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Die Geometrie der iigyptischen mathematischen Texte.

Von O. Neugebauer, Gottingen.

(Eingegangen am 22. 10. 1930.)

Die Absicht der folgenden Seiten ist es, eine handliche Zusammen-
stellung aller Quellen fiir unsere Kenntnis der dgyptischen (vorgriechi-
schen) Geometrie zu geben. Es sind keine neuen Texte hinzugekommen,
wohl aber habe ich mich bemiiht, alles mir irgend bekannte Material
zusammenzutragen und maoglichst ibersichtlich anzuordnen. Ich habe
versucht, die Texte, so weit als nur moglich, nicht durch Kommen-
tierung abzudndern; also sind insbesondere die entscheidenden und
nicht absolut selbstversténdlich i@bersetzbaren Termini zunéchst un-
ubersetzt gelassen). Alle Figuren der Texte ?) sind auch photographisch
reproduziert®**). Die wichtigen Textabschnitte sind im wesentlichen wort-
lich iibersetzt (,, ¢“); dagegen habe ich die umsténdliche Formulierung
der Ausrechnungen durch unsere Symbole abgekiirzt und auf die Wieder-
gabe rein rechentechnischer Schritte verzichtet.

1} Zur Aussprache dgyptischer Worte s. S. 305, Anm. 4.

%) Abkiirzungen fiir die Texte B, C, K, M, R wie S. 301. Bruchbezeichnung:
7 =1/n,3=2%/;. [ ] Erganzung von Textlicken. Sonstige Abkiirzungen wie S. 379f.
Auf Literaturbelege habe ich weitgehend verzichten zu diirfen geglaubt; vgl. dies-
beziiglich z. B. Peet, RMP, Struve, QS A1 und Chace, RMP. Die 8. 446 ff. ge-
gebenen Reproduktionen der Figuren sind Ausschnitte aus den Publikationen K,
QS A1undChace, RMP. — Ich wurde indessen von verschiedenen Seiten auf fol-
gende Irrtiimer in der oben zitierten Arbeit S. 301ff. freundlichst aufmerksam ge-
macht: Es ist mehrfach Chase durch Chace zu ersetzen. 8.305%): es ist nicht
die Buchrolle, sondern ,9, (Méller, Pal. 1, LXII) das Determinativ von ‘4. S. 349 130):
im zweiten Satz sind durch eine Korrektur irrtiimlich die SchluBworte ,,ist das
des Textes* weggeblieben. S. 358%): Es ist *13 mit 11 zu vertauschen. S. 370
R 2/19:esmuB 1+2 +12 heiBen. 8.370 R2/37: f=8+38.

22) Die immer wiederholte Behauptung von der Unexaktheit der Figuren von R
trifft iibrigens durchaus nicht vollkommen zu. Ich glaube aus den Photographien
entnehmen zu kénnen, daB ein groBer Teil der geraden Linien mit einem Lineal
gezogen sein muB (vgl. Abb. 10, Abb. 15, 16, 22, Abb. 23—26). Die Figuren von M
sind allerdings ganz freihéndig skizziert.

Quellen und Studien B I. 28



414 0. Neugebauer

Die genaue Lektiire dgyptischer geometrischer Texte ist, ganz ab-
gesehen von allen terminologischen Schwierigkeiten, keine bequeme
oder unterhaltende Angelegenheit; man wird sich diese Miihe aber nicht
ersparen konnen, wenn man ernstlich iiber dieses Gebiet urteilen will.
Vor allem muB man durch eigene Erfahrung die Beschwerung fast aller
dieser Beispiele mit rein metrologischen Dingen kennen lernen, um zu
empfinden, wie wenig bei dieser ,,Geometrie’‘ das Gewicht auf die
eigentlich ,,geometrischen‘* Relationen fallt, wie stark es dagegen auf
das peroel zu legen ist.

Inhalt.
§ 1. Das Dreieck . . . . . . 414 § 7. Der Zylinder. . . . . . 432
§ 2. Das Viereck . . . . .. 417 § 8. Pyramide u.Verwandtes 435
§ 3. Polygone . . . . . .. 420 § 9. Konstruktionszeich-
§ 4. Der Kreis . . . . . .. 422 nungen . ... .. . . 443
§ 5. Krumme Flachen . . . 424 §10. Verzeichnis der Termini 443
§ 6. Wirfel und Quader . . 429 §11. Konkordanz . . . . . . 445
§ 1.

Das Dreieck.

1. R 51. Figur s. Abb. 10.

,,Beispiel zur Berechnung eines Dreiecks Land (34.t); wenn man dir
sagt: ein Dreieck von 10 Hundertellen®) an seiner mrj.t, 4 Hundert-
ellen ist sein tp r3; was ist seine Fliche (3h.¢)?“

Rechnung: t=tp r3 m=mrj.t
t

4:2=2 ,um es viereckig (ifd) zu | 5 = 2 (Hundertellen)
machen*
10-2 ,,das ist seine Flache (32.0)* | F = m% =10 (Hundertellen) - 2

(Hundertellen) =2 (1 Hundertelle
1000 Ellen) = 2 (Tausend-Land *))

Bei der Figur steht:
1 400 1 1000

2 200 2 2000 ,,seine Fldche ist 2.

2. M 4. Figur s. Abb. 11.

,,L Beispiel zu]r Berechnung eines Dreiecks.

[Wenn man dir sagt:] ein Dreieck, 10 ist die [mr]j.¢,
4 an dem tp r2; laB mich wissen‘

...... Rest fast ganz zerstort . . . . . .

%) Lingenmall %zt von 100 Ellen (mh).
%) FliachenmaB %3 -¢3 von der Fliche eines Rechtecks 1 Hundertelle x 1000 Ellen.
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Bei der Figur: 1 4
2 2

Offenbar Paralleltext zu R 51.
3. M7

/2

1 [1000]
[20007]°)

,,Beispiel zur Berechnung eines Dreiecks.
Wenn man dir sagt: ein Dreieck der Fliache (3%.t) 2 (Tausend-Land),

ein idb von 21/,.¢¢

Rechnung:

,», Verdopple die Fliache** (3h.1) =
40 (st3.t°%)

1= idb
2-2 Tausend-Land =4 (1 Hundert-
elle - 1000 Ellen) =40 (Hundert-

ellen)? =40 3.t

40-21/,=100

/100 =10 (Hundertellen) 100=VY2F i=I
1:2'/,=34+15

(3-+15)-10=4 (Hundertellen) b=1:i=0b

,»210 (Hundertellen) ist die Lénge
(m 3w) zu (r)7) 4 (Hundertellen)
Breite (m sh.w).*

4. M 17. Figur s. Tafel I, Abb. 3.

,,Beispiel zur Berechnung eines Dreiecks.

Wenn man dir sagt: ein Dreieck von 2000 %) als seiner Flache (34 . ?).

Von dem was du auf die Linge (r 3w) gibst, gibst du 34715 auf
die Breite (&r sh.w).“

Rechnung:
2-2000%) =40 (5¢3.1°))
1:(3+15)=2,
40-2'/,=100 -
y'100=10 (Hundertellen) Linge (3w) l= l/éi” =10

b=1-(b:l)=4

(3-+15)-10 =4 (Hundertellen) Breite (sh.w)

%) So mdéchte ich in Hinblick auf R 51 und die Figur von M 4, in der ,,2¢ (d. h.
Tausend-Land) angegeben ist, ergénzen. Dagegen Struve, S.146: [10] bzw. [20].

6) FlichenmalBl st3.¢ = (Hundertelle)?, entspricht der griechischen Arure. 10
st3.t = 1 Tausend-Land.

7) Gunn-Peet, JEA 15, Taf. 35, gegen Struves n ,,fir®.

8) Ich folge hier der Lesung von Gunn-Peet, JEA 15, S.174. Diese 2000 ent-
sprechen natirlich den 2 (Tausend-Land) der Figur; — vgl. die vorangehenden
Beispiele.

28%*
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In und bei der Figur steht (vgl. Abb. 12):

an der Lingsseite: 1 10 d.h. =10

an der Breitseite: 315 4 d.h b=1.0b:))=4
dann

in der Fliche: 2

darunter: 40 2-[2 1010%) d. h. 2F =40 (st3.1) und 2F'bi:lz 100
schlieBlich

1 40
/ 2 80
/2 20  Summe 100 Wurzel 10.

5. Edfu. Vgl. § 3, 3 (S. 421).

6. Sonnenuhren.

Obwohl iiber den vorliegenden Rahmen hinausfithrend, sei doch auf die schénen
Untersuchungen von L. Borchardt hingewiesen1?), die die Vorstellungen be-
treffen, die denKonstruktionen agyptischer Sonnenuhren zugrundeliegen. Sie sind
insbesondere fiir die Geschichte dessen, was wir heute trigonometrische Funktionen
nennen, von Interesse. Vgl. dazu auch § 8, Schlufbemerkung.

Bemerkungen zur Terminologie der Dreiecksaufgaben.

mrj.t sachlich sicher ,,Hohe des Dreiecks™). Die Beziehung zur
urspriinglichen Wortbedeutung ,,Uferdamm‘ (aber auch ,,Felder-
grenze‘‘?)) erfihrt durch Struve) eine anschauliche Deutung als
,,Grenze®, durch die die Fliche eines gleichschenkligen Dreiecks
in zwei gleiche Teile zerlegt wird'?). Dreiecke mit mrj.t sind also mit
Struve als gleichschenklig anzusehen (R 51, M 4)*°).

9) So sind, glaube ich, die letzten etwas weit auseinandergeschriebenen Zahlen
zusammen zu fassen (vgl. Abb.12). Gunn-Peet ergéinzen die 2 zu 4, was aber
nicht nur eine ganz iiberfliissige Zahl liefert (die 4 steht ja schon einmal gleich
dariiber), sondern auch paldographisch héchst unwahrscheinlich ist; Struve er-
ganzt eine 20 und interpretiert sie als Umsetzung der in der Figur stehenden Zahl ,,2°
in eine gewdhnliche Zahl — dabei bleibt aber nun die 40 iberzdhlig. Die hier vor-
geschlagene Erginzung entspricht nicht nur einem Schritt der Rechnung, sondern
paBt auch sehr gut zu den erhaltenen Zeichenresten (insbesondere von 100 ist noch
die ganze linke Hilfte zu erkennen). Vgl. auch JEA 17, 8. 160.

10) Borchardt, Die altagyptische Zeitmessung = Bassermann-Jordan, Die Ge-
schichte der Zeitmessung und der Uhren, Bd. 1, Lfg. B, Berlin-Leipzig 1920.

1) Peet, RMP S.92; Sethe, Jahresber. d. D. Math. Ver. 33 (1925), 8. 140.

12) WBII, 109.

13) QS A1, S.154.

14) Ganz analog wird im Babylonischen (TU 83, Vs. 16) die Hohe eines aus-
driicklich als gleichschenklig bezeichneten Dreiecks mit RI bezeichnet, ein
Terminus, der ebenfalls urspriinglich ,,Trennende‘‘ bedeutet (vgl. dazu oben S. 811.).
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Im Gegensatz dazu hat die Bezeichnung ,,Liinge‘ (3w) und ,,Breite*
($h.w")) nur bei rechtwinkligen Dreiecken cindeutigen Sinn (M 7,
M 17)*); vgl. auch die Anwendung dieser Termini beim Rechteck (§2).

tp r3 ,Mindung‘* (wortl. ,,Vorn im Mund‘“'?)). Von Struve als
Basis gleichschenkliger Dreiecke erkannt (als Partner von mrj.t
im Gegensatz zu 3w — $h . w). Nach der von S truve bemerkten Regel '?),
daB liegend gezeichnete Dreiecke Dreiecke, aufrechte aber Korper (Pyra-
miden) bezeichnen, paBt auch ,,Mindung*‘ besser als ,,Basis*‘. AuBerdem
ist zu bemerken, dafl der Zusatz ,um es viereckig zu machen‘‘, der in
den beiden gleichschenkligen Figuren R 51 und R 52 (vgl. S. 419) der
Vorschrift, tp r3 zu halbieren, folgt, nur dann einen geometrisch unmittel-
bar anschaulichen Sinn hat, wenn die Figur entweder gleichschenklig
oder rechtwinklig ist, nicht aber, wenn sie ganz allgemeine Gestalt hat.

idb, wortl. ,,Ufer*’, bezeichnet, wie aus M 7 folgt, das Verhiltnis
von ,,Breite’ zu ,,Linge‘‘ rechtwinkliger Dreiecke!?). Es ist vielleicht
beachtenswert, dal es sich auch in den beiden anderen Fillen ebener
Figuren, in denen Verhéltnisse von Stiicken vorkommen, um zueinander
rechtwinklige Strecken handelt (M 17 rechtwinkliges Dreieck, M 16
Rechteck). Entsprechendes gilt auch fir Korper.

sh.t, wortl. , Acker‘‘, abwechselnd mit ,,Land“ bzw. ,,Fliche*
(= Flacheninhalt) wiederzugeben?).

§ 2.

Das Viereck.

1. Meten-Grab.

Es werden oft die Inschriften des aus dem ,,Alten Reich* (IV. Dyn.) stammen-
den GrabesdesMeten als Beweis fiir die richtige Bestimmung der Rechtecksfliche
zitiert. Obwohl ich keinen Augenblick bezweifle, dafl die Mathematik des AR
dieser Aufgabe selbstverstindlich gewachsen war, kann ich doch nicht einsehen,
wieso sich dies gerade aus dem Metengrab herleiten 148t. Ich kann in dessen In-
schriften?) nur einige Angaben iiber den Landbesitz Metens finden, ausgedriickt
in $¢3.t%), und die Nachricht, daB sein ,,Haus (pr) die ,,Lange (3w) von 200 Ellen*
und die ,,Breite ($&.w) von 200 Ellen* gehabt habe?22), ohne daf} sich aber eine
Beziehung zur Fliche herstellen lieBe, und ohne jede Angabe iiber die geometrische
Gestalt der Lindereien.

15) Jiinger auch wsh und wsh.t (vgl. WB I, S. 365, IV, S.228).

16) Struve, QS A 1, S. 150.

17) WB II, 8. 389.

18) QS A1, S.154.

19) Vgl. auch Gunn-Peet, JEA 15, S. 173.

20) Vgl. Gunn, JEA 12 (1926), S.132.
1) Sethe, Urkunden d. &g. Alt. I, 1 bis 7 und vollstindig (worauf mich Dr.

J. Polotzky freundlich hinwies) in Ag. Inschr. a. d. kgl. Mus. zu Berlin I, 73 bis 87.
2) Urk. I, & (7).
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2. R49. Figur s. Abb. 13.

,,Beispiel zur Berechnung ) eines Landes (34 .¢). Wenn man dir sagt:
Ein Viereck (ifd) an

Land, von 10 Hundertellen®) zu (r) 2 Hundertellen; was ist seine Fléache
(3h.7)

Rechnung:
1 1000 1/10 - 100 000 = 10 000
10 10000 L 1o TNE AT e
100 100000 110 110-100000 = 1 000 ,,das ist die Fliche

offenbar nicht zu den Angaben passend (vgl. Peet, RMP 8. 90). Sie wiire richtig
fiir ein Quadrat und Umrechnung seiner Fliche in ,,Ellen“3l).

3. M 6. Figur s. Abb. 14.
,,Beispiel der Berechnung eines [Rechtecks]?%).
Wenn man dir sagt, ein [Rechteck]?!), n.¢ Stff 244 der Linge (3w) fir

(n) die Breite (sk.w).*

Aus Figur und Rechnung folgt, daBl es sich um ein Rechteck der
Flache 12 und des Seitenverhiltnisses 3:4 handelt. In Lesung und
Ubersetzung der Angaben liegen viele Schwierigkeiten. Der Schreibung
sttj schlieBt sich Struve an; Gunn-Peet?) lesen Struves T als
neues Wort EH:‘ und tbersetzen demgem&f ,,an enclosure of a set and
2 arurae® indem sie die vorangehende Gruppe §t als eine bisher un-
bekannte MaBbezeichnung ,set* fiir 10 Aruren ($£3.t°)) ansehen. So
stiinde die sonst zu vermissende Angabe Flicheninhalt =12 doch im
Text. Struve?®) nimmt statt dessen eine irrttimliche Auslassung der
12 an und iibersetzt ,,ein Rechteck von [12 in der] Fliche (stt7)‘. Vgl.
auch unten Nr. 5 und S. 438f..

Rechnung:
1:(2+4+4)=143.
., Multipliziere diese [12]%7) { die in der Flache (s#tj) ist (Struve)

| which is in a set and 2 arurae (Gunn-Peet)
mit 14 3; das gibt 16.¢

%) is.t; vgl. Gunn, JEA 12, 8.132: ,,converting into area from given dimen-
sions“ (WB I, 8.128 s.v. is.t).

) Die Reste erginzt Struve (QS A1, S.125) zu p.t (,Matte”, ,,Platte*),
Gunn-Peet (JEA 15, S.168) zu ‘.t (,,Kammer*, ,,an enclosure®).

25) JEA 15, S.170f.

26) Gegen die Auffassung von Gunn-Peet hebt Struve (brieflich an mich)
hervor, daB die ,,12¢¢ der Figur durch N} und nicht durch ,,1 set 2 3.t geschrieben
wird.

27) Im Text zerstort, Erginzung aber zweifelsfrei.
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V16=4 = Linge (3w) & /1 4
4-(244) = 3 = Breite (sh.w) 12 1% /2 162,

Bedeutung: Aus b:l= 3/, mit F=12 wird Va%:l/ LS V-

und (b:1)-1=0b berechnet. Vgl. §1,3 und § 1, 4 sowie § 6, 4 (S. 415
bzw. 430).

4. K 1.

Formal als 3-dimensionales Problem anzusehen; vgl. daher unter § 6,4. Im
wesentlichen aber analog zu dem eben behandelten M 6.

6. M 18.

Es ist dies eine nicht zu Ende gefilhrte und auch in den Einzelheiten unver-
stindliche Aufgabe. Sowohl in den Angaben wie in der Frage kommt der Terminus
sttyw vor, der an anderen Stellen wichtig ist. Struve deutet das Ganze als
Berechnung der Fliche eines rechteckigen Stoffs von 5 (Ellen) 5 Handbreiten
Linge und 2 (Ellen) Breite, was in der Tat die letzte Zahl 80 (Handbreiten?) er-
gidbe®?). Er iibersetzt demgeméif sitjw als ,,Fliche*; dies ist fir Struve eine
wesentliche Stiitze seiner Interpretation dieses Wortes und der verwandten Ter-
mini (vgl. u. 8.438). Vgl. dagegen Peet, JEA 17 S. 159.

6. R 52. Figur s. Abb. 15.

,,Beispiel zur Berechnung eines Abschnittes eines Landes (A3k.t n.t
3h.t)- Wenn man dir sagt: ein Abschnitt eines Landes

von 20 Hundertellen an seiner mrj.t, 6 Hundertellen ist sein tp r3,
4 Hundertellen an dem Schnitt (A3k); was ist seine Flache (34.¢) P
Rechnung:

tp r3+m3.k=10

£-10=5 ,,um es viereckig (ifd) zu machen*

20-5=10 ,,es ist seine Fliche (34.1) — ndmlich in ,,Tausend-Land‘‘*).

Bei der Figur:

1 1000 /1 2000
2 500 2 4000
/4 8000

zusammen 10000 ,,macht als Fliche (3%.%) 20(!)“.
,»Dies ist sein Betrag an Land (3%.¢%).*

Wegen mrj.t als Hohe eines gleichschenkligen Dreiecks (vgl. S. 416)
ist auch die Figur hier als gleichschenkliges Trapez zu deuten.
Seine Fliche soll offenbar durch

F=(pr3+13.k)-mrj.t

28) Offenbar Schreibfehler fiir 8.
29) 1 Elle (mk)= 7 Handbreiten ($sp) = 28 Finger (db‘).
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berechnet werden. Richtig hiefle dies: F = % (600 + 400). 2000 Ellen® =
1000000 Ellen* =10 Tausend-Land #).

7. Metrologisches.

Rein metrologische Umrechnungen enthalten R 54 und R 55 (es sind 7/, $23 .2
bzw. 8/;t3.t in die speziellen Aruren-Bruchteile zu verwandeln). Hieran héitte
sich sinngemiB die Aufzahlung aller aus anderen Texten bekannten MafBumrech-
nungen anzuschliefen.

§ 3.
Polygone.

1. R 53. Figur s. Abb. 16.

Text fehlt. Figur und Rechnung widersprechen einander. AuBerlich
erinnert die Figur an die babylonischen Dreieckszerlegungen (vgl. oben
S. 671t.).

Die Rechnung F, = % -7-2+%8) =7+ 2+ %+ 8%) betrifft offenbar
ganz richtig die Fldche des linken Teildreiecks.
Restliche Rechnung:

w11 442
/2 9
2 244
/1% 1+8
zus. b+-2+8

sein 10 1 -+Z+ 8410 Ellen ')
sein 10 abgebrochen®), denn dies ist der Betrag*.
Vermutlich ist dies die (wenn auch fehlerhafte) Berechnung der
mittleren Trapezfliche F,. Die Zahlen der Figur liefen erwarten: F', =

1 24716)3+7) = 2% (34-7). In Wirklichkeit wird allerdings 3 + &
2 2

nicht mit -8—:;—[5 =448, sondern mit 4-+2 multipliziert; 442 konnte

aber ein leicht vorkommender®) Irrtum bei der Bildung von S—TIJ sein.

80} Ausgedriickt in s$t3.¢ und seinen speziellen TeilmaBen.

81) FlichenmaB ,,Elle* (mh): ein Rechteck 1 Hundertelle x 1 Elle, d. h.
/100 S$t3.t; eigentlich mh ¢3 , Landelle (vgl. Sethe, ZZ 8. 79).

32) Peet, RMP 8. 95, iibersetzt hier 45/ wie iiblich mit ,,subtrahieren*. Sachlich
ist dies hier aber unverstéandlich. Der Grundbedeutung nach bedeutet zb; offenbar
(vgl. das Determinativ x) ,,abbrechen*. Wie das akkadische hipw (womit es
natiirlich zusammenhingt) wird es also sowohl das subtraktive wie das teilende
,,abbrechen bedeuten kénnen. So wird man z. B. auch R 50, Zeile 2 u. 3 hb-br-k
9-f m1d3.tm8 einfach iibersetzen konnen: ,brich sein 9-tel ab, es ist 1; der Rest
ist 8 und so des 6fteren.

%) Vgl. z. B. den Fehler in R 43: 90— %5 statt 90—~ 130.
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Dann ist noch beim Addieren die 9 iibersehen, was 14-+2-8 ergeben
hétte; nun ist ,,1 -4 -+ 8-+ 10 Ellen* das Zehntel von 14 +2-47% — soll
etwa das letzte 4 statt 8 eine (mifgliickte) Verbesserung wegen der
falschen Ausgangszahl (4 -2 statt 4+ 8) sein? Die nochmalige Divi-
sion?®) durch 10 wiirde schliefilich F, in Hundertstel-§t3.¢, den sog.
,,Ellen* ), ergeben®*).

Das letzte Trapez fehlt in der Rechnung. Daf die Figur alle Teil-
gebiete durch ein Dreieck umschlieft, pat offenbar nicht zu den an-
gegebenen MaBen (z. B. Basis = erste Querlinie = 6).

2. Berl. Pap. 6619.

Die Aufgabe von B 1, Kol. II, eine GriBe z so zu bestimmen, dafl 2% + (3/, z)?
= 100 ist, wird wegen des Terminus %3;.¢ ,,Fliche** in Zeile 3 meist geometrisch
interpretiert. Ich habe oben 8. 311 (Anm. 31) angedeutet, warum ich dieses Bei-
spiel als ‘b*-Rechnung ansehen méchte.

3. Edfu.

Oft zitiert werden die Felderangaben in der ,,Schenkungsurkunde am Horus-
Tempel von Edfu. Bearbeitet von Lepsius®?), ausfithrlicher publiziert von
Brugsch), nach W. Otto zu datieren in das Ende des — 2. bzw. Anfang des
—1. Jahrhunderts3?). Eine moderne Publikation des ganzen Tempels von Idfu
durch die University of Chicago beginnt eben zu erscheinen3®), Die aufgezihlten
Felder lassen sich zum Teil zu ganzen Komplexen zusammenschlieBen (vgl. Lep-
sius®), Tafel 6). Die Einzelfelder sind Trapeze (auch Rechtecke), unregelmiBige
Vierecke und Dreiecke. Die angegebenen Flicheninhalte entsprechen, wie Lepsius
erkannt hat, dem Produkt der arithmetischen Mittel der Gegenseiten®%?). In der
manchmal ziemlich arg beschiidigten Inschrift sind noch 185 Beispiele einiger-
maBen eindeutig erhalten. 29 Beispiele sind allgemeine Vierecke mit lauter ver-
schiedenen Seiten®8?), Die iiberwiegende Mehrheit (109 Beispiele) besitzt zwei
gleiche Gegenseiten, bei 24 Beispielen bestehen beide Gregenseitenpaare aus gleichen
Seiten (also Rechtecke?), bei zweien sind sogar alle vier Seiten gleich (Quadrate?).

34) Vgl. die Rechnung von R 49 (§ 2, 2).

35) Abh. d. kgl. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1855, phil.-hist. Abh., S. 691{f.

36) Thesaurus inscript. aeg. III (1884) S. 531ff.

37) Priester und Tempel im hellenistischen Agypten Bd. 1 (1905) S. 263 Anm. 2.

38) Hinweis von Prof. Kees. Das bisher Erschienene betrifft aber noch nicht
die ,,Schenkungsurkunde‘‘.

38a) M. Simon hat in seiner ,,Geschichte der Mathematik im Altertum** (Berlin
1909), S.49 ohne niahere Begriindung die Behauptung aufgestellt, es seien diese
Rechnungen nicht nach der von Lepsius entdeckten Formel gerechnet, sondern es
handle sich ,,um angeniherte Quadratwurzelausziehung®. Da diese Behauptung
iiberhaupt nur hinsichtlich der Dreiecke Sinn haben kénnte, so geniigt es, diese Fille
zu kontrollieren. Unter den 21 noch kontrollierbaren Dreiecksbeispielen finden sich
aber nur 3 Ausnahmen von Lepsius’ Formel und diese sind offenbar ganz grobe
Rechen- oder Schreibfehler.

38b) Darunter ein Beispiel, dessen Gegenseitenpaare beide Male gleich sind
(3 zu 3+ 2); die Figur ist also ein Rhomboid (Brugsch?3®) V,5).
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Unter den Dreiecken sind 3 ganz unregelmiilig, 15 gleichschenklig?8©), 3 gleich-

seitig. Der Text enthilt ziemlich viele Rechen- und Schreibfehler, die aber oft

in den Summierungen ausgeglichen sind. Oft sind es nur Vereinfachungen von

zu langen Bruchreihen, insbesondere, wenn sie iiber /g, (den kleinsten selbstin-

digen Aruren-Bruchteil) hinausgehen.
Beispiele:

Brugsch®) I, 7: ,,22 zu 23; 4 zu 4; soviel wie3®) 90 ist es. Nordlich: 22 zu 21;
4 zu 4; soviel wie 86 ist es™ usw.

I, 18, 14: ,MaBle: das erste von Norden: 45!/, zu 331/, ¥/,; 17 zu®) 15; soviel wie
632 Land. Ein anderer Besitz, siidlich, ist in Hundertellen¥) 481/, zu 48/,;
5 zu 4; soviel wie 2171/ ist es. Ksmacht im Westen: (ein) $t3.£ 1/, 1/g 1/16 Vso;
soviel wie 2181/, 1/g 116 152%); soviel wied3) 8501/, /1 /s

I, 19, 20: ,,13 zu 13; 8 zu 8; soviel wie 104 Land‘.

111, 13: ,Das erste von Siiden: Nichts#4) zu 5; 17 zu 17, soviel wie 4:21/2“.

VI, 6: ,,1 zu nichts#); 1 zu 1; soviel wie /,.

VI, 9: ,Sidlich: 2 zu?ll/z; 1 zu nichts?%); macht 1/, 1/, /5.

§ 4.
Der Kreis.

I. R 50. Figur s. Abb. 17.

,»,Beispiel zur Berechnung eines runden Feldes (34.¢ dbn) von 9 Hundert-
ellen;

was ist sein Betrag an Flache (3h.1)?“

3c¢) Sethe hat neuerdings (Jahresbericht d. D. Math. Ver. 40 (1931) S. 641.)
den Standpunkt vertreten, diese dreieckigen Felderstiicke seien in Wahrheit wohl
rechtwinklig gewesen und nur zur Erleichterung der Rechnung seien eine Kathete
und die Hypotenuse einander gleich gesetzt. Im selben Sinne wire die mrj.t (vgl.
S. 416) ,zugleich die Seite des Dreiecks und Hohe“. Dagegen 1aBt sich meines Er-
achtens einwenden, daB es sich bei der Schenkungsurkunde um eine Aufzihlung
wirklicher Felder handelt, daB es also wenig wahrscheinlich erscheint, da man
bereits bei den Angaben ihrer MaBe Idealisierungen vornimmt, wie man ja auch
sonst alle moglichen Einzelheiten ihrer Lage an bestimmten Kanilen usw. genau
angibt. Wohl aber wird die Ausrechnung abgekiirzt, schon wegen der oft fehlenden
ganz kleinen MaBbruchteile. Auch vom Standpunkt der Sauberkeit der Termino-
logie und der Bestimmtheit mathematischer Vorstellungen scheint mir doch Struves
S. 416 genannte Ansicht historisch wahrscheinlicher.

89) So mdchte ich dieses r... pw iibersetzen; Liepsius3) (8. 77) faBt es auf als
trj ,,das macht“. Vgl. WB II S.388 und I S. 111.

40) iw (statt des » sonst); vgl. WB I 8. 42.

) bt n nwh, gleichwertig pt Hundertelle (wortl. ,,ht aus Seil®).

42) So statt 218 1/, 1/;4 Y3, (Alle Briiche in den speziellen Zeichen der Aruren-
Bruchteile.)
43) Gesamtsumme.
44) Negationszeichen n.
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Rechnung:

(9—9-9)-(9—9-9)=64=60-14 s3.1.

In Formeln besagt dies, dafl die Kreisfliche F
3,1605 .. .. entspricht.

256
81
2. R 48. Figur s. Abb. 18.

Kommentarlose Rechnung:

gesetzt wird, was 7 ~

1 8 §t3.1 /1

2 1%) 6 $t3.1 2

4 3 2 §t3.t 4

/8 6 4 §t3.t /8
ZUus.

o=t = (3] o

9 §t3.¢
8 §13.1
6 $t3.t
2 §t3.1
1 §t3.t

Wenn die 9 der Figur Quadratseite d bzw. Kreisdurchmesser d an-
gibt, so wird hier die Kreisfldche (°/y d)? und die Fliche d? des umschrie-

benen Quadrates berechnet.

3. Halbkugel, Zylinder, Kegel-

stumpf.

Bei Halbkugel und Zylinder entspricht
die Kreisrechnung den beiden vorangehenden
Beispielen (vgl. § 5 und 7). Dagegen wird bei
einer Kegelstumpfberechnung = durch 3 ap-
proximiert (vgl. § 8, 8).

4. Ellipse.

Borchardt hat AZ 34 (1896) 8. 751. eine
Zeichnung an einer Mauer des Lugsortempels
(Zeit nach Ramses III., d. h. nach —1150)
veroffentlicht, deren Aussehen Abb.1a, deren
MaBle Abb. 1b gibt. Borchardt hat die
Vermutung ausgesprochen, daf die 4 Teil-
bogen der Kurve aus Kreisen der Mittel-
punkte M;, M, bzw. My, M; bestehen%) (vgl.
Abb. 1b), bzw. dafi das Rechteck mit der
,,Bllipse* flichengleich sein solle (was auch

Abb. 1.

zahlenmiBig sehr genau der Fall ist: l.c. S.76). Wenn die letztere Annahme

zutreffen sollte und fiir % dieselbe Approximation wie z. B. R 50 und R 48 an-

gewandt wire, so miilte das flichengleiche Rechteck iiberall um ein Neuntel

4%5) Offenbar ,,Tausend-Land*. Vgl. Anm. 6.

46) Diese Konstruktion ist natirlich nur bei einem ganz bestimmten Verhiltnis

31
48T~ %

realisiert ist (es ist ja d, = %d )

von z:y moglich (y:

9
—;—x), das im vorliegenden Falle auch recht gut
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gegen die Ellipsen-Halbachsen eingeriickt sein4?): also a2~ ¢—9a, y ~ b—9b.
Vgl. auch 8. 429.

Ferner hat Daressy (Annales du service des antiquités de 'Egypte 8, 1907,
S. 237f1) in der Kurve einer Werkzeichnung fiir eine Gewdlbekonstruktion einen
Ellipsenbogen erkennen wollen.

$ 5.

1 ) 10. Krumme Fldachen.

,, Beispiel zur Berechnung einer nb.1.
Wenn man dir sagt: eine nb.t von
tp r3 zu (r) 4/, m ‘d, laBl mich | t=4"/,

wissen ihre Fliche (3% .t): Nimm
/o von 9, weil die nb .t

die Halfte des i[nr]ist; dasmacht1“
9—1=8 2t—1/,21=8
1/,-8=3+6418
8—(B3+6+18)=749
(7-+9) - (4+7) — 32 = Fliche (3h.1). F=t{(2t—1/92t)——%(2t—1/92t)}

Die Formel des Textes 1468t sich sofort in /= % (®/s-21)2 umformen.

%

Nimmt man an, daBl ¢tp r3=t den Radius eines Kreises vom Durch-
messer d=21 bedeute, so wire F, = % (8/od)? die Flache eines Halbkreises

(vgl. § 4). Bedeutet aber tp r3 soviel wie Durchmesser, so ist
F,=2(/,d)* die Fliache einer Halbkugel des Durchmessers t=d.
Fiir die zweite Deutung sind, nach Struve?*), vor allem folgende
Griinde anzufithren: 1.) nb.t bedeutet soviel wie ,,Korb* (Schriftzeichen
<— nb). 2.) tp r3, wortl. etwa ,,vorderster Teil des Mundes®, d. h. ,,Miin-
dung* %), ist fiir den Durchmesser der Halbkugel eine ganz naturgemife
Bezeichnung, nicht aber fiir den halben Kreisdurchmesser. 3.) Es heilit
2»tp 13 zu (r) 4*/,*°; Struve hat ausfithrlich auseinandergesetzt *°), dafl
durch ein solches ,,zu‘‘ ausgedriickt werden kann, daf es sich um
gleichartige Erstreckungen in zueinander senkrechten Richtungen han-
delt®'). 4.) Der Zusatz ,,m ‘d“ zu dem tp r3 r 4'/,, der sich etwa mit ,,in

47) Das hiefe mit den MaBen der Zeichnung: bei der groBen Achse beiderseits
je 8,85 cm (statt 7 cm), bei der kleinen Achse 5,75 cm (statt 7,5 cm).

%) QS A1 S.157ff.

49) Vgl. auch die Terminologie beim gleichschenkligen Dreieck; oben S. 417.

%0) Insb. S.161.

51) Z.B. M 14 ,,zu 2 fiir die quadratische Deckfliche des Pyramidenstumpfes
(vgl. 8. 437).
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Erhaltung® tibersetzen 1a8t°?), weist wohl besonders darauf hin, da8 es
sich um den Hauptkreis-Durchmesser handelt (‘4 = wohlbehalten,
unversehrt sein). 5.) Das Gebilde, als dessen ,,Halfte** die nb.t bezeichnet
wird, ist durch ein Wort bezeichnet, dessen erster Buchstabe zwar sicher
i ist, dessen Fortsetzung aber sicher nicht {tn],,Sonnenscheibe‘* ge-
heiflen hat, wohl aber eine Ergénzung i[nr] zuld8t, ein Wort, das neben
seiner Hauptbedeutung ,,Stein“ auch in der Bedeutung ,,Eischale* be-
legt ist, was als Bezeichnung einer Hohlkugel denkbar wire®?).

Da die Worte ,,weil die nb.t die Hélfte des #[nr] ist** ersichtlich als
Begrindung des Schrittes ,,nimm '/, von 9*° gemeint sind, wird man
dies als Hinweis darauf deuten miissen, dafl 9 =24 nur bei der Halb -
Kugel richtig ist, dafl also die Vollkugel-Oberfliche durch

F=d{(4d—"-4d)—s(bd—"/s-4d)}
berechnet werden miifite. Struve®) hat daraus geschlossen, daB3

U=((d—1y4d)—y(bd—1s-4d)
die Formel fiir den Kreisumfang gewesen sei; (%)2 =xn~ Z gesetzt
wére also
Kreisumfang =#-4 d
Kreisfliche = % d? = % -d - Kreisumfang
Kugeloberfliche = 4 Kreisfliche = 4 % d* = Kreisumfang - d
Halbkugeloberflache =d-%-2 d.

Korrekturzusatz.

Die Freundlichkeit von Prof. Peet ermoglicht es mir, hier schon iiber
eine ganz neue Wendung zu berichten, die die Interpretation von M 10
seither genommen hat. Man verdankt sie einer soeben in JEA17 S. 100 ff.
erschienenen Arbeit von Prof. Peet, deren Korrekturen mir bereits zu-
ganglich waren, wofiir ich dem Verfasser auch an dieser Stelle meinen
Dank aussprechen mochte.

Wie schon oben auseinandergesetzt, beruht die Erklirung von M 10
als Berechnung der Halbkugeloberfliche darauf, daf8 in der Formel

Fet{@t—"/o20)~ " @1—"s20)} =t ()2

die GroBe t=tp r3=4'/, der ,,Mindung** als Durchmesser d, nicht als
Radius, eines Kreises gedeutet wird, was zur Folge hat, da}

Fealbd 3
die Halbkugelfliche bedeuten muf.

52) Struve QS A1 S. 162f. %) Struve QS A 1 8. 163ff. 54) S. 168.
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Diese SchluBweise bleibt solange zwingend, als in den Angaben nur
eine Grofle (ndmlich ¢) vorkommt. Peet eriffnet nun eine neue Moglich-
keit dadurch, daB8 er eine grammatisch ganz glatte Ubersetzung vor-
schligt, die sehr ernste Bedenken der Struveschen Ubersetzung ver-
meidet. Allerdings muB} er einen Auslassungsfehler in den Angaben an-
nehmen, der sich aber ohne weiteres aus einer paldographisch wie inhalt-
lich nahegelegten Verlesung des Abschreibers erkliren liflt. Nach Peet
hat man zu ibersetzen®®):

. ,,Beispiel zur Berechnung einer nb.t

Wenn man dir sagt: eine nb. t [von 41/,] an (m) Durchmesser (¢p r3)
zu (r) 4%/, an (m) °d; laB

mich wissen ihre Fliche: nimm

/g von 9, weil die nb.t

. die Halfte der i[p.]¢ ist; das macht 1.¢

usw.

Der wesentliche Unterschied gegen Struve ist: 1. die Ergéinzung der
Worte ,,von 41/, in Zeile 2 (der spezielle Zahlenwert 4/, wird natiirlich
durch die folgende Rechnung gefordert). Dadurch erhalten 2. die beiden
Prépositionen m in Zeile 2 und 3 ihre ibliche Bedeutung; 3. erhélt r
»zu' in Zeile 3 den naturgeméfien Sinn einer Verbindung zweier MaB-
angaben, was 4. nach sich zieht, daBl ,,4'/, an Durchmesser (¢p r3)*
und ,,4'/, an ‘d* als zwererler Dimensionsangaben zu fassen sind, wobei
allerdings ‘¢ als bisher unbekannter Terminus auftritt®*'). SchlieBlich

schligt Peet 5. in Zeile 6 die Lesung QE T ip.t vor, die vielleicht

etwas besser zu den Resten palt, als das inr von Struve und die hochst
unsichere Deutung ,,Eierschale’ ~ | Kugel*‘ vermeidet.

Bevor ich auf Peets neue Interpretation bzw. andere Moglichkeiten
eingehe, michte ich mit aller Klarheit hervorheben, daB ich es bei dieser
neuen Sachlage unter allen Umstinden fir ganz unzulissig halte, das
Beispiel M 10 noch weiterhin als Berechnung der Halbkugeloberfliiche
gelten zu lassen. Eine Tatsache von einer derartigen prinzipiellen Be-
deutung, wie es Struves Interpretation von M 10 darstellt, kann nur
angenommen werden, wenn es sich um absolut gesicherte Belege handelt.
Man mag sich zu Peets Ansichten stellen, wie man will*¢): solange auch
nur irgendeine andere Interpretationsmoglichkeit offen bleibt, mu M 10

DU W

542) Einige Termini lasse ich zunidchst wieder uniibersetzt.

8b) Sfruves Ausweg ,,in Erhaltung* war auch nur eine Verlegenheitslosung,
die sich nur zur Not mit dem Hinweis auf einen ,,Hauptkreis¢ der Kugel recht-
fertigen lieB.

54¢) Ich personlich méchte mich ihnen vollinhaltlich anschlieBen, abgesehen
von einer spiter zu besprechenden Modifikation seines Deutungsversuches.
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als einziger Kronzeuge fir die Oberflichenberechnung der Halbkugel in
Agypten wegfallen. Dies nicht anerkennen, hieBe, Geschichte auf un-
bewiesene Hypothesen stellen.

Interpretationsméglichkeiten.
Setzt man ¢p r3=4/,=d und ‘d=4'/,=a, so lautet die Formel

von M 10: F=a{@2d—"2d)—"s(2d— /2 d))
—a(s)2d~a"

Daraus ldft sich sofort P eets Interpretation gewinnen. Man deute a= ‘d
als neuen Terminus fir ,,/éhe* eines Zylinders; dann ist F die Fliche
des Halbzylinders. Peet denkt dabei an ein Gefsl
(;,Korb®) der in Abb. 2 gezeichneten Lage. Die
Worte ,,denn die nb.t (der Korb) ist die Halfte der
ip.t* wirden dann besagen, dal} der ganze Zylinder
ip.t heilt, was sich mit einer bekannten Bedeutung
dieses Wortes ,,Art MafB fiir Friichte u. 4. (WB 1
S. 67) vereinbaren lieBe.

Trotz der rechnerischen Zulissigkeit dieser Inter-
pretation michte ich das Bedenken geltend machen,
daB dieser ,,Korb* offen sein miite**?), da die Stirnflichen (Halbkreise)
nicht mit berechnet werden; ebenso wére ip.¢ nur eine zylindrische Rohre
und kein abgeschlossenes Gefifl. Ich mochte daher noch
auf eine andere M6glichkeit hinweisen.

Man denke sich einen kuppelfirmigen Speicher mit
kreisformiger Basis, aber hoher gewilbt als eine Halbkugel
(vgl. Abb. 3), wie sie uns aus zahlreichen Darstellungen
bekannt sind. Ein Durchmesser von 41/, Ellen (dies ist a-a
wohl die zugrunde zu legende Mafleinheit) entspricht auch Abb. 3.
recht gut den erhaltenen Mallen von 2 bis 3 Meter Durch-
messer ‘), Es fragt sich nur, wie dann °d zu interpretieren ist. Mit
Riicksicht auf die Verstindlichmachung der Formel méchte ich es als
die auf der Oberfliche des Speichers vom hochsten Punkt bis zur Basis
gemessene Randliange auffassen (Abb. 3). Dann konnte man sich ndm-
lich die Entstehungsweise der Formel

Abb. 2.

2 wd
F= (—) ad~ a4
folgendermallen veranschaulichen. Man denke sich die Oberfliche des
Korpers vom héchsten Punkt aus in ganz schmale Gebiete zerlegt

34d) Die #gyptische Zeichnung davon miite m. E. (U und nicht J aussehen.
54¢) Vgl. beispielsweise Erman-Ranke, Agypten und dgyptisches Leben im
Altertum, Tibingen 1923, S. 521.
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(Abb. 4), dann diese Art sphirischer Dreiecke aufgebogen und die
kreisformige Grundlinie gerade gezogen; dann entsteht etwa die in
Abb. 5 gezeichnete Figur, deren Fliche ungefihr der Oberfliche des
Speichers gleich ist. Die Gesamtfliche dieser Dreiecke ist aber offenbar

T . .
=--a, wie es unserer Formel entspricht 5¢F).

2

Als Stiitze dieser Ansicht wire vielleicht noch anzufithren, da sich
die Ubersetzung ,,Rand* fir ‘¢ mit einem andern Gebrauch dieses
Wortes, nimlich ,,LLand am Wiistenrand**%**) in Parallele setzen lieBe.
Eine Schwierigkeit kinnte aber in den Worten, ,,denn die
nb.t ist die Hilfte der . . .*‘ erblickt werden, denn nach der
eben angegebenen Interpretation wire die nb.¢ eine Be-
| zeichnung des ganzen Behélters®?). Ich mochte daher
diese Stelle nur rein mathematisch zu fassen suchen, ganz
analog wie bei den Dreiecksberechnungen die Worte ,,um
es viereckig zu machen* die Halbierung der tp r3, d. h. der
Basis, motivieren sollen®*’). In

unserem Falle wire a.d die ge-

samte Rechtecksfliche, deren

Héalfte erst die Summe der

Dreiecke, d.h.die Speicherober-

fliche bildet. Diese Erklarung

stinde also genau an der ent-

sprechenden Stelle beider Auf-

gabentypen. Das Wort Zt in Zeile 6 muBte demnach die Bedeutung

.—-\—r-._

\\\

,, Rechteck* haben. Lelder passen die Reste keinesfalls zu der nahe-
liegendsten Ergédnzung ifd ,,Viereck.

Es lassen sich natirlich nun auch noch andere Interpretationsver-
suche anstellen. Ich glaube aber, dafl man sich der Ansicht Prof. Peets
anschliefen muB, ,,that none of us is likely to be able to establish a
solution of the problem by logical proof, for the data given are insuffi-
cient’ — wenigstens solange wir nicht die Termini eindeutig verstehen.

51f) Die Anregung zu diesem Interpretationsversuch gab mir eine Stelle in
Colebrookes Algebra with Arithmetic and Mensuration from the Sanscrit of
Brahmegupta and Bhascara, London 1817, S. 88, Anm. 3. Dort ist in analoger
Weise die Kreisfliche auf Dreiecke iiber dem Kreisumfang mit dem Radius als
Hohe zuriickgefithrt. — Die Figuren 2 bis 5 sind {iibrigens maBstidblich einheitlich
konstruiert, entsprechen also genau den GroéBenverhiltnissen der beiden hier be-
sprochenen Moglichkeiten.

%g) WB I, 239. Das Determinativ in M 10 XVIII, 3 148t sich natiirlich
mindestens ebensogut als I lesen, wie als e=x=,

34b)  Korb* ist natiirlich auch ein ,,Behilter<, so daB die iibliche Ubersetzung
von nb.t keinen Einwand darstellen muB.

511) Vgl. z. B. oben S. 417.
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Bemerkungen zur dgyptischen Approximation von 7.

Struve hat die Hypothese aufgestellt®®), dall man zu 7'% %= (1—79)

— 9 (1 —79) durch Messung des Kreisumfanges U ¢ und Vergleich mit dem Um-

fang Ug des umschriebenen Quadrates gelangt sei. Der spezielle Zahlenwert von
. . . . .. Uk .
% wird dadurch erklirt, da sich leicht ausmessen liBt, dafl Uy=5-- . + & ist

. . . . Uk . .
und daB die kleine Differenz & bei dyadischer Unterteilung von 418 praktisch gleich
1 Uk . 81 Uk Uk 64 .
16" 5 ist, so daBl Ugp = 75—, d. T T wird.

Sucht man sich nicht nur den Zahlenwert, sondern auch den speziellen
Bau von # (insbesondere nach M 10) zu erkliren, so bietet vielleicht die Figur
von R 48 (vgl. Abb. 18a) einen Anhaltspunkt, da ja dort der Vergleich von
Kreisfliche F g = d2x% und Quadratfliche Fo = d? ver-
anschaulicht wird. Es wire vielleicht an Hand dieser
Figur an eine erste polygonale Anniherung des Kreises

d
zu denken (ihnlich der bei der Ellipse § 4, 4) mit —

als Teilpunktabstand (vgl. Abb. 6). Die erste durch

eine solche Figur unmittelbar nahegelegte Korrektur

d? —9d2 —9d2 erweist sich als zu grob®) —was z. B.

am Zylindervolumen leicht kontrollierbar ist —, wih- Abb. 6.

rend eine blof formale Iterierung des ersten Schrittes

— 942 sofort zu dem sehr guten Ergebnis (42 — 9d?) — 9 (42 — 9d?) = xd? fithrt.

Eine solche Vorliebe fiir formale Wiederholungen ist nicht nur durch die ganze

agyptische Rechentechnik bezeugt, sondern auch in Beispielen wie R 28, R 29,

R 375) verfolgbar. — Eine wirkliche Entscheidung kénnen aber wohl nur neue

Texte bringen.

§ 6.
Wiirfel und Quader.
1. R 44. Figur s. Abb. 19.

,,Beispiel zur Berechnung ¢’) eines viereckigen (ifd) Speichers D
seine Linge (3w) 10, seine Breite (sh.w) 10, seine Hohe (k3. w) 10,
was geht in ihn hinein an Korn?*

Rechnung:
~ 10-10-10=1000 d.i. Volumen in Kubikellen

-1000 = 1500 d. i. Volumen in h3r°®)
1500 =75 d. i. Volumen in Quart-Hundert-hk3.t%¢).

B~ e w

55) QS A1 S.178f.

56) Es wire #~ 3,11 .. ..

57) Vgl. z. B. oben S. 307 und 312.

8) ph3r ,Sack®, hk3.t,,Scheffel“. Es ist 1 237 = 20 hk3.1 =5 Quart-bk3.t =
2% Quart-Hundert-£k3.t = 2/, Ellen3. 1 Elle = 52,3 cm; 1 kk3.t = 4,7 Liter. Uber
eine andere Normierung des %23r vgl. Gardiner, Eg. Grammar, Oxford 1927, § 266.

Quellen u. Studien B T. 29
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2. R 45.

,,Ein Speicher; es geht in ihn hinein Korn 75 Quart-Hundert-4%3.¢; er
ist wieviel zu wieviel (wr r wr)?*
Rechnung:

75 -20=1500 Volumen in h3r

100 1500=15

2
5 -15=10
,»also 10 zu () 10 zu () 10° | Mit Riicksicht auf den Ubergang zu Ellen?.
Zu 1500 wird bemerkt: ,,siche es ist sein Stwtj.*

Aus R 44 folgt, daB das Volumen eines Wiirfels der Kante a Ellen
durch V= 910 a® in hk3.t ausmacht. R 45 ist davon die rein zahlen-
maéBige Umkehrung, denn es wird zur Bestimmung von a gebﬂdet

20-V- pra q, wozu man schon ¢ kennen miufite <statt a= I/ZO - V)

— Zu stwij s. S. 438.

3. R 46.
,,Ein Speicher; es geht in ihn hinein Korn 25 Quart-Hundert-%£3.¢;
was ist sein Betrag (rht)?*

Rechnung:
25-20=500 ,,es ist sein Stwtj* Volumen in h3r

1
10500 =50
-500=25 uberflussiger Schritt

»Es wird der Speicher Ellen (mh) 10 zu (r) 10 zu (r) 3!/5.

Die Rechnung nimmt ganz willkiirlich an, daf zwei Kanten des
2

Quaders gleich grof seien (¢=5=10). Dann wird c aus 20 V - % -5 be-
rechnet (vgl. oben R 451). Der Sinn aller derartigen Aufgaben ist offen-
bar allein in den MaBrelationen zu suchen. — Zu $twtj vgl. S. 438.

4. K 1.

Anfang mit den Angaben zerstért. Aus der Ausrechnung laBt sich

schlieBen, daf es sich um einen Quader gegebenen Volumens, der Hohe
10 Ellen und des Verhiltnisses 3:4 der beiden anderen Seiten handelt.
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Die sehr beschddigten drei ersten Zeilen lassen gerade noch erkennen,
daB das Volumen in hnw °°) gegeben war. Aus dem Resultat folgt, daf
dieses Volumen 120 Ellen® = 3600 hnw =9 Quart-Hundert-hk3.t betragen
muflite. Welche Bedeutung aber der erste erhaltene Schritt 40-3 = 120
der Rechnung hatte, dessen Ergebnis offenbar die Umwandlung des
Volumens in Ellen® ist, ist mir nicht klar®°).

Rechnung:
40-3=120 120 = Volumen in Ellen® =V
1 1
m120=12 ;V=bc
1:24+4)=1+3
@+9 be-(1:4) =02
12(1+3)=16
V16 =4 Vor=b
@+%)-4=3 —b=c

,,E58 macht 10 23/.¢ von 4 zu (r) 3 Ellen.*

Nach Erlangung der Querschnittsfliche 12 ist die Rechnung von K 1
vollig parallel zu der von M 6 (vgl. § 2, 3). Die ,,10 3j.¢ von 4 zu
3 Ellen" interpretiert Schack-Schackenburg sicher mit Récht als
10 Schichten der Héhe 1 Elle®). Gunn®?) iibersetzt es mit ,,surface**;
hier miiite man etwa ,,10 Lagen“ sagen, da uns ,,40 Flichen* zu un-
gewohnt klingt.

* 5. Statuenaufstellung (Anastasi I, 16, 6—17, 3).

,»Anastasi I“ ist ein Text des NR (etwa —1250 geschrieben), enthaltend eine
,,literarische Streitschrift‘, in der ein Schreiber einem andern vorhdlt, was er
alles nicht wisse®). Darunter auch 3 geometrische Aufgaben (vgl. §8,9 und
§ 8, 10), deren letzte verlangt, die Anzahl der fiir eine Statuenaufstellung notigen
Arbeiter zu berechnen. Die Statue (wohl ihr Block) soll sein ,,30 Ellen auf dem
Boden ausgestreckt, Breite (wsk.?) 20 Ellen snn‘‘, Die letzte Angabe bedeutet

1
300

) Schack-Schackenburg ging AZ 38, S.138 von der Annahme aus, es sei
1 Hundert-kk3.¢ = 3 Ellen® (statt 10/3 Ellen®), so daB der Quader 40 (statt 36)
Hundert-2f3.t gefaBBt hitte.

1) Vgl. z. B. die babylonische Volumeinheit 1 SAR (musar) = (1 GAR)2. 1 Elle
gleichnamig mit der Flicheneinheit 1 SAR (musar) = 1 GARZ 8. 0. Anm. 31.

52) JEA 12, S. 130.

%) A.H. Gardiner, Egyptian Hieratic Texts, Series I, Part I, Leipzig 1911.
Dort weitere Literaturangaben. Ubersetzung auch in Erman, Die Literatur der
Aegypter, Leipzig 1923, S. 270ff.

Elle3.

59) 1 hnw — % k3.t — 41_0 Quart-kk3.1 —

29%*
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wohl, daf die Grundfliche quadratisch®®) sein soll. Zum Aufstellen dienen 100
Kammern (§mm.t) mit einer ,,d3/* von ,,Breite (wsk.t) 8 4 Ellen‘ %) und ,,Hdohe
(kj) 50 Bllen. Diese seitlich um einen hohen Sandkasten herum angebrachten
Kammern dienen dann dazu, den Sand aufzunehmen, auf dem die Statue zu-
néchst liegt und sie dadurch allméhlich schrig zu stellen und schlieBlich ganz
aufzurichten$®). Im einzelnen noch manches unklar; alle Kérper sind wohl
Quader. Zur technischen Seite des Problems vgl. Gardinerl. c. Anm. 63 S. 34*
und die dort zitierte Literatur; ferner U. Ho1scher, Das Grabdenkmal des Kénigs
Chephren (Verstf. d. E. v. Sieglin-Exped. 1), Leipzig 1912, S. 73 und 8. 76f. sowie
Clark-Engelbach, Ancient FEgyptian masonry, London 1930 und die dort
zitierte Literatur.

6. Metrologisches.

R 47 gibt von 100 Quart-bk3.t an, wie sich ihr /o, Yy, - ..., /100 durch die
tiblichen Scheffelbruchteile ausdriickt. DaBl im Text ,,ein Speicher, (rechteckig)
oder rund genannt wird, hat sachlich keinerlei Bedeutung. — An derartige

Umrechnungen miiite sich im Prinzip die Besprechung eines grofen Teils der
agyptischen Mathematik anschliefen; so z. B. C (vgl. o. 8.3461{f.), auch psw-
Rechnungen (vgl. S. 317£f.), die unmittelbar in die Praxis der Wirtschaftstexte

(insbesondere Verpflegungslisten) einmiinden.

§ 7.
Der Zylinder.
Zur Kreisberechnung vgl. § 4 und §5.
1. R 41. Figur s. Tafel II, Abb. 13.
,,Beispiel zur Berechnung eines runden (dbn) Speichers von @ 10.%

Rechnung:
9—-1,-9=8§ Durchmesser d =9 Ellen, Héhe & =10 Ellen
8-8=064
64 - 10 =640 Volumen in Ellen® =V =h (d—*/4d)?

2 .640=960 ,,sein Betrag (1) in hsr %)

210—‘960=48 »geht an Quart-Hundert-£k3.¢ in ihn hinein*.

) Der Terminus snr hingt offenbar mit dem ,,nimm (a) m sn, das macht (a2)*
von M zusammen. Wortlich heiBt snj ,,vorbeigehen‘ u. 4. (vgl. Struve, QS A1,
S. 32).

) Gardiner hélt die 8 fir eine Verlesung von 40. Das wiirde aber riesige
Kammern (4 Ellen quadratische Basis und 50 Ellen Hohe) ergeben. Ist etwa
., Breite 8 [zu] 4 Ellen‘* zu verstehen (in Parallele zu ,,Breite 20 Ellen snn‘)?

6%2) Ich verdanke diese Interpretation einer freundlichen Mitteilung von Prof.
L. Borchardt. Vgl. auch R. Engelbach, The problem of the Obelisks, London
1923, insbes. Kap. VI.
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2. R 42,
,»Ein runder (dbn) Speicher von 10-10%

Rechnung:
10 —'/,10=8+3-+6+ 18
(8+3-+6-+182=79-+ 1T08-3%
(79+108+4324)- 10 =790 + 18427454 | V =h (d—"/4d)* (in Ellen®)
(1-+2) (7904184 27 4- 54) = 1185 Volumen in A3r3®%)
20-1185=59+1% ,,geht an Quart-Hundert-%%3.¢ in ihn hinein‘‘.

3. K 6. Figur s. Abb. 21.

Kommentarlose Rechnung:

12
8 Durchmesser d =12 Ellen, Hohe =8 Ellen
[/ 1 12]
3 8
(213 4
Zus. 16 d+1sd=16
/1 16
/ 10 160
/ b 80
zus. 256 (d41/5d)* = 256
2,h=5+43
/1 256
2 512
/ 4 1024
VAR 853
Zus. 1365+ 3 V=(d+"sd)?* 2/sh

Erklirung durch Schack-Schackenburg?®): Volumen eines Zy-

linders von 12 Ellen Durchmesser, 8 Ellen Hohe in h3r®). Es ist nam-

g 2 32
lich (d—fyd)-h- o = o2 @ b diquivalent mit (d+/sd)* h-y = 5= d* h®7).

66) A7 37 (1899) S. 78f.

7) Die Umrechnung lieBe sich leicht aus der durch M 10 (vgl. § 5) gegebenen
Formel fiir die Kreisfliche F = {(d—/yd) — 1/, (d—/s d)} d durch Ausmultiplizieren
von 8/, =3 + 6+ 18 (vgl. R 42 und R 67) mit 1 4+ 2 gewinnen.
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4. R 43.
,,Ein runder (dbn) Speicher, 9 Ellen in seiner Hohe (k3.w), 6 in seiner
Breite ($h.w); was geht in ihn hinein an Korn?*
Rechnung:
9—-1=8
8+1/3-8=10%5
(10%/;)2=113+3+9
(113+3+9)-2/;-6 = 4551/,%) ,,sein Betrag (rht) in h3r"
20 - (455+9) = 22 + 2 + 4 +[180] ,,geht an Quart-Hundert-4k3.¢ in ihn
hinein®.
Der Gang der Rechnung ist:
Volumen in Quart-Hundert-hk3.t— (d — /o d) -+ s (d—/od))?- o T~ 55

Diese Formel ist falsch; sie stellt (wie Schack-Schackenburg ge-
zeigt hat %)) eine Vermengung der beiden Formeln

Volumen in Quart-Hundert-%&3. ¢

—(d—Yyd)? ook (so R4, R42 — §7,1 und § 7, 2)
und
=@+ sd)? o g5oh (50 K6 — §7,3)

dar. Auflerdem sind Hohe 9 und Durchmesser 6 vertauscht, offenbar
weil 9 dem Schreiber eine gewohnte Zahl fiir den Durchmesser war (vgl.
§4,1,§842,87,1).

5. M 11.

Peet hat JEA 17, S. 158%83) auch die richtige Interpretation von M 11 ge-
geben; man hat demnach etwa folgendermaBen zu iibersetzen:

,»Beispiel zur Berechnung der Arbeit eines Mannes an Holzklstzen (phd.t).
Wenn man dir sagt: die Arbeit eines Mannes an Holzklotzen (phd.t),

der Betrag seiner Arbeit ist 100 Klotze (phd.t)

der $3r.t 5 Handbreiten (3sp)). Er hat es aber gebracht in Klotzen (phd .t)
der $3r.t 4 Handbreiten.*

Rechnung: (5 Handbreiten)? = 25
(4 Handbreiten)? = 16
25:16=1+2 4+ 16
100.(1+2 + 16) = 156 + 4
,»Dies ist die Anzahl der Holzklotze (phd.t), die er gebracht hat an 337.¢t 4 Hand-
breiten.*

88) Text: ,,Multipliziere 113 + 3 + 9 mit 4, das 3 von 6 Ellen ist, die die Breite
($k.w) sind.«
682) Vgl. oben 8. 425.
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Die Rechnung wire auch mit der Annahme eines anderen als kreisformigen
Querschnittes der Klotze vertriglich, doch wird man wohl in erster Linie an runde
Baumstimme zu denken haben. phd.t (mit ,,Holz**-Determinativ) ist ein bisher
unbekanntes Wort, das aber offenbar mit pkd ,,abschneiden‘* zusammenhingt 68).
$3r.1%8¢) mul} der Querschnitt ¢; = 5 bzw. ¢, = 4 der Klétze scin. Bei konstanter
Lange und dhnlichen Profilen verhalten sich dann die nétigen Anzahlen 100 : x
wie die reziproken Quadrate der Querschnitte a@,?:a,2, wenn die Gesamtsumme
der Volumina dieselbe sein soll. Also x = 156"/,.

§ 8.
Die Pyramide, Kegel und Verwandtes.
1. R 56. Figur s. Abb. 22,
,,Beispiel zur Berechnung ®%) einer Pyramide (mr), 360 ist die
wh3 th.t, 250 ihre zugehorige pr m ws;
laB mich ihre skd wissen.*
Rechnung:
5+ 360 =180
180 :250=,2+ 5+ 50 von einer Elle*
,,1 Elle ist 7 Handbreiten‘* 2?)

1 7

7 343

B 143+15
50  T0+%

,,1hre $kd ist 5425 Handbreiten* ).

Ist a die Grundkante einer geraden quadratischen Pyramide, 4 ihre
Hohe und deutet man mit Peet wps th.t als @ und pr m ws als &, so
wird das in Handbreiten pro Elle ausgedriickte ,,skd*:

s=7(%:h)=7ctgoc

wenn ¢ den Neigungswinkel der Seitenebenen der Pyramide gegen die
Basisebene bedeutet. '

Wortbedeutungen: wh3 ,,suchen®, tb.¢ ,,Sandale’; vgl. aber whs3.1j
,,5andalen* (Dual) 7).

68b) Peet, JEA 17, S. 158 (vgl. WB I, S. 542).

68¢) Die beiden letzten Buchstaben sind unsicher; vgl. Peet, JEA 17, S. 158.

%) tp n nj$; nochmals R 44: tp n [n)js. njs wortl. ,rufen‘.

") Der Text gibt die durch die Relation 1 Elle = 7 Handbreiten bedingte Neben-
rechnung.

1) WB I S. 354f.
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pr m ws ,,was herausgeht aus dem ws*‘™); Struve™,) deutet dies
als ,,herauskommend aus dem Fenster‘‘ als Bezeichnung eines Lotes.

$kd. Peet™) denkt an die Moglichkeit einer Kausativbildung zu kd
,,bauen”; es wire dann $kd das MaB, das die Pyramide aufzubauen ge-
stattet™?). Zur Sachbedeutung vgl. S. 437.

2. R 57. Figur s. Abb. 23.

,,Eine Pyramide (mr), 140 ist das wh3 ¢b.¢, 5 Handbreiten 1 (Finger *°))
ihre $kd; was ist ihre zugehirige pr m ws?*

Rechnung:
2 - $kd =10/, (Handbreiten) /
7:10%,="2/5 7 .
%/3-140 =93/, = pr m ws 'h=%-a=m.

3. R58. Figur s. Abb. 24.

,,Eine Pyramide (mr), ihre zugehorige pr m ws ist 93'/;; laB mich ihre
$kd wissen; es ist 140

das wh3 th.1.%

Rechnung:
S 140="10
70:93Y,=2+4%4
(2-+1%)-7=>5 Handbreiten 1 (Finger) = skd s= (% : k) 7="17 ctg «.

4. R59h. Figur s. Abb. 25%).

,,Berechne eine Pyramide (mr) von 12. Ihre skd ist 5 Handbreiten
1 (Finger %?));
laf (mich) ihre zugehorige pr m ws wissen.*

Rechnung:
5%/4-2=10"/,
7 10Y, =2, |
12-3/,=[8]7%) = pr m ws | h=zls~a

_a
T 2ctge’

72) Man hat damit das griechische mvpours in Beziehung setzen wollen. Zu
einer Ableitung dieses Wortes aus p3 mr ,,die Pyramide“ vgl. Struve, QS A1,
S. 1351.

) QS A1, S.1386 u.a. mit Bezug auf WB I 8. 359 (wsj ,,Fenster).

%) RMP S. 98. Vgl. WB IV 8. 310.

748) Borchardt hilt kd fir eine ,,Béschungsleere, wie sie uns noch erhalten
ist (vgl. z. B. Clarke-Engelbach, Ancient Egyptian masonry, London 1930,
Fig. 264). Ich verdanke diese Mitteilung einer freundlichen Korrekturbemerkung
von Prof. Borchardt.

%) R59 und R 59b haben die Figur gemeinsam.

%) Text hat 4.
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5 R 59, Figur s. Abb. 25%)

»»1iine Pyramide (mr); ihre zugehorige pr m ws ist 1277); ihre zugehorige
wh3 th.t ist 877).¢

Rechnung:
6:8=2-1+1%
7(2+%) =5 Handbreiten [1 (Finger)] =skd | s=(%:4)-7="7 ctg .

6. R 60. Figur s. Abb. 26.

»Ein iwn von 15 Ellen an seiner sn¢.¢, 30 ist seine Hohe (k37) nach
oben (n hrw);

laf mich seine $kd wissen.‘

Rechnung:

% . 15 = 71/2

;;rechne mit 7'/, 4-mal um 30 zu finden; das macht seine stwtj gleich
4, das ist seine zugehorige skd.

iwn: WB 1, S.53 ,,Pfeiler", , Stiitze‘‘, entsprechend Gunn, JEA 12,
S. 134. Vgl. auch § 8, 9 (S. 441). Peet, RMP, S.100 ,,A cone(?)*“. Die
Figur palit wenig zu einem Pfeiler, viel besser zu einem Kegel. Daher
betont auch Sethe (Jahresber. d. D. Math. Ver. 40 (1931) S. 65), daB
iwn auch ,,Haufen” bedeuten kann (vgl. WB I, S. 54).

$ni.t,,Grundmauer, Grundrif, Basis‘‘. Da sie durch eine Zahl be-
stimmt ist, handelt es sich wohl um Quadrat oder Kreis (eine Alter-
native, die in den vorigen Beispielen nur wegen des Wortes ,,Pyramide‘
nicht auftrat).

Ist @ die BasisgroBe (Kreisdurchmesser bzw. Quadratseite), 2 die
Hohe, so wird die $kd durch h:% berechnet — allerdings ist die For-
mulierung dieser Rechnung fehlerhaft. Im Gegensatz zu den 5 voran-
gehenden Beispielen wire also hier skd 1.) das Verhiltnis gleich be-
nannter Strecken, 2.) nicht ctg « sondern tg «.

Zu swij vgl. S. 438. Hier ist es wohl eine irrige Einschaltung.

7. M 14. Figur s. Abb. 27.

,,Beispiel zur Berechnung eines 0);
wenn man dir sagt: ein [ von 6 n Sitj
zu (r) 4 an der Unterseite (4 Arj), zu (r) 2 an der Oberseite (hr Ar).

") Aus der Rechnung wie aus R 59b folgt, dafl in diesen Angaben 12 und 8
zu vertauschen sind.
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Rechnung ®):
2 — 16 a=4, b=2 h=6
2.-4= 8
2= 4
164844 =28
6= 2
282 =156 V= (a*+ab+b?) .

Schon Turajeff hat erkannt?), daB es sich hier um die Berech-
nung des Volumens eines geraden quadratischen Pyramidenstumpfes
handelt™); ausfiithrliche Neubearbeitung durch Struve und Gunn-
Peet. Die eigentlichen Schwierigkeiten liegen beim Verstindnis des
Terminus der ,,Hohe‘: sttj (Struve) oder stwtj (Gunn-Peet).

Gunn und P eet80) iibersetzen das ,,n 6 » sttj** mit ,,of 6 for the vertical height*

(Rl N
und bemerken dazu, daB die Gruppe w zweifellos stwti zu

lesen sei und ,,its etymology is quite obscure to us; it has of course nothing

to do with the [1 _ % % sttt of Rhind Pap. Nos. 45, 46, 60°.

Struve’!) zieht im Gegensatz dazu sémtliche derartige Wortbildungen zu-
sammen:

1. po 32 ' R 45, R46 (s.0.8.437), R 60%2) (s. 0. 8. 430),

2. DO < M6 (von Gunn-Peet PO 15 LI_T—’ gelesen; s. 0. S. 418),

e o
3. PT% v @ M 14,
—p— o
4 o TQ% . @ M 18 (s. o. S. 419),
5. Ti? Gardiner, Admon. 14, 4%3),

) Die Rechnung wird bei der Figur nochmals wiederholt. Vgl. Abb. 27.
") Ancient Egypt, 1917, S. 100ff.

"9a) Eine sehr brauchbare Zusammenstellung der antiken Berechnungsmethoden
fiir Pyramiden- und Kegelstumpf durch Vogel, JEA 16 (1930), S. 242ff. Hinzu-
zufiigen wire ihr Gand z, Studies in History of Mathematics from Hebrew and Arabic
sources, Hebrew Union College Annual, 6 (1929), S.267.

80) JEA 15 (1929), S. 176 u.S.178.
81) QS A1 S.117ff. u.S.192.

82) Mit @ statt %

83) A.H.Gardiner, The Admonitions of an Egyptian Sage, Leipzig 1909.
Vgl. auch JEA 15 S.170 Anm. 5.
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Als allen diesen Worten gemeinsam sieht Struve etwas dem Begriff ,,Flichen-
inhalt* entsprechendes an. Ohne hier auf alle Griinde fiir und wider eingehen
zu konnen, scheint es mir wichtig, hervorzuheben, daf3 die einzig sichere Stelle
die von M 14 ist, in der aber allein etwas wie ,,Hohe‘* Sinn geben kann, wihrend
,,Fliche” eine geradezu katastrophale Verwirrung der Terminologie bedeuten
wiirde (Struve bezieht sich auf die Figur, ,,in deren Fliche* die Angabe fiir die
Hohe des Korpers angegeben ist). Will man Struves Inbeziehungsetzen aller
5 Termini aufrechterhalten, so scheint mir der einzige Ausweg zu sein, als Grund-
bedeutung etwas wie ,,Inneres‘ anzunehmen. R 45, R 46 wiren dann mit Peets
,,content™ vertriglich, ebenso bei 5. mit Gardiners ,,ground (?)“8¢). In M 14
kénnte man ,,von 6 fiir Innen‘ als Angabe der Raumhdéhe verstehen. Schwieriger
wire R 60 (s.o0.S. 437), wo man $twt bereits den iibertragenen Sinn ,,Produkt*
(Peet: , result”) zuschreiben miilite, wenn es sich nicht (Peet, RMP, S. 102) um
eine korrupte Stelle handelt. Schwierig bleibt auch die erste Stelle von M 6
(s. 0. 8. 418), ,,ein Rechteck, dessen ,Innen‘ 3/, von der Linge fiir die Breite ist*,
wahrend die zweite Stelle (s. o. 8. 418) hiefle, ,,nimm diese 12, die im ,Innern‘
ist %), 11/; mal, es gibt 16°‘. — Es ist aber hervorzuheben, daB diese Deutung die
rein philologischen Schwierigkeiten, die der Identifizierung aller 5 Termini ent-
gegenstehen (und die Gunn und Peet bewogen haben, 2 von 5 und 1 von 3
ausdriicklich zu trennen), nicht in Riicksicht zieht, bzw. sich ganz Struves
Griinden anschliefen miil3te.

8. Auslaufuhren.

Ein aus dem + 3. Jahrh. stammender (griechischer) Text aus Oxyrrhynchos 86)
gibt die Berechnung eines kegelstumpfférmigen GefdBes, dessen Wasserfilllung
von unten her entleert wird, wobei die Senkung des Spiegels als Zeitmesser dient19).
Da erhaltene Exemplare solcher Auslaufuhren bis in das NR zuriickreichen und
meist genau die in dem Oxyrrhynchos-Papyrus verlangten Abmessungen tragen,
darf man wohl auch die ganze ,Theorie* als ,,vorgriechisch® werten.

Der Text ist voll von Schreibfehlern. Die folgende Ubersetzung teile ich nach
sachlichen Abschnitten; () bedeutet Verbesserung einer Zahl, [ ] Erginzung zer-
storter Stellen®’); wegen { } s. S. 41.

1. ,,Die Konstruktionszahl der Uhren gibt man so an:
Das Obere des Mérsers macht man [24] Finger, den Boden 12 Finger, die Tiefe
18 Finger.
Wenn man die 24 Finger zu den 12 des Bodens hinzugibt, mach[t es 36 Finger.]

84) Die ganze Stelle heiBt: ,Fine linen is laid out (?), garments are on the
ground (?).«

85) Ubrigens ist 12 nicht nur der Flicheninhalt des Rechtecks, sondern steht
auch ,,im Innern* der Figur (vgl. Abb. 14).

86) Ort in Mitteligypten am Westrand des Niltales 28'/,° nordl. Breite.

87) Photographie des Textes, Transkription und Ubersetzung der Abschnitte 1
und 2 und Kommentar bei Borchardtl c. Anm. 10. Vgl. auch die Anmerkungen
bei Grenfell-Hunt, The Oxyrrhynchos Papyri, Part III, London 1908, S. 145f.
Uber den weiteren Zusammenhang vgl. AZ 66 (1931), S. 29.
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Davon 1/, 18. Mit 3 macht wegen des Umfanges 54. Davon das Drittel 18.
Das 1/, 181/,. Nimm 1888) mal 8, es macht 14(4). {Nimm ebenso 203 (?2) ....%)
Zweidrittel. }

2. Es macht also die erste Marke ...... 24 Finger. Verdopplung der Zahl
macht 48. Davon abgezogen [%/;], bleibt 471/,. Davon 1/, 2(32/;). Mal Drei
macht 71. Das 1/, 23(%/;). Ferner das 1/, 17 zweidrittel 1/,,. {Es macht
300 1y (420 Yy5).}

3. Die zweite Marke ist 23 !/; Finger und macht verdoppelt [416 2/;. Ziehe
das ?/; der Zusammenziehung ab; bleibt 46. Das 1/, 2[3]. Mal 3 69. Da-
von das [V, 213. Das [V, 117Y,. {Mal 13 macht 3151/, }/,;. Davon ab-
gezogen .. .. /s bleibt 3961/, (1/,).}

4, ... dritte Marke .... 222/; Finger ............. 89). Mal [3] macht 6(5).
Das [Yf; 227/,.]1 Das [}/, 161/,1%/,. {Mal 21 2/, macht(?) 5 1/,,. Davon ab-
gezogen Eins, bleibt (37)4 1/,

5. 5. 211/;%). Das Doppelte 42%/;. Abgezogen 2/, bleibt 42. Die Hilfte 21.
Mal 3 macht 63. Das 1/, 21. DasViertel 152/ 1/;,. {Mit 41 macht 370 2/51/,,.

Abgezogen 12/, bleibt 360/,
(330%/,).}

6. 6. 20%,. 40 (¢f;). Das ({/5) 20Ys.
Mal 3 61. Das /; 20%/;. Das
1/, 15Y/,. {Mal 20%/; 300%/;5. Ab-
gezogen 2!/, bleibt 3(10) 1/,.}

7. T-te Zahl 20; zweimal 40. Ab-
gezogen 2/;, bleibt 391/;. Da-
von die Hilfte 1(9) 2s. . ... .. o1y

Es wird berechnet (vgl. Abb. 7):

In 1 das Volumen des ganzen Kegel-

stumpfes, in den folgenden Ab-

Abb. 7. schnitten die Teilvolumina der Hohe

1, deren Auslauf einer Stunde ent-

sprechen soll. Wegen der Neigung 1:3 der Mantellinien (,,Zusammenziehung®)
ist 8= L3 —2[;. Diese Teilvolumina sind nach der Formel gerechnet:

1 320i—%) 1 3(20i—%)

Viir=rg 2 4 g

die offensichtlich mit Riicksicht auf die speziellen Zahlwerte %;y1 =1, = =3,
D1 =08;—2/; als

v, 7 (Div14+ D) 1w (D1 + D)
i+1 = 9 A B} i

&

88) Text hat =n statt .

)
89) Mehrere Zeilen zerstort.
%) Gemeint: Die 5-te Marke ist 217/, Finger. Die Berechnung des vierten Teil-
volumens ist ausgelassen (352!/;, wire das Resultat).
1) Rest zerstort.



Die Geometrie der iigyptischen mathematischen Texte 441

zu interpretieren ist; entsprechend ist das Gesamtvolumen??)

h (I)r}ad )2 hoo
D)=

hw o M’

V="

hm

2

wo Uy, den mittleren Umfang des Kegelstumpfes bedeutet. s scheint mir be-
achtenswert, dafl die hier fiir die Kreisfliche zur Anwendung gelangende Formel

Uz e . . .
= gy genau der aus Keilschrifttexten bekannten Formel entspricht (vgl.
0. S.86)"Y).

Der Schluf der einzelnen Abschnitte, den ich in {} gesetst habe, ist offen-

bar eine in zwei Schritten 93) erfolgende Berechnung von g
aber nicht klar ist.

9. Obelisk (Anastasi I, 14, 816, 5).

Zu Anastasi I vgl. S. 431. Der Schreiber sollte im-
stande sein, die zum Transport eines Obelisken notigen
Leute auszurechnen, wenn folgendes vom Obelisken be-
kannt 1st:
,,110 Ellen des iwn n knt*“ — offenbar die Linge des
Schaftes 94),
,»S0ckel (dby .t) 10 Ellen* — also Wiirfel, wenn eine
MaBangabe geniigt ?
,,Der Block (snw)?%) an seinem Ende macht 7 Ellen
an jeder Seite’ — also quadratische Basis.
,»Br (der Obelisk) geht m isp, zweimal, nach oben zu
1 Elle (und 1 Finger ?)“ — isp ist wohl die Ge-
samtabweichung der Obeliskenebenen von der Abb. 8.
Vertikalen am oberen Ende (vgl. S. 443); ,,zwei-
mal* weist auf die Symmetrie der Figur hin, derentwegen isp auf zwei
Hilften zu verteilen ist (vgl. Abb. 8 und S. 442).
,,Die Spitze (bndn9)) 1 Elle Héhe (b)), sein hwj 2 Finger.”

U .
o deren Gang mir

92) Der SchluB der Ausrechnung ist allerdings im Text nicht mehr vollstéindig
2
erhalten; es wire ¥V = 4374 Finger?, %Um=243 Finger?2.

928) Dieser Zusammenhang wurde auch von K. Vogel, JEA 16 (1930), S. 247
bemerkt. Die oben S. 87 gegebene Formel schloB sich noch der bei Borchardt ge-
gebenen Formulierung an.

93) In 2. ist der zweite Schritt ausgelassen.

94) Zu iwn vgl. R 60 (S. 437). WB 1 8.53: iwn n frnd (d. h. wortl. ,,Pfeiler der
Nase“; fnd = hnt) ,,Nasenbein*. Dieser Bezeichnung wegen wird 110 die Lénge
des (nicht vertikalen!) Schaftes und nicht seine ,,Hohe‘* sein — ,,Hthe* heiit auBer-
dem in diesem Text &j. In praxi ist dies bei der duBerst geringen Abschrdgung natir-
lich gleichwertig.

%) Oder $nw. Vgl. sn.t WB IV S.152 (Bezeichnung fiir groBe Steinblécke
beim Transport).

%) WB I S.459 s.v. bnbn.t.
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Entsprechend Gardiners und Borchardts Interpretation dieser Text-
gruppe %) diirfte es sich wohl um einen Kérper handeln, wie er in Abb. 8 skiz-
ziert ist.

10. Rampe (Anastasi I, 14, 2—14, 8).

Die Aufgabe besteht in der Berechnung des Ziegelbedarfs fiir eine Baurampe.
Die folgende Deutung verdankt man in dieser Form Borchardt?7).

,,Bine Rampe von 730 Ellen, Breite (wsk.t) 55 Ellen, von 1209) Kasten ge-
fillt mit Schilf und Hélzern®), mit einer Hohe (2/) von 60 Ellen an
ihrem Kopfende (b d3d3-f), im Innern (kr ib-£)1%) 30 Ellen, mit dem
Riicksprung (m isp), zweimal, 15 Ellen, ihr Pflaster 5 Ellen.*

,»Jeder ihrer Kasten 30 Ellen, Breite (wsk.t) 7 Ellen.
Fir die Rekonstruktion dieser Angaben vgl. Abb. 9.

Abb. 9.

Bemerkungen zum dgyptischen Béschungsbhegriff.

1. $kd = in Handbreiten gemessener Riicksprung bei 1 Elle Hshenunterschied;
wegen 1 Elle = 7 Handbreiten ist also skd dem 7-fachen Cotangens des Neigungs-
winkels gleich; so R 56 bis 59b1%).

%) L. Borchardt, Die Entstehung der Pyramide an der Baugeschichte der
Pyramide bei Mejdum nachgewiesen, Berlin, Springer, 1928, insb. S. 22, Anm. 2.

%) Bei der Breite 7 eines Kastens ist dies eine unmogliche Angabe fir die
Gesamtlinge 730. Borchardt korrigiert daher in ,,100 Kasten‘‘. Aber bei der
Pflasterdicke von 5 Ellen ist auch das zu viel; etwa 90 wire richtig.

%) Die Rampe wird durch Fillkasten gebildet, die ein durch Schilfmatten und
Balken verstdrktes Mauerwerk umgibt; die Kasten werden mit Sand und Bauschutt
aufgefiillt. Vgl. z. B. Hdélscher, Das Grabdenkmal des Kénigs Chefren, Veréff.
d. E. v. Sieglin-Exp. 1, Leipzig 1912, S. 71ff. sowie Borchardt 7).

100) Wortlich: ,,im Herzen®, d.i. der iibliche Ausdruck fiir ,,in der Mitte‘. Hier
nach Borchardt ,,im Lichten“ als Bezeichnung des Raumes der fiir die Fiillkasten
verfiigbar ist.

101) Es ist beachtenswert, daB auch die mathematischen Keilschrifttexte eine
ganz analoge Begriffsbildung kennen ($a-gal). Auch hier ist §a-gal nicht selbst tg
bzw. ctg des Neigungswinkels, sondern das Verhéltnis des in Ellen gemessenen Riick-
sprungs zu der in GA R gemessenen Héhe. Da 1 GAR = 12 Ellen ist, so tritt hier
der Faktor 0;5 = 1/;, zu den Winkelfunktionen hinzu (vgl. z. B. CT IX 12, 41 —49).
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2. $kd = Tangens (ohne MaBfaktor!) des Neigungswinkels in R 60. Vielleicht
aber nur irrtiimlich von Nr. 1 verschieden.

3. isp = (Gesamtabweichung von der Vertikalen; also bei einer Héhe 4
gleich % ctg a.

Keine dieser Begriffsbildungen hat natiirlich anders als rein duflerlich mit
dem Begriff der Winkelfunktionen etwas zu tun. Vgl. dazu auch Borchardt,
Gegen die Zahlenmystik an der grofen Pyramide von Gise, Berlin 1922, insb.
S. 12ff.102),

§9.
Konstruktionszeichnungen.

Anhangsweise sei ohne jeden Anspruch auf Vollsténdigkeit auf zeichentech-
nische Dinge verwiesen, die mit geometrischem Denken in einem gewissen Zu-
sammenhang stehen.

So 1aBt sich der jedem sofort auffallende ,,geometrisierende” Einschlag der
dgyptischen Kunst!%) bis in die rein konstruktive Anlage der Zeichnungen hinein
verfolgen, teils an bestimmt angeordneten Hilfslinien, teils sogar an ganzen Ko-
ordinatennetzen, in die die Figuren eingetragen werden. Dies gilt sowohl fiir
Menschen- und Tierdarstellungen'®), wie auch fiir reine Konstruktionszeichnungen
der Bautechnik (Grundrisse, Pline und Bauzeichnungen in Originalgréfe usw.)105).

Erwihnenswert ist auch die Tatsache, dal bereits aus dem AR Werkzeich-
nungen bekannt sind, die Kurven durch Angabe der Ordinaten zu dquidistanten (%)
Abszissen festlegen'®®).

§ 10.

Verzeichnis der Termini.
1. Termini.

Basis, Dreieck §h.w (= Breite),tp r3 | Betrag rht

Pfeiler snt.? Boschungswert isp, skd

Pyramide wh3 tb .t Breite wsh, wsh.t, sh.w

Pyr.-Stumpf kr hrj Deckfliche, Pyr.-Stumpf kr hAr
Behailter nb.t(?) Durchmesser $h.w, $3r.t(?), tp r3

102) Fiir die zahlreichen Beziehungen der dgyptischen ,,Geometrie’ zur Technik
der Bauausfiihrungen vgl. man etwa die verschiedenen Grabungsberichte an &gyp-
tischen Pyramiden und Tempeln in den ,,Wissenschaftlichen Verdffentlichungen der
Deutschen Orient-Gesellschafts (Leipzig, Hinrichs, von 1900 an). Dort auch weitere
Literatur.

103) Fiir die tiefere Analyse dieser Tatsache vgl. H. Schifer, Von dgyptischer
Kunst (%), Leipzig 1930.

104) Vgl, z. B. Schafer193), Abb. 260ff. bzw. Tafel 41.

105) Vgl. z. B. Clark-Engelbach, Ancient Egyptian masonry, London 1930,
Kap. V. Dort auch weitere Literaturangaben.

106) 1, ¢. Anm. 105, Fig. 53 und 54 Ferner Borchardt, AZ 34 (1896), S. 74f.
und Daressy, Annales du service des antiquités de I’Egypte 8 (1907), S. 2371.
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Feld 3.t

Flache sh.t, hsj.t(?), Sttj(?)

Halbkugel nb.t(?)

Halbzylinder nbd .t (?)

Halbkugel-Durchmesser(?) tp 3. ..

m ‘d(?)

Héhe, Dreieck 3w (= Lénge), mrj .t
Kérper &y, sttj, k3j n hrw, k3w
Pyramide pr m ws
Zylinder ‘d (?)

Inneres (lichte Weite) Ar ib; vgl.

sutj (§8,7)

Kegel s. Obelisk

Klotz (zylindrisch?) phd .t

Kopfende fZr dsds

Korb nb.t

Kugel inr(?)

Land 35.¢

Lange 3w

Mindung ¢p r3

Null (nichts) n

Obelisk (Pfeiler, Kegel) iwn

Basis $nt.t
Basisblock sn.t od. snw, $nw
Sockel dbj.t
Schaftlinge iw n fnd (hnt)
Spitzen-Pyramide bnbn .t
Spitze hwj
Pfeiler s. Obelisk
Pyramide mr
quadratisch snn (?)
Querschnitt $3r.¢(?)
Rand ‘d(?)
Rechteck®) “.¢(?), p.t(?), ip .2 (?)
rund dbn
Schicht %3j.1(?)
Seitenverhiltnis idb
Speicher s. Behilter
Trapez h3k.t n.t 3k .t
Trapez-Oberseite h3k
Ufer idb
Uterdamm mrj.¢
viereckig ifd
Zylinder ip.i(?) s. a. Klotz

2. Mabe.

Arure §t3.1°)

10 Aruren $t(?) § 2,3
Elle, als Langenmall m#h?)
als Flichenmall m#31)

Finger db‘?°)
Handbreite $sp2?)

Hundertelle %3), bt n nwh*)
Sack hs3r®)

Scheffel Ak3.1%)

1o Scheffel hnw™)
Tausend-Land p3-t3%)

3. Wortregister (wesentliche Belegstellen).

3w §1,3 §1,4 §1, Bem. §2,1
§2,3 §6,1

sh.t§1,1 §1,3 §1,4 §1, Bem
§22 §26 §51

w 1)

iwn § 8,6

wn n hnt § 8,9

ip.t §5,1

ifd §1,1 §2,2 §26 §5,1

§61

inr § 5,1

isp §8,9 §810 § 8, Bem.
idb § 1,3 § 1, Bem.

‘ot 24)

‘d § 5,1

wr r wr § 6,2

wh3 th.t §8 1 §8,2 §8,3
§ 85

whs.tj § 8,1

ws’] 73)
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wSCZL 15)
wsh .t °) §
bnbn § 8,9
p-t )
p3 mr )
prmws§8 1 §8,2 §8 3 §8,4

6,5 § 8,10

§ 8,5
phd.t §7,5
m §5,1
mr§8 1§82 §8 3 §8,4 §8,5
mrj.t§1,1 §1,2 §1, Bem. §2,6
n 4

nb.t § 5,1 %
r (soviel wie) 39)

r(zu) §5,1§6,2 § 6,3 §6,4

hr d3d3 § 8, 10

ki §6,5 §8,9 §8,10

Bbj (hipu) *)

snj 5%)

snn § 6,5

shw § 8,9

snt.t § 8,6

sh-w §1,3 §1,4 §1,Bem. § 2,1
§ 2,3 §6,1 §7,4

skd §8,1 §8,2 §8,3 §8,4 §8,5

§ 86 § 8 Bem

Stwtj § 6,2 §6,3 §8,6 §8,7
st § 2,3 §8,7
sttj.w § 2,5 § 8,7

$3r.t §7,5 %9

§ 8,7 ($a-gal)y 1)
rht §6,3 §7,1 Smm.t § 6,5
h3j.t § 6,4 k3j n hrw § 8,6
h3k.tn.t3h.1 § 2,6 RBRw§6,1 §74
h3k § 2,6 kd § 8,1
hwj § 8,9 tpr3§1,1 §1,2 §1,Bem. § 2,6
hr ib § 8,10 § 5,1
hr hr § 8,7 dbj.t § 8,9
hr hrj § 8,7 don § 4,1 §7,1 §7,2 § 7,4
§ 11. Konkordanz.
Text | § | | Text ﬁ RN Text § | ™
Anast. 1 M 14 8| 7 R 49 21 2
14,2—14,8| 8 |10 M 17 11| 4 R 50 411
14,8—16,5| 8 | 9 M 18 2|56 R 51 1] 1
16,6—17,3| 6 | 5 Meten 211 R 52 21 6
B 31 2 Oxyrrh. 8| 8 R 53 31
Edfu 3| 3 R 41 711 R 54 21 7
K1 6 | 4 R 42 7|2 R 55 21 7
K6 71 3| R43 7| 4 R 56 8| 1
Lugsor 4 | 4 R 44 6 |1 R 57 8 | 2
M 4 1] 2 'H R 45 6 | 2 R 58 8| 3
M 6 21 3 R 46 6 | 3 R 59 8| b
M 7 1| 3 R 47 6|6 R 59b 8| 4
M 10 51 1 H R 48 4| 2 [ R 60 8| 6
M 11 71 5 L
Quellen u. Studien B I. 30
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Abb. 10.

Abb. 11.

Abb. 12.

Abb. 13.

Abb. 14.
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Abb. 13 a.
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Abb, 14a,
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Abb. 15. Abb. 16.
oy
®‘“

Abb. 17. Abb. 18. Abb. 19.

Abb. 20. Abb. 21.

Abb. 22.
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Abb. 17 a. Abb. 18 a. Abb. 19 a.
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Abb. 20a. Abb. 21a.
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Abb. 23, 24. Abb. 25, 26.

Abb. 27.
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Abb. 23a, 24a.

zus. 28

Abb. 27 a.

Abb. 25a, 26a.



Sexagesimalsystem und babylonische
Bruchrechnung II.

Von O. Neugebauer in Gottingen.
(Eingegangen 5. 5. 31.)

In der ersten Mitteilung gleichen Titels?!) habe ich auf folgende Eigen-
timlichkeiten der babylonischen Multiplikationstabellen hingewiesen:
Nennt man eine Zahl ,,reguldr*, wenn sie keine anderen Primfaktoren
enthilt als 60 (andernfalls ,,irregulir:), so zeigt sich, daBl alle uns be-
kannten Multiplikationstabellen nur reguldare Kopfzahlen besitzen, ab-
gesehen von der einen Ausnahme a= 7. Daraus lie sich der Schluf
ziehen, dafl diese Multiplikationstabellen (urspriinglich wenigstens) ein

Instrument der Bruchrechnung darstellten zur Bildung von %1 (m, n
ganze Zahlen, Kopfzahl a:%). Es ist die Absicht dieser Zeilen, auf

Grund indessen neu gewonnenen Materials diese Aussage zu prézisieren
und in dieses ganze Tabellenmaterial eine, wie ich glaube, endgiiltige
Systematik zu bringen?). Da ich das gesamte Tabellenmaterial in dieser
systematischen Anordnung in absehbarer Zeit vorlegen zu kénnen hoffe?),
kann ich mich hier auf die Zusammenstellung der Resultate beschrinken.
Die Texte selbst entstammen etwa dem Intervall von Sulgi®) bis in spit-
assyrische Zeit ®), und sind in dieser ganzen Zeit in allem Wesentlichen von
streng einheitlichem Bau®). Die hellenistische Spitzeit verdandert dann

1) Oben S. 183 bis 193. Ich muB bei dieser Gelegenheit ein Versehen richtigstellen,
das mir L. ¢. Anm. 7 unterlaufen ist. Vor Ungnad haben sich namlich schon die
franzoésischen Assyriologen (vor allem Delaporte, RA 8) von den Hilprechtschen
Spekulationen befreit — allerdings mit derselben Erfolglosigkeit in der Auswirkung
auf spitere Publikationen anderer Linder.

%) Abgesehen von dem unten zu nennenden groBen Text aus Assur ist es vor allem
die Durcharbeitung und Ordnung des einschlégigen Materials der ,,Sammiung Hil-
precht in Jena gewesen, die mir diese Zusammenhinge deutlich gemacht haben.

%) QS, Abt. A, Bd. 2, Kap. II, insbes. §1 bis 4.

4) 8. Dyn. von Ur (ca. — 2250).

%) ca. — 600.

®) Nur in der Terminologie und #uBeren Form 1iBt sich eine allm#dhliche Ver-
dnderung konstatieren. Vgl. 1. c. Anm. 3, § 2d und § 3d.
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die Anlage des ganzen Tabellensystems griindlichst — ich mochte glauben,
dafl dies auf den beginnenden EinfluB der Astronomie zuriickzufithren
ist, von dem vorher (wenigstens bis heute) nicht das Geringste zu
spiiren ist7).

1. Abgesehen von a = 7 sind folgende Kopfzahlen bei Multiplikations-
tabellen belegt (wobei die Spalte ,,n‘‘ anzeigt, zu welcher Zahl n die
Kopfzahl a als Reziproke gehort und die letzte Spalte die Anzahl der
betreffenden Texte angibt$)).

a n Anzahli a n Anzalhl
50 1,12 13 + [3] 8 7,30 7
48 115 | 3 7,30 8 341]
45 1,20 13+ [2] 7,12 8,20 6 [1]
462640 1,21 9+ [3] 6,40 9 34 [2]
40 1,30 9+ [4] 6 10 54+ [1]
36 1,40 114 3] 5 12 5 [1]
30 2 14 4 [3] 4,30 13,20 4+ (3]
25 2,24 16+ [2] 4 15 4 1]
2% 2,30 141 [3] 3,45 16 24+ [2]
22,30 2,40 9 3,20 18 3+ 2]
20 3 8 + [4] 3 20 44117
18 3,20 12 4 1] 2,30 2% 9
16,40 3,36 8+ [3] 2,24 25 5
16 3,45 91 1] 215 26,40 1
15 4 6+ [1] 2 30 7
12,30 4,48 81 [2] 1,40 36 4
12 5 8+ 1] 1,30 40 4 1]
10 6 10 1,20 45 24 [1]
9 6,40 91 1] 1,15 48 24 [1]
8,20 7,12 6+ 1]

Es verteilen sich also 275 -+ [56] Tabellen in der angegebenen Weise auf
39 Kopfzahlen?®); das Material ist also umfangreich genug, um sagen zu
konnen, daB nur diese Kopfzahlen bei den Multiplikationstabellen vor-
kommen (immer abgesehen von a= 7, das in 6 [1] Exemplaren be-
legt ist).

7) Es scheint, daB eine mathematische Astronomie héchstens bis in das 8. Jahr-
hundert zuriickgeht.

8) Die eingeklammerten Summanden dieser Spalte beziehen sich auf einwandfrei
ergdnzbare Texte.

9) Jede Zahl ist demnach im Mittel iiber 8fach belegt.
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Sieht man sich die obige Liste der Kopfzahlen a = # etwas naher an,
so zeigt sich, dal es lauter Reziproke des Intervalls von 1,0 bis 1,0,0
sind?). Liest man also die Faktoren 1 bis 20, 30, 40, 50 einer Multipli-
kationstabelle zunéchst als gewohnliche ganze Zahlen zwischen 1 und 60,

so sind die Briiche 'g inbesondere cchte Briiche, da der Zihler immer

in der ersten Hexade, der Nenner aber in der zweiten liegt.

2. Abgesehen von dieser Verschirfung des Resultates von S. 190 laft
sich aber aus unserer obigen Liste noch mehr schlieBen. Die Tatsache
einer so ganz bestimmten Auswahl aller Kopfzahlen 148t ndmlich ver-
muten, dal alle diese Texte als innerlich zusammengehorig zu betrachten
sind. Dies 1aBt sich nun in bester Weise bestitigen durch folgende Be-
obachtungen.

a) Texte, die nur eine einzige Multiplikationstabelle tragen (,,Einzel-
tabellen‘‘), endigen manchmal mit einer ,,Anschlufizeile*‘, die besagt,
welche Tafel in der Serienordnung auf die vorliegende Tafel zu folgen
hat. So verweist z. B. eine Einzeltabelle fir a= 12,30 auf a= 12, eine
fir 9 auf 8,20 usw. ). Die Aufeinanderfolge der Einzeltabellen innerhalb
der Serie entspricht also genau der in der obigen Gesamtliste.

b) Wenn Texte mehrere Multiplikationstabellen tragen (,,kombi-
nierte Tabellen‘‘12)), so bilden diese immer eine Teilmenge unserer Ge-
samtliste.

¢) Alle und nur solche kombinierten Tabellen, die als erste Multipli-
kationstabelle eine fir a=50 tragen, tragen vorher noch eine ,,Rezi-
prokentabelle*‘*3). @=50 ist auch die erste Zahl unserer Liste; zur
Gesamtheit der Multiplikationstabellen fiir die oben aufgezihlten regu-
laren a= 7, wobei n der zweiten Hexade angehort, gehért also noch als
notwendige Ergdnzung eine Tabelle der Stammbriiche der ersten Hexade.

d) Ein groBer Text aus Assur (,,A 20, gegenwirtig in Konstantinopel
unauffindbar, mit abgebrochener Ecke in Berlin = VAT 97341%)) ist ein
Sammeltext, der (abgesehen von a= 2,24) genau die Liste unserer
sdmtlichen Tabellen enthilt. Hier ist also einmal die ganze Serie, die

10) Die Frage, welche n ausgewédhlt sind, kann ich noch nicht beantworten.
Jedenfalls sind es nur zweistellige » mit auch nur zweistelligen Reziproken (ab-
gesehen von 1,21 = 44,26,40). Aber es sind auch nicht alle zweistelligen Paare.

1) Es sind dies die Texte 215 und 217 der Sammlung Hilprecht in Jena.

12) 8. 0. S. 189.

13) S.0. 8. 188.

14) Nebenbei bemerkt war die Zusammenfiigung von VAT 9734 und A 20 da-
durch zustande gekommen, daB bei sachlicher Anordnung der Texte nach dem System
unserer obigen Liste der Berliner Text neben A 20 anzubringen war und sich dann
(an den Photos) zeigte, daB sie sich auch geometrisch genau aneinanderschliefen
lieBen.
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sonst in Einzeltabellen oder kombinierten Tabellen geringeren Umfanges
aufgelost ist, auf einer einzigen Tafel gesammelt!®). Wir kinnen also
A 20 als Reprisentanten fiir das ganze Tabellensystem gelten lassen.

3. Es fiigt sich nicht in unser Schema die irregulire Kopfzahl a = 7.
Da sie in 5 Einzeltabellen belegt ist, einmal ausdriicklich als niichste
Tafel der Serie auf einer Einzeltabelle far 7,12 genannt wird!®) und
auBerdem in A 20 vorkommt, ist kein Zweifel miglich, dall auch sie,
aber als einzige irregulidre Kopfzahl, dem System der Multiplikations-
tabellen zuzuzdhlen ist.

Diese Tatsache 148t sich nun leicht verstdndlich machen. Um be-
liebige Sexagesimalzahlen zu multiplizieren, brauchte man in Analogie
zu unserm ,,kleinen 1 x 1% Tabellen fiir alle 3481 Produkte a-b fiir
1 =a<60,1=<b<60. Jede einzelne Kopfzahl a wire also mit b von
1 bis 59 zu multiplizieren. Unsere Texte verkiirzen dies zu den Multipli-
kationen mit b von 1 bis 20, 30, 40, 50, was offenbar auch ausreicht,
wenn man eine Zwischenaddition einschaltet?). Entsprechendes konnte
auch fiir den andern Faktor gelten, so dal man mit der Kenntnis von
529 Produkten auskime. Aber auch das entspricht noch nicht dem Text-
material, denn es sind eben nicht alle Kopfzahlen @ von 1 bis 20 ver-
treten, sondern nur jene reguliren und 7. Aber es ist auch gar nicht notig,
alle @ und b gerade bis 20 zu verwenden, denn bei dem dezimalen Ein-
schlag, den das ,,Sexagesimalsystem‘* doch aufweist, wiirde bereits
1<a<10,1<56=<10 und a, b= 20, 30, 40, 50 praktisch dieselben
Dienste tun, also die Kenntnis von 196 Produkten ausreichen. Dies ist
aber in sehr einfacher Weise aus dem Bestand der zuniachst der Bruch-
rechnung dienenden ,,Multiplikationstabellen‘‘ zu gewinnen: Zwischen
1 und 10 sind alle Zahlen regulir mit einziger Ausnahme von a =7,
ebenso sind 20, 30, 40 und 50 regular. Also: Die Hinzufiigung der ein-
zigen Tabelle fiir a = 7 macht also aus dem System der Bruchrechnungs-
tabellen mit einem Schlage ein System echier Multiplikations tabellen,
das es gestattet, beliebige Sexagesimalprodukte auf die Kenntnis von
322 Produkten a-b fiir

a=1 bis 10, 20, 30, 40, 50

b= 1 bis 20, 30, 40, 50
zuriickzufithren. All dies hat natiirlich zur Voraussetzung die volle Ein-
sicht in die Elastizitit des positionellen Charakters der Sexagesimal-

15) Es ist ein Text von etwa 1200 Zeilen (ca. 28 >< 21 cm). Offenbar bildete der
von Hilprecht BE 20,1 Pl. VII publizierte Text ein Gegenstiick zu A 20. Aller-
dings fehlen im gegenwiartigen Zustand die beiden letzten Kolumnen.

16) CBM 11 368 = Hilpr. BE 20,14 Nr. 12.

17) Multiplikation mit 47 ist durch die mit 30 + 17 oder 40 + 7 oder 50 — 3 usw.
ersetzbar.
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zahlen. Die Rechnungen der ,,eigentlich‘‘ mathematischen Texte be-
statigen im Ubermafl diese Voraussetzung.

4. Es sind noch einige erginzende Bemerkungen hinzuzufiigen.

a) A 20, andere kombinierte Tabellen usw. zeigen, dal die Tabellen
nach fallenden Kopfzahlen ¢ anzuordnen sind. Da diese a zunichst
als Reziproke ganzer Zahlen n der zweiten Hexade zu verstehen sind,
so ist diese Anordnung sofort verstdndlich als Anordnung nach stei-
genden n.

b) Die einzelnen Multiplikationstabellen (so die von A 20) endigen
oft mit der Angabe von @=: n und @* Das erstere ist ohne weiteres durch
unsere Ausfilhrungen verstindlich, das zweite zeigt, daf auch die
Quadratzahlen zu dem Tabellensystem gerechnet werden. Bei ihrer Auf-
fassung als echte Multiplikationstabellen ist das nicht verwunderlich.

¢) Dem entspricht, daB z. B. A 20 mit einer besonderen Quadratzahl-
tabelle schliet 18). Dadurch ist auch diese Tabellengattung eingeordnet.

d) A20 gibt bei der Multiplikationstabelle fir a = 1,40 eine Um-
rechnung in FlichenmaBe iku. In der Tat ist 1 iku= 100 GAR? und das
GAR ist das iibliche Langenmall von den Felderplinen bis in die eigentlich
mathematischen Texte!?). Dieselbe enge Beziehung der Tabellentexte zu
metrologischen Dingen 148t sich auch sonst immer wieder nachweisen.
Dies bestéitigt nur die These, daB die Geschichte des ,,Sexagesimal-
systems* allein aus der Geschichte der Maflsysteme zu verstehen ist.

5. SchluBbemerkung. Die durch das Vorangehende zu einem ge-
wissen Abschluf gebrachte Untersuchung der Tabellentexte enthillt
ihren Sinn erst durch Einspannung in einen weiteren geschichtlichen
Rahmen. Einerseits zeigt sie uns ein Stiick Entwicklungsgeschichte:
Das Problem der Bruchrechnung erweist sich auch hier als eines der
Kernprobleme antiker Mathematik: es hat der dgyptischen Mathematik
seinen Stempel aufgedriickt, es hat dies, wie wir jetzt sehen, auch bei
der babylonischen getan; es ist bei der griechischen Mathematik in der
Theorie der Adyor wieder entscheidend geworden. In der Art, wie das
gleiche Problem von diesen drei Kulturen betrachtet wird, offenbart
sich wieder H. Hankels Wort: ,,Es ist eben Mathematik auch eine
Wissenschaft, die von Menschen betrieben wird, und jede Zeit, sowie
jedes Volk hat nur Einen Geist.* Die echt mathematische Analyse der
Griechen mit allen logischen Konsequenzen, die véllig unmathematisch,
nur entwicklungsgeschichtlich heraufgefiithrte Bruchrechnung der Agyp-

18) Sie ist bis 182 auf ,,VAT 9734 erhalten. Die Erginzung auf Grund des Um-
fanges von A 20 wiirde einer Ausdehnung bis 302 entsprechen.

19) Es ist also nicht die Elle die Grundeinheit der mathematischen Texte, sondern
das GAR = 12 Ellen. Diese Bemerkung erklart viele zunichst unversténdliche Stellen
der mathematischen Texte. Vgl. z. B. oben S. 442, Anm. 101.
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ter reprisentieren Entwicklungsmiglichkeiten individuellster Prigung.
Die babylonische Mathematik Lifit sich immer deutlicher als dritter
Typus ebenso sclbstindiger Eigenart erkennen. An innerer logischer
Kraft ist sie der d4gyptischen Mathematik unendlich tiberlegen und doch
auch dem griechischen Typus fremd. Jede dieser Kulturen mufl sozu-
sagen aus ihren ,,inneren Eigenschaften verstanden werden, unabhiingig
von der Einbettung in den Raum der kulturellen Beziehungen und Ab-
héngigkeiten. Auch von diesem ,,inneren‘‘ Gesichtspunkt aus sind die
gewonnenen Einsichten in diesen speziellen Zweig der sexagesimalen
Rechentechnik von Bedeutung. Denn sie zeigen uns neben der ent
wicklungsgeschichtlichen Bedingtheit andererseits eine merkwiirdige
Starrheit: Tabellentexte aus einem Intervall von (mindestens) der
spiatsumerischen Zeit an bis in jungassyrische Zeit hinein (also etwa
1/, Jahrtausende!) werden zu einem festen Schema zusammengeschlos-
sen! Die geschichtliche Entwicklung liegt also eigentlich noch vor
diesem Intervall, in diesem selbst spielen sich nur noch Veranderungen
zweiter Ordnung ab. Erst der SchluB der antiken Geschichte des Zwei-
stromlandes bringt ganz neue Umgestaltungen mit sich — vielleicht
wesentlich durch Perserzeit und Hellenismus mit bedingt. In dieser
Starrheit, die einer fiir' uns nur noch aus Relikten erfabaren Entwick-
lungsgeschichte folgt, liegt vielleicht der grofite Gegensatz beider ,,vor-
griechischen Kulturen gegen das eigentlich Griechische.



Sexagesimalsystem und babylonische
Bruchrechnung III.

Von 0. Neugebauer in Gottingen.
(Eingegangen am 11. 8. 1931.)

In der vorangehenden Mitteilung gleichen Titels!) habe ich zu zeigen
versucht, wie aus einem urspriinglich aus der Bruchrechnung entwickelten
Tabellensystem durch Beriicksichtigung der einen Ausnahmeprimzahl 7
ein System echter Multiplikationstabellen gewonnen wurde. Die folgen-
den Bemerkungen kehren wieder zur Bruchrechnung, oder besser zum
Divisionsalgorithmus, zuriick, dehnen die Betrachtung aber u. a. auch
auf solche Fille aus, in denen gerade irreguldre Divisoren auftreten,
d. h. solche Divisoren, die auch andere Primzahlen als 2, 3 und 5 ent-
halten.

1. Bezeichnungen.

Im folgenden bedeute p immer eine ,,Ausnahmeprimzahl* (d. h. p %2,
3,5). Es seien «, f, 9, ... irgendwelche ganze Zahlen % 0 und a, b ratio-
nale Zahlen. Dann soll

a="b (fact. 2, 3, 5)
ausdriicken, dafl a = 2"3757.b ist. Speziell bedeute
a = b (fact. 60)
daBl a= 60%b ist. Die Zahlen
a=1 (fact. 2, 3, 5)
sollen ,regulire’‘ Zahlen heilen, alle anderen rationalen Zahlen ,,ir-
reguldr2).

2. Verallgemeinerte Reziprokentabellen und Dezimalbriiche.

Abgesehen von rein terminologischen Varianten sind die tiblichen
Reziprokentabellen Listen, die Zahlen n und % durch die Worte
igin #
verbinden, die bedeuten, daB
(1) n=1 (fact. 2, 3, 5)
und auBerdem

1) Oben S. 452 bis 457. 2) Vgl. S. 452.
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(2) n-n=:1 (fact. 60)

gilt?). Eine derartige Liste von Zahlen n, # wollen wir speziell eine ,,regu-
lire Reziprokentabelle’* mnennen, zur Unterscheidung einer Liste von
Zahlen n, 7 fir die zwar

(3) n=1 (fact. 2, 3, 5)
aber
(4) n-t =a (fact. 2, 3, 5) a ganz

gilt (,,Reziprokentabelle der Basis a* oder ,,verallgemeinerte Reziproken-
tabelle*).

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, daf »n nur die Primzahlen 2
und 5 in einer von der nullten verschiedenen Potenz enthilt, daB nt = a
und a= 10" ist. Dann ist die Beziehung zwischen n und # offenbar im

. . . . . 1
wesentlichen die zwischen n und der Dezimalbruchentwicklung von o

Spezialisieren wir aber (3) und (4) allein dadurch, daB «= 10* angenom-
men wird, so erhdlt man eine Tabelle genau jener Bruchteile von 10, die
sich durch endliche Sexagesimalausdriicke schretben lassen®). Eine solche
Tabelle ist sofort herstellbar, sobald man eine regulire Reziprokentabelle
besitzt; offenbar ist namlich n /A =10* (fact. 60), wenn n@=1 (fact. 60)
und f=10* @

Setzen wir insbesondere 1= 1, so bilden n und / eine ,,Reziproken-
tabelle der Basis 10, von der ein kleiner Ausschnitt in dem Text
VAT 3462 tatsdchlich erhalten ist. Das leider nur ganz winzige Fragment

lautet:
NI
igi3 3,20
igisd 2,30
igib 2
igi 6 1,[40]
igi8 1,[15]
i

Es reicht aber vollig aus, alles Wesentliche erkennen zu lassen. Dabei
ist zu konstatieren, daB die Terminologie allein nicht zwischen

%) Daraus folgt, da8 auch #=1 (fact. 2,3, 5) ist.
4) Beweis: :
I. Aus nh=10%2%3F57 folgt, daB A= Lgatagpgr+io — 2 3F57 ist. Wegen
n
n=1 (fact. 2, 3, 5) ist L ein endlicher Sexagesimalausdruck, also auch 7.
n

2
I1. Ist m eine rationale Zahl und % eine endliche Sexagesimalzahl #, so ist auch

%:10—% eine solche, also m=1 (fact. 2, 3,5) und mh =10~
(3
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igin @ n@=1 (fact. 60)
und o .
igin # nh — a (fact. 60)

zu unterscheiden gestattet — wieder ein Beispiel fir die fiir die ganze
Geschichte der Mathematik geltende Tatsache, dal die sprachliche Inter-
pretation der Termini allein nicht ausreicht, um ihre Bedeutung zu er-
schliefien ®).

3. Division durch irregulire Zahlen.

Ist n eine reguldre Zahl, so wird bekanntlich die Division m:n mit
Hilfe einer Reziprokentabelle auf die Multiplikation m .7% zurtuckgefiihrt.
Diese Divisionsmethode bringt es mit sich, dafl Divisionen m:i mit irre-
guldrem Divisor nicht ausfithrbar werden, auch dann nicht, wenn die
Division an sich aufgehen wiirde, dadurch, daB i ein Teiler von m ist.

Wir wollen diesen letzten Fall ndher untersuchen und einen Weg
beschreiben, der jenen Mangel der Methode zu vermeiden gestattet. Um
die Diskussion nicht zu sehr zu komplizieren, wollen wir annehmen, daf
die Irregularitdt des Divisors ¢ nur davon herrithrt, dal ¢ eine einzige
irregulire Primzahl p und diese nur in erster Potenz enthalt:

(5) i1=p (fact. 2, 3, 5).

Die Division m:i geht dann und nur dann sexagesimal auf, wenn auch
m die Primzahl p enthilt. Hier sind zwei Félle moglich: a) es ist auch
m = p (fact. 2, 3, 5) oder b) dies gilt nicht, d. h., m enthélt p in hoherer
als erster Potenz oder noch andere irregulére Primzahlen oder beides. Im
Falle a) kiirzt sich bei der Division m:¢ die Primzahl p einfach aus
Dividend und Divisor weg, so dall man ein Resultat

x:%ziawuz&5)

erhilt. Im Falle b) hat m also die Gestalt m= p-a-r, wo a eine Zahl
ist, fiir die @ =1 (fact. 2, 3, 5) gilt und im Rest r alle anderen evtl. noch
vorhandenen irreguliren Primfaktoren sowie der Faktor p“ = (u > 0)
gesammelt sind. Die Division m:¢ hat dann das Resultat

x:?z(mm2ﬁﬁy

Die Losung unterscheidet sich also im Falle b) nur um einen multi-
plikativen Faktor von der im Falle a), verlangt also keine neuen
rechentechnischen Hilfsmittel, sondern nur noch eine Multiplikations-
tabelle. Wir diirfen uns daher im folgenden auf die vereinfachende
Annahme beschrinken, da
(6) m=p (fact. 2, 3, 5)
ist.

%) Nebenbei bemerkt ist die Grundbedeutung von igi ,, Auge* (vgl. Poebel,
Grundziige der sumerischen Grammatik, § 330).
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Es sei nun eine verallgemeinerte Reziprokentabelle der Basis p ge-
geben, d. h. eine Liste von Zahlen igin 7, wobei n die Folge der regu-
laren Zahlen

(7) n =1 (fact. 2, 3, 5)
einer reguliren Reziprokentabelle durchlduft, 72 aber mit n durch
(8) nft = p (fact. 2, 3, b)

zusammenhingt (vgl. oben Gleichung (3) und (4)). Aus (7) und (8) folgt
dann, daB 7 eine Folge von Zahlen durchlauft, die
n=p (fact. 2, 3, 5)

erfillt. Unter den Faktoren 23757, die hier zu p hinzutreten konnen,
muB jede bestimmte Kombination 2% 3™ 57 wirklich vorkommen, wenn
man nur die Spalte der n, die ja mit der linken Spalte einer regulédren
Reziprokentabelle identisch ist (vgl. Gl (1)) weit genug fortfiihrt. Das
besagt: Wenn die Division m:i dadurch aufgeht, daB m (6) erfillt, so
muB m unter den Zahlen 7 der rechten Spalte einer Reziprokentabelle
der Basis p enthalten sein, d. h., es muf ein ganz bestimmtes n, geben,
so daB das zugehorige 7o =m ist. Aus

nefog= nom=p (fact. 2, 3, b)
folgt, daB
% — gz (fact. 2, 3, 5)

m
P 4

Il

ist, oder
z

m =1 (fact. 2, 3, 5)

P g

gilt, d. h., daB das Divisionsresultat = ”TL einfach durch

(9) x = 7, (fact. 2, 3, 5)

gegeben ist, mithin einer reguldren Reziprokentabelle entnehmbar
ist. AuBerdem zeigt sich, daB die Stellenzahl des Resultates einfach
mit der Stellenzahl der linken Spalte der zugehorigen reguldren Rezi-
prokentabelle identisch ist, was fir die praktische Durchfihrung der
Rechnung sehr wesentlich ist.

Schon oben wurde bemerkt, daB der Fall eines m= p-a-r mit r = 1
keine neuen Hilfsmittel erfordert, ebenso ist leicht einzusehen, wie man
sich bei allgemeinen Typen der Irregularitit von i zu benehmen hat.
Allerdings wiirde dies theoretisch die Anlegung eines unendlichen Ta-
bellensystems bedingen. In der Praxis wird dies aber durch den Umstand
kompensiert, da die reguliren Zahlen sehr dicht liegen und ber Be-
schriankung auf nicht zu umfangreiche Rechnungen doch nur wenige
verallgemeinerte Reziprokentabellen benotigt werden. Der erste Fall
wire wieder p= 7.

Ich will nun einen Text beschreiben, der genau die geforderte
Struktur besitzt. Bezold hat in seinem ,,Catalogue of the cuneiform

Quellen u. Studien B I. 31
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tablets in the Kouyunjik collection of the British Museum, vol. 1 (1889),
p- 400 den Tabellentext K 2069 kurz behandelt und die vier ersten
Zeilen reproduziert als ,,probably containing mathematical calculations®,
Hilprecht erkannte (BE 20,1, 1906, S.25ff.), daB das Produkt der
beiden Spalten der Tabelle konstant sei; in seinem Drang zur absoluten
Normierung aller Sexagesimalzahlen las er aber z. B. den von ihm prin-
zipiell richtig rekonstruierten Tabellenanfang®) igi1 1,10 als
,,the 216,000 parth of 195,955,200,000,000 = 907,200,000*.

Dieser Text wurde nochmals kurz von Delaporte, RA 8 (1911), 5.133
erwihnt, bis Scheil, RA 13 (1916), S. 142 den einfachen Sachverhalt
konstatierte, da3 ,,le dividend est 70‘‘. In der Tat ist K 2069 eine jener

verallgemeinerten Reziprokentabellen, die wir aus den obigen Ausein-
andersetzungen kennen und zwar die fiir a= 70. Er lautet?):

N Rs.

1. [igi 2,30] 28 — 1. igi 4, 3 17,17,2,13,20
2. igi 2,[40] 26,[15] 2. igi 4,10 16,48

3. igi 2,46,40 25,12 3. igi 4,13, 7,30 | 16,35,33,20
4. igi3 — 23,20 4. igi 4,16 16,24,22,20
5. igi 3, 7,30 22,24 5. igi 4,19,12 16,12,13,20
6. igi 3,12 252,30 6. igi 4,20,25 16, 7,40,48
7. igi 3,20 21 — 7. igi 4,26,40 15,45

8. igi 3,22,30 20,44,26,40 8. igi 4,30 15,33,20

9. igi 3,33,20 19.41,15 9. igi [4,48] 14,35

10. igi 3,36 19,26,40  10. [igi 5 —] 14 —

11. igi 3,42,13,20 | 18,5[4] 11. [igi 5, 3,45] | [113,49,37,46,40
12. igi 3,45 18,40 12. [igi 5, 7,12] [13,40,]18,45
13. [igi 4] — 17,30 I

§) Hilprecht ergénzte als erste Zeile igi 1 1,10 am, d. h., er setzt eine Termino-
logie voraus, wie sie ihm aus den damals bekannten Nippurtexten geldufig war.
Heute 148t sich aber nachweisen, daB diese Terminologie nur eine bereits ganz ver-
schliffene Form eines urspriinglich viel ausfiihrlicheren Tabellenanfanges darstellt,
(auch die Ubergangsformen lassen sich verfolgen), so daB man iiber die Terminologie
der verallgemeinerten Reziprokentabellen nicht mehr so ohne weiteres Angaben
machen wird, da es durchaus mdglich ist, daB ihr urspriinglicher Tabellenanfang
von dem der reguldren Tabellen wesentlich abgewichen ist.

7) Nicht durch Zuriickrechnung der Hilprechtschen Zahlen gewonnen, sondern
nach Photographie kollationiert, die mir vom British Museum freundlichst zur Ver-
fligung gestellt wurde.

8) Rs. 14 und 15 wohl sicher:

[igi 5,20  13,]7,30

ligi 5,26  12,57,]146,40.
Dagegen wiirde Rs. 13 /////5,37,30 nur zu einer 5stelligen Ausgangszahl (5,10,41,21,4)
passen mit 10stelliger verallgemeinerten Reziproken.
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Die urspriingliche reguldre Reziprokentabelle wird eine 3stellige Tabelle
gewesen sein. Von 41 3stelligen Reziproken des Intervalles 2,30 bis 5,30
sind 28 verwertet?). Danach liele sich ein Gesamtumfang des Textes
rekonstruieren, der die Mehrzahl der 3stelligen Reziproken zwischen
1 und 10 umfaBt haben koénnte'?). Es ist zu beachten, daB die linke
Seite dieser Tabelle in vollkommener Ubereinstimmung mit den obigen
Uberlegungen ausschlieBlich regulidre Zahlen enthilt, obwohl selbst-
verstidndlich auch gewisse durch 7 teilbare Zahlen eine endliche rechte
Seite ergeben wiirden (z. B. wire igi 2,55  24).

4. Zusammenfassung.

Ich interpretiere die beiden oben angegebenen Texte als Produkt
beabsichtigter mathematischer Uberlegungen1): den einen als Tabelle, die
zwischen Dezimal- und Sexagesimalteilung vermitteln soll, den andern
als verallgemeinerte Reziprokentabelle fiir die Division durch irregulére
Zahlen 1 =17 (fact. 2, 3, 5). Ich wei}, dall darin neuerlich die Annahme
steckt, dal man ganz bewuflt die Vorteile des Sexagesimalsystems voll
auszuniitzen verstand. Wenn auch dieses Zahlensystem, wie das ganze
Tabellenwesen, durchaus als allméhlich historisch entwickelt verstanden
werden mufl und kann, so besagen unsere Konstatierungen doch sehr
viel fir das Niveau der babylonischen Mathematik. Weil diese Konse-
quenz andernfalls nur durch die Annahme sinnlosen Zufalls oder willkir-
licher Zahlenspielerei ersetzt werden kann (d. h., durch eine Annahme,
die bei der Fiille verschiedenartigsten Materials nur als unhaltbar zu
bezeichnen ist), so scheue ich mich nicht, sie zu ziehen.

Zum SchluB ist noch darauf hinzuweisen, daf die vorangehenden
Bemerkungen endlich den Schlissel zum Verstindnis der igi nu du,-
(,.teilt nicht‘)-Stellen der ,eigentlich mathematischen Texte‘ liefern,
indem sie zeigen, wie diese Texte eine stéindige Bezugnahme auf das
System der Rechentabellen voraussetzen.

%) Eine derartige Unvollsténdigkeit ist bei mehrstelligen Reziprokentabellen das
Ubliche.

10) Einzelheiten vgl. QS A 2, Kapitel IT, § 3.

1) Selbstverstindlich nur der Sache, nicht der Form nach der obigen Dar-
stellung entsprechend.

31*



Die diairetische Erzeugung der platonischen
Idealzahlen.

Von Oskar Becker, Freiburgi. B.
(Eingegangen am 10. 6. 1931.)

. Oxoloy €yd Jimyeduc
Jretoéoy Excora nate @hoLy
xol Qodtay Grmg &yst.

Heraklit, fr. 1.

1.

Die folgenden Ausfiihrungen verfolgen den Zweck, die diairetische
Theorie der platonischen Idealzahlen, die J. Stenzel in seinen bekann-
ten Veriffentlichungen?!) aufgestellt hat, in einem wesentlichen Punkte
weiter auszugestalten und damit dem alten Problem niherzukommen:
Was sind eigentlich, ganz konkret gesagt, die sogenannten
nsldealzahlen** und wie werden sie erzeugt?

Dafl gerade diese Frage auch noch jetzt, trotz der Forschungen
Stenzels, die in vieler Hinsicht dem Idealzahlproblem ein ganz neues
Gesicht gegeben haben, ungelost ist, kann keinem Zweifel unterliegen.
Wenn es bei Stenzel (ZG 117) heifit: ,,Die Zahlen als Ideen sind Ord-
nungsprinzipien, die dialektisch die Einheiten nach ihrem Stellenwert
im System unterscheiden. Das ist . . . der Sinn der Idealzahlen, die Ent-
faltungsstufen der diairetischen Entwicklung zu ordnen und die einzelnen
Ideen damit unterscheidend und gegeneinander ,begrenzend‘ zu bestim-
men‘‘?), so ist dies gewif§ durchaus richtig. Aber man wird von hier aus
zu der Frage gedriingt: Wie geschieht des niheren diese ,,dialektische
Unterscheidung*‘ der Ideen ,,nach ihrem Stellenwert im System*?

Zunichst: Um welches System handelt es sich? Man wird sofort an
das von Stenzel (ZG 31) aufgestellte diairetische Schema der Zahlen-

1) Studien zur Entwicklung der platonischen Dialektik von Sokrates zu Ari-
stoteles. Breslau 1917. — Zahl und Gestalt bei Plato und Aristoteles. Leipzig-Berlin
1924 (Abkiirzung: ZG). — Artikel ,,Speusippos‘‘ in Paulys Realenzyklop. d. klass.
Altertwiss. (ca. 1928). — Zur Theorie des Logos bei Plato u. Aristoteles; diese Zeit-
schr., Bd. I, S. 34ff. {1929).

%) Vgl. auch dhnliche AuBerungen, S.118, Anm. 1 gegen SchluB, S. 120 u.a. m.
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erzeugung denken, in dem jede der einzelnen Zahlen wirklich eine be-
stimmte Stelle eindeutig bezeichnet. (Fig. 1.)

Jede Idee hitte in diesem System eine bestimmte Stelle inne auf
Grund eines dem Zahlenschema formal genau gleichen begrifflichen Zer-
legungsschemas, einer diairetischen ,,Eidé-Kette*!, wie sie uns in meh-
reren Beispielen im ,,Sophistes‘ und ,,Politicus‘‘ erhalten sind und dar-
iiber hinaus hiochstwahrscheinlich in den von Aristoteles erwihnten3)
,,niedergeschriebenen Einteilungen* (yeyoauuévar diaigéoeis) der alten
Akademie (die vermutlich mit den

Speusippischen ,,"Opota**  (Ahnlich- ’
2/ \j

keiten) identisch sind?%) vorgelegen
haben (vgl. ZG 11). Insofern ,,wiren ,F/ \5 5/ \},
dann die Ideen Zahlen*, wie es so /\3 b Y \ 4

oft bei Aristoteles heilt. Einer jeden
Idee einer bestimmten Ideenkette Fig. 1

wiire in geeigneter Weise (die die Ein-

eindeutigkeit zu garantieren hiitte) eine bestimmte Zahl zuzuordnen und
sie ,,wire‘ demnach, gem4B der hier noch vorliegenden ,,mystischen‘
Vorstellungsweise, fiir die eineindeutiges Zuordnen und Identifizierung
ineinander verflieBen, jene Zahl. Stenzel selbst scheint allerdings einer
so konsequenten Ausdeutung seiner Theorie zu widerstreben. Er sagt
(ZG 118, Anm. 3 gegen Ende), daB ,,jede einzelne Idee ihre Stelle oder
Zahl hat“, aber nicht, daBl sie diese Zahl ist.

Was sind nun aber die Idealzahlen? Sind sie die Zahlen des diaire-
tischen Schemas? Wenn sie aber das sind, — sind sie dann wirklich
Ideen? Denn gerade daB die Zahlen Ideen sind, lehren die Zeugnisse
allerorten. Ferner: Sind die Zahlen des Stenzelschen Schemas denn wirk-
lich — ,Ideal-Zahlen“? Sind es nicht vielmehr ganz gewéhnliche
,,mathematische** Zahlen, nur in einer etwas ungewohnten Anordnung?
Haben wir aber nicht deutliche Zeugnisse (bei Aristoteles, Met. M6—-9
und anderswo) dafiir, daB die eidnuxoi douduol etwas von den mathemati-
schen Zahlen qualitativ und ihrer inneren Struktur nach génzlich Ver-
schiedenes sind?

Und wie steht es mit der Erzeugungsweise der Zahlen im Stenzel-
schen Schema? Ist es wirklich eine ,,diairetische‘, der Begriffszerlegung
analoge Entstehungsweise, die hier vorliegt?

Das Schema der Erzeugung ist offenbar folgendes:

n
A
R
2n 2n-+1

3) de part. animal. I, 2 (642b, 12); de gen. et corr. II, 3 (330D, 16).
4) Vgl. Stenzel, Speusippos, Sp. 1657.
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Wird hierbei » in 2n und 2n+ 1 zerspalten, so wie ein Eidos in
zwei Unter-Eidé zerspalten wird — etwa ,,Lebewesen* in ,,befulite’ und
,yunbefuBte* u. dgl.? Offenbar nicht. Der Ubergang von n auf 27 ist
wohl durch Verdoppelung, d.h. Spaltung der Zahleinheiten in die
doppelte Anzahl neuer Einheiten zustandegekommen. Aber der Schritt
von 2n auf 27 + 1 kann doch nur durch Hinzufiigung (mpdodeoic) von
1 zu 2n geschehen. Jedenfalls entstehen aber nicht 27 und 2n -1
gleichzeitig durch Diairesis aus n, sondern ihre Genesis wiirde rich-
tiger durch das Sukzessions-Schema: n — 2n — 2n+ 1 wiedergegeben
werden.

Es sollen nun aber auch die Vorziige des Stenzelschen Schemas nicht
unerwihnt bleiben. Was es leistet, ist folgendes: Wihrend die tibliche
Zahlenerzeugung die wiederholte Addition von 1 erfordert, vermeidet
dies die Stenzelsche Erzeugungsweise. Sie hat zwei Operationen zur Ver-
fiigung: die Verdoppelung, die iterierbar angenommen werden muf, und
die Addition von 1, die nicht mehrere Male unmittelbar hinterein-
ander ausgefiihrt zu werden braucht. Dies ist insofern ein Vorteil, als
die Quellen (Aristoteles) fir Idealzahlen zwar iterierte Verdoppelung
kennen (Met. M 7, 1082a, 28—31), aber nur eine einmalige Addition
von 1 (Met. M. 8, 1084a, 4—5). Ferner konnte daran gedacht werden,
die Zahlen des Stenzelschen Schemas mit dyadischen anstatt deka-
dischen Ziffern zu schreiben; man hitte dann das natiirliche Erzeugungs-
schema der Zahlen im dyadischen Positionssystem?). Indessen ist dieser
Gedanke zur Interpretation Platos nicht zu gebrauchen. Denn das Alter-
tum besall (abgesehen von Indien) iiberhaupt kein Positionssystem fur
die Zahlen: Fiir das babylonische Sexagesimalsystem ist bekannt, dafl
es sich dabei nur um eine pseudopositionelle Zahlschreibung handelt®).
Auferdem kommt auch dieses pseudopositionelle Zahlsystem erst wesent-
lich nach Plato und dann auch nur in der Form von astronomischen
Sexagesimalbriichen im griechischen Kulturkreis vor.

Im ganzen ist das Stenzelsche Schema trotz mancher Vorziige noch
nicht als die endgiiltige Losung des Idealzahlproblems anzusehen. Viel-
leicht kann es aber zur Losung hinfiihren. Die Richtung, in der man von
ihm aus weiterzuschreiten hat, ist vorgezeichnet durch die soeben an-
gestellten Uberlegungen. Die Quellen fordern mit Entschiedenheit, daf
die Ideen Zahlen sind, nicht nur Zahlen haben. Die Interpretation
muf also darauf bedacht sein, Ideen und Zahlen einander moglichst nahe

%) Vgl. Verf., ,,Mathematische Existenz‘ (Halle a. S. 1927), 8. 205, Anm. 1.

6) O. Neugebauer, Zur Entstehung des Sexagesimalsystems, Abhandl. d.
Gesellsch. d. Wissensch. z. Gottingen math.-phys. KI. N. F., Bd. XIII, 1 (1927).
— Sexagesimalsystem u. babylonische Bruchrechnung, diese Zeitschr., Bd. I,
S. 1831f. (1929).
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zu bringen; insbesondere muf} ihre Erzeugungsweise in eine mdoglichst
vollkommene Ubereinstimmung gebracht werden. Uberliefert ist nun mit
Sicherheit und in allen Einzelheiten das platonische Verfahren der Be-
griffsspaltung (dialpeoig) im ,,Sophistes” und ,,Politicus”. Also bleibt
nur iibrig, die Entstehungsweise der (idealen) Zahlen — iiber die die
Uberlieferung sehr liickenhaft ist — der Diairesis der Eidé ganz
analog zu gestalten. Hier ist der kritische Punkt, wo das Stenzelsche
Schema versagt, denn 27 und 2n+ 1 werden dort nicht aus n durch
Diairesis erzeugt.

Wie aber muf} die positive Losung aussehen? Dafiir gibt Aristoteles
einen eindeutigen Hinweis durch ein Beispiel, die Erzeugung der idealen
2, 4, 8 ..., insbesondere der Tetras aus der Dyas und der Oktas aus der
Tetras (Met. M 7, 1082a, 28—31; vgl. etwa noch 1081b, 21f., b 25;
1082a, 13f.). Die ideale Vier entsteht aus der Zwei dadurch,
daB jede der die Zwei bildenden beiden Einheiten in zwei
neue Einheiten zerfidllt, die dann eben die vier Einheiten der
idealen Vier sind. Ahnlich entsteht die Acht aus der Vier und so alle
Potenzen von zwei (6 doiduds dg’ &og duwlacialduevos; vgl. Met. N 3,
1091 a, 10—12). Wie die anderen Zahlen entstehen, wird noch zu erdrtern
sein; fiir jetzt 148t sich aber schon eine wertvolle Folgerung ziehen. Die
Erzeugung der idealen 2, 4, 8, 16 usw. erfolgt némlich offenbar wirklich
durch Diairesis und zwar durch Zweiteilung der Einheiten (uovddec)
der jeweils in der Reihe (der Potenzen von 2) vorausgehenden Zahl. Es
liegt also ein diairetisches Schema vor, in dem nicht die Zahlen selbst,
sondern die Einheiten der Zahlen die Glieder sind, und das man graphisch
etwa so darstellen kann, indem man die zerspaltenen, also ,,aufgehobenen”
Monaden durch leere, die ungespaltenen, also noch subsistierenden durch
volle Kreise kennzeichnet:

2 0,
o}
* ./ \. c/ \o /O< \fo\
./ \. ./ \. .‘;O\. .f ,\o .R. .Rc
Moras  Lyas Tetras Oktas
Fig. 2

Den Ideen im begriffsspaltenden Schema (der Eidé-Kette)
entsprechen also die Einheiten der idealen Zahlen, nicht
diese selbst.

Das steht anscheinend im Widerspruch zu der fortwihrenden Aussage
der Texte, ,,die Zahlen seien Ideen* und umgekehrt. Trotzdem soll an
dieser These festgehalten und im folgenden versucht werden, sie in sach-
licher und interpretatorischer Hinsicht durchzufithren.
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2.

Welches sind zunéchst die sachlichen Konsequenzen der auf-
gestellten These?

Das erste ist, dall die Aufgabe gelost werden muf}, diejenigen Zahlen,
die nicht Potenzen von 2 sind, diairetisch zu erzeugen. Die Entstehung
von 2, 4, 8 usw. ging dadurch vor sich, dall alle Einheiten der jeweils
vorliegenden Zahl (beginnend mit 1) in je zwei neue Einheiten gespalten
wurden. Erweitert man diese Erzeugungsvorschrift dahin, dafl nicht alle
Monaden der Ausgangszahl, sondern unter Umstinden nur einige oder
eine gespalten und die tbrigen unberiihrt gelassen werden, so kénnen
ohne weitere Hilfsmittel alle Zahlen erzeugt werden. Denn, da die ge-
spaltene Einheit ja eben durch die Spaltung ,,aufgehoben‘’ wird, also
als aktuelle Einheit verschwindet, so kommt die Operation der Spaltung
einer Einheit einer vorliegenden Zahl auf die Hinzuftgung gerade einer
Einheit zu ihr hinaus (r — 1+ 2= n + 1). Man kann also, von 1 aus-
gehend, so alle Zahlen erzeugen. Ja, man wird unmittelbar die sonst so
ritselhafte Bemerkung des Aristoteles (Met. M 7, 1082b 351.) verstehen,
es sei miBig, dariiber zu streiten, ob wir ,,durch Teilung** (xaza peoidog)
oder ,hinzufiigend‘* (mpoolaufdvovres) zéhlten, tatsdchlich taten wir
beides (motoGuey 08 aupotépw).

Die ideale Drei (adt?) 7 totds) wird demgemil das folgende Schema
haben, dem gleich eine entsprechende Begriffsspaltung gegeniiber-
gestellt sei:

Damit ist also das schwierigste Problem bei der Genesis der Ideal-
zahlen, die rein diairetische Erzeugung der Drei und der ungeraden
Zahlen iiberhaupt in tiberraschend einfacher Weise gelost?).

Es ergeben sich, wie man leicht sieht, fiir alle Zahlen solche Schemata,
von der Vier ab nicht mehr eindeutig, je ein Schema, sondern verschie-

7) Uber dieses Problem vgl. L. Robin, La théorie platonicienne des idées et
des nombres d’aprés Aristote (Paris 1908). S. 281ff., 446ff. — Man kann (mit
W. D. Ross in seiner Ausgabe der aristot. Metaphysik, Bd. I, S. LXII) unsere Auf-
fassung bei Alexander v. Aphrodisias (ad Ar. Met. A 6, 987b 33 ssq. — p. 57, 22—28
Hayd.; 43, 13—19 Bz.) wiederfinden. Ross sagt: ,,Alexander gives a different account
of the odd unit in odd numbers — that it is one of the portions of the indefinite dyad,
after the One has determined it; but this does not agree with Aristotles statements.(?)
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dene fiir dieselbe Zahl (,,Isormeren, wie man in der Chemie sagt). So
schon fiir die Vier:

s 0\, ) /\
AT AN

Fig. &

Das ist nicht verwunderlich oder stérend, denn es gibt offenbar auch
entsprechende Begriffsdiairesen. Fiir die erste Form nehme man etwa
ein geeignetes Stiick aus der diairetischen Definition der Kunst des Poli-
tikers (Politic. 261 Aff., vgl. Stenzel, ZG 11), fiir die zweite die Tei-
lung des Alls des Seienden in das Denkbare (voytdy) und das Sichtbare
(6gardv) mit dichotomer Unterteilung beider Teile (Staat, VI. Buch,
509 Dff.).

Eine eigentliche diairetische Definition durch sukzessive Unterteilung
einer bestimmten, sich jeweils durch die Dichotomie ergebenden Halfte
bis zum unzerschneidbaren (drouov, drunrov) Eidos ist allerdings immer
durch ein Schema des ersten Typus, das man sich ja beliebig verlingert
denken kann, gegeben. Aber schon diejenigen diairetischen Betrach-
tungen, durch die verschiedene Begriffe in ihrem gegenseitigen Verhiltnis
festgelegt werden, wie sie in halb scherzhafter Weise von Plato an den
Beispielen ,,Angelfischer und ,,Sophist*, ,,Mensch* und ,,Schwein*
durchgefiihrt werden, erfordern verwickeltere Verzweigungen gemaf dem
zweiten Typus3).

Die Idealzahlen sind also damit gekennzeichnet als ,,diairetische
Geflechte, deren Knoten die ,,Monaden‘‘ sind, die aus ihnen, den
Zahlen, geflochten werden. Es sind die Schemata, nach denen Diairesis
und Symploké, Zerlegung und Verflechtung der Ideen erfolgen. So erklart
sich auch die befremdende Ausdrucksweise, die Aristoteles gelegentlich
anwendet, wenn er sagt: unter gewissen Voraussetzungen seien die Mo-
naden frither als die Zahlen, aus denen sie (die Monaden) ,,geflochten‘

8) Im ,,Sophistes und ,,Politicus‘‘ spielt die Reihenfolge der Glieder der Diai-
resis keine wesentliche Rolle; das zeigt die Anderung der Reihenfolge bei der Zu-
sammenfassung (Soph. 221 B) gegeniiber der vorausgehenden ausfithrlichen Ent-
wicklung (219 A—221A). An sich ist nicht gesagt, daB das so sein mufl: man kénnte
z. B. positive und negative (besser privative) Glieder (§vre und pf dvre) unter-
scheiden. (Vgl. Aristoteles, de part. animal. I, 3 (642b, 21): #n crsoéoer pdv dvayxaiov
duageiv xel Oitgodoy ol Oiyorowodwvrsg). Aber Platos Kritik der Einteilung der
Menschen in Hellenen und Barbaren (Pol. 262 D) zeigt, daB beide Glieder der Ein-
teilung ebenbiirtig sein sollen.
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werden (dote modregar dv elev ai povddes ) oi dpiduol €& dv mwAéxovrar?),
Met. M 7, 1081 a, 33).

Die idealen Zahlen sind ,,allgemeiner‘‘ als ein bestimmtes vorgelegtes
diairetisches Geflecht, die ideale Drei (adty) 7j Toudg) ist allgemeiner als
die oben neben sie gestellte Begriffszerlegung; ganz andere Begriffe
konnten nach demselben ,triadischen Schema‘‘ zerlegt werden. Daher
ist die Zuordnung einer Idealzahl zu einem bestimmten Be-
griff (etwa ,,Mensch®) nicht als eineindeutige zu verstehen. Ein
Begriff kann zunéchst einer Idealzahl nur indirekt zugeordnet werden,
vermittels seiner diairetischen Definition, aus der er als drouov
eidoc (,,Jdeenatom*‘) resultiert. (Diese ist daher in gewissem Sinne eine
Zahl — vgl. Aristot., Met. H 3, 1043b, 34: & te yap dotouds dorduds vis.)
Nun kann aber z. B. ,,Mensch* verschieden definiert werden: etwa als
,,zweibeiniges Lebewesen‘ ({@ov diémovy) oder auch als ,,zweibeiniges
ungefliigeltes Lebewesen* ({@ov dimovy dnregov). Im ersten Fall ent-
spricht seiner Diairesis das Schema der Dyas, im zweiten das der
Trias. In der Tat erscheint auch bei Aristoteles®) der ,,Mensch an sich‘,
einmal als ideale Zwei und einmal als ideale Drei. Auch umgekehrt
finden sich natiirlich Falle der Zuordnung verschiedener Begriffe zur
selben Idealzahl!!). Alle solche Zuordnungen werden in den Texten
stets nur beispielsweise vollzogen; es heifit: ,,Wenn der Mensch die
Drei ist ... usw.

Was die Anzahl der Monaden in einer bestimmten Ideal-
zahl anlangt, so ergibt sich diese leicht aus der Uberlegung, daB die
Erzeugung der Idealzahlen mit der idealen Eins beginnt und mit jedem
Schritt (der ja aus einer Dichotomie besteht — oder eventuell mehreren
nebeneinander) zwei-Monaden tberhaupt, aber nur eine ,,aktuelle*
Monade hinzufiigt (da ja die zerspaltene in der Spaltung ,,sich aufhebt‘).
Der Reihe nach enthalten also die Idealzahlen 1, 3,5, 7... 2rn—1 Mo-
naden iberhaupt und 1, 2, 3, 4. .. n ,,aktuelle’ Monaden. Insbesondere
enthilt die Dyas 3, die Trias 5, die Tetras 7 Monaden iiberhaupt. Dies
erklirt ohne weiteres die schwierige, bisher ganz unverstiandliche Ari-
stotelesstelle Met. M 7, 1081a,33—35: ,,in der Dyade wird eine dritte
Einheit sein und in der Triade eine vierte und die fiinfte.* (é» 77

9) So Ab und ye E, Christ und Jaeger; dagegen iéyovrer E, Bonitz und W. D.
Ross. Indessen ist wiéxovror ganz offenbar die difficilior lectio und auch die Auskunft,
v auf wovddes zu beziehen, ist unméglich.

10) Met. M 8, 1084a 14, 18: & &ty 1) toids adrodvdonmog; a 25: & dvag dvdow-
mog. Vgl. die vielen, stark wechselnden Zuordnungen bei Ps.-Alexander zu Met.
M 6—9 passim.

1) Met. M 8, 1084a 24: &l 07 1) tetods adrn) i0ée Tvdg dotiv, 0iov immov 1) hevxod,
(,,wenn die Tetrade Idee von etwas ist, wie etwa des Pferdes oder des Weilen. . .*)
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dvdde ity povas Eotat . . . xal év Tjj ToLddL TETAYTN xal 1 wéumT ), ebenso
wie die dazugehorige Interpretation Pseudo-Alexanders'?).

Die Zahl der Monaden in einer bestimmten Idealzahl ist unabhingig
von der besonderen Struktur ihres Geflechts, die ja von 4 ab nicht mehr
eindeutig festliegt.

Fragt man nun zum Schluf}, welche ontologischen Probleme sich
aus der angenommenen Struktur der Idealzahlen ergeben, so tritt sofort
eines als iiberragend heraus. Im Gegensatz zur Erzeugung der gewihn-
lichen ,,mathematischen‘* Zahlen durch sukzessive Addition je einer
neuen Einheit (deren ,,Herkunft* im Dunkeln bleibt) entstehen die
Idealzahlen durch sukzessive (oder evtl. auch teilweise simultane) Dicho-
tomie schon vorhandener Monaden. Die zerspaltenen Monaden gehen
dadurch gewissermallen in einen Zustand der ,,Aufgehobenheit* iiber.
Dieser sich hier geradezu aufdringende Hegelsche Terminus ,,aufheben‘
— in dem bekannten Doppelsinn von ,,bewahren‘ und ,,vernichten‘ —
weist darauf hin, daB es sich bei der ,,Entstehung‘‘ der Idealzahlen um
eine eigentliche Genesis handelt. Diese eigentiimliche Bewegtheit im-
pliziert eine echte Zeitlichkeit, die sich in Hegels dialektischem Prozef3
darstellt. In der antiken Philosophie wird sie begrifflich bewiltigt durch
das aristotelische Begriffspaar Dynamis-Energeial?); nachdem schon
Plato mit dem Aufweis des Phinomens des &aipvns (des ,,Plotzlich‘‘)
einen ersten VorstoB gemacht hatte4). Indessen blieb bei ihm der Be-
wegungsbegriff noch vage, insbesondere auch die xivnoig Ty idedv, durch
die die dairetische Methode beherrscht wird.

12) Die Stellen werden weiter unten (S. 494ff.) ausfiihrlich besprochen werden.

13) Man vgl. die Darstellung der aristotelischen Philosophie in Hegels ,,Vor-
lesungen iiber die Geschichte der Philosophie®.

14) Das Problem der Vorgeschichte des aristotelischen Dynamisbegriffs ist noch
nicht gelost. Hingewiesen sei auf eine merkwiirdige Wurzel der aristot. Dynamis in
der hippokratischen Medizin. O. Regenbogen berichtet in seinem Aufsatz
(in dieser Ztschr., Bd. I, S. 131ff.) ,Bine Forschungsmethode der antiken Natur-
wissenschaft, der den Begriff der ,,Analogia‘‘ behandelt, iiber einen botanischen
Exkurs in der hippokratischen (embryologischen) Schrift ,meel gdoios wardiov
(a. a. O. S.1661f.). Darin heiBt es, die Pflanze ziehe ihre Nahrung aus der Erde in
der Form der ixuds, eines feuchten Dunstes. Diese fxudgs heit auch ddveus. Dynamis
ist also hier der kraftgeladene Stoff, die wirksame Substanz, die in allen primi-
tiven Vorstellungen von Verursachung eine so groBe Rolle spielt (Zaubertrank,
Gift usw.; im Grunde eine Spielart des mana-Begriffs, vgl. z. B. E. Cassirer, Philo-
sophie der symbolischen Formen, Bd. II, Das mythische Denken, Berlin 1925). Im
Boden sind pdowe dvvaués, Tausende spezifischer Stoffe, die den spezifischen Pflanzen
als Nahrung dienen. Da heiBt es nun (m. g.m., p. 544, 25) von dem Rosenstrauch
(v §600w): 16 T8 ydo 6oy Fixer &md tijg yijg inpddo TolwdTNY, 0ldvmee xal adTO
dvvdper éoriv. (,,Die Rose zieht aus der Erde einen solchen Saft, wie sie selbst
auch der Dynamis nach ist“) Hier bedeutet Dynamis gewill zundchst eben
,,wirksamer Stoff*. Aber der Ausdruck ,,0vvdus éeriv ist doch schon wortlich der
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Die Auseinandersetzungen der Biicher Z und H der aristotelischen
Metaphysik zeigen nun, daB auch das Definitionsproblem, insbesondere
die Fragen der ,,Einheit* und der ,,Teile* der diairetischen Definition
(Z, cap. 10—12; H, cap. 3 u. 6), ferner das Problem, ob das Allgemeine
(76 xaddiov) und die Gattung (zo yévoc) selbstindige Wesenheiten (odoia)
sind, gerade mittels der Unterscheidung von Potenz und Aktus gelost
werden. Dies ist von entscheidender Wichtigkeit fir das Verstdndnis der
aristotelischen Polemik gegen die Idealzahlen. Wenn némlich diese in
ihrem ,,Geflecht‘* von Monaden unmittelbar das Schema einer diaire-
tischen Ideenkette sind, werden die Probleme der ,,Einheit* und
der ,,Teile bei den Zahlen und (diairetischen) Definitionen
sich decken. '

Das bestétigen nun in der Tat die Texte: Nicht nur wird die Definition
direkt als ,,eine Art Zahl* bezeichnet (H 3, 1043b, 34), sondern auch das
Problem der Einheit der Definition wird (H 6, 1045a, 7ff.) gleichzeitig
mit dem fir die Zahl gestellt und — scheinbar nur fir die Definition
im folgenden beantwortet. In Wahrheit ist eben fiir Aristoteles mit der
Losung fur die Definition die fiir die (ideale) Zahl schon ohne weiteres
mitgegeben. Das heiBt aber, dal die Idealzahl im wesentlichen nichts
anderes ist als die diairetische Definition.

Die Losung selbst besteht in der konsequenten Anwendung der Be-
griffe Stoff und Form (Potentialitit und Aktualitat) auf das Verhaltnis
von Genus und Differenz: das yévoc ist die modry ¥in, der, von der ak-
tuellen Differenz aus gerechnet, ,,erste Stoff*; das Hinabsteigen in der
Ideenkette vom Allgemeinen zum Besondern ist also eine stdndige Be-
wegung vom Stoff zur Form, von der Potenz zum Aktus. Dieser Be-
wegung entspricht nun genau die Entwicklung der Idealzahl durch Ent-
stehen immer neuer Einheiten aus den zerfallenden alten: die Zweiteilung
einer Monade ist nach platonischer Lehre nichts anderes als die Spaltung
eines Genus in zwei Differenzen.

Der Kampf des Aristoteles gegen diese Theorie hat sein letztes Motiv
in der ontologischen Unbestimmtheit dieses Spaltungsvorgangs. Er selbst
expliziert diese ,,Kinesis der Ideen als den Ubergang vom Stoff zur

aristotelische. Auch bei Aristoteles liegt ja die Dynamis in der Hylé und die spezi-
fische ixudg (Saft) der Rose ist eben schon bei Hippokrates nichts anderes als die
Rose selbst in der Potenz.

Fiir das Begriffspaar Hyls-Morphg (Eidos), das der Zweiheit ,,Dynamis-Energeia‘“
(Entelecheia) entspricht, ist auch der Anfang der Abhandlung ,,Uber die Weltseele*
(meol Yuy@s xbsuw) des Timaeus Locrus (im Corpus Platonicum) zu vergleichen,
die der frithen Akademie entstammt. Dort findet sich schon der Vergleich der Form
mit dem Ménnlichen und des Stoffes mit dem Weiblichen, was im Gegensatz zur
eigentlich platonischen Auffassung des Form-Stoff-Verhaltnisses steht (vgl. Aristo-
teles, Met. A 6, 988a 2—7).
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Form (von der Potenz zum Aktus). Eine solche Explikation vermift er
bei Plato; er wirft ihm vor, seine Monaden seien alle aktuell, namlich als
Eidé oder odoiaw expliziert, infolgedessen sei die Symploké im ,,diaire-
tischen* Ideengeflecht ein aktuelles ,,Darinliegen® (évwmdoyeww) der
Wesenheiten (odaiot, eidn, povddes) in der resultierenden Wesenheit, die
in der diairetischen Definition definiert wird und daher mit der Definition
selbst als ,,Zahl* sich darstellt (Met. Z 13, 1039a, 3—8 (odola), zu ver-
gleichen mit a, 11—14 (uovds bzw. doduds).

Die ganze aufschluBreiche Parallele von Definition und Zahl tritt nur
dann klar heraus, wenn das, was in der ldealzahl und der Ideenkette
verglichen wird, die einzelne Monade in der Zahl und die einzelne ldee
in der Kette ist. Der Idealzahl als ganzer entspricht die ganze Definition
und damit freilich auch das Definierte als Ganzes — d. h. das drouoy
eidoc (Ideenatom), das nach Plato vermége der Symploké alle héheren
Eidé der Kette in sich begreift (an seine Stelle tritt bei Aristoteles teils
das 7dd¢ v (,,Dies-da‘‘), teils das 70 v/ 7y eivar (,,Wesenswas*‘).

Die Bestatigung an Hand der Texte wird noch gegeben werden, vor-
ldufig sei auf den héufigen aristotelischen Terminus fiir Idealzahl: ,,0
Taw eiddw dodudst (,,die Zahl der [deen‘‘) hingewiesen, der den Singu-
lar von Arithmos mit dem Plural von Eidos in so eigentimlicher Weise
verbindet.

Aus der geschilderten Gesamtproblematik ergibt sich ungesucht das
fast stindige Thema der groBen aristotelischen Idealzahlkritik (Met. M,
cap. 6—9). Der ganze Fragenkomplex der ,,zusammenwerfbaren® und
,,unzusammenwerfbaren Einheiten (uovddes ovuflyral bzw. dodu-
Binror) und sekundér auch Zahlen, der zunéchst so befremdend wirkt,
wird jetzt verstandlich. Alles dreht sich bei Aristoteles um die ontolo-
gische Bestimmung der Bewegtheit der Zahlenerzeugung und den Cha-
rakter der sukzessiv erzeugten Zahlenteile. Nicht der Gegensatz zwischen
der schlichten Eindimensionalitit der ,,mathematischen* Zahlenreihe
und der verzweigten Struktur des diairetischen Idealzahlgeflechts??),
sondern das Verhaltnis des Teils einer Idealzahl zu einem ihm gewisser-
maBen kongruenten Teil einer anderen Idealzahl ist fiir Aristoteles das
entscheidende Problem. Ist die ,erste Dyade‘* (1§ mpdty dvds) in der
idealen Vier (v advij ©jj vevopddr) identisch mit der idealen Zwei (adT) 1
dvdc)? Dies Problem erscheint, isoliert genommen, ziemlich abstrus, es
gewinnt aber einen guten Sinn, wenn man sich erinnert, dal in dem
,,ersten Teil* einer Idealzahl das Allgemeine und das Genus (die hoheren
Eidé der Kette) stecken, im ,,folgenden‘* aber die Differenzen. In der

15) Sachlich genommen bilden die Idealzahlen eigentlich doch auch eine im
wesentlichen lineare Reihe, soweit diese Linearitit nicht durch die verschiedenen,
gewissermaBen ,,isomeren* Formen der Tetras, Pentas usw. gestort wird.
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Relation des ,,Fritheren und Spéteren‘‘ (70 modregor xai 10 FoTegov) der
Idealzahl steckt also fiir Aristoteles das Problem der Kluft zwischen
Genus und ,,Dies-da‘‘, Genus und ,,Wesenswas'* (10 7{ %» eivar), d. h.
letztlich zwischen Dyamis und Energeia. So sind etwa die Einheiten der
idealen Zwei aktuell (und das ,,erste Eine‘‘ (70 mo@d7ov &) in ihr entspricht
etwa dem ,,Wesenswas‘‘), die Monaden der ,,ersten Dyade‘‘ in der idealen
Tetras dagegen stellen hohere Eidé (bzw. Gené) dar und sind deshalb
potentiell. Sind nun aktuelle und potentielle Monaden ,,zusammen-
werfbar‘‘?

Das abstruse Problem der povddes dodufinror ist also keineswegs ein
beliebiges, es ist nichts anderes als das Fundamentalproblem des plato-
nisch-aristotelischen Gegensatzes selbst.

3.

Bevor die Texte im einzelnen herangezogen werden zur Bestéitigung
der vorgebrachten Interpretation, sollen noch kurz die Beziehungen
der Idealzahlen zur Mathematik der platonischen Zeit zur Sprache
kommen.

Die graphische Darstellung, deren wir uns bedient haben, war unsere
eigene Zutat, sie ist nicht so iiberliefert. Dagegen hat Plato selbst, an
einer sehr bekannten Stelle des ,,Staates** (VI, p. 509 E) eine andere Art
von graphisch-geometrischer Darstellung eines diairetischen Verhilt-
nisses gegeben: wie wenn eine in zwei ungleiche Abschnitte a, b geteilte
Strecke nach dem Verhiltnis a:b wieder in ihren beiden Abschnitten
untergeteilt wird, so wird das All des Seienden in das ,,Denkbare und
,,oichtbare’ eingeteilt und jeder dieser Abschnitte wiederum in zwei
entsprechende Unterabschnitte gespalten (domep Tolvvv yoauuny dixa
TeTunpévny, Aafowv dvica tuiuata, wdiw Téuve éxdrepov TO TUTUA Gva TOY
adtov Adyov, 16 TE TOT Jpwuévov Yévovs xai TO TOT YoOvuivov . . .).

Was hier allein beachtet werden soll, ist das graphische Darstellungs-
verfahren der Diairesis (Einteilung der Begriffe (¢id)). Sie wird symboli-
siert durch Teilung einer Strecke. Das hat vor dem von uns frither be-
nutzten Stammbaumschema den Vorzug, dall die relative Quantitat
der Teile, d. h. ihr gegenseitiges Verhiltnis durch das Verhéltnis der
Léngen der Teilstrecken unmittelbar dargestellt werden kann%?). Nun
macht in der Tat Plato nicht nur an der angefiihrten Stelle von dieser
Méglichkeit Gebrauch, in der die Proportion (dvaloyia) aufgestellt wird:

Sichtbar: Denkbar = Hypothetisch: Anhypotheton = Abbild: Original.

Auch im ,,Sophistes und besonders im ,,Politicus* finden sich mehr-

fach Hinweise auf das quantitative Verhiltnis der Teile einer diairetische

15a) Vgl. hierzu und zum folgenden: O. Toeplitz, ,,Das Verhaltnis von Mathe-
matik und Ideenlehre bei Plato*, diese Zeitschr., Bd. I, S. 3ff., insbes. S. 16—18.
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Einteilung. (Polit. 258 BC, 261 ACE, 262 B—E: , un ouwgov udgiov &
7meos peydia xal wolla dpapduev't [,,wir wollen keinen kleinen Teil im
Verhdltnis zu [mpds] groflen und vielen Dingen abschneiden ...“] —
nAETLTOVQYEDY 00 Gopalés, dva péowy 0¢ dopaléotegov idvar Téuvovres . . .
[fein zu arbeiten — d. h. mit raffiniert abgeschétzten Teilverhaltnissen —
ist nicht sicher; durch die Mitte gehen beim Zerschneiden — d. h. im
Verhdltnis 1: 1 teilen — ist sicherer].) Am sichersten ist die fortgesetzte
gewissermaflen mechanische Dichotomie im Verhéltnis 1: 1; das schlieBt
nicht aus, dafl man durch geschickte Teilung in anderen Verhiltnissen
schneller zum Ziel gelangt (vgl. Pol. 256 A—267 C: liangerer und kiir-
zerer Weg zur Bestimmung des Staatsmanns). Auch der allgemeine, von
Stenzel (Studien, S. 59, 63, ZG, S.21) eingehend gewiirdigte Gedanke
der Zerschneidung nach dem natiirlichen Wuchs (diatéuvew xar’ dodoa
7 wépuxev, Phaedr. 265 C) beim Opfertier (xara uély . .. olov icpeiov dat-
odueda, Pol. 287 C), — aber auch schon in der Kiiche, wo der schlechte
Koch die Knochen zerbricht (xatayvivar uéoog undév xaxod uayeipov todmeo,
Phaedr. 265 C), gehort offenbar hierher.

Ferner hat die platonische Darstellungsart den Vorzug, daf} sie iiber-
aus anschaulich die ,,Jagd” nach dem zu definierenden Begriff bei der
diairetischen Definitionsmethode wiedergibt. Stellt man sich etwa die
diairetische ,,Jagd” nach dem Sophisten, die in dem gleichnamigen
Dialog so lebendig bis zur endlichen Erlegung des ,,Wildes*‘ geschildert
wird, durch sukzessive Streckenhalbierung graphisch dar, so sieht man
unmittelbar, wie das gejagte ,,Wild* immer enger eingeschlossen und
aus einem Schlupfwinkel nach dem anderen vertrieben wird (vgl. Stenzel,
Speusippos, Sp. 1660, 351f., 64ff.). Nimmt man die (zum mindesten friih-
und mittel-) platonische Auffassung hinzu, daB das Element der Linie
kein ausdehnungsloser Punkt (oteyus}), sondern ein Linienatom (drouog
yoouur) ist, so scheint es fast, als ob bei der diairetischen Definition das
schlieBlich erreichte Ideenatom (drouov eidog) durch ein Linienatom un-
mittelbar reprisentiert wird. Freilich ist gerade diese Vorstellung mathe-
matisch nicht zu halten, und es ist schwer denkbar, da Plato an ihr
noch festgehalten habe, nachdem — erst spat in seinem Leben (Ge-
setze VII, 819D) — das Phinomen des irrationalen Verhaltnisses intensiv
in seinen Gesichtskreis trat.

Aber das bleibt jedenfalls bestehen, daB die drei Probleme der Diai-
resis der Begriffe (Ideen), der Zahlen und des Réumlichen (nach Stenzels
Bezeichnung ZG passim) durch die platonische graphische Darstellung —
unter der Voraussetzung der von uns gegebenen Interpretation der Ideal-
zahlen — so eng aneinanderriicken, daB sie im wesentlichen nur noch
verschiedene Ausdriicke einer identischen Sachlage darstellen. Die ver-
einheitlichende Kraft des Diairesisgedankens in der beherrschenden
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Durchdringung dreier zundchst anscheinend ganz verschiedener Gebiete
tritt Gberzeugend heraus.

Nimmt man beispielsweise eine normale diairetische Definition, die
durch sukzessive Halbierung fortschreitet, derart, da immer wieder
eine der zuletzt erhaltenen Hélften wiederum halbiert wird (vgl. unser
obiges Beispiel S. 468, aus ZG 11), so ergibt die graphische Darstellung
des Diairesis-Schemas, also die graphisch dargestellte Idealzahl, eine so-
wohl aus Euklid wie auch aus Platos Vorlesung ,,Uber das Gute* (mepi
rdyadot) bekannte Figur; ndmlich die Figur zu Euklid, Elem. X, 1 (wenn
man von einer Strecke mehr als die Halfte wegnimmt, vom Rest wieder
mehr als die Hélfte usf. ins Unbegrenzte, so unterschreitet man schlief-
lich jede beliebig (klein) vorgegebene Strecke'®) — und zugleich die
Figur der Stelle aus dem Philebuskommentar des Porphyrius (iber-
liefert bei Simplicius, in Arist. phys. ausc. p. 247, 453 Diels, vgl. ZG 631.),
die die ,,Teilung der Elle* behandelt.

0 e Ys "4 Ha 1
P | .
1 Ll L} L}

Fig. 5

Man kann durch eine naheliegende Verallgemeinerung dieser Ein-
teilung das allgemeine Verfahren der Aufsuchung eines Punktes auf einer
dual untergeteilten Skala ableiten. (Messen mit einem dual untergeteilten
MaBstab, ganz analog unseren dezimal geteilten Mafstiben.) Ins Begriff-
liche tibersetzt ergibe sich die ,,Jagd‘ auf einen durch Diairesis zu be-
stimmenden Begriff, wie oben geschildert. Man kann vielleicht sogar
diese Verallgemeinerung aus dem Text unserer Stelle herauslesen!?);

16) Dieser Satz findet Elem. XII, 2 seine Anwendung auf die ,,Exhaustion‘* der
Kreisflache, die man durch folgende, diairetisch zu interpretierende Figur (schema-
tisch) darstellen kann:

SK CK Z K ’;(’ KK
| | | | | |
| ,| —

E, E, E

Fig. 6
K bedeutet die Kreisflache, 1/,K, 3/,K, ... ihre entsprechenden Bruchteile, E,, Ej,
E,s ... die Flichen des dem Kreise eingeschriebenen Quadrats, regelm. Achtecks,
Sechzehnecks usw. Die Strecken E K, E;K, E¢K ... in der Figur bedeuten die
Flachendifferenzen zwischen den reguliren Polygonen und dem Kreise, die, wie man
sieht, an der oberen ,,dualen* Skala gemessen, nach Elem. X, 1 schlieBlich unter
jede Grenze sinken.

Als eine Anwendung der diairetischen Methode kann man auch das ,,Sieb des
Eratosthenes‘ zur Aussiebung der Primzahlen durch sukzessive Ausscheidung der
Zzahlen der Formen 2n, 8n, 5n, 7n, 11n ... auffassen.

17) Der Text lautet: ,,z0 udv &regov fuimnyv drunrov idecrpsy, td 0% &regov fulmnyy
vépvovres xavd foayd moooTiSoLpey vé drwfre, b0 &v yévoiro To miya ulon,
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man kann aber auch annehmen, da Plato in seiner Vorlesung den tri-
vialen Fall nur als Einfiihrung fiir kompliziertere Betrachtungen ver-
wendet hat und daB das uns bei Simplicius erhaltene Stiick aus der ur-
spriinglichen Nachschrift nur den allgemein verstédndlichen Trivialfall
wiedergibt.

Mathematisch kime die Sache hinaus auf die Entwicklung eines
graphisch gegebenen ,Logos” in einen systematischen Dual-
bruch.

Es fragt sich: Ist Derartiges zu Platos Zeit moglich und sind irgend-
welche Wirkungen eines solchen Verfahrens in der zeitgendssischen
Mathematik nachzuweisen?

Die Moglichkeit einer dyadischen Entwicklung zu Platos Zeit lafit
sich sehr leicht beweisen: einfach dadurch, daB man auf die altdgyp-
tische Technik des elementaren Multiplizierens und Dividierens und der
Bruchrechnung hinweist. Dort wird ja in ausgiebigster Weise von der
dyadischen Entwicklung des Multiplikators (Vervielfachung nicht mittels
des auswendig gelernten ,,Einmaleins®‘, sondern durch iteriertes Ver-
doppeln und geeignetes Zusammenfassen), dyadischen Approximation des
Dividenden und Erginzung des Restes durch dual entwickelte Bruch-
teile des Divisors usw. usw. Gebrauch gemacht'®). Man mufl annehmen,
daB zum mindesten die elementare Technik der Division Plato wohl-

76 udv émi v édrvov mooidv, TO 0% émi vd weifov dvelevriiTms. Die Frage ist, ob die

Teile, die von der zerschnittenen Ellenhalfte der unzerschnittenen hinzugefiigt

werden, unmittelbar anschlieBen miissen oder nicht. Im zweiten Falle konnte
man die Sache auch so verstehen:

drunroy quimngw

Stadium 1. b—

Stadium 11, F

Stadium I11. 1

Stadium IV, }

|

Fig. 7
Die ausgezogenen Teile der rechten Ellenhdlfte machen zusammen mit der
unzerschnittenen Ellenhilfte den ,,zum Kleineren fortschreitenden (émi 70 Elarrov
mootdy) Teil“ aus, die punktierten Teilstrecken den ,,zum GroBern (émi ©o weifov)
fortschreitenden Teil.
18) Vgl. O. Neugebauer, Die Grundlagen der agyptischen Bruchrechnung,
(Berlin 1926); Arithmetik und Rechentechnik der Agypter (diese Zeitschr., Bd. I,

S. 301ff.). — Aus dem letzteren Aufsatz stammt das folgende Beispiel (8. 327)
,»R 24
Aufgabe: Rechnung: Ergebnis:
1 1 1 1 1
19:8 1 2 5 % 8 2-—}—Z-|-§-
8 16 & 2 1

Auf das wesentlich kompliziertere Bruchrechnen kann hier nicht eingegangen werden.
Aber auch da sind dyadische Entwicklungen grundlegend.

Quellen u. Studien B I. 32
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bekannt war; die friihgriechische ,,Logistik‘‘ wird der dgyptischen &hn-
lich gewesen sein®). Der Gedanke der dualen Entwicklung eines Logos
ist thm also wohl zuzutrauen.

Aber dann erhebt sich die weitere Frage: Wie kommt es, daB die
duale Entwicklung von Briichen und iiberhaupt Verhéltnissen in der
iiberlieferten griechischen Mathematik nicht auftritt? Wenn Plato diesen
Gedanken systematisch aufnahm, warum wurde er nicht wissenschaft-
liches Gemeingut? Die Antwort darauf kann natiirlich nur mit einiger
Wahrscheinlichkeit gegeben werden. Aber man geht wohl nicht fehl, wenn
man annimmt, daB das ja auch Plato (in seiner Spéatzeit) so stark be-
schiaftigende Problem des Irrationalen die Verwendung des systema-
tischen Bruchs in der griechischen Mathematik verhindert hat. Es gibt
bekanntlich rationale Briiche, die nicht auf endliche Weise dual
(dezimal, sexagesimal) entwickelt werden konnen, sondern unendliche
(periodische) Dual- (Dezimal-, Sexagesimal-) Briiche ergeben. So schon
1/, im dualen (und dezimalen) System. Rationalitit und endliche
Entwickelbarkeit eines Logos fallen also nicht zusammen; die Entwick-
lung in einen systematischen Bruch kann also kein Kriterium fir die
Rationalitét eines Verhéltnisses darbieten. Noch mehr: die Darstellung
eines so einfachen ganzzahligen Verhéltnisses wie 1: 3 als ein ,,Apeiron*
(eine unendliche Dualentwicklung) mufite alle griechischen Begriffe
in Verwirrung bringen: sollte man den ,,Logos*“ 1:3 dem ,,Peras‘ oder
dem ,,Apeiron* zuweisen? — Der Weg der dualen Entwicklung war also
ungangbar, dagegen fiihrte die Kettenbruchentwicklung in der Form des
sogenannten Euklidischen Teilerverfahrens (Elem. VII, 2) zum Ziele.
Dieses auch heute noch benutzte Verfahren zur Aufsuchung des eventuell
vorhandenen gemeinsamen Teilers zweier gegebener Grofen lafit sich
auch in der Form einer allerdings doppelten und verschrinkten Diairesis
(avdvpaie nennt Euklid diese Operation) darstellen. Seien die zu prii-

fenden GroBen a, und a,. Man hat dann (wenn n,, n,, ns . . . ganze Zahlen
bedeuten):

1) a;=a,n,+ag 2) ay=a3ny,+ a,

3) az=a,n;+ a; 4) ay=asn,+ ag

5) as=agn;4a; 6) ag=a; ng+ as

19) Vgl. ,,Gesetze*, VII, 819C. Dort wird der arithmetische Elementarunterricht
der dgyptischen Kinder den Griechen als Muster hingestellt und einzelne Ver-
teilungs- und Kombinationsaufgaben werden ausdriicklich genannt, wie sie als an-
gewandte Aufgaben dem alltiglichen Leben erwachsen. Es handelt sich bei der ersten
Aufgabe bei Plato um eine sehr einfache ,,'A°-* (d. i. ,,Haufen-‘) Rechnung, bei der
dritten wohl um eine ,,psw*- (,,Qualitats-‘‘) Rechnung. Diese Rechnungen nach
igyptischer Methode benutzen alle die dyadische Entwicklung von Zahlen und
Stammbriichen; vgl. Neugebauer a. a. O.
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Wenn das Verfahren abbricht, haben @, und a, ein rationales Ver-
hiltnis, wenn es ins Unendliche fortschreitet, ein irrationales.

Betrachtet man die Kolumnen fiir sich, so sieht man, daB es sich um
eine sukzessive Diairesis handelt (z. B. wird links der Reihe nach a,,
dessen Unterteil a;, dessen Unterteil a; usw. zerlegt). Die Art der Teilung
bestimmt sich rekursiv (durch Hineindividieren und Zerlegen in einen
Abschnitt, in dem die Teilung ,,aufgeht‘, und einen Restabschnitt) und
zwar durch Hin- und Hergehen zwischen beiden Kolumnen, wie die Ord-
nungszahlen (1), (2), (3), (4) . .. andeuten. Das Verfahren bricht dadurch
ab, daf} schlieBlich einmal eine Division glatt aufgeht, also etwa a;, =10
wird. Dies ist aber nicht immer der Fall: das einfachste Gegenbeispiel
ist die Teilung nach dem ,,goldenen Schnitt‘‘, wo sich dieselbe Divisions-
aufgabe in immer verjingtem Malstab wiederholt. — Diese ,,Anthy-
phairesis‘ ist also das entscheidende Mittel zur Beherrschung des Irra-
tionalenproblems (modern ausgedriickt: Endlichkeit der Kettenbruch-
entwicklung als Kriterium der Rationalitét). Sie ist eine Weiterbildung
der diairetischen Methode und muBte sachlich die duale diairetische
Entwicklung tberwinden.

Die Klassifikation der Irrationalititen bei Euklid (Elem., Buch X)
schliefit sich hier unmittelbar an; sie ist sicher der letzte Reflex eines
ontologischen Problems: die Stufen zwischen dem ,,Peras‘‘, dem voll-
kommen Rationalen, und dem ,,Apeiron‘‘, den ,,ungeordneten Irratio-
nalen (draxvor dloyot), zu bestimmen, die Mittelglieder ihrer ,,Zahl*
nach festzulegen (gemdf Phileb. 16 DE). Das Problem setzt sich bis zu
Apollonius von Pergé (wepl drdxtowv didywv, de irrationalibus inordi-
natis), ja bis zu Pappus fort, dessen Kommentar zu Euklid Elem. X 20)
uns sowohl die mathematische Entwicklung wie auch die Beziehung zur
Philosophie einigermafien iiberblicken 1aBt2?).

Methodisch verwandt ist auch die Anregung, die Plato nach dem
Bericht des Eudemus (im zweiten Buch der Aotgoloywxs “lotogia,
fr. 96 Sp. bei Simpl. in Arist. de coelo p. 488,19 Heiberg) den Astro-

20) Nurin arabischer Ubersetzung des Abu Othman erhalten, von F. Woepcke
teilweise ins Franzésische (,,Essai d’une restitution des traveaux perdus d’Apollonius
sur les quantités irrationelles d’aprés des indications tirées d’un manuscrit arabe.*
Mém. prés. a I’acad. d. sciences de I'inst. imp. de France, Sc. Mathémat. et. Phys.,
T. XIV, Paris 1856); von H. Suter vollstindig ins Deutsche iibertragen (,,Beitrige
zur Geschichte der Mathematik bei den Griechen und Arabern®, Abh. z. Gesch. d.
Naturw. u. d. Med., hrsg. v. Osk. Schulz, Heft IV, Erlangen 1922). Die philoso-
phischen Stellen bediirften einer weiteren Bearbeitung unter Beriicksichtigung der
neuplatonischen Terminologie bei Proclus (in Euclidem) und den ihm nahestehen-
den Euklidscholien. (Die neuste Bearbeitung von Junge-Thomson in der ,,Har-
vard Semitic Series®, Vol. 8 (1930) war mir leider noch nicht zugénglich.)

) Vgl. die Darstellung des Verf. a.a. O. S. 139ff.

32%



480 O.Becker

nomen seiner Zeit zur Erforschung der Planetenbahnen gab. Néamlich
zu erforschen, ,,unter Zugrundelegung welcher gleichformiger und
geordneter Bewegungen die die Bewegungen der Irrsterne betreffenden
Erscheinungen ,gerettet’ (d. h. richtig wiedergegeben) wiirden** (vivwy
modelo@dy Spaldy xal TeTayuévoy xmjcewy dacwdij Ta megl TAS Xi]-
oeis 1@y movouévay pawdueva). Es werden denn auch beide Aufgaben,
die Theorie der Irrationalitit und die der Planeten, in den ,,Gesetzen‘
VII, 818E (neben der Arithmetik) zusammen erwidhnt und dann 819D
bis 822 A niher gekennzeichnet. — Zur Terminologie ist zu bemerken:
Die rerayuévar »wvijoeis sind das genaue Widerspiel der draxtor dloyor des
Apollonius, der sich ja die Aufgabe stellte, diese draxror dloyor zu Taxtal
(ed9eiar) zu machen. Auch das Gegenspiel des Terminus duaids findet
sich in dem uns bekannten philosophischen Zusammenhang und zwar
bei Eudemus selbst (fr. 27 Sp., Simpl. in Arist. phys. ausc. p. 431, 8—10
Diels): ,,[{drwy 8¢ 10 uéya xai T0 wixeov xal to ui) Ov xal 10 dvdpaloy
xal Boa Tobrois éml TadTo @éoer THY xivnow léyer'‘ (,,Plato nennt das
,GroBe und Kleine und das Nichtseiende und das Ungleichférmige
und was immer mit diesen auf dasselbe hinauskommt die Bewegung*‘.) 2%
Daran ist wichtig vor allem die sachliche Identifizierung des mit den
Ausdriicken ,,groB und klein“‘, ,nicht seiend* und ,,ungleichférmig*
Gemeinten. (Eine Zeile spéter wird auch noch dviooy als gleichbedeutend
eingefithrt, spéater (Z. 16) auch ddpioror.) 10 avduaiov bezeichnet also
das vieldeutige ,,zweite‘‘ platonische Prinzip, das dem Einen, Guten,
Eidos, Peras usw. entgegengesetzt ist. Die astronomische Aufgabe liegt
also ganz parallel den ibrigen platonischen Problemen der ,,Begrenzung
des Unbegrenzten‘‘.

AuBer diesen besonderen, wenn auch umfassenden Aufgaben, die in
der Akademie ihren Ursprung gehabt haben, ist noch die allerdings nicht
eindeutige Uberlieferung zu erwihnen (Proclus, in Euclidem, p. 103, 21
bis 104, 25 Friedl.; Plutarch, vita Marcelli 14, quaest. convival. VIII, 2,1,
p. 718E), die Plato die Beschréinkung der elementaren geometrischen
Konstruktionen auf das Schlagen von Kreisen und das Ziehen von Ge-
raden zuschreibt. Bedenkt man, daB (nach Proclus, in Euclidem p.179, 24
bis 180, 3; p.97,7.9—17; p.185,10—12 Friedl) Gerade und Kreis

22) DaB hier das évoducior mit der xivnes identifiziert wird, darf man nicht als
Widerspruch zu der astronomischen Forderung der opedi xivneis verstehen. Die
gleichférmige Kreisbewegung ist ja die der Ruhe am néchsten kommende (,,ewige®)
Bewegung (die ausfiihrlichsten Analysen dariiber bei Aristoteles, Physik @ und
Metaph. 4); ihre Geschwindigkeit und die Kriimmung ihrer Bahn ,,schwankt‘‘ nicht!
Man vergleiche auch Proclus, in Euclidem, ad def. XV (p. 146, 24—150, 12) iiber
die Eigenart des Kreises. (146, 24: 70 mwodrioT0v %al dmlodoratoy Tédv cynudToy xol
telewbraroy ... 147, 3: xal éovw dvdhoyov té mépatt xal vf povddl ol Siwg vij dusivoy
GveToLyle USW.)
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durch das ,,gleichfirmige FlieBen* (6ualyy ¢voig) des Punktes bzw. die
,»gleichformige Bewegung® (dualy xivnois) des Endpunktes des Radius
zustandekommen und daf die in der Vorstellung der gdois liegende An-
schauung des Punktes als Ursprung (dey7) der Linie platonisch ist, so
gewinnt die Uberlieferung an innerer Wahrscheinlichkeit. Fiigt man
hinzu, daB zur Zeit Platos tatsichlich die naive Verwendung der ,,lSin-
schiebung** (vedoi), die noch bei Hippokrates von Chios vorkommt,
verschwindet und daf auch die neue Losung des Delischen Problems
durch den Eudoxus-Schiiler Menaechmus (vermittels der Kegelschnitte)
auf die neue Auffassung Riicksicht nimmt, so ist auch der dullere Tat-
bestand anscheinend bestétigt.

Dieser umfassendste methodische Gedanke Platos auf mathemati-
schem Gebiet darf allerdings nicht als ,,Konstruktivismus‘ interpretiert
werden im Sinne einer Existenzsicherung mathematischer Gebilde durch
ihre ,,Erzeugung“. Sondern die von Proclus (in Euclidem p. 77,15
Friedl.) berichtete Auseinandersetzung der Akademie (Speusippus) und
der kyzikenischen Schule (Menaechmus) iiber den Sinn der ,,Bewegung*
in der Mathematik zeigt, daB nach platonischer Auffassung das ,,Ma-
thema* ein ,,ewig Seiendes‘‘ (dei &) ist (vgl. Staat VII, 527A, dazu
Stenzel, Speusipp. 1669—60 u. Verf., ,,Math. Existenz*, S.131ff,,
1981.). Das heiBt: die ,,Beschrinkung der mathematischen Instrumente
auf Lineal und Zirkel*“, wie man fiir gewohnlich recht miBversténdlich
sagt, besagt in Wahrheit die stufenweise Ordnung der unbewegten geo-
metrischen Figuren nach dem Grade ihrer Komplikation, feststellbar an
der Zahl und Art der ineinander greifenden (schneidenden und ver-
bindenden) Geraden und Kreise, die die ,,erzeugende’‘ Konstruktion
ddaoxaliog ydew benutzt.

Also auch diese umfassendste Aufgabe ordnet sich sinngemifl dem
methodischen Gedanken des ,,Philebus‘‘ unter; die ,,unendliche‘ Mannig-
faltigkeit der Raumgestalten wird ,,begrenzt‘, zu dem gemacht, was
wir noch heute ,,definite (di-woiouévy) Mannigfaltigkeit’ nennen.
Die ,,Zahl‘“ (dot#uds) erscheint auch hier in der doppelten Funktion von
,,Baustein‘‘ (orouyeiov) und ,,Band‘‘ (deouds).

So zeigt sich, daB fast alle groBen Problembezirke der Mathematik
der Zeit und eines ihrer umfassendsten methodischen Prinzipien von der
diairetischen Methode und der Konzeption der Idealzahl aus ihren
philosophischen Mittelpunkt erhalten. Allerdings ist zweierlei festzu-
halten: Erstens geht die mathematische Methode im weiteren Verlauf
ihrer Entwicklung weit iiber eine einfache Diairesis der Ideen hinaus und
zweitens darf man nicht glauben, daB in dem verwickelten Verhéltnis
der akademischen Philosophie und der Mathematik die erste der allein
gebende Teil war — ebensowenig wie freilich die zweite. Es ist nicht
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angingig, die Mathematik des Hippokrates von Chios, des Archytas und
der kyzikenischen Schule oder gar des Archimedes als Mathematik
gegeniiber den von Plato inaugurierten voreuklidischen und euklidischen
,,Elementen als ,,empiristisch** zuriickzusetzen (wozu E. Frank und
neuerdings Fr. Solmsen neigen23). Es handelt sich bei jener um ebenso
,,reine’ Mathematik wie bei Euklid. Andererseits ist aber doch zweifel-
haft, ob die griechische Mathematik ohne die Einwirkung Platos, der
ihr den groflen philosophischen Hintergrund gab — der wirksam blieb
bis auf Proclus, mag er auch beim mathematischen Einzelforscher immer
mehr verbla8t sein — jenes Ausmall an Strenge erreicht hitte, das wir
noch heute an ihr bewundern.

28) Vgl. E. Frank, Plato und die sogenannten Pythagoreer (Halle a. S. 1923),
p. 173 mit Anm. u. 6. (einigermaBen im Widerspruch dazu: Beilage XV, a, 1, p.222f.).
— F.Solmsen, Die Entwicklung der aristotelischen Logik und Rhetorik (Neue
philolog. Unters., Heft 4, Berlin 1929), p. 109ff., insbes. p. 125, 129—135. Vgl
auBerdem diese Zeitschr., Bd. I, S. 93ff.

Fir Archimedes geniigt es eigentlich, auf die ausgezeichnete Arbeit von
W. Stein (diese Zeitschr., Bd. I, S. 2211f.) ,,Der Begriff des Schwerpunkts bei
Archimedes‘ hinzuweisen. — In der archimedischen Mechanik ist keineswegs ein
,,empirisches“ Element enthalten, ebensowenig wie etwa in unserer heutigen deduk-
tiven Mechanik (rein als ein mathematisches System betrachtet). Das ,,Un-
strenge* in Archimedes’ Verfahren in der "Eqodog meol rév ungovixdy dsoonudrov,
von A. selbst klar erkannt und bereits in der quadratura parabolae demonstriert, liegt
in der kithnen, intuitiv-phantastischen, aber ganz und gar nicht ,,empiristischen*
Verwendung des Aktual-Unendlichen (der unendlichen Mengen von Linien usw.).
Eine ,,empirische Quadratur® ist natiirlich etwas ganz anderes, nadmlich etwa das
an sich unverdchtliche Verfahren, gezeichnete Kurven durch Ausschneiden und
Wigen oder mit dem Planimeter numerisch zu integrieren.

Was Archytas betrifft (auf den sich ja Platos Polemik in den im Text zitierten
Plutarchstellen bezieht), so zeigt seine von Eutocius erhaltene Losung des Delischen
Problems (Diels, Vorsokrat. 35A, 14; dazu i. d. Nachtrigen der 4. Aufl. S.XXXIXT{.)
zwar wirklich eine stark kinematische Redeweise (,,weotayducvor®, ,,év ©ij meoraywyi,
wyedpel, L moufost®, ,meotyodpel, ,,t0 *kYoduEvoy Nuindrliovt, .10 évTimsoLeybusvoy
Tolyovor* usw.). Vergleicht man aber Euklid selbst (Elem. XI, Definit.), so sieht
man, daB Kugel, Kegel und Zylinder auch kinematisch definiert werden (,,weoinpeydtv
70 Huxdxdiovs usw., ,,89ev fofaro @éosodar‘’) — im Gegensatz zur Definition des
Kreises (Elem. I). Weder Archytas noch Euklid entgehen also Platos Vorwiirfen im
»Staat VII, 527 A., denen der Standpunkt des Speusippus gegeniiber Menaech-
mus (Procl. in Euclid. p. 77, 15—79, 2) entspricht. Im iibrigen sind Archytas’ ,,dveur-
geve foye wvAivdewr‘‘ natiirlich reine Mathematik; Zeuthen (Gesch. d. Math. i
Altert. u. Mittelalter. Kopenh. 1896, S. 97) bemerkt mit Recht, A.’s Konstruktion
hatte nur mittels der ,,analytischen‘* Methode gefunden werden konnen, derselben
Methode, deren systematische Durchfithrung Plato zugeschrieben wird. Merkwiirdig
in diesem Zusammenhang ist endlich auch eine Bemerkung des Ps.-Eratosthenes
(Diels, Vors. 35A, 15) iber Archytas und Eudoxus: ,cvuféfnxer 0% maoww airoig
dmodstxnTindg yeyoapéval, yepoveyrioacdar 0F nal el yosley meesiv wmn Odveoda
— es wird ihnen da nicht gerade ,,Empirismus* vorgeworfen!
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4.

Von den weitreichenden Auswirkungen der platonischen Ideen-
Zahlen-Lehre kehrt unsere Untersuchung zu dieser selbst zuriick. lis
bleibt ihr die Aufgabe, an der Hand der Texte — in moglichster Kiirze —
die vorgebrachte These zu priifen. Dabei kann natiirlich nicht die Ab-
sicht die sein, alle die mannigfachen Dunkelheiten der Uberlieferung,
besonders in der aristotelischen Polemik gegen die platonische Lehre,
aufzuhellen. Das wird wahrscheinlich iberhaupt niemals ganz moglich
sein. Aber es soll versucht werden, moglichst eindeutige Belege fiir unsere
These aus den Texten zu gewinnen.

Methodisch ist von vornherein eine Bemerkung zu machen: Die ari-
stotelische Kritik an Plato ist hochstwahrscheinlich miiverstanden, wenn
aus ihrer Auslegung sich ergibt, da sie die platonische Theorie in ihren
elementarsten Ziigen nicht versteht und daB sie lediglich um Neben-
punkte und abstruse Einzelheiten marottenhaft streitet. Nach dem, was
wir sonst von Aristoteles wissen, ist vielmehr anzunehmen, daf er die
akademischen Lehren sehr genau gekannt und in philosophisch
wesentlichen Punkten bekdmpft hat.

Die Texte sind im folgenden in sachlicher Gruppierung zusammen-
gestellt und interpretiert; am SchluB folgen einige besonders wichtige
Einzelstellen.

a) Die Benennung der Idealzahlen und der sprachliche
Ausdruck der These, dafl ,,die Ideen Zahlen sind*.

Die erste Erwihnung der Ideen-Zahlen-These findet sich Met. A 6,
987b 20—23: ¢ uév oy Sy 10 uéya xal 16 uixeoy elvar doxds, g O odaiay
70 €v* &€ xelvaw yap xava pédelw 1ot &vog Ta eldn elvar ¢ (fur tberliefertes
T0v5) dpiduods.

Die letzten Worte sind, so wie sie iiberliefert sind, schwer verstindlich.
Zeller und W. D. Ross streichen va €idn, Christ umgekehrt rovs dotduods;
Schwegler todg und Jackson schreibt fiir vods: 7a @s. (Von noch anderen
Vorschlidgen sei hier abgesehen.) Wir {ibersetzen: ,,. .. aus jenen leiteten
sich (edvae &) die Ideen her, sofern (dg) sie Zahlen seien.” (d¢ etwa in
der Bedeutung von 7.) — Die Konjektur @¢ fir vodc vermeidet den
Einwand, den Ross gegen Jacksons verwandten Vorschlag erhebt (za dg
fir 7odg), daB damit zwei Klassen von eidn statuiert wiirden, solche dg
doduol und andere. Der Text besagt bei uns nur, daB die Ideen als
Zahlen anzusehen seien?24).

) Es sei hier ein Deutungsversuch der in der Néhe befindlichen umstrittenen
Stelle 987b 33 —988a 1 angeschlossen: ,,.. .70 d¢ dvdda noiijeer T éréoay PioLy dia
70 Tobg &oiipods (xuld {Ew TOY TophTwY edpuids E adriis yevvicPal, Bomse v Tvog
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Ahnliche Wendungen kommen oft in der Metaphysik vor, z.B.:
M9, 1086a 11 —13: ¢ modrog Déuevog ta &idn elvar xal Gptdpods Ta
eldn... N3,1090a 16: of uév oy tidéuevor vag idéag elvar xal douduovs
avrag edvar. .., bemerkenswert endlich die prizise Wendung: N2,
1090a 4—6: 7 idéas Tdeuéve . . . Exaotos T dpriudv idéa Tig. An den
ersten beiden (und vielen anderen) Stellen werden die Ideen (im Plural)
den Zahlen (im Plural) zugeordnet, an der dritten ausdriicklich jeder
einzelnen Zahl eine bestimmte Idee (also Singular dem Singular).

Bis hierher hat die Sachlage nichts Merkwiirdiges. Aber es kommt die
Tatsache hinzu, daB in einer Reihe von Stellen sich geradezu eine Ter-
minologie ausbildet, die der Zahl (im Singular) Ideen (im Plural, mit
und ohne Artikel) zuordnet.

Schon im zweiten Buch von megi gilocogias (fr. 9 R, iiberliefert bei
Syrian) heilt es: e dAloc doiducs ai idéar. Die Formel ¢ 1w eiddv (idedv)
doudude steht Met. M 7, 1081a 21; M 8, 1083b 3; N 3, 1090b 33, 37. Eine
Variante ist: toig d¢ eidn 16v dotduoy Aéyover (1083b 4—5) und die auch
in anderer Hinsicht wichtige Stelle: (doududv) tov &xovra modregor xai
doregoy Ta¢ idéag (1080a 12—13) (S. u. S. 485, Anm. 28).

Man kiénnte daran denken, den Singular von douuds in allen Féllen
im kollektiven Sinne zu verstehen, so daB er bedeutungsmiBig einem
Plural nahe kidme, aber — warum kommt dann niemals an solchen
Stellen eidoc im kollektiven Sinne vor? Dieser Ausweg hilft also — in
Anbetracht der immerhin erheblichen Zahl (7) der Stellen — nichts. Es
bleibt dabei, daB die,,Zahl*“ bald der einzelnen Idee, bald — als einzelne—
,,den Ideen‘** oder ,,Ideen* entspricht. Liegt dann aber nicht ein Wider-
spruch vor?

Man kommt zu einer Erklirung des Tatbestands, wenn man Stellen
heranzieht wie Met. H 3, 1044a 11—14: meol uév oy yevéoews xai gdoods
TGY leyouévaw v 0dotdy . . . xal el TAjG (sC. T@Y Aey. 0doLdw) eig TOV dotduoy
avaywyiic?®), was zusammenzuhalten ist etwa mit Z 13,1039a 7: & 9

éxpayslov. ,,... weil die Zahlen aus der Dyas (auch) iber die (beiden) ersten
hinaus wohlgebildet erzeugt werden, wie aus einem bildsamen Stoff.* — Wir fassen
also, im AnschluB an A. E. Taylor, oi moaror als die beiden ersten Zahlen 1 und 2
auf und fiigen hinzu, daB #£o nicht notwendig ,mit Ausnahme® (wl4»,
praeter) bedeutet, sondern zunichst ,,auBerhalb (exztra) und ,dariber
hinaus® in raumlicher und zeitlicher Hinsicht (Bonitz, Index Aristot., p. 262b,
55ff.; Xenophon, Kyropaedie IV, 4, 1: #o pécov fuéoas; Demosthenes 54, 26
(Bekker): éo uéoor vvxrav). Der Sinn ist dann: Bei 1 und 2 ist die Erzeugung trivial,
aber auch dariiber hinaus ist sie méglich. Das x«t ist dem Sinne nach zu ergénzen;
man braucht diese Ergéinzung aber nicht notwendig als Text-Konjektur aufzufassen.

%) Zum Terminus évayoyr] vgl. Theophrast, Metaphysik 13 (6b,11 —14 Usener):
»IThdroy pty odv év ©d dvdysiv sic Tds doyog dd6Ecey Oy Enveodar Tdv &llwv &g
tig i0éug dvdmrov, Tadtas 0 &l Tovg dotdpodg, éx O rodrov sis Tas deyds. ..
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ovala &y, obx fotar €& odowadw éwmapyovody und a 3: dddvarov yap odoiaw
&5 odawiw elvar dvumapyovedy a¢ évreleyeia. Weiter heiBt es (a 11—14):
Diese Unmoglichkeit des aktuellen évvadoyew der Teil-odoiar in einer
ganzen ovolo ist ganz wie bei der Zahl: | ,duolwg toivov dijlov, 6ti xal
& dpuduod e, elmep 6 apududs otvdeois uovddwr, domep Iéyetar vnd Twaw
(namlich den Platonikern) 7 yao 0dy év 1 dvdg, 7} 0dx éveott povag év avrs
évredeyela. Womit unmittelbar zu vergleichen ist M 7, 1082b 28 —32:
00 xal 1o dptdueiodar o Brws, &v 0o, un mooo lauPavouévov meds Td VrdoyovTe
avayxaiov adtols Aéyew* obte yap 1) yéveois Eotar éx Tijs dopioTov dvddog2®)
otite idéav dvdéyetar elvar: évvmdplet yap étéoa idéa év évéoq xal mdvra Ta
elon évos péon.

Und schlieflich sagt Aristoteles ganz direkt und deutlich (M 7,
1082a 34—35): . .. dote mAow ai povddeg idéar piyvovrar xal ovyxeioeta
i0éa & idewv. Dazu kommt dann noch, auBer anderen Parallelstellen 2?),
die besonders krasse M 9, 1085a 24—26: mwdvrwv 8¢ xowov Todrwy Gmep
énl Tadv €l0dY TAOY D¢ yEvovs ovufaiver damopely, Stav Tic I {ywotaTd

Jaeger) ta xad¥élov, wdregoy 10 {Pov adro &v TH Ldw 1) Eregov adrod Loy
(fir leov Jaeger).
Es handelt sich an allen diesen Stellen und an noch zahlreichen ande-

ren 2®) immer um dieselbe Frage, ob eine Idee, eine odoia oder eine Zahl

26) Die Genesis aus der ddotorog dvds steht hier nicht zufillig. Denn (wie wir
oben, S.470f., sahen) vermeidet ja die Erzeugung durch Spaltung der Monaden gerade
das Bestehenbleiben (dmagyev) der ,,alten‘“ Monaden als aktueller in (év) der schlieB3-
lich erreichten Zahl.

27) Vgl. bes. 1082b 23—26 (vor der im Text zitierten Stelle): 09d¢ Zoovrer «i
10éor dorBuoi. Todro utv yoe adrd boddg Aéyovet o drapboovs Tég povddug dEtodyreg
elvar eimep (0€at (scil. «i povddes!) foovran, domeo elpnron modregov (ndmlich 1082a
34—35) v y&o 70 ¢idog. Es wird hier als wesentlicher und selbstverstindlicher
Bestandteil der platonischen Lehre angenommen, daB die Monaden Ideen sind —
unter Hinweis auf die frithere Stelle (und vielleicht noch andere) und mit der Be-
griindung, das Eidos sei £v, der These, die den ganzen platonischen ,,Parmenides‘
durchzieht.

28) Zu erwahnen ist davon noch besonders Met. M 6, 1080a 15—18: dwvdyxn o’
elmeg dorly 6 doLt@pos @dorg Tig xal wi §AAY Tig oty adTod 1) odeic &AL’ TovT’ &b,
Gomeo Qaol Tiveg, Tror slvar TO udv medrov Tl wdTob T6 I’ €ydusvov, Eregov Oy T &lde
fxaorov. und unmittelbar dazu M 6, 1080b 11 —13: oi uév ovv (die Platoniker) éu-
gorégovs paet slvar Tovg Gorduovs, vov udv (die Idealzahl) éyovra 70 mod-
Te0ov ol Doregov tag (dfag, TOv It pednuaTindy .. .

In beiden Stellen ist der Singular von &etfuds bedeutsam. In der ersten heifit
70 udv modrov adrod 7o 0 éyduevov: ,,das erste einerseits und das folgende andrer-
seits (dem Eidos nach verschieden!) der (einzelnen!) Zahl“. In der zweiten
werden zwei Zahltypen unterschieden (dupdrsoor oi dotBuot); eine typische Zahl der
ersten Art (6 wiv) hat (als einzelne!) als das Frither und Spiter die Ideen (Mehr-
zahl!) oder ,,besitzt das Frither und Spéter, namlich die Ideen*“. Das heifit: in einer
einzelnen Zahl dieses Typs sind gewisse Teile frither, gewisse spater —
nicht etwa sind gewisse Zahlen (als ganze) frither bzw. spéter als andere! Letztlich
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aus Monaden oder ,kleineren‘‘ Teilzahlen so zusammengesetzt werden
kann, daB die Teile aktual sind und trotzdem das Ganze ein & ist. Das
wird von Aristoteles stets geleugnet (es ist ein wesentlicher Teil seiner
Argumentation iiber die Einheit der Definition in Met. Z), von den Pla-
tonikern aber (nach Aristoteles) behauptet. Dabei gehen an den ver-
schiedenen Stellen nicht nur die Zahlen, sondern auch die Teilzahlen bis
hinab zu den Einheiten den Ideen parallel. Direkt ausgesprochen wird
es an der zitierten Stelle 1082a 34: mdoar ai wovddec idéar ylyvovra,
indirekt ergibt es sich aus Met. N 4, 1091b 25—27: dnacat yag ai povddes
ylyvovtar Smep dyaddv Ti. .. &t & Ta €idn doduol, Ta €idn mdvra Smep
ayadéy 7. Dies ist nur dann ein giiltiger Schlufl, wenn man als Minor
erginzt: 7o eldny ot uwovddes, was also augenscheinlich, als nidhere De-
termination, aus der angegebenen Bedingung &i ta €idn doiduol ge-
folgert wird 2°).

Ebendasselbe ergibt sich aus Met. H 3, 1043b 33: ¢lnep cio{ mews doiduol
ai odoia, oUtwg eiotl xal ody, dg Tweg Adyovot, uovddwy. — odtwg, d. h. so
wie im vorigen beschrieben: nicht aus aktualen Teilen zusammengesetzt,
sondern aus Stoff (Potenziellem) und Form (Aktuellem), wobei zum
Stoff auch das Genus gerechnet wird (vgl. Met. Z 13) und damit tber-
haupt alle héheren Eidé der Ideenkette, die in der aristotelischen Aus-

handelt es sich bei diesen Teilen um die Einheiten, die édixigercs, die nicht weiter
zerlegbaren Teile. Diese sind also frither und spater und bei diesen gibt es ein
Erstes und ein Folgendes.

Eduard Zeller kommt in einer beriithmten Anmerkung seiner ,,Philosophie der
Griechen‘* (Bd. II, 1, S. 681, Anm. 4 in der 4. Auflage) ganz nahe an diese Erkenntnis
heran. Mit Recht bringt er die Unvereinbarkeit der Einheiten der Idealzahl (der
povadeg doduBinror) mit diesem Verhéltnis von frither und spéter in Zusammenhang.
Vgl. M 7,1081a 17, 351f., b 28 (uovddes dovufinror = povddss modreoer xal Torsoar);
M 8,1083a 33. Ferner: M 7,1082a 26ff., wo ,,Aristoteles (wie Zeller sagt) gegen die
platonische Annahme der Idealzahlen einwendet: aus ihrer Voraussetzung wiirde
sich ergeben, daB nicht bloB die ganzen Zahlen, sondern auch die Teile der-
selben, im Verhiltnis des Vor und Nach stehen, daB also auch diese Ideen
sein miiBten, und somit eine Idee aus mehreren Ideen (die ideale Acht z. B. aus
zwei idealen Vieren) zusammengesetzt sein miite. — Dies alles gilt wortlich fiir
die Einheiten (die &diaigera) selbst, die also Ideen sind, die in ihrer Verflechtung
(ovumlowij) im diairetischen Schema wiederum Ideen produzieren.

29) Man konnte einwenden: Wenn die povddss dmee dyadér 7u sind, so auch die
aus ihnen zusammengesetzten Zahlen. Aber das ist in Anbetracht des Gesamt-
arguments, in das die Stelle eingebettet ist, unmdoglich. Die povds ist ndmlich dyadér
als &, und zwar ist hier & gemeint als erorgeior und doyn moewrn (b 24—25), nicht
etwa als ,,formale‘ Einheit der Zahl als ganzer (vgl. fir diese Dinstinktion M 8,
1084b 2ff.). So ist in diesem Zusammenhang die Zahl kein Eines, sondern eine
Mehrheit (#1780s), demnach nicht 8mep &ya®dv 7i. Der im Text betrachtete Schlufl
ist also in der Tat nur dann giiltig, wenn die &0y als povddsg, nicht bloB als dotduot
aufgefait werden.
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drucksweise deshalb a ¢ yévovg eldn (z. B. 1057b 7, 1058a 22, 1079b 34,
1085a 24) heilen — zum Unterschied von den ,,getrennten Ideen** der
Platoniker. Diesen ,,getrennten Allgemeinen‘‘ (rd xaddlov ta yweiotd)
entsprechen eben in der H 3-Stelle die Monaden. Iis folgt dort der Ver-
gleich von Zahl und diairetischer Definition —: daBl beide el adiaipera
zu zerlegen, ... daB beide ein & sind und nicht nur eine Anhdulung
(ofov oweds, 1044a 4, — vgl. vor allem 1044b 9). Das Letztere kinnen die
Platoniker weder bei der Definition noch bei der Idealzahl erkliren.
Trotzdem ist es ganz natiirlich und hat beide Male denselben Grund: die
definierte odolo — d. i. das drouoy eidog, das einerseits das ddiaigeToy des
otouds ist, andererseits auch durch den ganzen dgwuds dargestellt
wird — ist Eines, weil es Entelechie und ,,Physis* ist (wihrend alles
Allgemeine bloB potentiell bleibt). Sie ist also nicht wie eine Monas oder
ein Punkt (é¢ oteyus], d. h. pudvag mit 9éog, einer bestimmten ,,Stellung*
im diairetischen Schema??), wie Plato meint. Dem Atomon Eidos ent-
spricht also wieder die Monas —: jedem Eidos der Kette eine Monas.
Der ganze Streit geht immer wieder darum, ob diese Monaden potentiell
oder aktuell sind, bzw. ob diese das Eine, jene das Andere. — Die ganze
Sache ist wiederum dargestellt in Met. M 8, 1084b 3—32. Auch diese
zunéichst nicht ganz leichte Stelle wird ganz konkret verstdndlich, wenn
man das & als Reprisentanten des Eidos in der diairetischen Eidé-Kette
faBt. Die ,,mathematische* Auffassung sieht im & (d¢ oryps) die Monas
als Stoff, die Auffassung ,,&x T@v Adywy To8 xaddiov'* (von der allgemeinen
Begriffsbestimmung her) sieht in ihm ,,das Ausgesagte’* (76 xarnyogod-
uevor), d. h. das Priadikat, das nicht selbstédndig ist, sondern von einem
Substrat (subiectum) ausgesagt wird (xatr’ dmoxeiuévov Twog ATy 000Y-
uevoy) — das sind aber die dg yévovs eldn im aristotelischen Sinn. Aristo-
teles wirft nun den Platonikern vor, beides vermischt zu haben: die
Idealzahl sei eine unmogliche Kreuzung von mathematischer Zahl und
Definition. — Wieder entsprechen die Monaden der Zahl den (o yévoug)
¢idn der Definition!

Diese Stellen aus Aristoteles (die nicht das Material erschipfen
sollen) geniigen wohl zum Beleg der Behauptung, daf den Monaden
der Idealzahl in erster Linie die Ideen entsprechen. Dann freilich auch
die durch die Symploké geeinten Teile und das Ganze des Ideengeflechts
selbst. In diesem doppelten Sinn, des ,,Elements* (oTotyeiov) und des
Ganzen (platonisch des ,,Bandes‘, des deoudc) st das Eidos & — womit
freilich auch sofort die in den letzten Stellen (1084b3—32) explizit
werdende Problematik aufbricht.

30) Vgl. Met. 4 6,1016b 16 und W. D. Ross, Metaphysikkommentar zu 1084b
33—34 (Vol. II, 454).
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Der Ausdruck ¢ doududs ¢ t@v eiddv wird jetzt ganz durchsichtig:
er ist zunidchst nichts anderes als der iibliche Ausdruck fiir eine be-
nannte Zahl (,,eine Anzahl Ideen*, ganz so wie ,,eine Anzahl Schafe®
oder ,,Hunde‘‘, doududs mopofdrwy, xvviw, vgl. Physik 4 14, 224a 21f.).

Weiteres Material gibt Met. N 1, 1088a 4—14. Der Stelle geht
(1087b 33—1088a 4) eine Bemerkung tiber das voraus, was in verschie-
denen Gegenstandsgebieten das jeweilige Mall sei (v douovig dleois, év
ueyéder ddxrvios 1) mods, & gvduoic fdows 7 ovilafr), & Pdoer oTadudg
Tic doouévog, b 35—37), eine Qualitdt im qualitativen, eine Quantitit
im quantitativen Gebiet. Das bedeute — so fahrt unsere Stelle fort —,
daB die Einheit ein Mal der Vielheit (717dog) sei und die Zahl eine
gemessene Vielheit oder eine Vielheit von (Einheits-) MaBen. Das Eine
sei daher selbst keine Zahl. — Dasselbe aber miisse allen jeweils ge-
messenen Dingen als MaBl zugrunde liegen: wenn das Maf ein Pferd, so
liege eine Zahl von Pferden vor, wenn ein Mensch, von Menschen. Wenn
aber Mensch, Gott und Pferd zur Zahlbildung vorliege, so sei die Einheit
vielleicht Lebewesen ({@ov) und die Zahl jener sei Lebewesen (im Plural:
6 Gotucs adrdy Eoraw (Ha). Wenn endlich Mensch, Weil(es) und Schrei-
tend(es) gegeben sei, so gibe es ,,am wenigsten* eine Zahl davon, weil
dies alles ja demselben zukidme (,,der weille Mensch ist schreitend‘‘) und
Einem der Zahl nach (#jxtora uév dotduoc rodrwy dia 16 adrd mavd’ dmdoyey
xal évi vov dordudy). Dennoch wird die ,,Zahl* dieser ,,Dinge** existieren
als Zahl von ,,Gattungen* (yévy) oder einer anderen derartigen Pridi-
kation (Suws 08 ypeviw ot 6 dpeduds 6 Todtwy 1) Twos dAng TotadTyg
swooonyoplag). Von den trivialen Fillen benannter Zahlen geht also Aristo-
teles schrittweise zu den schwierigeren inhomogenen Fillen tiber, wo der
den zu zihlenden ,,Dingen‘’ gemeinsame Oberbegriff erst aufgesucht
werden mul, bis schlieflich zu dem absonderlichen Fall, wo ein solcher
gar nicht oder kaum (#xwora) zu existieren scheint — dann némlich,
wenn die in eine Zahl oder ,,Menge‘‘ (doiduds, mlfidog) zusammenzufas-
senden Gegenstidnde verschiedenen Kategorien angehéren (dvdowmos ist
eine odola, levxdv ein moidy, fadilwv ein Modus des mowefv). Man mufl sich
da mit einem formalen gemeinsamen Pridikat (mpoornyoela) wie yévos
begniigen, freilich gibt es dann auch ,,am wenigsten‘‘ eine Zahl.

Gerade dieser letzte absonderliche Fall ist nun offenbar fiir unser
Problem sehr wichtig: der Ausdruck ¢ dgiduos ¢ yev@y erinnert stark an
die Formel ¢ douduos ¢ vav eid@v: wie es sich dort um eine Zahl von
»Gattungen‘‘ handelt, so hier um eine solche von Ideen oder ,,Arten*
(species). Wir finden also auf das deutlichste bestétigt: 6 dorduds 6 raw
eidgwy besagt nichts anderes als ,,eine (An-) Zahl von Ideen, d. h. eine
benannte Zahl mit der Benennung Idee, eine geordnete Menge oder
Mannigfaltigkeit von Ideen, also — eine Zahl, deren Einheiten (uovddec)
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eben Ideen sind. (Primér also nicht: eine Zahl = eine bestimmte
Idee!)

Dafl es ,,am wenigsten* einen doiuds yevaw gibt, dem entspricht
wiederum die Aussage Met. H 3, 1043b 34, daB die diairetische Definition
(dgtouds) ,,eine Art Zahl* (dpiduds i) ist (dhnlich b 33: elnep cioi mwg
— irgendwie, in gewissem Sinne — dotduol ai odoia). In beiden
eng verwandten, beinahe identischen Fillen (Eidos und Genos stehen
sich u. U. sehr nahe, vgl. den Bonitzschen Index sub verbis!) handelt es
sich um ,,Zahlen* mit Elementen von verschiedener Allgemein-
heitsstufe bzw. sogar von verschiedener Kategorie!

b) Bestatigung der These ,,Jdea= Monas* aus Plato.

Dafiir, daB das Eidos év ist, konnte man in gewissem Sinne eigentlich
jeden platonischen Dialog anfiihren. Der Gedanke macht sich schon be-
merkbar in der Einzigkeit der sokratisch-frithplatonischen Definition
gegeniiber der Vielheit der vom naiven Menschen zur Begriffserklirung
regelmiflig herangezogenen Beispiele, er gewinnt einen besonders ein-
drucksvollen Ausdruck in der beriithmten Charakteristik der Idee im
Symposion ,,uovoetdég del 8, 211 AB), er wird schlieBlich zum eigenen
Thema eines ganzen, dublerst wichtigen Dialogs der Spitzeit, des ,,Par-
menides*, und spielt eine nicht geringe Rolle in dem mit der Diairesis-
Lehre auf das engste verbundenen ,,Sophistes‘* — um von anderem zu
schweigen.

Aber hier ist es uns ja nicht um die platonische Idee-Einheits-These
im allgemeinen zu tun, sondern um diejenige Form derselben, die einen
entscheidenden Bestandteil der Ideen-Zahlen-Lehre bildet. In dieser
Form besagt die These, nicht bloB, daB das Eidos & ist, sondern da8 es
évds (= povdg) ist, ,,Einheit* im Ideengeflecht der Idealzahl. Dies aber
ist erst prézis ausgesprochen im ,Philebus‘!

Schon Paul Natorp hat auf Phileb. 15 AB als grundlegende Stelle
fir das Verstindnis der Idealzahl hingewiesen?!). — Nachdem (14 CD)
das Problem des Einen und Vielen in dem bekannten populiren Sinn
durch Hinweis auf das Verhiltnis von Idee und Sinnending erledigt ist,
wird (15 A) das neue Problem von Einheit und Vielheit im Reiche der
Ideen selbst aufgeworfen32). ,;Wenn einer ndmlich einen Menschen sich
zu setzen bemiiht und einen Ochsen und das Schone als Eines und
das Gute als Eines (d.i. also all’ das als Idee), so entsteht um diese
,Einheiten‘ (évddes) und Derartiges viel Zweifel und Streit durch die
Diairesis.” (6tav 8¢ 7ic &va dvdpwmov dmiyewpf] tideadar xal fodv éva xai
70 xalov & xal dyadov &v, meol TobTwv T@Y Evddwy xal TAY TowSTWY 7]

3) s. Platos Ideenlehre (Leipzig 1902), S. 414.
) Das ist genau derselbe Gedankengang wie im ,,Parmenides‘‘, 128 E —130A.
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moAdy) omovdy uerd dwupéoews duguofitnos yiyverar.) Dies wird dann
niher gekennzeichnet, wobei die évddec ohne weiteres als Toiadrar povddes
bezeichnet werden.

Hier werden also von Plato selbst die Ideen ,,Einsheiten®
(Henaden) und ,Ein(zig)heiten* (Monaden) genannt (16D
kommt sogar nach Bury und Stenzel (,,Studien, S. 67, 102f.) 7a &
vor). Es sind also beide Ausdriicke als Konkreta gebraucht, wéihrend
uovds als Idee der Einheit, als ,,Einshaftigkeit im Phaedo 101 C und
105 C, also als Abstraktum vorkommt (Stenzel, 1. c¢. S. 67)33).

Auf diese Stelle ,,7eol TodTwy T@v évddwy bezieht sich augenscheinlich
auch Plotin, Ennead. VI, 6, cap. 9 (Vol. II, p. 408, 18 Volkmann) mit
den Worten: ,,8i0 xai ta &ldn &leyor (ndmlich die Platoniker) »x ai évddas
xal douduods. (,,Denn deshalb nannten die Platoniker auch die Ideen
sowohl Einheiten als auch Zahlen.*) Das ,,deshalb‘* (d:d) bezieht sich
auf die im vorigen entwickelte Theorie, da in der Zahl (als ,,Grundlage,
Quelle, Wurzel und Ursprung‘‘ der Dinge —: ,,fdow 0¢ &yet ta dvra év
adt®d xal wyyny xol gilav xal doynreS, p. 408, 23f. Volkmann) die Kraft
(dvvauc) liege, die die seienden Dinge (za dvra) aus der Einen Seienden
(6v = &) durch Teilung (ueptouds) hervorgehen lasse; infolgedessen ,,sei
das aus dem Einen hervorgegangene Seiende — in derselben Weise wie
jenes Eines sei — Zahl“ (¢ 7jv &v éxeivo, del adro odrws dotduov eiva,
p. 408, 17).

Unsere Platostelle legt also in der Tat die Gleichung Eidos = Henas
= Monas in dem dargelegten Sinne fest. — Kann man diese Feststellung
nun noch weiter durch eine sorgfiltige Betrachtung der vielbehandelten
Stelle Phil. 16 D ff. erhérten?

Beginnen wir mit 16D! Zunéchst darf man nicht das Wort decdudc,
iberall wo es auftritt, sofort in der Bedeutung ,,Idealzahl nehmen.
»ieTa piay 8o . . . Teels frwa diloy dptPudr — da ist offenbar eine ganz
gewohnliche Zahl wie 1, 2, 3, 4 usw. gemeint. Aber in dem Satz ,,z7y 6¢
700 dmelpov idéay meos 10 mAfdoc wr) meoopépew moly dv TIc TOV AQLI OV
ad10d mdvTa xatidn Tov uetagd tod dmelpov Te xal Tod &vdc‘‘ hat detduds
augenscheinlich eine andere Bedeutung. Man darf zwar auch hier nicht
an ,,Idealzahl*“ im Sinne eines festen Terminus denken — aber ist die

5 N

33) Die Stelle lautet: odx &eg éAdny Tve airiav tod 0bo yevéedor &AL’ 7 1)
tiis dvddos perdoyeoy, xal Oeiv todTov (Tadtng?) peracyeiv va wéillovra ddo
foe6P oL, xal povdadog & &v wéidn £v #6e6d . Dies steht hier noch im Gegen-
satz nicht nur zur mwededsers, sondern auch zur oyicis (Zweiteilung). Immerhin hat
sich in dem spiteren Begriff der dvis &dotsros und in dem £&», durch Teilnahme an
welchem die Zahlen ,,sich begrenzen*, diese abstrakte Bedeutung von wovds und
dvag erhalten (vgl. a. Stenzel, Speusippos, Sp. 1659, 39ff. u. 1663, 22ff.). — Da-
gegen findet sich die konkrete Bedeutung von dexds bei Aristoteles, Physik 4 14,
224a 2ff.
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hier gemeinte ,,Zahl‘ noch eine Zahl in unserem engen modernen Sinn?
Selbst bei Aristoteles, etwa Met. I 2, 1053b 32—1054a 534), hat aoduds
noch einen uns fremden, gestalthaften, ,,archaischen‘‘ Bedeutungssinn.
Ein ,,Lied* (uéiog) ist dort ein dpiduds diéoewr (1053b 35) und ein sprach-
licher Lautkirper (¢doyydc) ein doiduds ororyeiwy (1054a 1—2). Ebenso
ist von einer ,,Zahl‘‘ von Farben und Figuren die Rede. All’ dies sind
doch offenbar ganzheitliche Gesamtgestalten, deren Zusammengesetzt-
heit aus ihren Elementen (den Einheiten) eine echte ,,schipferische Syn-
these* darstellt. Es ist ein weiter Weg vom primitiven ,,Gruppen-
gebilde* (M. Wertheimer?®)) — z. B. der Gesamtheit der Balken eines
Hauses, im anschaulichen Vorentwurf des primitiven ,,Architekten‘,
nicht nach Sorten geordnet, in homogene Haufen abgeteilt, sondern als
anschauliches Ganze vorgestellt, so zusammengefiigt, wie sie dann spéter
das Haus bilden — ein wahres ¢idoc v 77j wvyij (Aristoteles) oder eine
mporimwag im Sinne Plotins (p. 408,31)! —, tiber die ,,Zahlgebild e mit
einem gewissen anschaulichen ,,Umfang®, der aber keineswegs so
universal ist wie der unseres Anzahlbegriffs (er enthélt etwa solche Ge-
bilde wie die Quincunx oder die ,,one-hand-plants‘‘ der Neger3®)), — bis
endlich zum indifferenten auf alles und jedes anwendbaren modernen
Zahlbegriff. Und so besagt auch ,,6 dotduos tod mwhjdovs mis*, die gesamte
(ganze) Zahl der Menge (Vielheit) — nicht etwa ,,alle Zahlen der Menge**

3) Hieran kniipfen sich weitere Fragen iiber den aristotelischen Zahlbegriff,

deren nihere Erérterung aber zu weit fiihren wiirde. Doch seien sie wenigstens ge-
nannt.

Zunichst fragt es sich, wie sich der Unterschied von ,,abstrakter Anzahl und
konkret-gestalthafter Zahl verhilt zu dem zwischen unbenannter Zahl (&et8uos
wovedixdg) und benannter, weiterhin zu dem zwischen ,,zéhlender Zahl* (. @ GoLiuod-
uey, also genauer: ,,Zahl, mit der wir zihlen*“) und ,,gezéhlter (. 6 Gotduoduevos)
bzw. ,,zéhlbarer (& 6 &otunrés) — vgl. Aristot., Phys. 411,219b 5—7 u. 6. —,
und wie sich diese letzten beiden Unterschiede zueinander verhalten.

Vom & § deuduoduer hort man wenig bei Aristoteles (auch der &. povadixds ist
&. dou¥poduevog). Zu einer radikalen Uberwindung der gegenstindlich gebundenen
Zahlvorstellung durch einen abstrakten Begriff im Sinne zihlender Akte dringt er
nirgends durch, wenn er ihn auch manchmal streift. So Phys. 4 14, 223a 21ff.: Er
fragt, ob die Zeit, die ja ,,gezéhlte Zahl der Bewegung** ist, ohne die Seele sein konnte.
Und sagt dann: édvwvdrov y&o §vrog elver tob dorurjoavros ddbveroy xal o8 unrovy
slvar: — ,,Wenn das Zdhlende (d. h. der zihlende seelische Akt) unmdglich ist, so
auch das Zihlbare (d.i. die Zahl als Gegenstand)*“. — In vollkommener Weise er-
reicht wird dagegen der ,,selbstindige (d. h. gegenstandsunabhéngige) Zahlbegriff
(der &oiduds o’ fevrod [Gw]) von Plotin, Enn. VI, 6, cap. 9 (s. a. im Text auf
S. 490). )

35) Zur Sache vergleiche man seine ausgezeichnete Analyse in dem Aufsatz ,,Uber
das Denken der Naturvilker I (Zahlen und Zahlengebilde), wieder abgedruckt in
,,Drei Abhandlungen zur Gestalttheorie’, Erlangen 1925), 8. 106ff. S. insbes. §1
(Gruppengebilde) bis § &, § 6.

%) a.a.0. §2 (S.109f.), §6 (S. 1151.).
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d. h. alle, die irgendwie an dem ganzen strukturalen Gebilde vorkom-
men! — durchaus nicht eine ,,Anzahl‘‘ in unserem heutigen Sinn, sondern
ein bei weitem gestalthafteres Gebilde, in dem die Gliederung (Struktur)
aller Teile im ganzen eine fest bestimmte ist. Eine solche ,,Zahl® ist
nicht wie unsere Anzahl, die gegen jeden Wechsel der Anordnung ,,in-
variant* ist, ein strukturloser, amorpher ,,Haufen‘‘ (owgdc), sondern
selbst Form (Geformtes), Eidos, d. h. eine einheitliche Gesamtgestalt
oder ein é&v.

Diese Interpretation wird bestétigt durch die Betrachtung zweier
weiterer Stellen. Zwar ist die Bedeutung von dotduds an der zunichst
folgenden Stelle 17 C—E, die von den musikalischen Intervallen han-
delt, schwer eindeutig festzulegen. Denn gerade hier spielen echt quan-
titative Begriffe wesentlich hinein — wie die Verhéltniszahlen der ,,Ab-
stinde der Stimme‘* u. dgl. Immerhin deutet eine Wendung wie: ,,7d
draotiipata 6wda ot Tov Gouduoy Tijs pavijs 6ESTNTOS TE TéPL 20l PagbTyTog
xal 6moia ... xal 16 éx Tobtwy Soa cdoTnuata yéyovey ...* auf die enge
Verbindung des Quantitativen mit dem Qualitativen (dzoia) und ,,Struk-
turellem‘‘ (ovotyjuara!) hin. Ebenso, wenn von den wd¥n der Korper-
bewegung gesprochen wird, ,,& 6 60 doududv uetondévra detv ad @aoi
gvduods xal uéroa émovoudlew'. Denn noch in Augustins ,,de musica‘
haben die ,,numert’ in Rhythmus und Metron eine weit tiber den ab-
strakten Anzahlbegriff hinausgehende gestalthafte Bedeutung.

Aber das nun folgende, von Stenzel (ZG 14—18) ausfithrlich inter-
pretierte Buchstabenbeispiel (Phil. 18 A—C) gibt viel eingehendere und
genauere Aufschliisse. Im allgemeinen auf Stenzels Auslegung verweisend,
behandeln wir nur kurz den letzten Satz: ,,... &w¢ dptduoy adraw
lafaw évi Te fxdoTw xal obumact ototyeiov dnwvduace® xadopdy 08 g
0Bdels fudy 0dd dv & adTo xad adTo dvev mavtwy avtdv uddor, ToGTOY TOY
deopov ad loytoduevos is 6vta &va xal ndvta tatta £y Tws motodvTat.

Die,,Zahl*, die hier ,,fiir jeden einzelnen Laut und fiir alle zusammen**
gefunden wird, ist alles andere als eine blofe Anzahl. Zum mindesten
miilte es sich doch um eine ganze, selbst strukturierte Gruppe von
Zahlen handeln, damit der fragliche einzelne Laut in ihr gleichsam wie
durch ein Koordinatensystem festgelegt werden konnte. Ferner wird
dieser doududs als oroiyeiov (Singular!) und deouds bezeichnet. Er ist also
,,Element‘‘ und ,,Band“ zugleich. Daf eine Zahl — sonst doch ein wA7jdog
uovddwv — ,,Element‘* (Buchstabe) ist, ist seltsam. Es erkldrt sich aber
zwanglos durch den eigentiimlichen doppelten, diairetisch-syndesmischen
(bzw. symplektischen) Charakter der Eidé-Kette. Gerade dieser Doppel-
charakter soll anscheinend durch die Doppelbezeichnung ozougeiov—
deouds gekennzeichnet werden. Das ovouyeiov ist das drouov eldog, das
adwaipetoy, das Ende der Zerlegung — und deouds ist der Ausdruck fir
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die ovumioxsj aller hoheren eidy der Kette im letzten, eben dem drouoy
eldoc.

Das Atomon Eidos ist also, diairetisch gesehen, unzerlegbare Monas
(vgl. 15 AB) und doch Vieles (mo2id) und insofern goiduds. Und dazu
vermoge des ,,Band‘‘-Charakters ,,alle Eidé der Kette irgendwie zu
Einem machend‘ (wdvra tadra & mwc moiodv).

Dies bestatigt sich durch die wenig spétere, bisher, wie es scheint,
noch zu wenig beriicksichtigte Stelle 18 E: ,,7067” adto fjuds 6 mododev
Mdyos (d. i. die obige Erorterung iiber musikalische Téne und die Buch-
staben) dnatel, wdc EoTiv v xal molla adTdv éxdregov (die beiden
Begriffe sind hier speziell godvnoic und 7jdovsj, um die es ja in der Haupt-
und Rahmendiskussion des Dialog geht) xai mwd¢ i) dnetoa ed9dc, alia
Twvd mote aguduocy Exdregov dumpoode xéxTmTar Tod dmepn adTdY
&xaota peyovévar.‘

Die Frage ist: Wie (!) ist jeder Begriff , Eines und Vieles** und wie
ist jeder nicht gleich ,,unendlich*, sondern welche Zahl gewinnt er, bevor
alles Einzelne ins Unbegrenzte verschwimmt? Das Gewonnen-Haben
einer Zahl ist also gleichbedeutend mit der Art und Weise (!) des ,,Eines
und Vieles‘‘-Seins. Und die ,,definierten‘‘ Begriffe erreichen gerade dies3).

DaB die ,,Zahl** die Art des ,,Eines und Vieles-Seins‘‘ festlegt, ist
nun bei der Auffassung der ,,Zahl* als Gruppengebilde mit den Eidé
der Kette als Gliedern am einfachsten zu verstehen. Es kénnte aller-
dings schlieBlich auch mit Hilfe der Stenzelschen Vorstellung der
Zahlen- (nicht Ideen-) Kette, in der jedem Eidos eine Stellenzahl
entspricht (gewissermaBen als Koordinate) begriffen werden. Aber die
Wendung dotduds adrdv évi éxdore xal odumact (16 D) ist doch in dieser
Vorstellungsart schwierig. Denn ,,allen Eidé‘‘ kommt dann zwar eine
Zahlengesamtheit aber keine einzelne Zahl zu. Sind dagegen die
Eidé die Monaden, so ist die Gesamtheit der im diairetischen Schema
angeordneten Buchstaben — eine Idealzahl, denn eine solche ist ja eben

37) Zu dieser Stelle (Phil. 18C) ist zu vergleichen Parmenides 155E: ,,70 &v &
Zory olov OueAnldfausy, do’ odw dwdywn «bdrd, &y Te Ov kol WOME nal wire Ev wive
mwoAd xoc) peréyov yodvov . .. (das Eine, indem es sowohl [r¢] ,,8v xal woddd* als
auch [das zweite xail] ,wijre &v wifre woddd‘* ist). — Die erste Formel ist identisch
mit der im Philebus, die zweite besagt sachlich dasselbe wie die erste, ndmlich:
Das & (= §v = &idog) ist ,,in gewisser Hinsicht Eines und in gewisser Vieles** und
also ,,weder ganz und absolut Eines noch ganz und absolut Vieles* (es ist von
der starren Bindung sowohl an das unbeziiglich Eine wie auch an das unbestimmt
Viele [é&msoov] befreit).

Die zitierte Parmenidesstelle faBt die Erorterung des ganzen ersten Teils der
yvpvecie, unmittelbar vor dem entscheidenden Mittelstiick, der Betrachtung iiber
das gtaigwvns, zusammen. ist also keineswegs eine zufillige oder beliebige AuBerung.
Die Formulierung besagt, wie der Vergleich mit Phileb. 18 C ergibt, nichts anderes
als daB das sidog (= &v = §v) eben — doduds ist.

Quellen u. Studien B I. 33
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nichts anderes als ein diairetisches Schema. Diese Idealzahl ist dann
zugleich das universelle ,,Band‘‘ (deouds), dem die ,,eine Kunst*“ (uia
téyvy) der Grammatik entspricht.

Die ,,logischen‘ Operationen des Verkniipfens und Unterscheidens
kommen damit in eine ganz nahe Parallele zu den ,,ideal-arithmetischen
des ,,Zusammenzihlens* (ocvvagiduciodar) und des ,,Auseinander-
Zihlens* (dwapduciodar). In der Tat finden wir nun — und darin liegt
eine letzte Bewihrung unserer Interpretation — diese Ausdriicke bei
Plato und Aristoteles gerade in dieser Bedeutung, z. B.:

Plato, Philebus 23 C: &y yeloids s inavde xav eidn ouorac xai
ovvagtduoduevog.

Aristoteles, Rhetorik A4, 1359b2—3: diagitdurjocacdar xai
Ouawgely xat’ eion.

— —, Physik 4 14, 222b 30: zodrwy (scil. mocayds 0 vy xai ti 0
7oté xal 10 doTt xal T0 710N xal 10 wdiar xal 10 éalpvng, b 28—29) & Hjuv
otrw dinotdunuévwy, pavegov, dti. . .

Auch dieses ,,Zusammen- und Auseinanderzihlen* setzt voraus, dafl
das Ergebnis der Vereinigung und Trennung zweier Idealzahlen wieder
eine Idealzahl ist. Dies ist aber nur moglich, wenn das ,,Ideengeflecht‘
ein Geflecht von Monaden und nicht von ,,Stellenzahlen‘* ist. —

Zum SchluB} sei noch ein terminologischer Vorschlag gemacht,
der gewissermalen die Quintessenz unserer ganzen Interpretation in sich
birgt: An Stelle des zwar gebrduchlichen, aber doch eigent-
lich etwas nebelhaften Wortes ,,Idealzahl* sei der Ausdruck
wldeen-Zahl¢ gesetzt — in der Tat ist nach den Ergebnissen unserer
auslegenden Bemithungen ein eidntixoc doududs nichts anderes als eine —
Zahl von Ideen (eiddv doduds).

¢) Interpretation einiger Stellen aus der aristotelischen
Metaphysik und dem zugehdorigen Kommentar Alexanders.

I. Met. M7, 1081 a 33 —3b.

yye + - (0TE TPdTEQOUL &Y Elev al povddes 7) of dorduol 86 dv wAérovrar oloy
& 1] dvdde Toity povag Eotauw el Ta Tola eivar xal & T ToLddL TeTdoTn XAl
1) néumty mEW TOvs AUl TOVTOVS.

Zum Text: miérxorrar AP, yo. E, Christ, Jaeger; 1éyovrar E, Bo-
nitz, W. D. Ross. — 7} streichen Jaeger und Ross (durch reine Kon-
jektur). — év v touddt {xai Tetpdde) terdorny Jaeger (dem hierin Ross
nicht folgt), durch reine Konjektur, ohne Parallelstellen und ohne Inter-
pretation. Angeblich ,liegt mechanischer Wortausfall vor‘38).

%) Vgl. W. Jaeger, Emendationen zur aristotelischen Metaphysik, Sitzungsber.
d. PreuB. Akad. d. Wiss., Philos.-histor. K1. 1923, S. 263ff. — insbes. S. 277.
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DaB die Lesart miéxovrar vorzuziehen ist, wurde schon oben (S. 470,
Anm. 9) auseinandergesetzt. Jaegers Ergidnzung ist unmotiviert und
indert den ganzen Sinn der Stelle ins Triviale um. Dies zu tun scheint
uns in dem Augenblick nicht mehr erlaubt, wo eine mogliche und weniger
triviale Deutung gefunden ist, wie sie unsere Auffassung der Idealzahlen
sofort liefert.

Die Stelle ist seit alters her nicht recht verstanden worden. Schon
Bessarion iibersetzt: ,,in dualitate erit tertia unitas antequam tria
sint, et in trinitate quarta, (!) et quinta (keine Interpunktion) antequam
hi numert sint.“ Bessarion deutet die Stelle durch Verschiebung der
Interpunktion (Setzen des Komma hinter ,,quarta’* anstatt hinter
»quinta‘‘, wo es natiirlicherweise hingehort!) um. Die fiinfte Einheit wird
fur sich genommen und schwebt in dieser Isolierung nun ganz in der
Luft. ,,in der Dreiheit wird die vierte Einheit sein und die fiinfte .. .?*
Es fehlt offenbar ,,in der Vierheit*‘. Es wire also im Griechischen etwa
zu lesen: ,,...xal{év v térpadt) 1 méumtn ...** (oder allenfalls nach
Jaegers Konjektur) oder wenigstens: ,,... xal 1] méumry <xal ai &)
moly . . .* (,,und auch die finfte und die folgenden ...*"). Aber das steht
nicht da!

Es bleibt, wenn man dem Text folgt, nur tbrig, die Worte év 7jj
Tl TETdeTY 20l %) méumTy zusammenzunehmen: ,,in der Dreiheit eine
vierte und die (4) fiinfte Einheit. Das deutet augenscheinlich an, daf}
damit Schlufl ist und nicht etwa noch eine sechste Monade in der Trias
auftritt.

Die Ubersetzung des Textes bereitet so gar keine Schwierigkeiten,
aber der Sinn war bisher ritselhaft: wieso hat die ideale Drei gerade
finf Monaden in sich? Es darf als ein unleugbarer Vorzug unserer Deu-
tung der Idealzahlen in Anspruch genommen werden, dall sie dieses
Rétsel ohne weiteres 16st, — wir sahen ja (vgl. oben S. 470), daf} all-
gemein jede diairetisch erzeugte Idealzahl n gerade 2n—1 konstituie-
rende Monaden enthilt (also die Trias 5 und die Tetras 7)39).

II. Ps.-Alexander zur Stelle I. (1081a 29)

Eine merkwiirdige Bestitigung erfihrt unser Interpretation durch
den (Ps.-)Alexander-Kommentar (pp. 728—729 Bonitz, pp. 751—752
Hayduck).

Der Kommentator gibt zunichst (p. 728, 12—28 Bz., p. 751, 3—20
Hd.) eine eigene sachliche und zusammenfassende Darstellung (z@» Zeyo-
uévaww Sudvora) und danach einen ausfithrlichen Bericht gemal dem

) Dagegen, das wodrov & etwa nicht mitzurechnen, spricht deutlich der vorher-
gehende Satz (1081a 29ff.).

33%
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aristotelischen Wortlaut (xava mw Aééw, p. 728, 28— 729, 16 Bz., p.751,20
bis 752, 3 Hd.). Wir behandeln die Stellen nacheinander (unter A und B).

A) p. 728,23—25 Baz., p. 751, 14—17 Hayd.

ofrw yap xdvraida éx To¥ mEW- Denn auch dann sind noch nicht

Tov €vog xal TS QoploTov dvados aus dem ersten Einen und der un-
Sreor  Tpels povddeg yeydvacw, begrenzten Zweiheit andere drei
acvufintor usv odoar dwa Ty vmd-  Einheiten erzeugt, unvereinbar
deow mpog tag Thc adrodvddog wmo- nach der Voraussetzung mit den
vddag, yevvnrixai 0¢ tijc adtotpiddoc.  Einheiten der ,,idealen Zwei‘, aber
fahig, die,,ideale Drei‘‘ zu erzeugen.

Das heiit: Wenn auch schon die ideale Zwei vollendet vorliegt, be-
stehend aus dem ersten Einen (a) und der ersten (b) und zweiten (¢) Ein-
heit der idealen Zwei, so liegt doch noch nicht die ideale Drei (ab’ ¢’ d’ ¢)

joyzA

AW
b-/\c d’-/\.e‘

Fig. 8

vor, indem aus dem ersten Einen (a) und der unbegrenzten Zweiheit
noch nicht b’ d’ e’ erzeugt sind. (Dies geschieht durch Aufspaltung des a
in b/, ¢/ und zweitens von ¢’ in d’ und e’%?), sieche Figur 8!)

B) p. 728,27-729, 16 Bz., p. 751, 20—752, 3 Hayd.

Der Kommentator beginnt damit die Entstehung der Monaden in
der Diairesis zu erldutern.

Es sind nach ihm zu unterscheiden:
1) Das mpdtov &v = adro 70 & = dpyixov &v: (a)

(Das erste Eine, das Eine selbst, das des Entspringenlassens fihige
Eine.)
2) Ein dedregov &v pera vo mpdrov=1j Tijc adrodvddos mooyeyovvia uovds: (b)

(Ein zweites Eine nach dem ersten, die zuerst entstandene Einheit
der ,,Zwei selbst‘.)

Sie ist einerseits: 7o mpdTov évdg devrépa (zweite im Verhiltnis zum
ersten Einen) — andrerseits: 77 uellodong yevéodar povddog, ued Ay av

4) Die Bezeichnung b’ b, ¢’ ¢, d’ d, ¢’ muBte eingefiihrt werden, weil die Monaden
der verschiedenen Idealzahlen nach Voraussetzung unvereinbar (¢edufinror) sind
(im zweiten Teil, oz Aékw, wird der Begriff des &edufiyrov nicht so scharf genom-
men, so daB dort die Unterscheidung von b und b’ usw. wegfillt). Doch ist das
medrov & (a) stets dasselbe (?), ebenso die &dotoros dvds.
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dmapticol iy adrodvdda, mpdTy (die erste im Verhiltnis zu der im Iint-
stehen begriffenen [also noch entstehen sollenden] Einheit, mit der
die erste die ,,Zwei-selbst‘ vollendet).
3) Ein toitoy év, dedregov pera 10 devtepoy, TolTov 68 petd 10 medTov: ()

(Ein drittes Eines, das zweite nach dem zweiten, das dritte nach dem
ersten Einen.)

=1 wijmw yeyovvia Ths yevnoouévns adrodvddos wovds (= die noch
nicht entstandenen Einheit der entstehen werdenden ,,Zwei-selbst*‘) ).

S0 daB also** — so heiit es weiter (p. 729, 7—8 Bz., p. 751, 31 —32
Hd.) — ,,drei Einheiten da sein werden, aber ,die Drei‘ werden noch
nicht sein, aus denen die Dreiheit zusammengeflochten und zusammen-
gestellt wird* (dote Eoovrar Tpels povddes, tolo 8¢ odx EoTar, 86 v 7) ToLag
ovumiénetan xal owloTarar).

Das heit: Es sind zwar drei einzelne Einheiten da, aber die Zahl
,drei* (tola; grammatisch ein Neutrum Pluralis, worauf sich das Rela-
tivum & @v bezieht) ist damit noch nicht konstituiert und aus dieser

erst kann sich die (ideale) Trias bilden.
Dann kommt die Hauptstelle: p.729,9—16 Bz., p. 751, 33 bis

752, 3 Hd.

e @y mdlw TdY ThC 0VTO-
dvddog ddo povddwy xai ToD TEOTOV
£vog obody Ymovorjowuey 6T éx TOD
modTOV Ev05 xal THjs dogioTov dvddog
yéyove nai Eregov, ued ob xal TAY
Smovoovudvay lowtdy ToLdv -(lege
o Bz.) povddwy 1) adroTeids ye-
véodar pellet, Eoovrar usv TETTAQES
uovddes, 10 08 mEMDTOV XAl GOYIXOY
& xal al dbo T adrodvddog xal 1)
1oy yeyowvia, iric péoog Jpeilet
yevéodar Tijc  ywnoouévns {advo-
oTiddos 7> avrorerpddos (lege adro-
Totddog Bz.).

Aber, wenn wir hinwiederum,
indem (ja) die beiden Einheiten
der ,,Zwei-selbst’“ und das erste
Eine vorhanden sind, bedenken,
daB aus dem ersten Einen und der
unbegrenzten Zweiheit noch etwas
Anderes entstanden ist, mit Hilfe
dessen und der tbrigen drei (Bz.:
zwei!l) gedachten Einheiten die
,,Drei-selbst entstehen muli, —
so werden (nun) vier Kinheiten
da sein (ndmlich): das erste und
entspringenlassende Eine und die
beiden (Einheiten) der ,,Zwei-
selbst‘ und die schon (frither) ent-
standene (Einheit), die Teil werden
soll der entstehen sollenden ,,Drei-
selbst** bzw. ,,Vier-selbst’* (Bz.
lediglich: ,,Drei-selbst*!).

41) (b) heiBt auch: 7o meoyeyords & vijs wdrodvddos, (c): w0 dedregor v Tijs obro-

Jvddos.
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&t 0n) Todro Ymovorjoouey, TéTTaga
ey dotau, terpag 08 oddauds: olimw
yao yeydvaor xal oi lowwal TEEiS
(lege dvo Bz.) povddes tijs yevéoda
uerlovons adrorerpddos (lege adro-

s \ 3\ ~ ~
touddos Bz.). xai éni tdv lowwdv
Suolwg.

Wenn wir nun das ins Auge
fassen, so wird es die Vier zwar
geben, aber niemals die Vierheit
(d. i. die ideale Vier). Denn noch
nicht sind die iibrigen drei (Bz.:
zweil) Einheiten der entstehen
sollenden ,,Vier-selbst‘‘ (Bz.:,,Drei-

selbst*‘!) erzeugt. Und so mit den
iibrigen (Idealzahlen) in gleicher
Weise.

Zum Text: Bonitz d4ndert viermal (!) den iiberlieferten Text durch
reine Konjektur, die von ihm angenommene Verderbnis kann er nicht
niher verstindlich machen. — Unsere — wie wir sehen werden, nicht
einmal unbedingt notwendige — Textergéinzung ist durchaus moglich.
(Man kann auch xaf statt 7 setzen.) Die Ahnlichkeit der aufeinander-
folgenden Satzschliisse ,,t7js yevnoouévns {adrotouddos 7)) avroreToddog'
und ,,77jc yevéodar pellodone adroreroddogt gibt ein vollkommen ge-
niigendes Motiv fiir das Verderbnis ab. (An dieser — einzigen — Stelle
ist auch Bonitzens Konjektur plausibel und auch sachlich versténdlich,
s. u.; sie beweist aber keineswegs seine Theorie.)

Bonitz faBt den Sinn der Stelle offenbar folgendermaBen: Aus dem
modtov & (a) entsteht:

1) Die adrodvdg, dadurch, daBl aus ihm zwei Einheiten (b, ¢) projiziert
werden (Dichotomie!).

2) Davon ganz unabhéngig die adroroids dadurch, daf aus ihm mit
einem Male drei ganz neue Einheiten (b’, ¢/, d’) projiziert werden
(Trichotomie!). Das ,,&regor' ist die erste Monade der idealen Dreiheit,
also b’. (Das wo®zov & gehort nicht zu den Monaden einer Idealzahl, wie
auch der Text zeigt: z. B. ,,t@v tijc adrodvddos do povddwr'‘.) Mit seiner
Hilfe und der der beiden anderen ¢/, d’ (Korrektur ddo statt toiwv!) ent-
steht die Trias. Deshalb wird spédter auch dieses b’ als ,,% 7jdn yeyovvia
(sc. povdg), 1fris uépog dpelier yevéodau Tijs yevnoouéns avrorpiddos'* (Kor-
rektur statt adroreroddog!) bezeichnet. — a, b, ¢, b’ sind zusammen vier
Einheiten, die bisher vorliegen. Aber noch liegt die ideale Vier nicht vor,
denn es besteht ja noch nicht einmal die ideale Drei. Es fehlen an ihr
noch zwei Einheiten, nimlich ¢/, d’, die noch nicht erzeugt sind.

In sich ist diese Auffassung vollig konsequent, aber im Text findet
sie keine Stiitze. AuBerdem setzt sie eine Trichotomie beim Entstehen
der idealen Drei aus dem ersten Einen voraus, die sonst nirgends be-
legt ist.

GeméB unserer Theorie dagegen — und dem iiberlieferten Text! —
verhédlt sich die Sache so:
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Es sind bereits vorhanden das erste line (a) und die beiden Kinheiten
der Zwei-selbst (b, ¢). Iis wird ferner aus dem ursprungshaften Ilinen
und der unbegrenzten Zweiheit noch ein &repov, ein ,,Anderes** (x) er-
zeugt. Mit dessen Hilfe und der der drei angefithrten Einheiten a, b, ¢
muf} die ,,ideale Drei‘‘ entstehen??). Man hat also jetzt vier Kinheiten:
a, b, ¢ und x (d. h. de facto d!). Und zwar wird nun das ,,éregov*‘, x = d,
erstens als ,,Einheit* bezeichnet, zweitens als ,,Teil der erst entstehen
sollenden idealen Vier — nicht der idealen Drei, wie man erwarten
sollte und Bonitz verbessert (adtotoiddos statt adrorepddoc). Dem Sinne
nach ist beides richtig. Denn a, b, ¢, d, e — das sind fiinf Einheiten —
bilden die Triade; a, b, ¢, d, e, f, g — das sind sieben Einheiten — kon-
stituieren die Tetrade?®). Es ist aber wesentlich, die Tetras hier zu er-
withnen. Denn im folgenden kommt es darauf an, zu zeigen, dal} die
,,ideale Vier’ noch nicht konstituiert ist, obwohl doch schon vier Kin-
heiten (a, b, ¢, d) da sind. Das wird denn auch im folgenden Satze:
€L 07) Tobro . .. oddaudc' ausdriicklich gesagt.

Und dann heiit es: ,,Denn noch sind die drei (!) noch fehlenden
Einheiten der noch im Entstehen begriffenen idealen Vier nicht erzeugt!*
Es fehlen also, da ja a, b, ¢, d jetzt vorhanden sind, noch die Einheiten
e, f, g, um die ideale Vier zu konstituieren. Diese enthélt in der Tat also
sieben Einheiten a, b, ¢, d, e, f, g — wie es der diairetischen Theorie
entspricht. Diese hat sich somit von neuem bestatigt.

ITI. Met. M 6, 1080 a 30—35.

010 xal 6 péy padnuatixos (scil. Deshalb wird auch die mathe-
Gotdudg) dordueirar uetd o &v (va? matische Zahl (so) gezihlt: nach
Christ ) &do, moog t@ Eumooader évi  der Eins die Zwei — zu dem vor-
&0 &, nal T tola mods Toig dval  hergehenden Einen ein anderes
diio & xal 6 lowwog 8¢ doavTdc. Eines, und die Drei (s0): zu dicsen

zweien (noch) ein anderes Iiines,
und die iibrigen (Zahlen) ebenso.
oftog 8¢ (sc. 6 eidnTinds doiduos) Diese aber (ndmlich die Ideal-
UET 70 &v 00 Erepa dvev To¥ évog Tod  zahl) so: nach dem Eins zwel
modTov, xal 1 Torg (o Eregay dvev  andere, ohne das erste Eine, und
Tijc dvddog, Jpolwg 8¢ xal 6 dilos  die Dreiheit (wird gezihlt): (wie-
aoud uds. derum) zwei andere ohne die Zwei-
heit — und in der gleichen Weise

die anderen Idealzahlen.

42) s wird also hier nicht zwischen b, ¢ als Monaden der Dyas und b’, ¢/, d’,
¢’ der Trias unterschieden, der Begriff der ,,Unvereinbarkeit® also nicht so streng
genommen wie frither. Wir miissen uns jetzt also in der Figur § die Striche an den
bezeichnenden Buchstaben wegdenken!

43) Es spaltet sich etwa e in f, g.
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Zum Text: Wir haben hinter 7 7ouds: ddo érepa erginzt, um der
Stelle einen nicht-trivialen Sinn zu geben und zugleich einen, der sich
wirklich auf die Erzeugungsweise der Idealzahlen bezieht. Man hitte
auch ergénzen konnen uera 7o & 8do érega oder noch deutlicher: pera
i dvdda 0o Erepa. Aber diese Ergdnzungen haben als Textkonjekturen
wenig Wahrscheinlichkeit. Dagegen ist der Ausfall der wortlich wieder-
holten kurzen Phrase ddo érega sehr wohl denkbar.

Der Sinn der Stelle ist von der diairetischen Theorie der Idealzahl
aus sehr leicht zu verstehen: es wird die Erzeugungsweise durch Auf-
spaltung jeweils einer schon vorhandenen Einheit in zwei neue beschrie-
ben, wobei die alte Einheit, als ,,konstituierende‘‘, noch mitgerechnet
wird; man wirde also noch deutlicher von der Projektion zweier
neuen Einheiten aus einer alten sprechen. D.h. also: Aus der Eins a
werden b, ¢ (ddo repa!) projiziert und so die Zweiheit erzeugt, dann,
aus b etwa, d, e (wieder ddo érepa, und zwar ohne die Zweiheit mit-
zurechnen dvev ¢ dvddog!).

Man kann dazu noch die schon frither (S. 468) erwidhnte Stelle M 7,
1082b 33—37 vergleichen.

... T00TO VY aBTO Eyew TVwa QY-
oovol Gmoglay, mdtegoy, Grav Agud-
uéuey xol eimwuey &y ddo tpla, mpoo-
lapfdvovres douduotuey 7 xata
uepidag. mototuey 66 duporéoms:

Nach den Platonikern besteht
eine Schwierigkeit beziiglich der
Frage, ob, wenn wir zidhlen und
sagen ,,eins, zwei, drei‘‘, wir durch
Hinzufigung zdhlen oder durch

Aufspaltung (Teilung). Wir tun
aber beides; deshalb ist es ldcher-
lich, diesen Unterschied zu einem
so groflen Wesensunterschied zu
machen.

xate pepidag mull (mit Bonitz und Stenzel ZG 48) mit ,,durch Tei-
lung* iibersetzt werden, die Ubersetzung ,,portionsweise** (Apelt u. a.,
auch W.D. Ross) ist abwegig, die Parallele mpog pepldag deimvew (Plutarch.,
Agesilaus 17, Sympos. 2, 10, 2; Athenaeus I, 27 u. a.) erscheint uns an
den Haaren herbeigezogen. Dagegen wird von Plotin (Enn. VI, 6, cap. 9,
p.- 408,9—11 Volkm.) ausdriicklich die Teilung des einen Seienden
durch die Dynamis der Zahl behauptet. (A1’ 1} 109 dptduo® ddvauis vmo-
otdoa éuéptoe 1o dv xal olov ddlvew émoinoe adro vo mifdog.)

Der Kommentar Ps.-Alexanders zur Stelle (p. 740, 29—741, 3 Bz.,
p. 762,29—32 Hayd.) — vgl. Stenzel ZG 49, von dessen Interpretation
ich aber abweiche — ist hier von Interesse:

w0 yeholoy Tadtmy el THhiadTny
Tijc odolag Gvdyew dtapogdy.

Sofern die Zahl begrenzt ist,
zerlegen wir sie in die ihr eigentiim-

dowouévov yag &vrog tod doud-
uot ..., dwugotuey adrods el Ta
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oineio péon: dogiotov 08 mpootide- lichen Teile, — sofern sie noch un-

uev Tais povdor movddag, éws dv  abgeschlossen ist, setzen wir ihren

xoroytijowuey eic Tov dowudv, 6v  Einheiten Einheiten hinzu, solange

dploar xai megardoar fovldueda. bis wir die (neue) Zahl erreicht
haben, die wir bestimmen (be-
grenzen) wollen.

Das heifit: Zugleich und in einem damit, dal wir — beim ,,Zihlen*
der Idealzahl — die als begrenzt vorliegende ,,alte* Zahl (bzw. ihre Ein-
heiten) zerspalten, setzen wir neue Einheiten hinzu und insofern ist also
die ,,alte‘‘ Zahl unabgeschlossen. — Mit Faktorengliederung, wie Stenzel
meint, hat die Stelle m. E. nichts zu tun.

Diese Interpretationen mégen als Proben fiir die Anwendbarkeit
unserer Theorie zur Erklidrung der Texte hier geniigen. Wir hoffen, bei
einer spiateren Gelegenheit noch weiteres Material vorzulegen.
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Einleitung.

Ahmad ibn Omar al-Karabisi!) gehirt nach den arabischen
Biographen zu den vorziiglichsten und angesehensten Mathematikern
der arabischen Friihzeit?). Uber seine Lebenszeit ist bisher nichts be-
kannt. Da er aber im Fihrist erwihnt wird, so steht fest, dal er vor
der zweiten Hailfte des 4. Jahrhunderts d. H. (= Ende des 10. Jahr-
hunderts n. Chr.) gelebt haben muf.

Die Titel der von ihm verfaBten Werke hat Suter, a. a. O.1), S.65
nach dem Fihrist und nach Ibn al-Qifti zusammengestellt. Suter
schreibt:

Y Vgl. H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber und ihre
Werke, Leipzig 1900, 8. 65 und C. Brockelmann, Enzykl. d. Islam II, S. 779.

?) Fihrist I, 282; Ibn al- Qifti, Ta’rip al-Hukamd’, ed. Lippert, Leipzig
1903, S. 78.
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»Ahmed b. ‘Omar el-Karabisi gehirte zu den vorziiglichsten
Mathematikern und schrieb: Einen Kommentar zum Euklides. Uber
die Testamentsrechnung. Uber die Erbteilungen. Uber das Plani-
sphirium, noch vorhanden in Oxford (I. 913, 2°) und in Kairo (204,
Ubers. 23). Das Buch iber das indische (Rechnen?). (Fihr. 282,
Ubers. 38; C. 1. 410 n. Ibn el-Q.)*

Nur eine seiner Schriften, das Kitab misahat al-halaq ,,Das Buch iiber die
Ausmessung der Kreisringe' ist uns in zwei Handschriften erhalten. Diese
befinden sich in Oxford (Thurston Nr.3)?%) und Kairo?). Im folgenden
ist die Oxforder Handschrift®) mit O bezeichnet, die Kairoer®) mit C.
Der Textedition wurde O als die dltere (zwar undatierte, aber, nach
paldographischen Gesichtspunkten zu urteilen, im 16. Jahrhundert ge-
schriebene) und bessere Handschrift zu Grunde gelegt. C ist eine junge
Abschrift vom 28. Rabi® II 1148 h. (= 1735 n. Chr.), die neben einigen
Schreibfehlern den Mangel aufweist, daf die Ausfiillung der fir die Fi-
guren ausgesparten Rdume meistenteils unterblieben ist. Vorhanden sind
in C nur die Figuren zu den Sitzen 1, 2, 3, 4, 13 der ersten und eine
Figur zu Satz 3 der zweiten Abhandlung. Die Figuren der ersten Ab-
handlung stimmen in beiden Handschriften iiberein; zu Satz 3 der zwei-
ten Abhandlung bietet dagegen C auffilligerweise eine in Parallelperspek-
tive gezeichnete Figur (s. unten S. 518), wihrend in O die korperlichen
Gebilde in einer naiveren Weise in eine flichenhafte Darstellung um-
gesetzt sind, nidmlich, indem Auf- und Grundrif ineinander gezeichnet
sind. Wir geben unten die Figuren aus O und die eben genannte Figur
aus G in genauem AnschluB an die Handschriften wieder, jedoch nur mit
lateinischer Beschriftung zur Ubersetzung. Dem Abdruck des arabischen
Textes noch einmal die gleichen Figuren mit arabischer Beschriftung
beizugeben, schien uns iiberflissig.

In dem Titel wird neben der Pluralform kalag®?), die O und C aufweisen,
von den arabischen Biographen (Fihrist I 282, Ibn al-Qifti, S. 78) auch
halga uberliefert. Der Oxforder Handschriften-Katalog?) iibersetzt den

3) Vgl. Uri’s Bibliothecae Bodleianae Manuscriptorum Catalogus, Oxford
1787, S. 198, Nr. 913, 2.

4 Vgl. Kairo (Fihrist al-kutub al-‘arabija) V, 204 und auch Suters Uber-
setzung davon: ,, Der V. Band d. Katalogs d. arab. Biicher d. vicekon. Biblioth.
in Kairo%, in Zeitschr. f. Math. u. Phys., 38. Jahrg., Hist.-lit. Abt. (1893), S. 23,
Nr. 27.

5) Genauere Angaben iiber O teilen wir in unserer in dieser Zeitschrift, Bd. 2
erscheinenden Abhandlung iiber die Archimedische Dreiecksformel mit.

) Fir die freundliche Vermittelung der Photographie von C sprechen wir
Herrn Dr. M. Meyerhof (Kairo) unseren besten Dank aus.

6a) In der Uberschrift von O hilag vokalisiert.

) Uri, a. a. O., S. 198.
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Titel mit ,,de circulorum dimensione‘‘, H. Suter®) gibt ihn nach Casiri
mit ,, Plantsphaerium* wieder, wozu er allerdings bemerkt, dall diese
Schrift auch tber die ,,Ausmessung des Kreises* oder iiber die ,,Aus-
messung des Ringes'* handeln konne.

Das ,,Buch* (kitab) ist in zwei ,,Abhandlungen‘‘ (magala) eingeteilt,
von denen die erste 18, die zweite 7 Sétze enthilt. Die erste Abhandlung
handelt von dem ebenen Kreisring, d.i. dem zwischen zwei konzen-
trischen Kreisen gelegenen Flidchenstiick, und gibt eine Reihe zum Teil
sehr elementarer Sédtze und Konstruktionsaufgaben tiber ihn zusammen
mit einigen weiteren, die sich auf mehrere getrennt liegende Kreise be-
ziehen. Durchweg macht sich die genaue Vertrautheit des Verfassers,
der ja, wie oben erwihnt, einen Kommentar zu Euklid geschrieben hat,
mit Inhalt und Ausdrucksweise der Euklidischen Elemente bemerkbar,
die er selber auch verschiedentlich, sogar mit genauer Angabe von Buch
und Satznummer, zitiert (z. B. in I 7, 1T 1). In der zweiten Abhandlung
ist das Ziel die Volumenberechnung des ,,in bezug auf die Dicke
runden Kreisringes® (omeipa, xgixog, torus, Wulst) und des ,,in be-
zug auf die Dicke quadratischen Kreisringes®, d.i. des Korpers,
der durch die Rotation eines Quadrates um eine zu einer seiner Seiten
parallele und es nicht treffende Achse erzeugt wird (retodywwvos xgixog).
Zur Losung dieser Aufgaben reicht das in den Elementen gebotene Ma-
terial nicht aus; infolge des Fehlens eines Vorbildes von so hohem Range
wird die Ausdrucksweise unseres Verfassers merklich unklarer. Auch in-
haltlich entbehren seine Schliisse mitunter der Strenge, die er in der ersten
Abhandlung durch den Anschlufl an Euklid erreicht; um die zur Bewil-
tigung der Volumenbestimmung des torus unentbehrliche Infinitesimal-
betrachtung (bzw. Exhaustion) schwindelt er sich gewissermafen herum.

Die omeipa ist verschiedentlich und mit verschiedenartigen Frage-
stellungen von griechischen Mathematikern behandelt worden?®). Aber
schon der Vergleich der bei den Griechen gegebenen Definition mit der
Karabisi’s (s. unten S.533) 148t es als unzweifelhaft erscheinen, daB
unser Verfasser keine der griechischen Behandlungen vor Augen gehabt
hat. Sicherlich hat er nicht die Schrift des Dionysodoros gekannt,
aus der uns gerade ein Satz iiber das Volumen der omeiga iiberliefert ist
(s. unten S. 537); die Bestimmungsweisen Karabisi’s und des Dionyso-
doros sind vollig verschieden.

8) Suter, Die Mathematiker und Astronomen der Araber, S. 66, Anm. a);
Zeitschrift f. Math. u. Phys., 38. Jahrg., Hist.-lit. Abt. (1893), S. 55, Anm. 61;
Das Mathematikerverzeichnis im Fihrist, Leipzig 1892, S. 71, Anm. 240.

°) Genauere Angaben bei Heiberg, Geschichte d. Math. u. Naturwiss. i.
Altertum, Miinchen 1925, S. 34—35.
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Der arabische Text.
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Ubersetzung.
a) Vorbemerkungen.

Wir haben uns bemiiht, die Ubersetzung so wortlich zu halten, wie
es sich irgend mit der Verstdndlichkeit vertragt, um fiir den Nichtkenner
der arabischen Sprache durch die Ubersetzung nach Moglichkeit das
Original zu ersetzen. Ohne die Forderung moglichst enger Anlehnung an
die Ausdrucksweise des Originals hdtten wir mit Leichtigkeit einen Text
bieten konnen, der fiir den deutschen Leser viel glatter lesbar wire; aber
die zum Teil wohl in der Natur der arabischen Sprache begriindete Un-
gewandtheit der Ausdrucksweise des Originals in der Ubersetzung be-
seitigen, wére unseres Erachtens eine Filschung. Wo der Sinn oder die
Grammatik der deutschen Sprache es erforderten, Worte hinzuzufiigen,
die im arabischen Text nicht ausgedriickt sind, haben wir sie in spitze
Klammern < ) gesetzt. Der arabische Text entbehrt jeder Interpunktion
und Absatzeinteilung, was mitunter das Verstdndnis sehr erschwert, da
es oft zweifelhaft bleibt, ob ein Satzteil zu dem Vorangehenden oder zu
dem Folgenden zu ziehen ist. Manchmal 148t sich die Entscheidung iiber-
haupt nur treffen, nachdem man den mathematischen Sachverhalt ge-
klirt hat. Die Buchstaben der Figuren haben wir bei der Ubersetzung
in folgender Weise wiedergegeben:

=4 _',v:B C:C C:G >=D ,=R =375 =2
L=T ¢=E G=F &=K .=H ,=U g=I



Das Buch iiber d. Ausmessung d. Kreisringe des Ahmad ibn ‘Omar al-Karabisi 511

b) Text.

Das Buch iiber die Ausmessung der Kreisringe des Ahmad
ibn ‘Omar al-Karabisi

Erste Abhandlung.

Vorausgenommenes: Den UberschuB eines von zwei parallelen
Kreisen in einer Ebene iiber den anderen nenne ich einen Kreisring, und
den Uberschufl der Halfte des Durchmessers des groBeren iiber die Hilfte
des Durchmessers des kleineren seinen Durchmesser.

Satze.

1.

Bei irgendwelchen vier GroBlen sei das Verhéltnis der ersten mal der
dritten, in unserm Beispiel A mal C, und das ist H, zur zweiten mal der
vierten, in unserm Beispiel B mal D, und das ist U, wie das Verhiltnis
der ersten zur zweiten doppelt, d. i. A zu B <{doppelt).
Dann ist die erste zur zweiten wie die dritte zur vierten. {51 [

Es seien R,G die Quadrate von A4,B. Dann ist R zu G
wie A zu B doppelt, welches ist wie H zu U. Dann ist in 7
der Vertauschung H zu R wie U zu G. Und weil A multipli- ﬂl ¢ '
ziert ist in sich selbst und in C und es ergibt R,H, so ist H — —
zu R wie C zu A. Dann ist U zu G wie € zu A. Und weil B —- —
multipliziert ist in sich selbst und in D und es ergibt G, U, N '
soist UzuG, d. h. C zu A, wie D zu B. Dann ist in der Vertauschung
Czu D wie A zu B, und das ist das Gewollte.

2.

Bei zwei Kreisen, beispielsweise AC,BD ist das Verhiltnis des Um-
fangs des einen von ihnen beiden zu dem Umfange des anderen, in unserm
Beispiel € zu D, wie das Verhiltnis seines Durchmessers zu seinem
Durchmesser, in unserm Beispiel 4 zu B.

Denn die Hilfte von A mal der Hélfte von C ist der Inhalt von AC.
Dann ist A mal C gleich vier AC und ebenso B mal D gleich vier BD.
Und AC zu BD ist wie A zu B doppelt. Und das Ver-
héltnis der Teile zu den Teilen, die ihnen zubenannt 6o,
sind, ist wie das Verhéltnis der gleichen Vielfachen. :
Danach sind die vier gleichen AC zu den vier gleichen
BD wie A zu B doppelt. Dann sind A4,B,C,D vier GroBlen, bei denen
das Verhéltnis der Flache der ersten mal der dritten zu dér Flache der
zweiten mal der vierten ist wie die erste zu der zweiten doppelt. Dann
ist der Durchmesser A zu dem Durchmesser B wie der Umfang C zu
dem Umfang D, und das ist das Gewollte.

34*
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3.

Der UberschuB des Umfangs des groBeren von zwei parallelen Kreisen
in einer Ebene, in unserem Beispiel AGB, iiber den Umfang des kleineren,
in unserem Beispiel CRH, ist gleich dem doppelten Umfang des Kreises,

der in die Kreisringfliche zwischen ihnen fillt, in unse-
rem Beispiel ADC.

Da ADC zu CRH wie AC zu CH ist, so ist das
Doppelte von AC zu CH wie das Doppelte von ADC
zu CRH. Dann ist durch die Zusammensetzung AB zu
CH, d.h. ABG zu CRH, wie das Doppelte von ACD
plus CHR zu CHR. Dann ist das Doppelte von ACD
plus CHR gleich ABG. Folglich ist die Vermehrung
von ABG iiber CHR gleich dem Doppelten des Umfangs ACD, und
das ist das Geforderte.

4.

Die Multiplikation des Durchmessers des Kreisrings, in unserem Bei-
spiel SX, mit der Hilfte der beiden Umfinge seiner beiden Kreise, in
unserem Beispiel SAB, XDC, ist sein Inhalt.

Denn die Hilfte von SBA ibersteigt die Hilfte von

2ZCD um SXR, und die Multiplikation der Halfte von

(] 2DC mit XH ist der Inhalt von ZCH, und die Multi-

plikation der Halfte von SAB mit XH ubersteigt seinen

Inhalt um die Multiplikation von SRX mit X/. Und

das Verhiltnis der beiden Hilften von SAB,2DC ist

g wie das Verhidltnis von SH,XH. Dann ist durch die

Abtrennung SXR zu <{der Hilfte von) ZCD wie X zu

2H. Dann ist SXR mal XH wie die Hélfte von XCD mal SX. Und

es hat uberstiegen die Multiplikation der Hilfte von SAB mit XH

{die Flache) XDC um SRX mal XH. Dann tbersteigt die Hilfte von

SAB mal XH <(die Fliche) XDC um SX mal der Halfte von XDC.

Und SH mal der Hilfte von SA B ist gleich dem Inhalt von SBA. Dann

bleibt die Halfte von SBA mal SX zuriick hinter dem Ring S um die

Multiplikation der Hilfte von XDC mit SX. Dann ist die Multiplikation

der Hilfte der beiden Umfinge SA B und XDC mit SX, dem Durchmesser
des Ringes, gleich seinem Inhalt, und das ist das Geforderte.

5.
Der Umfang des Kreises, der in der genauen Mitte der Kreisring-
fliche, in unserm Beispiel AC, gezeichnet ist, ist gleich der Hélfte der

beiden Umfinge der beiden Kreise.
Denn es ist ADI zu CTR wie AI zu CR. Und das Verhiltnis des
Teils zum Teil ist wie das Verhiltnis der gleichen Vielfachen zu den
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zubenannten gleichen Vielfachen. Danach ist A7 zu
CR wie AH zu CH, und durch die Zusammensetzung
ADI, CRT zu CTR wie AR zu CH. Dann ist die
Halfte von ADI,CTR zu CTR wie BH zu CH, d. h.
BUG zu CTR. Dann ist der Umfang BUG, der ge-
zeichnet ist uber B, der genauen Mitte des Kreisrings
AC, gleich der Hélfte des Umfangs seiner beiden
Kreise, und das ist das, was wir gewollt haben.

6.

Wir wollen einen Kreis ziehen, bei dem das Verhiltnis seines Umfangs
zu dem Umfang eines gegebenen Kreises ist wie ein gegebenes Verhiltnis.
Dann machen wir das Verhidltnis irgendeiner Strecke zum Durch-
messer des gegebenen Kreises wie das gegebene Verhdltnis und zeichnen
iber ihr einen Kreis. Und weil dann die beiden Umfinge im Verhiltnis
der beiden Durchmesser, d. h. dem gegebenen stehen, ist das Geforderte

offenkundig.
7.

Wir wollen zwei Kreise ziehen, bei denen das Verhiltnis ihrer beiden
Umfinge zum Umfang eines gegebenen Kreises ist wie ein gegebenes
Verhiltnis.

Dann teilen wir das Vorderglied des Verhaltnisses in zwei Teile, wie
man iibereingekommen ist, und machen das Verhiltnis zweier Strecken
zum Durchmesser des gegebenen Kreises wie das Verhiltnis der beiden
Teile des Vordergliedes des Verhiltnisses zu seinem Hintergliede. Und
wir zeichnen iiber den beiden Strecken zwei Kreise. Dann ist das Ge-
forderte offenkundig aus Satz 24 aus Buch 5 aus den Elementen.

Mit dieser Verfahrungsweise ist es moglich, daB wir drei Kreise oder
noch mehr ziehen, bei denen das Verhiltnis der Summe ihrer Umféinge zu
dem Umfang eines gegebenen Kreises ist wie ein gegebenes Verhaltnis.
Und das ist das Gewollte.

8.

Wir wollen zwei Kreise ziehen, bei denen das Verhiltnis ihrer beiden
Umfiinge zu den beiden Umféingen zweier gegebener Kreise ist wie ein
gegebenes Verhiltnis.

Dann ziehen wir zwei Kreise, bei denen das Verhiltnis des einen
von ihnen beiden zu dem einen der gegebenen das gegebene Verhéltnis
ist, und genau so das Verhiltnis der beiden anderen. Dann ist das
Verhiltnis der beiden gezogenen zu den beiden gegebenen wie der eine
der beiden zu seinem entsprechenden, d.h. das gegebene Verhéltnis,
und das ist, was wir gewollt haben.
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9.

Wir wollen zwei Strecken herstellen, deren Verhiltnis wie das Ver-
hiltnis zweier gegebener Kreise ist.

Dann stellen wir zu ihren beiden Durchmessern eine dritte Proportio-
nale her. Dann ist das Verhiltnis des ersten {Durchmessers) zur dritten
(Proportionalen) wie das Verhiltnis des Quadrats des ersten {Durch-
messers) zum.<{Quadrat des) zweiten. Und sie beide sind die beiden
Durchmesser, die sind wie das Verhéltnis der beiden Kreise. Dann sind
die dritte (Proportionale) und einer der beiden Durchmesser die ver-

langten Strecken.
10.

Wir wollen einen Kreis ziehen, dessen Verhiltnis zu einem gegebenen
Kreise ist wie ein gegebenes Verhiltnis.

Dann ziehen wir eine mittlere Proportionale zwischen den beiden
Enden des gegebenen Verhiltnisses, und wir machen das Verhéiltnis
irgendeiner Strecke zu dem Durchmesser des gegebenen (Kreises) wie
das erste von den beiden Enden des Verhiltnisses zu der mittleren Pro-
portionalen. Und wir zeichnen iiber der Strecke einen Kreis, und er ist
der Geforderte. Und der Beweis davon ist offenkundig.

11.

Wir wollen einen Kreis ziehen, der den beiden gegebenen Kreisen G,H
gleich ist.
Dann nehmen wir AB,CXY im Verhéltnis von ihnen beiden. Dann ist
durch die Zusammensetzung G, zu H wie AB,CY zu CX. Und es sel
BE wie sie beide. Und wir ziehen D als mittlere Pro-
portionale zwischen EB,CZX, und wir machen 7' zum
: _ Durchmesser von H wie EB zu D, und wir zeich-
_x",__‘ nen iber T einen Kreis. Dann ist er der geforderte.
~——  Demn GH zu H ist wie EBzu CZ, d.h. EB zu D
- doppelt. Und der Durchmesser 7' zu dem Durch-
messer H ist wie EB zu D. Folglich ist der Durchmesser 7' zu dem
Durchmesser H doppelt, d. h. der Kreis T zum Kreis H, wie EB zu
D doppelt, d. h. die beiden Kreise G,H zu dem Kreis . Dann ist der
Kreis T wie die beiden Kreise G,H, und das ist, was wir gewollt haben.

12.

Wir wollen einen Kreis wie drei Kreise ziehen.

Dann ziehen wir einen Kreis wie zwei von ihnen, dann einen anderen
Kreis wie dieser gezogene plus dem letzten von den dreien. Dann ist er
der Geforderte.
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13.

Wir wollen zu dem gegebenen Kreis DR einen Kreisring seines-
gleichen hinzufiigen und in seiner Fliche.

Dann machen wir A B zu DR doppelt wie zwei zu eins,
und halbieren es in C. Und wir zeichnen um H als Mittel-
punkt von DR mit der Entfernung CA den Kreis £. Dann
ist AR zu DR doppelt, d. h. AC also auch EH, zu HR
doppelt, d. h. das Verhéltnis des gréBeren Kreises zu dem /
kleineren Kreise, wie das Verhidltnis von zwei zu eins.
Dann ist der grofere Kreis das Doppelte des kleineren. Dann ist der
Kreisring wie der kleinere, und das ist, was wir gewollt haben.

14.

Wir wollen um einen gegebenen Kreis einen ihn umschliefenden
Kreisring ziehen, der einem anderen gegebenen Kreise gleich ist.

Dann ziehen wir einen den beiden gegebenen Kreisen gleichen Kreis,
und (wir ziehen)> um den Mittelpunkt, um den wir einen Kreis zeichnen
wollen, einen dem gezogenen gleichen Kreis. Dann ist das Geforderte
offenkundig mit der geringsten Uberlegung.

15.

Wir wollen um einen gegebenen Kreis einen Kreisring ziehen, der
zwel gegebenen Kreisen gleich ist.

Dann ziehen wir einen den drei Kreisen gleichen Kreis, und {wir
ziehen) um den Mittelpunkt, um den wir einen Kreis ziehen wollen, einen
dem gezogenen gleichen Kreis. Dann ist das Geforderte offenkundig.

16.

Wir wollen von dem griBeren von zwei gegebenen Kreisen, in unserem
Beispiel 4, eine Kreisringfliche abtrennen, die dem kleineren von ihnen

beiden, in unserem Beispiel B, gleich ist. 5

Dann machen wir DH zu S wie A zu B, und
wir trennen ab DX wie S, und wir ziehen um den
Mittelpunkt von A den Kreis F, dessen Verhilt-

nis zu B ist wie 2H zu S. Weil F zu B wie 2H zu  ——5—
S, d.h. DX ist, so ist umgekehrt B zu F wie DX /7
zu ZH. Und es war A zu B wie DH zu §. Dann

ist durch das Gleichsein 4 zu F, das in ihm gezogen ist, wie DH zu HZX,
und durch die Abtrennung ist das Verhiltnis der F umschliefenden
Kreisringfliche zu F wie DX zu XH, d. h. B zu F. Dann ist die F um-
schlieBende Kreisringfliche gleich B, und das ist das Gewollte.

0



516 E. Bessel-Hagen und O. Spies

17.

Wir wollen einen Kreis ziehen, der der Kreisringfliche G2 gleich ist.

Dann machen wir AB zu C wie G zu 2, und
wir trennen ab BS wie C und wir ziehen den
,‘ s Kreis E, dessen Verhaltnis zu X ist wie AS zu C.
j Weil dann AB zu C, d. h. §B, wie G zu 2 ist,
so ist durch die Abtrennung das Verhltnis
der Kreisringfliche zu 2 wie A4S zu C, d. h. E
zu 2. Dann ist £ wie die Kreisringfliche, und das ist das Geforderte.

4 G

18.
Wir wollen einen Kreis ziehen, der den beiden Kreisringflichen A X, BH
gleich ist.
z Dann figen wir den Kreisring £A zu dem Kreis
A hinzu, der gleich ist dem Kreisring BH, und wir
ziehen den Kreis F, der dem Kreisring £2 gleich ist.

Dann ist er der Geforderte, und der Beweis dafiir
ist klar, und das ist, was wir machen wollten.

Beendet ist die erste Abhandlung aus dem Buch des Ahmad ibn
‘Omar al-Karabisi, und das Lob sei Gott!

Zweite Abhandlung
aus dem Buch iber die Ausmessung der Kreisringe.

Vorausgenommenes: Der in bezug auf die Dicke runde Kreisring
ist die Gestalt eines Korpers, den drei Kreise umschlieBen; der eine
{(umschlieft) seine Dicke, und die beiden anderen liegen in einer
einzigen Fliche, die sie beide mit ihrer Kreisformigkeit von innen und
aullen umschliefen, und beriihren die beiden Enden der Achse des
ersten. Bei dem in bezug auf die Dicke quadratischen umschlieft ein
Quadrat seine Dicke und mit ihrer Kreisférmigkeit zwei Kreise, die die
beiden Enden der Seiten des Quadrats oder die beiden Enden seines
Durchmessers beriihren.

Satze.
1.

Bei jeder geradlinigen Fliche, wenn sie multipliziert wird mit zwei
verschiedenen Strecken, ist das Verhéltnis des einen der aus ihr ent-
standenen Korper zu dem anderen wie das Verhiltnis seiner Basis,
welche die gegebene Fliche in einer geraden Seite trifft, zu der Basis
des anderen Korpers, welche mit ihr in einer einzigen Oberfliche ist.
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Dies ist der Gegenstand des flinfundzwanzigsten Satzes aus dem
elften Buch aus den Elementen; nur ist es ein anderer Ausdruck, und
der Beweis dafiir ist der Beweis, der in jenem gleichen Satze beschrieben
wird.

2.

Das Verhiltnis des Korpers, der entsteht aus der Multiplikation
irgendeiner Strecke mit einer Fliche, zu dem Entstandenen aus ihrer
Multiplikation mit einem Teil von ihr, ist wie das Verhéltnis der Flache
zu ihrem mit der Linie multiplizierten Teil, und der Beweis dafiir ist
klar; denn es ist in Wirklichkeit eine Illustration fiir den vorhergehenden
Satz.

3.

Bei jedem in bezug auf die Dicke quadratischen Kreisring, in
unserm Beispiel A B, wenn multipliziert wird die Halfte der beiden Um-
finge seiner Kreise A,B mit dem Quadrat, das seine Dicke umschlief3t,
in unserem Beispiel AC, so ist das sein Inhalt.

Denn wir halbieren AB in K, und wir zeichnen um H als Mittelpunkt
der beiden Kreise den Kreis K. Dann ist der Umfang von K mal AB
der Inhalt des Kreisrings, und CB ist senkrecht auf der 2
Fliche A B des Kreisrings; ferner ist CB mal der Flache A B E X
des Kreisrings der Inhalt des Kreisrings. Und AB wird
multipliziert mit BC, und das ist das Quadrat AC, und {es
wird multipliziert) mit dem Umfang von K, und es ist die
Flache des Kreisrings. Dann ist die Fldche des Kreisrings
zu dem Quadrat AC wie der Umfang von K zu BC. Dann ist der Umfang
von K mal dem Quadrat AC wie BC mal der Fliche des Kreisrings A B,
d. h. der Inhalt des Kreisrings. Dann ist der Umfang von K mal AC
der Inhalt des Kreisrings, und die beiden Umfinge 4,B sind zweimal
der Umfang von K. Dann ist die Hélfte der beiden Umfinge A,B mal
dem Quadrat AC der Inhalt des Kreisrings, und das ist das Gewollte.

4.

Die gréBte von den Kreisringflichen, welche den in bezug auf die
Dicke runden Kreisring abschneiden an ihrer Kreisformigkeit, in unserem
Beispiel AC, ist die Kreisringfliche, deren beide Kreise den Kreisring
umschliefen, und die beiden sind 4,C und sie beide beriihren den
Durchmesser des seine Dicke umschlieBenden Kreises, und das ist die
Fldache AC.

Und wenn nicht, dann schneide ihn ab eine gréBere Fliche als AC,
in unserem Beispiel //R. Nach dem, was wir in das ,,Vorausgenommene**
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gesetzt haben, wird klar, daf8 der Durchmesser HR kleiner ist als der
Durchmesser AC; ferner ist der Kreis A gréfer als der Kreis C; dann

sei er wie B; und R ist kleiner als A; dann
sei es wie K; und sie beide sind um E, den
Mittelpunkt von A4,C. Also ist BK wie HR.
@ ‘ Dann ist die Fliche BK, der Teil, wegen
seines Seins wie die Fliche HR groller als

die Flache AC, das Ganze, und das ist

widersprechend. Und nicht schneidet ab den

Kreisring AC eine groBere Fliche als AC; und das ist das Geforderte.

g

7

5.

Bei jedem in bezug auf die Dicke runden Kreisring, in unserem Bei-
spiel AC, wird multipliziert die Hélfte der beiden Umfiange seiner Kreise,
in unserem Beispiel A4,C, mit dem Kreis, der seine Dicke umschliefit,
und das ist der Kreis AC; das ist sein Inhalt.

Denn wir ziehen um den umschlieBenden Kreis AC das Quadrat KE,
und wir halbieren AC in B und zeichnen um den Mittelpunkt des Kreis-

Figur der Handschrift O Figur der Handschrift C

rings mit der Entfernung /B den Kreis B und den Halbkreis RU und das
halbe Quadrat, und das ist R/. Dann ist der Kreisring AC die Mitte des
in bezug auf die Dicke runden Kreisrings und des in bezug auf die Dicke
quadratischen, den die beiden Kreise 4,C von innen und aullen um-
schlieBen, und seine Dicke umschlieBt das Quadrat KE. Dann ist der
Kérper, dessen Basis AU ist, und dessen Dicke der Halbkreis AC um-
schlieBt, die Héilfte des in bezug auf die Dicke runden Kreisrings AC,
und <der Korper), dessen Basis AU ist und dessen Dicke die Hélfte des
Quadrats KE umschlieBt, ist die Hélfte des in bezug auf die Dicke qua-
dratischen Kreisrings. Dann wird A U multipliziert mit zwei verschiedenen
Flichen. Dann entstehen daraus die beiden Kiorper, bei denen die Dicke
umschlielen bei dem einen von ihnen R/ und bei dem anderen der Halb-
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kreis RU. Dann ist das Verhiltnis des ersten zum zweiten wie das Ver-
haltnis von RI zu dem Halbkreis RU, und es ist das Verhdltnis des Teils
zum ihm zubenannten Teil wie das Verhédltnis des Vielfachen zum Viel-
fachen. Dann ist das Verhéltnis des in bezug auf die Dicke quadratischen
{Kreisrings) zu dem runden wie das Verhéltnis des durch AU und RI
umschlossenen Korpers zu dem durch AU und dem Halbkreis RU um-
schlossenen; und das ist wie das Verhdltnis von R/ zu dem Halbkreis
RU und wie das Verhiltnis des Quadrats KE zu dem Kreis AC. Dann
ist das Verhiltnis der beiden Kreisringe wie das Verhiltnis des Quadrats
KE zu dem Kreis AC. Und der Umfang von B mal KE ist der Inhalt
des in bezug auf die Dicke quadratischen (Kreisrings>. Dann ist das
Verhiltnis des quadratischen {Kreisrings)> zu dem Korper, der aus der
Multiplikation von B mit dem Kreis AC entsteht, wie das Verhiltnis des
Quadrats KE zu dem Kreis AC, d. h. das Verhéltnis des quadratischen zu
dem runden. Dann ist das Verhiltnis des quadratischen zu dem runden
wie sein Verhiltnis zu dem Korper, der entsteht aus B mal dem Kreis
AC. Dann ist die Multiplikation des Umfangs von B, d.i. der Halfte
der beiden Umfiinge A4,C, mit dem Kreis AC der Inhalt des in bezug auf
die Dicke runden Kreisrings, und das ist das Gewollte.

Und ebenso ist deutlich geworden, daf die Hilfte der beiden Um-
fange der beiden Kreise, die den in bezug auf die Dicke runden Kreisring
umschliefen, eine in der Kreisformigkeit seines Korpers gerundete Senk-
rechte ist.

6.

Wir wollen die Dicke des gegebenen Kreisrings AC um eine ihr
gleiche Vermehrung vermehren.

Dann halbieren wir den Durchmesser (des Kreises) AC, der sie um-
schlieft, in B und zeichnen um B einen Kreis, der zweimal dem Kreis AC
in seiner Fliche gleich ist. <Und es sei der
Kreis SE.> Und es ist notwendig, dal der Um-
fang des Kreises SE kleiner ist als die Halfte
der beiden Umfinge A,C. Und wir ziehen tiber
H, dem Mittelpunkt der beiden Kreise, zwei
Kreise, die den Kreis SE berithren. Dann ge-
langen wir zu dem Geforderten. Weil SE zwei-
mal AC ist, so ist die Multiplikation des Um-
fangs von B mit SE, und das ist der Inhalt
des Kreisrings, den der Kreis SE umschlie3t,
wie seine Multiplikation mit dem Kreis AC zweimal. Dann haben wir
die Dicke des Kreisrings AC vermehrt um eine ihr gleiche Vermehrung,
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und durch diese Methode ist es uns moglich geworden, dall wir einen
gegebenen Kreisring vermehren um eine Vermehrung in einem beliebigen
Verhiltnis, das wir beabsichtigt haben.

7.

Wir wollen die Dicke eines gegebenen Kreisrings vermindern um eine
Verminderung, die seiner Hilfte gleich ist.

Und der Beweis dafiir ist die Umkehrung von dem vorhergehenden
Beweis, weil von dem seine Dicke umschliefenden Kreis ein Kreisring
abgetrennt wird, der der Hélfte des umschlieBenden gleich ist. Und wir
zeichnen drei weitere Kreise, und das ist das Geforderte in der Um-
kehrung der vorhergehenden Methode. Und das ist das Gewollte.

Die zweite Abhandlung ist beendet.

Erliuterungen.
a) Vorbemerkung.
Verweisungen auf die Elemente Euklids geben wir nach dem Muster

E V 9= Elemente, Buch V, Satz 9,
E V Def. 9 = Elemente, Buch V, Definition 9

usw., Verweisungen auf Stellen unseres ,,Buches tuber die Ausmessung
der Kreisringe* nach dem Muster

I 3 = Erste Abhandlung, No. 3,
15 = Zweite Abhandlung, No. b.

b) Sprachliche Erlduterungen.

Wir stellen zunéchst einige Bemerkungen zur Terminologie der Pro-
portionenlehre zusammen, in denen sich der Leser auch tiber die Be-
deutung einiger in unserer Ubersetzung gebrauchter deutschen Wen-
dungen unterrichten kann, die dem heutigen mathematischen Sprach-
gebrauch ferner liegen.

1. migdar, das in 11 und I2 vorkommt, scheint das griechische
uéyedos (GroBe) wiederzugeben. Es konnte allerdings auch die MaBzahl
einer Grofle, d.i. ihr Verhdltnis zu einer willkiirlich als Einheit fest-
gesetzten GroBe der selben Art bezeichnen. Vgl. auch den betr. Artikel
des Worterverzeichnisses von W. Thomson??).

1) In: G. Junge and W. Thomson, The commentary of Pappus on book X
of Euclid’s elements, Cambridge, Harvard University Press, 1930, S. 286—287.
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2. quir = Durchmesser, d. h. Duchmesser eines Kreises, eines
Kegelschnittes, einer Kugel usw., auch Diagonale eines Parallelogramms.
In 19 (S. 514, Zeile 6—7) befremdet die Ausdrucksweise ,,die beiden
Durchmesser‘, da von den beiden gemeinten Strecken nur die eine
Durchmesser eines Kreises ist, die andere dagegen die vorher gezeichnete
dritte Proportionale.1%)

3. mutanndt = doppelt = dinldoios bezeichnet bei Verhdltnissen den
Adyog dumidowog (E 'V Def. 9); also hat ,,4 zu B wie C zu D doppelt* die
Bedeutung ,,das Verhéltnis A : B ist das doppelte Verhaltnis des Ver-
hiltnisses C : D*. Sind C und D Strecken, so ist demnach die Aussage
»A zu B wie C zu D doppelt" gleichwertig mit der Proportion A : B
= (C2: D2

4. bit-tabdil = in der Vertauschung = évalidé (E V Def. 12).
5. bil-‘aks = in der Umkehrung = dvdmalw (EV Def. 13).

6. bit-tarkib = durch die Zusammensetzung = cwdévtt (EV
Def. 14).

7. bit-tafsil = durch die Abtrennung = dwldvte (E 'V Def. 15).
8. bil-musawat = durch das Gleichsein = 87 loov (E 'V Def. 17).

9. talit fin-nisba = dritte Proportionale = wpity dvdioyoy
(E VI 11) heiBt wortlich ,,eine dritte in dem Verhaltnis*, entspricht also
auch in der sprachlichen Bildung genau dem griechischen Fachausdruck.
Ebenso heilt

10. wast fin-nisba — mittlere Proportionale = wéon dvdioyor
(E VI 13) wortlich ,,eine mittlere in dem Verhaltnis®.

11. as-sammija = die ihnen zubenannt sind. Mit dieser Rede-
wendung oder einer dhnlichen gibt Karabisi in 12, I5, I15 den Begriff
doatroe des Satzes E V 15: Ta uéon vols doadtws mollamiaciows Tov
adtov Eew Adyov Inpdévra xardiinla wieder, wobei offenbar willkiirlich
der Begriff doadrws bald zu den ,,Teilen“ bald zu den ,,Vielfachen* ge-
zogen ist. In I 2 und I 5 ist auerdem noch zu ,,Vielfachen‘* das Adjektiv
,gleichen* hinzugesetzt; fiir dieses ,,gleich® steht dabei die besondere
Vokabel

19a) Obwohl diese Bemerkung mit Proportionen nichts zu tun hat, muBte sie
aus drucktechnischen Griinden bei der Korrektur hier eingesetzt werden an Stelle
einer inzwischen tiiberfliissig gewordenen Bemerkung.
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12. ad‘af, die die Gleichheit der Bestandteile eines Paares be-
zeichnet.

Wir lassen nunmehr einige weitere Bemerkungen iiber einzelne Vo-
kabeln oder von uns bei der Ubersetzung gebrauchte Redewendungen
folgen in der Reihenfolge, wie sie zuerst in unserer Schrift vorkommen.

13. In unserem Beispiel wird im Arabischen einfach durch die
Partikel ka = wie ausgedriickt, die selbe, die auch zwischen die beiden
Verhéltnisse einer Proportion gesetzt wird. Wie schwer dadurch mitunter
der Sinn aufzufassen ist, mag das Beispiel des ersten Satzes aus I1
lehren, in dem sich der Leser iiberall statt ,,in unserem Beispiel** ,,wie®
eingesetzt denke. Wir haben uns gestattet, zur Erleichterung des Ver-
stindnisses ka, wo es auf die Buchstaben der beigegebenen Figuren ver-
weist, stets durch die Formel ,,in unserem Beispiel“ wiederzugeben.
Darin soll also nicht etwa liegen, daBl fur Karabisi der durch die ge-
zeichnete Figur hervorgehobene Fall nur ein Beispiel fiir die unendlich
vielen denkbaren Fille gewesen wire.

14. daraba = multiplizieren hat die Grundbedeutung ,,schlagen‘.

15. taksir = Inhalt. Fir dieses Wort, das im gew6hnlichen Sprach-
gebrauch ,,Bruch* heilit, gibt Lane s. v. auf Grund des tag al-‘aris die
mathematische Bedeutung ,,Flacheninhalt eines Kreises‘“ an. Der Ge-
brauch in unserer Schrift (z. B. in 12, 14, II 3, II 5) zeigt, dall die
Bedeutung des Wortes weiter reicht und dall es allgemein ,,Inhalt‘‘ eines
beliebigen Fldchenstiickes oder eines beliebigen Korpers bezeichnet,
genau wie das griechische éufaddv.

16. “amala, rasama. Wir haben bei der Ubersetzung (I 6ff.) ‘amala
durch ,,ziehen‘‘ und rasama durch ,,zeichnen* wiedergegeben, nur um
den Wechsel der Vokabel erkenntlich zu machen. Dall im Gebrauch
beider arabischer Worter kein prinzipieller Unterschied besteht, zeigt
der Vergleich zweier sonst ibereinstimmender Wortlaute aus I 14 und
I 15.

17. Strecke und Gerade sind im Arabischen ebensowenig unter-
schieden wie im Griechischen. Wir sind unbedenklich in der Ubersetzung
dem deutschen Sprachgebrauch gefolgt, der beides unterscheidet.

18. tanijain I 12 haben wir dem Sinn entsprechend mit ,,dem letzten*
ibersetzt.
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¢) Mathematische Erliuterungen.

Allgemeines.

Zu den einzelnen Nummern geben wir meist eine Umschrift in die
heutige Formelsprache mit miglichst scharfer Herausarbeitung der bei
den einzelnen Schliissen vom Verfasser ausdriicklich oder stillschweigend
benutzten Primissen oder Hilfssitze. Bei dem elementaren Charakter
des Werkes mag eine solche Ausfiihrlichkeit pedantisch erscheinen, und
wahrscheinlich liegt auch eine axiomatische Sauberkéit, wie sie in den
Elementen Euklids erstrebt ist, der Absicht unseres Verfassers fern. Wie
dem auch sei, die sorgfiltige Analyse, die wir mitteilen, 148t es deutlich
hervortreten, in wie erstaunlich vorziiglicher Weise in der ersten
Abhandlung nahezu alle Schliisse, auch die stillschweigend gemachten,
auf Sitze der Elemente fundiert sind. Um so krasser tritt im Gegensatz
dazu in der zweiten Abhandlung die Unklarheit der Ausdrucksweise
Karabist’s und die Ungenauigkeit seiner SchluBweisen hervor. Man
mochte daher fast annehmen, daB Karabisi sich aus den Elementen nur
die Kenntnis des sachlichen Inhaltes der Sétze und der duBeren Form
der Beweise angeeignet hat, aber von den tieferen Absichten, die hinter
der Auswahl und Reihenfolge der Sitze der Elemente stehen und ihren
inneren Aufbau bedingen, nur wenig begriffen hat. Da wir seinen Euklid-
kommentar, der dariiber AufschluB geben kinnte, nicht besitzen, bleibt
es eine offene Frage, wie weit er in den Geist der Elemente ein-
gedrungen ist.

Erlduterungen zu den einzelnen Nummern.

Zu 11.

Da in der griechischen Mathematik GroBen (ueyédn) niemals mit-
einander multipliziert werden, bleiben die beiden Méglichkeiten, ent-
weder anzunehmen, daB die Vokabel migdar (vgl. Sprachl. Erliduterun-
gen 1.) hier in dem Sinne ,,MaBzahlen‘ zu verstehen ist und daf an eine
rechnerische Multiplikation dieser MaBzahlen gedacht ist, wie sie in den
vielen Rezepten der Heronischen und verwandter Schriften gehandhabt
wird, oder da8 die Vokabel hier in einer unbedachten Verallgemeinerung
gesetzt ist, wihrend bei der Herleitung des Satzes nur an Strecken
gedacht war. Denn in Wahrheit wird der Satz nur fir Strecken ge-
braucht (und zwar nur ein einziges Mal in I2), wenn man sich den
Umfang eines Kreises durch eine Strecke dargestellt denkt. In der fol-
genden Beweisumschrift fithren wir daher auch als Begriindungen die-
jenigen Euklidséitze an, die im Falle von Strecken anstatt von GroBen
zu benutzen wiren.
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Die hier beriihrte Schwierigkeit durchzieht das ganze Buch Kara-
bisT’s. Es handelt sich allgemein um die Frage, ob mit ,,Multiplikation‘
die rechnerische Multiplikation von MaBzahlen gemeint ist oder die
geometrische Konstruktion eines Rechtecks aus seinen Seiten bzw. eines
Korpers aus einer Fliche und einer Seite. Die sprachliche Bildung des
arabischen Wortes fiir Multiplizieren (vgl. Sprachl. Erl. 14.) gibt auch
keinen Anhalt fiir die zu Grunde liegende Vorstellung. Da wir den
Euklidkommentar Karabisi’s, der vielleicht mehr Aufschlufl iiber seine
Auffassung brachte, nicht besitzen, wird es sicherer sein, die Deutung
des Fachausdrucks ,multiplizieren‘‘ vorldufig offen zu lassen. Die
Schwierigkeiten, die eine konsequente Durchfihrung jeder der beiden
Auffassungen mit sich brichte, brauchen wir nicht erst auseinander-

zusetzen.
Karabisi’s Beweis
Vor: A-C=H
B.D=U
H:U=(A:B)?
Beh: A:B=C:D
Bew: Es sei R= A2, G= B2 Dann ist
R:G=(A:B)
=H:U,
also in der Vertauschung und in der Umkehrung
H:R=U:G.
Wegen A-A=R, A-C=H ist
) H:R=C:A,
folglich
U:.G=C:A.
Wegen B-B=G, B-D=1U ist
U.G=D:B,
folglich
C:4=D:B
und in der Vertauschung
C:D=A:B,
w. z. b. w.

Zu I2.

Begriindung

E VI 20
Vor. und E V 11

E V16 und
E V7 Cor.

EVI1
EvVil

EVI1
EvVvil

E V16

Sind J,c und Jy;, die Flicheninhalte der beiden Kreise mit den
Durchmessern A bzw. B, so geht Karabisi von den Beziehungen

(1) %A'%CZ-}AC ‘%‘B'%D:JBD



Das Buch iiber d. Ausmessung d. Kreisringe des Ahmad ibn ‘Omar al-Kardbisi 52b

aus. Der Satz: ,,Halfte des Durchmessers mal Hilfte des Umfanges
gleich Inhalt‘ findet sich in dieser Fassung weder in den llementen
Euklids noch in der uns erhaltenen Redaktion der Kreismessung des
Archimedes. Dagegen steht an letzterer Stelle!) als Satz 1 der inhalt-
lich gleichwertige, nur schirfer gefalte Satz: ,,Jeder Kreis ist gleich dem
rechtwinkligen Dreieck, dessen eine Kathete der Radius und dessen
andere Kathete der Umfang des Kreises ist.** Bei spdteren griechischen
Autoren!?) findet sich, z. T. mit Berufung auf Archimedes, auch die
Formulierung ,,Das Rechteck aus Umfang eines Kreises und seinem
Radius ist das doppelte des Kreises*, von dem die von unserem Ver-
fasser gebrauchte nur unwesentlich abweicht. Wir werden diesen Satz,
der auch noch in I 4 zur Anwendung gelangt, in den Begriindungen mit
dem Zeichen ,,Arch.‘* anfiihren.

Begriindung
Aus den Formeln (1) folgert Karabisi Arch.

@) (A-C=4J,,

\B-D=4Jy),,
Andererseits ist

Jyc:Jgp =A% B? E XIT 2
also auch
4], cibdy, =A% B2 E V15

somit wegen (2)
A.C: B-D=A* B EV7

Folglich ist
A:B=C:D. I1

W. z. b. w.

Zu I3.

,,Parallele Kreise in einer Ebene® sind natiirlich konzentrische.

Zur Figur: Die Handschrift O hat félschlich auf dem duleren Kreise
zwischen A und G ein zweites Mal R hingeschrieben.

Es seien r;, r,, r, die Radien und U;, U,, U, die Umfinge des
inneren, des duBeren und des zwischen beide gelegten Kreises. Dann ist

11) Bd. 1, S. 232 der zweiten Heiberg’schen Archimedesausgabe.
12) 7itate gibt Heiberg an der ebengenannten Stelle der Archimedesausgabe.

Quellen u. Studien B I. 35
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U, U=2r,:2r,
=AC:CH,
2AC:CH=4r,:2r;
=2U,.U,.

Durch die Zusammensetzung entsteht, weil
AC=HB und also 2AC4+CH=AB=2r, ist,

AB:CH=2r;:2r,=2U,4-U;: U,.
Andererseits ist
U,:U=2r,:2r,;,
U,:U,=2U0,4U;: U
und folglich

also

also

U,—20,+U,,
Ua_Ui:2U27

d. i

w. z. b. w.
Zu 14.

Begriindung
12

EV4
E V18

EV7

I2
Evil

EVY

Bezeichnen r,, r;, r,; U,, U;, U,; J,, J;, J, die Radien, Umfinge
und Inhalte der Kreise SAB, 2DC, SRX, so ist der gesuchte Inhalt J des

Kreisringes gleich J,—J;. Es ist

%Ua:‘—%Ui'!’"Uz
und
3U;-ri=1Ji,
also
(1) U, -ri=J;+U,-r;.
Weiter ist

also durch die Abtrennung
%—Ua'—%Ui: %Uzz r,—riir;,
d.i. wegen }U,—31U,=U,und r,—r;=2r,

U,

<1 — .
i yU;=2r,:1;,

folglich

2) U,-r,=3%U;-2r,.
Aus (1) und (2) kommt

(3) 30 ri=Ji+ 302,

Begriindung
I3
Arch.

I2und etwa EV 15
und E V11

E V17
I 3 und Figur
EV7

E VI 16
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Ferner ist
(4) ra'%Ua:‘](n
folglich
21U, 2r, =30, (r,—r
=30, r,—3U,-1
) =J,—J;—2r,-1U;,
d. i

Zu I5.

Arch.

(3) und (4)

Haben r;, r,, r,; U;, U,, U, die gleiche Bedeutung wie in den Er-

lauterungen zu I 3, so ist

U,.:U;=2r,:2r;=41:CR
2r,:2r;=r,:r;=AH:CH
U,U,=r,:r;,=AH:CH
und durch die Zusammensetzung
U,+U :U=r,+r,:r;.
In der Figur ist CH=HR, also r,4r;=
AH+ HR = AR und daher auch

U,+U,:U;=AR:CH.
U, +U): U= (r,+r1) 1y
=BH:CH.

Die Tatsache, daB BH =1 AR ist, wird still-
schweigend gebraucht. Ihr Beweis liegt in

also

Dann ist

AR=AC+CR
1AR=3AC+3iCR=BC+CH
= BH .
Nun ist aber
. BH:CH=r,:r,=U0,:U,,
somit
LU, +U0) U=U,:U;
und LUA+U)=UL,
w. z. b. w.
Zu l6.

Begriindung
I2
E V15

EvVvil
E V18

EV7

Umkehrung von EV4
oder E V16, E V 15,
EV1l, E V16

I2
Ev1il
EV9

Die Redewendung ,,Wir machen das Verhiltnis einer Strecke zum
Durchmesser des gegebenen Kreises wie das gegebene Verhéltnis* soll

35%
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natiirlich besagen: ,,Wir stellen eine Strecke her, deren Verhaltnis zum
Durchmesser des gegebenen Kreises dem gegebenen Verhéltnis gleich
ist.* Dies ist nach E VI 12 moglich, falls das gegebene Verhiltnis durch
zwei Strecken gegeben ist, was Karabisl nicht ausdriicklich sagt, aber
doch wohl annimmt.

Weiter werden benutzt das ,,Kreispostulat®, da sich iiber jeder ge-
gebenen Strecke als Durchmesser ein Kreis zeichnen 148t, und die Satze
12 und E V 11. Das Kreispostulat in der angegebenen Fassung, von uns
weiterhin als ,,Kreispostulat a* zitiert, folgt aus E I 10 und E I Post. 3.
Unter ,,Kreispostulat & verstehen wir weiterhin die Forderung, daB
sich um jeden gegebenen Punkt als Mittelpunkt ein Kreis zeichnen 148t,
der einem gegebenen Kreise gleich ist. Dieses ergibt sich aus E ITI Def. 1,
EI2 und E I Post. 3.

Zu 17

Es sei U der Umfang und d der Durchmesser des gegebenen Kreises;
ferner seien a,b zwei Strecken, deren Verhiltnis das gegebene Verhiltnis
darstellt (vgl. Erl. zu I 6). Dann zerlegt Karabisi a auf beliebige Weise —
dies ist der Sinn der Worte ,,wie man tbereingekommen ist* — in
zwei Teilstrecken e und f:

Begriindung
a=e+f
und stellt zwei Strecken d,, d, her gemil der
Vorschrift
di:d=e:b
E VI 12
dy:d=1f:b

und zeichnet die beiden Kreise iiber d; und d,
als Durchmesser. Sind ihre Umfiange. U,;, U,, so | Kreispostulat a

gilt

d,:d=U,:U
12
dy:d=U,:U,
also
U:U=e:b
EV1l
Uy,:U=f:b.
Hieraus folgt
U+U,:U=e+f:b, E V24
also, da e+ f =a war,
U+U,:U=a:b, EV7und E V11

wie gefordert.
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Zu 18

In dem Beweis zu diesem Satze versteht Karabisi unter ,,Verhiiltnis
der Kreise* das Verhiltnis ihrer Umfénge und nicht, wie es sonst
iiblich ist und wie er es selbst in den folgenden Nummern tut, das Ver-
héltnis ihrer Inhalte.

Wird das gegebene Verhiltnis wieder als Streckenverhiltnis a : b an-
genommen (vgl. Erl. zu I 6) und sind die Umfénge der gegebenen Kreise
V,, Va, so stellt Karabisi zwei Kreise mit den Umfangen U,, U, her
derart, dafl

Uy:V,—a:h Begriindung
I6
. Uy:Vo=a:b.
Dann ist
U,: Vi =Uy: T, E V11
U+ Uy Vi+V=U: N E V12
=a:b, EVil
wie gefordert.
Zu 19.

Sind J;, J, die Inhalte der gegebenen Kreise, d,, d, ihre Durchmesser,
so bestimmt Karabisi die Strecke d gemall der Forderung

Begrindung
d,:d,=d,:d. E VI11
Dar.m " d:d =d:d,. EEVif%%g %‘giéid; r
Es ist aber df:dZ:J1:J2, E XII2
folglich d:d =J:J,, E V11
wie gefordert.
Zu 110.

Es seien a, b zwei Strecken, deren Verhiltnis das gegebene Verhaltnis
darstellt (vgl. Erl. zu I 6), ¢ der Durchmesser und J, der Inhalt des
gegebenen Kreises. Dann konstruiert Karabisi eine mittlere Proportio-
nale m zu a und b

Begriindung
L) a:m=m:b, E VI 13
und sodann eine Strecke d derart, dafl
EVI12 und EV7
(2) dic=a:m

Corol.
wird. Hiernach zeichnet er iiber d als Durchmesser

den Kreis, sein Inhalt sei J;. Dann ist
JyoJ, =d¥:ck E XII2

Kreispostulat a
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Aus (2) folgt aber

2.02 _ 42. 2
und aus (1) @io=aim?,

at:m?=a:b.

Folglich ist Jyid.—ab,

wie gefordert.

Zu I 11.

E VI 22

E VI 19 Corol.
oder E VI 20 Corol.2

E V11

Bei dem Lesen des Textes ist zu beachten, dall die Buchstaben 7,
bald zur Bezeichnung der Kreise bzw. ihrer Inhalte, bald zur Bezeich-
nung ihrer Durchmesser verwandt werden. In der folgenden Erlduterung
seien G, H, T die Durchmesser, J;, J,;, J; die Flicheninhalte der Kreise.

Karabisi bestimmt zunidchst zwei Strecken

AB und CX so, da}
AB:CX=J,:J,.
Dann ist durch die Zusammensetzung
(1) Jo+ Iy Jy=AB-CX:.CX
=BE:CX,

da AE=C2X an BA angetragen wurde, so daB
BE=AB - CX ist. Dann stellt Karabisi eine
Strecke D her als mittlere Proportionale zu EB
und CX:

(2) EB:D=D:CX
und eine Strecke T so, daB
(3) T:-H=EB:D

ist, und zeichnet den Kreis tiber 7' als Durch-
messer. Da aus (2) folgt
EB?:D*=EB:CX,
ist nach (1)
(4) Jo+Jy:Jy=EB?: D2
Aus (3) folgt
EB2: D= T2 H?
=Jr:Jy,
also ist nach (4)
Jo+Jydyg=Jr:Jg.
Hieraus ergibt sich das Geforderte:
Jot+Ty=J;.

Begriindung

I9

E vi18
EV7

E VI13

E VI 12 und
E V7 Corol.

Kreispostulat «

E VI 19 Corol. oder
E VI 20 Corol. 2

E Vil

E VI 22
EXIT2und EV11

E V11

EVY
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Zu 112,
Zweimalige Anwendung von I 11.

Zu I13.

In dem Wortlaut der Aufgabe lassen die Worte ,,seinesgleichen‘‘ und
,»in seiner Fliche‘‘ verschiedene Deutungsmoglichkeiten zu, zwischen
denen mit Sicherheit kaum zu entscheiden ist. Aus der Ausfithrung geht
jedenfalls hervor, daB folgende Aufgabe gemeint ist: ,,Zu einem ge-
gebenen Kreis soll ein konzentrischer Kreis mit groBerem Radius ge-
zeichnet werden, derart, da8 der von beiden begrenzte Kreisring den
gleichen Flicheninhalt hat wie der gegebene Kreis.*

Es seien d;, d, die Durchmesser und J;, J, die Flicheninhalte des
gegebenen und des gesuchten Kreises. Dann konstruiert Karabisi d, = AB
so, daB
Begriindung

2 2 z. B. E X 6 Corol.; einfacher dq als
dg:d;=2:1 Diagonale eines Quadrates mit der
Seite di

ist und halbiert AB in C, so daB | E 110
AC=4}d, wird. Dann zeichnet er um
den Mittelpunkt H des gegebenen | E I2 und E I Post. 3
Kreises den Kreis mit dem Radius 3 d,.
Dann ist

J:J,=di:dj =2:1, E XII2und E V11
J,=2J; E V Def. 5

und Jo—Ji=J;,

wie gefordert.

also

Zul 14.

Benutzt wird zunichst 111. Es hitte keine Mithe verursacht, I 11
von vornherein (durch Verwendung von E I2 und E I Post. 3 an Stelle
des Kreispostulates a) so zu fassen, daB der dort zu zeichnende Kreis
einen vorgeschriebenen Mittelpunkt hat; dann hétte hier der zweite Teil
der Konstruktion, d.i. die Anwendung des Kreispostulats b (vgl. die
Erl. zu I 6), eingespart werden konnen. Warum es im Texte so umsténd-
lich heiBt ,,um den Mittelpunkt, um den wir einen Kreis zeichnen wollen*¢
statt einfach ,,um den Mittelpunkt des gegebenen Kreises* ist uns un-
verstindlich.

Zu I15.

Anwendung von I 12 und Kreispostulat b. Statt dessen hitte auch
mit 111 und I 14 verfahren werden konnen.
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Zu I 16.

Sind J,, J,, die Inhalte der gegebenen
Kreise, so stellt Karabisi zwei Strecken
a=DH und b =S her, derart dafl
(1) ab=J,:J,
gilt, und trennt von DH die Strecke DX =S
ab, so daBl HXY =a —b wird. Hierbei hat er
stillschweigend benutzt, daf aus (1) und der
Voraussetzung J, > J, folgt @ > b. Dann
zeichnet er um den Mittelpunkt von A4 einen
Kreis /' mit dem Inhalt J; derart, daB
(2) JpiJp=a—0b:b
ist. Dall der Kreis F in das Innere des
Kreises A fillt, wird stillschweigend als
selbstverstindlich angenommen; es folgt aus
a—b< a, (2) und der anschaulich evidenten,
aus Euklidsétzen zwar leicht aber doch nur
etwas umstdndlich beweisbaren Tatsache,
dafl Kreise mit kleinerem Flicheninhalt auch
kleinere Radien haben. Aus (2) folgt in der
Umkehrung
3) JpiJp=bia—b,
sodann aus (1) und (3) durch das Gleichsein

JyiJpg=a:a—b,
und hieraus durch die Abtrennung des Ver-
héltnisses
Jy—JpiJp=0bra—b
=Jg:Jp,
Ja—Jp=1Jp,

wie gefordert.

also

Zu 117.

Es seien J;, J. die Inhalte der Kreise,
deren Peripherien den gegebenen Kreisring
begrenzen. Karabisi zeichnet zwei Strecken
a=AB und b=C so, daB

(1) a:b=Jy:Js

Begriindung

I9

EI3

E V Def. 5

I 10 und Kreispostulat &

E T und E V Def. 5

E V 7 Corol.
E V22

E V17

(3) und E V 11
EV9

Begriindung

19
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ist. Dann ist > b, und er trennt von AB | E V Def. 5
eine C gleiche Strecke BS ab, so daBl AS=| E 13
a—b bleibt. Sodann zeichnet er einen Kreis £,
fiir dessen Inhalt J, gilt
(2) JgiJs=a—b:b. I10
Durch die Abtrennung des Verhiltnisses folgt | E V 17
aus (1)
(3) Jo—Js:Js=a—0b:b.
Aus (2) und (3) ergibt sich die Behauptung
Jpg=J;—Js. EV11 und E V9
Zu 118.

Karabisi wendet zuerst 117 und I 14 an, sodann noch einmal 1 17.
Stattdessen hitte er auch mittels 117 zwei den gegebenen Kreisring-
flichen gleiche Kreise zeichnen und diese dann nach 111 in einen ein-
zigen Kreis verwandeln konnen.

Zu II Vorausgenommenes.

Es wird niitzlich sein, neben die beiden Definitionen Karabisi’s, die
in verschwommenen Worten bestenfalls bei einem nicht boswilligen
Leser eine Erinnerung an die schon einmal gesehenen Korper hervor-
rufen, sicherlich aber nicht genug enthalten, um saubere mathematische
Schliisse auf sie zu bauen, die in Heron’s ,,Definitionen geometrischer
Benennungen‘‘ gegebenen herzusetzen3):

Ein torus entsteht, wenn ein Kreis,

Znelpa pivetar, Stav xixlog
der seinen Mittelpunkt auf einem Kreise

S\ / \ Z, b4
éml wdnlov TO mévrooy Eywv

Sg¥0¢c v meog TO TOb NVriov
énimedov megieveydels eic 0 adro
ndlw droxaractadd): 1o 6¢ adro
10070 ®al xplxoc xalkelrat. dieyng
uéy ody éoti omeipa 1) &yovoa
Oudlerupa, ovveyne 08 7 xad &y
onuelov ovumintovoa, émalldr-
Tovoa 04, xald v & mepupepdpe-
vog xUxlog adrog avtov téuvel.
ylvovtar 0é xai Todtwy Topal
yoaupal Ttwes ididlovoar. oi O¢

hat, zur Ebene dieses Kreises senkrecht
stehend herumgefithrt wird, bis er wie-
der in die Ausgangslage zuriickgelangt.
Dieses selbe Erzeugnis wird auch Reifen
genannt. Weiter ist ein auseinander-
stehender torus ein solcher, der einen
Zwischenraum hat, ein zusammenhdn-
gender ein solcher, der in einem Punkte
zusammenfillt, und ein ibergreifender
ein solcher, bei dem der herumgefiihrte
Kreis sich selbst schneidet. Und es gibt

13) Heronis Alexandrini opera quae supersunt omnia, vol. IV (ed. Heiberg),

S. 60, 62,
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TeTodywvor  xolxor éxmolouard auch von diesen als Schnitte einige
elot xvllvdpwy - yivovrar 0¢ xal Linien mit besonderen Eigenschaften.
dila Twa mowila molouara &« Die viereckigen Reifen aber sind Aus-
Te oQalgdy xai éx puxtdw émi- sdgungen von Zylindern. Es gibt auch
PaveLdy. noch einige andere mannigfaltige Aus-
sdgungen aus Kugeln und gemischten
Oberfldchen.
Ebenfalls durch Rotation eines Kreises um eine Achse entsteht der torus
bei Heron, Metrika II 13'4) und bei Proklos??).

Zu 11 1.
Der Wortlaut des zitierten Euklidsatzes ist:

*Edy ovegedy magalinlenimedov  Wenn ein Parallelepiped durch eine
druuméde Tundi magailjle dvre Ebene geschnitten wird, die zu den
0l dmevavrioy éminédows, &otar  gegeniiber liegenden Ebenen parallel
&g 1) fdois meog i Bdow, oftwg  ist, verhidlt sich wie die Basis zur
TO OTEQEOY TPOG TO OTEQECY. Basis so der Korper zum Korper.

Dies ist so gemeint, da$8 das Parallelepiped auf der ,,Basis‘ liegend vor-
gestellt wird, und daB die ,,gegeniiber liegenden‘ Ebenen eines der zur
Basis nicht parallelen Paare von Begrenzungsebenen sind.

Karabisi spricht diesen Satz, wenn wir seine Worte recht verstehen,
fir Prismata mit einem beliebigen Polygon (,,geradlinige Flache* gibt
wohl oyfjua edddyoauuor E 1 Def. 9 wieder) als Grundfliche und mit zur
Grundfliche senkrecht stehender (das liegt wohl im Wort ,multipli-
zieren*) Achse aus. Er denkt sich dabei im Anschlull an den genannten
Euklidsatz die beiden betrachteten Prismata auf einer ihrer rechteckigen
Seitenflachen liegend, die er daher , Basis‘ nennt.

Zu 1I 2.

Der jetzige Satz ist nur dann ein Spezialfall des vorigen, und zwar
des auf rechtwinkelige Parallelepipeda beziiglichen Falles, wenn die
,,Fliche* ein Rechteck und der ,,Teil von ihr* das durch eine Parallele
zu einer der Rechtecksseiten abgeschnittene Teilrechteck ist. Soll aber
der Satz fiir eine beliebige geradlinige Flidche und ebenfalls fiir einen
geradlinig begrenzten Teil von ihr ausgesprochen werden, so hitte besser
die durch E XII 6 und E XII 7 Corol. nahe gelegte Formulierung ge-
wihlt werden kionnen: ,,Die unter der selben Hohe befindlichen Prismata

4) Heronis Alexandrini opera quae supersunt omnia, vol. III (ed. Schdne),
S. 126, Zeile 10 —18.

1) In primum Euclidis elementorum librum commentarii (ed. Friedlein),
S. 119, Zeile 9—16.
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mit Polygonen als Basen verhalten sich zu einander wie die Basen.* In
Wahrheit will unser Verfasser den Satz auf eine Kreisfliche und einen
Kreisring als ihren Teil anwenden; dann lift sich der Satz aber ohne
eine lixhaustion unméglich beweisen. Es scheint, als ob Karibisi diese
Notwendigkeit nicht durchschaut hat, wenn er den Beweis mit so leicht-
fertigen Worten abtut.

Zu 1I 3.

Eine Erschwerung beim Lesen dieser und der folgenden Nummern
ist es, dal Karabisi das Wort ,,Kreisring** ohne Unterscheidungsmerkmal
bald fir ebene, bald fir raumliche Kreisringe gebraucht, oft unmittelbar
hinter einander in verschiedenem Sinne.

Es seien J,, Jg, J,p, Jy die Flicheninhalte des Kreises A, des
Kreises B, der Kreisringfliche A B und des Quadrates AC; U,, U, U,
die Umfinge der Kreise 4, K, B; J,, Jp die Rauminhalte der geraden
Kreiszylinder mit den Kreisen A, B als Basen und mit der gemeinsamen
Hohe BC= BA; endlich sei J der gesuchte Rauminhalt des in bezug
auf die Dicke quadratischen Kreisrings.

Karabisi’s Beweis Begriindung
1) Jop=Ux-AB 14
und ~
2) J=CB-J,p. ?

Fir diese Behauptung gibt Karabisi keine Be-
grindung an. Vermutlich folgert er sie aus II 2,
das sonst tiberhaupt keine Anwendung finde, und
der als bekannt angesehenen Formel fiir den Zy-
linder

©) J,=J,-CB.

Das Ausdriicken solcher Beziehungen durch ge-
schlossene Formeln mit Hilfe des Wortes ,,Mul-
tiplikation‘‘ und nicht durch Proportionen ist eine
bemerkenswerte Abweichung von den Elementen
Euklids. Einfacher wire es, ohne Benutzung von
IT 2 neben die Formel (3) die entsprechende

fiur den inneren Zylinder zu stellen und (2) durch
Subtraktion von (3) und (4) zu gewinnen.
Aus (1) und (2) wiirden wir weiter schliefen:
J=CB-(Uy-AB)=CB-(AB-Uy)
=(CB-AB) - Ux=J, - Uyg.
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Das hier benutzte associative Gesetz der Multi-
plikation umgeht Karabisi durch eine Propor-
tionenrechnung nach dem Muster

Ty yr=2x:2,

also

o ()2 = 2(y2);
namlich: AB-Uy =1, , )

AB-BC=J,,

folglich
(5) Jap:Jo=Ug:BC. EVI1und EV 11
Dann ist
(6) Jap-BC=J, U, ?
d. h. nach (2)
7 J=1J, Uy

Vermutlich wendet Karabisi, um (6) aus (5) zu
folgern, die in E VI 16 fiir Strecken formulierte
Regel in formaler Verallgemeinerung auf eine
Proportion an, deren Glieder z. T. Flacheninhalte
sind. In den Elementen findet sich diese allge-
meinere Regel nicht; konstruiert man aber etwa
ein Quadrat R mit dem Fldcheninhalt J,; und
zwei Rechtflache mit den Grundflichen R, AC
und den Hohen BC, Uy, so kann die Folgerung
aus E X1 34 gezogen werden.
Endlich folgt aus (7) wegen

Ux=3(Us+Up) I5
die Behauptung.

Zu 11 4.

Mit dem reichlich unklar gefaliten Satz scheint folgendes gemeint zu
sein: ,,Unter den zur Achse des torus senkrechten Ebenen schneidet die
Mittelebene den torus in einer Fliache mit mdglichst groBem Fliachen-
inhalt.* Der indirekte Beweis ist ein Selbstbetrug: Karabisi entnimmt
so0 vieles unbewiesen der Anschauung (z. B. schon, daf diese Ebenen den
torus in Kreisringflichen schneiden, weiter die Ungleichungen H > C,
R < 4), daB er dann besser getan hitte, gleich den ganzen Satz als
anschaulich selbstverstandlich hinzustellen.

Zu II5.

Karabisi’s Satz ist zwar richtig, sein Beweis beruht jedoch auf einem
FehlschluB. Denkt man sich némlich den in bezug auf die Dicke quadra-
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tischen Kreisring und den in bezug auf die Dicke runden Kreisring durch
Rotation eines Quadrates bzw. eines Kreises um eine Achse a entstanden,
so hat man nach der bekannten Regel von Pappos!¢) die Flicheninhalte
des Quadrates bzw. des Kreises zu multiplizieren mit der Linge der
Wege, die die Schwerpunkte dieser Figuren bei der Rotation um die
Achse a (bis sie in die Ausgangslage zuriickkehren) zuriicklegen. Bei
Quadrat und Kreis stimmen nun die Schwerpunkte mit den Mittel-
punkten iiberein, und Dank diesem Umstande wird das Resultat Kara-
bisi’s richtig. Da Karabisi aber von dieser Regel nichts erwidhnt und
seine Worte auch keine anderen stichhaltigen Beweisargumente an die
Hand geben, ist anzunehmen, daB er sich in dem entscheidenden Schlull
geirrt hat.

Es wird interessieren, zum Vergleich f i
den Satz des Dionysodoros herzusetzen,
wie ihn uns Heron mitteilt ). Vorausge-

y; : ; I
gangen ist die Beschreibung der Entste- \ Kj/
hung des torus durch Rotation des Kreises - P
BI'AE um die Achse HO. Dann heilt es: ’
0édewerar 0¢ Arovveoddow &v T@d Von Dionysodoros ist in der

meol Tijs omelpag émiypagouéve, 6t Schrift mit dem Titel ,,Uber den
& Jdyov Eyer 6 BTAE wdnlos mods  torus* bewiesen, daB das selbe Ver-
70 fuov 106 AEHO magallnlo- hiltnis, das der Kreis BI'AE zu der
yoduuov, Todtoy ¥yer xal 7 yevwy- Hilfte des Parallelogramms AEHO
deioa omeipa o oo BIAE wtx- hat, auch der von dem Kreise BI'AE
Jov mgds Tov xbAwdoov, of dEwv  erzeugte torus zu dem Zylinder hat,
uév dorwy 6 HO, 4 62 éx 100 xév- dessen Achse HO und dessen Basis-
To0v Tijc fdoewe 1) E O. radius EO ist.

Karabisi betrachtet neben dem torus, der durch die Rotation des
Kreises ADCF um die Achse a entsteht8), noch den diesem torus um-
beschriebenen viereckigen Ring, der durch Rotation des Quadrates K
um die Achse a erzeugt wird. Sodann halbiert er beide Korper durch
ihre Mittelebene (S. 518, Zeile 12 v. unten u. ff.), die in unserem Aufrif
als Gerade UA erscheint, und vergleicht die beiden oberen Hélften der
Kérper. Mit der ,,Basis AU* des Textes ist stets der in der Mittelebene
gelegene von den Kreisen AU und CR begrenzte ebene Kreisring ge-
meint. Zu welchem Zwecke Karabisi diesen Ubergang zu den halben
Korpern macht, ist uns unverstindlich geblieben. In dem Satz (S. 518,

18) Swvveyoyr VII, 41, 42 (p. 680—682 ed. Hultsch).

17) Metrika II 13, Heronis Alexandrini opera quae supersunt omnia, vol. III
(ed. Schone), S. 128, Zeile 3—9.

18) Vgl. die Figur auf der folgenden Seite.
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Zeile 4 v. u.) ,,Dann wird AU multipliziert mit zwei verschiedenen
Flichen‘‘ kann A U nicht wie eben die Basis AU bedeuten, da ja dann die
Multiplikation von A U mit den Flichen R/ und RU vierdimensionale Ge-
bilde erzeugen wiirde, wihrend der halbe quadratische Ring und der halbe
torus entstehen sollen. Man wird also wohl unter AU die Peripherie des
Kreises AU zu verstehen haben. Dann ist aber die Aussage, daBl der
halbe quadratische Ring und der halbe torus entstehen, auch falsch.
Einen besseren Sinn ergibe es, wenn man an Stelle von AU schriebe
,,der Kreis B‘“. Wiirde der Text so
lauten, so lige es nahe, dem Ver-
fasser folgenden zwar logisch unhalt-
baren aber psychologisch verstind-
lichen Schlul zuzutrauen: ,,Wie nach
II 3 der quadratische Ring gleich
einem quadratischen Prisma ist, des-
sen Grundfliche das Quadrat K£ und
dessen Hohe der Umfang des Kreises
B ist, so wird der torus gleich einem
Zylinder sein, dessen Grundflache der
Kreis AC und dessen Hohe der Um-
fang des Kreises B ist." Wie dem
auch sei, die entscheidende Aussage
,,Dann ist das Verhiltnis des halben
quadratischen Ringes zum halben torus wie das Verhéltnis des halben
Quadrats R/ zum Halbkreis RU‘ entbehrt jedenfalls einer ausreichen
den Begriindung.

Das Weitere ist elementare Rechnung. Der Kiirze halber sei fQ das
Volumen des quadratischen Ringes, J, das des torus, J, der Flachen-
inhalt des Quadrats KE und Jj der des Kreises AC. Ferner seien U,,
Uy, U, die Umfinge der in der Mittelebene um H als Mittelpunkt
durch 4, B, C gelegten Kreise. Karabisi rechnet von der Proportion

}Jo:3J,=RI:RU

aus folgendermaflen weiter:

Begriindung
Wegen
1y Tp=Jy: Uy E V15
und
RI:RU=Jy:Jg E V15
folgt hieraus
(1) Jo:Jp=1Jy:Jx. EV1
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Nun ist aber

Lol Uy-Jy=Jy, 13
olglich  _
J, :Ug-Jy=Uy-Jy:Up-J EV7
=Jy: Ik EVI1und EV11
=Jy:Jp. (1) und E V11
Hieraus folgt aber
Jp=Upy-Jy EV9
=3 U, +Up) - Jy, L5

W. z. b. w.

Wollte man in korrekter Weise mit der Papposschen Regel verfahren,
so wiire die wichtige Proportion (1) eine Folge davon, dafl die Schwer-
punkte des Kreises AC und des Quadrates KE zusammenfallen, also die
von ihnen zuriickgelegten Wege die selben sind.

Der SchluBabsatz, S. 519, Zeile 19 und ff., ist uns unverstidndlich.

Zu II 6.

Die Figur der Handschrift O hat eine falsche Beschriftung: es stehen
an Stelle der richtigen Buchstaben S, A, B, C, E die falschen A, H, B,
E, C, wihrend der Mittelpunkt, der den Buchstaben H tragen muf, in
der Figur der Handschrift unbezeichnet geblieben ist.
Mit ,,eine ihr gleiche Vermehrung* ist eine Vermehrung von gleichem
Volumen gemeint.
Begriindung

Karabisi halbiert AC, der Mittelpunkt sei B. Um | E 110
B als Mittelpunkt legt er den Kreis SE, dessen
Inhalt das doppelte des Kreises AC ist. I13

Der Satz: ,,Und es ist notwendig, daB der Umfang des Kreises SE
kleiner ist als die Hélfte der beiden Umfénge der Kreise A4, C** enthalt
eine Determination; wire niamlich Ugp > 3 (U, + Ug), so wire nach
15 auch Ugy = Uy, woraus nach I 2 folgen wiirde, dal der Durchmesser
des Kreises SE = dem Durchmesser des Kreises B wire, also auch der
Radius von SE = dem Radius von B; d. h. in der Figur fiele der Punkt £
in H oder unterhalb von H, und SE kénnte keinen torus mehr (im Sinne
von omeiga dweyris, S. 533, Zeile 8 v. unten) erzeugen.

Weiter werden je zweimal benutzt: | E I Post. 3 und II 5.

Zum Beweise des SchluBsatzes, der sich auf eine Vermehrung in
einem beliebigen Verhéltnis bezieht, hdtte man an Stelle von I 13 einen
entsprechend allgemeineren Satz heranzuziehen.
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Zu I1 7.

Der Beweis verliuft nach dem Muster von I1 6 mit Anwendung von
116 an Stelle von I13. Eine Determination ist hier tberflissig. Die
,,drei weiteren Kreise** sind offenbar diejenigen mit dem Mittelpunkt H
durch die Punkte A4, B, C, wenn die vorige Figur iibernommen wird
und jetzt die Kreise E, S als die den in der Mittelebene des torus ge-
legenen ebenen Kreisring von innen und auBen begrenzenden Kreise an-
genommen werden.

Genealogie der Séatze.

Satz wird benutzt in Satz wird benutzt in
I1 I2 114 118
12 13, 14,15 16,17 I15

I3 14 116 117
14 1I3 117 118
I5 113,115 I18

I6 18

17 Imr1 112
18 2 13(2)
19 111,116, 117 I13 1II5
110 116, 117 I1 4

111 112, 114 I15 116
112 115 I16

113 116 117




Zum Moskauer Mathematischen Papyrus*).

Prof. T. E. Peet hat in seiner Anzeige der Edition des Moskauer
Mathematischen Papyrus (Journal of Eg. Arch. 17 [1931], S. 106 1.) be-
merkt, dall ein Stick des linken Fragmentes von Kol. III anders an-
zuordnen ist, als es gegenwiirtig der Fall ist. Demnach ist die Reproduk-
tion in Quellen und Studien, Abt. A 1, Tafel I, abzuéindern in folgender
Weise (Fig. 1). Entsprechend ist in der Transkription der Schluf der
Zeile T11, 4 zu verdndern in: Zff B 111. Zeile 5 fallt weg. Eine gering-
fiigige Anderung ist auch im rechten Fragment von I'V. 3 vorzunehmen
(vel. Fig. 2).

*) Bemerkung der Schriftleitung (N.).
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