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Vorwort. 

Diese Abhandlung ist dazu bestimmt, als Einleitung zu den 

vorhandenen Lehrbüchern zu dienen, die statische Aufgaben 
durch Arbeitsgleichungen lösen. Zwischen den Lehrbüchern, 

welche, sei es die technische, sei es die rationelle, Mechanik be

handeln, und den oben erwähnten Lehrbüchern ist bisher in 

der technischen Literatur eine Lücke vorhanden gewesen; die 

Mechanik im üblichen Sinne ken1]-t nur Ort und Zeit, oder 

energetisch gesprochen Arbeit und lebendige Kraft, die Bau

statik kennt aber bisher nur Ort und fühlbare Wärme, oder 

energetisch gesprochen sogar nur Arbeit, insofern als die Wärme

änderungen durch die den Temperaturen entsprechenden Orts

änderungen gemessen werden. In der theoretischen Physik ist 

das Zwischengebiet natürlich vorhanden, aber nicht in der Sprache 

und mit deq Einzelheiten, die in der vorgeschritteneren technischen 

Mechanik üblich und erforderlich sind. 

An Vorkenntnissen werden nur die elementarsten Teile der 

Mechanik vorausgesetzt, mathematische Schwierigkeiten sind nicht 

vorhanden. 

Stuttgart im Oktober 1911. 
c. Kriemler. 
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Erster Teil. 

I. Abschnitt. 

Die Wärmemenge, die die Temperatur eines Kilogrammes 
Wasser unter Atmosphärendruck von 15° auf 16° Celsius erhöht, 
nennt man eine Wärmeeinheit. Wird die Wärmemenge etwa 
durch Reibung oder durch einen anderen Arbeitsaufwand erzeugt, 
so muß man eine Arbeit von 424 kgm aufwenden, um eine Wärme
einheit zu erhalten. Hat man w Wärmeeinheiten, so sind diese 
w Wärmeeinheiten gleichwertig mit (424 w) kgm oder mit 
(42400 w) kgcm. Im folgenden werden alle Wärmemengen durch 
ihren Arbeitsgleichwert ausgedrückt werden; hat man daher eine 
Wärmemenge W kgcm, so ist damit gesagt, daß es sich um 

w = 42 ~oo Wärmeeinheiten handelt. 

Die Temperaturen werden in Celsiusgraden gemessen, aber 
mit einer beliebigen Verschiebung des Nullpunktes; dieser be
finde sich um T Grad über dem Gefrierpunkt des Wassers, so daß 
sich die Temperatur tO um (t + T) ° über dem Gefrierpunkt des 
Wassers befindet. 

Hat ein gerader prismatischer Stab im unbelasteten Zustand 
bei der Temperatur t 0 = 0 die Länge 8 cm, ist die Größe seines 

Querschnittes F cm2, ist sein Elastizitätsmodul für zunehmende 

Verformung E kg
2 , und ist sein Wärmeausdehnungskoeffizient ~, 

cm w 

so hat dieser Stab (Fig. 1) bei der Temperatur t ° unter der auf 
Druck wirkenden Federungskraft S kg die Verkürzung 

L18=_8_S-~t. 
EF w 

Kriemler, Baustatik. 
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Man hat sich zu merken, daß ein positives Seine Druckkraft, ein 
positives LI s eine Verkürzung, ein positives t eine Temperatur 
über 0 0 bedeutet. 

Angenommen, man konstatiere, daß sich S um dS und t 
um dt vergrößert habe, ist also zu konstatieren, daß die Ver
kürzung LI s um 

s s 
dLls = --dS - -dt 

EF w 
i<c •....•••.••.••••.•..•. _ ..••••..•.. S _._ ....... _ .. _._ .. _ ... _._._ ..... _ .. i>j 

I S-o, t.o· I 
, , , 
! 

I~s_._ E·i" ~_.~I 
, I 

: I 

!". ······················(8-48) ··········_ ..... ····_· .... + .. -LIs ._-~ 
I 

Fig. 1. 

zugenommen hat, dann ist jedenfalls dem Stab mechanische Ar
beit zugeführt worden durch die von außen wirkenden Kräfte S, 
deren Angriffspru:ikte sich im Pfeilsinne der S um d LI s genähert 
haben. 

Bezeichnet man eine in kgcm gemessene Arbeit, die außerhalb 
des Stabes aufgewendet ihm zugeführt wird, mit Aaufg , wo der 
Index aufg. als Abkürzung für "aufgewendet" dienen soll, so ist 

s s 
dAaufg=+S.dLls= EF S . dS - w S . dt . 

Außer der mechanischen Arbeit wird dem Stab aber auch von 
au ß e n eine Wärmemenge zugeführt worden sein, ihr in kgcm ge
messener Arbeitsgleichwert sei 

dWaufg , 

wo der Index aufg. andeuten soll, daß diese Wärme außerhalb 
des Stabes "aufgewendet" wird. 
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Mechanische Arbeit und Wärme, die ja beide die gleiche Ein
heit kgcm haben, mögen unter der kurzen Bezeichnung "Energie" 
zusammengefaßt werden. Es entspricht daher der Zunahme der 
Verkürzung des Stabes um d.18 ein von außen gelieferter Auf
wand an Energie von der Größe 

d (Aufwand) = dA aUfg + d WaUfg • 

Wie diese zugeführte Energie in dem Stab angelegt wird, soll 
erst später untersucht werden. 

Der Zusammenhang von dAaufg mit dS und dt hat sich schon 
ergeben; das d Waufg werde willkürlich auf die Form gebracht 

dWaufg = k8F(dt - a· dS) , 

so daß es proportional erscheint mit dem Volumen 8 F cm 3 des 
Stabes und mit der um a· dS verminderten Temperaturerhöhung. 
Die Berechtigung zu diesem Ansatze läßt sich experimentell nach
weisen. Es sind kund a Werte, die für verschiedene Sund t ver
schieden sein können. Aufschluß über die Bedeutung von k er
gibt die folgende Untersuchung, während die Bedeutung von a 
sich erst später wird finden lassen. 

Macht man in dem Ausdruck 

d Waufg = k 8 F . dt - k 8 Fa· dS 

die Substitution 1 ) 

wo 'YJ eine noch unbekannte Funktion von t und S ist, und wo to 
eine noch beliebige Konstante ist, so ist 

o'YJ o'YJ 
d1} = iii dt + oSdS 

und damit 

dWaufg = (t + to) ~; dt + [(t + to)~~ - k8Fa] dS. 

Mit Benutzung dieses Ausdruckes erhält man 

d (Aufwand)=[E~ S+ (t+to) :~- k8Fa] dS-[~ S-(t+to) ~~] dt , 

1) Vorbild bei W. Voigt, Thermodynamik § III und 112. 

1 * 
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oder anders geordnet 

d(Aufwand)+ksFa.dS= [;FS+(t+to) :~]dS-[~S-(t+to) ~~]dt. 
Über die unbekannte Funktion 1] kann man nun so verfügen, 
daß die rechte Seite der letzten Gleichung ein vollständiges Diffe
rential ist; die Bedingung hierzu ist, daß 

:t [E~ S + (t + to) :~] = oOs [- : S + (t + to) ~~] 
ist. Es ist aber S von t und t von S unabhängig, weil sie als die 
unabhängigen Veränderlichen der Aufgabe zu gelten haben, und 
es soll noch E als von t unabhängig vorausgesetzt werden, da
her ist 

:t (E~ S) = 0 und 

und das Kriterium der Integrabilität wird bei den Materialien, für 
welche (0 als von S unabhängig vorausgesetzt werden kann, zu 

01] 021] S 01] iJ2'YJ' 
o + 1 . 0 S + (t + to) 0 t • 0 S = - (0 + 0 . aT + (t + to) a S . 0 t ; 

bei jeder Funktion von Sund t ist aber 

02'YJ a2 'YJ 
ot·as as·ot' 

und es bleibt als Vorschrift zum Zwecke der Erzielung der Inte
grabilität übrig, daß 

sein muß. 
Da 

gesetzt wurde, so ist 

017 017 
(t + to)aT dt + (t + to) BS dS B1] 01] dS 

ksF = dt ----~ = (t --I- U - --I- (t --I- tn) ~ -.- . 
,- • v, d t . , . v, (j i::i at 

Für ~~ hat man den Wert aber schon gefunden, also ist 

ksF=(t+t)B/7 _ s(t+to) '!:..~. 
o Bt w dt 
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Nun soll als Spezialfall angenommen werden, daß S konstant 
bleibt, dann ist dS = 0, und der zugehörige Wert von k werde 
mit k1 bezeichnet, es ist also 

o'YJ 
k1 sF = (t + to) fit - 0 ; 

vermöge dieser Gleichung läßt sich 'YJ aus der Gleichung für k s F 

eliminieren, und man hat daher für den allgemeinen Fall 

k F = k F _ s(t + to) dS 
s 1 S W dt' 

wo das allgemeine k durch das spezielle k 1 für konstant bleibendes 
S ausgedrückt erscheint. 

Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist der, daß die Verkürzung 
A s konstant bleibt; ist aber A s konstant, so ist 

dAs = _s_dS - ~dt = 0 
EF w ' 

also ist in diesem Spezialfall 

dS EF s EF 
dt w w s 

vorgeschrieben; bezeichnet man daher das k, das für unver
änderte Verkürzung gilt, mit k2 , so ergibt sich 

k2 sF = k1 sF - (:r(t +to) E: . 

Man nennt {~1} die in kgcm pro cm3 ausgedrückte spezifische 

Wärmeaufnahmefähigkeit des Stabes bei konstanter {VStak~~raft } 
er urzung 

im Zustand Sund t. 
Für ein beliebiges Verhältnis von dS zu dt hat sich ergeben 

k s F . dt = k1 S F . dt - s(t + to) dS = (t + to) d'YJ ; 
w 

da aber 
d (Aufwand) = dAaufg + d Waufg 

ist, und 
dWaufg = ksF ·dt - ksFa·dS 

ist, so ist 
d (Aufwand) + ksF a· dS = dAaufg + ksF· dt 
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oder I d(Aufwand) + ksFaodS 
I 

s s S 
= -SodS - -Sodt + klsFodt - -(t + to)odS. 

EF W Q) 
... ~ ... J 

" 'I 

mechanische Arbeit Wärme 

In der ganzen Behandlung ist kein Grund zum Vorschein 
gekommen, warum dt nicht sollte abgebraisch genommen werden 
können. Tatsächlich darf dt durch das negative Vorzeichen zu 
einer Temperaturabnahme gemacht werden. Das dS soll aber 
stets nur positiv, also eine Druckzunahme sein. 

Ehe weiter gegangen wird, soll daran erinnert werden, daß ge
funden wurde, daß 

war, also ist 

es ist aber 

und es ist schon 

gefunden worden; wird daher Q) nicht nur von '8, sondern auch 
von der Temperatur unabhängig vorausgesetzt, so ist 

fJ(k1 sF) = 0 
eS ' 

d. h. (k1 S F) ist entweder überhaupt konstant oder höchstens eine 
Funktion von t, also von S unabhängig. 

Schreibt man daher die zuletzt erhaltene Gleichung für 
d(.L'\.ufVf'"[tnd) : US1V. auf die Form um 

d (Aufwand) + ksF a· dS 

8 8 
= EF S· dS - Q) [8 0 dt + (t + to) 0 dS] + k1 sF 0 dt 

8 8 
=- S· dS -- d[S(t + t )] + k 8 F 0 dt EF OJ 0 1 , 
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so ist ersichtlich, daß tatsächlich die rechte Seite ein vollständiges 
Differential ist bei solchen Materialien, für welche k1 als von 8 
unabhängig und wals konstant vorausgesetzt werden darf. 

11. Abschnitt. 

Die Widerstandsarbeit , die der vorausgesetzte linear ela
stische Stab der Zusammenpressung auf die Federungskraft 8 
entgegensetzt, also auch die von außen zu leistende verfor
mende Arbeit ist 

_ 8 s8 _ s 2 

A verf - 2' EF - 2EF 8 , 

weil wegen des geradlinigen Ansteigens von 8 auf dem Verkür

zungsweg ; ~ der Mittelwert der Federungskraft t 8 ist. Wird 

daher 8 auf B + dB gesteigert, so ist 

s 
dAverf = EpB. dB . 

Die von außen wirkende Kraft B gibt aber an den Stab nur 
die mechanische Arbeit ab 

s s 
dAaUfg = EF 8· dB - w 8 . dt , 

also fehlt an dAverf der Betrag 
s 

dAverf - dAaufg = - B . dt , 
w 

welcher Fehlbetrag aus der zugeführten Wärme in mechanische 
Energie umgesetzt worden sein muß. Daher ist in dem Stab 
nach geschehener Aufnahme die Gruppierung der Energie die 
folgende 

d (Aufwand) + ksFa· dB 
s s s 

= -B ·dB + kl sF ·dt - -(t + to) ·d8 - -B ·dt 
EF w w 

aufgenommene 
mech. Arbeit 

" ./ . 
Wärme 

= dAverf + {k1 s F . dt - : (t + to) . d8 - : 8· dt} . 
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Nun war im bisherigen das E der Elastizitätsmodul für ausschließ
lich zunehmende Federungskraft S. Im allgemeinen ist der Ela
stizitätsmodul für abnehmende Federungskraft verschieden von 
dem für zunehmende Federungskraft. Trägt man nämlich (Fig. 2) 

für zu- und abnehmendes A'S = e· s, worin A'S die nur mecha
nisch ohne Wärmemitwirkung erzeugte Verkürzung ist, zu jedem 

Fig.2. 

A' s als Abszisse die zugehörige Federungskraft S als Ordinate 
auf, so kehrt die erhaltene Kurve bei A'smax wieder um, aber sie 
geht auf einem anderen Wege zurück, hier sei als einfachster Fall 
auch der zweite Ast der Kurve geradlinig angenommen. 

und 

Da A's=e·s ist, so ist d(iJ's)=s.dc. 

Aus der Ji'igur ergibt sich doppelt 

Smax = Cmax· S· tgtX 

Smax = Cf· s· tgtXr , 
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Smax 
f max = EF ' 

Smax 
EI= ErF ' 

wenn Er (r soll "retour" bedeuten) der Elastizitätsmodul für ab
nehmende S ist. Daher ist 

und 

EF 
tga=-

8 

Der Stab hat nach gänzlicher Entlastung auf S = 0 seine ur
sprüngliche Länge nicht wieder erlangt, er bleibt um 

Cb • 8 = Emax . 8 ~ EI' 8 = 8 :;a~ ~ ~ ~~;ax = Er i ~ E~ Smax 

verkürzt. Auf keinen Fall ist hier der Vorgang der Belastung 

von 0 auf Smax mit nachfolgender Entlastung von Smax auf 0 ein 
umkehrbarer Prozeß, denn der Ausgangszustand stellt sich nicht 
wieder her. 

Betrachtet man nun (Fig. 3) die Steigerung von S um dS 

auf Smax = S + d Sund daran anschließend die Abnahme um 
dasselbe dS, so ergibt sich folgendes. Auf dem Hinwege ist die 
erforderliche mechanische Verformungsarbeit 

( dS) (dS) dS dAver! = S + 2 8' dE = S + 2 8 E F ' 

oder mit Vernächlässigung des Gliedes 2. Ordnung 

8 
dAverf = EFS, dS . 

Auf dem Rückweg wird aber aus dem inneren Arbeitsvermö

ge n nur die mechanische Federungsarbeit abgegeben 

( dS) (dS) dS dA; = S + 2 8' dEI = S + 2 8 ErF ' 

oder mit Vernachlässigung des Gliedes 2. Ordnung 

8 
dA; = E F S . dS . 

r 



10 

Von dAverf ist also nur der Betrag dA i im Stab mechanisch 

angelegt, der Rest 
E -E 8 

dAverf - dA i = rE EF S· dS 
r 

ist in andere Energieformen umgewandelt worden. Möglicher
weise hat dieser Energiebetrag chemische Form angenommen, 
indem durch einen chemischen Prozeß E in Er verwandelt wurde, 

d$ 

I : 
I I 
I I 

I : 
s I I 

I I 
~ ....... s.d?r"''''''i>j 
I 
I 
I 

~_· ...... _ ...... _ .. ·_ .. ·-s. de .. · .. · .. · .. ·_ .. · ...... ·_J 
Fig. H. 

möglicherweise ist er "latent" geworden, indem die Wandlung von 
E in Er als Änderung des Aggregatzustandes aufzufassen wäre; 
bei den hier in Frage kommenden Stoffen ist er aber mit größter 
Wahrscheinlichkeit dazu verwendet worden, bei der Kompression 
des Stabes den inneren Reibungswiderstand zu überwinden, den 
die einzeillell I(ül"118I des Stoffes ihrer dichteren Ltlgerllng entgAgen-

setzen. Es soll daher angenommen werden, daß 
E -E s 

dA ·f-dA·=_r.- -S·dS 
vel , Er EF 

ganz m Wärme umgesetzt worden ist. 
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Daher ist schließlich 

d (Aufwand) + k 8 Fa· dS = dA i 
'---' 

disponibles 
Federungsvermögen 

+ {k1 8 F . dt - !-. (t + to) . dS - !-. S . dt + Er - E _8_ S . dS} . 
, w w Er EF , 

Wärme 

Bemer k u ng. Geschieht bei einem Stoffe die Zu- und Ab
nahme von S nicht geradlinig (Fig. 4), so sind IX und IX, die An
steigungsverhältnisse für das lntervall d S an der Stelle, wo die 
Ordinate S ist. -

dS 

s 

.:::13 
+ --------

s 
Fig.4. 

I 
I 
I .. ., 
I 
I 
I 
I 

>I 

Ganz zu Anfang wurde für die von außen aufgewendete Wärme
menge gesetzt 

dWaufg = k8F(dt - a.dS), 

also genügte die von außen zugeführte Wärmemenge nur dazu, 
die Temperatur um 

dT = (dt - a· dS) 
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zu erhöhen. Der Rest 
(dt - dr) = a . dS 

der Temperaturerhöhung wird eben durch die innere Reibungs
wärme 

Er - E_s_ S . dS 
Er EF 

hervorgerufen. Setzt man 

E -E s 
'Er EFS.dS=kzsF(dt-dr), 

so ist dieser zusätzliche Teil der Temperaturerhöhung 
1 E --E s 

(dt-dT)=a.dS=kzsF rEr EF S . dS ; 

man hat somit gefunden 
ksF Er-E s 

dWaufg = ksF· dt - kzsF Er EF S· dS . 

Nun ist kein Grund ersichtlich, warum die Wärmeaufnahme
fähigkeit kz pro cm 3 gegenüber der im Inneren des Stabes erzeugten 
Wärme verschieden sein sollte von der Wärmeaufnahmefähigkeit 
k pro cm 3 gegenüber der unter den gleichen Begleitumständen 
von außen zugeführten Wärme; setzt man daher kz = k, so ist 

E -E s dWaufg = ksF.dt __ r --S.dS 
Er EF 

oder mit Benutzung des gefundenen Wertes für k s F . d t 
s Er - E s 

dWaufg = k1 sF ·dt - ()) (t + to) ·dS - -pjr- EF S ·dS . 

Da 
d (Aufwand) = dAaufg + d Waufg 

war, so hat man nunmehr als Endformel 

d (Aufwand) = {_S_S. dS - ~S. dt} 
EF ()) 
'- " . 

von außen gelieferte mech. Arbeit 

f S Er - ES} + .k1 sF ·dt - --(t + to)·dS - ---S ·dS . 
\ m Er EF > . 

von außen gelieferte Wärme 

Das k1 kann man jederzeit aus folgendem Versuch bestimmen. 
Man legt den Stab auf eine vollkommen glatte horizontale Un-
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terlage (Fig. 5), stellt das eine Ende fest und rückt an das an
dere Ende etwa einen Stein vom Gewicht Q, der zu beiden Seiten 
jener glatten Unterlage so gestützt ist, daß eine horizontale Rei
bungskraft S = fl Q entsteht. Dann preßt man den Stab mit dem 
Gewichtstein zusammen, bis die Federungskraft S eben erreicht 
ist, also Gleichgewicht eingetreten ist. Wird in diesem Zustand 
der Stab auf tO erwärmt (auf dem Celsiusthermometer t + T), 

Fig.5. 

und mißt man von da an die Wärmemenge d W*, durch deren 
Zufuhr tauf t + dt erhöht wird, wobei durch entsprechende 
Korrekturen die Abwanderung von Wärme in die Umgebung des 
Stabes zu berücksichtigen ist, so ist, weil hierbei dS = 0 ist, 

also 
d W* = k1 S F· dt - 0, 

dW* 
,kr = F d . s . t 

Mit der Genauigkeit, mit der wals von t unabhängig angenommen 
wurde, muß sich k1 als von der Größe von S unabhängig ergeben. 

Auf Seite 11 wurde gefunden, daß 

dA i + {kr s F· dt - : (t + to)' dS - -~ S· dt + Er;;: E ESF S· dS} 

= d (Aufwand) + k s Fa· dS 

ist; inzwischen hat sich aber Seite 12 ergeben, daß 

E -E s ksFa.dS = ~r -~- - S.dS 
Er EF 

ist; in obiger Gleichung fällt also links und rechts dieser Summand fort. 
Während der Lieferung von außen war zwar die Energie 

gruppiert nach der Formel 

dAaufg + d WaUfg = d (Aufwand) , 
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nach geschehener Aufnahme in den Stab ist diese gelieferte Energie 
aber angelegt in der Gruppierung 

dA, + {k1 8 P . dt - : (t + tO) • d8 - : 8· dt} = d (Aufwand) . 
~ , . ' 

disponibles angelegte Wärme 
Federungsvermögen 

ID. Abschnitt. 

Die tatsächlich von außen gelieferte Wärmemenge war Seite 12 

8 Er - E 8 
dWaufg =k18P·dt- w(t+to)·d8- Er Ep 8 . d8 ; 

vergleicht man diese mit der angelegten Wärme, so sieht man, daß 

bei letzterer der Betrag ~ 8· dt in Abzug gekommen ist, dafür 
w 

aber der Betrag Er; E E8p 8. d8 hinzugekommen ist, was sich 
r 

daraus erklärt, daß ersterer Betrag zur Ergänzung von dAaufg auf 
dAverf (Seite 7) dienen mußte, während der hinzugekommene Be
trag aus der inneren Reibungswärme entstammt_ 

Es ist eine Erfahrungstatsache, daß jede Wärmewanderung 
eine gewisse Zeit braucht. Wird nun durch einen plötzlichen 
Ruck 8 um d8 auf 8 + d8 gesteigert, so fehlt die Zeit zur Zu
führung irgendwelcher Wärmemenge. Eine Zustandsänderung, 
bei der eine Wärmezu- oder -abwanderung nicht stattfinden kann, 
wird eine adiabatische Zustandsänderung genannt. Wird also 
8 adiabatisch um dS auf 8 + d8 gesteigert, so ist 

dWaufg = Ü, 

daraus folgt, daß automatisch mit diesem d8 eine solche Tempe
raturerhöhung dt des Stabes verbunden ist, daß 

k1 8P.dt-{:(t+fo)+ Er;;:E E8p 8 }d8=Ü 

ist, d. h. es ist mit der adiabatischen Drucksteigerung um 
d8 verbunden die Temperaturerhöhung 

Er - E 8 8 
----8 + -(t + to) 

dt = Er EP W dS . 
bei Druck k1 8 F 
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Hätte es sich nicht um Federung auf Druck, sondern um Fede
rung auf Zug gehandelt, so wären alle bisherigen Formeln gültig 
geblieben, wenn in ihnen 8 mit (-8) und dB mit (-d8) ver
tauscht worden wäre, und eventuell die Zahlenwerte für E, Er 
und k1 der Federung auf Zug angepaßt worden wären. Wenn 
daher z. B. eine Zugkraft 8 durch einen plötzlichen Ruck, also 
adiabatisch, auf 8 + d8 gesteigert wird, so stellt sich automatisch 
mit dieser Zugsteigerung um d8 die Temperaturerhöhung ein 

Er - E 8 8 
---(-8) + -(t + to) 

dt = Er EF W_(_d8), 
bei Zug k1 8 F 

also mit den Absolutwerten 

Er - E 8 8 
Er E F B - w (t + to) 

dt = --------- ----- dB . 
bei Zug k1 8 F 

Werden bei Ausführung eines Eisenbetonbaues die Eisen
einlagen ohne Verwendung eines Schmiedfeuers, also adiabatisch, 
durch Überschreitung der Elastizitätsgrenze scharf umgebogen, 
so ist die Temperaturerhöhung deutlich fühlbar; mit feinen In
strumenten würde man auf der Seite der Druckfasern die Erhöhung 
etwas größer finden als auf der Seite der Zugfasern, weil dort im 
Zähler eine Summe, hier eine Differenz steht. 

Bei den Metallen und auch sonst im allgemeinen ist w positiv 
entsprechend einer Längenzunahme bei einer Temperaturzunahme. 
Bei einer zylindrisch eingefaßten Wassersäule mit einer Tempe
ratur zwischen 0 0 und 4 0 Celsius und bei gewissen Arten von 
Kautschukfäden innerhalb gewisser Belastungsgrenzen, sowie bei 
einigen seltenen Stoffen ist jedoch w negativ entsprechend einer 
Längenabnahme bei einer Temperaturzunahme. 

Wie man k1 durch das Experiment ermitteln kann, ist schon 
angegeben worden; das Er kann man aus der nach Be- und Ent
lastung des Stabes sich einstellenden bleibenden Verkürzung des 
Stabes berechnen; führt man daher bei der Temperatur t = 0 
eine adiabatische Druck- resp. Zugsteigerung herbei, so kann aus 
dem sich ergebenden dt auch noch die bisher unbekannte Kon
stante to berechnet werden. 
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IV. Abschnitt. 

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf die Ermitt
lung des Aufwandes an Energie, der mit einer Zunahme von Fe
derungskraft und Temperatur verbunden war, dabei wurde als 
Normalfall die auf Druck wirkende Federungskraft 8 mit dem 
positiven Vorzeichen versehen. In diesem Abschnitt soll die 
Zurückgabe von Energie ermittelt werden, die verbunden ist 
mit· der Abnahme von Federungskraft und Temperatur. 

~_ ........... _ ....... ( s-Js}· """" ............. ~ 
I I 
I : 

I lJ-t/ I ~ n8Ch ~ & na:h &Uren 

~·············-(s-Js)+d.;1s 
I , 

.. -_ ....... __ ... ;,{ 

~ ds"I' i= ~-dtI 1S.-dS' 
ntUl.:ussen I... ____________ ~ 71IlChlLJssen. 

Fig, 6. 

Hat der Stab (Fig. 6) die Temperatur t + dt1 = t1 und auf 
Druck die Federungskraft 8 + d81 = 8 1 , und wird konstatiert, 
daß sich 8 1 um d81 und t1 um dt1 verringert, so werden die 
beiden Stabenden sich voneinander entfernen; da aber für ab
nehmende Verformung der Elastizitätsmodul E, gilt, und zu Er 

vielleicht der neue Wärmekoeffizient 2. gehören wird, so ist dies-
w 

mal die Verlängerung' f 

s s 
diLls = -E Fd8I - -dtl ' 

r W, 

In diesem Abschnitt sind bis auf weiteres 
positives d1 LI 8 eine Verlängerung, 
positives d81 eine Druckabnahme, 
positives dt1 eine Temperaturabnahme. 

Von diesen Größen kann dt1 abgebraisch genommen werden, 
also mit dem negativen Vorzeichen eine Temperaturzunahme be
deuten; d81 dagegen muß positiv bleiben. 

Der Stab gibt bei dieser abnehmenden Verformung vermöge 
der nach außen wirkenden Kräfte 8 1 , deren Angriffspunkte sich 
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im Pfeilsinne der SI um d1 LI 8 voneinander entfernen, nach außen 
die mechanische Arbeit zurück 

8 8 
dA z = SI· dl LI 8 = E F SI . dSt - - SI . dtl , 

r W r 

wo der Index z bedeutet "zurückgegeben". 
Außerdem wird vom Stabe nach außen im mechanischen 

Gleichwert gemessen die Wärmemenge zurückgegeben 

dWz • 

Insgesamt wird also vom Stab nach außen die Energie zurück
gegeben 

d (Zurückgabe) = dAz + dWz • 

Diesmal möge dWz auf die Form gebracht sein 

dWz = c S F(dtt + b· dSl ), 

worm b sein Vorzeichen wechseln soll, wenn S durch den Über
gang von Druck zu Zug sein Vorzeichen wechselt, also ist 

dWz = cs F· dtl + CS F b· dSl , 

und macht man m diesem Ausdruck die Substitution 

c s F . dtl = (tl + to) d1]l , 

so wiederholen sich alle Rechnungen, die auf den Seiten 3ft'. 
gemacht wurden. Insbesondere ist 

csF = C18F _ s(tl + to) dSt 

W r dtl ' 

c2 sF = clsF - (~)2 (tl + to)Er~, 
W r S 

worin {Cl} als die in kgcm pro cm 3 ausgedrückte spezifische Wärme-

b b f~2h· k . d S b b· k { Stabkraft } h . a ga e a Ig eIt es ta es el onstanter V k.. ersc emt. 
er urzung 

Es ergibt sich schließlich 

d (Zurückgabe) - c sF b· dSl 
S S S 

= E F SI· dSl - -SI· dtl + CIS F· dtl - --~ (tl + to)· dSt . 
r Wr Wr 

~------~---------" , 
mechanische Arbeit Wärme 

Das Cl kann durch einen der Fig. 5 entsprechenden Versuch 
bestimmt werden, nur müßte diesmal der Gewichtstein vom Ge-

Kriemler, Baustatik. 2 
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wichte Ql = 8 1 nach Fig. 7 mittels eines Kettchens von ver
schwindender Masse angehängt werden, und es müßte die entzogene 
Wärmemenge gemessen werden; wenn ror als von der Temperatur 

unabhängig gelten kann, ist Cl von 8 1 unabhängig. 

Fig. 7. 

Vernachlässigt man kleine Größen 2. Ordnung, so kann man 
in der zuletzt angeschriebenen Formel 8 1 durch 8 und t1 durch t 
ersetzen, dann ist 

d (Zurückgabe) - C s F b . dS I 

8 8 8 
= E F S . dS I - - 8· dtl + Cl S F . dt l - -- (t + to) • dS I . 

r ror ror 

Nun ist kein Grund ersichtlich, warum Cl von k1 verschieden 
sein sollte, da in den beiden Versuchen Fig. 5 und Fig. 7 eine fe
dernde Änderung der Stablänge nicht vorkommt. Setzt man also 
für alles folgende 

und auch 
ror = ro , 

dann ist 

d (Zurückgabe) - csF b· dSI 

s S I S = ' .,,----r; S· dS, - - S· dt, .... k, sF· dt. - - (t -!- to)' dS .. .l!J r )1' • ro ., • ro " v' • 

Auf Seite 9 wurde aber schon 
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gesetzt, somit hat man 
s 

E F S . dSI = dl Ai 
r 

zu setzen. Man kann daher auch schreiben 

dlA i + {kl S F· dtl - : (t + to)' dS1 - : S· dtl} 

= d{Zurückgabel - csFb .dSI . 

v. Abschnitt. 
Es war 

dWz = csF .dtl + csFb.dSI , 

oder auch mit Cl = ki und W r = W 

S 
dWz = kls F . dtl - - (t + to) . dSI + C s F b· dSI . 

W 

Nimmt etwa die Druckkraft durch einen plötzlichen Ruck um 
dSI ab, so bleibt wegen Zeitmangels dWz = 0, also ist automa
tisch mit der adiabatischen Druckverminderung um dSI ver
bunden die Temperaturabnahme 

s 
-(t + to) - csFb 
W 

dtl = k dSI · 
bei Druck I S F 

Bei einer adiabatischen Zugverminderung um dSI wäre die 
automatische Temperaturabnahme 

s 
-(t+to)-csF(-b) 
W 

dtl = k F (-dS1) , 
bei Zug I S 

oder mit dem Absolutwert von dS1 

s 
-csFb - -(t + to) 

W 
dtl = k dSI · 

bei Zug IS F 

Man hat sich zu erinnern, daß dtl eine Abnahme ist, wenn 
es positiv ist, also eine Zunahme ist, wenn es negativ sich ergibt. 

2* 
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VI. Abschnitt. 

Vergleicht man die letzte Form«;ll des IV. Abschnittes mit 
der letzten Formel des 11. Abschnittes, so sieht man, daß die 
linken Seiten einander gleich werden, wenn man den Abnahmen 
dS l und dt l dieselben Absolutwerte gibt, welche die vorausge
gangenen Zunahmen dS und dt hatten. Werden daher aus dem 
Zustand Sund t heraus S um dS und t um dt gesteigert, und wer
den daran anschließend durch Verminderung um dS und dt 
die Ausgangswerte Sund t wieder hergestellt, so ergibt sich aus 
den erwähnten Gleichungen, deren linke Seiten identisch wur
den, daß 

d (Aufwand) = d (Zurückgabe) - c s F b . dS l , 

oder anders geordnet 

d (Zurückgabe) = d (Aufwand) + cs F b· dS1 • 

Da nach dieser Formel mehr Energie zurückgewonnen wird, 
als aufgewendet wurde, so sieht es aus, als ob die wiederholte Be
und Entlastung des Stabes Energie in beliebiger Menge aus ihm 
herausholen könnte. Jedermann weiß aber, daß z. B. eine Gummi
schnur oder sonst eine Feder durch wiederholte Be- und Ent
lastung schließlich ihre Elastizität einbüßt. Es wird also der 
Überschuß von d (Zurückgabe) über d (Aufwand) aus irgendeinem 
inneren Energievermögen des Stabes ausgelöst, das vielleicht 
chemischer Natur ist oder mit molekularen Bewegungen zusammen
hängen kann, die ohne meßbare Verformungen vor sich gehen; 
jedenfalls ist dieses innere Energievermögen nachweislich erschöpf
bar. Diese Erschöpfbarkeit ist durch den Faktor bausgedrückt. 
Ist ein Prozeß der Be- und Entlastung vollzogen, so tritt der 
Stab in einen zweiten derartigen Prozeß mit vermindertem inne
ren Energievermögen ein; wahrscheinlich gilt für die zweite Zu
nahme der Verformung ein anderes E als bei der ersten Zunahme 
der Verformullg, J.iöl:;ö ÄllJöl"Ullg käme öLen iu Jem FakLur b zum 

Vorschein. Hierher gehören die bekannten Resultate der Ver
suche von Wöhler und Bauschinger über wiederholte Be
lastung. 
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Läßt man es bei dem einmaligen Prozeß der Be- und Ent
lastung bewendet sein, so geht schon äußerlich dieser Vorgang 
nicht spurlos vor sich, denn wegen des Überganges von E in das 
Er für den Rückweg hat der Stab, der zu Anfang im Zustand S 
und t die Länge 

(s - ~ S + ~ t) cm 
EF w 

hatte, wenn er den Zustand Sund t wieder erreicht hat, nur noch 
die Länge 

(s - _s S + ~t) - (_s dS - ~dt) + (~-dS - ~dt), 
EF w EF w E,F w 

also nur noch die Länge 

( 
S s) Er - E S s---S+-t - -dS. 

EF w Er EF 

Die Aufwendung der Energie geschah in der Gruppierung 

d (Aufwand) = dAaUfg + dWaufg , 
und zwar war 

s s 
dAaufg = E F S . dS - wS. dt , 

s E,- E s 
dWaUfg = ki S F . dt - w (t + to) . dS - E-, - E F S . dS ; 

die Zurückgabe der Energie geschieht aber in der Gruppierung 

d (Zurückgabe) = dA. + dW. , 
und zwar war 

s s 
dA =-S·dS --S·dt 

• E,F w' 
s 

dW. = kis F· dt - - (t + to)· dS + es F b· dS . 
w 

Somit ergibt sich, daß 

ist, oder 

E -E s 
dAaUfg-dA.= 'E, EF S . dS 
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daß aber 
E -E s 

dWz - dWallfg = + 'E,- EF S ·dS + csFb ·dS 

ist, oder 
E -E s 

dWz = dWaufg + 'E-, - EF S ·dS + csFb ·dS . 

Nun ist jede Wärmemenge, die nicht absichtlich als Zweck 
eines Prozesses erzeugt wird, sondern als Nebenprodukt zum Vor
schein kommt, als "entwertete" Energie zu bezeichnen l ); 

man hat somit gefunden, daß durch den Prozeß der Be- und 
Entlastung des Stabes von der aufgewendeten mechanischen Arbeit 
der Betrag 

Er - E _s-S.dS 
Er EF 

und von dem mneren Energievermögen des Stabes der Betrag 

csFb ·dS 

zu Wärme entwertet worden ist. 

1) Was unter Entwertung zu verstehen ist, möge folgendes erläutern: Es 
ist bekannt, daß eine kommunizierende Flüssigkeit in zwei Gefäßen in beiden 
Gefäßen das gleiche Niveau anzunehmen den "Trieb" hat. Ebenso hat die 
Wärme zweier kommunizierender Körper, die gegen außen wärmedicht isoliert 
sind, den "Trieb", sich so zu verteilen, daß beide Körper die gleiche Tem
peratur annehmen. Wenn aber die Flüssigkeit jenes gleiche Niveau erreicht, 
hat sie von furer Gewichtsenergie einen Teil in Bewegungsenergie, also in lebendige 
Kraft umgesetzt, die Wärme dagegen bll"ibt Wärmeenergie. Jene lebendige Kraft 
führt die Gewichtsenergie über den trieblosen Zustand hinüber, die Wärmeenergie 
bleibt aber im trieblosen Zustand liegen; eine im trieblosen Zustand liegen ge
bliebene Energiemenge ist aber wertlos, weil sie sich nicht zu betätigen strebt. 



VII. Abschnitt. 

Es war Seite 12 

d (Aufwand) = {~~~ S . dS - ~ S . dt} 
EF OJ 

,-----
von außen gelieferte mech. Arbeit 

--l- {k s F . dt -~ (t + t ) . dS _ Er ---=-~ s~_ S . dS} 
,l OJ 0 Er EF ' 
'- .... / 

von außen gelieferte Wärme 

entsprechend war Seite 17 

d (Zurückgabe) = {iF S . dS - ~ S . d~} 
zurückgegebene mech. Arbeit 

zurückgegebene Wärme 

Im folgenden soll nun nicht mehr der allgemeine Fall be
handelt werden, sondern der Sonderfall, daß Er = E und b = 0 
ist; der diesen Bedingungen genügende Stab wird vollkommen 
elastisch genannt. 

Beim vollkommen elastischen Stab ist somit 

d(Aufwand) = {iFS. dS - ~S. dt} +{kl sF· dt - ~(t+ to)· dS} 

mechanische Arbeit Wärme 

und 

d(Zurückgabe)={iFs ·dS - ~S. d~} + {kl sF·dt - ~(t + to) .d~}. 
mechanische Arbeit Wärme 
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Das Resultat des Prozesses auf dem Rückweg ist hier mit Aus
nahme des Vorzeichens identisch mit dem des Prozesses auf dem 
Hinweg. Es handelt sich demnach beim vollkommen elastischen 
Stabe um umkehrbare Prozesse. 

Hat ein solcher Stab augenblicklich die Temperatur T und 
auf Druck die Federungskraft P, so war, wenn der Ausgangs
zustand durch S = 0 und t = 0 gegeben war, zur Herstellung 
jenes Zustandes erforderlich der Energieaufwand 

p., 

Aufwand = f{~8F S· dS - :) (S· dt + (t + tol' dS) + k I 8 F· dt} 
o 

p., 

= f{~8F S· dS - :) . d (S(t + ton + k I 8 F· dt}; 
o 

bei den im Bauwesen vorkommenden Stoffen kann k1 als auch 
von t unabhängig gelten, dann ergibt die Integration 

8 p2 8 
Aufwand = EF 2 - WP(T + to) + kI 8FT. 

Es erscheint dieser Aufwand als Funktion der erreichten End
werte P und T, weil ja beim vollkommen elastischen Stab das 
d(Aufwand) ein vollständiges Differential war. Wieviel aber von 
dem Gesamtaufwand mechanische Arbeit und wieviel zugeführte 
Wärme war, läßt sich aus der Formel nicht ersehen. Man könnte 
versuchen d Waufg für sich und dA aufg für sich zu integrieren, da 
aber 

und 

8 
dWaufg = k I 8 F· dt - - (t + to)' dS 

w 

8 8 
dAaUfg=EFS.dS- w S . dt 

ist, und da sowohl t als auch S willkürlich veränderlich sind, so 
läßt sich weder in d W~dg noch in dAaufg die Separation der Va
riablen durchführen, mit anderen Worten den Aufwand J d Waufg 

an Wärme und den Aufwand (dAaufg an mechanischer Arbeit 
kann man getrennt nur angeben, wenn t und S nicht willkürlich 
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gelassen werden, sondern so in gesetzmäßigen Zusammenhang ge
bracht werden, daß 

t=tl(Z), 

S = t2(Z) 

gesetzt wird, wo nun Z (etwa die Zeit) die einzige willkürliche Ver
änderliche ist. Vermöge dieser zwei Gleichungen wäre während 
des Wach sens von Sund t ihr gegenseitiges Verhältnis stets be
kannt, fortlaufend ist die sogenannte Zustandsänderung des 
Stabes bekannt. 

Man hat gesehen, daß bei Verzicht auf die Scheidung nach 
Energiearten der Aufwand, durch den ein Zustand P; T herge
stellt wird, unabhängig ist von den während der Herstellung dieses 
Zustandes durchlaufenen Zuständen. Es liegt nahe Umschau zu 
halten, ob noch andere charakteristische Größen vorhanden sind, 
die die erwünschte Eigentümlichkeit haben, nur vom augenblick
lichen Zustand des Stabes, nicht aber von den zuvor durchlaufe

nen Zuständen abzuhängen. Als solche Größen ergeben sich die 
Integrale von 

und 
dAaUfg 
--I:r-- -~- .dS-~.dt 

EF w' 

denn die rechten Seiten dieser Gleichungen sind integrabel bei 
noch vollständig willkürlich gelassenen dt und dS, weil die Va
riablen separiert sind; dies kann natürlich nicht überraschen, 
denn es wurde Seite 3 

dWaUfg = ksF·dt - ksF·a·dS 

gesetzt; beim vollkommen elastischen Stab ist wegen Er = E 
(Seite 12) das a = 0, also ist hier 

dWaufg = ks F ·dt = (t + tO)d1) , 
d. h. es ist 
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wo die rechte Seite das Differential einer gewissen Funktion 'YJ ist. 
Entsprechend war Seite 2 

dAaufg = S . d LI 8 , 

also ist 

dAaufg = d A S a8. 

Ebenso wie die Verkürzung LI 8 beim hier behandelten vollkommen 
elastischen Stab nur von dem augenblicklichen Zustand P; r des 
Stabes abhängt und von den zuvor durchlaufenen Zuständen un
abhängig ist, ebenso ist bei diesem vollkommen elastischen Stab 
die Funktion 'YJ nur vom augenblicklichen P und r abhängig, gleich
gültig, wie der Stab in diesen Zustand gelangt ist. 

So wie aus 

d LI 8 = dAaufg = _8_. dS - ~. dt 
S EF w 

folgt, daß 

folgt aus 

daß 
8 

'YJ = k1 8Flog(r + to) - -p + °2 , 
w 

Die Bestimmung der Konstante 0 1 ist sehr einfach, denn bei 
r = 0 und P = 0 wurde 8 gemessen, also sind P = 0; r = 0 

und LI 8 = 0 zusammenhängende Werte, so daß 0 1 = 0 ist. Die 
Bestimmung der Konstante O2 ist aber unmöglich, weil 'YJ in kei
nem Zustand des Stabes abgemessen werden kann, ist doch die 

Dimension von 'YJ das ~:~ ; außerdem wird 'YJ für negative Werte 

von ('1 + to) zu einer imaginären Größe, weil 

log( -x) = logx ± ni 

ist. In der Wärmemechanik der Gase kommen nur reelle Werte 
für die analog gebildete Größe vor, weil dort als Ausgangspunkt 
für die Messung der Temperaturen die tiefste denkbare Tempe-
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ratur (-273° Celsius) ein für allemal eingeführt ist. In der Bau
statik kann man diesen bequemen Nullpunkt nicht benutzen, 
weil in ihr die "Montagetemperatur" für die Größe 8 maß
gebend ist. Die Unbestimmbarkeit von O2 wird unschädlich ge
macht, wenn man 

'Yj - O2 = 'Yj' 

setzt, dann hängt 'Yj' ausschließlich nur von P und T ab. Aus 
historischen Gründen führt die Funktion 'Yj' den Namen "E n
tropie". 

Man hat somit gefunden, daß zu einem bestimmten Zustand 
des Stabes - gleichgültig wie die zuvor durchlaufenen Zustände 
waren - ganz bestimmte Werte der Entropie, der Verkürzung und 
der aufgewendeten Energie gehören, vorausgesetzt natürlich, daß 
der Stab vollkommen elastisch ist. 

VIII. Abschnitt. 
Zwar war 

8 p2 8 
Aufwand = EF 2 - w P(T + to) + k1 8F-c 

nicht in die Bestandteile 

"aufgewendete mechanische Arbeit" + "aufgewendete Wärme" 

zu zerlegen, ohne daß man die Gesetze 

t = 11 (z), 

S = 12(z) 

der durchlaufenen Zustände kannte. Im fertigen Resultat aber 
kann man die Gruppierung herstellen, denn es ist 

8 p2 

EF2 

das mechanische Arbeitsvermögen der Federung, während 

8 
k1 8F-c - -P(-c + to) 

w 

der Zuwachs der im Stab angelegten Wärme ist. 
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Hatte somit der unbelastete Stab bei 0 0 die Wärmemenge W' 
enthalten, IilO enthält er bei T 0 unter der Druckkraft P die Wärme
menge 

Während also der Aufwand 

Aufwand = AaUfg + Waufg 

nicht ohne weiteres in seine Bestandteile AaUfg und Waufg zu zer
legen ist, kann der beim Zustand P und T vorhandene Energie
vorrat zerlegt werden, denn es ist 

8 p2 8 
Vorrat = EF 2 + W' + k1 8FT - WP(T + to)· 

'---v-" ' , 

mech. Arbeits- vorhandene Wärmemenge 
vermögen 

Da dieser Energievorrat durch jeden beliebigen Übergang 
aus dem Zustand S = 0; t = 0 in den Zustand S = P; t = T 

in dem Stab angelegt wird, so möge zur Veranschaulichung ein 
bequem übersichtlicher Übergang herausgegriffen und verfolgt 
werden. Angenommen der Stab werde zuerst bei konstant blei
bender Temperatur t = 0 auf die Federungskraft P gebracht, so 
erfordert das an mechanischer Arbeit den Aufwand 

8 p2 

EF2· 

Nach Seite 24 ist mit diesem Teil des Überganges wegen dt = 0 
und t = 0 automatisch verbunden die Reduktion der schon vor
handenen Wärmemenge W' auf 

W' - !....to • p, 
w 

Nunmehr wird der Stab bei konstant bleibendem P auf die Tempe
ratur T gebracht, das erfordert die Wärmemenge 

diese wird aber nicht ganz im Stab als Wärme angelegt, vielmehr 
muß sie zum Teil in die mechanische Arbeit sich umsetzen, durch 

die die Druckkraft P um den Weg!.... T der Temperaturausdehnung 
w 
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zurück gedrückt wird, als Wärme wird also im Stab nur angelegt 
der Betrag 

Addiert man die Bestandteile, so findet man, daß im ganzen im 
Stab angelegt worden ist die Energie 

8 p2 8 8 
E F 2 + W' - w to P + kI 8 F 1: - W 1: P , 

oder 
8 p2 8 

-~-- ~ - + W' + k 8 F 1: - - P(1: + t ) EF 2 I wo, 

in Übereinstimmung mit der allgemein für jeden beliebigen Über
gang geltenden Formel. 

IX. Abschnitt. 

Gleichgültig in welcher Gruppierung der Aufwand aufge
bracht wurde, in dem Zustand P und 1: ist der Energievorrat des 
Stabes 

8 p2 8 
Vorratl = EF 2- - w P(r + to) + kI 8Fr + W'. 

In dem beliebigen anderen Zustand 8 und t des Stabes, wobei 
es ganz nebensächlich ist, ob der Stab wirklich bei seiner Zustands
änderung diesen Zustand passiert, wäre der entsprechende Energie
vorrat des Stabes 

8 8 2 8 
Vorrat2 = EF "2 - w 8(t + to) + k l 8Ft + W'. 

Als Normalfall werde vorausg~setzt, daß 

Vorrati > Vorrat2 

ist, dann hat der Stab nach außen Energie abgegeben, die in Arbeits
leistung, in Wärmeabgabe und in Erzeugung einer Zunahme der 
lebendigen Kraft etwa vorhandener Massen bestehen kann. Man 
hat daher zu setzen 

mv2 
Vorratl - Vorrat2 = JA + J W + J X -2- , 

geleistet abgegeben erzeugt 
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worin jedes v die Größe der Geschwindigkeit einer Masse m be
deutet. Wenn JA das negative Vorzeichen annimmt, so wird 
es zu aufgenommener Arbeit, negatives J W ist aufge-

mv2 
nommene Wärme und negatives LI ~-2- ist aufgezehrte 
lebendige Kraft. 

Die Gesamtsumme kann man immer als Funktion von P; 
7:; Sund t angeben, wie sie aber auf die drei Summanden sich ver
teilt, kann man ohne Kenntnis der Zustandsgesetze 

t = 11 (z) , 

S = 12(z) 
nicht angeben. 

Ehe weitergegangen wird, soll JA an Hand von zwei Bei
spielen näher charakterisiert werden. 

LI 
I 

1<'ig. 8. 

. .. ~ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
~ 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

'1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Wenn in Fig. 8 der Stab sich aus der Verkürzung LI] /j i1uf 
die Verkürzung .12 8 wieder ausdehnt, so muß er das durch eine 
masselose Kette angehängte Gewicht Q heben, dabei ist die vom 
Stabe zu leistende Arbeit 

Q(Ll1 8 - Ll2 8) 
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gleichgültig, wie .11 8 ZU .12 8 geworden ist, denn selbst wenn 
z. B. zwischenhinein die Verkürzung auf Ag 8 sich reduziert hätte, 
so wäre die bei Erreichung von .12 8 geleitete Arbeit die obige ge
wesen, denn was hinzugekommen wäre, wäre 

gewesen. Dies ist also ein Fall, wo nicht allein die Gesamtsumme, 
sondern auch der Summand AA nur von Ausgangs- und End
zustand, nicht aber von den Zwischen zuständen abhängt . 

.. ,. 
I 

Fig. 9. 

Wenn aber in Fig. 9, wo gegen eine Reibungskraft Arbeit zu 
leisten ist, die bekanntlich ihren Pfeil immer dem Bewegungssinne 
entgegengerichtet einstellt, das Stabende von .118 auf dem Um
wege über Ag 8 nach .12 8 gelangt, so ist vom Stabe die Arbeit 
zu leisten 

AA = +,uQ(A1 8 - Ag 8) + ,uQ(A2 8 - Ag 8) 

= +,uQ(A1 8 - .12 8) + 2,uQ(A2 8 - .13 8), 

worin ersichtlich ist, daß .1 A außer von Anfangs- und Endzustand 
auch von dem unbekannten Zwischenzustand, dem As 8 ent
spricht, abhängig ist. 

Diese Beispiele zeigen, daß es jedenfalls vorteilhaft ist, bei 
Inangriffnahme der Lösung einer Aufgabe, die Kräfte, gegen 
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welche Arbeit zu leisten ist, in diese zwei Gattungen zu scheiden. 
Wenn nichts Besonderes erwähnt wird, kann man sich im folgenden 
Kräfte der ersten Gattung vorstellen. 

Es war 
mv2 

Vorratl - Vorrat2 = A A + A W + A ~-2- ; 

läßt man den Stab aus dem Zustand 2 noch etwas weiter gehen 
entsprechend den Inkrementen dS = (-dSt ) und dt = (-dtt ) , 

so ist 
mv2 

d(Vorratl - Vorrat2) = dA A + dA W + dA ~-2- , 

es ist aber 
d(Vorratl ) = 0, 

weil P und T fest gegeben sind, daher ist 

aber 

mv2 
-d(Vorrat2) = d L1 A + dA W + d!l ~-2- , 

8 8 8 
d(Vorrat2) = EF S· dS - wS. dt - .~ (t + to)' dS + kl 8 F· dt , 

hier speziell 

d(Vorrat2 ) = -{E8F S· dSl _.~ S· dtl - : (t + to)' dSl + k1 8 F· dt l } 

und somit 
888 

-d(Vorrat2)= EF S .dSi - wS. dtl - W (t + to)' dSi + kl 8F· dtl . 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach Seite 23 resp. 
18 nichts anderes als das d(Zurückgabe), 

-d(Vorrat2) = +d(Zurückgabe) , 

so daß man schließlich gefunden hat 

d(Zurückgabe) = d L1 A + d L1 W + d L1 :E _'fl1,2V2 . 
geleistet abgegeben erzeugt 

Welche ~uständ~ä1Hlerung dB i lmcl dtl tatsächlich eintritt, 
weiß man nun nicht, d. h. dSl und dtl sind in ihrem gegenseitigen 
Verhältnis unbekannt; nimmt man aber an, daß ein willkür
liches (jS zusammen mit einem willkürlichen (jt eintritt, 
wo die Abweichung vom Tatsächlichen durch das ,,(J" statt "d" 
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ausgedrückt wird, und positives bS eine Druckabnahme und po
sitives bt eine Temperaturabnahme bedeutet, dann wäre damit 
verbunden 

bLlA + bLlW + bLl~mv2 
geleistet abgegeben erzeugt 2 

888 
= -S· bS - -S· bt + k1 8F· bt - -(t + tO)' bS. 

EF CO CO 

Sobald aber bS und bt festgelegt sind, weiß man, daß 
d (Zurückgabe) zerfällt in 

8 8 
bA =-S·bS--S·bt 

• EF CO 

und 

wo bAt die abgegebene mechanische Arbeit und b W, die abge
gebene Wärme ist. 

Diese willkürliche Zusammenstellung von einem bS mit ei
nem bt nennt man eine virtuelle Zustandsänderung; die 
Willkürlichkeit ist selbstverständlich an die Voraussetzungen der 
Aufgabe gebunden. 

Sobald es sich um eine virtuelle Zustandsänderung handelt, 
zerfällt von selbst die Gleichung für den Umsatz an Gesamtenergie 
In folgende zwei Gleichungen 

mv2 8 8 
bLlA + bLl~- = bAt = -S·bS - -S·bt 
geleistet erzeugt 2 E F CO 

und 

für eine virtuelle Zustandsänderung gelten also die Glei
chungen 

mv2 8 8 
bLl~- = -So bS --So bt- bLlA 
erzeugt 2 E F CO geleistet' 

8 
b LI W = k1 8 F· bt - - (t + tO)' bS . 
abgegeben CO 

Kriemler, Baustatik. 3 
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Handelt es sich um mehrere zu einem System vereinigte 
Stäbe und um mehrere Kräfte, gegen die Arbeit geleistet wird, so 
ist selbstverständlich 

mv2 ( 8 , 8 ) (L1 I - = L - S· (jS - - S· (jt - I (j LI A , 
erzeugt 2 E F W geleistet 

(j LI W = L (ki s F· (jt - ~ (t + to)' tJS) . 
abgegeben W 

x. Abschnitt. 

Die zuletzt gefundenen Beziehungen sollen durch zwei Bei
spiele verdeutlicht werden. 

Erstes Beispiel. Der Stab der Fig. 10 befinde sich in dem 
Zustand Sund t, seiner Wiederausdehnung setzt der Gewichtstein 
die Reibungskraft p Q entgegen. 

-11 ds 
Fig. 10. 

Läßt man willkürlich S um tJS und t um ät abnehmen, so 
nimmt die augenblickliche Stablänge (8 - I1s) zu um den Ab
solutwert von 

0.18 = (E8F (-tJS) - : (-(jt)) , 

also um 
_s- oS- ~ ot 
EF OJ' 

~ls0 wirn bei dieser virtuellen Zustandsänderung die Kraft ft Q 

zurückgedrängt um den vVeg 

-~ ()S - ,~. ot 
EF w' 
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die vom Stab geleistete Arbeit ist daher 

b.d A = +.u Q (_8_ bS - -~ bt) , 
geleistet E F w 

und in diesem Beispiel wäre 

mv2 8 8 ( 8 8) b.dL' - = - So bS - - So bt - uQ - bS - -- at 
erze llgt 2 EF w 'EF w 

= (S - uQ) (--~- bS - ~ot) , EF 0) 

und 
8 

Ö J W = k1 8 F . bt - - (t + to) • oS . 
abgegeben W 

Zweites Beispiel. Von zwei Stäben sei der Stab a in den 
Zustand Pa; Ta, also auf die Verkürzung il 1 8a, und der Stab b 
in den Zustand Pb; Tb, also auf die Verkürzung .d1 8b , gebracht 
worden, in diesem Zustand werden die Stäbe in einer Geraden 

I· >Pa ~ Pa. ~ lb Jt4 
I I 
I I 
I I 

'a-4 u I 

r4S" 
>< 
I 
I 
I 

Fig. 11. 

aneinander gerückt, und nach Fig. 11 wird mit einer masselosen 
Kette in der gezeichneten Weise ein Gewicht Q angehängt, gleich
zeitig werden die äußeren Enden der zwei Stäbe festgestellt. Welche 
Zustände Sa; ta resp. Sb; tb die Stäbe, sobald sie von den Kräften 

3* 
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Pa und Pb freigegeben worden sind, auch annehmen werden, immer 
wird wegen der festgestellten Enden die Bedingung erfüllt sem 

(8a - All sa) + (Sb - All Sb) = (Sa - A 18a) + (Sb - Al Sb) , 

oder 
All Sa + All Sb = A18a + Al Sb , 

daher ist die Aufgabe an die Voraussetzung gebunden, daß immer 

sa S Sa Sb S Sb Sa P 8a Sb P Sb 
-- --t +-- b--tb=-- --1" +-- b--1"b 
EaFa a Wa a EbFb Wb EaFa a Wa a EbFb Wb' 

oder, weil die rechte Seite unveränderlich gegeben ist, an die Be
dingung, daß immer 

d. h. 

ist. 
Nur solche virtuelle Zustandsänderungen sind mit den Be

dingungen der Aufgabe verträglich, bei denen 

b(A2 Sa + All Sb} = b .12 8a + b Ll2 8b = 0 

ist, d. h. es muß 
b All 8b = - b All Sa 

sein; wenn sich daher Stab a um das Absolutmaß bÄ. weiter aus
dehnt, so ist 

und 
bA2 8b=+bÄ. , 

also verkürzt sich gleichzeitig Stab b um dasselbe Absolutmaß 
bA. Es ist aber 

und 

bA28b = -(~bSb - ~btb) 
EbFb Wb 

mit dem Minusvorzeichen, weil nach Übereinkunft positive tJS 

und bt Abnahmen bedeuten (Seite 33). 
Bei der angenommenen virtuellen Zustandsänderung aus dem 

Zustand Sa; ta; Sb und tb heraus verschiebt sich die Berührungs-
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stelle der beiden Stäbe, an die das Gewicht Q durch die Kette be
festigt ist, nach rechts um das Absolutmaß t5l, dabei wird Q um 
t5l gehoben, also ist 

15 A A = +Q. t5l . 
geleistet 

In diesem Beispiele, wo zwei Stäbe zu einem System vereinigt 
sind, ist somit 

t5A ~mv2 
erzeugt 2 

= (~Sa' t5Sa -!!!:...Sa· t5ta) + (~Sb' t5Sb - 8b Sb' t5tb') - Q. t5l, 
EaFa W a EbFb Wb 

t5AW 
abgegeben 

= (ka8aFa' 15 ta- 8a (ta+toa)' t5Sa)' + (kb8bFb' t5tb _!!!.. (tb + tOb)' t5Sb). 
W a , Wb 

Die erste dieser Gleichungen wird aber, weil wegen der Be
dingung, der die Aufgabe unterworfen ist, 

und 

ist, zu 

Die vorgeführte Lösung dieser beiden Aufgaben ist rein hy
pothetisch; z. B. bei der zweiten müßte man die gegebene Lösung 
wie folgt aussprechen: Wenn tatsächlich der Stab a in den Zustand 
Sa; ta und gleichzeitig der Stab b in den Zustand Sb; tb gelangt, 
und wenn tatsächlich die angenommenen Änderungen aus diesen 

Zuständen heraus eintreten sollten, dann würden 15 A ~ m2v
2 

und 15 A W die angeschriebenen Werte haben müssen. 
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XI. Abschnitt. 

Vergleicht man am Ende des IX. Abschnittes die Gleichung, 
die sich auf die mechanischen Energien bezieht, mit der Gleichung, 
die sich auf die thermische Energie bezieht, so macht sich ein Mangel 
an Parallelismus bemerkbar, insofern als aus der mechanischen 

Gleichung hervorgeht, daß die vom Stab oder vom Stabsystem 
zurückgegebene mechanische Energie in lebendige Kraft und ge
leistete Arbeit übergeht, während aus der thermischen Gleichung 
nur hervorgeht, welche Wärmemenge abgegeben wird, ohne daß 
sichtbar gemacht ist, wohin diese Wärmemenge gelangt. Tatsäch
lich kann man, wenn nicht besondere Vorkehrungen getroffen 
sind, auch nicht angeben, wohin die abgegebene Wärme gelangt; 
bei einer aus einem Stabsystem bestehenden Brücke z. B. ist es 
ganz unmöglich die Wärme auf ihrer Wanderung durch die Pfeiler 
und durch die Luft zu verfolgen. Bei solchen Aufgaben ist aber 
auch das Maß der abgegebenen Wärme nebensächlich, nur indirekt 
hat die Wärme Bedeutung, indem die durch sie bewirkte Längen
änderung des Stabes oder Stabsystemes die mechanische Gleichung 
beeinflußt, dieser Teil der Wärmewirkung wird aber nicht durch 
eine Wärmemenge, sondern durch die Temperatur gemessen. 

Durch besondere Vorkehrungen läßt sich aber der Parallelis
mus herstellen. Denkt man sich eine Flüssigkeit vom Volumen 
V cm 3 rings von einem Gefäß eingefaßt, das Wandungen hat, die 
wärmedicht sind, wie dies bei den Wandungen eines Eiskellers 
oder Eisschrankes mehr oder minder erfolgreich angestrebt ist, 
und denkt man sich die Zustandsänderungen des Stabsystemes in 
diesem Flüssigkeitsbad vor sich gehend, dann allerdings weiß man, 
daß das vom Stab system abgegebene (5 1'1 W yon dieser Flüssigkeit 
aufgenommen wird. 

Alle bisher vorgeführten Formeln bezogen sich auf s tab f ö r
mige Körper, die Flüssigkeit ist aber dreidimensional, sie hätte 
also z. B. nach drei Richtungen ein E und ein w, wodurch natür
lich ganz andere Formeln bedingt sind; hier soll der Einfachheit 
halber eine Flüssigkeit angenommen werden, bei der alle E und alle 
w den \Vert 00 haben, und deren spezifische Wärmeaufnahme-
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und -abgabefähigkeit pro cm 3 für alle Temperaturen K ist. Ent
hielt dieses Bad bei der Temperatur t = 0 die Wärmemenge ifJ', 
so enthält es bei der Temperatur t = {)1 die Wärmemenge 

ifJI = ifJ' + K V {)I . 

Wird in dieses Bad von der Temperatur t = 1J1 der Stab vom Zu
stand P; T hineingebracht, der ja nach Seite 28 den Wärme
vorrat 

enthält, so ist augenblicklich durch die wärmedichte Hülle die 
Wärmemenge 

W P ; T + if>1 

eingeschlossen. Im Augenblick, wo In dem Bad der Stab den 
Zustand 8; t annimmt, ist 

W s · t = W' + kI 8 F t _!- 8(t + to), , (I) 

hat dabei das Bad die Temperatur t = 192 , dann ist 

W2 = ifJ' + K Vl'}2 , 

und die eingeschlossene Wärmemenge ist 

WS;t + ifJ2 , 

dabei kann 
WS;t + ifJ2 § WP;T + if>I 

sein; im Anfangszustand hatten nämlich Stab und Bad an Energie 
den Gesamtvorrat 

8 p2 mVI 
GI = ifJI + W P; T + E F 2 + .E 2 ' 

wenn der größeren Allgemeinheit halber schon im Anfangszustand 
lebendige Kraft als vorhanden angenommen wird; im zweiten 
Zustand haben Stab und Bad den Gesamtvorrat 

8 8 2 
1 mv~ 

G2 = ifJ2 + WS;t + EF 2 + 2: 2' 

Da alle anderen Energiearten berücksichtigt sind, so ist 

GI - G2 = LI A , 
geleistet 
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und man hat mit Verwendung der Formeln auf Seite 29 

mv2 
A A = (tP1 - tP2) + (V orrat1 - Vorrat2) - A ~ -2- , 

oder 
geleistet erzeugt 

mv2 
Vorrat1 - Vorrat2 = A A + (tP2 - tP1) + A ~ -2- , 

geleistet erzeugt 

es ist also nach Seite 29 
tP2 - tP1 = A W . 

abgegeben 

Ebensowenig, wie A Wohne Kenntnis der Gesetze 

t = 11 (z), 

S=Mz) 

angegeben werden konnte, kann tP2 angegeben werden, es ist also 
{}2 nicht ausschließlich eine Funktion von Sund t, sondern es hängt 
{}2 auch ab von den zuvor durchlaufenen Zuständen. 

Immerhin kann man aber für eine virtuelle Zustands
änderung des Stabes angeben, daß 

b(/>=bAW, 
abgegeben 

oder 
KV·b{}= bAW 

abgegeben 

ist. 
Nunmehr ist in den Gleichungen am Schluß des IX. Ab

schnittes der Parallelismus hergestellt, denn es ist, wenn gleich ein 
Stab system vorausgesetzt wird, 

b A 2' m v2 = ~ (_8_ S . b S - ~ S . b t) - ~ b A A , 
In'zeugt 2 E F W geleistet 

KV.b{}=~(k18F.bt- :(t+to)·bS). 

Hierin sind positive bS und bt zwar Abnahmen, aber positives 
,Hf ist eine Zunahme. 

Wenn man will, kann man nun bei einer Brückenkonstruktion 
unter V sich das ganze Weltall mit Ausschluß gerade dieser .tlnicken
konstruktion vorstellen, dabei sind dann Kund {} ausgemittelte 
Werte. Im folgenden soll aber vorerst die Vorstellung des Bades 
beibehalten werden. 
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XII. Abschnitt. 

Man nennt im Lauf einer wirklichen Zustandsänderung den
jenigen Zustand einen Zustand des augenblicklichen me
chanischen Gleichgewichtes, bei dem sich 

dJ.2 mv2 
= 0 

2 

ergibt. Begründet ist diese Definition damit, daß das 
Massensystem, wenn es zufällig in diesem Zustand in 
Ruhe ist und sich selbst überlassen bleibt, auch ferner
hin in Ruhe bleibt, sofern jene Gleichung erfüllt ist. 

Man könnte hier einwenden, daß z. B. zwei Massen m a und 111" 

von der Ruhe aus durch eine elementare Zustandsänderung solche 
Geschwindigkeiten U a und Ub annehmen könnten, daß 

2 2 

d'"!~!J{1 = + m'2 U" , 

aber 

wäre, so daß 

sein könnte, ohne daß U a und Ub einzeln = 0 wären; da aber In 

solchem Falle 

wäre, so wäre Ub imaginär. Von der Ruhe aus ist jedes ein-
2 

zeIne d rn.)v entweder positiv oder gleich Null. Wenn jene 
- 2 

Gleichung erfüllt ist, so ist jedes d m2v von der Ruhe aus einzeln 

gleich Null, und diesen Zustand nennt man das mechanische 

Gleichgewicht. 
Kann man nun für einen gewissen Zustand nachweisen, daß 

für alle mit den Bedingungen der Aufgabe verträglichen virtuellen 

Zustandsänderungen sich 0 J.2 m2v2 zu Null ergeben muß, dann 
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ist dieser Zustand auch für die tatsächlich eintretende Zustands
änderung ein Zustand des mechanischen Gleichgewichtes. Man 
kann daher gewisse Charakteristiken des mechanischen Gleich
gewichtes feststeHen, ohne den betreffenden Zustand zuvor schon 
ermittelt zu haben. 

XID. Abschnitt. 

Man nennt im Lauf einer wirklichen Zustandsänderung den
jenigen Zustand einen Zustand des augenblicklichen ther
mischen Gleichgewichtes, bei dem alle am Wärmeaustausch 
beteiligten Körper eine und dieselbe Temperatur (t + to) ange
nommen haben, denn es läßt sich experimentell nachweisen, daß 
zwischen Körpern gleicher Temperatur (t + to) die Wärmewande
rung ruht, solange andere Energiearten nicht eingreifen. Bezüg
lich der für verschiedene Stoffe als verschieden vorausgesetzten 
Konstanten to wird auf spätere Schlußfolgerungen verwiesen. 

Im thermischen Gleichgewichtszustand haben also alle Stäbe 
des Stabsystemes und das umgebende Bad eine und dieselbe 
Temperatur (t + to)' Jede elementare Zustandsänderung aus dem 
thermischen Gleichgewicht ist für jeden Stab einzeln notwendig 
"adiabatisch", weil die Wärmewanderung ruht. Ganz allgemein 
ist aber beim einzelnen Stabe nach Seite 25 

8 
d Waufg = (t + to) d'YJ = k1 8 F· dt - - (t + to)' dB ; 

OJ 

bei einer nur virtuellen Zustandsänderung ist 

mit deITl Minuszeichen, weil nach Übereinkunft bt und Mi Ab
nahmen sind. 

Handelt es sich speziell um eine virtuelle Zustandsänderung 
aus einem thermischen Gleichgewicht heraus, so ist für jeden Stab 
einzeln, weil (5 Waufg (resp. b WJ gleich Null sein muß, notwendig 

()I) = o. 
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Man sieht hier schon eine gewisse Analogie zum mechanischen 
Gleichgewicht, denn dort mußte von der Ruhe aus einzeln jedes 

b mv2 = 0 
2 

sein. 
Wie beim mechanischen Gleichgewicht das Naturgesetz be

rücksichtigt wurde, daß es keine Geschwindigkeit gibt, deren 
Quadrat eine negative Größe wäre, muß nun auch hier ein bisher 
mit Stillschweigen übergangenes Naturgesetz beigezogen werden. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß eine Wärmemenge 
dWz nur von einem Körper a zu einem oder mehreren 
Körpern b übergehen kann, wenn 

tu + toa > tb + tOb 
ist. 

Nimmt man nur zwei Körper als Beispiel, so ist für den ab
gebenden Körper 

dWaufg = -q, 

für den empfangenden Körper 

dWaufg = +q; 

für den ersteren Körper ist daher 

für den anderen ist 

q 
d1]a = - ta + toa ' 

q 
d1]b = + tb + tOb 

Denkt man sich die 1] beider Körper addiert, so ist mit diesem 
Wärmeaustausch verbunden 

d ~ 17 = (d1]a + d1]b) = (- -q-- + --~- -) ; 
ta+toa tb+tob 

da aber der Austausch an die Bedingung gebunden ist, daß 

ta + to a > tb + to b 

ist, so ist dem Absolutwert nach 

q 1 ! q 
~+t;~ < i th + tOb 
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und es ist immer 
d~1]>O. 

Wird q mit den Anteilen ql; q2; qs usw. an verschiedene Körper 1; 
2; 3 usw. abgegeben, so ist 

d~1] = (d1]a + d1]1 + d1]2 + d1]s + usw.) 

= ( __ --.!1_ + ~_ + q2 + qs + usw.) , 
ta+toa t1+tOI t2+t02 ts + tos 

weil aber 

ist, so ist 

d ~ 'YJ = (_ ql + ql ) + ( __ ~ + q2 ) 
ta+toa tl+tOI ta+toa t2+t02 

+ (_ qs + qs ) + usw. 
ta + toa ts + tos 

Jede Klammer ist aber wegen des Naturgesetzes positiv, also ist 
ganz allgemein 

d~1]>O. 

Wäre etwa in der letzten Formel t2 + t02 > ta + toa , so wäre not
wendig q2 negativ, d. h. q2 wäre zurückgewanderte Wärme, die be
treffende Klammer bliebe trotzdem positiv. 

Da die Funktion 1} sich von der Funktion 'YJ' und durch eine 
Konstante unterscheidet, so ist auch, sofern Wärmewanderung 
stattfindet, 

d~'YJ'>O. 

Nach Seite 27 führt 1]' den Namen "Entropie". Es hat sich 
demnach ergeben, daß - sofern ein Wärmeaustausch stattfindet
die über alle am Austausch beteiligte Körper ausge
dehnte Entropiesumme eine Zunahme erfährt. 

Infolge des Wärmeaustausches nähern sich die (ta + toa); 
(tl + tOI); (t2 + t02 ) einander immer mehr; in dem Zustand, in 
dem sie alle einen gemeinschaftlichen Grenzwert angenommen ha
ben, wird in UtJlll entwickelten Ausdrnek fiir rl ~ 1) jede Klammer 
für sich zu Null, also ist an der Grenze 

d2.'11=d2.'1]'=ü. 

Wenn aber alle (t + to) gleich geworden sind, so ist nach Defi
nition das thermische Gleichgewicht eingetreten. Die Entro-
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piesumme ist bei Erreichung des thermischen Gleich
gewichtes stationär. Im thermischen Gleichgewicht ist aber 
einzeln jedes dr; = dr;' = 0, weil jede Wärmewanderung auf
gehört hat, also die q; ql; qs; qs; usw. verschwinden. 

Im hier vorliegenden Zusammenhange ist also die Analogie 
zwischen lebendiger Kraft und Entropie vollkommen, denn wie 
aus 

folgte, daß von der mechanischen Ruhe aus einzeln für jede Masse 

mv2 
d--=O 

2 

war, so folgt aus 
dXr/=O, 

daß im thermischen Gleichgewicht einzeln für jeden Körper 

dr;' = 0 
ist. 

Der Gedankengang zu letzterer Folgerung ist, kurz wiederholt, 
wie folgt: es ist 

d 2.~ r;' = (dr;~ + dr;{ + dr;~ + dr;; + usw.) 

= (- --q- + -----.!h __ + ~- + ~- + usw.) 
ta + toa t1 + tOl t2 + tOt ts + tos 

wenn aber alle (t + to) einander gleich geworden sind, so werden 
gleichzeitig in der letzten Gleichung alle Klammern einzeln zu Null 
und in der zweiten Gleichung einzeln alle q zu Null, also sind, wenn 
dXr;' = ° gesetzt wird, damit auch alle dr;' = 0 festgelegt. 

Beim einzelnen Stab ist aber 

d r;' = k1 8 F ~ - ~ d S , 
t + to (0 
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also ist, wenn dr/ = 0 ist, notwendig 

~ (t + to) 
dt = _w ___ • dS 

k i sF 

man sieht hieraus, daß durch die Änderung dS der Federungs
kräfte die Temperaturen der Stäbe Abweichungen dt von der 
gemeinschaftlichen Temperatur (t + to) annehmen, daß also in
folge der dS die Wärmewanderung sich wieder einstellt, das ist 
eben die Folge des Eingreifens einer anderen Energieart in das 
thermische Gleichgewicht. 

Sollte aber d 4 YJ' = 0 gewesen sein, die S sich aber verändern 
können, so würde, weil stets die Entropiesumme wächst, das 
nächste d4YJ' wieder> 0 sein, also wäre 2YJ' zwar stationär ge
wesen, ein Maximum wäre es nicht gewesen; ihr Maximum erreicht 
die Entropiesumme erst, wenn alle dS = 0 bleiben müssen, 
wenn also überhaupt nichts mehr geschieht, es verlangt daher 
die endgültige Wärmeruhe gleichzeitig die mechanische 
Ruhe. 

Als besonderer Vorzug der Entropie beim vollkommen ela
stischen Stab wurde Seite 26 hervorgehoben, daß sie nur eine 
Funktion des augenblicklichen Zustandes ist, beim Stab ist ja 

r;' = k1 8 Flog(T + to) - ~p 
w 

und entsprechend beim Bad 

l]Bad = K V log(# + {Jo) , 

weil die dem w entsprechenden Größen gleich 00 vorausgesezt 
wurden. 

Es wurde gefunden, daß 21]' stets im Zunehmen begriffen 
ist, weil immer d 2 r;' > 0 war, die Formeln aber zeigen, daß einzeln 
YJ' vom Stab und YJBad immer wieder dieselben Werte annehmen 
könnten, da aber YJ' + r;Bad immer wächst, so ergibt sich, daß 
niemals wieder ein früherer Zustand des Stabes mit 
demjenigen Zustand des Bades zusammentreffen kann, 
der gleichzeitig mit jenem früheren Zustand des Stabes 
vorhanden war. Der Stab könnte wiederkehrend sich ver-
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längern und verkürzen, niemals mehr würde die Entropiesumme 
von Stab und Bad zusammengenommen einen früher gehabten 
Wert wieder annehmen, natürlich unter der Voraussetzung, daß 
die Hülle des Bades wirklich wärmedicht ist. 

Ähnliche Ergebnisse in anderen Teilen der Physik haben auf 
dem Wege der Verallgemeinerung die Ansicht hervorgerufen: 
Was auch geschehen mag, die Entropiesumme der un
serer Beobachtung zugänglichen Welt schreitet uner
bittlich ihrem Maximum zu, bei dessen Erreichung 
thermische und mechanische Todesruhe (Wärmetod) 
sich einstellen wird!). 

Aus dem Resultat, daß bei vollkommener Elastizität die 
Entropiesumme L,. r/ im thermischen Gleichgewicht stationär ist, 

1) Es ist zweckmäßig, an dieser Stelle auf folgendes aufmerksam zu machen. 
Beim vollkommen elastischen Stab ist 

dW 
t+t~ = (['}, 

also werden d Wund dll gleichzeitig zu Null. Bei einer Aufeinanderfolge von 
elementaren adiabatischen Zustandsänderungen bleibt nach Definition d W von 
der Größe Null, also ist für diese adiabatischen Zustandsänderungen jeweils 
d'l = 0, d. h. die Entropie bleibt dabei konstant; daher kann man bei voll
kommener Elastizität statt "adiabatisch" auch "isentropisch "sagen. Aufein
anderfolgende Zustandsänderungen eines vollkommen elastischen Stabes, die kon
stante Entropie bewahren, gehen ohne Wärmewanderung vor sich. 

Ganz anders liegen die Verhältnisse bei dem im ersten Teil dieser Abhand
lung betrachteten unvollkommen elastischen Stab. Für diesen wurde bei einer 
elementaren adiabatischen Zustandsänderung gefunden (wenn als Beispiel nur 
Druckbeanspruchung ins Auge gefaßt wird, Seiten 14 und 19), daß bei einer 
adiabatischen Drucksteigerung um dS ist 

k s Fa + !... (t + to) 
dt = ~~---~~-- d S , 

k1 8F 

bei einer adiabatischen Druckverminderung um dS, i.bsolut ist 

oder 

-c 8 F b + !... (t + to) 
co 

dt, = -dt = ----;--c;;-
k,sF 

--- :dS, j, 

C 8 F b - !... (t + to) 

dt = co : dS, : ; 
k,sF 

ganz allgemein ist aber rein algebraisch 
s 

(t + to) d'1 = k, s F· dt - - (t + to) • dS, 
w 
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könnte durch Nullsetzung aller Variationen (j2:r/ em solcher Zu
stand wohl ermittelt werden, es müßten aber so viele Neben
bedingungen mitgeführt werden, daß dieses Verfahren zu umständ
lich wird. Schneller führt zum Ziele das folgende inhaltlich 
auch näher liegende Verfahren, das sich an die Überlegung auf 

worin dt und dS mitsamt ihrem Vorzeichen einzusetzen sind; also ist, wenn die 
beiden adiabatischen dt von oben eingesetzt werden, das eine Mal 

(t + to) d'rj = (k s F a + ~ (t + to)) d S - ~ (t + to) d S = k s Fa· d S , 
W (u 

das andere Mal 

(t + to) d'rj = csFb IdS,I- ~ (t + to) IdS, i - ~(t + toH-dS,) = csFb IdS,I. 
w w 

Während bei einer plötzlichen also adiabatischen Zu- oder Abnahme der Stab
kraft des vollkommen elastischen Stabes das 'rj stationär bleibt, ruft beim un
vollkommen elastischen Stab sowohl die adiabatische Zunahme als auch die 
adiabatische Abnahme der Stabkraft ein Wachstum von 'rj hervor. Läßt man 
auch beim unvollkommen elastischen Stab der Funktion 'rj die Benennung "Entro
pie", so ist bei diesem unvollkommen elastischen Stab "adiabatisch" nicht über
einstimmend mit "isentropisch". 

Denkt man sich zwei unvollkommen elastische Stäbe unter sich in Wärme
austausch, jedoch von der übrigen Welt thermisch abgeschlossen, und beim einen 
"a" nehme die Stabkraft zu, beim anderen "ß" nehme die Stabkraft ab, dann ist 

W" _ d k" 8" F" a" d S 
t,,+to"'- 'rj",- t",+to'" '" 

und 
Wß _ d cI' 8ß F" bß 

--- '1ß- IdSfll' 
tß+toß- tß+toß 

Ganz allgemein muß aber 

~+~=>o 
trx+to'" tß+toß 

sein, weil Wärme durch Leitung nur vom kälteren der zwei StäbE' aufgenommen, 
vom wärmeren abgegeben werden kann; demnach ist auch 

(dl --d, )_{k",S",F"'~dS cß8ßFßb1i 'dS 11= 0 
10< t Iß t +t "'+ t +t ' ,ß, >, 

'" 0'" ß oP 

( ) I kC<s",F"a", Cßs" Fß bß 1 d'rjcx + d'rjß = > 1----~dSIX + --~-- IdS/il ; 
tlX + to '" tß + to ß 

der Inhalt der Klammer rechts ist immer positiv, weil sowohl Belastungszunahme 
als auch Belastungsabnahme beim unyollkommen elastischen Stab positive Wärme 
erzeugt, demnach ist, wo unvollkommen elastische Stäbe am Wärmeaustausch 
beteiligt sind, 

d 2: 'I nicht nur = > 0, sondern sogar = > als etwas Positives, 

und nennt man auch in diesem Falle 2: '1 die "Entropiesurnme", so ist damit 
nachgewiesen, daß ganz allgemein hei jedem Stabsystem die Entropiesumme im 
Wachsen begriffen ist. 
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Seite 39ft anschließt, hier aber gleich auf ein in das wärme
dicht eingehüllte Bad eingetauchtes Stabsystem ausgedehnt wird. 
Dieses Verfahren wird die auf Grund des Gesetzes von der Erhal
tung der Energie erfolgende Aufstellung der E ne r g i e b i I an z ge

nannt. 
In dem Zustand, in dem jeder der Stäbe in das Bad einge

taucht wird, bringt er die Energie mit 

8 p2 8 
-----P(r 
EF 2 w 

das Bad selbst enthält im Anfangszustand die Energie 

tJ>' + K V{}l . 

Durch die wärmedichte Hülle ist also ein für allemal eingeschlossen 

die Energie 

-.. 8 8 " y m Vi , ( ( P 2 ") .2 EF--~2---P(r+to)+k18}r+W+,"- ')- +tJ> +KV1J,. 
alle W ~ 

Htäbe 

In einem beliebigen anderen Zustand enthalten die Stäbe und das 
Bad zusammen die Energie 

L(~- S2 - ~S(t + t) + k 8Ft + W' + Z 1}1 vl) + if>' + KV1'J.,. 
alle E F 2 w 0 1 :2 -

Stäbe 

Zieht man den zweiten Betrag von dem ersten ab, so erhält man als 
Differenz 

mv2 mv2 

ZVorratl - 2:Vorrat2 + Z2:-2 1 - Z2:T + KV1}l - KV1}2; 
alle alle alle alle 

Stäbe Stäbe Stäbe Stäbe 

diese Differenz muß aber, weil alle anderen Energiearten berück
sichtigt sind, gleich der inzwischen geleisteten Arbeit L1 Asein, 
außerdem ist geleistet 

2 2 2 
2: Z m V2 _ Z Z _~Vl = L1 Z m ~ 
alle 2 aUe 2 erzeugt:2' 

Stäbe Stäbe 

also ist 
2 

ZVorratl - ZVorrat2 + K V 1}1 - K V {}2 = L1 A + L12' m2v , 
alle alle geleistet erzeugt 

Stäbe Stäbe 

Kriemler. Baustatik. 4 
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woraus sich findet 
mv2 

~Vorrat2 + KV{t2 = L'Vorratl + KV#I - L1A - L1~-2-
alle alle geleistet erzeugt 

Stäbe Stäbe 

Setzt man die konstanten Glieder 

so ist 

ZVorratl + K V {ti = U1 , 
alle 

Stäbe 

~ (ESF ~2 - : S(t + to) + kis F t + W,) + K V&2 

Stäbe m V 2 
= U1 - L1A - L1~--

geleistet erzeugt 2 

Ebensowenig wie (L1 A + L1 Z !?I' v2
) ohne Kenntnis der tat

geleistet erzeugt 2 
sächlich durchlaufenen Zustände angegeben werden kann, kann 
in dieser Gleichung auf der linken Seite das {t2 angegeben werden. 

Soll nun der zweite Zustand ein solcher thermischen Gleich

gewichtes sein, so müssen sämtliche t + to den gleichen Wert e 
haben, den auch beim Bad 

{}~ + {fo 

hat, also ist im thermischen Gleichgewicht 

~(E}P ~2 - :S6+k1 SF(6-to)+W')+KV(6-1?o) 
Stäbe m V 2 

= U1 - L1 A - L1 Z -- ; 
geleistet erzeugt 2 

aus dieser Gleichung kann 6 berechnet werden in allen Fällen, 
mv2 

wo das L1 A und das L1 L' ---')- --, die zu gegebenen S gehören, be-
geleistet -

kannt sind. Damit wäre die Frage nach der Bedingung des 
thermischen Gleichgewichtes beantwortet, die folgende Unter
suchung soll nur den Anschluß an die vorausgegangenen Teile 
dieses Abschnittes wieder herstellen. 

Das vollständige Differential der linken Seite der letzten 
Gleichung lautet 

L(_s-S. as - ~ FJ·dS - ~S. d6 + klsF ode) + KV·de, 
alle EF (I) W 

Stäbe 
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so daß bei einer virtuellen Zustandsänderung, bei der nach Über
einkunft +bS = -dS und bei den Stäben +be = -de, beim 
Bad aber +be = de ist, sich ergibt 

1:(- _8_ S . bS + ~ e· bS + ~ S· be - k18F'be)+ KV· b e; 
~ EF w W 

Stäbe 

die zugehörige Variation der rechten Seite jener Gleichung ist 

o - (b LI A + b LI 2' m2v
2

) , 
geleistet 

also hat nach Seite 33 diese Variation den Wert 

-1:(~--S. bS - ~S. be), 
alle EF W 

Stäbe 

weil ja bt = b(e - to) = be ist, doch kann dieses M9 bei jedem 
Körper einen anderen Wert haben. Setzt man nunmehr die 
Variationen der beiden Seiten einander gleich, und streicht man 
links und rechts die gleichen Glieder bei jedem Stabe einzeln weg, 
so bleibt übrig, daß 

~(k18F. be - ~ e· bS)- KV· be = 0 
alle 0) 

Stäbe 

ist. Diese ganze Gleichung kann man durch das gemeinschaft
liche e dividieren, dann ist 

( be 8) be 1: k1 8 F --zI - - bS - K V --zI = 0, 
alle CI W CI 

Stäbe 

aber es ist 

während 
be durch bt resp. M} 

zu ersetzen ist, daher ist 

1: (k18 F -t bt t - ~ b S) - K V {} ~ {} = 0 . 
alle +0 w 0 

Stäbe 

Nach Seite 42 und 46 bedeutet dies, daß 

oder daß 

2' ( - b r/) - b 1]Bad = 0 , 
alle 

Stäbe 

b2'1]'=O 

4* 
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ist, wie nicht anders zu erwarten war, weil im thermischen Gleich

gewicht die Entropiesumme aller am Austausch der Wärme be
teiligten Körper stationär ist. 

Wenn in der Baustatik sehr häufig angenommen wird, daß 
im thermischen Gleichgewicht jeder Stab eine andere Temperatur 
hat, so ist stillschweigend vorausgesetzt, daß jeder Stab sein be
sonderes Bad hat, daß aber dabei alle Stäbe und alle Bäder sonst 
thermisch isoliert sind. Dann ist einzeln für das aus einem Stab 
und seinem Bad bestehende System 

c5('/lstab + '/lBad) = Ü, 

die Addition aller analogen Gleichungen ergibt natürlich auch in 
diesem Fall, daß t>:2'/l'=Ü 

ist, wobei allerdings nicht jeder der Körper mit jedem anderen sich 
in Wärmeaustausch befindet. 

XIV. Abschnitt. 

Aus den von Voigt (Thermodynamik) angeführten Versuchen 
von Hag a und den von We yr aue h (Wärmetheorie ) ange-

___ ~~~~l!~ ___ _ 
TemperiLt«r 

_qf}[r:...i~-r:!!:':!::!-!L_ 
des Wassers 

T 

Fig. l~. 

-- ----) 

führten Versuc):J.en von 
J 0 u I e geht hervor, das to 

für Stahldraht, für Neu
silberdraht und für Kaut-
schukstäbchen denselben 
Wert hat wie für die Gase. 

t+~ Bis zum Beweis des Gegen
teiles kann man daher 
wohl annehmen, daß to 

resp. #0 für alle Natur
stoffe einen und denselben 
Wert hat, nämlich 

to = T + 273 

In Celsiusgraden, hierin bedeutet T die Montagetemperatur, von 
der aus die laufenden Temperaturen t hier gemessen werden (Fig. 12). 
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Es ist dann (t + to) resp. (I? + flo) die sogenannte "absol ute 
Temperatur". Da es dann in der Natur eine negative absolute 

Temperatur nicht gibt, also log(t + to) resp. 10g(ß + {Jo) stets 
reell ist, so fällt die Seite 26 erwähnte Schwierigkeit fort. 

Die Gleichheit des to resp {jo für alle Körper hätte mit Nutzen 

schon Seite 42 erwähnt werden können, die Ableitungen erschienen 

aber klarer, wenn man vorläufig davo~ absah. Darin, daß beim 
Experiment im thermischen Gleichgewicht sich direkt alle t und {} 

gleich ergeben, ist schon ein Grund gegeben anzunehmen, daß 

auch alle to und Öo gleich sind. 

Setzt man in die Formel auf Seite 50 alle E = oe und alle 
mv 2 

w = =, das "1 A und das /1 L: 2 -- beide = 0, sowie to = {} 0 also 

e - to = (-) - (Jo = tg , so ergibt sich 

woraus die beim thermischen Gleichgewicht sich einstellende Tem

peratur gefunden wird zu 

2.'k1 sFT --j- KV{)l 
t.IJ = -}.' k[ sE' +-K V- , 

eme Formel, die aus der Experimentalphysik bekannt ist. 

xv. Abschnitt. 
Am Schlusse des XII. Abschnittes ist gesagt worden, daß 

man daraus, daß im mechanischen Gleichgewicht für alle mit 

den Voraussetzungen der Aufgabe verträglichen virtuellen Zu

standsänderungen sich 

zu Null ergeben muß, gewisse Merkmale des mechanischen Gleich

gewichtes feststellen kann, ohne den betreffenden Zustand zuvor 

schon ermittelt zu haben. 
Dies soll nun an den zwei Beispielen des X. Abschnittes ge

zeigt werden. 
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Erstes Beispiel Fig. 10. Es ergab sich hier 

mv2 ( 8 8) bL1~- = (S - p,Q) -bS - -bt , 
2 EF w, 

soll die rechte Seite dieser Gleichung zu Null werden, wenn bS 
und bt jeden beliebigen Wert annehmen können, so muß not
wendigerweise 

(S - ,uQ) = 0, 
also 

sein; es ist dies eine, in diesem Fall erschöpfende Bedingung des 
mechanischen Gleichgewichtes. Ganz unabhängig von den Tempe
raturverhältnissen des Stabes kann von mechanischem Gleich
gewicht nur in dem Zustand die Rede sein, in welchem 

S=,uQ 
ist. 

Zweites Beispiel Fig. 11. Hier war 

soll die rechte Seite dieser Gleichung zu Null werden, wenn bl 

jeden beliebigen Wert annehmen kann, so muß 

also 

sein; es ist dies eine, in diesem Falle allerdings nicht erschöpfende 
Bedingung des mechanischen Gleichgewichtes, da Sb noch unbe
stimmt ist. Diese Bedingung ist von den Temperaturverhält
nissen der zwei Stäbe formal unabhängig. 
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XVI. Abschnitt. 
Da 

ist im Zustand des mechanischen Gleichgewichtes, so ist damit 
gesagt, daß beim Durchgang durch den Zustand des mechanischen 
Gleichgewichtes die lebendige Kraft aller beteiligten Massen ent
weder ein Maximum oder ein Minimum ist. Sie ist ein Maxi
mum, wenn das Gleichgewicht stabil, ein Minimum, wenn es 
labil istl). 

1) Vg!. meine Schrift: Von der Erhaltung der Energie und dem 
Gleichgewicht des nachgiebigen Körpers. Verlag von C. W. Kreide!. 
Wiesbaden 1905. 



Dritter Teil. 

XVII. Abschnitt. 
Für einen ganz beliebigen Zustand des in ein gemeinschaft

liches Bad eingetauchten Stabsystemes ergab auf Grund des Ge

setzes von der Erhaltung der Energie die Aufstellung der Energie
bilanz die Formel (Seite 50) 

~(-;F ~t - ~ S(t + to) + k1 8Ft + W') + KV{} 
Btäbe , m v 2 

= U1 -,dA - Ll2 ---
geleistet erzeugt 2 

Sind alle Stäbe des Stabsystemes thermisch voneinander isoliert, 

und ist jeder von ihnen in ein gesondertes Bad getaucht, so kommt 

je ein von einem Bad herrührendes Glied zu den von dem zuge

hörigen Stab herrührenden Gliedern unter das Summenzeichen, 

In solchem Falle ist daher 

~~ (E8F ~2 _ ~ S(t + to) + k1 8 F t + W' + K V ß) 
titijbe _ m v 2 

=Uj -LlA-j2--
geleistet Cl'7-eugt 2 

Vervöllstäudigt man, indem man links und rechts für jedes Bad 
seine ursprüngliche ~Wärmemenge addiert, so erhält man, wenn 

noch 

gesetzt wird, 

U1 + 2:lJ>' = U 
alle 

Bäder 

2(~~ "!- S2 - ~- S(t + to) + k j 8.Pt + W' + KV,{} + (j)') 
alle E F 2 (j) 

Stäbe m V 2 
= G - JA - LI 2: - -- . 

gpleistd Cl'7-engt 2 
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Die Bedeutung dieser Formel wird klarer, wenn man sie, wie folgt, 
schreibt: 

In dem Zustand, in dem S; t und ß für je ein aus Stab und Bad 
bestehendes Paar gilt, ist 

mv2 L (VorratStab + VorratBad) = U - JA - J2'-2- , 
alle geleistet erzeugt 

Stäbe 

worin U den ganzen im Ausgangszustand an Federung und Wärme 
vorhandenen Energiebetrag bedeutet; dieses U ist natürlich un
veränderlich. 

Nun soll der der Betrachtung unterzogene Zustand ein solcher 
(les mechanischen Gleichgewichtes sein. Gewisse Kriterien dieses 
Gleichgewichtszustandes ergibt die Vorschrift, daß für alle mit 
den Bedingungen der Aufgabe verträgliche virtuelle Zustands-
änderungen sich 

ergeben muß. 

2 
(\,IL."mv =0 
~c_ 2 

Die Voraussetzungen sind aber bei den Aufgaben, um welche 
es sich hier handelt, Beziehungen zwischen den gleichzeitig vor
handenen Stablängen in dem Sinne, daß die relative Lage einzelner 
Punkte des Stabsystemes gegen nicht zum System gehörende un
bewegliche Punkte unveränderlich oder nur auf gesetzmäßiger 
Bahn veränderlich ist, oder auch, daß die relative Lage einzelner 
Punkte des Systems gegeneinander gewisse Bedingungen er
füllen muß. Alle diese Voraussetzungen können auf die Form ge
bracht werden 

11 (aller oder mancher J 8) = 0 1 , 
12 (aller oder mancher J 8) = O2 , 

usw. 

Es sind daher nur solche Zustandsänderungen mit den Vor-
aussetzungen der Aufgabe verträglich, die den Bedingungen 

v ('11 
~aTt5.J8=O, 
alle 8 

Stäbe 

2: ~/2 t5.J8=O, 
alle C J8 

Stäbe 

usw. 
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genügen. Die Anzahl dieser Nebenbedingungen muß, falls 
das' System überhaupt noch Längenändemngen t5L/s der Stäbe 
soll erfahren können, kleiner sein als die Anzahl der zum System ge
hörenden Stäbe. Enthält das System m Stäbe, und sind n Neben
bedingungen vorhanden, so sind in den n Gleichungen 

of 
LaA-bL/s = 0, 
alle LJS 

Stäbe 

m verschiedene t5L/s vorhanden, davon sind also (m - n) frei 
wählbar, die übrigen aber müssen vermöge dieser n Gleichungen 
durch die frei gewählten ausgedrückt werden. 

Diejenigen Punkte des Systemes, deren Lage gegen nicht 
zum System gehörende feste Punkte unveränderlich oder nur ge
setzmäßig veränderlich ist, werden notwendig durch sogenannte 
"Auflager" in diese Lage "gezwängt". Diese Auflager müssen 
eine Widerstandskraft von solcher Größe haben, daß sie vom Sy
stem nicht auf die Seite geschoben werden können, sie "rea
gieren" demnach gegen das System mit einer Kraft, die erst 
"geweckt" wird, während die übrigen von außen auf das Sy
stem wirkenden Kräfte "gegebene" Kräfte oder "Lasten" 
sind. Die von außen auf das System wirkenden Kräfte, also die 
Kräfte, gegen welche L/A geleistet werden muß, zerfallen daher in 
die "gegebenen Lasten" und in die "geweckten oder 
bedingten Reaktionen". 

Die Auflager können entweder feste Bolzengelenke resp. 
Kugelgele n ke sein, die nach zwei resp. drei zueinander recht
winkeligen Richtungen reagieren, oder sie können GI e i t lag er 
sein, die - wenn wie üblich reibungsloses Gleiten angenommen 
wird - nur nach der zur Bahnlinie resp. Bahnfläche normalen 
Richtung reagieren. Wollte man Reibung berücksichtigen, so 
würde je nach der vorhandenen oder angestrebten Gleitrichtung 
die Reaktion des Gleitlagers nach der einen oder anderen Seite 
ber Normalen abweichen um den zugehörigen Reibungswinkel 
die vorhandener, bei angestrebter Gleitung aber vielleicht um 
einen kleineren Winkel. 
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Da die innere Reibung der Stäbe bisher außer Berücksichti
gung blieb, soll auch die äußere Reibung vernachlässigt bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung ist gegen die bedingten äußeren Kräfte 
keine Arbeit zu leisten, denn sie sind entweder unbeweglich oder 
ihr Angriffspunkt verschiebt sich normal zur Kraft. In LI A 

geleistet 

kommen also nur die gegen die gegebenen Lasten geleisteten 
Arbeiten vor. 

Es ist schon gesagt worden, daß hinfort nur der Zustand des 
mechanischen Gleichgewichtes untersucht werden soll, es muß also 

mv2 
oJI-2- = 0 

gesetzt werden. Allgemein war aber (Seite 33) 

es ist aber 

_s_S - ~t = L1s 
EF (J) , 

daher ist 

_s_. oS - ~. Ot = oLls 
EF w ' 

wo oLls hier eme Längenzunahme ist, weil ja bS und bt Ab
nahmen bedeuten. Man hat somit 

welche Form der Gleichung übrigens nicht an das geradlinige 
Federungsgesetz gebunden ist; es brauchte hier der von S ab
hängende Teil von Lls nicht proportional mit Sanzuwachsen, 
sondern könnte irgendeine Funktion von S sein. 

Bezeichnet man nun die gegebenen Lasten mit Q und die 
Wege der Angriffspunkte dieser Kräfte aus dem angenommenen 
Gleichgewichtszustand heraus mit bA., positiv dem Pfeile von Q 

entgegen, so ist 
mv2 

bL1I-2- = I S· bAs - XQ. bA. 
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zu setzen. Jedes !5A läßt sich für den speziellen als Zustand des Gleich
gewichtes angenommenen Zustand rein geometrisch als Funktion 
der ersten Potenzen aller !5,1s ausdrücken, daher erscheint, wenn 

2 

das System aus m Stäben besteht, das !5,12.' m2v zuerst als Summe 

von m Gliedern von der Form 

( . . . . . . ).!5,1s; 

wegen der n Nebenbedingungen sind aber n der !5,1s durch die 
2 

(m - n) übrigen auszudrücken, so daß schließlich !5,12.' m2v als 

Summe erscheint von (m - n) Klammerausdrücken, von denen 
jeder mit einem willkürlich gebliebenen o,1s multipliziert ist. 

War aber der in Betracht gezogene Zustand ein solcher des 
mechanischen Gleichgewichtes, so war 

öJ,2' mv2 
= ° 

2 ' 

da aber die (m - n) übriggebliebenen !5,1s ganz willkürlich sind, 
so müssen die mit ihnen multiplizierten Klammerausdrücke ein
zeln zu Null werden. Damit zerfällt die Gleichung in (rn - n) 

voneinander unabhängige Gleichungen zwischen den m Stab
kräften S und den gegebenen Lasten Q. Es können mit Hilfe dieser 
Gleichungen (m-n) der Stabkräfte S durch die übrigen n Stab
kräfte und die gegebenen Lasten Q, wie diese im Gleichgewicht 
vorliegen, ausgedrückt werden. Auf die Sonderfälle, die hier wie 
bei jedem Satz zusammengehöriger Gleichungen auftreten können, 
(Nenner-Determinante = 0, oder Zähler- und Nenner-Determinante 
gleichzeitig = 0, oder auch gleichzeitiges Verschwinden aller Koeffi
zienten einer der Gleichungen) soll nicht eingegangen werden. 

Bei n Nebenbedingungen bleiben also auf diesem Wege n 
der Stabkräfte S unbestimmbar, man nennt die zugehörigen 
Stäbe die "überzähligen Stäbe" des Stabsystemes. Ange
nommen die n überzähligen S seien auf anderem Wege bekannt 
geworden, dann wären alle Stabkräfte für den speziellen als Zustand 
des mechanischen Gleichgewichtes angenommenen Zustand be
kannt. Damit wären auch alle Reaktionen der Auflager bekannt, 
denn es müssen die Kräfte, mit welchen die Stabenden auf den auf-
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gelagerten Punkt' wirken, selbstverständlich je im Gleichgewicht 
sein mit der Kraft, mit der das Lager auf diesen aufgelagerten 
Punkt wirkt. 

Ich gebe ohne weiteres zu, daß das hier vorgeführte Verfahren 
sich für die Ausführung nicht eignet, weil die Bestimmung der bi.. 

viel zu umständlich ist. In der Praxis wird man die Kräfte, mit 
welchen die Enden eines überzähligen Stabes auf die angeschlosse
nen beiderseitigen zwei Systempunkte wirken, als gegebene Lasten 
behandeln und die übrigen (m - n) Stabkräfte S etwa nach dem 
Ri tterschen Momentenverfahren resp. im Raum nach dem Lands
bergschen Gelenkachsenverfahren1) berechnen als Funktionen der 
Q und der überzähligen S, dabei ist natürlich vorauszu
setzen, daß man die als im Gleichgewicht verformt an
genommene Gestalt des Stabsystemes schon kennt und 
aus ihr die erforderlichen Hebelsarme entnimmt. Wenn 
schon der hier vorgezeichnete Rechnungsgang praktisch nicht 
zweckmäßig ist, so hat er doch auf rein energetischem Wege zu 

dem Begriff der "überzähligen Stäbe" oder, wie man sie 
auch nennt, der "statisch Unbestimmten" geführt. 

Erwähnt möge werden, daß die von Müller - Breslau und 
von Land begründete sogenannte "k in e m a t i s c h e" Ermitte
lung der Einflußzahlen eine bewährte praktische Verwendung ent
sprechender energetischer Überlegungen ist. 

Zum Unterschied von den n überzähligen Stabkräften S 
sollen die (m - n) Stabkräfte S, die, wie vorstehend angegeben, 

durch die anderen ausgedrückt werden, die "notwe ndige n" 
Stabkräfte genannt werden. 

Übrigens ist es immer zulässig, alle n überzähligen S als ma
thematisch von n anderen unabhängig Veränderlichen X abhängig 
zu denken, dann erscheinen auch die notwendigen (m - n) 

Stabkräfte S als Funktionen eben dieser n verschiedenen X, die 
nunmehr als die statisch Unbestimmten bezeichnet werden 
können. 

Man ist bis hierher jedenfalls in der Lage, für eine als me
chanisches Gleichgewicht angenommene Verformung 

1) Centralblatt der Bauverwaltung, Jahrgang 1933. 
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(m - n) der Stabkräfte S durch die gegebenen Lasten Q, durch 
die überzähligen n übrigen noch unbestimmten Stabkräfte S als 
unabhängige Veränderliche und durch die zu der angenomme
nen Verformung gehörigen Neigungswinkel und Hebelarme, 
welche von den angenommenen verformten Stablängen a abhängen, 
auszudrücken. 

Die n statisch unbestimmt gebliebenen überzähligen S können 
nun aus den n Nebenbedingungen 

11 (aller oder mancher Ll8) = 01 , 
12(aller oder mancher LI 8) = O2 , 

usw. 

ermittelt werden, wenn die zu der angenommenen Verfor
m ung gehörigen Neigungswinkel und Hebelarme benützt wer
den, und wenn in 

8 8 
Ll8=--S--t 

EF w 

das S als die dem Gleichgewicht entsprechende Funktion der 
überzähligen S eingesetzt wird. 

Es wäre aber ein großer Zufall, wenn nach geschehener Rech
nung die nachträgliche Kontrolle für jeden einzelnen der m Stäbe 
ergäbe, daß die angenommene Stablänge a übereinstimmt mit 
dem errechneten Zahlenwert 

( 1 t ' 
81- EFS+--;;;). 

Man müßte daher von vornherein ganz allgemein alle N eigungs
winkel und Hebelarme als Funktionen nicht der angenommenen 
Stablängen a, sondern der noch unbekannten Stablängen 

8(1 ___ 1 S + -~) 
EF w 

ausdrücken. Dieses ganz genaue Verfahren führt zu Gleichungen, 
die, wenn sie überhaupt lösbar sind, einen großen Aufwand an 
Zeit zur Lösung erfordern. Es möge aber vorausgesetzt sein, die 
Lösung sei geglückt, wie es im allgemeinen der Fall ist, wenn die 
verformte Stablänge a sich nur so weit hinten in den Dezimalen 
von der Montagelänge 8 des Stabes unterscheidet, daß ruhig alle 
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Hebelarme und alle Neigungen für alle Zustände statt mit den 
a mit den 8 gerechnet werden können; die einzige Kauteie, die 
man mitführen muß, ist dann eben die, daß man sich vor Augen 
halten muß, daß vielleicht weitere Lösungen, bei denen a sich er
heblich von 8 unterscheidet, der Feststellung sich entzogen haben 
(Knickung). 

Da für das im vorstehenden geschilderte Verfahren charakte
ristisch ist, daß die n überzähligen 8 so bestimmt werden, daß die 
n Nebenbedingungen erfüllt werden, so heißt diese Art der Lö
sung die "geometrische". Man kann aber auch auf "energe
tische m" Wege die Lösung herbeiführen. 

XVIII. Abschnitt. 

In der allgemeinen Bilanzgleichung 

~(;F ~2 - : 8(t + to) + kI 8Ft + W' + KVß + <p,) 
N~ m~ 

= U - LlA - LI~-
geleistet erzeugt 2 

ist nach Seite 28 von der ganzen links detaillierten Energiemenge 
nur der Betrag 

L~8~ 8 2 

alle EF 2 
Stäbe 

als mechanisches Arbeitsvermögen der Federung angelegt, und 
rechts ist der Betrag 

geleistet 

neu als mechanisches Arbeitsvermögen der Lasten angelegt. 
Schreibt man die Gleichung wie folgt, 

~~8~ 8 2 + LlA = U _ LI~ mv2 

alle E F 2 geleistet 2 
Stäbe 

- ~ (k1 8 Ft - ~ 8(t + to) + W' + K V {} + <p,) ) 
alle W 

Stäbe 

so ist alles variable augenblicklich angelegte mechanische Ar
beitsvermögen links vom Gleichheitszeichen zusammengefaßt. 
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Und nun behaupte ich, daß folgendes Naturgesetz besteht: 
Von allen' den mechanischen Gleichgewichtszuständen, die 

man bei unveränderten Stabtemperaturen t (isothermisch) durch 
Variation der n überzähligen Stabkräfte 8 formal erhalten kann, 
ist derjenige der wirkliche Zustand des mechanischen Gleichge
wichtes, in welchem bei den vorgeschriebenen Stabtemperaturen t 
und unter Einhaltung der n Nebenbedingungen der Aufgabe die 
n überzähligen 8 das angelegte mechanische Arbeitsvermögen 

8 2 ~ __ 8_ + L1A 
aller m E F 2 geleistet 
Stäbe 

zu selllem Minimum machen. 
Daß dieses Gesetz erfüllt selll muß, kann man nicht mathe

matisch ableiten, die Erfahrung oder auch Vergleichsrechnungen 
lehren, daß es besteht. Ebenso wie ein Gewicht der tiefsten Lage 
zustrebt, die mit den Nebenumständen verträglich ist, sinkt bei 
unveränderten Stabtemperaturen das Arbeitsvermögen 

8 8 2 2: --- - +LIA 
aller m E F 2 geleistet 
Stäbe 

auf den kleinsten Wert, den anzunehmen ihm die Voraussetzungen 
der Aufgabe erlauben. Es handelt sich um eine Erscheinung, die 
Ostwaids Prinzip vom größten Energieumsatz 1) be
stätigt, denn es kann hier das mechanische "Geschehen" nur auf
hören, wenn das mechanische Arbeitsvermögen aus sich heraus 
nichts mehr zu leisten vermag, also sich nach Maßgabe der Xeben

umstände erschöpft hat. 

XIX. Abschnitt. 

Der wirkliche Zustand des mechanischen Gleichgewichtes ist 
erreicht, wenn bei den vorgeschriebenen Stabtemperaturen t und 
unter Einhaltung der n Nebenbedingungen der Aufgabe die 11 

1) Lehrbuch d(']' Allg. Chemie J 892. 
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überzähligen Stabkräfte B das angelegte mechanische Arbeits

vermögen 

1: -~ S2 +LlA 
aller m E F 2 geleistet 
Stäbe 

zu seinem Minimum machen. 
Nun gilt es die Methodik für das Aufsuchen dieses an Neben

bedingungen gebundenen Minimums festzustellen. 
Bezeichnet man mit a die im Gleichgewicht verformte Länge 

eines der n überzähligen Stäbe, so ist, weil für diesen Stab eine Tem
peratur t a vorgeschrieben ist, 

. ( Sa ta) 
a = sa 1 - E F + - ; 

a a wa 

solcher a gibt es die Anzahl n. 
Wählt man aus der Anzahl (m - n) der notwendigen Stäbe 

eine Gruppe in der Anzahl n heraus, und bezeichnet man mit b 
die im Gleichgewicht verformte Länge eines aus dieser Gruppe von 
notwendigen Stäben, so ist, weil für diesen Stab eine Temperatur 
t" vorgeschrieben ist, 

b = 8b (1 -~ + ~) ; 
EbFb Wb 

solcher b gibt es die Anzahl n. 
Nun sind von den notwendigen Stäben noch (m - 2 n) übrig, 

ihre verformte Länge sei c. 
Die Nebenbedingungen kann man mit Hilfe der Trigonometrie 

der zum verformten System aneinander gereihten Stabdreiecke 
von den Seitenlängen a usw., b usw. und c usw. immer auf die 
Form bringen 

11 (aller oder mancher a;b;c) = L1, 
12 (aller oder mancher a; b; c) = L2 , 

USW. 

Solcher Gleichungen gibt es die Anzahl n . 

Für die weitere Behandlung erweist es sich als zweckmäßig, 
nicht die Stabkraft Ba selbst als "statisch Unbestimmte", d. h. 

Kriemler, Baustatik. 5 
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als unabhängige Veränderliche zu nehmen, sondern vermöge der 
Gleichung 

die verformte Länge a dieses überzähligen Stabes. Hinfort sind 
somit die n verschiedenen a die Veränderlichen, welche 
das angelegte Arbeitsvermögen zu seinem Minimum 
machen müssen. 

Drückt man nunmehr vermöge der angeschriebenen n Neben
bedingungen die n Stück b als Funktionen der noch willkürlichen 
a aus, so hat man es erreicht, daß die Nebenbedingungen der Auf
gabe eingehalten bleiben. Es erscheint also von jetzt an jedes der 
n Stück b in der Form 

b = Funktion (aller oder mancher a und c), 

aus der allerdings noch c eliminiert werden muß. Die zugehörigen 
Stabkräfte sind 

solcher Sb gibt es die Anzahl n . 
Die übrigen (m - 2 n) notwendigen Stabkräfte Sc lassen sich 

zwar nicht direkt als Funktionen der a darstellen, vermöge der 

Bedingung 
2 

bL12: mv =ü 
2 

aber, beziehungsweise nach dem Ritterschen oder Landsbergschen 
Verfahren lassen sich diese (m - 2 n) Stabkräfte durch die n ver
schiedenen Sa, durch die n verschiedenen Sb und durch die ge
gebenen Lasten Q ausdrücken, so daß auch jedes Sc als Funktion 
der a und c erscheint. Da aber andererseits 

ist, so kann durch Gleichsetzen der zwei gefundenen Werte des 
Sc das c berechnet bzw. eliminiert werden. 

Nunmehr sind alle Sa, alle Sb und alle Sc nur noch Funk
tionen der n verschiedenen aals unanhängiger Veränderlichen, da-
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bei hat man die Gewißheit, daß die vorgeschriebenen Tempe. 
raturen und die Nebenbedingungen eingehalten werden. Man 
kann also schon die Differentialquotienten 

~ L ~S2 
Baallerm EF 2 

Stäbe 

des angelegten Federungsvermögens der Reihe nach für alle a 

bilden. 
Den Wert für 

LlA 
geleistet 

wirklich auszurechnen, dafür liegt kein Bedürfnis vor. Da nämlich 
alle Dreieckseiten bund c als Funktionen der willkürlich veränder· 
lichen Dreieckseiten a bekannt sind, so können die Wege dA, 
welche die Angriffspunkte der gegebenen Lasten Q dem Pfeil
sinne dieser entgegen zurücklegen, auf die Form gebracht werden 

dA = Funktion aller oder mancher da, 
dann ist 

dLlA = 2,'Q. dA 
geleistet 

und 
iUA = :EQdA . 
oa Ga 

Damit das ganze angelegte Arbeitsvermögen zu seinem Mini· 
mum werde, müssen die n Gleichungen 

B 8 S2 aA - L --+:EQ-=O 
Ba aller m EF 2 Ba 

Stäbe 

erfüllt sein, außerdem müßten genau genommen noch verschiedene 
Ausdrücke untersucht werden, die aus den partiellen Differential· 
quotienten höherer Ordnung zusammenzusetzen sind, sie würden 
über die größere oder mindere Stabilität des gefundenen Gleich· 
gewichtes Aufschluß geben. 

Hat man aus den n sich ergebenden Gleichungen die endgül
tigen Werte für die a gerechnet, so kann man Schritt für Schritt 
den Rechnungsgang rückwärts machend die Sa, die Sb und die Sc 
mit ihren endgültigen Beträgen angeben. Es ist nicht ausgeschlossen, 
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daß mehrere Zustände des Gleichgewichtes vorhanden sein können; 
in der Baustatik interessiert nur - wenn es sich nicht speziell 
um Knickerscheinungen handelt - das stabile Gleichgewicht, das 
sich am wenigsten von der Montagegestalt des Systems entfernt. 

xx. Abschnitt. 

Zur Veranschaulichung diene das folgende Beispiel. 
Drei Stäbe 8 a ; 8b und 8e wurden auf die Zustände Pa und 'Ca; 

Pb und Tb sowie Pe und Tc gebracht und geradlinig aneinander 

" ....... ----............. -.... -......... -.... L ....... -............ -.. -.-.... -... -.. -.-.-.. -~ 

l"ig-. 1:3. 

gerwht (Fig. 13); dann wurden an die Endflächen feste Wände 
angerückt und festgestellt, und schließlich wurden, wie in Fig. 11 
gezeigt, mittels Rollen und gewichtsloser Ketten die Gewichte Q a 

% ... -....•.••••• _ •• _ •• - - •••••• --- --- •• - L .. ------- .-_ ... ---.... -.. --. --.. -......... -'> 

f········-···· ce ············t········-· b .... -...... + .. -..... -....... c ....... -....... ) 

Fig. 14. 

und Qb durch auf Druck und Zug wirksame Verbindungen an die 
inneren Berührungsflächen der Stäbe angehängt. Nun erst wurden 
die P und T freigegeben; die entstandenen Schwingungen mögen 
in der Konfiguration der Figur 14 bei den vorgeschriebenen Tem
peraturen tn ; t" und tc daR mechaniRche Gleichgewicht passieren. 
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Die festgestellten Wände haben den unveränderlichen Ab

stand 

bekommen, während die Montagelänge der drei Stäbe zusammen 

Sa + Sb + Se 

ist. 
Die Nebenbedingung ist also die, daß m jedem Zustand die 

Summe der verformten Stablängen gleich L bleibt, man hat daher 
die Vorschrift. 

wonn 

8 a " 8 a a = Sa - E-F-_. Da + - ta , 
a a W a 

zu denken ist. 
Nähme man Stab Sa heraus, so wäre die Nebenbedingung 

außer Wirksamkeit gesetzt, und es wäre einfach Stab Sb mit Q a 

auf Zug und Stab 8e mit Qa + Qb auf Zug beansprucht, dabei müßte 
man sich allerdings an den Berührungsstellen etwa Leimfugen 
denken. Man kann daher Ba zur statisch unbestimmten Stab
kraft nehmen, und es sei hinfort die verformte Stablänge a die 
willkürliche Veränderliche. 

Man hat also 
b+c=L-a 

zu setzen. 
Die elementare Gleichgewichtsbedingung für den Befestigungs

punkt von Qb ergibt 
Sb = Qb + Se, 

daher stehen bund c zueinander in der Beziehung 

E F ( tb b ) (te C ) b b 1 + - - - = Qb + EeFe 1 + - - -
Wb 8b - W e 8 c 
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oder 

und es ist schließlich nach Elimination von c aus der Nebenbe
dingung 

L ( tc) 8e Q 8e E b F b ( tb ) - 8 c 1 + - - -- b + --- --- 8b 1 + - - a 
b = W e Ec Fe Ec Fe 8b Wb 

~bFb (~ + _8_e _) 

8b EbFb EeFc 

Wenn man b durch diese Formel als Funktion von a ausge
drückt sich denkt, so sind hinfort die Stabkräfte folgende Funk
tionen der unabhängigen Variablen a 

und es ist eine einfache Sache 
8 8 2 

2-- -
EF 2 

nach a zu differentiieren, dabei ist 

db 
da = - -8;:---8;:- . 

- - +---
EbFb EcFc 

d 
Nun muß noch da ,lA gebildet werden. 

Wenn a um da wächst, so ist für Qa das d}, = da, und der 

zugehörige Zuwachs von /lA ist + Qa . da; wenn a um da 
und b um db wächst, so ist für Qb das dX = da + db und der 
zugehörige Zuwachs von JA ist + Qb (da + db); es ist daher 

d db 
daJA=Qa+Qb+Qbda· 
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Aus der Bedingung 
d S S2 d 

da L Ei! 2 + da LlA = 0 

ergibt sich 

j( Sb 8c )EaFa (ta) (tb)) --+-- -~-~Sa 1 +-- +L-sb 1 +-
EbFb EcFc 8a Wa Wb 

( tc) (8b 8c ') 8c - Sc 1 + - - -- -- + --- Qa - - Qb 
Wc EbFb EcFc EcFc a = - - ----- --~--- -~ . 

EaFa (~ + ~ + __ 8c __ ) , 
8a E a Fa EbFb EcFc 

dies ist der Wert der verformten Stablänge a, welcher bei den 
vorgeschriebenen Temperaturen und unter Einhaltung der Neben
bedingung das angelegte mechanische Arbeitsvermögen zu seinem 
Minimum macht. 

Setzt man 
8a + 8b + 8c - L = 0 , 

so nehmen schließlich die zugehörigen Stabkräfte folgende Form 
an, es ist 

O 8rt 8b 8c (8b 8c ) Q 8c Q +-ta+-tb+-tc + - +-- a+- b 
Sa = Wa Wb Wc EbFb EcFc EcFc 

__ ~a_ + ~ + ----.!c_ 
EaFa EbFb EcFc 

O Sa 8b Sc 8a Sc + - ta + - tb + -- tc - -- Qa + ~---~ Qb 
Sb = Wa Wb Wc EaFa EcFc 

Sa + Sb + Sc 
EaFa EbFb EcFc 

o + !.a.. ta + !"-. tb + !.c.. tc - _Sa - Qa - (-~ + -~--) Qb 
S _ Wa Wb Wc EaFa ~ __ jlJaFa EbFb 

c -

-~+~+~ 
EaFa EbFb EcFc 

Erweitert man zur Probe die rechten Seiten dieser Gleichungen 
oben und unten mitFa, und setzt man dann Fa = 0, so ergibt sich 

Sa = 0, 
Sb = -Qa, 
Sc = - (Qa + Qb) , 

wie früher für das nur die notwendigen Stäbe enthaltende System 
schon erwähnt worden ist, es sind ja nach Voraussetzung negative 

Stabkräfte Zugkräfte. 
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XXI. Abschnitt. 
Als weiteres Beispiel möge die folgende Aufgabe dienen. 
In Fig. 15 sind die Stäbe bund c in jeder Beziehung einander 

gleich, der dargestellte Zustand sei der des Gleichgewichtes bei 

e 
I 
I 
I 

y den vorgeschriebenen Tem
peraturen ta und tb- = tc , 

es ist somit vollständige 
Symmetrie vorhanden, und 
als die hier erforderliche 
ei n e elementare Gleichung 
für das Gleichgewicht er
gibt sich von selbst 

Sc = Sb' 
v_. ______ . ___ + _____ _ _________ J ____________ y. 

I % """ I 
Die Nebenbedingung 

hat hier die Form 
I I ' 

k-----S--->k--------S------J 
Fig. 15. b2 = (a - e)2 + ~2 ; 

macht man die beschränkende Voraussetzung, daß e klein genug 
ist, daß e 2 erst in den zu vernachlässigenden Dezimalen zum V or
schein kommt, so ist 

b2 = a 2 - 2 ae + ~2 • 

Es ist aber 

(1 = sa{1 + (~a - E~~J}, 
't S)2 

also ist, wenn (-,,- - E-"F- als zu vernachlässigen gelten darf, 
W a a a 

a 2 = 8~ {I + 2 (!c: __ _ f3" __ )} , 
W a EaFa 

und die Nebenbedingung wird zu 

b" ['l 1::2] 2" (ta Sa ') 2 ' - = 8 + <; ..L S - - -. - - ae 
(I I a,Wa EaFn ' 

da aber 

ist, so hat man 

b2 = [82 -'-- 22] + 282 (,_ 1 + ('1, - !..a) . 
/1 I ~ (( 2 ' 

Sa Sa 
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in dem Produkt a . e können aber die Glieder von a, welche mit e 
multipliziert Größen von zu vernachlässigender Ordnung ergeben, 
gleich weggelassen werden, d. h. a wird in dem Produkt a . e durch 
8a ersetzt, dann ist 

b2 = [8~ + ~2] - 2s~ (1 - ~ +~) . 
8a 8a 

:Nun kann zwar [s~ + ~2] jeden beliebigen Wert haben, denn 8a 

war willkürlich und ; war willkürlich, der Einfachheit halber soll 
die - hier für die Methodik nicht notwendige - beschränkende 
Voraussetzung gemacht werden, daß die Montage nach Fig. 16 
mit e = 0 projektiert war, und daß die Senkung e erst bemerkt 
werden konnte, als es zu spät war, die natürlichen Längen 8a und 
s" = Sc der Stäbe zu ändern. In diesem Falle ist nach Fig. 16 

8~ + ~2 = S7" 
so daß jetzt 

• 2 ( s~ [ a e ]) bc = 8 h 1 - 2 2 1 - - + --
Sb 8 a 8a 

ist, oder mit den bisher zugelassenen Vernachlässigungen 

b = Sb ( 1 - ~~ [1- ~ + ~l) ) 
\ Sh Ba ~ 

----~-_.- --~- 5 --------J 
~ .; 

Fig.16. 

dazu gehört 

db = Sa da 
Sb 

, 

aus Fig. 17 aber findet sich 

db = 8in w • da , 

e 
t.······_·············_··-m_~~ 

Fig.17. 



74 

während aus Fig. 16 folgt 
• 8a 

s~n(p = - , 
Sb 

demnach ist innerhalb der vorhandenen Genauigkeit das noch 
unbekannte sin w durch das für die Montage projektierte sin cp 

ersetzbar. 
Nun hat man 

_~{~_ S~_ + 2~- Sr, + LlA } = ü 
da EaFa 2 EbFb 2 geleistet 

ZU setzen; es ist aber 

( ta a) Sa = EaFa 1 + -- - - , 
W a Sa 

dS" = _~aF" da, 
Sa 

Sb = E b F b (1 + tb -~) , 
Wb Sb 

dSb = - EbFb db , 
Sb 

dLlA = + Yda, 

Y=ü, 

und es ergibt sich, wenn der Wert für b eingesetzt worden ist, 

E a Fa ( ta ) S~ E b F b { Sb Sb } - Y +--- Sa 1 + ~ + 2:i e + Sa + - -- - tb 
Sa W a Sb Sb Sa O)/i 

EaFa + 2S~ EbF..b 
2 

Sa S,) Sb 

a= -

Wird dieses Resultat in die Gleichung für Sa eingeführt, so 
findet man schließlich 

+ Y _ {e -- S"_ta +.s.".!b tb} 2 s~ EJlß~ 
S ______ . O)a Sa Wb SI> ___ Sb. 

" - 1 ..L 2 S~ E b F..b 

, S~ E a Fa 

Ich erinnere daran, daß die Voraussetzung der Fig. 16 nicht 
notwendig war, die drei Stäbe hätten ebenso gut auf gewisse Zu

stände Pa; T" und (Pb; Tb) = (Pe; Tc) gebracht und dann im 
Scheitel verbolzt worden sein können. 
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XXII. Abschnitt. 

Sollte im allgemeinen Falle das Material der Stäbe, welche zu 
dem Stab system zusammengesetzt sind, nicht dem linearen Fede
rungsgesetze 

8 
o=-=E·e 

F 

folgen, sondern dem allgemeineren in Fig. 18 dargestellten 

8 
0= F = W(e) , 

s ~-------~~~ 
L---de-L----------------- s -------------------j, 

Fig.18. 

worin Wein Funktionszeichen ist, so wäre in den bisherigen Formeln 
- sofern vollkommen zurückgehende Federung vorliegt -

zu ersetzen durch 

wenn 

s 8 2 
X EF2 

• • 
Ai = J 8· d (es) = J (0 F) (s . de) 

o 0 . 
=sF(o.de 

ö 
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bedeutet. Es ist in Fig. 18 
E 

IO' dE = Fläche (I; 11; III; I) ; 
o 

wie man aber sehen wird, liegt ein Bedürfnis gar nicht vor, die In
tegralwerte Ai wirklich auszurechnen. 

Wenn die verformte Länge eines Stabes 
S 

ist, so ist 

a = S + -t - ES 
W 

t a 
1'=1+---, 

W S 

und die zur verformten Länge a gehörige Stabkraft ist 

Sa = Fa' tPa (1 + ~ - ~) . 
W a Sa 

Entsprechend wäre 

ein Sb = F b • tPb (1 + ~ - !) 
Wb Sb 

und ein S. = Fe' tPe (1 + ~ - ~) . 
W e Sc 

Nun ist für jeden Stab d Ai zu bilden, da es darauf ankommt, 
die Differentialquotienten von 

.1'Ai + LlA 
aller rn geleistet 
Stäbe 

nach allen willkürlich Veränderlichen a zu bilden. 
Es ist aber 

dA i = S(s .dE) 

also S F mal die in Fig. 18 horizontal schraffierte Fläche. 
Da für einen Stab der Gruppe a 

ist, so ist 

ta a 
Ea = 1 +---

W a Sa 

da 
dfa = --, 

Sa 

also ist für einen Stab dieser Gruppe 

dA i = - S . da = - Fa' 'Pa (1 + ~ - ~) . da . 
W a Sa 
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Für einen Stab der Gruppe b wäre, weil jedes b als Funktion aller 
a zu denken ist, 

dA, = -Pb' tPb (1 + ~ _!) (~b dal + ~b da2 + usw.) . 
Wb Sb aal va2 

Eine dieser letzten entsprechende Formel wäre für jeden Stab der 
Gruppe e anzuschreiben. 

Die Verschiebungen dl der gegebenen Lasten Q hängen nach 
rein geometrischen Gesetzen von den Längenänderungen 

da; 
eb 
-;0:- da 
ca 

und oe d - a 
Ga 

der Seiten der aneinander gereihten Dreiecke ab. 
Ein prinzipieller Unterschied ist zwischen linearer und nicht

linearer Federung nicht vorhanden, wenn beide vollkommene 
Federung sind. 

Schlußwort. 

Die Darstellung der Weise, in welcher man für die Praxis sich 
die hier vorgeführten exakten Überlegungen dadurch vereinfachen 
kann, daß man nach ein für allemal festgelegten klaren Regeln 
der jeweiligen wirklichen Aufgabe eine fingierte Aufgabe unter
schiebt, liegt nicht im Rahmen des mit dieser Abhandlung Beab
sichtigten. 
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