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Yorwort.

Diese Abhandlung ist dazu bestimmt, als Einleitung zu den
vorhandenen Lehrbiichern zu dienen, die statische Aufgaben
durch Arbeitsgleichungen 16sen. Zwischen den Lehrbiichern,
welche, sei es die technische, sei es die rationelle, Mechanik be-
handeln, und den oben erwahnten Lehrbiichern ist bisher in
der technischen Literatur eine Liicke vorhanden gewesen; die
Mechanik im iiblichen Sinne kennt nur Ort und Zeit, oder
energetisch gesprochen Arbeit und lebendige Kraft, die Bau-
statik kennt aber bisher nur Ort und fiihlbare Wéarme, oder
energetisch gesprochen sogar nur Arbeit, insofern als die Wéarme-
#nderungen durch die den Temperaturen entsprechenden Orts-
dnderungen gemessen werden. In der theoretischen Physik ist
das Zwischengebiet natiirlich vorhanden, aber nicht in der Sprache
und mit den Einzelheiten, die in der vorgeschritteneren technischen
Mechanik iiblich und erforderlich sind.

An Vorkenntnissen werden nur die elementarsten Teile der
Mechanik vorausgesetzt, mathematische Schwierigkeiten sind nicht
vorhanden.

Stuttgart im Oktober 1911.
C. Kriemler.
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Erster Teil.

I. Abschnitt.

Die Wirmemenge, die die Temperatur eines Kilogrammes
Wasser unter Atmosphérendruck von 15° auf 16° Celsius erhoht,
nennt man eine Wiarmeeinheit. Wird die Wiarmemenge etwa
durch Reibung oder durch einen anderen Arbeitsaufwand erzeugt,
so mul} man eine Arbeit von 424 kgm aufwenden, um eine Wirme-
einheit zu erhalten. Hat man w Wiarmeeinheiten, so sind diese
w Wirmeeinheiten gleichwertig mit (424 w) kgm oder mit
(42400 w) kgem. Im folgenden werden alle Warmemengen durch
ihren Arbeitsgleichwert ausgedriickt werden; hat man daher eine
Wiérmemenge W kgem, so ist damit gesagt, daB es sich um

Wirmeeinheiten handelt.

Y= 42400

Die Temperaturen werden in Celsiusgraden gemessen, aber
mit einer beliebigen Verschiebung des Nullpunktes; dieser be-
finde sich um 7' Grad iiber dem Gefrierpunkt des Wassers, so daB
sich die Temperatur ¢° um (¢ + 7T')° iiber dem Gefrierpunkt des
Wassers befindet.

Hat ein gerader prismatischer Stab im unbelasteten Zustand
bei der Temperatur ¢° = 0 die Lidnge s cm, ist die GréBe seines
Querschnittes F' cm?, ist sein Elastizititsmodul fiir zunehmende
kg
cm
so hat dieser Stab (Fig. 1) bei der Temperatur ¢° unter der auf
Druck wirkenden Federungskraft S kg die Verkiirzung

Verformung E und ist sein Warmeausdehnungskoeffizient 1 ,
w

2
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Man hat sich zu merken, daB ein positives 8 eine Druckkraft, ein
positives As eine Verkiirzung, ein positives ¢ eine Temperatur
iitber 0° bedeutet.

Angenommen, man konstatiere, daff sich § um dS§ und ¢
um dt vergréBert habe, ist also zu konstatieren, dafl die Ver-
kiirzung 4s um

S 8

S=0; t=0°

— o
Dor ausser aussere

<“——o é = é ¢ o—>
Smch.zzmen

A nachaussen

Fig. 1.

zugenommen hat, dann ist jedenfalls dem Stab mechanische Ar-
beit zugefithrt worden durch die von auBen wirkenden Kréfte S,
deren Angriffspunkte sich im Pfeilsinne der 8 um d 4 s gendhert
haben.

Bezeichnet man eine in kgem gemessene Arbeit, die au8erhalb
des Stabes aufgewendet ihm zugefiihrt wird, mit 4,,,, wo der
Index aufg. als Abkiirzung fiir ,,aufgewendet‘ dienen soll, so ist

§ S
dAaufg=+S'dA8=EF'S'dS—;S'dt.

AuBler der mechanischen Arbeit wird dem Stab aber auch von
aulen eine Wiarmemenge zugefiihrt worden sein, ihr in kgem ge-
messener Arbeitsgleichwert sei

d H]nufg 5
wo der Index aufg. andeuten soll, dal diese Wéarme aullerhalb
des Stabes ,,aufgewendet wird.



— 3 —

Mechanische Arbeit und Wiarme, die ja beide die gleiche Ein-
heit kgem haben, mogen unter der kurzen Bezeichnung ,,Energie®
zusammengefafit werden. Es entspricht daher der Zunahme der
Verkiirzung des Stabes um d 4s ein von auflen gelieferter Auf-
wand an Energie von der Grofle

d (Aufwand) = d Auusg + d W -

Wie diese zugefiihrte Energie in dem Stab angelegt wird, soll
erst spidter untersucht werden.

Der Zusammenhang von d 4, mit dS und dt hat sich schon
ergeben; das d Wy, werde willkiirlich auf die Form gebracht

AWy = ksF(dt — a-dS),

so dall es proportional erscheint mit dem Volumen s F cm3 des
Stabes und mit der um a-dS verminderten Temperaturerh6hung.
Die Berechtigung zu diesem Ansatze la8t sich experimentell nach-
weisen. Ks sind £ und a Werte, die fir verschiedene S und ¢ ver-
schieden sein konnen. Aufschlufl {iber die Bedeutung von % er-
gibt die folgende Untersuchung, wihrend die Bedeutung von «
sich erst spéter wird finden lassen.

Macht man in dem Ausdruck

AWyg=ksF-dt —ksFa-dS

die Substitution?)
ksF . dt=(t+t,)dy,

wo 7 eine noch unbekannte Funktion von ¢ und § ist, und wo ¢,
eine noch beliebige Konstante ist, so ist

on
S8

0

oy
und damit

dWaufg = (t + to)

cn | 97]7_ J
. dt + {(tTtO)aS ksFa|dS .

Mit Benutzung dieses Ausdruckes erhilt man

d (Aufwand)= E,“},»S—k(t%»to) %%—ksFa}dS—[ S—(@+1) %—ﬂdt ,

S§
w

1) Vorbild bei W. Voigt, Thermodynamik § 111 und 112.

1%*



oder anders geordnet

18 6n] [8 an]

Uber die unbekannte Funktion # kann man nun so verfiigen,
daB die rechte Seite der letzten Gleichung ein vollstdndiges Diffe-
rential ist; die Bedingung hierzu ist, dafl

0 0 8 an]
sttt =2ttt

ist. Es ist aber § von ¢ und ¢ von § unabhingig, weil sie als die
unabhiingigen Verinderlichen der Aufgabe zu gelten haben, und
es soll noch £ als von ¢ unabhéngig vorausgesetzt werden, da-
her ist

0 ( s 0

und das Kriterium der Integrabilitit wird bei den Materialien, fiir
welche w als von § unabhingig vorausgesetzt werden kann, zu

9n oy _ s 9 /I
0+1'8*S—+(t+to)m———5-4-0-&—4-(5—?-'50)38—.8;,

bei jeder Funktion von § und ¢ ist aber
o2y _ 0%y

0t-08 ~ 08-.-0t°

und es bleibt als Vorschrift zum Zwecke der Erzielung der Inte-
grabilitdt ibrig, daf

3

n__S$
S w

D

sein muf.
Da
ksF.dt=(+t)dy
gesetzt wurde, so ist

an
4+ t) ——;——dt—}— (t—{—to) dS oy ds

bsF — ,,-—(f+f\‘9’7+(t+fn\-~ :
dit oS dt

oy . .
Fiir -5 hat man den Wert aber schon gefunden, also ist

o8
ksF =t +t)°’7 «(th)‘fo.
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Nun soll als Spezialfall angenommen werden, daf S konstant
bleibt, dann ist dS =0, und der zugehdrige Wert von k werde
mit k, bezeichnet, es ist also

9
lclsF=(t—}—t0)5nt——O;

vermoge dieser Gleichung 1a8t sich » aus der Gleichung fiir £ s ¥
eliminieren, und man hat daher fiir den allgemeinen Fall

s(t + t,) dS

ksF =FksF — > FTR

wo das allgemeine k£ durch das spezielle k, fiir konstant bleibendes
S ausgedriickt erscheint.
Ein weiterer wichtiger Spezialfall ist der, daf die Verkiirzung
A s konstant bleibt; ist aber A4s konstant, so ist
s
EF

also ist in diesem Spezialfall

as _EF _ s EF

dt~ o o s

dds—=->ad8—2di—0,
w

vorgeschrieben; bezeichnet man daher das k, das fiir unver-
anderte Verkiirzung gilt, mit k,, so ergibt sich

' s\2 EF
k28F=k18F_ (6) (t“{—tO)T .

Man nennt {ki} die in kgem pro cm3 ausgedriickte spezifische

k,
Wiarmeaufnahmefahigkeit des Stabes bei konstanter Stat?.k raft
Verkiirzung

im Zustand § und ¢.
Fiir ein beliebiges Verhéltnis von d8 zu d¢ hat sich ergeben

st +t,)

ksF-dt=FksF-dt — —w—dS =@t+t)dy;
da aber
d (Aufwand) = d A,yte + d Wanse
ist, und
AWanig =ksF-dt —ksFa-dS
ist, so ist

d (Aufwand) + ksFa-dS =dA. + ksF -dt



oder
d (Aufwand) +ksFa-dS

S
EFS as — —S-dt—{—klsF-dt—;(t—{—to)-dS.

mechanische Arbeit Wirme

In der ganzen Behandlung ist kein Grund zum Vorschein
gekommen, warum d¢ nicht sollte abgebraisch genommen werden
kénnen. Tatséchlich darf d¢ durch das negative Vorzeichen zu
einer Temperaturabnahme gemacht werden. Das dS soll aber
stets nur positiv, also eine Druckzunahme sein.

Ehe weiter gegangen wird, soll daran erinnert werden, dal} ge-

funden wurde, daf3

ksF_(t+to)a’7

war, also ist
ok, sF) o2y
a5~ T ggg

es ist aber

und es ist schon

gefunden worden; wird daher w nicht nur von §, sondern auch
von der Temperatur unabhéngig vorausgesetzt, so ist
Ok, s F)
s
d. h. (k, s F) ist entweder iiberhaupt konstant oder hochstens eine
Funktion von ¢, also von § unabhingig.

kO’

Schreibt man daher die zuletzt erhaltene Gleichung fir
J(AA 1f I vveer F Ais Taw

A\ v
uiwvan ) UswW. Ui QI £ orm um

(Aufwand) +ksFa-dS

= E?S ds — )[s.dt+(t+t0)-d8]+IclsF-dt

S
- EFs-ds — IS+ 1)) + ks Fdt
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so ist ersichtlich, daB tatséchlich die rechte Seite ein vollstdndiges
Differential ist bei solchen Materialien, fur welche %, als von 8
unabhingig und o als konstant vorausgesetzt werden darf.

II. Absehnitt.

Die Widerstandsarbeit, die der vorausgesetzte linear ela-
stische Stab der Zusammenpressung auf die Federungskraft §
entgegensetzt, also auch die von auBen zu leistende verfor-

mende Arbeit ist

Averf is” ° E’S s S? ,

weil wegen des geradlinigen Ansteigens von § auf dem Verkiir-
zungsweg % der Mittelwert der Federungskraft i § ist. Wird
daher S auf § 4 dS gesteigert, so ist

d A — E‘}s.ds .

Die von auflen wirkende Kraft S gibt aber an den Stab nur
die mechanische Arbeit ab

dAaufg=FSﬁS-dS—%S-dt,

also fehlt an dAy,s der Betrag
dAverf - dAaufg = ES -dt )
w
welcher Fehlbetrag aus der zugefithrten Warme in mechanische

Energie umgesetzt worden sein muf. Daher ist in dem Stab
nach geschehener Aufnahme die Gruppierung der Energie die

folgende
d (Aufwand) - ksFa-dS
S 8 8
— S A8+ sF di— >t +1)-dS — ~8-di
aufgenommene Wéirme

mech. Arbeit

=dAverf—l~{klsF-dt—%(t—;—to)-dS~—:38-dt}.
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Nun war im bisherigen das £ der Elastizitdtsmodul fiir ausschlies3-
lich zunehmende Federungskraft §. Im allgemeinen ist der Ela-
stizitdtsmodul fiir abnehmende Federungskraft verschieden von
dem fiir zunehmende Federungskraft. Trigt man nadmlich (Fig. 2)
fiir zu- und abnehmendes 4’s = ¢-s, worin 4’s die nur mecha-
nisch ohne Wirmemitwirkung erzeugte Verkiirzung ist, zu jedem

Fig. 2.

A’s als Abszisse die zugehérige Federungskraft § als Ordinate
auf, so kehrt die erhaltene Kurve bei 4’sy,x wieder um, aber sie
geht auf einem anderen Wege zuriick, hier sei als einfachster Fall
auch der zweite Ast der Kurve geradlinig angenommen.
Da A’s=¢-s ist, so ist d(4's) =s-de.
Aus der Figur ergibt sich doppelt
Smax = &max * 8- tg&

und
Smax = &-8-tga, ,



es ist aber
Smax
fmax == E—ﬁy‘ )
£r = Smax
7T E,F’

wenn K, (r soll ,,retour’ bedeuten) der Elastizitdtsmodul fiir ab-
nehmende S ist. Daher ist

und EF
tgo, = ; .

Der Stab hat nach giénzlicher Entlastung auf § = 0 seine ur-
spriingliche Ldnge nicht wieder erlangt, er bleibt um
s-Sma)f 8§ Smax E,—E s

@S =fmx S &S =Tpp P~ F EF

verkiirzt. Auf keinen Fall ist hier der Vorgang der Belastung
von 0 auf Spax mit nachfolgender Entlastung von Sp,x auf 0 ein
umkehrbarer Prozel, denn der Ausgangszustand stellt sich nicht

Smax

wieder her. :

Betrachtet man nun (Fig. 3) die Steigerung von § um 48
auf S,,x = 8 + dS und daran anschlieBend die Abnahme um
dasselbe d.S, so ergibt sich folgendes. Auf dem Hinwege ist die
erforderliche mechanische Verformungsarbeit

_ dS) _( dS) a8
dAverf_ <S+*‘2~ 8'd£—~ S—f—'-g Sﬁ’
oder mit Vernidchldssigung des Gliedes 2. Ordnung

s
dAverf = ET'S * dS .
Auf dem Riickweg wird aber aus dem inneren Arbeitsverméo-
gen nur die mechanische Federungsarbeit abgegeben
dS) _ ( as\ ds
dA, — (s+7 s-de = S+?)sﬂ,
oder mit Vernachldssigung des Gliedes 2. Ordnung

S
d.ALZHS'dS.
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Von dAdye; ist also nur der Betrag dA4; im Stab mechanisch

legt, der Rest
angelegt, der Res Z_F s

dAVerf - dAL == —E,‘T‘ WS M dS

ist in andere Energieformen umgewandelt worden. Moglicher-
weise hat dieser Energiebetrag chemische Form angenommen,
indem durch einen chemischen ProzeB E in E, verwandelt wurde,

ds' <

Fig. 3.

moglicherweise ist er ,,latent’‘ geworden, indem die Wandlung von
E in E, als Anderung des Aggregatzustandes aufzufassen wire;
bei den hier in Frage kommenden Stoffen ist er aber mit groBter
Wahrscheinlichkeit dazu verwendet worden, bei der Kompression
des Stabes den inneren Reibungswiderstand zu iiberwinden, den
die einzelnen Kocner des Stoffcs ihrer dichteren Lagerning entgegen-
setzen. Es soll daher angenommen werden, dafl

E,—FE s
dAverf—dAi_~E EFS as

ganz in Wirme umgesetzt worden ist.



Daher ist schlieBlich
d (Aufwand) + ksFa-dS =dA;

N, e’
disponibles
Federungsvermogen
E,—E s }
+{k SFdt—2(t+1)-dS— 2 8-di+ e g S-ds

Wirme

Bemerkung. Geschieht bei einem Stoffe die Zu- und Ab-
nahme von § nicht geradlinig (Fig. 4), so sind « und «, die An-
steigungsverhéltnisse fiir das Intervall d S an der Stelle, wo die
Ordinate § ist. —

Fig. 4.

Ganz zu Anfang wurde fiir die von aulen aufgewendete Wirme-

menge gesetzt
AWonig =ksF(dt —a-dlS),

also geniigte die von auBlen zugefithrte Warmemenge nur dazu,
die Temperatur um

drv = (dt —a-ds)
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zu erhohen. Der Rest
dt —dv)y=a-dS

der Temperaturerhéhung wird eben durch die innere Reibungs-

wirme

E,—FE s

7 g
hervorgerufen. Setzt man

E,—E s
B E’FS -dS =k, sF(dt —dr),
so ist dieser zusitzliche Teil der Temperaturerh6hung
dt—dy—a-ds = P —F s ¢ 45,

k,sF E, EF
man hat somit gefunden

AWontg = ks F - dt — k’“"’? EE Eﬁsﬁ—,s s .

Nun ist kein Grund ersichtlich, warum die Wirmeaufnahme-
fahigkeit &, pro cm3 gegeniiber der im Inneren des Stabes erzeugten
Wirme verschieden sein sollte von der Warmeaufnahmefahigkeit
k pro cm? gegeniiber der unter den gleichen Begleitumsténden
von auflen zugefithrten Wirme; setzt man daher &, = k, so ist

E,—E s
AWanig = ks F -dt — ~%, WS as
oder mit Benutzung des gefundenen Wertes fiir ks F - d¢
s E,—E s
dWaufg=klsF~dt—6(t+to)-dS— . EF S-ds .

Da
d (Aufwand) = d Aug + d Wansg

war, so hat man nunmehr als Endformel

d (Aufwand) — {EF §-as—"g. dt}
von aufien gelieferte mech. Arbeit
ks Fode— 24 1)-d8 - E—EJE%S dS}

von auBen gelieferte Wiarme

Das k, kann man jederzeit aus folgendem Versuch bestimmen.
Man legt den Stab auf eine vollkommen glatte horizontale Un-
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terlage (Fig. 5), stellt das eine Ende fest und riickt an das an-
dere Ende etwa einen Stein vom Gewicht @, der zu beiden Seiten
jener glatten Unterlage so gestiitzt ist, dal eine horizontale Rei-
bungskraft 8§ = x @ entsteht. Dann prefit man den Stab mit dem
Gewichtstein zusammen, bis die Federungskraft S eben erreicht
ist, also Gleichgewicht eingetreten ist. Wird in diesem Zustand
der Stab auf ¢° erwarmt (auf dem Celsiusthermometer ¢ 4 T),

Fig. 5.

und miBt man von da an die Warmemenge d W*, durch deren
Zufuhr ¢ auf ¢ 4 d¢ erhoht wird, wobei durch entsprechende
Korrekturen die Abwanderung von Warme in die Umgebung des
Stabes zu beriicksichtigen ist, so ist, weil hierbei dS = 0 ist,
dW* =F,sF.dt —0,
also
aw*
by = sF.dt’
Mit der Genauigkeit, mit der w als von ¢ unabhéngig angenommen
wurde, muB} sich k, als von der GréB3e von S unabhingig ergeben.
Auf Seite 11 wurde gefunden, daf
8 s E,—EFE s
a4, + {IclsF-dtﬁa(t+ 6-dS — 2 §-at =g rﬁs-ds}
= d (Aufwand) + ksFa.-dS
ist; inzwischen hat sich aber Seite 12 ergeben, daf3
E.—E s

IcsFa-dS:~»~Er WS-dS

ist; in obiger Gleichung fallt alsolinks und rechts dieser Summand fort.
Wihrend der Lieferung von auflen war zwar die Energie

gruppiert nach der Formel
dAauig + AW anig = d (Aufwand) ,
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nach geschehener Aufnahme in den Stab ist diese gelieferte Energie
aber angelegt in der Gruppierung

dA,-+{klsF-dt—%(wto)-ds_%s-dt} — d(Aufwand).

N e’
disponibles angelegte Wirme
Federungsvermogen

HI. Abschnitt.

Die tatséchlich von aulen gelieferte Warmemenge war Seite 12
E,—FE s

& EFS -dS;

vergleicht man diese mit der angelegten Wirme, so sieht man, daf

dWaufg == ICISF dt - + to) dS

bei letzterer der Betrag iS -dt in Abzug gekommen ist, dafiir

—F s
E, EF
daraus erklért, daB ersterer Betrag zur Ergidnzung von d4,, auf
d Ayers (Seite 7) dienen muBte, wibhrend der hinzugekommene Be-
trag aus der inneren Reibungswéirme entstammdt.

Es ist eine Erfahrungstatsache, dafi jede Warmewanderung

aber der Betrag S -d8 hinzugekommen ist, was sich

eine gewisse Zeit braucht. Wird nun durch einen plétzlichen
Ruck 8 um d8S auf § + d8S gesteigert, so fehlt die Zeit zur Zu-
fihrung irgendwelcher Wiarmemenge. KEine Zustandsinderung,
bei der eine Warmezu- oder -abwanderung nicht stattfinden kann,
wird eine adiabatische Zustandsinderung genannt. Wird also
S adiabatisch um d8 auf § + d8 gesteigert, so ist
AWoge =0,

daraus folgt, daBl automatisch mit diesem d8 eine solche Tempe-
raturerh6hung d¢ des Stabes verbunden ist, daf

klsF-dt—{%(t+to) B, — Eis}ds—w

E, EF

ist, d. h. es ist mit der adiabatischen Drucksteigerung um

d8 verbunden die Temperaturerhéhung

E, — E ]
ST ( t 1)
dt — E, EF 7

bei Druck kl $ F

as .
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Hétte es sich nicht um Federung auf Druck, sondern um Fede-
rung auf Zug gehandelt, so wiren alle bisherigen Formeln giiltig
geblieben, wenn in ihnen S mit (—S) und &8 mit (—dS§) ver-
tauscht worden wire, und eventuell die Zahlenwerte fiir ¥, E,
und %, der Federung auf Zug angepaft worden wiren. Wenn
daher z. B. eine Zugkraft § durch einen plétzlichen Ruck, also
adiabatisch, auf 8 + d§ gesteigert wird, so stellt sich automatisch
mit dieser Zugsteigerung um d8 die Temperaturerh6hung ein

BB s St
ar— E BE o5 T gs)
bei Zug k sk ’
also mit den Absolutwerten
E,—E s s
g B BFS W
bei Zug ky s F

Werden bei Ausfiihrung eines KEisenbetonbaues die Eisen-
einlagen ohne Verwendung eines Schmiedfeuers, also adiabatisch,
durch Uberschreitung der Elastizititsgrenze scharf umgebogen,
so ist die Temperaturerhohung deutlich fiithlbar; mit feinen In-
strumenten wiirde man auf der Seite der Druckfasern die Erh6hung
etwas grofler finden als auf der Seite der Zugfasern, weil dort im
Ziahler eine Summe, hier eine Differenz steht.

Bei den Metallen und auch sonst im allgemeinen ist  positiv
entsprechend einer Langenzunahme bei einer Temperaturzunahme.
Bei einer zylindrisch eingefafiten Wassersdule mit einer Tempe-
ratur zwischen 0° und 4° Celsius und bei gewissen Arten von
Kautschukfiden innerhalb gewisser Belastungsgrenzen, sowie bei
einigen seltenen Stoffen ist jedoch w negativ entsprechend einer
Langenabnahme bei einer Temperaturzunahme.

Wie man k; durch das Experiment ermitteln kann, ist schon
angegeben worden; das , kann man aus der nach Be- und Ent-
lastung des Stabes sich einstellenden bleibenden Verkiirzung des
Stabes berechnen; fithrt man daher bei der Temperatur ¢ = 0
eine adiabatische Druck- resp. Zugsteigerung herbei, so kann aus
dem sich ergebenden d¢ auch noch die bisher unbekannte Kon-
stante £, berechnet werden.
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IV. Abschnitt.

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf die Ermitt-
lung des Aufwandes an Energie, der mit einer Zunahme von Fe-
derungskraft und Temperatur verbunden war, dabei wurde als
Normalfall die auf Druck wirkende Federungskraft S mit dem
positiven Vorzeichen versehen. In diesem Abschnitt soll die
Zuriickgabe von Energie ermittelt werden, die verbunden ist
mit - der Abnahme von Federungskraft und Temperatur.

r"/&‘-AS)"

€0 ‘6 = tlo o>
AS; nach aussen /5; rach aussen

oo (S AS) LA e e
=-ds, t-L-dt, 8-ds,
nach ausser nach ausser
Fig. 6.

Hat der Stab (Fig. 6) die Temperatur ¢ + d¢, = ¢, und auf
Druck die Federungskraft § 4+ dS8; =8,, und wird konstatiert,
dafl sich §; um d8; und #, um d¢, verringert, so werden die
beiden Stabenden sich voneinander entfernen; da aber fiir ab-
nehmende Verformung der Elastizitdtsmodul E, gilt, und zu £,

vielleicht der neue Warmekoeffizient — gehdren wird, so ist dies-
)
mal die Verlingerung: !

dAs = 5

8
BT as, — o dt, .
In diesem Abschnitt sind bis auf weiteres
positives d,A4s eine Verlingerung,
positives d8, eine Druckabnahme,
positives dt, eine Temperaturabnahme.

Von diesen GroBen kann dt, abgebraisch genommen werden,
also mit dem negativen Vorzeichen eine Temperaturzunahme be-
deuten; d8, dagegen mul} positiv bleiben.

Der Stab gibt bei dieser abnehmenden Verformung vermdoge
der nach auBen wirkenden Kréfte S, , deren Angriffspunkte sich
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im Pfeilsinne der S, um d,4s voneinander entfernen, nach auflen
die mechanische Arbeit zuriick

dA,=8,-d,Ads = Sl-dsl—wisl-dtl,

s
E.F
wo der Index z bedeutet ,,zuriickgegeben®.

AuBerdem wird vom Stabe nach auBen im mechanischen
Gleichwert gemessen die Warmemenge zuriickgegeben
aw,.

Insgesamt wird also vom Stab nach auBen die Energie zuriick-
gegeben
d (Zuriickgabe) = d A4, + dW, .
Diesmal mége dW, auf die Form gebracht sein
dW,=cs F(dt, +b-d8,),

worin b sein Vorzeichen wechseln soll, wenn S durch den Uber-
gang von Druck zu Zug sein Vorzeichen wechselt, also ist
AW,—=csF-dt,+csFb-dSs,,
und macht man in diesem Ausdruck die Substitution
csF . dt, = (@ +t)dn,,
so wiederholen sich alle Rechnungen, die auf den Seiten 3ff.
gemacht wurden. Insbesondere ist
st + 1) Sy
W, dt, ’
s E.F

2
c2sF=clsF——<w—r> (8 + %) P

¢csF =csF —

worin {Gl } als die in kgem pro em? ausgedriickte spezifische Warme-

2
abgabefihigkeit des Stabes bei konstanter { Sta,b"kraft
Verkiirzung

} erscheint.
Es ergibt sich schliellich
d (Zurtickgabe) — csF b -d8,;

:Ef—FSl-dSl—wiSl-dtl—i-clsF-dtl——%(tl—i—to)-dsl.

mechanische Arbeit Wirme

Das ¢, kann durch einen der Fig. 5 entsprechenden Versuch
bestimmt werden, nur mii3te diesmal der Gewichtstein vom Ge-

Kriemler, Baustatik. 2
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wichte @, = §; nach Fig. 7 mittels eines Kettchens von ver-
schwindender Masse angehiéngt werden, und es miiite die entzogene
Wirmemenge gemessen werden; wenn w, als von der Temperatur
unabhingig gelten kann, ist ¢, von §; unabhingig.

Fig. 7.

Vernachléssigt man kleine Grofen 2. Ordnung, so kann man
in der zuletzt angeschriebenen Formel §; durch § und ¢, durch ¢
ersetzen, dann ist

d (Zuriickgabe) — cs F'b-d S,
=E,f—FS-dSI— f)—rs.dtlJr ¢ s F-dt, — i;(t 1) -8, .

Nun ist kein Grund ersichtlich, warum ¢, von k, verschieden
sein sollte, da in den beiden Versuchen Fig. 5 und Fig. 7 eine fe-
dernde Anderung der Stablinge nicht vorkommt. Setzt man also
fiir alles folgende

¢, =k,
und auch
W, = W,

dann ist
d (Zuriickgabe) — csF b -d S,

— 5 8.d8,— S 8.dt, + kysF.dt, — " (t+1,)-dS, .
yis ° w w

Ly

Auf Seite 9 wurde aber schon
s

g 48 = a4,



gesetzt, somit hat man
S
E.F

zu setzen. Man kann daher auch schreiben

8-dS, = d,A;

d,A; + {klsF-dtl— 26+ 1) a8, — %S-dt,}
= d (Zuriickgabe) — csFb-dS, .

V. Abschnitt.
Es war
AW, =csF-dt, +csFb-dS,,

oder auch mit ¢, =%, und w, = »
sz=klsF-dtl~%(t—}—t0)-dSl+cst-dSl.

Nimmt etwa die Druckkraft durch einen plétzlichen Ruck um
d8; ab, so bleibt wegen Zeitmangels dW, =0, also ist automa-
tisch mit der adiabatischen Druckverminderung um d§, ver-
bunden die Temperaturabnahme

S
=(t+1) —csFb

dty = — ———
bei D%uck kl sF

s, .

Bei einer adiabatischen Zugverminderung um dS8; wire die
automatische Temperaturabnahme

> (t+t) — csF(—b)

dt, ==
bei %ug k1 sF

( —d N l) ’
oder mit dem Absolutwert von 4.8,

—¢sFb— (i(t—{—to)

D

dt, —

as, .
bei Zug kl sk !

Man hat sich zu erinnern, daf3 di¢;, eine Abnahme ist, wenn
es positiv ist, also eine Zunahme ist, wenn es negativ sich ergibt.

2*
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VI. Abschnitt.

Vergleicht man die letzte Formel des IV. Abschnittes mit
der letzten Formel des II. Abschnittes, so sieht man, daB die
linken Seiten einander gleich werden, wenn man den Abnahmen
d8, und d¢, dieselben Absolutwerte gibt, welche die vorausge-
gangenen Zunahmen d8 und d¢ hatten. Werden daher aus dem
Zustand S und ¢ heraus S um d8 und ¢ um d¢ gesteigert, und wer-
den daran anschlieBend durch Verminderung um d8 und dt
die Ausgangswerte S und ¢ wieder hergestellt, so ergibt sich aus
den erwihnten Gleichungen, deren linke Seiten identisch wur-

den, daf
d (Aufwand) = d (Zuriickgabe) — cs Fb-dS, ,

oder anders geordnet
d (Zurickgabe) = d (Aufwand) + cs Fb-dS, .

Da nach dieser Formel mehr Energie zuriickgewonnen wird,
als aufgewendet wurde, so sieht es aus, als ob die wiederholte Be-
und Entlastung des Stabes Energie in beliebiger Menge aus ihm
herausholen kénnte. Jedermann weil3 aber, daf z. B. eine Gummi-
schnur oder sonst eine Feder durch wiederholte Be- und Ent-
lastung schlieflich ihre Elastizitdt einbiifit. Es wird also der
UberschuB von d (Zuriickgabe) iiber d (Aufwand) aus irgendeinem
inneren Energievermdgen des Stabes ausgelost, das vielleicht
chemischer Natur ist oder mit molekularen Bewegungen zusammen-
hingen kann, die ohne mefibare Verformungen vor sich gehen;
jedenfalls ist dieses innere Energievermogen nachweislich erschopf-
bar. Diese Erschopfbarkeit ist durch den Faktor b ausgedriickt.
Ist ein ProzeB der Be- und Entlastung vollzogen, so tritt der
Stab in einen zweiten derartigen Prozell mit vermindertem inne-
ren Energievermogen ein; wahrscheinlich gilt fiir die zweite Zu-
nahme der Verformung ein anderes £ als bei der ersten Zunahme
der Verforinung, diese Aunderung kime eben in dem Fakior & zum
Vorschein. Hierher gehoren die bekannten Resultate der Ver-
suche von Wohler und Bauschinger iiber wiederholte Be-
lastung.



LaBt man es bei dem einmaligen Proze der Be- und Ent-
lastung bewendet sein, so geht schon &ufBlerlich dieser Vorgang
nicht spurlos vor sich, denn wegen des Uberganges von E in das
E, fir den Riickweg hat der Stab, der zu Anfang im Zustand S
und ¢ die Linge

s s
(S—WS+5t>cm

hatte, wenn er den Zustand S und ¢ wieder erreicht hat, nur noch
die Linge

S gy (5 g8 % S g8 9
(S_E’FSTa)t> < FdS wdt>+<EerS wdt>’
also nur noch die Lange

e

S S
(8 - E‘ﬁs+5t) “m mr?

Die Aufwendung der Energie geschah in der Gruppierung
d (Aufwand) = d Aaug + dWausg
und zwar war
d A gy = S-dS—%S-dt,

E—-E s
B EF

S
EF

dWaufg:klsF~dt~%(t—|—t0)-dS— 8-dS;

die Zuriickgabe der Energie geschieht aber in der Gruppierung
d (Zurickgabe) = d4, + dW, ,

und zwar war

S S
m;S-dS—;S-dt,

dW,=klsF-dt—%(t+t0)-d8+cst-dS,

dA4, —

Somit ergibt sich, daf}
_ & —_E_ s

dAa,ufg — dAz == Er —ETS . dS

ist, oder
B, —F s

B E,FS-dS,

dAz = dAauig -
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daBB aber

sz_dWaufg=+Er_E s

E, EF

S-dS+csFb-dS

ist, oder
dW,:dwaﬁg+ﬁ%Eﬁs-ds+csm-ds.

Nun ist jede Warmemenge, die nicht absichtlich als Zweck
eines Prozesses erzeugt wird, sondern als Nebenprodukt zum Vor-
schein kommt, als ,,entwertete‘ Energie zu bezeichnen?);
man hat somit gefunden, daf durch den Prozel der Be- und
Entlastung des Stabes von der aufgewendeten mechanischen Arbeit

der Betrag
E,—EFE s
- E, o) e

und von dem inneren Energievermigen des Stabes der Betrag
csFb-ds

zu Wirme entwertet worden ist.

1) Was unter Entwertung zu verstehen ist, moge folgendes erldutern: Es
ist bekannt, daB eine kommunizierende Fliissigkeit in zwei Gefdfien in beiden
Gefiflen das gleiche Niveau anzunehmen den ,,Trieb‘ hat. Ebenso hat die
Wirme zweier kommunizierender Korper, die gegen auBen wirmedicht isoliert
sind, den ,,Trieb, sich so zu verteilen, daBl beide Korper die gleiche Tem-
peratur annehmen. Wenn aber die Fliissigkeit jenes gleiche Niveau erreicht,
hat sie von ihrer Gewichtsenergie einen Teil in Bewegungsenergie, also in lebendige
Kraft umgesetzt, die Wiarme dagegen bleibt Wirmeenergie. Jene lebendige Kraft
tithrt die Gewichtsenergie iiber den trieblosen Zustand hintiber, die Warmeenergic
bleibt aber im trieblosen Zustand liegen; eine im trieblosen Zustand liegen ge-
bliebene Energiemenge ist aber wertlos, weil sie sich nicht zu betiitigen strebt.



Zweiter Teil.
VII. Abschnitt.
Es war Seite 12

d (Aufwand) — {E‘?Fs a8~ s dt}

von auBen gelieferte mech. Arbeit

+{klsF-dt——g;(t+t0)-dS— B, — B is-ds},

E, EF

von aulen gelieferte Wirme

entsprechend war Seite 17

d (Zuriickgabe) — {ESF §-as—"s. dt}

zuriickgegebene mech. Arbeit

+{klsF-dt——%(t+tO)-dS—}—cst-dS}.

zuriickgegebene Wirme

Im folgenden soll nun nicht mehr der allgemeine Fall be-
handelt werden, sondern der Sonderfall, daB E, = E und 6 = 0
ist; der diesen Bedingungen geniigende Stab wird vollkommen
elastisch genannt.

Beim vollkommen elastischen Stab ist somit

8

EF

mechanische Arbeit Wirme

d (Aufwand) :{ S-dS—-%S-dt}-{-{klsF-dt—%(t—#to)-dé‘}

und

d(Zuriickgabe)={EfFS-dS—S)—S-dt} + {IclsF-dt— 2+ t(,)-dS}.

mechanische Arbeit Wirme
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Das Resultat des Prozesses auf dem Riickweg ist hier mit Aus-
nahme des Vorzeichens identisch mit dem des Prozesses auf dem
Hinweg. Es handelt sich demnach beim vollkommen elastischen
Stabe um umkehrbare Prozesse.

Hat ein solcher Stab augenblicklich die Temperatur ¢ und
auf Druck die Federungskraft P, so war, wenn der Ausgangs-
zustand durch § = 0 und ¢ = 0 gegeben war, zur Herstellung
jenes Zustandes erforderlich der Energieaufwand

P;z

Aufwand=/{E,§FS-dS—%(S-dt—|—(t+t0)-dS)+klsF-dt}
0

Pz

:/{Effs'ds* %.d(S(t—]—to))+klsF-dt};
0

bei den im Bauwesen vorkommenden Stoffen kann %, als auch
von ¢ unabhéngig gelten, dann ergibt die Integration
s P2 s

Aufwand = BF 5 6P(z +t)+ksFr.
Es erscheint dieser Aufwand als Funktion der erreichten End-
werte P und v, weil ja beim vollkommen elastischen Stab das
d(Aufwand) ein vollstindiges Differential war. Wieviel aber von
dem Gesamtaufwand mechanische Arbeit und wieviel zugefiihrte
Wirme war, 148t sich aus der Formel nicht ersehen. Man koénnte
versuchen d W, fiir sich und dA,,, fiir sich zu integrieren, da

aber
dWatg = ks F - dt — %(t +t)-d8S

und

8

d Aty = 7 8- d8 — 8- dt

s
EF
ist, und da sowohl ¢ als auch S willkiirlich verdnderlich sind, so
188t sich weder in d W,y noch in dA4,,, die Separation der Va-
riablen durchfiihren, mit anderen Worten den Aufwand ] AW yutg
an Wirme und den Aufwand J/.dAaufg an mechanischer Arbeit
kann man getrennt nur angeben, wenn ¢ und S nicht willkiirlich
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gelassen werden, sondern so in gesetzméBigen Zusammenhang ge-
bracht werden, daB
= (),
8=/,

gesetzt wird, wo nun z (etwa die Zeit) die einzige willkiirliche Ver-
dnderliche ist. Vermdge dieser zwei Gleichungen wire wihrend
des Wachsens von 8 und ¢ ihr gegenseitiges Verhiltnis stets be-
kannt, fortlaufend ist die sogenannte Zustandsédnderung des
Stabes bekannt.

Man hat gesehen, dafl bei Verzicht auf die Scheidung nach
Energiearten der Aufwand, durch den ein Zustand P; ¢ herge-
stellt wird, unabhéngig ist von den wihrend der Herstellung dieses
Zustandes durchlaufenen Zustéinden. Es liegt nahe Umschau zu
halten, ob noch andere charakteristische GréBen vorhanden sind,
die die erwiinschte Eigentiimlichkeit haben, nur vom augenblick-
lichen Zustand des Stabes, nicht aber von den zuvor durchlaufe-
nen Zustinden abzuhéngen. Als solche Groflen ergeben sich die

Integrale von

aw aufg dt $
7t7 to' i klsF*t*'ﬁtO - ‘(0 . dS
und
dAaufg 8§ $
e a8 — 2 dy,

denn die rechten Seiten dieser Gleichungen sind integrabel bei
noch vollsténdig willkiirlich gelassenen dt und dS, weil die Va-
riablen separiert sind; dies kann natiirlich nicht {iberraschen,
denn es wurde Seite 3

AWy = ksF-dt — ksF-a-dS

gesetzt; beim vollkommen elastischen Stab ist wegen K, =FE
(Seite 12) das a =0, also ist hier

AWaitg = ks F-dt = (¢ + t,)dy
d. h. es ist
dWaufg

t+t,



wo die rechte Seite das Differential einer gewissen Funktion 7 ist.
Entsprechend war Seite 2
dApse =8 -dAds,
also ist
d Aaufg
S

=dds.

Ebenso wie die Verkiirzung 4s beim hier behandelten vollkommen
elastischen Stab nur von dem augenblicklichen Zustand P; v des
Stabes abhingt und von den zuvor durchlaufenen Zustinden un-
abhiingig ist, ebenso ist bei diesem vollkommen elastischen Stab
die Funktion » nur vom augenblicklichen P und = abhiingig, gleich-
giiltig, wie der Stab in diesen Zustand gelangt ist.

So wie aus

_ddae s s
dAS—h*—-E——-F"‘dS'—E‘dt
folgt, daB
A8=E,%P—%I+Ol,
folgt aus
AWt _ g At s
M=l B iy W
daB

n = ks Flog(t + t,) —%PJr c, .

Die Bestimmung der Konstante C; ist sehr einfach, denn bei
7=0 und P=0 wurde s gemessen, also sind P=0; z=0
und 4s= 0 zusammenhingende Werte, so dafl C, =0 ist. Die
Bestimmung der Konstante C, ist aber unmdglich, weil # in kei-
nem Zustand des Stabes abgemessen werden kann, ist doch die

Dimension von » das légT(:g ; aullerdem wird # flir negative Werte
von (r + %,) zu einer imagindren GroBle, weil
log(—z) = logx + 7 ¢

ist. In der Warmemechanik der Gase kommen nur reelle Werte
fiir die analog gebildete GroBe vor, weil dort als Ausgangspunkt
fir die Messung der Temperaturen die tiefste denkbare Tempe-
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ratur (—273° Celsius) ein fiir allemal eingefithrt ist. In der Bau-
statik kann man diesen bequemen Nullpunkt nicht benutzen,
weil in ihr die ,,Montagetemperatur® fiir die Groe s maBi-
gebend ist. Die Unbestimmbarkeit von C, wird unschidlich ge-
macht, wenn man
n—0Cy = ’7’

setzt, dann hingt %’ ausschlieflich nur von P und z ab. Aus
historischen Griinden fiihrt die Funktion 3’ den Namen ,,En-
tropie®.

Man hat somit gefunden, dal zu einem bestimmten Zustand
des Stabes — gleichgiiltig wie die zuvor durchlaufenen Zustidnde
waren — ganz bestimmte Werte der Entropie, der Verkiirzung und
der aufgewendeten Energie gehoren, vorausgesetzt natiirlich, daf3
der Stab vollkommen elastisch ist.

VIII. Abschnitt.

Zwar war

Aufwand — -5 22 S pi iy ks F
viwand = g 5 — o PO Tl + ks

nicht in die Bestandteile

»aufgewendete mechanische Arbeit* + ,aufgewendete Wirme*

zu zerlegen, ohne dafl man die Gesetze

t =12,
S =/

der durchlaufenen Zustinde kannte. Im fertigen Resultat aber
kann man die Gruppierung herstellen, denn es ist

s D
EF 2
das mechanische Arbeitsvermogen der Federung, wihrend

ksFrv— %P(T 4 ty)

der Zuwachs der im Stab angelegten Wéirme ist.
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Hatte somit der unbelastete Stab bei 0° die Warmemenge W’
enthalten, so enthélt er bei 7° unter der Druckkraft P die Warme-
menge

Woe =W + ks Fr— %P(r 1)
Wihrend also der Aufwand
Aufwand = 4,15 + Wause

nicht ohne weiteres in seine Bestandteile Aau; und Wy zu zer-
legen ist, kann der beim Zustand P und 7 vorhandene Energie-
vorrat zerlegt werden, denn es ist

s P2 , s
Vorrat =W—2—+W -+ klsFr—gP(r—l- &) -
NI
mech. Arbeits- vorhandene Warmemenge

vermogen

Da dieser Energievorrat durch jeden beliebigen Ubergang
aus dem Zustand S = 0; £ = 0 in den Zustand § = P; t =1
in dem Stab angelegt wird, so mdge zur Veranschaulichung ein
bequem iibersichtlicher Ubergang herausgegriffen und verfolgt
werden. Angenommen der Stab werde zuerst bei konstant blei-
bender Temperatur ¢ = 0 auf die Federungskraft P gebracht, so
erfordert das an mechanischer Arbeit den Aufwand

s P2
EF 2~
Nach Seite 24 ist mit diesem Teil des Uberganges wegen d¢= 0

und ¢ = 0 automatisch verbunden die Reduktion der schon vor-
handenen Wirmemenge W’ auf
W—"t,.P.
w
Nunmehr wird der Stab bei konstant bleibendem P auf die Tempe-
ratur ¢ gebracht, das erfordert die Wiarmemenge
ki sF,

diese wird aber nicht ganz im Stab als Warme angelegt, vielmehr
mul} sie zum Teil in die mechanische Arbeit sich umsetzen, durch

die die Druckkraft P um den Weg % 7 der Temperaturausdehnung
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zuriick gedriickt wird, als Warme wird also im Stab nur angelegt
der Betrag

klsF‘K——S—IP.
)

Addiert man die Bestandteile, so findet man, daf im ganzen im
Stab angelegt worden ist die Energie

s P2 , S S
E"F‘7+W _EtOP—L—klsFt——BTP,
oder
s P

8
pi g TW A ksFi—2paty),

in Ubereinstimmung mit der allgemein fiir jeden beliebigen Uber-

gang geltenden Formel.

IX. Abschnitt.

Gleichgiiltig in welcher Gruppierung der Aufwand aufge-
bracht wurde, in dem Zustand P und 7 ist der Energievorrat des
Stabes

s P2 s ,
:E’—F_i‘zv—- a‘)’P(T"}"to)"_klsFT"i_W .

In dem beliebigen anderen Zustand S und ¢ des Stabes, wobei
es ganz nebensichlich ist, ob der Stab wirklich bei seiner Zustands-
dnderung diesen Zustand passiert, wire der entsprechende Energie-

vorrat des Stabes

Vorrat,

Vorrat, — -5 5 _ S Q4+ 1)+ ks Ft + W
traty = gF 2 P E+t) + kys - W
Als Normalfall werde vorausgesetzt, da3

Vorrat, > Vorrat,

ist, dann hat der Stab nach auBBen Energie abgegeben, die in Arbeits-
leistung, in Wérmeabgabe und in Erzeugung einer Zunahme der
lebendigen Kraft etwa vorhandener Massen bestehen kann. Man

hat daher zu setzen

Vorrat, — Vorrat, = 44 + AW + 4%

b
geleistet  abgegeben erzeugt 2

m v?
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worin jedes v die GroBe der Geschwindigkeit einer Masse m be-

deutet. Wenn 44 das negative Vorzeichen annimmt, so wird

es zu aufgenommener Arbeit, negatives AW ist aufge-
m v?

3 ist aufgezehrte

nommene Wirme und negatives 42
lebendige Kraft.

Die Gesamtsumme kann man immer als Funktion von P;

7; S und ¢ angeben, wie sie aber auf die drei Summanden sich ver-
teilt, kann man ohne Kenntnis der Zustandsgesetze

t=1),
S =/,
nicht angeben.
Ehe weitergegangen wird, soll 44 an Hand von zwei Bei-
spielen ndher charakterisiert werden.

Fig. 8.

Wenn in Fig. 8 der Stab sich aus der Verkiirzung 4, s auf
die Verkiirzung 4, s wieder ausdehnt, so muf er das durch eine
masselose Kette angehdngte Gewicht ¢ heben, dabei ist die vom
Stabe zu leistende Arbeit

Q4,8 — 4y 8)
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gleichgiiltig, wie 4,s zu 4,s geworden ist, denn selbst wenn
z. B. zwischenhinein die Verkiirzung auf 4;s sich reduziert hatte,
so wire die bei Erreichung von 4,s geleitete Arbeit die obige ge-
wesen, denn was hinzugekommen wire, wire

+Qys — 438 — Q(A38 — A38) =0

gewesen. Dies ist also ein Fall, wo nicht allein die Gesamtsumme,
sondern auch der Summand 44 nur von Ausgangs- und End-
zustand, nicht aber von den Zwischenzustinden abhingt.

Fig. 9.

Wenn aber in Fig. 9, wo gegen eine Reibungskraft Arbeit zu
leisten ist, die bekanntlich ihren Pfeil immer dem Bewegungssinne
entgegengerichtet einstellt, das Stabende von 4,s auf dem Um-
wege liber 4;s nach 4,s gelangt, so ist vom Stabe die Arbeit
zu leisten -

44 = +uQdys — d38) + pQ(dy s — 45 9)
=+uQdis —dy8) +2pQ(dys — 4y9),

worin ersichtlich ist, dafl 44 aufler von Anfangs- und Endzustand
auch von dem unbekannten Zwischenzustand, dem A;s ent-
spricht, abhéngig ist.

Diese Beispiele zeigen, dal es jedenfalls vorteilhaft ist, bei
Inangriffnahme der Losung einer Aufgabe, die Krifte, gegen
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welche Arbeit zu leisten ist, in diese zwei Gattungen zu scheiden.
Wenn nichts Besonderes erwihnt wird, kann man sich im folgenden
Krifte der ersten Gattung vorstellen.

Es war
mv?
Vorrat, — Vorrat, =44 + AW + 4% 5 ;
laBt man den Stab aus dem Zustand 2 noch etwas weiter gehen
entsprechend den Inkrementen dS = (—dS§;) und dt= (—dt,),
so ist

2
d(Vorrat, — Vorrat,) =d A4 A + d AW + dazlnzl ,
es ist aber
d(Vorrat,) =0,
weil P und 7 fest gegeben sind, daher ist

mv?
-,

—d(Vorrat,) —dAA +d AW+ d 43"

aber
s s s
d(Vorrat2)=ﬂ,—S-dS—bS-dt ——a(t + &) -dS + ks F-di,

hier speziell

d(Vorrat,) = ~{ﬁ8-dsl~z—55’-dtl —%(t—}—to)-dSl + klsF-dtl}
und somit
—az(Vormg)=%S.ds1 — Zs-dt1 — %(w t)-dS, by sF-dt, .

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach Seite 23 resp.
18 nichts anderes als das d(Zuriickgabe),

—d(Vorrat,) = +-d(Zuriickgabe) ,

so dall man schlieflich gefunden hat
m v?

d(Zuriickgabe) =dAA +dAW +d4 2 —

geleistet abgegeben erzeugt Z
Welche Zustandsauderung 48, nwnd dt, tatséichlich eintritt,
weill man nun nicht, d. h. d8; und d¢, sind in ihrem gegenseitigen
Verhiltnis unbekannt; nimmt man aber an, dafl ein willkiir-
liches 08 zusammen mit einem willkiirlichen d¢ eintritt,
wo die Abweichung vom Tatsidchlichen durch das ,,0° statt ,,d‘
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ausgedriickt wird, und positives 8 eine Druckabnahme und po-
sitives 6t eine Temperaturabnahme bedeutet, dann wire damit

verbunden

SAA+ AW+ o643™Y

geleistet abgegeben erzeugt 2

S S 8

Sobald aber 48 und ¢ festgelegt sind, weil man, daB
d (Zuriickgabe) zerfillt in

8 S
6AZ:WS.6S_ES'6t

und

6W,=klsF-6t——z;(t+t0)-6S,

wo 84, die abgegebene mechanische Arbeit und 6 W, die abge-
gebene Warme ist.

Diese willkiirliche Zusammenstellung von einem 4S8 mit ei-
nem J¢ nennt man eine virtuelle Zustandsinderung; die
Willkiirlichkeit ist selbstverstdndlich an die Voraussetzungen der
Aufgabe gebunden.

Sobald es sich um eine virtuelle Zustandsinderung handelt,
zerfillt von selbst die Gleichung fiir den Umsatz an Gesamtenergie
in folgende zwei Gleichungen

dAA+o430Y

geleistet erzeugt 2

S S
=6A,=E—FS-5S—ES-6I§

und

SAW =0W,=kysF - 6t——~(t—l—t0) 08;

abgegeben
fiir eine virtuelle Zustandsinderung gelten also die Glei-
chungen

L mv? S
6A2——E—F—,S-5S fS ot — 044,

erzeugt 2 geleistet

SAW =k, s F - 6t—*(t+t0) 88 .

abgegeben
Kriemler, Baustatik. 3
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Handelt es sich um mehrere zu einem System vereinigte
Stabe und um mehrere Krifte, gegen die Arbeit geleistet wird, so
ist selbstverstandlich

2
aAzm—”=2(is-as—%S-at) _ 844,

erzeugt 2 EF geleistet
6AW=Z<klsF-6t— S+ to)-éS) .
abgegeben w

X. Abschnitt.

Die zuletzt gefundenen Beziehungen sollen durch zwei Bei-
spiele verdeutlicht werden.

Erstes Beispiel. Der Stab der Fig. 10 befinde sich in dem
Zustand § und ¢, seiner Wiederausdehnung setzt der Gewichtstein
die Reibungskraft 1 entgegen.

Fig. 10.

LaBt man willkiirlich § um 468 und ¢ um ¢ abnehmen, so
nimmt die augenblickliche Stablinge (s — 4s) zu um den Ab-
solutwert von

s s
also um
s s
W 68 - 7(,7 6t 3
also wird bei dieser virtuellen Zustandsinderung die Kraft u@
zuriickgedrangt um den Weg

S S
E’F (>S - ‘(:) (St

)
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die vom Stab geleistete Arbeit ist daher
044 = —{—uQ<A~—68 ),
geleistet,
und in diesem Belsplel wire

m v 7__v
dAZ—o _E‘FS 08 — 80t~ Q(ﬁa‘s ‘”)

= (§ — uQ)( . éS;~z§t>
und

SAW = kysF- ot — *(twto 08 .

abgegeben
Zweites Beispiel. Von zwei Stiben sei der Stab a in den
Zustand P,; 7,, also auf die Verkiirzung 4;s,, und der Stab b
in den Zustand P,; 1,, also auf die Verkiirzung 4,s,, gebracht
worden, in diesem Zustand werden die Stdbe in einer Geraden

Fig. 11.

aneinander geriickt, und nach Fig. 11 wird mit einer masselosen

Kette in der gezeichneten Weise ein Gewicht @ angehingt, gleich-

zeitig werden die dufleren Enden der zwei Stiabe festgestellt. Welche

“Zustdnde S,; ¢, resp. S;; ¢, die Stdbe, sobald sie von den Kraften
3*
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P, und P, freigegeben worden sind, auch annehmen werden, immer
wird wegen der festgestellten Enden die Bedingung erfillt sein
(8a — Az Sa) + (85 — A3 8) = (85 — 4;8,) + (85 — 4, 8)

oder
Ay 8q+ Ay 8y = Ay 8, + 4y 8,

daher ist die Aufgabe an die Voraussetzung gebunden, dafl immer

_Sa__ —_ % p_ % S p S
E,F, EF,,S” w,,” AL w,,T“+E,,F,,Pb L

oder, weil die rechte Seite unverdnderlich gegeben ist, an die Be-
dingung, dal immer

S, — S“t+

Ay 8, + A3 8, = C,
d. h.

Sa Sp
TS ot B S =
ist.
Nur solche virtuelle Zustandsinderungen sind mit den Be-
dingungen der Aufgabe vertriglich, bei denen

0(dg s, + Ay38) =048, + 04,8, =0
ist, d. h. es muf}
04y 8, =—054dy8,

sein; wenn sich daher Stab @ um das AbsolutmaB 61 weiter aus-
dehnt, so ist

04y 8, =—062
und

J A2 Sy = —‘—51 s

also verkiirzt sich gleichzeitig Stab & um dasselbe Absolutmal
o4. Es ist aber

sa
0y 8y = (E i 88, — waét,,)
und
8,8 ( 88, — 2 at)
29p = Ebe b b b

mit dem Minusvorzeichen, weil nach Ubereinkunft positive 6.8
und ot Abnahmen bedeuten (Seite 33).

Bei der angenommenen virtuellen Zustandséinderung aus dem
Zustand 8,; t,; S, und #, heraus verschiebt sich die Beriihrungs-
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stelle der beiden Stidbe, an die das Gewicht @ durch die Kette be-
festigt ist, nach rechts um das AbsolutmaB 62, dabei wird @ um

04 gehoben, also ist
044 =+Q-561.

geleistet
In diesem Beispiele, wo zwei Stébe zu einem System vereinigt
sind, ist somit

m v?
o433V
erzeugt 2
(S g sq g NPT N A TA Y
_<Eaﬁ‘as" 08, — 2L, 6ta>—|—<EbeSb 08— 28, 6tb) Q-01,

oAW

abgegeben

— (lcsF Sty 0 (bt o) - 6S,,) + (k,,s,,F,,- Sty — g)ﬁ (ty - tys) - 6Sb> .
\ b

Wq

Die erste dieser Gleichungen wird aber, weil wegen der Be-
dingung, der die Aufgabe unterworfen ist,

(‘8“— 68, — ﬁata) — 462
Wq

E.F,
und .
<Efbﬁ 88, — j)—’;at,,) — 42
ist, zu
51]2‘@:(8“#8,,—0,)-61.
erzeugt 2

Die vorgefiihrte Losung dieser beiden Aufgaben ist rein hy-
pothetisch; z. B. bei der zweiten miillte man die gegebene Lisung
wie folgt aussprechen: Wenn tatsichlich der Stab @ in den Zustand
Sa; t. und gleichzeitig der Stab b in den Zustand §;; ¢, gelangt,

und wenn tatsichlich die angenommenen Anderungen aus diesen
2
Zustinden heraus eintreten sollten, dann wiirden 642% m‘)v

und 64 W die angeschriebenen Werte haben miissen.




— 38 —

XI. Abschnitt.

Vergleicht man am Ende des IX. Abschnittes die Gleichung,
die sich auf die mechanischen Energien bezieht, mit der Gleichung,
die sich auf die thermische Energie bezieht, so macht sich ein Mangel
an Parallelismus bemerkbar, insofern als aus der mechanischen
Gleichung hervorgeht, daBl die vom Stab oder vom Stabsystem
zuriickgegebene mechanische Energie in lebendige Kraft und ge-
leistete Arbeit iibergeht, wihrend aus der thermischen Gleichung
nur hervorgeht, welche Wiarmemenge abgegeben wird, ohne daf3
sichtbar gemacht ist, wohin diese Warmemenge gelangt. Tatséch-
lich kann man, wenn nicht besondere Vorkehrungen getroffen
sind, auch nicht angeben, wohin die abgegebene Wirme gelangt;
bei einer aus einem Stabsystem bestehenden Briicke z. B. ist es
ganz unmoglich die Warme auf ihrer Wanderung durch die Pfeiler
und durch die Luft zu verfolgen. Bei solchen Aufgaben ist aber
auch das Maf} der abgegebenen Warme nebenséchlich, nur indirekt
hat die Wéarme Bedeutung, indem die durch sie bewirkte Lingen-
anderung des Stabes oder Stabsystemes die mechanische Gleichung
beeinfluBBt, dieser Teil der Warmewirkung wird aber nicht durch
eine Wiarmemenge, sondern durch die Temperatur gemessen.

Durch besondere Vorkehrungen 148t sich aber der Parallelis-
mus herstellen. Denkt man sich eine Fliissigkeit vom Volumen
V em3 rings von einem Gefdfl eingefalit, das Wandungen hat, die
wirmedicht sind, wie dies bei den Wandungen eines Eiskellers
oder FEisschrankes mehr oder minder erfolgreich angestrebt ist,
und denkt man sich die Zustandsdnderungen des Stabsystemes in
diesem Flussigkeitsbad vor sich gehend, dann allerdings weifl man,
dafl das vom Stabsystem abgegebene 6 A W von dieser Flissigkeit
aufgenommen wird.

Alle bisher vorgefithrten Formeln bezogen sich auf stabfor-
mige Korper, die Flissigkeit ist aber dreidimensional, sie hitte
also z. B. nach drei Richtungen ein I und ein w, wodurch natiir-
lich ganz andere Formeln bedingt sind; hier soll der Einfachheit
halber eine Fliissigkeit angenommen werden, bei der alle £ und alle
w den Wert o haben, und deren spezifische Warmeaufnahme-
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und -abgabeféhigkeit pro ecm3 fiir alle Temperaturen K ist. Ent-
hielt dieses Bad bei der Temperatur ¢ = 0 die Wiarmemenge &’,
so enthidlt es bei der Temperatur ¢ = J;, die Warmemenge

&, — '+ KV, .

Wird in dieses Bad von der Temperatur ¢ = ¢, der Stab vom Zu-
stand P; v hineingebracht, der ja nach Seite 28 den Wéarme-
vorrat

Wpo =W + ks Fr— Z;P(T 1)

enthélt, so ist augenblicklich durch die wirmedichte Hiille die
Wéarmemenge

WP; 7 + Q)l
eingeschlossen. Im Augenblick, wo in dem Bad der Stab den
Zustand S; ¢ annimmt, ist

Weo =W + ksFt— f)S(t ),

hat dabei das Bad die Temperatur ¢ = 9, , dann ist
Dy = D'+ KV,

und die eingeschlossene Wirmemenge ist
WS;t + @2 »
dabei kann
Ws,t + Dy = Wp,, + Dy
sein; im Anfangszustand hatten nédmlich Stab und Bad an Energie
den Gesamtvorrat

G = o, +W’p,+if—+

mvl

wenn der groBeren Allgemeinheit halber schon im Anfangszustand
lebendige Kraft als vorhanden angenommen wird; im zweiten
Zustand haben Stab und Bad den Gesamtvorrat

m s
Gy —¢2+W3t+EF 5 S o
Da alle anderen Energiearten beriicksichtigt sind, so ist
G,— G, =44,

geleistet
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und man hat mit Verwendung der Formeln auf Seite 29

2
44 = (D, — D) + (Vorrat, — Vorrat,) — 42 mo ,
geleistet erzeugt 2
oder
m v?
Vorrat, — Vorrat, =44 + (¥, — &) + 4% ,
geleistet erzeugt 2
es ist also nach Seite 29
D, — D, =A4AW.
abgegeben

Ebensowenig, wie 4 W ohne Kenntnis der Gesetze

t=1(2),
8 = f2(2)
angegeben werden konnte, kann @, angegeben werden, es ist also
¥, nicht ausschlieflich eine Funktion von S und #, sondern es hangt
#, auch ab von den zuvor durchlaufenen Zustéinden.
Immerhin kann man aber fiir eine virtuelle Zustands-
dnderung des Stabes angeben, daB

0D =904W,
abgegeben
oder
KV-60=04W
abgegeben
ist.

Nunmehr ist in den Gleichungen am Schlul des IX. Ab-
schnittes der Parallelismus hergestellt, denn es ist, wenn gleich ein
Stabsystem vorausgesetzt wird,

X m v? S S
543y =Z<—r—S-6S~—S-6t> 5644,
erzeugt 2 EF w geleistet

KV~(319~:2(klsF~6t~—%(t—}—to)-(SS).

Hierin sind positive 0.8 und ¢ zwar Abnahmen, aber positives
0¥ ist eine Zunahme.

Wenn man will, kann man nun bei einer Briickenkonstruktion
unter V sich das ganze Weltall mit Ausschluf} gerade dieser Brucken-
konstruktion vorstellen, dabei sind dann K und ¢ ausgemittelte
Werte. Im folgenden soll aber vorerst die Vorstellung des Bades
beibehalten werden.
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XII. Abschnitt.

Man nennt im Lauf einer wirklichen Zustandsinderung den-
jenigen Zustand einen Zustand des augenblicklichen me-
chanischen Gleichgewichtes, bei dem sich

d43s™ _ g
2
ergibt. Begriindet ist diese Definition damit, daB das
Massensystem, wenn es zufdllig in diesem Zustand in
Ruhe ist und sich selbst iiberlassen bleibt, auch ferner-
hin in Ruhe bleibt, sofern jene Gleichung erfiillt ist.
Man konnte hier einwenden, daB z. B. zwei Massen m, und m,
von der Ruhe aus durch eine elementare Zustandséinderung solche
Geschwindigkeiten u, und u, annehmen kénnten, daB

g MV _ | M
2 2
aber
gV _
2 2
ware, so dal
m, v, m, v
d=y +d—5—=0

sein konnte, ohne daB u, und u, einzeln = 0 wiren; da aber in
solchem Falle

m,

5

= —x

wire, so wire u, imagindr. Von der Ruhe aus ist jedes ein-
mv?
2

zelne d entweder positiv oder gleich Null. Wenn jene

2
Gleichung erfiillt ist, so ist jedes d %9— von der Ruhe aus einzeln

gleich Null, und diesen Zustand nennt man das mechanische
Gleichgewicht.

Kann man nun fiir einen gewissen Zustand nachweisen, daB
fir alle mit den Bedingungen der Aufgabe vertriglichen virtuellen

2
Zustandsdnderungen sich 6 4% % zu Null ergeben muf, dann



ist dieser Zustand auch fiir die tatsichlich eintretende Zustands-
dnderung ein Zustand des mechanischen Gleichgewichtes. Man
kann daher gewisse Charakteristiken des mechanischen Gleich-
gewichtes feststellen, ohne den betreffenden Zustand zuvor schon
ermittelt zu haben.

XIII. Abschnitt.

Man nennt im Lauf einer wirklichen Zustandsinderung den-
jenigen Zustand einen Zustand des augenblicklichen ther-
mischen Gleichgewichtes, bei dem alle am Wirmeaustausch
beteiligten Korper eine und dieselbe Temperatur (¢ + ¢,) ange-
nommen haben, denn es 1Bt sich experimentell nachweisen, da@
zwischen Korpern gleicher Temperatur (¢ + ¢,) die Warmewande-
rung ruht, solange andere Energiearten nicht eingreifen. Beziig-
lich der fiir verschiedene Stoffe als verschieden vorausgesetzten
Konstanten ¢, wird auf spétere SchluBfolgerungen verwiesen.

Im thermischen Gleichgewichtszustand haben also alle Stibe
des Stabsystemes und das umgebende Bad eine und dieselbe
Temperatur (¢ 4 #,). Jede elementare Zustandsinderung aus dem
thermischen Gleichgewicht ist fiir jeden Stab einzeln notwendig
»adiabatisch®, weil die Warmewanderung ruht. Ganz allgemein
ist aber beim einzelnen Stabe nach Seite 25

AWt = (t -+ to)dn = ks F - dt — %(t 1) dS;
1.
bei einer nur virtuellen Zustandsinderung ist
OWoantg = (t - t,) O = ~—(kls Fot— (8) (t + &) - <$S> ,
mit dem Minuszeichen, weil nach Ubereinkunft o6¢ und 0S5 Ab-
nahmen sind.
Handelt es sich speziell um eine virtuelle Zustandséinderung
aus einem thermischen Gleichgewicht heraus, so ist fiir jeden Stab
einzeln, weil & W, (resp. 0 W,) gleich Null sein mufl, notwendig

on=10.
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Man sieht hier schon eine gewisse Analogie zum mechanischen
Gleichgewicht, denn dort mufite von der Ruhe aus einzeln jedes
) = 0

sein.

Wie beim mechanischen Gleichgewicht das Naturgesetz be-
riicksichtigt wurde, dafl es keine (eschwindigkeit gibt, deren
Quadrat eine negative Grofle wire, mufl nun auch hier ein bisher
mit Stillschweigen iibergangenes Naturgesetz beigezogen werden.

Die Erfahrung hat gelehrt, dal eine Warmemenge
dW, nur von einem Koérper ¢ zu einem oder mehreren
Korpern b iibergehen kann, wenn

ta + toa >ty -+ top
ist.
Nimmt man nur zwei Korper als Beispiel, so ist fiir den ab-

gebenden Korper
d Waufg = —q,

fiir den empfangenden Korper

d Waufg = +q 5
fiir den ersteren Korper ist daher
- 1
dng = R
fir den anderen ist
q
dny, = + ——— .
"

Denkt man sich die » beider Korper addiert, so ist mit diesem
Wirmeaustausch verbunden

d2n = (dne + dyp) = (—EJ%O; + . E’to) ;

da aber der Austausch an die Bedingung gebunden ist, daf3
ta + th >tb + tob
ist, so ist dem Absolutwert nach

q q

- <, -
tta -+ toa Hy == Los




— 44 —
und es ist immer
d2n>0.
Wird ¢ mit den Anteilen ¢,; ¢,; ¢; usw. an verschiedene Korper 1;
2; 3 usw. abgegeben, so ist
d2n = (dne + dny + dny + dos + usw.)

(9 o P s usw.)
( ta+t0a+t1+to1 't2+t02+t3+t03+ ’

weil aber

q = ¢+ g2 1+ g3 + usw.
ist, so ist

S q1_> (_ % %
a2 ( ta+t0a+t1+t01 + ta+t0a+t2+t02)

% s
+ < ta+t0a+t3+t03) +usw'

Jede Klammer ist aber wegen des Naturgesetzes positiv, also ist

ganz allgemein

a2n>0.
Wire etwa in der letzten Formel ¢, + ¢, >ty + #o, SO Wire not-
wendig g, negativ, d. h. ¢, wire zuriickgewanderte Wérme, die be-
treffende Klammer bliebe trotzdem positiv.

Da die Funktion 7 sich von der Funktion %’ und durch eine
Konstante unterscheidet, so ist auch, sofern Wéarmewanderung
stattfindet,

d2n" >0.
Nach Seite 27 fithrt " den Namen ,,Entropie’. Es hat sich
demnach ergeben, da B — sofern ein Wirmeaustausch stattfindet —
die iiber alle am Awustausch beteiligte Kérper ausge-
dehnte Entropiesumme eine Zunahme erfahrt.

Infolge des Wéirmeaustausches ndhern sich die (£, + ta);
(¢, + t51); (82 + tys) einander immer mehr; in dem Zustand, in
dem sie alle einen gemeinschaftlichen Grenzwert angenommen ha-
ben, wird in dein eitwickelten Ausdruek fiir 42y jede Klammer
fiir sich zu Null, also ist an der Grenze

d2n=d2n"=0.
Wenn aber alle (¢ + t,) gleich geworden sind, so ist nach Defi-
nition das thermische Gleichgewicht eingetreten. Die Entro-
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piesumme ist bei Erreichung des thermischen Gleich-
gewichtes stationdr. Im thermischen Gleichgewicht ist aber
einzeln jedes dy =dyn’=0, weil jede Wirmewanderung auf-
gehort hat, also die ¢; ¢;; ¢a; ¢5; usw. verschwinden.

Im hier vorliegenden Zusammenhange ist also die Analogie
zwischen lebendiger Kraft und Entropie vollkommen, denn wie
aus

m v?

folgte, dafl von der mechanischen Ruhe aus einzeln fiir jede Masse

mv?
d o= 0
war, so folgt aus
d2n =0,

dafl im thermischen Gleichgewicht einzeln fiir jeden Korper
dn’=0
ist.
Der Gedankengang zu letzterer Folgerung ist, kurz wiederholt,
wie folgt: es ist

dZy' = (dn, + dni + dnj + dn; + usw.)

q ¢ & ¢ >
S usw.
( tu+t0a+t1+t01+t2+toth3+to3+

_(__ % 91%) (ﬁ e 7722_u>
( ta+t0a+tl+t01 + ta+t0a+t2—{—t02

% 95
+< tat toa 'ty + fos

) -+ usw.,

wenn aber alle (¢ + ¢,) einander gleich geworden sind, so werden

gleichzeitig in der letzten Gleichung alle Klammern einzeln zu Null

und in der zweiten Gleichung einzeln alle ¢ zu Null, also sind, wenn

d2n’ =0 gesetzt wird, damit auch alle dy’= 0 festgelegt.
Beim einzelnen Stab ist aber

dy —ksk Y 2gs,

t+-t o
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also ist, wenn dz’= 0 ist, notwendig

2+ t)

U= "%sr

-dS,

man sieht hieraus, daB durch die Anderung dS der Federungs-
krifte die Temperaturen der Stdbe Abweichungen d¢ von der
gemeinschaftlichen Temperatur (¢ + ¢,) annehmen, daf3 also in-
folge der dS die Warmewanderung sich wieder einstellt, das ist
eben die Folge des Eingreifens einer anderen Energieart in das
thermische Gleichgewicht.

Sollte aber d 27" = 0 gewesen sein, die § sich aber verdndern
kénnen, so wiirde, weil stets die Entropiesumme wéchst, das
nichste d 25’ wieder > 0 sein, also wire 2 n’ zwar stationér ge-
wesen, ein Maximum wére es nicht gewesen; ihr Maximum erreicht
die Entropiesumme erst, wenn alle dS = 0 bleiben miissen,
wenn also iiberhaupt nichts mehr geschieht, es verlangt daher
die endgiiltige Wiarmeruhe gleichzeitig die mechanische
Ruhe.

Als besonderer Vorzug der Entropie beim vollkommen ela-
stischen Stab wurde Seite 26 hervorgehoben, dafi sie nur eine
Funktion des augenblicklichen Zustandes ist, beim Stab ist ja

0 = ks Flog(r 4 t,) — %P

und entsprechend beim Bad
7753&(1 =K Vlog (19 -+ Q90) 5

weil die dem o entsprechenden Grofien gleich oo vorausgesezt
wurden.

Es wurde gefunden, daBl 23’ stets im Zunehmen begriffen
ist, weil immer d 2%’ >0 war, die Formeln aber zeigen, daf} einzeln
7’ vom Stab und #5.q immer wieder dieselben Werte annehmen
konnten, da aber #’+ #5.a immer wichst, so ergibt sich, daf3
niemals wieder ein fritherer Zustand des Stabes mit
demjenigen Zustand des Bades zusammentreffen kann,
der gleichzeitig mit jenem fritheren Zustand des Stabes
vorhanden war. Der Stab konnte wiederkehrend sich ver-
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lingern und verkiirzen, niemals mehr wiirde die Entropiesumme
von Stab und Bad zusammengenommen einen frither gehabten
Wert wieder annehmen, natiirlich unter der Voraussetzung, daf
die Hiille des Bades wirklich warmedicht ist.

Ahnliche Ergebnisse in anderen Teilen der Physik haben auf
dem Wege der Verallgemeinerung die Ansicht hervorgerufen:
Was auch geschehen mag, die Entropiesumme der un-
serer Beobachtung zugidnglichen Welt schreitet uner-
bittlich ihrem Maximum zu, bei dessen Erreichung
thermische und mechanische Todesruhe (Wirmetod)
sich einstellen wird?).

Aus dem Resultat, dal bei vollkommener KElastizitat die
Entropiesumme 2%’ im thermischen Gleichgewicht stationdr ist,

1) Es ist zweckméifBig, an dieser Stelle auf folgendes aufmerksam zu machen.

Beim vollkommen elastischen Stab ist

aw

=dy,

t+t,
also werden dW und dy gleichzeitig zu Null. Bei einer Aufeinanderfolge von
elementaren adiabatischen Zustandsinderungen bleibt nach Definition d W von
der GroBe Null, also ist fiir diese adiabatischen Zustandséinderungen jeweils
dy =0, d. h. die Entropie bleibt dabei konstant; daher kann man bei voll-
kommener Elastizitit statt ,,adiabatisch® auch ,,isentropisch* sagen. Aufein-
anderfolgende Zustandsidnderungen eines vollkommen elastischen Stabes, die kon-
stante Entropie bewahren, gehen ohne Wirmewanderung vor sich.

Ganz anders liegen die Verhéltnisse bei dem im ersten Teil dieser Abhand-
lung betrachteten unvollkommen elastischen Stab. Fiir diesen wurde bei einer
elementaren adiabatischen Zustandsinderung gefunden (wenn als Beispiel nur
Druckbeanspruchung ins Auge gefafit wird, Seiten 14 und 19), daB bei einer
adiabatischen Drucksteigerung um d3§ ist

ksFa+;i)(¢+to)
—%sr 15

bei einer adiabatischen Druckverminderung um d.S; lapsomt it

dt =

—csFb+ " (t +1,)
o)

A= —dl = — e S

oder

csFb— (¢4t
w
dt = ds,';
‘ b F AP
ganz allgemein ist aber rein algebraisch

(t+tu)d77 :kISF'dt_i(t'*}tO)~ds,
o
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konnte durch Nullsetzung aller Variationen 6 27’ ein solcher Zu-
stand wohl ermittelt werden, es miilten aber so viele Neben-
bedingungen mitgefiihrt werden, dal dieses Verfahren zu umsténd-
lich wird. Schneller fithrt zum Ziele das folgende inhaltlich
auch niher liegende Verfahren, das sich an die Uberlegung auf

worin d¢t und dS mitsamt ihrem Vorzeichen einzusetzen sind; also ist, wenn die
beiden adiabatischen d¢ von oben eingesetzt werden, das eine Mal

¢+ tydy = (IcsFu+%(t+t0))dS—%(t+to)dS=ksFa~dS,
das andere Mal

¢+t)dy=csFb|dS,| — %(t—i—to)\dsli —%(t +t) (—dS,) = cs Fb|dS,].

Wihrend bei einer plotzlichen also adiabatischen Zu- oder Abnahme der Stab-
kraft des vollkommen elastischen Stabes das # stationédr bleibt, ruft beim wun-
vollkommen elastischen Stab sowohl die adiabatische Zunahme als auch die
adiabatische Abnahme der Stabkraft ein Wachstum von #z hervor. L&afit man
auch beim unvollkommen elastischen Stab der Funktion # die Benennung ,,Entro-
pie®, so ist bei diesem unvollkommen elastischen Stab ,,adiabatisch® nicht iiber-
einstimmend mit ,,isentropisch®.

Denkt man sich zwei unvolikommen elastische Stibe unter sich in Wérme-
austausch, jedoch von der iibrigen Welt thermisch abgeschlossen, und beim einen
»o '  nehme die Stabkraft zu, beim anderen ,,8 nehme die Stabkraft ab, dann ist

W« kx sx Fxay
dna — a8
ot bom T Tt tge
und
Wg cp sp Fpbp
= — dSp!
i+ top K B+ ts 485
Ganz allgemein mul3 aber
Woc Wﬂ > 0

fotioa T 1+ top

sein, weil Warme durch Leitung nur vom kilteren der zwei Stibe aufgenommen,
vom wirmeren abgegeben werden kann; demnach ist auch

ko sa Fuan cpsp Fpbp
— il % a8l =
(d7]o‘+d’]/3) { to + to g tﬂ"'to/i' i Sﬂ\} >0,
> [Fasa Foaa 855 Fp% 4 |
(Fns T dn8) = > 17 e Y gy

der Inhalt der Klammer rechts ist immer positiv, weil sowohl Belastungszunahme
als auch Belastungsabnahme beim unvollkommen elastischen Stab positive Wiarme
erzeugt, demnach ist, wo unvollkommen elastische Stibe am Wirmeaustausch
beteiligt sind,

d X% nicht nur = > 0, sondern sogar = > als etwas Positives,

und nennt man auch in diesem Falle Xy die ,,Entropiesumme®, so ist damit
nachgewiesen, dafl ganz allgemein bei jedem Stabsystem die Entropiesumme im
Wachsen begriffen ist.
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Seite 39ff. anschlieit, hier aber gleich auf ein in das wirme-
dicht eingehiillte Bad eingetauchtes Stabsystem ausgedehnt wird.
Dieses Verfahren wird die auf Grund des Gesetzes von der Erhal-
tung der Energie erfolgende Aufstellung der Energiebilanz ge-
nannt.
In dem Zustand, in dem jeder der Stdbe in das Bad einge-
taucht wird, bringt er die Energie mit
s P2
EF 2

m vl .

P(r Lb) ke sFr W+
das Bad selbst enthdlt im Anfangszustand die Energie
D'+ KV .

Durch die wirmedichte Hiille ist also ein fiir allemal eingeschlossen

die Energie

2
S(pr s — Pt bsFr W 20 @ KV,
alle

Stédbe

In einem beliebigen anderen Zustand enthalten die Stédbe und das
Bad zusammen die Energie

ﬁ< s S 8

oo s — 8 +to)+ksFt+W’+zm”2)+ @'+ KV,

alle
Stibe

Zieht man den zweiten Betrag von dem ersten ab, so erhdlt man als

Differenz
2
3 Vorrat, — 2 Vorrat, —(—2‘2”“)1 ol + KV9, — KV, ;
alle alle alle 2 alle 2
Stédbe Stibe Stdbe Stabe

diese Differenz muf} aber, weil alle anderen Energiearten beriick-
sichtigt sind, gleich der inzwischen geleisteten Arbeit A4 A sein,

auBerdem ist geleistet
2 2
mo . m v? muo
22 23> L4z
alle 2 alle 2 erzeugt 4
Stibe Stédbe
also ist
. , mv?
2'Vorrat, — SVorrat, + KV, — KV =AdA + 43 —— |
alle alle geleistet erzeugt 2
Stédbe Stébe

Kriemler, Baustatik. 4



woraus sich findet

2
3Vorrat, + KV, = SVorrat, + KV, — A4 — 43577
alle alle geleistet erzeugt 2
Stibe Stdbe

Setzt man die konstanten Glieder

2'Vorrat, - KV, = U, ,
alle

so ist Stabe

(s s ,
%(-EiF 5—%S<t+to)+klsﬁ’t+w>+KVQ92
Stab:

’ U, — A4 —a5™%

geleistet erzeugt

2
Ebensowenig wie {44 4+ 42 myr ohne Kenntnis der tat-
g

geleistet erzeugt
sdchlich durchlaufenen Zustinde angegeben werden kann, kann

in dieser Gleichung auf der linken Seite das ¢, angegeben werden.
Soll nun der zweite Zustand ein solcher thermischen Gleich-
gewichtes sein, so miissen sémtliche ¢ + ¢, den gleichen Wert @

haben, den auch beim Bad
Dy 4 G,

hat, also ist im thermischen Gleichgewicht

Sz )
Sy — o8O+ ks PO~ 1)+ W)+ KV(6— )
Stéb

' =UI—AA_42M2_;

geleistet erzeugt 2

aus dieser Gleichung kann © berechnet werden in allen Fillen,

2
wo das 44 und das AZ’mv

geleistet 2
kannt sind. Damit wire die Frage nach der Bedingung des

thermischen Gleichgewichtes beantwortet, die folgende Unter-
suchung soll nur den AnschluB an die vorausgegangenen Teile
dieses Abschnittes wieder herstellen.

Das vollstdndige Differential der linken Seite der letzten
Gleichung lautet

, die zu gegebenen S gehoren, be-

Z(%S-ds~%@~CZS~%S-dO+klsF-d@>+KV~d(~),
alle !
Stéibe
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so daB bei einer virtuellen Zustandsinderung, bei der nach Uber-
einkunft +48 = —dS und bei den Stiben 00 = —d®, beim
Bad aber +00 = d6O ist, sich ergibt

2( EFS 6S+ @68—1— Sé@—ksF 6@)+KV 0 6;

alle
Stibe

die zugehorige Variation der rechten Seite jener Gleichung ist

0~<aAA+aAZ’ﬁ1>

geleistet

also hat nach Seite 33 diese Variation den Wert

alle<EFS 08 — P -M-)),

Stabe
weil ja 0t = 0(0@ — ) = 60 ist, doch kann dieses 00 bei jedem
Kérper einen anderen Wert haben. Setzt man nunmehr die
Variationen der beiden Seiten einander gleich, und streicht man
links und rechts die gleichen Glieder bei jedem Stabe einzeln weg,

so bleibt iibrig, daB
Z(k skF. 6@—70 68) KV.00=0

alle
Stibe

ist. Diese ganze Gleichung kann man durch das gemeinschaft-
liche © dividieren, dann ist

06 S . 00
aZﬂ;(lcsF 0 -668> KV 9 =%
Stébe
aber es ist
O=t+t, =0+,
wihrend
06 durch 6¢ resp. 49

zu ersetzen ist, daher ist

s 09 )
%e<k‘SFt+to_EéS> KV 55,

Stébe

Nach Seite 42 und 46 bedeutet dies, daf
f(—éﬂ’) — 0%Baa =0,
oder daf Stibe
02n' =0
4*



ist, wie nicht anders zu erwarten war, weil im thermischen Gleich-
gewicht die Entropiesumme aller am Austausch der Wéarme be-
teiligten Korper stationdr ist.

Wenn in der Baustatik sehr hiufig angenommen wird, da@
im thermischen Gleichgewicht jeder Stab eine andere Temperatur
hat, so ist stillschweigend vorausgesetzt, dafl jeder Stab sein be-
sonderes Bad hat, daB3 aber dabei alle Stibe und alle Bader sonst
thermisch isoliert sind. Dann ist einzeln fiir das aus einem Stab
und seinem Bad bestehende System

O(nstab + 7Baa) = 0,
die Addition aller analogen Gleichungen ergibt natiirlich auch in
diesem Fall, daf 83y =0

ist, wobei allerdings nicht jeder der Korper mit jedem anderen sich
in Wiarmeaustausch befindet.

XIV. Abschnitt.

Aus den von Voigt (Thermodynamik) angefithrten Versuchen
von Haga und den von Weyrauch (Wiarmetheorie) ange-
' fihrten Versuchen von
_________________ Joule geht hervor, das ¢,
fiir Stahldraht, fiir Neu-
z silberdraht und fir Kaut-
Montage- schukstdbchen denselben

Temperatur Wert hat wie fiir die Gase.
£+t Bis zum Beweisdes Gegen-
" dos Wassers teiles kann man daher
wohl annehmen, dal} ¢,
=273 resp. ), fir alle Natur-
stoffe einen und denselben
Absolueter Neallpurppl - 2 _ ) Wert hat, ndmlich

Fig. 12. ty = T + 273

in Celsiusgraden, hierin bedeutet 7' die Montagetemperatur, von
der aus die laufenden Temperaturen ¢ hier gemessen werden (¥ig. 12).



— 53 —

Es ist dann (¢ + ¢,) resp. (¥ + ¥,) die sogenannte ,absolute
Temperatur®. Da es dann in der Natur eine negative absolute
Temperatur nicht gibt, also log(t + £,) resp. log(d -+ &,) stets
reell ist, so fillt die Seite 26 erwidhnte Schwierigkeit fort.

Die Gleichheit des ¢, resp 9, fiir alle Korper hdtte mit Nutzen
schon Seite 42 erwiahnt werden kénnen, die Ableitungen erschienen
aber klarer, wenn man vorldufig davon absah. Darin, dafi beim
Experiment im thermischen Gleichgewicht sich direkt alle ¢ und
gleich ergeben, ist schon ein Grund gegeben anzunehmen, dafl
auch alle ¢, und ¢, gleich sind.

Setzt man in die Formel auf Seite 50 alle £ = oc und alle

2
w — oo, das A4 und das szT” beide — 0, sowie ¢, — &, also

O —ty,= 60 —19,=1,, so ergibt sich
2k sFt,+ W)+ KV, =2(ksFr+-W)4+ KV, ,

woraus die beim thermischen Gleichgewicht sich einstellende Tem-

peratur gefunden wird zu

SksFt KV,

hT SksF LKV

eine Formel, die aus der Experimentalphysik bekannt ist.

XYV. Abschnitt.

Am Schlusse des XII. Abschnittes ist gesagt worden, daf}
man daraus, daB im mechanischen Gleichgewicht fiir alle mit
den Voraussetzungen der Aufgabe vertriglichen virtuellen Zu-
standsdnderungen sich

2

&AZrm;—“

zu Null ergeben muB, gewisse Merkmale des mechanischen Gleich-
gewichtes feststellen kann, ohne den betreffenden Zustand zuvor
schon ermittelt zu haben.

Dies soll nun an den zwei Beispielen des X. Abschnittes ge-

zeigt werden.
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Erstes Beispiel Fig. 10. Es ergab sich hier

m v? 8

)

),

soll die rechte Seite dieser Gleichung zu Null werden, wenn 4S8
und J¢ jeden beliebigen Wert annehmen konnen, so mul} not-
wendigerweise

S—u@) =0,
also

S=uQ

sein; es ist dies eine, in diesem Fall erschépfende Bedingung des
mechanischen Gleichgewichtes. Ganz unabhingig von den Tempe-
raturverhéltnissen des Stabes kann von mechanischem Gleich-
gewicht nur in dem Zustand die Rede sein, in welchem

S=pu@
ist.
Zweites Beispiel Fig. 11. Hier war

2
Mzﬂ;:(sa_s,,—g)-az,

soll die rechte Seite dieser Gleichung zu Null werden, wenn 81
jeden beliebigen Wert annehmen kann, so mufl

(Sa""Sb*Q):O
also
Sa = Sb+ Q

sein; es ist dies eine, in diesem Falle allerdings nicht erschopfende
Bedingung des mechanischen Gleichgewichtes, da S, noch unbe-
stimmt ist. Diese Bedingung ist von den Temperaturverhalt-
nissen der zwei Stdbe formal unabhingig.
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XVI. Abschnitt.
Da

L m v?
042 —5 = 0

ist im Zustand des mechanischen Gleichgewichtes, so ist damit
gesagt, dafl beim Durchgang durch den Zustand des mechanischen
Gleichgewichtes die lebendige Kraft aller beteiligten Massen ent-
weder ein Maximum oder ein Minimum ist. Sie ist ein Maxi-
mum, wenn das Gleichgewicht stabil, ein Minimum, wenn es
labil ist?).

1) Vgl. meine Schrift: Von der Erhaltung der Energie und dem

Gleichgewicht des nachgiebigen Kérpers. Verlag von C. W. Kreidel.
Wiesbaden 1905.



Dritter Teil.

XVII. Abschnitt.

Fiir einen ganz beliebigen Zustand des in ein gemeinschaft-
liches Bad eingetauchten Stabsystemes ergab auf Grund des Ge-
setzes von der Erhaltung der Energie die Aufstellung der Energie-
bilanz die Formel (Seite 50)

2

(-2 S S Sty hsFi4+ W) LKV

alle EF 2 @

Stidbe 2
—U,— A4 — 43"

geleistet erzeugt 2
Sind alle Stibe des Stabsystemes thermisch voneinander isoliert,
und ist jeder von ihnen in ein gesondertes Bad getaucht, so kommt
je ein von einem Bad herriihrendes Glied zu den von dem zuge-
horigen Stab herrithrenden Gliedern unter das Summenzeichen,
in solchem Falle ist daher

‘t?ﬁe,(EfF 2 5, St 4ty +kysFt+W + KVﬁ)

Stibe 2
— U, — A4 — a3

geleistet erzeugt
Vervollstindigt man, indem man links und rechts fiir jedes Bad
seine urspriingliche Wérmemenge addiert, so erhdlt man, wenn

noch
U +29" =T

alle
Bider

gesetzt wird,

> : 82 s 12l r/ , ’
alle<fE7F?——Q;S(t—i—tO)%_leﬁt’Jr‘W +KVO+Q)>
Stébe

2
—U— g4 — 45V

geleistet erzeugt
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Die Bedeutung dieser Formel wird klarer, wenn man sie, wie folgt,
schreibt:

In dem Zustand, in dem S; ¢ und ¥ tiir je ein aus Stab und Bad
bestehendes Paar gilt, ist

L mv?
> (Vorratsga, + Vorratgyg) = U — 44 — 12—,
alle geleistet erzeugt
Stéibe

worin U den ganzen im Ausgangszustand an Federung und Warme
vorhandenen Energiebetrag bedeutet; dieses U ist nattirlich un-
verdnderlich.

Nun soll der der Betrachtung unterzogene Zustand ein solcher
ces mechanischen Gleichgewichtes sein. Gewisse Kriterien dieses
Gleichgewichtszustandes ergibt die Vorschrift, daf3 fiir alle mit
den Bedingungen der Aufgabe vertridgliche virtuelle Zustands-

anderungen sich

mv?
2

042 =0

ergeben mul.

Die Voraussetzungen sind aber bei den Aufgaben, um welche
es sich hier handelt, Beziehungen zwischen den gleichzeitig vor-
handenen Stablingen in dem Sinne, daf} die relative Lage einzelner
Punkte des Stabsystemes gegen nicht zum System gehérende un-
bewegliche Punkte unverdnderlich oder nur auf gesetzmifiger
Bahn verdnderlich ist, oder auch, dal die relative Lage einzelner
Punkte des Systems gegeneinander gewisse Bedingungen er-
filllen mufl. Alle diese Voraussetzungen kénnen auf die Form ge-

bracht werden
f, (aller oder mancher .{s) == C, ,

fs (aller oder mancher As) = C, ,
usw.

Es sind daher nur solche Zustandsdnderungen mit den Vor-
aussetzungen der Aufgabe vertrdglich, die den Bedingungen

- Of
i 0ds=0,
% dds
Stibe .
>l o,
alle € JS
Stibe
Usw.
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geniigen. Die Anzahl dieser Nebenbedingungen muBl, falls
das” System iiberhaupt noch Lingeninderungen d4s der Stibe
soll erfahren konnen, kleiner sein als die Anzahl der zum System ge-
horenden Stabe. Enthilt das System m Stébe, und sind n Neben-
bedingungen vorhanden, so sind in den n Gleichungen

of
> o
s 0 ds
Stibe

0ds =0,

m verschiedene §4s vorhanden, davon sind also (m — n) frei
wéhlbar, die iibrigen aber miissen vermdge dieser n Gleichungen
durch die frei gewédhlten ausgedriickt werden.

Diejenigen Punkte des Systemes, deren Lage gegen nicht
zum System gehorende feste Punkte unveréinderlich oder nur ge-
setzmifBig verdnderlich ist, werden notwendig durch sogenannte
»Auflager in diese Lage ,,gezwidngt®. Diese Auflager miissen
eine Widerstandskraft von solcher GroBe haben, daf3 sie vom Sy-
stem nicht auf die Seite geschoben werden konnen, sie ,,rea-
gieren® demnach gegen das System mit einer Kraft, die erst
»geweckt wird, wihrend die iibrigen von aullen auf das Sy-
stem wirkenden Krifte ,,gegebene’ Krifte oder ,,Lasten
sind. Die von aullen auf das System wirkenden Krifte, also die
Krifte, gegen welche 44 geleistet werden muB, zerfallen daher in
die ,gegebenen Lasten und in die ,,geweckten oder
bedingten Reaktionen®,

Die Auflager konnen entweder feste Bolzengelenke resp.
Kugelgelenke sein, die nach zwei resp. drei zueinander recht-
winkeligen Richtungen reagieren, oder sie konnen Gleitlager
sein, die — wenn wie iiblich reibungsloses Gleiten angenommen
wird — nur nach der zur Bahnlinie resp. Bahnfliche normalen
Richtung reagieren. Wollte man Reibung beriicksichtigen, so
wiirde je nach der vorhandenen oder angestrebten Gleitrichtung
die Reaktion des Gleitlagers nach der einen oder anderen Seite
ber Normalen abweichen um den zugehérigen Reibungswinkel
die vorhandener, bei angestrebter Gleitung aber vielleicht um
einen kleineren Winkel.



— B9 —

Da die innere Reibung der Stdbe bisher auller Beriicksichti-
gung blieb, soll auch die &ullere Reibung vernachlidssigt bleiben.
Unter dieser Voraussetzung ist gegen die bedingten duBleren Krifte
keine Arbeit zu leisten, denn sie sind entweder unbeweglich oder
ihr Angriffspunkt verschiebt sich normal zur Kraft. In 44

geleistet
kommen also nur die gegen die gegebenen Lasten geleisteten

Arbeiten vor.
Es ist schon gesagt worden, dafl hinfort nur der Zustand des
mechanischen Gleichgewichtes untersucht werden soll, es muf} also

2
ou4x™% o
2
gesetzt werden. Allgemein war aber (Seite 33)

mv? [ s S s g
6AZT=Z<E,~FS-6S~—(;S-M)—Z(SJA,

es ist aber
5
EF

s
S——t=ds,
)

daher ist

s s
ﬁ—-é‘S~;-6t=6/Js,
wo d4s hier eine Langenzunahme ist, weil ja 68 und J¢ Ab-
nahmen bedeuten. Man hat somit

5/421”21‘“ _ 38045 — 3844,

welche Form der Gleichung iibrigens nicht an das geradlinige
Federungsgesetz gebunden ist; es brauchte hier der von S ab-
hingende Teil von 4s nicht proportional mit § anzuwachsen,
sondern koénnte irgendeine Funktion von 8§ sein.

Bezeichnet man nun die gegebenen Lasten mit ¢ und die
Wege der Angriffspunkte dieser Kréfte aus dem angenommenen
Gleichgewichtszustand heraus mit 64, positiv dem Pfeile von @
entgegen, so ist

m v2

v
042 3

— 38845 — 3Q- 64
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zusetzen. Jedes 64 148+t sich fiir den speziellen als Zustand des Gleich-
gewichtes angenommenen Zustand rein geometrisch als Funktion
der ersten Potenzen aller 64s ausdriicken, daher erscheint, wenn

2
das System aus m Stédben besteht, das 6 4% 1’%1{ zuerst als Summe
von m Gliedern von der Form

wegen der n Nebenbedingungen sind aber n der d4s durch die
(m — n) iibrigen auszudriicken, so daB schliefllich 642 m 21}; als
Summe erscheint von (m — n) Klammerausdriicken, von denen
jeder mit einem willkiirlich gebliebenen d4s multipliziert ist.

War aber der in Betracht gezogene Zustand ein solcher des
mechanischen Gleichgewichtes, so war

o mv?
042 5 = 0,

da aber die (m — m) {iibriggebliebenen d4s ganz willkiirlich sind,
so miissen die mit ihnen multiplizierten Klammerausdriicke ein-
zeln zu Null werden. Damit zerfdllt die Gleichung in (m — n)
voneinander unabhéngige Gleichungen zwischen den m Stab-
kréaften S und den gegebenen Lasten ¢. Es konnen mit Hilfe dieser
Gleichungen (m—n) der Stabkrifte § durch die iibrigen n Stab-
krifte und die gegebenen Lasten @, wie diese im Gleichgewicht
vorliegen, ausgedriickt werden. Auf die Sonderfélle, die hier wie
bei jedem Satz zusammengehériger Gleichungen auftreten konnen,
(Nenner-Determinante = 0, oder Zihler- und Nenner-Determinante
gleichzeitig = 0, oder auch gleichzeitiges Verschwinden aller Koeffi-
zienten einer der Gleichungen) soll nicht eingegangen werden.

Bei n Nebenbedingungen bleiben also auf diesem Wege n
der Stabkrifte S unbestimmbar, man nennt die zugehdrigen
Stabe die ,iiberzdhligen Stédbe’ des Stabsystemes. Ange-
nommen die n iiberzidhligen § seien auf anderem Wege bekannt
geworden, dann wéren alle Stabkréfte fiir den speziellen als Zustand
des mechanischen Gleichgewichtes angenommenen Zustand be-
kannt. Damit wéren auch alle Reaktionen der Auflager bekannt,
denn es miissen die Krafte, mit welchen die Stabenden auf den auf-



— 61 —

gelagerten Punkt wirken, selbstverstindlich je im Gleichgewicht
sein mit der Kraft, mit der das Lager auf diesen aufgelagerten
Punkt wirkt.

Ich gebe ohne weiteres zu, daf das hier vorgefiithrte Verfahren
sich fiir die Austfiihrung nicht eignet, weil die Bestimmung der 04
viel zu umstindlich ist. In der Praxis wird man die Krifte, mit
welchen die Enden eines iiberziahligen Stabes auf die angeschlosse-
nen beiderseitigen zwei Systempunkte wirken, als gegebene Lasten
behandeln und die iibrigen (m — n) Stabkrifte S etwa nach dem
Ritterschen Momentenverfahren resp. im Raum nach dem Lands-
bergschen Gelenkachsenverfahren) berechnen als Funktionen der
@ und der iberzdhligen S, dabei ist natiirlich vorauszu-
setzen, dall man die als im Gleichgewicht verformt an-
genommene Gestalt des Stabsystemes schon kennt und
aus ihr die erforderlichen Hebelsarme entnimmt. Wenn
schon der hier vorgezeichnete Rechnungsgang praktisch nicht
zweckméBig ist, so hat er doch auf rein energetischem Wege zu
dem Begriff der ,jiberzidhligen Stadbe oder, wie man sie
auch nennt, der ,statisch Unbestimmten gefiihrt.

Erwidhnt moége werden, da die von Miiller - Breslau und
von Land begriindete sogenannte ,kinematische’ KErmitte-
lung der Einflufizahlen eine bewihrte praktische Verwendung ent-
sprechender energetischer Uberlegungen ist.

Zum Unterschied von den n iiberzihligen Stabkriften S
sollen die (m — n) Stabkrifte S, die, wie vorstehend angegeben,
durch die anderen ausgedriickt werden, die ,,notwendigen‘
Stabkrafte genannt werden.

Ubrigens ist es immer zuléssig, alle n iiberzihligen S als ma-
thematisch von n anderen unabhéngig Verénderlichen X abhéngig
zu denken, dann erscheinen auch die notwendigen (m — n)
Stabkriafte S als Funktionen eben dieser n verschiedenen X, die
nunmehr als die statisch Unbestimmten bezeichnet werden
koénnen.

Man ist bis hierher jedenfalls in der Lage, fiir eine als me-
chanisches Gleichgewicht angenommene Verformung

1) Centralblatt der Bauverwaltung, Jahrgang 1903.
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(m — n) der Stabkréfte § durch die gegebenen Lasten @, durch
die iiberzéhligen n iibrigen noch unbestimmten Stabkréifte S als
unabhingige Verénderliche und durch die zu der angenomme-
nen Verformung gehdrigen Neigungswinkel und Hebelarme,
welche von den angenommenen verformten Stablingen a abhéingen,
auszudriicken.

Die n statisch unbestimmt gebliebenen iiberzéhligen S kénnen
nun aus den n Nebenbedingungen

fi (aller oder mancher 4s) = C,
C

fo(aller oder mancher As) = C,
usw.

ermittelt werden, wenn die zu der angenommenen Verfor-
mung gehorigen Neigungswinkel und Hebelarme beniitzt wer-

den, und wenn in
s s

das § als die dem Gleichgewicht entsprechende Funktion der
iiberzahligen S eingesetzt wird.

Es wire aber ein grofler Zufall, wenn nach geschehener Rech-
nung die nachtrigliche Kontrolle fiir jeden einzelnen der m Stébe
ergibe, dal die angenommene Stablinge a iibereinstimmt mit
dem errechneten Zahlenwert

1 )
’ <1 —wrSt L)
Man miilte daher von vornherein ganz allgemein alle Neigungs-
winkel und Hebelarme als Funktionen nicht der angenommenen
Stablingen @, sondern der noch unbekannten Stablingen
1 t
s gpst )
ausdriicken. Dieses ganz genaue Verfahren fiihrt zu Gleichungen,
die, wenn sie iiberhaupt 16sbar sind, einen grofen Aufwand an
Zeit zur Losung erfordern. Es moge aber vorausgesetzt sein, die
Losung sei gegliickt, wie es im allgemeinen der Fall ist, wenn die
verformte Stablinge a sich nur so weit hinten in den Dezimalen
von der Montageldnge s des Stabes unterscheidet, dall ruhig alle
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Hebelarme und alle Neigungen fiir alle Zustinde statt mit den
a mit den s gerechnet werden konnen; die einzige Kautele, die
man mitfithren muf}, ist dann eben die, dafl man sich vor Augen
halten muf}, daB vielleicht weitere Losungen, bei denen a sich er-
heblich von s unterscheidet, der Feststellung sich entzogen haben
(Knickung).

Da fiir das im vorstehenden geschilderte Verfahren charakte-
ristisch ist, daBl die n tiberzdhligen S so bestimmt werden, daf die
n Nebenbedingungen erfiilllt werden, so heifit diese Art der Lo-
sung die ,,geometrische’. Man kann aber auch auf ,,energe-
tischem® Wege die Losung herbeifiihren.

XVIII. Abschnitt.

In der allgemeinen Bilanzgleichung

5
?(E’SF ‘92 - *S'S(t+t0)+ klsFt“I—W/—i— KV19+ (_p/)
Stibe
—U— A4 — 43"

geleistet erzeugt

ist nach Seite 28 von der ganzen links detaillierten Energiemenge
nur der Betrag

. s S
alle EF 2
Stibe

als mechanisches Arbeitsvermogen der Federung angelegt, und

rechts ist der Betrag
44

geleistet

neu als mechanisches Arbeitsvermogen der Lasten angelegt.
Schreibt man die Gleichung wie folgt,

44 =U
a%; EF 2 —{_gelelstet
Stiabe
—Z(k sFt—~S(t+to)+W’+KVﬂ—y (p)
alle

Stabe

so ist alles variable augenblicklich angelegte mechanische Ar-
beitsvermdgen links vom Gleichheitszeichen zusammengefaft.
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Und nun behaupte ich, dafi folgendes Naturgesetz besteht:
Von allen* den mechanischen Gleichgewichtszustinden, die
man bei unverdnderten Stabtemperaturen ¢ (isothermisch) durch
Variation der » iiberzdhligen Stabkrifte S formal erhalten kann,
ist derjenige der wirkliche Zustand des mechanischen Gleichge-
wichtes, in welchem bei den vorgeschriebenen Stabtemperaturen ¢
und unter Einhaltung der n Nebenbedingungen der Aufgabe die
n iberzéhligen S das angelegte mechanische Arbeitsvermogen
- s 8
aller m>E F 2 —}—geﬂiﬁet
Stibe
zu seinem Minimum machen.

DaB dieses Gesetz erfiillt sein muB3, kann man nicht mathe-
matisch ableiten, die Erfahrung oder auch Vergleichsrechnungen
lehren, daf3 es besteht. Ebenso wie ein Gewicht der tiefsten Lage
zustrebt, die mit den Nebenumstinden vertriglich ist, sinkt bei
unverdnderten Stabtemperaturen das Arbeitsvermogen

- s 82
S BE 2 T
auf den kleinsten Wert, den anzunehmen ihm die Voraussetzungen
der Aufgabe erlauben. Es handelt sich um eine Erscheinung, die
Ostwalds Prinzip vom grélten Energieumsatz!) be-
stitigt, denn es kann hier das mechanische ,,Geschehen‘ nur auf-
héren, wenn das mechanische Arbeitsvermogen aus sich heraus
nichts mehr zu leisten vermag, also sich nach Maflgabe der Neben-
umstédnde erschopft hat.

XIX. Abschnitt.

Der wirkliche Zustand des mechanischen Gleichgewichtes ist
erreicht, wenn bei den vorgeschriebenen Stabtemperaturen ¢ und
unter Einhaltung der n Nebenbedingungen der Aufgabe die =

1) Lehrbuch der Allg. Chemie 1892.
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iiberzihligen Stabkrifte S das angelegte mechanische Arbeits-
vermogen

s 82
> 5 a4
aller m EF 2 geleistet:
Stéabe

zu seinem Minimum machen.

Nun gilt es die Methodik fiir das Aufsuchen dieses an Neben-
bedingungen gebundenen Minimums festzustellen.

Bezeichnet man mit a die im Gleichgewicht verformte Léinge
eines der n iiberzidhligen Stdbe, so ist, weil fiir diesen Stab eine Tem-

peratur t, vorgeschrieben ist,

. Sq ta) i
“W@’&m+@’

solcher a gibt es die Anzahl =.

Wihlt man aus der Anzahl (m — n) der notwendigen Stdbe
eine Gruppe in der Anzahl n heraus, und bezeichnet man mit b
die im Gleichgewicht verformte Lénge eines aus dieser Gruppe von
notwendigen Stdben, so ist, weil fiir diesen Stab eine Temperatur
t, vorgeschrieben ist,

Sp &
“ )

bzsb(l

solcher b gibt es die Anzahl n.

Nun sind von den notwendigen Stdben noch (m — 2 n) {ibrig,
ihre verformte Léange sei c.

Die Nebenbedingungen kann man mit Hilfe der Trigonometrie
der zum verformten System aneinander gereihten Stabdreiecke
von den Seitenlingen a usw., b usw. und ¢ usw. immer auf die
Form bringen

f (aller oder mancher a;b;¢) = L, ,

f> (aller oder mancher a;b;¢) = L, ,
usw.

Solcher Gleichungen gibt es die Anzahl = .
Fiir die weitere Behandlung erweist es sich als zweckmiBig,
nicht die Stabkraft S, selbst als ,,statisch Unbestimmte, d. h.

Kriemler, Baustatik. o
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als unabhéngige Verdnderliche zu nehmen, sondern vermdge der
Gleichung
8. — EaFa<1 +L“—ﬁ)
Wg S

die verformte Linge a dieses iiberzahligen Stabes. Hinfort sind
somit die n» verschiedenen a die Verdnderlichen, welche
das angelegte Arbeitsvermdgen zu seinem Minimum
machen miissen.

Driickt man nunmehr vermoége der angeschriebenen n Neben-
bedingungen die »n Stiick b als Funktionen der noch willkiirlichen
@ aus, so hat man es erreicht, dafl die Nebenbedingungen der Auf-
gabe eingehalten bleiben. Es erscheint also von jetzt an jedes der
n Stiick b in der Form

b == Funktion (aller oder mancher a und ¢),

aus der allerdings noch ¢ eliminiert werden mufl. Die zugehdrigen

Stabkréfte sind
Sb=Ebe<1 +Lb— é),
Wy Sp
solcher S, gibt es die Anzahl n.

Die iibrigen (m — 2 n) notwendigen Stabkrifte S, lassen sich
zwar nicht direkt als Funktionen der a darstellen, vermoge der
Bedingung

. mv?
P — = 0

aber, beziehungsweise nach dem Ritterschen oder Landsbergschen
Verfahren lassen sich diese (m — 2 n) Stabkréfte durch die n ver-
schiedenen S,, durch die n verschiedenen S, und durch die ge-
gebenen Lasten @ ausdriicken, so dall auch jedes S, als Funktion
der a@ und ¢ erscheint. Da aber andererseits

N AL
ist, so kann durch Gleichsetzen der zwei gefundenen Werte des
S, das ¢ berechnet bzw. eliminiert werden.
Nunmehr sind alle S,, alle §, und alle S, nur noch Funk-
tionen der 7 verschiedenen a als unanhéngiger Verdnderlichen, da-
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bei hat man die GewiBheit, dall die vorgeschriebenen Tempe-
raturen und die Nebenbedingungen eingehalten werden. Man
kann also schon die Differentialquotienten

0 s 82

6“ aller m EF 2
Stibe

des angelegten Federungsvermogens der Reihe nach fiir alle a
bilden.

Den Wert fiir
A4

geleistet

wirklich auszurechnen, dafiir liegt kein Bediirfnis vor. Da namlich
alle Dreieckseiten b und ¢ als Funktionen der willkiirlich verinder-
lichen Dreieckseiten @ bekannt sind, so kdnnen die Wege di,
welche die Angriffspunkte der gegebenen Lasten @ dem Pfeil-
sinne dieser entgegen zuriicklegen, auf die Form gebracht werden

d/i = Funktion aller oder mancher da ,

dann ist
dAA =2Q-di
geleistet

und
04 A4 L 02
Fraael Fra

Damit das ganze angelegte Arbeitsvermdgen zu seinem Mini-

mum werde, miissen die n Gleichungen
0 s 82 ol
da, o BF 2 T2,

aller m
Stibe

-0

erfiillt sein, auBBerdem miifiten genau genommen noch verschiedene
Ausdriicke untersucht werden, die aus den partiellen Differential-
quotienten hoéherer Ordnung zusammenzusetzen sind, sie wiirden
iiber die grofere oder mindere Stabilitdt des gefundenen Gleich-
gewichtes Aufschlul geben.

Hat man aus den n sich ergebenden Gleichungen die endgiil-
tigen Werte fiir die a gerechnet, so kann man Schritt fiir Schritt
den Rechnungsgang riickwérts machend die S,, die §;, und die S,
mit ihren endgiiltigen Betrigen angeben. Esist nichtausgeschlossen,

H*
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daf mehrere Zustiande des Gleichgewichtes vorhanden sein konnen;
in der Baustatik interessiert nur — wenn es sich nicht speziell
um Knickerscheinungen handelt — das stabile Gleichgewicht, das
sich am wenigsten von der Montagegestalt des Systems entfernt.

XX. Abschnitt.

Zur Veranschaulichung diene das folgende Beispiel.
Drei Stabe s,; s, und s, wurden auf die Zustidnde P, und z,;
Py, und v, sowie P, und 7, gebracht und geradlinig aneinander

— & . T e G .
B K : “ETE R

geraiht (Fig. 13); dann wurden an die Endflichen feste Wande
angeriickt und festgestellt, und schlieflich wurden, wie in Fig. 11
gezeigt, mittels Rollen und gewichtsloser Ketten die Gewichte @,

a I - b - )( s SR
gaé—_' gb*“—"
S €
B T b JONPR
Fig. 14.

und ¢, durch auf Druck und Zug wirksame Verbindungen an die
inneren Beriithrungsflichen der Stibe angehéngt. Nun erst wurden
die P und t freigegeben; die entstandenen Schwingungen mégen
in der Konfiguration der Figur 14 bei den vorgeschriebenen Tem-
peraturen t,; t, und {, das mechanische Gleichgewicht passieren.
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Die festgestellten Wiande haben den unverdnderlichen Ab-
stand

L=s,— P+ Ta—|—3b Pb+

E' F Ebe

+ 8 — EFP+

bekommen, wihrend die Montagelinge der drei Stdbe zusammen
e R A
ist.
Die Nebenbedingung ist also die, dal} in jedem Zustand die
Summe der verformten Stablingen gleich L bleibt, man hat daher
die Vorschrift

. a+b+c=1L
worin
a=s, EiF o+ z) t
=8, — FF -8, —}—

zu denken ist.

Nahme man Stab s, heraus, so wire die Nebenbedingung
aufler Wirksamkeit gesetzt, und es wire einfach Stab s, mit @,
auf Zug und Stab s, mit @, + @, auf Zug beansprucht, dabei miillte
man sich allerdings an den Beriihrungsstellen etwa Leimfugen
denken. Man kann daher S, zur statisch unbestimmten Stab-
kraft nehmen, und es sei hinfort die verformte Stablinge a die
willkiirliche Verénderliche.

Man hat also bic—1L—a

zu setzen.
Die elementare Gleichgewichtsbedingung fiir den Befestigungs-
punkt von @ ergibt
=@+ S,
daher stehen & und ¢ zueinander in der Beziehung
Ebe<1+*“i> Qb—}—EF(l—}—;T”—i)

(4 SC
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oder
o t, S, s, HyF, ( lb_)
C—Sc(l—l—a:)-l-EchQb .F, s Sp 1+wb+
Se Eb Fb
+ Ech Sp e

und es ist schlieBlich nach Elimination von ¢ aus der Nebenbe-
dingung

t. S, s, K, Fy ( tb) -
L—sc<1+ac>—EchQb+Ech s, Sp 1+Jb a,‘

E[,Fb< Sp + Se )
Sy Ebe Ech

Wenn man b durch diese Formel als Funktion von a ausge-
driickt sich denkt, so sind hinfort die Stabkrifte folgende Funk-
tionen der unabhiingigen Variablen a

se=EE(1+ 2) - 2,

b=

a Su
t b
somnlis b)Y,
\ Wy Sp
t b
8= Ebe{<1 —+ ’*IL> - 7}4 @,
Wy Sp
und es ist eine einfache Sache
.58
EF 2
nach a zu differentiieren, dabei ist
S
db B, F,
da & . S
&5, T LT,

d
Nun muf} noch 7~ A4 gebildet werden.

Wenn ¢ um da wichst, so ist fiir @, das d2 = da, und der
zugehorige Zuwachs von A4 ist + @, -da; wenn a um da
und b um db wichst, so ist fiir @, das d2 = da + db und der
zugehorige Zuwachs von A4 ist + @, (da 4 db); es ist daher

d db

'A:Qn+ Qb—}‘nga'

.
da



Aus der Bedingung
d s 82 d

da~BF 2 Tag 40
ergibt sich
(E,,F,, 7.7 ) 8“(““ )+L_S”(1+ ,)b)
_ < Zi") <E,,F,, )Q“ F U )
Esa (Ej}’a+E:I}i‘b+ ESCF>

dies ist der Wert der verformten Stablinge a, welcher bei den
vorgeschriebenen Temperaturen und unter Einhaltung der Neben-
bedingung das angelegte mechanische Arbeitsvermoégen zu seinem
Minimum macht.

Setzt man St s+, —L—=0C,

so nehmen schliefilich die zugehdrigen Stabkrifte folgende Form

an, es iSt
O_}_ﬁta—{—Atb‘l‘ t+< E’F)Qa FQ
Sa: Sa Sb + ’
E.,F, + E,F, EF
Sa Sy ¢ 8
§ ;0+a;ta+5,,tb+witi_ﬂam Yot p, @
Ny = Sa i Sy 4 Se ’
EaFa By Fy B, F,
Sa Sb 86 Sa Sa Sy
S_O+;ata+aTbtb+Ec EFQ (EaFa—'_Ebe)Qb.
c = Sa Sp Sc
EaFa +Ebe+ E“'Fc

Erweitert man zur Probe die rechten Seiten dieser Gleichungen
oben und unten mit #,, und setzt man dann F, = 0, so ergibt sich

Se=0,
Sb:_Qda
Scz_(Qa+Qb)a

wie frither fiir das nur die notwendigen Stdbe enthaltende System
schon erwahnt worden ist, es sind ja nach Voraussetzung negative
Stabkrifte Zugkrifte.
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XXI. Abschnitt.

Als weiteres Beispiel moge die folgende Aufgabe dienen.

In Fig. 15 sind die Stdbe b und ¢ in jeder Beziehung einander
gleich, der dargestellte Zustand sei der des Gleichgewichtes bei
den vorgeschriebenen Tem-
peraturen #, und t,; = t,,
es ist somit vollstindige
Symmetrie vorhanden, und
als die hier erforderliche
eine elementare Gleichung
fiir das Gleichgewicht er-

gibt sich von selbst

o S, =8, -

E Die Nebenbedingung
. hat hier die Form

Fig. 15. b= (@ — )2 + £

macht man die beschrinkende Voraussetzung, dafl e klein genug

Yoo

ist, daf3 e? erst in den zu vernachlissigenden Dezimalen zum Vor-

schein kommt, so ist
b2 =a?— 2qe + &2

ta S
i+ (iah)

also ist, wenn (E . Pe_
’ we B, F,

Es ist aber

und die Nebenbedingung wird zu
ta Sa
2 2 2 2074 _~a ) .
b? =[s2 + £2] -+ 2s; (wa 7. Fa/) 2ae ;
da aber ‘
Se = Eu T, (1 g la @)
W S/
ist, so hat man
v = ¢ [ a e .
b? = [s7 -+ £2] 4 282 (\v 1+ P gi“) ;

a a
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in dem Produkt a - ¢ kénnen aber die Glieder von a, welche mit e
multipliziert Gréfen von zu vernachléssigender Ordnung ergeben,
gleich weggelassen werden, d. h. @ wird in dem Produkt a - e durch

S, ersetzt, dann ist
e

b= [t &1 —22(1 - 2 4 €.

Sa Sa

Nun kann zwar [s? 4+ £2] jeden beliebigen Wert haben, denn s«
war willkiirlich und & war willkiirlich, der Einfachheit halber soll
die — hier fiir die Methodik nicht notwendige — beschrinkende
Voraussetzung gemacht werden, dafl die Montage nach Fig. 16
mit e = 0 projektiert war, und dafl die Senkung e erst bemerkt
werden konnte, als es zu spdt war, die natiirlichen Lingen s, und

s, = 8, der Stdbe zu dndern. In diesem Falle ist nach Fig. 16
85+ & =si,
so daB} jetzt
2
bzzs%(14 Qif{l _ 4e]>
. s Sa Syl

ist, oder mit den bisher zugelassenen Vernachldssigungen

).

s> a e
S (R

N h

Sa Sa

Fig. 16.

dazu gehort

aus Fig. 17 aber findet sich

db =sinw-da ,



wiahrend aus Fig. 16 folgt
, Sa
SMme = —8; s
demnach ist innerhalb der vorhandenen Genauigkeit das noch
unbekannte sin w durch das fiir die Montage projektierte sin ¢
ersetzbar.
Nun hat man
,i{i“iﬁg +2 & S AA }:
da \E,F, 2 E,F, 2 geleistet

zu setzen; es ist aber

Sa=EaF,,(1+1“—_ﬁ>,
We  Sa
Sa
S,,:E,,F,,(1+fﬁ -,
Wy Sp
15— B gy
Sp
dA4A =+ Yda,
also ist
ta a ( b
4EaFa1+7—* "2Ebe +——— —}—Y_()
Wq Sa Wy Sp

und es ergibt sich, wenn der Wert fiir b elngesetzt worden ist,

EF (1+ )_{_28 EZFI){G—{— —J{_Sb Sb }

b Sa (I)[)

EF _{_QSLE[,FI,

s

@ = e e

Wird dieses Resultat in dle Gleichung fiur S, eingefiihrt, so
findet man schlie3lich

2 B F
1Y — {e _ Sa £, + S Sp tb} 2 is% ]
S, — A Sa Wy ) Sy S
‘ 1 2 82 Eb Fb
TS B F,

Ich erinnere daran, dafl die Voraussetzung der Fig. 16 nicht
notwendig war, die drei Stidbe hitten ebenso gut auf gewisse Zu-
stande P,; 7, und (P,; 1) = (P,; 1.) gebracht und dann im
Scheitel verbolzt worden sein kénnen.
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Sollte im allgemeinen Falle das Material der Stidbe, welche zu
dem Stabsystem zusammengesetzt sind, nicht dem linearen Fede-
rungsgesetze

S

0=F:E~s

folgen, sondern dem allgemeineren in Fig. 18 dargestellten

U=F:¢(S),

e ——>Q,

R ===

éé--dg-«.\“-s“m-~~~--»---—---- & ---*w»-"-“"-»—-)‘:
Fig. 18.

worin @ ein Funktionszeichen ist, so wire in den bisherigen Formeln
— sofern vollkommen zuriickgehende Federung vorliegt —

s N2
“EF 2
zu ersetzen durch

2A;,
wenn

&

Aisz-d(es) =j(oF)(s-d£)

0

=8Ffo-da

0



bedeutet. Es ist in Fig. 18
fo -de = Fliche (I; IT; I11; 1) ;
¢
wie man aber sehen wird, liegt ein Bediirfnis gar nicht vor, die In-
tegralwerte 4; wirklich auszurechnen.
Wenn die verformte Linge eines Stabes

8
a=8-+—1t—e¢s
w

ist, so ist
e=1+ r_a ,
®w s
und die zur verformten Lénge a gehorige Stabkraft ist
Sa:Fa‘ gba<1 +_t“l‘“g) *
Wa  Sa

Entsprechend wére

ein Sb:Fb'¢b(1+ﬁ—~——é>

Wy Sp
und ein SC=F0'¢C(1 _}__tc__ﬁ) .
wc Sc

Nun ist fiir jeden Stab d 4; zu bilden, da es darauf ankommt,
die Differentialquotienten von
24, + 44

aller m geleistet
Stibe

nach allen willkiirlich Verdnderlichen ¢ zu bilden.
Es ist aber
dA4; =8 (s-de)
also s F' mal die in Fig. 18 horizontal schraffierte Fliche.
Da fiir einen Stab der Gruppe a

ta a
g=1+4+———
Wgq Sa
ist, so 1st
da
dé‘(t = T T
Sa

also ist fiir einen Stab dieser Gruppe

dd;, — —8-da — — F,- q)a(1 +(ii_ ‘i)-da.

Sq
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Fiir einen Stab der Gruppe b wire, weil jedes b als Funktion aller
a zu denken ist,

dAi:—Fb'¢b<l+i_£><ﬂdal —|—a—:da2—|—usw.)-
2

Wy Sh 6‘&1 0

Eine dieser letzten entsprechende Formel wire fiir jeden Stab der
Gruppe ¢ anzuschreiben.

Die Verschiebungen d4 der gegebenen Lasten @ hingen nach
rein geometrischen Gesetzen von den Léngeninderungen
ch

ca

ée
da ; da und —da
da

der Seiten der aneinander gereihten Dreiecke ab.

Ein prinzipieller Unterschied ist zwischen linearer und nicht-
linearer Federung nicht vorhanden, wenn beide vollkommene
Federung sind.

Schlufwort.

Die Darstellung der Weise, in welcher man fiir die Praxis sich
die hier vorgefiihrten exakten Uberlegungen dadurch vereinfachen
kann, daBl man nach ein fiir allemal festgelegten klaren Regeln
der jeweiligen wirklichen Aufgabe eine fingierte Aufgabe unter-
schiebt, liegt nicht im Rahmen des mit dieser Abhandlung Beab-
sichtigten.
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Beilage und einem Bauplan. Dritte, verbesserte Auflage, bearbeitet und
herausgegeben von W.Will, Ingenieur. In Leinwand gebunden Preis M. 7,—.

Die Eisenkonstruktionen. Lehrbuch fiir bau- und maschinentechnische
Fachschulen, zum Selbststudium sowie zum praktischen Gebrauch. Von
Dipl.-Ing. L. Geusen, Dortmund. Mit 518 Figuren im Text und 2 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 12,—

Die Berechnung von Steifrahmen nebst anderen statisch unbestimmten
Systemen. Von Ingenieur E. Bjornstad, Griinberg. Mit 115 Textfiguren,
19 Tabellen und einer graphischen Anlage.

Preis M. 9 3 I in Leinwand gebunden M. 10,—.

Taschenbuch fiir Baulngemeure. Unter Mltw1rkung zahlreicher Fach-
gelehrter herausgegeben von Prof. M. Foerster, Dresden. Mit 2723 Text-
figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 20,—.

Zu beziehen durch jede Buchhandlung.



Verlag von Julins Springer in Berlin,

Technische Schwingungslehre. Einfiihrung in die Untersuchung der
fiir den Ingenieur wichtigsten periodischen Vorgéinge aus der Mechanik
starrer, elastischer, fliissiger und gasférmiger Korper sowie aus der Elek-
trizitiitslehre. Von Dr. Wilhelm Hort, Dipl.-Ing. Mit 87 Textfiguren.

Preis M. 5 60, in Leinwand gebunden M. 6,40.

Grundzuge der Kinematik. Von A. Chrlstmann, Dipl. -Ing. in Berlin
und Dr.-Ing. H. Baer, Professor an der Technischen Hochschule in
Breslau. Mit 169 Textfiguren.

Preis M. 4,80; in Leinwand gebunden M. 5,80.

Technische Messungen bei Maschinen - Unfersuchungen und im
Betriebe. Zum Gebrauch in Maschinenlaboratorien und in der Praxis.
Von Professor Dr.-Ing. Anton Gramberg, Dozent an der Technischen
Hochschule Danzig. Zweite, umgearbeitete Auflage. Mit 223 Text-
figuren In Leinwand gebunden Preis M. 8,—

Technische Wirmemechanik. Die fiir den Maschinenbau wichtigsten
Lehren aus der Mechanik der Gase und Démpfe und der mechanischen
Wirmetheorie. Von W. Schiile, Ingenieur, Oberlehrer an der Konigl
Hoheren Maschinenbauschule zu Breslau. Mit 118 Textfiguren und
4 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M 9,—

Neue Tabellen und Diagramme fiir Wasserdampf Von Dr. R. Molller,
Professor an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 2 Diagramm-
tafeln. Preis M. 2,—.

Dle Entropletafel fiir Luft und 1hre Verwendung zur Berechnung der
Kolben- und Turbo-Kompressoren. Von Prof. P. Ostertag in Winterthur.
Mlt 11 Textfiguren und 2 lithographischen Tafeln. Preis M. 2,80.

Dle Dampfturbmen Mit einem Anhange {iber die Aussichten der Warme—
kraftmaschinen und iiber die Gasturbine. Von Prof. Dr. phil. Dr.-Ing.

A. Stodola, Professor am Eidgentss. Polytechnikum in Ziirich. Vierte,
umgearbeitete und erweiterte Auflage. Mit 856 Textfiguren und 9 Tafeln,

In Leinwand gebunden Preis M. 30,—.

Entwerfen und Berechnen der Dampfmaschinen. Ein Lehr- und
Handbuch fiir Studierende und angehende Konstrukteure. Von Heinrich
Dubbel, Ingenieur. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 470 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 10,—.

Hilfsbuch fiir den Maschinenbau. Fiir Maschinentechniker sowie fiir
den Unterricht an technischen Lehranstalten. Von Prof. Fr. Freytag,
Lehrer an den Technischen Staatslehranstalten zu Chemnitz. Vierte,
vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 1108 Textfiguren, 10 Tafeln
und einer Beilage fiir Osterreich.

In Leinwand gebunden Preis M. 10,—; in Leder gebunden M. 12,—-.

Hilfsbuch fiir die Elektrotechnik. Unter Mltwwkung namhafter Fach-
genossen. DBearbeitet und herausgegeben von Dr. Karl Strecker, Geh.
Oberpostrat und Professor. Siebente, umgearbeitete und vermehrte
Auflage. Mit 675 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 14,—.

Zu bezichen durch jede Buchhandlung.
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