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Vorwort. 
In einer Reihe von Arbeiten, die in den letzten zwolf Jahren er­

schienen sind und sich mit Problemen der Variationsrechnung, der 
Hydrodynamik, der Theorie der Figur der Himmelskorper u. dgl. be­
schaftigten, habe ich einige spezielle Klassen nichtlinearer Integral­
gleichungen und Integro-Differentialgleichungen behandelt. Gast­
vorlesungen, die ich im Februar und Marz vergangenen Jahres an der 
Universitat Lw6w hielt, gaben mir Gelegenheit, den mathematischen 
Inhalt jener Untersuchungen noch einmal in einer einheitlichen Weise 
zu bearbeiten. Die vorliegende kleine Monographie stellt eine erweiterte 
und vervollstandigte Wiedergabe meiner Vorlesungen dar. Sie enthalt 
neben bereits Bekanntem manches methodisch und sachlich Neue. 
Aber auch das Bekannte habe ich mich bemuht, auf eine neue, wie ich 
hoffe, einfachere Form zu bringen. 

Das erste Kapitel behandelt in seinem ersten Teile die Auflosung 
nichtlinearer Integralgleichungen im kleinen, d. h. wenn die als ge­
geben zu betrachtenden Funktionen absolut hinreichend klein sind. 
In einer bekannten, schon langer zuruckliegenden Abhandlung 1 hatte 
sich Herr Schmidt mit diesem Gegenstand beschaftigt und u. a. die 
Moglichkeit des Auftretens funktionaler Verzweigungen festgestellt. 
Herr Schmidt legt seinen Betrachtungen die von ihm so genannten 
regular konvergenten Integralpotenzreihen zugrunde und bedient sich 
eines Majorantenverfahrens. In der vorliegenden Darstellung werden 
durchgehend sukzessive Approximationen benutzt. Fur die Konvergenz 
dieser erweist sich das Bestehen von zwei naheliegenden Ungleichheiten 
als entscheidend. Analoge Ungleichheiten gelten, wie spater gezeigt 
wird, bei manchen fur die Anwendungen wichtigen nichtlinearen 
Integro-Differentialgleichungen, die sich auf nichtlineare Integral­
gleichungen von der von Herrn Schmidt betrachteten Art nicht oder 
nicht in einer einfachen Weise zuruckfiihren lassen. Es gelingt so die 
Auflosung zahlreicher Integro-Differentialgleichungen im kleinen 
durch sukzessive Approximationen in vollig einheitlicher Weise. Der 
Konvergenzbeweis brauchte dabei nur einmal (in § 2 des ersten Ka-

1 Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral­
gleichungen. III. Teil. tiber die Auflosung der nichtlinearen Integralgleichungen 
und die Verzweigung ihrer Losungen, Math. Annalen 65 (1908), S.370--399. 
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pitels) in allen Einzelheiten durchgefiihrt zu werden. Insbesondere ge­
stattet das eingeschlagene Verfahren die Auflosung einer nichtlinearen 
Integralgleichung, auch wenn die Integralpotenzreihe, die, gleich Null 
gesetzt, die aufzu16sende Gleichung liefert, nicht notwendig "regular" 
konvergiert. 

Nach einer ins einzelne gehenden Diskussion des Problems der 
Auflosung nichtlinearer Integralgleichungen im kleinen, wobei auch 
auf die von Liapounoff noch vor dem Erscheinen der Schmidtschen 
Abhandlung gewonnenen Ergebnisse eingegangen wird, werden u. a. 
gewisse auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen ohne weiteres 
zuriickfiihrbaren Integro-Differentialgleichungen behandelt. Es folgen 
einige Anwendungen: ein zuerst von Herrn Carleman betrachtetes 
nichtlineares Problem der Warmeleitung mit Ausstrahlung, der Exi­
stenzbeweis zweidimensionaler Oberflachenwellen von Levi-Civi ta, 
Abhangigkeit der Losung des ersten Randwertproblems elliptischer 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Normalform von den 
Randwerten, Auflosung des ersten Randwertproblems der Differential­
gleichung Au = keu (k > 0) im groBen usw. 

1m zweiten und dritten Kapitel werden spezielle nichtlineare Integro­
Differentialgleichungen betrachtet, die sich auf Integralgleichungen von 
der im erst en Kapitel betrachteten Form nicht oder nicht in einfacher 
Weise zuriickfiihren lassen. Hier wird zunachst das Verhalten der Lo­
sungen allgemeinster elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung bei einer hinreichend kleinen Anderung ihrer Randwerte studiert 
und als eine Anwendung die Frage nach der Existenz des Feldes bei 
zweidimensionalen regularen Variationsproblemen diskutiert. Es folgen 
eine fundamentale Integro-Differentialgleichung der Theorie der Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten, ein in der Dynamik voll­
kommen inkoharenter Medien sowie ein in der Theorie Helmholtzscher 
Wirbel auftretendes System nichtlinearer Integro-Differentialgleichun­
gen. Die Auflosung wird allemal durch sukzessive Naherungen ge­
wonnen. Der springende Punkt ist, wie bereits erwiihnt, die Ableitung 
der beiden maBgebenden Ungleichheiten. Wesentliche Dienste leisten 
hierbei gewisse von mir vor einiger Zeit angegebene potentialtheore­
tische Hilfssatze, bei den en es sich urn das Verhalten des Newtonschen 
Potentials raumlicher oder Flachenbelegungen bei einer Anderung des 
die Belegung tragenden Gebietes handeltl. 

Das vierte Kapitel beschaftigt sich mit gewissen nichtlinearen 
Integralgleichungen im groBen. Es werden in Verallgemeinerung alterer 
Ergebnisse des Verfassers Satze betreffend die Existenz ~er Losung 
und der Eigenwerte abgeleitet. Ausgegangen wird von einem Variations-

1 Vgl. L. Lich tenstein, "Ober einige Hilfssatze der Potentialtheorie. IV, 
Berichte der Sachsischen Akademie der Wissenschaften. 82 (1931), S. 265-344. 
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problem. Wie a. a. O. gezeigt wird, laBt sich zunachst, unter Benutzung 
eines von Ritz angegebenen Verfahrens, eine Minimalfolge konstruieren. 
Aus dieser Minimalfolge wird sodann eine Teilfolge ausgesondert, die 
gegen eine Losung des Problems gleichmaBig konvergiert. 

Zum Verstandnis des folgenden geniigen neb en den Grundlagen 
der Differential- und Integralrechnung Elemente der Potentialtheorie 
und der Theorie linearer Integralgleichungen. Kenntnisse auf dem Ge­
biete linearer elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind 
erwiinscht, jedoch nicht erforderlich, da alles Notige ausfiihrlich aus­
einandergesetzt wird. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem Assistenten, Herrn 
Privatdozenten Dr. E. Holder fUr manchen wertvollen Rat bei der Ab­
fassung dieses Werkes und fiir die mir durch das Lesen der Korrekturen 
erwiesene wirksame Hilfe meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, die auf aIle meine 
Wiinsche bereitwilligst eingegangen ist, sei auch an dieser Stelle 
bestens gedankt. 

Lei pzig, im Februar 1931. 

Leon Lichtenstein. 
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Erstes Kapitel. 

Nichtlineare Integralgleichungen 
im kleinen. 

§ 1. Problemstellung und vorbereitende Betrachtungen. Es sei 
K(x, Xl) eine in dem Rechtecke 0 <x < 1, 0 <Xl < I erklarte stetige 
Funktion, und es moge v (x) irgendeine in dem Intervalle 0 < X < I 
definierte stetige Funktion bezeichnen. Wichtige Probleme der mathe­
matischen Physik und der Theorie gewohnlicher und partieller Diffe­
rentialgleichungen fiihren auf Beziehungen von der Form 

1 

C(x) + J K(x, Xl) C(X1 ) dX1 = vex) + F {C(x), v (X)}, 
o 

unter F {C (x), v (x)} eine gewisse nichtlineare Funktionaloperation tiber 
C (x) und v (x) verstanden. Mit einer Klasse von Funktionalgleich ungen 
dieser Art, die zuerst von Erhard Schmidt systematisch unter­
sucht worden ist, werden wir uns im folgenden beschaftigen. Wesent­
lich erscheint hierbei vor allem, daB I v (x) I hinreichend kleine Werte 
erteilt werden soIlen, was zur Folge hat, daB I C(x) lund dem speziellen 
Ba u von F {C ( X ), v ( X )} zufolge a uch I F I lediglich hinreichend kleine 
Werte annimmt. Wir sprechen darum von einer nichtlinearen Integral­
gleichung im kleinen. 

Wir beginnen mit einigen spezielleri Beispielen. 

l. 

somit 

F{C(x),v(x)}=Cm(x)v"(x). (m>2, n~O), 

1 

C(x) + J K(x, Xl) C(xl ) dX1 = v (X) + Cm(x) V"(X). 
o 

In naheliegender Verallgemeinerung gelangen wir von hier aus zu der 
nichtIinearen Integralgleichung 

1 

C(x)+J'K(x,Xl )C(x1 )dxl =v(x)+ .2) ain"Cm(x)v"(x), 
o m+n>l 

unter .2) am .. C mV" eine fur hinreicllend kleine I C I und I v I konver­
gente· Potenzreihe verstanden. Auch kann die Potenzreihe im beson­
deren aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehen. 

Lichtenstein, Integralgleichungen. 1 
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2. F g(x), v(x)} = (/ Sf(x, Xl) Ca(Xl) Vb(XJ dX1Y: a2 2, b > 0, el > 1, 

somit 1 1 !.'1 
C(X) + [K(X, Xl) C(xl )dx1 = V(X)+ ([Sf(x, Xl) Ca(X1) Vb(Xl )dX1) . 

Eine Verallgemeinerung fiihrt von hier aus zu der nichtlinearen In­
tegralgleichung 

1 '\1 (11 )!.'1 C(x) + IK(x, x1)C(xJdxl= v(x)+ .L.; a!.'l Sf(x, XI)Ca(xl) Vb(x1)dx1 ' 

o 1?1~1 0 

unter 2J a!.'1 Z!.'1 eine fUr hinreichend kleine Werte von I z I konver-
1?1 

gierende Reihe, die sich auch auf ein Polynom reduzieren kann, ver-
standen. Weitere Integralgleichungen allgemeinerer Natur erhaIt man, 
wenn man rechter Hand Glieder von der in 1. und 2. betrachteten Art 
vereinigt, diesen evtl. weitere Glieder etwa von der Form 

11 

I I Sf(x; Xl'X2 ) Ca(xJ Ca(X2) vb(xJ Vii (X2) dXl dX2 
00 

zugeseIlt, usw. 
Diese speziellen Beispiele mogen geniigen, - wir gehen jetzt zu 

Betrachtungen allgemeiner Natur iiber. 
1m folgenden mogen 

Kmnj(x; xl' ... , Xli)' 
(e,m,n,j ganz, e>l, O<m<e, O<n<e, m+n=e, j=I, ... ,k) 
gewisse fiir alle in dem abgeschlossenen Intervalle (0,1) gelegenen Werte 
ihrer Argumente erkHirte stetige, reelle oder komplexe Funktionen 
bezeichnen. Es seien weiter C (x), v (X) in (0,1) erklarte stetige reelle 
oder komplexe Funktionen 3 • Wir setzen zur Vereinfachung 

C = C(x), C1 = C(xl ), ... ; v = v (x), VI = v(XI ), ... , 

1 1 

(1) U mug, v} = 2: I··· I Kmnj(x; Xl' ... , XI?) cr' Cf l 
... C;I! VfJ vt1 00' vtedx1 ••. dX1 

j 0 0 

die Summe erstreckt iiber aIle ganzen nichtnegativen a, al , •.• , al!; 

P, Pl' oo., PI! mit 

(2) a+al+ ... +al?=m, P+PI+",+PI!=n. 
Wir haben vorhin j < k gesetzt. Offen bar ist k die Anzahl der 

Losungen der Diophantischen Gleichungen (2). 
Augenscheinlich ist fiir konstantes w 

Umn{wC, wv} = wm +n umng, v}. 
3 Diese Voraussetzung wird spater gelegentlich zugunsten einer allgemei­

neren Annahme fallen gelassen. 



Problemstellung und vorbereitende Betrachtungen. 3 

In der Bezeichnungsweise von Frechet stellt U mn {C, v} ein Funk­
tional (m + n)-ten Grades von C und v 4, dar. 

Beispiele. 

1. i=l, oc=m, ock=O(k>O), fl=n, flz=o(l>O). e=m+n, 
Kmnl =l, Kmnj =O(i>l), umng,v}=Cm(x)vn(x). 

Dies ist ein vorhin bereits benutzter Ausdruck. 

2. i=l, lX=fl=O, ock=a (k=l,·.·,el)' IXk=O (k>el)' 
flz=b (l=1, .. ·,e1)' flz=O (l>e1)' m=ae1' n=be1' e=m+n, 

Kmnl (x; Xl' ... , xe) = Sf (x, Xl) Sf (x, X2)··· Sf(x, xeJ, Kmnj=O (i > 1), 

Umn{C,v} = (jSf(X,X1) Ca (X1) Vb(Xl)dxlf· 

Auch diesem Ausdruck sind wir vorhin begegnet. 
3. Es gilt ailgemein 

1 1 

(3) U10 = C(x) f K l01 (x, Xl) dX1 + f Kl02 (x, Xl) C(X1) dXl 
o 0 

1 

= C(x) K10l (x) + f KlO':J (x, Xl) C(Xl ) dX1 
o 

und analog 
1 

(3') U 01 = V (X) KOll (X) + f KOl2 (X, Xl) V (Xl) d Xl. 
o 

Es sei jetzt 
1 1 

(4) Max}) f. .. f I Kmnj(x; Xl' ... , Xe) I dx1 .. · dXe = Bmn , 
j 0 0 

und es mogen d > 0, d l > 0 zwei feste Werte bezeichnen. 
Wir nehmen an, daB die unendliche Reihe 

(5) 

konvergiert. 
in (0, I) 

Sei weiter 0 < d < d, 0 < d1 < d 1 6 und fur aile x 

(6) 
mithin auch 

Max I C I < Q < d, Max I v I < Q 1 < dl • 

Augenscheinlich ist 

(7) })IUmn{C,v}l< 2.) QmQ;2.)f. .. fIKmnj(x;x1,.,.,xe)ldxl ... dxe 
m+n>l m+n>l j 

m+n>l 

4 Genauer, eine Funktionaloperation tiber C und v. 
6 Die Differenzen d - d, d 1 - d1 k6nnen tibrigens beliebig klein sein. 

1* 
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Die Fudktion F(Q, Q1) ist in dem Bereiche 0 <Q< d, 0 <Q1 < d1 
stetig und hat daselbst gewiB stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung. Da ferner 

a a 
F(O, 0) .:- 0, oil F(O, 0) = oil F(O, 0) = 0 

1 

gilt, so ist weiter in naheliegender Bezeichnungsweise 

1 2 
F(Q, Q1) = 2Q Fsw(OQ, OQl) +QQ1 FQQ,(OQ, OQl) 

mithin 

·d. h. 

(8) 

+ ~ Q; FQ,Q,(OQ, OQ1), 0 < 0 < 1, 

F(Q, Q1) < A (Q 2 +Q Q1 + Q;) (A> 0 konstant), 

I .2 Umn{C,v}l< .2 I Umn{C,v}1<A(Q2+QQ1 +Q;)· 
m+n>1 m+n>1 

Es sei t(x) eine weitere in (0,1) erklarte stetige Funktion, und 
es sei 

(9) I t I <Q < d, I C - t I < V < 2 Q. 

N atiirlich ist vor allem 

(10) .2 IUmn{t,v}I<ACQ2+QQ1+Q;). 
m+n>1 

Des weiteren ist 

rar a, rae_j-aj-a, j-ae 
<, <,1 ••• <'e <, <,1 '" <'e 

_ (ra f.tr.) ra, rae+j-a(r a, j-a')rrz. rae+ +;.a ;'a, ;,ae-'(rae ;.a) 
- <, - <, <,1 .. • <'e <, <,1 - <,1 <,2 .. • <'e ... <, <'1'" <'e-1 <'e - <'e , 

ca - t a = (C - t) (Ca -1 + Ca- 2 t + ... + ta- 1), . .• , 

mithin, wie man fast unmittelbar sieht, 

I ra r a, rae _ ;'a ;'a, j-ae I < "m-1?~ 
<, <,1 ••• <'e <, "1 ••• "e = m ;:,~ v, 

also 
I Umn {i, v} -Umn {t,v} I <mBmn Qm-1 QJ'V, 

I .2 (Umn{t,v}-Umng,v})I< .2 IUmn{t,v}-Umng,v}1 
m+n>1 m+n>1 

<mV .2 Bmn Qm-1QJ'=VFQ(Q,Q1)' 
m+n>1 

FQ(Q, Q1) = Q FQQ (eQ, eQ1) +Q1FQQ, (eQ,eQ1) <B (Q+ Ql) 

(0 < e < 1, B > ° konstan t ) , 
somit endgiiltig 

(11) 1.2 (Umn {t,v}-Umn g,v)}I<B(Q+Ql)V. 
m+n>1 
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W ir lassen ietzt v (x) als eine bekannte, C (x) als eine zu bestim­
mende Funktion aul und stellen uns die A ulgabe, die Funk#onal­
beziehung 

(12) 

d. h. 

2,;"1 2} f. .. JKmnj(x; Xl' ... , X,) cu. Cf1 ... c;evPv!' ... V:edXl'" dXe=O 
m+fI~l j 

aulzulosen. Der Ausdruck 2J U mn { c, v}, eine regular konvergente 
I'IHfI~l 

Integralpotenzreihe in der Bezeichnungsweise von E. Schmidt II a, stellt 
ein analytisches Funktiona1 6 von C und v dar. Indem wir die Glieder 
ersten Grades in bezug auf C und v aussondern, konnen wir ffir (12) 
auch schreiben (vgl. (3») 

(13) C(X)KI0l(X)+JK102(X,Xl)C(Xl)dxl=V- 2J vmng,v}, 
m+fI>l 

worin, beilaufig bemerkt, die Funktion V, die als bekannt zu gelten 
hat, nach (3') den Wert 

(14) V= -V01= -v(x)Kou(x) -JK012(X' Xl) V(Xl) dX1 

hat. 
Es diirfte nicht iiberfliissig sein, auch noch die Gesamtheit der 

Glieder zweiter Ordnung in (13), d. h. der Glieder von der Form 
2J V m tI g, v}, explizi te hinzuschreiben. Es ist 

m+fI=2 

m+fI=2 11 

= J J K IIOI (x; xl' xll ) Cll dxl dx'J + J J K'J0IlC:dx1 dx'J 
00 

+ J JK20S C:dx1 dXIl + J JK'Jo,CCl dX1 dx'J 
+ J J K lloo C C'J dX1 dx'J + J J K'J06 C1 CIl dX1 dXIl 

+ J JKlll Cv dX1 dXIl + J JKll2 CVl dx1 dxIl 

+ J J Kl1S Cvll dx1 dX!l+ J JKmC1 v dX1 dx.., 
+ J J Klll> C1 VI dX1 dx'J + J J K116 C1 v'J dX1 dXIl 

+ J J K1l7 Cil V dX1 dx'J + J J K118 Cil v1 dX1 dX2 

+ J J K119 CIl VII dXI dXg + J JK021 vlldx1 dXIl 

+ J J KOll2 v: dX1 dX2 + J J K02S v'J'J dX1 dXIl 

+ J JKou vV1 dX1 dXIl + J JKO!l5 vv9dx1 dXg 
+ J JKo,lft v1 VII dX1 dx'J' 

6& Vgl. loc. cit. 1 S. 377. Man beachte, daB nach Voraussetzung die 
Reihe (5) konvergiert. 

8 Genauer, eine Funktionaloperation iiber C und V. 
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Es ist klar, daB sich dieser Ausdruck erheblich zusammenziehen laBt, 

indem beispielsweise fUr J J K909 c: dX1 dXg + J J K20S c: dX1 dX2 kfirzer 
J K* (x, Xl) c: dX1 geschrieben werden konnte. Die Beziehung (13) ist 
augenscheinlich eine nichtlineare Integralgleichung. 

Herr Schmid t lost sie a. a. O. unter Benutzung einer Majoranten­
methode auf. Mit Rficksicht auf die Betrachtungen des dritten Kapitels 
werden wir uns demgegenfiber des in manchen FaIlen weiter tragen­
den Verfahrens der sukzessiven Approximationen bedienen und etwas 
weiter unten den AnschluB an die Schmidtschen Oberlegungen ge­
winnen. Es mag sogleich darauf hingewiesen werden, daB unser Ver­
fahren auch dann zum Ziele ffihrt, wenn die Reihe (12) nicht not­
wendig regular konvergiert (vgl. S. 11). 

§ 2. Ein Spezialfall. Sukzessive Approximationen. Unitat. 
Analytischer Charakter der Losung. Wir beginnen mit dem Spe­
zialfall 

K101 (x) = 1, K 10'J (x, Xl) = 0, 

mithin mit der nichtlinearen Integralgleichung 

(15) C(x)=U- ~ Umn{C,v} 
m+n>l 

und versuchen, diese durch sukzessive N1i.herungen aufzu16sen 7. Wir 
bilden zu diesem Zwecke nacheinander die Funktionen 

1C=U, 
'JC=U·- .2 Umn {lc'v}, 

(16) m+n>l 

Die vorgeschriebenen Operationen sind gewiB ausffihrbar, falls 
11C I, 12C I, ... sich als < d erweisen und zugleich 1 v 1 S d1 ist, da 
alsdann die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert. Dies trifft 
aber, wie wir gleich sehen werden, zu, wenn 1 v /' das wir bereits als 
< d1 vorausgesetzt haben, und damit auch I U I hinreichend klein ist. 

Wir setzen 
(17) 
und betrachten die quadratische Gleichung 

-r =U*+A(-r2 + -r[1*+ U;). 
FUr hinreichend kleine U * sind ihre beiden Wurzeln positiv, die 

kleinere 

T=2~ -~* -V(2~ -~*r-U*(~+U*)=U*+3AU;+ ... 
7 Es ist einleuchtend, daB die Voraussetzung K lOl (x) =l= 0 in (0, 1) nur 

scheinbar allgemeiner ware als die Festsetzung K lOl (x) = 1. 
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konvergiert zugleich mit U * gegen Null. GewiJ3 gilt darum T' < d, 
sobald Max I v I hinreichend klein ist. etwa Max I v I < d2 < d1 • 

Unter dieser Voraussetzung folgt aus 

T' = U* +A(T'2 + T'U* + U!) 
wegen (16), (17), (8) und (6) nacheinander 

l'<U*<T', 
2' < U * + A (T'2 + T' U * + U!) = T', 

3' < U * + A ( T' 2 + T' U * + U!) = T' , 

In der Tat ist also 
(18) 

was zu beweisen war. 
Es ist nun weiter ftir k > 2 

(k=I,2, ... ), 

k' - k-1' = - .2 (Umn{k_l, v} - Umn {k_2', v}), 
m+n>l 

darum wegen (ll), (18), (17) 

Ii - k-1' 1 <B (T' + U*)Maxl k-1' - k-2'1· 
Wie bereits bemerkt, konvergiert T' mit U *' also auch mit Max I v (x) I 
gegen Null. Indem man Max I v (x) 1 hinreichend klein wahIt, sagen wir 
Max I v I < ds < d2 < d1 , kann man demnach erreichen, daJ3 

(19) B(T'+ U*) < q < 1, darum I k' - k-1' I <q Max 1 k-l- k-2' I, 
somit auch 

(20) 

wird. Aus (20) folgt augenscheinlich, daJ3 die unendliche Reihe 

l' + (2' - 1') + (3' - 20 + ... 
unbedingt und gleichmaJ3ig konvergiert. Setzt man 

, = l' + (2' -10 + (3' - 20 + ... , 
so ist offenbar 

,=limi· 
k->oo 

Geht man schlie13lich in (16) zur Grenze k -+ 00 tiber, so findet man ,= U - .2 Umn {" v}; 
m+n>l 

, (x) ist eine Losung der nichtlinearen Integralgleichung (15). 8 

8 Die Benutzung algebraischer Gleichungen zur Herstellung einer Majorante 
geht auf C a u c h y zuriick. Die Methode wird neuerdings i:ifter im Zusammen­
hang mit einer Entwicklung nach Potenzen eines kleinen Parameters ver­
wendet, so beispielsweise von Liapounoff in seinen Arbeiten zur Theorie der 
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Siehe auch F. K. G. Odq vist, 
Uber die Randwertaufgaben der Hydrodynamik zaher Fliissigkeiten, Math. 
Zeitschr. 32 (1930), S. 329-375, insbes. S.366-370. 
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Aus( 18) folgt augenscheinlich I C I < T. Da, wie vorhin bemerkt, 
T zugleich mit Max I v I gegen Null geht, so gilt auch 

MaxICI-O ffir Maxlvl-O. 

Es sei jetzt t(x) eine beliebige in (0 I) erkHirte stetige Funktion, und 
es mage 1 el < d sein. 

Wir zeigen: Wenn man Max I v (x) j und Max I e (x) 1 so klein 
w1thlt, daB 

(21) B(T+U*)<q<l, B(Maxle(x)l+u*)<q<1 

ist, wird t (x) mit C (x) identisch (Unitiitssatz). Die Integralglei­
chung (15) hat also nur eine absolut unterhalb einer bestimmten 
festen Schranke gelegene Losung, wenn Max 1 v (x) 1 hinreichend 
klein ist. 

In der Tat folgt aus (16) und aus 

(22) t=U- 2J Umn{t,v} 
m+n>1 

wegen (18), (17), (11) und (21) nacheinander 9 

It - 2C 1 ~ q I t - 1C I, 1 t - sC I < q'J It - 1C I, ... 
somit augenscheinlich 

Ein Blick auf die vorausgegangenen Entwicklungen lehrt, daB, 
wenn man Kmnj (x;x1 , ... ,x/) durch IKmnj(X;X1, ... ,xe)1 und fiber­
dies v (x) durch I v (x) I ersetzt, die sich alsdann ergebende nicht­
lineare Integralgleichung ebenfalls eine und nur eine Losung hat, 
sofern Max I v (x) I <ds gilt. 

Es sei jetzt q1 > 1,10 und es moge e eine beliebige komplexe 
Zahl mit I e I <ql bezeichnen. Betrachten wir die nichtlineare Inte­
gralgleichung 

(23) C.(x)=eU(x)- 2J Umn{C.,ev}=eU(x)- 2J enUmn{C.,v}. 
m+n>1 m+n>1 

Sie hat, sofern Max I v I hinreichend klein ist, gewiB ffir aIle emit 
I e I <ql eine und nur eine absolut hinreichend kleine Losung 11. 

Wie wir vorhin gesehen haben, ist, unter lC" 'JC., ... die sukzessiven 
Naherungen der Losung verstanden, 

(24) .. Il.1 < d, 12C.1 < d, .... 

9 Man beachte, daB, wenn man voriibergehend die groBere der beiden 
Schranken T und Max I C(x) I mit .8 bezeichnet, nach (21) 

gilt. 
B(.8+ U.)::;q 

10 Dabei kann ql -1 beliebig klein sein. 

11 Augenscheinlich geniigt es, Max 1 v 1:£ .!.. da anzunehmen. 
ql . 
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Es seien , und v beliebige reelle oder komplexe stetige Funktionen 
in (0, 1), und es sei 

1'1 <d, Ivl < ::-
Wegen (4) und (5) ist 2 U mn {t, ev} gewiB eine in der KreisfHiche 

m+n>l 

I e I <ql analytische und regulare Funktion von e. Aus den zu (16) 
analogen F ormeln 

(k=2,3, ... ) 

folgt jetzt mit Riicksicht auf (24), daB alle "C. (k ~ 1) in I e I <ql 
analytisch und regular sind. Da ferner 

lim "C =C 
k~oo • • 

fiir alle e mit I e I <ql gleichmaBig gilt, so ist auch C. eine in der 
Kreisflache I e I < ql analytische und regulare Funktion von e. Es 
gilt darum eine Entwicklung von der Form 

(25) C.=lCe+ 2Ce2 + ... +"Cl+ ... ,l2 
darum fiir e = 1 insbesondere 

(26) 

Die Ausdriicke It lit ... bestimmen sich durch Einsetzen in (23) 
nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Man findet zunachst unmittelbar, daB 

(27) 

ist und daB an der Bildung von lIC in (23) U'JOI Uw U02 beteiligt 
sind. Bei der Herstellung von BC kommen dariiber hinaus noch 
Uso, U21 , U12 , Uos zur Verwendung. Man iiberzeugt sich so leicht durch 
vollstandige Induktion, daB "c von allen Umn bis U"o' U"-I1''''' Uo" 
einschlieBlich abhangt und aus endlich vielen Summanden von der Form 

f. .. ISt (x; Xl"'" x,,) VJV;l ••• vtkdxl •• .dx" (~+~1 + ... +D,,=k) 
besteht. Nach (26) und (27) ist demnach 

(28) C= U + .2.2 I ... ISt"j (x; X1"'" x,,)VJV;l ••• vtkdx1 ••• dx" 
k>l j 

=U+2~". 
k>l 

Es sei 

Max.2 f. .. II Stkj (x; Xl"'" X,,) I dx1 ••• dx" = D". 
j 

19 Man beachte, daB Ce ~ 0 fiir e ~ O. 
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Es ist nicht schwer zu zeigen, daB es einen positiven Wert 
d4 < da gibt, so daB .2 f\ d: konvergiert. In der Bezeichnungsweise 
von H errn S c h mid t honvergiert demnach ( 28 ) tur alle v mit 
Max I v (x) I < d 4 regular. Der durch (28) hergestellte Zusammenhang 
zwischen v und C ist eine analytische Funktionaloperation. 

Wir stellen, urn die Konvergenz der Reihe .2 1\ d: zu zeigen, 
der Integralgleichung (15) die Gleichung gegeniiber, die man erhalt, 
wenn man in (15) die Funktion v(x) durch einen festen Wert A> 0, 

U(x) durch A(MaxIKOIl(x)1 + MaxlKOj2 (x, Xl)!)' 

.J)f .. ·f Kmnj(x; xj, ... ,xe)dx1 .. ·dxe 
j 

durch Bmn = Max.J) f .. · f IKmnj(x; xl''''' xe) I dxl .. · dXe 
j 

ersetzt. Die Losung der neuen Gleichung, die nur noch von A ab­
hangt, heiBe Z. 1st, wie wir annehmen wollen, A hinreichend klein, 
so gilt unseren Ergebnissen gemaB die konvergente Entwicklung 

Z =DIA +D2 A2 + ... +DkA k + ... , 
wo D l , D 2 , ••• positive Konstante bezeichnen. Augenscheinlich ist 

2.7f .. ·fl~kj(X; Xl' ... ,xk)ldxl .. ·dxk <Dk , 

darum auch 

Dk = Max.J: f. .. f lst'kj(X; Xl"'" Xk) I dx1 ••• dXk < D k • 
j 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, man braucht nur d4 = A 
zu setzen. 

Wie wir bereits weiter oben bemerkt haben, geht Max I C (x) I 
zugleich mit Max I v ( x) I gegen Null. Insbesondere hat darum die 
Integralgleichung von der Form 

1 1 

(29) C (x) = - 2.7 .J) f.· . f Kmj (x; Xl' ... , Xe) « C~' ... C? dXl ... dxe, 
m>l j 0 0 

sob aId 
(X + (Xl + ... + (Xe = m = e, 

m>l j 

konvergiert, keine dem absoluten Betrage nach unterhalb einer von 
vornherein angebbaren Schranke gelegene Losung auBer der trivialen 
Losung C = o. 

§ 3. Eine Erweiterung der Voraussetzungen. Wir haben in dem 
Vorhergehenden angenommen, daB die Reihe (5) konvergiert, und 
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gefunden, daB die nichtlineare Integralgleichung (15) eine und nur 
eine unterhalb einer gewissen angebbaren Schranke gelegene Losung 
hat, sofern I v (x) I hinreichend klein ist. Diese Losung Hi.Bt sieh in 
der Form einer regular konvergierenden Reihe (28) darstellen. Wir 
werden jetzt zeigen, daB die sukzessiven Approximationen in gewissen 
Fallen zu einer in der Form (28) darstellbaren Losung fiihren konnen, 
auch wenn die vorhin prazisierten Voraussetzungen nicht notwendig 
erfiillt sind. Die Reihe (28) wird freilich diesmal nieht notwendig 
regular konvergieren. 

Wir gehen nunmehr von der Annahme aus, daB die Reihe 

fur beliebige stetige, reelle oder komplexe ; (x) und v (x) mit I; I < d, 
I v I <dl und alle x in < 0, 1> gleichmafJig konvergiert. Wie man leieht 
sieht, ist darum der Ausdruck U {;, v} gleichmaBig beschrankt. Es 
sei Wl die obere Grenze von I 2: U mn g, v} I. Wir nehmen jetzt wie 
in § 1 m+n>l 

an und bemerken, daB bei festgehaltenen C und v 

U(e,v)= 2: emvnUmn{C,v} 
m+n>l 

eine fUr I e I < ~, I v I < ~1 analytische und regulare Funktion von 
1 

e und v darstellt. Diese Funktion ist fUr alle I e I < ~ , I v I < ~: stetig. 

Ferner ist 

Maxi 2: emvnU.nn{C,v}I<Wl 
m+n>l 

Die fundamentalen Cauchyschen Ungleiehheiten ergeben 

.(d)m(d1 )" ID/.Qm.Q;' m n IUmn{C.v}I<Wl. Q .Q1 = dmd;' =CmnQ Ql' 

Also ist 

(7') 

und die Reihe rechter Hand konvergiert gewiB fur Q < d, Ql < d1 . 

Wie in § 1 aus (7) die Ungleichheit (8) gefolgert wurde, so folgt 
aus (7') eine Beziehung von der Form 

(8') .2 I Umn{C, v}1 < C(Q2+QQl +Q:) (C konstant). 
m+n>l 
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Mit Rucksicht auf eine sp~itere Yerwendung bemerken wir sogleich, daB 

(8*) 2} ! Umnf', v}! < C*(Q 2+ QQ1) (C* konstant) 
m+n>l 

m>O 

ist. Der Beweis bietet keinerlei Schwierigkeiten dar 13. 

Es sei , eine ganz wie , beschaffene Funktion, insbesondere sei 

Max! t! < Q < d < d. 

Wir set zen zunachst 

(9 ') 

und beweisen, daB, wenn man Q hinreichend klein, beispielsweise 
2Q < d < d, wahlt. 

(ll/) ! 2} (Umn{',v}-Umn {t,v})!<D(Q+Q1)U 
m+n>l 

gilt 14. 

Offenbar durfen wir linker Hand von vornherein m > 0 annehmen, 
da sich die Glieder mit m = 0 im Minuenden und Subtrahenden 
fortheben. Betrachten wir den Ausdruck 

U(t)= ~ Umn {,+ ~(C- n,v}. 
m+n>l 

m>O 

Er stellt fUr aIle I t I < Q, da wegen I C - , I <(J gewiB 

1'+ ~(t -oj <2Q<d<d 

ist, eme 
Fur 

analytische und regulare Funktion von t dar. 
t = 0 ist U ( t) = 2} U m n f', v} , fUr t = U 

U(t) = 2} Umn{C,v}. 
m+n>l 

m>O 

m+n>l 
m>O 

Nach (8*) ist fur! t 1= Q 

IU(t)! <C*(4Q2+ 2QQl).15 

aber ist 

13 Man vergleiche die zu der Beziehung (8) fiihrenden Entwicklungen auf 
S. 4. Da diesmal Fil, ill (0, OQ1) = 0 gilt, so ist 

1 2 1 2 1 
2Q1Fil,ill(OQ, OQ1)~2Ql aQ<2adlQQl (a konstant). 

14 In den §§ 1 und 2 ist demgegeniiber lediglich Q ;:;;: d < d vorausgesetzt 
worden, doch ist dies ganz unwesentlich. 

16 Jetzt bedeutet namlich 2Q das, was in (8*) Q bedeutete. 
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Den fundamentalen Cauchyschen Ungleichheitsbeziehungen gemaB 
ist fUr 1 t 1 < U 

I ~~ I < 21n· 2n . (~~;2 (4£)2 + 2QQl)' 16 

wofiir man mit 
D = 16C* 

gewiB auch 

I~~I < D(Q +QJ 
schreiben kann. Beachtet man schlieBlich, daB 

lJ 

U(U)-U(O)= J~~dt 
o 

ist, so findet man 

d. h. 

(ll') 1 2 (Umn{t,v}- Umn{C,v}) 1 <D(Q+Q1 )U, 
m+n>l 

wo iibrigens das Gleichheitszeichen nur fiir U = 0 gilt. 
Es ist jetzt leicht zu sehen, daB man die Voraussetzung U < ~Q 

fallen lassen kann. Wir schalten, urn dies zu zeigen, zwischen , und t 
die Funktionen 

ein. Wegen 11; - t I < 11;1 + I t I <2Q kann stets (J < 2Q angenom-
men werden. Darum ist . 

1'1-'1, I't-'~J~I'!-'tl, It-'!I<iU<~Q, 
so daB gewiB 

geschrieben werden kann. Hieraus folgt aber sofort 

I U(U) - U(O)i.< D (Q + Ql) U. 

Die Ungleichheiten (8') und (ll') sind zu den in § 1 abgeleiteten 
Beziehungen (8) und (ll) vollkommen analog. Es leuchtet darum 

16 Man gelangt hierzu am einfachsten, wenn man, unter r einen Kreis 
vom Radius Qin der Ebene der komplexen Veranderlichen t verstanden, 

dU 1 J U(t) 
-;[t=2ni (t_t)2 d t. 

r 
o~ 'P <2n, 

setzt und beachtet, daB wegen U ~ tQ gewiB It - t 12: tQ ist. 
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ein, daB das in § 2 entwickelte Verfahren sukzessiver Niiherungen 
auch jetzt noch zur Auflosung der nichtlinearen Integralgleichung (15) 
fiihren muB, sofern natiirlich 1 v(x) 1 hinreichend klein ist. Auch der 
Unitiitssatz gilt ohne jede Anderung. Nun noch einige Bemerkungen 
iiber den analytischen Charakter der Losung. Die Integralgleichung (23) 
hat auch unter den erweiterten Voraussetzungen fUr hinreichend 
kleine 1 vi und aIle emit 1 e I ~ ql (ql> 1) eine und nur eine absolut 
hinreichend kleine Losung. Die sukzessiven Niiherungen lC" 'lC., ... 
sind, als Funktionen von e aufgefaBt, in der Kreisfliiche 1 e 1 < ql 
analytisch und reguliir, also gilt fUr C. = lim i,., da der Grenziiber-

k .... oo 

gang fiir alle 1 e 1 <ql gleichmaBig ist, das gleiche. Also gelten die 
Formeln (25) und (26) und als eine weitere Folgerung die Entwick­
lung (28). Sowohl diese Reihe als auch die Reihe 1 U 1 + .21 ~k 1 

k>l 
konvergieren fUr aIle hinreichend kleinen Iv(x)l, etwa Iv(x)1 <di, 
und zwar gleichmiiBig. 

Die Ergebnisse des § 1 lassen sich, wie wir jetzt zeigen wollen, 
auch noch nach einer anderen Richtung erweitern. Es sei wie vorhin 
C(x), v (x) irgendein Paar in (0,1) erkl1i.rter, den Beziehungen 
Q = Max 1 C (x) 1 <d, Q 1 = Max 1 v (x) 1 <d1 geniigender stetiger Funk­
tionen, und es moge den Funktionen C (x), v (x) eine ebenfalls in 
(0, 1) er kliirte stetige F unktion ~ { c, v} von x zugeordnet sein. Der 
in § 1 betrachtete Ausdruck .2 U ..... {C, v} stellt ein Beispiel einer 

m+n>l 
solchen Zuordnung dar. Die "Funktionaloperation" ~ {C, v} moge die 
folgenden Bedingungen erfiillen. 

(8") j!8g,v}j<A(Q,Ql)(Q+Ql)' 

unter A eine in dem Bereiche 0 < Q < d, 0 < Q l < dl erkl1i.rte 
positive, der Beziehung A -+ 0 fiir Q 2 + Q: - 0 geniigende stetige 
Funktion verstanden, die bei festgehaltenem ill in Abhiingigkeit von 
Q, bei festgehaltenem Q in Abhiingigkeit von Q l nicht abnimmt. 

Es sei t eine weitere in (0, 1) erkliirte stetige Funktion, und es sei 

1 t 1 <Q < d, 1 C - t 1 < U < 2Q. 

Dann gelte auch 

(U") l~g,v}-~{t,v}I<B(Q,Ql)U, 
unter Beine ganz wie A beschaffene Funktion verstanden. 

Es sei schlieBlich U {v} irgendeine Funktionaloperation iiber v (x), 
d. h. eine v (x) zugeordnete stetige Funktion, die so beschaffen ist, 
daB Max 1 U { v } I- 0 fUr Q 1 - o. Dann hat die Beziehung 

C(x) = U{v} + ~{t v} 
bei vorgegebenem v (x) eine und nur eine stetige Losung, solern Q 1 

hinreichend klein ist, etwa fur Q1 < d~ < dl • Diese Losung kann 
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wle In § 2 durch sukzessive Approximationen gewonnen werden. Bei 
dem Konvergenzbeweis wird man von der Gleiehung 

t = U* + A (t, U*) (t + U*), U* = Max (I v I, I U I) 
ausgehen. Es sei d5 < Min (ld, dl ) so klein, daB gewiB A (2d5 , dr,) < t 
gilt, und es sei U* < d5 • Fiir t = U* ist 

IT (t, U*) = U* - t + A (t, U*) (t + U*) > o. 
Hingegen ist IT (2U*, U*) < o. In dem offenen Intervalle (U*, 2U*) 
liegen gewiB Wurzeln der Gleiehung IT (t, U*) = o. Es sei t die 
kleinste dieser Wurzeln. Offenbar ist U* < t < 2U* < 2d5 < d, und 
es ist lim t = 0 fiir U* --+ o. Die GroBe t spielt jetzt dieselbe Rolle 
wie die GroBe t' in § 2. Wiihlt man Max I v lund damit auch t 
so klein, daB B (1, U*) < 1 wird, so konvergieren die sukzessiven 
Niiherungen. 

Ganz wie in § 2 iiberzeugt man sieh, daB es nur eine der Be­
ziehung Max I C (x) I < d6 < d geniigende stetige Losung unseres 
Problems gibt, wenn Max I v (x) I < d7 < dl vorausgesetzt wird und 
d6 und d7 hinreiehend klein sind 16a. 

§ 4. Der reguUire Fall. Wir kehren jetzt zu der Gleiehung (13) 
zuriick, nehmen wieder K 101 (X) = 1 an und setzen zur Vereinfachung 

Kl02 (x, Xl) = K(x, Xl). 
Die niehtlineare Integralgleiehung (13) erhalt damit die Gestalt 

(30) C(x) + fK(x, Xl) C(xl)dxl = U - .2 Um " fe, v}. 
m+n>l 

Hat, wie wir zunachst annehmen wollen, die homogene lineare 
Integralgleichung 
(31) C(x)+fK(x,X1)C(x1)dxl=0 
keine Nullosungen, so liipe sich unser Problem, wie man sieh ohne 
Miihe iiberzeugt, ohne weiteres auf das in den §§ 2 und 3 erledigte 
zuruckfuhren. Es sei, in der Tat, H(x, Xl) die zu (31) gehOrige 
Fredholmsche Resolvente. Die inhomogene Integralgleichung 

C(x) + f K(x, xl)C (Xl) dXl = f(X) 
wird nach bekannten Satzen durch die Formel 

C(x) =f(x) -fH(x, x')f(x')dx' 
16a In seiner Dissertation, Sur les operations dans les ensembles abstraits 

et leur applications aux equations intc~grales, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), 
S. 133-181, beschaftigt sich Herr Banach mit Funktionalbeziehungen sehr 
allgemeiner Natur, die als einen Spezialfall auch die im ersten Kapitel be­
trachteten nichtlinearen Integralgleichungen enthalten, und gibt u. a. einen 
Auflosungssatz ("Fixpunktsatz") vom Charakter des in § 2 bewiesenen Satzes 
an. Herr Banach setzt dabei voraus, daB eine Ungleichheit von dem Charakter 
~ [Um"{C,v}-Um,,a,v}[;i.qU mit O<q<1 von vornherein feststeht. 

m+n>l 
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ge16st 17. 1m vorliegenden FaIle ist 

f(x)=U- 2} Umn{C,v}, 
m+n>1 

darum 

C(x) = U(x) - 2 Umn (C(x), v (x)} 
m+n>l 

-JH(x,x')U(x')dx'+ 2 JH(x,x')Umn{C(x'),v(x')}dx'. 
m+n>l 

Die gliedweise Integration ist augenscheinlich gestaUet, da die 
unendliche Reihe in (30) gleichmaBig konvergiert. Die gewonnene 
Beziehung ist von .der Form 

(32) C(x) ~U(x) - 2} Umn {C (x), v (x)}, 
m+n>l 

wobei auch die nach § 1 bzw. § 3 zu fordernden Konvergenzbedin­
gungen erfiillt sind. Also gelten auch unverandert aIle in § 2 und 
§ 3 abgeleiteten Resultate. Insbesondere. ist, wenn man v identisch 
gleich Null annimmt und forderl, daB Max' C, unterhalb einer von 
vornherein angebbaren Schranke liegt, C = 0 identisch. 

§ 5. Verallgemeinerungen. Bevor wir zu dem anderen noch 
moglichen, besonders wichtigen und interessanten FaIle iibergehen, 
daB die homogene Integralgleichung (31) Nullosungen hat, wollen wir 
einige naheliegende Verallgemeinerungen der bisherigen Ergebnisse be­
trachten; vor allem, indem wir in das analytische Funktional, dessen 
Auflosung unsere Aufgabe war, statt einer zwei Funktionen, die als 
bekannt gelten sollen, einfiihren. In vollkommener Analogie ~u den 
Entwicklungen des § 1 schreiben wir 

Umnp {C, v, w} = 2 f. .. J Kmnpj(x; x!"'" xe) 
j . 

,.rx. ,.rx.I ,.rx.e P PI Pe Y Yl Ye d d 
X", "'1 ... "'e v v1 ••• ve W w1 •• , We Xl' .. xe' 

(e, m, n, p, i ganz, e ~ 1, 0 < m < e, 0 < n < e, 0 ~ p < e, 
m+n+P=e, j=I, ... ,k), 

die Summe erstreckt iiber. alle ganzen nichtnegativen IX, IXl , ... , lXe; 

P, PI" .. ,Pe; 1',1'1' ''''Ye mIt 

1X+1X1+···+lXe=m, P+PI+ .. ·+Pe=n, Y+Yl+"'+Ye=P. 
Offenbar ist k die Anzahl der Losungen dieser Gleichungen. Wir 
schreiben weiter 

Max 2 f. .. J 'Kmnpj(x; xl''''' x/.,) , dx1 • .. dXe = Bmnp' 
j 

'C, ~ D < d, 'v" ,W, < D1 < dl , 0 < d < d, 0 < dl < d 1 

1? Vgl. beispielsweise E. Hellinger und O. Toeplitz, Integralgleichungen 
und Gleichungen mit unendlichvielen Variablen, En,cykl6plidie der mathemati­
schen Wissenschaften II C 13, S. 1335-1601, insbesondere S. 1372-1373. 
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und setzen voraus, daB die unendliche Reihe 

~ B dmd n+p 
~ mnp 1 

konvergiert. Nunmehr betrachten wir die nichtlineare Integralgleichung 

(33) Klool(x) C(x) + IKl002 (X,xJ C(xl)dxl = f} - 2: Umnp{C, v, w} 
m+n+p>l 

mit 

!! (x) = - K OIOI (x) V (x) - I K OI02 (X, Xl) V (Xl) dXl 

- KOOll (X) W (X) - I Koon(x, Xl) W (Xl) dxl · 

1st, wie wir weiter voraussetzen wollen, K IOOl (X) = 1 18 und hat die 
Integralgleichung 

C(x) + IKI002 (X, Xl) C(xl ) dXl = 0 

keine Nu1l6sungen, so hat (33) fUr aIle v und w, deren absoluter 
Betrag hinreichend klein ist, eine und nur eine L6sung, deren abso­
luter Betrag einen angebbaren Wert nicht iibersteigt. Sie ist von 
der Form. 

(34) C(x)=f}-IHf}(x')dx'+}; };f.··IsrkZj(X;Xl,···,x() 
k+l>l j 

X P P, PI] Y Y, YI] d d 
V vl •.. vI] W wl •• , wI] Xl' •• XI] 

(fJ+fJl+···+fJl]=k, Y+YI+"'+YI]=l, k+l=e), 
stellt also ein analytisches Funktional von v und W dar. Man gelangt 
zu diesem Ergebnis, indem man fUr v und W entsprechend ev und ew 
schreibt, die L6sung der so gewonnenen Integralgleichung wie in § 2 
nach Potenzen von e entwickeIt und zuletzt fUr e den Wert 1 einfUhrt. 

Es sei 

(35) Max}; f.. ·II SfI.Z/x; Xl"'" XI]) i dxl · .. dXI] = PkZ' 
j 

Wie ill § 2 iiberzeugt man sich, daB es einen positiven Wert 4 gibt, 
so daB 2: Pkz4k+ Z konvergiert, die Reihe (34) mithin "regular" kon­
vergiert. Offenbar HiBt sich C (x) durch geeignete Umstellung der 
Glieder auch in der Form einer Doppelreihe 

(36) C(x)= g -IHg(x')dx' 
co co 

+}; }; };f.··Isrklj(X;Xl"",XI])vpve' ... vtl]wYwl' ... W;l]dxl ... dxl! 
k=O 1=0 j 
(k+l>l) 

darstellen. 

lij Es ist klar, daB die Voraussetzung Klool(x) * 0 in (0, 1) nur scheinbar 
allgemeiner ware als die Festsetzung K lool (x) - 1. 

Lichtenstein, IntegraIgJeichungen. 2 
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Man kann sie auch direkt ableiten, indem man fur v und w 
entsprechend 8V und 8 1 w substituiert, die Losung der so erhaltenen 
Integralgleichung nach Potenzen von 8 und 8 1 entwickelt und zuletzt 
8 = 8 1 = 1 setzt. 

Die Entwicklungen (34) und (36) gelten, wie man leicht erkennt, 
auch wenn man die Voraussetzungen wie in § 4 wahlt, d. h. annimII1t, 
daB .l} U mnp {C, u, v} fur aIle reellen oder komplexen C, u, v mit 
I C I <d, I v I, I w I <dl gleichmaJ3ig konvergiert. Doch brauchen 
diesmal die Reihen (34) und (36) nicht notwendig "regular" zu 
konvergieren. Insbesondere kann auch w von x ganz unabhangig 
sein, - einen Parameter darstellen. Die Integralgleichung (33) nimmt 
jetzt die Form 

(37) KIOOl.(X)C(x) + fKI002 (X; Xl)C(xl)dxl 
00 

= q - }) wp}) }) f. .. f K!npj (x; Xl,"" Xe) (J.Cf' ... C;1l 
p=o m,n j 
(m+n+p>l) 

fl fl, fled d 
X V VI ... ve Xl .. · Xe 

an. Kommen Produkte von w P mit Potenzen von C, CI"'" v, VI' ••• 

rechts tatsachlich nicht vor, so erhalten wir noch einfacher in nahe­
liegender Schreibweise 

(38) C(x) + f K(x, xJ C(x1)dxl 
00 

= LOll ( X ) V ( x) + f LOl2 (x; Xl) V ( Xl) d Xl + }; ap w p 

p=l 

+ .2 .2 f.. ·fLmnj(x; Xl' ... , xIJC<XCf' ... c:llvfivf' ... VtedXl'" dXe 
m+n>l j 

(m+n = e). 

Die Losung der Gleichung (37) laBt sich in der Form 

(39) C(x) = lJ - f H Tj(x') dx' 
00 00 

+ }; wl2) 2) f. .. fstklj (x; Xl,··' ,Xe) vflvf' ... vte dx! ... dXe 
l=O k=O j 

(k+l>l) 

schreiben. 
Die Zahl der bekannten Funktionen bzw. der Parameter kann 

belie big graB sein. Wir bezeichnen sie mit v, ... , t; A1"'" A.. Treten 
die Parameter allemal nur in der erst en Potenz auf, so erhalt man, 
wenn man die Glieder erster Ordnung aussondert, in naheliegender aus­
fiihrlicher Schreibweise die Gleichung 

(40) C(x)+fK(x,x l )C(xJdx1 

= Ll (x) V (x) + f Ll (x, Xl) V (Xl) dX l + ... + Lr( x) t (x) 
+ J LrC X, Xl) t (Xl) dXI + Al Cl (X) + ... + A. C. (X) 
- .l} U,uy ... JC;V, ... ,t}. 

p+y+ ... +,,>l 
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Die Losung dieser Gleichung ist offenbar eine fur aIle hinreichend 
kleinen Werte von r Al r, ... , r Asl, I v r, ... , I t I analytische und regulare 
Funktion von At' ... , As 
(41) C(x)=$(Al'A2 , ... ,As )' 

Die Koeffizienten der einzelnen Glieder der Entwicklung (41) sind 
analytische Funktionale von v, ... , t. Insbesondere hat das von 
At' A2 , ••• ,As unabhangige Glied diese Eigenschaft. 

§ 6. Verzweigungsfall. In den Entwicklungen der drei letzten 
Paragraphen sind die Ergebnisse des erst en Teiles der mehrfach ge­
nannten Abhandlung von Herrn Schmidt auf einem von dem 
seinigen etwas verschiedenen Wege abgeleitet worden. Wir gehen jetzt 
zu der noch ausstehenden Behandlung des Verzweigungsfalles iiber 
und nehmen demgemaB an, die line are Integralgleichung 

(42) C(x)+JK(x,xt)C(x1)dxt=O 
moge p 21 linear unabhangige NuIlosungen !Pl(X), ... , !pp(x), die 
reell oder komplex sein konnen, haben. Bekanntlich hat dann die 
zu (42) adjungierte Integralgleichung 

(43) r (Xl) + J K(x, Xl) r(x) dx = 0 

ebenfalls p linear unabhangige Nullosungen 1J'l(Xt ), ... ,1J'p(xl ), die 
sich iibrigens wie jene in mannigfaltiger Weise normieren lassen. 

Damit die nichthomogene Integralgleichung 

(44) C(x)+JK(x,X l )C(x1 )dx1 =f(x) (((x) stetig, Jrdx>O) 
Losungen habe, ist notwendig und hinreichend, daB 

(45) 

sei. Die 

(46) 

J f(x) 1J'k(X) dx = 0 (k=l, ... ,P) 
Losungen von (44) lassen sich alsdann in der Form 

C(x) = f(x) - J M(x, x') f(x') dx' + .l;r. !p.(x) 
j=l J J 

darstellen. Hierin bezeichnet Meine gewisse fur 0 < x <1, 0 < x' < 1 
erklarte stetige Funktion, die iibrigens in mannigfaltiger Weise normiert 
werden kann und gelegentlich als eine Pseudoresolvente bezeichnet 
wird; rj (j =1, ... , P) sind willkurliche Konstante l9. 

19 Vgl. loco cit. 17, S. 1374. A. a. O. handelt es sich um eine ganz bestimmte 
Pseudoresolvente. Es ist aber wegen (45) klar, daB, wenn XI eine Pseudo-

- p 
resolvente von (44) darstellt, M = M + ~Cj(x) 1J!.(x') ebenfalls eine solche ist. 

;=1 .J 

Man kann, wenn rpj (x) und 1J!.i (x) reell sind, sich darum stets so einrichten, daB 

(46') JM(x,x')1J!j(x')dx'=O (j=I, ... ,P) 
wird. Sind allgemeiner rpj(x), 1J!j(x) komplex, so ist statt dessen natiirlich 

(46") JM(x,x')VJj(x')dx'=O (j=I, ... ,p) 

zu setzen, unter 1fj(x) den zu 1J!j(x) konjugiert komplexen Wert verstanden. 

2* 
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Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir wieder einmal die nicht­
lineare Integralgleichung 

(47) C(x) + JK(x, Xl)C(X1) dXl = U(x) - .2 Umn{C(x), v(x)}. 
m+n>l 

Wie bereits in der Einleitung bemerkt, hat Lia pounoff in seinen 
grundlegenden Arbeiten zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotieren­
der Flfissigkeiten in der Nachbarschaft der Maclaurinschen und Jacobi­
schen Ellipsoide zur Gewinnung der neuen Gleichgewichtsfiguren ein 
Verfahren eingeschlagen, das, auf das uns interessierende Problem an­
gewandt, wie folgt aussieht 20. 

Nach dem Vorstehenden ist die ffir die Losbarkeit der Gleichung (47), 
die wir als eine Beziehung von der Form (44) auffassen konnen, not­
wendige und hinreichende Bedingung das Bestehen der P Relationen 

(48) JU(x) "Pk(X) dx - 2) J "Pk(X) Umn{C(x), v(x)}dx = 0 

(k=l,···,P)· 
Sind diese Beziehungen erfiillt, so erhalten wir fUr die Losung nach ( 46) 
den Ausdruck 

(49) C(x)=U(x)- 2) Umn{C(x),v(x)}-JM(x,x')U(x')dx' 
m+n>l p 

+ 2) JM(x,x')Umn{C(x'),v(x')}dx'+ 2)rj Cf'j(x), 
m+n>l j=l 

unter M(x, x') eine der in der FuBnote 19 eingefiihrten Pseudoreso1-
venten verstanden. 

Es sei jetzt etwa der Einfachheit halber 

(50) vex) = AV(x) 

gesetzt, unter V (x) eine beliebige, in (0, 1) erklarte stetige Funktion mit 
I Vex) I <dl verstanden 21. Den Ergebnissen der §§ 1 bis 3 gemaB 1aBt 
sich die Losung C von (49) fUr alle hinreichend k1einen Werte von 
/r11, ... , Irpl, IAI in der Form einer Potenzreihe 

(51) C(x)=~(rl' ... ,rp,A), 

deren Koeffizienten analytische Funktionale von V (x) sind, darstellen. 
Setzt man diesen Ausdruck in (48) hinein, so erhalt man P Gleichungen 

(52) Pk(A;r1 , •.. ,rp) =0 (k=1,2, ... ,P), 

90 Vgl. A. Liapounoff, Sur les figures d'equilibre peu differentes des ellip­
soides d'une masse liquide homogtme douee d'un mouvement de rotation. 
Premiere partie. :E:tude generale du probleme. Memoire presente a. l' Academie 
Imperiale des Sciences Ie 21 mars 1906, St. Petersbourg 1906, S. 1-225, ins­
besondere S. 175-225. 

21 Wegen (6) muf3 jedenfalls I A I ;;;; 1 sein. 
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denen r l' ... , r p genugen mussen, die Verzweigungsgleichungen. Da C (x) 
in (48) nur in denjenigen Gliedern vorkommt, die in bezug auf C( x) 
und A von mindestens zweiter Ordnung sind, so enthalten die Potenz­
reihen (52) keinerlei Glieder von der Form 

c1 r I' c2 r 2' ... , cpr p • 

Bevor wir zur Diskussion der Verzweigungsgleichungen ubergehen, 
wollen wir zeigen, wie man auf einem anderen Wege zu Gleichungen, 
die mit (52) identisch sind, gelangen kann, indem man sich der 
von Herrn Erhard Schmidt benutzten Methode der Kernzerspal­
tung bedient. 

Herr Schmid t beweist vor allem, daB man auf unendlich mannig­
faltige Weise Ausdrucke von der Form U1 (x) 01 (Xl) + ... + Up ( x) Op( Xl) 
angeben kann, so daB die Integralgleichung 

C(x) + fL(x, xJ C(x1 )dx1 = 0, 

L(x, Xl) =K(x, Xl) - (u1 (X) 01 (Xl) + ... + up(x) 0p(x1») 

keine Nullosungen hat. Unter Zuhilfenahme von weniger als p Pro­
dukten der obigen Form laBt sich dies nicht erreichen 22. Am ein­
fachsten gelangt man, falls aIle Nullosungen reell sind, zum Ziele, 
indem man, wie wir jetzt zeigen wollen, 

(j=l, ... ,P) 

setzt, unter qJj (x) und '!Pj (x) (j = 1, ... , P) diesmal zwei irgendwie 
den Bedingungen 

(53) 

(54) 

gemaB bestimmte Systeme von N ullosungen der Gleichungen (42) 
und (43) verstanden. Sind qJj (x), 1/lj (x) komplex, so sind die Integral-

ausdrucke (53) und (54) entsprechend durch f rpj (x) rpk (x) dx und 

f 1fi(x) 1Pk(X) dx (a zu a konjugiert komplex) zu ersetzen. Fur 
L (x, Xl) tritt jetzt der Ausdruck 

(55) 

em. 

22 Vgl. E. Schmidt, loco cit. 1, S.386-389. 
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Es mogen etwa alle Nullosungen reell sein. Dann hat also nach 
Herrn Schmidt die Integralgleichung 

C(x) + f L(X. Xl) C(Xl ) dXl = O. 
p 

L(X. Xl) =K(x. Xl) + . .2'Pj(X) IPj(Xl ) 
3=1 

(55) 

keine Nullosungen. 
Der Beweis kann leicht durch Zuriickfiihrung ad absurdum ge­

fiihrt werden. Es sei etwa 

mithin 
p 

(55') n (x) + f K(x. Xl) n(xl) dXl = - }; 'Pj(X) f IPj(X1 ) n(xl ) dxl · 
j=1 

Die Losbarkeitsbedingungen dieser nichthomogenen IntegraIglei­
chung. die natiirlich erfiillt sein miissen. lauten 

p 

}; f 'Pj(x) 'P,,(x) dxf IPj(xl ) n(xl ) dX1 = 0 
j=l 

Wegen (54) ist also 

somit nach (55') 
f IP" (Xl) n (Xl) dXl = 0 

n(x) + f K(x. Xl) n(xl) dXl = O. 

(k=I ..... P)· 

(k=I.· ... P). 

Also ist n (x) eine lineare Funktion mit konstanten Koeffizienten 
der Nullosungen !Pl (x) • ...• IPp (x). 

p 

n(x) =.2d·IP·(x), 
j=1 J 3 

N unmehr ist wegen (53) fiir 1 = 1 •...• P 
1P,(x) + f L (x. Xl) 1P,(X1 ) dXl 

p 

= IP,(X) + f K(x, Xl) IPI (Xl) dX1 + }; 'P/ X) f IPj (Xl) IPz(X1 ) dXl = 'PZ(X)' 
j=1 

somit auch 

d. h. fiir aIle X in (0, I) 

was d, = 0 (l = 1 ... .• P) und n (x) = 0 zur Folge hat. Damit sind 
wir zu einem Widerspruch gelangt. 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der auch in den Anwendungen 
haufig vorkommende Fall eines reellen symmetrischen Kernes, 

K (x, Xl) = K(xl , x). 

Die nach (53) und (54) normierten N ullosungen sind diesmal 
reell. Ferner kann 

(j=l, ... ,P), 

mithin 
p 

(56) L(x,xl ) =K(x,xl ) + . .2 tpj(x) tpj(xl ) 
J=1 

gesetzt werden 28. 

Wir kehren jetzt zur Behandlung der Integralgleichung (47) zu­
ruck und fiihren darin, indem wir diesmal tpj (x), "Pj (x) nicht not-

wendig als reell annehmen, fur K (x, Xl) den sich aus (55) ergeben­
den Ausdruck hinein. 

Es ergibt sich 

(56') nx) + f K(x,xlg(xl)dxl 
p =, (x) + fL (x, Xl) '(Xl) dXl -1) wj(x)f!Fj(Xl ) '(Xl) dx! 

j=1 

P =, (X) + f L (x, Xl) '(Xl) dXl -1) rj Wj(X)' 
j=1 

rj =f!Fj(xl ) '(xl)dxl • 

Offenbar geht rj gegen Null mit Max 1 nx) I, somit, wie vorausgesetzt 
werden soIl, mit Max 1 v (x) I. Aus (47) folgt jetzt vor allem 

p 

(57) '(x) + f L (x, Xig (Xl) dX l = U - .2 Um,,{C, v} + ~rj Wj(x), 
m+n>l J=1 

(57') rj = f!Fj (Xl) C(xl)dxl. 

Es sei if (x, Xl) die zu L (x, Xl) gehOrige Fredholmsche Resol­
vente. Aus 

p 

(57") L(x,xl ) =K(x,xl ) + .2WI(X) !F1(Xl ) 
l=1 

ergibt sich unmittelbar 

(*) f L (x, Xl) "Pj(X) dx = f K (X, Xl) "Pj (X) dx + !Fj(xl ) = !Fj(xl ) -"Pj (Xl) . 

Aus der Grundgleichung 

if (x, xJ + f L(x, xJ 111 (X2' Xl) dX2 = L (X, Xl) 24 

23 Vgl. lac. cit. 17, S. 1504ff. 
24 Vgl. E. Hellinger und O. Toeplitz, lac. cit. 17, S. 1372. 
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folgt nunmehr leicht wegen (*) 

f!VI (x, Xl) "Pj (x) dx + f!VI (X2' x1)[fj5j(X2) -"Pj(x2)] dX2 = fj5j(xJ - "P/X1) , 

mithin 

(**) 

darum we iter 

(***) f f!VI (X, Xl) fj5j (X) 11\ (Xl) dx dX1 = {f ~j (Xl) ~k (Xl) dX1 

f fPj(x1) 'lI'k(X1 ) dX1 -1 

fUr k =!= j, 

fUr k = j. 

Die Losung der Integralgleichung (57) erscheint jetzt in der Form 
p 

(58) C(x) = U(x) - 2.) Um,,{C,v} + 2.) rz'fP/(x) - f!VI (x, x') U(x')dx 
m+n>l l=1 

p 

+ 2.) f M (x, x) Um" {C(x'), V (x')} dx' - 2.) rz!!VI (x,x') 'fP/(x') dX'.25 
m+n>l l=1 

Wie auf S. 20 set zen wir jetzt v (x) = .Ie V (x) und erhalten wie dort 

( 58') 

wo die unendliche Reihe rechter Hand ftir alle hinreichend kleinen 
Werte von I r 1 I, ... , I r pl,.Ie unbedingt und gleichmaJ3ig konvergiert. 
Wir schreiben dafUr ausfUhrlicher, indem wir die Glieder erst en 
Grades aussondern, 

p 

(59) C (x) = 2) r/ 'fPz(x) + U(x) - f M (x, x') U(x') dx' 
1=1 

p 

- 2)rz!M(x,X')lfJz(X)dX'- 2) Umn{C,v} 
1=1 m+n>1 

+ ~1 f M(x, x') U",n {C(X'), V(X')} dx' (k =1, . .. ,P). 
m+n>1 

Ftihrt man diesen Ausdruck in r k = f fj5k (x) C (x) dx ein, so erhalt 
man mit Rticksicht auf (***), (**) 

(59') rk=rk+fU(x)"Pk(X)dx-f ~ Umn"Pk(x)dx, 
m+n>l 

und diese Gleichung ist mit der Beziehung (52), die man durch 
Einsetzen von (51) in (48) erhielt, identisch. 

25 Sind speziell rpj(x), tp/x) reell, so sind in allen auf (56) folgenden For­
meln 'Pj(x) und 'ljJj(x) durch rpj(x) und tpj(x) zu ersetzen. 
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§ 7. Diskussion der Verzweigungsgleichungen 26. Die Verzwei­
gungsgleich ungen (59') ha ben die Gestalt 

(60) (k) l A(k) l2 A(k) l +A(k) l 'A(k) 2 + + A(k) 2 Ao 11.+ 0011. + 01I1. Y1+'" Opll.YpT 11 Y1 ... ppYp 

(k=I, ... ,P). 

Bei der jetzt folgenden Diskussion beschranken Wlr Uns auf den 
Fall P = 1 und schreiben flir (60) einfacher 

(61) AoA +AooA2+AolAYl +A ll Y; +AoooA3+AoolA2r1 

+AouAY; +A111r~ + ... = O. 

Auch da wollen wir uns mit der niiheren Betrachtung von einigen 
besonders wichtigen Speziaifiillen begnugen. 

1. Es sei Ao + 0, All + O. Es gilt 

(2) __ (_ ~ l)*+ Y1 - A II. •••• 
11 

Die Gleichung (61) hat (fur hinreichend kleine Werte von I AI) 
zwei Losungen, die, falls aile in (57) auftretenden Funktionen reell 
sind, reell oder konjugiert komplex sein konnen. Nach Einsetzen in 
die Gleichung C(x) = ~(r1' A) (vgl. (58'») erhalt man flir die Losung 
der nichtlinearen Integralgleichung (47) zwei Entwicklungen 

C(l)(X) = ~(Yi1), A), C(2)(X) = ~(ri2), A). 

Die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von A sind analytische 
FunktionaIe von V( x). 

2. Es sei Ao + 0, Au = 0, und es moge yi (q > 2) die niedrigste 
Potenz von r 1 sein, deren Koeffizient AI ... 1 nicht verschwindet. Wir 
finden diesmal 

Die Gleichung (47) hat q verschiedene Losungen. 1st diese Glei­
chung reell, so konnen sich, wenn q gerade ist, hochstens zwei reelle 
Losungen ergeben. 1st q ungerade, so ist eine Losung reell, aile 
anderen sind komplex. 

26 Alles Wesentliche tiber die Diskussion der Verzweigungsgleichungen findet 
sich in den zitierten Arbeiten von Liapounoff und von Herrn Schmidt. 
Ins einzelne gehende allgemeingtiltige Entwicklungen finden sich, in derselben 
Form wie im Text dargestellt, in meinen Arbeiten tiber die Gleichgewichts­
figuren rotierender Fltissigkeiten. Math. Zeitschr. 1 (1918). S. 229-284; ins­
besondere S. 265--268; 7 (1920), S. 126-231, insbesondere S. 171-178. 
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3. Ao = 0, Aoo =1= 0, die Koeffizienten der Potenzen rill sind samt­
Iich gIeich Null, AOl =1= 0. Es ist 

eine reelle Losung 97. 

4. Ao= 0, All =1= O. 

Aoo ~ + r 1 --TII. ... 
01 

ex) A~l .- 4AooAll =1= O. 

Aus der Gleichung (61), die jetzt die Form 

(62) Aoo;,lI+AoIArl+Allr:+ ... =O 

hat, ergeben sich fur r1 die beiden Entwicklungen 

1 2~ (-A01+ VA~1-4AooAl1);,+~(1)(A)' 
11 

r= 
1 2~ (-A o1 - VA~1-4AooAJl)A+~(1I)(A). 

11 

Sie sind beide reell, falls A~l- 4AooAll > 0 ist, konjugiert komplex, 
wenn A~l - 4AooAll < 0 ist. 

fJ) A~l- 4AooAll = o. 
Setzt man 

A01 ~ -r1 =--24 lI.+r1, 
, 11 

so nimmt (62) die Form i 19 + ... = ° an. 1st 2l;' i (j > 3) das erste 
r nicht enthaltende Glied dieser Entwicklung, so gilt 

'1 = (-2lAi)! + ... , r 1 = - :~1 A + (-2lAi)! + .... 
11 

Der erste Summand falIt fort, wenn AOl = 0, mithin auch Aoo = ° ist. 

5. Ao= 0, All = 0, Aoo=l= 0, AOl =1= 0, und es moge r~ (n > 2) 
die niedrigste Potenz von r 1 sein, deren Koeffizient nicht verschwindet. 
Die Gleichung (61) erMlt jetzt die Gestalt 

A 01 Ar1 +Bonr~+Bon r~'+ .,. 
I 

+ A. (Aoo;' + CoO ;,2 + COl ;'r1 + Cll rIll + ... ) = 0. 

Fur ;, = ° hat diese Gleichung eine n-fache NuIIstelle. Nach be­
kannten Satzen hat sie darum fUr hinreichende kleine 1)..1 gewiB n 
mit A gegen Null konvergierende L6sungen. 

Setzt man 

27 Hier, wie weiter unten, handelt es sieh, wenn von Realitlitsverhaltnissen 
die Rede ist, um reelle Gleichungen. 
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so erhalt man nach Kiirzung mit A 9 

A (1)+(e e Aoo+e A~0)1+B ( AOO )n 1n-9 I ot!? 00 - 01 A 11 A2 '" On -A'" T ••• = 0, 
01 01 01 

darum 
(1(1) = 1.13(8)( A) mit 1.13(3) (0) = O. 

Fiihrt man anderseits in die Verzweigungsgleichung den Ausdruck 
1 1 

r 1 = [( - ~::)n-l + (I (2)J An- 1 

1 

ein, unter (- ~::) n-l irgendeine der (n - 1) - ten Wurzeln der 
n 

KlammergroBe verstanden, so erhalt man nach Kiirzung mit A n-l 
nl nl-n n-2 

(l-)A (2)+B (_ A01)n-l A n-l'+ A An-1 
n 01 (I On, B 00 

On 

2 1 

+ ell ( - ~::)n-l An-1 + '" = 0, 

darum 
1 

(1(9) = 1.13(4) (An-I) mit 1.13(4)(0) = O. 

Alles in allem ist also diesmal 

1
[- ~: + 1.13(3) (A)J A, 1.13(3)(0) = 0, 

r 1 = til [( -~::t-l + 1.13(4) (An-I)] An-I, 1.13(4)(0) = o. 

6. Ao + 0, die Koeffizienten der Glieder von der Form r: sind 
samtlich gleich Null, All = A 111 = ... = O. Die Gleichung .(61) geht 
nach Kiirzung mit A iiber in 

(63) Ao+AooA+Aolrl +AoooA2+AoOIArl +Aour:+ .. , =0. 

Sie hat keine mit IAI gegen Null konvergierende Losung. 
7. AIle A sind gleich Null, die Gleichung (61) ist identisch er­

fiillt. Die nichtlineare Integralgleichung (47) hat eine von einem 
Parameter r1 abhangende stetige Schar von Losungen 28). 

§ 8. Erweiterungen und Verallgemeinerungen. AIle bisherigen 
Ergebnisse lassen sich sinngemaB auf den Fall iibertragen, daB die 

28 Beispiele fur Vorkornrnnisse dieser Art bietet die Theorie der Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Flussigkeiten. Vgl. E. Holder, Mathernatische Unter­
suchungen zur Hirnrnelsrnechanik. Math. Zeitschr. 31 (1929), S. 197-257, 
insbesondere S, 206-209. Dort handelt es sich ubrigens urn den Fall p > 1. 
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Integrationen statt tiber das Intervall (0, 1) tiber ein beliebiges be­
sehranktes mehrdimensionales Gebiet, das ein Volumen besitzt 
(integrierbar ist), erstreekt sind und dementspreehend die in (47) 
auftretenden Funktionen Ortsfunktionen bedeuten. Ftir den Fall der 
Ebene wird jetzt beispielsweise 

Umn -: c, v} = 27.r. .. j Kmnj (i; iI' ... , i e)"'( i) Ctxl( i 1 )··· C/!( ie) 
j T T 

X v P (i) ViiI (il)'" vPe ( ie) dil ... die 

(IX + IXl + ... + IXe = m, P + PI + ... + Pe = n, m + n = e). 

Hierin bezeichnet T etwa ein ebenes besehranktes, von einer ge­
sehlossenen stetig gekrtimmten Kurve 5 begrenztes Gebiet, i, i1' ... , ie 
sind beliebige Punkte in T + S. 

Man kommt zu einem etwas allgemeineren Typus von Integral­
gleiehungen, wenn man gleiehzeitig die Integration uber das Gebiet T 
und uber die Randkurve 5 zulaBt und etwa setzt 

( 63') 

U m n { c, v} = 27 j ... j j ... j Km nJ' ( i; i l' a 1 ; ..• ; i , an) 
j T S e ~ 

X Ctx(i) C"'(il )Cal (a1 ) •.. C"e(ie)Cae(ae) 

x vP (i) V"I (i 1) V ii, ( a 1) ... vlie ( i e) viie ( a e) d i 1 d a 1 ... die d a e 

(IX + al + al + ... + lXe + ae = m, P + PI + "!it + ... + Pe + t3e = n, 
e = m + n, IXI al = IX2 a2 = ... = P e fie = 0). 

Hierbei bezeichnen iI' ... , ie beliebige Punkte in T + 5 und aI' ... , ae 
beliebige Punkte auf S. Insbesondere ist 

(64) UIO = K lOI (i) C(i)+ jKI02 (i, i 1)C (il)dil + jK103 (i, ( 1 ) C (al ) dal' 
T S 

UOI = - U = Kou('r) V(i)+ jKOI2 (i, i1)V ("1) di l + jK(II3(i, aJ v (a1) da1 • 
T S 

Aueh jetzt wird K 101 ( i) + 0 vorausgesetzt; so daB man einfaeher 
K 10l ( i) = 1 und demgemaB etwa 

1 2 

U 10 = C ( ") + J K ( i, i 1 )C ( i I ) di 1 + j K ( i, a 1) n a I) d a 1 
T S 

hatte set zen k6nnen. Die lineare Integralgleiehung UIO = 0, die, wie 
wir vorhin gesehen haben, bei der Aufl6sung der nichtlinearen Integral­
gleiehung .2 U mn {C, v} = 0 eine maBgebende Rolle spielt, ist diesmal, 

m+n>O 
in der Bezeiehnungsweise von A. Kneser, eine belastete Integral-
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gleichung llll • Auch bei belasteten Integralgleichungen gelten sinngemaB 
die Fundamentalsatze der Fredholmschen Theorie. Bei geeigneter 
Schreibweise gelten die Fredholmschen Auflosungsformeln sogar der 
Form nach 30. Es moge sich etwa urn die belastete IntegraIgleichung 

1 2 

(65) C( l') + AJ K( l', l'J C( l'1)dl'1 + AJ K( l', 0"1)C( 0"1) dO"l = r( l') 
T S 

handeln. Wir setzen dl' = d.,; in T, = dO" auf 5, 

K( ) = \K( l', l'1) fUr l'1 in T, 
l', l'1 2 

K(l', 0"1) fiir l'1 = 0"1 auf 5 
(l'in T+S) 

und schreiben demgemaB fiir (65) einfacher 

(66) C(l') +A J K(l', l'1)C(l'I)dl'1 = r(l'). 
T,S 

Man erhalt jetzt fiir den Fredholmschen Quotienten den Ausdruck 

K(l', l"), K(l'l' l"), ... , K(l'm' l") 

Am(l',l") = f. .. J K(l', i 1), K(il' l'1)' ... , K(l'm' i 1) dl'ldl'2 ... dl'm' 
T,S T,S .•••••••.••••••••• 

K (l', l'm), K (l'l' l'm)' ... , K (im , l'm) 

Am = JAm (io' l'o) dio' 
T,S 

Man sieht sich gelegentlich veranlaBt, noch einen Schritt weiter zu 
gehen und den iiber T und iiber S erstreckten Integralen auch noch 
Summen hinzuzufUgen, die iiber vorgegebene, in T + S isoliert liegende 
Punkte erstreckt sind. Man erhaIt diesmal fiir U 10 einen Ausdruck 
von der Form 

1 

U10 = C( l') + J K( l', l'1)C( l'1) dl'l 
T 

2 p 3 

+ JK(l', O"l)C(O"l) dO"l + J;K(l', l'(l))C(l'(l)). 
S 1=1 

Zumeist ist dabei 

29 Vgl. A. Kneser, Belastete Integralgleichungen, Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo 37 (1914), S. 169-197. Dort wird den Betrachtungen 
der eindimensionale Fall zugrunde gelegt. 

30 Vgl. die Bemerkungen von A. Kneser, loco cit. 29, S. 193. 
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Die Ubertragung der Fredholmsehen Theorie auf die Gleiehung 
UIO = fCr) ist naheliegend. 

So viel tiber die Behandlung dieser Integralgleiehungen. Die 
Auflasung der niehtlinearen Integralgleiehung (63') dureh sukzessive 
Naherungen bietet nieht die geringsten Sehwierigkeiten dar. 

§ 9. Systeme nichtlinearer Integralgleichungen. Bei Behandlung 
spezieller Probleme der mathematisehen Physik wird man nieht selten 
auf Systeme nichtlinearer Integralgleiehungen von der in §§ 1 bis 7 
betraehteten Form gefUhrt. Wie wir alsbald sehen werden, lassen sieh 
ferner gewisse Integro-Differentialgleiehungen ohne weiteres auf solche 
Gleiehungssysteme reduzieren. 1m folgenden wollen wir ein System 
von zwei simultanen Gleiehungen etwas naher betraehten. Eine Uber­
tragung der Ergebnisse auf Systeme von mehr als zwei Gleiehungen 
bietet keinerlei grundsatzliehe Sehwierigkeiten dar. 

Es sei, unter v eine gegebene, unter C und u aber zwei zu be­
stimmende Funktionen verstanden. 

1 1 

Umnp{C, u, v} =.s J ... JKmnpi(X; Xl'"'' XI!) 
j 

X r"'r"" r"'oUfifi, fievYY' Yed d 
I, 1,1 .. ·t,e~ ul"'Ue Vl"'Ve Xl'" X Q ' 

2 2 

(67) Umnp { C, U, v} = .sf. .. J Kmnpj(x; Xl' ••. , Xe) 
j 

X r"'r"" r"'o fI fi, fie Y y, Yed d t,t,l· .. t,e,uul",uevV1",ve x 1",xQ 

(IX + 1X1 + ... + lXe = m, (3 + (31 + ... + (3e = n, 
Y+Yl+"'+Ye=P' e=m+n+p). 

Es sei, in vollkommener Analogie zu den Entwieklungen auf S. 3, 

Max (..E J ... J IKmnpj (x; Xl' ... , XI') I dxl ··· dxe , 
J 

.2.,;'1J ... JIKmnpi(X; Xl'"'' Xe)! dxl .. · dxe) = Bmnp 
J 

gesetzt, und es mage die unendliehe Reihe 

~ B dm+nd P ...::.; mnp 1 
mnp 

konvergent sein. Wir stellen uns die Aufgabe, die beiden Funktional­
bezieh ungen 
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nach , und u aufzu16sen. Wie in § 2 sondern wir vor allem die­
jenigen Glieder ersten Grades aus, die v nicht enthalten, und schreiben 
demgemaB 

1 1 1 1 

U100 + UOlO == KiOOl (x)C(x) + f K t002 (X' Xl) '(Xl) dX1 
1 1 

+ K010l (X) u(x) + f K 0102 (X' Xl) u(xJ dX1 
1 1 

= - U001 - .2 Umnp {', U, v}, 
m+n+p>l 

(69) 
2 2 2 2 

U100 + UOlO = K lOOl (X)' (X) + f K 1002 (X, Xj) '( Xl) dX1 

2 2 

+ K OlOl (X) tt (X) + f K OI02 (X, Xl) U (Xl) dX1 
2 2 

= -UOOl - Z umnpg,u,V}. 
m+n+p>l 

1st, wie wir voraussetzen wollen, fUr aIle X in (0, I) 

1 2 2 1 

K IOOl K OlOl - K 100l K OlOl 9= ° , 
so kann man, indem man (69), als ein System linearer (algebraischer) 
Gleichungen in bezug auf, (x) und u (x) aufgefaBt, nach '( x) und u (x) 
aufl6st, dieses Gleichungssystem durch das mit ihm aquivalente von 
der Form 

1 1 

c;; (X) + J Ll (X, Xl) C;; (Xl) dXI + J L2 (X, Xl) u(xl ) dX l 

1 1 

= V+ .2 vmnpg, U, v}, 
(70) 

m+n-t-p>l 
2 2 

U(X) + f Ll (X, Xl)C(XI ) dXl + f L 2(x, XJ U(X1) dX1 
2 2 

= V + .2 Vmnp {C;;, u, V} 
m+n+p>l 

ersetzen. 

Betrachten wir jetzt die simultanen linearen Integralgleichungen 

1 1 1 1 

Al g, u} = '(X) + f LI (X, Xl) '(Xl) dX1 + J L2(x, Xl) U(Xl) dXI = f(x), 
(71) o 0 

1 2 1 2 

A~ g, u} = u(x) + f LI (X, Xl) '(Xl) dXI + f L2(x, Xl) u(xl ) dXI = g(x). 
o 0 

Sie lassen sich nach einer Bemerkung von Fredholm fast unmittel­
bar auf eine einzige Integralgleichung zuriickfUhren, bei der die Inte-
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gration uber das Intervall (0,2) erstreckt zu denken ist. Setzt man 
namlich 

(72) 

Z(X)={C(X) fur O<X<I,. 
u(x-l) " l<x<2, 

F(x)=f((x) fur O<x<l, 
tg(x-I) " I<x<2; 

jll(X,XI ) 

L(x, Xl) = ~2(X' Xl -1) I LI(X --I, Xl) 

LIl(x -I, Xl -I) 

fur 0 < X < 1, 0 < Xl < I, 

" 0 < X < I, 1 < Xl < 2, 

" 1 < x < 2, 0 < Xl < I, 

" I < X < 2, I < Xl < 2, 

so bekommt (71) die Gestalt 

2 

(73) Z(x) + fL(x, Xl) Z(XI) dXI = F(X). 31 
o 

Hat, wie wir zunachst voraussetzen wollen, die zugehorige homogene 
Integralgleichung keine Nullosungen, so haben auch die Gleichungen 
Al {C, u} = 0, All {C, u} = 0 keine von Null verschiedene Losungen. 
Es sei H (x, Xl) die zu (73) gehOrige Fredholmsche Resolvente. Es gilt 

2 

Z(x) = F (X) - fH (X, X') F(x') dx', 
o 

darum den F ormeln (72) zufolge 

1 1 

C(x) = ((X) - fH (X, X') ((X') dx' - fH (X, X' + I) g(x') dx', 
o 0 

1 1 

u(x) = g(x) - fH (X +1, x') ((x') dx' - fH(x +1, x' +1) g(x') dx'. 
o u 

Fiihrt man hier fur die Funktionen ((x) und g (x) ihre Ausdrucke 
aus (70) ein, so erhalt man zur Bestimmung von C (x) und u (x) 
simultane nichtlineare Integralgleichungen von der Form 

1 1 

(74) 
C(x)=W+ .2 Wmnp{C,u,v}, 

m+n+p>l 
2 2 

U(X)=W+ .2 Wmnp{C,u,v}, 
m+n+p>l 

31 Augenscheinlich sind die Funktionen F. Z. L abteilungsweise stetig. 
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1 2 
unter Wmnp und Wmnp analytische Funktionale von der Form (67) 
verstanden. Wir setzen jetzt ahnlich wie in § 1 

(75) [,[,[u[<Q<d<d, [v[<Ql<d1 <d1 

und finden wie an jener Stelle vor allem 
1 2 

(76) 
.2 [Wmnpg,u,v}[, .2 [Wmnpg,u,v}[ 

m+n+p>l m+n+p>l 
< 2r(Q 2 + QQ1 + Q;) (2r konstant). 

Geniigen auch die Funktionen t (x), U (x) den Ungleichheiten 

(77) [t[,[u[<Q<d<d, 

und ist iiberdies 

(7S) [,-t[,[u-u[<U, U<2d, 

so gilt weiter 
1 1 . 

.2 [Wmnpg, U, v} - wmnpg, U, v} [ <)8(Q +QJ U, 
m+n+p>l 

2 2 • 

.2 [Wmnpg, U, v} - Wmnp {', U, v}[ <)8(Q+Ql)U 
m+n+p>l 

(79) 

()8 konstant). 

Die Ungleichheiten (76) und (79) gestatten nun mit Leichtigkeit, 
wie in § 2 die Konvergenz des zur Bestimmung von , und u an­
zuwendenden Verfahrens der sukzessiven Approximationen zu er-
weisen. Wir setzen 

1 2 

l=W, lU=W, 
1 1 

(SO) 
1" = W + .2 Wmnp{k_1C k-lU, v}, m+n+p>l 

2 2 

kU=W+ .2 Wmnp{k_l>k_lu,v}; 
m+n+p>l 

1 2 

Max ([ v [, [W [, [W [) = U * 
und bezeichnen diejenige Wurzel der Gleichung 

7: = U*+2r(7:~+7:U*+ U;), 
die zugleich mit U * gegen Null konvergiert, mit T. 1st, wie voraus­
gesetzt werden 5011, Max i v [ hinreichend klein, so ist T < d und 
ferner fUr alle k 

[ i [, [kU [ < T < d. 

Wir wahlen schlieBlich Max [ v [ auch so klein, daB 

(Sl) )8(T+U*)<q<l 
Lichtenstein, Integralgleichungen. 3 
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wird. Alsdann konvergieren kC, kU entsprechend gegen stetige Funk­
tionen C(x), u(x), Losungen des Problems. Es gibt, sofern (81) er­
fullt ist und daruber hinaus noch 

>8 (Max IC (x) I + U *), >8 (Max I u (x) I + U *) < q < 1 
gilt, keine weiteren den U~gleichheiten 

ICI, lui <T<d 
genugenden Losungen. SchlieBlich sind C (x), u (x) analytische Funk­
tionale von v (x) (vgl. S. 8 ff.). 

Es mogen nunmehr im Gegensatz zu der vorhin gemachten An­
nahme die Gleichungen 

(82) Al {C, u} = ° , A2 {C, u} = ° 
NullOsungen qJk(X), Ok(X) (k=l, ... ,P) haben. Diesbesagtmitanderen 
Worten, daB die homogene Integralgleichung 

2 

(83) Z (x) + I L (x, Xl) Z (Xl) dXI = ° 
u 

P linearunabhangige Losungen Zk(X) (k=l, ... ,P) hat. Wir setzen 

qJk (x) = Zk (x), ° < x < 1 ; Ok (x) = Zk (x + 1), ° < x < 1 . 32 

Die zu (83) adjungierte Gleichung 
2 

T (Xl) + I L (x, Xl) T (x) dx = ° 
u 

hat offenbarebenfallsplinearunabhangigeLosungen T k( Xl) (k = 1, .. . ,P). 
Setzt man "Pk(x)=Tk(x), O<x<l, Xk(x)=Tk(x+l), O<x<l, 
so sind "Pk(X), Xk(X) Losungen des zu (82) adjungierten Systems ho­
mogener Integralgleichungen 

1 1 1 2 

C(xl ) + f Ll (x, Xl) C(x) dx + I Ll(x, Xl) u(x) dx = 0, 
o 0 

1 1 1 2 

u(x1 ) + f L2 (x,X1 ) C(x) dx+ f L2 (x,XI ) u(x)dx = 0. 

(84) 

o 0 

Sind, wie wir voraussetzen wollen, Zk (x) und T k (x) reell und den 
Beziehungen 

2 {o f" k =+= 1 2 ° fUr k =+= 1 
[Zk(x)Zz(X)dX= 1 ~r k=l: [Tk(X)Tz(X)dX={l " k=l 

gemaB normiert, so erfUllen qJk (x), Ok (x); "Pk (x), Xk (x) die Relationen 

I1 {OfUrk=+=l, I1 {OfUrk=+=l, 
(85) 0 (qJkqJl+OkOZ)dx= 1" k=l, 0 ('If'k'lf'Z+XkXZ)dx= 1" k=l. 

32 Die in dem Intervalle (0, 2> erkHirten Funktionen Zk (x) sind im Punkte 1 
im allgemeinen sprungweise unstetig. 
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Gen ugen (( x) und g ( x) den In tegralbezieh ungen 
2 1 

( 86 ) J F ( x ) T k ( X ) d x = J (( ( x) 'Pk ( x) + g (x) X k (x») d x = 0 ( k = I, ... , p) , 
o 0 

so haben die nichthomogenen Integralgleichungen (71) 

(87) A1{C,u}=((x), A2 {C,u}=g(x) 

Losungen, und das Erfulltsein von (86) ist fUr die Existenz der frag­
lichen Losungen auch notwendig. Es gilt 

Z p 

Z (x) = F (x) - JM (x, x') F(x') dx' + .L;rkZk(x) , 
o k=l 

und darum in naheliegender Schreibweise 
1 1 lIP 

C(x) = ((x) - J Ml (x, x') ((x') dx' - J M2 (x, x') g(x')dx' + .L;rk Pk(X), 
( ) 0 0 k=l 
88 1 2 1 2 P 

u(x) = g(x) - J Ml (x, x') ((x') dx' - J M2 (x, x') g(x') dx' + .L;rkfJk(x). 
o 0 k=l 

Die Integralbeziehungen 
2 

(88') JM (x, x') Tk(x') dx' = 0 (k = I, ... , p) 33 
u 

ergeben 
1 1 1 1 

J Ml (x, x') 'Pk(X') dx' + J M2 (x, x') Xk(X') dx' = 0, 
(88" ) o 0 

1 2 1 2 

J M1(x, x') 'Pk(X') dx' + J M2 (x, x') Xk(X') dx' = 0 
o 0 

Nach diesen Vorbereitungen bietet 
gungsfalles keine Schwierigkeiten dar. 
und g ( x) die Ausdrucke 

1 1 

(89) ((x)=V+ ); Vmnp{C,u,v}, 
m+n+p>l 

(k=I, ... ,P).3t 

die Behandlung des Verzwei­
Wir fUhren in (88) fUr ((x) 

m+n+p>l 

(vgI. (70») ein, losen die hierdurch gewonnenen simultanen nicht­
linearen Integralgleichungen durch sukzessive Approximationen auf und 

33 Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 19. 

34 Vorhin sind aile Nullosungen als reell vorausgesetzt worden. Sind 
!Pk, Ok; V'k, Xk komplex, so sind die beiden Integralausdriicke in (85) entspre-

1 1 

chend durch j(rpkCfi,+OkOI)dx und j(V'klfil+XkXI)dx zuersetzen. In (88') 
o 0 

tritt weiter Tk (x') fiir Tk (x') ein, in (88") sind V'k (x'), Xk (x') durch 
'Pk (x'), Xk (x') zu ersetzen. 

3* 
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erhalten, indem wir wie auf S. 20 v (x) = A V (x) setzen, fUr C (x) 
und u (x) die nach r1 , ... , r p' A aufsteigenden Reihenentwicklungen 

1 2 

(90) C (x) = \l5 (r1 , ••• , rp ' A), U ( x) = \l5 (r l' ... , r p' A) . 

Wir gelangen endlich mit Liapounoff zu Verzweigungsgleichungen, 
wenn wir die Gleichungen (86), (89) und (90) beachten. 

Diese Gleichungen gelten, beiHiufig bemerkt, ganz gleich, ob die 
Nullosungen reell oder komplex sind. Demgegeniiber bediirfen die 
Formeln, die man unter Zugrundelegung der Schmidtschen Kern­
zerspaltung erhalt, wie wir wiederholt gesehen haben, einer nahe­
liegenden Modifikation, wenn komplexe Nullosungen auftreten. 

Wir haben bei der soeben abgeschlossenen Behandlung eines Sy­
stems von zwei nichtlinearen Integralgleichungen die in den §§ 1 und 2 
betrachteten Voraussetzungen zugrunde gelegt. Es ist klar, daB man 
im wesentlichen zu den gleichen Ergebnissen gelangt, wenn man von 
den Voraussetzungen des § 3 ausgeht, d. h. wenn man annimmt, die 

1 2 
unendlichen Reihen .2Umnp{C,u,v,} und .2Umnp{C,u,v} seien fUr 
aIle reellen oder komplexen C, u, v mit I C I, I u I < d, I v I <d1 und aIle 
x in (0, I) gleichmaBig konvergent. Die fUr C und u gewonnenen Ent­
wicklungen brauchen dann freilich nicht "regular" zu konvergieren. 

§ 10. Erweiterungen. Wir haben in § 1 der Einfachheit halber 
angenommen, Kmnj (x; xl' ... , xl.) seien durchweg stetige Funktionen 
ihrer e + 1 Argumente. AIle unsere Entwicklungen und Ergebnisse 
bleiben unverandert in Kraft, wenn die vielfachen Integrale 

f. .. J Kmnj (x; xl' ... , xe)ClX ... C;I.! v fl . .. v:e dX1 ... dXe 

fUr aIle stetigen 35 Funktionen C (x) und v (x) unbedingt konvergieren 
und stetige Funktionen von x darstellen, ohne daB Kmnj selbst als 
stetig vorausgesetzt zu werden brauchen. Wie in § 1 wird 

Max .1) f. .. f I Kmnj (x; Xl' ... , Xe) I dX1 ... dXe = Emn 
j 

geschrieben und vorausgesetzt, daB .2 Emn dmd; konvergiert. Statt 
von 0 bis 1, allgemeiner von a bis b, kann man auch die Integra­
tionen von 0 bis 00 oder von - 00 bis 00 erstrecken. Betrachten 
wir etwa eine Integralgleichung von der speziellen Form 

ro co 

C(x) = U(x) - .1) .1) f. .. JKmnj (x;x1, ... ,xe) CIX ... c;evfl ... v:edx1· .. dxe· 
m+n>l j U 0 

35 Auch dies braucht nicht notwendig vorausgesetzt zu werden. So kann 
man, wie wir iibrigens schon friiher bei Behandlung von Systemen nichtlinearer 
Integralgleichungen (vgl. S. 34) gesehen haben, C (x), v (x) abteilungsweise stetig 
annehmen. 
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Sie Hi.Bt sich in allen Stiicken wie die Gleichung (15) behandeIn, 
wenn 

{ .. lKmnj(x; Xl'·· .,X,) 1,;<% •• • 1,;;eVP ... v:edxl ••• dXe 
o 0 

fUr aIle beschrankten, im Endlichen iiberall stetigen 1,; (x) und v (x) 
unbedingt konvergieren und beschrankte, im Endlichen stetige Funk­
tionen darstellen. Jetzt wird 

Obere Grenze .2 !. .. !IKmnj(x; Xl'·· .,Xe) I dxl ••• dx = Bmn 
j 0 0 e 

geschrieben und angenommen, daB LJ Bmn dmd~ konvergiert. 

§ 11. Einige nichtlineare Integro-Differentialgleichungen, die 
sich auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen zuriickfiihren 
lassen. Manche nichtlineare Integro-DifferentiaIgleichungen lassen sich 
ohne weiteres auf Systeme nichtIinearer IntegraIgleichungen von der 
in § 9 behandeIten Art zuriickfiihren. 

Es sei 
de d d dv 

D1,;=a;;,D1,;I=D1,;(xl ) = dx1,;(xl ), ••• ,D1,;e= dx1,;(xe),Dv= dx' 

(91) Umnp{l;,Dl;,v} =.z f. .. !Kmnpj(X;XI, ... ,Xe) 
j 

x 1,;<% 1,;:' ••• 1,;;e (D1,;1 )p, (D1,;2)P2 . .. (D 1,;e)Pe vY vi' ... v;e dXI ... dXf>' 

(ot + otl + ... + ote = m, PI + ... + Pe = n, 
r+rl+··.+re=P, e=m+n+p). 

Wie in §9 nehmen wir an, daB die unendliche Reihe LJBmnpdm+ndf 
mnp 

konvergiert, setzen 

(92) 11,;1 < d, ID1,;I<d, 

fest und betrachten die Integro-DifferentiaIgleichung 

LJ Umnp = 0, 
m+n+p>O 

oder ausfiihrlicher geschrieben 

(93) 1,; (x) + ! KI002 (x, Xl) 1,; (Xl) dXI + ! KOIOI (X, Xl) D1,;1 dX1 

=L(x)v(x)-!KoOI2(X,Xl)V(XI)dxl- ~ Umnp {1,;,D1,;,v}.36 
m+n+p>l 

Wir machen jetzt die weitere Annahme, daB die Funktionen Kmnpj 
stetige Ableitung in bezug auf x, 

c 
a;-Kmnpj = DKmnpj ' 

36 Wir nehmen augenscheinlich K 1001 (x, x,) = 1 an. 
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haben 37 und die unendliche Reihe 2} Cmnpdm+ndi, 
mnp 

Cmnp = Max..}; f. .. J I DKmnpj(x; xl"'" xe) I dXl .. , dXe 
j 

konvergiert. Da 2} Bmnp d m+n di konvergiert, so ist gewiB auch 
die Reihe 

2}(m+p)Bmnpdm+ndi, d<d<d, dl <dl <dl 

konvergent. Aus (93) folgt nun durch Differentiation 38 

(94) DC(x) + JDK100'J(X,xI ) C(xl)dxI + J DKol01(X,Xl)DCldxl 

mit 

= V (x) DL(x) + L (x) Dv(x) - J DK0012 (x, Xl) v (Xl) dXI 
2} U~np{C,DC,v} 

m+n+p>l 

(95) U~npg, DC, v} =..}; J ... J[DKmnpj (x; Xl' ... , Xe) cavY 
j 

+ Kmnpj(x; Xl"'" Xe)( IXC a- 1 DC· vy + yv y- l Dv· Ca)] 
xC:' ... c:e (DC1)P, ... (Dce)Pev;' ... v;e dxl ... dxe. 

Den weiteren Betrachtungen legen wir das System der simultanen 
In tegro-Differentialgleichungen 

(96) C (x) + J K I002 (x, Xl) C(XI) dXI + J KOIOI(X, Xl) ;(XI ) dXI 
=L(x)v(x)-JKoOI2(X,XI)V(XI)dxl- 2} umnpg,;,v} 

m+n+p>l 
und 

(97) ; (x) + J DK100'J (x, Xl) C (Xl) dXI + J DKOIOI (X, Xl); (Xl) dXI 

mit 

= v(x) DL(x) + L (X) DV(x) - J DKoOI'J (X, Xl) v(xl ) dXI 
2} u~npg,;,v} 

m+n+p>l 

u~npg,;, v} =.J) J ... J [DKmnpj(X; Xl' ... , xeg avy 
j 

+ Kmnp/x; Xl' ... , Xe)( aCa-l;vY + yv y- l Dv· Ca)] 
1'''' 1'''12 rP' rPe y, Yo d d 

X"l '''''12 '~l "'~e VI ... ve- Xl'" Xe 

zugrunde. Offenbar sind aIle in § 9 eingefiihrten V oraussetzungen 
erfilllt. 1st nun C( x) und ; ( x) irgendein System von Losungen der 

Gleichungen (96) und (97)38a, dann ist gewiB ;(x) = :x C(x), dem-

37 Insbesondere ist also DL vorhanden und stetig. 
38 Es wird also diesmal angenommen, daJ3 C(x) und vex) stetige Ableitung 

haben und daJ3 I D C I :;;;; d, I D v I :;;;; d1 gilt. 
38a Fur hinreichend kleine Werte von I v I und I D v [. 
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nach C (x) eine Losung der eingangs vorgelegten Integro-Differential­
gleichung (93). In der Tat folgt aus (96) durch Differentiation 

(98) DC (x) + f DK1002 (X, x1)C (Xl) dX1 + f DKol01 (x, X1);(Xl ) dX1 
= vex) DL(x) + L(x) Dv (x) - J DKo012 (x, Xl) v(xl ) dX1 

- ~ umnpg,;,v} 
m+n+p>l 

mit 

(99) Umnp{C,;, v} =.2 J ... f [DKmnpj(X; Xl" '" xI!) cavY 
j 

+ Kmnpj(x; Xl'"'' XI!)( aC a- l • DC ·v y + rvy-l Dv·Ca)] 
X 1-!XI 1-!X1! .,.rJl "'PI! y, YI! d d 

"'1 ••• "'I! ~l ••• ~I! Vl ••• VI! Xl'" X(!. 

Aus (97) und (98) ergibt sich nun, wenn wir voriibergehend 
; - DC = ~ setzen, durch Subtraktion 

Die Glieder unter dem Integralzeichen sind von mindestens erstem 
Grade in bezug auf C, ; und v. Der absolute Betrag der Summe 
rechts faJ.It darum gewiS < 1 aus, wenn Max /v(x)/ und Max IDvl 
hinreichend klein sind. Es muS dann natiirlich 

sein, w. z. b. w. 
In den Anwendungen kommt der Spezialfall KOlOl = 0 identisch 

besonders haufig vor. Es handeIt sich also (vgl. (93») urn die Integro­
Differentialgleichung 

(100) C(x) + J K l002 (x, xJ C(xl ) dXl 

=L(x)v(x)-JK0012(X,Xl)V(Xl)dxl- .2 Umnp{C,DC,v}. 
m+n+p>l 

In den simuItanen Gleichungen (96), (97) fehlen dann die dritten 
Summanden linker Hand. Augenscheinlich hangt die Entscheidung 
dariiber, ob ein reguHirer Fall oder ein Verzweigungsfall vorliegt, 
diesmal davon ab, ob die homogene Integralgleichung 

C(x) + f K1002 (x, Xl) C(Xl ) dx! = 0 

keine Nullosungen oder doch welche hat 39. 

89 Auch jetzt wird natiirlich vorausgesetzt, daB aIle Funktionen Kmnp 

stetige Ableitungen in bezug auf x haben. 
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Einer ganz analog en Behandlung wie die Gleichung (93) ist eine 
Integro-Differentialgleichung von der Form 

(101) C(x) + JEt (x, Xl) C(Xl ) dXl + JE2 (x, x1)DC(xl ) dXl 

+ JEs(x, xl )D2 C(X1 ) dXl = Vex) - .2ug, DC, D'JC, v}, 

zuganglich, wenn in den Integralausdrficken rechter Hand wohl 
d 2 d 2 • 

DCl' ... ,DCe, D'JCl = dx~ C(xl ), ... ,D2Ce= dx2 C(xe), mcht aberDC, 
d 2 • 

D2 C = dx 2 C(x) auftntt. 

Man beachte, daB in (93) linker Hand ein Glied von der Form 
KOIO'J (x) DC (x) nicht vorkommt. Ein Gegenstfick zu (93) bildet die 
Integro-Differentialgleichung 

(102) DC(x) = U(x) 
1 1 

- .2 .2 f. .. J Lmn; (x; Xl"'" xeHI7.C:' ... c;evilv:' ... v:l!dxl ·•• dXe 
m+n>l j 0 0 

(IX + IXl + ... + lXe = m, {J + {Jl + '" + (Je = n, e = m + n). 

Sie ist augenscheinIich der durch Integration gewonnenen Gleichung 

a: a: 1 1 

C(x)=C(O)+fU(x')dx'-.2 .2fdx'f. .. f Lmnj(x';Xl""'xe) 
o m+n>l j 0 0 0 

xC" (x') C:1 ... c;e vfi (x') v:' .. . v:e dXl ..• dXe 

aquivaIent und hat fUr aIle hinreichend kleinen Werte I C(O) lund 
Max I v (x) I eine und nur eine Losung, die also von einem willkfir­
lichen Parameter, C(O), abhangt. 

Allgemeiner sei die Gleichung 
1 

(103) DC(x) = C(x) C(x) + f Cl(x, Xl) C(Xl ) dXl + U(x) 
o 

1 1 

- 1} .2 f. .. f Lmnj (X; xl' ... , Xe)C" C:' ... c;e vP v:1 ••• v:e dXl ••. dXe 
m+n>l j 0 0 

(IX + IXl + ... + lXe = m, {J + {Jl + .. , + (Je = n, e = m + n) 

vorgelegt. Durch Integration ergibt sich hieraus 
a: a: t 

(104) C(x) = C(O) + f C(x') C(x') dx' + f J Cl (x', Xl) C(Xl ) dx'dx l 
o 00 

a: l a: 1 1 

+ f U(x') dx' - 1} 2) f f··· fLmnj (x'; Xl"'" Xe) 
o m+n>l j 00 0 

""( ') ""1 ""e p( ') PI Pe d 'd d x" X "1'" "0 v X vl ... Vn X Xl'" X. - ~ e 
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MaBgebend fUr die Weiterbehandlung und die maglichen Fall­
unterscheidungen ist nach § 4 und § 6 die homogene line are Integral­
gleichung 

x x 1 

(105) C(x) - J C(xl ) C(xl ) dX l - J dx' J Cl(x', Xl) C(Xl ) dX1 = 0, 
o 0 0 

die auch in der Form 
x 1 

C(x) - J C(xl ) C(x l ) dX1 - Ja:(x, Xl) C(x l ) dX1 = 0, 
o 0 

x 

a: (x, Xl) =JC1(x', Xl) dx' 
o 

geschrieben werden kann. Sie hat, wie sich Ieicht zeigen IaBt, keine 
Nullasungen 40. 1st insbesondere identisch C1 = 0, so ist (105) eine 
Volterrasche IntegraIgIeichung. Jedenfalls hat (104) fUr aIle hin­
reichend kleinen Werte von I C ( ° ) I und Max I v ( X ) I stets eine und 
nur eine, von einem wilIktirlichen Parameter abhangige Lasung. 

Zu analogen Ergebnissen fUhrt die Integro-DifferentiaIgleichung 
1 

(106) D9 C(x) = C(x) DC(x) + C1(x) C(x) + J C2 (x, Xl) C(x1) dX1 + U(x) 
o 

1 1 

- }; };f. .. JLmnj(X;X1, ... ,xl.JCrt.C:, ... c:evPv:' ... v;edx1· .. dXI1' 
m+n>l j 0 0 

Durch zweimalige Integration gewinnt man hier zunachst die 
Gleichung 

x x' 

(107) C(x) = C(O) + xDC(O) + J dx' J C(x") D C(x") dx" 
o 0 

x x' x x' 1 

+ J dx' J Cl (x")C( X") dx" + J dx' J dx" J c':! (x", x1)C( Xl) dX l 
o 0 0 0 0 

x x' x x' 1 1 

+Jdx'!U(x")dx"- }; 2:Jdx'Jdx"J ... JLmnj (x";Xl""'Xe) 
o 0 m+n>l j 0 0 0 0 

X rrt.(" If) rrt., rrt.e fi( If) p, Pe d d " X "1 "'''0 V X V1 ••• V n Xl'" X. _ ~ e 

40 In der Tat folgt aus (105), wenn man M=MaxIC(x)1 und 
1 

N = Max (I C (x.) 1 + II c. (x, x.) I dX.) in (0, I) setzt, sukzessive 

x 2 x 3 
IC(x)I$NMx, IC(x)I$N 2 M 2 , IC(x)I$N3M3T, .... 

Die rechte Seite dieser Ungleichheiten konvergiert gegen Null. Man ge­
langt zu einem Widerspruch, wenn man M von Null verschieden annimmt. 
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Hat, wie wir jetzt annehmen wollen, C (x) stetige Ableitung 
erster Ordnung, so HiBt sich der dritte Summand rechts durch teil­
weise Integration auf die Form 

x x' x 

- f dx' f C(x") DC(x") dx" + f C(x') C(x') dx' - x C(O) C(O) 
o 0 0 

bringen. MaBgebend fUr die weitere Behandlung des Problems ist 
nunmehr die homogene Integralgleichung 

x x x' 

C(x) - f C(x') C(x') dx' + f dx' f C(x") DC(x") dx" 
o 0 0 

X 'X' X x' 1 

- f dx' f Cl(x") C(X") dx" - f dx' f dx" f C2 (x", Xl) C(xl ) dXl = O. 
o 0 0 II 0 

Sie hat keine Nullasungen 41. Offenbar hat (107), wenn I C( 0) I, IDC( 0) I 
und Max 1 v (x) I hinreichend klein sind, eine von zwei Parametern 
C(O) und DC(O) abhangige Lasung. 

Wir kehren jetzt zu den Entwicklungen zu Beginn dieses Para­
graphen zuruck und betrachten unter Zugrundelegung der dort ein­
gefUhrten Bezeichnungen und Voraussetzungen die Integro-Differential­
gleichung 

(108) DC(x) + fKolOl (x, xl )DC(x1 ) dXl 

+ KlOOl(X) C(x) + f Kl002 (X' Xl) C(xl ) dXl 
=L(x)v(x)-fKo012(X,Xl)V(Xl)dxl- .2 Umnp{C,DC,v}. 

m+n+p>l 

Wah rend aber a. a. O. (vgl. die Formel (91)) {3 = 0 angenommen 
wurde, so daB rechter Hand Faktoren von der Form (DC)fJ nicht 
vorkamen, darf diesmal {3 > 0 sein. 

Es mage zunachst die homogene Integralgleichung 

(109) DC(x) + f K0101 (X, Xl) DC(x1 ) dX1 = 0 

keine NUllasungen haben. Dann laBt sich (108), als inhomogene 
lineare Integralgleichung in DC aufgefa13t, dUrch Au£lasung nach 
DC(x) ohne weiteres auf die Form (103) bringen. Hat hingegen 
(109) Nullasungen, so wird man etwa mit Herrn Schmidt eine 
Kernzerspaltung vornehmen und ge1angt zu einer Gleichung von der 
Form (103), die mit einigen Parametern behaftet ist. Nach Integration 
und Auflosung der sich hierdurch ergebenden Gleichung wird man in 
naheliegender Weise zur Bildung der Verzweigungsgleichungen schreiten. 

Die soeben skizzierten Entwicklungen liefern zugleich eine neue 
Methode zur Behandlung der Gleichung (94). 

41 Dies Hi.I3t sich mit Leichtigkeit durch "Oberlegungen zeigen, die zu den 
in der FuBnote 40 durchgefiihrten analog verlaufen. 
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§ 12. Eine eindimensionale Randwertaufgabe. Die Entwicklungen 
auf S. 41-42 kann man als Auflosung des Anfangswertproblems fur die 
Integro-Differentialgleichung (106) auffassen. 1m AnschluB daran 
wollen wir eine Randwertautgabe behandeln, die sich leicht auf die 
Auflosung einer nichtlinearen Integralgleichung von der in §§ 2 bis 7 
betrachteten Art zuruckfiihren laBt. Weitere Probleme verwandter 
Natur werden in dem zweiten und dem dritten Kapitel besprochen. 

Es sei P(x) eine in (0, I) erklarte durchaus positive, nebst ihrer 
Ableitung stetige Funktion, q (x) eine beliebige stetige Funktion, 
M(x, Xl) eine stetige symmetrische Funktion. Wir betrachten die 
Integro-Differentialgleichung 

(IIO) d: (p ~:) + qC +! M(x, X1)C(X1) dX1 = U(x) 

_ ~l .2! ... !Lmnj(X;Xl,,,,,Xe)C(J.C:, ... c:evfJv:' ... v:edxl,,.dxe 
m+n>l j 

und suchen diejenigen ihrer etwa vorhandenen Losungen zu bestim­
men, die den Randbedingungen 

(Ill) C(O) = C(I) = 0 

genugen. Bezuglich der in (IIO) rechter Hand auftretenden Integral­
ausdrucke machen wir hierbei naturlich dieselben Voraussetzungen 
wie in § I bzw. § 3. 

Wir schicken einige bekannte Satze aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung voraus. 

Die homogene Differentialgleichung 

(II2) 

kann gewiB nicht mehr als eine regulare, d. h. nebst ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige, in 0 und I verschwindende Lo­
sung haben. Hat sie keine Losung dieser Art, was beispielsweise 
stets eintritt, wenn q < 0 ist, so existiert eine "Greensche Funktion" 
G (~, x), die folgende Eigenschaften hat: 

Sie ist in dem Bereich 0 < x s: I, 0 < ~ < I stetig, erfiillt fur 
o < ~ < I, x =I=~, als Funktion von x aufgefaBt, die Differential­
gleichung (II2) und die Randbedingung (Ill), 

(II3) A{G(~,x)}=O, G(~,O)=GU,I)=O. 

Die Ableitung erster Ordnung hat in ~ den Sprung 
001 

(II4) oX GU, ~ + 0) - oX G(~, ~ - 0) = - P(~)' 

Dbrigens ist G (~, x) symmetrisch, 

(II5) G(~, x) = G(x, ~). 
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Die nichthomogene Differentialgleichung 

(116) 

unter h (x) eine in (0, I) erkHirte stetige Funktion verstanden, hat 
im vorliegenden FaIle eine und nur eine in den Endpunkten des 
Intervalls verschwindende Losung 

(117) C(n = - fG(~, x) h(x) dx. 

Es mage jetzt demgegeniiber (112) eine in 0 und 1 verschwindende, 
der Beziehung f u 2 dx = 1 gemaB normierte Lasung u(x) haben. 
Dann gibt es eine "Greensche Funktion im erweiterten Sinnett 
®U,x) mit 

(118) A {® (~, x)} = u(x) u(~), ® (~, 0) = ® (~, 1) =0, f®(~, x) u(x) dx= 0, 
a a 1 

(119) 8X®(~,~+O)-ax®U,~-O)=-P(~)' ®U,x)=®(x,~); 

Die nichthomogene Differentialgleichung 

(120) 

ist nur dann lasbar, wenn h (x) die Integralbeziehung 

(121) fh(x) u(x) dx = 0 

erfiillt. Die Lasungen sind in der Formel 

(122) c(n = - f®(~,x)h(x)dx + cu(~) (c beliebig) 

enthalten 42. 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu unserem Problem 
zuriick und nehmen zunachst an, daB der zuerst betrachtete Fall 
vorliegt. Nach (1l0) und (1l7) ist alsdann 

(123) C (x) - f f G (x, x') M (x', x1)C (Xl) dX l dx' 

= - f G(x, x') U(x') dx' +.2 .2 f.··f G (x, x')Lmnj(x'; Xl'"'" xI!) 
m+n>1 j 

,.IX( ') ,.IX, ,.IXe fl( ') fl, fled d d' x '0 X '01 ••• 'ol! V X Vi ... VI! Xl. .. XI! X. 

42 Vgl. D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen. Zweite Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1904, S. 213-259, 
insbesondere S. 214-221, oder auch D. Hi! bert, Grundziige einer allgemeinen 
Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, S. 39-45. Man vergleiche 
hiermit die sich auf zweidimensionale Greensche Funktionen im erweiterten 
Sinne beziehenden Entwicklungen des Textes (S. 71). 
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Setzt man zur Vereinfachung 

f G(x, x')M(x', xl)dx' = -N(x, Xl)' 

G(x, X') Lmnj(x', Xl"'" Xe) = - N mnj(X; X', Xl' ... , Xe), 
so erhalt man 

(124) C(x) + fN(x, Xl)C(xl)dxl 

45 

=- fG(x, x') U(x.')dx' - 2) 2) f···fNmnj(x; x', xl'" .,xe) 
m+n>l j 

X C<X(x') C:' ... C;eviJ (x') Vf1 ... v:e dx' dXl ... dXe' 
Dies ist aber eine nichtlineare Integralgleichung von der in 

§§ 2 bis 7 betrachteten Form. Je nachdem die homogene Integral­
gleichung 

C(x) + fN(x,Xl)C(xl)dxl = 0 

NUllosungen hat oder nicht, liegt der Verzweigungsfall oder der 
reguHi.re Fall vor. Dieses Kriterium laBt sich auch so fassen. Es 
liegt der regulare Fall vor, wenn die line are Integro-Differential­
gleichung 

(125) d~ (P:;) +qC+fM(x,Xl)C(x1)dxl =0 

keine in 0 und 1 verschwindende Losung hat. Hat sie demgegen­
iiber NUllosungen (Eigenfunktionen), so handelt es sich urn den 
Verzweigungsfall. Nach Voraussetzung hat namlich die zu (116) ge­
hOrige homogene Differentialgleichung keine in 0 und 1 verschwindende 
Losung. Aus 

d: (p ~:) + qC =h (x), h (x) = - fM(x, xl)C (Xl) dxl , C(O) = C(l) =0 

folgt darum nach (117) 

C(;) = f f@(;,x) M(x, Xl) C(xl ) dXl dx = - fN(;, Xl) C(x1 ) dx l • 

Wir haben vorhin vorausgesetzt, daB die Differentialgleichung (112) 
keine Eigenfunktion hat. Hat sie demgegeniiber eine Eigenfunktion u(x), 
so laBt sich das Problem in ahnlicher Weise, .diesmal unter Zugrunde­
legung der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne <M (;, x) auf 
eine nichtlineare Integralgleichung zuriickfiihren 43. Man kann aber 
auch so vorgehen. Wir schreiben (110) in der Form 

(126) d: (p ~:) + ql C = (ql - q)C - f M(x, Xl )C(X1 ) dXl + U(x) 

- 2) 2) f.··f Lmnj(x; Xl"'" Xe) C<XCf' ... C;eViJVf' ... vte dxl .. · dXe 
m+n>l j 

(ql < 0 konstant) 

43 Dabei erscheint allerdings in der Integro-Differentialgleichung ein Para­
meter, der aus einer Integralbeziehung zu bestimmen sein wird. 
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und erhalten, unter G (~, x) die stets vorhandene Greensche Funktion 

der Differentialgleichung d~ (p~f) + ql' = 0 verstanden, die Be­

ziehung 

'(x) + f G(x, X')(ql- q (x')) C(x')dx' - f f G(x, x')M(x', X1)C(Xl ) dXl dx' 

= - f G(x, x') U(x') dx' + 2) .1) f.··f G(x, x') Lmnj(x'; Xl' ... ,xe) 
m+n>l j 

?ort.( ') ?ort., ?ort.e p( ') P, Ped , d d x I, x 1,1 ••• I,e v X Vl·" Ve X Xl' .. Xe' 

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch jetzt der Verzweigungsfall 
oder der regulare Fall vorliegt, je nachdem die lineare Integro­
Differentialgleichung (125) Eigenfunktionen hat oder nicht 44. 

44 Niiheres iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen einer Integro­
Differentialgleichung von der Form (125) findet sich in meiner Arbeit "Uber 
eine Integro-Differentialgleichung und die Entwicklung willkiirlicher Funktionen 
nach deren Eigenfunktionen", Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, S. 274--285. 



Zweites Kapitel. 

Anwendungen. 
§ 1. Fortpflanzung zweidimensionaler permanenter Oberflachen­

wellen endlicher Amplitude. 1m Verfolg seiner bekannten Unter­
suchungen iiber permanente Wellen bei zweidimensionalen wirbelfreien 
Fliissigkeitsbewegungen 45 ist Herr Levi-Civita auf das folgende 
Randwertproblem gefiihrt worden. Es sind diejenigen von einem 
geeigneten kleinen Parameter abhangigen, in der Flache des Einheits­
kreises K regularen, auf seiner Peripherie C nebst ihren Ableitungen 
erster Ordnung noch stetigen, analytischen Funktionen co = {} + i 7: 
zu bestimmen, die der Randbedingung 

(1) aT = p e-ST sin {} au 
geniigen. In (1) bezeichnet a die von dem Punkte 1 der komplexen 
Ebene im positiven Sinne gezahIte Bogenlange des Kreises, p ist ein 
Parameter, der passend zu bestimmen ist. Wir fassen {} und 7: auf 
C als Funktionen von a auf und bezeichnen sie als solche mit {} ( a ) 
und T ( a). Es solI nun, und dies sind weitere Forderungen, die zu 
erfiillen sind, 

(2) {}(O) =0, {}(-a)=-{}(a), 7:(0)=0, 7:(-a)=7:(a) 
2'" 

geIten. Offenbar wird also f {}da = 0 sein. 
o 

Herr Levi-Civita gelangt zu einer Losung des Problems durch 
ein e1egantes potenzreihentheoretisches Verfahren. Wie wir im 
folgenden sehen werden, laBt sich die Aufgabe ohne Miihe auf die 
Auflosung eines Systems nichtlinearer Integralgleichungen zUrUck­
fiihren und im AnschluB an die Entwicklungen des ersten Kapitels 
erledigen. Es liegt diesmal der Verzweigungsfall vor, doch bietet 
eine Diskussion der Verzweigungsgleichung nicht die geringsten 
Schwierigkeiten dar 46. 

46 Vgl. T. Levi-Civita, Determination rigoureuse des ondes permanentes 
d'ampleur finie, Math. Annalen 93 (1925), S.264-314. 

46 Vgl. die von mir angeregte Leipziger Dissertation von Herrn Franz 
Neumann, Beitrag zu dem Problem der permanenten wirbelfreien Fliissigkeits­
bewegung in KanlUen, Leipzig 1930, S. 1-40. Die Darstellung im Text ist 
erheblich einfacher als die des Herm Neumann. 
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Es sei (n) die Innennormale zu C. Aus (1) und der Beziehung 
aD a. 

- Tn au folgt 

(3) 

Die. fUr die Existenz einer in K reguHiren, dieser Relation ge­
niigenden Potentialfunktion notwendige Bedingung 

2n 2n 

f aD da = - pfe-S.sin l)da = 0 an . 
o 0 

ist gewiB erfiillt, falls 1) und l' den Bedingungen (2) geniigen. 
Es sei a* ein Punkt auf C, und es mage r den Abstand des 

Punktes (x, y) in K von a bezeichnen. 
Es sei weiter e der Abstand der Punkte a und a* und cp der 

von der Innennormale in a mit dem Vektor ~* eingeschlossene Winkel • 
. easq; 1 

Offenbar 1st -e - = 2"' 
Nach bekannten Satzen gilt die Greensche Formel 

2", 2", 

(4) 1 faD 1 1 f a ( 1 ) {} (x y) = - - -log - da + - {} - \ log - d a . , 2n. an r 2n an \ r 
o 0 

LaBt man hier (x, y) gegen a* konvergieren und beachtet man, daB 
der zweite Summand rechts als das Potential einer Doppe1belegung 
gegen 

2", 2", 

nD (u*) + ~ Seas q; 1) da = ~{} (a*) + ~f{} da = ~ l)(a*) 
2n 211: e 2 4n 2 

o 0 

konvergiert, so findet man nach einer leichten Umformung 
2'" 

(5) {} (a*) = - ~f af} log ~ da n an e ' 
o 

mithin wegen (3) sowie (1) und (2) 
2", 

(6) l)(a*) = .Lflog ~ e-3r sin l)da, 
n e 

u 

N unmehr setzen wir 

a* 

1'(a*) =p fe-3rSinl)da. 
o 

e-3r sin 1) = 1) + (e- 3r sin 1) - 1)) 

sowie, unter m eine positive Zahl, unter x eine absolut hinreichend 
kleine Zahl verstanden, 

(7) p=m-x 
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und erhalten nach einer leichten Umformung 
2", 

{} ( a*) - ~ flOg ~ {} (a) d a 
n (! 

o 
2", 2,. 

(8) =- ~J{) (a) log ~ da +t f(e-s<sin {} - {}) log-.!.. da, 
n (! n (! 

o 0 
~ ~ ~ 

l' (a*) - m r{}(a) da = - x J{}(a) da + p f (e-s< sin {} - {}) da. 
o 0 0 

Dies ist ein System von zwei nichtlinearen Integralgleichungen von der 
im ersten Kapitel betrachteten Form,. x ist der "kleine" Parameter des 
Problems 47. Raben die homogenen Integralgleichungen 

2", a* 

(9) {} ( a*) - ~ flog -.!.. {} (a) d a = 0 , 
n (! 

l' ( a*) - m f {} (a) d a = 0 
o o 

Nullosungen, so liegt der Verzweigungsfall vor. Sind Nullosungen 
nicht vorhanden, so handelt es sich urn den regularen Fall. Augen­
scheinlich ist dabei das Verhalten der Integralgleichung 

2", 

(10) {} ( a*) - ~ flog -.!.. {} (a) d a = 0 
n (! 

o 

fUr sich betrachtet maBgebend. 
Betrachten wir die Integralgleichung 

2,. 

( 11 ) {} ( (J*) - A J log ~ {} ( (J) d (J = 0 . 
o 

Nach bekannten Satzen 48 hat sie die Werte !!.- (n = 1,2, ... ) zu Eigen­
n 

werten. Zu A =; gehOren als (normierte) Eigenfunktionen die Funk­

tionen 
cos na 

47 In der zweiten Gleichung (8) wird zwar zwischen 0 und a* statt zwischen 
a* 

o und 2 n integriert, doch laBt sich beispielsweise .f & (a) d a in der Form 

schreiben. 

o 
2r'" . {lfua~~ 
. L(a*,a)&(a)da mIt L(a*,a)= 0 f" -> * o ur a a 

48 Vgl. beispielsweise E. Picard, Sur un the ore me general relatif aux equa­
tions integrales de premiere espece et sur quelques problemes de Physique 
mathematique, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 29 (1910), 
S. 79-97, insbesondere S. 96-97. 

Lichtenstein, Integralg\eichungen. 4 
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Ware m keine naturliche Zahl, so batten die Gleichungen (9) keine 
von Null verschiedenen Losungen. Fur hinreichend kleine i" 1, etwa 
I" i < "0' ware auch p keine naturliche Zahl, und die Integral­
gleichungen (8), die wir in der Form 

2n 2n 

f) (a*) - tflOg ~ f) (a) d a = t flOg !- (e- 3r sin f) - f)) da , 
n (! n (! 

o 0 
/1* a* 

T ( a*) - p J f) ( a) d a = p f ( e - 3 r sin f) - f)) d a 
u u 

schreiben konnen, wurden den Entwicklungen des § 2 gemaB (vgl. 
insbesondere die Bemerkungen auf S. 10) keine absolut unterhalb 
einer angebbaren Schranke gelegenen Losungen, auBer der Null, haben. 
Zu einer nichttrivialen Losung des vorliegenden Problems kann man 
also auf dem in Aussicht genommenen Wege nur kommen, wenn m 
eine naturliche Zahl ist. 

Da es sich diesmal also tatsachlich urn einen Verzweigungsfall 
handelt, so stellen wir, indem wir uns im folgenden der Methode des 
Herrn Schmidt bedienen t9, den Kern 

m 1 
K (a*, a) = - -;r, log e 

der Integralgleichung (10) in der Form 

(12) - m log ~ = - ~ (cos ma* cos ma + sin ma* sin ma) + N (a*, a) 
n (! n 

dar49a. Der neue Kern 

( 13 ) N (a*, a) = - ~ log ~ + ~ cos m (a* - a) 
n (! n 

ist augenscheinlich eine gerade Funktion von (a* - a). Daher ist 

N (a*, a) = N (a, a*) . 
Fuhrt man (12) in (8) ein, so erbalt man 

2n 

( 14) {} ( a*) + J N ( a*, a) {} (a) d a 
o 

2n 2n 

~m~f ~m~f' = ~n~ {} (a) cos mad a + ~n~ {} (a) SIll mad a 
o 0 

2n 2n 

- ~J{}(a) log ~ da + tJ( e- 3r sin f) - f)) log ~ da. 
n (! n (! 

o u 

49 Das Verfahren von Liapounoff wiirde natiirlich ebensogut zum Ziele 
fiihren. 

49a Man vergleiche die Formel (56) auf S. 23. 1m vorliegenden Faile 
kommt das Zeichen + zur Verwendung. 
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Der erste Integralausdruck rechts hat, da nach Voraussetzung 
{)( -0) = - f}(o) ist, den Wert Null. Wir setzen 

2", 

(15) ~ f f} (0) sin mod 0 = r 
o 

und schreiben demgemaB 
2", 

f} (0*) + J N(o*, 0) f} (0) do 
o 

2", 2", 

(16) = rsinmo* ~~!f} (0) log~ do +t!(e-SXsin f} - f}) log ~ do, 
n I} n (! 

o 0 
a* (1* 

1'(0*) = p J f}(o) do + p J (e-sx sin f) - f}) do. 
o 0 

Den Ergebnissen des erst en Kapitels zufolge haben diese Glei­
chungen fUr aIle hinreichend kleinen Werte von I r lund i" I ein und 
nur ein System von L6sungen, deren absoluter Betrag unterhalb einer 
von vornherein angebbaren Schranke liegt 50. 

Die L6sungen lassen sich durch sukzessive Approximationen be­
stimmen und k6nnen nach Potenzen von r und " entwickelt werden 50a. 

Die einzelnen Naherungen bestimmen sich aus den Gleichungen 

(17) 

2", 

1 f} (0*) + J N (0*, 0) If} (0) do = r sin m 0*, 
o 
2" 

2 f} (0*) + f N ( 0*, 0 L f) (0) do 
o 

2", 2" 

= r sin mo* - ~J'If}(O) log ~ do + eJ'(e-S,Xsin If} -If}) log~do, 
n (! n (! 

o 0 
0'* cr* 

2 l' (0*) = p f If) (0) do + p f (e-S,x sin If) - If}) do, .... 
o u 

Es sei 91 (0*, 0) der zu N (0*, 0) geh6rige 16sende Kern. Er ist wie 
N eine gerade Funktion von 0*-0, daher ist 91(0*,0)=91(0,0*). 
Man iiberzeugt sich danach leicht, daB If}, 2f}, ... ungerade, hingegen 
11', 21', ... gerade Funktionen sind. Sind f} = lim nf}, l' = lim n l' die L6-
sungen von (8), so ist, wie verlangt, gewiB f} eine ungerade, l' eme 
gerade Funktion von o. Ferner ist 

2" 

f} ( 0 ) = 0, l' ( 0) = 0 sowie f f} do = 0 . 
o 

50 Es kommen hierbei, da der Kern log ~ nicht beschrankt ist, insbeson-
. B e dere die emerkungen des § 10 in Betracht. 

60a Es ist dabei zu beach ten, daB p = m - x ist. 

4* 
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Wie unmittelbar ersichtlich, enthalten alle N aherungen kf} ( a*), k i ( a*) 
(k=1,2, ... ), darum auch f}(a*),i(a*) selbst r als Faktor. Die 
Entwicklungen der Losung nach Potenzen von r und x haben also 
die Form 

Der Koeffizient von 'r x in der Entwicklung fUr {} (a*) lautet in 
naheliegender ausfUhrlicher Schreibweise 

2:< 2:< 2:< 

(19) -~fsinmaIOg-( ~ )da+~Jm(a*,a')dilfsinmaIOg-(~ ·)da. n ea,a n ea,a 
u 0 0 

Setzt man in (15) fUr {}(a) den Ausdruck (18) ein, so erhalt 
man die Verzweigungsgleichung 

(20) 

2", 

: f 1.l!1(r,u;a*)sinma*da*=r. 
o 

Sie hat (vgl. §§ 6 und 7), da r uberall als Faktor auf tritt, die Form 

(2i) r(ar+bu+ ... )=O. 

Der Koeffizient b bestimmt sich aus (19) und (20), da 
2", 

J m (a*, a') sin m a* da* = 0 
o 

ist 50b, zu 
2:< 2:< 

- ~ f sin m a* d a* f sin m a log -( ~~) d a 
n • e a ,a 

o 0 
2,,; 

If'2 * * 1 = -- sm ma da = -- +0. mn m 
o 

Demnach laBt sich (21) nach u auflosen, und es gilt etwa 

(22) u=1.l!3(r), {}(a*) = {}(r,a*), i(a*)=i(r,a*). 

Die durch (22) fur alle hinreichend kleinen I r I erklarten Funktionen 
p = m - u(r), {}(r, a*), i(r, a*) erfiillen die Integralgleichungen (6). 

Es sei jetzt 
2", 

(23) {}(x, y) = k JlogLe-a, sin {}da 
n r 

o 

.Db Man vergleiche die Formel (**) auf S. 24. 1m vorliegenden Falle ist 
'ifl (x) = 'PI (x) = CPt (x). 
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diejenige in K regulare, auf C nebst ihrer Normalableitung stetige 
Potentialfunktion, die auf C wegen (6) die Werte D(a*) =D('I',a*) 
annimmt. Wie auf S. 48 iiberzeu9t man sich leicht, daB 

2", 

(24) D( a*) = - ~ Jof} log~da 
1T, on (! 

o 
ist. Aus (24) und (6) folgt 

mithin 

Nun ist aber 

2", 

J (:! + pe- 3T sin D) log ~ da = 0, 
o 

of} P - ST • .0 + a;= - e sm'V' C 

2", 2", 

J:!da=o, f e- ST sin Dda = 0, 
o o 

darum auch c = 0 und 
af} p - 3T • .0 a;=- e smv. 

(c konstant). 

1st schlieBlich T (x, y) 
Potentialfunktion, die 

diejenige in K + C stetige, in K regulare 
auf C die Werte T ( a) annimmt, so gilt 

wegen (6) 
OT P -3T '.0 af} 
oa = e sm'V' = -a;' 

Demnach ist T (x, y) nach bekannten Satzen eine zu D (x, y) konju­
gierte Potentialfunktion; D (x, y) + iT (x, y) ist eine Losung des 
Problems. 

Dbrigens folgt aus (24) unmittelbar, daB D(a*) als der Rand­
wert eines Potentials einer einfachen Belegung stetiger Dichte einer 
Holderschen Bedingung geniigt 51. 

Wegen (3) geniigt, da T stetige Ableitung hat, ~! seiber einer 

Holderschen Bedingung. Dies hat aber nach (24) zur Folge, daB 
D (a), darum erst recht T (a), stetige, einer H -Bedingung geniigende 
Ableitung erster Ordnung hat 52. So kann man weiter schlieBen. 

61 Dies besagt, daB f}(u*) eine Ungleichheit von der Form 

1f}(a*+h)-f}(u*)I~A Ihl1 (A konstant,O<.f<l) 

erfiillt (vgl. die naheren Ausfiihrungen auf S. 63). 
62 Die hier zur Verwendung kommenden potentialtheoretischen Hilfssatze, 

die auf O. Holder, Liapounoff und namentlich A. Korn zuriickgehen, finden 
sich in meinem Encyklopadieartikel II C 12, Neuere Entwicklung der Potential­
theorie. Konforme Abbildung, S. 201-203 zusammengestellt. Vgl. namentlich 
auch meine in der FuBnote 2 genannte Arbeit. 
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Man findet, daB f) ((J) und or ((J) stetige Ableitungen aller Ordnungen 
haben 53. 

§ 2. Ein Randwertproblem der Theorie der Warmestrahlung. 
In dem Folgenden betrachten wir ein von Herrn Carleman gestell­
tes nichtlineares Randwertproblem der Potentialtheorie 54. Wahrend 
bei den Entwicklungen des § 1 es sich urn eine von einem kleinen 
Parameter abhangende Lasung, kurz urn eine Lasung im kleinen 
handelt, liegt hier demgegenuber ein Problem im graBen vor. Dieses 
Problem erledigen wir mit Carleman nach einem znerst von Ed. 
Le Roy angegebenen, spater namentlich von S. Bernstein mit 
durchschlagendem Erfolg benutzten Verfahren einer schrittweisen 
Fortsetzung der Lasung 55 in Abhangigkeit von einem geeigneten 
Parameter. Carleman bedient sich im einzelnen der Potenzreihen­
entwicklungen. Wir ziehen mehr potentialtheoretische Hilfsmittel 
her an und suchen AnschluB an die Betrachtungen des erst en Kapitels. 

Es sei T ein von einer geschlossenen stetig gekrummten Flache 5 
begrenztes Gebiet in dem Raume der Variablen x, y, Z, es sei (;, 'Y), C) 
ein Punkt in T, und es mage F (u) eine fur alle nichtnegativen u 
erklarte stetige Funktion bezeichnen, die eine stetige Ableitung hat 
und den Bedingungen 

(25) F ( 0) :::::: 0, F' ( u) > 0 fUr u > 0, F ( u) -+ + 00 fUr u -+ + 00 

genugt. Wir suchen diejenige in T, auBer in (~, 'Y), 0, regulare, pos:­
tive, auf S stetige Potentialfunktion u zu bestimmen, die sich in 

U' 'Y), C) wie ~ (r2 = (~ - X)2 + ('Y) - y)2 + (c - Z)2) verhalt, auf 5 

53 Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind in einigen wesentlichen 
Stell en denjenigen meiner Arbeit, Untersuchungen tiber die Figur der Himmels­
korper, Vierte Abhandlung, Zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Math. 
Zeitschr. 17 (1923), S. 62-110, insbes. S.83-95, nachgebildet. Die potenz­
reihentheoretische Methode von Herrn Levi-Ci vi ta leistet insofern mehr als 
das im Text eingeschlagene Verfahren, als sie zeigt, daB die Funktion {} + iT 
sich auch noch auf dem Einheitskreise regular verhalt. 

Es sei in diesem Zusammenhange auf die Abhandlung von Herrn 
Nekrassow, Sur les ondes permanentes it la surface d'un liquide pesant 
(russisch) (1921, 1922), in der sich das gleiche Problem auf einem anderen 
Wege erledigt findet, hingewiesen (vgl. den Bericht in den "Proceedings of the 
first international congress for applied Mechanics, Delft, 1924", S. 143-145). 
Weitere Anwendungen der Levi-Civitaschen Methode gibt D. J. Struik, Math. 
Annalen 95 (1926), S. 595-634. 

Man vergleiche im Zusammenhang mit diesen Problemen den Aufsatz von 
A. Weinstein, Mathematische Probleme aus der neueren Entwicklung der 
Hydromechanik, Naturwissenschaften 17 (1929), S. 381-385. 

04 Vgl. T. Carle man, Uber eine nichtlineare Randwertaufgabe bei der 
Gleichung LI u = 0, Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 35-43. 

55 Man vergleiche des naheren die Ausftihrungen auf S. 87 und 100. 
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eine stetige 

(26) 

Normalableitung hat und die 

~ =F(u) an 

Randbedingung 

(n Innennormale zu 5) 

erflillt. Von Interesse ist namentlich der besondere Fall F (u) = k u4 

(k > 0), der mit einem Problem des thermischen Gleichgewichtes 
bei V orhandensein von Ausstrahlung zusammenhangt. 

Es ist leicht einzusehen, daB es nicht mehr als eine Lasung der 
verlangten Art geben kann. Es sei im Gegensatz hierzu !:!:. eine wei­
tere Lasung des Problems, und es sei 'Ii. = u - '!i gesetzt. Offenbar 
ist 'li eine in T + 5 stetige, in T reguHire Potentialfunktion, die auf 
5 stetige, der Bedingung 

OV ( o~ =F(u) -F '!i) =F'('!i+f}(u- '!i))'li (O<f}<l) 

geniigende Normalableitung hat. Nun ist 

f[(:~r + (:~rJ dxdy = - f ~ :~da = -f F'('!i + f) (u - '!i)) ~2da 
T S S 

und aus dieser Gleichung folgt wegen F' > 0 augenscheinlich 'li = O. 
Wir ersetzen die vorliegende Aufgabe mit Herrn Carleman 

durch die folgende, scheinbar etwas kompliziertere. Es ist diejenige 
in T, auBer in (~, 'rj, C), regulare positive Potentialfunktion uh zu 

bestimmen, die sich in (~, 'rj, C) wie ~ verhalt, auf 5 stetig ist und 
r 

eine stetige Normalableitung hat und der Randbedingung 

(27) 

gentigt, unter h einen nichtnegativen Parameter verstanden 55a. Ftir 
h = 0 geht (27) tiber in 

OUh 
a:n=uh 

und hat die zu der Randbedingung ~~ = @ gehOrige Greensche 

Funktion (dritter Art) zur Lasung 56• Ftir h = I erhalt man aber 

~;; = F (uh ), uh = U. 1st nun die Lasung des neuen Randwertpro­

blems flir irgendein nichtnegatives h < I bekannt, so laBt sich, wie 
Carleman zeigt und wie wir im folgenden auf einem teilweise ab­
weichenden Wege beweisen werden, auch noch flir aIle h + ("f. mit 

55& Man iiberzeugt sich leicht, daB auch dieses Problem fiir O:;S; h :;s; 1 nicht 
mehr als eine Lasung haben kann. 

56 Niiheres iiber die dritte Randwertaufgabe der Potentialtheorie findet 
sich beispielsweise in meinem EncyklopadieartikeI II C 3, Neuere Entwicklung 
der Potentialtheorie. Konforme Abbildung. S. 279-282. Es ist nicht schwer 
zu zeigen, daB @ auf 5 durchweg positiv ist (vgl. S. 56-57) .. 
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o < IX < IXO' unter lXo einen hinreichend kleinen, festen, positiven 
Wert verstanden, die Existenz der Losung dartun. 

Fur h = 0 ist, wie vorhin bemerkt, die Losung vorhanden, und 
zwar gleich @. Also existiert sie auch fUr h < lXo' Ist lXo;;:::: I, so ist 
das eingangs gestellte Problem bereits ge16st. Ist aber lXo < I, so folgt 
aus dem soeben genannten Satz, daB die Randwertaufgabe (27) fUr 
aIle h < 2IXo eine Lasung hat. Ist 2IXo ~ I, so ist das Carlemansche 
Problem gelast. Andernfalls ware die gleiche tTberlegung zu wieder­
holen. 

Nach einer endlichen Anzahl Schritte gelangt man so von der 
Greenschen Funktion @ zu der gesuchten Lasung. 

Es mage fUr ein bestimmtes h in (0, I) das Randwertproblem (27) 
eine Lasung Uk haben. Wir zeigen, daB Uk auf S gewiB zwischen 
zwei festen positiven Schranken liegt 57. 

Es sei G ( ~, '1], ,; x, y, z) die klassische Greensche Funktion 58, und 
es mage Ak einen Punkt auf S bezeichnen, in dem die in T + S 
stetige, in T regulare Potentialfunktion Uk - G, die auf S mit Uk 

ubereinstimmt, ihren Hochstwert erreicht. Dort ist augenscheinlich 

o 
a:n(Uh-G) <0, 

somit nach (27) 

(28) Uk + h (F (Uk) - Uk) < :~ < Max ~~ = w1 > 0. 59 

Betrachten wir jetzt die Funktion A (t) = t + h (F (t) - t). Es gilt 

A (0) = hF(O) < 0, 
dA (dF) .. Iit=I+h lit-I >0 fur t>O, A -+ +00 fUr t -+ +00. 

Die Gleichung A (t) = w1 hat demnach eine und nur eine positive 
Wurzel y:. Wegen (28) ist gewiB 

und dies gilt auf der ganzen Begrenzung S. 
Es moge in ahnlicher Weise Bk einen Punkt bezeichnen, in dem 

Uk - G sein Minimum annimmt. Dort ist offenbar 
a an (Uk - G) > 0, 

fi? Vgl. Carleman, loco cit. 00, S.40-41. 
1 

fi8 D. h. die in T, auBer im Punkte (;:,1], C), wo sie sich wie - verhalt, 
regulare, auf S verschwindende Potentialfunktion. r 

59 Bekanntlich ist nach C. Neumann ;~ > O. Vgl. beispielsweise 

L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der klassischen Greenschen Funktion, 
Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 319-320. 
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somit wegen (27) 
aG . aG 

(29) uh + h(F(uh ) - Uh) ~ an > MIllan = £02 > O. 

Die Gleichung A(t) = £O'l hat eine und nur eine positive Wurzel y:. 
Wegen (29) ist auf S Uh~y: (yi>O). Wie man sich leicht uber­
zeugt, sind yi und y; stetige Funktionen von h. Es sei Y'l = Min y;, 
Y1 = Maxy; in (0, I). Dann ist 0 < Y'l < Y1 und fUr aIle h in (0, I) 
auf S 

(30) 

Aus (27) folgt, daB ~~ auf S gewiB eine Ungleichheit von der Form 

(2) < aUh < (1) 
y = an = y 

erfUllt. Analoge Ungleichheiten erfilllt die Normalableitung ~~ der 

in T + S stetigen, in T reguHiren Potentialfunktion Uh = uh - ~. 
r 

Nach bekannten Satzen erfiillt Uh' da ~~h stetig ist, auf Seine 

Holdersche Bedingung von der Form 

(31) I Uh( 0'1) - Uh( 0'2) I < A Max I ~~ I e:2' 
unter 0'1 und O''l zwei beliebige Punkte auf S, unter e12 ihren gerad­
linigen Abstand, unter A eine beliebige positive Zahl < 1 verstanden. 
Der Holdersche Koeffizient A hangt nur von A ab 60. Augenschein-

lich hat auch Uh' wegen (27) also auch ~:h eine analoge Eigen-

schaft. Hieraus folgt aber, daB ~:h, ~~, aa:h auf S fUr alle h in (0, I) 

gleichmaBig beschrankt sind und einer Holderschen Bedingung von 
der Form 

(A * konstant) 

geniigen61• Fiir das Folgende geniigt es festzuhalten, daB, unter DB 
eine Ableitung in einer beliebigen Richtung auf S verstanden, 

(32) 
gilt. 

Aus (32) folgt augenscheinlich 

(32') I uh (0'*) - uh(O') I < rd, 
unter d den Abstand der Punkte 0'* und 0' verstanden. 

60 Man vergleiche beispielsweise die Entwicklungen meiner loco cit. • ge· 
nannten Arbeit, S. 327. 

61 VgJ. loco cit. 60, S. 326. 
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Wir nehmen wieder einmal an, unser Problem (27) moge flir 
einen bestimmten Wert h(O < h < 1) eine positive Losung haben. 
Wir versuchen, eine zu h + oc (oc > 0) gehOrige Losung zu bestimmen, 
und setzen zu dem Ende 

Offenbar ist v eine in T + 5 stetige, in T reguHire Potentialfunktion. 
Wegen (27) ist 

(33) :: =Uh+a+ (h+ oc) (F(uh +v) - (uh +-v») - uh- h(F(uh) - Uh) 
= v +h(F(Uh +v) -F(uh) - v) + oc(F(uh +v) - (uh + v») 

= v [1 - h + h (Fu (uh) + ;! FUll ( Uh) + ... )] 
+oc[F(uh)+vFu(Uh)+ ;: FUU(uh)+ ... -Uh-V]. 

Die Beziehung f :: da = 0 gibt 
s 

f v [1 - h +- h (F u( Uh) +- ;! Fu u (uh ) +- ... ) J da 
s 

+ocf[F(uh)+vFu(Uh)+- ~; Fuu(uh)+- ... -uh-v]dO'=O. 
s 

mithin, unter D den Flacheninhalt von 5 verstanden, 

(34) ~fvdO'= ~JV(l-Fu(Uh»)dO' 
s s 

- ~ Jv[;! FUU(uh) +- ;~ FuUU(uh ) +- ... Jda 
8 

- ; f[F(Uh ) +- vFu(uh) +- ;; FUU(uh) +- ... - Uk - v] da. 
B 

Es sei (x*, y*, z*) ein Punkt in T, und es moge GIl ( x*, y*, z*; x, y, z) 
diejenige zu T gehOrige Greensche Funktion zweiter Art bezeichnen, 
die den Randbedingungen 

aG II 4;71; 
(35) a:n= D-' !GIl(x*,y*,z*;O')da=O 6~ 

s 
geniigt. Durch diese Beziehungen und die Festsetzung, daB 

GIl -!(r!=(x*-X)9+-(y*_y)2+-(z*_Z)2) eine in T regulare ". 
Potentialfunktion darstelit, ist GIl vollkommen bestimmt. 

69 Wir schreiben hier wie im folgenden in naheliegender Weise fur 
GII(x., y*, z*; x, y, z), wenn (x, y, z) in den Punkt (1 auf 5 ruckt, Gll(x*,y*,z*; 0'). 
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Es gilt ferner das Reziprozitatsgesetz 

(36) GII(x*, y*, z*; x, y, z) = GII(x, y, z; x*, y*, z*), 

sowie fiir alle 0'* und 0' auf 5 eine Abschatzung von der Form 

(37) 

Aus (35) folgt mit Riicksicht auf (36) 

(38) .r GII(O'*, 0') dO'* = O. 
s 

(B konstant). 63 

1st jetzt v (x, y, z) irgendeine in T + 5 stetige, in T regulare 
Potentialfunktion, die auf 5 auch noch eine stetige Normalableitung 
hat, etwa die soeben eingefiihrte Funktion Uh+a. - Uh' so besteht die 
Beziehung 

(39) V(0'*)=-41:n;fGII(0'*,0')!:dO'+ ;fVdO'.6! 
S s 

Fiihrt man hier fiir ~: und ; J v dO' die vorhin gewonnenen Aus­
s 

driicke (33) und (34) ein, so erhalt man 

(40) V (0'*) + 41:n;fGII(0'*,0')(I-h+hFu(Uh))V(0')dO'- ~f(I-Fu(Uh))VdO' 
s s 

- 4:S GII(O'*, 0') {F(Uh) + vFU(uh) + ~~ FUU(uh) + ... - uh - v}dO' 
S 

--~Jv(;! Fuu(uh) + ;; F"uu(uh)+ ... )dO' 
s 

- ; f{F(Uh) + vFu(uh) + ~; Fuu(uh) + '" - uh - v}dO' 
S 

= A {IX, h; O'*}. 

Dies ist eine nichtlineare Integralgleichung von der im ersten Kapitel 
betrachteten Form. DaB der Kern GII(O'*, 0') nicht beschrankt ist, ist, 
wie wir auf S. 36 bemerkt haben, belanglos. 

1ntegriert man die beiden Seiten von (40) nach 0'* und beachtet 
(38), so findet man unmittelbar, daB eine jede Losung von (40) die 

63 Vgl. beispielsweise meinen Encyklopadieartikel II C 3, S. 250 bis 251. 
64 Vgl. beispielsweise lac. cit. 63, S. 251. 
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Beziehung (34) erfiillt. Es gibt darum gewiB in T + 5 stetige, in T 
reguHi.re Potentialfunktionen V (x, y, z), die auf 5 der Bedingung 

(41) :: =V[l-h+h(Fu(uh)+iFuu(Uh)+"')] 

+ oc [F(Uh) + vFu(uh ) + ~~ FuU(uh ) + ... - uh - v] 

geniigen, und es gilt 

(42) v(a*) = - 41nf Gll(a*, a) :: da + ~ f vda. 
s s 

Aus (42), (39), (41) und (33) folgt v(a*)=v(a*)+C (C konstant)66. 
Demnach ist v(a*) der Randwert einer in T regularen Potential­
funktion v(x,y,z) = v(x,y,z) - C, deren Nonnalableitung den Wert 

(43) !: = v [1- h + h (FU(Uh) + ifFuu(uh) + ... )] 
+ oc[F(Uh) + vFU(uh) + ~; FUU(Uh)+"'-Uh-v] 

hat. 
Es ist nicht schwer zu sehen, daB die homogene line are Integral­

gleichung 

(44) w(a*) + 41nf Gll(a*, a)(l- h + hFu(uh ») w(a) da 
s 

- ~ J w(a) (1- Fu (uh») da = 0 
s 

keine Nullosungen hat, demnach der in I § 4 betrachtete "regulare" 
Fall vorliegt. Andernfalls ware namlich wegen J GII(a*, a) da* = 0 

s 
J w(a){l- h+hFu(uh)}da=O, 
s 

und es gabe eine in T + S stetige, in T regulare Potentialfunktion 
w(x, y, z), so daB auf 5 

aw an =(l-h+hFu(uh»)w 

gilt. Nun ist bekanntIich 

f{( azv)9 + (aW\9 + / aw)9} dT: = -Jw aw da 
ax' ay) ,\az an 

T S 

= - f w2 (1-h+hFu(uh»)da, 
S 

66 Wir denken uns V C;r, y. z) irgendwie normiert. 
mithin auch C einen bestimmten Wert. 

Dann hat ~ f v d (] • 

S 



Ein Randwertproblem der Theorie der Warmestrahlung. 61 

und dies fUhrt, falls nicht identisch w(x,y,z) = ° ist, auf einen 
Widerspruch, da ja 1-h+hFu (uh»0 (O<h<l) ist. 

N ach dem Vorstehenden ist es klar, daB (44) keine N ullosung 
hat, ganz gleich wie die auf 5 erkHirte stetige Funktion Uh' von der 
wir diesmal nur annehmen, daB sie den Ungleichheiten 

(45) 

geniigt, beschaffen sei. Was h betrifft, so kann es beliebige Werte 
in dem abgeschlossenen IntervaIle (0,1) haben. 

Es sei it(a*,a) der zu 
- 1 h 

K(a*, a) = 4n GIl (a*, a) (1 - h + h Fh (Uh)) - D (1 - Fh (uh)) 

gehOrige losende Kern. N ach bekannten Satzen gilt 

it (a*, a) = K (a*, a) + if (a*, a), 

unter Ii (a *' a) eine auf 5 stetige Funktion verstanden (vgl. beispiels­
weise loco cit. 1,), S. 1385 -1387). 

Wir zeigen, daB H(a*, a) gleichmaBig beschrankt ist, d. h. daB 
fur aIle betrachteten h und uh 

(46) [Ii(a*,a)[<yo 

gilt. Angenommen, es sei anders, es gebe demnach eIlle III (0, 1) 
gelegene Wertfolge hi' h2' ... , hn' ... und eine Folge die Ungleich­
heiten (45) erfiillender Funktionen Uh" Uh., ••. , Uhn , ••• , sowie eine 
Folge von Punktepaaren a*", an auf 5, so daB 

(47) H .. (a*n,an)--HX). 

Nach bekannten Satzen laBt sich aus Uhk (k = 1, 2, ... ) eine Teil­
folge aussondern, die gegen eine stetige, den Ungleichheiten (45) 
geniigende Funktion, sie heiBe Uh, gleichmaBig konvergiert, zugleich 
konvergiert die entsprechende Teilfolge aus hl' h2' . .. gegen h.66 

Offen bar gilt in jedeII1 Bereiche, in dem a* =l= a ist, gleichmaBig 

(48) 

darum, wie es sich zeigen laBt, fUr alle hinreichend entfernten Glieder 
der Teilfolge, iibrigens fUr aIle 0* und ° auf 5 gleichmaBig 

H (a*, a) -+ if (a*, a), 

unter K und K + H die zu den einzelnen Individuen der Teilfolge 
gehorigen Kerne und 16senden Kerne, unter K und it + H die 

66 Es handelt sich um den bekannten Satz, daB aus einer Folge gleich­
rnaBig beschrankter, gleichgradig stetiger Funktionen gleichrnaBig konvergente 
Teilfolgen ausgesondert werden kiinnen. (Vgl. beispielsweise H. Hahn, Theorie 
der reellen Funktionen, Berlin 1901, S. 300-309.) 
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entsprechenden ZU Uk und h gehorigen Funktionen verstanden 67. 

Da Ii beschrankt ist, SO sind aIle H(a*, a) der Teilfolge gleichmaBig 
beschrankt, im Widerspruch zu (47). Damit ist gezeigt, daB tat­
sachlich (46) gilt. 

Die IntegraIgleichung (40) hat den Entwicklungen des ersten 
Kapitels gemaB fUr aIle den Ungleichheiten (45) genugenden uh und 
aIle h in (0, 1) eine und nUr eine Losung, sofern ex absolut hin-

reichend klein, etwa i ex I < ~, bleibt. Sind die Ungleichheiten (45) 

erfilllt, so gelangen wir, ausgehend von der uns bekannten, zu h = 0 
gehOrigen Losung @ des Problems (27), nach m Schritten zu der 
zu h = 1 gehOrigen Losung der eingangs gestellten Aufgabe. Es 
ist aber leicht einzusehen, daB die Beziehungen (45) bei dem ge­
schilderten ProzeB der schrittweisen Fortsetzung tatsachlich erfuIlt 

sind. 1st namlich uh etwa fur einen Wert h = ~ (0 < 1 < m) positiv, 

bl 'bt h h f" h 1 + 1 't' S t .. Bt . so el es auc noc ur = ---;;;- POSI IV. ons mu e es emen 

( ll+l> A in dem IntervaIl In' ---;;;- gelegenen Wert h geben, so daB uh 

fUr h < It auf S durchweg positiv ware, fUr h = it hingegen mindestens 
in einem Punkte auf S verschwinden muBte. Dies kann aber nicht sein, 
da doch fUr aIle h < h nach dem Vorstehenden 0 < Yo < uh < Yl gilt. 

§ 3. Die elliptische DHferentialgleichung LIz =F (x,y, z, !:' :;). 
Losung der ersten Randwertaufgabe in ihrer Abhangigkeit von 
den vorgeschriebenen Randwerten. Als eine weitere Anwendung 
der im ersten Kapitel gewonnenen Ergebnisse soU in diesem Para­
graphen das Verhalten der Losung einer nichtIinearen partieIlen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung yom elliptischen Typus bei 
einer kleinen Anderung der Randwerte betrachtet werden. Es sei 
vorweg bemerkt, daB es sich vorlaufig noch nicht um die aIlgemeinsten 
Differentialgleichungen yom eUiptischen Typus handelt, - diese er­
geben Integro-Differentialgleichungen, die sich nicht ohne weiteres auf 
die Gleichungen von der in Kapitel I untersuchten Form zuruck­
fuhren lassen, und soUen erst im nachsten Kapitel studiert werden. Der 
Einfachheit halber woUen wir unseren Betrachtungen zweidimensionale 
Gebiete zugrunde legen. Der Obergang zu drei oder auch mehr als 
drei Dimensionen bietet keinerlei grundsatzliche Schwierigkeiten. 

67 Der zu H (0'*,0') gehorige Fredholmsche Nenner ist von Null verschieden. 
Er ist darum auch fiir aIle hinreichend entfernten Glieder der Teilfolge 
der K(O'*,O') angebbar von Null verschieden. Es ist des weiteren zu beachten, 
daB fiir aIle K eine Ungleichheitsbezeichnung von der Form 

(48') IKI:;;;;allogdl+b 
gilt. 
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Es sei T ein von einer geschlossenen Kurve 5 der Klasse A h 
begrenztes Gebiet in der Ebene der Variablen x -y. Dies besagt, 
daB sich 5 in eine endliche Anzahl von Stticken zerlegen 1a£1, so 
daB in jedem einzelnen SHick entweder y = y (x) oder aber x = x (y) 
gesetzt werden kann, unter y (x) bzw. x (y) Funktionen verstanden, 
die stetig sind und eine stetige, der H-Bedingung (H61derschen Be­
dingung) 

(50) IY'(x+h)-y'(x)I<IXOlhI A bzw. IX'(Y+k)-x'(Y)I<lXolk!A 
(O<A<l), (lXo konstant), 

gentigende Ableitung haben 68. 

Es sei zo (x, y) eine in T + 5 erklarte stetige Funktion, die 
folgende Eigenschaften hat. Sie besitzt in T + 5 stetige partielle Ab­
leitungen erster Ordnung, die ihrerseits einer H-Bedingung 

I :xzo(x+h,y+k) - oOxzo(x,y)l, 
(51) ;. 

I 0: zo(x+h,y+k) - aOy zo(x,y) I <1X1 (h 2 + k 2 )2 69 

gentigen, unter 1X1 eine positive Konstante verstanden, wie spater 
1 1 T . d h 02zo 02zo 02zo 

unter 1X2 ,1X3,.··· m nnern von SIll auc ox2' oxiJy' oy2 vor-

handen und stetig. 1st s die von einem beliebigen Anfangspunkte 
gemessene Bogenlange von 5 und ist auf 5 

zo=cp(s), 
so ist augenscheinlich cp (s) und seine Ableitung cp' (s) stetig, ferner 
gentigt cp' (s) einer H-Bedingung von der Form 

(52) I cp'(s + l) - cp'(s) i < 1X2 [l i". 70 

68 Vgl. die Bemerkungen auf S. 105. 
69 Wir nennen a1 den Holderschen Koeffizienten, A den Holderschen Ex­

ponenten. 
70 Die Holdersche Bedingung (52) ist der U ngleichheit 

obere Grenze 1'1"(s+I)-'1"(5)IIII-l~a2 

(hei festgehaltenem s) aquivalent. Wir set zen zur Vereinfachung 

(52') obere Grenze 1'1"(5+ I) - '1"(5) 11 1 1- 1 = I '1"(s) I" 
und erhalten somit 

(52 If) 

Augenscheinlich ist I '1' '(5) Ii. eine ganz bestimmte, nicht notwendig stetige 
Funktion von s. Der H-Bedingung (51) konnen wir in ahnlicher Weise die 
bequeme Fassung 

(51 ') I oZo I ' 
ox " I oZo I < a Oy.,,= 2 

Hier bezeichnen I oZo lund 
lox .. I ~zo I ganz 

I UY " 
bestimmte Funktionen von geben. 

x und y. 
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SehlieBlieh genugt Zo einer niehtlinearen elliptisehen Differential­
gleiehung von der Form 

(53) 

woselbst F(x,y,z,p,q) eine fur alle (x,y) in T+S und aIle reellen 
oder komplexen z, p und q in dem Bereiehe 

(54) [ I II P - ~zxo II, I iJzo I < R (R k ) z - Zo I, u q - iJy = 0 0 onstant 

erkHirte stetige, in bezug auf die drei letzten Argumente analytisehe 
und reguHire Funktion bezeiehnet. Daruber hinaus erfullt F fUr alle 
(x, y) in T + 5 und alle z, p, q in (54) eine H-Bedingung von der Form 

;, 

[F (x + h, y + k, z, p, q) - F (x, y, z, p, q) [ < *IX (h 2 + k 2f2 
(*IX konstant), 

in abgekurzter Sehreibweise [F I). < *IX. Die Voraussetzung betreffend 
den analytisehen Charakter von F maehen wir nur, urn die im erst en 
Kapitel entwiekelte Theorie unmittelbar verwenden und notigenfalls 
eine Diskussion der Verzweigungsgleiehungen beliebig weit fortfuhren 
zu konnen. Die Konvergenz der sukzessiven Approximationen liiBt 
sieh, wie am SehluB dieses Paragraphen gezeigt werden wird, unter 
weit geringeren Voraussetzungen sieherstellen. 

Es ist leieht zu sehen, daB die partiellen Ableitungen von F in 
bezug auf z, p, q fUr alle (x, y) in T + 5 und alle reellen oder kom­
plexen z, p, q in einem Bereiche 

(*) 

Ungleiehheitsbedingungen genugen, die zu der Beziehung [F I). < * IX 

analog sind. In der Tat ist, unter C Kreislinien vom Radius 
A - A OZ i}z 

Ro (Ro < Ro < Ro) urn die Punkte zo' i}} und i}yo der Ebenen der 

komplexen Variablen z, p und q verstanden, dem Cauehysehen Inte­
gralsa tze zufolge 

F( P) 1 Iff F(x,y,z,p,q) dAdAd A 
x,y,z, ,q =(2niy (z-z)(p-P)(q-q) Z P q, 

c 
somit beispielsweise 

i}F( P) 1 Iff F(x,y,z,p,q) dAdAd" 
i}z x, y, z, ,q = (271:i)3 (Z_Z)2(p_p)(q_q) Z P q. 

C 

Fur hinreiehend kleine [h [ und [k [ , etwa I h [ < ho' [k [ < ko' 
liegen die Wertsysteme x + h, y + k, z, p, q fur alle (*) erfiillenden 
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~, p, q in dem Regularitatsbereiche. Es ist darum auch 

'0 ( h +k P) 1 JffF('+h,y+k'Z'P,q)d~d~d~ TzF x+ ,y ,z, ,q =(2ni)il (Z-Z)2(p-P)(q-q) z p q. 
c 

Aus dieser und der vorstehenden Gleichung folgtleicht fur / h I <ha, 
jk/ <ko 

l'o~F(X + h, y -+ k, z, p, q) - :z F,(x, y, z, p, q)j 
1 

*oc(h 2+k 2):! Jff Idzdpdql 
<~)-3- Minl(z--z)2(p-P)(q-q)I' 

C 

Es ist jetzt leicht einzusehen, daB 

gilt 703. 

Es sei jetzt X (s) eine Funktion, die wie q; (s) beschaffen ist, 
und es sel 

(55) x*=obereGrenze(/X(s)/, /X'(s)/' /X'(S)/l)' 
, Wir nehmen im folgenden an, X* sei hinreichend klein, und ver­

such en diejenigen Losungen z (x, y) der Differentialgleichung 

(56) LIz =F(X, y, z, ::,~) 
zu bestimmen, die in T + S stetig sind, in T stetige partielle Ab­
leitungen der beiden ersten Ordnungen haben, kiirzer dort regular sind, 
und auf S die Werte q;(s) + X(s) annehmen. Mit einem Problem 
dieser Art habe ich mich anlaBlich der Konstruktion eines zwei­
dirnensionalen Feldes von Extremalen in einer im Jahre 1917 er­
schienenen Arbeit in Verallgemeinerung und Weiterfuhrung gewisser 
Untersuchungen von Herrn A. Korn und Herrn H. Miintz be­
scbaftigt 71. Die a. a. O. betrachtete Differentialgleichung ist freilich 
wesentlich allgemeiner als die Gleichung (56) und benotigt zu ihrer 
Bewaltigung der weitergehenden Hilfsmittel des dritten Kapitels. 1m 
iibrigen ist der Konvergenzbeweis, der im foIgendenentwickelt wird, er­
heblich einfacher und durchsichtiger aIs der seinerzeit von mir gegebene. 

'0& Dieser Ungleichheit liegt zunachst die Voraussetzung I hi:;:;;: ho' I k I :;:;;: ko 
zugrunde. DaB sie. notigenfalls bei passender VergroBerung von *oc, nunmehr 
auch fiir beliebige h und k gilt, liegt auf der Hand . 

• 1 Vgl. L. Lichtenstein. Untersuchungen iiber zweidimensionale regulare 
Variationsprobleme. 1. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. Jacobische 
Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalflachen, 
Monatshefte fiir Mathematik und Physik 28 (1917). S.3-51, insbesondere 
S. 18~35. Eine vereinfachte Darstellung findet sich in der zweiten Abhand­
lung dieser Serie. Math. Zeitschr. I) (1919), S. 26-51. insbesondere S. 34-40. 

Lichtenstein, Integraigieichungen. 5 
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Mit dem Verhalten der Losung einer elliptischen Differential­
gleichung der allgemeinsten Art bei einer kleinen Anderung der Rand­
funktion hat sich auch Herr S. Bernstein in seinen bekannten 
grundlegenden Untersuchungen beschaftigt 72. Auf die Methoden und 
Ergebnisse von Herrn S. Bernstein werden wir noch wiederholt 
Gelegenheit haben zuriickzukommen. 

Es mogen ~:, :~ sich auch noch auf 5 stetig verhalten. Wir 

set zen 

(57) 

Offenbar ist Z in T + 5 stetig, hat in T stetige partielle Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung und erfiillt die Differentialgleichung 

(58) L1Z=F(X,y,zo+Z,~:+~, :;+:~)-F(x,y,zo' ~~~, :;) 

oZ oZ 1 {2 oZ (oZ)2} =FzZ+Fp8;+Fqay+"2 FzJ +2Fzp Z a-X+···+ Fqq oy + ... 
F 0 F ( oZo OZo) z= OZ x,y,zo' ox' oy , .... 

SchlieBlich ist auf 5 augenscheinlich Z = X' 
Es sei nun weiter fJ diejenige in T + 5 stetige, in T reguHire 

Potentialfunktion, die auf 5 die Werte X (s) annimmt. Nach be-

kannten Sat zen der Potentialtheorie sind :~, f~ auch noch auf 5 

stetig und erfiillen in T + 5 eine H-Bedingung mit dem Exponenten A. 
Ferner ist 

(59) obere Grenze {lfJl, I ocO I, 1 ~o I, I 000 I, I ~o i } <0':3X*' 73 
: x, I uy x I), i oy I). -

Wir denken uns X* so klein gewahlt, daB 0':3 X* :::; ~ E.o wird, und 
setzen 

Z (x, y) = fJ (x, y) + B (x, y). 

'2 Nahere Angaben finden sich in me in em Encyklopadieartikel II C 12, 
Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung yom elliptischen Typus, S. 1324-1329. Vgl. ferner S. Bernstein, Math. 
Annalen 95 (1926), S.585-594; 96 (1927), S. 633-647. 

73 Vgl. J. Scha uder, Potentialtheoretische Untersuchungen, Teil I, Math. 
Zeitschr. 33 (1931), S. 602-640, insbesondere S. 634. Die entsprechenden 
Satze fur Gebiete der Klasse B h, d. h. Gebiete, die so beschaffen sind, daB die 
auf S.63 eingefiihrten Funktionen y (x) bzw. x (y) stetige, der H-Bedingung 
genugende Ableitungen zweiter Ordnung haben, hat zuerst Herr Korn formuliert 
[vgl. A. Korn, Sur les equations de l'elasticite, Annales de l'Ecole Normale 
(3) 24 (1907), S.9-75, insbesondere S.9-26]. Dabei wird gleichzeitig an­
genommen, daB die Randfunktion stetige, der H-Bedingung geniigende Ab­
leitung zweiter Ordnung hat. Den tatsachlich durchgefuhrten Beweisen der 
Kornschen Arbeit liegen stetig gekrummte Gebiete und Randfunktionen, die 
wie X (s) beschaffen sind, zugrunde. Es sei schlieBlich bemerkt, daB es sich so­
wohl bei Korn wie bei Schauder urn dreidimensionale Gebiete handelt. 
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Die Funktion 3 (x, y) verschwindet auf 5 und erfiillt in T die Diffe­
rentialgleichung 

(60) ,10-F B3_FB3_F3=FB+F~+F~ 
,() P Bx q By • Z P Bx q By 

+ ~{F .. (B + 3)2 + 2F. p (B + 3) (~! + ~~) + ... 

+ Fqg (:: + ~~r} + '" . 
Den weiteren Entwicklungen schicken wir einige Vorbemerkungen 

aus der Theorie der linearen elliptischen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 

( 61) 

voraus, unter a, b, c beliebige in T + 5 erkHirte stetige, in T einer 
H-Bedingung (mit dem Exponenten A < 1) geniigende Funktionen 
verstanden 74. 

Ein grundlegender Satz dieser Theorie besagt: es gibt entweder 
stets eine und nur eine in T + 5 stetige, in T regulare Lasung der 
Gleichung (61), die auf 5 eine beliebige vorgeschriebene stetige Wert­
folge annimmt, und diese Lasung ist identisch gleich Null, falls die 
Randwerte durchweg verschwinden, oder aber es gibt eine endliche 
Anzahl m :21 in T + 5 stetiger, in T reguHirer, nicht identisch ver­
schwindender, linear unabhangiger Lasungen, ~h (x, y), ... , 3m (x, y) > 

die auf 5 durchweg gleich Null sind. In diesem Falle ist die erste 
Randwertaufgabe nur dann lasbar, wenn die Randwerte m bestimmten 
Integralrelationen geniigen, - die Lasung ist nur bis auf einen addi-

l ... m 
tiven Bestandteil von der Form .2} ck3k(X, y) bestimmt. 

k 

In dem zuerst genannten FaIle eindeutiger Lasbarkeit, der ins­
besondere eintritt, wenn in T + 5 iiberall C < 0 gilt, oder wenn das 
Gebiet T "hinreichend klein" 74a ist, gibt es eine zu dem ersten Rand­
wertproblem geharige Greensche Funktion G (~, t'j; x, y) von (61). 

Wir verstehen darunter eine Funktion, die in T + 5 iiberall auBer 
im Punkte (~, t'j) stetig ist, in T stetige Ableitungen erster und 

74 Dies besagt. daB a, b, c in jedem ganz im Innern von T + S enthaltenen 
Bereiche % + @3 einer H -Bedingung (mit dem Exponenten J..) geniigt. Der 
H6ldersche Koeffizient hangt diesmal im allgemeinen von % + @3 abo 

74& Kriterien, die in manchen Fallen dariiber zu entscheiden gestatten, ob 
ein Gebiet als "hinreichend klein" angesehen werden kann, gibt neuerdings 
Herr Max Miiller. Vgl. Max Miiller, Uber die Greensche Funktion des La­
placeschen Differentialausdruckes, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie 
der Wissenschaften, Jahrgang 1929, 6. Abhandlung. 

5* 
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zweiter Ordnung hat und als Funktion von x, y der Differential­
gleichung (61) gentigt, 

(62) "{G(~,1);x,y)}=O, 

die ferner auf 5 verschwindet und in der Umgebung von (~, 1)) sich 

Wle log ~ (r2 .(~ - X)2 + (1) - y)'J) verhalt, so daB 
r 

1 
9 (~, 1); x, y) = G (~, 1); x, y) - log r-

III T durchaus stetig ist, wahrend 

I :!' I flOg ~ 1- 1
, 

iogll 11-1 

I " I i log-uy i I r 

beschrankt bleiben. Von den Eigenschaften der Greenschen Funktion 
seien besonders erwahnt: 

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung ~~, ~~ sind auch noch 

auf 5 stetig~ Es gelten fUr alle nicht zusammenfallenden (x, y) und 
(~, YJ) in T die Ungleichheitsbeziehungen 

(63) 

Geht (~, YJ) gegen 5 bei festgehaltenem 
G (~, YJ; x, y) gegen Null, 

G(~, YJ; x, y)---.O. 

l oG 11 oGI<"6 
ax I' I ay I = r . 

(x, y) in T, so geht 

Es sei h (x, y) irgendeine in T + 5 stetige Funktion, die in T 
einer H-Bedingung gentigt. Es existiert eine und nur eine Lasung 
der Differentialgleichung 

(64) "{3(x,y)}=h(x,y), 

die auf 5 verschwindet. Sie hat in T + 5 stetige, der H-Bedingung 
gentigende Ableitungen erster Ordnung und ist durch den Ausdruck 

(65) 

gegeben. 

(66) 

. 1 f 3 (x, y) = - 2n G (x', y'; x, y) h (x', y') dx' dy' 
T 

Es .gilt weiter 

a 3 1 faG (" ) h (' ') d ' d ' 8i = - 2n 8i x , y ; x, Y x , Y x y, 
T 

° 3 1 J' iJ G (" ) h (' ') d ' d' .5 oy = - 2n ay x , y ; x, y x , y x y. 
T 

75 Man vergleiche hierzu meinen in der FuJ3note 72 genannten Encyklopadie­
artikel II C 12, Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, S. 1287-1291, insbesondere die FuJ3-
note 22. Bei dem Beweise der Formel (65) wird a. a. O. allerdings angenommen, 
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1st h(x,y), im Gegensatz zu unseren bisherigen Annahrnen, in 
T + S schlechthin stetig, so hat die durch (65) erkHirte Funktion 
.8 (x, y) auch jetzt noch stetige, in T + Seiner H-Bedingung mit dem 
Exponenten A 75a geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung, und 
es gelten die Formeln (66). Doch brauchen partielle Ableitungen 

zweiter Ordnung ~2~, ••• , ::~ nicht iiberall in T zu existieren, so daB 

die Differentialgleichung (64) nicht iiberall in T zu gelten braucht. 
Als ihr Xquivalent erscheint die Integralbeziehung 

(64') 1 f [a 2 02 .8(x'Y)=2n G(XI'Yl;X,y) a(x1,Yt)ox1+b(X1'Yl)aYl 
T 

+ C (Xl' Yt).8 (Xl' yJ - h(Xt, YI)] dX1 dYl' 

unter G (xl' Yl; X, y) die klassische, auf S verschwindende Greensche 
Funktion der Potentialtheorie verstanden. 

Wir haben eingangs vorausgesetzt, daB a, b, c in T einer H-Be­
dingung geniigen. 1st diese Voraussetzung nicht notwendig erfiillt, 
ist dernnach lediglich bek3.llnt, daB a, b, C in T + S schlechthin stetig 
sind, so geIten aIle vorhin ausgesprochenen Satze, insbesondere die 
Satze betreffend die Greensche Funktion G (Xl' Yl; X, Y), doch steht 
die Existenz partieller Ableitungen zweiter Ordnung sowohl der Lo­
sungen als auch der Greenschen Funktion selbst in T nicht mehr 
fest, die Differentialgleichungen darum durch aquivalente Integral­
beziehungen ersetzt werden miissen. So tritt beispielsweise fiir (64) 
wieder die Beziehung (64') ein. 

Indem wir jetzt zu unserem eigentlichen Problem der Behandlung 
der Differentialgleichung (60) zuriickkehren, bemerken wir, daB, wenn 
wir a = - Fp ' b = - Fq , C = - F. setzen, diese Funktionen gewiB in T 
. H B d' .. d '1 oZo d oZo d' E' emer - e mgung genugen, un zwar weI a; un 7fY lese 1gen-

schaft haben 75b. Es moge nun das erste Randwertproblem der Diffe­
rentialgleichung (61) stets und darum auch eindeutig losbar sein. 

daB a und b in T + S stetige, in T einer H-Bedingung geniigende Ableitungen 
erster Ordnung haben, so daB eine zu (61) adjungierte Differentialgleichung 

0 2 2 02 2 0 0 
(61') ox2 + oy2 - ox (a.8)-Oy (b2)+c2=O 

existiert. Auch (61') hat in diesem FaIle eine Greensche Funktion H (~, fJ; x, y), 
und es gilt H(~, fJ; x, y) = G (x, y;~, fJ). Unter den Voraussetzungen des Textes 
findet sich die Formel (65) abgeleitet in meiner Arbeit, Neue Untersuchungen 
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom ellip­
tischen Typus. (Erscheint voraussichtlich in dem Bulletin international de 
l' Academie Polonaise des Sciences et des Lettres, 1931 oder 1932.) 

'6& Sogar mit einem beliebigen Exponenten f' < 1. Der Holdersche Koeffi­
zient hangt allerdings von der Wahl von f' abo 

.6b Ubrigens erfiillen im vorliegenden FaIle a, b, c sogar in T + Seine 
H-Bedingung. 
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Wegen (65) kannen wir, indem wir die rechte Seite der Glei­
chung (60) mit h (x, y) identifizieren, schreiben 

3 (x,y) =-2~nf G(X1'Yl;X,y) [F;e1+F£ :~ +F: ::1 +~F:Z(el+3S! 
T 

1 (ao as) I 1 (ao as )lI ] +FZp (e1+31) aX1 + iJx1 +"'+2Fqq iJYl + aY1 + ... dx1dYl' 

(67) Pl F ( () a Zo a Zo ) z = z X1 'Yl'ZO Xl'Yl' ax1 ' aY1 , ••• , 

a.8 I fa) [Ill 1 iJO 1 ao ] ax=-2n ir;G(X1,y1;x,y FZVl+FpiJxl+FqaY1+'" dx1dYl' 
T 

as IIa )111l lao lao ] -a =--2 -a G(X1'Yl;X,y I FzVl+ Fp-a +Fq-a + ... dx1dYl' Y n Y ~ Xl Y1 
T 

Die Beziehungen (67) bilden ein System simultaner Integral-

gleichungen fUr 3, ~~, :~, die der im ersten Kapitel entwickelten 

Theorie zuganglich sind. Sie haben demnach eine und nur eine La­
sung, sobald Max (I e (x) I, I :~ I, I ~f I), oder, was auf dasselbe hinaus­

lauft, sobald x* hinreichend klein ist. Den Ergebnissen des erst en 
Kapitels gemaB ist der Zusammenhang der Funktion 3 (x, y) mit 

e, :~, :: als eine analytische Funktionaloperation anzusprechen, 

da sich 3(x,y), wie iibrigens auch :~ und ~-~, in Form einer "In­

tegralpotenzreihe" von 0, ~~, ~~ darstellen laSt. 

In den Formeln (67) stellt der Klammerausdruck unter dem In­
tegralzeichen eine in T + S stetige Funktion dar. Darum erfiillen 

:~ und :; in T + S gewiB eine H-Bedingung mit einem beliebigen 

Exponenten < 1. (Vgl. S. 69.) Also erfiillt der vorerwahnte Klammer­
ausdruck seinerseits in T + Seine H-Bedingung mit dem Exponenten A. 
Also hat 3 in T stetige Ableitungen zweiter Ordnung und erfiillt die 
Differentialgleichung (60). 

Wir haben vorhin angenommen, daB das erste Randwertproblem 
der Differentialgleichung A{3(x,y)}=O mit a=-Fp' b=-Fq, 
c = - F. stets und darum in einer einzigen Art und Weise lasbar ist. 
Es mage jetzt der andere noch magliche Fall vorliegen, und es magen 
wie vorhin die Funktionen 

(68) 

ein System linear unabhangiger, auf S verschwindender Lasungen 
jener Gleichung darstellen. Wir denken uns diese Funktionen den 

B 'h J d d " {lfUrk=l, Bb' eZle ungen &k &1 x Y = Uk1 = k l gema eshmmt. 
TO" =+= 
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Es gilt nun die foigende Erganzung des vorhin betrachteten Haupt­
satzes. Die Iineare Integraigieichung 

~ (x, y) - 21nf{ a(x', y') a:' G(x', y'; x, y) + b (x', y') a~' G (x', y'; x, y) 
(69) T 

+ c(x', y') G(x', y'; x,y)} ~(x', y') dx' dy' =0, 

in der G (x', y'; x, y) die auf S verschwindende Greensche Funktion 
der Differentiaigieichung L1 u = 0 bedeutet, hat m linear unabhangige 
Nullasungen. Es mage #l(x,y)' ... '#m(x,y) irgendein den Beziehun-

gen f .ok #1 dx dy = ~kl geniigendes System dieser Nullasungen bezeich-
T 

nen 76. Es existiert nunmehr eine voIlkommen bestimmte GreenscheFunk-
tion der Differentiaigieichung (61) "im erweiterten Sinne" ~ (~,1]; x,y), 
die foigende Eigenschaften hat. Sie ist in T iiberall auBer im Punkte 
(~, 1]) stetig, hat daselbst stetige partielle Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung und erfiiIlt die Differentiaigieichung 

m 
(70) A{~(~,1];x,y)}=2n.2#kU,rJ)#k(x,y). 

k==l 

Sie verschwindet auf S und verhalt sich in der Umgebung von (~, rJ) 
1 

wie log -, so daB r 
1 

(71) r U, rJ; x, y) =~ U, rJ; x, y) -Iog-;-

in T durchaus stetig ist, wahrend zugleich 

larll 11-1 larll 11-1 
( 72) a; I log r ' 7iY log r 
d Ib t b h ·· kt bi ·b D' . 11 AbI· a ~ a - . d ase s esc ran el en. Ie partIe en eitungen a;' 7iY sm 

auch noch auf S stetig. Es gelten fiir aIle nicht zusammenfallenden 
(x, y) und (~, rJ) in T die Ungleichheitsbeziehungen 

I ~ ( ~, rJ; x, y) I < (f.7l Iog ~ I + (f.8 ' 1 ~ ~ 1 ' 1 ~ ~ I < ~ . 
Geht (~, rJ) gegen S bei festgehaltenem (x, y) in T, so geht ~ (~,rJ; x,y) 
gegen Null, 

~(~,rJ; x,y)-+O. 

76 Haben a, b, c in T + S stetige, der H-Bedingung geniigende partielle 
Ableitungen erster Ordnung, so gibt (69) nach einer teilweisen Integration 

~ (x, 31)+ 21n f (a:,(a' ~')+ a~' (b'~') - c'~') G (x', y'j x, 31) dx' dy' = 0, 

T 
somit 

a9~ a9~ a a 
ax9 + ay9-- ax(a~)- ay(b~)+c~=O. 

Diesmal sind also 1}1 (x, y), ... , 1}m (x, y) in T regulare, auf S verschwindende 
Uisungen der zu (61) adjungierten Differentialgleichung. 
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Es gilt schlieBlich 

f6; (~, '1; x,y) 3k (x, y) dx dy= 0, 
T 

f @ c~, '1; x, y) {}k U, '1)d~ d'1 =0 
(73) (k=1, ... ,m)_76a 

T 

Es sei jetzt h (x, y) irgendeine in T + S stetige, in T einer 
H-Bedingung geniigende Funktion, die den Integralbeziehungen 

(74) !h(X,y){}k(X,y)dxdy=O 
T 

geniigt. Die Differentialgleichung 

(75) A{3(x,y)} =h(x,y) 

hat gewiB in T reguHire, auf S verschwindende Losungen. Sie sind 
durch die Formel 

m 

(76) B(x,y) =- 21nf 6;(x',y'; x,y)h(x',y')dx'dy' + 1)rk3k(i,y), 
T k=l 

wo r k willkiirliche Konstante bezeichnen, gegeben. Es gilt weiter 
m 

8.8 If8 at (" )h(' ')d'd'+'\'f 83k ~=-2n 8x wx ,y;x,y x,y x y £.Jrk~'. 
T ~l 

m 

8.8 1 f 8 at (" ) h (' ') d ' d ' + '\'f 83k 7}=-2n TWx,y;x,y x,y x Y £.Jrk 7}· 
Y T Y k=l Y 

(77) 

1st h (x, y) in T + S schlechthin stetig, so haben die durch (76) 
erklarten Funktionen auch jetzt noch stetige, in T + Seiner 
H-Bedingung mit dem Exponenten;' 76b genligende partielle Ableitungen 
erster Ordnung, und es gelten die Formeln (77). Wie bei den ent­
sprechenden Betrachtungen auf S. 69 brauchen diesmal partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung nicht liberall in T zu existieren, so 
daB die Beziehung (75) durch die aquivalente Integralbeziehung (64') 
ersetzt werden muB. Das gleiche tritt ein, wenn bezliglich a, b, C, 

entgegen den eingangs gemachten Annahmen, nur bekanntist, daB 
sie in T + S schlechthin ,stetig sind (vgl. S. 69) 77. 

Wir kehren jetzt zu der Differentialgleichung (60) zurUck. Sie 
kann in der Form A{B(x,y)}=h(x,y) mit 

80 80 
(78) a = - Fp' b = - Fq, C = - Fz' h = F.fJ + Fp ax + Fq 8y 

+ ~ {Fz z (0 + B) 2 + 2 Fzp (0 + B) (:~ + :~) + ... } + ... 
76& Vgl. meine am Schlul3 der FuBnote 76 genannte Abhandlung. 
76b Sogar mit einem beliebigen Exponenten p, < 1. Der Holdersche Koeffi­

zient h!l.ngt allerdings von der Wahl von p, abo 
77 Vgl. meine am Schlul3 der Ful3note 76 genannte Arbeit. 
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geschrieben werden. Die F ormel (76) liefert darum 

Iflii( )[ III lao lao (79) 2(x'Y)=-2n WX',Yl;X,y FZV1+FpaX1+FqaY1 
T 

m 

+~Fzlz(Ol+2l)2+F;p(OI +21) (::1 + !!) + ... ]dxldYl + 2)rk crk (x, y). 
k=l 

wobei nach (74) 

( ) f-n ( )[ III lao lao -L 1 1(1I 0)2 Jd d _ 80 ·Uk Xl> Yl Fz VI +Fp aX1 + Fq aY1 J 2Fzz Vl+Dl +... Xl YI-O 
T 

(k=l, .... m) 

sein solI. Aus der Gleichung (79) und den beiden durch Differentiation 

nach X und Y zu gewinnenden Formeln lassen sich 2, :~, :~ in Ab­

hangigkeit von 0 und r k bestimmen. 

Setzt man die so erhaltenen Ausdriicke in (80) hinein, so erhalt 
man m Verzweigungsgleichungen zur Ermittelung von r l' ... , r m' Der 
von uns beschrittene Weg fiihrt, wie man leicht sieht, auf die 
Liapounoffsche Art der Bildung der Verzweigungsgleichungen (vgl. 
S.20). 

Wir haben vorhin, urn die allgemeine Theorie des ersten Kapitels 
anwenden und notigenfalls efne Diskussion der Verzweigungsgleichungen 
belie big weit fortfiihren zu konnen, angenommen, F (x, y, Z, p, q) sei 
eine analytische und reguHire Funktion ihrer drei letzten Argumente 
und erfillle, als Funktion der beiden erst en Argumente aufgefaBt, 
eine H -Bedingung. Die Konvergenz der sukzessiven Approximationen 
Hi.Bt sich allerdings unter weit geringeren Voraussetzungen sicher­
stellen. Es geniigt, wie wir jetzt beweisen wollen, anzunehmen, 
F(x,y,z,p,q) sei fUr aile (x,y) in T+S und aIle z,p,q in dem 
reellen dreidimensionalen Bereiche (54) stetig, besitze daselbst stetige 

partielle Ableitungen ~~, ~:, :: und erfillie in bezug auf X und Y 

eine Holdersche Bedingung IF IA < *(X. Wir schreioen, urn dies zu 
zeigen, die Differentialgleichung des Problems in der Form 

(60') ..12 - F a:8 _ F a:8 _ F 2 = F 0 + F ao + F ao p ax q ay z • pax q ay 

+F(x,y, zo+O+2, po+:~+:!' qo+ !:+i~) 

-F(x, Y, ZO' :~, :;) - F.(O + 2) - Fp (:~ + :~) - Fq (:! + :~). 

Beziiglich der Funktionen Fp' Fq und F. wissen wir diesmal nur, 
daB sie in T + 5 schlechthin stetig sind. Es tritt darum jetzt die 
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Bemerkung auf S. 69 in Kraft, so daB die Differentialgleichung (60') 
durch die aquivalente Integralbeziehung 

(60") 3( ) - 1 f ( . ){ 18S 18S-I-.p13 x, Y - - 2- G xl> Y1' x, Y F PB- + Fq-8 I Z 1 n. x, y, 
T 

111 1 8e 1 8e 1 (8e 8S)}d + Fz V1 + Fp a + Fq a + ... - Fq a + a Xl d Yl 
X, y, y, y, 

zu ersetzen ist. Von hier aus gewinnen wir wie auf S. 70 die Be­
ziehungen 

3 (x, y) = -;; f G (Xl' Yl; X, y) II(x1, Yl) dXl dyl' 
T 

(*) ~~ =-21nf :xG(Xl'Yl;X,y)II(Xl'Yl)dx1dYl> 
T 

8S 1 f B ay= -2n 8y G(X1'Yl;x,y)II(X1'Yl)dx1dy1, 
T 

wo zur Vereinfachung 
8e 8e 

II(x, y) = F.O + Fp 8x + Fq By 

( 
II 8e 8S 8e 8S) +F x,y, zo+v+3, Po+ 8x+a;, qo+ 8y+ay 

-F(x Z 8zo 8Zo)_F(f)+S)_F (~!!.+8S)_F (8e+8S) ,y, 0' ax' ay' P ax ax q 8y ay 

gesetzt worden ist. Nun ist, wie man leicht verifiziert, 

Be 8e (8F II(x,y)=FzfJ+Fpi),~+Fqay +(6+3) 8z -Fz) 

+ (~ + ~) (8F _ F ) + (~ + 83) (8F _ F ) 8x ax 8p p ay ay 8q q' 

(O<~<l). 

Setzt man jetzt 

Q = Max (131, I ~~ !, I °o~ [), Q] = Max (1 6 I, I ~~ I, I ~~ I) in T + 5,77a 

??a W' r> < Ro Ro lr setzen etwa ." = 2' [},;:; '2 voraus, Alsdann wird im Einklang 

mit den Ungleichheiten (54) gewiB I Z I, I ~ i, i ~ II ~ R , 
. iJx I i oy ,- 0 



Die elliptische DifferentiaIgleichung L1Z=F(X,y,z, ~:, :;). 75 

sowie ffir aIle (x, y) in T + S und alle 

I z I, I p I, I q I <!J + Qj 

Max{I~: -F, \, I~~ -Fpl, lo~ -Fq \}= lOC{Q,!J1}, 

oft 0 F ( ozo + ozo + ) Tz" = iii x, y, Zo + z, "BX" p, BY q, ... , 

so findet man 

(**) I 17(x,y) I <oocQ1 + 3(Q + QILoc{Q,Ql}' 

OOC = Max (IF.I + IFpl + IFql)· 
Die Funktion lOC{Q,Ql} ist ganz wie die auf S.14 eingefiihr:te 

Funktion A (D, Q 1) beschaffen. Wegen (**) liegen die Integralaus­
drficke in (*) rechts absolut genommen unterhalb einer Schranke 

(\*) °ocQ1 + (Q + Ql) 2oc{Q,D1} (Ooc konstant), 

wo 2OC{!J,Ql} sich ganz wie A verhalt. 
Es sei .8 eine wie 2 in T + S nebst ihren partiellen Ableitungen 

erster Ordnung stetige Funktion, und es sei 

1.81, I ~~ \' \ ~~ 1 <Q, 12 -31,1 :x (2 -3)\, \ :y (2 -3)1 <u. 

Es mage weiter iJ(x, y) den Ausdruck bezeichnen, den man 
erhaIt, wenn man in 17 (x, y) fiberall 2 durch 3 ersetzt. Es gilt 

• £I 0 00 03 00 ( 3) 
11(x, y) -17(x, y) =F(x, y,zo+1I +.o'Po+ ox + ox' qo + oy + oy 

( . 00 03 00 ( 3 ) 
- F x, y, Zo + 6 + 2, Po +"BX" +"BX"' qo + ay + -oy 

-F(2-3)-F (~- (3)_F (0 3 _ (3 ) 
• p o:r ox q oy oy' 

darum, wie man leicht findet, 

I 17(x,y) -iJ(x,y) I <U aoc{D,Q1 }. 

Auch sOC verhaIt sich wie A. Hieraus erh1l.lt man fast unmittelbar 
die Ungleichheit 

(/*) 1- 21l'IJ G(X1'Yl;x,y)17(x,y)dx1dYl 
T 

+ 21nf G(X1'Yl; x,y) iJ(X,y)dXl dYl i < U 4OC {Q,Ql}' 
T 

sowie die beiden Ungleichheitsbeziehungen, die sich ergeben, wenn 
. oG oG 

man hnker Hand G durch ax bzw. ay ersetzt. 
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Die Funktionen 21X und 41X spielen jetzt augenseheinlieh dieselbe 
Rolle wie die in den Formeln (8") und (11") des ersten Kapitels 
auftretenden Funktionen A und B; °IXQl stellt eine Sehranke fUr 
den Absolutbetrag der Glieder erster Ordnung in (*) reehts dar, 
d. h. der Glieder, die wir bei Behandlung der Funktionalbeziehung 
C(x) = U{ v} +- ~ {C, v} mit U{ v} bezeiehnet hatten. Den a. a. O. 
gewonnenen Ergebnissen zufolge haben die Integro-Differentialglei­
ehungen (*) fUr alle hinreiehend kleinen Q l eine und nur eine Lasung, 
deren absoluter Betrag hinreiehend klein ist. Die partiellen Ablei-

tungen ~~ und ~~ erfiillen in T +- 5 eine H -Bedingung mit dem 

Exponenten A. 77b Aus (60") folgt jetzt, wie sieh leieht zeigen HiJ3t, 
riiekwarts mit Z = Zo +- (J +- 3 die Beziehung 

z(x,y) = -2kJ G(Xl'Yl;X,y)F(x,y,Zl' ::/ ::Jdxdy 
T 

+- (J(x, y) +- (Jo(x, y), 

unter (Jo (x, y) diejenige in T +- 5 stetige, in T regulare Potential­
funktion verstanden, die auf 5 dieselben Werte wie Zo (x, y) annimmt. 

Da :: und ~;, in T +- 5 der H -Bedingung geniigen, so gilt fUr 

den zweiten Faktor unter dem Integralzeiehen das gleiehe. 
Also hat Z in T stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung 

und erfilllt die Differentialgleiehung (56). 
Die Voraussetzungen, die wir den vorstehenden Betraehtungen 

zugrunde gelegt haben, sind im wesentliehen dieselben, die man bei 

Behandlung der Differentialgleiehung Ll z = F (x, y, z, ::' :;) in einem 

"hinreiehend kleinen" Gebiete zugrunde zu legen pflegt 77c. 

Wir haben vorhin stillsehweigend angenommen, daB die Integro­
Differen tialgleieh ung 

3(x, y) = -2~J G(Xl' Yl; x, y) [F£ ~~ +- F: ~~ +- Fz1 3l] dXl dyl' 
T 

welche diesmal die Differentialgleiehung 

03 03 3 Ll3-F --F --F =0 p ox q oy z 

zu vertreten hat, keine in T +- 5 nebst ihren partiellen Ableitungen 

77b 50gar mit einem beliebigen Exponenten f1 < 1. Der Holdersche Koeffi­
zient hangt allerdings von der Wahl von f1 abo 

770 Vgl. E. Picard, Memoire sur la theorie des equations aux derivees par­
tielles et la methode des approximations successives, Journal de Mathematiques (4) 
6 (1890), S. 145-210, insbesondere S. 156-162. Siehe auch beispielsweise den 
Encyklopadieartikel II A 7c von A. 50 mmerfeld, S.524. 
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erster Ordnung stetige Lasung hat. Trifft diese Annahme nicht zu, 
so wird man von der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne 
6) (xl' Yl; x, y) Gebrauch machen und im iibrigen wie vorhin verfahren. 

Wir kehren noch einmal zu der Differentialgleichung (60) zuriick. 
Sie laBt sich, wie wir jetzt zeigen wollen, noch auf eine andere 
Weise auf eine nichtlineare Integralgleichung von der im ersten 
Kapitel behande1ten Form zuriickfUhren. Man setze 

2(x,y) = --i;;;f G(Xl' Yl; x,y) Sldx1 dY1' 
T 

unter Seine in T + 5 stetige Funktion verstanden. Dann ist 

~- -~f~'i) dx d ~- -~f~'i) dx d ox - 271: ox "h 1 Yl' oy - 271: oy <\)1 1 Yl 
T T 

und, wenn, wie wir annehmen wollen, S in T einer H -Bedingung 
geniigt, 

+ F.p (0 - 2~J C3l dXl dYl) (~! - 2~J ~~ 31 dXl dYl) + ... 
T T 

Dies ist die Beziehung, die wir im Sinne hatten 7 i d. 

Als ein wesentliches Ergebnis unserer Betrachtungen ist die Fest­
stellung anzusehen, daJ3 fUr die Unterscheidung, ob ein "reguHirer" 
Fall oder ein "Verzweigungsfall" vorliegt, das Verhalten der ,,]acobi­
schen Differentialgleichung" 

( ) <) 03 03 
81 ,10 - Fpai - Fq8; - Fz2 = 0 

maJ3gebend ist. Aus der Tatsache, daJ3 (81) Nullasungen hat, dem­
nach der "Verzweigungsfall" vorliegt, folgt iibrigens, wie wir wissen 
(vgl. I, § 7), keinesfalls, daJ3 tatsachlich Verzweigungen, insbesondere 
reelle Verzweigungen existieren. So haben die in II, § 1 betrachteten 
Integralgleichungen (8) allemal nul' eine einzige Lasung, trotzdem es 
sich dart urn einen Verzweigungsfall handelt . 

., d V gl. L. L i c h ten s t e iII, Z ur Theorie der linearen partiellen Differen tial­
gleichungen zweiter Ordnung des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909), 
S.559-575, insbesondere S.566 die FuBnote *). 



78 Anwendungen. 

§ 4..Die Differentialgleichung A z = F ( X, y, z). Wir wollen 
noch den besonderen Fall der DifferentiaIgleichung 

(82) Az =F(x, y,z) 

etwas naher betrachten. Die den vorhergehenden Entwicklungen 
zugrunde liegenden Voraussetzungen lassen sich jetzt durch andere, 
weniger einschrankende ersetzen. So genugt es, vorauszusetzen, daB 
T von einer beliebigen Jordanschen Kurve 

(83) x = x(t), y=y(t), 

begrenzt ist und daB Zo sich in T + S stetig verMlt, in T stetige 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat und die Differential­
gleichung 

(84) Llzo=F(x,y,zo) 

erfiillt. Die Randwerte von Zo stellen diesmal eine schlechthin stetige 
Funktion von t dar. Sie heiBe rp(t). Die Funktion F(x,y,z) ist 
fur aIle (x, y) iIi T + S und aIle reellen und komplexen z mit 
I z - Zo I s: Ro erklart und in bezug auf ihr drittes Argument ana­
lytisch und regular. Als Funktion ihrer beiden erst en Argumente be­
trachtet, erfiillt F fUr aIle (x, y) in T + S und alle z mit I z - Zo I < Ro 
eine H -Bedingung. Wie bereits auf S. 64 bernerkt, machen wir die 
Voraussetzung betreffend den anaIytischen Charakter der Funktion 
F (x, y, z) nur der Einfachheit halber, urn die im ersten Kapitel 
entwickelte allgemeine Theorie ohne weiteres verwenden zu k6nnen. 

Urn die Konvergenz der sukzessiven Approximationen zu sichern, 
genugt es, den Ergebnissen auf S.73ff. zufolge, anzunehmen, F(x, y, z) 
sei fur aIle (x, y) in T + S und aIle reellen z mit I z - Zo I < Ro 
nebst der partiellen Ableitung ~~ stetig und erfiille, aIs Funktion 

der beiden ersten Argumente betrachtet, fUr aIle z mit I z - Zo I < Ro 
in T + Seine H -Bedingung 77e. 

77. Mit den Losungen der Differentialgleichung (82) in der Nachbarschaft 
einer gegebenen Losung beschaftigt sich neuerdings in mehreren Arbeiten Herr 
R. Iglisch. Vgl. namentlich ·seine Dissertation, Reelle Losungsfelder der 
elliptischen Differentialgleichung Au = F (u) und nichtlinearer Integralglei­
chungen, Math. Annalen 101 (1929), S.98-119, sowie: Aufbau der Theorie der 

ersten Randwertaufgabe von Au = F(u, x, y) bei aF(u, x, y);;;;;; 0 mit Hilfe 
au 

linearer Integralgleichungen, Jahresber. d. D. M. Ver. 39 (1930), S.159-163. 
Die nichtlineare Integralgleichung des Problems wird von Herrn Iglisch 
durch sukzessive Approximationen gelost. Dabei wird angenommen, daB 

Fund :: stetig sind und iiberdies :: die Lipschitzsche Bedingung 

I aau F( us) - :u F( u1) I <Const·1 ug - u11 erfiillt. (Man vgl. weiter unten S. 83.) 
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Es sei schlieBlich X (t) eine beliebige stetige Funktion, und es sei 

X* = Max \ X(t) \. 

Gesucht werden diejenigen in T + S stetigen, in T reguHiren 
LOsungen der Differentialgleichung (82), die auf S die Werte cp (t) + X (t) 
annehmen 78. 

Die nichtlineare Differentialgleichung (60) nimmt jetzt die sehr 
einfache Form 

(85) 
LIB - F.B = F.6 + 21, F •• (6 + B)2 + 31, F •• z(6 + B)3 + . 0 0' 

a 
F.= azF(x, Y, zo(x, y»), ... , 

an. Hat die "Jacobische Differentialgleichung" 

(86) LIB -F.B =0 

keine Null6sungen, was gewiB der Fall ist, wenn beispielsweise Fz ;:;::: 0 
gilt, so existiert eine Greensche Funktion GU, 'Y); x, y) von (86), sie 
ist diesmal symmetrisch, und wir gelangen wie auf S. 70 zu der 
nichtlinearen Integralgleichung 

B(x, y) = - 2~f G(Xl' Yl; x, y) 
T 

(87) X[FzI61+2\Fz~(61+Bl)2+3\FzIzz(61+Bl)3+ ... Jdxldyl' 79 

Fz1 = Fz (Xl> Yl, Zo (Xl' Yl»)' .... 

Man kann aber auch, unter Zuhilfenahme der klassischen Greenschen 

'8 Dabei bezeichnet f{J (t) natiirlich die Randfunktion der Ausgangslosung ZOo 

'9 Das Integral Jist hierbei als ein "inneres" Integral aufzufasseno Es sei 
T 

T I , T 2 , 0 0 0 irgendeine Folge von Gebieten, die folgende Eigenschaften haben. 
Aile Tn sind in T enthalten; allemalliegt Tn + Sn ganz im Innern von T n+1 ; jeder 
Punkt von T liegt von einem n an in allen T n0 Es sei ferner f(x, y) irgend­
eine in T + S erkHirte stetige Funktion. Es ist dann, wie man leicht zeigen 

kann, lim f f(x, y) dx dy vorhanden und von der speziellen Wahl der Folge 
n~oo Tn 

{Tn} unabhangig. Wir set zen 

ff(x,y)dxdy= lim ff(x,y)dxdy. 
T n4000 Tn 

Man beachte, daB T nicht notwendig einen Inhalt im Sinne von Peano und 
Jordan oder auch nur ein MaB im Sinne von Lebesgue hat. DaB auch jetzt 
noch die Auflosungsformel (65) mutatis mutandis gilt, folgt leicht aus den Er­
gebnissen meiner Arbeit, Uber die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie, 
Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellschaft 15 (1916), S.92-96. 
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Funktion der PotentiaItheorie G (;, 'YJ; x, y) den weiteren Betrach­
tungen in naheliegender Weise die nichtlineare Integralgleichung 

(88) 3(x, y) +~~-f G(Xl' Yl; x, y) Fz13(xl, Y1) dXI dYl 
T 

--~-fG( . )fFl(J +~Fl(ll _LQ )2+ ld d - 271: Xl'Yl'X,Y L z I 2! ZZVI 1"-11 "'J Xl Yl 
T 

zugrunde legen. Die maBgebende line are homo gene Integralgleichung 
hat im vorliegenden Falle keine Nullosungen; es liegt der regulare 
Fall VOL Es gibt fUr alle hinreichend kleinen x* eine und nur eine 
Losung. 

Hat demgegeniiber die Gleichung (86), darum auch die so eben 
erwahnte line are Integralgleichung Nu1l6sungen, so liegt der Ver­
zweigungsfall vor. Die Diskussion der Verzweigungsgleichungen hat 
nach dem in I, § 7 entworfenen Schema zu erfolgen und bietet keinerlei 
Schwierigkeiten dar. 

Wir wollen den einfachsten Fall, daB die Jacobische Differential­
gleichung Ll3 -- Fz 3 = 0 nur eine auf 5 verschwindende Eigenfunktion, 
somit die lineare Integralgleichung 

(89) 3 (x, y) + 2~-J G (Xl' Yl; X, y) Fz (Xl' Yl' Zo (Xl' Yl») 3 (Xl' YI ) dXl d YI = 0 
T 

nur eine Nu1l6sung hat, etwas naher betrachten. Aus (89) folgt 

f Fz3 2dxdy =- 2~f f G(XI' YI; X, y)FzF; 
T TT 

x 3(x, y) 3(Xl' Yl) dxdy dxldYl < 0, 

da, wie man weiB, der Kern G (Xl' Yl; X, y) positiv definit ist. Man 
kann darum die Nu1l6sung, wir nennen sie 5 (x, y), gewiB so nor-
mieren, daB 
(90) 

wird. Wir set zen 

( 91) 
1 1 

271: G(Xl' Yl; x, y) = 271: G(x, Y; Xl' Yl) 

= L(x, y; Xl' YI) + 5(X, y) 5(xl , Yl ) 

und behaupten, die lineare Integralgleichung 

3(x, y) + J L(x, Y; Xl' YI) F; 3 (Xl' YI ) dXl dYl = 0 
T 

hat keine von Null verschiedene L6sung 79a. 

79& Man sieht leicht, daJ3 der Kern L (x, Y; Xl' YI) Fi nicht der auf S. 21ff. ge­
gebenen Vorschrift gemaJ3 gebildet ist. 
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Es sei im Gegensatz hierzu 

somit 

(92) &o(x, y) + 2~.r G(x, Y; Xl Yl)F; &0 (Xl' Yl) dxldYl 
T 

81 

= &(x, y)h(x1 , Yl) F;&O(Xl' Yl ) dxldYl' 
T 

Multipliziert man rechts und links mit F. &(x, y) dxdy und inte-. 
griert iiber T, so findet man wegen (90), da ja & (x, y) der Glei­
chung (89) geniigt, 

(92') f &o(x, y) F. &(x, y) dxdy = O. 

Aus (92) schlieBen wir, daB &o(x, y) der Integralgleichung (89) ge­
niigt, mithin &o(x, y) = C'&(x, y) (c' konstant) gilt. Aus (90) und 
(92') folgt aber c'=O, darum &o(x,y)-O, W.z. b.w. 

Es sei M(x, Y; Xl' Yl) der 16sende Kern der inhomogenen Integral­
gleichung 

3 (x, y) + f L(x, Y; Xl' Yl) F; 3(Xl' Y1 ) dX j dYl = f(x, y). 
T 

Nach (90) und (91) ist, da &(x, y) die Gleichung (89) erfiillt, 

(*) f L(x, Y; Xl' Yl) Fi & (X1' Yl) dX1 dYl = O. 
T 

Nach bekannten Satzen ist 80 

M(x, Y; Xl' Y1) +.r M(x, Y; x2 ' Y2) L(X2' Y2; Xl' Y1) F; dx'J dY2 
T 

und 

M(x, Y; Xl' Yl ) 

+ J L( X, Y; x2' Y2) F. (X2' Y2' Zo (X2' Y2») M(X2' Y2; Xl' Yl ) dX2 dY2 
P 

= L(x, Y; Xl' Yl) F;. 
Hieraus und aus (*) folgt 

(**) f M(x, y; Xl' Y1) & (Xl' Yl) dXl dY1 = 0 
T 

sowie 

(***) f M(x, Y; Xl' Y1)F. &(x, y) dxdy = O. 
T 

Fiihrt man jetzt in (88) fiir 2~ G(Xl' Yl; X, y) den Ausdruck (91) 

80 Vgl. loco cit. 17 S. 1372. 
Lichtenstein, Integralgleichungen. 6 



82 Anwendungen. 

ein, so erhalt man mit 

(93) r = -JFz3(x, y) 5(x, y) dxdy, 
T 

(94) 3 (x, y) -I- J L( x, y; xl' Yl) F; 3 (Xl' Y1) dX1 dY1 
T 

= r& (x, y) - 2~ f G(Xl' YI ; x, y) [FzI 01 -I- 2\ FZ~(Ol -I- 31)2 
T 

-I- 31!Fz\z(01 -I- 31)3 -I- ... J dXl dY1' 

Die Fredholmsche Auflosungsformel liefert jetzt wegen (* *) 

(95) 3ex, y) =r&(x, y) 

- 2~ f G(X1' Yl; x, y) [F:01 -I- ;!FZ\(Ol -I- 31)2 -1- ... ] dXl dY1 
T 

-I- 2~ f f M(x, Y; x', Y') G(X1' Y1; x', Y') [F:Ol 
TT 

und nach Auflosung dieser Gleichung dUrch sukzessive Approximationen 

(96) 3(x, y) = r5(x, y) - 2~ f G(Xl' Yl; x, y)FzlOI dXl dY1 
T 

-I- 2~ f f M(x, y; x', y') G (Xl' Y1; x', Y') Fzl 01 dx' dy' dx] dYl -I- [0, rJ2' 
TT 

unter [0, r J2 die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer Ordnung 
verstanden. Nach Einsetzen in (93) erhalt man, wenn man den in § 6 I 
gemachten Festsetzungen gemaB 0 = J.J9 schreibt und beachtet, daB 

(97) 

J M(x, y; x', y') Fz 5(x, y) dxdy = 0, 
T 

- 2lnf G(X1' Yl; X, y) Fz 5(x, y) dxdy = 5(xl , Yl) 
T 

ist, die Verzweigungsgleichung in der Form (vgl. § 7 I, insbesondere 
die Formel (61) I) 

(98) A J Fzl e (Xl' Y1) 5(x1, Y1) dXl dYl -+ Aoo A 2 -I- A01 Ar -I- All r2 
T -I-AoooA3-1-Ao01).2r1-j-AollAr2-j-A1l1r3-j- ... =0. 

Es mage J FzI e (Xl' Yl ) 5 (Xl' Y1 ) dX1 d Y1 nicht verschwinden, 
T 

etwa > ° sein. 
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1st All> 0, so gehOren Zu negativen, absolut hinreichend kleinen A 
zwei reelle r, somit zwei reelle Losungen des vorliegenden Randwert­
problems. Ffir positive A sind die beiden Losungen imaginar. 

Es sei j etzt All = 0, und es moge r q (q > 2) die niedrigste Potenz 
von r sein, deren Koeffizient AI ... 1 nicht verschwindet. Wir finden 

( A f )~ r= -~.-:-:-;,- F:e(X1 'Ylh(X1 'Yl)dx1 dYl q+ .... 
T 

1st q gerade, so gehOren zu absolut hinreichend kleinen A mit 
A Al ... 1 < 0 zwei reelle und q - 2 imaginare Losungen, kleinen I A I 
mit AA1 ... 1 > 0 entsprechen q imaginare Losungen. 1st aber q un­
gerade, so gibt es ffir aIle absolut kleinen A allemal eine reelle und 
q - 1 imaginare Losungen 81. 

In einer ganz ahnlichen Weise HeBe sich die Abhangigkeit der 
Losung der zweiten oder dritten Randwertaufgabe von den vor-

81 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber zweidimensionale reguHire 
Variationspro bleme I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. J aco bische Be­
dingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalflachen. Monats­
hefte fiir Mathematik und Physik 28 (1917), S.3-51. A. a. O. liegt den Be­
trachtungen eine Differentialgleichung wesentlich a11gemeineren Charakters 
zugrunde. (Man vergleiche die naheren Ausfiihrungen weiter unten S.10lff.) Die 
Diskussion bezieht sich auf den Fall q = 2. In meinen Arbeiten iiber die Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten (vgl. die FuBnote 117) habe ich ins 
einzelne gehende a11gemeingiiltige Entwicklungen in derselben Form wie im Text 
(S.25f£') gegeben. Dort wird auch der Fall q > 2 erledigt. 

Auf die ganz spezie11e Differentialgleichung (82) ist (vgl. die FuBnote 77.) 
neuerdings Herr R.Iglisch in mehreren Arbeiten zuriickgekommen. Man ver­
gleiche auBer den in der Anmerkung 77. genannten Abhandlungen: a) Uber die 
Vielfachheit einer Lasung in der Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen 
von E. Schmidt, Jahresb. d. D. M. Ver. 39 (1930), S. 65-72; b) Uber 
die Verzweigung von Lasungen bei der elliptischen Differentialgleichung 
11 u = F ( u, x, y) und nichtlinearen Integralgleichungen, ebenda S. 64-65; 
c) Zur Theorie der Schwingungen, Monatshefte f. Math. u. Physik 37 (1930), 
S.325-342. Herr Iglisch findet (vgl. loco cit. b)), daB ich "ein etwas a11-
gemeineres Problem" behandle, und legt besonderes Gewicht auf den Ubergang 
von q = 2 zu q > 2. Es erscheint demgegeniiber nicht iiberfliissig zu bemerken, 
daB die von mir a. a. O. betrachtete Differentialgleichung sich nicht auf ein 
System nichtlinearer Integralgleichungen von der im ersten Kapitel betrachteten 
Form zuriickfiihren laBt (vgl. weiter unten die Ausfiihrungen des Textes S.88ff.). 

In einer spateren Arbeit, Zur Theorie der ree11en Verzweigungen von La­
sungen nichtlinearer Integralgleichungen, Journ. f. Math. 164 (1931), S. 151-172 
beschaftigt sich Herr Iglisch mit der Diskussion eines Systems von Verzwei­
gungsgleichungen. Wie in den friiheren Arbeiten handelt es sich dabei urn die 
spezie11e nichtlineare Integralgleichung von der Form 

w(s)+ 21nf G(s, t) H(w(t), t) dt = h(s), 

unter G (s, t) einen symmetrischen Kern, unter H (w (t), t) eine in w analytische 
Funktion verstanden. 

6* 
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geschriebenen Werten der Normalableitung oder einer linearen Kom­
bination der Randwerte und der Werte der Normalableitung verfolgen. 

Man wiirde den Betrachtungen geeignete Greensche Funktionen 
zugrunde legen und mutatis mutandis wie auf S. 77 verfahren 8\!. 

Auch wenn es sich bei vorgeschriebenen Randwerten oder Werten 
der Normalableitung der Losung um die Abhangigkeit dieser von ge­
wissen in der Differentialgleichung selbst auftretenden Parametern 
handelt, wird man sich analoger Uberlegungen bedienen. 

Die Differentialgleichung (82) ist der Integralgleichung 

z(x, y) = - 21n f G(Xl' Yl; x, Y )F(Xl' Y1 , z(x1 ' Yl») dX1 dYl 
T 

+ 60 (x, y) + 6(x, y) 

aquivalent, unter 60 (x, y) diejenige in T + 5 stetige, in T regulare 
Potentialfunktion verstanden, die auf 5 mit Zo (x, y) ubereinstimmt; 
16 (x, y) I gilt hierbei als hinreichend klein. Nach Voraussetzung ist 
eine Losung zo(x, y) derjenigen Integralgleichung, die man erhalt, 
wenn man 6(x, y) vollends gleich Null setzt, bekannt. 

Allgemeiner konnte man der Betrachtung eine Integra1g1eichung 
von der Form 

u( s) = f ~(s, t) F(t, u(t), A) dt 
T 

zugrunde legen, wo das Integrationsgebiet T ein- oder mehrdimensional 
sein kann und zur Abkurzung mit s und t Punkte in T bezeichnet 
werden. Fur einen bestimmten Wert Ao des Parameters A ist eine 
Losung uo(s) dieser Integralgleichung bekannt. Zu bestimmen sind 
etwaige Losungen fUr Werte des Parameters, die sich von Ao hin­
reichend wenig unterscheiden. Wir nehmen der Einfachheit halber 
an, ~ (s, t) sei stetig, F sei in bezug auf das erste Argument stetig, 
in bezug auf die beiden anderen Argumente in einem Bereiche 
I u - Uo I < Ro' I A - Ao I <Ro analytisch und regular. Setzt man 
u = Uo + v, A = Ao + OJ, so erhalt man zur Bestimmung v~n v eine 
nichtlineare Integralgleichung von der im ersten Kapitel betrachteten 
Gestalt 82 a. 

§ 5. Die Differentialgleichung Liz = ke'" (k>O). Das Rand­
wertproblem im groBen. Als eine besonders interessante Anwendung 
der vorhin entwickelten methodischen Gedanken werden wir in den 

89 Man vergleiche L. Lichtenstein, Neue Beitrage zur Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 
Math. Zeitschr. 20 (1924). S. 194-212. insbesondere S. 194-198. Siehe auch 
meinen Encyklopadieartikel II C 12, S.1304-1305. A. a. O. finden sich die in 
Betracht kommenden Greenschen Funktionen. 

82& Vgl. A. Hammerstein. loc. cit. 188 b). S. 160-176; R. Iglisch. 
loc. cit. n. und 81. 
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folgenden Zeilen das erste Randwertproblem der Differentialgleichung 

(99) Llz=ke", k(x,y»O, 

die bekanntlich in der Theorie der Uniformisierung algebraischer Funk­
tionen eine wichtige Rolle spielt, erledigen. Wie auf S. 78 werden wir hier­
bei annehrnen, daB T von einer Jordanschen Kurve x = x(t), Y = Y (t) 
begrenzt ist und die vorgeschriebenen Randwerte von z eine schlechthin 
stetige Funktion von t, sie heiBe g; (t), darstellen; k (x, y) ist in T + 5 
stetig und erfullt in T eine H -Bedingung. Die Differentialgleichung (99) 
ist in den letzten Jahrzehnten von Picard, Poincare, Bieberbach 
wiederholt mit Erfolg behandelt worden. Auch ich habe mich in 
mehreren Abhandlungen mit diesem Gegenstand beschaftigt 88. Teils 
handelt es sich bei den erwahnten Untersuchungen einfach urn das 
erste Randwertproblem, teils allgerneiner urn die Bestimmung einer 
Losung, die vorgeschriebenen Rand- und Unstetigkeitsbedingungen 
genugt. - Wir wollen uns der Einfachheit halber auf die Behandlung 
des ersten Randwertproblems beschranken und unter Verwendung eines 
auf Ed. Le Roy und S. Bernstein zuruckgehenden methodischen 
Gedankens, von dem wir ubrigens bereits in § 2 Gebrauch gemacht 
hatten, das Problem auf die Auflosung einer nichtlinearen Integral­
gleichung reduzieren, die der im Kapitel I entwickelten Theorie zugang­
lich ist. Wir fuhren einen Parameter'll in die Differentialgleichung (99) 
ein und wollen demgemaB diejenige in T + 5 stetige, in T regulare 
Losung der Gleichung 

(100) Llz"='IIkez,, 

bestimmen, die auf 5 gleich g;(t) wird. Fur'll = ° ist das Problem 
als gelOst zu betrachten, fUr 'II = 1 ist es mit unserem eigentlichen 
Problem identisch. Wir zeigen, daB sich fur I z" I a priori eine fur 
aIle ° < 'II <1 guItige Schranke angeben laBt. In der Tat sei 
c])(x, y) diejenige in T + 5 stetige, in T regulare Potentialfunktion, 
die auf S gleich g; (t) ist, und es moge G (~, 1] iX, y) die zu T + 5 
gehOrige klassische Greensche Funktion bezeichnen. Nach bekannten 
Satzen folgt aus (100) 

(101) z,,(x, y) = - 2VnJ G(x, y.; Xl' Yl) k(Xl' Yl) eZ"(:Z:,' II,) dXl dYl 
T 

+ c])(x, y). 

Nun ist G(x, Yi Xl' Yl ) > 0, darum gewiB 

(102) z,,(x,y) <c])(x,y), 

mithin 0< ez.(:Z:,II) < eMaxw(:Z:,II) = eMax<p(t) 

83 Vgl. beispielsweise meinen Encyklopadieartikel II C 12, S. 1330-1333, 
wo sich nahere Literaturangaben finden. 
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und 

(103) z~( x, y) > q>(x, y) - 2'Vn f G (x, y; Xl' Yl ) k( Xl' yJ eMax<p(t) dXl d Yl' 
T 

w. z. b. W. 84 

Wir nehmen nunmehr an, daB fUr einen bestimmten nicht­
negativen Wert v < 1 die Lasung zp bereits bekannt sei, und ver­
such en Zv+<X (IX > 0) zu bestimmen. Aus (100) und aus 

folgt mit 

(104) 

die Gleichung 

(105) 

Llzp+<x = (v + IX) keZN<X 

U=z -z v+a 'V 

und nach einer leichten Umordnung 

LI U - v k e z~ It = IX k e z~ ( 1 + U + ;~ + ... ) + v k eZ~ (~ ~ + ~; -+- ... ) , 
somit, da U auf 5 verschwindet, 

(lO6) U (x, y) + 2'V;r f G (x, y; Xl' Yl) k (Xl' Yl) eZ~(Xl'Yl) U (Xl' Yl) dXl dYl 
T 

= - 2ctn f G (X, y; Xl' Yl) k (Xl' Yl) eZ~(Xl>Yl) (1 + ul i~ + ... ) dXl dYl 
T 

- i~ f G (x, y; Xl' Yl) k (Xl' Yl ) eZ~(XhYl) (if + ~~~ + ... ) dXl dYl 
T 

Dies ist eine nichtIineare Integralgleichung von der im erst en 
Rapitel betrachteten Form. Da v k eZv > 0 ist, so liegt jetzt gewiB 
der reguHire Fall vor (vgl. die Bemerkungen auf S. 79). Da I z~ (x, y) 
unterhalb einer von vornherein angebbaren Schranke liegt, hat (106) 
eine und nur eine Lasung fur alle IX unterhalb einer festen Schranke, 
sagen wir fur IIXI < 1X0' ganz gleich welch en Wert v < 1 hat 85. Dies 
lieBe sich ganz wie auf S. 61 beweisen. Da, wie gesagt, z~ fUr v = 0 
tatsachlich bekannt ist, so gelangen wir nach Ausfuhrung einer 

84 Eine von der im Text angegebenen nicht wesentlich verschiedene Art, 
gewisse Schranken fur die Liisung a priori anzugeben, spielt schon in den vorhin 
genannten Untersuchungen von Herrn Bieberbach eine wesentliche Rolle. 
Vgl. L. Bieberbach, Lfu = e U und die automorphen Funktionen, Math. Annalen 
77 (1916), S.173-212. 

85 Die vorhin gefundene Schranke gilt auch fur 'V = 1. vVir nehmen im Text 
'V < 1 an, nur weil 'V = 1 bedeuten wurde, unser eigentliches Problem ware 
bereits geliist. 
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endlichen Anzahl von Schritten zu dem Werte 'JI = 1, somit zu der 
Losung des eingangs gestellten Problems 86. 

Durch eine naheliegende Verallgemeinerung der soeben dargelegten 
Methode gelangt man zur Erledigung des erst en Randwertproblems 
der Differentialgleichung 

(107) LIz = F(x, y, z), F(x,y,z) >0, 

unter F eine flir aile (x, y) in T + 5 und aile z erkHirte analytische 
Funktion verstanden. 

Wie schon mehrfach erwahnt, gentigen, wie wir im dritten Kapitel 
(vgl. S. 88 ff.) sehen werden, erheblich geringere Voraussetzungen be­
ztiglich F, urn den Erfolg der Methode zu sichern. 

Die Methode der schrittweisen Anderung eines in die Differential­
gleichung eingeflihrlen Parameters ist, wie wir schon in § 2 zu be­
merken Gelegenheit hatten, von S. Bernstein in seinen grund­
legenden Untersuchungen tiber die nichtlinearen DifferentiaIgleichungen 
vom elliptischen Typus mit groBem Erfolg zur Behandlung gewisser 
sehr wichtiger spezieller Klassen von solchen Gleichungen angewandt 
worden. Von wesentlicher Bedeutung und flir den Erfolg entscheidend 
ist dabei die Moglichkeit, flir die Losung der mit einem Parameter 
behafteten Differentialgleichung und ihre partiellen Ableitungen bis 
zu einer gewissen Ordnung a priori feste Schranken zu sichern 87. 

86 Die soeben erledigte Randwertaufgabe kann man als Ausgangspunkt bei 
Behandlung derjenigen Probleme benutzen, die sich in der Theorie der Uni­
formisierung darbieten. Vgl. meine loco cit. 83 genannten Arbeiten. 

87 Man vergleiche hiertiber Naheres in meinem loco cit. 83 genannten Ency­
klopadieartikel II C 12, S. 1320-1330. 

In diesem Zusammenhang ist auf die Arbeiten von Herrn Schauder zur 
Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalraumen, Math. Zeitschr. 26 (1927), 
S. 47-65; ebenda S.417-431, hinzuweisen. Ander zuletzt genannten Stelle wird 

u.a. bewiesen, daB die Differentialgleichung L1z=(x, Y, z, p, q), p= az, q=aaz, 
ax y 

in der ( eine in dem ganzen ftinfdimensionalen Raume erklarte, einer 
Ungleichheit von der Form I (x, y, z, p, q) I ~ M gentigende schlechthin stetige 
Funktion bezeichnet, ftir beliebige stetige Randwerte und flir aIle beschrankten 
Gebiete T, die keine punktartigen Randkomponenten besitzen, eine Losung hat. 
Diese hat in T stetige, einer H - Bedingung mit beliebigem Exponenten A. < 1 
gentigende partielle Ableitungen erster Ordnung, fast tiberall, d. h. hochstens 
mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen FlachenmaBe Null, partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung und erftillt ebenfalls fast tiberall die Beziehung 
L1z'=(x, y, z, p, q). 1st G(Xl' Yl; x, Y) die zu T gehOrige klassische Greensche 
Funktion, ist ferner 0* (x, y) diejenige in T + 5 stetige, in T regulare Potential­
funktion, die auf dem Rande mit z tibereinstimmt, so gilt in T tiberall 

z(x, y) = - 21nf G(Xl' Yl; x, Y)(Xl' Yl' Zl' Pi> ql) dX1 dYl +O*(x, y). 
T 



Drittes Kapitel. 

Einige Klassen nichtlinearer Integro­
Differentialgleichungen, die sich nicht auf 
Systeme nichtlinearer Integralgleichungen 

zurlickflihren lassen. 
§ 1. Die allgemeine elliptische Differentialgleichung zweiter 

Ordnung. Die Losung in Abhangigkeit von einem Parameter. 
Der regulare Fall. Verzweigungen. Ein Blick auf die Entwicklungen 
des § 2 I lehrt, daB fur das Gelingen des dort eingeschlagenen Ver­
fahrens der sukzessiven Approximationen in erster Linie das Bestehen 
der Ungleichheiten (8) lund (11) I maf3gebend ist. 

In diesem Kapitel werden wir uns mit einer Reihe spezieller 
Probleme beschaftigen, die auf Integro-Differentialgleichungen fUhren, 
die sich nicht auf nichtlineare Integralgleichungen von der im erst en 
Kapitel betrachteten Gestalt oder auf Systeme solcher Gleichungen 
reduzieren lassen. Gleichwohl gelingt es auch hier, Ungleichheiten 
von der Form (8) lund (11) I aufzustellen und daraufhin die Auf­
gaben ohne weitere Schwierigkeiten zu erledigen. Wie im erst en 
Kapitel hat man dabei zumeist einen regularen Fall und einen Ver­
zweigungsfall zu unterscheiden. Den Kernpunkt der Betrachtungen 
bildet naturgemaf3 allemal die Ableitung der vorgenannten maB­
gebenden Ungleichheiten 88. 

Wir beginnen mit einem Problem der Theorie partieller Differential­
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, das die Be­
trachtungen des § 3 II wesentlich verallgemeinert 8S B• 

Es sei T ein von einer geschlossenen Kurve 5 der Klasse B h 
begrenztes Gebiet 89, und es mage e +}; irgendeinen Bereich der 

88 Vgl. die Ausftihrungen des § 31. 
88a Die Literatur findet sich in meinem Encyklopadieartikel II C 12, 

S. 1324-1327 angegeben. Hervorzuheben sind neb en den wiederholt erwahnten 
Arbeiten von S. Bernstein die Abhandlungen von A. Korn, Abh. d. Kgl. PreuBi­
schen Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1909, Anhang, S.I-37, und 
H. Muntz, Journal fur Mathematik 139 (1910), S. 5-32. 

89 Dieses besagt in der Bezeichnungsweise meines Encyklopadieartikels 
II C 3, S. 185, daB, wenn etwa x = x (s), y = y (s) (s Bogenlange) die Gleichungen 



Die allgemeine elliptische Difierentialgleichung zweiter Ordnung. 89 

Klasse A bezeichnen, der T + S ganz in seinem Innern enthalt 90. 

Es sei Zo (x, y) eine in e + J: erklarte, daselbst nebst ihren partiellen 
Ableitungen der drei eisten Ordnungen stetige Funktion. Es sei 
weiter @(x,y,z,p,q,r,s,t;1') eine fUr aIle (x,y) in e +J: und aIle 
z,p, q, r, s, t, v in dem Bereiche 

(1 ) 

erklarte, nebst ihren partiellen Ableitungen der drei ersten Ordnungen 
stetige, der Ungleichheit 

(2) 4 acp acp _ (aCP)2> ° ar at as 
geniigende Funktion. SchlieBlich gilt 

( ) ( ) a Zo a 2 Zo 
3 @ x, y, zo' Po, qo' ro' so' to; 1'0 = 0, Po = ax' ... , to = 8y2 . 

Aus den vorstehenden Annahmen folgt, wie sich zeigen laBt, daB 
Zo in e auch noch stetige partielle Ableitungen vierter Ordnung hat. 

Betrachten wir etwa die Funktion Z = ~zo_. Sie geniigt, wie man 
uX 

durch Differentiation der Gleichung (3) erkennt, der linearen partiellen 
Differentialgleichung vom elliptischen Typus 

a2z a2z a2z az az 
@rax 2 +@s~ay +@ta:v 2 +@PiJx +@qay+@'Z+@x=O, 

iJ 
@r=8-;:@(x, y, zo' Po' qo' ro' so' to; 1'0)' .... 

Ihre Koeffizienten sind in e + J: stetig und haben daselbst stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung. Nach Voraussetzung hat Z 
in e + J: stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Einem von 
mir vor langerer Zeit bewiesenen Satze zufolge hat Z in e gewiB 
auch noch stetige partielle Ableitungen dritter Ordnung 91. 

von S bezeichnen, die Funktionen x (s) und y (s) stetige Ableitungen erster und 

. 0 d h b d d 2 x d 2 y . . . zwelter r nung a en un ds 2 ' ds 2 emer H -Bedmgung mIt dem Exponenten 

A < 1 geniigen. (Vgl. die FuBnote 70). Natiirlich steht nichts im Wege, anzu­
nehmen, daB T von einer endlichen Anzahl geschlossener, einander weder 
schneidender noch beriihrender Kurven dieser Art begrenzt ist. 

90 Der Hochstwert des Abstandes der Punkte auf S von ,E kann dabei be­
liebig klein sein. 

91 Vgl. L. Lichtenstein, Uber den analytischen Charakter der Losungen regu­
Hirer zweidimensionaler Variationsprobleme, Bulletin de I' Academie des Sciences 
de Cracovie 1913, S.915-941, insbesondere S. 930-936. Den a. a. O. gegebenen 

iJ2Z a2z a2z 
Entwicklungen folgend, kann man zeigen, daB a x 2' a x a y' a y 2 in e einer 
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In ahnlicher Weise iiberzeugt man sich, daB auch :: in e stetige 

partielle Ableitungen der drei ersten Ordnungen hat. 
Wir versuchen jetzt fur hinreichend kleine Werte von I w I eine in 

T + 5 stetige, in T regulare Losung z (x, y) der Differentialgleichung 

( az az a2z a2z a2z ) 
(4) C/> ,x, y, z, ax' ay' ax2' axay' ay2; vo+w =0 

zu bestimmen, die auf 5 mit Zo (x, y) ubereinstimmt. 
Wird 

(5) z=zo+u(x,y) 

gesetzt, so ist also u(x, y) = 0 auf S. Ferner ist 

(6) C/>(x,y,zo+u'Po+u"" ... ,to+uyy ; vo+w) 
I au a2 u) 

- C/>(x, y, zo,"" to; vo) = 0, ~ux = ax"'" Uyy = ay2 . 

Wir setzen 

C/>(x, y, Zo + u'Po+ u"" ... , to + Uyy ; vo+ w) - C/>(x, y, zo' ... , to; vo) 

= C/>rua;:x; + C/>. U",y + C/>tUyy + C/>p u'" + C/>q uy + C/>zu + w C/>" 

(7) -II(x, y, u, u", uy' ... , Uyy ; w), 
a 

C/>,.= a-; C/> (x, y, zo' Po' qo' ro' so' to; vo)"'" 
a 

C/>,,= iJv C/>(x, y, zo' Po' qo' r o' so' to; vo) 

und erhalten so 

(8) 
a~u a2u a2 u au au 

C/>rax2 + C/>.axay + C/>tfj y2 +C/>pax + C/>qay + C/>zu 

( au au a2u a2u a2u ) 
=-wC/>,,+II x, y, u, ax' ay' ax2' axay' ay2; w . 

Wir schreiben zur Vereinfachung 

(9) a=C/> 2b=C/> c=C/> f=C/> g=C/> h=c/> r' 8' t' p' q' z 

und betrachten die lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

a2u a2u a2u au au 
(10) M{U}=aaX2+2baxay+Cay2+fa--;;+gay+hu=0. 

H -Bedingung geniigen. Hieraus ergibt sich leicht, daB 

d az asz d d 
TxfPr=fP.xr+fPzra;+ ... +fPrraxay2'/iYfPr' a:;fPs' 

ebenfalls einer H - Bedingung geniigen. Und dies hat weiter die Existenz und 
Stetigkeit der Ableitungen dritter Ordnung von Z zur Folge. 
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Die Koeffizienten a, b, ... , h haben augenscheinlich in T + S stetige, 
einer H-Bedingung mit dem Exponenten A geniigende partielle Ab­
leitungen erster Ordnung 91a• Wegen (2) ist ferner 

ac - b2 > o. 
es handelt sich also urn eine Differentialgleichung vom elliptischen 
Typus. 

Sie laBt sich ohne weiteres auf die Normalform bringen. Wir 
schreiben zu dies em Ende vor aHem 

M {u} = !_ (a au + b au) + ~ (b au + c au) ax ax ay ay ax ay 
+ (r- aa _ ?~) au + (g _ ab _~) au + hu = o. ax ay ax ax ay ay 

Nach bekannten Satzen gibt es unendlichviele in einem Bereiche 
t + 5, der T + S in seinem Innern enthalt und selbst in e ent­
halten ist, erklarte Systeme von Funktionen ! = ! (x, y), ~ = ~ (x, y), 
die folgende Eigenschaften haben. Sie haben stetige partielle Ab­
leitungen erster Ordnung und stetige, der H-Bedingung mit dem 
Exponenten A geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Sie vermitteln 
eine umkehrbar eindeutige und stetige (topologische) Abbildung des 
Bereiches T + S auf einen Bereich ;r + IS der Klasse B h in der 
Ebene der Variablen !,~. Setzt man u(x, y) = u(!, ~), so gilt weiter 

~ (a au b au) ~ (b au c au) _ ~ ( ~~) 1 ~ ( ~~) ax ax + ay + ay ax + ay - a~ -\J at T at) -\J at ' 
-\J = -ya c - b 2. 92 

Augenscheinlich ist jetzt 

} a (au) a (au) au au 
M{u =iJ"i -\J at +at) -\Ja~ +a*8i+ O*a\:J+C*U' 

Nach einer naheliegenden Umformung iiberzeugen wir uns, daB 
die Beziehung M {u} = 0 einer Differentialgleichung von der Form 

a2 u a2 u au au 
(11) illC{u} = at2+a~+aat +OalJ +cu=O 
gleichwertig ist. Ihre Koeffizienten erfiillen eine H-Bedingung mit 
dem Exponenten A, d. h. genau dieselbe Bedingung, die den Koeffi­
zienten der Differentialgleichung (61) II auferlegt war. Hieraus folgt 
aber leicht, daB der in § 3 II angegebene fundamentale Existenzsatz 

91a Sie haben sogar stetige Ableitun,gen zweiter Ordnung. Bei den un­
mittelbar folgenden Betrachtungen kommen indessen nur die im Text genannten 
Eigenschaften zur Verwendung. 

92 Vgl. L. Lichtenstein, Randwertaufgaben der Theorie der linearen par­
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung yom elliptischen Typus. I. Die 
erste Randwertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete. Journal fur die reine und 
angewandte Mathematik 142 (1913), S. 1-40, insbesondere S. 35-40. 
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sinngemaB auf die Differentialgleichung M { u} = 0 ubertragen werden 
kann. Sie hat demnach entweder stets eine und nur eine in T + S 
stetige, in T reguHire L6sung, die auf S beliebig vorgegebene schlechthin 
stetige Randwerte annimmt, oder aber es gibt m(> I) linear unab­
hangige, in T reguHire, auf S verschwindende Losungen dieser Glei­
chung. In dem zuerst genannten FaIle, der beispielsweise fur h < 0 
eintritt und den wir unseren unmittelbar folgenden Betrachtungen 
zugrunde legen, existiert eine Greensche Funktion @ (g, 'f); x, y), d. h. 
eine Funktion, die folgende Eigenschaften hat. Sie ist, als Funktion 
von x, y aufgefaBt, in TauBer in (g, 'f}) regular, verschwindet auf S 
und genugt der Differentialgleichung 

(12) M{@}=O. 

In der Umgebung von (g, 'f}) ist 

(13) @ ( g, 'f); x, y) = - ~ ( a ( g, 'f}) c ( g, 'f}) - (b (g, 'f}) ) 2) -! 

x log{c(g,'f})(x- g)2_ 2b(g,'f})(x- g)(Y-'f})+a(g,'f}) (y_'f})2} 
+y(g, 'f}; x, y). 

Dabei sind 

y, (I :~ I + I~; I) I log ( (x - g) ~ + (y - 'f}) 2) 1-1 

beschrankt. 
Es sei jetzt "P(x, y) irgendeine in T+S erkHirte, einer H-Be­

dingung mit dem Exponenten A. genugende Funktion 

(14) I"PI <M, I"PI .. <N. 
Die Differentialgleichung 

(15) M{U}="P(x,y) 

hat eine und nur eine in T + S stetige, in T reguHire Losung, die 
uberall au,f S verschwindet. Ihre partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung sind auch noch auf S stetig. Die Ableitungen zweiter 
Ordnung erfiiIlen iiberdies in T + Seine H-Bedingung mit dem Ex­
ponenten A.. Es bestehen weiter Ungleichheitsbeziehungen von der Form 

(16) lUI, 10,,,1, IUy!, 10,,,,,,1, I U",y I, IUyyl, IU",,,, I .. , I U",y I .. , IUyyl .. 
< (J(l) M + (J(t) N ((J(1), (J(t) konstant). 

Es gelten schlieBlich die zu (65) II, (66) II analogen F ormeln 

(17) U(g, 'f}) = - 2~ f@(x, y; g, 'f}) "P(x, y) dxdy, 
T 

au 1 fa(3J (18) ar = - 2;,; if["P(x, y) dxdy, au _ 1 fa (3J ) d d 93 arj - -2;,; arj"PlX,y x y. 
T T 

93 Man vergleiche die Ausfiihrungen meiner am SchluB der FuBnote 92 ge­
nannten Abhandlung. 
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D . d f)2 U f)2 U f)2 U . h d h· . D·f agegen sm -2' --a-' -f) 2 me t etwa ure eme weltere I-f); f); 1') Tj 

ferentiation unter dem Integralzeichen zu gewinnen. 
Wendet man die Formel (17) auf die Glelchung (8) an, so erhalt 

man 

Ferner ist 

f)u (J) ff)~ 1 
(20) f)x=2n. axW"dx1dY1 

T 

1 Jf)~ ( f)u f) 2U) 
-2n axil Xl'Yl,U(X1'Yl)'f)X1'···' f)yf;W dx1dy1, 

T 

nnd eine analoge Formel gilt fur :;. Dagegen lassen sich keinerlei 
f) 2 u f) 2 u f) 2 u 

Formeln ahnlichen Charakters fur -f) 2' -f) f) -, -f) 2 aufstellen, so daB x x y. y 

die Integro-Dilferentialgleichung (19) sich nicht aut ein System nicht­
linearer Integralgleichungen reduzieren la{Jt. Gleichwohl gelten, wie wir 
alsbald sehen werden, Ungleiehheiten von der Art (8) I, (11) I, so 
daB das im ersten Kapitel, § 2 benutzte Verfahren der sukzessiven 
Approximationen aueh jetzt noeh zum Ziele fiihren wird. 

Wir bezeichnen den Ausdruek II (x, y, u, ux' ••• , Uyy; w), als zu­
sammengesetzte Funktion von x und Y aufgefaBt, einfacher mit 
Il(x,y) und nehmen (vgl. (1») 

(21) lui, IU.,I, ... , IUyyl, IU.,.,I .. , IU.,yl .. , IUyyl .. <D <Ro' 
Iwi <Qi~ Ro 

an. Wie wir jetzt zeigen wollen, ist 

(22) (A konstant). 

Beweis. Es sei 

gesetzt. Wie man sieh leicht uberzeugt (vgl. (7»), ist 

(23) - Il(x, y) = (]i(1) - (]i( 0) - <11(0) = f dt':! f~2t~ dti 

u 0 
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und 
a9.p 

(24) -at2=u'JW •• (x,y,zu+tu, ... ;vo+tw) 
+ 2uu",W. p (x, y,zo + tu, ... ; Vo -+- tw) + ... 

-+- 2 UyywWt~(x, y, Zo + tu, ... ; Vo +tw) + w'JW,,~(x, y,zo+tu, ... ; ')10+ tw). 

Wegen (21) ist vor aHem 

I a2.p ! ~ 'I. 

(25) -at2i < Al (D" + DDI + D1 ), 

darum nach (23) auch 

(26) 

Ferner ist gewiB 
1 t, 

(27) Illi <fdt JI~~I dt 988 
I ,l = 2. at: l 1 

U 0 

sowie nach 

mithin auch 

(28) 

Setzt man nunmehr A = Max (AI' As), so erhalt man die behaup­
tete Ungleichheit (22).94 

Es sei U ( x, y) eine andere Funktion, die wie u (x, y) beschaffen 
ist, und es sei 

(29) juj, jU",j, ... , IUyyl, Iu",,,,/ .. , Iu",yl .. , IUyyl .. <D<Ro, 
(30) Ju-uJ, ... , JHyy-UyyJ, iU",,,,-u,,,,,,il' IU",y-U",yi .. , 

I U yy - Uyy 11. < U, u < 2Q < 2 Ro' 

Wie man sofort sieht, ist 

(31) iI - II = [<P(l) - <P(O) - 4/(0)] - [<P(l) - <P(O) - <P' (0)] 
1 

= f { :t (<P - <P) - [:t (<P - <P) 1=0} d t. 
o 

93& SoUte die beschrankte Funktion I a2 .p I nicht im Riemannschen Sinne 
at~ \.1. 

integrierbar sein, so sind die Integralausdrticke (27) als obere Riemannsche 
Integrale aufzufassen. 

94 Ahnlicher Abschatzungen, unter wesentlicher Benutzung der Formel (23), 
habe ich mich bereits in Meiner ersten Arbeit tiber die Gleichgewichtsfiguren 
rotierender Fltissigkeiten bedient. Vgl. Math. Zeitschr. 1 (1918), S.229-284 
insbesondere S.247. 
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Ferner ist 
a . 

32) at(CP-CP) 

= u (/). ( x, y, Zo + t u, ... ; Po + t ro) - U (/) • ( x, y, Zo + t U, ... ; Po + t ro) + ... 
+ Uyy (/)t(x, y, Zo + tu, ... ; Po + tro) - Uyy(/)t( x, y, Zo + tit, ... ; Po + tro) 
+ ro(/),,(x, y, Zo + tu, ... ; Po + tro) - ro(/),,(x, y, Zo + tit, ... ; Po + t ro) 

= (u - u) (/).(x, y, Zo + tu, ... ; Po + tro) 
+ u {(/).(x, y, Zo +tu, ... ; Po+ tro) - (/)z(x, y, Zo + tit, ... ; Po + tro)} + ... 

und 

(33) [;t (CP - «p)l=o = (u - u) (/)z(x, y,zo""; po) + ... 
+ (uyy -- Uyy ) (/)t(x, y,zo""; po)' 

darum 

(34) a . [a . ] -(CP-CP)- --(CP-CP) at at 1=0 

= (u - u) [(/)zz(x, y,zo + Btu, ... ; Po + (Jtro) tu 
+ (/)zp(x, y, Zo + Btu, ... ; Po + Btro) tuz + ... ] 
+ u[(/)zz(x, y, zo+t(u+'I9(u- u»), .. . ;Po+tro) t( u-u) + ... ] -1- ... 

o < B < 1, 0 < '19 < 1. 

Der absolute Betrag der rechten Seite ist, wie man leicht feststeIlt, 
< Bl(Q +Ql)U, folglich ist 

(35) 

Eine analoge Ungleichheit gilt fur 117 -17 I... Urn dies zu zeigen, 
bemerken wir zUnachst, daB 

(36) 

gilt, und schatzen die unter dem Integralzeichen nach (32) und (33) 
auftretenden Glieder passend gruppiert abo Wir setzen zur Verein­
fachung 

und bestimmen die Anderung des in (31) unter dem Integralzeichen 
stehendenAusdruckes beim Dbergang von (x, y) zu (~, 1'). Der Beitrag 

94a Man vergleiche die Bemerkungen der FuBnote 93a. 
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des erst en Summanden in (32) und (33) ist 

(38) {u(~, y) - u(~, y)}{lPz(~' y, ~o + t~, ... ; Po + tw) - lPz(~' y, ~o' ... ; po)} 

- {u (x, Y) - U (x, Y)}{ lPz (x, Y, Zo + t u, ... ; Po + t w) - lPz (x, Y, zo' ... ; po) 

= {( u C~,~) - u (~, 2')) - (u (x, Y) - u(x, Y))} 

x {lPz(~' J' ~o + t~, ... ; Vo + tw) - lPz(~' J' ~o' ... ; po)} 

+ {u(x, Y) - u(x,Y)}{lPz(~' J'?:o + t~, ... ; Po + tw) 
- lPz(~' 2" ?:o' ... ; po) - lPz(x, Y, Zo + tu, ... ; Po + tw) 
+lP.(x, Y, zo' ... ; po)}' 

Aus (29) und (30) folgt fast unmittelbar, daB in der letzten Gleichung 
der erste Summand rechts absolut unterhalb einer Schranke von der 
Form 

liegt. Der zweite Summand laBt sich auf die Gestalt 

( 39 ) { u ( x, Y) - u ( x, Y ) } { [ lP t z (~, l' ~o + {} 1 t ~, ... ; Vo + {} 1 t w) t ~ 
- lPzz(x, Y, Zo + {}l tu, .. . ; Po + {}l tw)tu] 
+ [lPzp(~' 2" ~o + {}l t~, ... ; Po + {}l t w) t ~x 
- lPzp(x, Y, Zo + {}l tu, ... ; Po + {}l tw) tux] + ... 
+ [lP zv (~, ~, ?:o + {} 1 t~, ... ; Po + {} 1 t w) t w 
- lPzv (x, Y, Zo + {}l tu, ... ; Po + {}1 t w) t w]} 

(0<{}1<1) 
bringen. 

Beachtet man, daB lPzz' lPzp "" stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung haben, so findet man ohne Muhe, daB auch (39) absolut 
unterhalb einer Schranke 

(40) 

liegt. So geht man weiter und findet schlieBIich fur den Ausdruck 
unter dem Integralzeichen in (36) eine ebenso beschaffene Schranke. 
Demnach ist auch 

]II-ll];.<B2 (D+D1 )U. 
Setzt man B = Max (Bl' B2 ), so erhalt man fur (35) und (40) zu­
sammenfassend 

( 41) 

Wir kehren jetzt zu der Integro-Differentialgleichung (19) zuruck 
und schreiben diese kurzer in der Form 

(42) u(x, Y) = 2wnf ®(x1 , Yl; x, y) lP;dx1dYl + H = wE + H. 
T 

Augenscheinlich faBt hierbei wE Glieder erster Ordnung, H die-
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jenigen zweiter und hOherer Ordnung zusammen. Wir ftigen zu (42) 
die acht Gleichungen 

(43) .au = W as +~ au = W as +_~ a2u = W _~~~+ a2 H 
ax ax ax' ay dy ay' ay2 ay2 ay2 , 

'a 2ul ! a2s a2 H I I a2u I I a2s a2 H I 

( AA) lax21;.=:Wax2+ ax";.' iaxaYI;.=[WaXay+axay!": 
'±'± I a 2 u I I a 2 s a 2 H i 

I ay2 I;' = W ay2- + 7JY2i). 
hinzu und fassen die Gesamtheit der neun Gleichungen (42), (43), (44) 
als ein System simultaner Funktionalbeziehungen zur Bestimmung von 
U, u x ' Uy, u xx ' u xy ' U yy ' I uxxl;., I u xy il.' I U yy i,t auf 9". 

Der auf S. 92 angegebenen Eigenschaft (16) des Integralaus­
druckes (17) zufolge erfiillen die Ausdriicke zweiten und hOheren 
Grades in (43) Ungleichheiten, die zu (26) und (35) ganz analog 
sind. Was die Gleichungen (44) betrifft, so gilt hier beispielsweise 

la 2
Uj I I! a2 s1 I a2 H I 

iax2i).< w, ITx!! l.+ I ax' I,l. 

und in naheliegender Schreibweise 

la 2u a2 u· 1 la 2 s a2EI la 2 H a2 Hi 
I ax2 - aX 2 1;.< jwl) ax" -7];2 l.+ I ax" - irX2ll.' 

und fUr die zweiten Summanden rechter Hand ergeben sich wieder 
Schranken von der Form (28) und (40). 

Diese Feststellungen geniigen, um auf Grund der Ergebnisse des 
§ 2 I (vgl. insbesondere S. 6-8) die Konvergenz des Verfahrens der suk­
zessiven Approximationen fUr hinreichend kleine I wi, etwa I W I <WOI 
zu sichern. Wir schreiben 

lU=2:f@(xl ,Y];X,y)ifJ;dXl dYl' 
T 

2U = 2:f@(Xl' Yl; x, y) ifJ; dx] dYl 
T 

1 f@( . ) JI( () at u a",U • \ d d -2n Xl'Y1'X'Y. X]'Yl'lU Xl'Yl' ax, ""'ayt W) Xl YII 
T 

3U = 2Wnf@(Xl'Yl;X,y)ifJ;dXl dYl 
T 

- 21nf@(Xl'Yl;X,Y)JI(Xl'Yl'2U(Xl'Yl)' :::' ... , :;t; w)dxldYl' 
T 

m I _ a cp ( ( ) a 2 zo. ) 
'¥y - a; Xl' YI' Zo Xl' Yl ' ... , ayf' Yo • 

95 Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB in den sechs letzten Glei­
chungen in (43) nicht unterhalb der Integralzeichen differentiiert werden darf. 

Lichtenstein, Integralgleichungen. 7 
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Die Funktionen lU, 'Ju, sU' •.. sind stetig und haben stetige partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung in T + S. Die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung erfiillen daselbst eine H-Bedingung. 
Die unendlichen Reihen 

2 ... 00 2 ... 00 

(46) lU+~\kU-k_1U), _~~u +2 iJ: (kU-k-1U), ... , 
k k 

konvergieren, sofern I £0 I <£00 angenommen wird, fUr aIle (x, y) in 
T + 5 unbedingt und gleichmaBig. Die Funktion 

(47) 
2 ... 00 

U=lU+.2 (kU-k_1U) 
k 

hat darum in T + 5 stetige Ableitungen erster Ordnung und stetige, 
einer H-Bedingung geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Geht 
man in der Beziehung 

(48) nU= 2wnf@cJ);dX1dYl 
T 

- 21nf@J[(Xl'Yl,n_1U(X1'Yl)' iJa~~U, ... ; £O)dxldYl 
T 

zur Grenze n -- 00 iiber, so iiberzeugt man sich leicht, daB u(x, y) 
der Integro-Differentialgleichung (19), darum auch der Differential­
gleichung (8), geniigt. Offenbar ist Z = Zo + U eine Losung des ein­
gangs gestellten Problems. Sie ist die einzige, die so beschaffen ist, daB 

z-zo' iJiJ;r(z-ZO)' ... , iJiJy
2
2 (z-zo), I iJiJX2. (Z-Zo) I .. , I iJ:~y (z-Zo)I .. , 

I iJiJ 2
2 (z - zo) I absolut unterhalb einer angebbaren hinreichend nie-

. y .. 
drigen Schranke liegen. Denn auch der in § 2 I abgeleitete Unitats­
satz laBt sich auf das System (42), (43), (44) ohne weiteres iiber­
tragen. 

Wir haben vorhin vorausgesetzt, die erste Randwertaufgabe der 
Differentialgleichung (10) sei stets 16sbar. Es moge jetzt (10) dem­
gegeniiber m (~ 1) linear unabhangige, auf 5 verschwindende Lo­
sungen u1 (x, Y), ... , um(x, y) haben. 

Wir gehen diesmal von der Differentialgleichung 

iJ 2u iJ 2u iJ 2u iJu iJu 
(49) afh2 +2b iJxiJy +c iJy2 + fax +gay = 0 

aus, die, wie wir wissen, stets eine Greensche FUnktion @o (~, 17; x, y) 



Die allgemeine elliptische Diiferentialgleichung zweiter Ordnung. 99 

hat, und fuhren das Problem (8) auf die Auflosung der Integro-Diffe­
rentialgleichung 

(50) u(x,y) - 21n5@o(Xl'Yl;X,Y)h(XI'Yl)U(Xl'Yl)dXldYl 
T 

=2wn5 @O(Xl'Yl;X,y)~;dxldYl 
T 

- 2In5@o(Xl, Yl; x, y) II (Xl' Yl , U (Xl' Yl)' ::1' :~, ... ; OJ) dXI dYI 
T 

zuruck. Augenscheinlich liegt jetzt der Verzweigungsfall VOr. Es 
sei VI (X, y), ... , Vm (X, y) ein System linear unabhangiger Losungen 
der zu 

(51) u(x,y) - 21nJ@O(Xl'Yl;X,Y)h(Xl'Yl)U(Xl'Yl)dXldYl =0 
T 

adjungierten Integralgleichung 

v(xl , Yl) - 2~ 5@o(xl , Yl; x, y) h(xl , Yl) vex, y) dx dy = O. 
T 

Wir denken uns u l (X, y), ... , V m (X, y) den Beziehungen 

r {o fur k 9= t, 
. uk(X,y)ul(x,y)dxdy= f" k t 
T 1 ur =, 

J {o fur k 9= t, 
vk(X,y)vl(x,y)dxdy = f" k 1 

T I ur = 

gemaB normiert, set zen mit Herrn Schmidt (vgl. S. 21) 

1 . m 
(52) -2--@O(Xl'Yl;X,y)h(xl'Yl)=L(x,y;Xl'Yl) -.2vz(X,Y)UI(Xl'YI) 96 

n l=1 

und erhalten 

(53) U (x, y) +J L(x, y; Xl' Yl) U(X1 , YI)dx1 dYl 
T 

= 2Wn 5 @O(Xl ' Yl;X,y)~; dXl dYI -l-;; J@O(X1'Yl;X,y) 
T T 

m 

xJI(Xl' Yl' u(xl , Yl)' :~, :;1' ... ; OJ) dXl dY1 + J: rl vl(x, y), 
l=1 

(54) rl=J UZ(XI'Yl)U(Xl'Yl)dxldYl' 
T 

96 Allgemeiner, wenn Uk' Vk (k = 1, ... , m) nicht notwendig reell sind, 

1 m 
-2- <Mo(xv Yl; x, y)h(x" Yl) =L(x, Y; Xl> Yl) - ,SvJx, y)u/(x1, Yl)' 

n l=l 

7* 
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Die 1ntegro-Differentialgleichung (53) Hi.Bt sich wie die Gleichung (19) 
fur alle IOJ I < Wo dUrch sukzessive Approximationen auflosen. Die 
Losung gibt, in (54) eingefuhrt, die Verzweigungsgleichungen. 

1st lP eine analytische und reguHire Funktion von z, p, q, r, S, t, 'V 

so erweist sich auch u (x, y) als eine analytische und regulare Funktion 
von OJ; r l' .•. , r m' Die Diskussion der Verzweigungsgleichungen kann 
alsdann wie in § 7 I erfolgen. 

Ubrigens konnte man wie in § 3 II von einer Greenschen Funktion 
im erweite,rten Sinne ausgehen. Dies wurde wie a. a. O. auf die 
Liapounoffsche Art der Bildung der Verzweigungsgleichungen hinaus­
laufen. 

Jetzt einige Bemerkungen. 
Vor allem die naheliegende Bemerkung, daB die Ergebnisse der 

vorstehenden Betrachtungen als Ausgangspunkt ffir die Auflosung 
der erst en Randwertaufgabe in der Theorie gewisser allgemeiner 
Klassen nichtlinearer Differentialgleichungen im groBen verwendet 
werden konnen. Wir haben bereits wiederholt (vgl. S. 54 und S. 85) auf 
die von S. Bernstein mit groBem Erfolg benutzte Methode der schritt­
weisen Fortsetzung der Losung 97 in Abhangigkeit von einem geeigneten, 
in die Differentialgleichung eingefUhrten Parameter hingewiesen und 
die Methode selbst an dem einfachen Beispiele der Gleichung LIz = ke z 

erlautert. Als ein weiteres Beispiel sei an dieser Stelle das Randwert­
problem der Minimalflache genannt, das auf die Differentialgleichung 

(55) [1 + (~~)2J~ _2°Z ~ ~ + [1 +(OZ)2J~ =0 ox oy2 ox oy oxoy oy ox2 
fuhrt. S. Bernstein ersetzt (55) durch die Gleichung 

02Z 02Z (( OZ)2 02Z OZ OZ 02Z (OZ)202Z) 
(56). ox2 + oy2 +it ax ayi - 2"8; oy ox oy + oy ox2 = 0 

und bemerkt, daB (56) fur it = 0 in die Laplacesche Gleichung uber­
geht und sich fUr it = 1 mit (55) deckt. Gibt es eine Ebene (wir 
wahlen sie dann zur x-y-Ebene), auf die sich die vorgegebene Rand­
kurve S der Minimalflache, die der Einfachheit halber als analytische 
und regulare Raumkurve vorausgesetzt sei, als eine konvexe Kurve 
projiziert, so laBt sich, dies ist das grundlegende Ergebnis von 
Bernstein, durch Seine Minimalflache legen 98. 

97 Es liegt dabei grundsatzlich der regulare Fall vor. 
98 Vgl. S. Bernstein, lac. cit. 72 und Math. Annalen 96 (1926). S.585-594; 

96 (1927), S. 633-647. Neuere Arbeiten tiber das Randwertproblem der Minimal­
flachen: A. Haar, "Ober das Plateausche Problem. Math. Annalen 97 (1927). 
S.124---158;, R. Garnier. Sur Ie probleme de Plateau. Annales de l'Ecole Nor­
male (3) 4Ii (1928). S.53-144; T. Rad6. The problem of the least area and the 
problem of Plateau. Math. Zeitschr. 32 (1930). S. 763-796. sowie die beiden 
vorausgegangenen Noten. Some remarks on the problem of Plateau. Proceedings 
of the National Academy of Sciences 16 (1930). S. 242-248; On the problem of 
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Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daB den Angelpunkt der 
S. Bernsteinschen Methoden die Maglichkeit bildet, in gewissen Fillen 
a priori Schranken fur den Absolutwert der gesuchten Lasung und ihrer 
partiellen Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung anzugeben. 

Wahrend wir uns in §§ 3 II und 4 II hauptsachlich mit der Ab­
hangigkeit der Lasung von den Randwerten beschaftigten, handelte es 
sich jetzt urn deren Abhangigkeit von einem in der Gleichung selbst 
auftretenden Parameter 98a. Es ist einleuchtend, daB dieselbe Methode 
sinngemaB modifiziert, ohne weiteres zum Ziele fiihrt, wenn man die 
Abhangigkeit der Lasung von den Randwerten studieren will. Dies 
wollen wir an dem besonders wichtigen Beispiele der Lagrangeschen 
Gleichung eines regularen Variationsproblems zeigen. Wir gewinnen 
dabei einen wichtigen Satz uber die Existenz des Feldes. 

§ 2. ReguUire zweidimensionale Variationsprobleme und die 
Existenz des Feldes. Es sei T ein von einer oder mehreren ge­
schlossenen, analytischen und regularen Kurven 5 begrenztes Gebiet 
in der Ebene der Variablen x und y, es seien weiter z (x, y) eine in 
T + 5 erklarte analytische und regulare Funktion, ffi ein drei­
dimensionales Gebiet, welches das Flachenstiick Z = Z (x, y) ganz in 
seinem Innern enthalt, f (x, y, Z, p, q) eine fUr alle x, y, z in ffi und alle 
reellen p, q erklarte analytische und regulare Funktion. Betrachten 
wir das Doppelintegral 

J=J f(x, y, z, p, q) dxdy, 
T 

(57) 
az az 

P=a>:' q=ay' 

Wir nehmen an, daB z (x, y) der Lagrangeschen Differential­
gleichung 

a2z a2z a2z az az 
fpp ax2 + 2 fpq ax ay + {qq ay2 + {pz ax + {q. ay 

(58) + {p",+ fqll - r. = 0, 

a ( az az) a2 ( az az) f'=az f x,y,z'iF;'8y' fqy=aqayf x,y,z'ax'ay , ... 

Plateau, Annals of Mathematics (2) 31 (1930), S.457-469; J. Douglas, Bulletin 
of the American Math. Society 33, S. 143, 259; 34, S.405; 31), S.292; 36, 
S. 49-50, 189-190 sowie die Hauptarbeit: Solution of the problem of Plateau, 
Transactions of the American Math. Society 33 (1931), S. 262-321. ferner 
Proceedings of the National Academy of Sciences 17 (1931), S.211-216. 

98 B Mit dem Verhalten der LOsungen einer nichtlinearen elliptischen Differential­
gleichung zweiter Ordnung von der Form (4) in Raumen von m 2: 2 Dimensionen 
bei einer kleinen Anderung des Parameters hat sich in einer Reihe von Arbeiten 
Herr Gira ud beschaftigt. Vgl. namentlich G. Giraud, Sur differentes questions 
relatives aux equations de type elliptique, Annales de l'Ecole Normale (3) 47 (1930), 
S.197-266. (Dort findet sich auch ein Verzeichnis friiherer Arbeiten.) Den Unter­
suchungen von Herrn Giraud liegen Voraussetzungen zugrunde, die nicht un­
erheblich iiber diejenigen des Textes hinausgehen. Es ist anzunehmen, daB diese 
sich auch fiir m> 2 als ausreichend erweisen werden. 
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und der Bedingung 

(59) 
genugt. Die Funktion z (x, y) erfiillt damit die erste und die zweite 
notwendige Bedingung fur das Eintreten eines Extremums bei fester 
Begrenzung. 1st etwa fpp> 0, so handelt es sich dabei urn ein 
Minimum 99. 

Es sel 

(60) 

( 61) 

kiirzer 

(62) 

die durch die Einfuhrung des Parameters A erweiterte Jacobische 
Differentialgleichung des Variationsproblems. Nimmt a k in T sowohl 
positive als auch negative Werte an, so hat (62) sowohl fur unend­
lich viele positive als auch fUr unendlich viele negative Werte des 
Parameters Al < A2 < ... , A_ 1 > A_ 2 > . .. (Eigenwerte) in T regulare, 
auf S verschwindende Lasungen (Eigenfunktionen) 100. 

Es sei T1 irgendein von geschlossenen analytischen und reguHiren 
Kurven begrenztes Gebiet in T, das auch mit T selbst zusammen­
fallen kann. Bekanntlich lautet die dritte fUr das Eintreten eines 
Extremums notwendige Bedingung so: 

Es gibt, wenn von der trivialen Lasung C(x, y) == 0 abgesehen wird, 
keine in Tl reguHire, auf der Berandung Sl von T1 verschwindende 
Lasung der Jacobischen Differentialgleichung 

(62') }_(a?f+baC)+~(bac +caC)+kC=O. 101 ax ax ay ay ax ay 
Dieses Kriterium ist, wie ich vor langerer Zeit gezeigt habe, der 

folgenden einfachen Aussage aquivalent: 
Der kleinste positive Eigenwert der Ditferentialgleichung (62) be­

zuglich T muf3 mindestens gleich 1 sein, 

A1 > 1. 102 

99 Vgl. Z. B. O. BoIza, Vorlesungen uber Variationsrechnung, Leipzig 
1909, S. 656 und S. 673-675. 

100 Die umfangreiche Literatur findet sich in meinem Encyklopadieartikel 
II C 12, S. 1310-1315 angegeben. 

101 Vgl. O. Bolza, loco cit. 99, S.678. 
102 Vgl. L. Lichtenstein, a) Untersuchungen uber zweidimensionale re­

gulare Variationsprobleme. I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. 
Jacobische Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremal-
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1st AI> I, so Hi.Bt sich, wie wir jetzt an Hand der Entwicklungen 
des § I leicht zeigen konnen, die Flache z = z(x, y) in ein Feld von 
Extremalfliichen einbetten 103. 1st etwa (59) fur alle p und q erfiillt, 
so liegt also, wie man weiB, ein starkes Minimum vor. 

Es sei X (s) > 0 irgendeine auf 5 erklarte wesentlich positive, 
nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, 
und es moge X" (s) einer H-Bedingung genugen. Wir versuchen die­
jenige in T + 5 stetige, in T reguHire Losung i(x, y) der Differential­
gleichung 

(63) 

- a2z - a2z - a2z - ai - az 
fpp axi + 2 fpq ax ay + fqq ay2 + fpz ax + fqz ay 

zu bestimmen, die auf 5 die Werte z + ex annimmt, unter e einen 
absolut hinreichend kleinen Wert, etwa I e I <er!<, verstanden. Da 
A = I diesmal kein Eigenwert ist, so hat die Differentialgleichung 

(64) 

gewiB eine und nur eine in T regulare Losung, die auf 5 den Wert 
X(s) hat, sie heiBe X(x,y). Ubrigens hat X(x,y) in T+S stetige 
AbIeitungen erster und stetige, der H-Bedingung geniigende Ab­
Ieitungen zweiter Ordnung. 1st, wie wir vorausgesetzt haben, AI> 1, 
so ist uberdies in T+S durchweg X(x,y) > 0. 104 Fur hinreichend 
kleine I e I ist die FHiche x, y, z(x, y) + e X(x, y) gewiB ganz im Innern 
von m geIegen. Wir setzen 

(65) i(x,y) =z(x,y) + eX(X,y) + eT(X,y). 

flachen. Monatshefte fUr Math. u. Physik 28 (1917), S.3-51, sowie namentIich 
b) Zweite Abhandlung, Math. Zeitschr. I) (1919), S.26-51. 

In dem besonderen Falle der MinimalfHichen ist das im Text angegebene 
Kriterium von H. A. Schwarz in einer beriihmten Arbeit aufgestellt und be­
wiesen worden. Dort ist ak > O. Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhand­
lungen Bd. I, Berlin 1890, S. 223-269. 

108 Vgl. L. Lich tenstein, loc. cit. 102 a) S. 18-35, b) S.34-41. 
104 Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 102 a) S.33-34. Die behauptete Eigen­

schaft der Funktion X (x, y) folgt einfach aus der Bemerkung, daB andernfalls 
ein ganz im Innern von T gelegener Bereich T1 + Sl existieren miiBte, in 
dessen Innern X(x, y) von Null verschieden ware und auf dessen Rande es 
verschwinden wiirde. Dann ware aber die Jacobische notwendige Bedingung fiir 
das Eintreten eines Extremums des Integrals (57) entgegen unseren Annahmen 
(A> 1) nicht erfiillt. 
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Die Funktion 1:' (x, y) verschwindet auf S und genugt, wie man 
aus (58) und (63) erschlieBt, einer nichtlinearen Differentialgleichung 
von der Form 

(66) ~_ (a a7: + b a7:) + ~ (b a7: + c aT.) + k1:' 
ax ax ay ay ax' ay 

= ee(x, y, i, ix' i y ' i xx ' i xy ' iyy; e), 

unter e eine fiir aile (x, y) in T + S, aIle dem absoluten Betrage 
nach hinreichend kleinen reellen Werte von 13 und aIle reellen i, ix' i y ' 

i""", i xy ' iyy analytische und reguHire Funktion verstanden 105. 

Die Differentialgleichung (66) ist augenscheinlich von demselben 
Charakter wie die Differentialgleichung (8) und HiBt sich genau so 
wie jene behandeln. 

Da die Differentialgleichung (62) nach Voraussetzung fiir A. = 1 
keine Eigenfunktionen hat, so liegt der regulare Fall vor. Zu jedem 
13 mit lei < 13 * gehOrt eine und nur eine Lasung i (x, y). Den Er­
gebnissen des § 1 zufolge hat i (x, y) in T + S stetige Ableitungen 
erster sowie stetige, der H-Bedingung geniigende Ableitungen zweiter 
Ordnung. Aus (65), (66) folgt fUr aIle (x, y) in T + S gleichmaBig 

1. z(x,y)-z(x,y) _ ( ) 
1m - X x,y. 

<-+0 B 

1m vorliegenden FaIle ist, da X (x, y) > 0 gilt, fur aIle hinreichend 
kleinen lei, etwa iel <13*<13*, und aIle (x,y) in T+S 

(67) aaB z(x, y) > o. 

Die Schar z (x, y), lei < 13* bildet eine Schar von Extremal/lachen. 
Es sei jetzt im Gegensatz zu unseren vorstehenden Annahmen 

..11 = 1, und es mage vorubergehend q; ( x, y) die irgendwie normierte 
Eigenfunktion der Differentialgleichung (62') bezeichnen 106. 

Die zweite Variation des Integrals (57) verschwindet, wenn man 
z(x, y) die Variation q;(x, y) erteilt. Trotzdem kann noch, wenn ge­
eignete weitere Bedingungen erfilllt sind, ein schwaches Minimum zu­
stande kommen 107. 

105 Vgl. loco cit. 102 a) S. 18-19. 
106 Es HiBt sich zeigen, daB A1 gewiB einen einfachen Eigenwert darstellt 

und rp (x, y) in T durchweg positiv angenommen werden kann. Vgl. L. Lichten­
stein, loco cit. 102 a) S.13-14, sowie namentlich L. Lichtenstein, Zur Ana­
lysis der unendlich vielen Variablen. Zweite Abhandlung. Reihenentwicklungen 
nach Eigenfunktionen linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
vom elliptischen Typus, Math. Zeitschr. 3 (1919), S.127-160, insbesondere 
S.148-149. 

107 Vgl. meine loco cit. 102 an zweiter Stelle genannte Abhandlung, wo sich 
S.42-47 eine eingehende Diskussion des Problems findet. 
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Was die Differentialgleichung (66) betrifft, so liegt diesmal ein 
Verzweigungsfall vor, und es ist, allgemein zu reden, zu erwarten, 
daB sich die Scharen der Extremalenflachen verzweigen. Eine Dis­
kussion der Verzweigungsgleichung hat nach dem in § 7 I angegebenen 
Schema JIll erfolgen und bietet keinerlei grundsatzliche Schwierig­
keiten dar 107 a. 

§ 3. Ein Umkehrproblem in der Theorie der Funktionale. Wir 
wenden uns jetzt einem Umkehrproblem in der Theorie der Funktionale 
zu, das als einen speziellen Fall eine fundamentale Fragestellung der 
Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flussigkeiten enthaIt. 
Sind gewisse hierbei in Betracht kommende Funktionen analytisch 
und regular, so gelangen wir, wie sich alsbald zeigen wird, zu Integro­
Differentialgleichungen von der im ersten Kapitel behandeIten Ge­
stalt. Treten wie in dem besonderen Falle der Gleichgewichtsfiguren 
Singularitaten auf, so lassen sich die Integro-Differentialgleichungen 
nicht ohne weiteres auf die a. a. O. behandelten reduzieren. Ein Kern­
punkt der Theorie ist, wie wir bereits in § 1 bemerkt haben, die 
Herleitung der zu (8) I und (11) I analogen Ungleichheiten. 

Es sei Seine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekrummte 
Flache im Raume der Variablen x, y, Z, und es mage T das von S 
begrenzte Gebiet bezeichnen. Bekanntlich laBt sich S in eine endliche 
Anzahl von Stucken zerfallen, so daB in jedem einzelnen dieser Stucke 
Gleichungen von der Form 

(68) 

gelten, unter X, Y, Z Funktionen verstanden, die folgende Eigen­
schaften haben. Sie sind in einem gewissen Bereich der Ebene e-'fj 
definiert und nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
stetig. Ferner ist 

(69) [a(x, Y)J2+[a(y,Z)J2+[~(!01J2 0 108 
a(~, 1]) a(~, 1]) a(~, 1]) > . 

Es sei K(7:,7:')=K(x,y,z; x', y', z') eine fUr aIle (x,y,z) und 
(x', y', z') in einem Bereiche e, der T + S ganz in seinem Innern 
enthalt, erklarte analytische und regulare Funktion. Es sei (] ein 

107& Das Auftreten von Verzweigungen bei Differentialgleichungen von der 
Form (66) ist in der loco cit. 109 unter a) genannten Arbeit S.35-51 zum ersten­
mal bewiesen worden. Dort findet sich auch eine eingehende Diskussion des 
nachstliegenden Falles der Verzweigung, bei dem zwei lineare Reihen von La­
sungen erscheinen. Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 81. 

108 Man vergleiche die grundsatzlichen Ausftihrungen tiber die FHichen mit 
stetiger Normale in meinem Aufsatze, Bemerkungen tiber die FHichen mit stetiger 
Normale, Bulletin international de l' Academie Polonaise des Sciences et des 
Lettres 1928, S.7-13. Siehe auch L. Lichtenstein, Grundlagen der Hydro­
mechanik, Berlin 1929, S.13-14. 
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Punkt P = (X, Y, Z) auf 5, - die nach auBen gerichtete Normale 
zu 5 in a heiBe (v), ihre Richtungskosinus bezeichnen wir mit a, b und c. 
Die Koordinaten desjenigen Punktes P1 auf (v), dessen Abstand von 
a den Wert C hat l09, sind augenscheinlich 

(70) 

Betrachten wir vorubergehend die Schar der Parallelflachen 5 p zu 
5, und es moge 8p ::Z: 0 den Abstand der Flache 5 p von 5 bezeich­
nen. Fur hinreichend kleine 18p I, etwa 18p I < 80 , sind, wie man weiB, 
alle 5p doppelpunktlose, stetig gekriimmte FHichen. Ist jetzt P1 irgend­
ein Punkt in dem schalenartigen Raume ::t, der von den beiden zu 
5 im Abstande 80 gelegenen Parallelflachen begrenzt wird, so laBt 
sich von PI eine und nur eine Normale auf 5 fallen, so daB der Ab­
stand C ihres FuBpunktes P von P1 den Wert 80 nicht ubersteigt. 
Sind ~,'YJ die GauBschen ParameteT von P, so kann man ~,'YJ, C als 
krummlinige Koordinaten von PI auffassen. 

Es sei 51 irgendeine Flache mit stetiger Normale in ;t. Wir neh­
men an, daB sich ihre Gleichung unter Zugrundelegung des Koordi­
natensystems ~,'YJ C in der Form C = C (~, 'YJ) darstellen HiBt, unter 
C (~, 'YJ) eine nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige 
Funktion verstanden; 51 wird von den N ormalen (v) zu 5 allemal 
in einem und nur einem Punkte getroffen. 

Das Volumintegral .rK(Xl'Yl,Z1;.')d~' ist eine Ortsfunktion 
T, 

auf 51 oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf 5, 

(71) .r K (Xl' Yl , Zl; L') d L ' =)81 (Xl' Yl , Zl) = Ul (~, 'YJ). 
T, 

Augenscheinlich hangt )81 von der besonderen Wahl von 51 ab, stellt 
somit, in der Bezeichnungsweise von Herrn Volterra, eine "Funktion" 
dieser Flache darllO. LaBt man Tl mit T zusammenfallen, so erhalt 

man das Volumintegral.r K(X, Y,Z; .')dL', eine Ortsfunktion auf 5, 
T 

die als bekannt anzusehen ist, 

(72) J K (X, Y, Z; .') d.' = ~ (X, Y, Z) = U(~, 'YJ) = u (a). 
T 

Es sei jetzt v ( a) eine stetige Ortsfunktion auf 5, deren absoluter Be­
trag unterhalb einer festen, spater noch festzusetzenden Schranke liegt, 
und es moge s {C, v} einen Ausdruck bezeichnen, der wie die im Kapitel I 
betrachteten Ausdriicke 2} Utnn {C, v} (vgl. (12)I) beschaffen ist. 

m+nGl 

109 Offenbar gilt hierbei C als positiv, wenn der Vektor P PI in (v) hineinfallt, 
als negativ, wenn er die entgegengesetzte Richtung hat. 

110 Freilich hangt der Wert unseres Volumintegrals auch noch von der spe­
ziellen Wahl des Punktes (Xl' Y1, Zl) auf 51 abo 
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Wir versuchen S1 in ~ so zu bestimmen, daB 

(73) .r K (Xl' Yl, Zl; T') dT' = ~l (Xl' Yl, Zl) 
P J =Ul(~,l})=u(a)+s{C,v} 

wird. Aus (72) und (73) folgt 

(74) f K (Xl' Yl' Zl; T') dT'- f K (X, Y, Z; T') dT' = s g, v}, 
P, P 

und diese Beziehung HiBt sich in eine Integro-Differentialgleichung 
umformen; dies wollen wir vor allem zeigen. 

Neben den Flachen S und Sl betrachten wir eine einparametrige 
Flachenschar St (0 < t < 1), die sich symbolisch in der Form 
S + t (S1 - S) darstellen laBt. Dem Punkte (~, 1}) auf S entspricht 
auf St ein Punkt at mit den (krummlinigen) Koordinaten ~,'fJ, tC. 
Seine kartesischen Koordinaten sind 
(75) Xt=X+atc, Yt=Y+btC, Zt=Z+ctC. 
Der von St begrenzte Korper heiBt Tt • Wir schreiben, unter C* einen 
beliebigen Wert mit i C* I <Bo verstanden, 

f K (X + aC*, Y + bC*, Z +eC*; T') dT' = Ut (~, 1), C*), 
Pt 

(76) fK(Xp YI'Zt;T')dr'=UtU,l},tC)=Ut(~,l}) 
Pt 

und bemerken, daB 

[Ut(~,l}n~1 =Ul(~,l}), [Ut(~,l})]t~o=U(~,l}) 
gilt, darum (74) der Beziehung 

1 

(77) U1 U,l}) - U(~,l}) = f :t Ut(~,l})dt= sg,v} 
o 

aquivalent ist. Wir bezeichnen mit q;; den von der Normale (v') zu 
S in a' mit der Normale zu St in 0'[ eingeschlossenen Winkel, mit 
dO'; das Flachenelement von St in a;. Wie sich ohne Schwierigkeiten 
zeigen laBt, ist 

:tUt(~,l})= f:tK(x+atC, Y+btc,Z+etC;T')dT' 
Pt 

+ f K (at, an C' cos q;; dO'; 
Se 

(78) =Cf:vK(x+atc, Y+btc,Z+etC;T')dT' 
P 

t 

+ C fdu f i~K (X + ate, Y + bte, Z + etC; <) c' cos q;~ da~ 
o Su 

+ f K (at' 0':) C' cos q;; da:. 111 
St 

----
111 Es handelt sich hier urn die Differentiation eines vielfachen Integrals 

in bezug auf einen Parameter, wenn sowohl die zu integrierende Funktion als 
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Ferner ist 

(79 ) 

mit 

(80) 

, D(Y'+b'tC', z'+c'tC') , D(Z'+c'tC', X'+a'tC') 
A t = D(~',rl') ,Bt = D(e,rl') , 

, D(X'+a'tC', Y'+b'tC') 
Ct = Dce,r],) , 

a'A'+b'B'+c'C' 
(81) cos fIJ: = t t t, 

-V A;2+B{2+C[2 

'd' ('A'+b'B'+ 'C')dt'd ' 112 cos flJt at = a t t C t " 'YJ. 

Es ist J'etzt leicht zu sehen, daB, wenn man I C I i DC I I DC! hin-
I I' i D~ !' 81) I 

reichend klein wahlt, etwa 

( 82) I C I, ! ~: I, I ~-~ I < .Q < eo 
: u" I I u1) I 

annimmt, :t Ut (;, 'Yj), mithin auch Ui (~, 'Yj) - U (~, 'Yj) fur alle reellen 

oder komplexen t mit I t I < t * (t * > 1) eine analytische und reguliire 
Funktion von t darstellt. Wir konnen darum setzen 

Ut (~, 'Yj) - U (~, 'Yj) = t U (1) + t 2 U (2) + ... 
und fUr t = 1 

(83) U1 (~, 'Yj) - U (~, 'Yj) = U (1) + U (2) + ... = U (1) + lJI {C} . 

Die Beziehung (77) erscheint somit in der Form 
(84) U\l) = s g, v} _ U(2) _ U(3) - .... 

Die einzelnen Summanden rechter Hand sind, wie man sich ohne 
Mlihe liberzeugt, Integralausdrlicke, die teils liber T, teils liber S er­
streckt sind. Insbesondere ist 

(85) U(l) = [:t U1~0 =C f :v K (X, Y, Z; T')dT' + f K (a, a'g' da'. 
T S 

Wir nehmen jetzt zunachst an, daB s {C, v} = s {v} von C unab­
hangig ist und der Koeffizient von C rechter Hand auf S nirgends 
verschwindet, 

(86) f :v-K(X, Y,Z; T')dT' 9= O. 
T 

auch das Integrationsgebiet selbst von dem Parameter abhangt. Man vergleiche 
die naheren Ausfiihrungen in meiner in der FuBnote 9' genannten Abhandlung 
S.239-242. 

112 Wir denken uns die GauBschen Parameter ~,1) so orientiert, daB in (81), 
wie natiirlich auch in (79), die Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen zu 
versehen ist. 
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Die Gleiehung (84), die wir in der Form 

(87) e f aal' K(X, Y, Z; i') di' + J K(a, a') (da' = s{v} - Uc'.!) - U(3) - ... 

T S 

sehreiben konnen, stellt alsdann eine Integro·Differentialgleiehung dar, 
die der im Kapitel I entwiekelten Theorie zugiinglieh ist. 

Dies ist, wie wir wissen, bewiesen, sob aId gezeigt ist, daB Un­
gleichheiten gelten, die zu den in § 1 I abgeleiteten Ungleichheiten (8) I 
und (11) I analog sind 113. Wir gelangen hierzu auf folgendem Wege. 
Differentiiert man den Ausdruck (78) in bezug auf t, so erhalt man 

(88) :t22 UtU,'I}) = e'.l f aav
2
2 K(X + ate, Y + bte,Z +ete; i')di' 

T 
t 

+ e2 f du f aav: K(X + ate, Y + bte, Z + etC; a~) (cos cP; da~ 
o Su 

+ e f :v K( X + ate, Y + b t e,z + etC; an ( cos cpi d a[ 
St 

+ :J K(at, an (cos CPt dar, 
St 

ferner 

(89) :t f K (at, an e' cos CPt da[ 
St 

= :tf K(X + ate, Y +bte,Z +ete;X' + a't(, Y' +b't(,Z' +e't() 
S 

x na'A: + b'B; + e'C{)d( d'l}' 

= f(e :v +(a~,)K(at,an(coscp[da[ 
St 

+fK( ,)r'( ,aA: +b' aBt + ,ac:)dt'd ' at, at .. a -at aT e Tt- " 'I) 

S 

und weiter z. B. 

(90) aA: awn a(z'+c'tC') a(Y'+b tC') a(c'C') 
-----at = a e an' + a e- ---iTYi'-

awn a(z'+c'tC') a(Y'+b'tC') a(c'C) 
an' ae - -----arj,-- ae 

113 Man vergleiche die Ausfiihrungen des § 3 I sowie die Bemerkungen auf 
S.14 und 88. 
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Beilaufig bemerkt, heben sich hier rechter Hand Glieder zweiten 
ac' ac' 

Grades in bezug auf ae und a'f}' fort. 

Aus (88), (89) und (90) folgt leicht, daB fiir it! <t* (t*>I) 
und aIle (82) erfiillenden reellen oder komplexen e 
(91) 

ist. Es ist ferner nicht schwer, nach einer Differentiation zu zeigen, 
daB 

(92) 

gilt. Nach (83) ist weiter 

sowie 

somit wegen (91) und (92) 

(95) IP{ell, I aal; pre}l, I aa'f} pre} I <A.Q2, A=Max(~l, ~), 

Es sei t eine andere reelle oder komplexe wie C beschaffene Orts­
funktion auf S, und es sei 

(96) I t i, ! ~ ~ I, ! ~ ~ I <.Q < eo' 

(97) le-cl, !:I;(e-t)!, !ad'f}(e-t)!<U<2.Q. 

Wegen (95) ist gewiB 

(98) I P{ tn ! aal; P{t}!, ! ad'f} P{ t} I <A.Q2. 

Ferner ist 
1 t 

(99) . J J a2 
• P - P = dt - (U - U ) du au2 II II 

o 0 

und, wie sogleich gezeigt werden wird, 

(100) 
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In der Tat ist beispielsweise (man vergleiche die Formel (88)) 

(101) C f ::2 K (X + ate, Y + bte, Z + etC; T') dT' 
T 

- t2 f :v22K(X + att, Y + btt, Z + ett; T') dT' 
T 

= (C - t2) f :v22K (X + ate, Y + bte, Z + etC; T') dT' 
T 

. f{ a2 + C. aV 2K (X + ate, Y + bte, Z + etC; T') 
T 

sowie 

. a3 • • • • 

= t(e - C) av sK {X +at[e + ~(e - C)], Y + bt[e +~(e -C)], ... ; T'}, 
O<~<l. 

Wie man sich leicht uberzeugt, ist der absolute Betrag des Aus­
druckes (101) rechts < rxJUJ. Analoge Abschatzungen ergeben sich 
fur die ubrigen Summanden (88) rechter Hand 114. Es gilt also, wie 
behauptet, die Beziehung (100). Ganz ahnliche Abschatzungen gelten 

as . aa . 
fur 8u 2 8;(Uu-UJ und 8u 2 81](Uu-Uu)' Berucksichtigt man (99), 

so findet man endgiiltig 

(102) IP{c}-P{C}[' 

Die Beziehungen (95) und (102) sind die maBgebenden Ungleich­
heiten, die wir aufstellen wollten. 

Damit ist gezeigt, daB das Verfahren der sukzessiven Naherungen 
wie in § 2 1 bis § 7 1 zur Losung fuhren wird. 

Wir haben vorhin s {C, v} von e unabhangig vorausgesetzt. 1st 
dies nicht der Fall, so wird man die in bezug auf e linearen, von 
v freien Glieder der Entwicklung von s {e (a), v (a)} auf die linke 
Seite bringen und im iibrigen ganz wie vorhin verfahren. Noch allge­
meiner konnte man annehmen, daB der Ausdruck auf der rechten 

114 Die iiber St bzw. Su erstreckten IntegraJe sind hierbei in Integrale, die 
iiber 5 erstreckt sind, zu verwandeln. 
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Seite der Gleichung (74) von mehreren vorgegebenen Funktionen, 
insbesondere von einem oder mehreren Parametern abhangt 115. 

§ 4. Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Der 
spezielle Fall 

(103) K(x,y,z; x',y',z') =K(r,r') =K(e), 
e2=(x-x,)2+(y _y,)2+(Z_Z,)2 

ist von besonderem Interesse. jetzt ist, wie man leicht verifiziert 116, 

(104) f :vK(X + ate, Y + bte,Z + etC; r') dr' = - f K(et) cos e; da;, 
~ & 

unter et den Abstand der Punkte at' a; auf St' unter e; den zwischen 
(v) und der Normalen (v;) zu St in a; eingeschlossenen Winkel ver­
standen, 

Die Formeln vereinfachen sich. Wir finden der Gleichung (78) 
zufolge 

(105)t/ Ut(~, 'fj) = f K(et) (c' cos rp: - e cose;) da; 
8, 

= J K (et) {( a' c' - an A; + (b' c' - be) B; + (e' c' - en c;} d~' d'fj', 
8 

darum in naheliegender abgekiirzter Schreibweise 

(106) u(m)= _1 [amll'J 
m! atm t=o 

= ~! f.2) (a'e' - an [:t:~~-{K(et)A:}l=od~' d'fj'. 
8 

Integro-Differentialgleichungen von der zuletzt betrachteten Gestalt 
spielen in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flussig­
keiten eine entscheidende Rolle 117. Dort handelt es sich urn die Be­
stimmung der Gleichgewichtsfiguren einer homogenen inkompressiblen 

115 Was den analytischen Charakter der Abhangigkeit der Losung von den 
Parametern und die Behandlung etwaiger Verzweigungsgleichungen betrifft, 
vergleiche die Ausfiihrungen auf S.18 und 25ff. 

116 Vgl.loc.cit. 117 b) S.142ff. Dart ist speziell K(e)=~. 
e 

117 Vgl. L. Lichtenstein, a) Untersuchungen uber die Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newton­
schen Gesetze anziehen. Erste Abhandlung. Homogene Fliissigkeiten. Allgemeine 
Existenzsatze, Math. Zeitschr. 1 (1918), S.229-284; 3 (1919), S.172-174. 
b) Zweite Abhandlung, ebenda 7 (1920), S. 126-231. In der zuerst genannten Ab­
handlung findet sich S.232 eine Zusammenstellung der grundlegenden Arbeiten 
von Liapounoff. 
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gravitierenden Fliissigkeit in der Nachbarschaft einer als bekannt 
anzusehenden Gleichgewichtsfigur. Diese heiBe T nnd moge im An­
schluB an die vorstehenden Betrachtungen der Einfachheit halber 
von einer einzigen stetig gekriimmten FHiche 5 begrenzt sein. Es 
sei w die Winkelgeschwindigkeit der Ausgangsfigur, (ihre Dichte, 
" die GauBsche Gravitationskonstante, wl die Winkelgeschwindigkeit 
der neuen, gesuchten Gleichgewichtsfigur Tl' 1st 

V(x,y,z)= J ~ d1:' 
T 

das Newtonsche Potential von T, so hat der Ausdruck 

V(X, Y,Z) + 2:~ (XlI+ y2) 

als Gesamtpotential der Gravitations- und Zentrifugalkraft auf 5 
einen konstanten Wert. 

Bezeichnet Vi (x, y, z) das Newtonsche Potential von T l' so ist 
weiter fUr aIle (Xl' Yl,Zl) auf 51 

wf 2 2 
Vl (Xl' Yl,Zl) + 2,,( (Xl + YI ) 

konstant. 1st s die Differenz der beiden Gesamtpotentiale, so ist 
also 

( W2 2 2 wf 2 2 
107) Vl (Xl, YI , Zl) - V(X, Y, Z) = s + 2" ( (X + Y ) - 2", (Xl + Yd. 

Vergleicht man diese Formel mit der allgemeinen Formel (74) 118, 

so sieht man nach einer leichten Umrechnung mit Riicksicht auf (70) 119, 

daB nunmehr 

K(X, Y, Z; 1:') =~, 
(! 

(108) 2 w 2 w g 2 2 s{C(O'),v(O')}=s-A.R -",RTC- 2",(a +b)C2 

- 2A.RTC - (a 2 + b2 )A.C 2 

mit 

gilt; T bezeichnet den Kosinns des von ('V) mit dem Lote von 0' 
auf die Umdrehungsachse, von dieser nach (0') hin gerichtet, ein­
geschlossenen Winkels. Die kleinen Parameter sind s und A.. 1m 
Gegensatz zu den eingangs gemachten Annahmen ist jetzt K(1:; 't') 

11~ In der diesmal zur Abkiirzung v rechter Hand als Symbol fiir zwei be­
kannte, absolut hinreichend kleine Parameter eintritt. Ausfiihrlicher hatte man 

I 2 
also fiir s g, v} etwa s g, v, v} schreiben k6nnen. 

119 V gl. loco cit. 117 a) S. 248. 
Lichtenstein, Integralgieichungen. 8 
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nicht mehr fiir aIle • und .' stetig. Die einzelnen Schliisse unserer 
Ubedegung bediirfen darum einer Nachpriifung oder einer Modifikation. 
Urn den Vergleich mit der Darstellung in den friiheren Arbeiten zu 
erleichtern, andern wir im folgenden ein wenig die Bezeichnungsweise 

d f ·· U U U(l) U(2) h U U U(l) U(2) un setzen ur 't' , , . .. nunme r 't' , , . . . . 

Die Gleichung (105) wird 

(109) :t Ut = J :t (C' cos q;: - C cos On do; = J :t .2At (a' C' -.a C) d~' dr/, 
~ s 

und wegen (75) gilt 

(UO) et = (Xt - X;)2 + (Yt - y/)2 + (Zt - Z;)2 
= e2 +2t .2 (X' - X) (a' c' - a C) +t2 .2(a' c' - aC)2= e2 (1 + k (t»). 

Es sei k* ein echter Bruch. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist, 
wenn man eo hinreichend klein wahlt, fiir aIle reellen oder komplexen 
die Ungleichheiten (82) erfiillenden C und aIle I t I < t * (t * > 1) 

Ik(t)l<k*. 

Der Quotient I!l!. i ist demnach von Null verschieden. 
111 

Das Integral 

J =J~ .2 A:(a' C' - aC) d~' dr/ =r~ I .2 A:(a' C' -aC) d( dr/ 
s I1t S 11 p+k(t) 

ist eine in dem Gebiete I t I < t* analytische und regulare Funktion von t. 
Dies erkennt man wohl am einfachsten wie folgt. Man setze 

f = f + f, 
s s-s S 

unter S den im Bereiche (( - ~) 2 + (r/ - 'f}) 2 <1)2 in der Nach­
barschaft von (~, 'f}) enthaltenen Teil von S verstanden. Das Integral 
f _ ist eine fiir aIle t mit It i < t* analytische und regulare Funktion 

s-s 
von t. Beriicksichtigt man, daB I f I fiir aIle t mit I t I <t* (und 

S 
iibrigens auch alle U, 'f}) auf S) fiir 15 -+ 0 gleichmaBig verschwindet, 
so erhaIt man in der Tat unsere Behauptung. In der gleichen Weise 

laBt sich zeigen, daB auch ::. :~, als Funktionen von t aufgefaBt, 

in der Kreisflache It i < t* analytisch und regular sind 120. 

Wir setzen, unter (x,y,z) den Punkt (~,'f},c*) auf der Normalen 
zu S in U, 'f}) im Abstande c* von S verstanden, 

V(x,y, z) = WU, 'f}, C*). 

120 Vgl. loco cit. 117 a) S. 243-244. 
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Nunmehr finden wir, ausgehend von (109) wie auf S. 108 

(Ill) U - U = U(1) + U(2) + ... , 
1 

(112) U(l) _ [aU/l 
- at Jt=o' 

U(2) = ~ [a 2u/] = ~f ~ (a'" - an [~(At)] d( dr/, 
2! at 2 t=o 2! L:...; at III t=o 

S 

(1l3) u( .. )=~[an~l] =~f2(a'C'-anl-~nn~~(A:)] d~'dr/ n! at t=o n, L at III t=o 
S 

=~f ~(a'(-aC){A" an- 1 (~)+(n-l)?A:~~(~) n! s L:...; t atn- 1 III 1 , at atn- 2 III 

+(n-l)a2A:~~(~)} d(dr/ (n>3). 
2 at 2 at n - 3 III 1=0 

Aus (109) und (112) folgt 

(1l4) U(1)= f~ (( -CcosO')da' = f~ C' da' +C :v W(~,1],O). 
s s 

Wie wir vorhin bemerkt haben, sind bei der Bildung der funda­
mentalen Integro-Differentialgleichung des Problems diejenigen Glieder 
der Entwicklung von s{C(a), v(a)} 121, die vom erst en Grade sind 

w 2 

und C enthaIten, im vorliegenden FaIle also der Ausdruck - ~ f R T C 
nach links zu schaffen, 

Wir finden also linker Hand 

a w 2 f 1 , , 
( ll5 ) c a v W U' 1], 0) + U-r R T C + Ii C d a , 

s 
Nun stellt aber 

(ll6) 

die Normalkomponente der auf eine Masseneinheit in U, 1]) ausgei.ibten 
Gesamtkraft (Newtonschen Anziehung und Zentrifugalkraft) dar. 
Da T nach Voraussetzung eine Gleichgewichtsfigur H2 ist, so steht die 
resuItierende Einheitskraft normal zu 5; fx'lf ist somit der Betrag 
der Schwerkraft in (~, 1]). Wie sich zeigen laBt, hat 5 stets eine 
auf der Rotationsachse senkrechte Symmetrieebene 123. Wir wahlen 

121 V gl. die FuBnote 118. 

122 Es handelt sich im vorliegenden Falle natiirlich um einen (relativen) 
Gleichgewichtszustand in bezug auf ein mit der Winkelgeschwindigkeit w 
rotierendes Achsenkreuz. 

123 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichts­
figuren rotierender homogener Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetz anziehen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akad. der 
Wissenschaften 48 (1918), S.1120-1135, insbesondere S. 1120-1124. 

8* 
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diese zur x-y-Ebene. Dann ist der Schwerpunkt von T Koordinaten­
ursprung 124, und es ist "P gewiB in allen Punkten mit z + 0 von 
Null verschieden, und zwar < 0. 125 Wir nehmen dariiber hinaus an, 
daB auf 5 iiberall "P < 0 gilt, d. h. die Schwerkraft auf 5 durchweg 
nach innen gerichtet ist. 

Beriicksichtigt man (116), so findet man wegen (1071, (108), 
(Ill), (114) als die fundamentale Integro -Differentialgleichung des 
Problems 

I I " 2 w 2 (\I b2)r2 , (117) "PC+ eC da =s-R A- 2xf a + <, -2RTAC 
s 

_(a 2 +b 2 ),A,C_ U(2)_ U(3)_ ... , 

kiirzer • 

(118) "PC+ I~ C'da'=s-R 2 ,A,+II{A,S,C}.126 
s 

In (118) faSt II p, s, n die Gesamtheit der Glieder zweiten und 
hoheren Grades zusammen. 

Wir beweisen jetzt, daB obwohl, wie gesagt, K diesmal fUr 
(x', y', z') -+ (x, y, z) unendlich wird, immer noch Ungleichheiten 
gelten, die zu (8) I und (11) I analog sind. 

Wir gehen von der Formel 

(119) a;~ =K = I 17 (a' ( - a n a~ (~J dt d1]' 
s 

aus. Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen laBt, ist ferner 

(120) aSUt = aK =I ~( , r' _ r) ~_ (A:) dt' d ' 
a~at2 a~ ~ a <, a<, a~at e, " 1] 

s -f '\r_a(aC)~(A:)d~'d1]l. 
~ a~ at Ilt ' 

s 
denn betrachten wir zum Beweis den Ausdruck 

(121) L =f ~(a' (- aC) ~ (~) d~' d1]' 
~ at et+h (h> 0), 

s 

so ist, da in (121) die zu integrierende Funktion und ihre partiellen 
Ableitungen in bezug auf ~ und 'Y) durchweg stetig sind, 

~~ = f 17 (a' ( - an a:;t (et~ h) d( d'Y)' - f 17 :~(aC) :t (e~h) d~' d'Y)'. 
s s 

124 V gl. loco cit. 123 S. 1121. 
125 Vgl. loco cit. 128 S. 1130. 
126 Vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 117 a) S.248, b) S.147. 
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Der Ausdruck rechter Hand konvergiert, wie man leicht verifiziert, 
fUr alle in Betracht kommenden t und alle (~, 'f)) auf 5 gleichmaBig 
gegen die rechte Seite von (120) fur h -+ O. Gleichzeitig konvergiert 
L gegen K. Nach bekannten Sat zen gilt also, wie behauptet, die 
Formel (120). 

iJ3 U 
Aus (119), (120) und der analogen Formel fur iJT) iJ: 2 folgt 

wegen (82) leicht 

(122) 

Wie auf S. 110 folgt hieraus 

(123) IP{Oj, j :~ P{oj, liJiJT) p{OI <AOQ2, 

(124) P{O = U(2) + U(3) + .... 
Es sei t eine wie C beschaffene Funktion, so daB insbesondere 

(125) 

darum auch 

(126) 

ist. Wir setzen des weiteren 

I iJ . I I_(r_:-)' 
1 iJ ~ <, ", , 
I\> 1 

voraus und nehmen eo so klein an, daB t* = 4 zugelassen werden 
kann, und darum Beziehungen von der Form (123) auch noch fur 
alle reellen oder komplexen emit 

(128) !ri r~ !,~1<4Q 
<'" ,iJ~ , I iJT) : = 

gelten, 

(129) IP{c}I, j iJiJ~ p{oi, I iJiJT) p{C}1 < rt.6 Q2 . 

Wir schalten jetzt zwischen 51 und 51 eine stetige Schar von 

Flachen, die sich symbolisch in der Form 5 t = 51 + ~ (51 - 51) 

darstellen laBt, ein. Dem Punkte (~,'f),C) auf 51 entspricht der 

Punkt (~,'f),;)=(~,'f),C+ ~ (t-O) auf 5t • Fur t=O Wit 5t 

mit 51' fur t = fJ mit 51 zusammen. Der zu 5t gehOrige Wert des 
zu (124) analogen Ausdruckes wird mit lJf" bezeichnet. 
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Es sei jetzt r der Kreis vom Radius 3 Q urn den Ursprung in der 
Ebene der komplexen Veranderlichen t. Der Cauchyschen IntegraI­
formel zufolge ist fur aile I t I < 3 Q 

(130) 

und 

( 131) 

'1't= 2~if6~"td15, 15=3Qeix 

r 

alP't =-I-f~d15 
at 2ni (6_t)2 . 

r 

Insbesondere ist fUr I t I < rJ < 2 Q wegen ! '1'" I < ('J..6 Q 2, I 15 - t I ~ Q 
1 1 

und 16-tl <g 

(132) 

In ahnlicher Weise erhaIt man 

(133) 

Nunmehr finden wir aus 

(134) 

wegen (132) 
(135) 

(J 

ljI- P =falP't dt 
at 

o 

sowie analoge Beziehungen fur die partiellen Ableitungen erster Ord­
nung von P - P. Wir fassen unsere Ergebnisse in den Ungleichheiten 

(136) • I I a· I i a· I IP-P1, ij'f('1'-P)I' 1ar;(P-P),<BoQrJ 

zusammen 127. 

Es sei jetzt 

(137) 

Wie man fast unmi ttelbar sieht, ist wegen (117) und (118) 

(138) 1111, I ~:l, I ~:I, IIiI, I ~fl, i ~~I <A(Q 2 +QQ1 +Q1
2 ), 

sowie 

12' Die vorstehenden Uberlegungen (Benutzung des Cauchyschen Integrals) 
habe ich zuerst in meiner Arbeit, "Ober einige Hilfssatze der Potentialtheorie. 1., 
Math. Zeitschr. 23 (1925), S.72-88, angewandt. Vgl. die Entwicklungen auf 
S. 125ff. 
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Wie sich leicht zeigen laBt, an dieser Stelle jedoch mit Riick­
sicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum nicht naher ausgefiihrt 
werden kann, hat die homo gene IntegraIgleichung 

(140) tpC+f~C'da'=o, 
s 

wenn 5 Rotationssymmetrie urn die z-Achse hat, mindestens eine, 
sonst mindestens zwei NUllasungen 128. Es mage etwa der zuletzt 
genannte Fall vorliegen, und es magen up u2 • ••• , urn die den Be­
ziehungen 

(141) f d -{ Ofiirk=l=l, 
S tp Uk Uz a - _ 1 k = l 

" 
gemaB normierten NUllasungen bedeuten 129. 

Durch die Substitution y-tpC =; gelangen wir von (140) zu 
der Integralgleichung mit symmetrischem Kern 

;-f 1 - ;'da'=O (tp'=tp(a')). 
e~-lpl'-lp' 

s 
Die Funktionen uj = -y -tp uj (j = 1, ... , m) sind ihre den Be-

ziehungen 

f d _{Ofiirk=l=l, 
Uk U z a-I k = l 

s " 
gemaB normierten Nullasungen (Eigenfunktionen). Nach den Ent­
wicklungen des § 5 I (vgl. S. 23) setzen wir 

1 N m 
---:=:--= -==--,"=1 = + L: U z U: (u; = U z (a'»), 
eY-lpf-lp' ~-lpY-lp' 1=1 

128 Vgl. loco cit. 110 a) S.249-251. 
129 Wir schlieBen uns den loco cit. 117 a) und b) gebrauchten Bezeichnungen an. 

Die Ortsfunktion 11' auf S hat nach (U6) gewiB stetige Ableitungen erster Ordnung, 
da das Newtonsche Potential Win T + S gewiB stetige Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung hat. Nach einem bekannten Satze erfiillt das Newtonsche Po-

tential mit stetiger Dichte f ~ uf da' eine H-Bedingung mit einem beliebigen 

S 

Exponenten < 1 (vgl. beispielsweise loco cit. 2 S. 290). Aus 11' u j = -f ~ uf da 
s 

folgt, daB u j die gleiche Eigenschaft hat. Da nunmehr die Dichte des Potentials 

f ~ ufda' einer H-Bedingung geniigt, so hat dieses gewiB stetige der H-Bedin­

S 
gung geniigende Ableitungen erster Ordnung (vgl. beispielsweise loco cit. 2 S. 281). 

fl. au au 
Also sind, immer wieder wegen lpu;=- -;-ufda', gewlB at/- a~ vorhanden 

und stetig. S 
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demnaeh 

(1p'=1p(a'), u;=uz(a')), . 
somit 

m 
1pC + IN] (a, a') C'da'= s - R2 A + II{A.,s, C} + .L)1prZul' 

(142) s 1=1 

rz = - I1p'u;C'da' 
s 

und wir stellen fest, daB die Integralgleiehung 

(143) 1pC +jNI(a,a')C'da'= 0 
s 

keine N ullosungen mehr hat. 1st H 1 (a, a') der lOsende Kern von .'!. N l' 
1j! 

so gilt jetzt 
1 m 1 

(144) C = - (s - RIlA) + .L)rzuz + -II{A., s, C} 
1j! 1=1 1j! 

- j H1 (a, a') [-!. (s - R''J A) + irz u{ + -!. Il' {A, s, C'}J-' da'. 
1j! 1=1 1j! 

Wird mit e{A., s, C} die Gesamtheit der Glieder zweiter und hOherer 
Ordnung reehter Hand bezeichnet, so gilt, wenn man aueh 

(145) 

voraussetzt, vor aHem 

(146) 

(147) 
Dabei ist natiirlieh 

(148) 

oder aueh 

Ie I <AI (Q Il + Q Q] + Q:), 

:e - 8: <B1(Q +Q1)U. 

1pe + .r N1 e' da' = II {A, s, C} 
s 

(149) 1pe =IIP,s,C} -.r~ e'da' + i; 1puz!1p'U;e'da'. 
s 1=1 s 

Der erste Integralausdruek reehts erfiiHt, als das Potential einer ein­
faehen Belegung stetiger Diehte, eine H-Bedingung mit beliebigem 
Exponenten p < 1. 130 Da sowohl II als aueh 1p Uz ( 1 = 1, ... , m) 
(vgl. die FuBnote 129) stetige Ableitungen erster Ordnung haben, so 
geniigt die reehte Seite von (149) gewiB einer H-Bedingung. Da 1p 

stetige Ableitungen hat, so erfiillt aueh e eine H-Bedingung, und es 
gilt wegen (138) und (146) 

(150) I e I.., < A'J (Q 2 + Q Q1 + Q1
1l )· 

130 Vgl. die Bemerkungen der FuJ3note 129, wo analoge Betrachtungen durch­
gefiihrt werden. 
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Das Potential f ~(9' da' hat nunmehr aber stetige Ableitungen erster 
s 

Ordnung. Eine sirmgemaBe Wiederholung der zuletzt durchgefiihrten 
.. 1 d ae ae ., . h f 5 . Uberlegungen ehrt, aB 7if' 7iri eXIstIeren, SIC au stetIg veI-

halten und Ungleichheiten von der Form 

(151 ) 

erfuIlen 130. Wir finden weiter 

(152) lp((9-g)=JI{A,s,n-JI{A,s,t}-f~ ((9'-g')da' 
s 

+ J; 11' u1 f 11" u; ((9' - g')da', 
1=1 S 

und darum Wle vorhin 

Damit ist die Konvergenz der sukzessiven Approximationen gesichert. 
Es ist nunmehr nicht schwer zu zeigen, daB aIle einzelnen Nahe­

rungen, darum aber auch die Losung selbst, analytische und regulare 
Funktionen von A, S, Yl' .•• , Y m darstellen. Hieruber sowie bezuglich 
der Bildung und der Diskussion der Verzweigungsgleichungen muB auf 
die Originalarbeiten verwiesen werden. Dort findet sich auch Naheres 
uber die hydrodynamische Bedeutung des Problems 131. 

Wir mussen uns an dieser Stelle mit der Bemerkung begniigen, 
daB man aus Grunden der Symmetrie stets Y1 = 0 setzen kann, und 
in dem besonders wichtigen Falle, daB T + 5 auch noch eine dUrch die 
Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebene hat, uberdies Y2 = 0 
annehmen darf, so daB sich die Integro-Differentialgleichung (142) 
entsprechend vereinfachen laBt. Aber auch wenn T + 5 nur eine 
(auf der Rotationsachse senkrechte) Symmetrieebene hat, laBt sich, 
wie E. Holder zeigte, die Zahl der Verzweigungsgleichungen auf 
m - 2 reduzieren 132. 

131 Vgl. loco cit. 117 b) S.161-162. Man vergleiche in diesem Zusammen­
hang die eingehenden Untersuchungen von E. Holder, loco cit. 28 S.203-225; 
IX) Uber einige Integralgleichungen aus der Theorie der Gleichgewichtsfiguren 
rotierender Fliissigkeiten mit Anwendung auf Stabilitatsbetrachtungen, Sach­
sische Berichte 78 (1926), S. 3-20; fJ) Beitrage zur mathematischen Theorie der 
Gestalt des Erdmondes, ebenda S. 21-36. Wir haben auf S. 113 der Einfachheit 
halber vorausgesetzt, daB die Fliissigkeit eine von einer stetig gekriimmten Flache 
begrenzte Masse bildet. Wir bemerken zum SchluB, daB unsere Entwicklungen 
und Ergebnisse sich nur unwesentlich andern, wenn die Fliissigkeit eine Anzahl 
getrennte Gebiete erfiillt. (Vgl. loco cit. 117 a) und b) passim.) 

132 Vgl. loco cit. 28 S.206-209. 
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§ 5. Ein potentialtheoretischer Hilfssatz. Ais Vorbereitung flir 
die Entwicklungen der §§ 6 und 7 wird im folgenden ein potential­
theoretischer Hilfssatz betrachtet, den ich vor einigen Jahren angegeben 
und seitdem vielfach bei Behandlung verschiedener hOherer Randwert­
aufgaben verwendet habe. Mit Rucksicht auf den zur Verfugung 
stehenden Raum werden wir uns damit begnugen, die Grundlinien 
des Beweises darzustellen. In allen Einzelheiten durchgeflihrte Ent­
wicklungen finden sich in meiner in der FuBnote 2 genannten Arbeit 133. 

Es sei T ein (beschranktes) Ge biet der Klasse A h 134, und es 
mogen ~,~, t in T + 5 erklarte stetige Funktionen bezeichnen, die 
stetige, der H -Bedingung genugende partielle Ableitungen erster Ord-

ag at 
nung iTx-"'" az- haben. Der zugehorige Hi:ildersche Exponent soIl 

hierbei denselben Wert 11.<1 wie der H -Exponent von 5 haben. 
Es sei 

(154) 

Durch Vermittelung der Funktionen 

(155) 

wird, wie man weiB, T + 5 auf einen Bereich t + 5 (der Klasse A h) 
umkehrbar eindeutig und stetig (topologisch) abgebildet 135, wenn der 

Hochstwert von I ~! I,···, I ~~ I hinreichend klein, sagen wir, < ITo 
(ITo konstant), ist. Aus Grunden, die alsbald klar werden, nehmen 
wir indessen sogar 2 IT < ITo an. 

Es sei {} eine in T + 5 erklarte stetige, der H -Bedingung ge­
nugende Funktion, und es sei 

(156) {}(x, y, z) = J(x, y, i). 

Augenscheinlich erfullt iJ in t + 5 ebenfalls eine H -Bedingung (mit 
dem Exponenten A). 

133 Vgl. a. a. O. S. 318-323; s. auch loco cit. 127 S. 81-82. Die im folgenden 
gebrauchten Bezeichnungen weichen an einigen wenigen Stellen von den in den 
vorgenannten Arbeiten benutzten abo 

134 Das von einer oder von mehreren doppelpunktlosen, einander nicht 
treffenden Flachen, deren Gesamtheit 5 heiDen soll, begrenzt ist. 

135 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Hilfssatze der Potentialtheorie. II., 
Sachs. Ber. 78 (1926), S. 147-212, insbesondere S. 148-151. Fur das Zustande­

kommen einer topologischen Abbildung genugt es, wenn ~, ~, ~ stetige, dem 
absoluten Betrage nach hinreichend kleine partielle Ableitungen erster Ordnung 
haben. 
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Betrachten wir das Newtonsche Potential einer Volumladung 

(157)V(' ") fl Dl d" ('2 (' ")2+(' ,,)q+(. ")2) I X, y, Z = i 7:, r = x - x y - y. Z - Z , 

T 

N ach bekannten Satzen der Potentialtheorie hat V in t + 5 
stetige partielle Ableitungen erster und stetige, der H -Bedingung 
geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Es gilt ferner 

lvi, I :tl, I ::1, I ~~I <C1 Ml' 

(158) 

I·::~ I, ,,·,1 ::~ I < c2 Ml + Cs M2 , 

(159) 1 ::~IA,·",I ::~IA<C4Ml+C5M2 (c1,·",C5 konstant), 136 

Es sei jetzt g,~, C ein weiteres System wie ~,ij, t beschaffener 
Funktionen, und es sei 

(160) 

Offenbar ist auch 

Obere Grenze {I :! I,;,,·, I :; I; 1 :! lA'"'' I :: IJ <IT. 

Es sei ferner 

(161) 
la€ ag I Il at at· ax - ax ,.,,' .az - iTil <11; 

I :! - :! lA' .," I ~~ - ~} Il < 11, . 

und es mage zunachst 11 < ~ IT < lITo sein. 
Durch Vermittelung der Funktionen 

(162) 

wird T + S auf einen Bereich der Klasse A h, er heiBe i + S, topo­
logisch abgebildet. Das Newtonsche Potential 

(163) V(x, y,z) = f}D' di' 
T 

(12 = (x·- X')2 + (y - y') ~ + (z - z') 2, D (x, y, z) = {} (x,)" z») 

erfjillt nat~lich Beziehungen, die zu (158) und (159) ganz analog 

136 Man vergleiche beispielsweise loc. cit. 2 S. 310-318. Es sei besonders her­
vorgehoben, daB die Werte c1, . , " c5 fiir alle durch die Transformationen (155) aus 

T + S zu gewinnenden Bereiche T + 5, d. h, iiir alle den Ungleichheiten (154) 
geniigenden ~,. ~, ~ gelten, 
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sind, Dariiber hinaus bestehen, wenn wir wie vorhin 2IT < ITo und 
11 < ~ IT wahlen, wie wir sogleich zeigen werden, Ungleichheiten von 
der Form 

Iv.-vl, 1 :: - :~I, i :: - ::1, I ~~ -~~I <c6 M 1 11, 

l
a2va2v l la2va2vl 
a):2 - ax21'"'' aZ2 - di:2, < (C;Ml+cs M2)11, 

I a2 v a"~' I I' a2 v a2 v 1 I-a~- --;0:-"- "'" aA " ---a 2 < (c9Ml+ClOM2)11, 
I x "x I!. Z Z!. 

(164) 
137 

Beweis, Es sei 
, t A • 

Xt=X+~+11U'-~)' 
(166) 

gesetzt. Fur t = ° ist xt = X, Yt = y, Zt = Z. fur t = 11 aber xt = X, 
Yt = 51, Zt = Z, Wegen (154) und (161) ist fUr aIle t in dem Inter­
valle (0, ~ ITo) 

I a 'I a I 1 

I ax (xt - x) i' .. " I az (Zt - z) I <IT +"2 ITo < ITo' 

I 
a ! ! a I -a- (XI-X).!' .. ,' '-a-(Zt-' z ) <ITo' x !. I Z 1.-

(167) 

Augenscheinlich wird der Bereich T + S durch Vermittelung von (166) 
auf einen Bereich Tt + 5 t topologisch abgebildet. Fur t = ° geht 5 t 

137 Wir fassen 

auf. Die Beziehung 

lich geschrieben, 

(165) 

a"v a"£' 
hierbei ax" - ax"' , .. als Funktionen von x, y und z 

1

82va2vl ax" - -ax2 I.;;:;: (c9 M, + c'0 M 2) 11 besagt dann, ausfiihr-

wo durch ( }2 bzw. ( h angedeutet wird, daB die KlammergroBen ftir die Werte 
2x , 2Y' 2Z bzw. IX, lY' lZ der Argumente zu nehmen sind. 

Es leuchtet tibrigens ein, daB man rechter Hand dr2 durch J:2 oder Jf2 
(d~2 = (2i - li)" + (2Y - d}2 + (2i - li}2, ... ) ersetzen kann, wenn man Co 

und clO passend andert, da ~12 und ~12 zwischen zwei festen (positiven) Schran-
d'2 d," 

ken enthalten sind. (Vgl. L. Lichtenstein, Bemerkung tiber einen Ver-
zerrungssatz bei topologischen Abbildungen in der Hydromechanik, Math. Zeit­
schrift 30 (1929), S.321-324.) Es ist also letzten Endes gleichgtiltig, welches 
System von unabhangigen Veranderlichen man den Formeln (164) zugrunde legt. 
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10 5, fUr t = 11 in S iiber. Wir setzen 

o (x, y, z) = Ot(xp Yp Zt), V; =jo; ~ d-r:{ 
Yt 

Pt (168) 

(r;03 = (Xt'- XI) 2 + (Yt - y{) 2 + (Zt'- z{) 2, d-r:{ = dx{ dy{ dz;). 

Nach bekannten Satzen ist 

(169) :: = f J' :x (!) di', ~~ = f J' a~ (+) di', 
T T 

Der Ausdruck 

(170) p =jo' ~ (~) d-r:' =jo' ~ (~) a (xt· yr. z{) d-r:' 
t t aXt Yt t aXt rt iJ (x'. y'. z') 

Pt P 

hat auch fur komplexe t mit ! t ! < ! ITo' falls, wie wir es annehmen 
wollen, ITo hinreichend klein ist, eine bestimmte Bedeutung und 
stellt eine analytische und reguHire Funktion von t dar 138. 

Ferner gelten, wie man sofort sieht, auch jetzt noch die Be­
ziehungen (167) und, worauf wir an dieser Stelle nicht naher ein­
gehen konnen, (fur I t I <~ ITo) die Ungleichheit 

(171) \Pt!<c{Ml , 

die zu der in (158) enthaltenen Ungleichheit 

I ~~ I <cl M1 

analog ist und ganz wie jene bewiesen werden kann 139. Es sei r 
der Kreis vom Radius ~ ITo in der Ebene der komplexen Variablen t, 
und es sei ~ = ~ IToei'l', 

(172) p =fO,~(~)a(x~.Y~.z4)d-r:' 
~ ox. Y. a (x'. y'. z') . 

P 

Der Cauchyschen Integralformel gemaB ist fUr 
! t I <11 < i IT < t ITo gewiB 

(173) Pt=2!ij~~td~, 
r 

Weiter ist 

apt = -1-f~ d~ at hi (!5_t)2 . 
r 

II 

(174) af _ air =jaPt dt 
ax ax at' 

o 

188 Man vergleiche die Ausfiihrungen auf S. 114. 

alle t mit 

139 Vgl. loco cit. 9 S.331-337. Dort finden sich analoge Betrachtungen fur 
-das Newtonsche Potential einer einfachen Belegung ins einzelne durchgeftihrt. 
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Aus (171), (173), (174) folgen nacheinander, da 1<5I=FTo. 
i <5 - t I > ~ ITo ist, wegen i Pb i < c{ Ml 

I 8 Pt I < ~ n IT c' M ~ = 8 c: Ml 
8t =2n 011 IT 2 IT' 

o 0 

I 8 V _ 8 V I < 8 cI M111 = M 11 
8x 8x = ITo c6 1 • 

Damit ist die zweite der Ungleichheiten (164) bewiesen. In ganz 
analoger Weise werden die Ungleichheiten abgeleitet, die man erM1t, 
wenn man x durch yoder z ersetzt. Urn unter Verwendung desselben 

Gedankenganges die AbscMtzung (164) flir I ;;~ - ::~I zu gewinnen, 

wird man von dem -Ausdruck 88Pt ausgehen. Dieser stellt, wie sich 
X t 

zeigen laBt, eine fur aIle t mit I t I < ~ ITo analytische und regulare 
Funktion von t dar. Ferner ist 

(175) 

Der Beweis dieser Ungleichheit wird durch eine sinngemaBe Uber­
tragung der im Reellen iiblichen Uberlegungen erbracht. 

Eine Weiterverfolgung des angedeuteten Gedankenganges fiihrt 
zu den in der letzten Zeile von (164) zusammengestellten Ungleichheits­
beziehungen. 

Wir haben vorhin 11 < ~ TT angenommen. Diese Einschrankung 
kann man jetzt fallen lassen 140. Wir fiihren zu diesem Ende die 
durch die Gleichungen 

1 A • 

Xi = .i + "4 (~ - ~), 

1 A • 

Xt =.i+2(~- ~), 
_ . + 1 (A.) _ . + 3 (A .) Yl =y 2 fj-fj , ... ; x.a =X "4 ~-~ , ... 

2 4 

erklarten top9logischen Abbildungen ein und bezeichnen die zugehOrigen 

Volumpotentiale mit Vi' Vt , Vi. Wegen (154) und (160) ist 11 <2IT. 
Fur Vt und V; Vt und Vi; Vi und Vi' endlich flir V und Vi gelten, 
da hier allemal die Schranke tll in Frage kommt, gewiB die zu (164) 
analogen Ungleichheiten. Wir finden darum beispielsweise 

I 82V 8 2V I 8 2 V 8 2 Vi 82 Vt 8 2 V 
8x 2 - 8x 2 ).~ 8x 2 - 8x! ). + ... + 8xl - 8x 2 ). 

< 4 ( Co Ml + c10 Mil) ~ = (co Ml + c10 Mil) 11. 

140 Vgl. die analogen Betrachtungen auf S. 13. 
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Es sei zum SchIuB bemerkt, daB wir uns des Durchganges durch 
das Komplexe und der Cauchyschen Integralformel in ahnlicher Weise 
schon frillier wiederholt (S. 117 ff.) zur Ableitung von wichtigen reelle 
GraBen betreffenden Ungleichheiten bedient haben 141. 

Wir haben bisher a?genom}Den, daB in den korrespondierenden 
Punkten der Gebiete T und T die Dichte allemal denselben Wert 
hat. Es mage jetzt -D * eine weitere in T erkHirte, der H -Bedingung 
geniigende Funktion bezeichnen, und es sei 

(174') 

Wir setzen 
A A A A JI A, A' 

V* (x, y, z) = T -D * d 7: • 

T 
Den eingangs erwahnten fundamentalen Hilfssatzen (vgl. S. 123) 
zufolge ist 

I 88;2 (V* - V) I ' ... , I 88z
2
2 (V* - V) I <cll Nl + C12 N2 , 

I 82 A • A I I 8 2 
A A I 

8x 2 (V*-V) l"'" 8Z2(V*-V)ll<Cl~Nl+C14N2' 142 

Hieraus und aus den Ungleichheiten (164) folgen die weiteren 
Beziehungen 

182 Y: 82vl 18 2 Y: 82vl -8xt - 8x 2 l' ... , 8z~*- 8J:2 l < (COM1+C10M2)1l+C13Nl+CH N2 • 

§ 6. Ein System nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen 
in der Dynamik vollkommen inkoharenter gravitierender Medien. 
Es sei To + So ein von einem "vollkommen inkoharenten" Medium 
der Dichte flo = flo ( a, b, c) erfiillter beschrankter Bereich der Klasse 
A h im Raume der Variablen a, b, c. Die einzelnen Teilchen des Me­
diums . sind durch Gravitationskrafte aneinander gekniipft, k6nnen 
sich aber, unbehindert durch die Nachbarteilchen, nach allen Rich­
tungen frei bewegen und iiben keinerlei Spannkrafte aufeinander aus. 
Es sei weiter 

(175') x=x(a,b,c,t), y=y(a,b,c,t), z=z(a,b,c,t) 

ein System fUr alle (a, b, c) in To + So und aile t in einem Intervall 

141 leh habe dieses Verfahren zuerst in der in der FuBnote 127 genannten Ab­
handlung zur Ableitung der Ungleichheiten (164), sowie der analogeIi Beziehungen 
in der Theorie des Potentials einer einfachen und einer doppelten Flachenbelegung 
verwendet. 

142 Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 186. 
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(0,1), kiirzer in dem vierdimensionalen Zylinderkorper {To + So; (0, t)}, 
erklarter Funktionen, die folgende Eigenschaften haben. 

1. Sie sind stetig und haben in ihrem ganzen Definitionsbereich 
{To + So; (0, t)} stetige, der H -Bedingung geniigende partielle Ab­
Ieitungen in bezug auf die Ortsveranderlichen, 

(176) 
ax ax ax. ay az 143 

aa' ab' Tc' aa"'" Tc' 

2. Sie haben in {To + So; (0, t>} stetige Ableitungen 

dx dy dz du d2x dv dw au aw a du a du a dw 
u=dt,v=dt' w=dt;dt= dt 2 'dt'dt; aa,···,a;;; aade' abdt""'8cde' 

D· Abl' d T au d a du f"II . H B Ie eltungen von em ypus a a un a a de er u en eme - e-

dingung mit dem 

3. Es gilt 

(178) 

Exponenten A. 

4. Durch Vermittelung der Funktionen (175) wird der Bereich 
To + So auf einen Bereich T + S, notwendigerweise der Klasse A h, 
topologisch abgebildet 144. 

5. Es gilt 

(179) x (a, b, c, 0) = a, y (a, b, c, 0) = b, z (a, b, c, 0) = c. 

Die Funktionen (175') definieren nunmehr eine "Bewegung" unseres 
Mediums. Dem Punkte (x,y,z) in T+S wird hierbei der Wert 

(I80) 
a(x,y,z) 

fl=flo: a(a,b,c) 

der Dichte zugeordnet. Die zusammengehOrigen Teilbereiche (etwa der 
Klasse A h) in To + So und T + S fassen alsdann, wie man weiB, 
allemal gleiche Massen. Die Gleichung (180) ist die Kontinuitats­
gleichung. Geniigt, wie wir annehmen wollen, flo einer H -Bedingung 
mit dem Exponenten A, so gilt fUr fl augenscheinlich das gleiche. 

Da die einzelnen Krafte, die auf das Teilchen (x, y, z) wirken, 
Gravitationskrafte sind, so gelten die Bewegungsgleichungen 

(181) ~t: = "J fl' aax (~) d-r', ~2t~ =" J fl' aay (~) d-r', ::: =" f fl' aaA ~) d-r' 
T T T 

(d-r' = dx' dy' dz', r2= (x - X')2 + (y _y')2 + (z- Z')2, 

" = GauBsche Gravitationskonstante). 

143 Der Holdersche Exponent A hat denselben Wert wie der H-Exponent 
von So' 

144 Der zugehorige Holdersche Exponent hat den Wert ) .. 
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Wir beweisen, dafJ es fur hinreiehend kleine t gewifJ ein, aber aueh nur 
ein System die Bedingungen 1. bis 5. erfiillender Funktionen x (a, b, e, t), 
y(a,b,e,t), z(a,b,e,t) gibt, die uberdies folgende Eigenschaften haben. 
Sie geniigen den Gleichungen (lSI) und erfullen die Anfangsbedingungen 

(lS2) 

unter uo=uo(a,b,c), vo=vo(a,b,c), wo=wo(a,b,e) in To+So 
erkliirte stetige Funktionen, die daselbst stetige, der H -Bedingung (mit 
dem E xponenten A) genugende Ableitungen erster Ordnung haben, ver­
standen 145. Dies besagt augenscheinlich, daB sich die Bewegung un­
seres Mediums innerhalb eines hinreichend kurzen Zeitintervalls (0, t) 
mathematisch verfolgen laBt. 

Aus (ISl), ~ 179) und (lS2) folgt unmittelbar 
t t, 

x-a=uot+"fdt2 fdt1Ju' oOx(~)di', 
ouT 

t t, 

(lS3) Y - b =vot +" fdt 2 fdt1 J.u' OOy (~) do', 
o 0 T 

1 I, 

z-c=wot+"fdt2jdt1 f.u' :z(~)do" 
o 0 T 

Diese Beziehungen stellen ein System von Integro-Differential­
gleichungen dar. Sie sind den Integro-Differentialgleichungen (181) 
nebst Anfangsbedingungen (179) und (182) vollkommen aquivalent. 
Wegen (ISO) kann man ubrigens fUr (183) auch setzen 

t t, 

X - a = uot + "fdt2f dtlf.u~ oOx (~) do~, 
(lS4) 0 tOt, To do~ = da' db' dc', 

Y - b = vot + " J d t2 f d tl f .u~ oay (~) dT~, ... , 
o U To 

und diese Gleichungen gestatten eine Umformung nach Art der in 
§ 3 dieses Kapitels durchgefiihrten. Wir set zen 

xh = a+ hex - a), Yh = b +h(y - b), Zh= c +h(z - c), 
r; = (x~ - Xh)2+ (y~ - YIt)'.l+ ~z~ - Zit)'.!. 

Fur h = 1 ist augenscheinlich 

Xh=X, Yh=Y' Zh=Z, darum auch rh=r. 

14fi Auch die Forderung 5. ist natiirlich als eine Anfangsbedingung aufzufassen. 
Lichtenstein, IntegralgJeicbungen. 9 
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Wie man leicht sieht, ist, sofern 

:ax 'laxl 'Iaxl laYI laz I 
!aa -1 I' lab I' jac:; aa , ... , iac- 1 

hinreichend klein sind 146, der Ausdruck 

f P~ a:h CJ d~~ 
To 

eine in dem Gebiete I h i < h * (h * > 1) reguHire, fUr alle h mit I h I < h * 
stetige Funktion von h. Es gilt 

mit 

fP~a:h (:Jd~~ = W COl + WC1lh+ ... + WCIllh" + .. , 
To 

WCnl 1 r I [ an (a 1)] d I 

=n!JPo ahft axhrh h=O ~O, 
To 

darum fUr h = 1 

(185) fp~ :-r (+) d~~= W CO)+ WC1l+ ... + W Cn)+. '" 
To 

Insbesondere ist 

(186) wCO)=flli ~ (~) d~' 
,"0 aa ro 0' 

r~ = (a ' - a)2+ (b ' _ b)2+(C' _ C)2 
To 

und, wie man ohne Muhe findet, in naheliegender Schreibweise 

(187) W(l) = fp~d~~[~((Xl-al)-(x-a)) 
o I 

To (a - a) "( I ) (( I I ( )] -3--6-~ a -a X -a)- x-a) . 
ro 

Wir kehren zu den Beziehungen (183) zuruck. Wie sich alsbald 
zeigen wird, bestehen auch diesmal Ungleichheiten, die zu den Un­
gleichheiten (8) und (ll) des ersten Kapitels analog sind. Die Glei­
chungen (183) lassen sich darum durch sukzessive Approximationen 
aufiosen. 

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen. Es sei 

(188) 
I ax I I ax I I az 1.1 ax ! I az I 
iaa- 1 , abl""'lac-11' aal/"" aCIA<d, 

o<t<t, t<D1 , (d konstant, d<b) 
gesetzt. Aus (180) folgt leicht wegen 3. und (188) 

(189) I P I < cx1 ' I P IA < cx2 ' 

unter cx1 und ~ Konstante verstanden.. wie spater unter 0Cs, CX4 ' •••• 

146 Etwa ~ b, unter b eine nur von To + So abhangige GroBe verstanden. 
Vgl. die Ausfiihrungen auf S. 114. Wir denken uns iibrigens b so klein gewahlt. 

daB : ~ x, " .. Zj 2:: qo gilt, womit die Forderung 3. erfiillt ist. 
a, b, c 
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Es sei i,y,z ein ganz wie x,y,z beschaffenes System in To+So 
erkHirter Funktionen, und es mage 

lax I :ax: lak !,ax, lak\ <d 
(190) aa- 1 !, 1,8b!"'" 8e- 1 i; iaai.,'·'" ac. l = , 

obere Grenze {I aaa (x - i) I, I a: (x - i) :' I;c (z - z) I ; 
I a I I a . I } j-a-(x-i)i , ... , la-(z-z) =15 
I a Il C l 

sein. Wir setzen 

(191) 
. _ .a(x,:}>,k) 
fl - flo' a (a, b , c) • 

Wie sich leicht zeigen HiBt, ist 

( 192) I ,it - .u :' l,u - fl :l < ots 15 . 

Den in § 5 entwickelten potentialtheoretischen Hilfssatzen 147 zufolge 
ist, wenn wir zur Abkurzung 

(193) PI = r.f.u';;r(+) di', p2=r.f.u'a~(+)di" P3 =xf.u'a:(+)di', 
T T T 

(194) PI = X f }i' v: (+ ) di', Iii f ., v (1) d . , r 2 = X fl vy T T, 
lif J ., a (1) d . , r3=x fl vi T T 

T T T 

setzen, sofern, wie angenommen werden solI, d hinreichend klein ist, 

Nun aber zuruck zu den Gleichungen (183). Wir schreiben diese 
III der Form 

t t, 

X - a = uot + J dt2 JPI (x, y, z) dtl> 
o 0 

t t, 

(197) Y - b = vot + J dt2 Jp2 (x, y, z) dt l , 
o 0 

t t, 

Z - C = wot + J dt2 JpS (x, y, z) dt l 
o 0 

147 Es handelt sich urn den SchluBsatz des § 5. 
9* 
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und leiten dUrch Differentiation die weiteren Beziehungen 
t t, 

aaa (x - a) = ~:Ot + f dt2J aaa PI (x, y, z) dtl> ... 
o 0 

(198) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
t t, 

a~ (z - c) = aa:O t + f dtgJ a~ Ps(x,y,z) dtl 
o U 

abo Des weiteren finden wir 
t t. 

(199) [aaa (x - a) [" = [ ~:Ot+ J dt2J aaa PI (x, y,z) dtl [,,' ... , 
o 0 

darum gewiB 

(200) [aaa (x - a) [" < [ ~:o 1/ + [f dt2Iaaa P 1 (x,)" z) dtll ... ... . 
o 0 

Wir fassen (197), (198), (199) als 21 Gleichungen zur Bestimmung von 

ebensoviel Unbekannten x-a, y-b, z-c; aaa (x-a), ... , a~ (z-c); 

[ aaa (x - a) !,,' ... , [ aac (z - c) [" auf 148 und schreiben zur Abkfirzung 

x - a = uOt+El {x, y,z,t}, y - b = vot + Eg{x, y,z,t}, ... , 
a ( ) auo a,.. { } aa x-a =Tat +aa.!:ll x,y,z,t , ... , 

(201) j aaa (x - a) I" = [ ~:o t + aaa El {x, y, z, t} [", ... , 

ferner 

I aaa (x - a) I" < [ ~:o \/ + [aaa El {x, y, z, t} I", .... 149 

Derr1 zu Beginn des § 5 angegebenen, in den Formeln (158), (159) 
zum Ausdruck gebrachten Hilfssatz zufolge, ist ffir alle (188) er­
ftillenden x - a, y - b, z - c gewiB 

(202) IlJI11; la:;l\, \aa~l[, [a:;ll; \aa~t, \aa~t, ja:;1\,,<ot6 , 150 

darum 

(203) IE11; [aaa E1 \' \aabEl [, \a~·Ell; \aaaE1\", \ aabEl \,,' la~El[,,<~Q;. 
148 Man vergleiche S.97. wo sich ahnliche Betrachtungen finden. 
149 Augenscheinlich sind mit 8 1, 8 2, 8 a die Glieder zweiter Ordnung in 

(197) bezeichnet. 
150 Man beachte die Beziehungen (189). 
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Analoge Ungleichheiten geIten fur die Glieder zweiter Ordnung 
auf der rechten Seite der ubrigen Gleichungen (197) bis (199) sowie 
der Beziehungen (200). Sie entsprechen den Ungleichheiten (8) des 
erst en Kapitels. 

Aus (195), (196) und (188) folgt weiter, wenn wir ill < 1 annehmen, 

( ) I~{ } ~{'." }llla~{ } a~{"'}1 204 i.!:ll x,y,z,t -.!:l1 x,y,z,t ; ,aa.!:l1 x,y,z,t - aa.!:l1 x,y,z,t , ... , 

< (f.7 il;U < (f.7 il1 U, 
Analoge Ungleichheiten erhalt man, wenn man 8 1 durch 8 2 oder 8 3 

ersetzt. Sie entsprechen den Ungleichheiten (ll) des erst en Kapitels. 
Damit ist die Konvergenz der sukzessiven Approximationen fUr hin­
reichend kleine Werte von ill' d. h. von t gesichert. Zugleich auch 
die U ni tat der Losung 151. 

§ 7. Ein System nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen 
in der Hydrodynamik homogener, inkompressibler, reibungsloser 
Flussigkeiten. Es sei To ein von einer (geschlossenen) Flache der 
Klasse Ah begrenztes Gebiet im Raume der Variablen a, b, c, und es 
mogen ~o, rJo, Co drei in To + So erklarte stetige, der H-Bedingung 
genugende Funktionen bezeichnen. Wir versuchen im folgenden drei 
fur aIle a, b, c in To + So und aIle t in einem hinreichend kleinen 
Intervall (0, t), kiirzer in {To + So; (0, t)}, erklarte stetige Funktionen 

(205) x=x(a,b,c,t), y=y(a,b,c,t), z=z(a,b,c,t) 
zu bestimmen, die folgende Eigenschaften haben. 

1. Sie haben in ihrem Definitionsbereich stetige, der H-Bedingung 
genugende partielle Ableitungen 

ax ax ax. ay az 152 
iTi' Db' ac' [i;'"'' ac' 

2. Durch Vermittelung der Funktionen (205) wird der Bereich 
To + So auf einen Bereich T + 5 im Raume x-y-z topologisch ab­
gebildet. Dies ist, wie wir wissen, gewiB der Fall, wenn, wie wir an­
nehmen wollen, 

{I ax I I' ax I ' az I: ax: I az i } (206 ) il = obere Grenze i &~- -1 , I 8b ' ... , I ac -1 ; i ~ 1/ ... , I &C I .. 

101 Man vergleiche zu den vorstehenden Ausfiihrungen die Entwicklungen 
meiner Arbeit, tIber einen Einwand gegen das Newtonsche Attraktionsgesetz. 
Ein Problem der Dynamik vollkommen inkoharenter gravitierender Medien, 
Math. Zeitschr. 27 (1928), S.607-622. Dort handelt es sich urn die Bewegung 
eines den Gesamtraum erfiillenden vollkommen inkoharenten gravitierenden Me­
diums. Der Konvergenzbeweis ist dementsprechend etwas einfacher. 

102 Der Holdersche Exponent hat denselben Wert wie der H-Exponent 
von So' 
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hinreichend klein, etwa D < D*, ist. Die Jacobische Determinante 

: ~::~: ;j ist hierbei gewiB :;;::: qo > 0 153, was zur Folge hat, daB der Be­

reich T + S eben falls der Klasse Ah angehOrt 1!'i4. 

3. Die Funktionen x(a,b,c,t), y(a,b,c,t), z(a,b,c,t) erfiillen die 
Integro-Differentialgleichungen 

t 

X = a +Jdt {-~ ~f.!.11' d'z-' + -.!.. ~f.!." d.,;'} 2:n az r 2:n ay r ' 
OTT 

t 

(207) = b +fdt {-~ ~ f.!.,., d.,;' + ~ ~f.!. 1::' d.,;'} y 2:n ax. r" 2:n az r \i , 

OTT 

t 

+fd ( 1 a f 1 1:' d '..J 1 a f 1 , d '} z=c t\-2:n ay- -;-!i" .,; T2:nax -;-11 .,; , 
OTT 

(r2 = (x - X')2 + (y _ y')2 + (Z - Z')2, d-r' = dx' dy' dz'); 

ax ax ax 
~ = 7iii ~o + tfb 11o + --a; '0' 

(208) 
ay ay ay 

11 = 7iii ~o + 7fb110 + --a; '0' 
az az az 

, = 7iii ~o + 7fb11o + --a; '0' 
Aus (207) folgt nach bekannten Satzen (vgl. die Ausfiihrungen zu 

Beginn des § 5, insbesondere die Formeln (158) und (159»), daB 

U = dx = -~ ~f.!.11' d.,;' + -~ ~f.!. C' d.,;' v = d y w =.!:!..-. 
dt 2:n az r 2:n ay r ' dt' dt 

T T 

iiberall stetig sind und sowohl in T + S als auch in dem AuBen­

gebiete der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen :;, ... , ~; 
haben. 

Die Gleichungen (207), (208) entspringen einem bestimmten Problem 
der Dynamik ideeller, inkompressibler, homogener Fliissigkeiten, die 
den Gesamtraum liickenlos erfiillen und sich unter der Wirkung 
konservativer Krafte bewegen. Man nimmt diesmal spezieller an, daB 

103 Sie erweist sich spater bei der hydrodynamischen Interpretation des 
Problems als = l. 

1M Die Holderschen Exponenten von 5 und 50 haben beilaufig den gleichen 
Wert. 
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So dem topologischen Typus einer Torusflache angehOrt. Wie ublich 
bezeichnen nunmehr a, b, c kartesische Koordinaten eines Fltissigkeits­
tcilchens zur Zeit to = 0, x, y, z seine Koordinaten zur Zeit t; 
;0' 'f}o' Co sind die Wirbelkomponenten zur Zeit to = 0, ;, 'f}, C die­
jenigen zur Zeit t, so daB, unter uo' vo' Wo bzw. u, v, w die Kompo­
ncnten der Geschwindigkeit zur Zeit to = 0 bzw. t verstanden, die 
Beziehungen 

2 _ auo _ awo 
'f}o - ae aa' 

(209) 
2-~-~ 'f} - az ax' 

bestehen. Wir nehmen an, daB zur Zeit to das Geschwindigkeitsfeld 
auBerhalb von To wirbellos ist, ;0 = 'f}o = Co = 0, wahrend in To 
demgegentiber ;; +- 'f}~ +- C; =+= 0 gilt. 

Die Geschwindigkeitskomponenten uo' vo' Wo sind tiberall stetig, 
stellen in dem AuBengebiet regulare Potentialfunktionen dar und 
haben, wie weiter vorausgesetzt werden solI, in To +- So stetige, der 
H -Bedingung 152 gentigende partielle Ableitungen erster Ordnung 
a Uo a wo ll1l) D . . d d 13 1 aa-' ... , [}c-' es welteren WIr angenommen, a u, v, w, as 

Funktionen von a, b, c aufgefaBt, fUr aIle in Betracht kommenden t 
sowohl in To +- So als auch in dem AuBengebiete stetige, der H-Be-

dingung gentigende Ableitungen erster Ordnung ::' ... , ~: haben. 

Aus 1. folgt alsdann, daB u, v, w in T +- 5 stetige, der H-Bedin-
. au aw 

gung 1119 gentigende Ableltungen a x' ... '7iZ haben. 

Durch jeden Punkt in To +- So geht mindestens eine Wirbellinie l56• 

Wir nehmen an, daB man mindestens ein zweiparametriges System 
sich schlie Bender Wirbellinien angeben kann, das To +- So einfach 

155 In dem Gesamtraume der Variablen a-b-e sind aauo , ... , awo abtei-
a ae 

Iungsweise stetig. Sie sind in dem ganzen AuBengebiete, mit EinschluB des 
Randes stetig (und erfiillen auch dort eine H - Bedingung), erleiden jedoch beim 
Durchgang durch So im allgemeinen sprungweise Anderungen. 1m Unendlichen 

h It . h . R- 2 • auo awo . -3 ver a en SIC Vo' VO' Wo wle 0 '----a;;- ..... 8c wle Ro . 

U6 Wird wie vorhin bezuglich der Funktionen ;0,1)0' Co lediglich vorausgesetzt, 
daB sie der H -Bedingung genugen, so geht nicht notwendig durch jeden Punkt 
in To nur eine Wirbellinie, d. h. eine Liisung des Differentialsystems 

d a; db; de = eo; 1)0; Co 

hindurch. Eindeutigkeit der Liisung ist demgegenuber gewahrleistet, wenn bei­
spielsweise ;0,1)0' Co stetige Ableitungen erster Ordnung haben. 
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und liickenlos ausfiillt. Insbesondere soil 50 aus lauter Wirbellinien 
bestehen. 

Nach bekannten Sat zen ist das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit t 
auBerhalb von T wirbelfrei. Ferner ist 

(210) 

Die Formeln (207) sind eine unmittelbare Folge dieser Beziehungen. 
Die Gleichungen (208) sind die fundamentalen Cauchyschen Relatio­
nen, welche die Wirbelkomponenten ~,"I,' zur Zeit t mit denjenigen 
zur Zeit to = 0 verbinden. BekanntIich ist das Bild jeder Wirbellinie 
im Raume x-y-z wieder eine Wirbellinie. Insbesondere besteht 5 
aus lauter (geschlossenen) Wirbellinien 158. 

Wir bezeichnen zur Abkiirzung die Klammerausdriicke in (207) 
rechter Hand mit P'l(X, y, z, t), P'~(x, y, z, t), lJ!s (x, y, z, t) undschreiben 

167 Bei der Ableitung der Formeln (210) wird in der Regel vorausgesetzt, 

daB ;, 'Yj" stetige, der Bedingung :! + :; + ~: = 0 geniigende Ableitungen 

erster Ordnung haben. 1m vorliegenden FaIle brauchen die fraglichen Ableitungen 
nicht notwendig zu existieren. Doch bietet ein Beweis der Formeln (210) keinerlei 
ernstliche Schwierigkeiten. Man vergleiche die Bemerkungen der FuBnote 12 

meiner Arbeit, -aber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik, Vierte Ab­
handlung. Stetigkeitssatze. Eine Begriindung der Helmholtz - Kirchhoffschen 
Theorie geradliniger Wirbelfaden, Math. Zeitschr. 32 (1930), S.608-640. 

Es ist zu beachten, daB die Giiltigkeit der Formeln (210) gewisse Voraus­
setzungen iiber das Verhalten von u, v, w in dem AuBengebiete von T, ins­
besondere im Unendlichen zur Bedingung hat. Es geniigt beispielsweise anzu­
nehmen, daB u, v, w in dem Gesamtraume der Variablen x, y, z stetig sind, so­
wohl in T + S als auch in dem AuBengebiete, der Rand eingeschlossen, stetige, 
der H -Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung haben und daB im 

U dl ' h . h . R-2 • au aw. R-3 h 1 nen IC en u, v, w SIC wle , ax' .' .. , Tz wle ver a ten. 

1~8 Man vergleiche beispielsweise meine "Grundlagen der Hydromechanik", 
Berlin 1929, S. 382-414, insbesondere S. 394-398. 

Die Entwicklungen dieses Paragraphen reproduzieren in vereinfachter Form 
die Ausfiihrungen meiner Abhandlung, -aber einige Existenzprobleme der Hydro­
dynamik homogener, unzusammendriickbarer, reibungsloser Fliissigkeiten und 
die Helmholtzschen Wirbelsatze, Math. Zeitschr. 23 (1925), S.89-154, ins­
besondere S. 93-116. 
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die Integro-Differentialgleichungen (207) in der Form 

(211) 

t t 

X - a =j'I'l(x,y,z,t)dt, Y - b =j'1'2(x,y,z,t)dt, 
o o 

t 

Z - C = j'I'3 (x, y, z, t) dt. 159 
o 

Durch Differentiation findet man die weiteren Beziehungen 
t 

(212) 

aaa (x - a) = I aaa '1'1 (x, y, z, t) dt, ... , 
o 

t 

a?c(z - c) = I :c'I'3(x,y,z,t)dt. 
o 

Ferner ist augenscheinIich 

1 a i lIt a I !aa(x-a)! .. = aa 'I'l(X,y,z,t) dt ...... , 
u 

t 

I a i -If a I I-a (z-c), - -a 'I'g(x,y,z,t)dtl' 
,c I.. C .. 

o 

(213) 

Wir fassen diese 21 Relationen als ebensoviel Gleichungen zur Be-
. a I a ' stImmung von (x - a), (y - b), (z - c), aa (x - a), ... , ac (z - c) I .. 

auf. Sie lassen sieh, wie wir sogleieh sehen werden, fUr hinreiehend 
kleine Werte von t durch sukzessive Approximationen aufl6sen. 

Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen liiBt, verhalten sich 
'1'1' 'F'J' 'Fs iihnlich wie die in § 6 ebenso bezeichneten Funktionen 
und erfiillen insbesondere Ungleichheiten, die zu (195) und (196) 
ganz analog sind. 

In der Tat, seien x (a, b, c, t), Y (a, b, c, t), z (a, b, c, t) Funktionen 
die in {To + So; (0, t)} erkliirt sind und sich ganz wie die Funktionen 
x(a,b,c,t), y(a,b,c,t), z(a,b,c,t) verhalten. Insbesondere ist 

l a' I'a'! 'a' I la'l la" (214) la:- 1 'la::""'I-a:- 1 ; a: .. ""',a:I.t<.Q. 

Es sei weiter 

( 215 ) I aaa (x - x) I, I :b (x - x) I, ... , I : c (z - z) I ; 
I r/a (x - x) I .. "", I :c(z -;) I .. < U, U< 2.Q. 

1'. Den weiteren Entwicklungen liegen die allgemeinen eingangs gemachten 
Annahmen und nicht etwa nur die speziellen Voraussetzungen des hydrodyna­
mischen Problems zugrunde. 
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Aus (208) und den hierzu analogen Gleichungen fiir g, 1], C, 
. ax ax ax 
~= aa~o+ ab 'fJo+ ac Co ' 

(216) 
. ay aj aj 
1'J=aa~o+ ab 'fJo+~Co' 
j. _ a Z I: + a Z + a Z r 160 
~ - aa ~o ab 'fJo ac~o' 

folgt vor allem wegen (215), wie sich leicht zeigen Hi.Bt, 

(217) I ~ - g I, ... , I C - C I; I ~ - g I;., ... , I C - C I;. < Po U 
(Po konstant). 

Wie in § 6 finden wir auf Grund der in § 5 entwickeIten Hilfs­
satze (vgl. insbesondere die Formeln (174"»), sofern, wie wir an­
nehmen wollen, Q hinreichend klein ist, etwa Q < Q * < Q *' die 
Ungleichheitsbeziehungen 

I ~1- tP11, I ~2 - !fr2 1, I ~s - !frsl < PlU, 

(218) l_aa~l - aa~~I, ... , I aa~a __ aa~a! <P2U, 

I aalJll - !a-~l Ii , ... , I aalJla_ - aa~3 ! < Ps u. 
x x i. Z Z 1;.-

Hierin bezeichnen ljJl' P2 , Ps Ausdriicke, die sich aus ~1' ~2' ~s 
ergeben, wenn man x, y, z durch X, y, z ersetzt; PI' P2' Ps sind Kon­
stante, wie spater P4' P5' . . .. Aus (218) folgt ohne Mtihe wegen 1. 

(219) I i!,,- _ ~!-'-I' ... j.ilJla _ a':Pa II. 
_ 1 aa aa' 'ac ac,' . 

I ~~"- _ i P, I' i alJls - a':Pal' < P ?'< I aa aa;.' ... , I OC OC Ii. = 4 V. 

Es sei schlieBlich 
t 

f~l (x, y, z, t) dt = E~ {x, y, x, t}, 
o 

t 

(220) f ~2 (x, y, z, t) dt = ~ {x, y, z, t}, 
o 

t 

f~s (x, y, z, t) dt = E:q {x, y, z, t} 
o 

gesetzt. Dem zu Beginn des § 5 angegebenen, in den Formeln (158), 
(159) zum Ausdruck gebrachten Hilfssatz zufolge ist fiir alle (206) 

160 Die Wirbelkomponenten §, i!,' sind mit den in § 5 ebenso bezeichneten 
Funktionen natiirlich nicht zu verwechseln. 
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mit D < Q* erfiillenden x - a, Y - b, Z - c gewiB 

( ) I ITT I' 'I aPt! '1 aPt I I apt I ·1 apt 1 I apt 1 1 aPI ; • I lJf. ! < (J 
221 I T 1 , aal' Tb' Tcl' aa J.' ITb J.' TcIJ.' i 2,' ••• = 5' 

:somit, wenn 0 <t< t, t < D1 angenommen wird, 

(222) 1 ~ I, I.; 1,1 Ea I; I aaa Ell,· .. , I :c Ea iJ. < (JoD1 • 

Diese Ungleichheit entspricht der maBgebenden Ungleichheit (8) 
·des ersten Kapitels. An der bezeichneten Stelle wird aus (8) gefol­
,gert, daB fur hinreichend kleine Werte von Max I v (x)! die Anniihe­
rungen 1<' (x) (k = 1,2, ... ) gleichmaBig beschrankt sind. Aus (211), 
(220) und (222) folgt dementsprechend, wenn wir mit xn ' Yn, zn die 
n-ten Approximationen bezeichnen, daB 

(223) ! xn - a 1,1 Yn - b I, 1 zn - c i; 

:gilt, sobald 

(224) 

angenommen wird. 

I a ( ) : i a ) 1 < n* I-a xn-a;, ... , I-a (Z,.-c _;)'4, 
I a I C J.-

Wegen (218) und (219) ist weiter 

~ I.... ,:., 1 I a.... ,.:..! I a (.... ,.:.. I {22a) .!:l1-.!:l1' ... ; ia;(.!:ll-.!:ll)i' ... ; Ia; .!:l1-.!:l1)1J.··· < {J6(JD1 • 

Diese Ungleichheiten entsprechen den Ungleichheiten (11) des ersten 

Kapitels. Damit ist fUr aIle t in (0, t), t <D1 , Dl <li*< ~5* die 

Konvergenz des Verfahrens der sukzessiven Annaherungen und die 
Unitat der Losung gesichert. 

Es ist einleuchtend, daB, wenn man 

(226) x-a=lim(xn-a), y-b=Hm(y -b), z-c=lim(z -c) 
n-.oo n-+oo n n-+oo n 

setzt, die in {To + 50; (0, t)} erklarten Funktionen x - a, y - b, z - c 
daselbst stetige, der H -Bedingung genugende partielle Ableitungen 

erster Ordnung ::, ... , ;; haben und die Integro-Differential­

gleichungen (207), (208) befriedigen. Aus (207) folgt augenschein­
lich, daB in {To+50 ; (O,t)} auch noch stetige, die Beziehungen (210) 

erfullende Ableitungen ~; = u, ~~ = v, ~; = w existieren. Den zu 

Beginn des § 5 vorgetragenen Satzen der Potentialtheorie zufolge 
haben u, v, w, als Funktionen von x, y, z in T + 5 aufgefaBt, stetige, 

der H -Bedingung genugende partielle Ableitungen ;;, ... , ~~. 
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Durch die Gleichungen (207), (208), (210) werden iibrigens x, y, z; 
u, v, w fUr alle (a, b, c) definiert. In dem speziellen, vorhin betrach­
teten Problem der Hydrodynamik sind hierdurch die Bahnen aller 
Fliissigkeitsteilchen sowie das Geschwindigkeitsfeld in dem Gesamt­
raum der Variablen x, y, z bestimmt. Wie man leicht feststellt, ver-

h I . h b au 8w. U dl· h t .. hI· h . a ten SIC U, v, W zw. fiX' ... , 7fZ 1m nen IC en ta sac IC WIe 
R-'J und R- 3• 

Der Ubergang von den Formeln (207), (208), (210) zu den 
Euler-Lagrangeschen Gleichungen der Hydrodynamik erfordert noch 
cinige weitergehende Uberlegungen 161. 

In dem Vorstehenden (§§ Ibis 6) sind einige Integro-Differential­
gleichungen und Systeme von Integro-Differentialgleichungen be­
handelt worden, die sich nicht oder nicht in einfacher Weise auf 
Integralgleichungen von der im ersten Kapitel betrachteten Gestalt 
zuriickfiihren lassen. Zahlreiche weitere Probleme der mathematischen 
Physik und der Himmelsmechanik fUhren auf Integro-Differential­
gleichungen von einem ahnlichen oder verwandten Charakter. Mit 
Riicksicht auf den beschrankten zur Verfiigung stehenden Raum 
miissen wir uns mit dieser Bemerknng begniigen und im iibrigen auf 
die Originalabhandlungen verweisen 162. 

161 Vgl. L. Lichtenstein, Dber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik. 
Zweite Abhandlung. Nichthomogene, unzusammendriickbare, reibungslose Fliissig­
keiten, Math. Zeitschr. 26 (1927), S.196-323, insbesondere S.262-269. 

162 Vgl., auBer meiner in der FuBnote 53 genannten Arbeit, noch die folgenden 
Abhandlungen derselben Serie, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmels­
korper. Erste Abhandlung. Die Laplacesche Theorie der Gestalt des Erdmondes, 
Math. Zeitschr.10 (1921), S.130-159; Zweite Abhandlung. Eine aus zwei ge­
trennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeit, ebenda 
12 (1922), S.201-218; Dritte Abhandlung. Ringformige Gleichgewichtsfiguren 
ohne Zentralkorper, ebenda 13 (1922), S.82-118; Fiinfte Abhandlung. Neue 
Beitrage zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Festschrift fiir Hugo v. See­
liger, Berlin 1924, S.200-227. Man vergleiche weiter E. Holder, loco cit. 28, 

insbesondere S.225-257. Hier handelt es sich urn periodische Losungen im 
n- Korperproblem. S. ferner V. Garten, Untersuchungen iiber die Gestalt der 
Himmelskorper. Rochesche Satelliten und ringformige Gleichgewichtsfiguren rotie­
render Fliissigkeiten mit Zentralkorper. (Erscheint voraussichtlich in der Math. 
Zeitschrift Ende 1931 oder Anfang 1932.) 



Viertes Kapitel. 

Nichtlineare Integralgleichungen im groBen. 
§ 1. Existenz eines Eigenwertes. Es seien K" (s, SI' ... , s,,) 

(n = 1,2, ... ) reeIle, stetige, fUr aIle Werte ihrer Argumente in dem 
Intervalle (0, n) erklarte symmetrische Funktionen, die so beschaffen 
sind, daB die unendliche Reihe 

(1) Ij}' (; )~( Max[' .. [K,~( S, SI"'" s,,) ds1 ••• dS,,/ 

" 
konvergiert. Diese Bedingung ist gewiB erfiillt, wenn beispielsweise 

die Reihe .2(;)"MaxIK,,(s,SI, ... ,s,,)1 konvergiert. 

Augenscheinlich folgt aus (1), daB auch die Reihe 

1 n 1 

(2) '200 (;)2 (t ... J K: (SI'"'' S,,+I) ds1 .. · dS"+lf 
n 

konvergiert. Bezeichnet cp (s) irgendeine in (0, n) erklarte stetige 
Funktion mit 

(3) 

so konvergiert die Reihe 

1 ... 00 n n 

(4) .2 f .. ·fK"(s,SI,· .. ,S")CP(SI)·,,cp(sn)ds1 ···ds,, 
n 0 U 

unbedingt und gleichmaBig. In der Tat ist der Schwarzschen 
Ungleichheit 163 zufolge, wenn wir zur Vereinfachung cP (SI) = CPl' 

163 Diese besagt, angewandt auf Integrale, bekanntlich folgendes. Sind 
fl (s) und f2 (s) zwei in (0, n) erklarte reelle stetige (oder auch nur quadratisch 
integrierbare) Funktionen, so ist 

( Jft )2 Jft Jft 
(,f2 ds :S f12ds fids. 

o 0 0 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fUr fl = C f2 (c konstant). 
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q; ( S2) = q;2' . .. setzen, 

(SK,,(s,S1' ... ,SJq;l dS1/<; SK~ds1' 

(5) (f SK"q;1 q;2 dS1 ds2r < ; J (fK,.q;1 dS1)2ds2 < (;/S f K:ds1 dS2~ 

Wir betrachten ietzt die nichtlineare Integralgleichung 
1oo.co n n 

(6) Aq;(S) =}; J. .. JK,.(s, s1' ... , S,.)q;(S1) .. ,q;(s,,) ds1···ds,. 
n 0 u 

und beweisen, dafJ sie tur mindestens einen Wert des Parameters eine 
nicht identisch verschwindende Losung hat. Der ~igenwert kann auch 
gleich Null sein 164. 

In Verallgemeinerung eines vor langerer Zeit angegebenen Ver­
fahrens fiihren wir unser Problem auf das folgende Existenzproblem 
der Variationsrechnung zuriick. 

Unter allen ~n (0, n) stetigen Funktionen q; (s), die so beschatfen 
sind, dafJ 

(7) 

gilt, 

(8) 

" Jq;2(s)ds=~ 
o 2 

sind dieienigen zu bestimmen, die dem Funktional 
2 ... 00 3t n 

U{ q;} = 2) ,~ J. . .J K"-1 (s1"'" S,.) q;( S1)'" q;( s,,) dS1 .•• ds" 
n U 0 

den H ochstwert erteilen 165. Augenscheinlich ist die unendliche Reihe (8) 
unbedingt und gleichmaBig konvergent. 

164 1st A =l= 0, so ist die LOsung, die wir finden werden, stetig. Andernfalls, 
d. h. wenn A = 0 ist, wird nur bewiesen, daB sie quadratisch integrierbar ist. 

165 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Existenzprobleme der Variations­
rechnung, Journal fiir Mathematik 140 (1915), S.24-85, insbesondere S.79-84. 
A. a. O. handelt es sich um die nichtlineare 1ntegralgleichung 

"" 
e(u)= 2:n;dff K(s,t,u)e(s)e(t)dsdt. 

ou 
DemgemaB wird das Maximum des 1ntegralausdruckes 

1t1t1t 

f ff K(s, t, u) rp(s) rp(t) rp(u) dsdtdu 
o 0 0 

fiir aile der Beziehung (7) geniigenden rp(s) gesucht. 
Diese Aufgabe ist zuerst von Herrn Fubini auf einem anderen Wege ge­

lost worden. Vgl. G. Fu bini, Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni 
con applicazioni alia teoria delle equazioni integro-differenziali, Annali di Mate­
matica 20 (1913), S. 217-244, insbesondere S. 218-225. Siehe weiter unten S. 151. 
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Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit, anzunehmen, 
" 

daJ3 U{rp} nicht fUr aIle rp(s) mit J rp2(s)ds =~- verschwindet. 
o 

Ware es anders und ware h < ; eine Zahl, so daJ3 U { rp} gewiJ3 

" 
nicht fur aIle rp mit J rp2( s) ds = h verschwindet, so wiirden wir die 

o 
n 

Beziehung (7) durch Jrp2(s)ds =h ersetzen, ohne an der Aussage 
o 

unseres Hauptsatzes oder den spateren Entwicklungen sonst irgend 
etwas Wesentliches zu andern 166. 

Wir diirfen gewiJ3 voraussetzen, daJ3 U {rp} auch positive Werte 
annimmt. Ware namlich fiir aIle der Beziehung (7) geniigenden rp ( s ) 
allemal U { rp} < 0, so wiirden wir unseren weiteren Betrachtungen 
das Funktional - U { rp} zugrunde legen. 

Es mogen 'IjJ(1)(s). 'IjJ(2) (s), ... , 'IjJ(n)(s) beliebige in (0, n) erklarte 
stetige Funktionen bezeichnen. Wir set zen in der iiblichen Schreibweise 

(9) 
0 ... 00 

'IjJ(1)(s) '" .J) y?)cosjs, ... , 
j 

0 ... 00 

'IjJ (n) ( S ) '" .J) y}<n) cos j s 167 

i 

und erhalten nach bekannten Satzen 

(10) J ... JKn_1 (sl, ... ,sn)'IjJ(1)(Sl) ... 'IjJ<n)(sn)dsl ... ds" 

= .J)Y1\1)Yi~2) ... Yi~7) J. .. JKn_1 (Sl' ... , sn) cos il Sl cos j2 s2 ... eosin Sn dSl .. , dSn 
= .J)aiI "' in YJ~l) ... Yi~) = ITn_l {yO), ... , y<n)}. 

Der A usdruck IT" -1 stellt eine vollstetige Funktion der n -tach un­
endlichvielen Veriinderlichen 

(11) 

dar. 

(j = 0,1,2, ... ). 

7l n 
166 Es ist naturlich klar, daB U {If'} nicht fUr aIle If' mit J If' 2 (s) d s ~ T 

o 
verschwinden kann. Es sei etwa K n_ 1 (51' 52' ... , sn) die erste Funktion der Folge 
K j (j = 1, 2 .... ). die nicht identisch gleich Null ist. Es litBt sich leicht zeigen, 

n n 
daB f. .. J K n _ 1 (Sl' 52' ... , 5n) I{i (Sl) ... 1{i (Sn) d51 ... dSn nicht fur aIle I{i (s) ver-

o 0 

schwinden kann. Es sei I{i (5) eine Funktion dieser Art. Fur hinreichend kleine c 
ist gewiB U {C I{i} of 0 . 

167 Dies besagt einfach. daB beispielsweise 
n 

2f . YP\=-; tp(l)(s)cosJsds U=1,2 .... ), 
o 

n 

yJ1) = !ftp(1)(S)d5 

o 
gilt. Sind die unendlichen Reihen rechter Hand in (9) gleichlllaBig konvergent 
oder auch nur schlechthin konvergent. so ist das Zeichen der Aquivalenz durch 
das Gleichheitszeichen zu ersetzen. 
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Dies hat folgendes zu bedeuten. Es mogen die Veranderlichen (11) 
d (1) (2) (n) (. 0 2 ) k . entsprechen gegen x}, Xj , ••• , x} J = ,1, ,... onvergleren, 

symbolisch 
(12) y(l) -.X(l), y(2) ~ X(2), ... , yin) ~X(n), 

dabei aber dauernd den Ungleichheiten 
1. .. 00 1. .. 00 

2(Ycil ))2 + .2 (yj1)) 2 < 1, 2 (yci2)) 2 + .2 (yr)2 < 1, ... , 
J J 

(13 ) 1. .. 00 

2 (ycin)) 2 + .2 (yr)2<1 
J 

1. .. 00 

genugen. Offenbar ist auch 2 x5 + .1.0' xl < 1. Dann gilt 
} 

(14) TTn _ 1 {y(l), ... ,y(n)}-. TTn _ 1 {X(l), ... ,x(n)}. 

In Formeln, jedem noch so kleinen s> 0 lassen sich em Wert 
b = b ( s) und eine naturliche Zahl p, zuordnen, so daB 

(14') I TTn _ 1 {X(l), ... , x(n)} - TTn _ 1 {y(l), ... , yin)} 1< s 

wird, sofern 

(14") I xr) - y jk) I < t5 ( s ) ( k = ], ... , n; j = 0, 1, ... ,m, m > p, ) 

gilt. 
Beweis. Der Schwarzschen Ungleichheit zufolge 168 ist 

R2=( .2 la. ·lly(1)i ... ly~n)j)2 
m<},+ ... +}n<m+p JI· .. Jn JI In 

<.l;a2 . .l;(y(1))2 ... (yfn ))2, 
J] •• ·Jn JI In 

darum wegen (13) gewiB auch 

R2 < .2 a2 . 
-},+ ... +}n>m h .. ·Jn· 

Bekanntlich ist die Reihe .2 at"}n konvergent, fur hinreichend 
groBe m, etwa m > mo' ist darum R < s, unter seine beliebig kleine 
positive Zahl verstanden. Also ist die Reihe .2 a. . y ~l) ••• y fn ) fur 

)' ... In J, In 
aIle den Ungleichheiten (13) genugenden Werte der unendlichvielen 
Veranderlichen gleichmaBig konvergent. Dies hat aber die VoIl­
stetigkeitsrelation (14) zur unmittelbaren Folge. 

Es ist jetzt leicht zu sehen, daB das Funktional U {cp}, wenn WIr 

(15) cp ( s) r-.J .2 Xj cos j s 

168 Angewandt auf Summenausdriicke, besagt diese folgendes. Sind a1 , .•. , an; 
b1 , .•• , bn beliebige reelle Werte, so ist 

(
l ... n )2 l ... n g1. .. n 9 
;E aj bj ;S.2 aj .2 bj . 
} } j 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir aj=cb; (j=L ... ,n) (ckonstant). 
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setzen, und demgemaB symbolisch 

(16) U{<p}=U{x} 
schreiben, eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Veriinderlichen 
XO' Xl' X2' • •• in dem "Ellipsoidkorper" 

(17) 

darstellt. 

2 1 ... 00 2 

2XJ + 2: Xj < 1 
j 

Wir bemerken vor allem, daB aus (17) die weitere Beziehung 

(18) 

folgt. Numnehr wahlen wir N so groB, daB (man vergleiche (5)) 

(19) 2) ~ I J ... J K .. _l (S1'"'' s .. ) <p (S1)'" <p (s .. )dsl · .. dsni 
n>N 

< 2) ~ (;/ (J ... J K:_1 (S1" .. ,s .. )dsl · .. dsJ! < e 
n>N 

gilt. Den soeben durchgefiihrten Dberlegungen zufolge ist 

U N{X} = U N{<p(S)} = 2) ! J .. .fK .. _1 (Sl'"'' s,,) <p (Sl) ... <p(s")dsl ,,. is .. 
n~N 

gewiB eine vollstetige Funktion, 
UN{y}--+ UN{x}, 

falls 
1 ... 00 

Yj--+Xj (j = 0,1,2, ... ), 2yg + ~ Y} < 1. 

Wegen (19) gilt dann gewiB auch 

U{y}--+ U{x}, 
d. h. U {x} ist vollstetig. 

J 

Es sei d die obere Grenze von U fiir aIle die Beziehung 
Q l ... co 2 

(20) 2 xO' + .2 Xj = 1 
j 

erfiillenden xO' xl' x2' •••• DaB d existiert, folgt aus der soeben be­
wiesenen Tatsache, daB U {x} in (17) vollstetig, mithin auch beschrankt 
ist 168a. Aus der Annahme, daB U {<p} = U {x} nicht fiir alle in 
Betracht kommenden xO' xl' x'J' .•. verschwindet oder negative Werte 
annimmt, folgt, daB d > 0 ist. 1m AnschluB an das bekannte von 
Ritz herriihrende Verfahren 169 kann d wie folgt bestimmt werden. 

168& DaB U {x} beschrankt ist, folgt auch fast unrnittelbar aus der Berner­
kung (vgl. S. 142), daB die unendliche Reihe (8) gleichrnaBig konvergiert. 

169 Vgl. W. Ritz, Dber eine neue Methode zur Losung gewisser Variations­
problerne der rnathernatischen Physik, Journal fiirMathernatik 185 (1908), S. 1-61. 
A. a. O. werden lineare Randwertaufgaben behandelt. 

Lichtenstein, IntegralgJeichungen. 10 
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Betrachten wir die Gesamtheit der trigonometrischen Polynome 
2 1 ... 1 

von der Form (15) mit Xj = 0 fUr j > lund 2xo + ~ xJ = I, und 
J 

es moge 

(21) 
o ... l (l) 

'Pl(s) =.l: bj cosjs 
j 

ein Polynom dieser Art sein, das U{x} den hOchsten Wert, er 
heiBe dz, erteilt. Augenscheinlich ist 

dl < d2 < ds < ... < d. 

Es ist leicht zu sehen, daB 

(22) lim d .. =d 
p-+oo .. 

ist. Sei namlich im Gegensatz zu dieser Behauptung 

lim dp=d - h* 
p-+oo 

mithin dp < d - h* fUr alle p. Dann gibt es gewiB ein Wertsystem 

co' cl ' c2' ••• mit 2 cg + 1 ~ 00 cJ = I, so daB U { c } > d - h2* gilt. Da U { x } 
J 

vollstetig ist, so kann man, wie wir sogleich zeigen werden, von 
co' cl ' c2 ' ••• zu einem System von Variablen c6, ci, c~, ... iibergehen, 
von denen nur die p' + I ersten von Null verschieden sind, so daB 

1. .. p' 

sich 2c6 2 + 2J CJ2 = lund immer noch 
j 

ergibt. In der Tat kann man (vgl. die auf S. 144 gegebene Definition 
der Vollstetigkeit) '" so groB und ~ so klein wahlen, daB, sofern 
co' ... ,cm (m > "') eine Anderung erfahren, deren Absolutwert ~ nicht 

iibersteigt, der Betrag der Anderung von U {c} den Wert h; nicht 

iibertrifft. Es sei p' ~'" und iiberdies so groB, daB 

( 2 1. .. p' 2) 1 
1- 2co + f Cj = co < 1- (1 +<5)2 

1 1. .. p' 
gilt. Wir setzen cJ = cr=. Augenscheinlich ist 2C~2 + .l: cj2 = 1. 

fl-w j 

Ferner ist I cJ - Cj I = ( 1 - I) I Cj I < 1 - I < ~. Offen-
ll-w ll-w 

bar ist nach dem Vorstehenden U{c'} > d -~h*. 
Dies steht aber im Widerspruch mit der Tatsache, daB U {c'} < d - h* 

sein sollte. 
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• • (I) 2 1. .. 1 (I) 2 
Aus der fUr aile 1 giiltlgen Bezlehung 2 (bo ) + ~ (bj ) = 1 

J 

folgt I bl) i < 1 (l = 1,2, ... ; j = 0, I, 2, ... ). In bekannter Weise 
HiBt sich darum 170 aus der Gesamtheit der Folgen . 

b(l) btl) bll) 
o , 1, 2,··· (1=1,2, ... ) 

eine Teilmenge 

(23) b(lm) b(lm) b(lm) o , 1 , 2 , ••• ( m = 1,2, ... , lm -+ (0) 

aussondern, so daB fiir alle j 
lim b(!m) = b· 
m~oo J J 

existiert. Offenbar ist 
U{b} = d. 

Wie es sich zeigen wird, ist, sofern ein alsbald einzufiihrender Grenz· 
wert sich als von Null verschieden erweist, 

2 1. .. 00 2 
2 bo + .2 bj = 1. 

j 

Die Extremaleigenschaft des Wert systems bJ/), b~l), ••. , bJl) hat das 
Bestehen der Gleichungen 

(24) a:~!)I[U{b(I)}_: AI(2(b~/))2+ f\b/))2_ 1)] =0 (k=O,I, ... ,l) 

zur Folge l7l. Wegen (21) und (8) lassen sich diese Gleichungen 
auch in der Form 

2 ••• 00 

.J) f..J K"_1 (S1' ... ,s .. ) !l'z (S1) ... 'Pz(S .. _1) cos ks .. ds1···ds .. - 2bt) .¥Az=O 

(25) 2.~.00 (k=I,2, ... ,l), 

.2 f. . .fK .. - 1 (SI' ... , s .. ) 'Pz( S1) ... !l'z (S .. _1) dS1 ... ds .. - 4 bJll .~Az=O 
n 

schreiben 172. Wir wenden nunmehr diese Gleichungen auf die zu 
der Teilmenge (23) gehOrigen Werte ll' l2' l3' ... von 1 an. Mindestens 
eine Folge b~/m) (m = 1,2, ... ) hat eine von Null verschiedene Zahl 
zum Grenzwert. Andernfalls waren alle bj = 0, somit ware auch 

U { b } = 0, d. h. d = o. Es sei demnach etwa lim b~z".) = b" 9= o. Man 
m~oo 

170 Vgl. D. Hilbert, Dher das Dirichletsche Prinzip, Math. Annalen 1i9 
(1904), S.161-186. 

171 Extremum mit Nebenbedingung. Der Lagrangesche Multiplikator ist in (24) 

mit : Al bezeichnet. 

172 Hierbei ist von der Symmetrieeigenschaft von K n - 1 Gebrauch gemacht 
worden. 

10* 
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denke sich jetzt aIle zu k = x, l = 1m > X gehOrigen Gleichungen (25) 
hingeschrieben und lasse m gegen 00 gehen. Die unendliche Reihe 
konvergiert als eine vollstetige Funktion ihrer Argumente gegen einen 
bestimmten Grenzwert, also gilt auch fur Aim das gleiche. Es sei 

(26) lim Aim = A =F 0. 
rn~oo 

Dann sind gewiB fur hinreichend groBe m aIle Aim =F 0. 

Nach (25) stellt b~l!.: J'l den zu cosks (k=0,1,2, ... I) ge­

horigen Fourierschen Koeffizienten der Funktion 
2 ... 00 

: J) f .. JK"-1(Sl' ""Sn_1,S)lJ'l(S1)'" 'I'1(Sn_l)ds1 .. • dSn_1 
n 

dar. Wie man sich leicht uberzeugt, ist 
2 ... 00 

(27) J~oo: J) J.JKn- 1 (S1' ... , S,,_1' s) 'I'Zjs1) .. ·lJ'ljsn_l)ds1 .. · dSn_ 1 = X(s) 
n 

eine in (0, n) erklarte stetige Funktion. Augenscheinlich sind ihre 
Fourierschen Koeffizienten gleich 

r bam) nAb n A 
m~ k • 4 1m = k' 4 ' 

so daB wir setzen konnen 

mithin 

(28) 

1 ... 00 

A tp (s) = ! X (s) '" Ho + A J) bj cos is, 
j 

1. .. 00 

tp(s)",bo +.2.) b.cosis, 
. J 

J 

folglich U {tp } = d. 
Aus (21), (27) und (28) folgt wegen der Vollstetigkeit der in (27) 

auftretenden unendlichen Reihe nach einer einfachen Umformung 

Also ist (p (s) eine Losung der nichtlinearen Integralgleichung (6). 
Wir kehren noch fur einen Augenblick zu den Gleichungen (25) 

zuruck. Multipliziert man sie entsprechend mit bf! (k = 1,2, ... , l) 
bzw. bg) und faSt zusammen, so findet man 

(30) 2j;00 f. .. JK"_1(Sl ..... s,,) 'Pz(Sl)'" Pz(s,,)ds1 ... ds" 
" 
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Schreibt man diese Gleichung fUr aIle l = lm (m = 1,2, ... ) und 
geht zur Grenze m --+ 00 liber, so gewinnt man 

2 ... 00 

(31) ~ A=}; f. . .fK .. _1(Sl,· .. ,SJljJ(Sl)···ljJ(sn)ds1···ds ... 
n 

Aus (29) folgt andererseits durch MuItiplikation mit ljJ ( s) und 
Integration 

Also ist 
'" 

; A = AI ljJ2(S) ds 
o 

und wegen A 9= 0 gewiB 
;n; 

IljJ2(S)ds= ;, 
o 

darum (vgl. (28»), wie auf S. 147 behauptet, 

1. .. 00 

2bg +.2 bj2 = 1. 

Es ist jetzt leicht zu sehen, was lim Aim = 0 besagen wlirde. 
m-+oo 

Es sei ljJ ( s) die durch die Aquivalenzbeziehung 

1 ... 00 

(33) ljJ (s) r-..J bo +.L) bj cos j S 

J 

bestimmte, im Lebesgueschen Sinne nebst ihrem Quadrate integrier­
bare, wie auf S. 147 festgestellt worden ist, nicht identisch ver­
schwindende Funktion 173. 

Geht man in (25), (21) unter alleiniger Beriicksichtigung der 
Werte l = lm der Teilfolge zur Grenze m --+ 00 liber, so findet man 

2 .•. 00 

}; f. .. I K"_1 (S1' ... , S .. ) ljJ( S1)" .ljJ( S .. _1) cos kSn ds! ... ds .. = 0 
n 

(k =0,1,2, ... ). 174 

173 Wir machen hier von dem Fischer-Rieszschen Satze tiber die Fourierschen 
Koeffizienten quadratisch integrierbarer Funktionen Gebrauch. Vgl. beispiels­
weise M. Plancherel, Contribution a l'etude de la repn\sentation d'une fonction 
arbitraire par des integrales definies. Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 
30 (1910), S.289-335. S. auch lac. cit. 17 S. 1397-1398. 

174 Hier wird von dem Parsevalschen Satze unter Zugrundelegung quadratisch 
integrierbarer Funktionen Gebrauch gemacht (vgl. loco cit. 173). 
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Alle Fourierschen Koeffizienten der stetigen Funktion 

2 ••• 00 

.2 f.··fK .. _1(Sl' ... ,S,,_1; S)P(Sl)···P(S,,_l) ds1 ···ds"_1 
n 

verschwinden, sie ist darum identisch gleich Null. 
Die Funktion P ( s) erfilllt also die Integralgleichung 

2 ... co 

(34) .2 f···fKn_1 (s,S1,···,S,,_1)P(Sl)···P(S,,_1)ds1···ds,,_1=0' 
n 

Geht man in (30) fiir 1 = 1m (m = 1, 2, ... ) zur Grenze m -+ 00 iiber, 
so findet man 

2 ... 00 

(35) .2 f···fK,,_1(S1····'Sn)P(S1)···P(s,,) ds1.·.ds" =0. 
n 

Gibt es keine in (0, n) erkHirte, quadratisch integrierbare Funk­
tion, die dieser Bedingung geniigt, so hat die nichtlineare Integral­
gleich ung (29) fiir mindestens einen Wert A -+ 0 eine stetige Lasung. 

Die Beziehung U { b } = d liefert iibrigens in allen Fhllen ( lim Aim ~ 0) 
m~oo ......... 

2 ... 00 In In 1}'! ... K .. _1(sl' ... ,S")P(S1)· .. P(s .. )ds1 .. ·dS.,=d. 
n 0 0 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist, falls lim Aim -+ 0 ist, 
m-+oo 

allemal nur die Existenz eines Eigenwertes A (-+ 0) sowie einer 
Lasung der Gleichung (6) bewiesen worden. Schon in dem besonders 
einfachen FaIle K2 = K3 = ... = 0 gibt es unendlich viele Eigenwerte, 
die auch mehrfach sein kannen. Aus dem Bestehen der Beziehung (34) 
folgt natiirlich keinesfalls, daB die Integralgleichung (29) (mit A -+ 0) 
nicht auch noch Lasungen haben kann. 

Man kannte iibrigens statt der Gleichung (6) der Betrachtung 
die Integralgleichung 

1 ... oo n n 

(36) Atp( s) =.2 f. .. f K,,( s; S1'"'' s .. ) tp( S1)'" tp( s,,) ds1 ... ds" + f( s) 
n 0 0 

zugrunde legen. Das zugeh6rige Variationsproblem lautet dann: Unter 
allen in (0, n) erklarten stetigen Funktionen tp (s), die so beschaffen 

n 

sind, daB ftp2(S)ds=; gilt, sind diejenigen zu bestimmen, die 
o 

n 

dem Ausdrucke U {tp} + f f( s) tp( s) ds den Hachstwert erteilen. 
o 
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Es mogen spezieIl aIle Kn mit Ausnahrrte von Kp (P > 1) ver­
schwinden. Es handelt sich also jetzt urn die Integralgleichung 

n n 

(37) Acp(s)=j ... jKp(s;S1, .. ·,Sp)CP(S1),,·CP(sp)ds1 .. ·dsp' 
o \J 

Hier ist lim Aim gewiB nicht gleich Null. 
m~oo 

Die Beziehung (30), die sich diesmal in der Form 

(P + 1) U {lP} = ; Al 

oder, was dasselbe ist, 

(P + 1) dl = -i- Al 

schreiben laBt, gibt, wenn man uber aIle l = lm zur Grenze m -+ 00 

ubergeht, 

Fur (37) kann man offenbar auch schreiben 
n n 

(38) cp(s) = 2(P:l)df".f Kp(s; S1'"'' Sp)CP(S1)"'CP(Sp) ds1,,·dsp 
u u 

Es sei spezieU P > 1. Augenscheinlich ist die nichtlineare Integral­
gleichung 

n n 

( 39 ) cP ( s ) = ft j " . J K p ( s; S l' ... , S p) cP ( S 1) ... cP ( S p) d S 1 " . d S p 
u 0 

fUr einen jeden Wert von ft losbar. Eine Losung gibt, wie man 
leicht verifiziert, die Formel . 

1 

(40) ( ) ( ) r 2 (P + 1) d ""J - P -1 CPS=PSL]I; , 

unter P ( s) wie vorhin eine Losung der Integralgleichung (38) ver­
standen. 1st P gerade, so darf ft Werte beiderlei Vorzeichens haben, 
ist P > I ungerade, so gibt (40) reelle Losungen nur fur positive ft. 

Fur p = 1 erhalt man den klassischen Satz von der Existenz eines 
Eigenwertes der Integralgleichung 

n 

cp( s) = ftf K1 (s, S1) cp(sl)ds1· 
u 

AIle Ergebnisse dieses Paragraphen gelten mutatis mutandis, wenn 
die Integrale statt uber das Intervall (0, n) uber ein beschranktes 
ebenes oder raumliches, etwa von einer stetig gekrummten Kurve 
bzw. Flache begrenztes Gebiet erstreckt sind. Auch konnte als der 
(zweidimensionale) Integrationsbereich eine geschlossene, etwa stetig 
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gekriimmte Flache vorliegen. SchlieBlich brauchen die Funktionen 
Kn (s, s1' ... , s .. ) sich nicht notwendig stetig zu verhalten. Doch 
wollen wir uns bei diesen Einzelheiten nicht langer aufhalten (vgl. 
S. 159). 

Natiirlich konnte der Existenzbeweis auch unter Zugrundelegung 
einer der verschiedenen im AnschluB an die beriihmte Abhandlung von 
Hilbert (vgl. die FuB~ote 170) von B. Levi, Fubini, Lebesgue, 
Zaremba, Courant, Tonelli und anderen ausgebildeten Methoden 
zur direkten Behandlung des Problems eines absoluten Extremums 174a 

erbracht werden. 
Der springende Punkt der Ausfiihrungen des § 1 ist die Benutzung 

der der Ritzschen Methode entstammenden Bedingungsgleichungen (24) 
in Verbindung mit einem Auswahlverfahren. Setzt man in (29) fiir 
p ( s) den Ausdruck (28) ein, so erhalt man zur Bestimmung der bj 

ein System unendlichvieler Gleichungen mit unendlichvielen Un­
bekannten. Das vorhin eingeschlagene Auswahlverfahren stellt ein­
fach eine Methode zur Auf10sung dieser Gleichungen dar 174b. 

§ 2. Existenz eines Eigenwertes. Fortsetzung. Es sei K( s, t) 
eine in dem Bereiche Q: 0 < s < n, 0 < t < n erklarte stetige Funk­
tion, und es mogen g .. (s) (n =1, 2, ... ) gewisse in (0, n) erklarte 
stetige Funktionen bezeichnen. Es sei weiter 

'" 
( 41) M2= MaxJ (K (s, t»)2 dt, g .. = Max / gn ( S ) /. 

o 

Wir nehmen an, daB die Reihe 

(42) 

konvergiert und betrachten das folgende Variationsproblem. 
Unter allen in (0, n) stetigen Funktionen q;(s), die so beschalfen 

sind, dafJ 
'" 

(43) J q;2(s)ds = ~ 
u 2 

1748 Man vergleiche meinen Encyklopadieartikel II C 3, S.327-346, wo sich 
die Literatur bis 1918 zusammengestellt findet. Von spateren Arbeiten kommen 
vor allem Abhandlungen von Courant in der Math. Zeitschrift, den Math. An­
nalen und den Acta Mathematica in Betracht. 

Es sei bei dieser Gelegertheit auf die grundlegenden in dem Werke, Fon­
damenti di Calcolo delle variazioni (bis jetzt zwei Bande, Bologna 1921 und 1923) 
zusammengefaBten Arbeiten von L. Tonelli hingewiesen, durch welche diese 
ganze Theorie eine wesentliche Forderung erfahren hat. 

- 174b Man vergleiche hierzu meine in der FuBnote 165 genannte Arbeit, ins­
besondere die Ausfiihrungen auf S.57-61, wo an Hand eines verwandten Va­
riationsproblems sich die fraglichen unendlichvielen Gleichungim aufgestellt finden . 
. Siehe auch w~iter unten S. 160. 
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gilt, sind diejenigen zu bestimmen, die dem Funktional 

( 44 ) V { rp} = S'" ! f g" ( s) d s (I K ( s, t) rp (t) d t r 
"0 0 ' 

den H ochstwert erteilen. 
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert. In der Tat ist 

der Schwarzschen Ungleichheit zufolge 

(45) (jK(S, t) rp(t) dt)2 < j(K(S,t»)2 dt j rp2(t) dt <M2~2" 
o -0 0 

darum 
n 

(46) Ilg,,(s)ds([K(s,t) rp(t)dt)"l <ng"M"(;?'. 

Die folgenden Betrachtungen schlieBen sich eng an diejenigen des 
§ I an. Vor aHem ist es nicht schwer zu sehen, daB V { rp} nicht fiir 
aile stetigen rp verschwindet und daB es keine Einschrankung der 
Allgemeinheit bedeutet, wenn wir annehmen, daB V { rp} nicht fUr 
alle stetigen rp, die (43) geniigen, < 0 ist. 

Die obere Grenze d von V { rp} ist darum > o. 
Wir setzen 

0, .. '" 
(47) rp ( s ) '" ~ Yj cos j s . 

J 

Wegen (43) ist 
1. .. '" 

(48) 2y~ + .2 y? =1. 
j 1 

Das Funktional V { rp} stellt eine vollstetige Funktion der unend­
lichvielen Veranderlichen Yj (i = 0, I, ... ) dar. Dies folgt unmittelbar 
aus den Entwicklungen auf S. 144-145, wenn man beachtet, daB 
n n " 
fg,,(s)ds(JK(s,t) rp(t) dt) 
o 0 

n n 

=f. .. fg,,(s)K(s,t1 ) ... K(s,t,,)rp(t1 ) ... rp(t )dsdt1···dt 
o 0 "" 

gesetzt werden kann. 
Auch die weiteren Obedegungen des § I lassen sich fast wort­

getreu wiederholen. 1st der durch den AuswahlprozeB gewonnene 
Wert lim Itlm = It =1= 0, so gewinnen wir eine stetige L6sung p ( s ) 

m-.'" 
der Integralgleichung 

l.""'n n 1 

(49) Ap(t)=2 fg,,(s)K(s,t)ds(JK(s,:c)p(-c)dr),,- . 
" 0 0 
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1st aber lim Al = 0, so erhalten wir eine quadratisch integrier-
m ...... 00 m 

bare Funktion cp ( s ), die der Integralbeziehung 

1. .. 00 " " n-1 

(50) O=L) fgll(s) K(s,t)ds (fK(s,-r)cp(-r)d-r) 
n 0 0 

genfigt. In beiden Fallen ist 

( 51) 
1 ... 00"" n 

L) ~fg,,(S)ds(fK(s,-r)cp(-r)d-r) =d. 
n n 0 U 

1st, wie wir jetzt annehmen wollen, speziell K ( s, t) symmetrisch, 
so kann (49), wie man leicht sieht, auf die Form 

1. .. 00 " " 11-1 

(52) Acp(s)=L) fK(s,t)g,,(t) dt (fK(t,-r) cp(-r)d-r) 
n 0 0 

gebracht werden. Aus (52) folgt mit K (2)(s,t)=fK(s,r)K(r,t)dr 

" 1. .. 00 " " ,,-1 
(53) ;.fK(s,r)cp(r)dr=L) fKC'J)(s,t)g,,(t) dt (JK(t,-r) cp(-r) d-r) • 

o n 0 U 

Setzt man hier 

" 
(54) fK(s,r)cp(r)dr =tp(s), 

U 

so findet man weiter 

1 ... (Xl " 

Atp(s) = L) fK(2)(S,t)g,,(t)(tp(t)t-1dt, 
n 0 

oder, indem man zur Abkfirzung 
1 ... 00 

(55) 

schreibt, 
n: 

(56) ;.tp(s) =fKc'J)(s,t)F(t,tp(t») dt. 
o 

17. Die unendliche Reihe (55) ist natiirlich gleichmaBig konvergent. In der 

" "" Tat ist f qJ2(S) ds = ;. Aus 1J12(S) ;;;;;;,J(K(s. r))2 drJ qJ9(r) dr folgt darum 
o 0 U 

1 n-l 

11J1(s)I;;;;;;,(;rM.lg"(t)(1J1(t»n-11:;;;,g,,M"-1(;)-2. 
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Fiihrt der AuswahlprozeB zu dem Werte lim Al = 0, so gilt die 
m ...... ClO m 

'" 
Formel (50), darum mit tJ1(s) =JK(s,r)p(r)dr 

o 
'" {57) JK(2,( s, t) F(t, tJ1 (t» dt = o. 

u 

Dabei ist tJ1 ( s) stetig. 
Es sei nunmehr ~ ( s, t) irgendein stetiger, symmetrischer, positiv 

·definiter Kern 176, und es mage Xj ( s) (f = I, 2, ... ) ein System ortho­
gonalisierter, normierter Eigenfunktionen der Integralgleichung 

'" (58) u(s) -Tf~(s,t)u(t)dt=O 
o 

bezeichnen. 1st jetzt Tj der zu Xj ( s) gehOrige Eigenwert, so sind 
diesmal aIle Tj > O. Das Orthogonalsystem Xi (s) (f = I, 2, ... ) ist 
abgeschlossen. Ferner ist nach einem bekannten Satz von Mercer 

(59) ~(s, t) = 2 xAs) Xj(t), 177 

j TJ 

und die Reihe rechter Hand konvergiert unbedingt und gleichmaBig. 
Die Gesamtheit der Funktionen Xj (S)xk (t) (j, k = 1,2, ... ) stellt 

ein zu dem Bereiche 0 <s < n, 0 <t< n gehOriges, abgeschlossenes 
Orthogonalsystem dar. Durch die Aquivalenzbeziehung 

1 ... 00 

(60) ~o(s,t) ",.2) XJ(S)~i(t) 
j lTj 

ist dem Fischer-Rieszschen Satze zufolge eine nebst ihrem Quadrate 
in (0, n) integrierbare Funktion erkHirt. In der Tat ist die Summe 
der Quadrate der Fourierschen Koeffizienten konvergent, sie ist 

1 ... 00 

namlich gleich .2)~. Nach einem bekannten Satze von Fubini 
j TI 

176 Dies besagt, daB, wie auch die in (0, n) stetige Funktion X (s) beschaffen 

"'''' sei, J J ~(s, t) X (s) X(t) ds dt 2: 0 ist. Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn 
00 

'" X(s)=O ist. Aus J~(s,t)X(t)dt=O folgt augenscheinlich, wenn X(t) als 
o 

stetig vorausgesetzt wird, X (t) _ O. 
177 Vgl. beispielsweise loc. cit. 17 5.1510, 1524. 'Obrigens ist auch die Reihe 

1 ... 00 

.2) ~ konvergent. Vgl. loco cit. 5.1524. A.a.O. wird ~(s, t) als eigentlich 
j Tj 

positiv definit bezeichnet. 



156 Nichtlineare Integraigieichungen im groBen. 

ist die Funktion sro (s, t) fiir alle s, h6chstens mit Ausnahme einer 
Nullmenge, nebst ihrem Quadrate in bezug auf t integrierbar178• 

Den vorstehenden Betrachtungen kann man nun, wie man leicht 
sieht, ohne weiteres die Funktion sro(s,t) stattK(s,t) zugrundelegen. 

Dementsprechend werden wir diesmal voraussetzen, daB die Reihe 
1. .. 00 ~ 

2) gn[lln (;r, 
j 

n 

wo [ll2 = Max f ( sro (s, t») 2 d t = Max sr ( s, s) bezeichnet, konvergiert. 
o 

Wir finden also entweder 
'" 

( 61) A t/, (s) = f sr (s, t) F (t, t" (t») dt 
o 

oder 
n 

(62) 0= Jsr(s,t)F(t,t/,(t»)dt. 
o 

Die zuletzt genannte Beziehung kann nor bestehen, wenn iden­
tisch fiir aIle t in (0, n) 

(63) 
1. .. 00 

F(t,1p(t») = ..2 gn(t) (t,,(t)r- 1 =0 
n 

ist. Aus den Betrachtungen dieses und des vorhergehenden Para­
graphen folgt, daB, wenn diese Gleichung keine reelle stetige L6sung 
hat, die Gleichung (61) gewiB mindestens einen Eigenwert und eine 
augenscheinlich stetige Losung hat. 

§ 3. Existenz der Losungen. Wir wenden uns der Beantwortung 
der Frage zu, wie weit man, eventuell unter Zugrundelegung beson­
derer Einschrankungen beziiglich des Funktionals V { qJ}, erreichen 
kann, daB A in (52) den Wert 1 annimmt. Es handeIt sich jetzt 
urn die Aufl6sung der IntegraIgleichung 

(64) qJ( s) =200 J K (s, t) gn(t) dt (J K(t, -r) qJ (-r) d-rf-l. 
n u 0 

1. .• 00 
Es wird diesmal angenommen, daB die Reihe ..2 gn z n fiir aIle z 

n 
konvergiert. Ergibt sich aus der speziellen Natur des Problems 

n n 

a priori eine Schranke fur f qJ 'J d s, ist beispielsweise f qJ 2 d s < h, so 
o 0 

1. .. 00 
geniigt es natiirlich vorauszusetzen, daB ..2 gnzn fUr aIle I z I <MVh 
konvergiert. n 

178 Vgl. beispielsweise A. Rosen thaI, Neuere Untersuchungen tiber Funk­
tionen ree1Ier Veranderlichen, Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften 
II C9b, S. 1118-1119. 
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Die Integralgleichung (64) ist, zunachst rein formal betrachtet, 
nichts anderes als die Eulersche Gleichung, die zu dem Variations­
problem der Bestimmung eines Extremums des Funktionals 

'" 1 ... 00 '" "" n 

(65) frp2(S)ds-2L) ~fgn(S)dS(fK(s,t)rp(t)dt) 
o n n 0 0 

'" =f rp2(s)ds- 2V{rp} 
o 

gehort. Es ist darum zu erwarten, daB eineAuflosung dieses neuen 
Problems zugleich diejenige des vorhin gestellten Problems liefem 
wird. Es ist femer einleuchtend, daB die auf S. 145 ff. durchgefiihrten 
Dbedegungen, nur unwesentlich modifiziert, den Existenzbeweis 
!iefem werden, sobald nur feststeht, daB der Ausdruck (65) fiir aile 
in (0, 'JT,) stetigen rp (s) nach unten, somit V {rp} nach oben beschrankt 
ist, mithin etwa 

(66) 

gilt. '" 
Es sei d die untere Grenze von f rp 2 d s - 2 V { rp }, und es sel 

u 

!Pz (s) = 0j/ bt) cos i s dasjenige Kosinuspolynom von hochstens 1-tern 
j 

Grade, das (65) den kleinsten Wert erteilt, wenn zur Konkur­
renz lediglich Kosinuspolynome vom Grade < 1 zugelassen wer­
den. 1st dz der zugehorige Wert von (65), so ist augenscheinlich 
d1 2: d'J 2: d3 2: ... >d. In naheliegender Schreibweise ist gewi13 fUr 
alle 1 

.( 67) 

darum 

(68) 2b~l) +1.f /(bl») 2 < d1 + 2D. 
j 

Wie in § 1 la13t sich jetzt aus der Gesamtheit der Folgen 

(1=1,2, ... ) 
·eine Teilmenge 

b(lm) b(lm) b(lm) 
o ' 1 ' 2 , ••• (m=I,2, ... ;lm-+ oo) 

aussondem, so da13 fur aile i 
{69) 

existiert. Wie a. a. O. kann bewiesen werden, da13 durch die Aqui­
valenzbeziehung 

1. .. 00 

{70) P (s) rv bo + 2 b. cos is 
. J 

J 
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eine stetige Funktion dargestellt wird, die dem Funktional (65) den. 
kleinsten Wert erteilt. Sie ist eine L6sung der Integralgleichung (64)_ 
Die am SchluB des § 2 durchgefiihrte Uberlegung fuhrt von hier aug. 
zur Aufl6sung der Integralgleichung 

n 

(71) 1p(s)=f~(s,t)F(t,1p(t))dt. 
u 

Es sei 
'" 

(72) if>(t, 1p) = f F(t, 1p) d1p. 
u 

Die fur die Existenz einer L6sung von ( 71) hinreichende Be­
dingung ist, wie man sich ohne Muhe uberzeugt, erfullt, wenn bei­
spielsweise if> (t, 1p) flir aIle in < 0, n) stetigen 1p nach 0 ben be­
schrankt ist. 

Das zuletzt angedeutete Resultat laBt sich auch direkt ohne 
Umweg uber die Integralgleichung (64) ableiten. Dies wollen wir 
an Hand eines Beispiels, das meiner in der FuBnote 165 genannten 
Arbeit entnommen ist, in aller Kurze zeigen 1 i9. 

Es sei T ein beschranktes Gebiet in der Ebene der Variablen x, y, 
das etwa von einer Anzahl geschlossener analytischer und regularer 
Kurven, deren Gesamtheit 5 heiBen solI, begrenzt ist. Es sei 
P(x,y,u) eine fur aIle (x,y) in T+S und aIle reellen u erklarte· 
Funktion, die folgende Eigenschaften hat. Sie ist nebst ihren par­
tiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig, und es gilt 

( ) ( ) i a ( ) ! I a 2 ( ) ! A 180· 73 P x, y, u > 0, i [j- P x, y, u I < A 2 , "" P x, y, u I < 2' 
i U , uU I 

Wir stellen uns die Aufgabe, unter allen nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster Ordnung in T + 5 stetigen, auf 5 verschwinden­
den Funktionen diejenigen zu bestimmen, die das Doppelintegral 

(74) ff((au)~ laU)2 ) 
12 = ax +(8y +P(x,y,u)dxdy 

T 

zum Minimum machen 181. Die Extremalfunktionen erfiiIlen die Diffe-
rentialgleichung 

(75) 

179 Vgl. lac. cit. 165 S.51-66. Weitere Beispiele a. a. O. S. 30-38; 40-44;. 
66-74; 74-77; 77-79. 

180 Wir schlieBen uns in allem, was jetzt folgt, den a. a. O. gebrauchten Be­
zeichnungen an. 

181 Man konnte auch von der Gesamtheit aller in T + S stetigen Funk­
tionen ausgehen, die in T stetige partielle Ableitungen erster Ordnung habe1l 
und so beschaffen sind, daB der Integralausdruck 12 existiert. Doch HiBt sich 
(vgl. lac. cit. 165 S. 55-57) zeigen, daB die Extremalfunktionen gewiB in T + S 
stetige Ableitungen erster Ordnung haben. 
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die Euler-Lagrangesche Gleichung des Problems. 1st G(xo' Yo; x, y) 
die auf 5 verschwindende Greensche Funktion der Potentialtheorie, 
so ist weiter 

(76) u(xo'Yo)= - 4~JJ G(xo,Yo;x,y)aaup(x,y,U(x,y))dxdy.182 
p 

Es sei jetzt wJ x, y) (i = 1, 2, ... ) irgendein vollstandiges, nor­
miertes Orthogonalsystem der auf 5 verschwindenden Lasungen der 
Differentialgleichung 

(77) 

und es magen Ai die zugeharigen Eigenwerte bezeichnen 183. Die 
Funktionen wi bilden zugleich das vollstandige, normierte Orthogo­
nalsystem der Eigenfunktionen der Integralgleichung 

(7S) u(xo' Yo) - 2: II G(xo Yo; x, y) u(x, y) dxdy = O. 
p 

Es mage '1'1' '1'2' ... irgendeine Folge reeller Zahlen mit konvergenter 
Quadratsumme bezeichnen. Wir setzen 

1. .. n 

(79) u .. (x, y) = 1) ~ w,(x, y) 
i Pi . 

und erhalten 

(so) II{ (aaU
; / + (aaU

; /}dXdy = ~nVi2, 
p ~ 

J Jp(x, y, Un (X, y)) dx dy = M(v1' '1'2'"'' V .. ). 
P 

Es laBt sich zeigen, daB 

(81) lim M(v l , ... , vn) =M ('1'1' V'J"") = M (v) 
n-+oo 

existiert und eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Verander­

lichen '1'1' '1'2"" darstellt. Sind Vi Fouriersche Koeffizienten emer 
Pi 

stetigen Funktion U (x, y), so ist 

(S2) M(v)=ffp(x,y,u(x,y»)dxdy 
p 

(vgl. loc. cit. 160) S.54-55). 1m engen AnschluB an die Betrachtungen 
des § 1 betrachten wir den Ausdruck 

fJ{( au)2 (au)2 } 1 ... n (S3) axft + ay" +P(x,y,u,,) dxdy=~vJ+M(Vl,· .. ,Vn)· 
p ~ 

189 Vgl. loco cit. 165 S.56. 
188 Die Eigenwerte A, sind mit den in § 1 ebenso bezeichneten GroBen nicht 

zu verwechseln. 
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Es sei d .. sein Minimum, und es mage etwa 

1. .. n( (n))s ( (n) (n) ) 
(84) .2 Vi +Mv1 , ••• ,'1'" =d" 

i 
sein. Offenbar ist 

(85) 

Wie auf S. 146 gilt lim d .. = d. Wie in § I wird aus den Wertsystemen 

(vin), ... , v~n)) dUrch das Diagonalverfahren eine Wertfolge fl1' fl'J' ... 
abgeleitet, so daB 

(86) 
1. .. 00 

1. (n) 
fli= 1m Vi 

gilt 184. Die Reihe .2 flis konvergiert, und es ist 

1. .. co 

(87) .2 fll + M (fl ) = d. 
i 

Es sei jetzt 

(i = 1,2, ... ) 

If a (i) (i) (88) auP(x,y,u,,)wi(x,y)dxdy=N (v1,. .. ,v,,)=N .. 
T 

gesetzt. Auch lim N(i) existiert, und es stellt 
n~co n 

(89) N(i)( ) N(i)() r N(i)( ) 
'1'1' 'lis' ... = V = n~oo '1'1' ••• , v" 

eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Veranderlichen '1'1' '1'2' ••• 

dar185• 
1. .. co 

Die Folge fll' fl2' ... macht den Ausdruck .2 Vi'J + M(v) zum 
i 

Minimum. Diese Tatsache hat das Bestehen der unendlichvielen 
Gleichungen 

(90) 2fll+y~N(l)(fl)=0 
zur Folge. Von hier aus ist es nicht mehr schwer zu zeigen, daB 
die durch die Aquivalenzbeziehung 

1. .. co 

(91) 

gegebene Funktion V( x, y) stetig ist und der Integralgleichung (76) 
geniigt. (Vgl. loco cit. S. 58-60.) 

Aus (88) folgt beilaufig, daB 
1. .. co 

(92) ~"T (N~i))2= ff(aauP(x, y, U,,(X,y»)fdxdy <A:JfdXdy 
t T T 

18. Bei dem Grenziibergang kommt eine geeignete Teilfolge der Werte n 
in Betracht. 

18. V gl. loco cit. 165 S. 58. 
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l ... co . 2 l ... co 
ist. Also ist auch 2J (N(O)(p») , mithin nach (90) auch 2J AiP~ 

i 

konvergent. 
Die Voraussetzung P (x, y, u) > 0 (vgl. (73») laBt sich leicht durch 

die allgemeinere Voraussetzung 

(73') P(x,y,U»-AoU2 -CO, 0<Ao<A1' O<Co 

ersetzen, wo A1 (vgl. weiter oben S. 159) den kleinsten (positiven) 
Eigenwert der Integralgleichung (78) bezeichnet. In der Tat ist fur 
aIle n 

> ff{r::-/+ (aaU;r}dxdy- AOffU!dXdy- coffdXdY 
T T T 

und dieser Ausdruck ist nach unten beschrankt 186 •. 

Das im vorstehenden angedeutete Verfahren laBt sich ohne wei­
teres auf die Bestimmung der L6sungen der Integralgleichung (71), 
unter Zugrundelegung der vorhin gemachten Voraussetzung, f1J sei 
fiir aIle t in (0, n) und aIle 1J' nach oben beschrankt, ausdehnen. 
Es sei, wie auf S. 155, Xj (s) ein vollstandiges Orthogonalsystem von 
Eigenfunktionen der Integralgleichung 

n 

(93) U (s) - T J Sf (s, t) u (t) dt = O. 
° 

186 Vgl. A. Hammerstein, a) 'Ober nichtlineare Integralgleichungen und 
die damit zusammenhangenden Randwertaufgaben, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematikervereinigung 38 (1929), S. 21-28; b) Nichtlineare Integralgleichun­
gen nebst Anwendungen, Acta Mathematica 64 (1930), S.117-176. Dort wird 
die nichtlineare Integralgleichung tp (x) + fK (x, y) ((y, tp (y) dy = 0 einer ein­
gehenden Betrachtung unterzogen; K (x, y) ist symmetrisch, positiv definit, 
nicht notwendig stetig, jedenfalls aber der Fredholmschen und der Schmidtschen 
Theorie zuganglich, insbesondere auch durchaus positiv. Beziiglich der Funktion 
{(y, tp (y) werden mannigfaltige Voraussetzungen von ahnlichem Charakter 
wie (73) oder (73'), welche die Existenz einer Losung sichern, eingefiihrt. FaIle, 
in denen es eine und nur eine LOsung gibt, oder in denen es nicht immer eine 
Losung gibt, werden besonders untersucht. 

Lichtenstein, Integralgleichungen. 11 



162 Nichtlineare Integralgleichungen im groBen. 

Wir setzen 
l. .. n 

(94) 1fn (s) = ~ li~. X;(S), 
t I 

'" 
(95) - 2 J ([J (t, 1fn (t)) dt = M (v1 , ••• , vJ 

o 

und bestimmen das Minimum dn von 

Es sei 

(96) 

1 ... n 
.2v;2+M(v1 .... ,vn )· 
i 

Durch das wiederholt geschi1derte Verfahren ge1angt man jetzt 
zu einer F olge 

(97) lim (n) 1S! 
ILi = Vi' 

so daB 

(98) 

gilt. Wir set zen 

Lim N~i) existiert, und es stellt 
n--)oco 

(100) N (i) ( ) N (i) () l' N (i) ( ) vl'v2 , ••• = V = 1m V1, ••• ,Vn 
n--)oco 

eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Veranderlichen V1 • V2' ••• 

dar. Die Folge Pi' P2"" macht den Ausdruck 

(101) 

zum Minimum. 

(102) 

1 ... co 

.2 v~ + M(v1 , v2 , .. ·) 
i 

Dies hat das Bestehen der unendlichvielen Gleichungen 

2#1+ lJ~N(l)(p) =0 
f 7:1 

zur Fo1ge. Die durch die Beziehung 

(103) 

bestimmte Funktion ist eine stetige Losung der Integralgleichung (71) 187. 

18' Vgl. A. Hammerstein. loco cit. 186 a) 5.24-26; b) 5.131-138. 
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