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Vorwort.

In einer Reihe von Arbeiten, die in den letzten zwolf Jahren er-
schienen sind und sich mit Problemen der Variationsrechnung, der
Hydrodynamik, der Theorie der Figur der Himmelskorper u. dgl. be-
schéftigten, habe ich einige spezielle Klassen nichtlinearer Integral-
gleichungen und Integro-Differentialgleichungen behandelt. Gast-
vorlesungen, die ich im Februar und Marz vergangenen Jahres an der
Universitit Lwéw hielt, gaben mir Gelegenheit, den mathematischen
Inhalt jener Untersuchungen noch einmal in einer einheitlichen Weise
zu bearbeiten. Die vorliegende kleine Monographie stellt eine erweiterte
und vervollstindigte Wiedergabe meiner Vorlesungen dar. Sie enthalt
neben bereits Bekanntem manches methodisch und sachlich Neue.
Aber auch das Bekannte habe ich mich bemiiht, auf eine neue, wie ich
hoffe, einfachere Form zu bringen.

Das erste Kapitel behandelt in seinem ersten Teile die Auflésung
nichtlinearer Integralgleichungen im kleinen, d.h. wenn die als ge-
geben zu betrachtenden Funktionen absolut hinreichend klein sind.
In einer bekannten, schon linger zuriickliegenden Abhandlung?! hatte
sich Herr Schmidt mit diesem Gegenstand beschiftigt und u. a. die
Moglichkeit des Auftretens funktionaler Verzweigungen festgestellt.
Herr Schmidt legt seinen Betrachtungen die von ihm so genannten
regulir konvergenten Integralpotenzreihen zugrunde und bedient sich
eines Majorantenverfahrens. In der vorliegenden Darstellung werden
durchgehend sukzessive Approximationen benutzt. Fiir die Konvergenz
dieser erweist sich das Bestehen von zwei naheliegenden Ungleichheiten
als entscheidend. Analoge Ungleichheiten gelten, wie spater gezeigt
wird, bei manchen fir die Anwendungen wichtigen nichtlinearen
Integro-Differentialgleichungen, die sich auf nichtlineare Integral-
gleichungen von der von Herrn Schmidt betrachteten Art nicht oder
nicht in einer einfachen Weise zuriickfiihren lassen. Es gelingt so die
Auflssung zahlreicher Integro-Differentialgleichungen im kleinen
durch sukzessive Approximationen in véllig einheitlicher Weise. Der
Konvergenzbeweis brauchte dabei nur einmal (in §2 des ersten Ka-

1 Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral-
gleichungen. III. Teil. Uber die Auflosung der nichtlinearen Integralgleichungen
und die Verzweigung ihrer Ldsungen, Math. Annalen 65 (1908), S. 370--399.
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pitels) in allen Einzelheiten durchgefiihrt zu werden. Insbesondere ge-
stattet das eingeschlagene Verfahren die Auflésung einer nichtlinearen
Integralgleichung, auch wenn die Integralpotenzreihe, die, gleich Null
gesetzt, die aufzulosende Gleichung liefert, nicht notwendig ,,regular*
konvergiert.

Nach einer ins einzelne gehenden Diskussion des Problems der
Auflgsung nichtlinearer Integralgleichungen im Kkleinen, wobei auch
auf die von Liapounoff noch vor dem Erscheinen der Schmidtschen
Abhandlung gewonnenen Ergebnisse eingegangen wird, werden u. a.
gewisse auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen ohne weiteres
zuriickfithrbaren Integro-Differentialgleichungen behandelt. Es folgen
einige Anwendungen: ein zuerst von Herrn Carleman betrachtetes
nichtlineares Problem der Wirmeleitung mit Ausstrahlung, der Exi-
stenzbeweis zweidimensionaler Oberflichenwellen von Levi-Civita,
Abhiangigkeit der Losung des ersten Randwertproblems elliptischer
Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Normalform von den
Randwerten, Auflgsung des ersten Randwertproblems der Differential-
gleichung Au=*ke"(k>0) im groBen usw.

Im zweiten und dritten Kapitel werden spezielle nichtlineare Integro-
Differentialgleichungen betrachtet, die sich auf Integralgleichungen von
der im ersten Kapitel betrachteten Form nicht oder nicht in einfacher
Weise zuriickfiihren lassen. Hier wird zunichst das Verhalten der Lo-
sungen allgemeinster elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung bei einer hinreichend kleinen Anderung ihrer Randwerte studiert
und als eine Anwendung die Frage nach der Existenz des Feldes bei
zweidimensionalen reguldren Variationsproblemen diskutiert. Es folgen
eine fundamentale Integro-Differentialgleichung der Theorie der Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Flissigkeiten, ein in der Dynamik voll-
kommen inkohdrenter Medien sowie ein in der Theorie Helmholtzscher
Wirbel auftretendes System nichtlinearer Integro-Differentialgleichun-
gen. Die Auflosung wird allemal durch sukzessive Ndherungen ge-
wonnen. Der springende Punkt ist, wie bereits erwahnt, die Ableitung
der beiden maBgebenden Ungleichheiten. Wesentliche Dienste leisten
hierbei gewisse von mir vor einiger Zeit angegebene potentialtheore-
tische Hilfssitze, bei denen es sich um das Verhalten des Newtonschen
Potentials raumlicher oder Flichenbelegungen bei einer Anderung des
die Belegung tragenden Gebietes handelt?.

Das vierte Kapitel beschiftigt sich mit gewissen nichtlinearen
Integralgleichungen im groBen. Es werden in Verallgemeinerung élterer
Ergebnisse des Verfassers Sitze betreffend die Existenz der Ldsung
und der Eigenwerte abgeleitet. Ausgegangen wird von einem Variations-

1 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Hilfssitze der Potentialtheorie. IV,
Berichte der Sachsischen Akademie der Wissenschaften. 82 (1931), S. 2656—344.
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problem. Wie a. a. O. gezeigt wird, 148t sich zunichst, unter Benutzung
eines von Ritz angegebenen Verfahrens, eine Minimalfolge konstruieren.
Aus dieser Minimalfolge wird sodann eine Teilfolge ausgesondert, die
gegen eine Losung des Problems gleichmaBig konvergiert.

Zum Verstindnis des folgenden geniigen neben den Grundlagen
der Differential- und Integralrechnung Elemente der Potentialtheorie
und der Theorie linearer Integralgleichungen. Kenntnisse auf dem Ge-
biete linearer elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind
erwiinscht, jedoch nicht erforderlich, da alles Notige ausfiihrlich aus-
einandergesetzt wird.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem Assistenten, Herrn
Privatdozenten Dr. E. H6lder fiir manchen wertvollen Rat bei der Ab-
fassung dieses Werkes und fiir die mir durch das Lesen der Korrekturen
erwiesene wirksame Hilfe meinen herzlichsten Dank auszusprechen.

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, die auf alle meine
Wiinsche bereitwilligst eingegangen ist, sei auch an dieser Stelle
bestens gedankt.

Leipzig, im Februar 1931.
Leon Lichtenstein.
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Erstes Kapitel.

Nichtlineare Integralgleichungen
im kleinen.

§ 1. Problemstellung und vorbereitende Betrachtungen. Es sei
K(x,x,) eine in dem Rechtecke 0 < x <1, 0 < x, < 1 erklirte stetige
Funktion, und es mége v(#x) irgendeine in dem Intervalle 0 < x <1
definierte stetige Funktion bezeichnen. Wichtige Probleme der mathe-
matischen Physik und der Theorie gewShnlicher und partieller Diffe-
rentialgleichungen fithren auf Beziehungen von der Form

E(x) + OfK(x: %) (%) dx = v(x) + F{{(%), v(2)},

unter F{{(#),v(x)} eine gewisse nichtlineare Funktionaloperation iiber
{ () und v (x) verstanden. Mit einer Klasse von Funktionalgleichungen
dieser Art, die zuerst von Erhard Schmidt systematisch unter-
sucht worden ist, werden wir uns im folgenden beschiftigen. Wesent-
lich erscheint hierbei vor allem, daB |v(x)| hinreichend kleine Werte
erteilt werden sollen, was zur Folge hat, daB |{(#)| und dem speziellen
Bau von F{{(#),v(x)} zufolge auch |F| lediglich hinreichend kleine
Werte annimmt. Wir sprechen darum von einer nichtlinearen Integral-
gleichung im kleinen.
Wir beginnen mit einigen speziellen Beispielen.

1. F{l(x),v(x)}=C("(x)v"(x) (m=2, n2>0),
somit

£(%) + [ ) L) 2, =0 (3) + £7() v"()

In naheliegender Verallgemeinerung gelangen wir von hier aus zu der
nichtlinearen Integralgleichung

L) +[K(wm) L (n)dn=v(5) + 3 a,,0"(%)0"(2),

unter Ya,  (™v" eine fiir hinreichend kleine || und |v| konver-
gente Potenzreihe verstanden. Auch kann die Potenzreihe im beson-
deren aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehen.

Lichtenstein, Integralgleichungen. 1
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1 1
2. F(E(ho(0) = (800 5) 02(0) () dm) 022,520, 0,21,
somit

D)+ K 5) ) an = o(0)+ ([2005) £4(5) o' () )

Eine Verallgemeinerung fithrt von hier aus zu der nichtlinearen In-
tegralgleichung

x)-}-éfK(x, %,)C(%,)dx,=v(x) —[—Zam(f@ %, %,) (xl)dx>

unter a, 2% eine fiir hinreichend kleine Werte von |2| konver-

o1

gierendé1 Reihe, die sich auch auf ein Polynom reduzieren kann, ver-
standen. Weitere Integralgleichungen allgemeinerer Natur erhilt man,
wenn man rechter Hand Glieder von der in 1. und 2. betrachteten Art
vereinigt, diesen evtl. weitere Glieder etwa von der Form

JI80,2) £(1) £5(1) 0%(3,) (1) dx, 3y

zugesellt, usw.

Diese speziellen Beispiele mogen geniigen, — wir gehen jetzt zu
Betrachtungen allgemeiner Natur iiber.

Im folgenden mégen

Kmnj( ; 1"' x)
(0,m,m,f ganz, 021, 0<m<p, 0<n<Lp, m+n=g, 1=1,...,k)
gewisse fiir alle in dem abgeschlossenen Intervalle ¢0,1) gelegenen Werte
ihrer Argumente erklirte stetige, reelle oder komplexe Funktionen
bezeichnen. Es seien weiter {(x), v(x) in (0,1) erklérte stetige reelle
oder komplexe Funktionen3. Wir setzen zur Vereinfachung

£=1{(x), C1=C(x1) ;o v=v(x), v, =v(x), ...,

U,.iC v} Zf me”J ...,xe)C“Cf“...C:Qv’gvfl...vfedxl...

die Summe erstreckt tiber alle ganzen nichtnegativen w, e, ..., o,
B. By .- B, mit
(2) et +...teo,=m, B+p+...+B,=n.

Wir haben vorhin 7 < k gesetzt. Offenbar ist %k die Anzahl der

Losungen der Diophantischen Gleichungen (2).
Augenscheinlich ist fiir konstantes w

Umn{wc’ wv} = wm+'n Umn{c’ v}’

3 Diese Voraussetzung wird spater gelegentlich zugunsten einer allgemei-
neren Annahme fallen gelassen.

ax,
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In der Bezeichnungsweise von Frechet stellt U, {{, v} ein Funk-
tional (m -+ n)-ten Grades von ¢ und v * dar.

Beispiele.
L j=1, a=m, 0,=0(k>0), f=n, f;=0(1>0). o=m-|n,

Kpp1=1 K, ,;=0(i>1), U, {¢v}=_"(x)0"(x).

Dies ist ein vorhin bereits benutzter Ausdruck.

2. j=1, a=F=0, oy=a (k=1,..,0), a,=0 (k>p,),
B=b(l=1...0) B=0(>¢) m=ag, n=>be, o=m-+n,

Koni(%:%,..,%) =8(%,%,) & (%,%,) ... R(%, %,,), K, =0(i>1),

v} = (j@(x, %) C%(%,) v”(xl)dxl)el.

Auch diesem Ausdruck sind wir vorhin begegnet.
3. Es gilt allgemein

1 1
(3) Uyp=1{(%) fKIOI (%, %,)dz, +fK102 (%, %,) L (%,)dx,

= (%) Koy ( +fK102 (%, %,) L (%,)dx

und analog

1
(3") Ug = v (%) Ky, (%) +6fK01e (%, %,) v(%,)dx
Es sei jetzt

1 1
(4) Maxzbf E)f[Km"j(x; Xy oo %,)|d%y .. d%,=B,, .,

und es moégen d >0, d, > 0 zwei feste Werte bezeichnen.
Wir nehmen an, daf die unendliche Reihe

(5) 2B, ,d"d}
mn
konvergiert. Sei weiter 0 <d<d, 0<d,<d,® und fir alle %
in (0, 1)
(6) £ <d, [0]£0Q, <4,
mithin auch
Max || <02 <d, Max|v|<LQ,<Ld,.
Augenscheinlich ist

2 U6 D emer Zf SN E i (%5 oo %) A5, .. dx,

m+n>1 m+n>1
< 2 an‘QmQr:F(‘Q"Ql)'
m+n>1

4 Genauer, eine Funktionaloperation iiber ¢ und v.
® Die Differenzen @ —d, d,—d, kénnen ibrigens beliebig klein sein.

1*
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Die Funktion F(£, 2,) ist in dem Bereiche 0 <2< d, 0<02, <4,
stetig und hat daselbst gewiB stetige Ableltungen erster und zwelter
Ordnung. Da ferner

F(0,0)=0, 55

gilt, so ist weiter in naheliegender Bezeichnungsweise

F(Q,2,) :’%QQFQ;(GQ, 00,)+ 00, Foq (02, 00,)

9_F(0,0) = al F(0,0)=0

5 QP Fo(09,02), 0<0<1,

mithin

. F(2,2)<4(2°+020,+07) (4>0 konstant),
-d. h. .
() | 3 Upalten)| € 3 U, {00} S4(2°+00, 4 0)).

Es sei C (x) eine weitere m (0, 1) erklirte stetige Funktion, und

es sei

(9) lélgﬁgd, [t —Cfl<v<L20.
Natiirlich ist vor allem

(10) > |Um”{ v} L A( 92—}—!291—1—!21)

m+n>

Des weiteren ist
[ Upn{C v} = U, {E, |<2f SNE i (5, 5|
<Lt L — z Ci L Ll 0P of b ofe|dx, ... dx

Q’
Ny |
=(c —-&a c;‘e+c (P —Emee. gget . e “e-l(c £e)
R N SR L S
mithin, wie man fast unmittelbar sieht,
lC“Cf‘--- ge_éaér,'“égglgmgmqu
also

U89} Uy {Eo0}| < mB,,, 2" 01,
l 2 (Umn{é’v}——Umn{c’v})lgm_'%;l,Umn{é’v}—Umn{c’v}l

m+n>1

<m& ¥ B, Q" '0l=0F,(Q,2,),

) m+n>1 »
Fo(9,2,)=QFq(002,002) +2,F00,(02,02,)<B(Q+Q,)

(0<8<1, B>0 konstant),
somit endgiiltig

w1 2 Upu{6,0) = U {6 0)} | S B(R+ 2,) 0
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~ Wir fassen jetzt v(x) als eine bekannte, {(x) als eine zu bestim-
mende Funktion auf und stellen uns dic Aufgabe, die Funktional-
beziehung

2 Ul
d. h. h |
ZZJ‘ men] . x)c Cal aevﬂvfl .vﬁedxi...dxe=0
m+n2l j
aufzuldsen. Der Ausdruck > U __{{, v}, eine regulir konvergente
minzt " 8 g

Integralpotenzreihe in der Bezeichnungsweise von E. Schmidt#?, stellt
ein analytisches Funktional® von { und v dar. Indem wir die Glieder
ersten Grades in bezug auf  und v aussondern, kénnen wir fiir (12)
auch schreiben (vgl. (3))

(13) &(x) K, ( x)+leoe (%, %) C(%,)dx, =U— 3 U, {L v},

m+n>1
worin, beildufig bemerkt, die Funktion U, die als bekannt zu gelten
hat, nach (3’) den Wert

(14) U= —Up= —v(x)Ky,(x) — fKom(x: %) v (%) dxy
hat.
Es diirfte nicht iiberfliissig sein, auch noch die Gesamtheit der

Glieder zweiter Ordnung in (13), d. h. der Glieder von der Form
> U,..{¢, v}, explizite hinzuschreiben. Es ist

m+n=2

D Ul 80} = Ugg {8, 0} + U, {80} + Uy {,0)
m+n=2 11
=0f6fK201(x; %y, %) C2dx,dx, + [[K,,t2dx, dx,

—|—ffK203C;"dxldx2 —I—ffK204C&'1dx1dx2 ‘
+ ffKe% Clydx, dx, +ffK‘306 £yCadx, dx,
+ffK1u Cvdx dx, +ffK112 {v dx, dx,
”i‘ff 11880 dx1dx2+ffKu4C1vdx1dxe
+ ffK:us yv, dx dx, +ffK116 1054, dx,
+ff 11782V A%, d %, +ffK11s Cavydx,dzx,
=+ ffKno Cavydx,dx, + ffK021v2dx1 dx,
+ ffKon vidx, dx, + ffKosa Vg dx,dx,

+ ffKou vo, dx,dx, + ffKoz.s Vv, dx,dx,
+ [[ Ky v, 05 dx,dx,.

53 Vgl. loc. cit. * S. 377. Man beachte, daB nach Voraussetzung die
Reihe (5) konvergiert.
8 Genauer, eine Funktionaloperation iiber { und wv.
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Es ist klar, daB sich dieser Ausdruck erheblich zusammenziehen 148t,
indem beispielsweise fiir [ [ Ky, ¢2dx,dx%,+ [[K,o, E2dx, dx, kiirzer
[ Ky (%, %,)¢2dx, geschrieben werden konnte. Die Beziehung (13) ist
augenscheinlich eine nichtlineare Integralgleichung.

Herr Schmidt 16st sie a.a.O. unter Benutzung einer Majoranten-
methode auf. Mit Riicksicht auf die Betrachtungen des dritten Kapitels
werden wir uns demgegeniiber des in manchen Féllen weiter tragen-
den Verfahrens der sukzessiven Approximationen bedienen und etwas
weiter unten den AnschluB an die Schmidtschen Uberlegungen ge-
winnen. Es mag sogleich darauf hingewiesen werden, daB unser Ver-
fahren auch dann zum Ziele fithrt, wenn die Reihe (12) nicht not-
wendig reguldr konvergiert (vgl. S. 11).

§ 2. Ein Spezialfall. Sukzessive Approximationen. Unitit.
Analytischer Charakter der Losung. Wir beginnen mit dem Spe-
zialfall

K, (x)=1 K% %,)=0,

mithin mit der nichtlinearen Integralgleichung
(15) C(x)=U"— 2 Umn{&"v}
m+n>1

und versuchen, diese durch sukzessive Niherungen aufzulsen?. Wir
bilden zu diesem Zwecke nacheinander die Funktionen

£=1U,

QCZU’— 2 Umn{lc’v}’
a) L. L.

=U— 3 U, {i-: v},

m+n>1

Die vorgeschriebenen Operationen sind gewiB ausfithrbar, falls
[:C],]all, ... sich als <d erweisen und zugleich |v|<d, ist, da
alsdann die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert. Dies trifft
aber, wie wir gleich sehen werden, zu, wenn |v|, das wir bereits als
< d, vorausgesetzt haben, und damit auch |U| hinreichend klein ist.

Wir setzen
(17) Max (|0, |U]) = U,
und betrachten die quadratische Gleichung

v=U,+ AU, +UD).
Fiir hinreichend kleine U, sind ihre beiden Wurzeln positiv, die
kleinere

1 U I U,\® 1 \ 2
"=§Z—T*—V<2_A““T> —U*<Z—|—U*)=U*+3AU*—|—...

? Es ist einleuchtend, daB die Voraussetzung K, (#)+0 in (0, 1) nur
scheinbar allgemeiner wire als die Festsetzung K, (#) =1.
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konvergiert zugleich mit U, gegen Null. Gewi gilt darum = <4,
sobald Max |v| hinreichend klein ist, etwa Max|v| <d, < d,.
Unter dieser Voraussetzung folgt aus
v=U,+4(2*+7U,+U})
wegen (16), (17), (8) und (6) nacheinander
LLU <,
L<U,+A(+ U, +U;) =,
L<UAA(T+2U, +US) =7,

..................

In der Tat ist also
(18) LS4, (k=1,2,...),

was zu beweisen war.
Es ist nun weiter fiir £ > 2

=l =— 23 U, {ssl v} = U,nli_aliv}),

m+n>1
darum wegen (11), (18), (17)
[ — 1ol | SB(v+ U )Max |, 0 —,_ oL
Wie bereits bemerkt, konvergiert ¥ mit U,, also auch mit Max|v (x) ]|

gegen Null. Indem man Max |v (x)| hinreichend klein wihlt, sagen wir
Max|v| < dy £d,< d,, kann man demnach erreichen, daB

(19) B(r+U,)<¢<1, darum [0—, [[<qMax|,_,&—,; |,

somit auch

(20) Max|,l —,_{| S gMax|, 0 —, |

wird. Aus (20) folgt augenscheinlich, daB die unendliche Reihe
1C+(2¢_1C)+(3C—2C)+ cee

unbedingt und gleichmiBig konvergiert. Setzt man

C=IC+(9¢’_‘IC)+(3C_2C)+-~~;

¢ =lim .

k—o0

so ist offenbar

Geht man schlieBlich in (16) zur Grenze k— oo iiber, so findet man
C =U— 2 Umn{z’ ‘I)};
+n>1

m

$(x) ist eine Losung der michtlinearen Integralgleichung (15).°

8 Die Benutzung algebraischer Gleichungen zur Herstellung einer Majorante
geht auf Cauchy zuriick. Die Methode wird neuerdings 6fter im Zusammen-
hang mit einer Entwicklung nach Potenzen eines kleinen Parameters ver-
wendet, so beispielsweise von Liapounoff in seinen Arbeiten zur Theorie der
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Siehe auch F. K. G.Odqvist,
Uber die Randwertaufgaben der Hydrodynamik zaher Fliissigkeiten, Math.
Zeitschr. 32 (1930), S. 329375, insbes. S. 366—370.



8 Nichtlineare -Integralgleichungen im kleinen.

Aus (18) folgt augenscheinlich |{| < v. Da, wie vorhin bemerkt,
7 zugleich mit Max|v| gegen Null geht, so gilt auch

Max|{|—0 fir Max|v|—0.
Es sei jetzt ¢ (x) eine beliebige in (0 1) erklarte stetige Funktion, und
es moge |£| < d sein. R
Wir zeigen: Wenn man Max |v(x)| und Max|{(x)| so Kklein
wihlt, daB ’

(21) B(r+U)<g<1, B(Max|f(x)|+U,)<g<1

ist, wird £(x) mit (%) identisch (Unititssatz). Die Integralglei-
chung (15) hat also nur eime absolut unterhalb einer bestimmten
festen Schranke gelegene Losung, wenn Max|v(x)| hinreichend
klein ist.

In der Tat folgt aus (16) und aus
(22) (=U—- 3 U,,{¢ v}

m+n>1
wegen (18), (17), (11) und (21) nacheinander °
[C—ol|Sql0— L], [C—=ul[Z*[C— L]
somit augenscheinlich
¢ =k1-i-1;20 =10

Ein Blick auf die vorausgegangenen Entwicklungen lehrt, daB,
wenn man K, .(%;%,...,%,) durch |K, .(%;%,...,%,)| und iber-
dies v(x) durch |v(x)| ersetzt, die sich alsdann ergebende nicht-
lineare Integralgleichung ebenfalls eine und nur eine Losung hat,
sofern Max |v (x)| < d, gilt.

Es sei jetzt g, >1,*® und es moge ¢ eine beliebige komplexe
Zahl mit |¢| < g, bezeichnen. Betrachten wir die nichtlineare Inte-
gralgleichung
(23) Ce(x) =8U(x) - 2 Umn{ E,sv}-——sU(x) - 2 E”Umn{ce’v}'

m+n>1 m+n>1
Sie hat, sofern Max |v| hinreichend klein ist, gewiB fiir alle ¢ mit
le|< g, eine und nur eine absolut hinreichend kleine Losung'.
Wie wir vorhin gesehen haben, ist, unter ,,,,,,... die sukzessiven
Nédherungen der Losung verstanden,

(24) (llc,lgd, LlLd, ..

9 Man beachte, daB, wenn man voriibergehend die gréBere der beiden
Schranken T und Max | {(#)| mit 8 bezeichnet, nach (21)

) B(8+U)=¢
gilt.
10 Dabei kann ¢, —1 beliebig klein sein.

11 Augenscheinlich geniigt es, Max [v]|< —l-da anzunehmen.
i )
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Es seien { und v beliebige reelle oder komplexe stetige Funktionen

in (0,1), und es sei
a

et
%

Wegen (4) und (5)ist 3 U, .{C,ev} gewiB eine in der Kreisfliche
mtn>1

[Z1<a, |9

|e| £ g, analytische und regulire Funktion von ¢. Aus den zu (16)
analogen Formeln

IC&=8U, kC5=8U— 2 Umn{k—lce’ev} (k=2’3’)

m+n>1
folgt jetzt mit Riicksicht auf (24), daB alle ,Z, (A >1)in |¢| <L g,
analytisch und reguldr sind. Da ferner
kll)n‘}o sz = Ce

fir alle ¢ mit |e| < g, gleichmaBig gilt, so ist auch {, eine in der
Kreisfliche |¢| < g, analytische und regulire Funktion von ¢. Es
gilt darum eine Entwicklung von der Form

(25) L="Ce+ L. S
darum fiir e =1 insbesondere
(26) C=Y4%+. .

Die Ausdriicke *¢,%¢, ... bestimmen sich durch Einsetzen in (23)
nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten.
Man findet zunichst unmittelbar, daB

(27) it —U(x)

ist und daB an der Bildung von * in (23) U,, U,,, U,, beteiligt
sind. Bei der Herstellung von 3 kommen dariiber hinaus noch
Usgs Uy, Uy, Uyg zur Verwendung. Man iiberzeugt sich so leicht durch
vollstindige Induktion, daB ¢ von allen U,., bis Uy, Uk—1,1’ o, Uy
einschlieBlich abhingt und aus endlich vielen Summanden von der Form

f...f@(x;xl,...,xk)v‘svf‘...v,f"dxl...dxk (6+0,4+...+0,=k)
besteht. Nach (26) und (27) ist demnach
(28) C=U—|—22f...f@kj(x;xl,...,xk)vdvf‘...vf"dxl...dxk

>1 5

=U+2%k‘

k>1
Es sei

Mafo...f]@kj(x;xl,...,xk)]dxl,,,dxk=1§k.
J

12 Man beachte, daB £, — 0 fiir ¢—0.
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Es ist nicht schwer zu zeigen, daB es einen positiven Wert
d, Ld, gibt, so daB 3 ﬁk d; konvergiert. In der Bezeichnungsweise
von Herrn Schmidt honvergiert demnach (28) fiir alle v mit
Max|v(x)| < d, regulir. Der durch (28) hergestellte Zusammenhang
zwischen v und { ist eine analytische Funktionaloperation.

Wir stellen, um die Konvergenz der Reihe Zﬁk df zZu zeigen,
der Integralgleichung (15) die Gleichung gegeniiber, die man erhilt,
wenn man in (15) die Funktion v (x) durch einen festen Wert 4 > 0,

U(x) durch A(Max|K,, (x)|+ Max|K,, (%, x,)]),
Zf...mem.(x; Rypeonr %) A%y ... A%,
i

durch an=Max2f...f[Kmnj(x; Xyyens %) | A%y ... d2,
J

ersetzt. Die Losung der neuen Gleichung, die nur noch von 4 ab-
hingt, heiBe Z. Ist, wie wir annehmen wollen, A hinreichend klein,
so gilt unseren Ergebnissen gemilB die konvergente Entwicklung

Z=D,A+D, A+ ... +D A"+ ...,

wo D,, D,, ... positive Konstante bezeichnen. Augenscheinlich ist
fo[@k](x, Xy oo, %) |dxy .. dx, <D,
darum auch]
]f)k=Max]Z'f...f[@kj(x; Hypooon %) |d2y . dx, < D,

Damiit ist unsere Behauptung bewiesen, man braucht nur d, = A
zu setzen.

Wie wir bereits weiter oben bemerkt haben, geht Max|{(x)]
zugleich mit Max |v(x)| gegen Null. Insbesondere hat darum die
Integralgleichung von der Form

1 1
(29) c(x)=—220f...ofxmj(x; By, %) CC0 L0 Ay L s

9’
m>1 j

atot... ta,=m=p,
deMafo...f]ij(x;x,...,xe)|dxl...dxe

m>1 j

sobald

konvergiert, keine dem absoluten Betrage nach unterhalb einer von

vornherein angebbaren Schranke gelegene Losung auBer der trivialen
Lésung £ =0.

§ 3. Eine Erweiterung der Voraussetzungen. Wir haben in dem
Vorhergehenden angenommen, daB die Reihe (5) konvergiert, und
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gefunden, daB die nichtlineare Integralgleichung (15) eine und nur
eine unterhalb einer gewissen angebbaren Schranke gelegene Losung
hat, sofern |v ()| hinreichend klein ist. Diese Lésung liBt sich in
der Form einer regulir konvergierenden Reihe (28) darstellen. Wir
werden jetzt zeigen, daBl die sukzessiven Approximationen in gewissen
Fillen zu einer in der Form (28) darstellbaren Lésung fiihren kénnen,
auch wenn die vorhin prazisierten Voraussetzungen nicht notwendig
erfilllt sind. Die Reihe (28) wird freilich diesmal nicht notwendig
regular konvergieren.
Wir gehen nunmehr von der Annahme aus, daB die Reihe

W 0)= 3 U,,150)

fiir beliebige stetige, reelle oder komplexe §(x) und v(x) mit |§| < d,
|v| < d, und alle x in 0, 1) gleichmdﬁig konvergiert. Wie man leicht
sieht, ist darum der Ausdruck W{g, v} gleichmiBig beschrinkt. Es
sei M die obere Grenze von [ 2 Umn{ v}|. Wir nehmen jetzt wie
in §1

Max[¢| <0 <Kd<d, Max|v|<Q,<d, <d,
an und bemerken, daB bei festgehaltenen { und v

U(e,v)= 3 &™»"U,, {¢ v}

m+n>1
eine fiir || < % v| < i analytische und reguléire Funktion von
& und » darstellt. Diese Funktion ist fiir alle |&| < < ) <L —‘ stetig.
l
Ferner ist
m, — 1 =%
Max| 3 e"s"U,, {2, v} <M (Je] = Q,|v|—91>.

Die fundamentalen Cauchyschen Ungleichheiten ergeben
a\trda\t_ meE"Qr m
l Ul v} <M ('5) <_§11_> = W =C,. 2"
Also ist

(7,) 2 |Um'n{£’v}!é 2 Cmngmgr’

m+n>1 m+n>1

und die Reihe rechter Hand konvergiert gewi8 fiir 2 <d, 2, <4, .
Wie in §1 aus (7) die Ungleichheit (8) gefolgert wurde, so folgt
aus (7’) eine Beziehung von der Form

(8) XU, (&0} <C(R2+0282,+02) (C konstant).
m+n>1
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Mit Riicksicht auf eine spitere Verwendung bemerken wir sogleich, da3
(8%) > ‘Um”{C,v}]gC*(.Q%—I— Q0,) (C* konstant)
m+n>1
m>0

ist. Der Beweis bietet keinerlei Schwierigkeiten dar?3,

Es sei C eine ganz wie { beschaffene Funktion, insbesondere sei

Max |{| <R <d < d.

Wir setzen zunichst

’ - 1
(9") - S0L58

und beweisen, daB, wenn man 2 hinreichend klein, beispielsweise
202 <d< d, wihlt,

W) |3 Uplts) = Ulb o) D@+ 2,)0

gilt14.

Offenbar diirfen wir linker Hand von vornherein # > 0 annehmen,
da sich die Glieder mit =0 im Minuenden und Subtrahenden
fortheben. Betrachten wir den Ausdruck

n(@e) = Y U ft+5E— 00

m+n>1
m>0

Er stellt fiir alle |¢| < 2, da wegen !C— | LT gewiB
}c+§(é—C)]§29gd<d

ist, eine analytische und reguldre Funktion von # dar.
Fir ¢t=0 ist W)= X U,,.{ v}, fir ¢t=0 aber ist
m+n>1

. m>0
u(t)= 2 Umn{c’v}'
"ns0

Nach (8%) ist fir |¢| =20
(8| L C*4R*4-200,). 9

13 Man vergleiche die zu der Beziehung (8) fithrenden Entwicklungen auf
S. 4. Da diesmal Fg, 0,(0,092,)=0 gilt, so ist

%QfFQ,Q, 02,02, §%93a9<%ad1 0QQ, (e« konstant).

14 In den §§1 und 2 ist demgegeniiber lediglich Q < d < d vorausgesetzt
worden, doch ist dies ganz unwesentlich.

15 Jetzt bedeutet namlich 20 das, was in (8*) 2 bedeutete.
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Den fundamentalen Cauchyschen Ungleichheitsbeziehungen gemif
ist fir |¢| <O

'717$=ﬂ 27 (19),(492+299 ), 18

wofiir man mit
D =16C*
gewiB auch

d
[ <D(@+2)
schreiben kann. Beachtet man schlieBlich, daB3

u(a)—u(o)—f—“

0

at

ist, so findet man
M(0)—1(0)| <D (2 +2)0

d. h.
A1) | 3 Ul = Unlto))| D (@ +2))5,
wo {iibrigens das Glelchheltszelchen nur fir J =0 gilt.

Es ist jetzt leicht zu sehen, daB man die Voraussetzung & < 502
fallen lassen kann. Wir schalten, um dies zu zeigen, zwischen { und ¢
die Funktionen

Ci=C+%(cf-—C), c%=c+-;-(c‘—5), c%=c+§(c'—(:)

ein. Wegen |{ — C] <|¢l+ ]Cl < 22 kann stets O < 282 angenom-
men werden. Darum ist '

|%.'"C[’ IC%"%LHC%_C%[’ I C | g%g
so daB gewil3
(%)~ )—u(30) <D(@+2,)Y

geschrieben werden kann. Hieraus folgt aber sofort
[W(0) —n(0)|<D(R+0,)0

Die Ungleichheiten (8') und (11’) sind zu den in § 1 abgeleiteten
Beziehungen (8) und (11) vollkommen analog. Es leuchtet darum

16 Man gelangt hierzu- am einfachsten, wenn man, unter I" einen Kreis
vom Radius £2 in der Ebene der komplexen Veranderlichen ¢ verstanden,

a1 oue

at 2 t—1)?
@iy (t=1)

at, t=20ec'9, 0 p<2a,

setzt und beachtet, daBl wegen ¢J < 32 gewiB |{—7¢| = Q2 ist.
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ein, daB das in §2 entwickelte Verfahren sukzessiver Niherungen
auch jetzt noch zur Auflssung der nichtlinearen Integralgleichung (15)
fithren muB, sofern natiirlich |v(x)| hinreichend klein ist. Auch der
Unititssatz gilt ohne jede Anderung. Nun noch einige Bemerkungen
iiber den analytischen Charakter der Losung. Die Integralgleichung (23)
hat auch unter den erweiterten Voraussetzungen fiir hinreichend
kleine | v | und alle ¢ mit |e| < ¢, (¢, > 1) eine und nur eine absolut
hinreichend kleine Losung. Die sukzessiven Niherungen ,,,,.C,, ..
sind, als Funktionen von ¢ aufgefaBt, in der Kreisfliche Ib" <gq,
analytisch und reguldr, also gilt fiir {, = klgrgo 5., da der Grenziiber-

gang fiir alle |¢| <g¢, gleichmiBig ist, das gleiche. Also gelten die

Formeln (25) und (26) und als eine weitere Folgerung die Entwick-

lung (28). Sowohl diese Reihe als auch die Reihe |U|+4 3|%B,]
k>1

konvergieren fiir alle hinreichend kleinen |v(#)|, etwa |v(#)|< 4y,
und zwar gleichmiBig.

Die Ergebnisse des § 1 lassen sich, wie wir jetzt zeigen wollen,
auch noch nach einer anderen Richtung erweitern. Es sei wie vorhin
{(x), v(x) irgendein Paar in (0,1) erklirter, den Beziehungen
Q=Max|l(x)| Ld, 2,=DMax|v(x)| <d, geniigender stetiger Funk-
tionen, und es moége den Funktionen (%), v(x) eine ebenfalls in
(0,1) erklarte stetige Funktion B {(,v} von % zugeordnet sein. Der
in §1 betrachtete Ausdruck Y U, {¢, v} stellt ein Beispiel einer

m+n>1

solchen Zuordnung dar. Die ,,Funktionaloperation 8{, v} mége die
folgenden Bedingungen erfiillen.
(8”) |B{C, v} AR 2,)(2+2,),
unter A eine in dem Bereiche 0 < Q2 <d, 02, <d, erklirte
positive, der Beziehung A—0 fiir 2% 4 Q7 — 0 geniigende stetige
Funktion verstanden, die bei festgehaltenem £, in Abhingigkeit von
£, bei festgehaltenem {2 in Abhingigkeit von £, nicht abnimmt.

Es sei ¢ eine weitere in €0, 1) erklirte stetige Funktion, und es sei

t|£e<a, [-iLUL20.
Dann gelte auch
(117 B{C, 0} —B{l,0}[<B(2,2)0,

unter B eine ganz wie A beschaffene Funktion verstanden.

Es sei schlieBlich U{v} irgendeine Funktionaloperation iiber v (%),
d. h. eine v(x) zugeordnete stetige Funktion, die so beschaffen ist,
daB Max|U{v}|—0 fir 2, —0. Dann hat die Bezichung

(%) =U{v} + B, v)
bei vorgegebenem v(x) eine und nur eine stetige Losung, sofern 2,
hinreichend klein ist, etwa fir 2, <d; <d,. Diese Losung kann
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wie in § 2 durch sukzessive Approximationen gewonnen werden. Bei
dem Konvergenzbeweis wird man von der Gleichung

t=u*'”!_A(t’u*)(t+u*)’ U, =Max(|v], [1])

ausgehen. Essei d; < Min (34, d,) so Klein, daB gewiB A (24, d;) < §
gilt, und es sei U, <d,. Fir t =1U_ ist
m(t, 0,)=u,—t+A{ U +U,)>0.

Hingegen ist TT(2U,,11,) < 0. In dem offenen Intervalle (11, 211,)
liegen gewiB Wurzeln der Gleichung TT(t,U,)=0. Es sei t die
kleinste dieser Wurzeln. Offenbar ist I, <t < 21U, < 2d;, < d, und
es ist limt=0 fir U, — 0. Die GréBe t spielt jetzt dieselbe Rolle
wie die GréBe v in § 2. Wihlt man Max|v| und damit auch t
so klein, daB B(t,U,) <1 wird, so konvergieren die sukzessiven
Niherungen.

Ganz wie in § 2 iiberzeugt man sich, daB es nur eine der Be-
ziehung Max [{(#)| < dg < d geniigende stetige Losung unseres
Problems gibt, wenn Max |v(%)| < d, < d, vorausgesetzt wird und
dg und d, hinreichend klein sind 62,

§ 4. Der reguldre Fall. Wir kehren jetzt zu der Gleichung (13)
zuriick, nehmen wieder K, ,(#) =1 an und setzen zur Vereinfachung

K10<z (x’ xl) :—‘K(x’ x1)'
Die nichtlineare Integralgleichung (13) erhilt damit die Gestalt
(30) L) +K (0 n)(n)dn U= 3 U, (53],
m+n>

Hat, wie wir zunichst annehmen wollen, die homogene lineare
Integralgleichung

(31) L(%) + K (% %,)C(%)dx, =0

keine Nullosungen, so lifit sich unser Problem, wie man sich ohne
Miihe iiberzeugt, ohne weiteres auf das in den §§ 2 und 3 erledigte
zuriickfiihren. Es sei, in der Tat, H(x, x,) die zu (31) gehérige
Fredholmsche Resolvente. Die inhomogene Integralgleichung

C(x) +fK(x’ xl)C(xl)dxl = f(x)

wird nach bekannten Sidtzen durch die Formel

C(x) =1 (%) —[H (% 2) f(5) da’

182 Tn seiner Dissertation, Sur les opérations dans les ensembles abstraits
et leur applications aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae 3 (1922),
S. 133—181, beschaftigt sich Herr Banach mit Funktionalbeziehungen sehr
allgemeiner Natur, die als einen Spezialfall auch die im ersten Kapitel be-
trachteten nichtlinearen Integralgleichungen enthalten, und gibt u. a. einen
Auflésungssatz (, Fixpunktsatz®) vom Charakter des in § 2 bewiesenen Satzes
an. Herr Banach setzt dabei voraus, da8 eine Ungleichheit von dem Charakter

3 | Upalli v} = U, (£, 0) | £¢0 mit 0<g<1 von vornherein feststeht.
m+n>1
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gelost’. Im vorliegenden Falle ist

f(x) =U— 2 Um'n{c'v}’

darum m+n>1
(@) =U(E) = ) U {E(x),0(2))
~fH(x, ¥ YU(x')dx" + 2 fH(x, 2') U, AC(x"), v(2")}dx".

Die gliedweise Integration ist augenscheinlich gestattet, da die
unendliche Reihe in (30) gleichmaBig konvergiert. Die gewonnene
Beziehung ist von der Form

(32) () =U(0)—_ 3 U, {L(0),9(x),

wobei auch die nach §1 bzw. § 3 zu fordernden Konvergenzbedin-
gungen erfiillt sind. Also gelten auch unverindert alle in § 2 und
§ 3 abgeleiteten Resultate. Insbesondere ist, wenn man v identisch
gleich Null annimmt und fordert, da Max || unterhalb einer von
vornherein angebbaren Schranke liegt, { = 0 identisch.

§ 5. Verallgemeinerungen. Bevor wir zu dem anderen noch
moglichen, besonders wichtigen und interessanten Falle tibergehen,
daB die homogene Integralgleichung (31) Nullésungen hat, wollen wir
einige naheliegende Verallgemeinerungen der bisherigen Ergebnisse be-
trachten; vor allem, indem wir in das analytische Funktional, dessen
Auflgsung unsere Aufgabe war, statt einer zwei Funktionen, die als
bekannt gelten sollen, einfiihren. In vollkommener Analogie zu den
Entwicklungen des § 1 schreiben wir

mnp C v, wf_Zf menp](x xl""’x),

><C C“’ Lo vl ol fewyw}"...wgedxl...dxe,
(g7, m, 5,f ganz, ¢ 21, 0<m <o, 0<n<g 0<p <Ly,
mtntp=p, j=1,...,k),
die Summe erstreckt iiber alle ganzen nichtnegativen «, «, ...,
B Bus- s Bys 2 a7, it
oty .o Fo,=m B+ +...F B, =n y+y,+..+y,=2.
Offenbar ist k die Anzahl der Losungen dieser Gleichungen. Wir
schreiben weiter

Mafo...f]KmMj(x; Xy .oos%,)| 4%, ... dx,= B, ,

J
t|<Q<d, ol |w]|<<d, o<i<d, 0<d,<d

o)

17 Vgl. beispielsweise E. Hellinger und O. Toeplitz, Integralgleichungen
und Gleichungen mit unendlichvielen Variablen, Ercyklopadie der mathemati-
schen Wissenschaften II C 13, S. 1335—1601, insbesondere S. 1372—1373.
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und setzen voraus, daB die unendliche Reihe
3B, d"d’""
konvergiert. Nunmehr betrachten wir die nichtlineare Integralgleichung

(33) Kygo: (%) (%) + [ me(x,xl)C(xl)dx1=£f—m+n§p>lUmnp\C v, @}
mit
U (%) = — Ky, (%) 0(%) — [ Koyge (%, %) v (%,) d2%,
Ky (2) @ (x) — [ Kpoya (%, %,) @ (%,) d%,.

Ist, wie wir weiter voraussetzen wollen, K, . (x) =1'® und hat die
Integralgleichung

¢(x) +fK1oo~z (%, %,) E(x,) dx, =0
keine Nullésungen, so hat (33) fiir alle » und w, deren absoluter
Betrag hinreichend klein ist, eine und nur eine Lésung, deren abso-
Iuter Betrag einen angebbaren Wert nicht tibersteigt. Sie ist von
der Form.

(34) C(x)=U—JHU@")dx'+ D) D[ . [Ru;(%:5,...,5,)

k+i>1

B, b Bo ¥ oY1 Yo
vyt vt wlwt . wy%dx, .. dx,

B+Bit- o+ By=k vty +t. ... +y,=L kti=p),

stellt also ein analytisches Funktional von v und w dar. Man gelangt
zu diesem Ergebnis, indem man fiir » und w entsprechend &v und ew
schreibt, die Losung der so gewonnenen Integralgleichung wie in § 2
nach Potenzen von ¢ entwickelt und zuletzt fiir £ den Wert 1 einfiihrt.

Es sei

(35) Mafo...f!.@,‘lj(x; Xyyooos%,)| A%y .. dx,=D,,.
J

Wie in § 2 tiberzeugt man sich, daB es einen positiven Wert 4 gibt,
so daB 3 D,,d**! konvergiert, die Reihe (34) mithin , regulir* kon-
vergiert. Offenbar 14Bt sich {(x) durch geeignete Umstellung der
Glieder auch in der Form einer Doppelreihe

(36) E(x)=U—[HU(+)dx’

—I—ZZZI NN CIE )vﬂvf‘...vf‘-’w’w}"...wgedxl...dxg
sy
darstellen.

1% Es ist klar, daB die Voraussetzung K, (#) & 0 in (0, 1) nur scheinbar
allgemeiner wire als die Festsetzung K, o, () =1.
Lichtenstein, Integralgleichungen. 2
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Man kann sie auch direkt ableiten, indem man fiir v und w
entsprechend ev und &, w substituiert, die Losung der so erhaltenen
Integralgleichung nach Potenzen von & und &, entwickelt und zuletzt
e =r¢, =1 setzt.

Die Entwicklungen (34) und (36) gelten, wie man leicht erkennt,
auch wenn man die Voraussetzungen wie in § 4 wihlt, d. h. annimmt,
da8 YU, {¢ u, v} fir alle reellen oder komplexen (, #, v mit
[C|£d, |v],|w|<Ld, gleichmiaBig konvergiert. Doch brauchen
diesmal die Reihen (34) und (36) nicht notwendig ,,regulir* zu
konvergieren. Insbesondere kann auch % von x ganz unabhingig
sein, — einen Parameter darstellen. Die Integralgleichung (33) nimmt
jetzt die Form

(37) K1001_(x) £(#) +leooe(x; %) E (%) dx,
=U—= 0" X [ SR (5 m, ) 00 e
frinspst)
xvﬂvf‘...vg‘-’dxl...dxe (m—+n=p)
an. Kommen Produkte von w? mit Potenzen von ¢, Coeens 0,0, ...

rechts tatsidchlich nicht vor, so erhalten wir noch einfacher in nahe-
liegender Schreibweise

(38) L)+ S K (%) (n)dn,
= Ly, (x)v(x) + fLon (%; %) v (x,) d2, +2“p w?
p=1

- Z fol,mm(x Xy, %) E0CP L E200P0P  vfedn, . dx,

m+n>1 j

(m 4+ n = p).

Die Losung der Gleichung (37) 148t sich in der Form

(39) (@)=U—[HU(x)dx’
—[-ZwlZZf...f@w(x;xl,...,xg)vﬂvf‘...vf"’dxl...dx,_,
l=((I::+l>Ii)=0 ’

schreiben.

Die Zahl der bekannten Funktionen bzw. der Parameter kann
beliebig groB sein. Wir bezeichnen sie mit v,...,¢; 4,,..., A,. Treten
die Parameter allemal nur in der ersten Potenz auf, so erhilt man,
wenn man die Glieder erster Ordnung aussondert, in naheliegender aus-
tithrlicher Schreibweise die Gleichung

(40) E(x) + [ K (x,5,) ¢ (x,) dx,
= L, (x)0() + [ L, (5 2,)0 (5,) 4%, + .. + L, () (x)
+f‘Lr<x’ xl)t(x1>dx1 + }‘1 Cl(x) + ce + Ascs(x)
=3 U, e,

putv+.4x>1
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Die Losung dieser Gleichung ist offenbar eine fiir alle hinreichend
kleinen Werte von [A,|,...,|4,], |v],...,|¢|analytische und regulire
Funktion von 4,,..., 4,

(41) E(%) =B (A A0 4y)-

Die Koeffizienten der einzelnen Glieder der Entwicklung (41) sind
analytische Funktionale von v,...,¢. Insbesondere hat das von
Ay, Agy ..., A, unabhingige Glied diese Eigenschaft.

§ 6. Verzweigungsfall. In den Entwicklungen der drei letzten
Paragraphen sind die Ergebnisse des ersten Teiles der mehrfach ge-
nannten Abhandlung von Herrn Schmidt auf einem von dem
seinigen etwas verschiedenen Wege abgeleitet worden. Wir gehen jetzt
zu der noch ausstehenden Behandlung des Verzweigungsfalles iiber
und nehmen demgemaB an, die lineare Integralgleichung

(42) C(x) + [ K (%, 2,) £ (%) dx, =0

mége p =1 linear unabhéngige Nullssungen g¢,(%),..., ¢, (%), die
reell oder komplex sein koénnen, haben. Bekanntlich hat dann die
zu (42) adjungierte Integralgleichung

(43) (%) + K (% %) v(x)dx =0

ebenfalls p linear unabhéngige Nullssungen w,(%,),...,9,(%,), die

sich {ibrigens wie jene in mannigfaltiger Weise normieren lassen.
Damit die nichthomogene Integralgleichung

(44)  C(%)+ JK(% %) L (%) dx,=f(x) (f(x) stetig, [f2dx>0)
Losungen habe, ist notwendig und hinreichend, daB

(45) J1(x) p,(x)dx =0 (k=1,....9)

sei. Die Losungen von (44) lassen sich alsdann in der Form
D
(46) L) =f(x) — [ M (%, 2') f(s") dx’+ 21; ¢;(x)
=

darstellen. Hierin bezeichnet M eine gewisse fiir 0 <x <1, 0<4'<1
erklirte stetige Funktion, die iibrigens in mannigfaltiger Weise normiert
werden kann und gelegentlich als eine Pseudoresolvente bezeichnet
wird; r; (j=1,...,p) sind willkiirliche Konstante?,

19 Vgl. loc. cit. 17, S.1374. A.a.O. handelt es sich um eine ganz bestimmte

Pseudoresolvente. Es ist aber wegen (45) klar, daB, wenn M eine Pseudo-
— 2

resolvente von (44) darstellt, M = M 4 3'¢;(x) y;(#’) ebenfalls eine solche ist.
i=1

Man kann, wenn @, (#) und y;(x) reell sind, sich darum stets so einrichten, daB

(46) IM(z, 2" ) y;(x") dx' =0 (1=1....9)
wird. Sind allgemeiner @;(x), y;(#) komplex, so ist statt dessen natiirlich
(46”) S Mz, ") g(x") dx'=0 (G=L...p)

zu setzen, unter y;(x) den zu y;(x) konjugiert komplexen Wert verstanden.
9%
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Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir wieder einmal die nicht-
lineare Integralgleichung
(47) £(%)+[E (% %) (%) dz, = U(x) = Unall(x), v ()}

Wie bereits in der Einleitung bemerkt, hat Liapounoff in seinen
grundlegenden Arbeiten zur Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotieren-
der Fliissigkeiten in der Nachbarschaft der Maclaurinschen und Jacobi-
schen Ellipsoide zur Gewinnung der neuen Gleichgewichtsfiguren ein
Verfahren eingeschlagen, das, auf das uns interessierende Problem an-
gewandt, wie folgt aussieht?,

Nach dem Vorstehenden ist die fiir die Lsbarkeit der Gleichung (47),
die wir als eine Beziehung von der Form (44) auffassen konnen, not-
wendige und hinreichende Bedingung das Bestehen der p Relationen

48) JU@) p()dx— D [p,(x) (%), v (%)} dx =0

m+n>1
(k=1,...,p).

Sind diese Beziehungen erfiillt, so erhalten wir fiir die Lésung nach (46)
den Ausdruck

(49) ¢(x)=T(x)— ZlU x),v(%)) — [ M(x, 2" )U(x") dx’
+ 2 fu( x')Um,,{ax'),v(x')}dx'+§rj«pj<x>

unter M (x, x”) eine der in der FuBnote ? eingefiihrten Pseudoresol-

venten verstanden.
Es sei jetzt etwa der Einfachheit halber

(50) v(x) =AV(x)

gesetzt, unter V() eine beliebige, in (0, 1) erklirte stetige Funktion mit
| V(x)| < d, verstanden®. Den Ergebnissen der §§1 bis 3 gemaB 148t
sich die Lésung { von (49) fiir alle hinreichend kleinen Werte von
, [rpl, |A| in der Form einer Potenzreihe

(51) E(x) =B(r o7y 4),

deren Koeffizienten analytische Funktionale von V(#) sind, darstellen.
Setzt man diesen Ausdruck in (48) hinein, so erhdlt man p Gleichungen

(52) p.(Ary .. 7,)=0 (k=1,2,...,9),

20 Vgl. A. Liapounoff, Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellip-
soides d’une masse liquide homogéne douée d’un mouvement de rotation.
Premiere partie. Etude générale du probléme. Mémoire présenté a I’Académie
Impériale des Sciences le 21 mars 1906, St. Pétersbourg 1906, S.1—225, ins-
besondere S. 175—225.

#1 Wegen (6) muB jedenfalls [A| <1 sein.
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denen 7y, ..., 7, geniigen miissen, die Verzwezgungsglewhungen Da ¢(%)
in (48) nur in den]emgen Gliedern vorkommt, die in bezug auf {(#)
und A von mindestens zweiter Ordnung sind, so enthalten die Potenz-
reihen (52) keinerlei Glieder von der Form

c v

¢ ar -oes Gty

Vi, Co 7

1712 72

Bevor wir zur Diskussion der Verzweigungsgleichungen iibergehen,
wollen wir zeigen, wie man auf einem anderen Wege zu Gleichungen,
die mit (52) identisch sind, gelangen kann, indem man sich der
von Herrn Erhard Schmidt benutzten Methode der Kernzerspal-
tung bedient.

Herr Schmidt beweist vor allem, daB man auf unendlich mannig-
faltige Weise Ausdriicke von der Form u, (%) 0, (%,) ... 411,(%) b,(,)
angeben kann, so daB die Integralgleichung

C()+ L (5 2) E(m) dry =0,
L(x x)=K(x, %) — (u,(x)0,(x,) +...+ u, (%) bp(xl))
keine Nullosungen hat. Unter Zuhilfenahme von weniger als p Pro-
dukten der obigen Form 148t sich dies nicht erreichen??. Am ein-

fachsten gelangt man, falls alle Nullssungen reell sind, zum Ziele,
indem man, wie wir jetzt zeigen wollen,

uj(x)z_’»“j(x)» bj(xl)z:(Pj(xl) (1=1,....p)

setzt, unter @;(x) und y;(x) (j=1,...,p) diesmal zwei irgendwie
den Bedingungen

(53) S, (%) i (%) dx:{(l) ﬁjr ;:z
(54) Jv;(®) wi(2) dx:{(l) fﬁr ;:2

gemil bestimmte Systeme von Nullssungen der Gleichungen (42)
und (43) verstanden. Sind ¢, (%), y;(#) komplex, so sind die Integral-

ausdriicke (53) und (54) entsprechend durch [ ( ®;(%) ¢, (x) dx und

Jw( W, x) Y. (x)dx (a zu a konjugiert komplex) zu ersetzen. Fiir
L(x,x,) tritt jetzt der Ausdruck

(55) K(x5) + 37, 7, (5)

ein.

22 Vgl. E. Schmidt, loc. cit. 1, S. 386—389.
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Es mogen etwa alle Nullsungen reell sein. Dann hat also nach
Herrn Schmidt die Integralgleichung

C(x) +fL(x' x1) C(’ﬁ) dx1= 0,
L5, 5) =K (5 %) + 379, (x) 7)(x)

keine Nullésungen.
Der Beweis kann leicht durch Zuriickfilhrung ad absurdum ge-
filhrt werden. Es sei etwa

x) + [ L(x,%,)a(x,)dx, =0,

(85)

mithin
P
(55') +fK(x’ %) (%) dx, = "Z'Pj(x) fq)j(xl)n ¥
Jj=1

Die Losbarkeitsbedingungen dieser nichthomogenen Integralglei-
chung, die natiirlich erfiillt sein miissen, lauten

%'f’/’j(x)'/’k(x) dxf¢j(x1)”(x1)dx1=0 (k=1,...,9).

Wegen (54) ist also
f‘pk(x1)n(x1)dx1=0 (B=1,...,),

(%) + S B (%,2,) 7(%,) d%, = 0.

Also ist n(x) eine lineare Funktion mit konstanten Koeffizienten
der Nullgsungen g, (%), ..., @,(%),

7 (%) =j§;’ 4, ;().

Nunmehr ist wegen (53) fir I=1,..., 9
?,(%) +fL (%, x1 @,(%,) dx,

= ¢,(%) +fK (%,%,) @, (%) dx +2'/’3 f‘?’j(%)%("l)d"l:’/’z(x)’

somit auch

somit nach (55’)

»
x) Jf‘fl' (%, %,) (%) d%, =l§ dyp,(%),
d. h. fiir alle x¥ in (0, 1)
)
lézdt‘/’z(x) =0,

was d,=0 (l=1,...,p) und = (x) =0 zur Folge hat. Damit sind
wir zu einem Widerspruch gelangt.
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Von besonderer Wichtigkeit ist der auch in den Anwendungen
hiufig vorkommende Fall eines reellen symmetrischen Kernes,

K(x,%,)=K(%,%).

Die nach (53) und (54) normierten Nullosungen sind diesmal
reell. Ferner kann

'/’j(x)='—+'¢j(x) (1=1,....9),
mithin
(56) Lixw)=K(nn) T
gesetzt werden 3.

Wir kehren jetzt zur Behandlung der Integralgleichung (47) zu-
riick und fihren darin, indem wir diesmal (%), y;(#) nicht not-

“l\d'e

9 (%) @;(%,)

wendig als reell annehmen, fiir K (x,x,) den sich aus (55) ergeben-
den Ausdruck hinein.
Es ergibt sich

(56) £ (%) 4 S K (%,%) ¢ (%,) dx,
x)+fL(x’x1)C(x1)dx1_ ij(x)f‘j’j(%) (%) dx,

=C(x)+fl‘(x’x1) 1) dx; — 2

7, -—fq)J(x (x,) dx

Offenbar geht 7; gegen Null mit Max | (
werden soll, mit Max |v(x)|. Aus (47) folgt jetzt vor allem

(57) C(x)+[L(%,%)C(x,)dz,=U— 3 Ul v}+2wax>

(57) 7; —f‘l’j(’ﬁ) (x 1)dx1'

Es sei M (x,%,) die zu L(#x,) gehérige Fredholmsche Resol-
vente. Aus

(57) L(x2) =K (v.%) + 30,(x) 9,(%)
ergibt sich unmittelbar
(") JL(2) w(2)dx=[K (5 2,) p;(2) d5 4 §;(%,) = §;(%,) —9;(%) -
Aus der Grundgleichung
M (%,2,) + [ L(%%,) M(%,,%,)dx, = L (% %,) *

2 Vgl. loc. cit. 17, S. 1504 ff.
2 Vgl. E. Hellinger und O. Toeplitz, loc. cit. 1%, S. 1372.
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folgt nunmehr leicht wegen (*)
fM(x: %) '/’j(x) ax "I_fM (%, %,) [(pj (,) — ’Pj(xe)] A%y = @j(xl) - "/’j(x1)r
mithin
(**) A (2,2,) 9;(%) dx = g,(x) — (%),
darum weiter
A L P (x,) v, (x)dx fir k<7,
™) ffM(x»x1)‘pj(x) Uy, (%) dx dx, = f_j ' _k ) 4% . )
fq7j(x1) Uy (%) dx, —1 fiir k=j.
Die Losung der Integralgleichung (57) erscheint jetzt in der Form
»
(38) £(x)=U(w) —~ X Upp{lo}+ 2 nw,(x) = [M (5, #)U(x) 2%
=1

4+ D M (5, 2) U, (C(x), v (&) dx — D)7, [N (x,%)5,(x) dn’ 2>
m-+n>1 =1

Wie auf S. 20 setzen wir jetzt v(x) = AV (%) und erhalten wie dort
(58") C(x)=€]3(71,...,7’p,l),

wo die unendliche Reihe rechter Hand fiir alle hinreichend kleinen
Werte von |7,[, ..., |7,|, A unbedingt und gleichmiBig konvergiert.
Wir schreiben dafiir ausfithrlicher, indem wir die Glieder ersten
Grades aussondern,

(59) ¢ () 21-2 nB,(%) +U () — [ M (2,4)U(+) dx’

4
=2 M(x ) e, ()i — 3 U, {50
=1

m+n>1

+ X [M(x#)U, (&), 0(x))dx (k=1,...,p).
m+n>1
Fihrt man diesen Ausdruck in 7, = [@,(#) {(x)d# ein, so erhalt
man mit Riicksicht auf (***), (**)

(59) =7y —}—fU(x) P (%) dx-—f ZlUmnwk(x) ax,
m+n>

und diese Gleichung ist mit der Beziehung (52), die man durch
Einsetzen von (51) in (48) erhielt, identisch.

# Sind speziell ¢,(#), w;(#) reell, so sind in allen auf (56) folgenden For-
meln @;(#) und y,(x) durch @;(x) und y,(x) zu ersetzen.
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§7. Diskussion der Verzweigungsgleichungen 2¢, Die Verzwei-
gungsgleichungen (59’) haben die Gestalt

(60) Agc)l_l“A(k)l?—l—A(k)lfl—]— —]—A(k)lrp—rA(k)ff—]— _[_A;)kg)a r:
—I— (k)7172+ :1_,,7@_17,,—]—...=0 (k———l,...,P).

Bei der jetzt folgenden Diskussion beschrinken wir uns auf den
Fall p =1 und schreiben fiir (60) einfacher

(61) Ay2 'I‘Aoole+A01)”1+Au"12+A00023+A0011271
+A011173+A11173 +...=

Auch da wollen wir uns mit der niheren Betrachtung von einigen
besonders wichtigen Spezialfillen begniigen.

1. Es sei 4,40, 4,, +0. Es gilt
W __ 4, ¢ @ _ 4, \E
7t h(-—A—;z) o, _—(—A—/l> 4

11
Die Gleichung (61) hat (fiir hinreichend kleine Werte von |4])
zwei Losungen, die, falls alle in (57) auftretenden Funktionen reell
sind, reell oder konjugiert komplex sein kénnen. Nach Einsetzen in
die Gleichung £ (x) = P (7, 4) (vgl. (58”)) erhilt man fiir die Lésung
der nichtlinearen Integralgleichung (47) zwei Entwicklungen

(P (0) =B, 2),  19(x) =B(n", ).

Die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von 4 sind analytische
Funktionale von V().

2. Es sei 4,40, 4,, =0, und es moége 7{ (¢ > 2) die niedrigste
Potenz von 7, sein, deren Koeffizient 4; .. 1 nlcht verschwindet. Wir
finden diesrnal

rl=<-—%l>3—[—....

Die Gleichung (47) hat ¢ verschiedene Losungen. Ist diese Glei-
chung reell, so kénnen sich, wenn ¢ gerade ist, héchstens zwei reelle
Losungen ergeben. Ist ¢ ungerade, so ist eine Losung reell, alle
anderen sind komplex.

26 Alles Wesentliche iiber die Diskussion der Verzweigungsgleichungen findet
sich in den zitierten Arbeiten von Liapounoff und von Herrn Schmidt.
Ins einzelne gehende allgemeingiiltige Entwicklungen finden sich, in derselben
Form wie im Text dargestellt, in meinen Arbeiten iiber die Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten. Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 229—284; ins-
besondere S. 2656—268; 7 (1920), S. 126—231, insbesondere S. 171—178.
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3. 4,=0, Ay + 0, die Koeffizienten der Potenzen 7/ sind simt-
lich gleich Null, 4,, 4 0. Es ist

4
7, —— A—‘;:- A+,
eine reelle Losung?”.

4. Ay=0, A, 0.

) Agy— 44,4, +0.

Aus der Gleichung (61), die jetzt die Form

(62) Apg AP Ag Ary 4,7 ... =0
hat, ergeben sich fiir », die beiden Entwicklungen
1 -
-2—.2: <_ A01 + ]/A?)l - 4A00A11 ) A+ ZB(I)(A)’
n=y

(“‘ A01'— VZ%:'" 4A00Au)l + SB(Q)(X)'

24,

Sie sind beide reell, falls A5, — 4 4,,4,, > 0 ist, konjugiert komplex,
wenn Ay — 44,4, <0 ist.

/3) ‘431_‘ 4Aoc)Au =0.

Setzt man
Ay _
n=—ga At
so nimmt (62) die Form 72 ... =0 an. Ist YA’ (j > 3) das erste
7 nicht enthaltende Glied dieser Entwicklung, so gilt

AOI

Fo= (=Nt = S A (=t
Der erste Summand féllt fort, wenn 4., = 0, mithin auch 4,, = 0 ist.
5. Ag=0, 4,,=0, Ay, + 0, 4, +0, und es mége 7, (n>2)

die niedrigste Potenz von 7, sein, deren Koeffizient nicht verschwindet.
Die Gleichung (61) erhilt jetzt die Gestalt

A01271+B0n71n+30n,71nl
+ (Ao A+ Coo A+ Coy Ar,+ Coyrl ... ) =0.

Fir A=0 hat diese Gleichung eine #-fache Nullstelle. Nach be-
kannten Sitzen hat sie darum fiir hinreichende kleine |1| gewiB #
mit A gegen Null konvergierende Losungen.

Setzt man

“700
Y, = — —— + (1)
1 !01 2: Q }.,

27 Hier, wie weiter unten, handelt es sich, wenn von Realitdtsverhiltnissen
die Rede ist, um reelle Gleichungen.
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so erhilt man nach Kiirzung mit A*
450

4 A\, nea
Aolgm_]_(COO—COIE%+C11A—?’1>A+BO,,<-/I—Z‘:> AT =0,
darum

o®=PA(1) mit P (0)=o0.

Fiihrt man anderseits in die Verzweigungsgleichung den Ausdruck
1 1

n=[(=52) 7 e
1

Ay

ein, unter (—— )"_1 irgendeine der (#—1)-ten Wurzeln der

on
n

KlammergréBe verstanden, so erhdlt man nach Kiirzung mit 2"

n, n—n n-2
on

(1—mn) 4, 9(2) ""BOn1 <HB_0;> T +4g0 A

2 1
A \NnTiani
—I—Cu('—g‘z—:“)n 1An 1+...=0,
darum

1

0® = ‘B“’<Z'T:1> mit R (0) =0.

Alles in allem ist also diesmal

e kOIS LI OB

"= t RN
[(_.%09_:_)71,—1 + §B(4)<Zn—1>:\ et 513(4)(0) —o.

6. A, + 0, die Koeffizienten der Glieder von der Form 7! sind
samtlich gleich Null, 4,,=4,,, = ... =0. Die Gleichung (61) geht
nach Kiirzung mit A tiber in

(63) Ay+ AggA+ Aoty +Aggod” +Agor A7y + Aoy 72+ ... =0.

Sie hat keine mit |A| gegen Null konvergierende Losung.

7. Alle 4 sind gleich Null, die Gleichung (61) ist identisch er-
fiillt. Die nichtlineare Integralgleichung (47) hat eine von einem
Parameter 7, abhingende stetige Schar von Lgsungen ).

§ 8. Erweiterungen und Verallgemeinerungen. Alle bisherigen
Ergebnisse lassen sich sinngemdf auf den Fall iibertragen, daB die

28 Beispiele fiir Vorkommnisse dieser Art bietet die Theorie der Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Vgl. E. Holder, Mathematische Unter-
suchungen zur Himmelsmechanik. Math. Zeitschr. 31 (1929), S. 197—257,
insbesondere S. 206—209. Dort handelt es sich iibrigens um den Fall p >1.
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4

Integrationen statt tiber das Intervall ¢0,1) iiber ein beliebiges be-
schrinktes mehrdimensionales Gebiet, das ein Volumen besitzt
(integrierbar ist), erstreckt sind und dementsprechend die in (47)
auftretenden Funktionen Ortsfunktionen bedeuten. Fiir den Fall der
Ebene wird jetzt beispielsweise

Upnil Zf mem (757 1) 5 (7) E% (7). £7 ()

< vf(7)v” (11)...vﬂ9(te)drl...dr
(et ay+ ...+, =m, B+By+...+B,=n m+n=p).

Hierin bezeichnet T etwa ein ebenes beschrinktes, von einer ge-
schlossenen stetig gekriimmten Kurve S begrenztes Gebiet, 7, 7,,...,7 o
sind beliebige Punkte in 7T+ S.

Man kommt zu einem etwas allgemeineren Typus von Integral-
gleichungen, wenn man gleichzeitig die Integration iiber das Gebiet T
und diber die Randkurve S zuliBt und etwa setzt

(63") > U, v =0,

m+n>0

V=2 BTy 0,)

> C“(T)C“‘(H)C“’(Gl)---C““’(TQ)CE"(%)

> v’g(r)vﬂ’(tl)vﬁ‘(o,)...vﬂ‘-’(tg)vﬂe(ae)drldal...drgdag
(at+ey+a+...4+o,+a=m B+B+pf+...+p,+b=n

O=mM—1n, o0 = ogly=... =‘39‘Ee=0).

Hierbei bezeichnen 7, ..., T, beliebige Punkte in 74 S und o, s 0,
beliebige Punkte auf S. Insbesondere ist

(64) U,,=K,, (1) {(7) f 109 (T, Ty) T])dtl—{_érK]Oi%(T’ 0,)¢ (o) doy,
Ugpy=—U=K,(7)v( +fKo12 (v, 7,)v(7y) dTl’{‘Smes(T: o,)v(o,)da,.

Auch jetzt wird K, (7) 40 vorausgesetzt; so daB man einfacher
K.\, () =1 und demgemifB etwa

U =£(2) 4 [ K (5,5 L (1) dv+ [K (5,02 (0,) do

hitte setzen konnen. Die lineare Integralgleichung U,, =0, die, wie

wir vorhin gesehen haben, bei der Auflésung der nichtlinearen Integral-

gleichung 3 U, {{, v} =0 eine maBgebende Rolle spielt, ist diesmal,
m+n>0

in der Bezeichnungsweise von A. Kneser, eine belastete Integral-
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gleichung?®. Auch bei belasteten Integralgleichungen gelten sinngemi8
die Fundamentalsitze der Fredholmschen Theorie. Bei geeigneter
Schreibweise gelten die Fredholmschen Auflosungsformeln sogar der
Form nach ®. Es moge sich etwa um die belastete Integralgleichung

(65) ¢(0)+2fK(r,5)E(r)dr, + 2K (7 0,)E(0,)do, = £(7)

handeln. Wir setzen dtv =dz in T, =do auf S,

1
K(r,7,)— ) 5(®n) fir i, (vin T4S)

K(t,0,) fir 7,=0, auf S
und schreiben demgemif fiir (65) einfacher
(66) £(2) + 4 [ () () dr, = ().

Man erhilt jetzt fir den Fredholmschen Quotienten den Ausdruck

: SE
D (A; T ) ZmAm(r, ')
T/ __ m=0
D) = am ’
1+ 3% a4,
= m!
|K(7,7"), K(7y, 7'), ..., K(7,, 1)
4,(1,7) :T‘!; f K(v,7v,) K(t, 1), ..., K(t,, 1,) dr,dr,...dz,,
K(T’ rm)’ K(Tl’ tm)’ crc K(Im’ Tm) l
4,, =fAm(7m 7p) A7,
.8

Man sieht sich gelegentlich veranlaBt, noch einen Schritt weiter zu
gehen und den iiber T und iiber S erstreckten Integralen auch noch
Summen hinzuzufiigen, die iiber vorgegebene, in T 4 S isoliert liegende
Punkte erstreckt sind. Man erhilt diesmal fiir U,, einen Ausdruck
von der Form

U= ¢(7) +1.!.K(7r 7,) C(H)‘irm
+ [K(7,0,)t(0,)do, + DK (7, 7°) £ (z).
S =1

H(t,7hA)=

Zumeist ist dabei
2

K(z,0)=p(0)K(t,0), K(5,7®) = («*)K(1,7®) (b, >0).

2 Vgl. A. Kneser, Belastete Integralgleichungen, Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 37 (1914), S. 169—197. Dort wird den Betrachtungen
der eindimensionale Fall zugrunde gelegt.

30 Vgl. die Bemerkungen von A. Kneser, loc. cit. 2, S. 193.
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Die Ubertragung der Fredholmschen Theorie auf die Gleichung
U,, = f(7) ist naheliegend.

So viel iiber die Behandlung dieser Integralgleichungen. Die
Auflésung der nichtlinearen Integralgleichung (63’) durch sukzessive
Niherungen bietet nicht die geringsten Schwierigkeiten dar.

§ 9. Systeme nichtlinearer Integralgleichungen. Bei Behandlung
spezieller Probleme der mathematischen Physik wird man nicht selten
auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen von der in §§ 1 bis 7
betrachteten Form gefithrt. Wie wir alsbald sehen werden, lassen sich
ferner gewisse Integro-Differentialgleichungen ohne weiteres auf solche
Gleichungssysteme reduzieren. Im folgenden wollen wir ein System
von zwei simultanen Gleichungen etwas niher betrachten. Eine Uber-
tragung der Ergebnisse auf Systeme von mehr als zwei Gleichungen
bietet keinerlei grundsitzliche Schwierigkeiten dar.

Es sei, unter v eine gegebene, unter { und # aber zwei zu be-
stimmende Funktionen verstanden.

1
Umnp C u, ‘U yf menp](x’ Hppeees )

>< L. cgeuﬂuf'... ulev’ol | vledx, ... dx,,
(67)  Upppll w v} yf mean cees %)
=< M. 9~uﬂuf’...ufev"v“ vgedx, ... dx,

(atoy+... ta,=m, B+ +...+B,=n,
Y+yt.. =05 eo=m-+tn+tp).

Es sei, in vollkommener Analogie zu den Entwicklungen auf S.3,

1
Max(ZI"'Ilenpj(x;xl; --.,xo)]dxl...dxg,
J
2
Zlvf...fle"pJ.(x; LT )ldxl...dxg>=Bm”p
J

gesetzt, und es moge die unendliche Reihe

Z,‘Bm”pd”‘*”df

mnp

konvergent sein. Wir stellen uns die Aufgabe, die beiden Funktional-
beziehungen

1 2

(68) S U,pfluvi=0, S U,npll, u, v} =0

m+n+p21 m+n+p21
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nach ¢ und # aufzulésen. Wie in § 2 sondern wir vor allem die-
jenigen Glieder ersten Grades aus, die v nicht enthalten, und schreiben
demgemaB

1 1 1 1
Ujpot U =K 001( %) (%) ‘f'leooe(x: %) E(%,)dx,
1
+ 0101(") u (%) +fK0102 (%, 2,) u(x,) dx,
1 1
= —U(}Ol_ 2 Umnp{c’u’v}’
m+n+p>1
(69) . .
Usoo + Upso = K01 (%) £ (%) _f—f 1002 (%) dx,

ffmxx) u(x) + Kom<x, %) (%) dx,

2
=-—l’]OOI__ 2 Umnp{c’u’v}‘

m+n+p>1

+

Ist, wie wir voraussetzen wollen, fiir alle x in (0,1)

2
K0101 K1001 K0101 =i= 0 4

so kann man, indem man (69), als ein System linearer (algebraischer)
Gleichungen in bezug auf { (x) und # (x) aufgefaBt, nach {(x) und » (x)
auflsst, dieses Gleichungssystem durch das mit ihm 4quivalente von
der Form

¢ (%) —l—fi (%, % )C(xl)dxl—l—fll, (%, %) u(x,)dx,
= V+ > Vm”{c u, v},
(70) m+n+p
x) —I—le(x, %) E(%,) dx, +fLe(x» %) u(%y) dx,
2 2
=V4+ 3 Vm"p{é',u,v}
m+n+p>1
ersetzen.

Betrachten wir jetzt die simultanen linearen Integralgleichungen

/11{4"»%}=C(x)+fl11(x:x +f 2 (%, %) u(x) dxy = f (),
(71) 0 01
A ¢, u} = x)+fL (%, %,) C(%, —{—{ . ) dx, = g(%).

Sie lassen sich nach einer Bemerkung von Fredholm fast unmittel-
bar auf eine einzige Integralgleichung zuriickfiihren, bei der die Inte-
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gration iiber das Intervall (0, 2) erstreckt zu denken ist. Setzt man
namlich

(x) fl'ir 0<x<L1,

(x — , 1<xL2;

(%) fir 0<x<1,

(x—1) ,, 1<xL2;

(72) (% %) fir 0<x<1,0<%,<1,

x—1,%) . 1<2L2,0L5%, L1,

1
Ly (
1

L(x,xl): 'l;ﬂ(x,xl_l) E2] 0§x§1’1<x1§2’
Ly(
2
Ly(

so bekommt (71) die Gestalt
2

(73) Z(%) + [ L(% %) Z(%,) d%, =F (). ™
b

Hat, wie wir zunichst voraussetzen wollen, die zugehérige homogene
Integralgleichung keine Nullosungen, so haben auch die Gleichungen
AL, u} =0, A,{¢,u} =0 keine von Null verschiedene Losungen.
Es sei H(x, x,) die zu (73) gehorige Fredholmsche Resolvente. Es gilt

2
Z(x) =F(x) — [H(x 2") F(+) dx’,
0
darum den Formeln (72) zufolge

= (%) OfH (x")dx'— 0fH(x, x'4+1)g(#")da’,
u(x) =g(x) —JH(x —!—l,x’)f(x’)dx’—ufH(x—f—l, ¥ +1)g(x")dx

Fihrt man hier fiir die Funktionen f(x) und g(x) ihre Ausdriicke
aus (70) ein, so erhdlt man zur Bestimmung von {(#) und u(x)
simultane nichtlineare Integralgleichungen von der Form

1

(=Wt 3 W, (Lw o),

m+n+p>1
2

W@ =W+ 3 W, (&uv),

m+n+p>1

(74)

3 Augenscheinlich sind die Funktionen F, Z, L abteilungsweise stetig.
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1 2
unter W, und W, analytische Funktionale von der Form (67)
verstanden. Wir setzen jetzt dhnlich wie in §1

(1) |l lel<Q<a<d, [o]|L0<d <

und finden wie an jener Stelle vor allem

l mnp{c’u’v}’ 2 ‘ mnp{c’u’v}]

(76) m+n+p>1 m+n+p>1

<AR+ 020, + Q7) (U konstant).
Geniigen auch die Funktionen {(x), #(x) den Ungleichheiten

(77) Elli<e<d<a,
und ist iiberdies
(78) t—¢) |u—u|<O, OL24,

so gilt weiter
1

S W (Gw 0} — Wy (L0} SB(R+2,)0,

m+n+p>1
(79) 2 2
2 [Wmnp{c’ M’v} mnp C M U}l <§B(Q+'Q )

m4n+p>1 (B konstant).

Die Ungleichheiten (76) und (79) gestatten nun mit Leichtigkeit,
wie in § 2 die Konvergenz des zur Bestimmung von { und # an-
zuwendenden Verfahrens der sukzessiven Approximationen zu er-
weisen. Wir setzen

1 2
W, w=W, ...

£ =
1 1
kC:W+ 2 Wmnp{k Jc’k 1 ’ }
(80) m+n+p>1

_'_

2

2 Wmnp{k—lc’ k—lu’v};

m+n+p>1
1 2
Max (|o], |W], |W]) =0,
und bezeichnen diejenige Wurzel der Gleichung
1=U,+UA(T"+7U,+UJ),

die zugleich mit U, gegen Null konvergiert, mit . Ist, wie voraus-
gesetzt werden soll, Max1v| hinreichend Kklein, so ist T <d und
ferner fiir alle &

] || L v<La.
Wir wihlen schlieBlich Max[v] auch so klein, daB
(81) B(r+U,)<g<1

Lichtenstein, Integralgleichungen. 3
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wird. Alsdann konvergieren ,{, ,u entsprechend gegen stetige Funk-
tionen ¢ (%), u(x), Losungen des Problems. Es gibt, sofern (81) er-
filllt ist und dariiber hinaus noch

B (Max|¢ (%) |+ U,), B(Max|u(x)|+U,)<Lg<1

gilt, keine weiteren den Ungleichheiten

geniigenden Losungen. SchlieBlich sind {(x), #(x) analytische Funk-
tionale von v(x) (vgl. S.8ff.).

Es mogen nunmehr im Gegensatz zu der vorhin gemachten An-
nahme die Gleichungen

(82) A, {Lup=0, A,{{,u}=0
Nullésungen ¢, (%), 0, (x) (k=1, ..., p) haben. Dies besagt mit anderen
Worten, dafl die homogene Integralgleichung

(83) Z(x)'}‘fl-(x’ %) Z(%,)dx%, =0

# linear unabhingige Losungen Z,(x) (k=1,..., ) hat. Wir setzen
B =Z,(x), 0<x<L 0,()=Z,(r+1), 0<r<1.®
Die zu (83) adjungierte Gleichung

2
%)+ fL(%,%)T(x)dx=0
0
hat offenbar ebenfalls plinear unabhingige Losungen T, (#,) (k=1,...,).
Setzt man y,(#)=T,(%), 01, x(%)=T,(s4+1), 0<x <1,

so sind v, (%), x, (%) Losungen des zu (82) adjungierten Systems ho-
mogener Integralgleichungen

£+ [ Ly (0 5) £ ()t Ly (o ) (%) d5 =0
(34) " '

)+ Ta(5,2) € ) vt [ Ly (3,0 () d =

Sind, wie wir voraussetzen wollen, Z,(x) und T,(#) reell und den
Beziehungen

0 fir k41, 0 fir k41
fz z(x)ax—{] T fT Ras={] T
gemiB normiert, so erfiillen ¢, (%), 0,(x); zpk(x), 7, (%) die Relationen
1 . 1 .
0 fir k=1, 0 fir k<417,
(85) bf(¢k¢1+0kez)dx={l k—i:l Of(%%'l'lk?h)dx:{l kil

3 Die in dem Intervalle (0, 2) erklirten Funktionen Z;(#) sind im Punkte 1
im allgemeinen sprungweise unstetig.
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Geniigen f(x) und g(x) den Integralbeziehungen

1

(86) fF )T, (%) dx_f(f(x) v, (%) F (%) 7, (0))dx =0 (k=1,...,5),
so haben die nichthomogenen Integralgleichungen (71)

(87) A{Luy=1(x), AL u}=¢(#)

Losungen, und das Erfiilltsein von (86) ist firr die Existenz der frag-
lichen Losungen auch notwendig. Es gilt

2(x) = F(x) = [M(5,2)F(#)dx’ + 31,2, (x),

und darum in naheliegender Schreibweise

£(x) = 1(x) — fM (2 2') (") 5’ —fM (0. #)g(#") 25+ Sr, i, (2),
(38)
u(x)—g<x>~fM (2,4) (2" d’ ~fM (o) g() dx' + Sr,0,(x).

Die Integralbeziehungen

(88") an (%, 2T (x')dx' =0 (k=1,...,p)%

ergeben

1 14
( Ml(x,x’)zpk(x’)dx’—}—beg(x,x’)xk(x’)dx’=0,
88”)

C—m o%’_‘

2 19
M, (5, ) 9y () 5+ [ M, (38) 4 (5') ' =0
(k=1,.. .,}5).3‘

Nach diesen Vorbereitungen bietet die Behandlung des Verzwei-
gungsfalles keine Schwierigkeiten dar. Wir fithren in (88) fiir f(x)
und g(x) die Ausdriicke

(89) f V_I_ 2 mnp C u,v ’ g(x V—I_ 2 mnp ,‘U}

m+n+p>1 m+n+p>1

(vgl. (70)) ein, lésen die hierdurch gewonnenen simultanen nicht-
linearen Integralgleichungen durch sukzessive Approximationen auf und

3 Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 9.
3 Vorhin sind alle Nullésungen als reell vorausgesetzt worden. Sind
@1, O v, X komplex so sind die beiden Integralausdriicke in (85) entspre-

chend durch f(‘Pk % +6,0,)dx und f(wkqp,—{—xkxl) dx zu ersetzen. In (88')

tritt weiter Tk (x') fiir Tk (x ) em in (88") sind Wk( ) P (x ) durch
Y (#"), % (#') zu ersetzen.

3%
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erhalten, indem wir wie auf S.20 v(x)=AV(x) setzen, fir {(%)
und #(x) die nach 7,...,7,,4 aufsteigenden Reihenentwicklungen

1 2
(90) C(x)=B(ry, 07, 4), u(x)=P(ry,....7,,4).

Wir gelangen endlich mit Liapounoff zu Verzweigungsgleichungen,
wenn wir die Gleichungen (86), (89) und (90) beachten.

Diese Gleichungen gelten, beildufig bemerkt, ganz gleich, ob die
Null6sungen reell oder komplex sind. Demgegeniiber bediirfen die
Formeln, die man unter Zugrundelegung der Schmidtschen Kern-
zerspaltung erhilt, wie wir wiederholt gesehen haben, einer nahe-
liegenden Modifikation, wenn komplexe Nullésungen auftreten.

Wir haben bei der soeben abgeschlossenen Behandlung eines Sy-
stems von zwei nichtlinearen Integralgleichungen die in den §§1 und 2
betrachteten Voraussetzungen zugrunde gelegt. Es ist klar, daB man
im wesentlichen zu den gleichen Ergebnissen gelangt, wenn man von
den Voraussetzungen des § 3 ausgeht, d. h. wenn man annimmt, die

1

2
unendlichen Reihen YU, {C, #, v,} und Y Um”p{é', u,v} seien fiir
alle reellen oder komplexen £, #,v mit |{|, 4| < d, {v| < d, und alle
% in (0, 1) gleichmaBig konvergent. Die fiir { und # gewonnenen Ent-
wicklungen brauchen dann freilich nicht ,regulir* zu konvergieren.

§ 10. Erweiterungen. Wir haben in §1- der Einfachheit halber
angenommen, K, .(%;%,,...,%,) seien durchweg stetige Funktionen
ihrer g +1 Argumente. Alle unsere Entwicklungen und Ergebnisse

bleiben unverindert in Kraft, wenn die vielfachen Integrale
f...me”j(x;xl,...,xQ)C“...C:Uvﬂ...vgedxl...dxg

fiir alle stetigen 3 Funktionen { (#) und v (%) unbedingt konvergieren
und stetige Funktionen von x darstellen, ohne daBf K, ; selbst als
stetig vorausgesetzt zu werden brauchen. Wie in §1 wird

Mafo...f{Kmnj(x;xl,...,xg)ldxl...dxe=an
<

geschrieben und vorausgesetzt, daB 3 B, d™d; konvergiert. Statt
von 0 bis 1, allgemeiner von a bis b, kann man auch die Integra-
tionen von 0 bis co oder von — co bis oo erstrecken. Betrachten
wir etwa eine Integralgleichung von der speziellen Form

L(x)=U(x)— 2 Zf...meM(x;xl,...,xe)C“...C:evﬂ...vgedxl...dxe.

m+n>1 j

3 Auch dies braucht nicht notwendig vorausgesetzt zu werden. So kann
man, wie wir iibrigens schon friiher bei Behandlung von Systemen nichtlinearer
Integralgleichungen (vgl. S. 34) gesehen haben, { (#), v(#) abteilungsweise stetig
annehmen.



Einige nichtlineare Integro-Differentialgleichungen. 37

Sie 148t sich in allen Stiicken wie die Gleichung (15) behandeln,
wenn

0 jeed
. 3 4
of...JKmnj(x,xl,...,x JCELge . vpdx, ... dx,

fiir alle beschrinkten, im Endlichen iiberall stetigen ¢ (%) und v(x)
unbedingt konvergieren und beschrinkte, im Endlichen stetige Funk-
tionen darstellen. Jetzt wird

Obere Grenze Zf...f{ij(x;xl,...,xe)]dxl...dx =3B,
j 0 0

e

geschrieben und angenommen, da 3 B,, d™d; konvergiert.

§ 11. Einige nichtlineare Integro-Differentialgleichungen, die
sich auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen zuriickfithren
lassen. Manche nichtlineare Integro-Differentialgleichungen lassen sich
ohne weiteres auf Systeme nichtlinearer Integralgleichungen von der
in §9 behandelten Art zuriickfithren.

Es sei

DC;—"%’DCl:DC(x:):iC(xl)’""DCQZ ; ( ) Dv = dv

(91) U,,,{¢ DL v} ZI Sy (%5 5y, 3,)

> LeEn, C;‘Q(DCl)ﬂ‘(Dg)‘e’...(Dce)’g@v"v}"...v;"-’dxl...dxp,
(ato,+...ta=m, p+..+p,=n,
7—{—7’1+--~‘|"79=P; Q=m+%+P>.
Wie in §9 nehmen wir an, daB die unendliche Rethe 3B, d™*"d?

mnp
mnp
konvergiert, setzen
(92) t1<a, |4, |v] <4,
fest und betrachten die Integro-Differentialgleichung
Upno =20,
m+n+p>0 mne

oder ausfiihrlicher geschrieben
(93) £(x)+ leooz (%,2,) L (%) dw, + fK0101 (%,%,) D¢, dx,
:L(x)v(x)_fK0012(x’x1)v(x1)dx1_ > Umnp{C’DC’v}’%
m+n+p>1

Wir machen jetzt die weitere Annahme, daB die Funktionen K
stetige Ableitung in bezug auf x,

° ¥k  —_DK

ox ~ mnpj mnpj’

mnpj

3 Wir nehmen augenscheinlich K,y (%, #,)=1 an.
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haben® und die unendliche Reihe 3 C, d™*"d?l,

mnp

Cmnp_—_Mafo...f[DKmnM(x;xl,...,xe)ldxl ...d%,
J

konvergiert. Da > B
die Reihe

S(m+p)B,, d"*"d?, d<d<d, d,<d <d,

mnp @ T"d} konvergiert, so ist gewiB auch

konvergent. Aus (93) folgt nun durch Differentiation 38

(94) DE(x) +fDK100~2 (%, %,) E(%,) dx1+fDKom1(xr %) D dx,
=v(x)DL(%) +L(x) Dv(x) —fDKoorz(x’ %) v (%) dx,
— 3 Unmnp{l,DE, v}

. m+n+p>1
mit

(95) Umnp{C,DC, v} Zf f mnpj(x;xl,...,xe){,'“v"

-I-Km,,pj(x; Xisoons xe) (aCa—lDC-v7+yv7_1Dv.C“)]
> 0o (Dey)" L (DL el vTedx, . dx,.

e
Den weiteren Betrachtungen legen wir das System der simultanen
Integro-Differentialgleichungen

(96) +fK1002 (%, 21) T (#,) dx1+fK01o1(x’ %1) §(%,)dx
v(x) —fKoom (xr x:) v(’ﬁ) de _m+n%;>1Umnp{C: g’ v}
und
(97) &(x) +fDK1002 (%, %,) C (%) Ay +fDK0101(x, %;) § (%) d,
=v (%) DL(x)+ L(x) Dv (%) _fDKoom(xr %) v (%) dx,

— X Upnpll 50}
m+n+p>1

mit
mnp C§ Zf f[DKmnm(x xl,...,x)C“v"

-!—Km”m(x, Hypovns e) (uC“"lgv”—l— yv"le.C“)]

><Cf’...Z,‘g@~§1’...§£9v1’"...vg9dx1...dxe

zugrunde. Offenbar sind alle in §9 eingefilhrten Voraussetzungen
erfiillt. Ist nun {(x) und §(x) irgendein System von Lésungen der

Gleichungen (96) und (97)%2, dann ist gewiB §(») = ;;C (x), dem-

37 Insbesondere ist also DL vorhanden und stetig.

% Es wird also diesmal angenommen, daB ¢ («) und v(x) stetige Ableitung
haben und da8 |D| <d, |Dv| <4, gilt.

2 Fir hinreichend kleine Werte von |v| und [Dv]|.
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nach { (%) eine Losung der eingangs vorgelegten Integro-Differential-
gleichung (93). In der Tat folgt aus (96) durch Differentiation

(98) D¢(x) +fDK100°(x %y) C (%) dx, +fDK0101(x %y) §(%,) dx,
=9 (%) DL(%) + L(x) Dv(x fDKoon(x %) v(%;)dx,
— 3 U,,{680)

m+n+p>1
mit

(99) —-mnp C g 1) Zf f mnpj(x; x.‘l""’xe)cavy

'l"Kmnpj(x:'x:»-- %) (el®” L.DCv' 4 yv" D)

> Oy Laegl  ghenlt  vledn, . dx,.

Aus (97) und (98) ergibt sich nun, wenn wir voriibergehend
§ — D¢ = & setzen, durch Subtraktion

s == Y D[ [Ep(mir,..5,)

m+n+p>1 j

-1
=< al” 'u’Z_Ifl...CZQQI’...Qfé’vI‘... v2d%, ... d%,.

Die Glieder unter dem Integralzeichen sind von mindestens erstem
Grade in bezug auf {, § und v. Der absolute Betrag der Summe
rechts fallt darum gewiB <1 aus, wenn Max |v(x)| und Max |Dv]|
hinreichend klein sind. Es muB dann natiirlich

E(2x)=§—D{=0
sein, w. z. b. w.

In den Anwendungen kommt der Spezialfall Ko, = 0 identisch
besonders hiufig vor. Es handelt sich also (vgl. (93)) um die Integro-
Differentialgleichung

(100) L) 4 [ Ko (%, %) £(,) da,
=L(x)v(x) _fKoom(x’ %) v(%,) dx, — 2 Umnp{c’ D¢, vj.

In den simultanen Gleichungen (96), (97) fehlen dann die dritten
Summanden linker Hand. Augenscheinlich hingt die Entscheidung
dariiber, ob ein regulirer Fall oder ein Verzweigungsfall vorliegt,
diesmal davon ab, ob die homogene Integralgleichung

(%) 'I"meoa (%, %) C(x,)dx, =0

keine Nullésungen oder doch welche hat 3,

3 Auch jetzt wird natiirlich vorausgesetzt, daB alle Funktionen K,
stetige Ableitungen in bezug auf x# haben.
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Einer ganz analogen Behandlung wie die Gleichung (93) ist eine
Integro-Differentialgleichung von der Form
(101) (%) + JE (% %) £(%,) dx, + [Eo(%, 2,) DE(x,) dx
+J Ey (5, 2,) Dy 8 (%,) d%, = V(%) = S UL, DL, Dyt v),
zugénglich, wenn in den Integralausdriicken rechter Hand wohl
DCI,... ce, D Cl——diC( 1) Dl = dx,C(xe), nicht aber D¢,

D,l= (x) auftritt.

Man beachte, daB in (93) linker Hand ein Glied von der Form
K., (%) D{(x) nicht vorkommt. Ein Gegenstiick zu (93) bildet die
Integro-Differentialgleichung

(102) DC(x)= (%)

1

- ZZI S L (3550, 2) 222 L20 o, ds,

mn>1 j 0
(“+a1+"'+ae=m: ﬂ+ﬂl+"~+ﬂe=n; Q=m+ﬂ).
Sie ist augenscheinlich der durch Integration gewonnenen Gleichung

1

L(x) =2C(0) —i—fU dx—Z Zfdxf fLm”x Xyyeees %)

m+n>1 j 0
> LX) e Lo (o) ol viedn, . d,

dquivalent und hat fiir alle hinreichend kleinen Werte |£(0)| und
Max|v(x)| eine und nur eine Losung, die also von einem willkiir-
lichen Parameter, £(0), abhingt.

Allgemeiner sei die Gleichung

(103)  DE(x) =C(x)(x +fC (%, #,)E(%) dx, 4 U(%)

— Z Zf fLm”] (x; xl,...,xQ)C“Cf‘...C:’?vﬂvf‘...vgedxl...dxe

m+n>1 j
(atoy+...ta,=m B+p,+...+p,=n g=m+n)

vorgelegt. Durch Integration ergibt sich hieraus

(104)  (x)= 0)+fc(x (x") d+’ +ffC (%", %) £(%,) dx"dx,

1

+foeyar— 3 NI i)

m+n>1 j 0

xC“(x’)CI“‘...CZQv () vfl...vg‘-’ dx'dz, ...d%,.
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MaBgebend fiir die Weiterbehandlung und die moglichen Fall-
unterscheidungen ist nach § 4 und § 6 die homogene lineare Integral-
gleichung

(105) fC (%,) C(x, dxl—fdx'fcl(x’, %) C(%,) dx, =0,
5 b

0

die auch in der Form
x 1 ’
C(x) _Jc(jﬁ) C(x1) dx, _!@(x’ xl) C(xl) dx, =0,

C(x, x,) =6fC1(x’, %) dx’

geschrieben werden kann. Sie hat, wie sich leicht zeigen 148t, keine
Nullssungen *°. Ist insbesondere identisch C, =0, so ist (105) eine
Volterrasche Integralgleichung. Jedenfalls hat (104) fiir alle hin-
reichend kleinen Werte von [{(0)| und Max|v(x)| stets eine und
nur eine, von einem willkiirlichen Parameter abhingige L&sung.

Zu analogen Ergebnissen fiihrt die Integro-Differentialgleichung

(106) D, 2(x) = () DE(x) +C,(x)E(x) 4 Gy ) £ x) d, U )
—mél ]Zf fLmM ...,xe)C“Cf‘...Cgevﬂvfl...vgedxl...dxg.
Durch zweimalige Integration gewinnt man hier zunichst die
Gleichung
007)  £() = £(0) + £D2(0) + fax' fo(x) DE(x") ax
1

—|—0fdx'6fC1(x”) L(2")dx" —}—fdx’fdx”fcg (2", %) C(%,) dx,

0
1

+0fdx'ofU(x")dx" Z’Zfdxfdx"f L (8 5,5

m+n>1 j 0

< (") e ...C;‘Qvﬁ(x”)vf‘...vgedxl...dxe

“© In der Tat folgt aus (105), wenn man M =Max|{(#)| und

1
N =Max <|C(x1)| + [1Ci(x, %,)] dx1> in (0, 1) setzt, sukzessive
0

E@) I SNMs, eI SNME, EmlsNea

Die rechte Seite dieser Ungleichheiten konvergiert gegen Null. Man ge-
langt zu einem Widerspruch, wenn man M von Null verschieden annimmt.
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Hat, wie wir jetzt annehmen wollen, C(x) stetige Ableitung
erster Ordnung, so 14Bt sich der dritte Summand rechts durch teil-
weise Integration auf die Form

—~fdx'f§(x")DC(x”) dx"—{—fC(x’) E(x")dx"—xC(0)Z(0)

bringen. MaBgebend fiir die weitere Behandlung des Problems ist
nunmehr die homogene Integralgleichung

L(=) —(fC(x’) C(x")da’ —}—fdx’ffé‘(x”)DC(x”) dx"

x z' z z' 1
—Jax fc, (&) E(x") dx" —fax' [ax" [C,(x", %) L(%,) dx, = 0.
0 0 0 0 0

Sie hat keine Nullgsungen . Offenbar hat (107), wenn |£(0)], |D£(0)]
und Max |v(#)| hinreichend klein sind, eine von zwei Parametern
£(0) und D{(0) abhingige Losung.

Wir kehren jetzt zu den Entwicklungen zu Beginn dieses Para-
graphen zuriick und betrachten unter Zugrundelegung der dort ein-
gefiihrten Bezeichnungen und Voraussetzungen die Integro-Differential-
gleichung

(108) D (x) +fKo1o1(xr %) D (%) dx,
+ Ky, (%) £(%) + meoz (%, ;) C(x,) dx,
=L(x)v(x) _fKoom(x’ %y) v(%,) A%, _m+£p>1Umnp{C' D¢, v}.
Wihrend aber a.a.O. (vgl. die Formel (91)) =0 angenommen
wurde, so daB rechter Hand Faktoren von der Form (D{ )‘g nicht

vorkamen, darf diesmal § > 0 sein.
Es moge zunichst die homogene Integralgleichung

(109) DE(x) —|-fK0101(x, %) DE(%,) dx, =0

keine Nullssungen haben. Dann liBt sich (108), als inhomogene
lineare Integralgleichung in D aufgefaBt, durch Auflésung nach
D({(x) ohne weiteres auf die Form (103) bringen. Hat hingegen
(109) Nullssungen, so wird man etwa mit Herrn Schmidt eine
Kernzerspaltung vornehmen und gelangt zu einer Gleichung von der
Form (103), die mit einigen Parametern behaftet ist. Nach Integration
und Auflésung der sich hierdurch ergebenden Gleichung wird man in
naheliegender Weise zur Bildung der Verzweigungsgleichungen schreiten.

Die soeben skizzierten Entwicklungen liefern zugleich eine neue
Methode zur Behandlung der Gleichung (94).

41 Dies 148t sich mit Leichtigkeit durch Uberlegungen zeigen, die zu den
in der FuBnote 40 durchgefiithrten analog verlaufen.
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§ 12. Eine eindimensionale Randwertaufgabe. Die Entwicklungen
auf S.41—42 kann man als Auflésung des Anfangswertproblems fiir die
Integro-Differentialgleichung (106) auffassen. Im AnschluB daran
wollen wir eine Randwertaufgabe behandeln, die sich leicht auf die
Auflésung einer nichtlinearen Integralgleichung von der in §§ 2 bis 7
betrachteten Art zuriickfiihren 14Bt. Weitere Probleme verwandter
Natur werden in dem zweiten und dem dritten Kapitel besprochen.

Es sei p(x) eine in (0, 1) erklirte durchaus positive, nebst ihrer
Ableitung stetige Funktion, ¢(x) eine beliebige stetige Funktion,
M (%, x,) eine stetige symmetrische Funktion. Wir betrachten die
Integro-Differentialgleichung

d

(110) o (p5) b al+ M5 2) E(%,) dr, = U(x)
—27 fo‘l‘mnj(x’ x1:""x9)zaCf,“-Czevﬂvf]n-vgedxl...dxe

m+n>1 j

und suchen diejenigen ihrer etwa vorhandenen Losungen zu bestim-
men, die den Randbedingungen

(111) £(0)=t(1) =0

gentigen. Beziiglich der in (110) rechter Hand auftretenden Integral-
ausdriicke machen wir hierbei natiirlich dieselben Voraussetzungen
wie in § 1 bzw. § 3.

Wir schicken einige bekannte Sitze aus der Theorie der linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung voraus.

Die homogene Differentialgleichung

(112) Mo =1 (p25) +ac=0

kann gewiB nicht mehr als eine regulire, d. h. nebst ihren Ableitungen
erster und zweiter Ordnung stetige, in 0 und 1 verschwindende Lo&-
sung haben. Hat sie keine Losung dieser Art, was beispielsweise
stets eintritt, wenn ¢ < 0 ist, so existiert eine ,,Greensche Funktion
G (&, %), die folgende Eigenschaften hat:

Sie ist in dem Bereich 0 <x <1, 0L £ L1 stetig, erfiillt fir
0< &<, ¢, als Funktion von x aufgefaBt, die Differential-
gleichung (112) und die Randbedingung (111),

(113) A{G(& %)} =0, G(£0)=G(&1)=0.
Die Ableitung erster Ordnung hat in & den Sprung
0 0 1

Ubrigens ist G(&, x) symmetrisch,
(115) G(&x)=G(x, &),
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Die nichthomogene Differentialgleichung

(116) ddx(zb )+q€ h(%),

unter 4 (%) eine in (0, 1) erklirte stetige Funktion verstanden, hat
im vorliegenden Falle eine und nur eine in den Endpunkten des
Intervalls verschwindende Lésung

(117) t(E)=—[G(& %) h(x)dx.

Es moge jetzt demgegeniiber (112) eine in 0 und 1 verschwindende,
der Beziehung f u?dx =1 gemiB normierte Losung u(x) haben.
Dann gibt es eine ,,Greensche Funktion im erweiterten Sinne*
G (& %) mit

(118) A{® (& D} =u(x)u(E), G(E0)=6(E1)=0, [G( ) u(x)dri=

(119) LG5 E40)— L G(£E—0)= ~ e B(61) = 6(x8).
Die nichthomogene Differentialgleichung
(120) (b5 +at=h()
ist nur dann lésbar, wenn %(x) die Integralbeziehung
(121) Sr(x)u(x)dx=0
erfiillt. Die Loésungen sind in der Formel
(122) L(E) =—[®(&x)h(x)dx +cu(E)  (c beliebig)
enthalten*,

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu unserem Problem
zuriick und nehmen zunichst an, daB der zuerst betrachtete Fall
vorliegt. Nach (110) und (117) ist alsdann

(123) L) —[[Gx\ M, )¢ (x,)dx, dx’
——[G(x, 2\ U@ dx' —J—Z Vf JG(x 2L VL (875 %5, ., %)
m+n>1 j

> C*(x) ey cgev (o) ol ofedn, . dx,ax.

4 Vgl. D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen. Zweite Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1904, S. 213—259,
insbesondere S. 214—221, oder auch D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen
Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, S. 39—45. Man vergleiche
hiermit die sich auf zweidimensionale Greensche Funktionen im erweiterten
Sinne beziehenden Entwicklungen des Textes (S. 71).
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Setzt man zur Vereinfachung
[G(x #")M(#', %,)dx" = —N(%,%,),

G(x, x’)Lmnj(x’, xl,...,xe)=—Nmnj(x;x’, xl,...,xe),
so erhidlt man
(124) (%) + SN (% 2,)¢ (%) dx,
=—[G(x,2")U(x")dx" — 2 Zf...menj(x; &' Ky s %y)
m+n>1 j

< e () e ckevf (w) o vfedn du, .. dx,,
Dies ist aber eine nichtlineare Integralgleichung von der in

§§ 2 bis 7 betrachteten Form. Je nachdem die homogene Integral-
gleichung

£(%) +fN(x’ %) (%) dx =0
Nullésungen hat oder nicht, liegt der Verzweigungsfall oder der
regulire Fall vor. Dieses Kriterium 148t sich auch so fassen. Es
liegt der reguldre Fall vor, wenn die lineare Integro-Differential-
gleichung

(125) o (P5e) + et + M (5 5) 8 () dz =0

keine in 0 und 1 verschwindende L6sung hat. Hat sie demgegen-
iiber Nullssungen (Eigenfunktionen), so handelt es sich um den
Verzweigungsfall. Nach Voraussetzung hat nimlich die zu (116) ge-
hérige homogene Differentialgleichung keine in 0 und 1 verschwindende
Losung. Aus

= (B5E) +at=h(), k() =—SM(x5)(x)dr, £(0)=L(1)=0
folgt darum nach (117)

£(é) :'ff@j(ér %) M (%, %,)C(%,)dx, dx = _fN(ér %y) £ (%) dx,y.
Wir haben vorhin vorausgesetzt, da3 die Differentialgleichung (112)
keine Eigenfunktion hat. Hat sie demgegeniiber eine Eigenfunktion u(x),
so 1aBt sich das Problem in dhnlicher Weise, .diesmal unter Zugrunde-
legung der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne ® (¢, x) auf
eine nichtlineare Integralgleichung zuriickfithren*®. Man kann aber
auch so vorgehen. Wir schreiben (110) in der Form

(126) %(ngj) +q,b=(g,— )¢ — M (% %) (%) dx, +U(x)
—glﬂf“.ﬂw(x: Hypeon,m) COCE L L0V 0 L vfedn, . dx,
m+n>1 j

(¢4 < 0 konstant)

43 Dabei erscheint allerdings in der Integro-Differentialgleichung ein Para-
meter, der aus einer Integralbeziehung zu bestimmen sein wird.
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und erhalten, unter é(é‘,x) die stets vorhandene Greensche Funktion
der Differentialgleichung % (;b %) +¢,{ =0 verstanden, die Be-

ziehung
L(x) +fé(x 2" (g, —q (")) (x")dx’ —ffé (%, 2" YM (%', %)L (x,) dx, dx’
=—[G(x,2)U")dx" + 2 Zf...fé(x,x’)Lmnj(x’; Kyy oees %,)

m+n>1 j
< eX(w) e LRl (x) o vfedn dx, . dx,,

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch jetzt der Verzweigungsfall
oder der regulire Fall vorliegt, je nachdem die lineare Integro-
Differentialgleichung (125) Eigenfunktionen hat oder nicht ‘.

4 Naheres iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen einer Integro-
Differentialgleichung von der Form (125) findet sich in meiner Arbeit ,, Uber
eine Integro-Differentialgleichung und die Entwicklung willkiirlicher Funktionen
nach deren Eigenfunktionen, Schwarz-Festschrift, Berlin 1914, S. 274—285.



Zweites Kapitel.
Anwendungen.

§ 1. Fortpflanzung zweidimensionaler permanenter Oberflichen-
wellen endlicher Amplitude. Im Verfolg seiner bekannten Unter-
suchungen iiber permanente Wellen bei zweidimensionalen wirbelfreien
Fliissigkeitsbewegungen ** ist Herr Levi-Civita auf das folgende
Randwertproblem gefiihrt worden. Es sind diejenigen von einem
geeigneten kleinen Parameter abhingigen, in der Fliche des Einheits-
kreises K reguldren, auf seiner Peripherie C nebst ihren Ableitungen
erster Ordnung noch stetigen, analytischen Funktionen w =49 47
zu bestimmen, die der Randbedingung

1) ?TZ = pe~¥ sind

geniigen. In (1) bezeichnet ¢ die von dem Punkte 1 der komplexen
Ebene im positiven Sinne gezihlte Bogenlinge des Kreises,  ist ein
Parameter, der passend zu bestimmen ist. Wir fassen ¢ und v auf
C als Funktionen von ¢ auf und bezeichnen sie als solche mit ¢ (o)
und 7(o). Es soll nun, und dies sind weitere Forderungen, die zu
erfiillen sind,

(2) 9(0)=0, ¢(—0)=—9(0), t(0)=0, 7(—0)=1(0)
27

gelten. Offenbar wird also [9do =0 sein.
0

Herr Levi-Civita gelangt zu einer Losung des Problems durch
ein elegantes potenzreihentheoretisches Verfahren. Wie wir im
folgenden sehen werden, 1i8t sich die Aufgabe ohne Mithe auf die
Auflésung eines Systems nichtlinearer Integralgleichungen zuriick-
filhren und im AnschluB an die Entwicklungen des ersten Kapitels
erledigen. Es liegt diesmal der Verzweigungsfall vor, doch bietet
eine Diskussion der Verzweigungsgleichung nicht die geringsten
Schwierigkeiten dar 48,

45 Vgl. T. Levi-Civita, Détermination rigoureuse des ondes permanentes
d’ampleur finie, Math. Annalen 93 (1925), S. 264—314.

46 Vgl. die von mir angeregte Leipziger Dissertation von Herrn Franz
Neumann, Beitrag zu dem Problem der permanenten wirbelfreien Fliissigkeits-
bewegung in Kanalen, Leipzig 1930, S. 1—40. Die Darstellung im Text ist
erheblich einfacher als die des Herrn Neumann.
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Es sei (n) die Innennormale zu C. Aus (1) und der Beziehung

99 ot

(3) -37=—j>6‘3’sin19.

Die fiir die Existenz einer in K reguldren, dieser Relation ge-
niigenden Potentialfunktion notwendige Bedingung

2n 27
J% do = —pfe‘3’sin ddo=0
0 0

ist gewil3 erfiillt, falls ¥ und 7 den Bedingungen (2) geniigen.

Es sei ¢* ein Punkt auf C, und es mége 7 den Abstand des
Punktes (¥, y) in K von ¢ bezeichnen.

Es sei weiter ¢ der Abstand der Punkte ¢ und ¢* und ¢ der

. . b . .
von der Innennormale in ¢ mit dem Vektor o6* eingeschlossene Winkel,
cos @ 1

Offenbar ist —.
0 2

Nach bekannten Sitzen gilt die Greensche Formel

2 27
1 (08 1 1 7} 1
0 0

LaBt man hier (%, y) gegen ¢* konvergieren und beachtet man, daB
der zweite Summand rechts als das Potential einer Doppelbelegung

gegen
2 2
& (o* 1 {c 1 1 1
i 2(n )+§;f_(’%l’0da:—iﬁ(a*)+4—ﬂfﬂd0=—2—ﬁ(a*)
0 0

konvergiert, so findet man nach einer leichten Umformung
27
1 {09 1
(5) P (0c*)=— ?JW log ?da,
0
mithin wegen (3) sowie (1) und (2)
27 o*
(6) ¥(c*)= %J‘log—z—e‘“sinﬁdo‘, T(0*) = ;bfe—“sinﬁdo.
0 0

Nunmehr setzen wir
e~3sind =9 + (e~%*sind — )
sowie, unter m eine positive Zahl, unter » eine absolut hinreichend
kleine Zahl verstanden,
(7) p=m—n
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und erhalten nach einer leichten Umformung

2
& () —%J‘log%ﬁ(g)da
0

27 2r
o x® 1 p -3ty — l.
(8) _—;Jﬁ(a)loggda +;!(e 37sin d —¢) log . do,

0*

t(c*)—m [9(0)do = —x(jﬁ(a)da —i—péf(e‘3’sin19—-19)d0.

0

Dies ist ein System von zwei wichtlinearen Integralgleichungen von der
im ersten Kapitel betrachteten Form,; w ist der ,kleine Parameter des
Problems*’. Haben die homogenen Integralgleichungen

(9) ¢(a%) —%flog%ﬁ(a)da =0, 7(o%) ——mfﬁ(a) dog=0

Nullésungen, so liegt der Verzweigungsfall vor. Sind Nullosungen
nicht vorhanden, so handelt es sich um den reguliren Fall. Augen-
scheinlich ist dabei das Verhalten der Integralgleichung

(10) 0(0*)—%flogglﬁ(a)da=0

fur sich betrachtet maBgebend.
Betrachten wir die Integralgleichung

(11) 8(o®) —zflogglﬁ(a)do=o.

Nach bekannten Sitzen*® hat sie die Werte % (n=1,2,...) zu Eigen-

werten. Zu A =% gehoren als (normierte) Eigenfunktionen die Funk-

tionen
cos no sin no

2 1K

47 In der zweiten Gleichung (8) wird zwar zwischen 0 und ¢* statt zwischen
o*
0 und 2 integriert, doch 148t sich beispielsweise [ (¢)do in der Form
0

27

i < g*
JL(0y,0) 9 (0)do mit L(a*,a)={1 fir 60
o

0 fir ¢>o*
schreiben.

8 Vgl. beispielsweise E. Picard, Sur un théoréme général relatif aux équa-
tions intégrales de premiére espéce et sur quelques problémes de Physique
mathématique, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 29 (1910),
S. 79—97, insbesondere S. 96—97.

Lichtenstein, Integralgleichungen, 4
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Wire m keine natiirliche Zahl, so hitten die Gleichungen (9) keine
von Null verschiedenen Losungen. Fiir hinreichend kleine |x!, etwa
|#| <x%,, wire auch p keine natirliche Zahl, und die Integral-
gleichungen (8), die wir in der Form

——flog (o flogm e 37 sind — 9)do

__pfﬁ(g)daz;bf(e“”sinﬁ—ﬁ)do

schreiben konnen, wiirden den Entwicklungen des § 2 gemafB (vgl.
insbesondere die Bemerkungen auf S.10) keine absolut unterhalb
einer angebbaren Schranke gelegenen Losungen, auBer der Null, haben.
Zu einer nichttrivialen Losung des vorliegenden Problems kann man
also auf dem in Aussicht genommenen Wege nur kommen, wenn m
eine nattirliche Zahl ist.

Da es sich diesmal also tatsichlich um einen Verzweigungsfall
handelt, so stellen wir, indem wir uns im folgenden der Methode des
Herrn Schmidt bedienen?®, den Kern

K (0% 0)= —% log%
der Integralgleichung (10) in der Form
(12) —g log% =— »i— (cos mo* cosmo + sinmo*sinma) 4 N (0¥, o)
dar#%2. Der neue Kern
(13) N(o*,a)=—%log%—i—;licosm(a*—a)

ist augenscheinlich eine gerade Funktion von (¢* — ¢). Daher ist
N(¢* 0)=N(o,0").
Fithrt man (12) in (8) ein, so erhdlt man

(14) ¢(o*)+ of’}\/’(a*, 0)9 (0)do

cos mo*

7 2n
fﬂ(a) cosmada—I—Si—n;ﬂffﬁ(a) sinmodo
0

27

——fﬁ log do+ = f( —3’sin0—19)log%da.

4 Das Verfahren von Liapounoff wiirde natiirlich ebensogut zum Ziele
fiihren.

492 Man vergleiche die Formel (56) auf S. 23. Im vorliegenden Falle
kommt das Zeichen + zur Verwendung.
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Der erste Integralausdruck rechts hat, da nach Voraussetzung
9 (—0)=— 9 (o) ist, den Wert Null. Wir setzen

2n
(15) %fﬁ(a) sinmodo=r
0
und schreiben demgemif

0@ﬂ+jhwﬁw@wo

X 27 27
(16) =rsinma*;%fﬁ (o) log%do—}——gf(e‘?”sinﬁ—ﬁ)log%do,
0 0

0»*

7(co™) =;bjz9(o‘) do +1§0f(e'3’sin19 —3)do.

Den Ergebnissen des ersten Kapitels zufolge haben diese Glei-
chungen fiir alle hinreichend kleinen Werte von |7| und || ein und
nur ein System von Losungen, deren absoluter Betrag unterhalb einer
von vornherein angebbaren Schranke liegt *°.

Die Losungen lassen sich durch sukzessive Approximationen be-
stimmen und kénnen nach Potenzen von 7 und x» entwickelt werden 502,
Die einzelnen Niherungen bestimmen sich aus den Gleichungen

2n

19 (0%) —,l—be(cr*, 0),%(0)do =rsinmo*, ,r(c*)=0,

27
ﬁ@ﬂ+!N@ﬁ@ﬁ@Ma
(17) 2x 2n
. 1 . 1
=r smmo‘*—;—:flﬁ (o) log o do —}—f—:f(e“"’x’sm B —.9) Iogzdo‘ ,
0 0

21:(0*)=p6f119(0)d0+p(;f(e"*l’sinlﬂ — ®do,....

Es sei M (0%, o) der zu N (o, o) gehorige losende Kern. Er ist wie
N eine gerade Funktion von ¢* — ¢, daher ist R(¢*, 0) =N (0, o).
Man iiberzeugt sich danach leicht, daB ,&,,9,... ungerade, hingegen
1T, o7, - .. gerade Funktionen sind. Sind ¢ =1lim ¢, 7 =1im 7 die Lo-
sungen von (8), so ist, wie verlangt, gewil ¥ eine ungerade, T eine
gerade Funktion von ¢. Ferner ist

2n
#(0)=0, 7(0)=0 sowie [#do—0.
0

5% Es kommen hierbei, da der Kern logl nicht beschriankt ist, insbeson-
dere die Bemerkungen des § 10 in Betracht.
508 Es ist dabei zu beachten, daB p =m — ist.

4%
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Wie unmittelbar ersichtlich, enthalten alle Ndherungen 8 (¢*), .7 (¢™)
(k=1,2,...), darum auch &(c¢*), 7(c") selbst r als Faktor. Die
Entwicklungen der Losung nach Potenzen von = und » haben also
die Form

(18) (o) =rPy(r%;0%), (o) =71Py(r%;0%).

Der Koeffizient von rx in der Entwicklung fiir ¢(o*) lautet in
naheliegender ausfiihrlicher Schreibweise

2n 2n 2n

1 (. 1 1 * N ig | si 1
(19) _;fsm mologmdo—l—;bf%(o ,0')do Jlsm mao log CA) do.

0

Setzt man in (15) fiir ¢(o) den Ausdruck (18) ein, so erhilt
man die Verzweigungsgleichung

27
(20) %f%l(r,x;o*)sinmo*do*z—r.
V]

Sie hat (vgl. §§6 und 7), da r iiberall als Faktor auftritt, die Form
(21) r(ar+bx-+...)=0.
Der Koeffizient b bestimmt sich aus (19) und (20), da

2r
[R(6* ¢')sinma*do* =0
0

ist 3P zu
2n 2x
— X | sinmo*do* sinmalog—1~d0
n? o (o*, o)
o 0
27
1 9. % gk 1
= ——— | sin®*mo”do” = —— 0.
m7 m
0

Demnach 148t sich (21) nach x» aufldsen, und es gilt etwa
(22) x="P,(r), I(*)=9(r,¢*), 1(c*)=71(rd%).

Die durch (22) fiir alle hinreichend kleinen |7 | erklirten Funktionen
p=m—x(r), ¥(r,¢*), v(r,o*) erfiillen die Integralgleichungen (6).
Es sei jetzt

27
(23) ﬁ(x,y)=%flog%-e’3’sinﬁd0
0

50b Man vergleiche die Formel (**) auf S. 24. Im vorliegenden Falle ist
P (%) =9, (%) = ¢, (%)-
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diejenige in K reguldre, auf C nebst ihrer Normalableitung stetige
Potentialfunktion, die auf C wegen (6) die Werte & (¢*) =3 (r, %)
annimmt. Wie auf S. 48 ﬁberzeugt man sich leicht, daf3

2n
oo 1 (o851
(24) #(0*) = —;fanlog . do
0

ist. Aus (24) und (6) folgt

2n

o —37 . 1
f(W—{—pe 3 smﬁ)log?da=0,

0

mithin
g_'z= —pe ¥ sind +¢ (¢ konstant).

Nun ist aber

2 27

f—g—qu—_—o, fe's’sinﬂda———o,

0 0
darum auch ¢ =0 und

g—z= —pe *Tsind.

Ist schlieBlich 7(#,y) diejenige in K+ C stetige, in K regulidre
Potentialfunktion, die auf C die Werte 7(c) annimmt, so gilt
wegen (6) N
0t —37 . 0

o= pe " Fsind = — T
Demnach ist 7(x,y) nach bekannten Sitzen eine zu ¢(x,y) konju-
gierte Potentialfunktion; &(x,y)4¢7(x,y) ist eine Losung des
Problems.

Ubrigens folgt aus (24) unmittelbar, daB ¢(¢*) als der Rand-
wert eines Potentials einer einfachen Belegung stetiger Dichte einer
Hoélderschen Bedingung geniigt ®.

Wegen (3) geniigt, da 7 stetige Ableitung hat, z—i selber einer

Holderschen Bedingung. Dies hat aber nach (24) zur Folge, daB
9(0), darum erst recht 7(o), stetige, einer H-Bedingung geniigende
Ableitung erster Ordnung hat®?. So kann man weiter schlieBen.

51 Dies besagt, daB @& (¢*) eine Ungleichheit von der Form
|9 (o*+h)— 9 (c*) | < 4|h* (A konstant, 0 <A< 1)
erfiillt (vgl. die naheren Ausfilhrungen auf S. 63).

%2 Die hier zur Verwendung kommenden potentialtheoretischen Hilfssitze,
die auf O. Holder, Liapounoff und namentlich A. Korn zuriickgehen, finden
sich in meinem Encyklopidieartikel IIC12, Neuere Entwicklung der Potential-
theorie. Konforme Abbildung, S. 201—203 zusammengestellt. Vgl. namentlich
auch meine in der FuBnote ? genannte Arbeit.
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Man findet, daB ¢ (o) und 7 (o) stetige Ableitungen aller Ordnungen
haben ®3.

§ 2. Ein Randwertproblem der Theorie der Wirmestrahlung.
In dem Folgenden betrachten wir ein von Herrn Carleman gestell-
tes nichtlineares Randwertproblem der Potentialtheorie®t. Wihrend
bei den Entwicklungen des §1 es sich um eine von einem kleinen
Parameter abhingende Losung, kurz um eine Loésung im kleinen
handelt, liegt hier demgegeniiber ein Problem im groBen vor. Dieses
Problem erledigen wir mit Carleman nach einem zuerst von Ed.
Le Roy angegebenen, spiter namentlich von S. Bernstein mit
durchschlagendem Erfolg benutzten Verfahren einer schrittweisen
Fortsetzung der Losung?® in Abhingigkeit von einem geeigneten
Parameter. Carleman bedient sich im einzelnen der Potenzreihen-
entwicklungen. Wir ziehen mehr potentialtheoretische Hilfsmittel
heran und suchen Anschlul an die Betrachtungen des ersten Kapitels.

Es sei T ein von einer geschlossenen stetig gekriimmten Fliche S
begrenztes Gebiet in dem Raume der Variablen #,y,z, es sei (&,9,¢ )
ein Punkt in 7, und es moge F(u) eine fiir alle nichtnegativen #
erklirte stetige Funktion bezeichnen, die eine stetige Ableitung hat
und den Bedingungen

(25) F(0)<0, F(u)>0 fir u>0, F(u)— oo fiir u— 400

gentigt. Wir suchen diejenige in 7', aufler in (§,,(), regulire, posi-
tive, auf S stetige Potentialfunktion # zu bestimmen, die sich in

(&n.8) wie % (FP=(E—2)"+m—9)"+C— z)?) verhilt, auf S

58 Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind in einigen wesentlichen
Stellen denjenigen meiner Arbeit, Untersuchungen iiber die Figur der Himmels-
korper, Vierte Abhandlung, Zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Math.
Zeitschr. 17 (1923), S. 62—110, insbes. S. 83—95, nachgebildet. Die potenz-
reihentheoretische Methode von Herrn Levi-Civita leistet insofern mehr als
das im Text eingeschlagene Verfahren, als sie zeigt, daB die Funktion & +i7
sich auch noch auf dem Einheitskreise regular verhilt.

Es sei in diesem Zusammenhange auf die Abhandlung von Herrn
Nekrassow, Sur les ondes permanentes a la surface d’un liquide pesant
(russisch) (1921, 1922), in der sich das gleiche Problem auf einem anderen
Wege erledigt findet, hingewiesen (vgl. den Bericht in den , Proceedings of the
first international congress for applied Mechanics, Delft, 1924, S. 143—145).
Weitere Anwendungen der Levi-Civitaschen Methode gibt D. J. Struik, Math.
Annalen 95 (1926), S. 595—634.

Man vergleiche im Zusammenhang mit diesen Problemen den Aufsatz von
A. Weinstein, Mathematische Probleme aus der neueren Entwicklung der
Hydromechanik, Naturwissenschaften 17 (1929), S. 381—385.

54 Vgl. T. Carleman, Uber eine nichtlineare Randwertaufgabe bei der
Gleichung Au =0, Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 35—43.

8 Man vergleiche des niheren die Ausfiihrungen auf S. 87 und 100.
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eine stetige Normalableitung hat und die Randbedingung
(26) 2_1:, =F(u) (# Innennormale zu S)

erfiillt. Von Interesse ist namentlich der besondere Fall F(u) = ku*
(k>0), der mit einem Problem des thermischen Gleichgewichtes
bei Vorhandensein von Ausstrahlung zusammenhéngt.

Es ist leicht einzusehen, daB es nicht mehr als eine Losung der
verlangten Art geben kann. Es sei im Gegensatz hierzu % eine wei-
tere Losung des Problems, und es sei v = # — u gesetzt, Offenbar
ist v eine in T 4 S stetige, in T reguldre Potentialfunktion, die auf
S stetige, der Bedingung

v

an =F (@) —F(u)=F' (v +9(u—w)v (0<I<1)

geniigende Normalableitung hat. Nun ist

r/ov\? ov\? 0
[+ (35 away = = [v 5200 = — [Flu+ 0 e — w)e2do
7 5 s

und aus dieser Gleichung folgt wegen F’ > 0 augenscheinlich v = 0.

Wir ersetzen die vorliegende Aufgabe mit Herrn Carleman
durch die folgende, scheinbar etwas kompliziertere. Es ist diejenige
in T, auBer in (& #,{), regulire positive Potentialfunktion u, zu

bestimmen, die sich in (&, ,{) wie % verhilt, auf S stetig ist und

eine stetige Normalableitung hat und der Randbedingung
ou,

(27) ’a"n“___%h"'h(F(%h) — )

geniigt, unter % einen nichtnegativen Parameter verstanden®2. Fiir
h =0 geht (27) iiber in

und hat die zu der Randbedingung %@5— =@ gehorige Greensche
Funktion (dritter Art) zur Losung®®. Fir 42 =1 erhdlt man aber
%i:lﬁzF(uh), #, = u. Ist nun die Losung des neuen Randwertpro-

blems fiir irgendein nichtnegatives # <1 bekannt, so liBt sich, wie
Carleman zeigt und wie wir im folgenden auf einem teilweise ab-
weichenden Wege beweisen werden, auch noch fiir alle 4 4 o mit

53 Man iiberzeugt sich leicht, daB auch dieses Problem fiir 0 </ <1 nicht
mehr als eine Losung haben kann.

56 Niheres iiber die dritte Randwertaufgabe der Potentialtheorie findet
sich beispielsweise in meinem Encyklopadieartikel IIC3, Neuere Entwicklung
der Potentialtheorie. Konforme Abbildung, S.279—282. Es ist nicht schwer
zu zeigen, daB ® auf S durchweg positiv ist (vgl. S. 56—57).
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0 < a<La, unter o, einen hinreichend kleinen, festen, positiven
Wert verstanden, die Existenz der Losung dartun.

Fiir » = 0 ist, wie vorhin bemerkt, die Losung vorhanden, und
zwar gleich ®. Also existiert sie auch fiir 2 <oy, Ist ey > 1, so ist
das eingangs gestellte Problem bereits gelost. Ist aber o, <1, so folgt
aus dem soeben genannten Satz, daB die Randwertaufgabe (27) fiir
alle # < 2q, eine Losung hat. Ist 2,y =1, so ist das Carlemansche
Problem gelost. Andernfalls wire die gleiche Uberlegung zu wieder-
holen.

Nach einer endlichen Anzahl Schritte gelangt man so von der
Greenschen Funktion & zu der gesuchten Lésung.

Es moge fiir ein bestimmtes % in (0, 1) das Randwertproblem (27)
eine Losung u, haben. Wir zeigen, daB u, auf S gewiB zwischen
zwei festen positiven Schranken liegt *.

Es sei G(&,,; %,9,2) die klassische Greensche Funktion®®, und
es moge 4, einen Punkt auf S bezeichnen, in dem die in T+ S
stetige, in T reguldre Potentialfunktion u, — G, die auf S mit #,
iibereinstimmt, ihren Héchstwert erreicht. Dort ist augenscheinlich

2 (,— 6) <0,
somit nach (27)

G
(28) 4B (F () — ) < 20 < Max 07 =, > 0.

Betrachten wir jetzt die Funktion A (¢) =t h(F (#) —¢). Es gilt
A4(0)=nrF(0)L0,
%‘-:14-;;(%—1) >0 fiir >0, A— oo fiir £ — -4-oo.

Die Gleichung 4 (#) = w, hat demnach eine und nur eine positive
Wurzel p;. Wegen (28) ist gewill
w, <y (v >0);
und dies gilt auf der ganzen Begrenzung S.
Es moge in dhnlicher Weise B, einen Punkt bezeichnen, in dem
4, — G sein Minimum annimmt. Dort ist offenbar
7}
5 (h,—G) 20,
57 Vgl. Carleman, loc. cit. %, S. 40—41.

% D, h, die in T, auBer im Punkte (& #,{), wo sie sich wie 1 verhilt,
regulire, auf S verschwindende Potentialfunktion. Y

5 Bekanntlich ist nach C. Neumann —§%>0. Vgl. Dbeispielsweise

L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der klassischen Greenschen Funktion,
Math. Zeitschr. 11 (1921), S. 319—320.



Ein Randwertproblem der Theorie der Warmestrahlung. 57

somit wegen (27)
(20) - B(F () — 1) = 25> Min 90 = 0, > 0.

Die Gleichung 4(¢) = w, hat eine und nur eine positive Wurzel p;.
Wegen (29) ist auf S u, >y (p¥>0). Wie man sich leicht iiber-
zeugt, sind y1 und p stetlge Funktionen von 4. Es sei y,= Miny,,
y,= Maxy; in (0,1). Dann ist 0 < y, <y, und fiir alle % in (0, 1)
auf S

(30) 0<y, S, <7y

Aus (27) folgt, daB % auf S gewiB eine Ungleichheit von der Form

yO < % < H®

erfiillt. Analoge Ungleichheiten erfiillt die Normalableltung der
in T+ S stetigen, in T reguliren Potentialfunktion u, = u, — 1

Nach bekannten Sitzen erfiillt u,, da %’l stetig ist, auf S eine
Hoéldersche Bedingung von der Form

)

0
’ = 012

(31) |1, (0,) — 1, (0y)] <AMaX;T

unter o, und o, zwei beliebige Punkte auf S, unter g,, ihren gerad-
linigen Abstand, unter 4 eine beliebige positive Zahl <1 verstanden.
Der Héldersche Koeffizient A hingt nur von A ab®®. Augenschein-
%

lich hat auch u,, wegen (27) also auch eine analoge Eigen-

au,, ou, 0uh

Ty auf S fiir alle # in (0, 1)

gleichmiBig beschrinkt sind und einer Holderschen Bedingung von
der Form

schaft. Hieraus folgt aber, daB

aix ,(0,) — %h (0q) 1 < A%k, (4* konstant)

geniigen®. Fiir das Folgende geniigt es festzuhalten, daB, unter D,
eine Ableitung in einer beliebigen Richtung auf S verstanden,

(32) D,u,| <y, 0<h<I
gilt.

Aus (32) folgt augenscheinlich
(32") |(0,) — w,(0)| < 74,

unter d den Abstand der Punkte ¢, und ¢ verstanden.

80 Man vergleiche beispielsweise die Entwicklungen meiner loc. cit. 2 ge-
nannten Arbeit, S. 327.
81 Vgl. loc. cit. 80, S. 326.
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Wir nehmen wieder einmal an, unser Problem (27) moge fiir
einen bestimmten Wert %(0 <4 < 1) eine positive Losung haben.
Wir versuchen, eine zu 4 - a (« > 0) gehérige Losung zu bestimmen,
und setzen zu dem Ende

Upyo — Up=U.

Offenbar ist v eine in T -+ S stetige, in T regulire Potentialfunktion.
Wegen (27) ist

(33) ?’—:uh+u+(h—|—a)(F(uh+v)—(uh+v))—u —h(F (u,) —u,)

=0+ h(F (u,+v) —F(w,) —v) 4+ o(F (4, +v) — (u,+ v))
—v[1— b+ 5 (F () + 57 Fun () + -]
+a[F(uh)+vFu(uh)+§!—Fuu(uh)+...——uh-—-v].

Die Beziehung f»g—% do =0 gibt
5

fv (1= h(F, (1) + 57 Fuu () + .. )| do

8
2
—i—ocJ‘[F(uh) +vF,(u,)+ %Fuu(uh) 4=, — v} do =0,
S
mithin, unter D den Flicheninhalt von S verstanden,

(34) %f =*f (1 —F,(u,))do
— e [-5— )+ P (1) + .| do
____f (u,) (uh)—{—%;Fuu(uh)—{—...—uh—v:}dou

Es sei (#,,9,,7,) ein Punkt in T, und es moge G'(%,, ¥,.2,; %, ¥, 2)
diejenige zu T gehorige Greensche Funktion zweiter Art bezeichnen,
die den Randbedingungen

aG"T 4=

<35) 9n D’

éfGH(x*, Vs 23 0) B =0 2
geniigt. Durch diese Beziehungen und die Festsetzung, daB
GY— rl—*(r;ﬁ = (%, — %)+ (¥, — ¥)?+ (2, —2)?) eine in T regulire

Potentialfunktion darstellt, ist G vollkommen bestimmt.

82 Wir schreiben hier wie im folgenden in naheliegender Weise fiir
Gn(x*, V1255 ¥, ¥, 4), wenn (¥, ¥, 2) in den Punkt ¢ auf S riickt, Gn(x*,y*,z*; ).
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Es gilt ferner das Reziprozititsgesetz
(36) G (%> Yo 203 %, 9, 2) = 7 (%, 9, 23 %y, 940 7,),
sowie fiir alle o, und ¢ auf S eine Abschitzung von der Form
(37) 1% (a,, 0)| < B— (B konstant). 63
Aus (35) folgt mit Riicksicht auf (36)
(38) !Gn(a*,a) do,=0.

Ist jetzt v(x,y,z) irgendeine in T+ S stetige, in T regulire

Potentialfunktion, die auf S auch noch eine stetige Normalableitung
hat, etwa die soeben eingefiihrte Funktion #;,, — u,, so besteht die

Beziehung

(39)  vls,) fc“ *,0) “do —{—hfvdo o

Fiihrt man hier fiir % und %fv do die vorhin gewonnenen Aus-
§

driicke (33) und (34) ein, so erhilt man

(40) o( + IGH YJ(1—h 4 hF,(u,))v(0) do———~f(1 F, (w,))vdo
= T(e,,0)
- 4n G 2| uu( h)+ 37 uuu(u )-‘— >d0'

J.Gno*,a){F(uh)—i—vF (uh)—]—g, F, (u )—{-...—uh—v}do

- f <2' E,, () + 3,Fuuu(uh)_|_ >
P
_%I{F(uh)—l-vF( w,) + 4 F, (1) ... —“h——v}do
= Ao, h; 0.}

Dies ist eine nichtlineare Integralgleichung von der tm ersten Kapitel
betrachteten Form. DaB der Kern G (o,, o) nicht beschrinkt ist, ist,
wie wir auf S. 36 bemerkt haben, belanglos.

Integriert man die beiden Seiten von (40) nach o, und beachtet
(38), so findet man unmittelbar, daBl eine jede Losung von (40) die

83 Vgl. beispielsweise meinen Encyklopadieartikel II C 3, S. 250 bis 251.
8¢ Vgl. beispielsweise loc. cit. 83, S. 251.
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Beziehung (34) erfiillt. Es gibt darum gewiB in T S stetige, in T
regulire Potentialfunktionen v(x, y, ), die auf S der Bedingung

(40) 9% — o1 b B(F, (1) + 5 Fuu () + )]
+a[F) +0F, (1) + 5 Fau() + ... — 1, 0]

gentigen, und es gilt
_ 1 0v 1 |-
(42) v(0,) = ——EJGH(G*,O')-&—%dG + 3fvd0.
8 8

Aus (42), (39), (41) und (33) folgt v(o,) =v(0,)+ C (C konstant)®.
Demnach ist v(o,) der Randwert einer in T reguliren Potential-
funktion v(x, y,2) =v(%,y, 2) — C, deren Normalableitung den Wert

0

(43) 4==v[1—h-+k(F, <h>+2.Fu< SE)

+a[F(1) + vF, () + 57 Fu() + ... — 4, ]
hat.
Es ist nicht schwer zu sehen, daB die homogene lineare Integral-
gleichung

(44) w(0, )+TfG 6)l—h—+hF,(u,)) w(c)do

— —I)—fw(a) (1—F,(u,))do =

keine Nullssungen hat, demnach der in I §4 betrachtete ,regulire”
Fall vorliegt. Andernfalls wire nimlich wegen f GH(O'*, 0)do, =0
s

fw J{1— &+ hF,(u,)}doc=0,

und es gibe eine in T S stetige, in T regulire Potentialfunktion
w(%,9,2), so daB auf S

% =(1—h-+hF,(u,))w

gilt. Nun ist bekanntlich
ow\? ow\ /0w ow
[+ G5+ (52 o= = o
T s

= ——fw“(l —h—+hF,(u,))do

N

85 Wir denken uns ¥ (%, y,z) irgendwie normiert. Dann hat %)—
mithin auch C einen bestimmten Wert. $

vdo,
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und dies fiihrt, falls nicht identisch w(x,v,2)=0 ist, auf einen
Widerspruch, da ja 1 —A—4AF, (u,) >0 (0L A <1) ist.

Nach dem Vorstehenden ist es klar, daB (44) keine Nullsung
hat, ganz gleich wie die auf S erklarte stetige Funktion #,, von der
wir diesmal nur annehmen, daB sie den Ungleichheiten

(45) 0<y, Su, <y, l%h(a*) — (o) | < fd

geniigt, beschaffen sei. Was % betrifft, so kann es beliebige Werte
in dem abgeschlossenen Intervalle ¢0,1) haben.
Es sei H(o,,0) der zu
~ 1 h
K(o,,0)= 4_:EGH (064,0)(1 —h+hF,(u,)) — ol (1 — F,(u,))
gehorige losende Kern. Nach bekannten Sitzen gilt
H(o,,0) = K(o,, 0) + H (0,,0),

unter H (0, 0) eine auf S stetige Funktion verstanden (vgl. beispiels-
weise loc. cit. *%), S. 1385—1387).

Wir zeigen, daB hig (0, 0) gleichmiBig beschrinkt ist, d. h. daB
fiir alle betrachteten » und u,

(46) |H (o, 0)| <7,

gilt. Angenommen, es sei anders, es gebe demnach eine in (0, 1)
gelegene Wertfolge A, %y, ..., 4,,... und eine Folge die Ungleich-
heiten (45) erfiillender Funktionen wu, up,, ..., 4s,, ..., sowie eine

Folge von Punktepaaren o,,, 0, auf S, so daB

*n’
(47) ﬁ”(a*n, 0,)— .

Nach bekannten Sitzen 14Bt sich aus u;, (k=1,2,...) eine Teil-
folge aussondern, die gegen eine stetige, den Ungleichheiten (45)
geniigende Funktion, sie heile w,, gleichmiBig konvergiert, zugleich
konvergiert die entsprechende Teilfolge aus %, %,,... gegen h.%¢
Offenbar gilt in jedem Bereiche, in dem o, <+ ¢ ist, gleichmiBig

(48) K(o,,0)—K(o,, o),

darum, wie es sich zeigen 14Bt, fiir alle hinreichend entfernten Glieder

der Teilfolge, iibrigens fiir alle o, und ¢ auf S gleichmiBig
H(o,,0)— H(s,,0),

unter K und K + H die zu den einzelnen Individuen der Teilfolge
gehorigen Kerne und losenden Kerne, unter K und K- H die

% Es handelt sich um den bekannten Satz, daB aus einer Folge gleich-
maBig beschriankter, gleichgradig stetiger Funktionen gleichmaBig konvergente
Teilfolgen ausgesondert werden kénnen. (Vgl. beispielsweise H. Hahn, Theorie
der reellen Funktionen, Berlin 1901, S. 300—309.)
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entsprechenden zu u; und h gehorigen Funktionen verstanden ‘.
Da H beschrinkt ist, so sind alle H (0,,0) der Teilfolge gleichmaBig
beschrankt, im Widerspruch zu (47). Damit ist gezeigt, dal tat-
sichlich (46) gilt.

Die Integralgleichung (40) hat den Entwicklungen des ersten
Kapitels gemdB fiir alle den Ungleichheiten (45) geniigenden #, und
alle # in (0,1) eine und nur eine Losung, sofern « absolut hin-

reichend klein, etwa [a| < % bleibt. Sind die Ungleichheiten (45)

erfilllt, so gelangen wir, ausgehend von der uns bekannten, zu # =0
gehorigen Losung & des Problems (27), nach m Schritten zu der
zu h=1 gehorigen Losung der eingangs gestellten Aufgabe. Es
ist aber leicht einzusehen, daB die Beziehungen (45) bei dem ge-
schilderten ProzeB der schrittweisen Fortsetzung tatsichlich erfiillt

. . s s Y "
sind. Ist ndmlich u, etwa fiir einen Wert &= _ (0 <1< m) positiv,
so bleibt es auch noch fiir 4= fj—ml positiv. Sonst miiite es einen

in dem Intervall <—;~l, %) gelegenen Wert h geben, so dafB o,

fiir & <k auf S durchweg positiv wire, fiir h=h hingegen mindestens
in einem Punkte auf S verschwinden miiBte. Dies kann aber nicht sein,
da doch fiir alle # < 4 nach dem Vorstehenden 0 < y, < %, <7y, gilt.

§ 3. Die elliptische Differentialgleichung 4z =F (x Y, 2, % g—;) .
Losung der ersten Randwertaufgabe in ihrer Abhidngigkeit von
den vorgeschriebenen Randwerten. Als eine weitere Anwendung
der im ersten Kapitel gewonnenen Ergebnisse soll in diesem Para-
graphen das Verhalten der Lgsung einer nichtlinearen partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung vom elliptischen Typus bei
einer kleinen Anderung der Randwerte betrachtet werden. Es sei
vorweg bemerkt, daf3 es sich vorldufig noch nicht um die allgemeinsten
Differentialgleichungen vom elliptischen Typus handelt, — diese er-
geben Integro-Differentialgleichungen, die sich nicht ohne weiteres auf
die Gleichungen von der in Kapitel I untersuchten Form zuriick-
fiihren lassen, und sollen erst im nachsten Kapitel studiert werden. Der
Einfachheit halber wollen wir unseren Betrachtungen zweidimensionale
Gebiete zugrunde legen. Der Ubergang zu drei oder auch mehr als
drei Dimensionen bietet keinerlei grundsitzliche Schwierigkeiten.

7 Der zu K (04, 6) gehorige Fredholmsche Nenner ist von Null verschieden.
Er ist darum auch fiir alle hinreichend entfernten Glieder der Teilfolge

der K (04.0) angebbar von Null verschieden. Es ist des weiteren zu beachten,
daB fiir alle K eine Ungleichheitsbezeichnung von der Form

(48") |[K|<a|logd |+

gilt.
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Die elliptische Differentialgleichung Az :F<x, v,z 9 Z).

dx’ dy
Es sei T ein von einer geschlossenen Kurve S der Klasse A4
begrenztes Gebiet in der Ebene der Variablen x-y. Dies besagt,
daB sich S in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegen liBt, so
daf in jedem einzelnen Stiick entweder y =y (x) oder aber x =x(y)
gesetzt werden kann, unter y(x) bzw. x(y) Funktionen verstanden,
die stetig sind und eine stetige, der H-Bedingung (Hélderschen Be-
dingung)
(50) |9/ (x+h) —y' (@) | Ko | h]* baw. |2/ (y+k)—2'(y)| Lo | k]
(0<2<1), (a, konstant),

geniigende Ableitung haben .

Es sei z,(x,y) eine in T+ S erklirte stetige Funktion, die
folgende Eigenschaften hat. Sie besitzt in T+ S stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung, die ihrerseits einer H-Bedingung

0 0

Sa%0 @ +h Y +k) — o—z, (%, 3)

(51) 9 P e ek
TR = 520 (5,9)| Sy (B2 RYE

geniigen, unter o, eine positive Konstante verstanden, wie spiter
0%z, 9%z 0%z
9% 9x9y’ 9y*
handen und stetig. Ist s die von einem beliebigen Anfangspunkte
gemessene Bogenlinge von S und ist auf S

2= @(s),
so ist augenscheinlich ¢ (s) und seine Ableitung ¢’(s) stetig, ferner
geniigt ¢’(s) einer H-Bedingung von der Form

(52) (9" (s+D)—¢'(5)| Ko 2]" ™

88 Vgl. die Bemerkungen auf S. 105.

% Wir nennen &, den Hé¢lderschen Koeffizienten, A den Holderschen Ex-
ponenten.

" Die Holdersche Bedingung (52) ist der Ungleichheit
obere Grenze | @' (s+1)—g@'(s) | | ! |~’-§ oy

(bei festgehaltenem s) dquivalent. Wir setzen zur Vereinfachung

63

unter a,,dg,... . Im Innern von T sind auch vor-

(52" obere Grenze | @'(s+1)—@'(s)| || * =] ¢’(s) |z
und erhalten somit
(52") o' () = -

Augenscheinlich ist |@’(s)|; eine ganz bestimmte, nicht notwendig stetige
Funktion von s. Der H-Bedingung (51) kénnen wir in &hnlicher Weise die
bequeme Fassung

0z 0z
51’ =0 <
(817) ox |’ |9y ;= Gy
. . | 94 0z, . .
geben. Hier bezeichnen ]07 und F ganz bestimmte Funktionen von
A i

x und y.
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SchlieBlich geniigt z, einer nichtlinearen elliptischen Differential-
gleichung von der Form

0z, 0% 0z 0%z
(53) Az0=F< ’y’z0’00’00> Az, °—|—ay2‘-’,

woselbst F(x,y,2,p,q) eine fiir alle (x,y) in T+ S und alle reellen
oder komplexen z, $ und ¢ in dem Bereiche
02, ' g — 0z,

(54) 2=z, |2—52], |o—52

<R, (R,konstant)
erkliarte stetige, in bezug auf die drei letzten Argumente analytische
und regulidre Funktion bezeichnet. Dariiber hinaus erfiillt F fiir alle
(%, v)in T+ Sund alle 2, p, ¢ in (54) eine H-Bedingung von der Form

|F(x+hy+kz0,9)—F(x,9 272 9) | <% h—l—k)
(* konstant),

in abgekiirzter Schreibweise |F|, < *a. Die Voraussetzung betreffend
den analytischen Charakter von F machen wir nur, um die im ersten
Kapitel entwickelte Theorie unmittelbar verwenden und nétigenfalls
eine Diskussion der Verzweigungsgleichungen beliebig weit fortfithren
zu konnen. Die Konvergenz der sukzessiven Approximationen 148t
sich, wie am SchluBl dieses Paragraphen gezeigt werden wird, unter
weit geringeren Voraussetzungen sicherstellen.

Es ist leicht zu sehen, daB die partiellen Ableitungen von F in
bezug auf z, p, ¢ fiir alle (#,y) in T+ S und alle reellen oder kom-
plexen z, $, ¢ in einem Bereiche

620

(*) |z — 2], {P——, ‘q—-"ﬁ < R,<R,

Ungleichheitsbedingungen gentigen, die zu der Beziehung |F|, < *a

analog sind. In der Tat ist, unter C Kreislinien vom Radius
R,(R, < R,<R,) um die Punkte z, g—i‘? und % der Ebenen der
komplexen Variablen z, » und ¢ verstanden, dem Cauchyschen Inte-
gralsatze zufolge

o 1 F(x, 9 290 A oaa o ga
Fsnnt.0)= g | | [t Sy 2 4 40
C
somit beispielsweise
i — 1 F(A.’, Y, 2’ i\)’ @) %
sl (32 0 0) = <2m'>“Hf(%-z)*’(ﬁ—p)(e*z—q)d”
¢

Fir hinreichend kleine |A| und |k|, etwa |A|<h,, |k|<k,,
liegen die Wertsysteme x -4, v 4k, z, p, ¢ fiir alle (*) erfiillenden

dj.

>
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Die elliptische Differentialgleichung Az =F (v v, 2, 0z 0 z) .

%' dy
2z, , ¢ in dem Regularititsbereiche. Es ist darum auch

-0 . 1 F(T_f'hn y+k! 2' ﬁ' q) > g o
SRl hy b ) = g [ [ asanaq
' C

Aus dieser und der vorstehenden Gleichung folgt leicht fir |4 |< A,
] <k, |

a_aZ—F(x—}—h’ y -}_ k, z, P’ q) _';Z_F(x’ Y, 2, P; qﬂ’

<*a<h2+k2)3 ” |dzdpaq]
=" JJJMnj(¢t-2G-p)@-0)l
C

Es ist jetzt leicht einzusehen, daB

'ff‘ <*oc—R33
102 3= 7 (Ry—R,*

gilt 702, .
Es sei jetzt y(s) eine Funktion, die wie ¢(s) beschaffen ist,
und es sei

(55) %, = obere Grenze IO OINFEOINE

Wir nehmen im folgenden an, L sei hinreichend klein, und ver-
suchen diejenigen Losungen z(#, y) der Differentialgleichung

0z 0z

(56) A2=F<x, y, z,a—x,a—y>
zu bestimmen, die in TS stetig sind, in T stetige partielle Ab-
leitungen der beiden ersten Ordnungen haben, kiirzer dort reguldr sind,
und auf S die Werte ¢(s)+ y(s) annehmen. Mit einem Problem
dieser Art habe ich mich anldBlich der Konstruktion eines zwei-
dimensionalen Feldes von Extremalen in einer im Jahre 1917 er-
schienenen Arbeit in Verallgemeinerung und Weiterfithrung gewisser
Untersuchungen von Herrn A. Korn und Herrn H. Miintz be-
schiftigt . Die a. a. O. betrachtete Differentialgleichung ist freilich
wesentlich allgemeiner als die Gleichung (56) und benétigt zu ihrer
Bewiltigung der weitergehenden Hilfsmittel des dritten Kapitels. Im
iibrigen ist der Konvergenzbeweis, der im folgenden entwickelt wird, er-
heblich einfacher und durchsichtiger als der seinerzeit von mir gegebene.

"% Dieser Ungleichheit liegt zunachst die Voraussetzung |2 | < &y, | k] < &,
zugrunde. Daf3 sie, notigenfalls bei passender VergroBerung von *«, nunmehr
auch fiir beliebige # und % gilt, liegt auf der Hand.

™ Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber zweidimensionale regulire
Variationsprobleme. I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. Jacobische
Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalflachen,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik 28 (1917), S.3—51, insbesondere
S.18—35. Eine vereinfachte Darstellung findet sich in der zweiten Abhand-
lung dieser Serie, Math. Zeitschr, 5 (1919), S.26—51, insbesondere S. 34—40.

Lichtenstein, Integralgleichungen. 5
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Mit dem Verhalten der Losung einer elliptischen Differential-
gleichung der allgemeinsten Art bei einer kleinen Anderung der Rand-
funktion hat sich auch Herr S. Bernstein in seinen bekannten
grundlegenden Untersuchungen beschiftigt . Auf die Methoden und
Ergebnisse von Herrn S. Bernstein werden wir noch wiederholt
Gelegenheit haben zuriickzukommen.

Es mogen Z—i,z—; sich auch noch auf S stetig verhalten. Wir

setzen

(57) z=2z,+Z.

Offenbar ist Z in T-} S stetig, hat in T stetige partielle Ableitungen
erster und zweiter Ordnung und erfiillt die Differentialgleichung

o 0z | 0Z 04 0Z 0z, 02z,
(58) A4Z —-F<x, ¥, zo—}—Z, P + = 37 By +ay> —F(x, Ys 200 500 5)

—F,Z+F,% +F,2Z —{——2—{FZZZQ—|—2FWZ%§—}—...—|~qu<%>2}+...

02y 0%
F —~F< %00 G 8v>

SchlieBlich ist auf S augenscheinlich Z = y.

Es sei nun weiter 0 diejenige in T S stetige, in T regulire

Potentialfunktion, die auf S die Werte X( ) annimmt. Nach be-

—, :6— auch noch auf S

stetig und erfiillen in 7+ S eine H. -Bedmgung mit dem Exponenten A.
Ferner ist

(59) obere Grenze {IGI

kannten Sitzen der Potentialtheorie sind —

~

’ jiaxl:

00
ax"

00 | |
0y |z “37(*

Wir denken uns y, so klein gewﬁhlt, daB o, x*glgﬁo wird, und

setzen (x y)—-ﬂ(x y)—l— (x y)

2 Nahere Angaben finden sich in meinem Encyklopadieartikel II C 12,
Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung vom elliptischen Typus, S.1324—1329. Vgl. ferner S. Bernstein, Math.
Annalen 95 (1926), S.585—594; 96 (1927), S. 633—647.

8 Vgl. J. Schauder, Potentialtheoretische Untersuchungen, Teil I, Math.
Zeitschr. 38 (1931), S. 602—640, insbesondere S. 634. Die entsprechenden
Siatze fiir Gebiete der Klasse Bk, d. h. Gebiete, die so beschaffen sind, daB die
auf S.63 eingefilhrten Funktionen y(x) bzw. x(y) stetige, der H-Bedingung
geniigende Ableitungen zweiter Ordnung haben, hat zuerst Herr Korn formuliert
[vgl. A.Korn, Sur les équations de 1’élasticité, Annales de I’Ecole Normale
(3) 24 (1907), S.9—175, insbesondere S.9—26]. Dabei wird gleichzeitig an-
genommen, daB die Randfunktion stetige, der H-Bedingung geniigende Ab-
leitung zweiter Ordnung hat. Den tatsichlich durchgefithrten Beweisen der
Kornschen Arbeit liegen stetig gekriimmte Gebiete und Randfunktionen, die
wie y(s) beschaffen sind, zugrunde. Es sei schlieBlich bemerkt, daB es sich so-
wohl bei Korn wie bei Schauder um dreidimensionale Gebiete handelt.

3
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Die Funktion 8 (%, y) verschwindet auf S und erfiillt in T die Diffe-
rentialgleichung

60) 43-F, 2 _F8_rp3_Fo+

Pax 4dy vax"l' aay

+3{F.(048)"+2F, 04+ 8) (5 +58) +.

+F, (ay +33) }+

Den weiteren Entwicklungen schicken wir einige Vorbemerkungen
aus der Theorie der linearen elliptischen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

6)  ABE=23+28 1281028 cg—0

voraus, unter a, b, ¢ beliebige in T+ S erklirte stetlge, in T einer
H-Bedingung (mit dem Exponenten A< 1) geniigende Funktionen
verstanden **

Ein grundlegender Satz dieser Theorie besagt: es gibt entweder
stets eine und nur eine in T+ S stetige, in T regulire Losung der
Gleichung (61), die auf S eine beliebige vorgeschriebene stetige Wert-
folge annimmt, und diese Losung ist identisch gleich Null, falls die
Randwerte durchweg verschwinden, oder aber es gibt eine endliche
Anzahl m =>1 in T+ S stetiger, in T reguldrer, nicht identisch ver-
schwindender, linear unabhingiger Losungen, 3, (%, %),...,3, (%, ),
die auf S durchweg gleich Null sind. In diesem Falle ist die erste
Randwertaufgabe nur dann l6sbar, wenn die Randwerte m bestimmten
Integralrelationen gentigen, — die Losung ist nur bis auf einen addi-

1...m
tiven Bestandteil von der Form 3 ¢, 3,(#,y) bestimmt.
&

In dem zuerst genannten Falle eindeutiger Losbarkeit, der ins-
besondere eintritt, wenn in T4 S iiberall ¢ < 0 gilt, oder wenn das
Gebiet T ,hinreichend klein“ "2 ist, gibt es eine zu dem ersten Rand-
wertproblem gehorige Greensche Funktion G (&, 7; %, y) von (61).

Wir verstehen darunter eine Funktion, die in T 4 S iiberall auBBer
im Punkte (&, %) stetig ist, in T stetige Ableitungen erster und

" Dies besagt, daB a, b, ¢ in jedem ganz im Innern von T 4 S enthaltenen
Bereiche T+ & einer H-Bedingung (mit dem Exponenten A1) geniigt. Der
Holdersche Koeffizient hingt diesmal im allgemeinen von § 4 & ab.

"& Kriterien, die in manchen Fillen dariiber zu entscheiden gestatten, ob
ein Gebiet als ,hinreichend klein angesehen werden kann, gibt neuerdings
Herr Max Miiller. Vgl. Max Miiller, Uber die Greensche Funktion des La-
placeschen Differentialausdruckes, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie
der Wissenschaften, Jahrgang 1929, 6. Abhandlung.

5*
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zweiter Ordnung hat und als Funktion von %, y der Differential-
gleichung (61) geniigt,

(62) ‘ NG (& ;% 9) =0,

die ferner auf S verschwindet und in der Umgebung von (&, ) sich
wie log% (r?*=1(& —x)* 4 (n — y)?) verhilt, so daB

1
9(& ;% 9)=6G(&n; %, y) —log—
in T durchaus stetig ist, wihrend

-1 39[
y

-1
’ a ’}Og

29 og s,

beschrankt bleiben. Von den Eigenschaften der Greenschen Funktion
seien besonders erwihnt:

Die partiellen Ableitungen erster Ordnung %g, %?— sind auch noch

auf S stetig. Es gelten fiir alle nicht zusammenfallenden (x, y) und
(&,m) in T die Ungleichheitsbeziehungen

ll
(63) 1G(&mxy)Lay log7!+a5,

Geht (& 1) gegen S bei festgehaltenem (x,y) in T, so geht
G (& m; %, y) gegen Null,
G(&n; %, 9)—0.

Es sei i(x,y) irgendeine in T+ S stetige Funktion, die in T
einer H-Bedingung geniigt. Es existiert eine und nur eine Losung
der Differentialgleichung

(64) AMB (%, v)}=h(xy),

die auf S verschwindet. Sie hat in T -+ S stetige, der H-Bedingung
geniigende Ableitungen erster Ordnung und ist durch den Ausdruck

o 1 ro r o ’ ’
(65) 8(x,y)=—~—27fG(x,y;x,y)h(x,y)dx ay
. T

gegeben. Es gilt weiter

7} 1 0 ro ’ ’
5?—_—_% a—xG(x,y;x,y)h(x,y’)dx ay’,
(66) 23 L r
’ ’ ’ ’ ’ ’ bl
5';=._\2_;J5G(x,y;x,y)h(x,y)dxdy. @
T

% Man vergleiche hierzu meinen in der FuBinote ? genannten Encyklopadie-
artikel II C 12, Neuere Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, S.1287—1291, insbesondere die FuB-
note 2. Bei dem Beweise der Formel (65) wird a. a. O. allerdings angenommen,
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Die elliptische Differentialgleichung Az =F (x V8 o 7))
Ist A(x,y), im Gegensatz zu unseren bisherigen Annahmen, in
T+ S schlechthin stetig, so hat die durch (65) erklirte Funktion
8 (x,v) auch jetzt noch stetige, in T - S einer H-Bedingung mit dem
Exponenten 472 geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung, und
es gelten die Formeln (66). Doch brauchen partielle Ableitungen
2 2
zweiter Ordnung %—x@ .. Z—§ nicht iiberall in T zu existieren, so daBl
die Differentialgleichung (64) nicht iiberall in T zu gelten braucht.
Als ihr Aquivalent erscheint die Integralbeziehung

(64) B(x9) =g [ 6335 %9) [l 9) 23 +(5,9,) 23

+ (%, 9:) B (%, 9,) — h(x,, y1)} ax dy,,

unter G(%,,y,;#,y) die klassische, auf S verschwindende Greensche
Funktion der Potentialtheorie verstanden.

Wir haben eingangs vorausgesetzt, daB a,b,¢ in T einer H-Be-
dingung geniigen. Ist diese Voraussetzung nicht notwendig erfiillt,
ist deminach lediglich bekannt, daB a,b,¢ in T - S schlechthin stetig
sind, so gelten alle vorhin ausgesprochenen Sitze, insbesondere die
Sitze betreffend die Greensche Funktion G (x,,y,;%,y), doch steht
die Existenz partieller Ableitungen zweiter Ordnung sowohl der Lo-
sungen als auch der Greenschen Funktion selbst in 7 nicht mehr
fest, die Differentialgleichungen darum durch #quivalente Integral-
‘beziehungen ersetzt werden miissen. So tritt beispielsweise fiir (64)
wieder die Beziehung (64') ein.

Indem wir jetzt zu unserem eigentlichen Problem der Behandlung
der Differentialgleichung (60) zuriickkehren, bemerken wir, daB, wenn
wir a =—F,, b=—F,, c=—F, setzen, diese Funktionen gewil in T

einer H- Bedlngung geniigen, und zwar we11 und 2 diese Eigen-

schaft haben?P. Es mége nun das erste Randwertproblem der Diffe-
rentialgleichung (61) stets und darum auch eindeutig losbar sein.

daB a und b in T 4 S stetige, in T einer H-Bedingung geniigende Ableitungen
erster Ordnung haben, so daB eine zu (61) adjungierte Differentialgleichung

, s
(61) T+ 8- @B -5 (08)+¢8 =0
existiert. Auch (61°) hat in diesem Falle eine Greensche Funktion H (§, n; #, ¥),
und es gilt H(, 7; #, ¥) = G (#, y; & 7). Unter den Voraussetzungen des Textes
findet sich die Formel (65) abgeleitet in meiner Arbeit, Neue Untersuchungen
in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom ellip-
tischen Typus. (Erscheint voraussichtlich in dem Bulletin international de
I’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres, 1931 oder 1932.)

"8 Sogar mit einem beliebigen Exponenten u < 1. Der Héldersche Koeffi-
zient héngt allerdings von der Wahl von u ab.

b Ubrigens erfilllen im vorliegenden Falle a, b, ¢ sogar in T4 S eine
H-Bedingung.
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Wegen (65) kénnen wir, indem wir die rechte Seite der Glei-
chung (60) mit %(x,y) identifizieren, schreiben

00 00
3(x, y)———-—fG (%1955 %, y)[F161+ ;0,, +F;dy T3 lez( 1+81)
+sz(ﬂ1+8 )< >‘|‘ +2 qq(ay + ) +'--]dx1dy1’
0z, 0z
(67) F,=F, ( %3, Y1 %0 (%1 ¥1)s 0'5701>"
0 1|0 00 00
a_i3=—2nfaxG(x1,y1;x,y) [E0AFy gy +Fa gy +} dx,dy,,
7} 1 80 00
5§=__fayG(xJ,y1,x y) [F 0,+F, +F1-871+...] dx,dy, .
Die Bemehungen (67 ) bilden ein System simultaner Integral-
gleichungen fir 3, 8 , 3—8 die der im ersten Kapitel entwickelten

Theorie zuginglich sind. Sie haben demnach eine und nur eine Lo-
sung, sobald Max (]ﬂ(x ) (—92 ) oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, sobald g, h1nrelchend klein ilst. Den Ergebnissen des ersten
Kapitels gemaB ist der Zusammenhang der Funktion 3(x,y) mit

0, gi, 3_0 als eine analytische Funktionaloperation anzusprechen,

da sich 3(x,y), wie iibrigens auch 8 und —§, in Form einer ,,In-

s -8-2, 90 darstellen 1a8t.
ax’ dy

In den Formeln (67) stellt der Klammerausdruck unter dem In-
tegralzeichen eine in T4 S stetige Funktion dar. Darum erfiillen

gg und 8 in T+ S gewiB eine H-Bedingung mit einem beliebigen

Exponenten < 1. (Vgl. S. 69.) Also erfiillt der vorerwihnte Klammer-
ausdruck seinerseits in 7+ S eine H-Bedingung mit dem Exponenten A.
Also hat 8 in T stetige Ableitungen zweiter Ordnung und erfiillt die
Differentialgleichung (60).

Wir haben vorhin angenommen, daB8 das erste Randwertproblem
der Differentialgleichung A{3(#,y)}=0 mit a=—F,, b=—F,
¢=—F, stets und darum in einer einzigen Art und Weise 16sbar ist.
Es moge jetzt der andere noch mdgliche Fall vorliegen, und es mégen
wie vorhin die Funktionen

(68) 30(%, )5 3 (%)

ein System linear unabhingiger, auf S verschwindender Losungen
jener Gleichung darstellen. Wir denken uns diese Funktionen den

1 fir k=1,
0, k4l gemil bestimmt.

tegralpotenzreihe** von 6

Beziehungen fgk Hdxdy=90,,= {
7



71

Die elliptische Differentialgleichung 4z =F ( i az) .

xl y’ zl 5—x’ w

Es gilt nun die folgende Ergénzung des vorhin betrachteten Haupt-
satzes. Die lineare Integralgleichung

1 , 0 ’ a ’
B(x,y) —-ﬂf{a(x ,y')WG(x ' %,9) —I—b(x',y’)a—y—,G(x 95 %,y)
(69) T
+o(x',y)G (5", y's %, y)} B(x',y")dx"dy' =0,
in der G(«,y’; %,y) die auf S verschwindende Greensche Funktion

der Differentialgleichung A# = 0 bedeutet, hat  linear unabhingige
Nullésungen. Es mége 9, (%,y),...,?,,(#,y) irgendein den Beziehun-

gen f 9, 9,dxdy =9, geniigendes System dieser Nullssungen bezeich-
T

nen *®. Es existiert nunmehr eine vollkommen bestimmte Greensche Funk-

tion der Differentialgleichung (61) ,im erweiterten Sinne“ & (&5 %,9),

die folgende Eigenschaften hat. Sie ist in T iiberall auBer im Punkte

(£,m) stetig, hat daselbst stetige partielle Ableitungen erster und
zweiter Ordnung und erfilllt die Differentialgleichung

(10) 4B n ) =27 S0,(En) (%),

Sie verschwindet auf S und verhilt sich in der Umgebung von (&,7)

wie log%, so daB

1
(1) y(&m;%9)=6(&n;%y)—log
in T durchaus stetig ist, wihrend zugleich
dy| 1(-? oy 1)1
(72) ‘Willog7 sy llog7
daselbst beschrinkt bleiben. Die partiellen Ableitungen %—?, %g sind

auch noch auf S stetig. Es gelten fiir alle nicht zusammenfallenden
(%,y) und (&,7) in T die Ungleichheitsbeziehungen

06| |06

6 (&%) S ol 5=

Geht (&,7) gegen S bei festgehaltenem (x,y) in T, so geht & (&,7;%,9)
egen Null,
& ® (& n;%y)—0.

" Haben a, b, ¢ in T+ S stetige, der H-Bedingung geniigende partielle
Ableitungen erster Ordnung, so gibt (69) nach einer teilweisen Integration

l a ’ a ’ ’ ’ ’ ’
%(”:3’)4‘%[(5;7(“'% )+57,(b B')—c'B >G(” ' x,y)dx"dy' =0,
T

1
log7l+a8,

somit % a°% s P
-a—xg—-l—-:a—y—z- «5;(‘1 %)——a—y(b%)"i‘o%:().
Diesmal sind also &, (%, %), ..., ¥, (#, 9) in T regulare, auf S verschwindende

Losungen der zu (61) adjungierten Differentialgleichung.



72 Anwendungen.

Es gilt schlieBlich
JO(Eminy)a(xy)dxdy=0,
JoEmny)d(&n)dsdn—=0

Es sei jetzt h(wx,y) irgendeine in TS stetige, in T einer
H-Bedingung geniigende Funktion, die den Integralbeziehungen

(74) JrEN 0 (xny)dxdy =0

(73) (k=1,...,m). s

geniigt. Die Differentialgleichung

(1) A8 (x,y)) = h(xy)

hat gewiB in T reguldre, auf S verschwindende Losungen. Sie sind
durch die Formel

(76) B(x.9)= o,,f@ (#9% ) B 5) dx'dy +2rk3k<xy

wo 7, willkiirliche Konstante bezeichnen, gegeben. Es gilt weiter

Py 1 (o 9
a_fz M(ﬁ(x v %, y)h(x',y") dx’dy’ ‘I—Z"k aik’_
(77) ki
g 1

0
Ty = Zn ay@i(x v x,y)h(x',y")dx"dy’ —f—Zrk 8"

Ist 2(x,y) in T -+ S schlechthin stetig, so haben die durch (76)
erklirten Funktionen auch jetzt noch stetige, in T + S einer
H-Bedingung mit dem Exponenten 176" geniigende partielle Ableitungen
erster Ordnung, und es gelten die Formeln (77). Wie bei den ent-
sprechenden Betrachtungen auf S. 69 brauchen diesmal partielle
Ableitungen zweiter Ordnung nicht iiberall in T zu existieren, so
daB die Beziehung (75) durch die dquivalente Integralbeziechung (64")
ersetzt werden muB. Das gleiche tritt ein, wenn beziiglich «, b, c,
entgegen den eingangs gemachten Annahmen, nur bekannt ist, daB
sie in T +4 S schlechthin stetig sind (vgl. S. 69) .

Wir kehren jetzt zu der Differentialgleichung (60) zuriick. Sie
kann in der Form A{3(x,y)}=h(x,y) mit
(18) a=—F, b=—F, c=—F, h=F.0+F 99+Fq§y9

g (FL0+8) +2F, 0+ 8) (30 +58) + ..+

68 Vgl. meine am SchluB der FuBnote " genannte Abhandlung.

b Sogar mit einem beliebigen Exponenten u < 1. Der Hoéldersche Koeffi-
zient hdngt allerdings von der Wahl von u ab.

77 Vgl. meine am Schluf3 der FuBnote "> genannte Arbeit.
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geschrieben werden. Die Formel (76) liefert darum

(19)  B(xy)= ——f@ x,,v,,xy)[F 6, - F, 10" ,F;%@:

+ 3 BBt 80"+ o0+ 8) (55 50 ) 4+ Jdmdy + Y . ).

k=1
wobei nach (74)

(80) fﬁk(xl,yl)[F;elJrF;;"+F;a""’ -y PR B+ Jamdy =0
' (k=1,....m)

sein soll. Aus der Gleichung (79) und den beiden durch Differentiation
nach x und y zu gewinnenden Formeln lassen sich 8 8 (13 in Ab-

hingigkeit von 6 und 7, bestimmen.

Setzt man die so erhaltenen Ausdriicke in (80) hinein, so erhilt
man m Verzweigungsgleichungen zur Ermittelung von 7,,...,7,. Der
von uns beschrittene Weg fiihrt, wie man leicht sieht, auf die
Liapounoffsche Art der Bildung der Verzweigungsgleichungen (vgl.

S. 20).

Wir haben vorhin, um die allgemeine Theorie des ersten Kapitels
anwenden und nétigenfalls eine Diskussion der Verzweigungsgleichungen
beliebig weit fortfilhren zu konnen, angenommen, F(x,v,z, p,q) sei
eine analytische und reguldre Funktion ihrer drei letzten Argumente
und erfiille, als Funktion der beiden ersten Argumente aufgefaBt,
eine H-Bedingung. Die Konvergenz der sukzessiven Approximationen
laBt sich allerdings unter weit geringeren Voraussetzungen sicher-
stellen. Es gentigt, wie wir jetzt beweisen wollen, anzunehmen,
F(x,y,2,p,q) sei fir alle (x,y) in T+ S und alle z, $,¢ in dem
reellen dreidimensionalen Bereiche (54) stetig, besitze daselbst stetige
0F O0F OF
9z’ 9p’ dq
eine Holdersche Bedingung |F |, < *«. Wir schreiben, um dies zu
zeigen, die Differentialgleichung des Problems in der Form

partielle Ableitungen und erfiille in bezug auf x und y

(60) A3 -F,98_F, 98 F3—F6+F,2°

P ox

—f—F(x v, 20+0+8 p0+ax+ 8 0+6y+ 8)
—F(x,y,zo,%,g—;g> F,(0+38)— ( +g§)_FQ<W+%>'

L5

Beziiglich der Funktionen Fp, Fq und F, wissen wir diesmal nur,
daB sie in T -+ S schlechthin stetig sind. Es tritt darum jetzt die
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Bemerkung auf S. 69 in Kraft, so daB die Differentialgleichung (60")
durch die dquivalente Integralbeziehung

" 1 0 0
(60" 8(x,y)=_ﬂfc(xl,yl;x, y){F;,af”+F;ay8 F!3,
T

T T N A T

zu ersetzen ist. Von hier aus gewinnen wir wie auf S. 70 die Be-
ziehungen

1
Bxy)= —;,;fG(xp ¥y % y) I (%5, 1) A%, 49,
T

a3 1 (9
(*) 9x - %a EG(xvyﬂx’y)ﬂ(xvyl)dxldyr
T
a 1 [/}
gz_ﬂ Wa(xl:yﬁx’y)ﬂ(xr%)d’ﬁ ayy,
7

wo zur Vereinfachung
II(x,y)=F,0+F, ax—]- qay

6, 43
+F(x:y: zo+6+8: po"‘j;,'i"—, qo+5;+'5—y‘>
— 9z, 9z, 93 960 , 98
(%2 52 52) ~F,(0+8)— F, (53 +55) — (3, + 5,)
gesetzt worden ist. Nun ist, wie man leicht verifiziert,

M(3)=F8+F, 2 +F,22 4 (0+38) (% - F)

+<ax+ 8><ap FP>+<ay +—§> (%_m

O 2 Flry.2+9(048), b+ 0(50+25),
G0t 0 (52+53). (0< 9 <1).
Setzt man jetzt
@ =Max (|8 53. i5§) Q,= Max<|e'],!g%,i—a—‘;i)inT+s,77a

78 Wir setzen etwa Q < —° ° , 2, < —§—° voraus. Alsdann wird im Einklang

mit den Ungleichheiten

! 5y | =T
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75
sowie fiir alle (#,y) in T+ S und alle

|2
oF oF | |oF
Max{ Fri -——pr, a‘q—Fq}zla{Q,Ql},
oF d 0zy

5;=;;F(x,y,zo+z, R
so findet man
(™) (%, )| < 022, + 3(2 + 2,) 2{2,2,},
o0 = Max (|F,| +|F, |+ [Fy[).

Die Funktion ,a{£2,£,} ist ganz wie die auf S. 14 eingefiihrte
Funktion A(R,£,) beschaffen. Wegen (**) liegen die Integralaus-
driicke in (*) rechts absolut genommen unterhalb einer Schranke

(*) %, + (24 9Q,) {2, 2,} (%« konstant),

wo ,a{f2,9,} sich ganz wie A verhalt.
Es sei § eine wie 8§ in T -+ S nebst ihren partiellen Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion, und es sei

31|28 <0 |ZB-8). 53-8 <0

Es moge weiter I (#,v) den Ausdruck bezeichnen, den man
erhilt, wenn man in I7(x,y) iiberall 3 durch § ersetzt. Es gilt

I (x,y)—II(%y) =F (xy,20+0+8:bo+a,,+ ,0+ S +39)
—F(eya 048 pot 204 28, g 204 28)

~EB-3-F, ()~ &(2‘3’—%)»

darum, wie man leicht findet,
| (%,9) — I (x,y)| LU ,2{Q,Q,).

Auch 4o verhdlt sich wie A. Hieraus erhdlt man fast unmittelbar
die Ungleichheit

1
(%) l - ﬂfG(x1: vy % y) I (x,y)dx, dy,
T
1 .
+ gIG(xp%;x,y)U(x,y)dxl dy, } LU,2{Q,0,),
T

sowie die beiden Ungleichheitsbeziehungen, die sich ergeben, wenn

man linker Hand G durch aa—(j bzw. %g ersetzt.
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Die Funktionen ,a und ,« spielen jetzt augenscheinlich dieselbe
Rolle wie die in den Formeln (8”) und (11”) des ersten Kapitels
auftretenden Funktionen A und B; (’ocQ1 stellt eine Schranke fiir
den Absolutbetrag der Glieder erster Ordnung in (*) rechts dar,
d. h. der Glieder, die wir bei Behandlung der Funktionalbeziehung
C(x)=U{v}+B{¢,v} mit U{v} bezeichnet hatten. Den a.a.O.
gewonnenen Ergebnissen zufolge haben die Integro-Differentialglei-
chungen (*) fiir alle hinreichend kleinen 2, eine und nur eine Losung,
deren absoluter Betrag hinreichend klein ist. Die partiellen Ablei-

tungen 2—8 und 8 erfillen in T+ S eine H-Bedingung mit dem

Exponenten A. 7'”’ Aus (60") folgt jetzt, wie sich leicht zeigen 14Bt,
riickwirts mit z = z,+4 6 4 3 die Beziehung

dz 0%
z(x,y) = ——2nfG (%4, 945 %, y)F(x Y% ,ay>dxdy

+0(x,y)+90(x,y),

unter 0,(x,y) diejenige in T+ S stetige, in T regulire Potential-

funktion verstanden die auf S dieselben Werte wie z,(#,y) annimmt.
0z

Da ¥r und — in T+ S der H-Bedingung geniigen, so gilt fiir
den zweiten Faktor unter dem Integralzeichen das gleiche.

Also hat z in T stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung
und erfiillt die Differentialgleichung (56).

Die Voraussetzungen, die wir den vorstehenden Betrachtungen
zugrunde gelegt haben, sind im wesentlichen dieselben, die man bei
Behandlung der Differentialgleichung 4z =F (x, v, 2, Zz X §z> in einem
,hinreichend kleinen“ Gebiete zugrunde zu legen pflegt ?7c.

Wir haben vorhin stillschweigend angenommen, da3 die Integro-
Differentialgleichung

8(x3) = — o [Gla s m ) [ 23 + B 23 4 F28,]and,,
T

welche diesmal die Differentialgleichung

23 _
48-FB-F%_F3—0

zu vertreten hat, keine in 7 -+ S nebst ihren partiellen Ableitungen

7" Sogar mit einem beliebigen Exponenten y <1. Der Hoéldersche Koeffi-
zient hingt allerdings von der Wahl von u ab.

7%¢ Vgl. E. Picard, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées par-
tielles et la méthode des approximations successives, Journal de Mathématiques (4)
6 (1890), S.145—210, insbesondere S.156—162. Siehe auch beispielsweise den
Encyklopidieartikel II A 7c von A. Sommerfeld, S.524.
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erster Ordnung stetige Losung hat. Trifft diese Annahme nicht zu,
so wird man von der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne
®(x,,y,;%,7) Gebrauch machen und im iibrigen wie vorhin verfahren.

Wir kehren noch einmal zu der Differentialgleichung (60) zurtick.
Sie l4Bt sich, wie wir jetzt zeigen wollen, noch auf eine andere
Weise auf eine nichtlineare Integralgleichung von der im ersten
Kapitel behandelten Form zuriickfiihren. Man setze

1
3(xy)= —gng(xp Y13 % Y) 14%,1 491,
T

unter § eine in T+ S stetige Funktion verstanden. Dann ist

08 1 (aG 28 1 (4G
A ﬁ?)ldxﬂiyp By T 2a '5731dx1dy:
by 7

und, wenn, wie wir annehmen wollen, 3 in T einer H-Bedingung

genligt, ‘
A3(xy)=3(xv).
Die Gleichung (60) geht jetzt iiber in

' 1 . 0G G
S(x»y)‘f'% (ﬁpW—FFqW_]_FZG)Sldx]dyl
7

20 90 1 1 2
= er -l— FPW +Fqﬁ -l—‘ EFZZ (6 - %J‘G’gl dxldy1>
T

1 00 1 0G
+F,, (60— ﬂfcsl dxydy;) (55 — 52 | 55 3 dxydy;) + ... -
T T

Dies ist die Beziehung, die wir im Sinne hatten?'d.

Als ein wesentliches Ergebnis unserer Betrachtungen ist die Fest-
stellung anzusehen, dafl fiir die Unterscheidung, ob ein ,reguldrer
Fall oder ein ,,Verzweigungsfall* vorliegt, das Verhalten der ,, Jacobi-
schen Differentialgleichung*

28 03 —
(81) AB_FpW_Fq—a?_FZB—O
maBgebend ist. Aus der Tatsache, daB (81) Nullésungen hat, dem-
nach der ,,Verzweigungsfall’* vorliegt, folgt iibrigens, wie wir wissen
(vgl. I, §7), keinesfalls, daB tatsichlich Verzweigungen, insbesondere
reelle Verzweigungen existieren. So haben die in II, §1 betrachteten

Integralgleichungen (8) allemal nur eine einzige Losung, trotzdem es
sich dort um einen Verzweigungsfall handelt.

"7d Vgl. L. Lichtenstein, Zur Theorie der linearen partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909),
S. 559—575, insbesondere S.566 die FuBnote *).
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§ 4. Die Differentialgleichung Az = F(x, y,#). Wir wollen
noch den besonderen Fall der Differentialgleichung

(82) Az=F(x,9,z)

etwas niher betrachten. Die den vorhergehenden Entwicklungen
zugrunde liegenden Voraussetzungen lassen sich jetzt durch andere,
weniger einschrinkende ersetzen. So geniigt es, vorauszusetzen, daB
T von einer beliebigen Jordanschen Kurve

(83) x=x(t), y=y(), 0Lt<2x

begrenzt ist und daBl z, sich in T -+ S stetig verhdlt, in T stetige
Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat und die Differential-
gleichung

(84) . Azy=F(x,9,2))

erfiillt. Die Randwerte von z, stellen diesmal eine schlechthin stetige
Funktion von f dar. Sie heile ¢(¢). Die Funktion F(x,y,z) ist
fir alle (x,9) in TS und alle reellen und komplexen z mit
|z —2z,) £ R, erklirt und in bezug auf ihr drittes Argument ana-
Iytisch und regulir. Als Funktion ihrer beiden ersten Argumente be-
trachtet, erfiillt F fiir alle (x,y) in 74 S und alle z mit |z — z,| < R,
eine H-Bedingung. Wie bereits auf S. 64 bemerkt, machen wir die
Voraussetzung betreffend den analytischen Charakter der Funktion
F(x,v,2z) nur der Einfachheit halber, um die im ersten Kapitel
entwickelte allgemeine Theorie ohne weiteres verwenden zu konnen.

Um die Konvergenz der sukzessiven Approximationen zu sichern,
geniigt es, den Ergebnissen auf S.73ff. zufolge, anzunehmen, F (x, y, z)
sei fiir alle (x,y) in T+ S und alle reellen z mit |z— z,| < R,

nebst der partiellen Ableitung %iz: stetig und erfiille, als Funktion

der beiden ersten Argumente betrachtet, fiir alle z mit |z — z,| < R,
in T+ S eine H-Bedingung ",

"7¢ Mit den Losungen der Differentialgleichung (82) in der Nachbarschaft
einer gegebenen Losung beschaftigt sich neuerdings in mehreren Arbeiten Herr
R. Iglisch. Vgl. namentlich -seine Dissertation, Reelle Lésungsfelder der
elliptischen Differentialgleichung Au# = F(«) und nichtlinearer Integralglei-
chungen, Math. Annalen 101 (1929), S.98—119, sowie: Aufbau der Theorie der
OF(u, x, y) . .
—a > 0 mit Hilfe
linearer Integralgleichungen, Jahresber. d. D. M. Ver. 89 (1930), S.159—163.
Die nichtlineare Integralgleichung des Problems wird von Herrn Iglisch
durch sukzessive Approximationen gelést. Dabei wird angenommen, daB

ersten Randwertaufgabe von Au = F(u, », y) bei

F A . F . .
F und Fm stetig sind und iiberdies % die Lipschitzsche Bedingung

0 i)
—a-—uF(ui) —%F(ul) ! < Const-| u, — u, | erfiillt. (Man vgl. weiter unten S. 83.)
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Es sei schlieBlich y(¢) eine beliebige stetige Funktion, und es sei
1 = Max|z(£)].

Gesucht werden diejenigen in T+ S stetigen, in T reguldren
Losungen der Differentialgleichung (82), die auf S dieWerte g (¢) + ¢ (¢)
annehmen %,

Die nichtlineare Differentialgleichung (60) nimmt jetzt die sehr
einfache Form

A8 —F28=er+%Fzz(0+8)2+ §l—szzz(6+'8)3+""
(85) ’
F,= WF(x, Y, 2(%,9)), v

an. Hat die ,,Jacobische Differentialgleichung*
(86) 48— F,8 =

keine Nullésungen, was gewiB der Fall ist, wenn beispielsweise F, > 0
gilt, so existiert eine Greensche Funktion G (&, 7; %, ¥) von (86), sie
ist diesmal symmetrisch, und wir gelangen wie auf S.70 zu der
nichtlinearen Integralgleichung

B(xy)=— %IG(% Y13 % ¥)

8 . 1 -
( 7) X[F;61+%F;z(ol+81)i+3_li zzz(61+,81)3+...de] dy], 9
le =F2(x1’ Y1, 20 (%4, yl)), e

Man kann aber auch, unter Zuhilfenahme der klassischen Greenschen

"8 Dabei bezeichnet ¢ (f) natiirlich die Randfunktion der Ausgangslésung 2,
" Das Integral f ist hierbei als ein ,,inneres’ Integral aufzufassen. Es sei
T

Ty, T,, ... irgendeine Folge von Gebieten, die folgende Eigenschaften haben.

Alle T, sind in T enthalten; allemal liegt T, + S, ganz im Innern von T, 415 jeder

Punkt von T liegt von einem # an in allen T,. Es sei ferner f(x, y) irgend-

eine in T 4 S erklirte stetige Funktion. Es ist dann, wie man leicht zeigen

kann, lim f f(#, y)dxdy vorhanden und von der speziellen Wahl der Folge
n—>o00 Ty,

{T,} unabhingig. Wir setzen
ff(x y)dxdy = lim ff(x, y)dxdy.
T n->o00 Ty

Man beachte, daB T nicht notwendig einen Inhalt im Sinne von Peano und
Jordan oder auch nur ein MaB im Sinne von Lebesgue hat. DaB auch jetzt
noch die Auflésungsformel (65) mutatis mutandis gilt, folgt leicht aus den Er-
gebnissen meiner Arbeit, Uber die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie,
Sitzungsberichte der Berliner Math. Gesellschaft 15 (1916), S.92—96.
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Funktion der Potentialtheorie G (&, ; x,y) den weiteren Betrach-
tungen in naheliegender Weise die nichtlineare Integralgleichung

1
(88)  B(my)+ 4 f Gxy yi: % v) B B(x,, v,) dx, dy,
T
1 r 1 A
= EIG(xL‘ y]’ xr y) LF;Ol _l_ "2—!'le2(6] +81)2+ -..} dx] dyl
T

zugrunde legen. Die mallgebende lineare homogene Integralgleichung
hat im vorliegenden Falle keine Nullésungen; es liegt der regulire
Fall vor. Es gibt fiir alle hinreichend kleinen y, eine und nur eine
Losung.

Hat demgegeniiber die Gleichung (86), darum auch die soeben
erwidhnte lineare Integralgleichung Nullgsungen, so liegt der Ver-
zweigungsfall vor. Die Diskussion der Verzweigungsgleichungen hat
nach dem in I, § 7 entworfenen Schema zu erfolgen und bietet keinerlei
Schwierigkeiten dar.

Wir wollen den einfachsten Fall, daBl die Jacobische Differential-
gleichung A3 — F, 8 = 0 nur eine auf S verschwindende Eigenfunktion,
somit die lineare Integralgleichung

1
(89) B(x )+ ﬂ.fG(x1’ V15 % Y) F, (%0, y1, 2 (%, %:)) 8 (%5, 1) dx, 4y,
T
nur eine Nullosung hat, etwas niaher betrachten. Aus (89) folgt
2 1
szS dxdy =— ﬁffG(x1» v1; %, y) F,F}
T T

=< 3(x,9) 8%y, y,)dxdydx,dy, <0,

da, wie man wei}, der Kern G(x,, y,; %, y) positiv definit ist. Man
kann darum die Nullosung, wir nennen sie 3 (%, y), gewiB so nor-
mieren, daB3

(90) [JF3dxdy = —1
: T
wird. Wir setzen
1 1
(9]‘) ﬁG(xl’ yl;x’ y):ﬂG(x! y;x1’y1)

=L(%,y; %, 1) +5(% y) (%, Y1)
und behaupten, die lineare Integralgleichung

B(x ) +!L(x: Y; %, 1) F7 (%, 9,) A%, dy, =0
hat keine von Null verschiedene L&sung 72,

. 7"* Man sieht leicht,daB der Kern L (%, ¥; #,, y;) F} nicht der auf S.21#f. ge-
gebenen Vorschrift gemaB gebildet ist.
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Es sei im Gegensatz hierzu
o (% )+ L0595 20 92) FL (500 9y) dity d9, =0,
somit
(92) 305, 9) + 57 [ G535 5 93) (2, 32) i,
=505 ) 3(x 1) F1 (%, 91) 454y

Multipliziert man rechts und links mit F,3(x,y)dxdy und inte-
griert iiber T, so findet man wegen (90), da ja 3(x,y) der Glei-
chung (89) geniigt,

(92') Ji0(2,9) F,3(%,y) dxdy =0.

Aus (92) schlieBen wir, daB 3,(x, y) der Integralgleichung (89) ge-
niigt, mithin 3,(x, y) =c¢"3(x,y) (¢’ konstant) gilt. Aus (90) und
(92') folgt aber ¢/ =0, darum 3,(#,y) =0, w.z b. w.

Es sei M(%,y; %,, y,) der 16sende Kern der inhomogenen Integral-

gleichung
(% y) ‘l“q,[L(x» ¥; %y, 91) FF By, y,) dwydy, = f(x, y).

Nach (90) und (91) ist, da 3(#, y) die Gleichung (89) erfiillt,
(*) JL0x 3 51, 92) FE 3y, 92) dy dyy = 0.
Nach bekannten Sitzen ist %
M(%, 35 %, 9,) + [ M(® 95 %, 92) L%, 925 %0, 92) Y drydyy
nd =L(x, y; %, 9,) F}
M(x,y; %3, 9,)

—I—JL(x, Y5 %y Vo) F, (%4, Va» 29 (%a, ¥9)) M (%, Vo5 %1, ¥,) A%, Ay,
=L(%,y; %, ;) F}.

Hieraus und aus (*) folgt

(**) JM("» Y5 %p V1) 3 (%, ¥y) dx, dy, =0
sowie
(*+*) i.fM(x, y; %, 91) F,3(% y) dxdy = 0.

Fithrt man jetzt in (88) fiir %G(xl, ¥4 %, y) den Ausdruck (91)

8 Vgl. loc. cit. 17 S.1372.
Lichtenstein, Integralgleichungen. 6
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ein, so erhdlt man mit

(93) r=—JF.8(xy)3(x ) dxdy,
(94) 8(xy) +.TfL(x, v %, y1) FL 8 (%, vy) A, dyy
= 73(0) — g | 6 (3 7 %) [F20, 4 11 FL (6, + B,)°
T

3P0+ 8 ]y
Die Fredholmsche Auflésungsformel liefert jetzt wegen (**)
(95) B(x y)=r3(%9)
— 55| 6 3ys ) [F20,+ S FL(0,+ 807 + ]y,
T

1 ’ ’
+—2,,ffM(x, ;8 y") G (%, 9,5 4, y’)[Ffﬂl
TT

o FL(0,+8,) .|’ dy dx,dy,

und nach Auflésung dieser Gleichung durch sukzessive Approximationen
1
(96)  B(n2)=73(5 y) =g | G(x 3y % 9) E20, dmdy,
T
1 ’ ! ’ ’ ’
=+ ﬁffM(x: y; %',y ) G (%, vy %',y ) F0,d" dy’ dx, dy, +(0,7],,
Tr

unter [0, 7], die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer Ordnung
verstanden. Nach Einsetzen in (93) erhilt man, wenn man den in §6 I
gemachten Festsetzungen gemiB 6 = 2@ schreibt und beachtet, dal

M, y;:x',y")F,3(x,y)dxdy =0,
7
(97) 1
~%a Gx, yi3 %, ¥) F3(x%, y) dxdy = 3(%,, y,)
T

ist, die Verzweigungsgleichung in der Form (vgl. § 71, insbesondere
die Formel (61)I)

(98) AJF;@(’H’ ¥1) (%0 1) A%, dy, + Ao A+ Aoy Ar 4 Ay 7*
F Agoo A+ Aoy A1+ Ay AP+ A, P =0,
Es moge [F'O(x,y,)3(x,9,)dx,dy, nicht verschwinden,
i

etwa > 0 sein.
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Ist A,, >0, so gehoren zu negativen, absolut hinreichend kleinen 4
zwei reelle 7, somit zwei reelle Losungen des vorliegenden Randwert-
problems. Fiir positive 4 sind die beiden Lgsungen imaginir.

Es sei jetzt A,; =0, und es moge 7%(q > 2) die niedrigste Potenz
von 7 sein, deren Koeffizient Ay  ; nicht verschwindet. Wir finden

1

Z st
"= ( Ty | FO(xv1) 3(%0, 94 )dxldy]>q—}— -
T

Ist ¢ gerade, so gehoren zu absolut hinreichend kleinen 4 mit
AA;..1<0 zwei reelle und ¢ — 2 imagindre Losungen, kleinen |1|
mit A4, . .,>0 entsprechen ¢ imaginire Losungen. Ist aber ¢ un-
gerade, so gibt es fiir alle absolut kleinen A allemal eine reelle und
g — 1 imagindre Losungen 5.

In einer ganz &dhnlichen Weise lieBe sich die Abhingigkeit der
Losung der zweiten oder dritten Randwertaufgabe von den vor-

81 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber zweidimensionale regulire
Variationsprobleme I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung. Jacobische Be-
dingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremalflichen. Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 28 (1917), S.3—51. A.a.O. liegt den Be-
trachtungen eine Differentialgleichung wesentlich allgemeineren Charakters
zugrunde. (Man vergleiche die niheren Ausfithrungen weiter unten S.101{f.) Die
Diskussion bezieht sich auf den Fall ¢ = 2. In meinen Arbeiten iiber die Gleich-
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten (vgl. die FuBnote %) habe ich ins
einzelne gehende allgemeingiiltige Entwicklungen in derselben Form wie im Text
(S. 25ff.) gegeben. Dort wird auch der Fall ¢ > 2 erledigt.

Auf die ganz spezielle Differentialgleichung (82) ist (vgl. die FuBnote ?7¢)
neuerdings Herr R.Iglisch in mehreren Arbeiten zuriickgekommen. Man ver-
gleiche auBer den in der Anmerkung 7’ genannten Abhandlungen: a) Uber die
Vielfachheit einer Losung in der Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen
von E. Schmidt, Jahresb. d. D. M. Ver. 39 (1930), S. 66—172; b) Uber
die Verzweigung von Losungen bei der elliptischen Differentialgleichung
Au=F(u, 7 v) und nichtlinearen Integralgleichungen, ebenda S. 64—65;
c) Zur Theorie der Schwingungen, Monatshefte f. Math. u. Physik 387 (1930),
S. 325—342. Herr Iglisch findet (vgl. loc.cit. b)), daB ich ,ein etwas all-
gemeineres Problem‘* behandle, und legt besonderes Gewicht auf den Ubergang
von ¢ =2 zu ¢ >2. Es erscheint demgegeniiber nicht iiberfliissig zu bemerken,
daB die von mir a.a.O. betrachtete Differentialgleichung sich nicht auf ein
System nichtlinearer Integralgleichungen von der im ersten Kapitel betrachteten
Form zuriickfithren 1aBt (vgl. weiter unten die Ausfithrungen des Textes S. 881f.).

In einer spateren Arbeit, Zur Theorie der reellen Verzweigungen von Lo-
sungen nichtlinearer Integralgleichungen, Journ. f. Math. 164 (1931), S. 151—172
beschaftigt sich Herr Iglisch mit der Diskussion eines Systems von Verzwei-
gungsgleichungen. Wie in den frilheren Arbeiten handelt es sich dabei um die
spezielle nichtlineare Integralgleichung von der Form

1
w<s>+%f<;<s, £ H(wit),?) dt=h(s),

unter G (s, t) einen symmetrischen Kern, unter H (w (¢), ¢) eine in w analytische
Funktion verstanden.
6*
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geschriebenen Werten der Normalableitung oder einer linearen Kom-
bination der Randwerte und der Werte der Normalableitung verfolgen.

Man wiirde den Betrachtungen geeignete Greensche Funktionen
zugrunde legen und mutatis mutandis wie auf S. 77 verfahren $2.

Auch wenn es sich bei vorgeschriebenen Randwerten oder Werten
der Normalableitung der Losung um die Abhingigkeit dieser von ge-
wissen in der Differentialgleichung selbst auftretenden Parametern
handelt, wird man sich analoger Uberlegungen bedienen.

Die Differentialgleichung (82) ist der Integralgleichung

1
2(%,y) = — Q_;fG(x:’ Vi % y) F (%391, 2 (%3, y1)) A%, dy,
T

+0,(%,y) +0(x,y)

dquivalent, unter 6(x,y) diejenige in T+ S stetige, in T reguldre
Potentialfunktion verstanden, die auf S mit z,(x,y) iibereinstimmt;
[8(x,y)| gilt hierbei als hinreichend klein. Nach Voraussetzung ist
eine Lésung z,(#,y) derjenigen Integralgleichung, die man erhilt,
wenn man 6(x,y) vollends gleich Null setzt, bekannt.

Allgemeiner kénnte man der Betrachtung eine Integralgleichung
von der Form

u(s) =Tf@(s, £)F (¢, u(t), A) dt

zugrunde legen, wo das Integrationsgebiet T ein- oder mehrdimensional
sein kann und zur Abkiirzung mit s und # Punkte in T bezeichnet
werden. Fiir einen bestimmten Wert A, des Parameters 14 ist eine
Losung #,(s) dieser Integralgleichung bekannt. Zu bestimmen sind
etwaige Losungen fiir Werte des Parameters, die sich von A, hin-
reichend wenig unterscheiden. Wir nehmen der Einfachheit halber
an, (s, ?) sei stetig, F sei in bezug auf das erste Argument stetig,
in bezug auf die beiden anderen Argumente in einem Bereiche
| —uy| <Ry, |A—24| <R, analytisch und regulir. Setzt man
% =uy+ v, A=A+ o, so erhilt man zur Bestimmung von v eine
nichtlineare Integralgleichung von der im ersten Kapitel betrachteten
Gestalt 822,

§ 6. Die Differentialgleichung 4z = ke* (k>0). Das Rand-
wertproblem im groBen. Als eine besonders interessante Anwendung
der vorhin entwickelten methodischen Gedanken werden wir in den

8 Man vergleiche L. Lichtenstein, Neue Beitrage zur Theorie der linearen
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus,
Math. Zeitschr. 20 (1924), S.194—212, insbesondere S.194—198. Siehe auch
meinen Encyklopadieartikel II C 12, S.1304—1305. A.a.O. finden sich die in
Betracht kommenden Greenschen Funktionen.

828 Vgl. A. Hammerstein, loc. cit. 1% b), S. 160—176; R. Iglisch,
loc. cit. 77¢ und .
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folgenden Zeilen das erste Randwertproblem der Differentialgleichung
(99) Az=rke*, k(x,9)>0,

die bekanntlich in der Theorie der Uniformisierung algebraischer Funk-
tionen eine wichtige Rolle spielt, erledigen. Wie auf S.78 werden wir hier-
bei annehmien, daB T von einer Jordanschen Kurve ¥ =#(%), y =y (¢)
begrenzt ist und die vorgeschriebenen Randwerte von z eine schlechthin
stetige Funktion von ¢, sie heiBe ¢(¢), darstellen; £(x, y) ist in T4 S
stetig und erfiillt in T eine H-Bedingung. Die Differentialgleichung (99)
ist in den letzten Jahrzehnten von Picard, Poincaré, Bieberbach
wiederholt mit Erfolg behandelt worden. Auch ich habe mich in
mehreren Abhandlungen mit diesem Gegenstand beschéftigt®. Teils
handelt es sich bei den erwihnten Untersuchungen einfach um das
erste Randwertproblem, teils allgemeiner um die Bestimmung einer
Losung, die vorgeschriebenen Rand- und Unstetigkeitsbedingungen
geniigt. — Wir wollen uns der Einfachheit halber auf die Behandlung
des ersten Randwertproblems beschrianken und unter Verwendung eines
auf Ed. Le Roy und S. Bernstein zurtickgehenden methodischen
Gedankens, von dem wir iibrigens bereits in § 2 Gebrauch gemacht
hatten, das Problem auf die Auflosung einer nichtlinearen Integral-
gleichung reduzieren, die der im Kapitel I entwickelten Theorie zuging-
lich ist. Wir fiihren einen Parameter » in die Differentialgleichung (99)
ein und wollen demgemaB diejenige in T - S stetige, in T reguldre
Losung der Gleichung

(100) Az, =vkew

bestimmen, die auf S gleich ¢(¢) wird. Fiir y =0 ist das Problem
als gelost zu betrachten, fiir »=1 ist es mit unserem eigentlichen
Problem identisch. Wir zeigen, daB sich fiir |z,| a priori eine fiir
alle 0 <» <1 giiltige Schranke angeben 1iBt. In der Tat sei
@ (x,y) diejenige in T+ S stetige, in T regulire Potentialfunktion,
die auf S gleich ¢(¢) ist, und es moge G(& n;x,y) die zu T-+S
gehorige klassische Greensche Funktion bezeichnen. Nach bekannten
Sitzen folgt aus (100)

(101) z,(x,y)= _Q%IG(x’ Vi %ys Yq) R (%, y,) €7@ b dx,dy,

b
+ D (x,y).
Nun ist G(#, y; %,,,) > 0, darum gewiB
(102) z,(%,y) < D(x,y),

mithin
b 0 < e (@Y  gMaxPz,y) — oMaxo(t)

8 Vgl. beispielsweise meinen Encyklopidieartikel II C12, S.1330—1333,
wo sich nahere Literaturangaben finden.
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und
(103) z,(x,y) > D(%,y) — ;v;;fG(x,y; Xy Y1) k(%5 yy) M0 Odx, dy,,
T

w.z. b.w. 8

Wir nehmen nunmehr an, daB fiir einen bestimmten nicht-
negativen Wert » <1 die Lésung z, bereits bekannt sei, und ver-
suchen 2,44 (@ >0) zu bestimmen. Aus (100) und aus

Azypq= (v + o) ket

folgt mit

(104) w=1z,,,—2,

die Gleichung

(105) Au = (v + o) kertt— pkes

und nach einer leichten Umordnung
2 2 3 -
Au—vkezv@t:ockezv(l—i—u—{—;—!—{—...)—{—vk627<;—!—i——g—!—{—...>,

somit, da # auf S verschwindet,

(106) u(%,y) -+ 2—%[G(x, V5 %y, y1) k(g ;) e @ u(x, y,) ax;dy,
T
z_i G cx )k(x )ezv(a'pf'll) ]_-1—14 —J—Ef_{_ dxd
%7 (%, 95 %5, %, 1 Y1 17T g T 14,
T

__1»'_ G(x cx )k(x )(»Zv(xl,l/x) (u._lz_i_ttjz_’_ \dx d
on N EECTAT Y1) 91 T3, ) 1491
T

(g = u (%1, 9,))-

Dies ist eine nichtlineare Integralgleichung von der im ersten
Kapitel betrachteten Form. Da wke® > 0 ist, so liegt jetzt gewil
der reguldre Fall vor (vgl. die Bemerkungen auf S. 79). Da |z, (%, v)
unterhalb einer von vornherein angebbaren Schranke liegt, hat (106)
eine und nur eine Losung fiir alle o unterhalb einer festen Schranke,
sagen wir fiir |o| < «,, ganz gleich welchen Wert » < 1 hat %, Dies
lieBe sich ganz wie auf S. 61 beweisen. Da, wie gesagt, z, fiir =10
tatsdchlich bekannt ist, so gelangen wir nach Ausfithrung einer

8 Eine von der im Text angegebenen nicht wesentlich verschiedene Art,
gewisse Schranken fiir die Lésung a priori anzugeben, spielt schon in den vorhin
genannten Untersuchungen von Herrn Bieberbach eine wesentliche Rolle.
Vgl. L. Bieberbach, 4« = ¢* und die automorphen Funktionen, Math. Annalen
77 (1916), S.173—212.

85 Die vorhin gefundene Schranke gilt auch fiir » =1. Wir nehmen im Text
»<1 an, nur weil » =1 bedeuten wiirde, unser eigentliches Problem wire
bereits gelost.
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endlichen Anzahl von Schritten zu dem Werte ¥ =1, somit zu der
Losung des eingangs gestellten Problems *°.

Durch eine naheliegende Verallgemeinerung der soeben dargelegten
Methode gelangt man zur Erledigung des ersten Randwertproblems
der Differentialgleichung

(107) Az=F(x,v,z), F(x9,2)=0, F,(x,9,2)=>0,

unter F eine fiir alle (xy) in T+ S und alle z erklirte analytische
Funktion verstanden.

Wie schon mehrfach erwihnt, geniigen, wie wir im dritten Kapitel
(vgl. S. 881f.) sehen werden, erheblich geringere Voraussetzungen be-
ziiglich F, um den Erfolg der Methode zu sichern.

Die Methode der schrittweisen Anderung eines in die Differential-
gleichung eingefiihrten Parameters ist, wie wir schon in §2 zu be-
merken Gelegenheit hatten, von S. Bernstein in seinen grund-
legenden Untersuchungen iiber die nichtlinearen Differentialgleichungen
vom elliptischen Typus mit groBem Erfolg zur Behandlung gewisser
sehr wichtiger spezieller Klassen von solchen Gleichungen angewandt
worden. Von wesentlicher Bedeutung und fiir den Erfolg entscheidend
ist dabei die Moglichkeit, fiir die Losung der mit einem Parameter
behafteten Differentialgleichung und ihre partiellen Ableitungen bis
zu einer gewissen Ordnung a priori feste Schranken zu sichern ®.

8 Die soeben erledigte Randwertaufgabe kann man als Ausgangspunkt bei
Behandlung derjenigen Probleme benutzen, die sich in der Theorie der Uni-
formisierung darbieten. Vgl. meine loc. cit. 8 genannten Arbeiten.

87 Man vergleiche hieriiber Naheres in meinem loc. cit. ¥ genannten Ency-
klopadieartikel IIC 12, S.1320—1330.

In diesem Zusammenhang ist auf die Arbeiten von Herrn Schauder zur
Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalriumen, Math. Zeitschr. 26 (1927),
S. 47—65; ebenda S.417—431, hinzuweisen. An der zuletzt genannten Stelle wird
u.a. bewiesen, daB die Differentialgleichung Az =f(#,, 2, 9, q), P :%, q =g—; ,
in der f eine in dem ganzen fiinfdimensionalen Raume erklarte, einer
Ungleichheit von der Form |f(#, ¥, 2 p,q)| < M geniigende schlechthin stetige
Funktion bezeichnet, fiir beliebige stetige Randwerte und fiir alle beschriankten
Gebiete T, die keine punktartigen Randkomponenten besitzen, eine Losung hat.
Diese hat in T stetige, einer H-Bedingung mit beliebigem Exponenten A <1
geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung, fast iiberall, d.h. hochstens
mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen FlichenmaBe Null, partielle
Ableitungen zweiter Ordnung und erfiillt ebenfalls fast iiberall die Beziehung
Az=f(# 9,2 p,q). Ist G(x, y;; #, ) die zu T gehorige klassische Greensche
Funktion, ist ferner 6, (¥, y) diejenige in T+ S stetige, in T regulare Potential-
funktion, die auf dem Rande mit z iibereinstimmt, so gilt in T iiberall

1
z(x, y) = —ﬂJVG(xl’ yl’ ¥, y)f(xly yp le Pl, ql) d}Vl dyl"l’o*(x, y).
T



Drittes Kapitel.

Einige Klassen nichtlinearer Integro-
Differentialgleichungen, die sich nicht auf
Systeme nichtlinearer Integralgleichungen

zuriickfithren lassen.

§ 1. Die allgemeine elliptische Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Die Losung in Abhéngigkeit von einem Parameter.
Der reguldre Fall. Verzweigungen. Ein Blick auf die Entwicklungen
des § 21 lehrt, daB fiir das Gelingen des dort eingeschlagenen Ver-
fahrens der sukzessiven Approximationen in erster Linie das Bestehen
der Ungleichheiten (8)I und (11)I maBgebend ist.

In diesem Kapitel werden wir uns mit einer Reihe spezieller
Probleme beschiftigen, die auf Integro-Differentialgleichungen fiihren,
die sich nicht auf nichtlineare Integralgleichungen von der im ersten
Kapitel betrachteten Gestalt oder auf Systeme solcher Gleichungen
reduzieren lassen. Gleichwohl gelingt es auch hier, Ungleichheiten
von der Form (8)I und (11)I aufzustellen und daraufhin die Auf-
gaben ohne weitere Schwierigkeiten zu erledigen. Wie im ersten
Kapitel hat man dabei zumeist einen reguliren Fall und einen Ver-
zweigungsfall zu unterscheiden. Den Kernpunkt der Betrachtungen
bildet naturgemiB allemal die Ableitung der vorgenannten maB-
gebenden Ungleichheiten ®®.

Wir beginnen mit einem Problem der Theorie partieller Differential-
gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, das die Be-
trachtungen des § 3II wesentlich verallgemeinert %2,

Es sei T ein von einer geschlossenen Kurve S der Klasse BA
begrenztes Gebiet **, und es moége @ 2 irgendeinen Bereich der

88 Vgl. die Ausfilhrungen des § 3 1.

82 Die Literatur findet sich in meinem Encyklopadieartikel II C 12,
S.1324—1327 angegeben. Hervorzuheben sind neben den wiederholt erwzhnten
Arbeiten von S. Bernstein die Abhandlungen von A. Korn, Abh. d. Kgl. PreuBi-
schen Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1909, Anhang, S.1—37, und
H. Miintz, Journal fiir Mathematik 139 (1910), s. 5—32.

8 Dieses besagt in der Bezeichnungsweise meines Encyklopadieartikels
IIC3, S.185, daB, wenn etwa x = #(s), y =y (s) (s Bogenlange) die Gleichungen
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Klasse A bezeichnen, der T+ S ganz in seinem Innern enthalt ®.
Es sei z,(x,y) eine in @ - X' erklarte, daselbst nebst ihren partiellen
Ableitungen der drei ersten Ordnungen stetige Funktion. Es sei
weiter D(%,v,2,$,4,7,5,t;v) eine fiir alle (#,y) in @ +2 und alle
2,$,4,7,s,t,v in dem Bereiche

a2 92
@) 2=z ]P—a_;, ’ *;970:
I 8%z, | | 9%z, | 9%z,
y’—zﬁrj“—mm;:|“awﬁlv—%lgRo

erklarte, nebst ihren partiellen Ableitungen der drei ersten Ordnungen

stetige, der Ungleichheit \
oD 0P 0P
2) 45, ~ (5:) >0

geniigende Funktion. SchlieBlich gilt

0, 0

(8)  P(%9.2%, b0, 90 70 S0 Y03 %) = 0, 2, =G =g

Aus den vorstehenden Annahmen folgt, wie sich zeigen 1i8t, dal3
z, in @ auch noch stetige partielle Ableitungen vierter Ordnung hat.

Betrachten wir etwa die Funktion Z =%~z;0 Sie geniigt, wie man

durch Differentiation der Gleichung (3) erkennt, der linearen partiellen
Differentialgleichung vom elliptischen Typus

02z FEVA 022 0Z 0z
Pan t Pagray T Pugye + Py TPy, + 2242, =0,
17}
D, = 57D (% 9, 29, Do Qor 7o Sor L3 ¥o)s - -

Ihre Koeffizienten sind in @ + 2’ stetig und haben daselbst stetige
partielle Ableitungen erster Ordnung. Nach Voraussetzung hat Z
in @ 42X stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Einem von
mir vor ldngerer Zeit bewiesenen Satze zufolge hat Z in @ gewil
auch noch stetige partielle Ableitungen dritter Ordnung .

von S bezeichnen, die Funktionen x (s) und y (s) stetige Ableitungen erster und
2 2

zweiter Ordnung haben und 2—:; g—s—j; einer H-Bedingung mit dem Exponenten

A<1 geniigen. (Vgl. die FuBnote ©). Natiirlich steht nichts im Wege, anzu-

nehmen, daB T von einer endlichen Anzahl geschlossener, einander weder

schneidender noch berithrender Kurven dieser Art begrenzt ist.

% Der Hochstwert des Abstandes der Punkte auf S von X kann dabei be-
liebig klein sein.

% Vgl. L. Lichtenstein, Uber den analytischen Charakter der Lésungen regu-
larer zweidimensionaler Variationsprobleme, Bulletin de I’Académie des Sciences
de Cracovie 1913, S. 915—941, insbesondere S. 930—936. Den a. a. O. gegebenen

9°z 0%z 9%z

372 I v 9y W in @ einer

Entwicklungen folgend, kann man zeigen, daB
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In dhnlicher Weise iiberzeugt man sich, daB auch g—; in O stetige

partielle Ableitungen der drei ersten Ordnungen hat.
Wir versuchen jetzt fiir hinveichend kleine Werte von |w| eine in
TS stetige, in T regulire Losung z(x,y) der Differentialgleichung

dz 0z 0%z 9% 0%,
(4) ¢(x,y,z, W’W’W’@TE’W’”0+“’>_O
zu bestimmen, die auf S mit z,(x, y) tibereinstimmd.
Wird
(5) z=1z,+ u(%, y)

gesetzt, so ist also #(x,y) =0 auf S. Ferner ist

(6)  D(x,9, 29+ 1, Py + thyy ... By + 10,5 v+ @)
ou 8214\)

—D(x, 9, 2, ..., ty; ¥y) =0, (ux—g;,...,%yy=5}—2

Wir setzen
D(x,y, 2gF 1, Py thys . by 18,5 Vo + @) — P(%, 9, Zg, -, Ly ¥y)
=d)rum+(Psuxy—{—@t%yy—l—d?pum—i—@quy—i—@zu—i—wd)y
(7) — (%, y, 4,0, 0, ... 4,50),

vy’
0
?,= 5745{96, Y 2 Do Go Yo So B3 ¥o)s -+
0
?,= v ¢(x’ ¥, 20, Po» 90» Yo So» Los ”0)
und erhalten so

0%u 0%u 0% u ou ou
(8) Do+ Pgiay T Py TPyt Pugy
du du 0%u  0%u  9%u,
:ax:a—y;myaxay.-a_y?)w>

+ D, u
=—w(15v—]—17<x, Y,

Wir schreiben zur Vereinfachung

(9) a=®0,20=0,¢c=9, =D, ¢g=D, h=9,

und betrachten die lineare partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung

0%u

0%u 0%u 0 9
(10) M{“}E“m‘l‘%a—x@—l—cm—kf%—l—g%—}—hu:&

H -Bedingung geniigen. Hieraus ergibt sich leicht, daB

9%z  ad d
Toxdy: dy T dx  ° T
ebenfalls einer H - Bedingung geniigen. Und dies hat weiter die Existenz und
Stetigkeit der Ableitungen dritter Ordnung von Z zur Folge.

d 0z
b, =B D, o+ D
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Die Koeffizienten a, b, ..., s haben augenscheinlich in T 4 S stetige,
einer H-Bedingung mit dem Exponenten A geniigende partielle Ab-
leitungen erster Ordnung®?. Wegen (2) ist ferner

ac—b*>0,
es handelt sich also um eine Differentialgleichung vom elliptischen
Typus.

Sie 14Bt sich ohne weiteres auf die Normalform bringen. Wir

schreiben zu diesem Ende vor allem

Mol = o3 0%+ 2 5255

da 0b\ 0u b dc\du
(=5 —5)a + e )3y +hu=0.

Nach bekannten Sitzen gibt es unendlichviele in einem Bereiche
T-+S, der T+S in seinem Innern enthdlt und selbst in @ ent-
halten ist, erklirte Systeme von Funktionen = g(x,y), ) =p(x, v),
die folgende Eigenschaften haben. Sie haben stetige partielle Ab-
leitungen erster Ordnung und stetige, der H-Bedingung mit dem
Exponenten 4 geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Sie vermitteln
eine umkehrbar eindeutige und stetige (topologische) Abbildung des
Bereiches T4 S auf einen Bereich T+ © der Klasse Bk in der
Ebene der Variablen g, §). Setzt man u(x,y)=1u(g, ), so gilt weiter

0 du ou 0 (,0u ou 7} ou\ , 9 /. 0Ju
703 +05,) Tay o o) —o (Pay) +a5 (03
b= 'Vac—b‘z. 92

Augenscheinlich ist jetzt
0 ou 0 ou ou ou
M) =55 (Pag) T35 (Pa5) T 0wy + Dugy et

Nach einer naheliegenden Umformung iiberzeugen wir uns, daB
die Beziehung M{u}=0 einer Differentialgleichung von der Form

02 ik [7] 0
(11) M{u) = Go + goo+ 05y + 50+ cu=0

gleichwertig ist. Ihre Koeffizienten erfiillen eine H-Bedingung mit
dem Exponenten 4, d. h. genau dieselbe Bedingung, die den Koeffi-
zienten der Differentialgleichung (61) II auferlegt war. Hieraus folgt
aber leicht, daB der in § 3 IT angegebene fundamentale Existenzsatz

I

ox dy

912 Sie haben sogar stetige Ableitungen zweiter Ordnung. Bei den un-
mittelbar folgenden Betrachtungen kommen indessen nur die im Text genannten
Eigenschaften zur Verwendung.

9 Vgl. L. Lichtenstein, Randwertaufgaben der Theorie der linearen par-
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. I. Die
erste Randwertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete. Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 142 (1913), S.1—40, insbesondere S.35—40.
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sinngemiB auf die Differentialgleichung M {#} = 0 iibertragen werden
kann. Sie hat demnach entweder stets eine und nur eine in T+ S
stetige, in T reguldre Losung, die auf S beliebig vorgegebene schlechthin
stetige Randwerte annimmt, oder aber es gibt m(>1) linear unab-
hingige, in T regulire, auf S verschwindende Losungen dieser Glei-
chung. In dem zuerst genannten Falle, der beispielsweise fir # <0
eintritt und den wir unseren unmittelbar folgenden Betrachtungen
zugrunde legen, existiert eine Greensche Funktion ® (&, #; #, ), d. h.
eine Funktion, die folgende Eigenschaften hat. Sie ist, als Funktion
von #, y aufgefaBit, in T auBer in (&, n) reguldr, verschwindet auf S
und geniigt der Differentialgleichung

(12) M{®&}=o0.
In der Umgebung von (&, 7) ist
(13)  G(Emny)=—(a(En)e(En) — &Y}
><log{e(£,m) (x— &)° = 20 (&) (v — &) (y —n) +a (&) (v —n)*)
. +v(&n 2 y).
Dabei sind
”, (!%ﬁ—l ig I>l10g (x— &4 (y—m?)[™
beschrankt.

Es sei jetzt y(x, y) irgendeine in T+ S erklirte, einer H-Be-
dingung mit dem Exponenten A geniigende Funktion

(14) lw| <M,y <N.
Die Differentialgleichung
(15) M{U} =y ()

hat eine und nur eine in T 4 S stetige, in T regulidre Losung, die
iberall auf S verschwindet. Ihre partiellen Ableitungen erster und
zweiter Ordnung sind auch noch auf S stetig. Die Ableitungen zweiter
Ordnung erfiillen iiberdies in T4 S eine H-Bedingung mit dem Ex-

ponenten A. Es bestehen weiter Ungleichheitsbeziehungen von der Form
(16) IU’ ‘U ,’ IU I’ an:a:!’ ’Ua:yl’ lUyy’ [Uz:c ’l’ !Uzy’l’ ]Uyyul

_gﬁ(l)M_l__ lg(z)N (‘3(1), ﬂ() konstant).
Es gelten schlieflich die zu (65) II, (66) II analogen Formeln

(17) U(¢&n) = —élgf@j(x,y; &En)y(x, y)dxdy,
7

oU 1 [06 ou 1 {06
(18) F= _ﬂfa_g’/’(x’y)dxdy’ Ty = —ﬂf—a—nw(x,y)dxdy.”’
T T

93 Man vergleiche die Ausfiihrungen meiner am Schlu8 der FuBnote %2 ge-
nannten Abhandlung.
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. 0*U U 94U
Dagegen sind B 350y O nicht etwa durch eine weitere Dif-
ferentiation unter dem Integralzeichen zu gewinnen.
Wendet man die Formel (17) auf die Gleichung (8) an, so erhalt

man
(19) w(ny)— f@@p%Jw0¢d%d% ;f@@p%ww)

ou du 0%u 62u 0%u
XH(x],y],u(xi,yl) a—;‘ 5}‘1 m,m 7y 2,w>dx dyl’

1 ‘6 0z 0z .
D} =0 (1,31, 2 (70,9 AR TR ).

Ferner ist
ou w [0® -1

T

1198 ou 8%u
o EJ‘WH(":’%’ u(%;,94), EIARRRr PP Y w) dx,dy,,
T

und eine analoge Formel gilt fiir g—z Dagegen lassen sich keinerlei

Formeln dhnlichen Charakters fiir %2: ﬂ—,_ﬂ aufstellen, so daB
x¥% 0xdy’ 092

die Integro-Differentialgleichung (19) sich nicht auf ein System wichi-
linearer Integralgleichungen reduzieren lifit. Gleichwohl gelten, wie wir
alsbald sehen werden, Ungleichheiten von der Art (8)I, (11)I, so
daB das im ersten Kapitel, § 2 benutzte Verfahren der sukzessiven
Approximationen auch jetzt noch zum Ziele fiihren wird.

Wir bezeichnen den Ausdruck I7(x,y,u, uI,...,uyy;w), als zu-
sammengesetzte Funktion von x und y aufgefaBt, einfacher mit

IT(%,v) und nehmen (vgl. (1))
(21)

©’ ]%y!/l’ lu.ta:ll’ ’%xy A luyyllg'QéRoy

0| <@, <R

an. Wie wir jetzt zeigen wollen, ist
(22) [T, |[II|,<A(2°+ 022, +2]) (4 konstant).
Beweis. Es sei

D (x,y, zg+tu, pottu,, ... tg+tu, v+ to)=2() (0<tL1)

gesetzt. Wie man sich leicht tiberzeugt (vgl. (7)), ist

(23)  —II(x,9) =D(1) — D(0) — (0) fdtf%:ft
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und
2

(24) %g‘zugdi”(x,y,zu—i-tu,...;vo—{—tw)
+2uu, D, (%, y,2+tu, .5 -Ftw) 4+ ...
+2u,, 0P, (%Y, 2+ tu, vy tHie) 0P, (%), 2+ tu, .. vt to).
Wegen (21) ist vor allem

1 2

(25) hFr ‘<A( 00,40,
darum nach (23) auch
(26) T < 4,(2°+ 20,4+ 9)).

Ferner ist gewil3

(27) 11 <jdt f' i,

sowie nach (24) und (21), wie man ohne Miihe findet,
’P
ot |,

dt 93a

<4,(Q°+020,+07),

mithin auch
(28) T, S 4,(Q°+20,+9)).

Setzt man nunmehr A = Max (4,, 4,), so erhilt man die behaup-
tete Ungleichheit (22).%

Es sei u(x,y) eine andere Funktion, die wie u(x,y) beschaffen
ist, und es sei

(20) ], oyl oo Lty o Ll Lty [0y, SR KRy,
(30) l%—ul, B ]“yy"-ﬂyyi, luxz——umm‘).’ luxy_dxy s
[uyy——uyy'léfj; 6§29§2R0'

Wie man sofort sieht, ist

(31) II—1II= [() D (0) — #(0)] — [D(1) — B(0) — P'(0)]

f ai [t%((b B (i’)]mo}dt'

2P
5 t nicht im Riemannschen Sinne

1
integrierbar sein, so sind die Integralausdriicke (27) als obere Riemannsche
Integrale aufzufassen.

o Ahnlicher Abschatzungen, unter wesentlicher Benutzung der Formel (23),
habe ich mich bereits in meiner ersten Arbeit iiber die Gleichgewichtsfiguren
rotierender Fliissigkeiten bedient. Vgl. Math. Zeitschr. 1 (1918), S.229—284
insbesondere S. 247.

932 Sollte die beschriankte Funktion
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Ferner ist
a .
32) J(®— )
=ud (%,9,2,+tu,..;vg+tw)—ad, (%,y,20+tu,...;v,+tw)+...
—|—uyyd5t(x,y,zo—|—tu,...;vo—l—tw)—uyydit(x,y,zo—}—ta,...;vo—l—tw)
+ 0@, (%9, 2+ tu,...;v+to) — 0B, (29,2, 4+t ...; v, +tw)
=(u—u)D,(xy,zy+tu,.. ;v+tow)
+u{D,(%,9,2g+tu,...;vpFtw)—D,(%,9,20+ti,...;v,+tw)} + ...
und
7] . .
(33)  [5(@—@)]_—(u—@)®, (%52, .iv)+ ...
+ (= 14,,) Dy (%, 9,25, 5 %),
darum
a . (9 o
(34) (@ —d)— [ (0 — )]
= (u—u)[D,,(%y,2,+0tu,..;v,+0tw)tu
+D,,(%,9, 20+ 0tu,..;9 +0to)tu, +...]
+ul®,,(%,y, 2, t(a+ I (u—un)),..;v+to)t(u—u)4..] ...
0<f<l1, 0<d<l1.

t=0

Der absolute Betrag der rechten Seite ist, wie man leicht feststellt,
< B, (2 +2,)0, folglich ist

(35) IH_H1§B1<Q+QJ)6°
Eine analoge Ungleichheit gilt fir [I] —II|,. Um dies zu zeigen,

bemerken wir zunichst, daB

[;%((p o (b)}t=0!l}dt o

Q)IQ_,

gilt, und schitzen die unter dem Integralzeichen nach (32) und (33)
auftretenden Glieder passend gruppiert ab. Wir setzen zur Verein-
fachung

(37) z=x+h, y=y+k z,=z(%y), v=u(xy)

und bestimmen die Anderung des in (31) unter dem Integralzeichen
stehenden Ausdruckes beim Ubergang von (%, ¥) zu (z, y). Der Beitrag

942 Man vergleiche die Bemerkungen der FuBnote 32,
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des ersten Summanden in (32) und (33) ist
(38) {(x,9) — (2 y)H{P.(%, 920 + Lt .59+ tw) — B, (%, y, 25, .. 5 %)}
—{u(x,y)—u(%,9)}{D,(%,y, 20+ tu, ..; v+ tw)— D, (%, 9,2 ...; v)
={(u(%,y) —u(x,9) — (u(xy) — iz y)))

AP, (%, 3 2+ 11, .59+ 1) — D(%: 9, 205 -5 7))
+{u(x,y) — (%) H{D,(%, 3, 20+ tu, .57+ o)
— B (%, 9,205 -3 9) — D, (%, 9,20+ 1, .59+ to)
F+D,(%, 9,255 .59}

Aus (29) und (30) folgt fast unmittelbar, daB in der letzten Gleichung

der erste Summand rechts absolut unterhalb einer Schranke von der
Form

BR+02,)0d" (=W + 4

liegt. Der zweite Summand 148t sich auf die Gestalt

(39) {u(xy) — (% y)H{[P..(% y 2 + 9 tu, .59+ dto)tu
— @, (%, 9,20+ tu, .. 59,4+ % tw)tu]
+[D,, (%, 92+ 9, tu, .59+ Dy to)tu,
— @, (%9, 20+ tu, .5+ dto)tu] 4.
+1D,,(% 9, 2+ Oy tu, .59+ to)te
— D, (%9, 20+ tu,..;v,+ 9 to)tw]}

(0<d, <)
bringen.
Beachtet man, daB @,,, @,,..., stetige partielle Ableitungen erster

Ordnung haben, so findet man ohne Miihe, daB auch (39) absolut
unterhalb einer Schranke

(40) B2 40Q,)Td
liegt. So geht man weiter und findet schlieBlich fiir den Ausdruck
unter dem Integralzeichen in (36) eine ebenso beschaffene Schranke.
Demnach ist auch
]H_HlléBe(Q+Q1)U'

Setzt man B = Max(B,, B,), so erhilt man fiir (35) und (40) zu-
sammenfassend
(41) [T —1I1|, |1 -, <B(Q+2,)0.

Wir kehren jetzt zu der Integro-Differentialgleichung (19) zuriick
und schreiben diese kiirzer in der Form

(42) u(x,y)= %I@i (%4> v45 %, y) Pydx,dy, + H= 0 E 4+ H.
T

Augenscheinlich faBt hierbei w & Glieder erster Ordnung, H die-
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jenigen zweiter und hoherer Ordnung zusammen. Wir fiigen zu (42)
die acht Gleichungen

ou ou 08 , OH 0%u 0*E | 0%H
(43) Gr=0% T gy=9 % F oy o Gy gy gy
10%u I 9'E 0%H | 0%u 0°F 9%H |
ox? ;_:l dxt + ax? |’ i 0xdy |, | 0xdy oxdy 1;_’
(44) %u i*E %H |
P A P e PR

hinzu und fassen die Gesamtheit der neun Gleichungen (42), (43), (44)
als ein System simultaner Funktionalbeziehungen zur Bestimmung von
u, % u ua:a:’ Yy’ yy’ ] zm‘l’ (%zyi}.’ (Myyiﬂ. auf®.

Der auf S. 92 angegebenen Eigenschaft (16) des Integralaus-
druckes (17) zufolge erfiillen die Ausdriicke zweiten und héheren
Grades in (43) Ungleichheiten, die zu (26) und (35) ganz analog

sind. Was die Gleichungen (44 ) betrifft, so gilt hier beispielsweise

I?_g_“ <|w IR
[0x? ’ 8x2 ‘ ox* \;_
und in naheliegender Schrelbwelse
0% 9% l *E a?" [0°H  0°H |
ox?  0x? ; = | 0 1 ! ax® — ax® |’

und fiir die zweiten Summanden rechter Hand ergeben sich wieder
Schranken von der Form (28) und (40).

Diese Feststellungen geniigen, um auf Grund der Ergebnisse des
§ 21 (vgl. insbesondere S. 6—8) die Konvergenz des Verfahrens der suk-
zessiven Approximationen fiir hinreichend kleine , etwa |a)| < w,,
zu sichern. Wir schreiben

u =2ﬂnf®(x1, v %,9) Drdx, dy,,
T

U = %f@(xl, Vis %, Y) d}! dx,dy,
b

1 2w N
- ﬂj‘@s(xv Y1 %, y)]]("::yv 2(%3, 1), 6;1 s 6_3/?; w) dx dy,,
45) T

= io—f@ (%3, 9,5 %,y) Dydx,dy,

0qt 0%u
f® (%1, 345 %, y)IZ(xvyv (%0, 1), 5 ...,——8;1§;w>dxldy1,
/) ——(x z (x ) _a_zo_.,v>
v a’V 1:3’1»0 J’le“'; ayf) 0)"

9% Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB in den sechs letzten Glei-
chungen in (43) nicht unterhalb der Integralzeichen differentiiert werden darf.
Lichtenstein, Integralgleichungen. 7



98 Einige Klassen nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen.

Die Funktionen ,u, ,u, ,u, ... sind stetig und haben stetige partielle
Ableitungen erster und zweiter Ordnung in T+ S. Die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung erfiillen daselbst eine H-Bedingung.
Die unendlichen Reihen

2...00 2...00
CORNNCE PHCE O] Bu +2(,,%(ku ), e,

Zla z —k—1“)i

konvergieren, sofern |w| < w, angenommen wird, fiir alle (x,y) in
T+ S unbedingt und gleichmiBig. Die Funktion

0y3+2(9y k—.‘l%)""' ay2

A

2...00
(47) =%+ kZ (4t — 1 _q%)

hat darum in T+ S stetige Ableitungen erster Ordnung und stetige,
einer H-Bedingung geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Geht
man in der Beziehung

(48) "u-—:—aif@i@:dxldyl

u
f@j”xryrn 1%(%5, Y1), a}l ’ "5w)dx1dy1

zur Grenze 7 — oo iiber, so iiberzeugt man sich leicht, daB «(x,y)
der Integro-Differentialgleichung (19), darum auch der Differential-
gleichung (8), geniigt. Offenbar ist z = z,+ # eine Losung des ein-
gangs gestellten Problems. Sie ist die einzige, die so beschaffen ist, daB
9 9* a°
z_gzo’ 3x(z_z0)r e 3—3,2‘("’_2'70): 5o (2 —%) 2 v g (F—%) K
!aa—yz(z —2,) . absolut unterhalb einer angebbaren hinreichend nie-
drigen Schranke liegen. Denn auch der in § 21 abgeleitete Unitits-
satz 1aBt sich auf das System (42), (43), (44) ohne weiteres tiber-
tragen.

Wir haben vorhin vorausgesetzt, die erste Randwertaufgabe der
Differentialgleichung (10) sei stets losbar. Es mége jetzt (10) dem-
gegeniiber m (>1) linear unabhingige, auf S verschwindende Lé-
sungen u,(%,v), ..., %,(%,y) haben.

Wir gehen diesmal von der Differentialgleichung
0%u 0%u 0%u ou ou
(49) “m+2bm+05ﬁ+fg+gg‘;=0

aus, die, wie wir wissen, stets eine Greensche Funktion &, (&, 7;,y)
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hat, und fithren das Problem (8) auf die Auflésung der Integro-Diffe-
rentialgleichung

1
(50) w(x,3) — g | Gl 105 %,9) b33, 33 (33, 9,) 5, dy,
T

= szf@jo(xp Vi3 % Y) ¢:dx1 ay,
T

1 ou Ou
- g—nf@o(xv Vi3 % Y) H(xv Yyr 4 (%3, Y1), EERFIREE . a)) dx,dy,
T

zuriick. Augenscheinlich liegt jetzt der Verzweigungsfall vor. Es
sei v,(%,9),...,9,(%,9) ein System linear unabhingiger Losungen
der zu

1
(51) u(xy)— 2—,.;.[@0(9‘1» Y13 % Y) h(%1, y,) (%, 9,) 4%, dy, =0
T
adjungierten Integralgleichung

1
v(x1»y1) - ﬂf@o(xr Y %, y)h(xv y,)v(x,y)dxdy =0.
T

Wir denken uns u,(%,y),...,v,(% y) den Bezichungen
0 fiir 24/,
'Tr“k(x’y)”l(x’y)d"dy_{l fiir k=1,

(0 fiir k<1,
Jv"(x’y)vl(x’y)dxdy_{l fiir & =1

gemdB normiert, setzen mit Herrn Schmidt (vgl. S. 21)
1 m
(82) — 2n O (%1, y15 %, 9) by, 9,) =L (%, 95 %, 9,) —1—21’ (%, 3) 1y (%, ) *°
und erhalten
(53) W)+ L0y, 3,) ey ) dx,dy,
T

) 1
- ﬂf@jo (#1,913%,9) @, dx, dy, — o f@o(xv%;x’ y)
7 T

m
ou du
X]I(xp Y1 (%5, 94), 97, 9y, (1)) dx,dy, +2"zvl(x’ Y
=1
(54) " :lf”z(xv%)“(xv ¥1)dx, dy,.
% Allgemeiner, wenn u, v, (k=1, ..., m) nicht notwendig reell sind,

1 m
sy o (¥1, ¥15 %, ) (2, 9,) =L (%, ¥; 2, 9,) “lzlyz(x' ¥) (%4, 95)-
7%
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Die Integro-Differentialgleichung (53) 148t sich wie die Gleichung (19)
fir alle o | < w, durch sukzessive Approximationen auflésen. Die
Losung gibt, in (54) eingefiihrt, die Verzweigungsgleichungen.

Ist @ eine analytische und regulire Funktion von z,$,q,7,s,t, v
so erweist sich auch #(#,y) als eine analytische und regulidre Funktion
von ;7y,...,7%,. Die Diskussion der Verzweigungsgleichungen kann
alsdann wie in § 71 erfolgen.

Ubrigens kénnte man wie in § 311 von einer Greenschen Funktion
im erweiterten Sinne ausgehen. Dies wiirde wie a.a.O. auf die
Liapounoffsche Art der Bildung der Verzweigungsgleichungen hinaus-
laufen.

Jetzt einige Bemerkungen.

Vor allem die naheliegende Bemerkung, daB die Ergebnisse der
vorstehenden Betrachtungen als Ausgangspunkt fiir die Aufldsung
der ersten Randwertaufgabe in der Theorie gewisser allgemeiner
Klassen nichtlinearer Differentialgleichungen im groBen verwendet
werden kénnen. Wir haben bereits wiederholt (vgl. S. 54 und S. 85) auf
die von S. Bernstein mit groBem Erfolg benutzte Methode der schritt-
weisen Fortsetzung der Losung®? in Abhingigkeit von einem geeigneten,
in die Differentialgleichung eingefiihrten Parameter hingewiesen und
die Methode selbst an dem einfachen Beispiele der Gleichung 4z = ke®
erliutert. Als ein weiteres Beispiel sei an dieser Stelle das Randwert-
problem der Minimalfliche genannt, das auf die Differentialgleichung

dz\*] 9%z 0z 9z 0%z 0z\" 0%z

(55)  [1+(55) 1 35% =255 35 5aap T L T (55) [ 5w =0
fiihrt. S. Bernstein ersetzt (55) durch die Gleichung

0%z | 9%z 0z\? 0%z 0z 8z 0%z 0z\* 0%z
(56) 772t o0 “((5;) 55— 25 5 7ey t (52) W) =0
und bemerkt, daB (56) fir 4 =0 in die Laplacesche Gleichung iiber-
geht und sich fir 4 =1 mit (55) deckt. Gibt es eine Ebene (wir
wihlen sie dann zur x-y-Ebene), auf die sich die vorgegebene Rand-
kurve S der Minimalfliche, die der Einfachheit halber als analytische
und regulire Raumkurve vorausgesetzt sei, als eine konvexe Kurve
projiziert, so laBt sich, dies ist das grundlegende Ergebnis von
Bernstein, durch S eine Minimalfliche legen 8.

97 Es liegt dabei grundsatzlich der regulare Fall vor.

9 Vgl. S. Bernstein, loc. cit. ? und Math. Annalen 95 (1926), S.585—594;
96 (1927), S. 633—647. Neuere Arbeiten iiber das Randwertproblem der Minimal-
flachen: A.Haar, Uber das Plateausche Problem, Math. Annalen 97 (1927),
S.124—158; R. Garnier, Sur le probléme de Plateau, Annales de ’Ecole Nor-
male (3) 45 (1928), S.53—144; T.Rad 6, The problem of the least area and the
problem of Plateau, Math. Zeitschr. 32 (1930), S. 763—796, sowie die beiden
vorausgegangenen Noten, Some remarks on the problem of Plateau, Proceedings
of the National Academy of Sciences 16 (1930), S. 242—248; On the problem of
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Es sei noch einmal darauf hingewiesen, da8 den Angelpunkt der
S. Bernsteinschen Methoden die Mdoglichkeit bildet, in gewissen Fillen
a priori Schranken fiir den Absolutwert der gesuchten Losung und ihrer
partiellen Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung anzugeben.

Wihrend wir uns in §§ 3 IT und 4 II hauptsichlich mit der Ab-
hingigkeit der Losung von den Randwerten beschéftigten, handelte es
sich jetzt um deren Abhéngigkeit von einem in der Gleichung selbst
auftretenden Parameter 2. Es ist einleuchtend, daB dieselbe Methode
sinngemdB modifiziert, ohne weiteres zum Ziele fithrt, wenn man die
Abhingigkeit der Losung von den Randwerten studieren will. Dies
wollen wir an dem besonders wichtigen Beispiele der Lagrangeschen
Gleichung eines reguliren Variationsproblems zeigen. Wir gewinnen
dabei einen wichtigen Satz iiber die Existenz des Feldes.

§ 2. Reguldre zweidimensionale Variationsprobleme und die
Existenz des Feldes. Es sei T ein von einer oder mehreren ge-
schlossenen, analytischen und reguliren Kurven S begrenztes Gebiet
in der Ebene der Variablen ¥ und v, es seien weiter z(x,y) eine in
T + S erklirte analytische und regulire Funktion, R ein drei-
dimensionales Gebiet, welches das Flichenstiick z =z(x,y) ganz in
seinem Innern enthalt, f(x,¥,2,2,¢) eine fir alle #,y,z in R und alle
reellen p,q erklirte analytische und regulire Funktion. Betrachten

wir das Doppelintegral

(57) T=[f(x 9,28 q)dxdy, ngi, q:gﬁ.
i ¥ v

Wir nehmen an, daB =z(«x,y) der Lagrangeschen Differential-
gleichung

0%z 0%z 9%z 0z 9z
fongwe T 20 x 0y + quWQ eIy +fqza—3}

(58) +fpe+ 1, —f,=0,
9 dz 0z s dz 0z
f;—ayf(x,y,zy Vé‘;: 5;); fqy_a‘q—%-f<x: y:Z: 5;: W):"'

Plateau, Annals of Mathematics (2) 81 (1930), S.457—469; J. Douglas, Bulletin
of the American Math. Society 33, S. 143, 259; 34, S.405; 35, S.292; 36,
S. 49—50, 189—190 sowie die Hauptarbeit: Solution of the problem of Plateau,
Transactions of the American Math. Society 33 (1931), S. 262—321, f{ferner
Proceedings of the National Academy of Sciences 17 (1931), S.211—216.

982 Mit dem Verhalten der Losungen einer nichtlinearen elliptischen Differential-
gleichung zweiter Ordnung von der Form (4) in Raumen von s =2 Dimensionen
bei einer kleinen Anderung des Parameters hat sich in einer Reihe von Arbeiten
Herr Giraud beschaftigt. Vgl. namentlich G. Giraud, Sur différentes questions
relatives aux équations de type elliptique, Annales de I'Ecole Normale (3) 47 (1930),
S.197—266. (Dort findet sich auch ein Verzeichnis fritherer Arbeiten.) Den Unter-
suchungen von Herrn Giraud liegen Voraussetzungen zugrunde, die nicht un-
erheblich iiber diejenigen des Textes hinausgehen. Es ist anzunehmen, daB diese
sich auch fiir m > 2 als ausreichend erweisen werden.
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und der Bedingung

(59) fop foa— fpa > 0

geniigt. Die Funktion z(x,y) erfillt damit die erste und die zweite
notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Extremums bei fester
Begrenzung. Ist etwa f, >0, so handelt es sich dabei um ein
Minimum %°.

Es sei
(60) 5= (Fyplut o))+ 55 (FoaCat Fogl,)
AL (e oyt g g — o) =0,
(61) L= =%
kiirzer

ot ) 0 el o

die durch die Einfilhrung des Parameters A erweiterte Jacobische
Differentialgleichung des Variationsproblems. Nimmt @k in T" sowohl
positive als auch negative Werte an, so hat (62) sowohl fiir unend-
lich viele positive als auch fiir unendlich viele negative Werte des
Parameters 1, <1, < ..., A_, = 4_, > ... (Eigenwerte) in T regulire,
auf S verschwindende Losungen (Eigenfunktionen)®.

Es sei T, irgendein von geschlossenen analytischen und reguldren
Kurven begrenztes Gebiet in T, das auch mit T selbst zusammen-
fallen kann. Bekanntlich lautet die dritte fiir das Eintreten eines
Extremums notwendige Bedingung so:

Es gibt, wenn von der trivialen Lésung {(x, y) = 0 abgesehen wird,
keine in T, regulire, auf der Berandung S; von 7, verschwindende
Losung der Jacobischen Differentialgleichung

) o/ d P 9/, 0 P
(62) 5;(“5;(:;-l"bé)—l‘a—};(ba—i—l—cg%)-#ké':& 10t

Dieses Kriterium ist, wie ich vor lingerer Zeit gezeigt habe, der
folgenden einfachen Aussage dquivalent:

Der kleinste positive Eigenwert der Differentialgleichung (62) be-
ziiglich T muf3 mindestens gleich 1 sein,

A >1. 102

9% Vgl. z. B. O. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, Leipzig
1909, S. 656 und S. 673—675.

100 Die umfangreiche Literatur findet sich in meinem Encyklopadieartikel
IIC12, S.1310—1315 angegeben.

101 Vgl. O.Bolza, loc.cit. %, S. 678.

102 Vgl. L.Lichtenstein, a) Untersuchungen iiber zweidimensionale re-
gulare Variationsprobleme. I. Das einfachste Problem bei fester Begrenzung.
Jacobische Bedingung und die Existenz des Feldes. Verzweigung der Extremal-
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Ist A, >1, so 1aBt sich, wie wir jetzt an Hand der Entwicklungen
des § 1 leicht zeigen koénnen, die Fliche z = z(x,y) in ein Feld von
Extremalflichen einbetien *®. Ist etwa (59) fiir alle p und ¢ erfiillt,
so liegt also, wie man weil, ein starkes Minimum vor.

Es sei y(s) >0 irgendeine auf S erklirte wesentlich positive,
nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion,
und es moge y”(s) einer H-Bedingung geniigen. Wir versuchen die-
jenige in T 4- S stetige, in T reguldre Losung z(x,y) der Differential-
gleichung

= 0% - 9%z - 9%z | = L7 07
¥ +2hhg 5ae 9% 0y +quay2 +f1’26x fz'_y'
(63) +_pz —qy_f;=0}

o= apef (59,5 5 52).

zu bestimmen, die auf S die Werte z 4 £y annimmt, unter & einen
absolut hinreichend kleinen Wert, etwa |¢| <e&*, verstanden. Da
A =1 diesmal kein Eigenwert ist, so hat die Differentialgleichung

(64) %(ag—i+b%§)+%<bg§+cg>+kc=o

gewil eine und nur eine in T regulire Losung, die auf S den Wert
%(s) hat, sie heiBe y(x,y). Ubrigens hat y(x,y) in T+ S stetige
Ableitungen erster und stetige, der H-Bedingung geniigende Ab-
leitungen zweiter Ordnung. Ist, wie wir vorausgesetzt haben, 1, >1,
so ist iiberdies in T+ S durchweg y(#,y) > 0.*® Fiir hinreichend
Kleine |¢| ist die Fliche x,y, z(#,y) + €y (%, ¥) gewiB ganz im Innern
von R gelegen. Wir setzen

(65) 2(ny)=z2(xy) +ex(xy)+er(xy).

flachen. Monatshefte fiir Math. u. Physik 28 (1917), S.3—51, sowie namentlich
b) Zweite Abhandlung, Math. Zeitschr. 5 (1919), S.26—51.

In dem besonderen Falle der Minimalflichen ist das im Text angegebene
Kriterium von H. A. Schwarz in einer beriihmten Arbeit aufgestellt und be-
wiesen worden. Dort ist ak > 0. Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte Abhand-
lungen Bd.I, Berlin 1890, S.223—269.

103 Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 1% a) S.18—35, b) S. 34—41.

104 Vgl. L. Lichtenstein, loc. cit. 1% a) S. 33—34. Die behauptete Eigen-
schaft der Funktion y(x, y) folgt einfach aus der Bemerkung, daB andernfalls
ein ganz im Innern von T gelegener Bereich T, 4 S; existieren miite, in
dessen Innern y(x, y) von Null verschieden wire und auf dessen Rande es
verschwinden wiirde. Dann ware aber die Jacobische notwendige Bedingung fiir
das Eintreten eines Extremums des Integrals (57) entgegen unseren Annahmen
(A>1) nicht erfiillt.
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Die Funktion t(#,y) verschwindet auf S und geniigt, wie man
aus (58) und (63) erschlieBt, einer nichtlinearen Differentialgleichung
von der Form
0 ot ot ) ot ot
75 (055 T055) +a, (05 + o) HRe

=e0(%,9,7,7,,7,, Tpps Tpys Tyy' )5

(66)

unter @ eine fir alle (x,9) in TS, alle dem absoluten Betrage
nach hinreichend Kleinen reellen Werte von ¢ und alle reellen 7, 7, 7,
Tonr Tayr Ty analytische und regulire Funktion verstanden %,

Die Differentlalglelchung (66) ist augenscheinlich von demselben
Charakter wie die Differentialgleichung (8) und 148t sich genau so
wie jene behandeln.

Da die Differentialgleichung (62) nach Voraussetzung fir 1=
keine Eigenfunktionen hat, so liegt der reguldre Fall vor. Zu jedem
e mit |&¢| < e* gehort eine und nur eine Lésung 7(#,y). Den Er-
gebnissen des § 1 zufolge hat v(x,y) in T+ S stetige Ableitungen
erster sowie stetige, der H-Bedingung geniigende Ableitungen zweiter
Ordnung. Aus (65), (66) folgt fiir alle (x,y) in T4 S gleichméBig

o E@y)—i(ny)

lim . 2(%.y).
Im vorliegenden Falle ist, da y(x,¥) >0 gilt, fiir alle hinreichend
kleinen |¢|, etwa [¢| <, < e*, und alle (x,9) in T+ S

(67) 5;5(.%’, y) > 0.

Die Schar z(x,y),

Es sei jetzt im Gegensatz zu unseren vorstehenden Annahmen
A, =1, und es moge voriibergehend ¢(#,y) die irgendwie normierte
Eigenfunktion der Differentialgleichung (62') bezeichnen 1%,

Die zweite Variation des Integrals (57) verschwindet, wenn man
z(»,y) die Variation ¢(#,y) erteilt. Trotzdem kann noch, wenn ge-
eignete weitere Bedingungen erfiillt sind, ein schwaches Minimum zu-
stande kommen %7,

bildet eine Schar von Extremalflichen.

105 Vgl. loc. cit. 1% a) S.18—19.

106 Es laBt sich zeigen, daB A, gewiB einen einfachen Eigenwert darstellt
und ¢ (#, ¥) in T durchweg positiv angenommen werden kann. Vgl. L. Lichten-
stein, loc. cit. 192 a) S.13—1I14, sowie namentlich L. Lichtenstein, Zur Ana-
lysis der unendlich vielen Variablen. Zweite Abhandlung. Reihenentwicklungen
nach Eigenfunktionen linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung
vom elliptischen Typus, Math. Zeitschr. 8 (1919), S.127—160, insbesondere
S. 148—149.

107 Vgl. meine loc. cit. 12 an zweiter Stelle genannte Abhandlung, wo sich
S.42—47 eine eingehende Diskussion des Problems findet.
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Was die Differentialgleichung (66) betrifft, so liegt diesmal ein
Verzweigungsfall vor, und es ist, allgemein zu reden, zu erwarten,
daB sich die Scharen der Extremalenflichen verzweigen. Eine Dis-
kussion der Verzweigungsgleichung hat nach dem in § 7 I angegebenen
Schema zu erfolgen und bietet keinerlei grundsitzliche Schwierig-
keiten dar107a,

§ 3. Ein Umkehrproblem in der Theorie der Funktionale. Wir
wenden uns jetzt einem Umkehrproblem in der Theorie der Funktionale
zu, das als einen speziellen Fall eine fundamentale Fragestellung der
Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten enthilt.
Sind gewisse hierbei in Betracht kommende Funktionen analytisch
und reguldr, so gelangen wir, wie sich alsbald zeigen wird, zu Integro-
Differentialgleichungen von der im ersten Kapitel behandelten Ge-
stalt. Treten wie in dem besonderen Falle der Gleichgewichtsfiguren
Singularitdten auf, so lassen sich die Integro-Differentialgleichungen
nicht ohne weiteres auf die a.a.O. behandelten reduzieren. Ein Kern-
punkt der Theorie ist, wie wir bereits in § 1 bemerkt haben, die
Herleitung der zu (8)I und (11)I analogen Ungleichheiten.

Es sei S eine geschlossene, doppelpunktlose, stetig gekriimmte
Fliche im Raume der Variablen #,v,z, und es mége T das von S
begrenzte Gebiet bezeichnen. Bekanntlich 148t sich S in eine endliche
Anzahl von Stiicken zerfillen, so daB in jedem einzelnen dieser Stiicke
Gleichungen von der Form

(68) x=X(&m), y=Y(&n), z2=Z(&m)
gelten, unter X, Y, Z Funktionen verstanden, die folgende Eigen-
schaften haben. Sie sind in einem gewissen Bereich der Ebene &-7
definiert und nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung
stetig. Ferner ist
(X, ¥)1? | T9(Y,2)]?, 10(Z X)1? 108

(69) e | TaeEn] im0

Es sei K(7,7")=K(#,9,2; %', y',2') eine fiir alle (x,7,2z) und
(#',9",2") in einem Bereiche @, der T+ S ganz in seinem Innern
enthilt, erklirte analytische und regulire Funktion. Es sei ¢ ein

1072 Das Auftreten von Verzweigungen bei Differentialgleichungen von der
Form (66) ist in der loc. cit. 192 unter a) genannten Arbeit S. 35—51 zum ersten-
mal bewiesen worden. Dort findet sich auch eine eingehende Diskussion des
néachstliegenden Falles der Verzweigung, bei dem zwei lineare Reihen von Lo-
sungen erscheinen. Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 8.

108 Man vergleiche die grundsatzlichen Ausfiihrungen iiber die Flichen mit
stetiger Normale in meinem Aufsatze, Bemerkungen iiber die Flachen mit stetiger
Normale, Bulletin international de I’Académie Polonaise des Sciences et des
Lettres 1928, S.7—13. Siehe auch L. Lichtenstein, Grundlagen der Hydro-
mechanik, Berlin 1929, S.13—14.
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Punkt P=(X,Y,Z) auf S, — die nach auBen gerichtete Normale
zu S in ¢ heiBle (v), ihre Richtungskosinus bezeichnen wir mit &, b und c.
Die Koordinaten desjenigen Punktes P, auf (v), dessen Abstand von
¢ den Wert { hat%, sind augenscheinlich

(70) X,=X+al, Y,=Y+bt, Z=Z+c."

Betrachten wir voriibergehend die Schar der Parallelflichen S, zu
S, und es moge &,z 0 den Abstand der Fliche S, von S bezeich-
nen. Fiir hinreichend kleine |ap|, etwa Iep! <,, sind, wie man weiB,
alle S, doppelpunktlose, stetig gekriimmte Flachen. Ist jetzt P, irgend-
ein Punkt in dem schalenartigen Raume ¥, der von den beiden zu
S im Abstande ¢, gelegenen Parallelflichen begrenzt wird, so 1afBt
sich von P, eine und nur eine Normale auf S fillen, so da8 der Ab-
stand { ihres FuBpunktes P von P, den Wert ¢, nicht iibersteigt.
Sind &,7 die GauBschen Parameter von P, so kann man §&,7,( als
krummlinige Koordinaten von P, auffassen.

Es sei S, irgendeine Fliche mit stetiger Normale in €. Wir neh-
men an, daf3 sich ihre Gleichung unter Zugrundelegung des Koordi-
natensystems &7 { in der Form {={ (& #n) darstellen liBt, unter
£ (&) eine nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige
Funktion verstanden; S; wird von den Normalen (») zu S allemal
in einem und nur einem Punkte getroffen.

Das Volumintegral f K(X,Y,,Z;;7')d ist eine Ortsfunktion
T,
auf S, oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf S,
(71) ij(XJ’ Y, Zv')de' =%8,(X,,Y,,Z,)= 1, (& 7).

Augenscheinlich hingt 581 von der besonderen Wahl von S, ab, stellt
somit, in der Bezeichnungsweise von Herrn Volterra, eine ,,Funktion‘
dieser Fliche dar''®. LiBt man 7, mit T zusammenfallen, so erhilt

man das Volumintegral f K(X,Y,Z;7")dr’, eine Ortsfunktion auf S,
T

die als bekannt anzusehen ist,
(12)  [K(X,Y,Z;7)dr’ =B (X,Y,Z)=U(&n)=1u(o).
7

Es sei jetzt v (o) eine stetige Ortsfunktion auf S, deren absoluter Be-
trag unterhalb einer festen, spiter noch festzusetzenden Schranke liegt,
und es moge s {C, v} einen Ausdruck bezeichnen, der wie die im Kapitel I
betrachteten Ausdricke 3 U, . {(,v} (vgl. (12)I) beschaffen ist.

m+n21

109 Offenbar gilt hierbei { als positiv, wenn der Vektor P P; in (») hineinfallt,
als negativ, wenn er die entgegengesetzte Richtung hat.

110 Freilich hingt der Wert unseres Volumintegrals auch noch von der spe-
ziellen Wahl des Punktes (X1, Yy, Zy) auf S; ab.



Ein Umkehrproblem in der Theorie der Funktionale. 107

Wir versuchen S, in ¥ so zu bestimmen, daB
(73) fK (X,, Y, Z;7)de' =B, (X,,Y,, Z,)
=W, (&7)=u(o)+s{¢ v}
wird. Aus (72) und (73) folgt
(74) fK (X,, Y, Zy;7')de' — fK X,Y,Z;v')dr' =s{L,v),

und dlese Beziehung laBt sich in eine Integro-Differentialgleichung
umformen; dies wollen wir vor allem zeigen.

Neben den Flichen S und S, betrachten wir eine einparametrige
Flichenschar S,(0<¢<1), die sich symbolisch in der Form
S—+1(S; —S) darstellen 1iBt. Dem Punkte (&) auf S entspricht
auf S, ein Punkt ¢, mit den (krummlinigen) Koordinaten &,7,:¢.
Seine kartesischen Koordinaten sind
(75) X,=X-+atl, Y,=Y+btl, Z,=Z-+ctl.

Der von S, begrenzte Korper heiBt T,. Wir schreiben, unter £* einen
beliebigen Wert mit [£*| <, Verstanden

TfK (X 4al*, Y4bL* Z 4t ) de' =1,(&9,¢%),
(76) TftK(Xt, Y, Z;t')dv' =W,(&n,t)=1,(&n)

und bemerken, daB

[ut(f:ﬂ)]t=1=u1(‘fJ77)’ [ut('f»"?)]t:O:u(‘S”?)

gilt, darum (74) der Beziehung
1

(77) W, (&n) —N(&n)= %Ht(f,n)dt=s{c,v}

dquivalent ist. Wir bezeichnen mit ¢/ den von der Normale (»’) zu
S in ¢’ mit der Normale zu S; in of eingeschlossenen Winkel, mit
do/ das Flichenelement von S, in ;. Wie sich ohne Schwierigkeiten
zeigen laft, ist

atll (&n)= f K(X+atl, Y+btl, Z+ctl;v")dr’

T,
+ fK (0,,0/) ¢’ cos p/da;
St

(18) =C | o K(X+atl, Y4big, Z+etl; ) dv’
T

14
—|—Cfdu :%K(X—}—até‘, Y+btl,Z+ctl;0,) cosg, do,
0 S

—{—fK (0,,6{)¢ cosp]da]. 1t

111 Es handelt sich hier um die Differentiation eines vielfachen Integrals
in bezug auf einen Parameter, wenn sowohl die zu integrierende Funktion als
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Ferner ist
(79) do] =d& dy' VA + B* + ¢
mit
A,:O(Y’-;-b’tc’, VAR T4) B,:6(Z’+c’tc’,X’+a’tC’),

(80) ¢ &) ’, e

o O(X £ altl Y b iL)

! 9(& ") ’
(81) cos @, = MA_ZM;,

Var+s+c

cos g/do] = (a’A;+b'B] +c'C])dg dy’. 112
0 0
Es ist jetzt leicht zu sehen, daB, wenn man 'IC L 179-4:! ‘ Cl hin-

reichend klein wihlt, etwa

ot | 9L
(82) 21 55l 15 <o <.
annimmt, 60 W, (&), mithin auch U, (&n) —U(&n) fir alle reellen
oder komplexen t mit |t| < t* (t* > 1) eine analytische und regulire

Funktion von ¢ darstellt. Wir k('jnnen darum setzen

W,(&n) —U(&n) =P+ 20D ...

und firr t=1

(83) W (&n)—U(&n)=UP4UP4...= UV ¥().
Die Beziehung (77) erscheint somit in der Form

(84) U®=s{z, v} —u®-u®_—

Die einzelnen Summanden rechter Hand sind, wie man sich ohne
Miihe iiberzeugt, Integralausdriicke, die teils iiber T, teils iiber S er-
streckt sind. Insbesondere ist

(85) NP = '—ut —;f X,Y,Z;r’)dr’—]—fK(o,o’)C’da’.
S

Wir nehmen jetzt zunichst an, daB s{¢,v}=s{v} von { unab-
hingig ist und der Koeffizient von { rechter Hand auf S nirgends
verschwindet,

0 , ,
(36) JWK(X,Y,Z;': )dv' +0.
T

auch das Integrationsgebiet selbst von dem Parameter abhangt. Man vergleiche
die naheren Ausfilhrungen in meiner in der FuBnote % genannten Abhandlung
S. 239—242.

12 Wir denken uns die GauBschen Parameter & 7 so orientiert, daB in (81),
wie natiirlich auch in (79), die Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen zu
versehen ist.
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Die Gleichung (84), die wir in der Form

(87) CI%K(X, Y, Z; r’)dr’—l—.rK(o,o’) {'do’ = s{v) —U® —u®_
7 8

schreiben komnen, stellt alsdann eine Integro-Differentialgleichung dar,
die der im Kapitel I entwickelten Theorie zugdanglich ist.

Dies ist, wie wir wissen, bewiesen, sobald gezeigt ist, daf Un-
gleichheiten gelten, die zu den in § 1T abgeleiteten Ungleichheiten (8)1I
und (11)I analog sind**®, Wir gelangen hierzu auf folgendem Wege.
Differentiiert man den Ausdruck (78) in bezug auf ¢, so erhdlt man

(88) S, (6,m) =7 [ 2 K(X 4 a8, Y 512,24 et ) s
T

4
-+ zgfduf%K(X +atl, Y +btl,Z +ctlioy)E cos g doa,

0 Su

+CI%K(X—|—MC,Y—|— btg,Z 4-ctl;al) ¢ cos gl dof
St .

+ {%IK(%, 07) L’ cos g doi,
St
ferner

(89) {% fK(ot,a{) ¢ cos g/ daf

fK(X—{—at&‘ Y+bte, Z4ctl; X a'tl, Y 0"t AR tC)
XC(@’A;-*-b Bt+c Ct)dé d?’]
f<537+5 )K(ot,a,)l cos ¢f dof

St
94/

+fK(o;, o) &' (@ 2 v 20 o O aeay
S
und weiter z. B.

(90) 04{ _ ('t (Z'+c"1L’) n (Y +bel’) a(c'L")

at ag’ an’ 234 an'
. 8(b'C') 3(Z'+c'tC')_6(Y'+b'tC') 3(0':)
an’ 234 an’ ag" -

113 Man vergleiche die Ausfithrungen des § 3 I sowie die Bemerkungen auf
S. 14 und 88.
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Beildufig bemerkt, heben sich hier rechter Hand Glieder zweiten
P Cr 9 ¢f
7e und o fort.
Aus (88), (89) und (90) folgt leicht, daB fiir |#] < ¢* (¢*>1)
und alle (82) erfiillenden reellen oder komplexen {

Grades in bezug auf

(91) Ea—gut(&ﬂ)[éaﬁ?

12

ist. Es ist ferner nicht schwer, nach einer Differentiation zu zeigen,
daB3

(92) s llem)] |5 (e ) <a0°

gilt. Nach (83) ist weiter

1
(93) P =1, — 11— [%ﬂtﬂ:fdtfa";uudu,
0 0

sowie

(94) %W{§}=Idt

somit wegen (91) und (92)

2wy, | P} <a9) A—Max (%),

(95) [¥{L}, 2

Es sei C eine andere reelle oder komplexe wie { beschaffene Orts-
funktion auf S, und es sei

(96) IZ1,

(97) | —¢, ];,%(C—é)i, i—aa;(i—!f) <

Wegen (95) ist gewil

T<L20.

(98) QNP RGP I TR
Ferner ist

1
o 02 .
(99) v = [ar [0, —11,)au
0 0
und, wie sogleich gezeigt werden wird,

) 10
(100) [,

Lo R0.
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In der Tat ist beispielsweise (man vergleiche die Formel (88))
(101) C“’f%K(X—l—atC,Y—]—th,Z—f—ctC; o) ds'
T
—ngaa—;K(X—!—até’,Y—l—bté‘,Z—{—ct&:; ') dv
= (¢’ —C)f K(X+atl,Y4btl,Z+ctl;7)de

N [{a—wK(X+atc,Y+th,Z+”C? ©)
T

— L R(X 4 ath, Y+ b1t,Z +cté; r')}df’
sowie

3,,2 K(X +atg,.. ')—;—;K(X—l— atf,.. ;")

=t(<:—E)W,K{X+at[é+ﬁ(@—é)],Y+bt[c'+z9(c—c')],...n'},
0<¥<l.

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist der absolute Betrag des Aus-

druckes (101) rechts < o, 2. Analoge Abschitzungen ergeben sich

fiir die iibrigen Summanden (88) rechter Hand*'*. Es gilt also, wie
behauptet, die Beziehung (100). Ganz dhnliche Abschédtzungen gelten

.. 03 : 2 ; 1 g
fir 5755z (n,—1u,) und Tuton (U, —U,). Beriicksichtigt man (99),
so findet man endgiiltig

(102) |¥{c) —P(E}) iiT{C}—i'ﬁ{c‘},

|
*G
——
%
—— —_——
Q;I .

wi¢) <B

Die Beziehungen (95) und (102) sind die maBgebenden Ungleich-
heiten, die wir aufstellen wollten.

Damit ist gezeigt, daB das Verfahren der sukzessiven Niherungen
wie in §2I bis §7I zur Lésung fithren wird.

Wir haben vorhin s{{,v} von { unabhingig vorausgesetzt. Ist
dies nicht der Fall, so wird man die in bezug auf { linearen, von
v freien Glieder der Entwicklung von s{{(c¢),v(o)} auf die linke
Seite bringen und im iibrigen ganz wie vorhin verfahren. Noch allge-
meiner kénnte man annehmen, daB der Ausdruck auf der rechten

114 Die iiber S, bzw. S, erstreckten Integrale sind hierbei in Integrale, die
iiber S erstreckt sind, zu verwandeln.
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Seite der Gleichung (74) von mehreren vorgegebenen Funktionen,
insbesondere von einem oder mehreren Parametern abhingt!s,

§ 4. Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. Der
spezielle Fall

(103) K(x,y,z%,y,7)=K(r,7") = K(o),
= =)+ (y =9+ (:—#)"

ist von besonderem Interesse. Jetzt ist, wie man leicht verifiziert 8

(IM)I%K(X—FMC,Y—I— th,Z—l—ctC;r’)dT'=—fK(gt)cosﬁt'dG;,
T ’ St

unter g, den Abstand der Punkte o,, 0, auf S,, unter 6, den zwischen

() und der Normalen (»,) zu S, in o, eingeschlossenen Winkel ver-

standen, @A+ BB+ cC!

’
cos B, = Tk

Die Formeln vereinfachen sich. Wir finden der Gleichung (78)
zufolge
K

(105) 52ut(§'77) :S.!‘K(Qt) (¢ cos g — L cos b)) do/
=éfK(et) (@'t —al) A+ (b —bC) B+ ('L’ —cC)C}ydE dr,

darum in naheliegender abgekiirzter Schreibweise

‘ my 1 o™
(106) U _m—![—a?;ﬁ!}t=0

— I Y@t —at) [ 2 (Ke) 4] a€ dn.
& t=0

Integro-Differentialgleichungen von der zuletzt betrachteten Gestalt
spielen in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flissig-
keiten eine entscheidende Rolle**”. Dort handelt es sich um die Be-
stimmung der Gleichgewichtsfiguren einer homogenen inkompressiblen

115 'Was den analytischen Charakter der Abhingigkeit der Lésung von den
Parametern und die Behandlung etwaiger Verzweigungsgleichungen betrifft,
vergleiche die Ausfithrungen auf S.18 und 25ff.

16 Vgl. loc. cit. 117 b) S.142ff. Dort ist speziell K(g) =—1—.

17 Vgl. L. Lichtenstein, a) Untersuchungen iiber die Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newton-
schen Gesetze anziehen. Erste Abhandlung. Homogene Fliissigkeiten. Allgemeine
Existenzsatze, Math. Zeitschr. 1 (1918), S.229—284; 3 (1919), S.172—174.
b) Zweite Abhandlung, ebenda 7 (1920), S. 126—231. In der zuerst genannten Ab-
handlung findet sich S.232 eine Zusammenstellung der grundlegenden Arbeiten
von Liapounoff.
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gravitierenden Fliissigkeit in der Nachbarschaft einer als bekannt
anzusehenden Gleichgewichtsfigur. Diese heife 7 und mége im An-
schluB an die vorstehenden Betrachtungen der Einfachheit halber
von einer einzigen stetig gekrimmten Fldche S begrenzt sein. Es
sei w die Winkelgeschwindigkeit der Ausgangsfigur, f ihre Dichte,
% die GauBsche Gravitationskonstante, w, die Winkelgeschwindigkeit
der neuen, gesuchten Gleichgewichtsfigur 7,. Ist

V(x,y,2) =f%dt’
7

das Newtonsche Potential von T, so hat der Ausdruck
v (X, Y,Z)+§‘%(X*+Y")

als Gesamtpotential der Gravitations- und Zentrifugalkraft auf S
einen konstanten Wert.

Bezeichnet V,(x,y,z) das Newtonsche Potential von T, so ist
weiter fir alle (X,,Y,,Z,) auf S,

2 )
V1(X1’ Y1’ Z1) + 2‘;"_1f(X12 + Yl)

konstant. Ist s die Differenz der beiden Gesamtpotentiale, so ist
also

(107) Vi (X4, Y0, Zy) — V(X, Y, Z) = s +% (X2 +7Y%) — %(Xf—i— Yo).

Vergleicht man diese Formel mit der allgemeinen Formel (74)18,
so sieht man nach einer leichten Umrechnung mit Riicksicht auf (70) **?,
daB nunmehr
K(X,Y,Z;7') = %
w? 0?2 y
(108) s{¢(0), v(0)} =s— AR® — LFRTE— m(a? +6%¢?

—2ART{ —(a®4-0%)2C°
mit
2 2 2 _ ol-o?
gilt; v bezeichnet den Kosinus des von (v») mit dem Lote von o
auf die Umdrehungsachse, von dieser nach (¢) hin gerichtet, ein-
geschlossenen Winkels. Die kleinen Parameter sind s und A. Im
Gegensatz zu den eingangs gemachten Annahmen ist jetzt K(7;7’)

118 In der diesmal zur Abkiirzung v rechter Hand als Symbol fiir zwei be-
kannte, absolut hinreichend kleine Parameter eintritt. Ausfiihrlicher hatte man

12
also fiir s{C,v} etwa s{{,v,v} schreiben konnen.
19 Vgl. loc. cit. 117 a) S. 248.

Lichtenstein, Integralgleichungen. 8
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nicht mehr firr alle T und 7’ stetig. Die einzelnen Schliisse unserer
Uberlegung bediirfen darum einer Nachpriifung oder einer Modifikation.
Um den Vergleich mit der Darstellung in den fritheren Arbeiten zu
erleichtern, dndern wir im folgenden ein wenig die Bezeichnungsweise
und setzen fiir u,ut,u“),u”),... nunmehr U, Ut,U(l), u® ..
Die Gleichung (105) wird

(109) ;%Ut=fgit(é"cos <pt'—Ccosﬂ[)dat'=fgiZAt’(a'C'-—,aC)d&'dn',
t
St N

und wegen (75) gilt
(110) Otzz(Xt—Xt')g‘l“(Yt—' V)4 (2, — Z7)°
=0 +2t (X' — X))@' —al)Ft* 3@ —al) =0 (1 + k(@)

Es sei 2* ein echter Bruch. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist,
wenn man &, hinreichend klein wahlt, fiir alle reellen oder komplexen
die Ungleichheiten (82) erfiillenden ¢ und alle |[¢| <¢* (¢* > 1)

()| < #"
Der Quotient
Das Integral

J= f—Z’A (@'l —al)de dy' =

|
%E ist demnach von Null verschieden.

1

gm At(aC -—-dC)d& d?’]

ist eine in dem Gebiete |t| < t* cmalytzsche und regulire Funktion von ¢.
Dies erkennt man wohl am einfachsten wie folgt. Man setze

)

unter S den im Bereiche (& — &)*+ (5" —%)*< D® in der Nach-
barschaft von (&, 7) enthaltenen Teil von S verstanden. Das Integral
f ist eine fiir alle £ mit [#{ <¢* analytische und regulire Funktion
§-8
von t. Beriicksichtigt man, daB | [| fir alle # mit |¢] <¢* (und
K

iibrigens auch alle (£,7) auf S) fir D— 0 gleichmiBig verschwindet,
so erhédlt man in der Tat unsere Behauptung. In der gleichen Weise
] o
08’ an’
in der Kreisfliche [¢ < ¢* analytisch und regular sind 129,

Wir setzen, unter (#,y,z) den Punkt (&, 7,(*) auf der Normalen
zu S in (&%) im Abstande {* von S verstanden,

V(%,y,2)=W(&nL").

120 Vgl. loc. cit. 117 a) S.243—244.

1aBt sich zeigen, daB auch als Funktionen von ¢ aufgefaBt,
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Nunmehr finden wir, ausgehend von (109) wie auf S. 108

(111) U,—U=UP4U%4...,
@ _ [0U]
(112) v =[5
(@) ]_ 3 4y ’ ’
g = L[ g IZ (@'t —al) [a—< )Lods iy,

n—1

ms) vw=L[20] fZ o) yos ()] ag'an
=] S~ Bl ,>+<":l>%‘i—t’a—i1:2<i>
+ <"; N () (n23)-

Aus (109) und (112) folgt
@ _ _l__ ' ’ - i ’ ’ 2
(114) U —JQ (¢"—Ccosl')do Sf@ §do" + L5 W(&n,0).

Wie wir vorhin bemerkt haben, sind bei der Bildung der funda-
mentalen Integro-Differentialgleichung des Problems diejenigen Glieder
der Entwicklung von s{{(c), v(¢)}'*, die vom ersten Grade sind

und { enthalten, im vorliegenden Falle also der Ausdruck — ;w; R1{

nach links zu schaffen.
Wir finden also linker Hand

P w? 1.,,
Nun stellt aber )
(116) ' fx—;;W(E,n,O)—I—w"R’t:fxw

die Normalkomponente der auf eine Masseneinheit in (£, %) ausgeiibten
Gesamtkraft (Newtonschen Anziehung und Zentrifugalkraft) dar.
Da T nach Voraussetzung eine Gleichgewichtsfigur 2 ist, so steht die
resultierende Einheitskraft normal zu S; fxy ist somit der Betrag
der Schwerkraft in (&, n). Wie sich zeigen liBt, hat S stets eine
auf der Rotationsachse senkrechte Symmetrieebene?8, Wir wihlen

121 Vgl. die FuBnote 118,

122 Es handelt sich im vorliegenden Falle natiirlich um einen (relativen)
Gleichgewichtszustand in bezug auf ein mit der Winkelgeschwindigkeit o
rotierendes Achsenkreuz.

128 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichts-
figuren rotierender homogener Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem
Newtonschen Gesetz anziehen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akad. der
Wissenschaften 48 (1918), S.1120—1135, insbesondere S. 1120—1124.

8*
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diese zur %-y-Ebene. Dann ist der Schwerpunkt von T" Koordinaten-
ursprung **, und es ist p gewiBl in allen Punkten mit 240 von
Null verschieden, und zwar < 0.1?® Wir nehmen dariiber hinaus an,
daB auf S iiberall < 0 gilt, d. h. die Schwerkraft auf S durchweg
nach innen gerichtet ist.

Beriicksichtigt man (116), so findet man wegen (107), (108),
(111), (114) als die fundamentale Integro-Differentialgleichung des
Problems

(117) wé+f~é do’ _s_Rgz——( +0*)¢* —2RTAL
( +b) C U(ﬁ) U(3) e,

kirzer .

(118) 1pC—}—f%&"do'=s—R2).+II{/1,s,C}. 126
N

In (118) faBt II{4,s,{} die Gesamtheit der Glieder zweiten und
hoheren Grades zusammen.

Wir beweisen jetzt, daB obwohl, wie gesagt, K diesmal fiir
(#',9",2')—(%,9,2) unendlich wird, immer mnoch Ungleichheiten
gelten, die zu (8)I und (11)I analog sind.

Wir gehen von der Formiel

(119) W—K_fg(a;_ _( )dgd
aus. Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen 1aBt, ist ferner

23U, 't 9% 4] ' g
(120) 9808 §=f2<a ¢ ”‘“C)m(‘é)‘if an

§
[ X o et g () g
N
denn betrachten wir zum Beweis den Ausdruck
’ [/} Al
(121) L= [ Y@t —et) 2 (2 )agan (>0
s

so ist, da in (121) die zu integrierende Funktion und ihre partiellen
Ableitungen in bezug auf & und % durchweg stetig sind,

%g =f2(a’é" — aC)é%Z?(é,—/—lk%) dé’dn’_sfz%(ac) :t o +h> i
S

121 Vgl loc. cit. 128 S. 1121,
125 Vgl loc. cit. 1 S. 1130.
126 Vgl. L. Lichtenstein, loc.cit. 17 a) S.248, b) S.147.
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Der Ausdruck rechter Hand konvergiert, wie man leicht verifiziert,
fir alle in Betracht kommenden ¢ und alle (£, 7) auf S gleichmaBig
gegen die rechte Seite von (120) fir #— 0. Gleichzeitig konvergiert
L gegen K. Nach bekannten Sitzen gilt also, wie behauptet, die
Formel (120). ,

Aus (119), (120) und der analogen Formel fiir U folgt

dnot?
wegen (82) leicht

%0, liARY) 23U, 9
(122) 0t"t » 05(9;2 s 67](9;2 ga&‘g .
Wie auf S. 110 folgt hieraus
7} 7}
(123) P | L0 |5n i) < 4,27,
(124) v =0+ Uu® ..

Es sei C eine wie { beschaffene Funktion, so daB insbesondere

: ot Ela
(125) €1 |5 ) | 5n | <@ <e
darum auch

. oW oW
(126) RRES) W}ngm

ist. Wir setzen des weiteren

. 19 c 19 .
12 —i, gFe-b, |me-b|gog20

( 7) Iz Cl lag(c )i Ian(c 0|02

voraus und nehmen ¢, so klein an, daB #*=4 zugelassen werden
kann, und darum Beziehungen von der Form (123) auch noch fiir
alle reellen oder komplexen { mit

; o) 198
gelten,
] ]
(129) - [P}, |5 ALY, }7,;7—?’{5}1_&_%92-

Wir schalten jetzt zwischen S, und S, eine stetige Schar von
Fliachen, die sich symbolisch in der Form St=51+0i($1——51)
darstellen 148t, ein. Dem Punkte (&,7,{) auf S, entspricht der
Punkt (&,7,8)=(&7,6 + 4 (£ —0)) auf S.. Fir t—0 fallt S,

mit S, fir = O mit Sl zusammen. Der zu S, gehorige Wert des
zu (124) analogen Ausdruckes wird mit ¥, bezeichnet.



118 Einige Klassen nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen.

Es sei jetzt I' der Kreis vom Radius 3£ um den Ursprung in der
Ebene der komplexen Verdnderlichen . Der Cauchyschen Integral-
formel zufolge ist fiir alle || < 382

1 .
(130) V=5 0=23Q¢c%
und
(131) 0Ty 1 P,

ot 2mi)(0—1)°
I

Insbesondere i'st fir [t|<0<L2Q wegen | ¥, <a, 2%, 60— 20

lét—é—

(132) ’ 1 227:-39

126!22

= o 2.

In ahnlicher Weise erhilt man

0%y
9Eot.’
Nunmehr finden wir aus

(133)

(134) w_p [ 9% gy
wegen (132)
(135) Y —¥| <a,Q0

sowie analoge Beziehungen fiir die partiellen Ableitungen erster Ord-
nung von ¥ — ¥. Wir fassen unsere Ergebnisse in den Ungleichheiten

(136) |¥—w, {%(T_ av){, ;%('P—T)fgz;ogef

zusammen ¥,
Es sei jetzt
(137) 5|, 121 <2,
Wie man fast unmittelbar sieht, ist wegen (117) und (118)
ass) (), [50|, [91 ||, |90 190 < 400 1 00, 1 0p),
sowie

(139) |m—1i|, | Fr (11— ), j;—(ﬂ ) <B(2+2,)0.

127 Die vorstehenden Uberlegungen (Benutzung des Cauchyschen Integrals)
habe ich zuerst in meiner Arbeit, Uber einige Hilfssitze der Potentialtheorie. I.,
Math. Zeitschr. 28 (1925), S.72—88, angewandt. Vgl. die Entwicklungen auf
S. 125 ff.
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Wie sich leicht zeigen 14Bt, an dieser Stelle jedoch mit Riick-
sicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum nicht ndher ausgefithrt
werden kann, hat die homogene Integralgleichung

(140) pe+ [Leas=o,
N

wenn S Rotationssymmetrie um die z-Achse hat, mindestens eine,
sonst mindestens zwei Nullosungen'®*®. Es moge etwa der zuletzt

genannte Fall vorliegen, und es mogen #u,, #,, ..., %, die den Be-
ziehungen
ir k
(141) ftpuk%ldcx:{ 0 fiir £+,
§ -1 ,, k=1l

gemiB normierten Nullssungen bedeuten®?®,

Durch die Substitution J—9{ =§ gelangen wir von (140) zu
der Integralgleichung mit symmetrischem Kern

— _g de'=0 "= wy(d")).
feV —p¥- (v'=w(eh)
Die Funktionen uj=]/~——’(/)'l/tj (j=1,...,m) sind ihre den Be-
ziehungen
0 fiir k41,
Sf“k"ld"_{l , B=1

gemiB normierten Nullgsungen (Eigenfunktionen). Nach den Ent-
wicklungen des § 51 (vgl. S. 23) setzen wir

1 N, o r_ ’
ol—vi—v V—vi-v +l%uul (= w,(o")),

128 Vgl. loc. cit. 117 a) S. 249—251.

129 Wir schlieBen uns den loc. cit. 117 a) und b) gebrauchten Bezeichnungen an.
Die Ortsfunktion ¢ auf S hat nach (116) gewi3 stetige Ableitungen erster Ordnung,
da das Newtonsche Potential W in T 4 S gewil} stetige Ableitungen erster und
zweiter Ordnung hat. Nach einem bekannten Satze erfiillt das Newtonsche Po-

1
tential mit stetiger Dichte j— u]do’ eine H-Bedingung mit einem beliebigen
e

Exponenten <1 (vgl. beispielsweise loc. cit. 2 S.290). Aus ypu; = —f—l- u!do
4

folgt, daB u, die gleiche Eigenschaft hat. Da nunmehr die Dichte des Potentials

1
f—g— u/do’ einer H-Bedingung geniigt, so hat dieses gewiB stetige der H-Bedin-

gung geniigende Ableitungen erster Ordnung (vgl. beispielsweise loc. cit. 2 S. 281).

Also sind, immer wieder wegen  u, ._—J:——u do’, gewi % E ?— vorhanden
und stetig.
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demnach
1 ’ & ’ ' ' '
?=N1(“’0 )—I‘Z_EI'WP'%%, (p'=v ("), u =u(c"),
somit

we 4[N, (0,0") E'do’=s — R*A+ IT{3,5,2) + 3 prm,
(142) R =

und wir stellen fest, daB die Integralgleichung
(143) v+ [N,(0,6")¢'de"=0
%

keine Nullosungen mehr hat. Ist H,(o,¢’) der 16sende Kern von %N "
so gilt jetzt

(144) C=2(s—R*2)+ Sru+ L 11(2,5,¢)
(J =1 ¥
—le(a,a’) [l,(s — R'sl) —I-Zrlul’—l—l,ﬂ’{l, s,C’}}dc’.
Y =1 Y

Wird mit 0{1, s, ¢ } die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer
Ordnung rechter Hand bezeichnet, so gilt, wenn man auch

(145) ]’ﬁl"")l"m’égl
voraussetzt, vor allem
(146) 0] <4,(2°+00,+92)),
(147) 10 -0/ <B,(2+0,)0.
Dabei ist natiirlich
(148) 9O+ [N,0'de’=11{2,s,¢)

S
oder auch

(149) 1/}9=II{1,S,Z}—(—%Q'da'—{—ZWletp'u{@'do'.
s =1 3§

Der erste Integralausdruck rechts erfiillt, als das Potential einer ein-
fachen Belegung stetiger Dichte, eine H-Bedingung mit beliebigem
Exponenten p < 1.%%® Da sowohl IT als auch pu, (I=1,...,m)
(vgl. die FuBnote °) stetige Ableitungen erster Ordnung haben, so
geniigt die rechte Seite von (149) gewiB einer H-Bedingung. Da g
stetige Ableitungen hat, so erfiillt auch @ eine H-Bedingung, und es
gilt wegen (138) und (146)

(10) 0], <4,(Q°+ 20, +92/).

130 Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 129, wo analoge Betrachtungen durch-
gefithrt werden.
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Das Potential I%@'du' hat nunmehr aber stetige Ableitungen erster

Ordnung. Eine sin'ngeméBe Wiederholung der zuletzt durchgefithrten

0 . . .
a 5 oy existieren, sich auf S stetig ver-
halten und Unglelchhelten von der Form

Uberlegungen lehrt, daB

| 9E | 1’

erfiillen 13, Wir flnden weiter

(152) p(6—6)=M{1,5,0) = M{15,t)— L (6"~ &)

m <y
+ S fyul(6'— 642,
und darum wie vorhin
(153) |0 — 6], |

9 0—-6), 8,7 (@~@)'g32(9 10,)0

Damit ist die Konvergenz der sukzessiven Approximationen gesichert.

Es ist nunmehr nicht schwer zu zeigen, daB alle einzelnen Néhe-
rungen, darum aber auch die Losung selbst, analytische und regulére
Funktionen von 4,s,7,,...,7,, darstellen. Hieriiber sowie beziiglich
der Bildung und der Diskussion der Verzweigungsgleichungen muB auf
die Originalarbeiten verwiesen werden. Dort findet sich auch Naheres
iiber die hydrodynamische Bedeutung des Problems?3.

Wir miissen uns an dieser Stelle mit der Bemerkung begniigen,
daB man aus Grilnden der Symmetrie stets 7, = 0 setzen kann, und
in dem besonders wichtigen Falle, da8 T+ S auch noch eine durch die
Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebene hat, iiberdies 7, =0
annehmen darf, so daB sich die Integro-Differentialgleichung (142)
entsprechend vereinfachen 14iBt. Aber auch wenn TS nur eine
(auf der Rotationsachse senkrechte) Symmetrieebene hat, 148t sich,
wie E. Holder zeigte, die Zahl der Verzweigungsgleichungen auf
m — 2 reduzieren?s?,

131 Vgl loc. cit. 17 b) S.161—162. Man vergleiche in diesem Zusammen-
hang die eingehenden Untersuchungen von E. Holder, loc. cit. 28 S. 203—225;
®) Uber einige Integralgleichungen aus der Theorie der Gleichgewichtsfiguren
rotierender Fliissigkeiten mit Anwendung auf Stabilitatsbetrachtungen, Sach-
sische Berichte 78 (1926), S. 3—20; f) Beitrige zur mathematischen Theorie der
Gestalt des Erdmondes, ebenda S.21—36. Wir haben auf S. 113 der Einfachheit
halber vorausgesetzt, daB die Fliissigkeit eine von einer stetig gekriimmten Flache
begrenzte Masse bildet. Wir bemerken zum SchluB, daB unsere Entwicklungen
und Ergebnisse sich nur unwesentlich d4ndern, wenn die Fliissigkeit eine Anzahl
getrennte Gebiete erfiillt. (Vgl. loc. cit. 117 a) und b) passim.)

132 Vgl. loc. cit. %8 S. 206—209.
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§ 5. Ein potentialtheoretischer Hilfssatz. Als Vorbereitung fiir
die Entwicklungen der §§ 6 und 7 wird im folgenden ein potential-
theoretischer Hilfssatz betrachtet, den ich vor einigen Jahren angegeben
und seitdem vielfach bei Behandlung verschiedener héherer Randwert-
aufgaben verwendet habe. Mit Riicksicht auf den zur Verfiigung
stehenden Raum werden wir uns damit begniigen, die Grundlinien
des Beweises darzustellen. In allen Einzelheiten durchgefithrte Ent-
wicklungen finden sich in meiner in der FuBnote * genannten Arbeit 32,

Es sei T ein (beschrinktes) Gebiet der Klasse 4 /43, und es
mogen é, n,C in T+ S erkldarte stetige Funktionen bezeichnen, die
stetige, der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen erster Ord-
nung %i—,...,% haben. Der zugehérige Holdersche Exponent soll
hierbei denselben Wert 1 <1 wie der H-Exponent von S haben.
Es sei

waé

(154) 2>

P
i

Durch Vermittelung der Funktionen
(155) i=x+E y=y+94, i=z2+4(

wird, wie man weiB, T -4 S auf einen Bereich T+ S (der Klasse Ah)
umkehrbar eindeutig und stetig (topologisch) abgebildet 3%, wenn der

ag” at |
ox |”" "0z

(TT, konstant), ist. Aus Griinden, die alsbald klar werden, nehmen
wir indessen sogar 2TT < TT, an.

Es sei & eine in T+ S erklirte stetige, der H-Bedingung ge-
niigende Funktion, und es sei

(156) [0 <My, [, <M, O(xy,2)=D(%,9,%).

Hoéchstwert von

hinreichend klein, sagen wir, < TI,

Augenscheinlich erfiillt & in T+ S ebenfalls eine H -Bedingung (mit
dem Exponenten A).

133 Vgl. a.a. 0. S.318—323; s. auch loc. cit. 12?7 S. 81—82. Die im folgenden
gebrauchten Bezeichnungen weichen an einigen wenigen Stellen von den in den
vorgenannten Arbeiten benutzten ab.

134 Das von einer oder von mehreren doppelpunktlosen, einander nicht
treffenden Flichen, deren Gesamtheit S heiBlen soll, begrenzt ist.

13 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Hilfssatze der Potentialtheorie. II.,
Sachs. Ber. 78 (1926), S. 147—212, insbesondere S.148—151. Fiir das Zustande-
kommen einer topologischen Abbildung geniigt es, wenn ¢, 7, £ stetige, dem

absoluten Betrage nach hinreichend kleine partielle Ableitungen erster Ordnung
haben.
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Betrachten wir das Newtonsche Potential einer Volumladung

(57) V(i 5, 2) = [ 2888, (2= G — 49 4 (= P+ G — 1)),
T

Nach bekannten Sitzen der Potentialtheorie hat V in T+ S
stetige partielle Ableitungen erster und stetige, der H-Bedingung
geniigende Ableitungen zweiter Ordnung. Es gilt ferner

o1 lav] av] |av]
158 [V’ 95| 797" a5 | S aMy
(158) 92V o*v|
el rr | S M+ My,
ER4 9%V
(159) | 5% oo l§c4M1—}—csM2 (¢g,...,c5 konstant). %

Es sei jetzt é, ;7,& ein weiteres System wie é, n,C beschaffener
Funktionen, und es sei

aé ot . |0 at
(160) oo |STH | gn e o | ST
Offenbar ist auch
Obere Grenze {’g—sl,, ﬁé; 9¢ e 9 l_<_]-|'
x| 0z ¥ z Mj =
Es sei ferner
0E ¢ 1oé ot _
(95 o | hor — a5 =4
(161) N ) '
0f _of| lof o]
ox ax 1, B I F1 aZ = x‘

und es moge zundchst Ll < LTT <1 TT, sein.
Durch Vermittelung der Funktionen

(162) fextd Gey4h, b—zil

wird T+ S auf einen Bereich der Klasse A%, er heille f‘—l—§, topo-
logisch abgebildet. Das Newtonsche Potential

A
S A A A | RPN
(163) V(x, y,z) =J 70 d'l'l
7
(PP= =)+ @G =9+ (E—2)% 9(,9,2)=9(x1y,2)
erfullt natiirlich Beziehungen, die zu (158) und (159) ganz analog

136 Man vergleiche beispielsweise loc. cit. 2 S. 310—318. Es sei besonders her-
vorgehoben, daB die Werte ¢, ..., ¢, fiir alle durch die Transformationen (155) aus
T 4 S zu gewinnenden Bereiche T + S, d.h. fir alle den Ungleichheiten (154)
geniigenden £, #, & gelten.
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sind. Dariiber hinaus bestehen, wenn wir wie vorhin 21T <TT) und
U < LTI wihlen, wie wir sogleich zeigen werden, Ungleichheiten von
der Form

N av  av] jev  av| |ev oV
alat 132 9% |’ ‘ay oy ‘az o | =ML,
v 9v 9 9
‘822_8502 ’ "8%2_3 2 __(C-M1—|—CSM‘,)L[,
(164) . K '
92V o 9 9 .
‘—8%2 T axr |93 T 9s0 l-§-<69M1+610Me)u

Beweis. Es sei
. xt=x+é+ui(é-—é); yt=y+f’7+ﬁ~(ﬁ-ﬁ),
zt=z—|-é—|—ﬁ(f—é:)

gesetzt Fiir t =0 ist x,= %, y,=9, z,= 2, fir £ =11 aber x,= %,
y, =19, z,=2. Wegen (154) und (161) ist fiir alle £ in dem Inter-
valle (0, $TT,)

0 | P |

(167) !7““_")?’ "532—2[§ 3T, < T,
0 I 9
5;<xt_x)};_""’|ﬁ(zt !lgﬂ

Augenscheinlich wird der Bereich T+ S durch Vermittelung von (166)
auf einen Bereich T, - S, topologisch abgebildet. Fiir £ =0 geht S,

. PN /A L .
137 Wir fassen hierbei F T PR als Funktionen von %, ¥ und 2z
92y otV

auf. Die Beziehung 3T T 530
x

< (6y M, + ¢,y My) Ll besagt dann, ausfiihr-
)

lich geschrieben,

9tV 9 9P 32V
(W‘T)‘(a— ) {é (6o My + c39 My) Ll
(dfy = (g% — )+ (¥ — ) + (2 — 12)?),

wo durch ( ), bzw. ( ), angedeutet wird, daB die KlammergroBen fiir die Werte
2%, oY, oZ bzw. 1%, ;9, ;2 der Argumente zu nehmen sind.
Es leuchtet iibrigens ein, da man rechter Hand d'}' durch d;' oder d"L

(d12 = (& — 1£)* + (o9 — 19)% + (44 — ,£)% ...) ersetzen kann, wenn man Cy

(165)

d d,
und ¢, passend dndert, da —*% und —*2 zwischen zwei festen (positiven) Schran-
d12
ken enthalten sind. (Vgl. L. Lichtenstein, Bemerkung iiber einen Ver-
zerrungssatz bei topologischen Abbildungen in der Hydromechanik, Math. Zeit-
schrift 30 (1929), S.321—324.) Es ist also letzten Endes gleichgiiltig, welches
System von unabhingigen Veranderlichen man den Formeln (164) zugrunde legt.
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in S, fir #=1 in S iber. Wir setzen

ﬁ(x,y,z)zﬁt(xt,yt,zt), Vt=j0t’%dn,
(168) T
(8= (u— )"+ e — )+ (a— )%, dvl =dx/dy!dz]).

Nach bekannten Sitzen ist

v g1 0 (LN gar OV _ (40 (1 i’ aV_
7 7
Der Ausdruck
8(;r vl 2)
(170) P, = fﬁ fﬂ ax, d(xt y‘ z‘,)d'r

hat auch fiir komplexe ¢ mit |¢| < §TT,, falls, wie wir es annehmen
wollen, TT, hinreichend klein ist, eine bestimmte Bedeutung und
stellt eine analytische und regulire Funktion von ¢ dar %,

Ferner gelten, wie man sofort sieht, auch jetzt noch die Be-
ziehungen (167) und, worauf wir an dieser Stelle nicht nidher ein-
gehen konnen, (fir [#] <3TT)) die Ungleichheit

(m) Py <ol My,
die zu der in (158) enthaltenen Ungleichheit
v
bﬂ =M
analog ist und ganz wie jene bewiesen werden kann?®. Es sei I'
der Kreis vom Radius {TT, in der Ebene der komplexen Variablen ¢,

und es sei 6 =3TI, e,
a(xd Y5 25)
(172) —f axd ’d 9(x"y', 2 Tdt

Der Cauchyschen Integralformel gemifB ist fiir alle ¢ mit
| SLU<ITT < LTI, gewi

1 (7 aP,
(173) P‘_% -td6 ot Z:rm (6— t)l
Weiter ist
A . u
av  ov  [op,
(174) 5 T 9 = —dt
0

13 Man vergleiche die Ausfithrungen auf S.114.
139 Vgl. loc. cit. 2 S. 331—337. Dort finden sich analoge Betrachtungen fiir
das Newtonsche Potential einer einfachen Belegung ins einzelne durchgefiihrt.
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Aus (171), (173), (174) folgen nacheinander, da |&|=3TT,
60—t = 1TT, ist, wegen ?Pai <M,

\aaz? _2 Tl el i, 28 _8e{M,
a rro m,

v av| _8clM,

% " or|=m, U=cM Ll

Damit ist die zweite der Ungleichheiten (164) bewiesen. In ganz
analoger Weise werden die Ungleichheiten abgeleitet, die man erhilt,
wenn man x durch y oder z ersetzt. Um unter Verwendung desselben
°v 9V
0z~ 9x®
ausgehen. Dieser stellt, wie sich

Gedankenganges die Abschitzung (164) fiir zu gewinnen,

wird man von dem -Ausdruck T’

zeigen 14Bt, eine fiir alle ¢# mit |#] < 3TT; analytische und regulére
Funktion von ¢ dar. Ferner ist

(175) | M, —+ ¢} M.

Der Beweis dieser Ungleichheit wird durch eine sinngemiBe Uber-
tragung der im Reellen iiblichen Uberlegungen erbracht.

Eine Weiterverfolgung des angedeuteten Gedankenganges fiihrt
zu den in der letzten Zeile von (164) zusammengestellten Ungleichheits-
beziehungen.

Wir haben vorhin Ul <1TT angenommen. Diese Einschrinkung
kann man jetzt fallen lassen®. Wir fithren zu diesem Ende die
durch die Gleichungen

~ . 1,2 . ~ . 1 .. .

Bo=ditpE—8), J=y+gp@O—0,  H=it+g s -8

~ . 1,2 : ~ . 1 /. . ~ .
x%=x+7(§— £), yy=yty (—1)..; Fy=4 +Z(5_5)""
erklarten topologischen Abbildungen ein und bezeichnen die zugehoérigen
Volumpotentiale mit Vi’ Vl, V% Wegen (154 ) und (160) ist Ll < 2TT.

Fiar V% und V; V1 und Vi‘ Vs und V% endlich fir V und V% gelten,

da hier allemal d1e Schranke 1J_l in Frage kommt, gewiB die zu (164)
analogen Ungleichheiten. Wir finden darum beispielsweise

20 9% - R 0217 azvi otV
0%®  9x? ;= |0& + -+ 9
§4<09M1+C1OM2)T:<09M1+C10M2A)“-

140 Vgl. die analogen Betrachtungen auf S.13.
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Es sei zum SchluB bemerkt, daB wir uns des Durchganges durch
das Komplexe und der Cauchyschen Integralformel in dhnlicher Weise
schon frither wiederholt (S. 117ff.) zur Ableitung von wichtigen reelle
GroBen betreffenden Ungleichheiten bedient haben 42,

Wir haben bisher angenommen, daB in den korrespondierenden
Punkten der Gebiete 7" und 7 die Dichte allemal denselben Wert
hat. Es moge jetzt ¥, eine weitere in T erklirte, der H-Bedingung
geniigende Funktion bezeichnen, und es sei

(1741) gﬁ*_ﬁing 'ﬁ*_ﬁlléN‘.’,‘

Wir setzen

A

B, (5.5 = 0, (x,9,2), A&&s—f bLav

Den eingangs erwahnten fundamentalen Hllfssatzen (vgl. S. 123)
zufolge ist

0 o o 0 o o
o (=) e (o= V)| Seu e Ny,
02 82 A
[W(V* 622(V*—V)L§013N—|—0 N

Hieraus und aus den Ungleichheiten (164) folgen die weiteren
Beziehungen

v, 9%V v, 9
( ”) 6;?2*— EFE ’i 332*— 0z2 _g(C7M1+CSM2)M+CJ1N1+012N2
174 . .

2%V, otV 0%V,

“a;ﬂ*_‘m 1"""3—3: 10M2)Ll—l—cl3N]+cMN2.

§ 6. Ein System nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen
in der Dynamik vollkommen inkohdrenter gravitierender Medien.
Es sei T,+ S, ein von einem ,,vollkommen inkohirenten* Medium
der chhte Yo = to(a,b,c) erfilllter beschrankter Bereich der Klasse
Ah im Raume der Variablen 4,b,c. Die einzelnen Teilchen des Me-
diums -sind durch Gravitaﬁonskréifte aneinander gekniipft, kénnen
sich aber, unbehindert durch die Nachbarteilchen, nach allen Rich-
tungen frei bewegen und iiben keinerlei Spannkrifte aufeinander aus.
Es sei weiter

(175') x==x(ab,c,t), y=vy(ab,ct), z=2z(ab,c,t)
ein System fiir alle (a,b,¢) in T, S, und alle ¢ in einem Intervall

141 Ich habe dieses Verfahren zuerst in der in der FuBnote 127 genannten Ab-
handlung zur Ableitung der Ungleichheiten (164), sowie der analogen Beziehungen
in der Theorie des Potentials einer einfachen und einer doppelten Flichenbelegung
verwendet.

142 Vgl. die Bemerkungen der FuBnote 136,
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(0,1), kiirzer in dem vierdimensionalen Zylinderkérper {T,+4-S; (0, 1)},
erklarter Funktionen, die folgende Eigenschaften haben.

1. Sie sind stetig und haben in ihrem ganzen Definitionsbereich
{T,+ Sy €0,t)} stetige, der H-Bedingung geniigende partielle Ab-
leitungen in bezug auf die Ortsveranderlichen,

dx dx 0x_ 0y 07 143

\
(176) 5—“‘,%,—8—0, 5—;,,&

2. Sie haben in {T,4 S,; (0,1)} stetige Ableitungen
_dx _dy dz du _ d%x dv dw_Ou 0w 0 du 0 du 0 dw
=T YT T @ A a0 94 9 dadi b ai’ v e di

Die Ableitungen von dem Typus % und %Z—? erfiillen eine H -Be-

dingung mit dem Exponenten 4.
3. Es gilt
d(x.v,2)
(178) a((a =% >0.
4. Durch Vermittelung der Funktionen (175) wird der Bereich
T,+4 S, auf einen Bereich T - S, notwendigerweise der Klasse 44,
topologisch abgebildet 1*4,

5. Es gilt
(179) «x(a,b,c,0)=a, y(a,bc,0)=>b, z(abc0)=c.

Die Funktionen (175") definieren nunmehr eine ,Bewegung® unseres
Mediums. Dem Punkte (x,y,z) in T+ S wird hierbei der Wert

0(x v, 2)

(180) B=Po' 3 (a0 o)

der Dichte zugeordnet. Die zusammengehorlgen Teilbereiche (etwa der
Klasse A%) in T,+S, und T4 S fassen alsdann, wie man weiB,
allemal gleiche Massen. Die Gleichung (180) ist die Kontinuitéts-
gleichung. Geniigt, wie wir annehmen wollen, u, einer H-Bedingung
mit dem Exponenten A, so gilt fiir u augenscheinlich das gleiche.
Da die einzelnen Krifte, die auf das Teilchen (x,y,z) wirken,
Gravitationskrifte sind, so gelten die Bewegungsgleichungen

atv [ ,0 1\, , day [ ,0 —
(181) W—"fﬂ 37(7)‘“’ qE ‘u6y< ‘“’ ,m 82
T T

(dr'=dx'dy’dz', r*=(x—x")24(y—v")? +(z—z )%,
% = GauBsche Gravitationskonstante).
143 Der Holdersche Exponent A hat denselben Wert wie der H-Exponent

von S,.
144 Der zugehorige Holdersche Exponent hat den Wert A.
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Wir beweisen, daf es fiir hinreichend kleinet gewif} ein, aber auch nur
ein System die Bedingungen 1. bis 5. erfiillender Funktionen x (a,b,c,t),
y(a,b,c,t), z(a,b,c,t) gibt, die diberdies folgende Eigenschafien haben.
Sie gendigen den Gleichungen (181) und erfiillen die Anfangsbedingungen

dx ay dz

(182) 'E?‘—_—-Mfo, 71‘:'00, d—t=w0 fd?’ t=0,

unter wy=muy(a,b,c), vo=1vy(a,b,c), wy=w,(a,b,c) in T+ S,
erklivte stetige Funktionen, die daselbst stetige, der H-Bedingung (mit
dem Exponenien 1) geniigende Ableitungen erster Ordnung haben, ver-
standen*. Dies besagt augenscheinlich, daf sich die Bewegung un-
seres Mediums innerhalb eines hinreichend kurzen Zeitintervalls (0,t)
mathematisch verfolgen 14Bt.

Aus (181), (179) und (182) folgt unmittelbar

x—a~—uot+xfdtfdt f,u d‘L’,

. , 0 /1 ’
(183) y—b~v0t+xfdt2fdt]ify 8—y(7> dt
0 0

t 12
2—c=wyt -+ xfdt“'fdtlfl’"%(%) at’
0 0 T

Diese Beziehungen stellen ein System von Integro-Differential-
gleichungen dar. Sie sind den Integro-Differentialgleichungen (181)
nebst Anfangsbedingungen (179) und (182) vollkommen Aquivalent.
Wegen (180) kann man iibrigens fiir (183) auch setzen

x~a——u0t~i—xfdt fdt f,u dzg,

(184) drj=da’'db’ dc’,

y—b=v t-{—xfdtfdtf,u()a dro,...

und diese Gleichungen gestatten eine Umformung nach Art der in
§ 3 dieses Kapitels durchgefithrten. Wir setzen

x,=a-t+h(x—a), y,=b-+h(y—0>), z,=c+h(z—c),
m=Em—%)"+0m—n)"+E@—u)
Fir =1 ist augenscheinlich

X,=%, Y,=7v #,=z, darum auch 7,=v.

145 Auch die Forderung 5. ist natiirlich als eine Anfangsbedingung aufzufassen.
Lichtenstein, Integralgleichungen. 9
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Wie man leicht sieht, ist, sofern
; dx 1 o ‘ “ 8x| ?_y
9a \Bb e Frak

hinreichend klein sind““, der Ausdruck
, 0 /1
Juisz(H)
T,

eine in dem Gebiete || < 4™ (h*>1) regulére, fiir alle A mit |A] <"
stetige Funktion von 4. Es gilt

a n n
fﬂ60x< L) ary = WO WP WOR

’Bz 1’

0

mit (n) or 1 0 1
W2 Jud | (570 ) 78
’.l'lu On\dx, 7v,) Juy

darum fir 2=1

[7] n
(185) f,an ( )drO_W‘°>+W‘1>+ WL
T,
Insbesondere ist

(186) W= f whgr (3)dTs, 7= (0= a) (0= b))

o

und, wie man ohne Miihe findet, in naheliegender Schreibweise

(187) W(l)—fﬂod'ro (' —a")—(x—a))
3<a u)Z’(a a)((x’—-—a’)—(x—a))]

Wir kehren zu den Bemehungen (183) zuriick. Wie sich alsbald
zeigen wird, bestehen auch diesmal Ungleichheiten, die zu den Un-
gleichheiten (8) und (11) des ersten Kapitels analog sind. Die Glei-
chungen (183) lassen sich darum durch sukzessive Approximationen
auflosen.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen. Es sei

ox 0x | 19z ||| 10z |
; eeey 3T T S UA T seees 1A éd}
(188) e tllaer e T el (g, S
01 <t, tLR,, (d konstant, d <D)
gesetzt. Aus (180) folgt leicht wegen 3. und (188)
(189) Sy, [piZoy,

unter o, und o, Konstante verstanden. wie spiter unter o, a,....

146 Etwa < b, unter d eine nur von T, + S, abhingige GroBe verstanden.
Vgl. die Ausfuhrungen auf S.114. Wir denken uns iibrigens d so klein gewihlt,
dag 2% y AP

a(a, )=q0 gilt, womit die Forderung 3. erfiillt ist.
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Es sei %,y,2 ein ganz wie %, y,2z beschaffenes System in T, S,
erkldarter Funktionen, und es moge

ok Fr3 0r | 19| 0|
asoy  loa Ml lEEl e G G a0 2
. 0 ] a
obere GrenzeHa%(x—x) , %(x—x)s, \;%—(z——z) ;
' a N ) _
LRI
sein. Wir setzen
NCACH D)
(191) B=1o Fab )
Wie sich leicht zeigen l4Bt, ist
(192) = pl = S0 0.

Den in § 5 entwickelten potentialtheoretischen Hilfssdtzen !*? zufolge
ist, wenn wir zur Abkiirzung

(193) ¥, = xﬁu’% (%) v, V,= xf,u’% <%> dt’', VY, = xj‘u'b%— (%) dv’,
T 7 T

009 =l (3, e (a0 =it % (1) ai
T

T 7
setzen, sofern, wie angenommen werden soll, d hinreichend klein ist,

|T1“T1]’ IT‘.’——T‘.}[’ ‘?’3-—?’31;

U95) |ow, _ow,|  |ow, _ow,| |ow, o o, _ | o
o —ar || ar e | ar T a0 Yy T e =
und wegen (188) und (190), wie man sich ohne Miihe tiberzeugt,
oY, oY, low, o%,| |ow, 0%, 0¥, 0%,

(196) |50 =%l |Fe = 5 | 5e = el e — B2 ST

Nun aber zuriick zu den Gleichungen (183). Wir schreiben diese
in der Form

12 129
¥ — a=uyt —}—fdt,zf!l’l(x, y,2) dty,
0 0
12 123
(197) y—b=u,t +fdt2f¥’2(x, y,2) dty,
5 %0

t ty
z—c=w0t—|—6fdt2(‘)f!{’3(x,y,z)dtl

147 Es handelt sich um den SchluBsatz des § 5.
g%
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und leiten durch Differentiation die weiteren Beziehungen

darum gewif3

(200) I— x—a)(_{ t—!—lfdtf Y. (%92 dtl‘il,....

Wir fassen (197), (198), (199) als 21 Gleichungen zur Bestimmung von
ebensoviel Unbekannten x —a, y—b, 2 —c; aa (x—a),...,a—c(z—c);
;E—(z —c) )
x—a=uit+5 {xy2t) y—b=uvt4E{xy,21t}...,

5e (8 — @)= Gt B (ny, 51,

d
u" +6 B {x,9,2 t}

auf 8 und schreiben zur Abkiirzung

}a—a(x—a)!l,...,

(201) [ai (x — a) |1

ferner
? || 9| o -
%(x_d)lzéla—“'xt+ [a—a._l{x,y,z,t} .
Dem zu Beginn des § 5 angegebenen, in den Formeln (158), (159)
zum Ausdruck gebrachten Hilfssatz zufolge, ist fiir alle (188) er-

filllenden ¥ — a, vy — b, 2 — ¢ gewil}

149

0w, | |9%,| |0W,|. |0¥,| |0¥.| |9%, 150
(202) [TJ ) !‘a—'al ] —07 b ‘ dc |’ a—a ).’ }—b ).’ TC— l=“6:
darum
g1 125 |98 1928198 dg| |9 g 2
(208) 15,15 |55 Ba) (55510 a0 50 |gaSa|y a5 5l lac Bal St

148 Man vergleiche S.97, wo sich ahnliche Betrachtungen finden.
119 Augenscheinlich sind mit &), &, &; die Glieder zweiter Ordnung in

(197) bezeichnet.
150 Man beachte die Beziehungen (189).
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Analoge Ungleichheiten gelten fiir die Glieder zweiter Ordnung
auf der rechten Seite der iibrigen Gleichungen (197) bis (199) sowie
der Beziehungen (200). Sie entsprechen den Ungleichheiten (8) des
ersten Kapitels.

Aus (195), (196) und (188) folgt weiter, wenn wir £, <1 annehmen,

— — ce e | 6 — 8 — . e
(204) |5, {x 9,2t} — 5 {%, 921t} !a—ual{x,y,z,t}—a—a.:l{x,y,z,t} e,
ad

| 0 = - . . |
}a—cal{x,y,z,t}—é?al{x,y,z,t}

0 = 0 = (- . .
%al{x,y,z,t}—a—aal{x,y,z,t}

’

yee
A

§“7936§“7Q16'

Analoge Ungleichheiten erhalt man, wenn man £, durch Z| oder &,
ersetzt. Sie entsprechen den Ungleichheiten (11) des ersten Kapitels.
Damit ist die Konvergenz der sukzessiven Approximationen fiir hin-
reichend kleine Werte von £,, d. h. von t gesichert. Zugleich auch
die Unitdt der Lgsung®®.

§ 7. Ein System nichtlinearer Integro-Differentialgleichungen
in der Hydrodynamik homogener, inkompressibler, reibungsloser
Fliissigkeiten. Es sei 7, ein von einer (geschlossenen) Fliche der
Klasse A% begrenztes Gebiet im Raume der Variablen 4, b, ¢, und es
mogen &,, 1y, §, drei in T+ S, erklirte stetige, der H-Bedingung
geniigende Funktionen bezeichnen. Wir versuchen im folgenden drei
fir alle @, b, ¢ in T,4 S, und alle ¢ in einem hinreichend kleinen
Intervall (0, t), kiirzer in {T,+ S; (0, t)}, erkldrte stetige Funktionen
(2056) x=x(ab,ct), y=vy(abct), z=2z(ab,ct)
zu bestimmen, die folgende Eigenschaften haben.

1. Sie haben in ihrem Definitionsbereich stetige, der H-Bedingung
geniigende partielle Ableitungen

o0x 9dx 0x 0y 07 15
da’ 0b’ dc’ da’ "’ Oc’

2. Durch Vermittelung der Funktionen (205) wird der Bereich
T,+ S, auf einen Bereich T+ S im Raume x-y-z topologisch ab-
gebildet. Dies ist, wie wir wissen, gewiB der Fall, wenn, wie wir an-

nehmen wollen,
| 0% | |9z }
a T ae

11 Man vergleiche zu den vorstehenden Ausfithrungen die Entwicklungen
meiner Arbeit, Uber einen Einwand gegen das Newtonsche Attraktionsgesetz.
Ein Problem der Dynamik vollkommen inkohirenter gravitierender Medien,
Math. Zeitschr. 27 (1928), S.607—622. Dort handelt es sich um die Bewegung
eines den Gesamtraum erfiillenden vollkommen inkohirenten gravitierenden Me-
diums. Der Konvergenzbeweis ist dementsprechend etwas einfacher.

12 Der Holdersche Exponent hat denselben Wert wie der H-Exponent
von S,.

ox |
b

3 b

1 dz
[ o2
s e 1

(206) £ = obere Grenze H gg— —1
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hinreichend klein, etwa 2 < Q,, ist. Die Jacobische Determinante

Z—(% ist hierbei gewil > g, > 0 *°®, was zur Folge hat, daB der Be-

reich T+ S ebenfalls der Klasse Ak angehort 174,

3. Die Funktionen x(a,b,¢,t), y(a,b,¢,t), z(a,b,c,¢) erfiillen die
Integro-Differentialgleichungen

t
(207) y—b+fdt [;z ’+2nazf £ v

z=c—|—fdt —ﬂa_‘f gdv —2—,,7; n'dr }

(=@ =2+ (y —y)+ (2 —2'), dv' =dx'dy’d7’);

ox ox ox
§=%a %t gt 50 %
dy dy dy
(208) N="%. & a6 Mo T 53¢ Cos

0z 0z 0z
=778+ 55m+ 5 %-

Aus (207) folgt nach bekannten Sitzen (vgl. die Ausfithrungen zu
Beginn des § 5, insbesondere die Formeln (158) und (159)), daB

_daxr 1 a8 (1 ,., 108 (l,,, 4y _ _ dz

_ﬁ_”%WIT" d”f‘%?ﬁf?C dv', v=p, W=
T T

iiberall stetig sind und sowohl in 74 S als auch in dem AufBen-

gebiete der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen %, Z—ij}

haben.

Die Gleichungen (207), (208) entspringen einem bestimmten Problem
der Dynamik ideeller, inkompressibler, homogener Fliissigkeiten, die
den Gesamtraum liickenlos erfiillen und sich unter der Wirkung
konservativer Krifte bewegen. Man nimmt diesmal spezieller an, daB

153 Sie erweist sich spiter bei der hydrodynamischen Interpretation des
Problems als = 1.

154 Die Holderschen Exponenten von S und S, haben beilaufig den gleichen
Wert



Hydrodynamik homogener, inkompressibler, reibungsloser Fliissigkeiten. 135

S, dem topologischen Typus einer Torusfliche angehort. Wie iiblich
bezeichnen nunmehr «, b, ¢ kartesische Koordinaten eines Fliissigkeits-
teilchens zur Zeit #,= 0, «x,y,z seine Koordinaten zur Zeit ¢;
&y, My, o sind die Wirbelkomponenten zur Zeit ¢,=0, & %,{ die-
jenigen zur Zeit ¢, so dal, unter u,, v, w, bzw. u,v,w die Kompo-
nenten der Geschwindigkeit zur Zeit {;=0 bzw. ¢ verstanden, die
Beziehungen

0w, 0dv, _ Ouy  dw, __ 0y, duy
I O
09
( ) ow ov __ Ou ow dv ou

_ow_9v 45 __ 9" —9v__ 9%
2= dy 9z =M 0z ox’ 2¢ dx oy

bestehen. Wir nehmen an, daBl zur Zeit ¢, das Geschwindigkeitsfeld
aulerhalb von T, wirbellos ist, & =n,={,=0, wihrend in T
demgegeniiber &5 -+, -+ o + 0 gilt.

Die Geschwindigkeitskomponenten #,,v,,w, sind iiberall stetig,
stellen in dem AuBengebiet regulire Potentialfunktionen dar und
haben, wie weiter vorausgesetzt werden soll, in T, S, stetige, der
H-Bedingung '®* geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung
9wy 9wy 155
da’ """ 0dc”
Funktionen von a, b, ¢ aufgefaBt, fiir alle in Betracht kommenden ¢
sowohl in Tj+ S, als auch in dem AuBengebiete stetige, der H-Be-

dingung geniigende Ableitungen erster Ordnung g—% %z; haben.

Aus 1. folgt alsdann, daBl #,v,w in T + S stetige, der H-Bedin-
9w haben.

.y —8?

Durch jeden Punkt in T, S, geht mindestens eine Wirbellinie !5,
Wir nehmen an, daB man mindestens ein zweiparametriges System
sich schlieBender Wirbellinien angeben kann, das T,+ S, einfach

Des weiteren wird angenommen, daB} #, v, w, als

gung '®? geniigende Ableitungen 3‘1;, ..

0u, 0w,
da’ "7 dc
lungsweise stetig. Sie sind in dem ganzen AuBengebiete, mit EinschluB des
Randes stetig (und erfiillen auch dort eine H - Bedingung), erleiden jedoch beim
Durchgang durch S, im allgemeinen sprungweise Anderungen. Im Unendlichen
ou owy . __

; a—a", 6_00 wie R,

188 Wird wie vorhin beziiglich der Funktionen &, 7, {, lediglich vorausgesetzt,
daB sie der H-Bedingung geniigen, so geht nicht notwendig durch jeden Punkt
in Ty nur eine Wirbellinie, d. h. eine Lésung des Differentialsystems

15 In dem Gesamtraume der Variablen a-b-¢ sind

verhalten sich v, Vg, Wy Wie Ro—2

d“;db:‘u:Eo"]o:Co

hindurch. Eindeutigkeit der Losung ist demgegeniiber gewahrleistet, wenn bei-
spielsweise &, 7, {, stetige Ableitungen erster Ordnung haben.
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und liickenlos ausfiillt. Insbesondere soll S, aus lauter Wirbellinien
bestehen.

Nach bekannten Sitzen ist das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit ¢
auBerhalb von T wirbelfrei. Ferner ist

1 0 ,
W=—5.5; ) 1T +273_ny
T

(210) V= 2n0xf {'dv +2 6z[ £dv,

. [N IETT
w=- 29103/{ £dv +2naxf n'dv. e

Die Formeln (207) sind eine unmittelbare Folge dieser Beziehungen.
Die Gleichungen (208) sind die fundamentalen Cauchyschen Relatio-
nen, welche die Wirbelkomponenten &,#,{ zur Zeit ¢ mit denjenigen
zur Zeit {,=0 verbinden. Bekanntlich ist das Bild jeder Wirbellinie
im Raume x-y-z wieder eine Wirbellinie. Insbesondere besteht S
aus lauter (geschlossenen) Wirbellinien 5.

Wir bezeichnen zur Abkiirzung die Klammerausdriicke in (207)
rechter Hand mit ¥, (%, v, 2,¢), ¥, (%, 9,2, t), ¥, (%, v, 2, ¢) und schreiben

157 Bei der Ableitung der Formeln (210) wird in der Regel vorausgesetzt,

9¢ o¢

daB &, 7, ¢ stetige, der Bedingung 6_+ 7y + P

erster Ordnung haben. Im vorliegenden Falle brauchen die fraglichen Ableitungen

nicht notwendig zu existieren. Doch bietet ein Beweis der Formeln (210) keinerlei

ernstliche Schwierigkeiten. Man vergleiche die Bemerkungen der FuBnote 12

meiner Arbeit, Uber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik, Vierte Ab-

handlung. Stetigkeitssatze. Eine Begriindung der Helmholtz- Kirchhoffschen
Theorie geradliniger Wirbelfaden, Math. Zeitschr. 32 (1930), S. 608—640.

Es ist zu beachten, daB die Galtigkeit der Formeln (210) gewisse Voraus-
setzungen iiber das Verhalten von u,v, w in dem AuBengebiete von T, ins-
besondere im Unendlichen zur Bedingung hat. Es geniigt beispielsweise anzu-
nehmen, dafl #, v, w in dem Gesamtraume der Variablen , y, z stetig sind, so-
wohl in T4 S als auch in dem AuBengebiete, der Rand eingeschlossen, stetige,
der H-Bedingung geniigende Ableitungen erster Ordnung haben und daB im

du dw

Unendlichen #, v, w sich wie R~%; —— .., — wie R~? verhalten.
ox’ " 0z

158 Man vergleiche beispielsweise meine ,,Grundlagen der Hydromechanik*,
Berlin 1929, S. 382—414, insbesondere S. 394—398.

Die Entwicklungen dieses Paragraphen reproduzieren in vereinfachter Form
die Ausfilhrungen meiner Abhandlung, Uber einige Existenzprobleme der Hydro-
dynamik homogener, unzusammendriickbarer, reibungsloser Fliissigkeiten und
die Helmholtzschen Wirbelsatze, Math. Zeitschr. 28 (1925), S.89—154, ins-
besondere S. 93—116.

=0 geniigende Ableitungen
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die Integro-Differentialgleichungen (207) in der Form

4 t
xaazfllfl(x,y,z,t)dt, y—b=f!l’2(x,y,z,t)dt,
(211) 0 ; 0
z—c=[W,(xy,21t)dt. 1>

0

Durch Differentiation findet man die weiteren Beziehungen

4
7] 7]
%(x-—a)=fa—a¥’1(x,y,z,t)dt, e
(212) ’,

(z—c¢) =f;—c V. (%,v,21t)dt.

0

SN

ol

Ferner ist augenscheinlich

t
) i 0
l%(x—a) 1.1: fb—aTl(x,y,z,t)dtL, e,
0

(213)

I | 9 |
I%(z —c)§l= 5;?’3(x,y,z,t)dt; .
i ' ht l
Wir fassen diese 21 Relationen als ebensoviel Gleichungen zur Be-
stimmung von (¥ —a), (y —b), (2 —¢), aia(x —a), ..., ; ;—6 (z—c) iz
auf. Sie lassen sich, wie wir sogleich sehen werden, fiir hinreichend
kleine Werte von ¢ durch sukzessive Approximationen auflésen.

Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen 148t, verhalten sich
VY, %, ¥, dhnlich wie die in §6 ebenso bezeichneten Funktionen
und erfiillen insbesondere Ungleichheiten, die zu (195) und (196)
ganz analog sind.

In der Tat, seien x(a,b,c,t), y(a,b,c,t), #(a,b,c,t) Funktionen
die in {T,4- S,;(0,t)} erklirt sind und sich ganz wie die Funktionen
x(a,b,c,t), y(ab ct), z(ab,c,t) verhalten. Insbesondere ist
0 95 KE 3

i 0%
(214) |52—1) (5 Ge =1 a_a;"-’!%lég'
Es sei weiter
7} N 0 . | a .
(215) l%(x——x)%, %(x—x)’,...,m(z_z) ;
9 : |9 N
ax—2) | gor— )| <0, 020,

159 Den weiteren Entwicklungen liegen die allgemeinen eingangs gemachten
Annahmen und nicht etwa nur die speziellen Voraussetzungen des hydrodyna-
mischen Problems zugrunde.
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Aus (208) und den hierzu analogen Gleichungen fiir é, 1'7,&",

0 0% 0%
E=%§0—|—%%+ECO,
(216) = 00y Dy

Z Z z
C :5;&-0—*—5[;1]0_*_5250’ 160
folgt vor allem wegen (215), wie sich leicht zeigen 148t,

(217) =& [0 —Ch =&l 10— <0
(B, konstant).

Wie in §6 finden wir auf Grund der in §5 entwickelten Hilfs-
sitze (vgl. insbesondere die Formeln (174”)), sofern, wie wir an-
nehmen wollen, £ hinreichend klein ist, etwa 2 <Q*<Q,, die
Ungleichheitsbeziehungen
AL ARE A AN A SRS XY
0¥, 3?{’ [ 0¥, 0‘1’ ‘

(218) LR AL A AETYY
v _ow| o Ws\
ox g% 9z 163

Hierin bezeichnen ?i’l, ‘f’e, Ts Ausdriicke, die sich aus ¥, ¥,, ¥,
ergeben, wenn man x,y,z durch x,v,2 ersetzt; B,,f,,0; sind Kon-

stante, wie spiter B,,8;,.... Aus (218) folgt ohne Miihe wegen 1.
‘ aav oW, | o, 0¥, !
(219) " = aa || 7oc a0 |
(0¥, 0¥, | (0¥, 9%
l da da 1’ ’l dc dc }lgﬂ’ia

Es sei schlieBlich

t

fol’l(x, y,2,t)dt = E {x,y,%,1},

I

¢
(220) JTg(x,y,z,t)dt Z,{%,y,21},

—
-

E{x,y,2,1)

t
fTs (x,v,2,¢t)dt
0

gesetzt. Dem zu Beginn des § 5 angegebenen, in den Formeln (158),
(159) zum Ausdruck gebrachten Hilfssatz zufolge ist fiir alle (206)

160 Die Wirbelkomponenten 3 1’7,4.‘ sind mit den in §5 ebenso bezeichneten
Funktionen natiirlich nicht zu verwechseln.
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mit Q < Q% erfilllenden x —a, y — b, z — ¢ gewiB

A asp 0P| (0%,
T | 2 ae e 26

(221) [¥5;

’ b

00"| 2

somit, wenn 0 <¢<t, t <0, angenommen wird,

|0 o 0 |
z

! |
1l»*--: lﬁ"zshgﬁr)g

(222) |

Diese Ungleichheit entspricht der mafgebenden Ungleichheit (8)
des ersten Kapitels. An der bezeichneten Stelle wird aus (8) gefol-
gert, daB fiir hinreichend kleine Werte von Max |v(x)' die Annahe-
rungen ,C(x) (k=1,2,...) gleichmiBig beschrinkt sind. Aus (211),
(220) und (222) folgt dementsprechend, wenn wir mit «x,,y,,z, die
n-ten Approximationen bezeichnen, daB

‘(223) A[xn—al’[yn n Ci
| !
7= ) s o5, —0)| 0%
gilt, sobald
Q*
(228) 0,
Bs

angenommen wird.
Wegen (218) und (219) ist weiter
oo\ | = = Lo o = A0 =
(225) |E,—E,|,..; W(:ral);,...,i—(ul_ul)‘ .<B,00,.

|

Diese Ungleichheiten entsprechen den Ungleichheiten (11) des ersten
Kapitels. Damit ist fir alle £ in (0,1), t £ Q,, 2, <.Q < A die

5
Konvergenz des Verfahrens der sukzessiven Anniherungen und die

Unitat der Losung gesichert.

Es ist einleuchtend, daB, wenn man
(226) x—a-——nlglgo(xn—a) —b—nlgtgo(y —b), z—c=n121<1>0(zn——c)
setzt, die in {T0 + Sy; €0,1)} erklirten Funktionen ¥ —a, y —b, z —c¢

daselbst stetige, der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen
ox 0z

erster Ordnung ——-, ..., =~ haben und die Integro-Differential-
gleichungen (207), (208) befriedigen. Aus (207) folgt augenschein-
lich, daB in {T,+ S,; (0,1)} auch noch stetige, die Beziehungen (210)

dy dz
“oar TV ar
Beginn des § 5 vorgetragenen Sitzen der Potentialtheorie zufolge
haben %, v, w, als Funktionen von x, ¥, z in T+ S aufgefaBt, stetige,

der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen g—:, e, %

erfilllende Ableitungen —Zi = w existieren. Den zu
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Durch die Gleichungen (207), (208), (210) werden iibrigens x, v, z;
, v, w fir alle (a, b, ¢) definiert. In dem speziellen, vorhin betrach-
teten Problem der Hydrodynamik sind hierdurch die Bahnen aller
Flussigkeitsteilchen sowie das Geschwindigkeitsfeld in dem Gesamt-
raum der Variablen x, y, z bestimmt. Wie man leicht feststellt, ver-
halten sich #, v, w bzw. Z—Z, . %Z; im Unendlichen tatsdchlich wie
R™® und R

Der Ubergang von den Formeln (207), (208), (210) zu den
Euler-Lagrangeschen Gleichungen der Hydrodynamik erfordert noch
einige weitergehende Uberlegungen 6%,

In dem Vorstehenden (§§ 1 bis 6) sind einige Integro-Differential-
gleichungen und Systeme von Integro-Differentialgleichungen be-
handelt worden, die sich nicht oder nicht in einfacher Weise auf
Integralgleichungen von der im ersten Kapitel betrachteten Gestalt
zuriickfithren lassen. Zahlreiche weitere Probleme der mathematischen
Physik und der Himmelsmechanik fithren auf Integro-Differential-
gleichungen von einem #hnlichen oder verwandten Charakter. Mit
Riicksicht auf den beschrankten zur Verfiigung stehenden Raum
miissen wir uns mit dieser Bemerknng begniigen und im {ibrigen auf
die Originalabhandlungen verweisen *%2.

161 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Existenzprobleme der Hydrodynamik.
Zweite Abhandlung. Nichthomogene, unzusammendriickbare, reibungslose Fliissig-
keiten, Math. Zeitschr. 26 (1927), S.196—323, insbesondere S. 262—269.

162 Vgl., auBBer meiner in der FuBnote 5 genannten Arbeit, noch die folgenden
Abhandlungen derselben Serie, Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmels-
koérper. Erste Abhandlung. Die Laplacesche Theorie der Gestalt des Erdmondes,
Math. Zeitschr. 10 (1921), S.130—159; Zweite Abhandlung. Eine aus zwei ge-
trennten Massen bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeit, ebenda
12 (1922), S.201—218; Dritte Abhandlung. Ringférmige Gleichgewichtsfiguren
ohne Zentralkorper, ebenda 13 (1922), S.82—118; Fiinfte Abhandlung. Neue
Beitrage zur Maxwellschen Theorie der Saturnringe, Festschrift fiir Hugo v. See-
liger, Berlin 1924, S.200—227. Man vergleiche weiter E. Holder, loc. cit. 28,
insbesondere S.225—257. Hier handelt es sich um periodische Losungen im
n-Korperproblem. S. ferner V. Garten, Untersuchungen iiber die Gestalt der
Himmelskoérper. Rochesche Satelliten und ringférmige Gleichgewichtsfiguren rotie-
render Fliissigkeiten mit Zentralkorper. (Erscheint voraussichtlich in der Math.
Zeitschrift Ende 1931 oder Anfang 1932.)



Viertes Kapitel.

Nichtlineare Integralgleichungen im groflen.

§ 1. Existenz eines Eigenwertes. Es seien K N 1,...,8”)
(n=1,2,...) reelle, stetige, fiir alle Werte ihrer Argumente in dem
Intervalle (0, #) erklirte symmetrische Funktionen, die so beschaffen
sind, daB die unendliche Reihe

1

(1) 12’7 )n<Maxf fK S, 8y, .. .,sn)dsl...ds”f

n
konvergiert. Diese Bedingung ist gewiB erfillt, wenn beispielsweise
die Reihe 2( >Max]K )84, .-+, S,)| konvergiert.
Augenscheinlich folgt aus (1), da auch die Reihe

7T

(2) 2( > (f S K (s, Spe1) 45 ~--d5n+1>%

0

konvergiert. Bezeichnet ¢(s) irgendeine in (0,n) erklirte stetige

Funktion mit
T

(3) Jor(s)ds =3,

so konvergiert die Reihe
1...00 n n

(4) 2 OfK (8,83 --,8,) @(8;) . @(s,) dsy ... ds,,
n

unbedingt und gleichmidBig. In der Tat ist der Schwarzschen
Ungleichheit'%® zufolge, wenn wir zur Vereinfachung ¢(s,)=g¢,,

183 Diese besagt, angewandt auf Integrale, bekanntlich folgendes. Sind
f1(s) und f, (s) zwei in (0, &) erklarte reelle stetige (oder auch nur quadratisch
integrierbare) Funktionen, so ist

(jflfzd‘s)géfffdsffegds.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir f;=cf, (¢ konstant).
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®(Sy) = @,, ... setzen,
(fKn(s,sl,. S, @, dsl> %J‘K:dsl,

..............................

(f : .J‘anpl @ dsy ... dsn> < <%>nffK:dsl ds,,.

Wir betrachten jetzt die wichtlineare Integralgleichung

1...00 -
(6) ltp(s):Z Of---JKn(sJ31»---»%)‘P(%)w?’(sn)d51---d3n

und beweisen, daf sie fiir mindestens einen Wert des Parameters eine
nicht identisch verschwindende Losung hat. Der Eigenwert kann auch
gleich Null sein*64.

In Verallgemeinerung eines vor lidngerer Zeit angegebenen Ver-
fahrens fithren wir unser Problem auf das folgende Existenzproblem
der Variationsrechnung zuriick.

Unter allen in (0, ) stetigen Funktionen @ (s), die so beschaffen
sind, daf

(7) for(s)as=3

gilt, sind diejenigen zu bestimmen, die dem Funktional

(8) Ufp}= .7%f...fKn_l(sl,...,s”)tp(sl)...q>(sn)dsl...ds

den Hichstwert erteilen®. Augenscheinlich ist die unendliche Reihe (8)
unbedingt und gleichmiBig konvergent.

164 Ist A= 0, so ist die Losung, die wir finden werden, stetig. Andernfalls,
d.h. wenn A =0 ist, wird nur bewiesen, da sie quadratisch integrierbar ist.

165 Vgl. L. Lichtenstein, Uber einige Existenzprobleme der Variations-
rechnung, Journal fiir Mathematik 145 (1915), S.24—85, insbesondere S.79—84.
A.a.O. handelt es sich um die nichtlineare Integralgleichung

a(w) =2idffx(s, tu)O(s)O(t)dsdt.
(Y}

Demgemaf wird das Maximum des Integralausdruckes
nnn

Of_!be(s,t,u)qp(s):p(t)(p(u)dsdtdu

fiir alle der Beziehung (7) geniigenden ¢ (s) gesucht.

Diese Aufgabe ist zuerst von Herrn Fubini auf einem anderen Wege ge-
lost worden. Vgl. G. Fubini, Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni
con applicazioni alla teoria delle equazioni integro-differenziali, Annali di Mate-
matica 20 (1913), S. 217—244, insbesondere S. 218—225. Siehe weiter unten S. 151.
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Es bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit, anzunehmen,

daB U{g} nicht fir alle ¢(s) mit f 2 cls——jE verschwindet.

Wire es anders und wire A < ? eine Zahl, so daB U{gp} gewiB

nicht fiir alle ¢ mit f ®?(s)ds = h verschwindet, so wiirden wir die

Beziehung (7) durch f(p‘-’(s)ds = h ersetzen, ohne an der Aussage
0

unseres Hauptsatzes oder den spiteren Entwicklungen sonst irgend
etwas Wesentliches zu 4ndern®,

Wir dirfen gewiB8 voraussetzen, daB U{g} auch positive Werte
annimmt. Wire nimlich fiir alle der Beziehung (7) geniigenden g¢(s)
allemal U{g} <0, so wiirden wir unseren weiteren Betrachtungen
das Funktional — U{¢} zugrunde legen.

Es mégen 9@ (s), p@(s), ..., p™(s) beliebige in (0, 7) erklirte
stetige Funktionen bezeichnen. Wir setzen in der iiblichen Schreibweise

0...00 0...00
(9)  9@(s)~ 3 yMcosys, ..., pW(s)~ 3 y®cosjs 17
7 7

und erhalten nach bekannten Sitzen

f fKn 1 s]’""Sn)w(l)(sl)“'w(m(sn) dS d n

J— (&) (“) y y
=2yl y;fj’f S5 ++,8,) COS 1S, COSTyS, ... COST,S, ds, ...

_2 “ ]”y(l). 'yjzn=‘r|'n_1{y(l),‘”,y('n)}.

Der Ausdruck TI, _, stellt eine wvollstetige Funktion der w-fach un-
endlichvielen Vemnderlwhen

(11) UM P (1=0,1,2,...).
dar.

n
. n
166 Es ist natiirlich klar, daB U{g)} nicht fiir alle ¢ mit f(pz(s)dsg 5}
6
verschwinden kann. Es sei etwa K,_,(sy, Sy, -.., s,) die erste Funktion der Folge
K; (7 =1, 2 ..), die nicht identisch gleich Null ist. Es 1aBt sich leicht zeigen,
daB f .. fKn—l(Sl’ Sgrees )P (Sy) ... ¢ (s,)ds, ... ds, nicht fiir alle §(s) ver-
0 ]

schwinden kann. Es sei §(s) eine Funktion dieser Art. Fiir hinreichend kleine ¢
ist gewiB U{¢ ¢} £ 0.
167 Dies besagt einfach, daB beispielsweise

k4
2
y;“=;fw‘”(s)cosfsds (7=12...), yé“%f*ﬂ‘”(s)ds
0 0

gilt. Sind die unendlichen Reihen rechter Hand in (9) gleichmaBig konvergent
oder auch nur schlechthin konvergent, so ist das Zeichen der Aquivalenz durch
das Gleichheitszeichen zu ersetzen.

ds
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Dies hat folgendes zu bedeuten. Es mégen die Verdnderlichen (11)
entsprechend gegen Y, xf}, e, x}m (=0,1,2,...) konvergieren,
symbolisch

(12) y(l)__>x(1), y(‘l)__)x(‘l)’ . y(n)__’x(n)’

dabei aber dauernd den Ungleichheiten

1...0 1...0 o
2(y{")® + ]z (YM)'<1 2(y@) + ]_2 (<,

(13) 2 1...00 N
20y + X (ym) L1
J

1...00
geniigen. Offenbar ist auch 2x; + 3 %/ <1. Dann gilt
J

(14) m,_ {v®, . y™) =T (a™, ., ™).

In Formeln, jedem noch so kleinen ¢ > 0 lassen sich ein Wert
0 =0 (¢e) und eine natiirliche Zahl g zuordnen, so daB

(141) l”n_1{x(1): o, x(n)} _ n-”_l{y(l)’ o, y(n)}l <e
wird, sofern
(147)  |aP—y@<d(e) (k=1,..,m7=0,1,...,m m>u)
gilt.
Beweis. Der Schwarzschen Ungleichheit zufolge

R*= a, . Wl ym))?
(m<j1+...+jn<m+p| ]""]”’,yjl ]y]" )

<y} 5, ZOMT
darum wegen (13) gewiB auch
R*< S a

Gt tpmm JrIn

168 ISt

Bekanntlich ist die Reihe a; . ; konvergent, fiir hinreichend
groBe m, etwa m > m,, ist darum R < ¢, unter ¢ eine beliebig kleine
positive Zahl verstanden. Also ist die Reihe Ja, .Y J‘ll) oy fiir
alle den Ungleichheiten (13) geniigenden Werte der unendlichvielen
Veranderlichen gleichmaBig konvergent. Dies hat aber die Voll-
stetigkeitsrelation (14) zur unmittelbaren Folge.

Es ist jetzt leicht zu sehen, daB das Funktional U{g)}, wenn wir

(15) p(s) ~ Sxcosfs

1% Angewandt auf Summenausdriicke, besagt diese folgendes. Sind a, ..., a,;
by, ..., b, beliebige reelle Werte, so ist

1...n 2 l..n ,1.n ,
(Z “jbj>§2 a; X bj.
J j j

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir @;=cb; (j =1, ..., n) (¢ konstant).



Existenz eines Eigenwertes. 145

setzen, und demgemiB symbolisch

(16) U{p}=U{x}
schreiben, eine wvollstetige Funktion der umendlichvielen Verdnderlichen
%o, Xq, %9, .. 10 dem ,,Elipsoidkirper
1...00
(17) 25+ 3 % <1
J
darstells.
Wir bemerken vor allem, daB aus (17) die weitere Beziehung
(18) !‘P (s)ds ég

folgt. Nunmehr wihlen wir N so groB, daB (man vergleiche (5))

(19) %%U...fKn_l(sl,...,sn)qa(sl)... (s,)ds, ... ds, |
g2—2(—;)3(‘[...‘]‘[{:_1(3],...,s")dsl...dsn)%<e

gilt. Den soeben durchgefilhrten Uberlegungen zufolge ist
a1
Uniry=Un{p@) =2 5 [ - JE, (s 8,) 9 () 9(s,)dsy.. ds,
n<EN

gewi3 eine vollstetige Funktion,

Unly}— Un{x},
falls

1...
vi—% (1=012,...), 297+ % yi <L
J
Wegen (19) gilt dann gewiB auch
U{y}—U{s},

d. h. U{x} ist vollstetig.
Es sei 4 die obere Grenze von U fiir alle die Beziehung

o 1...00
(20) 2%+ 3 x4 =1
i

erfiillenden x, %,,%,,... . DaB d existiert, folgt aus der soeben be-
wiesenen Tatsache, da8 U{x} in (17) vollstetig, mithin auch beschrinkt
ist1982  Aus der Annahme, daB U{g}= U{x} nicht fir alle in
Betracht kommenden x, %, %,, ... verschwindet oder negative Werte
annimmt, folgt, daB 4 > 0 ist. Im AnschluBl an das bekannte von
Ritz herrithrende Verfahren® kann 4 wie folgt bestimmt werden.

1682 DafB U {x} beschrankt ist, folgt auch fast unmittelbar aus der Bemer-
kung (vgl. S.142), daB die unendliche Reihe (8) gleichmaBig konvergiert.

169 Vgl. W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variations-
probleme der mathematischen Physik, Journal fiir Mathematik 185 (1908), S. 1—61.
A.a.O. werden lineare Randwertaufgaben behandelt.

Lichtenstein, Integralgleichungen. 10
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Betrachten wir die Gesamtheit der trigonometrischen Polynome
von der Form (15) mit %;=0 fiir § > und 2x5 —{—lﬁlxjg: 1, und
es moge ’

(21) wy(s) = 3 bY cosis
J

ein Polynom dieser Art sein, das U{x} den héchsten Wert, er
heifle d,, erteilt. Augenscheinlich ist

i,<d,<d, <...<d.

Es ist leicht zu sehen, dafB3

(22) plgl(l” d,=d
ist. Sei ndmlich im Gegensatz zu dieser Behauptung
lim d,=d— 1, (b >0),

mithin ¢, <d — h, fiir alle p. Dann gibt es gewiB ein Wertsystem
1.0
Cg» Cg» Cgy - Mit 26 + 3 ¢f =1,50daB U{c)>d — h2—* gilt. Da U{x}
J

vollstetig ist, so kann man, wie wir sogleich zeigen werden, von
Cy» €y, Cqy ... ZU einem System von Variablen cg,cf,¢s,... iibergehen,
von denen nur die p’ - 1 ersten von Null verschieden sind, so daB

1.9
sich 2¢{?+ 3 ¢/?=1 und immer noch
J

U(c'}>d—oh,
ergibt. In der Tat kann man (vgl. die auf S. 144 gegebene Definition
der Vollstetigkeit) u so groB und d so klein wihlen, daB, sofern

Cor---sCp (m > ) eine Anderung erfahren, deren Absolutwert ¢ nicht

iibersteigt, der Betrag der Anderung von U{c} den Wert % nicht
iibertrifft. Es sei p'> w und iiberdies so groB, da8

1

1—(202—|—1'2“,’p'c'2>— I P
0T = ST T ey

1...p"
———. Augenscheinlich ist 2¢;*> + Y ¢/?=1.
Jl—o 5
1

Ferner ist |c¢/— jjz(_l_—1>]cj}§:—l<6. Offen-
J1-w J1-w
bar ist nach dem Vorstehenden U{c’'} >d —2h,.
Dies steht aber im Widerspruch mit der Tatsache, daB U{c’} <d —h,
sein sollte.

gilt. Wir setzen ¢/ =¢;
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1...0
Aus der fiir alle [ giltigen Beziehung 2(b)" + 3 (b)) =1
J

folgt lb}l)i <1 (I=12,...;7=0,1,2,...). In bekannter Weise
laBt sich darum'? aus der Gesamtheit der Folgen ‘

52 5 b .. (1=1,2,...)
eine Teilmenge
(23) b, o b, (m=1,2,...,1, — o)
aussondern, so daB fir alle §

Bl =

existiert. Offenbar ist
U{b} =d.

Wie es sich zeigen wird, ist, sofern ein alsbald einzufiihrender Grenz-
wert sich als von Null verschieden erweist,

1...0
2065 + > bj2 =L
J

Die Extremaleigenschaft des Wertsystems bél), b{l),..., bl‘l’ hat das
Bestehen der Gleichungen
F) 1...0
(24) 5y [ U0} = T2 + 3 0" ~1)] =0 (k=0,1,....1)
J

zur Folge™™. Wegen (21) und (8) lassen sich diese Gleichungen
auch in der Form

2...0
Do i (500, Bi5) o B, ) cos B, ds, ..ds, — 26023 =0

(25) , ., (k=1,2,...,1),
2o B (sure S () Wil y)ds, . ds, — 4802 5 —0

schreiben*?.  Wir wenden nunmehr diese Gleichungen auf die zu
der Teilmenge (23) gehorigen Werte 7,,1,,4,,... von ! an. Mindestens

eine Folge b;il"’) (m=1, 2,...) hat eine von Null verschiedene Zahl
zum Grenzwert. Andernfalls wiren alle bj =0, somit wire auch

U{b}=0, d. h. 4=0. Es sei demnach etwa Jim bi™ =b,+0. Man

1% Vgl. D. Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip, Math. Annalen 59
(1904), S.161—186.

1" Extremum mit Nebenbedingung. Der Lagrangesche Multiplikator ist in (24)
mit —% A, bezeichnet.

172 Hierbei ist von der Symmetrieeigenschaft von K, _, Gebrauch gemacht
worden.

10*
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denke sich jetzt alle zu k=%, [ =1, > » gehorigen Gleichungen (25)
hingeschrieben und lasse m gegen oo gehen. Die unendliche Reihe
konvergiert als eine vollstetige Funktion ihrer Argumente gegen einen
bestimmten Grenzwert, also gilt auch fiir 4;,, das gleiche. Es sei

(26) lim )'l = ),=|= 0.

m->» oo
Dann sind gewiB fiir hinreichend groBe m alle 4, < 0.
Nach (25) stellt b+ 2, den zu cosks (k=0,1,2,...1) ge-

hoérigen Fourierschen Koeffizienten der Funktion

Y Z_f J‘ _a (S8, 1’S)Tz(s1)"'!{/z(sn—1)d31"'dsn—1

dar. Wie man sich leicht {iberzeugt, ist

27 lim _Zf f 10000 Sy 1}3)!?1 (31)"'?pl,,,(sn—1)ds1'"dsn—1=l(s>

m—>o 4 m

eine in (0,7) erklirte stetige Funktion. Augenscheinlich sind ihre
Fourierschen Koeffizienten gleich

lim b¢" - 5 by, = b T2,

m-—> o

so daBl wir setzen konnen

1...00
4 .
Ag(s) =~z (s)~ by + 2 D b;cosjs,

j

mithin
1...00
(28) @ (s) ~ by + X b;cosgs,
J

folglich U{¢} =d.
Aus (21), (27) und (28) folgt wegen der Vollstetigkeit der in (27)
auftretenden unendlichen Reihe nach einer einfachen Umformung

(29) 2 2/ f f a1 (S8 Su_g) @(Sy) - @ (s,_4)dsy. . ds, .

Also ist ¢ (s) eine Losung der nichtlinearen Integralgleichung (6).

Wir kehren noch fir einen Augenblick zu den Gleichungen (25)
zuriick. Multipliziert man sie entsprechend mit b (k=1,2,...,1)
bzw. b(l’ und faBt zusammen, so findet man

(30) Zf JE, 1 (sp-005,) Filsy) - (sn>ds
___2< (1)2+2 p® > 2_7"2_}.1.
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Schreibt man diese Gleichung fir alle /=17, (m=1,2,...) und
geht zur Grenze m— 0o iiber, so gewinnt man

(31) —A—Zf K, (50 8,)@(5y) . (s,)ds, ... ds,.

Aus (29) folgt andererseits durch Multiplikation mit ¢(s) und
Integration

(32) lfgp ds_Z’f SEK, (55,..,8,)9(s)) ... @(s,)ds,...ds,.

Also ist

und wegen A <=0 gewil
2(s)ds = 1,
Jo2(s) 5
darum (vgl. (28)), wie auf S. 147 behauptet,
1...0
20y + 3 b =1.
J
Es ist jetzt leicht zu sehen, was li_r)n A, = 0 besagen wiirde.
m —>» 0o

Es sei ¢ (s) die durch die Aquivalenzbeziehung
1...0
(33) @(s)~by+ 3 bicosys
J

bestimmte, im Lebesgueschen Sinne nebst ihrem Quadrate integrier-
bare, wie auf S. 147 festgestellt worden ist, nicht identisch ver-
schwindende Funktion 1%,

Geht man in (25), (21) unter alleiniger Beriicksichtigung der
Werte / =1/ _ der Teilfolge zur Grenze m— co iiber, so findet man

Zf JK,_, (S35 28,)9(84) ... @(s,_;)cosks,ds,...ds, =0
(=0,1,2,...). 17

1% Wir machen hier von dem Fischer-Rieszschen Satze iiber die Fourierschen
Koeffizienten quadratisch integrierbarer Funktionen Gebrauch. Vgl. beispiels-
weise M. Plancherel, Contribution & I’étude de la représentation d’une fonction
arbitraire par des intégrales définies. Rendiconti del Circolo matematico di Palermo
30 (1910), S.289—335. S. auch loc. cit. 17 S. 1397—1398.

1% Hier wird von dem Parsevalschen Satze unter Zugrundelegung quadratisch
integrierbarer Funktionen Gebrauch gemacht (vgl. loc. cit. 173),
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Alle Fourierschen Koeffizienten der stetigen Funktion

2...00
Zf"'fKn-l(sl""’sn—l; s)«p(sl)...q)(s”_l) dsy...ds,_.

verschwinden, sie ist darum identisch gleich Null.
Die Funktion ¢(s) erfiillt also die Integralgleichung

(34) Zf...fKn_l(s,sl,...,s”_l)(p(sl)...q)(sn_l) ds,...ds,_,=0.

Geht man in (30) fir /=1, (m=1,2,...) zur Grenze m — oo fiiber,
so findet man

(35) z’f...fKn_l(sl,...,s”)qJ(sl)...q)(sn) ds,...ds, =0.

Gibt es keine in (0, z) erklirte, quadratisch integrierbare Funk-
tion, die dieser Bedingung geniigt, so hat die nichtlineare Integral-
gleichung (29) fiir mindestens einen Wert A <=0 eine stetige Lésung.

Die Beziehung U{b} = d liefert iibrigens in allen Fallen ( li_in llm%o)
m—>» o
2.0 7 7z
1
E 'ZJ“ . .fK”_l (S4s.00s8,)P(S1) ... @(s,)ds;...ds, =d.
LI .

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist, falls li_in M, =0 ist,
m [ee]

allemal nur die Existenz eines Eigenwertes A (4 0) sowie einer
Losung der Gleichung (6) bewiesen worden. Schon in dem besonders
einfachen Falle K, = K; = ... = 0 gibt es unendlich viele Eigenwerte,
die auch mehrfach sein kénnen. Aus dem Bestehen der Beziehung (34)
folgt natiirlich keinesfalls, daB die Integralgleichung (29) (mit A==0)
nicht auch noch Lésungen haben kann.

Man kénnte iibrigens statt der Gleichung (6) der Betrachtung
die Integralgleichung

7T

(36) Z’f K (555 00,8,)9(s1) . (s,) ds, ... ds, + f(s)

0

zugrunde legen. Das zugehoérige Variationsproblem lautet dann: Unter
allen in (0, n) erklirten stetigen Funktionen ¢(s), die so beschaffen

sind, daB f @2(s)ds = % gilt, sind diejenigen zu bestimmen, die

dem Ausdrucke U{g}-+ f f(s)@(s)ds den Hochstwert erteilen.
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Es mogen speziell alle K, mit Ausnahme von K, (p >1) ver-
schwinden. Es handelt sich also jetzt um die Integralgleichung

(37) Ag(s f fK (55 S ever8y) @(81) - 9(s,) dsy ... ds,

Hier ist lim 4;, gewiB nicht gleich Null.
m—» o
Die Beziehung (30), die sich diesmal in der Form

(p+DU{P) =54
oder, was dasselbe ist, '
(p+1)d,= % Ay

schreiben 14Bt, gibt, wenn man iiber alle =1  zur Grenze m — co
iibergeht,

FA=(p+1)d>0.

Fiir (37) kann man offenbar auch schreiben

(38) @(s)= ﬁ—lﬁf . .pr(s; Spoeees ) @(81) - (s,) dsy ... ds,
v v

Es sei speziell p >1. Augenscheinlich ist die nichtlineare Integral-
gleichung

(39) q)(s):,uf...pr(s;sl,...,sp)q)(sl)...<p(sp)dsl...dsp'

fir einen jeden Wert von u lbsbar. Eine Losung gibt, wie man

leicht verifiziert, die Formel
1

(40) #(s) = p(s) LD IL] P,

unter ¢(s) wie vorhin eine Losung der Integralgleichung (38) ver-
standen. Ist p gerade, so darf u Werte beiderlei Vorzeichens haben,
ist # >1 ungerade, so gibt (40) reelle Losungen nur fiir positive u.

Fir p =1 erhdlt man den klassischen Satz von der Existenz eines
Eigenwertes der Integralgleichung

)= ufKy5,5) p(s,) 5,

Alle Ergebnisse dieses Paragraphen gelten mutatis mutandis, wenn
die Integrale statt iiber das Intervall (0, =) iiber ein beschrinktes
ebenes oder rdumliches, etwa von einer stetig gekriimmten Kurve
bzw. Fliache begrenztes Gebiet erstreckt sind. Auch kénnte als der
(zweidimensionale) Integrationsbereich eine geschlossene, etwa stetig
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gekriimmte Fliche vorliegen. SchlieBlich brauchen die Funktionen
K, (s, 8...,8,) sich nicht notwendig stetig zu verhalten. Doch
wollen wir uns bei diesen Einzelheiten nicht linger aufhalten (vgl
S. 159).

Natiirlich kénnte der Existenzbeweis auch unter Zugrundelegung
einer der verschiedenen im Anschlu8 an die beriihmte Abhandlung von
Hilbert (vgl. die FuBnote **°) von B.Levi, Fubini, Lebesgue,
Zaremba, Courant, Tonelli und anderen ausgebildeten Methoden
zur direkten Behandlung des Problems eines absoluten Extremums 1%#
erbracht werden.

Der springende Punkt der Ausfithrungen des § 1 ist die Benutzung
der der Ritzschen Methode entstammenden Bedingungsgleichungen (24 )
in Verbindung mit einem Auswahlverfahren. Setzt man in (29) fir
¢(s) den Ausdruck (28) ein, so erhalt man zur Bestimmung der 0,
ein System unendlichvieler Gleichungen mit unendlichvielen Un-
bekannten. Das vorhin eingeschlagene Auswahlverfahren stellt ein-
fach eine Methode zur Auflésung dieser Gleichungen dar 74P,

§ 2. Existenz eines Eigenwertes. Fortsetzung. Es sei K(s, ¢)
eine in dem Bereiche Q: 0 <s <7, 0 <t < x erklirte stetige Funk-
tion, und es mogen g,(s) (n=1,2,...) gewisse in (0, z) erklarte
stetige Funktionen bezeichnen. Es sei weiter

(41) M®=Max [ (K (s,¢))%dt, g,—Maxlg,(s)].
0
Wir nehmen an, daB die Reihe
1...0 n
nf7\2
(42) > &M (3)

n

konvergiert und betrachten das folgende Variationsproblem.

Unter allen in (0, ) stetigen Funktionen @(s), die so beschaffen
sind, daf

(43) Jor(s)is=3

17a Man vergleiche meinen Encyklopadieartikel II C 3, S. 327—346, wo sich
die Literatur bis 1918 zusammengestellt findet. Von spateren Arbeiten kommen
vor allem Abhandlungen von Courant in der Math. Zeitschrift, den Math. An-
nalen und den Acta Mathematica in Betracht.

Es sei bei dieser Gelegenheit auf die grundlegenden in dem Werke, Fon-
damenti di Calcolo delle variazioni (bis jetzt zwei Bande, Bologna 1921 und 1923)
zusammengefaBten Arbeiten von L.Tonelli hingewiesen, durch welche diese
ganze Theorie eine wesentliche Forderung erfahren hat.

" 17b Man vergleiche hierzu meine in der FuBnote 185 genannte Arbeit, ins-
besonidere die Ausfithrungen auf S.57—61, wo an Hand eines verwandten Va-
riationsproblems sich die fraglichen unendlichvielen Gleichungen aufgestellt finden.
-Siehe auch weiter unten S. 160. )
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-gilt, sind diejenigen zu bestimmen, die dem Funktional

(@) Ve =2i [ aisras (fK(s,t)w(t) )

den Hochstwert erteilen.
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert. In der Tat ist
der Schwarzschen Ungleichheit zufolge

(45) <fK(s,t) ®(t) dtygf(l{(s,t))gdtfq)?(t) it gMegu

darum

e

() Je(s)as([E(s 0 pt)ar) | <mg,m(3)
Die folgenden Betrachtungen schlieBen sich eng an diejenigen des
§ 1 an. Vor allem ist es nicht schwer zu sehen, daB V{¢} nicht fiir
alle stetigen ¢ verschwindet und dalBl es keine Einschrinkung der
Allgemeinheit bedeutet, wenn wir annehmen, da8 V{(p} nicht fiir
alle stetigen ¢, die (43) geniigen, <0 ist.
Die obere Grenze d von V{g} ist darum > 0.

Wir setzen
(47) (p(s)No'i'myjcosjs.
Wegen (43) ist ’
(48) 2y2 +1’jf2'°°y;~’ =1.

Das Funktional V{g} stellt eine vollstetige Funktion der unend-
lichvielen Veranderlichen y; (f =0, 1,...) dar. Dies folgt unmittelbar
aus den Entwicklungen auf S. 144—145, wenn man beachtet, daf3

0fng,,(s) ds (OfK(s,t) 0 dt)"

=f...bfgn(s)K(s, ty)... K(s,t,)@(t)... p(t,)dsdt,...dt,

gesetzt werden kann.

Auch die weiteren Uberlegungen des § 1 lassen sich fast wort-
getreu wiederholen. Ist der durch den AuswahlprozeB gewonnene
Wert ”%linoo M, =24 =0, so gewinnen wir eine stetige Ldsung ¢(s)

der Integralgleichung

(19) 290 =Y Je () K(s)ds([K(sx)g(r)ax)



154 Nichtlineare Integralgleichungen im groBen.

Ist aber lim A, =0, so erhalten wir eine quadratisch integrier-
m—>c  bm

bare Funktion ¢(s), die der Integralbeziehung

(50) 0 -—2 fgﬂ (s,¢ ds(fK $,7)(7) dr)n_l

geniigt. In beiden Fillen ist

(51) Z%J‘g"(s)ds<fK(s,t)gp(r)dr>n=d.

Ist, wie wir jetzt annehmen wollen, speziell K (s,¢) symmetrisch,
so kann (49), wie man leicht sieht, auf die Form

n—1

(52) Aq)(s)=2(_fK(s,t)gn(t)dt(fK(t,r)q%r)dr)

gebracht werden. Aus (52) folgt mit K®(s,¢) f K(s,7)K(r,t)dr

E 1...0 5

(63) A[SK(s,7 =20fK (s,2) g,( )di(uan(t,r)gp(t)d'r)n_l.

0

Setzt man hier

(54) fE(sr) 9t ar=w(s)

so findet man weiter

1...0 5

2w(s) = X JED(s,)g,(8) (wr)~at,

n

oder, indem man zur Abkiirzung

(55) 2, 2. (8) (W) =F(t,p @) ¥
schreibt,
(56) 2p(s) = KD (s, ) F (1, (1) at

0

1% Die unendliche Reihe (55) ist natiirlich gleichmaBig konvergent. In der

T TT T
Tat ist f(pe(s) ds = % Aus 2 (s) < J(K (s, 7))? dr [ @2 (r) dr folgt darum
0 0 0

n—1

ol = (20, L oy g (3)0
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Fithrt der AuswahlprozeB zu dem Werte lim 4;,, =0, so gilt die
m-—»co

Formel (50), darum mit w(s) = [K(s,7) ¢@(r)dr
0

(57) JE®(s,8) F(4, w(t))dt = 0.

Dabei ist W(s) stetig.

Es sei nunmehr ®(s,#) irgendein stetiger, symmetrischer, positiv
definiter Kern™, und es moge y;(s) (f =1,2,...) ein System ortho-
gonalisierter, normierter Eigenfunktionen der Integralgleichung

(58) u(s)—rfﬁ(s,t)u(t)dt=0

bezeichnen. Ist jetzt 7; der zu y;(s) gehorige Eigenwert, so sind
diesmal alle 7;>0. Das Orthogonalsystem y(s) (j =1,2,...) ist
abgeschlossen. Ferner ist nach einem bekannten Satz von Mercer

(59) .@(s,t):ij(—s)Tw,l"
i J

und die Reihe rechter Hand konvergiert unbedingt und gleichmiBig.
Die Gesamtheit der Funktionen y;(s)z,(¢) (1,2 =1,2,...) stellt

ein zu dem Bereiche 0 < s <7, 0 <t < n gehoriges, abgeschlossenes

Orthogonalsystem dar. Durch die Aquivalenzbeziehung

1...00
(60) Ry (s, 1) ~ ) B2

5
7 V7
ist dem Fischer-Rieszschen Satze zufolge eine nebst ihrem Quadrate

in (0,7) integrierbare Funktion erklirt. In der Tat ist die Summe

der Quadrate der Fourierschen Koeffizienten konvergent, sie ist
1...00

NURT . 1

niamlich gleich 2 B

J

Nach einem bekannten Satze von Fubini

1% Dies besagt, daB, wie auch die in (0, z) stetige Funktion x (s) beschaffen
T T

sei, ffﬁ’(s, t) x(s)x(¢)dsdt =0 ist. Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn
00

T
%(s)=0 ist. Aus fﬁ‘(s,t)i(t)thO folgt augenscheinlich, wenn J(#) als
0

stetig vorausgesetzt wird, 7(¢)=0.

177 Vgl. beispielsweise loc. cit. 17 S. 1510, 1524. Ubrigens ist auch die Reihe
1...00

1
Z - konvergent. Vgl. loc. cit. S.1524. A.a.O. wird (s, ¢) als eigentlich
J I
positiv definit bezeichnet.
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ist die Funktion &,(s,¢) fiir alle s, hochstens mit Ausnahme einer

Nullmenge, nebst ihrem Quadrate in bezug auf ¢ integrierbar?,
Den vorstehenden Betrachtungen kann man nun, wie man leicht

sieht, ohne weiteres die Funktion &, (s, ¢) statt K (s,¢) zugrunde legen.
Dementsprechend werden wir diesmal voraussetzen, dafl die Reihe

1...00 r
a2
e (3)
; .
wo M2 =Maxf(.@0(s, £))?dt = Max R (s,s) bezeichnet, konvergiert.
0

Wir finden also entweder

(61) Aw(s) = [ R(s, ) F (4,9 (8)) dt
0

oder

(62) 0= [R(s,¢)F(t,p(t))dt.
0

Die zuletzt genannte Beziehung kann nur bestehen, wenn iden-
tisch fiir alle ¢ in (0, 7)

(63) Flwm) = 5 g,(8) (0 @®)" =0

ist. Aus den Betrachtungen dieses und des vorhergehenden Para-
graphen folgt, daB, wenn diese Gleichung keine reelle stetige Losung
hat, die Gleichung (61) gewi8 mindestens einen Eigenwert und eine
augenscheinlich stetige Lésung hat.

§ 3. Existenz der Lésungen. Wir wenden uns der Beantwortung
der Frage zu, wie weit man, eventuell unter Zugrundelegung beson-
derer Einschrinkungen beziiglich des Funktionals V {¢}, erreichen
kann, daB A in (52) den Wert 1 annimmt. Es handelt sich jetzt
um die Auflésung der Integralgleichung

1...00 n—1

(6)  pls)=Y [K(s 08, 0)at([K (1) p(x)as)

n

1...00
Es wird diesmal angenommen, daB die Reihe 3 g,2" fir alle z

n
konvergiert. Ergibt sich aus der speziellen Natur des Problems

a priori eine Schranke fiir [@2ds, ist beispielsweise f p?ds < h, so
0 0

1...00 —
geniigt es natiirlich vorauszusetzen, daB 3 g, z" fiir alle |z| < MVh
konvergiert. "

178 Vgl. beispielsweise A. Rosenthal, Neuere Untersuchungen iiber Funk-
tionen reeller Veranderlichen, Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften
IIC9b, S.1118—1119.
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Die Integralgleichung (64) ist, zunichst rein formal betrachtet,
nichts anderes als die Eulersche Gleichung, die zu dem Variations-
problem der Bestimmung eines Extremums des Funktionals

(65) f¢2(s)ds—2j—:7‘fgn(s)ds (()an(s,t)<p(t)dt>n

=f¢“(8)lls—2V{¢}

gehért. Es ist darum zu erwarten, dal eine Aufldsung dieses neuen
Problems zugleich diejenige des vorhin gestellten Problems liefern
wird. Esist ferner einleuchtend, daf die auf S. 145 ff. durchgefiithrten
Uberlegungen, nur unwesentlich modifiziert, den Existenzbeweis
liefern werden, sobald nur feststeht, da3 der Ausdruck (65) fiir alle
in (0, @) stetigen @(s) nach unten, somit V{¢} nach oben beschrinkt
ist, mithin etwa

(66) Vie}<D

gilt. -
Es sei d die untere Grenze von f @?ds — 2V {g}, und es sei
v

0...1
V(s)=23 b}l’ cos{s dasjenige Kosinuspolynom von héchstens [-tem

J
Grade, das (65) den kleinsten Wert erteilt, wenn zur Konkur-
renz lediglich Kosinuspolynome vom Grade < zugelassen wer-
den. Ist d, der zugehérige Wert von (65), so ist augenscheinlich
d,>dy>dy >...>d. In naheliegender Schreibweise ist gewiB fiir
alle /

1.1
(67) 25+ 3 (4) —2v ¥ < 4,
j
.darum
1.1
(68) 26y + 3 (b)) < d, +2D.
J
Wie in §1 laBt sich jetzt aus der Gesamtheit der Folgen
A A Y (1=1,2,...)
eine Teilmenge '
b(()l”'), bf”'), bg’"), e (m=1,2,..51, — 00)
aussondern, so daB fir alle §
(69) lim o = b,

existiert. Wie a.a.O. kann bewiesen werden, daB durch die Aqui-
valenzbeziehung

1...00
(70) @(s)~by+ 3 bycosgs
J
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eine stetige Funktion dargestellt wird, die dem Funktional (65) den
kleinsten Wert erteilt. Sie ist eine Losung der Integralgleichung (64).
Die am SchluB des § 2 durchgefiihrte Uberlegung fithrt von hier aus
zur Aufldsung der Integralgleichung

(71) p(s) =f@(s,t)F(t,1p(t))dt.
Es sei ,
(72) (1) =[F(tp)dy.

Die fir die Existenz einer Lésung von (71) hinreichende Be-
dingung ist, wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, erfiillt, wenn bei~
spielsweise @ (¢,y) fir alle in (0,7) stetigen v nach oben be-
schrankt ist.

Das zuletzt angedeutete Resultat 1aBt sich auch direkt ohne
Umweg iiber die Integralgleichung (64) ableiten. Dies wollen wir
an Hand eines Beispiels, das meiner in der FuBnote % genannten:
Arbeit entnommen ist, in aller Kiirze zeigen™,

Es sei T ein beschrinktes Gebiet in der Ebene der Variablen x,y,.
das etwa von einer Anzahl geschlossener analytischer und regulirer
Kurven, deren Gesamtheit S heiflen soll, begrenzt ist. Es sei
P(x,y,u) eine fir alle (x,y) in T4 S und alle reellen # erklirte
Funktion, die folgende Eigenschaften hat. Sie ist nebst ihren par-
tiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig, und es gilt

| 2
(73) P(x,y,u4)>0, i%P(x,y,u)I < 4,, %P(x, y, u)ﬁ < A,
Wir stellen uns die Aufgabe, unter allen nebst ihren partiellen
Ableitungen erster Ordnung in T -+ S stetigen, auf S verschwinden-
den Funktionen diejenigen zu bestimmen, die das Doppelintegral

o =[G G e ) asas

zum Minimum machen®, Die Extremalfunktionen erfiilllen die Diffe-
rentialgleichung
0%u

0%u 1 9
(75) o T =g e LBy w),

1% Vgl. loc. cit. 165 S. 51—66. Weitere Beispiele a.a. O. S. 30—38; 40—44;
66—74; 7T4—77; T7—19.

180 Wir schlieBen uns in allem, was jetzt folgt, den a. a. O. gebrauchten Be-
zeichnungen an.

18t Man kénnte auch von der Gesamtheit aller in T 4 S stetigen Funk-
tionen ausgehen, die in T stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben
und so beschaffen sind, daB der Integralausdruck I, existiert. Doch 148t sich
(vgl. loc. cit. 1% S. 55—57) zeigen, daB die Extremalfunktionen gewiB in T 4+ S
stetige Ableitungen erster Ordnung haben.
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die Euler-Lagrangesche Gleichung des Problems. Ist G(x,,¥,; %,¥)
die auf S verschwindende Greensche Funktion der Potentialtheorie,
so ist weiter

1 [7] a
(76) u(xy,9) = — EIIG(xO,yO; %,9) 55 P(x,y,u(x,v))dxdy. 152
T

Es sei jetzt w;(x,y) (1 =1,2,...) irgendein vollstindiges, nor-
miertes Orthogonalsystem der auf S verschwindenden Losungen der
Differentialgleichung

0%u 0%u
(77) xt T gy TAU=0,

und es mogen A, die zugehérigen Eigenwerte bezeichnen®. Die
Funktionen o; bilden zugleich das vollstindige, normierte Orthogo-
nalsystem der Eigenfunktionen der Integralgleichung

A
(18)  ulnnn) 5 [[ €5 v my) uxy)axdy=o.
T

Es moge v, 7,, ... irgendeine Folge reeller Zahlen mit konvergenter
Quadratsumme bezeichnen. Wir setzen
1..n

(79) w,(2,9) =/ %w.-(x,y)

i i '
und erhalten

o . 1.
(80) ff{(aai) + (08’;") }dxdy=2 w2,
T i
,ng(x,y, u,(%,9)dxdy = M (v, vy, ...,7,)

Es 1aBt sich zeigen, daB}
(81) ii_I)an(vl,...,vn)———M(vl,vg,...)=M(v)

existiert und eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Veridnder-

lichen ,,9,,... darstellt. Sind VLL Fouriersche Koeffizienten einer

stetigen Funktion «(x,y), so ist
(82) M(v)=‘£'fP (%, 9, u(x,y))dxdy

(vgl. loc. cit. *%%) S.54—55). Im engen AnschluB an die Betrachtungen
des § 1 betrachten wir den Ausdruck

(59 [[](20)"+ (2 P )y =S4 M (),
T I3

182 Vgl. loc. cit. 18 S. 56.

183 Die Eigenwerte 4; sind mit den in § 1 ebenso bezeichneten GréBen nicht
zu verwechseln.
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Es sei d, sein Minimum, und es mdge etwa

1...n

2
(84) SO +MOP, ) =4,
1«
sein. Offenbar ist
(85) d,>dy>d,>...>d.

Wie auf S. 146 gilt limd, =d. Wie in § 1 wird aus den Wertsystemen

(»™,...,»™) durch das Diagonalverfahren eine Wertfolge i, s, - ..
abgeleitet, so daB

(86) p; = lim »"” (i=1,2,..)
1...00

gilt'®*. Die Reihe 3 u? konvergiert, und es ist
‘ 1...00

(87) iZﬂ?+M(ﬂ)=d~

Es sei jetzt
(88) ff%P(x,y,u”)wi(x,y)dxdy:N(“(vl,...,v”)=N,(f)
T

gesetzt. Auch lim NV ,(f) existiert, und es stellt
n->» oo
(89) N(i)(vlr ’Va, . ) :N(i)(,‘,> = h_l;n N(i)(vl’ T Vn)
n—>» oo

eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Verdnderlichen »,,,,...
dar%,

1...00
Die Folge u,, py,... macht den Ausdruck 3 »7 + M(») zum

Minimum. Diese Tatsache hat das Bestehen c{er unendlichvielen
Gleichungen
(90) 2t =N () =0
(]
zur Folge. Von hier aus ist es nicht mehr schwer zu zeigen, daB
die durch die Aquivalenzbezichung
1...00
(91) Vo)~ Y Lo ()
i i
gegebene Funktion V(x,y) stetig ist und der Integralgleichung (76)
geniigt. (Vgl. loc. cit. S. 58—60.)
Aus (88) folgt beildufig, daB

1...00
(92) 2.7 (N;i>)2=ff<§ﬁP(x, y,u, (%, y)))ldxdy < Agffdxdy
g 7 T

18¢ Bei dem Grenziibergang kommt eine geeignete Teilfolge der Werte %
in Betracht.
18 Vgl. loc. cit. 185 S. 58.
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1...00 . 1...00
ist. Also ist auch 3 (N (')(‘u))a, mithin nach (90) auch > Y
T T

konvergent.

Die Voraussetzung P (x,y, %) >0 (vgl. (73)) 1aBt sich leicht durch
die allgemeinere Voraussetzung

(73") Plx,y,u)>—2"w—C° 0<A°<h, 0<C’

ersetzen, wo A, (vgl. weiter oben S.159) den kleinsten (positiven)
Eigenwert der Integralgleichung (78) bezeichnet. In der Tat ist fiir

alle n
ﬂ{(%ﬁ <aa?>2+ P(xy, %)}dxdy

= f{(a—i‘f—i— (%My")e} dxdy — lol‘J’ude dy — Colfdx dy

und dieser Ausdruck ist nach unten beschrinkt®,

Das im vorstehenden angedeutete Verfahren 148t sich ohne wei-
teres auf die Bestimmung der Losungen der Integralgleichung (71),
unter Zugrundelegung der vorhin gemachten Voraussetzung, @ sei
fir alle ¢ in ¢0,z) und alle y nach oben beschrinkt, ausdehnen.
Es sei, wie auf S. 155, x;(s) ein vollstindiges Orthogonalsystem von
Eigenfunktionen der Integralgleichung

(93) u(s)—rf@(s,t)u(t)dt-:o.

188 Vgl. A. Hammerstein, a) Uber nichtlineare Integralgleichungen und
die damit zusammenhiangenden Randwertaufgaben, Jahresbericht der Deutschen
Mathematikervereinigung 38 (1929), S. 21—=28; b) Nichtlineare Integralgleichun-
gen nebst Anwendungen, Acta Mathematica 54 (1930), S.117—176. Dort wird
die nichtlineare Integralgleichung w(x) 4+ fK (# 9) (¥, w(y))dy =0 einer ein-
gehenden Betrachtung unterzogen; K (¥,y) ist symmetrisch, positiv definit,
nicht notwendig stetig, jedenfalls aber der Fredholmschen und der Schmidtschen
Theorie zuganglich, insbesondere auch durchaus positiv. Beziiglich der Funktion
f(y,w(y)) werden mannigfaltige Voraussetzungen von &hnlichem Charakter
wie (73) oder (73'), welche die Existenz einer Losung sichern, eingefithrt. Falle,
in denen es eine und nur eine Losung gibt, oder in denen es nicht immer eine
Losung gibt, werden besonders untersucht.

Lichtenstein, Integralgleichungen. 11
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Wir setzen
1...n
(94) %@=2ﬁmﬂ
(95) —2f D (1, 1))dt =M (v,,...,,)
(1]

und bestimmen das Minimum 4, von

i...n
v+ M(vy,..,).
(]

Es sei

(96) 12< (n)) +M( m) . (n))=d".

Durch das wiederholt geschilderte Verfahren gelangt man jetzt
zu einer Folge

(97) py=lim", 14
so daB
1...00
(98) St Mgy, oo) =d = lim d,
gilt. Wir setzen
T
(99) ——2fF(t, v, (1) 1;(8)dt =N9(v,,...,»,) =NO,
Lim N, ) existiert, und es stellt
n—->»oo
(100) N(i)(vl’ 1’2, b ’) = N(1)< ) = lim N(z)(vl) ey Vn)

n—>»co

eine vollstetige Funktion der unendlichvielen Verdnderlichen »,,,, ...
dar. Die Folge u,,#,,... macht den Ausdruck

(101) 1;7001/? + M(vy,7,,...)

zum Minimum. Dies hat das Bestehen der unendlichvielen Gleichungen
(102) 2+ 5 ,Nm“‘) =0

zur Folge. Die durch die Beziehung

(103) p(s) = S )

bestimmte Funktion ist eine stetige Losung der Integralgleichung (71)%7,

187 Vgl. A. Hammerstein, loc. cit. 18 a) S. 24—26; b) S. 131—138.
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