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Vorwort.

Der zweite Band der ,,Ubungen aus der Mechanik® beab-
sichtigt, so wie der erste, bei den Studierenden Technischer
Hochschulen das Interesse an der Mechanik zu wecken, den
Blick fiir die in der Technik auftretenden mechanischen Pro-
bleme zu schirfen und die Fihigkeit zu ihrer Loésung auszu-
bilden.

So erwiinscht es wire, damit der Studierende lerne, als
spiterer schopferischer Ingenieur die Mechanik als ein duBerst
niitzliches Hilfsmittel und Werkzeug anzuwenden, lassen sich
dennoch viele mechanisch-technischen Probleme in einem Ubungs-
buch nicht in ganz der gleichen Weise aufrollen, wie sie sich
in der Praxis ergaben.

Auch fiir den vorliegenden Band gilt, daB ich die behan-
delten Aufgaben, die zum groBen Teil aus meiner praktischen
Titigkeit stammen, wohl selbst gelést habe, dal aber wohl
manche von ihnen schon anderweitig in der Literatur behandelt
worden sein wird.

Dankbar hebe ich hervor, daB der Springer-Verlag, Wien,
trotz zahlreicher bedeutender Erschwernisse das vorliegende
Buch herausbrachte.

Wien, im August 1945.
Erwin Pawelka.
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I. Kinematik.

1. Ubung.

Ein Umdrehungskérper (Abb. 1) dreht sich, eine Ebene be-
rithrend, um seine Achse a a, wihrend sich diese um die (zur Ebene
senkrechte) feste oder momentane Achse ss schwenkt, welche
die Ebene im Punkt § schneidet. Welcher Beziehung gehorchen
die Gleitgeschwindigkeiten der Berithrungspunkte des Dreh-
korpers mit der Ebene? (Wichtig fir Betrachtungen iiber den
Bogenlauf der Eisenbahnfahrzeuge!)

Infolge der Drehung um die Achse aa

allein haben die Berithrungspunkte P, ...
P, Geschwindigkeiten, die sich wie die
Absténde dieser Berithrungspunkte von der
Achse aa verhalten oder, wie ein Blick
auf Abb.1 lehrt, wie die Entfernungen
der Berithrungspunkte vom Punkte 4, in
welchem die Achse des Drehkdrpers die
Ebene schneidet. Das heilit, der Geschwin-
digkeitszustand der Berithrungspunkte des
Drehkérpers infolge der Drehung um dessen
Achse ist der gleiche wie bei einer momen-
tanen Drehung um 4.

Der Geschwindigkeitszustand der Berithrungspunkte des
Drehkérpers infolge seiner Schwenkung um die Achse ss allein
ist der einer Drehung um den festen oder momentanen Pol 8.
Nach dem Satz der drei Pole sind somit bei der wirklichen Be-
wegung die Geschwindigkeiten der Berithrungspunkte wie bei
einer Drehung um einen Momentanpol O, der auf der Verbindungs-
geraden des Schnittpunktes (4) von Drehkorperachse und Ebene
mit dem Schnittpunkt (8) von Schwenkachse und Ebene liegt.

2. Ubung.

Abb. 2 zeigt ein Reibradgetriebe. Man bestimme zeichnerisch
aus den Winkelgeschwindigkeiten w, und w, der Getriebewellen I
Pawelka, Mechanik, II. Bd. 1



2 Kinematik.

bzw. II die Winkelgeschwindigkeit w, der gegenseitigen ,,Bohr-
reibung® der Réder, die Bedeutung fiir die Radabnutzung hat.
Falls die Réder gegenseitig nicht gleiten mul ihre relative
Winkelgeschwindigkeit durch den gemeinsamen Beriihrungs-
‘punkt B der Réder gehen. Bezeichnet
wy, die relative Winkelgeschwindigkeit
des Rades 2 gegen das Rad 1, dann
ist w, =0+ @y;; auBerdem miissen
sich die drei Winkelgeschwindigkeits-
vektoren in einem Punkt schneiden. Es
geht also w,; einerseits durch B, ander-
seits durch den Schnittpunkt S der
beiden Wellenachsen und kann aus dem
in Abb. 2 gezeichneten Parallelogramm
gefunden werden, welches zugleich das
Verhaltnis von w, zu w,, d. h. die Uber-
Abb. 2. setzung festlegt. w,, wird in zwei Kom-
ponenten, «, in Richtung der Be-
rithrungsnormalen und ®, in Richtung der Beriihrungsebene
der Réder zerlegt. w, ist die Winkelgeschwindigkeit des Bohrens,
~ w, die des Rollens des Rades 2 gegen das Rad I. Kein Bohren
besteht, wenn die Beriihrungsebene der Réider durch den Schnitt-
punkt der Wellenachsen geht.

3. Ubung.

Abb. 3 zeigt die Verbindung der beiden umlaufenden Wellen 1
und 2, deren Achsen gegeneinander versetzt sind, durch ein so-
genanntes Schleppkurbelgetriebe. Das periodische Schwanken
des Verhédltnisses der Winkelgeschwindig-
keiten w, und w, der beiden Wellen ist durch
eine kinematische Umkehrung des Getriebes
zu veranschaulichen, derart, da das Vor-
und Nacheilen der Welle 2 gegen eine ge-
dachte, gleichachsig zu 2 liegende, jedoch
mit e, sich drehende Welle als absolute Be-
wegung erscheint.

Dazu erteilt man sidmtlichen Getriebe-
teilen zusitzlich die Winkelgeschwindigkeit
—w, um Wellenachse 2. Der Getriebe-
steg St dreht sich dann um letztere Achse mit —w,;. Welle und
Kurbel 7 haben dann’ die Winkelgeschwindigkeit «; um Wellen-
achse 7 und gleichzeitig —w; um Wellenachse 2, d. h. sie machen
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eine wegen der Konstanz der Entfernung der beiden Wellen-
achsen kreisférmige Schiebung. Man kann also (Abb.3) den
Bahnkreis des Kurbelzapfens von Welle 1 zeichnen und findet
mit der gegebenen Lénge der Koppel K die gesuchte Bewegung
von Kurbel und Welle 2. Man konnte weiter die Geschwindig-
keits- und Beschleunigungsverhéltnisse des Vor- und Zuriick-
pendelns dieser Welle feststellen.

4. Ubung.

Abb. 4 zeigt ein Kurbelviereck M, K; K, M,, dessen Kurbel-
zapfen K, mit der Geschwindigkeit v; gleichférmig umlaufe,
sowie ein Kurbelviereck M; K; K, M,, welches aus dem ersten
in der ersichtlichen Weise abgeleitet ist. Auf Grund der leicht
erkennbaren Tatsachen, daf3

1. O,y als Schritt von M, K, und oA
M, K, der Momentanpol der Koppel K, ANy k!
K, des abgeleiteten Kurbelviereckes ist, 0&{1 '//’ A
2. K,0,; die gedrehte Geschwindig- __/ 23 ey I
keit des Punktes K, ist, falls K, M, die = M, \ M,

gedrehte Geschwindigkeit des Punktes K,
darstellt, versuche man eine Konstruktion
der Beschleunigung b, des Punktes K,.

Die Strecke K,0,; ist die gedrehte Geschwindigkeit des
Punktes K,. (Die Strecke K; O,; ist die gedrehte Geschwindigkeit
des Punktes K;.) O,; bewegt sich mit der Polwechselgeschwindig-

Abb. 4.

Abb. 5.

keit w,4 fiir die Koppel K, K;. Zieht man daher von wu,, die
Geschwindigkeit v, des Punktes K, geometrisch ab, dann hat man
von der gedrehten Geschwindigkeit von K, deren Wachstums-
geschwindigkeit, welche gleich der gedrehten Beschleunigung
dieses Punktes ist, wie die Abb. 5 veranschaulicht.

1*



4 Kinematik.

Abb. 6 zeigt die Durchfithrung der darauf gegriindeten Be-
schleunigungskonstruktion, die verhidltnismifBig geringen zeich-
nerischen Aufwand erfordert und deren Gang sehr einprigsam
ist. Das FErgebnis ist die gedrehte Beschleunigung b,* des
Punktes K,. .

5. Ubung.

Abb. 7 zeigt den mit Rollenlager versehenen Kopf einer Loko-
motiv-Kuppelstange. Welchen Beschleunigungszustand haben die
Rollenmittelpunkte ? Welcher Unterschied hinsichtlich der zwi-
schen den Rollen und dem Kifig wirkenden Kréfte besteht
gegeniiber einem Rollenlager mit ruhendem Aufenring ? (Gleich-
formige Bewegung der Loko-
motive.)

Die  Rollenmittelpunkte
liegen in Ruhe zum- Kifig;
daher ist zweckméBig dessen
Beschleunigungszustand zu er-
mitteln. Die Kuppelstange
samt AuBenring macht eine
Schiebung. Das Rad (die

%<‘ \ Kurbel) dreht sich daher gegen
3 , \ die Kuppelstange mit der
t gleichen Winkelgeschwindig-

B .xa,il i keit @, mit welcher es sich
. selbst dreht. Der Beriihrungs-
“H / punkt A4 einer Rolle mit
Rc? dem AuBenring (Radius 7)

Abb. 7. hat die Geschwindigkeit null

gegen die Stange, der Be-

rithrungspunkt J einer Rolle mit dem Innenring (Radius g)
bat die Geschwindigkeit g w gegen die Stange, wie Abb. 7 zeigt.

Daher hat der Mittelpunkt einer Rolle die Geschwindigkeit -2

gegen die Stange. Da er auf einem Kreis vom Radius ! —!2_ e
liegt, hat der Kifig gegeniiber der Stange die Winkelgeschwindig-
Lo
. 2 0 . 1
keit wpg = rte —%rto die Kuppelstangenbewegung als
2

Fiihrungsbewegung aufgefaBt, ist die Beschleunigung eines Kéfig-
punktes die geometrische Summe aus Kuppelstangenbeschleuni-
gung und Beschleunigung infolge der Kéafigdrehung gegen die
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Kuppelstange. Die Beschleunigung aller Punkte der Stange ist
die gleiche, nimlich R w? wenn R der Kurbelradius ist, und hat
die Richtung des Kurbelstrahles, und zwar vom Kurbelzapfen
zum Radmittelpunkt hin. Die Beschleunigung infolge der Kéfig-
drehung gegen die Stange ist die Zentripetalbeschleunigung
dieser Drehung, deren Winkelgeschwindigkeit sich zu wgy =
=0 5_ . ergab; die Richtung ist die gegen den Kurbelzapfen-
mittelpunkt hin. Die beiden Teilbeschleunigungen tilgen sich
daher fiir einen bestimmten Punkt B des
Kifigsystems, der gerade auf dem Kurbel-
strahl liegt. Die Entfernung « des Punktes
B vom Kurbelzapfenmittelpunkt ergibt
sich leicht aus dem Ansatz

Drel

Rw—zwhg =0 zu x:R( ad )2

oder

2 :R<1 +%)2. (1)

Naturgemédf ist B der Beschleunigungs-
pol des Kifigs. Der Kéfigmittelpunkt hat
die Beschleunigung des Kurbelzapfens;
ihre Richtung geht durch den Beschleu-
nigungspol B, also gehen die Beschleu-
nigungen aller Kéfigpunkte durch B. Sie miissen den Ent-
fernungen » vom Beschleunigungspol proportional sein. Aus der
bekannten Beschleunigung R @? des Kaifigmittelpunktes ergibt
sich daher

und mit GI. (1)

(Angendhert gelten diese Berechnungen auch fiir Wilzlager in
Pleuelstangenkipfen.)

Abb. 8 zeigt die sich aus dem Vorstehenden ergebenden
Beschleunigungen der Mittelpunkte (zugleich Schwerpunkte) der
Rollen. Um die Schwerpunktsbewegung der Rollen zu unterhalten,
gehoren Krifte entsprechend den Schwerpunktsbeschleunigungen.
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Bei den Rollen, welche gerade keine Belastung zwischen AuBen-
ring und Innenring iibertragen, miissen daher gewisse Komponen-
ten der obigen Krifte vom Kifig aufgebracht werden, so daB
gegen diesen die Rollen zum Teil unter Pressung gleiten. Bei
einem Rollenlager mit ruhendem AuBenring gibt es keine der-
artigen Komponenten, weil die Schwerpunktsbeschleunigungen
der Rollen dort genau radial gerichtet sind.

II. Statik.

6. Ubung.

Der Punkt S; einer Stange (Abb. 9) wird auf der Geraden g,
der Punkt Sx auf efner Kurve %k reibungsfrei gefithrt. An ein-
geprdgten Kriften wirken: in S¢ in Richtung von ¢ die Kraft @G,
in Sk senkrecht zu g die Kraft K, die proportional dem Abstand
von ¢ nach Sy ist. Welehe Gestalt muBl die
Kurve ¢ haben, damit die Stange in allen
Lagen bei unverdnderlicher Kraft ¢ im Gleich-
gewicht ist ?

Bezogen auf das in Abb.9 ersichtliche
Achsenkreuz seien z und y die laufenden Koor-
dinaten der gesuchten Kurve. Die Entfernung
S¢Sk heiBe I, jene vom Koordinatenursprung
lings g nach Sg heifle yg. Das Prinzip der vir-
tuellen Verschiebungen ergibt den Ansatz

Kdx +Gdyes =0, (1)
wobei wegen der Starrheit der Stange 2 4 (y — y¢)? = I? ist,
oder yg =y — ]/l2 — 22, woraus folgt:

dyg =dy +

Abb. 9.

X
Mit dem Proportionalitdtsfaktor c ist
K=cuz. (3)
Man setzt nun Gl. (2) und GI. (3) in GIL. (1) ein und erhélt:
dy:—(%.—i——wzl_—xz) x dwx.
Das Integral davon lautet mit der Integrationskonstanten C

y:———~2%~x2+ [/l2—x2+0.

dx. (2)
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Weil die Lage des Koordinatenursprungs lings g noch frei ist,
kann willkiirlich ¢ = 0 gesetzt werden:

Y= ——+ a2+ [/lz—ﬁ. (’4)

Man erkennt, dall die Ordinaten der durch Gl. (4) gegebenen
Kurve (Abb. 10) durch Uberlagerung der Ordinaten einer Parabel

Yy = — % 2% und eines Kreises hervorgehen, der den Koordinaten-

ursprung als Mittelpunkt und [ als Ra-
dius hat.

In der Abb. 10 ist sowohl der Fall
@ > 0, also auch der Fall @ < 0 dar-
gestellt. Die Kraft G hat dabei die
Richtung der positiven bzw. negativen
y-Achse. Zu jedem Punkt der Kurve k
sind geometrisch zwei Lagen des
Punktes S¢ und damit der Stange mog-
lich. Bei welcher davon bei der vor-
ausgesetzten Richtung von G auch
Gleichgewicht méglich ist, kann folgen-
dermaBen ermittelt werden: Man ver-
folgt fiir eine der beiden geometrisch q
moglichen Stangenlagen den Rich-
tungssinn der Momente von G und K
um den Schnittpunkt N der Normalen Abb. 10.
zu ¢ im Punkte S; mit der Normalen
zu k im Punkte Sz. Um N ergeben nimlich die von den Fiihrun-
gen ausgelibten Krifte keine Momente. Gleichgewicht ist daher
nur fiir jene der beiden in Frage kommenden Lagen der Stange
moglich, fir welche K und G in entgegengesetztem Sinn um
N drehen.

7. Ubung.

Am Umfang eines Kreises liegen, gleichformig verteilt, eine
Anzahl von Gelenkpunkten, die eine gleiche Anzahl von Scheiben
zu einer geschlossenen Kette verbinden (Abb.11). Auf jede
Scheibe wirkt die radial gerichtete Kraft P. Diese untereinander
gleichen Krifte schlieen untereinander gleiche Winkel ein. Das
Scheibensystem ist im Gleichgewicht. Es sind Gréfie und Lage
der Gelenkdriicke zeichnerisch zu bestimmen.
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Die Kraft P auf eine jede Scheibe und die Driicke in ihren
beiden Gelenken miissen sich in einem Punkt schneiden, der in
Abb. 12 mit C bezeichnet ist. Der Symmetrie wegen miissen
alle Gelenkdriicke @ untereinander gleich sein und der Winkel/x
zwischen der Wirkungslinie des Gelenkdruckes und dem zugehori-
gen Radius der Gelenke muf fiir simtliche der gleiche sein. Aus

Al
G M G P
AR\ S
/] \\‘\\ / \ G
] U 1
Abb. 12.

der Winkelsumme von 360° des Viereckes OACB folgt, und zwar
unabhéngig von «,

<X ACOB = 180° — <& AOB.

Alle moglichen Punkte C miissen daher, dem Satz von den Peri-
pheriewinkeln zufolge, auf einem Kreis liegen, der durch 4 und B
geht. Ein weiterer Punkt dieses Kreises ist M als Schnitt von
MA | OA und MB | OB. Es entspricht M nidmlich « = 90°.
Man sieht weiter, daB8 der Kreis der Punkte C' auch durch O
gehen muf} (Satz vom Winkel im Halbkreis); er kann also sehr
einfach gezeichnet werden. Durch den Schnittpunkt von P mit
dem Kreis der Punkte C gehen die Richtungen der zur betrachteten
Scheibe gehérenden Gelenkdriicke. Das Kraftdreieck aus diesen
beiden und der Kraft P kann daher gezeichnet werden. Es ist
gleichschenklig, so daf} tatsichlich beide Gelenkdriicke einander
gleich sind. Man sieht ferner, dal ihre GroBle von der Lage der
Kraft P _unabhingigfist.

8. Ubung.

Durch Ziehen an einem in der Weise der Abb. 13 herum-
geschlungenen Seil soll eine schwere Trommel der dargestellten
Form auf einer geneigten Ebene gehalten werden. Man bestimme
zeichnerisch die Richtungen, welche das Seil haben darf.

Auf die Trommel wirken (Abb. 14) die Schwere @, der Seil-
zug S und die zur Resultierenden W zusammengefaften beiden
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Widerstandskrafte, welche die Ebene auf die Trommel ausiibt.
W kann nur in dem Winkelbereich zwischen W’ und W” liegen,
der dem Reibungswinkel der Ruhe, p, entspricht. Bei Gleich-
gewicht der Trommel miissen sich &, § und W in einem Punkt
schneiden. Dieser kann nur auf der Strecke zwischen den Punkten
0’ und O liegen, in welchem die Linie der Schwere W’ bzw. W*
schneidet. Da das Seil den Trommelkern tangiert, ergeben sich
die eingezeichneten Grenzlagen des Seiles. Der so gefundene
Bereich kann eine Einschrinkung dadurch erfahren, daB im
Seil negativer Zug unméglich ist. Diesen Fall zeigt Abb. 15. Die

Abb. 13.

Betrachtung der Momente um Punkt E gibt immer leicht Auf-
schlul iber den fiir Gleichgewicht nétigen Richtungssinn der
Seilkraft und deren GroBe. (Wire das Seii anders herumgeschlungen,
dann miiBte auch bedacht werden, da W nur die Richtung von
auBen ins Innere der Trommel haben kann.)

9. Ubung.

Ein Korper, auf den die Kraft K wirkt, stiitze sich, wie Abb. 16
zeigt, auf mehreren Federn von im allgemeinen untereinander
verschiedenen Steifigkeiten C ab, Wirkt K nicht, dann sollen
alle Federn den Kdérper kraftlos berithren. Um welche Achse aa
und um welchen Winkel ¢ dreht sich die Stiitzebene des Korpers
bis Gleichgewicht unter der Belastung K eintritt? Wie groB
sind die einzelnen Stiitzendricke W? (Von Bedeutung bei
Fahrzeugen, die auf Federn ruhen.)

In der urspriinglichen Stiitzebene wird das Achsenkreuz x y
gelegt (Abb. 16). Darauf bezogen, seien die laufenden Koordinaten
der Drehachse z, und y,. Die Lage von K sei durch die Koordi-
naten xx und yx gegeben. Die Drehung ¢ sei in die Drehungs-
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W K komponenten ¢, und ¢, zerlegt.
Ein Punkt der Stiitzebene mit
l ' I | | den Koordinaten x, y senkt sich
== dann um
= | == =0 —pu(e—g,), (1)
W ? so daB der Druck einer dort be-
i B findlichen Feder wird:
Ge LB L W=0f=0lp,(y—y)—
e HD —pye—z)l @
a A {-:\ o 5 Das Gleichgewicht des Korpers
/-~\‘X’ K"é-i erfordert, daf die Komponenten-
n\J]/ yx., R gleichung K = ' W sowie die
AR + Momentengleichung -
X N/
* har ( Kyg=2W Y
o X und
Abb. 16.

—Kag=—2 Wz
erfiilllt sind. Aus diesen Gleichungen wird mit Gl. (2)

K=9,(2Cy—9y, 20O —9,(YC2z—z,30),
Ky =0, Cpp—y, 2 Cy)—9, (X Cxy—z, 3 Cy)} (3)
KxK=<pm(Z’Cwy—yafé‘x)—%(f()ﬂ—wa2096).‘

Die Form der darin vorkommenden Summenausdriicke 3’ C z,
20y, o2, X ¥2, X' Cxy, legt es nahe, die Steifigkeiten
mit in der Stiitzebene liegenden Massen zu vergleichen. Dann
sind }'Cx und J'Cy die statischen Momente der Steifigkeiten,
2/ 0ar=J,und Y Cop=J, die Trigheitsmomente der Steifig-
keiten, > Cay =J ¢y ihr Deviationsmoment, alle bezogen auf
das gewahlte Achsenkreuz bzw. auf dessen Achsen. Ebenso gibt
es einen Schwerpunkt der Steifigkeiten, Trigheitshauptachsen
und Trégheitsradien. Man erkennt, dafB es zweckmafig ist,
das Achsenkreuz mit den durch den Schwerpunkt der Stetfigkeiten
gehenden Trigheitshauptachsen des Steifigheitssystems zusammen.-
fallen lassen, was im folgenden vorausgesetzt ist, denn es wird
dann ' C z =0, 2 Cy=0, 2 Czy=0 und die GI. (3)

nehmen die folgenden einfachen Formen an:

K
2‘6 =@y ya_]“(p'y Lg. (4)
Kygr=g9,J.. (5)
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Kaog=—g,J, (6)

Aus Gl (5) und Gl. (6) erhélt man die gesuchten Drehungs-
komponenten

Kyg
Kz
Py=—f ®)

In Gl. (4) eingesetzt, erhdlt man die Gleichung der Drehachse:

—_— Zg yq,
1= g + — (9)
g 30 yg 2C
Man erkennt, da@ ihre Abschnitte auf den Achsen x und y betragen:
Jy Je
= — " n = — .
mn re X 07 yg 2 C
Jo o2 und -Jv_ — .2 definieren die Tragheitsradien
2 C Ox 2 C Qy Oz

und g, des Steifigkeitssystems um die Achsen x bzw. y. Ihre
Einfihrung ergibt

2

m:——%:{— (10)
2

n:—ﬁ;?;; {11)

zur Bestimmung der Lage der Drehachse. Wenn man Gl. (7)
und Gl. (8) in GI. (1) einsetzt und die Beziehung Gl. (9) beriick-
sichtigt, wird

K T Tg Y Yg )

= 1 . 12

f=ag (145 4+ L (12)

Somit ist der Stiitzendruck einer Stiitze mit der Steifigkeit C
C Ty YYg

w_k-C_ ( 1 ) 13

20 + 047 T 0 (13)

Interessant ist, daBl die Senkung des Korpers am Orte des Schwer-
punktes der Steifigkeiten einfach stets
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f0:

K

30

(14)

wird, was aus Gl. (12) mit # = y = 0 folgt. Der Kérper dreht
sich nicht, wenn K durch den Schwerpunkt der Steifigkeiten
geht, denn aus Gl. (7) und Gl. (8) folgt mit x, = yx =0 auch
9, =@, = 0. Erfolgt die Belastung durch ein Kriftepaar, dann
geht die Drehachse durch den Steifigkeitsschwerpunkt, denn
der Korper senkt sich daselbst nach Gl. (14) wegen K = 0 nicht.

Im Grenzfall des Kriftepaares sind K yx und —K xx dessen
Komponenten M, und M, und die GL (7), (8), (12) und Gl.
(13) verwandeln sich dadurch in

s :\f‘]{:. (7a)
@y = ﬂf: (82)
ol %d]

10. Ubung.

Unter den Federn, welche den in der 9. Ubung betrachteten
Korper stiitzen, seien welche, die, wenn die Kraft K nicht wirkt,
nicht an die Stiitzebene heranreichen, sondern von ihr um A
abstehen (Abb. 17). (& soll auch als Index zur Kennzeichnung

dieser Federn dienen.) Wie ver-
} ‘ | ! dndern sich dadurch die Ergebnisse
der 9. Ubung ?

Der Druck einer Feder der
hier neu auftretenden Art ist

Wy =Ch(th—h)
oder mit Anwendung der Gl. (1) der 9. Ubung
Wi = Oy (92 (Y2 — o) — @y (tn — )] — Cp b
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Schreibt man die Gleichgewichtsbedingungen wie in der 9. Ubung,
aber mit Einbeziehung der Driicke W, an, dann erhélt man analog
Gl. (3) der fritheren Ubung

K+20hh:(pm(20y+20hyh——ya [20“{"2?@1])'—
— @y (20x+20h%"—
—x | Yo+ 0))

Kyr+ Y Chy=0, (Y0 + X Cyd—yp. [XCy+
+2 Ohyh])‘¢w(20xy+2 O Ty Yn—
— g {209 +20h?/h”’

Kag+ X O, kwh—%(zoxﬁ 2 Chay g —
B B g

— X [20%—}—2 Ohxh})‘

Die rechten Seiten dieser Gleichungen zeigen, dafl darin die Stiitzen
der einen und der anderen Art véllig gleiche Rollen spielen. Halt
man den unbelasteten Korper fest, zieht eine von ihm um A
abstehende Feder an ihn heran und befestigt sie an ihm, dann
wirkt die Feder mit der Kraft C, & auf den Korper. Die Kraft K
kann man mit dem System der Zusatzkréfte C), b zu einer Resul-

tierenden K zusammengesetzt denken; ihre GroBe ist K=K+
+ M 0, k. Da auBerdem das Moment der Resultierenden stets
die Summe der Momente der Komponenten ist, konnen an Stelle
der linken Seiten der obigen drei Gleichungen die Ausdriicke K,
K7 YK, K g treten, wobei 7 yx und Tg die Lage von K angeben.
Damit ist die formale Ubereinstimmung mit den Gl.(3) der
9. Ubung hergestellt. Man kann daher genau so verfahren wie

dort, wenn statt K mit der Resultierenden K aus K und den
Zusatzkriften €, b gerechnet wird.

11. Ubung.

Ein Kérper (Abb.18) auf der mit der Geschwindigkeit u
bewegten waagrechten Ebene E wird durch die feststehende
Fithrung F, die mit « den Winkel o einschlieBt, lings dieser
abgedringt. Die Reibung zwischen Korper und Fithrung ent-
spricht einem Reibungswinkel g. Mit welcher Geschwindigkeit v
bewegt sich im Beharrungszustand der Korper lings der Fithrung ?
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Parallel zu E wirken auf den Korper zwei Kréifte: Von der
Fithrung her eine gegen die dazu Normale um den Winkel o
geneigte Kraft K und die Reibungskraft R, welche die Ebene E

auf den Korper ausiibt. Im
90-6+6)  (leichgewichtsfall sind K und R

7 gleich groB und entgegengesetzt

%

‘woraus

gerichtet. R mufl als Reibung
die entgegengesetzte Richtung
go+e der Relativgeschwindigkeit w

des Korpers gegen £ haben, d. h.

es fallt w in die Richtung von K.
. Es ist a4+ w=vDem ent-
spricht das in Abb. 18 gezeich-
nete  Geschwindigkeitsdreieck.
Der Sinussatz ergibt

U v

sin (90° + g) _ sin [90° — (& + o)1’

v = u(cos & — sin « tg p). (1)

Fiihrt man die Reibungszahl p = tg ¢ zwischen Kérper und
Fiithrung ein, wird

v=1u (cos & — usin x). )

Daraus ergeben sich die Folgerungen:

iR
|
I
|

F

Abb. 19.

1. v ist unabhingig von der GroBe der Rei-
bung zwischen Kérper und Ebene!

2. Im Beharrungszustand besteht keine Be-
wegung ldngs der Fithrung (v = 0), wenn tg o =

= 71[, d.h. x =90°—p. Fiir den Bereich von

o zwischen 90°—p und 90° gelten die Gl.(1) und
Gl. (2) nicht. (Sie ergeben némlich dafiir einen
negativen Wert von v, d. h. eine gegeniiber Abb. 18
entgegengesetzte Richtung von ». Dem entspre-
chen eine Lage von K, die gegeniiber Abb. 18 ge-
rade symmetrisch beziiglich der Fithrungsnormalen
ist und damit andere geometrische Beziehungen
als die, welche zur GI. (1) und Gl. (2) fithrten.)

Die Abb. 19 macht klar, dafl es fiir den genannten Bereich
von « keine Bewegung lings der Fithrung mit Beharrungszustand
gibt; an F herrscht Reibung der Ruhe.
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12. Ubung.

Ein linsenférmiger, von zwei Kugelflichen begrenzter Um-
drehungskérper wird (Abb. 20) durch die Kraft P in eine gerade
Keilrille gedriickt. Der Kérper wird um einen Winkel um die
Wirkungslinie von P gedreht. Welchen groBten Wert ¢ darf
der Winkel erreichen, wenn der Korper, sich wieder selbst i{iber-
lassen, in seiner Lage bleiben soll ?

Im Gleichgewichtsfall miissen
sich die Auflagewiderstinde W,
und W, in den Beriihrungspunk-
ten I und II des Umdrehungs-

Abb. 20. Abb. 21.

korpers mit der Keilrille auf der Wirkungslinie von P schneiden.
An der Gleitgrenze liegen W, und W, auf dem Mantel je eines
Kegels, dessen Achse die Beriihrungsnormale in I bzw. II ist
und dessen halber Offnungswinkel die GréBe des Reibungswinkels o
der sich berithrenden Materialien hat. Beriihren sich (Abb. 21)
die beiden Reibungskegel gerade, und zwar auf der Wirkungslinie
von P, dann ist offenbar die groBtmogliche Verdrehung ¢ des
Korpers, aus welcher er gerade nicht mehr zuriickkehrt, erreicht.
Fiir diesen Zustand ergibt die Betrachtung der Abb.21 einen
Zusammenhang der lings bzw. quer zur Keilrille gemessenen
halben Entfernungen @ bzw. b der Beriihrungspunkte I und I1:

a
80 =rosa

oder
a tgg . (1)

darin ist « der halbe Offnungswinkel der Keilrille. Um die Frage
nach ¢ zu beantworten, mufl noch der rein geometrische Zusam-
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menhang zwischen ¢ einerseits und @ sowie b anderseits ermittelt
werden. Aus Abb. 22 erkennt man, daB bei einer Drehung des
Koérpers um den Winkel ¢ ohne gleichzeitige Hebung, wobei sich
die Keilnut-Seitenwinde in passendem MaB parallel verschieben
miissen, eine Verriickung der Punkte I und II in Richtung der
Keilnut eintritt, um s

a=5 sin g. (2)
Darin ist s der Abstand der Kugelmittelpunkte des Drehkérpers.
Wenn nun die Keilnut auf das urspriingliche Ma3 verengt wird,
hebt sich der Drehkérper und die Quer-
entfernung der Berithrungspunkte I und
IT geht auf das bei gerader Stellung des
Drehkérpers vorhandene MalBl zuriick.
Also ist

4
b="2, 3)
wenn p den Abstand der Beriihrungs-
punkte des Korpers mit der Keilnut bei
gerader Stellung bedeutet.

Bei der Verengung der Keilnut dndert
sich die Langsentfernung der Berithrungs-
punkte I und II nicht und daher ist
@ mit o identisch und wegen GI. (2)

s .
Schnitt a—b a4 = & Snge. (4)
Abb. 22. .
Durch Einsetzen von GI. (3) und Gl. (4)
in Gl (1) erhdlt man das gewiinschte Ergebnis

. _ P tgo
S = s

oder, wenn fiir tg o die Reibungszahl y gesetzt wird,

III. Kinetik.
13. Ubung.

Ein Kérper (Gewicht @) schwimmt in einer Fliissigkeit (spez.
Gewicht y). Ist die Eintauchtiefe des Korpers eine andere, wenn
die Fliissigkeit statt zu ruhen nach aufwirts oder abwirts mit
der gleichférmigen Beschleunigung b in Bewegung ist ?
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Wenn auch Korper und beschleunigte Flissigkeit gegeneinander
rubhen, ist dabei doch kein Gleichgewichtsfall vorhanden. Es
darf aber so getan werden, wenn auf jedes Massenteilchen dm
des Systems zusitzlich eine Kraft d P = — b dm wirkend gedacht
wird. Das bedeutet, wenn b aufwirts gerichtet ist, eine schein-
bare Erhohung des Gewichtes des schwimmenden Korpers um
% b, also auf —GT:.G<1 -+ S) und gleichzeitig eine scheinbare
Erhohung des spez. Gewichtes der Fliissigkeit um —3 b, also auf
— b
y=v(1+4)

Ist die Verdrangung des Korpers in der ruhenden Fliissigkeit V,
in der beschleunigten ¥, dann ist

@=Vy und @=7V5,
woraus durch Division
V_G 7
Vv o a vy
folgt. Setzt man die ermittelten Werte fiir & und y ein, so ergibt
sich —II; =1, d. h. die Tauchtiefe ist in der beschleunigten Fliissig-

keit die gleiche wie in der ruhenden.

14. Ubung.

Eine Punktmasse m, die in einer Ebene reibungslos und frei
beweglich ist, befindet sich in einem Kraftfelde, fiir welches ein
Potential U besteht. Man leite die Differential-
gleichung der Bahn des Massenpunktes ab, ¥ \p\(

indem man aus der Gleichung fiir seine Wucht }rm '
L und aus der Gleichung fiir seine Normal- o Y X
beschleunigung b, die Geschwindigkeit v eli- % YY) x

—

miniert.

Abb. 23.
Die Bewegungsebene wird zur x-y-Koordi-

natenebene gewéhlt (Abb. 23). Unter den getroffenen Annahmen
ist bei der Bewegung die Energie E = U + L konstant;

L= %mvz, daher
E= U«}—%mvz. 1)

Die Komponenten der Kraft P auf die Punktmasse in Richtung
der Koordinatenachsen sind

Pawelka, Mechanik, II. Bd. 2
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oU

X=— oz’
y__ oU @)

T oy

Die Projektion P, der Kraft P auf die Richtung der Bahnnor-
malen v ist, wie Abb. 23 zeigt, wobei 7 die Bahntangente be-

zeichnet: P,=Y cos (v ) — X sin ( z).

Da tg (r ) = y’ und daher

’

cos(rx)=-—1~—1—, sin (1 ) = y n

(I+y'2)? (1+y?e?
ergibt, sich L
g1 P, = Y Xyi
r2\2
und mit Gl (2) (497

. oU ,_EE son— 1
P=(S0y— 0 a4y, 3)

Nach dem dynamischen Grundgesetz ist P, =mb, und da

3
2 7 2)2
b, =2, wobei o = il_—l-’_g/j den Kriimmungsradius der Bahn

bedeutet, wird P, (1 + ¢’ = mo? y".
Daraus bekommt man mit Gl. (3):
o0 ., OUNL+Y? e
(ax y ay) yu =muv-. (4)
Die gesuchte Differentialgleichung ergibt sich durch Eliminjeren
von mv? aus den Gl. (1) und Gl. (4):

" (U — 30U 08U ,0U oU _
29" (U—E)+y 5z Y ay—{—y 5 =0.

Wie schon hervorgehoben, ist E eine Konstante.

15. Ubung.

Der Wuchtverlust AL beim Sto zweier Massen, M und m,
ist durch die Aufprallgeschwindigkeit w und die Riickprall-
geschwindigkeit w auszudriicken.

Die Wucht eines Systems setzt sich zusammen aus der Wucht
seiner Schwerpunktsbewegung und der Wucht der Relativ-
bewegung gegeniiber dem Schwerpunkt. Da die Schwerpunkts-
bewegung durch den Sto8vorgang nicht beeinfluBt wird, ist der
Wuchtunterschied vor und nach dem Sto8 gleich dem Wucht-
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unterschied der Relativhewegungen gegeniiber dem Schwerpunkt
vor und nach dem Stof.

Es sei V und v die Geschwindigkeit von M bzw. m vor dem
StoB, ¥ und v die Geschwindigkeit von M bzw. m nach dem StoB,

v, die Geschwindigkeit des Schwerpunktes.
Nach dem Gesagten ist also

AL = 2V — o) +m@o—o— M (V—v ) —m (—v,)2]

Hierin wird der Wert
MV +mv MV +mb

T UM Am T MAm
eingesetzt, so zwar, dafl eine Klammer jeweils nur gestrichene
oder nur ungestrichene Geschwindigkeiten enthilt.

Man erhilt

AL =5 (V=0 —(T—0)];
o
weil V—v =w, V—70 =w, wird
AL =11 2
2 1 1
,f,_,]._,;ﬁ,

Der Wuchtverlust entspricht somit dem Unterschied der Quadrate
von Aufprall- und Riickprallgeschwindigkeit und der sogenannten
harmonischen Summe der stoffenden Massen.

16. Ubung.

Zwei Wellen I und 2 sind durch ein Ubersetzungsgetriebe mit
stetig verinderlicher Ubersetzung % miteinander verbunden, die
in Funktion der Zeit verindert wird. Mit jeder der beiden Wellen
bewegen sich Massen, die, auf die zugehorige Welle reduziert,
konstante Tréagheitsmomente J; und J, ergeben. AuBer den
Momenten, welche die beiden Wellen durch das Ubersetzungs-
getriebe aufeinander ausiiben, wirkt auf jede derselben ein
reduziertes Moment M, bzw. M, drehend. Diese sind konstant
oder Funktionen der Zeit ¢. Wie verdndern sich die Winkel-
geschwindigkeiten w; und w, der beiden Wellen ?

Drehen sich die Wellen um die Winkel dg, bzw. dg,, dann
wird am gesamten System die Arbeit d4 = M, dp, + M,dp,

2%
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geleistet. Weil do, = w,dt und dg, = w, di, ist auch d4 =

= (M, w; + M, w,) dt und mit u = %, also w, = % wy, auch
1 .

d4 = (M, + v M,) v, dt. 1))

Um die Arbeitsleistung d 4 erhoht sich die Wucht L des gesamten
Systems, also ist

dA =dL. (2)
Es ist
1 1
L= 70)12J1 + 5 of Jy
oder mit wy, = u w;
L= of(J;+uJy.
Also ist:
AL = (J, + @ J) oy do; + s opd (i +u2). @)
Nun wird Gl (1) und GL (3) in Gl (2) eingesetzt:
1
dow, (J,+u*d,) + —2—w1d (J,+u2d,y) = (M, + u M) di.

Dies 148t sich auch so schreiben:
do d 3 7 M, +uM
#—l—wlﬁ(logn [/J1+u2J2)—7:_}_—MJ—:=O. (4:)
Da (neben M, und M,) u voraussetzungsgemil eine Funktion
der Zeit ist, ist es auch 7‘% (logn er+ u? Jz), daher ist Gl. (4)

eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Die Ldsungs-
gleichung (siehe z.B. Hiitte I) einer solchen, auf Gl (4) ange-
wendet, ergibt mit der Integrationskonstanten C':

t
_ 1 M, +ulM, di 4+ C
0= e, “ VI, + wt J, +

oder

t
- 7 M, +uM
J,+wJ,= |\ A——=dt + C. - (5)
o VhE R = |
; und « sollen fiir £ =0 die Werte w,, und %, haben. Gl (5),
fiir diese Werte angeschrieben, lautet:
St

=0
— T 7 M, +uM 5
%mh+w@_y7ﬁﬁim+a (6a)
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Zieht man Gl. (5a) von Gl. (5) ab, dann fillt C weg und es wird

b4
1 l/i“— M, +uM
! ]/J1+u2J2(w10 S 2+§ Ty +utJy )

Weil w, = % w; (daher © wq = wy) ist

Wy

1

¢

My +uM, d

EETA

(o vt ug 0]

0

Jy +utd,

t).

17. ﬁbung.

Abb. 24 zeigt ein zweifliigeliges Windrad. Das Gehiuse @
enthilt einen elektrischen Generator, der von der Fligelradwelle

Abb. 24.

mit einer Stirnridder- oder Ketteniibersetzung angetrieben wird.
Das Ganze ist, zwecks Einstellung in den Wind, um die lotrechte
Achse s s schwenkbar. Die Trégheitsellipsoide aller umlaufenden
Teile, mit Ausnahme des Fliigelpaares, sind Rotationsellipsoide.

Das Trigheitsmoment des Fliigelpaares um die Achse ff der
Fligel kann vernachlissigt werden. Es sind die Bewegungs-
gleichungen fiir die Schwenkbewegung und fir die Fliigelrad-
drehung aufzustellen.

Hier verspricht die Anwendung der LacrRANGEschen Glei-
chungen zweiter Art grolte Einfachheit. Als generalisierte
Koordinaten des Systems von zwei Freiheitsgraden werden der
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Raddrehwinkel ¢ gegen die Lotrechte und der Schwenkwinkel g
z.B. gegen die Nord-Siid-Richtung gewéhlt. Die lebendige
Kraft L des Systems ist als Funktion von ¢ und y auszudriicken.
Das Triagheitsmoment des Ganzen um die Schwenkachse, jedoch
ohne das Fliigelpaar, ist unverdnderlich und werde Jg genannt.
Wenn das Fliigelpaar zundchst wieder ausgenommen wird, ist
die Wucht L, die Summe aus der Wucht der Schwenkbewegung

%J s % und der Wucht der Rotationsbewegung. Letztere wird

in gebréuchlicher Weise durch ein reduziertes Trigheitsmoment Jz
ausgedriickt, welches mit Ausnahme des Fliigelrades alle rotieren-
den Teile umfaBt und die Verschiedenheit ihrer Winkelgeschwindig-
keiten beriicksichtigt. Es ist dann

1 . 1 .
L0= ?Js¢2+?JR¢2'

Es bleibt noch die Wucht L, des Fliigelpaares zu bestimmen.
Seine Masse sei myp, der Abstand seines Schwerpunktes von der
Schwenkachse sei a, sein Trigheitsmoment um die Rotations-
achse sei Jz. Die Richtungen der Trigheitshauptachsen des
Fliigelpaares durch den Schnittpunkt von Rotationsachse und
Schwenkachse sind in Abb. 22 eingezeichnet und mit z. y, z be-
nannt. Die dort vermerkten Gréfen der Haupttrigheitsmomente
J o J 4, J, ergeben sich in einfacher Weise unter Beriicksichtigung
der eingangs gemachten Annahme.

Durch Zerlegen der Winkelgeschwindigkeiten ¢ und o in die
Richtungen z, y, 2

ergeben sich die Winkelgeschwindigkeitskomponenten in
Richtung z, y,z zu

W, =—qpcos¢,
= ysin g,
_‘P
Es ist
L, = (J w2+ Jy w2+ J, 02,

(m a? g cos @* + [Jp + ma?] ¢? sin’ ¢ + Jp @),

20| M]n—l w]

< (¢# [m @ + Jpsin® p] + ¢* Jp).

Damit und mit der schon bekannten Wucht L, ergibt sich die
Gesamtwucht

L=Ly+L,= %(,‘,,z [J, + ma? + Jpsintg] + 62 [Jr + Jz)).
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Js+Jp + ma? = Jgpay ist das maximale Trigheitsmoment
des Ganzen um die Schwenkachse, Jp 4 Jg = Jpge ist das
gesamte reduzierte Triagheitsmoment fiir die Rotation. Mit der
Einfithrung dieser GréBen wird

1.. .
L:§[¢2 JRges + '4,02 (JSmax"“JF cos? (P)] (1)

Die LaeraNgEschen Gleichungen zweiter Art lauten im vor-
liegenden Fall, wenn ¢ die Zeit und 4 die am und im System
geleistete Arbeit ist,

i(a )_ oL _ 24
dt \ a¢ op  op’
@ ' (' (2)
d (aL\ oL _ 84
i) -
Aus Gl. (1) gewinnt man
oL . d (oL .
= @ JRges, Woraus folgt W( 3¢) = @JRges>
%=%¢2Jpsin2<p,
aL . . J
Fr = "P(JSmax"—JFOOSz‘P) = W[JSmax‘_—;;(l + cos 2 ¢)|,
woraus folgt
d (oL . J . . .
W(W) = Qp[JSmax__zf’_'(l + cosZ(p)]+ ey Jpsin2gq.
oL
*‘6*1/—}— =O.

Denkt man sich nur ¢ verdndert, dann erkennt man, dafl %ﬁ =Mp

die algebraische Summe der um die Rotationsachsen gebildeten
Momente von allen auf die rotierenden Teile wirkenden Krifte
ist, wobei diese Momente, auf die Fliigelradachse reduziert, zu
nehmen sind. In diese Summe gehen daher ein das Drehmoment
der Windkrifte auf die Fliigel, das elektrodynamische Dreh-
moment auf den Anker des Generators, Drehmomente der Lager-

und Biirstenreibung. Denkt man sich nur ¢ veréndert, dann er-
04

kennt man, daB e = My die algebraische Summe der um die
Schwenkachse gebildeten Momente aller duBeren Krifte ist, die
auf das System wirken. In diese Summe gehen ein das Schwenk-
moment der Luftkrifte, das Reibungsmoment der Schwenk-
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lagerung. Nunmehr sind alle Glieder der Gl. (2) ausgerechnet
bzw. festgelegt und diese konnen geschrieben werden:

. 1. .
(pJRges'——‘é—iszFSInQ(p:MR. (3)

J . . .
P|Tsmax — 5 (1 + cos29)| + ¢ pJpsin2¢ = My. | (4)

Diese sind die gesuchten Bewegungsgleichungen in der Form
zweier simultaner Differentialgleichungen.

18. Ubung.

Ein schnell laufender Kreisel (Abb. 25) ist im Punkt O seiner
Figurenachse abgestiitzt, deren Lage durch die Winkel ¢ und g
angegeben werden moge. v ist der Winkel der Figurenachse

gegen die feste Richtung O z; ¢ ist der Winkel
2 der gemeinsamen Ebene durch die Figuren-
z achse und Oz gegen eine feste Ebene durch
O z. (Die Koordinaten ¢ und g heiflen auch
,,Polabstand* und ,,Azimut*). Auf die Figuren-
achse des Kreisels wirken Krifte, welche be-
ziiglich der Achse Oz ein Moment Me und
beziiglich der durch O gehenden, zu Oz und
zur Figurenachse senkrechten Achse ein Mo-
0 ment M, haben. Man stelle die Bewegungs-
Abb. 25. gleichungen des Kreisels mittels der LAGRANGE-
schen Gleichungen zweiter Art auf und priife
das Ergebnis durch Anwendung auf die Prizession und Nutation
des Kreisels.

@und psind generalisierte Koordinaten im Sinne von LAGRANGE.
Zur Festlegung des Kreisels mufl aber noch eine weitere hinzu-
kommen, also der Drehungswinkel » eines bestimmten Kreisel-
punktes gegen die Ebene durch O z und die Figurenachse. Durch
die Veranderungen von v, ¢, y ergeben sich Winkelgeschwindig-
keiten #, @, g des Kreisels, deren Resultierende eine Komponente wp
in Richtung der Figurenachse und eine Komponente wqg quer
dazu besitzt.

Aus Abb. 26 ist zu entnehmen:

. wp =79+ @cosy.

T (1)
wg® = (psiny) + ¢
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Das Trigheitsmoment des Kreisels um die Figurenachse heifle F,
das um eine Querachse durch O heifle ¢). Die Wucht L des Kreisels
ist

L= (For+Qug)
und wird somit

L=1[FG+peosyf +Q(@Fsinty+ Bl (2)

Bei Verinderungen von », @, y ist die Arbeitsleistung der auf den
Kreisel wirkenden Krifte

dA =M,dp + M, dy. (3)
Es ergibt sich aus Gl. (2) bzw. (3): ) Figuren-
oL . . oL 0 achse
“*é;.}‘“ =F ('V + @ (o) 'lp), *é';; = 0, 7"’— = U.

Damit und aus der LacrancEschen Gleichung fiir
Koordinate »:
d (oL) oL _ o4
dt \ 0% av
wird

d ,. .
F'}Tt’ (v + peosy) =0.
Es ist also ¥ 4 ¢ cosp = konstant, also wegen Gl. (1)
wp =¥ + @ cos = konstant. 4)
Es ergibt sich aus Gl. (2) /
% =F (V4 @cosy)cosy + @ ¢ sin®yp.
Mit Beriicksichtigung von Gl. (4) wird daraus
d (oL . . . . .
7{(#7‘) =—(Fop—2Q pcosy)siny p -+ @sin’y g.

o9
Es folgt weiter aus Gl. (2) f;% =0, und aus GI. (3) %::— =M,.
Eingesetzt in die LacraNcEsche Gleichung fir Koordinate ¢:
. ( oL ) oL _ 94
dt \ o9 | ég — og’
wird

—(Fop—2Q gcosy)siny p + Qsinty p =M,. (5)
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Es ergibt sich aus Gl. (2) bzw. Gl. (3)

oL . d (oL .

5 =@ W(a—zﬁ)=Q’P’
£=—FwFsiny)'+Q'2sin cos
oy ¢ +Q ¢*sinycosy

=—(F op —@ ¢ cos p) sin g @ %:M.
) 31[) 1]

Eingesetzt in die LacraNcEsche Gleichung fiir Koordinate y:

d (oL oL _ 94

dt (_&p—) Sy T oy
wird

" Qy+ (Fop—Qgcosy)siny ¢ = M,. (6)

Beim schnellen Kreisel konnen in den Gl. (5) und (6) @ @ cosy
und 2@ ¢ cos y gegeniiber F wp vernachlissigt werden. Letztere
GroBe ist offensichtlich die Projektion @z des Dralles @ des
Kreisels auf die Figurenachse, welche Projektion wegen Gl. (4)
konstant ist. Mit all dem wird aus den Gl. (5) und (6):

Qsin’y 9 —Opsiny p = M,

. - . 7
qu—}—@psmzp(p:M.,,. @

Die Prazession eines Kreisels ist die Bewegungsform, bei welcher
My = 0 und y = konst., also p = g = 0 ist.

Die Gl (7) ergeben dafiir:

. b=
somit

4}; = konst.

und

M, =Opsiny g,

in Ubereinstimmung mit der Lehre vom Kreisel. Falls dieser nicht
schnell umléuft, ergibt sich aus Gl.(6), wenn fiir wp aus Gl. (4)
eingesetzt wird:

M, =Fvy psiny + (F —Q) ¢g*sinyp cos y,

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der iiblichen Betrachtungs-
weise.
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Nutationen ergeben sich bei M, =0, und M, = konst. (zu-
mindest anndhernd). y schwankt dabei so wenig, da8 fiir sin
ein Mittelwert £ genommen werden darf. Es ist nach den Gl. (7)

QKR p—Opkyp =0,
Qkyp—Opp =0 }
Qi+ Opk i =M,

Indem man die untere Gleichung nach der Zeit ¢ differenziert
und daraus ¢ in die obere Gleichung einsetzt, erhilt man

also

und

(8)

Das Integral davon ist mit den Konstanten 4, B, C:

. Op Op
p=Asin ——1t+ Bcos——1t+ C. 9)
Q Q
Aus der oberen der Gl. (8) folgt
. Op .
@ = Qk Yy

und durch zweimalige Integration, wobei die Konstanten D und E
auftreten,

%)
¢=@£k§wdt+Dt+E.

Es ergibt sich unter Beriicksichtigung von Gl. (9)

%) (0]
(p:-}?(—Acos——F—t—[—Bsinth)+(0-|-‘D)t+E-

Q Q
C + D wird zur neuen Konstanten €’ gemacht:
0] )
@ =-]1;(——A cosTFt + Bsin%t) +C't+ E. (10)

Aus den Gl. (9) und (10) lassen sich die Kennzeichen der Nutations-
bewegung ablesen, insbesondere, dal die Zeit 7', einer Nutation
sich richtig ergibt zu
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19. ﬁbung.

Um das von einer Kraftmaschine K (Abb. 27) entwickelte
Drehmoment M zu bestimmen, kuppelt man sie mit einem elek-

ausgeiibte Drehmoment M p

K wichst proportional der Ver-
/S drehung von S, und zwar
_ %: halten des Generators ent-

Abb. 27. spreche, da8 das zwischen

Stator und Rotor wirkende

trischen Generator, dessen Stdnder S leicht drehbar gelagert
ist und sich iiber das Dynamometer D abstiitzt. Das von D auf S
um ¢ je Bogeneinheit. Dem
elektrisch-magnetischen Ver-
innere Drehmoment M; von der relativen Winkelgeschwindig-
keit w; zwischen Rotor und Stator abhingt, gemil

)

worin M, (Stillstandsdrehmoment) und , (Leerlaufwinkel-
geschwindigkeit) Konstante sind. Wie verlduft die Anzeige M
des Dynamometers, wenn das Drehmoment der Kraftmaschine
plotzlich von einem auf einen anderen konstanten Wert steigt
oder fallt ?

Es bezeichne ¢ den Drehwinkel des Stators, von der Lage
bei Nullanzeige des Dynanometers an gerechnet, wg die Winkel-
geschwindigkeit des Rotors, Jp das Trag-
heitsmoment aller mit dem Rotor umlaufen-
den Teile, Jg das Trigheitsmoment des
Stators, wobei Jz und Jg um die gemeinsame
Drehachse gerechnet sind.

Auf die mit dem Rotor umlaufenden
Teile wirkt (Abb. 28a) als Summe Mp aller

dufleren Momente um die Drehachse

Wy _
My =3 — My (5 —1)
und daher ergibt sich aus der Bewegungsgleichung Mz =Jgrmg
M— M, (-‘_"i—l) — Jron (1)
Wo

Der Drall des aus den beiden drehbaren Teilen bestehenden
Systems beziiglich der gemeinsamen Drehachse ist @ = J wg -
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+ Js ¢. Es muBl O=Jror+Js @ gleich der Summe der auf
das System wirkenden dufleren Momente um die gemeinsame
Drehachse sein, welche Summe nach Abb. 28b gleich M — M, ist.
Dabher:

M—Mp=Jrowr+ Js ¢. 2)
Offenbar ist w; = wgp — ¢ und damit wird GL (1)
Op ¢ .
M——-MO( RT% )=JR£0R- (1a)
Wo
My,

M D . M D .
Aus Mp = co folgt ¢ =—— und @ =—— sowie g=—"=;
die vorletzte Gleichung wird in Gl. (1a) eingesetzt, die letzte
Gleichung in Gl. (2):

MD
CUR-—-
M—MO(————C—J) = Jrdz 3)

o

J .
M — Mp = Jpim + > Mp. 4)

Aus diesen Gleichungen muf8 eine von wg und g freie gebildet
werden:

Man zieht zunéchst Gl (3) von Gl. (4) ab:

Mp
Opr— Jg
M, -———1 —MD:—C—MD.

Wo

Die erhaltene Gleichung differenziert man nach der Zeit:
1‘4'0 . ‘2‘4'0 . . _ Js eos
”aTwR—zFMD—MD = TMD-

Daraus und aus Gl. (4) wird oz eliminiert:

w1 1\ My g c oM, _
My + My <TR + 5 )—wo 0y g My O =
M,

=M (5

Jgds 0, (5)

Um zu dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten zu gelangen, brauchte .M nicht unver-
énderlich angenommen zu werden. Von jetzt an soll im Sinne
der Fragestellung M konstant sein. Ein partikulires Integral
von Gl. (5) ist dann Mp = M. Um zum vollstindigen Integral
von Gl (5) zu gelangen, ist nach einem bekannten Satz zu
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Myp = M noch das vollstindige Integral der homogenen Differential-
gleichung

By + My (= + 5-) 5

hinzuzufiigen. Die Bedingung dafiir, daB sich die Anzeige des
Dynamometers gedimpft schwingend oder aperiodisch einspielt,
ist daher der stabile Verlauf von My als Losung der Gl. (6), welcher
nach Hurwirz gegeben ist, wenn das Produkt der Koeffizienten

M, cM,

+MDJ +Mpﬁ—wo~=0 (6)

von Mp und M p weniger dem der Koeffizienten von Mp und My
eine positive Zahl gibt. Dies ist der Fall, denn man erhilt
Mp-clwy J 2. Die Vorrichtung verhélt sich daher bei Belastungs-
wechsel durchaus stabil.

20. ﬁbung.

Bei den Laufridern von Kaplanturbinen und bei manchen
Windriadern und Propellern sind die Schaufeln um eine die Um-
drehungsachse des Rades senkrecht schneidende oder krenzende
Achse verstellbar.

Man gebe die Momente um die Verstellachse an, die infolge
der Massenwirkung der gleichférmig mit der Winkelgeschwindig-
keit w umlaufenden Schaufeln notig sind, um diese in ihrer Stellung
festzuhalten. Wie verdndert sich das gesuchte Moment mit der
Schaufelstellung ?

Da sich die Schaufeln nicht gleichf(')'rmig geradlinig, sondern
gleichformig kreisend bewegen, sind sie nicht im Gleichgewicht.
Man darf jedoch die Gleichgewichtsbedingungen anwenden, wenn
an jedem Teilchen (Masse dm) der Schaufeln dessen Fliehkraft dC

angebracht wird.

Es sei ein Achsenkreuz nach Abb. 29 zugrunde gelegt:
z-Achse ist die Verstellachse,

z z-Ebene parallel Radebene,

z y-Ebene durch die Radachse.

Die letztere habe von der Verstellachse den Abstand e. Die
Gleichgewichtsbedingung lautet:

Gesuchtes Moment M plus Summe aller Fliehkraftmomente
d M¢ um die z-Achse gleich null, somit

M+ Sszc =0 oder M= —SdM,C. 1)
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Die Fliehkraft eines Teilchens mit dem Abstand R von der
Radachse wirkt in Richtung von R und ist dC = dm R «?.

Abb. 29 zeigt: dM,* =—dCcos (Rz)-y. Also ist d M, =
=-—qw?*dmy Rcos (Rx). Aus Abb.29 geht weiter hervor
R cos (R ) = x — e. Daher wird d M, = — w?*dm y (x — e) und
durch Einsetzen in GI. (1)

M:waudmxy—

—egdmy]. (2)
gdmx?/:"mw 3)

ist das Deviationsmoment des
Fliigels beziiglich der sich in
der Verstellachse schneidenden
Koordinatenebenen. Nach der
Definition des Schwerpunktes,
der durch Index s bezeichnet
sei, ist

Sdmy:mys. (4)

Gl. (3) und (4) werden in GI.(2)
eingesetzt:

M =0?[Jpy—ey,m]. (5)

Es ist nun die Veranderlichkeit der beiden Momentenanteile,

aus denen sich M zusammensetzt, zu untersuchen. J,, wird
null, wenn eine beliebige der beiden durch die Verstellachse
gehenden Haupttrigheitsebenen in die zz-
Ebene fillt, also zur Radebene parallel
wird. Gegeniiber einer solchen Schaufel-
stellung, die durch Index a bezeichnet sei,
werde eine Verstellung um den Winkel 7 vor-
genommen, so dal} also v der Winkel der einen
Haupttriagheitsebene gegen die Radebene ist.
Dabei verdndert sich (Abb.30) fir jedes
Schaufelteilchen:

Z,inx =7rcos(p 4+ 1) =rcospcosT—rsingsint
= Z,008T— Y, 8N T,

Yyiny =rsin(p +7) =rsinpcost + rcosgsint
= Yy C08 T + %, sinT.
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Daher wird das Deviationsmoment
Joy= S dmzy= S dm [, 9, (cos?T—sin? 1) + (22— y,2)sinTcos 7]

=cos2t(dmxaya+%sian(Sdmxf—Edmyf).

Das Deviationsmoment 5dm %, 9, ist nach dem Gesagten gleich

null. .
Sdmya2 =Jp und gdm z2=4dJp

sind die Trigheitsmomente beziiglich der einen bzw. der anderen
Haupttrigheitsebene durch die Verstellachse (Abb.31). Es er-
gibt sich also

J T_JT
Jawz =

3 =sgin 2 7. (6)

Zu beachten ist, daB J,r und Jp planare
Triagheitsmomente sind.

Bezeichnet man (Abb.31) mit s den
Abstand des Schaufelschwerpunktes S von
der Verstellachse und mit ¢ den Winkel
des Schwerpunktstrahles mit der Radebene,
dann ist y, = ssin ¢ und damit und mit
Gl. (6) wird GL (5)

I om—dJ
M = w? J‘T—2£sin2t-—-msesino' .

Man bemerkt, daB es auf die z-Koordinaten der Teilchen der
Schaufel nicht ankommt. Sie kénnen daher, ohne da} die Wirkung
verindert wird, parallel zur Verstellachse beliebig verschoben
werden.

21, ﬁbung.

Eine um ihren Mittelpunkt annihernd reibungslos drehbare
Kugel rotiere um eine Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w,.
An ejner im Raum festen Stelle wird nunmehr gegen die Kugel
gedriickt, so daBl dort beim Gleiten eine konstante Gleitreibungs-
kraft R entsteht. Wie verdndert sich die anfingliche Winkel-
geschwindigkeit der Kugel ?

Das Trigheitsellipsoid fiir den Drehpunkt (Mittelpunkt) der
Kugel ist selbst eine Kugel und die Richtungen des Dralles @
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und der Winkelgeschwindigkeit w fallen daher zusammen; auBer-
dem besteht zahlenméfBig zwischen beiden die Beziehung

O =Jo, 0y

wobei J das axiale Tragheitsmoment der Kugel ist. In Abb. 32
sieht man, daf das Moment M um den Drehpunkt, als Wirkung
des infolge w bestehenden Gleitens, in der Ebene durch w und die
Gleitstelle liegt, und -zwar senkrecht zum Radius
der letzteren steht. M = Rr ist die Anderungs-
geschwindigkeit des Dralles, so daf} sich vermoge
Gl. (1) die Anderungsgeschwindigkeit von « zu

—EJL ergibt (M bzw. R kann stets nur ein Ver-

kleinern von « bewirken, da die Reibungsarbeit
stets negativ sein mufl). Demnach verdndert sich
die Winkelgeschwindigkeit in einer Ebene, die
gegeben ist durch die anfingliche Winkelgeschwin-
digkeit w, und die Gleitstelle, wobei die Projektion Abb. 32.
von w auf die Richtung des Radius der Gleitstelle
unverdnderlich ist. Schlieflich wird @ durch die Gleitstelle
hindurchgehen und damit (von der sogenannten Bohrreibung ab-
gesehen) das Gleiten, die Gleitreibungskraft und ihr Moment
verschwinden. Von da an ist w konstant und hat die GréBe
der Projektion von , auf die Richtung des Radius der Gleit-
stelle. Die dazu senkrechte Komponente w, von w verdndert

sich nach obigem mit der Geschwindigkeit %, so daBl w;, wenn
ihr anfénglicher Wert w ,, war, nach der Zeit

t= @la _ Jolq
Rr Rr
J

verschwunden ist und nach Obigem auch bleibt.

22, ﬁbung.

Welche Krifte auf Lagerung und Antrieb iibt ein zweifliigeliger
Propeller durch Massenwirkung aus, der mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit w,, umliuft, wenn seine Umlaufachse um
eine quer dazu gerichtete Achse mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit wg geschwenkt wird? Es ist der Vergleich mit
einem mehrfliigeligen Propeller zu ziehen.

Der Propellerschwerpunkt S fallt auf die Umlaufachse. Die
Massenwirkung infolge der Schwerpunktsbewegung ist dann so

Pawelka, Mechanik, II. Bd. 3
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einfach zu iiberschauen, daB von ihr abgesehen werden soll,
d.h. die Schwenkachse wird durch S angenommen, wie dies
Abb. 33 zeigt. Wegen der Eigenart der Propellergestalt kann an-
nihernd angenommen werden: homn an TR
1. Trigheitsmoment J, um jene Schwerpunkts-Haupttrag-
heitsachse z, welche in Fliigelrichtung liegt, gleich null:
Je=0. (1)
2. Trigheitsmomente J, und J, um die beiden anderen
Schwerpunkts-Haupttragheitsachsen y und 2, von denen letztere
mit der Umlaufachse zusammenfallt, untereinander gleich:
J,=J,=J. (2)
Der Winkel ¢ der Fliigel- oder Haupttrigheitsachse z gegen die
Schwenkachse verdndert sich proportional zur Zeit ¢:
@ = w,t. (3)
Sind w,, ®,, o, die Projektionen der resultierenden Winkel-
geschwindigkeit « des Propellers auf die Haupttrigheitsachsen,

dann haben nach EvrLEr die vom Propeller ausgeiibten Krifte
ein Moment mit folgenden Komponenten beziiglich der Haupt-

x tragheitsachsen:
N, My = — g, 3
e =—Jdagm =)0y,

d
M,,:—JyT;:l"*' Je—Ja) 0,04 ((4)

dw,

M, =—J.—
Nach Abb. 33 ist:
Wz = W COS @,
®, =—w,sin @, (5)
w, = o, (= konst.).

+ (J,— Jy) o, @ y.

Abb. 33. .
Daraus wird
do, . de doy o de do,
g = oSy —g = e g - =0

Aus GL (3) folgt 22 =w,, so dab;

d .

da;” = — , W, sin @,
dw

dty = — Wy W; COS @, (6)
do, 0

dt )
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Aus den Gl (4) wird durch Einsetzen von Gl. (1), (2), (5), (6):
M,=0,
M, =2Jw, w,cos g, (7)

M, = Joksn2g.

Da der Schwerpunkt ruhend angenommen ist, stellen die GI. (7)
Komponenten eines reinen Kréftepaares dar. Es wirken also zu-
sammen:

1. Ein Kriftepaar vom Moment M, = % Jwlsin2¢ um

die Umlaufachse. Auf seine GréBe ist die Umlaufgeschwindig-
keit ohne EinfluBl. Es pulsiert sinusférmig mit der Zeit und ist

immer dann null, wenn die Fliigel gerade parallel (p = 0) oder
gerade senkrecht ((p = %) zur Schwenk-
achse stehen.

2. Ein Kriftepaar vom Moment M, =
= 2J w, wscos p, dessen Ebene stets die
durch Fliigel- und Umlaufachse ist, also mit
dem Propeller umléuft. Es pulsiert sinus-
féormig mit der Zeit, hat die Amplitude Abb. 34,
2J w, w; und ist immer dann null, wenn
die Fligel gerade senkrecht zur Schwenkachse stehen. Seine
Grofle und Lage im Raum ist, wie aus GI (7) hervorgeht, dar-
stellbar durch Abb. 34.

Der Propeller mit mehr als zwei Fliigeln hat ein Rotations-
ellipsoid als Tragheitsellipsoid, bildet also einen gewdéhnlichen
Kreisel; daher entfallt das Kraftepaar (M,) um die Umlaufachse.
Es bleibt einzig ein Kréiftepaar in der Ebene durch Schwenk-
achse und Umlaufachse von der GroBe J w, w,. Die Massenwir-
kung des zweifliigeligen Propellers beim Schwenken ist also
grofer als die der mehrfliigeligen Propeller und, im Gegensatz
zu letzteren, pulsiert sie auBerdem.

23. ﬁbung.

Es ist fiir einen Propellerfliigel die Léngskraft L, die Quer-
kraft @ und das Biegemoment M zu bestimmen, hervorgerufen
durch die Massenwirkung beim Schwenken des Propellers wie
in der 22. Ubung. Der Fliigel kann als radialer Stab gegebener
Massenverteilung angesehen werden.

3%
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Im Gegensatz zur 22. Ubung ist der folgende Weg der Losung
anschaulich und elementar gewihlt. In Abb. 35 sei s s die Schwenk-
achse. Die Bezeichnungen sind denen in der 22. Ubung ange-
glichen. Ein Fliigelteilchen mit der Masse dm hat eine Beschleuni-
gung b, die sich geometrisch zusammensetzt aus der Beschleuni-
gung b, beim Umlauf ohne Schwenkung, der Beschleunigung b,
beim Schwenken ohne Umlauf und der Coriolisheschleunigung b, ;
b,, die Zentripetalbeschleunigung des Umlaufes, ist betrichtlich,
interessiert aber hier nicht, da der
EinfluB des Schwenkens des um-
laufenden Propellers auf die Fliigel
studiert werden soll. In praktischen
Féllen (z. B. Windrad oder Flugzeug-
propeller) ist b,, Zentripetalbeschleu-
nigung des Schwenkens, geringfiigig.
Den Ausschlag gibt b,. Die Ge-
schwindigkeit eines Massenteilchens
infolge des Umlaufes des Propellers
ist zw,. Ibre Projektion auf die

Abb. 35. Schwenkebene ist gemiB Abb. 35

gleich xw, cos ¢ und daher ist die

Coriolisbeschleunigung b, = 2 w, w, cos ¢ = und steht senkrecht

zur Umlaufebene des Teilchens. Wenn der umlaufende Propeller

geschwenkt wird, mu8 auf jedes seiner Massenteilchen zusétalich

eine Kraft dP =dmb, ausgeiibt werden, wobei b, vernach-
lassigt wird. Fiir b, eingesetzt, wird

dP =dm2w;w, cos p-x. (1)

Das System der Krifte d P auf einem Fliigelstiick, das von einem
Punkt £ (Entfernung e von Propellermitte) bis zur Fliigelspitze
(Entfernung ! von Propellermitte) reicht, muf &quivalent sein
dem System von Léngskraft, Querkraft und Biegemoment im
Punkt E. Unter Beachtung der Richtung aller d P ergibt sich:

1. L=0,
. z=l

2. Q= Sd P (Komponentengleichung) und mit Gl. (1)
zT=e

z=1
Q=2ww, cos<p§dmx.

T=e
=1

Es ist Sdm z = 8 das statische Moment des Fligelstiickes

T=e
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vom betrachteten Punkt E bis zur Fliigelspitze, und zwar beziig-
lich der Umlaufachse, also wird

Q =2w,0, S cosg.

z=1
3. M= SdP (x — e) (Momentengleichung fiir Punkt £) und
T=¢e
mit Gl (1)

z=1

M=2wswucos<p5dmx(x——e) = 2 w; wy cos @

zT=e
z=1 z=1
[ Sdm x2-—egdmx}.
r=e r=e
z=1
Es ist S dm x? = J das Trigheitsmoment des Fliigelstiickes vom
r=e
betrachteten Punkt £ bis zur Fligelspitze, und zwar beziiglich
z=1
der Umlaufachse ; fiihrt man dieses ein und wie vorhin S dmz =4,

r=e
50 bekommt man

M =2w,w0,cosp (] —ebd).

@ steht senkrecht zur Umlaufebene, die Achse von M liegt in der
Umlaufebene und ist senkrecht zum Fliigel. Im Fliigel entstehen
Wechselbeanspruchungen.

IV. Elastizitiit.
24. Ubung.

Ein dinner, unbelastet gerader Stab, Material mit dem
Elastizititsmodul E, Biegungstrigheitsmoment J (kann auch
variabel sein), soll sich bis zu einem bestimmten Punkt einer
gegebenen, stetig gekriimmten Unterlage anschmiegen, und zwar
durch auf der freien Seite des Stabes wirkende Krafte, deren
Resultierende R sei. Welchen Bedingungen muf} diese gentigen ?

Die Stablinge s werde in Richtung vom freien auf den ange-
schmiegten Stabteil zu positiv gezdhlt. Die Kriimmung des
Stabes heile x, jene der Unterlage k. Ein Springen des Biege-
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momentes M kann nur durch eine exzentrische Einzelkraft mit
Komponente parallel zur Stabachse verursacht werden. Da der
Stab diinn ist, konnen Krifte der genannten Art mit nennens-
wertem Hebelarm selbst dann nicht auftreten, wenn Reibung
zwischen Stab und Unterlage wirkt. Daher ist der Verlauf des
Biegemomentes auch an der Anschmiegungsgrenze G stetig, ebenso
auch der Verlauf der Stabkriimmung, da ja gilt

M =EJx. (1)
(J stetig vorausgesetzt!)

Die Kraft R werde, wie Abb. 36 zeigt, im Punkt 7', in welchem
ihre Wirkungslinie die Stabtangente 7 der Anschmiegungsgrenze ¢
schneidet, in eine Komponente R, in Richtung 7 und eine dazu
senkrechte Komponente R, zerlegt.
Das Biegemoment an der Anschmie-
gungsgrenze ergibt sich zu Mg =1 R,
wobei ¢ die Entfernung 7' G ist. Mit
Gl. (1) wird dann ¢ R, = E (J %)g und
wegen x, =k,

Abb. 36. R,=E itk)_a (2)

Auf der einen Seite der Anschmiegungsgrenze ist die Querkraft
Q@ = R,. Auf der anderen Seite der Anschmiegungsgrenze ergibt
sich die Querkraft

aM
O'P Q= ds
aus Gl. (1) mit x =% zu

G- _dM L [d(J k)]

- Q= ds —E[ ds ]G‘

Q-LL0.
ds[“') Ein Sprung der Querkraft an der Anschmie-

gungsgrenze ist verbunden mit einer daselbst
auftretenden Einzelkraft W, welche, da sie
nur von der Unterlage ausgehen kann, stets nach auflen ge-
richtet sein muB. Aus Abb. 37, welche das Stabelement an der
Anschmiegungsgrenze darstellt, ist zu entnehmen

R,,—W—E[d(('ijsk)]a —o,

Abb. 37.

woraus

W =R, —E [

ds
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Setzt man Gl. (2) ein, so wird

(J kg d(J k)l )
=g e|2uh) ) ®
Da, wie gesagt, W = 0, ergibt sich daraus
(J k)g
LR W
ds |@

Die Wirkungslinie von R muf} daher die Tangente der Anschmie-
gungsgrenze in einem Bereich zwischen G und einem Punkt 7',
schneiden, der von G entfernt ist um:

(J k)g

"L

,___.ﬁ

Nimmt man simtliche Stellen des Stabes als Anschmiegungs-
grenzen an, dann ergibt sich eine Kurve fiir die Punkte 7. Der
Kleinstwert min B, der Kraft R,, bei dem eine Anschmiegung
mit der gegebenen Grenze moglich ist, entspricht dem groBten
Wert von ¢, also ¢ =, Man erhélt durch Einsetzen in Gl. (2)

mﬂ_q%ydh

Fiir die Anschmiegung an eine kreishogenférmige Unterlage bei
J = konst. z. B. besteht keine Einschrankung beziiglich der Lage

der Kraft R, denn fiir * ¥ — 0 folgt t, = co.

25. Ubung.

Fiir den angeschmiegten Teil des Stabes in der 24. Ubung
ist der Verlauf von Léngskraft L, Querkraft ¢ und Pressung p
(als Kraft je Léingeneinheit) zu suchen. Die Reibungszahl zwischen
Unterlage und dem dieser gegeniiber gleitenden (oder an der Gleit-
grenze befindlichen) Stab sei f.

Abb. 38 zeigt ein Lingenelement des Stabes und die darauf
einwirkenden Krifte. Die Reibungskraft f p ds entspricht einem
Gleiten des Stabes gegeniiber der Unterlage im Sinne der Zahlung
von s, im anderen Fall erhalten alle Glieder mit f das entgegen-
gesetzte Vorzeichen. L ist fiir Zug positiv angenommen. dg be-
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deutet den Winkel zwischen benachbarten Stabquerschnitten.
Durch die Kriimmung k ausgedriickt, wird

dp =kds. (1)
Das Gleichgewicht des Stabelementes erfordert fiir die
a) Kraftkomponenten in Langsrichtung:
L4 dL—L+(Q+dQ)dp—fpds=0
oder
dL +Qdep—fpds=0.
Mit Gl (1) wird

L rQk—fp=0. @

b) Kraftkomponenten in Querrich-
tung:

(L+dL)de +Q—(Q + d@Q) —

—pds =0
oder
Ldp—dQ—pds =0,
Mit Gl. (1) wird
Lr—9 _p—o. 3)

¢) Momente um den Mittelpunkt des Elementes (Hebelarm'
der Reibungskraft f p ds vernachlissigt, da Stab diinn):

@+dQ) -+ Q5+ M— (M +di) =0

oder
Qds—dM = 0.

Um auch hier die Kriimmung einzufithren, benutzt man die
Fundamentalgleichung der Biegelehre: M = E J k oder differen-
ziert dM = E d (J k), womit sich ergibt

d(J k)
s (@

@ aus Gl. (4) wird in Gl (2) eingesetzt:

d(J k)

L | pk —fp=o. (2a)
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Durch Differenzieren folgt aus Gl. (4) %%_ =K i%@—, was
in Gl. (3) eingesetzt wird:
azJk
Le—gTER _p—o. (32)
Aus den GI. (2a) und (3a) wird p eliminiert:
dL _ ( J k)
e —Lfk=—E [0+ TR )

Lost man Gl. (3a) nach L auf, differenziert nach s und setzt das

gewonnene %% in Gl. (2a) ein, so wird

dp 1 dk
ds (lc ds +fk) ©)
dJk) , Wk 1 dk d2(Jk)
——E[k2 ds + ds®  k ds ds®

Die Kraft R, aus der 24. Ubung ist bei gleitendem Stab nicht
einfach der Randwert von L fiir die Integration der Gl. (5). Nach
der 24. Ubung tritt ja an der Anschmiegungsgrenze im allgemeinen
eine Kraft W von der Unterlage her auf den Stab auf [entspre-
chend Gl. (3) der 24. Ubung]. Dadurch entsteht eine Reibungs-
kraft f W und es leuchtet ein, dafl der Randwert von L gleich
R, + f W ist. Aus diesem Randwert von L ist ]ener von p aus

der Gl. (8) zu bestimmen, wobei k& und Q—E (J k) fiir

die Anschmiegungsgrenze zu nehmen sind. (Mlttels der gewonnenen
Ergebnisse 148t sich leicht nachweisen, daf ein Bremsband auf
einer kreiszylindrischen Trommel sich beziiglich L, @ [@ wird
iiberall gleich null] und p wie ein Band ohne Biegungssteifigkeit
verhalt; lediglich der Sprung von L an den Anschmiegungsgrenzen,
herrithrend von der Reibung f W infolge Auftretens von W beim
steifen Band, bildet einen Unterschied.  Bei flach gekriimmter
Unterlage und wenn die Langskrifte unbedeutend sind, ergibt
2
Gl (3) die annihernde Beziehung p =—E d ((Z‘;k)
wert ist noch, daB fir f=0 und J = konst. aus Gl. (5)
2 2
L+EJ1“2— — konst. und aus GL (6) p — C k — EJ( 4 fls";)

folgt.)

. Bemerkens-
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26. Ubung.

Welche Pressungen und Krifte bestehen zwischen den Blittern
eines durch die Einzelkraft P belasteten Blattfederwerkes, wenn
es nirgends klafft, und welche Bedingungen miissen hierfiir er-
fullt sein ?

Fei Abb. 39 zeigt das aus 2 im unbelasteten Zustand geraden
Blittern bestehende Blattfederwerk. J bedeute das Tragheits-
moment, k die Kriimmung, M das Biegemoment, E den Elastizitéts-
modul. Die Entfernung eines beliebigen Federquerschnittes von
P heiBe . s.
P : Das Biegemoment fiir einen Quer-
S - p schnitt der Feder ist Ps und gleich-
y /2 2l A} zeitig die Summe der Biegemomente
: = der Einzelblétter: :

n=2z
Abb. 39. ) Ps— Z Mn- (1)
n=1
Fiir ein Blatt lautet die Grundgleichung der Biegelehre
M,=EJ,k,. (2)

Wenn die Blitter nicht klaffen, ist fiir alle Blatter eines Feder-
querschnittes die Kriimmung die gleiche, da praktisch die Dicke
des Blattbiindels gegeniiber seinen Kriimmungsradien-zu vernach-
lassigen ist.” Es ist dann in Gl. (2) an Stelle von k,, die einheitliche
Kriimmung % der Feder zu setzen:

M,=EkJ,. (2a)
Man erhilt durch Einsetzen von Gl. (2a) in GI. (1):

n=z '

P-s:EkZJ,,. 3)

n=1

Das Biegemoment eines Blattes kann unmoglich springen; wenn
daher das Trigheitsmoment, zumindest eines Blattes, in einem
Federquerschnitt nicht springt, kann nach Gl. (2a) die Kriimmung
n=2z
der Feder nicht springen und zufolge Gl. (3) muB daher ZJ"
n=1
stetig verlaufen. Soll daher das Blattfederwerk nicht Kklaffen,
muf der Verlauf der Summe der Trdgheitsmomente der Bldtier
stetig sein. Bei unstetigem Verlauf dagegen miissen die Blitter
klaffen, also auch bei dem sehr gebriuchlichen Federwerk, dessen
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Blatter tiberall gleich stark sind und nicht spitz, sondern trapez-
formig enden.

Zwischen den einzelnen Bléttern bestehen im allgemeinen
Fall Pressungen. Am Ende jedes Blattes entsteht zwischen ihm
und seinem Nachbarn eine endliche Einzeldruckkraft (siehe die
24. Ubung).

Zu der schon aufgestellten grundsétzlichen Bedingung fiir das
Nichtklaffen treten noch besondere, darin bestehend, daB sich,
gerechnet unter Annahme einheitlicher Kriimmung aller Blatter
eines Federquerschnittes, also des Nichtklaffens, die Pressungen
und Einzeldruckkréifte zwischen den Blittern nicht negativ er-
geben. Fiir die vorliegenden Verhiltnisse paBt die in der 25. Ubung
fiir die Pressung p gefundene Beziehung

d2(J k)
p=—E—r (4)
Diese Pressung, p, fir das Blatt » genannt, ist hier, von den
Endblittern abgesehen, die Differenz der Pressungen, die das
Blatt von seinen beiden Nachbarn erfihrt.

Die Betrachtung der einzelnen Blitter an Hand von Abb. 40
ergibt (wobei z. B. p,, die Pressung zwischen den Bléttern 3 und 4
bedeutet):

Blatt I  p; = P,

Blatt 2 p, = Pys — P12,

Blatt 3 p3 = P34 — Pas

Blatt n p, =Pp n41—Pa-1 w

Blatt =z p,=—p,_; »
Die Addition der Gleichungen 1 bis »—1 ergibt
Prnts,a=P1+ PatPs+ - Pn_y (5)

(Die Addition sémtlicher Gleichungen ergibt p;, + p, + ...p,= 0.)
Fiir das Blatt » lautet bei einheitlicher Kriimmung % die Gl. (4)

_ a*(Jy k)
Pp=—2F ds?z
n=z
Hierin werde k aus Gl. (3) eingesetzt, wobei 2 J, einfacher 2 J
n=1

geschrieben ist:

@ [ J,
pa=—P g (s %)
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Die Ausfiihrung der Differentiation liefert

d (J, a [ J,
pn=—P[2%(2J)+szs‘z(ﬁﬂ- (6)
Gl (6) wird in Gl. (5) beriicksichtigt:

o pled (Jit e Tay
pn—l‘n_ P[z ds( EJ )+

@[T+ Ty
+8d_.92( zJ . )]

Diese Gleichung erlaubt, iiberall die zwischen den Federblittern
herrschende Pressung festzustellen und deren Vorzeichen zu
priifen.

Die am Ende, Kennzeichnung durch Index e, jedes Feder-
blattes auftretende Einzeldruckkraft zwischen ihm und seinem
Nachbar heie W. Es gilt fiir das Blattende d M, = W, ds oder
W,= (iid—]gﬁ) . Durch Einfiihren von Gl.(2a) und Einsetzen
von k aus Gl. (3) ergibt sich

.=l (3),+ (55)]

die Gleichung zur Bestimmung der FEinzeldruckkrifte an den
Blattenden.

; 27. Ubung.

Ein diinnwandiges, geschlitztes Rohr wird durch Belastungen
auf Biegung beansprucht, welche in einer zur Schlitzebene senk-
rechten Ebene liegen. Welchen Abstand mufi die Belastungs-
ebene von der Rohrachse haben, wenn das Rohr nicht tordiert
werden soll ?

Die Krifte, die den Biegeschubspannungen des Rohrquer-
schnittes entsprechen, haben die Querkraft des Trégers an der
betrachteten Stelle zur Resultierenden. Durch Auffinden der
letzteren erhilt man die gesuchte Belastungsebene, denn die
Querkraft liegt ja in dieser. Entfernungen lings der Rohrachse
sollen mit = bezeichnet werden. Durch zwei ebene Schnitte an
den Stellen « und x 4+ dx wird ein Trigerstiick herausgegriffen,
an dessen Enden die Biegemomente M, und M, s, herrschen.
Bekanntlich ist ’

Mm+dx—Mx=sz=_de: (1)
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wenn @ die Querkraft bedeutet. Nun werden noch zwei ebene
Schnitte in radialer Richtung durch die Rohrachse gefiihrt, unter
den Winkeln ¢ und ¢ + de gegen die Schlitzebene (Abb. 41).
Dadurch entsteht ein quader-
formiges Element, an dessen Enden
die Biegenormalspannungen

M .
Oppan=——"2%% rging

und

@
J .

herrschen, worin J das Biegetrig-
heitsmoment des Rohrquerschnit-
tes ist. In den Radialebenen
wirken die Schubspannungen 7, /
und 7,440 Das Gleichgewicht
des Elementes parallel zur Rohr- ADb. 41,
achse fordert:

Op=—

7 8in @

I
IS AN
|

(0 —041aa) 798 + (Tp —Tp +dp) S = 0.

Es ist 7, 4 gp — 7, = dv, auBerdem werden fiir ¢, und 0,4,
die gefundenen Werte eingesetzt; dadurch wird:

dv __ dM, r’sing
de dx J
Es ist J = 73 7 s einzusetzen und Gl. (1) zu beriicksichtigen:
dv Q@ . _ Q
dg = rns S0O oder 7= g cos @ + C.

Die Integrationskonstante ¢ wird dadurch bestimmt, dal
fiir g = 0 wegen des Schlitzes 7 = 0 sein muB. Diese Uberlegung

ergibt C = 2 und damit
rms

Q

rms

T =

(1 —cos g). (2)

Gleich groB sind (Satz vom paarweisen
Auftreten der Schubspannungen) die Schub-
spannungen in der Querschnittsebene,
deren Verteilung somit das Bild der Abb. 42
ergibt. Die Reduktion des diesen Schubspannungen entsprechen-
den Kraftsystems gibt fiir den Querschnittsmittelpunkt:
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a) eine Einzelkraft
2n 2n

S(l—costp) cos p dp = Q.
0

41

R :S—rsrdtpcosq):
0

b) ein Kriftepaar vom Moment

2 2n
M:—S.rsrd(prz _HQT S(l—eosqa)d(p =—2Qr.
0 0

Die Resultierende von R und M selbst wieder ist die Kraft @ im
Abstand

von der Rohrachse. Dort liegt also (Abb. 42) die Querkraft und
damit die Belastungsebene.

Bemerkenswert ist, da nach Gl. (2) die grote Schubspannung
Q

L e B @ .
fir ¢ =z auftritt mit Ty, =2 e 4 YT also dem vier-

fachen Betrag der der gleichméBigen Verteilung der Schubkraft
iber den Querschnitt entsprechenden Schubspannung.

28. Ubung.

Wie grof} ist die Verdrehsteifigkeit p fiir die Verdrehung
zwischen Nabe und dem (praktisch unnachgiebig angenommenen)
Kranz eines Schwungrades, welches z Arme von konstantem
Biegungstragheitsmoment J hat ?

y ist das Verdrehmoment I an der Nabe,
geteilt durch den zugehérigen Verdrehwinkel
@ zwischen Nabe und Kranz, also

m

== 1
y=1 M
Es bezeichne (siehe Abb. 43)
Abb. 43. r  Naben-AuBenradius,

Il  Armlinge,
@, Querkraft am Nabenende des Armes,
M, Biegemoment am Nabenende des Armes,
f  Durchbiegung des Armes am Nabenende,
E  Elastizitdtsmodul.
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Aus dem Gleichgewicht der Nabe folgt
M=z(rQ,+ M,). (2)

Der Arm ist einfach statisch unbestimmt. Der Abb. 43 ist die
geometrische Beziehung zu entnehmen:

f=ro. ®3)
Nach der Lehre von der Biegung ist

f= E’IJ (QEZS - Mzﬂlz)’ )
2
— 57 (Ma1—4E) (5)
faus Gl (3) wird in GI. (4) eingesetzt:
=g (G2 ) 6
Die Division von Gl. (6) durch Gl. (5) liefert
Q. 12143r)=3M,2r+ 1.
Dies ergibt in Verbindung mit Gl. (2)
¥ o WI@l+3n
" 22(3r24+31lr+13)° it
Q. . 3M@2r+]

T 22834 31r 03
Setzt man die Gl. (7) in Gl. (5) ein, so wird

l3
A NPT E 1T X

Daraus ergibt sich im Sinne der Gl. (1)

_ 4EJz(3r24-31r+1?)
= —5 .

29. Ubung.

Von fiinf Stdben (Abb. 44) sind die Stibe 3 und § sowie £ und 5
durch steife Ecken miteinander verbunden, wihrend die Stibe I
und 2 durch Gelenke angeschlossen sind.

Die Stibe 3 und 4 haben untereinander gleiches Trigheits-
moment Jy,. '

Das Trigheitsmoment von Stab § sei J;. Der Elastizitéts-
modul sei einheitlich £. Im Gegensatz zu Stab 2 ist Stab I unter
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Zwingung eingesetzt worden, da er um das Stiick f zu kurz ist.
Welche Biegemomente entstehen dadurch in den Stiben? (Von
der Nachgiebigkeit der Stdbe in Lingsrichtung kann abgesehen
werden.)

Da die Stdbe 7 und 2an den Enden gelenkig sind und dazwischen
keine Querbelastung angreift, entstehen in ihnen keine Biege-
momente. Die Wirkung von Stab I auf die iibrigen Stibe besteht
in zwei gleichen und entgegengesetzten, in die Richtung von
Stab I fallenden Kriften P, die in den Gelenken (31) und (145)

e (31 (235)
3 o

Al QW

y 2 2 - gaﬂ@s‘

{ 1

. PiZ 5 d

o 7 - (145) 24

Abb. 44. Abb. 45,

angreifen (Abb. 45). Das so belastete Gebilde ist also duBerlich
statisch bestimmt. Es wire innerlich statisch bestimmt bei Fort-
fall von Stab 2. In diesem wirkt nur eine Langskraft (Zug oder
Druck) W. Das Stabwerk ist daher innerlich einfach statisch
unbestimmt und W sei als die statisch unbestimmte GroBe
gewihlt. Ist A die Forminderungsarbeit des Gebildes aus den
Stiben 2 bis 4, unter Belastung durch die beiden Krifte P, dann
stellt sich nach CasticLiIANO W so ein, daB A ein Minimum
wird. Die mathematische Bedingung dafiir ist

0A

s =" g
Wenn nur die Biegespannungen wesentlich zu A beitragen, was
angenommen werden konnte, verursacht ein Stabstiick dl vom
Tragheitsmoment J, wenn daselbst das Biegemoment M, herrscht,
die Forménderungsarbeit

1M
d4 = TET dl. (2)
Fiir die einzelnen Stibe ergibt sich mit Bezeichnungen nach
Abb. 45
Mb3 =5 P x,

Mb4= W(l_‘x),
My, =W (l—z)— Pu,
Mb2-= O.

3)
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An Stelle 4 aus vier bestimmten Teilintegralen von Gl. (2) zu
bilden und diese Summe gemidfB Gl. (1) nach W partiell zu dif-

ferenzieren, ist es erlaubt, unter dem S-Zeichen partiell zu dif-

ferenzieren, d. h. aus bestimmten Teilintegralen

ow
E EJT KMb -
zusammenzusetzen.
Die Gl. (3) liefern
oMy,
oW 0,
w Tl "
OMys _p o
ow ’
w0
Fir die Stibe 3 und 4 ist dl =dz, fiir Stab § laut Abb. 45
dx
~ cosa
Mit alldem wird
1 !
04 1
e SW(l—x) (l— =) dx + ”“;(5 [W(— ) —
0
dx
—Pal(l—2) cos o -
woraus sich nach Ausfithrung ergibt
W= )
1
(1478 conel)
Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in die Gl. (3) wird
Mb3 =P z,
P(l—
Mb4 = ( J w) )
2 ( 14+ =2 cos oc)
J34 (6)

P(l———[3 + 2 s coscx] z)
T .

ARG

Pawelka, Mechanik, II. Bd. 4

Mb5:
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Diese Gleichungen wiirden bereits die gestellte Frage beant-
worten, wenn der Zusammenhang zwischen P und f bekannt wire.
Diese Beziehung ergibt sich aus der Anwendung des Satzes von

CASTIGLIANO, nach welchem f = "?}% ist. So wie friiher, kann die

Differentiation nach P innerhalb des Integrals, als welches sich 4
darstellt, erfolgen. Damit ergibt sich f als Summe dreier Teil-
integrale

!
1 0My, aMM
t=%r, | 3, 2500 da +EJ SMM ap 4%
0
l oM,
- dz
Js SM” cos o
0
Zur Ausrechnung derselben liefern die Gl. (6):
OMys _
—op T "
3Mb4 _ l—z
aP J )
2 (14 % cosa
(7 )
oM, _ l——(3 + 2 J“ cosoc) z
9P (1 + 7;4— cos oc)

Es ergibt sich schlieBlich, wenn zur Abkiirzung. —>-=§ ein-
gefithrt wird, *

|P—f~ 12 B J,, & cos o (1 + &cos a)?
' T/ B3 F 11 Ecos o + 128 cos? & + 4 E8cos? )

30. Ubung.

Durch Versuch oder Rechnung sei der Verlauf der Durch-
biegungen der in Abb. 46 gezeigten ebenen Platte bei Belastung
durch die zentrale Kraft P bekannt. Es ist die groBte Durchbiegung
der Platte zu bestimmen, die sie durch einen gleichmafigen
Druck p erfihrt. '

Die gestellte Aufgabe wird mittels des MAXWELLschen Satzes
von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen gelost. Nimmt P

den Wert 1 an, dann sind die Durchbiegungen {p — 1 = % Belastet
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man die Platte an einer Stelle mit der Einheit der Kraft, dann wird
dadurch nach MAXWELL an der Angriffsstelle von P, also.in

Plattenmitte, eine Durchbiegung von der GréBe f;, =(p —; .t

=
erzeugt. Ein Flachenelement dF der Platte

erfahrt durch den Druck p die Belastung ﬂl,a’F P

pdF und nach Obigem entsteht dadurch §

in Plattenmitte die Durchbiegung df = E =

—fypdF =  pdF. Durch die Wirkung /?'?:“"“\

des Druckes auf die ganze Platte wird die [ _N\

Durchbiegung in Plattenmitte f = S df, also */] )
=P

f=2\car. N ~

S — e —

) ] Abb. 46,
(Das Integral ist ein bestimmtes.) Da

die Durchbiegung in Plattenmitte am groBten sein wird,
ist f die gesuchte GroBe.

31. ﬁbung.

Um wieviel muB der Dorn, auf den eine Schraubenfeder bei
der Herstellung aufgewickelt wird, kleiner sein als der Innendurch-
messer der fertigen Schraubenfeder, wenn diese den mittleren
Windungsdurchmesser D, aufweisen soll und der Federdraht
den Durchmesser d hat ?

Beim Wickeln wird das Federmaterial zum Spannung G

Teil plastisch. Mit Berechtigung kann ange-

nommen werden, alle Abschnitte des Feder- _Z_‘:L-
drahtes verhalten sich gleich. Dann treten auch Or / G

im plastischen Zustand keine Schubspannungen i -—
in den Querschnitten und senkrecht dazu auf, - Dehnung€
und diese bleiben genau eben. Fiir den Ubergang Abb. 47,

vom elastischen Zustand in den plastischen, fiir

diesen selbst und fiir den umgekehrten Ubergang macht man fol-
gende, etwas vereinfachte Annahmen, wobei einachsiger Spannungs-
zustand vorausgesetzt ist: Dehnt oder staucht man das Material
und iibersteigt der Betrag der Zug- bzw. Druckspannung den
Betrag der FlieBgrenze op, dann wird es plastisch; dehnt
bzw. staucht man es weiter, dann bleibt der Betrag der Zug- bzw.
Druckspannung gleich dem der FlieBgrenze. Bei jeder Ver-
minderung der Dehnung bzw. Stauchung wird das Material

4%
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sogleich wieder elastisch und die Zugspannung bzw. Druck-
spannung vermindert sich proportional der Abnahme der Dehnung
bzw. Stauchung.
In Abb. 47 ist dies bildlich dargestellt. Ist & die Dehnung,
Ae deren Verminderung (bei nachlassender
Stauchung ist Ae < 0), F der Elastizitédtsmodul,
dann gilt also fiir den elastischen Zustand nach
einem plastischen

0'=:}:O‘F—A8'E. (1)

(Oberes Vorzeichen nach plastischem Zugzu-
stand, unteres nach plastischem Druckzustand.)

Da dem beim Wickeln des Drahtes angewen-
deten Zug nur méiBige Zugspannungen ent-
sprechen, bleibt auch wéihrend des Wickelns
die Schicht des Federdrahtes (neutrale Schicht)
mit einem Durchmesser D gleich dem der Draht-
achse fast ungedehnt (Abb.48). Gegeniiber dem
geraden Zustand des Drahtes vor dem Wickeln
ist daher die Dehnung im Abstand y von der

neutralen Schicht bei eben bleibenden Querschnitten

__y
D)2

Wenn der Draht auf dem Dorn aufgewickelt ist (Abb. 49), wird
D = Dy. Dabei bleibt das Material in einem Bereiche elastisch,

e =2-£. )

an dessen Grenzen &= £ ; P jst. Diese sind daher, Anwendung
von Gl (2) mit D=Dy und ¢ :-EE;’—F, durch

Dy op :
Ye=t—5 5 festgelegt. Bei normalem Federstahl
ist etwa op = 10000 kg/cm?, E = 2000000 kg/cm?,
daher yg =4 ———ﬁ)“(’) , d.h. der elastisch bleibende
Teil des Drahtes ist auch bei verhiltnismaBig diinn-
drahtigen Federn vernachlissigbar klein gegeniiber
dem plastisch verformten Teil. Diese Vernachléssigung ist erst
recht begriindet bei der folgenden Biegemomentbetrachtung.
Nach dem Wickeln muB ja das Biegemoment im Federdraht null
sein, d. h. wenn df ein Element des Drahtquerschnittes f ist:
y=4d/2
adfy=0. 3)
y=—d/2

Abb. 49,
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o ist, da anndhernd alles Material plastisch war, nach GI. (1)
einzusetzen. Auf dem Dorn hatte der Federdraht nach Gl. (2)

die Dehnungen & =2 Ey~, nach dem Wickeln sind diese, infolge
L

Vergroferung von Dy auf Dy, auf ¢ =2 —g— zuriickgegangen,
f

also ist

. 1 1) D; — Dy
de=2y(pr—g ) =2v =5 5"

D; — Dy =AD ist der gesuchte Durchmesserunterschied; da
er klein ist, kann man statt Dy D, niherungsweise D2 setzen,
so daf de =2 LI‘)Dz y wird und damit Gl (1) lautet:
g

4D
Dz
Das wird in Gl. (3) eingesetzt, wobei + op fiir y =0 ... d/2 und
—op fir y =—4d/2 ... 0 gilt.

O‘:iO'F——QI

Ey.

Man erhilt
y=0 Yy =dj2 AD y=4d/2
—op|ydf +or|ydi—295 B ypa=0
y=—d/2 y=0 fy=—d/2
oder
y=df2 =0 ADy=~d/2
on || ydi—\yif| —2 9 B [paf =0,
y=0 = —qf2 T y="uap

Der Ausdruck in [....] ist das doppelte statische Moment einer
Halbkreisfliche vom Durchmesser d, bezogen auf diesen, und
betragt d3/6. Das letzte Integral ist das Trigheitsmoment einer
Kreisfliche vom Durchmesser d, bezogen auf einen solchen,

4
und betrigt w 2 R ergibt sich durch Einsetzen dieser Werte

64"
a3 AD a4
or g —2prErgg =0
und daraus
__ 16 Dp Op
AD = 5= 4
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V. Elastische Schwingungen und Wellen.

32. Ubung.

Ein Fliehgewicht von der Masse m ist (Abb. 50) radial zu einer
mit der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit o umlaufenden
waagrechten Welle beweglich und steht unter der Wirkung
einer Feder mit der Steifigkeit c. Welche Bewegungen macht das
Fliehgewicht in seiner Fiihrung ?

Es sei r die Entfernung der Masse von der Drehachse. Bei
entspannter Feder habe r den Wert a (Schwingungsmittellage
von m, wenn die Welle nicht um-
lduft und die Fiihrung waagrecht
stiinde).

Um die Relativhewegung des
Fliehgewichtes wie eine absolute zu
verfolgen, mufl radial die Flieh-
kraft m r w* (und senkrecht dazu
die negative Corioliskraft m 2 7 w)
fingiert werden.

Die Zeit ¢ werde von einem
Durchgang der Fiihrungsrichtung
durch die Lotrechte an gezahlt. Dann ist der Winkel ¢ der
Fiihrungsrichtung gegen das Lot: ¢ = w¢. Ist g die Beschleuni-
gung der Schwere, dann hat diese eine Projektion m g cos ¢ =
=mgcoswt auf die Fiithrungsrichtung. Die Federkraft ist
¢ (@ —r). Die Bewegungsgleichung lautet

mi¥=mrw?*+c(@a—7r)+mgcoswt

Abb. 50.

oder . . .
r+(7n——w2)r=7n—a+gcoswt. (1)
Man fiihrt vorteilhaft ein
= =g (2)
m 0

w, ist, wie ohne weiteres einleuchtet, die Kreisfrequenz der har-
monischen Eigenschwingungen von m, die ohne Umlauf der Welle
auftreten. Mit Gl. (2) schreibt sich GI. (1)

4+ (02— ) r =wda -+ gcoswt. (la)
Das Integral von Gl. (1a) ist (siehe die Ausfiihrungen zur 19. Ubung)
mit 4 und « als Integrationskonstanten

r:ASin(oc—}-]/woz—wzt)-i—T:;%/on-i—

g
T od T — 2 (@] W@
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In der Bewegung von m stecken, der letzten Gleichung zu-
folge, zwei harmonische Schwingungen, die eine mit der Kreis-

frequenz o, = [/w,? — @?, die andere mit der Kreisfrequenz o
der harmonisch verlaufenden Impulse der Schwere. Bei der
geringsten Dampfung klingt die erste Schwingung, die Eigen-
schwingung von m bei Umlauf, allméhlich ab, so daB nur zuriick-
bleibt:

_ a - g
P T o T el 2@y L ©)
Offenkundig kennzeichnet
a
T— (oot '™ )

die Mittell'age der Masse m beim Schwingen und ist

Y —
wf T—2 (afag] ~ 4" ®
die Amplitude der Schwingungen.
Man erkennt:

1. Fiir ® = w,/)/2 werden die Amplituden unendlich groB,
die Mittellage der Masse bleibt im endlichen. Die Kreisfrequenz
der Eigenschwingungen bei Umlauf ist der Winkelgeschwindigkeit
der Welle gleich.

2. Fir o = o, rickt die Mittellage der Masse ins Unendliche,
und zwar unabhéngig von der Schwere. Die Schwingungsampli-
tude bleibt dabei endlich. Die Kreisfrequenz der Eigenschwin-
gungen bei Umlauf ist null.

3. Wird @ im Verhiltnis zu w, sehr grol}, dann riickt die Mittel-
lage der Masse ins Wellenmittel und die Schwingungen ver-
schwinden auBerdem.

Mit der Erscheinung der kritischen Drehzahl einer elastischen
Welle, auf der eine Masse sitzt, verglichen, ergeben sich zum Teil
Analogien, zum Teil Gegensétze. Die letzteren bestehen vor allem
darin, dafl die Schwere fiir das Schleudern von Wellen keine
Rolle spielt.

33. Ubung.

Ein schwingungsfihiges System nach Abb. 51, bestehend aus
der Masse M und einer Feder von der Steifigkeit C, sei mit einer
an M angreifenden, sinusférmig mit der Kreisfrequenz w, pulsieren-
den Kraft in Resonanz. Man kann die Ausschlige von M ver-
schwinden machen, indem man an M eine Masse m mittels einer
passenden Feder (Steifigkeit ¢) ankoppelt. Welchen Bedingungen
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miissen dabei m und ¢ geniigen und wie groB wird dann der Aus-
schlag der Masse m ? Wie werden die Ausschlige von M bei beliebi-
gen Kreisfrequenzen  der erregenden Kraft? Wann ist die
letztere mit dem Gesamtsystem in Resonanz ?
Damit, ohne Ankopplung von m, das System in Resonanz
ist, muBl bekanntlich sein:
Mog=C. )
Abb. 52 zeigt das Gesamtsystem in einem Augenblick, in
welchem die erregende Kraft und die Ausschlige von M und m

cn CA )
,c;A)g
c ﬂiiw*a

Abb. 51. Abb. 52.

+/

ihre Amplitudenwerte haben. Diese sollen P, 4, a heilen. Die
Beschleunigungen von M und m sind im betrachteten Augenblick
bekanntlich — 4 w? bzw. —a w? und daher ergibt das dyna-
mische Grundgesetz:

Masse M: P+c(a—A)—CA=—MAw? oder

Ptca—(C—Maw?+c)4d=0. {2)
Masse m: —c(a— A) = — m a w? oder
—(c—mao¥)a+cdd=0. (3)
Durch Entfernen von a aus den Gl. (2) und (3) wird
P
A—C—Mw—cmﬁﬁ ()
c—m w?

Fiir @ = w, erhilt man daraus bei Einsetzen von GI. (1)
. .
do=— P
Es wird also 4, = 0, wenn
- ¢ =mog. (5)
Dies ist die gesuchte Bedingung dafiir, da bei urspriinglich
resonierendem System. die Ausschlige der Masse M nach An-
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kopplung der Masse m verschwinden. Man kann Gl. (5) mit
Gl. (1) vereinigen zu

o =37 = ®)

Wenn die Schwingungen der Masse M ausgeloscht sind, sind die
Amplituden der Ausschlige von m:

P P

= —-— = — ———,
0 c m we?

Es folgt dies aus GI. (2) mit 4 = 0.
In Gl (4) kann gemdlB Gl. (6) gesetzt werden C = M o,

¢ = m w2 Dann wird, wenn zur einfacheren Schreibung % =z
0
genannt wird,
. P /"‘ a2 m/M
4=sfl—s (1+ 1——9&2)' ()

Bei Resonanz des Gesamtsystems mit der erregenden Kraft
wird rechnerisch 4 = oo, und zwar, indem der Nennerausdruck
in GL (7) null wird. Daraus kann die Kreisfrequenz w, der er-
regenden Kraft fiir den Resonanzfall bestimmt werden:

e T T

Wie zu erwarten, ergeben sich zwei Betrige fir w,.

34. Ubung.

Ein irgendwie gestiitzter oder eingespannter gerader elastischer
Stab trigt eingespannt einen starren symmetrischen Korper
(Abb. 53). Der Korperschwerpunkt liegt auf der Stabachse.
Welche Bewegung vollfilhrt der Kérper in seiner Symmetrie-
ebene, welche mit einer Haupttrigheitsebene des Stabes durch
seine Achse zusammenfallen moge ?

Es bezeichne:

m die Masse des Korpers,

J sein Trigheitsmoment fiir die Schwerachse senkrecht zur
Symmetrieebene,
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y die Durchbiegung des Stabes am Sitze des Korpers,
@ den Biegewinkel daselbst. '

Der Korper iibt auf den Stab die Kraft P und das Kriftepaar M
aus. Die Bewegungsgleichungen des Kérpers sind
my =— P,
Jo=—M.
Die Durchbiegung fir P =1 heifle «.
Die Durchbiegung fiir M =1 heille §.
Der Biegewinkel fiir M =1 heifle y.
Der Biegewinkel fiir P =1 ist gleich
f, was sich leicht aus dem Satz von

MaxwrLL von der Gegenseitigkeit der
'p Verschiebungen erklért.

Abb. 53. Es ist also
y=aP+fM, o@=yM+fP.
Daraus wird

(1)

SRS
3]
AN
' N
ﬁ
R 2

_ry—Be _*9—8Yy
P= ay—p’ M= ay—p "
Diese beiden Gleichungen werden in die Bewegungsgleichungen (1)
eingesetzt:

mj——LvEle, (2)
J =2l )

Um aus diesen beiden simultanen Differentialgleichungen eine
Differentialgleichung, z. B. fiir ¥ zu bilden, wird zundchst aus
Gl. (2) und (3) ¢ eliminiert:

y+ami+pJp=0. (4)
Weiter werden Gl. (3) und Gl. (4) jede zweimal nach der Zeit
differenziert:

Jpay—p)+oap—By=0. (5)
amy+y+pJp=0. (6)
Aus den GI. (4), (5), (6) konnen nunmehr ;)und };'eliminiert werden:
. 11
§+y am ﬁ';z/J +y o m ZzJ —0. )
1— -2 11—

*y *y
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Man fithrt zweckméBig ein

—— = 0,2, (8)
1
T =, 9)

Aus der Bedeutung von % und%, welche eine Verschiebungs-

bzw. eine Verdrehungssteifigkeit darstellen, ergibt sich:

,, ist die Schwingungsfrequenz einer an die Stelle des Korpers
tretenden konzentrierten Masse von der GroBe der Masse
des Korpers.

wy ist die Schwingungsfrequenz der Drehung eines
an die Stelle des Korpers tretenden Gebildes 2
mit verschwindender Masse und mit einem
Tragheitsmoment von der GroBe des Trégheits-
momentes des Korpers. Ein derartiges Gebilde
kann man sich (Abb. 54) aus zwei sehr weit
voneinander entfernten, sehr kleinen Massen Abb. 54.
bestehend denken, die durch masselose, starre
Verbindungen untereinander und mit dem federnden Stab

dernder
Stab

zusammenhéngen.
Die Einfithrung von GL. (8) und (9) in Gl. (7) ergibt:
e w0 W2+ 0P W2t @ 5
v+ vy 5 =0. (10)
1— - 1— -2

x¥ xy
Zu dieser linearen homogenen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten gehort als sogenannte charakteristische Gleichung
Ot + o Opt o

ot + 08— —t 7 =0 (11)
-2
xy xy
Sie hat vier Wurzeln entsprechend den zwei Werten von g%
1

01, m=— '_“—‘ﬂT“ICL)m2 + ws? 4
2(1—75)

+ V(wm2 —op 4L 0,000,

[+2

Wenn man annimmt g;® <0 und gr* < 0, was spéiter nachge-
wiesen wird, dann haben die vier Wurzeln von Gl, (11) die Form:

Q1=+il/—912, 93%‘+éV:£7II?,
oo=—i)—02, e=—1i)—or.
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Man weil, daB das Integral von Gl. (10), also die Verschlebung
des Korperschwerpunktes, durch Uberlagerung von zwei Sinus-
schwingungen mit den Frequenzen [/ or? und l/— ot gegeben
ist, und ebenso ist es mit der Verdrehung ¢ des Kérpers, wie leicht
aus Gl. (4) zu folgern ist.

Fiir die beiden auftretenden Frequenzen w; und wy besteht
demnach die Gleichung:

2

oI = m[wmz + i+

+ |/ @i —otp+4- L w08,

Die Amplituden und Phasenlagen der vier Schwingungen, die
die Gesamtbewegung ausmachen, sind durch die Anfangsbedin-
gungen bestimmt. Nachweis, daB stets gy, 1 < 0:
Man forme den Aunsdruck fiir g* um in
—1
=Ty [«» 2+ o) £
(1=5)

j:l/wmz—f—wﬁ —4w, wﬁ( ——ff;)}

It 1 ——f—:r > 0, dann ist jedenfalls der Ausdruck [...] >0
und or 11 < 0. Ist 1 — %< 0, dann ist beim oberen Vorzeichen
der Ausdruck [...] >0 und daher g;> > 0; beim unteren Vor-
zeichen ist dagegen der Ausdruck [...] <0 und daher gp® < 0;
alsdann ist y dargestellt durch einen Anteil, der einer Sinus-
schwingung entspricht, und einem Anteil, der einer hyperbolischen
Sinusfunktion der Zeit folgt. Es wiirde sich daher y im Laufe der
Zeit zu unendlich grofen Werten steigern. Damit ist aber die
Leistung einer unendlich grofen Forménderungsarbeit verbunden,
die mit der endlichen Anfangswucht des Systems nicht vertraglich
ist. Also ist phy51ka11sch die Annahme o 12 < 0 gerechtfertigt.
Sie fiihrt nach den vorigen Uberlegungen auf die Tatsache, da8
stets f% << oc y. Es wiire interessant, dies auch unmittelbar aus der
Lehre von der Biegung abzuleiten.

35. Ubung.

Zwei prismatische oder zylindrische, vﬁﬂig elastische Korper
gleichen Querschnittes und gleichen Materials stofen axial auf-
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einander. Wie lange dauert der StoBvorgang? Welche grofBte
Beanspruchung tritt in den beiden Korpern auf? Wie groB
sind die Geschwindigkeiten nach dem Stof ?

Langsbewegungen von prismatischen oder zylindrischen
elastischen Kérpern kénnen bekanntlich wie folgt beschrieben
werden :

Tragt man senkrecht zur Korperachse die Wege der einzelnen
Stabpunkte auf, und zwar gerechnet von einer Anfangslage im
spannungslosen Stab, dann ist die so entstehende Kurve die Uber-
lagerung zweier Kurven, welche, ohne ihre Form zu verindern,
mit der Schallgeschwindigkeit ¢, die dem Stoff

des Korpers eigentiimlich ist, lings der Korper- _.qCﬁIf
achse laufen, und zwar in entgegengesetzten j,z/v
Richtungen. Die beiden Kurven heiBen Vor- [ ——=¢
wirtswelle und Riickwértswelle; ihre Ordinaten  |/odf a
mogen V und R sein, ihre Steilheiten gegen ——-‘——x——)-
die Korperachse ¥’ und R’. cdf
Abb. 55a und 55b stellen das Weiterriicken ;:_’R
der V- bzw. der R-Welle wihrend eines Zeit- “e—C
teilchens dt, also um ¢ dt, dar. Der Punkt des Redt [,)

Korpers, der im spannungslosen Zustand die S

Stelle X der Stabachse einnahm, verindert seine Abb. 55.
Lage wihrend der Zeit dt infolge des Zusam-
menwirkens beider Wellen um —cdt V' + cdt R, wie aus

der Abb. 55 unmittelbar hervorgeht. Die Geschwindigkeit des
Punktes ist daher
—cdt V' +cdt R’
dt ’

also

v=c(— V' + R). (1)
Die Steilheit der oben eingefiihrten, Wege darstellenden Kurve
ist die ortliche Dehnung des Korpers, sie ist also gleich V' + R’,
und mit dem Elastizitdtsmodul £ des Kérpers wird die Spannung
in ihm

o=E (V' 4 R). (2)
(o ist positiv bei Zug, negativ bei Druck.)

Bei Verfolgung des Stofes sei angenommen, der lingere Kérper,
Lénge L, stofe mit der Geschwindigkeit w auf den ruhenden
kiirzeren Korper von der Lange I (Abb. 56) (L und ! sollen auch
als Indices verwendet werden zur Kennzeichnung der beidén
Korper).
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Knapp vor dem Zusammentreffen sind beide Kérper spannungs-
los, also ist nach GI. (2) fiir alle Stellen derselben

VL/ "l" .RL, = O und Vl/ + Rll = O.
AuBerdem ist nach Gl (1)
w==c¢ (— VL, + RL,) und 0=— Vll + ‘Rl/

fiir alle Stellen des K(irperé ,,L¢ bzw. ,,J. Aus diesen Gleichungen
—— 2 " ru/n‘J_ folgt 1 w

T Mi=—5"
AN O F_ 1
=0 N/ﬁmﬂ-:-a) t.o dRL =9 7%
: R H un

r—K——_JP—L—~L—.P Z 'V/_R/ O
h 5) f'—'z: 1 = 4y .

b

2 ¢
.

| V\ | S S .
ot ; Bei der Verfolgung des
a, 2 ST I#+{L-1), StoBvorganges  stellt
} LS man vorteilhaft nicht

die Wellen ¥V und R,
gsondern die Wellen ¥V’
und R’ dar. Zu Beginn

— —— (L+1)#] des Vorganges ergibt
- 3—3 g e y—— ) t= 1 a1 = gich daher das Bild nach
= T ' == Abb. 56a. Solange der
[ = ieionnis gy L £ {JL;?I)C:M) StoB dauert, d.h. so-

2 F y' 2L lange sich an den Be-
< rithrungsstellen der bei-
Abb. 56. den Korper Spannungen

o < 0 ergeben, verhalten
sich die beiden Koérper natiirlich wie ein einziger. Als. Grenz-
bedingung muB dabei erfiillt sein, da an den freien Korper-
enden die Spannungen ¢ = 0 sind, d. h. gemédf Gl. (2) V' = — R".
Es gilt daher fiir jedes freie Korperende: Die Hohe der heraus-
laufenden Welle der Neigungen mu8 in jedem Augenblick durch
die Hohe der hineinlaufenden Welle der Neigungen zu null kom-
pensiert werden. Das bestimmt die Gestalt der in die freien
Kérperenden hineinlaufenden Wellen. , ,
In allen Bildern der Abb. 56 sind auch die Werte 1:'2——13— =

= 2—2_}— [nach GI. (2)] zwecks Darstellung der Spannung in den

Korpern eingetragen. Es sind in b, ¢, d, e, f charakteristische
Augenblicke des StoBvorganges dargestellt, und zwar die Zeit-
punkte
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! ! L—1 L L +1 L +1 I L+ 21
¢’ ?-}—_T"—?’ c —c”—-}—?_—c__’
L+20 | L—20 2L
c + c ¢

ab Beginn desselben. Bis Zeitpunkt 22 also Bild f, herrscht

an der StoBstelle Druck oder keine Spannung. Einen Augenblick
spéter wiirde jedoch dort Zug auftreten, so daB f das Ende
des StoBvorganges darstellt. Seine Dauer ¢, ist also

2L
ts = T. (3)

Aus der Abb. 56 und der Gl. (2) ergibt sich die groBte beim StoB
in den Korpern auftretende Spannung o,y zu

1
Omax = + 5 B JZL (4)

Als Druck tritt sie in beiden Korpern auf, Zug erfahrt iiberhaupt
nur der lingere Korper.

Im Endaugenblick des StoBes (Abb. 57,f) hat der kiirzere .
Korper die einheitliche Geschwindigkeit w; vom lingeren Korper
hat ein (L — 21) langes Stiick die Geschwindigkeit w und ein 21

langes Stiick die Geschwindigkeit ézg Wenn von der Geschwindig-

keit des lingeren Korpers nach dem StoB die Rede sein soll, wird
man darunter seine Schwerpunktsgeschwindigkeit w, verstehen;
sie ergibt sich aus dem Ansatz

wSL:(L—2l)w+2l~g)— =w(L—1)

Wy = W (1 — %)
Im allgemeinen haben beide Kérper bei StoBbeginn Geschwindig-
keiten; sie mégen vz und v, heiBen, wihrend bei StoBende die
Geschwindigkeiten vy, und v, seien. Zur Behandlung dieses all-
gemeinen Falles denke man sich den oben verfolgten Sonderfall
von einem in der Langsrichtung der Kérper mit der gleichformigen
Geschwindigkeit u bewegten System verfolgt. Von diesem aus
gesehen hat man

zu

= l
v =wW—u, v =—1u, VvL:ws~u:w(1~T — U,

v, = w—u.
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Wenn man aus diesen Gleichungen % und w entfernt, erhilt man:

El = yp,. (5)

EszL(l—%)+v;—é. 6)

Der behandelte StoBvorgang ist gut durch die Tatsache gekenn-
zeichnet, daBl die Riickprallgeschwindigkeit (v — v;,) sich zur
Aufprallgeschwindigkeit (vz — ;) verhdlt wie —1I: L, was sich
aus den Gl. (5) und (6) ergibt.

Das Verhalten der hier betrachteten Korper ist wesentlich
anders als beim ,klassischen StoB¢, bei dem doch, wieder vollig
elastisches Verhalten vorausgesetzt, die Riickprallgeschwindigkeit
der entgegengesetzten Aufprallgeschwindigkeit gleich ist. Beim
,,Klassischen StoB¢ werden nimlich (was selten betont wird)
Korper vorausgesetzt, deren Nachgiebigkeit auf die ndchste Um-
gebung der StoBstelle beschrinkt ist, wobei die Masse dieser
Korperteile im Vergleich ‘zur Korpermasse vernachlissigbhar ist.

Beurteilt- man im oben behandelten Fall die lebendige Kraft,
was naheliegend ist, nur nach den Schwerpunktgeschwindigkeiten
der Korper, dann ergibt sich ein scheinbarer Verlust an lebendiger
Kraft infolge des Stofles, trotzdem véllig elastisches Verhalten
angenommen ist. Wenn ! = L, dann verschwindet der Unter-
schied gegeniiber dem , klassischen Sto¢ beziiglich der Geschwin-
digkeiten und des StoBverlustes.

36. ﬁbung.

Ebenso wie prismatische oder zylindrische Stibe in der
35. Ubung sind auch Schraubenfedern Gebilde mit iiber die Lange
gleichférmig verteilter Masse und Elastizitdt. Daher folgen die
Langsbewegungen von Schraubenfedern in grundsitzlicher Hin-
sicht den in der 36. Ubung angefiihrten GesetzmaBigkeiten.
Welche Unterschiede herrschen jedoch im einzelnen ?

Ist E der Elastizitatsmodul des Stabmaterials, ¢ dessen Masse
je Raumeinheit (Dichte), dann ist die Schallgeschwindigkeit im
Stabe ¢ = —f}i, was auch ¢ = l/ﬂ geschrieben werden kann,
wobei f den Stabquerschnitt bedeute. Es ist o f =y die Masse
der Lingeneinheit, E f = P,_; die Kraft, welche die Dehnung
e =1 bewirkt, also ist auch )

P, e=1
-

Cc =
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Ist € die Federungskonstante, also die Kraft, um den Stab von
der Lange | um die Langeneinheit zu verlangern, dann ist P,_ 1= C1

und damit
Cl
=1/ == . 1
i !

Die Grélen C, I, p sind auch bei der Schraubenfeder definiert;
setzt man die fiir die Schraubenfeder giiltigen Werte in Gl. (1)
ein, dann erhilt man in ¢ die GroBe, welche hier an die Stelle
der Schallgeschwindigkeit im Stabe tritt.

Fiir eine nicht zu steile Schraubenfeder vom Drahtdurch-
messer d, dem mittleren Windungsradius », mit der Windungs-
zahl % und aus einem Material von der Dichte o und dem Gleit-
modul G kann gesetzt werden

P o
& 7T g
= I =%
und
G d*
C=Ginr (2)

Es ist ni = h die Ganghohe der Feder, daher

1 dhy/ G
= | 3
‘ 4y2n 7 ‘/ 4 ®)

Die Lénge der Feder hat mithin keinen EinfluB auf ¢, und im

iibrigen kommt es nur auf das Material und auf Verhiltniszahlen
d

h
-~ und - an.!
r r

Rechnet man ¢ aus Gl. (3), dann gilt naturgemiB die Gl. (1)
aus der 35. Ubung auch fiir die Schraubenfeder.

Mit f crweitert, lautet die Gl.(2) der 35. Ubung of =E f
(V'+ R’). Es ist o f= P die Kraft im Stab und nach Fritherem
Ef=P,_q, also

P="P,_, (V' + R).

1) Fur Federstahl erhdlt man aus Gl. (3) etwa ¢ = 180 2 sec
Pawelka, Mechanik, II. Bd. 5

]
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Pund P,_ sind auch fiir die Schraubenfeder definiert, und somit
ersetzt bei der Schraubenfeder die Gl. (4) die Gl. (2) der 35. Ubung.
Nach fritherem ist P;—; = C'l und daher mit Gl. (2)

Gdr 1
Ps=1 ==

6478 n’

filhrt man die Gangh6he b = % der Feder ein, dann wird

37. Ubung.

Eine mit der Kraft K (als Druckkraft negatives Vorzeichen!)
gespannte Druckfeder stiitzt sich (Abb. 57) beidseitig in einem
(freibeweglichen) Gehause von der Masse M ab. Welche Geschwin-
digkeiten werden dem Gehduse und
der Feder erteilt, wenn z.B. durch
Bruch die eine Abstiitzung bei ,,F*
verlorengeht ?

’ Die Grundlagen zur Lésung sind
Abb. 57. in der 35.und 36. Ubung gegeben.
Zu Beginn des zu untersuchenden Vor-
ganges ist fiir alle Stellen der Schraubenfeder die Kraft P = K
und die Geschwindigkeit » = 0. Also gilt fiir alle Stellen der
Feder

P,_1(V'+ R)=K  [Gleichung (4), 36. Ubung]

sowie
c(—V' '+ R)=0 [Gleichung (1), 35. Ubung].
Daraus folgt, daB anfangs auf der ganzen Lange der Feder ist:

’ 4 —_— ’
V=R = 2P, ;- (1)
Dies zeigt Abb. 58a.

M soll, als Index verwendet, die Stelle der Feder (x = 0)
bezeichnen, die mit der Masse M in Beriihrung ist.

Die Bewegungsgleichung der Masse M lautet, wenn vy ihre
Geschwindigkeit ist und ¢ die Zeit bedeutet

k. S - (2)
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Aus Gl. (1) der 35. Ubung folgt
dvy, iV, ARy
“at =g+ g
und fir Py gilt [Gl (4) der 36. Ubung]
Py = Py (Vu' + By').

pY __.__.___._.F__ _______ g —
my o Kke,
~ '?J“L ! »X
\? R, |
L ' t=0
e
IQ\
- —
2R, \(\ \\AI X
Jep, T N | 8) £k
R\
T '*__—_""'1";':_—"\\
Klp, — ~
K T .
2R N\ 9 ¢
Abb. 58.

Da die Welle R’ sich gegen die Masse M zu hinbewegt, mul zu-
nichst dauernd Ry’ auf dem durch Gl (1) gegebenen Wert
bleiben. Wenn dies beriicksichtigt wird, lauten die beiden letzten
Gleichungen :

de avy K
g = —¢—g > FPu=Pe- I(VM + 2Ps_1)
Durch Einsetzen in Gl. (2) wird
c aVy' , K
— " P,._, it V' + 2P,_,"

5*
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Das Integral davon lautet mit der Integrationskonstanten C
Pe=q

VM':E:_PSI; Lo L 3)
Zur Zeit t =0 ist iiberall nach Gl (1) V' = 5 ;,f o also auch
Vi = —é—lff—:—l—; dadurch bestimmt sich die Integrationskonstante
zu O = Pi—l— und die GL (3) wird:

P5=:1
VM'=—‘ZIL<—;——e— e t). )

Es interessiert die Gés‘oal‘o des Teiles der Welle 7/, der in die
Feder hineinlauft. Der Wert V" zur Zeit ¢ ist identisch mit dem

Wert V’ am Orte = —ct zur Zeit ¢ = 0.

Es wird also in Gl. (4) ¢ durch — —f— vertreten, wobei sie iiber-
geht in A
yr= K1 _ efiicﬂl— e 5
- Pe=1 2 * ( )
Der gesuchte Teil der Welle 7~ ist daher eine Exponen‘ma,lkurve,
wie sie Abb. 58 zeigt. Die Ortskonstante 1st , die Asymptote
8
hat von der z-Achse den Abstand ~—I{—.
2P e=1

Am frei gewordenen Federende ist dauernd P =0, daher
zieht dort ein Wellenstiick R’ =

Abb. 58 zeigt.
Die Ordinaten der Kurve, die das arithmetische Mittel von
V’ und R’ darstellt (sie ist in Abb. 58 strichpunktiert gezeichnet),
sind gemaB Gl. (4) der 36. Ubung ein MaB fiir P. Man hat daher
Druck, wo diese Kurve unter der z-Achse, und Zug, wo die Kurve
iiber der z-Achse verliuft.
[4

Abb. 58D stellt den Vorgang knapp vor dem Zeitpunkt ¢ = "

dar, wo ! die Federlinge bedeutet. Man erkennt, daf bisher
stets an der Stelle M Druck herrschte.

Abb. 58c¢ gilt fiir ¢ = —; der Druck der Feder auf die Masse M

geht gerade durch null hmdurch also stellt Abb. 58c den Augen-
blick der Trennung zwischen der Masse M und der Feder dar.

_—X _ in die Feder ein, wie
2 Ps=1 '
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Fiir ihn gilt nach GL. (4) mit 1 = -

P._q1
, —K [1 _le=1
VM:?:::(Te v >;
die Abb. 58¢ zeigt, daB Ry, gerade von — 2 auf — &
ie . 8¢ zeigt, dafl Ry gera o 9P, 7P,

springt. Ein Zeitdifferential vor der Trennung zwischen Feder
und Masse M hat diese daher [Anwendung von Gl. (1) der 35. Ubung]
die Geschwindigkeit

Po_11
K 1 _e=17 K
o = c[?— (”2‘—‘3 e ) T Eﬁv}

e=1 e=1

Pl
K_ (1 e —mla—) (6)

g=1

oder

UM'ZZCP
Der Exponent von e stellt sich mittels der in der 36. Ubung an-
gegebenen Beziehungen als das negative Verhiltnis der Feder-
masse Mp zur Masse M heraus.
?K— ist die Dehnung ¢, der Feder im eingebauten Zustand.
e=1
(¢ ist als Stauchung negativ!)
Mit alldem wird GI. (6)

Mp
vy =cég <1—e“7>. o

Unter der Geschwindigkeit vy, welche der Feder erteilt wird,
versteht man zweckmiBig die ihres Schwerpunktes, da ja die
verschiedenen Teile der Feder verschiedene Geschwindigkeiten
erlangen. Da der gemeinsame Schwerpunkt des Ganzen in Ruhe
bleiben muB, gilt der Ansatz vy M + vp Mp=0. GI. (7) ein-
gesetzt, gibt

M My
VP = C& <1 —e‘?). (8)

Wenn My/M verschwindend klein wird, hat man den Fall, daB
eine Feder, die sich gegen einen unbeweglichen Korper abstiitzt,
losschnellt. GI. (8) ergibt dabei durch Ausrechnung der unbe-
stimmten Form co-0:

Vp = —C§&,.
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38. ﬁbung.

Wie verdndern sich die Wellen ¥’ und R’, von denen in der
35. Ubung die Rede war, beim Passieren der Grenzfliche zweier
Stabe verschiedenen Querschnittes und verschiedener Schall-
geschwindigkeit ?

Der Stab, der im Sinne der Laufrichtung von ¥’ der vordere
ist, werde durch Index v, der andere durch Index r gekennzeichnet.
An der Grenze der beiden Stdbe haben sie nur ein und dieselbe
Geschwindigkeit, so daB gemaB GL. (1) der 35. Ubung ist:

¢ (— V' + B)) =¢, (—V,/ + R,). (1)

Die innere Stabkraft K ist mit dem Stabquerschnitt f und der
Spannung ¢ verkniipft durch

K = f o, : 2)
so daB sich mit GI. (2) der 35. Ubung ergibt:
K={E(V' + R). 3)

Nach dem Satz von Aktion und Reaktion gibt es auch an der
Grenzstelle zweier Stibe nur einen Wert der Stabkraft. Die
Anwendung von Gl. (3) auf die Grenzfliche ergibt daher

fv -Ev (Vv’ + Rv’) = fr Er (Vr/ + er)' (4)

Allerdings muB3 man sich klar dariiber sein, da8 dies nur mit
gewisser Annidherung gilt, denn wenn f, <X f,, ist in der Nihe
der Grenzfliche der Spannungszustand sicher kein einachsiger,
was aber Voraussetzung fiir die Richtigkeit der Vorstellung von
den beiden Wellen 7’ und R’ ist.

Es wird stets in den Anwendungen V,” und R,’ gegeben und
nach V,” und R, gefragt sein. Diese beiden letzteren GroBen
folgen aus der Auflosung der GL (1) und (4):

o _fo E

__”_
v, = Vrl 2 —+ R/ cr fr E r .
+ -fU i + -fv ’D
fr r fr
cr __f,_._E_,
L e kAL N e
_c’_.'_ﬁ E + f" .m_
fq; Ev f’u Ev

Die Schallgeschwindigkeit ist, wenn Q. die Ma,ss_e der Volumen-
einheit bedeutet, bekanntlich ¢ = I/ —f—; daraus ergeben sich
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E, (cv >2 Qv , (cr )2 Or
2= (2} = und - ={21) =T
b, Cr/ Qr £, Cyl Oy
Wenn man das oben einsetzt, erkennt man die ZweckmaBigkeit
der Einfithrung von u = f g, der Masse der Lingeneinheit. Es

wird dann

, 2 (erfey) » CrlCo— Hollt
V.’ — Cr L orl% lladd
K r/c + /‘v/ﬂr +E r/c + .uru/:ur 5
‘ ®)
R'—R'’_° (co/cr)? v, p/cr Boltty
' °color + talkty ColCr + Holpir

Im Sonderfall gleicher Schallgeschwindigkeiten, ¢, = ¢,, ergibt
sich daraus
2 V. + I_I‘v/:ur v
1+ .uu//‘r ’
2R, 4+ (1 —p,fu,) V'
1+ ppy
und daraus wieder bemerkenswerterweise

v, =

R, =

|VU'—V,'— (B, —Ry) =2t (v L R, | (6)

’I‘+ 11

Beim Durchschreiten der Grenzfliche machen also in diesem Fall
die Wellen V' und R’ gleich groBe, aber entgegengesetzte Spriinge,
und zwar proportional der Summe der beiden in die Grenzfliche
hineinlaufenden Wellen.

39. Ubung.

Auf einen Ring (Abb. 59a) werden radiale Krifte ausgeiibt,
und zwar kommt auf die Langeneinheit seines mittleren Umfanges

die Belastung ¢. In jedem y
Augenblick ist der Verlauf fo— Umfang

von ¢ lings des Umfanges @ q u

sinusférmig, wie die Abwick- )

lung Abb. 59b zeigt, wobei k & 4
immer eine ganze Zahl von & 7
Sinuswellen der Léange ! auf Abb. 59.

den Umfang entfillt. Die

Kurve der augenblicklichen Verteilung von ¢ lauft mit der
gleichférmigen Geschwindigkeit 4 um. Verformung und Bean-
spruchung des Ringes sind zu bestimmen.

%)
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Ganz &hnlich wie hier liegen die Verhéltnisse beim Statorring
einer elektrischen Synchron- oder Asynchronmaschine, auf den
der umlaufende Magnetzug wirkt. Unter einer gewissen radialen
Stirke des Ringes im Verhiltnis zu seinem Durchmesser’ und
wenn die Zahl der Sinuswellen, die auf den Ring entfillt, nicht
allzu gering ist, spielt die Krilmmung desselben keipe wesentliche
Rolle, und daher stellt man sich im vorliegenden Fall am besten
einen Ring von unendlichem Durchmesser oder einen unendlich
langen geraden Stab vor. Der Querschnitt sei f, das Biegetrégheits-

moment J, die spezifische Masse (Dichte)
-+ & Q+¥d:  des Materials g, dessen Elastizitdtsmodul E.
M 7 3/4@‘_“4, Léangs der Stabachse mégen die Entfernungen

z heiflen, die Querabweichungen des Stabes

( ; ' von einer spannungslosen Ausgangslage y.

o @ x Die Zeit heillert. Abb. 60 zeigt ein Ele-
! - ment des Stabes und die darauf einwir-
Abb. 60. kenden Krifte und Kriftepaare. An den

Enden herrschen die Querkrafte' @ und
@ —f— dx sowie die Biegemomente M und M —{— —~— dx Die

Masse des Elementes ist dm = f p dx, sein korperhches Tragheits-
moment um die Schwerachse senkrecht zur Bewegungsebene
d Jg = J gdx. Bewegungsgleichung des Elementes fiir die
Richtung y:

fgdx%f—=qd (Q+ % o ) —Q

oder

%

0Q
3;2 f _q+ P (1)

z’

Bewegungsgleichung des Elementes fiir seine Drehung um den
Schwerpunkt: .

Joda T (2L = (M + 22 au) — M + Qda

ot* \ oz
oder
- By _
Taysle=Q+ G )
Fiir die Deformation bei Biegung besteht die Gleichung
Py M
S =BT ®)

Nach Differenzieren von Gl. (2) nach z kann unter Zuhilfenahme
von Gl. (1) @ eliminiert werden:
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([ &y ay M
k—éﬁ oa? © T or ! ) =~ 7 (4)
Nach zweimaligem Differenzieren von Gl. (3) kann unter Zubhilfe-
2
nahme von Gl. (4) —Zé‘f— eliminiert werden:
*y f o &y e ¢y
T T T B e T ares — UE (5)

Nach einem eventuellen Vorgang des Sich-Einspielens wird sich
das Bild des Verlaufes von y mit der Geschwindigkeit u der
Stabachse entlang bewegen, wie Abb. 61 zeigt. Ihre Betrachtung
ergibt (dhnlich wie in der 35. Ubung)

a9y
_Qy“:_udt?é:_ufl (6)
ot di oz’

Da nicht nur das Bild von y, sondern natiirlich auch das der
Steigung von ¥ mit % dem Stab entlang lauft, gilt in Analogie
zu GL (6):

oy (22) = -
a_(f?fL\}_ - E_@L, — 2y s /x
at oz ox?’
Hierin wird % aus Gl. (6) eingesetzt: Abb. 61.
oy
3<3_xl~ﬁﬁ(__i%) 1@y, #y
ot ot u 0t w o 9
oder
2y oy
Fr 2 o2 ° (7)
Derselbe Gedankengang fiihrt zu :
_dy ,-?E_(ﬁ_%) e ( &y ) ey
o 9x o2 \ 9a®/ o9x% \oar/ = oat’

Die letzte Beziehung und Gl. (7) werden in Gl. (5) beriicksichtigt:

oty (1_ 4 u2) + Py 0 e =q/EJ.

ot E oxt J H
Der getroffenen Annahme entsprechend ist ¢ = gpax sin 271—?;,
Mit der Schallgeschwindigkeit ¢ im Stabmaterial ist 73,— = ?12
Mit dem entsprechenden Trigheitsradius r ist —= = 1 Alles

J r2’
dies gibt:
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ity (u2 1 u\2 &y  9max . z
x‘[l_ ?)}4’(77) 2 = gJ Sm2mg

Da es sich um Biegebeanspruchung handelt, fiihrt man zweck-
%y
ox?
Biegemoment proportional ist.

= ein, weil sie [GL (3)] dem

% gibt fir flach verlaufende Biegungen die Kriimmung an.

= %" wird
I EERY

Denkt man an praktische Fille, dann ist (%—)2 gegen 1 zu ver-
nachléssigen (¢ ~ 5000 m/sec in Metallen). Man bekommt dann

’” 1 u)\2 9Imax
w' T+ (r c) ‘BEJ sm2nl
Das Integral davon lautet (siehe die Ausfithrungen zur 19. Ubung):
Imax/E J . z
x_Asm( ~ 4 « )+(lum)”;x/ (2:.—.)281112”’1_’
re!  \T

wobei A und « Integrationskonstante sind.
Fir gpax = 0 wird

x:Asin(%%z—!—cx).

Der Lisungsanteil 4 sin (% —% x 4+ oc) hat somit nichts mit den

quer zum Stab auftretenden Kriften g zu tun und braucht daher
hier nicht beriicksichtigt zu werden. (Er zeigt an, daB3 ohne solche
Krifte sinusférmige Ausbiegungen gleichférmig lings des Stabes

laufen konnen, wobei die Wellenléinge gleich 2:}:1‘%, genauer

2nr ‘/(ui)z — 1 ist.) Also ist maBgebend

i I
r C

Demnach gibt die Sinuslinie, welche ¢ darstellt, in anderem
MaBstab auch den Verlauf der Stabkriimmung an. GI. (8) ergibt

n =
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1 u 2

.. 7T r [
% = oco fiir T =7 oder 4 = 27 — ¢ oder 1:2731‘—1;. Es

l l
entsteht dann eine einer Resonanz ganz &hnliche Erscheinung,
die, wenn nicht Dampfungen wirken, zum Bruch fihrt.

40. Ubung.

In der 39. Ubung ergab sich, daf sich in einem in der Linge
unbegrenzten Stab ein Ausbiegungszustand von Sinuslinienform
gleichméfig mit einer Geschwindigkeit u fortbewegt, die mit der

2nr

Linge 1 der Sinuslinie im Zusammenhang % =— steht.

Man versuche, auf den Schwingungszustand eines endlich langen
Stabes zu kommen, indem man die Fortschreitungen von zwei
Sinuslinien gleicher Lénge ! und gleicher Amplitude 4 in ent-
gegengesetzten Richtungen iiberlagert.

Die beiden Ausbiegungen befolgen einzeln das Gesetz

y=Asin2xn Axrrji——u—t— und y =Asin2xn ﬁ:zﬁf,.

Die Uberlagerung ergibt
y=A sin2n—~x—j~[ﬁ +sin 27 x_;u—t
Trigonometrische Umformung und das Einsetzen von = 2 77_0—
fithrt auf
. x re
y=24 s1n27z—l—-cos47z27—2—t. (1)

Man sieht: 1. Stabpunkte, fiir welche

z A o A _ oA -
27;7 =m, 27, 37 ... oder =5, x—2—2—, =23 g

bleiben dauernd in Ruhe und benachbarte solcher, sogenannter
Knotenpunkte stehen voneinander um % ab. 2. In jedem Augen-

blick ist die Ausbiegung sinuslinienformig. 3. Alle Stabpunkte
schwingen harmonisch und untereinander in gleicher Phase.

Man erhilt sogenannte stehende Wellen (Abb. 62) mit dem
Grofitausschlag ¢ = 2 4.

In den Knoten ist dauernd die Stabkrimmung gleich null,
daher auch das Biegemoment. Somit dndert sich fiir einen Stab-
teil zwischen zwei (oder mehreren) Knoten nichts, wenn die
benachbarten Stabteile weggelassen und an die Knotenstellen
an den Stabenden zwei feste Auflager gesetzt werden.



76 Elastische Schwingungen und Wellen.

Man hat somit die Schwingung eines an den Enden aufgelagerten
Stabes, dessen Ausbiegungen im Ruhezustand sinusformig ver-
laufen. Aus Gl. (1) ergibt sich im einfachsten Fall, der sogenannten
Grundschwingung, bei der A gleich der doppelten Stablinge L
ist, und wenn 2 4 = a eingefithrt wird:

y:asinn%—'cosnz%t. (2)

A A AT/
T N7

-~

\
]
/1
\
I~

> Ma3
Abb. 62.
Die Ausbiegung im Ruhezustand ist also y, =a sinn-% und die
Schwingungsdauer
2
=25 3)
Trc

Ist die Ausbiegungsform im Ruhezustand beliebig, dann zerlegt
man sie nach FErginzung zur vollen Periode in Harmonische,
verfolgt die entsprechenden Einzelschwingungen und setzt sie
wieder zur tatsdchlichen Schwingung zusammen.

Die Lange der stehenden Welle der nten Harmonischen ist
(Abb. 62)
2L
n
In Gl. (1) eingesetzt, wird mit 2 4 = a,

Ap =

. x re
p— = L
Yn = GpSINNT —--COS N7 th

und daraus folgt die Schwingungsdauer der nten Harmonischen zu

2
T:2L:T

" n:mre n2’






