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JOPOEKTUBHLIE METO/JAbI B TEOPHHN KOH®OPMHBIX OTOBPA-
JKEHMIT 1

0630p psifa paboT, B KOTOPEIX MPeANOAeHEl PasInyHEIe METORB IOCTpoe-
HuA QyHKIUE, coBepamell KoHGopMHOe oToGpamenne. TaaBHEIM 0GpasoM
pPaccMOTpeHsl METOHH, paspaGoTanBele B Tocienuue roxel B Hayaro-uccaen.
uH-Te MaTeMarturn u Mexanukd (HIVIMM) JleHunrpajckoro roc. yHUBepCH-
Tera. OCHOBHLI® pasmesisl HOKJIAafga: 1) BapHalmmoHHEIe MeTomsl, 2) (opmyma
Kpucropdena-llsaprna, 3) METOX MOCIENOBATENbHBIX NPUGINKEHNH, &) nHTe-
TpajibHEE ypaBHeHns, 5) rpadoananurndeckuit merox II. B. MesenTnesa.

B macrosmueit craThbe MHOIO PpacCMOTPEHEI HEKOTOPHIE METOXHI, AIOIIHe
BO3MOJKHOCTE 2(P)eRTHBHOIO IOCTPOSHUA (YHKIUH, cOBepmIammiell orobpa-
sxerne 2. [Ipu oToM A WMe B BHAY, MIABHEIM 00pas3oM, Te METOIH, KOTOPHIE
GBI BIIEPBHIE BHIBUHYTH MIN YCOBEPIIEHCTBOBAHH corpygaukaMu Hayuno-
MCCIIe[0BATENBCKOr0 MHCTHTyTa MarTeMaruknm 1 Mexamminm (HUUMM) mpn
JIGHI/IHI‘paJICROM TOCYIapCTBeHHOM YHHUBEPCHUTETE 3a IIOCIeJAHUe HeCKOJIbKO
aer ['.

§ 1. Bapuanmonnsie MeTOXEI

MoryT GHTb HOCTPOEHE! PAa3IMIHEIe METOXH, OCHOBAHHEIE HA BAPHALMOHHEIX
NpuHOUOAX. PaccMoTpuM Ipeskyie BCero MeTOM, IpefiosxeHHHET Bubepbaxom
B 1914 r.[2]. IlycTs nama HexoTopad 00aacTh D B INTOCKOCTH KOMILIEKCHOI'O
HepeMeHHOT0 2; Aus yRoOcrBa GymeM cumrarh, 4T0 Havauo z=0 JemuT B Heil.
Bynem paccMarpmBaTh BCeBO3MOsHEIE QYHKIMM w = f(2), YXOBIETBOPAIOI[IE

YCIOBHAAM:
FO)=0; f(0)=1 M

n orTobpaskaomue KoHPopMHO oOiacTs [ Ha HekoTopelie npyrue. Ilmomans
oToGpameHHoil obxacTi Gymer HamMeHbUICH B TOM ciy4ae, KOT/a aTa 06IaCTh
ectb Kpyr. Ho mmomanme orToGpamenHoil 06acTé {aeTCs UHTETPajioM

1 JTomoseno 22 Mapra 1936 r. Ha ceccuu I'pynme matematurn Arxagemun Hayix CCCP.

2 BoJiee mOpo0HOE M3JI0MKEHUE PACCMATPHBAEMBIX 37eCh METONOB HAHO B INl. 5 KHUIN
JI. B. Kanroposuya u B. 1. HKpeimosa «MeTomsl HpuGImKeHHOTO peuleHusa  ypapBHeHui
B uyacTHEX mpouspopHeixy, OHTU, 1936, Cu. rarme Tpymer HUWUMM npu JITY, 1. 11,
KougopvHoe oToOpaskeHne OfHOCBASHBIX U MHOTOCBAZHBIX 00IacCTeil.
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1= {{r@7@deay. 2)
D

Tawum o6pasom: cpedu ecex Pyuryuil, peeysapuuxr ¢ obaacmu D u ydo-
saemeopaowur ycaosuo (1), naumenvuiee anavenue unmeepary I Odaem ma,
kKomopas cosepuwiaem omobpamcerue 06-

7 w aaemu D na kpye.
D JlaAa npubaukeHHOr0 pelieHUs 3a-
Jau;m 0 MUHHMyMe uHTeTpaja [ MoskeT

\L__/ ‘\ \JJ OHTE ¢ yCIIeXOM IIPEMeHeH Metof Pur-
' ra. Paccmorpum pgma  sroro mio6rie
®ur. 1 (bYHRI_[I/LI/I Uy (z), 227 (Z)v cee gy Up (Z),

peryifapHeie B obmactu [, JauHeiHo-
He33BUCUMEIE W YHAOBIETBOPAIOUINE VCIOBUAM:

e (0)=1; u;(0)= ... =u,(0)=0.
CocraBEM JIHHEHHYI0 KOMOUHAIUIO:
On (2) = ug(8) + ¢ uy (2) + ... + ¢ un (2).

3amernm, uto ycmoBusa (1) GyAyT aBTOMaTHYeCKH YAOBICTBOPEHHBI, €CIIH

z
npusATh [’ (2) = Qn(2); f(2)= S-cpn (2)dz. ByneM Temeps HCHATBH MOCTOSH-
0

HEI® Cy,..., Cn, 9TOOH cpemars uuterpan / mumnMambabiM. Ilocie mopcra-
HOBRHU @ (Z) B HMHTerpasl [ejio CBORUTCA K OTHCHAHNI MEHAMYMa KBajapa-
THYHOK (OPMHI, YTO NPUBOAUT K CHCTeMe JHHEHHHX ypaBHeHMmIl:

Gt Now =0 (k=1,2, ..., n); o= H wandedy.  (A)
j=1 D

z
Ecan ¢; ynomuiersopAmT ypasuenumam (A), To g @ (2) d2 maer mcromoe
U

npubimKeHHOe 3HAUeHMe I oToGpaskaoumeidl PyHrumy.
Bo mMuormx cayvaax GriBaeT ymoOHO IIPHHATH

uy(z)=1; u () =12; ... un(3) =2,

TOTHA @ (2) OKA3BIBaeTCA IIOMMHOMOM. HamGoaemryo TpygHOCTH IIpU HpH-
MEHCHHE MeTOHA, KpOMe pelleHuA cucTeMsl (A), mpeacTaBifeT OGHYHO BeChMA
YTOMHTeIbHOE BHIYHCIeHNUE MHTeTPAJOB, AANMAX Kod(POUIMEHTH oy j, XOTA
TIpd CHENUAJNBHOM BHfe 00JacTH B Hero MOTYT OHITE BHECEHHl M3BECTHHIE
yHpouleHnsa. YKameM, YT0 BHYUCHEHNA, KOTOPHE BCTPEYaloTCA 3[1€Ch, DKBH-
BAJICHTHH BHIUMCJIEHUSM, HEOOXONMMEIM JiJIA IOCTPOEHWS OPTOTOHAJIBHBIX
noaunHomoB boxuepa-Beprmana pma pganHoit obaacru.

OTtHOCHTeIBHO CXOMUMOCTH HIPOLECCa 3aMCTHM, YTO €CJM TOJIBKO §Qp(2)—
MUHUMHSHDPYIOIIAsA I0CIe0BaTeIbHOCT, T. €. eclm I (Q,)-—>minl (), TO
dynrmum @, (2) cxopAaTca B 00aacTm K IPOM3BOAHON oToOpamamouiedt QyHs-



9POEKTHUBHBIE METOBI KOH®OPMHBIX OTOBPAKEHUNA 81

o f'(z). Hdaa Toro me, 4To6H DOCIEJOBAaTENLHOCTE Qp{2z) Oblma MuUHEMH-
BUpyoOmeil, FOCTATOYHO, ITO0H (QYHRUIEE U, (2) oOpasoBmBamm B D HoJdHYIO
cmCeTeMy, T. €. YTOOH MMH OBLIO BOSMORHO ANPOKCUMUPOBATEL HIOOYIO pery-
aapuylo ¢ysruumio. Hanpumep 510 OydeT BHIONHEHO B CHJIY MBBECTHOMH
Teopemsl PyHre, ecam 3a uy BsaTh crelleHH 2z AuA J060H 0omHOCBA3HOM
obpacru D, rpaHWIAa KOTOPOH CIYRHUT OJHOBPeMEHHO TPAaHUIE! BHemrHel
objacTu, T. e. ecnum He JOIYCKAaoTCs paspess,
uaymuze BHYTpb obmactu (dur. 2).

Ha rex sse [mpmHIMIAX MOMKHO 0GOCHOBATH M
oTobparmkeHe BHEIIHOCTH OfIHON 06JacTu Ha APyrymo. |

Apagornusetif cmoco® MoeT OHTB OCHOBAH Ha |
APYrOM BDKCTPEeMalbHOM ¢BOHCTBe oTOOpaskawomie \}-—/
PYHRIIN: Pur. 2

Cpedu ecex ynryuil, pesyaspuviz 6 obsacmu
D u yoossemsoparowuxr ycoosusm (1), gyrnrygus, Oawwas kowgopmmoe om-
obpascerue obagcmu D na kpye, 0aem HaumenvUice SHQ¥eHUE UHMEZPALY

L= {1 @]ds, ®)
L

pasHosmy Oaune obpasza ronmypa L obaacmu D.
Ucxona orciofa, MOKHO IIOCTYHATh TaK iKe, KAK B IIPeHIyUIeM CIydYae.
MoxHO HCKATH BMECTO MHHUMYMAa HITerpaja (3) MEHUMYM HMHTerpaia
Il=g[Q(z)]2ds=§Q(z)¢(z)ds; (39
L L :

nmocie Toro Kak Qymxmuma ¢ (z) Oyjer HailifeHa, f oIpemesiwTCH JIeTKO:
zZ

@)= | ¢ dz.
0
Haa HaxompeHHA MHHAMYMa HHTerpata (3') Mosmer OHITh IpUMEHEH

T0T e cmoco® Putna ¢ Tolo pasHHmell, 4TO B8[ech BMECTO HHTErpajioB II0
00JacTaAM IIpUfeTCS BECTH BHIYNCJEHNEe KOHTYDHHIX WHTEIpaNoB, 4TO MOKeT
OKasaTbCcA MHOTHA OGosree ymoGHHIM. ITOT cHOCOG CBH3aH ¢ MOIXHOMAMU
Cere OpPTOTOHANBHEIMM IIO KOHTYPY, TAK ke KAK IPeNHAYIIUl ¢ MOIMHOMAME
Boxnepa-Beprmana.

[lpnMenenne 9TOT0 MHHUIMAJILHOTO IIPHHIMIA JJIA HPUOGIMIKEHHOTO IO-
cTpoeHusa orobpamamnmeil ¢yHrnun Osuto mpepgaosxeno B. W. Hpwurosoiv.

Pacemorpum spmeck eme opmH MeTOl, OCHOBaHHBII Ha CBABM B3agadu
o xoHpopMHOM oToOpaskenum ¢ 3apmadeil [Jupuxme.

Wssecrno, uro 3384y 0 KOHPOPMHOM OTOOpaskeHHM HEKOTOPOil obmacru
MOJKHO IPUBECTH K HaXOKAeHMIO 1A Hee QyHKIun ['puHa; uMenHo, eciu f{z)
$ynruma, orobpamaomasn 0651acTh HA eIMHWYHEE KpYyT, To pynrnus lg|f(z)|
Gynmer pyurnueit I'pmua miaa obmactu D. Pacemorpum dyuruuo u (z, y) =

z
zlglz%

V)

. 9TO eCTH rapMOHHmYeCKad OYHKIUA, KOTOPAA YAOBIETBOPAET

TPAHUTIHOMY YCIIOBHIO
u = —1gr HA ROHType.

I/IMEH‘, Cepus mareMaTud., No 1 6
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Haxompgenue oToli GyHRuuM AacT BOSMOKHOCTH HAMWTHE f(z).
Ja1si HaXOMKEEHMA 4 MOMKEM BOCHOJIb30BATHCA OIATh BAaPHALMOHHHIME
MerofaMu. VIMeHHO, HY/RHO MUHIMHSHPOBATH WHTETPAI

T (2 s 0

Jaa pemennsa 5ToMl 3agaud BOCHOJAB30BAaThCA cmocobom Purthma TpynHo,
TaK KaK IPAHNMIHEIE YCJIOBHA He HYyJeBHe. 30echb MORHO HCHOJL30BATH MO-
nAQEKaNEo ero, KoTopad OHa
}Y T MHOIO mpemioskena B 1932 r. [3].
=lgitX ITOT MeTO COCTOMT B TOM, YTO 3a-
! u=-1gY/9+y?  naua pemnreHnms ypaBHEHHA B UACT-
01 7 3 X HHX [POWSBOXHHIX IPUGIMAEHHO
3aMeHseTCsA 3agadeil peumieHus 0OBI-
KHOBeHHOTO  auepeHNNATLHOTO
®ur. 3 VPaBHEHNA WM CHCTEMH TaRHAX

YpaBHEeHHIA.
PacemorpnM, HampmMep, 3ajavy HaxompaeHua ¢ynpxomm I'pmua  aas
IPAMOYTOJLEAKA c0 cTopoHamMu 2 m 6 (¢pur. 3). WNmem pemenme B BHpE

u=(1—y?)o@) —lgVa?+1,

TaKk Kag Torga npM y = -+ 1 rpaHuuHBle yCIOBHA OYIyT YAOBIETBOPeEHH,
KawoBa Onl HEm Oba @ (x). MokHO Tellepp HOJCTaBUTH 3TO BHIPayKeHUe
B MHTerpan (4); MOJyYmM WMHTETpAaJ, 3aBUCAIME OoT QYHRIUN OXHOTO Iepe-
MeHHOTO:

FILC) 45 Jaos = [+ et s+ el

MunruMu3upys 9TOT HHTETPAI, MONYIUM JjIA ONpefesenus yHrumna ¢ qud-
PepeHUmaiIbHOE ypaBHEHME:
” 5 5 1-— z?

CTRT T urer

Ml moiKHB HAlTH pelleHne STOre YPAaBHEHNSA, YOBIETBOPHIONIEE YCJIO-

10

puaM @ (3) =¢(—3)=Ig V
IVIA Q MHTErpasn npn6.mmceHHo mo ¢opmyae CummcoHa m ompemeiAs Io-

} 10

croauuylo C us ycaosua @ (3) =Ig 5~ 9TO

Jlerko HaiiTH, 3aMeHAA B BHPAYKEHHH

¢ 9 a3 5 (1 — g2
0w =Can)/ 3ot gl/éshl/ %(x—t)'%%dt“

_02280h‘/5 V“’ [ sh]/ a4 “‘j:“ sh2 |/5x+
16 — La? 5 16 — 9x2 1
+ 25 T (16 1 aa*p sh o l/ z+ 4 16 F 9222 4V 2 ]




DOOEKTUBHBIE METOAbl KOH®OPMHEIX OTOBPAKEHUNA 83

A TOrga IJA U HAX0INM c.neuylomee IIpPIﬁJII/IH(eHHOG BpraH{eHI/IeZ
u=(1—y?o(x)—lgya®+1.

B gacraocrn, manpumep, u (0, 0) = —0.228.
Ilocae Toro waw u HaiimeHa, JETKO YCTAHOBUTH COOTBETCTBHE MEMKIY
obmacramu, oTBevamomee KoHopmuHoMy oTobpaskenmio. Tak, JuHUE u =

c
= 1gl—z—l IpH PA3NWYHBIX HOCTOAHHHX C [JajyT JMHAN, OTBEYAINHEe KOH-

IeHTPIYeCKIM OKpY/KHOCTAM.

Tor e crocob mosker OHTH UpEMEHEH ¥ II0 OTHONIEHHI0 K o0jacram
Apyrux BHAOB (cM. ¢ur. 4), Tonbro AuddepeHnUaNbHOe ypaBHeHHWe Oymer
¢ TOCTOAHHKMI KOD(uIimenTaMu JUnib B CIydae IIa-
paunexnorpama (fur. 4a); qaa Tpamenun, naobpakeH- 4g
Hoii Ha ¢ur. 4b, avo Oymer ypasHemme Diimepa, a
And Tpamenuu, mzobpakeHHO# Ha Qur. 4c,—ypas-
Henme I'aycca. 45

A

§ 2. 0 popuyae Kpucroddera-lpapma

Bonpoc 06 oTobpaskeHun momUTOHAIBHEX 00Ja- 4p
creit BechMa monHO ocseiten B crathe G. B. Bepr- -
mana [?]. IlosToMy s uMe B BHAY OTpaHUYUATHCA @ur., 4
371eCh JBYMA HeOOJBIIUMHI 3aMeYaHUAMU.
1. ®ynrnudg, orobpakamouias MIOITYIIOCKOCTh HA BHYTPEHHOCTH MHOTO-
YTOJIBHAKA, MOeT OBiTh momydena B popme unrterpana Kpucroddena-Ilsapna

4

f(z)=1¢ S‘ (z—a)* t(z—a)»"1... (z2—a,)* 1dz.

Jlumps B OTAENBHEIX CIy4asAX UHTeTPAJ CBOAUTCA K 9JUIANTHYSCKOMY
M MOKHO I0JIb30BaThcA Tabmumamm. Tak ka® mopmeTerpansHad QyHRUmMA
nMeer 0COOEHHOCTH, NPHOIMKEHHEE METOALl BOBCE HEIPUIIOKUMHL HEIO-
CPefICTBeHHO IIM Jal0T O4eHb Ooxbmyo morpemsoctb. fl xouy oGparurs
BHUMaHNEe HA CIHENYIOIIWI »IeMEHTAapHEIE InpmeM [4], aHaJOrWuyHBIA IO
ujgee MeTOAy YJAydmieHMd CXOJMMOCTH TPUTOHOMETDPHUYECKHX PpANOB aKaf.
A. H. KpunoBa, ROTOpHII MOKET OKasaThed 3[eCh TOJE3HHM. PaceMoTpuM
cHauaya Gojee IpocToii ciydait, KOTKAa B IIPOMEKYTHKE MMEETCHA JUINb OHA
ocobag Touka. Torja wHTerpas MOKHO 3aIMCATH TAK:

I=\(z—a)%1o,(z)dz,

g(—")e'

npuyeM TOYKA 2 = @; He ABJAeTcA 0co0o# Toykoit QyHKIEE ¢, (z). Paso-
ObeM MHTerpall Ha 7Ba, BHEJIWB U3 @, (z), HAIpEMep, ABA IEPBHIX YJeHA
ee pasmoskeHna B papn Teitmopa; momyumm:

(%
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b
I=1+1,= g (z— a1 [CP(%) +¢ (al)(z—al)] dz +
. a
b
+ | e—art e —ela) —o (a) (e —ap) | da.
a

Tepsrit UATErPAT JIETKO BHYMCIAHETCA TOYHO, JIA BTOPOTO TOYKA 2 == ()
He Oymer 0coGoif, TAK KAK BTOPOl MHOMKITENb CONEPKUT (2—ay)? m moToMy [z
MOKeT OBTh BHUNCIeH ¢ HOMOIBI0 (OpMYyN IpuOMIIKEeHHOTC MHTETPUPO-
BaHUsA. B caydae, ecanl B IPOMe/RYTHe MHTerPHPOBAHUA OyNeT HeCKOJBRO
0COOMX TOYeK, TO MORHO BBIACIUTH 4YaCcTH psaxa Tsiiopa cOOTBETCTBEHHO
rasKmoit Toure, aAnbGo pasbmTh TPOMESKYTOK HHTETPHPOBAHHA U TeM CBECTH
fIeJI0 K mepBoMYy caydain. lIpm moip30BaHAN yKasaHHBIM IpPHEMOM anmapar
unrerpanoB HKpncroddens-lIsaprna oxaseiBaerca BmoaHe yAOOHBIM IJIA
npefcTaBiaeHEna oTobpankaomeit ynrIAN.

2. Ecau ¢ nomomsio dopmysns Kpucropdena-Illisapua imemnaror moaydurs
orobpaskeHHe HA OIpeRelIeHHHl MHOTOYTOJbHUK, TO OCHOBHYI TPYAHOCTH
TIpe/ICTaBisAeT OIpejleeHNne TOCTOAHHHX. IIX ompepeseHme mpupogut BooOile
K PpeIIeHNI0 CHCTEMbl BeChbMa CJOKHBIX TpPAHCIEHJeHTHHIX YpaBHEHMIl.
OpHaKo nad pelleHNA 9TOM CUCTEMEl MOKET OHTBH ¢ YCIEXOM TPUMEeHEH METOL
HsioToHa, ecim u3BECTHH IlepBHe NpHOMKReHUS IS MCKOMBIX HAPaMeTpOB.
WccaepoBanne mpmMenmMocTs Meroga HplooToma, a Tamme Tex yCIOBHIL,
KOTOPHM LOJKHEL YAOBIETBOPATH NepBhle Hmpnbimmenus, arobe Ouia obec-
ImedeHa CXONMMOCTh Ipomecca, ObUI0 mpousBefexo acmupanTrom HUNMM
H. II. Crennnbiv.

B pesyabraTe Ipm pemreHME 3a7adud OTOOpaKeHWS HA IOJUTOHAIBHYIO
ob6aacTs Hambojee ymoOHBIM MHe NDeACTaBIAACTCH TAKOW MOPHANOK:

1. Haiitu rpybo mnupubiamxeHHoe oToGpameHne MTOMYIIOCKOCTA HAa
IIOJIUTOH JIIOOEIM METOJOM, HAIPHUMep BAPHAIMOHHHIM €II0cO00M, W O
TOYKAM, KOTOPHe OyAyT OTBe4yaTh BepIIHAM, HAWTH IepBee Npubiamke-
HAA RIS TIapaMeTposB.

2. OTeICKATh TOYHLe BHAYEHUA HAPAMETPOB, TOJb3YACH METOOM
Hoecae0BaTeabHEX Ipnbmmnxenuit Hriotona.

3. Tocse Toro Kak mapaMeTpHl ONpefelieHb, 4 TAKMEe B IMPOLECCe WX
HAXO/IeHUs 3HaveHue oTo0pasKammeil QYHKIAN BHYUCIATL M3 €€ MH-
TeTPaJsHOTO IIpefCTABIEHNA, IPAMEHAS MeTON BHeJeHUA 0CofeHHOCTEIl.

§ 3. Meroj conps:KeHHBIX TPHTOHOMOTPHYECKHX PIOB M MOTONHI HOCICHO-
BATEIBHBIX NPHOIMKeHIIE
»

IIyers mer memaeM 0TOGpasuTh eQHHMYHEI KpPyr Ha 06acTh, OTpaHu-
YeHHYI0 HEeKOTOpPHM KoHTypoM. Eciam Op otobpaskaomas ¢yHrums Goaa
N3BeCTHA

i=ztiy={Q= Xa—ib),
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To mosaras B Heil {==e!'! M OTHeNAs BeUeCTBeHHYIO M MHUMYI0 YacTH, MEH
monmyunan Ge Cciefyiomee IapaMeTpuuecKoe IIpejcTaBjeHme KoHTypa 06-
JIaCTH;

o«
x = 2 (a, cos nt — by sin nt), !
n=1

(5)

[=}

Y= 2(—bncosnt—}-ansinnt). J
n=1

Hamporus, ecum 651 HaM OBIJIO UBBECTHO TaKOe IIpeJCTaBICHUE KOH-
Typa—C IOMOIIBI0 COLPHMKEHHHX TPUTOHOMETPHYECKIX PHMOB,—T0 JerKO
Obut0 06 TOMyumTH OToOparkaiomylo ¢ynkmmio. [las HAXOMFEHUA TAKOTO
NpeficTaBieHAsI, €CId ypaBHeHHe KOHTYpA JaHO, HAIpUMEep, B Buje

!x2+y2+7\F(x7 y)y=1,

rae F— ananutudeckas YHKIUA, MOMKHO HOJCTaBHTL BMECTO Z M y u3 (D)
TPUTOHOMETpUUEeCKNE DPANH W B MOIYUYeHHOM BHPajkeHUN NPUPABHATHL HYJIIIO
K09(Q(UIUeHTH HpHE BCEX KOCHHYCAX M cpHycax. Torja Iojy4nM [JsA Ha-
XOJeHnd d, B b, GeCKOHEYHYI CHCTeMYy YpaBHeHHU, KOTOPYI0 MOMKHO pe-

mIaTh IO CIOocOo0y IOCHeoBATeABHHX NpubmmxeHmit [5].
a3 y? 1
Tar, Hampumep, AJIA SIAIUIICA = +T = TAKUM c1I10co00M HAXOHUM
» orobpaaromylo ¢yarmmo ¢ TogHocThI0O mo 0.02 B BuHme 2z = 0.99 {+

+0.1273 +0.03¢5 +0.01 7.

IlepetineM Temeph K MeTOAY IOCHE[OBATENbHEIX Ipubamuennit.

IIpenmomnosum, uto paccMarpmsaeMas o0iacTs Gumska K HeKOTOpoit 06-
aacTu, orobpameHme Kpyra Ha KOTODYI m3BecTHO. VMHaue roBopsd, mpeamo-
jlaraeM, 4YTO ypaBHeHHMe KOHTYpa, a IOTOMY M OTpaHNYeHHAA WM 00IacTh
D, sasucnT ot mapamerpa A:

F(2,z, A\)=0,

npundem nupn A=0 oroGpamenue Ha obuacts D, maer msBecTHam (PyHKUUA
z = yo({). EcrecrBenno oroGpamanmyn yHKOUIO UCKATh B BUAe pANA:
2=yl A) = 70(0) + Axa () + 2%(0) + -

Torpa maa ymsnmit y ({) Jerro ykasaTh OIpefels0IIHe WX, PEKYPEHTHEIE
cooTHOIeHNA. [l1A oIIpefesleHHOCTH IpOBEREM BEIYUCIEHNE NEePBOr0 IpPHU-
Gmmwxenusa. Korma { DpunamimeskuT e MHUYHON OKPYMMHOCTH, 2 JOIZKHO IIe-
aTh Ha rpaHmMuHoll kpusoii. IlosroMy, moacTaBMB BEIpasKkeHUs 2z B ypaBHe-

Hue KPUBOIi, MO’KeM NPHPABHATH HYII0 WIEHH, COJeprralllie IEePBEe CTelre-
HH A, OTKyJAa Haiimem:

F'2 (705 7T0) 0) 71+ F'z (Yos :/Zoa 0,) ’21 + F'5 (o5 )Z;n 0) =0.

Hauee, Tar Kax yq ({) ynorunersopser ypasaennio F (14(0), 7,(), 0) = 0,
To, AndepeHnUPYA €ro 1o il, MOJYyIUM:

Fo0s 700 0VC %0+ F'5 (70> 700 0)C 70 = 0.
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OTGIOJI& NCHKJIIYEHNEM JerK0o HaxoJuMm:

X0 F'2 (%o %o 0
2R () = ay = —Tile O
%o & F 270, %0:0)

Ilanee, BoccraHaBauBasA QYyHKUMIO IO ee JeHCTBUTEIbHOM YaCTH, MO yYnM:

yo=EE(A, +ihy),
rae A,—conpspreHHaA K A; QyHKINA, Koropasa mosker OHTH AaHA CONpH-
JMEHHHM pAXoM wian ¢ moMoursio gopmyas [lsapua.

B psane KOHKpDeTHHIX IPUMEPOB TaKOe IIOCTPOEHWE HAaeT BOBMOMKHOCTH
NOBOJBHO JETKO REHCTBUTEIBHO IOCTPOUTH oTobpaskaroumyo dyurmun. Oro-
Opaskalonmad QyHKOUA IojydaeTcd oOHYHO B BHUAe IOJMHOMA B Kpyre, 4To
BeCHMA II0JIE3HO, HAIIPHMED, B 33JadaX TeOpHH YIPYLOCTH.

Coocob sroT mpurofeH TaKike, ecay ypaBHeHue o00JacTH HaHO B mapa-
MeTpudeckoil gopMe, a TaKsKe eCciu pedb UAeT 00 0TOOpPaykeHHUN BHEUIHHX
obmacreii.

MHo10 OBl7a yeTaHOBJIEHA TaK:Ke CXOAMMOCTH METOAa IIpH JOCTATOYHO
Maex 3HadeHnax A. G mOMONIBI0 AHAIMTHIECKOr0 IIPOHOIKEHNSA, OQHAKO,
OKAa3EIBAETCA BOSMOKHBIM IOJIYYHTH 0TOGPAKA0OMYI0 PYHKIIIO HE TOIBKO JJIA
MAUIBIX BHAYEHMH IIapamerpa.

Meron aroT MoskeT OHTH IPUMEHEH W I O0TOOpaskeHUST MHOTOCBASHLIX §
obnacreit, HO XO0TA OH 3JeCh ¥ [aeT XOPOIIHe pPE3YJAbTATH, I He UMEIO
IIOJHOTO [OKA3aTeJIbCTBA €ro cxogmmoctul.,

HApyroii MeTox MocienoBATENbHEIX NPUOGIMMEHNR LI OCTPOeHNA 0ToOpa-
malomell QyHEOuUu B cayuae oToOpaskeHus oOmacTm Ha Kpyr OB pasBuT
B. U. Kprmosum.

JTOT MeTOR IOCTPOeH HA HECROJBKO MHOH wpee. Vmenno, mycrs ofmactsb
JaHAa B KOMILITeKCcHO# ¢opme. [luma onpenedaeHHOCTH NpPeANIONIOREM, UTO 9TO
€CTH DIIIINIIC

z = et (1 4 AZe-2it),

OyaKnuaA, orofpaskaiomiag ero Ha Kpyr, Oslma Obl Takoil, 4ro |f(z2)] =1
Ha KoHType. DBypmem wmcrare mommaomMm P(2)=2z+tay2® +a285+ ... +
+ @on 122t urobu P (z)- P(z) 6uo MOCTOAHHBIM Ha KOHType. ToYHO
BTOTO JIOBUTHCA HeNB3A, HO MBH MOMeM BHYMCIUTHL Bhpaskewme P (z). P (z)
M IPUPAaBHATH B HeM HYII Kod(huumeHTH NpH mepBHX cremeHax eit, Hlomy-
4aeM OTHOCHTENBHO 0y, dy, O3, ..., HEKOTOPYIO CHCTeMY YpPaBHEeHWH BTOpOI
cTeIleHUM. JTy CHCTEMY MOMKHO PeIIaTh 3aTeM IO CH0co0y IMOCIe0BATENBHHIX
npubITRe .

! JTonn3yloch caydaeM, 9TOOBl YKA3aTh HA TO, YTO JHOHCHPOBAHHEIE MO BTOMY BO-
npocy B Moeit samerxe (JJAH, 1934, II, crp. 441) pe3yanTaTHl He CJEAYET CUUTATH
YCTAHOBJIGHHBIMH,
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§ 4. IipuBeieHne K MATErPAIbHEIM yPaBHEHHIM

Bee ocHoBHEIe 3ajaum mMaTemMaTwdeckoil (U3MEH MOTYT OBHITH IpUBeNCHEI
K WHTeTpaJbHEIM ypaBHeHUs M. B wacTmocTn, BIONHE ecTecTBeHHO, 9TO 3a-
nava rKoHQOPMHOTO 0TOGpaskeHUsI, KOTOpasi oKBABAJleHTHA 3ajade HaXOKe-
Hust pysxnmm puna jra oGmacru, AoisXHA NPUBOJETHCH K MHTETPATLHOMY
YPABHEHHIO.

Ilogo6Hoe ypaBHenme B BechbMa ymoGmoit ¢opme 6mio mgamo B 1931 r.
B pabore moxoiimoro C. A. I'epmropuna [¢]. Ilpmeeny smecs JMmb OKOHYA-
TeNbHEIN ero pesyasrar. [us umocTpoeHus oToGpayReHUs HOCTATOYHO BHATH
COOTBETCTBHE KOHTYPOB.

[pegmomosum, uTo ME XO0TEM HpeoGpazoBaTs o6GaacTs [ B eIUHUYHEL
Kpyr Tak, 4robm Touka z, mepemua B O, a z, B 1 (dur. 5).

OGosmaunm uwepes 8 (s) aprymeHT TOUKEm Ha KpyTe, OTBeYAOIWN TOUKe
z(s) ma xpmsoit. Uepes ((s) oGosHaumM yro;, mOJ KOTOPHM BHIEH OTpe-
BOK zyz; m3 z(s). Torga ypaBmeHHe HpWHEMAeT COrIacHo ['epmITOPWHY BHA:

¥ (s) = 75‘ k (s,0) 8 (c) ds — 28 (s).

1 cos(ng, r
3necs k(s,6) AAp0 NOTeHImAIA k(s,c):—ﬂ——(rtﬁ’)-

VpasHeHue ymoOHO TeM, UTO BCe BeJMYWHEI, BXOJAMlHe B HETO, HUMEIOT
TIPOCTOe TeOMeTpHUecKoe 3Hade-

HUue, B 4aCTHOCTH

k (s, 0) do = — do. N
A

Taxum ob6pasom, ecam wuHTe- !
TPaJNbHOE YpPaRHeHWe pemaorT,
HaIlpuMep, 3aMeHAA ero cucTeMol
JUHeHHHX YPaBHEeHM, TO CHCTeMAa dur. 5
COCTABJIACTCA OYEeHb JETKO.

3aMeTHM, UTO YpaBHeHHe IPUTOXHO M B CIyYae YTJIOBEIX TOYeK, TOJBKO
TOTAA HY#KHO BHECTH HeGOIbIIOe W3MeHEeHWe.

Metox mpuMeHseTCA C yCIIeXOM Aaske B Clydae CJIOKHOTO BuAAa obiacreit
H TNPUBOAWT K IPAKTUYeCKH BHIIOJHIMEM BHYMCJIEeHUAM, ocobeHHO, ecian
B HUX BHOCUTCS HEKOTOpas panuoHaanmsanus, Kar oro pgeman II. B. Me-
JIEHTBEB € HOMOIIBI0 PANA OCTPOYMHEIX IIPUEMOB.

B. 1. KpsuroBsiM 6sliu gadee COCTaBIEHH CHCTEMbl WHTETPAJBHHIX ypPaB-
HeHuil fIA Haxogenva Qymruuun, orobpaskaiomelt mM00yH0 MHOTOCBABHYIO
06macTh Ha INIOCKOCTL ¢ IPAMOJNUHENHHMY WIN KPYTOBHIME BHpe3aMd. JTH
YpaBHeHHA COCTABJIEHH IPH YPesBHYANHO OOMUX YCeaoBHAX OTHOCHTEIBHO
KOHTYpa; YCTAHOBJIEHA eJUHCTBEHHOCTh M CYIIeCTBOBAHUE WX pelleHUd.
Tocaenmee momer OmTH CcHedaHo Kak Ha ocHoBaHmm TeopeMsl Koebe o
CYmieCTBOBAaHAN OoToOpas:iaomell GyHRINA, TaK U HEIOCPeJCTBEHHO.

3aMeTnM, YTO IPHM HAJUUAM YTIOBHX WIM KPATHHEIX TOUYeK ypaBHEHUe
Gymer me Tuma ®pearomsma, a muma «Belastete Integralgleichungenn.
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. § 5. Meton, . B. MexenTreBa

W3 rpaduueckux u YNCIEHHHIX METONOB f 3[eCh OCTAHOBIICH TOJBKO
H2 KOMONHHDOBAHHOM MeTofe, InpexmoskeHHoM umx. II. B. Menenrnesnm.
MeTop, »TOT OCHOBAH Ha TOM, 4YTO [JlA HaxXomjeHws QyHKIuM, 0TO6pa-
/Ramomeit Kpyr Ha 0061acTh, JOCTATOYHO HANTH HapaMeTPHYECKOe IpefCTaBie-
Hue TOCJefiHeil ¢ MOMOINBI0 CONPSKEHHBIX TPHUTOHOMETPMYECKHX PANLOB.
Bynem uckars QyHRIUIO BHKA

(oo}

— 2 ottt = ol f a2 4 .. z (an + iby) {41,

n=0 n=0
HepeBONAILYI0 e WHUYHBIN KpYr B jJaHHy0 obmacrs Tak, uto O mepexopur
BOu1l B roury A Ha ocwm.
YRo6HO paccMoTpeTh He Z, a OT-

A HOIIICHME:
[ov]
[C] . 3
{ 0@ /—L Utiv=w=y= Y o,
n=0
dur. 6 Ecau o6macts Gimska & oRpys-

z o
HOCTH, TO —C_ 6JAM3KO K IOCTOAHHOMN

M, CIeI0BATeJIBHO, U IOYTH HOCTOAHHO, & ¢ Majo (fnr. 6).

OueBupHO © M ¢ TPeCTABIAITCA TAK 7Ke, KAK £ ¥ ¥, CONpPHKeHHBIMHA
pANaMH:

u= E (@n cos nb — by, sin nb);

n=0
p = E (bn c0s nb + ay sin nb).

Haa opubiamskeHHOT0 HAXOMKAEHNA ; TAKOT0 IPENCTABIEHHA MOCTYIaeM
rak. llpesxpe Bcero oTKasmBaeMcA OT GeCKROHEYHOTO pSAJA W 3afaeMcH OIpe-
AeJIeHHEM umeaoMm k. Pas-

JemB OKPYMHHOCTH HA ,%(a}
2k dgacreli, HoayumMm Ha M{a) MJ(D)
Heit 2k Tower (Qur. 7). W

(4
Bynem Temeps mogric- Me

RUBATH DOJIHHOM (k-4 1)-it / o
. Mlv)

eremenn  taroit, 49T0OH 4

VMEHHO 3TN 2K TOYeH OH

MepeBOJUI B TOYKH, JIe-

samue ga Kpusoit. Koad- Qur. 7 Qur. 8

fuuenTr monmHOMa Oy-
HeM HAXOAATH IO CIocoGy TOCIeoBaTenbHHX Npubmmmenuit. BagamuMes
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CHAYAJIA HEeKOTOpHMU (IpeAIojiaraeMBIMH) IOJOKeHUAMH, B  KOTODHE
TOUKUN, BHOpAaHHKE HA OKPYMKHOCTH, IepefiflyT Ha KpPHBYIO; UOYCTh

»T0 OYyRYT TOUKHA M?. Dro pmacr oIrpeelIeHHER 2@ u 01@. IIo 3mHa-

yeHHAM 4y COCTABUM pasaoskenue u (0) B pag @Dypre mpumemamMm Tapmo-

o 0
HUYEeCKOT0 aHaau3a, U HaygeM HeKOTOphlie sHadYeHUs i Roaq)q)I/IIH/IeHTOB a1(1)

—@©
n bff) . 3Hasn UX, CMOXeM BBIYMCJANTE HOBBIE 3HAYEHUA ¢ (11('), OTJINYHEBIE
o —
OT IePBOHAYAJbHBEIX 0§ ) . Torua HOJYYVM HOBBIC IIOJIOMEHHA TOYEK M§0) y

KOTOpHe yike He OyayT Jemarh Ha Kpusoil. CHeceM WX Ha KPHUBYIO IO

" 1
KpaTdafimeMy pacCTOSHWMIO WIM 10 paguyc-serropy. Ilomyumm rourm MY,
KOTOpPHe [angyT HOBHe, BooOimle roBopd, 00jJee NPABMIBHEE IOJOREHUST

1
TOYCH Mi~ aro JACT HOBbBIe 3HAYEHNA u:u§), oo HHNM MOMHO COCTaBHTH

1
mosete a’ m b um T. 1.
IlpeamomomuM, 4T0 KOTHA MHL OyIeM TIPOROIUKATH HTOT IPOIECC, TOUKH

M® OyAyT mpu $—> oo CTpeMUTbCH K ONpeJeJeHHHM IIPEHeNbHLIM IIOJI0He-
anam Mj. Torma M OymeM mMeTh IOJIMHOM, KOTOpHIL 2k To4ek Ha eguHWY-
HOIl OKpYKHOCTH IIepeBOJUT B TOUKU HA KpuBoit. Ilociemmee gaer ocHoBanue
TIpefNoNaraTh, 9ro MOJYYeHHHH IIOJMHOM BooOule OJM30K K HCTHHHOM
orobpakaomeil PyHKRINIM.

B cayuae cbmacreil, 6amskux K KpYyry, Beifop mepBrXx npuOmusxeHHR
ecrectperen; II. B. MexeHTbeBEIM yKasaHE yRoOHEIe cIocoOs mopbopa Iep-
BHIX TpuOImKeHmWit i MHOTHX APYTHX CIydYaeB, OCHOBAHHBE HA GIH30CTH
nanHOM ofmactm ® o6macrTm, oTofpaskaeMoil Ha Kpyr ¢ IOMOIBIO TOH MK
uHOl QYHKOUM IPOCTOTO BUMA.

Ha MHOTMX DOpaKTWuYeCcKHX JleTansix s HE OCTAHABJMEAKCH 37eCh IIOJ-
pobHo.

Meron 3TOT maeT BecbMa XOpOIINE Pe3yJAbTATH IpPH pPEUIEHHH KOHKpPeT-
HEIX 3aMa9, K COKaJeHhI0, TeOPEeTHYeCKOe MCCJeoBaHMe €ro AaBTOpPOM ellle
He TPOU3BeHeHO.

Hayuno-nccaenosareascruit
UHCTHTYT MATEeMATUKH M MeXaHNKU
JIeHUHrpPAICKOTO TOC. YHUBEPCHUTETA

um. A. C. ByGHosa
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L. KANTOROVITCH. LES METHODES EFFECTIVES DANS LA THEORIE
DES REPRESENTATIONS CONFORMES
RESUME

Nous donnons 1’exposé de certaines méthodes pour résoudre approxi-
mativement le probléme de la représentation conforme. Nous considérons
surtout les méthodes étudiées a I'Institut Mathématique de Leningrad.

1. Les méthodes du calcul des variations. La
méthode de Bieberbach [2] est basée sur cette propriété extrémale de la
fonction réalisant la représentation conforme d’un domaine donné sur un
cercle que I'image du domaine a une aire minimale. Ce fait conduit au pro-
bleme de trouver le minimum d’une certaine intégrale étendue a un domaine;
il peut étre résolue approximativement par la méthode de Ritz. Parfois il
est plus aisé de réduire le probléme a la recherche du minimum d’une
certaine intégrale curviligne.

La détermination de la fonction qui réalise la représentation conforme
est équivalente a larecherche de la fonction de Green. Pourrésoudre ce dernier
probléme on applique avec profit la méthode des variations proposée par
Vauteur [3] et présentant une modification de la méthode de Ritz.

2. La formule de Christoffel-Schwarz. Pour calculer
les intégrales il est utile d’appliquer un procédé spécial—le «dégagement de
la singularitén. Pour définir les paramétres dans la formule on peut profiter
de la méthode des approximations successives de Newton; la possibilité
de P’appliquer a été démontrée par Stenin.

3. La méthode des approximations successi-
v e s. On cherche la représentation d’un cercle sur un domaine dont 1’équa-
tion du contour dépend d’un paramétre. La fonction réalisant cette représen-
tation est développée en série suivant les puissances de ce parameétre. Dans
plusieurs cas on obtients des bons résultats numériques [°].

Une autre méthode d’approximations successives pour représenter un
domaine sur un cercle est proposée par W. Kryloff.

4. Les équations intégrales. Pour la fonction donnant
1’angle polaire d’un point sur la courbe quand on connait 1’angle du point
correspondant sur le cercle, S. Gerschgorine [®] a donné une équation
intégrale de forme bien commode. La solution numérique de cette équation
permet méme dans les cas compliqués de trouver la fonction réalisant la’
représentation conforme. Une méthode analogue pour les domaines mul-
tiplement connexes est proposée et étudiée par W. Kryloff.

5. La méthode grapho-analytique de P. Me-
lentieff. On cherche un polynéme de degré k-1 qui transforme 2k
points donnés du cercle-unité en 2k points sur le contour du domaine donné.
Les coefficients du polyndme s obtiennent par la méthode des approximations
successives. Le polyndme trouvé est une approximation de la fonction réali-
sant la représentation conforme. Cette méthode est commode et effective
dans les applications, mais la convergence n’est pas encore étudiée.



