
А. А.ЭЙХЕНВАЛЬД 

·ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 

ФИЗИКА 

* 
ЧАСТЬ ШЕСТАЯ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

Дon)IЩIHO HapK()Mnp()C()M РСФСР 
в начестsв учебного !.noco(luн. 

д.м sьи:ших учебных 1aseдeн11tJ 

1 9 3 1 

ГОСУДАРСТВЕННОЕ . 
НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 

МОСКВА 1f ЛЕНИНГРАД 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учение об электромагнитном поле обнимает собою почти все 
естествознание, и потому изложение его естественно занимает боJiь· 
шой объем; это подтверждается многотомными изданиями, вышед· 
шими на иностранных языках. Для того чтобы представить это 
учение как можно рельефнее, не расплываясь в деталях, я поста
рался выделить в эту небольшую сравнительно книгу только то,· 
что имеет, по моему мнению, наиболее важное, принципиальное 
значение как с научной, так и с технической точки зрения. Тем 
не менее я счел необходимым каждый принцип иллюстрировать 
соответственным примером из практической физики. Исходным 
пунктом всех теоретических выводов служит непосредственный 
опыт- принцип, которому мы следовали и в других частях на· 

стоящего труда. Поэтому мы советуем читателю при чтении этой 
книги постоянно иметь под рукою общий экспериментальный курс 
электричества, составленный мною и вышедший шестым из· 
данием в 1929 году. Возможность ссылаться при изложении теории. 
на общий курс электричества, где кроме опытов приводится также 
и теория явлений, только без применения высшей математики, 
позволила мне значительно сократить изложение некоторых пара· 
графов этой книги. Читатель, имеющий намерение основательно 
изучить электромагнитные явления, должен при чтении этой книги 

постоянно сопоставлять теорию с опытом, и это замечание особенно 
относится к тем лицам, которые собираются применять свои зна· 
ния к технике. 

·вся книга мною ·разделена на три главы, которые находятся 
в соответствии с делением на главы в общем курсе электричества. 
Однако в отличие от общего курса эдесь мною исключены· явления 
злектролиза, теория электронов и квантов, которые имеют с" теорией 
электромагнитного поля лишь отдаленную связь. 

В первой главе из,1агается теория электростатиче.ского поля в 
применении к проводникам и диэлектрикам. Мы советуем читателю 
сопоставить эту главу с общей теорией потенциального поля, из· 
поженной в первой части Теоретической физики (стр. 58 до 115). 
Теория магнитного поля приведена нами в полную аналогию с тео· 
рией электростатического поля; о более сложных ферромагнитных 
явлениях упоминается лишь вкратце, и в дальнейшем изложении 

они совсем не принимаются во внимание. Это сделано главным 
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образом потому, что изложение ферромагнитных ив.пений потребо· 
вало :бы слишком много места. Но кроме того с теоретической 
точки зрения ферромагнитные явления скорее относятся к моле
кулярной физике, чем к общей теории электромагнитного поля; 
ферромагнитные явления имеют большое значение в электротехнике, 
и в курсах электротехники читатель найдет и опытные данные и 

теорию ферромагнетизма, поскольку она необходима в технических 
применениях • 

. Во второй главе излагаются явления, основанные на связи 
между электрическим полем и магнитным полем. Мы советуем 
сравнить эту главу· с общей теорией вnхревого поля, изложенной 
в первой части Теоретической физик.и (стр. 115 до 159). В от· 
деле IV этой r,1авы излагаются основы теории Мак с в ел л а, 
а в отде.~е V - видоизмеtJение теории М а к с в е л л а, введенное 
J1 о р е II т ц ом. При изложении ·геории Л о р е н т ц а в применении 
1{ движущимся телам мною особенно выделена проявляющаяся 
при этом связь электромагнетизма с общей механикой; впрочем 
более подробное изложение этой связи я предполагаю сделать в 
одной из посJiедующих част.ей этого курса. 

Глава третья не содержит в себе каких-либо новых принципов, 
а посвящена применению основных уравнений М а к с в е л л а к пере
менным электромагнитным по;1ям. При изложении теории электри
ческих колебаний я счел необходимым включить теорию катодного 
генератора э,1ектрических колебаний, который в настоящее время 
получил большое значение на практике. Интересы электротехники 

. приняты мною во внимание также при изложении теории волн 

вдоль проволок. Отделы III и IV этой главы относятся уже к элек
тромагнитной оптике, которой будет посвящена часть шестая. 
Отдел V ·имеет значение для радиотехники. 

Для удобства читателя я прибавил к тексту краткую сводку 
важнейших форму11 векторного исчисления, однако за более под
робными сведениями и справками надлежит обращаться к первой 

части Теоретической физики. 
Из обширной ,JJИтературы по теории электромагнитного поля 

мною приведены лишь наиболее распространенные курсы на не
мецком языке, а затем указаны источники, в которых литература 

приведена полностью. 

Приложенный в конце книги алфавитный указатель может слу· 
жить некоторым дополнением к подробному оглавлению книги, 
поставленному перед текстом. 
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ЭЛЕКТРОСТАТИКА И МАГНИТОСТАТИКА. 

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 

е. 

Рис. 1. 
чины электрических зарядов и через r 
расстояние между ними, мы можем закон Кулон.а изобразить фор

мулою (рис. 1 ): 

В этой формуле вектор F2 означает сш1у, действующую на 

заряд е1 , а r1,11 означает един.ичн.ыд вектор, направленный от за· 

ряда е1 к заряду е2 • Величина Ке есть некоторый коэфициент, 

значение которого зависит от выбора единиц измерений. 

Заметим, что заряды е1 и е2 нужно предполагать сосредоточен

ными в отдельных точках, потому что r может означать расстоя
ние только между двумя точками. На самом же деле заряды всегда 

занимают некоторый объем, а потому на закон Кулон.а нужно 
смотреть как на элементарный закон, применимый к э.r1ементарным 

объемам do, ничтожно малым по сравнению с расстоянием r. 
Само собою разумеется, что силы Кулон.а подчиняются третье?:!у 

закону Ньютона (действие равно противодействию), а потому сила 

F2 , с которой заряд е1 действует на заряд е2 , равна и противопо· 

,'Iожна сю1е Fl' с которою заряд е3 действует на заряд е1 • Для 

определения силы, действующей на заряд е1 , мы должны в выше

написанной формуле заменить r1,1 через rц, т. е. переменить знак 

I В II ж е в • а II ь /1, ТеQрет~ч,01t11а фиаи.к&, ч. V'I. 
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вектора r, отчего и знак вектора F тоже изменится на противо
положный. 

Как известно, э,1ектричества бывают положительные и отрица
те,1ьные; это следует из того обстояте,1ьства, что они могут взаимно 
уничтожаться. При двух зарядах е1 и е2 одина1еового знака на
правление вектора F в написанной выше формуле будет совпадать 
с направлением вектора r. Это означает, что заряд е2 будет под 
действием силы стремиться отойти от е1 на большее расстояние: 
сила будет оттал1еивательная. Наоборот, при электричествах 
разного знака, когда произведение их будет отрицательно, мы 
получим притяжение. Это вподне соответствует тому, что мы 
наблюдаем в действительности. 

Закон Кулона для электрических взаимодействий аналогичен 
закону Ньютона для всемирного тяготения масс. Однако между 
этими двумя законами имеется существенное различие: тяготеющие 
массы всегда по.1ожительны и действие между ними всегда притя
rате,1ьное. Из этого следует, что при тех же обозначениях, как 
выше, мы должны формуl)у закона Ньютона написать со знаком 
минус: 

2. Единица кояичества эяектричества. Мы можем воспользо
ваться законом Кулона для установления единицы количества элек
тричестsа. Условимся количества е1 и е2 считать равными единице, 
если они действуют друг на друга на расстоянии одного санти
метра с силою в одну дину. При таком выборе единиц коэфи
циент К,= 1 и закон Кулона напишется так: 

Выбранная таким образом единица количества электричества назы
вается абсолютной, потому что в ее определение входят абсолют
ные единицы длины ст и си,1ы - дина; но так как кроме того эта 
единица основана на электростатических взаимодействиях, то необхо
димо прибавлять »эле1Сmростатичес1еая". Абсолютные электростати
ческие единицы мы будем обозначать знаком OGS-E. 

Для практических применений, где приходится иметь де.,10 
с большими количествами э.1ектричества, установленная выше еди· 

J 
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ница слишком мала, и на практике гораздо чаще применяют еди

ницу, названную 1еулоном, причем 

ку,'lон=З· 106 OGS-E. 

Прибавка »эле1Стростатичес1еая" необходима между прочим 

и потому, что взаимодействия между электричествами изменяются, 

~оrда они находятся в движении, т. е. образуют электрические 

токи и обнаруживают магнитные действия. На магнитных взаимо

действиях Э,'lектричеств (законы Био и Савара и Ампера) тоже 

можно основать единицу количества электричества (см. ниже), 

котррая носит название абсолютной але1Стромагнитной единицы 

количества Э,'!ектричества и которая оказывается в 3 · 1010 раз 

большей абсолютной электростатической единицы количества элек

тричества. Мы можем следовательно написать соотношение меЖду 

различными единицами количества электричества в таком виде: 

10GS-ltl=10 кулон=З·lо10 OGS-E. 

8. Вяияние среды на электрические взаимодействия. Опыт по

казывает, что под действием электрических зарядов тела могут 

э,1ектриэоваться через влияние. Появившиеся через В,'lияние заряды 

тоже будут действовать на рассматриваемые нами два заряда е1 
и е а потому и наблюдаемые нами силы могут измениться. Неко. 2• 

торые случаи таких побочных влияний мы рассмотрим ниже, а те-

перь примем во внимание только один наиболее важный случай, 

когда постороннее тело занимает все пространство, окружающее 

заряды е1 и е2 , или, как говорят, образует среду, в которую по

гружены взаимодействующие заряды. Так как заряды, образующиеся 

путем влияния, всегда противопо.'lожны влияющим зарядам, то эта 

среда всегда будет у.иеньшать силы взаимодействия между е1 и е2 , 

а потому мы введем в закон Кулона в знаменателе некоторый 

коэфициент е и напишем: 

Чем сильнее способна среда электризоваться через влияние, тем 

больше будет коэфициент е и тем меньше будет сюта F взаимо
действия меЖду электричествами. Коэфициент е называется диэле1С

тричес1еои постоянной среды. Для эфира (пространства, ,1ишен

ного материи) е = 1 ; для различных тел, заполняющих пространство 
. меЖду зарядами, этот коэфициент может быть различен, но он 
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всеrда по;южителен. Величина ero зависит и от температуры тела 
и от ero мо,1екулярноrо состояния и т. п. В кристаллах s зависит 
от направления, по которому действует э,1ектрическое влияние. 

4. Напряжение электрического поля. Если на рассматриваемый 

нами заряд е действует не один, а неско,1ько зарядов, распреде

ленных как-нибудь в пространстве, то си.т1а F, действующая на 

заряд е, будет представлять собой равнодействующую (геометриче

скую сумму) всех сил, обусловленных всеми зарядами, кроме е, 

потому что сам заряд на себя действовать не может. Так как все 

отдельные составляющие си,1ы пропорциональны е, то фактор е мы 

можем вынести за знак геометрической суммы и написать для 

резу,1ьтирующей си.1ы: 

~F=e ~Е, ИJIИ проще, F=eE. 

Величина Е очевидно представляет собою ве~тор, потому что 

она опреде.1и.1ась из суммы векторов; этот вектор называется ха· 

пря.жехием поля в той точке, rде помещается заряд е. Из только 

что сказанного с,1едует, что напряжение по,1я в какой-либо точке 

мы можем определить независимо от величины е тоrо заряда, ко

торый мы поместим в рассматриваемую точку пространства; этим 

обстоятельством мы будем часто по,1ьзоваться, вычис:1яя заранее поле 

вектора Е, а потом по вычисленному напряжению будем определять 

и силы, которые действуют на заряд, помещенный в какую-либо 

точку поля. 

Однако этот способ расчета требует некоторой оговорки. Дело 

в том, что в тех случаях, коrда, кроме данных зарядов ei, по

близости находятся еще и посторонние тела, то на этих последних 

возникнут индуцированные заряды ( е); а коrда мы внесем в по,1е 

заряд е, то возникнут · новые индуцированные заряды (е'). Хотя, 

как мы сказали, сам заряд е на себя действовать не будет (он не 

может самоrо себя сдвинуть с места), тем не менее индуцирован

ные им в друrих телах заряды (е') моrут действовать на е. Поэтому 

при расчете по,1я вектора Е мы должны принять во внимание не 

то.1ько данные заряды ei и индуцированные ими заряды (е'.), но 

также и по,1е зарядов (е'), индуцированных самим зарядом / J<о
нечно расчеты в этих случаях моrут значительно осложниться. 

Ниже мы рассмотрим несколько таких случаев. 

Предположим однако, что нам уда,1ось определить все поле 

вектора Е. Тоrда, умножая Е на величину заряда е, получаем ту 

___ ., _________ _ 
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силу F, с которой данное поле Е будет действовать на заряд е 

в какой-либо точке поля. Если заряд е положительный, то сила 

будет одноrо направ,1ения с направлением Е; ес.1и же заряд е от· 

рицательный, то сила будет противоположна напряжению поля. 

Простой пример электростатического поля мы имеем в с,1учае 

одноrо заряда. Напряжение по.,я в любой точке Р будет выра· 

жаться формулою: 
е 

Е =-1 r Р sr~ 1,Р· 

Умножая это напряжение на заряд е, мы получаем силу по за

кону Кулоха. 

5. Электростатическая индукция. Произведение из напряжения поля 
и , диэ,,ектрической постоянной среды называется индукцией элек· 

трическоrо поля: 

D=sE. 

Электростатическую индукцию не нужно смешивать с магнитной 

индукцией и с электромагнитной индукцией - термины, которые 

нам ,встретятся впоследствии. Индукция О имеет то же направление, 

что и напряжение поля Е, потому что диэлектрическая постоянная 

s для всех T<'.'I положительна. В чистом эфире, rде s = 1, индук· 
ция равна напряжению. В кристаллах величина s зависит от на

правления вектора Е относительно осей кристалла; тоrда s пред· 
став.,яет собою тензор, и векторы О и Е моrут не совпадать друг 

с друrом, а составлять между собою некоторый уrол (см. часть I, 
гnава ПI). 

6. Линии сил. В каждой точке поля мы можем провести не

большую длину d 11 по направлению вектора О в этой точке; от 

конца вектора dl1 мы можем провести новый вектор dl2 и т. д. 

Все проведенные таким образом векторы образуют ломаную ли

нию, а в пределе, при беспредельном уменьшении dl, мы получим 
таким образом некоторую, вообще rоворя, кривую линию. В каж· 

дой точке этой кривой векторы О и Е будут направлены по ~аса

тельной. Такие линии часто спужат для наr,1ядноrо rрафическоrо 

изображения поля и носят название линий сил. При этом на 

самой шшии указывается стре,1кой и ее направление. Если мы 

поместим в какую-либо точку линии си.~ электрический заряд е, 

то он будее двигаться по т1нии CИJI. Мы предполаl'ае:\1 при этом, 

что масса заряда и скорость ero неве.1ики; в противном случае 
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движущийся заряд будет сходить с одной линии сил на другую 
вследствие центробежной силы. Но предположим, что движения 
медленны и масса заряда ничтожна. Тогда мы можем сказать, что 

положительные заряды е будут двигаться в поле вдоль по напра

влению .11иний сил, тогда как отрицательные заряды будут дВИ· 
гаться по направлениям, противоположж,е.м· линиям сил. 

7. Поток индукции. Проведем в электрическом поле небольшую 
площадку (рис. 2) d S, выберем на ней положительную сторону и 

aS 

восставим положительную нормаль. Тогда площадка 

эта может быть рассматриваема как вемтор, вели
чина которого равна площади dS, а направление 

совпадает с направлением положительной нормали +п. 

Составим скаларное произведение из вектора dS и 
вектора индукции поля D: 

dN= (D,dS) =D·cos (Dn) ·dS=Dn ·dS. 

Рис. 2. Это произведение носит название nomo!(a ин-
дJшции сквозь площадку dS. Название потока взято 

из гидродинамики, где таким же произведением из вектора 
скорости жидкости v и площадки dS определяется об'6е.м жид
мости, протекающей сквозь dS каждую секунду (поток жид
кости). 

Если нам дана поверхность S конечных размеров, то поток 
индукции сквозь S определится сум.мою всех потоков, протекаю
щих сквозь отдельные площадки dS, из которых можно образовать 
рассматриваемую поверхность: 

N= 5 (D·dS). 

При графических изображениях поля часто обозначают вели
чину потока N число.м линий сил, пронизывающих поверхность S; 
поэтому и поток индукции часто называют числом линий сил. 

8. Поток индукции, образуемый одним зарядом. Рассмотрим 
по:rе одной заряженной точки е и проведем в этом поле элемен
тарную площадку dS (рис. 3). Если расстояние этой площадки 
от заряда равно r, то индукция в ней будет равна: 

D 
(! 

=-r 
r2 
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(независимо от диэлектрической постоянной среды е, если среда 

однородна), а следоватмьно поток индукции 

dS,cos (nr) 
dN=e , 2 • 

Замечая, что величина 

dS·COS (nr) =dro 
,2 

представляет собою не что иное 

как величину телесного угла (ч. 1, 
39), под которым видна отрицатель
ная сторона площадки из точки е, 

мы можем для потока индукции 

сквозь dS написать формулу: () 

dN=e,dro. Рис. 3. 

Этот поток индукции будет иметь положительное значение при 

nо.11ожительном заряде е, когда вектор индукции и нормаль пло

щадки образуют друг с другом острый угол [cos(nr) > OJ; в про

тивном случае поток будет отрицательным. 

Проведем вокруг заряда е какую-либо за.м!(н.утую поверхность 

(рис. 4) и вычислим полный поток индукции, образуемый зарядом е 

и пронизывающий эту замкнутую поверхность. Но замкнутая 

поверхность видна из точки, находящейся внутри этой поверхности 

под yrJIOM 4тt; следовате.'lьно полный поток индукции сквозь нее 

будет равен: 

N= р (D·dS) = 4тtе. 

Обратим внимание на то обстоятельство, что на основании 

ЭТОЙ формулы МЫ МОЖеМ ВЫЧИСЛИТЬ ПОТОК ИНДJКЦИИ СКВОЗЬ какую
,1ибо замкнутую поверхность, совершенно не принимая во внимание 

ни ее размеров ни ее формы; по.11ожение заряда внутри поверхно· 

сти тоже не играет никакой роли. Ес,1и внутри поверхности на· 

ходится несколько зарядов, то по.'lный поток индукции, пронизы· 

вающий ее, будет равен 4тr, умноженному на сумму всех находя

щихся внутри зарядов: 

N= р (D,dS)=4тtiet. 

Знаком е1 ~,ы обозначюш заряды, нахо;:~.ящнесн внутри рассма· 

триваемой замкнутой поверхности. Наружные Jаряды тоже будут 
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образовывать потоки сквозь отдельные части поверхности, однако 

полньи:t поток индукции сквозь рассматриваемую замкнутую по

верхность будет равен ну,1ю, потому что уrол (!) дJIЯ наружных 

зарядов будет равен нулю. В этом леrко убедиться, если предста

вить себе сперва поверхность незамкнутою, а затем постепенно 

распространять ее, пока она не замкнется. Если при этом поверх

• ft, 

--·с? 

Рис. 4. 

ность будет замыкаться 

вокруг данного заряда, 

то уrол (1)1 увеличиваясь, 

дойдет до своего макси-

мальноrо значения 4тr; 

если же новерхность будет 

замыкаться, оставляя за· 

ряд е вне себя, то уrол 

ro в конце концов умень· 

ШИТСЯ ДО нуля. 

Итак при вы11ислении 

потока индукции сквозь 

замкнутую поверхность 

все заряды, расположенные во внешнем пространстве, моrут быть 

остамены без внимания. 

9. Теорема Гаусса. По.1ожим, что заряды, закточенные внутри 

рассматриваемой замкнутой поверхности, не сосредоточены в от

дельных точках, а заполня1от собою объемы с плотностью р 

Тогда сумма всех внутренних зарядов изобразится у нас инте-
rpaJ1oм: 

взятым по всему объему, ограниченному рассматриваемой поверх
ностью, и мы можем написать: 

р (D,dS) == 4тr s р ,do. 

Ес.1и применить эту формуJ1у к бесконечно ма.1ому объему do, 
то получим (ч. I, 74): 

div D= 41tp, 

и.~1и II декартовых координатах: 

3Dx ~Dy ,,Dz 
ох-+ d)' + 1·z =-= 4 тrр. 

================-=--·-----
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 9 

Выражение div D называется расхождением вектора D, а напи

санное нами уравнение называется ус:1овием непрерывности. Если 

принять это во вни:.fание, то можно уравнению потоков придать 

с.1едующий вИд: 

р (D·dS)= s (divD)·do. 

Это равенство представляет собою знам~нитую теорему Гаусса. 

Б.,аrодаря этой теореме мы можем ,1юбоt1 интеграл, представляю

щий поток какоrо-,1ибо ве1пора сквозь замкнутую поверхность, 

преобразовать в обУJемныа интеграл расхождения этого вектора; 

объемный интеграл нужно распространить на весь объем, заклю· 

чающийся внутри рассматриваемой поверхности. При этом однако 

необходимо, · чтобы вектор D быJ1 непрерывен (чтобы ero можно 
было диференцировать по координатам); что же касается до 

· ве.1ичины d!v D, то она может быть распределена в пространстве 

как угодно и даже прерывным образом. В тех случаях, когда век· 

тор D не везде непрерывен, поступают с.~едующим образом 

(ер. ч. I, 100). Все места, где вектор D 1 прерывен, выделяют из рассма· 
триваемоrо объема добавочными замкнутыми поверхностями и при

меняют теорему Гаусса к оставшемуся объему; а поверхностный 

интеграл распространяют не только на данную замкнутую поверх

ность, но и на все добавочно введенные поверхности. 

10. Трубка сил. Представим себе опять небольшую площадку 

dS, перпендику,1ярную к .1иниям сил; все линии сил, проходящие 

через контур этой площадки, 

будут образовывать собою труб

чатую поверхность (рис. 5), ко
. торая называется труб1Сою 

сил. Проведем в трубке СИJ! 

два каких-либо нормальных 

сечения и применим к выде,1ен

ному между ними объему тео

рему Гаусса. Поток индукции 

сквозь сечение dS1 равен 

-D1dS1 (знак минус взят по· 

PJJc. 5. 

тому, что положительная нормаль у нас направ.1ена наружу объема). 

Поток индукции сквозь сечение dS2 будет равен +D2dS2• Сквозь 
боковую поверхность трубки потока нет, пото:..1у что линии си.r1 

ее не пересекают [cos (Dп) = О]. т~к кт< вf1утри трубки мы не 
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имеем зарядов, то полный поток индукции должен быть равен 

нулю, т. е.: 

- D1dS1 + D2dS2 = О; D1dS1 = D2dS2 = const. 

Это означает, что поток индукции сквозь все поперечные се

чения трубки сил, проходящей в поле вне зарядов, один и тот же. 

Далее из полученного соотношения следует, что в тех местах, 

rде трубка имеет большую площадь сечения, индукция D будет 

меньше, а там, где трубка сужается, индукция становится больше, 

и притом так, что произведение D · dS остается постоянным. Эта 

теорема остается в силе и для трубок конечного сечения. Но так 

как индукция D может в пределах сечения быть различной, то мы 

должны написать: 

J (O,dS) =const. 

Доказанная теорема применима и к движению воды в трубе, 

сечение которой не по всей длине одинаково: rде площадь сечения 

меньше, там скорость течения воды будет больше, и наоборот. 

Произведение из скорости на шющадь поперечного сечения трубы 

(поток воды) остается по всей длине трубы постоянным (предпола

гая, что ниrда нет ни ответмениt! ни утечки). 

11. Единичная трубка CИ,lf, Мы можем провести в поле такую 

трубку сил, в которой поток N1 будет равен единице. Такая трубка 

называется единичной mpyб~oli. сил и представляет собою то, что 

мы прежде называли линией сил. Действительно, если поток N1 
равен единице, то густота линий сил, т. е. число линий сил, про· 

низывающих один квадратный сантиметр сечения, опреде:хится так: 

N1=l-D 
S1 =1- ' 

и будет равна индукции D. Следовательно в каждой единичной 

трубке сил будет проходить одна линия сил. Линии сил удобнее 

для черчения поля; но зато единичная трубка сил имеет бо:1ее 

реальное значение и представляет собою часть пространства, зани

маемого полем. Мы можем все э,rектрическое поле представить 

себе составленным из системы единичных трубок си:1. Теорему 

Гаусса и постоянство потока вдо.,ь каждой трубки мы може;1,1 те

перь выразить следующими с11овами: каждый заряд + е испускает 
из себя 4пе единичных трубок ст1, которые запоJJняют собою 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

все поле и идут, не прерываясь, оканчиваясь только в отрицатель· 

ном заряде -е. 

12. Потенциал зпектростатическоrо попя. Закон Кулона и вы~ 

текающая из него теорема Гаусса впо:хне достаточны для расчета 

электрического поля любых данных зарядов. Но в некоторых слу· 

чаях расчет можно упростить, введя некоторую вспомогательную 

функцию, так называемый потенциал V, значение которого опре

деляется уравнением: 

E=-grad V= 
dV 

Этот символ означает следующее (см. ч. I, 61, 62). Скалар V 
есть некоторая функция координат (образует скаларное поле), и 
проиэвод1tая, взятая от этой функции по любому направлению s, 
должна равняться проекции напряжения Е на направление s в рас· 

сматриваемо/:t точке: 
дV 

Е =--=Ecos(E·s). 
s дS 

Если мы возьмем производную по направлению линии сил 

[по dncos(E·n)= lJ, то она будет иметь наибольшее значение и 

будет равна Е. Взяв производные по направлению осей координат, 

получим: 

дV 
Е---· 
у- ду' 

Так как производные всеrда удовлетворяют условию: 

d д д d 
дХ. ду = ду. дХ' 

то и в применении к нашему случаю, например к проекциям 

напряжений на оси координат, мы должны иметь: 

дЕz дЕv 
·---- - ....... · - О· 
ду дZ ' 

дЕХ дЕz _о, 
-дZ -·-дХ - ' 
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Эти три уравнения можно соединить в одно векторное урав-
нение: 

curl Е = О, 

которое означает, что в рассматриваемом по:1е нет вихрей, что его 

линии сил не образуют зам1tнутых в себе линий. По,1е, удовле
творяющее этому условию, имеет потенциал (ч. 1, 68, 67). 

Убедимся в том, что электрическое поле удовлетворяет этому 
условию. Возьмем пример одной заряженной точки, потому что 
любое другое поле может быть составлено из полей заряженных 
точек. Для заряда е, находящегося в начале координат, имеем: 

е х 
Ex=Ecos(rx)=-· ; 

srэ r 
. е у 

Е u = Е cos ( ry) = - . - · ., · sr2 r ' 

r2=хэ+ у2 +z2. 

Состав.11яя производные, получаем действительно: 

'oEJI 'oEJI 'or е Зу х 'оЕх 
'ох =1"r· 3х =- е r' ·,= i'y · 

Для того чтобы по данному полю напряжений определить поле 
потенциа,1ьноА функции, мы можем исходить из общего соотно
шения 

'oV 
E=--

s дS 

и проинтегрировать это выражение от точки О до точки Р: 

р р р 

J E1 ,ds= f (E·ds)=-S dV= V
0

- Vp. 
О U D · 

Как и при всяком интегрировании, мы получаем в результате 
только разметь значений функций V в двух точках по;1я, а не 
самые эти значения. Но потенциал одной из точек по.,я должен 
быть нам дан; по этому исходному потенциалу :\!Ы можем вычис
лить и значения потенциалов в .r~юбой точке р по,1я, интегрируя 
ска.1арное произведение (Е · d s) по какому-,1ибо пути от нуле
вой точки до этой точки Р. Выбор пути интегрирования 
не имеет значения, потому что результат не зависит от этого 
пути. 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 13 

В теоретической физике часто потенциа,1 бесконечно удаленных 

точек принимают за ну,,евоit потенциа.1. Тогда потенциал в любой 

точке поля, лежащей на конечном расстоянии, определится так: 

ф 
(' 

Vp= \ (E·ds). 
р 

Применим это к полю одной заряженной точки, где 

е 
E,=-n, sr~ 

и будем интегрировать вдоль по радиусу; тогда 

ia:, Е ·dr= «>\!_]__dr= !-!._ 100 

' г r2 гr 
• р 

р р 

Ес.11и потенциал бесконечно удаленных точек принять равным нулю, 

тогда потенциал любой точки поля будет: 

е 
V= . 

sr 

Наоборот, если потенциалы нам даны, то можем определить на

пряжение поля простым диференцированием. В случае одной за

ряженной точки, когда поле имеет • шаровую симметрию, диферен· 
цируем по радиусу; получаем: 

'oV е 
Е,=-~=гг2· 

13. Уравнение Лапласа-Пуассона. Подставив в уравнение непре-

рывности 

div D = div (s ,Е) = 47'1'р 

на место напряжения поля отрицате,,ьно взятый градиент потен· 

циала, получаем: 

div (s · grad V) = 4ттр. 

Если диэ,1ектрическая постоянная s во всем поле одинакова. то 
мы получаем более простое уравнение: 

div,grad V=- 4тr1-, 
. t 

и 1и в декартовых координатах: 

v2v- 'o2V + аэv + a2v = - 4rrl.. 
- dX2 d.V 2 dZ 2 1 
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В тех точ"ах поля, где нет зарядов, мы имеем: 

v2v=d2V +d2V +~=О. 
dX2 dy2 dz2 

Это последнее уравнение носит название уравнен.ил Лапласа, 
а предыдущее называется уравн.ен.ае.м · Пуассон.а. Оба уравнения 

играют большую роль в математике и в теоретической физике 
(см. ч. I, 78, 76 и далее). 

Иногда удобно бывает вместо декартовых координат применять 
другие системы координат; тогда уравнение Лапласа-Пуассона 
принимает другой вид. Мы ограничимся здесь цилиндрическими и 
сферическими координатами. 

Для цилиндричес1Сuх координат с осью Z при расстоянии точки 
от оси, равном r, и угле ЧJ, образуемом плоскостью (rZ) с началь
ною плоскостью, мы имеем следующие формулы (ер. ч. I, 228, 166). 

Элемент объема: 

do=r·dr·dtf ·dz. 

Уравнение Лапласа-Пуассон.а: 

V2V=!_~ (rdV) +..!_ d
2
V +~=-4тс1-. 

r дr дr r2 dЧJ2 dZ2 е 

Если пoJie имеет осевую симметрию, то производные по 19 и :r 
пропадают, и уравнение получает простой вид: 

..!_~ (rдV) =- 4rr.l. 
r дr дr е 

дJiя сферич.ес1Сuх координат с поJiярною осью Z при расстоя
нии точки от начала координат r, при угле 6, образуемом радиу
сом r с осью Z (угол 6 называется иногда полюсн.ы..м расстоян.ием 
он допоJiняет уго.11 широты. до 90°) и при угле ЧJ, образуемом пло· 
скостью (rZ) с начаJiьной плоскостью (уго.11 19 называется иногда " 
долготою), мы имеем следующие формулы (ер. ч. r, 229, 166). 

Элемент объема: 
do r2,sin6,dr,dl},d19. 

Уравнение Лапласа-Пуассона: 

V2 v- 1 d ( 2 d V) + 1 d ( , А d V ) + 
- r2 дr r ~ r2 sin f} д6 sщ II д3 

1 d2V р + - 4п-. r2sin2f} dЧJ2 - i 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 1 

Если поле симметрично относительно нача.11а координат, то 

производные по f} и f пропадают и остается уравнение: 

-~ ~- ( ,2 ~ V \) = ... 4тт 1. , 
r2дr дr ,е 

которое можно представить и в таком виде: 

1 d2 р 
--(r\/)= 4тт-. 
r дr2 е, 

Как применяются эти уравнения, мы покажем при разборе раз· 

.11ичных частных СJiучаев. 

14, Физическое значение потенциальной функции. Мы ввели 

функцию V для того, чтобы упростить расчеты поля ве1Сmора Е, 

сведя их на расчеты с1Саларн.ого 110.ТJЯ V. Однако функция V имеет 
и наглядное физическое значение. Представим себе в какой-либо 

точке поля р1 заряд е; сила F, с которой поле действует на этот 

заряд, равна 

F=eE. 

При перемещении заряда е из точки Р1 в точку Р2 ПОJlЯ на 

ds необходимо затратить некоторую работу расстояние , 

dU=-(F·dS)= e(E·ds). 

Знак минус мы поставиJiи потому, что положительн.ую работу 

мы доJiжны будем затратить, если будем двигать заряд е против 

сил поля. Относя величину этой работы к единице заряда (разде· 

ляя на е), мы получаем: 

dU =-(E·ds)=dV. 
е 

Если точки р1 и р2 отстоят друг от друга на конечном расстоя· 

нии, то 

2 

V2 -- V1 = J (E,ds). 
1 

Итак мы видим, что разность потенциа.11ов меЖдУ двумя точ

ками электрического поля определяется той работой, которую 

нужно затратить на перемещение заряда е = 1 из первой точки 

поля во вторую. 

Если точка движется сама под действием сил поля, то работа 

получается отрицательная: 

(F·ds)=-dU. 
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Это означает, что :,rы при этом не топько не затрачиваем ра· 
боты, а, наоборот, по,1учаем энергию за счет энергии электрического 
поля. 

Ес:1и например заряд е имеет массу, то работа поля будет 
превращаться в кинетическую энергию движущейся массы. Ес;ш 

заряд во время движения испытывает сопротивление среды, вроде 

трения (как в проводниках), то энергия поля будет превращаться 
в теплоту (джоулево тепло). 

Из написанных на:-.ш формул и из физического смысла этих 
форму.1 непосредственно с.1едует, что заряд е, двигаясь под дей
ствием э.,ектрического по.~я, т. е. двигаясь вдоль по лин.ия.м сил, 

будет переходить к точкам поля с более низ1еи.м потенциалом. 
Формулу 

-dV 
E=

dn 

мы можем выразить словами так: напряжение поля равно паден.ию 

потенциала на единицу длины по направлению .т1инии сил в рас

сматриваемой точке. 

15. Единица потенциала. Не нужно однако смешивать потен· 
циа.~ с работой, потому что работа равна произведению потен· 
циала на количество электричества: 

И=е(V2 V1). 

Соответственно с этим единица потенциала опреде.~яется отно
шением единицы работы к единице количества э.~ектричества. Прак· 

тическая единица работы называется джоуль, 

джоуль= 107 эрг, 

а практическая единица потенциа.11а названа вольтом. Следова

тмьно 

джоуль 
вольт = ; вольт х кулон= джоуль 

кулон ' 

Мы може:-.~ на этом основании написать соотношения между 
раз.1ичными единица:.ш потенциала: 

1 
вольт= 

300 
CGS - Е = 1 os CGS - М. 

Соотношения единиц CGS - Е и CGS ~ . 21:l д.11я потенциалов 
otfpamнЬte те:,1, r<оторые мы име,1и д11я ко.~ичеств электричества 
{2, 2). 
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16. Эквипотенциальные поверхности. Если потенциалы поля во 

всех точках пространства нам известны, то мы можем соединить 

(графически и.~и мысленно) все точки одинаковых потенциалов 

,1иниями или поверхностями. Тогда получим в поле целый ряд 

поверхностей равн.ых потенциалов, или эмвипотенциальн.ых по

верхностей. Такое иэображение поля бывает очень наглядным и 

•1асто употребляется, в особенности в эдектротехнике. Не трудно 

доказать, что линии си,, подя всегда перпендикулярны к эквипотен

циа.~ьным поверхностям. Действительно, если мы будем перемещать 

заряд е по эквипотенциальной поверхности, где все разности по

тенциа.~ов равны нулю, то и работа, затраченная на это перемеще

ние, тоже будет равна нулю: 

dU=-F·dscos(F·ds)=O. 
Но так как при этом ни сила F ни путь перемещения ds, вообще 
говоря, не будут равны нулю, то заключаем, что 

cos (F·ds) = О, 

а это означает, что все пути по эквипотенциа11ьной поверхности 

перпенди,еулярнЬt к напряжению поля, или что линии сил напра· 

влены по норма.~ям к эквипотенциадьным поверхностям. Имея это 

в виду, мы и обозначили выше элемент ддины вдодь линии сил 

знаком dn, указывая таким образом, что это есть элемент нормали 
к эквипотенциа.1ьной поверхности в рассматриваемой точке. 

Формы эквипотенциальных поверхностей, так же как и формы 
\ 

линий си,,, могут быть в раздичных сдучаях весьма раз.11ичны (см. 

Общий курс э.1ектричества). 

11, ПОЛЕ ДАННЫХ ЗАРЯДОВ. 

17, Общее замечание. Мы уже видели, что если данw отдел~.· 

ные заряженные точки, то потенциад подя определяется форму.пою 

V=....;;:,..:... ~er· 

причем ну.~евой потенциал принимается в бесконечности. !сли 

электричество распределено в объеме с плотностью р, которая 

может быть в раздичных точках различною, то потенциад в какой· 

,,ибо точке поля определяется такою же формудою: 

V=..!:_ r ..!:_p,do. 
t 1 r 

'·' 
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----------------·-----· _______ ,. _____ _ 
Потенцна:1 в той точке, где nо:11сщается заряд е, получает 

бесконечное значение; однако на са:110м де.,е э:~ектричества всегда 

распределены в ой,емах, а в этом с.'!учае потенциа.1 остается ко· 

нечным и внутри зарядов. Это видно уже из того, что стоящая 

под интегралом величина do третьего порядка ма.,ости, а разде· 

.1енная на r дает бесконечно ма,1ую ве.1ичину второго порядка. 

Другими с,1овами, плотности элеюричества, распреде.,енные в не

посредственной близости от то/:1 точки, для которой мы вычисляем 

потенциал, к знач·ению потенциала ничего не прибав.11яют. 

Иногда кроме объемной плотности электричества р в простран

стве задают поверхностную плотность электричества а на некото· 

рых поверхностях. Но и такое задание мы можем толковать как 

распределение электричества в некотором объеме, причем этот 

объем имеет вид очень тонкого слоя на данной поверхности. 

Общий ход решения задачи - определить поле данных зарядов -
будет следовательно такой. Сперва по данным зарядам определяют 

потенциалы по.11я, а затем, вычисляя градиент потенциального поля, 

получают напряжение поля Е, наконец умножением на диэлектри· 

ческую постоянную получают и индукцию D. 

E=-grad V; D=eE. 

Такой путь вычисления поля выбирают потому, что потенциал 

представляет собою С1Саларную ве.,ичину, а со скаларом обра

щаться проще, чем с вектором. Тем не менее в некоторых частных 

случаях можно опредеJJить непосредственно по данным зарядам 

поле векторов Е и D, не прибегая к потенциалам. EcJJи же нас 

и в этих с.11учаях интересует потенциал, то его можно вычислить 

по известному уже полю вектора Е, по форму.,е 

се, 

Vp= s (E,ds). 
р 

18. Равномерно заряженная пластинка. Пусть нам дана пла

стинка, ограниченная двумя параллельными пJJоскостями на расстоя

нии 2а друг от друга и заряженная эJJектричеством веэде одинако

вой плотности р. Раэмеры пластинки в других направлениях бес

преде.1ьны (рис. 6). 
Проведем в пластинI<е серединную плос1,ость, от которой обе 

пограничные плоскости отстоят на расстоянии равно:...1 а, и примем 

ПОЛЕ ДАННЫХ ЗАРЯДОВ 

ее за плоскость YZ. Вследствие симметрии расположения зарядов 

относите,1ьно оси Х ;\,/Ы получим поле, зависящее тоJJько от коор

динаты х, и можем для вектора D написать уравнение: 

div D = d'il~, = 4тrр . 

Отсюда опредеJ1яем индукцию внутри 
пластинки: 

D,=4тrp·x. 

Как видим, индукция в серединной 

плоскости, где х = О, равна нулю, а 

затем она растет пропорционально рас-
11 

стоянию х от этой серединной плоско- -
сти. У пограничной ПJJоскости х ~а, 
и мы по,1учаем: 

Da=4тrp,a. 

В наружном пространстве 
наше уравнение будет иметь 

dD, =О· 
dX ' 

р=О, и 

вид: 

D8 = const = 4тrр. а. 

о 

v 

Рис. 6. 

Это означает, что снаружи индукция будет везде постоянной и 
равной Da. Наш вывод по.1учит большую наглядность, ecJJи мы 
построим,J_плоскости ,YZ трубку cиJJ с сечением S и ограничим 
ее двумя поперечными сечениями на расстоянии х в обе стороны 

от серединной плоскости YZ. Количество электричества, заключа!О· 
щееся внутри этой трубки, будет равно 2р Sx; образуемый этим 

ЭJJектричеством поток индукции 4тr2pSx направится в обе стороны 

по + Х и по - Х в равном количестве. Отсюда видим, что индук. 
ция D (поток индукции сквозь единицу сечения трубки) равна 

D1 =4ттрх, 

как и выше. Если х = а или х > а, все равно, количество эJJек· 
тричества, заю:~юченное внутри трубки, останется равным 2р aS, 
потому что снаружи пJJастинки р = О. Поэтому и поток индукции 
и сама индукция в различных сечениях трубки будут одни и те же 
а именно: Dа=Dе=4ттра. ' 

Строго говоря, этот результат касается тоJ:~ько с,1учая однород
ного по.11я ш:~астинки конечной тотцины и бес,сонечн.о!J. площади. 
2• 
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Однако полученные фор~1улы можно пр1шенять как первое при

ближение и в тех с.1учаях, когда площадь пластинки ограничена, 

если только контуры пластинки очень да.11еки по сравнению с рас

стоянием расс:11атриваемой точки поля от серединной плоскости. 

По известной индукции мы определяем напряжение поля 

Е =р1 -=4,т1.х· Е =Е =4,тl.а. 
I е е' е а i 

При определении потенциа,1ов мы тоже можем воспользоваться тем, 

что поле зависит только от кооJ ,динаты х, и производить интегра

цию по пути, параллельному ос11 Х. Обозначив потенциаJI середин

ной плоскости через V0 , получаем потенциалы Vx на расстоянии 
х от нее (как в по11ожительную, так и в отрицательную стороны): 

х 

Vx= V0 - J E·dx. 
о 

Знак минус мы поставиди пото1tу, что мы интегрируем по линиям 

сил, т. е. в ту сторону, куда по·1енциалы уменьшаются. Подставляя 

сюда значения напряжения подя внутри пластинки, по.т1учаем: 

х 

V1= V0 - \ 4тт: x,dx= V0 

'о 

На пограничной п.т1оскости имеем (х = а): 

Va= V0 -2тс1.а2. 
г 

На дальнейшем пути интегрирования снаружи пластинки мы 

берем за исходный потенциа:1 Va и получаем: 

х 

V == V - r 4тc1.a,dx=V -4n1.(x-a)a. 
' а J i а S 

а 

На рис. 6 изображены напряжение поля и потенциалы в зави

симости от величины х. Внутри п11астинки напряжение поля растет 

линейно (пропорционально х), а потенциа11ы изменяются парабо

лически; снаружи п,1астинки напряжение остается · постоянным, 
а потенциалы изменяются ,1инейно. На пограничной плоскости на

пряжение подя и потенциал непрерывны (без скачка). В потен· 

... 
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циальной 11инии параболическая кривая плавно переходит в прямую 

линию (без из.т1ома). Так оно и должно быть, потому что напря
жение поля, будучи равным отрицательно взято)1у градиенту ·по-
тенциала 

i,V 
Е=-дХ =-tgc.., 

равно тангенсу угла наклонения касательной к кривой потенциала; 

а ес.11и напряжение поля не имеет скачка, то и касате.11ьная к по

тенциальной кривой не будет иметь излома. Вообще в рассматри

ваемом поде только шютность электричества распределена прерыв

ным образом. Так как вмичина 

т. е. тоже представ:шет собою тангенс угла нак.понения касательной 

к кривой, изображающей ве,1ичину Е как функцию х, то прерыв

ность р влечет за собою излом кривой напряжения при х = + а, 
что и подтверждается нашими вычислениями. 

19. Равномерно :заряженная плосность. Предположим, что дан· 

ная нам пластинка имеет ничтожную толщину. В таких с.~учаях 

обыкновенно дают не объе~шую, а поверхностную плотность эа· 

рядов. Но поверхностная плотность а, т. е. J{о.щчество элекгриче

ства, приходящееся на каждый l{Вадратный сантимс:тр пластинки, 

может быть выражена через объемную шютность следующим 

образом: 
а=2а, ?, 

где 2а - топщи·на ш1астинки. На этом основании мы )Южем применить 

форму,'!Ь1 предыдущего параграфа и к рассматриваемому случаю, 

написав для наружного пот1 

а дJ1н потенциала по:~я по.~учим: 

2тt~ 1 х \ 
е . 

(Здесь символ I А I озна•1ает аtJсолютме значение А, независимо 
от знака.) 
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Далее, так как толщину пластинки мы приня,,и бесконечно 

малой, то те величины, которые у нас прежде изменя.,ись непре

рывно, теперь будут иметь перерыв у заряженной плоскости (будут 

казаться нам прерывными). Так например вектор индукции при 

переходе сквозь заряженную плоскость сразу меняет свое напра

вление, т. е. меняет свой знак. По одну сторону плоскости индук

ция направ,,ена по + Х и имеет значение + 21ta, тогда как по 
другую сторону плоскости мы должны приписать этому вектору 

значение - 2тrа. Обозначая через D+ и D_ значения индукuии 

по обеим сторонам пластинки, мы можем написать: 

Следовательно индукция при переходе с одной стороны пластинки 

на другую образует скачок. 

Тем не менее потенциальная функция остается непрерывной. 

Если принять Va за нудевой потенциал, то подучим: 

а 
V=-2тt lxl, 

е ' 

Таким образом потенциады понижаются по обе стороны заряжен

ной плоскости (растут в отрицатет.ную сторону) пропорциона.r~ьно 

расстоянию от плоскости. У самой т:юскости 

оба потенциальные линии образуют угол, КО· 

;1 торый соответствует прерывности вектора Е 
1'4----

v r 

Рис. 1. 

( рис. 7). 
20. Две параллельные плоскости с противо· 

положными зарядами. Поде двух параллельных 

плоскостей, заряженных равномерно равными, 

но противоположными электричествами, мы мо

жем рассчитать на основании результатов пре

дыдущего параграфа. Индукция, обусдовленная 

каждой из этих плоскостей, будет равна 

D= 2тtа. 

В пространстве, за1<.1юченном между обеими плоскостями, оба 

подя будут иметь одно и то же направление и сложатся друг 

с другом; результирующее поле будет 

-
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Между тем как в наружном пространстве оба поля будут 
взаи}tно уничтожаться. Мы поJ1учю1и таким образом между двумя 

п:10скостящ1 однородное электричес1ше поле, все линии си.,1 1,ото-

poro начинаются у положительно заряженной п,1оскости и кон

чаются у отрицательно заряженной пло-

скости. 

Для потенциа,,ов между 

мы получаем (рис. 8): 
п,,оскостями 

а 
V = V --· 4тr-х 

.t -+- s ' 

где V + означает потенциа,1 по,1ожительно 

заряженной плоскости. Полная разность 

потенциалов между обеими плоскостями 

при их взаимном расстоянии d равна 

а 
V =4тт-d. - е 

Рис. 8. 

21, Двойной слой. Теперь представим себе, что расстояние d 
между плоскостя:vш у:.1енt,шается до ничтожных размеров; тогда мы 

получим так называемый двойн.оt'i эле,стричесюиl слой. Для двой
ного эJrектрическоrо слоя обь,r<новенно дают не поверхностную 

плотность а и расстояние d, а произведение ad. Вообще, если мы 

имеем два равных и противоподожных заряда : е на расстоянии 

Рнс. ~1• 

ствите%НО н~ 

d, то произведение ed называется электри
•1еским .1tоден.т_ом этой пары. Точно так же 

произведение ad называют электрическим 

моментом единицы поверхности двойного 

слоя, или поверхностною шютностью элек

тричес1шх ыо~1ентов р: 

p=ad. 

i:>:1ектрическое 110:1с снаружи двойного слон 
будzт равно 11у:1ю, как в примере предыду· 

щ1;rо параграфа. Те:ч не менее присутствие 

таr,ого слоя будет обнаруживаться в том 

обстоятельстве, 'ITO потенциа.1ы V около 

него де.1аются прерывншш (рис. 9). Дей· 

основании фор~rу.ш прсдыдущt:>го параграфа мы 
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получаем разность потенциалов по обе стороны двойного с.11оя 

равную 

ad р 
V, - V_=4тс-=4тт-. 
т е е 

22, Общее свойство заряженных поверхностей. Результаты пре· 
дыдущих параграфов дают нам повод сделать общее замечание 

относительно прерывности в электрическом по.'!е. 

Ес,1и поле образовано зарядами с об'оемной плотностью р, то 

векторы D и Е и потенциа.1ы V везде непрерывны. 
Если имеются moнF&ue слои электричества с поверхностною 

п,,отностью а, то при переходе с одной стороны поверхности на 

другую нормальная состав;rяющая индукции сразу меняется: 

D+n.-D_11 = 4тта. 

Мы применили здесь результат, который получен нами для 

п,1оскости; однако в непосредственной б.11изости от поверхности 

мы можем считать элемент ее dS за п:1оскость и притом бесконеч
ных размеров по сравнению с толщиной поверхностного слоя элек· 

тричества. 

Ес.11и имеется двойной электрический .с.1ой какой угодно формы, 

то мы, как и в предыдущем случае, можем элемент поверхности 

dS считать п.1оским и написать для разности потенциа.'!ОВ по ту 

и по другую сторону поверхности форму.11у: 

Разница между рассмотренными нами в предыдущих параграфах 

с,,учаями и нашим теперешним обобщением заключается между про

чим в том, что поверхностная п.11отность электричества а и поверх

ностная плотность электрических моментов р на данной поверхности 

может быть в различных точках разJшчною, и формулы, написан

ные выше, относятся только к расс~1атривае~юму нами Э,'!ементу 

поверхности dS. На других элемен1ах той же самой поверхности 

могут быть даны другие п.11отности з и р и соответственно с этим 

мы получим другие значения прерывности функций D11 и V. 
Мы предпо,,аrали диэлектрическую постоянную во всем поле 

одинаковой. В тех случаях, когда диэлектрическая постоянная для 

различных точек по.-,1я раз.rшчна, данные в этом параграфе фор· 

f 

.·.~ 
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мулы несколько из:.1енятся. Об этом мы будем подробнее говорить 

ниже. 

23, Равномерно заряженный шар. Опредедим поле зарядов, рас
пределенных в шаровом объеме радиуса а с равномерной плотно

стью р (рис. 1 О). 
Проведем внутри данного шара концентрическую шаровую по

верхность радиуса r. Количество электричества, зак,,ючающееся вну
три этой шаровой поверхности, равно: r .---·· 

,,..... ... ... ............ 

4 
е =-тсrэ,11 ,. 3 r, 

и чис.10 .11иний сил из неrо выходящих 

будет: 

4 
N= 4тсе,.= 4тт 3 п,з. р. 

Так как поле, очевидно, будет рас

пределено симметрично вокруг центра 

шара, то все эти линии сил дадут на 

, ,"' ... \' 
, ' . \ . ' . ' 

' ' : ' 

. 
' 

' 
,/ 

··' 

. . 
' ' ' 

' . 

Рис. 10. Вычис,1ение поля 
заряженного шара. 

поверхности шара везде одинаковую индукцию, которую 

чим, разделив число N на поверхность шара 4тсr•, 

мы полу-

4 
D,=-3 тrpr. 

Следовательно индукция в центре шара будет равна нулю, а 

затем будет расти пропорциона.,ьно расстоянию r от центра. На 

поверхности шара радиуса а мы получим 

4 
Da. =3 пр,а. 

При дальнейше:11 увеличении радиуса r > а количество заклю· 

:,енноrо в нем электричества меняться не будет; оно равно 

4 
е= паЗ,р, 

но .1инии сид будут распреде,тяться все на большую и большую 

поверхность 4тrr2 • Следовате.~ьно снаружи индукция будет обратно 

пропорциональна квадрату расстояния от центра: 

4 тrе е 
D е = 4 тr ,2 = "yi , 
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.r:Ierкo убедиться в том, что индукция D непрерывна даже 
верхности шара, где п,1отность р прерывна. Действите.'!Ьно, 

жив r= а в формуJJах · для внутреннего и наружного поля, 

чаем одну и ту же величину индукции: 

4 е 
D = -тrn·a= - . 

1, а 3 1"' а2 

у по-

ПОЛО· 

полу-

Наружу равномерно заряженный шар будет действовать как за

ряд е, сосредоточенный в его центре. 

Мы воспо,1ьзуемся этим последним замечанием и начнем вычис

.r~ение потенциа.r~а ·с наружного поля .. Потенциал будет выражаться 
так же, как в случае одной заряженной точки: 

е 
V = .... ; V r:r,=0. 

е er 

При этом ну.1евой потенциа11 нами принят в бесконечности. На 

наружной поверхности шара r= а мы получим потенциы: 

е v =-. 
а еа 

Тот же потенциал мы должны 11риписать поверхности шара с ее 

внутренней стороны. Д.1я определения внутренних потенциалов бу

дем интегрировать от поверхности к це1пру по какому-,1ибо радиусу 

шара. Подстамяя в фор'vlулу 

значение Е, , получае:.1: 

r 

' 
V1 = Va - J Е1 • dr 

а 

i' = v ..... (' -~ тт _Р Г• cfr с.= v{! - 2 ~.Р. (r2 --· а.2); 
1 "J3 s 3е 

(t 

Иа .:JТОИ форму.~ы с:1едует, что rютею1иэ.:1 в центре шар11 равен: 

:_\ с :1 
\!., \ 

2 
.... ~- z 1 <а 

\ 
~ 
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Мы пред,1аrаем читате.r~ю рассчитать поле равномерно заряжен

ного шара, пользуясь уравнением Лапласа-Пуассона в сферических 

координатах при центральной симметрии по,1я (12, 13): 

~v 
Е= - ~r. ..!.. ~ (,2 ~ v) = - 4 тr 1.. · 

r2 дr дr е ' 

Далее мы предааrаем рассчитать поле заряженного шара, когда 

плотность р дана в виде какой-либо функции расстояния r. 
Если взять шаровой слой, образованный двумя концентрическими 

шарами а и Ь, и уменьшать постепенно топщин_у этого слоя, уве

личивая радиус внутреннего шара Ь, то в преде:1е получим заря· 

женную шаровую поверхность. Не трудно видеть, что во внутрен· 

ней п1юскости этой поверхности поле равно нулю (потенциал по

стоянен), а в наружном пространстве шаровой слой или заряженная 

шаровая поверхность будут действовать так, как будто весь заряд 

их был сосредоточен в центре. 

Наконец, если мы возьмем две концентрические шаровые по

верхности с равными и противоположными зарядами + е, равно

мерно распределенными, то не только внутреннее поле, но и на

ружное их поле будет равно нулю (ер. 17, 18). Только в про

странстве между обеими шаровыми поверхностями индукция будет 

иметь значение 

е 

Dr=,4• 

где + е есть заряд меньшего шара. 
24. Поле двух заряженных точен. В этом случае нам выгоднее 

начать с потенциалов. Обозначим через r1 и r2 расстояния рассма

триваемой точки поля от зарядов е1 и е2 и примем, что е1 > е2 • 

Диэлектрическую постоянную по.,я мы примем равною единице, 
или будем предполагать, что данные нам ве.,ичины е представ,1яют 

е 
собою на самом деле Потенциал в пo.rie одного заряда нам 

е 
известен: 

е 

V=--' r 

причем потенµиал в бесконечно уда:~енНЬIХ точках нами нрннят 

равным ну,1ю. Потенциап двух зарядов будет равен 

\! ;;;..-:·: ('1 -1- t?_z . 
r 1 t r .з 
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Мы ограничимся рассмотрением случаев, коrда данные нам за

ряды противоположных знаков, потому что этот с.JJучай имеет 

бо.,ьшее практическое значение; но результаты, которые мы полу

чим, не трудно бу;.1.ет изменить так, чтобы они моrли быть применимы 

и ддя зарядов одинакового знака. Обозначим отношение между 

величинами зарядов через 

Тогда формулу потенциала можно написать в таком виде: 

V=e2 --- • (
'1.2 1) 
r 1 '2 

Из этой формуJiы мы заключаем, что потенциа.JJ будет равен 

нулю не только в бесконечно удаленных точках, но также и на 

эквипотенциа.JJьной поверхности, удов.11етворяющеf.1: условию: 

Докажем, что это будет поверхность шара. Представи)1 себе 

шаровую поверхность радиуса R (рис. 11) и на продолжении одно

о 

го из радиусов возьмем 

точку А. Да11ее мы мо· 

жем найти такую точ1<у В 

внутри шара, .'!ежащую 

на том же радиусе, чтобы , 
расстояния а и Ь точек 

А и В от центра шара О 
удовлетворяли условию: 

Рис. 11. Эдектрическое изображение при 
помощи взаимных радиусов. 

Тогда соединяя лю

бую точку Р поверхности шара с центром О и с точками А и В, 
мы по.,учим подобные треугольники ОАР и ОРВ. Эти треуrо.11ь

ники подобны потому, что они ю1еют общий уrол . при центре 

шара и длины при.,ежащих сторон состав.1яют вышенаписанную 

пропорцию 
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Дополняя эту пропорцию отношением между третьими сторо

нами треуrо,1ьников, имеем: 

а R r - = - = --1 = '1.2. 
R Ь r2 

Следовате.11ьно точки А и 1з обладают тем свойством, что рас

стояния их до любой точки поверхности шара находятся в постоям· 

ном для всех точек шара отношении. Точки А и В называются 

взаимны.ми относительно данной шаровой поверхности. Уильям 

Томсон (.1орд Кельвин.) назвал точку В эJiектрическим изображе

нием точки А в шаре R; точно так же и точку А можно назвать 
изображением точки В, потому что геометрические соотношения 

здесь взаимны. Способ электрических изображений часто облегчает 

расчет ЭJiектрических поJiей, как это мы покажем ниже. 

Переходя опять к нашей задаче опредеJiения поля двух заря

женных точек, мы видим, что в этом ПOJie мы будем иметь шаро

вую эквипотенциальную поверхность н.улевого потенциала, относи

те.,ьно которой один из зарядов будет служить эJiектрическим 

изображением для другого. Определим радиус этой шаровой по

верхности и поJiожение ее центра, предполагая, что нам дано отно· 

шение х2 между зарядами и их расстояние 2d друг от друга. 

Выражая расстояния а и Ь через · R и хэ : 

R h=-, xz 

подставляем эти величины в уравнение: 

2d = а - Ь = R'l.2 - R
2

• 
. 'У. 

Тоrда получаем величину радиуса шара: 

х2 
R=2d-,-

1
. 

it -

Д,1я расстояния центра этого шара от середины расстояния 2d 
имеем: 

с 
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с 
Наоборот, есди нам дано отношение R, то на основании фор-

мулы 

мы можем опреде,~ить 

с 1 7.4 + 1 --- = - -·--~ -· 
R ,. 2 ·1.· 

отношение между зарядами: 

1.4 2а"2 + 1 = о, 
1.2= ~+ 1/а2-1 . 

Мы написали в решении то;~ько знак +, предпо;~аrая, что нам 
даны ~> 1, c>R. 

Итак в поле двух зарядов мы всегда получим одну шаровую 
эквипотенциа;1ьную поверхность того же самого потенциала, что и 

в бесконечно удаленных точках поля. Остальные эквипотенциадь
ные поверхности уже не будут сферическими; доказать это мы 

предостаВJiяем самому читателю. Из наших формул также следуе1·, 

что сфера ну,1евого потенциала будет заключать внутри себя тот 
из двух зарядов, который меньше. Если оба заряда одинаковы, то 

радиус R делается бесконечным, сфера обращается в плоскость, 
которая проходит по середине между зарядами и перпендикулярна 

к линии их соединяющей. Это и с,1едовало ожидать на основании 

симметрии поля одинаковых зарядов противопо,1ожных знаков. 

Из рис. 12 мы видим, что одна часть эквипотенциальных по· 
верхностей обнимает только один из зарядов, другая же часть 

обнимает оба заряда сразу. Так как мы приняли, что заряд е1 
больше заряда е2 , то естественно, что то,1ько некоторая часть ли
ний сил, исходящих из е1 , кончается в е2 ; осталыrое число линий 
сил 4 п (е1 - е2 ) уходит · к посторонним зарядам, находящимся 
где-нибудь очень далеко от рассматриваемого места поля (в беско
нечности, рис. 12). 

Некоторый интерес представляет та точка поля, где индукция 
равна нулю. Не трудно сообразить, что такая точка может лежать 

ТОJ1ько на линии, соединяющей оба заряда, - вне того отрезка, 

концами которого они служат; она доJ1жна удовлетворять ус;ювию 

е1 е 2 '1 D=2-2=0; -=1.. 
'1 '2 '2 

Заметим, что эта точка представляет собою так называемую 
особую точ~у по.т1я, в которой общие правила для линий сил и 
эквипотенаиальных rтoRepxнocтeft теряют свою силу; в этой точке 

----·-~·::::. ======================""'===:"'= 
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пересекаются и 11инии си.1 и эюшпотенциальные поверхности. Одна

ко это не может дать повода к неопреде,1ен11остям1 потому что здесь 

Рис. 12. По.1е двух заряженных точек. 

индукция и напряжение поля равны нулю. В поле равных проти· 

вопо.тюжных зарядов эта точка находится в бесконечности. 

25, Поле двойного полюса. Если мы будем сближать два рав

ных и противоположных заряда + е на такое малое расстояние d, 
что величиною d можно пренебречь по сравнению с расстояния

ми r в поле, то формулы значительно упрощаются. Если мы на· 

пишем потенциал двух равных и противоположных полюсов в та

ком виде: 

то при малом расстоянии между полюсами мы можем положить 

(рис. 13, 14) 
'1 = d cos а.; 

где а есть угол, образуемый радиусом-вектором r с направлением 

сдвига d положительного поJ1юса относительно отрицательного. 

Обозначая произведение (ed) через р, мы можем для потенциа,1а 

двойного полюса написать: 

V 
cos 1% 

=P,r· 
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Ве.11ичина р называется эдe1tmpuчech:u.1t моментом двойного по

.'!юса (tJиподя или диполя). Электрический момент биполя есть 

вектор, имеющий направление вектора сдвига d; поэтому произ

ведение 

cf., 

..___....._ __ ,,__ ___ Рх 

-е (!. ·е 

' ' ' ' ' р 

Рис. 13. Две противопо.1ожно за· 
ряженные точки. 

Рис. 14. Вычисление поля биполя. 

есть проекция вектора р на направление радиуса-вектора r. Мы 
можем потенциал биполя представить еще в ином виде. Замечая, что 

~ = - ~ (.!..) = - v .!. 
,а ~r r r 

1 
и что вектор градиента направлен в ту сторону, куда , увеличи

вается, т. е. куда r уменьшается, мы условимся знаком V, обозна
чать вектор, направленный в противопо;южную сторону, т. е. по 

направлению от биполя к рассматриваемой точке поля; тогда получим: 

1 1 
-V-=V -

r 'r 

и потенциал биполя получит вид: 

Эта формула дает нам возможность, зная потенциал поля no· 
люсов, распределенных как угодно в пространстве, вычислить поле 

биполей такого же распределения и одинакового сдвига d. 
По определенным потенциалам мы можем вычислить составляю

щие напряжения поля по какому-нибудь направлению s: 
~v 

Е,=- . 
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Определим составляющие напряжения поля бипо.11я вдоль ра· 

диуса-вектора r и r10 направлению, перпендикулярному к радиусу; 

в этом последнем случае мы будем положительное направление 
считать в ту сторону, куда рас1ут .углы а в ТJ:)Иrонометрии (рис.)4). 
Д.ТJя этих составляющих мы получаем: 

Е __ д V _ 2cos а 
г- ~r -Р ,з ' 
Е __ дV _ sin а . 
°'- rд!Х - Р7. 

Вепичина напряжения опреде.,яется формулой 

Е =~У 4 cos2 а+ s1п2 а , 

а угол наклонения напряжения к радиусу-вектору~ зависит от угла а 

следующим образом: \ 

Е ·1 
tg ~ = Е « = 2 tg а. 

r 

На рис. 15 изобра

жено поле биполя ли

ния:ми сил. 

В общем напряже

ние поля обратно про

порционально третьей 

степени расстояния r 
от биполя. Вдоль ,1и· 

нии биполя напряжение 

поля вдвое си,1ьнее, 

чем по .,инии, перпен

дикулярной этому на· 

правлению, при одина-

ковом расстоянии r. 
Рнс. 15. Jlинии си11 биnо11я. 

26. Поле равномерно заряженного кругового цилиндра. При ре· 
шении этой задачи мы моr,1и бы поступить как при определении 

поля заряженной пластинки и заряженного шара, вычисляя потоки 

индукции сквозь концентрические цилиндры радиуса r. Но мы бу· 
дем (для разнообразия) исходить из уравнения Ла,маса-Пуассона 

в ци,1индрических координатах (что по существу своему предста-

Э б х • 11 в :111 ь ~. Теор,,тАчос1,аи фаЯ1ша, ч. \ ·1. 
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вляет то же самое). Так как мы имеем в данном случае дело с пс

лем, обладающим осевой симметрией, то исходное уравнение имеет 

простой вид (14, 13) (е = 1): 

~- ~ (г ;)V) = - 4ттр; 
r дr дr 

av 
-=-Е· 
дr 

Для наружных точек поля р = О. Первая интеграция этого ура

внения дает нам производную потенциала по радиусу, т. е. напря

жение поля, которое направлено по радиусам r. Обозначая напря

жения для внутренних и для наружных точек через Е1 и Ее, имеем: 

Е1 =2пр·r; Ее=~· 

Постоянную интеграции С мы должны определить так, чтобы" 

при r= а (радиус цилиндра) обе формулы давали одно и то же 

значение напряжения: 

с 
Е,., а = 2пр · а= а ; 

Отсюда определяем С и получаем окончательные формулы для 

напряжения поля внутри и снаружи цилиндра: 

1 
Е1 =2ттр, r; Ее=2ттра2,:, 

На оси цилиндра поле равно нулю; затем напряжение растет 

пропорционально расстоянию от оси, а снаружи цилиндра, где нет 

зарядов, напряжение обратно пропорционально расстоянию от оси. 
Для вычисления потенциалов нам нужно проинтегрировать еще 

, раз: 
r r 

V,=-S E,dr=-- 2ттр .\ r,dr=-··1tpr2 +c,. 
о () 

r r 

Ve=· -J Ee(fr,= - 2тта2 р j) dr= -·· 2ттра2, lg r+ С. 
а а 

Постоянную С1 мы определим так, чтобы оба выражения при 

r = а совпадаJiи: 
-- пра2 + С1 = - 2пра2 , lg а + С 

с,= - 2ттра2 , lg а + ттра 2 + С. 
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После этого получаем окончательные выражения для потенциа

лuв внутри и снаружи равномерно заряженного цилиндра: 

V1 = ттр (а2 - r2) - 2ттра2 · lg а+ С, 
Ve= - 2пра2 • lg r + С. 

Оставшаяся постоянная интеграции С зависит от того, где мы 

примем потенциал равный нулю. Приняв нулевой потенциал в бес

конечности, мы получаем С= оо . Но иметь в формулах бесконечно 

большие величины неудобно, а потому оставляем значение С не

определенным. Важно только, чтобы это значение оставалось по

стоянным для всех точек поля и не изменялось при внесении в по

ле новых зарядов. 

Заметим, что величина тта 2р представляет собою количество 

электричества, заключающееся в единице длины цилиндра. Обозна

чая эту величину через f, получаем потенциал и напряжение поля 

снаружи цилиндра выраженным через t: 

1 
Е = 2t-; Ve = - 2t · lg r + С. 

е r 

Эти формулы применимы и к цилиндру очень малого поперечного 

сечения, т. е. к прямой линии, заряд которой на каждом погон

ном сантиметре равен 't. 

Мы получили здесь логарифмический потенциал, который мы 

уже рассматривали в общей теории плоского поля (1, 114). 
27. Поле двух параллельных цилиндров. Практический интерес 

представляет определение потенциала поля, образованного двумя 

параллельными круговыми цилиндрами бесконечной длины, заря

женными равномерно равными и противоположными электричествами. 

Обозначая через r1 и r 2 расстояние какой-либо точки поля от осей 

этих цилиндров, мы можем, основь,ваясь на формулах предыдущего пара

. графа, написать для потенциалов внутри каждого цилиндра выражения: 

V;, 1 = ттр ( а2 - r1) - 2ттра2 , lg ( г:) + С, 
(заряды .+ р) 

v,,2 =-ттр (a2-r~) + 2ттра2, lg (r~) +с1, 
(заряды - р) 

а для наружного поля получим: 

. Ve=- 2ттра21g (~:)+С. 
а• 
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Применяя последнюю формулу к бесконечно тонким цилиндрам, 

т. е. к дву:'.1 парат1ельным прямым .11иниям, на которых распреде· 

.11ены заряды противоподожноrо знака, но с одинаковою .11инейною 

плотностью ,:, мы имеем: 

V=-2t · Jg (;:)+С. 
Мы видим, что эквипотенциальными поверхностями в этом поле 

будут служить цилиндры, сечения коих удовлетворяют условию 

r 1 =xi=const. 
Г2 

Но из тоrо, что мы выяснили при изучении поля двух заря· 

женных точек (24, 24), мы заключаем, что это должны быть непре
менно 1.руговые цилиндры. Пересечем наше поле плоскостью, пер

пендикулярною к обеим линиям; обозначим через А и В точки 
пересечения этих линий с плоскостью и через 2d расстояние этих 

точек друг от друга. Тогда условие 

V = const; r 1 = xt = const 
Г2 

даст нам в этой плоскости целый ряд эквипотенциальных кругов 

(рис. 16). Для каждого данного нам значения потенциала мы мо

·жем определить величину 

х.2, а затем построить соот· 

ветственный эквипотенциаль" 

ный круr, вычисляя его ра· 

диус R и расстояние С его 

центра от середины отрезка 

2d по формулам § 24. Кру
ги эти будут эксцентричны, 

и центры их будут лежать 

на линии соединения точе1;. 

А и В. Для кругов, обни

мающих точку А, величи
Рис. 16. Эквипотенциальные цилиндры на х2 будет больше единицы, 

двух заряженных линий. 
а для кругов, обнимающих 

точку В, ве,1ичина х2 < 1. Круги, распо.1оженные симметрично отно
сите,1ьно середины расстояния 2d, будут одинакового радиуса, а 

1 
величина Y.i одного из них будет равна -2 другого. 

~ 
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Разность потенциалов между двумя любыми кругами может быть 

выражена формулой 

Не только эквипотенциальные линии будут на нашем чертеже 

кругами, но также и нормальные к ним линии сил (ер. ч. 1, -123). 
Все линии сил будут представлять собою ~уrи окружностей, про

ходящих через точки А и В. 

111. ПРОВОДНИКИ. 

28. Свойства проводников. Опыт показывает, что в некоторых 

телах при малейшей разности потенциа,1ов. возникаIОт электрические 

токи. Такие тела называются проводниками электричества. Если 

обозначим через е количество электричеств_а и через v скорость его 
движения, то произведение 

• i=e(v · S) 

будет представлять собою пото1. электричества сквозь площадку S, 
т. е. количество электричества, протекающее сквозь S в единицу 

времени. Эта величина называется силою mo!Ca. Сила тока, отне

сенная к единице сечения, называется плотностью тока i. По зако

ну, установленному Омом, плотность тока определяется напряжением 

электрического поJtя в проводнике следующим образом: 

а· Е. 

Коэфициент пропорциональности а называется удельною эле!С· 

тропроводностью рассматриваемого тела. Для того, чтобы токов 

не было, т. е. чтобы электричество находилось в равновесии в про· 

водниках, необходимо, чтобы ·ВО всех точках внутри проводника 

напряжение было равно ну.11ю: 

О· , V1=const. 

Эго ус.11овие можно выразить и так: в э,,ектростатике каждый 

проводник имеет во всех своих точках один и тот же потенциал. 

Разные проводники, изолированные друг от друга, могут иметь II 

раз.1ичные потенциа.1ы. 

Далее повер2-ность проводника, находящегося в электростатиче
с:ко:м поле, непременно представляет собою э,свипотенциал.ьн)!ю 
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поверхность этоrо поля. Отсюда следует, что ,шнии сил должны 

быть нормальны к поверхности проводника. Это последнее условие 

вытекает между прочим и из следующего соображения: если бы .'IИ· 

нии сил были н.е нормальны к поверхности проводника, а имели бы 

тангенциальную составляющую (по касательной к поверхности), то 

получиJIСЯ бы электрический ток вдоль поверхности проводника. 

Итак условие, которому должно удовлетворять поле у поверхностей 
проводников, мы можем выразить формулой: 

Et=O. 

Выделим мысленно на поверхности проводника небОJ1ьшую пло

щадку dS 'и пусть она заряжена поверхностною плотностью элек
тричества о. Поток индукции этоrо электричества 4по · dS будет, 

как мы выяснюш, посылаться по напрамению н.ормальн.ому к по· 

верхности проводника и притом н.аружу, в ту сторону, rде про

водник граничит с диэлектриком. Выражая поток индукции через 

индукцию и применяя теорему Гаусса, имеем 

D11 dS=4тto · dS. 

Откуда получаем для нормальной составляющей индукции (тан

генциальная составляющая равна нулю) следующее соотношение: 

D11 =4па. 

29. Проводник в здектрическом поде, Задачи, которые мы ре

шали в предыдущем отделе, состояли в том, чтобы по данным за

рядам определить поле, которое было безгранично. Теперь нам 
предстоит рассмотреть более трудные задачи, коrда даны непо

средственно только н.екоторые заряды и дано расположение про

водников в поле. Проводники эти заряжаются через мияние и для 

определения поля требуется предварите,1ьно знать заряды, индуци

рованные на проводниках. 

С математической точки зрения задача представляется в CJ.e· 

дующем виде. Требуется найти такую функцию (потенциал) V, ко

торая удовлетворяла бы во всех точках по,11я вн.е проводников ура

внению Лаш1аса-Пуассона: 

V2 V -4пр, 

которая в бесконечности обраща,1ась бы в нуль и на каждой из 

данных проводящих поверхностен была бы постоянна. При это;.1 

может быть дано распреде,1ение электричества в пространстве, и;ш 
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моrут быть даны значения потенциальной функции на каждой про
водящей поверхности. Точные решения подобных задач, и притом 
в конечной форме, имеются только для простейших случаев и для 
поверхностей простейших форм. Но на практщ<е часто встречается 

расположение проводников, не соответствующее готовым решениям. 

Тоrда приходится довольствоваться приближенным расчетом поля. 
В некоторых с,,учаях может оказать существенную помощь при 
расчете следующее замечание. Если мы уже имеем расчет какоrо

либо электростатического поля и провели в нем эквипотенциаль· 
ные поверхности, то каждая из этих поверхностей может быть за

менена проводящей поверхностью без изменения самоrо поля. дей· 

ствительно на каждой такой поверхности потенц~,ал постоянен и 
линии сил расположены по нормалям; а это и есть то условие, ко

торому должн.а удовлетворять проводящая поверхность в поле. При

меры подобного решения задач нам встретятся ниже. 

30, Подюс вбдиэи проводящей пдоскости. Дан заряд е, поме

щенный на расстояния h от п~оводящей плоскости (рис. 17); требуется 
определить поле и расположени.е зарядов, индуцированных на плоско

сти. Очевидно, что поле будет симметрично расположено относи-. 
• тельно оси h. Поэтому мы возьмем эту линию за ось координат z 

с началом у основания перпендикуляра, опущенного из е на пло

скость. За вторую координату возьмем расстояние r точки р от 
оси z. 

При решении этой задачи мы можем воспользоваться результа
тами, которые мы получили, вычисляя поле двух одинаковых про· 

тивоположных зарядов (27, 24). 
Мы видели, что в поле двух 

одинаковых зарядов противопо

ложных знаков серединная пло

скость представляет собою экви

потенциа.'lьную поверхность, а 

потому она может быть за~1е

нена проводящею плоскостью 

без изменения поля. 

Итак предположим, что кро

ме данного заряда е у нас 

имеется еще второй заряд (-е), 

расположенный по друrую сто

рону проводЯщей плоскости на · Рнс. 17. Заряженная точка вблизи про· 
водящей плоскости. 
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таком же расстоянии h на оси Z. Этот заряд (- е) будет э,1е1<· 
трическим изображением данного ааряf.а + е относительно данной 
плоскости. Расстояние какой-либо точки Р поля от данного за· 
·ряда е может быть выражено через координаты r и z с,,едующим 
образом: 

'1 = v,2+ (z-h)', 

Расстояние тolt же-·точки от заряда (- е) будет выражаться так: -· \ 

Г1= vr~+ (z+h)2 • 

Потенциал обоих зарядов в точке Р будет (при Е = 1) 

Ваяв производные по координатам, получим составляющие на

пряжения поля около точки Р. Но нас интересует расположение 

индуцированных аа'рядов на проводящей плоскости, для этого опре· 

делим составляющую поля по оси z: 

z-h __ _,__h __ \, 

r,2+cz+ h)2)2 ) 

и положим эдесь z = О. Тогда получим полное напряжение поля 

у самой проводящей плоскости, потому что эдесь танrенциа.,ьная 

составляющая равна нулю. Зная нормальную составляющую напря· 

жения и индукции, можем определить и поверхностную плотность 

э.,ектри•1ества а (е мы приняли равным 1) 

Е ,=-= 
4тr 

2eh 
3 ' (r2 h2)-i 

е h 
2тr и3 ' 

и 

I В пос.1едней формуле и означает расстояние рассматриваемой 
точки проводящей плоскости от заряда е. Распо.~южение электри

чества щ1 плоскости по~аэано на рис. 17. Не трудно проверить, что 
в~сь ::~аряд, инлуциро11анныtl на плоскости, равен - е. Эдемент n.'!O· 
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скости в полярных координатах при осевоА симметрии может быть 

положен равным 2ттr · dr, а потому 

00 00 

е0 = ~ •, Zпr, dr=

0

- ~ ;: 2
"'' dr, = 

о о (,2 +h2)2 

+eh [с,2 +h2) -i ]~ =-е. 
Все наши расчеты касаются лишь той половины пространства, 

в которой помещен данный заряд е; по другую сторону плоскости 

электрическое поле равно ну,,ю (потенциал будет тот же, что и 

в проводящей плоскости). · 
Совершенно таким же образом мы могли бы рассчитать поле за

ряда, помещенного вблизи проводящего шара. В этом случае элек· 

трическое изображение данного заряда относительно проволящеrо 

шара нужно расположить соответственно форму.,ам, выведенным 

нами в § 24. Величина же вспомоrательноrо заряда - i уже не 

будет равна данному заряду + е. Аналогичным образом мы могди 
бы решить задачу определения поля и в других· случаях, когда 
форма данного нам проводящего тела вполне (или даже приблизи· 

тельно) соответствует форме эквипотенциальных поверхностей какого-

. нибудь нам уже известного случая эдектрическоrо поля. 
Если сам проводник заряжен, то поле ero зарядов прибавляется 

к тому полю, · которое мы рассчита.,и, предподаrая проводник не

заряженным. 

Большое ко.,ичество _примеров определения поля при помощи 

электрических изображений читатель найдет в указанной нами в 

конце книги литературе. Мы перейдем теперь к тем случаям, когда 

заряды не даны, а известно лишь расположение проводников и их 

потенциалы. 

31. Емкость проводников. По.,ожим, что даны два проводника, 

заряженные равнЫ:\IИ и противоположными электричествами е 

с потенциалами V1 и V2 • Чем больше будет разность потенциалов 

этих проводников, тем сиJiьнее будет напряжение и индукция поля 

между ними, и тем больше будет на проводниках электричества. 

Так как все эти ве.,ичины пропорциона.'!Ьны друr другу, то мы 

можем ПО,10ЖИТЬ 
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Коэфициент С называется е,,исостью данных двух проводни

ков. Оба проводника вместе называются, как известно, ,сонден.са

торо.м, а поверхности проводников, на которых распомrается элек

тричество при заряде, называются об,слад1~:ами этого конденсатора. 

Рис. 18. Система проводников раз11ич
ных потенцнадов. 

Пример такого конденсатора 

мы имеем в известных лей

денских банках. 

В бо.11ее общем с.11учае, 

когда мы имеем целую систему 

провод·ников (рис. 18) с раз

.11ичными потенциалами, количе

ство электричества, находяще

гося на ОДНОМ из них, можно 

определить следующим образом: 

мы раздмяем всю поверхность 

рассматриваемого проводника на 

отдельные площадки так, что

бы с каждой из этих пло-

щадок линии сил шли только ,с одному из всех прочих провод· 

ников. Обозначая выделенные нами таким образом емкости через 

с 1 ,2 , с1 , 3 и т. д., а потенциалы проводников через v,, можем 

написать для количества электричества, находящегося на первом 

проводнике: 

е1 =с1,2 (V1 V2) +с1,э (V1 -- Vэ) +... /; 

Д.11я того, чтобы получить более сю1метричную ф~iУ,'1У, 
мем нулевой потенциал в бесконечности, тогда получи'м: 

при-

В этой форму.1е с11 V1 представляет собою тот заряд, который 

остался бы в первом проводнике, если бы мы удали.~ш все осталь
ные проводники. Совершенно такие же формулы мы можем напи
сать и для количества электричества, находящегося на любом дру

гом проводнике рассматриваемоn системы. Вообще 

е, Сн V1 +с, 2 V2 +с,3 V3 + . · . = ~ с1 , v.. · 
Таких выражений у нас будет столько же, сколько имеется про·. 

водников в рассматриваемой систе:11е. Из этих i линейных уравне-
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ний мы можем определить величины V1 как линеRные функции е1 
и опять получим i выражений вида 

V, = Р11 е1 + Р12 ез+ Р,з еа+ · · · = ~Рп Vr., 

которые тоже будут линейны. Они будут служить для определения 

потенциалов при данных зарядах на проводниках. 

Коэфициенты с,.,, называются е,и,состн.ыми коэфициентами, 
а р1 .,, называются потенциальны,ии . коэфициентами данноR си

стемы. Все эти коэфициенты будут зависеть от формы, величины 

и взаимного расположения проводников; кроме того, как увидим 

ниже, они зависят от диэлектрической постоянной среды, в кото· 

рой находятся проводники. Значение этих коэфициентов станет 

более наглядным на примерах. 

32, Единицы емкости. Из нашего определения емкости непо

средственно следует и та единица, которой мы должны измерять 

емкость. Так например в электростатических единицах потенциалы 

е 
выражаются через количества электричества формулами вида -: ко-

r 
личество электричества, деленное на длину; поэтому ем,сость, т. е. 

отношение количества э,,ектричества к потенциалу, должна иметь 

размер длины и измеряться в сантиметрах. 

, В практических единицах единица емкости называется фарад 

и определяется так: 

кулон 
фарад=--. 

вольт 

Выражая здесь ,сулон и вольт в абсолютных электростатиче

ских и электромаrнитиых единицах, получаем соотношения между 

соответственны:~и единицами емкости: 

фарад 9 .1011 CGS-- Е 10-эcGS М. 

33. Емкость плоского конденсатора. Две изолированных друг от 
друга проводящих плоскости могут быть заряжены противополож

ными электричествами до некоторой разности потенциалов V. Мы 
уже знаем, что при этом между плоскостями образуется одн.ород· 

н.ое электрическое поле с напряжением 
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где d- расстояние между плоскостями, т. е. между обкладками рас· 

сматриваемоrо конденсатора. Плотность эJiектричества на обК.'!адках 

будет: 
еЕ е +a=-=--V. - 4тr 4тrd 

На одной обк;1адке эта шютность будет положительна, на дру· 

rой-отрицатеJiьна. Кшшчество электричества на плоскостях, не имею· 

щих пределов, будет бесконечно великоj а ес.11и мы ограничим наши 

плоскости, то у краев их поле уже не будет однородно. Поэтому, 

оставляя п,1оскости бесконечными (предполагая, что края находятся 
очень далеко от рассматриваемой части поля, да,1еко по сравнению 

с расстоянием между обк.11адками), мы вырежем при помощи трубки 

сил на обеих обк,1адках соответственн.ые площадки S одинако· 
воrо размера и формы и оставим между вырезанными ш1ощадками 

и остальной частью плоскостей промежуток настолько узкий, что

бы однородность по.11я не нарушалась заметным образом. Тогда ко· 

личество электричества на вырезанных частях обкладок будет 

+e=aS, 
и емкость этих частей опреде.1ится форму.1ой 

sS е 
С=у= 4тrd S. 

Следовательно емкость пJiocкoro конденсатора пропорциона,1ьна 

площади его обкладок, диэлектрической постоянной материала, на

ходящегося между обк.1адками, и обратно пропорциона,1ьна рас· 

стоянию между обкладками. 

Заметим, что аналогичные соотношения мы имеем и в конден· 

саторах другой формы, только зависимость от размера площади и 

от расстояния между обкдадками не .1инейная, как в случае п.,оско

rо конденсатора. 

34. Емкость шарового нонденсаrора. Эквипотенциа,1ы1ые поверх· 
ности в виде концентрических шаров мы имели в по.1е одноt! за

ряженной точки и в поле равномерно заряженного шара. Поэтому, 

если мы ю~еем конденсатор, состоящий из двух концентрических 

обкладок, то ~10же~1 написать для разности потенциалов этих обкла

док: 
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где + е есть ко:тичество э11ектричества, распределенного на каждоt! 
обкладке. Отсюда получаем емкость шарового конденсатора 

Ес,1и уда:шть наружную обк.т1адку ... (а также и все поблизости 

находящиеся проводники), то получйм емкость шара (r2 = CIQ) ра

диуса ,1: 

85. Емкость цилиндричесноrо конденсатора. Систему эквипотен

циальных поверхностей в виде концентрических цилиндров мы име· 

ли в поле равномерно заряженноt! линии (35, 26). Равность потен· 
циа11ов двух таких поверхностей с радиусами r1 и r2 равна: 

V = 2-с • lg (;:) , 

rде -с- количество э.1ектричества, приходящееся на единицу длины 

заряженной ;шнии. Количество электричества на всей JIИнии бес

конечно ве:шко; но мы можем и здесь выделить из поля объем, 

оrраниченный двумя ш10скостями, перпендикулярными к заряженной 

линии и отстоящими друг от друга на расстоянии l. Тоrда полу

чаем количество выде,,енноrо электричества 

e=-cl. 

С.1едовате.'!ьно емкость цилиндрического конденсатора с радиу

сами обкладок а и Ь при диэлеюрическоt! постоянной среды в 

может быть вычислена для 1Саждой единицы длины оси ци,1индров 

по формуле (/ = 1): 

При этом мы предпо,,аrали; как н в примере шарового конден

сатора, что обю1адки 1Сою1,ентричны. 

Впрочем концентричность в цилиндрических конденсаторах до· 

стиrается гораздо ,1еrче, чем в шаровых. Перед плоскими конденса· 

торами цилиндрические имеют то преимущество, что влияние краев 

в них меньше. 
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36. Ем:кость двух параллельных круговых цилиндров. Определе

ние емкости двух параллельных круговых ци.'!индров мы можем 

основать на результатах, полученных нами при расчете поля двух 

прямых параллельных линий, заряженных противоположными элек

тричествами с линейной штотностью (36, 27). Мы подучили там 

по:1е, состоящее из цедой системы круговых цилиндрических экви

потенциальных поверхностей кругового сечения. Любые два из этих 

ци.'!индров мы можем принять за обкладки конденсатора, причем 

обкладки эти в противопо.~тожность с.1учаю предыдущего параграфа 

будут не концентричны. Если количество Э11ектричества на длине l 
каждой заряженной линии обозначить через е, то имеем: 

e=lt. 

То же самое количество э11ектричества мы до,1жны принять и 

на наших двух обкладках. А так как разность. потенциалов между 

двумя ЦИJIИНдрами выражается формудою (37, 27) 

V1 V2 =2t · lg (:;)2, 
то емкость конденсатора, из них составленного, при д.1ине оси l = 
= 1 будет определяться формулой: 

!=2 · lg ('Х2)2· 
С . 'Х1 

Практически важен тот с.'!учай, когда оба цилиндра каходцтся 

вн.е друг друга и имеют один.а!(ооые радиусы. Тогда величины х у 

них обратн.ы друг другу, и мы получаем дJ1я емкости форму.1у: 

~=4, lgx2 • 

Подставляя сюда ':1:2, выраженное через радиусы цилиндров R и 
через расстояние между их осями 2 с (29, 27), получаем: 

1 

Приняв во внимание, что одна из э1<випотенциальных поверхно

стей представ.1яет собою плоскость, проходящую по середине между 

обеими линиями, мы можем таким же образом определить емкость 

цилиндра относительно параллельной e1v1y плоскости. Этот случай 

мы имеем, например в телеграфной проволоке, протянутой парал-
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лельно поверхности земли. В этом случае мы имеем, очевидно, по

л.овин.у того по.1щ которое мы имели при двух одинаковых парал
лельных цилиндрах. Разность потенциалов между одним из цилиндров 
и плоскостью будет равна половине разности потенциалов между 
двумя цилиндрами, и следовательно проволока относительно пло
скости будет иметь вдвое большую емкость: 

Большею частью расстояние с бывает настолько больше радиуса 
проволок, что мы можем пренебречь единицею под корнем и упро
стить формуды следующим образом: 

Две проволоки в расстоянии 2с друг от друга: 

J = 4 · 1g ( 2 ; ) . 

Проволока на высоте h от проводящей плоскости:· 

~=2·1g(2';). 

IV, ДИЭЛЕКТРИКИ. 

37. Свойства дизлектриков. Опыт показывает, что не только 
проводники, но и диэлектрики электризуются через влияние, но 
в отличие от проводников на поверхности и внутри диэлектрика, 
помещенного в электрическом поле, появляются всегда парн.ые 
электрические заряды, не отде;химые друг от друга действием элек
трического поля. В каждой паре количество положительного элек
тричества равно количеству отрицательного электричества, и дей· 
ствия этих противоположных электричеств взаимно уничтожались 

бы, если бы они не были сдвинуты друг относительно друга; дру
гими словами, если бы они не образовали бипол.ей. Итак мы должны 
рассматривать диэлектрик в электрическом по.'!е как состоящий из 
бипо11ей, причем момент каждого биполя равен (31, 26) 

р=е ·d. 
Если мы выделим в диэлектрике некоторый элементарный объем 

do и составим (геометрическую) сумму моментов всех бипо,1ей, в 
нем заключающихся, то получим некоторый результирующий мо
мент dp, который можно представить так: 

dp=P. do. 
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Де:ш эту вели•шну на объем do, мы получаем электрическмй 

момент Р единицы объема диэлектрика. Эта величина называется 

степен.ью поляризации, или просто поляризацией диэлектрика. Как 

видим, поляризация, так же как и момент, есть ве~тор, имеющий 

определенную величину и определенное направ,1ение. 

Далее опыт показывает, что в большинстве случаев можно по

ложить поляризацию Р пропорциональной напряжению э,1ектриче· 

скоrо поля в рассматриваемой точке 

Р=~Е. 

Следовательно оба вектора имеют одно и то же направление. 

Исключения составляют кристаллические тела, где коэфициент х 

зависит от направления (представляет собою симметричный тензор). 

38. Потеициа.11 по.яяризоваиноrо ди1.11ектрика. Мы видели, что 

потенциал биполя с моментом р выражается формулой (26, 27) 

Соответственно с этим потенциал поляризованного ди,лектрика 

выразится интегралом: 

V=f(P·V,~)·do, 

распространенным на весь объем диэлектрика. В различных точках 

диэлектрика по,1яризация Р может иметь различную величину и 
1 

различное направление. 

39. По.яяризация и фиктивные заряды. Написанный нами объ· 

емный интеграл можно, пользуясь теоремой Гаусса, превратить в 

интеграл, распространенный по поверхности диэлектрика. В ниже

следующем выражении: 

1 ( 1' 1 P·V-=V P·-)--VP, 
г г г 

второй член справа равен нулю, потому что биполи состоят из двух 

равных и противоположных зарядов и расхождение вектора Р со· 

стоит из двух равных и противоположных частей. Приняв это во 

внимание и · обозначая через Рп. составляющую поляризации, нор

мальную к поверхности диэлектрика, получаем: 

V = S ( Р · V, ~) • do = S V r ( Р • ·~ ,) · do ~ р Р п. !_ · d S. 
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Этот интеграл имеет вид потенциала электричества, распреде
ленного по поверхности S с поверхностною плотностью 

а'=Рп. 

Величина а' называется плотностью фиктивных зарядов диэлек
трика. Слово:.~ фи~тивн.ый желают только обозначить, что эти 
заряды не могут быть отделены друг от друга, как это можно де

лать с зарядами в проводниках. На самом же деле это такие же 

электрические заряды как и в проводниках, только они не сво

бодны, а удерживаются попарно внутри молекул диэлектрика. Когда 
в большом числе молеку,'l положительные заряды сдвигаются отн<Э· 
сите,'lьно отрицательных,. то образуются поляризованные молекулы, 

и если сдвиги эти произошли в непосредственной близости от по

верхности диэлектрика и в одну сторону, то на поверхности полу

чаются заряды одного знака, которые можно обнаружить. Конечно 

при этом на других частях поверхности того же диэлектрика дол· 

жны появиться заряды противоположного знака и притом в таком 

же количестве. 

40. Соотношение между коэфициентами диэлектрика. Коэфи· 
циент электризации х, который мы ввели выше, может быть опре· 

делен из диэлектрической постоянной е диэлектрика; ведь и ди

электрическая постоянная была нами введена потому, что диэлек

трик поляризуется и изменяет силы взаимодействия между зарядами 

(3, 3). Проще всего , мы получим соотношение между х и е, если 
рассмотрим какой-либо элемент поверхности проводника, гранича

щий с диэлектриком. Обозначим через а действительные заряды на 

поверхности проводника, а через а' - фиктивные заряды на приле

гающем диэлектрике. Оба рода зарядов противоположны по знаку. 

Напряжение э,1ектрическоrо поля должно быть нормально к по
верхности проводника и будет обусловлено как действите.1ьными, 

так и фиктивными зарядами, а именно: 

Еп = 41t (а- а'). 

Определяя отсюда а и подставляя в наше прежнее уравнение 
для индукции, получаем: 

Но так как 
D11 = еЕп= 4тта =Еп + 4тт,1 • 

то получаем: 

1= 1 +4ттх. 
4 Э I с е в в а 11 • )1, Теоретачооная физика, ч. VI, 
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И дш1 плотности фиктивных зарядов имеем формулу: 

' $ 
а= 

41. Условия на поверхности диэлектриков. Положим, что два 

различных диэлектрика с диэлектрическими постоянными s1 и в2 
соприкасаются друг с друго)1. Выде;шм rде·,1ибо на поверхности 

соприкосновения диэлектриков э.,ементарную п,1ощадку dS и по

строим на ней очень низенький ци.,индрик с образующими, нор

мальными .к поверхности. Часть этого цилиндрика пусть будет с 

одной стороны поверхности, а другая часть-с другой стороны. При· 

меним к объему этого цилиндрика теорему Гаусса, в предположе

нии, что поверхность диэ.,ектрика не несет на себе никаких дей· 

ствительных зарядов. Тогда получаем уравнение потоков: 

Dп 1 dS Dп2 dS=0. 

Откуда с,1едует, что 

Dn1=Dn2• S1Еп1=в2Еп2· 

Следовательно величина нормальных составляющих индукций 

~ обеих сторон пограничной поверхности диэлектриков одна и ta 
же. Отсюда следует, что нормальные составляющие напряжения поля 
будут для обеих сторон разные: 

Еп1 =!! 
Еп2 11. 

Для того, чтобы вывести соотношения между тангенциальными 

составляющими напряжений, мы поступим следующим образом. 

Пройдем по поверхности раздела обоих диэлектриков внутри пер

вого диэлектрика по направлению тангенциальной составляющей 

напряжения поля Et1 ; пройдя путь ds, мы по11учим падение потен· 

циала Etl ds. Затем пройдем сквозь поверхность на другую ее 

сторону, внутри второго диэлектрика, оставаясь в непосредственной 
близости от поверхности. Так как путь, по которому мы прошли 

при этом, бесконечно мал в сравнении с путем ds, то потенциал 

останется неизменным (потенциал непрерывен, и следовательно один 

и тот же по обе стороны поверхности). Далее пойдем внутри вто· 

рого' дюэ.,ектрика по пути обратному - ds; падение потенциала 

окажется равным - Et~ ds. 

"'======================='============.':! 
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Ec.JJи мы теп:;рь опять пройдем сквозь поверхность, то придем 
в исходную точку, и nодное падение потенциала 

том пути до,1жно равняться нулю (12, 12); 

Отсюда следует, что 
Eil ds Et2 ds = О. 

на нашем замкну· 

т. е. тангенциальные составляющие напряжения поля по обеим 

сторонам поверхности раздела обоих диэлектриков одинаковы. 

В тако1.1 случае танrенциаJiьные составJiяющие индукции будут 

разные 

42. Преломление линий сил. Из то11ько что поJiученных нами 

усдовий на поверхности раздела 

' двух диэлектриков следует, что JIИ· 

нии сил будут у этой поверхности 

сразу менять свое направление. Обо

значим углы, составляемые направ,1е· 

нием линий сил с нормалью к по· 

верхности в первом и втором ·диэлек· 

трике, через а1 и а2 ; направление 

нормали возьмем от первого диэлек

трика ко второму (рис. 19). Тогда 

поJiучаем для нормальных и танген· 

циальных составляющих поля следую

щие уравнения: 

011 Ot,. 

~"~~~~~-! 
i 
1 
! 
: ···-·················· ... 'i' 
Dг Оп, 

Рис. 19. Преломление линии сил. 

Dnl = s1 Еп1 D1 COS а1 ; 

Dtl = s1 Et1 = D1 sin Gtз_; 
Dn2 = !2 Еп2 =Ds COS cz.; 
D~ = в2 Et2 = D 2 sin а2 ; 

откуда следует, что 

Е 'D 
tg Gl1 = _Д_ = "_Д_ j tg Gl2 

Еп1 D,11 

Разделяя первое уравнение на второе, получаем: 

tg Gl1 - !1 

tg Glz - S9 • 

Это равенство представJiяет собою закон преломления линий 

сщ1 у поверхности раздела двух диэлектриков. YroJI а будет в том 



52 ЭЛЕКТРОСТАТИКА И МАГНИ.ТОСТ<\ТИКА 

диэлектрике больше, который имеет большую щ1электрическую по

стоянную. 

Закон прмомления линий сил хотя и напоминает собою закон 

преломJтения лучей света, однако там мы имеем отношение синусов 

а эдесь отношение тангенсов. Д,1я лучей возможны случаи полного 

внутреннего отражения; для диний сил такие с.1учаи невозможны. 

43. Сгущение линий сил. Из формул предыдущих параграфов 

с.r1едует, что: 

Это означает, что индукция будет в том диэлектрике бо,1ьше, 

где cos а меньше, т. е. где угол а больше, т. е. где диэлектриче

ская постоянная больше. Значит линии сил при переходе в среду. 

с б6.1ьшей диэлектрической постоянной сгущаются. (Ср. рисунки 
в Общем курсе эдектричества.) Сгущение аависит и от угла, обра

зуемого линиями сил с нормалью к поверхности. Для нормальных 

линий никакого сгущения не будет. 

Для напряжения поля мы имеем следующие соотношения: 

Eti = Е12 ; Е1 sin а1 = Е2 sin а2 • 

Эти соотношения тоже указывают, что в диэ.1ектрике с боль· 
шей диэлектрической постоянной происходит сгущение линий сил. 1 

44. Равномерно поляризованная пластинка. Мы займемся теперь 
определением подя равномерно поляризованных диэлектриков и 

начнем с самого простого случая равномерно по· 

,1яриэованной п,1астинки. Сперва представим себе 

пластинку, заполненную положительными и отри

цательными зарядами с равномерною плотностью 

+1=====1-+-- р р. Затем сдвинем все положите,1ьные заряды на 

дпину dn по направ,1ению, нормальному к погра· 

ничным плоскостям пластинки. При таком сдвиге 

единица объема димектрика будет иметь элек

трический момент р · dn. Это и будет поляризация 
Рис. 20. Поля- пластинки (рис. 20): 
рнзованная пла-

стинка. Р =· р · dn. 

Да,1ее при таком сдвиге та плоскость, по направлению к ко

торой мы сдвинули положительное электричество, зарядится поло

жительно, а другая плоскость, от которой отошли положительные 

ДИЭЛЕКТРИКИ 53 

заряды, зарядится отрицательно. Поверхностная п,1отность фиктив

ной э,1ектриэации будет равна: 

a'=p·dn=Pn, 
т. е. равна нормальной составляющей по,1яриэации, как это мы уже 

доказали ( 40, 39) для самого общего случая. 
Определим поле полученных фиктивных зарядов. Поле двух за· 

ряженных противоположными электричествами плоскостей мы уже 

определяли раньше (22, 20), а потому можем написать (s = 1 ): 

~=-4ттР. 

Знак минус у нас поставлен · потому, что напряжение внутрен

него поля противоположно сдвигу зарядов dn и следовательно про· 

тивоположно по,1яриэации Р. 

45. Равномерно поляризованный шар. Опять представим себе 

шар заполненным равномерно электричеством п.,отности + р. Ко

личество электричества каждого знака, находящегося в объеме шара 

радиуса а, равно: 

4 . 
+е=зтtа3 ·(+р). 

Теперь сдвинем положительные заряды относительно отрица

тельных параллельно оси ОХ на некоторую д:шну dl; мы получим 

равномерную поляризацию ша

ра (рис. 21): 

P=p,dl, 

а на поверхности его появятся 

фиктивные заряды с плот-

ностью: ' 

a'=Pcosa=Pn, 

где · а есть угол, образуемый 
радиусом шара с осью ОХ. Рис. 21. Поляризованный шар. 

Электрический момент всего шара будет равен: 

4 
e·dl= ттаэ,р, 

Мы по.1учиJ1и раньше (26, 23) выражение для потенциа,1а равно
ыерно заряженного шара для точек внутри не1·0 в виде: 

V,=;a ( 3-~; )· 
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Отсюда получаем для потенциала двух сдвинутых друг относи
тельно друга шаров с одинаковыми зарядами противоположного 
знака: 

При малом сдвиге мы можем положить [ как мы дела,ш в с.11у
чае биполя (25, 25)], (r1 + r 11 ) = 2r и (r1 -r

2
) = dl • cos а:. А так как 

r cos а:= х, то получаем: 

Как видим, потенциалы внутри шара растут пропорциона,1ьно х. 
Это означает, что напряжение пот, тоже направ.'!ено по оси ОХ 
и равно: 

Таким образом величина напряжения поля во всем шаре одна 
и та же и направлена противоположно поляризации. 

Что касается наружного поля, то, приняв во внимание, что на
ружное поле каждого шара такое же, как если бы весь заряд его 
был сосредоточен в центре (21, 23), мы заю1ючаем, что поле обоих 
шаров эквива.1ентно полю двойного полюса, помещенного в центре. 
С.11едовате,1ьно для потенциала наружного поля мы до.11жны написать: 

V =e·dlcosa: = 4rr аэр~ 
• 3 r2 · 

По этому потенциалу можно вычислить все наружное поле. 
46. Равномерно поляризованный зллипсоид. Мы не будем здесr, 

приводить довольно сложные формулы, поэво.1яющие вычислять 
по.~1е равномерно заряженного э,1липсоида (читатель может найти 
их в курсах Теоретической астрономии, а также в части Ш этого 
труда, в Механике твердого те.'!а), а ограничимся общим описанием 
результатов вычислений поля, которые могут иметь и практ.ическое 
знач~ние. 

Прежде всего заметим, что те,1а эллипсоидальной формы зacJJY· 
живают особого вни:.1ания потому, что под действием однородного 
внешнего поля они поl!яризуются равно.мерно, т. е. их внутреннее 
поле остается однородны;.е; однако sто nоле ю1еет другую ве.rrичину 
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и другое направление, чем поле внешнее. Однородность внутрен

него поля очень важна, например при опытном исследовании по· 

ляризации (электрической, а также и магнитной) тела под дейст· 

вием внешнего однородного поля. Обыкновенно придают телу форму 

удлиненного эллипсоида вращения; при сравнительно большом удли· 

нении это будет почти цилиндр с закрутенными концами. 

Потенциа,1 равномерно заряженного эл,шпсоида выражается фор

мулою вида: 

V = 4n: аЬср [ D -Ах2 - Ву2 - Cz2], 
3 

где а, Ь, с означают длины полуосей эдлипсоида; :.1ножитель вне 

скобок имеет значение объема эллипсоида, умноженноrо на п,1от· 

ность электричества: 

4n: 
-аЬс·р=е, 
3 

и представляет собою весь заряд эш1ипсоида е. Что же касается 

коэфициентов D, А, В, С, то они вычис.11яются при помощи инте

гралов особого вида, которые мы считаем излишним приводить 

здесь. Для внешних точек по,1я значения коэфициентов зависят от 

но.'lожения той точки, для которой мы вь1числяем потенциа,1, между 
тем как ддя всех внутренних точек эти коэфициенты одни и те же. 

Рнс. 22. По.1яр11зованный э1иипсоид. 

Значение их вполне определяется длинами полуосей э.1.1нпсоида; 

при этом большей по.1уоси соответствует .~tеньишй коэфициент. 

Нас будет интересовать потенциал то.1ько внутренних точе.1-:. 

Иа потенциа.,а равномерно заряженного эл.~иnсоида не трудно 

получить потенциа,1 равномерно поляризован.н.ого эллипсоида путем 

сдвига (рис. 22), как ето мы де11аю1 в предыдущем параграфе 

в с.1учае шара. По.1ожю1, что сдвиг nо,1ожитет,ных зарядов отно-
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сительно отрицательных произошел на некоторую длину dl, проек
ции коей на оси координат равны соответственно dx, dy, dz. 
Тогда проекции на эти оси, поJ1учившиеся от сдвиrа поJ1яризации, 

будут: 

и сдедовательно потенциал равномерно поляризованноrо эллипсоида 

выразится так: 

V1 = О [АР хх + ВР уУ + СР zZ], 

rде О - объем эллипсоида. 

Ддя эллипсоида вращения два из этих коэфициентов одинаковы, 

а для шара мы имеем а= Ь = с, и также 

На основании выражения для потенциала мы получаем д;1я со

ставляющих напряжения э,1ектрическоrо поля выражения: 

Е =-0,ВР; 
у у 

которые показывают, что напряжение поля внутри эюшпсоида везде 

одинаково; мы получили с:1едовательно однородное электрическое 

поле. Составляющая напряжения вдоль той оси, которая дJшннее, 

имеет меньший коэфициент. Этоrо и следоваJю ожидать, потому 

что при более длинной оси поверхностные заряды дальше раздви- · 
нуты и поле их естественно будет с.11абее. Так как коэфициенты 

для разных осей имеют различное значение, то по.r1е напряжения 

не будет направлено противоположно по.11ю поляризации, как это 

мы имели в случае плоскости и в случае шара, а оба однородных 

по,1я будут составлять между собою некоторый уrол. Этот уrол 

можно опредедить, составив скалярное произведение векторов Р и Е, 

а именно: 

(Р· Е) = Р,Е cos (Р·Е) =-О· [АР;+ BPJ + CJJ;]. 

ToJIЫ{O в тех с.1учаях, коrда поJ1яризация направлена по одной 

из ocett эдлипсоида (например коrда Ру= Р1 = О), напряжение 

поля имеет направJJение по той же оси, но в противоположную 

сторону. 

47. Слоистый :нонденсатор. До сих пор ыы опредедя11и пoJJe по 

данмй по.11яризации. Но это с.1уж1то то11ы{о подrотов!{ОЙ для ре-

• 
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шения задач более общеrо характера, так как на самом деле ПОJIЯ· 

ризация обы1:<новенно не дана, а ее требуется определить по дан

ному внешнему поJ1ю, в которое помещен диэ11ектрик. 

Мы начнем опять с самого простоrо случая. Пусть расстояние 

между обкладками конденсатора равно d см, диэ.11ектрик между об· 
кладками состоит из двух с.11оев толщиною d1 и d2, с диэ.11ектри· 
ческ,ими постоянными 81 и 82 (рис. 23), причем 

d1 +d2=d. 

Каковы бы ни были заряды обкладок, очевидно, 

что поле подучится однородное с линиями сил, пер· 

пендикулярными и к обк.11адкам и к поверхностям 

диэJ1ектриков. Поэтому нам достаточно опреде.'!ить 

емкость этоrо слоистоrо конденсатора. Тоrда при 
любой данной разности потенциа.11ов меЖду обмад· 
ками мы можем J1erкo вычислить напряжение по11я, 

индукцию, действительные и фиктивные заряды. 

Прежде всеrо напишем выраженliе для индукции 

поля, которая норма.1ьна к поверхности разде.11а обоих 
диэJ1ектриков, а потому будет . во всем конденсаторе 

одна и та же: 

с 

Рис. 23. Слои
стый конден

еатор. 

rде а - поверхностная плотность э,1ектричества на обк,'lадках; Е1 и 
Е2 - напряжение по.11я в том и друrом диэлектрике. Д,1я разности 

потенциаJIОВ между обк.11адками имеем: 

V=E1d1 +E2d2• 

Заменяем здесь напряжения через индукцию по вышенаписан

ному уравнению: 

V = D (d1 + d 2 ) = 4тrа (t!.i_ + d,) 
!1 !2 s1 s2 

н получаем для е.лшости • каждого 1евадратного сантиметра об· 
к.~адок конденсатора фopr.iy.ТJy: 

!__ = _!:.. = 4тr ( tt1 d2 \). 
С а \ Е1 !2, 

Ес.'lи перный диэ.11ектрик занимает все пространство между обклад• 

I<ами, то имеем (d1 = d; d2 = О): 
1 4ттd 
с=-7 
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в соrдасии с формулой, по,'lученной нами раньше ( 44, 33). 
Не трудно опреде,'lить и плотность фиктивных зарядов того и 

другого диэлектрика: 

G1='l.1E1= е1-1 !1 . 4тт -е-1а, 

_. _ 12 - 1 D е2 - 1 
G2-'l.aE2--- · =--а. 

!2 !2 

48. Шар в однородном электрическом поле. Дано однородное 

электрическое по,'lе напряжения Е, образованное далеко отстоящими 

зарядами; в это поле помещен шар радиуса а с диэлектрическоlt 

постоянной е2 , от,1ичной от диэлектрической постоянной 11 осталь

ного пространства. Под в,1иянием данного внешнего поля Е дr • 

электрический шар поляризуется, и требуется опредмить ero поля

ризацию. Попробуем задаться решением в виде однородной поля· 

риэации и посмотрим, можно ли таким решением удовлетворить 

условиям на границе диэлектриков, о которых мы rовори,1и раньше 

(50, 41). Мы знаем, что при однородной поляризации напряжение 

поля внутри шара определяется форму.1ой (54, 45): 
4п 

Е1=-3 Р, 

в то время как напряжение поля снаружи шара эквива.~ентно полю 

двойного по,1юса с моментом: 

4тr 
Р=3аз,р, 

Поэтому радиальная и нормальная к радиусу-вектору составляющая 

напряжения по,'lя опреде.~яется формулами (33, 25): 

Е' = 4п зр 2cosa. Е' = 4тr эpsina 
er 3 а. ' et 3 а ' 

где а означает угол, составляе)1ый направлением радиуса-вектора 

с направлением поляризщии. Составляющие данного внешнего поля 

по тем же направлениям будут: 

Е cos ,.; ···· Esin а. 

Таким образо:.1 внешнее по.1е и ло:1е 1rо,1ярнзованноrо шара в.месте 

у поверхности шара, где r = а, дадут нормаJJьную и тангенцна:н,. 

ную составJJяющую наружного ло,~я: 

Е,., (Е --f-- Sтт Р) ccs ::i: ,::..--::с r. ····· Е-;- ·~1! Р) siп ;;.. 
,:, 1 \ ,) : 

ДИЭЛЕКТРИКИ 

Внутри шара тоже будут действовать д~а поля: данное поле Е 

и внутреннее поле Et поляризованного шара. Составляющие этих 

полей у поверхности шара будут: 

Е,,= ( Е- 4тr Р) cosa; Ее1= (-в+ ~7t P)slna. 

Теперь ДJJЯ удов,1етворения пограничных условий нам необхо

димо приравнять нормаJJьные составJ1яющие индукций и танrенциапь

ные' составляющие напряжений поля по обеим сторонам ( снаружи 
и внутри) шаровой поверхности диэлектрика. Мы получаем таким 

образом два уравнения: 

е1 ( Е + B1t Р) = г2 ( l: - ~~ Р): 
4тт 4п 

-Е зР=-Е+зР. 

Второе уравнение удов.11етворяется само собою и означает тоJJько, 

что наше предположение об однородности поляризации правильно. 

Первое же уравнение позволяет определить и ве,1ичину этой поля-

ризации: 

Плотность фиктивных зарядов на поверхности шара опреде· 

лится формулой: 

а'=Р =Pcosa. 
п 

Практически имеет интерес величина результирующего поля 

внутри шара: 

Е,=Е- 4тт Р= 3ё1 Е. 
е2 + 2е1 

Таким обраао~1 ~IЫ по.1учили все желае~1ые данные, выраженные 
через веJJичнну Е напряжения внешнего поля (рис. 24). 

Мы можем воспользоваться нашими формулами для вычисления 

зарядов, по,1учающихся на проаодяще.1t шаре (рис. 25), помещенном 
в однородное электрическое поле. Но в проводнике, как мы :таем, 

не образуется поляризации, и мы должны в наших формулах в~1есто 

поляризации Р внести ве:шчину р, т. е. э,1ектричес1шй момент 

11ндуцированных на шаре зарядов. Производя эту замену в выше· 

11аnис1tнном уравнении танrенцштып,,х ~оставляющих напrяжений 
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у поверхности шара (второе из двух уравнений) и имея в виду, что 
тангенциальные составляющие на поверхности проводника должны 

быть равны нулю, получаем: 

0=-E+L· р=Еаз. 
аз ' 

Рис. 24. Диэлектрический шар в 
однородном поле. 

~~---

------Рис. 25. Проводящий шар в 
однородном поле. 

Нормальная составляющая индукци.и у поверхности шара (пер
вое из двух уравнений для поверхности) получается равной: 

D = г1 ( Е+ ~п cos cz = 3г1Есоs а:, 
и следовате,1ьно поверхностная плотность действительных зарядов, 

образовавшихся на шаре под действием данного поля, равна: 

3 
а= 4тт г1 Есоs а. 

Заметим, что все эти формулы для проводящего шара мы можем 
получить из формул диэлектрического шара, положив г2 = оо. 

49. Общая задача электростатики. В зак,1ючение этого отдела 
мы считаем полезным дать некоторое понятие о формулировке за

дач, встречающихся в элекростатике в самом общем виде, хотя 

должны прибавить, что для решения подобных задач не имеется 
общих методов, а приходится подбирать похдnдящие решения. 

В большинстве случаев задача состоит в следующем. Дано рас
пределение электричества в пространстве, т. е. дана плотность эле

ктричества р как функция координат (поверхностные заряды мы 
представляем себе распределенными очень тонким с,1ое)1, а заряжен

ные moчlCu -- небольшими объе~1ами с объемною плотностью элек
тричества р); кроме того дано распреде.1ение проводников и изо
ляторов, диэлектрические постоянные ; пос.1едних или их поля

ризация Р. Впрочем в э.1ектростатикr 1ю.1ярюация редко бывает 
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дана, ее обыкновенно нужно определить; в магнетизме, где ставятся 

аналогичные задачи, часто бывает дана и магнитная поляризация, 

например в постоянных магнитах. На основании этих данных 

требуется определить напряжение поля, индукцию, поляризацию, 

индуцированные заряды и силы, действующие в различных частях 

поля. 

Математически эта задача ставится так: 

Требуется найти такую функцию координат V-потен.циал поля, 

которая удовлетворяла бы во всех точках, где имеются заряды, урав· 

нению Пуассон.а: 

а во всех точках, свободных от зарядов, -уравнению Лапласа: 

д2 V=O. 

"Если эта часть задачи решена, то по известному потенциалу 
не трудно определить и все другие величины. Но уравнения с ча

стными производными допускают, вообще говоря, бесконечное мно

жество решений, из которых нужно выбрать такие, которые кроме 

того удовлетворяли бы добавочным пограничным условиям. Такие 

пограничные условиSJ имеются на поверхностях проводников, а именно: 

во всех точках проводника потенциал должен быть один и тот же; 

следовательно 

V1 =· const; Е1 = О; Et = О, 
тогда как у поверхности диэлектриков должны быть соблюдены 

условия: 

Dn = г1Е,11 = е2 Еп2 ; Et1 = Е12 . 

Иногда встречаются поверхности, где потенциал прерывен.; на 

этих поверхностях нужно предполагать распределенным двойной 

слой электричества с плотностью моментов (24, 22): 

е 
р= 4тт(V+- V_). 

Наконец, если рассматриваемое поле безгранично, то должно 

быть дано значение потенциала в бесконечно удаленных точках; 

обыкновенно потенциал в бесконечности принимают равным нулю. 

Спросим себя, каким путем можно получить решение поставлен· 

ной таким образом задачи. Для этой цели можно воспользоваться 

тем обстоятельством, что основное диференциальное уравнение 
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Пуассон.а-Лапласа лин.ейн.о; :шнейные же уравнения обJ1адают тем 

свойством, что если нам известен целый ряд решений, удовлетво

ряющих диференциалыюму уравнению, то суыма этих решений 

с произвольными постоянными коэфициентами тоже будет удов,1е· 

творять этому уравнениrо. Мы должны с.1едовате:1ьно постараться 

так составить эту сумму, чтобы она удовлетворяла и пограничным 

условиям. Для некоторых простых фор~1 проводников и диэлектри· 

ков (шар, цилиндр, этшпсоид, тороид и т. д.) математикою выра· 

ботаны специальные ,методы, как нужно определять такие суммы, 

когда условия на поверхностях даны в виде определенных функций 
координат. В других с.1учаях приходится дово,1ьствоваться прибли

жен.н.ы.ми решениями. Наконец, еслн все эти способы недостаточны,· 
то лучше всего прибегнуть к н.епосредствен.н.о.му опыту с -~оделью 

рассматриваемого по.r~я. Такая модель попя может быть составлена 

даже из явлений, лежащих вне электростатики, но в 1<оторых тоже 

имеется своя потенциа,1ьная функция с ана,1оrичными свойствами. 

Самый простой случай мы имеем, когда поле безгранично и 

когда все заряды, все поляризации и все прерывности поля не· 

посредственно даны. В таких случаях потенциальная функция опре

деляется интегралами (ер. ч. 1, 103, 93): 

6 
(V+- V_)dS. 

В тех случаях, когда кроме зарядов дано распределение провод

ников и изоляторов, все безграничное поле разделяется поверхно-

. стями этих тел на отдельные ограниченные объемы; обыкновенно 

рассчитывают поле в каждом из этих объемов отдельн.о. Прежде 
всего рассчитывают по,1е местных зарядов, находящихся внутри рас

сматриваемого объема по вышенаписанным формулам, а затем при

нимают для расчета существование н.аружн.ых зарядов, не тех, ко

торые даны в задаче, а таких, которые вместе с известными н?м 

внутренними зарядами образовали бы поле, удовлетворяю~ее усло

виям на границе рассматриваемого объема. Так именно мы и по

ступа,1и при расчете полей в предыдущих отделах, вводя в расчет 

мектрические изображения (39, 30) и задаваясь моментом биполя 
внутри диэлектрика и проводника (58, 59, 48) при расчете внеш

него по.1я. Мы должны здесь ограничиться этими общими указани.!'ми; 
подробности читатель наt1дет в специа,1ьных курсах математи1<и. 
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У. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ. 

50. Работа при движении заряда в поле. Мы знаем, что на за

ряд е, находящийся в поле напряжения Е, действует электрическая 

сила 

F=e·E. 

Если этот заряд е от каких бы то ни бьто причин переместился 

в поле на расстояние ds, то работа, затраченная на это перемеще

ние равна: 

-dU=(E,ds)e. 

Зна~< минус мы постави,1и потому, что положительн.ой + dU 
мы считаем работу вн.ешн.ей силы, которая передвигает заряд про

тив действия cи.ri поля. Тогда работу си.ТJ самого поля мы должны 

считать отрицательной dU. Каждая работа связана с изменением 

энергии системы. Когда энергия из какого-либо постороннего ис

точника совершает работу + dU, то и приращение энергии рас

сматриваемого электрического поля будет равно +du. Наоборот, 
когда само по11е, передвигая заряд е, совершает работу - dU, то 

энергия поля у.мен.ьшается, причем ее уменьшение будет равно 

-dU. 
Выражая напряжение поля через потенциал 

oV 
Е=--., dS ' 

мы можем и работу перемещения заряда в поле выразить через 

потенциалы начальной и конечной точек этого перемещения: 

2 

V=e r iJV ds 
\ дS 
'i 

Вычислим полн.ую эн.ергию поля, т. е. ту работу, которую 

нужно было затратить, чтобы получить данное распо,1ожение зарядов 

друг относите,1ьно друга. Так как работа в электростатическом 

поле не зависит от того, по какому пути мы передвигаем э,1ектри· 

ческие заряды, а только от начальной и конечной точек этого пути, 

то мы можем себе. представить данное поле образованным переме

щением_ каждого заряда из бесконечно уда,1енной точки в ту именно 

точку, в которой он теперь находится. Но при этом не нужно 

упускать из вида, что вместе с перенесением зарядов будут нзме-
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няться и потенциалы. Мы предположим, что перенос эпектричества 

совершапся такими ма,1ыми порциями de, что потенциа,1 V во время 
такого перенесения можно считать неизменным. В таком спучае 

работа перемещения каждой порции заряда будет равна: 

dV= V,de. 

Для опреде,1ения всей работы, необходимой для образования за

ряда е в расс~1атриваемоt1 точке пространства, нужно вычис;1ить 

интеграл 

Наково бы ни было распределение зарядов, мы всегда можеы 

положить потенциал пропорциональным заряду (ер. 41, 31): 

V=p·e, 

и тогда величина интеrрапа будет равна: 

е 

U1 = р 1 е, de = ; ре2. 
о 

Заменяя здесь коэфициент пропорцион.апьности р его выражением 

через заряд и потенциал и приняв во внимание, что в исходной 

точке, т. е. в бесконечности, потенциал равен нупю, подучаем д;1я 

всей работы: 
1 

V1= 2 eV. 

Такие выражения мы получим для l(аждо~о заряда, и следо

вате,1ьно энергия всех зарядов вместе будет выражаться суммою: 

Ес.1и заряды расположены в поле с объемною плотностью р, то 

мы получим: 

V= ~ i Vp,do. 

Ес.1и мы введем в выражение энергии емкость конденсатора при 

помощи формулы: 

e=CV, 
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то получи~ ~.r1я энергии эаряженноrо конденсатора формулы; 

1 1 , 1 е2 
U= 2 eV= 2-CP= 2 · 

51. Энергия злентростатическоrо поля. Потенциа:1ьную энергию 

электрических зарядов можно представить в другом в.ид~. а именно 

положив: 

1 
р= 4тrdlv0. 

Мы ыожем преобразовать интегра,11 предыдущего параграфа на осно· 

вании тождества (интегрирование по частям): 

(div D)· V = div (О· V) -- О grad V= div(D· V) + (DE). 

Подставляя это выражение в форму,1у дм энер,нн, получаес\1: 

1 ,, 1 " 
И=втr ~div(D· V)·do+sтr \ (O·E)·tio. J ,1 

Первый нз этих. инте1·ралов мы можем на основании . теоре~1ы 
Гаусса преобразовать в поверхностный интеграJТ: 

(' (' j div (V ,O)·do= j V, D,1 ·dS. 

Пред110J1агаs1 границы nо,,н в бесконечности, где V = О II D=O,. 
мы rюлучае1\t 11 результате интегрирования нуль, н следователыю 

И= ;тr j (D·E),do. 

Это1' резу,1ьтат мы можем то.'!ковать следующю-1 образом: энер· 

гня элек1·ростатическоrо поля распределена в 1ipocmpaнcm8e, занR· 

11ю.1t 11оле.t1., с плотностью 

1 
U=-DE 0 8тr 

Таким обраЗQ\1 д.1я энер1·ии эле~.трическоrо nо:1я у нас имеются два 

1:1ыражения: 

1 , 1 \ И=·-~ п, V·do~=- (D ·E)·do. 
2 l г 8тr 

11,,.' -.,, 

Первый интеrра;1 распространен на все объемы, где нмеются зл· 

ряды, тогда как второй интеграл расnространен на весь объем са
мого поля, где зарядов может 11 не быть. Поэтому естественно за· 
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даться вопросом, r,1e же на саМО)! де:1е находится э11ектрическая 

энергия-·-» зарядах н,ш в no.1e. Равенст~ю наnнсанных выше инте

rра:юв означает то:1ько, что ;шя rе111еню1 задач эле,,тростшта,:а 

беэразт1ч1ю, !'де мы будем с 111пать 110~1ещеннnю энергию, я зарядах 

и.'lи в по,1е; о;:щако ноэдиее мы увидим, что в полях 11,естатаче

скttх электрическое поле )южет оказаться н без зарядов: линии 

си.1 нестатическоrо э.1ектрическоrо поля ~roryт образовать за.щ<11,у. 

тые кривые, Так как и эти нестатические пmш тоже обла· 

дают энергией, хотя они и без эарядпв, то мы приходим I< эакmо· 

чению, что энергия раслреде11ена не в зарядах, а в само:1-1 пож•. 

В частном случае, 1<оrда поле Э,'lеюростатичеСl(ое, мы можем вы

чис11ять энергию по данным зарядам, потому что эти заряды в1~олн.с 

опредмяют собою поле; в более общем случае одних эарядов не

достаточно д.,я опреде.r~ения поля. Таки.;1 обраэом второй иэ выше

нап исанных интегралов имеет более общее значение. 

Мы можем даже еше обобщить нат резулиат, написав мя 

nлотности энергии; 

1 
llo=fn (D· Е). 

Эта формуJ1а применима и к тем с.;1у11анм, 1<01·да налрнжение и 
индукция по.1я имеют неодинаковое направ:1ение, как например 

в !(ристалш1ческих те.t'!ах. 

52, Теорема Уипьяма Томсона · (Непьвина). Толrсон. доказал 
очень важную теорему, что из всех возможных э:1е1причес1шх: по-

11ей, удов,'Jетворяющих данным пограничным условиям, электроста

тическое поле имеет н.аtt.:Jtен.ьи,ую энергию. 

Предположим, что вам дано э,1ектростатическое нот:, в 1,отором 

1шдукция связана с плотностью зарядов .:оотношеннем: 

div D = 4ттр. 
Количество ~ме1.:тричества, распределенное на поверхности 1,акоrо· 
,r~ибо проводннЮ1, равно: 

.. 1 ,.. 
е1 = J ,-dS=-;; 4п.\ D 11 ,dS 

(буквой I мы обоэначнлн номер nроводию-з). 
Положнм да.1ее, что индукция везде прспорцtrонат,на t~апряже

нню полн 

D=tE. 
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Так как это поле электростат11 1 1ес1ше, то оно нмеет потенциал, и 

следов.ателыю :,южно положить 

Е =., grad l'. 

Потенннал этот для каждого проводника в отде:1ыюсти поt:тоянен: 

V1=const. 

Все это условня для впо1те эJiектростатическоrо поля. Те11ерь 

прибавны к э1·0:riy эпектростатнческому по,'lю некоторое поле на

пряженш1. Е\ кот0рое не должно изменяп, нн пограничные условия 

н нн расположение зарядов. То1·да для этого добавочнщ·о по.~я мы 

имеем: 

div (жЕ') О; <=J (sE:)-dS= О. 
Прибавочное поле коне•ню изменит 1:1апряжение поля, н ~IЬ! no· 

.1учнм ре::1улыпирующее напряжение, сложив геометри•1ески 

Е Е1. 

Гlлотностr, энер1·н и по11я -rоже И:\мен111сн н 6удет: 

Следовательно полную энергию но:ш ~,ы ,южем тенер1, Rыраз1п~. 

·гак: 

Докажел1, что посшдвий интеграп р8нен · нуто. Для этого пре· 

образуем ero по форму.11е: 

(Е· гЕ') --- (grad ,1 · еЕ') div ( V, iE1
) V · dfv (r~1

). 

Но расхождение вектора аЕ' по ус.,овию равно 11уаю, и у нас 

остается то.1ько первый член правом части · равенства, которыn прн 
подстановке в интеграл даст нам (по теореме Гаусtа) интеграл, 

распространениыА по поверхности по:~я: 

Но поверхнос,,ью пащеrо пш1я служ,п, но·nерных, бесконечно 

удаленная поверхность, где потенциал равен нулю II нет эарядов; 

д.1111 этоА пoвepxi:toc·m интеrрм будет равfн нулю. Kpo:-.ie тоrо по· 

верхностью поля слу.жат поверхности находящихся в нем 11ро11од· 

5• 
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ников. Для каждого из этих проводников потенциа.,, несмотря на 
прибавочное по,1е, до,1жен по условию остаться постоянным; мы 

можем с.педовательно вынести его за знак интеграл11: 

v J,e:ds= ve;=o. 

Оставшийся интегра,1 пмучает значение количества э,,ектриче
ства, обус:ювленноrо добавочным полем, а мы предположили, что 
заряды остаются те же, как и в первонача,1ьном э,1ектростатическом 

поле: е; = О. Итак действительно в выражении энергии третий из 
вышенаписанных интеrра,'юв пропадает, и у нас остается: 

1 ~ 1 r 
И=~ .J €E 2 ·do + Втr J e(E')2,do. 

Второй член rnpaвa стояще/1 суммы несомненно 110:южителен, 
откуда заключаем, что всякое добавочное поле, удовле·rворяющее 

тем же пограничным ус.1овиям, всегда будет увеличивать энергию. 

Или, иначе говоря, э11ектростзтическое по,1е из всех в.озможных при 
данных пограничных ус,1овиях полей обладает наименьиtею зн.ер

теа. В этом и зак.,ючается теорема Томсона. 

Из. теоремы _Томсона прежде всего вытекает следующее важное 
следствие: если нам каким-либо способом (юш просто по догадке) 

удалось опреде.щть э.1ектростатическое поле, которое удовлетворяет 

всем ус,,овиям задачи, то это решение единственное. Всякое другое 

решение даст бо.:~ьшую энергию и будет содержать в себе по.1е Е 
. ' . ' ' 
не имеющее потенциа11а (неэлектростатическое). При решении раз-

личных частных с.1учаен мы уже пот,аова.1ис1, этим и, найдя кзкое

либо решение, удовлетворяющее уравнению Лапласа-Пуассона и 
пограничным ус.1овиS!М, мы уже и не некали друго1·0 решения, бу· 

дучи уверены, что найденное нами решение единственно возможное. 

. 53. Энергия и сн.пы. Теорема Томсона имее·г еще и другое важ
tюе значение. Она показывает нам, что с электростатической энер· 
rне11 можно обращаться как со всякой другой пстенциальiюй энер
гией. Мы знаем например из механики, что устойч,ивое равновесие 
tюлучается Пpll MllHU.И.YMC ПОТеНЦШ!.l'IЬНОfl энергии; НО вблизи МИНИ• 

мума варющня энергии при всех возможных перемещениях р·авна 

Н)',1Ю (ч. II, 272, 144). Обоэначая виртуальную (возможную) работу 
Через a0U, )JОЖем написать: 
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Возможными пер~мещениями по теореме Томсона будут например 

небо,1ьшие перемещения зарядов по неподвижню1 проводникам. 

Но представим себе, что мы (мысденно) изменяем немноrо отно

сите:1ьное распо.т~ожение те.1 в ~мектростатическом поле. Если на 

!{акое-дибо · те.,о (юш часть те.~а) действова.1а си,1а F и nроизошJIО 
смещение ds, то по,1е произве,10 работу и .энергия по.,1я уменьшн

.11ась. Мы можем написать: 

(F. dl) = - а и. 

Правда, пос.,е такого сдвига, вмичина и направление которого 

завися1· от нашего выбора, зарядам придется нескодько переме

ститься с их прежнего по110жения на тедах и занять новое по,1оже

ние равновесия.· Но так как э.то перемещение зарядов будет про
исходить вб,1изн положения равновесия, где t0U = О, то 0110 ~е 

изменит энергию по.111. 

Написанное нами уравнение позволяет нам опреде,1ять силы 

(точнее, состав,1яющие сил по направлению сдвига dl), если изме· 

нение энергии поля, соответст.вующее произведенному нами (мы

с,1енно) сдвигу dl, нам известно. Примеры применения этоrо спо· 

соба определения сил по энергии мы сейчас приведем. 

54, Натяжение у поверхности заряженного проводника. Рас

смотрим rтоский 1ю1щенсатор с расстояниями между обк,1адками d. 
. При разности потенциалов между обк:1адками V мы получим на

пряжение по.1я, индукцию и поверхностную rтотность электричества 

по следующим формулам: 

v 
Е=-· 4тта=sЕ=D. d' 

Энергия такот конденсатора, считая ее на едиющу площади 

об1сладон:, будет выражаться формулами: 

1 1 
И= 

2 
Va= SтrsE2,d. 

Если мы теперь, не изменяя зарядов а, иемнш·о уменьшим рас· 

стоиние между обкладками, то энергия тоже умею;uштся; мы ПО· 

J1учиi1: 

·-аи~=.!.. а· а V= .!.. zE'J. td. 
2 8тr 

это на ве.1ичину смещения od, получаем си.r1у р, с ко-

притяп11:1ают друг друга 11ротивопопож110 заряженные 
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Обкдадки; сила эта отнесена к сдиюще п;ющадн обк:rадок. но· сила; 

отнесенная к единиuе 11:10шадн, называется в ~1еханю,е напряже

ние.н (механическое на11ряженне не нужно с.чещивать с нанряже-

1шем э.1ектрическоrо по:rя). Механические 1iапряженш1 бывают двух 

родов: растяженде и сжатие. В данно~r с:rучае мы нмее,1 натя

жение на поверхности обкпад<Ж, наnран:1енное uнутр1, по.1я: 

р 
1 - •) 
8тt ;:,Е- = Ио· 

Как внд,1м, натяженн~ это равно нлоrно,тн э;1екгрической энергии 

в конденсаторе. 

Мы можем сейчас же обобщил, этот резу~rь·rат на проводникн 

тобой формы. Если у поверхности проводника имеется индукция D, 
связанная с поверхностною н.ютностью уравнением: 

4rra=D, 

то натяжение, действующее норма.11,но к поверхнос-гн rrроводника 

внутр,) ПОJЩ, равно: 

1 . 1 2rr 
р = sr/D. Е) = Втта· D2=--~= ~- ,~. 

' Натяжение это не зав11сит от направ.:~~ния rют, и не эависи1' от 

знака эар~ща. 

55. Натяжение у поверхности изолятора, У нонерхности провод· 
ннка электрическое по,1е всегда нор.иально к 1:о~::ерхностн; между 

тем около поверхности нзо.11ятора, rраннчащсто с изодятором, э;~ек· 

'l'рическое по:1е может состав,1ять рliзлнчш,1е углы с 11орма,1ью. 

Поэто)rу мя бош,шей наr.11идности наших рассуждений мы рав

.1ожим даrтое 11о.11е на две состав,,яющие: одну возы1е)1 норлеально 

к поверхности, а другую касательно к поверхности. Сперва рас

смотрим отде.1ьно первый с;rу'!ай, ко·rорый )южно реа.~иэовать cJie· 
дующим образо)~, 

Представим себе плоский конденсатор, одна из обк:1адок кото

рого погружена в иволирующую жидкость 11 нрикреп.т1ена 11ара;~

J1елыю поверхности жидкости. Другая же обк;1адка, ей пара,1ле:1ь· 

ная, помещена над 11оверхностью жидкости. Мы имеем таким образом 

сJюистый конденсатор, который мы уже рассчитывали раньше (57, 
47). Энерrия по.1я в таком конденсаторе, считая на 1<аждый квад• 

ратным сантю1е-rр обк:1а;1кн, sыразится форыу:юю: 

U ;_-:= ! · v, = -~- [~1. + ~! ]' [)2. 
2 8тт s1 ! 2 
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Есш1 те11ер1,, не ию1еняsr зарядов, т. ;;, не нз~1еняя индукции D, 

сдвину·rь поверхность ж1щкостн нверх, так что тоJ1щ11на с.,1оя с 

диэJlеr<тrнческо10 ностоянною s2 уве:тчитсн на a,t, то тодщина 
саоя диэлектрическоИ rюстоянной Z:з у.1tеныиитсл на ~d (обк.1адки 
остаютсн на местах). Измененне энергии, происшедшее при это,1 

слвиrе, выразится так: 

МножитеJJь 11р11 ad 11редстамяет собою "1еханическое напряже· 

tше, дейс·1·вующее у поверхности диэлектрика: 

1 1 S2 - !1 1 D'' 
р=sтт 1.~J ~. 

Ве,1и,щна р пu,шжите:~ьна, ес.1и е: 2 е:1 . Это означает, что си;rа, 

действующая на I ранице двух диэ.,ектриков, на11рав:1ена в ту сто

рону, 1·де диэJrею·рнческая постоннная ~,еньше, 

Если часть поля занята, напри.1ер керосином (€2 = 2), над ко· 
торым находитсн воздух (41 = 1), то при заряде конденсатора керо· 
син будет втягиватьсп в конденсатор и стараться запо:шить e.ro, 
вытесняя воздух. Та1, как механическое напряжение проnорцио

на:,ьно квадрату D, то втиrивание будет происходить во всяком слу· 
. чае, ка~, бы ни было направлено ноле конденсатора. 

Подученное выше напрнженне мы ~южем рассматривать ка({ со· 

ставленное иа двух 'н1стей: 

(так как D
1 
= D

3 
= г 1Е1 = гi:::,;), из которых каждая равна 11Jют. 

ности энергии э,1ектрическоrо поля у поверхности раздела обоих 
диэ,,ектриков. На эТО)I основании ~1ы можем то,1ковать действие 
сил на поверхность диэ;1ектрика следующим образом. Э11ектриче· 
ское 110,1е в каждо)1 диэJiек·rрике тянет поверхность диэдектрика 

в с8010 сторону (как в с,1учае проводника), и поверхность сдвн· 

гаетсн rюд дейст1:1не)1 р11знасти этих двух с11:1. Так ка1{ при один.а· 
l(uвoti uн.дующи 1111отность эверrю1 в то~1 диэ.1ектрике бо:1ьше, 1·де 
диэ;~екrрнчес~,ая 110стошшан ~1енъше, то пограничная поверхность 

диэлектриков будет стреш1тьсн .в ту сторону, где днэлектри..ческая 

настоянная мены11е, 
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Из нашего расчета следует, что рассматривае)!Ые силы р дefi· 

ствуют нор.иа.tьн.о к поверхности раздела обоих дИЭ.'Jектриков. 

56. ДавJiение у поверхности изоJiятора. Теперь повернем кон

денсатор на 90° и поставим ero обкла.;.1.ю1 нормально к поверхности 
жи1tкости; часть тrоскости каждой об1U1адки будет находиться в 

жидкости, а другая часть - в воздухе. При этом направ.~1ение поля 

будет ташен.циально к поверхности разде.,а обоих диэлектриков. 

В тако:1:1 с.~учае мы можем рассматривать конденсатор как состоя· 

щиft иа двух частей с 11.1ощадями обкладок S1 и S
2
, с диэ.1ектри

ческими постоянными е1 и е2 • Так как разность потенциалов между 

обкладками будет в обеих частях одинакова, то н напряжен.ttе 
ноля в них будет одинаково. Это как раз и требуе·rся д,1я танген

циа11ьного по:1я у поверхности раздеJ1а димектриков ( ер. 51, 41 ). 
д.,я ко.~1и•1ества :тектрнчества на обкладках конденсатора мы можем 
написать формуJiу: 

Отсюда мы можем опреде:нпь разность потенциалов обкладок: 

V=Ed··--. 4тte·d __ 
. • -- i1S1 + eaS2 

и для энергии 1ю,1я получаем: 

1 2n:e2 ·d 
U == ·-· е V =·с::-,-----

2 E1S, + !2S2 

Теперь мы предпо.1Jожим, что поверхность нижнеrо днэ.1ектрика 
с диэлектрической постоянной е2 перемещается вверх на· высоту М. 
Обозначим через l длину диэлектрика вдо.1ь обк.1адок; тогда изме
нение r1лощадеlt S при перемещении th выразится так: 

M2=+l·M; М1 = l·dh, 

и следовательно изменение энергии npu неиз.ненны.х зарядах будет 
равно: 

2пе2 -ld 1 
-аи=< s + S)2 (г 2 -s1)·M=-8 <г1 . г1 )Е2(1d)·М. !1 1 !2 2 ТТ 

Здесь множите.1Jь при гh представляет собою силу, действующую 
на площадь разде.,а обоих диэ.r~ектриков. Следовательно сила, отне

сенная к единице n.,ощадп, иш1 л1ехаю~1tес1<ое напряжение, будет: 

р = 81п (=2-гJ)ЕО, 

' 
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Мы видим, что и в э·rом случае напряжение налрав.1ено в с1·0· 

рону .llен.ьшей диэлектрической постоянной. Следовате;1ыю керосин 

опять будет втягиваться в вовдушныft конденсатор. 

Пмученное напряжение можно рассматравать кан состоящее 

из двух частей: 

из которых каждая равна паотности энергии электрического поля 

у поверхности разде,1а обоих диэлектриков, совершенно так же. 

как и в примере предыдущего параграфа. Однако при од1енаJ.:овьех 

напряжениях электрического лоJiя плотность энергии будет в том 

диэ.r~ектрике больще, где диэлектрическая постоянная больше, а по· 

тому в этом с.,учае · мы до,1жны толкова1'ь каждый член этой суммы 
не как натяжение, а как давлен.ие. Действительно, предположив, 

что при тангенциальном направлении по.1я каждое из полей, нахо· 

дящихся по ту или по другую сторону пограничной поверхности, 

давит на эту поверхность с еи,1ою, равною плотности энергии, мы 

по.r1у,1аем движение поверхности в ту сторону, где шютность энер· 

гни мен.ьше, т. е. опять где диэ.rrектрнческая постоянная меньше. 

57. Примечание. В предыдущих двух параграфах мы по,1ьэова· 

лись уравнением 

дJIН определенин сид F по изменению энергии системы аи. При 

э·rом не нужно одна1<0 упускать из вида, что уравнение это напи

сано в предположении, что вся работа сил F производится за счет 
энергии самой системы, т. е. что система эта изолирована и коли" 

itecmвo электричества на ней остается постоянны.и. Что же ка· 

сается потенциа.~ов (и напряжения попя), то при совершении 

работы потенциалы до,1жны уменьшиться. Ес;ш бы мы хотели под· 

держивать потенциа;,ы постоянными, то до.~жны бы были добавить 

некоторое количество э.~ектричества. В таком случае энергия си· 

стемы изменится не то,1ько от того, что совершена бьта некоторая 

работа си,1, но еще и от ·rого, что мы добавили энергию ttзвне. 

В этом J1erкo убеди·rься, например на 11ос.1еднем примере. Если мы 

напишем выражение работы силы р при перемещении М, предпо

лагая, что при таком перемещении потенциа.1ы, а с.1едователыю и 

напряжение Е под.лер).!(иваются постоянными, то мы по:~училн бы: 

р·М=;тт(;2 е1)Е2 ·М=+аи, 
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т. е. уве.тченuе энерпш систе~1ы, а не у~1еньшение ее. Такю1 об

разом, 11од:1ержнва11 потенцна:щ 1юстояш1ыш1, ~1ы доюкны не только 

соверш1т, работу р · ~!1, но еще II уве:шчить ~шерrию снстеыы на 
неличину ~И. I10:1ное ко:111чество энергии, которое ~,ы затрачиваем, 

поддерживая 1ют1;шtиа.-1ы постояннышr, Оудет с:1е;ювате:1ь110 равно: 

р. ~!i 

58. Общий случай поверхностных сил. Из 11римеров 11редыдущих 

трех параграфов мы заключаем, что на 1юверхность диэлектрика, 

помещенного в э;1е1нрическо)r поле, действуют си,1ы, направленные 

всегда в сторону .iteньшeti д11э;~ектри•1еской rюс гоннной и притом 

нормально к поверхности, независимо от тоrо, каково наi1рав.1ение 

поля у этой поверхности. Что же касается до величины этих си.1, 

то они будут зависеть и от направления электрического нолн. Вы

разим веш1чины ноJ1ученных нами натяжений через напряжение 

полей в том и друrш1 диэJ1ектрике у ноrра1ш•шой поверхности, 

обозначая через и Е1 вор~1алы1ую 11 танrенциа,1ьную состамяю

щие напряжен11я: 

Р1 

EcJiи пoJJe образует некоторый угол с нормалью к поверхности, то 

на эту последнюю будет действовать су11-ша написанных натяжений 

Р = J1/•2 -- Z1) [ Ef1 + ~- Е?,! "]. 
Эту форму;1у можно представить в бо:rее снмметричнол1 1.шде: 

1 z -- " 
р 8rc (z2 ·" z1)[Et1 Е,2 + Е111 Е112] = s 8тт ~1 (Е1. Е2)· 

Отсюда видим, •по натяжение р t;удет нанбо,;1ьшим, l(О!'да угол, 

образуемый наr1р11жения}ш Е1 11 Е 2 друг с другом, равен нулю; 

а это будет только нри нор~1ал~,1ю~1 и при танrенциа,,ьном rю.1е, 

т. е. в тех случанх, 1,оторые мы рассматрива:ш выше. 

59. Неоднородный диэлектрик. Расою1ре1шые 11а)1и в преды

дущих параграфах сшrы 1юзни1шют не то:1ыю на 11оверхност11 раз

де.,а двух разных щ1э:1ектр11ков, где д11э,1ектрическая постояннан 

при нереходе из од1ю1·0 те:1а n дру1·ое мt:;ш1ется прерывно, но также 
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и во всех мес·rах, где диэ:1ею,рнческаsr постоянная изменяется, 

хотя бы 11 11е11рерывно. J.;1я pacLJeтa с11,1 в эrом с;~учае нам нужно 

то,1ько в предыдущих фор~1у:1ах конечную разность дщтею·рических 

rюстоsшных (si ; 1) заменить бес~,;оне•шо )ia.10tl разницей -- дt, 

приче~1 

~! 
i),idn= ·-gradi·(!Q=--rz·dn. 

При бесk.онечно ~raJ1oй разности ai разность ~~ежду напряже

нияюf Е1 и Ез тоже f>удет бесконечно ма.1а, 11 мь[ ~юже~1 rю,южитr,: 

Таким образом, обозначая через d.S эJiемент rюверхности, мы 

ъюже~1 на11исать д,'JЯ элементарной сиJ1ы, действующей в той точке, 

где дИЭJ1ектрическан 11остоянная имеет градиент, выражение: 

dF =- ;пЕ2 ·vc (d.S,dn) ~"-= -iттЕ2 ·re ·tio. 

МножитеJtь при эле}1енте объема do будет предста~ыять собою 

cиJry, отнесенную к единице объе:.rа диэлектрика. Ес.1и мы предпо

ложим еще, что в то~, же объеме находится н электричество с 

шютностью ?, то вся сиJ1а, отнесенная к единице объема, дей· 

ству1ощая в рассматрнваедю/:! точке дюшектрика, буде1· равна: 

F = рЕ - ;тт Е2. V '. 

Первый вектор ыой суммы на11рав.11ен по напряжению поля Е, 

тогда как второй векrор имеет напрамение, противоположное на

rrраВJ1ению градиента ди:1:1ектрической постоянной в рассматриваемой 

точке, и от направ11ения Е не зависит. 

60. Действие поля на бнполь. По:южим, что д1юйной полюс 

-+: с с неиз~1енным расстоянием dl ~1ежду равными и противопо· 

J1ожным11 зарядами nо,чещен в 

однородно;,1 элеl{трическом поле 

напряжения Е, прнчем уго:1, 

образуемый )юментом бипо,1я 

р с направ11ением пот1, щ,1 

обозначим через cz. Из рисунка : ,, 
26 мы видн:-.1, что на ПОJIЮСЫ 

-1- е будjТ :tействовать две 

+е t 

----~Q.- __ [':_ 
Рнс. 26. Деистви~ 1ю.1и на б,щоль. 
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равные и проп1вопо:южные си:1ы. С.1едовате.1ьно бипо:rь не по.1у· 

ч1п постунатепьноrо двнжения, а будет то.1ько стре~шться повер· 

нуться и стать вдоль по.1я (как магнитная стрмка). Момент си:1, 

действующих на бипо.'lЬ, равен: 

K=cdl·E siл ;t= fp· Е]. 
Вектор момента К перпендику.1ярен к в1:кторам р и Е н о6ра· 

аует с нимн nравовинтовую систему. 

Д11я того чтобы повернуть б1щощ, от по.1южения, в котором он 

совпадает с по11ем (а= О), до по.1ожения, в которо~, он образует 

с полем ут.1 '-, необходимо аатратип, работу (прот.1111 мш1енrа сил 

IIOJIЯ): ., 

И= S р · Esi111·da ,= pl::' cos а= (р·Е), 
о 

Это и будет представJ1ять собою энергию бипо.11я в данном поле. 

Из этого выражения энергии мы можем по общему принципу, при, 

мененному в предыдущих параl'рафах, опреде.r~ить и снлы, действу

ющие на бипо.r~ь. Если мы будем двигать бипо.1ь по какому-.r~ибо 

направлению при постоянном направдении Р, то энергия его 11 дан

ном пo.rie изменяться не будет; но это означает, что си,1ы, действую· 

щие на биполь, имеют равнодействующую, равную нулю, что совер· 

· шенно очевидно. Если же мы вместо поступатеJtьноrо перемещения 

сообщим бипо:1ю некоторый поворот аа, ·r. е. из.иен.им уrш1, соста

в:~яемый моментом р с полем Е, то на это потребуется затратить 

работу, равную момен1·у прИJюженных сид, умноженному на угол 

поворота аа. Уравнение д.r1я изменения энергии в данном с.1учае 

напишется так: 

-- аи= - t (р·Е ·COS а)'-= рЕ si11 Gl • аа, 

откуда и определяется :.юмент си,1 

К [р • Е J 
в corJJacии с формудой, по:1ученной выше. 

Если 110.'te, в которое по~1ещен биполь, н.еодн.ородн.о, то даже 

когда бипот, расположен вдоль поля, на его дв·а по.'Jюса будут 

действовать разные сиш,1, равнодеttсrвующая которых будет равна: 

бЕ 
с Ы dl =p·gratl Е. 
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· Эта сит1 не равна нулю и буде.т дви,·ать бипо.1ь в те места попя, 

rде напряжение поля Е бо.1ы11е. Так ведет себя например магнит

ная стре,1ка вбдизи маrнитноr·о по,1юса. 

61. Энергия поляризованного те,11а в алектрическом nоле. По,1я

риэованное те,10 представт~ет собою целую систему электрических 
биполей, момент которых в единице объема равен Р. Однако суще

ственное от;шчие этого случая от того, который мы рассматривали 

в. предыдущем параграфе, состоит в том, что момент Р не вносится 
уже ~отовым в электрическое поле, а образуется под действием 

самого поля, Поэтому и расчет энергии допжен быть произведен 

иначе .. Мы предположим, что в первоначадьном поле в какой-либо 

точке его напряжение и индукция бьти Е1 и 01; но вследствие 

присутствия поляризованного тела эти величины изменидись в Е2 
и 02. Происшедшее от этого ив11енение энергии попя будет равно 

, Выражение, стоящее под интеrра;юм в скоб1<ах, мы можем за

менить другим: 

потому что ра,шиr~а межлу этими двумя· выражениями 

при интегрировании по всему объему поля даст в результате нут,. 

Действи'!'едьно каждый член этой суммы представляет собою ска

лярное произведение потенщ1аш,ноrо вектора Е иа другой вектор 

(D2 -· DJ ), который не имеет расхождения: 

div (02 - D1) =О; div 01 = div 02 = 41tp; 

потому что мы рассматриваем изменение энергии, произведенное 

то11ько поляризациеlt тела, при н.еизмен.н.ых зарядах, Такое про

изведение потенциа:1ьноrо вектора на другой с нулевым · расхожде· 
нием мы уже рассil1атривали раньше (67, 52) и riсжавали, что оно 

при интеrрированю, по объему по.11я дает нуль. После указанного 
преобра·зования выражение мя энергии noJ1yчwr вид: 

U = s\r \ (!1' з:1НЕ1 • Е2) • (/О. .. 
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Это, конечно, не представляет собою вraii энергии по.11я, а 

только из.пен.ен.ие анергии, пронаведенное поляриэаниеf.! теJ1а. Ве· 

ю1чина И нам nозвошп, с.1едовательно оnредемrп, те силы, кото

рые де!tстRуют на диэ;1ектрик n данном попе. R с,1едующем пара· 

графе мы приведем 11р»мер применения этой фор~1уJ1ы, а пока 

сделаем нес"олько общих замечаний. 

Прежде всего мы видим, что, внося в поле ди,те1прик с бо.r1ь

шоn диэлектрической постоянной ::2 г 1 , мы у.1tеньшае.Jt энергию 

поля. Отсюда следует, что диэдектрнк с большей диэ.1ектрической 

постоянной будет втптваться в по,Jе с меньшей диэ.11ектрическоИ 

ностоянной, .и, наоборот, диэ.r1ектрИI< с. меньше.И диэлектрнческоИ 

постоянной будет выта.1киваться из по.1я. 

Дмее, если е2 > ::1> то чем больше напряжение поля Е2 внутри 
диэ.r~ектри1<а, тем энергия будет .Jft'Ht,ute. Это означает например, 

что эллипсоид будет устанав;~иватhсн в пО,'!е своей длllнной сторо

ной вдоль поля, потому что при ЭТО)! его ноляризаr~ия меньше II 

она не та1( сильно уJ11еньшает внутреннее 1ю.тrе, как в том слу•1ае, 

еспи бы элJ1ш1соид стал поперек поi1я. Если же диэлектрическая 

постоянная э11.1ипсоила .иеныие, чем снаружи (!., 11), произойдет 

обратное явление: эшшпсоид станет n.onepe1t по~я. 
Повороты элтшсоида в пщ1е булут происходит,, под действием 

• 1{.о.ч.ентов сил поля, а мо~1енты эти )tЫ може)r вычистпь, подьзу

ясь выражением энергии, потому что это выражение зависит от 

угла а, составляемого внутренним попем Е0 с данным внешни~r по· 

.11ем Е1 . По тоА же само А причине и крпс,;аллнческие тела, в коr~
рых тоже поляризация не совпадает с напряжением действующеl'О 

поля, будут испытыRать в однородном поле некоторый мо.Jtент 

даже н в том с.1учае, ес:ш им придатr, совершенно симметричный 

вид шара. Толыю в тех случаях, когда ноляризация те.1а ю,tеет на

nравдение действующего по.~я (а= О), момент сил будет равен ну:1ю. 

Такой с.rуучай мы всегда и~1еем в некристал.11ичес1<0;1 однородно~~ 

шаре. 

62. Шар в неоднородном элентрическом поле. Применяя полу· 

11енную в предыдущем nара1·рафе формулу энерп11{ д.~я случая не-

1<риста.1тическоrо однородного шара, мы сперва подставим в общую 

форr.1улу ве.1ичину внутреннего поля Е2 , выраженную через Е1 
(59, 48): 

Та,, как шар по.1нризуется однородно, то все величины кроме 
объема можно вынести за знак ннтеrра.1а, а на место интеrраJJа 
написать 061,ем шара ра 1.нуса а: 

Это выражение энергии показывает, что однородный диэ.11ектрю< 
в виде шара, поляризуясь под де/.lствием однородного поля, не будет 

ни поворачиваться, ни передвигаться (энергия не зависит от а). 

Есш1 же мы поместим та1<0Н щар в неоднородн.ое ,юде, то на 

него будет деikrвовать ,~ила, величина которой равна (в первом 

приближении) 
~ аз F ,= ·1 :_ э:_2 .. ~ .:1_ . v Е2, 

2 S2 t· 2э;1 1 

EcJtи диэпе1причес1,аsr nостоннная ннутри шара больше, че~1 
снаружи, то шар будет дннrат,.,ся в те места поля, где напряжение 

сильнее; ес.11и же е2 < э:1' то шар будет двиrап,ся н места с мень

шим напряжением. 

Формулы Jl.JIЯ шарового проводнш:а мы може~1 r1o'!YLJ ( • 59 , , , l!ТI, ер. , 1 

48) по,южив э2 N. Тогда получим (при ! 1 = 1) 

аз 
F= 

2
- V Е2 . 

В известных опытах Кулона измерялнс1, сюrы, действvющие 

между наэлектризованными проводящими шарика~ш. Как ви;им по 
точной теории, сила, дейсrвующая на шарщ, радиуса а в поле на· 

пряження Е, равна 
1 

F '-"" еЕ ;- 2 аз r E>J, 

Эп1 CIIJl!I соответсrвует форму.~е J(.,1лolitt 

f=eE 

1'олько в тоы случае, если объем шарика вастот,ко ма:r, что вто· 

рым членом можно пренебречь по сравнению с первым члено:-.1, 

С фиЗl!LJеской точки зренш, это означает, что силы взаимодейсташf 

будут точно следовать закону !(vлона. если тела, участвvющне 

в опыте, а также и тепа, находяшиеся тюбщ1зост11, не по,,яризу· 

ются через вдия1пtе, и:ш опыт пос-rавлен так, что эта поляризация 

имеет нн•пожное з11н~1еннl'. 



80 З:!ЕКТРОСТАТИКЛ И МАГНИТОСТАТИКА 

63. Объемные и поверхностные силы. Мы уже встреча.'!и случаи, 
когда Сf!ЛЫ, деftствующие в объеме те.,а, преобразовыва.щсь в по-

верхностные си.1ы. Имея в виду 

да.1ьнеft111ие применения, мы рас

с~ютрим в этом параграфе соотно

шение между объемными и экви· 

( 

Pr 
ва11ентными им поверхностными 

силами в самом общем виде, не

зависимо от физического значения 

:НИХ СИЛ. 

Представим себе в начале ко· 

ординат элементарный параллелепи

Рис. 27. Поверхносrные силы (на· пед(рнс.27) со сторонами dx, dy,dz, 
nряжения и давления). и обозначим через F силу, де«· 

ствующую на единицу объе~1а этого 

пара,ше;1епнnеда. Тогда вся сш1а, действующая на параллелепипед, 

будет равна F. dx. dy. dz. 

С другой стороны, представим себе, что ·I< граням параллелепи· 

nеда приложены поверхностные силы, давления или натяжения 

(силы, отнесенные к единице поверхности; они измеряются динамк 

на квадратный са-нтиметр). Обозначим эти напряжения через р; 

напряжение, действующее на грань ( dy · dz), которая перпендику

лярна к оси Х, обозначим через Рх, соответственные напряж~ния на 

других гранях обозначим. через р.,, и Р:· Каждая из величин 

Рх Р.,, Р: 

есть вектор и эти векторы могут имет,, для разJ!Ичных rтощадок 

(dy·dz), (dz,dx), (dx,dy) различную величtlНУ и различное иа

прав;1ение. Будем обозначать проекции этих векторов на оси l(ООр

динат, приписывая соответствующие индексы. Таким образом мы 
получим всего 9 проекций, представленных в нижеследующей таб-

ЛИLtС: 

П .1 о щ а д·к н: dy,dz dz,d;,,; dx·d.V 

Про~юш11 l!il ось х. Рд· Pyt P:rx 

" 
У. Рху Руу Pzy 

. z. Р.и Ру: Pzz 
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Совокупность этих девяти величин представляет собою тензор 

напряжений (ер. ч. I, r:1. Ш). Этот тензор симметричен, т. е. 

Рп1=Ры, 

если объеыная cиJia F не сообщает рассматриваемому паралле.'Iепи· 

педу вращательного движения. Действительно в таком случае мо

менты сил, деf!ствующих на грани парал.т1елепипеда, должны рав

няться нулю. Составим момент, например вокруг ребра ОХ. Силы, 

действующие танrенциаJiьно на грани dy · dz и dz. dx, будут равнw 
соответственно (рис. 27) 

у одной из этих си, будет п.,ечо dx, у другой-плечо dy. При

равнивая момент обеих си.'1 нулю, получаем: 

P.xy(dy,dz),dx- Рух (dz,dx),dy= О. 

Откуда видим, что должно быть соб:тюдено условие 

Рху=Ру.х• 

Такие же условия мы получим и для остальных проекций на· 

пряжений. Следовательно написанный нами тензор симметричен. 

Теперь будем составлять проекции на оси координат поверхно

стных СИ!!. 

Эти проекции сил будут для двух противопо.r~ожных площадо1, 

немного отличаться друг от друга, и мы можем например напи

сать для двух площадок (dy·dz), отстоящих друг от друга на рас· 

стоянии dx, выражения сил 

Pxx(dy·dz), дРх.хd ') d -;--- х . 'У· dz. 
аХ ; 

Так как силы эти направлены в противоположные стороны, то 

на параллелепипед будет действовать разность их 

дf;~ dx · dy · dz. 

Ана.11оrичные выражения мы по.'lучаем для проекций на ось Х 

сил, действующих на тющадки dz, dx и dx, dy (см. таблицу): 

дРух 
-dy,dz,dx 
3у ' 
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Сумма проекций на ось Х всех поверхностных сил должна рав· 

няться проекции на ту же ось объемной сипы F. Мы по,1учаем 

следовательно по сокращении на ( dx · dy · dz) для оси Х 

F = д~: + ;)pxl + ор~: 
х дХ ' оу oz 

и аналогичные уравнения для осей У и Z: 

• оРух <1Руу 0Pyz r = -- --·- ---, 
у ох оу oz 

0Pzx 0Pzy , 0Pzz 
ох + оу -t- ~i . 

Таким образом мы по,1учили уравнения, связываю1цие обr,е.мкые 

силы с эквивалентными им поверхкосткыми силами. 

64. Напряжения в электростатическом поле. Как известно, Фа· 

радей представля.11 себе силы взаимодействий между наэ.11ектризо-

1щнными телами, как резу.~ьтат некоторых капряжекий в электри

ческом поле. При этом он принимал, что вдоль каждой трубки си.11 

действует определенное катяжекие, а соседние трубки производят 

своими боковыми поверхностями друr на друrа некоторое давлекие. 

При помощи такого воззрения Фарадею удава,1ось опред~лять срав

нительно просто си.11ы и в таких случаях, коrда непосредственное 

применение закона Кулока требовало с.11ожных вычис,1ений. Кроме 

тоrо из такого воззрения Фарадея непосредственно следует, что 

э.11ектрическая энергия распределена не в зарядах, а в эпектриче· 

ском поле. Ма,ссвелл поставш1 себе задачу определить эти фара

деевс!(uе напряжения (которые мы непосредственно наблюдать не 

можем) из набдюдаемых нами взаимодействий метду наэлектризо

ванными те.11ами. Мы выше представили электростатические силы 

в форме си.'!, действующих на единицу объема (75, 59) 

1 
F=pE- 8тт E2ve. 

!!ели мы теперь хотим преобразовать это выражение, вводя по

верхностные си.11ы, то должны найти такой тензор р, который бы 

удометворял с11едующи.м трем уравнениям (дпя краткости мы пишем 

только одно уравнение по оси Х): 

1 ое орхх 
Fx=PEx -8 Е2--=.::--

тт dX ОХ 

орху ~Pxt _ ..J__ ___ • 

оу I oz 
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Ма"свеллу удалось решить эту задачу. Но принимая во внима

ние, что решение это неоднозначно и чт.:> позже быпи найдены и 

другие решения, мы не буде:..1 здесь следовать вычислениям Ма,сс

велла, а приведем в готовом виде найденный им результат. 

Резупьтаты позднейших исследований :чы приводить не будем, 

потому что формулы Маl(свелла отличаются своей простотою и на· 

r,1ядностью, впо,ще выражают воззрения Фарадея и сохранипи свою 

си.~1у до сих пор. Максвелловский тензор механических напряжений 

в электростатическом по;1е выражается через электрическое напря· 

жение и индукцию по.11я с11едующим образом: 

8ттр = е [Е2 Е2 - E2J = 2Е D еЕ2; 
хх х у z х,,,_х 

Втrруу е [Е;-Е;-Е;] = 2EYDY - sE2; 

Втер = е [Е2 -Е2 -Е2] = 2E.D. - еЕ 2 ; " zt z х у • w 

Sттрху= 8ттрух = 2ExDy = 2EyDx; 

8тrpyz= 81tPzy = 2EyDz = 2EzDy; 

8ттрzх= 81tPxz = 2EzDx = 2ExDz. 

Дпя тоrо чтобы убедиться в том, что эти выражения удов.qет

воряют вышенаписанному уравнению, нам достаточно проверить 

уравнение, относящееся к оси Х, потому что остальные уравнения 

построены аналогично. 

Srr др хх = 2Е ..!_ D + 2D .]_ Е - а ~ Е2 - Е2 ~ ; 
дХ' х дХ х х ох х ОХ' дХ' 

дРху д 6 . 
Sтт 1у""= 2Ех д.V Dy 2Dy 'ау Ех, 

Sтт 6f;z = 2Ех 6; D,+ 2D1 д: Ех. 
Сумма первых членов правых частей этих аыражени/:1 раl'ша: 

2Exdiv D = Sттр·Ех. 
Приняв ао внимание, что curl Е:::. О, мы можам ааменип, 

(ер. 11, 12): 

и тоrда сумма вторых членов представится в виде: 

d d 
2еЕх-0х Ех+2еЕу дХ ЕУ 

d д 
2еЕ. Е ="- Е2 

• r ~ ;)х 
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и уничтожится третьим ч11еном первого выражения. Таким образом 

у нас остается: 

~р .xz 1 d$ 
-=рЕ --E2-

dZ .х 8тt' dX' 

I полном согласии для проекции объемной силы на ось Х. 

Форму.11ы значительно упрощаются, если мы направим одну из 

осей координат по направлению напряжения поля. По.11ожим Ех= 

= Е, Е У= Е, = О; тогда получаем: 

if Р.хх= + 1 еЕ2 
1 

р =р =---- еЕ2 
УУ z;; 8тt' 

Pxy=Pyz=P:.x=O. 

Это означает, что вдоль ,шний cиJI мы имеем н.атяжение, а 

перпендикулярно к ним давление; и то и другое равно плотн.ссти 

анергии в рассматриваемой точке. Это вполне согласуется с воз

зрениями Фарадея. 
Те же самые натяжения и давления мы по,11учили при вычисле· 

нии сил в плоском конденсаторе (ер. §§ 54-58). 

VJ, МАГНИТНОЕ ПОЛЕ. 

65. Занон Кулона. Магнитные яв,1ения во многих отношениях 

аналогичны явлениям электрическим. Опыт показывает, что магнит· 

ные силы обусловливаются некоторыми центрами, которые легко 

обнаруживаются в так называемых постоянных магнитах и которые 

названы полюсами. Да,т:tее опыт показывает, что имеются два рода 

полюсов. На том же основании, как в случае электрических полю· 

сов, магнитные по.т:tюса названы положительными и отрицатель· 

ными. В подвешенной на нити магнитной стре,1ке (буссоль) один 

полюс повертывается к северу, другой - к югу; северный полюс 

принято называть положительны.Аt, а южный - отрицательным. 

Для взаимодействий магнитных поJiюсов Кулон установил путем 

опыта совершенно такой же закон, как и ддя взаимодействий элек

трических по.т:tюсов: 

(r1,9 единичный вектор) (ер. 1, 1). 
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Наконец опыт показывает, что тела, помещенные вбJiизи маг

нитных полюсов, сами намагничиваются через влияние, аналогично 

С электризацией, получающейся путем влияния В диэ,1ектриках; дру· 
rими словами - тела под ВJiиянием магнитного поля сами поляри

зуются магнитно. Поэтому магнитные полюсы, погруженные в маг· 

нитно по.т:tяризующуюся среду, будут взаимодействовать с другими 

силами, чем если бы они были: помещены в пустоте (в эфире, ли· 

шенном материи). Это обстоятельство принимается во внимание 

введением некоторого коэфициента в формулу Кулон.а 

Коэфиuиент µ, аналогичный диэлектрической постоянной s, на· 

зывается проницаемостью среды (слово диамагнитн.ая постоянная 

не употребляется потому, что с11ово диамагнитный уже получило 

другое значение). 

66. Различие между елентричесннми и магнитными полюсами. 

Между электрическими и магнитными по.'!юсами имеются и разли· 

чия не только по существу, но также и по их свойствам. Магнит· 

ные полюсы в материа.'lьных те.'lах никогда не появляются отде.11ьно, 

а всегда парами, в виде двойных полюсов равной величины и 

противопо.11ожноrо знака, т. е. в виде биполей. Как следствие из 

этого вытекает то обстоятельство, что в учении о магнетизме нам 

не встретятся прооодн.и,си магнетизма в том сыысле, как это мы 

име.11и в электричестве, потому что в проводниках одна часть тела 

может быть заряжена положительными полюсами, а другая часть -
отрицате,1ьными полюсами, которые отде,1имы друг от друга. Бо.qее 

того, в электрически поляризованных телах мы можем, применяя 

особые воздействия (трение, химические реакции, действие теш1оты 

и света и т. п.), отделить одно э.1е1причество от другого, отщеп,1яя 

эле,строн (атом отрицательного электричества) от атома и,1и мо

лекулы. В магнетизме и это невоююжно. Причина всех этих отли· 

чий магнетизма от электричества заключается в том, что на самом 

деле мапш,ных полюсов совсем нет; магнитное по,1е образовано не 

магнитными полюса~щ а э,qектрическими токами (гипотеза Ампера), 

а мы увидим да.~ее, что магнитное поле электрических токов экви· 

валентно полю магнитных биполей (теорема Аипера). 

Это обстояте.т:tьство однако нискодько не мешает нам строить 

теорию магнитного поля, исходя из теории по.~1я отдельных 



86 ЭЛЕКТРОСТАТИКА И МАГНИТОСТАТИКА 

полюсов. Во-первых, это дает нам возможность воспо,1ьзоваться теми 

понятиями, которые мы уже введи в теорию электрического поля и 

воспо,1ьзоваться полученными там выводами. Во-вторых, поня

тие о потосе элементарнее и нагляднее, чем понятие о биполе. 

Наконец на понятии о магнитном полюсе построен основной закон 

магнитных взаимодействий, закон Кулона, и это понятие входит 

в единицы магнитных измерений. Из всеrо этого мы выводим еле· 

дующее заключение. Несмотря на то, что отдельных (действитель

ных) магнитных полюсов в природе не существует, и несмотря на 

то, что можно было бы построить т.еорию маrнитноrо поля, избе

жав понятия полюс, а вводя то.1ько понятие биполь, мы тем 

не менее считаем магнитныд полюс очень полезным вспомоrа· 

те.1ьным понятием и будем им пользоваться в дальнейшем. 

67. Единица количества магнетизма. Совершенно так же, как и 
в электричестве, эа единицу количества магнетизма принимается 

такое, которое действует на себе равное количество (т1 =та= 1), 
помещенное в чистом эфире (µ = 1) на расстоянии одного санти

метра (r 1 см) с си.rюю, равной одной дине. При таком выборе 

коэфициент Кт в законе Кулона равен единице, и мы имеем 

F т1т2 
=1 2 --.- r1 ~ дуп. ' µ.r• ,• 

Эта единица называется абсолютной магнитной и.тш электро

магнитной единицей количества магнетизма (OGS - М). 

68. Напряжение и индукция магнитного поля. I<orдa на магнит
ный полюс т действуют одновременно несколько магнитных полю

сов, распо.~юженных как угодно в пространстве, то все их силы 

складываются геометрически, причем результирующая сила F будет 
пропорциональна т: 

F=mM. / 

Ве.r~ичина М .-сть вектор и называется напряжением маrнитноrо 

· поля в той точке, rде помещен пошос т. Произведение напряжения 

по:тя М на коэфициент проницаемости среды µ называется магнит· 

ной индуl{циеti по.т:rя: 

В=µМ. 

Для случая одного маrнитноrо полюса напряжение маrнитноrо 

поля и инду1шия равны соответственно 

М - т1 .. ,- µ,2, в = !!!_1 . 
r 1.о 
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Оба эти вектора напрамены радиально от поаожительноrо по

люса в поле и из поля - к отрицательному по.,юсу. 

69, Поток магнитной индукции. Произведение индукции В на 
эJ~ементарную паощадку dS и на косинус yr,1a, обраэованноrо ин
дукцией с по.r~ожительной нормааью этой площадки, называется по· 

током магнитной urtдукции сквозь рассматриваемую п.r~ощадку: 

dN=(B·dS). 
Магнитные силы действуют обратно пропорциона,1ьно квадрату 

расстояния и к потоку магнитной индукции может быть применена 
теорема Гаусса (8,9), которую мы выразим так: каждый положи· 
тельный ( северный) полюс т служит исто1tниuом .r~инии сил 

в числе N=41tm. 

В отрицательно;11 (южном) поаюсе сходятся 41tm линий си.rт. 
Если мы проведем в пo.rie какую-либо аа.,иuнутую поверхность 

и вычислим поток магнитной индукции, то получим всеrда для пол· 

ного потока нуль 
о, 

потому что в объеме любого тела всегда находится столько же по

ложительных полюсов, с1<0лько и отрицате,1ьных. Применяя это 
к бесконечно малому объему, мы получаем (ер. 9,9) 

divB=O, 

между тем как в электрическом поле мы имеем 

div D= 41tp, 

где р моrло и не равняться нулю. 

70. Магнитный потенциал. Когда магнитный полюс т под дей
ствием си,1ы поля F передвигается на длину dl, то по.,е совершает 

работу (уменьшает свою энергию): 

-dU= (F ,dl) = е (М ·dl). 
Относя эту работу к единице ко.'1ичества передвнrаемоrо эJ1ек· 

тричества, поаучаем изменение потенциала по,1я (и.1и потенциальной 
энергии поля, отнесенной к едюшце передвигаемого магнетизма) 

dV=(M·dl). 
Отсюда rзидим, что напряжение поля равно падению nо·rенциала 

на единицу длины в.:rот, пинии напрнжения: 

dV 
М-=- --

dn. 
- grdtl v'. 
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ИJIИ, выражаясь иначе, напряжение по.,я равно отрицательному 

градиенту потенциала. Разность потенциа:1ов между двумя точ· 

ками поля, находящимися на конечном расстоянии друг от друга, 

равна 

В этой формуле мы предполагаем, что работа, затрачиваемая на 

передвижение полюса из первой точки по.11я во вторую, не зависит 

от того пути, по которому происходило это перемещение. Мы пред· 

по,11аrаем следовательно, что потенциал представляет собою одн.о

зн.а~тую функцию положения точки. 

В поле, образованном отде.,ьными по.,юсами, или биполями, по

тенциал всегда однозначен. Если же маrнитое поле образовано 

эле1<трическими токами, то, как увидим ниже, потенциа,, делается 

мн.оzозн.ачн.ым. Отчего происходит это различие, мы выясним в своем 

месте. 

71. Магнитное поле биполя. По аналогии с форму.11ами, получен· 

ными нами в э.,ектростатике, мы можем написать для потенциала маr· 

нитноrо бипо.1я (32, 25) 

( 
1 ) cos а: V= p,V, -, =р , 

где вектор 

p=m·dl 

называется магнитным моментом биполя, а а означает угол, образуе

мый моментом с направлением радиуса-вектора, проведенного из 

биполя в рассматриваемую точку поля, потенциа.!! которой мы вы

числяем. Для составляющих магнитного напряжения вдо,1ь по ради

усу-вектору r и по тому направлению, куда увеличиваются уr.11ы а:, 

мы имеем: 

М,=Р 2coscz sln а 
,1'1.=р ·--. r·~ 

:Величина результирующего поля М и yro:1 ~. образуемый 110-

,,ем с направ,1ением радиуса-вектора, определяются форму.,ами: 
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72, Потенциал двойного 'магнитного слоя. Потенциа,1 биполя мы 
можем представить в несколько ином виде. Мы предполагали бипо.'lь 

состав.11енным иэ двух взаимно противоположных по,1юсов; т~перь 

представим себе биполь в виде двух элементарных п.'lощадок dS, 
намагниченных равномерно поверхностною плотностью магнетизма IJ 

и расставленных друг от друга на расстояние dn. Момент такого 
биполя выразится так: 

p=adS·dn. 
Обозначим через 

q= a,dn 

магнитный момент един.и11,ы площади бипо.1я и подставим выра· 

женный таким образом момент бю10.1я в выражение для потенциала, 

по.11учаем: 

V' dS cos а: d. =q =q· (1), 

Здесь dю означает телесный yro.11, под которым видна пшюжи· 
те.пьно намагниченная ш1ощадка dS из рассматриваемой точки поля. 

Ес,1и мы имеем дедо с поаяризованной поверхностью конечных 

размеров, то ее потенциа:1 выразится интегралом: 

С dS cos а: r v = J q = J q,t:!,(I), 

взятым по всей поверхности. Если поверхность намагничена равн.о

мерн.о, т. е. ее магнитный момент q (отнесенный 1, единице поверх

ности) везде одинаковой величины и везде направ.1ен ло норма,1и 

к поверхности, то ее потенциал для любой точки Р пространства 

будет равен: v = q. ю. 

Заметим, что потенциал равно:.~ерно пш1яризованной поверхности 

совсем не зависит от формы ее, а только от угла ro, под которым 
виден иэ точки Р ее контур. Следовательно д,1я определения потен· 

циала нам достаточно знать этот контур и шютность моментов q· 
Напоминаем читателю, что градиент поля по.11яризованной по· 

верхности имеет везде конечное значение, за исключением точек са

мой поверхности, rде потенциал делает скачок, и с,1едовательно 

градиент делается равным бесконечности (24, 22). 
73. j\'lаrнитно поляризованные тела. Обозначив через Р магнит

ный момент единицы объема те.1а, по.,учаем д,1я потенциа.1а ero 
(48, 38): ,_rr 1\ 

i ···- \ \ Р , \', -,,- 1 do. 
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Применяя теорему Гаусса, мы можем преобразовать этот объ· 

емный интеграл в поверхностный интеграл ( ер. 48, 39) п,1отности 

фиктивного магнетизма: 

Плотность фиктивного магнетизма на поверхности те.1а опреде· 
,1яется нормальною составляющею пот1ризации: 

а'=Р11. 

74, Условия на поверхности. В слабо магнитных телах мы мо

жем принять поляризацию пропорциональной действующему внутри 

тела напряжению маrнитноrо поля: 

Р=1.М1, 

т. е. то же соотношение, что мы приняли д..'!я э.1ектрической поля· 

ризации (49, 40). 
В таком случае мы можем применять и в магнетизме те соотно· 

шения, которые мы имеем в э;1ектростатическом поле, а именно 

козфициент намагничивания 1. будет связан с козфициенто.м 
проницаемости µ с,1едующим образом: 

В=µМ=М+4ттР=(1 

µ= 1 +4ттх. 

На поверхности разде,1а двух намагниченных те,, нормальные 

состамяющие магнитной индукции и тангенциальные составляющие 

магнитного напряжения непрерывны (50, 41) : 

8111 =8112 1 

М111.= µ2' 
М112 µ1 

Mt1 =Mt2 

!!& = /J.i ' 
В12 JJ.2 

Отсюда следует закон прело~1ления ,rуиний сил: 

, tg <11 µ1 

tga2 =µ;' 
rде ,1 означает yro,1, образуе1,1ый .1иниеfi сш1 с норма.1ью к поверх

ности. Д,1я самой ве.1ичины индукции и напряжения в обоих со

соприкасающихся те.1ах имеем: 
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С,1едовате,1ьно, вообще говоря, ,1инии сил сгущаются при входе 

в среду с бо,,ьшей проницаемостью. 

75. Ра:змаrничивание. Уже при изученииj э,1ектрической поляри· 
зации мы обратили внимание на то обстоятельство, что поляризо

ванное тело дает внутри себя поле, направленное противоположно 

поляризации (44, 45, 46). Поэтому, когда мы будем намагничивать 
какой-нибудь. кусок железа, то по.1учивwиеся на ero поверхности 

фиктивные магнитные заряды будут ослаблять поле внутри него и про

тиводействовать намагничиванию. Это явление называется раз.магни

чиван.ие.м. Размагничивание будет тем сильнее, чем сильнее внут

реннее по11е поверхностных полюсов. В некоторых простых случаях 

влияние размагничивания может быть вычислено. Так например мы 

видели, что плоскость, шар и эл.1ипсоид под действием однородного 

внешнего поля пмяризуются тоже однородно, причем интересующее 

нас размагничивающее по,1е пропорциона.'!°ьно подяризации: 

Mp=-JP. 

4тт 
Для п.r~оскости этот коэфициент f = 4тт, д11я шара /= 3 , д,1я 

э.1липсоида вращения, помещенного своей осью 

симметрии вдоль поля, эти коэфициенты изобра

жены на диаграмме~ (рис. 28). Чем меньше попе

речные размеры эллипсоида по сравнению с его 

длиной, тем коэфициент размагничивания меньше. 

Так это и следовало ожидать на основании сообра· 

жений, приведенных выше, о в.1иянии поверхност· 

ных полюсов на внутреннее по:1е. Этим объяс

няется, между прочим, почему тела уд,1иненноtt 

формы легче намагничиваются, чем короткие. 

Рис. 28. Козфициеяты размагничивания млипсоидов вращения. 

По.r~яризщия Р обуслоВJiена внутренним полем М1 ; обозначая 
коэфициент м;~rнетиэаuии через 1.., можем написать 
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Но, с другой стороны, это же внутреннее поле равно внешнему 

полю М за вычетом поля пощ~ризации: 

М1 =М -JP= М - ·1.JM1• 

Отсюда мы можем определить внутреннее поле, зная поле внеш· 

нее и коэфициенты '1. и ;: 
1 

Mt= 1 +xfM; 

чем больше произведение 'l.j, тем слабее по,1учается внутреннее 

поле. 

Если намагничивающее поле неоднородно, или тело не имеет 

формы э.т1.11ипсоида, то коэфициент f уже теряет свое простое зна

чение и подсчет размагничивания делается чрезвычайно СJюжным. 

76, Магнитная энергия. Так как действите.11ьных полюсов в маг
нетизме нет, то подсчет энергии мы буде"1 производить по индук· 
ции и напряжению поля, причем будем выражать плотность энергии 

магнитного поля форыу.1ой 
1 

И0= Sп (В·М). 

По,1ная энергия всего поля будет равна 

И= \-1 
(B·M)·do. 

,., 8тт 

Что касается подсчета сил на основании выражения для энер· 

гии, то его мы можем производить на основании тех же самых 

принципов, которые мы применяли в аналогичных вопросах в э.1ек

тростатике (68, 53), и мы можем здесь не повторять их. 

То же самое мы можем сказать о преобразовании обое1rtных си.11 

в поверхн.остн.ые. Мы получю1 формулы для натяжений и давлений 

в магнитном поле, если в формулах параграфа 64 (83) за:.1еним s 
буквой µ, D - буквой В и Е - буквой М. 

77. Парамагнетизм и диамагнетизм. Ф:~радей открыл, что неко
торые тела не втягиваются в магнитное поле, а выталкиваются из 

него; а если придать те:1аы удJiиаенную форыу, то они становятся 

не вдоль по.11я (ка1{ железная палоч1<а), а попере1< поля (ка!< палоч1<а 

висмута). Для обозначения этого различия Фарадей предложил на

зыва1ь первые те.'Iа пара.иагн.итн.ы.ма тедами (пара - вдоль), а по· 
следние те,1а - диамагн.итн.ыми (диа - поперек). С теоретической 

точки зрения мы доджны пара~1аrнитным те.1Jам приписать козфи· 
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циент '1. > О и µ > 1, а д;1я диамагнитных тел мы должны принять 

'1. < О и µ. < 1, в оста.т:ьном же все· ·наши теоретические вык,1адки 

остаются в силе. 

Что касается причины, поче;1у некоторые тела парамагнитны, 

а другие диамагнитны, то этот вопрос связан с вопросом о строении 

:,ю,r1екул и атомов, и мы здесь не можем его касаться. 

78. Ферромагнетизм. То же самое мы до.1жны сказать и о дру· 

го:.1 магнитном явлении, которое имеет бо.1ьwое значение в практи

ческих применениях. Дело в том, что в сидьно-магнитных телах: 

в железе, коба.11ые и никеле, по;~яризация непропорциона.1ьна дей· 

ствующему полю; более того, при· намагничивании поляризация 

изменяется не так, как при размагничивании. Поляризация фер· 

ромагнитных тел вообще не представляет собою однозначной 

функции напряжения действующего поля. Ес.1Jи мы будем чертить 

зависимость индукции В от напряжения М, то, намагничивая тело и 

размагничивая его опять до первоначального состояния (цикл на

магничивания), мы получим на чертеже замкнутые кривые (пет;1и), 

форма которых зависит от свойств самого тела и от величины пре· 

дельнь1х намагничиваний. В таких случаях лучше всего пользоваться 

графич.ес~и.ми расчетами, которые читатель найдет в эксперимен· 

та.1ьных и технических курсах по э.1ектричеству. 

79. Магнитная энергия ферромагнитного тела. Мы указали выше, 
что магнитная энергия в среде, для которой индукция nропорцио· 

на.11ьна напряжению, т. е. д.1я которой коэфициенты ~ и µ суть 

постоянные, не зависящие ни от вмичины напряжения, ни от спо· 

соба намагничивания, может быть вычис.1ена по формуле 

И= r J_(B·M) ,da= r J_ µM2,do. 
j 8тт J8п 

Д.1я ферромагнитных тел эта фор:.1ула не подходит, потому что 

коэфициеит изменя~тся во время намагничивания. Для того чтобы 

указать путь, каким образом можно вычис.1ить энергию ферромаr· 

нитноrо те.,а, будем счит1ть индукцию состоящей из двух ча

стей (74) 
В=М+4тtР 

и соответственно с этю.1 будет рассчитывать энергию эфира и энер· 

гию поляризованного тела, помещенного в этом эфире, отдельно. 
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Плотность магнитной энергии в эфире равна (µ-= 1) 

1 
и' --,Л,12 
о-sп ' 

и изменение этой энергии при небольшом изменении напряжения 

поля равно: 

1 
dU0 = 4 п M,dM, 

С другой стороны, для образования в магнитном поле с напря· 

жением М небо.'IьшоЯ поляризации dP необходимо затратить 

энергию 

dUp=M·dP. 

С.11едовате,1ьно полное изменение п11отности энергии в единице 

объема при изменении напряжения поля на dM и поляризации на 

dP будет равно 

dU =-1 M,dM+M·dP=...!..M,d(M+4пP) = 4...!..м,dв. 
тр 4тt 4тt '1t 

А все изменение плотности энергии при намагничивании от нуля 

до данного состояния выразится так: 

в 

и =2-Sм,dв. 0 4 п 
о 

Распространяя это на весь объем по,1я, по11учаем: 

l) 

1 (' 5 U =- \ do M·dB. 
о 4'1t ) 

• о 

Эти интегралы можно вычислить, только знаи зависимость В 
от м. 

В неферромагнитных телах В пропорционально М; тогда ко
эфициент пропорциональности µ можно вынести за знак внутрен· 

него интеграла и проинтегрировать; мы получаем опять прежнюю 

формулу для tне~,rии магнитного по.11я: 

И= 8~ S 11.M2 ·do. 
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80. Работа гистерезиса. Мы только что показали, что для на

магничивания единицы объема ферромагнитного тела с переменною 

проницаемостью нам необходимо затратить работу 

.8 

U0=-
1 

\ M·dB 
41t J 

о 

· на каждый кубический сантиметр те11а. Но работа (М • dB) изобра · 
зится на диаграмме зависимости В от М (рис. 29 а) тонкою поло
скою В1А 1А 2В2 • При размагничивании dB будет отрицательно . и 

а 

А 

8 

_,__, А, 4,.......------с=-•, д 

ь 

А, 

м, 

с 

1 • 
1 " 

Рис. 29. Вычисление работы иамаrиичиваиия. 

м 

соответствующие площади работ мы тоже должны считать отрица

тельными. Если диаграмма (ВМ) не имеет петли (нет rистереэиса) 

(рис. 29 Ь), то при намагничивании и размагничивании до началь

ного состояния мы получим на диаграмме работ равные и про· 

тивоположные по знаку п,1ощади, вследствие чего полная работа, 

произведенная за весь ци1.11,, будет равна нулю. Но если характери· 

стика (ВМ) при циклическом намагничивании образует петmо, то 

пщ~щади уже не будут равными; при намагничивании будет истра· 

чено больше работы, чем получено обратно при размагничивании. 

В результате часть работы будет потеряна. Варбург показал, что 

железо при таком циклическом намагничивании нагревается и что 

потерянная работа превращается в теплоту. Д11я вычисления теш· 

лоты гистерезиса имеются эмпирические формулы. 



ГЛАВА ВТОРАЯ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

1. ЗАIЮНЫ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

St. Сила тона. Электрически/1 ток образуется движением элек

тричества. Движение электричества мы може:-.1 наблюдать вепосред· 

ствевно то,1ы<о в тех случаях, когда оно движется вместе с несу

щей его материей (электрическая конвекция), в большинстве же 

случаев мы судим о передвижении электричества по раздичным по

бочным признакам (изменение по11я, магнитное действие, эдектро

диз, ионизация). Однако в этой части мы не будем изучать дви

жение отдедьных зарядов, а введем понятие об tшоивалентно.м. 

sле1Стрическо.м то,се. 

Обозначим через р плотность эле1<тричества и через 'V скорость 

его движения. Тогда вектор i будет представлять пдотность элек

трического тока: 

i=pv. 

Плотность тока означает ко,1ичество электричества, протекающее 

каждую секунду сквозь один квадратный сантиметр площади, по

став.11ен~ой нормально к скорости. Плотность тока может образо· 

вать векторное по,1е любой формы. Проведем в этом поле sтемен

тарную площадку dS и напишем поток вектора I сквозь эту пло· 

щадку: 

dJ= (i·dS). 

Эта ве.11ичина называется э11ектрическим током сквозь площадку 

dS. Проведя в поле поверхность S любой формы и величины, мы 

можем вычис.11ить электрический ток, проходящий сквозь эту по

верхность: 

.! = s (1 · dS). 
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Сила тока J представляет собою количество электричества, про· 
текающее сквозь рассматриваемую поверхность в каждую секунду. 

При этом величины р и v, а следовательно и вектор плотности тока I 
могут иметь для различных точек поверхности различную вели

чину и разлнчное направление. Кроме того они могут меняться со 

временем. 

Составленные нами формулы могут быть применяемы не только 

к электричеству, но также и к материи плотности р и вообще 

к любому скалару1 который меняет свое место в пространстве. Од· 
нако для электричества нам необходимо сделать некоторое добав

ление. Дело в TQM, что в природе существуют два различных элек

тричества, противоположных по знаку I и 
I 
увеличение количества 

электричества одного знака вполне эквивалентно уменьшению коли· 

чества электричества другого знака. Соответственно с этим и дви• 

жение положительного электричества в одну сторону вполне ~квн• 

валентно движению отрицательного электричества в сторону проти• 

воположную. Обозначим через е1 и - е2 количества положитель

ного и отрицательного электричества и через и и - v их скорости; 
тогда на основании только что сделанного замечания мы должны 

для электрического тока написать: 

J =eJu +<- e2)(-v)=e1и+e2v. 
Электрический ток может проходить так, что заряды всех про• 

водников останутс!( неизменными. Для этого необходимо, чтобы ко· 

.личество электричества, приходящего к проводнику в элемент вре· 

мени, равнялось количеству электричеств~, уходящего из проводника 

за то же время. 

82. Единица СНJIЫ тока. За единицу силы тока принимают элек
трический ток, при котором каждую секунду сквозь рассматривае· 

мую поверхнос11ь протекает единица количества электричества 

(J=l)=(e-1). 
sec 

Практическая единица силы тока называется ампером. Мы 

имеем следовательно следующие соотноше11ия единиц для силы 

тока: 

кулон 
ампер= -- = 3, 109 CGS- В= о, 1 OGS - М. 

сек 

88, Закон Ома. Э.лектричество при своем движении ВН):РИ 

проводников испытывает сопротивление, которое аналогично 

7 Э а х е в в • " • А Творетnеена11 физина, ч.. •'1, 
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сопротивлению, испытываемому ~1атериа:1ьными те.r1аьш при движении 

их внутри вязкой жидкости. Однако законы движенин электричества 

в проводниках значите.,ыю проще, в особенности, ес.,и :11ы буде)! 
рассматриват~, постоян.н.ыс токи (пото~1 ;11ы перейде~1 к пt>ременню1 

tокам). O.!t показал на ~11-юrочш:ленных и точных опытах, что сила 

tока в пинейном проводнике ~10жет. быть выражена •1ерt>з падение 

потенциала вдоль проводника фор~1у,1ою: 

-V 
J.= =-KV; 

_1 __ к 
R-' 

rд~ /( и К суть коэфицненты пропорцнонаJ1ьности, не зависящне 

от J и V, но обусловленные размераыи и материалом проводника. 

Обозначая через l длину проволоки и через S площад1, ее попе

речного сечения (поперечным сечением называетсн сечение, перпен· 

дикулярное к д1шне прqводника и следовательно перпендикулярное 

к вектору силы тока), мы можем результаты опытов 0,Jta нзобра· 

эить форму.11ами: 
l R.=r;;-· . S' 

, . 
I<оэфнцненты р и а зависят от материала проводника, р называетсs1 

удельным сопротивление.н, а !J - удельною эле1sтропроводн.остыо 
проводника. l<оэфициенты э·rи для одного и того же материала )Юrут 

изменяться в аависимости от температуры, дав.11ения, посторонних 

примесей или растворенных тел, от способа обработки, молекуляр· 

ноrо состояния тела и т. п. (см. Курс электричества). 

84. Единицы соnротивления и злектроnроводности. Исходя из 

закона Ома, можно установить единиuу сопротивления при разно

сt1:1- потенциалов, равной единице, единица сопротивления должна 

пропускать постоянный ток, равный единице. Практическая · единица 
~опро·rивления нааывается олt: 

во,,ьт 1 
CUt --=-9 1011 CGS-.E:--:-:::109CGS- Jtl. 

ампер · 

Для удедьноrо сопротивления мы имееы формулу: 

р 

ГlоэтФ1у, ес;ш :мы возьмем кубик со сторонами в один санти• 

метр, то его сопротивление будет равно уде,;1ьному сопротивле1шю 

,;пiте'риала, из' которого сделан кубнк. 

,;.,:,.. ____ ;. .. ;,~,-~,_.,.;....;..~- -,. .. ' 
="'=:-••;..А.~* ....., ~~~,,:._;. _ __.; __ 
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Из фор~1ую,1 видно, что д,1н по,1учення величины vде:1ьноrо со

лротпв:tС'нин необходи.мо у~1ножнть сощ:отивление .;а 11.1ощадь и 
разде,1ить на .1..щну. Откуда эа1,:1ю•1аеы, что упельное сопротивление 

б,Удет выражаться в пракгичесю1х Е'дн111щах в о .. ,ю-санти .. нетрах. 
~ де.11ьнан же э:1е1пропроводность будет и;11еп, еднницеИ обратную 

вет1•1ину, т. е. eдtuщu,a, де.·1енная н.а о,1ю-саю1щ,tuт1р. 

В табтшах обыкнове11110 дают удельное со11ротнв,1енне в пра~<· 

тических единицах -- о,1tо-санти,1и1трах. Иногда даю~· сопротивление 

·прово,1оки д,1иною в ~,етр и попег,ечноrо сечения Б один квадрат· 

ный мшr.~иметр; для того чтобы атн последние данные перевести 

в о.ио-сан.ти"1tетры., нужно их у~1нож1пь на 1 o-..i,. · 
Для перевода уделыюrо сопротшшения, выра>кенноrо в практи· 

чес"их един1щах - олtо-санти.11етрах, в :ыектростатическне единицы 

необходимо его разделить на 9 • 1011, а для перевода в элеюромаг· 
нитные единицы нужно умножить 11а 1 Oq. Для перевода удмьноИ 

электропроводности служат обратные шrожите.111. 

85, Правила Кирх~офа. Мы не будем здесь разбирать раали4ные 
способы соединения .11инеАных проводников, потому что все · свя· 
занные с этим вопросы можно наИти в общих курсах ,мектриче· 
ства и зJ1е!{тротехникн. Мы считаем поэтому достаточным на110• 
мнить читате.11ю общие npaвиJJa Кирхгофа. 

Первое прав11.10 касается точки разветвления про1юдников. Прн 

стационарных {постоянных) токах ко.шчество злеtпричества в то•1ке 
разветвления (и вообще во всех точках проводника) до.,жно оста• 
ваты:я постоян11ым. Это возможно тош,ко при ус,1овии, что коли· 

чество ~тектричества, притекающее к рааветмению в 1<аждую се• 

кунду, равно 3лектричеству, уtекающему от -рааветв,хения в 1·0 же 
самое время. Обоана,rая притекание и утекание противопшюжными 

знаками, МЬ) можем написать первое прав~1.10 Kllpxzoфa ддя каждого 

разветвления так: 
Xl=O. 

Второе правиi!о КирхгrJфа основываеtся на том, что tютенцюм 

представляет собою однозн.ачную функцию. Поэто~1у, если мы обой• 

дем какой-нибудь залшн:уты.й КОНТ)'Р, выделенн1,1И ·мысленно в .сетн 

проводников, 1'0, придя в исходную точку, )tЫ до:1жны получит~, 

опять тот же самый потенциа,11. Но на тако)1 пути мьt будем наб· 

.11юдать падение потенциала, по закону Олtа равное Rl; н подъем 

rютенциа.1а 1] в каждо:--1 источнике электрическои энергии (rа.,ьва· 

ническ·не ,мементы, динамомашнны). . Дм1 того чтобы 11р11 

7• 
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возвращении в исходную точку мы получиJ1и тот же потенциал, суммы 

scex встреченных нами на пути электродвижущих сил (подъемов 

потенциала) за вычеtом всех пройденных нами rтздений потенциала 

должны равняться нулю 

~ (($ - RJ) = о. 

Как бы ни была сложна цепь проводников, оба правила Карх• 

юфа всегда поввопят нам написать целый ряд линейных уравнений. 

вполне до,таточных дпя определения с:ип токов в отдельных про· 

водниках, если даны их сопротивления и величины размещенных 

в сети электродвижущих сил. Примеры применения правил Кирх· 

2офа и закона Ома читатель найдет в Общем курсе электричества. 

86, Закон Джоуля. Мы знае;.,,1, что при передвижении электри· 

чества е. в электрическом поле от одной точки до другой, с раз· 
ностью потенциалов V, тратится работа 

U=eV. 

В э;1,жтрическом токе электричество постоянно движе1·ся 0·1' 

"в"'сщеrq потенциа11а к низшему, а потому в электрическом токе 

постоянно допжна тратиться энергия. Разделяя вышенаписанное ра· 

венство на sшемент времени t и приняв во внимание, что КОJшчество 
мектричества, протекающее в единицу времени, есть не что иное, 

как сила тока J, а внерrия U, отнесенная к единице времени, пред· 
ставляет. собою мощность, или эффект W, мы можем написать 

W=JV. 

Применяя закон Ома, мы можем предста11ить эту формулу в еле· 

дующих видах: 

Джо_у.еь покааал на опытах, •по вся энергия 1мектрическо10 

тока постоянно превращается в теплоту, нагревая проводник. 

87. Единицы работы и е.ффекта. За практическую единицу ра· 

боты принимают 

джоуль= во11ьт, кулон= 107 эрг, 

.и соотвен:твующаl'I единица эффекта 1юсн·r название уа.тт. 

джоуль эрг 
Уатт= =вольт-амuер= 101-. 

cei< сек 
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88. Закон Ома д.пя плотности тока. Имея в виду применять, все 

вышеприведенные законы постоянного тока и к нелин.ейн.ы.м про· 

водникам, мы придадим им не~колько ющй вид. Ес:tи формулу 

Ома: 

-V V 
J=-=a·-S 

· . R l 

раздели1'ь на величину поперечного сечения проводника, то noJiy· 
чим плотн.ость тока i в проводнике. Кроме того падецие ПО• 

тенциаJiа на единицу длины: 

·-V 
-1-=Е 

представляет собою напряжение электрического поля в»утри про· 

водника. Мы получаем таким образом: 

i=aE. 

Применяя эту формулу, не нужно смешивать различные единицы. 

Ес.,1и напряжение Е выражено ( в элемтростатичесl(UХ едини· 

цах, а а дано в таблицах в практических единицах, то для пе· 

рехода к электростатическим единицам нужно а умножить на 9.1011. 
Произведение аЕ, т. е. плотность тока, будет тогда представ.1ено 

тоже в электростатических единицах. 

89. Уравнение непрерывности. Проведем в проводнике (мысденно) 
замкнутую поверхность S. Поток электричества сквозь эту поверх. 

ность будет равен: 

J= р (idS). 

Если мы наружную нормаль поверхности будем считать пoJio· 

жительной, то этот интеграл будет нам давать количество электри· 

чества, вы.те~ающее каждую секунду из объема, обнимаемого 

проведенной нами поверхностью. Но вытекание э,1ектричества будет 

сопровождатьсн уменьшением количества электричества в 

объеме. С.т~едовательно, если р - плотность электричества, то 

•·-= J р· do 
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l!ри~сня11 э1·0 к бесконечно ~~алому объему, получаем: 

1
. • dp 
с1,·1=-- Р· 

dt 

Д.~я случая стационарны~ ·1·~ков, при которЬ1х 1<0д11честRО элек· 

тричества не меняется со временеа1, :.1ы имее~r: 

. • ~jx ! iliy 
dJV 1=- -г--

d.'С dy 

Этт.~у последнему уравненню и сооrветствуе1· приведенное выше 

первое правило Кирхгофа. Что же касается второго прави,,а, 

то его можно в1,1разить форму:1ами, которые мы име.rш в эле1<тро· 

статике и которые и здесь сохраняют свою силу, а именно 

curJ Е=О. 

90. Закон Джоуля для плотности тона. Мы можем и закон 

Джо,>1лл обобщип, на нелинейные проводники, применив формуJ1у: 

W'=l·V 

1< едивице объе~tа, т. е. разделяя на Sl. Получаем: 

W0 =iE=oE2. 

Эта форму;1а выражает с,1едоватеJ1ьно ко;1ичество теп.юты, вы

де.11яющееся в 1<аждо}1 кубическом сантиметре проводника в секунду. 

91. Ус:л.овня иа границе двух проводников. Предпо,1ожим, что 

мы имеем стационарное распредеJ1енне токов в проводящем теле, 

которое состоит из двух соприкасающихся проводников разлнчноlt 

электропроводности о1 и о2 • Если применить уравнение: 

divi=O 

к поверхности раздела обоих проводников (ер. аналоr11чные рас· 

суждения для потока индукции двух соприкасающихся диэлектри

ков: 50, 41 ), то 11олучнм для норма,1ьных составляющих плотноtтей 
токов в rом и другом проводнике: 

i,11 =i112· 

Выраженное с.,овамн, эrо означает: скоJ1ько нз одно1·0 провод· 

инка вытекает (сквозь квадратныn сантиметр в секунду) э.11ектри

чес1'ва, стш1ы,о же в дpyrolt проводник втекает. Что касается 

}(11nрн:ж:ен11U. ,мектрнческоrо поля, 'ro ш,r :~наем, чrо тангr-1~· 

::.;::..:::..::..·.::-.=-:-· .. -- ,_ • ' ,-:: .. т•-·-·--- -·- --=·======== -===== 
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цна:ш1ые составJ1яющие этих напряжений до.r1жны бьт, оди11а1<овы 

с обеих сторон поверхности раздела, потому •по 

11.рю~ешш аа1-:он (Uщ, получаем:: 

0'1 IJ2 

Из 110.,ученных нами уравнениlt (ана.1оrично с ус;ювиями на 

nоверхности соприкасающихся диэ;1еюриков: 51, 42) следует, ч·rо 

Jшнии токов будут пре,1омляться у поверхности проводников раз

,'!liЧНОй электропроводности: , 
tga1 _ 
tga2 - '2 

Это закJJючение можно демонстрировать н на опыте. 

Для примера нозьмем медную проволоку, поr·руженную II 

1 оо / 0-нын раствор поваренной соли. Отношение у деJJьных э11ектрQ• 

нроводностеА этих тел равно: 

~ = 0,6' 1 OG с= 6. 106 = tg'a1 • 
:,2 0,1 tga:2 

Откула видим, что II то время как внутри :.1едной прово.~оки 

:шнни 1оков будут направлены почти вдоль поверхности, сна

ружи в расгворе. поваренной соли они будут почти т~ерпснди~у

лярны к понерхиости. 

92, Два электрода в неограниченном проводннне. Предпо,1ожим, 
что два небольших э:1екгрода погружены в проводник аначнтмь

ных размеров (например в землю, как это делается часто в теле

графных линю1х). Требуется опреде.r~ить сопротивление среды между 

элею·родами. 

ДJiя простоты и бо;1ъшt:t! наглндности расчета мы предположим, 

что эJ1t>ктроды 11репстав.пяют собою небольшие шаровые поверх· 

1юс1·и радиусов а и Ь и что они заряжены до разности потен· 

ниа,юв i1
11 

Vь· Так как ,ютенцна;н,t по:1я при шаровых проводни

ках обратно проr10Р.11Ионат,ны расстоянию от центра, то ,южно мя 

первого эщ:1про:tа НRпнса·1ъ: 

1' = а \1 . 
r r II 
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Такое же соотношение мы получим и д.1я потенцна,,ов, обу· 

с.1оменных присутствием второго эJ1ектрода. Таким образом рас· 

11ределенне потенциалов в рассматриваемом неограниченном про· 

воднике будет выражаться формулою: 

У самой поверхности 

ние поля (r1 = а): 

Е =-~V -
а or -

V=~V _!..v. 
r1 а r2 ь 

первого электрода мы ло,1учим напряже-

(нри r 1 = а) 
1 Ь 

= - Vа--:э Vь· 
а '2 

Но так как расстояние между злектродами мы предполагаем 

очень большим rю сравнению с радиусом электрода а, то второй 

член мы можем опустить и написать для плотности тока у первого 

электрода: 

А сила ·rока будет равна этой плотности умноженной на 110· 

верхиость э,1ектрода: 

Такой же силы ток мы получим и у второ1·0 электрода; 

Деля разность потенциалов между э,1ектродами на си.,у тока, 

по.1учаем сопротивление проводника: 

В том с.пу•ц1е, коrда ::1Лектроды не 1югруженw " про.нодник, а 

nрщ1ожены к поверхности проsодника (этот случай ближе подхо

дит к э.11ектродам, опущенным в зем..,ю), 1-. е. проводник безграни

чен ·rолько в одн.у сторону, мы получим очевидно двоlJ.ное сопро

·rивление. 

Во всяком с;1учае, как видим, сопро·rивлеиие совсем не зави

сит от расстояния М(ilЖдУ э,1ектродами, а только от их размеров. 

Чем меньше размеры э.11ектродов, ·rем больше 110.r11учается сО11рот11• 
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вление той среды, в которую они погружены. Это обстоятельство 

было за~1ечено на опыте раньше, чем была установ.1ена теория, и 

это да,10 повод к различным недоразумениям. А между тем это 

явление объясняется просто тем, что с увеличением расстояния 

:между электродами расширяется и площадь, пронизываемая токами, 

а потому сопротивление остается неизменным. 

93. Время релаксации. До сих пор мы рассматрива.11и только 

установившиеся эдектрические токи, потому что, строго rоворя, 

закон Ома приложим только к постоянным токам. Тем не менее 

по,1езно рассмотреть один с:~учай неустановившегося движения элек

тричества, в предположении, что закон Ома остается в силе и для 

этого случая, по крайней мере в первом приближении. Впослед· 

ствю1 мы увидим, что зто первое приб11ижение означает, что мы 

пренебрегли влиянием магнитного поля тока. 

Предположим, что в полупроводнике с диэлектрическою постоян· 

ною е и с электропроводностью а распреде.r~ены злектрические за· 

ряды с шютностью р. Вс,,едствие злектропроводности тела эти за

ряды не останутся на месте, а будут образовывать электрические 

токи и взаимно уничтожнься. Как будет происходить этот процесс? 

Д,1я решения это1·0 вопроса напишем уравнение непрерывности 

эле1пр11чества (102, 89): 
divi=-p. 

Пдотность тока i мы можем выразить через напряжение пот, 

по закону Ома, а напряжение поля можем выразить через электро

статическую индукцию: 

i=aE= а D. 
е 

Принимая во внимание, что: 

divD=4n:p, 
получаем: 

4па 
р==--аР· 

Это диференци.u11оное ураененне решае-тс11 так: 

t 

Здесь р0 означает пло·rност,, электричества в не.который момеыт 

времени t=O. Этот резулЬ'Гат показывает нам, что ~ели в каком

щ1бо по:1уnровод1н1ке ~ л.иэ,1~ктрнческою 11остоя11ною i и с ~е!\• 
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тrопроволностью ::; в какой-нибудь :.юмент вре:-.-1ени будут раз:.~е

щены заряды р, то эти заряды будут· вз11ш.1но уни 1по;юзп,ся со 

нре~1е11ем. Черсэ некоторое вреш1 
s 

t--:---:- -----
4тт:; 

1шю1 11ество э:1ектричества у~1еньшится в е (е = 2, 718 ... ) раз. Это 

1,ремя -: проrюрционалыю диэлектрической постоянноИ и обратно 

пропорциона,1ыю электропроводности; оно называетсн временем рс

лаl(сации по,1упроводннка. Само собою разумеется, что вместе 

с уничтоженнем эдектричества будет уничтожаться и Э.'1ектрнческое 

поле и притом с тою же быстротою. 

ДJIЯ примера возьмем дестюТJiированную 1.юду с ди.:тектр11че

с1юй постоянной i = 80 и очень с,1абою э:~ектропроводностью 

а= 10-s (омо-сантиметр)-1. 
Переводя э.r~ектроnроводносп, в ЭJ1tжтростат1111еские еднницы, 

и,1еем: 

80 
6 

• ,= 4тт,10-в.9,1011::,= .Jo·-Jceк. 

Мы видим, что. даже в чистой воде э;~е~причесrше 110;1е уни•1то

жаетсн чрезвычайно быстро. В метал:шческих проводниках <НЮ бу· 

дет уничтожаты:я еще в ми:шионы раз быстрее. 

П. ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ, 

94. Закон Био н Савара. Эрстедт сдела.1 открытие, что электри
ческий ток деikrвует на ~1агнитную стре;rку, или, по нашей терми

нологии, образует около себя маr·нитное 1ю;rе. Пос:1едующие 11с

следования Био и Савара установи,,и !(О,zuчествею,юе соотношение 

между силою тока и образуемым им магнитным полем. Лаплас 

ноказал, что действия э;1ектрического тока на магнитный по,1юс 

в опытах Био и Саеара можно свести на э,1ементарные действия, 

исходящие иэ каждого э:~емента ю~ины di проводника, по которому 
идет ток. Эти э:1ементарные де.йсп.1т1 11роrюрниона.11ыш ;мине ~1е
мевта 1li, сипе тока 1 и силе ~,агтпноrо rютоса т 11· обратно 

пропорцнонаю,ны квадрату расстояния между ними. Та1шм образом 

мы получаем нечто ана,юп1чвое закону l<.)цопа д:1я электрических 

и магнитных взаимодействии. Одна1<0 существенная разница между 

этнм11 законами состо1п н том, что сш1а, открытая Эрс,т•дтод., завн

снт от опюситеJ1ыю1·0 напрантпшн элемента dl и радиуса-вектора r, 
11ptщl':1,e111101·u щ ':Э.'l('J1Н'нт.1 тою~ 111 1, 11ошосу llf.. Обозначая УГ<М 

Э:IЕКТ РОМЛГНЕТИЗМ 

между этими .л.нумя напрамению111 через :х, мы до.1жны прибавН1ъ, 

что сн;~а эта 11рuпорциоиалы1а ·siн а. Но это еще не все; 01,азы· 

~ается, что сш1а эта не притягатедьчая н не отта.живатмьная, т. е. 

напраВJ1ена не по радиусу-вектору r, а перпендику.11ярно к тю

скосrи, проведенной через элемент то~,;а dl и радиус-вектор r. 
Приняв все это во внимание, мы можем представить закон Бtю 

n Савара в с11едующе!t фор:.~е: 

dF в = '\2dl r· f. r im] ===- т ! [ dl . r lm J . 
Эдес1, r

1111 
означает единичный векrор, напра1:ще11ныti от э.чс

мента тою1 ,il к noJiюcy т. Все три вектора F, dl, r соо·авляют 

~,., 
,_ 
',-~ 

,,~),;z 

,с~-

J 

Рис. 30. Дейсrвис э1смснта шка на маrн11тном по.qюсс. 

нравовинтоную с.истему (рис. 30). Относя силу к едивице по;1юса, 

r1олучаем напря.жснде магнитного по.11я, обус.1ов:1ешюе рассматри· 

ваемым ~тементом 'то~<а J · dl: 

dM==-J [Jdl,r,m] · 
При вычис.~ении магни,·ноrо поля всего тока, идущего no лро

во.u,нику конечноlt ддины, все элементарные действия, обусловленные 

ь:аждым элементом тока, нужно с.11ожить вместе (сложение векторов, 

коие•то геометр11ческое). Это мы можем иэобраэить интегралом: 

1 
r- ·1 М= р r2- _ldl·rim, 

распространен11ым на всю д11щiу нроводннка, но которому и;ter ТО!{. 

pi'),'1ЫIJE'l<J, частыо это буд<'т интеграл 110 за~,ю,утой ;тиющ, . ' 
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95, Закон Аыпера. Одновременно с действием электрического 

тока на магнитный полюс мы имеем и действие магнитного полюса 

на ток, причем действие равно противодействию, хотя силы и не 

направлены по динии, соединяющей оба взаимодействующих теда, 

а перпендику,1ярны к ней. СледоватеJJ.ьно обе силы образуют вместе 

некоторый мо.нент сил. Ампер показа.1 на опыте, что два электри· 

ческих тока тоже взаимодействуют своими магнитными полями; 

в этом посJ1еднем случае действие и противодействие направлены 

по линии соединения двух элементов токов. 

При форму.11ировке законов Ампера мы можем исходить из 

закона Био и Савара, написав: 

т [ ] dF А dF в :..= ; 2- /, dl · r ml . 

Здесь, как и раньше, r,m означает единичный вектор, напра· 

менный от элемента тока к полюсу, а r ml означает единичный 

вектор обратного направления (рис. 31 ). 

,,. ". 
>~ ( 

Рис. 31. Взаимодействие эпектрическоrо тока и маrнитноrо попюса. 

Один из множитеJtей в вышенаписанной формуле, а цменн& 

т 
га r1111 = В rхредставлиет собою ве.т1ичину магнитной индукции, обраsу-

емой полюсом т в 1'Ой точке, гдt: находится элемент тока dl. По
&тому мы можем написать: 

dF А -= [ /. dl • в J , 
В эту форму.~у уже •1е входит магнитный полюс, и она nри · 

меним{I и ~ тем с11учаям1 кorrui ннд{·1щия В обvс.,омена не магн~;· 
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ными полюсами, а электрическими токами. Следовательно gта фор• 

мула описывает открытие А;.тера в полном объеме. 

При вычш:лении действия поля на э.1ектрический ток (или про• 

водник, по которому идет электрический ток) конечных размеров 

(большею частью ток прелсtав.1Jяет · собою за.м~нутую ди»ию) мы 
должны все э.11ементарные действия сложить вместе, тогда получим 

некоторую равнодействуюшую силу 

F= J tl·dl ·BJ 

н кроме то1·0, как увидим ниже, может получиться и некоторый 

мо.мен.т сил. Наконец, еспи рассматриваемый проводник гибкий, 

ИJJИ упругий, то, так как сипы, действующие на отдеJ1ьные части 

проводника, могут иметь различную величину и раз,1ичное напра· 

вление, проводник может подвергнуться деформации под действием 

сил магнитного поля. 

В тех случаях, коrда магнитное поле обусловлено элекrриче· 

скими токами, нужно сперва определить ero по формупе Био и Са· 
вара, умножить напряжение поля на µ. и полученное В подставить 

в форму.1у А.мп.ера; тогда получим силу F А· 
96, Электромагнитная единица силы тока. На основании фор• 

мул Био и Савара и формулы Ампера мы можем, пользуяс~, уже 

введенной нами единицей для магнитного полюса или единицами 

дли напряжения и индукции магнитного поля, ввести единицу для 

си.11ы тока. Обыкновенно для наглядности берут для этоrо круго

вой ток радиуса, равного одному сантиметру, и помещают в его 

центре (мысленно) магнитный подюс, равный единице. При таком 

расположении радиус· вектор будет образовывать с током везде 

прямой yro,, и sin а= 1. Если мы подберем силу тока в круговом 

проводнике так, чтqбы каждый сантиметр его длины действовал на 

nолюс т = 1, помещенный в центре (т. е. на расстоянии одного 

сантиметра от тока) с силою в одну дину, то будем считать этот 

ток равным единице: 

F _(m=l)(l=cm)(sina=l) 
в- (r=cm) 2 (J=l)=dyn. 

При выборе единицы силы тока у нас сохраняется единица мя 

количества магнетизма, и законы Био и Савара и Ампера не 

,требуют никаких доnоJ1нитеJ1hных коэфициентов. Так как эта еди

ница основана на .магнитных действиях тока, то она носит на• 

звание магнитной нди зле~тромщнитной единицы силы тока. 
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Мы имели раньше ttрт:тшtсскую и э.zе,,,;тростати•tес1-;ую еди· 

ницу для силы тока. Единицы, основанные на разных физическнх 

законах, ~юrут и не был, rцина1-.овыми. Опыт показывает, что 

э:~ектромаrнишая единица сшtы тока в 3 · 1011) раз бо;1ыне э.1е~про· 
ста,·ической единицы, 11 мы ю1ее~1 соотношение: 

ампер= 0,1 ('(}S-Jl = Э· 109 (!ОН- Ь'. 

97. Магнитное поле прямого тона. Сащ,1й простой с.1учай )1ai·· 

шпноrо поnя :\IЫ по,1учаем, коrда э;1ектрическиИ ток идет по прн. 

rl! 

r 

' 

р 

MO}IY 11ровод11и1<У безграничной длины. 

Обозначим расстояние рассматриваемой 

точки по,1я от линии тока через r0 . То1·да 

д-'IЯ различных радиусов-векторов r, про

веденных к рассматриваемой точке из раз

:шчных э,1ементов тока dl, мы :-.южем на
писать соотношения (рис. 3_:l): 

s!n (lr) = cos (rr0 ) = cos ci, 

1· cos Cl = r0; dl cos 2 rd1., 

н фор:.1у;rа Био и Савара примет в11;(: 

J .... cos l).·d'J., 

'о 

dM = J cos2 а.. 'о. da. 
'6 cos а. 

Рис. :J2. Выttнс.1ен11е ма· 
гнипюrо поля 11рямо1·0 

тока. 

Интегрируя это по 

ника, т. е. от а= -

всей д;1ине провод· 

те п 
до О:=+· ---

2 ' 
nЬлу11аем: +·~- ' .. ,,;;, -i- 2· 

J :• J 1 · 1 м =- \ cos IJ.·dl). :..::., --··· sш 21 
ro J 'о 

=-'lJ 

Эту именно формуJtу и подтвердшш Био и Савар на основашш 

опытов с прямым проводником очень большой дюшы по сравне

нию с расстоянием r0 . 

Поле прямого проводника зависит тоJ1ько от рассто яння г0 , и следо· 

вательно расположено совершенно симметрично вокруг оси проводника. 

Ес.,и мы имеем два пара.1J.11е,1ьных ,1инейных проводника, по ко· 

торым идут токи 11 11 12, то каждый нз этих токов образует 

в точках другого проводника напряжение по.,я: 

2J 
Л1=-. 

'о 
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У:.1ножап на 1.1., чтобы получить инiJу1щию, и 1rодставJшя в фор· 

мулу А.1тера, попучае~1 силу деikгвия од1ю1·0 из нжов на ,тждvю . . 
едuн111~у длш1ы. :tpyroro тока: 

- 2 f = :.1. Jl}2. 
Го 

Сила ,на лроtюрцнона:rьна произведению Си/1 то1<01Э. Она буде1· 

притяrате:1ьная, ес.1и токи одного направления, и отталкивательная 

при токах противоположного направ.1ения (см. Общий курс !Мек

тричества). 

Для примера возьмем оба тока одинаковой силы в 1 О ампер 
1 ()GS·1"1). Тогда каждый сантиметр дш1ны каждого тока будет 

испытывать н воздухе эilектромаrнитную силу, равную: 

2 
F= dyn. 

'о 
98. Поле кругового тона. Мы ограничимся вычислением шшря• 

жения магнитного поля кругового тока на е1·0 цеt1тралыюй осиj 

перпендикулярной к его 

плоскости; веJшчина маг· 

нитноrо напряжения в дру· 

rих точках поля не может 

быть выражена в конечной 

форме при помощи эJ1е· 

ментарных функций. 

Для какой·,'1ибо точ· 

ки, лежащей на централь· 

НОЙ оси, все раССТОЯjiИЯ r 
элементов тока будут одп· 

наковы (рис. 33): 

d! 

Рис. 33. Вычнz::ение маrнит1ю1·0 нош1 "Р.VГО· 
воrо тока. 

rде а означает радиус круга, г0 означает расстояние от центра II 
o:-yroJ1, образуемый радиусом r с центральной осью. Все э·ги ве

личины для всех точек кругового проводника одинаковы. Таюш 

образом все элементарные силы Био и Савара в это~, с.11учае будут 

одинаковы, но направления у них разные, потому что каждая. эле

ментарная си.1а перnендику.1ярна н. к эле,rенту тока dl н 1, радиусу· 
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вектору r. При геометрическом смжении этих сил мы поступим 

следующим образом. Мы разложим каждую элементарную си.т1у на 

две составляющие: одну возьмем вдоль центральноn оси, а другую 

перпендикулярно к этому напрамению: 

J 
dM== r2 dl. 

dM
0 
= J ·dl cos• ~ sln а; 

' l·dl . 
dMa = ·--;:r cos3 2. 

(j 

Но все составляющие сш1ы1 перпендику.'lярные к оси, взаимно уни· 

чтожаются, потому что они направлены во все стороны от оси 

равномерно. Сумма соста,:mяющих вдою, оси опреде;1ится интегри

рованием по всеА окружности тока: 

2r.a 
J (' . 2п 

м0 = -~ J cos2 а• s1n tJ. • dl = l а [
1 
+ ( ,~ ) 2 j { · 

Чем ближе рассматриваемая точка по.'!Я к плоскости кругового 

тока, тем напряжение попя сильнее; в 11ентре круrа r0 = О, и мы 
получаем: 

Если мы будем, остава11съ в плоскости круrа, итти от центра 

к периферии, то магнитное поле будет увеличиваться. Самое силь
ное поле мы полу•1им у поверхности проводника и эдесь мы можем 

рассчитывать напряжение поля так, как будто проводник прямоА. 
Обозначая радиус проволоки через Ь, мы можем с большим при· 

ближением положить 

Силу, с которой круговой ток действует на маrнитныА полюс т, 

мы получим, умножая вычис.'lенное выше напряжение маrнитноrо 

поля на т. 

Представим себе, что мы помести,1и в центре кругового тока 

один из полюсов длинно1·0 магнита; пусть :магнит будет такоn 
длины, что действием другого полюса на круговой ток можно пре· 

небречь (еслн другой полюс помещен тоже на оси, то это действие 
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.мы можем в случае надобности и рассчитать). При таком распо 

ложении опыта круговой ток будет действовать на полюс с силою 

2п 
F=mJ . 

а 

С такою же силою будет де11ствовать и по.1юс т на весь кру-

1·овой ток. По,1юс и ток будут притягиваться и.,и отталкиваться, 

смотря по направлению тока и по знаку полюса. В этом случае 

действие и противодействие направ,1ены по одной и той же линии. 

Пока по.11юс находился в центре круга, составляющие сил dMa, 
нормальные к оси, были равны нулю. Если мы теперь будем отхо· 

дить полюсом от плоскости круrа, то кроме осевых сил появятся 

и силы, пtрпендикулярные к оси. У самоrо полюса эти последние 

силы будут, как мы уже сказали, взаимно уничтожаться, и соот

ветствующие им силы Ампера, действующие на круговой ток, тоже 

будут иметь равнодействующую, равную ну.ТJю, т. е. не будут стре· 

миться сдвинуть круговой ток в его плоскости ни в какую сторону 

тем не менее эти силы будут проявляться в том, что они или бу

дут растягивать, или ежи.мать окружность круга, смотря по на

правлению тока и по знаку полюса. Если полюс притягивается то

ком, то круr будет стремиться расшириться, и, наоборот, при взаи111· 

ном отталкивании по.r~юса и тока, окружность, по которой идет 

ток, будет стремиться сжаться. Советуем читателю проверить это 
утверждение по чертежу. 

99. Линии сил замкнутого то1са. На рис. 34 изображены линии 

сил магнитного поля 

кругового тока. Эти 

линии уже не будут 

кругами, как в случае 

прямых токов, но все 

они будут за.штутые 

и будут огибать про· 

водник, по которому 

идет ток. Каждая линия 

сил связана с контуром 

тока, как два звена в 

цепи. Если бы эти маг

нитные линии были ма· 
Рис. 34. Магнитные ,1ЕН,!И снл 1,pyroвoro тока. 

териальными, как линия тока, то их нелLэя было бы снять с то1,а. 

не разорвав самой линии и.~и не прерn.1в контур тока. 

s Э n хе 11 :: э. :t ъ л. Т.;1'Jрст1tчссн:а11: ф:1::аш~~, ч. }'!. 
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Направление магнитного поля замкнутого тока определяется по 

направлению тока известным правилом tfj)paвч.u№a или другими 

аналогичными прави;1ами. Проведем через замкнутый то1< какую-либо 

поверхность; при этом проводник будет служить №он.туром, или 

гран.ицей, этой поверхности. Та сторона поверхности тока, из ко· 

торой выходят . магнитные линии сил, называется положительн.ой 

стороной, или северн.ой стороной; противоположная сторона, в ко

торую магнитные линии си;1 входят, называется · отрицатель'Ной, 
иди южн.ой. Мы всегда будем восстанав,rшвать по.1ожительную нор· 

мадь поверхности с ее северной стороны. 

100. Замкнутый ток в однородном магнитном поле. Представим 

себе замкнутый проводник (рис. 35), дежащий всеми своими точками 

в одной плоскости. 

Повернем эту плоскость 

так, чтобы она стала 

паралле;1ьно данному 

нам однородному маг· 

i " в нитному полю индук-
--++-----------r;----.. ции В. Требуется опре· 

Рис. 35. Замкнутый ток, шrоскость которого 
параллельна магнитному полю. 

dF= JB ·dl sin (dl ·В). 

де;1ить действие этого 

подя на проводник. 

На основании за

кона Ампера действие 

подя на каждый эле

мент тока равно: 

дJiя того, чтобы просуммировать это выражение по всей длине 

тока, мы можем · воспо;1ьзоваться тем, что произведение dl sln (dl · В) 
представляет собою проекцию элемента dl на ;1инию уу, перпен
дикулярную к направлению по.r1я (рис. 35): 

dP=JB,dy. 

Таким образом каждой элементарной силе, действующей в пра

вой части проводника, будет соответствовать ей равн.ая сида в левой 

части чертежа. Кроме того две такие равные силы будут противо· 

положн.о направлены. Действительно в правой части чертежа, где 

ток идет вниз, сю1ы Ампера будут направлены перпендикулярно 

1< чертежу на нас. тогда как в 11евой части чертежа, где ток идет 

ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМ 115 

вверх, силы будут направлены от нас к чертежу. Отсюда мы за

ключаем, что эти силы будут поворачивать замкнутый провод· 

ник вокруг оси, перпендикулярной к полю. Для того, чтобы вы· 

числить .мо.мен.т всех этих сил, мы умножим каждую сиду, соста· 

вляющую с соответствующей ей силой другой стороны проводника 

пару сил, на плечо этой пары х и сложим все моменты вместе. 

Тогда получим момент всех сил: 

K=JB s x,dy=JB s dS==JBS, 

где S очевидно представляет собою площадь, обтекаемую замкну
тым током. 

Величина р = JS называется .магн.итн.ы.м момен.то.м замкнутого 
т,ока. Направление этого момента мы будем считать перпендикуJ1яр
ным к плоскости тока и направленным в ту сторону, куда выходят 

магнитные линии сил самого замкнутого тока. 

Что касается направления момента сил, которое мы опреде
лили, то не трудно видеть из черте}{(а, что векторы Н, р, В обра

зуют правовинтовую систему, и мы можем написать: 

К== [р· В]. 

Это соотношение легко запомнить, если обратить внимание на 
аналогию с моментом сил, испытываемым магнитной стрелкой в маг

нитном поле. Как магнитная стре,'!Ка, так и электрический ток стре· 

мятся повернуться так, чтобы их магнитный момент был направлен 

в ту же сторону, как и внешнее магнитное поле. В случае элек

трического тока мы можем это выразить и так: замкнутый э.11ектри

ческий ток стремится под действием внешнего поля повернуться 

так, чтобы его собственно внутреннее магнитное поле было напра
влено в ту же сторону, как и внешнее. 

. Если плоскость проводника перпендикудярна (рис. 36) к полю, 
то все элементарные силы Ампера будут дежать в плоскости тока 

и опять будут попарно равны и противоположны; действие этих сил 

будет обнаруживаться в том, что отдельные qасти проводника бу· 
дут растягиваться или сжиматься, вообще деформироваться, анало

гично тому, что r,1ы имели при рассмотрении действия полюса на 

круговой ток. 

В более общем сдучае, когда внешнее магнитное поле соста· 
вляет с нормалью· к плоскости тока некоторый угол а, мы можем 

разложить itO на две составляющие: одну взять в плоскости тока 

8• 
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(В sin а) и другую -- перпендинулярно к этоА п.rюскости (В cos а). 
Пос,1едняя состав,11яющая будет только деформировать ток, между 

f"., 
--·t·, 

,:,: - h, ... : _ ... ~.:.._-----\IP::::,..--':_fz __ 

Рис. 36. Замкнутый ток, плоскость которого 
перпендикулярна к магнитному полю. 

тем как -первая соста

вляющая, имеющая ве

личину В sin а, будет 

х повертывать ток, обра· 

зуя момент сил: 

K=BISsina; 
К= [рВ]. 

Эта формула отли· 

чается от той, кото· 

рую мы по..,учили выше, 

только тем, что теперь 

sln а не равен единице. 
Наконец nредпо..,ожим, что данный нам замкнутый ток не ле· 

жит в одной плоскости, а представляет собою какую угодно за· 

мкнутую JIИнию в пространстве и что данное нам внешнее магнит· 

ное поле неоднородно. В таком с..,учае можно для расчета сил, 

действующих на проводник, применить основную форму..,у Ампера, 

интегрируя ее по всей длине замкнутого тока. Но можно поступить 

еще следующим образом. Мы проводим через контур тока какую

дибо поверхность и дополняем данный нам ток це.1Jою сетью равных 

и противоположных токов, обтекающих малые п..,ощадки dS; от 
этой прибавки искомые си11ы измениться не могут, потому что все 

прибавочные силы в каждой точке сети равны и противоположны. 

Но таким образом мы получаем целую систему элементарных п.ло· 

Cl(UX замкнутых токов, из которых каждый лежит в однородном 

поле, и мы можем применить к каждому из этих токов только что 

полученные нами формулы. С математической точки зрения оба 

способа расчета от.шчаются друг от друга тем, что в первом слу· · 
чае мы вычисляем .линейный интеграл, а во втором случае-интеграл 

поверхностный; но мы знаем, что один можно преобразовать в дру· 

rой по теореме Cmo!.cca. Мы вернемся к этому вопросу ниже при 

вычислениях, касающихся энергии магнитно~ о поля токов. 

101. Потенциал магнитного поля злектрическоrо тока. Рассмо

три:~.~ опять взоимодействие. элемента тока и по,,юса: 

т 
dF=-[1,dl,r1 ] r'l т 
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и предпо,,ожим, что и.r1и по.1Jюс передвигается в поде тока на 

длину ds, или элемент тока dl передвигается в nротивопо.~южную 

сторону на ds. Как в том, так и в другом с.11учае на такое пере

движение потребуется затратить работу, величина которой опреде· 

ляется, как всегда, скалярным произведением силы на величину пе· 

ремещения. Мы по,,учаем следовательно: 

mJ 
dU = (dFв·ds)= [dl ·r1111] ,ds. 

Разделим эту работу на количество nередвиrаемоrо магнетизма, 

т. е. предположим, что передвигаемый нами подюс т = 1, и по 

аналогии с понятием, введен1;1ым нами в магнитостатике, назовем 

nо,,ученную величину потенциалом маrнитного noJiя, образован· 

ноrо электрическим током: 

J 
dV= r2 [dl,r 1111]ds. 

Это выражение мы можем значительно упростить. Переставив 

множитеJiи в произведении трех векторов, имеем: 

[dl · r1111] • ds = [ds · dl]r1m = dS • cos (r · dS), 

где вектор dS представляет собою площадь, описанную элементом 

тока dl при передвижении по пу· 
ти ds (рис. 37). да..,ее величина 

dS· cos(r·dS)=dJ) ,2 
есть не что иное, как телесный 

угол (7, 8), под которым видна 

площадь dS из той точки поля, 

для которой мы вычист1ем потен

циал V. Таким образом имеем: 

dV-:- ,Jd,J). 

. Теперь представим себе, что 

полюс т 1 перемещается из бес· 

р 

Рис. 37. Сдвиг элемента тока в ма· 
rнитном по.1е. 

конечно удаленной точки, где потенциал мы принимаем равным 

нулю, до расс;\1атриваемоft нами точки Р; или, наоборот, мы можем 

представить себе, что весь замкнутый ток / перенесен из беско· 

нечности и принял данное ·нам распо,,ожение относительно полюса 
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т = 1. При бесконечном расстоянии тока и полюса друr от друrа 

телесный угол dr» будет равен- нулю. Следовательно вся работа, 

затраченная на указанное перемещение, будет равна: 

Сравнивая это с формулой, которую мы получили для потен· 

циала магнитного листка, равномерно покрытого нормальными к его 

поверхности биполями с плотност1'ю р (89, 72) 

V=p·(I), 

мы видим, что магнитное поле замкнутого тока одинаково с полем 

магнитного листка, если их контуры одинаковы и поверхностная 

плотность биполеR р равна силе тока /. 
Мы можем сейчас же1 пользуясь принципом равенства действия 

и противодействия, сказать, что и действие внешнего магнитного 

поля на электрический ток одинаково с действием его на магнит

ный листок при вышеуказанных условиях. Эквивалентность ·тока и 

магнитного листка представляет собою знаменитую теорему Ампера. 

102. Маrнитодвижущая сила. Если мы будем переходить от од

ной точки поля электрического тока к другой, то угол ш будет 

меняться, и разность потенциа,'lов в двух точках Р2 и Р1 опреде
лится так: 

Однако эта разность будет в некоторых случаях зависеть от 

того пути, по которому мы передвигали полюс т = 1 из первой 
точки во вторую. Представим себе, что мы ведем полюс т = 1 по 
за.ut.нутому пути; тогда, вернувшись снова в исходную точку, мы 

должны получить опять тот же самый потенциал. Так оно и будет 

во всех случаях, в которых наш замкнутый путь не огибает элек

трического тока (рис. 38). Если же мы сперва войдем внутрь пло· 

щади (рис. 39), обтекаемой током, то угол (1) возрастет до 2п; 

затем при дальнейшем обходе он будет расти да.'lьше до величины 4тr 
' 

и наконец, когда мы опять дойдем до исходной точки, его значе-

ние будет ro + 4rt. Таким образом, обойдя з~мкнутый путь, мы не 

получаем опять того же значения потенциала, а по,'lучаем разность 

телесных уr.1ов: 

(<о+ 4rr) ro = 4,т. 
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Если мы обойдем контур тока п раз все в одну и ту же сто

рону, то получим потенциал: 

V=n·4тtJ. 

Итак потенциал магнитного поля электрического 

вляет собою многознач.ную функцию i эта функция 

зна чною, пока мы не ь 

огибаем контура тока, 

т. е. пока наш замкнутый 

путь и контур замкнутого 

тока не образуют друг 

с другом двух сцепленных 

звеньев. 

Нечто аналогичное мы 

имеем в жидкости, вра· 

щающейся вокруг оси (во

круг вихря). Если мы бу· 
дем все время итти вдоль 

движения жидкости и бу

дем суммировать произ· 

ведения скорости на прой· 

дейнный путь (v, ds), то у 
нас будут получаться все 

положительные произве· 

дения, и сумма их при 

обходе оси вращения то

же будет положительна: 

p(v,ds) =С. 

38 

39 

тока предста· 

остается одно-. 

J 

s 
б 

т 

Если мы поt!дем по Рис. 38, 39 - движение по.qюса по замкну-

обратному пути, то по11у· тому пути. 
чнм ту же величину, но противоположного знака. Эта величина 

называется в гидродинамике цирt.уля.циеti. 

В рассматриваемом нами магнитном поле электрического тока 

мы будем называть интеграл, взятыt! по замкнутому пути, огибаю· 

щему контур тока, 

Jtrtгюипадвижущей силой, по аналоrин с электродвижущей силоf.1, 
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действующей в замкнутом проводнике и выражающеttся инте· 

гралом: 

fP(E·ds)=/5. 

Если тот путь, по которому мы ведем полюс т = 1, не обходит 
контура тока, то мы получаем разность магнитных nотенциа,1ов двух 

точек: 

2 

v2 - V1 = \ (М. ds). 
''i 

Точно так же и в проводнике ведичина интегра.11а 
2 

V2 - V1 = Г (E·ds), • J • 
1 

взятого между двумя точками проводника, называется разностью 

эдектрических потенциалов этих точек. . 
Полученный нами интеграл, выражающий магнитодвижущую сиду 

замкнутого э,1ектрического тока, часто употребляется в э.,ектротех· 

нике при расчетах электромагнитов (см. Общий курс эдектричества: 
формула Гопюиесона). 

103. Отличие поля тона от поля магнитного листка. По теореме 

Ампера магнитное поле электрического тока sквива,1ентно по,1ю 
магнитного листка (118, 101). Однако между ними. имеется. то раз
,,ичие, что потенциаJI магнитного листка представляет собою одно

значную функцию по,1ожения точки, тогда как потенциал тока· 

многозначен. Но дело в том, что потенциа:1 магнитного листка при 

проходе сквозь листок претерпевает скачок (прерывен). Если мы 

будем вести по,1юс т = 1, начиная от положительной стороны 
листка, где потенциал равен 2rrp, и, обойдя листок кругом, придем 

к той же точ1,е, но с отрицательно/:! стороны листка, то у этоtt 

отрицательной стороны потенциал будет равен - 2rrp. Вся разность 

nотенциа:юв, пройденная нами, будет следовате,'Тьно: 

-- 2ттр ··· ( + 2тrр) - 4rrp. 

Это вполне с9ответствует магнитодвижущей силе э,,ектрическоrо 
тока. Но затем, когда мы будем проходить сквозь поверхность 
Jiистка, чтобы вернуться на положите:1ьную его сторону, откуда мы 
нача,1и свой путь, то потенциад сразу повысится на величину 4ттр 

(~4, 22), и 11ся разность потенuиапов в пройденном нами замкну-

========-=========-=-·=·--·=--=--=··с.с·-=-· .. · ..... ______ . --
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том пути будет равна ну.11ю: потенциал окажется однозначным. 

В поле электрического тока нет такоА поверхности, где бы потен

циал бьт прерывен, поэтому он и оказывается многозначным. 

Из всего вышесказанного мы заключаем, что понятие потен

циала может быть применяемо и к магнитному по11ю э.11ектрического 

тока, только не нужно забывать его многозначность с периодом 4пJ. 

104. Магнитное поле внутри проводника. Выведенная нами фор

мула для магнитодвижущей сиды, как мы сказали, применяется в 

различных технических расчетах. Не же,,ая однако увеличивать объем 

книги, мы до,1жны опустить подобные расчеты и ограничиться рас· 

смотрением одного простого, но принципиально важного случая. 

Положим, что по прямому проводнику кругового сечения (ра-' 

диус сечения а) течет ток, п,11отность которого l представляет собою 
некоторую функцию расстояния r точки от оси цилиндра ( от центра 
круга). В этом случае и распределение токов и распреде,,ение его 

магнитного поля будут иметь осевую сцмметрию. Все магнитные 

линии будут кругами с центром на оси ци.11индра. Обозначая через Л1 

иапряжение магнитного поля и обходя полюсом т = 1 один из 
этих кругов радиуса r, мы получаем маrнитодвижущую силу: 

2тrr·M. 

При этом мы обошли те электрические токи, которые протекают 

sнутри круга радиуса r, а потому мы можем написать: 

1 

2ттrМ · 4ттJ, = 4rr S i · 2rrr · dr. 
о 

Если тютность тока везде одинакова, то получаем для напря

жения маr'нитного поля внутри проводника: 

M=21tr·i. 

Напряжение поля равно HYJIIO на оси проводника (r = О); затем 

оно растет пропорционально радиусу и достигает на поверхности 

проводника (r = а) величины: 
М = 2тта · i = 21

; .! rra 2 • i. 
а а 

При дальнейшем увеличении радиуса r > а си,1а того тока J, 
которыА мы обходим, уже не будет зависеть от r, и уравнение 

магнитодвижущеА. сю1ы дает: 

2ттr · М = 4пJ, 
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откуда напряжение поля: 

M=2J. 
r 

Напряжение это обратно пропорционально расстоянию от оси 

проводника. Эту последнюю формулу мы уже получили раньше, 

применяя непосредственно закон Бuо и Савара (110, 97). 
При r = а напряжения внутреннего и наружного маrнитноrо 

поля непрерывно переходят одно в другое. 

105. Первое уравнение Макс:веппа. Нам необходимо теперь обоб
щить наши формулы, полученные из опытов с линейны.ми провод

никами и на те случаи, коrда токи распределены в пространстве 

каким угодно образом. Н~пишем формулу маrнитодвижущей силы, 

введя в нее плотность тока: 

p(M·ds)=4тt s (i·dS). 

Вспоминая теорему Стокса (ч. I, 117, 98) о преобразовании 

линейного интеграла в поверхностный: 

:f (М · ds) 'J(curl M·dS), 

мы видим, что 

curl М = 4ттi. 

Это означает, что электрические токи представляют собою своего 

рода вихри маrнитноrо поля; сравнение, которым мы уже поль· 

завались выше. 

В декартовых координатах это уравнение напишется так: 

Эти три уравнения мы будем называть первым уравнением 

Максвелла и впоследствии мы их дополним обобщением, касаю

щимся диэJiектриков. 

106, Вектор· потенциал м.ннитноrо поля электрических токов. 

Мы обратимся теперь к решению общеf.1 задачи: дано распределе· 
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ние !лектрических токов в пространстве и требуется определить их 

магнитное поле. Это означает, что требуется определить М из 
уравнения: 

curl М = 4ттi. 

С этою целью мы введем вспомогательную функцию, некоторый 

вектор А, который удовлетворял бы следующим двум условиям: 

В = µ М = curl (µ.А); dfv(µA)= О. 

Заметим прежде всеrо, что первое из этих условий дает: 

div В : dfv, curl(µ.A) = О, 

а это необходимо, потому что все линии магнитной ИНдУкции В 

должны быть замкнуты (действительных магнитных полюсов не су

ществует). Далее второе поставленное нами условие для вектора А 

необходимо для того, чтобы эта величина была вполне опредедена. 

Если бы этого второго условия не было, и мы нашли бы какое· 

нибудь значение А, которое удовлетворяет одному первому усло

вию, то можно было бы к этому значению прибавить любой век

тор А1 , для которого curl (µА1) = О, т. е. который не образует 

вихрей; тогда сумма (А + А1 ) тоже удовлетворяла бы условию: 

В = curl (µА +. µ.А1). 
Но если мы найдем вектор А удовлетворяющим оdои.м выше

написанным уравнениям, то прибавленный вектор А1 должен будет 

удовлетворять условиям: 

curl (µА1) = О; div(µA 1) =0. 

Но первое уравнение означает, что вектор µА1 не образует 

замкнутых линий и что поле вектора µА1 имеет потенциал, а вто
рое уравнение требует, чтобы поле вектора µА1 было без источ
ников. Но потенциальное поле без источников равно нулю. Отсюда 

следует, что вектор µА определяется дву ... юпэышенаписанными урав
нениями полностью. 

Для упрощения дальнейших выкладок мы ограничимся исследо

ванием таких случаев, когда коэфициент проницаемости µ во всем 
поле один и тот же. По.11ученное нами при таком предположении 

решение мы затем можем обобщить и на случаn, когда коэфициент /J, 
в различных об.11астях поля разлиqный. 
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Если коэфициент µ везде одинаков, то мы можем в обоих 

уравнениях ero сократить и написать ус.1овия для вектора А в та

кой форме: 

М = curl А; div А= О. 

Взяв curJ от первого уравнения, получаем (см. ч. I, стр. 57, 69): 

curl М = curl, curJ А = grad. div А ~ v2A, 

а приняв во внимание и второе условие, имеем: 

curl М -v2A. 

Введя это в первое уравнение Ма,ссвелла, по.11учаем: 

v2д =- 4ттl. 

В декартовых координатах это векторное уравнение превратится 

в три скалярных уравнения, соответствующие трем проекциям век· 

торов А и i на оси координат. Так напри~iер для оси ОХ мы 

nо,1учим: 

Каждое из этих трех уравнений имее~1 тот же вид, как полученное 

нами раньше (13, 1 З) уравнение Лапласа • Пуассон.а для потен· 

циала V э.11ектростатическоrо по.11я. Вс,1едствие этой ана.11оrии со 

смалярн.ЬtМ потенциалом V величина А называется В(жmор-потен.

ци.алом магнитного поля. Таким образом в магнитном поле мы 

имеем два потенциа.11а; один ска.11ярный, который служил нам для 

вычисления маrнитодвижущей силы (119, 102), и другой - вектор· 

потенциал, только что нами введенный. 

Мы уже знаем из электростатики, что при беспреде.11ьном по,11е 

и без добавочных пограничных условий три уравнения: 

V2Ах=·-4ттiх; у" 2Ау= 4ттi,,; V2Az=-4ттiz 

решаются вполне формулами: 

r i \ i А = \ х dJ; А = _!_ do; 
х ..; r У " r \ 

i:t 
А= -do, z r 

< 

причем значение А в бесконечно уда.11енных точках нами принято 

равным нулю. 
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Опредетш таким образом вектор А, мы получаем для напря

жения магнитного поля данных токов уравнения: 

дАz М>' 
м =----' 

х i)y дZ 

M=curlA: 
мх м, 

м =-·---, 
>' дZ с)х• 

М>' Мх 
М=---, дХ с)у . 

Между тем как для опреде.11ения магнитного поля по скаляр

ному потенциа,1у мы 11меем уравнения: 

M=-grad V: 

c)V 
м -=---, 

х дХ 

c)V 
М=--• 

у с)у 

c)V 
M.,=-az· 

Если в поле имеются маrнито-по.11яризующиеся тма, то кроме 

этих основных уравнений мы будем иметь еще добавочные условия 

на границах поляризующихся те.11 (90, 74). Вообще дальнейший ход 
решения задачи будет аналогичен задачам, встречающимся в элек

тростатике. Существенным осложнением в магнитостатике является 

то обстоятельство, что коэфициенты µ и х непостоянны и что 

в ферромагнитных телах мы имеем явление гистерезиса. 

Мы указали здесь общий ход решения и сейчас приведем один 

пример его применения, но должны прибавить, что в электротех

нике при вычислении электромагнитов большею частью обходятся 

без введения вектор-потенциала, применяя непосредственно уравне

ние маrнитодвижущей силы. 

107. Вектор-потенциал прямого тока. Покажем применение век

тор-потенциала к расчету магнитного по11я в с,1учае пря:\-1оrо про

водника кругового сечения, в котором п,1отность тока по всему 

сечению одинакова. Если ось OZ мы направим по оси проводника' 
то состав,1яющие вектор-потенциаJiа будут: 

А =0· 
)' ' 

r t, 
А:=' -do. 

" r 
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При вычислении последнего интеграла мы можем воспользо

ваться результатами, которые мы получили при расчете скалярного 

потенциала равномерно заряженного прямого цилиндра (35, 26). 
Обозначая потенциалы внутри и снаружи проводника знаками А1 н 
А,, имеем: 

А1 == ni (а' - r2)- 2тri as, Jg а+ С, 

А,= -2nia•·lgr +с. 

Отсюда получаем для составляющих напряжения поля: 

м, 
М=-• 

х dy 

2 .У 
мх,=- тrtr7, 

м" М=--• 
у i)x 

х 

М ,=+2пir-, 
у, r 

М =- 2ттiа2!...., М =+2тria2~. 
ze r• У' r• 

Нетрудно доказать, что результирующая М буде:г направлена 

по окружности радиуса r. Величина этой результирующей будет 

внутри и снаружи цилиндра выражаться формулами: 

М1· = 2тri · r; М = 2тri а2 _ _!_ = 
21

, 
' r r 

в согласии с нашим прежним результатом (122 1 104). 
Мы прибавим к этому следующие замечания. Так как в даниом 

случае вектор-потенциал должен удовлетворять уравнению: 

dMy ;)Мх ('о2А d2Az) 
curl М= dX - dy =- 'ox2z + ду2 ' 

то мы имеем случай плоского поля (ч. I, 115), в котором линии 

одинакового ве1'mор-потен.циала будут круги с центром в начале 

координат (на оси ци.1индрического проводника); по тем же кругам 

будут расположены и линии сил магнитного поля, между тем как 

линии С1'аля.рн.ого потенциала магнитного поля будут ра.диусы, пер

пендикулярные к этим кругам. В электростатическом поле заряжен

ного цилиндра мы имели как раз обратное этому: линии скаляр· 

ноrо потенциала были кругами, а линии сил были радиальны. 

108. Энергия магнитного поля електрических токов. Так как 

магнитные лин.ии електрических токов всегда зам1'н.уты. и не имеют 

п8ЛJОсов, то мы должны исходить и3 выражения энергии не череs 
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полюсы и потенциа.1ы, а через напряжение и индукцию по11я. В та

ком случае енерrия поля у нас определится так: 

Т = 8~ i (В·М) do. 

Подставим сюда вектор-потенциал поля по формуле: 

M=cur!A 
и преобразуем выражение: 

В curl А= div [В·А] + А curl В. 

Первый ч.т~ен правой части этого равенства при интегрировании 

по объему можно преобразовать в интегрирование по бесконечно 

уда.11енно1:t поверхности, где индукция и вектор-потенциал равны 

нулю; поэтому и интеграл будет равен нуто. Второй же член 

можно выразить через плотность токов по уравнению: 

curl В 4тrµ 1. 

Мы получаем таким образом для магнитной энергии электриче

ских токов следующие два выражения: 

1 j ti·µA)·do. 

Эти формулы дают нам возможность вычислять энергию маг

нитного поля и~и по индукции и напряжению поля, или же по плот

ностям токов и их вектор-потенциалам. В последнем CJiyчae интеграл 

распространяется только на те объемы поля, rде протекают токи. 
109. Магнитная анергия яинейных токов. В тех случаях, когда 

поперечные размеры проводников очень ма;1ы и когда магнитной 

энергиеА внутри проводников, по которым протекают токи, можно 

пренебречь, вычисление энергии поля значительно упрощается. 

ПреЖде всего мы преобразуем выражение для веюор-потенциа-

лов, положив 

i · do = (i · dS) • dl = J · dl, 

где dS- поперечное сечение проводника, а J - сила тока. Но 

сила тока по всей длине проводника одна и та же, и эту величину 

можно вынести за знак интеграла. Тогда для вектор-потенциала 

линейного тока мы получаем: 

А = J \ dx ; А = J \ dy : 
х • r У : r 
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Энергия магнитного поля будет в этом с.лучае выражаться так: 

1 Т=2 1 р (µA·dl). 

Написанный здесь .шнейный интеграл, распространенный по 
замкнутой линии тока, мы можем, по теореме Cmol(,Ca, преобразо
вать в интеграл, распространенный по поверхности, для которой 
линия тока служит контуром. Форма этой поверхности не имеет 
значения д:rя определения интеграла, потому что все поверхности 
с одинаковым контуром дают одно и то же значение этого интеграла. 
Преобразуя линейный интеrраJI в поверхностный, мы должны заме· 
нить вектор µА его 1:шхрем curl (µ А). Но этот последний ве_ктор 
представляет собою не что иное, как индукцию маrнитиоrо поля В. 

Итак мы получаем: 

Т= .1. J 1 (В·dЗ). 
2 J 

Теперь интеграл получил значение nomol(,a магнитной индукции, 
пронизывающего площадь, обтекаемую током. Обозначая число ли· 
ний сил, охватываемых током через N, получаем для магнитной 
энергии замкнутого линейного тока: 

. 1 T= 2 -JN. 

В случае нескольких токов магнитная энергия будет равна 
сумме энергий отде:1ьных токов: 

T=L, ~JN. 

Эта формула имеет большое применение в технических расчетах, 

и она нам встретится в слецующем отделе. 
110. Энергия и силы. Если мы разберем отдельные случаи элек· 

тромаrнитных взаимодействий, то увидим, что направление сил 
всегда таково, что их действие увеличивает энергию магнитного 
по.rrя. Так, 11апример, если мы имее~~ круговой ток с направлением 
по часовой стрелке и его внутреннее поле направлено от нас 
внутрь площади тока (правило буравчика), то северный магнитный 
полюс будет втягиваться внутрь круrа. Но при этом поток индук· 
ции, исходящий из полюса и пронизывающий площадь тока, будет 
узеА.ичufJаmьея, а слел.овате.rrьно и знерrия тока в поле ~того 
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полюса тоже уве1шчится. Точно так же, есш1 ыы 1101:1ес11м 1,руrовой 

ток в однородном поле, то по.,е будет действовать на него с :.io~ 

ментом сил (115, 100) 

и будет 1ювертывать е1·0 так, •1тобы внутреннее по.r1е тона ста,10 rш 

направлению данного внешнего по.1я; от этого поток нндукции N 
и энергия ма1·нитноrо поля доджны увели•шться. Таким образом, 

несмотря на то, что при всех этих движениях совершается некото· 

рая работа, энергия магнитного поля не уменьшается а, наоборот, 

увеличи~ается. Из этого мы зак.11ючаем, что необходимая для рас

сматриваемых передвижений энергия получается не из магн.шпн.ого 

поля, а иэ самих взаимодействующих электрических токов. И дelt· 

(ТвитеJ1ьно мы увидим в следующей главе, что при движении под 

действиеы электромагнитных сил сила взаимодействующих токов 

ослабляется вследствие появления противоположных им инду,щи

онных токов ~акон Лен.ца). 

В заключение этого отде11а мы считаем нелишним напомнить 

1.Jитателю, что написанная нами форму.1а ддя величины энерпш; 

р _J_JN 
2 

выведена !! предположении, что эJiектрические токи перенесены и:1 

бесконечности в данное положение друг относительно друга, при· 

чем токи оставаJшсь постоян.ны.1rщ, а потоки N, каи и все л1ш·нит

ное no,1e, образовались вследствие перенесений токов. Если же 

нам дано постоянное ~1аг11итнЬе пом, а 11ы переносим замкну1·ый 

постоянный электрический ток из одного пОJюжения, где его про, 

11изывает поток индукции N1, в другое положение относиtе,1ьно 

того же поля, где его пронизывает поток индукции N2, то ра· 

бота, затраченная на такое перенесение, будет равна: 

Точно та~.: же и работа 11ри перенесенни тока J нз бесконечно· 

стн н данное 1ю.юженне в данно~1 постоян.но.1~ ~1а1·111п1ю~1 по:1е 

будет равна: 

T==lJ\/, 

а нс rю;101шне этоil не.1вчнны. 

9 8 tt S е 1f В>.!•:\, 'feop,,·r.:чer,:r,л Qil!ЗIO .. \, Ч \ "1. 
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Совершенно такие же соотношения мы ю1е:IИ и в э:tектростати
ческом по.1е. Энергия заряда в по.1е выража,1ась формулою (64, 50): 

Us=·t eV, 

если аотенциапы V образовывались самими :lарstдами е. Между те~I 
как при перенесении заряда е из одного места данного постоян• 
ного поля потенциалов V в другое место работа равна: 

U = е ( V 2 -- Vi). 

111, ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ, 

111. Открытие Фарадея, Фараде11 открьш, что iip~t иэмененни 
магнитного 11011я вблизи проводника в этом последнем индуцируется 
электрический ток; это означает, что переменное магнитное 110,1е 
образует электрическое поле. Чем быстрее изменяется магнитное 
поде, тем сильнее nолучаетсst noJJe :мектрнческое. Изменение маг
нитного поля вб.r~изи проводника может быть произведено измене
нием силы токов в других проводниках иди даже изменением силы 
тока в том самом проводнике, где появляется индуцированный ток 
(взаимная инду~ция и самоинду1щUFl,)i кроме того изменение маг
нитного поля может происходить от движения магнитов и '!'оков 
друг относительно друга. Фарадей объясня,1 все электромаrни'!'ные 
явления, nо,1ьзуясь понятием о линиях сил, и формулировал свое 
открытие следующим образом: при перерезывании проводнш:о,ll 
магниmюJtХ сил (или лuниями сил -·· проводника) возбуждаеmсf/, 
электродвижущая сила, равная числу перерезывае;.tы:.: линttй cu,i 

в секунду. 
Если мы рассмотрим за.мюtутьШ проводник, то nри движеннн 

;1 инии сил иди будут выходить из шющади, ограниченной контуром 
nро!юдника, или будут входить в эту площадь; как в том, так и 
в другом случае число линий си.тr, пронизывающих э·rу плошадь, 
т. е. поток ,1аrннтной индукции N, будет ~1еняться. Поэтому мы 
можем формулироваrь открытие Фарадея в применении к замкну· 
тому проводнику таки~~ образом: эле~тродвижущая сила инду~ц1ш 
равна быстроте уменьшения nomoh·a · m-1дyr:1{11tt, охваты.вае.1tоzо 

проводником: dN • 
/j "·-" -- dt =-- N. 
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Знак минус показывает наr~раменне э:1ектродвижущей силы от

нос11те:1ьно пото~.;а индукции N а именно ее ш ,1ы б , · , . ,· удем смотреть 

ндо.1ь ~1агни·rных ;~иннll си.1 и 1юток нндукннн увет~чивается, то 

н проводнике возбуждается э,1е~,:тродвижушдя сила протнвопо:южно 

правилу буравчика, т. е. возбуждается э.~ектрический ток коего 

внутреннее магнитное по;1е на1Jрав.1ен~ nротшюположно вн~шнему. 
При уменьшении потока индукции (N отрнцаtельно) возбуждае!'rюе 
магнитное пш1е одного направ11ения с нозбуждающи~1 • Эта форму· 

Лl~ровка соответствуе1· 11звестному 11рав1ыу Jleнi,a. 

Заметим однако, что написанное нами уравнение ,J1ектродвижу· 

щей си.1ы индукции менее обще, чем форму:шровка самого Фара· 

дея, и неприменимо к тем с,1у11ая~1, ко!'да проводник состоит ·ш1 

отдельных час·rей, сое11иненных ско11ьзящимн контакrами· , ЭТI! С11у• 

чаи мы будем разбирать отде,1ыю. 

112, Вывод Гельмrольтца. Гель.иzольт,~ локаза.rr, что величину 

электродвижущей сит,1 индукции можно вывес1·и из закона ,охра• 

иення энергии. ДJiк ·roro, чтобы значение вывода Гельмг.ольтца 

выступило иаrлядне~, мы начн~м с бо,1ее простого случая, коrщl 

магнитный поток N остается посtоянным. Положим, что :;J~ектриче

ский ток J в каком-,~ибо замкнутом проводнике поддерживается 

nостоянным некоторою :;ле1,троцнижущею СИ"ОЮ ,,:, о · ' " Фо· пыт показы• 

вает, что д;тя этого необходимо в~юдить в проводник ежесекундно · 
количество энергии J(}J 0• Все это количество энер~·ии ежесекундно 

превращается в теплоту по 3акону Джоуля, и если мы обозначн111 

сопротивление проводника через R, то можем написать; 

JdJo=RJ2. 

Из э·rого мы заключаем, что · 
i? J=--0. 
R 

'Гаким образом ~,ы из закона сохранения энергйl:i вывели закон 

Ома. Однако одного закона сохранения энергии д;ш этого вывода 

было бы недостаточно, и мы nрибави.ш к закону сохранt'ния энер· . 
rин еще данные опытоfl Д.жоуля., что вся энергия ностоянноrо 

тока превращаен~я в теплоту и никуда больше не тратю·ся. 

Если же маrннтное поле, в котором по~1ещается рассматривае

мый проводник, ве остается постоянным, то кроме превращения 

энергии в тепло·t·у у нас получится еще 11ю1енение энергии элек· 

'tрическоrо тока о·rносите.,ьно внешне1·0 по:1я. Величина этой 

р• 
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выАе.111 раньш1с, равна JN. С.1мовате.1ьно при 
110.,1е мы до.,жны эакон сохранения ·энерrин 

энергии, i,:ai,: мы 

переменном маrнитно11 

написать в с.~сдую1.щ:-" ,шде: 

J<Bn = /;.Р + JN 
и теперь в)1е.с1'0 :эако1-1а 0.AttJ. мы получаем: 

tf1 --N 
J:::= OR ' 

Эга формуда rн.1ю1зывает, что ~<роме дei-krвy1oщet1 в r1ров1цю1Кс 

-,ле!{тродвижущей сш1ы d:lo lэ11е~1енты, динамомашивы) в нем вознн
кает еще добавочю1я э:1ектрод1шжущая сшщ инду1щин 

• 
/]=-N, 

о6ус.rювJ1е11ная изменением потока индукции, пронизывающе~-о 1мС1· 
щадь, дли которой рассматриваемый проводник служит контуроУI. 

Формупа, полученная Гел.ьмгол.зтцем, впо:1не соrдасуется с форму
,1ировкой предщущеrо параграфа, но она основана не толыш на 

законе сохранения эне.рrин, но еще на выражении энергии тока J 

в по;~е N. 
113. Другое выражение дпя з,1ектромаrнитной индукции. Э:~е!С· 

тродвижущую силу; действующую в замкнутом проводнике, мы мо· 

жем выразнтt, череэ напряжение пот~: 

IJ == р (E·dl), 

а поток и11ду1щии мы 11ож~м выразить через ~ктор-потенциал (12:3, 

106): 
N:.ao, f (B·dS)= .Ф (снr! µA,dS)= 1 (µA,dl). 

nодстанляя эти выраженин в закон э.1ектрома1·нитной 1шдукцни, 

получаем: 

1i f ti; (E·dl):::: -- (µA,dl). 
';t' dt 

Отсюда ~1ы ннд11м, ч1\J напрюке11ие э;1е1при 11ес1,ого 110;111 внутри 

нроводниl\а (11ри ненэш'шю~1 µ) обус;юв,'1ено н:,,1енением нектор

вотенцнала со нре~1ене.~1: 

... 

Зl!ЕКТРОМАГНИТНЛЯ ИНДУКЦИЯ 

Ес,ш мы nрибанн~, к этоz.1у э . .ектрическое по.1е, обус;юв.1енно~ 

:{<!рядами (идн эасментаю1 и дннамо:,~ашинами) и имеющее в рас, 

.:матриваемой точке проводника потешща.1 \1, ·1·0 по,11учим по.1ноо 

э.-,ектрическое поле, происходящее or обеих причи11: 

Е -· -- µ.А - grad V. 

114. Эдентромагннтная индукция при двкже1tиц. Во всех выше· 

приведенных формумх мы обозначат{ точкой над буквой (В, А) 
полную производную рассматриваемой вею{сшны по времени, от ка. 

ких бы причин ни происходило это изменение. Теперь мы расс?1-1ОТ· 

рим отдельно тот с,1у•1ай, кш·да :.~агнитное по:1е В постоянно, а 

11роводник движется в поле и таким образо!.1 происходит изменение 

потока магнитной индукции сквозь ту п.,ощадь, д:1я которой про

водник с,1ужит контуром. При своем передвижении проводник мо· 

жет и деформироваться. Поэтому мы выделим в рассматриваемом 

нроводнике не1<оторую ~те11ентарную длину dl и нредставим себе, 

чrо она перемесшлась в пространстве rю какому-.rшбо направлению 

на длину ds. При таком перемещении элемент щшны проводнцка 

опишет площадь (рис. 3 7) 
dS [ds,dll. 

и пересечет nrн сяоем движении чис.:ю магнитных линий сил: 

dN= В [ds,d.1] "= [B,ds] ,dl. 

'Относя зту веюt<1ину к единиш, временн, т. е. дс.1я на dt и 

замечая, что 

d& 
---- =У 
dt 

11редст11ВJ1яет собою с1tорос,и.ъ движения, nмучаtм д,'Uil бь~строты 

1tзменения потока ш1дукции со времене.м: 

/1 ==[В, v] · dl. 

Для опреде:1е1тя э:1ектродвнжущеlt си:ты индуКЦ)!Н црм .:uщ~е

t!ИН <1ceio контура необходюю про1шrеrрирова·rh это выражение ро 

A,~-i;~,y :за.11•,-нуто.чу 1-:онтуру проводш1ка: 

ф!В·v!·,Л, 
"' 
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Примеры применения 1;-roll формулы 11итатель может найти 

в Общем курсе эмктричества II в э,,екrротехнике. Все л.инамома

шины основаны на этом принщше, а именно на э.,ектромагнитной 

индукции, nш1учающеl!ся nрн движени11 проводника в nос-rоянном 

маrнитно'I! по:1е. 

115. Второе уравнение Мансвелла. Мы выве.1и выше {122, 105) 
уравнение Ма1Ссвелла, вытекающее из законов Био н Савара и 

нз заr<онов А.нпсра, н назва.111 это уравнен11е: 

curl М ;;:.= 4ттi 

первы.м уравнеr1ием Маh·соелла. Тепер1, мы выведем впюрое ураrше

ние Максвелла, выражающее ::~а~юн э.,ектромагнитной инлукции и 

имеющее анапогичвыR вид. 

Для 1ю,1учения второго уравнения Максвелла нам нужно только 

уравнение ~тектромаrюпной инду1щии, написанное я интеrра.1ьнп!i 

форме (132, 113): 

d с р tE· ds) ::.:·, -·- dt J (B·dS) 

переписать в диференцнал1,ной форме, т. е. применит~. к замкнутому 

нонтуру бесконечно ыало14 тющадли dS. Преобразуем первый ин· 

теrра;1 по теореме Cmo!(ca: 

f (E·iis) = \ {cцrl E,dS) 
~! 

и применяем ВСЕ' уравнения к 1:дин.ю,е ш~ощадю{ dS. r lо11учаем: 

curl Е= В. 

В декартовых. координатах это уравнение предсташп~.:я в в.и11е 

тре.х с1<а.11ярных уравнений (ер. 122, 105): 

~Е. 'дЕУ '"оВ_,. 

дУ ·;)z dt ' 

dE.~ 'дЕ, .. ?~:: ··==· oz dX м ' 

-~~v 
dll_,. 'dBII 

-
d.t dJ' df 

t 16. Ноафициент индунции. Пrи вычнс,1енш1х индукнион111,1х то

ков уnобнn вводить т;н, 11аэ1>11н\l.'М1,1t• Nоэr:(J1щ11ен,11ы 11 нд,\tl(l{tlll, к ото· 

r;;;;t·_.....,. ,----~---. ___ .:.....; ___ ·--··----~···-=-=·-=··=-=·"·=-=···=======-'======== 
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рые не зависят ни ОТ СИ,1Ы TOl<OB, liИ o·r их маr'!ШТНО('О поля, а 

то,1ько от распопожения nровощшков друг относите.~ьно друга. Эти 

коэфициенты, ка~, сейчас увидим, имеют некоторую анапоrию с 
коэфициентами емкости, 1.:оторые мы ввели в э.,ектростатике. 

Д.1я наг:~ядности мы рассмотрим два замкнутых проводника 
(рис. 40) (два отдет,ных вюка 11рово,ю1ш). Пусть в первом иэ 
этих проводников цирку,1ирует ток J1 . Поток магнитной инлукпии, 

пронизывающий н:ющадь второго проводника, будет во всяком с.1у

чае пропорционален J1, и 

)1ь1 можем написать: 

N,2 = I.12 11. 

Коэфициент L1 ~ щ1аы~ 

вается коэфш1.иентом и11дук-

1ти первого проводннка на 

второll. Ес:1и сила тока в 

первом проводнике будет 

изменsпься со временем, то, 

:тая коэфщщент L
12

, мы Рис. 40. Мнrнитн.ая ,ннш, ;щу~ провод-
ников, 

мпю можем 011р1;.ще.1ить 

элс.ктродвижущую силу, воабуждаемую при этом во втором провод. 

нике, а нмещю: 

Точ1-10 ,·ак же мы можем выразип, поток индукции, пронизываю. 

щий rтощадь, обтекаемую первым проводником, и обусловле1-1ныtt 
'rоком 12 второго провощщка формулою: 

N21=l.2112· 
Кроме того п.ющадь каждого проводника пронизывается и соб. 

ственным магнитным ло.'lем, поэтому для потоков индукциft, обус· 

,11овле~-1ных собственными лолямн, .'dы можем наnисап, формулы: 

Nн = Lп J1; 
N22 ::= L22 12. 

Коэфициенты L11 и L22 носят название коэфициен rов са,ноин
~)у1щии этих проводников. Эти коэфиrшенты с.1ужат для вычисления 
э11ектродвижущих сил, возбуждаемых. в каждом проводнике при из

менении его собственного nо,1я, т. е. IIJ)И изменении 11дущего в нем 

fotЩ. Например 
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Ес,1и измерять, с одной стороны, силы токов 11, 12, а, с дру1:о/.1 

стороны, возбуждаемые ими элеюродвижущие си,,ы, то на основа. 

ш1и приведенных соотношений можно опреде11ить коэфициенты ин

дукции. Но в некоторых ,.11учаях не трудно вычю:;,1ить ве.шчину этик 

коэфициентов по данному расположению проводников дру1 отrю

сительно друга. 

117. Единица коэфициентов индукции. Из приведенных формуJ1, 
ш1ределяюurих значение коэфициентов индукций, непосредственно 

вытекает и единица, служащая для их ИЗ)tерений. Ес.,и мы напи· 

щем эти форму.11ы в виде: 

L= 

II подставим д,,я э.т1ею·родвижущей СИi!Ы <8, для силы тока 1 и д.:1я 

аремени t практические единицы - вольт, а.млер, се~унда, то полу

чим ддя коэфициента индукции практическую елиницу, которая на· 

аывается генри. Итак 

волы · секунда 
генри~=-----

ампер 

Отсюда следует, что д,111 перевода zенри в электростатиче· 

е:кие ИJJИ в электромагнитные абсолютные единицы мы доJJжны 

rюдьзоватьсн соотношениями: 

генри,.::-:: g. :оп CGS- Е= 1or1 CGS-.Jl. 

118. Энергия системы линейных токов, выраженная через коз• 

фициенты 1tидукции. Для магнитной энергии системы токов . мы 
имеш1 выражение (l2R, 109): 

Т= L.·}lN. 
Дllя болыней ваглядвостн ~,ы 11(Жа ограничимся СJ1у11аем двух 

тонов: 

т .2- 1 А.) + ~- J "' 2 JJVJ 2 2 '~2' 

Мы можем rюrок 1-1ндукц1ш N1, нроннэынающнй площадh пер-

1юго ТОК,! .lp считать состаrтенным иа днrх 'i;iСГ(\Й. Во-пер1н,1:~,:! обq-
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значим через N11 поток индукции, обусловленный самим током 11 ; 

его не:тчина 1ra основании параграфа 116 напюuе1·ся так: 

Nн =L1111. 

Кроме того н;ющадь первого ·rока будет пронизьшать ноток 

индукции: 

Na1 =L21 J2, 

обуслов.r1енный В1'орым током. Таким образом вместо N1 мы дмжны 

поставить: 

На основании таких же соображений мы вместо N2 можем но-

ставить: 

и тогда для магнитной энергии обоих токов получим:· 

Н этой сумме два средних ч.гrе~-щ равны дру1' другу. Де/.!стви· 

1 
те.J1ыю величина ,2 L12 11 12 предстамяет собою ту работу, которую 

нужно было затратить, чтобы nepвыtl то1< перенести нз бесконеч

ности в данное по.тюжение относительно второго тока, тогда как 

1 
ве,rичина L21 12 11 означает работу, которую нужно бы,10 затра· 

тить дJ1я перенесения второго 1'ОКа из бесконечности в данное по· 

ложение относите,'Iьно первого тока. Так как энергия завис11т толь· 

ко от относитмьноrо положения обоих токов независимо от того, 

как оно было 11011учено, 'tO 

Откуда 1:шдим, 11то 

or,ro1·0 и называют ~.ни коэфициенты взаимными. 

После этого энергия магнитного подя двух токов ~зыраэ11т.;:r1 у 

рас форму.1ою: 
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Первые два ч.г~ена этой суммы представляют собственную энер· 

1·ию токов, в то время как пос.11едний член представляет собою 

е.заи.ш-tую энергию обоих токов. 

Не трудно обобщить 110..~ученный нами резу.11,тат на с.'lучай 

.:кольких угодно . проводннкоu. Пото~ индукцин, пронизывающий 

r~;ющадь i · того тока и обус:юв,1енный всеми токами, будет равен 

N = ~ !. 1 /1,, 
а энергия этих то1<ов :.южет 61,пr, выражена форму;юю 

1 "" Т== 2-.,.;... L,k 11 fk. 

Тот ч.1ен, где i = k, представJiяет собою собственную энергию 

,·ока, а там, rде t =f- k, мы имеем взаимную энергию двух токов. 

В тех случаях, ко1·да проводники нелинейны, то, строго 1·0· 

воря, поня·ш~ о потоке индующи, пронизывающем их площади, ле

,11ается неприменимы)~. Тем не менее понятие о коэфициентах 

индукции остается в сн.,е; :это будут те коэфициенты, которые вхо

дят в выражение магнитной энергии токов при квадратах и при 

произведениях сил ток9в. Те же самые коэфициенты будут служить 

для определения э.1ектродвижущих сил индукции, Однако в еще 

бо,1ее общ.их с,1учаях, когда токи расnреде.1ены н.еравн.о.мерно II 

но сечению проводняка и вдо,1ь проводняка, все эти коэфициенты 

теряют свое значение, потому что они дмаются зависимыми не 

тоJ1ько от относительного распОJюженин проводников, но и от рас

пределения токов в этих проводниках. 

119. Вычисление козфициента взаимпоА индукции. Пусть нам 

даны два проводника, по которым идут токи силою 11 и 12• Поток 

индукции N12 , пронизывающий плщцадь, обтекаемую первым током, 

и обус.,овленны!t вторым током, можно выр.азить через вектор, 

потенпиал второго тока ( 128, 109) 

N 12 ,.= р (B~·dS1) ... , р (µA 2 ·dl1). 

Но веюор-поте1щнал А2 ныражается формушэю: 

Аз 12 р d~2 . 

Г!одстав;1ян 11"0 в 11рел.ыдущую форму;1у, пт1учаем; 

:\'1, ::_--с :1.12 p p -~~t\~'2) , 
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Множитмь, стоящий нрJ-1 12, н будет представлять собою ко

эфициент индукщrн: 

Рассуждая совершенно так же относнте;1ьно потока, nрониэыва· 

ющеt·о т1ощадъ второго тока: 

N21 "'""' р (81 · dS 2) = р (µА1 • dl2 ) 

и обус.1ов,11е11ноrо ;,1агнитным попем первого тока: 

N21 = µ11 р р (dli /12) 

и коэфНЦIН'IП индукции: 

J,13 µ 1 § (dl1 :.dl2) . 

Mt.i видим, ч,о оба коэфиuиента ш1,1уюши действите,11ы10 сщи

наковы. Это видно уже из того обстоятеJ1ьства, что форму.1а снм-. 

:-,1етрич110 построена относителыю обеих э11ементарных длин про. 

водников: 

120. Вычисление коэфициента самоиндукции. Есш1 ыы совер
шенно таким же образом захоте;ш бы вычислит~, коэфициент само· 

индукции, то у нас встретн,1ось бы затруднение. Действительно 

под интегра11ом мы получи.1и бы между прочим два соседних эlle· 
мента длины dl

1 
и d\

3
, расстояние между которыми было бы бес-

1юнечно ма.110, и это дaJJo бы в вычисляемоИ сумме члены беско
нечно бош,шой веш1чины. Это затруднение прои:ю1шю от того, что 

переходя к .11инеИным проводникам, мы счита11и поперечные размеры 

проводника ничтожными по сравнению с входящими в наши фор· 
мулы расстояниями r; для двух оtежн.ых сечений проводюша это 

предпо,rожение уже не будет верным. Для того, чтобы обойти это 
::,атруднение, мы можем исходить из форму,1ы для энер1·ин .1,щгщ1т· 

!ЮГО ПО.'IЯ (127, 108); 
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Подставим в эту форму.1у значение вектор-потенциа;~а: 

A=j ~ do', 

-rorдa по,1учнм маrн~п11ую энергию проводника, выраженную через 

rтлотноспr токов: 

T=-}µjj 
., 

•1 
do,do'. 

r 

В это/:! форму11е расстояние между объемами do и do' может 

быть как угодно малым, и тем не менее подинтсrральная ве,пt11нна 

не будет бесконечна. 

Ес.1и ток замкнутый и сила тока по всей длине проводника 

одна и та же, то мы можем энерrи':) представить и в таком виде: 

1 
Т=2 L11 fl. 

• 
При этом коэфициент самоиндукции Lн буде"!' ныражал,сн фор· 

му.,01Q: 

tC tC 1 (' i i' \ 
L11 =--= µ ':f ':f ·-,- \ • J} do · do'. 

Здесь i и i' означают плотности токов в двух различных эле· 

ментарных объемах проводника, и нужно взять сумму (ннтеrрал) 

по каждой паре таких объемов. 

Аналогичной формуJ10й можно выразить н коэф1щиен1· взаимной 

индукции. 

Необходимо к этому прибавить, что вычисление коэфициентов 

индукции в большинстве случаев представJtяет большие математи

ческие трудности. Дело ос;южняется еще более при переходе к пе

ременным токам II к э:1ектрическим нолебания;'d и во.щам, когда 

распределение ·rоков зависит от быстроты перемен, Еще большие 

осложнения вносит изменчивость проницаемости µ. Поэтому в та

ких сложных случаях проще всего прибегать к непосредственному 

опыту. 

121. Самоинду1щня злентромаrнита. Рассмотрим ~:1еду1vщмй про· 

стоn с.~учаn. Дан замкнутый со.1еноид, состоящий нз п1 оборо'rов 

проволоки. Требуется вычислить eio самоиндукцию. Мы сде;1аем 

это вычисJJение при с.1едующнх допущениях. Во-первых, мы при· 

Nем 1 •по дл1~нн ан,,1н11уто1·0 со.,1~нон.1а Rt'mщн по 1;равнею1ю \! е1·(') 
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поперечным сечением и что магнитное поле в нем однородно. Для 

вычисления маrнитно1·0 пш1я применим формулу маrнитодвижущеn: 

силы. Обойдем внутри соле.ноида замкнутый путь полюсом т = 1. 
Рnботу на этом пути 

M·l 

мы дОJ1ЖНЫ прир11внять_ 4ттп 1J. Откуда напряжение поля внутри со· 

:1еноида определится в 

11 ПОТО!( Индующн буде1': 

n1 ! N= µ.iИS= µ-
1 

4тт. ·S. 

Прн изменени11 силы тока н 1<аждом витке соленоида возi"iу-

дится ::1лектродвижушая сш1а: 

" • :) • п • 
(!>о= ·-'N= - µ-( 4тrS,J, 

а Bt) всех rt1 витках мы по.~учим: 
? 

ni ' • 
Е= -µ-1-.S,4тт/. 

Иs этоА формулы мы видим, что коэфиаие11т самоинду1щ1ш 

стrеноида равен: 

п2 

/. 11 = µ.--/·· S4тr. 
Но мы можем вести нащи вычислення и иначе. На основашш 

ныраження для напряжения магнитного поля внутри соленоида мы 

можем написать величину плотности :магнитной энергии: 

1 1 
To=snµM2=8rтµ (4тr)2,J2 

и умиожитh ее на весь объем соJ1еноида /S. ТоI'да получим мnr· 

нитную энер!'llю внутри со.~еноида: 

1 п2 1 
Т===::.-- µ-!_ 4rrS,J2=--·L 112 2 l 2 1 • 

О·rкуда видим, что коэфициен1' сl!моиндукнии равен: 

,i2 

Is 11 = :J. f- S· 4тr 

1·0 же самое., что 1ю,01учи.rш по оервому pacчtry. 
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Как видим 1 коэфициент [,11 пронорционален квадрату чистt 
витков в соленоиде. Мы мож~м ввести в формулу величину 

n1 
1101 ::.:::: -т-, 

nредставляюшую чиСJJО витков, r1риходящееся на единицу мины 

соленоида (густота обмотки). Тогда получим: 

l-11 = 4ттµ (по1)0. Q; 

Q=lS, 

где Q означает объем магнитного полs~ соленоида. СледоватеJ1ьно 
коэфициент самоиндукции соленоида пропорционален квадрату л;ют-

1юсти обмотки и объему соленоида; кроме того коэфициент само
индукции пропорционален проницаемости материала сердечника 

соленоида. 

122. Взаимная индунция обмотон трансформатора, Совершенно 
таким же образом мы можем вы,;ис;шть и коэфициент взаимной 
индукции двух соленоидов, намотанных на одном н том же · сер
дечнике. Поток индукции, образуемый первым соленоидом, может 

быть выражен той же формулой, как и выше: 

N ll1 ' ",' l = 4тtµ -т. ] ·-' 
и мы nредnо;южим, что этот лото" пронизывает все tt 2 витков в·rо· 

poro соJiеноида (без утечки). Тогда при изменении сиJJы тока в 

первом соленоиде во вторичной обмотке будет возбуждаться эле1,-

тродвижущая сила: 

О·rкуда получаем для взаимной индукции соленоидов: 

п1 п2 ) 
l-12 = 4тtµ -z-- ' . 

To·t• же резуJiьtат мы поJiучим, если начне~, рассуждения со 

второго соленоида, причем опять получим, что 

l-12 = L21· 

Если ввести н в эту формулу плотности обмоток, положив 

111 = n01 l; п2 = n02 l; !S= Q, 
то получим: 

~· 

. ..... - ... ·--.. ·-· ".: .. , .: .. ., .. , ..... ·-----··-··----·-···· -- .: .. :. ______ .. , ........... ~ ........ ',,. : .. _.,,:..-
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123. Соотношения между козфициентами индунции. Сравнивая 

коэфициент самоиндукции каждой из обмотСJк с коэфюtиентом ик 

нзаю1 ,юй индукции, мы видим, чтСJ 

J,12 :=-с.!!..! J,11 с·.= ~:J __ /~22' 
n1 ll2 

С:.слн 1101·ок первого со,tеноида тоJ1ько частью пронизыв~ет вто· 

ричную обмотку, то их взаимная индукция уменьшится. Это можна 

выразить некоторым коэфициентом ·..t1, меньшю1 единицы 

l lt2 
·12 = У.1 - L11 · 

n1 

Аналогичную формулу мы можем написал, н дJlя вторичной 

об~ютки: 

Но 1·ак ка1< оба 1<оэфициента взаи~1ной индукции одинаковы 

(взаимны), то получаем с;1ел.ующие дна соотношения: 

-~- = ( ~:-) 2 ~:: 

(L )'' 
'1.1 "1.2 ::.:.,: _1_2_·_. 

L11 L22 

1Iер1:1ая из этих двух формул показывает, что отношение ko· 
эфициентов '!. не зависит от расположения обеих обмоток дру1· от· 

11осите,1ьно друга (от их взаимной индукции), а зависит толь1<0 от 

числа витков и самоиндующй каждой обмотки в отдедьности. Про· 

изведение же ,.1 z2 зависит и от величины взаимной индукции. 

Величину 

называют Nозфициенто.м связи обеих обмотон. Зная ноэфнцнент 

связи и коэфициенты самоиндукций двух об~ю·rок, ыы можем вы• 

числить и их взаимную индукцию 

L12 . 1• у· L11 L22· 

124. Козфнциент самоиндунции но1щею·рических цил1t11дров, 

Даны два круговых концентри•1еских цилиндра радиусов а н Ь. no 
обоим цщ1иидрам текут эпе~-трические токи J одинаковой си,1ы, но 
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противоположного наr1рамен11я. Оба цилиндра ~юrут представить 

собою прямой и обратный провод какой-.11ибо линии. Дааее мы 

предположим, что стенки цилиндров так тонки, 'ITO внутренним 

магнитным полем нх можно пренебречь. Тогда nо11учаем следующее. 

Внутри малого цилиндра и снаружи бо,1Jьшоrо цилиндра магнитное 

поле будет равно ну,1ю, в чем .1е1·ко убедиться, применяя уравне· 

ние маrнитодвижущеfi силы. Остается рассчитать магнитное пoJie 

в промежутке между циJшндрамн. Напрчжение магнитного подя мы 

получаем непосредственно из формулы для цилиндрического про· 

водника (122, 104), причем мы до.1жны принять во внимание толь
ко силу тока, идущего по внутреннему циJIИНдру, потому что на· 

ружныfi цидиндр внутри себя никакого поля не дает. с.~едова

те.1ьно для напряжения поля между цилиндрами :ш,1 имеем: 

21 
л1---. r 

Вьtделим из рассматриваемого двойного провода некоторую длину/, 

ечи·rая ее по оси ци:шндра (только в одну сторону). Тогда 

произведение (l · dr) будет представлять собою элементарную пло

щадку, постаменную перпендикулярно к магнитному полю. Поток 

-,шдукции сквозь эту площадку будет равен: 

21 
µМ(l·dr)=µl dr. 

r 

Полный ноток индукции, проходящий )tежду ttилнндрами на 

длине l, будет равен 
ь 

N = 21/J.l j' _rl dr ::се;:::; 21•JJ , !а (' _'!__) , 
' "' а 

" 
Для вы•111с:1ения энергии маrнит1ю1·0 110,1и нужно эту ве:шчину 

умtюжить на половину си:1ы тока: 

1 h' 
Т= -2 lN= 12µ/, lg а). 

Мы ~ЮГJIН бы н здесь н1,1чнс11ять энергию 11епосредстн~нно 110 

nлотности энерrнн, а именно, 

1 ., 1 12 
sтт µ.м- =~ 1тi µ 

Э/IЕl<ТРОМЛГШ!ТНАЯ ИНДУКЦИЯ 

интегрируя это выражение 110 всему объему, 3аключающемуся :.1ежду 

пилиндра~ш на лтше l, rю.1учае:\f: 

ь 

T=·l µ12/ r _;. 2ттr,dr:-::=12:J.l,lg.(. b"I · 
2тт \ r· , а , 

t.' \ I 

(l 

Как та, так и дру1·ая формула дают нам для коэф1щие11та само-

индукции линии 

}{о:,ф~щнент самошtдукцни едштцы длины буде;r равен 

Сравнива~t это с 1<0эф1щиенто~1 ешшсти днух 1<он1.~ентрических 

цн.1и~1дров ( 45, 35) 

с 

~IЬI ВИДИМ, '!ТО 

Cl.= еµ. 

Это соо,-ношение между коэфициентами емкости н саыонндук· 

щш лннии поJJучается то.1Jь1<0 в том случае, если магнитным полем 

внутри обоих проводников можно пренебречь. 

125. Два параллельных цилиндра. Требуется рассчитать коэфи· 

циент самоиндукции линии, состоящей из двух пара.1лельных про· 

водов кругового се<Jения с радиусами а и Ь, при расстоянии между 

осями их равном d. .Мы будем исходить из выражения энергии 

маrннтноrо поля в форме (127, 108) 

Т=} I (l•µA),do. 

Здесь А о:шачаеi вектор-потенциа.1 ма1·ннтноrо поля, причем 

для вычисления энергии нам необходимо 11меть значение потенциа.rtа 

А то.,ько для 1·ех точек поля, где протекают токи i, т. е. внутри 

проводников. 

Формулы для вектор-потенциала прямых токов мы уже nо,,учи:ш 

раньше (126, 107). Значение вектор-потенциала внутри первого 
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nровода будет состоять из двух часте/1: нз вектор-потенциала er<1 
собственных токов: 

А11 =ттi1 (а1-- r2)- 2tri1a2Jga+C 

и из ве1пор-11отенциа.1а, обус;юв11енноrо втоrым ТОК()М i 2 в тех 

точках по.1я, где протекает первыИ то1<: 

А 21 =--- 2ттi2 Ь2 lg r2 + С. 
Мы будем считать, что оба рассматриваемых нами ци:шндрнЧt'· 

с1шх проводню,а nредстав:1яют собою пря:\юй и обратный провод 
одноА н той же пинии, а потому будем считат1, нх токи J ран· 

ными, но противопо.тюжнымн по направлению. Это дает нам право 

11аn11са1ъ: 

Так как ~ш будем производит~, расчет едиющы длины :шшш, 

то нместо э,1емента объема провода щ,1 можем написать э:1еме11т 

1ыощади el'o се•1е1шя dS: 

do 2rrr · tir (l l)=dS. 

1 
Умножая вектор·потенщ1а:1 на -2 11.11 и интегрируя по все~rу се· 

че1шю первого проводника от г = О до r = а, мы получим ве.111 • 
чину магнитной энергии, обусломепной первым током: ана.110rнчное 

выражение мы можем написать и длн той части энергии, котора11 

обус,,ов,,ена вторым током: сложив оба выражения вместе, ыы по· 

лучиы полную магнитную эне.рrию обоих токов вместе. · 
Д,1я наr.r1ядносrи мы будем вычисш1п, интегра,, каждого члена 

отдельно. 

Первый ч.1ен вентор-потенциала А11 дает: 
а 

~ \ тr ii (а•--·- r2) 2ттг. dr :с= -} тr2 if [ а' r2 -· · 
1 

ti 
· Второй ЧJ1е11 дает; 

,t ... 

11 

,4·1 =-}.1~. 
(} 

µrri2a2Jgn \ 'lтrr,dra.-.·:. µlg1i,/l. 

' (J 

t!то ж~ юн:ает..:11 треп,е!'О •1.1ена А 2 ,, то он да~т н:н1 .. 

" (!. 

-- µ1t i
2 

l,1 ,. lz lg r 2 • dS = 
. . f- -~ J у 2i2 Jg r2 • d$,: 

IJ о 
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Мы ~южем вычнстпь входящий в это выражен11е интеграл на 

основании с.1е11ующих соображений. Мы можеы рассматривать i 2dS 
как ,,инеt!ный ток; а мы знае~1, что подобный ток образует в про

странстве на расстоянии r0, т. е. на осн второго тока, нектор

потенциал МЭГIШ1'НО1'0 ПОШI: 

dA 1e = -- 212 Jg r 2 dS. 

С другой стороны, мы энаем, ч1'0 дJ!я провод1111ка Npyzoвozo се-

11ення вс.11едствие осевоА сим)1етр11и токов вектор-nотенциад в н.а

ружном поле будет такой же, как если бы весь его ток протека.'{ 

1ю оси цилиндра, 11 мы можем написать 

А 1е= -- 21· Jg d. 

И:~ сраттення обеих формул мы sакточаем, что 

ti 

.~ 2i21g r2 ,dS = 2Jlg d 1). 

о 

Сю1адывая все по,1ученные нами резут,таты вместе, имеtш д111t 

энергин· м~н·нит1ю1·0 по!tя, обус:юмtчнюй первым проводом, выра· 

женне: 

1' = _/:. /2 [J.. 
а 2 ' 2 21ga + 21gd]. 

Такое же выраженне мы нчеем д:~я энергии, определяемоИ вто

ры:-.1 проводш11,ом: 

Т0 -} 12 [-} - 2Ig t, + 21g d l · · 
1) П р и меч а 11 11 е. Э-rот реау.,ьтат верен то.1Ько мя проводов r<pyz,o. 

вто се•1ения. Теы не менее н ,,дя проводов дpyroit формы сечения мы M<J· 
жем всегда найти такое расстояние D, чтобы у,~ов.1етворялось соотношеюн:•: 

_J_ 'lg Г·dS = lg D. 
s " 

Ве.111чнна D называется средн11.к uu.~iempи't.fCIOl,lf. расстояние.11 се•1е· 

ш~и S от р:н:сматрнвае,1ой точки nлоскостн. Д11я кругового сеченt1я D = d, 
1·. е. равно расстоя1111ю центра крую от рассматрнваеыон то•1к~1. Средиее 

rеQ1,1етр11ческое расстояние D бы.,о введено впервые Мtlхсвелло.н II c:iy· 
ж11т нередко ддя расчетов 1<0!:tф1щt1ентов самоtшдукцин с11сте~1ы проводов; 

но мы не можем здесь на это~1 останавшrваться. 

10• 
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Следовательно полная энергия магнитного поля, приходящаяся на 

единицу длины обоих проводов (прямого и обратного) вместе, равна: 

1 [ ( d2 \] Т== 212. /J. 1 + 2 lg аЬ) . 

Откуда заключаем, что коэфициент самоиндукции единицы дли· 

ны линии равен: 

[ ( d2.] 
L11 = µ 1 + 2 lg ) . 

126, Козфициент самоиндукции двух параллельных проводов 

nри поверхностных токах. Мы предполагали в предыдущем пара· 

графе равно.мерное распределение плотности тока по всему сечению 

проводника. Однако при переменных токах, ка~< увидим ниже, рас

пределение шютпостн зависит от быстроты перемен то1,а. С увели

•1ением быстроты перемен тока, плотность ero у 1,·paes сечешш де· 

пается все больше и больше за счет плотности тока вблизи оси 

сечения. При быстрых ЭJ1ектрических колебаниях токи распреде.ТJЯ· 

ются у краев сечения таким тонким слоем, что при вычислении 

коэфициента самоиндукции мы можем принять внутреннее магнит

ное поле то~юв рав_ным нуто. На основании этого замечания мы 

можем вычисди1ъ коэфицнент самоиндукции двух параллельных 

проводов 1<pyroв6ro сечения nри поверхн.остн.ы:,: (например быстро· 
переменных) токах, исходя из полученного нами в предыдуще~1 па

раграфе выражения для магнитной энергии, если предварите,'Iьно 

вычтем из. нее энергию магнитного поля, образуемого каждым то

ком внутри того проводника, по которому он течет. 

Мы знаем, что напряжение магнитного поля внутри ци,щндри

ческоrо проводника кругового сечении определяется форму,'Iою 

(126, 107) 
M=2тtir, 

и следоватмьно п,1отность магнитной энергци равна: 

т. /J. м· /.1 '2 а 
О= 8тt • = -2 TTl Г • 

Умножая эту ве,'Iичину на эJ1емепт объема do = 21tr·dr (при 

l = 1) и интегрируя по всему ·сечению 
а 

Т"'=·} тт2i2 ,· 2r3,dr=-~- (тra2i)~= :-J'?, 
ii 

... 
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То же получаем и д.11я второго сечения. Вычитая это из выра· 

жения энергии, по,1ученной нами в предыдущем параграфе, имеем: 

µ. ( d2 \ r= 2 fl.21g аь)· 

С.11едовате.1ьно коэфициент самоиндукции в этом спучае равен: 

L11 = µ2Jg ( :; ) • 

Бо,1ьшею частью оба провода имеют одинаковые радиусы а=- h 
и ·rогда 

~ 1 = µ4lg ( : ) . 

Если мы сравним эту форму;1у с полученной нами раньше фор· 

мулой для емкости двух параллельных проводов кругового сечения 

(47, 36): 

то опять можем написать соотношение (ер. 145, 124): 

CL=eµ, 

которое мы подучюш д,1я концентрических цилиндров. Однако те

перь наши расчеты прямо показывают, что это соотношение верно 

только для поверхностных токов и при сравнительно даJiеком рас

стоянии проводников друг от друга . 
Приведенные примеры с достаточной ясностью показывают, что 

коэфициент самоиндукции зависит не то11ько от формы и относи

те.1ьноrо по110жения проводников, но также и от расnреде,1ения то· 

ков внутри этих проводников. Кроме того коэфициент самоиндук

ции будет зависеть и от проницаемости µ материала проводников, 

по той простой причине, что магнитное поле распределяется не 

только снаружи, но и внутри проводников. Поэтому самоиндукция 

железных проволок в воздух<! будет больше, чем медных. Но все 

эти ос.rюжнения отпадают в ·rex случаях, когда сечения проводни· 

ков маJiы по сравнению с их рассrоянием друг от друга. 

Мы пре,:ыагаем чнтателю повторить расчет, приведенныf:1 в пре· 

дыдущем параграфе, д.~я же.1еэных проволок, протянутых в воздухе. 
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127. Экстра.токи. В.шяние С<iыои11ду1щии 11роютяетсs1 11 так на

зываемых а1,;страто1<.·ах, наб,1юдаемых при аамыкании и раз~1ыкании 

цепи, когда движение эаектричества еше не установи:юсь. Рассмо· 

трим например в.епь, состояшую нз сопроп1в.·1е1шя R и самоинду1,
ню1 L, в которой действует какая-нибудъ э.,ектродвижущая си;,а dJ 
(например гальванический элемент). д.,я такой цепи мы имеем 

уравнение (ер. 132, 112) 

L 
J ~---J 
о R 

rде J0 --сила тока, соответствующая установившемуся движению ,:тек
тричества, т. е. известному аакону О.иа. · Преобразуя это уравнение 

/( 
- ·-· dt = -1.,dt, 

/, 

мь1 можем нанисать 111пегра,1 его в внде 

lgC Y.t; J 

п1.е С --· ностояннан шпе1·рации, соответствующан t = О. 

Положим, ч·rо си,1а то~-:а J вначаJ~е при t == О бьта равна нулю, 

н мы вк.1ючи1111 электродвижушую си.1у rfj. Тогда, по:южив в нашем 

уравнении J = О, t = О, мы 110.,учаем С= -- J0, и следоватет,но 

J = Jo (1 --- e-•t). 

Эiо оэначас·r, что си:ш тока, начю1ая с ну:~евого значения (щш 

t = О), будет постепенно уве;шчиваты:11, ассимпт01·ически прибли· 

жаясь к своему значению J0• · 

Теперь предr10.1ожим, что сила тока вначаJiе была равна Ju, 
а ~1ы вы1.лю•1,~ии :1.1е1продвижущую силу (/], оставив цепь замкну· 

тою. Тогда л.11ференц11а.1ыюе уравнение движения э,,ектричества 

будет имел, вид (r/J = О) 

J ---1.J, 
и решается интеrра.1юм 

Эга формуJ1а показывает, что си,,а тока, начав со значения J 0, 
будет постепе'нно умеш,шаться, ассимптотически приближаясь к нулю, 

Как я том, так и в другом случае величина 

J e·-,t. x-R 
(J ' -
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наэываетси э~страто.~о,1t. Экстратоки замыкания и размыкания 

о;:r,ннаковы, но противопо,южно направ,1ены. 

128. Количество индуцируемого элентриче.ства. Вычислим 1<0,111-

чество зщек,·ричества, которое проходит в цепи nрн экстратоке. 

Этот вопрос решается интегрированием выражения 

со 

е= J111x·dt, 
() 

раснространенным на все врещr действия экстра тока, т. е. от t = О 
;ю t = со. Мы подучаем 

с.о 

е= J
0 

\ е-х· · dt с.~ 
v 
о 

Но сrояшее в чисJiите:~е произведение J0L представш1ет собою по
ток магнитной ю1дукцни, который пронизыва.1 ~амоиидукцию про

водника в тот момент, ко1·да сида тока бы.1а равна J0. Поf1тому мы 
можем написать 

е 
N 
N. ' 

Нетрудно доказать, что эта формула верна и ддя обще1·0 спу

чая, а не тоаько д.1я экстратоков. Если в какой-.,ибо цепи дей· 
ствует одна только электродвижущая си.1а индукции, то мы можем 

написать основной закон э.r~ектромагннтноn индукции так: 

J -N 
R 

Д.1111 uычисm~1шя 1юличества э.1ектрнчества, протекающего в цепи 

вт101·ь до исчезвовення потока N, мы должны взять интеграл 

о 

" r--dN N 
е= jldt= \ !Г= R, 

:./..., 

т. е. тот же резу.1ьтат, что мы по:1учили в случае экстратоков. 

Эrим уравнением по.1ьзуются. меЖду прочим при измерениях маг· 

н~пноrо поля. Д.1я этого помещают в исследуе~юе :магнитное поJ1е 

небольшую. катушку с известною п:ющадью S и с известным числом 

ВИТКQJЗ п п1юво11ок11, Р,1;1щ ось катушки иаправлена по щ1пшrно~1у 
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полю, то полный поток индукции сквозь все ее витки будет 

равен BSn. При быстром уда.~ении катушки из поля (и.1и при вы

ключении поJ1я) в катушке возбуждается индукцнонный ток. Но вс.1ед· 

ствие кратковременности этого тока гальванометр, с которым со

единена катушка, не будет успевать с;1едовать за изменениями си:rы 

тока, а подучит ·rолько некоторый импудьс (или момент импульса), 

пропорциональный \ J · dt, т. е. пропорциональный количеству про· 
"' текающеrо электричества. Наб.1юдая отклонение rальвано:четра и зная 

постоянные катушки, мы можем опреде,1ить В. Этот способ (и са

мый гальванометр), в котором наблюдается отклонение, причиненное 

толчком, называется баллистически.1t. 

129. УнипоJ1ярная индукция. Исходя из своей теории о перере

зывании линиfi си.1, Фарадей пронзве:r сJJедующиИ опыт. Медный диск 

с' 

J 

Рнс. 41. Дииамомашина Фарадеи. 

ОА (рис. 41) вращался в магнитном 

по.~е постоянного магнита NS. К 

оси О и периферии А диска бы;ш 

приложены ско.11ьэящие пружинки 

(как щетки в современных динамо

машинах). Во вре~rя вращения диск 

будет постоянно перерезывать маг

нитные .'lинии сип и в цепи аЬс 

должна, по теории Фарадея, возбу-

ждаться электродвижущая си:~а индук

ции. Опыт впо;ше 1юдтвердИJ1 ожидание Фарадея, н в цепи аЬс у 
него по.1учиJ1ся индукционный ток. Для подсчета ЭJJектродвижущеИ 

сю1ы, обусJ1ов11енной движением диска, ~,ы може~1 воспользоваться 

общим уравнением (133, 114): 

t.8= p lv·BJ·dl. 

Скорость v дпя раз.1ичных точек диска ра~шична; но ~,ы введем 

сюда угловую скорость вращения диска по формуле 

z:=2тmr, 

rде п означает чис;ю оборотов диска в секунду. Дадее мы примем, 

что магнитная индукция по всей шющади диска одна н та же. 

Так как скорость v перп.енщ1ку11ярна к индукции В, то векторное 

произведение равно скаJ1ярному произведению их абсо.1ютных вели

чин. Так как движется толыш днск, в ·ro вре~1я как оста11ьная часть 

= -~-= 
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цепи остается в покое, то нам достаточно распространить интеrра· 

цию только вдо.'lь радиуса диска, - того радиуса, конец которого 

в данныlt ·мо:-.1ент касается щетки Ь. Приняв все это во внимание, 

мы можем написать 

/' 

if5=1iB J 2rrr·dr=nBпr2. 
о 

Этот результат мы моr,1и бы получить и непосредственно из с.'!е· 

дующих соображений. При каждом обороте каждый радиус диска 

перерезывает все линии си.r1, пронизывающие площадь диска; но пло· 

щадь диска равна тт,2 и число пронизывающих ero линий CИJI равно 

Втсr2; следовательно число линий сил, перерезываемых каждым ра· 

диусом ·диска сжесе1.ун.дно, равно пВтсr2, Эта ве,'!ичина должна 

по Фарадею равняться электродвижущей си,1е индукции. как у нас 

и написано. 

Хотя на практике описанная динамомашина Фарадея и не упо· 

треб,1яется, потому что ее электродвижущая сила с,1ишком мала, 

тем не менее опыт Фарадея имеет бо,1ьшое научное значение. При 

равномерном вращении мы получаем эдесь постоянньей индукцион· 

ный ток, между тем как в других динамомашинах мы получаем 

пере,uенн.ую э11ектродвижущую сш1у, и д,'lя по11учения постоянного 

тоr<а дш1жны устраивать коммутаторы (выпрямители). 

В связи с опытом Фарадея возникли в физической литературе 

некоторые недоразу~1ения, которые мы считаем не ,'lишннм разобрать 

эдесь вкратце. 

Само собою разу~•еется, что о перерезывании Jшний сил можно 

говорить только при оптосительно.н движении диска и линий [сил. 

В опыте Фарадея диск вращался, а .1инии cиJJ неподвижного маг

нита оставались в покое; а что будет, если сделать обратный опыт 

и вращать линии сил, остав.'lяя диск в покое? Но каким образом 

мы можем привести линии сил во вращение? - По,1ожим, что маг· 

нит NS и его поле имеют осевую симметрию, и мы· вращаем маг

нит вокруг этой оси; при таком вращении магнитное поле снаружи 

магнита останется везде неизменнье.11, и является вопрос, вращаются 

:ш .1инии с.ил вместе с магнитом нли они остаются в покое? - -
Каза,'Jось бы, что на этот вопрос может ответить опыт с э.1ектро

маrнитной инду1щиеl1; но это и есть то недоразумение, о котором 

wы хоте,1и сказать здесь нескою,ко с.10в. Ес,1н в приборе Фарадея 
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мы оставим днск в покое, а будем вращать магнит, то мы никакоН 

индукции не получим; и зто .'Ierкo объяснить даже в предпо.~юже· 

нии, что ш1нии сч.-1 вращаютс~ ю1ес·rе с }1агнитом. ..:lеttствите.,ьно, 

ес1ш диск в покое, то его скольаящне контакты будут в бездей· 

ствии, ~1ы буде~~ 1·шеть де:ю с t{ельны;.t, за.1тнутылt в себе про. 

яоднико~1. При вращении магнита вместе с лпю~ями сил одни лщши 

сил будут вхощпь внутрь n.1ощади, ограниченной этим проводl!И· 

ком, и в то же вре}tЯ другие линии сш1 будут выходить из зтоlt 

mющади наружу. Перерезывание проводника будет происходить 

II его частях аЬ и Ьса в протююпо;южных 1·1а11равлениях и резу.rть· 

тнрующая электродвижущая сила будет равна нуJ1ю, как будто ли· 

в шш сн:1 остаются в покое. Для 

того ч·rобы обойти это затруднение, 

мы можем неско,1ы<0 изменить 

прибор Фарадея, введя в 11епь 

s часть магнита и устроив на пери

ферии магнита скользящий контакт, 

Рнс. 42. Уннпо.,ярнаи нндующя. как это показано на рис. 42. Те· 
перь мы можем вращать часть про· 

водника АВС вокру1· неподвижного магнита или вращать магнит 

SNA с таr<ою же скоростью в обратную сторону при неподвижном 

проводнике· АВС; как в том, так и в другом случае опыт даст нам 

одну и ту же э.1ектродвнжущую си.1у 11нду1щнн. Тем не менее это 

не доказывает вращение линий cн.ri вмеС'l'е с магнитом. Действи-

теш,но мы можем приняп,, что ;шнин сн,'1 и во втором опыте 

остаются в покое, но тогда они 11еререзываютсf1 вращающимся маг

нитом. При этом в части NA аамкнутой цепи возникает электро· 

движущая си.,а индукции, той же самой веш1чины, какая прежде 

воаннкала в части АВС, если yrJJoвaя скорость вращения была 

в обоих опытах одна и та же. Из этого мы ааключаем, что 1·ипо· 

теаа о вращении ,1иннй сил вместе с вращающимся ;1,1аrнитном нам 

совершенно из,1ишня. 

Е~;:,ш мы будем враща1ъ маrюп без вся1<их проводящих соеди

нений, то при ero вращении в собственном поле, между его осью 

и его перифериеИ, возникает разность потенциалов и маrннт зар11· 

д11тся электричеством, что можно подтверди rь на опыте. 

130. Общее заме•1ание об энергии и сняах. В э.1ектростатике 

(69, 5З) мы rю,1ьаовались теоремой То.исо/./а, для того чтобь1 

на основ.!нин 11ыражени~1 электростатической энергии оr1редеш1т1, 
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силы вэаююдействия наэ:1ектризова1шых н по:1яри,юванных те:1. То же 

самое мы мог.щ бы сде.1ап, и при вычис,1енна си.1 вэашюдействия 

намагниченных те:,. Как в то~1, так и в друrо)1 с:1учае при nо

стоя.ююй ве.тчине зарядов работа си:1 вз11ю10действня 11роизво

дится аа счет э:1ектрическоrо шш маrшпноrо ло.,я, а потому энер· 

гия лоля при производстве этой работы до.1жна у.1tеныи.аться.. 

С друrой стороны, мы эам.ет11;ш (128, 110), что нередвижен11е э.чек

трических токов под деИсr.sнем э:1ектромагнитных сил происходит 

так, что энер1·m1 по:1я при этом увеличивается. Мы покажем сей· 

час, •1то это раэ;шчие между электростатической и э:1ектро:-.1агнитной 

~щергией обус1юв;1ено побочными условия~ш, а не особыми свой· 

ствами той шш иноН энерпш. 

Рассмотрим д.,1я э1'оrо эпекrростатическую энергию зарнже,11101-0 

конденсатора емкости С. Для этоfi энергии мы имеем два выраже· 

IШЯ (64, 50): 
1 е2 

И==----
2 С 

Взаимодействие зарядов происходит всеrда так, LJТO емкость С уве· 

.,шчивается. Ест1 ве.1ичина зарядов остается неизменно11, то при 

небольшом сдвиге их под действием ЭJJектростатических си;1 по.,у· 

чится изменение знергии 

1 ez , 
с2 ~с. 

Это ве.1ичюн1 отрицательная; знерrия системы у.лtеньшилась, 

потому что бы.1а совершена механическая работа передвижения за

рядов. Если же мы дадим зарядам свободно двигаться, поддерживая 

11отенциалы постоянными, то получим (на основании второго выра· 

женин для энергии) работу 

Это JJе11и•шна 1ю:южюеJ1ьная; энергия системы увеличилась, не

смотря на то, · что бы.,а пронаведена работа 11ередвижения зарядов. 

Отсюда мы видим, что, поддерживая потенциа;ш ~'остоянными, мы 
доткны быди не тоm,ко пополнить убыль энергии поля, происшед· 

шую от движения, но кроме того еще и вв~сти щ1шнюю энергию, 

которая пощпа на уве,111чен11е энергщ1 по. 1я, 
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Оставим JIИ мы систему иэо,1ированною, т. е. при неизменных 

зарядах, или мы будем поддерживать потенциалы постоянными, 

это нискоJiько не изменит величину с1ы взаимодействия (закон Ку· 

"юна). А между тем при вычислении сил на основании изменениз 

энергии, как зто мы неоднократно дела.'lи (ер. 54-67), у нас 

во в1·ором с11учае nоJ1учились бы д.'1Я с1ш те же величины, но с про· 

1НU801WЛОЖНЬ/.М знаком. 

Совершенно то же самое мы имеем при взаимодействии электри

ческих токов. Для взаимной энергии двух линейных токов мы мо· 

жем написать тоже два выражения (137, 118): 

Т = N1, ·N21 L12·l1l2· 
La· 

Ес.'1н при передвижении под действием электромаrни1·ных CИJI 

пото1ш N будут оставаться постоян1iыми, тогда (по первому nыра

же11ию) мы имеем 

Эта величина отрицательна; работа передвижения будет СО• 

вершаться за счет магнитного по11я. Наоборот, если мы будем под• 

держивать электрические то~<и J постоянными, то по11учим (по вто· 
рому выражению): 

Эта величина положительна; энергия системы увеличилась, 

несмотря на то, что бьта !=Овершена работа передвижения токов. 

Следовательно, поддерживая токи постоянными, мы до11жны бы.'IИ 

не тоJ1ько пополнить убыль энер1·ии подя, но еще и увеличить эту 

энергию так, чтобы она соответствовала новому положению неиз

менных токов. 

Как и в электростатическом с.11учае, сипы взаимодействия э11ек

трических токов (законы Ампера) не зависят от тоrо, поддержи. 

ваем 11и мы токи постоянными иди нет; силы эти зависят только 

от взаимного расположения этих токов. Однако если бы мы опре

де.1Jя,1и ведичину этих сил по наб11юдаемому изменению энергии 

:,.1аrнитноrо по.11i;, то у нас в том и другом с,,учае по.'lучи11исъ бы 
величины д.'IЯ сил равные, но nротивопо.1ожные по знаку. 

На основании гипотезы Ампер~~ магнитные полюса намагничен· 

ных ·re:1 образованы мо,,екулярны~и э11ектрическим11 ·rоками, н есте· 
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ственно спросить себя, откуда берется энергия при взаююдействш1 

магнитных полюсов друr с другом. Ответ на этот вопрос может 

дать тодько оnыт, а опыт показывает, что в 1~остоянных магни

тах количество магнетизма, а следовате.,ьно и чисJJо линий сил N, 
остается постоянным, и следовательно работа передвижения при их 

взаимодействии берется из самого маrнитноrо поля, как в электро

статике при постоянных зарядах. Правда при передвижении магни

тов в их молекулах появляются тоже и индукционные токи (см. "Те

орию диамагнетизма« в общем курсе электри•1ества), . но действие 

этих токов сравнителыю нич·rож1ю. 

IV. ТЕОРИЯ МАНСВЕЛЛА. 

131. Тон смещения. Мы уже вывели раньше (122, 1 Об, 134, 
116) два уравнения Мю.:свелла, исходя из опытов, произведенных 

с электрическими токами в проводниках; 

теперь нам предстоит расширить эти 

уравнения и на диэлектрики, введя так 

называемые ттщ смещения. Д11я боJJь· 

шей наглядности мы рассмотрим следую

щий оnыт (рис. 43). Обкладки шюскоrо 

конденсатора АВ соединены проводником 

ВСА. Само собою разумеется, что при 

таком расположении опыта 1<0нденсатор не 

может быть заряжен надо11rо. Но пред· 

ставим себе, что в некоторый момент вре

мени ко,1ичество электричества на обю1ад· 

ках конденсатора было равно е, и следова

тельно между обкладками действова.rш на· 

о 

пряжение электри'lескоrо поля Е и индукция D, связанные уравнением: 

rE D 
е 0= 4п S = 4п S, 

где S -- площадь обкладки. 

Но в тот же момент времени по проводннку потечет электри· 

ческий ток, причем сипа этоrо тока будет равна убыли электри

чества в конденсаторе R единицу временн; 
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Первый ч,1ен в это~, уравнении ~1ы будем называть rа:1ьваниче

ским током, а второй член представ:1яет собою то, что /Иа,.·свелл 

назва,, moF.oлt сяещею/.Я. Написанное нами уравнение выражает 

непрерывность течения э.11с-ктрнчества и в ·ro же время показывает, 

что в разо!\1кнутых провод1н1ках rат,ваннческнй ток 1 в~1есте с т0-

1<0~1 смещения образуют за,Jtюt.утую лин.ию. 

Мы рассмотрею1 сейчас llинеf!ный проводннк II конденсатор, со

едине1шые пос,:rедовате.1ьно, но в по,1упроводннках, обладающих 

н некоторою Эllектропроводностью ~ и д11э11ектриt1ескою постоян

ною е, как r:мьваническиn ток, так 11 ~1аксвелловск11n ток сме1ш:· 

ния могут находи·rься одновременно в одном и том же объеме попу-

11роводника. Тем не менее сумма этих двух токов всегда образует 

зам~н.утую линию, между те;11 1<ак rальваннчес1<ий ток в отдел~,· 

ности и ток смещения n отделыюстн могут и не образовап, зам· 

ю-~утоt! цепи, как это мы и видели выше в nрнмf:'ре раэр.тжающеrосн 

конденсатора. 

Для того чтобы выра3ить это формулою, удобнее переilти 

к плотности токов и написать, что расхождение их равно нулю: 

. / 1 . ·. 
div ( i + --- D ) с= О. 

\ 4'ТТ I 

Это уравнение и означает, что сумма обоих токов образует 

в электромагнитном пт1е зам1tн.утьи.1 линии. 

132, Конвекционный ток. Ес.rш мы 3аряднм какое-ю1бо те:ю 

и будем двигать его вместе с находящимися на нем зарядами, то 

~1ы тоже получим электрический ток, который, в от:1ичие от только

что расс~ютренных щшн гальванических токов и токов смещения, 

110лу•1ил название кон.fN!ю~ион.ж,zо mo1ta. Обозначая через р плот

ность электричества н •1ерез v - скорость его движения, мы можем 

для плотн.ости конRеюtнонноrо тока написать форму.11у: 

pv. 

Необходюн:1 однако заметить, что rальваннчесюtй ток в э;1е~-:· 

трош1тах, где перенос электрических 3арядов провзводин:я нонами, 

т. е. заряженными и двнжущимися молекулами и атома;ш, по суще

ству своему тоже представляет собою конвекционный ток. Точно 

так же в газовых разрядах мы имеем движение ионов, 11риче~1 отрн

цательныы ноном служит бо.1ьшею частью эле!Сmран, т. е. атом 

э.1ектри•1ества. Наконе1~ н в метал:~нчесюrх проnодннках, как пока· 
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зали опыты Толдан.а, э.1еюрический ток обус:1ов:1ен движением 

э,1ектронов. Такю1 образом все гальванические тою~ представляют 

собоIО на самом деJТе конвекционные токи. Тем не менее мы буде~, 
де;~ать ра3,1ичие ~1ежду rальваническимн токаыи и явно конвекцион

ными токами, подразумевая под rа.1ьваннческ;ши тока~ш движение 

э.11ектрнчества в проводящеА среде, где это~rу движению оказывается 

некоторое сопротивление (например no закону 0.ма), тогда как 

э11ектрическая конвекция может происходить и без всякого сопро· 

тнw1еш1я (например при движении Эllектронов в пустоте, или прн 

движении заряженных тел, где внешние сопротиw1ения чисто :.1еха

ш1•1ес1юrо, а не ЭJiектрическоrо характера). На основании этих со

ображеш~f\ м1.~ цапишем для тютнос·rи полн.мо тока itot выражение: 

1 . 
D+pv. 

Так как по ivf m.:cseллy этот по.1ный ток всегда образует зад· 
1т_vтш линии в поле, то мы може~1 это условие выразнт1, ура

внением: 

d. • d' (· + 1 • + \ IV ltot = lV 1 0 pV) о. 

183. Основные уравнения Максвелла. Одно иэ самых важ11ых 

обобщений, введенных Ма1tсвеллом в электро:маrн11т11у1О теорию, со

стоит в прелложенноfi им гипотезе, что маrни·rные действия обусло-

11юшаю·rся не только одними гальваническими тока~ш, но также 

и токами смещения и конвекционными токами. 

На основании этоЯ гипотезы мы до.1жны в первом ура.в11е111ш 

Л1а~све"ма прнбавить к гальваническим токам токи смещения и кои~ 
~.е1щ1юш1ые токи. Тогда получаем 

curl М = 41ti О + 41'CpV. 

Это уравнение было полностью подтверждено на ош,пе. Ма1·1.шr· 
ное действие rо1<ов смещения обусдовлнвает распространение зле~,:

тромапштных волн, реализованных на опыте Гер"що.м и применен· 

иых теперь к беспроволочной телеrрафшr, а магнитное деnствне 

токов движущихся заряженных тел было доказано на опыте РоудаN· 

дом и подробно исследовано А. Эll.хен.вальдо;н. 

Написанное уравнение ю1еет еще II другое зн:1•1ение. Если .мы 
произведем над нш1 операцию div, то с,1евз по:1учим нуль, потому 
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что для всякого вектора div • curl = О. Но в таком случае и рас· 

хождение вектора правой части тоже до:~жно равняться нулю: 

div ( i. 
1 . \ 

-4- 0 -f·· ?V ) == 0, 
1t I 

а это означает, что сумма этих токов всегда образует за.иNнутые 

линии в поле, в согласии с тем, что мы говори.1н в 11редыдущем 

параграфе. Ес,1и бы не бь1.110 добавки Максвелла: тока сме1цени11 

и конве1щионноrо тока, то из написанного выше уравнения следо· 

вало бы, что 

div i=O, 

т. е. что гальванические тоt<и до11жны бып, замкнуты. Другими сло

вами, это означало бы, что написанное уравнение 1< разомкнутым 

токам неприменимо, и мы не моrJш бы рассчнтывап, по нем маг

нитное поле в с.~учае разомкнутых токов, например в случае раз

ряжающегося конденсатора. Добавка Ма,ссвелла расширяет приме

нимость этого· уравнения. 

Второе уравнение Максвелла, выведенное из законов электро· 

магнитной индукции для проводни1<0в, сохраняе1: свой вид и для д.и· 

• электриков 

-curl Е=В, 

однако оно получает новое содержание. Это· уравнение по Мал:с· 

ве.ллу нужно понимать в тоы смыс11е, что при изменении :'IIal'HHT· 

ноrо поля со временем всегда возбуждается э11ектрическое поле Е. 

независимо от того, имеем :rи мы дело с проводником и.~и с ди· 

электриком. Разница состоит то,1ько в том, что в проводнике это 

электрическое поле возбуждает гальванический ток, тогда как в изо· 

ляторе получается вместо этого ток смещения. Это следствие тоже 

подтверждается на опытах с электромагнитными волнами. 

134. Единицы измерений в уравнениях Максвелла. Во всех ФОР· 
мулах, которые мы выводили выше, мы предполагали, что входящие 

в каждую формулу величиr1ы выражены в одних и тех же единицах. 

Но иногда бывает удобнее отступить от этого общего прави.11а, 

вводя соответствующие 1юэфициеюы. Это замечание в •шстностн 

касается уравнений Максвелла. Дедо в том, что коэфициенты s и µ 
представляют собо10 отвле•1ен11ые чис11а тодько в той системе мер, 

в которой они flы.rr11 введены впервые. Так например коэфнциент ! 
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бьт нами введен в закон Кулона, написанный в абсо;1ютных элек
"rростатических единицах: 

ЕСJ1и бы мы жела,1и выражать количества э,1ектричества не в элек
тростатических, а в ,мектромаrнитных единицах·, то нам приш,1ось бы 

внести нри каждом е коэфициент с= 3 • 1010, и написать закон Ку
.лона так (2, 2): 

То<1но так же мы имели д,1я сш1ы взаимодействия двух прямых 
,т~а ралле,1ьных токов ( 111, 97): 

Fm = 2µ. !JJ2 . 
r 

Здесь силы токов выражены в эл~ктромаrнитных единицах, 
и если бы мы пожелали выразить их в электростатических едини
цах, то для по,,учения той же силы f"m (выраженной в динах) нам 

. r~р11111лось бы ввести делитель с2: 

Как видим, при переходе от одной системы к другой коэфициенты 
, .: и ll должны быть разде,1ены на с2• Поэтому, ес,1и мы будем пи
сать оба уравнения Максвелла в одинаковых мерах, ·ro нам при
.дется в том и.1и другом уравнении ввести делитель с2. Однако 

обыкновенно д;rя сохранения симметрии поступают иначе, а именно 
выражают входящие в уравнения электрические ве,1ичины Ь, Е, i, е 
в электростатических единицах, тогда как магнитные величины В, 

М, IJ. выражаю1· в э,1ектромаrнитных единицах. При таком выборе 
единиц диэлектрическая постоянная е и проницаемость µ сохраняют 
свое основное значение, оставаясь отвлеченными числами, но каждое 

уравнение 1Иаксвелла по,1учает в правой своей части де.11ите.1ь 
с=З,1010. 

Появ.,ение делителя с в этих уравнениях можно уяснить себе 
следующи~1 образом, Э11ектростатическая индукция О связана с п,1от
носп,ю э.,ектричества соотношением 

div О= 4ттр. 
11 :Э й х е н в а ~ ъ д. Теор11тичее«ая фк31·1<&, ?· ,·r. 
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Поэтому, если индукция D выражена в э.1ектростатических едИ·· 
ницах, то для согласования с Jiевою частью уравнения, где М выра-· 

жено в электромагнитных единицах, мы должны поступить так же, 

как и с количеством эJiектричества, т. е. разделить на с (2, 2) и на

писать первое уравнение Маf(свелла так: 

1 [ • ] . curl М = с 4тti + D + 4прv . 

Напротив, напряжение электрического по,,я связано с потенциалом) 

Е= grad V, 

а потому при переходе от электростатических единиц к элекrро

м·агнитным · мы до,1жны величину напряжения Е умножить на . е:· 
(16, 15). Вместо того чтобы у!dножать левую часть уравнения Л1ап·с
велла на с, мы разделим его правую часть на с, и тогда получаем. 

анаJiоrично с первым уравнением: 

- curl Е =.!_В. 
с 

Что переводные множитеJJи для индукции D и напряжения полн, 

Е должны быть обратны друг другу, с.т1едует непосредственно и иs вы-

ражения для п,1отности электростатической энергии: 

1 эрг 
Ио = 8п (D • Е) с.из· . 

_Плотность энергии во всех абсолютных едИнич.ах имеет одну 

и ту же единицу, а именно эрг/смз; поэтому если при перемене, 
единицы· .мы D. делим на с, то до.1жны Е умножить на с, чтобы 
для V0 поJiучить то же самое значение. 

Мы написали только-что два уравнения Маf(свелла в диферен
циа,1ьной форме, но иногда удобнее исходить из уравнений в инте

rра,1ьной форме. Тогда в выбранных нами единиuах они 1:1апишутся. 
так (122, 105, 134, 115): 

pCМ·dS)=: J<4ттi +o+4пpv),dS; 

-1 (E~dS)= ~ Jcв·~S). 
Наконец, если мы обозначим через (/] т и (/], маrнитодвижущие 

и электродвижущие силы, а через N, и Nm- эдектрические и маг-
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нитные потоки индукции, пронизывающие те площади, вдоль кон

туров которых мы вычис,1яем (/] т и d1 е• то уравнения Максвелла 
примут вид: 

1 • 
dlm=- (4тtJ +Ne + 4ттеv), 

с 

1 . 
-dJe= Nm. 

с 

135. Теорема ПоАнтинrа. Напишем уравнения Маf(свелла, 
но без конвекuионных токов: 

s · 4тта 
curlM=-E+-E; i=aE; 

с с 

- curl Е =J:. М. 
с 

Ум1:1ожим первое уравнение скалярно на вектор Е, а второе 
. уравнение, тоже скаляр1:10, на вектор М и с,1ожим оба уравнения 

вместе. При этом первые члены правых частей дадут в сумме 

_!_(еЕЕ+µММ)= 4nddt [-sl (D·E)+sl (В·М)]= 4тт~[V J. 
С С П · П с dt ет 

Мы получи,1и справа производную по времени от плотности 
элеюромаrнитноfi энергии Uem· Далее мы получаем справа выраже1:1ие 

4n (аЕ2) = 4тr w 
с с ' 

где w представляет собою количество энергии, превращаемое еже

секундно в каждом кубическом сантиметре в теп,1оту (закон 

Джоуля, 102, 90). 
В то же самое время .1евые части уравнений Максвелла дают 

нам (примененное зде.сь преобразование выводится в векторном 
исчисле1:1ии, ч. 1, 56): 

Е • curl М - М • curl Е = - div [Е • MJ. 
с 

Умножим обе части уравнения на 41Т do и возьмем интегра,1 

по некоторому объему, выделенному нами (мысле1:1но) в эдектро
магнитном поле. Тоrда левая часть уравне1:1ия может быть преобра
зована в поверхностный интеграл по теореме Гаусса: 

-s div с [Е • М] • do = - р :тт [Е • МJп • d S - р Р п, d S, 

,1• 
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1·де Р п означает нормальную составляющую некоторого вектора, 

определяемого напряжениями э.,ектрическоrо и магнитного поля 

в рассматриваемой точке поля: 

Этот вектор называется вектороJ..t Пойн.тин.га, а написанный 

нами поверхностный интеграл представляет собою nomol( вектuра 

Пойнтин.га сквозь поверхность, ограничивающую выделенный нами 

объем поля. Знак мин.ус означает, что поток этот направлен сна

ружи внутрь этой поверхности. 

- Если мы теперь напишем результат наших преобразований 

в виде 

- А; р. dS = d_ r И do + r w. do :J' dt j ет j , 

то можем истолковать полученное уравнение следующим образом. 

Сквозь поверхность выделенного нами объема поля мы имеем no
mol( энергии, причем в каждую секунду сквозь каждый квадрат

ный сантиметр поверхности втекает внутрь рассматриваемого объема 
количество энергии, равное Р. Эта энергия, входя внутрь рассматри

ваемеrо объема поля, частью повышает электромагнитную энергию 

этого объема (первый член правой части), а частью превращается 

в теплоту (второй член правой части). 
Таким образом преобразование Пойнтин.га выражает не что 

иное, как закон сохранения энергии; но кроме того это преобразо

вание указывает нам, какими путями движется эта энергия в про-

[ странстве. По Пойн.тин.гу энергия электромаrнитнот 

поля движется по направлению вектора 

. 

·-,,, р " с 
,., р с·.- 4тт [Е • М], 

который, как показывает эта формула, всегда перпен
Рис. 44. На- дикулярен к направлениям напряжений Е и М элек-
правление по-

тока энергии. трическоrо и магнитного поля в каждой ·гочке элек-

тромагнитного поля. Направления векторов Р, Е, М 

образуют правовинтовую систему (рис. 44). 
136, Пример. Ко1·да мы перейдем к изучению э;1ектромагнитных 

волн, то будем иметь случай неоднократно применять теорему Пойн-
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тинга; а пока мы ограничимся рассмотрением одного простого слу

чая, а именно случая постоянного электрического тока в провод

нике. Положим, что проводник имеет форму кругового цилиндра 

(проволока) радиуса а, и мы выделяем из поля объем единицы 

длины этого проводника: 

0=тrа2(/= 1). 

Мы знаем, что на поверхности такого проводника напряжение 

магнитного поля равно (121, 104): 

М = 2тrai = 2тrа tJE. 

Это напряжение направлено по кругам радиуса а с центром 

на оси цилиндрического проводника. Напряжение же электрического 

поля ~ проводнике имеет направление, параллельное оси. Составляя 

векторное произведение обоих векторов [siп (Е, М) = 1 ], мы 11олу

чаем вектор Пойнтин.га 

с с 
Р= 4тrE·M=-i a1JE2. 

Нетрудно видеть по рис. 45, что этот вектор направлен внутрь 

проводника. Умножая вектор Пойнтинга на наружную поверхность 

проводника 2тrа (при длине l = 1), мы .-
получаем количество энергии, втекающее ( {'\. Е ~ 
в эту поверхность ежесекундно: _ f1 Р ~ 

Р · 2тr а = с· тr а2 , IJ Е2 · Рис. 45. Движение энергии 
С другой стороны, по закону Джоу- снаружи внутрь провод-

. .ника. 
ля, при постоянном токе i = tJE внутри · 
проводника ежесекундно выделяется количество теплоты, определяе

мое формулой 

W=тra2 (l = 1). ctJE2. 

А зто вполне согласуется с результатом, полученным нами 

на основании выражения потока энергии по Пойн.тин.гу. 

Напомним читателю, что закон Джоуля был нами выведен 

на основании закона сохранения энергии, причем нам было до

статочно знать, что энергия никогда не уничтожается, а только мо

жет превращаться в· различные формы, и что в рассматриваемом 

нами случае вся энергия тока превращается в теплоту. Теорема 

Пойнmllнга дает нам больше: она показывает, что энергия эта 
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движется не вдоль оси проводн.и1'а, как это моrло бы показаться, 

а входит в проводник снаружи, и притом нормально к ero по· 

верхности, т. е. перпендu1'улярно к оси проводника. 

Подобным же образом мы моr.'JИ бы выяснить направление дви· 

жения энергии и в других :электромагнитных явлениях. Введенное 

Лойн.тингом понятие о движении энергии обладает большою на· 

п1ядностью и имеет громадное принципиальное значение. Однако 

не надо упускать из виду, что в некоторых частных случаях вектор 

Пойн.тинга дает нам движения энергии, которые опытом не обна· 

руживаются. Так например если мы поместим электрический заряд 

вб.1изи магнита, то получим электромагнитное поле, в котором 

имеются напряжения Е и М, и мы можем провести в каждой точке 

поля направление, перпендикулярное к плоскости (Е. М), соответ

ствующее вектору Пойн.тинга Р. А между тем в таком cmamu•te· 
С1'ом поле опыт не обнаруживает никакого движения энергии. 

Если же мы прос.1едим за направлениями векторных линий Р, 

то ,'1еrко найдем, что все они зам1'нуты. Это означает, что ес,1и 
в таком статическом э,1ектромаrнитном поле и происходит движе

ние энергии, то движение это совершается по зам1'н.утым в себе 

линиям и потому ничем наружу не проявляется. 

137. Закон Максвелла. Напишем уравнения Ма1'свелла для ди

электриков, положив гальванический ток i равным нулю: 

Е • 
curlM = Е, 

с 

µ· 
curl Е= -· · М. 

с 

Мы можем исключить из этих уравнений .,ибо Е, 1шбо М. д.,я 

этой цели произведем операцию curl над первым уравнением. 

На основании известного правила векторного исчисления (ч. l. 5 7, 
59) мы имеем: 

curl • curl М = grad • div М v2 м, 
и если проницаемость µ во всем поле одна и та же, то 

div В µ div М=О, 

и у нас остается вместо первого уравнения 

- v2 М _:_ е curl Ё. 
с 
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Ес,1и мы сопоставим это со вторым уравнением Ма1'свелла, про

. ниференцированным по t, то можем написать: 
. µ .. 

-curl Е с М, 

sµ .. 
2м. 
с 

Е.::.111 мы проделаем операцию curl над вторым уравн~нием, 

d 
.а 011ерацию dt над первым уравнением, то по.1учим: 

Итак для каждого из некто.ров Е и М и для каждой проекции 

· 'ЭТИХ векторов на .оси координат мы по.'Jучаем уравнение вида 

sµ i\211 
v211 =с2 i\t2 

·или, если написать его в декартовых координатах: 

i)2(fl i)2~ i)2~ _ _!_ i)2~ 

i\x2 i\y2 + i)z2 - ci ;)t2 • 

Мы получи,1и таким образом известное уравнение распростране-

· ния во.,н (ч. I, 164, 127), причем коэфициент, стоящий при вто

рой производной по времени, представляет собою обратную вели

чину квадрата Сl{Орости распространения во11н. Об электромагнитных 

волнах мы будем говорить подробнее в одной из следующих r,1ав, 

а пока отметим, что из обоих уравнений Ма1'сsелла непосред

. ственно следует, что электрическое и магнитное попе распростра· 

няются в диэлектриках с одинаковою скоростью, величина которой 

.равна 

с 

С1 =vзµ • 

Это соотношение называется за1'оном Максвелла. 

138. Электромагнитная теория света. Если применить закон Ма1.-с· 

, велла к среде, лишенной материи (мировой эфир), в которой с= 1 
.и µ = 1, то скорость распространения электромагнитных волн ока -
.жется равною 

с1 =с= 3 -1010 cm/sec, 
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т. е. равною скорости света в пустоте. Это совпадение объясняется.· 

110 Максвеллу тем, что свет представ,1яет собою один из частных 

случаев распространения электромагнитного по.qя, Таким образом 

возникла электромагнитная теория света Максвелла. 

Это открытие Ма1tсвелла по своей важности для всего после

дующего развития естествознания может быть поставлено наряду 

с открытием всемирного тяготения Ньютон.ом. 

Иа, уравнений Максвелла непосредственно следует, что векторы Е. 

и М перпен.дикулярн.ы к скорости распространения эJ1ектромаrнит

ноrо поля с1 • Мы убедимся в этом, когда будем рассматривать п.1ос

кую электромагнитную воJ1ну, в которой это обстояте,1ьство высту

пает нагляднее. Но если это так, то э,qектромаrнитные во11ны нужно 

считать попереч.н.ыми. С другой стороны, мы знаем, что вектор Р 

Пойн.тин.zа (164, 135) всегда перпендикулярен к векторам Е и ·м, 

и следовательно его направление совпадает с на11равлением ско

рости с1 . Но вектор Пойн.тин.га представляет собою поток энергии, 

и в данном случае эта электромагнитная энергия распространяется 

со скоростью света, что вполне совпадает с нашим представ:1ением. 

о распространении световой энергии. Если мы обозначим плотность. 

световой энергии через U, то можем для потока световой энергии 

написать: 

Р = Uc1 er6/cm2 ,sec. 

В прежней теории света мы от.qичали две плоскости, проведен-

ные через луч: одну из этих плоскостей мы называли плоскостью

колебан.ий света, а другую называли плоскостью поляризации света. 

При ближайшем сравнении оптических явлений с электрическими. 

явлениями ( см. например фотоэлектричество, или фотохимические 

действия) оказалось, что та плоскость, которую мы прежде назы

вали плоскость !(;олебан.ий света, не определяя точнее, что именно 

эдесь колеблется, совпадает с плоскостью эле1tтричес1-:ого ноля све· 

товой электромагнитной волны; следовательно прежний термин 

световые колебан.ия теперь получает у нас значение колебаниА, 

величины э.1ектрического по.1я. Точно так же прежняя плоскость по--

11яриаации теперь означает плоскость, проведенную через дуч и маг· 

нитное поле .1уча. Наконец вектор Пойн.тинzа совпадает с напра· 

вдением луча. 

Энергия светового луча по электромагнитной теории состон1 

из двух частей: из энергий его электрического и магнитного поля .. 

ТЕОРИЯ МАКСВЕЛЛА 169· 

ЭJiектрическая энергия соответствует прежней потенциапьной энер

гии световых ко.~1ебаний, тогда как магнитная энергия предс,авляет 

собою прежнюю кинетическую энергию световых ко.qебаний. Из общей 

теории волнообразных движений известно, что кинетическая энер· 

1·ия воJJны равна потенциальной энергии. Поэтому, есш1 нам изве

стна полная энергия электромагнитной во.1ны, то мы можем очеш, 

просто вычислить величину ее электрического и магнитного поля. 

Так например иамерення световой энергии, посылаемой нам 

Солнцем, показали, что у поверхности Земли мы получаем на ка

ждыtl квадратныtl сантиметр поверхности, постав,qеиной перпендику

лярно к солнечному лучу, 8 1Салории в мин.уту. Переводя это. 

в абсолютные единицы, получаем для потока энергии 

3.42.101 , 
' =2 1 · 106erg;cm2 -sec 
60 ' ' 

Р = 3 caJ/60 sec 

а с.11едовательно д.1я плотности энергии светового луча имеем 

р 
U=-= 0,7 · l0-4 erg/cmз. 

с . . 

Половина этой энергии э.qектрическая, а другая поJювина -маr-

нитная. Основываясь на этом, мы подучаем для напряжения матннт

ного поля в световом луче: 

1 
-М2= 0,35, I0-4 erg/cmз: 
Втт 

М = 0,03 гаусс, 

т. е. приблиаите.1ьно в 15 раз меньше, чем напряжение земного. 

магнитного по.1я в средних широтах. 

139. Давление света. Из представления об э.1ектрома1·нитной 

природе света Ма1Ссвелл сделад заключение, что свет должен ока

зывать давление на тела, поставленные на его пути. Действительно 

ес,qи например свет падает норма.1ьно на какую-либо т~астинку. 

то электрические и магнитные ,qинии сил световоtl во.1ны будут на· 

правлены (перпендику.1ярно к лучу) вдо.1ь поверхности этой пла

стинки, а мы знаем, что по воззрениям Фарадея и Ма,ссвелла эти 

.~инии сил оказывают давлен.ие (83, 64), величина которого равна 

плотности энергии у рассматриваемой поверхности. П.1отность энер

гии солнечного луча у поверхности Земли мы уже вычис.1я,,и в пре

дыдущем параграфе, а потому можем для давления со.1нечноrо луча 

написать: 

р =0,7 · 10 - 4 dyn/cm 2. 
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Этот результат верен только в предположении, что свет падает 

на . пластинку совершенно черную, которая поглощает все лучи 

6ез заметного отражения. Если же пластинка имеет коэфициент 

"°тражения 'it, т. е. ес,1и энергия отраженного луча равна 1.И, то при 

вычислении величины дав,1ения мы должны и эту энергию тоже 

принять во внимание; тогда получим для величины давления: 

Как падающий луч, так и отраженный оказывают давление на отра· 

жающую пластинку. Если пластинка вполне отражает ,1учи (х = 1), 
то дав.1Jение света будет вдвое больше, чем на впо.1ше поглощающую 

свет п.т1астинку. 

Ес,1и пластинка прозрачна, то для вычисления давления лучей 

на каждую ее поверхность нужно принять во, внимание разность 

энергий лучей с обеих сторон этих поверхностей (ер. 55, 56 и ел.). 
Дав.1ение света на поглощающие и отражающие пластинки 6ыло 

обнаружено впервые П. Н. Лебедевым (1900) в Москве и найдено 

им впо.1не соr.r1асным с вычислениями Ма,ссвелла. 

140, Основные формулы теории Максвелла. Для большей на

r.1ядности по,1езно будет сопоставить все форму.т~ы, служащие для 

расчета эi1ектромаrнитноrо поля вместе. Во-первых, мы имеем два 

·основных уравнения Ма,ссвелла: 

$ • 
cur1M=- Е 

с 

µ . 
curlE=-M, 

с 

:причем в первом из них мы откинули конвекционные токи, иыея 

в виду исследовать их особо. Кроме того мы воспользовались за

коном Ома и написали д11я плотности гальванического тока его 

зависимость от напряжения электрического поля ( 1 О 1, 88): 

i=aE. 

В этой формуле не то,1ько напряжение поля Е, но и коэфи

циент а удельной · электропроводности должны быть выражены 
.в эле,-.;тростатичес,сих единицах. К этим основным уравнениям 

.мы присоединяем еще два: 

div (1:Е) = 4т::р; div (µМ) =0. 

ТЕОРИЯ MAKCBE.'IJIA 171 

Первое из этих уравнений определяет п,1отность электричества, 

находящегося в поле, а. второе говорит, что действительного маг

нетизма нет. 

Да.,ее пJютность электромагнитной энергии определяется фор· 

.мулою: 

1 · 1 · 
и+ T=--(D · Е) +-(В· М). 

. 8тт 8тт 

Наконец, если в рассматриваемом поле находятся поляризован· 

ные тела с различными коэфициентами г и µ, то на поверхности 

этих тел должны быть соблюдены условия, о которых мы подробно 

говори.1и раньше (38, 28; 50, 41; 90, 74) и которых: мы можем 

не приводить здесь. 

Гертц показал, что на уравнения Максвелла можно смотреть 

как на основн.ую гипотезу электромагнетизма и что из этой основ

ной гипотезы можно вывести все явления, которые мы рассматри

вали раньше, исходя из отдельных опытов. Хотя принцип, которого 

мы держались в этой книге, отличен от метода Гертца, тем не ме· 

нее выводы Гертца могут быть нам по,1езными в смысле повторе

.ния пройденного. 

Итак будем применять написанные выше уравнения к частным 

-случаям и начнем с того, что предположим поле стационарным, 

т. е. nо,1ожим все производные по времени равными ну,,ю. Тогда 

rюлучаем из второго уравнения: 

curl Е=О. 

Это означает, •но поде Е не имеет замкнутых в себе линий и с.r~е

.доватет,но имеет потенциал (11, 12). Мы можем следовательно по
Jюжить 

E=-grad V; 
dV 

E=-··--
s dS 

.и подставить это в уравнение для плотности элекrричества. Как ре

зулыат этой подстановки мы получаем уравнение Лапласа-Пу

ассона и форму.r~у д;1я потенциалов (13, 13): 

V= r~·rdo. v2v=- 4rrp; J г 

Таким образом мы получи.r~и основные уравнения электростатики. 
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В то же самое время первое уравнение Ма1Ссвелла дает нам д.11я 
стационарных тонов: 

1 м 4тr. cur =--::: ,. 
с 

Это уравнение выражает законы Био-Савара и Ампера. Если 
распределение токоn дано, то это уравнение решается при помоща 

всnомогатеJ1ьной функции - так называемого ве1Сmор-потен.циала. 

Мы уже получи.,и это решение д,1я случая, когда коэфициент µ. 
во всем поле одинаков (124, 106). Теперь мы можем обобщить 

наш вывод и на те случаи, когда в поле находятся тела с различ

ными коэфициентами проницаемости, Будем искать такую функ
цию А, которая удометворяла бы условиям: 

B=cur!A, divA О. 

Если мы теперь (как это мы де.,али и раньше) 
первого уравнения, то получаем (ч. I, стр. 54, 54) 

curl (µМ) = µ · turl М + [Vµ, MJ, 
а в правой части: 

curl · curl А =s grad. div А \'2 Д. 

возьмем вихрt.. 

слева: 

Приняв во внимание второе уравнение ддя вектора А и основL 
ное уравнение для i, можем написать: 

V2A - 4тr [ ~ µi + 4~ [Vµ,M] J. 
Это уравнение ана.'lогично уравнению Лапласа-Пуассона и ре· 

шается так: 

· А=- -do+- -[Vµ,MJ·do. . lj" µi 1 s 1 
с r 4тr r 

Так как А есть вектор, то мы имеем д.11я расчета три таких 
скалярных уравнения, д.11я каждой составляющей вектора А по трем 

осям координат отдельно. Опреде;1ив таким образом вектор-потен-

циал :магнитного поля А, мы по нем вычисJ1яем и индукцию поля 11. 
по вышенаписанному уравнению: 

B=curl А. 

Заметим, что из этого уравнения сJ1едует, что 

div В= div, curl А О, 

ТЕОРИЯ МАКСВЕЛЛА 173 

т. е. что все :1инии магнитной индукции замкнуты, между тем как 

.д.11я напряжения магнитного по.1я di\' М не будет равно ну,1ю. Дей

ствите.1ьно из преобразования (вывод см. ч. I, стр. 54, 54) 

-<:ледует, что 

div (µ· М) µ· div М grad (µ·М) О 

divM 
1 

- grad (µ · М). 
µ 

Это означает, что в тех точках однородного ПОJIЯ М, где µ ра· 
<:тет, мы имеем отрицательные магнитные полюса, а где µ умень
шается мы по.11учаем положитмьные магнитные полюса. Это есть 

не что иное, как знакомое нам явление индуцированного магнетизма 

{90, 73). Ес.~и µ во всем пoJie одинаково, то 

divM=O, 

-как это мы и принимали при наших прежних исс;1едованиях (124, 
106). 

Таким образом из первого уравнения Ма"свел.ла мы вывели все 

·свойства маrнитно1·0 поJiя э,1ектр;1t1еских токов, а пользуясь гипоте

зой Ампера, по которой в намагниченных телах тоже цирку.1ируют 

·э;1ектрические токи, мы можем применять эти уравнения и к маг

нитам. 

Мы рассматрива,1и пока только стационарные явления, при ко-

торых . произвощ1ь,~е, по времени равны нулю. Для нестационарных 

явлений второе уравнение Ма"сsел..ла, в которое входит производная 

по времени от ... нагн.итн.ой индукции, дает нам законы электромаr· 

нитной индукции, открытой Фарадеем, тогда как первое уравнение, 

в которое входит производная по времени от зле1,;тричес!(ой индук· 

ции, показывает, что кроме электромагнитной индукции, открыто!\: 

Фарадее.и, сущес·гвует еще и магнито-э.r~ектрическая индукция, т. е. 

образование магнитного поля переменным электрическим полем. Из 

обеих указанных индукций вместе следует, что электромагнитное 

по,1е распространяется в пустоте со скоростью света (закон Ма,l(с

велла. 

Мы показали в этом параграфе, что основные уравнения Макс

велла могут служить исходною гш~отезою для коJiичественноrо 

описан/iя всех электромагнитных явлений, и в этом заключается их 

громадное значение. Необходимо однако заметить, что опыт обнару- · 
живает целый ряд явлений, для объяснения которых уравнения Ма1ес

~елла оказываются недостаточ.ны.1tи; бодее того: в применении 
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к движущимся телам уравнения Максвелла и выводы, сделанные 
нз них Гертцем, приводят к следствиям, которые протнворечат
опыту. 

141. Изменение потока вектора при движении. Перед тем как
перейти к рассмотрению опытов с движущимися телами, нам необхо
димо несколько подготовить наши формулы. Де.10 в том, что. 

в обоих уравнениях Максвелла мы имеем в правых частях измене
ние потока индукции со временем. Иэмененн~ потока какоrо,либ()
вектора 

N= s (A·dS) 

сквозь какую-либо поверхность может происходить от трех при
чин, которые мы рассмотрим отдельно. 

Во-первых, само векторное поле А может изменяться со време
нем. Изменение потока, происходящее от этой причины, мы можем, 
выразить так: 

Затем поток может изменяться и в постоянном поле А, еслн 
рассматриваемая нами поверхность движется, причем и контур этой 

поверхности может изменяться. Происходящее от этого изменение 

потока мы уже вычисляли раньше (изменение потока магнитной 

Индукции: 133, 114 ), И \мы МОЖеМ ВОСПОJ!ЬЗОВаТЬСЯ полученными 
нами там формулами и для этого более общего случая, написав: 

I dNl =fA·V]·dl. 

Здесь d I означает элемент длины контура поверхности, а у - его. 
скорость. Для того чтобы вычислить изменение потока при движе
нии или деформации всего контура, мы должны проинтегрировать 
это выражение по всему движущемуся контуру рассматриваемой по

верхности. Но мы можем воспо.льзоваться теоремой Стокса и пре
вратить линейный интеграл в поверхностный. Тогда по;1учим: 

Nз = 1 r A·V]· d 1 = s curl [A·V]·d s. 
Если рассматриваемое векторное поле имеет источники, плот~ 

ность которых р, как известно, определяется выражением 

n=-
1 

divA 
г 4 п ·' 
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то поверхность при своем движении может перейти через некото

рые из этих источников. Во время такого перехода источник, нахо

дившийся с одной стороны поверхности, окажется через некоторый 

момент времени с другой стороны этой поверхности, отчего соr,1ас1ю. 

теореме Гаусса поток индукции изменится на ве.,шчину 

4 пр · do = 4 пр, d s · d S, 

а если та точка поверхности, которая переходит через источник,. 

ds 
имеет от.носите,1ьно источника скорость У= dt (или сам источник 

движется сквозь поверхность с этою скоростью), то быстрота из-. 

менения потока индукции будет равна: 

dN2= 4 тtp•Y·d S= div A·v·d S. 

Суммируя все разобранные изменения вместе, мы получаем 

полное изменение потока со временем (по,1ную производную по 

времени): · · 

ddNt . м' = s [ д_,tА_ J -
0 

curl [A·v] +div A,v ,dS. 

(Это выражение мы уже имеJiи в ч. I, стр. 175, 133.) 
В применении к первому уравнению Мап:свелл:1., в кртором мы имеем· 

изменение потока э,1ектростатической индукции D, последний член. 
даст нам конвекционный ток 

divD•V. 4тtр·У, 

который мы вве,1и независимо от приведенных соображений,. 

между тем как для второго уравнения Максвелла 

div 8=0. 

142. Опытная проверка первого уравнения для движущихся тел. 

Применяя преобразования, указанные в предыдущем параграфе, 

к первому уравнению Максвелла, получаем д.т1я движущихся теп. 

следующее: 

curl М = _!__ (~-
с д t 4 тт i +curl [D,v] + 4пр•У). 

Что касается пос.'!еднего чдена правой части, т. е. КОН,Век

ционноz.о тока, то опыты, произведенные Роулэндом и многими 

другими исследовате.1ями, вполне подтверди.ТJи теорию и показали, 
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·что по своим магнитным действиям конвекционные токи р v вполне 
эквива:rентны гальваническим токам i. Магнитное действие токов 

смещения (первый член справа) подтверждается опытами Гертца 

-с э:1ектромагнитными воднами. Нам остается рассмотреть только 

трел1й ч.,ен, который мы для наглядности переносим в Jtевую частh, 

. и по:1учаем там: 

, 1 
curl (м+ с [v·DJ )· 

Это означает, что кроме обычного магнитного по,1я, обус110влен

.ного различными токами и магнитами, мы получаем еще магнитное 

но.1е, обус,ювленное движением диэлектриков; напряжение этого 

.пос.,еднеrо поля равно: 

М' с [v·DJ. 

Магнитное поле движущихся диэлектриков было дейс·rвfпельно 

обнаружено на опыте Рентгеном; однако опыты Рентгена носили 
.,ишь качественный характер и не бы1ш настолько точны, чтобы 

_установить величину напряжения магнитного поля. Позднейшие 

опыты А. Эй.хен.вальда показали однако, что полученная из теории 

Максвелла формуJJа Герт14а не верна и что ее нужно заменип, 

форму,1оrо: 

1 
М' = [v(D- E)J. 

с 

Эта последняя формуJiа следует из теории Лорентца, о кото

рой мы будем говорить подробнее ниже. Но принципиаJtьная раз

ница между э·rими двумя теориями уже ясна и из приведенных фор

мул. Действительно индукция D представляет собою густоту линий 
си.1 в дИЭ.'!ектрике и состоит из двух частей: часть (е 1) Е обу

с110в,1ена поляризацuеll молеку.11 диэлектрика, другая же часть линий 

·си,1 Е проходит поми.мо молеку.~. в чистом эфире. При движении 

диэдектрика движутся тодько его мо,1еку.11ы, тогда как линии сил 

в чистом эфире остаются в покое и никакого магнитного поля не 

11роизвол.ят. 

Таким образом опыты Эйхснвальда показывают, что простран

-ство, дишенное материи, которое мы привыкли называть эфиром, 

t1ужно считать неподвижны,1t даже внутри движущихся тел. 
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143. Движущийся нонденсатор. Для того чтобы получить еще 

6т1ьшую уверенность в том, что уравнения Максвелла для движу

~ихся тел должны быть заменены уравнениями Лорентца, А. Эй· 

хенвальд произвел следующий опыт. Плоский конденсатор в виде 

круглого диска (с охранительным кольцом) мог вращаться вокруг 

оси, проходящей через его центр, перпендикулярно к его плоскости . 
Заряжая такой конденсатор электричеством и приведя его в быстрое 

вращение, мы получаем на его обкладках конвекционный ток, вели

·чина которого пропорциональна плотности действительного электри
чества на обкладках: 

Но так как вместе с обкладками вращается и диэлектрик, то 

на поверхности этого диэлектрика мы получаем фиктивный к0н

векционный ток, пропорциональный плотности фиктивных · зарядов 
(50, 40): ,., 

• 1 ( а=- 4 тт e- l)E. 

Оба эти тока обнаруживают магнитное действие. Но сложив 
·плотности действительных и фиктивных зарядов, мы получаем так 

называемые свободные заряды 

+ 1 1 
<7 а= 4 ттЕ' 

откуда заключаем, что магнитные действия движущегося конден

сатора не должны зависеть от диэлектричесю?А постоянной нахо

дящегося между его обкладками диэдектрика. Это заключение и 

{iы11,о подтверждено на опыте А. Эй.хенвальдом. 

Если бы мы следовали теории Максвема-Гертца, то для рас

чета магнитного действия движущегося диэлектрика мы должны были 

бы взять вместо rl величину 

1 1 . 
--D=--eE 

4л 4тт ' 

которая при сдожении с плотностью действительных зарядов а дала 

бы в сумме нуль. 

Таким образом по теории Максвелла·Гертца заряженный 
конденсатор, в котором обкладки движутся вместе с диэлектриком, 

никакого магнитного поля образовать не до11жен, между тем как по 

-12 Э й х е в "в а. п ь д. Теореmчео~;ая физика, ,r. VI. 
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теории лоj,ен.тт.1,а должно возбуждаться магнитное поле вышеуказан
ного напряжения. Опыт Эйхен.вальда подтверждает теорию Лорен.тца. 

к этому необходимо прибавить, что с экспериментальной точки 
зрения опыт с движущимся конденсатором гораздо определен.нее, 
чем с движением одного диэлектрика, потому что в последнем слу
чае иежду диэлектриком и обкладками образуются в?.здушные те
чения, которые трудно ввести в расчеты, а между тем их действии 
имеют по обеим теориям различное значение. 

144. Опытная проверка второго уравнения для движущи!(tЯ 
те.я. Применяя то же самое преобразование ко второму уравнению, 

получаем для движущихся тел 

1 (~в · 
- curl Е=с Ы +curl [B•v}). 

Нас интересует эдесь второА член правоtt части. Перенося его, 

в левую часть, получаем: 

-curl (е-+ [v·Bl). 

Это означает, что кроме напряжения Е, происходящего от дру
гих уже изученных нами причин, появляется добавочное напряжение 

E'=-_!._[v·B1, 
с 

обусловленное движением диэлектрика в магнитном поле. 
Для проверки этого уравнения (Уильсон., Wilson) помести,, 

меЖдУ полюсами электромагнита небольщой цилиндрический, кон
денсатор так, что его ось была параллельна магнитному полю. 
При вращении конденсатора вокруг его оси в нем возбуждалось. 
радиальное электрическое поле, которое можно было смерить, со
единив наружную обкладку и внутреннюю обкладку (т. е. ось вра· 
щения) конденсатора при помощи скользящих контактов с электро
метром. Как видим, этот опыт Уильсон.а вполне аналогичен опыту 
Фарадея (152, 129) с 'медным диском, вращающимся в магнитном 
поле. Не приводя расчета самого опыта, мы скажем только, что и 
опыт Уильсон.а потребовал изменения вышенаписанноtt формулы и 
замены ее формулой следующего вида: 

Е'=-} [v·(В-м~] 
в согласии с теорией Лорен.тца. 
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У. ТЕОРИЯ ЛОРЕНТЦА. ~ 

145. Теория электронов. Т~ория электронов была основана Гельм

гольце.и и развита в особенности Лорен.тцом (Н. V. Helmholtz, 
1880; Н. А. Lorentz, 1895). В основе этой теории лежит предста.

вдение о том, что материальные атомы состоят из мельчайших ча

с·rичек, заряженных положите.1ьным и отрицательным электричеством. 

В настоящее время это воззрение подтверждается на многочислен

ных опытах: в яв.~ении электро:шза, при разрядах в газах, в радио

активных телах и в спектрах лучеиспускания. При этом оказалось,. 

что частички, заряженные отрицательным электричеством, во всех 

телах . одинаковы, они получи.1и название элемтронов и предста

вляют собою атомы электричества. Что же касается положи

тельных частичек, то они бывают разные . и составляют ядро ато
мов химических элементов, вокруг которого э;1ектроны вращаются,.. 

как планеты вокруг солнца. Кроме 1·oro можно с большоtt вероят-· 

ностью утверждать, что ядра атомов всех химических элементов. 

состоят из ядер водорода; поэтому ядро атома водорода, заряжен-· 

вое положительным электричеством, получило название npomoHtL 
(первичная материя). По теории Гель.мгольца-Лорен.тца все элек

трические и магнитные силы, которые мы наблюдаем, действуюг 

только на протоны и электроны, между тем как пространство, .11и

щен.н.ое протонов и электронов, а также и пространство между 

электронами и протонами внутри материальных тед, т. е. то, что, 

мы рривык,1и называть •щсты.м .мировым эфиром, никаким силам. 

не подвержено и потому всегда остается в помое. 

Исходя из этого воззрения, Гель.мгольи, основал теорию диспер

сни света, а Лорен.тц ввел поправку в уравнения Ма1Ссвелла-Гер

тца, которая была подтверждена на опытах Эйхен.вальда и Уи.11ь

сон.а. О теории !исперсии мы будем говорить особо; что же ка-· · 
сается поправки, введенной Лорен.тцом в уравнения Мамсвед.11а

Гертца, то ее мы можем получить на основании следующих npo-· 
стых соображений. В уравнениях Маf.tсвелла-Гертца мы имеем в. 

последнем члене правой части выражения 

1 
~с curl [D·v]; 

1 
curl [B·v], 

с 

которые означают индукционное действие движущихся со скорос·rью v 
электрических и магнитных линий сил D и В. Но по воззрениям 

электронной теории каждая из этих индукций составлена из двух 

12• 
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частей: из напряжений подя Е и М, действующих в чистом эфире, 

и дополнительного поля, образуемого электронами, т. е. дополни

тельного поля электрической и магнитной поляриза~~иа Ре и ·рт· 

Мы доджны следовате11ьно написать (49, 40) (90, 74): 

При движении материи движутся только находящиеся в ней 

протоны и э.11ектроны, между тем как эфир остается в покое. ;это 

означает, что первые члены написанных сумм в движении не уча

ствуют и никакого индукционного действия произвести не могут, 

.з потому вышенаписанные выражения должны быть заменены cJ1e· 
дующими: 

1 
-curl[(D E)·V], 
с 

1 
curl [(В - М) · v], 

с 

I 
что и подтверждается опытами Эйхенвальда и Уильсона. 

Исходя из той или иной гипотезы о расположении и о движе
ний протонов и электронов внутри атомов материа.'!ьных тел, можно 

построить теорию поляризации тел и найти связь между коэфици

ентами s и µ. и мо.'Iекулярным строением тел, их зависимость от 

температуры, дав.'!ения и т. д. Однако подобные вопросы замекли 

бы нас слишком да.1Iе1<0 от нашей главной задачи изучения свойств 

электромагнитного поля, а кроме того все эти вопросы скорее отно

сятся к молекулярной физике. Поэтому мы ограничимся эдесь вы

водами Лорентца, относящимися к электромагнитному полю. 

146. Уравнения Лорентца. Проще всего и нагляднее будет, если 

мы будем исходить из основных законов, установленных опытом, а 

именно из закона Био-Савара (107, 94): ..,. 

т ·~. 
Fт= r2 [J·d l ·rlmJ· 

Силу тока J :1-1ы выразим через плотность тока i, а плотность 

тока, как мы знаем, равна плотности электричества р, умноженной 

на скорость движения v. Поэтому мы можем написать: 

l·d 1= i (dS~d 1) = p·do·v= ev, 

rде е- количество электричества, движущегося со скоростью v. Если 
это количество электричества выражено в электростатических еди

ницах, то при вычислении магнитного по.'!я нам с.~едовало бы раз

делить его на с. Но так как отношение скорости движения v к ско-
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рости света с будет у нас в дальнейшем часто встречаться, то мы 
условимся величину с считать за единицу скоростей (так называе

мая астропомичес1tая единица), и тогда делителя с можно в фор-, 

мулах не писать. После всех этих замечаний мы напишем форму:1у 
Био-Савара в следующем виде: 

е 
Но ве,1Ичина '":"i (при S= 1) представляет собою напряжение 

r 
э.11ектрическоrо поля Е; кроме того, раздеш1в сш1у F т на величину 
полюса т, мы получим напряжение магнитного поля 

Мы поставили при М значок (1 ), же.'!ая указать, что М1 оз}!ачает 
напрцжение магнитного поля в неподвижном пространстве, отно

сительно которого заряд е и его поле Е движутся со скоростью v. 
Далее мы знаем, что закону Био-Савара соответствует закон 

А.нпера, т. е. действие магнитного по,1юса, или вообще магнитного 
r10J1я на э.1ектрический ток силою, равною и противоп~ложно на
прщзленною. Поэтому при переходе от форму.'!ы Био-Савара к фор-
муле А.нпера нам нужно только заменить rem через rme: · 

ет 

Fe= r2 [v•rme1· 

Мы обозначим ЭТУ силу Fe, потому что теперь МЫ имеем дело 
с электрич.ес1tой силой, действующей на электрический заряд е, 

находящийся в движении. Заменяя в этой формуле т (при /J.= 1) 
' ,2 

через М и разделяя на е, мы получаем силу, отнесенную к единице 
заряда, т. е. напряжение поля 

Здесь мы постави,1и при Е значок (2), потому чтq Е2 означает 
напряжение поля у движущегося заряда, тогда как М1 предста

нляет собою напряжение магниmоrо поля в неподвижном ripo.·· 
пранстве. 

Заметим, что эту последнюю формулу мы могли бы по,1учить., 
исходя. из закона электромагнитной инд~кции Фарадеt1,, как это 
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.. ,егко ви.аеть, сравнив ее с формулой примененной нами при рас· 

чете униполярной индукции (152, 138): 

8= §(E·dS)= J [v·B]·ds. 

Таким образом в теории Лорентца законы А.ю~ера и Фараден 
соединяются в одной и той же формуле. 

На основании всех этих соображений мы получаем для электро
:магнитной силы, с которой напряжения Е и М действуют на дви

жущиnся заряд е, форму,1у: 

F=e(E+[vM]). 

Теперь представим себе две системы электронов S1 и S2, из 
которых вторая систе1~1а движется относительно первой системы со 

скоростью v. Само собою разумеется, что при этом первая система 
движется относительно второй со скоростью - v; это прямо сле
дует из общего понятия относительных движений. Обозначим 

через Ei и М1 напряжения полей в первой системе и через Е2 и 
М1 напряжение полей во второй системе. Тогда мы получим сле
дующее. 

В системе S1 магнитное поле будет образовано из двух частеii : 
во-первых, в ней будет проявляться магнитное поле второй системы 

М1 и кроме того в ней появится магнитное поле движуuщхся вместе 
с системой S1 электрических зарядов е: 

М1 = М2 + [V· Е2]. 
Точно так же и электрическое поле системы S1 будет состояп, ю 

двух частеn; мы заметим эле1стрическое поле второй системы Е2 и 
ин.дуцирован.н.ое электрическое поле, получающееся~от движения пер

вой системы относительно второn со скоростью-·-· v. На основании 
нрнведенных выше законов Ампера и Фарадея мы должны длн 

этого индуцированного поля написать-[v·М2]. Тяким образом дли 
результирующего напряжения электрического поля в первоlt системе 

получаем 

Основываясь на аналогичных соображениях, мы можем составить 

выражения для напряжений поля второй системы. Однако, если мы 

соrrоставим все полученные таким образом формулы вместе: 

Е1 =Е2 [v·M2J, E2 =E1 +[v·M1J, 
М1 =М2 Гv·Е2], M2 =M1 -···[v·E,J, 
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то заметим, что они противоречат друг другу. Действительно, на· 

пример из первой формулы первой системы СJiедует, что 

а это не сходится с первой формулой второй системы. Правда, 

разница между М1 и М2 зависит лишь от v2, а так как v, т. е. от
.ношение скорости движения к скорости света, обычно не превы

шает 1 о-\ то. в большинстве случаев различием в этих формулах 

:1южно пренебречь. Так например в опытах Роулэнда, Эйхенвальда 

и Уильсон.а скорости были около 150 м в секунду, скорость 

ny.riи и боевых снарядов не превышает 1 ООО м в секунду, 

скорост1, движения Земли на ее орбите - около 30 км в се

кунду; с другой стороны, скорости движения ионов при газовых 

разрядах бывают величиною до 0,1 скорости света, а скорости элек

тронов, выбрасываемых радием, достигают величины 0,99 скорости 

света. В особенности последние из перечисленных явлений требуют 

от теории большей точности. Лорентц показал, что можно устра

нить указанное несоответствие в формулах, введя некоторый 

множитель (эдесь v выражено в обычных абсолютных единицах, · 
1<ан и р): 

я при том следующим образом. Если мы направим ось ОХ декар

товых координат параллельно скорости v системы S2 относительно 

системы S1, то получим исправленные уравнения Лорентца в еле~ 

.дующем виде: 

Е"1 = Ех2• 
·1. Еу1 =Еу2 +v.~Mz2• 
~ Ez1 ~= Ez2 - vxMy2, 

Мх1=Мх2• 
·1. Му1 =Му2 V:.-Ez2• 
1.Mz1 =Mz2+.:v~y2· 

Во всех этих уравнениях v х означает отношение скорости дви
жения к скорости света с в пустоте. 

Если мы иэ этих уравнений опреде,'!им напряжения во второй 

:системе, выразив их через напряжения первой системы, то получим 

Е :r2 === Е_~1 , 
·1.Еу1=Еу1 vxM.:1• 

1. Е.1 ·-:::: EzJ + v_,,Л,1у1 , 

Мха=Мх1• 
"1..М_112=Му1 +vxEz1• 
У. Mz2 = Mz1 vxE_v1 · 
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Эти уравнения отличаются от первых только перестановкой знач

ков и изменением знака у скорости v х в полном сог.1асии с прин

uипом относительных движений. 

147. Пример движущегося плоского конденсатора. Представи:11 

себе, что на Земде установлен заряженный конденсатор. Опыт пока

зывает, что как бы мы ни ориентировали э11ектрическое поде кон

денсатора относительно направления движения Земди, мы не :-.южем 

обнаружить образуемое им магнитное поле, хотя оно несомненно 

существует, как это следует из опытов Эйхенвальда; то,1ько д.~я 

его наб,1юдения магнитометр · (магнитная стрелка) не должен уча
ствовать в движении Земди. Магнитное поле движущихся зарядов 

представляет собою относительное явление; наблюдатель, движу

щийся вместе с зарядами, увидит только электрическое по11е этих 

зарядов, а д.11я наблюдения магнитного поля ему надо оставаться 

в покое или в более общем случае находиться в движении отно

сительно зарядов. 

Применяя к этому случаю уравнения Лорен.тца и рассматри

вая движущуюся Землю вместе с заряженным конденсатором и на

блюдателем как вторую систему, мы должны положить в вышена

писанных уравнениях М2 = О. Приняв, что электрическое поле на

правлено по оси у, мы имеем из последнего уравнения: 

О xMz2 =Mz1 -Vfly1; 
Mzl =vxEy1· 

Пос.'Iеднее равенство есть не что иное, как закон Био-Саsара 

для движущихся зарядов. Далее, если мы в первых трех уравнениях 

положим М12 = Mz2 = О, ТО получим: 

Exi =Ех2; '1.Еу1 =Еу2; xEz1 =Ez2· 

Это означает, что электрические поля в первой и второй системе 

будут отличаться друг от друга. Если наблюдатель, находящийся на 

Земде, определит в конденсаторе напряжение поля Е12, то с точки зре· 

ния покоящегося наблюдателя то же са.ное поле даст напряжение 

1 
Еу1=хЕу2• 

которое немного больше, чем Eyz· Так как скорость движения Зем.ш 
rавна 30 к.н в секунду, то 

10-s. 
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Мы видим, что даже при такой большой скорости, как скорость 

движения Земли вокруг Солнuа (в 100 раз больше, чем скорость 

звука в воздухе при обычных условиях), разница между напряже

ниями электрических полей Е1 и Е 2 лежит на границе наших са -
мых точных измерений. · 

Полезно заметить себе, что явления, зависящие от первой сте-

'V 
лени с , носят название электрома~:нитных явлений первого поряд1,:а; 

сюда относятся магнитные подя движущихся зарядов и электриче

ские поля при дв~,жении в магнитном поле (индукция Фарадея). 

Теория этих яв11ений постоянно применяется в электротехнике и 

подтверждается на опыте. Что же касается явлений, зависящих 

от второй степени ( : ) 
2

, которые носят название электромагнит
ных явлений второго поряд1еа, то они могут быть наблюдае~1ы 

только при очень больших скоростях движущихся электронов, вы

брасываемых радиоактивными тела~1и, и для э.'Iектротехники они. 

· пока не имеют значения. Для явлений второго пор1щка было пред
ложено несколько теорий; однако опыты с быстро движущимися 

элеl<Тронами дали результаты, ближе всего подходящие к теории Ло

рентца, которой мы и будем держаться в дальнейшем. 

148. ПоJ1е движущихся зарядов. Разберем теперь более общий 

случай, когда нам дана система S2, в которой распределены элек

трические заряды, образующие в этой системе эле1етростати

чесиое поле. Это означает, что все э;1ектроны (или вообще э;1ек

трические заряды) находятся в относите11ьном покое и никакого 

магнитного поля в этой системе не образуют. Пусть вся эта си

стема целиком как твердое (неизменяемое) тело движется равно

мерно по оси ОХ со скоростью v. Тогда на основании уравнений 

Лорен.тца мы получим в неподвижном пространстве эле1tтри•ее

с1tое и .магнитное поле; напряжения этого поля могут быть вы-· 

ражены через напряжения электрического поля в движущейся си

стеме формулами (скорость v - в абсолютных единицах): 

.Мх1=0, 

М .!__!_Е 
у]= С У. z2• 

'V 1 
Mz1 -+-cxEv2• 
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Что касается магнитного. поля М11 то оно может быть опре· 

делено непосредственно по электрическому полю Е1 по формущ~ 

(рис. 46): 

Но если мы будем сравнивать электрические поля в движущейся 

н неподвижной системе, 

'' ,, ,, 
./' / ,,. 

L
[ 

• ~! и 

то увидим, что тут соотношения нескопько 

сложнее. Продольная составляющая зпек

трическоrо поля в обеих cиcтetilax одина· 

кова, тогда как поперечные составляющие 

ЕУ и Е, для неподвижного наблюдатели 

больше, чем для наблюдателя, движуще

гося вместе с зарЯдами. Следовательно 

неподвижному наблюдателю злектрическое 

поле покажется дефор.мироsанны.м, и не

трудно выяснить, какова эта деформация. (j'j 
\ 

11• 

-----и Определим для этого наклонение электри
ческих линий сил к направлению движения. 

Обозначая угол наклонения линий сил к 

оси ОХ через ilз, мы можеы написать: 

Рис. 46. Движущийся за
ряд: его мектрическое и 

,магнитное поле. 

VE;,1+.t:;1 1 V~+E;2 
tg~1= =- . = 

Ех1 Х Ех! 
1 

=-tga2• 
"/. 

Эта формула показывает, что все. линии сил во время движения 

отклоняются от своего нормального направ;1ения и увеличивают 

yro:1, образуемый ими с направлением движения, потому что У. < 1. 
Не нужно однако забывать, что это отклонение только кажущееся; 

оно представляется тому наблюдателю, относительно которого вся 

электростатическая система находится в движении; если же двигаться 

в~есте с зарядами, то мы увидим нормальное недеформированное 

электростатическое поле. 

Полученная нами кажущаяся деформация поля может быть опи

сана геоы.етрически очень просто; для этого достаточно представить 

себе, что все поле сжимается по осн ОХ, т. е. по .направлению 

скорости движения, и что при этом относительное уменьшение про

дольных размеров поля равно 'l. Дейстнительно, если мы возьмем 
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~,акой-пибо вектор dr, с проекциями на оси координат dx, dy, dz, 
то угол наклонения а к оси ОХ определится формулою: 

tga = v' (dу)в+ (dz)2 
dx 

Есди же мы уменьшим все координатьr х, остамяя у и z неиэ-
:-~енными, т. е. положим 

dx'=x·dx, 

то 110:1учим в деформированном поле: 

Это и есть то соотношение, которое мы по11учи11и выше д;~н 
нектора Е. Рис. 47 изображает· симметричное поле шарового заряда, 
а rис. 48 представ.11яет то же самое поле в деформированном виде, 

Рис. 47. Электрическое no,1e 
неподвижного заряда. 

Рис. 4~. Электрическое nолс 
движущегося эаряда. 

хак оно представляется неподвижному набл.юдате.rrю, относите11ьно 

которого· заряженный шар движется со скоростью О,7 с. 

Указанная здесь деформация будет нам служить в дальнейшем 
11.JIII упрощения вычислений поля движущихся зарядов. Для этого мы 

вычисnим сперва поле неподвижных зарЯдов, а затем произведем 

вышеуказанную деформацию и получим таким образом все величины 

электромагнитного поля в случае движения. 

Одмако нетрудно виде·гь, что зта деформация касается не то.11ько 
направления э.11еК1·рических и магнитных сил поля, но также и рас

лредменкя зарядов н нем. Проще всего убедиться в этом, если 
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написать уравнение расхождения векторного поля Е1 . Для неподвиж-

' нога наб,1юдателя мы имеем (е = 1): 

ё)Ех1 дЕУ1 ёЭЕz1 
-,-+~+-,-=4ТТР1· 
11Х1 оу1 11Z1 . 

Ес,1и мы выразим напряжение Е1 через напряжения Е2 по фор

му.1ам Лорен.тца, ·то получим 

!дЕх2 1 °дЕу2 1 ёЭЕz2 
d Х1 + Х d У1 + Х d z1 • 

4 ттрl. 
Сравнив это с тем уравнением, которое имеет место для э,1ек· 

тростатическоrо поля (д.11а набJ1юдателя, движущегося вместе с за· 

рядами): 

мы видим, что, производя деформацию, т. е. положив 

dx1 =У.· d.x:2, 

мы до,1жны одновременно с этим положить: 

1 
Р1 =-Р2· 

У. 

Таким образом п,1отность э.1ектри'!ества, с точки зрения неrю

движноrо набдюдате.11я и с точки зрения наблюдатмя, движущегося 

вместе с зарядами, будет иметь р'азличное значение. Тем не менее 

величина заряда е для обоих наблюдате.11ей будет одна и та же, 

потому что плотность уве.11ичилась только потому, что мы объем 

уменыµили введенной нами деформацией: 

do1 = dx1 dy1 dz1 = У. dx2 dy2 dz2 1. • do2; 

1 
de1 р1 do1 -р2 Y.·do2 = de2• 

'/.. 

Но если напряжения полей изменяются .при переходе от системы S2 

к систеые Si, а величины зарядов остаются неизменными, то Э.'Iек

трические си.11ы (произведения зарядов на соответственные напря

жения) будут изменяться по форму,1ам (ер. 182, 146): 

Fx1 = еЕ xi = еЕ.~2 = Fx2, 

Fy1 = еЕУ1 - ev.~M11 =У., еЕУ2 = '1. Fy2, 

Fz1 = eEz1 + е:,хМу1 = 'У.•еЕ.,.2 = У. Fz2·· 
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Рассмотренный нами переход от системы S2 к системе S1 и об

ратно называется вообще преобразован.ием. Это преобразование 

нами выбрано таким образом, чтобы в каждой из этих двух систем 
формулы электромагнитного поля 

div Е = 4 ттр. 
F 

divM=O, E=-grad V, 
е(Е+ [V• М]) 

остава.'lись неизменными. Это означает, что в каждой системе в от

дмьности соблюдаются известные нам законы Кулон.а, Ампера, 

Фарадея, а наши формулы показывают, каким образом расчет, 

произведенный для системы зарядов S2 в предположении, что эта 

система находится в no!(oe, нужно изменить, чтобы получить пол~, 

наб.11юдаемое в системе SI' относительно которой система S2 дви
жется с равномерною скоростью vx. При таком преобразовании все 
ве.11ичины немного изменяются, кроме кОJшчества э.11ектричества е, 

которое остается н.еиз~ен.н.ым. Вел.ичины, остающиеся неизменными, 

называются ин.вариан.тами преобразования. · 
149, Энергия движущегося заряженного шара. Воспользуемся 

указанным в предыдущем параграфе преобразованием мя расчета 

энергии движущегося заряженного шара. Обозначим радиус шара 

через а и его заряд через е; мы предположим, что этот заряд рас· 

пре~е.11ен. по поверхности шара и что с.11едовате.11ьно внутри шара 

электрическое поле равно нулю. 

Для наблюдателя, относительно которого шар находится в по

кое, поле будет электростатическое и напряжение по:1я в наружном 

пространстве будет такое же, как будто весь заряд е был сосредо-
точен в центре шара (22) (е 1): 

е 

г2· 

Д.1я вычисления э.11ектростатической энергии мы должны п:ют

ность энергии 

умн~жить на элемент объема do2 и проинтегрировать по всему 

объему поля сн.аружи. шара. За элемент объема мы можем принять 

объем, заключающийся между двумя 1<0нцентриt~ескими шаровыми 

поверхностями с радиусами r и (r+ dr) 

do2 = 4 т(r2 . dr. 
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Тогда по,1учаем: 

ti 

Тот же резу.,ьтат мы мorлlf, бы получить, взяв половину произ
е 

ведения заряда е на его потенциал V = - : 
а 

1 1 е. е2 
И2=2еV=2еа= а 

Но мы предпочли исходить из формулы для плотности :энер

гии, имея в виду да,'!ьнейшие применения этих формул. С тою же 

целью мы разложим энергию на две части, а именно: 

1 r · 1 S И2 = Sпj E;2 ·do2 + Sтr (E;2 +E2z2)·do2. 

Первый интеграл 1.1ы будем называть продольной состаw1яющеИ 

энергии, тогда как второй интеграл мы назовем попере11ной соста

в.,яющей энергии; термины продольн.ый и поперечный имеют отно

шение к направдению ОХ - скорости движения шара. Вследствие 

полной симметрии э,'!ектростатического поля относительно центра 

шара продольная составляющая энергии будет представлять одну 

треть всей энергии, а поперечная составляющая - две трети этой 

энергии: 

Т~перь предположим~ что шар движется равномерно по оси ОХ 

со скоростью v. Тогда неподвижный наблюдатель увидит уже дру

гое по11е, и притом не только электрическое, но также и магнит

ное поле движущихся относительно него зарядов. Вычислим энергию 

этих полей. Формула для вычис,1ения электрической энергии остается. 

та же самая, как и прежде: 

И1 = в\ J l:;1. do1 + в\ 5 (EJ1 + Е;1). dol' 

Выражая напряжения Е1 через напряжения Е2 по формулам Ло
рентца и припомнив,\ что элемент объема do1 нужно брать при 
расчете в деформированном виде, подставляем сюда: 

1 1 
E.r1 = Ех2• Eyl = '..t Еу2• Ezl = 'Х Ez2• do1 У. do . 
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Тогда имеем: 

U1 = /~ S Е~2 • do2 + :. 8 1тr J~ (EJ,2 + E;2)do2 . 

Но первый интеграл представляет собою продо,'!ьную энергию 

рассчитанного нами раньше электростатического поля, а второй ~н

теграп равен поперечной энергии. Поэтому мы можем выразить 

энергию электрического поля в н.еподвижн.ом пространстве через. 

э~1ерrию электростатичес,,;ого поля заряженного шара: 

~2 + 2 и: = _!_ [1 - _1 __ (1 !!_)~] и: . 
37. 2 'Х 3 с 2 

, \ 

Аналогичным способом мы вычисляем магнитную энергию. Ма
гнитное поле в неподвижном пространстве мы выражаем через элек

трическое поле движущегося шара по формулам Лорен.тца: 

о, М.11= 
v 1 · 
---Е 
С 'l. z2• 

·v 1 
М2'1 =+- Еу1· 

с У. 

}{sадрат напряжения :магнитного поля будет 

м2 - vя _!_ (""'l +Е2) 
! - с2 'Ж,2 .Су2 z2 ' 

Подставляя это в формулу для магнитной энергии, по.'!учаем~ 

. 1 s 2 - vz 1 1 s (Е2 + Е2 ) d T1=sтr M1·do1- У.. 8тr у2 z2 02. 

Интеграл, входящий здесь, равен поперечной электростатическоlti 

энергии, и следовательно: 

Таким образом полная Э,'lектро:магнитная энергия движущеrоск 

заряженного шара равна: 

Заметим, что все полученные нами формулы остаются в силе

для любого распределения зарядов в движущемся теле, лишь бы 

это распределение было симметрично относительно центра. Но ве

личина U2 будет для различных распределений иметь, вообще 
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говоря, различное значение. Мы видели выше, что для заряда е, 

распределенного равномерно по поверхности шара, 

е' 
V2=2a. 

Если тот же заряд распределен равномерно во всем об1Jеме 

•шара, то 

6 е2 

5 а' 

и соответственно с этим изменится энергия при движении. 

150. Катодные и анодные JJучи. При электрических разрядах 

в газах получаются· так называемые анод1tые и ,сатодные луч.и; 

первые представляют собою положительно заряженные атомы 

{ионы) различных тел, тогда как вторые суть не что иное, как атомы 

отрицательного электричества, или эле,строны. При исследовании 

свойств_ этих лучей их подвергают действию электрического или 

.магнитного поля и наблюдают изменение их пути. Если обозначить 

через е заряд движущихся ионов или электронов, то электрическое 

поле будет действовать на раряд е с силою е Е, а так как заряды 

эти находятся в движении, то магнитно~ поле будет действовать 

ва них с силою е [v•M]. В общем случае мы должны следовательно 
применить здесь формулу Лорентца: 

F=e(E+[v·M]). 

С другой стороны, как ионы, так и электроны обладают неко

:~;орою массою, и на основании второго закона механики Ньютона 

мы должны силу F приравнять к быстроте изменения импульса т v 
зтих частиц: 

F 
d 
dt (т v). 

Как увидим ниже, масса т оказывается зависящей от скорости 

движения. Однако мы предположим, что скорость v не настолько 

·близко подходит к скорости света с, чтобы необходимо было при

нимать во внимание изменяемость массы со скоростью, и примем т 

,.яеиз.менною, как в обычной механике. Впоследствии мы выясним, 

. как изменяется масса со скоростью. Итак положим 

dv · 
F=m dt =mv. 
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Тогда получаем уравнение движения иона или злектрона в· элек· 

тромагнитном поле: 

• е 

v = -(Е+ [vM]). 
т 

Если действует одно только электрическое и притом однород• 

ное поле, то мы имеем: 

. е 

V=-E. 
т 

Уравнение выражает равноускоренное движение по направлению 

поля Е. При этом конечно все скорости, которые ион имел по 

направ,1ениям, перпендику,1ярным к Е, остаются неизменными. 

Если в начале движения (например злектрон у отрицательиоrо 

электрода, или у катода) скорость была равна нулю, то уравнение 

энергии дает нам 

1 
2 mv2 =-eEs=eV. 

Здесь V есть разность потенциалов между рассматриваемой точ
кой пути и источником ионов (для электронов это может быть ма-

, е 

тод). Для всех электронов величина отношения - одна и та же, 
т 

а потому скорость электрона и разность потенциалов пройденного 

им пути под действием поля Е связаны соотношением: 

( 2e" 1 -
v=i т r V. 

Если электрическое поде направлено перпенди1еулярно к дви· 

жению, то (как легко сообразить по аналогии с движением гори

зонтально брошенного тела) траектория заряда е будет парабола. 

Пусть первоначальное движение со скоростью 'rJ происходило по оси 

ОХ, а электрическое поле действует по оси О У. Тогда траектория 

заряда е определится уравнениями: 

е 1 
x=vt, Y=,;E 2 t2 . 

Теперь предположим, что на заряд е действует то;1ько магнитное 

поле напряжения М и пусть это поле всюду однородно и напра

влено перпендикулярно к движению заряда. Так как электромагнитная 
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сила имеет всегда направление, перпендикулярное и к J;Jаправле

нию движения и к направлению :магнитного поля (по самому смы

слу векторного произведения двух векторов v и М), то электрон 
будет двигаться по окружности, радиус r которой определится иэ 

..,2 
условия, чтобы центробежная сила т - во все время движения 

r 
уравновешивалась электромагнитной силой: 

..,2 'V 
m-=e-M, r с 

1 е 
v=--Mr. 

с· т 

По этой фор111уле, если нам известна скорость электрона, мы 

можем определить радиус r его траектории, или, наоборот, по на

блюденному радиусу можем вычислить скорость·. 

Если первоначаJ1ьная скорость электрона составляла с направле

нием магнитного поля некоторый угол а, то, как мы уже указали, 

продольная скорость электрона остается v · cos а без изменения, а 

поперечная скорость v siп а определит радиус r. В результате 

электрон будет двигаться по вин.товой лин.ии, причем радиус винта 

будет равен: 
т cv siп а 

r=----· 
е М 

Ход винта можно опреде.1ить из следующих простых соображе·· 

ниR. Время полного оборота электрона вокруг оси винта равно: 

t 2n:r · 2n:cm 
=v,sina = м е 

и за это время электрон успеет пройти вдоль оси винта путь 

2rrc т 
s = v. cos а · t = -- v cos а. 

М е 

Это и будет ход винта. 

Если данные нам электрическое и магнитное поля неоднородны,. 

то вычисления становятся гораздо сложнее. Тем не менее Штер

мерJI удалось путем последовательных приближений вычислить пути 

э.1ектронов, выбрасываемых Солнцем и попадающих под влияние 

магнитного поля Земли, и таким образом выяснить многие явлени~, 

северных сияний. 
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151. Определение удельного заряда электронов. Заметим, что 80 

всех вышеприведенных уравнениях движения электронов заряд е и 

е 
масса т входят то.rrько в комбинации - . Поэтому как бы мы ни 

т 

поставили опыты с действием електрического и магнитного поля на 

движущиеся электроны, нам удастся определить из ню.1 только от

е 
ношение т , а не величины е и т в отдельности. Кроме того 

е 
в уравнения вместе с величиной удельного заряда - входит еще 

т 

и скорость v движения электрона и для определения этих двух 

неизвестных нам необходимо• иметь два уравнения. Этого можно 
достичь, наблюдая отмонение движущегося электрона одновременно 
и в электрическом и в магнитном поле (см. Общий курс электри

чества). Таким образом и были в действительности определены обе 
эти величины. Опыты дали для скорости электронов, смотря по об
стоятельствам, весьма различные величины, как это и следова.rю 

ожидать. Что же касается удельного заряда электронов .!._, то 
т 

оказалось, что эта величина для всех эле1tтрон.ов одна и та же, .. 
а именно 

е 
т =1,776,107 0GS-M. 

Так как величина заряда электрона е может быть определена из 
совершенно других опытов и по наиболее точным опытам Милли-
1tэна оказалась равной 

e=l,592,lo-2° CGS-11.l, 

то мы получаем для массы электрона 

m= 9,02, lo-2s gr. 

Эта ведичина в 1835 раз меньше массы атома водорода, r<ак ее 
определяют опыты, основанные на кинетической теории газов. 

По известному отношению .!_ мы можем теперь выразить ско
т 

рость электрона через разность потенциалов его пути (предполагая 
начальную скорость равною нулю): 

v = 5,68 · 107 V V cm/sec. 
1з• 
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Эдесь разность потенциа11ов уже выражен.а в вольтах. Поль
зуясь этим соотношением, очень часто вместо скорости электрона v 
указывают разность потенциалов V в во.1ыах. При разности потен
циалов в 10 ООО во11ьт скорость получается 01<0.10 0,2 скорости 
света. Впрочем эта формула применима только к электронам ера· 

вните11ьно небольшой с~<орости, потому что при скоростях, близких 
е 

к скорости света, величина - быстро уменьшается, что указывает 
т 

на увеличение массы э.11ектрона, как это мы выясним ниже. 

152, Эпектромагнитный импульс. Напишем опять основные урав· 

нения электронной теории: 

1 , 1 
curl М =-Е+- 4 ттр,v, div Е=4 ттр, 

с с 

1 . 
-curlE=-M, divM=O, 

с 

F = i р ( Е + + [v • М]) · do 

и преобразуем последнее уравнение, пользуясь предыдущими урав· 

нениями. Подставляя сюда р и р v, выраженные через lнапряжения 
полей, получаем: 

1 r r 1 • } F= 
4

rrj l (divE•E)+[curlM·M]-c[E·M] do,! 

Последний член, стоящий под интегралом, мы можем выразить через 

известный нам вектор Пойн.тин.zа Р (164, 135) следующим образом: 

1 · d( 1 ) 1 · -[Е·М] - -[Е•М] --[Е·М]= 
4 тт с dt 4 тт с 4 1t с 

d ( 1 ) 1 = dt с 2 Р + тт [ curl Е • Е]. 

Подставив это выражение дш, силы F, ;;1ы увидим, что эту силу 

можно рассматривать как состоящую из трех частей, имеющих 

различное значение: 

F1 = 
4
~ j \ (div Е·Е) [curl Е·Е] \ do, 

F2 = 
4
~ J t (divM·M) + [curl M·M]\do, 

(> d / 1 ' 
F3 - .\t1i \\ Р_) do 
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Для того чтобы выяснить значение этих выражений, возьмем 

проекцию на ось ОХ от первой силы; тогда получим под интегра

лом множитель при do, т. е. получим проекцию на ось ОХ си.1ы, 

отнесенной к единице объе.на, в таком виде: 

1 (аЕ.х дЕу дЕz) 
f1.x= 4тт дХ + ду +~ Е.х+ 

+ 1 (дЕх _ дЕz) Е _ 1 (дЕу _ дЕ.х) _ 
4тt дZ дх z дХ ду Е у -

д 1 д 1 д 1 
= дХ 8тт (Е;-Е;-Е;)+ ду 8тс <2Efly) + дZ вr/2EzE). 

Ее.пи мы сравним это выражение с тем, что мы получили раньше 

при преобразовании объемных си,1 в поверхностные (83, 64), то 
увидим, что выражения, стоящие в скобках за знаком диферен

цирования по координатам, представляют собою не что иное как 

максвелловы напряжения в электростатическо.и поле. 

Так как вторая часть силы F9 представлена совершенно таким же 

выражением с ,заменою Е через М, то эта часть объемной сипы 

может быть выражена через поверхностные напряжения Максвелла 

в магнитном поле (92, 76). Если мы соединим эти напряжения 

в один тензор Т, то сумму первых двух частей объемных сил мы 

можем выразить через поверхностные напряжения так: 

дТ.хх дТху дТ.хz 
f.x = Тх +°1у" + Тz' Т.ху = Tvx• 

_ дТу.х дТуу дТ yz 
fу-Тх+ ду +Тz• Tyz=Tzy• 

дТz.х дТzу дTzz /,. =Тх+~+ Тz-, Т,.х= T.xz· 

Обозначим силу, действующую на единицу объе"1а, через f, 
а правые части сокращенно обозначим как расхождение некоторого 

симметричного тензора напряжений Т; при таком обозначении мы 

можем все три уравнения представить в одном уравнении: 

f =dlv Т. 

Наконец рассмотрим последнюю часть сиды F; она представлена 
в виде производной по времени от некоторой веJJИчины: 

• 1 
G = jc2·Pdo. 
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Но на основании второго закона механики Ньютон.а мы знаем, 

что сила равна производной по времени от величины, называемой 

и.:нпульсом; поэтому и величину G называют эле~тромагн.итн.ы.1t 

импульсо.Jt поля, а величина 

представляет собою 

1 
g=-P cz 

импульс, 

электромагнитного поля, или 

импульса. 

заключающийся в един.ице объема 

плотн.ость эле~тромагн.итн.ого 

Итак полную силу, действующую на единицу объема, в которо:.1 

заключаются заряды, мы можем выразить формулою: 

f=divT-g. 

Умножая это на элемент объема do и интегрируя по всему рас

сматриваемому объему конечной величины, мы получаем всю силу: 

(' r . 
F= \:divT,do- \ g·do. 

с .., 

Первый член правой части на основании теоремы Гаусса мс· 

жет быть выражен интегралом, распространенным на поверхн.ость 

рассматриваемого объема, причем под интегралом будут тогда 

входить нормальные составляющие напряжений: 

F=pTп·dS-
0 

153. Электромагнитная механика. Полученная нами формула 
имеет громадное значение; она позволит нам установить непрерыв

ный переход от законов электромагнетизма к законам ньютонов

ской механики. 

Рассмотрим некоторый объем электромагнитного поля, на по

верхности которого величины Е и М ничтожны. Этот объем может 

быть и бесконечно большого размера. Мы таким образом выделяе~1 

некоторую изолирован.н.ую от остальных тел систему. Для такоli 

изо11ированной системы поверхностный интеграл обращается в ну.1ь 

и у нас остаетсн: 

F=-G. 

Но с другой стороны, силы F, действующие на заряды, или на 

ыатериальные те:1а, которые по электронной теории состоят из за

рядов, должны подчиняться закона~1 обычной механики; поэто:.1у, 
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обозначая через Gm механ.uЧ,есt-сий импульс материа11ьных тел рас-

01атриваемой системы, ~1ы ~южем написать: 

и следовательно 

Gm+G=O 
Gm+G=coш,t. 

Следовательно (геометрическая) сумма из материального и 

электромагнитного импульса остается постоянной. Это вполне со

ответствует известной теореме механики, по которой общий 

импульс системы материальных тел при отсутствии внешних воз

действий остается постоянным и по велюшне и по направлению. 

Мы видим, что если в, рассматриваемом объ\ме находятся не одни. 

только материальные тела, но кроме того и электромагнитное поле, 

то при расчете общего импульса системы мы должны принять во 

внимание также импульс электромагнитного поля. Это не что иное, 

как первый закон механики Ньютон.а, примененный к системе тел. 

В более общем случае, когда имеются и внешние воздействия, 

мы должны написать уравнение в таком виде: 

~ (Gm+G)= 1 TmdS, 

которое показывает, что силы, действующие на поверхность рассма

триваемого объема, изменяют полный импульс системы, состоящей 

из :.1атериальных тел и из электромагнитного поля. Это и есть 

второй закон механики Ньютон.а. 

Таким образом эле,стро.1tагн.итн.ое поле ведет себя с механ.и

чес.,соzl точки зрения совершенно так же, 1<ак .иатераальн.ое тело. 

154. Пример. Самый простой прюtер применения понятия об 

электромагнитном импульсе мы получим при рассмотрении явления 

светового давле 1шя. Вели<шну светового давления мы уже выводили 

раньше (169, 139), пользуясь воззрениями Фарадея и Ма~свелла 

о -1:1влениях, 1<оторые оказывают электрические и магнитные линии 

си.1 перпенсЗ:иr<улярно к своему направлению. Эти давления пред

став.1ены у нас теперь тензоро,1 Т. Мы пришли к заключению, 

что давление это равно шютности энергии И электромагнитного 

,;ю.1я у той поверхности, на которую падает свет: 

Тп= И. 
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Теперь мы можем получить тот же результат, пользуясь поня· 

тием об импульсе световой волны. Обозначая плотность световой 

еиерrии луча через U и скорость света через с, имеем для мто1&а 

световой энергии сквозь квадратный сантиметр, поставленный пер· 

пендикулярно к лучу: 

P=Uc. 

Следовательно электромагнитный импульс световой волны в каж· 

дом кубическом сантиметре, или плотность импульса, выразится так: 

р и 

0=7=7с1' 

где с1 означает единичный вектор по направлению луча света. 

l)оложим, что рассматриваемая пластинка целиком поглощает· 

падающий на нее свет (абсолютно черная пластинка). Если мы по

строим на одном квадратном сантиметре поверхности пластинки 

цилиНдр высотою, равной скорости света с, то очевидно пластинка 

будет ежесекундно поглощать все, что движется к ней в об&еме 

этого цилиндра. Следовательно ежесекундно пластинка будет пor.no· 

щать энергию в количестве: 

W=Uc, 

и ежесекундное поглощение импульса будет равно: 

gc=U. 

Но ежесекундное поглощение импульса- это все равно, что измене-

ние величины импульса в единицу времени; а по второму закону 

механики это изменение должно сопровождаться силою. Мы полу·· 

чаем следовательно на поверхности пластинки давление, величина 

которог9 равна: 

T=U. 

Если пластинка совсем не поглощает света, а отражает его 

целиком по тому же направлению обратно (полированное зеркало), 

тогда величина импульса останется неизмененною, но его напра

вление изменится на противоположное. В этом случае ежесекундное 

изменение импульса определится на основании следующего сообра

жения. Если падающий на пластинку и:\шульс равен gc, то отра· 
женный импульс будет равен - gc; разность между этими двумя 

величинами и будет равна изменению юшульса в секунду: 

gc - (-gc) = 2gc= 2U. 
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Следовательно давленне света на отражающую пластинку будет 

вдвое больше, чем на поглощающую. Все эти следствия вполне со· 

rласуются с тем, что мы получили рань~е. 

Наконец, если пластинка сама лучеиспускает свет, т. е. посы

лает ежесекундно количество импульса gc, то она будет тоже 

испытывать давление, равное U. Пластинка и испускаемое ею 

электромагнитное поле с импульсом gc представляют собою совер
шенно такую же механическую систему, как например орудие и 

выбрасываемый орудием снаряд. Сообщая снаряду некоторый 

импульс, само орудие испытывает силу (или импульс), равную и 

противоположную (так называемая отдача, проявляющаяся при 

стрельбе). 

В обычной механике импульс, или 1&оличество движения мате

риального тела, выражается произведением массы на скорость тела. 

Основываясь на этом, мы можем электромагнитный импульс света 

разделить на скорость с и получить таким образом элемтро.магнит

ную .массу светового луча. Удобнее будет произвести этот расчет 

для единицы объема и, разделив плотность импульса g на с, полу

чить массу в единице объема, или зле1&тро.магнитную n.Aomнocmu, 

светового луча: 

Мы видим, что электроыаrнитная масса луча равна его энергии, 

деленной на квадрат скорости света. 

На вопросе об определении понятия электромагнитной массы 

мы остановимся подробнее в одном из последующих параграфов. 

155. Электромагнитный импульс движущегося заряженного 

шара. Вычислим величину электромагнитного импульса. движущегося 

с постоянной скоростью 'V х заряда, обладающего шаровой симме

трией. Соотношения между напряжениями полей неподвижного и 
движущегося заряда мы уже получили выше (189; 149), а потому 
мы можем все напряжения полей, наблюдаемые в неподвижном 

пространстве, выразить через напряжение эдемтростатичесмого 

tЮдЯ заряда, как если бы он находился в покое. 

Для плотности электромагнитного импульса мы имеем: 
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и проекции этого вектора на оси координат будут равны: 

g --1-[Е М -Е М J=....!...-1 (Е2 +El) х - 4пс Yt "'• z. Yt 4пс2 х2 У, z1 ' 

1 v 1 
Ку= 4пс [-Ех. Mz1l =- 4ттс2 У. (Ех, ЕУ1), 

- - 1- [Е М . v I (Е Е ) 
Kz - 4тtс х1 Yt] 4nc2"°i х1 У1 

Для определения всего импульса мы должны проинтегрировать 

эти выражения по всему объему поля, причем элементы объема 
должны брать в деформированном виде (умножая на х). Тогда для 

11роекции импульса на ось ОХ получаем: 

Ох= 2:..1 . 
8
1 5 (Е; +в:) do2 • 

с·х. п ' ' .i 

Интегра,1, стоящий здесь, представляет собою то, _что мы раньше 

(190, 149) называли поперечной электростатической энергией шара; 
он равен 2/3 всей электростатической энергии. Поэтому для импульса 
движущегося заряженного шара мы получаем выражение: 

а=~_!_ U2v 
х 3 У. cll х• 

причем в случае поверхностного распределения заряда 

е2 

U2=2a. 

Что же касается составляющих импульса по осям О У и OZ, 
то нетрудно сообразить, что они будут равны нулю. Действительно 

при интегрировании произведений Е х, ЕУ, и Е х, Ez, по всему объему 
поля при шаровой симметрии по.1я мы всегда будем иметь два 

элементарных объема do 2, для которых Ех, будут одного знака, 

а Е будут противоположного знака; поэтому элементы интегра· 
.Yi 

ции + Е. Е don будут попарно взаимно уничтожать друг друга; 
- Х1 .У1 " 

то же самое можно сказать о произведении Ех1 Ezi' 
Итак импульс движущихся зарядов с шаровой симметрией имееr 

то же направление, что и скорость движения, как это имеет место 

1t в обычной механике. Однако такой результат получается только 

з том случае, если заряды распо,1ожены симметричн.о относительно 

,оси движения. При отсутствии этой симметрии электромагнитный 
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импульс G буд€Т, вообще говоря, состав11ять некоторый угол с на· 

правлением скорости движения v. Ниже мы разберем один из таких 
случаев. 

Теперь же обратим внимание на другое отличие электромаmит

ноrо импульса от обычного механического импульса. Механический 

импульс пропорционален скорости движения 

Gm тv 

и коэфициент пропорциональности представляет собою массу дви

жущегося тела,· которую в обычной механике принимают за постоян.

н.ую. Между тем в выражении э.1ектромаrнитного импульса ско

рость v входит не только множителем, но еще и в знаменателе, 

в коэфициенте: 

Поэтому если мы, основываясь на э.т1ектромагнитном импульсе, 

будем определять . величину электромагнитной массы (как это мы 

делали выше .д,1я луча света), то получим электромагнитную массу 

движущегося заряда, зависящ>:ю от скорости движения: 

4 1 U 
тет 

Обратим внимание на то, что в луче света мы получили электро· 

магнитную массу простым делением энергии на квадрат скорости 

света. В с,1учае движущихся зарядов это соотношение оказывается 

гораздо сложнее. 

При малых скоростях мОЖ\Ю по.тюжить 1. = 1, и электромагнит

ная масса де,1ается независимой от скорости. 

156. Электромагнитная масса. В обычной механике понятие 
.насса вводится одновременно с понятием сила, причем в вы· 

ражении для силы масса входит в виде множителя при ускорении 

движения. Но ускорения движения бывают двух родов: ускорение 

вдоль движения и ускорение, направленное перпен.ди~улярно к ско· 

рости движения, или так называемое центростремительное ускорение. 

Разлагая вектор силы F на две состав,1яющие - продольную по 

отношению к скорости движения и поперечную, 

уравнение Ньютон.а (ер. ч. I, 42, 44; ч. II, 11): 

F =mV= s1 тi• 

мы получаем 
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В электроиаrнитной механике; в которой, как мы видели, зави

симость импульса от скорости более сложная, чем в обычной меха· 

нике, понятие зле,стромагнитная .масса тоже осложняется. Если мы 

и в электромагнитной механике сохраним понятие о силе как о 

производной по времени от вектора импульса g, то должны для 
продольной и поперечной составляющих силы написать уравнение: 

. . v 
F = G + s10 +R1 О-. r 

Здесь s1 означаtт единичный вектор по направлению траекто

рии движения, а множитель при нем представляет изменение sели-

11ин.w вектора О в единицу времени; далее R1 означает единичный 

вектор по направлению радиуса кривизны r траектории, а множи· 

'(/ 
тель О- представляет изменение направления вектора G в единицу· 

r 
вреиени. Если мы представим это уравнение в такой же форме, 

~ак вышенаписанное уравнение обычной механики, а именно: 

дО • а v2 
F=s1~v+R1 --, u'!J v r 

то увидим, что коэфициенты при продольном и поперечном уско

рении оказываются разными. Поэтому в элекч~омаrнитной механике 

мы должны'J,различать две электромагнитных массы, а именно про

дольную массу: 

д0 
т long= д'V 

и поперечную массу: 

о 
т --trans- V · 

Применяя зти формулы к движущемуся заряженному шару, мы по

лучаем для его продольной электромагнитной массы выражение: 

4 U2 д ( v ) 4 U8 ( 1 1 v2 
) 4 U2 1 

mio11g 3 с2 д'V х 3 с2 х 1.з с2 - 3 с2 'Ха 

и для поперечной массы: 

Для скоростей, величина которых гораздо меньше скорости 

света, коэфициент 'Jt можно принять равным единице, и тогда обе 

массы делаются одинаковыми, как и в обычной механике. 
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Впрочем гораздо рациональнее строить понятие массы. не на 

обычном понятии сила, а на понятии ,соличество движения, 
или импульс, как это уже мы делали выше (200, 154, 155). 
Поэтому условимся называть электромагнитной массой не коэфи

циенты при ускорениях в выражении для силы, а множитель при 

скорости в выражении для электромагнитного импульса. Тогда по

лучим величину: 

а 
m=-

7.J ' 

которая ана:rогична массе в ·:\!еханике Ньютона и которая совпа· 
дает с тем, что мы выше обозначили поперечной массой. При та

ком определении массы мы имеем прежнее выражение для силы: 

157. Момент импульса движущихся зарядов. Моментом вектора 

вокруг какой-либо точки пространства О называется векторное 

произведение этого вектора на радиус-вектор, проведенный в эту 

точку. Так например момент силы F, как известно (ч. I, 25, 27; 
'Ч. 11, 18), выражается формулою: 

N=/r·FJ. 
Точно так же и момент вектора импу.'Iьса выражается формулою: 

K=(r·G]. 

Если точка, вокруг , которой мы составляем момент импульса, 
сама движется, то величина момента будет изменяться. со временем, " 
даже если сам импульс останется постоянным. Для изменения 

момента импульса в единицу времени в этом с11учае мы можем на-

писать: 

K=[V·G]; V=r. 

Но из ~~еханики известно, что изменение момента импульса 
в единицу времени равно моменту действующих сил: 

N=K=[Y·G]. 

Из этого ~1ы ~заключаем, что при постоянном импульсе момент 
си.1 будет ·равен нулю только в том спучае, если скорость v будет 
иметь то же направ.1ение, что и и:lfпу.1Ьс (sin (v'O) = О). 
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Мы видели выше, что при симметричном относительно оси дви· 

жения распределении зарядов их электромагнитный импульс щшравлен 
параллельно скорости движения, и 

следовательно в этом случае ни

какого момента сил возникнуть не 

может; заряженный :шар может совер

шать поступательное движение в лю· 

бом направлении без вращения. 

Рис. 49. Движущийся конден
сатор. 

Нечто иное мы получаем при 

вычислении импульса движущегося 

заряженного плоского конденсатора. 

Пусть электрическое поле Е плоского 
конденсатора образует с осью ОХ, 
т. е. с направлением движения, угол а, 

а ось OZ нами взята перпендику· 

лярно к плоскости (Е · Х) (рис. 49). 
Тогда проекции напряжения на оси координат можно выразить 

формулами: 

Ех Е cos а, Esin а, 

При движении этого конденсатора мы получаем в неподвижном 

пространстве поле: 

Е =Ecosa, 
х, 

ЕУ =__!_ Esina, Е =0, 
i Х Zt 

М = О, М =..!.. __!_ Esin а, 
Yt Zt С Х 

и следовательно плотность электромагнитного импульса будет иметь 
составляющие по осям координат: 

1 v 1 · 
ах= 4пс EVt MZt = 4тrс2. yj Е2 sin2 а, 

а = - - 1- Е М = - __:!_ • ...!.. Е• sin а· cos а. -
У 4тrс х1 z1 4тrс2 k 

Продольная состамяющая имnульса, как мы выяснили, не может 

дать момента сил, между тем как поперечная составляющая импульса 

даст нам момент, равный: 

N=[V·G]=vxйy=N2'=-( ;у U2 sin2a. 
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Но мы уже указали (199, 153), что при вычислении сил :мы

должны обращаться с электромагнитным полем, как с материальным 

телом, принадлежащим к рассматриваемой системе. У нас система 

состоит из материального тела - конденсатора и электромагнитного 

подя его зарядов. Так как система эта изолированная (без внешних 

воздействий), то сумма моментов всех сил должна оставаться рав

ной нулю, и если в электромагнитном поле возникает при движе

нии момент импульса N, то на материал конденсатора должен одно

временно действовать момент равный и противоположный, а именно:. 

Nz = ( ; У U2 sin 2а. 

Отсюда мы можем заключить, что заряженный. конденсатор при 

движении будет стремиться повернуться так, чтобы электрическое 

поле стало перпендикулярно к направлению движения (sin (2. 90°)=0) .. 
При а= О равновесие будет неустойчивое. 

158. Опыт Трутона и Нобпя. Для проверки этого следствия 

электромагнитной теории Трутон и Нобль . (Fz. Т. Trouton, 
Н. R. NоЫе, 1903) произвели следующий опыт. Плоский конденсатор 
был подвешен так, чтобы он легко мог поворачиваться вокруг 

вертикальной оси. Этот конденсатор находился в движении вместе 

с Землею, а потому при зарядке он должен был бы поворачиваться, 

направляя свое электрическое поле перпендикулярно к направлению 

движения Земли. МеЖду тем,. несмотря на значительную чувстви

тельность подвеса, Трутон и Нобль не могли заметить ни малей· 

шей тенде'нции конденсатора ~ повороту; ориентировка плоскостей 

конденсатора при любом направлении оставалась неизменной. 

Позднейшие, еще более точные опыты подтвердили первоначальные 

опыты Трутона и Нобля. 

С одной стороны, мы должны были ожидать этого результата,. 

потому что наблюдатель, движущийся вместе с заряженным конден

сатором, имеет перед собою обыкновенное электростатическое поле, 

которое стремится сблизить обкладки конденсатора, но никакого, 

момента сил дать не может~ Но, с другой стороны, приведенные. 

выше расчеты указывают на существование сил взаимодействия 

меЖду движущимся заряженным конденсатором и образуемым им 

при дВижении электромаrнитным полем. Этот опыт отчасти напо

минает собою опыт с )!!.Иском, движущимся в жидкости; при этом. 

диск стремится повернуться и стать перпендикулярно к относительному· 
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опыт показывает, что 

неприменима. Каким же 

с теорией? Остается 

движению диска и жидкости. Однако 
зта аналогия к электромагнитному полю 

.образом объяснить расхождение опыта 

только сделать предположение, что в наших расчетах не приняты 
во внимание еще какие-либо неизвестные нам электромагнитные 

поля, возникающие при движении заряженного конденсатора. 

Обыкновенно при этом делают гипотезу, что те упругие нап.ряже

н.ия, которые возникают при заряде в материале конденсатора, -
в его обкладках и в его диэлектрике, - что эти упругие напряже· 

ния тоже имеют эле,етрома,гнитную природу. Когда конденсатор 
приходит в движение, то электромагнитные поля этих упругих 

напряжений изменяются и образуют момент импульса, противопо

ложный тому моменту, которыR образует движущееся электростати

qеское поле по нашим расчетам. Эту гипотезу можно даже подкре
пить расчетом, приняв, что упругие силы в материале конденсатора 

преобразуются так же, как и электрические силы (ер. 159, 148). 
Однако мы не будем на это:м останавливаться, а примем во внима

ние результат опытов Трутон.а и Нобля, обобщив наши расчеты 
так, чтобы в них вошли не только непосредственно наблюдаемые 
нами электрические поля, но другие электромагнитные поля, с,еръ,,-

тьее внутри самой материи. 
159. Обобщенный электромагнитный импульс, Обозначим через 

Н полную энергию системы, находящейся в движении с равномер

ной скоростью ro. Под Н мы будем следовательно подразумевать 

не только электростатическую энергию явных зарядов, но также и 

зарядов (ионов и эле~<тронов), находящихся внутри материальных 

тел и даже внутри их молекул и атомов: сюда же включена будет 
и энергия тех упругих напряжений в заряженной материи, о кото

рых мы говорили в предыдущем параграфе. Полный поток всей 
этой энергии выразится формулою: } 

P=Hv,.' 

и соответствующий этому потоку эJiектромагнитны!t ~импульс будет 

равен: 
·1 11 

G=-P=- Hv. 
с• с• 

Теперь импульс имеет направление скорости движения v, а потому 

никакого момента сил при движении возникать не будет . в сома· 
сии с опытами Трутон.а и Нобля. 

ТЕОРИЯ ЛОРЕНТЦА 

Далее при таком обобщении электромагнитная масса системы 

будет равна: 
1 

m= 2 H. 
с 

Это выражение совпадает с тем, что мы получили для массы 

светового луча (201, 154). Но в световом луче величина и озна

чала его полную электромагнитную энергию, потому что никакой 

другой энергии в нем не и·меется. Нечто иное мы имеем в движу

щихся зарядах: там всегда кроме видимого электрического поля 

доJiжны находиться внутри, в скрытом виде, и другие формы энер

гии. Уже одно то обстоятельство, что одноименные заря.z;ы должны 

отталкиваться друг от друта, а между тем они каким-то образом 

держатся внутри ионов и электронов, указывает на существование 

внутренней знергии. Поэтому вычисленные нами импульсы движу· 

щихся зарядов (202, 155) не представляют собою полных импуль

сов, а только ту часть их, которая обусловлена внешним полем. 

Основываясь на этом, мы можем, не впадая в противоречие с на

шими прежними расчетами, предпш1ожить, что электромагнитный 

импульс и масса любого заряженного, или даже (наружно) не за· 

ряженного, материального тела могут быть выражены формулами: 

. 1 
·G=·-Hv 

с2 ' 
1 

m==7Н. 

К зтому мы должны еще добавить, что хотя Н представляет 

собою полную энергию рассматриваемого тела, но мы не можем 
ук~зать заранее, какая часть ее представляет потенциальную энер

гию внутренних сил тела и какая · часть ее представляет минеmи· 

чесмую энергию внутренних (например тепловых) движений моле· 

кул тела. 

160. Соотношение между · анергией и массой. На основании 

сделанных нами предположений о внутренней энергии материального 

тела мы можем, как это показал АfJрагам (Abraham), найти 

соотношение между энергией покоящегося тела и энергией тела, 

движущегося равномерно со скоростью v. Однако при такой общей 
постановке задачи мы должны прибегнуть к обобщенным уравне· 

ниям механики, а именно к уравнениям Лагранжа и Гамильтона. 

Обозначим через L функцию Лагранжа в самом общем ее 

значении (ч. II, 289, 161) (напомним читателю, что функция 

14 ЭЙ ,с 8 Я n ~ 1Х • i, '1'cope1'ИIU!CllaJ! ф\!ЗИ><II, q, 'VI, 



210 ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

Лагран.жа L представляет собою разн.ость кинетической и потен
циальной энергии системы, тогда как функция Гамильтон.а Н 
представляет собою сумму этих энергий). .Тогда импульс системы 

определится выражением: 

Но на основании принятого нами выше соотношения между 

импульсом и полной энергией Н мы можем написать: 

с2 с2 dL 
Н=-0=--· 

'tl 'tl d'tl 

Далее между функциями Лагранжа и Гамильтон.а имеется 

связь в виде ( ер. ч. П, 301, 158): 

L = v -а1. ·- . Н. 
д'U• 

Подставляя сюда значение Н, получаем для L диференциаль

н )е уравнение: 

которое можно 

dL 
- VL = (с2....., ,v2) д'V ' 

переписать в такой форме: 

dL 1 d(c2-v2) 
т=2 c2-v2 ' 

1 
lg L = 2 Ig (с2 - v2). 

При интегрировании мы с обеих сторон получаем логарифмиче
ские функции, а потому, откинув знаки логарифмов и обозначая 
через L

0 
значение функции Лагран.жа при v = О, получаем: 

-. / с2 -v2 
L=Lo V . с2 =Lo'I.· 

Но при v = О, как это прямо видно из вышенаписанноrо соотно

шения между L и Н, функция Лагран.жа равна и противоположна 
энергии системы, когда она находится в покое: 

Lo=-Ho· 
Следователь но 

ТЕОРИЯ ЛОРЕНТЦА 1 

Взяв от этого выражения частную производную по скорости ii. 

подучаем для импульса: 

О= dL = _ Но dY. _.:. Н0 • ..!. v 
dV дV с2 '1. . 

Отсюда видим, что масса системы во время ее движения отли- . 
чается от .массы, которую имела система во время покоя: 

т = Но . __!_ = то " 
с2 '1. '!. 

Выразим теперь полную энергию системы Н через ее импулы:: 

Н=.Е:._ 0= Но. 
v '/. 

Мы получили таким образом между энергиями движущейся и 

покоящейся системы соотношение совершенно такой же формы, 

как и для масс т и т0• Наконец, если мы выразим энергии через 

массы, то получаем: 

H=mc 2, 

Следовательно энергия любой системы, покоящейся или нахо

дящейся в движении, пропорциональна ее массе и ·коэфициент 

пропорциональности с2 для всех систем один и тот же. Мы можем 

сделать и обратное заключение: масса любой материальной или 

электромагнитной системы, умноженная на с2, дает нам количество 

заключающейся в этой массе энергии: каждый грамм содержит 

в себе 9 · 1020 эргов. Определенное нами количество энергии, за

ключенное в материальном теле, как видим, громадно. Но это не 

должно нас удивлять, так как кроме тепловой и yпpyrott энергии 

каждое материальное тело содержит в своих атомах электрические 

и магнитные поля, а плотность энергии этих полей в миллионы 

раз превосходит плотность электромагнитных энергий наших совре

менных электротехнических машин. . 
Зависимость массы тела (а также и его энергии) от скорости: 

т 
m=..::.::O., 

'/. 

показывает ttaм, что материальное тело ни при каких условиях не 

может двигаться со скоростью света с; для этого потребовалась бw 

14• 
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бесконечно бо.,ьшая энергия. В том случае, когда первоначальная 

(покоящаяся) масса т0 равна нулю (и Н0= О), написанные нами 

формулы принимают неопределенный вид ( т = ~ ) , но основное 
с~отиоwение между массой и энергией остается в силе: 

н 
m=-2. 

с 

Это и есть то самое соотношение, которое мы нашли для све· 

товой волны (201, 154), скорость которой и равна с. Следова· 
тельно для световой волны мы должны принять m0 = О. 

Все найденные нами соотношения вытекают также из более 
общего принципа относительности А. Эйflшmeйfla, 

.1 

ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 

I, ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 

161. ВвеJ1ение. В этой главе нам часто будут встречаться пери· 

одически изменяющиеся вепичины, вроде: 

у= А sin fJ)t. 

Здесь А означает ампл.иту3у колебания, а величина тt назы· 

вается фазоа колебания. Множитель при времени t можно пr,ед 
ставить подробнее: 

2rc 
ro = - = 2тt'I, 

т 

где Т есть триод ко.,ебаний, а У - их ч.астота. Величина Ф 

носит название цимличес,еой частоты, но мы ее для краткости 

тоже иногда будем называть частотою. 

Приведенные гармонические фунюши представляют собою ре· 

шения диференциального уравнения второго порядка и первоа 

степени тх + Ьх = О. Следовательно любая линейная комбинация . 
обоих этих решений тоже будет представлять собою решение 

означенного уравнения; это есть основное свойство лин.ейн.ых ди• 

ференциальных уравнений. Основываясь на этом, мы можем наnи· 

сать о6щиil интеграл уравнения в форме: 

х = А cos тt + В sin oot, 

приче:.t А и В будут представлять собою посто11нные интеграция 

определяемые по начальным ус.,овиям задачи (см. ч.11, г.'lава У и Vl). 
Если мы представим эту сумму в таком виде: 

x=Ccos (oot+ if), 
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rде 

то теперь С и 19 будут представлять постоянные интеграции. 
Мы можем взять линейную комбинацию тех же функций и 

в комплексной форме: 

x=cos(Ot+J·sin(Ot, J=V-1, 
и величина 

·X=e/·wf 

тоже будет удовлетворять тому же диференциальному уравнению. 

Так как производить вычисления с экспоненциальными функциями 

гораздо удобнее, чем с круrовыми функциями, то вместо того, 

чтобы задаваться решениями в форме А cos (Ot или А sin rot, задаются 
решением в виде 

x=AeJ·шt. 

В результате подстановки этой величины в диференциальное 

уравнение более сложной формы, чем вышеприведенное, может ока

_заться, что величины А и (О 1tомме1tсны, и нужно уметь истолко
вывать эти комплексные решения с физической точки зрения, так 

как комплексные величины сами по себе физического смысла иметь 

не могут. 

Итак предположим, что данное нам диференциальное уравне· 
ние удовлетворяется решением в виде: 

X=AeJ•wtt, 

но величина (01 оказалась комплексной: 

(J)+Jk. 
Это означает, что уравнение решается функцией вида: 

х =AeJ·u)t e-kt=Ae-ki(cos rot + }·sin (l)t), 

причем как действительная, так и мнимая часть этой функции 

удовлетворяет данному уравнению. С физической точки зрения эtо 

означает, что рассматриваемая величина х может быть выражена 

формулами: 
х1 = Ае-111 cos (l)f, х, = Ae-kt sin (Ot 

и представляет собою rармоническое 1tолебаЩ1,е с затуханием. 

Если k оr:ажется равным ну.'lю, то колебания будут без зam)JXa.• 

--·----=·-=-·============· -- .. -·------
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 2 

ния, если же (!) окажется равным нулю, то мы имеем дело с апs

риодичес1tи.м затуханием. 

Амплитуда А тоже может оказаться комплексной: 

A+JB. 

Но тогда мы можем представить эту амплитуду в форме: 

причем 

Cei·~ = V А2 + в2 ef·'f, 

в 
tgqi=A' 

и наше решение получит вид: 

· х = Cei (wt+ 'f') = С [cos ((l)t + qi) +}, sin ((l)t + qi)]. 

Следовательно комплексная амплитуда означает изменение фазы 
колебания на величину rp. 

Таким образом мы можем заметить себе, что комплексная 
частота означает затухание колебаний, а комш1ексная амплитуда 
означает измененную фазу. 

Остается еще выяснить вопрос о постоянных интеrрациях при 
комплексной форме решений. Но нетрудно видеть, что если дан· 

ное диференциальное уравнение второго порядка, то при подста· 
~овке в него экспоненциальной функции мы получаем для экспо

нента уравнение второй степени, которое, вообще говоря, имеет 

два решения. Любая линейная комбинация из этих двух решений 

и будет представлять собою полный интеrрал диференциальноrо 
уравнения . второго порядка · с двумя произво.'lьными постоянными 

' как это представлено у нас в начале этого параграфа. Если квадрат· 

ное уравнение имеет двойной корень, тогда для получения второго 

интеграла нужно искать особого решения (ер. ч. П, 75, 79). 
Мы уже пользовались методом комп

.,ексных решений во второй части (ч. П, 

98, 99), и применение этого метода к 

электрическим колебаниям выяснится .'lуч

ше вcerCI на примерах. , 

:'i 

162. Элентричесние нолебания. Пред· 

сrавим себе цепь, составленную из само

индукции L, сопротивления R и емкости 

С. соединенных последовате:1ьно (рис. 50). 
Е Риt·. 50. Электрический 
.с.11и в такой цепи возникнет электричt>· резонатор. 
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ский ток (этот ток не может быть постоянным, потому что диэлект

рик емкости С есть изолятор; но электрический ток может длиться 

некоторое .вре~,tя, пока конденсатор заряжается или разряжается), 
то, как мы знаем, на концах каждой иэ этих частей цепи полу

чится разность потенциалов следующей величины: 

Если в цепи нет никаких посторонних электродвижущих сил, 

то сумма этих величин должна (по закону Кирхгофа) равняться 

нулю, и мы получаем уравнение: 

. е 

u+RJ+7:=0. 

Силу тока J мы можем выразить через количество электриче· 
ства е, находящееся в рассм~триваемый момент на каждой из обкла· 

док конденсатора: 

de · 
J=dt = е, 

и тоrда получаем для величины е диференциальное уравнение 

второго порядка и первой степени: 

.. . 1 
Le+Re + 7:е=О. 

Задаемся решением в экспоненциальной форме 1 

e=Aef·wit, 

е = AjФ1ef·w.t I 

ё= --Аю1 ej·w;t, 

ПодстаВJiяя это в диференциальное уравнение и сокращая на 

Aef·w;t, получаем уравнение второй степени для ю1 : 

-Lro~+jRro1+ ~ =0, 

t Буквой е мы обозначаем количество мектричества и основание на· 

туральных поrарифмов (е = 2,71 Е3). Но мы надеемся, что зто не поведет 

к недоразумениям: основание логарифм е у нас всегда имеет какоl!:-пибо 
покаэатепь, состав.1енный из букв, тогда как количество электричества е 

с. такими показателями не встречается. 
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откуда и определяется частота колебаний о>1 , но в комплексной 

форме: 

о>1 = __!_ R J +, / _ __!_{ !!..)2+ _1 
2 L - V 4 \ L LC' 

Это комплексное решение означает, как мы это выяснили 

в предыдущем параграфе, колебания с затуханием: 

в =Ae-ktcos (юt+ !р), 

причем А и !р - две постоянных интеграции, :зависящие от началь

ных условий. Логарифми"есми.й демремен.т :затухания равен: 

а циклическая частота колебаний равна: 

о>=, /_1 _ ..!_ (В..)2 V LC 4 L ' 

Если мы введем сюда частоту колебаний, которая имела бы 

место при ничтожном сопротивлении (R = О): 

то получим: 

: , /-1 
о>о= V LC' 

При сравнительно большом сопротивлении цепи, когда 

1 1 (R)s 
LC< L ' 

подкоренное количество делается отрицательны~, второй член в'·'вы
ражении для частоты делается мнимым, и вместо затухающих коле· 

баний мы получае~ апериодическое затухание, т. е. постепенное 
уничтожение зарядов цепи: 

Логарифмический декремент :затухания будет тогда равен: 

k, = k 1/ k2 - 005. 
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То же самое мы получаем, если в цепи нет самоиндукции 

(L = О) или не включена емкость (С= оо). В последнем случае 

полученное нами решение дает непосредственно: 

и следовательно решение уравнения будет иметь вид: 

Этот случай мы уже решали, изучая экстратоки ( 150, 127). 
Различные частные случаи решения вышеполученноrо уравнения 

мы рассматривали во второй части, в главе V и VI. Все, что мы 

говорили там о механических колебаниях, применимо и к изучаемым 

нами теперь электрическим колебаниям. 

163. Принужденные колебания. Теперь предположим, что в рас

сматриваемой нами цепи, составленной из самоиндукции L, сопро

тивления R и емкости С, действует какая-нибудь посторонняя 

электродвижущая сила, которая изменяется со временем гармони

чески и притом с постоянной амплитудой (рис. 50): 

d] = d]0 cos rot. · 

Этот случай мы имеем при вся1<ом присоединении какого-либо 

прибора к городской цепи переменного тока; но электродвижущая 

·сила d] может появиться и посредством индукции, как это имеет 

место в аппаратах беспроволочной телеграфии. Желая применить 

здесь -метод комплексных решений, мы выразим и данную нам 

электродвижущую силу d] тоже в комплексной форме, написав: 

d] =dJo eJ·шt. 

Это нужно понимать так: на самом деле 

eJ·шt = cos rot + j, sin rot, 

и мы одновременно решаем две задачи как для того с,1учая, когда 

электродвижущая сила изменяется пропорционально cos rot, так и для 
того случая, когда она изменяется пропорционально sin rot; благо

даря линейности диференциальн')rО уравнения мы можем обе 

задачи решать одновременно, если возьмем сумму обеих электро

движущих сил, умножив при этом вторую электродвижушую силу 

на .i = 1/··.:.=т 

Итак мы 

уравнение: 
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имеем для решения следующее диференциальное 

" . 1 
Le+Re+ С e=dJ0 eJ·шt. 

Задаемся опять решением вида: 

Посл~ подстановки и сокращения (как и прежде) получаем: 

А (-Lro2 + ~ + J·roR) =dJ0. 

Как видим, искомая амплитуда А получилась у нас в комплекс
ной форме, и мы уже знаем, что это означает существование не

которой разности фаз между искомыми колебаниями электриче
ства е и колебаниями данной нам электродвижущей силы d]. 
Обыкновенно интересуются не величиною е, а силою тока J в цепи; 

··· поэтому введем амплитуду силы тока по формуле: 

j = е = AJ· roeJ·шt=JoeJ·шr.. 

Тогда получаем (умножив и разделив левую часть уравнения 
на jro): 

Отсюда определяем соотношение между абсолютными значе
риями амплитуд J0 и d]0: 

lo= - dJo dJo 

1/ R2 + ( Lro -ck)2 Ro 

R0 =}f R2+ ( Lro-}
00

)2. 
Величина R0 называется 1tажущимся сопротивлением цепи. 

Кажущееся сопротивление, как видим, зависит не только от состава 

цепи, но и от частоты ro данной электродвижущей силы. Кажущееся 
сопротивление получаетс11 наименьшим, когда 

1 
f,ro ._,,.-С-=-= О, 

..,(t} 

/1 
10=1/ LC=roo, 
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т. е. когда данная нам частота совпадает с частотою собственных 

колебаний цепи при отсутствии сопротивления (ер. предыдущий 

параграф). При этом сш1а тока полуqается наибольшею, и это 

явление носит название эле~тричес~оzо резонанса (ер. "Общий 

курс электричества" 1 а также "Теорию механических колебаний", 

ч. 11, 78). 
Для т_ciro' чтобы выяснить соотношение меЖду фазами колеба" 

ний электродвижущей силы: и сипы тока, мы введем некоторый 

угол ч~, положив: 

~ =cos qi, ( Lш- dш) :R0 =sin q>, 

1 
Lш--

Сш 
tg(f=---

R 
Подставл.яи это в наше уравнение, имеем: 

J0 R0 [cos ~ + j·sin чiJ = J0 RJeJ·'P, 
и следовательно 

loRoeJ·cp=d!o, 

Это означает, что э,1ектродвижущая сила опережает силу тока 

по фазе на угол ч~ или, что то же самое, сила тока отстает от 

электродвижущей силы в своей фазе на угол qi. Мы следовательно 

можем написать полученные решения в действительной форме таким 

образом: 

Если dJ=d]0 cosшt, то J=J0 cos(шt'-'f). 
Если dJ=dJasiп шt, то J J 0 sin(wt-(f). 
Наконец, если бы при данной нам электродвижуще!l силе 

tfj O cos шt мы задались решением i = J~ sin ( шt - tp1), как это 
иногда делается в электротехнике, то получили бы для угла ч, 1 
формулу: 

R 
tg tf 1 = . 1 = cotg q.. 

Lш- -
Сш 

Определив таким образом силу тока в системе, мы можем вы

чиСJiить и количество электриqества, собирающеес!'I ка обкладю\Х 

конденсатора, по формуле: 

е = Aei·..,t = ~о eJ·wt = _ j lo ei wr, 
JliJ (1) 
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Выраженное в действительной ферме это означает при 

dJ=dJoCOS wt: 

es:::tfj~ sin(шt-qi)= d]0 sin(wt-q;) 
wR0 V R2ш2 + L2 ( щ2 _ '°5)2 · 
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Наконец, если нас интересует разность потенциалов V т на 

концах самоиндукции, V, на концах сопротивления и V, между 
обкладками конденсатора, то мы должны применить формулы: 

· Lш 
Vт=LJ=- Ro d]0 sin(шt-(fl), 

. R . 
V,=Rl= Ro d]0 cos(шt-qi), 

V,= ~ е = сш\0 '10 sin (шt- qi). 

Обратим внимание на то обстоятельство, что при сравнитедьно 
' малом сопротив:1ении разности потенциалов на концах самоиндукции 

и на обкладках емкости могут оказаться значительно выше разности 

потенциалов всей цепи. 
и 

Это надо иметь в виду при 

1 устройстве изоляции цепи. 

164. Кривые резонаи· 
1 

са. КаЖдая из вычислен-

1 ных нами в предыдущем 

параграфе величин зави- -i-
сит меЖду прочим и от 

1 
частоты <0 внешней !Мек· 

1 
тродвижущеА силы. Для 

большей наглядности обык-
1 новенно изображают эту 

зависимость графичес№и, 
о !t)/1 1.1,е WQ \11 

откладывая по rоризон-

тальноА оси прямоуrоль· 
Рис. 51. Определение затухания ПО реза-

нансной кри1:юй. 
ных прямо.линейных коор· 

динат в подходящем масштабе величины <0 ( или величины z = :
0
), 

а по вертикальной оси - одну из интересуюших нас величин J, е 
' V и т. п. Полученные таким образом №риsые (или характеристики) 
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резонанса имеют несколько различную форму, но все они имеют 

более или менее резко выраженное возвышение (рис. 51), указы
вающее на то, что рассматриваемая величина имеет максимум (резо· 

нанс) при определенном значении частоты (1), Чем мен~ше сопро
тивление системы R, тем круче кривая поднимается к этому макси
муму, и если бы сопротивJtение равнялось нулю, то этот максимум 

был бы равен бесконечности. 

Нетрудно убедиться в том, что максимумы для различных вели· 
чин соответствуют различным значениям частоты (1). 

Проще всего опред~ление максимума для силы тока J при 
данном d]0: 

J 
dJ 'J cos ( (l)t - t9) 

Из этой формулы прямо видно, что наибольшую силу тока мы • 
получим при 

1 
L(l)--=0 c(I) , 

1 (1)2=-=(1)2 
LC о• 

т. е. в том случае1 когда период внешней силы совпадает с перио

дом собственных колебаний системы при отсутствии сопротивления 

(R О). При таком значении частоты { (1) = (1)0) мы получаем для 

амплитуды силы тоиа 

dJ . 
J - о max-7[' 

Найдя на кривой резонанса J максимум и соответствующую ему 

частоту (1)0, мы можем по известному сопротивлению R и по само
индукции L вычислить затухание k, а затем и период собственных 

колебаний системы, когда включено и сопротивление (21 7, 182) 

1 R 
k = - - ш12 = шо' - k2. 2 Z' 

Для колебаний электричества мы должны нарисозать криаую 

резонанса по формуле: 
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Для определения максимума е мы можем искать минимум под

коренной величины. Возьмем производную этого выражения по 

частоте: 

R2. 2ш + 2L2 (ш2 - (l)a). 2CII = О, 

1 R2 
w2=(1)2 __ 
е О 2 

Выразив сопротивление через коэфициент затухания k, получаем 

C11;=ro5 -· 2k2 = (1)1 k2. 

Подставляем это значение (l)e в выражение д,1я е и получаем: 

е - <ffo ' 
max- R(l)i • 

Наконец нарисуем резонансную кривую для величины j, кото· 
рая входит в величину разности потенциалов на концах самоиндук

ции; мы имеем для амплитуды этой величины: 

• dJ 
J. =- . 
о VR2(1)-2+L2(1-(l)a(l)-2)2 

Опять берем производную от подкоренного количества по (1): 

- 2R2(1)-з + 2L2 (1 - (l)a (1)-2)(1)&. 2(1)-З = о, 

. 1 R2 
(l -(1)5(1)-2)(1)a="1° L2=2k2, 

(l)ri (1);;;2 = (1)~ - 2k2 = (1);, 

Из последнего уравнения мы получаем соотношение между часто· 

·rами, при которых наступает максимум силы тока CD0, максимум 

разности потенциалов на обкладках конденсатора ш, и максимум 

разности потенциалов на концах самоиндукции шт: 

шg = ш, (l)m• 

При малом k веJ1ичины эти очень мало отличаются друг от друrа. 

Ве,1ичина максимума для j после некоторых преобразований 
выразится так: 

j __ <ffo ro2 
max- R(l)

1 
о· 

165, ОnредеJiения козфициента затухания по резонансной кри· 

вой. Мы уже сказали, что все кривые поднимаются к своему 
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максимуму тем круче, чем сопротиВJiение системы меньше, иди чем 

коэфициент затухания k собственных кодебаниt! системы меньше. 

Это дает возможность определить величину k по форме кривой 
резонанса. Удобнее всего воспользоваться для этого резонансной 
кривой величины е2 юш v2 или наконец ведичины энергии в кон· 

денсаторе: 

1 1 е2 
U=2Ve=2c· 

Напишем отношение максимального значения этой энергии (на 

основании emax) к U; 

и · R2oo2+L2(oo2 0020)2 
max R2 = 4k2 L2. 

,:г= R2oo~ 

в числителе этой дроби мы введем на место 005 величину оо: 

по формуле: 

тогда получаем: 

L2(oo' _ <.Об)2 = L2(oo2 - оо;)' +L1Чk'-4k2Ltoo2 + 4k2L2ш;; 
R200 2 + L2(oo2 _ 00~2 =L2(00 2 _ (1);)2 + 4k2L2(k2 + оо ;) = 

= L2( (1)2 _ оо;)2 + 4k2L 2(1{ 

После эт-оrо преобразования вышенаписанное отношение пред· 

ставится в виде: 

umax=_l_. (юll-2 (1);)3 + 1. 
U 4k2 (1)1 

Теперь предположим, что изменение энергии в рассматриваемой 
системе при различных частотах ю дали нам резонансную кривую 

для и. На этой кривой мы можем определить графически, во·пер· 

вых, положение (1)
8 
для максимума Umax и, во-вторых, частоты ro4 и 

(1)
0

, соответствующие по.лоsин.е максимальной энергии (рис. 51). 
Подставив в вышенаписанную формулу найденные ю4 и <.Оь и 

положив соответственно' U : U = 2, получаем две форму.11ы для k: 
шах 

1 (1)~-ю; k 1 оо~-ю; 
k=+2 (!)1 • =-2 001 

Знаки + у нас выбраны так, чтобы ве.11ичина k была в обоих 
случаях положительная. Каждая из этих формул позволяет вычи· 
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слить k, но гораздо лучше избежать определения частоты оое и, взяв 

сумму обеих формул, написать: 

1 оо2 - (1)2 
k=- а Ь 

2 (!)J 

В затухающих кодебаниях часто интересуются не ;юrарифмиче

ским декрементом k (отнесенным к единице времени), а ,10rарифми
ческим декрементом за время одного по.,упериода. Другими с.11овами, 

заменяют 

-k-:. e-kt=e 2 == е-г 
и следовательно интересуются величино10 

2тt д=!:k (1)1 , 

Эта величина, т. е. логарифмический декремент за полпериода 

собственных колебаний (в присутствии сопротив.11ения R), опреде· 

лится у нас так: 

" 0)2 _ (1)2 
!!> .. а Ь 

u=2 ю1 

Если затухание невелико, то можно подожить: 

(1)4 + Юь = 2ю1, 
и тогда 

1!> _ (!)а -- Юь 
u-тt , 

(1)1 

Мы исходили из резонансной кривой .ддя энергии в конденса

торе, или щ1я ведичины е2, потому что бо,%шею частью таким 

именно образом и производят изыерения; но если у нас имеется 

резонансная кривая для е и мы определим графически (проведя 

rоризонтадьную касательную) максимум emax' а затем проведем гори· 

эонтальную линию на высоте 

lilmax 
e1=v2· 

то опять получим е~1ах: er = 2, и соответствующие частоты О)а и (/)ь 

ОПЯТЬ дадут нам ВОЗМОЖНОСТЬ ВЫЧИСJ!ИТЬ д. 
166, Колебание анерrии. Если мы имее:\1 систему, состоящую из 

самоиндукции и емкости, но без значительного сопротивления, то, 

11 Э !! хе в n а ,1 • ;1. Теоретическая ф11зи~ ... ,. ,·r. 
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как мы выяснили, период собственных колебании этой системы 

определяется формулою Томсона: 

1 21t 
(l)o= VLc=т· Т=2ттVLС. 

Колебание электричества в такой системе будет происходить по 

формуле: 
е=А cos w0 t, 

и cиJia тока будет равна: 

l=e= -Ао>о sin Юоt. 

Пользуясь этими формулами, составим выражения дЛЯ магнит

ной энергии, обусловленной самоиндукцией L, и электростатической 
энергии в конденсаторе С. Для этого у нас име~отся общие фор· 

1 1 1 
Т =-LJ2=-L(l)2 A2sin2ю t 
т 2 2 о о• 

1 е2 1 1 
U =--=--А2соs2 ю t 

' 2С 2С о· / 

Сравнивая эти формулы, мы видим, что энергия попеременно 

то сосредоточивается в магнитном поде самоиндукции, то превра· 

щается в электрическую энергию конденсатора. Максимальные вели· 
чины (или амплитуды) этих двух энергий одинаковы, потому что 

1 
LФ~=с. i 

Мы можем следовательно описывать это явление как иоле

бания анергии между конденса;rором и самоиндукцией, причем коле

бания эти происходят с частотою вдвое большею, чем частота 

колебаний э,1ектричества. Это следует из того, что 

cos'a= ~ (1 +cos2a), sin2a= ~ (1-cos2a). 

В случае принужденных колебаний мы тоже имеем колеба
ние энергии и не только в самой системе (L, R, С), но также 
и между рассматриваемой системой и источником энергии. Напишем 
ныражение мощности, т. е. энергии, затрачиваемой в секунду на 

поддержание колебаний (100, 86): 

W=,91 ='10 cos (l)t,}0 cos ((J)t - lfi), 
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Мы можем представить эту формулу в следующих видах: 

1 
W=(/J010 cosi <йt· cos ~ +2 8 0J 0 sin2o>t,sin f= 

1 1 
= 2 f/J010 cos ~ + 2 (/J0J0 , cos (2шt - tp). 

Последний член этой формулы и представляет собою иолеtf ание 

энергии,· в те промежутки времени, когда этот член положитеJiен 
' 

энергия из источника течет в систему проводников, а в то время, 

когда он отрицателен, энергия течет из рассматриваемой системы 

обратно к источнику энергии. Что же касается первого члена, 

то он от времени совсем не зависит и всегда положителен. Этот 

член представляет собою ве.11ичину постоянного потоиа энергии 
из источника в рассматриваемую систему. Нетрудно убедиться в том, 

что это есть не что иное, как энергия, затрачиваемая на джоулеву 

теплоту в сопротивлении R. Действительно, если заменить в нем 

(ер. 220, 163) R 
dJo=l0R0, costp= Ro, 

то получим формулу Джоуля: 
1 

W= 2 Rig, 

только в отличие от постоянного тока здесь появился множител1, 

1 . 2 , потому что средняя величина квадрата косинуса равна половине: 
т • т 

~ i cos2 юt • dt = 2~о> [ rot + sin 2rot ] --} . 

о о 

В э.r~ектротехнике чаще" вместо максимальных значений гармони

чески изменяющихся величин в формулы вводят так называемые 

аффеитивные значения (средние из квадратов; см. ,,Общий курс 

электричества"), которые определяются так: 

л 1 1 
Шefl= v 2 dJo, Jeff= v2 Jo, 

При этих обозначениях средняя мощность (количество ежесе· 

кундной энергии, ·доставляемой источником в сеть) гармонически 

ивыеняющеrося электрического тока.· равна: 

1 i 

W= 2 r$0J0,cos1.9:=Jjeff'l,.,t'cos!f. 
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Если в цепи нет ни самоиндукции, ни емкости, или если мы 

имеем случай резонанса, когда действие самоиндукции компенси· 

руется действием · емкости: 
1 

Lw- Cw =0, w=ш0, 

тогда sin r.p = О и энергия, идущая в цепь, получает наибо11ьшее 

значение: 

Wmax=Bet11,1t· 

Наоборот, если сопротивление цепи ничтожно, то cos 'f = Oi 
1f = 90, и мы получаем в среднем мощность, равную ну;1ю, хотя 

ни электродвижущая сила, ни сила тока в цепи сами по себе не 

равны нулю; при этом энергия колеблется между источником и 

цепью с двойною частотою: 

1 
W = В of O cos шt • sin шt == 2 t8 010 sln 2шt. 

167. Комплексное сопротивление, Входящая у нас в уравнении 

(220, 163) велИЧJJНЗ 

R,-=R+J( Lш- С~) 
называется оператором сопротивления, и многие предпочитают 

производить расчеты электротехнических установок, оставляя вели

чину R1 в комплексной форме. Тогда закон Ома сохраняет свою 

форму и для переменных токов: 

(81 
11= R =01(81, 

/ 
где значки j означают, что эти величины выражены в комплексной 

форме (01 означает электропроводность); иногда это упрощает рас
четы. Так например если мы имеем разветвление переменного тока, 

то можем написать 110 аналогии с законами постоянного тока: 

111 :J12=R12=R11· 

Так как при делении одной комплексной величины на другую 

их· абсолютные величины тоже де,'!ятся друг на друга, тогда как 

фазы выч}!таются друг ия друга (ер. ч. 1, стр. 150, 117), то мы 

можем из пvследнеrо равенства определить отношение между ампли· 

тудами и разность сил токов в двух фаз паралле.'lьно соединен· 

ных проводниках. · 
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В известной комбинации проводников, которая носит название 
.мости,са Уитстона (рис. 52), мы можем достичь отсутствие тока 
в среднем проводе, если сопротивления четырех проводов составляют 
пропорцию (см. ,.Общий курс э.'!ектричества"): 

R] :Rз=R3 :R,. 
Ес,,и в таком мостике действует гармонически изменяющаяся 

электродвижущая си,1а и отдельные ветви мостика содержат в себе 
не только сопротивления, но емко

сти и самоиндукции, то мы можем 

написать условие для того, чтобы 

в ~,еднем проводе сила тока рав· 

нялась нулю, в комплексной форме:. 

R11 =R1з = R1э: R1,. 

[· 

Но не нужно забывать, что 
это ус,1овие содержит в себе одно

временно два условия.. Во-первых, 
абсолютные величины этих опе· 
раторов R0 (то, что мы выше на· 

звали кажущимся сопротивлением) 

до.'lжны составлять пропорцию: 

------ot'\.J о------' 

Ro1 : Ro2 = Roa : Ro,, 
Рис. 52. Мостик Унтстона мя 

переменного тока. 

и, во-вторых, фазы токов в среднем проводе, где поставлен измери
тельный прибор, должны быть одинаковы (и противоположны). При 
различных фазах два переменных тока не могут взаимно уничто
жаться, хоть бы их амплитуды и были одинаковы. 

Для большей наглядности мы рассмотрим частный случай, кбrда 
влиянием емкостей можно пренебречь, а самоиндукции L содер· 

жатся только в двух ветвях мостика. Такое распо11ожение употреб· 

ляется при сравнении двух самоиндукций. Для этого случая мы 
имеем условие: 

(R1 + J·(l)L1) :(R1 + 1· юL2)= R3 :R,. 

Отделяя действитмьные ·и мнимые части, т. е. составляя 
вие для амплитуд и д,'IЯ фаз, получаем два условия: 

R1 :R2 =R3 :R,=L1 :L2, 

УС110• 

:которые до;1жны быть удовлетворены для отсутствия тока в галь· 
ванометре. 
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Если все четыре ветви содержат самоиндукuии, то мы имеем: 

откуда получаем: 

Если L8 и L4 можно положить равными нулю, то у нас оста· 

ются уравнения, полученные нами . в предыдущем случае. 
Наконеu, если кроме самоиндукций в отдельных ветвях имеются 

и емкости, вкщоченные · последовательно, то в наших уравнениях 

войдут вместо величин a>L величины 

( юL-dю) · 
Очень часто при и'змерениях мостиком нужно принимать во вни

мание емкости, соединенные. параллельно с самоиндукцией. Тогда 

·написанные нами условия соответственно изменятся, и мы предоста· 

вляем читателю разобрать эти случаи самому. 

Во всяком случае мы видим, что перед тем, как приступать к из

мерениям переменным током, необходимо установить требуемое 

соотношение между действительными сопротивлениями четырех вет· 

вей мостика при помощи постоянного тока, при которо·м величины 

самоиндукций не играют никакой ро.r1и. 

Другой крайний случай мы имеем при измерении емкостей, при

чем можно устроить соединения так, · чтобы сопротивлениями в двух 
ветвях, где находятся емкости, можно было пренебречь. Для этого 

случая соотношения между операторами сопротивлений четырех 

ветвей мостика дают нам: 

Откуда получаем: 

Более I подробные сведения читатель найдет в курсах по электри

ческим измерениям. 
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168. Неустановившиеся зпектрические хопебания. Полный инте• 

грал диференциального уравнения 

u+Re+ ~ e=(80 cosюt 

состоит, как это доказывается в ана.1изе1 из двух частей: из пол

ного интеграла уравнения, в котором справа вместо данной функ· 

ции времени ($0 cos юt стоит нуль, и из частного интеграла полного 
уравнения с последним членом. С физической точки зрения это 

означает, что рассматриваемая система из самоиндукuии, сопротив

ления и емкости может, независимо от действия внешней силы, 

совершать одновременно и соdственные ко.11ебания с периодом, за

висящим от состава системы по формуле: 

Эти колебания при сравнительно большом сопротивлении моrут 

перейти в апериодичес!(Uе движения. Но кроме того система будет 

совершать колебания с периодом ю, равным периоду внешней силы 

по формуле: 

е=В cos (юt+~). 

В этой пос..,едней формуле величины В и tfl определяются соста
вом цепи, тогда как в формуле собственных колебаний величины 
А и ч~ 1 зависят от начальных условий задачи. 

В большинстве случаев сопротивление системы будет обусловли

вать более или менее быстрое затухание собственных ее ко,1ебаний 
и останутся одни принужденные колебания, и,1и, как говорят, дви

жение сделается установившимся. Тем не менее, в нача.,е движе

ния, в особенности при. небо.'!Ьших значениях сопротивления, мы 

будем иметь соtJо!(упность собственных и принужденных колебаний 

системы. При небольшой разности между частотами собственных и 

принужденных колебаний можно иногда наблюдать явления dueнuti 

(см. ч. П, 68). Кроме того при известных нача,1ьных условиях, во время 
неустановившихся начальных движений, сумма, обоих колебания 

~1ожет дать силы токов и напряжения, значительно превосходящие 

обычные напряжения сети. Поэтому при всяком вк,1ючении и вык

.~ючении аппаратов необходю.ю принимать меры предосторожности, 

чтобы избежать слишком большой перегрузки сети. Подробности 
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об этих мерах предосторожности читатель может найти в "Общем 

курсе электричества". 

Итак мы имеем общую формулу д,.1я неустановившихся ко.1е-

баний: 

в·еличина ш1 может быть и :.1нимой; тогда рассматриваемая система 

апериодична (см. •i. 11, главу V). 
·t69, Трансформатор. Явлением э.1ектромагнитной индукции часто 

пользуются д,1я превращения э.r~ектрических тоt<ов малого напряже

ния (разности потенциалов) в токи более высокого напряжения, и 

обратно. С:1ужащий д.1я этого прибор - трансформатор - состоит 

L...!:2..._.Ь 
Рис. 53. Схема трацсформатора. 

иа двух катушек (рис. 53), на
детых на один общий сердеч

ник из же.r~еза; одна из кату-

Е шек питается электрическим 

·rоком, доставляемым каким

либо источником электрической 

энергии, тогда как другая ка

тушка снабжает током какой· 

либо прибор потребителя элек-

трической энергии. Впрочем теория, которую мы изложим в 

этом параграфе, имеет гораздо более общее значение; мы будем 

иметь в виду электромагнитное взаимодействие вообще двух любых 

катушек, причем величина переменной э.1ектродвижущей силы одной 

из них нам известна, а си,1ы токов перво/% и второlt (первичной и 

вторичной) катушки нам требуется определить. Несмотря на такую 

бо,1ее общую постановку вопроса, мы однако органичиваем наше 

рассмотрение только такими случаями, когда промежуточная между 

обеими катушками среда не обладает ферромагнитными свойствами 

и свободна от гистерезиса. 

Обозначим через L1 и L2 самоиндукции катушек и через М 

коэфициент их взаимной индукции; R1 и R2 пусть будут их сопро· 

тивления, а миянием емкостей мы пока пренебрегаем. . 
Если в первичной катушке действует гармонически переменная 

электродвижущая сила, а вторая замкнута в себе, то для обеих 

катушек мы должны написать следующие два уравнения: 

R1J1 L1j1 + мj,J. = <8 ef·шt 
R2.!2 -!- !~/~ + мj, = О. 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 233 

При решении этих уравнений мы применим способ комплексных 

решений. Зададимся для си,1 токов в первичной и вторичной ка

тушках решениями: 

Подстав.1яя это в наши уравнения, получаем: 

(R1 + J·roL1) 101 + J· юМJ02 $ 0 

(R2 + J·юL2)J02 + J·roMJ01 =0. 

Последнее уравнение дает нам непосредственно отношение между 

силами токов, но в комп,r~ексной форме: 

102_ J·roM 
101 -- R2 +J·roL2. 

Умножаем числитель и знаменатель этой дроби на (R2 - J· roL2): 

102 юM(roL2 + J·R2) 
101 , - R} + (L20>? 

откуда заключаем, что отношение между амплитудами обоих то· 

ков равно: 

а разность фаз между ними определяется формулою: 

. R 
tga=-L2 . 

ro 2 

Пользуясь полученным соотношением между токами, мы можем 

величину 1, исключить из первого уравнения и получить таким 
образом соотношение между силою тока и э,1ектродвижущею сило10 

в п.ервач:ноli катушке: 

lo1[R1 +№R2+J·w(L1 №L2)]=<бо· 

Это уравнение позво11яет опреде,1ить амп,1иту ду и фазу силы 

тока первичной катушки совершенно тем же способом, ка~

мы это делали д11я ординарной цепи. Но если бы вторичной ка· 

тушки не было (или если вторичная катушка разомкнута, т. е. 

имеет бесконечно большое сопротивление), то мы имели бы (ер. 219, 
163) 
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Отсюда мы ·заключаем, что, включая вторичную катушку, мы 

как бы увеличиваем кажущееся сопротивление и уменьшаем кажу

щуюся самоиндукцию системы. Отставание силы тока от электро· 

движу;дей силы в первичной катушке определяется так: 
ro(L] -№L2) 

tg t.f1 = R1 +№Rя . 

Угол (f при замыкании делается меньше, а сила тока увеличивается 

От обеих причин мощность, поглощаемая системой, 

1 
W-:: 2101 <Во1 cos (f] 

увеличивается. 

Если сопротивление вторичной катушки очень мало, то 

R 
tg~=-2 =0; 

mL2 

разность фаз приближается к нулю и токи обеих катушек дела· 

ются противоположного направления. Следовательно обе катушки 

будут при этом сильнее всего отталкивать друг друга (см. оп~ты 

Элиу Томсона в "Общем курсе электричества"). 

Если коэфициент связи обеих катушек (143, 123) равен еди· 

нице, т. е. если катушки настолько близки друг к другу, что вс1:1 

магнитные линии n первично" катушки пронизывают все витки вто-

ричной катушки, то 

Для приблиэительноrо--подсчета мы можем не принимать во вни· 

мание сопротивления R2 во второй катушке по сравнению. с боль· 

шой ее самоиндукцией L2 и написать для отношения сил токов 

()беих катушек: 

Так как коэфициенты самоиндукции пропорциональны квадратам 

числа витков п, а электродвижущие силы, возникающие в катушках, 

пропорциональны первой степени числа витков, то мы можем это 

уравнение переписать в такой форме: 
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Мы получили известное соотношение между электродвижущими 
силами и силами токов в трансформаторе, как оно представляется 
при элементарном расчете. Но эдесь мы видим, что соотношение 

это верно только при совершенной связи и при ничтожном сопро· 
тивлении катушек. 

Соотношения, полученные нами эдесь аналитически методом 
комплексных решений, можно получить, пользуясь и векторной 
диаграммой (см. ,,Общий курс электричества" и специальные книги 
по переменным токам). 

170. Определение хоефициента связи. Положим, что нам даны 
две катушки, имеющие ничтожные сопротивления, · и требуется опре
деJшть их коэфициент связи. Для этого можно поступить следую· 
щим образом. Наблюдаем силу тока в первичной катушке, когда 
вторичная разомкнута; в этом случае мы имеем: 

11 =·8Lo . 
(!) 1 

· Теперь замыкаем вторичную катушку коротко и опять наблю· 
даем силу тока в первичной катушке; для этого случая наши фор
мулы дают (R2 = О): 

Приняв во внимание соотношение между коэфициентами индукций 

M=xVLiL2, 
можем написать: 

и следовательно 

М2 L N1=-=x2....! 
L2 L ' 2 2 

1'-<Во __ 1_ 
1 - юL1 l-x2 · 

Отношение наблюденных токов 11 и 1~ дает возможность вычис;1ить 
коэфициент связи х данных двух катушек. 

171. Резонанс-трансформатор. Трансформатор, содержащий во 
вторичной катушке некоторую емкость, называется резонанс-транс
форматором (рис. 54). При этом электродвижущая сила вторич
ной катушки :может значительно повыситься не только от того, что 
число витков в нetf больше, чем в первичной катушке, но также и 
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от того, что период коJiебания источн.ика окажется бJiизок к периоду 

собственных ко.11ебаний вторичной системы, а это и называетсr, 

яв,1ением резонанса. 

Уравнение д.пя первичной системы остается такое же, как и 

в простом трансформаторе; 

R111 + L)1 + мj2 = <В eJ·шt, 

но в уравнение дl!Я вторич

ной системы нужно доба· 

вить разность потенциаJiов 

в конденсаторе, а именно: 

t 

L__L , ___ '-.z._ 
е 1 J · v=c=c 12 .dt. 

2 2 

Рис. 54. Схема резонанс-трансформатора. 

П и подстановке в уравнение 

l2=loaeJ·wt 

мы поJ1учим добавочный член 

о 

v- _ 1 el·шt. dt == _о_2. _ eJ·шt = _ 1 L ef·шt 1 J 1 1 . 
._ С2 оз Са Jю о2 C2ro ' 

и сJiедоватеJiьно второе уравнение даст нам: 

[ R2 + J ( L2ю- c:ro) ]102 + J·roM·101 =0. 

Из этого мы видим, что добавJiение емкости во вторичную 

катушуку равносиJiьно уменьшению ее самоиндукции. Мы можем 

даже довести ВJiияние самоиндукции до нуJiя, т. е. компенсировать ее 

добавочной емкостью С2 , подобрав ее так, чтобы 

1 1 
L2Ю-с=О; ro=1i-· 

2ro r L2C2 

Того же резуJiьтата мы можем достичь и при данной нам ем

кости, подобрав соответственным образом частоту коJiебания источ· 

ника ~· 
Из второго уравнения мы получаем в случае резон.ан.са отно· 

шение си.1 токов вторичной и первичной системы: 

102 J·roM 
:,о,= - 7i;- . 
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Множитель J указывает, что между вторичным и первичным 

током имеется разность фаз в 90°, потому что 

cos ер+ J,sin r.p =ei·~ (при r.p = 90°) =J. 
Тот же резу11ьтат мы поJiучили бы, если бы в форму.r~е предыду· 

щеrо параграфа для tg а приняли L2 = О. 

Если мы воспользуемся этим последним замечанием, то можем 

легко перейти от формул предыдущего параграфа к случаю резо

нанс-трансформатора при наступлении резонанса. Мы получим 
' (233, 169, ООЛОЖИВ L2 = 0): 

N=шМ 
R2 

lo1[R1 + ю~;
2 

+J·wL1 ]=<Во· 
Из последней формулы определяется сила тока в первичной 

катушке и его фаза относительно данной электродвижущей силы <В. 

Затем по уже известному отношению между силами токов опре· 

деляем силу тока и его фазу для вторичной катушки. 

172, Индуктивно-связанные системы. Мы можем еще более обоб
щить задачу, прибавив емкости и в первичную и во вторичную 

системы трансформатора · 
(рис. 55); при этом мы 

считаем особенно важным 

остановить внимание чи

тателя на исследовании .[, 
собствен.н.ых колебаний 

двух индуктивно связан

ных систем и, чтобы со· 

с,~ 

хранить наr;1ядность фор· Рис. 55. Две системы, связанные индуктивно. 
мул, мы примем, что со-

противлениями систем можно пренебречь. 

Тогда на основании таких же соображений, как и в предЫду• 

щих параграфах, получаем для обеих связанных систем следующие 

уравнения: 

j=ё. 

1 
-е=О 
С1 

. . 1 , 
U8 + м11 +-с е=О. 

'2 
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Зададимся решениями: 

Подстановка в 

на L1 и L2): 

е1 =А1 ei·fJJti еа =A2eJ·wt. 

выwенаписанные уравнения дает (после разделения 

А1(-(1)2+<1ф=+А2 Л1 ro2; 
L1 

Введенные нами величины ro1 и ro2 суть не что иное, как цик· 

лич:еские частоты колебаний каждой системы в отдельности. 

Разделяя одно уравнение на другое, получаем отношение между 
амплитудами колебаний: 

(А1)2 = La ro~ -ro2 
А11 L1 rof-ro2 · 

Так как силы токов тоже пропорциональны амплитудам А1 и 
А2 , а именно: 

то мы и для амп;1итуд сил токов получим то же самое соотно- · 
шение. 

Для определения периода колебаний системы перемножаем оба 
уравнения, причем амплитуды сокращаются, и мы получаем: 

ro4(1 -1.2) -- (rof +юр ro2 rof roi=O. 

Здесь it - коэфициент связи, который мы уже встречали раньше 
(143, 123). 

Это биквадратное уравнение дает для квадрата частоты ro2 два 
решения: 

ros=_!_ ro~ ro~ +"1 /(rof+ro~)2 4(1-x2)<1>fro~= 
2 1 х2 - V 4(1 х2)2 

- J_ __ l _ [< 2 + 2) / 2 ] - 21-х2 ro1 ro2 +i (ro1 ro~)2+4x2rof~. 

Но частота ro существенно положительная величина. а потому 
мы и для ro получаем два решения: юа и rоь. 
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Так как мы ,1юбую из двух рассматриваемых систем можем 

считать за первую систему, то мы можем без ограничения общности 

принять, что (1)1 > ro2. Докажем, что получившаяся после связи 
большая частота (t)a (когда при корне мы возьмем плюс) превышает 

· большую частоту roi, а получившаяся при связи меньшая частота rоь 

(когда при корне стоит минус) меньше ro2• Таким образом под· 

влияние~ связи разница между частотами дедается больше, чем она 

была в независимых друг от друга системах. Для большей наrдяд

ности доказательства предположим, что разность (roi - ro:)2 вмика 
по сравнению с 4it2(t)f ro~ и что можно представить наше решение 

в такой приближенной форме: 

ro2= 1 _1_[(ro2+ro2) 1 jt2 1 2 

Тогда для большей частоты мы подучаем: 

~= l~x2[1+x2(1)f~ro~]· 

откуда непосредственно видно, что 

roa>ro1. 
Для меньшей частоты мы имеем: 

/ 

Но здесь множитель при х2 больше, единицы и следовательно мно-
житель при (/)~ меньше, чем (1 хз); сдедовательно 

(l)ь<(1)2· 

Интересно рассмотреть до некоторой степени противоположный 

случай, когда разность частот (ro1 - (1)2) ничтожна, например когда 

обе системы совершенно одинаковы. Для этого сдучая решение 

упрощается (при ro1 = ro2 = ro): 

ro 2 =---- 2ro2 1 1 [ 
аЬ 2 1 - it2 

Сдедовательно и в этом случае, при одинаковых системах, когда 

(1)1 = ro2, после связи появляются две разные частоты, из которых 
одна больше, а другая :1,1еньше той частоты, которую имела каждая 

система в отдельности. 
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Приняв во внимание, что у нас по.11учились две различных частоты 

колебаний, мы должны и д,1я отношения амплитуд написать два раз-

11ичных уравнения: 

Правые части обоих уравнений положительны,· следовательно 

амп11итуды действительны, и остается выяснить их знаки, которые 

в написанных соотношениях остаются неопределенными. Для этой 

цели необходимо возвратиться к исходным уравнениям, подставив 

в них частоты (!)а и (l)ь: 

А ( - (1)2 + (1)2) = А М (1)2 • 
1 а 1 2 L а• 

1 

м 
А 2 ( - w~ + (!)~) = А 1 Lg (!)~ i 

Теперь мы видим, ч·rо для большей частоты (t)a амплитуды А1 
и А 2 нужно брать п.ротивоп.оло:жных знаков, тогда как для меньшей 
частоты Фь амплитуды 8 1 и 8 2 одинаковых знаков. После всех 

этих соображений мы можем представить результаты наших вычис

лений для электрических колебаний двух индуктивно связанных 
систем в следу1Ощем виде: 

е1 =А1 cos ((!)а t+ а)+ 8 1 cos ((l)ьt+ р); 

е2 =- а А 1 cos (wat +а)+ Ь 8 1 cos ((l)ьt+ р). 

Принимая во внимание вышенаписанные соотно!J!ения между 

амплитудами, мы видим) что у нас остаются всего четыр'е независи

мых друг от друга постоянных интеграции: А1 , 8 1, а, р, которые 

определяются добавочными начальными условиями. 

Заметим, что в каждой из двух связанных систем мы поJiучаем 

одновременно два колебания с разJiичными частотами. В результате 

мы можем иногда заметить биения (см. ,,Общий курс электричества": 

колебания связанных маятников) колебаний. 

173. Пример. Предположим, что для двух индуктивно связанных 

систем нам даны сJiедующие начаJiьные условия. При t=O конден
сатор первой систем1?1 быJI заряжен ко.11ичеством электричества е01 , 

а. сила тока была· равна нулю: в то же самое время вторая система 

бьта в покое, т. е. е02 = О. Еспи nри таких усJJовиях первая сие-
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тема начинает свои колебания, то мы може!w! по.~ожить а=~ "'""" О. 
Итак при t О: 

1'01 ..,,-..с; .41 -t- В1, 
r02 ~.,-::: --аА 1 +-ЬВ1 -·-О. 

и в,: Отсюда опрел.1::.11яются А 1 
а 

В1=7;А1; Со1 ~, А; ( 1 + -t): 
к формулы ко.1ебаннй электричества nриню1ают вид: 

е1 , A 1 [cos(w0 t)+-Ё-cos(wьt)], 
е~ - .,.~ · аА 1 [cos (roa t) -- cos (wь t)J. 

(1сходя из этих форму;~, ш,1 можем определить силу токо1с1, pas· 
ности потенциалов и т. д. д:1я каждой из рассматриваемых систем, 

Если обе системы одинаковы, то а= Ь 0= 1 и мы по,1учаем: 

(!) 
(1) -== . 
а Y1-r.' 

(!) 

юь=J/1+1.' 

В этом cJJyчae, когда обе системы одинаковы, мы получаем и 

ам1тнтуды их ко:1ебаний тоже о.пt1аковыми, но фазы колебаний 

различны. В те моменты, когда косинусы, стоящие в форму;1ах, 

равны + 1, мы получаем наибольший заряд е1 = 2А 1 и наиболь· 

шую разность шленциалон в конденсаторе ttервой системы, тогда 

как во второй системе е2 О. Зто будет, во-первых, при t= О. 
а за1·ем это будет периодн 11ес1<И повторят1,ся в те моменты, 1<01·да 

riOJ1ee медленное ко:1ебание Фь отстанет o·r более быстрого· (t)a как 

раз на 360° и оба ко:1ебаню1 станут опять однофазны.f:и. Наоборот 
в те моменты, когда косинусы будут равны + 1 и -- 1, мы полу
чим наибольший заряд и наибольшую разность потенциаJюв (а также 

и наибо,1ьшую силу тока) во второй системе: е2 :..= - 2А1 , тогда 

как первая система окажется в покое. Это будет происходить в те 

моменты, когда фазы обоих коJiебаний А и В будут противопо· 

дажны. Ес;ш мы будем с,,едить за анергиями обеих систем, то 

у1щд11м, ч1·0 энергия эта колеблется, переходя из одноR системы 
~ другую и обратно. Период колебаний энергии будет вполне со· 

uтветствовап, периоду биений, которые образуются в каждой из этих 

16 Эй х 43 u II а а ъ ;,;. Те.:,ретnче1~1..:;.1.я фиJяна. ч. Y'I, 

\ 
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Авух систем. Для того, чтобы вычисдить период биений, нам нужно 

найти такой промежуток времени, чтобы разносп, фаз обоих 1<011е

баниА равнялась 2тт. Мы получаем: 

2tt 

Чем бо11ьше раэ11ост1, обеих частот, т. е. чем си.~ьнее связь сие· 

re}1, тем быстрее будут происходнть биения; наоборот, чем слабее 

связь, тем медленнее будут биения и ТбI медленнее будет переходи·rь 

э11ер1·ия из одной систб1ы в другую и обратно. 

Аналогичные явления будут происходить и в том cJJyчae, 1.оrлд 

рассматривае:\-1ые две системы нс одинаковы; различие будет состоять 

в том, что амплитуды колебаний, а потому и переход энергии из 

одной системы в другую не будет происходить полнастыо, а тот,1<0 

1~астью; биения не будут доходить до ну.1я. 

Все эти ямения хорошо видны nри ко:тебаниях связанных маят· 

ни ков. 

174. Системы, связаииые ем~<остью. · Ес,1и две системы влияют 

друг на друга не своими :!!tаrнитнымн пош~мн (шщуктивно), а свошrи 

электрическими полями, то уравнения их 1<олебаний напишутся 

в следующей форме: 

. 1 1 
/,JJ1 + с;- а, +-с- 112"' . О; 

, 1 1 

f' 
1 

/, 212 + с2 е2 + с: е 1 .. О; а2 --"' А 2 ej·•··1• 

~десь С1 и С2 означают емкости наждой системы в отдеJ1ьносr11, 

а С означает их взаимную емкость (рис. 56). Подс1·ав:~яя в эти 

уравнения их решения е1 и е2 в коыпJ1ексной форме, нолучаем 

(как и при индуктивной связи) соотношения между амплитудамн 

ко.11ебаний: 

111.тчеы (u1 11 (.1.)2 суп, •шстоты собственных колебаний ю1ждо/:1 сие· 

темы в отдельности. Д:ш того, чтобы 11ск!1ючить ампш1туды колеба· 

) ~...:.. 
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ний, мы перемножае~1 оба эти уравнения и вводим n nроиэведения 
правых частей коэфнuиент: 

н~ '"""' -~-1~~ . 
с2 

Этот ноэфициент f} иrрае1· nри емностной свнзн 1'акую же роль, 
нах у нас раньше играл коэфициент ~ при связи индуктивной. 

Результат перемножения дает нам искомое уравнение для ЧIЮТО'rы: 

Ф4 •.... (001+юpoo2+(1--32)ro7ro~=O. 

Э1·0 6и1,иадратное ураввеflне репtаетси та1<: 

ю}ь ""-' -} [ ( (r)J (1.1}) . ~/ ( cuf · со~)2 + {7;-1! щf (r)~] . 

З11ачение этоН формулы впо,,не ана;юrично той, которую мы 
получюти при индуктивной связи, а потому мы можем не 11овторят1, 

здесь наших прежних 

рассуждений и ограни· 

читься частным случаем, 

когда частоты обеих 
(; 

систем одинаковы. В 

этом случае мы ю1еем 

(ripи ro1 :;;= ю2 = ro): 

с 

оо;ь=ю2 (1 ±3). Рш.:, 56. Две системы, связанные емкостью. 

Та1<им образом как при индуктивной свs1эи, так и 11ри емкост

ной связи мы получаем в каждой из двух систем два различных 

1<олебания с раз.1Jичными частотами, даже н в тщ1 случае, коеда 

<Jастоты до связи быJiи одинаковы. Чем си11ы1ее связь, тем больше 

обе rю.,ученные •1астоты отходят друг 01· друга. 

175, Определение но&фициента связи по наблюденным частотам. 

EcJJН мы опреде.'lим частоты колебаний данных нам связанных сие· 

те~1, то 11а основании по.1ученных выше форму.:1 мы може.м вычис

.,ить и коэфициенты связей: У. и Ь. 

При 11жJукти11н.оlt связи мы н меем: 

'~ 
(11 -.-: ·---"'--·... • (IJ/, =--= ·, 

'
1 1 ,-г:~r. · '/, 

откуда сi1едует1 что 

(.1.)2 \ 1 1 .) '/, = ··,, ( -;::т - --;;- . 
"' , "'ь w;j, 
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Лри e.),(.fCOC11tHOii свя:ш мы Ш.!N\М: 

о>"= t,} 1" 1 -r- Н: uJ 0 "'' ю 1 т- .,IJ; 
откуда следу":т, ч1·0 

- 1 
2 2 ,'f __ 2ц~2 (Фа --W1,)· 

J76. ОбщиА случай. В бо11ее 6бщем СJ1учае две системы могут 

быть связаны друг с другом и магнитными и электрическими полями 

одновремен~о. Тогда уравнения электрических колебаний в этих 

Эти уравнения решаются совершенно тем же способом, 1<ак и 

в частных случаях индуктивной или емкостной связи. Мы ограни· 

чиvся приведением резу.1ьтата вычисления д;1я наиболее важного 

случая, когда обе связанные системы одинаковы. Тогда результирую· 

щие частоты кщ1ебаний определяются формулой: 

,u2 =·с-о>~~+~. 
11/1 1 ~-'l. 

Bu всех наших вычис,1ениях мы нринима;ш, что влиянием сопро· 

тив,1ений R1 и R2 вКJ1юченных 1:1 каждую систему, можно прене· 

бречь. Если же Э'roro сде,1ать не;rьзя, то 1:1 вышенаписанные уравнения 
войдут еще ЧJ1ены пнда R111 и R212; кроме того сама связь между 

системами может быть устроена не только нри помощи вэаимной 

индукции и взаимной е:-.1кости, но также и при помощи некоторого 

общего обеи*1 системам сопротивления. Тогда в уравнениях ПО· 

нвятся еще ч.11ены вида /U 2 и RJ1. Введение этих ЧJiенов в уравне· 

ния 1:теюрических ко.1ебаний аначите:~ьно осложняет нх решение. 

Уже одно то обстояте.11ьство, что у нас в:-.1есто биквадратного урав· 

нения д.1я •1астоты ю получится, как это легко 1:1идеть, уравнение 

четвертой степени, содержащее и третью сiепень ю3 , представ:1яет 

большое осJ1ожнение. ,'\lы считаем излишним приводить здесь эти 

ны'!исления, так как они не дадут нам ниче1·0 принцюшально но

вого. Мы знае.м, что на.11ичие сопротивмния обусловливает погло· 

щение 'н!ергин и :;атухание ко.1ебаю1й Поэто;1,1у каждая сн.:теыа 
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в отдельности будет обладать теперь двумя характерщ1ующими ее 

данными: частотою ко.r1ебаний m1 и ю2 и логарифмическим декре· 
ментом затухания k1 и k 2 (21 7, · 162). Ес.1и мы свяжем эти две 

системы, то в ,саждой из них вместо одного колебания появятся 

два раз..,ичных колебания с частотами со0 и Юь и затуханиями k
0 

и kь· Как и в частных случаях без сопротивления, полученные прй 

связи частоты отличаются друг от друга больше, чем до связи; 

даже прн двух один.акоsых системах результирующее колебание 
оказывается с двумя разными частотами. Получившаяся :1ри 

связи разница между частотами отчасти зависит и от первоначаль· 

ных ·ве.1ичин ю1 и ro 2, а также, но в меньшей степени, зависит и 

от первоначальных коэфициентов затухания каждой системы в от

дельности. Напоминаем читателю, что и сами частоты ro1 н ю2 тоже 
зависят от k1 и k2 (217, 162). Далее результирующие затухания 

связанных колебаний тоже будут отличаться от ве.рвоначальных за

туханий, прйчем колебание с большей частотою ю0 обладает обык· 
новенно и большим затуханием. Таким образом электрические ко11е· 

бания в каждой системе будут происходить по формулам: 

е1 с·= А 1 e-kat cos (ro0 t + а1) + 8 1 e-k,t cos (rоь t + ~1), 

е2 = .4 2 е · k"t cos (6>0 t + а2) + 8 2 e-kьt cos (rоь t + ~2), 

где величины ю4, юь, ka, kь зависят от состава первоначальных 

систем и от рода их свяэи. Отн.ошен.ия между амплитудами тоже 

определяются теми же данными, но абсолютные значения амплиту.11 

и фаэ определяются начальными условиями, в которых находит-1сь 

данные системы, например при t. О (ер. 240, 172, 173). 
.177. Принужденные колебания связанных систем. Если в одной ·· 

из систем действует какая-нибудь данная гармонически переменная 

эJiектродвижущая сида,· то уравнение двух связанных ин.ду1-стивно 

. систем напишется так: 
. . 1 

L.iJ1 + MJ, + с· е1 =80 cos tcf 
1 

. . + l . 
Чs + MJ1 С, е,=О. 

Эти уравнения ана.11оrичны уравнен~~пм ре:о!IОиаис-rрансформатора 

(286, 171) с тем однако от1шчием, что не ·rолъко вториt1ная катушка, 
но и первичная катушка содержит в себе некоторую емкость С1 . Расчет 

Pfl,'.ofiнn« с.истемы ма.10 птп!"ч11ется flт расчета реэонанс-трансфог· 



'·246 iЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОJIIШАНИЯ И ВОЛНЫ 

----··-----------

матора и мы aro здесь производ11т•, не будем, предоставив это самому 
читателю. Однако существенное от;~ичис этого случая состоит в то~;, 
что мы по.ттучаем не од11н, а два резонанса. Это есть общее свой· 

ство резонирующих сис·rе:11, как бы с.1ожны они ни бьти. Если 

сис1·ема обладает не одню~, з 11.е.,ым рядом собственных кщ1ебаний 

с час1·отами w1, ro2, ••• <•J 11 , то каждый раз, как частота внешней 

сиды {О подходит бт1зко к чнстоте одного из собственных ко.1еба-

11ий снсте:'11ы, мы по.1у•1ае:>r1 .wа,сси,иум амnюrтуды колебаний, т. е. 

явление ре:юн.ан.са; этот максимум выражен те;н бо.11ее резко, чем 

затухания собственных кодебаниН систе)!Ы :\1еньше. Таким образа~, 
в связанных системах при изменении частоты внешней си,1ы {U :.щ 

· получим резонансные 1<рюэые, состоящие из це.,ой системы ~,акси· 

мумов. Этими кривым и по.1ьзуются мя определения частот оо и 
п 

затуханий системы совершенно так же, как н в с.1учае резо!'lанса 

одной 11зоJ1ированной системы (224, 165). 
178. НатодныА усилитель. В СJJедующеы параграфе ;111,1 разберем 

действие так называемых 1(аmодных: генераторов э.1ектрических 

в 

к 

Рис. iH. Схема катодlЮ!'о уси.~итс.111. 

ко.,ебаниlt, а перед 

тем МЬI ДОJ1ЖНЫ, хотя 

бы вкратце, ознако· 

миться с одною из 

частей этого прибора, 

а именно с катодной 

.,амnой (ш1и трубкой). 

На рис. 57 схематиче· 
сю1 представлена за· 

паянная с обоих кон· 

цов с-rе1<лянная трубка 

( вклю•1енная в контур), 
из которой тщательно 

выкачан воздух. В труб

ку вnашiы п:шстин1<а А, с.:1ужащая анодо"и при проrrускании электри· 

ческоrо тока, и 11роволоч1,а К, с;1ужащая 1(атадом. Между обоими 

этими эдектродами помещен еще третий э.,ектрод в виде металличе

ской сетки О. Обыкновенно анод А и сетка О имеют форму концентри· 

ческих шминдров, а прово.,очка К протянута по оси этих ншшндров; 

однако мы д,~я бо.1ыпей наr.~яднос1·и будем изучать действие прибора 

на схематическом рис. 57. Разрежение воздуха в трубке так си.1ьно, 

•1.то ,thJ можем с11итап, l'l'O ::тектропроводность равноtl вуто. Тем 1f{' 
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~,енее 11ы ~южем пропустить через такую трубку электрический то~< 

си.,ою в неско.1ько мюшна:.mер, ecmi будем поддерживать прово· 

дочку К в расл:ален.но"t состоянии; образующиеся около pacl:(ai!eннolt 

проволочки электроны наnрав.1яются под действием :мектрическоrо 

1ю,1я к сетке О и к анодной пластинке А и своими зарядами 

образуют 1.онве1щион.ыti э,1е1прнческий ток. Однако д11я того, 

•11·обы эдектроны направля.1ис1, от лрово:ючкн к сетке и к п,,а· 

стинке, эти последние должны быть заряжены поло:Jiсuтсльно, 

т. е. иметь потенциа:~ы бодее высою,1е, че~r лрово.1очка; еслн ш,, 

лерею1ючиы внешннй источнпк электрического тока и зарядим про· 

волочку rюложнте.1ыю, а сетку и п:1астннку отрицате:1ыю, ·1·0 образо

вав1~иеся у провоJiочки э:1е1,троны не rюRдут к противостоящим 

::тектродам, а будут вгоняп,ся обратно в прово;1очку, и мы ника

кого э.11ектрического тока сквозь трубку не получим. 

Подсчитаем действие этого прибора. 

Из сказанного прежде всего вытекает, что электроны, появив

шиеся окоJю раскаленной 11роволочr,и, будут образовывать два 

электрических тока: один по1·ок электронов J g будет направлен 1< 

сетке О, а другой J а к анодной 1шастинке А, Пмное количество 

э.11екrронов, ежесекундно уходящих от проволочки, и:1и по.1на,t си,1а 

тою.:~ 11 будет равна: 

Э1·от э,1ектрнческнй ток будет образовыватьсн от лвух причин: 

но-первых, от действия эпектрического поля сетки и, во·вторых, 01· 

ле/:tствия некоторой •tacmu поля анода, потому что часть пом~ 

анода отрезана те:юм сетки, находящейся r.~ежду обоими з,1ектродами 

А и К. Поэтому ес:rи мы обозначим разность потенциалов между 

сеткой и раскаленной проволоч1..ой через Eg, а разносп, поJенuиа· 

.тюв между анодной пластинкой и проволоqкой через Еа, то можем 

действие обоих э.:rектрнсrеских по:1ей ш1 э.1еюрою,1 проволочкн 

выразнтъ суююи: 

гле ко:,ф11цне11т D будет меньше единицы. Опыт показывает, 

что ве.1ичины 18 н Es не 11роrюрцнона:1ыiы друг другу, а зависшюст1, 
11ежду ними выражается неr<отороrо кривою :11инией (характt:>ристи

кой трубки), форма которой заниснт от 1юнстру1.;ции трубки н ее 

7,·1('1,тродон. По т11,п:н1 н теор1111 /Тэю.1tюра сн:ш тока J~ 



248 ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КО,1ЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 

пропорциональна разности 11отенп.иа.1ов Е1 в степени з;2 . Но нам t,ет 

надобности входИТh в эти подробности и достаточно написать, что 

сш,а тока Js есть некоторая функция t от разности потенциалов Es. 
Заметим, •по коэфициент D тоже зависит он конструкции трубки,--! 
но он так мало изменяется при изменении разности потенциалов, i 
что мы можем ero считатh для данноtl трубки постоянным. Ита~ 

~,ы имеем: 

При обычных условиях действия этоrо прибора 

' 1 

сетки значительно 

' 
тока в п,1астинке, а потому мы 

без значительной погрешности мо

жем упростит~, формулу, написав: · 

la=f(Eк+DEa)· 

Кривые зависимости силы 

ка 10 от потенциала сетк11 

имеют вид, предстаtшенный 

--'--~..--1-.-~ ю·----;;- t
9 
6ольт 

рис. 58. Ес.11и мы, не изменяя по

тенциала анода Е11, будем изменять' 

потенциал сетки, т. е. будем ит1·и 

по одной из кривых, изображен- · 
ных на рис. 58, то получим для . 

Рис. 58. Характ~ристика vатолноА 
труб..кн. 

угла наl<Jlонення касате11ьно~ к этой кривой: 

tga= "ola..=s. 
";)Eg 

Эта ~~~ичина называется круmизноfi. :характеристики. Ес.11и 
мьr, не иамен.яя потенциала сетки, будем изменять потенциал анода, . 
to получим: 

oJ 
tg ,._.:::..:.s!.=D~ 

~Ео 

В iтoi,1 случае крутизна подъ~!ма будем меньше, потому чю ·· 
ноефициент D меньше единицы 1). 

1) Эти обозначения вош,1и в 11асrо11щее время во 11е~общее уnотребле· 
ние и взяты с немецких слов S - Stel1heit .и D - DurchgrШ. Обе всличиаы" 
:,рщн:чт от консrрукции 1·руl\ю1 11 от фор:..rы J)~CIТ•JЩ)Жl:'Hf!g с~ ·1:1t'KТfщ.1toвi · 
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Приняв это во внимание, мы можем написать для полного 

,1иференциа.1а силы тока: 

i}) 
dJ :.:...:-!!.dE 

а ~Е g 
ll 

Ту же самую формулу мы примем и для небольших изменений 

силы тока: 

Это означает, что рассматриваемое нами изменение А настолько 
мало, что в ero пределах мы можем характеристику трубки считать 
за отрезок прямоit Jшнии. 

Теперь предnо1южим, что в анодной цепи имеется некоторое 

сопротивление Ra, и следовательно мы при прохождении электри

чес1<ого тока J а по.т1учаем падение потенциала: 

-дЕ" R"дla. 

Подстамяя это выражение в вышенаписанную формулу, мы 

опреде,1яем: 

Эта форму.11а показывает, что небо.11ьшие изменения ло·rенциапа 

сетки дЕg моrут повлечь за собою значительные изменения силы 

тока в анодной цепи, если крутизна S характеристики трубки зна· 

•rитедъна. На этом основании катодные трубки с большою крутизной 

характеристики S и служат как усилители. Из той же фор· 

мулы видно, •по уси.,ение . будет больше, ес.rш коэфициент D . 
меньше. 

Заметим, что входящее в формуllу произведение DS очевидно 
имеет измерение, обратное сопротив.,ению (как электропровод

ность) Потому часто вЕmичину: 

1 
R1= DS 

называют sнутренни.м сопротивлен.ие.м рассматриваемой катодИОI 

трубки. Это внутреннее сопротивление бывает обыкновенно очень 

6011ьшим в неско11ько сот тысяч омов. l<оэфициент D имеет обыкно

ll('ННо ве,1ичи11у ms:o;ю 0.1, з кр~·тиэва S tJывает равна. 01<0.10 01 l mA 
11,1 1 1 ·, 
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t79: КатодныА генератор. Если вкJiючит1, в 1iei11, сетки катод· 
IIOГO усилите.'!Я СИС1't;Му, состоящую Н:3 самоиндукции II е~1костн 

(рис .. 59), т. е. систему, способную с'овершат1, rзрмоннческие ко..1е· 
бания с не!(оторым со/Jстненньт периодом 

11 связаiь анодную щшь с цепью сетки индуктивно (при помощи 

трансформатора М), то мы получю1 приспособление, которое позво· 
.'!яет превраща1·ь постошшую эле.к.тродвижущую силу аккуму.,ято. 

ров, установленных в анодной цепи (рис. 59), в неременную элеl\· 

Рис. 59. Схема катодного rснtр,йора э:1ектричсских ко.1ебаннй. 

тродвнжущую си.1у системы (L, R., С), 1'. е, поэво.,яе·r подучать неза

тухающие эпентрические колебания. Этот так· называемый 1&аmод· 

н.ый zен.ератор э.11ентрических 1<011ебанни имеет в настоящее времи 

боJ1ьшое и разностороннее применение в радиотехнине и в J1абора· 
ториях. 

д.,я выяснения нринциnа, на котором основано действие э !'01·0 

генератора, мы рассмотрим схему рис. 59 и напишем ряд уравне

ний, вытекающих нз этой схемы. При э'Гом ч·rобы иЭJJишне не 

загромождать формул, ыы пока знаки Л при всех вели';!инах будеы 

опускать и введем их снова по окончании выкладок. 

1) Для силы то1.;а н трубке .мы уже ИМЕ'е:.1 уравнение: 

Ja '-'·= SE с-+- DSI:::a. 

2) Для с11сте~;ы (/., R., С) ~,ы должны натюнь такое. же ура· 
внение, какое мы уже шrса:1и раньше ддя rюдобных систем (216, 162) 
с тою одна~ю разниней, что теперь система нмt>ет 01·непшение 

ж·ж:~:· сюю~rндукциеН н емкостыо, а щном,· 1.:11:11,1 TOJ.:()JJ /
1 

11 J,
1 

11 
' • v 

-..; 
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са1юиндукцин и в емкости могут быть раз;1ичными. Приняв это во 

в1111\!ан1н~, :щ,1 напишем теперт,: 

1 
J_jl + R.Jl + Cz '-= U; .f2 С2· 

З) Разница в си;rах токов обеих rюловин сисrемы ([,, R, С) 

должна равняться си.1е 1·ока, уходящего в ответв,,енне, т. е. к 

анодной 1тастинне (пЕ'рвое правн.10 Кирхгофа): 

jll c=Jl /2. 

4) Примення второе !lравюю l(ирх1·офа к контуру анодной цепи 
н обходя этот нонтур через кондt:'Нсаtор, по.11учаем: 

5) Поступан та1шм же образом с нонтуром це.пи сетки, в ко

торой имеется тош,ко одна эдектродвиi!\-ущая снца инду1щни в 

трансформаторе М, имеем: 

Заметим, 4ТО во втором уравнении мы не приняли во внимание 

э:1ектродвижущую си,1у трансформатора, потому что сила тока в 

цепи сетки насто.1ько мала, что она не может оказыва·rь замет· 

1юrо влияния на систему (L, R, С). 

Из вышенаписанных пяти уравнений мы можем 011реде;rить ляп, 

неизвестных: 

Но нас интересует главным образом с1ыа тока J1. По извсСI· 
ному уже 11 мы можем затем, ес.ш это необходюю, опреде;1юь и 

все оста.11ьные ве,1ичины. 

Д.1я определения ве.1ичины J 1 мы можем поступить следующим 

образом. Сложны второе уравнение с четвертhlм II исключим таким 

образом е2 : 

о. 

Это уравнение мы МОГJШ nы получить и иепосредстаенно, при· 

меняя второе прави.10 Кирхгофа к т<0нтуру анодной пепи, но обходя 

'НОТ нонтур не через кондеf!сатор, 1,ак это мы де:1али, состав.:1яя 

!!етпертос уравнс1ше, а •1cpe:i са~101111дук~\111<) !, lf сопротн1менис R1 
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Из полученного уравнения опреде,,яем Еа, а из пятого уравнения 

определяем Е g и подставляем обе величины в первое уравнение: 

J O ( SM - DSI.) j 1 - DSRJ1 - DSR0J а· 

Величину Ja мы можем на основании третьего уравнения выра· 
зить через 11 и 11 и написать: . -

(1 + DSR0 ) J1 = - (SM - DSL) 11 + (1 + DSRa + DSR) J1. 

Приписав к этому второе уравнение, rrродиференцированное 

по времени: 

мы имеем возможность иск.r1ючить 12 (умножив пос11еднее уравне

ние на (1 + DSR0 ) и сложив оба уравнения вместе), и у нас 
остается диференциа:rьное уравнение для J 1: 

CL (1 DSR,) 11 (RC + RCDSRa + DS!. SM)l1 т + (l DSRa_+ DSR) 11 . О. 

Это линейное днференuиальное уравнение цторого порядка с 

постоянными козфициентам!4 и мы уже знаем (ер. 216,162), что оно 
решается при помощи ,·армqнических функций с затухающей ампли. 

тудой. Напоминаем читателю, что при наших вычислениях мы опу

скали значки д; теперь мы снова введем этот знак и напишем 

наше решение в 11иде: 

!:,.J1 ··=·' Ае -1ir cos (rot + q;). 

Это означает, что сила тока в системе (L. R, С) будет совср· 

шать гармонические колебания с затуханием око:ю некоторог6 
среднего значения 10; амптrитуду А этих I<ОдебаниА мы предпола

гаем насто.rrько ма;~ой, что участок характеристики (рис. бе) в 

пределах изменения ДJ1 мы можем считать за отрезок прямой линии. ,. 
Что касается величин ro и k, то мы можем определить их 

непосредственно из коэфициенто11 уравнений1 пользуясь результа

тами § 162. 
Если написать наще уравнение с сокращенными обозначениями 

.коафициентов 

'J.'O имеем: 

1 г R-=- ... : 
2 ' . 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ Ю),'1ЕБАНИЯ 
·-----·----~---·-----------

Здесь ю0 означает частоту ко;1ебаниt1 ripи отсутствии затухани_я, 
r. е. в том случае, если бы коэфициент при Нервой производной J 

1 
был бы равен нулю. 

Если мы теперь от сокращенных обозначений перейдем к 1tx 
значениям в вышенаписанном диференциальном уравнении, то полу

чим для частоты: 

____ DSR --·] 
1 ·· DSRa 

Как видим, частота эта несколько больше той, которая полу• 
•!ае·rся в изо,1ированной системе (L, R, С). Для логарифмического 
декремента затухания имеем: 

k = {· i [ 1 , cf<~~--=ьtk:) J 
Jlогарифмический декремент тоже nо;~учается несколько больше, 

чем в изолированной системе. Но зато теперь мы можем изменять 

затухание k, не изменяя самой сис·rемы (L, R, С), а изменяя только 
ее связь с цепью решетки, т. е. изменяя величину М. Соотве1'· 

ственным выбором связи М мы можем получить, несмотря на нали· 

чие .сопротивления R и Ra, :мектрические колебания с очень сла· 
бым затуханием. Но система с слабым затуханием собс·rвенных коле

баний может .служить очень чувствительным резон.аторо.и. с 

ярко 1:1ыраженным резонансом. Подобные резонансные усили·rели с 

так называемой обратндli связью М часто употребляются 1:1 радиQ· 
·1·ехню<е. 

Заметим, что уменьшение коэфициент!I :iатухания соо1"ве·гс1'вен• 
ным подбором ве:1нчины Л1 возможно тот,ко в том с:1учае1 ю)r·да 

катушки трансфор~1атора имею·r относительное расло;южение, r:-;o· 
торое мы приняли при расчете. Если же мы перек,1ючим одну 11:.1 

катушек трансформатора, то 1:1 пя1"ом уравнении у нас будет стоя·rь 

,так минус, а в выражении дт1 ведичины k произведение SM поду• 
чится со знаком п,1юс. При таких условиях мы никогда не достш· 

нем уменьшения затухания ниже нормального. Впрочем r1равидьнан 

установка катушек трансформатора ;1еrко находится непосредст11ен· 
иым опытом. 

Теперь предположим, что нам удалось подобрать такую свнэ1-1 
'!ТО затухание собственных колебаний системы оказалось равн.ьм1. 

нулю. Теоретически дЛЯ этого необходн~10, чтобы коэфициент 11µ11 



(-::::=__-=-..:;-:· ... · .::·:--:-:--::::--·:..=~-==---. _: ___ _;· .. ·-·--·-·..:. __ =:,:..=..:..:....:-=.:...·::.:.:.-_· ·_·-;-;:-=_: __ . ________ .· -- -. ··-.· 

254 ЭJJЕКТРНЧЕСКИЕ КОJ!ЕБАННЯ И ВО.111Ы 

первой производной J1 н диференциа:1ыюм уранненни бы.'r равен 

нуто, т. е. 11тобы 

.И=ЛI,-+--(--k+n1<,,·J CN. 
. . 

При этом ус:юнни наша система буде1· давать незатухающие 

з.1ектрические 1,олебания с частотою 000. Подобное расположение 

приборов часто употребляется в радиотехнике и называется J(amoд

HЬ/.J,t генераторо,н электрических колебаний. 

Само собою разумеется, что энергия получаемых таким образо~1 

электрических ко.ТJебаннй берется из анодной батареи аккумуляторов. 

Более подробные сведения об этом приборе, имеющие практи

ческое значение, чнтатель может найти н специат,ных книгах по 

радиотехни1<е. 

180, Распределение переменного тона по сечению проводннна. 

Если нам дан однородный проводник кругового сечения (прово· 

лока) и мы включим его в цепь постоянной электродвижущей силы 

(аккумуляторы), то мы получим пос'!'оянньtй ток; который буде·r 

распределен равномерно по всему значению проводника, т. е. 

плотность тока i будет во всех точках круговог.о сечения одана

,сова. Нечто иное мы получим, если включим тот же проводник в 

цепь переменного тока; при переменном токе плотность тока у 

1<раев сечения окажется больше, чем посередине, и чем больше частота 

переменного тока, тем это неравномерное распределение шютности 

·гоюl. по сечению оказывается сильнее. При обычном переменном 

токе в 50 периодов в секунду указанное явление мало заметно, но 

при бь1стро-переменных токах радиотехники неравномерное распреде· 

.~ение тока по сечению настолько сильно, что осевые части провод· 

Ников •.. почти совсем не участвуют в э/!ектропроводимости, а вес~, 

ток за1:1.имает только поверхностный с.1ой проводника толщиною в 

несколько тысячных мш1лиметра (это нвление часто обозначаетсн 

английским сJювом Skineffect; skin - означает 1-:ожа, и,1и повер.х· 

ностны.й слой.). Это явление обнаруживается между прочим в том 

обстоятельстве, что сопротивление проводника кажется больше, чем 

д;1я постоянного тока. Так как осевые части проводника не уча· 

ствуют в проведении тока, то ради эr,ономии в ыатериа.'!е иногда 

применяются проводники труб 11атые и:ш употребляют более деше• 

вую железную проно:юку, покрыван се снаружи тонким с:юем 

311е1<тролит11ческой меди. ._ 
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IIричина этого явления заключается в индукщюнном действии 
быстро-переменных токов. Можно до некоторой степени уяснить 
себе это н без расчета, ес,'lи представить себе данный проводник 
составленню,1 из целой снстемы тонких прово.1ок одинакового се
'!ения. Соnротив.1Iенне этих прово11ок будет одинаковое и они ока-
жутся в проводнике соединенными 

при постоянном токе в каждой 1в 

как бы пара.мельно. Ясно, что 

1 
п прово:rок будет 1пти --- всего 

fl 

электрического тока проводн11ка. Однако прн пере:.1енном токе сила 

тока обус:ювливается не только омовским сопротивлением, а так 
называемым l(ажущи"нся сопротивление)~, т. е. самоиндукцией и 

взаимной индукцией проводников. При переменном токе проявляется 
индуцирующее действие переменного магнитного поля; чем больше 

число перемен в секунду, тем это влияние магнитного по11я 
будеr больше. Ес.'lи мы применим это к тем п проволочкам, ис1 
1<0торых мы представили себе составленным проводник, то должны 

принять во внимание, что поток магнитной индукции, охватывающий 

осевую часть проводника, всегда будет болi,ше, чем поток индукции 
для крайних проволок, так как магнитное поле частью расположено 
внутри провода. Поэтому кажущееся сопротивление центральной 
части должно быть больше, а сила тока в осевой части должна 
быть меньше, чем в краевых частях проводника; а это и означает, 
что распредепение тока по сечению проводника до.т1жно быть неравно· 

мерное и неравномерность эта должна расти ю1есте с частотою пере• 
менного тока. 

При теоретическом подсчете этого явления мы будем исходиth 
из двух основных уравнений Маh:свелла, написав их в общей инте· 
гральной фор)rе, независящей от выбора системы координат: 

р (M·ds)=4тr J(i·dS). 

f (Е. ds). "'-· 
d ,.. 

- dt j (µM,dS). 

ЗамеJим, что llpн .круговом сечении проводника и полной одно· 
родностн его материаJiа как магнитное по.1е, так и распреде,'!ение 
11лопюсти тока будет иметь осевую cu . .JtJtempuю. Поэтому, пр11;<.1енин 
11ервую формулу, удобнее вct>ro пронзвестн лн11еНную интеграцию 
М · tis, обходн круговой контур радиуса. r с центром на оси се11е~нs1 
(рнс. 60); на все~~ .,ноы контуре величина М будет одна и та же 
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и направлена она будет вдоль окружности. Обходя всю окружность, 
мы получаем для. пинейноrо интеrрала М • 2 тtr. В то же время справа 
мы можем за элемент площади взятh тонкую кольцеобразную по· 

l 

j 

Рис. 60. Расчет цилиндриче· 
скоrо поля. 

лоску радиуса r и ширины dr. Тогда 

получим первое уравнеtIИе в виде: 
, 

М · 2 ттr = 4 тr \ i , 2 тrr · dr. 
' о 

Написав :~то уравнение для окруж· 

ностей радиусов r и (r + dr) и вычтя 
одно уравнение из дpyroro, получаем: 

(М ·f) r+d,-(M · r)r= 4тrir·dr. 

Но разность, стоящую в левоR части, 

можно представить так: 

i) 
'd,(M·t)·dr, 

а потому первое уравне.ниа Мамсsелла представится следующим 

образом: 

!-(М · r) = 41Тir. 
i)r 

Это уравнение мы моrли бы получить и непосредственна, если бы 
применили выражение для curlM в цилиндрических координатах и 

ввели бы осевую симметрию, т. е. предположили бы, что вс~ ве11и· 
чины зависят только от расстояния t, от оси поля (предлаrаем 
читателю сделать это 1 исходя из обших формул части 1, стр. 228, 164). 

Теперь применим второе уравнение Маисвелла к контуру, 

• составленному из .щзух прямых линий l (рис. 60), параю1е;~ьных оси 
поля и лежащих на расстоянии dr дру1· от друrа в радиальной 
(меридиональной) плоскости. Так как напряжение · э11ектрическоrо 
поля направлено вдоль l, то мы полу•1аем для .11инейноrо интеrрала 

по замкнутому контуру: 

дЕ 
(E·I) 

1 
· (E·l) ::;::::- -l·d1·. 

r .• р . r дr 

С друrой стороны, поток ма1·нитноn индукции сквозь площа.JJ.Ку 

l · dr равен (дли определения знака ер. рис. 60): 

-·· dN = µМl · dr, 
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а потому второе уравнение Маисвелла дает нам: 

дЕ . 
dr =µМ. 

Здесь мы можем выразить напряжение поля Е через силу тока 

и уде~ьную электропроводность а по общему закону Ома: 

i=aE. 

Итак мы получили два уравнения: 

1 д(Мr) . 
- --=4тri· 
.r дГ ' 

<ti . 
<tr=µa,M. 

Взяв от первого уравнения производную по r, можем исклю

чить i: 
i) [ 1 <t (М, r)l . - - =4тrµа·М. 

<tr r ;• ' 

Но мы можем также в~ять от первого уравнения производную 

по t и подставить в него М из второго уравнения; тоrда получаем 

диференциальное уравнение для плотности тока: 

_!_~(дir)-4 дi 
r дr <tr .....,,.. ттµа дt • 

Теперь мы предположим, что сила тока меняется со временем 

г.а;рмонически и, применяя метод комплексных решений, положим 

l = i,e/·"''· 

Здесь iг-амплитуда плотности тока-зависит только от r, потому 
что все поле имеет осевую симметрию. Подставляя это в получен

ное уравнение, имеем: 

1 д 'дi ' r дr (_ <t; r) -.} • 4ттµаю · i, = О. 

Разделим это уравнение на коэфициент при i, н введем сокра· 

щенное обозначение: 
4 ттµа(I) = т; 

rl. -J·m=x. 

Тогда наше уравнение принимает вид: 

1 <t~ (:; х) +iг=О. 
17 Э !! х е н n а п ъ д. Теороткчесыа.н фааш,а, ,i. У!. 
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Это уравнение представляет собою один из частных случаев. 

уравнений Бесселя и решается при помощи особых, так называе

мых бесселевых функций (первого рода и нулевого порядка). Д,;1я 

рассматриваемого уравнения функция Бесселя представится в виде 

бесконечного ряда та~,: 

ir=iolo(X)=io [ 1- (;;2+ (2~)2 ··- (2·:·66)2+ .. .J 
Но так как ве.11ичина х у 

на два ряда: 

[ 
m2ri 

ir=io (1---(2,4)2 

нас мнимая, то ряд этот распадаетсн 

Таким образом мы получили для амnл.11туды плотности тока 

комп.r1ексное выражение вида: 

ir= i0 (а+ bj), 

причем величины а и Ь зависят от т и r, т. е. от материала про-

волоки (µ, а), от частоты переменного тока ro и от расстояния г 

рассматриваемой точки от оси проводника. Из формул видно, что 

величина l
0 

представ.11яет собою амплитуду плотности тока на са

мой оси (r= О). Комплексное выражение для амплитуды означае·r,. 

что между токами на оси и токами на расстоянии r от оси имеетсsr 
разность фаз, определяемая форму.110ю: 

h 
tgqi=-. 

а 

Абсоаютная же величина амплитуды равна: 

io Va 11 +h'=ioC, 

Для всех этих величин: а, Ь, с имеются таблицы, которые дают 

возможность начертить кривую распределения плотности' тока в 

зависимости от расстояния r от оси проводника (рис. 61). 
В нашу формулу входит величина плотности тока i0 на оси 

проводника. Эта величина в большинстве случаев не дается непо

средственно; но если мы путем измерения определили среднюю силу 
тока всего сечения im, то можем по ней вычислить и i0• Это можно· 

сделать аналитически, но гораздо проще произвести этот расчет 

графически. Если материальные постоянные проводника µа нам

известны и частота ro дана, то мы можем начертить кривую iг рас·· 

-··-'"·· .. ··=· ==~-============== 
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пределения плотности тока в каком-либо масштабе при i0 = 1, и 

по этой кривой (при помощи например планиметра) определить 

отношение im: i0• Разделяя амплитуду внешне'4 ::тектродвижущей 

си11ы на а~шлитуду средней плотнос-ти тока и на величину сечения 

проводника S, получаем кажущееся сопротивление проводника для 

переменного тока данной частоты: 

Часто интересуются не кажущим

ся. сопротивлением, а так называе

мым эффективным сопротивлением, 

определяемым не по закону Ома, 

а по закону Джоуля. Если напи

сать выражение для количества вы

деляемой переменным током теплоты 

в форме 

R 12 =, W 

Рис. 61. Неравномерное рас
пределение тока по сечению 

цилиндрического проводника. 
,~ е ' 

то множитель при квадрате эффективной сшш тока Je и буде~ 

называться эффективным сопротивлением. Эта формула верна ко

нечно и для постоянного тока, тем не менее величины Re для 
постоянного и переменного токов различны. Так например для мед

ной проволоки: JJ. = 1; , = 0,0006; мы имеем при радиусе прово

;юки равным 1 сантиметру следующие соотношения: 

Частота переменного тока . • 
Отношение плотностей тока .на оси и· 

на периферии 

Отношение эффективных сопротивлений 

50. 800. 

0,93. 0,087. 
1,03. 2,39. 

Неравномерное распределение тока по сечению оказывает мин

ние не только на величину кажущегося и эффективного сопротн

в,1ения, но также и на величину самоиндукции проводника. Дей

ствительно, если токи расходятся от оси к периферии, то магнитное 

поле внутри проводника должно уменьшиться. Обыкновенно под 

эффективной величиной коэфициента самоиндукции понимают коэ

фициент при квадрате сиды тока в выражении для маrншноt! энергии: 

1 2--2- Le J е- Тт. 
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Это определение совпадает с определением L для постоянного 
тока, но величины L

8 
и L оказываются по вышеуказанной причине 

различными. Для того же п·римера, как и выше, мы имеем на сан

тиметры длины: 

частота переменного тока 

разность самоиндукций L -- Le 
50. 800. 

0,0063. 0,267. 

Для того чтобы уменьшить по возможности влияние неравно

мерного распределения· тока по сечению, часто употребляют про

вода, составленные из тонких изолированных (эмалированных 

проволок, сплетенных друг с другом так,' чтобы одна и та же 
проволочка проходила в разных местах провода на различных рас

стояниях от оси. 

Если проволока наматывается в виде !j:атушки, то распределение 

тока по сечению проводника делается несимметричным; б6льшая 

плотность тока получается в тех местах сечения, которые ближе к 

оси катушки (там, где магнитное поле сильнее). В этом случае 

избегают неже.,ательноrо влияния неравномерного распределения 

тока по сечению, производя обмотку то по внутренним слоям 

катушки, то по наружным слоям. 

В заключение прибавим, что при быстро-переменных токах рас

пределение заряда на обкладках конденсаторов тоже делается 

неравномерным. Однако это явление в большинстве случаев имеет 

второстепенное значение. 

При большой частоте, как мы уже сказали, ток распреде,1яется 

главным образом вблизи поверхности проводника. Этот случай мы 

уже имели в виду, когда вычисляли коэфициент самоиндукции при 

поверхностf!ых токах (124, 125). Кроме того . при очень тонком 

слое электрических токов мы можем пренебречь кривизною про

водника и рассматривать его поверхность как плоскую. Этот слу

чай мы рассмотрим подробно при исследовании волн в проводниках 

(285, 207). 
11. ВОЛНЫ ВДОЛЬ ПРОВОЛОК 

181. Формупы вопнообразноrо движения. За основную форму 

11:олебательных движений мы приняли гармоническое колебание, 

выражаемое формулами: 

А cos (wt); В sin (wt). 
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Все остальные периодические движения любой формы мы можем 

себе представить составленными из гармонических колебаний; в 

этом и заключается знаменитая теорема Фурье (ч. II, 150, 85). 
Аналогичным образом мы примем теперь за основную форму 

волнообразного движения гар.мон.ичес~ую волн.у, формулу для ко

торой мы можем получить, исходя из следующих простых соображений. 

Положим, что в какой-Jшбо точке О линии ОХ происходит 

1·армоническое колебание. Под к011ебанием мы будем понимать не 

только периодические перемещения материальной точки, ~о вообще 

изменение со временем какой-либо скаларной или векторной вели

чины; это могут быть изменения потенциала, напряжения поля 

и т. п. Это ко11ебание может распространяться по линии ОХ, и в 

какой-либо другой точке Р, отстоящей от точки О на расстоянии х, 

~1ы получим опять гармонические колебания, только нес~олжо 

позже. Если обозначить время запаздывания через t!, то колебания 
в точке Р будут 13ыражаться формулою: 

у=А cos ю (t-t1
). 

Время запаздывания мы можем выразить через расстояние х и 

скорость с распространения колебаний вдоль ОХ: 

t'=~. 
с 

Тогда для ко.,ебании в точке Р мы по,,учим формулу: 

у= А cbs ю ( t- : ) . 

Эта формула применима к любой точке Р и называется фор

мулой гармон.ичес~ой волны. Если возьмем какой-либо момент 

времени t1, то состояние всех точе~ линии может быть выражено 

формулою: 

Эта формула дает нам зависимость у1 от х и изображает фор

мулу волны в рассматриваемый момент времени. Для какого-нибудь. 

другого момента времени t2 мы получим: 

у2 А cos ю ( t2 - }) • 
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Сравнивая обе эти формулы, мы видим, что форма волны не 
/ 

иэмени.11ась, но вся волна без изменения своей формы передвину-

дась по оси ОХ на· расстояние 

х' = Ct2 --- t1) с. 

Действите,11ьно, если мы в выражение для у2 подставим вместо х 
новое его значение х + х', то получим: 

Таким образом рассматриваемая нами волна распространяется 

вдоль ОХ, сохраняя свою форму. Нужно однако заметить, что это 

не всегда так бывает. Про гармонические во,qны мы можем сказать, 

что форма волны сохраняется во всех случаях, в которых скорость 

распространения с не зависит от величины у, а так как мы только 

·rакие случаи и будем рассматривать здесь, то мы можем сказать, 

что гармонические волны распространяются с сохран.ен.ие.м фор.мы. 

Однако если скорость распространения с зависит от частоты коле

бания ш, то для гармонических волн различной частоты мы можем 

получить и скорости распространения различные; поэтому ecл.J-i 

рассматриваемая нами волна более общего характера составлена 

(по Фурье) из нескольких гармонических волн различной :астоты, 

то хотя каждая гармоническая волна в отдельности и сохраняет 

свою форму, тем не менее волны различной частоты, распростра

няясь с различными скоростями, в сумме своей составят волну 

из.меняющейся фор.мы. Такие случаи действительно наблюдаются 

в длинных телеграфных линиях. 

Из вышенаписанных формул мы видим, что амnлuтуда и ча

апота колебаний всех точек линии ОХ одна и та же; только 

ко.r1ебания их отличаются по фазе, и разность фаз колебаний двух 

·rочек, отстоящих друг от друга на расстоянии х', равна 

Расстояние между точками, для которых разность фаз колеба

ний равна 2тт, называется длиною воJiны и обозначается обыкно

венно через }., Если мы примем во внимание соотношение между 

•1астотою колебаний ш и периодом колебаний т, то найдем соотношения: 

оо= 2 тт: 2тт=оо~ 2 тт). А=-с,. 
-: ' с 't с 

волны вдоль пРоволоk 

Итак длина волны представляет собою то расстояние, пройдя 

~<оторое мы опять встречаем те же значения у (это есть период 

функции по отношению к переменной х, подобно тому как т есть 

11ериод той же функции по отношению к переменной t); в то же 

..:амое время длину волны можно определить как расстояние, прой

ценное волною за полный период колебаний •. 
Мы введем еще обозначение: 

2тт 
m=т· 

Эта величина имеет некоторую аналогию с величиною 

2 тt 
11) 

Частота ш равна чис,qу периодов, заключающихся во времени 

'2 п секунд, тогда как величина т равна числу волн, укладываю

.щихся на длине в 2тт сантиметров. Отношение между этими двумя 

..вt" .. 1ичинами равно скорости распространения волн: 

(1) ). 

=-=С. 
т 't 

Введя это обозначение, мы получаем для формулы волны: 

y=Acosш(t :)=Acos(шt тх). 

182. Стоячие волны. Рассмотрим две гармонических· волны оди
наковоlt амплитуды и частоты, но распространяющиеся в противо· 

положные стороны. Одна из волн распространяется вдоль оси 

+ ОХ, имеет скорость + с и будет изображаться формулою: 
у+ А cos (шt- тх), 

тогда как другая распространяется 110 направлению -- ОХ, имеет 

скорость - с и будет выражаться формулою: 

y_=Acos(шt тх). 

Обе волны вместе дают колебания, выражающиеся суммой: 

у= А cos (oot-mx) +А cos (шt+ тх)= 2А cos (mx) ,cos (шt). 

В результате мы получили во всех точках линии ОХ гармонн· 

ческие колебания одного и того же периода и один.а1.овой фазы, 
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но амплитуда колебаний в различных точках различна. В некото -
рых точках, для которых 

cos(mx)= 1, 

мы получаем наибольшую амплитуду 2А, между тем как для 

точек, где 

cos (тх)=О, 

эта амплитуда равна нулю. Первые точки называются пучностями, 

а вторые называются узлами волны. Узлы отстоят друг от друга 

на полволн.ы и пучности тоже распольжены друг от друга на 

расстоянии полуволны, между тем как каждый узел отстоит от 

ближайших пучностей на расстоянии, равном одной четверти 

волны. 

Узлы и пучности остаются все время на своих местах, а по

тому и все это явление в отличие от проходящеа волн.ы, рассмо
тренной нами в предыдущем параграфе, называется стоячеа волн.оа. 

Явления проходящих и стоячих волн хорошо известны из общего 

курса физики, а потому мы можем не останавливаться на нем 

дольше. 

183. Затухание волн. Нам уже неоднократно встречались гар

монические колебания с постепенно убывающей амплитудой и мы 

считали достаточным изучить более подробно свойства колебаний, 

убывающих во времени по экспоненциальному закону: 

у= Ae-kt cos ( rot). 

Аналогично с этим нам встретятся в дальнейшем и во11ны, 

амплитуда которых убывает со временем по тому же закону. Фор

мула подобных гармонических волн будет иметь вид: 

у= Ае - kt cos ro ( t - : ) . 

В этой формуле затухание изображено как функция времени. 

Но мы можем заменить 

t=x 
с 

и тогда получим затухание как функцию пройденного пути х. 

Часто явление затухания волн, т. е. уменьшение их амплитуды, 

вследствие того, что волны теряют часть своей энергии в пути, 
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~азывается поглощением волн., а коэфициент при х в степени е 

называют де,сре.мен.том поглощения. Соотношение между декре

ментом во времени и декрементом в пути выразится так: 

k 
h=-. 

с 

Впрочем не надо упускать из виду, что затухание во времен.и 

может происходить от двух совершенно разных причин. Во-первых, 

данное нам колебание может быть уже затухающим во времени; а 

когда это затухающее само по себе колебание распространяется в 

виде волны, то оно может кроме того терять свою энергию и на 

своем пути вследствие поглощения энергии, превращения ее в те

плоту и т. п. В настоящее время, когда мы имеем возможность 

получать незатухающие электрические колебания, нам уже нет 

необходимости осложнять нашу теорию и рассматривать распро

странение колебаний с дан.н.ы.м затуханием, и мы можем ограни

чить наше исследование теми случаями, когда уменьшение ампли

туды электрических волн происходит только вследtтвие поглощения 

их энергии н.а пути, в самых проволоках, по которым распростра

няются волны. Тем не менее иногда бывает удобно и это погло

щение волн в пути выражать как функцию времени. 

Само собою разумеется, что не только проходящие, но также 

и стоячие волны могут затухать со временем, потому что стоячая 

волна представляет собою сумму двух проходящих волн, распро

страняющихся в противоположные стороны. 

,184. Телеграфное уравнение. Мы представим себе телеграфную 

линию схематически в виде двух параллельных проводов (рис. 62) 
и рассмотрим элемент длины этой линии dx. Обозначим сопро~ 

тивление единицы длин.ы (двойного) провода через R, а силу тока 

в нем через J; тогда падение потенциала на сопротивление будет 

равно RJ. dx. Кроме того при переменном токе нужно принять во 

внимание разность потенциалов, обусловленную самоиндукцией про

вода. Обозначим коэфициент самоиндукции единицы длин.ы провода 

через L; тогда падение потенциала на д.~ин е dx, обусловленное· 

явлением самоиндукции, будет равно Li, dx. Таким образом ПОЛ/"!Ое 
падение потенциала V на длине dx провода выразится формулою: 

--- dV=(RJ +U)·dx. 

Далее на длине dx будет уменьшаться не только потенциал V, 
110 также и сила тока J и притом от двух причин: во-первых 
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может происходить утеч;са вследствие несовершенной изоляции 

между проводами и кроме того при переменном токе часть элек

тричества будет уходить на зарядку и разрядку проводов. Обозна

,qив через О электропроводность среды между проводами на единицу 

цлины провода, мы можем утечку выразить формулою О V • dx. За

ряды на поверхности проводов при их взаимной е:.1кости (тоже на 

единицу длины) С будут равны CV · dx, а сила тока, ответвляющаяся 
от проводов и идущая на эту зарядку, будет выражаться формулою 

CV·dx. Итак полное ответвление то1<а на длине dx двойного про
ьода будет равно: 

dJ=(OV + CV)·dX. 

я L J-dJ 
....-о-----

i I V- ciV 

-------1-------------о---1с-----· ' ,:,. 
------dx -----,...; 

Рис. 62. Схема провода с самоиндукц!;!ей, сопротивлением, емкость;о 
и утечкои. 

Мы получили таким образом два уравнения: 

дV . 
·-· дX=RJ+LJ; 

иа которых мы можем исключить либо J либо V. Если мы первое 
уравнение nродиференцируем по х и подставим в него J из второго 
уравнения, то получим для потенциалов диференциальное ура-

1тение: 

Но мы можем продиференцировать второе уравнение по х и 

подставить в него V из первого уравнения, тогда получаем для 

силы тока уравнение: 

д
3

l =ORI+(aL+CR)j+cLi 
дх2 

Оба полученных уравнения имеют одну и ту же форму и ре

шаются одинаковыми функциями. В математике уравнения такого 
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вида носят название телеграфных уравнепий, потому что реше

.ние их получило бо.1ьшое практическое значение в те;1еrрафии. 

185, Интегрирование телеграфного уравнения. Мы не будем 

излагать здесь способы интегрирования телеграфного уравнения в 

QбщеА форме, а выде.11им то.11ько те с.1учаи, которые имеют наиболь

шее значение для практики. Прежде всего мы можем несколько 

упростить это уравнение, приняв во внимание, что утечка между 

проводами бывает обыкновенно ничтожна и можем nо.rюжить О= О. 

Тогда мы получим: 

-- дV =RJ+Li; -- дl =С д V 
дХ оХ дt , 

Последнее из этих уравнений дает нам возможность положить 

1= 

и таким образом свести задачу к определению одной только функ

ции W, по которой мы затем простым диференцированием можем 

получить и V и J. Для этой функции W мы по,1учаем опя1ъ теле
rрафное уравнение: 

o2W . .. 
-- =-, RCW + LCW. 
;)х2 

Имея в виду, что вследствие сопротивления R волны вдоль 

провода должны со временем затухать ( ер. 21 7, 162), мы зада -
димся для решения этого уравнения функцией вида: 

Однако в рассматриваемом случае величина U уже не будет 

функцией одного только времени, как это было у нас при 

исследовании затухающих колебаний, а будет также зависет~. и 

от х. Составив производные по времени: 

w = - kUe-11t iJг111, 

lf'= + k'Jиe-111 - 2kue-kt + йг111 , 

подставляем это в телеграфное уравнение и по.1учаем уравнение 

для U: 

_1_ д2U =-- k2U й 
LC ;)х2 · 
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Мы предположим, что И есть гармоническая функция времени. 

,и зададимся решением: 

И A'cos((l)t ,;)·Их, 

в котором И.1: зависит то.'Iько от х. Тогда д.'Iя функции Их у нас. 

получится уравнение [после подстановки и сокращения на 

A'cos(mt f)]: 

LC (k2 + ю2) •Их= - т2Uх. 

Подобное диференциальное уравнение нам уже неоднократно· 

встреча,туось при изучении колебаний, с тою только разницей, что 

там мы име,'1И функции времени, а здесь имеем функцию коорди

ttаты х. Мы можем сдедовательно написать решение зтого уравне

ния в виде: 

Их В' cos (тх а). 

Итак на основании всех предыдущих вычислений мы можем. 

представить один из частных интегралов телеграфного уравнения 

в виде: 

W=.г11t А' cos ((l)t+ f)·B' cos (тх + а) 

или, введя другие постоянные интеграции, можем написать: 

W= г11t (А11 cos (rot) + 8 11 sin (rot)] [aco.s (тх) + Ь sin (,nx)J. 

Наконец, приняв во внимание, что наше уравнение линейное, 

мы можем• написать общий интеграл нашего уравнения в виде 

суммы подобных частных интегралов: 

W = ~ W(A", В", а, Ь), 

причем входящие в эту сумму постоянные интеграции опреде

ляются добавочными данными: начальными значениями функций 

nри t = О и значениями их на границах провода. I<ак известно. 

диференциа.'Jьные уравнения с частными производными, к кото

рым принад.11ежит и тмеграфное уравнение, в отличие от обыкно-
\ 

венных диференциальных уравнений допускают начальные и погра· 

J-J ичные условия с бесконечным числом постоянных А, В. а, Ь. 

Нетрудно заметить, что полученный нами интеграл телеграфного 

уравнения имеет форму, представляющую собою целую систему 
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.(}mоячих волн. Но всякое произведение косинусов и синусов 

например: 

2А cos ((l)t),cos (тх) =А cos ((l)f- тх) А cos (юt + тх}, 

2А sin ((l)t),sin (тх) =А cos (wt- тх) -А cos ((l)t + тх), 

2Asin (rot)·cos(mx)=Asiп (wt mx)+Asin (rot+mx), 
-2Acos(wt),sin (тх} Asin ((l)t-mx)--Asin (юt тх}, 

NЫ можем представить в виде двух проходящих волн, распростра

няющихся в противоположные стороны. Пользуясь зтим замечанием, 

мы можем представить функцию W таким образом: 

w = г11t [ А cos ( (l)f- тх + а) в cos ( (l)f + тх + ~)], 
:где А, В, а, ~ служат постоянными интеграции. 

В соответствии с этим и общий интеграл будет представлять 

.собою не систему стоячих волн, а систему проходящих во,,н. 

Иногда такая форма удобнее. 

Приведенные в этом параграфе общие рассуждения сде.11аются 

гораздо нагляднее в применениях к различным частным случаям. 

186. Проходящая гармоническая воJ1на. В предыдущем параграфе 

( стр. 265) мы по.1учили (после исключения фактора затухания 

.волн) следующее уравнение: 

д2U " 
~xi = (- k2U + И) LC. 

Положим, что в начале рассматриваемой линии действует гар

монически переменная электродвижущая сила (динамомашин;~., теле

фон). Если линия очень д;шнна и отражения вол~ от ее конца уже 

настолько затухли, что их можно не принимать в_о внимание, то 

. мы получим волну, распространяющуюся толжо в одну сторону, 

.и можем принять решение в форме одной проходяще/1. волны: 

И=Асоsю ( t- :J. 
Возьмем вторые производные от этого выражения по коорди· 

нате х и по времени t: 
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Подставляя эти выражения в диференциальное уравнение и, 

еокращая на И, получаем: 

(k2 + (о2) LC, 

откуда можем опреде.1ить скорость распространения во.,н: 

• 1 ( k2 
Cз=VLC ro• 

Заметим, что при составлении основного те.т~еграфного уравне. 

ния мы предполагали, что все величины, в него входящие, выражены в 

одних и тех же единицах. Если же мы будем выражать самоиндук· 

цию L в э.т~ектромагнитных единицах, а емкость С-в электростати-

ческих единицах [как это мы делали при состав11ении основных уравне

ний Маl(свелла (161, 1З4)], то у нас под корнем появится множите.% 

с2=(3·101О)2, 

и тогда д,1я скорости распространения волн мы должны будем 

написать: 

Мы видим из этого, что скорость распространения волн вдоль 

проволок зависит от частоты Ф этих волн. Но если сопротивление 

проволок настолько мало, что можно пренебречь величиною k2 по 
сравнению с ro2, то скорость распространения с1 делается незави· 

симой от частоты и равной 
с 

C1=r=· V LC 

Напоминаем читате.т~ю, что дJIЯ тех случаев, когда магнитным 

полем внутри проводника можно пренебречь, мы получили соотно

шение (145, 124; 149, 126): 
LC=sµ, 

а в таком случае скорость распространения волн вдоль проволок 

оказывается равной 
с 

Veµ' 

т. е. равной скорости распространения электромагнитных волн 

в среде (без прово.т~ок) с диэлектрической постоянной е и с маг-
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нитной постоянной µ. Мы получи.т~и таким образом уже известныН 

нам закон Маl(свелла (167, 137). Этот результат показывает нам 

что в тех случаях, когда энергия поля внутри проводов ничтожн,t 

по сравнению с наружной энергией, скорость распространени~, 

волн можно считать независимой от свойств самих проводов. Про -
вода в этих случаях оказывают только направляющее действие н;; 

распространение электромагнитного поля (провода играют рот 

рельс, по которым катится энергия). . 
Это замечание позволяет нам в некоторых случаях упростить 

расчеты. Так например при исследовании электромагнитных свойстR 

жидкостей часто погружают в них прово,1оки и исследуют распро

странение волн вдоль этих проволок. Таким путем реализуются условия 

nлoCl(UX волн, т. е. эдектромаrнитных волн простейшей формы; бе::~ 

направляющего действия проволок волна получилась бы расходя

щаяся. Эти случаи можно рассчитывать по формулам плоской волны 

в пространстве (см. ниже). Если среда, в которую погружены про

волоки, обладает заметною электропроводностью, то в составленных 

нами уравнениях уже нельзя пренебречь величиною О (266, 184); 
зато в большинстве случаев можно пренебречь величиною R по 
сравнению с О, и у нас получится затухание во,1н не потому, что 

проволоки, вдоль которых они распространяются, обладают сопро-

тивлением R, а по той причине, что среда, окружающая проволоки .. 
обладает заметною электропроводностью. Мы предлагаем читателю 

самому распространить вычисления, приведенные в параграфе 184,. 
и на те случаи, когда имеют значения оба коэфициента R и О,. 

а при изучении распространения волн в пространстве (без проволоk 

или когда проволоки оказывают только направ,1яющее действие) мы 

вернемся к тому случаю, когда пространство или среда, в котороfl 

распространяются волны, обладает заметной злектропроводностью. 

Как увидим, электропроводность среды обусловливает поглощение· 

волн и отчасти оказывает влияние на с1,:орость их распространения, 

аналогично с тем, что мы получили в этом параграфе. 

187. Применение к телефонным проводам. При передаче звуков 

и речи по телефонным проводам мы имеем один из случаев рас

пространения электрических волн вдоль проволок. Микрофон, на 

пластинку которого попадают звуки, превращает звуковые колеба · 
ния в электрические колебания; эти электрические колебания рас

пространяются в виде электромагнитных волн по проволокам 11 

в приемном телефоне снова превращаются в звуковые колебания . 
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Но звуки нашей речи состоят из колебаний весьма ра&1ичных 

частот, причем каждая гласная характеризуется определенным 

соотношением между амплитудами содержащихся в ней колебаний; 

если это соотношение при передаче изменится, то и характер самой 

гласной (тембр) может измениться настолько, что речь сделается 

неясной. Мы предположим, что микрофон и телефон уже так 

устроены, что они почти не искажают речи, и наша задача состоит 

только в том, чтобы выяснить условия, которые должны быть 

соблюдены в проводах между микрофоном "' и телефоном, чтобы 
соотношения между амплитудами колебаний различных частот оста

.вались неизменными. 

Для исследования этоrо вопроса мы до;1жны обратить внимание 

,на тот фактор в решении телеrрафноrо уравнения, который опре· 

деляет изменение амплитуды колебаний или их затухание. У нас 

. это затухание представлено как функция времени e-kt, но мы 

.можем представить ero и как функцию проttденного волною пути х, 
\Приняв во внимание скорость распространения волны: 

1R 
k=--. 

2 L 

Подставляя это в показатет, фактора затухания kt, мы получаем 

х R ;·с (k2 
) f k·i=k-=-11 2 +1 ·Х. 

с1 2с JI (1) 

Из этой формулы мы видим, что для передачи речи без иска

·жения необходимо, чтобы поглощение не зависело от частоты, т. е, 

чтобы величина 
k 1 R 
-== 
ro Lш 

была мала по сравнению с единицей. Это условие не трудно соб· 

люсти, потому что частота (1) звуковых колебаний человеческой 

речи довоnьно велика. 

Опыты показали, что д.,1я ясной передачи речи в особенности 

важны частоты от 800 до 1 200 колебаний в секуНду, что соответ

ствует циклической частоте (1) .от 5 ООО до 7 500; кроме того и 

-сопротивление проводов R обыкновенно незначительно около 

0,0001 ома на сантиметр длины провода. Если же мы можем пре· 
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/ k \ 2 
небречь ве:1ичиною \ 00 } по сравнению с единицею, то у нас и 

скорость распространения волн и затухание их делаются независи

:.1ыми от частоты колебаний: 

t 

Cl =v[C; 
R :"'ё

kt= l/ -·Х. 
2с · L 

Но одного этого условия еще не достаточно для тоrо, чтобЬI 
можно бы,'Iо передавать разговорную речь на большие расстояния; 

желательно вообще уменьшить по возможности затухание, и наша 

формула показывает, что если нельзя уменьшить сопротивление 
провода R (это удорожит провод) и нельзя уменьшить емкость 

(емкость по необходимосtи ве.r~ика в тел1сфонных l(аоелях), то надо 

увеличить самоиндукцию L провода. На это обстоятельство впер

вые указал Гевисайд (О. Heaviside), а технически это было реали• 

зовано впервые Пупином (Т. М. Pupin, 1900). Для увеличения 

самоиндукции провода Пупин включил в провод целый ряд ка,у· 

шек самоиндукции, распо.,юженных на известном расстоянии друr 

от друга; такое расположение заменяет собою равномерное распре

деление самоиндукции r10 всему проводу. Введение самоиндукции 

по способу Пупин.а действительно увеличило расстояние, на кото

рое оказалась возможною телефонная передача, во мноrо раз. 

Несколько позже Краруп предложил другой способ увеличения 

самоиндукции линии, а именно - покрытием каждого провода 

железным слоем. Часто телефонные линии с ИСКУССТвенно _увеличен. 

ною самоиндукцией называются пупин.изирован.н.ыми. 

188. Те.пеrрафный провод. Работа телеграфного провода отли· 

чается от телефонного тем, что пр~ телеграфировании употреб· 

ляются не синусообраэные во1шы, а резко ограниченные электро· 

магнитные moл'tl(U, и д.r~я успешного и возможно · быстрого 
телеграфирования необходимо, чтобы резкость этих толчков сохра, 

нялась по всей длине линии. К сожалению размеры этой книrи не 

позволяют нам из.т~ожить здесь теорию распространения по прово

локам электромагнитных толчков, и мы принуждены ограничиться 

сообщением резу.т1ьтатов этой теории. Теория и опыт в согласии 

друr с друrом показывают, что электромагнитные толчки распро· 

страняются по проводам со скоростью, которая в первом прибли· 

женин тоже может быт~, выражена формулою: 

с 

'
1 =vLc· 

,~ 9 4, е и в r,.11 • ц, 1'оо~тичеокг.s фааик~, ч. YI. 
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Амплитуда то,1чка по мере его распространения 

уменьшается, и это уменьшение можно в первом 

выразить множите!те~1: 

BДOJib JIИНИИ 

приближении 

Однако обе эrи формулы применимы только в первом nрибJ1иже

жеиии, потому что оrдельные части электромагнитного толчка имеют 

различные С1'орости и различн.ое затухание, в резут.,rате че1·0 

реэки!t в нача.1е линии тол•rок при да,,ьнеНшем движении по про

RОду расплывается (рис. 63), и у него образуется сзади все бо11ее 

и более удлиняющиt!ся хвост. Это явление бы.10 замечено уже 

давно при телеграфировании по t1одводным телеrрафю,~м кабелям. 

Y1tлыt.:u Tn.-ttcnli дa.ri первую теорию этого явления и показал, что 

Рис. 63. Деформация нот1ы при движении по проводу. 

толчки расплываются тем больше, чем больше сопротив:1ение II 

емкость всего упоrребляемоrо д;1я телеграфирования кабеJ1я. Чем 

больше расш1ывание то,~чков в кабеJ1е, тем реже приходится пус

кать эти то,~чки друг за другом, чтобы соседние толчки не с:шва· 

лись друг с другом у приемиоrо аппарата. Конечно при этом ско

рость передачи депеши. уменьшается. 

189. Отражение волн. Теперь мы рассмотрим более. общий слу
чаn, коrда ло проводу идут в противоположных направлениях две 

rармонических волны одинаковой час1·оты w, но раз.1ичных ампш~туд. 
Д.1я большей наглядности рассуждений мы пока оставим фактор 
затухания e-kt без внимания и напишем интеграл телеrрафно1·п 
уравнения в виде: 

W=A cos(шt·-mx) + Bcos(шt тх). 

Соответственно с этим потенциал V II си.1а тока J будут выра • 
жаться тан: 

V= а W =Am,sin (oot-·- тх)- - Вт ,sin ((l)t тх), · 
dX · 
iHF 

J = ·· С дТ CAro ,siп (ыt .... тх) .:. CBw. sit1 (rot + тх). 
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Приыеним эти формулы к раз.1ичиым случаям. 

1) Если отражения не происходит (и.111 оно неза~1ет110 ), то мы 

можем положить В= О и получаем: 

V=Am,sin (fl)f-mx), 
J =CAro,sin(oot- тх). 

Это - с.1учай проходящих во11н, уже рассмотренный на:.tи !1 na· 
раrрафе 186. Здесь мы добавим только замечание, что разность 

11отенциалов V и сила тока J имеют один.а1еовые фа.1ы, а отно

шение :.1ежду их амплитудами равно: 

Vo: : l,- с/с·-·~ J· С· 
2) Положим, что конец Р провода изолирован; это означае-r, 

что д.11я наших рас•rетов мы иыеем добавочное (так называе!l!Ое 

пограничное) ус;ювие Jp О. Д,1я упрощения формул мы може:\1 

перенести нача,10 координат в э.rУ точку и, положив х = О, напи· 

сать для Vp и lp форму,1ы: 
Vp=Am,sin ((l)t) -Вт -sin ((J)t), 

J Р =СА(!), sin ((l)t) СВю · sin (tot) О. 

Из последнего уравнения вытекает, что амплитудьl силы тока 

в волне, приходящей к точке Р, и в отраженной волне равны и 

нро·rивоположны В= -- А. В то же самое время раэftоС1'Ь потен

циалов межлу проводами V колеблется с двоt!ной амплитудой 2Ат. 

Ес;ш мы подставим по11ученные из этого усдовия соотношения 

между амплитудами в форму.1ы д11я потенциалов и для сил токов 

в проводах, то получим; 

V === Ат [sin ( шt - тх) + sin ( шt + тх)] = 2Ат · sin ( шt) · cos ( тх), 
J =CA(I) [sin (wt-mx)- sin (шt тх)] =2CA(J)•cos (oot) ,sin (тх). 

Эти формуды означают, ч1·0 вдо11ь проволок образовались стоs,.· 

чие волны. Разность потенциалов имеет на конце (х О) пуч

ность, а сила то,са имеет на конце узел, а затем уз..~ы сдедуют 

через каждые по;1волны. Наблюдая потенциа,1ы или силы токов 

каким-либо измерительным прибором в раздичных точках провода, 

мы можем определить длину волны ). исследуемых электромагнитных 
колебаний. Ес,1и затухание волн не веJJико, а скорость распростра

нения волн нам известна и;ш вычислена по формуле 

с 211' 
Cl =VLC;' ). С1 Т=а ql-;;' 
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1·0 110 ию1еренной д.'!ине во.1н мы можем вычис:шть и частоты <u 

эдектрических кодебаний. 

3) Если концы обеих прово.rrок (мы всегда предполагаем, что 

провод состоит из двух одинаковых прово.11ок. В дабораторных 

опытах обе проволоки натягивают параллельно друг другу) соеди· 
нены друг с другом корот~о (мостиком малого сопротивления), то 

мы имеем другое добавочное условие: 

Vp=O, 

и рассуждения, совершенно анадоrичные предыдущим, дают нам 

в этом случае для а'Мплитуд падающей и отраженной волны соот

ношение В=+ А. Как и в предыдущем cJiyчae, мы поJiучаем 

стоячие волны 

V = 2Ат · cos ( <ut) • sin (тх), 
J = 2CAro, sin ( rot) • cos (тх), 

с тем однако раЭJiичием, что у коротко замкнутого конца линии 

(х = О) мы имеем теперь узел для потенциалов V и nу'tн.ость для 
силы тока J. 

Полезно заметить себе, что в проходящей волне фазы потен· 

циалов V и сиды тока J одинаковы; мы можем сказать, что волны 
потенциадов и силы тока идут все время вместе. Между тем 

в стоячих волнах потенциалы и силы токов имеют разность фаз 

в 90°; если где-нибудь потенциал имеет максимум, то в той же · 
точке и в тот же момент времени сила тока равна нулю, и наобо· 

рот, rде сила тока имеет максимум, там разность потенциалов 

равна !1УЛЮ. 

Разность потенциалов между обоими проводами находится 

в непосредственной связи с зарядами на поверхности проводов и 

с электрическим полем, образуемым этими зарядами; с другой сто

роны1 электрические токи образуют вокруг себя и главным образом 

.в пространстве между проводами магнитное поле. Отсюда следует, 

что приведенное замечание о распредеаении фаз потенциа.,ов и сил 

токов остается в силе и ддя э;1ектри'!еских зарядов и электрических 

noлeit, с одной стороны, и для магнитных полей, с другой стороны. 

· Мы увидим .в да11ьнеitшем, что те же правила останутся в сю1е · 
и для электромагнитных по.т1еА, распространяющихся без прово1юк. 

190. Отражение от сопротивления. Положим, что к какой-либо· 

точке оба провода - прямой и ·обратный - соединены друг с дру· 

rом при посредстве сопротивления R1 (рис. 64), но без заметно.В 

волны ПРОВО.'IОК 'Р7 

самоиндукции и . ем«ости (лампочка накадивания). Тогда для этой 

точки Р мы до.1жны иметь добавочное ус.1овие: 

Vp=R1Jp, 

Если мы введем это ус.10вие в наши уравнения (27 4, 189) дм 
V и J, положив х = О и сократив на 'sin (rot), то получим: 

Vp=(A-8) msin (oot), 
J р= (А+ В) Cro,sin (oot), 

(А ·-B)m=(A +в) Cv>·R1' 

откуда имеем соотношение между амплитудами: В - отраженной 

водны и А - приходящей к рассма1·риваемой точке 

волны 

п -- 1 
В=-,-1 А, 

ll-t-

rде п означает (ер. 275, 189): 

т 1 1 ;-т. l 
n=croR

1 
=7 V с ·k~ · 

Рис. 64. Сопроти· 
в11ение в конщ• 

провода. 

Если подобрать сопротив:1ение так, чтобы п. = 1, то никакой · 
отраженной волны не будет; приходящие водны будут целиком 

поглощаться сопротивлением. Так например д,1я провода с само~ 

индукцией L 0,0022 генри и емкостью С= 0,005 микрофарад 
на сантиметр длины, сопротивление, поглощающее вот1ы, равно 

R1 =660 ом. 
191, Отражение от конца с изменением фазы. В бодее общем 

случае в конае провода может находиться соединение, содержащее 

кроме сопротив11ения также и самоиндукцию и емкость. Не входя 

в подробности устройства этого соединения, мы можем тем не 

менее написать соотношение между разностью поtенциалов V и 

силою тока J в рассматриваемой точке (ер. 221, 163): 

где R0 будет представлять собою Fеажущееся сопротивление, а ~ -
разность фаз между потенциалом и си:1ою тока; . обе величины R0 · 

.и· 'f могут быть легко определены, если состав соединения нам 

известен. Для определения коэфициента отражения волн от рас· 

сма:гриваемой точки мы можем применить метод комплексного 
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сопротивления. При этш1 форму.1ы предыдущего параграфа теперь 

перепишутся так: 

1 . n=-1., 
с ' 

ь 
tg1= 

а 

Соотношение между амплитудами примет теперь комплексную 

форму: 
п-1 (a-1)-,bj 

В= -+· 1 А =( ...L.t,_i_1,,A. 
п ' а 1 / J .. VJ 

Для того, чтобы перейти к действительным ве11ичинам, мы 

можем применить различные способы. Проще все~,·о исходить из 

теоремы о делении комплексных величин; 11ри этом абсолютные 

значения комплексных величин де.r~ятся друr на друга, а аргументы 

их вычитаются друг из друга (ч. I, стр. 150, 117). Основываясь на 
этом, мы получаем д.тrя отношения r между амплитудами падающей 
и отраженной волны формулу: 

в 
. /-(а 1)2 + ь2 I/ (а+ 1)2 +ь·z А r·A. 

Для разности фаз между ними получаем: 

ь ь 

ig а tg ~ а - 1 - а -L 1 2Ь 
tga=tg(a-~)=1-j-tga,tg~= _Ь2 :...с;а2+ь1 --1 · 

1+ 
Часто интересуются коэфициентом отражения для. энергии, т. е. 

для юзадрата амплитуды. Этот коэфициент мы можем получить 

непосредственно, умножая комплексныn коэфициент отражения для 

амплитуд на величину, ему сопряженную, т. е. на то же самое 

выражение с заменою . через - }. Тогда получаем: 

[(а-l)+ьл [(a-1)-bj] 
[(а+ 1) + bjJ [(а+ 1)- bJi 

Приняв все это во внимание, мы можем написать для волно

образного движения электричества по проволокам при отражении 

?Т конца, где оба провода соединены сопротивлением, самоиндук· 

циеА и емкостью, следующую общую форму,1у: 

V = Ат [sin (юt --· тх) r, sin (юt тх а)]; 

J=CAro[sin(<l)t-mx :р) r·sin((!)t+mx-1 !)]. 

ВОЛНЫ ВДОШ, fIPOBOЛOK 

В час·rном с11учае, когда на конце имеется тш1ько сопротивле· 

ние, мы имеем: 

R1; 'f' :·:;;: О; Ь -:= О; а О; а= п 

и ми коэфициента 

нара1·рi.1фа 

отражения 1юлу 11аем форму,1у 11ре111>rдущеl'О 

r 
п-1 

n-;-1' 

Другой крайний случай мы получим, установив на коице само· 

111.щукцию или емкость при незначительно~~ сопротивлении: тоrда 

и коэфициенr отражения равен единице. 

192. Изменение формы волнообраsноrо движения при отраже

нии. Рассматривая явление отражения волн от конца линии, мы 

получили в общем случае отраженную волну, отличающуюся от 

падающей во,1ны и по ампли·rуде и по фазе. Нам необходимо 

иметь наr11ядное представление о том, какой формы по.r~учится 

в таком случае реэудьтирующее э;~ектрическое rюлебание. 

Сперва рассмотрим случай, когда фазы одинаковы, а амплитуды 

различны; 

нии R1. 

разность) 

это мы име.'1и при поставленно~r на конце сопротивле

В этом случае мы можем рассматривать сумму (и,1и 

А sir1 (u>t -- тх) ·-· В sin (rot + тх) 
как состоящую из проходящей ВОJJНЫ амn.r~итуды (А -·-· В) и еt·оячеИ 
воJJны амп,1итуды 2В 

S= (А-В) siп (rot--mx) + 2В cos (rot) ,sin (тх). 

Теперь предпОJюжим, 11то падающая и отраженная во,1ны имеют 

одинаковую амплитуду, но раэ.'Iичные фазы; сумма этих вот, будет 

иметь вид: 

S= А siп (tot-mx) А sin (<ut - т:< ~). 

Нетрудно доказать, что мы получим и в э1·ом случае Cf!IOЯ.•tue 

IJ(ЫHJЛ, то.·rько узды и пучности будут сдвинуты относительно тех 

~,ест, в которых они получались пр: 1 отраi!<ении без изменения 
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фазы. Действите,~ьно, если мы возьмем новое нача.110 координат 
положив 

х 

то получим 

S А . !' ' 1 ' = s. n · .. wt - тх 1 , - 'i G I А . 1' ' 1 ~ 
s1n , rot-,- тх1 -:-- 2 G !• 

которая зквивалент11а формуле стоячих волн 

S=2A·cos ( щt + ! ~·). sin (тх "'""-- 1-а I 
,_ · 2 . \ · 2 ' 

Однако эта стоячая во.11на от,1ичается от прежде полученной 
стоячей волны 

2А · cos (oot) · sin (тх) 

тем, что узлы и пучности ее сдвинуты вдоль лннии на вели· 

1 а 
•шну -2 т . Этот результат очень нагляден и позволяет нам для 

общих соображений, а также и при рас•1етах заменять данную нам 

линию со ВКJ1юченными на конце сопротивлением, самоиндукцией и 

емкостью другою тшией, более длинной, концы которой просто 
изолированы. 

. Итак в бо11ее общем случае распространения волн вдоль прово
лок и отражения их от конца линии, где включены сопротивление, 

самоиндукции и емкость, мы получаем на линии стоячую волн.у, 

как и в случае изолированных концов, но со сдвинутыми узлами 

и пучностями; на эту стоячую вот1у налагается проходящая волн~~, 

остающаяся без. отражения и поглощаемая сопротивлением конца. 

Кроме этого как стоячая, так и проходящая воJ1на затухают со 
временем вследствие поглощения энергии самой линией. 

К этому необходимо еще прибавить, что коэфициент отраже
ния r и потеря фазы д, вообще говоря, будут зависеть и от 
'1,астоты гармонических колебаний рассматриваемой волны (потому 

что R0 и f эависят от ю). Это последнее обстоятеJiьство влечет за 
собою важное следствие. Если по линии идет волна какой-либо 
не гармонической формы, то м.ы можем по способу Фурье предста· 

вить ее сос1·ав11енной из целого ряда гармонических во,1н; когда 

эти гармонические воJ1ны отразятся от конца и притом с разными 

коsфrщиентами г 11 разными фазами, то резу:1ьтирующая отраженная 
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волна будет отличаться по своей форме от данной нам падаю

щей волны. Мы по.:1учим следовате.1ьно исJСажение волн не только 

в пути (ер. 274, 188), но также и при отражении от конца. 

193. Отражение на границе двух линий. Отражение . BOJIH npo· 
!!СХОДИТ не То.'IЬКО от конца J1ИНИИ, но вообще от ВСЯКОЙ точки р 

:~инии, где ус.ювия распространения вт1н меннются. Так например 

линия может состоять из двух частей, в которых величины сопро· 

тивдения R, самоиндукции L и:ш емкости С на единицу длины 

различные. Этот с.:1учай мы имеем, копщ кабе.1ь переходит в воз· 

душную линию или наоборот; погонная е~!Кость кабеJ1я почти 

в 10 раз больше е~1кости воздушнС''1 пинии. При подсчете коэфи· 

циента отражения ыы опять пренебреже~1 влиянием затухания во,1н, 
а будем считать, что две части .1инии, соприкасающиеся в какой· 

.1ибо точке х = О, охарактеризованы различною ве.1ичиною с 11 
т. е. скоростью распространения по ним электромагнитных волн. 

Если скорости с1 обеих линий разные, то при неизменной частоте 

води ю величины т в э:rих линиях тоже будут раз.1и•1ны, по· 

тому что 

Итак мы предположим, что в первой части линии, где нам дана 

падающая во,1на и образуется отраженная волна, мы имеем потен· 

циа.'lы и силы тока, выраженные формулами: 

V1 = Ат1 sin (щt- т1х)- Вт1 si11 (rot + т1 х): 
11 ::.:::;; C1Aw sin (rot m1x) + C1Bro sin (rot + m1x), 

тогда как во второй части динии; которую мы предположим для 

простоты бесконечной, распространяются вошrы только в одну 

сторону 

\! 2 :;..·= Dm2 siп ( rot 
12 '"" C2Dro :;i;1 (:ot 

На границе обеих 11астей линии (11ри х = О) потен циа;1ы и си.1ы 

токов обеих .11иний должны быть одинаковы, и следовательно 

А - .. в т? D 
·-· [) == п ; 

rfl1 

А ".J.... В:-= g~ n ,~-pD. 
1 
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Отсюда с.,едуют соотношения ~1ежду а~ш,ш·rудами: 

р -- 11, 
В=-,-А; 

р-(, п 
D 

Из Э'J'ИХ урюшений следуе~', что 

А"_, в~= т2С2 !)З, 
. т1С1 

Мы предоставляем читателю доказать, •1то это с:ощ'ношение 

представляет собою закон сохранения энергии волны: энергия, при· 

носимая ежесе!(ундн.о щдающей волной к точке Р линии, частью 

отражается и частью переходит 11ерез рассматриваемую точку на 

1порую линию. 

194. Электричес1<ие фильтры. Явление отражения эде1промагнит

ных волн. получи,10 интересное приложение в так называемых 

электрических фидьтрах, применяемых в э.~ектро·rехнике быстро. 

переменных токов. Э11ектрический филь·rр состоит из целого ряда 

одинаковых сис·rем (сопротив:rение, самоинду1щия и емкость), при· 

соединенных друг к другу н образующих ·rаrпш образом как бы 

зsен.ья электрической: цепи. Каждое такое звено частью тражает и 

частью пропускает приходящие к нему э.,ектромаrнюные во.1нь1, 

причем вследствие многократного отражения воJшы, идущие по 

такой цепи, де.1аю1·ся все с,1абее и с.,абее; однако Э'1'0 осJ1абленне 

для во.~н раз.1ичной •~асто·rы может бьт,, вообще говоря, раз,1ично, 

и можно так подобрать сос·rав звеньев, что з11ектромаrнитные волны 

некоторых частот совсем не будут проходюъ сквозь цел~., а отра· 

жаться от нее, между тем как во,шы друrих часrо,· будут прохо

ди·rь сквозь цепь, почти н~ ослабляясь. Таким путем 110J1учается 
возможность отфитлровывать электро:.1аrнитные 1юш1ы желаемой 

частоты. 

Мы сперва составим уравнение распространения воJш в подоб

ных фильтрах в самом общем виде, а аатем рассмотрим наиболее 

важные частные сJJучаи. На рнс. 65 изображена схема подобной 

цепи, причем системы R включены не1юсредственно в провод 

(в какой из двух проводов они включены, это безраз;шчно) тогда 

как системы G соединяют оба провода друг с друт:.r. Каждая из 

этих систем R и а сос·rоит из сопротив;1ения, самоиндукuии и 

емкости, соединенных каким-:1ибо образом, причем все системы R 
одинаковы друг с другом, и -rакже все системы О тоже одина1<овы 
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по своему составу. Выде.,им в цепи одно звено (на рис. 65 э1·0 

показано пунктиром). Падение потенциапа вдо.1ь линии в пределах 

1~·го звена мы може}t выразить через кажущееся сопротив,1ение R 
(ер, 228, 167): 

Так 1,ак в п-ой точке цепи мы имеем ответвление, то силы 

токов в проводе ,но и (п + 1)-ro звена будут разные и раз-

1юсть }
11

- }
11

+1 будет равна си.r1е тока, идущего по соединению .. 
Обозначим электропроводность соединения через О; тогда мы 

можем ответвление тока выразип. форму.rrо/:\: 

111-111+1 = О, V11+1· 

г----J ---Jп•1 
~-q.--Г----.i---o-+1- _п;.;.._..,__+-1 ,..__..., 

я 

11 L _______ ...JV, 
1 rr; п+ 

Рис. 65, Схема э.щктрического фильтра. ' 

Заметим, что обе введенные нами ве.1ичины сопроп1вление R 
II электропроводность О-представляют собою обобщенны.е понятцл 

и могут входить в уравнение в комплексной форме, если системы 

содержат в себе кроме обыденного (действительного) сопротивления 
также и самоиндукцию и емкость. 

Таких уравнений при числе звеньев р мы 11олу•~ю.1 числом 2р. 

Теперь предпо;южнм, что по рассматриваемой цепи идет электро

магнитная волна гармонической формы с час1·отою ш. Э.11ектрические 

колебания в ,~-ом звене цепи мы можем символически представить 

в 1юмплексно/.1 форме: 

Что касается а~ш.,итуды Ап ко.1ебания, то она д.r1я звеньев раз

личных номеров п будет различна. Мы выразим это различие неко

торым множите11ем e"II, причем значение а. у нас определится при 

решении вышенаписанных уравнений. В общем с.1учае величина ci 

может оказаться комплексной, например: 

а -- k m·j, 
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и нам необходимо выяснить, какое это имеет физическое значение. 

Если напишем формулу д,1я коJ1ебаниfi каной-нибудь величины соот· 

ветственно со сделанными нами предпо.1ожениями, то получим: 

А = Aorknef(шt·-11111). 

Теперь мы вядим1 что k предстаs.1яет собою лoz.apuф.uuч.ectcul:i 

дtмре.мент колебания при переходе его от одно1·0 звена к следую· 

· щему (номером выше), а т представляет собою потерю в фазе 

ко,1ебаний при таком переходе. Если бы мы задались 

a=+k mj, 

то по.11учили бы декремент и потерю фазы при переходе колебаний 

от (п + 1 )-ro к п-му звену. 
Если мы сравним эти формулы с теми, которые мы писа;rи для 

падающих и отраженных волн вдо,1ь линии, где сопротивление, 

самоиндукция и емкость распредмены не отдмьными звеньями, 

а непрерьито, то увидим, что по своему физическому смыслу формулы 

эти сходны; стоит только в формулах этого параграфа заменить п 

через х (т. е. ряд целых чисел заменить непрерывным рядом значений 

координаты х), как получим формулы, которые мы применяли в 

предыдущих параграфах для распространения волн вдо.1ь проволок 

А = A
0
e-kxef(,uf-mx). 

Итак подставим решения 

V = V еа11е/,шt. Jn ·:= J0еол.еJ,ш1 
11 0 ' 

в вышенаписанные уравнения; мы получаем: 

V0e!l11 (l е•) = J
0

e'1,rtR; 
J0c'm (1 --- е") ::-=- V0e•,O·e". 

Разделяя одно уравнение на другое, получаем соотношение 

между разностью потенциалов и си,,ою тока: 

V0 -r- IR 
Z= lo·,:=ae 2 i/ О. 

Эта величина называется кажущимся сопрощllsлен.ие.11, зsен.а. 

Перемножая оба уравнения (для исключения V0 и J0), 11олу

•1аем уравнение для опреде,1ения ве,ш•rины а: 

(1 - е•)2 = Rйе", 

(ei-e-f 
2 

4sinh2(~)=RG. 
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Здесь нам удобно ввести так называемые гиперболич.ес"ие 

функции (прибав.:тенная буква h до,1жна означать hiperbolicus). Так 

как зти функции ветре.чаются сравните,1ьно реже круговых функциА, 

то мы напоминаем читателю их значение: 

sinh (а)= { (е+« - е-«); 1 
cosh (а) = 2 (е+" + е-"). 

При деАствитеr~ьных значениях а первая из этих функций может 

принимать любые значения, тогда как вторая функция всегда поло

житмьна и больше единицы. При мн.и.мых значениях аргумента 

эти функции переходят в обыкновенные круговые функции: 

slnh (ja) ~ ( e+J« - е·-1") = j, sin (а); 

cosh(ja)= 
1 (е+-/а e-l")=cos(a). 

Точно так же и обратно: при мнимых значениях арrуменtа кру

говые функции переходят в гиперболические: 
! • 

sin (ja) =i · sinh (а); cos Ua) = cosh (а). 

На основании этих форму,1 мы .11еrко находим соотношения: 

. ( а) . 2 sinh2 2 = cosh (а) -- 1, 
\ , 

cosh(a) cos(ja)=cos(jk-m) cosh(k)•cos(m)+ 

+ j· sinh (k) ·sin (т). 

Если мы примем все это во внимание, то можем представить 

наше уравнение для а в та1<ом виде: 

cosh(k) · cos. (т) + j · sinh (k) · sin (т) = 1 + ~ Rй. 
Так кан произведение RO в общем случае может быть комn· 

лексным, то, приравнивая отдельно деАствительные и мнимые части 

этого уравнения, мы получим два уравнения для определения двух 

неизвестных k и т, и таким образом решаем задачу. 
Эти величины, т. е. затухание и потеря фазы, будут зависеть от 

величин R и О, и следовательно от частоты колебаний w. По 

· вычисленным k и т мы определяем кажущееся сопротивление Z 
и разность фаз между потенциа11ом и силою тока n-ro звена. 
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Наконец, если разность потенцна.·юв проводов V0 в начале цепи нам 

дана, то мы можем вычислить потенциалы и си,1ы токов · в любом 
звене цепн. 

195, Частные случаи. Мы остановимся эдесь только на трех 

типичных формах электри•1еских фильтров, причем будем с'lитать 

сопротивление ничтожным. 

Во-первых мы предположим, что аппарат R содержит только 

самоиндукцию, то1·да как аппарат а состоит топько из емкос1·и 

(рис. 66). Это расположение напоминает nупинизированную ·теле· 

фонную линию (273, 187). Соотношение между разност1,iо потен· 
циа11ов н си,1ою тока в самоиндукции выражается форму;ю.ю 

Рис. 66. Цепь самоиндукций. 

Между тем как лля емкости мы имеем 

Множитель j в обеих формулах показывает, что · в самоиндук· 

ции силn тока отстает от разности · nотенциа.rюв по фазе на 90°, 
между тем как в емкости сипа тока опережает разность потенциа· 

лов на 90°. Приняв это во внимание, мы nолучае~1 для nроизведе· 

ния RO выражение 
. 1 

RO= Юо= ;·~' 
} LC 

. · Здесь w
0 
означает частоту собственных колебаний одного звена 

·цепи,· а z ·означает отношение частот ко,,ебаний принужденных и 

собственных (ер. 219, 163). Мы · видим, что в Р.ассматриваемом 

случае проиэведен!'lе RO имеет действительное значение, и следо· 

вате.r~ьно второй член в уравнении для а предыдущего параграфа, 

1юторыИ имеет множитель j, должен равняться нулю 

sinh (k) ·sin (т) = О. 
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Д,1я удов.1етворения этому условию достаточно, чтобы один из 

ыножителей равнялся иу,1ю. Предпо,,ожим сперва, что nервыR ~1но

житель равняе-тся нулю. Тогда мы имеем: 

siпh (k) == О; k с= О; cosh (k) :-.= 1, 

и наше уравнение принимает вид 

1 
cos(m)=I --2z2. 

Это уравнение :-,южет быть удовлетворено юобы~1 значен11ем : 
(1::1еличина z no смыслу своему всегда подожительна), начина11 от 

нуля до z:-.=: 2; в последнем с,1учае cos (т) принимает свое наи- · 
меньшее значение 1. 

Второе предположение, которое можно сделать при действительном 

значении произведения RO, состоит в том, что 

sin (т) О; т О; cos (т) 1. 

Тогда наше уравнение принимает вид 

cosh (k)·= 

Но, как мы уже сказали выше, cosh (k) венда бош,ше еди· 

ницы, а потому физи•1еское значение имеет только нижний знак. 

Это уравнение может быть удовлетворено любым значение:.1 z, 
которое бмьше 2. Че~1 больше z, тем болыпе получится вели· 

чина k. 
Итак исс,1едование уравнения дiJЯ величины а приводит нас 

к следующему заключению. Все волны, частоты которых w < 2w1;, 
пропускаются цепью без ослабления, причем фазовая скорость 

распространения во:ш вдо;1ь цепи оnреде11яется уравнениями 

cos (т) . 1 --2.z2• с 2 ' 1 

(1) 

т 

13се аоJiны, частоты которых ю > 2w0, нмеют такоt1 бощ,шоi'i 

Jt~нремент затухания, что практически не пропускаются цепью (р•11.:. 6·1) . 
Если мы изменим рассмотренную цепь, поставив на место 

самоиндукций емкости, а на место емкостеА самоиндукции (рис. 68). 
то получим соотношения ~1ежду потенаиалами и силами токов 

· обратные предыдущим: 

Vп-.c-::RJ11 °==j~ёJ,,; J,,·=OV,,~-J~l, \-',,, 
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вместе с этю1 и ве.шчнна RO пш1учит обратное значение, и в на

нш уравнения ю-1есто z 2 ноНд.ет вешчива z-2. Тоrл.а мы ло11учи~1 

не·,ь, которая пропускает все воаны с частота~1и, б6.1ьшими кри-

rc 
2 

·,- -- -·~··· -- -- - - ,,. 

_ .. _ _,__, __ ... _ ·-- ---- ·-· ·- -,-
1 

1 "~-·· 

, 
-+--+-1-+-+- i-+-+-+-+- -·,.._..-+-_.,·+->-+-+- r 
, ... """- - _......,., ·-~- •·-!-·-4-J-+-+-·+-+-l!C ... }.-1- - -· - ,«_..__ •• ~ .. -.. 

...... ··+-•-+--!-·>-·--- -+··+--·--'/'- ··----,-··-~- - ' --,..~ --· 
..... ,-.---···· --~ ·:=~· =.1- .,,,, ---=:= J~ ~~,=:;>::/~,=~.=.= 

•ш ·-~- * f---}•~•••-•- •-• ., •-·· ·- -+ ,,! •!, • --1-·•->-

r., J -· ·-· f( -· -;/L,- : ... -
·+,,,+-+-+--i-·-+-+--+-+-1·-+,/'"+--+·--··-- -+--+--!--+--< 

Рис. Н7. Зависимо,ть от •~астоты дл,1 цепи самоиндующй. 

1 
тнческой частоты u1 -::;> -2 <i>u, 11 задерживает все волны с 'lастотамн 

11иже {- w0 (рис. 69 ). 

Наконец можно устроип J<ом.бинацию из обеих расс:1-ютренных 

нами цепеИ с собственными частотами ro1 и (1)1 (например изобра-

• 1 ' ! ! (..' 

3·1г---l~-11-l 
Рис. 68. Uenь емкостей. 

женную на рис. 70), тоrда такая цель будет пропускать волны 

с частотами, лежащи'1И в преде,1ах 

2 > t•J:, Z < 1112 
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Рис. 69. Зависимость k и т от частоты ддя цепи емкостей. 

и не будет пропускать волны с частотами, лежащими вне этих пре

делов. Мы получи,1и таким образом электрический фильтр. На 

рис. 71 показаны кривые зависимости величин k и т от величины 

z для подобного фильтра. 

с 

Рис. 70. Электрический фильтр. 

196. Собственные электрические волны в проводе. Мы вернемся 
опять к рассмотрению электрических волн в двойном проводе, сво

бодном от всяких добавочных соединений, в котором отражения 

волн моrут происходить толы,о на его концах. В,1иянием затухания 

водн мы пока пренебрежем. Для потенциалов и · дли си,1ы тока мы 
получили общие форму,1ы (268, 185; 27 4, 189): 

V = т [А cos ((l)t) + В s!n ((l)t)], [Ь cos (тх) - а sin (тх)]; 
J = C(t) [А sin ((l)t) - В cos (шt)] · [Ь sin (тх) + а cos (тх)]. 
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n 
-r 1--+-+--+-+--t-+-+-+-t-t--t-+-t-т~·+--t--t-----t--t--г- -Jf-t--t--t-

з l 
w 1 Z W,z 

Рис. 71. Зависимость скорости и затухания от частоты в электрическом 
фильтре. 

Эти формулы мы должны приспособить к начальным условиям 
1 

(при t= О) и к пограничным условиям (при х = О и при х = l, 
где /-длина всей линии). Мы предположим, что при t= О сила 

тока равнялась нулю; откуда следует, что мы должны пол.ожить 

В'---= О. Далее положим, что начало линии изолировано; с,,едова· 

те.пьно при х = О сила тока все время должна равняться нулю. 

Тогда очевидно мы должны положить а:::;=0. После этого наши 

формулы принимают следующий вид: 

V = V0 cos (т.х) • cos (wt); 

J = J0 s!n (тх) · s!n (юt); 

Jo={~vo; 

ее.пи все входящие в формулу величины выражены в техниче· 

cкofi системе единиц. 

Через V0 мы обозначили амплитуду потенциала в начале линии. 

Мы получили около начала линии стоячие волны с узлами и 

пучностями, о которых мы уже rовори.тш раньше (27 5, 189), 
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Теперь прибавим еще одно пограничное условие, предположив, 

•по конец линии тоже изолирован, и следовательно для х = l сила 

тока должна все время равняться нулю. Это условие требует, чтобы 

sin(ml)=O, 

т. е. чтобы величина т удовлетворяла условию (через п обозначаем 

целое число): 
21t 

ml=yl=nТ', 

откуда 

). ). 
l:-=n· или l: =2n. 

2 ' 

Но это означает, что на всей линии должно укладываться целое 

число полуво,1н, или четное число четвертей длины волны. При 

этом на обоих концах линии мы будем иметь пучности потенциа,1ов 

и узлы си,,ы тока (рис. 72). 
Заметим, что, пока мы удовле

творяли начальному условию вре-

мени и пограничному условию 

одного из концов линии, ве.пичи

на т оставалась произвольною; но 

второе пограничное условие при

вело к тому, что величина т хотя 

и не определяется вполне, но мо

жет принимать только ряд опре

деленных значений, при которых 

на всей длине линии укладывается 

целое число полуволн. 

Если пренебречь влиянием зату. 

хания, то скорость распростране-

Рис. 72. Стоячие волны с четными 
обертонами. 

ния волн делается независимой от частоты (270, 186); а в таком с.пучае 
частоты 111 стоячих волн будут обратно пропорц11ональны ддинам 1олн. 

\ С1 
t..=C1T=--, 

'; 

Так как длины волн, возможных на рассматриваемой линии 
(рис. 72), будут относиться как 

lil" 

. 1 . 1 . 1 
1 ·2·3·4· ... , 
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то частоты их будут относиться как 

1 :2:3 :4. 

Наименьшая частота определяется тем, что ддина наибольшей 

волны раана удвоен.ной длине линии 

10 == 21. 

Мы имеем здесь условия, вполне аналогичные условиям колеба· 

ниА струн; на одной и той же струне кроме основного звука 

(когда длина волны равна двойной длине струны) могут быть 

воспроизведены и более высокие зву1ш кр:zmН,ьtХ частот; это так 

называемые обертоны. Исходя из этой аналогии, иногда и электри· 

ческие 1<0лебания провода высших частот тоже называются обер· 

тонами. 

Мы предполагали, что оба конца линии изо.11ированы. Если нам 

дана линия, один конец которой изолирован, а другой замкнут 

коротко, то у нас получатся при этих пограничных условиях 

несколько иные колебания. Нетрудно видеть, что формулы 

V = V0 sin (тх) • cos (wt)i 
l=Jn cos(mx),sin (wt) 

изображают стоячие волны, в которых в нача.11е линии при х=О 

имеется короткое замыкание и потенциал равен нулю, тогда как 

сипа тока имеет эдесь пучность. Но так как конец линии изоли· 

рован, то мы имеем добавочное условие 

cos(ml)=O, 

и следовательно величина т должна удовлетворять условию: 

). 
l: 4 =(2n+ 1). 

Это означает, что и в данном случае возможны стоячие волны 

различной длины, но только такие, четверть длины волны которых 

укладывается на всей длине линии нечетное число раз (рис. 73). 
Аналогичное условие мы имеем для колебаний воздуха в аку· 

стической (орrанноЯ) трубе, один конец которой открыт, а другой 

за1,рыт. В за1<рытом конце скорость движения воздуха равна нулю 

(узел), тогда как дав,1ение воздуха имеет здесь пучность. Движение 

воэд:уха аналогично движению э.~1ектр11чества, т. е. силе тока, 

а щ1rыrш1е ана;:оrично потенпиалу. 
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В этом случае мы тоже получаем целыА ряд возможных коле· 

баниА с кратными частотами, целый ряд обертонов; однако теперь 

возможны обертоны только нечетного порядка с частотами 

1:3:5:7 .... 

Примеры стоячих волн мы можем найти в радиотехнике. Так 

например н.езазе.мленные антенны представляют пример колебаний, 

ра::смотренных нами в нача.11е 

этого параграфа, между тем l-----
как зазе.млеН,н.ые полуантенны 

соответствуют пограничным ус· 

ловиям второго примера. В па, 

боратории часто употребЛЯРТСЯ 

метод Лехера (см. общий курс 

"Электричество") ддя наб.'!юде· 

ния и измерения электрических 

ВОЛН ВДОЛЬ ПрОВОЛО!(. В ЭТИХ 

оnытах легко реа,щзуются поrра· 

f=З ~ 

r;>s,-,,: L2S) f =5 { 

~ 
Рас. 73. Стоячие волны с нечетными 

обе 1 тонами. 

ничные условия и первого и второго примера. На рис. 74 изображена 
стоя•1ая волна при отражении от концов с потерей фазы (278, 
191) и притом для обоих концов потери фазы различны. 

Мы пренебрегли влиянием затухания волн. Между тем поrло· 

щение волн влечет за собою два посJiедствия. Во-первых, амп,,итуда 
собственных кqпебаний постепенно уменьшаетсн и в конце концов 

колебания совсем исчезают, что понятно само собою. Но кроме 

~ ~с=2.а} ..... __ sz:] 
Р.ис. 74 Стояча;~ во,1на при отраже

нии с лоNрей Фа-ы. 

того явление поглощения волн 

влияет на скорость их распро· 

странения (270, 186). Поэтому 
хотя волны и будут уклады· 

ваться вдо.'lь линии по тому же 

закону, как мы выяснили выше, но эти во,11ны уже не будут со· 

ответствовать кратным частотам, потому что в формуле 

1 

(
k2 )- -

l=c1T=vc -+1 2 Т 
LC ro2 

вмичина с1 для каждой частоты будет другая. 

,Мы рассматривали здесь только два рода пограничных условий: 

изолированныlt конец и конец, замкнутый коротко. Если же какой

лцбо из концов .'!инии замкнут системой проводников, состоящей 
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из сопротивления, самоиндукции и емкости, то, как мы знаем (279, 
192), при отражении по.,учается потеря в фазе, которая равно

сильна увеличению длины линии. Потеря в фазе может быть для 

различных частот раз,1Ична, а потому и эквива,1ентное удлинение 

линии тоже будет для различных частот раз,'Jично. Бс,'1едствие этого 

возможные в данной линии стоячие волны уже не будут кратными 

друг к другу и обертоны уже не будут относиться, как целые 

чис.'Jа. Такие обертоны встречаются и в акустике и носят название 

негармоничес!.их обертонов. 

Вычисление длин волн и частот неrармонических обертонов, 

получающихся при отражении с потерей фазы, вполне возможно, 

но гораздо сJюжнее, чем д.'IЯ гармонических обертонов; из.'Iожение 

этого вопроса заняло бы слишком много места, а потому мы при

нуждены его опустить. 

197. Принужденные злектрические волны в проводе, При ·изу

чении электрических колебаний в системе nроводов, содержащих 

сопротивление, самоиндукцию и емкость (219, 163), мы различали 

собственные ко.'Iебания системы, частота которых обусловлена 

составом са~юй системы, и принужденные колебания, частота 

которых равна частоте внешней действующей силы. В первом с,1у. 

чае, 1<оrда система дана, нашему опреде.,ению подлежит частота ю 

собственных колебаний и декремент затухания k электрически~ 
колебаний. Во втором с.'Iучае частота ю, а иногда и декремент k 
колебаний даны, и определению подлежат амплитуда и фаза коле

баний. Нечто аналогичное мы имеем и для волн, образующихся 

в линейном проводе: частоты и декремент соdственных электри· 

ческих волн обус.'lовлены составом самого провода, и мы их рас

сматривали в предыдущих параграфах; теперь нам предстоит 

перейти к изучению.~. принужденных волн, частота которых уже 

определена частотою внешней действующей силы, а требуется 

определить амплитуды и фазы электрических волн, образующихся 

при этом на линии. Различие между задачей электрических кoJie· 

баний и э.,ектричес1<их воJiн закJiючается только в том, что эле1при· 

ческую систему, состаВJiенную из •Сопротив.'Iения, самоиндукции и 

емкости, мы принима11и настоJiько rCopoml(;OIO, что потенциа11ы и сиJiы 
токов ~южно было для ;всей.._ системы принимать одинаковыми, между 

тем как в длинном проводе.-;рззница между потенциалами и силами 

токов в различных точ!.ах провода может быть настолько замет~ 

ной, •1то ее приходится :принимать в расчет. Этим обстоятельство~ 
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и обус,,овливается боJiьшая сJiожность теории BOJIH по сравнению 
с теорией колебаний. В теории э.~ектрических колебаний ,мы имели 
простые диференциальные уравнения, между тем как в теории 
воJiн мы имеем диференциальные уравнения с частными произ· 

водными. 
Итак t~усть нам дан провод, в начале кt roporo действует неко· 

торая гармонически переменная эJiектродвижущая сила 

Va = А0 sln (Фt). 

Мы nред.поJiожим, что сопротивление провода ничтожно и что 
он не имеет никаких ответв,1ений; другими словами, мы предполо
жим, что провод не поr,1ощает энергии. При таких условиях сила 
тока J а должна разниться от потенциаJiа Va по фазе на 90° (сред· 
нее значение произведения J0 V11 должно равняться нуJiю (227, 
166). Следовательно для силы тока в начале провода мы должны 

написать: 

Так как :<0нец провода изолирован, то мы имеем на конце: 

Ve=A
8

sin(rot); ) 8 =0, 

Мы уже знаем, что око.'IО изо.,ированноrо конца провода будут 
образовываться стоячие волны; на конце будет пучность потенциа· 
лов и yзeJI силы тока. Мы можем применить здесь формулы 
стр. 275, 189. Но в тех формулах мы принимали начаJIО координат 
х = о в конце линии; ecJiи мы теперь перенесем начало координат 
в начало провода, а всю длину провода обозначим через l, то 
должны будем в прежних формулах заменить х через l- х и 
написать: 

V=A sin(wt),cos m(l -x); 

r-
J=All С cos(rot)·sinm(l-x). ; L 

Применnя эти формулы к началу провода (х = О), мы должны 
получить потенциа.11. и силу тока, данные нам в начале. Тогда 
получаем фор}1улы л.~я определения амплитуды А по данной нам 

амплитуде А 11 ,,,, = Аа siп (oot) = А si11 (щt) • cos (ml). 
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Для потенциа,,а в конце провода мы получаем (при х = l) 

V.=A sin (oot) = ~ l Va. cos т) 

Из этоrо мы видим, что разность потенциалов на конце про

вода будет почти всеrда больше, чем разность потенциалов в на· 
чале. Это яВJiение уже давно было замечено в проводах перемен· 
ноrо тока и носит название явления Ферранти. В частном случае, 

коrда cos (т{) = О, амшштуда потенциалов делается бесконечной; 

мы имеем здесь типичное явление резонанса без по1 лощения енер· 

rии. И деАс:гвительно условие 

cos(ml) =0 

соответствует собственным волнам провода (292, 196). В отличие 
от ко,,ебаниf.t короткоf.t системы, мы получаем в длинном проводе 

мн.ого~ратн.ый резонанс, так как в проводе возможен целый ряд 

кратных друг другу частот собственных ко,,ебаний. 

Однако на самом деле ампJ1итуда принужденных код:;-баний даже 

при резонансе не будет бесконечна, nотому что в каждом проводе 

всегда происходит поглощение энергии, которое в наших расчетах 

не принято во внимание. Мы можем однако и без расчета, по ана· 

логии с ,лектрическими колебаннюш, указать, какое влияние окаже·r 

поглощение энергии на резонанс волнообразных движений в про· 

воде. Во-первых, при постепенном изменении частоты действующей 

СИ,%! мы будем наблюдать мап:си~еумы амплитуд потенциа,1ов и сил 

токов в проводе каждый раз, как частота внешней силы б.1изко 

подойдет к одной из частот собственных ко,1ебаний провода. Эти 

максимумы будут тем больше и тем резче выражены, чем 

меньше поглощение энергии. Кроме того разность фаз между по· 

тенциалом и си,1010 тока уже не будет равна 90°, а будет тем 

меньше, чем бо,1ьше энергии поглощается в проводе. 

Заметим, что наименьшая частота v, при которой может насту· 

пить явление резонанса, опреде,1яется формулой 

с с 

'i=т=ш· 

Но та1< как скорость волн с вдоль проволок близка к скорости 

света, то д.'Iя реаJшзации резонанса в проводе обычной длины не· 

обходима очень бо.11ьшая частота волн. 
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198. Неустановившиеся движения зпентричества в пинии. То, 

что мы говорили о неустановившихся колебаниях (231, 168), мы 

можем повторить теперь и для неустановившихся волн. Расчет, при· 

веденный в предыдущем параграфе, касается уже ус тан.овившихся 

принужденных во.11н. Однако при всяком включении и.1и вык.11юче

нии линии, и вообще при всяком переходе от одних условий к 

друrим, в проводе должны возникнуть собственные колебания. Эти 

собственные колебания, или во.1Iны, постепенно будут затухать 

вс.11едствие поглощения :~нергии, и через некоторое время останутся 

одни только прин.ужден.ные, устан.овившиеся волны. Тем не менее 

в период неустановивщегося движения в проводе могут возник

нуть опасные для изоляции провода перенапряжения и теории 

стави:rся задача определить характер и вмичину этих перенапряже· 

ниА; а тогда можно будет nод1:,1скать и соответственные средства 

для предупреЖдения этих перенапряжений или для уменьшения их 

вредного действия. 

· Расчет неустановившихся волн гораздо сложнее, чем установив· 

шихся, но мы можем· значительно упростить задачу, ес,1и примем 

сопротивление провода ничтожным; в таком случае телеграфное 

уравнение принимает вид: 

д2W д2W 

дХ2=с3 

rде с означает скорость распространения волн вдоль провода. 

Это уравнение имеет совершенно такую же форму,. ка~, и урав· 

нение колебания струны, и мы можем воспо,%зоваться решением, 

данным Даламбером (d'Alembert, 1747), в следующей форме: 

W=F(x+ct). 

Здесь F означает произзольн.ую функцию переменных. х и t 
с тем однако ус,1овием, что переменные эти входят в функцию 

только в указанных двух комбинациях: (х + ct). Нетрудно прове

рить это решение: продиференцировав эту функцию два раза по 

х и t, мы действите.1ьно nо.1учим то соотношение между вте>рыми 

производными, которое написано выше. Если мы продиференцируем 

наша диференциальное уравнение по х и по t, то на основании 

соотношений (26 7, 185) 

V= 
дW 

1=-С- .. -
дt 
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получим и д,1я потенциалов и для силы тока такие же диферен

циальные уравнения 

и с,1едовательно к ним опять применимо решение Даламбера. Фи

зический смыс,1 решения Даламбера очень прост и наr,1яден. Так 

например формула 
F(x- ct) 

означает, что если в какой-либо момент времени t1 потенциа.11ы 

были распределены на проводе соr.11асно значениям функции F(x1), 

то в некоторый бо.11ее поздний момент времени t2 мы найдем со

вершенно такое же распределение потенциалов, только в другом месте 

провода, для которого 

х2 - ct2=x1 -ct1• 

Но это означает, что распределение потенциаJюв F(x1) дви

жется вдоль провода с постоянной скоростью 

Х2-Х1 

С= t -t ' 
2 1 

не измеrtяя своей фор.мы. Одновременно с этим движением воз

можно и движение в противоположную сторону, д,1я к9тороrо ско

рость имеет противо110.r1ожный энак; это движение выразится фор-. 

мул ой 

F(x+ct). 

Так как скорость распространения с постоянна, т. е. не зави· 

сить от х и t, то решения Даламбера мы можем написать и в та
кой фо~1ме: 

В частном случае, 

гарl,(ою~ческую волну, 

мы применяли выше и 

(D. Bernoulli, 1753): 

-х\ cos Ф t I 
с 

коrда распредепение nотенциа,1ов образует 

мы получаем ту форму решения, 1<0торую 

1<оторая была дана Даниилом Бернул.щ 

/ х \ 
cos щ.1 t _,.... - , = 2 cos (w t) · cos (тх) . . r • . 
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Решение Даламбера имеет настолько общую форму, что поз· 
воляет удовлетворить .11юбым начальным ус11овиям задачи. Так' 

например положим, что в момент времени t = О сила тока во всем 

проводе была равна нулю, межлу тем как распределение потенциалов 

моrло быть изображено некоторою функцией 

V(x, O)=F(x). 

Тоrда в любой следующий момент времени потенциалы будут 

распределены в проводе по форму.11е 

1 
V(x, t)= 2 [F(x-ct)+F(x+ct)], 

которая удов.11етворяет вышенаписанному диференциа.11ьному уравне

нию и кроме того при t=O обращается в данную нам F(x). 
Если кроме начальных ус110вий требуется удовлетворить еще и 

пограничным условиям, то мы можем воспользоваться способом 

· Фурье и представить функцию F (х) в виде суммы гармонических 

функций, как это мы дела.11и раньше; но для этоrо необходимо, 

чтобы функция F(x) бы.'lа периодическая (ер. ч. П, 150, 85). 
Этого всегда можно достичь, приняв, что данная нам в пределах 

д11ины провода (т. е. между х = О и х = l) функция F (х) опять 

повторяется и за этими предеаам~-1; для того, чтобы это быдо 

яснее, рассмотрим случай провода длиною !, концы которого изо· 

лированы. 

Пограничные условия эдесь состоят в том, ч·rо сила тока при 

х = о и х = l ДО,'IЖНа равняться нулю. Этим ПОГР.аничным усло

виям должна конеqно удометворять и данная нам функция на

чального распреде.'!ения токов при t = О, т. е. F (х). Продолжим 

мысленно эту функцию за пределы провода и притом так, чтобы 

F(x) F(x+-2l)=F(x+3Z) 

F(-x) = -F(+x). 

Это означает, что продолженная нами фующия периодическая 

с периодом 21 и притом нечетная ( см. ч. П, 153, 85) и ~Ю· 

жет быть представлена в виде суммы синусов кратных дуr. 

Предоставляем читатето доказать, что в случае провода, один 

конец которого изолирован, а другой заземлен, период продолжен

ной функции будет равен 41. Все это вполне соответствует тем 

решеttивм, которыми мы ттолыэоващrс1, раньш~. 
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После этих предварительных замечаний мы можем перейти к 
более конкретному случаю. Предположим, что в рассматриваемом 
нами проводе имело место некоторое движение электричества, при· 

чем потенциалы и силы токов могли быть выражены как функции 

координаты х и времени t формулами 

V1 (х, t); J1 (х, t). 

В некоторый момент времени_ Jмы можем его принять за t= О) 
наступает внезапное изменение условий распространения волн по 

проводу: мож.:т измениться де.ltствие внешней силы, или могут иэ· 

мениться пограничные условия. Положим далее, что мы, приняв во 

внимание новы~ ус,1овия, вычислили р1спределение потенциалов и 

силы тока и получили форму.11ы новых установившихся движений 

V2 (х, t); J 2 (х, t). 

В момент t = О эти новые функции должны принимать те же 
значения, что и прежние, т. е. должны быть удовлетворены равенства 

V1 (х, О)= V2 (х, О); 

J1 (х, 0)=J2 (x, О). 

Между тем в большинстве случаев этого не будет, так как 
первоначальные и новые ус:ювия могут быть весь. а разнообразны. 

Поэтому для согласования новых фун1щий с прежними при t = О 
мы должны будем к нашему новому решению прибавить еще неко· 
торые функции V3 и J3, подобранные таким образом, чтобы имели 
место уравнения 

V1 (х, О) V2 (х, О)= V3 (х, О); 

J1 (x, 0)-J2 (x, 0)=J3 (x, 0). 

Само с:>бою разумеется, что эти добавочные функции V
3 

и J
3 

должны удовлетворять новым пограничным условиям и быть неза

висимыми от внешней силы, действие которой мы уже приняли во 

внимани~ при вычислении фун1щий V2 и J 2• Из этого ясно, что 

добавочные функции V3 и J3 будут прщставлять собою не что 
иное, как собстаенньtе 11:олебания. провода, появившиеся в момент 
изменения условий. Формулы для собственных колебаний провода 

при разных пограничных условиях мы уже получили в виде суммы 

целого ряда гармонических стоячих волн. Частоты этих волн 

определя.1ись пограничными условиями, но амплитуд1;,1 и фазЬ1 их 
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оставались неопределенными; теперь мы можем выбрать зти амnли· 

туды и ф1зы так, чтобы удов:1етворить также и вышенаписанному 

условию при t = О. Другими словами, мы должны функции 

[ V1 (Х, О) - V11 (х, О)]; 

[J1 (х, O)-J11 (х, О)] 

раздожить в ряды Фурье и каждый член этого ряда считать за 

амплитуду возникших собственных колебания провода. 

Итак общи/.! ход р::шения зад 1чи, определить неустановившееся 

движение злектричества в проводе, будет следующий. Сперва СО· 

ставляют формулы движения злектричества до измен~ния усмвий 

и после этих иэме~ениА, берут их разность и полагают в этой 
разности t = О. Полученную таким образом функцию от х раЗi!а· 

rают в ряд Фурье и получают таким образом амплитуды и_ фазы 

тех собственных колебаний в проводе, которые возник.11и при из· 

менении условий. Эти собственные ко11ебания нужно затем приба· 

вить к установившимся колебаниям новых условий, чтобы полу· 

чить фо;,мулы движения электричества тотчас после наступления 

изменения условий, т. е. при t = О. В бо.1ьшинстве случаев важно 
бывает знать амплитуды и фазы колебаний, близких к t = О, т. е. 

в самом нача.11е неустановившихся движений, потому что затем 

собственные колебания провода будут постепенно ослабевать и 

останутся только принужденные колебания при новых условиях. 

Приведенные общие указания мы поясним сейчас на простом 

примере. 

199. Заряжение .пинии електричеством. Применим рассуждения 

предыдущего параграфа к следующему случаю. Первоначально про· 

вод, изолированный на обоих концах, был свободен и от э.11ектри· 

ческих зарядов и от злектрических токов. Эти условия мы выра· 

аим уравнениями: 

V1 (х, t) = О; J1 (х, t) == О. 

Затем в некоторый момент времени t = О начало провода при· 

ключается к источнику электричества постоянного потенциала, на· 

пример к аккумуляторной батарее с разностью потенциа.11ов Е. 

Этu новые условия выразятся уравнениями: 

V11 (x, t)=E; J 9 (x, t)=O. 
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При переходе от первоначальных условий к новы:'<1 ус1ювиям 

в проводе должны возникнуть собственные э;1ектрические колеба· 

ния, т. е. стоячие волны, д,1я которых мы напишем выражения: 

V1,2 = - ~ Ап sin (т11х) cos ( ш:t), 

11,2= -v ~ ~А11 cos (т11х) ,s!n ((l)i)· 

Мы выбрали эту фqрму стоячих волн, имея в виду удовлетво

рить пограничным условиям задачи, а таюке и условию, чтобы при 

t= О могли быть удовлетворены уравнения: 

v1 (х, о) О=Е+ v1,2 ; 

11 (х, О)= 12 (х, О)= 11,2 (х, О)= О. 

Действительно, лля того, чтобы при t = О си11а то"а во всем 

проводе равнялась нулю, мы поставили во всех членах множитель 

sin ((l)i), ДaJiee, так как при отсутствии пог,1ощения энергии по

тенциалы и силы токов должны разниться по фаэе на 90° (ер. 294, 
197), то в потенциалах мы должны бы.'!и поставить множитель 

cos (шi)· Между тем зависимость потенциалов от координаты х мы 
выразили множите11ем sin (тпх) для того, чтобы при х = О, т. е. 

в начале линии, разность потенциалов все время оставалась равной 

разности потенциалов аккумуляторной батареи Е. Что же касается 

силы тока, то она при х = О не до11жна равняться нулю, потому 

что при заряжении ЛИН!'fИ электрический ток идет из батареи в 

линию. Наоборот, на изолированном конuе провода сила тока 

должна все время равняться нулю и это влечет за собою условие 

cos (mi):::::; О; sin (mi) = 1, 

которое, как мы знаем (291, 196), определяет основную частоту 

стоячих волн и требует, чтобы в написанной нами сумме стоячих 

волн встречались только нечетные обертоны: 

l: ~ =(2n+l), n=O, 1, 2 .... 

Все ети условия вместе позволяют нам очень просто определить 

коэфициенты Ап в вышенаписанных суммах. Для этого перепишем 

уравнение для потенциалов, по.1ожив в нем t = О 
E=~Ansin(mпx), 

2п тт 
т = = --- (2п -t- 1) 11 2l . 

волны вдоль проволок 

Этот ряд Фурье мы уже расс:натрива.1и во второй части теоре· 

тиче.ской физики (ч. II, 155, 86, рис. 54-57); он представляет 

собою функцию, график которой состоит из участков прямых ли

ния, параллельных оси времен и лежащих попеременно то сверху, 

то снизу этой оси. Длина каждого участка прямых линий равна 21, 
а длина полного периода функции равна 41. Коэфициенты при ОТ· 

де.1ьных членах этого ряда равны обратным величинам нечетных 

чисел, и следовательно весь ряд изобразится в следующем виде: 

sin (тх) + { sin (Зтх) + 1 
sin (5тх) . •.. · 

Те же коэфициенты ряда мы поJ1учим для си;1ы тока, но вместо 

синусов будут стоять косинусы: весь график дJIЯ силы тока будет 
сдвинут по оси ОХ на ве.'!и'шну, равную четверти длины основной 

во11ны. Выяснив таким образом зависимость искомых функциА от х, 
мы можем написать окончательное решение для неJсmановившегося 

движения электричества в проводе в таком виде: 

V2 . в[1-: L 2n~l sin(m11x),cos(ш,.t)J; 

12=-EV ~ ~ L 2n~l cos(m,r\") ,sin((l),.t). 

Мы советуем читател10 проверить, что зто решение действи· 

тельно удовдетворяет всем пограничным и начальным ус,1овиям 

задачи. 

Если нас интересует наибольшая разность потенциалов, возни

кающая в проводе при таком движении, то мы должны прежде 

всего положить cos (шi) = 1. Затем мы видим, что наибольшая 
разность потенциа,1ов будет там, где все sin (m,r\") = -1, т. е. на 
изолированном конце провода. Мы получаем там: 

те 
Сумма членов ряда, стоящих в скобках, равна 4 , и следова· 

тельно: 

Для определения максима.'!ьноИ сющ тока мы должны положить 

s!n(oo,/)=±1 н cos(m,,x)=l; это последнее ус.1овие означает, 
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что наибольшая сила тока получится в начале провода и значение 

этого мак:;имума будет: 

1шах= 
, /СЕ V L . 

Мы можем придать наше~1у решению бо:1ее наглядную форму, 

если представим стоячие волны в виде двух проходящих волн, дви· 

жущихся вдоль провода в противоположные стороны. Тогда реше· 

ние напишется та!{; 

V2 =E {1 ; Е 2пt 1 fsin(roi-mпx)-sin(ooi+ тпх)]} 
.. ;с 2 1 

12=-Е V у· п E 2n+l [sin(ooi-mпx)+sin(roi+mпx)]. 

На рис. 75 во:ша, идущая в по:южительную сторону (вправо), 

изображена пунктиром, а волна, отраженная от конца и идущая 

влево, изображена тонкой линией. Результирующая стоячая волна 

изображена жирной сплошной линией. Каждая часть рисунка изо

бражает положение волн в моменты времени, с11едующие друг за 

1 
другом через 8 периода основного колебания. Мы советуем чита· 

телю сравнить полученные здесь стоячие волны с теми, которые 

получаются при строго гармоничеСl{ИХ колебаниях, т. е. при одном 

первом члене ряда (ер. общий курс "Электричество"). 

Если мы прибавим к этим стоячим волнам напряжение бата

реи, т. е. если мы опустим ось времен на величину Е, то получим 

изображение неустановившегося движения электричества в проводе 

во время зарядки. Это сделано на рис. 76. Из этих рисунков мы 

видим, что тотчас же после момента присоединения провода к ба

тарее аккумуляторов, от начада провода идет волна положительных 

1 3 
потенциалов (рис. 76; -

8 
Т); у конца провода (рис. 76; - Т) эта 

' 8 
волна отражается и вместе с падающей водной повышает потен

циал конца до двойн.ой ве.11ичины. Отраженная волна, дойдя до се· 

редины линии, уничтожается отрицате:1ьною частью падающей волны 

и у начала провода остается только напряжение батареи (рис. 76; 
8 

8 Т). При да11ьнеltшем ходе отраженной волны (влево) ее отрица-

те,1ьная часть сю;адывается с отрицательной частью падающей волны 
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и обе волны в.месте аннулируют заряды линии; тодько нача,10 ли

нии, соединенное с батареей, имеет разность потенциалов Е. Та· 

ким образом мы по.'Iучили то же самое состояние провода, что и 

• - -

J 
о { 

-- """ - -- .__ 
о { zl ' { 

г---, 1 i 1 
1' ~-1 - ..., 1 1 -

_...J 1 1 1 
.....J i L --- -
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Рис. 75. Сложение двух волн, 
движущихся в противополож

ные стороны. 

Рис. Н. Результирующее ко· 
дебание потенциа.,ов ва пинии. 

в первый момент его включения, и все рассмотренное нами движение 

волн должно снова повториться. Но так как в каждом проводе 

неизбежно пог.,ощение энергии, то волны, возникшие в момент 

включения, будут постепенно затухать и в резут,тате на всей длине 
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провода останется постоянная разность потенциалов Е, а сила тока 

везде будет равна ну.11ю. Мы получим установившееся равновесие 

электричества, соответствующее новым ус11овиям, на;юженным в мо· 

·мент зарядки. 

Совершенно аналогичным образом решаются и другие задачи 

неустановившегося движения BO.'IH в проводе, хотя вычисления nо.11у

чаются несколько сложнее, чем в рассмотренном нами примере. 

200. Элентричесний удар в линию. Рассмотрим еще с.1учай не

становившегося движения э,1ектричества, который по.11учается в· 

уроводе пос.11е то1·0, как в каком-,'1ибо месте (около х = а) прои
пош,ю внезапное повышение потенциала (удар атмосферного элек
зтричества). Ес.11и мы для первого приближения пренебрежем сопро 
тивлением провода, то будем иметь для скорости распространения 

волн и д,1я соотношения между потенциалом и силою тока фор
мулы: 

с 

VLC; 

}=(~ v 

и решение Даламбера может быть написано в виде: 

1 
V= 2 JF(x-ct) + F(x +ct)], 

1= .. I С __!_[F(x---ct)-F(x V L 2 
ct)J. 

В последней формуле мы нашn:а,1и разность двух функций, по

тому что при движении волны потенциа.11ов по направ.11ению - ОХ 
сила тока отрих~атеаьна. Кроме того написанные решения вполне 

удовлетворяют начальным данным: при t = О . мы имеем 

V(x, О)= F(x); J(x, 0)=0. 

Написанное нами решение изображено графически на рис. 77 
н 78 для раз.'1ичных моментов времени. 

Рис. 77 представляет распределение потенциалов в момент t = О, 
нричем F(x) у нас представ.11ена в виде суммы двух одинаковых 

функций. В то же самое время на рис. 78 изображена сила тока, 

которая в момент t = О равнялась нулю; сила тока изображена 
в виде разности друх одинаковых функций. В последующие 
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моменты времени как потенцю1.1ы, так и сила тока распространяются 

в обе стороны от места удара с одинаковыми скоростями и с со

хранением формы волны. 

Рассмотрим распространение потенциалов. У нас точка удара 

х = а взята ближе к началу линии, чем к концу, а потому вол'на, 

t=O 
11 
I i 
1 

о х а .:r а 

--

1 1 

~-"' ~,, lilll!ll11i!l 1 liн 1 il!i 1 Шl!!illlll llllillЙllllllllllllL~E 
Рис. 77. 

! ..... 

Рис. 78. 
Движение потенциа,,ов (77) и распределение сил тока (78) пос.~е 

электрического удара в изолированную линию. 

идущая влево по - ОХ ( ~ F (х -~ ct)), дойдет до изоJJированного 

конца раньше., чем воJJна, идущая вправо по + ОХ ( во.11не 

~ · F (х - ct)). Мы получим у нача,'1а провода отражение при удво
енной амшштуде потенциала, после чего отраженная волна побежит 

:,Ю·* 
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вправо. Другая волна, распространявшаяся от места удара вправо, 

в свою очередь дойдет до изо,1ированного конца линии и, отра· 

зившись от него, побежит влево, навстречу перво/:! волне. Обе вол· 

ны встретятся в некоторой точке х = Ь, которая, как легко сооб· 

разить, будет расположена симметрично с точкою удара х = а 
по отношению середины провода х = с. При встрече потенциалы· 

дадут такое же напряжение в точке х = Ь, какое было в момент 

удара в точке х а. Затем мы получим повторение тех же явле· 

ний: волны будут отражаться от концов и встречаться попеременно 

то в точке х = а, то в точке х = Ь. Впрочем вс.~едствие потери 

энергии обе волны будут постепенно уменьшаться и расплываться 

вдоль линии, и в конuе концов потенциал расш1ывется по всей 

длине провода: мы получим равномерное распределение электриче· 

ства по проводу по законам электростатики. 

Волны силы тока будут двигаться вместе с потенциалами. Но 

при отражении от изолированных концов sтектричество должно 

изменить направление своего движения, т. е. сила тока будет ме· 

нять свой знак; сумма силы токов падающей и отраженной волны 

будет равна нулю. То же самое произойдет и при встрече двух волн 

в одной из точек х = а или х = Ь: токи взаимно уничтожатся. 

По мере затухания потенциалов будут уменьшаться и силы токов; 

но потенциалы будут приближаться к не1<0торой предельной вели

ч~не, обусловленной первоначальным зарядом и емкостью линии, 
между тем как сила тока будет асимптотически приближаться 

к нулю. 

111. ПЛОСКИЕ ЭЛЕНТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

201. Плоская волна в диэлектрике. Напишем уравнения Мане• 

sел.ла для диэлектриков, лишенных де/:!ствите11ьных зарядов: 

е • 
curl М = - Е; div е Е 

с 
О· 
' 

- curl Е = L М; div µ М = О. 
с 

Мы уже знаем, что из этих уравнений следует закон Ма8сsелла 

о скорости распространения во11н (167, 137) и теорема Пойн.тин:1.а 
о движении энергии (163, 135): 

с с 

С1 =v e µ; Р= 4п[Е·М]. 

ПЛОСКИЕ ЭЛЕКТРUМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 3)9 

Возьмем прямоугольные прямоли1-1е/:!ные оси координат и рас· 

смотрим частный случа/:! распространения э;1е~тромапштных волн, 

когда напряжения Е и М лежат в плоскостях, параллельных плоско

сти ХУ и имеют величину, независимую от координат х и у. Тогда 

мы должны все производные от напряжений поля Е и М по коор

динатам х и у положить равными нуто, и получаем следующие 

уравнения Максвелла (производные в скобках р.авны нулю): 

Пос,1едние уравнения удометворяются сами собою, потому что 

производные по х и у равны ну.11ю, а Е, и М" сами равны нулю. 
Первые четыре уравнения распадаются на две пары уравнений, не· 

зависимых друг от друга; в одной паре входят только составляю

щие напряжений Ех и МУ: 

оМУ е оЕх 
-~:;-= с 1Т; 

оЕх_ µ ом.У 
oz - с ot ' 

тогда как в другой паре входят то.11ы<о составляющие Е.У и Мх: 

~Мх_ е ~ЕУ. 
+Тz .. -,тr· 

оЕУ µ оМх 
+1z =7 ot • 

На этом основании мы можем вместо одной плоской волны 

рассматривать две н.езависимых друг от друга волны. причем в 

каждоlt иэ них напряжения Е и М перпендикулярны друг к другу. 

Различие уравнений по отношению к знаку производных по коор· 

динате z указывает только, что направления Е, М, Z образуют пра· 
sовин.тозую систему. Физически это распадение уравнениlt означает 

с11едующее: любую плоскую еле1<Тромагнитную волну мы можем 

рассматривать как составленную из двух плоских волн одинакового 
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направления, но поляризованных перпендикулярно друг к другу 

(ер. 168, 138). Плоскость колебания одной из во,1н пара;тельна 
оси ОХ (Е ;) и п,1оскость поляризации (Му) параллельна оси О У. 
В другой волне плоскость ко.1ебания парал.чельна оси О У (Еу), 
а плоскость поляризации (MJ параллельна оси ОХ. Направление 

лучей (вектор По/1.нтинга) обеих волн парал,1е,'lьно оси OZ. То, 
что математически выражается распадением уравнений на две неза

висимые пары, реа,щзуется физически при помощи какого-либо 
поляризационного аппарата, например н;uколя. 

Мы можем теперь опустить индексы и рассматривать плоску_ю · 
поляризованную волну, написав уравнения: 

д.М s д Е д Е µ д М 
дZ - С дt j дZ-·С дt' 

продиференцировав первое уравнение по t, а второе по z, по- · 
лучаем: 

д дМ е а2Е 
fГ дZ =,~; 
а2 Е µ а дМ 
~z2=,fz1-т; 

а2 Е еµ а 2 Е 
д z 2 = ёз 1"1з · 

Наоборот, продиференцировав первое уравнение по z, а второе 
по t, имеем: 

а 2м s д д Е:: 
дZ2 =75zтг; 
д аЕ µ а 2м 
птz=,аt2: 
02м s µ а 2м 
'дz2 = c21t2· 

Мы получшш таким образом и д.'IЯ э,1ектрическоrо и для маr
ни-rноrо поля уже известные нам уравнения во1щ распространяю
щихся вдоль оси OZ (297, '198), и можем написать д.11я них реше· 
ния Даламбера в форме: 

P(z+ ct) 
ИJIИ 

ПЛОСКИЕ ЭЛЕКТРОМАПiИТНЫЕ ВО,'IНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 311 

202. Соотношение между злектричесним и магнитным полем. 

Мы получили в предыдущем параграфе диференциальное уравне

ние для электрического и . магнитного поля пJiоской волны, которые 
по форме совершенно одинаковы. Применяя к ним решение Далам· 

бера и рассматривая только ту часть волны, которая распростра

няется по по,1ожительной оси + OZ, мы можем написать: 
. z 

Е=Р (s)· М=Р (s): s=t- -· 
е . ,, т . С1 ' 

где Р8 и Рт суть произвольные функции. 

Подставим эти выражения в уравнения Максвелла и обозначим 

производные по s значком Р'; по,1учаем: 

1 1 s р' ( ) --Р (s)=- s; 
С; т С е 

-- ..!.. Р' (s) = __!:_ Р' (s). 
·cl е С т 

Умножая одно уравнение на другое, по,'lучаем ве.1Jичину скоро· 

сти распространения 

с 

С1 =· Vё µ' 

т. е. уже известный нам закон Максвелла. Раэде,'lяя одно уравне· 

ние на другое, по,'lучаем: 

Это уравнение означает, что обе функции Ре и Рт одинаковы 

по форме и отличаются друг от друга то.'lько постоянным множи-

телем V ~ . Мы можем поэтому написать решение в такой 
форме: 

·- -- ( z )' V еЕ-=}1 µМ=Р t--z; . 
Да,1ее, так как п,1отность энергии э.т1ектрического и магнитного 

поля вычис,1яется по форму.'Iа~1: 

1 . 
U =--гЕ2 • 

с Rrr ' 
1 

Т,,,=-8 µМ2, 
. '!; 
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то мы заключаем; что в рассматрнваемоn нами плоской волне плот

ности энергии электрического и магнитного полей одинаиовы. 

Советуем читателю сравнить эти формулы с формулами распро· 

странения волн вдоль проволок (268, 185). Мы уже указывали, 

что, при ничтож~iом сопротивлении, проволоки служат только н.а

r~раsляющими для движения волн, тогда как все электромагнитные 

явления происходят в окружающем проволоки · диэлектрике (271, 
186). В проволоках мы тоже имеем плосltую волну; распространя

ющуюся с тою же скоростью с1 по закону Маuсвелла, но форма 

линий сил электрического и магнитного поля в проволоках была 

иная; она зависела от взаимного расположения проволок, тогда как 

в этом параграфе мы рассматрива.rш однородные электрические и 

:магнитные поля. 

208. Стоячие волны в пространстве. Представим себе, что вдоль 
оси OZ идут навстречу друг другу две гармон.ичесuие плоские 

волны одинаковой амплитуды. Этот случай можно реализовать при 

помощи отражения (см. ниже). Одну из этих волн мы будем на· 

зывать падающеtJ., а другую - отражен.н.оtJ. волной. 

Для падающей волны, распространяющейся по направлению по
ложительной оси + OZ, мы должны написать напряжения электри· 
ческоrо и магнитного поля в форме: 

E1 =Acos(rot-mz); М1={ ~ Acos (rot- m.z). 

Тогда как для отраженной волны знаки Е2 и М1 будут проти· 

воположны: 

Е2 =А cos(rot+тz); М2 = -v ~ А cos(rot+mz).· 

Мы предлагаем читателю проверить это по уравнениям Маис· 

велла. Таким образом, если даже электрические поля будут направ

лены в падающей и отраженной волне одинаково, тем не менее 

магнитные по.~tя будут направлены противоположно (рис. 79, 80, 
81). Это впрочем следует также из формулы ПоtJ.н.тин.га: 

с 
Р- 4п [Е·М]. 

Так как векторы Е, М, Р должны образовывать правовинтовую 

систему, то при перемене знака одного из них должен изменить 

~:вое направление один из двух других векторов. В 11ан1ю~1 случае, 
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т. е. при отражении, меняет свое направление вектор Р ·(направле· -ние потока энергии, напр~вление электрического луча, направление 

по.11ожительной нормали плоской во11ны); поэтому, если мы оста-

х 

Рис. 79. Основная волна. 

вили направления электрического поля без изменения знака, то 

должны изменить знак магнитного по.11я; наоборот, если бы мы из· 
менили знак у электрического поля, то до,1жны были бы написать 

формулу для магнитного поля, поставив тот же знак, как и в па

дающей волне. 

[ 

"у 

с 

Рис. 80. Отраженная волна. 

Обе волны вместе, падающая и отраженная, дадут в сумме элеК· 

тромаrнитное поле по следуюll1:и·м формулам: 

Е=А [cos ((l)t- тz) cos ((l)f + mz)J = 2А· cos (mz),cos((J)t); 

6 . V-
М = µ А [cos (rot- mz) - cos (rot+ mz)] =-= 

r- . . 
= 1/ . ~ 2 А sin (mz)·sin (rot). 
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Как видим, каждое из двух полей, э11ектрическое и маrнитнсе, 

образует вдоль оси OZ стоячие волны с узлами и пучностями 
(ер. 263, 182); при это:.1 электрические и магнитные стоячие волны 
сдвинуты друг относительно друга на четверть волны, а колеба

ния их разнятся по фазе на четверть периода. 

Стоячие электромагнитные волны в пространстве бьти впервые 
реализованы Г. Герmr{ем. 

[ 

t

Рис. 81. Стоячая волна. 

204. Волны в проводящей среде. Для однородной среды, обла

дающей не то,1ько диэ11ектрическими свойствами, но также и неко

торою удельною электропроводностью, мы имеем уравнения Ма!(С· · 
велла (176, 140): 

з . 
curl М =-·Е . с 

4тта- Е . 
- ; diveE=O; 
с 

- curl Е=.1: М; div 11 М О. 
с 

При помощи тех же приемов, как и прежде (166, 137), мы 
можем получить из них уравнения, содержащие только напряжения 

Э,'lектрическоrо поля или только напряжение магнитного по,1я: 

Если мы и~tee~r де.10 с п.iocкofi во,1ноt!, распространяющейся по 

напраменню оси OZ, в которой напряжения не зависят от х и у . 
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(производные по х и у равны нулю), то уравнение дЛЯ напряжения 

электрического поля принимает вид: 

'о2Е еµ .. 
--=-Е ~z2 с2 

4ттаµ Е 
с2 ' 

и такое же уравнение мы получаем мя напряжения магнитного 

поля. Форма этого уравнения совпадает с формою уже известного 

нам телеграфного уравнения (266, 184), и мы могли бы воспользо
ваться формулами прежнего решения. Мы предпочтем однако ре· 

шать это уравнение независимо, введя обозначения, принятые в 

электромагнитной оптике. 

Зададимся решением в гармонической форме и применим метод 

КОМП,'lеКСНЫХ решений, положив: 

Е 
J,ш(t-.!.-) 2тс 

Ае с1 ; Ф=-. 
't 

Эта форма решения означает, что гармонические волны имеют 

частоту Ф, период колебания ,: и распростраш~ются параллельно 

оси + OZ с некоторой скоростью с1 . Обозначим через р отноше

ние скорости распространения электромагнитных во11н в пустоте с 

к скорости с1 ; эта ве.rшчина, как известно, называется в оптике 

покавате11ем J1релом11ения 

Мы уже знаем (по аналогии с телеграфным уравнением), что 

электромагнитные воJ1ны в проводящей среде будут поглощаться, 

т. е.~а:\fn11итуда их с"увеличением z будет уменьшаться. Мы можем 
это выразить в нашем решении тем, что представим показате,'lь 

пре!!омления в комплексной форме. Действите11ьно, ес,'lи по.'lожить 

p=n-··J,k, 

то по1,авате,1ь степени е прш.1ет форму: 

i. (J) ( t 
\ 

. k \ (IJ • / 
---.?: \ = ··· -kZ-t-J•OO \ f 

с , с ' \ 

Первый ч.1е11 справа ~южно представить так: 

ы 2тr 2тт 
=-=.-.-=flt11, 

с ·,с J.. 

п \ 
·- z \. 
с / 
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где ). - длина волны при распространении rармонических колебаний 
частоты <0 и периода 1: в пустоте. При этих новых обозначениях 
решение наше принимает вид: 

Е= Ае- mo"z /•w (t-; z) ' 
из котороrо мы видим, что теперь п означает показатель прелом

ления, а k называется показателем затухания (или поrлощения) 

волн. Физическое значение k таково: при прохождении волнами 

пути z =). аt.шлитуда их уменьшается. в отношении в- 2n.t. · Для 
тоrо чтобы определить неизвестные пока величины п и k, соста
вим производные написанноrо решения: 

Е=j·юЕ; Ё=--ю2Е; ~2Е =-(1)2 р2 
i)z2 с2 

и подставим их в диференциальное уравнение. Тоrда получаем: . 

4тсаµ 1 ___ ~µ ·· р2= (п -}·k)2= еµ ю " 2 aµt·J. 

Приравнивая отдельно действите:1ьные и мнимые части уравне· 
ния, получаем два уравнения: 

п2 - k'J = еµ; nk = iJµt, 

из которых определяются: , 

n2= ~ [Ve2 +(2;-r)2+ а], 

k2 =: (y'e2+(2:.-r)2- е]. 

Величина первоначальной амплитудЫ (при z = О) остается про· 

извольной и в эти формулы не входит. Эти формулы показывают 

нам, что показатель преломления (следовательно и скорость рас· 

пространения) волн lf показатель затухания волн зависят не только 

от свойств среды, выраженных коэфиuиентами е, µ, а, но также и 

от периода колебаний t; обе величины растут в.месте с пер11одом 

колебаний t. Для очень больших частот, т. е. для бесконечно Ма• 
,1oro периода t, мы получаем: 

n2 =eµ; k2 =0. 

Следовательно волны больших частот ыоrут свободно прони. 

кать в полупроводник так, как будто ero электропроводность равна 
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нулю. К этому необходимо однако добавить, что при очень бо,,ь. 

ших частотах сами коэфициенты е и µ приближаются к единице, 

и тогда электромаrнитные волны распространяются в среде ·без по· 

r:ющения и со скоростью света в пустоте. Примером этого моrут 

служить лучи Рен.тг.ен.а и у-лучи радиоактивных тел,' которые про
ходят сквозь все тела без преломления и почти без поrлощения. 

Те же формулы показывают, что степень влияния диэлектриче

ских свойств среды и ее электропроводных свойств на скорость 

распространения и поrлощение электромагнитных волн зависит 

от соотношения между величинами е и 2at. Так например, если 
диэлектрическая постоянная .среды настолько мала по сравнению 

с произведением 2at, что ею можно пренебречь, то для показате· 

пей преломления и поглощения мы получаем: 

n=k=Vµ.a-r. 
Эта формула нам приrодится ниже при оценке отражения уль· 

тракрасных волн от мета.11лов (опыты Гаzен.а и Рубенса). 

205, Соотношение между &лектрическим и магнитным полем 

в полупроводниках. Мы уже не раз указывали, что при поrлоще. 

нии волн между магнитным ·и электрическим полем должна по

явитьсц некоторая разность фаз (294, 197). Это подтверждается и 

в рассматриваемом случае распространения волн в проводящей 

среце. Для · доказательства достаточно воспользоваться одним из 

уравнений Ма,~свелла, где входят напряжения электричесхrого и 

маrнитноrо поля вместе, например (309, 201): 

;) Ех µ ~Му 
-1:=с~· 

Задавшись решениями 

Jw(t--E-{z) 
Е$= Ае с ; 

Jш(t-Lz) 
М =Ве с 

у 

и подстав,1яя их в уравнение, получаем: 

Ар-:-А (n-j,k) =В)1.; В=п -:k· А. 

Комплексное отношение между амп,1итудами означает, что их 

действительные значения относятся, как 

V п2+ k2 Ve'+(2:it)2 
Во:Ао= = 2 µ µ 
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и что кроме того между колебаниями электрического и магнит

ного поля образуется разность фаз: 

k 
tgtp=--. 

п 

Следовате.11ьно ко,1ебания магнитного по.11я отстают от ко,,е· 
баний электрического поля на фазу ер. Если э.11ектропроводность 
среды ничтожна (а= О), то мы получаеы: 

Bl)=V ~ AI); ер о, 
т. е. те же формулы, которые мы получили для диэлектриков (311, 
202). 

206. Поглощение энергии. Напишем формулы д.r1я напряжений 
электрического и магнитного поля плоской волны, распространяю

щейся в проводящей среде, перейдя от комплексной формы преды· 
лущего параграфа к действите,1ьной форме: 

Е =Ae-mokzcos (rot- mz); 2тr 
то=-)-; 

'1) 

Уп2 +k2 . 2тr 
М=А µ e-mokzcos (rot-mz-ep); m= 

Д:1я потока энергии (сквозь квадратный сантиметр в секунду) 
мы имеем формулу Пойн.тин:г.а (здесь Е перпендикулярно к М): 

с 
р= 4тt [Е·М]= 

е Уп2+k2 
= 4тt А 2 µ e-:Jmokz cos (rot-- т~). cos (rot- mz-- ер). 

Средний поток энергии в секунду мы получим, заменив проиэ· 
1 

ведение косинусов через 2 cos ер (226, 166). Но из форму.11 пре-

дыдущего параграфа следует, что 

1 п 
cos ер = ::-::::=== = :-r==:=::;==;=.-Y 1 + tg2 ep 

Поэтому средн.ий поток энергии на некотором расстоянии z от 
11у.1евой точки волны будет выражаться формулою: 

с п 
Рсред = 4тr А2 2µ е 2m,kz. 
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Мы видим, что коэфициент затухания энергии вдвое больше, 

чем коэфициент затухания юшлитуд, как и следовало ожидать. 

Иногда величину 

2 k _ 4тr k _ 4тr k 
ml) - ). -

о Ct 
q 

называют 1'оэфi~циен.том поглощен.ия эн.ергии во.1н. Введем эту 

величину в наши формулы: 

р = ....:._А2 _!:_ e-qz. 
сре;1 4i. 2µ 

Если волны прошли путь dz, то количество энергии, потерян· 

ной ими на этом пути, будет равно: 

-аР dz=....:...л2 nk. 4тr e-q1 ,dz=J_aA2e_qz·dz. 
дZ 41Т 2µ Ct 2 

С друrvй стороны, мы знаем, что потеря энергии происходит 

от превращения электрической энергии в теп.,оту по закону Джо· 

уля. В объеме цилиндра, имеющего площадь основания в один 

квадратный сантиметр и высоту dz, ежесекундно будет поrло· 

щаться ко.тшчество энергии 

и Е2 d И l л2 - qz d =а . z; ср2д =2 а е . z. 

Мы получили ту же величину, что и выше из формулы Пойн.· 

тин.га, и таким образом провери,1и закон сохранения энергии. 

207. Примеры. Г№р13ые непосредственные опыты д.r1я проверки 

законов поr,1ощения энергии элеюромаrнитных волн в полупровод· 

никах быди сделаны А. Эйхен.вальдом. Электро~аrнитные волны 

направ,1ялись вдоль проволок в водяные растворы (поваренной соли., 

серной кис,1оты), и энергия этих волн иэмерядась при помощи 

термоэлемента и болометра в различных ·расстояниях от места 

входа волн в раствор. Опыты показади, что энергия во.1н по мере 

их уrдубления в раствор постепенно уменьшается и притом по 

экспоненциальному закону, как того требует теория, и что коэфи

циент поглощения энергии q опреде.,яется величиною диэлектриче

ской постоянной s и электропроводностью а раствора в полном 

согласии с теорией Ма1'свелла. Необходимо однако добавить, что 

впоследствии быди найдены некоторые жидкости (растворы сахара, 

глицерина), поглощение которых сидьнее, чем того требует теория 

kfa1;:cseллa, и зависимость поr:rощения от частоты "олеб:шиii 
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(д..1ины волн) совсем иная. Подобные яв.1ения, на которые мы указы

вали и раньше (173, 140), не укладыва1отся в рамки теории Ма!(С· 

велла и требуют для своего объяснения новых гипотез, основанных 

на молеку,1ярном строении тел (::тектронные теории и теория квант). 

При подсчете коэфициента поглощения электромагнитных волн 

по выведенным наыи формулам ие нужно забывать, что электро· 

проводность а выражена у нас в зле1(mростатичес!(UХ единицах. 

При переходе от удельного сопротивления р, выраженного в омо

сантиметрах, к электростатическим единицам удельного сопротивле· 

ния нужно р раздедить на 9 • 1 он; взяв обратную величину полу

ченного резудьтата, мы по,,учим величину уде.'IЬНОЙ !'mектропровод· 

ности а, тоже в электростатических единицах. Так например удель· 

ное сопротивленпе 10 °/0 раствора серной кисm,)ц,1 равно 2,5 омо· 
сантиметрам, удельная электропроводность ее в электростатических 

единицах равна: 

а= 9 ' 1°
11 

=0,36· 1012. 

· А . . эахен1Jальд измерял поглощение электромагнитных волн 

длиною около 1 .м (, = 33, 10-10) в водных растворах серной 

кислоты (концентрация 0,1. 0/ 0) и поваренной соли (концентрация 
1 О/0), удедьная э.'!ектропроводность которых а равня.'!ась от 0,4, 101. 
до 1,2· 1010 OGS-E. Таким образом произведение 2at име.10 зна· 
чение от 25 до 80, тогда как диэлектрическая . rюстоянная водЫ 

равнялась 81. Сдедовательно в этих опытах на ~~ичину поглоще· 
ния волн оказыва.'!и влияние и диэлектрические и электропровод• 

ные свойства среды одновременно. 

Если же мы возьмем вместо раствора дисти.1лированную воду, 

удельная электропроводность которой в миллион раз меньше, то 

произведением 2зt для волн та1<ой щшны, как выше, можно пре· 

небречь: водны будут распространяться в чистой воде, как в изо· 

ляторе. 

Другой крайний сдучай мы имеем в хороших проводниках. Так 

например уде.11ьное сопротив,1ение меди и железа равно соответст

венно 1, 7 • 1 О-6 и 8,6 · 1 о-в омо-сантиметрам, а электропроводность 

их в электростатических единицах выражается числами: 5 • 1011 и 

1 · 1017. Поэтому электропроводность мета.1лов будет иметь преоб· 

ладающее значение даже для очень малых t, вш1оть до периода 

колебания .1учей жеюоrо цвета (t =- 10-и). 
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Поглощение э.'!ектромаrнитных воJiн око.!Jо метра длиною в ме

тал.'lах измерял Бьерю1.ес, но косвеf{ным образом, набJJюдая затуха· 

ние электрических колебаний в проволоках. При этом оказалось, 

что достаточно покрыть железную проволоку тонким слоем эJiек

тролитически осажденной меди, чтобы значительно понизить зату

хание колебаний. Это означает, что э.1ектрические колебания иди 

волны, попадая на металд, проникают в него только на незначи· 

тельную глубину. Подсчитаем, на 1,акой глубине электромагнитные 

·волньr дJiиною око,10 метра (t = 1 o-s), проникая в медь, умень· 

шают свою энергию в 100 раз. Логарифмический декремент поr,10· 
щения энергии опрелели,ся из формулы: 

4п 4п -..r 
q=т-k=т-r µ.ат 

о о 

Положив 

л0 =100с.м; µ.=1; а=5·1ОИ; t=lo-11; 

4п-.~ q= 
100 

r 5· 109 = 8 800, 

получаем глубину z, на которой энергия уменьшается в 100 раз, 

очень малую величину: 

e-q:=_1_. 
100' 

lg 100 4,6 · 
Z = --=--- 5 • 10-4 СМ q 8800- . 

Этим и объясняются опыты Бьеринеса. 

Явление, наблюденное Бьер!(несо.м, т. е. поглощение электро

магнитных волн в метаJiлах на небольшой глубине от их поверхно

сти, по существу своему одинаково с явлением неравномерного рас

предеJiения быстро-переменных токов по сечению прово;юки, кото· 

рое мы рассматрива.1и раньше (254, 180). Но раньше мы име.1и 

дело с электромаrнитным полем с цилиндрической симметрией во

круг оси проводника и дJiя аыражения его нам r~отребовались так 

называемые цилиндричес!tие (бесселеsы) функции, тогда как теперь 
при плоской волне у нас входят поr(азательные функции; при 

бодьших радиусах цилиндра бесседевы функции переходят в пока· 

затедьные функции. 

Впрочем и независимо от формаJiьных соображений нетрудно 

увидеть сходство обоих яв,1ений, есди стать на точку зрения воз

зрений Пойнтинга о движении энергии в электромагнитном поле. 

Уже при рассмотрении движения энергии при постоянном токе 

81 8 1 ж е 11 1 11, 11 • ц. т~орепчее111111 фиаииа., "' VI. 
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(165, 136) мы выяснюш, что электромагнитная энергия движется 

вдоль проволок, в н.аружн.о.м пространстве, перпендикулярно к 

электрическому и магнитному полю и входит в проволоку через ее 

наружную поверхность, чтобы затем превратиться в теплоту по за

кону Джоуля. То же самое мы имеем и при быстрых электриче. 

ских ко.11ебаниях. Но при колебаниях энергия движется в форме 

эдектромаrнитных водн; во.г~ны эти входят в проводник сн.аружи 

сквозь его поверхность, и если эта поверхность цилиндрическая 

(проволока), то волны направляются радиально со всех сторон по 

напраВJiению к оси проводника. При движении внутри проводника 

во,1ны должны поглощаться, .их энергия превращается в теплоту по 

закону Джоуля. Амплитуда волн, а следовательно и амплитуда их 

эдектрических токов должна уменьшаться по мере того, как волны 

удаляются от поверхности и приближаются к оси проводника; от

сюда ясно, что электрические токи в наружных слоях проволоки 

доджны быть сильнее, чем около оси ее. 

Неравномерное распределение токов в проволоке мы объясняли 

индукционными действиями быстро-переменных токов; теперь мы 

объясняем это законами распространения э;1ектромаrнитных волн. 

Но ведь с~ми электромагнитные во;1ны обязаны своим происхожде

нием тем же самым индукционным действиям, .теория которых лежит 

в основе уравнений Ма!Ссвелла,· а из уравнений Ма1Ссвелла следуют 

законы распространения электромагнитных водн в проводниках. 

IV. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ПЛОСКИХ ВОЛН 

208. Законы отражения и преломления. Положим, что нам дана 
tшоская граница между двумя изоляторами с диэпектрическими посто· 

янными е1 и е2 и с магнитными постоянными µ.1 и µ.2• Проведем оси 

координат так, чтобы плоскость ХУ легла на пограничную плоскость 

этих изоляторов, а ось + OZ была направпена от первой среды 
во вторую (рис. 82). Предположим да;1ее, что на пограничную 

плоскость падает электромагнитная вопна, плоскости один.а1Совых 

фаз которой перпендикупярны к п,1оскости ZX (к плоскости 

чертежа) и нормаль которой составпяет с осью + OZ некото· 
рый угол ч,. Если вопна гармоническая, то наши формупы будут 

содержать множитедь cos а или sin а, причем: 

2'1Т (t sin :р ·х +cos ч, •Z) 
(Z::s- - . 

т сп 
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Действите.1Jьно одинаковые фазы в такой волне будут распола· 
гаться по поверхностям, д.'Iя которых: 

sin cp·x+cos :p,z -....:....._;___,__ = t1 ( = const). 
с" 

Но это суть плоскости, параллельные оси у. Расстояние каждой 
такой плоскости от начала координат 

равно: 

sin ч, •Х + cos ч, ·Z=cnt1 = р. 
Это уравнение можно толковать, 

как уравнение движен.ия фазовой пло·. 

скости от начала координат доданного 

положения в течение времени t1 со 

скоростью · с11 • В течение времени Т 

' (полный период колебания) фазовая 
плоскость пройдет по направлению своей 

нормали путь, равный длине волны: 

.х. 

! 
р=с"Т=л. 

Рис. 82. 
Уравнения Ма№свелла в применении женныА 

к данному с;1учаю упрощаются, потому 

Падающий, отра
и преломленный 
,'!учи. 

что все вепичины будут зависеть то.1Jько от координат х, z и от вре
мени t; и все производные по у будут равны нулю (ер. 309, 201): 

_ ам.v =.:.. д Е~. дЕ.v µ. ~Мх. 
az с дi. az=cТt' 

дм.v· s авz ав .v µ. ам 
дХ =С дХ =-С д/i 

Уравнения Ма1Ссвелла и в этом случае распадаются иа две не· 
зависимые друг от друга серии. Левые три уравнения содержат 

в себе только 1-:, Ez, МУ; они представляют собою электромагнит
ные волны, электрические колебания которых параллельны плос

кости ZX, т. е. плоскости падения электрического луча. В оптике 
такой луч называется поляризован.н.ы.м перпен.ди№улярн.о !С плос-
1Сости паден.ия . .Между тем как правые· три уравнения содержат 
топько ве.1Jичины E.v, Мх, Mz; они представ.,яют собою луч, поля
ризован.н.ый в плос1tости паден.ия. 

21• 
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Зададимся с.'!едующим р·ешением этих уравнениl\: 

м -L J,,,.. 
х- е ' 

M=N/·"; z 

Е = 81/~; 
)/ 

· ( sin ,1·х+ cos tp·z) = (t-ax-bz). a=ro t- ro 
сп 

Подстановка tтих решениl\ в уравнения Ма1.свелла дае'Т нам: 

МЬ= _:_А; 
с 

в 
-Ма=-С; 

с 

АЬ 
• µ м 
Са=- · 

с ' ' 

Bb=·-J!:.L; 
с 

Ва =J!:. N; 
с 

е 
--- Lb+Na=-B. 

с 

Если исключим амп,1итуды А, С, М из .певь1х трех уравнений, ,, 
или амплитуды В, L, N из правых трех уравнений, то получим: 

( 
sin tp )2+ ( cos ({). }2 _ 1 _вµ, 

а2+ь2 = -- -- -2- ~· ' сп . сп ; сп с 

с 

сп= v'вµ.. 

Это - уже известный нам закон Ма1.свелла. Кроме того эти 
уравнения определяют отношения между амплитудами напряжений: 

С=-: A=-Atgtp; L=-i ВЬ=-{ ~ Bcosчi; 
N=+~Ba=+, f ~ Bsin:p. ,:: 

µ v / 
~ 

Мы возьмем за основные амплитуды с,1едующие: амт1итуду ко· 
11ебаний э11ектрическоrо поля в плоскости ZX и назовем ее Ер и i' 
амплитуду колебаний электрического поля, napaJ:tлe,1ьнoro оси У, и · 
назовем ее через Е, (рис. 82). 

Тогда 
A=Epcosчi; 

ОТРАЖЕНИЕ и ПРЕЛОМJ!ЕНИЕ плоских во.~ 

и решения наши представятся в следующем виде: 

Е .ie = ЕР cos т · cos а; 

Е,= -EPsin l.fl ,cos а; 

М =, f е Е • cos а· )/ v µ р , 

Mx=-V :E,cosчi·cosa; 

Mz=+{; E"sinчi·cosa; 
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Эти решения мы могли впрочем получить и непосредственно 

из ЧРртежа, ваяв проекции амтштуд ЕР и Е, на оси координат и 

приняв во внимание соотношение между магнитным и эJiектрическим 

по.'!ем для каждой из поляризованных во,1н (311, 202): 

ViE =VV:-м. 
Мы выбрали однако более формальный (аналитический) путь, имея 

8 виду дальнейшие применения наших формул. 
Мы будем рассматривать три электромагнитных волны, или три 

электрических луча: падающий, отраженный и преломленный. 

Направления всех трех лучей мы примем nарал.1е,1ьными плоскости 

падения, а углы, составляемые ими с осью + OZ, обозначим через 

'f, (ft', У. Падающий и отраженный лучи идут в первой среде, и еле· 

дователъно для них мы должны писать: 

(I=Ш (t- sin ~·Х + cos ({) •Z) 
. С1 ' 

,_ (t sinr.y,·x+cos~'·z \ 
(I_(I) - 1, 

Cl / 

Между тем как преломленный луч во второй среде будет иметь 

аргумент: 

R. _ ( t siп Х • х + cos Х . z \ 
1'_(1) - 1, 

С2 / 

Амп,штуды падающего луча мы будем обозначать буквэ.ми 

ЕР и Е s• амплитуды отраженного и прелом,1енноrо .1уча -- буквами 

RP и Rs, и соответственно DP и D8 • Наконец для упрощения фор· 
мул мы примем магнитные постоянные обоих тел µ 1 и µ2 
равными единице; в действительности большинство изоляторов 'не 

магнитно. Ес,1и читатель пожелает обобщить наши вычис,1ения и д.1я 

тел, дл,~ которых µ не равно единице, то он не встретит особых 

затруднений. 
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У пограничной п,1оскости должны быть соблюдены общие уело· 

вия электромагнитного поля (50, 41; 90, 74), а именно: норма.'!Ьные 
составляющие индукций и тангенциальные составляющие напряжений 

должны быть одинаковы по обеим сторонам пограничной плоскости. 

·Нам достаточно написать условия для тангенциальных составляю

щих напряжений, так как условия для индукций нам не дадут ни

чего нового." Но понятно в первой среде мы должны принять во 

внимание резу.'!Ьтирующее поле падающего и отраженного ,1учеn, 

тогда как во второй среде проходит только один прелом,,енный ;1уч. 

Условия на границе дадут нам следующие уравнения (мы составляем 

проекции полей на· оси ОХ и О У соr;1асно рис. 82): 

Ех =Ер cos tp · cos а.- RP cos !fi' • cos о.'= DP cos x·cos ~; 

МУ = V е1 ЕР cos а.+ V е1 Rp · cosa.'= V е2 DP · cos ~; 
Е у = Е s • cos а. + R, · cos а.,= D s • cos ~; 

Мх= v el Es cos tp' cos а.- Ve1R, cos l.f, • cos а.1 = Ve2Ds cos x·cos ~, 
Д11я тоrо чтобы эти условия удовлетворялись в любой момент 

времени, т. е. были независимы от времени, необходимо прежде 

всего, чтобы при z = О имели место равенства: 

а.=а.' = ~. 
и следовательно: 

жет 

sin s!n -~ 
. С1 - С1 - С2 • 

Отсюда определяются направления лучей. Заметим, что ,., не мо

равняться tp; это означа;ю бы, что оба луча совпадают. Поэтому: 

tp'= 180-tp; sin tp =3 
С1 С2 

Первое условие обыкновенно выражают правилом: угол падения 

равен углу отражения. Второе условие предстаВJiяет собою известный 
закон преломления лучей (или волн). 

209. Формулы Френеля. Приняв во внимание закон Максвелла: 

выразим отношение между диэ,,ектрическими постоянными обоих 

те11 через показате.11ь пре,1омления п второй среды относительно 

первой (µ] µ2): vi 
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Тогда условия на границе принимают более простой вид: сперва 

рассмотрим первые два уравнения для луча, поляризованного 

перпендикулярно к п11оскости падения: 

Е -R =D cosx 
р р р cos tp ' 

+ _ sin tp 
ЕР RP-DP -.-. 

. 5111 1 

Разделяя каждое уравнение на коэфициент при DP и вычитая 

одно уравнение из дpyroro, мы иск.1ючаем D Р и по,1учае~1: 

Е [cos Х_ sin tp] =R [cos tp + sin Х] 
Р cos tp sin Х • Р cos Х sin tp ' 

откуда опреде.'!яется амплитуда отраженного луча: 

С другой стороны, сумма обоих уравнений дает нам непосред

ственно а:'rш.'!итуду преломленного луча: 

4 sin Х • cos q.; Е 2 sin Х • cos tp 
D =Е + .. 1 Р. ( Р Р sin 2tp SIП '..,х SIП !fi -j- Х) • cos (lf 

Для лучей, поляризованных в плоскости падения, мы имеем 

уравнения: 

sin tp cos Х 
Es-Rs=Ds-·- • 

S!П Х COS tp 

Опять раздмяя на коэфициент при D,, получаем: 

Е [ cos tp, s.in Х _ i] = R [ cos tp · s.in х + iJ , 
s COS 1 • SIП tp s • COS 1 • S!П tp .. 

откуда определяется амп.rrитуда отраженного луча: 

R =Е· sin ('f -х) 
s s sin (<!' + Х)' 

между тем· как сумма обоих уравнений позволяет опреде:шт1о 

амп11итуду пре.'!омденноrо .,уча: 

D = Е :2 sin х · cos ч; . 
s s sin (f +х) 
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Таким образом, хотя законы для умов падения, отражения и 

преломления и не зависят от направдения э11ектрических и магнит· 

ных полей относительно плоскости падения дуча, тем не менее 

соотношения между а.иплитуда.ми для дучей, пОJ1яризованных парад· 

лельно и перпендикудярно к пдоскости падения, оказываются разные. 

Формулы этого параграфа быди подучены впервые Френелем 

(А. Fresnel, 1820) на основании общей гипотезы о волнообразном 

движении в световых ,1учах и задолго до появления электромагнит· 

ной теории. Теория Френеля впо,1не подтверждается на опыте. 

210, Закон Брюстера. Если мы сопоставим формулы Френеля 

для амплитуд отраженных лучей: 

R =Е tg(rp-&: 
Р Ptg(ip+ 1 

R =Е sin(tp-z) 
1 1 sin (!fl + Х) 

то заметим, что Rp может равняться нулю, если: 

tgc, + :й= оо; tp + х= 90°. 

Это означает, что при таких ус,1овиях луч, в котором электри· 

ческое поле пара,1лельно плоскости падения (луч, по,1яризованный 

перпендикулярно к плоскости падения), совсем не отразится, а, пре· 

ломившись, целu1Со.м пройдет во вторую среду. Д,1я ,1уча, поляриэо· 

ванного в плоскости падения, такого случая быть не может, потому 

что sin (tp + Х) не может равняться бесконечности. 
Из вышенаписанноrо условия, необходимого д,1я тоrо, чтобы R Р 

равнялось нулю, следуют соотношения: 

sinx=sin (~-ер) =coscp, 

n= sin Чi = sin tp =t (!!. 

SШ :( COS(fl g' 

Это и есть известный закон Брюстера, найденный им из опыта. 

Для обыкновенного стекла показатель прмом.т1ения п равен 

приблизите,1ьно 1,5 и следовательно tp0 = 56,5°. Если мы напра · 
вим луч света на стек,1янную ш1астинку под этим уrлом, то отра

зится от пластинки только та часть света, которая поляризована 

в плоскости падения. Этим обстоятельством часто по,,ьзуются для 

получения подяризованноrо луча из обыкновенного, неполяризован· 

ноrо ;~уча. Поэтому и yro.'I Cfio носит название ума полной поля· 

ризации. Уrол этот конечно д.1я различных веществ будет раз· 

/!ИЧНЫЙ, 
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Мы предположили, что оба граничащих друг с другом ди· 

электрика - идеальные изоляторы (не поглощают электромагнитных 

лучей); если это условие не реа,,изовано вполне, то и по,1яризация 

волн будет несовершенная. 

211, Нормальное падение. При нормальном падении эдектромаr

нитных волн на плоскость раздела двух диэлектриков (qi = Х = О) 
форму,,ы Френеля дают выражения неопределенного вида, а потому 

.1Iучше решать этот случай, исходя непосредственно из пограничных 

условий, которые в этом случае принимают вид: 

EP-RP=DP; 
EP+Rp=Dpn; 

n-vl!:i· - -, 
!1 

E3 +R8 =Ds; 
E8 -R8 =Dsn. 

Из этих уравнений мы получаем для дуча, электрическое поле 

которого параллельно пдоскости падения, форму,,ы: 

2RP=Dp(n- l); 

2Ер= Dp(n+ 1); 

Точно так же для ,,уча, электрическое поле которого перпенди

кулярно к плоскости падения, мы подучаем: 

п-1 
-2R1 =D,(n- l); R8 =-п+ 1 Е3 ; 

2 
2Es=Ds(n+ 1); Ds=+ n+ 1 Es. 

Такю1 образом при нормальном падении, формулы для обоих 

лучей делаются одинаковыми. Разница в знаке RP и Rs произошла 
от нашего выбора положительных направлений для этих ве.т~ичин. 

Это сделается ясным из следующего примера. Положим, что п > 1; 
тогда R, и /;1 - противоположных знаков и имеюr противоположные 

направления; но в то же самое время Rp и Ер, будучи оба поло· 

жителью?l, на самом де;1е имеют направления также взаимно противо· 

nо;т~ожные. 1,ак этQ ~зидно из рис. 82 . (323, 208). 
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Одинаковость формул для обоих .,учей мы моrли ожидать и на 

основании общих соображений. Действительно при норма.,ьном па

дении луча направление плоскости падения (плоскости, проведенной 

через луч и нормаль к п,1оскости раздела диэ.11ектриков) делается 

неопределенным, и коэфициент отражения не может зависеть от отно· 

сительноrо положения э.'lектрическоrо поля и этой плоскости. 

Обращаем внимание читателя на сравнительно большой коэфи

циент отражения воды д.,я волн, употребляемых в радиотехнике. 

Показатель преломления Д11Я эт,их волн равен п = Vs = v 81 9' 
и с.,едовательно коэфициенты отражения д.11я амп.,итуд и для 

энергии sлектромаrнитных волн будут: 

: =0,8; (: )2=0,64. 

212, Отражение от метмпов. В предыдущих параграфах мы 

излагали теорию отражения и пре.11ом:1ения электромагнитных волн 

у границы двух изоляторов. Если одно или оба граничащих друг 

с другом те11а обладают некоторой э,,ектропроводностью, то фор· 

мулы делаются гораздо с,,ожнее. Мы моr:ш бы сде.11ать переход от 

изо:1яторов к проводникам, воспользовавшись замечанием, которое 

мы сдела.,и на стр. 316, 204, и считать показатель пре.,омления п, 

входящий в пограничные условия и в формулы Френеля (в фор

мулы Френеля показатель преломления п входит в виде отношения 

sin ер ) синусов п =-.-- , не действительной, а комплексной величиной: 
Stn ;( 

n-}·k, 

причем величины п и k определяются из диэ,1ектрических и электро· 
проводных свойств каждого из тел по форму.r~ам, введенным нами 

в § 204. При комплексном показателе пре,1омления у нас по.r~учатся 

и соотношения между амплитуда~ш Е, R, D тоже комп,1ексные, и 

мы уже знаем, что физически это означает некоторую вполне опре

деленную разность фаз между колебаниями падающего, отражен

ного и прелом;1енноrо .11учей. Таким образом ход расчета явления 

отражения и преломления электромагнитных во.r~н на границе двух 

полупроводников впо.~ше ясен и не представ,1яет особых математи

ческих затруднений. Мы считаем излишнnм приводить ero эдесь 

в общей форме и оrраничим~я частным с.11учаем нормального па· 

дения лучеМ, - случай, который имеет наибольшее практическое 

значение. 
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Итак предпо.,ожим, что электромагнитная вшша, движущаяся 
в изоляторе (в воздухе), падает нормально на полупроводник; амшти
туду эпектрическоrо по11я падающей волны мы примем равной еди· 

нице (Е = 1) и предположим, что волна rармоническоrо типа. 
Тогда амп,1итуда отраженной волны и амплитуда во.11ны, проникаю. 
щей в по,1упроводниk у пограничной плоскости, будут опредеJrяться 
формула~ш: 

R=n-J·k-1. D= 2 
n-J·k+l' n-J·k+1 · 

Мы будем интересоваться 1юэфициентом для анергии отраженной 
волны, а энергия волн пропорциональна 1(8адрату амплитуды. Но 

квадрат абсо.r~ютноrо значения комплексной величины мы можем по· 
лучить очень просто, умножая ее на сопряженную ей вмичину (на 

величину, в которой + j заменено через - j). Пользуясь этим за· 
мечанием, мы по.,учаем д.'lя коэфициента отражения энергии: 

(п- 1)2 + k2 
(п+ 1)2+ k2 · 

r 

Для металлов мы можем по.,ожить (316, 204): 

n=k=Va-: 
и написать; 

r= (Vai -1)2+:п 
(Vat + 1)2 +at 

2a-:-2vat + 1 

2at+ 2Vat + 1 

Эта форму.11а была подтверждена Гагено.и и Рубенса.и (Е. Ha
gen & Н. Rubens; 1903) на опыте, произведенным ими с ультра· 
красными лучами света при отражении их от мета.,,,ических зеркал. 
Длина вопн в этом опыте была равна: · 

).= 12µ= 12· 10-4 cm. 
и с.r~едовательно период колебаниtt 

). 
t - =4· 10-Н sec. 

с 

Для медного эерка,Jа мы имеем ( ер. 321, 207): 
а= 5, 1017. 

Произведение at здесь так ве.,ико, что по сравнению с ним с,IЫ 
може~1 пренебречь единицt?й, стоящей в ч11слите,1е и ;энамен;3.теле, 11 
1щшсать: 

2 
!-r=-== v (i't' 

2 ' = 1.4 · 10-2 
у~~· 104 . 
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Непосредственный опыт дал: 

1-r= 1,6,10-2. 

Этот опыт Гаген.а и Рубен.са имеет большое значение не только 

потом_у, что он подтверждает теорию отражения, но еще и потому, 

что он доказывает значение электропроводности тел для чисто опти· 

ческих явлений и тем связывает оптику с электромагнетизмом. 

Впрочем для более коротких световых и ультрафиолетовых волн 

поглощение и отражение не определяются тем значением удельной 

электропроводности а, которое определяется для постоянного или 

переменного электрического тока. Так например голубые лучи света 

сравнительно мало поглощаются тонкой серебряной пластинкой, не

смотря на большую электропроводность серебра. При таких боль

ших частотах, уже близких к частотам собственных 1tолебан.ий 
электронов в атомах, теория Ма1(свелла оказывается недостаточной, 

и ее необходимо дополнить новыми гипотезами, лежащими в основе 

теории электронов и теории квант. 

213. Полное внутреннее отражение. Из закона преломления 

электромагнитных волн: 

s:n ч~ = с 1 =, /"!я= п 
sш У. с 2 V е 1 · 

следует, что тот из двух углов r.p и У. будет больше, который обра· 

зуется в среде с большею скоростью распространения с1 . Почти ,во 

всех телах скорость с1 меньше, чем в пустоте (или в воздухе),. и 

луч при выходе из тела на воздух образует больший угол с нор· 

малью, чем внутри тела. Можно направить падающий внутри тeJJa 

луч так, чтобы выходящий луч образе.вал с нормалью прямой угол, 

т. е. шел вдоль плоскости раздела обеих сред. Для этого необхо· 

димо, чтобы 

siny_=l; sinr.p=n; (п<1). 

При еще большем угле падения вышенаписанныfi закон прелом

ления совсем не может быть соблюден, потому что из него следо· 

вало бы, что 
. sin ч~ 
SШУ,=-->1, 

п 

а это невозможно. Отсюда обычно делают такое заключение: так 

1,ак нельзя подыскать такого угла У., который удовлетворял бы за

кону преломления, то преломленный луч образоваться не может, и 
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волна целиком отражается от пограничной плоскости внутрь тела. 

Это явление и получило название полн.ого внутреннего отражения.. 

Следовательно при полном внутреннем отражении мы имеем: 

R=E; D=O. 
Хотя опыт повидимому подтверждает это заключение, тем не 

менее такой вывод нужно считать недостаточным для описания всего 

явления; во всяком случае D нельзя считать равным нулю, как это 

мы сейчас увидим. Дело в том, что электроыаrнитные лучи состоят 

из электрического и магнитного поля, 

и если луч претерпевает полное вну· 

треннее отражение, не входя во вто· 

рую среду, то и его электрическое 

и маrнитнuе поле не должн J вхо· 

дить во вторую среду. Между тем 

этому противоречит закон прелом

ления линий сил как электрических, 

так и магнитных (51, 42): 

Из этих формул следует, что при 
l 

Рис. 83. Плоскости волн-падаю-
любом угле cz1 или ~1 м~,1 всегда щей и преломленной. 
получим и во второй среде им соот-

ветствующие углы cz2 и ~2, а полного внутреннего отражения полей 
наступить не может. Для того чтобы выяснить это противоречие, 

мы должны рассмотреть явление полного внутреннего отражения 

несколько подробнее. Прежде всего выясним геометрическое значе

ние величин, входящих в формулу гармонических волн второй среды 

(322, 208): 

( 
sin "1.. cos "1.. ) cz=ro t---x---z = ro(t-ax-bz). 

С2 С2 

На рис. 83 линия АВ изображает плоскость волны, т. е. плос· 

кость, где колебания имеют одинаковую фазу. Эта плоскость отсе· 

кает на осях ОХ и OZ точки А и В, расстояния которых от на· 

чал координат выражаются формулами: 

ON= ОА ,sin У,= OB·cos У.· 

В то время как волна прошла по направлению своей нормали п 

расстояние ON, точки ее пересечения с осями ОХ и OZ пройдут 
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расстояния ОА и ОВ. Поэтому, если скорость распространения фаз 
во второй среде равна с2 , то скорости движения тех же фаз вдо.,ь 

осей ОХ и OZ будут равны соответственно: 

v =_1..---· 
х siп 'Х. - а' 

с 1 
v =--2-=-. 

z cosx ь 

Соотношение между этими тремя скоростями таково: 

Заметим, что это соотношение остается в силе не то,·1ько для 

прямых лучей, но и для лучей, направ.1ение которых Х в различных 

точках раз.1ично (кривой луч); оно остается в силе и · д11я лучей 
перемен.н.020 направления, когда угол 'Х. меняется со временем, при· 

чем он может изменяться в различных местах по:1я раз.1ичным обра
зом. Если в какой-нибудь точке поля нам дано направление луча 

(yro.1 х), то тем самым определяются и фазовые скорости vx и vy 
чисто геометрическим путем. 

Но дело в том, что yro.'1 Х нам непосредственно не дается, а 

дается угол ff падающего луча и его фазовая скорость вдоль оси ОХ: 

' '1 v =--. 
х sln ff 

Для того чтобы пограничные ус.1овия моr.1и быть исполнены 
в любой момент и в любой точке пограничной плоскости, необхо· 
димо, чтобы фазовые скорости падающего, отраженного и прелом· 

ленного лучей вдоль оси ОХ (при z = О) были одинаковы. Если бы 
этого не было, то пограничные условия, удовпетворенные в одной 
какой-либо точке оси ОХ, уже бы11и бы нарушены в другой точке 

на той же оси ОХ, где фазовь!е скорости воли первой и второй 
среды отстают друг от друга или опережают друг друга. Итак }!:а· 
пишем условие, чтобы фазовые скорости всех трех .,учей вдоль 

оси ОХ были одинаковы: 

с с 
'V =--1-= __ 1_ 
х sin ч~ sin tf'' 

...1.. 
sin Х 

Это условие тождественно с тем, которое мы установили ра1-1ьше, 

и дает известные законы отражения и прелом.,ения ,1учей; но те~ 

перь оно по.1учи,10 определенный геометрический смыс:1. 
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Введем фазовые скорости в формулу волны, распространяющейся 

во второй среде, написав: 

p=oo(t- ~ -!...). 
'Vx Vz 

1 
В эrом выражении определяется направ,1еиием 

луча vx 
падающего 

1 sin tp -=--, 
V х С1 

тогда как опреде.r~яется из уравнения: 
v: 

В тех слу•~аях, когда мы наблюдаем пре.1омленный луч опреде-

1 
ленного направления Х, мы по.1учаем для - де/1.ствительн.ую вe

v z 
личину: 

~=+, J(..!.)2-(..!.) 2
=cosx. 

Vz v . С1 'V х С9 

Но в тех случаях, когда фазовая скорость вдоль оси ОХ де· 

лается меньше скорости волн с2 во второй среде: 

подкоренная величина де;1ается отрицательной и корень приобретает 

мнимое значение, а вместе с тем и фазовая скорость преломленного 

луча вдОJIЬ оси OZ делается мн.имой. Мнимую скорость распростра· 
нения лучей мы уже встречали при исс.1едовании распространения 

волн в поглощающей среде (315, 204), и мы выясни.1и, что это не 

означает вовсе, что распространение волн делается невозможным, 

а означает только, что амп.r~итуда во.1н убывает по мере их уrлуб· 

леиия в среду. Хотя рассматриваемая нами теперь среда и не по· 

rлощает волны, но значение мнимой скорости распространения 

остается такое же. Поетому по.1ожим: 
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(мы взяли при корне знак мин.ус, потому что знак плюс дал бы 
нам не убывание, а возрастание амплитуды до бесконечности, что 

физически неприемлемо). Мы получаем: 

~=(l)(t- ~) + (l)k·jz 

и вместо cos ~ мы ДОЛЖНЫ ВЗЯТЬ 

e-wkzcos (l)(t- v~). 

причем 

- С1 , 
Vx-- -.--, 

S!П (!) 

Итак, пока фазовая скорость падающего ;1уча вдоль границы 

обеих сред (вдоль оси ОХ) больше скорости распространения волн 

во второй среде, мы получаем в этой последней обыкновенный 

преломленный луч; но если угол падения луча так велик, что фа

зовая скорость вдоль оси ОХ делается мен.ьше скорости распростра

нения волн во второй среде, то преломленный луч, входя во вторую 

среду, быстро затухает и может быть обнаружен толыю на неболь

шой глубине от поверхности раздела двух диэлектриков. При этом 

амплитуда отраженного луча делается равной амплитуде падающего 

луча, и мы получаем так называемое полное внутреннее отражение. 

214. Изменение фазы при полном внутреннем отражении. Во 

всякой затухающей волне, от каких бы причин это затухание ни 

происходило, непременно должна образоваться разность фаз между 

электрическими и магнитными колебаниями. Мы толhКО что выяснили, 

что при полном внутреннем отражении волнообразное движение во 

вторuй среде должно выражаться формулами с множителем: 

cos ~ = cos (1) ( t - :х + I · kz). 

Если мы примем это во внимание, то должны в наших прежних 

формулах плоской волны (324, 208) заменить Ь через - Jk. Тогда 
получаем для определения соотношений между амплитудами пере· 

менных напряжений уравнения: 

а а с с 

С=-,; A=-kA·j; L=--µ.Bb=,;.kB·/; 

е 1 е 1 . с 
М=с ьА=с kA·J; N=+µва. 
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Мнимые амплитуды означают изменение фазы на 90 0;0, потому 
что 

±j ,_': 
+J=e 2. 

Следовательно щ1я напряжения электрического и магнитного поля 
во второй среде мы должны теперь написать формулы (вместо 
прежних, стр. 325): 

Е = + .!!:.. Ae-wkz sin R, z k 1'• 
са 

м = + - Be-wkz cos R, z µ 1'• 

м = - __!.. Ae-wkz sin ~· Еу = + Be-wkz cos R; 
у сх ' 1' 

il sin2 (!) - п2 
( sin (!) ) 

k = С1 ; ~ = Q) t - с;-- Х • 

Одновременно с разностью фаз колебаний во второй среде 
вознюшут у пограничной плоскости разности фаз колебаний и 

в первой среде: этого требуют пограничные условия. Проще всего 
можно получить сюда относящиеся формулы, если воспользоваться 

уже полученными нами раньше (327, 209) формулами Френ.еля, 

положив в них: 

sin r.@ 
--=n· COS'/.=bC2 =·-)·kc2• sin '/. ' 

Тогда мы получаем для луча, поляризованного перпендикулярно 
к плоскости падения, отношение между амплитудами падающего и 

отраженного луча: 

Е [ COS(@, _...!._]=R [ cos~ ...!..]· Р -j·kc2 п Р -j,kc
2
+ п' 

умножая это уравнение на - j, можем написать: 

Е [cos (!) + ~ ·] __ [cos r.@ _ • ...!._ ·]. 
Р kc п 1 -RP kc п 1 

2 2 

Из этого уравнения непосредственно следует, что абсолютн.wе 
значения амплитуд обоих лучей одинаковы: 

Ep=RP' 
тогда как аргументы их равны и противоположны. Если обозначить 

аргумент левой части ураанения через cz, то аргумент правой части 

22 Э й хе в в • 11 • д. Теоретичес1<ая физи~<а. ч. \'I. 
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будет -- а. При делении комп,1ексных веJiичин их аргументы вычи· 

таются; поэтому разность фаз между колебаниями отраженного и 

nадающеrо луча у пограничн:ой плос1.ости равна: 

и следовательно: 

1 
tg-- о 2 р 

а =:%- ":z)=2a 
р 

kc2 __ v· sin219- n2 

п • cos qi ·- п2 , cos qi 

Совершенно таким же образом мы поступаем с форму.'!ами 

Френ:еля. для лучей, поляризованных в п,1оскости падения. Поrра • 
ничные ус.,овия дают: 

Е [ cos ср • 1 --1] =Rs[~~lf-. 1 1] 
s -j·kc2 n -·-j·kc2 n 

или, умножая на - j: 

Отсюда опять заключаем, что амтштуды падающего и отражен· 

ноrо луча равны друг другу: 

Es=Rs 

и что разность фаз между ними а s определяется формуJ1ой: 

1 kc п V sin2qi - п2 
tg 2 ° s = со: qi = cos qi · 

215. Параллелепипед Френеля. Френ:ель воспоJiьзовался разностью 
фаз, по.'!учающейся при полном внутреннем отражении, дЛЯ устрой· 

ства прибора, превращающего обычно поляризованный ,1уч (плоско

поJiяризованный), в котором коJiебания электрического и магнитного 

поля происходят в определенных плоскостях, в луч, поляризованный 

по кругу, в котором плоскость поляризации вращается. Для этого 

необходимо иметь два луча с разностью фаз в 90 ° / 0 и по,1яризо· 
ванных перпендикулярно друг к другу. Геометрически такое сложе

ние двух лучей впо,1не аналогично сложению двух колебаний одина

ковой частоты и одинаковой амплитуды, направления которых 

перпендикулярны друг другу и разность фаз которых равна 90° 
( ер. ч. П, Общая механика, стр. 166, а также Общий курс элек

тричества; вращающееся магнитное поле). 

Из формул предыдущего параграфа СJiедует, что дЛЯ дву].' лучей, 

поляризованных перпендикуJiярно к плоскости падения и параллельно 
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этой плоскости, при полном внутреннем отражении поJiучается раз
ность фаз а, опредмяемая из формулы: 

tg 2.. са -г )=tg_!_a= Vsiп q~-пз 
. 2 р $ 2 cos <f. tg2qi . 

. Эта формула показывает, что а равна нулю, во-первых, при 
sш ({) =n, т. е. при переходе от преломления к полному внутрен
нему отражению, когда преломл~нный .'!уч скользит по поверхности 
раздела обоих тел; кроме того разность фаз равна нулю, когда 
tg lf . оо ; <f = 90°, т. е. когда падающий луч скользит по поверх
ности раздела обоих тел. Между этими двумя предельными по,10-

. жениями должен существовать некоторый угол падения r.p, при ко
тором ве,1ичина о имеет максимум. 

Для определения этого максимума необходимо (как обычно) 
производную от вышенаписанноrо выражения по 19 приравнять 
нулю: 

1 l с~ - ~ )- 2n2 
- (1 + п') sin2~ 

2соsза ~ер иР иs - sJnЗqiJI' sin2<p-пz =0. 

Отсюда по,'Iучаем для искомого угла qi
1 

2п2 
sJn2191=-, 

1+п2 

уравнение: 

а для максимального значения разности фаз выражение: 

t ..!_ а g 2 max 
1 ~п2 
2п 

Если луч претерпевает полное внутреннее отражение на гра
нице стекло воздух (д,1я обыкновенного стекда можно принять 
п = 1,5), то мы получаем: 

<f1 = 51 °20' ; Omax = 45°36'. 

Следовате,1ьно в стек,1е мы не можем получить разности фаз 
в 90°. Но можно заставить луч отразиться внутри стекла два раза, 
подобрав угол падения <р 1 так, '!тобы при каждом полном внутрен
нем отражении разность фаз получалась в 45°. Задавшись 

t=45°, 
подуч.аем из вышенаписанноrо уравнения д,'Iя yrJia падения 19 два 
значения: 

22• 

!lJ 
' 1 
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Основываf!сь на этих соображениях, Фре1:tель ве.1е,1 отш.1ифо· 

вать из стекла пар1ллелепипед, сснования которого составпяли 

с долевюш гранями yro.1 r,, 2 = 54°3i1 (рис. 84). Луч света, падая 

на одно из оснований 1:top,1taль1:to, дважды отражапся от боковых 

граней и выходил наружу нормально к противоположному осно

ванию пара.11лелепипеда. Если п.1оскость по,qяризации луча при входе 

составляет с плоскостью падения угол в 45°, то луч можно рас. 

сматривать как составпенный из двух ,qучей, поляризованных перпен

Рнс. 84. Параллелепипед Френеля. 

дикупярно к ШIОСКОСТИ 

падения и параллельно 

этой плоскости; оба 

луча получают при дву· 

кратном полном внут

реннем отражении раз

ность фаз в 90° и выходящий ,qуч оказывается пш1яризованным по 

кругу. Смотря по тому, составляла ,1и плоскость по.11яризации перво

начального луча с плоскостью падения угол + 45° или - 45°, мы 
получим правую или левую круговую поляризацию. 

Аналогичным путем можно получить луч с э.~1липтической поля· 
ризациеf:t. Тем же способом можно превратить круговую или э:шип· 

тическую поляризацию опять в прямолинейную (см. оптику). 

216. движение знергии при полном внутреннем отражении. 

В тех фор:..1улах, которые мы получили для электромагнитного поля 

во второй среде при полном внутренне:,~ отражении (337, 214), 
у нас стоят множите,1И: 

cos ro ( t - :J; sin ю ( t - :J . 
Это дало повод некоторым авторам рэ.ссматривать все явпение 

как волнообразное распространение электромагнитного по,qя вдоль 

оси ОХ со скоростью vx. И действитепьно написанные форму.~ы 

имеют вид, как будто мы имеем дело с лучом, скользящим вдо11ь 

поверхности раздела обоих тед. Между тем этот пуч не имеет той 

скорости распространенин с2 , которую он должен был бы иметь во 

второй ср~де; кроме того, хотя ТЬ<1оскости одинаковых фаз и перпен

дикулярны к линии распространения волн ОХ, но напряжения элек· 

трическоrо и магнитного поля имеют составпяющие вдо,1ь той же 

осн UX (Е х' М х), следовательно колебания 1:te попереч.1:tы. А. Эйхен.
валъд раэъf!снид это недоразумение, показав, что при полном 
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внутреннем отражс нии мы ш1еем дело с эаектромаrнитны:.ш волн 1ми 

oco5oro тип-1, образуюшюш кривые луч.и п1ре,и.еН,Н,ого направления, 

в которых однако эдектрич"ские и м.;.rнитные коJJебания строго 

попереЧ.Н,Ы. 

Для того чтобы определить направление луча во второй среде, 
т. е. направдение потока эне;:,rии (ве.<rора Пойнтинrа), опре :~елим 

сперва направления пиний сил. Обозначив через :х и ~ углы накло· 

нения э.qектрическоrо и :маr11итноrо по,1я к оси z, мы можем на 

основании формул (стр. 337, 214), написать: 

k Ct1' ro (t- ~); 
а ... "'х 

м k ( х) tg ~ = _мх = - ctg (О t- - ' 
1 а vx 

I<ак видим, направление лию1й сил рассматриваемого по.1я ме
няется со временем, и изменение это д.11я различных точек вдодь 

оси ОХ имеет различную фаэу. От координаты z эти направления 
совсем не зависят. I<роме того, если в какой-либо точке с коорди· 
натай х2 и в некоторое время t1 линии сил составJJяли с осью OZ 
yroJJ cz (ипи ~). то тот же самый угол а мы получим в некоторой 
другой точке с коордис1атой х2 и в не:<оторое другое время t

2
, ко

торые определяются условием, чтобы: 

Но это означает, что все э.11ектромаrнитное по:1е движется парал
,qельно оси ОХ со скоростью vx, не из:менfiя своей формы. Имея 
это в виду, нам достаточно определить форму линий сил дJJЯ одного 

какого-либо момента вр~мени, напрюtер для t= О. Приравнивая 

dx 
тангенсы углов нак.~10нения линий си.1 производной , мы полу· 

чаем диференцюльное уравнение линий си.~ в форме (при t :::ai:: О): 

dx tgcz,= -= 
dz 

k ctg (:тr ·х); 2rт __ ~. 
ti ;,х V х 
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которое при интегрировании дает: 

z х r k ,·, (2п ) J dz=--;; J tg ).х х ·dx, 
о х, 

2тt 
k ). cos 1 х 

Z=- JJg ,с 
а 2тт 2тт 

COS Х1 

Форма этих линий сил (электрических или магнитных) изобра

жена на рис. 87 пунктиром (кривые линии ниже ОХ). 

Поток энергии определяется форму;1ою: 

В луче, электрические колебания которого параллельны плос

. кости падения, мы имеем напряжения полей: 

Ех, Е,, M.v. 

В луче, э11ектрические колебания которого перпендикулярны 

к плоскости падения, мы имеем напряжения полей: 

Мх, М1, E.v. 

Так как вектор Поdнтинга должен быть в первом случае . 
перпендикулярен к M.v, а во втором сдучае перпендикулярен Еу, то 
в обоих случаях он будет параJ1.ТJелен плоскости падения. Кроме 

того он должен быть перпендикулярен к линиям сил, общее уравне· 

ние которых мы уже нашли выше. Нам остается только состав.ить 
уравнение линий, перпендикулярных к ,'!иниям сил (ортогональных 

траекторий), положив для них: 

dx 
tgx= == ctga. 

Это приводит нас к диференциальному уравнению: 

:: ·- а tg ( ~: х ) , 
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которое интегрируется так же легко, как и уравнение линий сил, а 

именно: 
z х r а п (2тт ) J dz=k j ctg ).х х ,dx, 

O Х1 

. 2тт 
' sщ- х 

а л v 
Z=- JJg х 

k 2тт • 2тт 
Stn Х1 vx 

Форма этих линий, по которым движется электромагнитная 

энергия (т. е. форма электромагнитных лучей) изображена тоже на 

рис. 87 сплошными жирными линиями (кривые ниже линии ОХ). 
К этому мы можем добавить, что падающий и отраженныlt лучи 

в первой среде дают результирующее поле, тоже состоящее из кри· . 
вых линий сид и кривых лучей, но форму их мы определять не 

будем. Читатель может при желании это сделать сам. Все эти линии 

изображены на рис. 8 7. Этот рисунок, как мы сказали выше, нужн·о 
себе представлять движущимся вдоль оси ОХ, без изменения свое'!t 

формы, со скоростью vx. В конце этого параграфа мы разберем 

подробные значения этих рисунков, а теперь обратимся к велuЧ,uне 

потока энергии у пограничной плоскости. 

Нам достаточно вычислить поток энергии одного из лучей. Мы 

имеем: 

А2 __!__ e-2wkz cos ~, sin ~ 
4пk 

=-A2-8-e-2"'k1sin2ю (t- .!..)· 
8ттk v х ' 

р =- Е М =А2-- e-2wktsin2R= с [ ] sa 
х 4п z .У 4тr k2 t' 

=Аз -- е-2шk, 1-cos 2ю ( t- . Е а [ 
1 

Х )] 
8тт k2 • \ 'Vx 

Из этих форму,, следует, что параллельно оси OZ энергия со

вершает гармонические колебания с частотою, вдвое большею ча

стоты ю. Колебания эти симметричны. 

Сколько энергии входит из первой среды во вторую, столько же 

и выходит обратно из второй среды в первую; таким образом энер· 

rия падающеrо луча це.11иком передается отраженному лучу. 
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В то же самое время параллельно оси ОХ энергия имеет перио

дическое поступательное движение, тоже с частотою вдвое большею, 

чем частота ко.r1ебаний поля самой волны; но коJiебания энергии 

в этом направлении не симметричны, и в среднем мы имеем движе

ние энергии вдоль поверхности раздела обоих тел, плотность по· 

тока которой выражается формулой: 

·а 
Среди. Px=AII 8;k2 e-,wkz. 

217. Объяснение рисунков. Для того чтобы как можно яснее 

представить себе явления отражения и пре.,омJiения электромагнитных 

BOJIH, мы считаем полезным 

\\t'
1:~1l!~III Привести Эдесь рисунки, СО• 

1i.i!!i![.illl:l!,!l1.ill1· ::::::н;;а;~~:::::а~~:::: 
1

1

11 

частью на основании выше-

!1 n ! • приведенных форму.'!. 
11 · .• i'.'l· ... 1· ·. 

•. [ /i.l'!il.

1

, .. il l.!I: Рис. 85 представJiяет 
1

, ,

1

,:

1 

! . 

1 

собою линии cиJI проходя· 
,[1!11·1 i,: .. о " р 

·•;::'' ! !i!! i Щеn ПЛ CKOn ВОЛНЫ. аЭJIИЧ· 

о.,.._ __ __,:.~:=:=::::~::::::;J-uш!1:..ш,ш;,..·1 •ш' .u.!...J....+IJ ная густота линий си.'! в 
Рис. 85. Линии сил ШIОСКО.Й волны. раЭJIИЧНЫХ местах волны СО· 

ответствует гармоническим 

колебаниям электрического и магнитного поля. 

На рис. 86 изображены линии CИJI (пунктиром) и перпендику

Jiярные к ним линии движения энергии (жирными линиями) при па· 

дении и отражении электромагнитной волны на границе двух ди· 

электриков. В перйой среде мы имеем реэу,'Iьтирующее поле падаю

щего и отраженного луча, тогда как во вторую среду проникает 

(под углом '/) преломJiенный Jiyч, по,1е которого аналогично тому 

полю, которое изображено на рис. 85. 
Рис. 87 изображает noJiнoe внутреннее отражение. ПoJie в пер· 

вой среде (yro.'I падения 45°) вполне симметрично, потому что R = Е· 

ПаралJiельно оси OZ мы имеем коJiебание энергии (см. стрелки 

у жирных Jiиний), тогда как параллельно оси ОХ энергия движется 

поступательно, но не равномерно, а периодически. Во второй среде 

мы имеем линии, густота которых убывает с возрастанием Z (поле 

ослаб.1яется) и перпендикулярные к ним линии энергии (кривые 

лучи), образующие ряд rирдянд. На рисунке мы nидим, что энергия, 

--·~-~-----= 
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входящая в каком-либо .месте из первой среды во вторую, описы

вает во второй среде ~ривой путь, чтобы возвратиться снова в пер

вую среду и образовать явление полного внутреннего отражения. 

z 
Рис. 86. Линии сю1 падающей, от· 
раженной и преломленной волны. 

Рис. 87. Движение энергии при 
полном внутреннем отражении. 

Однако вход энергии во вторую среду и выход из нее про

исходят в раэн.ых точках пограничной поверхности и притом в 

различное время. 

Наконец рис. 88 изображает ямение отражения от полупро

водн.и~а. Это явление несколько похоже на предыдущее, потому 

что и здесь энергия вхо· 

дит во вторую среду (жир· 

ные линии) и описывает 

в ней кривые линии, но 

она возвращается в пер· 

вую среду не полностью; 

часть энергии поглощается 

во второй среде по за· 

кону Джоуля. Таким 

образом отражение эдесь 

неполное. 

На последних двух ри· 

сунках (рис. 87 и 88)можно 

; 

Рис. 88. Движение энергии при отраже· 
нии от полупроводника. 

заметить, что падающий и ,отраженный .1учи имеют разность - фаз !. 
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Это обстоятельство вырази.1ось на рисунках тем, что узлы стоячих 

волн первой среды приподняты над поверхностью раздела обоих 

те., на расстояние, соответствующее по.1овине разности фаз а. 

V. СФЕРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 

218. Формула сферической волны. До сих пор мы изуча.,и пло
ские волны, одинаковые фазы которых располаrа.ТJись в парал.1ель

ных друг другу плоскостях и лучи которых (направление движения 

энергии) образовали систему параллельных линий. Если обозначить 

направление лучей через s, то плоская волна характеризуется ди

ференциальным уравнением: 

которое решается 

ДОЛЖНЫ ВХОДИТЬ В 

так: 

v2rn= сзт = 1 d2т 
т d 52 ·d t2 ' 

функциями любой формы, но переменные s и t 

комбинации { t !_) . Это мы будем обозначать 
\ с 

s \ 
) . 

С. 

Теперь нам предстоит изучить сферические волны, одинаковые 

фазы которых распо.11аrаются концентрическими шаровыми поверх

ностями и лучи которых направлены из центра этих поверхностей 

во все стороны. Докажем, что формула сферической волны имеет вид: 

~ +F(t ;) 
(ве.11ичина т может быть ска.11аром или вектором). 

Нетрудно видеть, что rтри такой форме одинаковым значениям r 
соответствуют одинаковые фазы, с.11едовательно во.11на действительно 

и:.1еет сферическую форму. Но кроме этого мы ввели делитель r, 
т. е. предположили, что амплитуда водн не постоянна, как это 

бы.'!о у нас в плоских во.ТJнах, а убывает по мере уве11ичения рас

стояния от центра. Знак означает во.ТJны, расходящиеся из центра 

во все стороны, и в центре мы должны предподожить источнш; 

энергии во11н. Если амплитуда водны обратно пропорциональна 

расстоянию r, то очевидно плотность энергии во.,ны будет обратно 

пропорциона,1ьна k:saдpamy этого расстояния. Так это и до.,жно 

быть, если поток энергии расходится радиа.,ьно и равномерно во 

все стороны. 
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1 . ) Функция т =,: F ( t + ; означада. бы водны, сходящиеся со 
всех сторон к центру; однако мы таких волн здесь рассматривать 

не будем. 

Остается еще доказать, что выбранная нами функция удовлет· 

воряет общему диференциа.11ьному уравнению волн: 

02т 02т 02т 1 02т 
v2т= сх2+ 3у2 cz2=c2~2· 

Д.i'!я доказательства составим сперва первые и вторые производ· 

ные по х: 

Составив такие же производные по у и z и, сложив все вторые 
производные по координатам вместе, по.,учаем: 

с'т 2 с 1 02 

V2т= dr2 + Г Г = Г ;}t2 (Гf). 

С другой стороны вторая производная по времени равна: 

и следовате,,ьно: 

откуда видим, что выбранная нами форму.,а сферической волны 

действительно удов,1етворяет общему диференциальному уравнению 

волн. 

Заметим при этом, что д.'IЯ во.11н с радиа11ьной симметрией мы 

могли бы прямо написать диференциальное уравнение волн в виде 

(ер. ч. I, стр. 164 (127): 
;}2 1 ;}2 

cr2 (r~) = ct;}t2 (rr.p) 

и ero решение (Далалбер) в виде: 

rr.p=F(t 
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Впрочем вы~ранное нами решение представляет, собою только 

простейшее решение, но возможны и другие решения во:шовоrо 

диференциальноrо уравнения. Так например легко видеть, что 

производные от выбранной нами функции по х, у, z, t любого по· 
рядка тоже уд·· 1летворяют волновому уравнению, а так как это 

уравнение линейное, то и сумма полученных таким образом реше
ний с 11юбыми постоянным коэфициентами тоже будет удов.1етворвть 

волновому уравнению. Этим обстоятельством пользуются д,1я удо· 

влетворения пограничным условиям задачи. 

219. Сферическая 9лжтромаrнитная волна. После этих nредва· 

ритеJiьных замечаний мы можем перейти к рассмотрению сфериче· 
ских электромагнитных волн. Напишем уравнения Максвелла д.1я 

среды, в которой s = µ = 1: 

c,curl М=Е; divE = О; 

c,curl Е =-М; divM=O. 

В начале координат мы предположим источник электромагнитных 

волн в виде вибратора Гертца небопьших размеров. Написанные 
уравнения до11жны удовлетвuряться во всех точках окружающего 

пространства за иск.пючением самого вибратора (где r = О), пото.>1у 
что в вибраторе ко,1еблются электрические заряды и СJiедоватепьно р 

не равно ну11ю. 

Наnщшим читателю, как мы реша,1и эти уравнения раньше 

(170, 140). 
Мы вводили вспомогательные функции: во-первых, скаларный по-

тенциаJI Cf электрических зарядов, оnреде11яя его уравнениями: 

E=-grad(f; 

и во-вторых, вектор-потенциа.1 эJiектрических токов, определяя ero 
уравнениями: 

1 
М=-- curl А; 

с -

Вводя веюор-потенциа,1 в первое уравнение Маисвелла, мы 

получали: 

Е = curl. cur! А= grad · div А -- r~A. 

. \ 

\ 

j 
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Первый член правой части этого уравнения у нас пропадал, 

потому что д.1я вектор-nотенциада электрических токов мы ставили 

еще добавочное ус.1овие: 

div А =О. 

Но это условие быпо возможно дпя замкнутых токов, для 

которых 

divi=O. 

Между тем электрические токи вибратора не замкнуты, так как 

при электрических колебаниях на концах вибратора появляются 

заряды. Таким образом в уравнении для Е у нас до.1жны остаться 
оба ч,1ена. Зато второй член мы можем преобразовать, приняв во 

внимание, что как алектромаrнитные волны, так и потенциалы этих 

волн должны, по Максвеллу, распространяться в пространстве со 

ск,оростью с и должны удовлетворять волновому диференциалыюму 

уравнению: 

1 .. 
v2д=- А. 

с2 

Но это уравнение решается не при помощи потенциала вида 

!" • 

А= j ; do, 

а при помощи так называемого запаздывающего потенциала (ч. J, 
165, 128): 

( -') Симвод i t означает (как и раньше), что ec.riи в самом 
с / 

вибраторе плотность тока дана как функция времени i (t), то для 

вычисления потенциалов на расстоянии r от вибратора мы должны 

ВЗЯТЬ функцию i t ( 'с) . 
Что выражение, стоящее под интегралом (а СJiедовательно и сам 

интеграл) де~ствитедьно удовлетворяет волновому уравнению и при· 

том представляет собою сферические волны, - это мы виде.~и в пре

дыдущем параграфе. 
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При таком значении вектор-потенциала мы можем для опреде

ления Е и М в сферической волне пользоваться формулами: 

Ё grad·div А v2д; 
1 

М=- curlA. 
с 

Гертц пред.тюжил вместо вектор-потенциала А пользоваться 

в таких случаях другою функцией Н, производная по времени ко· 

торой равна вектор-потенциа.11у (мы обозначили этот вектор Гертца 

через Н по первой букве фамилии Hertz). Ес,'!И положить 

А=Н, 

то первое из вышенаписанных уравнений можно проинтегрировать 

по времени и, положив интеграционную постоянную равной нулю, 

написать: Е 1 " 
grad · div Н Н; с2 

м 
1 . 
- curl Н. 
с 

Ве:кто~ Гертца Н (совершенно так же, :как и вектор-потен

циал А) мы можем представить в виде интеграла, распространенного 

по объему вибратора. Представим ·себе в начале координат элек

трический биполь (21, 25) с зарядами е на расстоянии d I друr 
от друга. Момент этого бипо.'!я d Р можно выразить через ero поля· 
ризацию Р (момент в единице объема) ( 4 7, 37): 

dP=e·dl P,do. 

Если этот биполь, сохраняя свое направ,'!ение, изменяет свою 

величину со временем, то мы можем выразить это .изменение через 

си;1у тока в вибраторе (взяв производную по времени от написан

ной форму,1ы): 

e·dl=l·d l=P·do. 

Далее силу тока мы можем выразить через плотность тока: 

Подставив эту фор~1у.1у в выражение для вектор-потенциала, 

имеем: 

\
1·( r' А = - Р t - -- ) , do 

L r \ с / 

=====-==="·=-:·=· =-=-=-=,.~-с.с·=-==:, ~- ------------.. -·-~--···• 
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и следовате.'!ьно вектор Герт1,а опреде.'!яется по данной нам поля· 

ризации вибратора Р при помощи интегрирования по всему об'ое.му 

вибратора: 

Н = \ ~ Р ( i -- _с). do ". 
,; r ·. с : 

Этот вектор Гертца (так же, ка:к и вектор-потенциал А) в раз

личных точках пространства, окружающего вибратор, должен удо

влетворять уравнению сферических волн 

1 " 
v2н= - н . с2 . 

и будет иметь в различных точках пространства, 01фужающеrо вибра
тор, различную фазу, тоrда как амплитуда ero будет обратно про

порциональна расстоянию рассматриваемой точки по.11я от вибратора. 

220. Гармонический вибратор Гертца. Как известно, основным 

типом всех периодических движений служит гармон.ичес!(ое колеба

ние. Поэтому рассмотрим вибратор Гертца, в котором поляриза

ция изменяется со временем по закону 

р = р о cos ( (!) t). 

В векторе f ертца эти гармонические колебания войдут в виде 
гармонических вош1, и следовательно для вектора Гертца мы дол-

жны написать; 

и.'!и, принимая объем вибратора ничтожным по сравнению с рассто

янием, мы можем написать: 

1 ( r' 1 H=-P0 cos U) t-- -) =- Р. 
r с r 

Это значение Н мы до,1жны теперь подставить в формулы на

пряжений электромаrнитноrо по.'!я 

Е grad·divH 
1 " 
с2 Н; 

* Симво.1 Р (t - ; означает, что для вычисления значения Н в мо

мент t необходимо брать значения Р в момент ( t - ~-) . 
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и таким образом можем вычислить все поле вибратора. Мы предо

ставляем сделать · эти вычисления самому читателю, а эдесь ограни

чимся исследованием свойств этого поля, во-первых, в непосредствен· 

ной близости около вибратора и, во-вторых, на очень большом 

расстоянии от него. Это иссдедование очень поучитмьно и имеет 

боJ1ьшое практическое значение. 

Мы можем аliачительно упростить нашу задачу, если восполь

зуемся с.r~едующим замечанием. Если производить диференцирование 

вектора Н по какой-либо координате, то мы получаем (например по х): 

d 1 d r 1 2п d r I ю 21t 
dxн=-r2 dХР-,:· 'т dX Р; с:= т· 

Символ Р' означает производную от Р по аргументу 

Соотношение величин двух членов, составляющих эту сумму, 

определяется отношением между величинами 

1 1 
,иг. 

Поэтому для расстояний r малых по сравнению с длиною 

волны }. мы може~1 при вычислении ограничиться одним первым 

членом суммы, т. е. считать Р независимым от расстояния r: 

~ Н = - ..!_ .!!:_ Р. 
д,Х r2 дХ 

Наоборот, д.r~я очень больших 

бречь первым членом суммы (как 

написать: 

d 
-Н= 
дХ 

расстояниR r мы можем прене-

1 
будто - не диференцируется) и 

г 

Это замечание распространяется и на вторые производные. 

Тогда мы получаем следующее: 

а) Вблизи вибратор а: 

Вычисляем электрическое поле. Для этого нам надо знать рас

хождение вектора Н; но при диференцировании по .х, у, z мы мо· 
жем считать Р независимым от координат и получаем: 

' 1 \ 
div Н = ( Р, V,) . 

Вторая производная 

1 " 
-н 
с2 
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по времени будет равна: 

1 ..!_(21t)'Р"=..!_(2.п)\2Р". 
r ci .; г . i. 

Так как по предположению ). значительно больше г, то этой 
·величиной мы можем пренебречь и написать: 

Е = - grad ( ~ · - V ..!__) . 
r; 

Но мы знаем, что это выражение представляет собою напрн)!<е· 

ние электрического поля биполя с моментом Р (32, 25). Следова

тельно и, в случае биполя, быстро меняющего свою величину со 

временем, мы можем рассчитывать электрическое поле ло законам 

электростатики, но только в таких расстояниях от биполя, которые 

малы по сравнению с длиною волны его колебаний. 

Для магнитного поля мы получаем: 

М = - curl Н = - - curl Р +- V , Р . 1 · 11 · 1[1 ·J 
с с г с /" 

(О применении операции curl к произведению скалара на век-
г 

тор Р читатель может справиться в конце книги, или ч. 1, стр. 54, 54. 
Но написанную формулу легко и проверить, предположив, что 

Н и Р направлены параллельно оси OZ). При малых г второй член 
будет значите.r~ьно больше первого, потому что 

1 1 
V =- r1. 

r 

Поэтому мы можем д11я напряжения магнитного . поля написать: 

М=-1 [Р ·r1] cr2 
1 [ ]' с,2 d 1 • r1 • 

Но это есть не что иное как закон Био-Савара (107, 94). Следо• 
вательно вблизи вибратора мы можем рассчитывать магнитное поле, 

как для постоянного тока. Но для каждого момента времени и сипа 

тока и магнитное поле вибратора будут различны. .·, 
В обоих случаях, как для электрического, так и для магнитного 

поля, мы могли бы получить тот же результат, положив скорость с 

бесконечности и написав t вместо ( t - ; ) , т: е. нсходя из фор
мул гармонических колебаний, а не · из формул rар~юнических волн. 
23. Э II хе 1111 а 11 ь ;\, Теоретnчеоная фпз11на, "· 1'!. 
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Ь) Электромагнитное по,,е вдали от вибратора .. 
При бо,,ьших расстояниях r мы можем диференцировать век· 

1 
тор Гертца по координатам, рассматривая множитель ,: как по-

стоянное. При этом мы будем пользоваться формулами: 

[ ( 
r )1 2 'lt 1 , div PoCOS(I) t с. =-т-,:-(r·Р); 

[ 
( r )] 2 'lt 1 , 

curl P0 cos ro \ t-, =---; r [r·P ]; 

С)-
с ' 

которые читатель может сам проверить без особых затруднений. 

Мы получаем: 

V. div Н = ( ~ ,.'lt) 2 ~ r (r •Р"); Р" = - Р O cos ro ( t - : ) = - Р; 

. ~
2 
Н = (2,.тт)2 ~ Р"= (\'ltY ~з Р" (r•r); 

Е= ( 21t)2 
_!__ [r (r•P")-P" (r•r)] =l?'lt}9 

{ [r[r•P"J]. 
Л ,з '"1.' 

Пос.'!еднее преобразование читате,1ь найдет в ч. 1, стр. 29, 31 ~ 
Для напряжения магнитного поля получаем: 

(2'1t\З 1 1 (2ТТ) 2 1 р М=- Т) ,2 [r·P']= Т ,:z-[r• J, 

откуда видим, что 

Е= _ _!__ [r•M}. 
r 

Из последней формулы мы заключаем, что электрическое попе Е 
перпендикулярно и к радиусу-вектору r и к направпению магнит
ного поля М; а предпос.'!едняя форму.1Jа показывает, что и магнит· 
ное поле м тоже перпендикулярно к радиусу-вектору, т. е. к на

правлению_ распространения волн. Но еспи 

sin (r·M) = 1, 

то из формуды С,'!едует, что 
Е=М. 

Следовательно численное значение напряжений электрического и 

магнитного поля одинаково. Все эти свойства поля (вдали от виб
ратора) напоминают нам свойства плоских волн. Тем не менее 

' ,,. : 
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между плоской волной и рассматриваемой нами здесь сферической 

волной имеются и различия. Если мы напишем формулы для чис

.,енных значений напряжений 

Е=М= (\'ltY ~ p,sin (r•P), 

то заметим, что в отличие от плоской во,1иы амплитуда здесь не

постоянна, а убывает с расстоянием (обратно пропорционально рас

стоянию r). Мы указывали на это и выше, как на общее свойство 

сферцческих воли. Кроме того рассматриваемая нами волна не од

нородна; амплитуда ее в пределах каждой сферы (при данном r) 
зависит от угла, образуемого радиусом-вектором r с направлением 

момента р биполя. В . направлении момента биполя [sin (r. р) = OJ. 
амплитуда равна нулю, тогда как в плоскости, проходящей через 

источник волн и перпендикулярно к моменту биполя [sin (r,p) = 1], 
амплитуда волны наибольшая. Это последнее свойство волны обус

лов,,ивается поперечмстью колебаний электромагнитных волн (оба 

вектора Е и М перпендикупярны к r). При продольных колебаниях 

(например пульсирующий шар в воздухе) образуются продольные 

однородные волны. Впрочем и электромагнитные сферические волны 

могут быть однородными, если они испускаются не одним колеб

,,ющимся биполе)'d, а целой системой колеблющихся биполей, по

стоянно и беспорядочно меняющих свое направление. Таким именно 

образом образуется однородная световая волна, испускаемая атомами 

светящегося тела. Как известно, по классической теории, атомы всех 

материальных тед содержат в себе электроны, колебания которых и 

образуют вибраторы Гертца. Что же касается вибраторов, упо

требляемых в радиотехнике (антенны), то они испускают н.еодн.ород-· 

н.ые волны рассмотренного нами в этом параграфе типа. 

221, Упрощение расчета. Мы произвепи расчет электромагнит
ного поля вибратора Гертца в довольно общей форме, имея в виду 
его. различные применения. Но так как этот расчет имеет большое 

практическое значение в радиотехнике, то мы считаем полезным 

повторить его в упрощенной форме и сделать его более наглядным" 

в особенности для тех читателей, которые не вполне владеют всеми 

приемами векторного исчисления. 

Первое упрощение, которое мы введем, заключается в том, что. 

мы направим ось + OZ вдоль момента биполя: 

'pz = р0 cos ( rot); 



356 ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 

тогда и вектор Гертца Н и вектор-потенциал А будут везде на· 
правлены паралле.11Ьно оси OZ. Дnя гармонически колеблющегося 

биполя :'!!Ы имеем: !_). н _!_ р . cos (.!) ( t 
z г о с ' 

if = --- ..!.._ 
2 тт sin оо ( t - !_) . 

z r,: \ с, 

Напряжение магнитного поnя определится по вектор-потенuиалу, 

как обычно: 

1 дАz 
м =-·--; 

х с ду 

1 
М = curlA; 

с 

М __ !_!А.. М.=О. 
у- С дХ' 

Следовате,1ьно магнитное поле везде перпендикулярно к напра· 

в.11ению бипо,1я, т. е. ,'!ежит в плоскостях, паралле,1ьных плоско

сти ХУ. Дальнейший расчет мы будем производить д,'IЯ точек, да
Леl(о отстоящих от вибратора, т. е. при диференцировании п• 

1 
координатам будем считать множитель - постоянным. Кроме того 

r 
з.а метим себе формулы: 

r 

дГ х 
--

х r 

у x2+y2+z2; 
дГ L· dГ 

ду r ' дZ 

z 
r 

После этого нам нетрудно~ написать форму,'IЬ1 для напряжения 

магнитного поля: 

М = 1 -~А,=_!_ (2тr)2 р ·COSOO (t-!_) ,1_; 
х с iJy r \ ). о с r. 

li)A 1 '2тт')2 (,· r) х 
--21 =--1-,- p0 cosoo t-- • . 

с дХ r \ л \ с r 

Формулы показывают, что магнитное поле перпендикулярно к ра

диусу-вектору r. Действительно косинус угла наклонения вектора М 
к вектору r опредепяется форму,юй: 

cos(M·r)=M~+Myy+Mzz=O. 

Но ес,,и напряжение магнитного попя перпендикупярно к поля~::• 

ной оси Z и к радиусу-вектору r, то все магнитные ,'lинии обра-
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зуют круги с центром на оси Z. Это напоминает магнитное поле 

прямого тока, идущего вдо;1ь оси OZ. 
Численная величина определяется по его проекциям на оси ко

ординат: 

м 1 (2тт)2 ( r) r Т Ро cos ro t - с . sin D; sin6= Vx2+y2 
r 

где 6 означает угол, образуемый радиусом-вектором с осью Z. 
Величину и направление напряжения зле"тричес"оzо поля мы 

можем определить, пользуясь первым уравнением Ма,ссвелла: 

Е = с· curl М. 

Подстав.'lяя сюда уже вычисленные нами напряжения магнитного 

по,'lя, попучаем: 

. дМу 
Е =-С--
х дZ 

Е= 
у 

д d 
+~· х (Az); 

с) д 

~. дУ (Az); 

Обратим прежде всего внимание на то, что составляющие этих 

напряжений по осям Е х• Е У' iz отJшчаются только множителями 

zx; zy; - (х2 + у2), 
между тем как :магнитные попя име.1ш множители: 

у -х о. 

Поэтому, составляя ска,1арное произведение обоих векторов, мы 

подучим в результате нуль. Это означает, что 

cos (Е·М) = О; Е перпендикулярно к М, 

т. е. что электрическое и магнитное no,'le перпендикулярны друг 

к другу. Дадее, составляя скаларное произведение векторов Е и r 

(умножая ix, iy, Ez на х, у, z и складывая), мы опять получаем 
нудь. Это означает, что электрическое поле тоже перпендикулярно 

к радиусу-вектору, т. е. ,'!ежит на поверхности сферической волны. 

Если мы назовем направление биподя р (ось Z) полярноtJ осы(), 
то можем сказать, что магнитные линии образуют · паралдми 
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сферической волны, тогда как электрические линии сил идут по 

мериди ,ном (рис. 89). 
Наконец из написанных выше формул прямо видно, что чис

ленные значения напряжений Е и М одинаковы ( это видно уже из 

того, что при вычислении магнитного и электрического поля вектор 

Гертца диференцируется два раза). 

Мы оrраничи,,ись определением поля 

вдали от вибратора, но исходные формулы 

этого параграфа позволяют вычислить все 

по,,е вибратора на любых расстояниях r 
и для любых изменений момента биполя 

со временем, при одном только условии, 

что момент биполя сохраняет свое напра

вление по оси Z. 
l 

р 

--+------0--------t---·Y 

Рис. 89. Движение энергии в сферической 
волне (вдали от вибратора), 

(~l 

101 
1tf1 
11·11 

Рис. 90. Различные 
фазы лучеиспуска

ния вблизи вибра-
тора Гертца. 

222. Энt:рrия лучеиспускания. Для определения энергии, теряемой 

вибратором ежесекундно, составим выражение для потока эн.ергии, 

т. е. вектора Пойн.тин.га, на поверхности сферы большого радиуса 
с центром в вибраторе. Мы можем при этом воспользоваться фор

мулами предыдущего параграфа и написать: 

р = с [Е·М] =..:... (2 п)• ..!._ р2 cost (1) ( t-!_) · sin2 3. 
· П 4П А r2 О С, . 

Поток энергии, будучи перпендикулярен к векторам Е и М (по 
правилу правого винта), будет везде направлен по радиусам н.аружу 

сферической волны. Это последнее замечание касается то,,ько тех 
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точек поля, которые отстоят далеко от вибратора (по сравнению 

,с длиною ero волны); вблизи вибратора энергия будет иметь более 
сложное движение: часть ее будет периодически двигаться наружу, 

·другая же часть будет совершать колебания вдоль радиуса-вектора, 

двигаясь от вибратора наружу и возвращаясь обратн.о к: вибра

тору. Это можно заключить и на основании вышеприведенных 

форму,,, а также и по известным (см. Общий курс электричества) 

рисункам (рис. 90) Гертца. Нас интересует главным образом та 

'Часть энергии, которая теряется вибратором безвозвратно. При 

вычислении средних величин во времени мы до,1жны положить: 

среди. [ cos2 ю ( t - ; ) ] = ~ . 
За элемент поверхности волны мы возьмем узкую зону парал

.лельноrо круга, длина окружности которого равна 2 r. rsiп 3, а тол

щина r·d3: 
dS=2 пг2sin3·d3. 

Умножая вектор Пойн.тин.га на эту площадь и интегрируя по 

всей поверхности сферической волны, мы получаем ежесекундную 

I1отерю энергии " 

W= § P·dS=: (\~)'pi' sin3{},d3. 

о 

Для удобства интегрирования мы введем новую переменную: 

cos 3 = и; - sin {} · d {} = dui . sin2 {} = 1 u2; 

\ sinэft.dO=+}(u2-l)dи=[~ -и]~
1

1 =:. 
'о + 

Таким образом ежесекундная потеря энергии вибратора опреде· 

.11яется формулой: 
W= с (2п)• 2 erg 

l Ро sec' 

которая показывает, что при одинаковых амплитудах момента р0 
вибратора ежесекундная потеря энергии обратно пропорциональна 

четвертой степени длины волны, испускаемой вибратором. 

223, Сопротивяение яучеиспускания. В радиотехнике принято 

выражать потерю энергии на лучеиспускание особого рода сопроти

влением R,., основываясь на форму.'lе Джоуля: 

W=RJ2 . 
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Для того чтобы перейти к этой технической формуле, на~~ 

нужно выразить амплитуду переменного момента биполя р0 через. 

амплитуду силы тока в этом биполе }0 . Соотношение между силою 

тока и электрическим моментом вибратора мы уже описали выше 

(350, 219): 
J./ =р= - р0 2 '1Т siп (оо t)= - 101 sin (оо t), 

't 

где l означает длину короткого вибратора. Отсюда определяем. 

::tмrтитуду момента: , 

Ро=lоt(;тт)= ~lat( 2~) 

и подставляем в формулу лучеиспускания энергии: 

W=-1-(2,тт)2 1212 erg. 
3 с А O sec 

Коэфициент при J~ и будет представлять собою сопротивJ1ение 

лучеиспускания. В нашей формуле энергия выражена в эргах 

в секунду, а ·сила тока - .в электростатических единицах, поэтому и 

сопротивление R1, выражено тоже в электростатических единицах. 

Если мы хотим ввести сюда пра"тичес"ие единицы, т. е. выра

зить силу тока в амперах, а энергию, испускаемую ежесекундно,

в уаттах, то сопротивление R, должно быть выражено в омах: 

Переход от электростатических единиц сопротивления к o.ita.м со-· 

вершается умножением на 9 · 1011, и следовательно: 

R1. = 40 тт2 ( i ) 2 

ом. 
Наконец если мы вместо амплитуды силы тока J O желаем ввести 

эффе"тивн.ое значение силы переменного тока, как это делается 

в технике (эффективное значение силы переменного тока отсчиты

вается и на измерительных приборах), то должны будем воспользо-

ваться соотношением: 

и получаем энергию (эффект) лучеиспускания вибратора: 

W=80тт2 С )
2

,1~1 уатт. 
221. Расчет антенны. Точный расчет лучеиспускания антенны 

представляет значительные математические трудности, и вполне строгое 
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решение этой задачи возможно только для простейших форм (шар, 

уд.rшненный эллипсоид) и то при упрощенных предположениях о 

возбуждении электрических колебаний в антенне. Но в действитель

ности антенны состоят из целой системы проволок, и можно произ

вести расчет с достаточной для практики точностью приблизительно· 

следующим образом. Сперва рассчитывают силу тока в различных 

частях антенны, применяя формулы распространения волн вдоль. 

проволок (глава третья 11). При этом однако кроме обычного со

противления проволок R необходимо принять во внимание и сопро
тивление лучеиспускания R,. Величина этого последнего сопроти

вления вводится сперва приблизительно, основываясь на практиче

ских данных, а затем она может быть исправлена повторными: 

расчетами, как это нередко практикуется при различных техни

ческих расчетах. После того как распределение силы тока по всем 

проволокам антенны будет определено, разделяют антенну на от

дельные элементарные длины l и считают каждую_ такую длину за 

отдельный вибратор Гертца, формула лучеиспускания которого нам. 

известна. Следовательно каждую антенну мы можем считать соста
вленною из целой системы вибраторов Гертца, которые не только 

будут иметь электрические колебания различной амплитуды и фазы, 

но кроме того могут иметь_ и различное направление в пространстве. 

Из этого мы видим, что даже при таком упрощ~нном способе рас

чета он может потребовать довольно кропотливой работы, и от 

искусства и опытности радиоинженера зависит расположить ход 

расчета так, чтобы он соответствовал требуемой точности. 

К этому необходимо прибавить, что для антенн, расположенных 

вб:шзи поверхнасти земли, необходимо принять во внимание отра

жение волн от этой поверхности. Проще всего производится расчет 

в том случае, когда грунт вблизи антенны можно считать за хо

роший проводник (иногда это условие стараются достичь искус

tтвенно, укладывая в грунт проволочную сеть). Но дело в том, что 

направляющее действие антенн Мар"он.и (в форме буквы Г) как 

раз обусловлено плохою электропроводностью грунта. Впрочем 

в настоящее время, когда радиотехника переходит к коротким вол-

нам и к применению зеркал, направляющих электромагнитные лучи 

в желаемую сторону, расчет лучеиспускания значительно упрощаетск 

и очень близко подходит к onmuчecf(U..+t расчетам, которые мы 

предполагаем изложить в следующей части этого труда. 



Прибавления. 

ФОРМУЛЫ ВЕКТОРНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

Мы помещаем здесь главнейшие формулы векторного исчисления 

,встречающиеся в этой книге, чтобы напомнить их читателю. Более 

подробное изJ1ржение правил векторного исчисления и их гео.метри· 

·ческое толкование читатель найдет в первой части "Теоретической 

.физики", глава I и 11. 
Векторная алгебра 

Векторы, т. е. величины, имеющие определенное направ,1ение 

в пространстве и ск.1адывающиеся геометрически, обозначаются у 

,нас жирным, прямым шрифтом: А, F, М, А1 • Индекс 1 означает, 
что величина вектора равна единице (единичный вектор). Проекции 

на оси координат какоrо-,1ибо вектора А обозначаются индексами: 

Ах, Ау, Az. 
Векторное (геометрическое) сложение и вычитание обозначается 

·так же, как и скаларное: 

д+в+с=D. 

С векторными суммами можно обращаться, как с а.,rебраиче

·СКими суммами, например 

A+B=D-C. 
Отрицате.1ьный знак при векторе означает вектор той же вели· 

,чины, но противоположного направления. Уравнение 

А А=О 

,означает, что мы перешли от начала вектора А к его концу, а за

тем пошли по противоположному направлению и приш.1и в исход

:ную точку. 

Из двух векторов можно составить два рода произведений: ска· 

.ларное и векторное. . 
Скаларное произведение двух векторов F и s (работа силы F 

,на пути s) равно F·s·co~ (F·s) и обозначается так: 

(f •S)= F,s. cos (F·s). 

В декартовых координатах мы имеем: 

(F•S)= Fxsx+ Fysy+F z8z· 

Векторное произведение двух векторов r и F (момент силы F 
11округ точки, расстояние коей от точки приложения силы равно r) 
равно по величине: 

М = r· F·siп (r· F) 
· и обозначается так 

М =[ r·F]. 
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Оно равно площади параллелоrрама, построенного на обоих 

векторах r и F и имеет направление положительной нормали этой 

площади. Положительное направление нормали определяется по 

правилу правого винта так, чтобы векторы r, F, М были располо

жены друг относительно друга так же, как правовинтовая система 

.координат Х, У, Z. 
Проекции векторного произведения на оси координат выражаются 

·через проекции векторных множителей следующим образом: 

Mx==YFz-zFy, 
My=ZF;,:-XFz, 
Mz = xFY-yF;,:. 

Произведение двух векторов может равняться нулю, хотя бы 

сами векторы и не равнялись нулю. Скаларное произведение равно 

нулю, когда векторы перпендикулярны друг к другу: cos (F · s) =О; 
. векторное произведение равно нулю для параллельных векторов: 

$in (r, F) = О. 

; При перестановке множителей скаларное произведение не ме- · 
-няется, тогда как векторное произведение меняет свой знак, потому что 

cos (F ·s) = cos (s• f); sin (r· F)=-sin (F·r). 

Если умножить векторное произведение М скаларно на какой· 

либо третий вектор, то произведение 

Q=(U [r•FJ) 
будет равно объему параллелепипеда, построенного на векторах u, 
,r, F. Так как любая грань этого параллелепипеда может служить 

основанием при вычислении. объема, то мы можем вычислить объем 

тремя способами: 

Q=(ufr·F]) (F[u•r])=(r[F·u]). 
Это означает, что в этом произведении можно переставлять мно

жители без изменения значения произведения, соблюдая однако их 

круговой порядок. В декартовых координатах объем параллелепи

,педа выражается детерминантом: 

Довольно часто встречается и векторное произведение трех 

.векторов: 

[А [B·C]J = В (С·А) - С{А·В). 
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Форму.'Iа показывает, что это произведение раэ,,аrается на два 

вектора, параю1е.r~ьных векторам, стоящим во внутренних скобках. 

Теория поля 

Ес.,и нам дано скаларное поле if1 (потенциал), то мы можем про

вести в нем эквипотенциальные поверхности 

ifl const. 

Производные скалара (fl, взятые по направлению нормалей этих 

поверхностей, называются rрадиентом поля (rрадиент означает по

вышение): 

~: = grad <р = V (fJ = G. 

Градиент по.r~я есть вектор, коего проекции на оси координат 

равны: 

Обыкновенно напряжение поля направлено протиооположн.а 

rрадиенту. Например для э,1ектростатического поля мы имеем: 

dlf. dif' i)<p 
Е.х -~х' Еу=- i)y; Er=- ~-

Расхождением вектора в поле называется выражение 

. дЕ.х i)Ey дЕz 
d1vE= дХ + 'ду +~ · 

Если вектор Е имеет скаларный потенциал q,, то расхождение 

его может быть выражено так: 

-divE 
i)2(fl 'i)2(fl 'i)2ff 
i)x2+ i)y2+ 'i)z2=V2r.p. 

Подобные выражения встречаются в уравнении Лапласа-Пуас- · 
сон.а и в уравнении во.r~нообразного движения .. 

В потенциальном векторном по11е мы можем по данному ~3ектор

ному полю определить и его потенциа,1ьное поле, идя обратным по
рядком, т. е. вместо диференцирования производя интегрирование. 

Д1я этого мы должны вычислить линейный интеграл: 
р 

difi=(G·ds); ifl -- !fu=J (G,ds). 
u 
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Для того чтобы этот интеграл имм вполне определен.н.ое зна

чение, нам должно быть дано значение потенциала r.i,0 в исходной 

тоt1ке и кроме тоrо результат интеrрирования должен быть незаои

сим от пути, по которому мы производим интеграцию. Это по

~,,еднее требование эквивалентно следующе~1у: 

р (G·dS)=O. 

Это означает, что линейн~й интеграл по замкнутому пути_ 

должен равняться нулю. Другими словами: обойдя какой-либо зам

кнутый контур и прьизведя линейную интеграцию, мы должны 

в исходной точке получить опять то же значение q,0, с котороrо мы 
начали. 

Если контур, который мы обходим, бесконечно мал, то линейное 

интегрирование дает нам вихрь вектора (ч. I, 117, 98): 

д oz d ау 
i)i-·~, 

cur!G w 

В потенциа,1ьном поле вихрь должен равняться нулю. 

Если же в данном нам векторном поле вихрь не раоен нулю, 

·то мы можем вместо скаларного потенциала <р ввести вектор-потен

циа,, А, ПО.r!ОЖИВ 

G=curlA. 
Тогда 

w = curl · curl А. 

Это последнее выражение можно представить в,виде (ч. I, 57, 59): 
w = curl • curl А= grad. div А- v2д. 

{Читатель легко проверит это, вычислив проекцию вектора w на
пример на ось ОХ.) Если можно по1южить 

divA=O, 

то последнее уравнение распадается на три уравнения Лапласа

Луассона: 

-ш =-='РА; 
у у 
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Таким образом все векторные поля, как потенциальные, так .и 

вихревые, приводятся к решению уравнения Лапласа-Пуассона. 

Заметим, что символы 

grad, div, curl, v, 
имеют определенное геометрическое значение независимо от выбора 

той или другой системы координат. Мы выбрали здесь их выра

жения в де,сартовых координатах, как наиболее употребительные, 

но в первой части читатель найдет выражения для этих си~1волов 

в общей форме для любых криволинейных ортогональных коорди

нат (ч. I, 226, 164). 
Пш1езно заметить, что символ div аналогичен скаларному про

изведению, а curl аналогичен ве,сторно..м.у произведению. Если ввести 
символичесии вектор V с проекциями на оси координат: 

d а а 
Vx= dX; Vy= dY; V~= az. 

то можно написать: 

div А =(V·A); curl А= [V ·AJ. 

Впрочем чисто формальное обращение с этими симво.т1ами тре

бует особой осторожности, и мы этим формализмом здесь не подь

ауемся, а рассматриваем его только как мнемоническое правило для 

бо;1ее легкого запоминания формуд (ер. ч. I. стр. 52-57, 52-59). 
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