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Vorwort. 
Der physikalischen Forschung stehen bekanntlich zwei verschiedene Methoden 

zur Verfiigung: die experimentelle und die theoretische. Die Werkzeuge des 
Experimentalphysikers sind die physikalischen MeBinstrumente, seine Forschungs
methode ist im wesentlichen die des induktiven SchlieBens auf Grund von plan
maBig geleiteten Beobachtungen und Versuchen. Die Werkzeuge des theoretischen 
Physikers sind die mathematischen Kalkiile, seine Forschungsmethode besteht 
ill del' mathematischen Fol'mulierung del' Gesetze und ihl'er deduktiven Ver
arbeitung mittels der mathematischen Analyse. Diese groBe Verschiedenheit 
der Methoden bringt es mit sich, daB ein Forscher auf dem Gebiete der Physik 
im allgemeinen entsprechend seiner Veranlagung besser die eine oder die andere 
Methode zu handhaben wissen wird und daher entweder vorzugsweise experi
mentelle oder vorzugsweise theoretische Forschungsarbeit betreiben wird. 

Wahl'end jedoch entsprechend dem relativ kleinen Umfang der Physik und 
der relativen Einfachheit der Methoden die Physiker der alteren Generationen 
meist experimentell und theoretisch gleich gut ausgebildet waren, ist dies heute 
infolge des auBerordentlich erweiterten Umfanges der physikalischen Erkenntnis 
und der auBerordentlich verfeinerten und komplizierten Methodik des Experi
mentes und der Theorie insbesondere bei den Physikern der jiingeren Generation 
keineswegs mehr der Fall. Meist entscheidet sich heute der Physiker bereits 
wahrend seiner Studienzeit dafiir, ob er Experimentator oder Theoretiker werden 
will und gestaltet demgemaB seine Ausbildung von vornherein mehr oder weniger 
einseitig. 

Trotz der besprochenen Verschiedenheit del' Methoden ist jedoch die gegen
seitige Durchdringung und Verflechtung von Experimentalphysik und theo
retischer Physik so innig, daB eine erfolgreiche Forschung ohne die bestandige 
Wechselwirkung zwischen beiden Zweigen der Physik kaum denkbar ist. Es 
erscheint daher dringend geboten, daB sich der angehende Physiker unabh1i.ngig 
davon, ob er sich in Zukunft dem Lehrfach zuzuwenden wUnscht oder ob er sich 
als Forscher in der einen oder der anderen Richtung zu spezialisieren boob
sichtigt, so ausbildet, daB er sich die wichtigsten Methoden und Ergebnisse 
sowohl auf dem Gebiete der Experimentalphysik als auch auf dem der theo
retischen Physik in ausreichendem MaBe aneignet, um spater mit Verstandnis 
die Fortschritte der Forschung beider Gebiete verfolgen zu konnen. 

DaB dies bei einem groBen Teil der jiingeren Physikergeneration nicht der 
Fall ist, ja daB sogar die theoretische Physik sich bis zu einem gewissen 
Grade in eine "eigentliche theoretische Physik" und eine "mathematische 
Physik" aufgespalten hat, von denen jene mehr die Methodik der Theorien
und Hypothesenbildung, diese die exakte mathematische Analyse bearbeitet, 
zeigt die folgende nette Scherzfrage, deren Autor mir leider nicht bekannt ist: 
"Wodurch unterscheiden sich der Experimentalphysiker, der mathematische 
und . der theoretische Physiker 1" "Der Experimentalphysiker wei6, wie die 
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Dinge aussehen, er weill aber nicht, was sie bedeuten und wie man sie rechnet; 
der mathematische Physiker weill zwar :nicht, wie die Dinge aussehen und er 
weiB auch nicht, was sie bedeuten, aber er weill, wie man sie rechnet; der theo
retische Physiker schlieBlich weill zwar nicht, wie die Dinge aussehen und auch 
nicht, wie man sie rechnet, aber er weiB, was sie bedeuten." Ohne die auBer
ordentlichen Leistungen gerade der jiingsten Physikergeneration fiir die Fort
schritte der Physik auch nur im geringsten schmalern zu wollen, muB man 
doch sagen, daB gewisse MiBstande in der neuesten Physik durch das wieder
gegebene Scherzwort treffend aufgewiesen werden, wenn es sie natiirlich auch 
kraB iibertreibt. 

Aus der Uberlegung heraus, daB es bei dieser Sachlage besonders erwiinscht 
sein diirfte, schon dem Anfanger ein nach einheitlichen Prinzipien und von 
einem einzigen Autor geschriebenes Buch in die Hand zu geben, dem er das 
Material fiir den Bau des Fundamentes seiner physikalischen Bildung entnehmen 
konne, habe ich mich der Aufgabe unterzogen, ein Werk "Einfiihrung in die 
Physik" zu schreiben, das aus zwei Teilen, einer "Einfiihrung in die Experi
mentalphysik" und einer "Einfiihrung in die theoretische Physik" bestehen 
soli. Auf Grund einer langjahrigen Unterrichtserfahrung und Forschungstatig
keit auf beiden Gebieten glaubte ich dieses Wagnis unternehmen zu diirfen. Der 
theoretische Teil dieses Werkes liegt hiemit, nach mannigfachen Verzogerungen 
in der Fertigstellung, diedurch auBere Umstande bedingt waren, nunmehr vor. 
Der experimentelle Teil soIl moglichst bald folgen. 

Die vorliegende "Einfiihrung in die theoretische Physik" stellt sich die Auf
gabe, die Theorie der wichtigsten physikalischen Erscheinungen zu geben, etwa 
in dem Umfange, wie sie der Anfanger in einer Einfiihrungsvorlesung iiber Ex
perimentalphysik meist als quantitative Formulierung der experimentellen Er
gebnisse kennenlernen diirfte. Die theoretischen Entwicklungen werden also 
iiberall nur so weit gefiihrt, als es zur Erreichung dieses Zieles unbedingt not
wendig ist, anderseits wird aber dem Leser nirgendwo zugemutet, Resultate 
komplizierter theoretischer Entwicklungen auf Treu und Glauben hinzunehmen. 
Dieser Vorgang bringt es mit sich, daB gewisse Dinge, wie z. B. die analytische 
Mechanik hier weniger weit gefiihrt werden, andere hingegen, wie z. B. die 
statistische Theorie der Materie und Elektrizitat hier eine wesentlich ausfiihr
lichere Darstellung gefundeit haben, als es in Anfangerwerken iiber theoretische 
Physik sonst der Fall zu sein pflegt. 

Befremdend wird vielleicht auch manchem erscheinen, daB dem eigent
lichen physikalischen Teil des Buches (Kapitel VII bis XXI) ein mehr oder 
weniger rein mathematischer Teil (Kapitel III bis VI) vorangeht, in dem auch 
manche Gegenstande behandelt sind, die im allgemeinen innerhalb der eigent
lichen Physik behandelt zu werden pflegen, wie z. B. vieles aus der Theorie der 
Vektorfelder und der Kinematik in der Hydrodynamik und der Elektrodynamik 
oder vieles aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der statistischen Mechanik. 
Der leitende Gesichtspunkt war hiebei der, aIle Entwicklungen rein formaler 
Natur moglichst sauber von denen physikalischer Natur zu trennen, da er
fahrungsgemaB der Anfanger meist die formale Seite der theoretischen Physik 
iiberschatzt und :nicht selten rein formale Ergebnisse irrtiimlich als physi
kalische ansieht. 

Leser, die es ungeduldig zu der eigentlichen theoretischen Physik treibt 
und die es verdrieBt, sich durch das Hindernis des mathematischen Teiles Schritt 
fUr Schritt durchzuarbeiten, mogen ibn kurzerhand iiberspringen und gleich 
mit der Lektiire des Kapitel VII beginnen. Die zahlreichen Hinweise werden 
ibn an den entsprechenden SteIlen stets darauf aufmerksam machen, wo es 
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notig ist, zum mathematischen Teil zurUckzugehen, um dort nachzuholen, 
was zum Verstandnis der betreffenden Stelle notwendig ist. 

Das Kapitel II bringt einen gedrangten Uberblick iiber die wichtigsten 
Methoden und Ergebnisse der theoretischen Physik. Es stellt sozusagen eine 
"Ouverture" zu dem folgenden Stiick dar und wird wohl beim ersten Lesen des 
Buches kaum mit vollem Verstandnis vom Anfiinger erfaBt werden. Der Leser 
wird gebeten, dieses Kapitel nach beendigter Lektiire des Buches nochmals 
vorzunehmen. Er wird dann die Leitmotive darin besser heraushoren und sich 
ihres Zusammenklanges und ihrer Gegenwirkung bewuBt werden. 

Mit Ausnahme dieses einleitenden Kapitels wurde in dem Buche auf historische 
Darstellung fast durchwegs verzichtet; fiir das zu erreichende Ziel sehlen es mir 
namlich unbedingt erforderlich, den Anfiinger gleich von vomherein in die 
Gedankengange der modernen Physik einzufiihren und ibn mit ihrer Methode 
und ihrer Sprache vertraut zu machen. Mancher wird daher vielleicht eine all
zugroBe Bevorzugung der Statistik und der Quantenmechanik gegeniiber der 
"klassischen Physik" auszusetzen haben, insbesondere bei der Behandlung der 
ElektroneI}theorie und der Theorie des. Atombaues und der Spektren. Die Be
rechtigung fiir diesen Vorgang glaube ich darin zu sehen, daB meiner Ansicht 
nach die neue Theorie keineswegs .komplizierter oder schwieriger ist als die 
altEjund die iibliche Methode, erst die alte "klassische" und dann die neue Theorie 
zu bringen, eher geeignet erscheint, Verwirrung anzurichten. 

Dem Verlag sei fiir sein verstandnisvolles Eingehen auf die Plane des Ver
fassers und die Sorgfalt, die er fiir die gute Ausstattung des Buches verwendet 
hat, heJ,"zlich gedankt. 

Pug, im Januar 1936. R. Fiirth. 
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Erstes Kapitel. 

Aufgabe nod Methoden der theoretischeo Physik. 
§ 1. Der Wirkungskreis der theoretischen Physik. 

1. Die Physik und ihre Grenzgebiete. Die Aufgabe der Physik bildet nach 
der iiblichen Einteilung der Naturwissenschaften die Erforschung der Gesetz
rniLBigkeiten, die die unbelebte Natur beherrschen, soweit sie nicht stoffliche 
Veranderungen betreffen. 

Diese Abgrenzung ist jedoch keineswegs scharf. So sind z. B. jene Teile der 
Astronomie, der Geographie, der Mineralogie, die nicht rein beschreibender 
Natur sind, teilweise Spezialgebiete der Physik, wie die Astrophysik, die Geo
physik und die Kristallographie, teilweise Spezialgebiete der Chemie. Die Chemie 
selbst wiederum ist in ihrem theoretischen Teil, der die GesetzmaBigkeiten der 
chemischen Verbindungen und ihrer Umsetzungen zum Gegenstande hat, eben
falls als ein Spezialgebiet der Physik aufzufassen, seit man erkannt hat, daB 
sich diese GesetzmaBigkeiten auf die Gesetze der Atomphysik zuriickfiihren 
lassen. Der experimentelle Teil der Chemie ist in seinen Methoden allerdings 
von denen der Physik zurn Teil wesentlich verschieden. Physikalische Methoden 
verwendet vorzugsweise die physikalische Chemie, die daher heute schon vielfach 
als "chemische Physik" bezeichnet und somit auch schon auBerlich als Spezial
gebiet der Physik hingestellt wird. 

Scharfer schon ist die Grenze gegen die biologischen Wissenschaften gezogen, 
die die Erforschung der Gesetze der belebten Natur zum Gegenstande haben. 
Wenn es auch keinem Zweifel unterliegt, daB die physikalisch-chemischen Ge
setze auch die belebte Natur beherrschen., so ist es doch beim heutigen Stande 
unserer Kenntnisse keineswegs klar, ob hier nicht noch andere, spezifisch bio
logische Gesetze bestehen, die sich auf die physikalisch-chemischen prinzipiell 
nicht zuriickfiihren lassen. Von der physikalisch-chemischen Begriffsbildung 
und Methodik wird jedenfalls auch in den biologischen Wissenschaften soweit 
sie nicht rein beschreibend sind, in immer steigendem MaBe Gebrauch gemacht, 
insbesondere in den Spezialwissenschaften Biophysik, Biochemie und Physiologie. 

Die Physik ist die wichtigste Vertreterin der exakten Naturwissenschaften, 
ja nach den obigen Ausfiihrungen konnte man beide Begriffe sogar zweckmaBiger
weise identifizieren. Der Name "exakt" bedeutet, daB die Begriffe, mit denen 
diese Wissenschaft arbeitet, exakt und eindeutig definiert sind. Die Physik geht 
von der Voraussetzung aus, daB eine vollstandige Beschreibung des Zustandes 
der Umwelt und seiner Veranderungen durch die zahlenmaBige Angabe bestimm
ter, ebenfalls genau qefinierter GroBen (wie Geschwindigkeit, Temperatur, 
Stromstarke, Wellenlange usw.) gegeben werden kann. Die Erfahrung lehrt, 
daB diese physikalischen GroBen nicht voneinander unabhangig sind, daB viel
rnehr bestimmte funktionale Beziehungen zwischen ihnen bestehen, die in der 
Form von Gleichungen zwischen den Zahlenwerten dieser GroBen mathematisch 
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2 Aufgabe und Methoden der theoretischen Physik. 

formuliert werden konnen. Die Gesamtheit dieser Funktionsbeziehungen stellt 
die physikalischen Gesetze dar. 

2. Die Aufgabe der Experimentalphysik. Urn zur Kenntnis der physika
lischen Gesetze zu gelangen, stehen dem Forscher im wesentlichen zwei Wege 
zur Verfiigung: der experimentelle und der theoretische. Die Methode der Ex
perimentalphysik besteht darin, Versuchsbedingungen herzustellen, die geeignet 
sind, die Veranderungen zu untersuchen, die eine bestimmte physikalische 
GroBe A erfahrt, wenn eine andere GroBe B verandert wird und aile anderen 
nach Tunlichkeit konstant gehalten werden. Die Beobachtung erfolgt dabei 
in der Regel so, daB mit Hille geeigneter MaBnahmen die Zahlenwerte der zu 
untersuchenden GroBen bestimmt oder gemaB der physikalischen Terminologie 
"gemessen" werden. Das Ergebnis des Experimentes ist die Auffindung der 
zwischen A und B giiltigen Funktionsbeziehung. 

Durch Veranderung der Versuchsbedingungen nach verschiedenen Rich
tungen wird der Experimentalphysiker solche Beziehungen zu finden suchen, 
die in einer groBen Mannigfaltigkeit von Versuchen Geltung haben. Er wird 
dann berechtigt sein, durch einen Induktionsschluf3 das Zutreffen der Beziehung 
auch noch in allen anderen, nicht untersuchten Fallen zu erwarten, wodurch 
sie zum Range eines physikalischen Gesetzes erhoben wird. Selbstverstandlich 
kann ein solches SchluBverlahren niemals vollstandige Sicherheit beanspruchen; 
es kann sein und kommt auch in der Tat haufig vor, daB die Giiltigkeit eines 
durch gewisse Experimente scheinbar sichergestellten Gesetzes durcb neue 
Versuche hinfallig wird. 

Die Beschreibung der experimentellen Methoden und der mit ihnen erzielten 
Resultate bildet den Inhalt der E xperimentalphysik 1. Die MeBmethoden, die 
Handhabung und Beschreibung der MeBapparate werden gewobnlich als "prak
tische Physik" von der eigentlichen Experimentalphysik als besonderes pbysi
kalisches Spezialgebiet 10sgelOst. 

3. Die Aufgabe der theoretischen Physik. Ganz anders als die geschilderte 
Metbode des Experimentators ist die des Tbeoretikers. Die theoretische Physik 
gebt von der These aus, daB sich aIle pbysikalischen Gesetze als Spezialialle aus 
wenigen, sehr allgemeinen Satzen herleiten lassen. Das ist offenbar nur dann 
moglich, wenn auch nur eine geringe Anzahl physikalischer GroBen eine selb
standige Bedeutung hat un4 aIle anderen GroBen aus ihnen ableitbar sind. Eine 
der Hauptaufgaben des Theoretikers ist also die Stiftung von Zusammenhangen 
zwischen solchen physikalischen GroBen und Erscheinungen, die nach dem 
Befunde des Experimentators zunachst keine gegenseitige Beziehung erkennen 
lassen: die Bildung von Hypothesen und Theorien. (Zwischen diesen beiden Be
griffen besteht kein scharfer Unterschied, man spricht von einer Hypothese, 
wenn ein vermuteter Zusammenhang in noch unvoIlstandiger und unpraziser 
Form ausgesprochen wird, hingegen von einer Theorie, wenn es sich urn ein 
auf der Grundlage der Hypothese aufgebautes und insbesondere mathematisch 
weitgehend ausgefiihrtes Lehrgebaude handelt.) 

So versucht die kinetische Warmetheorie die GesetzmaBigkeiten der Warme
lehre auf die der Mechanik zuriickzufiihren durch die Hypothese, daB die "Warme" 
nichts anderes als eine ungeordnete Bewegung der Molekiile sei, wobei die Warme
menge mit der kinetischen Energie der Molekularbewegung, die Temperatur mit 
der kinetischen Energie pro Freiheitsgrad, der Druck mit der von den Molekiilen 
auf die Wand iibertragenen BewegungsgroBe usw. in Zusammenhang gebracht 

1 Sie bildet den Inhalt des im Vorwort erwahnten Lehrbuches des Verfassers, 
auf dessen einzelne Kapitel im foIgenden durch die Bezeichmmg: "Exp.-Physik," 
Kap .... hingewiesen wird. 
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werden. Selbstverstandlich kann eine Hypothese mcht auf Grund von logischen 
SchluBfolgerungen erdacht werden, der Forscher ist vielmehr, um sie aufzu
spiiren, auf seinen physikalischen Instinkt angewiesen. 

Eine notwendige Bedingung, die jede Theorie erfiillen muB, ist natiirlich die, 
daB sie wirklich gestatten muB, die speziellen, aus der Erfahrung gewonnenen 
Gesetze aus den ihr zugrunde liegenden "Hauptsatzen" herzuleiten. Da die 
Hauptsatze, wie jedes physikalische Gesetz, die Form von Gleichungen oder 
Gleichungssystemen haben, besteht eine weitere, vielleicht die wichtigste Auf
gabe des Theoretikers darin, durch das Hillsmittel der mathematischen Deduktion 
diese Gleichungen unter bestimmten, vorgegebenen Bedingungen zu losen. Die 
LOsung muB dann die spezielle, durch die Theorie zu "erk1ii.rende" Gesetz
maBigkeit darstellen. 

Dariiber hinaus muB die Theorie aber noch die Moglichkeit bieten, durch 
Deduktion aus ihren allgemeinen Hauptsatzen bisher noch nicht bekannte und 
durch das Experiment priifbare Beziehungen abzuleiten. Stimmt dann der 
Ausfall des wirklich ausge£iihrten Versuches mit der theoretischen Voraussage 
iiberein, so wird dadurch das Gebaude der Theorie gestiitzt; es wird um so sicherer 
stehen, je mehr derartige Stiitzen beigebracht werden konnen. Nichtiiberein
stimmung zwischen Theorie und Experiment ist jedenfalls (Fehlerlosigkeit des 
Experimentes vorausgesetzt) ein Beweis fiir die Unrichtigkeit der Theorie und 
zwin~ den Theoretiker, seine Hypothesen, wenn es geht, so weit abzuandern, bis 
die Ubereinstimmung wiederhergestellt ist, oder, wenn dies nicht moglich sein 
sollte, die Theorie vollstandig fallen zu lassen und durch eine andere zu ersetzen. 
Umgekehrt ist aber Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment auch 
in noch so vielen Fallen niemals ein vollkommener Beweis fiir die Richtigkeit 
der Theorie. 

Theorien, die eine experimentelle Prillung prinzipiell nicht zulassen, die 
also mit Elementen operieren, die prinzipiell unbeobachtbar sind, gelten gemaB 
unserer heutigen naturwissenscha£tlichen Auffassung als unphysikalisch und 
gehoren in das Reich der Metaphysik. So ware beispielsweise die oben erwahnte 
kinetische Warmetheorie abzulehnen, wenn die von ihr als wesentliches Element 
eingefiihrten Molekiile prinzipiell unbeobachtbar sein sollten. Dies ist jedoch 
keineswegs der Fall; dadurch, daB es dem Experimentator heute moglich ist, 
den Nachweis fiir den diskontinuierlichen Aufbau der Materie zu erbringen, 
hat die Theorie auBerordentlich an Wahrscheinlichkeit gewonnen. Hingegen ist 
die Vorstellung eines "Athers" als masse- und schwerelose Materie abzulehnen, 
da diese Definition bereits die prinzipielle Unbeobachtbarkeit implizite entbalt. 

4. Die Beziehungen zwischen Experimental- und theoretischer Physik. Den 
Unterschied zwischen der Arbeitsweise des Experimentalphysikers und des 
theoretischen Physikers kann man kurz zusammemassend dahin charakteri
sieren, daB jener im wesentlichen das induktive, dieser das deduktive SchluB
verfahren anwendet. Das Werkzeug des Experimentators ist der physikalische 
Apparat, das des Theoretikers der Apparat der mathematischen Analyse. Dar
iiber hinaus sind beide auf ihren wissenschaftlichen Spiirsinn angewiesen, der 
dem Experimentator zur zweckmaBigen Interpretation seiner Beobachtungen, 
dem Theoretiker zur zweckmaBigen Wahl seiner Hypothesen verhillt. 

Ohne eine enge Zusammenarbeit zwischen Theoretiker und Experimentator 
ist eine physikalische Fo~schung nnmoglich. Der Experimentator m1lB dem 
Theoretiker die Unterlagen zur Aufstellung seiner Theorien in die Hand geben, 
der Theoretiker hinwieder muB dem Experimentator auf Grund der Theorie 
die Richtung weisen, in der er seine Versuche auszudehnen hat, nm die Richtig
keit der Theorie nachpriifen zu konnen. 

1* 



4 Aufgabe und Methoden der theoretischen Physik. 

Wenn auch aus praktischen Griinden eine Scheidung del' physikalischen 
Forschung in theoretische und Experimentalphysik durchgefiihrt ist, da es im all
gemeinen bei dem heutigen Stande diesel' Wissenschaft nicht moglich ist, gleichzeitig 
auf beiden Gebieten Hervorragendes zu leisten, ist es doch ffir eine erfolgreiche 
physikalische Forschungstatigkeit unerlaBlich, daB der Experimentalphysiker 
die Grundlagen del' theoretischen Physik und del' theoretische Physiker die del' 
Experimentalphysik beherrsche. Tatsachlich ist eine "reine Experimental
physik" ganzlich unmoglich, da es keine direkt beobachtbaren physikalischen 
GroBen gibt, sondern jede Beobachtung erst durch eine mehr oder weniger lange 
Kette von hypothetischen SchluBfolgerungen als Messung del' zu beobachtenden 
GroBe interpretiert werden kann. Ebensowenig wird del' Theoretiker eine V 01'

aussage iiber den nach del' Theorie zu erwartenden Verlauf eines Versuches 
machen konnen, wenn er iiber die Beobachtungsmethoden und Hilfsmittel des 
Experimentalphysikers nicht informiert ist. 

5. Angewandte Physik. AuBel' del' "reinen Physik", von del' oben die Rede 
war, gibt es noch eine "angewandte Physik", die von den physikalischen Gesetz
maBigkeiten und Methoden ffir spezielle Zwecke Gebrauch macht. Zn del' an
gewandten Physik gehoren die bereits erwahnten Wissenschaften: Astrophysik, 
Geophysik, chemische Physik, Kristallographie und Biophysik. Die ffir die 
menschliche Gesellschaft wichtigste Rolle spielt jedoch die "technische Physik", 
die die Losung von technischen Problemen fiir die Bedurfnisfle del' Industrie 
auf Grund del' physikalischen Gesetze und mit physikalischen Methoden zur Auf
gabe hat. 1m Grunde genommen sind eigentlich aIle technischen Wissenschaften" 
soweit sie nicht okonomische Fragen behandeln, nichts anderes als technische 
Physik (bzw. Chemie). 

Zur Behandlung von Problemen del' technischen Physik ist die Beherrschung 
del' Experimental- und del' theoretischen Physik in gleichem MaBe erforderlich. 
So muB z. B. del' technische Physiker, dem die Aufgabe gestellt ist, einen mog
lichst guten Lautsprecher zu konstruieren, zunachst die GeGetze del' Elektro
dynamik und Akustik kennen, um beurteilen zu konnen, welche Bedingungen 
erfiillt sein miissen, damit ein Lautsprecher l'ichtig funktioniere. Er muB ferner 
die experimentellen Methoden beherrschen, um durch Messungen des Wirkungs
grades die giiustigste unter verschiedenen ausgefUhrten Konstruktionen aus
wahlen zu konnen. Er muB schlieBlich die Methoden del' theoretischen Physik 
so weit zu handhaben vermogen, um unter Einhaltung del' ihm vorgeschriebenen 
Bedingungen die Abmessungen del' Bestandteile des Apparates, wie Windungs. 
zahl del' Spulen, GroBe del' Membrane usw. berechnen zu konnen. 

§ 2. Ubersicht fiber die Methoden der theoretischen Physik. 
1. Die klassische Diskontinuullltheorie. Schon die primitivste Beobachtung 

lehl't das Vol'handensein von materiellen Korpern im Raume, deren GroBe und 
Gestalt sich verandert und die sich gegeneinander bewegen. Es ergibt sich daher 
zunachst fUr die Physik die Aufgabe, die Bewegung del' materiellen Korper zu 
beschreiben und die Gesetze diesel' Bewegung zu erfol'schen und zu formulieren. 

Am einfachsten wird sich die Bewegung eines Korpers im Raume beschreiben 
lassen, dessen Abmessungen klein gegeniiber den Abstanden zu den iibl'igen 
Korpern ist (Bewegung eines Geschosses auf del' Erde, Bewegung eines Planeten 
um die Sonne usw.). Man wird so dazu gefiihl't, von del' Ausdehnung des betrach
teten Korpers iiberhaupt zu abstrahiel'en und einen Korper zu fingieren, del' 
zwar die Eigenschaften del' Materie, also Tragheit, Schwere, Undurchdringlich
keit usw., hat, abel' keine raumliche Ausdehnung besitzt: einen "materiellen 
Punkt" oder "M assenpunkt". 
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Schon im klassischen Altertum suchte man die Volumen- und Gestalts
veranderungen del' materieIlen Korper durch die Hypothese zu erklaren, daB 
die Materie diskontinuierlich aus unteilbaren Teilchen, den Atomen aufgebaut 
sei, deren GroBe man sich als klein gegeniiber ihrem gegenseitigen Abstand 
dachte; jede Veranderung in del' Welt soIlte auf die Bewegungen del' Atome 
zuriickzufiihren sein. Die klassische Diskontinuumtheorie behandelt die Atome 
als materieIle Punkte und sieht daher aIle materieIlen Korper als Systeme von 
Massenpunkten an. Diesel' Auffa8sung entsprechend besteht die theoretische 
Physik im wesentlichen aus del' Mechanik del' Systeme von Massenpunkten. 

Die Lage eines Punktes im Raume wird durch die Angabe seiner Koordi
naten in bezug auf irgend ein raumliches Koordinatensystem bestimmt, das 
durch bestimmte Bezugskorper fixiert ist. Die Bewegung eines Punktes im 
Raume wird demnach durch die Angabe seiner Koordinaten als Funktionen 
del' Zeit und die eines Punktsystemes durch die Angabe von so vielen Gleichungen 
zwischen den Koordinaten del' einzelnen Punkte und del' Zeit beschrieben, als 
es in dem System Freiheitsgrade del' Bewegung gibt. Die Diskussion diesel' 
Gleichungssysteme bildet den Inhalt del' Kinematik, die eine ZwischensteIlung 
zwischen Geometrie und Mechanik einnimmt. 

AIle in del' Natur vorkommenden und experimentell beobachtbaren Bewe
gungen von Systemen von Massenpunkten lassen sich kinematisch beschreiben. 
Um sie im Sinne einer physikalischen Tneorie zu erklaren, muB es moglich sein, 
alle so gefundenen Bewegungstypen als Spezialfalle aus einem universell giiltigen 
Gleichungssystem, den Bewegungsgleichungen der M echanik abzuleiten. 

Nimmt man an, daB die Bewegung del' Massenpunkte stetig erfolgt, dann 
miissen die Bewegungsgleichungen gestatten, den Bewegungszustand in irgend 
einem Zeitpunkt aus dem Bewegungszustand, del' eine unendlich kurze Zeit dt 
friiher geherrscht hat, zu berechnen. Die Bewegungsgleichungen werden dem
nach die Form von Differentialgleichungen haben, in denen die Koordinaten 
del' Massenpunkte die abhangigen Veranderlichen sind und die Zeit die unab
hangig Veranderliche ist. Die Losung odeI' Integration diesel' Differentialgleichun
gen liefert endliche Gleichungen fUr die Koordinaten als Funktionen del' Zeit, in 
denen noch zunachst willkiirliche Integrationskonstanten als Parameter ent
halten sind. Verfiigt man in bestimmter Weise iiber diese Konstanten, dann 
wird durch die Gleichungen eine ganz bestimmte Bewegung kinematisch be
schrieben. Bei richtiger Wahl del' Bewegungsgleichungen miissen samtliche 
experimentell beobachtbaren Bewegungstypen in del' Schar del' so konstruier
baren Losungen enthalten sein. 

Die Bewegungsgleichungen del' NEWToNschen .1l1echanik gewinnt man, wie 
spateI' noch genauer ausgefiihrt wird, in folgender Weise: Es wird zunachst 
behauptet, daB zwischen je zwei Massenpunkten "Krafte" wirken, die bestimmte 
Funktionen del' gegenseitigen Entfernung und del' Relativgeschwindigkeit del' 
Massenpunkte sind. Beispiele fiir Kraftgesetze diesel' Art sind das NEWTONsche 
Gravitationsgesetz, die elastischen Krafte beim ZusammenstoB und andere. 
Die NEWTONschen Bewegungsgleichungen sagen nun aus, daB die Beschleunigung 
eines jeden Massenpunktes gleich ist del' Summe alIer auf ihn von den anderen 
Massenpunkten ausgeiibten Krafte, dividiert durch die "Masse" des Massen
punktes, eine fiir ihn charakteristische Konstante. Bei gegebenem Kraftgesetz 
stellen die so gewonnenen Gleichungen in del' Tat ein System von Differential
gleichungen del' oben angedeuteten Art dar. 

Festzuhalten ist, daB die hier kurz umrissene Theorie als wesentliche V 01'

aussetzung enthalt, daB die Bewegung del' Massenpunkte stetig erfolgt und daB 
die Koordinaten del' Massenpunkte und die Zeit sich prinzipiell beliebig genau 
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beobachten lassen. Wahrend die klassische Mechanik keinen AnlaB fand, an 
diesen V oraussetzungen zu zweifeln und daher die Gtiltigkeit der auf Grund 
makroskopischer Beobachtungen aufgestellten Bewegungsgleichungen auch fur 
die Bewegung der Atome behauptete, hat die moderne Experimentalphysik 
mit ihren verfeinerten Methoden die Unhaltbarkeit dieser Annahmen erwiesen 
und daher die Atommechanik gezwungen, ganz neue Wege einzuschlagen, wovon 
spater noch ausfiihrlich die Rede sein wird. 

2. Die klassische Kontinuumtheorie. So lange die physikalischen Beob
achtungsmethoden nicht feip. genug sind, um die Diskontinuitaten im Aufbau der 
Materie erkennenzulassen, die die Atomtheorie behauptet, erscheint die Materie 
dem Beobachter als Kontinu~tm. Es zeigt sich, daB dieses Kontinuum eine gewisse 
Struktur besitzt, da sich seine einzelnen Teile in besonderen Eigenschaften, wie 
Dichte, Druck, Temperatur, Stromungszustand usw. voneinander unterscheiden. 
Konsequenterweise wird man die diesen Eigenschaften entsprechenden physi
kalischen GroBen so zu definieren haben, daB sie kontinuierliche Fuuktionen des 
Ortes sind und in jedem Raumpunkte definierte Zahlenwerte haben. 

Der physikalische Zustand des Kontinuums in einem bestimmten Zeitpuukte 
wird also durcb Angabe der erwahnten physikalischen GroBen als Funktionen 
des Ortes, das heiBt der Koordinaten in bezug auf irgend ein geeignetes Koordi
natensystem beschrieben. 1st der Zustand zeitlich veranderlich, dann werden die, 
betreffenden Funktionen auBer den Ortskoordinaten auch noch die Zeit als 
weitere unabhangig Veranderliche enthalten; eine Zustandsveranderung wird 
also durch Angabe von so vielen Funktionen der Koordinaten und der Zeit be-, 
schrieben, als es an dem betrachteten Kontinuum beobachtbare physikalische 
GroBen gibt. Voraussetzung fur die Durchfuhrbarkeit dieser Beschreibung ist 
natiirlich, daB sich die Messung der ZustandsgroBen prinzipiell in beliebig kleinen 
Raumelementen mit beliebig groBer Genauigkeit ausfiihren laBt. 

Die Erfahrung lehrt, daB es auBer den materiellen auch immaterielle Kontinua 
in der Natur gibt, die sich in der gleichen Weise beschreiben lassen. Beispiele 
dafiir sind: Die verschiedenen Kraftfelder (elektrisches, magnetisches Feld, 
Gravitationsfeld), die durch die ZustandsgroBen Potential und Feldstarke be
schrieben werden, und das Kontinuum der Strahlung, das durch die GroBen: 
Strahlungsintensitat, Schwingungszahl, Polarisationszustand usw. beschrieben 
wird. In der sogenannten mechanistischen Periode der klassischen Physik suchte 
man die genannten immateriellen Kontinua als bloBe Erscheinungsformen eines 
an und fur sich nicht beobachtbaren materiellen Kontinuums, des "Athers" zu 
deuten. Reute lehnen wir solche Rypothesen als unphysikalisch ab (vgl. § 1, 3.). 

Die Beschreibung der Zustande und Zustandsveranderungen der Kontinua 
nach der eben dargelegten Art stellt noch kein physikalisches Gesetz dar. Um 
dieses aufzufinden, wird der Experimentator zunachst, wie bereits in § 1, 2. an
gedeutet wurde, festzustellen versuchen, ob die von ihm gemessenen Zustands
groBen aIle voneinander unabhangig sind, oder ob gewisse von ihnen durch 
gewisse andere bestimmt sind. In der Tat hat man sehr viele Abhangigkeiten 
dieser Art aufgefunden. So ist beispielsweise die Dichte in einem Gas an jeder 
Stelle bereits durch die Angabe des Druckes und der Temperatur an derselben 
Stelle bestimmt, da diese drei GroBen eine bestimmte Beziehung in der Form einer 
Gleichung, die sogenannte "Zustandsgleichung" des Gases erfuIlen; ebenso 
besteht eine solche Beziehung zwischen der Stromdichte und der Feldstarke: 
das OHMsche Gesetz. Auf Grund derartiger gesetzmaBiger Beziehungen laBt 
sich die Anzahl der unabhangigen Zustandsfunktionen, die zur Beschreibung 
des Kontinuums erforderlich sind, reduzieren. 

Die physikalischen Gesetze, die das betrachtete Kontinuum beherrschen, 
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auffinden, heillt offenbar nichts anderes, als ein Verfahren finden, um die Gestalt 
der wirklich beobachteten Zustandsfuuktionen herleiten zu konnen. Nimmt man 
wieder an, daB die Veranderungen der ZustandsgroBen stetig erfolgen, dann 
wird eine jede unabhangige ZustandsgroBe als Funktion des Ortes in einem 
Zeitpunkte t + dt durch alle unabhangigen ZustandsgroBen als Funktionen 
des Ortes im unmittelbar vorhergehenden Zeitpunkt t eindeutig bestimmt sein. 
Die physikalischen Gesetze der klassischen Kontinuumtheorie werden also die 
Gestalt von Systemen von partiellen Differentialgleichungen haben, in dellen 
als abhangig Veranderliche die genannten ZustandsgroBen, als unabhangig 
Veranderliche die Koordinaten und die Zeit enthalten sind. 

Die Losung oder Integration der Grundgleichungen liefert, wie aus der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen als bekannt vorausgesetzt wird, bestimmte 
Bedingungen, denen die Funktionen, die die Differentialgleichungen erfUllen 
sollen, gehorchen mussen; sie enthalten aber noch gewisse willkiirliche Funk
tionen, uber die man zunachst frei verfugen kann. Wenn das System der Grund
gleichungen richtig sein soIl, dann muB sich jeder spezieIle, beobachtete Zustand 
und jede spezielle, beobachtete Zustandsanderung des Kontinuums durch ge
eignete Wahl der erwahnten willkurlichen Funktionen aus der allgemeinen 
Losung der Differentialgleichungen gewinnen lassen. Die Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen lehrt ferner, daB die Losung fur aIle Orte und alle Zeiten 
vollkommen bestimmt ist, wenn der Zustand in irgend einem Zeitpuukte (z. B. 
der "Anfangszustand" fur t = 0) im gesamten untersuchten Bereich und der 
Zustand an der Berandung des Bereiches fur aIle Zeiten ("Randbedingung") 
gegeben ist. Sind demnach die Grundgleichungen einmal ermittelt, dann besteht 
die Aufgabe des theoretischen Physikers im wesentlichen in der Losung von 
Randwertproblemen bzw. Anfanyswertproblemen. 

Beispiele fUr Gleichungssysteme der beschriebenen Art sind: Die Grund
gleichungen der Hydrodynamik, die Warmeleitungsgleichung, di~ MAXWELLschen 
Gleichungen der Elektrodynamik, die Wellengleichung, die Potentialgleichung 
u. v. a. Gelingt es, zwischen den in diese Gleichungen eingehenden GroBen Be
ziehungen nach Art der oben erwahnten aufzufinden, so laBt sich ihre Anzahl 
reduzieren. So kann man z. B. die Wellengleichung fur die Lichtfortpflanzung 
aus den J\!AxwELLschen Gleichungen gewinnen, wenn man den Lichtschwingungs
vektor mit den elektrischen und magnetischen Feldstarken in Zusammenhang 
bringt, wie ~s die elektromagnetische Lichttheorie tut. 

Wiederum ist nicht zu vergessen, daB die hier umrissene klassische Konti
nuumstheorie mit den grundlegenden Annahmen der Stetigkeit der zeitlichen 
Veranderung der physikalischen GroBen und der Moglichkeit, sie prinzipiell 
beliebig genau zu messen, steht und £alIt. Die neuere Physik hegt auf Grund 
der experimentellen Erfahrung berechtigte Zweifel an der Richtigkeit dieser, 
der klassischen Physik selbstverstandlichen Annahmen und stellt daher den 
theoretischen Physiker vor die Aufgabe, die Physik der Kontinua in anderer 
Weise zu begriinden. 

3. Verkniipfung zwischen Kontinuum- und Diskontinuumtheorie. Die beiden, 
unter 1. und 2. dargelegten Theorien stehen einander scheinbar schroff gegenuber 
und es scheint keine Brucke zwischen ihnen zu geben. Dennoch hat es nicht an 
Versuchen gefehlt, diese Brucke zu schlagen und eine fUr das Gesamtgebiet der 
theoretischen Physik gilltige, einheitliche Theorie aufzubauen; auch die neueste 
theoretische Physik wird zum groBen Teil von Bestrebungen dieserArt geleitet. 

Schon der klassischen Mechanik gelang es, die Losung der Bewegungsglei
chungen der Mechanik, also der Grundgleichungen der Diskontinuumtheorie 
auf die Losung einer partiellen Differentialgleichung, der HAMILToN-JAcoBIschen 
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Gleichung fUr eine kontinuierliche Funktion des Ortes und del' Zeit, die "Wir
kungsfunktion" zuriickzufiihren und damit die Diskontinuumtheorie formal 
del' Kontinuumtheorie anzugleichen. Die moderne "W ellenmechanik", auf die 
wir spaternoch zuriickkommen, stellt die konsequente Weiterentwicklung diesel' 
Gedankengange dar. 

Ein Weg ganz anderer und zwar physikalischer Art bot sich durch die Ent
deckung del' elektrischen Elementarpartikel, insbesondere del' Elektronen. Diese 
Gebilde verhalten sich, wie entsprechende Versuche beweisen, wie kleine mate
rielle Partikel von ganz bestimmter Masse, die mit einer ganz bestimmten elek
trischen Ladung, dem elektrischen Elementarquantum geladen sind. Nimmt man 
an, daB alle elektrischen Ladungen aus solchen Elementarquanten aufgebaut 
sind, dann mussen sich die beobachteten, makroskopischen elektrischen und 
magnetischen Felder aus den die einzelnen Elektronen umgebenden mikro
skopischen Feldern zusammensetzen lassen. 

Die auf diesen Gedankengangen aufgebaute LORENTzsche Elektronentheorie, 
die heute meist auch schon als "klassisch" bezeichnet wird, stellt an ihre Spitze 
ein System von partiellen Differentialgleichungen, die LORENTzschen Gleichungen 
del' Elektronentheorie fur die FeldgroBen del' von den einzelnen Elektronen 
"erzeugten" elektromagnetischen Felder, die als Kontinua angesehen werden. 
In diese Grundgleichungen gehen als weitere unabhangig veranderliche GroBen 
noch die Koordinaten und Geschwindigkeiten del' Elektronen ein. Es wird· 
ferner behauptet, daB das elektromagnetische Feld seinerseits auf die in ihm 
befindlichen Elektronen Krafte im Sinne del' NEWToNschen Mechanik ausubt, 
die sich aus den am Orte del' Elektronen herrschenden elektrischen und magne
tischen Feldstarken und den Geschwindigkeiten del' Elektronen berechnen 
lassen. SchlieBlich wird angenommen, daB die Elektronen den Bewegungs
gleichungen fUr materielle Punkte gehorchen. 

Man sieht, daB in dieses System von Gleichungen sowohl kontinuierliche 
GroBen, namlich die elektromagnetischen FeldgroBen, als auch die Bestimmungs
stucke del' Diskontinuumtheorie, namlich die Koordinaten und Geschwindig
keiten del' Elektronen eingehen. Die Gleichungen losen, heiBt, bei gegebenem 
Anfangszustand (und gegebenen Randbedingungen) die Bewegung del' Elektronen 
und das elektromagnetische Feld berechnen. Die erste diesel' beiden Angaben ist 
offenbar mit del' del' klassischen Diskontinuumtheorie (vgl. 1.) nahe verwandt, 
unterscheidet sich abel' doch von ihr wesentlich. Wahrend die NEWToNsche 
Mechanik nul' in die Entfernung wirkende Krafte zwischen Massenpunkten 
kennt, werden hier die Krafte als Wirkung von Feldern, d. h. physikalischen 
Realitaten auf die Partikel gedeutet. 

In del' dargelegten Theol'ie erscheinell zUllachst die Tragheit und die elek
trische Ladung del' Elektl'onen als unabhangige Eigenschaften. Zur weiteren 
Vereinheitlichung del' Theorie wird man versuchen, diese Eigenschaften mit
einander in Zusammenhang zu bl'ingen. In del' Tat laBt sich aus den Feldglei
chungen del' Elektronentheorie ableitell, daB eine Ladungsanhaufung sich unter 
del' Wirkung von Kraften wie ein Massenpunkt bewegt und Bewegungsgleichungen 
gehorcht, die fUr nicht zu groBe Geschwindigkeiten mit den NEWToNschen 
ubereinstimmen. FUr groBe Geschwindigkeiten ergibt sich in Ubel'einstimmung 
mit del' Erfahrung eine Abhangigkeit del' "elektromagnetischen Masse" von del' 
Geschwindigkeit. In diesel' Theorie erscheinell die materiellen Partikel als Singu
laritaten des kontinuierlichen, elektromagnetischen Feldes, del'en Existenz
moglichkeit allerdings durchaus ullgeklart bleibt. 

Den AbschluB und die Gipfelleistung diesel' Phase del' theoretischen Physik 
stellt die Relativitiitstheorie dar, die von dem erkenntnistheoretischen Prinzip 
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ausgeht, daB die physikalischen Erscheinungen von dem zur Beschreibung 
beniitzten Kool'dinatensystem unabhangig sein sollen und die physikalischen 
Gesetze daher in bezug auf aIle Koordinatentransformationen invariant sein 
miissen. Das nach dieser Theorie ausgebaute System der Feldgleichungen des 
Kontinuums und der Bewegungsgleichungen der materiellen Partikel gestattet 
Voraussagen, die mit dem Experiment in vollkommener Ubereinstimmung 
stehen. Es gelingt nachzuweisen, daB Tragheit und Schwere nicht besondere 
Eigenschaften einer "Materie" sind, sondern allgemeine Eigenschaften von 
Feldern und in einfacher Beziehung zur Energie dieser Felder stehen. Die auf 
dieser Basis entwickelte Gravitationstheorie bildet mit del' Mechanik ein einheit
liches Ganzes und laBt sich an der Erfahrung priifen. Eine ErkIarung fiir die als 
Materiepartikel zu deutenden Feldsingularitaten kann die Theorie freilich auch 
nicht erbringen. 

Diese, sowie die am Schlusse unter 1. und 2. hervorgehobenen Schwierig
keiten, weiter die Tatsache, daB man auf Grund von neueren experimentellen 
Erfahrungen genotigt ist, auch dem bisher als Kontinuum angesehenen Strah
lungsfeld eine diskontinuierliche Struktur zuzuschreiben (Aufbau aus ; ,Licht
quanten") , laBt es hoffnungslos erscheinen, das Ziel, die Diskontinuumtheorie 
in der Kontinuumtheorie aufgehen zu lassen, auf diesem Wege zu erreichen; 
aussichtsreicher erscheint der statistische, im folgenden beschriebene Weg. 

4. Die statistische Theorie des Kontinuums. Die Atomtheorie behauptet, 
wie unter 1. auseinandergesetzt wurde, daB sich samtliche Veranderungen an den 
materiellen Korpern auf die Bewegung der Atome zUrUckfiihren und daher 
mit den Hilfsmitteln der Diskontinuumtheorie behandeln lassen. Anderseits 
steht fest, daB einem makroskopischen Beobachter die Materie als Kontinuum 
erscheint und mit den Hilfsmitteln der Kontinuumtheorie theoretisch behandelt 
werden kann. Das bedeutet, daB es offenbar moglich sein muB, die der makro
skopischen Beobachtung zuganglichen physikalischen GroBen auf Grund der 
Diskontinuumtheorie zu deuten und die Grundgleichungen del' Kontinuumtheorie 
aus denen der Diskontinuumtheorie abzuleiten. 

Was zuni1chst die Definition der makroskopischen ZustandsgroBen del' 
Kontinuumphysik anlangt, ist es kIar, daB in sie nicht die auf die individuellen 
Atome beziiglichen Daten eingehen konnen, sondern nur Pauschaldaten iiber 
eine groBe Schar von Atomen, da sich ja die individuellen Atome der makro
skopischen Beobachtung entziehen. KIar ist ferner, daB die GroBen nur dann 
den Charakter stetiger Veranderlichkeit tragen werden, wenn diese Schar un
endlich groB ist. Definiert man z. B. "Dichte" als Anzahl der Atome pro Volumen
einheit mal Masse eines Atoms, so ist sie nur dann eine stetige Funktion des 
Ortes, wenn in jedem, noch so kIeinen V olumenelement unendlich viele Atome 
enthalten sind. Da diese Forderung sichel' nicht erfiillt ist, sind die so vorge
nommenen Definitionen der ZustandsgroBen theoretisch genommen unzulassig; 
daB sie sich doch praktisch weitgehend bewahren, beruht darauf, daB die Anzahl 
del' Atome in den der makroskopischen Messung zuganglichen Bereichen auBer
ordentlich groB ist. 

Um nun die Grundgleichungen del' Kontinuumtheorie, denen die so definierten 
GroBen gehorchen, aus denen der Diskontinuumtheorie abzuleiten, muB man 
diese auf die Bewegung von groBen Scharen von gleichen Massenpunkten an
wenden, indem man versucht, aus ihnen Satze zu gewinnen, die nichts mehr 
iiber die Bewegung der individuellen Massenpunkte enthalten. DaB dies iiberhaupt 
moglich ist, ist von vornherein durchaus nicht kIar. Eine Fiille der mannig
faltigsten Erfahrungen beweist jedoch, daB fiir das Schicksal groBer Scharen 
gleichartiger Dinge, sogenannter "Kollektive" selbst bei weitgehender Ver-
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schiedenheit im Sebieksal der Einzelindividuen bestimmte Satze gelten, die 
auf die einzelnen Dinge keine Anwendung finden. Wir nennen solehe Gesetz· 
maBigkeiten "statistische" und die Wissensehaft, die sieh mit ihrer Erforsehung 
abgibt, die Statistik. Um daher die Grundgleiehungen der Kontinuumtheorie 
aus denen der Diskontinuumtheorie zu gewinnen, hat man versueht, statistisehe 
Methoden in die theoretisehe Physik einzufiihren. Diese Versuehe fiihren zu eiuem 
vollen Erfolg. Es gelingt, mit Hille der "statistischen Mechanik" nieht nur die 
Satze der Kontinuummeehanik, sondern mit Verwendung der friiher erwabnten 
kinetisehen Warmetheorie aueh die Satze der Warmelehre aus denen der klassi· 
sehen Meehanik unter Hinzuziehung bestimmter statistiseher Satze und statio 
stiseher Methoden zu gewinnen. 

Der Umstand, daB die statistisehen Satze streng nur fUr Kollektive mit 
unendlieh vielen Bestandteilen gelten, das Verhalten von endlichen Kollektiven 
jedoch nur ungenau besehreiben nnd die Mogliehkeit des Auftretens beliebig 
groBer Abweiehungen des wirklich eintretenden vom vorhergesagten Verlauf 
offen lassen, bringt es mit sieh, daB die mit Hille der statistisehen Meehanik 
gewonnenen Satze, insbesondere die Satze der Thermodynamik, da ja die Zu
standsgroBen nur dureb endliehe Kollektive von Atomen definiert sind, keine 
strenge Giiltigkeit beanspruehen diirfen. Diese Ungenauigkeit wird zwar, so 
lange es sieh um makroskopisehe Beobaehtungen handelt, praktiseh nieht in 
Erseheinung treten, sieh dagegen bei Verwendung feinerer experimenteller 
Hillsmittel dureh das Auftreten von sogenannten "Schwankungserscheinungen" 
bemerkbar maehen. Die experimentelle Entdeekung der Schwankungsersehei
nungen, z. B. der BRoWNsehen Bewegung, beweist den diskontinuierliehen 
Aufbau der Materie und den statistisehen Charakter der Kontinuumgesetze. 

In ahnlicher Weise kann man dureh Ubertragung der st3,tistisehen Methode 
auf die Elektronentheorie, indem man die makroskopiseh meBbaren, elektrisehen 
und magnetisehen GroBen in geeigneter Weise dureh Daten iiber Seharen von 
Elementarteilehen definiert, eine statistisehe Theorie der elektrisehen und magne
tisehen Erseheinungen begriinden und so die phanomenologisehen Satze der 
Elektrodynamik in materiellen Korpern, die erwahnten MAxwELLsehen Glei
ehungen, und die Gesetze des Kontinuums der Warmestrahlung aus den Grund
gleiehungen der Elektronentheorie gewinnen. 

5. Die Quantentheorie. Die unter 4. ausgefiihrte statistisehe Theorie des 
Kontinuums kann trotz ihrer unleugbaren Erfolge nieht vollkommen befriedigen. 
Zunachst erseheint es vollig unverstandlieh, wieso eine Gesamtheit von Teilehen, 
in der die Bewegung jedes Einzelteilehens nach den Gesetzen der Diskontinuum
theorie vollkommen determiniert ist, Gesetzen ganz anderer Art, namlieh stati
stisehen Gesetzen, gehorehen kann, wobei das Sehieksal der Gesamtheit von 
dem des Einzelteilehens weitgehend unabhangig ist. Ganz. abgesehen hievon hat 
sieh jedoeh gezeigt, daB eine Reihe von Voraussagen der "klassisehen" stati
stisehen Physik mit der Erfahrung im Widerspruehe stehen. Dies gilt insbe
sondere fiir die Theorie der Warmestrahlung, von der aneh der erste Iinpuls 
zur Aufstellung einer neuen, der Quantentheorie ausgegangen ist. 

Diese Theorie hat gezeigt, daB sieh die erwahnten Unstimmigkeiten be
seitigen und alle Erseheinungen, die mit der Bewegung von Elektronen in den 
Atomen zusammenhangen, insbesondere die Struktur der Spektren, erklaren 
lassen, wenn man annimmt, wie friiher bereits angedeutet wurde, daB die Energie
anderungen bei diesen Bewegungen niebt kontinuierlieh, sondern nur diskonti
nuierlieh in der Form von" Quantenspriingen" erfolgen konnen. Dies bringt es 
weiter mit sieh, daB eine genaue Festlegung der Bewegung eines Elektrons dureh 
Messung seiner Koordinaten und Gesehwindigkeiten in einem bestimmten Zeit-
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punkte prinzipiell unmoglich wird, da die V ornahme der Messung stets eine 
endliche und nicht voraussagbare Energieanderung der Elektronenbewegung 
mit sich bringt. Da es demnach nicht moglich ist, die zur Beschreibung der Be
wegung eines Teilchens im Raume notwendigen Messungen wirklich auszu
fiihren, verliert die Aussage, daB sich das Teilchen in der tiblichen Bedeutung 
des Wortes im Raume "bewege", nach unserer Auffassung, zumindest ffir Be
wegungen in atomaren Dimensionen, ihren Sinn. 

Diesen grundlegenden Erkenntnissen Rechnung tragend, hat die Quanten
theorie der Materie nach mannigfachen Wandlungen schlieBlich die Gestalt 
der sogenannten "Quantenmechanik" angenommen. Ihre Grundgleichungen 
haben, ebenso wie die Grundgleichungen der Elektronentheorie die typische 
Gestalt von Differentialgleichungen der Kontinuumtheorie (vgl. 2.), wie es ja 
schon in der klassischen HAMILToN-JAcoBIschen Theorie der Fall war. Eben
so wie dort gehen auch hier in die Grundgleichungen die auf die materiellen 
Partikel wirkenden Krafte ein, die sich aus dem Feld an der Stelle des Par
tikels berechnen lassen (vgl. 3.). Der wesentliche Unterschied besteht jedoch 
darin, daB sich aus der Losung dieser Gleichungen nicht die Bewegung der 
einzelnen Teilchen berechnen laBt. Die unabhangig Veranderliche (SCB:RODINGER
Funktion), die sich als Funktion von Ort und Zeit unter gegebenen Anfangs
und Randbedingungen berechnen laBt, gibt nur eine "W ahr8cheinlichkeit" ffir 
die Lage der Teilchen im Raume an, was den Prinzipien der Theorie entspricp-t, 
da die Bahn des Einzelteilchens gar nicht definiert ist. Hingegen laBt sich tiber 
die Bewegung einer Schar von ahnlichen Teilchen eine bestimmte Aussage machen, 
die den Charakter vollkommener Sicherheit hat, wenn die Schar unendlich groB 
ist, und um so ungenauer wird, je weniger Glieder die Schar enthalt. 

Damit verschwindet auch die am Beginn dieser Ziffer angedeutete Schwierig
keit: Die Statistik wird nicht als fremdes Element in die Theorie hineingetragen, 
sondern gehort zu ihrem wesentlichen Bestand. Die Tatsache, daB die klassische 
Diskontinuumtheorie die Bewegung von "Masse:r;tpunkten" im makroskopischen 
Versuch richtig wiedergibt, erklart sich daraus, daB diese der makroskopischen 
Beobachtung zuganglichen Gebilde ja in Wirklichkeit bereits eine groBe Schar 
von Elementarteilchen enthalten. 1m Gebiete der atomaren Dimensionen ver
liert die klassische Mechanik ihre Gtiltigkeit. 

In neuerer Zeit sind erfolgversprechende Ansatze gemacht worden, nach ahn
lichen Prinzipien auch eine "Quantenelektrodynamik" aufzubauen, die die Schwie
rigkeiten zu beseitigen haben wird, die der Elektrodynamik dadurch erwachsen, 
daB man gleichzeitig ein kontinuierliches elektromagnetisches Feld und diskonti
nuierliche Lichtquanten zur Erklarung der beobachteten Erscheinungen an
nehmen muB. Es ist ferner zu hoffen, daB mit Hille der quantentheoretischen 
Prinzipien auch die schwierigen Fragen, die mit der Existenz von Elementar
partikeln der Elektrizitat und Materie verbunden sind und oben bereits gestreift 
wurden, einmal befriedigend beantwortet werden. 

Zweites Kapitel. 

Matbematiscbe Darstellung pbysikaliscber Gro:f3en. 
§ 3. Skalare und Vektoren. 

1. Skalare. Aus den Entwicklungen von § 1 geht hervor, daB sich jede wohl
definierte, physikalische GroBe - zumindest prinzipiell - messen lassen muB. 
Das MeBresultat besteht aus einer endlichen Menge von Zahlen, deren Angabe 
die betreffende GroBe vollkommen genau festlegt. Die zu dieser vollkommenen 
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Festlegung notige Anzahl von ZahlengroBen ergibt einen wichtigen Einteilungs
grund zur Klassifizierung der physikalif;chen GroBen. 

Der einfachste Fallliegt dann vor, wenn zur Festlegung einer physikalischen 
GroBe die Angabe einer einzigen Zahl genugt. Ein Beispiel hiefiir ist die Lage 

Abb. 1. 

oder Koordinate eines punktformigen Gegenstandes P, der sich 
nur auf einer bestimmten Kurve (J im Raume bewegen kann 
(Abb. I). Wahlt man auf dieser einen festen Punkt 0 als Aus
gangspunkt (Koordinatenursprung), und ordnet jedem P seinen 
mit Hille eines geeigneten MaBstabes auf der Kurve gemessenen 
Abstand 8 von 0 zu, und zwar mit positivem Vorzeichen, wenn 
P auf der einen Seite, mit negativem V orzeichen, wenn es auf 
der anderen Seite von 0 liegt, dann ist die Lage des Punktes P 
durch die Angabe von 8, das heiBt durch eine algebraische Zahl 
eindeutig festgelegt. 

Besonders einfach ist die Messung dann, wenn die Kurve (J eine gerade Linie 
ist, da man dann 8 durch Anlegen eines starren MaBstabes mit im ubrigen will
kurlich gewahlter Einteilung oder "Skala" bestimmen kann, deren Anfangs
punkt man mit 0 zusammenfallen laBt. Man nennt daher alle physikallschen 
GroBen, die durch die Angabe einer einzigen Zahl eindeutig bestimmt sind, 
wenn man nur ein fur alle Male zu ihrer Messung eine geeignete und im ubrigen 
willkiirliche Skala definiert hat, ,,8kalare Gr6(Jen" oder kurz "Skalare". Bei
spiele fiir skalare physikalische GroBen sind: Lange, Zeit, elektrische Ladung, 
Temperatur, Energie, elektrostatisches und Gravitationspotential, Lichtinten
sitat usw. 

Da ein Skalar durch eine algebraische Zahl dargestellt wird, gelten fUr das 
Rechnen mit Skalaren die Rechenregeln der gewohnlichen Algebra. Zu beachten 
ist nur, daB die Addition oder Subtraktion zweier Skalare physikalisch nur dann 
einen Sinn hat, wenn sie von del' gleichen physikalischen Dimension sind. Man 
kann also z. B. die Summe zweier elektrischer Ladungen durch algebraische 
Addition ihrer MaBzahlen bilden, nicht aber die Summe einer Masse und einer 
elektrischen Ladung. Zu beachten ist ferner, daB durch die Bildung des Produktes 
oder des Quotienten zweier skalarer GroBen ein neuer Skalar definiert wird, 
dessen Dimension von der der Faktoren verschieden ist. 

2. Vektoren. Nicht skalare physik-alische GroBen sind solche, die sich nicht 
durch die Angabe einer einzigen Zahl festlegen lassen. Das einfachste Beispiel 

! I 

z 
p 

hiefur ist wieder die Lage eines punktformigen 
Gegenstandes P, del' sich im Raume fortbewegen 
kann (Abb. 2). Die Lage des Punktes P kann be
kanntlich durch die Angabe dreier ZahlengroBen, 
seiner Koordinaten festgelegt werden, die man in 
geeigneter Weise definiert. Am haufigsten geschieht 

'7'----+-"-~...,.;..y dies durch Beziehung auf ein festes, rechtwinkeliges, 

Abb.2. 

kartesisches Koordinatensystem mit drei Achsen X, 
Y, Z, auf denen man die Abstande von Punkten vom 
Koordinatenursprung 0 mittels fester Skalen messen 
kann. Als Koordinaten von P bezeichnet man dann 
die mit Hille diesel' Skalen gemessenen Langen der 

Projektionen del' Strecke OP auf die Koordinatenachsen. Wenn im folgenden von 
einem kartesischen Koordinatensystem die Rede ist, so solI darunter stets ein 
Recht88Y8tem verstanden werden; faBt man die x-y-Ebene eines solchen Systems 
als Schraubenkopf und die Z-Achse als Schraubenspindel einer gewohnlichen Holz
schraube auf, so kommt beim Ein8chrauben der Schraube nach einer Vierteldrehung 
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die positive X-Achse dorthin, wo vorher die positive Y-Achse war. Wir werden 
spater gelegentlich auch schiefwinklig-geradlinige und krummlinige Koordi
natensysteme (z. B. Polarkoordinaten oder Zylinderkoordinaten) verwenden, 
die mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten durch die aus der ana
lytischen Geometrie bekannten Transformationsgleichungen verkniipft sind. 

Eine durch drei ZahlengroBen charakterisierte physikalische (oder geo
metrische) GroBe nennt man einengewohnlichen (oderraumlichen) "Vektor". Der 
Vektor, der die Lage eines Punktes P im Raume festlegt, heiSt speziell der 
"Radiusvektor" des Punktes und wird geometrisch durch einen von 0 nach P 
gerichteten Pfeil dargestellt, dessen Spitze in P und dessen Ende in 0 ruht. 
Wir bezeichnen VektorgroBen im allgemeinen mit deutschen Buchstaben, Skalare 
mit lateinischen Buchstaben. Den Radiusvektor nennen wir t; aIs "Kampo
nenten" von t bezeichnen wir seine drei Projektionen auf die Koordinatenachsen; 
aIs "Lange" oder "Betrag" des Vektors bezeichnen wir die Lange der Strecke OP 
tmd schreiben dies It I oder r. Die Langen der Komponenten sind offenbar gleich 
den Koordinaten von P, namlich x, y, z. Nach dem pythagoraischen Lehrsatz 
gilt zwischen r, x, y, z die Beziehung 

(1) 

Einen Vektor von der Lange 1 nennt man einen "Einkeitsvektor"; seine Kom
ponenten sind gemaB der obigen Definition gleich den Kosinus der Winkel, 
die er mit den Koordinatenachsen einschlieBt. Die drei Einheitsvektoren, die 
die Richtung der Koordinatenachsen haben, die Fundamentalvektoren, nennen 
wir im folgenden stets i, j, f-

In der analytischen Geometrie pflegt man aIs Vektor jede Strecke mit einem 
Richtungssinn zu bezeichnen. Versteht man auch hier unter seinen Kompo
nenten die Projektionen auf die drei Koordinatenachsen, dann ist durch deren 
Angabe der Vektor bis auf eine willkiirliche Parallelverschiebung im Raume 
definiert. In der Physik nennen wir einen Vektor jede GroBe, deren Messung 
in der Bestiminung von drei GroBen besteht und die dieselben Rechenregeln wie 
ein geometrischer Vektor befolgt; jeder physikalische Vektor kann daher bildlich 
durch einen geometrischen, einen Pfeil, dargestellt werden. Beispiele fiir physi
kalische VektorgroBen sind: Geschwindigkeit, Kraft, elektrische Feldstarke, 
Stromdichte usw. 

3. Addition von Vektoren. FUr die Addition (oder Subtraktion) von Vektoren 
der gleichen physikalischen Dimension definieren wir die folgende Regel: Summe 
bzw. Differenz zweier Vektoren a und a' ist jener Vektor b, dessen Komponenten 
gleich der Summe bzw. Differenz der entsprechenden Komponenten von a und a' 
sind. Wir schreiben dies symbolisch in der Form 

b =a±a'. (2) 

N ach der obigen Definition ist diese Vektorgleickung den drei skalaren Gleichungen 

(3) 

aquivalent, worin a"" a'll' az die Komponenten von a, a",', ay', az' die Komponenten 
von a' und b"" b'll' bz die Komponenten von b bedeuten. 

Aus (2) und (3) folgt unmittelbar, daB fiir die Addition von Vektoren das 
kommutative und das assoziative Gesetz ebenso wie fiir die Addition von 
Skalaren gilt, was sich durch die folgenden Vektorgleichungen ausdriicken laBt: 

a+a'=a'+a (4) 

a+ (a'+ a") =(a+ a')+ a". (5) 
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Unter dem Produkt eines Vektors a mit einem Skalar 8 wollen wir ferner 
jenen Vektor c verstehen, dessen Komponenten aus denen von a durch Multi
plikation mit 8 hervorgehen. Wir schreiben dies symbolisch in der Form der 
Vektorgleichung C=8a, (6) 

die den folgenden skalaren Gleichungen aquivalent ist: 

(7) 

Fiir die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren gilt gemaB ihrer Definition 
das distributive Gesetz der Multiplikation: 

8 (a+a'+a"+ . .. }=8a+8a'+8a"+... (8) 

Geometrisch bedeutet das Gleichungssystem (3), daB man den Summen
vektor durch unmittelbares Aneinandersetzen der Projektionen der Summanden

PLi a 

vektoren auf den Achsen findet oder daB man zur 
Konstruktion des Summenvektors durcli Parallelver
schiebung die beiden Pfeile der Summandenvektoren 
in einer der aus Abb.3 ersj.chtlichen Arten an
einanderzusetzen und den Pfeil yom Anfangspunkt 
des ersten zum Endpunkt des zweiten Vektors zu 
ziehen hat. (Geometrische Addition.) Ferner sieht 
man unmittelbar, daB die Multiplikation eines Vek

Abb.3. 

tors mit einem Skalar darin besteht, daB der dargestellte Pfeil ohne Anderung 
der Richtung im Raume auf das 8-fache zu verlangern ist. 

Aus den oben gegebenen Definitionen folgt, daB man jeden Vektor durch seine 
Komponenten und die Einheitsvektoren i, i, finder folgenden Form darstellen 
kann: . + . + ~ (9) a = t aa: 1 ay 1 a". 

Die Gleichung (2) kann man dann ausfiihrlich so schreiben: 

b = (i aa:+ i all + f az) ± (i aa:' + i ay' + fa.') =i (aa:±aa:') + i (ay±all')+ 
+ f (a.±a.') (1O) 

und die Gleichung (6) in der Form: 

C =8 (i am+ i ay+ fa.) =i 8 am+ i 8 all + f 8 a •. (11) 

4. Allgemeine Produkte von Vektoren; Tensoren. Ala allgemeines (dyadisches) 
Produkt zweier Vektoren a und b definieren wir eine GroBe, die wir erhalten, 
wenn wir die Vektoren in der Komponentendarstellung (9) schreiben und diese 
Ausdriicke unter der Annahme der Giiltigkeit des distributiven Gesetzes mit
einander multiplizieren: 

a; b=aa:ba:. i; i+ambll • i; i+amb". i; f 
+ay ba:. i; i+ay by. i; i+all b" . i; f 
+a" ba:. f; i+a" bll • f; i+a" bz • f; t 

(12) 

Der Ausdruck (12) enthalt als FundamentalgroBen die 9 Produkte je zweier 
Einheitsvektoren, uber deren Bedeutung man noch durch geeignete Definitionen 
verfugen kann. Die Faktoren dieser Produkte, 9 an der Zahl, kann man als 
"Komponenten" von a; b bezeichnen. Wir nennen eine GroBe, die durch die 
Angabe von im allgemeinen 9 Zahlen festgelegt wird, einen "Tensor". Das all
gemeine Produkt zweier Vektoren hat also den Charakter eines Tensors. 

In der Vektoralgebra sind zwei spezielle Formen des allgemeinen, dyadischen 
Produktes zweier Vektoren ublich, zu denen man durch die in den folgenden 
Ziffern angegebenen Definitionen der Produkte der Einheitsvektoren kommt: 
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o. Inneres (skalares) Prodnkt. Wir setzen definitionsgemiiB fest, daB die 
Produkte zweier gleicker Einheitsvektoren gleich der Zahl I, die zweier ver
schiedener Einheitsvektoren gleich 0 seien. DaB diese Art von Multiplikation 
gemeint ist, deuten wir dadurch an, daB wir als Produktsymbol zwischen die 
Faktoren einen Punkt setzen oder sie einfach hintereinander schreiben. Wir 
nennen es das "innere Produkt", weil nur die Produkte zweier ineinander fallender 
Einheitsvektoren von Null verschieden sind. Fiir das innere Produkt gilt also 

ii=j i=H=1 ii=ji=il=fi=if=fi=O. (13) 
Mit Benutzung von (13) wird aus (12) 

a 6 = a .. b .. +au bu+az bz• (Sprich: a in bl) (14) 

Das innere Produkt zweier Vektoren wird also gebildet, indem man die Produkte 
der entsprechenden Komponenten der beiden Faktoren addiert. Es ist, wie man 
sieht, eine skalare GroBe und wird daher auch als "skalares Produkt" bezeichnet. 

Aus (14) geht unter Bezugnahme auf 3. unmittelbar hervor, daB das innere 
Produkt das kommutative und das distributive Gesetz befolgt in der Form: 

a 6 =6 a, (15) 
a (6+ 6'+ 6" + ... ) =a 6+ a 6'+ a 6" + . . . (16) 

Nennen wir die Winkel, die die beiden Vektoren mit den Koordinatenachsen 
einschlieBen, {x .. , {X,,, {xz, bzw. fJ .. , fJu, fJ •• dann konnen wir (14) auch schreiben: 

a 6 =a b (cos {x .. cos fJ .. + cos {x" cos fJu+ cos (xz cos fJ.). 

Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist, wie die analytische Geometrie 
lehrt, nichts anderes als der Cosinus des Winkels q; zwischen den positiven Rich
tungen von a und 6, so daB wir erhalten 

a6=abcosq;. (17) 

Das innere Produkt zweier Vektoren ist also gleich dem Produkt ihrer Be
trage multipliziert mit dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels. 
Da b . cos q; die Projektion von 6 auf die Richtung von a oder die "Komponente 
von 6 in der· Richtung a" ist, kann man den Satz auch so aussprechen: Das innere 
Produkt zweier Vektoren ist gleich dem Betrag des einen Vektors muItipliziert 
mit der Komponente des anderen Vektors in der Richtung des ersten. Das innere 
Produkt zweier aufeinander senkrecht stehender Vektoren ist daher stets gleich 
Null. Die Komponente eines Vektors in irgend emer Richtung erhaIt man nach 
(17), wenn man den Vektor mit dem Emheitsvektor in der betreffenden Richtung 
innerlich multipliziert. 

Das innere Produkt emes Vektors a mit ~ich selbst ist gemaB (14) und (17) 
gleich dem Quadrat seines Absolutbetrages: 

a a = a2 =a .. 2+a,,2+ az2 =a2. (18) 

6 • .lnBeres (vektorielles) Prodnkt. Wir wollen nun definitionsgemaB fest
setzen, daB in (12) die Produkte zweier gleicker Einheitsvektoren gleich Null, 
die zweier verschiedener Einheitsvektoren gleich FundamentalgroBen von anderer, 
nicht vektorieller Art zu setzen. seien, die bei einer Vertauschung der . Reihen
folge der Faktoren ihr Vorzeichen umkehren sollen. Diese Art der Multiplikation 
deuten wir dadurch an, daB wir zwischen die Faktoren ein Malzeichen (x) 
setzen. Wir nennen dieses Produkt das "au{Jere Produkt", da nur die Produkte 
zweier auseinanderfallender Einheitsvektoren von Null verschieden sind. Es 
geIten demnach fur das auBere Produkt die folgenden Definitionsgleichungen: 

ixi=jxj=fxf=O, 
jxf=-fxj=i*, fxi=-ixf=j*, iXj=-jxi=f*. (19) 
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Mit Benutzung von (19) wird aus (12) 

a X 0 =i* (ay bz-az by) + i* (az b.,-a., bz)+ f* (a., by-ay b.,) 

(Sprich: a malo) oder in Determinantenform geschrieben 

(20) 

l
i* i* f* 

a X 0 = a., ay az . 
[b., by bz 

(21) 

Die Faktoren der FundamentalgroBen i*, j*, f* nennen wiT die "Komponenten" 
des auBeren Produktes. Sie sind naeh (21) gleieh den zweireihigen Determinanten 

der Matrix (a", ay az) 
b", by bz . 

Da das Vorzeiehen einer Determinante sieh bei Vertausehung zweier Zeilen 
umkehrt, folgt aus (21) sofort 

a X 0 =-0 X a. (22) 

Das auBere Produkt befolgt also nicht das kommutative Gesetz, es andert viel
mehr bei Veranderung der Reihenfolge der Faktoren sein Vorzeiehen. Das distri
butive Gesetz hingegen ist erftillt; denn naeh (21) ist 

i* j* f* 
a X (0+0' +0" + ... ) = a., ay az 

b",+b.,'+b","+ ... , by+by'+by" ... , bz+b.'+bz"+ .. 

i* i* f* i* j* f* i* j* f* 
= a., ay az + a., ay az + ax ay az + ... = 

b., by bz b.,' by' bz' b.," by" bz" 

= a X 0 + a X 0' + a X 0" + . . . (23) 
Als Absolutbetrag des auBeren Produktes zweier Vektoren wollen wir in 

Analogie zu der Definition diesel' GroBe bei einem Vektor die Wurzel aus del' 
Quadratsumme del' Komponenten verstehen. Naeh (20) ist dies 

la X oi2=(aybz-azby)2+(azbx-a.,bz)2+(axby-aybx)2= 
= (a.,2+ ay2+ az2) (b.,2+ bi+bz2)-(a., b.,+ay by+az bz)2. 

Mit Benutzung von (14), (17) und (18) wird hieraus 

y 

Abb.4. 

la X 01 = Va-;2C-;b-:O-2-(c-a-:-b-e-os-cp-'):-::-2 = a b sin cpo (24) 

Del' Betrag des auBeren Produktes ~weier Vek
toren ist also gleieh dem Produkt lirer Langen 
mal dem Sinus des eingesehlossenen Winkels. 
Das auBere Produkt zweier paralleler Vektoren 
ist daher stets gleieh Null. 

Das auBere Produkt hat, wie aus seiner Defi
nition hervorgeht, den Charakter eines Tensors 
und zwar, wie wir spateI' (§4, 2.) sehen werden, 
eines antisymmetrisehen Tensors (mit drei Kom
ponenten). Zu seiner geometrisehen Veransehau
lie hung kann man zwei Wege einsehlagen. Man 
kann erstens das auBere Produkt a X 0 als das 
von den beiden Vektoren im Raume aufgespannte 

Parallelogramm II deuten (Abb. 4), gedaeht als orientiertes Flaehensttiek mit be
stimmten Winkeln gegen die Koordinatenebenen und bestimmtem Flaeheninhalt, 
dessen zwei Seiten nieht miteinander vertausehbar sein sollen (man denke sie 
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sich z. B. verschiedenfarbig, etwa die obere Seite weiB, die untere Seite schwarz I). 
Der Betrag von a X 0 ist dann nach (24) einfach der Flacheninhalt des Flachen
stuckes, der, wie es (22) verlangt, sein Vorzeichen umkehrt, wenn man a mit 0 
(oder rp mit -rp) vertauscht. Die Komponenten von a X 0 sind nach (20) die 
Projektionen des Flachenstuckes auf die drei Koordinatenebenen. Die Funda
mentalgroBen i*, i*, f* sind die von je zweien der Einheitsvektoren i, i, f auf
gespannten und orientiert gedachten Flachenstucke. 

Eine andere geomet.cische Deutung des auBeren Produktes erhalt man, 
wenn man die FundamentalgroBen i*, i*, f* mit den Einheitsvektoren i, j, f 
identifiziert, also das auBere Produkt zweier Einheitsvektoren durch jenen Ein
heitsvektor ersetzt, der sie zu einem orthogonalen Rechtssystem erganzt. a X 0 
wird dann gemaB (20) und (21) gleich dem Vektor 

j f 
a X 0 = a", ay az 

b", by b. 
(25) 

vom Betrage (24). Bildet man nach der Regel (14) das innere Produkt aus a und 
a X 0, so erhalt man a", au a. 

a. (a X 0) = a", ay az = O. 
bx by bz 

Ebenso findet man, daB auch 0 . (a X 0) =0 geIten muB. Der Vektor a X 0 steht 
also senkrecht auf a und auf 0 und zwar derart, daB a, 0 und a X 0 in dieser 
Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. 1m Hinblick auf diese geometrische Deu
tung pflegt man auch das auBere Produkt mitunter als "Vektorprodukt" zu 
bezeichnen. 

7. Vektoren in Raumen mit beIiebiger Dimensionenzahl. Der unter 2. er
lauterte Begriff eines gewohnlichen dreidimensionalen Vektors laBt sich leicht 
fur beliebige Dimensionenzahlen erweitern. Wir nennen eine physikalische 
GroBe dann einen n-dimensionalen Vektor, wenn sie durch n Zahlen bestimmt ist, 
denen man im n-dimensionalen Raume eine gerichtete Strecke so zuordnen kann, 
daB die Langen der Projektionen dieser Strecke auf die Koordinatenachsen gleich 
diesen n Zahlen sind. Wir wollen uns die Koordinatenachsen mit den Zahlen 
1 bis n numeriert denken und nennen die Komponenten von a: av a2 , a3 ••• an' 
Die fundamentalen Einheitsvektoren nennen wir iI' i2 ... , in. Fiir die Addition 
bzw. Subtraktion sollen dann wieder die Rechenregeln von 3. geIten. Zwei Vek
toren werden addiert, indem man ihre entsprechenden Komponenten addiert. 
Der Vektor karul daher in der Form 

n 

a=i1 a1+i2 a2+··· +inan = Ii/oak 

geschrieben werden und es gilt n k=l 

a+a'=Iik (ak+a'k)' 
k=l 

Fur das innere Produkt gilt in sinngemaBer Verallgememerung von (13) 

(26) 

(27) 

i k ik=l, iki1=0 (kil), (k,l=1,2, ... ,n) (28) 
n 

und daher a 0 = I a k bk =a b cos If. (29) 
k=l 

Fur das auBere Produkt gilt in Verallgemeinerung von (19) 

i k X ik=O, ik X i1 =-i1 X ik, (k, l=l, 2, ... , n) (30) 

Furth, Thear. Physik. 2 
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Die Komponenten von 0 X 0 sind die zweireihigen Determinanten der Matrix 

(a1 a2 • ••• an) 
b1 b2 •••• bn ' 

(;) an der Zahl; die Formeln (22) und (24) bleiben offenbar in Geltung. Die geo
metrische Bedeutung des auBeren Produktes durch das von den Vektoren auf
gespannte, orientierte Flachenstiick bleibt ebenfalls im n-dimensionalen Raume 
anwendbar, nicht aber die Deutung durch den erganzenden Vektor, da nur der 
dreidimensionale Raum die Eigenschaft hat, daB zu jedem Flachenstiick ein 
Vektor eindeutig zugeordnet werden kann, bzw. nur der dreidimensionale Raum 
ebensoviele Koordinatenachsen wie Koordinatenebenen besitzt. 

8. Einige einfaehe Vektorformeln. a) Das innere Produkt eines Vektors 0 

mit dem auBeren Produkt aus zwei anderen Vektoren 0 und c (aufgefaBt aIs 
Vektorprodukt) ergibt sich nach (14) und (25) zu 

a", a'll az 
o (0 X c) = b", b'IJ bz • 

c'" c'IJ c. 
(31) 

Da die Aufeinanderfolge von zwei Zeilenvertauschungen in der Determinante 
(31) ihren Wert nicht andert, ergeben sich die Identitaten 

0(0 X e) = 0 (c X a) = e (a X 0). (32) 

Da der Betrag von 0 X e gleich dem Flacheninhalt des Parallelogtammes 
zwischen 0 und c ist, ist 0 (0 X c) nach (17) gleich dem Produkte dieses Flachen: 
inhaltes mit der Projektion von 0 auf die Flachennormale, also gleich dem V 0-

lumen des von a, 0 und e aufgespannten Parallelepipedes, mit positivem Vor
zeichen, wenn die Vektoren in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. 

b) Das auBere Produkt eines Vektors 0 mit dem Vektor 0 X e findet man am 
besten, indem man hiervon die einzelnen Komponenten berechnet. Nach (20) ist 

[a X (0 X e)]", = a'll (0 X e).-a. (0 X e)'IJ = a'll (b", c'IJ- b'IJ c"') - a'. (b. C"'- b", c.) = 
= b", (a", c"'+ a'll c'IJ+ a. c,)-c'" (a", b",+a'IJ b'IJ+a. b.) = 
= b", (0 c)-c'" (0 0). 

Analoge Ausdriicke, in denen nur der Index x mit y, resp. z zu vertauschen ist, 
erhalt man fiirdie iibrigen Komponenten; daher ist 

oX (0 X e) = 0 (oe)-e (00). (33) 

c) Mit Benutzung der Formeln (32) und (33) findet man leicht die weitere 

Identitat [(0 X 0) . (e X b)] = c . [b X (0 X 0)] = e . [0 (0 b)-o (0 . b)] = 
= (0 e) (0 b)-(o c) (0 b). 

§ 4. Vektorfunktionen und Tensoren. 
1. Skalare- und Vektorfunktionen. Unter einer skalaren Funktion versteht 

man die Zuordnung zweier veranderlicher, skalarer GroBen x und y zueinander, 
derart, daB zu jedem Wert der unabhangig veranderlichen GroBe x ein Wert 
(oder mehrere) der abhangig veranderlichen GroBe y gehoren. Wir schreiben dies 
in der symbolischen Form Y=f (x) oder Y=Y (x), indem wir auf der rechten 
Seite Y aIs Funktionssymbol gebrauchen. 

Analog versteht man unter einer "Vektorfunlction" eine Zuordnung von zwei 
veranderlichen VektorgroBen ~ und t), derart, daB zu jedem Wert der unabhangig 
Veranderlichen ~ - das heillt zu jeder Wertekombination der Komponenten 
Xl' x2, x3, ••• , X n"- ein Wert (oder mehrere) der abhangig Veranderlichen - das 
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heiBt eine Wertekombination (oder mehrere) der Komponenten YI' Y2' ••. , Yn ,
gehoren. Wir schreiben dies symbolisch in der Form der Vektorgleichung 

(1) 

die mit den n skalaren Gleichungen 

Yi = Yi (Xl' :t1!, ... Xn) i=l, 2, ... n (2) 

identisch ist. FUr gewohnliche dreidimensionale Vektoren ist n=3. 
Sind ~ und t) Radiusvektoren von Punkten im Raume, so definieren die Glei

chung (1) bzw. (2) eine Punkttransformation, bei der jedem Punkt mit dem 
Radiusvektor ~ ein Punkt mit dem Radiusvektor t) zugeordnet wird. 

Die einfachste und in der Physik am haufigsten gebrauchte Vektorfunktion 
ist die lineare, homogene Vektociunktion, die dadurch definiert ist, daB die 
Funktionen Yi lineare, homogene Funktionen der Xi sind, von der Form 

n 

Yi =Z txik Xk, 
k=1 

(3) 

worin die GroBen txik skalare Konstanten sind. Die nicht homogene Funktion 
geht aus der homogenen hervor, indem man zu t) einen konstanten Vektor ad
diert oder das Koordinatensystem parallel zu sich selbst um eine gewisse Strecke 
verschiebt. 

2. Tensoren. Die n2 Glieder enthaltende Matrix der txik definiert eine GroBe, 
die man als "n-dimensionalen Tensor" bezeichnet. Als Spezialfall eines dreidimen
sionalen Tensors ist uns in § 3 bereits das dyadische Produkt zweier Vektoren 
begegnet. Wir wollen Tensoren im folgenden stets mit groBen griechischen Buch
staben, den Tensor der txik mit A bezeichnen. Die tx;k nennen wir die "Kampo
nenten" des Tensors. Wir nennen den Tensor "symmetrisck", wenn die Bedingung 
txik =txki fur aIle i und lc erfiillt ist, wir nennen ihn "antisymmetrisck" (oder "schief
symmetrisch"), wenn die Bedingungen txik =-txk;, tx;; =Oiiir aIle i und lc gelten. 

Ein symmetrischer Tensor hat allgemein n (n / 1) , speziell im dreidimensionalen 

Raum sechs Kompommten; ein antisymmetrischer Tensor hat allgemein 

n (n2-1) = (;), speziell im dreidimensionalen Raum drei Komponenten. 

Man kann die in der lc-ten Spalte stehenden Glieder der Matrix txik als die 
Komponenten eines Vektors ak auffassen und bezeichnet dann die n Vektoren ak 

als die "Velctorlcomponenten" des Tensors A. Mit Benutzung der GroBen ak kann 
man gemaB (3) den Vektor t) durch die Komponenten von ~ folgendermaBen 
darstellen: n n 

t) =,2; Yiii = Ztxik i; Xk= Z ak Xk' (4) 
i=l i,k k=1 

Die Formel (4) erinnert an die Formel (29) § 3, den Ausdruck fur das innere 
Produkt zweier Vektoren. Es liegt daher nahe, t) als "Produkt" des Tensors A 
(mit den Komponenten ak) und des Vektors ~ (mit den Komponenten Xk) zu 
definieren und symbolisch zu schreiben: 

A ~= Zakxk' 
k 

(5) 

Das Produkt eines Tensors mit einem Einheitsvektor nennt man die Komponente 
des Tensors in der Richtung des Einheitsvektors. 

2* 
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1st A ein dreidimensionaler, antisynunetrischer Tensor, dann konnen wir 
setzen R R PI =~3 =-1Xa2, 1-'2 = IX31 =-IX13, 1-'3 = IX12 =-~l' 
und erhalten daher nach (3) 

Yl =P3 X2-P2 X3, Y2 =Pl X3-P3 Xl' Y3 =P2 Xl-PI X2' 

I) wird also nach (25) § 3 einfach gleicb dem auBeren Produkt der beiden Vek
toren b (mit den Komponenten: PI' P2' P3) und !, oder in symboliscber Form ge
scbrieben I) =A ! = b X!. (6) 

3. Rechenregeln fiir Tensoren. Setzt sich eine Vektorfunktion lJ (!) aus 
den linearen und homogenen Funktionen I) (!), I)' (!), I)" (!), ... linear und 
homogen zusammen in der Form 

lJ (!) =8 I) (!)+8' I)' (!)+8" I)" (!)+ ... , 

worin 8, 8', 8", ... skalare Konstanten sind, dann ist lJ ebenfalls eine lineare, 
homogene Funktion von !, deren Matrixelemente Pile sich nach (3) aus den 
IXik' IX' ii" IX" i/" ••• gemaB 

R +"+""+ I-'ik =8 IXik 8 IX ik 8 IX ik ... (7) 

zusammensetzen. In der symbolischen Schreibweise (5) driickt sich dies folgender
maBen aus: 

B !=8A!+8'A'!+8"A"!+ ... = (8A+8'A'+8"A"+ ... )!. (8) 

In den Formeln (7) und (8) sind die folgenden einfachen Satze fur das Rechnen 
mit Tensoren enthalten: Tensoren gleicher Dimensionenzahl werden addiert, 
indem man die entsprechenden Elemente ihrer Matrizen addiert. Ein Tensor 
wird mit einem Skalar multipliziert, indem man seine Komponenten mit dem 
Skalar multipliziert. Offensichtlich sind fUr diese Recbnungsoperationen das 
kommutative, das assoziative und das distributive Gesetz erfullt. 

J eder beliebige Tensor A laBt sich stets als Summe aus einem symmetrischen 
Tensor A' und einem antisymmetrischen Tensor A" darstellen, wenn man setzt: 

(9) 

In der Tat ist nach (9) lX'ik=IX'ki und lX"ik=-IX"ki, ferner IXik=IX'ik+IX"ik, 
demnach gemaB der Additionsregel 

A =A'+A". 

Bildet man die lineare, homogene Vektorfunktion I) (!) = A ! und ferner 
die ebenfalls lineare, homogene Funktion lJ (I)) = B I), dann ist die Funktion 
lJ (!) ebenfalls eine lineare, homogene Funktion, deren Matrix mit den Kompo
nenten Yik man leicht berechnen kann, wenn man nach (3) den Ausdruck fur die 
i te Komponente des Vektors lJ sucht. Man findet durch zweimalige Anwendung 

von (3) n n n n [ n 1 n 

Zi = .I PiT YT =.I PiT ,2 .. ~ IXrk Xk =.I .I (Pi" IXrk) Xk = .I Yik Xk 
7=1 7=1 k=l k=l 1'=1 k=l 

und daher 
n 

Yile = .I PiT IXrk • 

1'=1 

In Tensorschreibweise druckt sich die gefundene Beziehung so aus: 

(1O) 

(11) 
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Wir nennen r das "Produkt" der beiden Tensoren B und A. Nach (10) werden 
seine Komponenten berechnet, indem man die Zeilen des ersten Faktors mit de1J. 
Spalten des zweiten Faktors linear kombiniert. Das Tensorprodukt ist im al
gemeinen nicht kommutativ, wie ja auch die Reihenfolge zweier linearer Punkt
transformationen im allgemeinen nicht vertauschbar ist. 

4. Invarianzeigenschaften eines symmetrischen Tensors. 1st t) = A ~ und A 
ein symmetrischer Tensor, dann erhaIt man durch Bildung des inneren Produktes 
~ • t) nach (3) n 

~.t)=L:XiYi=L:txikXiXk=S (txik=txki), (12) 
i=l ik 

also eine quadratische Form in den Variablen Xl' X2, ••• , Xn , deren Koeffizienten
matrix mit der Matrix von A iibereinstimmt. Es ergibt sich demnach ein enger 
Zusammenhang der Tensoranalysis mit der Theorie der quadratischen Formen, 
den man ausniitzen kann, um verschiedene Sii.tze iiber die Transformation von 
Tensoren auf bekannte Sii.tze iiber quadratische Formen zuriickzufiihren. 

In der Theorie der quadratischen Formen wird bewiesen, daB man jede 
quadratische Form S durch eine geeignete orthogonale Transformation der Ko
ordinaten Xi in x;* auf die sogenannte ."Hauptachsenform" 

S = ,Itxk* Xk*2 (13) 
k 

bringen kann, in der nur die Koeffizienten txk * der quadratischen Glieder von Null 
verschieden sind, die Matrix der txk* sich also auf eine "Diagonalmatrix" redu
ziert. Die GroBen txk* findet man als die Wurzeln der "Sii.kulargleichung": 

/
tx11-U, txlS' tx13' ... llYn 
txsl' txss-u., tx2:) ... txsn = o. 
l~~~: ~'II~: : : : : : -;n'n'~~ 

(14) 

Da S gegeniiber jeder orthogonalen Transformation der Xi invariant ist, muB 
die Gleichung (14) wegen der Eindeutigkeit des Hauptachsenproblems beim 
Ubergang von den txik zu den durch die Transformation entstandenen GroBen 
dieselben Wurzeln liefern; hierzu ist notwendig und hinreichend, daB die Koeffi
zienten der verschiedenen Potenzen von u in (14) gegeniiber jeder orthogonalen 
Transformation invariant sind. 

Auf die Tensoranalysis iibertragen lautet dieser Satz so: durch eine orthogonale 
Transformation der Koordinaten kann jeder symmetrische Tensor auf eine 
Form gebracht werden, in der nul' die Diagonalglieder seiner Matrix von Null 
verschieden sind. Bei jeder orthogonalen Transformation der Koordinaten 
miissen ferner gewisse Ausdriicke in den Komponenten invariant bleiben. Speziell 
fiir den dreidimensionalen Tensor erhaIt man diese Ausdriicke, wenn man (14) 
nach Potenzen von u ordnet: 

( /X /X I Itx tx I 1"' __ "'_I) tx11 txI2 /X13 
-U3+u2(txll+fXs2+txaa)-u I/Xll /XI2 + /X11 "'~~ + ;:~~ ...... + txsl txs2 /X2:) = O. 

21 22 31 v."" v,""" 33 /X31 txas /X33 

Die Koeffizienten in dieser Gleichung sind die gesuchten Invarianten. 
Setzt man die rechte Seite des Ausdruckes (12) gleich Null, so' erhii.lt man 

die Gleichung eines Ellipsoides, das man als geometrisches Abbild des Tensors A 
ansehen kann. Die Achsen dieses "Tensorellipsoides" sind gleich den Kompo
nenten txk * des Tensors in der Hauptachsenform. 
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§ 5. Der Wertevorrat skalarer physikalischer Gro6en. 
1. Gro.6en mit kontinuierlich unendlich gro.6em Wertevorrat (kontinuierlich 

veranderlicheGro.6en). Wie wir unter § 3,1. ausgefuhrt haben, ist das Resultat 
del' Messung einer skalaren physikalischen GroBe die Angabe einer Zahl, die die 
betreffende GroBe kennzeichnet. Dabei ist angenommen, daB sich die Genauig
keit del' MeBmethode prinzipiell beliebig weit steigern lii.l3t, so daB das MeBresultat 
im Grenzfalle unendlich genauer Messung wirklich eine exakt bestimmte Zahl ist. 

Macht man mehrere Messungen derselben GroBe nacheinander, so ergibt sich 
als MeBresultat entweder derselbe Zahlenwert odeI' jedesmal ein anderer Wert. 
1m ersten FaIle ist die GroBe zeitlich konstant, im zweiten, dem allgemeineren 
FaIle, zeitlich veranderlich. Macht man mit jeder Messung del' betreffenden 
physikalischen GroBe a gleichzeitig eine Messung del' Zeit t durch Ablesung del' 
Zeigerstellung einer Uhr, so erhalt man eine Reihe zusammengehoriger Wel'te 
von a und t. Vermehrt man nun die Menge del' so ermittelten Wertepaare a, t 
indem man zwischen je zwei Beobachtungen immer wieder neue Beobachtungen 
zwischenschaltet, dann kann es geschehen, daB sich diesel' ProzeB (wenigstens 
im Gedankenexperiment) kontinuierlich unendlich oft vervielfachen laBt. In 
diesem FaIle hat die GroBe a einen kontinuierlich unendlich groBen Wertevor
rat, dessen einzelne Werte sie im Laufe del' Zeit in gesetzmaBiger Weise an
nimmt. Mathematisch ausgedruckt heil3t das, daB a eine kontinuierliche Funktion 
del' Zeit a (t) ist; wir nennen sie dann eine kontinuierlich veranderliche GraBe. 
Die klassische Physik operierte ausschlieBlich mit solchen kontinuierlich ver
anderlichen GraBen. 

Nehmen wir an, daB aIle physikalischen GraBen kontinuierlich veranderlich 
seien, dann lassen sich die physikalischen Gesetze durch Gleichungen zwischen 
den verschiedenen physikalischen GraBen a, b, c ausdrucken, die im allgemeinen 
die Zeit t explizite enthalten: 

f (a, b, c, ... ; t) = O. (1) 

Ein physikalisches Problem ist mathematisch lasbar, wenn so viele Gleichungen 
VOn del' Form (1) gegeben sind, als in das Problem GraBen a, b, c . .. eingehen. 
Man kann dann aus diesen Gleichungen durch Auflasung die GraBen a, b, c ... 
als Funktionen der Zeit ermittem. 

Raben die Gleichungen, wie es im allgemeinen del' Fall ist, die Form von 
Differentialgleichungen, enthalten sie also auBer den GraBen a, b, c . .. noch 
ihre Ableitungen nach del' Zeit, so mussen zur vollstandigen Bestimmung del' 
Funktionen a (t), b (t), c (t) ... noch die sogenannten "Anfangsbedingungen" , 
d. h. die Werte von a, b, c ... und ihrer Ableitungen nach del' Zeit bis zu einer 
bestimmten Ordnung zu einer Zeit t = 0 gegeben sein. 1st demnach del' "Anfangs
zustand" eines abgeschlossenen physikalischen Systems gegeben, so kann man 
seinen "Zustand" zu einer beliebigen spateren Zeit, d. h. die Werte del' das 
System bestimmellden GraBen a, b, c, . .. als Funktionen del' Zeit vorausbe
rechnen. 

Das klassische Beispiel fur ein Problem del' oben beschriebenen Art ist die 
mathematische Behandlung del' Bewegung eines abgeschlossenen Systems von 
Massenpunkten. Die klassischen Grundgleichungen del' Mechanik haben die 
Form von Differentialgleichungen del' Gestalt (1) zwischen den Komponenten 
der Krafte auf die einzelnen Massenpunkte, den Koordinaten diesel' Massen
punkte und del' Zeit. Ihre Lasung besteht darin, unter. gegebenen Anfangs
bedingungen, namlich Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit del' einzelnen 
Massenpunkte, die Koordinaten und Kraftkomponenten als Funktionen del' 
Zeit fUr jeden beliebigen spateren Zeitpunkt zu berechnen. 
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2. Gro8en mit abziihlbar unendlich gro8em oder endlichem Wertevorrat. 
Diskontinuierlich veriinderliche Gro8en. Die neue Physik hat erkannt, daB 
es auBer den kontinuierlich veranderlichen GroBen noch GroBen anderer Art 
gibt, die keinen kontinuierlich unendlich groBen Wertevorrat besitzen, sondern 
nur einen abzahlbar unendlich groBen oder einen endlichen Wertevorrat, die also 
nur bestimmter, diskreter Werte aI' a2, as ... fahig sind, die sich durch ganz
zahlige Indizes numerieren lassen. Beispiele fiir solche GroBen sind u. a. die 
Energie eines Atomes oder die Wellenlangen der Spektrallinien eines Emissions
spektrums, GroBen, die nur eine diskrete Menge von Werten annehmen konnen, 
die sich durch ganzzahlige Indizes numerieren lassen. Aus dieser Tatsache foIgt, 
daB diese GroBen sich mit der Zeit nicht kontinuierlich andern konnen, sondern 
nur diskontinuierlich in der Form von "Spriingen" zwischen je zwei Werten ihres 
Wertevorrates. Wir konnen sie. daher als "diskontinuierlich veranderliche" 
GroBen bezeichnen. 

Es hat sich ferner gezeigt, daB sich die Werte von GroBen a der oben gekenn
zeichneten Art zwar durch immer weiter gehende Verfeinerung der MeBmethoden 
prinzipiell beliebig genau messen lassen, daB jedoch eine gleickzeitige Messung 
der GroBe a und der Zeit t mit volliger Exaktheit nicht moglich ist. Die voll
kommen exakte Messung von a schlieBt die Messung von t iiberhaupt aus und 
umgekehrt (HEISENBERGSche Unscharferelation). Wir sind daher zwar in der 
Lage, die einzelnen Werte des Wertevorrates der GroBe a mit beliebiger Genauig
keit zu ermitteln, keineswegs jedoch das Gesetz der zeitlichen Aufeinanderfolge 
dieser Werte. Diese bleibt, wenn man sich so ausdriicken will, dem "Zufall" 
iiberlassen; genauer gesagt: sie ist fiir uns nicht durch Messung erfaBbar und 
daher ohne physikalische Bedeutung. Eine solche GroBe a ist also durch die 
Angabe ihres Wertevorrates aI' a2, as ... bereits vollkommen bestimmt. 

In manchen Fallen lassen sich die Einzelwerte des Wertevorrates von a, z. B. 
nach ihrer GroBe, in eine einfache Reihe ordnen. Die einzelnen Glieder dieser 
Reihe konnen dann durch einen Index charakterisiert werden, der mit der Num
mer des Gliedes in der Reihe identiscb ist. So kann man z. B. die sogenannten 
"ausgezeichneten" Werte der Energie E eines Wasserstoffatoms in einer unend
lichen Zahlenfolge von der Form 

(2) 

anordnen, in der iiberall Ek > Ek-l ist; EcrJ ist dann ein Haufungswert der Folge 
(Die "Ionisationsenergie"). 

In manchen Fallen entspricht eine solche Anordnung der Werte von a nicht 
den physikalischen Verhaltnissen, vielmehr eine Anordnung, bei der jeder Einzel
wert von a durch zwei Indizes festgelegt wird. So z. B. kann man die Frequenzen 
der Spektrallinien im Wasserstoffspektrum in ein durch zwei Indizes charak
terisiertes unendliches Zahlenschema 

(
'Vll 'V12 'VI3 ••• ) 

'V21 'V22 'V23 • •• 

.......... . 
(3) 

mit dem aligemeinen Glied 'V mn bringen, worin die Indizes m und n alle ganz
zahligen Werte zwischen 1 und Unendlich annehmen konnen. Das Schema (3) 
heillt eine " unendliche Matrix". 

Die Zahlenfolge (2) kann man auch als Spezialfall einer Matrix (3) auffassen, 
einer solchen namlich, in der alle Glieder mit Ausnahme der "Diagonalglieder" 
m = n verschwinden. Die GroBen 'V nn bilden dann eine einfache Zahlenfolge. 
Eine unendliche Matrix, bei der alle Glieder mit Ausnahme der Diagonalglieder 
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verschwinden, heiBt eine "Diagonalmatrix". An Stelle von (2) konnen wir daher 
aUch die folgende Diagonalmatrix setzen: 

o E'J, 0 0 . . . (4) (
EI 0 00 ... ) 

o 0 Es 0 .. . 
. . ...... . 

Sind zwei oder mehrere physikalische GroBen der oben beschriebenen Arten 
miteinander verknupft, sind sie also "Funktionen" von einander, so heiBt das, 
daB zwischen ihren einzeInen Elementen aI' a2, a3, ••• ; bI , b2, bs, ... ; CI , <11, Ca, ••• 
bestimmte Gleichungen bestehen. Die physikalischen Gesetze bestehen demnach 
in Gleichungssystemen von der Form 

f (aI' ~ as, ... ; bI , b2, bs , ••• ; CI , <11, Ca, ••. ) = O. (5) 

Die mathematische Losung eines physikalischen Problems besteht dann in der Auf
losung der Gleichungssysteme (5), also in der Berechnung der GroBen ak' bk, Ck' •• 

3. Rechengesetze fiir Matrizen. Es zeigt sich, daB man mit diskontinuierlich 
veranderlichen GroBen, deren Wertevorrat sich durch Matrizen nach Art von 
(3) darstellen laBt, genau so symbolisch rechnen kann, wie mit kontinuierlichen 
Funktionen der Zeit mit unendlich groBem Wertevorrat, wenn man die aus der 
Theorie der linearen Gleichungen bekannten Rechengesetze fur endliche Matrizen 
auf die unendlichen Matrizen ubertragt. Da wir dieselben RegeIn auch schon 
bei dem Rechnen mit Tensoren kennen gelernt haben, konnen wir uns hier kurz 
fassen. Wir bezeichnen im folgenden eine Matrix stets durch einen fettgedruckten 
lateinischen Buchstaben. 

Fiir die Addition bzw. Subtraktion gilt der Satz: Zwei Matrizen werden 
addiert oder subtrahiert, indem man ihre entsprechenden Elemente addiert bzw. 
subtrahiert; in FormeIn: a+a'=b, 
was mit dem Gleichungssystem 

a,k±a'ik=bik i, k=l, 2, 3, ... 

(6) 

(7) 
identisch ist. Aus (6) und (7) folgt, daB fur die Addition von Matrizen das kom
mutative und assoziative Gesetz gilt: 

a+a'=a'+a 

a+ (a' + a") =(a+a')+a". 

(8) 

(9) 
Eine Matrix wird mit einer "Konstanten", d. h. einer einfachen Zahl multi

pliziert, indem man jedes Element der Matrix mit der Zahl multipliziert; 
C=8.a 

ist also gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem 
ci k=8.aik i,k=I,2,3, ... 

Fiir diese Multiplikation gilt das distributive Gesetz 

8 (a+a'+a"+ .-) =8a+8a'+8a"+ ... 
Unter dem Produkt zweier Matrizen 

c=b.a 

(10) 

(ll) 

(12) 

(13) 

versteht man jene Matrix, deren Elemente aus denen von a und b durch die 
der Formel (10) des § 4 entsprechende Operation der Kombination von Zeilen 
und Spalten hervorgeht: '" 

eik = L)bir ark' (14) 
1'=1 
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Die symbolische Gleichung (13) ist also mit dem Gleichungssystem (14) fiir aIle 
i, k = 1,2,3, ... identisch. Die Multiplikation zweier Matrizen erfiillt, wie man 
sieht, zwar das distributive und assoziative, nicht abel' das kommutative Gesetz, 
die Produkte a . b und b . a 

sind im allgemeinen voneinander verschieden. 1st a. b = b . a, dann nennt man 
a und b "vertauschbar". 

Unter einerPotenz an versteht man das nach del' Rechenregel (14) (n-l)-mal 
nacheinander gebildete Produkt von a mit sich selbst. 

Als "Einheitsmatrix" bezeichnet man die Matrix 

1- 0100 .. . (
1 0 0 0 ... ) 

- 0010 ... · (15) 

.......... 
Aus der :Regel (14) folgt unmittelbar, daB das Produkt einer beliebigen Matrix a 
mit der Einheitsmatrix unabhangig von der Reihenfolge der Faktoren gleich a 
ist, also die 1dentitat gilt a . 1 = 1 . a = a. (16) 

Unter dem Reziprokwert a-I einer Matrix a versteht man jene Matrix, die 
mit a multipliziert 1 ergibt, also in Formeln ausgedriickt 

(17) 

Multipliziert man die Gleichung (17) auf beiden Seiten vorne mit a-I, so folgt 
wegen der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes und wegen (16) 

a-I (a . a-I) = (a-I. a) . a-I = a-I. 

Die Multiplikation von a-I mit (a-I. a) fiihrt also zur 1dentitat oder der Aus
druck (a-I. a) ist gemaB (16) gleich der Einheitsmatrix. Es gilt demnach in Er
ganzung zu (17) 

a-I. a =1. (18) 

Aus den oben definierten Grundoperationen fiir das Rechnen mit Matrizen 
kann man nun durch eine endliche Anzahl von Kombinationen jede algebraische 
Funktionsbeziehung zwischengewohnlichen skalaren GroBen in eine solche zwischen 
Matrizen iibertragen, und durch eine unendliche Anzabl von Kombinationen 
auch jede analytische transzendente Funktionsbeziehung. Die physikalischen 
Gesetze zwischen GroBen, die sich durch Matrizen ausdriicken lassen, haben 
dann in Analogie zu (1) die Form von Gleichungen der folgenden Gestalt: 

t (a, b, c, ... ) = 0, (19) 

worin nun aber a, b, c ... Matrizen sind. Ein wesentlicher Unterschied zwischen 
den Gleichungen (1) und (19) liegt allerdings in der Nichtkommutierbarkeit des 
Produktes zweier Matrizen, die, wie wir spater sehen werden, auch einen tief
greifenden physikalischen Unterschied bedeutet. 

Erwahnt moge noch werden, daB sich auch die Differentiation von MatIix
funktionen in geeigneter Weise definieren laBt, wenn man die Formeln fiir die 
Differentiation eines Produktes auf Matrizen iibertragt. 
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Drittes Kapitel. 

Theorie der Felder. 
§ 6. Skalarfelder und Vektorfelder. 

1. Definitionen und bydrodynamiscbes Modell. Unter einem ,,8kalarfeld" ver
stehen wir die Zuordnung einer skalaren GroBe cp zu den Punkten des Raumes, 
derart, daB diese GroBe in jedem Punkte mit dem Radiusvektor r und den Ko
ordinaten x, y, z einen bestimmten Wert hat. Analytisch ist demnach ein Skalar
feld durch die Angabe einer Funktion cp (r) oder cp (x, y, z) bestimmt. Das Feld 
kann entweder zeitlicb unveranderlich oder zeitlich veranderlich sein; im zweiten 
Fall enthalt die Funktion cp noch die Zeit explizite. Physikalische Beispiele fur 
Skalarfelder sind: Dichte, Temperatur und Druckverteilung in der Atmosphare. 

Unter einem "Vektorfeld" versteht man die Zuordnung einer VektorgroBe b 
zu den Punkten des Raumes, derart, daB b, bzw. seine Komponenten VOl' V'll' Vz 
in einem Punkte mit dem Radiusvektor r bestimmte Werte haben. Analytisch 
ist also ein Vektorfeld durch die Angabe der Vektorfunktion b (r) oder 0 (x, y, z) 
bestimmt. Ist speziell 0 von r unabhaugig, dann heiBt das Vektorfeld "homogen". 
Auch ein Vektorfeld kann zeitlich konstant oder veranderlich sein. 1m letzteren 
FaIle enthalt die Funktion 0 die Zeit explizite. Unter der Ableitung des Feld
vektors nach den Koordinaten bzw. nach der Zeit wollen wir stets einen Vektor 
verstehen, des sen Komponenten gleich den Ableitungen der Komponenten des 
Feldvektors nach den Koordinaten, bzw. der Zeit sind. 

Die wichtigsten physikalischen Vektorfelder sind die ,,8tr6mungsfelder" und 
die "Kraftfelder". Ein Stromungsfeld kann durch die Stromung einer den Raum 
kontinuierlich erfiillenden Flussigkeit dargestellt werden, indem man als 8tr6-
mungsvektor in einem Punkte des Raumes jenen Vektor defilliert, dessen Rich
tung mit der Richtung der Stromung in diesem Punkte ubereinstimmt und dessen 
Betrag gleich jenem Flussigkeitsvolumen ist, das durch eine senkrecht zur 
Stromungsrichtung gelegte Flache vom Flacheninhalt Eins in der Zeiteinheit 
hindurchstromt. Unter den ,,8tr6mungslinien" eines Stromuhgsfeldes versteht man 
jene Kurven, deren Tangenten in jedem ihrer Punkte die Richtung des Stro
mungsvektors in diesem Punkte haben. Wir werden im folgenden zur leichteren 
Veranschaulichung der allgemeinen Satze uber Vektorfelder oft von ihrer Dar
stellung durch Stromungsfelder Gebrauch machen. 

Unter einem Kraftfeld versteht man ein Vektorfeld, dessen Feldvektor den 
Charakter einer Kraft hat. Das Analogon der Stromungslinien sind in diesem 
Falle die "Krafainien". Beispiele fiir Kraftfelder sind das Schwerefeld, das elek
trische und das magnetische Kraftfeld. 

2. Das wirbelfreie Feld. Unter einem wirbelfreien Feld versteht man ein 
Vektorfeld 0 (x, y, z), dessen Komponentenslchaus einem skalaren Feld cp 
(x, y, z) durch Differentiation nach den Koordinaten gewinnen lassen: 

orp orp orp 
VOl=- 8ii"' V'II=-ay' v'=-az· (1) 

Die GroBe cp nennen wir ein skalares "Potential" und den Vektor 0, dessen Kom
ponenten die partiellen Ableitungen eines skalaren Potentiales nach den Koordi
naten sind, bezeichnen wir als den "Gradienten" dieses Potentiales. Symbolisch 
schreiben wirihn: grad cp (ausgesprochen: Gradient cp). Es gilt daher 

gradcp=i~ +i~ +f~ (2) 
Oal oy o Iii 

und die Gleichungen (1) lauten in Vektorform geschrieben: 
o = -grad cpo (3) 
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Fiihrt man den symbolischen Vektor 17 (sprich: "Nabla") durch die Definition 

l7=i~ +j~ +f~ (4) ox oy OZ 

ein, so kann man die rechte Seite von (2) als Produkt des Vektors 17 mit dem 
Skalar q; auffassen und daher 17 q; an Stelle von grad q; schreiben. Mit Benutzung 
dieser symbolischen Schreibweise wird aus (3) 

tJ =-17 q;. (5) 

Hangt q; auBer von den Koordinaten des Aufpunktes x, y, z noch von den 
Koordinaten eines zweiten Punktes~, 'Yj, C derart ab, daB q; =q; (x-~, y-'Yj, z-C) 
ist, dann kann die Operation V durch Differentiation nach x, y, z gemaB (4) oder 
auch durch Differentiation nach ~, 17, C definiert werden, in welchem FaIle wir sie 
mit 17' bezeichnen wollen. Wegen 

orp orp orp orp oq; orp 
-8X=--o~' 8Y -ai)' 7jZ=-ac 

gilt in diesem FaIle die Indentitat 
17'q;=-I7q;. (6) 

Der geometrische Ort der Punkte gleichen Potentials heiBt eine "Aquipotential"
oder "Niveautliiche". Die Schar der Aquipote;ntialflachen ist durch die Gleichung 

q; =const 

gegebe;n. Da die Richtungscosinus der Normalen auf eine FHi.che dieser Schar 

den GroBen ~:, ~:, ~: proportional sind, steht der Vektor grad q; in jedem 

Punkte auf der durch diesen Punkt hindurchgehen
den Niveauflache senkrecht. Nach (3) bilden daher 
die Stromungslinien die orthogonalen Trajektorie;n 
zu der Schar der Aquipotentialflachen. 

Wir denken unsnun eine Kurve im Raume 
konstruiert (Abb. 5), auf der die Entfernung eines 
Punktes P vom Ausgangspunkte 0 durch die Bogen-
lange 8 gemessen werde. 8 ist dann eine gegebene (J 

Funktion von x, y, z. Das Bogenelement nennen 

s 

Abb.5. 

wir d8, seine Projektionen auf die Achsen dx, dy, dz. Unter der Komponente v. 
von tJ in der Richtung 8 in irgend einem Punkte P der Kurve verstehen wir die 
Projektion von tJ auf die Richtung der Tangente der Kurve in P, also nach 
§ 3, 5. das innere Produkt von tJ mit dem Einheitsvektor in der Richtung der 

Tangente. Seine Komponenten sind offenbar ~:, ~!, ::' da diese GroBen den 

Projektionen von d8 auf die Achsen proportional sind und die Quadratsumme 
Eins haben. Es ist daher nach (1) und (14) § 3 

-v = rad =~~ ~!!JL ~~=~ • (g q;). ox ds] + oy. ds + oz ds ds' (7) 

Die Komponente von grad q; in der Richtung 8 erhalt man also einfach, indem 
man die Ableitung von q; nach 8 bildet. 

Verbindet man zwei Punkte P l und P2 durch eine beliebige Kurve CI und 
erstreckt langs dieser das Linienintegral 

2 

~ v.d8, 
1 
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so erhalt man nach (7) 2 2 

~ Vs ds =- ~ ~: ds =CPI-CP2' (8) 

1 1 

Der Wert des Integrals ist also gleich der Differenz der Potentialwerte im An
fangs- und im Endpunkt und daher von der speziellen Wahl der Kurve a unab-

l1 ~ hangig. Verbindet man PI und P2 durch eine zweite Kurve a', C- ::.."... -; so ist der Wert des langs a' erstreckten Linienintegrals # ebenfalls gleich dem Ausdruck (8). Bildet man schlieBlich 
tT' das Linienintegral auf dem geschlossenen, durcb die Pfeile 

P. in Abb.6 angedeuteten Wege, also langs a von PI nach 
Abb. 6. P2 und langs a' von P2 nach PI' so ist sein Wert ge-

maB (8) gleich Null; wir schreiben dies: 

(9) 

Die Satze (8) und (9), die ausdrlicken, daB das Linienintegral der Tangential
komponente des Feldvektors zwischen zwei Punkten vom Wege unabhangig und 
nur von der Lage der Endpunkte abhangig ist und daB das Linienintegral liber 
jeden geschlossenen Weg verschwindet, charakterisieren ein "wirbelfreies Feld". Die 
Bezeichnung ist im Hinblick auf das Gesetz (9) gewahlt, das man auch so aus
drlicken kann, daB in einem solchen Felde keine geschlossenen Stromlinien 
existieren konnen; in der Tat hat langs einer Stromlinie der Integrand von (9) 
immer dasselbe Vorzeichen, das Integral konnte also nicht verschwinden, .wenn 
es langs einer Stromlinie erstreckt wiirde. Geschlossene Stromlinien abel' wlirden 
ein Kreisen oder Wirbeln der Fllissigkeit bedeuten, deren Stromung durch l) 

dargestellt wird. Nach den Entwicklungen dieser Ziffer ist jedes aus einem 
Potentialfeld gemaB (3) abgeleitete Vektorfeld wirbelfrei und umgekehrt. 

3. Quellen und Senkcn. Ergiebigkcit von Quellen. Wir sahen oben, daB in 
einem wirbelfreien Feld keine geschlossenen Stromlinien existieren. Jede Strom
linie muB daher einen Anfang und ein Ende haben. Den Anfang einer Strom
linie, den Punkt also, wo sie "entspringt", nennen wir eine "Quelle" des Vektor
feldes, ihren Endpunkt, oder jenen Punkt, wo sie "versiegt", eine "Senke". 
In einem Quellpunkt tritt sozusagen "aus der vierten Dimension" Fllissigkeit 
zutage, die, nachdem sie eine Zeitlang langs einer Stromlinie gelaufen ist, in 
einer Senke wieder in die vierte Dimension verschwindet. 

Unter der "Ergiebigkeit" einer Quelle versteht man jene Fllissigkeitsmenge, 
die in der Zeiteinheit von del' Quelle geliefert wird. Der Einfachheit des Aus
drucks halber wollen wir im folgenden Quellen und Senken gemeinsam mit dem 
Ausdruck "Quellen" bezeichnen und darunter Quellen im eigentlichen Sinne 
verstehen, wenn ihre Ergiebigkeiten positiv sind, und Senken, wenn sie negativ 
~~. . 

Die Quellen konnen entweder als einzelne Quellpunkte diskontinuierlich 
liber das Feld verteilt sein oder das ganze Feld (bzw. einzelne, endliche Gebiets
teile desselben) kontinuierlich erfUllen. 1m ersten Fall muB die Ergiebigkeit jedes 
einzelnen Quellpunktes einen endlichen Wert haben; wir bezeichnen im folgenden 
die Ergiebigkeit des k-ten Quellpunktes mit 4ne k • 

Sind die Quellen kontinuierlich verteilt, dann muB natlirlich, damit aus 
einem endlichen Gebiet nur eine endliche Fllissigkeitsmenge entspringt, jeder 
einzelne Quellpunkt eine verschwindend kleine Ergiebigkeit besitzen. Eine fUr 
den betreffenden Punkt charakteristische GroBe konnen wir jedoch gewinnen, 
wenn wir um den Punkt ein endliches Gebiet abgrenzen und die Fhissigkeits-
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menge, die pro Zeiteinheit von allen Quellen im Innern des Gebietes insgesamt 
geliefert wird, durch das Volumen des Gebietes dividieren. Den Grenzwert dieses 
Ausdruckes fiir verschwindend kleine GebietsgroBe nennen wir die "Divergenz" 
des Vektorfeldes. Nach ihrer Definition ist sie in einem gegebenen Vektorfeld 
eine skalare Ortsfunktion. Wir schreiben dies symbolisch in der Form 

div b =4ne (x, y, z). (10) 

Die skalare Ortsfunktion e (x, y, z) nennen wir die (raumliche) "Dichte" der 
Quellen. Ist im ganzen Raume e = 0, dann nennen wir das Feld "quellenlrei". 

Es kann schlieBlich noch vorkommen, daB die Quellpunkte im Raume zwar 
kontinuierlich dicht liegen, aber hiebei auf ein bloB zweidimensionales Gebilde, 
eine Flache beschrankt sind. In diesem Falle ist natiirlich uberall e = O. Um 
die Ergiebigkeit in einem Punkte der Quellenflii.che zu charakterisieren, gehen 
wir analog wie oben vor, indem wir um den betreffenden Punkt auf der Flii.che 
ein Flii.chenstuck abgrenzen, die im UberschuB aus diesem Flii.chenstuck in den 
umgebenden Raum pro Zeiteinheit ausflieBende Fliissigkeitsmenge durch den 
Flii.cheninhalt des Flachenstuckes dividieren und zur Grenze fiir ein verschwin
dend kleines Flachenstuck ubergehen. Die so gewonnene GroBe nennen wir die 
"Flii,chendivergenz". Bezeichnet 10n die "N ormalkompanente" von b in einem 
Punkte der Quellenflii.che, das heiBt die Komponente von binder Richtung 
der von der Flii.che wegweisenden N ormalen auf die Flii.che, dann ist die pro 
Sekunde von einem Flachenstuck der GroBe Eins der Quellenflii.che abstromende 
Flussigkeitsmenge gleich der Summe der GroBen Vn fur die beiden Seiten der Flii.che, 
also· gleich vnl + vn2, wenn wir ihre beiden Seiten mit den Indices 1 und 2 be~ 
zeichnen. Dies ist aber nach der obigen Definition die Flachendivergenz. Auf 
der Flache ist sie eine skalare Funktion des Ortes, auBerhalb der Flii.che hat 
sie den Wert Null. Wir schreiben dies in der Form: 

Vnl+vn2 =4nro (x, y, z) (ll) 

und nennen die Ortsfunktion ro (x, y, z) die "FliJ,chendichte" der Quellen. 
4. Differentialausdruek fiir ""dle Divergenz. Um die Divergenz eines Vektor

feldes in einem seiner Punkte aus dem Feldvektor 
b zu berechnen, errichten wir in seiner Umgebung 
ein kleines Parallelepiped mit den Kantenlangen a, 
b, c, die zu den Koordinatenachsen parallel sein 
mogen. Wir verschieben ferner das Koordinaten
system so, daB sein Ursprung mit einem Eckpunkt 
des Parallelepipedes zusammenfallt (Abb. 7). Den y 
Wert von b im Koordinatenursprung nennen wir bo 

. und nehmen an, daB sich binder Umgebung von 0 in 
eine TA YLoRSche Reihe entwickeIn laBt. Sind a, b, c 
genugend klein, dann kann man unter Vemach- ;.r 

lassigung von GroBen, die von hoherer Ordnung Abb. 7. 

klein sind, schreiben 

b = bo + ( : : ) oX + ( ~: ty + ( :: ) t (12) 

Durch ein Flachenelement dF der yz-Ebene flieBt pro Zeiteinheit in der 
Richtung der positiven x-Achse die Flussigkeitsmenge 
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Durch das im Abstande a gegenuberliegende Flachenelement flieBt in derselben 
Richtung die Flussigkeitsmenge 

[(V.,)o+ (OoV; ta + (OoV; ty + (00:" )oz] dF. 

Die Differenz dieser beiden Ausdrucke 

( OV.,~) adF 
ox 0 ' 

uber das Rechteck be integriert, ergibt 

(OOV; )oa be. 

Dies stellt offenbar den UberschuB der aus dem Parallelepiped in der Richtung 
der positiven x-Achse ausstromenden Flussigkeit uber die einstromende dar. 

Bildet man die analogen Ausdrucke fur die Komponenten der Flussigkeits
stromung in der y- und in der z-Richtung und addiert alle drei Ausdrucke, so 
erhalt man bis auf GroBen, die von hoherer Ordnung klein sind, genau den 
GesamtuberschuB der aus dem Parallelepiped in der Zeiteinheit austretenden 
uber die eintretende Flussigkeitsmenge 

[(~) + (~) + (~) ] abc. ox 0 oy 0 OZ 0 
(13) 

Dividiert man (13) durch das Volumen abc des Parallelepipedes und geht 
zur Grenze fiir verschwindend kleine a, b, e uber, so erhalt man definitionsgemaB 
fur die Divergenz von I) im Punkte 0 den Ausdruck in der eckigen Klammer 
von (13). Da die obige Ableitung offenbar von der speziellen Wahl des Punktes 0 
als Koordinatenursprung unabhangig ist, ergibt sich fUr div I) der Differential
ausdruck 

divl) = ov., + o'vII + oVz 
ox oy OZ' (14) 

den man mit Benutzung des Operators (4) auch als inneres Produkt von V und I) 

schreiben kann: div I) =V . I). (15) 

5. Einige eiufache auf den Operationen grad und div beruhende Formeln. 
a) Aus der Definitionsgleichung (2) des Vektors grad q; folgt unmittelbar die 

Additionsformel 

d( -I-- '-1--"+ ) _. 0(11'+11"+'1'''+ ... ) +' 0(11'+11"+11'''+ ... ) + gra cp, cp ,cp • •• - t 0 x loy 

+f o(rp+rp'~ztp"+ .•. ) = gradcp+gradcp'+gradcp"+... (16) 

b) 1st r der Betrag des Radiusvektors 

dann gilt nach (1) 

or x 
grad., r = -;:;- =-, 

vX r 

und daher nach (2) 

r = It I = ~I X2+ y2+ Z2, 

or y 
gradllr= - =-, oy 1· 

t gradr=-. 
r 

or Z 
gradzr= - =OZ r 

Ferner gilt 
lIt 

grad - =-- grad r =- -. r r2 r3 

(17) 

(IS} 

(19) 
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c) Aus der Formel (14) fiir die Divergenz folgt das Additionstheorem 

div (tJ+ tJ' + tJ" + ... ) = oOx (vre+vre' +vre" + ... )+ OOy (vy+vt/ +vy"+ . .. ) + 
+ :10 (vz+vz'+vz"+·· .)=divtJ+divtJ'+divtJ"+... (20) 

d) Die Divergenz des Radiusvektors t ist nach (14) 

di .: _ 0 x + 0 y + 010 - 3 v'X-- - --, ox oy 010 . (21) 

e) FUr die Divergenz des Produktes aus einem Vektor a und einem Skalar cp 
erhalten wir 

div (cpa) = 0 (tpare) +~ay} + ~tpazL 
ox oy 010 

= (a ~+a ~ +a ~)+ (oare + oay + oas) 
re ox Y oy ill 010 cp ox oy 010 

= a grad cp + cp div Q. (22) 

f) Aus den Formeln (3) und (14) erhiiJt man 
. . 02tp OBtp 02tp 

div (grad cp) = ox2 + oyB + 0102 . (23) 

Nach (15), (4) und (5) kann man fiir (23) auch schreiben 
V.(I7cp)=J72cp=Llcp (SpricIl:Delta-cp), (24) 

wenn man unter J72 oder (tiblicher) LI den folgenden Differentialoperator (LAPLACE

schen Operator) versteht: 
02 02 02 

V2 = LI = 0 X2 + 0 y2 + 0102• (25) 

Wir wollen nun sehen, welche Gestalt der Ausdruck LI cp annimmt, wenn cp 
die Forderung der Kugelsymmetrie erftillt, das heillt, wenn der Wert von cp in 
einem Punkte mit den Koordinaten x, y, z nur yom Abstande r dieses Punktes 
yom Koordinatenursprung abhangt, also eine Funktion von r allein ist. In diesem 
FaIle wird otp dtp or dtp x 

fiX = dr -oro = a:Tr 
02tp _ d2 cp"::':' !-!!!.-~_~..::.:. 
O:l)s - drS r2 + dr r dr r8 

und analoge Ausdr'iicke gelten fiir :s ~ und ~2 ~ • Die Summe dieser drei Ausdrticke 
ergibt y 10 

dB rp (X2 y2 102 ) d tp ( 3 X2 yB 102 ) 

LI cp = drS ra + ra + rs- + dr r-ra-ra-rs-
dBrp 2 drp 

= drB + rdr' (26) 

Erftillt statt dessen cp die Forderung der Zylindersymmetrie um die z-Achse, 
das heillt hangt cp nur yom Abstande ra. = V x2+ y2 von der z-Achse ab, dann 

erhalt man analog wie oben (da :~ und ::~ verschwinden) 

LI dSrp 1 drp 
cp = d r '2 + T' dr'· (27) 

Wir behandeln schlieBlich noch den Fall, daB cp von z und r' unabhangig 
und nur yom Winkel {} zwischen r' und der x-z-Ebene abhangig sei. 'Wegen 

orp orp of} orp drp of} 
fiX = fiF fiX' ay = a;o: ay 
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1 dtqJ 
LI cp = 72 d1}2' (30) 

6. Der GauBsche und der Greensche Satz. Einen in der theoretischen Physik 
sehr haufig gebrauchten Integralsatz kann man aus den obigen Entwicklungen 
durch die folgende "Oberlegung gewinnen: 

Nach der in 3. gegebenen Definition der Divergeuz ist das iiber ein endliches 
V olumen des Feldes erstreckte V olumenintegral 

~~~diVbdV (31) 

gleich der Fliissigkeitsmenge, die in der Zeiteinheit in diesem V olumen ent
springt, also gleich dem "OberschuB der aus dem Volumen austretenden iiber 
die eintretende Fliissigkeitsmenge. 

1st v .. die nach auBen weisende Normalkomponente in einem Punkte der 
Oberflache des Volumens, dann ist v .. dF die durch ein Flachenelement dF der 
Oberflache pro Zeiteinheit nach auBen stromende Fliissigkeitsmenge. Daher 
ist der GesamtiiberschuB der austretenden iiber die einstromende Fliissigkeit 
gleich dem Flachenintegral dieses Ausdruckes iiber die gauze Oberflache des 
Gebietes 

~ ~ v .. dF. (32) 

Die Gleichsetzung der Ausdriicke (31) und (32) liefert 

~~~diVbdV= ~~V .. dF. (33) 

Die Gleichung (33) fiihrt den Namen "GAuss8cher Satz". 
Macht man speziell fiir b den Ansatz 

b = X grad cp-cp grad X, (34) 

worin cp und X beliebige skalare Ortsfunktionen sein sollen, dann erhaIt 
man mit Beniitzung der Formeln (22) und (23) 

div b = X LI cp-cp LI X (35) 
und wegen (7) () qJ () X 

v .. = X an- cp an' (36) 

Einsetzen der Ausdriicke (35) und (36) in die GAusssche Formel (33) ergibt 

die Beziehung ~ ~ ~ (X LI cp-cpLi X) d V = ~ ~ (X :: -cp :!) dF, (37) 

die als "GREEN8cher Satz" bekannt ist. 
Der GAusssche und der GREENsche Satz konnen dazu dienen, Volumenintegrale 

in Flachenintegrale zu verwandeln und umgekehrt. 
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§ 7. Wirbelfreie Felder; Potentialtheorie. 
1. Berechnung des wirbelfreien Vektorfeldes aus seinen Quellen. Wir be

trachten nun in denfolgenden Ziffern speziell ein wirbelfreies Vektorfeld tJ (x, y, z), 
das sich nach § 6, 2. stets von einem Potential ableiten liU3t. Die theoretische 
Behandlung der wirbelfreien Vektorfelder bildet den Inhalt der Potential
theorie. Eine ihrer wichtigsten Aufgaben besteht darin, das Vektorfeld zu be
rechnen, wenn die Verteilung und Ergiebigkeit seiner (punktformigen, fHichen
baften und raumlich verteilten) Quellen bekannt ist. 

DaB diese Aufgabe eindeutig lOsbar ist, kann man leicht zeigen. Gabe es 
namlich zwei voneinander verschiedene, wirbelfreie Felder tJ1 und tJ2 mit den 
gleicben Quellen, dann ware [gemaB (16) § 6] auch 0 =01-02 ein wirbelfreies 
Feld, des sen Quellen offenbar im ganzen Raum die Ergiebigkeit Null haben 
muBten, das also gleichzeitig quellenfrei ware. Ein solches Feld kann es aber 
nicht geben, da seine Stromungslinien weder in sich geschlossen sein konnten, 
fioch einen Anfangs- und einen Endpunkt haben diirften. Es kann also tat
sachlicb, wie behauptet wurde, nur eine Losung 0 (x, y, z) geben, die der vor
gegebenen Quellenverteilung genugt. 

Aus del' Losung 0 kann man dann das Potential cp (x, y, z) nach (3) § 6 bzw. 
(I) § 6 dUTch eine einfache Quadratur finden, bis auf eine willkurliche und un
wesentliche additive Konstante, die man gewohnlich so bestimmt, daB cp im 
Unendlichen verschwindet. 

2. Systeme diskreter Quellpunkte. Wir suchen nun zunachst die Losung 
der unter 1. umschriebenen Aufgabe fur den einfachsten Fall, wo nur eine einzige 
punktformige Quelle von der Ergiebigkeit 4ne im Koordinatenursprnng vor
handen ist. Aus Symmetriegriinden erhellt, daB cp nur von der Entfernung r 
yom Quellpunkt abhangen ka.nn. Die Niveauflachen sind also Kugelflachen 
mit dem Quellpunkt als Mittelpunkt und der Vektor 0 hat nach § 6, 2. uberall 
die Richtung des Radiusvektors. Durch jede Niveauflache muB in der Zeit
einheit die Fliissigkeitsmenge 4ne flieBen (da ta nur die eine Quelle vorhanden 
ist); anderseits ist diese Menge durch 0 ausgedriickt gleich 4nr2 . v. Die Gleich
setzung beider Ausdriicke liefert fur v die Gleichung 

itJi = Vr = -;-. (1) r 

Nach (7) § 6 ergibt sich hieraus fiir das Potential eines einzigen Quellpunktes 

<P=-~Vrdr= ;, 
wenn man die Integrationskonstante so wahlt, daB cp 
im Unendlichen verschwindet. 

Hat das Feld, statt eines einzigen Quellpunktes n 
Quellpunkte mit den Ergiebigkeiten 4 nel , 4 nez, .. 0, 
4 nen , dann kann man es durch Superposition von n eq. 
Feldern konstruieren, deren jedes nur einen einzigen 
Quellpunkt aufweist. Das Potential cp muB sich dann 
wegen (16) § 6 additiv aus den Potentialen der Be
standteile zusammensetzen, die Formeln von der Ge
stalt (2) genugen. Wir erhalten daher fur cp die Formel 

n 

<P=Z~ 
k=l rk 

(2) 

Abb.8. 

(3) 

worinrk den Abstand des "Aufpunktes" Pvomk-tenQuellpunkte bedeutet (Abb. 8). 

Fiirth, Theor. Physik. 3 
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Um aus tp das Vektorfeld b abzuleiten, hat man nach (3) § 6 den Gradienten 
zu bilden, wobei man die Koordinaten der Quellpunkte als unveranderlich an
sieht und nach den Koordinaten des Aufpunktes gemaB (1) § 6 zu differentiieren 
hat. In der Folge werden wir auch mitunter eine Gradientenbildung bei festgehal
tenem Aufpunkt und variablem Quellpunkt vornehmen. Da tp ersichtlicherweise 
von den Koordinaten von Aufpunkt und Quellpunkt in der unter § 6, 2., Abs. 3 
beschriebenen Art abhii.ngt, gilt gemaB den Formeln (5) und (6) daselbst, wenn 
wir die erste Art der Gradientenbildung durch den Index a, die zweite durch 
den Index q kennzeichnen: 

grada tp = 17 tp, gradq tp = 17' cp =- 17 tp =-grada tp. (4) 

Wir betrachten nun (Abb. 9) speziell zwei Quellen von gleicher und entgegen
gesetzter Ergiebigkeit 4ne und -4ne, die voneinander den Abstand l haben. 

Abb.9. 

Wir wollen ein solches Gebilde als ein "Quellenpaar" be
zeichnen. Sind r 1 und r2 die Abstande der beiden Quellpunkte 
yom Aufpunkt P, dann ist das Potentialtp nach (3) gleich 

1 1 1 1 

eel r1 rz __ m. r1 rs tp=---=e 
r1 r. l 

(5) 

Den Vektor m, dessen Betrag gleich m ist und der von der 
Senke zur Quelle weist, nennen wir das "Moment" des Quellen
paares. 

Vermindert man den Abstand l der Quellen bei gleich
zeitiger VergroBerung von e derart, daB das Moment konstant 

bleibt, so kommt man im Grenzfalle mit verschwindend kleinem l zu einem 
Gebilde, das man "Doppelquelle" nennt. Nach (5) gilt fur das Potential der 
Doppelquelle gemaB der Definition des Gradienten in § 6, 2., wenn man be
denkt, daB bei der Gradientenbildung der Aufpunkt festgehalten wird und die 
Formel (4) beriicksichtigt: 

1 1 

lim r,:--r; ad 1 ad 1 cp=m. l =m.gr q-=-m.gr a-' 
l=O r r 

(6) 

worin r die Entfernung des Aufpunktes von der Doppelquelle bedeutet. Mit 
Benutzung der Formeln (17) § 3 und (19) § 6 ergibt sich hieraus weiter 

m.t m ( ) tp = -3- = 2 cos mt. r r (7) 

3. FUichenhaft verteilte Quellen. Zu dem Fall kontinuierlich flachenhaft 
verteilter Quellen kann man durch einen Grenzubergang au.s (3) gelangen, indem 
man jedes Flii.chenelement dF der Quellenflii.che als QueUe mit der Ergiebigkeit 
4nek=4nwdF auffaBt und die Summe mit kontinuierlich unendlich vielen 
Gliedern durch das Flachenintegral uber die ganze Quellenflache ersetzt: 

(8) 

r ist hiebei der Abstand von dF zu dem wahrend der Integration festgehaltenen 
Aufpunkte P. 

Wahrend das Potential gemaB (6) beim Durchgang durcb die Quellenflache 
seinen Wert stetig andert, erleidet der Feldvektor b = grad tp beim Durchgang 
durch die Flache gemaB Gleichung (11) § 6 einen Sprung seiner Normalkompo
nente yom Betrage 4nw. 
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Belegt man zwei parallele Flachen derart mit Quellen, daB in je zwei einander 
gegentiberliegenden Punkten die gleiche und entgegengesetzte Flal1bendichte ill 
herrscht ,und verkleinert man bei gleichzeitiger VergroBerung von ill den Ab
stand 1 der Flachen derart, daB das Produkt rt = w l konstant bleibt, dann erhalt 
man ill Grenzfall von verschwindend kleinem 1 ein Gebilde, das als "Doppel
sehieht" bezeichnet wird. rJ heiBt das "Moment" der Doppelschicht. 

Jedes Flachenelement der Doppelschicht kann man als Doppelquelle vom 
Moment rJ dF . n auffassen, wenn n den von der negativen zur positiven Seite 
der Doppelschicht weisenden Normalvektor der Lange Eins bedeutet. Nach (7) 

ist ihr Potential in dem Aufpunkte P gleich 1] cos C; n) dE . 
r 

Nun ist, wie aus del" Abb. 10 ersichtlich ist, cos (t n) dF die Projektion von dF 

auf eine zu t senkrechte Ebene und daher cos (r ~) dE gleich dem raumlichen 
Winkel d D, unter dem das Flachenelement dF 'I' 

dem Beschauer in P erscheint. Durch Integra
tion tiber die ganze Doppelschichtflache folgt 
demnach fiir ihr Potential ill Aufpunkte P 
die Formel: 

(9) 

und zwar mit positivem V orzeichen, wenn die 
Doppelschicht dem Beobachter in P die posi
tive Seite zukehrt und mit negativem V 01'

zeichen im entgegengesetzten FaIle. 

-\+ 
-\+ 
-+ 

-+ 

Nahert man sich dem Punkte Q del' Flache 
von der positiven Seite her, s~onvergiert Abb. 10. 

das zum Flachenelement dF in Q gehorige d D gegen 2 1t, aIle anderen d D 
konvergieren gegen Null; der Wert des Potentials in Q ist also gleich 21trJ. 
Nahert man sich dem Punkte Q jedoch von del' negativen Seite her, so kommt 
man mit Hille derselben Uberlegung zu dem Werte -21trJ fiir das Potential in Q. 
Das Potential cp erleidet also beim Durchgang durch die Doppelschichtflache einen 
Sprung vom Betrage 41trJ, wenn man sich in der Richtung des Momentes bewegt. 

Wir nennen eine Doppelschicht "homogen", wenn rJ auf ihr tiberall den gleichen 
Wert besitzt. Nach (9) ist das Potential einer solchen Doppelschicht gleich 

cp = ±rJD, (10) 
worin D den raumlichen Winkel bedeutet, unter dem die Flache dem Beobachter 
ill Aufpunkte erscheint. 

1st die Doppelschicht in sich geschlossen (Abb. ll), dann kann man sie sich 
aus zwei HaIften zusammengesetzt denken, die 
beide, von einem auBen gelegenen Punkte aus 
gesehen, unter dem gleichen D erscheinen und 
von denen die eine dem Beobachter die positive, 
die andere die negative Seite zukehrt. Nach (10) 
ist daher das Potential in einem Punkte P auf3er
halb der Flache stets gleich Null."Fiir jeden ill 
Innern del' Flache gelegenen Punkt hingegen ist 
D =4 1t; das Potential im Innern der Fliiehe ist 
daher konstant gleich ± 4 1trJ, ~obei das obere 
Vorzeichen gilt, wenn die Flache innen positiv 
ist. Beim Durchgang durch die Flache andert 

Abb. 11. 

sich del' Wert von cp sprunghaft um den Betrag 41trJ, wie es nach dem 
Gesagten auch sein muB. 

3* 
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4. Riumlieh verteilte Quellen. Die Poissonsche und die Laplaeesehe Gleiehung. 
Das Potential raumlich verteilter Quellen muB wegen (3) § 6 und (10) § 6 der Diffe-
rentialgleichung div grad cp = -4 ne 
geniigen, die wegen (23) § 6 und (24) § 6 ausfiihrlich geschrieben lautet: 

(ll) 

Die Gleichung (ll) heiBt die "POISSON8Che Gleichung"; sie IOsen heiBt, bei ge
gebener Funktion e (x, y, z) in jedem Punkte des Feldes cp berechnen. 1st in 
einem geschlossenen Raumgebiet iiberall e = 0, dann gilt dort die Differential-
gleichung: 02 cp 02 cp 02 cp 

LI cp = a ro2 + a y2 + a Z2 = 0, (12) 

die "LAPLAOEBche Gleiclvung". 
In Analogie zu (3) und (6) werden wir schlieBen, daB sich das Potential raum

lich verteilter Quellen aus ihren Dichten e (x, y, z) durch das iiber den ganzen 
Raum erstreckte 1Volumenintegral 

cp = ~ ~ ~ (!~ V (13) 

ausdriicken laBt, worin r den Abstand des bei der Integration fixen Aufpunktes 
yom 1V olumenelement d V bedeutet. 

DaB der Ausdruck (13) tatsachlich eine Losung der POISsoNschen Gleichung ist, 
kann man zeigen, wenn man auf ihn die Operation LI ausiibt, die Reihenfolge 
von Differentiation und Integration vertauscht und Formel (4) beriicksichtigt: 

LlCP=LI~~~(!~V =-~BdiVgradq(~)dV. (14) 

Die Integration in (14) ist bei festgehaltenem Aufpunkte P iiber das gesamte 
Raumgebiet zu erstrecken, in dem die Dichte e von Null verschieden ist. Nach 
dem GAussschen Satz kann man diese raumliche Integration durch eine Inte· 
gration iiber eine oder mehrere Flii.chen erstrecken, die das erwahnte Raum. 
gebiet vollkommen umschlieBen. Beniitzt man als Begrenzungsflii.chen zwei 
konzentrische Kugelflii.chen mit P als Mittelpunkt und wahlt die auBere Kugel 
so groB, daB sie das gesamte Quellengebiet umfaBt und an ihrer Oberflii.che e 
iibera.ll verschwindet. und laBt die innere Kugel mit dem Radius R gegen Null 

konvergieren, dann versc~~det offenbar das Flii.chenintegral von grad" ( ~ ) 
erstreckt iiber die auBere Kugelflii.che und aus (14) wird 

LI cp = -~~ ~ grad" (~) dF. (15) 
B 

Hierin ist nun fiir grad" ( ~ ) zu setzen: - oar ( ;), da die nach auBen weisende 

Normale auf die Flii.che die Richtung -r hat. (15) geht da¥r iiber in 

LI cp = 1:: ~ ~ oar (~)dF = 1::~ ~ [( :;)r~B~ - #. ]dF = - 4n e, (16) 

die POISsoNsche Gleichung (11) ist also in der Tat erfiillt. 
Da wir ferner in 1. gezeigt haben, daB die Losung des Potentialproblems 

eindeutig ist, folgt, daB die Formel (13) die LOsung der 'Aufgabe darstellt, das 
Potential eines wirbelfreien 1V ektorfe1des aus der Dichte seiner raumlich ver
teilten Quellen zu berechnen. 
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o. Raumlich verteilte Doppelquellen; Polarisation. 1st ein System konti
nuierlich raumlich verteilter Quellen so beschaffen, daB die Ergiebigkeit jedes 
einzelnen Volumenelementes gleich Null ist, d. h. die Summe der Ergiebigkeiten 
aller darin enthaltenen Quellen und Senken gleich Null ist und seine Wirkung 
nach auBen aquivalent mit der einer Doppelquelle, dann haben wir ein System 
kontinuierlich raumlich verteilter Doppelquellen vor lIDS. Wir setzen das Moment 
des Volumenelementes gleich m d V. DerVektor m, das "Moment der Volumen
einheit", fiihrt den Namen "Polarisation". Durch die Angabe des Vektorfeldes 
m (x, y, z) ist das System eindeutig bestimmt. 

Um das Potential cp und damit das Vektorfeld b eines Systems der beschriebe
nen Art zu finden, k6nnen wir von der Formel (6) ausgehen, indem wir darin m 
durch m d V ersetzen und wie in 4. bei festgehaltenem Aufpunkte das Volumen
integral iiber den ganzen Raum bilden: 

(17) 

Wir nehmen nun an, daB m im ganzen Raum stetig sei und nur auf 
gewissen sich nicht ins Unendliche erstreckenden Flachen Unstetigkeiten habe, 
die wir uns durch beliebige Fortsetzungen (auf denen keine Unstetigkeiten 
sind) zu geschlossenen Flachen erganzt denken wollen. Wir k6nnen dann 
das Integral in (17) stets in Teilintegrale iiber die durch diese Flachen einge
schlossenen Volumina zerlegen, in deren jedem m iiberall stetig ist. Wir k6nnen 
daher fiir das Innere dieser Gebiete die Formel (22), § 6 anwenden und mit ihrer 
Hille den Integranden von (17) wie folgt umformen: 

m grad ~ =div (9R)_~ div m. 
r r r 

(IS) 

Wir nehmen zunachst an, daB nur eine Unstetigkeitsflache von m vorhanden 
sei, auBerhalb derer m iiberall gleich Null ist. Die Einsetzung von (IS) in (17) 
und die Anwendung des GAussschen Satzes (33), § 6 liefert dann fiir cp, da die 
Integration bei festgehaltenem Aufpunkt vorzunehmen ist, die /Formel: 

worin das Flachenintegral'iiber die Unstetigkeitsflache zu erstrecken ist und M" 
die Komponente von min der Richtung der nach auBen weisenden Normalen 
auf die Oberflache bedeutet. Der Vergleich der Formel (19) mit den Formeln (S) 
und (13) zeigt, daB das Potential ebenso groB ist, als ob die Unstetigkeits
flache mit Quellen von der Flachendichte Mn und ihr Inneres mit raumlich 
verteilten Quellen von der Dichte -div m belegt ware. 

1m allgemeinen Fall ergibt sich cp als die Summe von Ausdriicken der Form 
(19) iiber samtliche Teilgebiete. Das Vektorfeld b ist also wiederum aquivalent 
einem solchen, das von einem System raumlich verteilter Quellen der Dichte 

ep =-div m (20) 

und einem System flachenhaft verteilter Quellen der Dichte 

O)p =-(Mn1+Mn2) (21) 

erzeugt ist. Mnl und Mn2 bedeuten hierin die Komponenten von m auf beiden 
Seiten der Unstetigkeitsflache, jeweils genommen in der Richtung der von der 
Flii.che wegweisenden Normalen; der Ausdruck (21) ist also nach Formel (II) § 6 
nichts anderes als die negativ genommene Flachendivergenz von m an der 
betrachteten Unstetigkeitsstelle. 
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6. Das Randwertproblem der Potentialtheorie. Wir haben in § 7 1. bewiesen, 
daB man die POISsoNscbe Gleichung stets eindeutig losen kann, wenn die Dichte
funktion e im ganzen Raum gegeben ist. 1st e nur in einem bestimmten, ab
gegrenzten Raumgebiet G bekannt, auBerhalb von G dagegen nicht, sind aber 
auBerdem die Werte des Potentials ffJ an der Oberflache von G gegeben, dann 
kann man, wie sich zeigen laBt, ebenfalls eine eindeutige Losung der POISSONschen 
Gleichung im Innern von G angeben oder es lassen sich die Werte von ffJ im 
Innern von G auf die Werte von ffJ an der Oberfliiche von G, die sogenannten 
"Randwerte" eindeutig zuriickfUhren. Das hierdurch gekennzeichnete Problem 
heiBt das Randwertproblem der Potentialtheorie. 

Um diese Behauptung zu beweisen, beweisen wir zunachst einen anderen 
Satz, der in der Potentialtheorie ebenfalls eine wichtige Rolle spielt: 1st an der 
Oberflache eines geschlossenen Gebietes ffJ iiberall gleich Null und sind im Innern 
und an der Oberflache keine Quellen vorhanden, so daB also dort die LAPLACESche 
Gleichung (12) gilt, dann muB ffJ auch im Innern des Gebietes iiberall verschwinden. 
Ware dies namlich nicht der Fall, dann waren zwei Falle moglich: Entweder 
miiBte ffJ im Innern von G iiberall dasselbe V orzeichen haben oder in verschiedenen 
Teilen von G verschiedene V orzeichen besitzen. 1m ersten Falle ware das V or-

zeichen von v", =- :~ an der Oberflache iiberall gleich und es konnte daher 

nach dem GAussschen Satz div b im Innern unmoglich iiberall verschwinden, 
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. 1m zweiten FaIle miiBte sich das 
Gebiet G in Teilgebiete so einteilen lassen, daB im Innern eines jeden Teilgebietes q; 
sein Vorzeichen nicht andert und an der Berandung verschwindet. Man kann hier 
ebenso wie oben beweisen, daB dies mit der Forderung der Quellenfreiheit inner
halb jedes Teilgebietes unvereinbar ist. Es muB daher in jedem Teilgebiet. und 
demnach im ganzen Gebiete G, wie behauptet wurde, ffJ =0 sein. 

Da das Potential nur bis auf eine additive Konstante definiert ist und der 
oben angenommene Wert Null offenbar nicht wesentlich sein kann, kann man 
den Satz sofort in der folgenden erweiterten Form aussprechen: 1st an der Ober
flache eines abgeschlossenen Gebietes das Potential konstant und sind im Innern 
und an der Oberflache des Gebietes' keine Quellen vorhanden, dann muB auch 
im ganzen Innern ffJ konstant und zwar gleich dem Wert an der Oberflache sein; 
der Feldvektor b =-grad ffJ muB im ganzen Innern gleich Null sein. 

Mit Hille des eben abgeleiteten Satzes kann man nun die Eindeutigkeit der 
Randwertaufgabe folgendermaBen beweisen: Gabe es namlich zwei voneinander 
verschiedene Losungen ffJl und fjJ2' dann miiBten sie beide die Gleichung (ll) be-

friedigen: L1ffJl=-4ne, L1ffJ2=-4ne. 

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten erhalt man 

LI (ffJl-ffJ2) =0; 

ffJI----CP2 miiBte also im ganzen Innern und an der Oberflache des Gebietes die 
LAPLAcEsche Gleichung erfiillen und auBerdem an der Oberflache iiberall ver
schwinden. Dies istaber, wie wir oben bewiesen haben, nur moglich, wenn im 
ganzen Inneren ffJl-ffJ2 = 0 ist, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung ffJl § ffJ2. 
Die Losung ist also in der Tat eindeutig. 

7. Einige einfache Randwertaufgaben. a) Auf der Ebene x = 0 moge ffJ iiber
all den Wert Null, auf der Ebene x =l den Wert (p haben. Zu berechnen sind die 
Werte von ffJ in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Ebenen. Es ist 
klar, daB man die Randbedingungen befriedigen kann, wenn man ffJ von vorn
herein als Funktion von x allein ansetzt, so daB die Niveauflachen aIle parallel 
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zur y-z-Ebene sind. FUr das Gebiet G gilt dann die LAPLACESche Gleichung (12) 
in der Gestalt: dhp 

dwB = 0, (22) 

aus der durch zweimalige Integration folgt 

cp=Ax+B, (23) 

worin A und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Damit auch die Rand
bedingungen erfiillt sind, miissen die beiden Gleichungen 

o = A . 0 + B, ifJ = A l + B 

erfiillt sein, was man erreicht, wenn man fiir die Integrationskonstanten setzt 
q, 

A =T' B=O. (24) 

Setzt man diese Werte in (23) ein, so erhalt man 
q, 

cp = T X • (25) 

Der Ausdruck (25) erfiillt die Randbedingungen und die LAPLACESche Glei
chung, ist also gemaB 6. die eindeutige Losung unserer Aufgabe. Man siebt, daB 
cp in G eine lineare Funktion von x ist. 

b) Auf dem Mantel eines unendlich langen Kreiszylinders vom Radius R2, 

dessen Achse die Z-Achse ist, sei cp= 0, auf einem zweiten, konzentrischen, engeren 
Kreiszylinder mit dem Radius r' =R1 sei cp =ifJ. Zu berechnen sind die Werte 
von cp in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Zylindermanteln. Es 
leuchtet ein, daB sich die Randbedingungen befriedigen lassen, wenn cp Zylinder
symmetrie besitzt, d. h., wenn die Niveauflachen ebenfalls konzentrische Kreis-

. zylinder mit der Z-Achse als Achse sind. Nach Formel (27), § 6 kann man dann 
die LAPLACESche Gleichung, die fill das Gebiet G erfiillt sein muB, in der Gestalt 
schreiben dB qJ 1 d qJ 

dr'a + 7 dr' = O. (26) 

Setzt man in (26) ::: = U, so wird daraus 
du u 
dr' +7=0. 

oder du dr' 

und integriert log U = -log r' + const, 

oder 
dqJ A 

U = dT' =7· (27) 

Durch nochmalige Integration findet man aus dem ersten Integral (27) 
schlieBlich cp = A log r' + B, (28) 

worin A und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Die Forderung, daB 
der Ausdruck (28) die beiden Randbedingungen erfiillen muB, liefert fiir die Be
stimmung von A und B zwei Gleichungen, die, nach A und B aufgelost, lauten: 

A - q, B - - q, log E. (29) 
- log El -log Ea' - log El -log Ra 

Durch Einsetzen von (29) in (28) bekommt man die gesuchte LOsung der Auf
gabe. Man sieht, daB cp eine lineare Funktion von log r' ist. 
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c) Auf einer Kugelflache vom Radius Rs mit dem Koordinatenursprung als 
Mittelpunkt habe das Potential den Wert rp = 0, auf einer zweiten, konzen
trischen und kleineren Kugelflache mit r = Rl sei rp = (/J. Zu berechnen sind die 
Werte von rp in dem quellenfreien Gebiete G zwischen den beiden Kugelflii.chen. 
In diesem FaIle lassen sich die Randbedingungen offenbar befriedigen, wenn 
mau rp kngelsymmetrisch wablt, d. h. wenn die Niveauflachen konzentrische 
Kugelflachen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt sind. Nach Formel (26) § 6 
lautet in diesem FaIle die LAPLACESche Gleichnng, die im Gebiete G erfiillt sain 
muB: dhp 2 dqJ 

drB + r--;r;r = o. (30) 

Durch Aus:fillJ.rung der Differentiation uberzeugt man sich leicht, daB man 
diese Gleichung auch in der Form 

~ dB (rg» = 0 (31) 
r drB 

schreiben kann. Die Gleichung (31) ist genau so gebaut wie die Gleichung (22) und 
liefert daher analog zu (23) die allgemeine Losung 

oder 
rrp =Ar+B 

B 
rp=A+-, r 

(32) 

worin wieder A und B willkiirliche Integrationskonstanten sind. Die Einsetzung 
der Randbedingungen in (32) liefert fUr sie die Ausdriicke 

A - W RI B _ -w RIRa (33) 
- RI - Rs ' - RI - Rs • 

Setzt man die Werte (33) in (32) ein, so erbii.lt man die gesuchte Losung, die, 
. . ht· 1 r . t Wle man me " m r mear 18 • 

8. Das Feld einer homogen mit Quellen erfiillten Kugel. Als Beispiel der 
Berechnung eines Feldes raumlich verteilter Quellen wollen wir die folgende 
Aufgabe behandeln: Eine Kugel mit dem Radius R, deren MittelpuIikt im Null
punkt liegen moge, sei homogen mit Quellen von der Dichte e erfiillt, der auBere 
Raum sei quellenfrei; es geIten also die Gleichungen: 

e=O fur r> R; e=const fiir r < R. 

Zur Berechnnng des Potentials konnten wir die Formel (13) benutzen; ein
facher ist es, in diesem Falle direkt die POISsoNsche Gleichnng zu losen. Da rp 
jedenfalls kngelsymmetrisch sein wird,lautet diese Gleichung gemaB (II) und 
(26) § 6: 

und 

dig> 2 dqJ 
-+--=-4n e drB r dr 

dBg> +.! d qJ _ 0 
drB r dr -

fiirr<R) 
fiir r> R. 

(34) 

Die zweite dieser Gleichungen ist, wie man sieht, mit (30) identisch und liefert 
daher die allgemeine Losung (32). Verlangen wir, daB rp im Unendlichen ver-
schwindet, so gilt daher B 

rp = - fur r > R. (35) r 

Die erste der Gleichungen (34) kann man nach dem Muster von (31) umformen, 
so daB sie die Gestalt 
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annimmt. Durch einmalige Integration findet man hieraus 

d(rtp) =-2;7tt1 r2+C. 
d 1" 0:: 
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(36) 

Da f/J samt seiner ersten Ableitung im ganzen Raume stetig sein mu.B, mu.B 
auch der Wert von d (r f/J)jd r auf der Kugeloberflache stetig sein. Da nun dieser 
Ausdruck gemaB (35) verschwindet, muB auch die rechte Seite von (36) fur 
r = R verschwinden, was fur die Konstante die Gleichung 

C=2n1}R2 

liefert. Setzt man diesen Wert in (36) em und integriert ein zweites Mal, so 
ernalt man 

r f/J =2n I} (R2 r- r;)+ const. (37) 

Die Integrationskonstante in (37) mu.B den Wert Null haben, da sonst f/J fur 
r = 0 unendlich groB wiirde. Fiir das Innere der Kugel lautet also die Losung: 

fIJi = 2 nl} (R2_ 1;) fUr r < R. (38) 

Um der Stetigkeitsforderung zu genugen, mussen fiir die Oberflache die beiden 
aus (35) und (38) berechneten Werte von f/J miteinander ubereinstimmen, es muB 
also gelten: B 2 R2 

If =2nl} '-3-' 

woraus sich fUr die bisher noch unbestimmte Konstante B der Wert 

B - 4n R3 -3 I} 

ergibt. Fiir den Au.Benraum der Kugellautet also die Losung: 

4n R3 1 f/Ja =- (1'-3 r fiir r> R. (39) 

Da 4; R3 I} gleich der durch 4 n dividierten Gesamtergiebigkeit der in der 

Kugel enthaltenen Quellen ist, ist das Feld im AuBenraum, wie man durch den 
Vergleich mit der Formel (2) sieht, mit dem Feld einer fiktiven punktformigen 
QueUe im Mittelpunkte der Kugel identisch, deren Ergiebigkeit gleich der Summe 
der Ergiebigkeiten samtlicher in der Kugel befindlichen Quellen ist. 

§ 8. Wirbelfelder. 
1. Der Rotor eines WirbeIfeldes. In § 6, 2. erkannten wir als charakteristische 

Bedingung fiir ein wirbeljreies Feld das Bestehen der Gleichung (9), also das Ver-

schwinden des Linienintegrals 1 v. d 8 uber jeden geschlossenen Weg im Felde. 

Unter einem" Wirbelfeld" verstehen wir ein Feld, fiir das die Bedingung (9)im all

gemeinen nicht erfiillt ist, so da.B also der Ausdruck 1vs d 8 imallgemeinen von 
Null verschieden ist. Zur Charakterisierung der "Wirbelstarke" eines solchen 
Feldes fUhren wir eine Vektorfunktion des Ortes ein, die man als "W irbel" oder 
"Rotor" bezeichnet und symbolisch rot b schreibt (sprich: Rotor-b). (Haufig 
findet man in der Literatur statt rot b auch curl b.) Wir gelangen zu ihrer Defi
nition in folgender Weise: 

Wir denken uns in einen beliebigen Punkt P des Feldes ein beliebig orien
tiertes Flachenstuck vom Flacheninhalt F hineingelegt und errichten darauf in 
P einen normalen Einheitsvektor n. Bilden wir jetzt uber die Berandung von F 
das Linienintegral Vs d 8, derart, da.B der Umlaufungssinn zu der Richtung von 
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n im Sinne einer Rechtsschraube zugeordnet ist, dividieren den erhaltenen Wert 
durch Fund gehen zur Grenze fUr F =0 fiber, dann erhalten wir, wie wir gleich 
zeigen werden, eine endliche GroBe, die wir mit der Normalkomponente von 
rot binder Richtung n, also mit rot" b identifizieren. 

Um die Komponenten des Vektors oder, genauer gesagt, des antisymmetrischen 
Tensors rot b durch die Komponenten des Feldvektors v"" '01/' 'Os auszudriicken, 

c 

Abb.12. 

gehen wir folgendermaBen vor: Wir denken uns das Koordina
tensystem so verschoben, daB sein Nullpunkt mit dem Be
zugspunkt P zusammenfii.1lt, und errichten in ihm ein kleines 
Rechteck (Abb.12) derart, daB ein Eckpunkt in P liegt und 
die beiden dort zusammenstoBenden Seiten auf der y- bzw. 
z-Achse liegen. 

Wir nehmen wieder wie in § 6,4. an, daB sich binder Um
gebung von P nach der Formel (12) entwickeln laBt und bilden 

das Linienintegral ~vsas auf dem Wege PABOP. Wir erhalten 
b c 

~ vsas = ~ [('01/)0 + (~V; ty]a y + ~ [('00 )0 + (~~ tb + (~~ tz]az + 
o 0 

o 0 

+ ~ [('01/)0 + (~V; )oy+ (OoV; te]ay + H(Vz)o + (Oo~ )oz]az= (:~ - ~;) be. (1) 

b c 

Dividiert man den Ausdruck (1) durch den Flacheninhalt F = b e und geht zur 
Grenze fUr F = 0 fiber, so erhalt man den Klammerausdruck in (1); nach der 
oben gegebenen Definition ist er streng gleich der x-Komponente von rot b im 
Koordinatenursprung. Da die angestellte Uberlegung offenbar von der speziellen 
Wahl des Koordinatenursprungs unabhangig ist und die Ausdriicke fUr die fibrigen 
Komponenten, wie man leicht einsieht, aus (1) durch zyklische Vertauschung 
der Indizes hervorgehen, gelten fUr die Komponenten von rot b allgemein die 
Gleichungen 

rot b = ov. _ OV" 
'" oy OZ 

t b- OV'" ov. 
r01/ -az-~ 

(2) 

rot b = oV1/ _ oV"'_ 
II ox oy 

Der Vergleich mit der Formel (4) § 6 und der Formel (20) § 3 lehrt, daB man 
rot b als Vektorprodnkt aus dem symbolischen Vektor J7 und dem Vektor b 
auffassen und daher wie folgt schreiben kann: 

i f 
o 0 0 rotb= J7x b= --ox oy OZ 

I V'" '01/ 'Oz 

(3) 

Aus der Definition des Rotors geht unmittelbar hervor, daB in einem wirbel
freien Feld fiberall rot b =0 gelten muB. Man erhalt dies auch rein formal aus 
der Darstellung (2), wenn man der in § 6, 2. gegebenen Definition des wirbel
freien Feldes folgend b = - grad qJ setzt, also fUr die Komponenten von b die 
Gleichungen (1) § 6 benutzt. Man sieht, daB stets die folgende Identitat erfiillt ist: 

rot grad cp = 0 (4) 
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Aus den Formeln (2) und (3) in Verbindung mit (14) § 6 geht ferner die ffir 
jedes beliebige Vektorfeld gUltige Identitat 

divrotb=O (5) 
hervor. Das Vektorfeld rot b ist also soots quellenfrei. 

2. Einige einfaehe Formeln fiber die Operation rot. a) Mit Hille der bekannOOn 
Additionsformel ffir DeOOrminanOOn erhalt man aus (3) 

rot (b + b' + b" + ... ) = 

f Iii l 
a a a I aaa 

aii ay ai = aii8yai + 
IVG)+V",'+V",I+ ... ,Vft+Vft'+Vft"+ ... ,v.+v.'+v."+ .. ·1 v'" vft Vz 

a a a a a a + aii 8y ai + aii 8y ai + .... = rot b + rot b' + rot bl( + . . . (6) 

v",' Vft' v/ v"v"v"l 
'" ft • 

b) Ffir den Rotor eines ProdukOOs aus einem Skalar rp und einem Vektor a 
erhalt man ebenfalls mit Benutzung von (3) und (25) § 3 

i i fl Ii f II 
a a a a a a alP alP alP 

rot(rpa)= aii8yail=rp aii8yai + aiiayai 

rp a'(J) rp aft rp a" a", ay az I am all a" 
= rp rot a + grad rp X a. (7) 

c) Die Divergenz eines auBeren ProdukOOs aus zwei Vektoren a und olaBt sich 
durch die Rotoren der beiden Vektoren ausdriicken, wenn man auf den Ausdruck 
(25) § 3 die Regel (15) § 6 anwendet: 

i i l a", aft az I b", bft b. 

div (a X 0) = 17. a(J) all az 

b", bft b" 

a a a a a a 
- a", aft a. aiiayai + aiiay8'i -

b(J) bft b" I b(J) by b" a", aft a" 
=0. rot a-a. rot o. (8) 

d) Fir den Rotor des auBeren ProdukOOs aus einem konstanOOn Vektor a 
und dem Radiusvektor t findet man mit Benutzung der Formem (3), (33) § 3~ 
(15) § 6 und (21) § 6 

rot (a X t) = 17 X (a X t) = a (17 t)-(a 17) t,= 
= adivt- (a",i +0,,, i + a"f) = 3 a-a=2 a. (9) 

e) Das Vektorprodukt aus einem Vektor b und seinem Rotor hat gemaB den 
Definitionen (2) und (21) § 3 die x-Komponenoo 

( t ) - (avv av",) (avG) aVs)_1 a(2+ 2+ 2) OX ro 0 (J)- VII ax -ay -Vz ----az- ax -2'aii V(J) v" V,,-

( 
(1)", + av",+ av",)_ 1 a (_,II) (17) . - v(J) ax Vft 7ii/ Vs ,az - 2'aii 'IT - b V(J)' 

analog lauten die y- und z-Komponente, so daB die folgende Vektorformel re-
sultiert: 1 

(0 X rot b) = 2' grad (VA)-(b 17) b. (10) 
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f) Der Rotor eines Rotors kann gemaB (3), ferner (5) § 6, (15) § 6, (24) § 6 
und (33) § 3 wie foIgt umgeformt werden: 

rot (rot v) = 17 X (J7 X v) = 17 . (J7 • v) - (J7 . 17) v = grad div v-LI V. (ll) 

3. Der Stokessche Satz. Einen wichtigen, auf Wirbelfelder beziiglichen 
Integralsatz gewinnt man durch die folgende Uberlegung: Wir konstruieren ill 
Raum eine beliebige, in sich gescblossene Kurve S und spannen auf ibr als Be
randung eine beliebige Flacbe F auf, die wir durch zwei einander schneidende 
Scharen paralleler Kurven in Flachenelemente dF teilen. Um jedes dieser Flachen-

elemente erstrecken wir das Linienintegral ~ v. ds ill gleichen Sinne und addieren 

samtlicbe so erbaltenen Werte. 
Aus der Betracbtung der Abb. 13 erkennt man unmittelbar, daB bei dieser 

Summation diejenigen Betrage einander aufheben, die von der Integration 

Abb. 13. 

iiber die ill Innern von F gelegenen Parallelogrammseiten 
herriihren, da iiber jede solche ParaUelogrammseite zwei
mal in entgegengesetztem Sinne integriert wird. Der Wert 
der Summe reduziert sich also auf das im selben Sinne wie 
iiber die einzelnen Flachenelemente erstreckte Linien
integral iiber die Randkurve S. 

Nach der Definition von 1. ist das Linienintegral 
iiber ein Flacbenelement gleich dem Flacheninhalt dF 
des Elementes multipliziert mit dem Werte von rot,. v 
ill Innern des Elementes. Die oben betrachtete Summe 
ist demnach einerseits im Grenzfalle unendlich feiner Ein-

~~ilung von F gleich dem Flachenintegral ~ ~ rot,. vdF; nach der eben angestellten 
Uberlegung aber muB sie anderseits gleich dem Linienintegral ~ v. ds iiber die 

Randkurve S sein. Es gilt also der Satz 

I ~ rot,. v dF= ~ v.ds, (12) 

und zwar stets, wenn das Linienintegral auf der rechten Seite iiber eine beliebige 
Raumkurve, das Flachenintegral auf der linken Seite iiber eine beliebige, auf der 
Kurve als Berandung aufgespannte Flache erstreckt wird. 

Der Satz (12) beiBt der "STOKEsscke Satz". Er wird in der theoretischen 
Physik haufig verwendet, wenn man ein Flachen- in ein Linienintegral verwandeln 
will oder umgekehrt. 

4. Berechnung des quellenfreien Vektorfeldes aus seinen Wirbeln. Wir Iegen 
den folgenden Betrachtungen ein beliebiges quellenfreies Feld V (x, y, z) zugrunde. 
Seine Wirbelverteilung sei bekannt, d. h. rot V sei eine bekannte Vektorfunktion 
des Ortes, die wir in der Form 

rot V = 4n c (x, y, z) (13) 

ansetzen. Die Vektorfunktion c (x, y, z) nennen wir in Analogie zu der skalaren 
"Quellendichte" die "Wirbeldickte". 

In § 7, 1. haben wir bewiesen, daB man ein wirbelfreies Feld aus seinen Quellen 
eindeutig bestillmen kann. Wir wollen nun zeigen, daB man ein quellenfreies 
Feld aus seinen Wirbeln eindeutig bestillmen kann, d. h. daB man V (x, y, z) 
eindeutig bestimmen kann, wenn c (x, y, z) gegeben ist. Der Beweis lauft analog 
zu dem in § 7 durcbgefiihrten Beweise. Gabe es namlich zwei voneinander ver
schiedene Felder VI und v2 mit der gleichen Wirbeldichte c, die beide die GleichunK 
(13) befriedigen, dann miiBte nach Formel (6) der Vektor (V1-V2) die Gleichung 

rot (01-V2) = 0 
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und gleiehzeitig wegen der Quellenfreiheit gemaB Formel (20) § 6 die Gleiehung 

div (V1-V2) = 0 

im ganzen Raume erfiillen, also gleiehzeitig im ganzen Raume quellen. und 
wirbelfrei sein, was, wie wir bereits wissen, nieht moglieh ist. Die LOsung der 
Gleiehung (13) ist also in der Tat eindeutig. 

Wir konnen nun leieht zeigen, daB sieh ein beliebiges Feld stets eindeutig in 
ein wirbelfreies Feld v1 und ein q:uellenfreies Feld v2 zerlegen lassen muB. In der 
Tat kann man aus den gegebenen Quellen des Feldes v1 und aus den gegebenen 
Wirbeln des Feldes V2 eindeutig bestimmen. Wegen der Wirbelfreiheit von v1 

ist dann der Rotor von v = v1 + Vs gleieh dem Rotor von vs, entsprieht also den 
gegebenen Wirbeln des Feldes; wegen der Quellenfreiheit von v2 ist ferner 
die Divergenz von v gleieh der Divergenz von VI' stimmt also mit den gegebenen 
Quellen des Feldes iiberein. 

o. Das Vektorpotential. Zur praktisehen Durehfiihrung der Losung fiihren 
wir einen Vektor ~ (x, y, z) dureh die Gleiehung 

V= rot ~ (14) 

ein, was sieher moglieh ist, da ja nach Gleiehung (5) der Rotor eines beliebigen 
Vektorfeldes stets quellenfrei ist. Wir nehmen an, daB sieh ~ so wahlen laBt, 
daB das Vektorfeld ~ ebenfalls quellenfrei ist, daB also gilt 

div ~= 0; (15) 

den Beweis fiir die Riehtigkeit dieser Annahme werden wir spater erbringen. 
Mit Hille der Formeln (11), (14) und (15) erhii.lt man ffir rot v den Ausdrnek 

rot v = rot rot ~= grad div ~ -LI ~ = -Ll~, 
mit Hille dessenman die Gleiehung (13) umformen kann in 

LI ~=-4:n;c. 

Die Vektorgleiehung (16) ist den drei skalaren Gleiehungen 

LI Am = -4:n;Cm) 
LI AlI = - 4 :n; ClI 

LlAz =-4:n;cz 

(16) 

(17) 

aquivalent, deren rechte Seiten skalare Ortsfunktionen sind. Jede dieser Glei· 
ehungen ist formal mit der POIssoNsehen Gleiehung (11) § 7 identiseh .. Ihre all· 
gemeine Losung kann daher aus der in § 7,4. ermittelten LOsung der POIssoNsehen 
Gleiehung sofort gefunden werden, wenn man in der Formel (13) an Stelle von e 
eine der Komponenten von c und an Stelle von rp die entsprechenden Kompo. 
nenten von ~ setzt: 

oder in Vektorform: 

Am=~~~;dV 
AlI = ~ ~ ~ ;dV 

A z = ~ ~ ~ ~ dV 

~ = ~ ~ ~ fdV. 

(18) 

(19) 

Wegen der formalen Analogie der Komponenten von ~ mit dem skalaren 
Potential rp nennt man ~ das "Vektorpotential". 1st die Wirbeldiehte als Funk· 
tion des Ortes bekannt, so kann man mittels der Gleiehungen (18) oder (19)' 
hieraus das Vektorpotential in einem beliebigen Aufpunkte P berechnen, indem 
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man den Wert der Wirbeldichte fiir jedes Volumenelement dV des Feldes durch 
die Eutfernung r dieses Volumenelementes vom Aufpunkte dividiert und iiber 
den ganzen Raum integriert. 

Wir miissen nun noch den Beweis nachtragen, daB das auf diese Weise be
stimmte m: tatsachlich, wie wir vorausgesetzt haben, quellenfrei ist, also die 
Gleichung (15) befriedigt. Wir bilden zu diesem Zwecke mit Hille von (19) den 
Ausdruck div m: und formen ibn vermoge des GAussschen Satzes um: 

div m: = div ~ ~ ~ f. d V= ~ ~ ~ div ( f.) d V = ~ ~ ~~ dF. (20) 

Die Integration in dem letzten Integral in (20) ist dabei auf einer beliebigen 
Flache vorzunehmen, die das ganze Wirbelsystem umschlieBt; auf ibr miissen 
daher aile Komponenten von e verschwinden, so daB auch der AUE<druck (20) 
verschwindet, was zu beweisen war. 

Hat man nun m: aus seinen Wirbeln mit Hille der Gleichungen (18) ermittelt, 
dann erhalt man hieraus sofort den Feldvektor b aus den Gleichungen (14). Da
mit ist also die Aufgabe, ein Feld aus seinen Wirbeln zu bestimmen, vollkommen 
gelOst. 

6. Wirbellinien. Unter einem "Wirbelfaden" verstehen wir eine Wirbel
verteilung, die der Bedingung geniigt, daB rot b nur im Innern und an der Ober
flache eines engen Schlauches, der das Feld durchzieht, von Null verschieden ist, 
auBerhalb dieses Schlauches aber verschwindet. Stellen wir uns fiir den Augen
blick das Vektorfeld der Wirbeldichte e als Stromungsfeld vor, dann ist die Ober
flache der Wirbelfaden aus lauter Stromungslinien von e gebildet. 

Da e nach (5) ein queIlenfreier Vektor ist, miissen seine Stromungslinien aIle 
in sich geschlossen sein, der die Wirbellinien bildende Schlauch muB also eben
falls in sich geschlossen sein. Als weitere Folge der QueIlenfreiheit von e muB 
ferner durch jeden senkrechten Querschnitt q des Wirbelfadens pro Sekunde 
die gleiche "Fliissigkeitsmenge" des Stromungsfeldes e hindurchstromen oder 
der Ausdruck lei . q muB langs des ganzen Wirbelfadens konstant sein. 

Lassen wir den Wirbelfaden immer enger und enger werden und vergroBern 
wir gleichzeitig lei derart, daB das Produkt lei. q konstant bleibt, dann kommt 

man im Grenzfalle verschwindend kleinen Quer
schnittes zu einem als "Wirbellinie" bezeichneten 
Gebilde. Die GroBe 

lim (q lei) = 'YJ (21) 
q=O 

nennen wir das "Moment" der Wirbellinie. Es ist 
nach dem oben Gesagten eine endliche, langs der 
ganzen in sich geschlossenen Wirbellinie konstante 
GroBe. Mit Ausnahme der Punkte der Wirbellinie 

p solI e im ganzen Raume verschwinden. 
Abb. 14. Um das einer Wirbellinie S (Abb. 14) ent-

sprechende Vektorfeld tJ aus der geometrischen 
Gestalt und dem Moment 'YJ der Wirbellinie zu bestimmen, was offenbar nach 
4. moglich sein muB, bilden wir nach Formel (19) das Vektorpotential eines 
die Wirbellinie umgebenden Wirbelfadens mit dem Querschnitt q, 

~ = ~ ~ ~ f.d V = ~ cqrds = ~ ~d5, (22) 

worin d i3 den Vektor des Linienelementes der Kurve S und d 8 seinen Betrag 
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bedeutet. Geht man jetzt zur Grenze fiir q =0 iiber, so erhalt man mit Benutzung 

von (21) _. ~ Iclqds _ ~ ds 2{ -lim ---T} - (23) 
g-O r r 

als Vektorpotential der Wirbellinie. Die Integration in dem Linienintegral (23) 
ist dabei iiber die ganze Wirbellinie S zu erstrecken; r bedeutet die jeweilige Ent
fernung des bei der Integration festgehaltenen Aufpunktes P von dem Linien-
element d~. . 

Aus dem so ermittelten 2{ erhalt man das Vektorfeld der Wirbellinie mit 
Hille der Gleichung (14): 

tJ = rot2{= T} rot ~ d: = T} ~ rot (drS). (24) 

Den Integranden des letzten Integrals in (24) kann man mit Hille der Formeln 
(7) und (19) § 6 umformen in 

(dS) 1 rxds rot - = grad- X ds= ---3-' r r r 
da der Rotor des Vektors ds mit den Komponenten dx, dy, dz augenscheinlich 
verschwindet. Durch Einsetzen in (24) erhii.lt man schlieBlich 

... _ ~ ds x r 
v-T}'j' r3 ' 

worin wieder die Integration iiber die ganze Wirbellinie zu erstrecken ist. 

(25) 

Ala Beispiel zur Anwendung der Formel (25) behandeln wir das Feld einer 
unendlich langen geraden Wirbellinie (die man sich im Unendlichen als geschlos
sen denken mag). S habe die Richtung der x-Achse; die Entfernung des Auf
punktes P von S sei a. 

Man sieht aus der Abb. 15 unmittelbar, daB die Richtung von tJ auf der Ebene 
ax senkrecht steht. Die Stromungslinien sind also Kreise, deren Ebenen senk
recht auf S stehen und deren Mittelpunkte auf S 
liegen. Ihr Durchlaufungssinn ist der Richtung des 
Wirbelvektors wie eine Rechtsschraube zugeordnet. 
FUr den Betrag von tJ ergibt sich nach (25) 

(26) 

7. Aquivalenz von Wirbellinie und Doppelschicht. 
Wir konstruieren im Feld einer Wirbellinie Seine 
beliebige, geschlossene Raumkurve a, die S nicht 

x 

K 

Abb.15. 

schneidet, und erstrecken langs ihrer in einem vorgegebenen Sinne das Linien-

integral ~ Vsd8. Nach dem SToKEsschen Satz kann man es in der Form 

~ V sd8 = ~ ~ rot .. tJ dF 

schreiben, wenn man die Integration auf der rechten Seite der Gleichung iiber 
eine beliebige, auf a als Randkurve aufgespannte Flii.che t erstreckt. Wird diese 
Flache von S nicht geschnitten, d. h. umBchlingt die Kurve a die Kurve S nicht 
(a2 in Abb.14), dann gilt auf der ganzen Flache t: rottJ =0, undder obigeAusdruck 
ver8chwindet. Wird hingegen t von S in einem Punkte A geschnitten~ d. h. um
schlingt a die Kurve S (a1 in Abb~ 14), dann ist der Ausdruck rot .. tJ dF iiberall 
auf t gleich Null, mit Ausnahme des Schnittpunktes A, wo er nach (13) und (21) 
gleich 4:n; T} ist; der Wert des Integrals ist also gleich 4:n; T}. 
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Wir erhalten demnach den folgenden Satz: In dem Felde I.J einer Wirbellinie 
mit dem Moment 'YJ ist ~ vsd s =0 (27) 

langs aller geschlossenen Kurven, die die Wirbellinie nicht nmschlingen, und 

~v,ds=±4n1] (28) 

Hi-ngs aller geschlossener Kurven, die sie umschlingen; das positive V orzeichen 
gilt, wenn der Durchlaufungssinn der Integrationskurve und der Sinn des Wirbel

vektors in der Wirbellinie einander so zugeordnet sind, wie es 
die Abb. 14 zeigt; im entgegengesetzten Falle gilt das negative 
V orzeichen. 

Wiirde die Gleichung (27) fiir jeden IntegratiollSweg im 
Felde von I.J gelten, dann ware das Feld nach (9) § 6 wirbel
frei und daher von einem skalaren Potential q; ableitbar. 
Dies gilt auch noch fiir das vorliegende Feld einer Wirbellinie, 
wenn wir die zu (28) fiihrenden Integrationswege durch einen 
Kunstgriff ausschalten, indem wir uber der Wirbellinie Seine 
beliebige Flache F aufspannen, die .,undurchdringlich" sein 
soli, also bei der Integration langs einer -Kurve a (Abb. 16) 

Abb. 16. nicht durchstoBen werden kann. Es gilt dann in del' Tat fUr 
jeden geschlossenen Integrationsweg die Gleichung (27). 

Erstreckt man das Integral ~ v,ds von einem Punkte PI auf der einen Seite 

der Flache langs der Kurve a bis zu einem PI gegenuber liegenden Punkte P2 

auf der anderen Seite der Flache, so ist der Wert des Integrals nach (28)gleich 
4n1], wenn der Durchlaufungssinn von a so wie in der Abb. 16 gewahlt ist. Ander
seits ist nach (8) § 6 der Wert des Integrals gleich der Differenz q;1-q;2 der 
Potentiale in den beiden Punkten PI und P2• Die Flache Fist also eine Unstetig
keitsflache des Potentials, das in allen ihren Punkten einen Sprung von der 
gleichen GroBe, namlich 4n'YJ erleidet. Dies ist aber, wie wir in § 7, 3. gesehen 
haben, das Charakteristikum des Feldes einer homogenen Doppelschicht vom 
Moment 'YJ. Wir erhalten demnach den wichtigen Satz: 

Das Vektorfeld einer Wirbellinie vom Moment 'YJ ist dem Felde einer auf der 
Wirbellinie als Berandung aufgespannten homogenen Doppelschicht vom gleichen 
Moment 'YJ aquivalent; von der positiven Seite dieser Doppelschicht gesehen, 
umflieBt dabei der "Wirbelstrom" die Berandung im positiven Sinne (entgegen
gesetzt dem Sinne der Uhrzeigerbewegung). 

§ 9. Ebene Vektorfelder. 
1. Vektorfelder in RaUIDen mit beliebiger Dimensionenzahl. Die in den §§ 6 

bis 8 angestellten Betrachtungen uber Vektorfelder im dreidimensionalen Raume 
lassen sich in entsprechend modifizierter Form auch auf Vektorfelder mit be
liebiger Dimensionenzahl ubertragen. Wir werden uns in diesem Paragraphen 
speziell mit zweidimensionalen oder ebenen Vektorfeldern beschaftigen. 

Die in § 6 eingefiihrten Differentialoperationen grad, div, V, Ll und rot lassen 
sich ohne weiteres fur ein Vektorfeld mit beliebiger Dimensionenzahl n erweitern. 
Bezeichnen Xl' X2, ••• Xn die Koordinaten in diesem Raume, iI' ~, ••. in die 
fundamentalen Einheitsvektoren und I.J mit den Komponenten VI' V2, ••• Vn den 
Feldvektor,dann gilt an Stelle von (2) § 6 

n 

gradq; = V q; = .L;ik :: ' 
k=l k 

(1) 



Ebene Vektorfelder. 

an Stelle von (14) § 6 [mit Benutzung von (29) § 3] 
tI. 

di 17 ~avk vb= .b=~~, 
k=l k 

an Stelle von (24) § 6 und (25) § 6 
tI. 

" a2 t:p LI cp = ~ a xks • 
k=l 

An Stelle von (3) § 8 tritt wieder 

rotb = 17 X D, 
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(2) 

(3) 

(4) 
was gemaB §3,7. bedeutet, daB rotb kein Vektor, sondern (wie ja auch im. 
dreidimensionalen Falle) ein antisymmetrischer Tensor mit (;) Komponenten, 
namlich den zweireihigen Determinanten der Matrix 

( a ~1 a ~2 a ~3 ". a ~n) (5) 

VI v2 v3 ••• Vn 

ist, die sich 'fiir n = 3 auf die Ausdrucke (2) § 8 reduzieren. 
2. Zweidimensionale Vektorfelder, Potentialproblem der Ebene. Die zwei

dimensionalen Vektorfelder spielen in einem euklidischen Raume mit zwei 
Dimensionen, also in einer Ebene. Die Koordinaten in ihr seien x und y, b habe 
die Komponenten Va: und VII. 

Ein wirbelfreies Vektorfeld ist wiederum ein solches, das sich als Gradient 
einer skalaren Funktion cp (x, y) gemaB (1) darstellen laBt; es gilt also 

at:p 
vlI=--· ay (6) 

Die Divergenz des Feldes, bzw. die Dichte seiner Quellen co (x, y) hii.ngt mit cp 
durch die zweidimensionale POISsoNsche Gleichung 

divb=-L!m=- ---1--- =4nco . ( as t:p as t:p ) 
T a X2 • a yS 

(7 

zusammen. Die Stromungslinien bilden die Schar der orthogonalen Trajektorien 
zu der Schar der Kurven cp = const, der cp-Linien oder "Aquipotentiallinien" 
(N iveauZinien). 

Ein quellenfreies Vektorfeld hat einen, im. allgemeinen von Null verschiedenen 
Rotor, der gemaB Formel (5) fiir n =2 ein Skalar ist; er hangt mit den Kompo
nenten von b durch die Beziehung 

rotb = aVII _ aVa: (8) 
ax ay 

zusammen. Die Wirbeldichte ist beim. ebenen Vektorfeld eine skalare Orts
funktion y (x, V), die mit rotb in Verallgemeinerung von (13) § 8 durch die 
folgende Gleichung zusammenhii.ngen solI; 

rotD =4ny (9) 

Urn der Bedingung der Quellenfreiheit zu geniigen, kann man VIII und VII in 
der folgenden Form ansetzen: 

ax ax 
vlII=-Ty' VlI = 7iri' (10) 

worin X (x, y) eine skalare Ortsfunktion ist, die im. Zweidimensionalen dieselbe 

FUrth, Theor. Physik. 4 
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Rolle spielt, wie das Vektorpotential Un Dreidimensionalen. In der Tat folgt aus 
(1O) unmittelbar 

divb = ov., + oVII = o. 
ox oy 

Mit Henutzung von (10) kann man die Gleichungen (8) und (9) in der folgenden 
Form schreiben: 

ell) 

Die Schar der Kurven X =const, der x-Linien ist mit der Schar der Stromungs
linien identisch, denn die Komponenten des Normalvektors auf eine x-Linie 

sind den GroBen :! und : ~ proportional und daher das innere Produkt dieses 

Vektors mit b nach (10) gleich Null. 
In einem endlichen Gebietsteil der Ebene kann das Feld sowohl quellen

als auch wirbelfrei sein. Es existieren dann in diesem Gebiete zwei skalare Orts
funktionen qJ (x, y), X (x, y), die "konjugierten Potentiale", die mit b nach (6) 
und (10) durch die Gleichungen 

V., = - :: = - :~-) (12) 

v --~-~ 
11- oy - ox 

zusammenhangen und beide der LAPLAcEschen Gleichung geniigen: 

L1 qJ =0, L1 X = O. (I3) 

Die qJ-Linien (qJ =const) und die x-Linien (X =const) bilden ein System ortho
gonaler Kurvenscharen, von denen die letzteren mit den Stromlinien zusammen
fallen. 

Die Losung der Gleichungen (I3) unter vorgegebenen Randbedingungen ist 
genau so wie Un dreidimensionalen Fall eindeutig und ihre Aufsuchung bildet 
das Potentialproblem der Ebene. 

3. Darstellung durch komplexe Funktionen. Anstatt jeden Punkt der Ebene 
durch ein Zahlenpaar x, y zu charakterisieren, kann man ihm bekanntlich eine 
komplexe Zahl z=x+iy (I4) 

zuordnen. Jeder Punkt und daher auch der zu ihm gehorige Radiusvektor t ist 
daher durch die Angabe einer komplexen Zahl z eindeutig bestimmt und um
gekehrt. Fiihrt man statt der Komponenten x, y von t seine Lange r und sein 
Azimut IX (Winkel mit der x-Achse) em, so ist wegen 

x=r.coslX, y=r.sinlX 
und eiu = coslX+i sin IX: 

z =reiu . (I5) 

Wir behaupten nun, daB jede (im allgemeinen komplexe) Funktion der kom
plexen Veranderlichen z 1p (z) = rp {x, y)+iX (x, y) (I6) 

die Eigenschaft besitzt, daB ihr Realteil rp und ihr Imaginarteil X die Gleichungen 
(I2) und (IS) erfiillen und daher L6sungen des Potentialproblems der Ebene sind. 

In der Tat erhalt man durch partielle Differentiation von (I6) nach x und y 
einerseits ~ = ~ i ~) 

ox 0 x + 0 x ~ (I7) 

~=~+i~J 
oy oy oy 
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Da 1p explizite nur von z abhangig ist, erhalt man anderseits mit Benutzung 

von (14) ~ = ft 0 Z = ft ) 
ox dz ox dz 
oljl dljloS .dljl (18) 
-=--=~-
oy dz oy dz 

.Oljl Oljl 
%ax=ay' 

und daher 

Setzt man hierin aus (17) ein und ordnet nach reellen und imaginaren Gliedern, 
so erhalt man die Gleichung 

(~+~)+i(~-~)= 0 (19) ,oy ox oy ox ' 

die nur erfiillt sein kann, wenn der Realteil und der Imaginarteil fur sich ver
schwinden, also die Gleichungen (12) befriedigt sind. Hieraus folgt dann weiter 

~2~ + -~2; = oOx ( ~ ~ ) + OOy (_ ~ ~) = 0, 

02 X 02 X 0 ( 0 q; ) 0 (0 q; ) 
ox2 + oy2 = ex -ay + ay ex =0, 

also die Giiltigkeit der Gleichungen (13). 
Die Funktion 1p (z) heiBt die zu dem betreffenden Potentialproblem gehorige 

(komplexe) "Str6mungs/unktion". Die Losung des Problems reduziert sich auf die 
Aufgabe, eine Funktion der komplexen Veranderlichen z zu suchen, die auf der 
Berandung des vorgegebenen Gebietes bestimmte Randbedingungen (vorge
gebene Werte von qJ und X) erfiillt. Dies ist, wie die Funktionentheorie lehrt, 
stets eindeutig moglich. Die Komponenten des Vektorfeldes gewinnt man dann, 

'wie aus den Gleichungen (17) und (18) hervorgeht, durch Bildung von ~:: 
dljl oljl oq; . oX . 
lIZ = ex = ex+%ax=-v", +%VY ' (20) 

Mit dem Bestehen der Gleichungen (13) vertraglich ist die Existenz von 
einzelnen punktformigen Quellen oder Wirbeln in dem betrachteten Gebiete, 
entsprechend singularen Punkten der im ubrigen regularen Funktion 1p (z). Um 

ihre Ergiebigkeit zu bestimmen, bilde man das Integral der Funktion - ~: auf 

einem beliebigen, in sich geschlossenen Wege S, der ganz in dem zu untersuchenden 
Gebiet liegt. Mit Hille von (20) und (14) erhalt man hiefiir 

- ~ ~~ dz = ~ (v",-iv ll ) (dx+idy) 

= ~ (v", d x + Vy d y) + i ~ (va; d y-vy d x) 

(21) 

Der Realteil des Integrals ist also nach dem STOKEsschen Satz gleich der ge
samten Wirbelstarke der von der Kurve S eingeschlossenen punktformigen 
Wirbel und der Imaginarteil nach dem GAussschen Satz gleich der Gesamt
ergiebigkeit der von S eingeschlossenen punktformigen Quellen. 

4. Beispiele fUr komplexe Stromungsfunktionen. 
a) Es sei 'IjJ (z) =aO+a1z, (22) 

4* 
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worin ao und a l beliebige komplexe Konstanten bedeuten. Nach (20) ist dann 

. dtp .p 
Va:-~VlI=- dB =-al=-<Xl-~ 1> 

worin <Xl und PI reelle Konstanten sind. 
Hieraus folgt Va: =-<Xl ' vlI =Pl; (23) 

b ist also ein konstanter Vektor, das Vektorfeld ist in der ganzen Ebene lwmogen. 
b) Es sei 

(24) 

worin ao eine beliebige komplexe, a l und as beliebige reelle Konstanten bedeuten. 
Den Verlauf der StromungsIinien erhii.1t man zunachst durch Aufsuchung 

der X-Linien. Bildet man den Imaginarteil von (24), so erhalt man nach (16) 

x(x,y)=po+aly- a/+.Yys. (25) 

Die Lillien X = const sind also die Kurven 

y(al- ~:) = const. (26) 

Aus (26) erkennt man ohne weiteres, daB sie fur x =00, also r =00 zur x-Achse 
II parallel laufen. Setzt man die rechte Seite gleich 

Null, so zerfallt (26) in die beiden Gleichungep 

Abb.17. 

y=o und r= 1 ra; =R. Va,:-
Eine der Kurven der Schar besteht also aus der 
x-Achse und dem Kreis mit dem Radius R und 
dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Die 
ubrigen Kurven sind nach (26) leicht zu zeichnen. 
Einige von ihnen sind in Abb.17 dargestellt. 

Bildet man ferner nach (24) die Ableitung ~ ~ , so erhalt man nach (20) 

(27) 

FUr x = 00, also z = 00 wird demnach v'll = 0, VII) = -al • Die Stromung erfolgt daher 
im Sinne der eingezeichneten Pfeile und im Unendlichen mit dem Betrage a1 

des Stromungsvektors parallel zur x-Achse. In den Punkten Al und .£12 mit 

z = ± R = ± V ~ verschwindet der Ausdruck (27), der Betrag von b ist also in 

diesen beiden Punkten gleich Null; sie werden deshalb als "Staupunkte" be
zeichnet. 

c) Es sei 1jJ (z) =.£1 logz, (28) 

worin A eine beliebige komplexe Konstante bedeutet. 
Dann ist nach (16) und (15) 

<p+iX=A log (rei a) =.£1 10gr+i<xA 
und nach (20) . dtp A 

Va:-~V'II=- ds =-s· 

(29) 

(30) 

Die Funktion (28) hat ersichtlicherweise im Endlichen nur einen singularen 
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Punkt, namlich den Punkt z=O. Erstreckt man das Integral (21) beispielsweise 
langs eines Kreises yom Radius r um diesen Punkt, so erhalt man mittels (30) 

_1 ~V' dz= ~~dz= ~~d(reia)=Ai~dlX=2niA. (31) ! ~z ! z rr~a ! 
Ist die Konstante A reell, dann wird nach (29) 

IP =Alogr, X = lXA. (32) 

Die IP-Linien sind also Kreise mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt 
und die x-Linien die Geraden durch den Ursprung. Die LOsung fiir IP stimmt 
mit der in § 7' gefundenen Losung (28) fiir das Potential problem mit Zylinder
symmetrie iiberein, wie es naturgemaB sein muB. Der Koordinatenursprung er
weist sich nach (21) und (31) als Quellpunkt mit der Ergiebigkeit 2nA. 

1st die Konstante A rein imaginar, dann vertauschen einfach in (32) IP und X 
ihre Rollen, die Stromungslinien sind also Kreise um den Koordinatenursprung 
als Mittelpunkt. Der Betrag von V im Abstande a yom Ursprung ist nach (30), 
wenn wir A mit reellem 'YJ in der Form A =-2i'YJ ansetzen, 

Ivl = .!?L. (33) a 

Im Koordinatenursprung sitzt nach (31) ein punktformiger Wirbel von der 
Starke 4n'YJ. Wie man sieht, entspricht die LOsung vollig der in § 8, 6. gefun
denen Losung (26) fiir das Feld einer geraden Wirbellinie mit dem Wirbelmoment 
Yj, was natiirlich so sein muB, da jeder senkrechte Querschnitt durch dieses 
Feld ein ebenes WirbeIfeld mit einem einzigen Wirbelpunkt ergeben muB. 

Viertes Kapitel. 

Kinematik. 
§ 10. Kinematik eines einzelnen Punktes. 

1. Grundlegende Begriffe, Bewegungsgleicbung und Bahnkurve. Die "Kine
matik" (oder "Pkoranomie") beschii.ftigt sich mit der mathematisch-geometrischen 
Beschreibung der (kontinuierlichen) Bewegung von Punkten im Raume. Da 
jeder materielle Korper a]s System von endlich 
oder . unendlich vielen "materiellen Punkten" 
aufgefaBt werden kann, bildet die Kinematik 
die unentbehrliche mathematische Grundlage A 
fiir die theoretisch-physikalische Behandlung 
der Bewegung der materiellen Korper. Wir be
ginnen bei ihrer Besprechung mit dem einfach
sten Fall, namlich der Kinematik eines ein
zelnen Punktes. 

Die Lage eines beweglichen Punktes P zu 
irgend einer Zeit t beschreiben wir durch den 
yom Koordinatenursprung zu ihm hin gezoge

Abb. 18. 

nen Radiusvektor t oder seine Komponenten x, y, z (Abb.18). Die Tatsache, 
daB der Punkt sich bewegt, driickt sich dadurch aus, daB t eine bestimmte 
Funktion der Zeit t =t (t) (1) 

ist. Die Gleichung (1) heiSt die "Bewegungsgleichung" des Punktes. 
Bei seiner Bewegung beschreibt der Punkt eine Kurve S im Raume, die man 

seine "Bahnkurve" nennt. Wir wahlen auf ihr einen beliebigen Anfangspunkt A 
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und messen die Entfernung eines beliebigen Punktes P del' Kurve von A durch 
die Bogenlange s del' Kurve zwischen A und P. Das Element del' Bogenlange, 
das "Bogenelement", nennen wir ds. 

Gibt man zu jedem Punkte P del' Kurve seinen Radiusvektor t als Funktion 
del' Bogenlange s an, dann ist durch die Vektorfunktion 

t =t (s) (2) 

oder, ausfiihrlich geschrieben, durch die drei skalaren Funktionen 

x=x(s), y=y(s), z=z(s) (3) 

die Kurve (bis auf den willkiirlichen Anfangspunkt) vollkommen bestimmt. 
Wir nennen die Gleichungen (2) bzw. (3) die Gleichungen der Bahnkurve in "Para
meterdarstellung", wobei als Parameter die Bogenlange benutzt ist. 

Urn die Bewegung des Punktes auf del' Bahnkurve festzulegen, ist auBer 
del' Gleichung del' Bahnkurve (2) noch die Angabe del' skalaren Funktion (4) 

s =8 (t) (4) 

erforderlich, durch welche die zu P gehorige Bogenlange als bestimmte Funktion 
del' Zeit festgelegt wird. Betrachtet man in (2) s als implizite Funktion del' Zeit 
gemaB (4), dann kommt man wieder auf die Bewegungsgleichung (1) zuruck. 

2. Geschwindigkeitsvektor und Tangentialvektor. Als "Geschwindigkeitsvektor" 
del' Bewegung bezeichnet man den aus (1) durch Differentiation nach del' Zeit 
hervorgehenden Vektor d r 

tJ(t) = dt 
mit den Komponenten 

dx 
v", = lIt, 

dy 
Vy = (It' 

dz 
Vz =Tt· 

(5) 

(6) 

v'" bedeutet gemaB (6) offenbar den von del' Projektion des Punktes P auf 
die x-Achse zwischen t und t+ dt zuruckgelegten Weg dx, dividiert durch 
die dafiir benotigte Zeit dt, also ihren "Weg pro Zeiteinheit". Analog sind vy 
und Vz die Wege del' Projektion von P auf die y- und die z-Achse pro Zeit
einheit. 

Differentiiert man anderseits t: gemaB Gleichung (2) nach del' Bogenlange s, 
so erhalt man einen Vektor d r 

t (s) = dB (7) 

mit den durch die Differentiation del' Gleichungen (3) gebildeten Komponenten 

dx dy dz 
t", = ds' ty = ds' tz = ds' (8) 

In § 6, 2. haben wir bereits bewiesen, daB die durch die Ausdrucke (8) dar
gestellten Komponenten von t gleich den Komponenten eines Einheitsvektors 
sind, del' die Richtung del' Tangente an die Kurve im betrachteten Punkte P 
hat. Wir nennen daher t den "Tangentialvektor" del' Kurve. 

Zur Vereinfachung del' Schreibweise und urn Verwechslungen auszuschalten, 
wollen wir im folgenden, wie es in del' Kinematik und in del' Physik allgemein 
ublich ist, die Ableitung einer implizite odeI' explizite von del' Zeit abbangigen 
GroBe nach del' Zeit mit dem NEWToNschen Fluxionssymbol, namlich durch 
einen uber den betreffenden Buchstaben gesetzten Punkt, die AblBitung nach 
dem Parameter s mit del' LEIBNlzschen Bezeichnung, namlich durch einen 
dem betreffenden Buchstaben aufgesetzten Akzent bezeichnen. An Stelle von (5) 
und (6) konnen wir daher schreiben 

tJ=r (v",=x, Vy=y, vz=z) (sprich: rPunkt!) (9) 
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und an Stelle von (7) und (8) 

t=t' (ta:=x',. ty=Y', tz=z') (sprich: r Strich!). (10) 

Differentiiert man die Gleichung (2) implizite nach der Zeit, dann erhalt man 

dt dt d8 
Tt=Ts'Tt' 

oder nach (5) und (7) 0= t. s. (11) 

Der Geschwindigkeitsvektor hat also die Richtung der Tangente an die Bahn
kurve. Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung (11) den Absolutbetrag, so 
erhalt man, da t, wie gezeigt wurde, ein Einheitsvektor ist, 

101 =V = 8 (t); (12) 

der Betrag des Geschwindigkeitsvektors oder die "Bahngeschwindigkeit" ist 
also einfach der auf der Bahnkurve gemessene (zeitlich veranderliche) "Weg 
pro Zeiteinheit". 

Bezeichnet man mit eden Kriimmungsradius der Kurve Bander betrach
teten Stelle P, dann kann man eine GroBe co (t) durch die Bezeichnung 

(13) 

einfiihren, die man die "W inkelge8chwindigkeit" des Punktes P nennt. Der 
Name ist im Hinblick auf die Tatsache gewahlt, daB nach (13) und (12) (Abb. 18) 

co=~= d8jdt= ddcx 
e e7' t 

gilt, worin drx der Winkel ist, unter dem vom Kriimmungsmittelpunkt K gesehen 
das Bahnelement d8 erscheint. 

Als "Fliichengeschwindigkeit" bezeichnet man in Analogie zur Definition des 
Geschwindigkeitsvektors 0 rue vom Radiusvektor pro Zeiteinheit iiberstrichene 
Flii.che nach GroBe und Richtung. Aus Abb. 18 ersieht man unmittelbar, daB 
die in der Zeit dt iiberstrichene Flache gleich der Halfte des von den Vektoren t 
und d t aufgespannten Flachenstiickes ist; die Flii.chengeschwindigkeit f erhii.lt 
man hieraus durch Division durch dt, also nach § 3, 6.: 

1 t X dt 1 
f=2dt=2 (tX 0). (14) 

3. Bescbleunigungsvektor und Hauptnormalvektor. Als "Beschleunigung8vektor" 
der Bewegung bezeichnet man den aus (9) durch einroalige oder aus (1) durch 
zweimalige Differentiation mi.ch der Zeit hervorgehenden Vektor 

mit den Komponenten b=b=t (15) 

(16) 

die gleich den Geschwindigkeitszuwachsen der Projektionen von P pro Zeit
einheit sind. 

Durch nochmalige Differentiation der Gleichung (10) nach 8 erhalt man 
ferner den Vektor 

~-t'- " (17) d8 - -t, 

dessen Richtung mit der Richtung von d t iibereinstimmt und dessen Betrag 

gleich ist 1::1. Tragt man die Tangentialvektoren t und tl in den beiden un

endlich benachbarten Punkten P und PI in Abb. 18 von einem Punkte A aus 
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auf (Abb. 19), dann bestimmen sie die sogenannte "Schmiegungsebene" der 
Bahnkurve im Punkte P, also diejenige Ebene, die durch drei benachbarte 

Abb.19. 

Punkte der Kurve hindurchgelegt werden kann 
und daher auch deu Krfunmungsmittelpuukt ent
halt. Del' in dieser Ebene gelegene Vektor at ist 
die Differenz von t1 uud t. Da t1 und t beide die 
Lange Eins baben, steht a t auf t bzw. t1 senkrecht, 
also auch seukrecht auf der Bahnkurve im PUukte P. 

Der Winkel zwiscben t und t1 ist gleich dem in 2. eingefuhrten Winkel a IX, daher 
ist der Betrag la tl von at ebenfalls gleich a IX und nach (17) gilt mit Benutzung 
von (12) und (13) ,dlX OJ 1 

It I =""d8 =7=e-' (18) 

Wir fiihren nun einen Vektor q von der Lange Eins ein, der auf der Kurve 
im Punkte P senkrecht steht und in der Schmiegungsebene liegt. Man nennt 
ihn den "Hauptnormalvelctor" der Kurve. Nach den obigen Ausfiihrungen hat q 
dieselbe Richtung wie l' und sein Betrag geht nach (18) aus dem von t' durch 
Multiplikation mit e hervor. Es gilt daher die Beziehung 

q=e.t'. (19) 
Die Gleichungen (lO) und (19) heiBen die "FRENET8chen Gleichungen" der Diffe
rentialgeometrie. 

Differentiiert man die Gleichung (11) implizite nach der Zeit, so erhalt man 
nach (15), (12) und (19) 

b = ~t. 82 +1.8= q .~+ t.v. (20) 
u8 ~ 

Die Formel (20) laBt erkennen, daB man den Beschleunigungsvektor stets in 
zwei zueinander senkrecht stehende Komponenten zerlegen kann, von denen 
die eine die Richtung der Tangente an die Bahnkurve, die andere die Richtung 
der Hauptnormalen zur Bahnkurve hat. 

Die erste Komponente nennt man die "Bahnbeschleunigung"; ihr Betrag ist 
einfach gleich der zweiten Ableitung von 8 nach der Zeit, also gleich dem im 
BogenmaB auf der Kurve gemessenen Zuwachs der Bahngeschwindigkeit pro 
Zeiteinheit. Die zweite Komponente nennt man die "ZentripetallJeschleunigung". 
da ihre Ricbtung vom beweglichen Punkt zum Kriimmungsmittelpunkt hinweist. 
Der Betrag der Zentripetalbeschleunigung ist nach (20) und (13) gleich 

tJ2 
- = ore, (21) 
~ 

also bei gegebener Bahngeschwindigkeit um so groBer, je kleiner der Kriimmungs
radius ist, und bei gegebener Winkelgeschwindigkeit um so groBer, je groper der 
Krfunmungsradius ist. 

Die GroBe (J = ro bezeichn~t man als "W inkellJeschleunigung" . 
4. Diskussion einiger einfacher Bewegungstypen. a) Eine Bewegung mit 

konstantem Geschwindigkeitsvektor nennt man eine "gleich/Ormige" Bewegung. 
»0 p Ihre Differentialgleichung lautet nach der De-y ll>Olot -s finitionsgleichung (9) 

ru. . 1: = bo = const. (22) 
Durch Integration erhalt man hieraus die 

(J endliche Bewegungsgleichung: 
Abb.20. t =bo t+to, (23) 

worin bo und to konstante Vektoren bedeuten. 
Die Bahnkurve ist also, wie aus der Konstruktion der Abb. 20 bervorgeht, 
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eine gerade Linie, die mit der konstanten Bahngeschwindigkeit Ibol durchlaufen 
wird und deren Richtung gleich der des Vektors bo ist. to ist der Radiusvektor 
von P fUr t =0. 

b) Eine Bewegung mit konstantem Beschleunigungsvektor nennt man eine 
"gleichtarmig beschleunigte" Bewegung. Ihre Differentialgleichung lautet nach 
der Definition (15) t = Do = const. 

Durch einmalige Integration der Gleichung (24) erhalt man 

t=Dot+bo 

(24) 

und hieraus durch nochmalige Integration die endliche Bewegungsgleichung 
in Vektorform 

r = ~ t2+ bot+ to (25) 

worin Do, bo und to konstante Vektoren sind. 
to bedeutet wieder wie oben den Radiusvektor deL' "Ausgangslage" von P 

fUr t=O, bo den Vektor der "Antangsgeschwindigkeit". Nach (25) geht der Vektor 
(t-to) durch lineare Kombination aus den Vektoren 
Do und bo hervor; er liegt also stets in der durch Do 
und bo bestimmten Ebene. Die Bahnkurve ist dem
nach eine ,ebene' Kurve. Wahlen wir ihre Ebene als 
x-y-Ebene (Abb. 21) und errichten die y-Achse in 
der Richtung von Do, die x-Achse senkrecht dazu und 
verlegen den Koordinatenursprung in den Punkt to, ~ ~===l-==:=;:K""-'::rr 
dann ist 

bOI1)=boz = 0, blW=bo' to= 0, vo.= O. Y 
Die x- und y-Komponenten von t lauten also nach (25) Abb.21. 

(26) 

Durch Elimination von taus den Gleichungen (26) erhalt man die Gleichung 
der Bahnlrnrve 

(27) 

Die Bahnkurve ist also eine Parabel, deren Achse die Ricbtung von Do hat. Raben 
Do. und \.10 die gleiche Richtung, ist also in (27) VOI1) = 0, dann reduziert sich die 
Bahnkurve auf eine Gerade mit der Richtung vo• 

1st die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, dann wird nach (25) 

t-to= ~ t2, 

die Bahnkurve ist also eine Gerade in der Richtung lio, die nach dem Zeitgesetz 

b 
s = It-tol = ; t2 (28) 

durchlaufen wird (geradlinige, gleichformig beschleunigte Bewegung). 
c) Eine Bewegung mit konstanter Bahngeschwindigkeit geniigt der Diffe-

rentialgleichung 8 = 0 oder 8 = Vo = const. (29) 

Durch Integ~ation erbii.lt man die endliche Bewegungsgleichung 

(30) 
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Aus (20) und (29) folgt 

Kinematik. 

2 
Jj = r.. Vo 

l} e' 

der Beschleunigungsvektor steht also auf der Bahnkurve stets senkrecht. 
d) Eine Bewegung auf einem Kreis erfiillt stets die Bedingung 

(! =const. 

Die Zentripetalbeschleunigung muB, um dieser Bedingung zu geniigen, gemaB 
(21) dem Quadrat der Bahngeschwindigkeit oder dem der Winkelgeschwindigkeit 
proportional sein. 

o. Die lineare harmonisehe Bewegung. Bewegt sich ein Punkt p. auf einer 
Geraden derart, daB sein von einem festen Punkt 0 der Geraden gemessener 
Abstand x der Gleichung x =a cos (rot+y) (31) 

geniigt, in der a, ro und y Konstanten sind, dann sprechen wir von einer linearen, 
karmoniscken Bewegung. Aus der Bewegungsgleichung (31) kann man folgende 
Eigenschaften dieser Bewegung ablesen: 

Die Bewegung hat den Charakter einer regelmaBigen Sckwingung oder Os
zillation um das Zentrum O. x heiBt die "Elongation" der Schwingung; ihre 
Extremalwerte lauten x = ± a; a nennt man daher die "AmplituiJe" oder "Sckwin
gungsweite" der Schwingung. x ist eine periodische Funktion der Zeit mit der 
"Periode" oder "Sckwingungsdauer" 

2n 
T=w' (3~) 

denn wenn in (31) tum T wachst, so andert sich der Wert von x nicht. Die Kon
stante ro heiBt die "Kreis/requenz" der Schwingung, die GroBe 

(J) 

'11=-2n (33) 

die "Sckwingungszakl" oder "Frequenz". Sie ist nach (32) der Reziprokwert der 
Schwingungsdauer und daher gleich der Anzahl der Schwingungen pro Zeit
einheit. Die Konstante y, deren Wert davon abhiingt, in welcher "Phase" der 
Schwingung man den Nullpunkt der Zeitzahlung ansetzt, bezeichnet man als 
"Phasenkonstante" . 

Die Geschwindigkeit v der Bewegung erhalt man durch Differeutiation von (31) 
nach der Zeit: ( n' 

v=x=-aro.sin(rot+y)=aro.cos rot+Y+2-)- (34) 

v (t) ist also ebenfalls eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz ro 

und der Amplitude aro, deren Phase gegeniiber der Schwingung (31) um ~ ver

schoben ist. 
Durch nochmalige Differentiation von (34) erhalt man die Beschleunigung 

b = x = -aro2 • cos (rot+y). (35) 

Der Vergleich der Ausdriicke (31) und (35) liefert die Beziehung 

(36) 

die nur mehr die Konstante ro enthalt. Sie ist also fiir eine harmonische Schwin
gung mit der Kreisfrequenz ro und beliebiger Amplitude und Phase charak
teristisch. 

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daB jede Losung der Differentialgleichung 
(36) die Gestalt (31) haben muB. In der Tat lehrt die Theorie der linearen Diffe-
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rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, daB die allgemeine Losung 
von (36) lautet: x =AI e",t+A2e",t, (37) 

worm Al und A2 willkiirliche (reelle oder komplexe) Konstanten und U I und U2 

die Wurzeln der "charakteristischen Gleichung" 

U 2+W2 =0 
sind, also 

Die Einsetzung von (39) in (37) liefert demnach die allgemeine Losung 

x =AI eiwt+ A 2e-iwt. 

(38) 

(39) 

(40) 

Da fiir unser Problem nur reelle Losungen in Betracht kommen, miissen wir 
die Konstanten Al und A2 in (40) so wahlen, daB x fiir aIle t reell wird. Man 
sieht leicht, daB die notwendige und hinreichende Bedingung hiefiir lautet, 
daB die beiden Summanden auf der rechten Seite von (40) zueinander konjugiert 
komplex sind. Setzt man 

dann muB also 

A a. 
I = 2 e>Y (a und y reell) , 

gesetzt werden und dies in (40) eingesetzt, ergibt 

x = ~[ei (wHy) + e-i(wt+ Yl]. 
2 

Durch Benutzung der bekannten MOIVREschen Formel 

eiu = cosu+i sinu 

(41) 

(42) 

findet man, daB die rechte Seite von (41) gleich ist a cos (wt+y), daB also in 
der Tat wieder die Bewegungsgleichung (31) als allgemeine Losung von (36) 
herauskommt, wie wir behauptet haben. 

6. Symbolische Darstellung harmonischer Schwingungen. Sehr zweckmaBig 
erweist sich die Darstellung von harmonischen Schwingungen durch komplexe 
GroBen, die wir im folgenden haufig benutzen werden. Man setzt biebei die 
Bewegungsgleichung in der Form 

x =A . eiwt = aeiy . elwt (43) 

an, deren reeller Tell gemaB (42) mit der gewohnlichen Bewegungsgleichung (31) 
zusammenfallt. Die komplexe Konstante A, deren Absolutbetrag gleicb der 
Amplitude a und deren Azimut gleicb der Phasenkonstante y ist (weswegen 
man sie auch oft als "Phasenwinkel" bezeichnet), nennt man die "komplexe 
Amplitude". 

In der komplexen Zahlenebene stellt x den Radiusvektor dar, dessen Betrag 
gleich a ist und des sen Azimut sich als lineare Funktion der Zeit verandert. 
Sein Endpunkt bewegt sich also auf einem Kreise mit dem Radius a mit der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Die Projektion dieser Bewegung auf die 
reelle Achse ist nach dem oben Gesagten eine harmonische Schwingung mit der 
"Kreisfrequenz" w (daher der Ursprung dieses Namens). 

Die komplexe Amplitude einer Schwingung gegebener Frequenz kann durch 
einen konstanten Vektor, namlich den Radiusvektor des Punktes x =A dar
gestellt werden. 

'I. Zusammensetzung gleichgerichteter harmonischer Schwingungen. Unter 
einer aus mehreren einfachen harmonischen Schwingungen zusammengesetzten 
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Schwingung versteht man eine Bewegung, deren Radiusvektor durch Addition 
aus denen der Komponenten entsteht. Wir betrachten zunachst die Zusammen
setzung von Schwingungen mit der gleichen Schwingungsrichtung. 

Die Addition von beliebig vielen Schwingungen der gleichen Frequenz mit 
verschiedenen Amplituden und Phasen ergibt nach (43) 

worin gesetzt ist 
x =A1eirot+A2eirot+ .. . +Aneirot =Aeirot, 

A=A1+A2+ ... +A". 

(44) 

(45) 

Die Summe ist also gemaB (44) wieder eine Schwingung mit der gleichen Fre
quenz und einer komplexen Amplitude, die nach (45) gleich der Summe der 
komplexen Amplituden der Komponenten ist. Graphisch kann man die Kon
stanten der zusammengeset~ten Schwingung finden, indem man in der kom
plexen Zahlenebene die den komplexen Amplituden der Komponenten ent
sprechenden Vektoren addiert. 

Die Addition von Schwingungen mit verschiedener Frequenz ergibt jedoch 
keine harmonische Schwingung, sondern eine kompliziertere Bewegungsform. 
Addieren wir z. B. speziell die beiden Schwingungen 

Xl =aeiwtt und ~ =aeiWot 

mit den Kreisfrequenzen £01 und £02 < £01, der gleichen Amplitude a und der 
gleichen Phase, dann erhalten wir, wenn wir setzen 

WI+Ws 
£0= 2 ' (46) 

mit Benutzung von (42) 
X = Xl + X:! ='a (eiw,t+ eiWot) = ae;rot (eiat+ e-iat) = 2a cos txt. eiwt. (47) 

Abb.22. 

1st die Differenz (£01-£02). klein gegen £0, 

dann konnen wir die durch (47) dargestellte 
Bewegung als eine Schwingung mit der Kreis. 
frequenz £0 auffassen, bei der aber die Am
plitude nicht konstant ist, sondern selbst pe-
. dis h ·t d Fr 21X WI-Ws t no c mI er equenz '11= 2n = 2:1i 

zwischen Null und 2a variiert. Wir bezeich
nen diese Schwingungsform als "Schwebung" 
(Abb.22)1. 

Fiigt man zu (47) noch eine Schwingung 
mit der Kreisfrequenz £0 und der Amplitude b =na 
hinzu (n>2), so erhalt man 

x=b (1+ ! costxt)eirot. (48) 

t 1st auch hier wieder tx klein gegen £0, dann kann 
man diese Bewegung als Schwingung mit der Kreis. 
frequenz £0 auffassen, deren Amplitude b im 
Rhythmus tx um den Bruchteil 2/n nach oben 

Abb. 23. und unten schwankt. Eine solche Schwingung 
wird als eine "modulierte", und zwar speziell mit 

einer Frequenz tx "harmonisch modulierte" Schwingung bezeichnet. Man kann 
sie sich nach der vorstehenden Entwicklung stets aus der "TragerBchwingung" £0 

I Hierauf. be~t ?ie be~te akus~ische Erscheinung' (vgl. "Exp.-Physik" 
Kap. X), SOWle dIe WrrkungswelSe der .;Uberlagerungsempfanger" in der Radio
telegraphie (vgl. "Exp .. Physik" Kap. XXII). 
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und den beiden "Seitenbiindern" WI =w + lX und W 2 = W - lX zusammengesetzt 
denken (Abb. 23)1. 

Wir betrachten schlieBlich noch den Fall der Zusammensetzung unendlich 
vieler Schwingungen von der Gestalt aeiwt, wobei w das Intervall wI -W2 = 2 a 
kontinuierlich erfiillt. Wir haben dann :c 
statt der Addition eine Integration aus- t 
zufiihren und erhalten I 

f a ~ x = J ae,wtdw = i~ (eiOV_eiw,t) = ~ 

a. eiat_e-iat 
= -e;' wt ----;;--

t i 

2a . t . =-e'W SilllXt. t (49) 

Dies ist wieder eine Schwingung von der Abb. 24. 

Frequenz w mit Schwebungen von der Frequenz lX, wobei jedoch die Amplitude 
wegen des im Nenner stehenden t dauernd abnimmt (Abb.24). 

8. Elliptische Schwingungen; Lissajou-Schwingungen. Wir gehen jetzt zur 
Betrachtung jener Bewegung fiber, die entsteht, wenn man zwei zueinander 
senkrechte Schwingungen mit der gleichen Kreisfrequenz w addiert. Wir denken 
uns ein Koordinatensystem so gelegt, daB die eine Schwingung mit der Ampli
tude a in der x-Achse und die andere Schwingung mit der Amplitude binder 
y-Achse um den Ursprung als Mittelpunkt der Schwingung erfolgt. Die Phasen
differenz zwischen beiden Schwingungen sei y. Durch eine geeignete Wahl des 
Nullpunktes der Zeitzahlung konnen wir es dann stets so einrichten, daB die 
Bewegungsgleichungen lauten: 

x = acoswt } 
y=bcos(wt+y) 

(50) 

Die Gleichung der 
den Gleichungen (50): 

Bahnkurve erhalten wir durch Elimination von taus 

y = b (cos wt. cosy-sinwt. siny)=b. !!..cosy-b .Vl - x; siny 
a a 

b2 b y2 +2X2_2-cosy. xy = b2 sin2 y. 
a a 

oder (51) 

Dies ist die Gleichung einer Ellipse, die dem Rechteck mit den Seitenlangen 2a 
und 2b einge!:lchrieben ist, da nach (50) x zwischen den Grenzen -a und + a 
und y zwischen den Grenzen -b und + b bleiben 
muB. Die Lange und die Richtung der Achsen 
richtet sich nach dem Werte von y (Abb. 25). 

Eine Schwingung der betrachteten Art wird 
als eine "elliptische" Schwingung bezeichnet2• 

Man kann sie slch stets aus der Zusammenwirkung 
von zwei zueinander senkrechten linearen Schwin
gungen entstanden denken. 1st die Phasendifferenz 
zwischen den beiden Schwingungskomponenten 
gleich Null oder gleich ')7;, dann artet die elliptische 

II 

x 

Abb. 25. 

1 Bezuglich der grundlegenden Rolle, die diese Erscheinung bei der Radiotele
graphie spielt vgl. "Exp.-Physik" Kap. XXII. 

2 TIber die experimentelle Herstellung dieser Schwingungsform vgl. "Exp.
Physik" § 23. 

t 
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Schwingung in eine lineare Schwingung aus, da dann die Gleichung der Bahn
ellipse (51) in die Gleichung einer Doppelgeraden 

(52) 

iibergeht (vgl. Abb. 25). 1st die Phasendifferenz gleich ~ und a = b, dann ver

wandelt sich die Gleichung (51) in 

x2 + y2 = a2 , (53) 

die Bahnkurve wird also ein Kreis, der mit der konstanten Winkelgeschwindig
keit w durchlaufen wird (vgl. 6.). Wir sprechen in diesem Falle von einer "zirku
laren" Schwingung1 • 

Sind die Frequenzen der beiden zusammenzusetzenden Schwingungen ver
schieden, dann entstehen kompliziertere Bewegungstypen, bei denen offenbar 
wiedernm der bewegte Punkt stets innerhalb des Rechteckes der Abb. 25 bleiben 
und je zwei gegeniiberliegende Seiten desselben in regelmiiBigen Zeitabstanden 
beriihren muB. Die entstehenden Bahnkurven fiihren den Namen "Li88ajou-

y 

Abb.26. 

Figuren". Stehen die beiden Frequenzen in einem ratio
nalen Verhaltnis, dann sind diese Kurven algebraische 
Kurven und in sich geschlossen. Stehen die Frequenzen je
doch in einem irrationalen Verhaltnis, dann sind die Kur~ 
ven transzendent und nicht in sich geschlossen. Der be-

x wegliche Punkt kommt also nie mehr in seine Anfangslage 
zuriick; er kommt jedoch im Verlaufe seiner Bewegung, 
wie man zeigen kann, jedemPunkteimlnnern des Recht.
eckes beliebig nahe, so daB die Punkte del' Bahnkurve 
die Flache des Rechteckes "dicht" erfiillen (Abb. 26)1. 

9. Gedampfte, harmonische Schwingungen. Wie wir in 5. sahen, ist die 
Differentialgleichung einer linearen, harmonischen Schwingung die spezielle 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (36) mit konstanten Koeffizienten. 
Es liegt nahe, zu untersuchen, welche Bewegungsformen einer allgemeinen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 
entsprechen, die im Gegensatz zu der Gleichung (36) noch ein Glied erster Ord
nung enthi1lt. Wir schreiben sie in del' Form 

x+,8x+w2 x=O, (54) 

worin ,8 und w reelle Konstanten sind. 
Nach dem Muster von 5. finden wir die allgemeine Losung, indem wir in (37) 

die Wurzeln del' charakteristischen Gleichung 

emsetzen. Sie lauten u2+,8U+W2 =O (55) 

u1=- ~ +V~2 _w2, ~=-{--V~ _w2• (56) 

Fiihren wir die Abkiirzung V--p 
lX = w2-T (57) 

ein, so kOlllien wir demnach die allgemeine Losung del' Differentialgleichung ,(54) 
folgendermaBen schreiben: 

x=e-{t(Aleiat+A2e-iat), (58) 

worm Al und A2 willkiirliche reeJIe odeI' komplexe Konstanten sind. 

1 Siehe Anm. 2, S. 61. 
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Ist der Radikand von (57) positiv, also ~ <w, dann ist (X reell und der Aus

druck (58) unterscheidet sich von dem friiher gefundenen (40) nur dadurch, 
fJ 

daB er mit dem Faktor e -2t multipliziert ist. Die Bewegung ist also eine har-
mOllische Schwingung mit der Frequenz (x, deren Amplitude irn Laufe der Zeit 
nach einer Exponentialfunktion monoton wachst oder abnimmt, je nachdem fJ 
kleiner oder groBer als Null ist. Der zweite Fall ist physikalisch wichtiger. 

Wir nennen eine Schwingung, deren Am
plitude im Laufe der Zeit nach dem Gesetz 

_Lt 
a =aoe 2 (59) 

abnimmt, eine "gediimplte Schwingung" (Abb. 
27). Aus (59) folgt, daB der Logarithmus von 
a wahrend einer Periode urn den Betrag 

fJ =.In (60) 
IX 

abnirnmt. Die GroBe (j heiBt das "logarithmische 
Dekrement" der Scliwingung. Sind die Schwin

x 

Abb.27. 

gungsdauer und das logarithmische Dekrement einer Schwingung durch Be
obachtungen ermittelt, dann kann man hieraus nach (60) die Dampfungs
konstante fJ berechnen. 

Ist ~ >w, dann sind U 1 und U 2 in (56) reell und negativ, falls wieder fJ>O 

ist. x setzt sich also aus zwei Gliedern zusammen, die beide mit der Zeit expo
nentiell abnehmen. Die Bewegung hat nicht mehr den Charakter einer Schwin
gung, sie ist "aperiodisch". Iat fJ=2w, dann fallen die beiden Wurzeln der 

charakteristischen Gleichung zusammen, es wird u1 =~=- ~; indiesemFalle 

lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (54), wie die Theorie 
lehrt und wie man durch Einsetzeu leicht verifizieren kann, 

fJ 
x =Ae-2t (I+At), (61) 

worin A und A willkiirliche Konstanten sind. Auch diese Bewegung hat aperiodi
schen Charakter; x geht fiir groBe t exponentiell gegen Null. 

Durch allmahliches VergroBern der Dampfungskonstanten fJ kann man aus 
einer ungedampften Schwingung (fJ =0) eine gedampfte Schwingung und schlieB
lich beirn Uberschreiten der "kritischen Dampfung" fJ =2w eine aperiodische 
(iiberdampfte) Bewegung herstellen; die Schwingungsdauer wachst dabei vom 

Werte 2n angefangen bis Unendlich beim Erreichen der kritischen Dampfung an. 
(J) 

§ 11. Kinematik von PUnktsystemen. 
1. Diskontinuierliche und kontinuierliche Punktsysteme. Unter einem dis

kontinuierlichen Punktsystem verstehen wir ein System von endlich vielen 
oder abzahlbar unendlich vielen Punkten, die sich durch einen fortlaufenden 
Index k numerieren lassen. Die Lage des k-ten Punktes P k zu irgendeiner 
Zeit t kann dann durch den Radiusvektor tk zu diesem Punkte beschrieben 
werden. Die Bewegung des Punktsystems ist vollkommen bestirnmt, wenn 
die Funktionen tk = tk (t) . . . k = 1,2,3 . . . (1) 

gegeben sind. Die Gleichungen (1) stellen also die Bewegungsgleichungen des 
Punktsystems dar. Ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der Punkte des Systems. 
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Aus den Bewegungsgleichungen erhalt man die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung des k-ten Punktes durch Differentiation von (1) nach der Zeit: 

bk=tk(t), (2) Dk=tk(t). (3) 

Unter einem kontinuierlichen Punldsystem verstehen wir ein System von 
Punkten, die ein endliches oder unendlich groBes Raumgebiet kontinuierlich 
erfiillen. Die Lage eines Punktes zu irgendeiner Zeit soll durch die Angabe 
seines Radiusvektors t, seine Lage zur Zeit Null durch to' bezogen auf ein festes 
K~ordinatensystem, bestimmt werden. Nach einer Zeit t wird im allgemeinen 
jeder Punkt eine Verschiebung aus seiner Anfangslage erfahren haben. die durch 
den Vektor ~ =t-to, den" Ver8chiebung8vektor" , gemessen werden soll. Wenn 
man ~ als Funktion von to und von t fur alle Punkte des betrachteten Raum
gebietes angibt, dann ist die Bewegung des Systems vollkommen bestimmt: 

t-to = ~ (to, t). (4) 

~ ist also eine Vektorfunktion von to. die auBerdem noch die Zeit t enthalt. 
Die Geschwindigkeit b eines individuellen bewegten Punktes erhalt man 

aus (4) durch Differentiation nach der Zeit: 

b = r = ~ (to. t) (5) 

als Funktion der Ausgangslage to und der Zeit t, wenn man ihn auf seiner Bahn 
im Auge behint. FaBt man jedoch einen in bezug auf das verwendete Koordinaten
system featen Punkt des Raumes ins Auge, dann kann man als Geachwindigkeit 
in dieaem featen Raumpunkte in jedem Augenblick die Geschwindigkeit jenes be
wegten Punktes ansehen, der gerade den betrachteten festen Punkt passiert. 
Wir konnen so ffir jeden Punkt des Raumes einen Geschwindigkeitsvektor b 
definieren. dessen Abhangigkeit von Ort und Zeit wir erhalten, wenn wir aus den 
Gleichungen (4) und (5) to eliminieren: 

b =b (t, t). (6) 

Die Vektorfunktion (6) bestimmt ein zeitlich veranderliches "GeachwindigkeitB. 
fela" im Raume. 

. Die Anderung der Geschwindigkeit, also die Anderung des Feldvektors b an 
einer festgehaltenen Stelle des Raumes erhalt man, wenn man den Ausdruck 
(6) nach der Zeit bei festgehaltenem t differentiiert. Wir deuten dies durch die 
S h 'b' o\) c reI weIse: at an. 

Um jedoch die Anderung der Geschwindigkeit eines individuellen beweglichen 
Punktes im Verlaufe seiner Bewegung oder seine Beschleunigung D zu erhalten, 
miissen wir beriicksichtigen, daB b nach Gleichung (6) in zweierlei Weise von t 
abhangt, einmal explizite und einmal implizite dadurch, daB der Radiusvektor t 
des bewegten Punktes sich mit t verandert. Wir erhalten daher D durch implizite 
Differentiation von (6) nach der Zeit und schreiben dies mit Benutzung von (5), 
(6) § 10 und (4) § 6 wie folgt: 

D=~=~+~~+~~+~~=~+(bV)b (7) at ot 0:» at oy at os at at . 
2. Das starre Punktsystem. Als 8tarrea Punktsystem bezeichnet man ein 

kontinuierliches oder diskontinuierliches Punktsystem, bei dem die Entfernung 
je zweier Punkte im System voneinander fest ist, sich also im Laufe der Zeit 
nicht verandert. Bevor wir die allgemeinste Form der :aewegung eines starren 
Systems beschreiben, wollen wir zunachst zwei einfache Spezialtypen dieser Be
wegung . studieren. 
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Unter einer" Verschiebung" oder "Translation" versteht man eine solche Bewe
gung eines starren Punktsystems, bei der die Geschwindigkeit b nur von der Zeit, 
nicht aber vom Orte abhangt; d. h. bei der aIle Bahnkurven zueinander parallel 
sind (durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehen) und korrespondie
rende Punkte auf ihnen mit der gleichen Bahngeschwindigkeit durchlaufen 
werden. Die Translationsbewegung eines starren Systems wird durch die Bewe
gungsgleichung (1) § 10 eines beliebigen seiner Punkte vollig bestimmt. 

Unter der "Drehung" oder "Rotation" eines starren Punktsystems um eine feste 
Achse versteht man eine Bewegung, bei der aIle auf einer bestimmten Geraden, 
der "RotationsacMe", gelegenen Punkte in Ruhe bleiben. Offenbar 
muB danu der Abstand eines beliebigen Punktes P des Systems p 
von einem Punkte 0 auf der Achse konstant bleiben, d. h. jeder 
Punkt P beschreibt bei seiner Bewegung einen Kreis, dessen Ebene b 

senkrecht auf der Achse steht und dessenMittelpunkt auf ihr liegt, 
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit 0) (Abb.28). 

Wir wablen 0 als Koordinatenursprung und legen in die Achse 
einen Vektor u binein derart, daB seine Richtung und die Rich
tung der Rotation einander im Sinne einer Rechtsschraube zu
geordnet sind und daB sein Betrag gleich der Winkelgeschwin-
digkeit 0) der Rotation ist. Wir wollen u den "Rotationsvektor" Abb. 28. 

nennen. 
Der Betrag v der Geschwindigkeit von P ist nach Abb.28 gleich 

v=rsino.: .0) (8) 

und ihre Richtung steht normal auf der durch t und u bestimmten Ebene. Wir 
konnen daher allgemein setzen b = u X t. (9) 

Setzt sich eine Bewegung aus mehreren, gleichzeitig erfolgenden Rotatione~ 
um Achsen zusammen, die aIle durch einen Punkt 0 hindurchgehen, dann findet 
man ihre Geschwindigkeit b durch Addition der Ausdriicke (9) fiir die einzelnen 
Rotationen mit den Rotationsvektoren Uv ll:a, u3' ... , also 

b=u1Xt+ll:aXt+U3Xt+ ... =uXt, (10) 
worin gesetzt ist 

u= u1+ ll:a+U3+ .. . (ll) 

Die zusammengesetzte Bewegung ist also wieder eine Rotation, deren Rotations
vektor gleich der Summe der Rotationsvektoren der Einzelrotationen ist. 

1st in der Gleichung (9) u konstant, so erfolgt die Drehung um eine feste Achse 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit oder mit der Winkelbeschleunigung Null. 
1st der Betrag von u variabel, aber seine Richtung fest, dann ist die Bewegung 
eine Rotation um eine feste Achse mit variabler Winkelgeschwindigkeit. 1st 
schlieBlich u nach GroBe und Richtung veranderlich, dann bleibt bei der Be
wegung des Punktsystems nur der Mittelpunkt 0 fest, wir sprechen dann von 
einer Rotation um einen festen Punkt. Wir konnen uns diese Bewegung als eine 
zeitliche Aufeinanderfolge von unendlich kurz dauernden Rotationen um eine 
Achse vorstellen, die ihre Richtung im Raume stetig verandert. 

Die allgemeinste Bewegung eines starren Punktsystems setzt sich offenbar aus 
der Rotation um einen beliebigen, festgehaltenen Punkt 0 des Systems und einer 
Translation dieses Punktes zusammen. Nennen Wir die Geschwindigkeit dieser 
Translation bo, dann ist der Geschwindigkeitsvektor eines beliebigen Punktes 
bei der Bewegung eines starren Punktsystems allgemein gegeben' durcb die 
Gleichung b = bo+ u X t, (12) 

worin bo und u noch von der Zeit, nicht aber von t abhangen. 
FUrth, Theor. Physik. 5 
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Bildet man den rot des Vektorfeldes 0 nach (12) mittels der Formel (9) § 8, 
so erhii1t man roto=2u, (13) 

was in sehr anschaulicher Weise die Bedeutung des Rotors eines Geschwindigkeits
feldes vor Augen fiihrt. Eliminiert man u aus (12) und (13), so kann man die 
Differentialgleichung der Bewegung eines starren Punktsystems folgendermaBen 
schreiben: 1 

0=00+ 2roto X t (14) 

3. Lineare Deformation. Eine lineare Deformation wollen wir die Verschiebung 
eines kontinuierlichen Punktsystems aus seiner Anfangslage dann nennen, wenn 
die Vektorfunktion (4) linear ist (vgl. § 4), wenn also der Verschiebungsvektor~ 

der Gleichung ~ =F (t) . to+ ~o (t) (15) 

gehorcht, worin F einen dreidimensionalen Tensor und ~o einen vom Orte unab
hangigen Vektor bezeichnet. Sind diese beiden Gr6Ben auch zeitlich konstant, 
dann stellt die Gleichung (15) eine zeitlich unveranderliche Deformation des 
Punktsystems aus seiner Anfangslage da.r. Sind F und ~o noch von der Zeit ab
hangig, dann andert sich die Deformation mit der Zeit. 

Nach (15) k6nnen wir durch eine lineare Deformation ~1 = F1 to + ~o' aus 
den Anfangslagen to der beweglichen Punkte zu gewissen anderen Lagen t1 uber
gehen. Gehen wir nun von diesen als Anfangslagen durch eine weitere lineare 
Deformation ~2 = F2 t1 + ~o" zu Lagen 1:2 tiber, dann lassen sie sich durch An
wendung der in § 4 entwickeIten Rechengesetze fUr Tensoren wie folgt aus
drucken: 

t2- 1:0 = (t2-t1)+ (t1- to) =~2 + ~1 =F2t1+ ~o" + ~l =F2(~1+to) + ~1 + 

+ ~o"= (F2+ 1) ~1 + F2to+ ~o" = (F2+ 1) (F1 to+ ~o')+ F2 t o+ 

+ ~o" = (F2Fl + F1 + F2) to+ [(F2+ 1) ~o' + ~o"] = F to+ ~o, (16) 

wenn man unter F den Tensor (F2F1 + Fl + F2) und unter ~o den vom Orte un
abhangigen Vektor [(F2+1)~0'+~0"] versteht. (r2-tO) ist also wiederum eine 
lineare Deformation aus der Anfangslage to, und daher ergibt die wiederholte 
Vornahme linearer Deformationen immer wieder eine lineare Deformation: die 
linearen Deformationen (15) bilden eine "Gruppe". Die durch (15) ausge
druckte Bewegung eines Punktsystems kann man sich auch als stetige Auf
einanderfolge unendlich kleiner linearer Deformationen aufgefaBt denken. 

Nach den AusfUhrungen von §4, 2. k6nnen wir einen Tensor F stets in einen 
symmetrischen Bestandteil B und einen antisymmetrischen Bestandteil A zer
legen, so daB die Gleichung (15) auch in der Gestalt 

~ =Bto+A to+ ~o (17) 

geschrieben werden kann. Nach Formel (6) § 4 k6nnen wir nun, wenn 
von to unabhangigen Vektor bezeichnet, schreiben 

Ato=a X to. 
Aus (17) wird daher CT\ B + ( CT\ ) 

AU = to a X t o+ AUO , 

a einen 

(18) 

(19) 

worin der symmetrische Tensor B und die beiden Vektoren a und ~o noch Funk
tionen der Zeit sein k6nnen. 

Bilden wir aus (19) durch Differentiation nach der Zeit die Geschwindigkeit 0 
und setzen a = u und ~o = 00, so erhalten wir 

o =Bto+ (u X 1:0 + 00). (20) 



Kinematik von Punktsystemen. 67 

t> setzt sich also aus zwei Bestandteilen zusammen, von denen del' erste eine 
Deformation mit dem symmetrischen Tensor B bedeutet, wahrend del' zweite, 
da er mit dem Ausdruck (12) identisch ist, einfach eine Bewegung des als starr 
gedachten Punktsystems als Ganzen vorstellt. Wir k6nnen daher jede Bewegung 
(15) eines Punktsystems stets als Superposition aus einer linearen Deformation 
mit einem symmetrischen Tensor, (einer linearen "Verzerrung") und einer Be
wegung des Punktsystems als Ganzen auffassen. 

Die Bedeutung del' Verzerrung '1) = Bro (21) 

wird klar, wenn man durch eine orlhogonale Transformation del' Koordinaten 
zu einem Koordinatensystem iibergeht, in dem del' symmetrische Tensor B 
in seiner "Hauptachsenform" erscheint (vgl. § 4, 4.), in del' sich seine Matrix 
auf eine Diagonalmatrix (PI * 0 0) 

B* = 0 fJ2* 0 (22) 
o 0 fJa* 

reduziert. In diesem Koordinatensystem geschrieben, lauten die Gleichungen (21) 
in Koordinatenzerlegung: x - Xo = fJI * Xo 1 

Y - Yo = fJ2*Yor 
z - Zo = fJa*Zo 

(23) 

Del' Radiusvektor jedes Punktes wird also in den drei ausgezeichneten Achsen
richtungen proportional zu seinen auf diese Achsen bezogenen Komponenten 
gedehnt. Die Punkttransformation (23) ist eine affine Transformation mit fest
gehaltenem Kool'dinatenursprung. 

4. Allgemeine Darstellung kleiner Deformationen eines Kontinuums. Wir 
betrachten nun wieder ein kontinuierliches Punktsystem, an dem wir eine be
liebige, abel' kleine Deformation vornehmen, d. h. es soli 1'1)1 stets klein gegen 
Irol sein. Wir k6nnen dann wegen (4) r und ro identifizieren und die Deformation 
durch das Vektorfeld '1) (r) darstellen. 

In der unmittelbaren Umgebung eines Punktes ra k6nnen wir die Funktion 
'1) (r) nach den Komponenten von r-ra: X-Xa' Y-Ya' Z-Za entwickeln und 
diese Entwicklung mit den linearen Gliedern abbrechen, also setzen 

'1)(r) = '1) a + (%~ ))x-xa) + (:~ tCY-Ya) + (:~ t(Z-Za). (24) 

Die Vektorfunktion (24) ist eine lineare Funktion und kann daher gemaB 3. 
in del' Form '1) (r) = ra . (r-ra) + '1)a (25) 

geschrieben werden, worin del' Tensor ra die Komponentenmatrix 
aD<e aD<e aD<e 
axeyaz 
aDyaDyaDy 
axeyaz 
aDz aDz aDz 
ax ay az 

(26) 

hat. Zerlegt man ibn gemaB Formel (9) § 4 in einen symmetrischen Bestandteil B 
und einen antisymmetrischen Bestandteil A, so erhalt man fiir die sechs Kom
ponenten fJx<e' fJyy, fJzz, fJ<eY, fJIJJZ, fJyZ von B die Formeln 

fJ aD<e fJ aDy fJ aDz 
IJJx=ax' yY=~' zz=az· 

fJIJJY= ; (a~1JJ + aa~Y), fJlJJz=; (a~x + aa~z-), fJyz=; (a~y + a~z), (27) 

5* 
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wahrend die Komponenten von A offenbar gemaB Formel (2) § 8 gleich den 
Komponenten von 1/2 rot'1) sind. 

Analog zu (19) wird also '1) in der Umgebung eines jeden Punktes in einen 
"Verzerrungsanteil" und einen "Bewegungsanteil" zerlegt. Der letztere ent
spricht nach (20) einer Bewegung mit dem Geschwindigkeitsvektor 

1· . 1 
tJ ="2- . rot '1) X (r- fa) + '1)a = "2' rot tJ X (r-ra) + tJa , 

was nach (14) in der Tat bedeutet, daB die Umgebung von fa als Gauzes eine Be
wegung im Raume ausfiihrt. Die Verzerrung wird im ganzen Raume eindeutig 
durch die Angabe des Verzerrungstensors in einem jeden Punkte des Kontinuums, 
d. h. durch die Funktion B (r) bzw. durch die Angabe der Komponenten (27) 
des Verzerrungstensors als Funktionen von t beschrieben. 

Fiinftes Kapitel. 

Wellenbeweguug uud Wellenfelder. 
§ 12. Wellenbewegung eines eindimensionalen Kontinuums. 

1. Harmonische Bewegung einer Punktreihe. Zu einer besonders wichtigen 
Klasse von Bewegungen kontinuierlicher Punktsysteme im Raume, del' Wellen
bewegung, gelangen wir durch die folgende Betrachtung. Wir fassen die Punkte 
einer beliebigen Geraden im Raume, z. B. der z-Achse, ins Auge und nehmen an, 
daB jeder dieser Punkte eine lineare, harmonische Schwingung senkrecht zur 
z-Achse, z. B. in der Ricbtung der x-Achse, ausfiihrt. AIle Punkte sollen mit der 

gleichen Frequenz ')J = 2w'J"(. und der gleichen Amplitude a schwingen, ihre Phasen

konstante y sei jedoch eine lineare Funktion von z. Wir konnen daher die Be
wegung in komplexer Form nach (43) § 10 in der Gestalt 

iro (t-.!...) 
x=a.e C (1) 

ansetzen, worin c eine reelle Konstante bedeutet und der Koordinatenursprung so 
gelegt ist, daB in ibm die Phasenkonstante gleich Null ist. 

Die durch die Gleichung (1) definierte Bewegung hat die folgenden Eigen
schaften: In einem gegebenen Zeitpunkt t ist x eine harmonische (Sinus- odeI' 
Kosinus-) Funktion von z. Eine Momentphotographie der Bewegung (Abb. 29) zeigt 
also das Bild einer Sinuskurve oder " Wellerilinie" mit abwechselnd aufeinanderfol
genden "Wellenbergen" B und "Wellentalern" T, deren Rohe bzw. Tiefe gleich der 
Amplitude a ist. Die kleinste Entfernung zweier Punkte gleicher "Phase", im beson
deren die Entfernung zweier benachbarter Wellenberge oder Wellentaler, nennen wir 
die" Wellenlange" A.. Da nach (1) die Elongation x zum gleichen Werte zuriickkehrt, 

wenn Z W um 2 n vermehrt oder vermindert wird, ist nach Formel (32) § 10 und 
c 

(33)§10 A.=2'J"(.c=~=Ci. (2) 
W v 

Die Anzahl der auf die Langeneinheit der z-Achse entfallenden Wellen
langen nennen wir die "W ellenzahl" del' Welle und bezeichnen sie mit ')J*. 
Sie ist offenbar gleich dem Reziprokwert del' Wellenliinge, und es gilt fUr sie 
wegen (2) 

')J*=-~=~=!'.. 
/I. 2'J"(. C C 

(3) 

Die in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten aufgenommenen Scbwingungsbilder 
(die einzelnen Bilder des Filmstreifens einer kinematographischen Aufnahme 



Wellenbewegung eines eindimensionalen Kontinuums. 69 

der Schwingung) unterscheiden sich voneinander nur dadurch, daB die entspre
chenden Wellenkurven ohne Veranderung ihrer Gestalt gegeneinander in der 
z-Richtung verschoben erscheinen. Da zwei Punkte nach (1) in gleicher Phase 

sind, wenn der Ausdruck t -~ den gleichen Wert hat, betragt die Verschiebung 
o 

in der Zeit t offenbar ct. Dem Beobachter der Bewegung scheint sich also die 
Wellenkurve der Abb.29 mit der Geschwin- x 
digkeit c in del' Richtung der wachsenden z zu 
verschieben. Wir nennen die durch die Be
wegungsgleichung (1) dargestellte Bewegung eine 
"fortschreitende Schwingung" oder "fortschreitende 
Welle" und c ihre "Geschwindigkeit". 

Erfolgt die Schwingung, wie wir oben an
genommen haben, senkrecht zur "Fortpflan-
zungsrichtung", dann spricht man von einer Abb. 29. 

"transversalen Schwingung" oder einer transver-
salen Welle, und zwar speziell von einer "linear polarisierten Welle", da die 
Schwingungsrichtungen aller Punkte parallel stehen. Erfolgt die Schwingung 
in der Richtung der Wellenfortschreitung, dann spricht man von einer "lon
gitudinalen Schwingung" oder einer longitudinalen Welle. 

2. Interferenz harmonischer Wellen. Die Zusammensetzung zweier Wellen
bewegungen mit der gleichen Fortschreitungsrichtung zu einer resultierenden 
Bewegung durch vektorielle Addition ihrer Elongationen nennt man "Inter
ferenz". Die Interferenz zweier Wellenziige mit der gleichen Schwingungsrichtung 
und der gleichen Frequenz, jedoch einem "Gangunterschied" c5: 

Xl = a 1 eiro (t - ~) ) (4-) 
ico (t- !~) 

x2 =a2 e C 

liefert wieder eine harmonische Welle von der Gestalt (1) mit der Amplitude 

I i ro I) ; V( i ro 6 ) ( i ro 6 ) 
a = a l +a2e-c-1 = a l + a2e-C- a l + a2e--C-

-V 2+ 2+2 wb - a l a2 a1 a2 cos -0-. (5) 

1st in (5) wob ein ganzzahliges Vielfaches von 2n oder nach (2) der Gang

unterschied c5 ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlange it, dann wird a = a l + a2, 

die Amplituden addieren sich also einfach. 1st jedoch w 0 ein ungeradzahliges 
o 

Vielfaches von n, der Gangunterschied c5 dahel' ein ungeradzahliges Vielfaches 

von ~, dann wird a = ia1 - a21, die Amplituden subtrahieren sich also. 1st 

a l = a2, dann heben sich in diesem FaIle die heiden Wellenziige durch Inter
ferenz auf. 

Setzt man durch Interferenz zwei linear polarisierte, transversale Wellen
ziige zusammen, deren Schwingungsebenen aufeinander senkrecht stehen,lauten 
also ihl'e beiden Bewegungsgleichungen beispielsweise 

iro(t-~) 1 x=a1e C 

iCO(t- z-rj) (6) 
y =a2e C 
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dann beschreibt jeder Pu;nkt nach § 10,8. im allgemeinen eine elliptiscae Schwin
gung, deren Ebene auf der Fortpflanzungs-richtung senkrecht '3teht. Wir sprechen 
dann von einer "elliptiscaen oder elliptisca polarisie1·ten Welle". 1st die Phasen
differenz zwischen x und y gleich einem Vielfachen VOn n, dann artet die ellip
tische Schwingung in eine lineare aus; die Zusammensetzung zweier linear 
polarisierter Wellen mit einem Gangunterschied der gleich einem ganzzahligen 

Vielfachen von ~ ist, liefert demnach wieder eine linear polarisierte Welle. 

1st die Phasendifferenz jedoch gleich einem ungeradzahligen Vielfachen VOn ; 

und ist a1 = a2, dann wird aus der elliptischen Schwingung eine zirkulare; die 
Zusammensetzung zweier linear polarisierter Wellen mit einem Gangunterschied, 

der gleich einem ungeradzahligen Vielfachen von ~ ist, liefert demnach eine 

zirkular polarisierte Welle. 
3. Die eindimensionale Wellengleichung und ihre LOslmg. Differentiiert man 

die Gleichung (1) zweimal partiell nach t, so erhiilt man 

82 X i OJ ( t - E..) 
8t2 = -aw2e c • 

Die zweimalige partielle Differentiation nach z liefert ferner 

82 x __ a (02 ei OJ ( t - ~ ) 
8z2 - 0 2 • 

(7) 

(8) 

Aus (7) und (8) folgt, daB x als Fu;nktion von z und t der linearen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

82 x 82 x -c2 
8t2 - 8z2 

(9) 

geniigt, die man als die Differentialgleichung der eindimensionalen Wellen
bewegung oder kurz als die eindimensionale Wellengleicaung bezeichnet. 

Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es bekannt, daB 
die allgemeine Losung einer Gleichung von der Form (9) zwei willkurlicae Funk
tionen enthalten muB. Es kann daher die Funktion (1) nicht die einzige Losung 
von (9) sein, sondern es muB auch noch andere Losungen dieser Gleichung geben. 
Um die allgemeinste Losung zu finden, zeigen wir zunachst, daB die Differential
gleichung (9) durch jede Funktion vom Argument (z-ct) befriedigt wird. Setzt 

man namlich x = I (z-ct), (10) 

dann gilt, wenn man mit f' und f" die Ableitungen von I nach seinem Argument 
bezeichnet 

82 f _ I" 2 w- .c, 

Der Ansatz (10) erfiillt also in der Tat die Gleichung (9). 
Analog kann man zeigen, daB auch jede Funktion vom Argument (z+ ct) 

die Wellengleichung erfiillt. Wegen der Linearitat dieser Gleichung ist also auch 
die Summe zweier Fu;nktionen der gekennzeichneten Art, also die Fu;nktion 

I 
x = 2 [f (z-ct) + g (z+ ct)] (U) 

eine Losung der Wellengleichung (9). Da der Ausdruck (11) zwei vollig willkiirliche 
Fu;nktionen I und g enthalt, ist er nach dem oben zitierteD; allgemeinen Satz die 
allgemeinsteLosung der Differentialgleichung (9) (D'ALEMIlERTSCae Losung). 

4. Diskussion der Losung. Die Losung ~) laBt sich geometrisch sehr leicht 
veranschaulichen. Zur Zeit t = 0 namlich stellt die Kurve x = I (z) die Deformation 

Eto) 
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der Punkte der z-Achse durch ihre Verschiebung aus der Mittellinie dar. Die ent
sprechende Deformationskurve fUr irgendeine spatere Zeit t erhalt man, wenn 
man in f (z) das Argument z durch (z-ct) ersetzt, d. h. wenn man die Kurve 
f (z) ohne Anderung ihrer Gestalt in der Rich-
tung der wachsenden z um das Stuck ct ver-
schiebt (Abb. 30). Dem Beobachter der Bewe-
gung scheint sich also die Kurve der Abb. 30 
mit der Geschwindigkeit cinder Richtung der 
wachsenden z zu verschieben. Wir sprechen auch 
in diesem FaIle von einer fortschreitenden (jedoch 
nicht harmonischen) Welle. 

Die harmonische Welle (1), VOn der wir aus
gegangen sind, ist offenbar ein Spezialfall del' 
allgemeinen Welle (lO), bei dem f eine harmo

flZ) 

Abb. 30. 

nische (Sinus- oder Kosinus-) Funktion ihres Arguments ist. Da man nach dem 
FOURIERScben Satz jede (gewissen, sehr allgemeinen Eigenschaften genugende) 
Funktion f als Summe aus lauter Sinus- und Kosinus-Funktionen darstellen ka;nn, 
sieht man, daB jede fortschreitende Welle als Summe aus (ill allgemeinen 
unendlich vielen) harmonischen Wellen zusammengesetzt gedacht werden ka;nn. 

Die allgemeine Lihung (11) erweist sich als die Superposition von zwei fort
schreitenden Wellen, von denen die eine von links nach rechts, die andere von 
rechts nach links langs der z-Achse fortschreitet. Die Deformationskurve zur 
Zeit Null hat nach (11) die Gleichung 

1 
x (0, z) = 2 [f(z) + g(z)]. (12) 

Die Anfangsgeschwindigkeit der einzelnen Punkte dieser Kurve gewinnt man, 
indem man (11) nach der Zeit differentiiert und nachher t=O setzt: 

x (0, z) = ~ [- f' (z) + g' (z)]. (13) 

Sind die Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten aller Punkte del' Punkt
reihe gegeben, so kann man aus den Gleichungen (12) und (13) die Funktionen 
f (z) und g (z) einzeln ermitteln und daher nach Einsetzen in (11) die Bewegung, 
die der Differentialgleichung (9) genugt, fur die folgenden Zeitpunkte voraus
berechnen. 

1st beispielsweise die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, dann ist nach 
(13) f' (z) = g' (z) und daher bis auf eine willkiirliche Konstante, die man weg
lassen kann, f (z) = g (z). Die Losung (11) nimmt daher die Gestalt an: 

1 
x=2[f(z-ct)+f(z+ct)]. (14) 

Die anfangliche Deformationskurve f (z) zerspaltet sich also in zwei symmetrische 
Ralften, die mit der gleichen Geschwindigkeit c nach verschiedenen Seiten langs 
der z-Achse davoneilen. 

5. Randwertprobleme. Wir wollen nun annehmen, daB zur Zeit Null der 
Anfangszustand nicht auf der ganzen z-Achse gegeben sei, sondern nur auf einem 
endlichen Stuck derselben, beispielsweise in dem Intervall (Zl' Z2)' In den End
punkten dieses Intervalls seien ferner die Elongationen x, die "Randwerte" von x, 
fur aIle Zeiten vorgegeben. Gesucht ist die dieser Bedingung entsprechende 
Losung der Wellengleichung. Wir nennen dieses Problem das Randwertproblem 
der Differentialgleichung (9). 

DaB seine Losung stets existiert und eindeutig ist, wird in der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen exakt bewiesen. Wir wollen den Eindeutigkeits-
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beweis nur andeuten. Gabe es namlich zwei voneinander verschiedene Losungen 
x = 11 (z, t) und X = 12 (z t), die den gleichen Anfangs- und Randbedingungen 
genugen, dann muBte wegen der Linearitat von (9) auch x = 11 (z, t)-/2 (z, t) 
eine Losung sein, die zur Zeit Null im ganzen Intervall samt ihrer Ableitung nach 
der Zeit und fiir aIle t an den Randern desselben verschwindet. Zur Zeit Null 
muBte also die rechte Seite der Gleichung (9) im ganzen Intervall einschlieBlich 
der Rander verschwinden und daher auch die linke Seite. Das heillt aber, daB 
auch in einem um d t spateren Zeitpunkte der Anfangszustand unverandert bei
hehalten werden muB. Geht man nun von hier als neuem Anfangszustand aus, 
so kann man auf dieselbe Weise wieder auf einen spateren Zeitpunkt schlieBen 
und so fort; x muBte also fUr aIle Zeiten im ganzen Intervall verschwinden oder 11 
und 12 konnten nicht, wie angenommen wurde, voneinander verschieden sein. 

6. Das Problem der schwingenden Saite. Als Beispiel fiir die Behandlung 
eines Randwertproblems der eindimensionalen Wellengleichung wollen wir das 
"Problem der 8chwingerulen S~ite" behandeln, bei dem die Randbedingungen so 
lauten, daB in zwei Punkten, z. B. fur z = 0 und z = l, die Elongationen dauernd 
gleich Null sein sollen. Da die Bewegung einer schwingenden Saite, wie wir 
spater noch zeigen werden, (§ 24,3.) in der Tat der Differentialgleichung (9) genugt, 
liefert die Behandlung des eben gekennzeichneten Problems die Bewegungs
gleichung einer in den Endpunkten fest eingespannten Saite von der Lange l. 

N ach BERNOULLI suchen wir die gestellte Aufgabe allgemein dadurch zu losen, 
daB wir zunachst Partikular16sungen der Differentialgleichung (9) aufsuchen, 
die sich als Produkte von Funktionen von z allein und von Funktionen von t 
allein darstellen lassen und die vorgegebenen Randbedingungen erfiillen; die 
allgemeine Losung suchen wir dann aus solchen Partikularlosungen zusammen
zusetzen. Wir setzen also x in der Form an 

x = 11 (z) .12 (t). (15) 

Setzt man den Ansatz (15) in (9) ein, so erhalt man nach einfacher Umformung 
1 d2f2 2 1 d2fl 
j;dt2-=c t;7lz2. (16) 

In dieser Gleichung ist die linke Seite eine Funktion von t allein, die rechte Seite 
eine Funktion von z allein. SolI sie daher fiir aIle z und t erfiillt sein, dann mussen 
beide Seiten fUr sich gleich einer und derselben, im ubrigen willkiirlichen, Kon
stanten sein, die wir gleich -w2 wahlen. Die Gleichung (16) zerfallt also in die 
zwei gewohnlichen Differentialgleichungen 

d2f2 + 21 -0 (17) ([£2- w 2 - , 
d2 /1 w2 

-d 2 +-2/1=0. z c 
(18) 

Die Gleichung (17) ist mit der Differentialgleichung (36) § 10 der harmonischen 
Schwingung identisch; ihre Losung lautet daher nach (31) § 10 

12 (t) =a' cos (wt+y) (19) 
mit willkiirlichem a' und y. 

Die Gleichung (18) hat dieselbe Bauart, ihre Losung geht daher aus (19) 

hervor, 'Yenn man 11 an Stelle von 12, z an Stelle von tund :~ an Stelle von a> setzt: 

11 (z) = b cos ( : z+ fJ), (20) 

worin b und fJ willkurliche Konstanten sind. 
Damit die Losung (15) die Randbedingungen erfiillt, muB der Ausdruck (20) 

fiir z = 0 und z = 1 verschwinden. Man sieht, daB das nicht fur aIle Werte des 
Parameters w der Differentialgleichung (18) moglich ist, sondern nur fur ganz 
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bestimmte Werte, die sogenannten "Eigenwerte" dieser Differentialgleicbung. 
Die zu diesen Eigenwerten gehorigen Losungen nennt man die "Eigenfunktionen" 
des betreffenden Randwertproblems. Wir gehen nun an ihre Berechnung heran. 

Um der ersten Randbedingung Geniige zu leisten, miissen die AusclTiicke (20) 
fUr z =0 verschwinden. Dies ist, wenn man dentrivialen Fall b =0 ausschlieBt, 
(da dann x identisch verschwinden wfude), nur moglich, wenn f3 gleich einem 

ungeraden Vielfachen von ; ist, wenn also 11 die Gestalt 

Idz) =b' sin'!!!"'-z (21) c 

hat. Um der zweiten Randbedingung zu geniigen, muB der Ausdruck (21) fiir 
z = 1 verschwinden, was wiederum mit AusscbluB des trivialen Falles b' =0 
nur moglich ist, wenn die Bedingung 

nno 
w=wn=-z- (22) 

befriedigt ist, worin n eine beliebige ganze (positive oder negative) Zahl be
deutet. Die durch die Gleichung (22) bestimmten Werle Wn sind die gesuchten 
Eigenwerte. 

Die zugehorigen Eigenfunktionen findet man nach (15), wenn man (22) III 

(19) und (21) einsetzt und beide Ausdriicke miteinander multipliziert: 

x=acos(n7c .t+y).sin nt·z. (23) 

a und y sind hierin willkiirliche reelle Konstanten und n eine gauze Zahl, 
die man ohne Beschrankung der Allgemeinheit positiv ansetzen kann. 

7. Stehende Schwingungen. Die durch eine der Losungen (23) dargestellte 
Bewegung hat den folgenden Charakter: Die Momentaufnahme der Bewegung 
fiir ein beliebiges t zeigt die Gestalt einer Sinuskurve; die in verschiedenen, 
aufeinanderfolgenden Zeitpunkten aufgenommenen Sinuskurven unterscheiden 
sich voneinander nur durch die Rohe ihrer Berge und Taler, nicht aber durch 
ihre Lage, im Gegensatze zu dem in 1. gefundenen Sachverhalt. Wir nennen 
eine solche Bewegung eine "stehende Schwingung". Die Eigenfunktionen (23) 
stellen denmach samtlich "stehende harmonische Schwingungen" dar; man 
bezeichnet sie gewohnlich als "Eigenschwingungen". Die zum Index n = 1 ge
horige Eigenschwingung heiBt die "Grundschwingung" , die zu n =2,3, ... ge
horigen Eigenschwingungen heiBen "harmonische Oberschwingungen". 

Jeder individuelle Punkt fiihrt senkrecht zur z-Achse eine harmonische 
Schwingung mit der gleichen Frequenz aus. Zur n-ten Eigenschwingung gehorl 

. die Frequenz Vn = ;~, die man als die zu dieser Eigenschwingung g~.hOrige "Eigen

Irequenz" bezeichnet. GemaB (22) sind die Eigenfrequenzen der Oberschwin
gungen ganzzahlige Vielfache der Frequenz der Grundschwingung. 

Die Phasenkonstante y ist fiir aIle Punkte gleich ; im Gegensatz zur fortschrei
tenden Schwingung gehen also aIle Punkte gleichzeitig durch die Mittellage 
und erreichen gleichzeitig ihre maximale Elongation. Die Amplitude 

. nn 
aSIll-Z- z 

ist jedoch von Punkt zu Punkt verschieden. Die die Amplitudenfunktion be
herrschende Differentialgleichung (18) heiBt die zu (9) gehOrige "Amplituden
gleichung" . 
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Die Punkte, fiir die 'lin 
-,,-z=mn, 

also 
Z ='Iltl f' 123 ur m= " ... n 

'II 
(24) 

gilt, haben die Amplitude Null, sie bleiben also dauernd in Ruhe. Man nennt 
sie die "Knoten" der Schwingung. Zur n-ten Eigenschwingung gehoren n+ 1 

Abb. 31. 

Knoten, die das IntervaU (0, l) in n Teile 
teilen (Abb.31). Die in der Mitte zwischen 
je zwei Knoten gelegenen Punkte schwingen 
mit der maximalen Amplitude a, sie heiBen 
die "Biiuche" der Schwingung. Die Ent
fernung zwischen zwei aufeinanderlolgenden 
Knoten oder Bauchen wird die " Wellen
liinge" der stehenden Schwingung genannt. 

Nach (22) und (24) ergibt sich fur sie 
_ Z _ no. 

An ----, 
n ron 

(25) 

sie ist also nach (2) halb so groB als die Wellenlange der zur gleichen Frequenz 
gehOrigen Wellenlange der fortschreitenden Schwingung (1). 

8. Die allgemeine Losung des Problems der schwingenden Saite. Nach den 
vorausgehenden Entwicklungen ist jede Funktion von der Gestalt (23) mit 
beliebigem a und Y und ganzzahligem n eine Losung, namlich die note Eigen
funktion oder Eigenschwingung unseres Randwertproblems. Wegen der Lineari
tat der WeIlengleichung (9) muB daher auch die Summe aus beliebig vielen 
solchen Losungen wieder eine Losung sein. Bilden wir demnach die GroBe 

00 

~ . nn (nno ) x (z,t) = ~ ansm-Z-z.cos -z-t+Yn (26) 
n=1 

und erteilen den Konstanten aI' a2, ••• ; YI' Y2' ... beliebige Werte, so steIlt sie eine 
Losung der WeIlengleichung dar, die die vorgegebenen Randbedingungen erfii1lt. 

Wir wollen nun versuchen, ob es moglich ist, durch geeignete Wahl der 
GroBen an und Yn auch die Anfangsbedingungen zu erfii1len, die darin bestehen 
sollen, daB x fUr t = 0 gleich wird einer gege benen Funktion von z: 

x (z, 0) = F (z) (27) 

und x gleich wird einer anderen gegebenen Funktion von z: 

x (z, 0) = G(z). (28) 

SoIl die Funktion (26) die Bedingungen (27) und (28) erfii1len, dann mussen 
sich die Funktionen F (z) und G (z) als unendliche trigonometrische Reihen von 
der folgenden Form schreiben lassen: 

F('l ~A.'in ... ' 1) 

G (z) = .2;Bnsin nt z 
n=1 

(29) 

worin die Konstanten An und Bn mit den Konstanten an und Yn durch die Be
ziehungen 

zusammenhangen. 

An =an cos Yn I 
. nno 

Bn =-an sm Yn' --Z-
(30) 
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Nach dem FOURIERSchen Satz ist es stets moglich, die Funktionen F (z) 
und G (z), die an den Enden des Intervalls (0, l) verschwinden, im Innern 
des Intervalls durch die Entwicklungen (29) nach Sinusfunktionen, deren Periode 
ein ganzzahliger Bruchteil dieses Intervalls ist, darzustellen. Die Koeffizienten 
del' Entwicklung An und Bn lauten hierbei: 

A.~ ;~F(')'in n,",.d, 1 
B.~ :jGI*;n n,",.d, J 

lassen sich demnach berechnen, wenn die Funktionen F (z) und G (z), also die An
fangsbedingungen bekannt sind. Aus den so berechneten An und Bn kann man 
dann mittels (30) die Konstanten an und Yn berechnen, deren Einsetzung in (26) 
die endgiiltige Losung unseres Problems liefert, die nicht nur die Randbedin
gungen, sondern auch die Anfangsbedingungen erfiillt. Nach 5. ist sie die einzige 
Losung. 

Wir merken schlieBlich noch an, daB nach bekannten, einfachen gonio
metrischen Formeln del' Ausdruck (26) auch auf die folgende Gestalt gebracht 
werden kann: 

X= fa; {sin [nt (z+ct)+Yn] +Sin[nt (Z-ct)-Yn]). (32) 
n=l 

Er hat also, wie wir es nach den Entwicklungen von 3. fordern miissen, die Gestalt 
del' n'ALEMBERTschen Losung (10). 

§ 13. Wellenbewegung im Raume. 
1. Die dreidimensionale Wellengleichung. 1m vorhergehenden Paragraphen 

haben wir uns mit del' Bewegung einer kontinuierlichen Punktreihe beschliJtigt, 
die der eindimensionalen Wellengleichung (9) geniigt. Wir gehen jetzt zur Be
trachtung eines kontinuierlichen, dreidimensionalen Punktsystems iiber. Es 
liegt dann nahe, im Zusammenhang mit den obigen Uberlegungen solche Punkt
bewegungen besonders ins Auge zu fassen, bei denen die Deformation durch 
eine skalare GroBe q; gemessen werden kann, die als Funktion von Ort und 
Zeit einer Differentialgleichung geniigt, welche durch die Verallgemeinerung der 
eindimensionalen Schwingungsgleichung auf drei Dimensionen hervorgeht: 

82 q; ( 82 q; 82 q; 82 q;) 
8 t2 = c2 8 X2 + 8 y2 + 8 Z2 = c2 • LI q;. (1) 

Die lineare, partielle Differentialgleichung (1) nennt man die allgemeine odeI' 
dreidimensionale Wellengleichung, die Funktion q; die "Wellenfunktion". 

1st q; nur von den Raumkoordinaten, nicht aber von der Zeit abhiingig, dann 
reduziert sich die Wellengleichung auf die LAPLAcEsche Gleichung (12) § 7 der 
Potentialtheorie. In Anlehnung an die Bezeichnung "Potential" fiir die Losung 
der LAPLACESchen Gleichung nennt man mitunter die Wellenfunktion q; in (1) 
auch "W ellenpotential". 

1st q; nur von einer Raumkoordinate, z. B. z, und von der Zeit abhiingig, 
q; = q; (z, t), dann reduziert sich die Wellengleichung (1) auf die Gleichung 

(2) 
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die forma.! mit der bereits behandelten eindimensiona.!en Wellengleichung (9) § 12 
iibereinstimmt. Die' Bewegung hat demnach den Charakter einer in der z-Richtung 
mit der Geschwindigkeit c fortschreitenden Welle, wobei in jedem Augenblick 
aIle auf einer zur Fortschreitungsrichtung senkrechten Ebene liegenden Punkte 
den gleichen p-Wert aufweisen. Nennen wir den geometrischen Ort der Punkte 
gleicher "Phase" eine "Wellenf1iicke", dann konnen wir die Bewegung dadurch 
kennzeichnen, daB aIle Wellenflachen parallele Ebenen, senkrecht zur Fort
schreitungsrichtung, sind. Eine solche Welle heillt eine "ebene Welle" oder "Plan
welle". 

Um die Bewegungsgleichung fiir eine Planwelle aufzustellen, die sich in einer 
beliebigen Richtung fortpflanzt, welche mit den Koordinatenachsen die Winkel 
iX, p, Y bildet, miissen wir in (10) § 12 an Stelle von z den Abstand des Koordinaten
ursprungs von einer zur Fortpflanzungsrichtung senkrechten Ebene ein!'!6tzen, 
also den Ausdruck (x cos iX + Y cos P + z cos y), so daB wir in Verallgemeinerung 
von (10) § 12erhalten p = f[(x COsiX+ Y cos p+ z cos y)-ct]. (3) 

Bedeutet peine Deformation senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung, dann 
ist die Welle transversal, ist peine Deformation in der Fortpflanzungsrichtung, 
dann ist die Welle 10ngitudina.!. 1m. besonderen kann eine ebene Welle natiirlich 
wieder ha.rmonisdh, eine ha.rmonische, ebene Transversalwelle wieder linear, 
elliptisch oder zirkular polarisiert sein. 

Fiir eine ebene, harmonische Welle mit der Kreisfrequenz co und der Wellen
lange A. erhalten wir aus (3) in Verallgemeinerung von (1) § 12 und mit Benutzung 
von (2) § 12 

iro (t- ""cosa+ycosP+zcos y ) } 
p=a.e C 

2ni (vt- xcosa+ycosP+zcos y ) 
=a.e A. 

(4) 

Ist P in den Raumkoordinaten kuge18ymmetrisck, hangt es also beispielsweise 
nur von der Entfernung r vom Koordinatenursprung ab, dann wird wegen 
Gleichung (26) § 6 aus (1) 

B2tp (B2tp 2 Btp) 
Bt2 = c2 Bra +rTr . (5) 

Fiihrt man hierin rp an Stelle von pals abhangige Veranderliche ein, ahnlich 
wie wir es bei dem entsprechenden Problem der Potentialtheorie in § 7,7. ge
macht haben, dann wird aus (5) 

B2(rtp) _ 2 B2(rtp) 
~-c --ara-' 

Diese Gleichung ist aber wiederum mit (9) § 12 formal identisch, wenn man 
darin x durch rp und z dur9h r ersetzt. Der Losung (ll) § 12 entspricht demnach 
die Losung 1 

P=r[f(r-ct)+g(r+ct)] (6) 

von (5). Die Bewegungsgleichung (6) bedeutet eine aus zwei Wellenbewegungen 
im Raume zusammengesetzte Bewegung, bei deren einer sich der Wellenzustand 
mit der Geschwindigkeit c vom Koordinatenursprung aus nach allen Richtungen 
hin ausbreitet, wahrend er sich bei der anderen zum Koordinatenursprung bin 
zusammenzieht. Auf jeder Kugelflache mit 0 als Mittelpunkt ist p in jedem 
Zeitpunkte konstant, die Wellenflachen sind also konzentrische Kugelflii.chen 
mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt. Wir bezeichnen eine solche 
Welle als "Kugelwelle". Im Gegensatz zu einer ebenen Welle, bei der der Wellen
zustand p von Wellenflii.che zu Wellenflache unverandert fortschreitet, nimmt 
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bei der Kugelwelle die Amplitude verkehrt proportional zur Entfernung vom 
Kugelmittelpunkte abo 

2. Interferenz ebener, harmonischer Wellenziige. Beziiglich der Zusammen
setzung ebener, harmonischer Wellenziige, die sich in del' gleicben Richtung 
fortpflanzen, gilt im allgemeinen das, was wir in § 12, 2. iiber die Zusammen
setzung von Wellenbewegungen langs einer Geraden auseinandergesetzt haben. 
Insbesondere kann man wieder zeigen, daB die Zusammensetzung beliebig 
vieler linear polarisierter Wellen mit der gleichen Schwingungsebene wieder 
eine polarisierte Welle mit diesel' Schwingungsebene ergibt und die Zusammen
setzung von zwei Wellenziigen, deren Schwingungsebenen aufeinander senkrecht 
stehen, eine im allgemeinen elliptisch polarisierte Welle. 

Wir wollen hier, da wir es im folgenden brauchen werden, noch die Zu
sammensetzung einer beliebigen Anzahl n von ebenen, mit der gleichen Frequenz 
und Amplitude schwingenden und in der gleichen Richtung fortschreitenden 
Wellen behandeln, deren Gangunterschiede in ganzzahligem Verhaltnis zueinander 
stehen. Wir setzen sie in der Form 

iw (t- Z-Ok) (7) 
CPk=aOe c k=l, 2, 3 ... n 

an und fordern, daB die Gangunterschiede (jk ganzzahlige Vielfaohe einer kon
stanten GroBe (j seien, also 

_ iw(t Z-(kC-l) 0 ) _ (8) 
CPk-aOe k-l, 2, 3, ... n. 

Die Interferenzwelle erhalten wir, indem wir aIle Ausdriicke (8) von k = 1 
bis k=naddieren: n . (t Z) n iw(lc-l)o 

ZOJ --

cP = I CPk= aoe C Ie c . (9) 
k=l k=l 

Die Summe auf der rechten Seite von (9) ist eine geometrische Reihe mit dem 
ico () 

Quotienten e C ,die Ausfiihrung der Summation liefert daher fiiI' cP den Ausdruck 

mit 

cp=A.eiOJ(t-f) 

iwon 

e c -1 
A = ao ---rwT--. 

e c -1 

(10) 

(II) 

cP ist also, wie wir erwarten muBten, wieder eine harmonische Welle mit del' 
Kreisfrequenz co und der komplexen Amplitude (II). Die gewohnliche, reelle 
Amplitude a ist nach § 10, 6. del' Absolutbetl'ag des Ausdruckes (II), also 

iOJon 
e c -1 

a=iAi=uo ~--
e c_l 

V wt5n 
l-cos--

=ao :15 = ao 
l-cos--

c 

. wt5n 
Sill--

2c 
. wt5 

Sill-
2c 

(12) 

LaBt man (j stetig variieren, so andel't sich, wie man sieht, a periodisch, 
indem es an den Nullstellen des Zahlel's von (12) vel'schwindet und zwischen 
je zwei solchen Nullstellen Maximalwerte annimmt, die sogenannten "Neben
maxima". Zu den Maximis von (12) gehol'en ferner die Nullstellen des Nenners, 
die "H auptmaxima" , fiiI' die 

(j=2nc k =k). k=0,1,2,... (13) 
w 
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ist. In ihnen ist die Amplitude, wie man durch Entwicklung von (12) nach dem 
Satz von DE L'HOSPITAL findet, gleich nao, wahrend sie in den Nebenmaximis 
offenbar von del' GraBenordnung ao bleibt. Fiir sehr groBe n ist demnach die 
Amplitude fiir alle Werte von (j, die nicht del' Gleichung (13) geniigen, gegen 
die diesel' Gleichung geniigenden verschwindend klein. 

3. Das Randwertproblem in drei Dimensionen. Analog zu dem Randwert
problem des § 12 ergibt sich auch im allgemeinen, dreidimensionalen Falle die 
Aufgabe, Lasungen del' Wellengleichung (1) in einem abgeschlossenen Volumen 
zu suchen, an dessen Oberflache die Werte del' Wellenfunktion q;, die Rand
werte, als Funktionen del' Zeit gegeben sind. Die Eindeutigkeit del' Lasung des 
Randwertproblems, bei gegebenem Anfangszustande, d. h. bei gegebenen Werten 
del' Funktion q; (x, y, z) zur Zeit Null im Innel'll des betrachteten Volumens, 
kann auf demselben Wege, den wir bereits in § 12, 5. angedeutet haben, er
wiesen werden. Wir wollen deshalb hier nicht naher darauf eingehen. 

Die praktische Durchfiihrung del' Aufgabe kann in engel' Analogie zu del' 
im eindimensionalen FaIle befolgten Methode erfolgen, indem man versucht, 
die den vorgegebenen Rand- und Anfangsbedingungen entsprechende Lasung 
aus Partikularlasungen besonderer Art zusammenzusetzen, die sich als Produkte' 
einer Funktion del' Zeit allein und einer Funktion del' Koordinaten allein schreiben 
lassen. Nach den Resultaten in § 12, 6. werden wir vermuten, daB die Zeit
funktion eine harmonische Schwingung ist und setzen daher versuchsweise q; 
in der Form q; = ei o>t.1p (x, y, z) (14) 

an, worin 1p die yom Ort abhangige komplexe Amplitude del' Schwingung, die 
sogenannte "Amplitudenfunktion" ist. Durch zweimalige Differentiation des 
Ausdruckes (14) nach t und nach x, y, z erhalt man 

82 cp -- = _w2ei o>t 1Il 8t2 • P 

82 cp 82 cp 82 cp • 
,,1q; = 8 X2 + 8 y2 + Bz2- = eto>t. ,,11p. 

Setzt man diese Ausdriicke in die Wellengleichung (1) ein, so kiirzt sich del' 
zeitabhangige Bestandteil und fUr die Amplitudenfunktion ergibt sich die Diffe-
rentialgleichung w2 

,,11p +-2 1p = o. (15) 
c 

Del' Ansatz (14) erfiiIlt also in del' Tat die Wellengleichung, wenn 1p del' "Ampli
tudengleichung" (15) geniigt. 

Wie im eindimensionalen FaIle, wird es auch hier wiederum im allgemeinen 
nicht maglich sein, fUr jeden Wert des Parameters W Lasungen der Differential
gleichung (15) zu finden, die mit den vorgegebenen Randbedingungen vertraglich 
sind, sondel'll nul' fUr bestimmte Werte WI' W 2, W a, ... , die Eigenwerte odeI' Eigen
frequenzen des Problems. Die zu diesen Eigenwerten geharigen Lasungen 1pv 

1p2' 1pa, . . . sind die Eigenfunktionen odeI' Eigenschwing~lngen. Hat man einmal 
die Eigenwerte und Eigenfunktionen ermittelt, dann kann man wegen del' Lineari
tat del' Wellengleichung aus ihnen eine allgemeine Lasung 

q; = Z A"ei o>nt1pn (x, y, z) (16) 
n=l 

bilden, worin die An beliebige, komplexe Konstanten sind. Von dem Ausdruck (16) 
ist natiirlich, unserer symbolischen Schreibweise entsprechend, del' reelle Teil 
als Lasung zu betrachten. 
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Man kann nun versuchen, durch geeignete Wahl der Konstanten An die 
Losung (16) dem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. h. zu erreichen, 

daB fiir t = 0 sowohl cp als auch ~ ~ gegebene Funktionen des Ortes sind. Dies 

ist in der Tat moglich, wenn es gelingt, die gegebenen Funktionen in unendliche 
Reihen nach den Eigenfunktionen 1fJn zu entwickeln. Es Hint sich zeigen, daB 
sich solche Entwicklungen einer Funktion nach bestimmten Eigenfunktionen. 
von denen die in § 12, 8. benutzte FOURIERSche Entwicklung ein besonders 
einfacher Spezialfall ist, stets durchfiihren lassen, wenn die Funktionen gewisse, 
sehr allgemeine Bedingungen erfiillen. Damit ist dann die vollstandige Losung 
der Randwertaufgabe gewonnen. 

4. Eigenschwingungen eines Parallelepipedes. Wir wollen die Berechnung 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen in einem einfachen FaIle, der uns spater 
noch beschaftigen wird (§ 40, 2.), wirklich durchfiihren. Wir betrachten als 
V olumen ein Parallelepiped mit den Kantenlangen II' ~,Ia und verlangen, daB 
an der Oberflache dieses Volumens die Wellenfunktion cp dauernd gleich Null sei. 

Wir wahlen das Koordinatensystem so, daB ein Eckpunkt des Parallelepipeds 
in den Koordinatenursprung zu liegen kommt und die drei dort zusammen
stoBenden Kanten II' I2' I3 auf der x-, y- bzw. z-Achse liegen. Wir versuchen, die 
Amplitudengleichung (15) zu IOsen, indem wir 1fJ als Produkt einer Funktion 11 
von x allein, einer Funktion 12 von y allein und einer Funktion la von z allein 

ansetzen: 1fJ (x, y, z) = II (x) . f2 (y) . fa (z). (17) 

Mit Verwendung dieses Ansatzes geht die Gleichung (15) ill 

~ d2/1 + ~ d2/2 + ~ d2/3_ + ~ = 0 
11 d [1)2 12 d y2 la dz2 c2 

(18) 

uber. Da hierin das erste Glied nur von x, das zweite nur von y, das dritte nur 
von z abhangt, kann diese Gleichung offenbar nur dann fur aIle Werte von x, y, z 
erfiillt sein, wenn diese Glieder einzeln gleich Konstanten sind, die wir in der 
Form -012, -022, bzw. -Oa2 schreiben. Es gelten dann statt (18) die drei 
Differentialgleichungen d2 I l 

ax!- + 0 12
/1 = O! 

d2
/2_ + 0 2 / = 0 dy2 2 2 

d 2 /s +02f =0 I 
dz2 a a } 

und die Konstanten 01> O2 Oa sind durch die Gleichung 

02+02+02_~ 1 2 a - c2 
miteinander verknupft. 

(19) 

(20) 

Die Gleichungen (19) sind von der Gestalt der Gleichung (18) § 12 und 
unterliegen auch den gleichen Randbedingungen; denn damit, wie verlangt, 
cp an der Oberflache des Parallelepipedes verschwindet, muB 11 fur x =0 und 
x =I, 12 fi'lr y =0 und y =I und la fur z =0 und z =I verschwinden. Die Losungen 
lauten also nach (21) § 12 und (22) § 12: 

11 = a1 sin 0 1 x = a1 sin n~l:n x 1 
I . 0 . n 2 :n l 

2 = a2 Sill 2 Y = a2 Sill -Z- Y ( 

2 I 
I . 0 . na:n 

3 = aa Sill a z = aa Sill -Z2 z J 

(21) 
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worin aI' a:" a3 beliebige reelle Konstanten und n l , n2, n3 beliebige ganze Zahlen 
bedeuten, die wir ohne Beeintrachtigung del' Allgemeinheit als positiv voraus
setzen konnen. Zwischen ihnen besteht gemaB (20) die Beziehung 

(~)2 + (_n~_)2 + (~~)2 = ~2 2 . (22) 
II l2 la n c 

Die Eigenfrequenzen unseres Randwertproblems sind alle Werte Wn von w, 
die sich durch ein aus drei ganzen Zahlen n l , ~, n3 gebildetes Zahlentripel in del' 
durch die Gleiehung (22) angedeuteten Form ausdriicken lassen. Die zugeborigen 
Eigenfunktionen lauten naeh (17) und (21) 

. n1n . n 2n . nan (23) 
1f1 =a sm 7,---;- x . sm T Y . sm T Z' 

Die zu den 1f1 nach (14) zugehorigen Eigenlosungen cp bilden ein System von 
raumliehen stehenden Schwingungen in dem Parallelepiped. Man sieht, daB 
zu jeder Eigenfrequenz Wn mehr als eine Eigenschwingung gehort, da z. B. schon 
die Vertauschung del' drei Zahlen n l , n2, na stets moglich ist und im allgemeinen 
drei versehiedene Systeme von stehenden Sehwingungen liefert. Man nennt solche 
Eigenwerte, zu denen mehr als eine Eigenfunktion gehort, entartete Eigenwerte 
und die Anzahl del' zu ihnen gehorigen Eigenfunktionen den Grad del' Entartung. 

5. Beugung ebener Wellen. Fallt eine ebene Welle senkrecht auf eine ebene 
"Wand" mit einer Offnung auf, wobei wir annehmen, daB das Material del' Wand 
zur Fortleitung einer Wellenbewegung nieht geeignet ist und die Wand daher 
die Welle "abschneidet", dann zeigt sieh, daB die Wellenausbreitung jenseits del' 
Offnung nieht allein in del' Riehtung del' einfallenden Welle, sondern nach allen 
Richtungen im Raume mit einer ganz bestimmten Amplitudenverteilung erfolgt. 
Diese Erscheinung wird als "Beugung" odeI' "Diffraktion" del' Welle an del' 
Offnung bezeiehnet. 

Die theoretische Behandlung del' Beugungserscheinungen gehort offenbar 
ebenfalls unter die Randwertprobleme del' Wellengleiehung. Ihre exakte Aus
fiihrung ist schon in einfaehen Spezialfallen sehr schwiel'ig und kann daher im 
Rahmen dieses Buches nicht wiedergegeben werden. Eine naherungsweise riehtige 
Losung del' Aufgabe, die Amplitudenverteilung jenseits del' Offnung in einer 
undurehdringlichen Wand zu ermitteln, auf die eine Planwelle senkreeht auf
trifft, kann man reeht einfach erhalten, wenn man fUr die Begrenzungsflaehe 
die folgende Randbedingung ansetzt: In allen Punkten del' Wand solI die Wellen
funktion cp dauernd verschwinden, in allen Punkten del' Offnung solI cp die gleichen 
Werte haben, die es bei ungestorter Wellenausbreitung (in Abwesenheit del' 
Wand) hatte. 

Wir wollen hier einen besonders einfaehen Spezialfall durchrechnen, del' 
auch von besonderer praktiseher Bedeutung ist: die Offnung solI die Form 
eines "Spaltes" von unendlicher Lange und del' Breite b haben. Auf den Spalt 
soli senkrecht zu seiner Ebene eine harmonische Planwelle mit del' Wellenlange 

.1= 2nc [vgl. (2) §12] auffallen. Wir suchen die Verteilung del' Amplituden 
w 

auf einer zur Wand parallelen Ebene E in einem sehr groBen Abstand r von 
der Wand. 

Wir finden diese Verteilung, indem wir aIle Pllnkte des Spaltes als Erregungs
punkte von Wellen auffassen, die mit del' gleichen Frequenz, del' gleichen Ampli
tude und del' gleiehen Phase schwingen. Wegen del' unendliehen Erstreckung 
des Spaltes in einer Dimension wird cp jedenfalls auf jeder zur Spaltriehtung 
parallelen Geraden konstant sein. Wir konnen daher den Wellenzustand jenseits 
del' Offnung als Superposition von unendlich vielen "Zylinderwellen" auffassen, 



Wellenbewegung im Raume. 81 

die sich urn die samtlichen erzeugenden Geraden des Spaltes als Achsen aus
bilden. In genugend groBer Entfernung r kann man in hinreichender Naherung 
diese Zylinderwellen durch ebene Wellen ersetzt denken. Urn daher den Wellen
zustand in einem Punkte P der Ebene E zu finden, genugt es, wenn wir durch P 
eine Ebene senkrecht zur Spaltrichtung legen (Abb. 32) 
und die Amplitude derjenigen Welle suchen, die 
durch Interferenz aus allen von den Schnittpunkten 
der Bildebene mit dem Spalt ausgehenden und in der 
Richtung 0 P fortschreitenden ebenen Wellenzugen 
entsteht. Die Lage des Punktes P legen wir durch seine 
Entfernung x von der in der Bildebene errichteten 
Symmetralen zum Spalte fest. 

In 2. haben wir dieselbe Aufgabe fiir eine endliche 
Anzahl von Wellenzugen gelOst, die gegeneinander 
einen konstanten Gangunterschied (J haben. Wir ge
winnen daraus die Losung fur den vorliegenden Fall, 
indem wir statt aller Punkte unseres Spaltschnittes 
zuni.i.chst nur n aquidistante Erregungspunkte her

Abb. 32. 

ausgreifen und n unbegrenzt zunehmen lassen. Der Gangunterschied zwischen 
den von zwei benachbarten Punkten ausgehenden und nach P hinzielenden 

Wellen ist, wie die Betrachtung der Abb. 32 lehrt, gleich (J = ~.~, und daher 
n r 

nach (12) die Amplitudenverteilung als Funktion von x 

. wonl .:nb I 
sm 2C smTr x I 

1p (x) = ao --:.- =ao b I· 
• Wu .:n 

sm-2- Ism-A.-x! ,en r 

(24) 

Li.i.Bt man hierin n unbegrenzt zunehmen, so kann man im Nenner von (24) 
den Sinus durch sein Argument ersetzen und erhalt 

I
· :nb I sm-x 

1p(x)=a :n: r , (25) 

Tr x 

worin a an Stelle der endlichen GroBe nao gesetzt wurde. 
Der Ausdruck (25) stellt die gesuchte Amplitudenverteilung dar. Seine Diskus-

sion ergibt das folgende Bild dieser Verteilung: an allen Stellen, fur die sin ;; . x 

verschwindet, wo also Ixl = r :' . k k = 1,2,3, . . . (26) 

gilt, ist die Amplitude gleich Null. Die 
Verteilung weist also Minima der Ampli
tude in aquidistanten Abstanden auf. 
Die zwischen je zwei solchen Minimis 
liegenden Maxima nehmen, wie man aus 
(25) sieht, wegen des mit x wachsenden 
N enners mit wachsender Gliednummer 
stetig abo An der Stelle x =0 befindet Z 1 z 
sich ebenfalls ein Maximum mit der Am- Abb. 33. 

plitude a (Abb. 33). 
Je groBer A und je kleiner b wird, desto weiter rucken die Extrema der 

Amplitudenverteilung auseinander. 1m Grenzfall eines unendlich engen Spaltes 

FiiIth, Theor. Physik. 6 
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(~ ~ 0) wird fUr jeden endlichen Wert von x: 1p (x) =a. Ein unendlich engel' Spalt 

wirkt also ebenso wie eine einzige "Erregungslinie", wie es zu erwarten war. 
Je kleiner A und je groBer b wird, desto naher riicken die Extrema, aneinander. 

1m Grenzfall eines unendlich breiten Spaltes, ~ ~CXJ, wird 1p nach (25) fUr aIle x 

gleich Null mit Ausnahme von x =0, wo 1p gleich a wird; die Welle pflanzt sich 
dann jenseits des Spaltes ebenfalls ausschlieBlich in del' Richtung del' einfallen
den Welle fort, die Beugungserscheinung ist verschwunden. Die charakteristische 
Beugungsfigur del' Abb. 33 tritt also nur dann auf, wenn Spaltbreite b und 
WelienHi.nge A del' Welle in derselben GroBenordnung liegen. 

1st in die Wand statt des einen Spaltes ein aus n sehr engen und in gieichem 
Abstande g liegenden Spaiten bestehendes "Gitter" eingeschnitten, dann kann 
man nach dem eben Gesagten von del' durch die einzelnen Spaite hervorgerufenen 
Beugungserscheinung absehen. Die Interferenz aller von den einzelnen Gitter
spaiten ausgehenden Wellen ergibt, unter den gieichen Bedingungen wie oben 
betrachtet, eine Amplitudenverteilung auf einer in geniigend groBem Abstand r 
vom Gitter befindlichen Ebene, die aus (12) hervorgeht, wenn man darin fiir b 

den Wert g ~ einsetzt, a,Iso . n g n I 
r Slll-Xr' x 

1p (x) = ao ---. (27) 
sin!!.J!.... x 

i AT 

Die Verteilung (27) haben wir schon unter 2. diskutiert. Sie weist Haupt-
und Nebenmaxima auf, von denen die Ietzteren fiir geniigend groBe 11 immer 

schwacher werden, so daB schlieB
lich nul' die Hauptmaxima mit 
del' Amplitude aon an den Stellen 

AT 
x = -. k k = 1,2,3, ... 

g 
(28) 

allein iibrigbieiben (Abb. 34). Nach 
(28) riicken dieMaximaimmerweiter 
auseinander, je kieiner die "Gitter-

_.....J.z~~~J.}o~""""-l.llo~"""''''''''J.}o~_...Jz~~- konstante" g im Verhaltnis zur Wel

Abb. 34. Ienlange ist, wahrend sie fUr groBe g 
immer naher zusammenriickenl . 

6. Reflexion von Wellen. Auch die Erscheinung del' Reflexion von Wellen 
durch eine starre Wand kann als Randwertproblem del' Wellengleichung theo
retisch behandelt werden. Die Starrheit del' Wand verhindert das Auftreten von 
Deformationen und zwingt daher del' Wellenfunktion ffJ die Randbedingung 
auf, an del' Oberflache del' Wand iiberall zu verschwinden. 

Besonders einfach laBt sich die Aufgabe im Faile einer ebenen Wand lOsen. 
Wir legen das Koordinatensystem so, daB ihre Oberflache mit del' x-y-Ebene 
zusammenfii.llt; die Wellenausbreitung solI in del' positiven Halbebene erfoigen. 
1st dann ffJ eine Losung del' Wellengleichung (1), die del' Bedingung 

ffJ (z) =-ffJ (-z) (29) 

gehorcht, dann muB offenbar ffJ fUr z =0 verschwinden. Die Funktion ist also 
im ganzen positiven Halbraum eine Losung del' Wellengleichung und erfiillt 
die vorgeschriebene Randbedingung. 1m negativen Halbraum, wo nach unserer 

1 Beziiglich der experimentellen Anwendungen der Entwicklungen dieser Ziffer 
in der Akustik und in der Optik vgl. "Exp.-Physik", § 37 bzw. § 123. 
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Annahme eine Wellenausbreitung nicht erfolgen soIl, ist die gefundene Losung 
rein fiktiv und hat keine physikalische Bedeutung. 

Ein einfaches Beispiel fur eine Funktion der geforderten Art ist die folgende: 

cp = ! t (r-ct)- ~ t (r' -ct), (30) 

worin zur Abkurzung gesetzt ist: 

r = [(X_XO)2 + (Y_YO)2+ (Z_ZO)2]~1 } 
(31) 

r' = [(X-XO)2+ (Y_Yo)2+ (z+ ZO)2]1! 

Man sieht ohneweiters, daB r und r' bei Vertauschung von z mit -z ihre Rollen 
tauschen und daher cp in -cp iibergeht, wie es die Gleichung (29) verlangt. Da cp 
ferner die Summe von zwei Ausdriicken von der Gestalt (6) ist, geniigt es der 
Wellengleichung. 

Die durch (30) ausgedriickte Welle ist offensichtlich die Superposition von 
zwei Kugelwellen spiegelbildlich gleicher Schwingungsform, von denen die eine 
sich um den Erregungspunkt P (xo, Yo, zo), die andere um einen zur Wand 
"spiegelbildlich" gelegenen Erregungspunkt P' (xo, Yo, -zo) ausbreitet. Anders 
ausgedriickt: Breitet sich im positiven Halbraum eine Kugelwelle um den Punkt P 
aus, so ist die von eine.r ebenen, starren Wand reflektierte Welle wieder eine 
Kugelwelle, die sich so ausbreitet, als ob sie von dem in bezug auf die Wand 
zu P gehorenden Spiegelpunkt P' herkommen wiirde. 

Ein anderes, ebenso einfaches Beispiel liefert die Funktion 
cp = t (x cos 0.:+ y cos fJ +z cos y-ct)-t (x.cos 0.: + Y cos fJ-z cos y-ct), (32) 

die als Summe von zwei Ausdriicken der Gestalt (3) ebenfalls der Wellengleichung 
geniigt und auch die Bedingung (29) erfiillt. Wir haben hier die Superposition 
von zwei ebenen Wellen vor uns, die wieder
um spiegelbildlich gleiche Schwingungsform 
haben und deren Fortpflanzungsrichtung mit 
den Koordinatenachsen die Winkel 0.:, fJ, Y 
bzw. 0.:, fJ, :n;-y einschlieBen. Dies ist offenbar 
dann der Fall, wenn die Wellennormalen der 
beiden Wellen mit der Normalen auf die 
Wand, dem "Einfallslot", in einer Ebene, 
der "Einfallsebene", liegen und mit ihm 
gleiche Winkel einschlieBen, wobei die eine 
Welle zur Wand hin, die andere von ihr 
weglauft. Zu der ersten, der "einfallen
den" Welle gehort also, wenn die Randbe-
dingung erfiillt sein soIl, die zweite, "re- Abb. 35. 

flektierte" Welle notwendig hinzu, wobei, 
wie man sieht, das bekannte Reflexionsgesetz gilt (Abb. 35). 

Fur den Fall senkrechter Inzidenz, wo 0.: = fJ = ;, 'Y = 0 gilt, wird die Funktion 

(32), wenn man t in eine FOURIERsche Reihe entwickelt, die Gestalt (32) § 12 
annehmen. Die Superposition der einfallenden und der reflektierten Welle er
gibt also ein System stehender harmonischer Wellen, die in der Wand eine 
gemeinsame Knotenflii.che haben. . . 

1st die reflektierende Wand nicht die x-y-Ebene, sondern die Ebene z =-k~, 
dann wird die Bedingung cp = 0 an dieser Ebene erfiillt, wenn man anstatt (32) setzt: 

cp = t[xcoso.:+ ycosfJ + zcosy-ct] -t[xcoso.:+ ycosfJ - (z+ 2M)cgsy -ct]. (33) 



84 Wellenbewegung lUld Wellenfelder. 

Schaltet man daher in den Gang del' einfallenden Welle eine Schar von parallelen, 
in den Abstanden 0 voneinander befindlichen, teilweise reflektierenden Wanden 
ein, dann haben die von den einzelnen Wanden reflektierten Wellen aile die 
gleiche Richtung, und ihre gegenseitigen Gangtmterschiede sind ganzzahlige 
Vielfache von 20 cos y. 

Handelt es sich um eine harmonische Welle mit del' Wellenlange A und ist die 
Anzahl del' reflektierenden Ebenen sehr groB, dann wird gemaB 2. die durch 
Interferenz aller diesel' Wellen gebildete Resultierende nul' dann eine von Null 
merklich verschiedene Amplitude haben, wenn del' Gangunterschied gleich einer 
ganzen Zahl von Wellenlangen ist, wenn demnach del' Einfallswinkel y del' 

Bedingung 'It}. (34) 
cosy =2(5 

entspricht, worin n eine ganze Zahl bedeutet. Die Formel (34) findet unter an
derem Anwendung bei del' Reflexion von Rontgenstrahlen von Kristallen, wo 
die "Netzebenen" del' Atome die Rolle del' reflektierenden Wande spielen1. 

§ 14. Wellenfelder in inhomogenen nnd anisotropen Medien. 
1. Allgemeines fiber Wellenfelder. Die im § 13 eingefiihrte WeIlenfunktion rp 

bedeutete die Deformation in einem Kontinuum von Massenpunkten. Offenbar 
werden aIle dort angesteIlten Ubedegungen ihre Giiltigkeit behalten, wenn rp 
eine andere physikalische Bedeutung hat, sofern es nUl' del' Wellengleichung 
geniigt. Wir wollen allgemein von einem Wellenfeld sprechen, wenn in einem 
den Raum kontinuierlich erfiillenden Medium eine physikalische GroBe als ein 
skalares Feld rp (ti) odeI' als ein Vektorfeld \U (t) beschrieben werden kann, derart, 
daB rp (t) bzw. die Komponenten von \U (t) Wellengleichungen geniigen, wenn 
also eine an einer Stelle des Mediums vorgenommene Veranderung von rp odeI' \U 
sich mit einer endlichen Geschwindigkeit c in dem Medium ausbreitet. Beispiele 
fiir solche Wellenfunktionen sind: Dichte, Druck, elektrische und magnetische 
Feldstarke. 

Wir sprechen von einem "homogenen" Medium, wenn die GroBe c eine Kon
stante ist, wie wir es in den vorhergehenden Paragraphen angenommen hatten. 
Die Ergebnisse unserer Betrachtungen lassen sich demnach unverandert auf die 
Wellenausbreitung in einem beliebigen homogenen Medium iibertragen. Wir 
sprechen von einem "inhomogenen" Medium, wenn c eine Funktion des Ortes 
c (x, y, z) ist. Wir werden spateI' sehen, daB dies auch del' physikalisch wichtigere 
Fall ist, da im allgemeinen tatsachlich die Ausbreitungsgeschwindigkeit von 
Wellen in einem Medium vom Orte abhangt (wenn z. B. die elastischen und 
elektrischen Konstanten des Mediums nicht an allen Orten den gleichen Wert 
haben). 

Wir sprechen von einem "anisotropen" Medium, wenn die Fortpflanzungs
geschwindigkeit von del' Richtung del' Wellenausbreitung abhangig ist. Dies ist 
dann del' Fall, wenn die elastischen odeI' elektrischen Konstanten des Mediums 
den Charakter von Tensoren haben, wie in manchen Kristallen. Die Wellen
gleichung wird dann natiirlich eine allgemeinere und kompliziertere Gestalt 
haben. 

Wir sprechen schlieBlich von einer "Dispersion", wenn die Fortpflanzungsge
schwindigkeit einer harmonischen Welle von ihrel' Frequenz abhangt. Das be
kannteste Beispiel hierfiil' ist die Abhangigkeit des Brechungsquotienten von del' 
Fl'equenz bei elektromagnetischen Wellen in materiellen Medien (siehe § 58). Mathe
matisch dl'iickt sich dies darin aus, daB in del' Amplitudengleichung (15) § 13 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 125. 
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c eine bestimmte Funktion von OJ ist. An der Losung des Randwertproblems 
andert sich dabei zunachst nichts, soweit es sich um die Bestimmung der Eigen
werte und Eigenfunktionen handelt. Bei der Konstruktion von allgemeinen 
Losungen aus den Eigenfunktionen macht sich jedoch die Dispersion dadurch 
bemerkbar, daB diese Losungen im allgemeinen nicht mehr den Charakter 
von "stehenden" Schwingungen haben. Ebenso kann auch bei einer nicht
harmonischen, fortschreitenden Welle dann nicht mehr von einer "Fortp£lanzllngs
geschwindigkeit" einer bestimmten Phase gesprochen werden, da sich mit der 
Ausbreitung der Wellen ihre Schwingungsform verandert. 

2. Die Eikonalgleichung in inhomogenen Medien. In einem inhomogenen 
Medium" lautet gemaB § 13, 1. die Wellengleichung 

fJ2 rp 
""""ifi2 = c2 (x, y, z) • LI p. (1) 

Wir setzen die LOsung wiederum in der Form (14) § 13 an und erhalten 
daher wie in § 13. 3. fur die Amplitudenfunktion 1Jl die Amplitudengleichung 

LI + 0)2 -0 
1Jl c2(x.y,z)1Jl-, (2) 

worin aber c im Gegensatz zu (15) § 13 noch vom Orte abhangt. 1Jl ist im all
gemeinen eine komplexe Ortsfunktion von der Gestalt 

1Jl =a • eiS ; (3) 

hierin sind die reellen GroJlen a und 8, von denen die erste die gewohnliche Ampli
tude und die zweite die Phase der Schwingung 'J:Iedeutet, noch Funktionen des 
Ortes a =a (x, y, z), 8 =8 (x, y, z). Die Funktion 8 (x, y, z) wird mitunter als 
das "Eikonal" bezeichnet. In § 13,1. definierten wir als Wellenflachen die geo
metrischen Orte gleicher Phase. Die Schar der Wellenflachen ist also durch 
Gleichungen von der Form 8 ( ) t x, y, z = cons 

gegeben; wir stellen uns die Allfgabe, die Differentialgleichung dieser Flachen
schar abzuleiten. 

Die zweimalige Differentiation von 1Jl nach x gemaJl Gleichung (3) liefert 

!.3L-~ is+ .~ is 
fJ x - fJ x e a~ fJ x e , 

fJ2tp fJ2a· s 2' fJa fJS· s . fJsS·s (fJS)2 ·s 
fJx2 = fJx2 e~ + ~8fi8fie~ + a~ fJx2 e~ -a 8fi et • 

Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir die Ableitungen nach y und z. Die Einsetzung 
in Gleichung (2) liefert demnach 

Lla+2i.grada.grad8+aiLl8-a!grad812+ ;22 a=O. (4) 

SolI diese komplexe Gleichung erfiillt sein, dann mu'B sowohl der reelle als 
auch der imaginare Teil des Ausdruckes auf ihrer linken Seite verschwinden, 
es mussen also die Gleichungen 

0)2 

Lla-a Igrad 812+-2 a=O c (5) 
und 

a 
grad a. grad 8+ "2L18 =0 (6) 

bestehen. Die Elimination von a aus den Gleichungen (5) und (6) wiirde die ge
suchte Differentialgleichung der Wellenflachen liefern. 

Unsere Aufgabe vereinfacht sich sehr wesentlich, wenn wir uns mit einer 
Naherung begnugen, indem wir annehmen, daB die Funktion a (x, y, z) sich mit 
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dem Orte so langsam verandert, daB man das erste Glied in der Gleichung (5), das 
die Ableitungen von a nach den Koordinaten enthalt, gegen die beiden anderen 
Glieder, die a selbt;;t enthalten, vernachlassigen kann. Das wird immer dann 
moglich sein, wenn Ll a w2 ( 2 n )2 

-----a- < < C2 = ---y-

gilt oder wenn die relative Anderung von a beim Fortschreiten um die Lange 

Eins klein gegen i und daher die relative kderung von a beim Fortschreiten 

um die Lange A klein gegen Eins ist, wenn also in Dimensionen von der GroBen
ordnung der Wellenlange a merklich konstant bleibt. 

Unter dieser V oraussetzung verwandelt sich die Gleichung (5) in 

IgradSI2=(::r+(::r+(~~r= C2(:'~,Z)· (7) 

Da hierin a nicht mehr vorkommt, ist dies bereits die gesuchte Differential
gleichung fiir S, die sogenannte "Eikonalgleichung". Die rechte Seite dieser 
Gleichung ist eine gegebene Funktion des Ortes, man kann daher durch Inte
gration der Gleichung unter gegebenen Randbedingungen die Schar der Wellen
flachen finden, vorausgesetzt, daB man sich auf FaIle beschrankt, bei denen die 
Naherungsannahme, unter der wir die Differentialgleichung (7) abgeleitet haben, 
tatsachlich gilt. Insbesondere werden wir also gerade die Beugungsprobleme, fur· 
die gemaB § 13, 5. wesentliche Anderungen von a in Dimensionen der Wellen
lange charakteristisch sind, auf diese Weise nicht behandeln konnen. 

3. Das Huygbensscbe Prinzip. Die Eikonalgleichung (7) gestattet in ~eht 
einfacher Weise die Schar derWellenflachen geometrisch zu konstruieren, wenn 
eine Flache der Schar gegeben ist. Wir denken uns fiir den Augenblick diese Kon
struktion bereits durchgefiihrt. Dann konnen wir zu der Schar der Wellenflachen 
die zugehorige Schar der orthogonalen Trajektorien zeichnen. Nennen wir das 
Element einer Linie dieser Schar an, so gilt nach Formel (7) § 6 und Gleichung (7) 

dB w 2n 
diL=c=---Y- (8) 

da grad S die Richtung an hat. Die Distanz an zwischen den benachbarten 

Wellenflachen S = S1 und S = S1 + as ist demnach gleich as .~-, also eine 
w 

gegebene Funktion des Ortes. Der Abstand zweier 
Wellenflachen, auf denen die Phase um 211: ver-

schieden ist, ist gleich 2 11: . ~ = A, wie es nach 
w 

der Definition der Wellenlange als Abstand 
zweier Punkte gleicher Phase auch sein muB. 

Will man also zu der Flache S = S1 (Abb.36) 
die benachbarte Wellenflache konstruieren, auf 

s der die Phase um as groBer ist, dann hat man 
einfach von jedem Punkte P der Flache 

senkrecht zu ihr um das Stuck as· ~ fortzu
w 

Abb. 36. schreiten; alle so erhaltenen Punkte P' liegen 
aufderWellenflache S=S1+aS. Vonhierkann 

man dann zur nachsten Wellenflache weitergehen und so fort. In einem homo
genen Medium, wo c konstant ist, sind die Wellenflachen, wie man sieht, aIle 
zueinander parallel. 

Da die Stucke, um die man fortschreiten muB, der Fortpflanzungsgeschwin
digkeit c der Welle proportional sind, kann man die Konstruktion auch 
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so durchfiihren, daB man um jeden Punkt der Ausgangswellenflii.che eine 
"ElementarweUe" konstruiert, d. h. eine Kugelwelle mit einem der GroBe c 
proportionalen Radius, und die Einhiillende aller dieser Elementarwellen 
bildet; diese ist dann wieder eine Wellenflache der Schar. Diese Konstruk
tion ist von HUYGHENS zuerst angegeben worden; das auf dieser Konstruk
tion beruhende Prinzip zur Herstellung der Wellenflachen wird daher als 
"HuYGHENssches Prinzip" bezeichnet. Entsprechend seiner Herleitung ist es 
nur unter den unter 2. formulierten Bedingungen anwendbar und versagt speziell 
bei den Erscheinungen der Beugung. Hingegen lassen sich die Gesetze der Re
flexion und der Brechung an der Grenzflache zweier homogener Medien aus dem 
HUYGHENsschen Prinzip leicht gewinnen, wie aus den Elementen der Physik als 
bekannt vorausgesetzt werden darf. 

4. Das Fermatsche Prinzip. Dem HUYGHENSSchen Prinzip liegt offenbar die 
Vorstellung zugrunde, daB der "Wellenzustand" im Raume langs der ortho
gonalen Trajektorien der Wellenflii.che von Punkt zu Punkt fortschreitet, wobei 
die Geschwindigkeit dieser Bewegung die gegebene Ortsfunktion c (x, y, z) ist. 
Die Zeit T, die benotigt wird, damit der Wellen-
zustand von dem Punkte PI auf der Wellenflii.che 
8 = 8 1 zu dem Punkte P a auf der Wellenflii.che 
8 = 8a gelangt, der auf derselben Trajektorie 7: wie 
P liegt, ergibt sich als Wert des Linienintegrals 

(9) 

langs des Weges 7: von PI bis P a (Abb. 37). 
Die Zeit, die verstreichen miiBte, damit der 

Wellenzustand auf einem anderen, beliebig ge Abb.37. 

stalteten Wege (J von PI nach P a gelange, konnte man offenbar auch mit Hilfe 
des Integrals (9) berechnen, wenn man es anstatt iiber 7: iiber (J erstreckt. 
Wir stellen uns die Frage, auf welchen unter allen moglichen von PI nach P a 
gezogenen Kurven T ein Minimum ist. 

Wir setzen fiir c aus (8) in das Integral (9) ein und erhalten: 
p. 8. 

m=~\~ ds=~r~d8 
.L, w J an w J an ' (10) 

PI 8 1 • 

worin ds das Linienelement von (J bedeutet, das durch zwei benachbarte Wellen
flii.chen 8=81 und 8=81+d8 herausgeschnitten wird, und dn den Normal
abstand dieser beiden Flii.chen, der gieichzeitig das Linienelement von 7: ist 
(Abb. 37). Da jedenfalls ds ::::. dn ist, gilt auf dem ganzen Integrationswt'ge 

::? 1. (U) 

Die Ungleichung (U) geht dann und nur dann auf dem ganzen Integrations
wege in eine Gleichung iiber, wenn (J mit T identisch wird. Daraus folgt, daB der 
Integrand in (10) in jedem anderen FaIle mindestens auf einem Teile des Inte
grationsweges groBer als Eins sein muB und daher der Wert des Integrals sicher-

lich groBer als der Wert des langs T erstreckten Integrals: 8 2-81 • Die gesuchte 
w 

Minimalkurve ist also gerade die Kurve 7:. 

Daraus ergibt sich ein einfaches Prinzip zur Berechnung bzw. Konstruktion 
der orthogonalen Trajektorien zu den Wellenflii.chen, die in der geometrischen 
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Optik, wie wir spateI' sehen werden, die Rolle del' "Lichtstrahlen" spielen: das 
"FERMATsche Prinzip". Um den "Strahl" zwischen zwei Punkten PI und P2 zu 
finden, berechne man das Integral (9) langs einer beliebigen, zwischen PI und P2 

gezogenen Kurve. Diejenige unter allen diesen Kurven, langs derer das Integral 
seinen kleinsten Wert hat, ist die gesuchte Strahlkurve. Aus del' so gewonnenen 
Schar von Strahlkurven kann man wiederum die Schar del' Wellenflachen, die 
in jedem Punkte auf .den Strahllrurven senkrecht stehen, konstruieren. 

Als Proben fiir die Verwendbarkeit des FERMATschen Prinzips wollen wir 
die drei folgenden einfachen Beispiele durchrechnen. 

a) In einem homogenen, durch keine Wand begrenzten Medium ist c konstant 
und nach (9) die Strahlkurve die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punk
ten, d. h. die zwischen diesen beiden Punkten gezogene Gerade. Man spricht 
daher auch manchmal von del' "geradlinigen" Wellenausbreitung in einem 
homogenen Medium. 

b) Del' Beweis des Reflexionsgesetzes nach dem FERMATschen Prinzip gestaltet 
sich folgendermaBen (Abb.38). Gegeben seien die beiden Punkte PI und P2 

I! mit den Koordinaten Xl' Yl und x2, Y2· Von PI 
gehe ein Strahl iiber P mit den Koordinaten X, 0, 

1 wo er von del' x-Achse reflektiert wird, nach P2• 

Del' Einfallswinkel sei Ih und del' Reflexionswillkel 
!k f}2. Nach dem FERMATschen Prinzip haben wir 

jenen Wert von X und de1llllach von f}l und f}2 zu 
suchen, fiir den die Zeit zum Durchlaufen del:' 
Strecke PI P P 2 ein Minimum wird. c werde Xz 

Abb. 38. 
als konstant angenommen; dann muB die Strecke 

PI P P2 selbst ein Minimum sein. Wir haben also jenen Wert von X zu suchen, 

fiir den del' Ausdruck V(X-X l )2+ Y12 + V (X2-X)2+ Y22 

ein Minimum ist. Die Differentiation diesesAusdruckes nach X liefert dieBedingung 
hiefiir: X-Xl X2-X . -<1. •• Q 0 - = sm'U'l - sm'U'2 = , 

V(x- XI )2 + Yl 2 V(X2- X)2 + Y22 

woraus f}1 = f}2' also in der Tat das Reflexionsgesetz folgt. 
c) Del' Beweis des Brechungsgesetzes nach dem FERM:A.TSchen Prinzip lauft 

darauf hinaus, die Zeit zur Durchlaufung des Weges PIP P 2 (Abb. 39) zu einem 
11 Minimum zu machen, wobei del' Punkt PI in 

!l1 

Abb. 39. 

einem Medium mit del' Fortpflanzungsgeschwin
digkeit cl und del' Punkt P2 in einem Medium 
mit del' Fortpflanzungsgeschwindigkeit c2, del' 
Punkt P auf del' Trennungsflache del' beiden 
Medienliegt. f}l sei del' Einfallswinkel, f}2 del' 
Brechungswinkel. Es ist also jenes X zu suchen, 
fiir das del' Ausdruck 

V'(X-X1 )2+ yI2 + V(X2-X)2+ y22 

01 02 

ein Minimum ist. Die Differentiation dieses Ausdruckes nach x liefert die Bedingung 
hiefiir: X-Xl X2-X = SinDl _ sinD2 =0 

c1 V(X-X1 )2+ yI2 C2V(X2-X)2+ y22 c1 c2 

odeI' sin D1 C1 

sin f}2- = 0;' (12) 

also in del' Tat das SNELLIUssche Brechungsgesetz. 
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5. Anisotrope illedien. Wahrend in einem isotropen, homogenen Medium die 
Wellenflachen einer von einem Erregungspunkte ausgehenden Welle KugelfIachen 
mit dem Erregungspunkt als Mittelpunkt sind, haben die Wellenflachen in einem 
anisotropen, homogenen Medium eine andere Gestalt. Man konstruiert sie, indem 
man auf den vom Erregungspunkte ausgehenden Strahlen Strecken abtragt, 
die den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in del' betreffenden Strahlrichtung 
proportional sind (Abb. 40). Offenbar werden in diesem Falle die Strahlen 8 zu 
den einzelnen Punkten del' Wellenflache mit den 
Wellennormalen n in den gleichen Punkten im allge
meinen nicht zusammenfallen, wie bei Kugelwellen. 
In anisotropen Medien sind also nicht wie in isotro
pen die "Strahlen" mit den orthogonalen Trajektorien 
del' Wellenflache identisch. 

Obzwar die Eikonalgleichung (7) und die daran 
gekniipfte Ableitung des HUYGHENSSchen Prinzips 
hier natiirlich ihre Giiltigkeit verlieren, konnen wir 
doch nach dem V organge von HUYGHENS die Kon

Abb.40. 

struktion del' Wellenflachen als Einhiillende von "Elementarwellen" auch in 
anisotropen Medien benutzen, wobei natiirlich als Elementarwelle anstatt einer 
Kugelflache eine Flache zu benutzen ist, die 
durch eine del' Abb. 40 entsprechende Kon
struktion gewonnen wird. 

Ais Beispiel betrachten wir die Brechung 
einer ebenen Welle an del' Grenze zwischen 
einem isotropen und einem anisotropen Me
dium. In del' Abb. 41 ist die Konstruktion 
gemaB dem HUYGHENSSchen Prinzip durch
gefUhrt und zwar, um die Unterschiede deut
lich VOl' Augen zu fiihren, sowohl fUr den 
Fall, daB die Elementarwellen im zweiten Me. 
dium Kugeln sind (Index 0), als auch fiir den 
Fall, daB sie nicht Kugeln (Ellipsoide) sind 
(Index a). fo und fa sind die als Einhiillende 

Abb. 41. 

del' Elementarwellen gebildeten Wellenfronten, no und na die zugehorigen Wellen
normalen und 80 bzw. 8 a die Strahlrichtungen. Man sieht, daB zwar 80 und no, 
nicht abel' 8 a und na miteinander zusammenfallen. Das SNELLIUssche Brechungs
gesetz gilt nul' fiir jene, nicht abel' fUr diese. 

Sechstes Kapitel. 

Physikalische Statistik. 
§ 15. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

1. Statistische GesetzmaBigkeiten. Aus den Darlegungen del' Kapitel I und II 
folgt, daB sich del' Zustand eines jeden physikalischen Systems durch Zahlen be
schreiben laBt. Ware es moglich, das System mit vollkommener Genauigkeit zu be. 
obachten und zwar so, daB del' Vorgang del' Beobachtung an dem System 
selbst keine Veranderung hervorruft, dann wiirde die wiederholte Beobachtung 
einer jeden physikalischen GroBe an dem betrachteten System immer exakt die 
gleichen Zahlenresultate ergeben. Da jedoch, wie wir in § 2 gesehen haben, jede 
Beobachtung einerseits bloB einen endlichen Genauigkeitsgrad hat und ander
seits nicht vorgenommen werden kann, ohne eine endliche Veranderung an dem 
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zu beobachtenden System hervorzurufen, wird in Wirklichkeit bei wiederholter 
Beobachtung der betreffenden physikalischen GroBe das Resultat der Messung 
jedesmal in einer anderen Zahl, bzw. in einer anderen Gruppe von Zahlen be
stehen. 

Wir nehmen der Einfachheit halber zunachst an, daB die zu beoba{)htende 
physikalische GroBe a einen endlichen Wertevorrat besitze, also nur bestimmter 
diskreter Werte aI' a2, ag, ... ,am fahig sei (§ 5, 2.). Wir werden spater unsere 
Betrachtungen auch auf GroBen mit kontinuierlich unendlich groBem Werte
vorrat erweitern. Wir machen nun unter den gleichen Bedingungen nacheinander 
N Beobachtungen und notieren ihren Ausfall. Aus dem Beobachtungsprotokoll 
kann man dann ohne weiteres entnehmen, wie oft unter diesen N "Proben" der Wert 
a1 bzw. a2, as, ... von a aufgetreten ist oder, wie wir uns kurz ausdriicken wollen, 
wie oft das "Ereignis" aI' a2, a3 , ••• eingetreten ist. Es sei n i die Anzahl der Ereig
nisse aI' n2 die Anzahl der Ereignisse a2, allgemein nk die Anzahl der Ereignisse ak. 
Die Zahl nk nennen wir die "absolute Haufigkeit" des Ereignisses ak; dividiert 
man die absoluten Haufigkeiten nk durch die Gesamtzahl N der Proben, so erhalt 

man die "relativen Haufigkeiten" ;;, die samtlich echte Briiche sind. 

Wiederholt man nun die oben beschriebene Serie von N Versuchen ofters, 

so werden die relativen Haufigkeiten ;; in den einzelnen Serien im allgemeinen 

nicht miteinander iibereinstimmen, sondern von Serie zu Serie verschieden sein. 
Die Erfahrung lehrt nun ganz allgemein, daB diese Abweichungen zwischen den 
relativen Haufigkeiten in verschiedenen Serien um so kleiner ausfallen, je groBer 
die Zahl N der Proben einer Serie ist. Wir vermuten daher, daB es in der Natur 
ein bestimmtes Gesetz gibt, wonach bei unbegrenzter Zunahme von N in einer 
Serie die Abweichungen der relativen Haufigkeiten in verschiedenen Serien ver
schwindend klein werden, die relativen Haufigkeiten selbst daher im Grenzfalle 
N ---.. 00 exakt definierte Zahlenwerte annehmen: 

(1) 

die fiir das beobachtete System und fiir die Methode der Beobachtung charakte
ristisch sind. Dieses Gesetz, das wir im folgenden stets als giiltig ansehen wollen, 
bezeichnen wir als das "Gesetz der gro(3en Zahlen". Es ist sehr wichtig, sich stets 
dariiber im klaren zu sein, daB das Gesetz der groBen Zahlen deduktiv-Iogisch 
nicht bewiesen werden, sondern nur aus der Erfahrung induktiv erschlossen 
werden kann. ' 

Wir gehen nun zu der Betrachtung eines physikalischen Experimentes tiber. 
Ein solches Experiment besteht stets darin, daB man ein physikalisches System 
in einen bestimmtert "Anfangszustand" bringt und die Veranderung dieses 
Zustandes nach einer gewissen Zeit beobachtet. Die wiederholte Ausfiihrung 
desselben Experimentes konnte nur dann immer das gleiche Resultat ergeben, 
wenn sich sowohl der Anfangszustand exakt wiederherstellen als der End
zustand exakt beobachten lieBe. Aus den oben angefiihrten Griinden ist beides 
prinzipiell unmoglich. Das "gleiche" Experiment, zu wiederholten Malen ange
stellt, wird also in Wirklichkeit im allgemeinen jedesmal ein anderes Ergebnis 
liefern. 

Wir beschranken uns auch hier wiederum auf die Beobachtung einer GroBe a 
mit endlichem Wertevorrat. Aus dem Beobachtungsprotokoll einer Serie von 
N Experimenten kann man dann die absoluten Haufigkeiten nik bestimmen, 
mit denen sich aus dem gegebenen Anfangszustand ai der Endzustand ak ein-
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gestellt hat. Die GroBen n: nennen wir die relativen Haufigkeiten der Ereignisse, 

die in dem Ubergang ai ->- ak bestehen. Die Erfahrung legt es uns nahe, dem 
analogen Gedankengang wie oben folgend, das Bestehen einer besonderen 
GesetzmaBigkeit in der Natur anzunehmen, wonach die Grenzwerte der relativen 
H aufigkeiten der verschiedenen Ubergange sich bei unendlicher Vermehrung 
der Proben bestimmten Zahlenwerten Wik annahern: 

(2) 

die im aligemeinen auch nooh von der Zeit zwischen dem Anfang und dem Ende 
des Experimentes abhangen werden. In besonderen Fallen kann Wik entweder 
vom Anfangszustand ai oder von der Zeit t oder auch von beiden GroBen unab
hangig sein. Wir werden solchen Fallen spater noch wiederholt begegnen. 

Wir nennen, wie wir bereits in § 2, 4. andeuteten, eine GesetzmaBigkeit, die 
fiir den Ausfall eines einzelnen Experimentes kein bestimmtes Resultat vor
schreibt, sondern nur bestimmte relative Haufigkeiten (2) fiir ein "Kollektiv" 
von Experimenten, eine ,,8tati8ti8che Gesetzmii/3igkeit", im Gegensatz zu einer 
"kau8alen Ge8etzma/3igkeit", gemaB welcher der Ausfall jedes Experimentes exakt 
bestimmt ist. 

2. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit. Nach dem eben Gesagten ist es immer 
dann, wenn fiir eine Erscheinungsgruppe eine kausale GesetzmaBigkeit bekannt 
ist, moglich, den Ausfall eines Versuches oder einer Probe mit Sicherheit vorauszu
sagen, also das Eintreten eines bestimmten Ereignisses in der Zukunft mit Sic her
heit zu prophezeien. Ist jedooh fiir die betreffende Erscheinuilgsgruppe nur eine 
statistische GesetzmaBigkeit bekannt, dann kann man zwar eine V oraussage 
iiber ein Kollektiv von Versuchen machen, eine Prophezeiung iiber den Ausfall 
eines einzelnen Ereignisses in der Zukunft ist jedoch mit Sicherheit nicht moglich. 
Macht man dennoch eine solche Prophezeiung, so kann sie, wenn man Gliick 
hat, eintreffen; wir haben dann den Ausfall des Ereignisses "erraten". Sie kann 
aber auch falsch sein; wir haben dann eben falsch geraten. 

Landlaufig driickt man die Tatsache der Ugmoglichkeit einer exakten Prophe
zeiung eines Ereignisses aus, indem man sagt, daB das betreffende Ereignis 
"zufallig" zustande kommt, oder daB die betreffende Erscheinung "dem Zufall 
aUein unterworfen ist". Das Wort Zufall pflegt man, dem allgemeinen Sprach
gebrauch nach, immer dann anzuwenden, wenn man das Fehlen einer gesetz
maBigen, kausalen Verkniipfung von Ereignissen andeuten will. Nun haben wir 
oben gesehen, daB sehr wohl fiir ein Kollektiv eine statistische GesetzmaBigkeit 
bestehen kann, auch dann, wenn das Einzelereignis scheinbar vollig zufallig 
verlauft. Halt man an dieser Terminologie fest, so ist man paradoxerweise ge
notigt anzunehmen, daB es auch fiir den Zufall Gesetze, namlich die statistischen 
Gesetze gibt, die man dann "Zufa1l8ge8etze" nennt. Da nach der Definition des 
ZufalJs schon das Wort "Zufallsgesetz" einen Widerspruch in sich enthalt, emp. 
fiehlt es sich, den Begriff des Zufalls iiberhaupt aus statistischen Betrachtungen 
auszuschalten. 

Ist die Prophezeiung eines bestimmten Ereignisses aus prinzipiellen Griinden 
unsicher, dann kann man sie nach dem Grade dies,er Unsicherheit in eine be
stimmte Rangordnung einreihen. Wir nennen eine Prophezeiung "wahr8chein
lich" , wenn sie sich in einer relativ groBen Menge von ahnlichen Fallen bereits 
friiher erprobt hat, "unwahr8cheinlich" , wenn sie in friiheren, ahnJichen Fallen 
nur selten eingetroffen ist. Dem Sinne dieser Bezeichnung folgend, fUhren wir 
als rationelles MaB fiir die "W ahr8cheinlichkeit" eines gewissen Ereignisses die 
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durch die Gleichungen (1) bzw. (2) definierten GroBen ein, also die Grenzwerte 
der relativen Haufigkeiten des betreffenden Ereignisses bei unendlicher Ver
mehrung der Anzahl der Proben. Ihrer Ddinition nach ist die Wahrscheinlichkeit 
demnach stets ein echter Bruch. 

Unter der "Zustandswakrscheinlichkeit" eines physikalischen Systems ver
steht man speziell die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System bei einer in einem 
willkiirlichen Zeitpunkte vorgenommenen Probe in einelll vorgegebenen Zustand 
a k anzutreffen. Denkt man sich zum Beispiel ein von einem Gas erfiilltes GefaB 
in eine Anzahl von Gebietsteilen eingeteilt und definiert den Zustand des Gases 
durch die Angabe der Zahl der Gasmolekiile in jedem dieser Gebietsteile, dann 
ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Zustand nach der Definition (1) 
gleich der relativen Haufigkeit, mit der bei sehr oftmaliger Beobachtung des 
Gases die Molekiile in einer solchen Verteilung angetroffen werden, die der Defi
nition des betreffenden Zustandes entspricht. 

Unter der "Ubergangswahrsckeinlichkeit" eines physikalischen Systems aus 
einem Zustand ai in einen anderen Zustand ak versteht man die Wahrscheinlich
keit dafiir, das System bei einer Beobachtung zur Zeit t in dem Zustande ak 
anzutreffen, wenn es zur Zeit Null sich im Zustande ai befunden hat. Bringt 
man ein Gas durch irgendeine geeignete MaBnahme auf einen vorgegebenen 
Anfangszustand und beobachtet seinen Endzustand nach einer Zeit t, wobei 
Anfangs- und Endzustand durch eine entsprechende Verteilung der Molekiile 
definie>t sein sollen, dann ist nach der Definition (2) die Wahrscheinlichkeit 
des "Oberganges aus dem Anfangs- in den Endzustand gleich der relativen Haufig
keit, mit der bei wiederholter Vornahme dieses Experimentes mit dem gleichen 
Anfangszustand der betreffende Endzustand erreicht wird. 

3. Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wahrscheinlichkeiten a priori. 
Da beim Bestehen von statistischen GesetzmaBigkeiten fiir Kollektive von 
Einzelfallen die Wahrscheinlichkeiten fiir diese Kollektive vollkommen exakt 
definierte Zahlen sind, muB es offenbar moglich sein, die Wahrscheinlichkeiten 
fiir ein Kollektiv .A. aus den Wahrscheinlichkeiten fiir andere Kollektive B, C, 
D, . .. abzuleiten, wenn man das Kollektiv.A. aus den Kollektiven B, C, D, . .. 
konstruieren kann. So muB es z. p. moglich sein, die Wahrscheinlichkeiten fiir 
die unter 2. definierten Zustande und "Obergange eines Gases zu berechnen, 
wenn von jedem einzelnen Gasmolekiil bekannt ist, mit welcher Wahrschein
lichkeit es sich in jedem Gebietsteil des GefaBes aufhalt und mit welcher Wahr
scheinlichkeit es aus einem Gebietsteil in einen anderen iibergeht. 

Der Kalkiil, mit dem die eben formulierte Aufgabe gelost werden kann, 
wird als "W akrsckeinlichkeitsrecknung" bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeits
rechnung gestattet also, Wahrscheinlichkeiten aus anderen Wahrscheinlich
keiten zu berechnen. Es ist ein weit verbreiteter Irrtum, wenn man glaubt, 
daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung es ermogliche, "den Ausfall eines rein 
zufalligen Vorganges vorauszuberechnen". Weder laBt sich der Zufall voraus
berechnen, nooh hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit ibm das geringste 
zu tun. 

Da man demnach mit Hille der Wahrscheinlichkeitsrechnung immer nur 
Wahrscheinlichkeiten aus anderen Wahrscheinlichkeiten berechnen kann, lassen 
sich auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung nur dann bestimmte Aussagen 
iiber ein System machen, wenn bereits eine Vielheit von Beobachtungen sta
tistischer Natur an diesem oder einem ahnlichen System vorliegt. Es gibt jedoch 
Falle, deren Mechanismus von so einfacher Art ist, daB der Ausfall eines ent
sprechenden statistischen Versuches ohne wirkliche Ausfiihrung des Versuches 
aus der Betrachtung des Systems direkt abgelesen werden kann, Dies ist stets 
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dann der Fail, wenn das betrachtete System eine derartige Symmetrie besitzt, 
daB die verschiedenen moglichen Ereignisse untereinander vollig gleichwertig er
scheinen. Man wirddann mit Recht annehmen konnen, daB bei einer wirklichen 
Vornahme sehr vieler Proben die verschiedenen moglichen Ereignisse relativ 
gleich haufig auftreten werden, so daB die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse 
gleich groB angesetzt werden konnen. 1st die Anzahl der moglichen Faile gleich m, 
dann ist nach 1. und 2. die Wahrscheinlichkeit jedes Einzelfailes gleich 11m. 
So wird man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Spitze des Se
kundenzeigers einer Uhr bei einer willkiirlichen Beobachtung in einem beliebigen 
der 60 Intervalle des Minutenkreises anzutreffen, von vornherein als gleich groB 
ansetzen und ihr daher den Wert 1/60 zuschreiben. 

Gelingt es demnach, ein zu untersuchendes Kollektiv auf ein anderes Koilek
tiv oder mehrere andere zuriickzufiihren, denen man die Gleichwahrscheinlich
keit ihrer einzelnen moglichen Ereignisse von vornherein ansehen kann, dann kann 
man auch die Wahrscheinlichkeit, die das zu untersuchende Kollektiv beherrscht, 
ohne Ausfiihrung eigener Versuche von vornherein berechnen. Die so berech
neten Wahrscheinlichkeiten fiihren den N amen "W ahrscheinlichkeiten a priori". 

4. Der Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wir betrachten nun 
ein System, bei dem samtliche Moglichkeiten fiir den Ausfail einer Probe durch 
die Falle aI' a2, ag, ••• a m mit den Haufigkeiten nI, ~, ng, ••• n m erschopft sein 
mogen. Es sei m 

N = .2.~nk. (3) 
k=l 

Wir wollen nun aus den Fallen ak "Ereignisse" E 1, E2, Ea, ... E; konstruieren, 
derart, daB unter das Ereignis El die FaIle aI' a2, ag, ••• as" unter das Ereignis E2 

die FaIle as,+!, as,+2, ... a ... , ... subsumiert werden. Das Ereignis EI soIl also dann 
eingetreten sein, wenn der Index k von a einen der Werte 1, 2, ... SI angenommen 
hat, usf. Die absolute Haufigkeit von El ist dann gleich n 1+n2+ ... +ns, und 
die Wahrscheinlichkeit w (E1) nach (1) gleich 

(E ) - Ii ~ + n 2 + ... + nSt - r ~ + Ii ~. + + lim ~ -wI-m N -lm N mN ... N-
N=", N=", N=", N=", 

(4) 

analoge Ausdriicke erhalt man fiir w (E2), ••• W (E3). 
Die sogenannte "vollstiindige .w ahrscheinlichkeit" eines Ereignisses, das durch 

verschiedene, einander ausschlieBende Moglichkeiten realisiert werden kann, 
ist also gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Moglich
keiten. Dieser Satz wird als Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
bezeichnet. 

Bildet man die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir aIle moglichen Ereig
nisse E1, Ez, ... E;, so erhalt man wegen (3) und (4) 

w (EI ) + w (E2) + ... + w (E;) = 1; (5) 

die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller fiir den Ausfall einer Probe mog
lichen Ereignisse ist stets gleich Eins. FaBt man aIle von einem Ereignis E ver
schiedenen Ereignisse wiederum zu einem Einzelereignis E', dem kontradiktori
schen Gegenteil von E zusammen, so erhalt man wegen (4) und (5) 

w (E)+ w (E') = 1. (6) 

Die Summe aus der Wahrscheinlichkeit und der "Gegenwahrscheinlichkeit" eines 
Ereignisses ist stets gleich Eins. 
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Besonders einfache Verhii.ltnisse ergeben sich, wenn aIle FaIle a k unter

einander die gleiche Wahrscheinlichkeit Wk = ~ besitzen. Nennen wir g die 
m 

Anzahl der fiir ein Ereignis "giinstigen" nnter allen m "moglichen" Fallen a k , 

dann ist nach (4) 
w(E) = JL. 

m (7) 
Die Apriori-Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, das durch das Eintreffen von 
untereinander gleich wahrscheinlichen, moglichen Fallen realisiert werden kann, 
ist also gleich dem Quotienten aus der Anzahl der giinstigen durch die Anzahl 
der moglichen FaIle. 1st g= 0, also fiir das betreffende Ereignis a priori kein 
Fall giinstig, dann ist w=O. w=o bedeutet also die Unmoglichkeit fiir das Ein
treffen eines Ereignisses. 1st umgekehrt g = m, also fiir das betreffende Ereignis 
a priori jeder Fall giinstig, dann ist w = 1; w = 1 bedeutet also die Sicherheit fiir 
das Eintreffen eines Ereignisses. 

Beispiele: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Sekundenzeiger einer Uhr bei 
einer willkiirlichen Beobachtung eine Zeit zwischen der nullten und der zehnten 
Sekunde anzeigen zu sehen, ist wegen g = 10 und m = 60 gleich 1/6; die Wahr
scheinlichkeit fiir eine angezeigte Zeit in der oberen HaHte des Zifferblattes ist 
wegen g = 30 und m = 60 gleich 1/2. Man kaml ferner aus der Formel (7) leicht 
die Wahrscheinlichkeit dafiir ableiten, daB bei n-fach wiederholter Beobachtung 
einer gewissen GroBe "rein zufallig" ein regelmaBiger Gang auf tritt, derart, 
daB jeder folgende Wert groBer ist als der vorhergehende. Offenbar ist die Anzahl 
der Moglichkeiten fiir eine beliebige Anordnung der beobachteten Werte gleieh 
der Gesamtzahl der Moglichkeiten fUr die Anordnung von n Elementen, also 
gleich nl, wahrend fUr das gekennzeichnete Ereignis nur eine von diesen An
ordnungen giinstig ist. Es ist also g = 1, m = n!, die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

also gleich~. 
n. 

5. Der Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wir gehen nun 
an die Betrachtung eines Systems, an dem sich zwei Merkmale a und b beobachten 
lassen. Eine jede Probe soil dann in der Beobachtung beider GroBen a und b 
bestehen. Das Ereignis EI soIl darin bestehen, daB bei einer Probe der Wert 
von a bestimmten Bedingungen geniigt, das Ereignis E2 darin, daB der Wert 
von b bestimmten Bedingungen geniigt. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB bei einer Probe gleichzeitig EI und E2 eintritt, und nennen dieses aus 
den Ereignissen EI und E2 zusammengesetzte Ereignis E. Es solI angenommen 
werden, daB das Eintreffen von EI von dem Eintreffen von E2 vollkommen un
abhangig ist und umgekehrt. 

Unter N Proben solI das Ereignis EI nl-mal eingetreten sein und unter diesen 
nl Fallen das Ereignis E2 gleichzeitig n-mal. Nach der Definition (1) gilt dann 
fiir die Wahrscheinlichkeiten w (EI) und w (E2) von EI und E2 : 

w (EI ) = Hm ;; , w (E2) = lim ~ (8) 
N=oo nl=oo n1 

und fiir die Wahrscheinlichkeit w (E) des zusammengesetzten Ereignisses: 

w(E) = lim ;. (9) 
N=oo 

Multipliziert man die beiden Ausdriicke (8), so erhalt man den Ausdruck (9); 

es gilt also: w (E) = w (EI) . w (E2). (10) 

Die "zusammengesetzte W ahrscheinlichkeit" fiir das gleichzeitige Eintreffen 
zweier unabhangiger Ereignisse ist also gleich dem Produkt der Wahrschein-
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lichkeiten fiir das Eintreffen der einzelnen Ereignisse. Dieser Satz wird als 
Multiplikation88atz der Wahrscheinlichkeitsrechnung bezeichnet. Er HiBt sich 
offenbar ohneweiters auch auf die Zusammensetzung von beliebig vielen un
abhangigen Ereignissen E 1, E2, ••• , E j erweitern und lautet dann 

(11) 

So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Sekundenzeiger zweier 
ungleich gehender Uhren bei einer willkiirlichen Beobachtung beide die gleiche 
Sekunde anzeigen, gleich 1/60. 1/60=1/3600, die Wahrscheinlichkeit daftir, die 
Sekundenzeiger dreier ungleich gehender Uhren gleichzeitig eine Zeit zwischen 
der nullten und der zehnten Sekunde anzeigen zu sehen, gleich 1/6.1/6.1/6 = 
=1/216. 

6. Die Newtonsche Formel. Bildet EI> E 2, ••• , E j die vollstandige Aufzahlung 
der moglichen Ereignisse beim Anstellen eines bestimmten Versuches und sind 
WI> W 2, ••• , Wj ihre Wahrscheinlichkeiten, dann geben diese GroBen an, wie oft 
unter N Proben die betreffenden Ereignisse eintreten, wenn N tiber alle Grenzen 
vermehrt wird. 1st die Anzahl N der Proben endlic1, dann kann tiber die Haufig
keit, mit der die einzelnen Ereignisse darunter aufgetreten sind, aus der Wahrschein
lichkeitsrechnung nichts Bestimmtes ausgesagt werden. Die absoluten Haufigkeiten 
n k der Ereignisse E k konnen beliebige Werte haben, wenn nur ihre Summe gleich N 
ist. Stellt man nun aber denselben, aus einer Serie von N Proben bestehenden 
Versuch sehr oft hintereinander an, dann muB man offenbar aus der Wahr
scheinlichkeitsrechnung angeben konnen, wie groB die relative Anzahl der Ver
suche mit dem gleichen Versuchsausfall, d. h. den gleichen Zahlen nk ist, wenn 
man die Anzahl der Versuche unbegrenzt zunehmen laBt. Mit anderen Worten: 
wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit daftir, daB unter N Proben n1-mal das 
Ereignis E 1, n2-mal das Ereignis E2, ••• ,nrmal das Ereignis E j auftritt. 

Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist offenbar 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Ereignis EI bei ni individuell durch ihre 
Nummer bestimmten Proben auf tritt, gleich WIn,., ebenso die Wahrscheinlichkeit 
daftir, daB das Ereignis E2 bei ~ individuell durch ihre Nummer bestimmten 
Proben auf tritt, gleich w21l.; allgemein ist Wknk die Wahrscheinlichkeit daftir, 
daB das Ereignis Ek bei nk bestimmten unter den N Proben auftritt. Nach dem
selben Satz ist daher die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sowohl EI ni-mal als 
auch E2 ~-mal, ... , als auch E j nrmal unter N Proben, und zwar in ganz be
stimmter Reihenfolge auf tritt, gleich 

(12) 

Nun kommt es uns aber nicht darauf an, die Wahrscheinlichkeit des Auf
tretens gewisser nk in bestimmter Reihenfolge zu erfahren, wir wollen vielmehr 
wissen, wie groB die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daB unter N Proben die be
stimmten Zahlen nl'~' ... , nj ohne Rticksicht auf die Reihenfolge der einzelnen 
Ereignisse auftreten. Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
wird diese Wahrscheinlichkeit urn so viele male groBer sein als der Ausdruck (12), 
als es Vertauschungen der Reihenfolge der einzelnen Ereignisse gibt, bei denen die 
Zahlen nk unverandert bleiben. Nach einer bekannten Formel der Kombinatorik 
ist die Anzahl dieser "Komplexionen" gleich 

N! 
(13) 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Zahlen nl'~' ... , ni 
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fiir die Ereignisse E l , E2, ••• , E:I bei N Versuchen ist daher gleich dem Produkt 
der Ausdr'iicke (12) und (13), also gleich 

Dies ist die "NEWToN8Che- Formel" der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die in der 
physikalischen Statistik eine hervorragend wichtige Rolle spielt. 

Heben wir unter allen moglichen Ereignissen nur eines, Emit der Wahr
scheinlichkeit p hervor und fassen aIle anderen in E' mit der Wahrscheinlich
keit q zusammen, dann ist aus (14) sofort die Wahrscheinlichkeit dafiir zu ge
winnen, unter N Proben dasEreignisE n-mal und daher das Ereignis E' N-n= 
=m-mal eintreten zu sehen: 

NI 
w(n)=nl~!pnqm (N=n+m, p+q=I). (15) 

Bei jeder endlichen Anzahl von Proben ist also fiir jede beliebige Haufig
keit n des Eintreffens von E eine endliche Wahrscheinlichkeit vorhanden, laBt 
man jedoch N unbegrenzt zunehmen, dann wird n genau bestimmt und ergibt 
sich gemaB der Definitionsgleichung (I) als N-facher Wert der Apriori-Wahr
scheinlichkeit p von E: limn=pN. (16) 

N=«> 

Aus der Formel (15) kann man z. B. berechnen, daB die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, unter N willkiirlichen Beobachtungen die Spitze des Sekundenzeigers 
einer Uhr n-mal in der oberen Halfte des Zifferblattes aufzufinden, wegen 
p =q = 1/2 gleich ist: 

w (n) = (!) ( ! t. 
Wir zeigen zum Schlusse noch, daB die Formel (15) die Forderung (5) 

erfilllt, daB also bei festgehaltenem N die Summe aller w (n) fiir samtliche Werte 
von n, die kleiner oder gleich N sind, Eins ergeben muB, da hiedurch offenbar 
aIle Moglichkeiten erschOpft sind. In der Tat gilt nach dem binomischen Lehrsatz: 

N 

Z (!) pnqN~ = (p+q)N =1. (17) 
n=O 

7. Thermodynamisehe Wahrseheinliehkeit von Verteilungen. Statt einen 
Versuch an einem bestimmten System N-mal zu wiederholen und abzuzahlen, 
wie oft unter den Versuchsausfallen die einzelnen moglichen Ereignisse ver
treten sind, kann man offenbar auch so vorgehen, daB man eine "Gesamtheit" 
von Systemen mit genau dem gleichen Mechanismus konstruiert und an allen 
Gliedern dieser Gesamtheit gleichzeitig den Versuch ausfiihrt. Das Resul
tat des Versuches besteht dann darin, daB an n l Exemplaren der Gesamt
heit das Versuchsresultat E l , an ns Exemplaren das Resultat E2, • • • auftreten 
wird. Der (im allgemeinen ungleichmaBige) Zustand, in den die anfangs ganz 
gleichformige Gesamtheit durch den Versuch iibergefiihrt wurde, nennen wir 
eine "Verteilung" der Gesamtheit. 

Jeder durch die Zahlen nt, ns, ... , n:l charakterisierten Verteilung kommt 
eine gewisse Wahrscheinlichkeit zu, die gleich der relativen Haufigkeit ist, mit 
der diese Verteilung auftreten wiirde, wenn man, immer vom gleichen Anfangs
zustand der Gesamtheit ausgehend, denselben Versuch unzahlige Male wieder
holen wiirde. Nach der obigen Uberlegung muB sie offenbar gleichfalls der 
Formel (14) geniigen, worin jetzt Wk die fiir ~lle Glieder der Gesamtheit gleiche 
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Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, durch den Versuch in den Zustand Ek tiber
gefiihrt zu werden (odeI' sich zur Zeit del' Beobachtung im Zustand Ek zu be
finden), nk die Anzahl der Glieder, bei denen del' Zustand Ek registriert wird, 
und N die GBsamtzahl aIler Glieder del' Gesamtheit. 

Die Formel (14) liefert demnach z. B. unmittelbar die Losung del' unter 3. 
angedeuteten Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit W ftir eine bestimmte Verteilung 
del' Gasmolekiile tiber die einzelnen Abteilungen des GefiiBes zu finden, wenn 
die Wahrscheinlichkeiten WI' W 2, ••• , Wj dafiir bekannt sind, daB sich ein in
dividueIles Gasmolekiil in del' 1.,2.,3., ... , j.-Abteilung des GefaBes befindet. 

Ein besonders wichtiger und haufig auftretender Spezialfall liegt VOl', wenn 
die Wk aIle untereinander gleich sind (wenn beispielsweise in dem obigen Beispiel 
das GefaB in lauter gleich groBe Abteilungen eingeteilt gedacht ist). In diesem 
FaIle wird aus (14) N!· ( 1 )N 

W (nv n2, ••• , nj) = I I I --;-- • (18) 
n 1 • n 2 ••• .n;. J 

Hier ist del' zweite Faktor auf del' rechten Seite von (18) von den nk vollkommen 
unabhangig, die Wahrscheinlichkeiten del' verschiedenen Verteilungen sind also 
del' Anzahl (13) ihrer Komplexionen direkt proportional. Kommt es, wie bei 
manchen Problemen del' statistischen Mechanik (vgl. Kap. XII), nul' auf die Ver
haltnisse del' wan, dann kann man zur Kennzeichnung del' Wahrscheinlichkeit 
von Verteilungen direkt die Ausdrticke (13) benutzen, die als "thermodynamische 
Wahrscheinlichkeiten" bezeichnet werden. Die thermodynamischen Wahrschein
lichkeiten sind, da sie ja die Zahlen von Komplexionen angeben, stets ganze und 
positive Zahlen. 

Sind die Zahlen nk aIle. sehr groB gegen Eins, dann kann man die STIRLINGsche 
Naherungsformel ftir die FaktorielIen: 

n! = n" e-n V2n n (19) 

benutzen und erhalt dahel' ftir die thermodynamische Wahrscheinlichkeit (13) 
den Naherungsausdruck N N e-N V 2 n N 

====-----------=== n 1n, e-n, )!2 nn1 • n 2n• e-n2 V 2 n n 2 ••• njnj e-nj V2nnj 

NN+} 

odeI', wenn man aIle von den n k unabhangigen Faktoren zusammenfaBt und 
+ gegen nk vernachlassigt, 

(ink=N). 
k=l 

(20) 

§ 16. Diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen. 
1. Definition. LaBt sich del' Zustand eines physikalischen Systems durch 

die Angabe des Wertes einer gewissen GroBe a definieren, von del' wir zunachst 
annehmen, daB sie einen endlichen Wertevorrat besitze, dann wird gemaB den 
Entwicklungen von § 15 jedem solchen Zustand, also jedem Werte a k von a eine 
gewisse Wahrscheinlichkeit w() - (1) a k - Wk 

entsprechen. wist also eine diskontinuierliche Funktion del' Zustandsvariablen a. 
Wir nennen sie die dem Zustand des betrachteten Systems zugeordnete Wahr
scheinlichkeitsflmktion. 

GemaB del' alIgemeinen Bedingungsgleichung (5) § 15, del' jede Wahrschem-

Fiirth, Theor. Physik. 7 
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lichkeit geniigen muB, unterliegt eine Wahrscheinlichkeitsfunktion der Nor
mierungsbedingung: 

(2) 

worin die Summation tiber aile Werte der Variablen zu erstrecken ist. 
Denkt man sich die Numerierung der ak so durchgefiihrt, daB die Werte ak 

mit steigendem k zunehmen, dann kann man die Wahrscheinlichkeiten S k dafiir 
bilden, daB a< ak ist. Nach dem Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
§ 15, 4. ist - S + + + (3) k=W1 w2 ... Wk' 

Die Werte Sk definieren ebenfalls eine diskontinuierliche Funktion 

S (ak) = Sk, (4) 

die wir die zu der Wahrscheinlichkeitsfunktion Wk gehorige "Summenfunktion" 
nennen wollen. Die Summenfunktion beginnt mit dem Werte Null fiir a<a1 

und endet mit dem Werte Eins gemaB der Bedingung (2). . 
Wir konnen die obigen Definitionen ohneweiters auch auf Variable mit 

abzahlbar unendlich groBem Wertevorrat tibertrag~n. In diesem Faile lauft der 
Index k von Eins bis Unendlich und die Summation in (2) ist natiirlich ebenfalls 
von Eins bis Unendlich zu erstrecken. Damit die Bedingung (2) erfiillbar sei, ist 
es jedenfalls notwendig, daB die auf der linken Seite der Gleichung stehende un
endliche Reihe konvergiere. 

Wir konnen uns die Wahrscheinlichkeitsfunktion (1) dadurch veranschau
lichen, daB wir, wie in Abb. 42, in einem Koordinatensystem in den Punkten a/C 

Abb.42. Abb.43. 

der Abszissenachse Ordinatenstrecken von der Lange W (ak) errichten. Die zu
gehOrige Summenfunktion (4) wird durch die "Stufenkurve" der Abb.43 dar
gestellt mit Stufen von der Rohe Wk in den Punkten ak' Sie beginnt vom Niveau 
Null und steigt bis zur Rohe Eins monoton an. 

Ganz analog zu der oben definierten WahrscheiDlichkeitsfunktion fiir den 
Zustand eines Systems kann man nun auch Wahrscheinlichkeitsfunktionen 
definieren, die die Ubergange zwischen den einzeInen Zustanden des Systems 
regeIn. FUr den "tlbergang aus dem Zustand ai in den Zustand ak in der Zeit t 
existiert eine diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion 

(5) 

die der Normierungsbedingung unterliegt, daB die Summe der AusdrUcke (5) 
tiber aile moglichen Endzustande bei gegebenem Anfangszustand oder tiber aile 
moglichen Anfangszustande bei gegebenem Endzustand gleich Eins sein muB: 

.l: W (ai' ak' t) = 1, (6) .l: W (ai' ak, t) = 1. (7) 
k 
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Die Funktion (15) § 15 gibt ein Beispiel fiir eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 
von einer Verii.nderlichen n, die alle ganzzahligen Werte zwischen Null und N 
annehmen kann. GemaB den obenstehenden Entwicklungen und denen Von § 15, 7. 
stellt sie die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB sich unter N in einem GefaB 
befindlichen Gasmolekiilen im Zeitpunkte der Beobachtung n in einer bestimmten 
Abteilung des GefaBes befinden, ohne Riicksicht auf die Verteilung der iibrigen 
Gasmolekiile, wenn p die Wahrscheinlichkeit a priori fUr den Aufenthalt eines 
individuellen Gasmolekiils in dem betrachteten Raumgebiet darstellt. 

2. Wahrscheinlichster Wert einer diskontinuierlich verinderlichen GroBe. 
AlB "wakrsckeinlicksten Wen" einer diskontinuierlich veranderlichen GroBe a 
wollen wir einen solchen Wert aw bezeichnen, der zu einem Maximum der Funk
tion w (a) gehort. Ein absolut wahrscheinlichster Wert ist ein solcher, der zu 
einem absoluten Maximum von w gehort, der also unter allen Werten von a 
die groBte Wahrscheinlichkeit besitzt. DaB es mindestenseinen solchen Wert 
geben muB, ist klar, da unter endlich oder abzahlbar unendlich vielen GroBen 
mindestens eine die groBte sein muB. Ein relativ wahrscheinlichster Wert ist 
ein solcher, der zu einem relativen Maximum von w gehort, der also unter allen 
Werten von a in einer gewissen Umgebung der groBte ist. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Wert aw von a 
ein Maximum ist, lautet gemaB der gegebenen Definition 

(8) 

Wir wollen speziell fUr die Funktion (15) § 15 die wahrscheinlichsten Werte nw 
von n aufsuchen. GemaB der Bedingung .(8) muB also n die Ungleichungen 

N! nrf"> N! pn-1 q1ll+1) 
n!m!p = (n-l)!(m+l)! . 

N! n no> N! n+1 ... -1 
n!m!p q = (n+l)! (m-l)! p q 

(9) 

erfiillen, die nach Vornahme einiger Kiirzungen die Gestalt 

annehmen. 
p(m+l»qn; q(n+l»pm 

Addiert man zu beiden Seiten dieser Ungleichungen die GroBe pn, so folgen 
wegen 

fiir n = nw die Ungleichungen: 

pN -q< nw < pN+p. (10) 

Da die Differenz zwischen (pN + p) und (pN -q) gerade gleich Eins ist, 
gibt es, falls die beiden Grenzen, wie es im allgemeinen der Fall sein wird, keine 
ganzen Zahlen sind, nur einen einzigen wahrscheinlichsten Wert nw, der demnach 
der absolut wahrscheinlichste Wert von n sein muB (Abb.42). 1st dagegen 
(pN + p) und daher auch (p N - q) ganzzahlig, dann gibt es zwei wahrscheinlichste 
Werte von n, namllch gerade diese beiden. Jedenfalls ist nw entweder gleich pN 
oder einer der zu p N benachbarten ganzen Zahlen. Wahrend also im Grenz
falle N = 00 gemaB (16) § 15 n exakt gleich pN wird, ist pN bei endlichem N 
wenigstens der wahrscheinlichste Wert von n. 

3. Mittelwert einer diskontinuierlich veriinderlichen GroBe. Beobachtet man 
eine diskontinuierlich veranderliche GroBe aN-mal und tritt unter diesen N 
Beobachtungen der Wert a1 von a ~-mal, der Wert as ns-mal, allgemein der 

7* 
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Wert a k nk-mal auf, so ist das arithmetische Mittel samtlicher in einem gewissen 
Intervall von a beobachteten a-Werte gleich .I aknk 

() alnl +asns + ... Ii: (11) ma = =, 
n 1 + ns + . . . }' nk ... 

Ii: 

worin die Summation uber alle dem betrachteten Intervall entsprechenden Werte 
des Index k zu erstrecken ist. m (a) fallt natiirlich im allgemeinen fiir jede Serle 
von N Beobachtungen derselben GroBe a verschieden aus. 

LaBt man die Zahl N der Beobachtungen unbegrenzt wachsen, dann geht 
der Ausdruck (11) auf Grund der Beziehung (1) § 15 uber in 

- _ I' [ al n l + as1~a + ... . n1 + n a±.:..:..:..] _ 
a-1.ll1 N . N -

N=<x> 

= [a1lim ;: + a2 lim i + ... ] : [lim ~ + lim ;; + ... ] = 

_ a1w1 +asws +'" 
- w1+wa+··· 

.Iakw(ak) 
Ii: (12) 

Wir nennen a den "Mittelwert" oder "Erwartungswert" oder den "mathe
matischen Hoflnunyswert" der GroBe a. Er laBt sich gemaB (12) berechnen, weIll} 
die Funktion w (ak), also die zu a gehOrlge Wahrscheinlichkeitsfunktion bekannt 
ist. Nach dem Gesetz der groBen Zahlen soll die von Serle zu Serie verschiedene 
GroBe m (a), die sich nur durch wirklich ausgefiihrte Beobachtungen bestimmen 
laBt, im Grenzfalle unendlich ausgedehnter Serlen in den Mittelwert a uber
gehen, der eine exakt definierte Zahl ist. 

Erstreckt sich das Intervall, in dem der Mittelwert von a berechnet werden 
soll, uber alle moglichen Werte von a, so ist nach (2) der Nenner von (12) gleich 
Eins. 

1m allgemeinen sind der wahrscheinlichste Wert aw und der Mittelwert ii 
voneinander verschieden, in besonderen Fallen jedoch konnen beide Werte 
zusammenfallen, insbesondere stets dann, wenn die Funktion w (a) um den 
Wert aw symmetrisch ist. 

Ahnlich wie wir den Mittelwert ii einer GroBe a definieren, konnen wir auch 
den Mittelwert einer beliebigen Funktion t von a, also die GroBe t (a) definieren; 
indem wir in den Gleichungen (11) und (12) t (ak) an Stelle von ak setzen, 
erhalten wir 

Speziell erhalt man Z. B., wenn t (a) eine Potenz von a ist, 

Sa'k8w (ak ) 
- k 

(as) =--... ------. 1. w (ak) 
k 

(13) 

(14) 

4. Mittlere Schwankung; Dispersion. Die Abweichung eines Wertes ak der 
Variablen a von ihrem Mittelwert ii, also die GroBe 

(15) 
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nennen wir seine "absolute Schwankung", das Verhaltnis diesel' GroBe zu dem 
Mittelwert a, also die GroBe 

(16) 

seine "relative Schwankung". 
Man sieht unmittelbar, daB del' Mittelwert sowohl del' absoluten als auch 

der relativen Schwankung stets verschwinden muB: 

(,1 a) = (ak-a) = a-a = 0) 

J 
(17) 

Bildet man hingegen den Mittelwert des Quadrates del' relativen odeI' ab
soluten Schwankung in einer Beobachtungsreihe der GroBe a, dann erhalt man 
sichel' eine von Null verschiedene positive Zahl, da das arithmetische Mittel 
aus lauter positiven Zahlen nicht verschwinden kann. Die so erhaltenen GroBen 

(,1 a)2 = (ak a)2 = (a2 ) - 2li . li + (a? = (a2) - (a)2) 

- (L1a)2 (a2) 
(c5a)2 = (a)2 = (a)2 -1 

(18) 

werden als "mittleres absolutes bzw. mittleres relatives Schwankungsquadrat" von a 
bezeichnet, die Quadratwurzeln daraus als ,;mittlere absolute bzw. mittlere relative 
Schwankung" von a. Sie geben ein MaB dafiir, wie weit sich die einzelnen Werte ak 
von ihrem Mittelwert a entfernen, wie stark sie um diesen Wert "gestreut" sind, 
wie groB also die "Dispersion" der Haufigkeitsverteilung der a ist. Je kleiner 
die mittlere Schwankung ist, desto schmaler und hoher wird die Verteilungs
kurve 42 ausfallen, je groBer die mittlere Schwankung ist, desto breiter und 
niedriger wird sie. 

5. Mittelwert und mittlere Schwankung gemaB der Newtonschen Verteilung. 
Ais Beispiel fiir die Entwicklungen unter 3. und 4. wollen wir den Mittelwert 
und die mittlere Schwankung einer GroBe n berechnen, die nur ganzzablige 
Werte zwischen Null und N annehmen kann und deren Wahrscheinlichkeit nach 
der NEWToNschen Formel (15) § 15 bestimmt ist. 

Nach del' Formel (12) erhalten wir 

H H N 
n= ~nw(n)= ~n. N! pnqN-n=pN ~ (N-l)! pn-lqN-n . 

..:;;.;. ..:;;.; n!(N-n)! ..:;;.; (n-l)!(N-n)! ' 
n=O n=O n=l 

setzen wir hierin 

so wird daraus 

N-l=N', n-l=n' 

H' 
- ~ N'! 'N" 
n=pN..:;;.; n'!(N'-n')! pnq -no 

n'=O 

Da die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung von der Gestalt der Summe 
(17) § 15 ist, muB sie den Wert Eins haben; wir erhalten also fUr n die einfache 
Formel n = pN. (19) 

Ist pN eine ganze Zabl, dann fallen gemaB 2. der wahrscheinlichste Wert und der 
Mittelwert von n zusammen. Ist jedoch, wie es im allgemeinen der Fall sein 
wird, pN keine ganze Zahl, dann sind nw und n um weniger als eine Einheit von
einander verschieden. 
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Auf ahnlichem Wege kann man auch den Mittelwert von n2, die GroBe n2 

berechnen. GemaB Formel (14) erhalten wir 
N N N 

n2= In2 w (n) = I[n (n-l)+n]w(n)=n+ In (n-l) n!(:~n)! p"qN-n= 
11,=0 11,=0 11,=2 

N 

=n+p2N(N-l) '\' (N-2)! pn-2qX-n . 
..:::.. (n-2) (N-n)! 
11,=2 

Setzt man in der letzten Summe 
N-2=N", n-2=n", 

so sieht man nach einem zu dem oben gegebenen, analogen Beweis, daB sie den 
Wert Eins haben muB. Es wird also 

(20) 

Aus (18), (19) und (20) folgt nun sofort fiir das absolute Schwankungsquadrat 

von n (Lln)2=n2-(n)2=qn=pqN. (21) 

Die mittlere absolute Schwankung einer dem NEwTONschen Wahrscheinlich
keitsgesetz gehorchenden GroBe n ist also bei gegebener Apriori-Wahrschein
lichkeit p (bzw. q) der Quadratwurzel aus ihrem Mittelwert bzw. aus der Gesamt
zahl der Beobachtungen einer Serie direkt proportional. Fur das relative mittlere 
Schwankungsquadrat erhalt manaus (18) und (21) 

- q q 1 
(on)2= = = -. N' (22) n p 

Die mittlere relative Schwankung von n ist also der Quadratwurzel aus dem 
Mittelwert n bzw. aus der GesamtzahlN der Beobachtungen verkehrtproportional. 

Deutet man w (n) gemaB der Bemerkung am Schlusse von 1., dann stellt 
der Ausdruck (22) das mittlere relative Schwankungsquadrat der Anzahl n der 
Gasmolekille in einem bestimmten, herausgegriffenen Raumteil eines mit N 
Gasmolekillen gefilliten GefaBes vor. Man sieht, daB die Schwankung dieser 
Anzahl um ihren Mittelwert n cet. par. um so kleiner wird, je groBer n ist und 
sich daher der Beobachtung um so mehr entzieht, je groBer die ins Auge gefaBte 
mittlere Molekulzahl ist. 

§ 17. Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen. 

1. Ubergang von diskontinuierlichen zu kontinuierlichen WahrscheinUchkeits
funktionen. Wahrscheinlichkeitsdichte. Denkt man sich die Intervalle zwiSchen den 
einzelnen Werten einer diskontinuierlich veranderlichen GroBe immer weiter 
verkleinert und gleichzeitig die Anzahl der Werte immer weiter vergroBert, so 
kommt man in der Grenze zu einer kontinuierlich veranderlichen GroBe mit un
endlich groBem Wertevorrat. Wir wollen untersuchen, was in diesem Faile aus der 
zugehOrigen Wahrscheinlichkeitsfunktion wird. . 

Da bei einer kontinuierlich Veranderlichen x in jedem noch so kleinen end
lichen Intervall unendlich viele Werte liegen, ist es zunachst wegen der Nor
mierungsbedingung (2) § 16 klar, daB fUr jeden einzelnen Wert Xi die Wahrschein
lichkeit gleich Null sein muB. Dagegen gibt es eine von Null verschiedene, end
liche Wa.hrscheinlichkeit dafiir, daB x in einem endlichen Intervall zwischen 
zwei Werten Xi und Xk liegt. 

Um die Wahrscheinlichkeitsfunktion empirisch zu definieren, teilt man den 
gesamten Wertebereich von x in eine Anzahl von Intervallen LlXi und bestimmt 
die relativen Haufigkeiten h (Xi), mit denen bei wiederholter Beobachtung die 
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GroBe x in den Intervallen Lf Xi angetroffen wird. In der Grenze fiir unendlich 
viele Beobachtungen sind dann die GroBen 11, (Xi) exakt definierte Zahlen. Wir 
machen nun die Intervalle Ll Xi immer kleiner und bilden jedesmal die Ausdriicke 

~x~. Wir nehmen an, daB es bestimmte Grenzwerte dieser Ausdriicke fiir 
LJ Xi 
den Grenzfall verschwindend kleiner Intervalle Lf Xi gibt, die wir ttl (Xi) nennen. Die 
durch die Vorschrift . h(xi ) 

ttl (Xi) = lim -- (1) 
Llx.=O L1 Xi • 

definierte Funktion ttl (X), die wir im allgemeinen mit Ausnahme einzelner Stellen 
als stetig und stetig differenzierbar voraussetzen wollen, nennen wir die zu der 
Veranderlichen X gehorige kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion. (In der 
Folge wollen wir kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen stets mit ttl 
bezeichnen, um Verwechslungen mit diskontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten 
zu vermeiden). Geometrisch wird die Funktion 
ttl (x) durch eine Kurve nach Art der Abb. 44 w(xj 

dargestellt. Wegen der formalen Analogie der 
Definition (1) zu der iiblichen Definition der 
Dichte in der Mechanik (vgl. § 25) wird die 
GroBe ttl (x) mitunter auch als "Wahrscheinlich
keitsdichte" bezeichnet. 

Praktisch laBt sich natiirlich der GrenzprozeB 
(25) nicht durchfiihren. Durch geniigende Ver
feinerung der Intervalle und geniigend groBe Be

Abb.44. 

obachtungszahlkann manjedoch die Funktion ttl (x) bzw. die Kurve Abb. 44stets mit 
geniigender Genauigkeit approximieren. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion apriori 
kann man immer mit vollkommener Exaktheit gewinnen, wenn es gelingt, die re
lativen Haufigkeiten fiir unendlich kleine Intervalle a priori zu definieren oder 
durch den angedeuteten GrenzprozeB den trbergang von einer diskontinuierlichen 
Wahrscheinlichkeitsfunktion a priori zu einer kontinuierlichen Wahrscheinlich
keitsfunktion zu finden. Die Frage, ob es "in Wirklichkeit" kontinuierlichver
anderliche GroBen und dementsprechende Wahrscheinlichkeiten gibt, bleibe 
dahingestellt. 

Nach der Definition (1) ist ttl (x) dx die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die 
Variable x bei einer willkiirlichen Probe in dem unendlich kleinen Intervall 
zwischen x und x + dx angetroffen wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB x 
in einem endlichen Intervall zwischen a und b liegt, erhalt man hieraus nach dem 
Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung durch kontinuierliche Sum-
mation, d. h. durch Integration b 

ttl (a, b)=~ttl(x)dx. (2) 

a 

Die Normierungsbedingung (2) § 16 nimmt dann die Form 

+00 

I ttl (x) dx=l (3) 

an, die geometrisch gedeutet ausdriickt, daB das von der Wahrscheinlichkeits
kurve und der x-Achse eingeschlossene Flachenstiick den Inhalt Eins hat. 

GemaB (2) kann man nun auch fiir den kontinuierlichen Fall die unter § 16,1. 
definierte Summenfunktion bilden, d. h. eine Funktion S (x), die die Wahr-

x 



104 Physikalische Statistik. 

scheinlichkeit dafiir angibt, daB eine Beobachtung einen kleineren Wert ergibt 
als x: II) 

S (x) = ) \tJ (x) dx. (4) 
-00 

Die geometrische Darstellung der Funktion S (x) ergibt eine Kurye von der Art 
der Abb.45, die aus der Stufenkurve 43 durch unbegrenzte Vermehrung der 

srx) 
tO~-----------~'--

q 

Stufenzahl und Verkleinerung der Stufenhohe 
entstanden gedacht werden kann. Sie beginnt 
wiederum links mit dem Wert Null und steigt 
bis zum Wert Eins stetig an, den sie moglicher
weise erst fiir x = 00 asymptotisch erreicht. 

Dem obigen Gedankengange folgend, kann 
man nun auch ohne Schwierigkeiten Wahr
scbeinlichkeitsfunktionen fiir den Ubergang einer 

.....:::----------x'!:" kontinuierlich veriinderlichen GroBe von einem 

Abb.45. ihrer Werte zu einem anderen konstruieren. 
Wir werden \tJ (xo, x, t) dx die Wahrscheinlich

keit dafiir nennen, daB das betrachtete System vom Werte Xo zur Zeit Null 
zu einem zwischen x und x+dx gelegenen Werte zur Zeit t iibergegangen ist. 

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Uberganges von Xo in einen beliebigen, im 
Intervalle (a, b) gelegenen Wert von x erhalten wir dann: 

b 

\tJ (xo, [a, b], t) = ~ \tJ (xo, x, t) dx 

und die N ormierungsbedingung lautet: a 

+"" 
~ \tJ (xo, x, t) dx = 1. (6) 

-ao 

2. Wahrscheinlichster Wert und Mittelwerte kontinuierlicher Wahrschein· 
lichkeitsfunktionen. Nach den Ausfiihrungen von 1. ist es leicht, die Be
griffe: wahrscheinlichster Wert, Mittelwert und mittlere Schwankung auf kon
tinuierlich veriinderliche GroBen zu iibertragen und die Formeln zu ihrer Be
rechnung aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion anzugeben. FUr den wahrschein
lichsten Wert erhiilt man gemiiB der Definition dieses Wertes als Maximalwert 
der Wahrscheinlichkeitsfunktion die Bedingungen 

(~(x») = 0, (d2)t)~X») ~ 0. (7) 
d x X=Xw d 3J X=Xw 

Fiir den Mittelwert von x in dem Intervall (a, b) erhiilt man in Verall
gemeinerung der Formel (12) § 16 

b b 

x = ) X In (x) d x: ) \tJ (x) d x, (8) 
a a 

bzw. fiir den Mittelwert einer beliebigen Funktion f von x an Stelle von (13) § 16 
b b 

f (x) = ) f (x) \tJ (x) d x : ~. \tJ (x) d x, (9) 
a a 

speziell fUr den Mittelwert einer Potenz 8 von x an Stelle von (14) § 16 
b b 

(x8) = ~ x" \tJ (x) d x : 11n (x) d x, (10) 
a a 
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1st in dem betrachteten Intervall ttl (x) konstant, sind also alle Werte von x 
darin a priori gleich wahrscheinlich, dann wird aus (9) 

b b b 

f(x)=If(x)dx:~dx= b 1 a If(x)dx, (11) 
a a a 

die als "Mittelwertsatz der Integralrechnung" bekannte Formel. 
3. Die GauBsche Wahrscheinlichkeitsfunktion. Eine sehr wichtige Rolle 

bei vielen physikalischen Problemen spielt die Wahrscheinlichkeitsfunktion 

(12) 

worin h und xi! willkiirliche Konstanten bedeuten und x alle moglichen Werte 
zwischen - = und + = annehmen kann; sie wird als "GAusssche W ahrschein
lichkeitsfunktion" bezeichnet. Sie ist um den 
Wert x = Xo symmetrisch; ihre graphische Dar
stellung zeigt die Abb. 46. 

Fiihren wir in (12) als neue Variable die GroBe 

z=x-xo (13) 

ein, dann wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB z zwischen z und z+ dz liegt, 

ttl (z) dz=ttl (x) dx= V~ e-h'z'dz; (14) 

(1 

Abb.46. 

z kann dabei alle Werte zwischen -= und + = annehmen. Durch die neuer
liche Substitution u =hz (15) 

nimmt die rechte Seite dieses Ausdruckes die Gestalt an: 

:-;; e-u' d (~) = V~ e-u·du. (16) 

Wir zeigen zunachst, daB die Funktion (12) die Bedingung (3) erfiillt. In 
der Tat ist wegen (14) und (16) nach einem einfachen Satz der Integralrechnung 

+ <X> +00 +00 

~ iu (x) dx = ~ ttl (z) dz = :-;; ~ e-u' du = l. 
-co -00 -00 

Fiir die Wahrscheinlichkeit, daB x in dem Intervall zwischen a und b bzw. z 
in dem Intervall zwischen a-xo und b-xo liegt, erhalten wir ferner nach For
mel (2) mit Benutzung von (14) und (16) 

b b-x. h(b-x.) 

ttl Ca, b) = ~ ttl (x) dx = ~ ttl ,(z) dz = :-;; ~ e-u' du = 

a a-x. h (a-x.) 

1 \' -u' d \ -u'd 1 { t (

h (b-x.) h (a-x.) ) 

= V-;; ~ e u- ~ e u = 2 'IjJ [h (b-xo)] - 'IjJ[h (a-xo)],' (17) 

worin 'IjJ eine transzendente Funktion bedeutet, die durch das bestimmte Integral 
y 

2 • 
'IjJ (y) = --= \ e-"'du 

Vn J o 
(18) 
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definiert ist und "GAusssches Fehlerintegral" genannt wird. Tabellen fiir diese 
Funktion findet man in jedem Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

3(x) Aus Formel (17) folgt sofort fur die zu der 
~o Wahrscheinlichkeitsfunktion (12) gehOrige Sum

menfunktion (4) 

S(X)=! {'IJ'[h(x-xo)]+I}, (19) 

die in Abb. 47 gezeichnet ist und mit dem GAUSS
schen Fehlerintegral (18) in einfacher Weise zu

---~--.x:'::-~------;x- sammenhangt. 
Aus der Gestalt der Funktion (14) liest man un-

Abb. 47. mittelbar ab, daB ihr Maximum bei z =0 liegt. 
Der wahrscheinlichste Wert von x ist daher nach (13) 

~=~ ~ 
Ferner sieht man ebenfalls ohne Rechnung, daB samtliche Integrale von der 

Form +'" i ZS e-k2 S2 d Z 

-'" 
fUr ungerade 8 verschwinden mussen. Daher gilt fiir aIle Mittelwerte der unge
raden Potenzen von (x-xo): 

insbesondere gilt fiir 8 = 1: 
(x-xo)S =0; 

(x-xo) =0 

(21) 

und daher x = xo' (22) 
Der wahrscheinlichste Wert und der Mittelwert von x fallen daher, wie fur jede 
symmetrische Verteilungsfunktion, zusammen. 

Um die Dispersion der Verteilung (12) zu bestimmen, berechnen wir das 
mittlere absolute Schwankungsquadrat von x. Es ergibt sich mit Benutzung der 
Formeln (10), (22), (13) und (14) unter Verwendung der Substitution (15) durch 
pa:r;tielle Integration die Beziehung: 

+00 +00 
(X_X)2 = (X_XO)2 = ~ = ;-n ~ z2e-k2s2dz = h2 ~-n ~ u2 e-u' du = 2 ~2' (23) 

-00 
Die Dispersion ist also nur von der Konstanten h abhangig und ihr verkehrt 

proportional. In der Tat wird die Kurve der Abb. 47 um so steiler und schmaler, 
je groBer h ist, und um so breiter und flacher, je kleiner h ist. 

x 

4. Beispiele fiir unsymmetrische Wahrschein
lichkeitsfunktionen. Als Beispiele fUr unsym
metrische Wahrscheinlichkeitsfunktionen, die 
ebenfalls physikalisch von Bedeutung sind, be
trachten wir die beiden folgenden: 

a) Es sei 
4 

tv (x) = V-n h3 • x2e-k ' z" (24) 

Abb. 48. 
worin x aIle Werte zwischen Null und Unendlich 
annehmen kann (Abb.48). Man verifiziert zu

nachst ohneweiters die Giiltigkeit der Normierungsbedingung (3) 

(25) 
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Fiir den wahrscheinlichsten Wert von x findet man nach (7) aus 

:00 (x2 e-hIX2).v=xw = e-hl xw' (2xw -2 h,2 X103) =0: 
1 

Xtc = h:' (26) 

FUr den Mittelwert x findet man nach (8) 
<Xl '" 00 

X = ~ x. ro (x)dx= ~ ~ x 3 e-h"X'dx = h. ~n ~ u3 e-u'du= V~ . !. (27) 

o 0 0 

x ist also gro6er als Xw und beide stehen zueinander im konstanten Verhaltnis 
2 vn = 1,13 .•. 

Wir berechnen schlie6lich noch den Mittelwert von xl nach (1O) 
<Xl '" <Xl 

xI=~X2.ro{X)dX= ~~ ~x4.e-lh;·dX=h2~ ~u4e-u'du= 2~2' (28) 

o u u 
~ ist also gro6er als X10 und gro6er als x und steht zu ~esen beiden Gro6en 

in den kons~nten Verhaltnissen ~ =1,22 ... , bzw. V 3sn =1,09 ... 
b) Es sel ro (x) = Ae-I.x, (29) 

worin A eine Konstante bedeutet und x aIle Werte zwischen Null und Unendlich 
annehmen kann (Abb. 49). 

Man verifiziert zunachst wiederum sofort 
<Xl '" 

~ ro{X)dX=A ~ e-I.xdx=l. (30) 

o u 
Aus (29) ersieht man ferner unmittelbar, 

da6 der wahrscheinlichste Wert von x der 
Wert x=O ist: Xw =0. (31) 

FUr die Mittelwerte x und xl erhalt man 
nach (8) und (1O) <Xl '" 

x = ~ x.ro{x)dx = A ~ xe-I.xdx=!, 

o 0 
., '" 

Abb.49. 

(32) 

X2=~xI.ro{X)dx=A~x2e-l.xdx= ;2' (33) 

o 0 

Die Dispersion der Verteilung ergibt sich gema6 Formel (18) § 16 mit Be-
nutzung von (32) und (33) zu S(:&' 

-- 002 2 f----------:::=_~ 

(~X)2 = (lV)2-1 =12.A,2-1 =1. (34) 

Sie ist also fiir aIle Verteilungen von der Form (29), 
unabhangig von der Steilheit der Kurve der Abb. 49, 
gleich gro6. 

Die zu der Wahrscheinlichkeits£Unktion (29) ge
horige Summenfunktion lautet 

II: 

S (x) = ~ ro (x) dx = l_e-J•x ; 

sie ist in Abb. 50 dargestelIt. 0 

x 
Abb.60. 

(35) 
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5. Wahrscheinlichkeitsfunktionen von mehreren Veranderlichen. Wir haben 
bisher angenommen, daB der Zustand des betrachteten Systems durch eine 
einzige Variable a bzw. x bestimmt sei. Nehmen wir nun allgemein an, daB 
der Zustand des Systems von einer endlichen Zahl von Variablen al'~' ... , a. 
(mit diskontinuierlichem Wertevorrat), bzw. Xl' X2, ..• , X. (mit kontinuierlichem 
Wertevorrat) abhangt, dann werden durch die relativen Haufigkeiten der ver
schiedenen Wertekombinationen dieser Variablen in Verallgemeinerung von (I) §16 
und (I) § 17 Wahrscheinlichkeitsfunktionen von mehreren Veranderlichen 

definiert. 
Ein Beispiel fiir eine diskontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunktion von 

mehreren Veranderlichen haben wir in § 15 in der Funktion (14) kennengelernt, 
bei der die Variablen nl'~' ... aIle ganzzahligen Werte zwischen Null und N 
annehmen konnen. 1m folgenden werden wir uns, um lastige Wiederholungen 
zu vermeiden, auf den Fall kontinuierlich veranderlicher GroBen beschranken. 
\t) (Xl' ... , X.) aXI •.. a X. bedeutet demgemaB die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB die Veranderliche Xl einen Wert zwischen Xl und Xl + a Xl' Xl! einen Wert 
zwischen :va und x2+a:va, • •. , X. einen Wert zwischen x. und x 8+ax. hat. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich Xl in einem endlichen Intervall 
zwischen a l und bl usw. aufhaIt, erhalt man durch Summation bzw. Integration 
iiber aIle diesen Bedingungen geniigenden Wertekombinationen der X 

b1 b. 

\t) ([ai' bl ], [a2, b2], ••• [as, bs]) = ~ ... ~ \t) (Xl . .. Xs) axl . .. ax.. (36) 

Erstreckt man das Integral in (36) iiber den ganzen Wertebereich der Variablen, 
so muB es natiirlich Eins ergeben: 

+", +", 
~ ••• ~ \t) (Xl . .. X.) aXI •.• ax. = 1. (37) 

-0) -CD 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich der Wert von Xk zwischen Xk und 
Xk+axk befindet, ohne Riicksicht auf die Werte der iibrigen Variablen, erhalt 
man durch Integration von \t) iiber den gesamten Wertebereich aller X mit Aus-
nahme von Xk: +00 +", 

\t) (xk) a Xk= ~ ..• ~ \t) (Xl . .. X.) aXI .•• a Xk-l . aXk+1 ... axs• (38) 
-00 -co 

Die so erhaltene Wahrscheinlichkeitsfunktion \t) (Xl:) ist eine Funktion von nur 
einer Veranderlichen, wie wi!.' sie friiher betrachtet haben. 

FUr den Mittelwert einer beliebigen Funktion t (Xl' .•• ,X8 ) in dem betrach
teten Intervall erhaIt man nach dem Muster von (9) 

b1 b. 
i ... j t (Xl··· X.) to (Xl··· X.) dx l ••• dx. 

(39) 

Auf diese Weise kann man genau so wie bei einer einzigen Variablen die Mittel
werte und die mittleren Schwankungen der einzelnen Variablen Xl' ..• ' X8 
berechnen, wenn die Funktion \t) (Xl' ••. , X.) bekannt ist. 
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6. Korrelationen. Wir betrachten als besonderen Spezialfall der Formel (39) 
den Mittelwert des Produktes LI XtLi Xk zweier verschiedener x, fiir den wir all
gemein die Formel: 

(LI x;LI Xk) = (Xi-Xi) (Xk-Xk) = (Xi Xk)-2 Xi' Xk + Xi' Xk = (Xi Xk)-Xi' Xb (40) 

erhalten, die im FaIle i =k in die Formel (18) § 16 fiir das mittlere absolute 
Schwankungsquadrat iibergeht. Wahrend jedoch dieses seiner Definition ent
sprechend nur dann verschwinden kann, wenn X konstant ist, wird der 
durch (40) ausgedriickte Mittelwert offenbar stets dann verschwinden, wenn 
sich die Funktion W in ein Produkt zerspalten laBt, derart, daB Xi nur in dem 
einen Faktor und Xk nur in dem anderen vorkommt. Wir konnen namlich dann 
nach Integration iiber aIle anderen X gemaB (38) schreiben: 

W (Xi' Xk) dXi dXk = U (Xi) b (X k) dXi dx k ; 

daraus folgt nach der Definition (39) 

-- \\WiWkW(X;,Wk)dwidxk \ WiU(Xi)dxi' \ Xkb(Xk)dxk __ 
(Xi Xk) = r r = r r = Xi' Xk' 

) ) IV (Xi' xk)d xid Xk ) U(Xi) dXi' ) b (Xk)dxk 

wodurch unsere Behauptung erwiesen ist. 

(41) 

Die Beziehung (41) driickt aus, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das gleich
zeitige Eintreffen der "Ereignisse" Xi und Xk gleich dem Produkt aus der Wahr
scheinlichkeit u fiir das Ereignis Xi und der Wahrscheinlichkeit b fiir das Ereignis 
Xk ist. Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt dies 
dann und nur dann, wenn die Ereignisse Xi und Xk voneinander "unabhangig" 
sind. Das Verschwinden des mittleren Schwankungsproduktes (40) zweier vari
abler ZustandsgroBen driickt also stets aus, daB diese ZustandsgroBen voneinander 
statistisch unabhangig sind. 

Verschwindet das Schwankungsprodukt (40) fiir ein paar von Zustands
groBen nicht, so bedeutet das, daB sie voneinander statistisch nicht unabhangig 
sind, daB sie miteinander in einer gewissen "Korrelation" stehen. Die GroBe 
dieser Korrelation wird durch den Ausdruck (40) gemessen. 1st er positiv, so 
heiBt das, daB das Eintreffen von Xi eine erhOhte Wahrscheinlichkeit fiir das Ein
treffen von Xk schafft oder umgekehrt (positive Korrelation); ist er negativ, so 
heiBt das, daB das Eintreffen von Xi eine verminderte Wahrscheinlichkeit fiir das 
Eintreffen von Xk schafft oder umgekehrt (negative Korrelation). 

Fiir das mittlere, absolute Schwankungsquadrat der Summe (Xl + X2 +, .. + Xs) 

der Variablen Xi erhalten wir allgemein 

8 8 

= Z (LI Xi)2+ 2 Z(LI Xi LI Xic)· (42) 
.i=l i<k=l 

Sind die Xl samtlich voneinander unabhangig, dann verschwinden nach dem 
oben Gesagten die mittleren Schwankungsprodukte in (42) und es resultiert 

Ll2 (Xl + X2+ ••• + Xs) = (LI Xl)2+ (LI X2)2+ . .. + (LI xs)2: (43) 

das absolute Schwankungsquadrat der Summe einer Anzahl unabhangiger 
Zustandsvariablen ist gleich der Summe der Schwankungsquadrate dieser GraBen. 

Sind insbesondere samtliche (LI Xi)2 untereinander gleich, dann gilt 

(44) 
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das mittlere Sehwankungsquadrat del' Summe von s untereinander unabhangigen 
ZustandsgroBen ist dann somal so groB als das mittlere Schwankungsquadrat 
del' einzelnen GroBe. 

Die Formeln (43) und (44) behalten ihre Giiltigkeit offenbar auch dann, wenn 
man in den Ausdrucken (Xl + X2 + ... + X s) einige odeI' aIle positiven Vorzeichen 
durch negative ersetzt. 

Siebentes Kapitel. 

Mechanik der Massenpunkte und starren Korper. 
§ 18. Dynamik der Systeme von Massenpunkten. 

1. Die Bewegungsgleichungen und ihre Losung. Wir wollen in diesem 
Kapitel die Mechanik eines Systems von diskreten materiellen Punkten 
gemaB dem in § 2, 2. eingenommenen Standpunkte behandeln. Aus del' Er
fahrung laBt sich fiir die Bewegung eines materiellen Punktes unter del' Wirkung 
einer auf ihn wirkenden Kraft das NEWTONsche Bewegungsgesetz herleitenl • 

Es laBt sich folgendermaBen ausdriicken: 
Messen wir die Lage des materiellen Punktes durch den Radiusvektor t in 

bezug auf ein bestimmtes, ausgezeichnetes Koordinatensystem, das wir das 
"Inertialsystem" nennen wollen, und wirkt auf ihn eine Kraft E, die eine be
liebige Funktion von t und t sein kann, dann ist del' Beschleunigungsvektor t 
dem Kraftvektor proportional, was wir in del' Form 

E=mr (1) 

schreiben wollen. Hierin ist m eine fur den materiellen Punkt charakteristische 
Konstante, die wir seine "Masse" nennen. 

Nennen wir die Komponenten von fin bezug auf ein rechtwinkliges Koordi
natensystem kx, ky, k., die im allgemeinen Funktionen del' Koordinaten X, y, z 
und del' Zeit t sein werden, dann konnen wir die Vektorgleichung (1) in die drei 
skalaren Gleichungen (2) 
zerlegen. 

Als Inertialsystem sah die NEWToNsche Mechanik den "absoluten Raum" 
an. Da jedoch Ortsmessungen im Raume immer nul' in bezug auf andere materielle 
Korper vorgenommen werden konnen, ist im Sinne unserer in § 1, 3. entwickelten 
Auffassung del' Begriff des absoluten Raumes als unphysikalisch aus del' theo
retischen Physik auszuscheiden. Die Erfahrung lehrtl , daB ein durch die Ge
samtheit del' Fixsterne festgelegtes Koordinatensystem die Eigenschaft eines 
Inertialsystems del' NEWToNschen Mechanik hat. 

Beobachtungen an sehr schnell bewegten Teilchen2 haben ferner gelehrt, 
daB die Masse in Wirklichkeit nicht konstant ist, sondern noch von del' 
Geschwindigkeit tJ abhangt. Diese Massenveranderlichkeit wird jedoch erst 
merklich bei sehr groBen, mit del' Lichtgeschwindigkeit vergleichbaren Ge
schwindigkeiten. In diesem Kapitel wollen wir uns auf Geschwindigkeiten 
beschranken, bei denen die Masse als konstant angesehen werden kann. 

Die Integration del' Differentialgleichungen (1) bzw. (2) liefert die endlichen 
Bewegungsgleichungen (1) § 10 des Massenpunktes im Sinne del' Kinematik .. 
Da die Differentialgleichungen von del' zweiten Ordnung sind, treten bei derlnte
gration zwei willkiirliche Konstanten auf, als welche wir stets die Anfangslage to 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. IV. 
2 V gl. "Exp.-Physik". Kap. XXVI mId XXVIII. 
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und die Anfangsgeschwindigkeit tlo verwenden konnen. Die endlichen Bewegungs
gleichungen lauten also: r =r (ro, tlo, t). (3) 

Bei bekanntem Kraftgesetz f (r, t) ist die Bewegung des Massenpunktes demnach 
durch seine Anfangslage und seine Anfangsgeschwindigkeit eindeutig bestimmt. 

FUr ein System von Massenpunkten: ml , 'In:!, ••• , mN gilt das System von 
Differentialgleichungen fi=mtt~ i=I,2, ...• N. (4) 

Die Krafte fi sind entweder solche, die die einzelnen Massenpunkte aufeinander 
austiben ("innere Krafte"). oder solche, die von auBen auf das System ausgetibt 
werden ("au{Jere Krafte"). Die LOsung des Systems der Differentialgleichungen 
(4) liefert die endlichen Bewegungsgleichungen der Massenpunkte durch die An
gabe der Funktionen ri (t). Sie enthalten 2 N willkUrliche Integrationskonstanten, 
als welche wir zweckmaBigerweise wieder die Anfangslagen rio und Anfangs
geschwindigkeiten tli O der N Massenpunkte wahlen konnen. Die endlichen Be
wegungsgleichungen lauten dann: 

(5) 

Sind die Kraftfunktionen ft (rl , ••• , rN, t) bekannt, soist die Bewegungdes Systems 
von Massenpunkten, wie man sieht, durch seine Anfangslagen und Anfangs
geschwindigkeiten eindeutig bestimmt. 

2. Impuls, Massenmittelpunkt und Impulssatz. Ala "Bewegung8gro{Je" oder 
"linearen 1mpuls" eines Massenpunktes bezeichnet man die VektorgroBe 

~=mtl=mi; (6) 

mit den Komponenten pa:=mx, P'II=my, pz=mz, (7) 

als "Gesamtimpuls" oder "re8'liltierenden 1mpUt8" eines Systems von Massen
punkten ml' m:;, ... , mN die Vektorsumme 

N N 

~ = I ~i = Imi ri' (8) 
i=1 i=1 

Durch EinfUhrung des Impulses in die Bewegungsgleichung (I) nimmt sie 
die Gestalt f=~ (9) 

t. 

an, die integriert lautet ~2-~1 = ) f dt. (10) 
tl 

FUr ein System von Massenpunkten erhaIt man durch EinfUhrung der Im
pulse in die Gleichungen (4) und Summation tiber aIle Massenpunkte mit Be-
nutzung von (8) N N 

Sf = I fi = ddt I ~i = ~. ell) 
i=1 i=1 

Nehmen wir an, daB die inneren Krafte, die die Massenpunkte aufeinander 
austiben, einander paarweise gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. sodaB 
ihre Resultierende verschwindet, dann bedeutet Sf die Resultierende aller auBeren 
Krafte oder die an dem System angreifende Gesamtkraft. Der Satz ell) sagt 
aus, daB die Gesamtkraft gleich jat der zeitlichen Auderung des Gesamtimpulse8 
des Systems. 

1st Sf =0, dann ist ~ =const. In einem System von Massenpunkten also, 
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das ausschlieBlich unter del' Wirkung von inneren Kraften steht, bleibt del' 
Gesamtimpuls konstant. Dies ist del' ;,Satz von der Erhaltung des Impulses"!. 

Als "Massenmittelpunkt" des Systems bezeichnen wir jenen Punkt, dessen 
Radiusvektor ffi durch die Gleichung 

N 

ffi=~Imiti (12) 
N i=1 

definiert ist, worin M = I mi die Gesamtmasse des Systems bedeutet. Aus (8) 
i=1 

und (12) folgt (13) 
und die Einsetzung in (ll) ergibt die Bewegungsgleichung ill del' Form 

sr = Mm. (14) 
Del' Massenmittelpunkt bewegt sich also gemaB del' Bewegungsgleichung eines 
einzelnen Massenpunktes (1), in dem die Gesamtmasse des Systems vereint ist 
und in dem die Gesamtkraft angreift. . 

1st wieder sr =0, dann folgt aus (13) wegen ~ =const: ffi =const. Die Ge
schwindigkeit des Massenmittelpunktes ist in diesem FaIle konstant, d. h. del' 
Massenmittelpunkt bewegt sich geradlin~ und gleichformig. War also zur Zeit 
Null del' Massenmittelpunkt in einem System von Massenpunkten in Ruhe, 
dann bleibt er dauernd in Ruhe, sofern in dem System nul' innere Krafte wirken. 
Diesel' Satz, del' nul' eine andere Formulierung des 1mpulssatzes ist, fiihrt den 
Namen "Satz von der Erhaltung des Massenmittelpunktes". 

3. Drehmoment, Drehimpuls und Flachensatz. Multipliziert man die Be
wegungsgleichung (1) auBerlich mit t, dann erhalt man 

tXf=m(rx'r)=m 1t (tXt), (15) 

da das auBere Produkt i; X i gemaB § 3, 6. verschwindet . 
./ Del' Vektor m =t X f (16) 

P/'/\ fiihrt den Namen "Drehmoment" del' Kraft f in bezug auf r· --T---- f . den Koordinatenursprung. Sein Betrag ist nach Formel 
t;! ?? (24) § 3 gleich If I . Irl sin<p = If I· a (Abb. 51), also gleich dem 

t Betrag del' Kraft mal dem Abstand a ihrer Wirkungslinie 
o vom Bezugspunkte, dem "Arm" del' Kraft. 

Abb.51. DerVektor g=m(txi:) (17) 

heiBt "Drehimpuls" odeI' "Impulsmoment". Nach (14) § 10 ist er gleich dem 
Produkt aus del' Masse und del' doppelten Flachengeschwindigkeit des Punktes P 
in bezug auf den Koordinatenursprung O. 

Mit Einfiihrung del' Bezeichnungen (16) und (17) kann man die Gleichung (15) 
in del' Form m = g (18) 

schreiben, die in engel' Analogie zu del' Gleichung (9) steht. 
Fiir ein System von Massenpunkten erhalt man durch Summation iiber 

aIle Massen des Systems aus (18) 9J( = @, (19) 

worin gesetzt ist N 

(20) 

1 Es kann auch direkt experiment ell bewiesen werden, wie in "Exp.-Physik", 
Kap. IV gezeigt wird, woselbst auch eine Reihe von Folgenmgen aus diesem Satze 
besprochen werden. 
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Sind die unter 2. gekennzeichneten Bedingungen erfiillt, dann heben sich offen
bar die Drehmomente der inneren Krafte der Massenpunkte aufeinander paa1'
WeLge auf, so daB lIJ1 das "resultierende Moment" der auBeren Krafte auf das 
System und ® der gesamte Drehimpuls des Systems ist. 

Wir betrachten nun speziell ein System, das aus bloB zwei Massenpunkten 
m1 und m2 besteht, zwischen denen ausschlieBlich innere Krafte wirken sollen. 
Nach 2. bleibt in diesem Falle der Massenmittelpunkt in Ruhe und wir konnen 
ihn als Koordinatenursprung 0 benutzen, also at =0 setzen. Nach (12) gilt dann 

m1 t1+~t2=0} (21) 
m1 t1+ m2 t2=0 

Fiir den Drehimpuls ergibt sich daher aus (17), (20) und (21) 

® = m1 (t1 X t1)+m2 (t2 X r2) = (1+ :~) m1 (t1 X t1) = (1+ ::) 91 = 

= ( 1 + ::) 92' (22) 

Wegen ® =const folgt aus (22) 91 =const und 92 =const: die auf den Massen
mittelpunkt bezogenen Drehimpulse der beiden Massen bleiben alo wahrend der 
Bewegung einzeln konstant, ebenso natiirlich die entsprechenden Flachen
geschwindigkeiten. 

Die Bewegung der Massenpunkte kann man in diesem Falle auch dadurch 
kennzeichnen, daB sie unter der Wirkung von Kriiften zustande kommt, die 
gegen ein fixes Zentrum, namlich gegen den gemeinsamen Massenmittelpunkt 
gerichtet sind. Wir nennen solche Krafte allgemein "Zentralkrafte". Der oben 
abgeleitete Satz kann also auch so ausgesprochen werden: Bewegt sich ein 
Massenpunkt unter der Wirkung einer Zentralkraft, dann ist seine Flachenge
schwindigkeit wahrend der Bewegung konstant. Dieser Satz fiihrt den Namen 
"Fliichensatz" oder "Satz von der Erhaltung der Fliichenraume". 

4. Arbeit, Energie und Energiesatz. Als "Arbeit" A einer Kraft t langs eines 
geradlinigen Wegstiickes i3 bezeichnet man gemaB der iiblichen Terminologie 
das Produkt aus der Komponente von finder Richtung von i3 mal dem Betrage 
von i3, also A = f . i3. (23) 

Bewegt sich daher ein Punkt Punter del' Wirkung einer Kraft auf einer 
beliebigen Bahn im Raume, dann ist nach (23) die Arbeit dieser Kraft gleich 
dem langs der Bahn vom An£angspunkte 1 bis zum Endpunkte 2 erstreckten 
Linienintegral 2 2 

A= ~fdt= Iksds, (24) 
1 1 

worin ks die Tangentialkomponente von t und ds das Linienelement del' Bahn
kurve bedeutet. 

Multipliziert man die Gleichung (1) auf beiden Seiten skalar mit t, so er-
halt man ~. _ . .. _j£(~ ·2)_j£(~ 2) 

~t-mt.t- dt 2 mr - dt 2 mv 

und durch Integration nach t vom Zeitpunkte t1 bis zum Zeitpunkte t2 
2 2 

~ (h) dt = ~ fdr = ; mV22- ; mV12. (25) 
1 1 

Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung ist gemaB (24) gleich 
der in dem Zeitintervall t2-t1 von der Kraft f geleisteten Arbeit. Bezeichnet 

Fiirth, Theor. Physik. 8 
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man ferner die nur vom Betrage der Geschwindigkeit und der Masse abhangige 
GroBe m p2 

L=-.v2=--
2 2m 

(26) 

als seine "kinetische Energie", dann laBt sich die Gleichung (25) in der Form 

A =L2-L1 (27) 

schreiben, worin Ll und L2 die kinetischen Energien in den Zeitpunkten tl und t2 
bedeuten. 

Der Satz (27) kann durch Summation sofort auf ein beliebiges System von 
Massenpunkten iibertragen werden, wenn man unter A die Gesamtarbeit der an dem 
System angreifenden Krafte und unter Ll bzw. L2 die gesamte kinetische Energie 
(die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massenpunkte) des Systems 
zu Beginn und am Ende des betrachteten Zeitintervalls versteht. Er kann dann 
in der Form ausgesprocben werden, daB die von dem System gegen die Krafte 
geleistete Arbeit (-A) gleich ist der Abnahme der kinetischen Energie des 
Systems, unabhangig davon, wie diese Abnahme bewerkstelligt worden ist. 
Dadurch rechtfertigt sich die Bezeichnung "Energie" fiir die GroBe (26) als 
"Fahigkeit, eine bestimmte Arbeit zu leisten". 

1st die Arbeit zur Bewegung eines Massenpunktes von einer Lage tl in eine 
Lage l::! unabhangig vom Wege und nur abhangig von Anfangs- und Endlage, 
dann konnen wir offenbar eine skalare GroBe U (t), die wir "potentielle Energie" 
nennen wollen, durch die Beziehung 

A =U1-U2 (28) 

einfiihren, worin U1 die potentielle Energie der Ausgangs- und U2 die der Endlage 
und A wie oben die Arbeit der Kraft bei dieser Verschiebung bedeutet. Die Funktion 
U (t) ist natiirlich durch die Definition (28) nur bis auf eine willkiirliche additive 
Konstante definiert, iiber die man zweckmaBigerweise so verfiigt, daB man fiir 
einen bestimmten Wert von t: U = 0 setzt. Aus (27) und (28) folgt 

U1+L1'= U2+L2 =E. (29) 

Nennen wir E, die Summe aus der kinetischen und potentiellenEnergie, die 
"Gesamtenergie", dann kann der 1nhalt der Gleichung (29), da sie fiir je zwei 
beliebige Phasen der Bewegung gilt, in der Form 

E = U +L=const (30) 

ausgedriickt werden. Unter der oben gekennzeichneten Bedingung bleibt also 
die Gesamtenergie des Massenpunktes wahrend seiner Bewegung konstant. 

Ein einfaches Beispiel fiir eine dieser Bedingung entsprechende Kraftfunk
tion bildet ein wirbelfreies Kraftfeld f (t), das sich mit der Zeit nicht andert und 
worin auf einen Massenpunkt in der Lage t stets die Kraft f ausgeiibt werden 
soil. Schreiben wir gemaB § 6, 2. 

t (t) = - grad U (t), (31) 

dann liefern die Formeln (24) und (8) § 6 in der Tat die Gleichung (28). 
1st in einem System von Massenpunkten die Bedingung erfiillt, daB die fiir 

eine bestimmte Verschiebung der einzelnen Massenpunkte von den auBeren 
und inneren Kraften geleistete Arbeit A nur von der Anfangs- und Endkonfigu
rationabhangt, dannlaBtsichfiirdas GesamtsystemeineFunktion U (tl' t 2, ... , tN) 
der Lagen der einzelnen Massenpunkte definieren, die der Gleichung (28) 
geniigt und als gesamte potentielle Energie des Systems bezeichnet werden 
kailll. Sie ist wieder nur bis auf eine willkiirliche Konstante definiert. Fur ein 
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solches System, das wir ein "konservative8 Sy8tem" nennen wollen, gilt dann 
offenbar wieder die Gleichung (30), die ausdriickt, daB die Gesamtenergie E 
als Summe der gesamten potentiellen und der gesamten kinetischen Energie 
wahrend der Bewegung des Systems erhalten bleibt. Dieser Satz heiBt: "Satz 
von der Erhaltung der Energie". 

5. Bahnkurven materieller Systeme, Wirkungsfunktion und Analogie zur 
geometrisehen Optik. Um die Bewegung eines beliebigen Systems von N 
Massenpunkten anschaulich darzustellen, empfiehlt sich das folgende Verfahren: 
Man fiihre die GroBen 

ql=Vml . Xl' 

q2=Vml . YI' 

q3=~,ZI' 

q4= V~· il1!, •• ·,q3N-2= VmN' XN ) 

q5= V~· Y2'" ·,q3N-l =VmN' YN 

q6=V~, ~,···,q3N =VmN'ZN 

(32) 

ein, die die Konfiguration des Systems vollkommen festlegen und deute sie als 
rechtwinkelige, kartesische Koordinaten in einem Raume mit 3 N Dimensionen, 
dem "Konfigurationsraum" oder "q-Raum". Jeder Konfiguration des Systems 
entspricht dann ein Punkt in diesem Raume und jeder Bewegung des Systems 
eine Bewegung des darstellenden Punktes. 

Die Geschwindigkeit tl des darstellenden Punktes ist der Vektor mit den 
3 N Komponenten !II' ... , Q3N' Sein Betrag v ist demnach gemaB (26) und (32) 

v = V I!li 2 = Vml (X12 + 1h2 + Z12) + .. . +mN(xN2+ Y~+ZN2) = V2L. (33) 
£=1 

Wir betrachten im folgenden ein konservatives System und stellen uns die 
Aufgabe, die Schar der Bahnkurven zu konstruieren, die allen jenen Systemen 
zugehoren, die mit einer gegebenen Gesamtenergie Evon einem bestimmten 
Punkte des q-Raumes ihren Ausgang nehmen. Da durch diese Anfangsbedingung 
fiir jede Konfiguration des Systems auch ilie Geschwindigkeitskomponenten iz 
gegeben sind, ist der Vektor IJ eine bestimmte Funktion des Ortes im q-Raum. 
Wir wollen annehmen, daB das Vektorfeld IJ wirbelfrei sei und sich daher von 
einem skalaren Potential W (q), der sogenannten "Wirkung8funktion", durch 
die Beziehung tl = grad W (34) 

ableiten lasse; die Operation grad ist dabei als Differentialoperation im 3 N
dimensionalen q-Raum nach dem Muster von (1) § 9 aufzufassen, mit den Kom-
ponenten . 8 W 

qi = 8Qi' (35) 

1st die Bedingung der Wirbelfreiheit von tl nicht erfiillt, d. h. gibt es Bahnkurven, 
die in sich geschlossen sind, dann kann man dennoch eine eindeutige Funktion W (q) 
einfiihren, wenn man nach dem V organge von § 8, 7. um den Ausgangspunkt eine 
"Diskontinuitatsflii.che" legt, langs welcher W unstetig ist. 

Die Flachen W = const stehen auf den Bahnkurven gemaB (34) senkrecht, 
die Schar der Bahnkurven bildet also die orthogm1.alen Trajektorien der Flachen
schar W = const. 1m FaIle eines einzelnen Massenpunktes, wenn also der q-Raum 
bloB dreidimensional ist, erhalten wir eine unmittelbare Analogie zu der geometri
schen Optik (vgl. § 14, 4.). Die nach Abb. 36 von einem Punkte in einem inhomo
genen Medium ausgehenden Strahlen braucht man bloB durch die Bahnkurven und 
die Schar der Wellenflii.chen durch die Schar der FIachen W = const zu ersetzen. 
DaB diese Analogie auch im FaIle N> 3 in Giiltigkeit bleibt, liegt auf der Hand. 

S* 
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Diese von HAMILTON aufgedeckte Beziehung zwischen geometrischer Optik 
und Mechanik laBt sich noch weiter treiben, wenn man in die Energiegleichung (30) 
die Wirlnmgsfunktion gemaB den Formeln (33), (34) und (35) einfiihrt. Man erhalt 

3N 

igrad WI2=;; (~:r = 2L = 2 (E - U), 
~=l 

(36) 

worin die rechte Seite eine gegebene Ortsfunktion ist. Die Gleichung (36), die 
"HAMILToN-JAcoBIsche Differentialgleichung", ist, wie man sieht, das Analogon 
zur Eikonalgleichung (7) § 14 der geometrischen Optik. Ihre Integration liefert 
W als Funktion von qI' ... , q3N und von 3N willkiirlichen Konstanten, die sich 
durch die gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten bestimmen lassen. Hieraus laBt 
sich dann ohneweiters die Scbar der Flachen W = const und die Schar der Bahn
kurven als orthogonale Trajektorien hierzu konstruieren. Aus W (qI' ... , q3N) 
erhalt man dann nach (35) die Geschwindigkeiten als Funktionen del' Koordinaten 
und hieraus durch nochmalige Integration die endlichen Bewegungsgleichungen. 
Eine allgemeine Bemerkung iiber diese Methode der Integration der Bewegungs
gleichungen der Mechanik machten wir bereits ill § 2,3. 

6. Das Prinzip der kleinsten Wirkung. In § 14, 4. wurde zur Konstruktion 
der Strahlen in der geometrischen Optik das FERMATsche Prinzip als Folgerung 
aus der Eikonalgleichung abgeleitet. 1m Sinne der unter 5. ausgefiihrten 
Analogie zwischen geometrischer Optik und Mechanik der Punktsysteme wollen 
wir nun versuchen, auch fiir die Bewegung eines materiellen Punktsystem~ 
ein ahnliches Minillalprinzip abzuleiten. 

Wir denken uns zu diesem Zwecke zwischen zwei Punkten P 1 und P2 , die 
durch das Stiick • einer Bahnkurve miteinander verbunden sind, einen beliebigen 
anderen Weg (J (Abb. 37) konstruiert, langs dessen wir das Integral 

t. 

J=~2Ldt (37) 

tl 

erstrecken, das den Namen "Wirkungsintegral" fiihrt. 
Durch eine einfache Umformung mit Benutzung der Gleichungen (33) und (36) 

erhalt man aus (37) 

r" dt r' 2L r"V- r" r' oW J=) 2LdSds = j-v-ds =) 2L.ds = ) Igrad WI ds = jands, (38) 

PI PI PI PI Pi 

worin dn das Linienelement der Normalen auf die Flachenschar W= const, 
also der wirklichen Bahnkurve 7: bedeutet. Durch einen Gedankengang, der 
dem ill § 14, 4. durchgefiihrten vollig gleich ist, zeigt man nun sofort, daB J auf 
jeder Kurve (J groBer sein muB als auf der Bahnkurve 7: zwischen den gegebenen 
Endpunkten PI und P2• Fiir diese letztere ist dn =ds und das Wirkungsintegral 
(38) wird gleich (39) 

also gleich der Differenz der Werte del' Wirkungsfunktion in den beiden End,. 
punkten del' Bahn. . 

Die von dem betrachteten konservativen System zwischen zwei vorgegebenen 
Punkten wirklich durchlaufene Bahnkurve ist also jene, die dem Wirkungs
integral (37) bei gegebener Gesamtenergie Eden kleinsten Wert erteilt. Dieses 
Prinzip zur Konstruktion der Bahnkurven fiihrt den Namen "MAUPERTuIssches 
Prinzip" oder "Prinzip der kleinsten W irkung". 
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7. Bewegte Bezugssysteme. Beschreiben wir die Bewegung eines materiellen 
Punktes P von einem Bezugssystem aus, das mit dem unter 1. definierten Inertial
system nicht zusammenfallt, dann wird natiirlich die Bewegungsgleichung (1) 
im allgemeinen nicht mehr gelten. Formal kann man jedoch stets die Form (1) 
der Bewegungsgleichung aufrechterhalten, wenn man auf der linken Seite einen 
weiteren, von t und t abhangigen Vektor f* hinzufiigt, also die Gleichung in 
der Form d2 t' 

f+f*=m--=mIi' dt2 
(40) 

schreibt, worin t' den Radiusvektor und Ii' die BeschJeunigung von P, gemessen 
im bewegten Bezugssystem, bedeutet. Die Gleichung (40) konnen wir so 
deuten: Von dem Nicht-lnertialsystem betrachtet, erfolgt die Bewegung des 
Massenpunktes so, als ob zu der gegebenen Kraft f noch eine weitere Kraft f* 
hinzutreten wiirde, die man "Scheinkraft" oder "Tragheitskraft" nennt. 

Wir untersuchen zunachst, welche Tragheitskrafte auf einen Massenpunkt 
ausgeiibt werden, der sich gegeniiber dem Inertialsystem gemaB der Bewegungs
gleicbung (1) § 10 t=t (t) (41) 

bewegt, wenn man ein Bezugssystem benutzt, in dem der Massenpunkt ruht, 
das also gegeniiber dem Inertialsystem eine Translation mit der Bewegungs
gleichung (41) beschreibt (§ 11, 2.). 

d2 t' 
In einem solchen System ist offenbar dt2 =0 und daher nach (40) und (1) 

f*= -f= -m t = -mIi; (42) 

die Tragheitskrafte gehen also aus der zu der Bewegung (41) gehorigen Be
schleunigung durch Multiplikation mit -m hervor. Nach Formel (20) § 10 setzt 
sich b aus zwei Bestandteilen, der Bahnbeschleunigung und der Zentripetal
beschleunigung, zusammen. Den zu der ersten gehorigen Anteil der Tragheitskraft, 

(43) 

nennt man den "Triigheitswiderstand"; er hat, wie man sieht, die Richtung der 
Bahntangente und ist zur Geschwindigkeit entgegengesetzt gerichtet, wenn 
v positiv ist, er widersetzt sich also einer VergroBerung der Geschwindigkeit. 
Den zu der Zentripetalbeschleunigung gehorigen Anteil von f* 

v2 
~*=-mef)=-mw2ef) (44) 

nennt man "Zentrifugalkraft", da er vom Kriimmungszentrum weg gerichtet isV. 
Etwas verwickelter werden die Erscheinungen, wenn wir Bezugssysteme 

benutzen, in bezug auf die sich der betrachtete Massenpunkt bewegt. Wir wollen 
hier bloB zwei Spezialialle diskutieren, namlich erstens den Fall, daB das be
wegte System sich gegeniiber dem Inertialsystem gleichformig und geradlinig 
mit einer Geschwindigkeit b bewegt, und zweitens den Fall, daB es gegeniiber 
dem Inertialsystem eine Rotation mit dem konstanten Rotationsvektor u ausfiihrt. 

1m ersten FaIle gilt offenbar zwischen t' und t wegen (23) § 10 die Trans-
formationsgleichung, (45) 

t = t + b . t + to, 

die als "Galileitransformation" bezeichnet wird. Aus (45) folgt durch zweimalige 
Differentiation d 2 r d 2 -e 

dt2 - dt2 

1 Bezuglich der experimenteUen Bestatigung dieser Formeln vgl. "Exp.-Physik", 
§ 13 und § 16, woselbst auch eine Reihe von SchluBfolgenUlgen besprochen wird. 
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und daher schlieBlich wegen (I) und (40) 

f*=O. (46) 

AIle BezUgssysteme also, die sich gegeniiber dem Inertialsystem geradlinig und 
gleichformig bewegen, sind ihm vollig a.quivalent; es treten in ihnen keine Trag
heitskrafte auf. 

1m zweiten Fall ist die Geschwindigkeit eines in bezug auf das rotierende 
System ruhenden Punktes, gemessen vom ruhenden System, nach Formel (9) § II, 
gleich u X t, also ~ _ dt' + (47) 

dt - dt u X t. 

Die Formel (47) gibt die Anweisung dafiir, wie die zeitliche Veranderung des 
Radiusvektors t, beurteilt vom bewegten Bezugssystem, aus der vom ruhenden 
System beurteilten Veranderung gewonnen werden solI, man hat einfach den 

Differentialoperator :t durch den folgenden Differentialoperator zu ersetzen: 

(:t -u X). (48) 

Um nun die vom bewegten System gemessene Beschleunigung v' zu erhalten, 
miissen wir gemii.B dieser Anweisung den Differentialoperator (48) auf den 

Geschwindigkeitsvektor b' = ~~ anwenden und erhalten daher mit Benutzung 
von (47): , db' , dlt dt , v = (IT" - u X b = d t l - u X Tt - u X b = 

dlt 
= dtS -2(u X b')-u X (u X r). (49) 

Aus (49) , (40) und (I) erhalt man nun fiir die Tragheitskraft 
f* = -2m (u X b') -mu X (u X t). (50) 

Der zweite Term auf der rechten Seite von (50) ist nichts anderes als die oben 
bereits behandelte Zentrifugalkraft, denn der Vektor u X (u X t) steht senkrecht 
auf der Rotationsachse und weist zu ihr hin und sein Betrag ist gleich oJJ(J, worin (! 
den Abstand von der Rotationsachse bedeutet; es ergibt sich also fiir diesen 
Term in der Tat der Ausdruck (44). 

Der erste Term jedoch, der neu hinzukommt und nur auf tritt, wenn b' ~ 0 
ist, wenn sich also der Massenpunkt in bezug auf das rotierende System bewegt, 
stellt eine Kraft dar, die senkrecht auf der Rotationsachse und senkrecht auf 
dieser Relativgeschwindigkeit steht, also den Massenpunkt stets aus seiner 
Bahn abzulenken sucht. Diese Kraft fiihrt den Namen "Oorioli8kraft"1. 

§ 19. Dynamik des einzelnen Massenpunktes. 
1. Bewegung unter Wirkung einer konstanten Kraft. Fall und Wnrf. Der 

einfachste Spezialfall eines materiellen Punktsystems ist der einzelne Massen~ 
punkt. Wir wollen daher in diesem Paragraphen zunachst unter Benutzung der 
im § 18 abgeleiteten allgemeinen GesetzmaBigkeiten die Bewegung eines einzelnen 
Massenpunktes unter Zugrundelegung bestimmter Kraftgesetze diskutieren. 

1st die auf den Massenpunkt wirkende Kraft nach GroBe und Richtung 
konstant, dann ist nach dem NEWToNschen Bewegungsgesetz (I) § 18 der Be
schleunigungsvektor konstant und er hat die Richtung der Kraft. Der Massen
punkt wird also eine gleichfOrmig beschleunigte Bewegung (§ 10,4.) ausfiihren 
und seine Bahnkurve ist nach (27) § 10 im allgemeinen eine Parabel. 

1 Uber die experimentellen Beweise fiir das Auftreten der Corioliskrafte vergleiche 
"Exp.-Physik", § 16. 
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Ein besonders wichtiges Beispiel hierfiir ist die Bewegung eines Massen
punktes unter der Wirkung seines eigenen Gewichtes. Wir beschr8.nken uns 
hierbei zunachst auf Dimensionen, in denen sich'das Gewicht mit der Lage 
auf der Erde nicht merklich vera.ndert und beschreiben die Bewegung in 
einem in bezug auf die Erde festen Koordinatensystem, wobei wir zunachst 
von der Rotationsbewegung del' Erde gegen den Fixsternhimmel absehen. 
N ach § 18, 6. ist dieses Koordinatensystem dann ein Inertialsystem, wenn wir 
die Translationsbewegung der Erde in nicht zu langen Beobachtungszeitraumen 
ala geradlinig und gleichformig ansehen. 

N ennen wir das Gewicht des Massenpunktes G und den Betrag der nach 
abwarts gerichteten Beschleunigung g, dann ist nach (1) § 18 

G=mg, (1) 

worin wegen der Proportionalitat von trager und schwerer Masse1 9 konstant ist. 
Beim "freien FaU" ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, nach (28) § 10 

durchlauft also der Massenpunkt eine vertikale Gerade entsprechend dem 
Bewegungsgesetz ' 8 =g/2 . tJ, (2) 

worin 8 den vom Ausgangspunkt nach abwarts zuriickgelegten Weg bedeutet. 
Hat der Massenpunkt eine "Anfangsgeschwindigkeit" (" Wur!") mit der nach 

abwa.rts positiv gerechneten Vertikalkomponente vo" und der Horizontalkompo
nente VOG)' dann durchlauft der Massenpunkt nach (27) § 10 eine Parabel, die "Wurf-
parabel", mit der Gleichung 9 v 

y = --2 xl! + ---.!!1L x, (3) 
2voG) VOG) 

die durch die Abb. 21, S. 57 wiedergegeben ist. Die" Wurfweite" list die Entfernung 
zwischen den beiden Schnittpunkten der Kurve (3) mit der Abszissenachse, also 

l =_ 2vo"voG) • 

9 
Fiihren wir hierin den "ElevationBwinkel" {j und den Betrag der Anfangsgeschwin-
digkeit Vo gemaB ..0. • _Q. 

VOG) = Vo cos 'U', v o" = - Vo sm 'U' 

ein, so erhalten wir '112 
l = -.!.. sin 2 {j. 

,g 
(4) 

FUr die "WurfhOhe" folgt als negative Ordinate im Punkte x = l/2 aus (3) 

h = '110 ,,2, (5) 
unabhangig von Vo G)' 2 9 

Bei Beriicksichtigung der Erdrotation miissen gemaB § 18, 7. noch Zentri
fugal- und Corioliskra.fte auftreten. Diese bewirken eine Abweichung der 
Fallrichtung des frei fallenden Korpers von der Lotlinie und eine seitliche Ab
weichung der Flugrichtung des geworfenen Korpers, jene eine scheinbare 
Gewichtsverminderung des Korpers2. 

2. Fall im widerstehenden Mittel. Erfolgt der Fall des Massenpunktes in 
einem "widerstehenden Mittel", dann wirkt auf ibn auBer der Schwere noch 
eine Reibung8krajt, die die Bewegung zu bremsen sucht. Wir setzen sie pro
portional zur Geschwindigkeit an (vgl. § 27, 4.) in der Form 

'fg=-Rb =-m{Jb, (6) 

worin R bzw. {J positive Konstanten sein sollen. 

1 V gl. "Exp .. Physik", § 13. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 16. 
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Die Bewegungsgleichung lautet dann mit Benutzung von (1) und (6) 

g-fls =8, (7) 

worin 8 die gleiche Bedeutung hat wie in 1. 
Um sie zu integrieren, setzen wir in (7) als neue Variable 

. g 
Z= s-p 

ein und erhalten fiir z die Differentialgleichung 

dz 
a;r=- flz, 

die integriert 
z = Const. e-flt 

(8) 

liefert; hieraus folgt fiir die Geschwindigkeit der Bewegung durch Einsetzen 
in (8) die Formel g 

V=8 = p(l-e-,9t ) = m;: (l-e-R/m • t), (9) 

in der wir ubel: die Konstante so verfugt haben, daB die Anfangsgeschwindigkeit 
gleich Nullist. Die Geschwindigkeit wacbst also mit t bis zur groBten Geschwindig-

keit ~!L an, bei der die Reibungskraft nach (1) und (6) gerade gleich dem Ge

wicht ist. 
Aus (9) folgt durch nochmalige Integration fur 8 

mg m 2 g 
s=llt + -.w-(e-R /m . t-l), (10) 

worin wieder ub.er die Integrationskonstante bereits so verfugt ist, daB fur 
t=O 8=0 ist. 

3. Bewegung unter der Wirkung einer elastischen Kraft. Als weiteres Beispiel 
behandeln wir die Bewegung eines Massenpunktes unter der Wirkung einer 
"elastischen Kraft". Wir verstehen darunter eine Kraft, die gegen ein festes Zen
trum gerichtet und ihrem Betrage nach der Entfernung von diesem Zentrum pro
portional ist. Der Name ist im Hinblick auf die Tatsache gewahlt, daB die bei 
der Deformation eines elastischen Korpers geweckten Krafte den Deformationen 
proportional sind und sie ruckgangig zu machen suchen (vgL §§ 22, 23). 

Machen wir den Koordinatenursprung zum Zentrum, dann konnen wir 
setzen f= -"t. (ll) 

Die darin enthaltene positive Konstante " ist gleich dem Betrag von f im Ab
stande 1 vom Zentrum; wir nennen sie "Direktionskraft". 

Die Bewegungsgleichung lautet nun 

mit den drei Komponenten (12) 

mx=-"x, my=-"y, mz =-"z. (13) 

Diese Gleichungen haben die Gestalt der Differentialgleichung (36) § 10 fur die 
lineare, barmonische Bewegung. Die Projektionen des Massenpunktes auf die drei 
Koordinatenachsen beschreiben demnach harmonische Schwingungen, wie sie 
durch die Gleichung (31) § 10 beschrieben werden, mit der gemeinsamen Kreis-

frequenz w = V : (14) 

und Amplituden und Phasenkonstanten, die sich aus den Anfangsbedingungen 
bestimmen lassen. Als Spezialfall ergibt sich die in § 10, 5. behandelte lineare, 
harmonische Bewegung und die in § 10,8. behandelte elliptiscbe Schwingung. 
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DaB das betrachtete System ein konservatives System ist, sieht man, wenn 
man die zu einer Verschiebung 8 aus der Ruhelage notige Arbeit nach Formel 
(24) § 18 ausrechnet. Mit Benutzung von (12) und (14) erhalt man 

(15) 

also einen Ausdruck, der in der Tat vom Integrationswege unabhangig ist. 
Schreibt man der potentiellen Energie in der Ruhelage den Wert Null zu, dann 
wird sie durch den Ausdruck (15) dargestellt. 

FUr die lineare harmonische Bewegung ist die Gesamtenergie E gleich der 
potentiellen Energie in der Amplitude, da dort die kinetische Energie gleich Null 
ist, also 

(16) 

d. h. bei gegebener Frequenz proportional dem Quadrate der Amplitude. 
Das tiber die gauze Schwingungsdauer 7: erstreckte Wirkungsintegral (37) § 18 

ergibt sich mit Benutzung von (31) § 10 zu 

l' " l' 

J = ~ 2L dt =m ~ 82dt =ma2w2 ~ sin2 (wt + y)dt = 
000 

r+2n; 

= m a2 w ~ sin2z dz =ma2w 'lr. 

r 

J und E hangen gemaB (16) und (17) durch die einfache Beziehung 

zusammen. 

Jw 
E=~ =Jv 

2:n: 

(17) 

(18) 

4. Das mathematische Pendel. Mit der oben behandeIten Type von Bewegungen 
in engem Zusammenhange steht die Bewegung des mathematischen Pendels, 
worunter wir einen Massenpunkt verstehen, der an einem gewichtlosen und Unaus
dehnbaren Faden von der Lange l angehangt sein solI (Abb. 52). Infolge dieses 
Mechanismus ist der Massenpunkt gezwungen, eine Be-
wegung zu durchlaufen, die auf der Oberflache einer Kugel 
mit dem Mittelpunkte P und dem Radius l gelegen ist. 

Bringt man den Massenpunkt aus seiner Ruhelage Po 
und laBt ihn in irgendeiner L~ge mit der Anfangsgeschwin
digkeit Null los, so ist, wenn wir wieder von der Erdrotation 
absehen, wie aus Symmetriegriinden unmittelbar ein
leuchtet, die Bahn der durch die Ausgangslage und den 
Punkt Po bestimmte groBte Kugelkreis, das Pendel schwingt 
also dauernd in einer Ebene, der Zeichenebene der Abb. 52. 

Wahlen wir den Punkt 0 zum· Koordinatenursprung, 
dann lautet die Bewegungsgleichung 

mgi+ £0 =mr, (19) 
Abb.52. 

worin j den lotrecht nach abwarts gerichteten Einheitsvektor und £0 die Kraft 
des gespannten Fadens auf den Massenpunkt bedeutet. Zerlegen wir die Vek
toren auf heiden Seiten dieser Gleichung in Komponenten in der Richtung von 
1) und t (vgl. § 10, 3.), so erhaIten wir mit Benutzung von Formel (20) § 10, da 

(J 
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die Richtung von £0 mit der von I) zusammenfiiJlt wenn wir die Bogenlange s von 
Po angefangen rechnen 

mgi. t=mgcos(; +cp)=-mgsincp=ms. (20) 

Beschranken wir die Bewegung auf kleine Winkel cp, dann konnen wir mit 
ausreichender Genauigkeit setzen 

• 8 
SlllCP ~ CP=l' (21) 

was in (20) eingesetzt fUr s die Differentialgleichung 

ms=- ~g s (22) 

ergibt. Sie hat, wie man sieht, die Bauart der Bewegungsgleichung (13), wenn 
man darin als Direktionskraft x- mg 

-l (23) 

setzt. Das Pendel vollfuhrt also mit der einschrankenden Bedingung (21) eine 
harmonische Schwingung mit einer Schwingungsdauer 't", die gemaB (23) und (14) 
gleich dem bekannten Ausdrucke 

(24) 

ist, den man auch aus dem Experiment direkt gewinnen kann1• 

Bei Berucksichtigung der Rotation der Erde muB man noch die Einwirkung 
der Corioliskrafte in Rechnung setzen, die, da sie senkrecht auf die Schwingungs
richtung des Pendels wirken, eine Drehung der Pendelebene hervorrufen, die in 
dem FoucAULTschen Pendelversuch sichtbar gemacht wird2• 

5. Gedampfte Schwingungen. Nebmen wir an, daB ein unter der Wirkung 
einer elastischen Kraft stehender Massenpunkt auBerdem noch unter der Wirkung 
einer Reibungskraft steht, was wir z. B. durch ein mathematisches Pendel 
realisieren konnen, das in einem widerstehenden Mittel schwingt, daIin tritt auf 
der rechten Seite der Bewegungsgleichung (12) noch ein Glied von der Gestalt (6) 
hinzu, so daB die Komponenten die Gestalt 

annehmen. ms+xs+Rs=O (25) 

Macht man hierin die Einsetzung (14), dann erhalt man genau die Differential
gleichung (54) § lO, deren Losung in § lO, 9. ausfuhrlich diskutiert ist. Fur 
{J 2<w, d. h. 

R<2Vmx Ro (26) 

erhalt man demnach eine gedampfte, harmonische Schwingung mit der Kreis-

frequenz V " R· 
cX= m-4m2 (27) 

und dem logarith~chen Dekrement 

,j=~n= 2n • (28) 

m~ V~~-l 
Uberschreitet R die "kritische Reibung Ro, dann wird die Bewegung aperiodisch. 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 15. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 16. 
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In beiden Fallen wird nach geniigend langer Zeit die Geschwindigkeit und 
damit die kinetische Energie der Bewegung beliebig klein, das betrachtete System 
ist demnach wie jades System, in dem Reibungskrafte wirken, ebenso wie das 
in 2. betrachtete System nicht konservativ. 

6. Erzwungene Sehwingungen. Wir wollen nun auf das oben betrachtete 
System noch eine auBere periodische Kraft mit der Amplitude b und der Kreis
frequenz w' in der Richtung von 8 einwirken lassen, die wir nach dem Vorgange 
von § 10, 6. in der Form b . et,ro't 

ansetzen konnen. Diese Kraft kann z. B. durch die Wirkung einer im umgeben
den Medium laufenden mechanischen, harmonischen Welle hervorgerufen sein 
(vgl. §24, 4. und §26, 7.). 

Die Bewegungsgleichung (25), um diese Kraft erweitert, lautet dann: 

ms+x 8+ Rs =b . eiro't 

oder mit den Abkiirzungen fJ und w: 
- fJ 2 b·,t 8+ 8+W 8=-etro • m 

(29) 

(30) 

Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung wird, wie in der Theo
rie der linearen Differentialgleichungen gelehrt wird, gefunden, indem man zu 
der oben besprochenen Losung der homogenen Gleichung (25) eine partikulare 
Losung der inhomogenen Gleichung (30) hinzufiigt. 

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, daB der Ansatz 

(31) 

die Differentialgleichung (30) erfiillt, also eine partikulare Losung derselben 
darstellt, wenn A' der Gleichung 

A' = b. (32) 
geniigt. [ (roll - ro'lI) + i pro'] m 

Der Massenpunkt fiihrt also eine Bewegung aus, die als Uberlagerung einer 
gedampften Schwingung mit der Frequenz IX (bzw. einer aperiodischen Be
wegung) und der Bewegung (31), also einer ungedampften Schwingung mit der 
Frequenz w' aufgefaBt werden kann. Die erste dieser beiden Bewegungen klingt, 
wie wir oben gesehen haben, nach einer gewissen Zeit zu einem unmerklich 
kleinen Betrag ab, so daB nur die Schwingung (31) iibrigbleibt. Der Massenpunkt 
wird also nach Verlauf einer gewissen "Einschwingungszeit" die mit der Frequenz 
der auBeren Kraft erfolgende periodische Bewegung (31) ausfiihren, die wir 
als "erzwungene Schwingung" bezeichnen. 

Ihre Amplitude a' ergibt sich aus (32) als Absolutbetrag von A': 

(33) a' 

Tragen wir a' als Funktion von w bei gegebenem w' 
auf, so erhalten wir Kurven von der Gestalt der 
Abb.53, die an der Stelle w =w' einMaximum haben. 
Die Amplitude der erzwungenen Schwingung ist 
demnach ein Maximum, wenn die "Eigentrequenz" w 
mit der aufgezwungenen Frequenz w' iibereinstimmt. 
Wir sprechen in diesem Falle von "Resonanz". 

Die Amplitude im Resonanzfalle ist nach (33) gleich 

a' (Res) = _pb " m ro 

Abb.53. 

(34) 



124 Mechanik der Massenpunkte und starren Korper. 

also urn so groBer, je kleiner die Dampfung ist, und wachst fiir verschwindende 
Dampfung unbeschrankt an. Die "Resonanzkurven" der Abb. 53 werden urn so 
schmaler und hoher, je kleiner die Dampfung ist und urn so breiter und niedriger, 
je groBer die Dampfung ist. 

Fiir die Phasendi£ferenz y zwischen erzwungener Schwingung und Kraft 
erhalten wir wegen 

'2m 
A' = T [(W2 - W'2) - i f3 w'] = a' eir =a' (cosy+ i siny): 

fJ 00' 
tog Y = - 00 2 _ 00'2 • (35) 

Die Schwingung bleibt also hinter der anregenden Kraft zuriick, und zwar urn 

einen Winkel zwischen 0 und ; , wennw' < wist, und umeinen Winkel zwischen 

; und:77:, wenn w' > wist. 1m Resonanz£alle betragt die Phasendi£ferenz gerade ; . 

7. Bewegung in einem Gravitationsfelde. Nach dem NEWToNschen Gravi
tationsgesetz1 ziehen einander zwei Massenpunkte mit den Massen M und m in 
einer Entfernung r mit einer in der Richtung der Verbindungslinie wirkenden 

Kraft If I = 'Tnr,! . G (36) 

an (G = Gravitationskonstante). Wir konnen diese Tatsache so deuten, daB der 
Massenpunkt M, den wir uns im Koordinatenursprung angebracht denken, von 

einem Kraftfelde f (r) umgeben ist, das auf den Massenpunkt m die Kraft -G 'Tn ~ 
r 

in der Richtung des Radiusvektors ausiibt. Ein solches Kraftfeld ist nach § 7,2. 
ein wirbelfreies, von einem einzigen Quellpunkt erzeugtes Feld, das sich von 

einem Potential U (r) = _ G~ JYI (37) 

ableiten laBt, wenn die Integrationskonstante so gewahlt ist, daB der potentiellen 
Energie bei unendlicher Entfernung der beiden Massen voneinander der Wert 
Null zugeschrieben wird. Nach § 18, 4. ist dieses mechaniscbe System kon
servativ. 

Wir wollen uns auf den Fall beschranken, daB die Masse M sehr groB gegen
iiber mist. Der Massenmittelpunkt des Systems wird dann praktisch mit M zusam
menfallen und daher nach dem Satz von der Erbaltung des Massenmittelpunktes 
§ 18, 2. der Massenpunkt M dauernd im Koordinatenursprung verweilen, wahrend 
mum ihn eine Bahn beschreibt. GemaB den in § 18, 3. angestellten Betrachtungen 
wird dann auch der Drehimpuls von m in bezug auf den Koordinatenursprung 
erhalten bleiben. Die Bahn von m liegt also mit M in einer Ebene und wird mit 

Abb.54. 

konstanter Flachengeschwindigkeitdurchlaufen (zweites 
KEPLERSches Gesetz). 

Statt die Bewegungsgleichung anzusetzen und zu 
integrieren, konnen wir, was wesentlich einfacher ist, 
von den beiden Satzen von der Erhaltung des Dreh
impulses und der Energie Gebrauch machen. Wir 
fiihren in der Bahnebene (Abb. 54) Polarkoordina
ten r und cp ein und zerlegen die Geschwindigkeit VOn m 
in zwei Komponenten, die eine in der Richtung von r, 

die andere senkrecht dazu, deren Betrage lauten i: und rep. Es ergibt sich daher 

v2 = r2 + r2 fjJ2 = ( ;; cp y + r2 ip2 = fjJ2 [r + ( ;; YJ . (38) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 9. 
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Der Betrag der FIachengeschwindigkeit ist nach (14) § 10 

If I = ! It X vi = ! r. r q? = ! r2 q? (39) 

Mit Benutzung von (37), (38) und (39) konnen wir Energie- und Impulssatz in 
der folgenden Form schreiben: 

worin E und y Konstanten sind. 

(40) 

(41) 

Durch Elimination von cP aus den beiden Gleichungen (40) und (41) erhalten 
wir die Differentialgleichung der Bahnkurve 

(~)2 +r2- 2Gm2 M r3- 2mE r4=0. 
drp 1'2 1'2 

Fiihren wir darin die neue Variable y = 1 jr ein und setzen zur Abkiirzung 
2mE = 0 2Gm2 M =B 

1'2 , 1'2 ' (42) 

so ergibt sich fiir y (cp) die Differentialgleichung 

(::Y+y2_By-O=0. (43) 

Zur Integration von (43) fiihrt man am einfachsten als neue Veranderliche 
statt y die GroBe y-B/2 y-B/2 

x = = -=------.--"--V O+B2/4 A 
(44) 

ein und erhalt nach einfacher Rechnung die Gleichung 

(~)2=I_x2 drp , (45) 

die integriert die Losung 
x = sin (cp + CPo) (46) 

liefert, in der CPo eine willkiirliche Integrationskonstante bedeutet. 
Aus (46) ergibt sich mit Benutzung von (44) 

y = A sin (cp + CPo) + ~ . 
Verfiigt man hierin iiber CPo so, daB y fiir cp =0 seinen groBten Wert hat, setzt 

also CPo = ~ und setzt fiir B aus (42) ein, so erhalt man die gesuchte Gleichung 

der Bahnkurve: 1 A + Gm2 M (47) -= coscp 2' 
r I' 

Dies ist, wie aus der analytischen Geometrie als bekannt angenommen werden 
kann, die Gleichung einer Kegelschnittskurve in Polarkoordinaten mit dem Brenn
punkt als Ursprung. Als Spezialfall ergibt sich also das erste KEpLEB8che Gesetz, 
das aussagt, daB der Planet (m) um den ZentralkorpeL' (M) eine Ellipse beschreibt, 
in deren einem Brennpunkt der Zentralkorper steht. Ob die Bahn eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel ist, hangt von der GroBe der Konstanten A, also von 
der Wahl der Konstanten E und y abo 

Wir beschranken uns nun auf eine Ellipsenbahn und versuchen, das dritte 
KEpLERsche Gesetz zu gewinnen. Da gemaB unserer Verfiigung fiber CPo die groBe 
Achse der Ellipse dem Azimutwinkel cp = 0 entspricht, ist der "Parameter" p 

der Ellipse gleich dem Wert von r fUr cp = ; , also nacb (47) 

p = Gm2 M' (48) 



126 Mechanik der Massenpunkte und starren Korper. 

Da der Parameter p und der Flii.cheninhalt F der Bahnellipse mit den Achsen a 
und b durch die bekannten Beziehungen 

p =b2/a, F =ab 'It 

zusammenhangen, erhalten wir fiir F mit Benutzung von (48) 
3 

8 v- a' " n (49) F=a" p.'It=-m JlGM· 

Anderseits gilt wegen der Konstanz der Flii.chengeschwindigkeit I nach (41) 

F = /T = 2: T, (50) 

worin T die Umlaufszeit bedeutet. Aus (49) und (50) folgt 
orB 4nB 

a8 = GM· (51) 

Bei gegebenem M sind also unabhangig von m und den sonstigen Bahnkon
stanten die Quadrate der Umlaufszeiten den dritten Potenzen der groBen Achsen 
der Bahn proportional (drittes KEPLEBBches Gesetz). 

Das Problem, die Bewegung von mehr als zwei Massenpunkten zu berechnen, 
die einander nach dem Gesetz (36) anziehen, bildet das Mehrkorperproblem 
der Himmelsmechanik, das wegen seiner Schwierigkeit im Rahmen dieses Lehr
buches nicht behandelt werden kann. 

§ 20. Statik von materiellen Punktsystemen und starren K6rpern. 
1. Bedingungen fUr das Gleichgewicht eines materiellen Punktsystems. Ein 

einziger Massenpunkt befindet sich dann im Gleichgewicht, wenn die Summe aller 
an ibm. angreifenden Krafte gleich Null ist. Zu diesen Kraften miissen natiirlich 
auch noch die "Tragheitskrafte" (§ 18, 7.) gerechnet werden, wenn das Koordi
natensystem, in bezug auf das der Massenpunkt in Ruhe bleiben soll, kein Iner
tialsystem ist. 

In einem System von Massenpunkten sind jedenfalls das Verschwinden der re
sultierenden Kraft ~ und des resultierenden Momentes IDl fUr das Gleichgewicht 
notwendige Bedingungen (vgl. § 18), da ja im Gleichgewichtszustand die Impulse 
samtlicher Massenpunkte und daher auch der gesamte Linearimpuls und der 
gesamte Drehimpuls verschwinden miissen. Umgekehrt folgt aber aus dem 
Verschwinden von ~ und IDl noch nicht das Verschwinden samtlicher Einzel
impulse. Die Bedingungen ~ =0 und IDl =0 fiir das Gleichgewicht sind also 
zwar notwendig, aber nicht hinreichend. 

Wir nennen ein Gleichgewicht dann "stabiZ", wenn bei einer kleinen Sto
rung desselben das System eine Bewegung ausfiihrt, die stets in der Nahe 
dieser Gleichgewichtslage bleibt. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
hierfiir lautet bei einem konservativen System: Die stabile Gleichgewichtslage 
ist jene Lage, fiir die die Funktion U (tl' ••• , tN) ein Minimum hat. Entfernt sich 
namlich bei seiner Bewegung das System aus seiner Gleichgewichtslage, so wird, 
wenn diese Bedingung erfiillt ist, die potentielle Energie zunehmen, die kine
tische Energie also abnehmen miissen, so lange, bis diese ihren kleinsten Wert 
angenommen hat, der sicherlich existieren muB, da sie nie kleiner als Null 
werden kann. Von diesem Augenblicke an muB also die Bewegung so weiter
laufen, daB die kinetische Energie wieder zunimmt, die potentielle Energie 
wieder abnimmt, d. h. das System sich wieder der Gleichgewichtslage nahert, 
worauf sich das Spiel wiederholen kann. Damit ist gezeigt, daB bei geniigend 
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kleiner Gesamtenergie, also bei kleiner StOrung des Gleichgewichtes, das System 
in der Tat stets in der Nahe der Gleichgewichtslage bleiben muB. 

2. Bedingongen fiir das Gleichgewicht eines starren Korpers. Unter einem 
"starren KOrper" verstehen wir ein starres System materieller Punkte. In § 11 
sahen wir, daB sich die Bewegung eines solchen Punktsystems stets aus einer 
Translation und einer Rotation um einen festen Punkt des Systems zusammen
setzen laBt. 

Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, daB ein in Ruhe befind
lieher starrer Korper von selbst keme Translationsbewegung beginnt, ist, da die 
einzelnen Teile des Korpers gegeneinander keine Bewegung ausfiihren konnen, 
offenbar identiseh mit der Forderung, daB der gesamte Linearimpuls ~ dauernd 
gleieh Null ist, daB also die resultierende Kraft st =0 ist. 

Analog ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der Korper 
sich nicht von selbst um einen Punkt 0 in Rotationsbewegung setzt, das dauernde 
Verschwinden des auf diesen Punkt bezogenen resultierenden Drehimpulses ®, 
also die Bedingung rol =0. 

DaB unter diesen Bedingungen aueh keine Rotation um einen anderen Punkt 
0' des Systems stattfinden kann, laBt sieh sogleieh zeigen. Wir wahlen den Punkt 0 
zum Kooi'dinatenursprung, dann ist naeh (16) § 18 und (20) § 18 das Dreh
moment in be:z;ug auf diesen Punkt gleic-h 

N 

rol = .L;('Ci X fi)' (1) 

'=1 
1st to der Radiusvektor von 0' in bezug auf 0, dann ist das Drehmoment rol' in be
zug auf 0' gleieh 

N N N 

rol' = .L;[(ti-tO) X fi] = .L;(ti X fi)-.L;(tolt) =rol-to st. (2) 
i=1 i=1 i=1 

1st also st =0, dann ist rol' =rol. 1st demnaeh rol =0, dann folgt, daB aueh rol' in 
bezug auf einen beliebigen anderen Punkt des starren Korpers verschwindet. 
Die Bedingungen ~=O und rol=O sind also notwendig und hinreichend fiir das 
Gleiehgewieht des starren Korpers. 

Die Arbeit eines beliebigen auf einen starren Korper wirkenden Kraftsystems 
bei einer kleinen Verschiebung erhalt man mit Benutzung der Formel (12) § 11 
und (32) § 3 aus (24) § 18: 

dA = lfidti = lfibidt= lfi(bo+U Xti)dt=[lfibo+ lfi(U X t i)] dt= 
i=1 i-I i=1 i=1 i=1 

~ [i~·'+ i u (" X f,)] at ~ [·.i~ + ui" X ,,] at ~ 
= (bost + urol) dt, (3) 

worin der Term bo ~ die "Leistung" (Arbeit pro Zeiteinheit) der resultierenden 
Kraft und U rol die Leistung des resultierenden Momentes darstellt. 1m Falle 
des Gleiehgewichtes sind st und rol gleich Null. Die bei einer beliebigen kleinen 
Verschiebung aus der Gleiehgewiehtslage geleistete Arbeit <5A ist also gleieh 
Null, was gleiehbedeutend damit ist, daB die potentielle Energie U hier einen 
stationaren Wert hat. Dieskanndanneintreten, wenndie Funktion U (tl , ••• , tN) 
fiir die betreffende Lage entweder ein Maximum oder ein Minimum besitzt oder 
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iiberhaupt konstant, d. h. von den ti unabhangig ist. 1m ersten Fane ist das 
Gleichgewicht gemaB 1. stabil, im zweiten Fane nennen wir es "labil", denn bei 
einer Storung des Gleichgewichtes wird U abnehmen, d. h. die kinetische Energie 
wird zunehmen und der Korper wird sich mit wachsender Geschwindigkeit aus 
der Gleichgewichtslage. entfernen. 1m dritten Fane sprechen wir von einem 
"indijjerenten" Gleichgewicht, der Korper bleibt in jeder Lage, in die er versetzt 
wurde, in Ruhe. 

S. Das Prinzip der virtuellen Verschieblmgen. Die eben angestellten Uber
legungen iiber das Gleichgewicht eines starren Korpers lassen sich ohne weiteres 
auf das Gleichgewicht eines Systems von starren Korpern iibertragen, deren ge
genseitige Bewegung durch die Starrheit ihrer Begrenzungen behindert wird, 
indem diese Grenzflachen aufeinander gleiten oder aufeinander abrollen. Bei
spiele hierfiir sind: Bewegung einer Achse in einem Achsenlager, Abrollen einer 
Kugel auf einer Unterlage, Gleiten in einer Schienemiihrung, Eingreifen von 
Zahnen zweier Zahnrader ineinander u. dgl. 

Nennen wir eine "virtuelle Verschiebung" eine solche, im iibrigen willkiirliche 
Verschiebung, die mit den oben formulierten Bedingungen des Systems ver
traglich ist, und "virtuelleArbeit" die bei einer virtuellen Verschiebung geleistete 
Arbeit, dann lautet in Verallgemeinerung des in 2. erhaltenen Resultates die 
Bedingung fiir das Gleichgewicht in einem solchen System, daB die bei einer 
kleinen virtuellen Verschiebung aus der Gleichgewichtslage geleistete virtuelle 
Arbeit gleichNull sein muB. Dies ist das "Prinzip der virtuellen Verschiebungen". 
Es ist gleichbedeutend mit del' Aussage, daB in der Gleichgewichtslage d~s 
Systems die potentielle Energie einen stationaren Wert haben soIl. Wieder ist 
das Gleichgewicht stabil, labil oder indifferent, wenn die potentielle Energie 
dabei ein Minimum oder ein Maximum hat oder schlieBlich von der Lage un
abhangig ist1. 

4. Das GIeichgewicht des schweren Korpers. Wir untersuchen jetzt speziell 
die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines schweren Korpers, d. h. eines 
starren Korpers, in dem auf jeden Massenpunkt von der Masse mi eine Kraft 

fi =mi g . i (4) 

einwirkt, worin i den vertikal nach abwarts weisenden Einheitsvektor und g die 
Beschleunigung der Schwere bedeuten. 

Wir berechnen zunachst das resultierende Drehmoment dieser Krafte gemaB 
den Formeln (16) § 18 und (20) § 18 und erhalten mit Benutzung von (4) und 
Formel (12) § 18 

!J)I~ t', X l,~ j;" X m, g i~(j;m",) X gi~ill X (Mgj) ~ ill X 11, (5) 

worin ~ der Vektor des Gesamtgewichtes und lR der Radiusvektor des Massen
mittelpunktes ist. Das System der Krafte fi ruft also an dem Korper die gleiche 
Wirkung hervor, als ob das Gesamtgewicht in seinem Massenmittelpunkt 
konzentriert ware; aus diesem Grunde fiihrt der Massenmittelpunkt meist auch 
den N amen "Schwerpunlct". 

Die potentielle Energie des schweren Korpers ist demnach gleich der poten
tiellen Energie eines im Schwerpunkt des Korpers angebrachten Massenpunktes 
der gleichen Masse, also gleich dem Gewicht des Korpers multipliziert mit dem 
von irgendeinem beliebigen horizontalen Ausgangsniveau gemessenen vertika-

1 Bezuglich der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen auf das 
Gleichgewicht der einfachen "Maschinen" sei auf "Exp.-Physik", Kap. III verwiesen. 
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len Abstand des Schwerpunktes. Sie ist ein Minimum, wenn der Schwerpunkt die 
tiefste, mit den Bedingungen vertragliche Lage eiuuimmt; dies ist gleichzeitig das 
stabile Gleichgewicht des Korpers (Prinzip der tiefsten Schwerpunktslage). Das la
bile Gleichgewicht ist dadurch charakterisiert, daB der Schwerpunkt darin seine 
hochste Lage hat, und indifferent ist das Gleichgewicht schlieBlich dann, wenn der 
Schwerpunkt bei allen mit den Bedingungen des Systems vertraglichen Lagen 
in der gleichen Hohe bleibt. 

Ein urn einen festen Punkt drehbar aufgehangter Korper beispielsweise ist 
dann im stabilen Gleichgewicht, wenn der Schwerpunkt sich vertikal unter, 
im labilen Gleichgewicht, wenn er sich vertikal iiber dem Unterstiitzungspunkt 
befindet; er ist schlieBlich im indifferenten Gleichgewicht, wenn der Unter
stiitzungspunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfallt. Eine Kugel auf ebener 
Unterlage ist ferner im indifferenten Gleichgewicht, auf unebener Unterlage 
ist sie im stabilen Gleichgewicht auf dem Boden einer Mulde, im labilen Gleich
gewicht auf dem Gipfel eines Hiigels1 . 

5. Die Berechnung der Schwerpunktslage. Nach Formel (12), § 18 ist der 
Radiusvektor des Schwerpunktes in einem diskontinuierlichen materiellen Punkt-
system gegeben durch N 

ffi= ~ ,Irimi. (6) 
i=l 

In einem kontinuierlich mit Materie erfiillten Korper kann man die Massen
verteilung durch die Angabe der Masse e d V eines jeden Volumenelementes d V 
mit dem Radiusvektor r beschreiben. Die skalare Ortsfunktion e (r), die "Masse 
pro V olumeneinheit", nennt man bekanntlich die "Dichte" des Korpers. In 
diesem FaIle verwandelt sich die Summe in der Formel (6) in ein tiber aIle 
Vo]umene]emente erstl'ecktes Integral. Ftir die Lage des Schwerpunktes erhalt 
man daher 

(7) 

worin das Integral tiber den ganzen Korper zu erstrecken ist. Fiir die drei recht
winkeligen Koordinaten des· Schwerpunktes folgt aus (7) 

(8) 

1st die Dichte raumlich konstant und bezeichnet man das Volumen des 
Korpers mit V, dann gilt wegen M = e V statt (7) und (8) 

ffi = ~ ~ ~ ~ r d V, 

1] = ~ ~ ~ ~ y d V, 

Wir besprechen einige einfache Beispiele: 

(9) 

(10) 

a) Hat der Korper ein Symmetriezentrum, in bezug auf das sowohl seine 
Dichteverteilung als auch seine Begrenzungsflachen symmetrisch sind, dann 
£alIt, wie unmittelbar einleuchtet, der Schwerpunkt mit dem Symmetriezentrum 
zusammen. So liegt der Schwerpunkt einer homogenen Kugel in ihrem Mittel
punkte und der Schwerpunkt eines homogenen Kreiszylinders im Halbierungs
punkt seiner Achse. 

1 Beziiglich weiterer Beispiele vgl. "Exp.-Physik", Kap. III. 

Fiirth, Theor. Physik. 9 
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b) Der Schwerpunkt Seiner homogenen Platte mit der konstanten Dicke D 
liegt offenbar in der zur Platte parallelen Mittelebene, die wir als x-y-Ebene 

wahlen (Abb. 55). Die Begrenzungsflachen der Platte 
schneiden diese Ebene in einer geschlossenen Kurve 
y = f (x). Nennen wir die von dieser Kurve einge
schlossene Flache F und das Flachenelement dF, 
dann ist wegen V =D.F und d V =DdF nach (10) 

~= ~ ~~XdF= ~ ~XYdx=~Xydx:~Ydxl 
) 

(11) 

rJ= 1~~YdF= 1~XYdY=~XYdy : ~XdY 
worin die Integrationen uber den vollen Wertebereich 
der Variablen x und y zu erstrecken sind. 

Abb. !iii. c) Der Schwerpunkt eines zylindrischen Stabes, 
in dem die Dichte nur von der langs der Stabachse gemessenen Koordinate x 
abhangt, liegt auf der Achse. 1st der Querschnitt des Stabes Q und seine Lange 
L, dann ist dV = Q. dx und 

"" 
M = ~ ~ ~ ed V = Q ~ edx 

daher $2 $2 

~ = ~ ex d x : Ie d x. (12) 
Xl Xl 

Tragt man die Funktion e (x) als Ordinate y uber der Stabachse x auf, so 
wird die Formel (12) mit der ersten der Formeln (11) identisch. Die Abszisse des 

z Schwerpunktes der in Abb. 55 schraffiert gezeichneten Flache 
ergibt also den Schwerpunkt des Stabes in der vorliegenden 

bb. 66. 

Aufgabe. 
d) Der Schwerpunkt eines geraden homogenen Kreiskegels 

liegt aus Symmetriegrunden auf seiner Achse, die wir a]s z
Achse wahlen (Abb.56). Die x-y-Ebene falle in die Grund
flache. Wir nennen seine Rohe H, den Radius seiner Grund
flache R und wahlen als Volumenelement eine diinne Schicht 
von der Rohe dz parallel zur Grundflache. Dann ist 

( H_Z)2 1 
dV = d z . R2n ----rr-' V = 3 R2n H, (13) 

also nach (10) 
H H 

c= ~ ~~~ZdV=R2~H ~zR2n(HH zYdz= ~3 ~Z(H_Z)2dz= 
o 0 

= ~3 ( ~~ - 2 :4 + ~4) = !. (14) 

Der Schwerpunkt liegt also in einem Viertel der Rohe des Kegels. 

§ 21. Dynamik des starren Korpers. 

1. Translation. In § 11, 2. sahen wir, daB die Bewegung eines starren Punkt. 
systems im Raume stets aus einer Translation und einer Rotation um einen 
festen Punkt zusammengesetzt werden kann. Wir wollen zunachst die Bewegungs
gleichung fur die Translation des starren Korpers herleiten. 
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Nach (6) § 18 und (ll) § 18 gilt fiir ein beliebiges Punktsystem die Gleichung 
N 

se = ilL: mi ri · (1) 

i=l 

Da bei der Translationsbewegung alie Mass6npunkte die gleiche Geschwindigkeit 
ri = ffi haben, so folgt aus (1) se =M . ffi, (2) 

worin ~ den Radiusvektor eines beliebigen Punktes des starren K6rpers und M 
seine Masse bedeutet. 

Die Bewegungsgleichung fiir die Translation eines starren K6rpers ist also 
formal identisch mit der Bewegungsgleichung eines einzigen Massenpunktes 
(1) § 18, auf den die Gesamtkraft se wirkt und in dem man sich die Gesamtmasse 
des K6rpers vereinigt denkt. 

2. Rotation um eine feste Aehse. Halt man einen Punkt des starren K6rpers 
fest, den man zum Koordinatenursprung wahlt, dann kann der K6rper bloB 
eine Rotationsbewegung um diesen Punkt ausfiihren (vgl. § ll, 2.). Die ent
sprechende Bewegungsgleichung erhalten wir aus der fiir jedes Punktsystem 
giiltigen Gleichung (19) § 18, die unter Benutzung der Formeln (17) § 18 und 
(20) § 18 ergibt N 

m = ttL: mi (ti X til. (3) 
i=l 

Hier bedeutet m das resultierende Moment der an dem starren K6rper an
greifenden auBeren Krafte. Die Kraft, mit der wir den Punkt 0 festhalten mussen, 
damit der K6rper keine Translation ausfuhrt, ergibt zu diesem Drehmoment 
keinen Beitrag. 

Setzen wir fiir i: den fUr die Rotation des starren K6rpers gultigen Aus-
druck (9) § II r = u X t 

ein, so erhalten wir die gesuchte Bewegungsgleichung: 
N 

m= ttL: mi[ti X (u Xti)]' 
i=l 

(4) 

worin die Summation -fiber aIle Massenpunkte des starren K6rpers zu erstrecken 
ist. Ihre L6sung ergibt den Rotationsvektor u als Funktion der Zeit, wobei 
sich ill allgemeinen sowohl der Betrag als auch die Richtung von u verandern 
wird. 

Wir wollen jetzt noch einen zweiten Punkt 0' des starren K6rpers festhalten, 
so daB er gezwungen wird, um eine durch die beiden Punkte hindurchgelegte, 
ill Raume feste Achse zu rotieren. Wir nennen den in die Richtung dieser Achse 
weisenden Einheitsvektor a und bilden die Komponente D von (4) in der Richtung 
von a. Da die Kraft, die wir in 0' anbringen mussen, um die Achse in ihrer Lage 
zu erhalten, senkrecht auf a steht, liefert sie zu der Komponente des Dreh
momentes in der Richtung von a keinen Beitrag, und wir erhalten aus (4) wegen 
u=aw N 

D = a . m = ddt { w I mi a [ti X (a X ti)] }. 
i=l 

(5) 

Mit Benutzung der Vektorformeln (24) § 3 und (32) § 3 k6nnen wir die fol
gende Umformung vornehmen (vgl. Abb. 57) : 

a [tt X (a X ti)] = (a X til . (a X til = la X til 2 = (r; sin f{i)2 =ai2, 

9* 
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wobei ai, der Abstand des i-ten Massenpunktes von der Achse, sich wah rend der 
Bewegung nicht andert. Die Summe in der Formel (5) ist also zeitlich konstant 

und wir konnen sie in der Form 

(6) 

schreiben, worin {3 die Winkelbeschleunigung bedeutet und ge
setzt ist: N N 

T= .2;m; In x 1:;12= .2;m; al· (7) 
.=1 i=l 

Die GroBe T nennt man das auf die Achse 0-0' bezogene 
"Tragkeitsmoment" des Korpers. Es ist, wie man sieht, nur von 
der Lage der Achse in dem Korper, nicht aber von der Lage des 
Punktes 0 abhiLngig. 

Abb. 57. Die Komponente D des Drehmomentes der auBeren Krafte 
in der Richtung der Rotationsachse lautet, ebenfalls mit Hilfe 

der Formel (32) §3 umgeformt, mit Benutzung der Formeln (16) § 18 und (20) § 18 

N N N 

D = a 9R = .2; a (1:i X f;) = .2; fi (a X 1:i ) =.2; k;' ai' (8) 
i=l i=l i=l 

worin k/ die Komponente der Kraft fi in der im Angriffspunkte P auf der Ebene 
(1:i' a) senkrechten Richtung bedeutet und at wie oben den Abstand des Punktes 
P von der Achse. D ist also ebenfalls von der Lage von 0 unabhangig und nur 
von der Lage der Achse im K6rper abhangig; wir wollen Dais das "Drekmoment 
der aufJeren Krafte in bezug auf die Ackse a" bezeichnen. 

Die GroBe . 
(9) 

nennen wir den "Drekimpuls des starren K6rpers in bezug auf die Ackse a". 
Wir konnen dann die Bewegungsgleichung (6) in der Form 

schreiben. 
(10) 

FUr die kinetische Energie der Rotationsbewegung um eine feste Achse er
halten wir schlieBlich mit Benutzung von (7) und (9) 

N N 
L _ 1 '" 2 _ 1 '" ( )2 _ T 2 _ G2 

-2..:::... miVi -2..:::... mi aiw -2 W - 2T' (11) 
i=l i=l 

Die Gleichungen (6), (9), (10) und (11) zeigen eine formale Analogie mit den 
auf den einzelnen Massenpunkt beziiglichen Gleichungen (1), (6), (9) und (26) 
des § 18, wenn man die GroBen D, T, G, w, f3 mit den entsprechenden GroBen 
f, m, fl, 0, 0 in Beziehung setzt. 

1st D =0, dann ist G konstant und cO =0. Ein starrer Korper bewegt sich 
also um eine feste Achse mit konstantem Drehimpuls bzw. mit konstanter Winkel
geschwindigkeit, wenn das Drehmoment der auBeren Krafte in bezug auf die 
Achse gleich Null ist. 

3. Haupttragheitsachsen und Haupttragheitsmomente; das Tragheitsellipsoid. 
Zu jeder durch den Punkt 0 (Abb. 57) gelegten Achse gehOrt gemaB der Formel (7) 
im allgemeinen ein verschiedenes Tragheitsmoment T. 1st wieder a der Einheits
vektor in der Richtung der Rotationsachse, sind ferner i, t, f die Einheitsvektoren 
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in der Ricbtung der Koordinatenachsen und lX, p, Y die Winkel von a gegen die 
Koordinatenachsen, dann k6nnen wir scbreiben 

N 

T = Zmi I(i cos lX + j cos (J + £ cos y) X til2 

i=l 
N N N 

= cos20.: Zrni [i X 1:i[2+ cos2 p Zmi Ij X 1:i[2+ cos2 y Zmi [£ X til2+ 

i=l i=l i=l 

N N 

+ 2 cos lX cos(J Zmi (i X ti) (j X ti) + 2 COSlX cos Y Zmi (i X ti) (l X t i ) + 

i=l 

N 

+ 2 cos P cos Y Zmi (j X 1:i) (f X t i )· 

i=l 

i=l 

(12) 

T ist also eine quadratische Form in den Komponenten des Vektors a, deren 
Koeffizienten man gemaB Formel (12) § 4 als die Komponenten eines sym
metrischen Tensors auffassen kann. Wie im § 4, 4. gezeigt wurde, kann man es 
durch geeignete Wahl des Koordinatensystems stets bewirken, daB von den 
sechs Komponenten dieses Tensors nur die drei Diagonalkomponenten ubrig
bleiben, die wir mit A, B, C bezeichnen wollen. Die Formel (12) nimmt dann 
die Gestalt an 

T =A cos2 0.: + B cos2 (J+C cos2 y. (13) 

Setztman lX =0, (J =y = ;, laBt man also a mit i zusammenfallen, dann wird 

T =A. A ist also nichts anderes als das Tragheitsmoment des betrachteten 
K6rpers um die i-Achse; analog sind B und C die Tragheitsmomente um die 
Achsen j und t Wir nennen daher A, B, C die "Haupttragheit8momente" des 
K6rpers, die zugehorigen Acbsenlagen die "Haupttragheitsach8en". Das Trag
heitsmoment T in bezug auf irgendeine Achse durch den Punkt 0 druckt sich 
demnach durch die Winkel gegen die du"ch den gleicben Punkt hindurcbgehcnden 
Haupttragheitsachsen und die zugehorigen Haupttragheitsmomente A, B, C 
gemaB der Formel (13) aus. 

Tragt man von 0 aus nach allen Richtungen Vektoren ! mit den Kompo
nenten g, 'Yj, 1; auf, die mit a und T durch die Beziehungen 

1 1 1 1 (14) != VT a, g = VT coso.:, 'Yj = VT cos(J, 1; = ;_ cosy 
IT 

verbunden sind, so daB 1 
T=W- (15) 

gilt, dann folgt durch Einsetzen von (14) in (13) die Gleichung 

A g2+ Br;2+ C 1;2 = 1. (16) 

Die Endpunkte der Vektoren ! liegen also auf einem Ellipsoid mit der Glei
chung (16), dessen Achsen mit den Haupttragheitsachsen zusammenfallen und 
die Langen In! A, I/V B, liVe haben. Es fiihrt den Namen "Tragheitsell!:p80id". 
Seine Konstruktion ergibt unmittelbar die Tragheitsmomente in einer beliebigen 
vorgeschriebenen Richtung, da ein von 0 aus in dieser Richtung gezogener 
Strahl gemaB (15) das Tragheitsellipsoid im Abstande I/V T von 0 schneidet. 
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Wir sehen schlieBlich, daB die Achse des groBten und die des kleinsten Trag
heitsmomentes, also das Minimum und das Maximum von T mit je einer der 
Haupttragheitsachsen zusammenfallen. 

Abb.58. 

4. Der Steinersehe Satz. Wir untersuchen nun, wie sich 
das Tragheitsmoment bei Parallelverschiebung der Rotations
achse in einem starren Korper verandert (Abb. 5S). Nennen 
wir wie frillier ~ den Radiusvektor des Schwerpunktes S 
in bezug auf 0 und den Radiusvektor von S zum i-ten 
Massenpunkt r/, dann ist 

ti=r/+ ~ 
und nach Formel (7) 

N N 

T= Zmila X riJ2= Zmi la X (r/+ ~)12= 
'=1 i=1 

= .i;mi la xr/12+ la ~12.M+2 [(a x~) (ax .J;mir/)]. 
i-I i=1 

Hierin ist der erste Term gleich dem Tragheitsmoment T' in bezug auf eine 
durch den Schwerpunkt in der Richtung a hindurchgelegte Achse. Der Aus
druck la ~I ist gleich demAbstand b der beiden durch 0 und S hindurcbgehenden 
parallelen Achsen, der dritte Term muB verschwinden, weil die GroBe Z mj r/ 
nach Formel (12) § IS verschwindet. Wir konnen also schreiben , 

T=T'+Mb2. (17) 

Das Tragheitsmoment in bezug auf irgendeine durch den Karper gelegte 
Achse ist also gleich dem Tragheitsmoment um eine parallel hierzu durch den 
Schwerpunkt gelegte Acbse vermehrt urn das Tragheitsmoment des im Scbwer
punkt konzentriert gedachten Korpers in bezug auf die erste Achse. Dieser Satz 
heiBt der "STEINERSche Satz" iiber das Tragheitsmoment. 

5. Beispiele fiir die Berechnung von Tragheitsmomenten. Die Formel (7) 
ergibt fiir einen kontinuierlich mit Masse von der Dichte e erfiillten Korper 
(vgl. § 20, 5.) zur Berechnung des Tragheitsmomentes die Formel 

(IS) 

worin a den Ahstand des Volumenelementes d V von der Achse bedeutet. 1st e 
iiberall konstant, dann vereinfacht sich die Formel (IS) in 

(19) 

Als Anwendungen dieser Formelu rechnen wir die folgenden Beispiele durch: 
a) Das Tragheitsmoment eines bomogenen, geraden Kreiszylindel"s von der 

Lange Lund yom Radius R urn seine Rotationsachse berechnen wir mittels 
der FOl"IDel (19), indem wir darin als Volumenelement das Volumen eines 
Hohlzylinders von der Dicke dr, also dV =2rnLdr einfiihren: 

R 
\ eLR4:rr; M R2 

Tl=eL),,2.2rndr= 2 =-2~' (20) 

o 
worin M die Masse des Zylinders bedeutet. 
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b) Das Tra.gheitsmoment des gleichen Zylinders um einen durch den Schwer
punkt gehenden Kreisdurchmesser als Achse finden wir, wenn wir in den Zylinder 
ein Koordinatensystem legen, dessen x-Achse mit der Zylinder
achse und dessen z-Achse mit der betrachteten Rotationsachse 
zusammenfa.llt (Abb. 59), aus 

L 
+"2+b +B +B 

T2=e ~ ~ ~(X2+y2)dXdYdZ=e~ ;Lb(~2+b2)dz= 
_~-b-B -B 

2 
+B +B 

1 IV- 2 I II = 6 L3 e) RLz2.dz +3 L e) (R2_Z2)"dz = 

-B -B 

_(!L3R2 +f!LR4 _M(L2+R2) 
- 12 n"4 n - 12 4 . 

.:r: 

Abb.59. 

(21) 

Solange demnach L>V3. R ist, ist das Tra.gheitsmoment Ts groBer als Tp 
Die Zylinderachse ist dann die Raupttra.gheitsachse kleinsten z 
Tra.gheitsmomentes, die darauf senkrechten Achsen sind 
Achsen groBten Tra.gheitsmomentes und alIe untereinan
der gleichwertig. Das Tra.gheitsellipsoid ist ein verla.ngertes 
Rotationsellipsoid. 

c) Das Tra.gheitsmoment einer homogenen Kugel vom 
Radius R um einen ihrer Durchmesser erhii.lt man, wenn 
man als Volumenelement einen Zylinderring mit der Rohe 
dz und dem Radius r und der Dicke dr wa.hlt, dessen Mittel
punkt im Abstande z vom Kugelmittelpunkt auf der 
Rotationsachse liegt (Abb.60), also d V =2rndr . dz setzt. 
Nach Formel (19) folgt Abb. 60. 

+Bb +B +B 

T=e~~r.2rndzdr=2en~ ~ dz=17:2f! ~(W_Z2)2dZ= 
-BO -B-B 

_ 8 R5 _2MDll 
- 15 e n - "5 n-. (22) 

6. Torsionssehwingungen; das physisehe Pendel. Wir nennen das Moment D 
ein "elastische8 Torsiorurmoment", wenn es mit dem von einer bestimmten 
Ruhelage aus gerechneten Drehwinkel q; um die Rotationsachse durch die 
Gleichung D =-~ . q; (23) 

zusammenha.ngt (vgl. § 23, 5.). Die positive Konstl).nte ~ ist gleich dem Betrage 
von D fur eine Verdrehung um den Winkel 1 aus der Ruhelage; wir nennen sie 
das "Direklionsmoment". Gema.B Formel (6) lautet in diesem FaIle die Bewegungs-
gleichung Tip =-~ . q;. (24) 

Diese Gleichung ist formal vollkommen identisch mit der Bewegungsgleichung 
eines Massenpunktes unter der Wirkung einer elastischen Kraft (12) § 19, wenn 
man darin t durch q;, m durch T und " durch ~ ersetzt. Die Bewegung ist also 
eine harmonische Schwingung, eine "Torsionsschwingung" mit der Schwingungs-
dauer 1;-1' 

't' = 2 n V If· (25) 

II 
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.Analog lassen sich die Betrachtungen von § 19, 5. und 6. iiber die gedampfte 
und erzwungene Schwingung ohne weiteres auf die Torsionsschwingungen eines 
starren Korpers iibertragen, was wohl nicht naher ausgefiihrt werden muB. 

Zum gleichen Typus gehort auch die Bewegung eines "physischen Pendels" , 
worunter man einen schweren, starren Korper versteht, der um eine festgehaltene, 

Abb. 61. 

horizontale, nicht durch den Schwerpunkt hindurchgehende 
Achse drehbar ist (Abb. 61). FUr das Moment D finden wir in 
diesem FaIle, da wir uns nach §20,4. das Gesamtgewicht durch 
die im Schwerpunkt angreifende Kraft M g ersetzt denken 

konnen, D=-Mgs. sinlP, (26) 

worin s den Abstand des Schwerpunktes von der Achse und IP 
den Winkel zwischen dieser Strecke und der Vertikalen be
deutet. Die Stellung IP =0 ist nach § 20, 4. die stabile Gleich
gewichtslage des Pendels. 

Fiir kleine WinkellP konnen wir sin IP durch IP ersetzen und 
schreiben D =-M gs .IP. (27) 

Man sieht, daB die Schwere mit dieser Beschrankung ebenso wirkt wie eine ela
stische Torsionskraft (23) mit dem Direktionsmoment 

~=Mgs, (28) 

die Schwingungsdauer ist also nach (25) gleich 

T=2:n; V MTgs' 

Das in § 19,4. behandelte mathematische Pendel ist nichts anderes als ein 
physisches Pendel, bei dem die ganze Masse wirklich im Schwerpunkte vereinigt 
ist; da in diesem FaIle nach (7) s = l, T =M12 ist, erhalten wir aus (29) in der 
Tat die Formel (24) § 19 fiir die Schwingungsdauer des mathematischen Pendels. 

Setzt man fiir T in (29) aus Formel (17) ein, so sieht man, daB fiir eine gege
bene Richtung der Achse in dem betrachteten Korper die Schwingungsdauer 7: 

nur vom Abstand 8 der Achse vom Schwerpunkt abhangt. Die Erzeugenden eines 
jeden Kreiszylinders, dessen Achse durch S hindurchgeht, ergeben also, wenn 
man den Korper um sie als Pendelachse schwingen laBt, die gleiche Schwingungs
dauer. 

Da 8 der quadratischen Gleichung 
gT2 T' 

s2- 4n2 s+ M =0 (30) 

gehorcht, die stets ein Paar reeller Wurzeln 8 1 und S2 ergibt, sieht man, daB zu 
einer gegebenen Schwingungsdauer T zwei solche Kreiszylinder mit den Radien 

Abb.62. 

81 und ~ gehOren (Abb.62). Ihre SUOlme ist gleich dem ne
gativ genol!l1llenen Koeffizienten des linearen Gliedes in (30), 
also gleich g T2 

81 +82 = 4n2 ' (31) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach Formel (24) § 19 
gleich der Lange Z eines mathematischen Pendels, mit der 
gleichen Schwingungsdauer T, der sogenannten "reduzierten 
Pendelliinge". Nach (31) gilt fiir sie die Gleichung 

l=81+S2• (32) 

In der Ebene senkrecht zur vorgeschriebenen Achsenrichtung gibt es also auf 
jeder Geraden durch S zwei Punkte 0 1 und O2, durch die Achsen gleicher Schwin-
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gungsdauer hindurehgehen. 1hr Abstand ist gleieh der zugehorigen reduzierten 
Pendellange. Hierauf berubt das "Reversionspendel", das zur Messung der 
Sehwerebesehleunigung g Vetwendung findetl. 

7. Rotation urn. einen festen Punkt. Freie Achsen. Halt man einen Punkt 
des starren Korpers fest, dann wird, wenn das resultierende Moment der auBeren 
Krafte we versehwindet, zwar die Summe auf der reehten Seite der Gleiehung (4), 
der auf diesen Punkt bezogene Drebimpuls, erhalten bleiben, die Riehtung der 
Aehse im Raume jedoeh und die Winkelgesehwindigkeit der Rotation werden 
sieh im allgemeinen dauernd verandern. Wir legen uns die Frage vor, unter 
welehen Umstanden dies nieht der Fall sein, der Korper also mit konstanter 
Winkelgesehwindigkeit um eine Aebse mit konstanter Riehtung rotieren wird, 
ohne daB diese Aehse dureh ein Lager wie in 2. festgehalten wird. Wir wollen 
eine solehe Aehse eine "treie Achse" nennen. 

Die Bedingung dafiir, daB die Rotationsaehse eine freie Aehse sei, laBt sieh 
am einfaehsten formulieren, wenn man ein Koordinatensystem benutzt, das mit 
dem Korper mitrotiert. Von diesem Koordinatensystem beurteilt, muB dann der 
Korper im Gleiehgewieht sein, d. h. das resultierende Moment der Zentrifugal
krafte in bezug auf diese Aebse muB naeh § 20, 2. versehwinden. 

1st dies nieht der Fall, dann wird sieh der Korper mit einer vom mitbewegten 
Bezugssystem gemessenen kinetisehen Energie L' bewegen. Seine Gesamtenergie L 
setzt sieh aus dieser Energie L' und der kinetisehen Energie L" der Rotation um 
die betraehtete Aehse zusammen. Die letztere laBt sieh mit Benutzung der Formel 
(11) in der Gestalt 

sehreiben, so daB die Gleiehung gilt 

L=L'+L"=L'+~-. 
2T 

(33) 

Da in dieser Gleiehung Lund G wegen des versebwindenden we konstant 
bleiben miissen, muB L' um so groBer sein, je graBer T ist. 

Wird also wabrend der Bewegung des Korpers infolge der Verlagerung del' 
Aehse im Karper das Tragheitsmoment groBer, dann waehst im bewegten Be
zugssystem gemessen die kinetisebe Energie L', die potentielle Energie U der 
Tragheitskrafte nimmt also ab und umgekehrt. Die potentielle Energie hat 
demnaeh ein Minimum, wenn T ein Maximum hat. 

Da naeh § 20, 2. das stabile Gleiebgewieht dureh das Minimum der poten
tiellen Energie gekennzeiehnet ist, folgt, daB der Korper im bewegten Bezugs
system dann und nur dann im stabilen Gleiehgewiebt ist, d. h., im Inertialsystem 
betraehtet, dann und nur dann mit konstanter Winkelgesehwindigkeit stabil um 
eine freie Aehse rotieren kann, wenn diese Aehse mit der Haupttragheitsaehse 
groBten Tragheitsmomentes zusammenfallt. Kleine StOrungen der Bewegung 
auBern sieh in diesem Faile in einer Pendelung der Rotationsaehse um diese 
Haupttragheitsaehse. 

Da das Maximum der potentiellen Energie ein labiles Gleiehgewieht kenn
zeiehnet, kann eine gleiehformige Rotation um eine freie Aehse aueh dann er
folgen, wenn diese Aehse die Haupttragheitsaehse kleinsten Tragheitsmomentes 
ist. Doeh wird in diesem Faile eine noeh so kleine Storung die Bewegung voll
kommen verandern. 

1st sehlieBlieh das Tragheitsellipsoid eine Kugel, dann kann der Karper um 
jede Aehse als freie Aehse rotieren. 

1 V gl. "Exp.-Physik" § 15. 
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8. Kreiselbewegung. Als Beispiel fUr eine Rotationsbewegung urn. einen 
festen Punkt, bei der das resultierende Moment der auBeren Krafte m von Null 
verschieden ist, betrachten wir noch die Bewegung eines schweren Kreisels. Er 
sei in bezug auf seine Achse, die gleichzeitig Haupttragheitsachse mit maximalem 
Tragheitsmoment sein solI, rotationssymmetrisch gebaut. Erteilt man dem Kreisel 
urn seine Achse eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit OJ und halt man das 
untere Ende der Achse fest, dann beschreibt sie, wie das Experiment lehrtl, urn 
die Vertikale durch diesen Punkt einen Kegelmantel mit der konstanten Winkel
geschwindigkeit D. Das Zustandekommen dieser "Priizessionsbewegung" laBt 
sich auf Grund der oben abgeleiteten allgemeinen Satze verstehen und ihre 
Winkelgeschwindigkeit D berechnen. 

Ist D klein gegen OJ, dann fallt der Rotationsvektor der zusammengesetzten 
Bewegung, der sich gemaB Formel (11) § 11 aus den Rotationsvektoren von D 
und OJ additiv zusammensetzt, in jedem Augenblick sehr angenahert mit der 
Kreiselachse zusammen. Wir wollen annehmen, daB dies genau erfiillt sei. Der 
Kreisel dreht sich dann in jedem Augenblick urn die freie Achse groBten Tragheits
momentes, die Drehmomente der an ihm angreifenden Tragheitskrii.fte heben 
einander also stets auf. 

Die Vertikalkomponente des gesamten Drehimpulses bleibt bei dieser Be
wegung konstant, der Vektor der Horizontalkomponente @ dreht sich mit der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit D herum und hat den konstanten Betrag 
I@I =TOJ sin#, worin T das Tragheitsmoment des Kreisels urn eine durch den 
festgehaltenen Endpunkt der Kreiselachse hindurchgehenden, zu ihr senkrecht 
stehenden Achse und # den Winkel zwischen der Kreiselachse und der Vertikalen 
bedeutet. Der Vektor @ steht daher stets senkrecht auf @ und dreht sich in der 
Horizontalebene ebenfalls mit der Winkelgeschwindigkeit D herum; sein Betrag ist 

I@I = I@ID = TOJ D sin #. (34) 

Auf den Kreisel wirkt nun ein durch die Schwere hervorgerufenes Dreh
moment m ein, das in jedem Augenblick horizontal gerichtet ist, senkrecht auf 
@ steht und den Betrag Iml =Mgs. sin# (35) 

hat. Die Bewegungsgleichung (10) ist, wie man sieht, in jedem Augenblick fUr 
jede Richtung im Raume erfiillt; denn in der Vertikalrichtung ist die Kompo
nente von m gleich Null und der Drehimpuls ist, wie oben erwahnt wurde, kon
stant; in der Horizontalebene fallt die Richtung von m mit der Richtung von @ 
in jedem Augenblick zusammen und da die Beitrage konstant sind, geniigt es, 
urn die Bewegungsgleichung zu erfiillen, wenn man die Ausdriicke (34) und (35) 
einander gleich setzt, also verlangt, daB 

D- Mgs _ Mgs 
-TW--G-

gilt, worin G nach (9) den Drehimpuls urn die Kreiselachse bedeutet. 

(36) 

Die beschriebene Prazessionsbewegung ist also mit den mechanischen Be
wegungsgleichungen in der Tat vertraglich und erfolgt mit der Winkelgeschwindig
keit (36). Macht man OJ geniigend groB, so ist D klein; die oben gemachte verein
fachende Annahme, daB D klein gegen OJ sein soIl, laBt sich also stets dadurch 
erfiillen, daB man die Winkelgeschwindigkeit der Kreiselrotation geniigend groB 
macht. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann fallt die Momentanrotationsachse 
des Kreisels mit seiner Haupttragheitsachse nicht zusammen und wir erhalten 
daher eine Bewegung, die man nach 7. als eine Art Pendelung urn die hier be
schriebene Bewegung auffassen kann, die man "Nutation" nennt. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 18. 
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Achtes Kapitel. 

Mechanik elastischer Festkorper. 
§ 22. Allgemeine Prinzipien der Statik elastischer Korper. 

1. Der elastische Festkorper. Unter einem "elastischen Festki5rper" verstehen 
wir im Gegensatz zu einem starren Korper ein materielles Punktsystem, das bei 
Abwesenheit au.Berer Krafte, unter der Wirkung der inneren Krafte allein, eine 
bestimmte Gleichgewichtskonfiguration eiuuimmt; diese solI unter der Ein
wirkung au.Berer Krafte kleine Veranderungen erfahren, die allein durcb diese 
Krafte bestimmt und von der V orgeschichte des Systems unabhangig sind. Wie 
sich durch den Versuch zeigen la.Btl, genugen die meisten Festkorper dieser 
Forderung, sofern die Deformationen gewisse Grenzen, die "Elastizitatsgrenzen" 
nicht uberschreiten. Die beim Uberschreiten der Elastizitatsgrenzen auftretenden 
Erscheinungen der "Verformung", der "Plastizitat" und der "elastischen N ach
wirkung" sollen hier keine Berucksichtigung finden2• 

Yom Standpunkte der Atomtheorie erscheint der Festkorper als ein aus 
Atomen zusammengesetztes Gebilde, die an bestimmte Lagen gebunden sind. 
Durch die Anordnung der Atome im Raume, die in der Regel durch ein "Kristall
gitter"3 beschrieben werden kann, ist der mechanische Zustand des Korpers 
bestimmt. Eine Deformation des Korpers wird beschrieben, indem fUr jedes 
Atom oder, allgemeiner, jeden Gitterbaustein die Verschiebung aus der normalen 
Ruhelage angegeben wird. 

In makroskopischen Dimensionen konnen wir gemaB § 2, 2. den materiellen 
Korper als Kontinuum auffassen. Die Beschreibung der Deformationen eines 
solchen Korpers kann demnach mit den Hilfsmitteln der Kinematik der deformier
baren, kontinuierlichen Punktsysteme erfolgen, die wir in § 11, 3. und § 11, 4. 
kennengelernt haben. 

Zur Herstellung einer Deformation in einem elastischen Korper ist erfahrungs
gema.B eine Arbeit, die "Deformationsarbeit" erforderlich. Das heiBt, da.B in dem 
Korper durch die Deformation Krafte geweckt werden, die bestl'ebt sind, die 
Deformation wieder ruckgangig zu machen. 

Vom Standpunkte der Atomtheorie wird das System dieser elastischen Krafte 
beschrieben durch die Angabe der auf jeden einzelnen Gitterbaustein des Korpers 
wirkenden, durch die Verschiebung der Gitterbausteine hervorgerufenen Kraft. 

Vom Standpunkte der Kontinuumtheorie werden die im Innern des Korpers 
wirkenden elastischen Krafte beschrieben, indem man sich den Korper in kleine 
Volumenelemente eingeteilt denkt und fiir jedes Volumenelement d V in der 
Lage t die darauf wirkende Kraft f . d V angibt. Die Beschreibung erfolgt also 
durch die Angabe des Vektorfeldes f (t), wobei f die Bedeutung einer "Kraft pro 
Volumeneinheit" hat. Hierzu kommen nun noch die auf die Oberflache des Korpers 
wirkenden elastischen Krafte, die sich beschreiben lassen, indem man die Ober
flache in kleine Flacbenelemente unterteilt denkt und fur jedes solche Flachen
element dF in der Lage t mit dem nach innen weisenden Normalvektor n die 
darauf wirkende Kraft \13 • dF angibt. Die Beschreibung der Oberflachenkrafte er
folgt also durch die Vektorfunktion \13 (t, n). Die "Kraft pro Flacheneinheit" \13 
nennen wir die "elastische Spannung". 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 19. 
2 Vom experinwntellen Standpunkte sind diese Erscheinungen in "Exp.-Physik", 

§ 20 behandelt. 
3 Beziiglich der experimentellen Beweise hierfiir und genauerer Einzelheiten vgl. 

"Exp.-Physik", § 21. 
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In diesem Lehrbuche wollen wir uns auf die Darstellung der klassischen Kon
tinuums-Elastizitatstheorie beschranken. Ihre Aufgabe besteht erstens in der 
Aufstellung des Zusammenhanges zwischen der Deformation und den elastischen 
Kraften und zweitens der Aufstellung von Gleichungen, aus denen sich fest
stellen la6t, welche Deformationen der Korper unter der Wirkung gegebener 
auBerer Krafte erfahrt. Die Statik der elastischen Korper untersucht speziell, 
wann das System der auBeren und der inneren elastischen Krafte im Gleich
gewichte ist, die Dynamik der elastischen Korper untersucht, welcher Bewegungs
zustand unter der Wirkung dieser Krafte zustande kommt. 

2. Die potentielle Energie der elastisehen Deformation. Erfahrungsgema61 

ist ein elastischer Korper ein konservatives System. J ede Konfiguration ist 
also durch eine bestimmte potentielle Energie U gekennzeichnet und die Arbeit, 
um einen Korper aus einem Zustande A in einen Zustand B zu deformieren, ist 
gleich der Differenz der zugehOrigen potentiellen Energien U (B)-U (A). Nach 
§ ll, 4. konnen wir jede Deformation als Superposition einer Bewegung und einer 
Verzerrung der einzelnen Volumenelemente des Korpers betrachten. 

Da in einem festen Korper Bewegungen der Volumenelemente ohne gleich
zeitige Verzerrung derselben nicht moglich sind, liegt es nahe anzunehmen, daB 
die potentielle Energie nur von dem Verzerrungsanteil der Deformation abhangt. 
Wir werden spater sehen, daB diese Annahme zu Folgerungen fiihrt, die mit der 
Erfahrung im Einklange sind, womit ihre Berechtigung erwiesen ist. 

Da der Verzerrungszustand des Punktsystems durch die Angabe des Ver
zerrungstensors B in jedem Punkte des Kontinuums mit dem Radiusvektor t 
bestimmt ist, wird gemaB dieser Uberlegung die potentielle Energie eines 
Deformationszustandes durch die Angabe der Funktion B (t) bestimmt. 
Schreiben wir unter Einfiihrung der kontinuierlichen Ortsfunktion (p (t) die 
potentielle Energie des Volumenelementes dV in der Form (p (t) dV, dann wird 
(p (t) durch die Angabe des zum gleichen t gehOrigen B (t) vollkommen bestimmt. 
(p soll sich also dumh die Komponenten des Verzerrungstensors fJmm' fJ'II'II' 
fJ"", fJm'll' fJm", fJ'IIZ eindeutig ausdriicken lassen. Die GroBe (p hat die Bedeutung 
einer "potentiellen Energie pro Volumeneinheit", wir nennen sie die "Energie
dichte". 

Da die potentielle Energie nur bis auf eine willkiirliche Konstante definiert 
ist, konnen wir (p stets so normieren, daB fiir den undeformierten Normalzustand 
des Korpers iiberall (p =0 ist. Nach dem in 1. Gesagten soll dieser Normalzustand 
ein stabiler Gleichgewichtszustand sein, er stellt also gleichzeitig ein Minimum 
von (p dar. Daraus folgt, daB die Funktion (p (fJ) stets positiv sein muB. Entwickeln 
wir diese Funktion in eine Reihe nach Potenzen der fJ, dann miissen in dieser 
Entwicklung nach dem eben Gesagten die Glieder nullter und erster Ordnung 
wegfallen, sie beginnt also mit den Gliedern zweiter Ordnung, mit denen wir sie 
auch abbrechen konnen, da wir ja angenommen haben, daB die Deformationen 
klein seien. (p erscheint demnach als homogene, quadratische Funktion in den fJ. 

Wir wollen nun annehmen, daB der Korper in mechanischer Hinsicht "isotrop" 
sei, d. h. alle Richtungen in ihm vollkommen gleichberechtigt seien. (Auf die Be
sprechung der wesentlich komplizierteren Ela.stizitatstheorie der "anisotropen" 
Korper, insbesondere der Kristalle, miissen wir hier verzichten.) Wir miissen 
dann fordern, daB (p (fJ) bei einer beliebigen Drehung des Koordinatensystems 
invariant bleibe. Wir haben also zunachst zu untersuchen, wie eine homogene, 
quadratische Form beschaffen sein muB, damit sie gegeniiber beliebigen Drehungen 
des Koordinatensystems invariant sei. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 19. 
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N ach § 4,4. sind die Koeffizienten in der Gleichung (15) § 4 gegentiber Drehungen 
des Koordinatensystems invariant. Von ihnen ist der Koeffizient des linearen 
Gliedes vom zweiten Grad und der des quadratischen Gliedes linear, sein Quadrat 
also ebenfalls vom zweiten Grad. Der Koeffizient des Gliedes nullter Ordnung 
kommt nicht in Betracht, da er vom dritten Grade in den fJ ist. Die beiden Aus
drucke 

und 
(1) 

I
fJxxfJXyl IfJxxfJxzl IfJyyfJYZI fJ fJ fJ fJ 2 fJ 2 fJ 2 
fJyx fJyy + fJzxfJzz + fJZy fJzz = ( xx yy + fJ",,,, zz + fJyyfJzz) - ( Xy + '"z + yz) (2) 

haben also die gewiinschte 1nvarianzeigenschaft und jede Form zweiten Grades 
in den fJ, die diese Eigenschaft ebenfalls haben solI, muB eine lineare Kombination 
der Ausdrucke (1) und (2) sein. 

Unter den oben gemachten Voraussetzungen hat demnach die Energiedichte 
in einem isotropen, deformierten, elastiscnen Korper die folgende Gestalt: 

tP (B) =a {b (fJxx+ fJyy+ fJzz)2+ (fJXy2+ fJxz2+ fJ1Iz2-fJx",fJyy-fJx",fJzz-fJyyfJzz)}, (3) 

worin a und b Konstanten sind. Nun haben wir aber weiter noch verlangt, daB tP 
stets positiv, d. h. die quadratische Form (3) positiv definit sein solI. Formt man 
die rechte Seite wie folgt um: 

tP (B) = a {( b- ! )(fJ",x + fJ1IY + fJzz)2 +-} (fJxx2 + fJ1Iy2 + fJz.2) + (fJXy2 + fJ",.2 + fJYZ2) }, 

1ann sieht man sofort, daB die notwendige und hinreichende Bedingung hiefur 
lautet: 1 

a> 0, b > T . (4) 

1m Hinblick auf die spateren Anwendungen fuhren wir statt der Konstanten 
a und b die Konstanten E und p, durch die Gleichungen 

E .a-I 
a = -.u-+l' b = 2 (2.u-I ") (5) 

ein. Setzen wir fest, daB E> 0 sein moge, dann folgt aus den Bedingungen (4) 
fiir u die Ungleichung 1 

• O~P,~T ~ 

Das elastische Verhalten eines isotropen Korpers wird im Sinne der hier ent
wickelten Kontinuumtheorie durch die Angabe der beiden "Materialkonstanten" 
E undp, an jeder Stelle des Korpers vollkommen bestimmt. In einem "homogenen" 
Korper haben E und p, uberall die gleichen Werte. Die Atomtheorie der Fest
korper sucht die GroBen E und p, auf andere, auf die Atome bezugliche GroBen, 
wie ihre Anordnung im Kristallgitter und die Anordnung der Elektronen in 
den Atomen zuruckzufiihren. 

1st E sehr groB, dann wird tP bereits fiir sehr kleine Deformationen auBer
ordentlich groB und im G.cenzfalle fur E = 00 wird der Korper uberhaupt nicht 
deformierbar, da fur eine jede endliche Deformation eine unendlich groBe 
Arbeit geleistet werden muBte. Der im Kapitel VII behandelte "starre Korper" 
ist also nichts anderes als der Grenzfall eines elastischen Korpers mit E = 00. 

3. Der Tensor der elastischen Spannung. In Verallgemeinerung des bei einem 
einzigen Massenpunkt giiltigen V organges, wo man die Kraftkomponenten den 
Ableitungen der potentiellen Energie U nach den Koordinaten proportional setzt 
(vgL § 18,4.), liegt es nahe, den "elastischen Spannungszustand" des deformierten 
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Korpers durch die Ableitungen von cJ> nach den Komponenten des Verzerrungs
tensors zu kennzeichnen. 

Setzen wir rp rp rp 
T",,,, = aOB ' Tvv = aaB-, Tzz = :f3 ) . rere . VV zz (7) 

orp orp arp 
2 Trev = 8f3-' 2 T",z = 8f3~' 2 TliZ = 8f3-

0011 rez 1/Z 

dann bilden die sechs GroBen T",re, ... , Tvz die Komponenten eines symmetrischen 
Tensors T, den wir den "Spannungstensor" nennen wollen. Seine Komponenten 
haben, wie man aus (7) sieht, die Dimension: KraftjFlache. Genaueres hieruber 
und die Beziehungen zu den in 1. eingefiihrten elastischen Kriiften werden wir 
spiiter kennenlernen. 

Durch die Gleichungen (7) in Verbindung mit dem Ausdrucke (3) fur die 
Energiedichte sind die beiden Tensoren B und T miteinander verknupft, indem 
sich die Komponenten von T linear durch die Komponenten von B wie folgt aus-

drucken: Trere =a [2 b,8",,,, + (2b-l) (,8vv+,8zz)J, Trey:a,8rey) 

TVY = a [2 b,8vv + (2b-l) (,8",,,,+,8zz)], Trez -a,8xz (8) 

Tzz = a [2b,8z.+ (2b-l) (,8rere+,8vv)J, Tv. =a,8vz· 

Die Auflosung des Gleichungssystems (8) nach den ,8 ergibt, wenn wir darin. 
statt a und b die GroBen E und fh gemiiB (5) einfuhren, 

,8rere = E [Trex-,Ll (Tv·y+ Tzz )] , ,8Xy = -Ef-- T",v 1 .u+ 1 1 
1 .u+1 } ,8YV = E [Tvy-fl (T",x+ Tzz)J, ,8xz = ~ Tx. (9) 

1 .u+ 1 J ,8zz = E [Tzz-fh (Txx+ Tyy)] , ,8vz = ~ Ty. 

4. Die bei einer unendlich kleinen Deformation geleistete Arbeit. Nehmen 
wir an dem betrachteten elastischen Korper eine infinitesimale Anderung der 
Deformation vor, die einer Anderung von B um <5 B entspricht, dann iindert 
sich die Energiedichte cJ> um <5cJ> wie folgt: 

orp arp arp 
<5cJ> = 8f3- <5,8",,,, + 8f3- <5,8yy + 8f3- <5,8zz + 

moo '1111 zz 
orp arp arp 

+ 8f3- <5,8",v + 8f3- <5,8xz + Bf3- <5,8vz· (10) 
re1l Xz 'Hz 

Setzen wir hierin fUr die Ableitungen von cJ> nach den Komponenten von B die 
GroBen T gemiiB (7) ein und beriicksichtigen, daB nach (27) § 11 die GroBen <5,8 
sich durch den Deformationsvektor SD in folgender Weise ausdrucken: 

s,8 a 00 u xx =8X<5Dx, o,8vv = 8Y<5Dv, <5,8zz = Tz<5D., 

l(a a) 1(0 a) <5,8XY=jf 8Y<5D"'+8XoDv, 0,8""=2 ffZoD"'+8XODz, 

1 ( a a ) <5,8yZ =2 ffZODY+-ay oDx, 

dann erhalten wir 

a a a a a 
o cJ> = Txx 8X oDx + TXY 8Y 0 D", + Tx. Tz 0 Dx + TyX 8X oDy + Tyy 8Y 0 Dy + 

a a a a 
+ Tvz -~- oDy + Tz",<>- oDz+ TZy --;;:;- 0 Dz+ Tzz ~ oDz. (11) 

oz uX uy uZ 
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Wir fiihren zur Vereinfachung der Schreibweise die "Vektorkomponenten" 
t .. , tll , tz des Tensors T (vgl. § 4,2.) ein. t .. hat hierbei die Komponenten 'i .... , 'i .. 1I, 

'iam ttl die Komponenten 'ill'" 'rtltl, 'itl" und t" die Komponenten 'iz .. , 'iZlI' 'izz' Der 
Ausdruck (ll) kann dann folgendermaBen geschrieben werden: 

M) = t ... grad <5D .. + ttl. grad <5DtI + tz . grad <5Dz• (12) 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden skalaren Produkte lassen 
sich nach Formel (22) § 6 umformen, so daB man erhalt 

<54> =div (t .. <5D .. + ttl <5DtI + tz 15 Dz )-(<5 Dill div tlll + <5DlI div ttl+ <5Dz div tz)' (13) 

FUr die gesamte, von den elastischen Kraften bei der unendlich kleinen De
formation an dem Korper geleistete Arbeit <5A erhalten wir durch Integration 
des Ausdruckes (13) fiber das gauze Volumen 

<5A = - ~ ~ ~ <54>d V = - ~ ~ ~ div (t .. !5 D .. + ttl 15 DtI + tz!5Dz) d V + 

(14) 

Das erste der beiden, auf der rechten Seite von (14) stehenden Volumenintegrale 
kann man nach dem GAussschen Satz § 6, 6. in ein Integral fiber die Oberflii.che 
des Korpers verwandeln und erhalt 

~ ~ I div (t .. !5 D .. + ttl 15 DlI + tz <5Dz ) d V = ~ I (t .. !5 Dill + tll !5 DtI + tz<5 Dz}n dF = 
= - H [<5D",(t .. tt)+ <5DtI (ttl tt) + !5Dz (iz tt)] dF = - H (P .. !5D .. + P tl <5 DtI + 

+ Pz <5Dz) dF = - I I (~!5~) dF, (15) 

worin tt den nach innen weisenden Einheitsvektor der Normalen des Flii.chen
e1ementes dF und ~ einen Vektor mit den Komponenten Pill' P 11' P z bedeutet, 
die durch die Gleichungen 

p .. = t ... tt = 'i .... n .. + 'i"11 ntl + 'i .. z nz I 
P tl = ttl. tt = 'ill" n",+ 'itltl ntl + 'illZ n" 
Pz = tz . tt = 'iz .. n .. + 'iZlI ntl + 'izz nz 

(16) 

definiert sind. Sie bedeuten, daJ3 die Vektoren ~ und tt durch eine lineare Vektor
funktion miteinander verbunden sind, die in der Sprache der Tensorrechnung 
einfach in der Form (5) § 4 $ = T. tt (17) 
geschrieben werden kann. 

Das zweite Volumenintegral auf der rechten Seite von (14) kann in der Form 

~ ) ~(!5D .. divt .. + <5DlI divttl + <5Dzdivtz) d V = ~ I ~(<5D .. tlll+!5 DtI tll + <5Dztz}d V = 

= ~ ~ I (f<5~) dV (18) 

geschrieben werden, worin der Vektor f mit den Komponenten till' ttl, t z durch 
die Gleichungen 

definiert ist. 

t =divt = aT .. ", + aT"'tI + aTlllz _) 

.. a; am ay az I 
t = div t = aT tI.. + a T till + aT lIa I tI 11 am ay az 

t = div t = aTza; + aTZll + aTzz 
z Z om ay oz 

(19) 
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Nach (14), (15) und (IS) erscheint nun schlieBlich t5A in der einfachen Gestalt 

t5A = ~ ~ (\l3. t5~)dF+ ~ ~ ~ (f. t5~) dV. (20) 

5. Die Beziehungen zwischen dem Spannungstensor und den elastischen 
Kraften. Aus der Formel (20) kann die Beziehung zwischen dem Tensor T der 
elastischen Spannung und den in 1. eingefiihrten elastischen KrilJten unmittelbar 
abgesehen werden. Der erste Term ist namlich offenbar die Arbeit, welche bei 
der betra.cbteten Deformation von denjenigen Kraften geleistet wird, die an 
den Flachenelementen der Oberflache des Korpers angreifen, der zweite Term 
die Arpeit, welche von den Kraften geleistet wird, die an den Volumen
elementen im Innern des Korpers angreifen. Da t5 ~ der Vektor der Ver
scbiebung des betreffenden Flacben- bzw. Volumenelementes ist, muS dernnacb 
der Vektor \l3 mit dem in 1. eingefiihrten Spannungsvektor, der Vektor f mit 
der ebenda eingefiihrten Volumenkraft identisch sein. Die Gleichungen (17) 
und (19) geben die Anweisungen, wie man diese Vektoren aus den Kompo
nenten des Spannungstensors berechnet, sie steilen also die gesuchte Ver
knupfung zwischen diesem Tensor und den elastiscben Kraften dar. 

Erweitert man den Definitionsbereich der Gleichung (17) aucb auf das Innere 
des elastischen Korpers, indem man setzt: 

\l3 (1:, n) = T (1:) . n, (21) 

dann gewinnt man eine anschauliche Vorsteilung von der Bedeutung des Span
nungstensors: Auf jedes Flachenelement dF im Innern des Korpers mit dem 
Radiusvektor 1: und der Normalenrichtung n wirken zwei Krafte \l3 (1:, n) dF 
nach zwei entgegengesetzten Ricbtungen in gleicher Starke, da die Vertauschung 
von n in -n in (21) auch das Vorzeicben von \l3 umkebrt. Dies rechtfertigt auch 
die Bezeichnung "Spannung", da ja z. B. ein Seil von zwei in entgegengesetzter 
Ricbtung wirkenden, gleich groBen Kraften "gespannt" wird. 

6. Ein Satz tiber die elastischen Krafte. Um die Resultierende der gesamten 
inneren, d. h. der elastischen Krafte auf den festen Korper zu erhalten, mussen 
wir die samtlichen auf die V olumenelemente des Innern und die Flacbenelemente 
der Oberflache wirkenden Krafte addieren, erhalten also 

sr= \ j j fdV+ ~ I \l3dF. (22) 

Bildet man die x-Komponente von (22), so ergibt sich mit Benutzung der Formeln 
(19) und (16) und Anwendung des GAussscben 'Satzes 

Kre = j j j div tre d V + j j (tre' n) d F = O. 

Ebenso kann man natiirlich auch das Verschwinden der y- und der z-Komponente 
von sr nachweisen. Die Resultierende der inneren Krafte ist also stets gleich Null. 

Fiir das resultierende Moment der elastischen Krafte ergibt sich analog 

1m = j j ) (1: X f) d V + ~ j (1: X \l3) d F. (23) 

Bildet man auch hier wiederum die x-Komponente, so erbalt man ebenfalls mit 
Benutzung der Formeln (19), (16), (20) § 3 und (22) § 6 sowie Anwendung des 
GAussschen Satzes 

M re =) j j (ydivtz-zdivt1/)dV+ j ~ (ytz . n-zt1/' n) dF= 

= j j j {(y div tz - z div t1/) - div (y tz - z t1/) } d V = 

= .1 j j (ty grad z - tz grad y) d V = j j ~ (1'1IZ -1'Z1/) d V = O. 
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Die gleiche Rechnung ergibt auch das Verschwinden der y- und z-Komponente 
von 9R. Das resultierende Moment der inneren Krii.fte ist also ebenfalls gleich 
Null. 

Das Verschwinden von sr und 9R zieht, wie in § 18, 2. und § 18, 3. gezeigt 
wurde, die Giiltigkeit der Satze von der Erhaltung des linearen und des Dreh
impulses bei Abwesenheit von auf3eren Kraften nach sich. Da diese Satze durch die 
Erfahrung durchwegs bestatigt werden, haben wir damit fiir unsere grundlegende 
unter 2. formulierte Annahme, daB die Energiedichte ausschlieBlich von den 
Verzerrungen abhangt, was die Symmetrie des Spannungstensors zwangslaufig 
nach sich zieht, eine Rechtfertigung erhalten. 

§ 23. Statik elastischer Korper. 

1. Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines elastischen Korpers. SolI 
ein elastischer Korper unter der Wirkung von auBeren an ihm angreifenden 
Krii.ften im Gleichgewicht bleiben, dann muB gefordert werden, daB sich die 
auBeren und inneren Krafte an jedem Volumenelement des Innern und an jedem 
Flachenelement der Oberflii.che aufheben. Nennen wir die "auBere Kraft pro 
Volumeneinheit" f* und die "auBere Kraft pro Flacheneinheit" der Oberflache 
>;jS*, dann erhalten wir die folgenden Gleichgewichtsbedingungen: fiir das Innere 
des Korpers f*+ f =0 (I) 

oder in Komponentenzerlegung mit Benutzung von (19) § 22 

f * + 0.",,_ + aT "'Y + ih "z = 0 ) 
. " ax ay az I 
f * + a.'Y~ + a.'Y'Y + a·'YZ = 0 ~ 

'Y ax ay az I 
f * + a·z~ + a·z'Y + a·zz = 0 I 
z 8x 8y 8z } 

fiir die Oberflache des Korpers 
>;jS*+>;jS=0 

oder in Komponentenzerlegung mit Benutzung von (16) § 22 

P,,* + 'r"" n" + 'r"'Y n'Y + 'r"z nz = o} 
P'Y*+ 'r'Y"n,,+ 'r'Y'Yn'Y+ 'r'Yznz =0 

P z* + 'rz" n,. + Tz'Y ny + Tzz nz = 0 

(2) 

(3) 

(4) 

Druckt man in den Gleichungen (2) und (4) die Komponenten des Spannungs
tensors T gemaB den Gleichungen (8) § 22 durcb die des Verzerrungstensors B 
aus, dann stellt das Gleichungssystem (2) ein System von Differentialgleichungen 
fur die GroBen fJ dar, die unter den Randbedingungen (4) zu integrieren sind. 
Die Losung dieses Randwertproblems der Elastizitatstheorie, von dem sich, ahnlich 
wie dies bei der Besprechung des Randwertproblems der Potentialtheorie § 7, 6. 
geschehen ist, die Eindeutigkeit .nacbweisen laBt, liefert fur das ganze Innere 
und die Oberflache des betrachteten Korpers B (r). Hieraus kann dann scblieB
lich durch eine neuerliche Integration vermoge der Gleichungen (27) § 11 der 
Deformationsvektor in jedem Punkte des Korpers, also die Vektorfunktion ~ (r) 
ermittelt werden, womit die Aufgabe, die Deformation des Korpers unter der 
Wirkung der an ihm angreifenden Krafte zu finden, vollkommen erledigt ist. 

2. Dehnung eines homogenen Balkens. Als erstes Spezialproblem unter
suchen wir die Deformation, die ein prismatischer Balken von der Lange Lund 
den Querschnittsdimensionen A und B erfahrt, wenn seine obere Flache fest einge-

Fiirth, Theor. Physik. 10 



L 

146 Mechanik elastischer Festkorper. 

spannt ist (Abb. 63) und auf seine untere Flacbe die konstante Spannung P in 
der Richtung von L wirkt. Von der Wirkung der Schwere auf die Teilchen des 
Balkens selbst wollen wir absehen, also f* = 0 setzen. 

z 

Die Gleichungen (2) k6nnen dann offenbar befriedigt 
,6'~~rd4 werden, wenn man im ganzen K6rper T konstant ansetzt. 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

)--,- -

Abb.63. 

Legen wir das Koordinatensystem so, daB die x-Achse mit 
A, die y-Achse mit B und die z-Achse mit L zusammen-

L~oL fallt, dann lassen sich die Randbedingungen so formu
lieren: An den Seitenflachen des Balkens verschwinden 
die Spannungen, an der unteren Flache ist P z * = P, 
Pre*=P,!/=O. 

Die Gleichungen (4) lassen sich unter diesen Randbedin
gungen bei konstantem Tinder Tat erfiillen, wenn man setzt 

(5) 

womit die oben gemachte Annahme iiber die Konstanz von T innerhalb des Bal
kens nachtraglicb gerechtfertigt ist. 

Aus den Gleichungen (9) § 22 folgt nun verm6ge (5) 

{Jzz={-.zz= i, {Jrere={J'YY=-; .zz= - ;p, {Jrey={Jrez={Jyz=O. (6) 

Der Tensor B hat also, wie man sieht, in dem verwendeten Koordinatensystem 
seine Hauptachsenform. Nach § 11, 3. besteht die Deformation aus einer Deh
nung in der Richtung der Koordinatenachsen, d. h. in der Richtung der Kanten 
des Balkens. Nennen wir fJL, fJA, fJB die Veranderungen von L, A und B bei 
dieser Dehnung, dann folgt aus (23) § 11 

fJL ={JzzL, fJA ={JrereA, fJ B ={J'YyB (7) 

und daher schlieBlich wegen (6) und (7) 

~=~P 6A= 6B=_~p __ II.(JL 
L E' ABE - r L' (8) 

Die Formeln (8) driicken aus, daB erstens die relative Langenanderung des 
Balkens der Kraft pro Flacheneinheit der Endflache proportional ist, ein Gesetz, 
das als "HooKEssches Gesetz" bezeichnet und durch die Erfabrung bestatigt wird1 . 

Gleichzeitig sehen wir, daB die Konstante E nichts anderes ist als der "Elastizitiits
modul" des Balkenmaterials. Zweitens erkennt man aus (8), daB mit der Langen
vergr6Berung eine "Querkontraktion" des Balkens Hand in Hand geht, was eben
falls durch die Erfahrung bestatigt wird1• Die Konstante ft erscheint als das 
Verhaltnis der relativen Querkontraktion zur relativen Langsdehnung, ist also 
nichts anderes als der "PorssoNsche Koejjizient" , der in der Tat, wie das Ex
periment lehrt, der Ungleichung (6) § 22 geniigt, d. h. zwischen 0 und 1/2 gele
gen ist1. 

3. Kompression. Als nachstes Problem untersuchen wir, wie sich das Volumen 
eines homogenen Korpers verandert, wenn auf seine Oberflache iiberall senk
recht zu fur der Druck (Kraft pro Flacheneinheit) p wirkt und die Wirkung der 
Schwere auf die Volumenelemente des K6rpers wieder vernachlassigt wird. Die 
L6sung gestaltet sich am einfachsten, wenn man dem Korper wie in dem vorher
gebenden Beispiel, die Gestalt eines rechtwinkeligen Prismas gibt. Die Gleichungen 
(2) und (4) lassen sich unter den erwahnten Randbedingungen erfiillen, wenn 
man im ganzen Innern und an der Oberflii.che setzt 

·XIJ)=·Y'Y=·zz=-P, (9) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 19. 
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Aus (9) und (9) § 22 folgt fUr die Komponenten des Verzerrungstensors 
1-2p. 

{J",,,, = {Jyy = {Jz. ==--E-- p, {3"y ={J",z ={JyZ =0. (10) 

Die Kantenlangen erfahren also die relativen Verkiirzungen 1 E 2p. P und daher 

erfahrt das Volumen V, da wir uns ja von vornherein auf kleine Deformationen be
schrankt haben, eine relative Verminderung vom Betrage 

iOVI_C _ 3(1-2p.) I-V - ·P-~E~P· (11) 

Hier ist C die "KompressibilitiU" der Substanz, die sich, wie die Formel (11) 
zeigt, durch die GraBen E und f-l ausdriicken laBt. Sie ist gleich Null, der Karper 
also "inkompressibel", wenn f-l seinen Maximalwert 1/2 annimmt. 

4. Scherung. Wahrend fUr die unter 2. behandelte Dehnung das Verschwin
den der Komponenten des Spannungs- und Verzerrungstensors mit gemischten 
Indizes charakteristisch ist, wollen wir als "Scherung" eine Deformation be
zeichnen, bei der die Komponenten mit zwei gleichen Indizes verschwinden. 

Wir legen wieder ein aus einem homogenen Material verfertigtes Prisma 
zugrunde und verwenden das gleiche Koordinatensystem, wie unter 2. (Abb. 64). 
Wir gehen jedoch diesmal den entgegengesetzten Weg, indem wir von dem 
Ansatz {J",y =const, {J",,,, ={3yy ={Jzz ={J",z ={JyZ =0 (12) 

fiir die Verzerrung ausgehen und fragen, durch welche an der Oberflache an
greifenden Krafte diese Deformation hervorgerufen wird. 

Aus den Gleichungen (9) § 22 folgt wegen (12) 

E 
T",y = P. + 1 {J",y, T",,,, =Tyy =Tzz =T",z =TyZ =0, (13) 

was in die Gleichgewichtsbedingungen (2) und (4) eingesetzt ergibt: 

f*=O im ganzen Innern des Karpers, 

Py*= ± T",y, p",*=p.*=O 

an der oberen bzw. unteren Begrenzungsflache, 

P",*= ± T",y, Py*=Pz*=O 

an der rechten bzw. linken Begrenzungsflache und schlieBlich 

P",*=Py* =Pz* =0 

an der vorderen und hinteren Begrenzungsflache des Prismas. 
Auf die Seitenflachen des Karpers wirken also Tangentialkrafte, sogenannte 

"Schubspannungen" ein, die in dem betrachteten Fall aIle den gleichen Betrag T",y 
haben und deren Richtung in dem rechten Teil der Abb. 64 eingezeichnet ist. 

Die Annahme (12) iiber den Verzerrungs- x 
tensor kann nach (27) § 11 realisiert werden, /A:;----/"-.:>I 
wenn man setzt 

Dy =2{J",y . x, D", =Dz =0, (14) 

was, wie die Abb.64 zeigt, darauf hinauslauft, 
daB aIle in der x-Richtung laufenden Fasern des 
Karpers parallel zur x-y-Ebene urn einen Winkel 

gedreht werden. 
" _ D 1l - 2 {3 _ 2(p. + I) 
uCP-x- "Y- E 

A 
r 
r 
I 
I 

ir 
Y- 1--;; 

/' V"JI 
B 

Abb.64. 

(15) 

10' 
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Die Konstante 0 fiihrt den Namen "Scherungsmodul" oder "TorsionsmoiJ,Ul". 
Zwischen Scherungsmodul, Elastizitatsmodul und POISsoNscher Konstanten 
besteht nach (15) die experimentell1 nachpriifbare Beziehung 

E 
0= 2(,,+ 1) (16) 

5. Torsion eines zylindrischen Stabes. Unter der "Torsion" eines zylindrischen, 
aus einem elastischen Material hergestellten Stabes wollen wir eine Deformation 
verstehen, bei der jeder senkrecht zur Achse gelegte Querschnitt durch den 
Zylinder als Ganzes eine Verdrehung um einen Winkel ({J erfahrt. 

Wir lassen die Zylinderachse mit der z-Achse zusammenfallen und nennen L 
die Lange des Zylinders und R seinen Radius. Jeder Punkt erfahrt bei der Tor
sion eine Verschiebung, die durch den Deformationsvektor 

(17) 

beschrieben wird, worin a der Einheitsvektor in der z-Richtung, t der Radius
vektor in der x-y-Ebene und ({J eine noch zu bestimmende Funktion von z 
allein ist. 

Aus (17) folgt fiir die Komponenten des Verzerrungstensors nach (27) § 11 

(18) 

Aus (18) ergeben sich die Komponenten des Spannungstensors mit Benutzung 
von (16) und (9) § 22 zu 

dtp 
T..,z = 2 0 . {:J..,,. = - 0 y (J;"i"' 

SchlieBen wir wieder auBere Volumenkrafte (z. B. die Schwere) aus, dann 
ergeben die Gleichgewichtsbedingungen (2), wenn man in sie aus (19) einsetzt, 
die Bedingungen aT..,,. = 0 OT1I11 =0 (20) 

z 

Abb.65. 

as ' as ' 
die sich in der Tat erfiillen lassen, wenn man 

0,2 tp 
--0 ds2 -;-

oder ({J=az (21) 

setzt, worin a eine Konstante ist und tiber die zweite Integrations
konstante so verfiigt wurde, daB ftir z=O die Verdrehung Null ist, 
die untere Endflache des Zylinders (Abb. 65) also starr eingespannt ist. 

Die Gleichgewichtsbedingungen (4) auf die obere Endflache des 
Zylinders (z =L, ({J =({JL) angewendet, ergeben nach (19) und (21) 

tpL 
P *=-Oya=-Gy--., L' P *-0 -G tpL 

11 - xa- XL' (22) 

also eine reine Schubspannung, die in jedem Punkte senkrecht auf t steht und 
den Betrag G r 

[~*[ = V P..,*2 + P1I*2 = LtpL (23) 
hat. 

Auf einen Kreisring vom Radius r und der Breite dr wird durch die Wirkung 
von ~* in bezug auf die Zylinderachse ein Drehmoment [~*[ . 2 ~ rdr. r aus-

1 VgI. "Exp.-Physik", § 19. 
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geiibt, das gesamte Drehmoment auf die ZylinderendfHiche betragt also mit 
Benutzung von (23) 

B B 
\. 2nGtpL \ Gn R4tpL 

D=.\ 1~*12nr2dr= L J r3dr=-2-~' (24) 

o 0 

Wird demnach auf die eine Endflache eines Zylinders von der Lange Lund 
dem Radius R ein Drehmoment vom Betrage D ausgeiibt, wahrend die andere 
Endflache eingespannt ist, dann erfahrt der Zylinder eine Torsion, bei der sich 
die beiden Endflachen gegeneinander urn einen Winkel 

2 L 
qJL = Gn R4-' D (25) 

verdrehen. Die durch die Formel (25) ausgedriickte Abhangigkeit des qJL von L, 
R und G sowie die Proportionalitat mit D lassen sich experimentell vollkommen 
bestatigenl. 

6. Biegung eines Balkens. Als letztes behandeln wir das folgende Problem: 
Ein diinner zylindrischer Balken mit beliebigem Querschnitt sei an einem Ende 
horizontal fest eingespannt, am anderen Ende 
wirke in vertikaler Richtung eine Kraft K. :c 

Wir fragen nach der hierbei auftretenden Ver- ~~~~~tg~~~~~ 
biegung des Balkens (Abb. 66). ~t [ ~--=---=:..:.- __ 

Wir legen die z-Achse parallel zur Stab
achse durch die Schwerpunkte der Stabquer
schnitte, die x-Achse zeige vertikal nach auf

K 

warts. 
Wir betrachten zunachst ein kurzes Stiick 

Abb.66. 

des Balkens und setzen in ihm einen Spannungszustand von folgender Form an 

(26) 

worin c eine Konstante sein soIl. Die Spannungsverteilung (26) geniigt offenbar, 
wenn wir wieder V olumenkrafte ausschlieBen, iiberall im Innern den Bedingungen 
(2). Die Bedingung (4) wird erfiillt, wenn auf die rechte Endflache des betrach
teten Balkenstiickes eine Spannung ~* mit den Komponenten 

Pz*=cx,Pre*=P,y*=O (27) 

wirkt. An der linken Endflache ist ~* durch - ~* zu ersetzen. 
Fiir die resultierende Kraft auf den ganzen Querschnitt erhalten wir durch 

Integration iiber denselben aus (27) 

~~Pz*dF=c~~xdF. 
Durch Vergleich mit Formel (II) § 20 erkennen wir, daB diese Kraft verschwindet, 
weil wir die z-Achse durch den Schwerpunkt der Querschnittsfigur gelegt haben. 

Fiir das resultierende Drehmoment auf den Querschnitt urn die horizonta1e 
y-Achse erhalten wir analog 

M=-Epz*xdF=-c~~X2dF=-cJ, (28) 

worin die GroBe J als das "Biegungsmoment" auf den betreffenden Querschnitt 
bezeichnet wird. Wie man durch Vergleich mit Formel (19) § 21 erkennt, geht 
J durch Multiplikation mit edz in das Tragheitsmoment einer aus dem Stab 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 19. 
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herausgeschnittenen Platte von der Dicke dz urn die durch den Schwerpunkt 
horizontal gelegte Achse tiber. 

Aus (26) folgt weiter wegen (27) § 11 und (9) § 22 

{3 - aDz - ~ 
zz- az - E' (29) 

Aus Symmetriegriinden haben wir anzunebmen, daB Dz von y nicbt abhangt, so 
daB aus (29) folgt 

und hieraus 
~iJ~- = 0; + I' (x). 

Wegen 7:I))Z =0 muB auch {3I))Z =0 sein oder 

Aus (30) und (31) folgt 

aDI)) + aDz _ 0 ---az ax- . 
aDI)) =_~ _ f' (x) 
az E 

und hieraus durch einmalige Differentiation 

a2 D c --1))---
az2 - E' 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Die Gleichung (33) ergibt uns die Bedeutung der Konstanten c, ftir die wir 
nun in (28) einsetzen konnen, so daB wir erhalten 

a2 D 
M=EJ '8z21)). (34) 

Urn also an einer Stelle des Balkens die durch a; ~~ gemessene "Biegung" hervor

zubringen, muB man auf den dort befindlichen Querschnitt das Drebmoment 
M austiben, das mit der Biegung durch die Gleichung (34) verkntipft ist. Die 
Proportionalitatskonstante E J zwischen Moment und Biegung fiihrt mitunter 
den Namen "Bieyunyssteifiykeit", da zur Hervorbringung einer gegebenen Bie
gung offenbar ein urn so groBeres Moment erforderlich ist, je groBer die Biegungs
steifigkeit ist. 

Wollen wir die Gleichung (34) auf den oben gekennzeichneten Spezialfall 
anwenden, dann mtissen wir das Drehmoment M der Kraft K, die am Ende des 
Balkens von der Lange L angreift und vertikal nach abwarts gerichtet ist, auf 
einen an der Stelle z befindlichen Querschnitt ausrechnen und erhalten 

M =K(z-L). (35) 

Einsetzen von (35) in (34) liefert fUr DI)) (z) die Differentialgleichung 

a2 D K 
az21)) = EJ (z-L), (36) 

die unter den Randbedingungen 

DI))=O und a~1)) =0 ftir z=O 

zu losen ist. Die zweimalige Integration mit Berticksichtigung der Randbedin-
gungen ergibt = ~ (~_ L Z2 ) 

DI)) EJ 6 2' (37) 

die einzelnen Fasern des Balkens deformieren sich also aus horizontalen Geraden 
in Kurven dritten Grades, wie es in der Abb. 66 angedeutet ist. 
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FUr die Senkung des Balkenendes h erhalt man aus (37) 
La 

h=-D",(z=L) = 3EJ . K, 

151 

(38) 

sie ist also der dritten Potenz der Balkenlange und der Kraft K direkt, dem 
Elastizitatsmodul umgekehrt proportional in Ubereinstimmung mit der Er
fahrung1• Die Abhangigkeit von der Querschnittsgestalt druckt sich durch J a.us. 

FUr einen Balken von rechteckigem Querschnitt mit der Hohe a und der Breite 
b erhalt man aus (28) +a/2 

Jc=~x2bdX=a::. (39) 
-a/2 

FUr einen Stab mit kreisformigem Querschnitt yom Radius R folgt aus Formel 
(21) § 21, wenn man darin L =dz setzt, auf Grund der oben gemachten Bemer
kung uber den Zusammenhang zwischen Biegungsmoment und Tragheitsmoment 

R'n 
JO= -4-' (40) 

Die Formeln (39) und (40) lassen sich ebenfalls durch den Versuch bestatigen1 . 

§ 24. Dynamik elastischer Korper. 

1. Schwingungen eines Stabes von verschwindend kleiner Masse. Der einfachste 
Fall der Dynamik elastischer Korper liegt vor, wenn man ein System aus einem 
starren Korper und einem mit ibm fest verbundenen elastischen Korper be
trachtet, dessen Masse gegen die des ersten verschwindend klein ist. Man, kann 
dann bei der Behandlung des Bewegungsproblems so vorgehen, daB man das 
System als starren Korper betrachtet, an dem Krafte angreifen, die durch die De
formation des mit ibm verbundenen elastischen Korpers geweckt werden. Da diese 
Krafte den Deformationen innerhalb der Giiltigkeitsgrenzen der hier behandelten 
Elastizitatstheorie proportional sind, haben wir es mit "elastischen Kraften" 
im Sinne von § 19, 3. zu tun. 

Wir untersuchen als Beispiel die Schwingungen eines an einem Ende einge
spannten kreiszylindrischen Stabes von der Lange Lund dem Radius R, der aus 
einem homogenen, elastischen Material mit den Elastizitatskonstanten E und 
ft verfertigt ist und an des sen freiem Ende ein starrer Korper mit einer im 
Verhaltnis zur Stabmasse groBen Masse M befestigt ist. Wir konnen diesen auf 
drei verschiedene Arten aus der Gleichgewichtslage bringen, indem wir namlich 
eine Verschiebung in der Richtung des Stabes vornehmen oder senkreeht hierzu 
oder indem wir schlieBlich eine Drehung des Korpers um die Stabachse vornehmen. 

1m ersten Falle wird nach (8) § 23 bei der Langenanderung (JL des Stabes 
auf den Korper eine Kraft yom Betrage 

K -_ R 2 nE (JL 
- L 

ausgeubt, also eine elastische Kraft im Sinne von § 19, 3., entsprechend einer 
Direktionskraft R 2 nE 

u=-L--' 

Der Stab wird also, sich selbst uberlassen, eine Schwingung in der Richtung seiner 
Achse, eine "Longitudinalschwingung" ausfUhren, die gemaB Formel (14) §19 die 
Schwingungsdauer 

(1) 
bat. 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 19. 
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1m zweiten FaIle wird nach (38) § 23 und (40) § 23 bei der Verschiebung 11. aus 
der Ruhelage auf den Korper eine Kraft 

K = _ 3 Eo J h = _ 3 n E R' h 
L8 4 L8 

ausgeiibt, also wieder eine "elastische Kraft" entsprechend einer Direktionskraft 
3n ER4 

x=T---y;a' 

Das System wird also, sich selbst iibedassen, eine Schwingung senkrecht zur 
Stabachse, eine "Transversalschwingung" mit der Schwingungsdauer 

4 VL3Mn (2) 
ausfiihren. 'it = R2 ~ 

Im dritten FaIle wirkt auf den Korper bei einer Verdrehung urn den Winkel q; 
gemaB (25) § 23 ein Drehmoment vom Betrage 

GnR' 
D=-~q;, 

also im Sinne von § 21,6. ein "elastisches Torsionsmoment", entsprechend einem 
Direktionsmoment G n R' 

~=-2L-' 

Der Korper wird also, sich selbst iiberlassen, eine Torsionsschwingung urn die 
Stabachse ausfiihren, die nach Formel (25) § 21 die Schwingungsdauer 

VT 2 Vi 2nLT 
'itl, =2n b =--W --G- (3) 

hat, worin T das Tragheitsmoment des Korpers urn die Stabachse und G den 
Torsionsmodul bedeutet, den man nach (16) § 23 auch noch durch E und fl aus
driicken kann. 

Die Formeln (I) bis (3) werden zur experiment-ellen Ermittlung von Elasti
zitatskonstanten aus Schwingungsbeobachtungen in der praktischen Physik viel
fach verwendet. 

2. Longitudinalschwingungen eines elastischen Stabes. Wir wollen nun die 
beschrankende Bedingung unter I. fallen lassen und untersuchen, was fiir eine 
Bewegung die Teilchen eines homogenen elastischen Stabes ausfiihren, den man 
durch eine Deformation in der Richtung der Stabachse aus seiner Gleichgewichts
lage gebracht hat, derart, daB aIle zur Stabachse senkrechten Querschnitte 
parallel mit sich selbst verschoben werden. Aus Symmetriegriinden folgt dann 
das Verschwinden samtlicher Komponenten des Spannungstensors mit Ausnahme 
von 'i"''''' wenn wir die x-Achse in die Stabachse legen. 

Auf ein Volumenelement d V wirkt dann nach (19) § 22 die Kraft 

f dV = ih:",,,, dV' 
'" ox ' (4) 

hierdurch erHLhrt es eine Verschiebung D "" die, da die Masse des V olumenelementes 
gleich e d V ist, nach der NEWToNschen Bewegungsgleichung (l) § 18 der Dif
ferentialgleichung 

b - 01:",,,, (5) e "'-ex 
geniigt. Mit Benutzung von (9) § 22 und (27) § II folgt aus (5) 

(6) 
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Die Differentialgleichung (6) ist augenscheinlich formal identisch mit der 
Differentialgleichung (9) § 12 der eindimensionalen Wellenbewegung mit der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

c=V:· (7) 

Die an dem Stab hervorgerufene Storung pflanzt sich also mit der Geschwindig
keit (7) langs des Stabes fort. Die Tatsacbe, daB D", der Wellengleichung gehorcht, 
laBt erwarten, daB man im Sinne der Entwicklungen des § 12 fortschreitende 
und stehende "Longitudinalwellen" in dem Stabe mit der Geschwindigkeit (7) 
bervorbringen kann1• 

3. Transversalschwingungen einer gespannten Saite. Eine im Verhaltnis zu 
ihrer Lange sehr diinne Saite sei zwischen zwei Punkten im Abstande L gerad
linig ausgespannt (Abb. 67). In der Saite ent
steht hierbei eine Spannung p. Dies konnen wir 
z. B. so bewirken, daB wir die Saite urn ein 
solches Stuck I'JL dehnen, daB die Spannungnach 
Formel (8) § 23 den gewiinschten Betrag an-
nimmt und sie dann fest einspannen. Abb. 67. 

Wir verlegen die x-Achse eines Koordinatensystems in die Saite und ver
zerren sie nun aus ihrer Gleichgewichtslage in beliebiger Weise, jedoch so, daB 
jeder ihrer Punkte in der x-y-Ebene um ein kleines Stuck Dy aus der Ruhelage 
entfernt wird (Abb. 67). 

Da die Saite diinn sein solI, ist die durch die Verzerrung hervorgerufene 
Querspannung nach den Formeln (38) § 23 und (40) § 23 verscbwindend klein, 
die Spannung in der Saite hat uberall die Richtung der Tangente an die Saite 
und ihr Betrag ist von p nur unmerklicb verschieden. Ist der Neigungswinkel 
der Tangente gegen die x-Achse gleicb ex, dann liefert diese Spannung in der y
Richtung die Komponente 7:",y, fiir die wir wegen der Kleinheit des Winkels ex mit 
genugender Naberung schreiben konnen 

. t 8DII 7:",y=PSInex ~ p gex=PEiX' (8) 

Naeh (19) § 22 ergibt sieh hieraus eine auf ein Volumenelement d V mit den 
Koordinaten x, y wirkende Kraft 

f dV=~~dV= 82 DII_dV. y 8 x P 8 X2 (9) 

Unter der Wirkung dieser Kraft erfahrt das V olumenelement eine Versehiebung D 'Y' 
die der Differentialgleiehung 

82 DII _ I'Y _ P 82 D'JI 
geniigt. ~ - (2- - e IfX2 (10) 

Dies ist wieder, wie unter 2., die eindimensionale Wellengleiehung mit der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c=Vf· (11) 

DaB DII der Wellengleichung genugt, bedeutet, daB die Saite in der x-y-Ebene 
tran8ver8ale Schwingungen ausfiihren kann, die sich mit der Geschwindigkeit (11) 
ausbreiten, wobei noeh die Randbedingung gilt, daB fiir x =0 und x =L dauernd 
D'JI =0 gilt. Die hierdurch bedingte Bewegung wurde ausfiihrlich unter 6., 7. 
und 8. des § 12 diskutiert2. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 23. 
2 Bezuglich des Experimentellen vgl. "Exp.-Physik", § 23. 
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4. Die Ausbreitnng einer Stornng in einem nnendlich ausgedehnten Medium. 
Wir wollen nun das allgemeine Problem in Angriff nehmen, Differential
gleichungen fiil' die Deformation in einem unendlich ausgedehnten Medium zu 
finden, wobei wir von der Einwirkung auBerer Krafte absehen wollen. Da in 
diesem FaIle eine Oberflache des Korpers nicht vorhanden ist, haben wir von den 
Differentialgleichungen (19) § 22 auszugehen, wahrend die Gleichungen (16) 
§ 22 keine Bedeutung haben. 

Die Komponenten von T konnen wir mit Benutzung von (5) § 22 und (27) § 22 
gemaB den Formeln (S) § 22 wie folgt schreiben: 

T =~(ODi£ + ODy ) 
xy 2 oy ox 

T _~(ODi£ + oDz ') 
xZ-20z ox (12) 

( oDz I' di C'!'\) a (oD y + oDz) Tz • =a ----gz-- 21'-1 V,v, TyZ = 2 ~ BY 
Mit Hille der Beziehungen (12) kann nun die erste der Gleichungen (19) § 22 wie 
folgt umgeformt werden: 

{ 02 D I' 0 div ::tl 1 (02 D 02 D 02 D 02 D )} t x = a 0 x: - 2 I' _ fox + 2 -oy2 x + 0 Z2 i£ + 0 X 0; + 0 x 0; = 

=at~(02Di£ + 02~",-+~.Pi£)+~~(ODi£ +_oD y + oD.)_ l 2 0 X2 0 y2 0 Z2 2 0 x 0 x 0 y 0 Z 

-J-~diV~} = ~{LlD _ 1 0 div ~}. (13) 
2#-1 ox 2 i£ 2#-1 ox 

Analoge Ausdrucke erhalt man fur t y und t z, so daB fur f der Ausdruck 

resultiert. 
f=_a2-(Ll ~- 2/-1 graddiv~) (14) 

Wenden wir wieder auf die Bewegung derVolumenelemente dieNEwToNschen 
Bewegungsgleichungen an, so erhalten wir die gesuchte Differentialgleichung fur ~: 

e ~~ = ; (Ll ~ 2#~ 1 grad div ~). (15) 

Um ihre Bedeutung zu diskutieren, nehmen wir zunachst an, daB f} nur von 
einer Raumkoordinate, z. B. z abhangig sei und selbst die Richtung von z habe, 
also 

I~I =Dz (z). (16) 

Unter dieser Voraussetzung wird aus (16) mit Berucksichtigung von (5) § 22 

(17) 

worin gesetzt ist 
(IS) 

Die Differentialgleichung (17) ist identisch mit der Gleichung (2) § 13 fur eine 
ebene Welle, die sich in der Richtung z mit der Geschwindigkeit c, fortpflanzt. 
Da die Richtung der Teilchenbewegung mit der Fortpflanzungsrichtung zu
sammenfallt, haben wir es mit einer Longitudinalwelle zu tun. Die Fortpflanzungs
geschwindigkeit (IS) einer Longitudinalwelle in einem unendlich ausgedehnten 
Medium ist, wie man sieht, von der Geschwindigkeit (7) einer Longitudinalwelle 
in einem seitlich begrenzten Stabe im allgemeinen verschieden und fallt mit ihr 
nur im FaIle f-l =0 zusammen. Fur f-l = 1/2, d. h. fur die Kompressibilitat Null 
(§ 23,3.), wird c! = (Xl. 



Setzen wir statt (16) 

dann wird aus (15) 

mit 

Dynamik elastischer Korper. 

i:l)i = D., (z), 
a2 D., _ 2 a2 D., 
~-Ct --az2-, 

Ct= V,(1!P,)Q . 
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(19) 

(20) 

(21) 

Die Differentialgleichung (20) stellt wieder eine in der Richtung z fortschrei
tende Planwelle vor, und zwar eine Transversalwelle, da die Richtung der Teil
chenbewegung auf der Fortpflanzungsrichtung senkrecht steht. Die Fortpflan
zungsgeschwindigkeit (21) ist von der der Longitudinalwellen (18) verschieden. 

1st die Welle harmonisch, dann fiihrt jedes Teilchen des Mediums eine harmo
nische Bewegung aus, deren Energie nach Formel (16) § 19 bei gegebener 
Frequenz dem Quadrate der Amplitude proportional ist. In der Volumenein
heit des Mediums ist also infolge der in ihm fortpchreitenden Welle eine eben
falls dem Quadrate der Wellenamplitude proportionale Energie enthalten, die 
am zweckmaBigsten als MaB fiir die "Intensitdt" der Welle benutzt wird. Die 
Intensitat einer elastischen Welle ist also dem Quadrat ihrer Amplitude bei 
gegebener Frequenz proportionall . 

5. Elastischer StoLt In die Dynamik der elastischen Korper gehort auch die 
Behandlung des ela<3tischen StofJes zweier Korper2, die irn allgemeinen ein recht 
schwieriges Problem darstellt. In manchen Spezialfallen kommt man jedoch mit 
der Benutzung der Tatsache aus, daB ein System von elastischen K6rpern ein 
konservatives System ist, so daB beirn AusschluB auBerer Krafte fur einen StoB
prozeB die Satze von der Erbaltung der Energie und des Impulses Geltung haben. 

Wir beschranken uns auf die nahere Betrachtung des StoBes von elastischen 
Kugeln, und zwar zunachst des "zentralen" StoBes, bei dem die Kugeln vor dem 
StoB Translationsbewegungen derart ausfiihren, daB ihre Mittelpunkte sich auf 
einer und derselben Geraden bewegen. Es ist dann aus Symmetriegriinden un
mittelbar klar, daB dies auch nach dem StoBe der Fall sein wird. 

Nach dem Impulssatz (vgl. '§ 18, 2.) muB sich der Schwerpunkt des Systems 
geradlinig und gleichformig bewegen, ohne daB daran durch den StoBprozeB 
etwas geandert wiirde, da wir ja auBere Krafte ausgeschlossen haben und die 
inneren Krafte nach § 22,5. die Resultierende Null haben. Wir konnen daher 
als Koordinatensystem ein solches benutzen, in dem der Schwerpunkt dauernd 
ruht, da dieses nach § 18, 7. dem Inertialsystem v6llig aquivalent ist. 

Die in diesem System gemessenen Geschwindigkeiten der Kugeln vor dem 
StoB nennen wir WI und w2, nach dem StoB WI* und W2*' die Massen der Kugeln 
m1 und ~. Es gilt dann wegen (12) § 18 und (13) § J 8 

m1 w1+m2w2 =0; mlwl*+m2w2* =0. (22) 
Da nach vollzogenem StoBprozeB die gesamte potentielle elastische Energie 

der stoBenden K6rper ebenso groB geworden sein muB, wie sie vor dem StoB war, 
und da ferner,' wenn die Kugeln vor dem StoB keine Rotation ausfuhrten, aus 
Symmetriegriinden auch nach dem StoB keine Rotation auftreten kann, gilt 
der Energiesatz in der Form 

m 1 w1 2 + m 2 w 22 _ m 1 w1*2 + m'2w2*2_ 
-2- -2~- 2 2' 

Aus (22) und (23) folgt sogleich 
W12 =Wl*2, W 22 =W2*2, 

(23) 

1 Betreffs der experimentellen Untersuchung der Ausbreitung von Longitudinal
und Transversalwellen in einem dreidimensionalen, elastischenMedium und der Priifung 
der Formeln (18) und (21) sei auf "Exp.-Physik", § 25 verwiesen. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 22. 
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woraus, da sich die KugeIn ja nicht durchdringen konnen, also Wl* =w1 und 
W 2 * = w2 unmoglich ist, eindeutig gefolgert werden kann 

(24) 

Die Geschwindigkeiten kehren sich also durch den StoB einfach um. 
Um die Geschwindigkeiten VI' V2, Vl*' V2* in bezug auf ein beliebiges anderes 

Koordinatensystem zu erhalten, das sich gegen das oben benutzte mit der Ge
schwindigkeit V bewegt, brauchen wir in (24) bloB einzusetzen 

WI =V1-V, 

W 2 =V2-V, 

WI*=VI*-V, 

W2*=V2*-V, 

und zu beriicksichtigen, daB , 
V = 'ln i VI -r- 'ln2 V 2 ist. 

'ln1+'ln2 

Wir erhalten dann die Gleichungen 

aus denen man die Geschwindigkeiten nach dem StoB aus denen vor dem StoB 
berechnen kann. 

1st speziell 'In! = 'ln2' dann folgt aus (25) 

(26) 

die KugeIn tauschen ihre Geschwindigkeiten beirn StoB aus. 
1st ~ sehr groB gegen m i und V2 =0, dann folgt aus (25) 

(27) 

Die FormeIn (27) geiten auch fUr die "Reflexion" einer Kugel von einer ebenen 
Wand, die man als Kugel mit unendlich groBem Radius und sehr groBer Masse 
auffassen kann. Hierbei wird, da die Kugel bei der Reflexion eine Impulsver
anderung yom Betrage 2mvl erfahrt, durch den StoB auf die Wand der Impuis 
2mvl iibertragen. 

Nicht ganz so einfach liegen die Verhaltnisse beirn 8chiefen StoB, da hier irn 
allgemeinen die KugeIn wahrend des StoBaktes auch Drehirnpuls und Rotations
energie aufeinander iibertragen. Nimmt man aber an, daB ihre Oberflachen voll
kommen glatt sind, so daB an der Beriihrungsflache keine Tangentialspannungen 
geweckt werden, dann konnen wir die Verhaltnisse ohne weiteres iibersehen, 

Abb.68. 

wenn wir wieder ein Koordinatensystem benutzen, 
in dem der gemeinsame Schwerpunkt ruht und die 
Geschwindigkeiten in je eine Komponente in der 
Richtung der x-Achse und eine hierzu senkrechte 
zerlegen. FUr jene gilt dann die Gleichung (24), 
wahrend diese, da in ihrer Richtung keine Impuls-

.x iibertragung stattfindet, unverandert bleibt. Wie die 
Abb. 68 erkennen laBt, gehen die Geschwindigkeits
vektoren WI * und w2 * nach dem StoB aus denen vor 
dem StoB WI und w2 durch Spiegelung an der x-Achse 
und Umkehrung ihrer Richtung hervor. Darnach 
konnen die Geschwindigkeiten in einem anderen Koor-

dinatensystem, in dem der Schwerpunkt sich bewegt, Ieicht konstruiert werden. 
Ersetzen wir wieder die eine Kugel durch eine feste Wand mit sehr groBer 

Masse, dann ruht der Schwerpunkt praktisch dauernd in ihr, und wir erhalten 
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fiir die "Reflexion" der Kugel an ihrer Oberflache (y), wie die Abb.68 zeigt, 
das bekannte Reflexionsgesetz, wonach Einfalls- und Reflexionswinkel einander 
gleich sind1• Der auf die Wand iibertragene lmpuls ist in diesem FaIle gleich 
2mvl . cos#. 

Neuntes Kapitel. 

Mechanik der Gase und Fliissigkeiten. 
§ 25. Hydro- und Aerostatik. 

1. Kennzeichnung der Gase und Fliissigkeiten yom Standpunkte der Konti
nuumtheorie. Yom Standpunkte der Atomtheorie unterscheiden sich die Gase 
und Fliissigkeiten von den festen Korpern dadurch, daB ihre Teilchen nicht an 
bestimmte Ruhelagen gebunden, sondern frei im Raume beweglich sind. Der 
Zustand eines solchen Korpers wird demnach, da die Atome der gleichen Sorte 
nicht voneinander unterscheidbar sind, beschrieben, wenn fiir jedes Volumen
element im Raume die Anzah! der darin enthaltenen Atome der verschiedenen 
Sorten und die Verteilung ihrer Geschwindigkeiten bekannt ist. 

In makroskopischen Dimensionen konnen wir auch die Gase und Fliissig
keiten ala Kontinua auffassen, wenn die kleinsten, der Messung noch zugang
lichen Volumenelemente so groB gegen die Abmessungen der Atome sind, daB 
sie sehr viele Atome enthalten. Der mechanische Zustand wird dann in jedem 
Augenblick durch die Angabe der Dichte e (vgl. §20, 5.) und der Geschwindigkeit 11 
in jedem Volumenelement d V beschrieben. 1st 11 iiberall gleichNull, dann ist das Gas 
bzw. die Fliissigkeit in Ruhe. In diesem FaIle geniigt also die Angabe der skalaren 
Ortsfunktion e (r) zur Beschreibung. 1m allgemeinen Fall wird sich die Dichte 
mit der Zeit andern, so daB man sie durch eine Funktion e (r, t) und die Ge
schwindigkeit durch die Funktion 11 (r, t) darstellen kann, die, wie in § 11, 1. aus
einandergesetzt wurde, ein zeitlich verauderliches Geschwindigkeitsfeld darstellt. 

Ebenso wie ein elastischer Korper befindet sich auch ein Gas bzw. eine Fliissig
keit in einem "Spannungszustand", der durch die auf die Volumenelemente im 
Innern und auf die Oberflachenelemente der Oberflache wirkenden Krafte be
schrieben werden kann. Die Erfahrung lehrt nuns, daB in einem rUhenden Gas 
oder einer rUhenden Fliissigkeit die Oberflachenkrafte stets 8enkreckt auf der Ober
flache stehen. Setzen wir den Betrag der auf das Flachenelement dF wirkenden 
Kraft gleich pdF und nennen die "Kraft pro Flacheneinheit" p wie iiblich 
den "Druck", den wir positiv rechnen, wenn er von innen nach auBen gerichtet 
ist, dann lauten die Komponenten des Spannungsvektors 

Pg:=-png:, PII=-pnll, Pz=-pnz' (1) 

Der Vergleich dieser Formeln mit den Formeln (16) § 22 lehrt, daB in dem 
ruhenden Korper stets gilt: 

't'g:g:='t'lIl1='t'SZ=- p, 't'g:II='t'alZ='t'lIZ=O. (2) 

Der Spannungstensor reduziert sich also auf einen Skalar p und der Spannungs
zustand des Korpers wird durch die skalare Ortsfunktion p (r) beschrieben. 
Dies kann man in Sinne von § 22, 5. durch die Aussage deuten, daB auf ein in der 
Lage r befindliches Flachenelement im Innern des Korpers eine von der Orien
tierung des Flachenelementes unabhangige Kraft pdF wirkt. 

Statt der Beziehung (8) § 22 bzw. (9) § 22 zwischen dem Spannungs- und dem 
Verzerrungstensor in einem elastischen Korper muB in einem Gas oder in 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 22. 
2 V gl. "Exp.-Physik", Kap. VIII. 
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einer Fliissigkeit eine Beziehung zwischen den skalaren GroBen p und e bestehen 
von der Form p =p (e), (3) 

die wir die·"Zustandsgleichung" der Substanz nennen und in die im allgemeinen 
auch noch die Temperatur als Parameter eingeht (vgl. § 32,2.). Sie kann fUr 
jede Substanz durch geeignete Experimente ermittelt werden!. 

Im Gegensatz zu den elastischen Korpern sind die Gase und Flussigkeiten 
gegenuber mechanischen Zustandsanderungen keine konservativen Systeme. 
Hieruber werden wir in Kapitel XI noch ausfiihrlicher zu sprechen haben. 

Flussigkeiten, auf die die obigen AusfUhrungen nicht zutrefien, in denen 
namlich Schubspannungen auftreten und die daher auch elastische Eigenschaften 
aufweisen, wollen wir in diesem Lehrbuche ebensowenig bebandeln wie die 
plastischen Festkorper, zu denen ein kontinuierlicher Ubergang besteht2• 

2. Der hydro- und aerostatische Druck. Den Druck p in einer ruhenden Flussig
keit bezeichnet man als "hydrostatischen", den in einem ruhenden Gas als "aero
statischen" Druck. Die Aufgabe der Hydro- bzw. Aerostatik besteht darin, die 
Funktion p (t:) in einer Flussigkeit bzw. in einem Gase zu bestimmen, die unter 
der Wirkung gegebener auBerer Krafte stehen. Die Dichteverteilung e (t:) folgt 
hieraus vermoge der Zustandsgleichung (3). 

Die Wirkung des Druckes auf eine Oberflache haben wir unter 1. bereits 
besprochen. Sie wird durch die Gleichung (1) ausgedruckt und besteht in einer 
Kraft pdF auf das Oberflachenelement dF, die auf ibm senkrecht steht und nach 
aufJen gerichtet ist. Um das Gleichgewicht aufrecht zu erhalten, mussen dabeJ;' 
auBere Krafte auf die Fliissigkeit bzw. das Gas derart wirken, daB sie die Druck
wirkungen derselben gerade aufheben, d. "h. auf jedes Flachenelement dF muB 
eine Kraft pdF senkrecht von auBen nach innen wirken. 

Die durcb den Druck auf ein V olumenelement im Innern ausgeubte Kraft 
ergibt sich, wenn wir aus (2) in (19) § 22 einsetzen, zu 

8p 8p 8p 
lro = -ax' Iv = -ey' Iz =-7fZ (4) 

oder 
f=-gradp. (5) 

Der Vektor f bildet also ein wirbelfreies Kraftfeld mit dem Potential p (§ 6, 2.). 
Die Niveauflachen dieses Feldes sind die geometrischen Orte der Punkte gleicben 
Druckes, auf denen die Kraftlinien des Kraftfeldes f (1;) senkrecht stehen. Speziell 
ist die "freie Oberflache" einer Flussigkeit, die der Bedingung p =0 genugt, 
stets eine Niveauflache. 

Damit auch im Innern Gleichgewicht herrsche, muB die Summe der auBeren 
Kraft f*dV und der innerenKraft f. dV auf jedesVolumenelementverschwinden 
oder vermoge (5) die Gleichung 

f*- grad p =0 (6) 

gelten. Sie ist offenbar nur erfiillbar, wenn auch das Kraftfeld f* (t:) wirbelfrei ist. 
Ist f* =0, wirken also auf die Volumenelemente keine auBeren Krafte ein, 

dann ist nach (6) grad p =0 oder p im ganzen Innern des Korpers und an der 
Oberflache konstant, in Ubereinstimmung mit dem Versuch3 • 

3. Druck- und Dichteverteilung in schweren Fliissigkeiten und Gasen. Wir 
untersuchen nun, welche Druck- und Dichteverteilung in einer ruhenden Flussig
keit bzw., in einem ruhenden Gase eintritt, das unter der Wirkung der Schwere 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. VIII und XI. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", §§ 20 "lmd 28. 
3 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. VIII. 
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stebt, wenn man sich auf Dimensionen beschrankt, in denen die Schwere sich 
mit dem Orte nicht merklich andert. 

Legen wir die x-Achse in die Vertikale und bezeichnet i den nach aufwarts 
weisenden Einheitsvektor, dann ist in diesem Falle 

und daher gilt gemaB (6) 
f*=-ieg 

oder Bp 
ax=-eg, ~=.!~= o. 

By Bz 

(7) 
(8) 

(9) 

Die Niveauflachen sind also Horizontalebenen und die freie Oberflache einer 
Fliissigkeit in einem zusammenhangenden GefaBsystem ist stets eine Horizontal
ebene (Satz von den kommunizierenden GefaBen)l. 

1st die Substanz eine inkompressible Fliissigkeit, also e von p unabhangig, 
was bei vielen Fliissigkeiten sehr angenahert der Fall ist1, daml folgt aus (9) 

p =-egx, (10) 

worin iiber die Integrationskonstante so verfiigt wurde, daB fUr x =0 p =0 ist, 
daB also die Oberflache der Fliissigkeit in die y-z-Ebene fallt2• 

1st die Substanz ein ideales Gas, das, wie wir spater noch zeigen werden 
(§ 32,2., §38, 5., und § 35, 1.), der Zustandsgleichung 

RT p=-.e (II) 
J1, 

gehorcht, worin R die absolute Gaskonstante, T die absolute Temperatur und fh 
das Molgewicht des Gases bedeuten, dann folgt durch Einsetzen in (9) 

woraus durch Integration 

folgt. 

dp PILg 
dx =- RT' 

- !!:!Lx 
P = poe RT (12) 

Der Druck nimmt also mit der Hohe nach einer Exponentialiunktion ab; die 
lntegrationskonstante Po bedeutet den Druck im Niveau x =0. Die Formel (12) 
kann umnittelbar auf die Druckverteilung in der Atmosphare angewendet werden 
(barometrische Hohenformel), an der man sie auch bestatigen kann3• 

Aus (II) und (12) kann nun auch die Dichteverteilung gefunden werden: 

- J!:JL x 
e =eoe RT , (13) 

worin wieder eo die Dichte im Niveau x =0 bedeutet. Die Tatsache, daB fh im 
Exponenten als Faktor vorkommt, bewirkt, daB die Dichte in einer bestimmten 
Hohe um so kleiner ist, je groBer das Molgewicht ist3 . 

4. Del' Auftl'ieb in Gasen und Fliissigkeiten. Taucht man einen festen Korper 
in eine der Schwere unterliegende Fliissigkeit, so wird auf seine Begrenzungs
flachen der Druck (10) ausgeiibt. Die Summation der Druckwirkungen auf aHe 
Flachenelemente ergibt eine resultierende Kraft Sl' auf den Korper und im all
gemeinen auch ein resultierendes Moment 9'.R. Wir konnen uns die Berechnung 
von Sl' und 9'.R durch die folgende Uberlegung wesentlich vereinfachen. 

Wir denken uns den yom Korper eingenommenen Raum fUr einen Augenblick 
von der umgebenden Fliissigkeit ausgefiiHt. Diese muB dann unter der Druck
verteilung (10), die ja durch das Eintauchen des Korpers nicht gestort wird, 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. VIII. 
2 Beziiglich der experimentellen Bestatigungen der Formel (10) und ihrer mannig

faltigen Anwendungen vergleiche man "Exp.-Physik", § 26. 
3 Vgl. "Exp.-Physik", § 27. 
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im Gleichgewicht und zwar im indifferenten Gleichgewicht stehen. Da die Wir
kung der Schwere auf den "Flussigkeitskorper" durch eine in seinem Schwerpunkte 
angreifende Kraft vom Betrag seines Gewichtes ersetzt werden kann, muB die 
Kraftwirkung der umgebenden Flussigkeit durch eine Einzelkraft ersetzbar 
sein, die ebenfa1ls im Schwerpunkt des Flussigkeitskorpers angreift, vertikal nach 
aufwarts gerichtet und dem Betrage nach gleich dem Gewicht des Korpers, 
also gleich 12 V ist, worin V das V olumen des Korpers ist. 

Ersetzen wir nun wieder den Fliissigkeitskorper durch den wirklich einge
tauchten Korper, so wird die Wirkung der Druckkrafte auf ihn genau die gleiche 
sein. Sie besteht also in einem "Auftrieb" von der GroBe 12 V oder gleich dem 
"Gewicht der verdrangten Flussigkeitsmenge", der in jenem Punkte des Korpers 
angreift, der mit seinem Schwerpunkt zusammenfallen wiirde, wenn er mit Masse 
homogen erfiillt ware, dem sogenannten "Metazentrum". Seine Lage kann nach 
der Formel (9) § 20 stets gefunden werden. 

Die gesamte Kraftwirkung auf den eingetauchten Korper ergibt sich aus der 
Zusammenwirkung des im Schwerpunkte angreifenden Gewichtes und des im 
Metazentrum angreifenden Auftriebes. Der Korper wird in der Flussigkeit im 
stabilen Gleichgewicht schweben, wenn das Gewicht gleich dem Auftrieb ist und 
der Schwerpunkt vertikal unterhalb des Metazentrums liegt. Ahnliche Uber
legungen gelten fUr das Schwimmen eines Korpers auf der Flussigkeitsoberflache. 

Ganz analog kann auch der Auftrieb eines Korpers in einem Gase behandelt 
werden, wenn die Dichteabhangigkeit des Gases von der Rohe in den Dimen
sionen des Korpers als verschwindend klein angenommen werden kann1 • 

5. Die Gleichgewichtsfigur einer rotierenden Fliissigkeit. Ein GefaB, das 
eine Flussigkeit enthalt, rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine 
vertikale Achse. Wir fragen, ob sie, von einem mitrotierenden Beobachter be
urteilt, im Gleichgewichte sein kann. Da dieses System kein Inertialsystem ist, 
mussen die auftretenden Tragheitskrafte als auBere Krafte neben der Schwere 
berucksichtigt werden (vgl. § 18, 7.). 

Da die Flussigkeit im gleichmaBig rotierenden System ruhen solI, reduzieren 
sich die Tragheitskrafte auf die Zentrifugalkraft, die nach Formel (44) § 18 pro 
Volumeneinheit gleich ist fl* =ew2r, (14) 

worin r den Radiusvektor in der Rorizontalebene bedeutet (Abb.69). Macht man 
die Rotationsachse zur x-Achse, dann gilt fur die Schwerkraft pro Volumeneinheit 

.r die Formel (7) und daher fUr die Gesamtkraft als 
Summe von (7) und (14) 

f* =ew2r-ieg· (15) 

Durch Einsetzen des Ausdruckes (15) in (6) erhalten 
wir fur p die Differentialgleichung 

ew2r-ieg-grad p =0, (16) 

worin wir 12 als konstant ansehen wollen. < 

Abb. 69. Durch Zerlegen in Komponenten in der Richtung 
von r und von i findet man aus (16) 

op _ 2 op _ 
fir -ew r, fiX --ego (17) 

Da p offensichtlich nur von den Variablen r und x abhangen kann, folgt aus (17) 
op op ((!W2r 2 ) dp=firdr+7fXdx=ew2rdr-egdx=d -2--egx 

~---:--=------

1 Bezuglich der experimentellen Bestatigung der hier abgeleiteten GesetZIllaBig-
keiten und ihrer Anwendung sei wieder auf "Exp.-Physik", Kap. VIII verwiesen, 
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und hieraus durch Integration 

p = e (ro~r2 - g x) + const. 

Die Niveaufliichen haben, wie man aus (18) entnimmt, die Gleichung 
ro2r2 
-2--gx =const, 
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(18) 

(19) 

sie sind also Rotationsparaboloide mit der x-Achse als Rotationsachse, die nach 
oben geoffnet sind. Die gleiche Gestalt hat auch die Oberfliiche der rotierenden 
Fliissigkeit1 • 

§ 26. Dynamik reibungsloser Flflssigkeiten und Gase. 

1. Grundlegende Begriffe. Wie in § 25, 1. erortert wurde, laBt sich der Span
nungszustand in einem ruhenden Gas oder einer ruhenden Fliissigkeit durch die 
skalare GroBe "Druck" kennzeichnen, die im mechanischen Sinne allein von der 
Dichte abhangt und mit ihr durch die Zustandsgleichung (3) § 25 verkniipft ist. Es 
ist zu erwarten, daB in bewegten Gasen und Fliissigkeiten die VerhaItnisse 
komplizierter sind, da hier der Spannungszustand an einer bestimmten Raum
stelle nicht nur von der Dichte, sondern auch von der daselbst herrschenden 
Geschwindigkeitsverteilung abhangt. Daher wird im alIgemeinen auf die Teil
chen im Innern der Substanz eine Kraft ausgeiibt, die eine Funktion der Ge
schwindigkeit der Teilchen ist. Solche innere Kriifte werden als "Reibung8-
kriijte" bezeichnet; denn sie sind nicht konservativ und miissen, wie der zweite 
Hauptsatz der Thermodynamik lehrt (vgl. § 32), stets so wirken, daB sie die 
gesamte kinetische Energie der Fliissigkeit vermindern, also die Relativbewegung 
der Teilchen hemmen. 

Obzwar erfahrungsgemaB in jeder Fliissigkeit und in jedem Gas innere 
Reibungskriifte auftreten, kann man doch eine Reihe von Problemen der Hydro
und Aerodynamik in erster Annaherung behandeln, wenn man von diesen Kriiften 
abstrahiert, so wie man in der Mechanik der starren Korper von der wirklich 
auftretenden Deformation der festen Korper abstrahiert. Unter dieser Annahme 
haben wir zu verlangen, daB die Spannungen von den Geschwindigkeiten nicht 
abhangen. Der Spannungszustand wird demnach ebenso wie im statischen Fall 
durch eine skalare Ortsfunktion, den Druck p bestimmt, der mit der Dichte e 
durch die Zustandsgleichung (3) § 25 zusammenhangt und aus dem sich die 
Kriifte auf die Oberfliiche nach Gleichung (1) § 25 und die Krafte auf die Volumen
el~mente im Innern durch die Gleichungen (4) § 25 bzw. (5) § 25 berechnen lassen; 
wir nennen ihn den "hydrodynami8chen" bzw. "aerodynami8chen" Druck. 

Die Aufgabe der Hydro- und Aerodynamik besteht in der Ermittlung des 
Geschwindigkeitsfeldes b (t, t) und de"!" skalaren Felder p (t, t) und e (t, t) unter 
gegebenen auBeren Bedingungen. Wir sprechen von einer ,,8tationiiren StrOmung", 
wenn die eben genannten Funktionen reine Ortsfunktionen sind, die Zeit also 
nicht explizite enthalten. Wir sprechen von einer "wirbeljreien Stromung", wenn 
das Vektorfeld wirbelfrei ist. Wir sprechen schlieBlich von der Stromung einer 
"inkompre88iblen Flu88igkeit", wenn die individueZlen Fliissigkeitsteilchen ihre 
Dichte im Laufe der Zeit nicht andern; dabei kann sich jedoch die Dichte an der
selben RaumsteZle im Laufe der Zeit andern, also die Funktion e (t, t) die Zeit ex
plizite enthalten. 

2. Die hydrodynamischen Grundgleichungen. Die Kinematik der .Stromungs
felder haben wir sehr ausfiihrlich im Kapitel III, anlaBlich der allgemeinen Be-

l Dies zeigt in derTat das Experiment, wie in "Exp.-Physik", § 16auseinander
gesetzt wird (vgl. dortselbst auch die Beziehung zum "NEWToNschen Eimerversuch"). 

Furth, Theor. Physik. 11 
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sprechung der Vektorfelder, behandelt, wobei wir uns zur besseren Veranschau
lichung wiederholt der Begriffe der Hydrodynamik bedient hatten. Der dort 
eingefiihrte "Stromungsvektor" ist mit dem Geschwindigkeitsvektor b identisch, 
da das Volumen der durch eine Flache yom Querschnitt Eins senkrecht zu ihr 
pro Zeiteinheit hindurchstromenden Fliissigkeitsmenge gerade gleich b ist. 
Ferner haben wir in § 11 die Kinematik von Punktsystemen allgemein behandelt. 
Die physikalische Aufgabe besteht nunmehr in der Aufstellung von Beziehungen 
zwischen den GroBen b, p und (!, an die wir nun herangehen. 

Nach dem Vorbilde von EULER setzen wir fUr die individuellen Fliissigkeits
teilchen die Giiltigkeit der NEWToNschen Bewegungsgleichungen voraus. Nennen 
wir die auBere Kraft auf die V olumeneinheit der Fliissigkeit wieder wie in § 25 
f*, dann ist die gesuchte, auf ein Fliissigkeitsteilchen mit dem Volumen d V in 
der Lage r zur Zeit t ausgeiibte Kraft nach (5) § 25 gleich 

[f* (r, t)-grad p (r, t)] d V. (1) 

Die Beschleunigung ist nach (7) § 11 gleich 

db ob ob ob ob ob 
b = 7ft = at + (b V) tJ = at + ex va:+ BY v1J + fiZ v •. (2) 

Aus (1) und (2) folgt die "EULERSche Bewegungsgleichung": 

(! ~~ =(![:~ + (tJ 17) b]=f*-gradp. (3) 

Zu der Bewegungsgleichung (3) tritt noch eine weitere Beziehung zwischen 
den GroBen b, (! und p, die sich aus der Tatsache herleitet, daB von der stromenderi 
Materie nichts verschwinden und auch nichts neu entstehen kann. Da b der 
Stromungsvektor ist, ist die Fliissigkeitsmasse, welche durch den zu b senkrechten 
Querschnitt Eins pro Zeiteinheit hindurchstromt, gleich (! b und daher nach § 6, 3. 
der UberschuB der aus dem V olumenelement d V in der Zeit d t ausstromenden 
Fliissigkeitsmasse iiber die einstromende gleich 

div ((! tJ) d V dt. (4) 

Da anderseits die in dem V olumenelement enthaltene Masse gleich (! d V 
ist, so ist die Massenabnahme in der Zeit dt gleich 

-~;dVdt. (5) 

Die Forderung nach der Erhaltung der Masse verlangt, daB die Ausdriicke (4) 
und (5) einander gleich sind fUr jedes d Vund dt, also das Bestehen der Differential-
gleichung oe . 

at +dlV ((!b) = 0, (6) 

die den Namen "Kontinuitiitsgleichung" fiihrt. 
Machen wir nach Formel (22) § 6 die Umformung 

div (e b) =e div b + b grad e 

und bezeichnen wieder die Anderung der Dichte eines individuellen Fliissigkeits

teilchens bei seiner Bewegung mit ~~, was analog zu (2) folgendermaBen geschrieben 

werden kann: 
de oe oe oe oe 012 
dt = at + ax va: + BY v1J + iii v. = at + tJ grad e, 

dann kann die Gleichung (6) auf die Gestalt 

gebracht werden. :; + e div tJ = ° (7) 
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FUr die stationare Stromung ist :; = 0, daher div (eb) =0; der Vektor eb 

ist quellenfrei. FUr eine inkompressible Fltissigkeit ist nach der Definition unter 1. 

~; = 0, daher div b =0; das Feld des Stromungsvektors selbst ist quellenfrei. 

FUr die ftinf GroBen: b (mit drei Komponenten), p und e die die Fliissig
keitsbewegung bestimmen, haben wir nun ftinf Verkntipfungsgleichungen, nam
lich die Bewegungsgleichung (mit drei Komponenten), die Kontinuitatsgleichung 
und die Zustandsgleichung gewonnen. Das Randwertproblem der Hydrodynamik 
besteht darin, aus diesen Gleichungen unter gegebenen Randbedingungen und 
Anfangsbedingungen sowie gegebener Kraftfunktion f* (r, t) die unbekannten 
Funktionen b (r, t), p (r, t) und e (r, t) zu ermitteln. Auch hier laBt sich, ahnlich 
wie in der Potentialtheorie, die Existenz und Eindeutigkeit der Losung nach
weisen, was hier nicht naher ausgefiihrt werden soll. 

3. Stationare Stromlmg; die Bernoullische Gleichung. 1st die Stromung 

stationar, dann ist, wie oben erwahnt wurde, :~ = 0 und die EULERSche Be

wegungsgleichung (3) lautet: 

1 
(b 17) b = e (f*-grad p). (8) 

Mit Verwendung der Formel (lO) § 8 kann man hier die linke Seite um
formen und daher statt (8) schreiben 

1 1 
2 grad (v2) - (b X rot b)-e (f*-grad p) =0. (9) 

Wir fassen nun eine beliebige Stromlinie ins Auge und bilden zwischen zwei 
Punkten 1 und 2 derselben das Linienintegral iiber die Tangentialkomponente 
des auf der linken Seite von (9) stehenden Vektors. Dies gibt mit Benutzung von 
Formel (8) § 6 und Beriicksichtigung der Tatsache, daB b X rot b auf der Strom
linie senkrecht steht 

(lO) 

Die Gleichung (lO) ist nichts anderes als die Energiegleichung, denn der erste 
Term ist der Zuwachs der kinetischen Energie eines Teilchens von der Masse Eins 
bei seiner Bewegung vom Punkt 1 zum Punkt 2; und der zweite bzw. der dritte 
Term stellen die Arbeit der auBeren bzw. der inneren Krafte an dem gleichen 
Teilchen langs des betrachteten Weges dar. 

1st die Fliissigkeit inkompressibel, also e = const, dann nimmt die Gleichung 
(lO) die Gestalt an 2 

e V 22
2 V 12 + (P2-Pl) = ~ Is * ds. (11) 

1 

1st das Kraftfeld f* (r) auBerdem noch wirbelfrei und von einem Potential (fJ, 
der Dichte der potentiellen Energie der auBeren Kraft gemaB 

f* =-grad (fJ 

ableitbar, dann wird wegen (8) § 6 und (11) 

11* 

(12) 
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es gilt also Hi-ngs jeder Stromlinie die Gleichung 

; v2+p+qi=const, 

die als "BERNOULLI8che Gleichung" der Hydrodynamik bekannt ist. 
Die Gleichung (9) laBt sich ferner fiir e = const in der Form 

(13) 

grad (I2t + p) = e (tJ X rot tJ) + f* (14) 

schreiben. Verlangen wir, daB die Stromung wirbelfrei sei, dann muB, da die 
linke Seite von (14) wirbelfrei ist und rot tJ = 0 gilt, auch f* wirbelfrei sein. 
Eine wirbelfreie, stationare Stromung in einer inkompressiblen Fllissigkeit ist 
also nur dann moglich, wenn sie unter der Wirkung eines wirbelfreien Kraft
feldes steht, das der Gleichung (12) geniigt. 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Bedingung (12) nur das Verschwinden 
von tJ X rot tJ. In diesem FaIle kann man die Gleichung (14) auf beiden Seiten 
zwischen zwei beliebigen Punkten in der Fliissigkeit integrieren und erhalt wieder 
die BERNoULLIsche Gleichung (13), die nun nicht nur langs einer Stromlinie, 
sondern iiberhaupt innerhalb der ganzen Fliissigkeit erfiillt ist. 

Verschwindet das auBere Kraftfeld, ist also qi = const, dann kann die Glei
chung (13) auf die Form 

(15) 

gebracht werden, worin Po eine Konstante ist. 1hre Bedeutung ergibt sich aus 
del' Tatsache, daB fiir v =0: p =Po ist. Po ist also nichts anderes als der Druck 
an jener Stelle der Fliissigkeit, wo sie ruht, ist also gleich dem hydrostatischen 
Druck. 1m kraftfreien Fall kann, wie man sieht, der hydrodynamische Druck p 
aus dem statischen Druck Po und der Geschwindigkeit nach der einfachen Formel 
(15) ermittelt werden!. 

Die Bedingung der Wirbelfreiheit einer ~ompressiblen Fliissigkeit ist stets 
nul' in endlichen Gebietsteilen erfiillbar, denn nach 2. folgt in diesem FaIle aus 
der Kontinuitatsgleichung div tJ = 0, eine Bedingung, die mit rot tJ = 0 nul' in 
endlichen Gebietsteilen vertraglich ist. Fiihrt man ein "Geschwindigkeits
potential" cp gemaB der Beziehung tJ =-grad cp ein, dann geniigt cp in dem be
trachteten Gebietsteil del' LAPLAcEschen Gleichung Llcp =0 (§ 7, 4.). Die Be
stimmung des Stromungsfeldes laBt sich also bei vorgegebenen Randwerten nach 
den Methoden del' Potentialtheorie durchfiihren. 1st tJ (t) bekannt, dann folgt 
die Druckverteilung aus del' BERNoULLIschen Gleichung (13) bis auf eine will
kiirliche Konstante, die bestimmt ist, wenn der Druck in irgendeinem Punkte 
gegeben ist. Damit ist dann die Aufgabe vollkommen gelOst. 

4. Ausflu8 aus einer engen OHnung. LaBt man eine Fliissigkeit odeI' ein 
Gas aus einer engen Offnung eines geniigend groBen GefaBes ausstromen, dann 
andert sich wahrend einer nicht zu langen Zeit die Geschwindigkeits- und Druck
verteilung im 1nnern des GefaBes nur sehr wenig, wir konnen daher diese Erschei
nung naherungsweise als stationares Problem bebandeln und darauf die Ergeb
nisse von 3. anwenden. 

Wir betrachten zunachst den AusfluB einer inkompressiblen Fliissigkeit aus 
einem Loch im Boden eines GefaBes. Den Abstand der Offnung von der Ober
flache der Fliissigkeit nennen wir h. Es gilt dann das Kraftgesetz (7) § 25 und 
daher qi = egx, wenn x nacb oben zunimmt. Die Gleicbung (13) lautet also: 

; v2+ egx+ p =const. 

1 Bezuglich der experimentellenHerleitung dieser Formell.rnd ihrer Anwendungen 
sei auf "Exp.-Physik" §33 verwiesen. 
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An der Oberflache der Fliissigkeit und an der Ausflu.Boffnung ist P gleich gro.B, 
namlich gleich dem au.Beren Luftdruck, es gilt also weiter 

1 "2 (V2_V02) = gk, 

worin v die Ausflu.Bgeschwindigkeit und vo die Geschwindigkeit eines Punktes 
des Fliissigkeitsspiegels bedeutet. 1st das Gefa.B geniigend weit, dann ist vo ver
schwindend klein, und wir erhalten fiir v die einfache Beziehung 

v = V 2gk , (16) 

das "TORICELLIsCke Aus/lu/3gesetz"l. 
Ala zweites Beispiel behandeln wir den AusfluB eines Gases aus einer engen 

Offnung eines Behalters. Die Wirkung der Schwere auf das Gas sei vernach
lassigbar, so da.B f* =0 gesetzt werden kann; es gilt dann wegen (10), wenn 
wir wieder die Ausflu.Bgeschwindigkeit v nennen und die Geschwindigkeit im 
Innern des Behalters als verschwindend klein anseben, 

Pi 

~2 = ~ d: ' (17) 

Po, 

worin Po, den Au.Bendruck und Pi den (wegen f* = 0 im ganzen Innern konstanten) 
Innendruck bezeichnet. 

Geniigt das Gas dem BOYLE-MARIOTTESchen Gesetz 

~_ Po 
e - eo' 

worin Po den Normaldruck und eo die zugehorige Dichte bei normaler Temperatur 
bezeichnet, dann kann die Formel (17) auf die Gestalt 

(IS) 

Po, 

gebracht werden, worin 0 nur von Po' Pi und P a abhangt. La.Bt man also zwei 
Gase unter gleichen Druckverhaltnissen aus der gleichen Offnung ausstromen, 
dann verhalten sich nach (IS) die Ausstromungsgeschwindigkeiten umgekehrt 
wie die Wurzeln aus den auf gleichen Druck und gleiche Temperatur bezogenen 
Gasdichten. Dies ist das "BUNSENscke AusstrOmungsgesetz"2. 

o. Kraftwirkung einer stromenden Fliissigkeit auf einen festen Korper. Wird 
ein fester Korper von einer Fliissigkeit umstromt, dann wirkt auf jedes Flachen
element der Oberflache des Korpers der an der betreffenden Stelle herrschende 
hydrodynamische Druck. Die Gesamtheit der so auf einen Korper ausgeiibten 
Druckkrafte ergibt im allgemeinen eine resultierende Kraft auf den Korper. Um 
sie zu berechnen, mu.B zunachst das hydrodynamische Randwertproblem gelOst 
werden unter der Randbedingung, da.B an der Oberflache des Korpers iiberall 
die Normalkomponente der Fliissigkeitsstromung verschwindet. 

Wir wollen hier zur Veranschaulichung der Methode nur eines der einfachsten 
Probleme dieser Art behandeln. Ein unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R 
sei in einer unbegrenzten, inkompressiblen Fliissigkeit, die sich in geniigend 
gro.Ber EIitfernung von"dem Korper mit der Geschwindigkeit vo in d~r Richtung 
der x-Achse bewegt, derart eingetaucht, da.B seine Achse mit der z-Achse zu-

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 3l. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 32. 
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sammenfallt. Die Wirkung der Schwere auf die Fliissigkeit werde vernachlassigt. 
Zu berechnen ist die auf die Langeneinheit des Zylinders ausgeiibte Kraft. 

Aus den Bedingungen ist unmittelbar ersichtlich, daB der Stromungszustand 
von der z-Koordinate nicht abbangen kann. Wir haben also ein zweidimensionales 
Stromungsproblem vor uns, wodurch die Aufgabe sehr vereinfacht wird. Wir 
wollen ferner annebmen, daB sich bereits ein stationarer Zustand eingestellt hat 
und daB die Stromung wirbelfrei verlauft. Nach 3. konnen wir dann den Stro
mungszustand durch LOsung der LAPLACESchen Gleichung finden, eine Aufgabe, 
die sich, wie in § 9 gezeigt wurde, durch Benutzung von komplexen Furiktionen 
losen laBt. 

Die beiden unter b) und c) in § 9, 4. behandelten Beispiele von Stromungs
funktionen erfiillen offenbar die von uns geforderten Randbedingungen. Denn 
im FaIle b ist der Kreis mit dem Radius R um den Koordinatenursprung eine 
Stromlinie, im Falle c sind alle Kreise mit dem Mittelpunkt im Koordinaten
ursprung Stromlinien, wenn die Konstante A imaginar ist; in beiden Fallen sind 
also iiberall an der Oberfiii.che unseres Zylinders die Normalkomponenten des 
Stromungsvektors gleich Null. Die Stromungsfunktion (24) § 9 ist ferner iiberall 
wirbelfrei und hat nur Quellen im Unendlichen. Die Funktion (28) § 9 ist quellen
frei im ganzen Raume und hat nur eine Wirbellinie in der z-Achse, also im Innern 
des untersuchten Zylinders. 

Bildet man in irgendeiner zur x-y-Ebene parallelen Ebene auf einem voll
kommen in der Fliissigkeit verlaufenden und den betrachteten Korper einmal 
umschlingenden Wege das Linienintegral 

c = ~ V. dB, (19) 

dann ist sein Wert, da in der Fliissigkeit keine Wirbel enthalten sind und nur 
im Innern des Korpers unter Umstanden "virtuelle" Wirbel, nach dem STOKES
schen Satz, § 8, 3., fiir alle oben gekennzeichneten Kurven gleich groB. Wir 
nennen c die "Zirkulation" um das betrachtete "Profil". Fiir die unter b) in 
§ 9,4. behandelte Stromung ist wegen der Wirbelfreibeit die Zirkulation gleich 
Null. FUr den Fall c) gilt nach Formel (31) § 9: c = 4n'fj, wo 'fj das Moment des 
in der z-Achse liegenden Wirbelfadens ist. 

Schreiben wir auBer den oben erwahnten Randbedingungen fiir die betrachtete 
Stromung noch eine Zirkulation in der GroBe c um den Zylinder vor, dann erfiillt 
die Stromungsfunktion 

a 
1jJ (z) = ao + a1 z+ --:- + A log z, (20) 

die sich aus den Stromungsfunktionen (24) § 9 und (28) § 9 additiv zusammensetzt, 
aIle Bedingungen, wenn man darin gemaB den Ausfiihrungen in § 9, 4. fiir die 
Konstanten setzt: 

(21) 

Wegen der Eindeutigkeit der Randwertaufgabe haben wir damit also den wirk
lich im stationaren Fall eintretenden Stromungszustand gefunden. 

Aus (20) und (21) erhalt man fiir das Quadrat des Betrages der Stromungs
geschwindigkeit gemaB Formel (20) § 9 

I d tp 12 1 ( R2) i C 12 v2 = 7f:i" = Vo 1-7 - 2nz . 

Es geniigt, wenn wir v2 auf dem Mantel des Zylinders kennen, der durch 

z=R eia 

(22) 

(23) 
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gekennzeichnet ist, worin IX den Winkel zwischen dem Radiusvektor und der 
x-Achse bedeutet. Aus (22) und (23) erhalt man bis auf eine von IX unabhangige 
Konstante 

.VR2=lvo (l_e-2ia)_ 2:cR e-icf=-~vRc sinlX-2vo2 cos21X+Const. (24) 

Die gesuchte resultierende Kraft ~ auf die Lii.ngeneinheit des Zylinders er
halten wir durch Integration iiber die Druckkrafte nach der Formel 

2", 

~ = ~ pnds = R) pnda (25) 
beziehungsweise 0 

2", 2,,; 

Kz=-R )p cos IXdlX, Kv=-R ~P sin IX dlX, (26) 
o 0 

worin fUr p aus der BERNoULLISchen Gleichung, die in diesem FaIle die Form (15) 
hat und fiir v2 aus (24) einzusetzen ist. 

Da die Integrale iiber die Ausdriicke sin IX, cos IX, sin IX. cos IX, sin IX. cos 2 IX, 
cos IX. cos 2 IX iiber eine volle Periode Null ergeben miissen, folgt aus (26) 

K.,=O, 

2", 

Kv=-e v~c ~Sin2IXdlX=-evoC. 
o 

(27) 

Aus den Formeln (27) ersieht man, daB auf den Korper durch die umstromende 
Fliissigkeit keine Kraft ausgeiibt wird, wenn die Zirkulation verschwindet. rst eine 
Zirkulation vorhanden, dann ist die resultierende Kraft von Null verschieden und 
steht auf der Stromungsrichtung im Unendlichen senkrecht, derart, daB eine 
Drehung in der Zirkulationsrichtung von ~ nach tlo fiihrt; ihr Betrag ist gleich 
e Vo c. Damit erhalten wir eine Erklii.rung fiir den sogenannten "Magnuseffekt"l. 

Von einem mit der Geschwindigkeit Vo mitbewegten KoordinatElnsystem 
beurteilt, das, wie wir wissen, ebenfalls als Inertialsystem benutzt werden kann, 
ruht die Fliissigkeit im Unendlichen und der Korper bewegt sich durch sie mit 
der konstanten Geschwindigkeit -tlo hindurch. Die auf den Korper ausgeiibte 
Kraft wird nach wie vor durch die Formel (27) angegeben. In der Richtung der 
Bewegung ist die Kraft also Null, d. h. der Korper erfii.hrt bei seiner Bewegung 
durch die (reibungslose) Fliissigkeit keinen "Reibungswiderstand". Erfolgt die 
Bewegung horizontal und die Zirkulation so, daB unter dem Zylinder die Zir
kulationsstromung die Richtung der Bewegung und iiber ihm die entgegengesetzte 
Richtung hat, dann wird auf den Korper nach au/warts eine Kraft vom Betrage 
evoc ausgeiibt, die man den "dynamisChen Au/trieb" nennt. 

In Erweiterung der oben durchgefiihrten Rechnung lii.Bt sich zeigen, daB die 
Formel (27) nicht nur fiir Kreiszylinder, sondern fiir beliebige Profile Geltung 
hat, solange bei der Bewegung keine Wirbel entstehen, was stets der Fall ist, 
wenn das Profil keine Ecken und Kanten hatS. 

6. Der Helmholtzsche Wirbelsatz. Wir gehen nun wieder zur Betrachtung 
einer beliebigen Stromung in einer Fliissigkeit oder einem Gase zuriick. Wir 
denken uns an irgendeiner Stelle eine Flii.che in die Fliissigkeit hineingelegt und 
fassen aIle Fliissigkeitsteilchen ins Auge, die sich zur Zeit Null auf dieser Flii.che . 
befinden. Zu irgendeiner spii.teren Zeit werden dieselben Fliissigkeitsteilchen 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 32. 
2 Uber die Bedeutung dieser Resultate fiir die Erklarung des dynamischen Auf

triebes der Flugzeuge und verwandte Probleme vgl. "Exp.-Physik", § 32. 
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wieder auf einer Flache liegen, die aus der urspruuglichen durch stetige Be
wegung und Deformation hervorgeht. Wir bilden nun die Zirkulation langs der 
Berandung der Flache nach Formel (19) und untersuchen, wie sich diese GroBe 
im Laufe der Zeit verandert, wahrend sich die Flii.che in der angegebenen Weise 
durch die Fliissigkeit bewegt. . 

Schreiben wir die Bewegungsgleichung (3) in der Form 
db 1 (ft=-e (f*-gradp) 

und bilden auf beiden Seiten das Linienintegral um die Berandung der Flache, 
so ergibt sich ,{:, ( db) d ,{:, do,h 1 'Y (if .ds= d[ 'Y vsds =d[= 'Y -e t.* ds, (28) 

da wegen des Bestehens der Zustandsgleichung e =t(p) stets geschrieben werden 
kann 1 

-grad p = grad [F (p)] 
(! 

und daher das Linienintegral ~ ~ (gradp)s ds nach (9) § 16 stets verschwindet. 

dc/dt ist nun nichts anderes als die an den individuellen Fliissigkeitsteilchen 
wahrend ihrer Bewegung auftretende Anderung der Zirkulation. 1st das der 

Kraft auf die Masseneinheit entsprechende Kraftfeld f'.. (t) von einem Potential 
(! 

ableitbar, dann verschwindet die rechte Seite der Gleichung (28), ebenfalls 
nach (9) § 16 und es wird :~ = o. (29) 

Die Zirkulation andert sich also wahrend der Bewegung der Fliissigkeitsteilchen 
nicht. 

1st die oben betrachtete Flache der Querschnitt eines Wirbelfadens, dann ist 
c nach § 8,7. dem Momeut des Wirbelfadens proportional und der Satz (29) sagt 
aus, daB ein in einer Fliissigkeit oder einem Gas zu irgendeinem Zeitpunkte be
stehender Wirbelfaden (der stets geschlossen ist, also die Gestalt eines "Wirbel
ringes" hat) an den individuellen Fliissigkeitsteilchen haftet und mit ihnen mit 
unverminderter Wirbelstarke fortschreitet. Dies ist der "HELMHOLTZSche W irbel
satz". Er wird durch das tatsachliche Verhalten von Wirbelringen in Gasen und 
Fliissigkeiten bestatigt, insoweit von der Wirkung der Reibung abgesehen werden 
darfl. 

7. Ausbreitung kleiner Storungen in Fliissigkeiten und Gasen. N ehmen wir 
an einer.im Gleichgewicht befindlichen Fliissigkeit oder einem im Gleichgewicht 
befindlichen Gase eine kleine Storung vor, indem wir in beliebiger Weise die Dichte 
(und damit auch den Druck) in den einzelnen Volumenelementen ein wenig ver
andern, dann wird eine Bewegung einsetzen, bei der auch die Geschwindigkeit 
als klein angenoinmen werden kann. Hierdurch wird der urspriinglich hergestellte 
Storungszustand dauernd geandert. 

Um diesen Vorgang zu untersuchen, fiihren wir zunachst die relative Dichte
anderung (J und die relative Druckanderung 7: ein, die durch die Gleichungen 

e=e(I+(J), p=p(I+7:) (30) 

definiert sind, worin e und p die Dichte und den Druck im ungestorten Gleich
gewichtszustande bedeuten. (J, 7: und die Komponenten von b und ihre Ableitungen 
seien so klein, daB nur Glieder erster Ordnung in ihnen beriicksichtigt zu werden 
brauchen. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", §§ 31,32. 
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Die Bewegnngsgleichnng (3) kann man mit Hille von (30) unter den erwahnten 
Vernachlassigungen folgendermaBen schreiben: 

Da nun wegen 

folgt weiter 

- 80 "* d - - d e . at = t -gra p - p gra 7:. 

(6) § 25 fiir den Ruhezustand gelten muB 

8ij 
f*-gradp = 0, at = 0, 

8(ijo) -------a:t = - p . grad 7:. (31) 

Die Kontinuitatsgleichung (6) in gleicher Weise umgeformt, lautet 

e ~~ + div (e tJ) = O. (32) 

Bildet man in (31) auf beiden Seiten die Divergenz und setzt aus (32) ein, 

so erhalt man nach Vertauschung der Operationen :t und div 

_ 82 (}' _ 

e 8t2 =pLlT. (33) 

Um aus der Zustandsgleichung (3) § 25 eine Beziehung zwischen a und 7: zu 
gewinnen, entwickeln wir p um den Wert p nach Potenzen von 7: und beschranken 
uns auf die ersten Glieder dieser Entwicklung: 

p = p + aa+ ... 
Dies gibt in (30) eingesetzt p - p a 

7: = -_- = =-a = " a, p p 
(34) 

worin " eine im allgemeinen noch von p (oder ji) abhangige Konstante bedeutet. 
Mittels der Beziehung (34) konnen wir nun in (33) 7: durch a oder a durch 7: 

ausdriicken und erhalten so schlieBlich fiir a (r, t) und 7: (r, t) die Differential-
gleich ungen : 82 (}' 82 .. 

8t2 = c2 Lla, 8t2 = c2Ll7:, (35) 

worin gesetzt ist 
(36) 

Die Gleichungen (35) sind identisch mit der dreidimensionalen Wellengleichung 
(I) § 13, und c ist die zugehOrige Fortpflanznngsgeschwindigkeit. Man sieht also, 
daB sich kleine Storungen der Dichte und des Druckes in einer Fliissigkeit oder 
einem Gas in der Form von fortschreitenden Wellen mit einer Geschwindigkeit 
ausbreiten, die durch die Formel (36) mit dem mittleren Druck und der mittleren 
Dichte in dem Medium verkniipft ist. Da die Wellenfunktionen a und 7: Skalare 
sind, also im Wellenfelde keine Richtung senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung 
bevorzugt ist, pflegt man die durch die Gleichungen (35) gekennzeichneten Wellen 
in fliissigen und gasformigen Medien als "Longitudinalwellen" zu bezeichnen, 
obzwar diese Bezeichnung nicht ganz zutreffend ist nnd besser durch "Kom
pressionswellen" ersetzt werden sollte. 

Ist das Medium ein ideales Gas, dann ist als Zustandsgleichung die "adia
batische Zustandsgleichung" des idealen Gases (13) § 33 zugrunde zu legen, 
da im allgemeinen die Dichteanderungen so rasch erfolgen, daB in der schlecht 
leitenden Substanz kein merklicher Warmeaustausch erfolgt. Aus 

p = Const. e" (37) 
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folgt wegen (30), wie zu erwarten ist, wieder die Gleichung (34), in der nun x 
eine Konstante, namlich das Verhaltnis der beiden spezifischen Warmen des 
Gases c'P/c" ist. Die Gleichung (36) gibt also die "Schallgeschwindigkeit" in einem 
idealen Gase wieder, wenn man darin unter x das Verhaltnis der beiden spezi
fischen Warmen versteht1. 

§ 27. Dynamik der Fliissigkeiten mit innerer Reibung. 

1. Der Spannungstensor in einer Fliissigkeit mit innerer Reibung. Wie bereits 
ill § 26, 1. erwahnt wurde, haben wir zu erwarten, daB in einer Fliissigkeit 
oder einem Gase mit innerer Reibung ein nicht nur von del' Dicbte, sondern auch 
von der Geschwindigkeitsverteilung abhangiger Spannungszustand herrsche. Zu 
seiner Formulierung berufen wir uns auf ein Ergebnis der kinetischen Gastheorie 
(vgl. §39 4.). Diese lehrt, daB durch ein Flachenelement mit der Normalenrichtung 
n, das in ein makroskopisch stromendes, ideales Gas hineingelegt ist, pro Zeit-

und Flacheneinheit ein Impuls vom Betrage 1] ;: und der Richtung von b infolge 

der ungeordneten Molekularbewegung hindurchgetragen wird, worin 1] eine von 
den Molekulareigenschaften des Gases abhangige Konstante ist. In der Sprache 
der Kontinuumtheorie ausgedriickt, heiBt das, daB auf das Flachenelement eine 

Spannung )j3r in der Richtung von b und vom Betrage 1] :: ausgeiibt wird, da 

ja nach § 18, 2. die Kraft gleich der Anderung des Impulses pro Zeiteinheit ist. 
FUr die x-Komponente del' Spannung gilt demnach 

P Il v () Il v'" ( a v", + a v",· + a v",) (1) ",=1]7Jncos bx =1] an =1] ex n", r;yny az-nz 

und analoge Ausdriicke gelten fiir P y und P z. Der Vergleich mit den Formeln 
(16) § 22 und (17) § 22 ergibt, daB sich )j3r wieder in der Form 

)j3r = Tr . n (2) 

darstellen laBt, worin der Spannungstensor Tr die Matrix 

av", av", av", 
axayez 
av y av y Ilvll 
axay---az T •. =17 (3) 

avz avz avz 
axayez 

hat. Wie man sieht, hangt er mit dem "Deformationstensor" r der Stromung 
[Formel (26) § 11] durch die einfache Beziehung 

Tr =1]1' (4) 

zusammen. Er verschwindet, wenn l' = 0 ist, d. h. wenn das Gas ruht, aber auch 
dann, wenn b ill ganzen Innern des Gases konstant ist, ill Einklange mit der 
Behauptung in § 26,1., wonach namlich Reibungskrafte nicht auftreten, wenn 
die Teilchen keine Relativbewegung ausfiihren. 

Zu den durch (2) festgelegten, durch die innere Reibung hervorgerufenen 
Kriiften auf das betrachtete Flachenelement treten noch die in den §§ 25 und 26 

1 Bezuglich der experirnentellen Untersuchung der Gesetze der Schallfortpflan
zung und des Vergleiches der Formeln. (35) und (36) mit der Erfahrung sei auf 
"Exp.-Physik", Kap. IX, § 34 und Kap. X verw:iesen. 
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eingefiihrten Druckkrafte p hinzu, die stets senkrecht auf dem Flachenelement 
angreifen, so daB die Gesamtspannung gleich ist 

1.lS=-pn + Tr . n. (5) 

Wir wollen den Ansatz (5), der zunachst fiir ein ideales Gas gemacht wurde, 
auf Gase und Fliissigkeiten beliebiger Art (sofern sie keine elastischen Eigen
schaften haben) erweitern und die darin vorkommende Konstante 1], die als 
"Koettizient der inneren Reibung" oder "Zahigkeit" oder "Viskositat" bezeichnet 
wird, als Materialkonstante ansehen, die von der Dichte unabhangig, aber 
eventuell von der Temperatur abhangig sein soll. 

2. Die vollstandigen Bewegungsgleichungen mit Beriicksichtigung der inneren 
Reibung. Nach der Formel (19) § 22, erhalten wir mit Benutzung von (3) fiir 
die durch die Spannungskrafte (2) der inneren Reibung auf die Volumeneinheit 
des Korpers hervorgerufene Kraft die Ausdriicke 

(6) 

(7) 
die Kraft f,. haben wir zu der durch den Druck hervorgerufenen Kraft -grad p 
pro Volumeneinheit hinzuzufiigen. 

Statt der Gleichung (3) § 26 erhalten wir demnach die vollstandige Bewegungs
gleichung in der Form 

e [ ~~ + (017) 0] = f* - grad p + 1] LI 0. (8) 

Die an der Beriihrungsflache zwischen der Fliissigkeit (bzw. dem Gas) und 
einer festen Wand auftretende "auBere Reibung" ist erfahrungsgemaB (bis auf 
Gase von sehr niedrigem Druck) so groB, daB eine Relativbewegung der Substanz 
gegen die Wand iiberhaupt nicht zustande kommt. Als Grenzbedingung an der 
Wand kann also fast stets das Verschwinden von 0 angenommen werden!. 

3. Die laminare Stromung durch ein Rohr. Man bezeichnet eine Fliissig
keitsstromung als "laminar", wenn man sie in parallellaufende, unendlich diinne 
Lamellen unterteilen kann, imlerhalb derer die Geschwindigkeit konstant ist. 
Wir wollen uns nicht mit der schwierigen Frage befassen, wann eine solche 
Stromung eintritt, sondern sie in bestimmten Fallen als gegeben ansehen. Die 
Behandlung del' Bewegungsgleichung (8) gestaltet sich dann besonders einfach. 

Wir untersuchen genauer das folgende, praktisch wichtige Problem. Eine 
inkompressible Fliissigkeit von der Dichte e strome durch ein vertikales Rohr 
von der Lange L mit kreisformigem Querschnitt vom Radius R hindurch. Die 
Stromung sei laminar, wobei aus Symmetriegriinden anzunehmen sein wird, 
daB die Lamellen diinne Hohlzylinder mit der Rohrachse als Achse sind. An der 
Rohrwand sei (vgl. 2.) die Geschwindigkeit gleich Null. Stationaritat ist voraus
gesetzt. 

Die z-Achse legen wir in die Rohrachse mit der Richtung nach abwarts. Die 
Stromlinien laufen also parallel zur z-Achse und daher ist v'" = v'll =0, V. =V. 

Die Kontinuitatsgleichung (6) § 26 lautet daher einfach 

di dv ° vo=az= ; (9) 

v ist also von z unabhangig und wegen der oben gemachten Annahme iiber die 
Gestalt der Lamellen nur abhangig vom Abstand r von der Achse: 

v = v (r). 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 33. 
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Die linke Seite der Bewegungsgleichung (S) verschwindet wegen (9) Ulld der 
Bedingung der Stationaritat. Da f* und b die Richtung der z-Achse haben, muB 
auch grad p die Richtung der z-Achse haben; p ist also nur von z abhangig: 

p=p (z). 

Die z-Komponente der Gleichung (S) liefert nUll mit Benutzung der Formel 
(27) § 6 die Beziehung 

d p ( d2 V 1 d V) _ 0 
eg-d;-+1] dr2 +rTr - . (10) 

In dieser Gleichung ist das zweite Glied von z allein, das dritte von r allein ab
hangig, sie wird also erfiillt, wenn man setzt 

(11) 

1] (~2r~ + : ::) = - C, (12) 

worin C eine willkurliche Konstante ist. 
Die Differentialgleichung (Il) ergibt integriert 

p = (eg-C) z + Const. (13) 

Setzen wir fest, daB der Druck am oberen Rohrende gleich Pl und am unteren 
Ende gleich P2 sein solI, dann ergibt sich aus (13) 

P2-Pl = (eg-C) L. (14) 

Die Differentialgleichung (12) kann auf die Gestalt 

d~. (r :n = - r ~ 
gebracht werden. Einmalige Integration dieser Gleichung ergibt 

r~ =_ Or2 +A 
und dies nochmals integriert d r 2 'Y) 

Or2 

v =-417+ Alogr+ B. 

(15) 

(16) 

Da v fiir r =0 jedenfalls endlich bleiben muB, muB die Konstante A in (16) gleich 
Null sein. Wegen unserer Randbedingung muB ferner fur r = R v = 0 gelten, 

also B = ~~2 • Die Gleichung (16) lautet also schlieBlich 

o 
v = 41i (R2--r2). (17) 

Eliminiert man die Konstante C aus den Gleichungen (14) und (17), so ergibt 
sich schlieBlich 1 ( P _ P ) 

v (r) = 41] eg + 1 L 2 (R2 - r2), (IS) 

womit das Problem erledigt ist. 
Fur die pro Sekunde durch einen horizontalen Querschnitt des Rohres stro

mende Flussigkeitsmenge Q, die "Stromstiirke" der Stromung, erhalt man aus 
(IS) durch Integration tiber den Querschnitt 

R 

Q = ~ ~ v dF = ~ 2 or r. v (r) dr = (eg + (19) 

o 
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Bei nicht zu weiten Rohren und nicht zu groBer Geschwindigkeit wird das 
Gesetz (19) als "POISEULLEBches Gesetz" durch die Erfahrung bestatigtl. Beim 
Uberschreiten einer bestimmten Geschwindigkeit tritt erfahrungsgemaB "Turbu
lenz" einl, bei der die Storung ihren laminaren Charakter verliert und das 
POISEULLEsche Gesetz nicht mehr Geltung hat. Die theoretische Behandlung 
der turbulenten Stromung kann wegen ihrer Schwierigkeit in diesem Lehr
buch nicht durchgefiihrt verden. 

Beim Verschwinden der auBeren Kraft e g wird durch die Stromung ein 
der Stromstii.rke Q und dem Reibungskoeffizienten proportionales "Druckgefalle" 

PI ~ Ps in dem Rohr erzeugt, eine GesetzmaBigkeit, die iibrigens auch fUr an

dere Rohrquerschnitte gilt, wie das Experiment zeigt2. Bei verschwindender 
Reibung, also 'YJ = 0, wird auch das Druckgefalle gleich Null, wie es das 
BERNOULLlSche Gesetz (15) § 26 verlangt. 

4. Reibnngswiderstand bei der Bewegnng eines resten Korpers in einer Fliissig
keit. In § 26,5. wurde das Problem behandelt, die Kraftwirkung zu berechnen, 
die eine reibungslose Fliissigkeit auf einen vou ihr umstromten Korper ausiibt. 
Um das gleiche Problem fUr eine Fliissigkeit mit innerer Reibung zu IOsen, muB 
die Bewegungsgleichung (8) unter der Randbedingung integriert werden, daB 
an der Oberflache des Korpers die Stromungsgeschwindigkeit gleich Null ist. 
In dem in § 26, 5. behandelten Beispiel, wo wir Wirbelfreiheit der Stromung an· 
genommen hatten, war diese Bedingung nicht erfiillt. Man sieht daher, daB bei 
Beriicksichtigung der inneren Reibung die Stromung nicht wirbelfrei sein kann. 
Dies bedingt eine wesentliche Komplikation der Randwertaufgabe, da man nun 
nicht mehr die so bequeme Methode der ebenen Potentialstromung anwenden 
kann. 

1m Rahmen dieses Lehrbuches miissen wir auf die exakte Behandlung dieser 
Probleme verzichten. Eine wichtige GesetzmaBigkeit laBt sicb je~och aus den 
Entwicklungen unter 1. iiber den Spannungstensor der inneren Reibung ohne 
Rechnung ableiten. Aus der Formel (3) sieht man namllch unmittelbar, daB Tr 
zu 'YJ proportional ist und sich, wenn man bei gegebener Geschwindigkeitsver
teilung v mit einer Konstanten multipliziert, mit derselben Konstanten ver
vielfacht. Hieraus folgt, daB die Reibungskraft ~r auf den von der Fliissigkeit 
umstromten Korper zu 'YJ und zu der Geschwindigkeit bo der Stromung im Un
endlichen proportional ist. Wir konnen also setzen 

1 
~r =- B . bo, (20) 

worin die GroBe B, die man die "Beweglichkeit" nennt, zu 'YJ verkehrt proportional 
ist und im iibrigen nur noch von der Gestalt des Korpers abhangen kann. 

Umgekehrt konnen wir sagen, daB ein Korper, der sich mit der Geschwindig
keit Vo durch eine Fliissigkeit mit innerer Reibung bindurchbewegt, dabei durch 
die Fliissigkeit einen "Reibungswiderstand" von der GroBe (20) erfahrt, der um 
so kleiner ist, je groBer B ist (daher der Name Beweglichkeit) und der der Ge
schwindigkeit proportional ist. Wir haben von einem Widerstandsgesetz von der 
Form (20) bereits wiederholt (§ 19, 2. und § 19, 5.) Gebrauch gemacht. 

FUr die Beweglichkeit einer Kugel vom Radius a ergibt die Berecbnung das 
"STOKEssche Gesetz" B= __ I_ 

6:n:1Ja' 
(21) 

1 Die Geschwindigkeitsverteilung (18) liiJ3t sich direkt experimentell priifen, eben
so das POISEULLEsche Gesetz (19), das fUr die Messung dar Zahigkeit praktische 
Anwendung findet; vgl. hiezu "Exp.-Physik", § 33. 

2 V gl. "Exp.-Physik", § 33. 
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das durch die Erfahrung fiir nicht zu groBe Geschwindigkeiten und nicht zu groBe 
a bestatigt wirdi . Hieraus laBt sich schlieBen, daB unsere grundlegenden, 
unter 1. gemachten Annahmen uber den Zusammenhang zwischen dem Span
nungs- und dem Deformationstensor richtig sind. 

FUr groBe Gescbwindigkeiten und groBe Kugelradien versagen die Formeln 
(20) und (21), indem die Proportionalitat von S'rr mit 00 verlorengeht. Es beruht 
dies wiederum auf der Entstehung von Turbuienzi . 

§ 28. Kapillarerscheinnngen. 

1. Oberfliichen- Imd Grenzfiiichenspannung. Wie das Experiment lehrt2, 
wirkt auf die Berandung einer in einen Rahmen eingespannten "Flussigkeits
haut" eine Kraft tangential zur Oberflache derart, daB auf ein Linienelement 
ds der Berandung eine zu ds seukrecht gerichtete Kraft vom Betrage (Xds 
einwirkt, worin (X eine von der Natur der Flussigkeit abhangige Konstante, die 
"OberJlitchenspannung" ist. 

Wir nehmen deshalb an, daB die Oberflache einer jeden Fliissigkeit sich in 
einem Spannungszustande befindet, der durch die Angabe einer einzigen Kon
stanten, namlich der Oberflachenspannung, cbarakterisiert ist, die auf der ganzen 
Oberflacbe den gleichen Wert hat. Auf jedes in die Flache hineingelegte Linien
stuck ds mit der in der Flacbe gelegenen Normalen n wirkt nach beiden Seiten 
die Kraft (X ds nach entgegengesetzten Richtungen ein. 

Wir denken uns nun in die Oberflache einer Flussigkeit eine beliebige ge-
schlossene Kurve S hineingelegt (Abb.70), die das Flachenstiick F umschlieBt. 

Wird die Oberflache ein wenig verkleinert, dann zieht sich 
die Kurve S zu der Kurve S' zusammen. Die hierbei von dcn 
Spannungskraften geleistete Arbeit bA ist offenbar gleich 

bA = ~ (Xbnds = (X ~ bn ds, (1) 

S wenn der Normalabstand der Kurven S und S' an der 

Stelle von ds gleich bn ist. Nun ist ~ bnds nichts anderes 

als der Flacheninhalt des von den beiden Kurven eingeschlos
senen ringformigen Gebietes, also gleich -bF. Es gilt also 

(X =-bA/bF. (2) 

Das bedeutet, daB (X gleich ist der Arbeit, die man gegen die Oberflachenspannungs
krafte leisten muB, um die Oberflache einer Flussigkeit um die Flacheneinheit zu 
vergroBern. 

Analog kann man fUr die Grenzflache zwiscben zwei Fltissigkeiten oder die 
Grenzflache zwischen einer Flussigkeit und einem Gas oder einem Festkorper 
"GrenzJliichenspannungen" (X12 definieren, fUr die die obigen Uberlegungen eben
falls zutreffen, mit dem einzigen Unterschied, daB (X12 sowohl positiv als auch 
negativ sein kann. 

StoBen mehrere Grenz- bzw. Oberflachen in einer Kante zusammen, so mussen 
die an jedem Linienelement der Kante angreifenden Krafte einander im Gleich· 
gewichtszustande aufheben. Daraus folgt zunachst, daB die freie OberfHiche 
einer Fliissigkeit nirgendwo eine solche Kante haben kann; denn wenn nur zwei 
Flachen in der Kante zusammenstoBen, mussen die Krafte entgegengesetzt 
gerichtet und gleich groB sein, der Winkel zwischen den Flachen muB also gleich 
n sem. 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 33. 
2 Vgl. "Exp .. Physik", § 29. 
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Fiir den Fall, daB eine Fliissigkeit in einel' Kante an eine feste Wand angrenzt 
(Abb. 71), geniigt die Bedingung, daB die Komponente der Oberflachenspannung IX 

und der Grenzflachenspannung 1X12 zwischen Fliissigkeit 
und fester Wand in der Richtung der Wand sich gegen. 
seitig aufheben, da senkrecht zur Wand das Gleichgewicht 
wegen der Starrheit der Wand von selbst erfiillt ist. Die 
Gleichgewichtsbedingung lautet also 

1X12+1X cos CPo =0, (3) 

worin CPo den "Randwinkel" der Fliissigkeit an ,der Ge· 
fii.Bwand bedeutet. 1st 1X12 =0, dann ist der Randwinkel 

gleich ;, ist 1X12 > 0, dann ist der Randwinkel stumpf, ist 

1X12 < 0, dann ist er spitz; ist im letzteren FaIle 11X121 > IX, 

Abb.71. 

dann kann das Gleichgewicht nicht existieren, die Fliissigkeit verlii.uft also auf 
der Oberflii.che der Wand und bedeckt sie in einer diinnen Schicht, sie "benetzt" 
die Wand. 

2. Der Kapillardruck. Das Experinlent zeigtl, daB im Innem eines von einer 
Fliissigkeitshaut (Seifenblase) umschlossenen Gasvolumens ein von der Gestalt 
der Haut und von ihrer Oberflii.chenspannung abhii.ngiger Druck herrscht. Wir 
schlieBen damus, daB auch die freie Oberflii.che einer Fliissigkeit infolge der Wir· 
kung der Oberflachenspannung auf das Innere einen Druck, den "Kapillardruck" 
ausiibt, dessen GroBe wir nun berechnen wollen. 

Konstruiert man sii.mtliche durch einen Punkt P der Oberflii.che hindurch. 
gehenden geodii.tischen Linien, dann stehen bekanntlich die beiden Kurven, 
denen der groBte und der kleinste Wert der'Kriimmung entsprechen, aufeinander 
senkrecht, ihre Kriimmungsradien hellien die "Hauptkriimmungsradien" RI 
und R2• Wir konstruieren nun urn P ein kleines geodii.tisches Recht
eck (Abb.72) derart, daB die Seiten d81 uild d82 desselben zu 
den Hauptkriimmungslinien parallel laufen. Der Flii.cheninhalt 
des Rechteckes ist dann 

(4) 

Wir nehmen nun eine Deformation der Flii.che vor, indem 
wir sii.mtliche ihrer Punkte urn ein Stiick "n normal zur Flache 
nach der konvexen Seite zu verschieben. Hierbei wird sich der 
Flii.cheninhalt dF urn" (dF) vergroBem. Wir erhalten aus (4) bis 
auf GroBen, die von hoherer Ordnung klein sind, Abb. 72. 

"(dF)=dcp l dcp2(RI "14.+R2"RI)="ndcpI dCP2 (RI +R2)="ndF (~l + ~2)· (5) 

Gemii.B (2) muB man hierbei gegen die Oberflachenspannungskrii.fte die Arbeit 

"A = IX" (dF) = IX "n dF (R1
1 + R1n) (6) 

lelsten. • 
Wirkt auf das ,Flii.chenelement ein Druck p von der konvexen gegen die kon· 

kave Seite, dann miissen wir bei der gleichen Deformation gegen diesen Druck 

die Arbeit "A = p "n dF (7) 
leisten. 

1st nun Pa der Kapillardruck und soIl er in seiner Wirkung der Wirkung der 
Oberflii.chenspannung ii.quivalent sein, dann miissen die Ausdriicke (6) und (7) 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 29. 
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einander gleich sein, wenn man darin P = Pa setzt. Wir finden also, daB der 
Kapillardruck senkrecht auf der Flache von der konvexengegen die konkave 
Seite hin mit dem Betrag _ (1 1 ) 

Pa - £x R + R (8) 
1 2 

wirkt. Ftibrt man die "mittlere Kriimmung" durch die Beziehung 

~_~(_1 +_1) 
R - 2 Rl R2 

(9) 

ein, so kann statt (8) auch geschrieben werden 

201: 
Pa=]F' (10) 

Da nach § 25,2. an der Oberflache einer ruhenden Fliissigkeit stets der 
Druck konstant sein muB, gilt bei Beriicksichtigung der Oberflachenspannung 

die Bedingung P ± Pa = const, (II) 

worin P den hydrostatischen Druck bezeichnet und das +-Zeichen gilt, wenn 
die Oberflache konkav, das --Zeichen, wenn sie konvex gekriimmt ist. 

3. Einige einfache Anwendungen. a) Wirkt auf eine Fliissigkeit keine auBere 
Kraft ein, dann ist P nach § 25,2. in ihr konstant, daher nach (II) und (10) die 
mittlere Kriimmung langs der ganzen Oberflache konstant. Solche Flachen kon
stanter mittlerer Kriimmung kann man daher experimentell durch geeignete 
MaBnahmen realisieren (PLATEAusche Versuche1). Ist die Fliissigkeitsoberflache 
in sich geschlossen, hat sie keine Berandung, dann folgt nach einem bekannten 
Satze der Differentialgeometrie, daB sie die Gestalt einer Kugel haben muB. 

b) An einer diinnen Fliissigkeitslamelle, die in einem Rahmen eingespannt ist 
und der Wirkung der Schwere nicht unterliegt, muB im Gleichgewichtszustande 
langs del' ganzen Lamelle Pa nach (II) verschwinden, da an je zwei gegeniiber
liegenden Punkten der Begrenzungsflachen die Kriimmungen entgegengesetzt 
gleich groB sind. Nach (9) und (10) ist also 

1 1 1 
1.[=Ooder R1+Rz=0. 

Die Lamelle bildet also stets eine Flache von der mittleren Kriimmung Null, 
in der Infinitesimalgeometrie auch "Minimalfliiche" genannt, da sie, wie aus 
unseren physikalischen Uberlegungen hervorgeht, die Eigenschaft hat, bei 
gegebener Berandung den kleinsten Flacheninhalt zu haben. 

Der Druck in einer geschlossenen Seifenblase muB gleich der Summe der Kapil
lardrucke der auBeren und der inneren Flache der Lamelle, also nach (10) gleich 

1 

8a 

8 

Abb. 73. 

(vgl. 1.) als Halbkugel 

401: 
P=r 

sein, worin r den Radius der Blase bedeutet2 • 

(12) 

c) Taucht ein enges Rohr, ein sogenanntes 
"Kapillarrohr", vom Radius a in ein weites, mit 
einer "benetzenden" Fliissigkeit gefiilltes GefaB ein 
(Abb. 73), dann wird man in dem weiten GefaB die 
Fliissigkeitsoberflache mit geniigender Nahemng als 
eben, in der Kapillare wegen des Randwinkels Null 

vom Radius a ansehen konnen. In der Kapillare 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 29. 
2 Diese Satze lassen sich experimentell durch Versuche mit Seifenblasen und 

-hauten priifen, wie in "Exp.-Physik", § 29 beschrieben wird. 
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ist demnach gemaB (10) Pal = 2(X und im GefaB Pa2 = O. Bezeichnet PI den hydroa 
statischen Druck an der Oberflache in der Kapillare und P2 im GefaB, dann gilt 

nach (11) PI + ~ = P2' (13) 
a 

Es ist also P2> Pl' Nach Formel (10) § 25 steht daher die Fliissigkeit in der 
Kapillare hi/her als im GefaB, und zwar ist die SteighOhel 

h= PS-PI =~. (14) 
eg aeg 

d) In einem GefaB mit ebenen Wanden steigt eine Flftssigkeit an der Wand 

in die Rohe, wenn der Randwinkel f{Jo kleiner als ; ist, und fallt gegen die Wand 

zu ab, wenn f{Jo groBer als ~ ist. Um die Erhebung im ersten Falle zu finden 

(Abb. 74), nehmen wir an, daB die zu betrachtende 
Begrenzungsflache sich unendlich weit erstrecke, 
so daB aus Symmetriegriinden die Fliissigkeitsober
flache die Gestalt einer Zylinderflache mit hori
zontalen Erzeugenden haben muB, die der Ge· 
faBwand parallel laufen. 

Wir legen die y-Achse eines Koordinatensystems 
horizontal in den in geniigender Entfernung von 
der Wand ebenen Teil der Fliissigkeitsoberflache 
hinein, so daB sie senkrecht zur Wand steht; die 
x-Achse zeige wieder vertikal nach aufwarts. 

Abb. 74. 

Setzen wir fest, daB im horizontalen Teil der Fliissigkeitsoberflache der 
Druck gleich Null sein soll, dann folgt aus (ll), da hier das positive Vorzeichen 
zu nehmen ist: P + Pa = O. 

Setzt man hierin ffir P aus Formel (10) § 25 ein und fiir Pa aus (8) und beriick
sichtigt, daB der eine Rauptkriimmungsradius ~ wegen der Zylindersymmetrie 
unendlich groB ist und RI = r, gleich dem Kriimmungsradius der Schnittkllrve 
der Oberflache mit der x-y-Ebene, dann wird hieraus 

(X dq; 
egx=r=-(Xd"B' (15) 

worin ds das Bogenelement dieser Kurve und f{J der Winkel zwischen ds und der 
x-Achse ist. 

Setzen wir in (15) dx =ds.cosf{J 

ein, so erhalten wir die Differentialgleichung 

eg x dx = -~ cos f{J df{J, 

die sich ohne weiteres integrieren laBt, und liefert: 

eg2
x2 =~ (l-sinf{J); 

hierin ist iiber die Integrationskonstante so verfiigt, daB, wie oben verlangt wurde, 

in der y-Achse, also ffir x = 0, die Fliissigkeitsoberflache horizontal, also f{J = ~ ist. 

1 Die Formel (14) laJ3t sich durch den Versuch bestatigen und spieIt eine wich· 
tige Rolle bei der Kapillarmethode zur Messung der Oberflachenspannung. Hierfiber, 
sowie fiber die manigfachen, hierauf beruhenden "Kapillarerscheinungen", vgI. 
"Exp.-Physik", § 29. 

FUrth, Theor. Physik. 12 
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An der Wand solI q; = q;o sein, daher ist die gesuchte SteighOhe 

h = 1 ~ (1- sin 'Po) • 
V - eg 

(17) 

Fur benetzende Flussigkeiten istq;o= 0, also die "kapillare Randerhebung" einfach1 

h = V!; . (18) 

Zehntes Kapitel. 

Atommechanik. 
§ 29. Quanten- (Wellen-) Mechanik konservativer Systeme. 

1. Die Entwickluug der Atommechanik. Wie in § 2, 5. kurz angedeutet wurde, 
ist die NEWToNsche Mechanik, auf die Bewegung der Elektronen im Atom 
angewendet, auBerstande, von der Struktur der von ihnen ausgesandten 
Spektren Rechenschaft zu geben (vergl. auch § 59, 1.). Man ist vielmehr 
nach dem Vorgange von BOHR genotigt anzunehmen, daB diese mechanischen 
Systeme nur in einer diskreten Menge sogenannter "stationiirer Zustiinde" 
mit ganz bestimmten Energiewerten zu bestehen vermogen, zwischen denen 
die Ubergange sprunghaft erfolgen. Die heute vielfach bereits als "klassisch" 
bezeichnete Theorie von BOHR suchte diesen Verhaltnissen Rechnung zu tragen, 
indem sie die Atommechanik prinzipiell mit den Hilfsmitteln der NEWToNschen 
Mechanik behandelt, jedoch aus der kontinuierlichen Menge der hiernach mog
lichen Energiezustande durch neu hinzugefUgte Bedingungen, die sogenannten 
"Quantenbedingungen" , eine diskontinuierliche Menge "erlaubter" Zustande 
heraussiebt. Uber die Ubergange von einem diesel Quantenzustande zu einem 
anderen konnte die BOHRsche Theorie nichts anderes aussagen, als daB die hier
fUr geltenden GesetzmaBigkeiten beim Ubergange zu immer groBeren Energien 
sich den nach der klassischen Mechanik und Elektrodynamik zu erwartenden 
ohne "qualitative" Anderung annahern sollten (BoHRsches "Korrespondenz
prinzip"). 

Obzwar die BOHRsche Theorie sehr groBe Erfolge zeitigte, konnte doch die 
Kombination der klassischen Bewegungsgleichungen mit den Quantenbedin
gungen auf die Dauer nicht befriedigen. Von groBter Fruchtbarkeit fiir die weitere 
Entwicklung der Atommechanik war daher die Idee von DE BROGLIE, der Be
wegung der materiellen Partikel eine Wellenbewegung zuzuordnen und die statio
naren Zustande der Atome als Ausbildung von "stehenden Wellen" in den Ato
men zu deuten. Diese Annahme wurde dadurch zur GewiBheit erhoben, daB 
Elektronenstrahlen, genau so wie Lichtstrahlen, den Gesetzen der Wellenoptik 
entsprechend die typischen Erscheinungen der Reflexion, Brechung, Interferenz 
und Beugung aufweisen, durch deren Untersuchung es gelingt, ihre Wellen
lange zu messen2• Wir nennen diese Wellen "DE-BROGLIE- TV ellen". 

Auf Grund des DE BROGLIEschen Ansatzes gelang es 'SCHRODINGER, eine 
systematische Theorie aufzubauen, die er als "TV ellenmechanik" bezeichnete und 
aus der man die speziellen Probleme der Atommechanik ebenso einfach zu be
handeln vermag wie die der makroskopischen Mechanik auf der Grundlage cler 
NEWToNschen Gleichur.gen. Die wesentlichsten Gedankengange der Wellen-

1 Durch geeignete Versuche kann leicht gezeigt werden, daB die Gestalt der 
Fliissigkeitsoberflache in der Nahe der Wand tatsachlich der Gleichung (16) geniigt 
tmddieRanderhebung den Gleichungen (17) lmd (18); vgl. hiezu "Exp.-Physik", § 29. 

2 Vgl. "Exp .. Physik", § 115. 
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mechanik wurden bereits im § 2, 5. angedeutet. 1m folgenden wollen wir ihre 
Elemente entwickeln und sie auf einige der wichtigsten Probleme der Atom
mechanik anwenden. 

Auf einem ganz anderen Wege wurde bereits vor SCHRODINGER von HEISEN
BERG, BORN, JORDAN u. a. eine systematische Atommechanik aufgebaut,'die als 
"Quantenmeckanik" bezeichnet wurde und in der statt der kontinuierlich ver
anderlichen GroBen der klassischen Mechanik GroBen mit diskontinuierlich 
unendlich groBem Wertevorrat, namlich Matrizen (vgl. § 5) eingefiihrt wurden, 
die Gleichungen gehorchen '!ollen, die durcb sinngemaBe Veranderung aus den 
NEWToNschen Gleichungen hervorgehen. Da sich spater herausstellte, daB 
diese beiden Theorien formal vollkommen identisch sind und auch identische 
Resultate ergeben miissen, bezeichnet man heute das von ihnen gemeinsam be
herrschte Gebiet der Physik mit dem Namen Quantenmechanik und bedient sich 
fast allgemein des wesentlich einfacher zu handhabenden Formalismus der 
Wellenmechanik. 

2. Die de-Broglie-Wellen. 1m § 18, 5. zeigten wir, daB sich die Bewegung 
eines konservativen mechanischen Systems durch die lIAM:n.ToN-JAcoBISche 
Gleichung (36) § 18 beschreiben laBt,· die mit Berftcksichtigung von (32) § 18 
fiir einen einzigen Massenpunkt von der Masse m lautet: 

( a w )2 ( a w )2 ( a w )2 Igrad WI2 = --;sw + BY + ~ = 2 m (E - U) = 2 m L. (1) 

Wir wiesen auch dort bereits auf die formale Analogie zu der Eikonalgleichung 
(7) § 14 der geometrischen Optik 

Igrad 812 = ( ~ ~ r + ( ~ ~ r + ( ~ ~ r = :: = 4~2 V*2 (2) 

hin, worin v* die Wellenzahl gemaB (3) § 12 bedeutet. 
Um zum Verstandnis der DE-BROGLIE-Wellen zu gelangen, liegt es nahe, die 

Gleichungen (1) und (2) zu identifizieren und so jeder Partikelbewegung eine 
Wellenbewegung mit bestimmter Wellenlange zuzuordnen. Dabei ist jedoch zu 
berficksichtigen, daB die GroBen W und 8 nicht die gleiche Dimension haben, 
denn W, die Wirkungsfunktion, hat nach (37) § 18 und (38) § 18 die Dimension: 
Energie mal Zeit, wahrend das Eikonal 8 dimensionslos ist. Wir machen nun die 
grundlegende Annahme, daB W aus 8 durch Multiplikation mit einer univer
sellen Konstanten hervorgeht, die nach dem eben Gesagten die Dimension einer 
"Wirkung" haben muB. 

Wir schreiben diese Beziehung in der Form 
h 

W = 2ii . 8 = Ii . 8, (3) 

worin 11, bzw. h universelle Konstanten sind, von denen die erste, wie sich spater 
(§ 61) zeigen wird, mit dem von PLANCK in die Strahlungstheorie eingefiihrten 
"Wirkungsquantum" identisch ist; sie hat den Wert 6,55.10-27 erg. sec. (die 
Bezeichnung Ii wird mitunter zur Vereinfachung der Schreibweise gewisser 
Formeln benutzt). 

Setzt ma:r;l aus (3) ffir W in (I) ein und vergleicht mit (2), so ergibt sich die 
Beziehung 11,2v*2 = 2m (E- U) = 2mL = r, (4) 

worin p der Betrag des Linearimpulses des Teilchens ist. Hieraus folgt, daB die 
DE BROGLIESche Wellenlange A, die dem bewegten Teilchen zugeordnet ist, mit 
seinem Impuls durch die einfache Beziehung 

A = -v1-* = ; = -m-\- = ~~r;f 2;=m===;:;(~;;O==u~) , (5) 

12* 



180 Atommechanik. 

die "DE-BROGLIE-Gleichung", zusammenhangt, die durch das Experiment aus
gezeichnet bestatigt wird1 ; hierdurch findet die oben gemachte Annahme ihre 
Itechtfertigung. 

Fiir dle Frequenz v der DE-BROGLIE-Wellen wollen wir nach DE BROGLIE in 
Anlehnung an die experimentell so gut bestatigte "BoHRsche Frequenzbedin
gung"2 (vgl. § 59, 1) den Ansatz machen: 

E 
v = h' (6) 

Aus (5) und (6) folgt fur die Geschwindigkeit c der DE-BRoGLIE-Wellen: 
E E 

c = v A. = P = V 2 m (E _ U) (7) 

Bewegt sich das Teilchen in einem Kraftfelde mit dem Potential U (x, y, z), 
dann ist c nach (7) eine Funktion des Ortes; ein Kraftfeld verhalt sich also fur 
die Fortpflanzung der DE-BROGLIE-Wellen wie ein inhomogenes Medium. Be
zeichnet man, wie in der Optik, das Verhaltnis der Wellengeschwindigkeit im 
leeren Itaum zu der an e.iner bestimmten Stelle des Mediums als den "Brechungs
quotienten" n des Mediums an der betreffenden Stelle (§ 49,2.), dann gilt fiir die 
DE-BRoGLIE-Wellen, da hier an Stelle des "leeren Itaumes" sinngemaB U = 0 
zu setzen ist, gemaB (7) das Brechungsgesetz 

- c(U=O) _ VE U - Vl-~ (8) n - c (U) - E - E· 

3. Die Schrodingersche Wellengleichung fiir einen einzigen Massenpunkt. 
In § 14, 2. haben wir gezeigt, daB die Eikonalgleichung aus der Amplituden
gleichung hergeleitet werden kann in dem Grenzfalle, wo die Amplituden der 
Wellen sich in Dimensionen von der GroBenordnung der Wellenlange nicht 
merklich verandern; die Eikonalgleichung geniigt demnach zur mathematischen 
Beschreibung der Wellenvorgange in Dimensionen, die groB gegen die Wellenlange 
sind. Der entscheidende .Gedanke der Wellenmechanik besteht darin, auch die 
Beschreibung der mechanischen Vorgange durch die NEWToNsche Mechanik, 
die ihren Ausdruck in der IlAMILToN-JAooBISchen Gleichung findet, als einen 
Grenzfall anzusehen, der dann realisiert ist, wenn die Dimensionen, in denen sich 
die Bewegung abspielt, groB gegen die DE-BROGLIEsche Wellenlange (5) sind. 
Einsetzen numerischer Werte in die Gleichung (5) zeigt nun in der Tat sogleich, 
daB diese Bedingung fiir alle makro8kopi8chen V organge erfiillt ist, daB da
gegen in atomaren Dimensionen die Bedingung nicht mehr befriedigt wird. 

Es gilt nun, fiir die Behandlung von Problemen der Atommechanik eine 
Differentialgleichung aufzustellen, die sich zur lIAM:n.ToN -J AOoBIschen Gleichung 
(1) so verhalt wie die Amplitudengleichung der Wellenkinematik zur Eikonal
gleichung. Man gewinnt sie nach SOHRODINGER, indem man einfach in die Glei-

chung (2) § 14 fur : = 2t aus der Beziehung (5) einsetzt: 
8:n;2m 

Ll1JI + -h-2 - (E - U) 1JI = O. (9) 

Die Differentialgleichung (9) wird als "SOHRODINGERBche W ellengleichung" 
oder kurz "Schrodingergleichung" fiir den einzelnen Massenpunkt bezeichnet, 
obzwar sie eigentlich keine "Wellengleichung", sondern eine Amplitudengleichung 
ist. Die im allgemeinen komplexeAmplitudenfunktion 1JI heillt die "SOHRODINGER-
8Cke Wellenfunktion" oder auch kurz die "SchrOdingerfunktion". 

1 Vgl. "Exp.-Physik" § 115. 
2 Vgl . .,Exp.-Physik" §§ 114 und 147. 
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4. Die Losung der Wellengleichung. Ein gegebenes atommechanisches Problem 
behandeln heillt beigegebenerPotentialfunktion U (x, y, z) Losungen der Wellen
gleichung (9) suchen, die bestimmten, auferlegten Bedingungen genugen. Bei den 
meisten der im folgenden Paragraphen behandelten Probleme sind Begrenzungen 
im Endlichen, an denen bestimmte Randbedingungen vorgeschrieben sind, nicht 
vorhanden. Statt dessen verlangen wir sinngemaB, daB 1p im Unendlichen in 
genugend hoher Ordnung verschwinde. In Anbetracht des Umstandes, daB 1p 
die Bedeutung einer Wellenamplitude hat, werden wir weiter verlangen, daB es 
im Endlichen uberall regular und eine eindeutige Funktion der Koordinaten sei. 
Gerade diese letzte Forderung ist, wie wir noch sehen werden, von fundamentaler 
Bedeutung. 

Wie in § 13, 3. gezeigt wurde, ist es im allgemeinen nicht moglich, diesen 
Bedingungen geniigende Losungen 1p fiir jeden Wert der in die Gleichung (9) 
als Parameter eingehenden Energiekonstanten E zu finden, sondern nur fUr 
diskrete Werte E., die Eigenwerte dieser Gleichung, die wir mit den BOHRSchen 
ausgezeichneten Energiewerten identifizieren. Die zugehorigen Eigenfunktionen 
1pi reprasentieren die stationaren Bahnen der BOHRSchen bzw. die stehenden 
Wellen der DE BROGLIESchen Theorie. Die konjugiert komplexen Werte der 1p. 
bezeichnen wir mit 1p.*. 

Wegen der oben formulierten Bedingungen fiir das Unendliche bleiben die 

uber den ganzen Raum erstreckten Integrale I I I 1pi 1pi* d V endlich. Da wegen 
der Homogenitat der Gleichung (9) jede Eigenfunktion noch mit einer be
liebigen Konstanten multipliziert werden kann, ohne die Eigenschaft zu ver
lieren, eine Losung dieser Gleichung zu bilden, konnen wir durch geeignete Wahl 
dieser Konstanten die 1pi stets so normieren, daB fur aIle i gilt: 

I I i 1pi1pi* d V = 1. (10) 

1m folgenden wollen wir uns diese N ormierung stets durchgefiihrt denken. 
Wir wollen nun zeigen, daB wegen der gleichen Bedingungen im Unendlichen 

die EigenwerteE. stets reell sein mussen. Bildet man namlich die zu der Gleichung 
(9) zugehOrige konjugiert komplexe 

Ll1p*+ 8~:m (E*- U) 1p* = 0, (11) 

so folgt aus (9) und (II) durch Multiplikation mit 1p* bzw. 1p 

8n2 m 
1p Ll1p* -'1p* Ll1p = --w:- (E - E*) 1p 1p*. (12) 

Setzt man hierin fiir 1p einen der Eigenwerte 1pi ein und integriert auf beiden 
Seiten der Gleichung uber den ganzen Raum, dann erhalt man wegen (10) 

\ II 8n2 m 
))) (1pi Ll1p;*-1pi* Ll1pi) d V = ~ (E i - Ei*)' (13) 

Die linke Seite der Gleichung (13) verschwindet wegen der erwahnten Bedingungen 
nach dem GREENschen Satz (37) § 6, und daher muB Ei = Ei*' d. h. Ef, reell 
sein, wie behauptet wurde. Dieses Resultat ist von groBter Wichtigkeit, denn nur 
unter dieser Bedingung konnen die Eigenwerte E i als ausgezeichnete Energie
stufen angesehen werden. 

Setzen wir in (9) eine Eigenfunktion 1p. und in (11) eine zu einem anderen 
Eigenwerte gehOrige Eigenfunktion 1pk ein, so erhalten wir analog' zu (12) mit 
Benutzung des eben bewiesenen Resultates 

,{ * * A _ 8n2 m (E E) * 1pi LJ 1pk - 1pk LJ 1pi - ~ i - k 1pi 1pk . (14) 
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Integriert man auch hier wieder auf beiden Seiten tiber den ganzen Raum, so 
verschwindet die linke Seite wieder nach dem GREENschen Satz, und man erhalt 
fiir aIle i ~ k 

(15) 

Zwei Funktionen, die der Bedingung (15) gentigen, werden gewohnlich als "ortho
gonal" bezeichnet. Wir haben also gefunden, daB die zu verschiedenen Eigen
werten gehorigen Eigenfunktionen der Schrodingergleichung paarweise zuein
ander orthogonal sind. 

Gehoren zu einem Eigenwerte mehrere Eigenfunktionen, ist er also "entartet" 
(vgl. § 13, 4.), dann gilt fiir sie, wie man aus (14) sieht, die Orthogonalitats
bedingung (15) nicht. 

Urn eine anschauliche Vorstellung davon zu erhalten, was die Eindeutigkeits
forderung ftir die Wellenfunktion tp bedeutet, wollen wir sie in die Sprache der 
NEWToNschen Mechanik tibersetzen. Wir kntipfen zu diesem Zwecke an die durch 
die Gleichung (3) ausgedrtickte Beziehung zwischen der Wirkungsfunktion und 
dem Eikonal an. Da S die Bedeutung einer Wellenphase hat, heiBt offenbar Ein
deutigkeit von S, daB es sich auf einem geschlossenen Wege nur urn ein ganz
zahliges Vielfaches von 2 J1; andern dar£. Nach (3) andert sich dabei W urn ein 
ganzzahliges Vielfaches von h. 

Durchlauft also das Massenteilchen in der Ausdrucksweise der klassischen 
Mechanik eine geschlossene Bahn, so solI dabei das tiber die Umlaufszeit erstreckte 
Wirkungsintegral (37) § 18 ein ganzzahliges Vielfaches von h sein. Dies ist nun 
in der Tat ftir den einfachsten Fall einer rein periodischen Bewegung eines Elek
trons im Atom die BOHRsche Quantenbedingung der alteren Quantentheorie 
in der Formulierung von SOMMERFELD. 

5. Die statistische Deutung der Eigenfunktionen. Die Tatsache, daB es DE
BROGLIE-Wellen gibt und daB die Atommechanik von einer Wellengleichung be
herrscht wird, steht mit der Vorstellung bewegter Partikel im Sinne der NEWTON
schen Mechanik in krassem Widerspruch. Beide Vorstellungen lassen sich nur 
dann vereinigen, wenn man, wie in § 2, 5. bereits angedeutet wurde, annimmt, 
daB die Wellengleichung nicht die Bewegung eines Einzelteilchens, sondern die 
einer Schar gleichartiger Teilchen beschreibt. Man wird dann plausiblerweise 
die relative Haufigkeit, mit der man Teilchen der Schar an einer bestimmten 
Raumstelle antrifft, mit der "Intensitat" der Welle an der betreffenden Stelle 
identifizieren, d. h. sie wie bei einer elastischen Welle (§ 24, 4.) dem Quadrat 
der reellen Amplitude oder nach Formel (3) § 14 dem Ausdruck a2 = Itpl2 = tp . tp* 
proportional setzen. 

Diesem Gedankengange folgend, mussen wir sagen, daB der Bewegung des 
Einzelpartikels in der Quantenmechanik keine anschauliche Bedeutung zukommt, 
wie schon im § 2 auseinandergesetzt wurde. Die Grundgleichung (9) sagt nichts 
tiber die Lage des Teilchens zu einer bestimmten Zeit aus, sondern gibt nur die 
"Wahrscheinlichkeit" dafUr an, das Teilchen in einem beliebig herausgegriffenen 
Zeitpunkt an einer bestimmten Raumstelle aufzufinden. Genauer gesagt: Definiert 
man im Sinne von § 17, 5. eine "Wahrscheinlichkeitsdichte" ill (x, y, z) fUr den 
Aufenthalt des Teilchens im Raumpunkte (x, y, z), dann wird der Zusammen
hang zwischen der Wahrscheinlichkeitsdichte illi (x, y, z) fUr den i-ten Quanten
zustand und der zugehorigen Eigenfunktion tpi (x, y, z) durch die Gleichung 

illi (x, y, z) = Itpi (x, y, Z)12 = tpi (x, y, z) . tpi*(X, y, z) (16) 

ausgedriickt, die, wie man unmittelbar sieht, wegen der Gultigkeit der Nor
mierungsbedingung (10) auch die Bedingung (37) § 17 erfullt, der jede Wahrschein-
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lichkeitsfunktion gehorchen muB. ZweckmaBigerweise bezeichnet man die zu 
tvi nach (16) zugehOrige Funktion 1jJi selbst als "W ahrsckeinlickkeitsamplitude". 

GemaB (16) kann man die Mittelwerte der Koordinaten des Massenpunktes 
in den einzeInen Quantenzustanden mit Benutzung der Formel (39) § 17 wie 
folgt berechnen: 

Xi = ~ I I X1jJi1jJi*dV, Yi = I I I Y1jJi1jJi*dV, Zi = I ~ I z1jJi1jJldV. (17) 

Denkt man sich die Masse des Massenpunktes entsprechend einer Dichtefunktion 
f!i (x, y, z) = mtvi (x, y, z) (IS) 

kontinuierlich im Raume "verschmiert", dann liefern die Gleichungen (17) in 
Verbindung mit (16) und (IS), wie man durch Vergleich mit den FormeIn (S) 
§ 20 erkennt, die Koordinaten des Schwerpunktes dieser Massenverteilung. 

6. Koordinaten- und Energiematrix. Es liegt nahe, in Erweiterung der For
meIn (17) fiir jedes Paar von Eigenwerten Ei und Ek die GroBen 

Xik = ~ I I X 1jJi 1jJk*dV, Yik = I I I Y1jJi1jJk*dV, Zik = 1 I I Z1jJi1jJk*dV (19) 

zu definieren, die fiir i = k in (17) iibergehen. Sie konnen aIs die Elemente von 
unendlichen Matrizen 00, y, z aufgefaBt werden, die wir aIs "Koordinatenmatrizen" 
bezeichnen. Sie haben, wie man aus den FormeIn (19) unmittelbar ersieht, die 
Eigenschaft, daB bei Vertauschung der beiden Indizes i und k jedes ihrer Elemente 
in seinen konjugiert komplexen Wert iibergeht, so daB also gilt: 

Xki = Xik*' Yki = Yik*' Zki = Zik*' (20) 

Eine Matrix, die die durch die FormeIn (20) ausgedriickte Eigenschaft hat, daB die 
zur Diagonale symmetrischen Glieder zueinander konjugiert komplex sind, die 
Diagonalglieder selbst reell, heillt eine "IlEBMITEBcke Matrix". Die Koordinaten
matrizen sind also HEBMITESche Matrizen. 

Ahnlich kann man, wiederum mit Benutzung der Formel (39) § 17, zu jeder 
Funktion t (x, y, z) der Koordinaten eine unendliche Matrix I herstellen, deren 
Elemente tik definiert sind durch: 

(21) 

Es leuchtet ein, daB sich durch makroskopische Experimente eine Messung 
der 1jJi bzw. der tvi nicht durchfiihren laBt, daB vielmehr nur Mittelwerte von 
Koordinatenfunktionen der in den Atomen sich bewegenden Elektronen von 
dem Makrobeobachter erfaBt werden konnen. Anderseits zeigt die Erfahrung 
(vgl. §5, 2. und § 59, 2.), daB die durch das Experiment bestimmbaren GroBen 
(beispieIsweise Schwingungszahl, Intensitat und Polarisationszustand der aus
gesandten Spektrallinien) den Charakter von unendlichen Matrizen haben1. 

Als solche haben wir die Koordinatenmatrizen (17) und (19), allgemeiner die 
Matrizen I kennengelernt, aus denen wir durch die im § 5 entwickelten 
Rechenoperationen weitere Matrizen bilden konnen. Hierzu kommt noch die 
"Energiematrix" , da wir nach Formel (4) § 5 die Gesamtheit der Eigenwerte Ei 
als unendliche Diagonalmatrix E in der Gestalt 

(
El' 0, 0, ... ) 

E = 0, E2, 0, .. . 
0,0, E 3, • •• 

(22) 

schreiben konnen. Wir vermuten daher, daB zwischen diesen Matrizen und den 
beobachtbaren GroBen ein enger Zusammenhang besteht. Dies ist in der Tat der 

1 Vgl. "Exp .. Physik", Kap. XXXV und XXXVI. 
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Fall, wovon in Kapitel XXI noch ausfiihrlich die Rede sein wird. In der unter 
1. erwahnten HEISENBERGSchen Quantenmechanik spielen die Matrizen (22) 
die Rolle der Energie und die Koordinatenmatrizen (15) und (17) die Rolle der 
Koordinaten der NEWToNschen Mechanik, denen entsprechende Matrizen fUr 
die Impulse zur Seite treten. 

7. Die Wellengleichung fUr ein System von Massenpunkten. Um die Wellen
gleichung fiir ein System von N Massenpunkten zu erhalten, kniipfen wir wieder 
an die tJberlegungen von § 18, 5. an, miissen nunmehr aber von der allgemeinen, 
fiir 3 N Koordinaten giiltigen Gleichung (36) § 18 ausgehen. Beschranken wir 
uns auf den Fall, daB alle Massenpunkte die gleiche Masse m haben (daB z. B. alle 
Massenpunkte Elektronen sind), dann haben wir statt (1) zu setzen 

N 

Z {(~)2 + (~)2 + (~)2} = 2 m (E -U) = 2mL, (23) 
8~ 8~ 8~ . 

n=l 

worili Xn, Yn' zn die rechtwinkeligen Koordinaten des n-ten Massenpunktes und 
E, U, L die Gesamtenergie, die gesamte potentielle bzw. die gesamte kinetische 
Energie des Systems bedeuten. 

Der tJbergang von der HAMILTON-JAcoBISchen Gleichung (23) zu der ent
sprechenden Wellengleichung vollzieht sich genau so wie unter 3.; wir brauchen 
bloB den Differentialoperator LI in der Gleichung (9) durch die Summe der ent
sprechenden Operatoren LIn 

82 82 . 82 

LIn = 8 X 2 + 8y 2 + ~ n n n 
(24) 

zuersetzen und erhalten fiir lJf (Xl' YI' Zl' X2, Y2' ~, ... ,XN, YN, ZN) die Differential-
gleichung N 

'\' 8n2 m 
~ LIn lJf +---xz- (E-U) lJf =0. (25) 

tJber die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Gleichung (25) gelten alle 
friiheren tJberlegungen, ferner in sinngemaBer tJbertragung alles, was unter 5. 
iiber die statistische Deutung der Wellenfunktion ausgefiihrt wurde. Zu beachten 
ist jedoch, daB lJf nun nicht mehr als Amplitude von DE-BRoGLIE-Wellen im drei
dimensionalen Raum aufgefaBt werden kann, vielmehr zu einem Wellenvorgang 
gehort, der sich in einem 3 N-dimensionalen "q-Raum" (vgl. § 18, 5.) abspielt. 

8. Die Massenpunkte iiben aufeinander keine Kriifte aus. Der einfachste 
Fall, der sich fiir die Anwendung der Wellengleichung (25) bietet, liegt dann vor, 
wenn die Massenpunkte aufeinander keine Krafte ausiiben, so daB die potentielle 
Energie U des Systems als Summe der potentiellen Energien U (n) = U (x", y", zn) 
der einzelnen Massenpunkte in bezug auf das auBere Kraftfeld angesetzt werden 
kann. Die Gesamtenergie E ist ferner gleich der Summe der Energien E(n) der 
einzelnen Massenpunkte, die wahrend des Ablaufes der Bewegung einzeln kon
stant bleiben. 

Wir konnen dann die Gleichung (25) lOsen, indem wir lJf in der Form 

lJf (Xl' YI' Zl' ... , XN, YN, ZN) = 

= "PI (Xl' YI' Zl) . "P2 (X2' Y2' ~) •.• "Pn (XN' YN, ZN) = D"Pn (n) (26) 
n 

ansetzen. Dividiert man (25) durch lJf und setzt aus (26) ein, so erhalt man 
N 

'\' { LlnV'n(n) +~n2m [E (n) _ U (n)]} = o. 
~ t V'n(n) h2 
n=l 

(27) 
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Da das note Glied dieser Summe nur von den Koordinaten des n-ten Massen
punktes abhangt, kann die Gleichung (27) nur dann erfiillt sein, wenn jedes 
einzelne Glied derSumme verschwindet, d. h. wenn die N Gleichungen 

8:n;2m 
Lin 1jJ (n) + ~ [E (n) -U (n)] 1jJ (n) = 0 (28) 

erfiillt sind, worin wir den Index n von 1jJ weggelassen haben, da sie aIle unter
einander gleich und mit der Gleichung (9) fiir den einzelnen Massenpunkt 
identisch sind. 

Nennen wir wie fmher die Eigenwerte der Gleichungen (28) Ei und die zu
gehorigen Eigenfunktionen 1jJi' dann erbalten wir samtliche Eigenwerte von (25) 
oder samtliche Energiezustande E; des Gesamtsystems, wenn wir in beliebiger 
Weise den Einzelteilchen mit der Nummer n die Quantenzahlen i zuordnen, also 

setzen Ei = .2: Ei (n). (29) 

Aus (26) erhalten wir die zugehfuigen Eigenfunktionen Pi des Gesamt-

systems gemaB P j = D1jJi (n). (30) 

n 

Da sich bei gegebenem Ei die Zuordnung der i zu den n in (29) in sehr ver
schiedener Weise vornehmen laBt, sind dem Eigenwert E; nach (30) mehrere, 
voneinander verschiedene Eigenfunktionen zugeordnet; die Eigenwerte sind also 
.,entartet". Nennen wir die zu E j gehorigen Eigenfunktionen Pi.' Pi" •.• dann 
ist wegen der Linearitat der Gleichung (25) aucb jede Linearkombination dieser 
Funktionen mit beliebigen konstauten Koeffizienten Cl'~' • • • eine Losung, so 
daB wir als allgemeinste zu dem Energiezustand Ei zugehorige Wellenfunktion 
schreiben konnen: Pi = C1 P il + ~ Pis + . . . (31) 

Wir nennen eine Eigenfunktion (31) ,,8ymmetri8ch" in den Koordinaten, 
wenn sie bei Vertauschung zweier oder mehrerer Indizes n unverandert bleibt, 
und "anti8ymmetri8ch", wenn sie bei Vertauschung zweier Indizes ihr Vorzeichen 
umkebrt. 

Beschranken wir uns auf den Fall zweier Teilchen, dann gibt es fiir die beiden 
Quantenzahlen i und k nur die zwei Moglichkeiten 

E; = Ei (1) + Ek (2) und E, = Ek (1) + Ei (2) 

und daher hat Pi nach (30) und (31) die Gestalt 

P j = C1 1jJ; (1) 1jJk (2) + ~ 1jJk (1) 1jJi (2). (32) 

Man sieht, daB Pi dann symmetrisch sein wird, wenn C1 = ~ ist und antisym
metrisch, wenn C1 = - ~ ist; wir erhalten also in diesem FaIle bis auf eine will
kiirliche Konstante einfach 

Pi (symm.) = 1jJi (1) 1jJk (2) + 1jJk (1) 1jJi (2) } 

Pi (antisymm.) = 1jJi (1) 1jJk (2) - 1jJk (1) 1jJi (2) 
(33) 

Man sieht, daB P (antisymm.) verschwindet, wenn i = kist. Dies gilt, wie 
sich leicht zeigen laBt, auch im FaIle beliebig vieler Massenpunkte. Ist also die 
zu einem System gleicher Massenpunkte zugehOrige Eigenfunktion antisym
metrisch, dann konnen sich darin keine zwei Teilchen im gleichen Quantenzustand 
befinden. 

Das sogenannte "Pauliprinzip", das aussagt, daB die im Verbande eines Atoms 
befindlichen Elektronen stets samtlich in verschiedenen Quantenzustanden 
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sein miissenl , kann also durch die Aussage ersetzt werden, daB die Eigenfunktion 
dieses Systems stets antisymmetrisch ist. 

Uben die Teilchen aufeinander Krafte aus, dann ist die oben durchgefiihrte 
Zerspaltung der Wellengleichung (25) nicht mehr moglich und die Entartung ist 
aufgehoben. Die Losung des Problems ist dann im allgemeinen wesentlieh kom
plizierter. 

§ 30. Quanten- (Wellen-) Mechanik nicht konservativer Systeme. 

1. Die zeitabhangige Schrodingergleichung. Wahrend wir uns im § 29 auf 
die Betrachtung von konservativen Systemen beschrankten und dementsprechend 
auf die quantenmeehanisehe Behandlung der stationaren Zustande, wollen wir 
in diesem Paragraphen versuehen, eine Differentialgleichung zur Behandlung 
von quantenmeehanischen Problemen abzuleiten, die auch dann giiltig ist, wenn 
die auf den Massenpunkt wirkenden Krafte explizite von der Zeit abhangen, so 
daB U eine Funktion von x, y, z und t ist. Das betracbtete System ist in diesem 
Falle nicht konservativ und die gesuehte Differentialgleichung darf daber die 
Energiekonstante nieht enthalten. Dies laBt sieh erreieben, wenn man in Um
kehrung des Gedankenganges von § 13, 3., wo fUr eine harmonisehe Wel1e aus 
der allgemeinen Wellengleiehung eine Amplitudengleiehung gewonnen worden 
war, hier von der Amplitudengleichung (9) § 29 zu einer allgemeinen Wellen
gleichung zu gelangen sueht. 

Wir definieren in Anlehnung an den Satz (14) § 13 mit Benutzung von (6) § 29 
eine zeitabhangige Wellenfunktion cp gemaB 

2ni E t 
cp (x, y, z, t) = e2niv.t.1p (x, y, z) = e h . 1p (x, y, z), (1) 

woraus durch Differentiation nach der Zeit folgt 

8cp 2ni 
-8t = -h- E .cp. (2) 

~E.t 
Aus der Gleichung (9) § 29 folgt ferner dureh Multiplikation mit e h 

8n2 m 
Ll cp + -h-2 - (E - U) cp = O. (3) 

Eliminiert man nun aus (2) und (3) den Energieparameter E, so ergibt sich die 
Differentialgleiehung 

(4) 

die als die "zeitabhangige Schrodingergleichung" bezeiehnet wird. 
2. Die Losung der Zeitgleichung. Um eine eindeutige Losung cp (x, y, z, t) 

der Wellengleicbung (4) zu erhalten, ist auBer der Angabe der Randbedingungen 
gemaB § 29, 4. auch noeh die Angabe der entsprechenden Anfangsbedingungen 
erfot'derlieh. 

Wir zeigen zunaehst, da B sich ebenso wie 1p aueh cp stets so normieren laBt, 
daB die Bedingung 

(5) 

fUr alle Zeiten erfiillt ist. Wir bilden zu diesem Zweeke die zu (4) konjugiert 
komplexe Gleiehung h" * h2 

vcp -U * Ll * - 2 n i at - cp - 8 n 2 m cp. (6) 

1 Beziiglich der empirischen Begriindung dieses Prinzipes auf Grund der Syste
matik der Linienspektren vgl. "Exp.-Physik", § 147. 
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Multipliziert man (4) auf beiden Seiten mit cp*, (6) mit cp und subtrahiert, so 
erhalt man h o. h2 

2ni Tt(CPCP*)=8n2m (cpilcp*_ocp*ilcp). (7) 

Integriert man auf beiden Seiten der Gleichung (7) uber den ganzen Raum, 
so verschwindet, wie in § 29,4., die rechte Seite nach dem GREENschen Satz 
(37) § 6 wegen der der Funktion cp auferlegten Bedingungen; die zeitliche 
Ableitung des Ausdruckes auf der linken Seite von (5) ist also gleich Null. Da 
man nun wegen der Homogenitat der Differentialgleichung (4) in irgendeinem 
Zeitpunkte, z. B. t = 0, die Bedingung (5) sicher erfiillen kann, folgt, daB sie dann 
fur alle Zeiten erfiillt bleibt. Es laBt sich also, wie behauptet wurde, cp stets der 
Bedingung (5) gemaB normieren. 

Fur einen gegebenen Zeitpunkt t kann man wegen der Linearitat der Wellen
gleichung (4) eine allgemeine Losung stets durch lineare Kombination von Losun· 
gen der Form (1) zusammensetzen, wenn man darin die Eigenwerte und Eigen
funktionen der entsprechenden Amplitudengleichung einsetzt: 

00 2Jt:i Ekt 
cp = ICk e h 'tfJk (x, y, z). (8) 

£=1 

Umgekehrt laBt sich in Verallgemeinerung des FouRIERschen Satzes zeigen, daB 
sich jede Losung von (4), die bestimmten, sehr allgemeinen Bedingungen ent
spricht, in eine Reihe nach den Eigenfunktionen 'tfJk gemaB (8) entwickeln laBt. 

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (10) § 29, (15) § 29 und (5) folgt 
aus (8) durch Multiplikation mit cp* und Integration uber den ganzen Raum: 

00 00 

= ICl,;C Ic* = Ilcl,;?= 1. (9) 
£=1 k=1 

Die Summe der Normen der Koeffizienten Ck in der Entwicklung (8) ist also 
stets gleich Eins. 

Geht man von einem durch den Eigenwert Ei und die zugehorige Eigen
funktion 'tfJi gekennzeichneten Anfangszustand aus, so wird unter der Ein
wirkung gegebener auBerer Krafte, also bei gegebener Funktion U (x, y, z, t), 
zur Zeit t eine Losung cp gehOren, die nach (8) entwickelt im allgemeinen fiir die 
Entwicklungskoeffizienten von Null verschiedene Werte Cilc (t) liefert. GemaB (9) 
muB dabei stets die Bedingung erfiillt sein: 

I ICik (t)12 = 1. 
£ 

(10) 

3. Die statistische Deutung der Losung. Wegen der Erfiillbarkeit der Bedingung 
(5) fiir die zeitabhangige Wellenfunktion ist die Moglichkeit gegeben, in Erwei. 
terung der Uberlegungen von § 29, 5. fiir das allgemeine, zeitabhangige Problem 
die Wahrscheinlichkeitsdichte \1:) (x, y, z, t) fiir den Aufenthalt eines Teilchens 
zur Zeit tim Raumpunkte x, y, z mit der Wellenfunktion cp in der Form 

\1:) (x, y, z, t) = Icp (x, y, Z, t)12 = cp (x, y, z, t) cp* (x, y, z, t) (11) 

in Verbindung zu bringen. 



188 Atommechanik. 

Weill man, daB sich das System in einem stationaren Zustand mit der Quanten
zahl k befindet, dann hat man in (ll) gemaB (1) einzusetzen und erhalt 

2,d E t 2"i 
h k - -h- Ek t * * 12) tv (x, y, z) = e '/fJk (x, y, z) . e '/fJk (x, y, z) = '/fJk • '/fJk ( 

in Ubereinstimmung mit der Formel (16) § 29. 
In dem allgemeinen Fall, wo tiber den Quantenzustand, in dem sich das 

System zur Zeit t befindet, nichts bekannt ist, hat man cp gemaB der Entwicklung 
(8) anzusetzen. Man wird dann wegen der Giiltigkeit der Gleichung (9) die GroBen 
ICkl2 als die Wahrscheinlichkeiten dafiir anzusehen haben, daB sich das System 
in den entsprechenden Quantenzustanden befindet, da die Summe dieser Wahr
scheinlichkeiten gleich Eins sein muB. Wie man sieht, setzt sich die Wahrschein
lichkeitsamplitude cp additiv aus 'den Wahrscheinlichkeitsamplituden der ein
zelnen Quantenzustii.nde zusammen. 

1st es bekannt, daB sich das System zur Zeit Null im Quantenzustand i be
findet, dann wird man bei wiederholter Ausfiihrung des gleichen Versuches (d. h. 
bei gleichbleibenden ii.uBeren Bedingungen) das System zur Zeit t mit den rela
tiven Haufigkeiten ICik (t)12 in den durch die Quantenzahlen k gekennzeichneten 
Zustii.nden auffinden. Die GroBen ICik (t)12 geben also ftir i ~ k die "Ubergangs
wahrscheinlichkeiten" aus dem Zustand i in den Zustand k wii.hrend der Zeit t an 
(vgl. § 15, 2.), d. h. die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB unter der Einwirkung 
der gegebenen ii.uBeren Krafte das System in der Zeit taus dem Zustand i in den 
Zustand k tibergeht. Analog geben die GroBen Icul2 die Wahrscheinlichkeiten 
dafiir an, daB das System trotz der Einwirkung der auBeren Krafte wahrend der 
Zeit t in den Quantenzustanden i verbleibt. 

Andert sich das ii.uBere Kraftfeld sehr langsam, d. h. erfahrt U in einer Zeit 
von der GroBenordnung der Periode hiE des Systems eine verschwindend 
kleine Anderung, dann wollen wir von einer "adiabatischen" Veranderung sprechen 
(die Erklarung fiir die Wahl gerade dieser Bezeichnung wird in § 36, 2. ge
geben). Es laBt sich zeigen, was hier nicht durchgefiihrt werden kann, daB bei 
einer solchen adiabatischen Anderung in der Matrix c (t) der Ubergangswahr
scheinlichkeiten alle Elemente mit zwei verschiedenen Indizes verschwinden, 
d. h. daB durch eine solche Veranderung keine Ubergii.nge von einem zu einem 
anderen Quantenzustand bewirkt werden. Die Energie des Systems andert sich 
aber hierbei stetig, da ja die Eigenwerte durch die Funktion U (x, y, z) bestimmt 
sind und diese noch von der Zeit abhangig ist. 

Besteht umgekehrt die Anderung des Kraftfeldes in einer sich tiber ein zeit
lich konstantes U tiberlagernden unregelmaBigen Storung, wobei die Storungs
periode von der gleichen GroBenordnung ist wie die Eigenperiode des ungestorten 
Systems, dann ii.ndern sich die Eigenwerte mit der Zeit nicht, wohl aber werden 
durch die Storungen Ubergange von einem zu einem anderen Quantenzustand 
ermoglicht. Fiir kurze Zeiten dt, die aber noch lang gegentiber der Storungsperiode 
sein sollen, wird man dann sicherlich die Ubergangswahrscheinlichkeiten zur 
Zeit proportional, die Matrix c (t) demnach in der Form w . dt ansetzen konnen, 
in der die Elemente Wik, die "Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit", 
von der Zeit unabhangig sind. 

Besonders wichtig ist der Fall, in dem die erwahnten Storungen durch "innere 
Krafte", d. h. durch die Wechselwirkung einzelner sich gegeneinander bewegender 
Teile des betrachteten Systems hervorgerufen werden. Es laBt sich zeigen, daB 
in diesem Falle die Wik mit den Elementen der im § 29,6. eingefiihrten Koordinaten
matrix in einfachem Zusammenhang stehen (vgl. auch § 59, 3.). Da die letzteren 
der Formel (20) § 29 gentigen und die W ik , ihrer Bedeutung entsprechend, reell 
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sind, folgt, daB fiir jedes Wertepaar i, k die Gleichungen Wik = Wki gelten; die 
Matrix w der "spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten" ist also symmetrisch. 

4. Die Bewegnng des Schwerpunktes. Auf Grund der Formel (9) k6nnen 
wir in Verallgemeinerung der Beziehungen (17) § 29 fiir die lVlittelwerte der Ko
ordinaten des Massenpunktes die Formeln 

x = ~ i) xcpcp*dV, (13) 

aufstellen. Auch hier kann man wieder X, y, z als die Koordinaten des Schwer
punktes einer Massenverteilung auffassen, die entsteht, wenn man sich die Masse 
des Massenpunktes gemaB der Dichtefunktion (ll) im Raume verschmiert denkt. 
Nennen wir t den Radiusvektor des Schwerpunktes, also den Vektor mit den 
Komponenten X, y, Z, dann gilt 

t = ~ ~ ) t cp cp*dV. (14) 

Da cp im allgemeinen auch von der Zeit abhangt, wird auch t von der Zeit 
abhangig sein, d. h. der Schwerpunkt wird sich im Raume bewegen. Wir wollen 
versuchen, das Bewegungsgesetz fiir diese Bewegung zu gewinnen. 

Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (7) mit 2 ~i x und integrieren 

liber den ganzen Raum, dann erhaIten wir mit Beriicksichtigung von (13) 

~; = :t ~~~XCPcp*dV= 4:hm ~~~(cpLlcp*-cp*Lfcp)XdV. (15) 

Auf Grund der Vektorlormel (22) § 6 k6nnen wir den Integranden des letzten 
Integrals wie folgt umformen: 

x (cp Ll cp*- cp* Ll cp) = div [(x cp) grad cp* - (xcp*) grad cp] - [grad (x cp) . gradcp*

- grad (xcp*) . grad cp] = div [(xcp) grad cp* - (xcp*) gradcp] - (cp aarp; -cp* ::). 

Das Volumenintegral iiber das erste Glied auf der rechteu Seite dieser Gleichung 
verschwindet nach dem GAussschen Satz (33) § 6 wegen der der Funktion cp im 
Unendlichen auferlegten Bedingungen, so daB nur das Integral iiber das zweite 
Glied iibrigbleibt, das in (15) eingesetzt ergibt 

(16) 

Differentiiert man die Gleichung (16) auf beiden Seiten nach t, so ergibt sich 
bei Vertauschung der Reibenfolge der Integration und der Differentiation 

d 2 x = ~ \ \ \ ~ ( * ~ _ 8 rp* ) d V. 
d t2 4 n m ) ) ) 8 t cp a x cp 8 x (17) 

Multipliziert man die Gleichung (4) mit 2~ . 8arp;, die Gleichung (6) mit 2~ . ~: 
und addiert, so ergibt sich 

i h ( 8 rp* 8 rp a rp 8 rp*) _ I U ( * a rp + a rp* ) 
4nm ~ax-TtifX - 2m cp ax CPifX-

h2 (Ll * 8 rp + Ll 8 rp* ) - 16 n2 m 2 cp ax cp ifX . (18) 

Differentiiert man ferner die Gleichung (4) nach x und muItipliziert mit 
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2~ .rp*, differentiiert ebenso die Gleichung (6) nach x und multipliziert mit 

2 ~ . rp und addiert, dann erhalt man 

ih (02rp 02rp*) 1 ( o(Urp) + O(Urp*»)+ 
4nm rp* oxot -rp oxot = - 2m rp* ox rp ox 

h2 (* 0 LI rp 0 LI rp*) 
+ 16n2 m 2 rp ----ax+rpax . (19) 

Die Addition der beiden Ausdriicke (18) und (19) liefert 

(20) 

Wir setzen aus (20) in das Integral auf der rechten Seite von (17) ein und 
finden 

d2a; _ 1 (U oU *dV+ h2 (((( *LI orp orp LI *)dV+ 
dt2 - - m J J fa"W-rprp 16n2 m2 J J J rp ali-ali rp 

h2 ( ( ( ( 0 rp* 0 rp* ) + 16n2 m 2 J J J rpLl8"X-8"X LI rp d V. (21) 

Auf die beiden letzten Integrale in (21) kann man wieder den GREENschen Satz, 
(37) § 6 anwenden und so wie frillier (unter 2.) beweisen, daB sie gleich Null sein 
mussen. Es gilt ferner auf Grund der Definition des Mittelwertes 

(22) 

Man erhiilt also schlieBlich, wenn man die gleichen Rechnungen auch auf 
die beiden anderen Koordinaten anwendet, die drei Gleichungen 

d2 iii (au) d2y (au) d2z (au) m (W = - 8"X ' m dt2 = - --ay , m dt2 = - --;)i"" , (23) 

die man mit Benutzung von (14) und (31) § 18 als Vektorgleichung wie folgt 

zusammenfassen kann: mt = _ (grad U) = f, (24) 

worin f den resultierenden Kraftvektor fUr die kontinuierlich gedachte Massen
verteilung bedeutet. 

Die Formel (24) ist, wie man sieht, identisch mit der fUr die Bewegung des 
Schwerpunktes eines Massensystems geltenden Gleichung (14) § 18 der NEWTON
schen Mechanik. In die Sprache der Statistik ubertragen, laBt sich unser Ergebnis 
demnach in der Form des folgenden wichtigen, von EHRENFEST herriihrenden 
Satzes aussprechen, der die Briicke zwischen der NEWTONschen und der Quanten
mechanik schlagt: Bewegt sich ein Massenpunkt unter der Wirkung gegebener 
auBerer Krafte, so laBt sich uber den Ablauf dieser Bewegung, d. h. die Ab
hiingigkeit der Lage des Massenpunktes als Funktion der Zeit im Einzelexperi
ment aus der Quantenmechanik keine Aussage machen; wiederholt man aber 
den gleichen Versuch sehr oft, dann gilt im Versuchskollektiv fUr den Mittel
wert der Lagekoordinaten als Funktion der Zeit exakt die Bewegungsgleichung (1) 
§ 18 der NEWToNschen Mechanik. 

5. Fortschreitende De Broglie-Wellen; Wellenpakete. 1st die auf einen Massen
punkt wirkende Kraft gleich Null und liegen keine Randbedingungen im End-
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lichen vor, dann ist U in der Amplitudengleichung (9) § 29 eine Konstante. Wir 
versuchen eine Losung durch den Ansatz 

1jJ =ae- 2",i1l*(xllosa+YllosP+ZllosrJ (25) 

zu gewinnen, worin a, "*, ex, p, y Konstanten sind. 
Aus (25) folgt durch zweimalige Differentiation nach den Koordinaten 

Ll1jJ = 1jJ (2 n i ,,*)2 (cos2 ex + cos2 p + cos2y) = - 4 n 2 ,,*2. 1jJ. 

Setzt man diesen Ausdruck in die Amplitudengleichung ein, so wird sie in der 
Tat befriedigt, wenn die Gleichung 

8:n;2m 
_4n2 ,,*2 +h2-(E-U) = 0 

erfiillt ist, d. h. wenn,,* die Gleichung (5) § 29 erfiillt. Man sieht, daB in diesem 
FaIle jeder Wert von E zu einer Losung fuhrt, daB also das "Eigenwertspektrum" 
hier "kontinuierlich" ist. Da ferner zu jedem Wert von E Losungen von der Form 
(25) mit beliebigen Werten von ex, p, y gehoren, haben wir es hier mit entarteten 
Eigenwerten zu tun. 

Aus (25) gewinnen wir entsprechende Losungen der Wellengleichung (4) mit
tels des Ansatzes (1) und der Beziehungen (6) § 29 und (3) § 12: 

2:i E.t an£rvt-V*(Xllosa+ycosP+zcosr)]} 
q;=e .1jJ=a.e . 

(26) 
2 ni (vt- xcosa+yoosp+ ZOOSi' ) 

=ae 1.. 

1st E - U> 0, dann ist wegen (5) § 29 A. in dem Ausdruck (26) reell. Wir 
haben es also, wie man durch Vergleich mit der allgemeinen Darstellung (4) 
§ 13 erkennt, mit einer DE BROGLIE8Chen Planwelle zu tun, die sich mit der 
Frequenz ", der Wellenlange A. und der Geschwindigkeit c in einer Richtung 
fortpflanzt, die mit den Koordinatenachsen die Winkel ex, p, y einschlieBt. 

1st E - U < 0, ein Fall, der, wie wir spater noch sehen werden, ebenfalls 
von praktischer Bedeutung ist, dann sind v* und A. imaginar .. 1jJ andert sich hier 
nicht wie oben periodisch, sondern monoton mit x, y, z. Schreitet man in der 
Richtung ex, p, y um ein Stuck b vor, dann andert sich nach (26) q;q;* um den 
Faktor e± 4 n 1'11*1 b. 

GemaB der der Wellenmechanik zugrunde liegenden optisch-mechanischen 
Analogie gebOrt die DE BROGLIE-Welle (26) mit L = E - U> 0 zu einer gerad
linigen und gleichformigen Partikelbewegung in der Richtung der Wellennormalen 
der Welle, wobei die Energie E mit der Frequenz" durch die Beziehung (6) 
§ 29 verknupft ist. Ebenso wie in der NEWToNschen Mechanik erfolgt also auch 
in der Quantenmeehanik beim Fehlen auBerer Krafte die Bewegung eines 
Massenpunktes mit konstanter Gesehwindigkeit bzw. konstanter kinetischer 
Energie. 

Wahrend jedoeh dort die Bewegung dureh Beobachtung der Lage des Massen
punktes als Funktion der Zeit verfolgt werden kann, ergibt sieh hier ffir die 
Wahrseheinlichkeitsdiehte \t) (x, y, z, t) naeh (ll) und (26) 

(27) 

Das bedeutet. daB die Wahrseheinliehkeit dafUr, das Teilchen zur Zeit t in irgend
einem Raumpunkte anzutreffen, fUr aIle Raumpunkte gleieh groB, und zwar, 
wenn wir noeh die Bedingung (5) beriieksiehtigen, verschwindend klein ist. Es 
laBt sieh also in diesem FaIle uberhaupt niehts uber die Bewegung des Teilehens 
aussagen. Dies wird sofort verstandlich, wenn man bedenkt, daB eine solehe 
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Feststellung nur durch eine Beobachtung des Teilchens moglich ware, die (vgI. 
§ 2,5.) nicht ohne eine Energieanderung des zu beobachtenden Teilchens vor 
sicb gehen kann, im Widerspruch zu der Annahme, daB auBere Krafte nicht 
wirken, die Energie also konstant bleiben solI. 

Will man demnach iiber die Bewegung des Teilchens eine Aussage machen, 
dann muB man, dieser 'Oberlegung folgend, eine wenn auch kleine Kraft auf das 
Teilchen ausiiben. Hierdurch wird, wie unter 2. erortert wurde, bewirkt, daB die 
Losung (26) in eine allgemeinere iibergeht, die als Superposition von Losungen 
der Gestalt (26) mit verschiedenen Werten der Konstanten dargestellt werden 
kann. Die Koeffizienten a, deren Normen nach 3. die Wahrscheinlichkeiten der 
Ubergange von der Ausgangsenergie in die Endenergie darstellen, werden bei 
kleinen auBeren Kraften nur fiir solche 'Obergange einen merklichen Wert haben, 
die kleinen Energieanderungen und daher kleinen Aoderungen von '/I entsprechen. 

Wir konnen also den durch die Beobachtung bervorgerufenen Wellenzustand 
als ein Biindel von DE BROGLIE-Wellen oder, wie man vielfach sagt, als ein 
" WeZlenpaket" auffassen, das aus fortschreitenden Wellen besteht, deren Fre
quenzen einen schmalen Bereich LI '/I kontinuierlich erfiillen. 

6. Die Heisenbergschen Ungenauigkeitsrelationen. GemaB dem untel' 4. ab
geleiteten Satz wissen wir, daB sich der Schwerpunkt eines Wellenpaketes beim 
Fehlen auBerer Krafte (mit Ausnahme derer, die durcb die Beobachtung selbst 
hervorgerufen werden) mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Der Genauigkeits
grad, mit dem sich dies voraussichtlich bei einer einzeInen Versuchsreihe feststellen 
lassen kann, wird offenbar von der "Breite" des Wellenpaketes abhangen, d.~. 
von der mehr oder weniger groBen Streuung der Verteilung to (x, y, z, t) um 
den Mittelwert. 

Um die Verhaltnisse zu iiberblicken, geniigt es, einen einfachen Spezialfall 
zu betrachten, namlich ein Wellenpaket, das aus samtlichen ebenen Wellen be
steht, deren Amplituden in dem Frequenzintervall LI '/I = '/11 - '/12 gleich groB 
und auBerhalb desselben gleich Null sind. Wir setzen also cp an in der Form 

'V, (IV ) 
\ 2ni'V t-- d 

cp= )ae c '/I. (28) 

In einem festen Raumpunkt, z. B. dem Koordinatenursprung, wird gemaB 
Formel (49) § 10 die Zeitabhangigkeit von cp durch einen Ausdruck von der 
Gestalt I 

cp (t) = Const . t e2 :r;i'Vt sin (:n;LI '/I • t) (29) 

dargestellt, und daber ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte des Aufent
haltes des Teilchens dortselbst nach (11) 

to (t) = Const. ~ sin2 (:n;LI p. t). (30) 

Dieser Ausdruck hat fiir t = 0 sein Maximum und nimmt nach beiden Zeit

richtungen rasch abo Fiir t = 2~ 11 sinkt er auf den Bruchteil (! r r-..I 0,4 herab. 

Wir werden daher die Breite der Verteilung (30) um den Zeitpunkt t = 0 
durch das Zeitintervall LI t kennzeichnen konnen, das der halben Periode von 
sin (:n;LI '/I • t) entspricht, also durch die groBenordnungsmaBige Beziehung 

I 
LI t:::::; LlII (31) 

gegeben ist. 
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Wir konnen demnacb sagen, daB durch eine Beobachtung, die den Wellen
zustand (29) hervorruft, die Lage des Teilchens in einem bestimmten Raumpunkt 
in bezug auf die Zeit nicht exakt, sondern nur mit einer Ungenauigkeit (31) 
festgelegt werden kann. 

Dem Frequenzbereich LI v entspricht nach Formel (6) § 29 ein Energiebereich 

LIE =hLlv, (32) 

oder, anders ausgedriickt: infolge des Eingriffes, den die Beobachtung des Teil
chens auf seine Bewegung hervorruft, ist seine Energie nur mit der Ungenauigkeit 
LI E vom Betrage (32) meBbar. 

Die Kombination der Beziehungen (31) und (32) liefert nach Elimination 
von LI v 

LI E . LI t :::::; h. (33) 

Diese von HEISENBERG aufgestellte Beziehung sagt aus, daB kombinierte Energie
und Zeitmessungen prinzipiell nur mit Ungenauigkeiten durchgefiihrt werden 
konnen, deren Produkt von der GroBenordnung 71, ist. 

Analog kann man aus (28) schlieBen, mit welcher Ungenauigkeit zu einem 
bestimmten Zeitpunkt, z. B. t = 0, die Lage des Massenpunktes festgestellt werden 
kann. Die oben durcbgefiihrte Uberlegung liiBt sicb offenbar auch bier anwenden, 

wenn man einfach t durch x und v durcb ~ = v* ersetzt. Statt (31) erhiilt man 
c 

demnacb 1 
LI x:::::; LI (v*) • (34) 

Der Ungenauigkeit LI v* der Wellenzahl entspricht eine Ungenauigkeit LI p 
des Impulses, die sich nach Formel (5) § 29 zu 

berechnet. LI p = h LI (v*) (35) 
Aus (34) und (35) folgt durch Elimination von LI (v*) 

LI x . LI p :::::; h. (36) 

Die ebenfalls von HEISENBERG aufgestellte Beziehung (36) sagt aus, daB sich 
kombinierte Messungen von Lage und Impuls eines Massenpunktes prinzipiell 
nur mit Ungenauigkeiten durchfiibren lassen, deren Produkt wieder von der 
GroBenordnung h ist. 

Da bei allen bekannten makroskopiscben Beobacbtungsmethoden die durch die 
Unvollkommenbeit der MeBinstrumente bewirkten Ungenauigkeiten bedeutend 
groBer sind, alB die durch die Relationen (33) und (36) vorgescbriebenen, sind diese 
fUr derartige makroskopiscbe Beobacbtungen ohne Bedeutung, d. b. es gilt prak
tisch, wie das Experiment es lehrt, die NEWToNscbe Mecbanik, und es bleiben 
aHe auf sie aufgebauten theoretischen ScbluBfolgerungen (Kapitel VII bis IX) 
im Gebiet des Makroskopischen vollkommen in Geltung. 

1m Gebiet des Mikroskopiscben bingegen sind die durch die Relationen (33) 
und (36) bedingten Ungenauigkeiten bereits so betriicbtlicb, daB von einer Giiltig
keit der NEWToNschen Mecbanik und des ibr zugrunde liegenden Bewegungs
begriffes, wie bereitswiederholt bemerkt wurde, keine Rede sein kann, so daB die 
in den beiden vorstehenden Paragrapben entwickelte Quantenmecbanik an ibre 
Stelle treten muB. 

Es moge noch erwiibnt werden, daB die Ungenauigkeitsbeziehungen (33) 
und (36) auch im Rabmen der HEISENBERGScben Quantenmecbanik abgeleitet 
werden konnen und zwar auf Grund der Tatsacbe, daB die entsprecbenden 
Matrizen nicbt kommutierbar sind (vgl. § 5, 3.). 

Fiirth, Theor. Physik. 13 
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§ 31. Spezielle. Probleme der Atommechanik. 

1. Der lineare harmonische Oszillator. In diesem Paragraphen sollen einige 
spezielle Probleme der Atommechanik auf Grund der allgemeinen, in den §§ 29 
und 30 entwickelten Ptinzipien ihre Behandlung finden. Als erstes besprechen 
wir den "linearen harmonischen Oszillator", worunter wir ein System verstehen 
wollen, das aus einem Massenpunkt besteht, del', unter del' Einwirkung einer 
elastischen Kraft stehend, eine Bewegung auf einer geraden Linie ausfiihrt. Vom 
Standpunkte del' klassischen Mechanik haben wir dieses System bereits in § 19, 3. 
behandelt und dart gefunden, daB del' Massenpunkt eine harmonische Schwin
gung ausfiihrt. 

FUr die quantenmechanische Behandlung haben wir in die Amplituden
gleichung (9) § 29 fill U gemaB del' Formel (15) § 19 den Ausdruck 

mw 2 x 2 

U= 2 

einzusetzen und erhalten, da 1p nul' von x abhangen solI, 

~~ + 8n2m (E-~~ X2)1II = 0 d X2 h2 2 T • 

Fiihren wir hierin als neue unabhangig Veranderliche die GroBe 

~=V-2~.x 
ein und setzen zur Abkiirzung A = 4nE 

wh ' 
dann erhalten wir statt (2) d21p 

d ~2 + (A - ~) 1p = o. 
Wir versuchen, diese Gleichung durch den Ansatz 

zu IOsen. InderTatfolgt aus(6) 
1p = e-';>/2. v W 

:~ = (- ~v + v') e-S"/2, 
d2 . 

d ~~ = (~2V -2 ~v' - v + v") e-';>/2 

(I) 

(2) 

(3) 

(5) 

(6) 

(7) 

und Einsetzen von (6) und (7) in (5) zeigt, daB diese Gleichung befriedigt wird, 
wenn v die Gleichung (8) 

v" - 2 ~ v' + (A - I) v = 0 
erfiillt. 

Gelingt es, die Gleichung (8) dadurch zu befriedigen, daB man v als Polynom 
in ~ vom n-ten Grade ansetzt, also in del' Form 

n 

v= .L;ak ~k, (9) 
k=O 

dann geniigt del' Losungsansatz (6) samtlichen Forderungen, die wir in § 29, 4. 
fill die Losung del' Wellengleichung erhoben haben. In del' Tat verschwindet die 
Funktion (6) dann im Unendlichen exponentieIl und ist im Endlichen iiberall 
regular und eindeutig. 

Setzt man den Losungsansatz (9) in die Differentialgleichung (8) ein, so ver
wandelt sie sich in eine algebraische Gleichung vom n-ten Grade fill ~. Damit 
diese identisch (d. h. fill aIle Werte von ~) erfiillt sei, ist notwendig und hinreichend, 

. daB die Koeffizienten del' einzelnen Potenzen von ~ samtlich verschwinden. Diese 
Bedingung, auf den Koeffizienten del' hochsten Potenz, also ~n angewendet, 
liefert die Gleichung A - 2 an. n + ( -I) an = 0 
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oder, da a .. nieht versehwinden darf, da ja sonst entgegen der Voraussetzung das 
Polynom (9) nieht vom n-ten Grade ware: 

A = 1 + 2n. (10) 

Aus (10) folgt in Verbindung mit (4), daB zu der LOsung (9) der Energieeigen-

wert ooh (1) 
E .. = 431; (1 + 2n) = hv n + 2 (11) 

gehOrt. Nacb der Quantenmeehanik kann der Oszillator also nieht mit jeder be
liebigen Energie, sondern nur mit solehen Energien sehwingen, die der Bedingung 
(11) mit ganzzahligem n geniigen. 

Die am SehluB von § 29, 4. formulierte Quantenbedingung der alteren 
Quantentbeorie, die vorsehreibt, daB das Wirkungsintegral J iiber eine volle 
Periode gleieh einem ganzzahligen Vielfachen von h sein soll, wfude mit Benutzung 
von (18) § 19 ergeben ' E .. = J .. ", = hv . n. (12) 

Wie man sieht, unterseheidet sieh die riehtige Quantenbedingung (11) von der 
Bedingung (12) dadurch, daB statt der ganzen Zahlen n die "halben Quanten
zablen" n + 1/2 zu setzen sind. 

Die zu den Eigenwerten (11) gehOrigen Eigenfunktionen der Gleiehung (8) 
sind in der Mathematik als "HERMITE8Che Polynome" H .. bekannt. Man findet 
ihre Koeffizienten, wie oben erwahnt wurde, indem man (9) in (8) einsetzt und 
verlangt, daB alle Koeffizienten der entstehenden algebraisehen Gleiehung ver
schwinden. Man erhaIt so in der meist iibliehen Normierung: 

Ho'=I, Hl=2~, H2=4~-2, 

HI. = 16 ~'-48 ~+ 12, •.. 

FUr die Eigenfunktionen der Gleiehung (2) erhalt man aus (6) und (3) 

(13) 

"P .. =Const.H .. (V 231;;:00 .x) .e- :r;~ro x., (14) 

worin fiir H .. die Ausdriieke (13) einzusetzen sind. Die Konstanten sind aus der 
Normierungsbedingung (10) § 29 zu ermitteln. Die Funktionen (14) sind fiir n = 1 
bis 4 in der Abb. 75 graphiseh darge
stent. 

Wir wollen nun noeb die Koordina
tenmatrix (§ 29,6.) des linearen Oszil
lators bereehnen, deren Elemente nach 
(19) § 29 den GraBen 

+00 
~'" m=I ~ e- ~H .. (~). HmW d~ (15) 

-00 

proportional sind. 
Es sei m> n. Wir kannen dann das 

Polynom ~H .. (~), das vom (n+ I)-ten 
Grade ist, sieher linear aus den Poly
nomen H o, HI" .. , H .. +1 zusammensetzen 

Abb.75. 

in der Form 

n+1 

~H .. W =L;CiHi' 
i=O 

13* 
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worin die Ci geeignet gewahlte Konstanten sind. Setzt man aus (16) in (15) ein, 
so erhalt man n+l +<X> 

~n, m =.L: ci ~ Hi Hm e-~2 d~. (17) 
i=O -<X> 

Auf Grund des Satzes (15) § 29 uber die Orthogonalitat der Eigenfunktionen 
verschwinden in der Summe (17) alle Integrale, fur die i ~ rn ist, und daher samt
liche ~n m' fiir die m> n + 1 ist, da i nicht groBer sein kann als n + 1. Nur im 
Falle m' = n + 1 verschwindet das n + I-te Glied der Summe nicht und daher 
ist ~n n+1 von Null verschieden. Ebenso leicht beweist man, daB fiir m < n alle 
~n m 'mit Ausnahme von ~n n-l verschwinden mussen. Fiir m = n schlieBlich 
ka'nn man ohne Rechnung sehen, daB die Ausdrucke (15) verschwinden miissen; 
denn e-~ und H .. 2 (~) sind gerade Funktionen von ~, der Integrand ist also eine 
ungerade Funktion von ~ und daher ist das von - 00 bis + 00 erstreckte 
Integral gleich Null. 

Wir finden also den wichtigen Satz: In der Koordinatenmatrix X verschwinden 
alle Glieder mit Ausnahme derjenigen, die die Hauptdiagonale links und rechts 
begleiten, die also die Form xn. n+1 und x'" n-l haben. 

2. Der Rotator. Unter einem "eindimensionalen Rotator" wollen wir ein 
starres System verstehen, das sich um eine im Raum feststehende Achse drehen 
kann. Vom Standpunkte der klassischen Mechanik haben wir solche Systeme in 
§ 21,2. bereits behandelt. Wir gehen nun an die quantenmechanische Behand
lung heran, indem wir zunachst den einfachsten Fall besprechen, in dem der Rotator. 
aus einem einzigen Massenpunkt· besteht, der durch irgendeinen Mechanismus 
gezwungen wird, sich auf einem Kreis vom Radius r zu bewegen. Weitere auBere 
Krafte sollen nicht auf das System wirken. 

Wir lassen die Bahnebene mit der x-y-Ebene zusammenfallen und fiihren in 
ihr den Azimutwinkel 0. em. "P ist dann nach unserer Annahme eine Funktion 
von 0. allein. GemaB (30) § 6 gilt dann einfach 

1 dhp 
LI "P =-;;2 df}2' (18) 

Die Amplitudengleichung lautet demnach 
d2 1J1 
df}Z + ~2 "P = 0, (19) 

worin zur Abkurzung die Konstante 
8n2 mLr2 

~2 ___ ,-;;-__ 
- hZ (20) 

eingefiihrt ist. 
Diese Gleichung ist formal identisch mit der Differentialgleichung der har

monischen Bewegung (36) § lO und hat daher nach (40) § lO die allgemeine 

Losung "P=Aleia~+A2e-ia~. (21) 

SolI wieder "P eine eindeutige Funktion des Ortes, d. h. in diesem Falle von 0. 
sein, dann muB ~ eine ganze Zahl sein, denn nur dann ist "P in 0. periodisch mit 
der Periode 2 'Te. Die Eigenwerte unseres Problems sind also dadurch gekenn
zeichnet, daB die kinetische Energie des Rotators nach (20) auf die Werte 

n =0,1,2, ... (22) 

beschrankt ist, wahrend sie im klassischen Fall jeden beliebigen Wert annehmen 
kann. . 

Die zugehorigen Eigenfunktionen "P .. erhalt man aus (21), indem man darin 
fiir ~ die Werte 0, 1, 2, 3 ... einsetzt. Man sieht, daB es sich um lauter entartete 
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Eigenwerte handelt, denn die "Pn enthalten zwei willkiirliche Konstanten, von 
denen sich nur eine durch die Normierungsbedlngung (10) § 29 festlegen laBt. 

1m ailgemeineren Fall eines beliebigen starren Systems von Massenpunkten 
bleiben die erhaltenen Resultate, wie sich zeigen laBt, giiltig, wenn in (22) an 
Stelle von m r das Tragheitsmoment T des Systems um die Rotationsachse 
nach (7) § 21 eingesetzt wird. Die Eigenwerte lauten also 

h2 
Ln = 8 n2 T . n2 n = 0, 1, 2, 3, . . . (23) 

Die Quantenbedingung (23) kann in sehr einfacher Form ausgesprochen 
werden, wenn man statt der kinetischen Energie L den Drehimpuls G gemaB 
der Beziehung (ll) § 21 einfiihrt. Man erhalt dann 

V-- h 
Gn = 2 Ln T = 2 n . n; (24) 

der Drehimpuls muB also ein ganzzahliges Vielfaches von Ii sein. 
Der ailgemeinere Fall des "zweidimensiona1en Rotator8", der aus einem starren 

System besteht, das in einem einzigen Punkte festgehalten ist und das .mit Hille 
der NEWToNschen Mechanik im § 21,7. behandelt worden ist, laBt sich ebenfalls 
quantenmechanisch erledigen. Man muB in diesem Falle statt des einen Winkels {} 
zwei raumliche Polarwinkel {}, cp zur Festlegung der Lage des Systems einfiihren. 
"P erscheint dann als Funktion der beiden GroBen {} und cp und statt der Differen
tialgleichung (19) erhalt man eine kompliziertere Gleichung, deren Eigenwerte 
und Eigenfunktionen sich wiederum durch die Forderung bestimmen lassen, daB 
"P eine eindeutige Funktion der beiden Winkel {} und cp sein und im Unendlichen 
verschwinden soll. Die Durchfiihrung der Rechnung wiirde hier zu weit fiihren; 
wir teilen daher nur die Hauptresultate mit: 

FUr den Zll der Quantenzahll gehOrigen Energieeigenwert ergibt sich wieder
urn die Formel (23) mit dem Unterschied, daB darin 1 (1 + 1) statt n2 zu setzen ist: 

h2 
L, = 8n2 p.1(1+ 1) 1=0,1,2,... (25) 

Die zugehorigen Eigenfllnktionen hangen mit den sogenannten "Kugel
flachenfunktionen" in einfacher Weise zusammen und enthalten zwei ganzzahlige 
Parameter lund m, sind also von der Gestalt "P! m (lJ, cp), worin m alle Werte 
zwischen l.und -1, also im Ganzen 21 + 1 verschiedene Werte annehmen kann. 
Die Eigenwerte (25) sind also 2n-fach entartet. 

Die Berechnung der Koordinatenmatrix fiihrt schlieBlich zu den folgenden 
Resultaten: 1. Die Elemente der Matrix~, die zu der in die Richtung der 
Polarachse weisenden z-Koordinate gehort, verschwinden alle mit Ausnahme 
jener, die zu 1Jbergangen gehoren, bei denen sich die Quantenzahl1 um eine 
Einheit und die Quantenzahl m nicht verandert. 2. Die Elemente der Matrizen 
X und y, die zu den l!enkrecht zur Polarachse gezogenen x- und y-Achsen 
gehoren, verschwinden alle mit Ausnahme jener, die zu 1Jbergangen gehoren, 
bei denen sich die Quantenzahlen 1 und m um je eine Einheit verandern. 

3. Die Kepler-Bewegung. 1m § 19, 7. behandelten wir die Bewegung eines 
Massenpunktes unter der Wirkung einer NEWToNschen Anziehungskraft voneinem 
festen Zentrum aus mit den Hilfsmitteln der klassischen Mechanik. Wir wollen 
hier das gleiche Problem quantentheoretisch behandeln, wobei, was formal auf 
dasselbe hinauslauft, statt der Gravitationskraft eine elektrische Anziehungs
kraft des mit der Ladung e versehenen Massenpunktes von einem punktfOrmigen 
Ladungszentrum von der GroBe eZ, also statt (36) § 19 eine Kraft vom Betrage 
(vgl. Formel (3), §42) e2Z 

If I = ----;;s (26) 
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zugrunde gelegt werden solI. Dies entspricht gemaB (37) § 19 einer potentiellen 

Energie U (r) = _ e2 rZ . (27) 

Wir versuchen die Wellengleichung zu losen, indem wir die Wellenfunktion 1Jl 
als Produkt einer Funktion u von r allein und einer Funktion X der PolarwinkelOo 
und cp allein (vgl. 2.) ansetzen: 

1Jl (r, 0., cp) = u (r) . X (0., cp). (28) 
Aus (28) folgt grad 1Jl = u grad X + X grad u 

und weiter mit Benutzung der Formel (22) § 6 

Lf 1Jl = div grad 1Jl = uLf X + XLfu + 2 grad u . grad X. 
Da ferner grad u die Richtung von that und grad X hierauf senkrecht steht, 
verschwindet das 3. Glied auf der rechten Seite dieser Gleicbung, und es gilt 

Lf 1Jl = u Lf X + XLI u. (29) 

Nennen wir Lr den auf die Bewegung in der Richtung von t entfallenden 
Anteil der kinetischen Energie und L t den auf die Bewegung in der Kugelflache 
vom Radius r entfallenden Anteil, dann ist 

E = U (r) + Lr (r) + Lt. (30) 

Setzen wir aus (28), (29) und (30) in die Wellengleichung (9) § 29 ein, so Mnnen 
wir sie durch Umstellung der Glieder und Division durch 1Jl auf die Gestalt 

[! LI u+ 8~:m Lr(r)] = - [~ Lf X+ 8~:m Lt] (31) 

bringen. In dieser Gleichung ist die linke Seite nur von r, die rechte nur von 0., cp 
abhangig; solI sie also fiir alIe Werte der Variablen erfiillt sein, dann miissen beide 

Seiten gleich einer und derselben Konstanten sein, die wir gleich 8 ~:m Lo setzen. 

Die Gleichung (31) zerfallt also in die beiden Gleichungen 
8n2 m 

LI X +------xz- (Lt + Lo) X = 0 (32) 

und 
(33) 

Die Gleichung (32) haben wir unter 2. behandelt und fanden, daB sie 
erfiillbar ist, wenn L t + Lo gleich einem der Werte (25) gesetzt wird. Setzen 
wir dementsprechend fiir Lr - Lo mit Benutzung von (27) und (30) den Aus
druck e2 Z 1/,2 

Lr-Lo = E +--- 8 2 2 l(l+ 1) mit l=O, 1,2, ... r n mr 

in die Gleichung (33) ein, so wird daraus 

Lf u+ [8~:m (E + e:z) _ Z(Z ~ 1) ] u = O. (34) 

Da hierin u nur von r allein abhii.ngt, konnen wir fiir LI u die Formel (26) § 6 
anwenden, so daB wir (34) auf die Gestalt 

d2 u + ~ ~ + (_ A + 2 B VA +~) u = 0 (35) 
dr2 r dr \ r r2 

bringen konnen, worin zur Abkiirzung die GroBen 
8n2 mE 2n2 me4Z2 

A =- h2 ' IP=- Eh2 C =-l(l+ 1) (36) 

eingefiihrt sind. 
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Wir wollen nun annehmen, daB E < 0 ist, da ffir positive E die kinetische 
Energie bis ins Unendliche, wo U (r) = 0 ist, positiv ware und sich daher derMassen
punkt dauernd von seinem Anziehungszentrum entfernen miiBte. Daher sind 
B und VA reell. 

Zur Integration der Gleichung (35) fiihren wir zunachst als neue unabhiingig 
Veranderliche die GroBe ~ = 2 r VA (37) 

ein und erhalten daher statt (35) 

d2 u 2 du ( 1 B 0 ) 
d~2 +""F d~ + -4+T+~ u = o. 

Wir versuchen, die Gleichung (38) durch den Ansatz 

u = e-~/2. v W 
zu losen. Aus (39) folgt durch Differentiation 

!~ =(-! v+v')e-~!i! } 

diU _ (.! v _ v' + VII) e-gJ2 
d~s - 4 

(38) 

(39) 

(40) 

Setzt man aus (40) in (38) ein, so sieht man, daB diese Gleichung in der Tat er
fiillt wird, wenn v der folgenden Gleichung geniigt: 

vll+(~-I)v'+(B~.!+~)v=o. (41) 

Wir versuchen wieder, wie unter 1., die Differentialgleichung (41) durch ein 
Polynom 71-1 

v =.L: ak ~k (42) 
k=O 

zu losen. Geliugt dies, dann geniigt der Losungsansatz (39) der Bedingung, 
daB 1p im Unendlichen in geniigend hoher Ordnung verschwindet und im End
lichen iiberall eindeutig ist. 

Fiihrt man (42) in (41) ein, so entsteht eine algebraische Gleichungvom (n - 1)
ten Grad, die nur dann ffir aIle Werte von ~ erfiillt wird, wenn die Koeffizienten 
aller Potenzen von ~ einzeln verschwinden. Die Berechnung des Koeffizienten 
von ~k - 2 liefert demgemaB ffir k < n die Gleichung 

ak [k (k-I) + 2k+ 0] + ale-I [-(k-I) + (B-1)] = 0, 

die mit Benutzung von (36) und nach einfacher Umformung iibergeht in 

a,,[k(k+I)-l(l+I)]+ale-l[B-k] =0 k<n. (43) 

Ffir k = n verschwindet der erste Term in (43), da ja der Voraussetzung nach 
das Polynom (42) vom (n -I)-ten Grade sein soIl, und es muB daher auch 
der zweite Term gleich Null sein, woraus folgt: 

B = n. (44) 

Solange k < lund k < n ist, sind die Koeffizienten von a" und ale-I in (43) 
von Null verschieden, ist also ale-I = 0, dann muB auch a" = 0 sein. Nun ist 
sicher ao = 0 ffir n> 1, denn wie man unmittelbar aus der Betrachtung der 
Gleichung (41) absieht, kann v keine von Null verschiedene Konstante sein. Es 
verschwinden demnach gemaB dem eben Gesagten aIle Koeffizienten a" in (42), 
ffir die k < lund k < n ist. Ffir k = l verschwindet der Koeffizient von ak in (43) 
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zum ersten Male, die Gleichung kann also fUr al § 0 befriedigt werden. Die Reihe 
(42) beginnt demnach mit dem Glied k = l, und es mu.B darum stets gelten: 

l~n-l. (45) 

Nach (44) und (36) lauten die Energieeigenwerte 

2 n 2m e4 Z 2 
E = - n = 1, 2, 3, . . . (46) 

n h2n2 

lVIittels del' Formel (43) als Rekursionsformellassen sich nun zu jedem del' Be
dingung (45) geniigenden Wertepaar l, n die Polynome (42) und daraus nach (39) 

die Eigenfunktionen del' Differentialgleichung (35), d. h. 
die Funktionen un, l (~) berechnen. In del' Abb. 76 ist del' 
Funktionsverlauf fur einige einfache Falle gezeichnet. 

o 

11.-1.·[-0 

11.-.U-o 

n-z;Z-f 

n-ol·i-1 

Die voIlstiindigen Eigenfunktionen des KEPLER
Problems ergeben sich schlie.Blich nach (28) als die 
Produkte del' eben berechneten Funktionen und del' 
Eigenfunktionen des zweidimensionalen Rotators, die 
nach 2. von zwei ganzzahligen Parametern lund m 
abhangen,81so Funktionen von del' Gestalt 

1p1,.n, n (r, {}, rp). (47) 
Zu jedem Eigenwert (46) gehoren, wie man sieht, 

mehrere Eigenfunktionen (47), da 1 aIle ganzzahligen 
Werte annehmen kann, die del' Gleichung (45) ge-

If 8 ~-!. 18 20. niigen, und m nach 2. alle Werte zwischen -l und 
+ 1 annehmen kann, also del' Ungleichung 

Abb. 76. 

Iml ~l (48) 

geniigen mu.B. Die Eigenwerte sind also entartet und wir wollen noch ausrechnen, 
welches del' Entartungsgrad Sn ist, d. h. wieviele Eigenfunktionen zu einem be
stimmten n gehOren. Wegen del' Bedingungen (45) und (48) ergibt sich 

n-l 

Sn =27(21+ 1) =n2• (49) 

l=O 

Fiir n = 1 mu.B 1 = 0 und m = 0 sein und es gibt nul' eine einzige Eigen
funktion (47). Ferner sind in diesem Falle die Funktionen X und v Konstanten, 
so da.B sich 1p vermoge (39) und (37) auf 

r 
1p (r) = Const. e ro (50) 

reduziert, worin VA" = ~ gesetzt ist. Die Wellenfunktion ist also kugelsym
ro 

metrisch. Den Wert del' Konstanten ro entnimmt man aus (36), wenn man darin 
fUr Eden Eigenwert El nach (46) einsetzt; man erhiilt 

h2 

rO=~2me2Z· (51) 

Die multiplikative Konstante in (50) kann aus del' Normierungsbedingung 
(10) § 29 bestimmt werden. 

Die Gro.Be ro, die offenbar nach (50) ein Ma.B dafiir darstellt, in welcher Ent
fernung yom Zentrum die kugelsymmetrische Dichteverteilung, die dem be
wegten Massenpunkt gema.B (18) § 29 zuzuordnen ist, auf einen bestimmten 
Bruchteil herabgesunken ist, kann als del' "Radius" diesel' Massenverteilung 
bezeichnet werden. Fiir den Radius des "unangeregten" Wusserstottatoms, das 
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aus einem "Kern" mit der Laduug e und einem Elektron besteht, fUr das also 
Z = 1 gilt (vgl. §60, 1.), ergibt sich nach Einsetzung der Werte der Zahlenkon
stanten aus (51): ro = 0,53 . lO-8. Dieser Wert stimmt annahernd mit den auf 
Grund der kinetischen Gastheorie aus Beobachtungsdaten ermittelten Werten 
iiberein (vgl. §§ 38, 39). 

4. Gestorte Kepler-Bewegung. Beziehungen zum A.tombau. In Erweiterung 
der unter 3. angestellten Rechnung kann auch noch das allgemeine Problem be
handelt werden, die Bewegung eines Massenpunktes gemaB der Quantenmechanik 
zu berechnen, wenn auf ihn nicht nur eine Anziehungskraft von einem festen 
Zentrum, sondern auch noch eine weitere auBere Kraft einwirkt, die z. B. durch 
ein auf den geladenen Massenpunkt wirkendes elektrisches oder magnetisches 
Feld erzeugt wird. 

Solange diese Felder geniigend schwach sind, werden jedenfalls die Ande
rungen, die die Eigenwerte und Eigenfunktionen des gestorten gegeniiber dem 
ungestorten System aufweisen, klein sein. Prinzipiell neu ist jedoch der Umstand, 
daB, wie man auch ohne Durchfiihrung der Rechnung leicht einsieht, die in 
3. besprochene Entartung der Eigenwerte im allgemeinen aufgehoben sein wird. 
Das heiBt, daB nunmehr jedem Eigenwert ein bestimmtes Wertetripel l, m, n 
von Quantenzahlen zugeordnet ist und umgekehrt. Zu jedem Wert von n ge
hort nicht mehr ein einziges Energieniveau En gemaB (46), sondern es gehoren 
dazu so viele verschiedene Energieniveaus, als es Kombinationen der beiden 
iibrigen Quantenzahlen lund m gibt, also nach (49) n2 versqhiedene Energie
werte. Wir sprechen deshalb von einer "A ufspaltung" der Eigenwerte. Sie wird 
um so groBer, je starkel' sich die Wirkung des Storfeldes bemerkbar macht und 
sie verschwindet, wenn diese Wirkung gleich Null ist. Auf die Bedeutung dieser 
Tatsache kommen wir in § 60, 5. noch zUrUck (STARK- und ZEEMAN-Effekt). 

Bewegen sich in einem Atom um einen zentralen Kern mehrere Elektronen1, 

dann wirkt auf jedes Elektron auBer der vom Kern ausgeiibten Kraft noch 
eine von den iibrigen Elektronen herriihrende Kraft. Die Rechnungen unter 
3. konnen· also streng nur auf ein Atom angewendet werden, das auBer dem 
Kern nur ein einziges Elektron enthii.lt. Bei allen anderen Atomen miissen 
die Storungen durch die iibrigen Elektronen mehr oder weniger groBe Veran
derungen an den Eigenwerten und Eigenfunktionen hervorrufen. An der Tat
sache jedoch, daB jeder Bewegungszustand eines Elektrons durch die Angabe 
von drei Quantenzahlen l, m, n beschrieben werden kann, von denen die Energie 
dieses Zustandes in bestimmter Weise abhangt, sollte sich nichts andern. 

Wie wir spater (§§ 59 und 60) noch zeigen werden, lassen sich die Energie
niveaus der im Atom umlaufenden Elektronen experimentell aus dem Linien
spektrum der Strahlung ermitteln, die von dem Atom im "angeregten" Zustande 
ausgesendet wird2• 1m Widerspruch zu der oben ausgesprochenen Vermutung 
zeigt es sich nun, daB man, um die samtlichen Linien eines Spektrums zu erhalten, 
genotigt ist, jeden Energieeigenwert durch vier Quantenzahlen zu beschreiben, 
ihm namlich auBer den friiher eingefiihrten Quantenzahlen Z, m, n noch eine 
vierte Quantenzahls zuzuordnen, die nur zwei Werte annehmen kann. 

Auf dem Boden der alteren, BOHRSchen Quantentheorie wurde diese Tatsache 
durch UHLENBECK und GounSMIT gedeutet mit der Annahme, daB einem jeden 
Atomelektron, abgesehen von dem Drehimpuls, der seiner Bewegung im Atom 
entspricht, noch ein weiterer Drehimpuls 

Go= ±hj4n 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXIX. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 147. 

(52) 
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zuzuordnen ist, der einer Rotation des Elektrons urn. eine durch seinen Mittel
punkt hindurchgehe.nde Achse entspricht. Diese Rotationsbewegung wird als 
der "Drall" oder "Spin" des Elektrons bezeichnet. Die Formel (52) entspricht 
der fiir die Bewegung des starren Rotators abgeleiteten Formel (24), wenn man 
darin statt n einen der Werte s = 1/2 oder s = -1/2 einsetzt. Die oben ein
gefiihrte vierte Quantenzahl s ist also dem Spin des Elektrons zugeordnet. 

Der Elektronenspin muB sich natiirlich auch bei dem oben behandelten 
Problem der Storung des Atoms duroh auBere Krafte dadurch bemerkbar machen, 
daB die Aufspaltung der Eigenwerte eine groBere Mannigfaltigkeit aufweist. 
DaB dies wirklich zutrifft, zeigt die Analyse des ZEEMAN- und STARK-Effektesl ; die 
Einfiihrung des Spinimpulses (52) stellt auch hier wieder die "Obereinstimmung 
zwisohen Theorie und Erfahrung her. 

1m Rahmen der in diesem Lehrbuche behandelten SCHRODINGERSchen 
Quantenmeohanik laBt sich allerdings das Auftreten des Spins vollig konsequent 
nicht behandeln, auch nioht eine Erklarung fiir die Halbzahligkeit der Quanten
zahl s erbringen. Diese Erscheinungen ergeben sich jedoch als notwendige 
Konsequenzen der von DIRAC begriindeten Verbindung von Quantenmechanik 
und Relativitatstheorie, der "relativistison,en Quantenmeohanik", die im Rahmen 
dieses Lehrbuches nicht behandelt werden kann. 

Die Anwendung des PAULI-Prinzips (vgl. § 29, SchluB), das verlangt, daB 
im Atom samtliche Elektronen in verschiedenen Quantenzustanden sein miissen, 
ergabe, wenn ein Quantenzustand durch die drei Quantenzahlen l, m, n bestimmt 
ware, gemaB der Formel (49), daB zu einer und derselben Quantenzahl n nicht 
mehr als n2 Elektronen gehoren konnten. Die Tatsache, daB die Spinquanten
zahls noch fiir jedes Wertetripell, m, n zweier Werte fahig ist, bedingt, daB sich 
die Anzahl der zu einem bestimmten n gehorigen Atomelektronen auf 2 n2 vermehrt. 

Dies bedingt zunachst den sogenannten "schalenartigen" Aufbau der Elek
tronenhiille der Atome, der fUr das Verstandnis der Rontgenspektren (vgl. § 60,3.) 
und des periodischen Systems der Elemente grundlegend ist. Die Anzahl der 
Elektronen in der "tiefsten" Schale, die zu der Quantenzahl n = I gehort, der 
sogenannten "K-Bohale", ist gemaB den vorstehendenEntwicklungen gleioh2, in 
der nachsthoheren Schale mit del," Quantenzahl n=2, del," "L-Bchale", sitzen 8 Elek
tronen, in der M-Schale mit n = 3 : 18 Elektronen, in der N-Schale mit 
n = 4 : 32 Elektronen; eine komplette O-Schale mit n = 5 ist bei keinem der 
in der Natur vorkommenden Elemente realisiert. 

5. Das Problem der Molekiilbildung. Austauschentartung. Als weitere An
wendung der Quantenmechanik besprechen wir das Problem der Molekiilbildung, 
d. h. des Zusammenschlusses von zwei oder mehreren Atomen zu einem groBeren 
Gebilde. Dem Charakter dieses Lehrbuches entsprechend, beschranken wir uns 
hier auf den allereinfachsten Fall, namlich die Bildung des H:a-Molekiils aus zwei 
im Grundzustand befindlichen Wasserstoffatomen, von denen jedes aus einem 
Kern mit der Ladung e und einem sich in seinem Anziehungsbereich bewegenden 
Elektron der Ladung - e besteht. 

Nennen wir Xl' Yl' Zl und X2, Y2' ~ die Koordinaten der beiden Elektronen, R 
den Abstand der Kerne A und B, r la und rlb die Abstande des ersten Elek
trons von den Kernen, analog r2a und r2b die Abstande des zweiten Elektrons von 
den Kernen, r 12 den Abstand der beiden Elektronen voneinander, dann lautet 
die SCHRODINGER-Gleichung des Gesamtsystems nach (24) § 29 und (25) § 29 

lTf A lTf 8 31;2 '1It 
Lll r + Ll2 r + -h~ (E- U) lJI = 0, (53) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 132. 
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worin die potentieile Energie U nach (37) § 19 gleich ist 

u=_e2(_1 +~)_e2(~ +_1 )+e2(~+ _1). 
rla 12b . 1lb r Za R r l2 

(54) 

Ist R sehr groB und halt sich das erste Elektron in der Nahe des Kernes A, 
das zweite in der Nahe des Kernes B auf, dann konnen wir in (54) den zweiten 
und dritten Term als "Wechselwirkungsglieder" der beiden H-Atome gegen. 
einander vernachlassigen. Wir konnen dann nach § 29, 8. die Amplitudengleichung 
(53) in zwei Gleichungen zerspalten, die beide von der gleichen Bauart und offen
bar identisch mit der Amplitudengleichung des einfachen H·Atoms sind. Ihre 
Losung geht aus der unter 3. behandelten ailgemeinen Losung des ungestorten 
KEPLER-Problems fUr Z =1 hervor. Da sich laut Voraussetzung die beiden Atome 
im Grundzustand befinden sollen, haben wir n = 1 zu setzen und erhalten daher 
das gesuchte P, wenn wir in die Formel (50) fUr r einmal rIa und einmal r2b ein· 
setzen und das Produkt bilden: r la +r2b 

P = 'ljJa (1) . 'ljJb (2) = Const . e- (55) 

Befindet sich umgekehrt das erste Elektron in der Nahe des Kernes B, das 
zweite in der Nahe von A, dann andert sich an den eben durchgefiihrten Uber. 
legungen nichts und es gilt wieder die Formel (55) fiir P, worin aber jetzt rIa 
durch rIb und r2b durch r2a zu ersetzen ist. 

Fiir aile iibrigen Lagen der Elektronen sind die Werte von P, wie man aus 
(55) sieht, verschwindend klein, so daB man nunmehr allgemein fUr den erwahnten 
Grenzfall sehr groBer Kerndistanz R durch lineare Kombination der eben ge
fundenen Losungen mit willkiirlichen Koeffizienten erhalt: 

P (R = 00) = cI 'ljJa (1) 'ljJb (2) + c2 'ljJb (1) 'ljJa (2). (56) 

Die Energie jedes der beiden Elektronen ist dabei gleich dem Eigenwert der 
Formel (46) fUr n = 1, die Gesamtenergie also doppelt so groB ; wir bezeichnen sie mit 
E (00). Da zum Eigenwert E (00) alle Eigenfunktionen (56) mit beliebigen Werten 
der Koeffizienten c1 und c2 gehoren, haben wir es hier wieder mit einer Entartung 
zu tun. Diese Entartung ist aber von der in § 29, 8. betrachteten wohl zu unter
scheiden. Wahrend sie namlich dort divon herriihrte, daB die Gesamtenergie 
des Systems in verschiedener Weise auf die Teilsysteme aufgeteilt werden konnte, 
ist dies hier nicht der Fail, die Teilsysteme haben stets die gleiche Energie. Die 
Entartung riihrt vielmehr davon her, daB die beiden Elektronen 1 und 2 den 
beiden Kernen A und B in verschiedener Weise zugeordnet werden konnen. 

Statistisch ausgedriickt sagt die Formel (56) aus, daB nicht unabanderlich 
das Elektron 1 zum Kern A und das Elektron 2 zum Kern B gehort, sondern daB 
bisweilen Ubergange stattfinden, bei denen die Elektronen zwischen den Kernen 
"ausgetauscht" werden. Die relative Haufigkeit dieser Ubergange wird nach 
§ 30, 3. durch die GroBe der Koeffizienten CI und C2 gemessen. Man spricht daher 
haufig von einer "A ustauschentartung". 

Im Sinne der Kontinuumvorstellung kann man die Formel (56) deuten, 
wenn man sich die Masse der beiden Elektronen nach einer Dichtefunktion IPI2 
im Raume verschmiert denkt; man kann dann nicht sagen, welcher Teil dieser 
Dichteverteilung zu dem einen oder dem anderen Elektron gehort: sie sind 
durch die Beobachtung nicht voneinander unterscheidbar. 

Auch im Faile der Austauschentartung wird man wieder eine symmetrische 
und eine antisymmetrische Eigenfunktion aus (56) als Hauptfaileaussondern 
konnen, wenn man darin entweder CI =C2 oder C1=-C2 setzt. In beiden Fallen 
ist die Dichteverteilung um die Kerne symmetrisch oder, statistisch ausgedriickt, 
der Austausch der Elektronen zwischen den beiden Kernen erfolgt symmetrisch. 
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1st der Kernabstand R endlich, dann kann man die Wechselwirkungsglieder 
in U nicht mehr vernachlassigen. Die Losung der Weilengleichung (53) laBt sich 
in diesem Fall durch eine Naherungsmethode finden, die hier nicht behandelt 
werden kann. Auch hier tritt wieder Austauschentartung ein und es lassen sich 
auch hier wieder Eigenwerte angeben, die in den Koordinaten der beiden Elek
tronen symmetrisch oder antisymmetrisch sind, wenn sie sich auch nicht in der 
einfachen Form (55) bzw. (56) darstellen lassen. Die Energieeigenwerte erscheinen 

nunmehr als Funktionen des Parameters R und 
sind, da die Entartung im frUher gebrauchten Sinne 
des Wortes infolge der Wechselwirkung aufgehoben 
ist, fiir den symmetrischen und den antisymmetri
schen Fall verschieden. Wir erhalten demnach bei 
der Durchfiihrung der Rechnung zwei verschiedene 

Ilt--T--+---T-----:-~ Funktionen Esym. (R) und Eantisym. (R), deren Ver
I? lauf in der Abb. 77 dargesteilt ist. 

Abb. 77. 

Man sieht, daB im antisymmetrischen Faile E 
mit R monoton wachst. Dies bedeutet, daB zur An
naherung der Kerne von auBen Energie zugefiihrt 

werden muB oder daB die Kerne einander in jeder Distanz abstoBen. Es kann also 
in diesem Falle zu' einer Molekiilbildung nicht kommen. 1m symmetrischen Faile 
hingegen nimmt Emit abnehmendem R zunachst ab und steigt nach Durch
laufung eines Minimums wieder an. Dies bedeutet, daB die Kerne einander in 
groBer Entfernung anziehen, in kleiner Entfernung abstoBen; in der Entfernung 
Ro (Abb. 77) iiben sie keine Kraft aufeinander aus, es besteht daselbst Gleich
gewicht und zwar, da die Energie hier ein Minimum hat, gemaB § 20,2. ein stabiles 
Gleichgewicht; die Atome sind dann also zu einem stabilen Molekiil vereinigt. 

Da die Krafte, die zur Molekiilbildung Veranlassung geben, wie man sieht, 
wesentlich durch die Austauschentartung des Systems bedingt sind, spricht man 
mitunter von "A ustauschkrajten", die bei der Molekiilbildung wirksam sind. 
Allgemein sind die Austauschkrafte fiir die Bindung der Atome in den soge
nannten "homoeopolaren" chemischen Verbindungen verantwortlich. 

6. Der radioaktive Zerfail; der. "Tmineleffekt". Es liegt nahe, die Quanten
mechanik auch auf das Problem des Baues der Atomkerne anzuwenden, die, 
wie die Erscheinung des "radioaktiven Zerjalles" lehrV, aus kleineren Teil
chen aufgebaut sind. Es scheint jedoch, daB dies nicht ohneweiters moglich 
ist, daB vielmehr die bisher vorliegende Quantenmechanik ebensowenig im
stande ist, die Einzelheiten des Kernbaues zu erklaren, wie die klassische 
Mechanik die GesetzmaBigkeiten des Atombaues zu erklaren imstande war. 
Gewisse prinzipielle Aussagen lassen sich jedoch auch iiber die Kerne bereits mit 

/J Hille der Quantenmechanik mach en; u. a. 
lassen sich die GesetzmaBigkeiten des radio
aktiven Zerfailes in groBen Ziigen erklaren, 
was im folgenden angedeutet werden solI. 

Auf Grund entsprechender Experimente 
laBt sich feststellen2, daB das emen Kern um

r-------=---'----__ ,r gebende elektrische Kraftfeld in geniigender 
Entfernung mit dem Kraftfelde einer punkt
formigen, positiven elektrischen Ladung iibo;:.-. 

einstimmt. Um zu erklaren, daB die positiv geladenen "cx-Teilchen" nicht aus 

Abb. 78. 

dem Kern herausgestoBen werden, muB man annehmen, daB das Potential im 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXVIII. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 113. 
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Innern des Kernes ein Minimum hat, so daB das Teilchen dort eine stabile 
Gleichgewichtslage vorfindet. Schematisch kann demnach das Kraftfeld durch 
einen Potentialverlauf gemii,B Abb. 78 dargestellt werden. Das Kerninnere er
scheint als eine "Potentialmulde" , die von einem "Potentialwall" oder einer 
"Potentialschwelle" von der Hohe U ° umgeben ist. 

Nach der NEWToNschen Mechanik vermag ein IX-Teilchen, dessen Energie E 
kleiner ist als Uo, die Mulde ohne das Eingreifen auBerer Krafte nicht zu ver
lassen, da es die Schwelle nicht iiberscbreiten kann. GemaB der Quantenmechanik 
besteht jedoch, wie wir nun zeigen wollen, eine endliche Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB das Teilchen das Kerninnere verlasse, indem es durch den Potentialwall 
hindurchdringt und gewissermaBen durch einen Tunnel durch ibn hindurch
fahrt. Man bezeichnet daher diesen Effekt haufig als den "Tunneleffekt". 

Um zu einem Verstandnis des Tunneleffektes zu gelangen, geniigt es, den ein
fachen eindimensionalen Fall ins Auge zu fassen, in dem die Potentialschwelle 
"rechteckige" Gestalt hat; d. h. in einem Intervall von der Breite b habe U den 
konstanten Betrag Uo, auBerhalb des Intervalles sei iiberall U = O. Lauft ein 
Teilchen mit einer Energie E < Uo in diesem Potentialfelde in der Richtung 
der wachsenden x, dann kann seine Wellenfunktion nach § 30,5. in dem Raume 
recbts und links von der Potentialschwelle als ebene DE-BROGLIE-Welle mit 
konstanter Intensitat (= Amplitudenquadrat) a12 bzw. a22 dargestellt werden, 
wah rend sie innerhalb derPotentialschwelle nach einer e-Potenz monoton 
abnimmt. Der Verlauf von Icpl2 wird daher 
durch die Kurve der Abb.79 wiedergege
ben, die auBerhalb der Schwelle wellig ge
zeicbnet ist, um anzudeuten, daB dort 
DE-BROGLIE-Wellen laufen, wahrend dies 
im Innern nicht der Fall ist. Fiir das Ver
haltnis von a'12 und a22 gilt die Formel 

( :: r = e- 4 "lv*1 b, (57) 

worin fUr v* aus der Formel (5) § 29 einzusetzen ist. 

II-I/o 

x 

Abb. 79. 

In der Wellensprache konnen wir den vorliegenden Tatbestand folgender
maBen interpretieren: Fallt eine DE-BROGLIE-Welle mit der Intensitat a12 von 
links auf die Potentialschwelle auf, so wird sie mit der Intensitat a22 recbts aus 
ibr austreten, wobei das Intensitatsverhaltnis durch die Formel (57) ausge
driickt wird. Der Rest wird offenbar an den Wanden der Potentialschwelle nach 
links "zuriickreflektiert". Da jedenfalls die austretende Welle eine kleinere In
,tensitat haben muB als die eintretende, baben wir von vornberein in der For
mel (57) das negative V orzeichen im Exponenten gewahlt (das positive V orzeichen 
wiirde bedeuten, daB die Welle in der entgegengesetzten Richtung lauft.) 

In die statistische Ausdrucksweise iibertragen heiBt dies: Lassen wir ein Teil
chen mit der Masse m und der Energie E < Uo gegen die Potentialschwelle 
anlaufen, dann wird bei wiederholter Anstellung dieses Versuches das Teilchen 
mit der relativen Haufigkeit (57) durch die Potentialschwelle hindurchdringen, 
in allen anderen Fallen wieder zuriickgeworfen werden. Wie man siebt, ist die 
Wahrscheinlichkeit des Durchdringens infolge des Tunneleffektes exponentiell 
von der Breite und der Wurzel aus der "Hohe des Berges iiber dem Tunnel" 
abhangig. 

Wir wenden nun die eben gewonnene Erkenntnis auf das Problem des Atom
zerfalles an. Hat das in der Potentialmulde des Kernes eingeschlossene IX-Teilchen 
die kinetische Energie E, dann wird es um die stabile Gleicbgewichtslage Schwin-
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gungen mit einer Frequenz n ausfiihren. Bei jeder Schwingung stoBt es zweimal 
gegen den umgebenden Potentialwall an, in einer im Verhaltnis zur Schwingungs
dauer langen Zeit dt also 2.n . dt-mal. Es existiert daher eine gewisse Wahrschein
lichkeit A dt da£iir, daB daslX-Teilchen in einem Zeitintervall dt den Kern verlaBt 
oder ein J\tomzeclaU stattfindet, die nach (57) durch die Formel 

Adt =2n.e-4nlv*lbdt (58) 

gegeben ist. Die "Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit" A ist, wie man sieht, 
VOlli Alter des betrachteten radioaktiven Atoms unabhangig und hangt wegen (5) 
§ 29 mit der Energie E des ausgescbleuderten Teilchens durch eine Beziehung 

von der Gestalt log}, = A _ B VUo _ E (59) 

zusammen. A wachst also mit steigendem E logarithmisch an. 
Ist die Anzahl der im Zeitpunkte t noch nicht zer£allenen Atome eines radio

aktiven Elementes gleich N, dann zerfallen hiervon in der Zeit d t auf Grund der 
angestellten Uberlegung N A dt Atome, so daB N wah rend dt um 

-dN = NAdt (60) 

abnimmt. Die Gleichung (60), als Differentialgleichung fiir N (t) aufgefaBt, er
gibt als Losung N (t) = No e-)·t, (61) 

worin die Konstante No offenbar die Anzahl der Atome zur Zeit Null angibt. 
Die Formel (61) ist in vollkommener Ubereinstimmung mit dem aus dem 

Experiment abgeleiteten radioaktiven Zerfallsgesetz. Auch der Zusammenhang 
zwischen der "Zerfallskonstanten" A und der Energie der IX-Partikel gemaB 
Formel (59) stimmt mit der empirischen "GEIGER-NUTTALSchen Formel" im 
wesentlichen iiberein1. 

Die Diskussion der Verteilungsformel (61) vom Standpunkte der Wahrschein
lichkeitsrechnung findet man in den Formeln (29) bis (35) des § 17. Man sieht 
daraus insbesondere, daB die "mittlere Lebensdauer" eines radioaktiven Elementes 
gleich dem Reziprokwerte der Zerfallskonstanten ist. Man sieht ferner, daB wegen 
der Endlichkeit der Anzahl der beobachteten radioaktiven Zerfallsprozesse das 
Auftreten von "radioaktiven Schwankungen" gefordert werden muB, eine Vor
aussage, die sich auch bewahrheitet2• 

Elftes Kapite,l. 

Thermodynamik. 
§ 32. Die Hauptsiitze der Thermodynamik. 

1. Die thermodynamischen ZustandsgroBen. Yom Standpunkte der Konti
nuumtheorie wird, wie wir in § 25, 1. gezeigt haben, der Zustand einer ruhenden 
Fliissigkeit oder eines ruhenden Gases mechanisch durch die beiden skalaren 
Ortsfunktionen e (t) und p (t), d. h. durch die Angabe von Dichte und Druck in 
jedem Volumenelement des Korpers, beschrieben. In einem festen Korper ist 
im allgemeinen statt des Druckes der Spannungstensor und statt der Dichte 
der Deformationstensor als Funktion von t anzugeben. Wir wollen uns aber 
hier auf den Fall beschranken, daB fiir die betrachteten Festkorper stets die Be
dingung (2) § 25 erfiillt sei und daher auch hier zur ·mechanischen Beschreibung 
die beiden GroBen Dichte und Druck hinreichen. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXVIII. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 109. 
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Zur tkermischen Beschreibung eines materiellen Kontinuums ist die Angabe 
der "Temperatur" T in jedem Volumenelement erforderlich, also die Angabe
einer weiteren skalaren Ortsfunktion T(t). Die Temperatur wird in der ublichen 
Weise durch die Angabe eines geeigneten Thermometers gemessen. 1m folgenden 
soll stets angenommen werden, daB T die "absolute Temperatur" bedeute, die durch 
die Messung mit einem "idealen Gastkermometer" definiert istl. In § 35, 6. werden 
wir zeigen, daB sich die absolute Temperatur auch statistisch definieren laBt. 

Die Aufgabe der "Thermodynamik" ist die Untersuchung der mechanischen 
Veranderungen, die ein System infolge von thermischen Veranderungen erleidet 
und umgekehrt, sowie die Aufstellung von allgemeinen, diese Wechselwirkungen be
herrschenden GesetzmaBigkeiten. Der "Zustand" eines Systems im Sinne der 
Thermodynamik wird durch die skalaren Ortsfunktionen p, e und T beschrieben, 
die daher auch als thermodynamische "Zustandsgro{Jen" oder "Zustandspara
meter" bezeichnet werden. 

Unter einem "homogenen System" wollen wir e!n System verstehen, das aus 
einem einheitlichen Korper niit konstanter Dichte, konstantem Druck und kon
stanter Temperatur besteht. Sein thermodynamischer Zustand wird also durch 
drei Zahlen, namlich die Werte von p, e, und T gekennzeichnet, wozu noch 
die Angabe der Masse m des Korpers hinzukommt . 

. Die Masse wollen wir uns im folgenden stets statt in Grammen in Molen 
(Grammolekiilen) gemessen denken; ebenso natiirlich die Dichte in Molen pro 
Volumeneinheit. Statt e kann man auch das Volumen V = m/e als Zustands
groBe benutzen, was wir im folgenden meistens tun werden. 1m allgemeinen 
werden wir annehmen, daB das System gerade die Masse von einem Mol besitzt; 
das entsprechende Volumen, das "Molvolumen", bezeichnen wir mit v. 

Unter einem "heterogenen System" wollen wir ein solches verstehen, das aus 
einer endlichen Zahl von homogenen Teilsystemen zusammengesetzt ist. Sein 
thermodynamischer Zustand wird durch die Angabe von m, p, e und T oder V, 
p, e und T fiir jedes Teilsystem vollkommen beschrieben. 1m Grenzfalle unendlich 
vieler unendlich kleiner Teilsysteme kommt man auf den oben besprochenen 
allgemeinen Fall zuriick, wo fur jedes "Teilsystem" vom Volumen d V die GroBen 
p, e und T anzugeben sind. 

2. Gleichgewichtszustiinde und Zustandsgleichung. In § 25, 1. stellten wir fest, 
daB in einer ruhenden Fliissigkeit oder in einem rubenden Gas zwischen den beiden 
ZustandsgroBen p und e eine Beziehung von der Gestalt (3) besteht, in die anch 
noch die Temperatur als Parameter eingeht: die "Zustandsgleichung". GemaB 
den unter 1. gemachten Annahmen muB das gleiche auch fiir die von uns be
trachteten Gleichgewichtszustande fester Korper gelten. 1m Sinne der Thermo
dynamik ist die Zustandsgleichung eine zwischen den drei ZustandsgroBen p, e 
und T bzw. p, V und T herrschende Beziehung, die im Gleichgewichtszustande 
eines homogenen Systems erfiillt sein muB. 

Die Gestalt der Zustandsgleichung kann fiir jedes spezielle System durch das 
Experiment ermittelt werden2, oder auf Grund der kinetischen Theorie der 
Materie hergeleitet werden, wovon noch in den §§ 38 und 39 die Rede sein 
wird. Fur ein "ideales Gas" lautet die Zustandsgleichung 

pv = ET, (1) 

worin die universelle Konstante E, die "absolute Gaskonstante", den Wert 
8,313 . 107 erg/Grad hat. 

1 Naheres fiber Thermometer im allgemeinen und das Gasthermometer sowie 
den Begriff der absoluten Temperatur findet man in "Exp.-Physik", Kap. XI. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 40. 
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Infolge des Bestehens der Zustandsgleichung irn FaIle des Gleichgewichtes 
konnen wir von den drei ZustandsgroBen nach Willkiir eine als Funktion der 
heiden anderen ansehen, die dann als unahhangige Veranderliche auftreten. 
Wahlen wir z. B. p und T als unahhangige ZustandsgroBen, so erscheint V in 
der Form V = V (T, p) (2) 

als Zustandsfunktion. Ehenso kann man jede andere ZustandsgroBe stets als 
Funktion zweier unahhangiger ZustandsgroBen, z. B. T und p, darstellen. 1st U 
eine solche GroBe, dann kann sie als Funktion von T und pinder Form 

geschriehen werden. 
U=/(T,p) (3) 

Gema.B (3) kann man die partiellen Ahleitungen von U nach den unahhangig 
Vera.nderlichen T und p hilden. Es ist in der Thermodynamik iihlich, die zweite 
Variahle, die hei der Differentiation konstant gehalten wird, als Index an das 
Symhol der Ahleitung anzuha.ngen, um sogleich in Evidenz zu setzen, als Funktion 
welcher Zustandsveranderlicher die hetreffende GroBe irn vorliegenden Falle 
hetrachtet wird. Die heiden partiellen Ahleitungen von U nach T und p gemaB 
(3) schreiht man also 

(4) 

Ahnllch gewinnt ma~ gemaB (2) die GroBen: 

die eine einfache Bedeutung hahen. Die erste ist die VergroBerung des Volumens 
hei Erhohung der Temperatur und gleichhleihendem Druck, die man, auf das 
urspriingliche Volumen hezogen, den "Ausdehnungskoettizienten" IX der Suhstanz 
nennt, also: _ J.. (a V) 

IX - VaT 'P' (5) 

Die zweite ist die VergroBerung des Volumens hei Erhohung des Druckes und 
gleichhleihender Temperatur; auf das urspriingliche Volumen hezogen, ist dies 
nichts anderes als die negativ genommene "Kompressihilititt" 0, die wir in 
§ 23,3. eingefiihrt hatten, also 

O=-~(~) V ap T 
(6) 

Die ahnlich .gehildete GroBe = ~ ( a p ) 
P p aT v (7) 

wird schlieBlich als "Spannungskoettizient" hezeichnet. 
Eine sehr anschauliche Darstell~ einer Zustandsfunktion gewinnt man 

durch die Zeichn~ des "Zustandsdiagrammes" in der Weise, daB man in einer 
Ehene die heiden unahh~en ZustandsgroBen als rechtwinkelige Koordinaten 
einfiihrt. Jedem Wert der ahhii.ngigen ZustandsgroBe entspricht dann eine Kurve 
in dieser Ehene, dem gesamten Wertehereich der ahhangig Veranderlichen eine 
Kurvenschar, derart, daB jeder Kurve der Schar ein Wert d!:}r ahhii.ngig Ver· 
anderUchen als Parameter zugeordnet ist. 

Wa.hlt man beispielsweise p und V als unahhangig Veranderliche, dann kann 
man die Zustandsgleichung (2) durch die Schar der "Isothermen" darstellen, 
d. h. derjenigen Kurven, die die Ahhangigkeit von p und V bei konstant gehal
tenem T ausdriicken. Die Isothermen eines idealen Gases sind gemaB (1) die 
Kurven mit den Gleichungen (8) pv = const, 
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d. h. die Schar der gleichseitigen Hyperbeln, die die Koordinatenachsen als 
Asymptoten haben (Abb. 80). 

Wahlt man als unabhangige Zustandsvariable V und T, dann kann man 
die Zustandsgleichung durch die Kurvenschar der "Isobaren" darstellen, d. h. der 
Kurven, die die Abhangigkeit von V und T bei p 
konstantem p darstellen. Die Isobaren eines idealen 
Gases sind nach (1) Geraden durch den Koordina· 
tenursprung (Abb.81). 

Als "Isochoren" schlieBlich bezeichnet man die 
Schar der Kurven von konstanter Dichte (bzw. 
konstantem Volumen), bei Wahl der unabhangi
gen Veranderlichen p und T. 

Fur das thermodynamische Gleichgewicht in 
einem heterogenen System mussen auBer der Be
dingung, daB in jedem homogenen Bestandteil des 
Systems die entsprechende Zustandsgleichung er-
fiillt ist, auch noch spezielle Gleichgewichtsbedingungen ~ 
zwischen den einzelnen Bestandteilen erfiillt sein, die 
im allgemeinen eine weitere Einschrankung der Mog
lichkeiten nach sich ziehen. Wir kommen hierauf in 
§ 33, 5. zuruck. 

3. Thermodynamiscbe Prozesse. Durch auBere Ein
griffe, z. B. Einwirkung von Kraften, Zufiihrung von 
Warme u. dgl. kann man den thermodynamischen Zu
stand eines Systems verandern oder, wie wir uns aus
drucken wollen, mit dem System einen "thermodynami

Abb. so. 

Abb. S1. 

schen Proze/J" ausfuhren. Wahrend eines solchen Prozesses durchlauft das 
System eine kontinuierliche Folge von Zustanden, die durch die Werte der 
ZustandsgroBen gekennzeichnet sind. Graphisch kann man einen thermodyna
mischen ProzeB durch eine Kurve in einem dreidimensionalen p- V-T-Raum 
darstellen, die von dem Punkt durchlaufen wird, der den jeweiligen Zustand 
des Systems reprasentiert. Statt dessen kann man auch bloB die Projektion 
dieser Kurve auf eine der unter 2. eingefiihrten Zustandsebenen, z. B. die p- V
Ebene, betrachten, wobei allerdings noch zu jedem Punkte der Kurve der zu
gehorige Wert von T hinzugesetzt werden muB. 

Von einem "Kreisproze/J" sprechen wir dann, wenn die erwahnte Kurve in 
sich geschlossen ist und der ProzeB nach Durchlaufung verschiedener Zwischen
zustande zum Ausgangszustande zUrUckfiihrt (Abb. 82). 

Es ist von vornherein na,tiirlich keineswegs sicher, daB P 
man einen thermodynamischen ProzeB, der von einem 
Gleichgewichtszustand A nach einem anderen Gleichge
wichtszustand B fiihrt, auch in umg~kehrter Richtung von B 
nach A durchlaufen kann. Wir werden in der Tat spater 
sehen (5.), daB im allgemeinen diese Umkehrung nicht 
durchfuhrbar ist. Wir sprechen dann von einem "nicht 
umkehrbaren" oder "irreversiblen" ProzeB. Insbesondere 
wird auch ein KreisprozeB im allgemeinen irreversibel sein 

Abb. S2. 

und die ihn darstellende geschlossene Kurve sich nur in einem Sinne durchlaufen 
lassen, was in der Abb. 82 durch die eingezeichneten Pfeile angedeutet wird. 

Wir denken uns nun einen thermodynamischen ProzeB in der Weise durch
gefiihrt, daB die auBeren Eingriffe nicht p16tzlich, sondern in sehr kleinen Schritten 
durchgefiihrt werden und zwischen je zwei Schritten stets so lange gewartet wird, 

FUrth, Theor. Physik. 14 
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bis das System wieder ins Gleichgewicht gekommen ist. 1m Gedankenexperiment 
bietet es keine Schwierigkeit, die GroBe dieser Schritte immer mehr zu verkleinern 
und ihre Anzahl ent!!prechend zu vergroBern, so daB man schlieBlich im Grenz
falle Zur Betrachtung eines Prozesses gefiihrt wird, der "unendlich langsam" 
vorgenommen wird und bei dem das System eine stetige Reihe von Gleichgewichts
zustanden durchlauft. Ein solcher ProzeB kann offenbar stets auch in der ent
gegengesetzten Richtung durchlaufen werden, wir nennen ibn daher "umkehrbar" 
oder "rever8ibel". Insbesondere ist ein reversibler KreisprozeB ein solcher, bei 
dem die Kurve der Abb.82 in beiden Richtungen durchlaufen werden kann. 
GemaB dem eben Gesagten ist es klar, daB ein reversibler ProzeB nicht in einem 
wirklichen Experiment ausgefiihrt werden kann, da ja die Ausfiihrung des Ver
suches unendlich lange Zeit in Anspruch nehmen wfirde. 

Graphisch wird ein reversibler ProzeB durch eine Kurve in einer der Zustands
ebenen eindeutig dargestellt, da er ja laut Definition nur Gleichgewichtszustande 
durchlauft und jedem Punkt der Zustandsebene gemaB der Zustandsg1eichung 
eindeutig ein Wert der dritten Variablen zugeordnet ist. Insbesondere sind die 
unter 2. eingefiibrten Isothermen, Isobaren und Isochoren Abbilder reversibler 

Prozesse, bei denen T bzw. p oder V konstant gehalten 
werden. In der Abb. 83 moge die Kurve (1) einen re
versiblen ProzeB darstellen, der yom Zustand A. nach 
dem Zustand B fiihrt oder umgekehrt. Es ist stets mog
lich, von A. nach B auf einem anderen Wege als (1), z. B. 
auf dem Wege (2) iiberzugehen, ja es laBt sich sogar, 
sofort zeigen, daB es unendlich viele von A.' nach B 
laufende, reversible Wege geben muB. In der Tat konnen 

f/ wir jede Kurve in der p-v-Ebene durch eine Stufen-
Abb.83. 

kurve nach Art der Kurve (3) in Abb. 83 mit be
liebiger Genauigkeit approximieren, d. h. den entsprechenden ProzeB durch 
eine Aufeinanderfolge von unendlich vielen unendlich kleinen reversibel vorge
nommenen isobaren und isochoren Zustandsanderungen durchlaufen. 

4. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik. In § 18,4. zeigten wir, daB ffir 
homogene, mechanische Systeme der Energiesatz gilt. Das Experiment lehrt nun, 
daB bei Zustandsanderungen nicht homogener, abgeschlossener Systeme stets 
Warme entsteht, wenn mechanische Energie verschwindet und umgekehrt, und 
zwar derart, daB die entstandene "W armemenge" in Kalorien mit einer univer
sellen Konstanten, dem "meckani8chen Warmeaquivalent" 4,186.107 multipliziert, 
der verschwundenen mechanischen Energie in erg gemessen gleich ist und um
gekehrt. Wir konnen also sagen, daB "W arme" eine Form von Energie ist und 
daB der Energiesatz auch fiir nicht konservative Systeme gilt, wenn man ihn in 
der Form ausspricht: In einem abgeschlossenen System ist die Summe aus mecha
nischer und Warmeenergie konstant. Dieser Satz heiBt der erste Hauptsatz der 
Thermodynamik1• 

Zu jedem thermodynamischen Gleichgewichtszustand eines homogenen 
Systems gehort ein bestimmter Wert der Gesamtenergie oder "inneren Energie" U 
des Systems, die gleich der Summe aus der in dem System enthaltenen poten
tiellen mechanischen Energie und der Warmeenergie ist. U ist daher im Sinne von 
2. eine ZustandsgroBe und kann als Funktion zweier unabhangiger Zustandsvariab
len, z. B. V und T oder p und T angesehen werden. Bei einem idealen Ga.s ist, wie 
entsprechende Versuche gezeigt haben2, U nur von T, aber nicht von Vabhangig. 

1 Beziiglich der experimentellen Begriindung dieses Satzes und der Bestimmung 
des mechanischen Warmeaquivalentes vgl. "Exp.-Physik", § 47. 

2 V gl. "Exp.-Ppysik", § 45. 
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Ebenso wie die potentielle mechanische Energie (vgl. § 18, 4.), ist U nur bis 
auf eine willkiirliche additive Konstante definiert, die man so festlegt, daB man 
irgendeinem geeignet gewahlten "Normalzustand" den Wert U = 0 zuordnet. 
Hat das betrachtete System die Masse 1 Mol, dann solI die innere Energie mit u 
bezeichnet werden. Fiir ein heterogenes System ist natiirlich die gesamte innere 
Energie gleich der Summe der inneren Energien der einzelnen homogenen Teil
systeme. 

Fiihrt man mit einem homogenen System einen beliebigen thermodynamischen 
ProzeB aus, der von einem Zustand 1 nach einem Zustand 2 fiihrt, dann muB 
nach dem Energiesatz die Zunahme der inneren Energie gleich der bei der Zu
standsanderung dem System zugefiihrten Energie sein. Diese setzt sich im all
gemeinen wieder aus der zugefiihrten Warmeenergie Q und der mechanischen 
Arbeit.A zusammen, die die an dem System angreifenden Krafte bei der Zustands
anderung leisten; es gilt also 

U2 -U1 =Q+.A. (9) 

Die linke Seite von (9) hangt dabei nach den vorstehenden .Ausfiihrungen nur 
vom .Ausgangs- und Endzustand ab, wahrend die Werte von Q und .A im allge
meinen verschieden sind, je nachdem, auf welchem Wege der Ubergang vorge
nommen wurde. Q und .A sind also im Gegensatz zu U keine Zustandsfunk
tionen. Fiir einen KreisprozeB ist U1 = U2 und daher Q + .A = 0: die am 
System geleistete Arbeit.A wird also restlos in der Form der Warmemenge - Q 
von dem System nach auBen abgegeben oder umgekehrt die zugefiihrte Warme
menge Q restlos zur Hervorbringung von auBerer Arbeit -.A verwendet. 1m 
zweiten FaIle nennen wir das System eine "W armekraftmaschine". 

Sind die Zustande 1 und 2 sehr nahe benachbart, dann geht U2 - U1 in d U, 
das vollstandige Differential vonU iiber. Die entsprechenden Werte von Q und.A 
nennen wir ~Q und ~.A, um anzudeuten, daB es sich hier um keine vollstandigen 
Differentiale handelt, da ja Q und .A keine Zustandsfunktionen sind. Die Glei
chung (9) geht dann in die folgende iiber: 

dU = ~Q+ ~.A, (10) 

die wir als die mathematische Formulierung des ersten Hauptsatzes ansehen 
konnen. 

1st die betrachtete Zustandsanderung reversibel, geht also das System wahrend 
der Zustandsanderung durch lauter Gleichgewichtszustande hindurch, dann 
sind in jedem .Augenblick die am System auBen angreifenden Krafte gleich den 
vom System nach auBen ausgeiibten Kraften, und daher ist die Arbeit ~.A ent
gegengesetzt gleich der bei der Zustandsanderung von den Druckkraften ge~ 
leisteten Arbeit. Wir erhalten sie aus Formel (20) § 22, wenn 
wir darin unsere Grundannahme iiber die Existenz eines im 
ganzen System konstanten Druckes nach Formel (2) § 25 be
riicksichtigen, mit Benutzung von (16) § 22 und (19) § 22: 

~.A = -p ~ ~ (n~~) dF. (11) 

Durch die vorgenommene kleine Deformation des Kor
pers solI seine Oberflache F in die Flache F' iibergegangen 
sein (.Abb.84). Jedes Flachenelement dF von F geht dabei Abb. 84. 

in ein entsprechendes Flachenelement dF' von F' iiber, wo-
bei das Volumen sich um das Volumen des von dF und dF' aufgespannten schiefen 
Zylinders mit der Hohe (n~~) und der Grundflache dF, d. h. um (n~~). dF 
vergroBert. Das Integral in (11) ist also nichts-anderes als die gesamte Volumen-

14· 
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anderung d V des Korpers, so daB fiir eine kleine rever8ible Zustandsanderung 
gilt <5A = - pdV (12) 
und mit Benutzung von (10) <5 Q = d U + p d V. (13) 

Fiir eine endliche, reversible Zustandsanderung zwischen zwei Zustanden 
1 und 2 erhalt man aus (13) durch Integration: 

2 

Q = 1 (d U + pdV.) (14) 
1 

Da der Differentialausdruck (13) im allgemeinen kein vollstandiges Differential 
ist, ist das Integral (14) im allgemeinen yom Integrationswege abhangig und daher 
auch fiir einen reversiblen ProzeB die fiir eine Zustandsanderung verbrauchte 
Warmemenge keine Zustandsfunktion. Fiir einen reversiblen KreisprozeB ist 

wegen~ dU = 0: 
(15) 

Die bei einem KreisprozeB in Arbeit umgesetzte Warmeenergie kann demnach 
aus der graphischen Darstellung des Kreisprozesses im p- V-Diagramm (Abb. 82) 
direkt ala der Flii.cheninhalt der von der geschlossenen Zustandskurve einge
schlossenen Flii.che abgelesen werden. 

Ein ProzeB, bei dem dem betrachteten System weder Warme zugefiihrt noch 
entzogen wird, heillt ein "adiabatiBcher" ProzeB. Fiir einen adiabatischen, re
versiblen ProzeB gilt <5 Q = 0, also nach (13) die Differentialgleichung 

dU + pdV = 0, (16) 

die integriert die Kurvenschar der "Adiabaten" ergibt. 
Fiir einen adiabatischen ProzeB ohne auBere Arbeitsleistung, der natiirlich 

nicht reversibel ist, ist <5A = 0 und daher gilt fiir ihn die Differentialgleichung 

dU = O. (17) 

5. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik; Wirkungsgrad reversibler Kreis
prozesse. Die experimentelle Erfahrung hat in zahllosen Einzelfallen gelelirt, 
daB es nicht moglich ist, thermodynamische Prozesse derart durchzufiihren, 
daB der Endzustand sich yom Anfangszustand nur darin unterscheidet, daB 
einem "Warmebehalter" eine gewisse Warmemenge entzogen und in mechanische 
Arbeit umgewandelt worden ist. Erhebt man diese Erfahrungstatsache durch 
Verallgemeinerung zu einem allgemein giiltigen Prinzip, dann bildet dieses 
Prinzip den Inhalt des "zweiten HauptBatze8 der Thermodynamik". Er kann auch 
als "Satz von der Unm6glichkeit eines Perpetuum mobile zweiter Art" ausgesprochen 
werden, wenn man unter Perpetuum mobile zweiter Art eine thermische Maschine 
versteht, die die zu ihrem Betrieb notige Warmemenge einem einzigen Warme
behalter entziehen und vollkommen in mechanische Arbeit umwandeln konnte. 
Wir werden spater (§ 36, 4.) zeigen, daB auf Grund der statistischen Deutung 
der zweite Hauptsatz nur eine beschrii.nkte Giiltigkeit hatl • 

Damit eine thermische Maschine funktionieren kann, miissen demnach stets 
mindestens zwei Warmebehalter mit zwei verschiedenen Temperaturen Tl und 
Ta vorhanden sein. Die dem warmeren Behalter 1 entzogene Wi:i.rmemenge Ql 
wird bei einem Arbeitsgang der Maschine zum Teil auf den Mlteren Behalter 2 
iibertragen (- Qa), der Rest in mechanische Arbeit umgewandelt. Wir stellen 

1 Bezliglich der experimentellen Begrfuldung des zweiten Hauptsatzes vgl. 
"Exp.·Physik", § 49. . 
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uns zunachst die Aufgabe, den Wirkungsgrad thermischer Maschinen zu berech
nen, bei denen das benutzte System einen reversiblen KreisprozeB durchlauft. 

Wir betrachten hierzu zunachst den sogenannten 
"CARNoT8chen Krei8prozefJ", bei dem als System ein p 
Mol eines idealen Gases verwendet wird, das den in 
der Abb.85 im p- V-Diagramm gezeichneten Kreis
prozeB durchlauft, der aus den beiden Isothermen 
J 1 und J s mit den Temperaturen TI und Ts und den 
beiden Adiabaten Al und As zusammengesetzt ist. 

FUr die dem warmeren Behalter bei der isothermen 
Expansion von VI auf VI' entzogene und dem System 
zugefiihrte Warmemenge ql gilt nach (14) mit Be- t4 W 11 
nutzung der Zustandsgleichung (1) und der unter 4. Abb. 85. 

erwahntea Tatsache, daB u von V nicht abhangt: 

(18) 

Analog findet man fiir die bei der isothermen Kompression von Vs auf v'slangs J 2 

an den kalteren BehaIter abgegebene Warmemenge - q2: 
11. 

-q2 = \ P (Ts) dv = RT210g v.,. J Va 
(19) 

11.' 

Wie in § 33, 2. gezeigt werden wi-rd, ist langs einer Adiabate eines idealen 
Gases die Gleichung (12) § 33 erfiillt. es gilt also langs Al 

Tl V1,,-1 = Ts V2',,-1 

und langs As Tl V1,,,'-I= T2 '/)2"-1. 

Durch Division dieser beiden Ausdriicke folgt 
VI = Va' 

V( Va 

Aus (18) und (19) folgt nun mit Beriicksichtigung von (20) 

~+~-O Tl Ta - • 

(20) 

(21) 

Da langs der beiden Adiabaten definitionsgemaB zwischen dem System und 
seiner Umgebung kein Warmeaustausch stattfindet, ist die gesamte in Arbeit 
umgesetzte Warmeenergie gleich q1 + qs und der "Nutulfekt" oder "Wirkung8-
grad" der Maschine gemaB (21) 

N - ql + q2 _ _ 1- T2 _ T 1 - T. (22) 
- ql - Tl - Tl . 

Wir wollen nun zeigen, daB jeder andere reversible KreisprozeB, der ebenfalls 
in der gleichen Weise arbeitet, daB namlich das System wahrend eines Umlaufes 
mit zwei Warmebehii.ltern von den Temperaturen TI und T2 in Verbindung ge
setzt wird, den gleichen Wirkungsgrad wie der CARNOTsche KreisprozeB, also den 
Wirkungsgrad (22) haben muB. Wir fuhren den Beweis auf indirektem Wege, 
indem wir von der Annahme ausgehen, daB ein reversibler Proz,eB existieren 
moge, dessen Nutzeffekt N' groBer sei als N. Nach (22) gilt dann 

1 + ~:: > 1 + ~:. (23) 
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Wir fiihren nun mit dem angenommenen System einen KreisprozeB durch, 
bei dem die Warmemenge - Q2' auf den kalteren Behii.lter iibertragen wird und 
die Warmeenergie Q1' + Q2' in mechanische Arbeit verwandelt wird. Hierauf 
lassen wir einen CAItNoTschen KreisprozeB folgen, bei dem gerade die Warme
menge -Q2' dem kalteren Behalter wieder entnommen wird, so daB Q2 = -Q2' > 0 
gilt. Wegen (23) gilt dann die Ungleichung 

Q1 + Q1' > O. (24) 

Nach AbschluB des Gesamtprozesses ist also nichts anderes geschehen, als 
daB dem warmeren Behalter die Warmemenge Q1 + Q1' entzogen, dabei auf das 
System iibertragen und in mechanische Arbeit verwandelt wurde. Ein solcher 
ProzeB soll aber nach dem zweiten Hauptsatz ausgeschlossen sein, womit unsere 
Annahme, daB N' groBer als N sein konnte, widerlegt ist. Ebenso leicht beweist 
man, daB auch N' nicht kleiner sein kann als N, womit unsere Behauptung, daB 

-jeder reversible KreisprozeB den Wirkungsgrad (22) hat, bewiesen erscheint. 

p 

6. Die Entropie. Der unter 5. durchgefiihrte Gedankengang, der zu der 
Gleichung (21) fiihrt, laBt sich leicht auf einen beliebigen KreisprozeB aus
dehnen. Unter 3. zeigten wir, daB sich jeder reversible ProzeB durch eine aus 

Isobaren und Isochoren zusammengesetzte Stufen
kurve beliebig genau approximieren laBt. Ganz 
ahnlich kann man offenbar, wie es die Abb.86 
zeigt, diese Approximation auch durch eine Anein
anderfiigung von kleinen Stiicken von Isotherroen 
und Adiabaten durchfiihren. Denkt man sich nun 
den durch die beiden kleinen Stiicke 81 und 82 der 
Isothermen J 1 und J 2 und die beiden durch sie her
ausgeschnittenen Stiicke der Adiabaten Al und 

Abb.86. 

V A2 gebildeten KreisprozeB ausgefiihrt, dann gilt fiir 
ihn die Gleichung (21), worin ql und q2 die auf den 
Wegen 81 und 82 dem System zugefiihrten Warme

mengen bedeuten. Auf die gleiche Weise kann man fortfahren und so die den 
KreisprozeB reprasentierende geschlossene Kurve so in zwei Teile zerlegen, daB 
jedem isothermen Linienelement des ersten Teiles ein isothermes Linienelement 
des zweiten Teiles zugeordnet ist, fiir die Gleichungen vom Typus (21) gelten, 
wahrend fiir die adiabatischen Linienelemente die entsprechenden Q verschwinden. 

Durch Summation erhalt man so die fiir jeden reversiblen KreisprozeB gel-
tende Gleichung "b Q 

~T=O, (25) 

worin I5Q die auf einem kleinen Stiick des Kreisprozesses dero System zugefiihrte 
Warmemenge und T die dabei herrschende Temperatur bedeutet und die Summe' 
iiber den ganzen KreisprozeB zu erstrecken ist. 

Setzt man in die Gleichung (25) fiir I5Q aus (13) ein, dann kann man statt der 
Summe das iiber den geschl08senen Weg erstreckte Linienintegral setzen und 
erhalt 1 d U + pdV 

j T = O. (26) 

Soll das Linienintegral (26) iiber jeden geschlossenen Weg erstreckt ver
schwinden, so heiBt das, daB der Integrand das vollstandige Differential einer 
Zustandsfunktion B sein rouB, die wir als die "Entropie" bezeic:p.nen. Ihr Differen
tial dB ist demnach durch die Gleichung 

dB= dU~PdV (27) 
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defuriert. Hieraus folgt durch Integration zwischen zwei Zustanden 1 und 2 
2 

CI_8 _\dU+pdV 
°2 1-) T ' (28) 

1 

worin das auf der rechten Seite stehende Integral tiber einen beliebigen, rever
siblen Weg zu erstrecken ist, der das System aus dem Zustand 1 in den Zustand 2 
tiberfiihrt. 

Langs einer Adiabate mit der Gleichung (16) andert sich die Entropie nach 
(28) nicht, ein reversibler, adiabatischer ProzeB kann also auch als "isentropisch" 
bezeichnet werden. 

Vermoge (28) kann man jedem beliebigen Zustand eines homogenen Systems 
einen Wert der Entropie zuordnen, indem man das Integral von einem will
kiirlich gewahlten Zustand, dem man die Entropie Null zuschreibt, zu dem be
treffenden Zustand erstreckt. Die Entropie eines Mois eines homogenen Systems 
wollen wir mit s bezeichnen. In einem heterogenen System wollen wir unter der 
Gesamtentropie die Summe der Teilentropien der einzelnen homogenen Bestand
teile verstehen. 

7. Mathematische Formulierung des zweiten Hauptsatzes. Der Entropiesatz. 
Einen wichtigen Satz tiber die Entropieanderung bei adiabatischen und irre
versiblen Prozessen erhalt man durch die folgende Betrachtung: Es moge die 
Kurve (12) in Abb. 87 einen ProzeB darstellen, der nur in der 
eingezeichneten Pfeilrichtung durchlaufen werden kann. Wir P 3~ 
konnen dann stets auch auf einer Adiabate (13) und einer Iso-
therme (32), also auf einem reversiblen Wege yom Zustand 1 ~ 
zum Zustand 2 gelangen, wobei die Entropieanderung die \\. 
gleiche ist. Auf der Adiabate (13) ist die Entropieanderung ~ ~ 
nach 6. gleich Null, auf dem isothermen Wege (32) ist sie 1 '/ 
gleich QIT, wenn Q die auf dem Wege (32) dem System aus 
einem Behalter mit sehr groBem Warmevorrat der Tem- V 
peratur T zugefiihrte Warmemenge bedeutet. Es ist also Abb. 87. 

82 - 8 1 = Q/T. (29) 

Durchlauft man nun den geschlossenen Weg (1231), d. h. vollfiihrt man mit 
dem System einen KreisprozeB, dann wird hierbei dem System die Warmemenge 
- Q zugefiihrt und in mechanische Arbeit verwandelt. Dies ist aber nach dem 
zweiten Hauptsatz nicht moglich, wenn - Q > 0 oder Q negativ ist. Es gilt 
demnach notwendigerweise Q > 0 und daher nach (29): 

~>~ ~ 

Der Satz (30) sagt aus, daB bei einem irreversiblen, adiabatischen ProzeB die 
Entropie· immer nur zunehmen, niemals aber abnehmen kann und er reduziert 
sich auf den unter 6. abgeleiteten Satz, daB die Entropie bei einem adia
batischen ProzeB gleich bleibt, wenn er reversibel durchlaufen wird. Dieser 
von CLAUSIUS ausgesprochene ,,8atz von der Vermehrung der Entropie" in einem 
adiabatisch abgeschlossenen System ist dem zweiten Hauptsatz vollig aquivalent 
und kann als seine mathematische Formulierung angesehen werden. 

Durchlauft ein System einen beliebigen irreversiblen KreisprozeB, dann kann 
man ihn, ahnlich wie wir das unter 6. getan haben, stets mit geniigender Nahe
rung aus irreversiblen, adiabatischen und reversiblen, isothermen Teilprozessen 
zusammensetzen. Da nach dem Entropiesatz auf den ersteren die Entropie zu
nehmen muB, sich jedoch insgesamt, da es sich ja um einen KreisprozeB handelt, 
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nicht andern darf, muB die Summe der Entropieanderungen auf den isothermen 
Stficken negativ sein. Bezeichnet demnach I5Q wieder, wie unter 6., die dem System 
auf einem Element der Zustandskurve zugefiihrte Warmemenge und T die zu
gehorige Temperatur, dann ist nach (27) und (13) die entsprechende Entropie
anderung gleich I5QIT und es gilt auf Grund der durchgeffihrten Uberlegung die 
Ungleiehung ,,",6 Q 

~ 1:' ~ 0, (31) 

worin die Summe fiber aile Linienelemente der geschlossenen Zustandskurve zu 
erstrecken ist. Die Ungleichung (31) kann ebenfails als mathematische Formu
lierung des zweiten Hauptsatzes benutzt werden. Sie geht ffir einen reversiblen 
KreisprozeB in die Gleichung (25) fiber. 

8. Freie Energie und dritter Warmesatz. Fiir eine isotherme, reversible Zu
standsanderung erhalt man aus (28) mit Benutzung von (12) 

1 
82 - 8 1 = T (U2 - U 1 -A). (32) 

Dureh Einfiihrung der ZustandsgroBe 

F=U-T8, (33) 

die als "jreie Energie" bezeichnet wird, kann man die Gleichung (32) auf die fol
gende einfache Gestalt bringen: F2 -F1 = A. (34) 

Die Beziehung (34) sagt aus, daB die bei einem isothermen, reversiblen ProzeB, 
aus einem System zu gewinnende mechanische Energie (- A) gleich ist der 
Abnahme der freien Energie des Systems. Dies rechtfertigt den N amen "freie 
Energie": F ist jener Teil der Gesamtenergie U eines Systems, der als mecha
nische Energie bei einem isothermen ProzeB maximal nutzbar gemacht werden 
kann (bei einem irreversiblen ProzeB ist er stets kleiner als bei einem reversiblen). 

Bei Annaherung an den absoluten Nuilpunkt nahern sieh die Zustands
funktionen Fund U, wie (33) zeigt, immer mehr an, es gilt also 

lim F (T) = lim. U (T). (35) 
p=o p=o 

Die experimentelle Aufnahme der Kurven F (T) und U (T) zeigt nun in zahl
reichen untersuchten Fallen, daB sie bei Annaherung an T = 0 sich dortselbst 
nicht nur zu schneiden, sondern auch zu beriihren scheinen1• Nehmen wir an, daB 
diese Vermutung richtig sei und erheben sie zu einem allgemeinen Prinzip, dem 
"NERNsT8chen Warmetheorem" , dann tritt der Grenzbeziehung (35) noeh die 
weitere Grenzbeziehung . aF . au 

limiiT = hm aT (36) 
an die Seite. p=o p=o 

Die Anwendung von (36) auf (33) ergibt sogleich die weitere Beziehung 

li a(S 1'l = 0 
m aT ' p=o 

die nur dann erfiillt sein kann, wenn 8 im absoluten Nnllpunkt entweder wie lIT 
unendlich wird oder dortselbst verschwindet. SchlieBen wir die erste Moglich
keit aus, dann erhalten wir die PLANcKsche Formulierung des NERNsTschen 
Wiirmesatzes: 1m absoluten Nullpunkt ist die Entropie eines beliebigen Systems 
gleich Null. Dieser Satz wird auch als der "dritte Haupt8atz der Thermodynamilc" 
bezeichnet. 

1 Vgl. "Rxp.-Physik", Kap. XII. 
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Da die Entropie furer Definition nach nur bis auf eine willkiirliche additive 
Konstante definiert ist, ist das Wesentliche an dem oben formulierten dritten 
Hauptsatz nicht die Tatsache, daB die Entropie am absoluten NUllpunkt gerade 
den Wert Null hat, vielmehr die Tatsache, daB jede mit einem beliebigen System 
beirn' absoluten Nullpunkt vorgenommene Zustandsanderung ohne Anderung 
der Entropie vor sich geht. 

§ 33. Anwendungen der Hauptsiltze. 
1. Spezifische Wiirmen. Vnter der ,,8pezi/ischen Warme" einer Substanz 

versteht man die zu einer Erhohung der Temperatur der Masseneinheit urn 10 

erford~rliche Warmemenge1. Verwendet man als Masseneinheit das Mol, dann 
spricht man meist von der "Molwarme". Wenn irn folgenden von spezifischer 
Warme die Rede ist, so soll immer die Molwarme gemeint sein. Je na6hdem, ob 
bei der Warmezufuhr das Volurnen oder der Druck konstant gehalten wird, 
spricht man von ,,8pezi/i8cher Warme bei kon8tantem Volumen" c" und ,,8pezi/i8cher 
Warme bei konBtantem Druck" c". GemaB der eben gegebenen Definition gilt 

(1) 

Fiihrt man in die Gleichung (13) § 32 v und T ala Variable ein und bezieht 
auf ein Mol, dann erhalt man 

<5q=du+ pdv=(:;)"dT+ [(~:)T+p]dv, (2) 

daher fUr v = const, also dv = 0 nach (1) 

(3) 

Benutzt man statt v und T die GroBen p und T als Variable, dann erscheint dv als der Differentialausdruck: 

dV=(:;)Tdp+(:;)"dT, (4) 

der, in (2) eingesetzt, Hefert 

<5q={(:;),,+ [(~:)T+P](:;)JdT+ [(::)T+P](:;)Tdp. (5) 

Setzt man hier P = const, also dp = 0, so erhalt man mit Benutzung von (1) 
und (3) sowie (5) § 32: [( 8U) ] 

cp = c" + <:> + P . ~ v. (6) 
<IV T 

, Fiir ein ideales Gas ist u gemaB § 32, 4. nur von T abhangig, also (~:)T = 0 

und gemaB der Zustandsgleichung (1) § 33 

~v = (:;),,= :' 
daher nach (6) 

~-~=~ m 
eine Beziehung, auf die R. MEYER seine erstmalige Ermittlung des mechanischen 
Warmeaquivalentes begriindet hat2• 

Bei einem festen Korper oder einer Fliissigkeit ist der Ausdehnungskoeffizient 
sehr klein und daher, wenn p nicht sehr groB ist, der zweite Term in (6) gegen den 

1 Die Methoden zur Messlmg der spezifischen Warme sind in "Exp.-Physik", 
§ 44 behandelt. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 47. 
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ersten zu vernachlassigen; der Unterschied zwischen den beiden spezifischen 
Warmen ist also vernachlassigbar klein, in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

2. Die. adiabatische Zustandsgleichung. Unter der adiabatischen Zustands
gleichung eines homogenen Systems versteht man jene Beziehung, die zwischen 
zweien der Zustandsvariablen besteht, werm mit dem System ein reversibler, 
adiabatischer ProzeB vorgenommen wird. Wir erhalten sie demnach als Losung 
der Differentialgleichung (16) § 32, d. h. durch Nullsetzung des Ausdruckes (2), 
werm wir als Variable v und T wahlen. Dies ergibt mit Benutzung von (3) 

c"dT+ [(~:)T+p]dv=O. (8) 

Die Differentialgleichung (8) laBt sich integrieren, werm die Funktion u (v, T) 
und die Zustandsgleichung p (v, T) bekarmt sind. 

Wir wollen die Rechnung ffir ein ideales Gas ausfiihren, ffir das (~: )T = 0 

gilt, c" eine Konstante ist und die Zustandsgleichung (1) § 32 zutrifft. Die Glei
chung (8) geht darm iiber in 

RT c"dT + --dv =0. (9) v 

Hierin lassen sich die Veranderlichen v und T separieren: 
aT R av 
1! -r.;; v' 

so daB die Integration auf beiden Seiten mit Benutzung der Beziehung (7) 
R 0-0 

log T + Const =--logv=~logv = (l-x)logv (10) 
0" 0" 

liefert mit der iiblichen Abkiirzung x = !!'21_. (ll) 
0" 

Aus (10) folgt weiter 

und bieraus schlieBlich 
log (T . V"-l) = const 

T . V,,-1= const (12) 

als adiabatische Zustandsgleichung eines idealen Gases bei Verwendung von v 
und T .als ZustandsgroBen. Wegen x> 1 steigt bei adiabatischer, reversibler 
Kompression des idealen Gases die Temperatur an und' nimmt ab bei adia
batischer Expansion, eine Tatsache, von der wir stillschweigend bei der Behand
lung des CARNoTschen Kreisprozesses im § 32, 5. Gebrauch gemacht haben1. 

Bei Verwendung von v und p als ZustandsgroBen ethalt man aus (12), werm 
man darin fUr Taus der Zustandsgleichung (1) § 32 einsetzt 

pv" = const (13) 

als adiabatische Zustandsgleichung, die gleichzeitig die Gleichung der Kurven
schar der Adiabaten eines idealen Gases im p-v-Diagramm wiedergibt. 

Bei Verwendung von p und T als ZustandsgroB6n gilt schlieBlich 
1 
--1 

T . p" = const. (14) 

3. Einige Folgerungen aus dem zweiten Hauptsatz. Nach dem zweiten Haupt
satz ist das Differential der Entropie dB ein vollstandiges Differential, man kann 
daher mit Benutzung von v und T als ZustandsgroBen schreiben 

ds=(:;)vdT+(::)Tdv. (15) 

1 Uber die experimentelle Untersuchung dieser Erscheinung und ihre mannig
fachen Anwendungen in der experimentellen Physik vgI. "Exp.-Physik", § 45. 



Anwendungen der Hauptsatze. 219 

Anderseits gilt nach der Definitionsgleichung (27) § 32 mit Benutzung von (2) 

und (3) ds= dU~Pd~' = ~ dT+ ~ [(~:)T+P] dv. (16) 

Es mi.issen daher die Koeffizienten von dv und d T in den beiden Differential
ausdriicken (15) und (16) identisch sein und die folgenden Beziehungen gelten: 

(:~ t = ~ (;; )v = ; , (~:)T = -} [p + ( ~: )T]' (17) 

Differentiiert man den ersten der Ausdriicke (17) nach v und den zweiten nach 
T, dann miissen die linken Seiten nach einem bekannten Satze der Differential
rechnung iibereinstimmen, und es ergibt sich die weitere Beziehung 

~ 8~2;T =- ~2 [P+(~:)T]+ ~ [(:~t+ 88;:T] 
oder nach einfacher U mformung 

(~) = T(~-)'-P. 8v T 8 T v 
(IS) 

Die Gleichung (IS) gestattet, die GroBe (~:)T zu berechnen, d. h. die Ab

hangigkeit der Energie vom Volumen zu ermittelri, wenn die Zustandsgleichung 
bekannt ist, wah rend die Abhangigkeit der Energie von der Temperatur, die durch 
die Gleichung (3) dargestellt wird, aus der Kemltnis der Zustandsgleichung 
allein nicht entnommen werden kann. 

SolI ( ~: ) T = 0 sein, dann muB die Differentialgleichung 

T(~) -p = 0 (19) 
8 T v 

erfiillt sein oder die Gleichung 8 1 
8 T logp(v, T) = T 

gelten, die integriert zu der Beziehung 

log p (v, T) = log T + t (v), 

also p = T . g (v) (20) 

fiihrt, worin g (v) eine willkiirliche Funktion bedeutet. Jedes System also, das der 
Zustandsgleichung (20) geniigt, erfiillt die gestellte Bedingung, daB u nur von T 
und nicht von v abhangt. Insbesondere ist ersichtlichermaBen die Zustands
gleichung (1) § 32 eines idealen Gases von der Gestalt (20), womit die Tatsache, 
daB auch ein ideales Gas diese Bedingung erfiillt, sich als Folgerung aus den 
beiden Hauptsatzen und der Giiltigkeit der idealen Zustandsgleichung ergibt. 

Die Gleichung (6) laBt sich ferner mit Benutzung von (IS) und Einfiihrung 
des Spannungskoeffizienten (7) § 32 allgemein in der einfachenJi:orm 

cp-cv =lXfJpvT (21) 

schreiben, woraus man sieht, daB cj1 stets groBer ist als cv , wenn der Aus
dehnungs- und der Spannungskoeffizient positiv sind. 

Einsetzen von (IS) in die Differentialgleichung (8) der Adiabate ergibt schlieBlich 

dT __ ~( 8P) (22) 
dv - Cv 8 T 'I)' 

Man sieht hieraus, in Verallgemeinerung des unter 2. fUr ein ideales Gas fest
gestellten Sachverhaltes, daB bei einer adiabatischen Kompression stets eine 
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Temperatursteigerung stattfindet, wenn ( :~ ),,> 0, der Spannungskoeffizient 
also positiv ist. 

Bei einer adiabatischen Zustandsanderung ohne auBere Arbeitsleistung gilt 
nach (17) § 32 mit Benutzung von (3) und (18) 

oder 
(:;)"dT+ (~:)Tdv= cvdT+[T(:~)v-p] dv=O 

dT 
dv c" 

T(~) -p a T v 

c" 

(23) 

1st der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung negativ, dann kuhlt sich 
bei einer adiabatischen Expansion ohne auBere Arbeitsleistung die Substanz ab, 
eine Erscheinung, die als "JOULE-THOMSON-E//ekt" bekannt ist. Sie verschwindet, 
gemaB dem fruher Gesagten, fur ein ideales Gas!' 

4. Entropie und freie Energie als Zustandsfunktionen. Aus den Beziehungen 
(17) folgt mit Benutzung von (18) 

( a 8 ) C" 
aT ,,= T' (24) 

wonach man 8 durch Integration der Differentialgleichung (15) ermitteln kann, 
wenn die Zustandsgleiehung und die spezifisehe Warme der Substanz gegeben 
'lind. 

Speziell fiir ein Mol eines idealen Gases erhalt man 

c R d8=-"'-dT+-dv T v und daraus 
8 = Cv log T + R log v + Const. (25) 

Umgekehrt kann man, wenn die Entropie 8 als Funktion von T und V bekannt 
ist, aus (24) die spezifisehe Warme und den Spannungskoeffizienten berechnen. Urn 
die Zustandsgleiehung, d. h. p (V, T) zu ermitteln, genugt die Kenntnis von 
8 (V, T) nieht, wohl aber ist hierzu die Kenntnis der freien Energie F als Funktion 
von V und T ausreichend. In der Tat folgt aus der Definitionsgleichung (33) § 32 
in Verbindung mit den Gleiehungen (3), (18) und (24) 

(:~)v = (:~)v-8-T (:~)v =-8 t 
(:~)T=(:~)T-T(:~)T=-P J 

und hieraus schlieBlich 
U = F + 8 T = F - T ( ~ ~ ) v' 

(26) 

(27) 

1st also die Funktion F (V, T) bekamlt, dann konnen samtliche Zustandsfunk
tionen und samtliehe thermischen Eigenschaften der betreffenden Substanz 
unmittelbar bereehnet werden. 

5. Gleichgewichtsbedingungen eines heterogenim Systems. Mit Hille des 
zweiten Hauptsatzes laBt sich aueh die am Schlusse von § 32, 2. angeschnittene 
Frage nach den Bedingungen fUr das thermische Gleichgewicht in einem hetero
genen System beantworten. 

Wir nehmen an, daB das betrachtete System aus n homogenen Teilsystemen 
von den Massen ml , m2, ••• , mn bestehen moge; die Gesamtmasse sei M. Wir 

1 Naheres tiber diesen Effekt und seine Anwendung fUr die Verfl-ussigung der 
Gase findet man in "Exp.-Physik", §§ 45 und 48. 
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lassen dabei zu, daB aIle odeI' auch nul' einige Teilsysteme aus dem gleichen Stoff 
bestehen konnen und nul' verschiedene Modifikationen odeI' "Pkasen" desselben, 
z. B. verschiedene Aggregatzustande odeI' verschiedene Kristallsysteme bilden. 
Es konnen dann Umwandlungen zwischen jenen Teilsystemen stattfinden, die 
verschiedene Phasen del' gleichen Substanz sind, wobei sich die GraBen m i ver
andern, abel' die Gesamtmasse M konstant bleibt. 

Das System sei ferner adiabatisch abgeschlossen und werde auf konstantem 
V olumen gehalten, so daB die Gesamtenergie U und das Gesamtvolumen V bei 
allen Veranderungen konstant bleiben. Die Teilsysteme selbst aber konnen ihre 
spezifischen Volumina Vi und ihre spezifischen Energien U; verandern. Es bestehen 
demnach fUr aIle vorzunehmenden Veranderungen die drei Bedingungsgleichungen 

n 

.L;mi =M, 
i=1 

n 

.L;mivi = V, 
i=1 

n 

.L;miui = U . 
i=1 

(28) 

Die Gesamtentropie S setzt sich aus den spezifischen Entropien Si der Teil
systeme nach § 32, 6. additiv zusammen, so daB gilt 

n 

S= .L;misi. 
i=1 

(29) 

Eine notwendige Bedingung fUr das thermodynamische Gleichgewicht wird 
durch die Forderung ausgedriickt, daB S unter den Nebenbedingungen (28) ein 
Maximum haben muB. Denn da bei jedem irreversiblen ProzeB die Entropie nach 
dem Entropiesatz zunehmen muB, ist hierdurch die Moglichkeit des Eintretens 
solcher Prozesse ausgeschlossen. Die notwendige Bedingung dafiir, daB S ein 
Extremum sei, wird durch die Forderung ausgedriickt, daB bei jeder Veranderung 
bSi del' Teilentropien, die mit den Bedingungen (28) vertraglich sind, die Varia
tion bS verschwindet. 

Um den Nebenbedingungen Geniige zu leisten, miissen die Variationen 15m;, 
15vi' bUi wegen der Konstanz von M, V und U die aus (28) unmittelbar folgenden 
Gleichungen 

n 

.L; omi = 0, 
i=l 

n 

.L; (mi 0 Vi + Vi 0 mil = 0, 
i=l 

n 

.L; (mioui+uiomi) =0 (30) 
i=1 

erfiillen. Fiir bS erhalt man ferner aus (29) mit Benutzung von (27) § 32 

(31) 

Wir multiplizieren nach LAGRANGE die Bedingungsgleichungen (30) del' 
Reihe nach mit den willkiirlichen Konstanten A, ft, 'P, addieren sie zu (31) und 
ordnen nach den GroBen 0 mi , b U i , 0 Vi' Dies ergibt 

Hierin k6nnen nun 15m;, bUi' oVi aIle moglichen Werte annehmen, da die Neben'
bedingungen durch die Willkiirlichkeit del' Konstanten A, ft, 'P bereits beriick
sichtigt sind. SoU daher fiir aIle moglichen Veranderungen, d. h. fiir aIle maglichen 
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Werte von ~mi' ~Ui' dVi die Gleichung (32) erfiillt sein, dann miissen die Koeffi
zienten dieser GroBen einzeln verschwinden, also die Gleichungen 

A+,uVi +lIUt +8i =0, ,u+ ~: =0, 11+ ~i =0, i=1,2, .. . ,n (33) 

erfiillt sein. 
Aus der zweiten und dritten der Gleichungen (33) folgt 

T1 = T2 = ... = Tn =-1/11 = T} 

P1 = 'P2 = ... = Pn = - ,u T = P 
(34) 

Eine notwendige Bedingung fiir das thermische Gleichgewicht in dem betrach
teten System ist also die Gleichheit von Temperatur und Druck in den einzelnen 
Teilsystemen. 

Sind die Teilsysteme in: einander nicht umwandelbar, sind also die mi kon
I:Itant, dann sind diese Bedingungen auch binreichend, da bei Festlegung von P 
und T fiir jedes Teilsystem sein ·thermodynamischer Zustand eindeutig bestimmt 
und also keine reversible Zustandsanderung denkbar ist, die mit den Bedingungen 
(34) vertraglich ware. 

Mit Beriicksichtigung von (34) kann die erste der Gleichungen (33) nun auf 
die Form 

8. = Ui±-.!'Vi -A 
• T ' 

i = 1, 2, ... , n (35) . 

gebracht werden oder bei Einfiihrung der freien Energie Ii pro Mol gemaB del' 
Gleichung (33) § 32 Ii = _ PVi + 0 i = 1,2, ... , n, (36) 

worin 0 eine von i unabhangige Konstante bedeutet. 
Subtrahiert man die Gleichungen (36) fiir zwei Teilsysteme 1 und 2, so erhalt 

man 11 - 12 = P (V2 - v1). (37) 

Die Gleichgewichtsbedingung (37) hat natiirlich nur eine Bedeutung fiir zwei 
solche Teilsysteme, die verschiedene Phasen eines und desselben Stoffes dar
steIlen, da ja die freie Energie nur bis auf eine Konstante definiert ist und daher 
die Differenz 11 - 12 fiir zwei nicht ineinander iiberfiihrbare Zustande keinen be
stimmten Wert hat. Da P(V2 - v1) gleich ist der Arbeit, die bei einer reversibel 
bei der Temperatur T erfolgenden isothermen Umwandlung der P):lase 1 in die 
Phase 2 vom System pro Mol geleistet wird, ist die Gleichung (37) identisch mit 
der Gleichung (34) § 32, die ja fiir einen isotherm reversiblen Vorgang giiltig 
sein solI, und hatte daher auch direkt aus ihr abgeleitet werden konnen. 

1st die freie Energie I fiir die betrachtete Substanz als Zustandsfunktion be
kannt, dann kann die linke Seite von (37) durch P und T ausgedriickt werden; 
anderseits ist nach der Zustandsgleichung fiir jede der beiden Phasen v1 (P, T) 
und v2 (P, T) bekannt, so daB in der Gleichung (37) nur noch die GroBen P und 
T vorkommen und daher aus ihr P (T) berechnet werden kann. Man sieht also, 
daB zwei Phasen bei gegebener Temperatur T nur dann im Gleichgewicht be
stehen konnen, wenn der Druck P dabei einen bestimmten Wert hat, daB aber 
die Massen der beiden Phasen ohne Belang sind. 

Die bekanntesten Beispiele fiir derartige Gleichgewichte sind: 1. Das Gleich
gewicht zwischen einer Substanz im fliissigen und im gasformigen. Aggregat
zustande, dem "gesattigten Damp!" der Fliissigkeit; in diesem FaIle ist P der 
;,Dampldruck" und die Funktion P (T) ergibt die "Damplilruckkurve" der Sub
stanz. 2. Das Gleichgewicht zwischen einem festen Korper und seinem gesattigten 
Dampf, in welcheni FaIle P (T) die "S'Uhlimationskurve" der Substanz wieder-
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gibt. 3. Das Gleichgewicht zwischen einem festen Korper und seiner Schmelze; 
hier gibt P (T) die "Schmelzkurve" wiederi. 

Fiir das Gleichgewicht von drei Phasen muB einerseits die Bedingung P = g (T) 
fiir das Gleichgewicht der Phasen 1 und 2 und anderseits die Bedingung P = h (T) 
fiir das Gleichgewicht der Phasen 2 und 3 erfiillt sein, woraus folgt, daB es im 
allgemeinen nur eine Temperatur und einen dazugehorigen Druck geben wird, 
fiir den das Gleichgewicht zwischen allen drei Phasen bestehen kann, den "drei
fachen Punkt" oder "Tripelpunkt" der Substanz, z. B. den Tripelpunkt fiir das 
Gleichgewicht zwischen festem, fliissigem und gasformigem Aggregatzustand. 
Fiir mehr als drei Phasen wird schlieBlich im allgemeinen iiberhaupt kein Gleich
gewichtszustand bestehen konnen. Ein unmittelbar 
verstandliches Gleichgewichtsdiagramm fiir die drei p 
Aggregatzustande des Wassers stellt die Abb. 88 dar. 

6. Umwandlungswarmen. Die Clausius-CIa
peyronsche Gleichung. Bei der Umwandlung zweier 
Phasen ineinander wird erfahrungsgemaB Energie 
umgesetzt, was sich darin auBert, daB bei einer 
solchen Umwandlung eine" Warmetonung" auf tritt, 
d. h. zur Umwandlung von einem Mol der Sub
stanz aus der einen in die andere Modifikation 
eine gewisse "Umwandlungswarme" entweder zu
gefiihrt werden muB oder frei wird. Wir wollen sie 

£is 

o 
Abb.88. 

WflSSer 

Dump! 

im folgenden mit r bezeichnen. Beispiele hierfiir sind: Die "Schmelzwarme", die 
" Verdamptungswarme", die "Sublimationswarme" usw. 2• 

Eine allgemeingiiltige, thermodynamische Beziehung fiir die Umwandlungs
warme kann aus der Gleichung (2) in Verbindung mit den Gleichungen (3) und 
(18) abgeleitet werden: _ ( a p ) 

fJq - c" dT + T fiT "dv. (38) 

FUr eine isotherme Umwandlung der beiden Phasen ist hier dT = 0 und 

p = P (T), daher (; ~ )" = :~ zu setzen. Die Integration nach v zwischen den 

spezifischen Voluminen VI und V2 der beiden Phasen ergibt daher fiir die Um-
wandlungswarme 11. 

\ aP 
r = J T aT dv; 

111 

da hierin der Integrand von V unabhangig ist, folgt die Beziehung 

aP 
r = T aT (V2-VI ), 

die als "OLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung" bekannt ist. 

(39) 

Die OLAUSIUS-CLAPEYRONSche Gleichung kann benutzt werden, um, wenn die 
Funktion P (T) bekannt ist, r zu berechnen; man kann sie aber auch umgekehrt 
dazu verwenden, um aus der experimentell ermittelten Kenntnis von r die Funk
tion P (T) zu bestimmen. 

1st VI das Molvolumen der Fliissigkeit und V2 das der Gasphase, dann ist 
wegen der sehr viel kleineren Dichte des gesattigten Dampfes gegeniiber der 
Fliissigkeit VI gegeniiber v2 zu vernachlassigen. Wir nehmen ferner in erster 

1 Beziiglich der experimentellen Ermittlung der Gleichgewichtskurven vgI. 
"Exp.-Physik", §§ 41 und 42. 

2 VgI. "Exp.-Physik", §46. 
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Naherung an, daB der gesattigte Dampf die ideale Gasgleichung befriedige, daB 
also zwischen P, T und V2 die Gleichung 

PV2 = RT 

gelte und daB ferner r von T unabhangig sei. 
Die Berficksichtigung dieser Annahmen in der CLAUSIUS-OLAPEYRONSchen 

Gleichung (39) liefert fUr P (T) die Differentialgleichung 

(40) 

Hierin lassen sich die Variablen separieren wie folgt: 

dP 1" dT 
--P=R; T2' 

Die Integration auf beiden Seiten dieser Gleichung ergibt 

l' 
log P = - R T + Oonst, (41) 

woraus sich die gesuchte Dampfdruckformel in der Gestalt 

(42) 

ergibt, die mit der Erfahrung leidlich gut fibereinstimmtl. 
7. Verdiinnte Losungen. Die Losung eines Stoffes in einer Flfissigkeit kann 

man vom thermodynamischen Standpunkte als eine besondere Phase dieser 
Substanz auffassen, wobei der "o8rrwti8che Druck" die Rolle des Druckes im ge
wohnlichen Sinne und die "Konzentration" c die Rolle der Dichte spielt. c solI 
stets die "rrwlare Konzentration", d. h. die Anzahl der in der Volumeneinheit der 
Losung enthaltenen Mole geWster Substanz bedeuten. 

In genfigend verdfinnten Losungen gilt, wie die Erfahrung lehrt2 und auch 
aus der kinetischen Theorie folgt (§38,5.), das "VAN T'HoFF8che Ge8etz" 

p = RT. c. (43) 

Bringt man einen festen Korper mit einer Flfissigkeit in Berfihrung, dann lOst 
sich der Korper in der Flfissigkeit, was man als einen Ubergang des Stoffes aus 
der festen in die Losungsphase ansehen kann. Die hierbei auftretende Warme
tonung rL nennen wir die "Lo8ung8warme". Sie kann entweder positiv oder nega
tiv sein. Bei einer bestimmten Konzentration der Losung besteht Gleichgewicht 
zwischen der Losung und dem festen Korper, die Losung heiBt "gesattigt"2. 

Da die Konzentration der gesattigten Losung stets klein gegendie Dichte 
des festen Korpers ist, kann, wenn rL als konstant angenommen und ffir die 
gesattigte Losung die Formel (43) als richtig angesehen wird, die unter 6. ange
stellte Uberlegung fiber den Ubergang aus dem flfissigen in den Dampfzustand 
vollkommen unverandert auf den Losungsvorgang fibertragen werden. Die 
Formel (42) gibt daher die Abhangigkeit des osmotischen Druckes der gesattigten 
Losung von der Temperatur wieder, wenn darin statt r die Losungswarme rL 
eingesetzt wird. Ffihrt man weiter statt P gemaB (43) die Sattigungskonzentration 
oder "Lo8lichkeit" 0 ein, so erhalt man 

-1 -~ o = Oonst . T e R T • 

1 V gl. "Exp.-Physik", §§ 41 und 46. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 52. 

(44) 
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Man siebt bieraus in Ubereinstimmung mit der Erfabrung, daB die Loslichkeit 

mit wachsellder Temperatur zunimmt, wenn rL> 0 (lInd T < !"Jt) ist, d. h. 

wenn zum Auflosen der Substanz Warme verbraucht wird und mit der Tem
peratur abnimmt, wenn rL < 0 ist, d. h. beim Losen der Substanz Warme 
frei wird1 . 

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir die Losung eines Gases in einer 
Flussigkeit. Die Abhangigkeit der Loslichkeit vom Druck des Gases folgt direkt 
aus (42). Setzt man darin namlich r=O, dann wird P=Po' Po ist also nichts 
anderes als der Druck des mit der Flussigkeit im Gleichgewicht stehenden Gases. 
Man sieht, daB P und damit auch C zu Po bei gegebener Temperatur proportional 
ist (HENRYSches Gesetz)l. 

DaB der Dampfdruck einer Losung von dem des Losungsmittels verschieden 
sein muB, laBt sich ebenfalls leicht verstehen. Um namlicb aus der Losung das 
Losungsmittel zu verdampfen, muB auBer der Verdampfungswarme r noch Arbeit 
gegen den osmotischen Druck der Losung geleistet werden, die bei Vernach
lassigung von VI gegen V2 und Giiltigkeit der VAN T'HoFFschen Gleichung (43) 
betragt: R T (45) PV2 = . CV2• 

Addiert man den Ausdruck (45) zu r in (41), so erhalt man fiir den Dampfdruck P' 
der Losung 

oder P' c 
10gP=-e' (46) 

worin e die Dampfdichte des reinen Losungsmittels bedeutet. 
Fiir kleine Konzentrationen, also kleine Dampfdruckanderungen if P = P' - P, 

kann die linke Seite von (46) wie folgt umgeformt werden: 

P' ( P' - P ) if P 
log p = log P + 1 =----p-' 

so daB aus (46) wird if P c 

----p !! (47) 

Die relative Dampfdruckerniedrigung ist also der molaren Konzentration der 
Losung direkt proportional. Dies ist das erste "RAOULT8che Gesetz", das von 
der Erfahrung ausgezeichnet bestatigt wird. Hieraus kann auf Grund des 
Phasendiagramms die "SiedepunktserhOhung" und die "Gefrierpunktserniedrigung" 
der Losung gegenuber dem Losungsmittel entnommen werden2 • 

8. Folgerungen aus dem dritten Hauptsatz. a) Nach (25) muBte die Entropie 
des Mols eines idealen Gases fUr T = 0 gleich - 00 werden, wahrend der dritte 
Hauptsatz das Verschwinden der Entropie beim absoluten Nullpunkt vorschreibt. 
1st dieser Satz also richtig, dann kann die ideale Zustandsgleichung nicht bis zu 
beliebig tiefen Temperaturen erfiillt sein, es tritt eine sogenannte "Gasentartung" 
ein, auf die wir spater (§ 38,7.) noch zuruckkommen. 

b) Aus der ersten der Gleichungen (26) folgt, daB fiir S = 0 auch (_8!_) = 0 
8T v 

gelten muB. Nach dem dritten Warmesatz muB dies fur T = 0 eintreten. Es 
gilt also 

(48) 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 52. 
2 Genaueres hieriiber findet man in "Exp.-Physik", § 52. 

Fiirth, Theor. Physik. 15 
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Verbindet man (48) mit der dem dritten Wa.rmesatz a.quivalenten Gleichung (36) 
§ 32, so erha.lt man weiter mit Benutzung von (3) 

lim ( : ~) = lim c" = O. 
T=O v T=O 

Aus (49) und (21) folgt weiter limcp = O. 
T=o 

(49) 

(50) 

Die spezifischen Wa.rmen aller Substanzen sollen also bei Anna.herung an den abso
luten Nullpunkt gegen Null gehen, ein Satz, der von der Erfahrung besta.tigt wirdl . 

c) Aus der zweiten der Gleichungen (24) folgt, da nach dem dritten Wa.rme
satz bei T = 0 die Entropie vom Volumen nicht abha.ngen kann, 

lim (:~) = limp = O. (51) 
T=O, " T=O 

Analog la.Bt sich zeigen, daB auch 

lim (~) = lim <X = 0 
T=O aT p T=O 

(52) 

gelten muB; der Spannungs- und der Ausdehnungskoeffizient einer jeden Substan7; 
gehen also bei Anna.herung an den absoluten Nullpunkt ebenfalls gegen Null, 
was wieder als AuBerung der unter a) besprochenen Gasentartung aufgefaBt 
werden kann. 

§ 34. Wiirmeleitung und Diffusion. 

1. Grundbegriffe der Wiirmeleitungstheorie. Die in den §§ 32 und 33 ent
wic;kelte Thermodynamik gestattet zwar Aussagen iiber die bei thermischen 
Prozessen eintretenden Anderungen, sie sagt aber nichts iiber den zeitlichen Ver
lauf derselben aus; die thermodynamischen Gleichungen enthalten die Zeit nicht 
als Vera.nderliche. Ein Teil dieser Liicke wird durch die Wa.rmeleitungstheorie 
geschlossen. 

1m § 33, 5. wurde gezeigt, daB in einem jeden adiabatisch abgeschlossenen 
System (sei es nun homogen oder heterogen) der Gleichgewichtszustand durch 
die Gleichheit der Temperatur in allen Volumenelementen des Systems gekenn
zeichnet ist. 1st diese Temperaturgleichheit nicht vorhanden, dann kann aus dem 
zweiten Hauptsatz geschlossen werden, daB in einem "sich selbst iiberlassenen" 
System so lange ein Austausch von Wa.rmeenergie zwischen den einzelnen Teilen, 
d. h. eine "W armestriimung" vor sich gehen muB, bis der Temperaturausgleich 
eingetreten ist. Uber die Geschwindigkeit dieses als "Warmeleitung" gekennzeich
neten Vorganges kann jedoch aus thermodynamischen Betrachtungen nichts 
ausgesagt werden. 

Wir beschra.nken uns im folgenden auf die Untersuchung der Wa.rmeleitungs
erscheinungen in homogenen und isotropen Medien, in denen keine makroskopische 
Materiestromung vor sich gehen solI. In jedem Volumenelement d V helTscht 
in jedem Zeitpunkte t eine bestimmte Temperatur T; die Temperaturverteilung 
in dem Korper ist also durch ein skalares, noch von der Zeit abha.ngiges Feld 
T (x, y, z, t) gegeben, in dem ein ebenfalls zeitabha.ngiger Temperaturgradient 
helTscht. 

1st dieser von Null verschieden, dann findet eine Wa.rmestromung statt, die 
wir durch den Vektor :0 w, der "W armestromdichte", kennzeichnen konnen. Seine 
Richtung solI in jedem Punkte des Korpers mit der Richtung der Wa.rmestromung 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 44. 



Warmeleitung und Diffusion. 227 

zusammenfallen; es solI ferner IOwl dFdt die Warmemenge messen, die in der 
Zeit dt dureh ein zur Stromungsriehtung senkreehtes Flaehenelement dF an 
der betreffenden Stelle hindurehstromt. Die Warmestromung wird also dureh 
das ill allgemeinen von der Zeit abhangige Vektorfeld Ow (x, y, z, t) be
sehrieben. 

Dureh Verallgemeinerung von Ergebnissen entspreehend angestellter Ver
suehel laBt sieh die folgende einfache GesetzmaBigkeit zwischen Ow und grad T 
aufstellen: Ow = - u grad T, (1) 
worin der Proportionalitatsfaktor k, die "W iirmeleittiihigkeit", eine fUr jede Sub
stanz eharakteristische Zustandsfunktion ist, also ill allgemeinen VOn der Tem
peratur und der Diehte (bzw. dem Drueke) abhangt. Besehrankt man sieh auf 
kleine Temperaturanderungen, dann kann man in jedem Falle u als eine Material
konstante der untersuehten Substanz auffassen, was wir ill folgenden stets tun 
wollen. 

Die Gleiehung (1) kann in gewissen Fallen aueh auf Grund der kinetisehen 
Theorie der Warme abgeleitet werden, was an einer spateren Stelle (§ 39, 5.) 
gezeigt werden soll. 

2. Die Differentialgleichung der Warmeleitung. Wir gehen nun daran, aus 
dem Grundgesetz (1) der Warmeleitung eine Differentialgleichung abzuleiten, 
dureh deren Losung spezielle Probleme der Warmeleitung ebenso gelost werden 
konnen, wie spezielle Probleme der Meehanik dureh Losung der Bewegungs
gleiehungen der Mechanik. 
. SehlieBen wir Entstehung oder Verbraueh von Warme (dureh Umsetzung in 

andere Energieformen) aus, dann muB naeh dem ersten Hauptsatz die Zunahme 
des Energieinhaltes in jedem Volumenelement d V in der Zeit dt gleich sein dem 
UbersehuB der in der gleichen Zeit in das Volumenelement einstromenden tiber 
die ausstromende Warmemenge. Aus dieser Forderung ergibt sieh, ganz analog 
wie in der Hydrodynamik fiir den Materiestrom (§ 26, 2.), die folgende Konti
nuitatsgleiehung fUr den Warmestrom: 

88~ + divOw = 0, 

worin U den Energieinhalt der V olumeneinheit bedeutet. 
Es gilt weiter 

8U 8 ((!u) 811, (811,) 8T 8T 
at = -at;- = (! ·at = (! fiT v at = (! Cv at' 

wenn wir wieder annehmen, daB die eintretenden Temperaturveranderungen so 
klein sind, daB (! mit gentigender Naherung als Konstante angesehen werden 
kann. 

Einsetzen von (1) und (3) in (2) liefert nun die Differentialgleiehung 

8 T U d' d T 
~t = -- lvgra . 

u f2 c'l) 
(4) 

Nimmt man ,>chlieBlieh noeh an, daB aueh die spezifisehe Warme eine Kon
stante sei, und ftihrt zur Abkiirzung die Konstante a2 gemaB 

a2 = ----=-- (5) (!Cv 

ein, die mitunter als "Temperaturleitfiihigkeit" bezeiehnet wird, dann ergibt sieh 

1 Vgl. "Exp.-Physik", §50. 

15* 
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aus (4) bei Verwendung des Symboles LI [(25) § 6] fUr die Funktion T (x, y, z, t) 
die Differentialgleichung 

aT (~T ~T ~T) at = a2 LI T = a2 a X2 + 8ij2 + az2 ' 

die kurz als "W iirmeleitungsgleichung" bezeichnet werden soli. 

(6) 

Nennt man, wie in del' Hydrodynamik (§ 26,1.), einen Warmeleitungsvorgang 
"stationiir", wenn T eine reine Ortsfunktion ist, dann verschwindet in (6) die 
linke Seite und die Warmeleitungsgleichung nimmt die Gestalt del' LAPLAcEschen 
Gleichung del' Potentialtheorie (12) § 7 an. Wie in § 7, 6. gezeigt wurde, er
gibt in diesem Faile die Differentialgleichung (6) eindeutige Losungen T (x, y, z) 
im ganzen untersuchten Gebiet, wenn die Randwerte an del' Oberflache des Ge
bietes gegeben sind. Daruber hinaus kann auch, analog wie bei del' ahnlich ge
bauten Wellengleichung (1) § 13, im nichtstationaren Faile del' Beweis del' Ein
deutigkeit des Randwertproblems der W iirmeleitungstheorie erbracht werden: 
Sind die Randwerte von T an del' Oberflache des untersuchten Gebietes als 
Funktionen del' Zeit gegeben und ist T (x, y, z) im ganzen Innern des Gebietes 
zul' Zeit Null bekannt, dann ergibt die Differentialgleichung (6) eindeutig 
T (x, y, z, t) fUr aIle tim ganzen 1nnern des Gebietes. 

Zu bemerken ist noch, daB, wie aus del' oben gegebenen Ableitung hervol'geht, 
Thier nicbt die absolute Temperatur bedeuten muB, daB vielmehr del' NuIlpunkt 
del' Temperaturskala willkul'lich gewahlt sein kann. 

3. Gruudbegriffe der Diffusioustheorie. FUr das Gleichgewicht in einelli 
adiabatisch abgeschlossenen, homogenen System ist nach § 33, 5. nicht nul' die 
Gleichheit del' Temperatul', sondern auch die Gleichheit des Druckes bzw. del' 
Dichte in jedem Volumenelement notwendig. 1st diese Bedingung nicbt erfiillt, 
dann muB nach dem zweiten Hauptsatze in dem "sich selbst uberlassenen" 
System so lange eine Bewegung bzw. eine Stromung erfolgen, bis del' Druck- und 
Dich teausgleich volIzogen ist. Uber den zeitlichen Verlauf dieses V organges 
sagt die Thermodynamik ebensowenig aus wie uber den zeitlichen Ablauf del' 
Warmeleitungsersch einungen. 

Die Behandlung des zeitlichen Ablaufes diesel' irreversiblen Erscheinung er
folgt in del' Mechanik del' nicht konservativen Systeme, solcher Systeme also, 
bei denen Umsetzungen von mechanischer Enel'gie in Warmeenel'gie stattfinden 
und umgekebl't. (Die Behandlung von revel'siblen Erscheinungen an solchen 
Systemen kann in diesem Pl'oblemenkreis nicht erfolgen, da sie ja definitions
gemaB "unendlich langsam" VOl' sich gehen.) 

Ganz ahnliche Uberlegungen gelten fUr die Mischung odeI' Losung mehrerel' 
Substanzen ineinander. Auch hier ist del' stabile Endzustand dadul'ch gekenn
zeichnet, daB die Partialdrucke del' einzelnen Mischungsbestandteile bzw. del' 
osmotische Druck in einer Losung in jedem V olumenelement gleich groB sein 
mussen. Sind in einem solchen System Ungleichheiten des Mischungsvel'haltnisses 
bzw. del' Konzentration vorhanden, so werden sich diese im Laufe del' Zeit "von 
selbst" ausgleichen. Vol'gange diesel' Art heillen "Diffusionserscheinungen"l. Einen 
weiteren Beitrag zur Ausfiillung del' durch die Thel'modynamik offengelassenen 
Lucke liefel't die Diffusionstheorie, die es sich zur Aufgabe stellt, die Gesetze 
des zeitlichen Ablaufes del' Diffusionsel'scheinungen in Gemischen und Losungen 
zu ermitteln. 

Vom Standpunkte del' Molekulartheorie werden die Diffusionserscheinungen 
durch die Warmebewegung del' kleinsten Teilchen del' diffundierenden Sub-

1 Naheres tiber den experimentellen Nachweis dieser Erscheinung und die Er
mittlung ihrer GesetzmaBigkeiten findet man in "Exp.-Physik", Kap. XIV. 
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stanzen bewirkt. Ihre Behandlung auf Grund der kinetischen Theorie werden 
wir in § 39, 6. durchfiihren. Um jedoch das Grundgesetz der Diffusion einer 
in einem Losungsmittel gelOsten Substanz abzuleiten, kann man auch nach 
NERNST die folgende einfache, makroskopische Uberlegung anstellen. 

Infolge des in der Losung herrschenden osmotischen Druckes p wird auf die 
Partikel des gelOsten Stoffes, die in der Volumeneinheit der Losung enthalten 
sind, insgesamt eine Kraft f ausgeiibt, die sich durch einfache Ubertragung der 
entsprechenden Formel (5) §25 der Hydrostatik zu 

f = - grad p (7) 

berechnet. Unter der Wirkung dieser Kraft setzen sich die Teilchen in Bewegung 
mit einer Geschwindigkeit b, die, wenn die hydrodynamische Beweglichkeit des 
Teilchens gleich B ist, nach (20) § 27 pro Teilchen eine Reibungskraft von der 

GroBe - ~ hervorruft. Sind in der Volumeneinheit n Teilchen vorhanden, 

dann ist die gesamte Reibungskraft, die sich der Bewegung der in der Volumen
einheit enthaltenen Partikel mit der Geschwindigkeit b entgegensetzt, gleich 

f* = - n; . (8) 

Die Erfahrung zeigtl, daB die bei der Diffusion auftretenden Beschleuni
gungen, d. h. die GroBen b stets so klein sind, daB in der hydrodynamischen 
Bewegungsgleichung (3) § 26 die linke Seite gleich Null gesetzt werden kann, so 
daB aus (7) und (8) folgt n lJ 

B=-gradp. (9) 

Fiihrt man analog zur Warmestromdichte der Warmeleitungstheorie die Ma.
teriestromdichte Om' den "Dittu8ion88trom" ein, als jenen Vektor, der die durch 
den Querschnitt Eins pro Zeiteinheit in der Stromungsrichtung hindurchlaufende 
Masse gelOster Substanz als Funktion des Ortes und der Zeit miBt, dann ist, wenn 
m die Masse eines gelosten Partikels bedeutet, 

Om = be = bnm. (10) 

Fiir den osmotischen Druck moge die VAN T'HoFFsche Gleichung (43) § 33 
gelten, worin wir aber, da nun e nicht in Molen, sondern in Grammen pro Volumen
einheit gemessen wird, die rechte Seite noch durch das Molekulargewicht # der 
gelosten Substanz dividieren miissen. Hieraus folgt mit Benutzung der Glei-
chungen (9) und (10) m 

Om =-- RT. Bgrade. (11) 
ft 

Beriicksichtigt man, daB ~ = No, gleich der Anzahl der Molekiile pro Mol m 
(LOSCHMIDTSche Zahl) ist und setzt zur Abkiirzung 

RT 
D=~.B, (12) 

o 

dann kann die Gleichung (11) in die Form 

gebracht werden. 
Om =-Dgrade (13) 

Sie driickt aus, daB der Diffusionsstrom dem Konzentrationsgradienten pro
portional ist. Die Proportionalitatskonstante D heiBt der "Dittusion8koettizient". 
Er kann aus der Gleichung (12), der EINsTEINschen Gleichung, berechnet werden, 
wenn die hydrodynamische Beweglichkeit der gelOsten Teilchen und die Tem-

1 S. Anm. 1, S. 228. 
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peratur bekannt sind. FUr kugelformige Teilchen mit dem Radius a in einer 
Flussigkeit mit der Zahigkeit 'I} gilt speziell, gemaB dem SToKEsschen Gesetz 
(21) § 27, D _ R T 1 

-No .6:rt1]a. (14) 

Das Grundgesetz (13) der Diffusion stimmt mit dem aus entsprechenden Ver
suchen fUr verdiinnte Losungen festgestellten Gesetze sehr gut uberein, ebenso 
die Beziehung (14) fUr den Diffusionskoeffizienten1 . Dariiber hinaus zeigt es 
sich, daB auch fUr die Diffusion in Gasgemischen die Gleichung (13) giiltig 
ist, wenn man darin fUr c die Konzentration eines der Bestandteile einsetzt. 
Uber die kinetische Ableitung dieses Gesetzes aus der kinetischen Gastheorie 
vergleiche § 39, 6. 

4. Die Differentialgleichung der Diffusion. Das Grundgesetz (13) der Diffusion 
ist, wie man sieht, mit dem Grundgesetz (1) der Warmeleitung formal identisch, 
wenn man Ow durch Om' T durch c und X durch D ersetzt. Es muB daher auch 
moglich sein, fur den Diffusionsvorgang eine zur Warmeleitungsgleichung (6) 
analoge Differentialgleichung abzuleiten. Dies gelingt ohne weiteres, da man die 
Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik auf den Diffusionsvorgang unmittel
bar ubertragen kann, wenn man in der Gleichung (6) § 26 e durch c ersetzt und 
(10) berucksiclitigt: 80. 

Tt+ div Om =0. (15} 

Setzt man in (15) fUr Om aus (13) em, so erhalt man fur c (x, y, z, t) die Dif
ferentialgleichung 

--D.dc-D - ---- -() 0 ( (}2 0 (}20 (}20 ) 

() t - - () x 2 + () y2 + () Z2 , 
(16) 

die als die "FICKSche-Dillusionsgleichung" bezeichnet wird. 
Sie ist, wie zu erwarten war, mit der Warmeleitungsgleichung formal identisch 

und es gilt daher uber ihre Losung alles, was unter 2. uber die Losung der Warme
leitungsgleichung gesagt worden ist. Es laBt sich ferner jede Losung eines Warme
leitungsproblems unmittelbar in eine entsprechende Losung eines Diffusions
problems umwandeln, wenn man statt der Temperatur die Konzentration und 
statt der Temperaturleitfahigkeit den Diffusionskoeffizienten setzt. 

5. Warmeleitung und Diffusion in einem unbegrenzten Korper. Wir be
handeln zunachst das Problem der Warmeleitung in einem unendlich ausgedehn
ten Medium, bei dem also Randbedingungen im Endlichen nicht vorliegen, wobei 
von vornherein angenommen sein solI, daB T nur von einer Koordinate, z. B. x, 
abhangen moge. Die Differentialgleichung (6) reduziert sich unter dieser Annahme 
auf die einfachere, eindimensionale Warmeleitungsgleichung 

(17) 

Wir suchen zunachst nach FOURIER in ahnlicher Weise, wie wir es bei dem 
Problem der schwingenden Saite im § 12, 6. gemacht haben, partikulare 
Losungen von (17) zu gewinnen, die sich als Produkte von Funktionen von x 
allein und von Funktionen von t allein darstellen lassen. Wir setzen also T an 
ill der Form T = 11 (x) .12 (t). (18) 

Fiihrt man den Ansatz (18) in (17) ein, so erhalt man nach einfacher Umfor-
mung 1 df2 _ a2 d2 fl 

t; dt - 1; d X2 • 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XIV. 

(19) 
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In dieser Gleiehung ist die linke Seite eine Funktion von t allein, die reQhte eine 
Funktion von x allein. Soll sie daher fUr alle x und t erfiillt sein, dann miissen 
beide Seiten gleieh einer und derselben im iibrigen willkiirliehen Konstanten sein, 
die wir gleieh - A2 a2 setzen. Die Gleiehung (19) zerfallt also in die beiden geo 

wohnliehen Differentialgleiehungen 

~~8 + A2 a2 12 = 0, (20) :;: + AS 11 = o. (21) 

Die Gleiehung (20) laBt sieh sofort integrieren und ergibt die Losung 

mit willkiirliehem c. 
(22) 

Die Gleiehung (21) ist identiseh mit der Gleiehung (18) § 12 und hat daher 
naeh (20) § 12 die allgemeine Losung 

mit willkiirliehem IX und b. 
11 = b cos A (x -IX) (23) 

Sollen 11 und 12 fUr alle x und t> 0 endlieh bleiben, dann muB A eine reelle, 
im iibrigen aber willkiirliehe Zahl sein, die wir ohne Beeintraehtigung der 
Allgemeinheit als positiv annehmen konnen. Aus (22) und (23) erhalten wir nach 
(18) die Losung 

T = A cos A (x -IX) e-lOaOt, (24) 

worin A und IX willkiirliehe reelle Zahlen und A nach dem oben Gesagten eine will
kiirliehe, positive Zahl sein sollen. 

Wegen der Linearitat der Differentialgleiehung (17) gewinnen wir eine all
gememe Losung dureh Summation iiber beliebig viele PartikularlOsungen der 
Form (24). Da darin A, IX und A kontinuierlieh unendlieh vieler Werte fahig sind, 
konnen wir diese Summe als Integral iiber A VOn Null bis Unendlieh und naeh IX 

von - 00 bis + 00 sehreiben und dabei jedem Werte von IX einen Wert VOn A 
zuordnen, also A als willkiirliehe Funktion A (IX) ansetzen." Diese allgemeine Losung 
lautet also: +0000 

T =) 1A (IX) cos A (X-IX) e-lOa2t dlXdA. (25) 
- 00 0 

Die Losung (25) enthii.lt, wie man sieht, eine willkiirliehe Funktion und ist 
daher, wie in der Theorie der partiellen Differentialgleiehungen gezeigt wird, die 
allgemeinste Losung einer parabolisehen Differentialgleiehung vom Typus (17). 
Wir miissen nUn sehen, ob sieh diese Funktion so wahlen mBt, daB die Anfangs
bedingung erfiillt ist, die so lauten soll, daB T fiir t = 0 eine gegebene Funktion 
(j) (x) ist, so daB die folgende lntegralgleiehung erfiillt ist: 

+00 00 

(j) (x) =) ) A (IX) cos A (X-IX) dlXdA. (26) 
-00 0 

Naeh dem FOURIERSehen Integraltheorem laBt sieh eine jede Funktion (j) (x), 
die gewissen, sehr allgemeinen Bedingungen geniigt, stets in der folgenden Form 
darstellen: +00 00 

(j)(x) =! ~ ~(j)(IX)eoSA(X-IX)dlXdA. (27) 
-00 0 

Wie man sieht, werden die Ausdr"iieke (26) und (27) identiseh, wenn man setzt 

1 A (IX) = - (j) (IX). 
" l' 

(28) 
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Setzt man daher aus (28) in (25) ein, so lautet die unsere Anfangsbedingung be
friedigende LOsung des vorliegenden Warme]eitungsproblems: 

+co co 
T= ~ ~q;(IX)dIX~e-J.·a.tcosA(X-IX)dA. (29) 

-co 0 

Die Integration nach A kann man mit Hille der folgenden einfachen Rechnung 
mit Benutzung der MOIVREschen Formel (42) § 10 umformen: 

co co 
J = ~ e-}.·a·t cos A (X-IX) dA = ! ~ e-J.·a·t {eiJ.(x-a> + e-iJ.(x-a>} dA 

o u 

1 - (x-a)'j1 - [J.a VT- i(X-a)] , 1 - [J.aVT+i(x-a'] ) 
=2e 4a't)e saVTdA+)e saVTdA. 

o 0 

Fiihrt man in dem ersten der beiden Integrale die GroBe ~ = A a Vt _ i (x -;;) 
.' 2a I t 

und in dem zweiten die GroBe 1] = Aa Vt + ~(XV(X) als Integrationsvariable 
2a t 

ein, so kann man fiir J weiter schreiben: 

(x-a)' {o co co i2(:~ ) 

J = 2It e - 4iiIt ~ e~~' d ~ + ~ e-~" d ~ + ~ e-n'd 1] - ~ e-n' d 11 • 
jIt t(x-a) 0 u 0 

- saVT 

Hierin sind das 1. und das 4. Integral offenbar entgegengesetzt gleich und 
sie heben einande1;' daher auf; das 2. und das 3. Integra] ergeben beide den 

Wert ~;, der Wert des Ausdruckes in der geschlungenen Klalllmer ist also gleich 

vn und es wird schlieBlich 
,1- (x-a» 

J=~e-4iilt. 
2a J/t 

Einsetzen dieses Ausdruckes in (29) ergibt nun die endgiiltige Losung unserer 
Aufgabe +co (x-a)' 

T(x,t)= ~ . \ q; (IX) e-4(iiT dlX. (30) 
2a nt ) 

-co 
GemaB der Bemerkung am Schlusse von 4. konnen wir aus (30) sogleich auch 

die Losung des analogen linearen Diffusionsproblems im unendlich ausgedehnten 
Medium gewinnen, d. h. die Konzentration c als Funktion von X und t ermitteln; 
wenn sie zur Zeit Null gegeben ist: 

+'" (x-a)" 

c (x t) = 1 \ q; (IX) e - ---wt d IX. (~l) 
.' 2J/n15t J 

-0:> 

6. Zwei einfache Beispiele. a) Wir betrachten als ersten Spezialfall der unter 5. 
gefundenen allgemeinen Losung (30) das folgende Warmeleittingsproblem: Zur Zeit 
Null solI Tim ganzen Raum gleichNull und nur in einer sehrdiinnen Schichtvon 
der Dicke <5 urn die Ebene x = 0 von Null verschieden und gleich To sein. 
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In (30) verschwindet auf Grund dieser Annahme der Integrand fiir aIle auBer
halb dieser Schicht gelegenen IX und das Integral kann mit geniigender Naherung 
wie folgt angenahe:M; werden: T 

+ dIS x' x' 

~ Toe - 4aOtdlX= To~e- 4aOt. t, 

-d/B 

Fiir T (x, t) folgt daher 
XO 

T(x,t)= Tod ·e-4,a°t. (32) 
2a ViI 

Der Funktionsverlauf (32) ist durch 
die Kurvenschar der Abb. 89 graphisch 
dargestellt, in der T (x) fiir verschiedene 
t gezeichnet ist. Man sieht daraus sehr 
anschaulich, wie sich die Warme mit 
wachsender Zeit immer weiter in dem 

Abb.89. 

Korper ausbreitet und die Temperaturverteilung dabei immer flacher wird. 
Das ana-loge Diffusionsproblem lautet so: fiir t = 0 sei c iiberall gleich Null, 

nur in der schmalen Schicht von der Dicke ~ um x = 0 von Null verschieden 
und gleich co. Statt (32) erhalt man fiir c (x, t) 

XO 

C (x t) = cod . e- 4Dt (33) 
, 2 VnDt ' 

eipe Funktion, die durch die gleiche Kurvenschar der Abb. 89 dargestellt wird. 
b) Als zweiten Spezial£all untersuchen wir das durch die folgende Anfangs

bedingung gekennzeichnete Warmeleitungsproblem: Zur Zeit Null moge T im 
ganzen positiven Halbraum verschwinden und im negativen Halbraum den kon
stanten Wert To haben. Es gilt also 

(/) (IX) = 0 fiir IX> 01 
(/) (IX) = To fiir IX ~ 0 J (34) 

Die Anfangsbedingung (34) in (30) eingesetzt ergibt 
o (x-a)' T 

T(x t) = -~ \ e-4(iit" dlX (35) 
, 2a Vnt ) . . 

-co 

Fiihrt man hierin als neue Integrations

variable die GroBe ~ = x V~- ein, so kann 
2a t ~~ 

man mit Benutzung des GAussschenFehler- --+-----~----..:.....:=---
integrals (18) § 17 wie folgt umformen: 

2avr 
T(x,t)=- J.;; ~e-~'d~= 

(Xl Abb. 90. 

[

0 2:VT 1 
=- J.;; le-~'d~+)e-S"d~J=;O[I-1p(2aXVt)1· (36) 

Der Funktionsverlauf (36) wird durch die Kurvenschar der Abb.90 dar
gestellt. Man sieht hier wieder, wie die Warme allmahlich in den positiven Halb-
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raum eindringt, bis sich nach unendlich langer Zeit die Temperatur im ganzen 
-Korper ausgeglichen hat, wie es der zweite Hauptsatz verlangt . 

. Das analoge Diffusionsproblem, bei dem fUr t = 0 die Konzentration im ganzen 
positiven Halbram:n gleich Null ist und im negativen Halbraum gleich Co' hat die 
aus (36) durch einfache Ubertragung hervorgehende Losung 

c(x,t)= ~[I-1f(2;Dt)]' (37) 

die ebenfalls durch die Kurvenschar der Abb. 90 dargestellt wird1 . 

7. Warmeleitung und Diffusion in einem begrenzten Korper. Als Beispiel 
fUr die Behandlung von Warmeleitungsproblemen in begrenzten Korpern, wo 
also Randbedingungen im Endlichen vorliegen, betrachten wir den folgenden 
eindimensionalen Fall: N ach einer Seite sei der Korper durch die Ebene x = 0 
begrenzt und erstrecke sich nach der anderen Seite, beispielsweise in der Rich
tung der negativen x ins Unendliche. An der Begrenzungsflache werde die Tem
peratur dauernd konstant, z. B. auf dem Wert T = 0 gehalten. 

Wir konnen in diesem wie in zahlreichen anderen Fallen die Losung mittels 
des folgenden Kunstgriffes erhalten: Wir such en die Anfangsbedingung uber die 
Begrenzungsflache hinaus in geeigneter Weise so fortzusetzen, daB die Rand
bedingungen identisch erfiillt sind. Man sieht unmittelbar, daB die Fortsetzung 

@ (- x) = -@ (x) (38) 

die gewiinschte Eigenschaft hat. Denn wenn T fUr t = 0 eine ungerade Funktion 
ist, dann wird auch aus Symmetriegriinden fur aIle spateren t der Funktions
verlauf T (x) ungerade sein und daher fUr x = 0 dauernd T = 0 sein mussen. 

Setzt man aus (38) in (30) ein, so wird daraus 

{ 
0 (x-a)' 00 (x-a)"} 

T = 1 \ @ ((X) e- 4(i-.y- d(X - \ @ (-(X) e-~ d(X . 
2 a lint J J 

- 00 0 

Fuhrt man in dem zweiten Integral statt(X die Veranderliche -(X ein, so erhaltman 

{ 

0 (x-a)' -00 (x+a)2} 
T (x, t) = ~- \ @ ((X) e-4(iit d(X +\ @((X)e-4(iit d(X 

2aV:nt J J 
-00 0 

o [(x-a)' (x+a)'l 
= ~--=- \ @ ((X) e - 4£iit - e - 4(iit. d (X. 

2aVnt J 
-00 

(39) 

1st z. B. die Anfangstemperatur im ganzen Korper konstant und gleich To, 
also @ ((X) = To, dann erhalt man aus (39), wenn man es in zwei Integrale zerlegt 

d . t di G ··B I: x - IX. • d· G ··B x + IX un llll ers en e ro e c; = , llll zWeIten Ie ro e 'YJ = als 
Integrationsvariable benutzt: 2 a V t 2 a V t 

{ 2aVt 2aVt 1 
T = ;~ - ~ ego d ~ -J"e-'l'd 'YJJ = 

{
o 2aVt 0 2avT} 

= -;; ~ e-~' d ~ + ~ e-go d ~ + ~ e-l)'d 'YJ +~ e-1)' d 'YJ 

00 0 -00 0 

1 Die in b) benutzten Randbedingungen lassen sich £liI' die Diffusion leicht experi-
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Hierin sind das erste und das dritte Integral entgegengesetzt gleich, heben 
einander also gegenseitig auf und wir erhalten daher wiederum mit Benutzung 
des GAussschen Fehlerintegrals (18) § 17 

T(x,t) =-To'IfJ( xI )\. 
2a I t 

Die Funktion (40) geht aus der frillier gefundenen Funktion (36) durch Sub

traktion von ~o undMultiplikation mit 2 hervor. Siewird daher durch dieKurven

schar der Abb. 90 dargestellt, wenn man die x-Achse um To/2 hinaufschiebt, 
also nur die obere Halite der Abbildung ins Auge faBt. In der Tat ist, 
wie man sieht, bei x = 0 nun dauernd T = o. Die gefundene Losung kann 
dazu benutzt werden, um die Abkiihlung eines anfangs gleichmaBig erhitzten 
Korpers durch die Beriihrung mit einem konstanten "Temperaturbad" zu iiber
sehenl • 

Ganz ahnlich kann auch die analoge Randwertaufgabe erledigt werden, bei 
der an der Begrenzungsflache x = 0 nicht die Temperatur konstant gehalten 
wird, sondern durch eine geeignete MaBnahme der WarmefluB durch die Flache 
verhindert wird. In diesem Faile muB nach (1) die Normalkomponente von grad T 

an der Oberflache verschwinden, oder fiir x = 0 dauernd ~~ = 0 gelten. 

Man sieht leicht, daB diese Grenzbedingung befriedigt wird, wenn man f[J (<X) 
iiber die Grenze ins positive Gebiet so fortsetzt, daB 

f[J (- x) = f[J (x) (41) 

gilt, die Funktion f[J also gerade ist. Es wird dann auch wieder aus Symmetrie
griinden fUr alle spateren Zeiten T (x) eine gerade Funktion. sein und daher fUr 

x = 0 ein Extremum haben, d. h. es wird dortselbst ~ ~ verschwinden. 

An der oben angestellten Rechnung andert sich, wenn man statt (38) die 
Gleichung (41) verwendet, nicbts mit der einzigen Ausnahme, daB das Vorzeichen 
des zweiten Integrals in (39) umgekehrt wird, so daB man statt (39) erhalt: 

o ~ (x-a)' (x+a)s] 
T (x, t) = 1 \ f[J (<X) e-~ + e- 4iift d<x. 

2a Vnt J 
(42) 

-00 

Fiir t = 00 wird hierin die e-Potenz ffir jedes endliche x und <X gleich 1 und im 
Grenzfaile sehr groBer <X von x unabhangig. Daher wird auch T selbst von x 
unabbangig, d. h. im ganzen Korper wird die Temperatur konstant, wiederum 
in Ubereinstimmung mit dem zweiten Hauptsatz. Dariiber hinaus laBt aber die 
Formel (42) erkennen, in welcher Weise dieses Gleichgewicht im Laufe der Zeit 
erreicht wird. 

Natiirlich konnen die beiden hier bebandelten Randwertprobleme der Warme
leitungstheorie ohne weiteres in entsprechende Probleme der Diffusionstheorie 
umgewandelt werden, was wohl nicht naher ausgefiihrt werden muB. 

mentell verwirklichen und die Formel (37) kann dazu benutzt werden, urn aus 
solchen Versuchen den DiffusionskoeffiziertenD zu ermitteln. Vgl. "Exp.-Physik", 
Kap. XIV. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 50. 
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Zw6lites Kapitel. 

8tatistische Mechanik. 
§ 35. TheOlie der Zeitgesamtheiten. 

1. Autgaben und ~Iethoden der statistisehen Meehanik. Wie im § 2, 4. bereits 
kurz ausgefuhrt wurde, hat die "statistische Mechanik" die Aufgabe, die Satze der 
Kontinuummechanik und der Warmelehre aus denen der Diskontinuum
mechanik durch Benutzung statistischer Methoden zu gewinnen. Es wurde dort 
auch (unter 5.) auf die Schwierigkeiten hingewiesen, die sich der "klassischen" 
statistischen Mechanik bei der Durchfuhrung dieser Aufgabe in den Weg stellen, 
die ihren Ausgang von der klassischen Mechanik nimmt, wahrend die "Quanten
statistik" diese Schwierigkeiten von vornherein vermeidet, da sie von der ihrer 
Natur nach statistischen Charakter tragenden Quantenmechanik ausgeht. 

Wir werden deshalb, um alle mit dem Gebrauch der klassischen statistischen 
Mechanik verbundenen begrifflichen Schwierigkeiten zu vermeiden, in diesem 
Lehrbuch nicht den historischen Weg beschreiten, sondern von vornherein auf 
der im Kapitel X entwickelten Quantenmechanik fuBend und mit Benutzung 
der allgemeinen, im Kapitel VI entwickelten Methoden der physikalischen Statistik 
die wichtigsten Methoden und Satze der Quantenstatistik entwickeln. Da wir 
bereits fmher (§30, 4., §30, 6.) gezeigt haben, daB die Satze der Quantenmechanik 
in die der klassischen Mechanik im Grenzfalle groBer Quantenzahlen ubergehen, 
werden wir die Satze der klassischen statistischen Mechanik, die fur diejenigen 
Erscheinungen Geltung haben, die sich im Gebiete der graBen Quantenzahlen 
abspielen, durch einfache Grenzubergange aus den en der Quantenstatistik ab
leiten k6nnen. 

In diesem Paragraphen solI zunachst die "Zeitgesamtheit" eines makroskopi
schen, aus Atomen oder MolekUlen zusammengesetztes Systems untersucht wer
den, d. h. es sollen Satze uber die relativen Haufigkeiten aufgestellt werden, mit 
denen man das betrachtete System bei sehr oft wiederholter Beobachtung und 
sehr langer Beobachtungsdauer in den mit den auBeren Bedingungen ver
traglichen atomaren Konfigurationen auffindet. Im § 36 wird versucht, auf 
Grund der so gewonnenen Satze die in der Thermodynamlk eingefUhrten phano
menologischen ZustandsgraBen auf statistische Weise ·zu definieren, d. h. auf 
statistische Weise mit entsprechenden GraBen der Atommechanik zu verknupfen 
und die in der Thermodynamik im Kapitel XI ebenfalls auf phanomenologischer 
Grundlage eingefUhrten Hauptsatze, denen diese ZustandsgraBen genugen, auf 
die Grundgesetze der Mechanik zuruckzufUhren. Im § 37 schlieBlich werden 
speziell Systeme betrachtet, die aus einer sehr groBen Zahl von gleichen Teilen 
(Atomen oder MolekUlen) bestehen, also im Sinne von § 15, 7. Gesamtheiten 
bilden, die wir als "Raumgesamtheiten" bezeichnen. Es lassen sich gewisse all
gemeine Satze uber die Verteilungen solcher Gesamtheiten und ihre thermo
dynamischen Wahrscheinlichkeiten ableiten; ferner lassen sich so bestimmte 
Aussagen uber die durch makroskopische Beobachtungen meBbaren Mittelwerte 
und die Schwankungen um diese Mittelwerte machen, die wegen der Endlichkeit 
des Kollektivs, das eine jede reale Raumgesamtheit naturgemaB darstellt, auf
treten mussen, wie bereits in § 2, 4. kurz angedeutet wurde. 

2. Phase und Phasenraum. Das betrachtete System mage aus N Teilchen 
(materiellen Punkten) bestehen, uber deren spezielle Natur keine genauere Aus
sage gemacht werden muB als die, daB der Zustand jedes Einzelteilchens in 
jedem Augenblick durch die Angabe seiner Lage r und seines Impulses 1J in bezug 
auf ein Inertialsystem vollkommen bestimmt sein soIl. (Die Teilchen kannen im 
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besonderen Molekiile, Atome, Elektronen, Protonen usw. sein.) Das System hat 
dann 3 N "Freiheitsgrade" der Bewegullg, da sein Zustand oder seine "Phase" 
durch die Angabe von 6 N GroBen, namlich den 3 N rechtwinkeligen Koordinaten 
und den 3 N Impulskomponenten in jedem Zeitpunkt t bestimmt ist, die in will
kiirlicher Weise durchnumeriert mit ql' ... , qSN, PI' ... , PaN bezeichnet werden 
sollen. 

N ach allgemeinen quantenmechanischen Prinzipien ist die genaue Festlegung 
der 6 N GroBen ql' .. ' . , qaN, PI' ... , PSN nicht moglich, da zwischen je zweien von 
ihnen die HEISENBERGSche Ungenauigkeitsrelation (36) § 30 in der Form 

gelten mu6. 
LlqiLlpi~h, i=I, ... ,3'N (I) 

Eine anschauliche geometrische Darstellung der Phasen und ihrer Verande
rungen ergibt sich, wenn man die Gro6en ql' ... , qJN, PI' ... , PaN gemeinsam in 
beliebiger Weise durchnumeriert mit Xl"'" XON bezeichnet und als recht
winkelige Koordinaten in einem Raum mit 6 N Dimensionen, dem "Phasen
raum" des Systems darstellt. Jeder Phase entspricht dann offenbar ein Punkt 
in diesem Raum und die Veranderung der Phasen kann durch die Bewegung des 
"Phasenpunktes" dargestellt werden. 

Wegen der Giiltigkeit der Beziehungen (I) kann die Lage des Phasenpunktes 
im Phasenraum nicht genau angegeben werden; es steht ihm stets ein Spielraum 
vom VolumenLi xl,L! XB,. •• , LI X6N = (h)SN zurVerfugung. Man kann dies in einer 
von PLANCK herriihrenden und aus den ersten Entwicklungsstadien der Quanten
theorie stammenden Ausdrucksweise so deuten, als ob der Phasenraum eine natiir
Hche Netz- oder Zellstruktur besa6e. Die einzelnen "Zellen" haben aIle das gleiche 
Volumen hSN und konnen in irgendeiner Weise numeriert we~en. Die Lage des 
Phasenpunktes angeben heiBt dann die Nummer der Zelle angeben, in der sich 
der Phasenpunkt gerade be£indet, wahrend seine Lage innerhalb der Zelle voll
kommen unbestimmt bleibt. Die Veranderung des Systems stellt sich als ein 
"Springen" des Phasenpunktes von einer zur anderen Zelle dar. 

Nicht zu verwechseln ist die hier verwendete Darstellung im q-p-Phasenraum 
mit der fmher von uns verwendeten Darstellung der Veranderung eines materiellen 
Punktsystems im Konfigurations- oder q~Raum (§ 18, 5. und Kapitel X), die in 
der statistischen Mechanik seltener Verwendung findet. 

3. Arten von Veranderungen und ihre mathematisehe Behandlung. Die Energie 
E eines Systems ist im allgemeinen erne Funktion der Koordinaten und Impulse 
der einzelnen Teilchen, also eine Funktion von Xl' ... , XON, hangt aber auBerdem 
noch von gewissen anderen Parametern AI' ... , As ab, die die "auBeren Bedin
gungen" festlegen, die dem System auferlegt werden (Krafte, die auf das System 
von au6en ausgeubt werden, Wa.nde, die seine Teilchen an ihrer Bewegung ver
hindern u. dgl.). E ist also eine Funktion von folgender Gestalt: 

(2) 

Wir wollen unter einer " Veritnderung erster Art" eine solche Veranderung des 
Systems verstehen, bei der sowohl die A als auch der Wert der Energie unver
andert bleiben. Eine "V eritnderung zweiter Art" moge darin bestehen, daB wieder 
die A konstant sind und daher die Energie alsFunktion der Xl' ... , XON bestimmt 
ist, der Wert der Energie jedoch unbestimmt bleibt und sich verandern kann. 
Eine "Veritnderung dritter Art" schlieBlich nennen wir eine solche, bei der die 
Werte der A verandert werden, also auch die Gestalt der Energiefunktion sich 
andert. 

Zur besseren Veranschaulichung betrachten wir als Beispiel die Bewegung 
eines . mathematischen Pendels. Lassen wir es, nachdem es angest06en wurde, 
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ruhig schwingen, so bleibt seine Energie konstant, das System enahrt also Ver
anderungen erster Art. StoBen wir die Pendelmasse des schwingenden Pendels 
an und andern dadurch seine Bewegung ab, so haben wir seine Energie geandert, 
ohne den Mechanismus, die Form der Energiefunktion zu andern, also eine Ande
rung zweiter Art vorgenommen. Andern wir schlieBlich die Pendellange, so andert 
sich dadurch die Gestalt der Energiefunktion; dies ware also eine Anderung 
dritter Art. 

Ein zweites Beispiel bietet ein in einem Zylinder mit beweglichem Kolben 
eingeschlossenes Gas. Bei einer Anderung erster Art wird der Kolben festgehalten 
und der Zylinder nach auBen adiabatisch abgeschlossen. Die Energiefunktion 
des aus den einzelnen Gasmolekiilen bestehenden Systems ist dann gegeben 
und ebenso der Wert der Energie konstant. Entfernen wir die adiabatische Hiille, 
dann wird eine energetische Wechselwirkung mit der Umgebung ermoglicht, 
ohne daB die Form der Energiefunktion geandert worden ware, das System kann 
also jetzt Veranderungen zweiter Art ausfiihren. Verandern wir schlieBlich das 
Volumen des Gases durch Bewegen des Kolbens, dann andert sich die Ge
stalt der Energiefunktion, wir haben also eine Veranderung dritter Art vor
genommen. 

Die Veranderungen erster Art werden mathematisch enaBt, wenn man die 
Energiefunktion in die entsprechende SCHRODINGERBche Amplitudengleichung 
(§ 29) einsetzt und die Gleichung lost. 1m allgemeinen werden dann, wie wir 
wissen, nicht aIle Werte der Energiekonstanten zulassig sein, sondern nur die 
Eigenwerte der Amplitudengleichung, die ausgezeichneten Energiewerte E1 , 

E2, ••• Eine Veranderung erster Art wird also durch einen der Eigenwerte E; und 
die zugehorige Eigenfunktion beschrieben, wenn der Eigenwert nicht entartet ist 
bzw. die zugehOrigen Eigenfunktionen, wenn der Eigenwert entartet 'ist. 

Um die Veranderungen zweiter Art mathematisch zu behandeln, muB die 
zeitabhangige SCHRODINGER-Gleichung (§ 30) herangezogen werden, wobei die 
Zeitabhangigkeit von U als eine unregelmaBige Storung aufgefaBt werden kann. 
GemiLB den Ausfiihrungen in § 30, 3. werden hierdurch Ubergange zwischen 
den ausgezeichneten Energiewerten ermoglicht, deren Wahrscheinlichkeiten 
durch eine von der Zeit unabhangige Matrix w dargestellt werden. Bei sehr langer 
Beobachtungsdauer wird man daher das System mit bestimmten relativen Haufig
keiten in den einzelnen Quantenzustanden antreffen, die durch die "relativen 
Verweilzeiten" in diesen Zustanden gemessen werden; als relative Verweilzeit einer 
Phase i soIl hierbei das Verhaltnis der vom Phasenpunkt insgesamt in ihr ver
brachten Zeit 7:i zur gesamten Beobachtungszeit T verstanden werden. Nach der 
Definition von § 15, 2. geben die relativen Verweilzeiten der einzelnen Zustande 
gleichzeitig ihre Zustandswahrscheinlichkeiten Wi an, d. h. die Wahrscheinlich
keiten dafiir, bei Beobachtung in einem willkurlichen Zeitpunkte das System 
gerade im Zustande i aufzufinden. 

Alles, was oben uber Veranderungen zweiter Art gesagt wurde, gilt auch fiir 
die Veranderungen erster Art in einem .entarteten System bezuglich der Uber
gange und relativen Verweilzeiten in den einzelnen, mit der gegebenen Gesamt
energie vertraglichen Konfigurationen. 

Zur mathematischen Behandlung der Veranderungen dritter Art hat man 
wieder die zeitabhangige ScHRODINGER-Gleichung heranzuziehen, da dieAnderung 
der A eine Zeitabhangigkeit der Funktion U (Xl' ... , XSN) bewirkt. Bei konti
nuierlicher Veranderung der A andern sich dann auch die Eigenwerte kontinuier
lich. Aus § 30, 3. wissen wir, daB durch eine solche Veranderung, wenn sie un
endlich langsam, "adiabatisch" vorgenommen wird, keine Ubergange in andere 
Quantenzustande hervorgerufen werden. 
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4. Die mikrokanonische Gesamtheit; Lionvillescher Satz. Unter einer "milcro
kanonischen Gesamtkeit" wollen wir nach GIBBS die Zeitgesamtheit eines ab
geschlossenen Systems verstehen, eines Systems also, dessen Energie konstant 
bleibt und das daher nach der Bezeichnungsweise von 3. Veranderungen erster 
.Art ausfiihrt. 

Da die Gesamtheiten, auf die die statistische Mechanik angewendet wird, in 
der Regel sehr vielfach entartet sind (materielle Korper, die aus sehr vielen 
gleichen Atomen bestehen), werden mit dem vorgegebenen Wert E der Gesamt
energie noch sehr viele, beispielsweise g Quantenzustande oder Phasen vertraglich 
sein. Dem Phasenpunkt des Systems stehen dann im Phasenraum fiir seinen 
Aufenthalt g Zellen zur Verfiigung, deren Gesamtvolumen gleich V sein moge. 
Die Veranderungen des Systems werden durch sprunghafte Bewegungen des 
Phasenpunktes von einer Zelle zur anderen dargestellt. 

Wir wollen annehmen, daB die Obergangswahrscheinlichkeiten zwischen den 
einzelnen Phasen so beschaffen seien, daB der Phasenpunkt aus jeder Zelle von V 
auf direktem oder indirektem Wege in jede andere Zelle libergehen kann, daB also 
V nicht in zwei oder mehrere Teilraume zerfallt, zwischen denen Obergange liher
haupt nicht moglich sind. DaB diese Forderung erfiillbar ist, sieht man ein, wenn 
man sich vor Augen halt, daB, falls zwei Gebiete existieren, zwischen denen die 
Obergangswahrscheinlichkeit gleich Null ist, durch eine kleine auBere Storung stets 
eine endliche Obergangswahrscheinlichkeit geschaffen werden kann. Solche kleine 
Storungen sind mit unsel'er Forderung der Energiekonstanz vertraglich, ja sie 
sind sogar unvermeidlich, da ja nach der HErSENBERGSchen Ungenauigkeits
relation (33) § 30 in einem endlichen Beobachtung<>interv911 LI t stets die Energie 
nur mit der endlichen Genauigkeit LI E definiert ist. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die ein
zelnen Phasen oder die relativen Verweilzeiten des Phasenpunktes in den ein
zelnen Zellen von V zu berechnen. Wir berufen uns hierzu auf den im letzten Ab
satz von § 30, 3~ abgeleiteten Satz, der offenbar auf das vorliegende Problem an
gewendet werden kann, daB die Matrix der Obergangswahrscheinlichkeiten w 
symmetrisch ist, sowie auf die selbstverstandliche Tatsache, daB im Laufe der 
Zeit der Phasenpunkt in jede Zelle ebenso haufig eintreten ala aus ihr austreten 
muB. 

Da die Wahrscheinlichkeit des Aufenthaltes des Phasenpunktes in der i-ten 
Zelle gleich Wi ist und die Wahrscheinlichkeit eines Oberganges von der i-ten in 
die k-te Zelle pro Zeiteinheit gleich Wik' so ist nach dem Multiplikationssatz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung § 15,5. die relative Haufigkeit der Obergange von 
der i-ten in die k-te Zelle gleich Wi' Wil •• Die relative Anzahl der Obergange in 
die k-te Zelle von einer beliebigen Anfangslage aus ergibt sich hieraus nach dem 

Additionssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung § 15, 4. zu .L) Wi' Wik' Analog 
i 

ist die relative Anzahl der Obergange aus der k-ten Zelle in irgendeine andere 
Lage gleich .L) Wk . Wk •. Nach dem oben Gesagten miissen diese beiden Ausdriicke 

i 
einander gleich sein: 

.L) Wi ,Wik = I Wk' W ki• 

i 

Da ferner wegen der Symmetrie von w fUr jedes Wertepaar i, k gilt 
Wik = W ki , 

folgt weiter .L)Wki (Wk- Wi) = 0, i, k = 1,2, ... , g. 
i 

(3) 

(4) 

(5) 
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Man sieht sofort, da.B die Gleichungen (5) sicherlich befriedigt sind, wenn man 
samtliche Wi einander gleich setzt. Wir konnen leicht sehen, da.B es keine andere 
Losung des Gleichungssystems (5) geben kann, die mit den oben ausgesprochenen 
Forderungen vertraglich ist. 

Ware dies namlich de~ Fall, waren also nicht aIle Wi untereinander gleich, 
dann konnte man die Numerierung del' Zellen stets so vornehmen, daB 

WI = W 2 = ... = Wr und WI > Wr+V WI > Wr+2' ••. , WI > Wg (6) 

gilt. Wahlen wir nun k ~ r, dann verschwinden in (5) samtliche Glieder i ~ r. 
Von den iibrigen Gliedern konnen jedoch nicht aIle verschwinden, da fUr sie die 
Ausdriicke Wk - Wi nach (6) aIle positiv sind und von den Wki nicht aIle ver
schwinden konnen, da sonstentgegen del' Annahme das Gebiet del' Zellen 1,2, ... , r 
von dem del' restlichenZellen r + 1, r + 2, ... , n vollkommen isoliert ware. Da 
die nicht verschwindenden Wki ibrer Bedeutung als Wahrscheinlichkeiten ent
sprechend positiv sind, folgt, da.B die Summe in (5) positiv sein mii.Bte und die 
Gleichung (5) nicht erfiillbar ware. Damit ist die Unmoglichkeit del' Annahme 
(6) bewiesen, d. h. es miissen aIle Wi' wie behauptet wurde, untereinander gleich, 
also gleich l/g sein. 

Wir haben hiermit den Satz bewiesen, da.B in einer mikrokanonischen Gesamt
heit aIle Phasen die gleiche Zustandswahrscheinlichkeit haben odeI' da.B die rela
tive Verweilzeit des Systems in allen Phasen gleich gro.B ist. Diesel' Satz, del' auch 
del' alteren statistischen Mechanik bekannt war, wo er allerdings nul' unter ·einer 
nicht beweisbaren Annahme, del' sogenannten ; ,Ergodenhypothese" , aus den 
Bewegungsgleichungen del' klassischen Mechanik abgeleitet werden kann, hei.Bt 
del' "LIOUVILLE8che Satz" del' statistischen Mechanik. Aus ibm folgt sogleich, daB 
in einer mikroka,nonischen Gesamtheit die Wahrscheinlichkeit dafiir, den Phasen
punkt in einem bestimmten Zustandsgebiet des Phasenraumes aufzufinden, 
dem Volumen v dieses Gebietes proportional ist. 

5. Die kanonische Gesamtheit. Wir wollen nun versuchen, die Zustands
wahrscheinlichkeit eines Systems zu berechnen, das nach au.Ben nicht abgeschlossen 
ist und Veranderungen zweiter Art ausfiihrt. Die Zeitgesamtheit eines solchen 
Systems nennen wir nach GIBBS eine "kanonische Gesamtheit". Da nach dem 
LIOUVILLEschen Satz die Zustandswahrscheinlichkeiten fUr aIle Phasen, die zur 
gleichen Energie Ei des Systems gehoren, untereinander gleich sind, muB die 
Zustandswahrscheinlichkeit fUr eine beliebige Phase eine Funktion W (E) del' 
Energie allein sein. 

Wir gehen von einem abgeschlossenen System del' Gesamtenergie E aus, das 
sich in eine Anzahl n von Teilsystemen zerlegen lassen solI, die sich individueH 
wohl definieren lassen, aber nicht abgeschlossen sind, sO da.B sie miteinander in 
energetischer Wechselwirkung stehen. Die Wahrscheinlichkeit W dafur, da.B sich 
das Gesamtsystem in einem bestimmten Zustand befindet, ist dann nach dem 
Multiplikationssatz del' Wahrscheinlichkeitsrechnung durch das Produkt del' 
Zustandswahrscheinlichkeiten fUr die Teilsysteme gegeben. Nennen wir die Zu
standswahrscheinlichkeit des ersten Teilsystems w', dann ist nach del' oben
stehenden Uberlegung w' eine Funktion del' Energie E' des ersten Teilsystems 
aHein. Analoges gilt fur die Zustandswahrscheinlichkeiten w", w''', ... , w(n) und 
die Energien E", E"', ... , E(n) del' iibrigen Teilsysteme. Ebenso ist schlie.Blich W 

eine Funktion del' Gesamtenergie E allein. Es gilt also 

w' (E') . w" (E"). ... . w(n) (E(n») = W (E) = W (E' + E" + ... + E(n»). (7) 

Logarithmiert man die Gleichung (7) und setzt 

I(S) = log w(s) , I = log w, (8) 
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so wird daraus 

f' (E') + I" (E") + ... + I(n) (E(n» = / (E' + E" + ... + E(n». (9) 

Soli die Funktionalgleichung (9) fiir aIle moglichen Verteilungen der Gesamt
energie auf die Teilsysteme erfiillt sein, soli also die SUillille der Funktionen /(8) 

gleich einer Funktion der Summe der Argumente sein, dann miissen die Funk
tionen /(8) linear sein, also von der Gestalt 

/(8) = as - bs . E(8), 

Einsetzen von (10) in (9) ergibt 
n n 

8=1 8=1 

/=a-bE. (10) 

n 

(11) 
8=1 

eine Gleicbung, die offenbar nur dann allgemein befriedigt werden kann, wenn 
aIle b. untereinander gleich und zwar gleich b sind. Aus (8) und (10) folgt also 

(12) 

worin b eine fUr aIle Teilsysteme gemeinsame Konstante ist. 
Nun kann man offenbar jedes System, das mit einer Umgebung von praktisch 

unendlich groBem Energieinhalt in statistischer Wechselwirkung steht und daher 
Veranderungen zweiter Art ausfiibrt, als Teilsystem eines aus ihm und seiner 
Umgebung bestehenden Gesamtsystems auffassen. Die Zustandswahrscheinlich
keit eines solchen Systems geniigt also einer Formel von der Gestalt (12); fiir 
die Wahrscheinlichkeit der i·ten Phase konnen wir schreiben 

'i 'lfJ- f i 

wi=O.e-e =e-----e--, (13) 

worin 13i die Energie dieser Phase ist und 0 bzw. '1jJ Konstanten sind, die sich 
dadurch bestimmen, daB die Summe der Ausdriicke (13) iiber aIle moglichen 
Phasen gleich Eins ergeben muB, d. h. die Gleichung 

(14) 
i=1 i-I 

erfiillt ist. Die Konstante (9, die, wie wir oben gesehen haben, durch die Beschaf
fenheit del' Umgebung des Systems bestimmt ist (da sie fUr alle Teilsysteme den 
gleichen Wert bat), nennen wir den "Modul" der kanonischen Gesamtheit. Da
mit die Gleichung (14) erfiillbar ist, muB offenbar (9 > 0 sein. 

Aus (13) konnen wir nun die Wahrscheinlichkeit w (EIe) dafUr ableiten, daB 
das betrachtete System sich auf der k-ten Energiestufe befindet. UmfaBt diese 
namlich (fie Phasen (das entsprechende Zustandsgebiet im Phasenraum (fie Zellen), 
so ist, da nach dem LIOUVILLEschen Satz alle diese Phasen die gleiche Wahrschein
lichkeit haben, Ek ",-Ek 

W (ETc) = 0 . (fie • e-e = (fie • e-e-. (15) 

Wir nennen die Zahl (fie, die die Vielfachheit des k-ten Energieniveaus angibt, 
sein "statistisches Gewicht". 

Da (fie dem Volumen V Ie des zur Energie E Ie gehorigen Zustandsgebietes im 
Phasenraum proportional ist, konnen wir statt (15) auch schreiben 

ETc 

w(EIe) =0. V".e-e (16) 

Fiirth, Theor. Physik. 16 
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Um die fUr den Bereich der klas8i8cken Meckanilc giiltige Wahrscheinlichkeits
formel fiir die kanonische Gesamtheit zu erhalten, miissen wir bloB bedenken, daB 
bier die MeBgenauigkeit fUr Koordinaten und Impulse so klein ist, daB jeder 
"infinitesimale" Bereich a v = aXI ax.,. ... aXSN des Phasenraumes noch sehr 
viele Zellen enthii.lt und ebenso die MeBgenauigkeit fiir die Energie so klein ist, 
daB in jedem infinitesimalen Bereich aE noch sehr viele Eigenwerte liegen, so 
daB man die Energie als stetig veranderlich ansehen kann. Daher wird dann auch 
die Zustandswahrscheinlichkeit in eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsfunk
tion iibergehen. FUhren wir gemaB § 17,1. und § 17, 5. die "Wahrscheinlichkeits
dichte" 11:> (Xl' ... , XSN) ein, d. h. bezeichnet 11:> (Xl' :1::1, ••• , X6N) aXI ... aX8N 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das System in dem Zustandsgebiet a v 
befindet, dann folgt durch Grenziibergang aus (16) 

E(x ...... xSN) 1/!-E 

11:> (Xl"'" X6N)aXI ••• aXSN= O.e e a v = e-e-aV, (17) 

worin nun wieder 0 bzw. "p so zu bestimmen sind, dap die Bedingung (37) § 17 
erfiillt ist, also 

E(x ... "'Xs N) 1/I-E 

~ ... ~ 0 . e - e a v = ~ ... ~ e-e- a v = 1 (18) 

gilt, worin die Integration iiber den ganzen Phasenraum zu erstrecken ist. 
6. Der Gleiehverteilungssatz. Mit Hille der unter 5. abgeleiteten Formel fiir 

die Zustandswahrscheinlichkeit in einer kanonischen Gesamtheit kann man 
nach den Anweisungen der Formeln (13) § 16 bzw. (9) § 17 und (39) § 17 den 
zeitlichen Mi~telwert einer jeden Zustandsfunktion berechnen. Wir wollen zu
nachst mit Benutzung der Formeln (17) und (18) den Mittelwert der kinetischen 
Energie eines beliebigen Freiheitsgrades unseres Systems im Giiltigkeitsbereich 
del' klassischen Mechanik berechnen. 

Nach (26) § 18 ist die kinetische Energie eines Systems von Massenpunkten 
eine quadratische Funktion der Impulskomponenten der einzelnen Massenpunkte, 
wahrend die potentielle Energie von den Impulsen nicht abhangt. Nennen wir 
die Impulskomponente des betrachteten Freiheitsgrades p, dann konnen wir E 
in der Form E = A'[/' + El (19) 

ansetzen, worin A eine Konstante ist und El von den p unabhangig und bloB eine 
Funktion der iibrigen Impulskomponenten und der Koordinaten des Systems 
ist. Nun konnen wir das Volumenelement a v im Phasenraum wie folgt zerlegen: 

aV=ap.aVl , (20) 

worin wieder a VI das Produkt der Differentiale aller iibrigen Impulskomponenten 
und Koordinaten ist. 

Fiir den gesuchten Mittelwert L der auf den hervorgehobenen Freiheitsgrad 
entfallenden kinetischen Energie, also den Mittelwert der GroBe A,[/" erhalten 
wir nun gemaB Formel (39) § 17 mit Benutzung von (17), (19) und (20) 

(21) 

-00 

Wie man sieht, reduziert sich die Berechnung von L auf die des Mittelwertes 
lp' 

der GroBe Ap2 in bezug auf die Wahrscheinlichkeitsfunktion e - e- einer einzigen 
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Variablen p. Dies,e Funktion ist mit der GAussschen Funktion (12) § 17 identisch, 

wie man sieht, wenn man dortselbst x - Xo durch p und 11,2 durch ~ ersetzt. Die 

Formel (23) § 17 ergibt fiir den Mittelwert der GroBe (x - XO)2 gemaB der GAUSS
schen Wahrscheinlichkeitsfunktion den Wert 1/211,2. Auf unseren Fall iibertragen 

bedeutet dies, daB der Mittelwert von 'fl' gleich ist ! ~; der Mittelwert von )..'fl' 
ist A-mal so groB. 

Wir erhalten also schlieBlich die einfache Beziehung 
- @ 
L =2. (22) 

Auf jeden Freiheitsgrad des betrachteten Systems entfii.llt im zeitlichen Mittel 
die gleiche kinetische Energie. Dieser von BOLTZMANN gefundene Satz heiBt 
der "Gleichverteilungssatz" der statistischen Mechanik. 

Der eben abgeleitete Satz muB natiirlich auch f~ die Freiheitsgrade einer 
mikrokanonischen Gesamtheit Geltung haben (die ja nur ein Spezialfall einer 
kanonischen Gesamtheit ist). Zerlegt man sie, wie unter 5. in Teilsysteme, so muB 
in Vbereinstimmung mit dem dortselbst gefundenen Resultat fiir alle Teilsysteme 
eden gleichen Wert haben. In § 38,5. werden wir zeigen, daB die Zustands
gleichung des idealen Gases aus der kanonischen Formel (17) abgeleitet werden 
kann, wenn man darin e = k T (23) 

setzt, worin' T die absolute Temperatur des Gases ist und die universelle Kon
stante k, die "BOLTZMANNsche Konstante" gleich ist RINo (Gaskonstante durch 
LOSCHMIDTSche Zahl) mit dem Zahlenwert I,371.1O-I6 Erg. Grad-I. Durch Ver
gleich der Formeln (22) und (23) folgt, daB fiir ein ideales Gas die mittlere kine
tische Energie'eines Molekiils pro Freiheitsgrad mit der absoluten Temperatur T 
durch die Gleichung - 1 

L=2kT (24) 
zusammenhangt. 

Da man die Temperatur eines beliebigen Korpers dadurch bestimmt, daB man 
ihn mit einem "idealen Gasthermometer"l in Beriihrung bringt und wartet, bis 
sich ein Gleichgewicht eingestellt hat, und da nach Erreichung dieses Gleich
gewichtes der Modul des zu messenden Korpers gleich dem des Thermometers 
sein muB, da ja beide zusammen eine mikrokanonische Gesamtheit bilden, so 
folgt, daB die Beziehungen (23) und (24) ganz allgemein giiltig sind und daB man 
in den Formeln (13) bis (18) e durch k T ersetzen kann. 

FUr groBe e, d. h. hohe Temperaturen, andert sich in der Formel (16) der 
Exponent der e-Potenz beim Vbergang von einem zu einem anderen Quanten
zustand nur sehr wenig; man kann daher in diesem Falle fiir nicht zu groBe 
Energien die Zustandswahrscheinlichkeit als kontinuierliche Funktion der Energie 
ansehen und sieht demnach, daB die klassische kanonische Formel (17) gerade 
fiir den Grenzfall hoher Temperaturen Giiltigkeit haben wird. 

7. Zwei Beispiele ffir kanonische Gesamtheiten. a) Der lineare, harmonische 
Oszillator. 

Als erstes Beispiel einer kanonischen Gesamtheit betraehten wir den linearen 
harmonischen Oszillator, dessen quantenmechanische Behandlung in § 31, 1. 
durchgefiihrt worden ist. Wir fanden gemaB Formel (11) § 31, daB zur Frequenz 'JI 

des Oszillators die Energieeigenwerte 

En=h'JI(n+ !) n = 0,1,2, ... (25) 

1 Vgl. "Exp.-Physik". § 39. 

16· 
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gehoren. AIle diese Eigenwerte erwiesen sich als einfach, daher sind samtliche y.,. 
gleich 1 zu setzen. 

Aus Formel (15) in Verbindung mit (24) und (25) folgt nun fiir die Zustands
wahrscheinlichkeit des n-ten Quantenzustandes w.,. in einer Umgebung der Tem
peratur T 

w.,. = C.e (26) 

worin wieder C so zu bestimmen ist, da.B die Summe der Ausdriicke (26) iiber alle 
Werte von n von Null bis Unendlich gleich Eins ist. 

Fiir den Mittelwert der Energie E ergibt sich hieraus gema.B Formel (13) § 16: 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist hv 
1X=-kT· 

(27) 

(28) 

Nach der bekannten Formel fiir die Summe einer geometrischen Reihe gilt 
<Xl 

"'" ea 'It = __ 1_ . 
..:::. I-ea 
n=O 

(29) 

Differentiiert man hierin auf der linken Seite gliedweise nach IX (was hier offenbar 
gestattet ist) und ebenso die rechte Seite nach IX, so erhalt man 

(1- e,,)2· (30) 

Durch Einsetzen aus (29) und (30) in (27) folgt schlie.Blich mit Benutzung von 
(28) fiir den gesuchten zeitlichen Mittelwert der Energie: 

E=~+h'/J_e_a_=~+h'/J 1 } 
2 l_ea 2 e-a_I 

hv 1 (31) 
= 2 + h'/J----,,;;-

ekT-l 

FUr den Grenzfall sehr hoher T (d. h. k T > > h '/J) erhalt man durch Ent-
wicklung der e-Potenz im Nenner nach einer Potenzreihe 

E --~+ hv kT 
2 hv =. (32) 

1+ kT + ... -1 

Der Mittelwert der Gesamtenergie des Oszillators wird also doppelt so gro.B als 
der Mittelwert der kinetischen Energie, da ja fiir diesen Grenzfall die Formel.(23) 
gilt. Dies la.Bt sich leicbt verstehen, da ja bei jeder harmonischen Bewegung die 
Maximalwerte der kinetischen und der potentiellen Energie gleich gro.B sind und 
daher auch der zeitliche Mittelwert der potentiellen gleich dem Mittelwert der 
kinetischen Energie sein mu.B, also die Gesamtenergie gerade doppelt so gro.B. 

b) Der Rotator. A1s zweites Beispiel betrachten wir den in § 31, 2. 
quantenmechanisch behandelten zweidimensionalen Rotator mit dem Haupt-
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tragheitsmomten A. Nach Formel (25) § 31 gehOrt zur Quantenzahl die 
Energie h2 

Ez=Sn2.A.'(1+1), 1=0,1,2, ... , (33) 

wobei dem 1-ten Quantenzustand das Gewicht 

zukommt. 
gz = 21 + 1 (34) 

Aus Formel (15) folgt nun wieder fur die Zustandswahrscheinlichkeit Wz 

bei del' Temperatur T ( 1)' 
h'I(I+l) h2 1+2" 

wz=C(2l+1).e ~""AkT =C'(21+1)e 1l,,'AkT 
(35) 

worin die Konstante C' durch die Bedingung bestimmt ist, daB die Summe del' 
Ausdrucke (35) uber aIle Werte von 1 von Null bis Unendlich gleich Eins sein solI. 

Wir wollen auch hier wieder den zeitlichen Mittelwert del' Energie berechnen 
und erhaltendaftir 00 _ (I + ~)' 

I (2l + I) l (l + I) e 2 y 

- h 2 1=0 
E = --S;2.A. -'----'--00----(:----:;-1-'"')':--- (36) 

. ~(2l+ I)e- .1+2" y ... 
1=0 

worin zur Abkurzung gesetzt ist h2 

y = 8 n 2 .A. k 't' (37) 

Fur den Grenzfall sehr kleiner y kann man die Summen in (36) durch die von 
Null bis Unendlich erstreckten Integrale uber eine stetige Veranderliche 1 er
setzen. Benutzt man als Integrationsvariable die GroBe 

X=(l+ !Y, (38) 

dann gilt als Naherungswert fUr die Summe im Nenner von (36) 
00 

\ e-xydx = ~ 
J Y 
o 

und als Naherungswert fUr die Summe im Zahler von (36) 

daher fUr kleine y 

00 

\ (x-2.) e-xydx = __ 1_ + ~ J 4 4y y2' 
o 

E-~- --- ~ -kT - h2 (I I) h2 

- S n2 .A. y 4 8 n2 .A.!J - . (39) 

Da del' hier betrachtete Rotator zwei Freiheitsgrade del' Rotation besitzt -
die Achse ist in bezug auf den Rotator fest und in bezug auf ein ruhendes Ko
ordinatensystem durch die Angabe von zwei Winkeln festlegbar - entfallt, 
wie man sieht, in dem vorliegenden Grenzfall auf jeden Freiheitsgrad del' Rotation 
im Mittel die kinetische Energie 1/2. k T (die potentielle Energie ist ja gleich Null). 

Die Bedingung kleiner y ist fur genugend hohe Temperaturen erfilllt, wenn 
gleichzeitig das Tragheitsmoment A um die Rotationsachse nicht zu klein· 
ist. In Erweiterung des Gleichverteilungssatzes von 6. konnen wir also jetzt 
sagen, daB unter diesel' Bedingung in einem aus starren Korpern ~usammen
gesetzten System im zeitlichen Mittel auf jeden Freiheitsgrad del' Translation 
und del' Rotation in einer kanonischen Gesamtheit die mittlere kinetische Energie 
1/2 . k T entfallt. 
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Fiir den entgegengesetzten Grenzfall sehr groBer y kann man in der Summe 
in (36) alle Glieder gegen das erste nicht verschwindende, d. h. im Zahler gegen 
das Glied l = 1 und im Nenner gegen das Glied l = 0 vernachlassigen und erhalt 

9 
- h2 6 e -"4 y 3 hB 3 hB _ -:-.h-;-O ~ 
E -2g 4,.OAkT 

- 8n2A _~y = 4nBA- e = 4n2A . e 
e 4 

(40) 

Fiir sehr niedrige Temperaturen bzw. kleine Tragheitsmomente A geht also E 
exponentiell gegen Null. 

S. Mittelwert und Schwankungen von Phasemunktionen. Als "Phasen
funktion" ~ eines Systems wollen wir eine GroBe bezeichnen, die von den 6 N 
Phasenkoordinaten Xl' ••• , XSN abhangt und auch noch die auBeren Parameter 
AI' ... , As enthalten kann, also eine Funktion von der Gestalt 

~ = f (xl> ... , XSN; AI'···' As)· (41) 

Als Beispiel einer solchen Phasenfunktion haben wir bereits die Energie
funktion (2) Jrennengelernt. 

In einer kanonischen Zeitgesamtheit kommt jedem Wert von ~ eine bestimmte 
relative Verweilzeit oder Wahrscheinlichkeit zu, die man vermoge der Formel 
(13) bzw. (17) berechnen kann. Hat das betrachtete System, wie es ja meistens 
der Fall ist, sehr viele Freiheitsgrade und ist die GroBe ~ eine "makroskopisch 
beobachtbare GroBe", dann konnen wir in Verallgemeinerung des unter 5. durch
gefiihrten Gedankenganges annehmen, daB zu jedem infinitesimalen Bereich d~ 
von ~ noch sehr viele Quantenzustande hinzugehoren. Wir konnen also eine konti
nuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte tv (~) so definieren, daB tv (~) d~ die Wahr
scheinlichkeit dafiir angibt, ~ in einem Intervall zwischen ~ und ~ + d~ anzu
treffen. Nach (17) und (23) erhalten wir 

E(~ 

tv(~)d~=O.e- kT dV;, (42) 

worin E (~) den zu dem betrachteten Wert von ~ gehOrigen Energiewert und d V~ 
das Volumen im Phasenraum bezeichnet, das aIle Phasen umfaBt, die mit dem 
vorgegebenen Intervall von ~ vertraglich sind. 

Man sieht leicht, daB die Funktion (42) fiir ein bestimmtes ~ ein sehr scharfes 
Maximum haben muB. Da namlich k T nach 6. die GroBenordnung der mittleren 
Energie pro Freiheitsgrad hat und E die Gesamtenergie des Systems ist, muB 
der Exponent der e-Potenz mit wachsendem E sehr rasch zunehmen und daher 
der erste Faktor von w (~) mit wachsendem E auBerordentlich rasch abnehmen. 
Anderseits nimmt aber die Entartung des Systems mit wachsendem E sehr rasch 
zu, da man auf um so mannigfaltigere Weise die Energie iiber die einzelnen 
Systembestandteile aufteilen kann, je groBer sie ist. Es nimmt daher d V s mit 
wachsendem E auBerordentlich rasch zu, womit die Richtigkeit der oben aufge
stellten Behauptung erwiesen erscheint. 

Wegen der Steilheit der Haufigkeitsverteilung (42) fMlt praktisch der Mittel-
wert"t mit dem wahrscheinlichsten Wert ~o zusammen und die durch das mittlere 
Schwankungsquadrat C'Jr gemessene Dispersion dieser Verteilung ist in dem be
trachteten Fall sehr klein. 

In gewissen Fallen laBt sich nach EINSTEIN die Gestalt der Wahrscheinlichkeits
funktion (42) explizite angeben, namlich wenn es sich durch eine Abanderung der 
auBeren Bedingungen, z. B.durch eine Anderung der auf das System von auBen 
wirkenden Krafte erzielen laBt, daB aIle Werte von ~ die gleiche Wahrscheinlich-
keitAd~ erhalten, also _ Eo(~) 

e kTdVs=Ad~ (43) 
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gilt, worin Eo (.;) den Energieinhalt des abgeanderten Systems bedeutet. Stellt 
man jetzt die urspriinglichen Bedingungen wieder her, so wird von den auBeren 
Kraften eine gewisse Arbeit X (.;) geleistet, um die sich der Energieinhalt ver
mehrt, so daB fiir die Energie des urspriinglichen Systems gilt 

E (.;) = Eo (.;) + X (';). (44) 

Aus (42), (43) und (44) folgt ;«5) 
to (.;) d .; = Canst . e - kT d .;. (45) 

Da E als Energie nur bis auf eine additive Konstante definiert ist, konnen 
wir X (.;) in (45) stets so ansetzen, daB 

X (';0) = 0 (46) 

ist, X (.;) also die Arbeit bedeutet, die an dem System von auBen geleistet werden 
muB, um es aus dem wahrscheinlichsten Zustand mit.; =';0 in den Zustand .; 
zu bringen. Die Konstante in (45) ergibt sich aus der Bedingung, daB das iiber alle 
Werte von'; erstreckte Integral den Wert Eins ergeben muB. 

Da gemii.B der obigen Normierung w (.;) fiir X = 0 seinen groBten Wert 
haben soll, so muB X (.;) stets positiv sein, es muB also stets Arbeit von auBen 
an dem System geleistet werden, um es aus dem wahrscheinlichsten in einen 
weniger wahrscheinlichen Zustand zu bringen. Del' wahrscheinlichste Zustand 
ist also im Sinne der Statik der materiellen Punktsysteme gleichzeitig die Lage 
stabilen Gleichgewichtes (§ 20, 1.). Infolge der statistischen Wechselwirkung mit 
der Umgebung wird jedoch das System standig Schwankungen um die stabile 
Gleichgewichtslage ausfiihren, deren Wahrscheinlichkeit aus (45) ermittelt 
werden kann. 

Man sieht, daB in einem makroskopischen System, bei dem in der Regel die 
zur Hervorbringung einer merklichen Veranderung von .; erforderliche Arbeit 
sehr graB gegen k T ist, die Wahrscheinlichkeit fiir ein dem ';0 nicht unmittelbar 
benachbartes .; auBerst klein sein wird. Fiir kleine Werte von (.; - ';0) kann man 
aber sicher X (.;) in eine Potenzreihe nach (.; - ';0) entwickeln, die mit dem Gliede 
zweiter Ordnung beginnen muB, da ja nach der obenstehenden Bemerkung X fiir 
.; = 0 ein Minimum haben soll und dortselbst der Bedingung (46) geniigt. Setzen 

wir also X (.;) = a (.; - ';0)2, (47) 

worin a eine positive Konstante ist, die von dem Mechanismus des Systems (den 
auBeren Kraften) abhiingt, dann nimmt (45) die Gestalt 

-~(~_~O)2 
to (.;) = Canst. e k T 

(48) 

an, hat also die Form der GAussschen Wahrscheinlichkeitsfunktion (12) § 17. 
Hieraus erhellt die groBe Bedeutung gerade dieser Wahrscheinlichkeitsfunktion 
fiir die physikalische Statistik. Fiir das mittlere Schwankungsquadrat von .; 
folgt aus (23) § 17 --- k T 

(.; - ';0)2 = -2 a-' (49) 

die Schwankung ist also um so groBer, je hoher die Temperatur und je kleiner 
die zur Storung des Gleichgewichtes erforderliche Arbeitist. 

§ 36. Die statistische Begriindung der Hauptsatze der Thermodynamik. 

1. Die statistische Deutung der thermodynamischen ZustandsgriiBen. Aile an 
einem statistisch-mechanischen System beobachtbaren GroBen miissen offenbar 
im Sinne von § 35, 8. Phasenfunktionen sein. Wie wir dart sahen, fiihren diese 
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GroBen um gewisse Mittelwerle unregelmaBige zeitliche Schwankungen aus, 
die um so kleiner sind, je groBer die betrachteten Systeme sind. Die in der 
Thermodynamik zur Kennzeichnung des Zustandes eines makroskopischen 
Systems verwendeten ZustandsgroBen (§ 32, 1.) konnen daher statistisch eben
falls als Mittelwerte entsprechender Phasenfunktionen definiert werden. Infolge 
der Kleinheit der Schwankungen entziehen sich diese der Beobachtung bei Ver
wendung nicht sehr feiner Beobachtungsmittel, so daB es verstandlich wird, 
wieso es moglich ist, die im Kapitel XI entwickelte klassische Thermodynamik 
mit Verwendung der phanomenologisch definierten thermodynamischen Zustands
groBen aufzubauen. DaB die ZuriickfUhrung dieser GroBen auf statistische Phasen
funktionen berechtigt ist, beweist die Existenz der Schwankungen, die sich bei 
Verwendung feiner Beobachtungsmittel enthiillen1. 

Die statistische Definition der Temperatur haben wir bereits in § 35, 6. vor
genommen. Die Gleichung (23) § 35 verkniipft den Modul einer kanonischen 
Gesamtheit mit der durch ein ideales Gasthermometer definierten absoluten 
Temperatur. DaB die so eingefUhrte ZustandsgroBe wirklich die Eigenschaften 
der Temperatur hat, folgt aus der Tatsache, daB, wie wir in § 35, 5. zeigten, 
bei der Vereinigung mehrerer Teilsysteme zu einem gemeinsamen, abgeschlossenen 
System die Moduln der Teilsysteme den gleichen Wert annehmen miissen, so daB 
sich ein "statistisches Gleichgewicht" zwischen ihnen einstellt; dies steht offenbar 
mit dem Erfahrungssatz im Einklang, nach dem sich die Temperaturen mehrerer, 
zu einem Gesamtsystem vereinigter Teilsysteme im Zustand des "thermo
dynamischen Gleichgewichtes" au/?gleichen. 

Die in § 32, 4. eingefiihrte inneer Energie U eines Systems werden wir offenbar 
mit dem Mittelwert Jjj der durch die Formel (2) § 35 eingefiihrten Phasenfunktion 
zu identifizieren haben, wofiir eine nahere Erklarung zu geben sich wohl eriibrigt. 
Die· Definition der Zustandsfunktion p, des Druckes, werden wir sogleich in 2. 
vornehmen. Das V olumen V kaml fiir einen festen Korper als Mittelwert des 
Inhaltes der kleinsten das System umhiillenden Flache definiert werden. 1m 
FaIle von Gasen und Fliissigkeiten jedoch, wo das Volumen durch starre, das 
System begrenzende Wii.nde bestimmt ist, bildet es einen der auBeren Para
meter A. des Systems; im festen Korper spielen die gleiche Rolle die Komponenten 
des Deformationstensors B (§ 22, 2.). 

2. Die statistische Formulierung des ersten Hauptsatzes. Fiir die Variation 
() E des Energieinhaltes eines Systems ergibt sich gemaB (2) § 35 

6N 8 

" 8E " 8E () E =..:::.,; 8 xk () Xk +..:..- 8 AT () A.T• 

k=1 7=1 

(1) 

Bildet man auf beiden Seiten den kanonischen Mittelwert, so erhalt man 

(2) 

Die Gleichung (2) kann man in unmittelbare Beziehung zu der Formulierung 
des ersten Hauptsatzes durch die Gleichung (10) § 32 setzen. In der Tat ist die 
GroBe iE auf der linken Seite von (2) nach dem unter 1. Gesagten nichts anderes 
als die Anderung d U der inneren Energie. Der erste Term auf der rechten Seite 
stellt die Anderung des Energieinhaltes eines Systems dar, die auf die Verande
rungen zweiter Art zuriickzufiihren ist, also auf die statistische Wechselwirkung 

1 V gl. "Exp .. Physik", § 55. 
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zwischen dem betrachteten System und seiner Umgebung. Wir werden ihn ge
maB der kinetischen Auffassung der Warme als unregelmaBige Bewegung der 
kleinsten Teile eines Korpers; also als die zugefiihrte Warmemenge 0 Q zu deuten 
haben. Der zweite Term auf der rechten Seite von (2) schlieBlich steUt die An
derung des Energieinhaltes des Systemadar, die durch die Veranderungen dritter 
Art bewirkt sind;- er ist also mit der bei dieser Veranderung an dem System von 
auBen geleisteten Arbeit {jA identisch. 

Ist nur ein einziger Parameter A vorhanden, namlich das Volumen V, wie wir 
es in der vereinfachten Behandlung der Thermodynamik im Kapitel XI stets an
genommen hatten, dann reduziert sich dieser zweite Term auf 

{jA = (:~ 15 V). (3) 

Vergleichen wir diese Beziehung mit der Gleichung (12) § 32, so sehen wir, daB 
wir die Zustandsfunktion p statistisch durch den Mittelwert der Phasenfunktion 

- :~ zu definieren haben: ( a E) (4) 
p=- 8V' 

Analog erhalt man fiir einen festen, elastischen Korper bei Einfiihrung der 
Komponenten des Verzerrungstensors B als Parameter Ar durch Vergleich mit 
den Formeln (7) § 22 und (10) § 22 die statistische Deutung der Komponenten 
des Tensors T der elastischen Spannungen als kanonische Mittelwerte der Ab
leitungen von E nach den f3. 

Da gemaB § 30,3. und § 35,3. bei einer unendlich langsamen Anderung der 
Ar keine Ubergange in andere Quantenzustande hervorgerufen werden, ist bei 
einer solchen Anderung der erste Term in (2) gleich Null, also auf Grund des 
Vorhergehenden {jQ = O. Ein solcher ProzeB ist demnach gemaB der Definition 
von § 32, 4. als adiabatisch zu bezeichnen. Dies rechtfertigt die von uns bereits 
friiher eingefiihrte Bezeichnung "adiabatisch" fiir solche Vorgange. 

3. Die statistische Deutung der Entropie und der freien Energie. Um die stati
stische Deutung der Entropie zu gewinnen, gehen wir nach EINSTEIN von der 
Gleichung (14) § 35 aus. Fiihren wir eine kleine Variation der auBeren Parameter Ar 
und des Moduls e (durch Veranderung der auBeren Temperatur) also eine kleine 
Veranderung dritter Art des Systems aus, dann muB, da die rechte Seite dieser Glei
chung konstant ist, die Variation der linken Seite verschwinden: 

ro ¥-B. ® ¥-B. 

152,; e~ =2,; {j(lJ! e Ci ).e~ = 0, 
i=l i=l 

(5) 

Die linke Seite von (5) ist nun nach Formel (9) § 17 und Formel (13) § 35 der 

zeitliche Mittelwert der Phasenfunktion 15 (lJ! e E), wir konnen also statt (5) 
auch schreiben 

( lJ!-E) ~( lJ! ) ( I) - I ~ a E 15 e = 15 e - 15 e . E - e ~ oAr 15 A,. = O. 
r=l 

(6) 

Setzen wir hierin nach den Entwicklungen von 2. fiir E die innere Energie U 
und gemaB Gleichung (2) statt der Summe im dritten Glied 15 (U -Q), so gilt 

weiter 15 (_lJ!_) _ 15 (}-) • U - ~ (15 U - 15 Q) = 0 e e e 
oder mit Benutzung von (23) § 35 

o i = - 15 ( ~ ) + 15 ( ~) = 15 (!l T 'L). (7) 
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Da die GroBe U T tp als Mittelwert einer Phasenfunktion eine thermodyna

mische ZustandsgroBe darsteIlt, ist die GroBe d~ das Differential einer Zu

standsgroBe, die nach der phanomenologischen Definition (27) § 32 mit der 
Entropie identisch ist. Aus (7) folgt also weiter 

d S = d ( U T tp ) (8) 

und hieraus bis auf eine belanglose additive Konstante mit Berucksichtigung von 
(33)§32 tp=U-ST=F. (9) 

Wie man sieht, kann die in der Thermodynamik aus dem zweiten Hauptsatze 

abgeleitete Tatsache, daB die GroBe d~ ein vollstandiges Differential einer Zu

standsfunktion ist, aus <Jer statistischen Mechanik gefolgert werden; ferner sieht 
man, daB die in der Thermodynamik benutzte ZustandsgroBe "freie Energie" 
mit der in der kanonischen Verteilungsformel eingefiihrten Phasenfunktion tp 
identisch ist. Da aus den Formeln (14) § 35 und (15) § 35 fiir tp die Beziehung 

'IjJ Bi 

e--YCP = ,Lfli e- kT 

i 

folgt, ergibt sich nun fur die freie Energie mit Benutzung von (9) die Formel 

Bi 

F = -kT log,Lgie-kT; 
i 

(10) 

die .hierin auftretende Summe wird als die "Zustandssumme" des Systems be
zeichnet und ist uber aIle voneinander verschiedenen Quantenzustande des Systems 
zu erstrecken. 

Sind demnach aIle Energieeigenwerte Ei und die zugehorigen Gewichte gi 
eines Systems bekannt, dann kann man mittels der Formel (10) die freie Energie 
des Systems aIs Funktion der Temperatur und der in die Ei eingehenden auBeren 
Parameter (z. B. des Volumens) berechnen. Damit ist aber das thermodynamische 
Verhalten des Systems vollkommen festgelegt, wie in § 33, 4. gezeigt worden ist. 

Innerhalb des Giiltigkeitsgebietes der klassischen Mechanik ist gemaB § 35, 5. 
die Zustandssumme in (10) durch das entsprechende "Zustandsintegral" zu er-
setzen, also B(N N) 

N 1• •••• N 6N 

F=-kTlog~ ... ~e- kT dV (ll) 

zu setzen, ein Ausdruck, der sich berechnen laBt, wenn die Energiefunktion des 
Systems bekannt ist. 

4. Das Boltzmannsche Prinzip und die statistische Deutung des zweiten Haupt. 
satzes der Thermodynamik. Unter § 35, 8. haben wir gezeigt, daB die unter dem 
Summenzeichen der Zustandssumme stehende Phasenfunktion bei einem makro-
skopischen System mit vielen Freiheitsgraden fiir einen bestimmten Wert IE 
der Energie, der mit dem Mittelwert praktisch zusammenfaIlt, ein sehr scharfes 
Maximum hat. Wir konnen daher fiir ein solches System aIle weiteren Glieder der 
Summe gegen das diesem Maximum entsprechende vernachlassigen. Aus (10) 
folgt dann bis auf eine additive Konstante 

F = -kTIog( Ve- kET) = U -kTlog V, (12) 
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worin V das dem wahrscheinlichsten Energiezustand zukommende Volumen im 
Phasenraum bedeutet, das noch eine Funktion der auBeren Parameter und der 
Temperatur ist. Aus (9) und (12) ergibt sich weiter 

8 = k . log V (A'1' ••• , A. a, T). (13) 

Vereinigt man eine Reihe von Teilsystemen mit den Partikelzahlen 
N l' N2, ... , N n> deren wahrscheinlichste Energiezustande die Gewichte gl' g2' ••• , gn 
haben, zu einem Gesamtsystem, dann ist das Gewicht g des entsprechenden Zu
standes des Gesamtsystems offenbar 

g = g1 . g2 •.• gn' 

Da ferner nach § 35, 2. ffir das Phasenvolumen V. des s-ten Systems gilt 

folgt aus (14) weiter 

VI' V2 . .. Vn = g1 (k)3N1 • g2 (k)SN ••• . gn (k)3Nn = g (k)SN, 

also fUr das Gesamtphasenvolumen V: 

V = VI' V2•·· V n. 

(14) 

(15) 

(16) 

Bedeuten 8 1, 82, ••• , 8n die Entropien der Teilsysteme und 8 die Entropie des 
Gesamtsystems, dann folgt aus (13) und (16) 

8 = k . log V = klog (VI' V2 ••• V n) = 8 1 + 82 + ... + 8 n; (17) 

die Entropie des Gesamtsystems ist also gleich der Summe der Entropien der 
Teilsysteme, wiederum in Ubereinstimmung mit der in der Thermodynamik 
(§ 32,6.) verwendeten Definition. 

In einem nach auBen adiabatisch abgeschlossenen Gesamtsystem sind mit der 
gegebenen Energie, wie wir schon wissen, so viele Zustande vertraglich, als es 
mit den Bedingungen des Systems vertragliche Aufteilungen der Energie auf 
die Teilsysteme gibt. Jeder dieser Aufteilungen entspricht ein bestimmtes Ge
wicht g bzw. ein zugehoriges Phasenvolumen V. Nach dem LIoUVILLEschen Satz 
§ 35, 4. ist die Wahrscheinlichkeit W jeder dieser Aufteilungen dem zugehCrigen 
Phasenvolumen proportional: Wir konnen also in diesem Falle den Satz (13) 
in der Form 8 = k . log W + Const (IS) 

schreiben, wodurch·die Entropie eines adiabatisch abgeschlossenen Systems mit 
der Wahrscheinlichkeit W der verschiedenen Energieaufteilungen auf die Teil
systeme in Zusammenhang gebracht wird. Die Beziehung (IS) heiBt das "BOLTZ
'MANNSCM Prinzip" der statistischen Mechanik. 

Das BOLTZMANNSche Prinzip stellt die statistische Deutung des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik dar. Geht man namllch von einem unwahr
scheinlichen Anfangszustand des betrachteten Systems, also einem Zustand mit 
kleinem W aus und iiberlaBt es sich selbst, so wird man erwarten diirfen, es nach 
einer gewissen Zeit in einem Zustande groBerer Wahrscheinlichkeit aufzufinden, 
da ja die relativen Verweilzeiten der einzelnen Zustande ihren Wahrscheinlichkeiten 
proportional sind. Dabei muB sich nach (IS) die Entropie vergroBern. Demjenigen 
Zustand, dem das groBte W, also auch der groBte Wert der Entropie zukommt, 
entspricht auch die groBte relative Verweilzeit. Wir werden spater (§ 37, 3.) 
zeigen, daB bei den meisten makroskopischen Systemen die relative Verweilzeit 
der wahrscheinlichsten Verteilung die aller anderen erdriickend iiberwiegt. Geht 
man also von einem beliebigen Anfangszustand aus und iiberlaBt das System 
eine Zeitlang sich selbst, so wird man es bei spaterer Beobachtung fast stets in 
dem wahrscheinlichsten Zustand antreffen, also 'den Maximalwert der Entropie 
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an ihm feststeilen konnen: es hat sich das "thermodynamische Gleichgewicht" 
eingesteilt. 

Wahrend in der Thermodynamik der zweite Rauptsatz ebenso wie der erste 
als strenges Naturgesetz eingefuhrt wird, ergibt die hier entwickelte statistische 
Deutung, daB dem nicht so ist~ Die Vermehrung der Entropie in dem sich selbst 
uberlassenen System ist nur die wahrscheinlichste Veranderung, die nach der 
statistischen Mechanik zu erwarten ist. Bei Anstellung genugend vieler Versuche 
miissen sich demnach, wenn diese Auffassung richtig ist, auch Veranderungen 
zeigen, bei denen die Entropie nicht zu-, sondern abnimmt; z. B. mussen dann 
auch an einem im thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen System im 
Laufe der Zeit "von selbst" Veranderungen auftreten, bei denen die Entropie 
wieder abnimmt. Infolge des oben erwahnten erdruckenden Uberwiegens der 
Maximalwahrscheinlichkeit bei makroskopischen Systemen werden diese Ver
anderungen jedoch sehr selten auftreten, bzw. nur zu sebr kleinen Schwankungen 
um die von der klassischen Thermodynamik geforderten Zustande und Zustands
veranderungen fiihren, wie im § 2, 4. bereits kurz erwahnt wurdel . 

5. Die statistische Deutung des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik. 
Bei Annaherung an den absoluten Nullpunkt werden die Exponenten der 
e-Potenzen in der Zustandssumme sehr groB und die e-Potenzen selbst werden 
daher mit wachsendem Ei sehr rasch unmerklich klein. FUr den Grenzfail T = 0 
kann man daher in der Zustandssumme aIle Glieder gegen das erste, das dem 
tiefsten Energieniveau El zugehort, vernachlassigen und die Formel (10) fur 
die freie Energie nimmt die Gestalt an 

limF = lim [- k T log ell e- :~ )] 
T=o T=o 

= lim [EI - k T log gl] = lim [U - k T log glJ. (19) 
T=O T=o 

Rieraus erbalt man nach der Formel (33) § 32 fUr die Entropie beim absoluten 

Nullpunkt . (U -F ) 
ST=O = lim -p- = k log gl' (20) 

T=o 

Macht man die plausible Annab me, daB der tiefste Energiewert eines jeden 
Systems nicht entartet sein darf, daB also fUr aile Systeme gl = 1 sein muB, 
dann folgt aus (20) 

ST=O = 0, 

also das NERNSTsche Warmetheorem (§ 32,8.). 

§ 37. Theorie der Raumgesamtheiten. 

(21) 

1. Darstellung der Raumgesamtheiten im .u-Phasenraum; Verteilungen und 
ihre thermodynamische Wahrscheinlichkeit. Nach der Definition von § 35, 1. 
wollen wir unter einer Raumgesamtheit ein System verstehen, das aus sehr vielen, 
N, untereinander gleicbgearteten Teilsystemen besteht, von denen jedes 8 Frei
heitsgrade der Bewegung haben solI. Zwischen den Teilsystemen solI insofern 
eine Wechselwirkung bestehen, als sie untereinander Energie auszutauschen 
imstande sein sollen; jedoch sollen sie sich in ihrem Mechanismus gegenseitig 
nicht beeinflussen, sie sollen also im Laufe der Zeit Yeranderungen zweiter Art 
ausfUbren. Das einfachste Beispiel einer solcben Raumgesamtheit bildet ein aus 
gleichen MolekUlen bestebendes Gas. 

1 Naheres fiber die experim'lntelle Untersuchung dieser Schwankungen findet 
man in "Exp.-Physik", § 55. 
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Eine Raumgesamtheit konnte man natiirlich, wie jedes statistisch-mechanische 
System, durch einen Punkt in einem Phasenraum von 2 s N Dimensionen dar
stellen. ZweckmiiBiger erweist sich jedoch eine andere Darstellung in einem Pha
senraum mit nur 2 s Dimensionen, den wir nach EHRENFEST zum Unterschiede von 
dem im § 35 eingefiihrten "T-Phasenraum" (als Abkiirzung fUr " Gas "phasenraum), 
den "fl-Phasenraum" (als Abkiirzung fUr "Molekiil"phasenraum) nennen wollen. 
Jedem einzelnen Teil.:;ystem kann offenbar als Phasenpunkt ein Punkt im 
fl-Phasenraum zugeordnet werden, und der Zustand des Gesamtsystems wird 
daher beschrieben, wenn die Lage aller N Phasenpunkte im fl-Phasenraum 
angegeben wird. 

Da natiirlich die in § 35, 2. aitgestellten Uherlegungen auch auf den fl-Pha
senraum Geltung haben, werden wir ihm eine Zellstruktur mit Zellen von 
der GroBe hs zuzuschreiben haben, die wir uns in irgendeiner Weise durch
numeriert denken wollen. Die Beschreibung des Zustandes einer Raumgesamt
heit in einem bestimmten Zeitpunkte erfolgt dann dadurch, daB fUr jeden der 
N Phasenpunkte die Nummer der Zelle angegeben wird, in der er sich gerade auf
halt und die Beschreibung der Veranderung einer Gesamtheit dadurch, daB fiir 
jeden Phasenpunkt die Nummern der Zellen angegeben werden, zwischen denen 
er in dem betrachteten Zeitintervall einen "Sprung" ausgefUhrt hat. 

Die soeben geschilderte individuelle Zustandsbeschreibung einer Raumge
samtbeit laBt sich durch physikalische Beobachtungen an einem vorgelegten 
System dann nicht durchfiihren, wenn, wie wir es oben gefordert haben, die Teil
systeme wirklich vollkommen gleichartig sind, da es in diesem FaIle keine Mog
lichkeit gibt, sie voneinander zu unterscheiden. Wir miissen uns daher unter 
diesen Umstanden damit begniigen, durch Beobachtungen ermitteln zu konnen, 
wie viele Phasenpunkte ni sich in der i-ten Zelle des fl-Phasenraumes aufhalten, 
nicht aber welchen individuellen Teilsystemen sie angeboren oder, in der Termino
logie von § 15, 7. die Verteilung der Gesamtheit anzugeben. Wenn im folgenden 
von einem bestimmten "Zustand" einer Raumgesamtheit die Rede ist, so solI 
damit immer eine bestimmte Verteilung der Gesamtheit gemeint sein. 

Da jeder Phase des Gesamtsystems bei gegebenen auBeren Parametern und 
bei gegebener Energie, also bei Veranderungen erster Art nach dem LIOUVILLE
scben Satz § 35, 4., die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt, ist die im obigen 
Sinne . definierte Zustandswahrscheinlichkeit der Anzahl der Komplexionen del' 
zugehol'igen Verteilung oder ihrer thermodynamischen Wahrscheinlichkeit (§I5, 7.) 

N! 
W= " , (1) 

?Ll · ?Lz .••• ?Lj. 

proportional worin j die Gesamtzahl der Zellen bedeutet, die dem einzelnen 
System im fl-Phasenraum infolge der auBeren, auferlegten Bedingungen zur Ver
fiigung stehen. 

Die Zelle angeben, in der sich ein Phasenpunkt befindet, heiBt nichts anderes 
als den Quantenzustand angeben, in dem sich das betreffende Teilsystem be
findet. Die individuelle Zustandsbeschreibung des Gesamtsystems kommt also 
auf die Angabe einer Zuordnung von Quantenzahlen zu den Teilsystemen hinaus, 
die mit der gegebenen Gesamtenergie E vertraglich ist. Hierdurch ist aber, wie 
in § 29, 8. gezeigt wurde, eine bestimmte, zum Eigenwert E des Gesamt
systems gehorige Eigenfunktion bestimmt. Wir konnen daher auch sagen, daB 
die thermodynamische Wahrscbeinlichkeit Weiner Verteilung der Anzahl der 
zu dieser Verteilung gehorigen Eigenfunktionen gleich ist. 

2. Stationare Verteilung. Wir wollen die Verteilung einer Raumgesamtheit 
und demnach ihren Zustand "stationiir" nennen, wenn die Zellenbesetzungs
zahlen ?Li sich im Laufe der Zeit nicht andern. 
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1m GrenzfalIe sehr groBer N laBt sich die Verteilungsformel sogleich angeben. 
1st namlich Wi' wie in § 35,5., die Wahrscheinlichkeit darn, ein bestimmtes 
del' Teilsysteme in einem beliebigen Beobachtungszeitpunkt im Quantenzustand i 
mit der Energie 8i aufzufinden, so muB Wi gleichzeitig, da aIle Teilsysteme laut 
Voraussetzung die gleiche Beschaffenheit haben, die Wahrscheinlichkeit dafur 
angeben, ein beliebig unter den Teilsystemen herausgegriffenes System im 
Quantenzustand i anzutreffen; d. h. aber, daB im GrenzfalIe unendlich groBer N 
unsere Raumgesamtheit ein KolIektiv darstellt, in dem die Quantenzustande i 
mit den relativen Haufigkeiten 

(2) 

verteilt sind. Dnd da nun die Wi von der Zeit nicht abhangen, hangen auch die 
Besetzungszahlen ni nicht von der Zeit ab, die Verteilung ist also stationar. 

Aus (2) sowie (13) § 35 und (23) § 35 folgt als Verteilungsformel 

Ei 
ni=C.e- leT, 

worin die Konstante C so zu bestimmen ist, daB die Bedingung 

i 
.L)ni=N 
i=l 

erfiillt ist. Die Verteilung (3) heiBt die "BOLTZMANN8che Verteilung". 

(3) 

(4) 

DaB es fiir ein endliches System eine stationare Verteilung streng genommen 
uberhaupt nicht geben kann, sieht man unmittelbar ein, wenn man bedenkt, daB 
jeder Phase des Gesamtsystems eine nach den Formeln des § 35 berechenbare 
endliche Wahrscheinlichkeit zukommt, also jede beliebige Verteilung im Verlaufe 
einer genugend langen Beobachtungszeit mit einer endlichen relativen Verweil· 
zeit auftreten muB, was der Forderung der Stationaritat widerspricht. DaB fur 
ein unendlich groBes System auf Grund der vorstehenden Uberlegung dennoch 
eine stationare Verteilung herauskommt, erklart sich dadurch, daB in diesem 
Falle die thermodynamische Wahrscheinlichkeit del' Verteilung (3) die aller 
anderen Verteilungen erdruckend uberwiegt, so daB Storungen der Stationaritat 
"fast nie" auftreten. Fur die in der Natur auftretenden, makroskopisch beob· 
achtbaren Raumgesamtheiten ist zwar N niemals unendlich groB, aber dennoch 
stets so groB, daB praktisch Abweichungen von der Stationaritat, also von der 
BOLTZMANNschen Verteilung nur bei Anwendung besonders feiner Beobachtungs
methoden feststellbar sind (siehe unter 4.). 

3. Die wahrscheirilichste Verteilung. Als wahrscheinlichste Verteilung einer 
Raumgesamtheit werden wir nach 1. jene Verteilung zu bezeichnen haben, der 
das Maximum der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit zukommt. 

Statt des Maximums von W konnen wir offenbar auch das Minimum del' 
Funktion 

H =-log W (5) 

aufsuchen, und zwar unter der Nebenbedingung (4) und der weiteren Bedingung, 
daB die Gesamtenergie des Systems einen gegebenen Wert Eo haben solI, also 
die Gleichung gilt: 

i 
.L)ni 8 i = Eo· 
i=l 

(6) 

Wir wollen annehmen, daB die Anzahl del' Teilsysteme des betrachteten Sy
stems so groB sei, daB nicht nur N, sondern auch die einzelnen ni groBe Zahlen 
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sind. In diesem FaIle kOllllen wIT den Ausdruck (I) durch den Ausdruck (20) § 15 
ersetzen und daher statt (5) schreiben 

i 

H = I ni log n i + Const. (7) 
i=l 

Nach bekallllten Vorschriften bilden wir nun die Variation von (7) und 
addieren hierzu die mit willkiirlichen Faktoren A und ft multiplizierten Varia
tionen von (4) und (6). Das Verschwinden dieses Ausdruckes ist die Bedingung 
fUr das gesuchte Extremum. Wir erhalten 

iii i 
() I ni log ni + A() I ni+ ft () I ni Ci = I (logni+I+A+ftci) ()ni = O. (S) 
i=l i=l i=l i=l 

SolI die Gleichung (S) fiir jede beliebige Variation (jni erfiillt sein, dann muB 
der Klammerausdruck in (S) fiir aIle i verschwinden, also 

oder 
log ni = - ft Ci - (I + A) 

C --"t. 
ni = . e ' • 

gelten, worin C und ft von i unabhangige Konstanten sind. 

(9) 

Die Bedeutung der Konstanten C ergibt sich ohne weiteres daraus, daB die 
Summe aller ni nach (4) gleich N sein muB,. also: 

i 
N = C. Ie-,uBi . 

i=l 

(10) 

Die Bedeutung der Konstanten ft ergibt sich, wenn man die Ausdriicke (9) in 
,(7) einsetzt und so den Extremwert von H ausrechnet. Mit Benutzung von (4), 
(6) und (10) ergibt sich so: 

i i 
Hmin = Ini ·-ftci + InilogC + Const 

i=l i=l 

i 
= - ftEo-Nlog I e-t"i + Const. 

i=l 

(Il) 

Nach dem BOLTZMANNschen Prinzip ergibt sich anderseits die Entropie aus 
der Formel (IS) § 36, wenn man darin fiir W die Wahrscheinlichkeit des wahr
scheinlichsten Zustandes des betrachteten Systems einsetzt, die bis auf eine be
langlose Konstante mit der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit der wahr
scheinlichsten Verteilung identisch ist. Mit Benutzung von (5) und (Il) erhalten 

wir also S = k log W max + Const = - k Hmin + Const = 
i 

= k flEo + kNlogIe-t'"i + Const. 
i=l 

(12) 

Fiihren wir nun ohne Veranderung der auBeren Parameter, also bei konstant 
gehaltenen fl und Ci eine Veranderung zweiter Art an dem System aus, bei der 
sich die Energie Eo um () Q andert, wobei (j Q die zugefiihrte Warmemenge be
deutet, dann gilt nach (12) fiir die dabei eintretende Entropieanderung 

dS = kfl () Q. (13) 
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Durch Vergleich mit del' Formel (27) § 32 ergibt sich hieraus schlieBlich, daB die 
Konstante fl mit del' Temperatur T durch die einfache Beziehung 

zusammenbangen muB. 

1 
fl = kT (14) 

Einsetzen von (14) in (9) ergibt endlich die gesuchte Verteilungsformel fiir 
die wahrscheinlichste Verteilung einer Raumgesamtheit del' Temperatur T. 
Man sieht, daB sie mit del' Formel (3) fUr die stationare Verteilung vollkommen 
iibereinstimmt. Die wahrscheinlichste Verteilung soil also gleichzeitig die Eigen
schaft del' Stationaritat baben. Hat demnach ein abgeschlossenes System ein
mal diesen wahrscheinlichsten Zustand angenommen, del' nach dem BOLTZMANN
schen Prinzip dem thermodynamischen Gleichgewichtszustand odeI' dem Maxi
mum der Entropie entspricht, dann wird es wegen del' Stationaritat diesen Zu
stand nicht mehr verlassen; das Gleichgewicht bleibt also erhalten und die Entropie 
kann nicht mehr abnehmen, wie es del' zweite Hauptsatz del' Thermodynamik 
verlangt. 

DaB diesel' Satz streng nul' fiir ein unendlich groBes System gelten kalID, 
wurde bereits in § 36, 4. besprochen. Wir sehen jetzt genauer, woher das 
kommt: die wahrscheinlichste Verteilung (3) ist nul' dann gleicbzeitig stationar, 
wenn die Zahl N del' Teilsysteme unendlich groB ist. Bei endlichem N wird die 
wahrscheinlichste Verteilung, auch wenn sie sich einmal eingestellt bat, doch 
immer wieder von unwahrscheinlicberen Verteilungen abgelost, es treten die 
bereits wiederholt erwahnten Schwankungen auf. 

4. Mittelwerte und mittlere Schwankung der Besetzungszahlen. Nach dem 
unter 3. iiber die Ubereinstimmung derVerteilungsformeln fiir die stationare und 
die wahrscheinlichste Verteilung Gesagten miissen wir schlieBen, daB die Wahr
scbeinlichkeit del' BOLTZMANNschen Verteilung (3) die ailer anderen erdriickend 
iiberwiegt, wenn N sehr groB ist. In diesem Faile stellen also die Zahlen ni offen
bar die Erwartungswerte del' Besetzungszahlen del' einzelnen Zellen dar oder, mit 
anderen Worten, die Formel (3) liefert gleichzeitig die Mittelwerte ni del' Be
setzungszahlen im Mittel iiber viele Beobachtungen des Systems. Die wirklich bei 
einer bestimmten Beobachtung auftretenden Besetzungszahlen ni werden im 
ailgemeinen von den ni verschieden sein, die Abweichungen werden sich abel' 
in sehr engen Grenzen halten. 

Infolge diesel' Kleinheit del' Schwankungen konnen wir die Sachlage so auf
fassen, als ob ungeachtet del' Bedingung (6) eine vom Zustand des Restes des 
Gesamtsystems unabhangige, feste Wahrscheinlichkeit Wi dafiir bestiinde, ein 
bestimmtes unter den NTeilsystemen bei einer Beobachtung in einem will
kiirlichen Zeitpunkte in del' i-ten Zelle aufzufinden. Unter diesel' V orausset
zung gilt nun, wie wir in § 15, 6. gezeigt haben, fUr die Wahrscheinlichkeit 
W (ni ) einer Besetzungszahl ni die NEWToNsche Formel (15) § 15, worin n 
durch ni , P durch Wi und q durch (1 - Wi) zu ersetzen ist. Daher gilt weiter 
fUr das mittlere relative Schwankungsquadrat von ni die Formel (22) § 16. 
Da ni klein gegen N ist, ist nach (2) Wi sehr klein gegen Eins und daher 
q = 1 - Wi sehr nahe 'an Eins. Wir konnen also mit verschwindend kleinem 
Febler setzen 

(15) 

Die Formel (15) kann dazu dienen, die GroBe del' Schwankungen del' Be
,setzungszahlen urn ihre Mittelwerte wirklich zu berechnen. Da die ni gemaB 
Formel (2) zu N proportional sind, sieht man, daB die mittlere relative Schwan-
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kung von n; bei einer VergroBerung des Systems wie V-~ abnimmt und daher 

schon bei Systemen klein ist, die in makroskopischen MaBen gemessen bereits als 
"sehr klein" zu bezeichnen waren. Damit ist nun auch die Ursache dafiir aufgedeckt, 
daB es moglich ist, die klassische Mechanik der Kontinua und die Thermo
dynamik, in denen von (makroskopisch genommen) "unendlich kleinen" Volumen
elementen Gebrauch gemacht wird, nach dem Programm von § 2, 4. zu begriin
den, ohne auf die Schwankungen Riicksicht zu nehmen; die vom makroskopischen 
Standpunkte unendlich kleinen Volumenelemente sind eben vom mikroskopischen 
Standpunkte betrachtet noch immer sebr groBe Systeme mit sehr groBen N, so 
daB die Schwankungen nach (15) nicht merklich ins Gewicht fallen. 

5. Die Bose-Einsteinsehe und die Fermi-Diraesche Statistik. Die unter 2. bis 4. 
abgeleiteten GesetzmaBigkeiten wurden unter der V oraussetzung gewonnen, 
daB dem betrachteten System, als Raumgesamtheit aufgefaBt, aIle Eigen
funktionen zugeordnet werden konnen, die mit der gegebenen Gesamt
energie vertraglich sind, denn nur dann ist die thermodynamische Wahr
scheinlichkeit einer Verteilung gleich der Komplexionenzabl (1). Diese Voraus
setzung muB nun aber keineswegs zutreffen. Aus gewissen, aus der Analyse der 
Spektren gezogenen SchluBfolgerungen iiber den Bau der Atome konnen wir ver
muten, daB in einem aus lauter gleicharligen Bestandteilen zusammengesetzten 
System sich nicht aIle Eigenfunktionen realisieren lassen, daB vielmehr entweder 
nur symmetrische oder nur antisymmetrische Eigenfunktionen vorkommen. 

Nehmen wir an, daB zu der vorgelegten- Raumgesamtheit nur symmetrische 
Eigenfunktionen gehoren, dann hat dies zur Folge, daB zu verschiedenen Zu
teilungen der Quantenzahlen zu den Teilsystemen oder zu verschiedenen Ver
tauschungen der Phasenpunkte zwischen den Zellen im ,u-Phasenraum, bei denen 
die Besetzungszahlen nicbt geandert werden, die gleichen Eigenfunktionen ge
horen. Zu jeder Verteilung der Gesamtheit gehort also nunmehr nur eine Eigen
funktion, und daher geniigen die thermodynamischen Wabrscheinlichkeiten der 
verschiedenen Verteilungen nicht mebr der Formel (1), sie sind vielmehr aIle 
gleich Eins. Eine auf dieser Voraussetzung aufgebaute Statistik wird nach ihren 
Begriindern als "BOSE-EINSTEIN-Statistik" (abgekiirzt B. E.-Statistik) bezeichnet, 
wabrend man die a.uf del' Formel (1) aufgebaute Statistik die "BOLTZMANNsche" 
nennt. 

Ahnlich liegt die Sachlage, falls die vorgelegte Raumgesamtheit nur anti
symmetrische Eigenfunktionen zuliiBt. Auch hier gehort zu jeder Verteilung nur 
eine Eigenfunktion. Dabei ist jedoch noch zu beriicksichtigen, daB nach § 29, 8. 
in diesem FaIle nur solche Zuordnungen der Quantenzahlen zu den Teilsystemen 
moglich sind, bei denen zu jeder Quantenzahl nicht mehr als ein Teilsystem ge
hort. Das bedeutet, daB in jeder Zelle des ,u-Phasenraumes hochstens ein Phasen
pUnkt sitzen kann oder daB die Besetzungszahlen ni nur die Werte 0 oder 1 an
nehmen konnen. Unter allen Verteilungen sind also nur jene realisierbar, bei denen 
keine Besetzungszahl einen anderen Wert als 0 oder 1 hat. AIle diese Verteilungen 
haben die thermodynamische Wabrscheinlichkeit Eins, aIle anderen die thermo
dynamische Wahrscheinlichkeit Null. Die unter dieser Voraussetzung aufgebaute 
Statistik fiibrt nach ihren Begriindern den Namen "FERMI-DIRAC-Statistik" 
(abgekiirzt F. D.-Statistik). 

6. Die Verteilungsformeln gemii6 der Bose-Einsteinschen und der Fermi
Diracschen Statistik. Wir gehen nun daran, die Verteilungsformel herzuleiten, 
die beim Ubergange von der BOLTZMANNschen zur B. E.-Statistik an die Stelle 
der Verteilungsformel (3) zu treten hat. Wir denken uns zu diesem Zwecke den 
Il-Phasenraum in Gebiete derart eingeteilt, daB jedes Gebiet mit der Nummer k 

Fiirth, Theor. Physik. 17 
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noch eine sehr groBe Zahl Z k von Zellen umfaBt, die sich in ihren Energien nur 
relativ wenig unterscheiden, so daB wir allen Zk Zellen die gleiche Energie 8k 

zuordnen konnen. Eine Verteilung der Gesamtheit ist dann bestimmt, wenn fUr 
jedes Gebiet nicht nur die Zahl Zk' sondern auch die Zahlen Zk(B) bekannt sind, 
die angeben, wie viele Zellen des k-ten Gebietes die Besetzungszahl 8 tragen. 

Da nach 5. im vorliegenden Fall aIle Verteilungen das gleiche Gewicht haben, 
ist die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines durch die Zahlen Zk defi
nierten Zustandes gleich der Anzahl der Komplexionen der Zahlen Zk(8), die 
mit den gegebenen Zk vertraglich sind. 

Zu einem bestimmten Z k gehort wegen 

Z Zk(S) . Zk (16) 
8 

die Komplexionenzahl Zk! 
-Z (0), Z (1) ,--z---:("'N) , • 

k • k •••• k • 

Daher ist die gesamte Komplexionenzahl gleich dem Produkt aller dieser Aus
driicke iiber aIle k 

(17) 

Wir wollen annehmen, daB nicht" nur die Zk' sondern auch die Zk(s) groBe 
Zahlen sind, so daB wir aus (17) mit Hille der STIRLINGschen Naherungsformel 
nach dem Muster von (20) § 15" erhalten 

H = -log W = Z Z Zk(S) log Zk(s) + Const. 
k 

(18) 

Um den wahrscheinlichsten Zustand zu erhalten, gehen wir wie unter 3. so 
vor, daB wir das Minimum des Ausdruckes (18) unter der Nebenbedingung (16) 
und den weiteren Nebenbedingungen 

und 

Z Z 8Zk(S) = N (19) 
k 8 

ZZ8 k8Zk(S)=E 

k 8 
(20) 

aufsuchen, die mit den Bedingungen (4) und (6) identisch sind und ausdriicken, 
daB die Gesamtzahl der Teilsysteme und die Gesamtenergie gegeben sind. 

Nach dem LAGRANGESchen Verfahren bilden wir die Variation von (18) ad
dieren hierzu die mit den willkiirlichen Konstanten 'Pk, A., # multiplizierten Varia
tionen von (16), (19) und (20) und setzen gleich Null. Dies ergibt 

Z Z (log Zk(S) + 1 + 'Pk + A.8 + #88k) (JZk(s) = 0, 
k 8 

(21) 

woraus weiter wegen der Unabhangigkeit der Variation en (JZk(s) fiir aIle k und 8 

folgt 

oder (22) 

Der Ausdruck (22) gibt die Anzahl der Zellen, die die Besetzungszahl 8 tragen 
und zur Energie 8k gehoren. Die im Mittel auf eine Zelle des k-ten Bereiches mit 
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der Energie 8" entfallende Besetzungszahl n" betragt demnach mit Benutzung 
von (16) .I;sz,,(S) 

s ~"s~as 
n" = ~--z-- = ...::..- 8 e" :...::..- e " 

" 
(23) 

mit 
8 8 

(24) 

Hierin sind die Summationen ii.ber aIle Werte von 8 von Null bis N zu er
strecken. Da N als sehr groB angenommen wurde, konnen wir ohne merklichen 
Fehler die Summen bis Unendlich erstrecken und sie daher gemaB den Formeln 
(29) § 35 und (30) § 35 auswerten. Dies liefert 

1 (25) 

als Verteilungsformel der B. E.-Statistik. 
Um die Verteilungsformel der F. D.-Statistik zu gewinnen, hat man an der 

eben durchgefUhrten Rechnung, die zu der Formel (22) gefUhrt hat, nichts zu 
andern; diese Formel gilt also auch hier. Bei der Berechnung der mittleren Be
setzungszahlen ist jedoch nun darauf zu achten, daB jetzt nach dem unter 5. Ge
sagten nur die Besetzungszahlen 8 = ° und 8 = 1 zugelassen werden durfen, die 
Summen in (23) also auf das erste und das zweite Glied zu beschranken sind. 
Dies ergibt 

1 1 
(26) -----

als Verteilungsformel fUr die F. D.-Statistik, die sich, wie man sieht, von der 
Formel (25) nur dadurch unterscheidet, daB im Nenner - 1 durch + 1 ersetzt ist. 

FUr groBe Werte von 8" gehen die Formeln (25) und (26), da der erste Term 
im Nenner gegen Eins groB ist, in die Formel (9) der BOLTZMANN-Statistik uber. 
Hieraus folgt sogleich, daB die Konstante # ebenso wie dort mit der Temperatur 
durch die Formel (14) zusammenhangt. Wir konnen daher nunmebr die Formeln 
in der folgenden Form schreiben: 

(27) 

worin 80 eine Konstante ist, die sich aus der Bedingung (4) bestimmt und im all
gemeinen noch von der Temperatur abhangen wird, und das obere Vorzeichen 
zu nehmen ist, wenn es sich um die B. E.-Statistik, das untere, weml es sich um 
die F. D.-Statistik handelt. 

1m Grenzfalle T = 0 moge der Wert von 80 gleich 17 sein; es wird dann die 
e-Potenz in (27) gleich Null fur 8i < '1, gleich Unendlich fUr 8i> '1 und bleibt 
endlich fUr 8i = '1. Der erste Fall kann offenbar bei der B. E.-Statistik nicht vor
kommen, da sonst das entsprechende ni negativ wiirde; fUr aIle 8i > '1 werden 
die Besetzungszahlen Null und fur 8i = '1 wird n i nach (4) gleich N: aIle Phasen
punkte halten sich im Gebiet des tiefsten uberhaupt moglichen Energieniveaus '1 
auf. Bei einem der F. D.-Statistik gehorchenden System sind hingegen fUr aIle 
8i < '1 die Besetzungszahlen ni = 1 und fUr aIle 8i > 17 die Besetzungszahlen n i = 0, 
im Einklang mit der dieser Statistik zugrunde liegenden V oraussetzung; aIle 
Zellen der niedrigsten Energieniveaus werden also mit je einem Phasenpunkt be
setzt "so lange del' Vorrat reicht", d. h. bis zum Niveau '1, aIle Zellen del' 
hohel'en Energieniveaus gehen leer aus. 

17* 
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Dreizehntes Kapitel. 

Kinetische Theorie der Materie. 
§ 88. Statistische Theorie der Gase und Fliissigkeiten. 

1. Kennzeichnung der Gase und Fliissigkeiten yom Standpunkte der Mole
kulartheorie. Die im Kapitel XII entwickelte statistische Mechanik lost die Auf· 
gabe, die allgemeinen Satze der Kontinuummechanik und der Thermodynamik 
aus denen der Diskontinuummechanik unter Verwendung statistischer Methoden 
herzuleiten. Die Aufgabe der kinetischen Theorie der Gase und Fliissigkeiten ist 
es, mit Hille dieser so gewonnenen allgemeinen Satze und dariiber hinaus mittels 
besonderer Methoden auf der Grundlage geeigneter Vorstellungen iiber die Kon· 
stitution der Gase und Fliissigkeiten die speziell fiir diese Korper geltenden 
mechanischen und thermodynamischen GesetzmaBigkeiten zu gewinnen. 

GemaB der Atomtheorie bestehen die Gase und Fliissigkeiten wie aIle materi· 
ellen Korper aus Molekiilen, die selbst wieder komplizierte, aus den Element,ar· 
teilchen aufgebaute Gebilde sind. Die Molekiile iiben aufeinander bei groBerer 
Distanz ihrer Mittelpunkte Anziehungskrafte aus, die teils auf die sie um· 
gebenden elektrischen Kraftfelder zuriickzufiihren sind, teils auf die in § 31, 5. 
behandelten Austauschkrafte; sie nehmen mit wachsender Entfernung sehr 
rasch abo Bei kleiner Distanz der Mittelpunkte iiben die Molekiile aus den 
gleichen Ursachen aufeinander AbstoBungskrafte aus, die mit abnehmender 
Entfernung l,tuBerordentlich ras~h ansteigen (vgl. Abb. 77, S.204). Aus diesem 
Grunde kann man meist in sehr guter Annaherung an die Wirklichkeit 'so 
rechnen, als ob die Molekiile Kugeln von bestimmtem Radius waren, die sich 
beim ZustammenstoB wie harte, elastische Korper verhalten. 

·Nach der kinetischen Auffassung der Warme sind die Molekiile in standiger 
Bewegung, in deren Verlauf sie sehr haufig miteinander und mit den Wanden des 
begrenzenden Gefa.Bes zusammenstoBen. Die kinetische Energie dieser unge· 
ordneten Bewegung identifizieren wir mit der Warmemenge. 1st die kinetische 
Energie der Molekiile groB gegen die potentielle Energie infolge der Anziehungs. 
krafte, was immer dann der Fall ist, wenn die Temperatur geniigend hoch'ist 
oder die Abst.ande zwischen den Molekiilen geniigend groB sind, dann machen 
sich die Anziehungskrafte nur wenig bemerkbar, die Molekiile werden jedes ihnen 
zur Verfiigung gesteUte Volumen erfiillen: der Korper verhalt sich wie ein Gas. 
Jst hingegen die kinetische Energie der Molekiile mit ihrer potentiellen vergleich. 
bar, was durch Erniedrigung der Temperatur und durch Verkleinerung des Yo· 
lumens zu erzielen ist, dann werden die Anziehungskrafte bewirken, daB eine 
Anderung des Molekiilabstandes nur bei Anwendung sehr starker au.Berer Krafte 
bewirkt werden kann oder daB das Volumen des Korpers sich bei VergroBerung 
des Druckes nur wenig verandert: er verhalt sich wie eine Fliissigkeit. Wie man 
sieht, laBt sich auf diesem Wege eine scharfe Abgrenzung von Gas und Fliissig. 
keit nicht durchfiihren. Dies entspricht den tatsachlichen Verhaltnissen, da sich 
Fliissigkeit und Gas, wie man weill1 unter bestimmten Verhii.ltnissen ineinander 
kontinuierlich iiberfiihren lassen. 

Die Losungen in Fliissigkeiten, die yom thermodynamischen Standpunkte 
als homogene Korper erscheinen (§ 33, 7.), haben nach der Molekulartheorie eine 
Konstitution, die der eines Gases vergleichbar ist. Die Molekiile einer kristal· 
loiden LOsung bzw. die Teilchen einer kolloiden Losung2 fiihren ebenfalls eine 
Wiirmebewegung aus, in deren VerIauf sie sowohl miteinander als auch mit 

1 VgI. "Exp .. Physik", § 41. 
2 V gl. "Exp .. Physik", §§ 54 und 55. 
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den Molekiilen des Losungsmittels und mit den Gefa6wanden zusammensto6en. 
Die Methoden der kinetischen Ga.stheorie konnen daher ohne weiteres auf 
die Theorie der verdiinnten Losungen iibertragen werden. 

Die in diesem Paragraphen entwickelte statistische Theorie der Gase und 
Fliissigkeiten sieht diese als Gesamtheiten im Sinne der statistischen Mechanik 
an. Es gelingt so, mittels der im Kapitel XII abgeleiteten Satze die wichtigsten 
thermodynamischen Eigenschaften dieser Kower zu erklaren. 

Die im nachsten Paragraphen entwickelte kinetische Gastheorie versucht 
das gleiche Ziel auf einem direkten Wege zu erreichen, und zwar durch die An
wendung der Bewegungsgesetze der Mechanik auf die Bewegung der Molekiile 
und ihre Sto6e gegeneina.nder und gegen die Gefa6wande. Es gelingt so ins· 
besondere, die durch die statistische Theorie nicht erfa6baren Erscheinungen 
del' Warmeleitung, der inneren Reibung und der Diffusion sowie der BROWNschen 
Bewegung zu erklaren. 

2. Das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. Ein Gas, dessen Molekiile auf
einander keine Krafte ausiiben, kann als Raumgesamtheit dieser Molekiile auf
gefa6t werden. Hat das Molekiil s Freiheitsgrade der Bewegung, so hat der 
,u-Phasenraum 2 s Dimensionen; zu den 2 s Koordinaten des Phasenpunktes 
gehoren dann jedenfalls die rechtwinkeligen Koordinaten des Molekiilschwer
pUnktes x, y, z und die zugehorigen Impulskomponenten 

p", = mc"" PII = mc ll , pz = mc., 

worin c"" CII' c. die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors c des Molekiil
schwerpunktes bedeuten. 

tJberla6t man das Gas sich selbst, so steUt sich darin nach einiger Zeit, da die 
Zahl N der Molekiile in ihm, wenn es makroskopisch beobachtbar sein soU~ 
sicherlich sehr gr06 ist, nach den Entwicklungen des § 37 eine stationare Ver
teilung ein, die den Formeln (3) § 37 und (4) § 37 geniigt. 1m GrenzfaUe geniigend 
hoher Temperaturen kann man darin, wie wir bereits wissen, die Energie als konti. 
nuierliche Funktion der Koordinaten und Impulse ansehen und sie in der Form 

(1) 

schreiben, worin der erste Term die kinetische Energie der Translation des Mole
kiils, der zweite Term die potentielle Energie in bezug auf ein eventuell vorhan
denes au6eres Kraftfeld und der dritte Term die restliche Energie bedeutet. 

Setzt man dell Ausdruck (1) statt Bt in die Verteilungsformel ein, so 
kann man den von c"" CII' c. abhangigen Bestandteil abspalten und nach den 
iibrigen Koordinaten und .lmpulsen integrieren. Dies liefert fiir die Anzahl 
n (c"" c,,' cz) • dc", dCII dc. derjenigenMolekiile, deren Geschwindigkeitskomponenten 
innerhalb der infinitesimalen Gremen c'" und c'" + de"" CII und CII + dell' es und 
C. + dc. liegen, die Formel 

- ~ (c 2+C 2+c 2) (2) 
. n (ell)' c,,' c.) dell) dCIi dc" = 0 . e 2kT '" II • dc", dell dc., 

worin die Konstante 0 durch die folgende Bedingung bestimmt ist: 
+a> 

S 11 n (e"" ell' ez) dc", dell de. = N. 
-a> 

(3) 

Das Gesetz (2), das angibt, mit welcher relativen Haufigkeit im. stationaren 
Gleichgewichtszustand die verschiedenen Geschwindigkeiten unter den Mole
kiilen eines Gases verteilt sind, heiBt das "MAxWELLBeke Gesckwindigkeitsver
teilungsgesetz" . 
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Man sieht unmittelbar, daB sich die Funktion (2) in del,' Form 

n (cx , Cy , cz) = t (cx ) • t (c y ) • t (cz) • N 

schreiben laBt. Unterwirft man hierin die Funktion t (cx ) del' Bedingung 

+'" 
.~ t (cx ) dc" = 1 

-00 

(4) 

(5) 

und del' gleichen Bedingung auch die Funktionen t (c y ) und t (cz )' dann ist auch 
die Bedingung (3) erfiillt. 

Integriert man (4) nach c" und c~ von - 00 bis + 00, so erbalt man N . t (ex)' 
Offenbar ist also t (cx ) dcx die relatiye Anzahl derjenigen MolekUle, bei denen die 
x-Komponente del' Geschwindigkeit zwischen den infinitesimalen Grenzen ex 
und ex + dcx liegt, ungeachtet del' Werte del' ubrigen Geschwindigkeitskompo
nenten. Aus (2) und (4) ergibt sich durch Vergleich mit del' Formel (14) § 17, daB 
t (ex) einfach die GAusssche Funktion ist, in del' man h2 durch m/2 k T zu ersetzen 
hat. In del' Tat genugt diese Funktion del' Bedingung (5). Wir erhalten also 

(6) 

als eindimensionales Gesehwindigkeitsverteilungsgesetz; das gleiche Gesetz gilt 
natiirlich auch fur cy und cz 1• 

Dureh Einsetzen von (6) in (4)·ergibt sich nunmehr als Wert der Konstanten 0 
in (2) 

( m )8/2 T 

0= 2nkT .F!. (7) 

Aus den Formeln (2) und (7) kann man noch die Amahl n (e) dc derjenigen 
Molekule berechnen. deren Geschwindigkeitsbet:rag zwischen c und C + dc 
liegt. Hierzu muB man bloG die Funktion n (cx , Cy , cz) uber das Volumenelement 
im "Geschwindigkeitsraum" integrieren, das von den Fliiehen cx2 + cy2 + cz2 =C2 

und cx2 + cy2 + cz2 = (c + dc)2, also den Kugelflachen mit den Radien c und 
c + dc begrenzt wird und daher gleich ist 4 n c2 dc. Wir erhalten a,lso 

c+dc 
\ \ \ -~(c 2+c 2+C 2) 

n (c) dc = C . J J J e 21cT x y z dcx dcy dcz = 
c 

( rn )3/2 -·~c' = 2nkT .N.e 2kT .4nc2 dc 

_ ~(~~)3/2 N 2 - 2~lTc2d - Vn- 2 k T . c e c. (8) 

Die Funktion n (c)/N ist mit del' in § 17 behandeltenWahrseheinliehkeitsfunktion 
(24) § 17 identiseh, wie man sieht, wenn man dortselbst wieder h2 durch mJ2 k T 
ersetzt. Die Abb.48, S. 106 ist daher ein Abbild del' Geschwindigkeitsverteilung. 

Nach Formel (26) § 17 erhalten wir fUr den wahrscheinlichsten Wert von c, 
also fur die haufigste Molekiilgeschwindigkeit c tV den Wert 

C w = V 2~T_. (9) 

1 Uber die direkte experimentelle Priifung dieser GesetzmiiBigkeit mitteJs der 
Methode del' Molekularstrahlen vgl. "Exp.-Physik", § 56. 
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Fiir den Mittelwert c von c folgt nach (27) § 17 und mit Beriicksich1iigung 
der Beziehung kIm = RIm No = RIp, (p,: Molgewicht, R: absolute Gaskonstante): 

C=_2_.Cw=V8kT =V8RT. Vi 1I:m 1I:p, 
(10) 

Man sieht also, daB man die mittlere Geschwindigkeit der Gasmolekiile be
rechnen kann, wenn die Temperatur und das Molgewicht gegeben sind!. 

Fiir den :Mittelwert von c2 folgt schlie.6lich nach (28) § 17 

-c2 =~. 2kT _ 3kT 
2 m - m . (11) 

Hieraus folgt fiir die mittlere kinetische Energie eines Gasmolekiils 

( mo2)_m2_~kT (12) 
2 -2 c -2 ' 

in tJbereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz § 35,6., nach dem auf jeden 
Freiheitsgrad der Translationsbewegung im :Mittel die kinetische Energie IJ2. k T, 
also auf drei Freiheitsgrade in der Tat die Energie 3/2 . k T entfallt. 

Von dem Geschwindigkeitsverteilungsgesetz bei niedrigen Temperaturen wird 
unter 7. die Rede sein. 

3. Die Dichteverteilung in Gasen und Losungen; Dichteschwankungen. Statt 
von der BOLTZMANNschen Verteilungsformel wie unter 2~ den von den Trans
lationsgeschwindigkeiten . der Molekiile abhangigen Bestandteil abzuspalten, 
kann man, wiederum fiir geniigend hohe Temperaturen, auch den von den Ko
ordinaten der Molekiile abhangigen Bestandteil abspalten und nach den iibrigen 
Koordinaten und den Impulsen integrieren. Dies liefert fiir die Anzahl 
n(x, y, z) dx dy dz der Molekiile im Volumenelement d V mit den Koordinaten 
x, y, z die Formel U (:Il. II. z) 

n(x,y,z)dxdydz=C'.e "p dxdydz, (13) 

worin die Konstante 0' dureh die Bedingung bestimmt ist, daB die Gesamtzahl 
der Molekiile gleieh N sein solI, also: 

11 I n (x, y, z) dx dy dz = N. (14) 

Da die Gesamtmasse der Molekiile im Volumenelement dV gleieh ist m.n.dV, 
ist mn nach der Definition §20,5. niehts anderes als die Diehte fl des Gases; es 
gilt also fl = m . n (15) 

und die Formel (13) gibt das Verteilungsgesetz der Diehte in einem Gase, das 
unter der Wirkung eines Kraftfeldes mit dem Potential u steht. 

1st u konstant, d. h. das auBere Kraftfeld gleieh Null, dann ist nach (13) n 
und damit nach (15) aueh fl konstant: das Gas hat iiberall die gleiche Diehte, 
wie es der zweite Hauptsatz der Thermodynamik verlangt (§ 33,5.). 1st u vom 
Orte abhangig, also ein auBeres Kraftfeld vorhanden, dann ist auch die Gasdichte 
eine Funktion des Ortes. 

1st z. B. das auBere Kraftfeld das Sehwerefeld der Erde, dann ist, wenn die 
x-Achse vertikal nach aufwarts weist, u = mg x, und daher nach (13) und (15) 

mg:ll 

fl = flo . e "p , 
worin flo die Dichte im Niveau x = 0 bedeutet. 

1 8. Anm. 1, S. 262. 

(16) 
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Multipliziert man im Exponenten von (16) Zahler und Nenner mit der 
LosOHMIDTSchen Zahl No, so verwandelt sich (16) in die Formel (13) §25 fiir 
die Dichteverteilung in einem der Schwere unterworfenen idealen Gas. In der 
Tat ist die unter· 2. gemachte Voraussetzung, daB die Molekiile aufeinander 
keine K:J:afte ausiiben sollen, nach 4. gleichbedeutend mit der Annahme, daB 
das Gas ideal ist. 

Die hier gegebene statistische Ableitung der barometrischen Hohenformel 
geht jedenfalls iiber die des § 25 hinaus, da sie offenbar ohne weiteres auch auf die 
Dichteverteilung der Teilchen in einer verdiinnten Losung angewendet werden 
kaim, bei der man ebenfalls die Kraftwirkungen zwischen den Teilchen ver
nachlassigen kann. Hier laBt sie sich auch unmittelbar experimentell priifen, 
wenn m geniigend groB ist, also e mit x geniigend rasch abnimmt, wie es bei 
kolloiden Losungen der Fall ist. Durch die PERRINschen Versuche iiber das 
"Sedimentationsgleichgewicht" in einer kolloiden Losung1 wird die Formel (16) 
auch fiir Losungen, deren Partikel nooh mikroskopisch sichtbar sind, verifi
ziert, wobei sich bei bekannter Partikelmasse m die Moglichkeit bietet, die 
BOLTZMANNsche Konstante k und damit auch die Anzahl der Molekiile pro 
Mol, die LOSCHMIDTsche Zahl No auf einem direkten Wege zu ermitteln. Es 
ergibt sich auf diese Weise der Wert No = 6,06 . 1023• 

1st die Zahl 'II, der Molekiile in dem betrachteten Volumen nicht sehr groB,_ 
dann wird 'II, wegen der unregelmaBigen Warmebewegung der Molekiile um einen; 
Mittelwert n Schwankungen ausfiihren, die sich als Dickte8ckwankungen be
merkbar machen miissen. Nach den Entwicklungen von § 16 gilt fiir das mittler~ 
Schwankungsquadrat die Formel-(22) § 16, in der p = iijN auBerordentlich klein 
und daher q nahe an 1 ist, also 

- 1 
(J,,2 = =. 

'II, 
(17) 

In Fliissigkeiten und Gasen sind die Dichteschwankungen, da 'II, selbst in 
mikroskopischen Dimensionen noch sehr groB ist, nur sehr gering, sie lassen sich 
jedoch auf optischem Wege indirekt nachweisen2 und es laBt sich so die For
mel (17) bestatigen. In kolloiden Losungen, wo die Zahl der Teilchen in einem 
mikroskopischen Bereich leicht beliebig klein gemacht werden kann, lassen sich 
die Dichteschwankungen direkt beobachten und messen, wobei ebenfalls die 
Formel (17) bestatigt wird1• 

4. Innere Energie und spezifische Warme der Gase. Um die innere Energie u 
pro Mol eines Gases zu berechnen, miissen wir nach § 36, 1. die mittlere Energie 
der darin enthaltenen N Molekiile ausrechnen. Sie setzt sich aus einem von der 
Temperatur abhangigen Bestandteil U 1 und einem von ihr nicht abhangigen Be~ 
standteil ~ zusammen, der von den gegenseitigen Kraften der Molekiile herriihrt 
(au.Bere Kraftfelder seien ausgeschlossen). 

Es gilt offenbar u1 = N iff, wenn it die mittlere kinetische Energie eines 
Molekiils bedeutet, die sich wiederum additiv aus der mittleren Energie der 
Translation iff, und der Rotation jjj l' des ganzen Molekiils und der mittleren 
Energie ~ der Bewegung der Molekiilbestandteile gegeneinander zusammensetzt. 

Da ein Molekiil fiir seine Translationsbewegung drei Freiheitsgrade hat, er
gibt sich nach dem Gleichverteilungssatz § 35, 6. sowie aus der Formel (12) 

- 3 
E, = -2 kT. (18) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 55. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 123. 
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Fiir die mittlere Energie der Rotation gilt die Formel (36) § 35, die sieh in 
der Form (39) § 35 oder (40) § 35 sehreiben liWt, je naehdem der Ausdruek 
(37) § 35 klein oder groB gegen Eins ist. Fiir Zimmertemperatur erhalt man 
naeh Einsetzen der Werte der Konstanten 

y "-' I/A . 10-41, 

worin A das Tragheitsmoment des Molekiils urn seine Rotationsaehse ist. Fiir 
einatomige Molekiile ergibt eine einfaehe Absehatzung fiir A Werte von der 
GroBenordnung 10-42, so daB y von der GroBenordnung 10 wird und FIr naeh 
(40) § 35 gegen (18) versehwindend klein ist. Fiir zweiatomige Molekiile wird A fiir 
eine Rotation urn die Kernverbindungslinie von der gleiehen GroBenordnung wie 
fiir einatomige Molekiile, also ebenfalls vernaehlassigbar klein; fiir eine Rotation 
urn eine dazu senkreehte Aehse wird A von der GroBenordnung 10-39, daher y von 
der GroBenordnung 10-2, also sieher klein gegen Eins, so daB die Formel (39) § 35 

fiir iff,. den Wert Er = kT (zweiatomige Molekiile) (19) 

ergibt. Fiir drei- und mehratomige Molekiile werden aIle drei Haupttragheits
momente von der GroBenordnung 10-39, so daB dann auf jeden der drei Rotations
freiheitsgrade die kinetisehe Energie 1/2 . k T entfaIlt, also im ganzen die Energie 

Er = 3/2 kT (dreiatomige Molekiile). (20) 

Die gegenseitige Bewegung der Atome innerhalb des Molekiils kann man, 
da das Molekiil ja ein stabiles Gebilde darsteIlt, als "quasielastisehe" Sehwingung 
der Atome gegeneinander auffassen und daher die auf diese Sehwingung ent
faIlende mittlere Energie auf Grund der Formel (31) §35 bereehnen, die fiir 
den harmonisehen Oszillator gilt. Die Frequenz v der Sehwingung kann man, 
wie wir spater (§ 60, 4.) 110eh zeigen werden, aus den Absorptionsbanden
spektren der betreffenden Gase bereehnen und findet hierfiir Werte in der GroBen
ordnung 3 . 1013, so daB h v die GroBenordnung 2. 10-13 hat und hv/k T wieder 
fiir Ziinmertemperatur die GroBenordnung 5. In Formel (31) § 35 ist daher der 
zweite Term gegen den ersten zu vernaehlassigen, und da der erste Term konstant 
ist, miissen wir auf diesen Beitrag zu u1 uberhaupt keine Rueksieht nehmen. 

Der temperaturabhangige Bestandteil der inneren Energie betragt also ge-
maB (18), (19) und (20) bei normalen Temperaturen 

u1 = 3/2. NokT = 3/2 . RT fiir einatomige Gase 1 
U 1 = 5/2 . NokT = 5/2 . RT fiir zweiatomige Gase (21) 
u1 = 6/2 • N ok T = 3 . R T fiir drei- oder mehratomige Gase 

Aus (21) konnen wir sogleieh die spezifisehen Warmen bei konstantem Vo
lumen c" fiir ein Mol eines Gases naeh Formel (3) § 33 bereehnen und finden fiir 
normale Temperaturen 

c" = 3/2 . R fiir einatomige Gase } 
9" = 5/2 . R fiir zweiatomige Gase 
c" = 3 R fiir drei- und mehratomige Gase 

(22) 

Mit Benutzung der Formeln (7) § 33 und (11) § 33 kann man hieraus fiir 
das Verhaltnis x der beiden spezifisehen Warmen die folgenden Werte bereehnen: 

%~ = 1,67 fiir einatomige Gase 1 
7/2 
5/2 = 1,4 fiir zweiatomige Gase (23) 

: = 1,33 fiir drei- und mehratomige Gase J 
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Fiir sehl' tiefe Tempel'aturen muB del' Rotationsanteil von U v da nun y nicht 
mehr klein gegen Eins ist, nach del' Formel (40) § 35 abnehmen und daher auch 
die spezifische Warme del' zwei- und mehratomigen Gase mit abnehmender Tem
peratur abnehmen und sich dem Wert fUr das einatomige Gas annahern: "Die 
Rotationsfreiheitsgrade frieren bei tiefen Temperaturen ein" 1. 

Uber den von den inneren Kraften zwischen den Molekiilen herruhrenden 
Bestandteil U 2 del' inneren Energie kann man keine bestimmten Aussagen machen, 
so lange uber die Natur diesel' Krafte nichts Naheres bekannt ist. Er ist jedenfalls 
gleich Null (genauer gesagt vom Volumen unabhangig), wenn diese Krafte ver
schwinden. Da erfahrungsgemaB fiir ein ideales Gas die innere Energie vom Vo
lumen nicht abhangt (eine Tatsache, von del' wir bereits im § 33 wiederholt 
Gebrauch gemacht haben), konnen wir schlieBen, daB in einem solchen Gas die 
Krafte zwischen den Molekiilen verschwinden (vgl. 3. und 5.). 

Fiir ein reales Gas, bei dem die Krafte nicht verschwinden, ist u2 jedenfalls 
eine Funktion von e, die mit verschwindendem e gegen Null geht und daher fUr 
genugend kleines e, also nach 1. bei genugend geringer Abweichtmg vom idealen 
Verhalten in del' Form U 2 =-ae =_: (24) 

angesetzt werden kann. Hierin ist a eine positive, fUr das betreffende Gas charak
teristische Konstante, da ja bei einer Kompression von den inneren Kraften 
Arbeit geleistet wird, also bei einer VergroBerung von e die innere Energie ab-

nimmt. Da 88:2 > 0 ist, ergibt ein solches Gas nach § 33, 3. einen positiven J OULE

THOMSoN-Effekt, wie es del' Erfahrung entspricht2• 

5. Das ideale Gas. Wir wollen nun darangehen, die thermodynamischen 
Eigenschaften eines Gases abzuleiten, dessen Molekiile als ausdehnungslose 
Massenpunkte gedacht sein sollen, die aufeinander keine Krafte ausuben. Ein sol
ches Gas existiert naturlich in Wirklichkeit nicht, es wird abel' annahernd reali
siert durch ein Gas genugend kleiner Dichte, bei dem del' mittlere Abstand del' 
Molekiile groB gegenuber ihrem Durchmesser ist und die Anziehungskrafte nach 1. 
vernachlassigbar klein sind. Wir wollen zeigen, daB dieses fiktive Gas aIle Eigen
schaften eines "idealen" Gases hat. 

In 4. zeigten wir bereits, daB die innere Energie eines Gases del' betrachteten 
Art vom Volumen nicht abhangt, sondern nul' von del' Temperatur. Urn die 
ubrigen thermodynamischen Eigenschaften zu gewinnen, gehen wir nach § 36,3. 
so VOl', daB wir nach Formel (11) § 36 zunachst die freie Energie F berechnen. 
Wir wollen hierbei zunachst annehmen, daB das Gas einatomig sei, also nach 4. 
del' Rotationsanteil del' Energie del' Molekularbewegung gegen den Translations
anteil zu vernachlassigen sei. Die Energiefunktion E reduziert sich dann auf die 
kinetische Energie del' Translationsbewegung allein, also 

N 

E- m ~ 2 - 2 L." Cj • 

1=1 

(25) 

Die Einsetzung von (25) in (11) § 36 ergibt bis auf eine unwesentliche Konstante, 
die von del' Integration uber die ubrigen Koordinaten und Impulse herruhrt, 

" E(c1, ... , eN) 

F =-kT . log ~ ... ~ e - ~-k~ dxldyldzl ... dxNdyNdzx X 

X dex! dcy! dc.! . ... dCXNdcYN dcZN' (26) 

1 Bezuglich del' Methoden zur Messung del' spezifischen Wal'men del' Gase und 
del' Bestatigung del' oben gezogenen theol'etischen SchluJ3folgel'tmgen dul'ch den 
Vel'such vgl. "Exp.-Physik", § 44. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 45. 



Statistische Theorie der Gase und Fltissigkeiten. 267 

Von dem 6 N-fachen Integral in (26) lassen sich zunachst, wie man sieht, N 
Integrale von der Form f j j dx, dYi dZj 

abspalten, die uber das Gesamtvolumen V des Gases zu erstrecken sind, von 
denen 'also jedes gleich V ist. Dies liefert 

) ... ~' dx1 • •• dzN= VN. (27) 

Ferner lassen sich von dem Integral in (26) N Integrale von der Form 

~ - -.!!!.- c/ I ~ ~ e 2kT dCrej dC'Uj dCZi 

abspalten. Sie haben nach (2) und (3) aIle den Wert N/O, also gemaJ3 (7) den Wert 

( 2nk T)3/2, so daB gilt 
m E 3N r r - kTd d _ (2nkT )-2 J ... J e Cx ! • •• CZN - -m-- . (28) 

Einsetzen von (27) und (28) in (26) ergibt 

F=-kT . log [ VN.( 2:T )~~J=-NkTIOgV- 3N: T (logT + 0'), (29) 

worin 0' eine von V und T unabhangige GroBe bedeutet. FUr die freie Energie 
I (v, T) eines Mois als Funktion des Molvolumens v und der Temperatur ergibt 
sich nun aus (29) unter Beriicksichtigung von N ok = R: 

3RT I (v, T) =-RT]ogv--2 - (log T + 0'). (30) 

Aus (30) erhalten wir zunii.chst nach (26) § 33 fUr die Entropie 8 pro Mol des 
Gases (8 1 ) 3 3 

8 = - 8 T .. = R log v + 2" R log T + 2" R (I + 0'), (31) 

in Ubereinstimmung mit der aus der Zustandsgleichung des idealen Gases auf 
thermodynamischem Wege abgeleiteten Gleichung (25) § 33, da, c" nach (22) 
fur ein einatomiges Gas gleich 3/2 . R ist. 

Nach der gleichen Vorschrift (26) § 33 erhalten wir ferner aus (30) fUr den 
Druck p: 

(32) 

also in der Tat die Zustandsgleichung (I) § 32 des idealen Gases. 
FUr die innere Energie u pro Mol folgt schlieBlich ans (27) § 33 wegen (30) 

und (31) 3 
U=I+8T=2"RT, (33) 

in Ubereinstimmung mit (21). 
DaB fUr ein zwei- oder mehratomiges Gas die Zustandsgleichung ebenfalls 

die Gestalt (32) haben mu.ll, geht-da,raus hervor, daB der aIlein von v abhangige 
erste Term von I in (30) ausschlieBlich von dem Bestandteil (27) des Zustands
integrals herriihrt, also von der kinetischen Energie der Molekiilrotation unab
hii.ngig ist. Der Ausdruck (33) fUr die innere Energie ist in diesem FaIle durch die 
allgemeineren Ausdriicke (21) zu ersetzen. Die thermodynamischen Uberlegungen 
von § 33,4. zeigen ferner, daB dann in (31) und (30) 3/2. R durch c" nach (22) 
zu ersetzen ist. 

Da die im vorstehenden wiedergegebene Ableitung o££enbar auch auf eine 
verdiinnte Losung ubertragen werden kann, folgt, daB die Formeln (30) bis (33) 
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auch fiir eine solche Losung Giiltigkeit haben mussen, wellll man darin 1Jv durch 
die molare Konzentration c ersetzt. Insbesondere ergibt sich aus (32) in diesem 
FaIle das VAN T'HoFFsche Gesetz (43) § 33 fiir den osmotischen Druck. 

6. Reale Gase. Wir wollen nun versuchen, die Zustandsgleichung fiir ein 
reales Gas abzuleiten unter del' V oraussetzung, daB es sich nicht sehr stark von 
einem idealen Gas unterscheidet. Wir mUssen also jetzt die endliche Ausdehnung 
del' Molekiile und ihre gegenseitigen Krafte beriicksichtigen. 

Wir wollen uns nach 1. del' vereinfachenden Annahme bedienen, daB die 
Molekiile starre Kugeln vom Durchmesser !5 sind, so daB sich die Mittelpunkte 

zweier Molekule beim StoB nul' auf eine Distanz !5 
nahel'll kOllllen. Durch die Anwesenheit eines Molekiils 
im Volumen V wird bierdurch fUr den Mittelpunkt 
eines zweiten Molekuls das Innere einer Kugel vom 
Radius !5 und vom V olumen 

_~.Il3 
OJ- 3u, (34) 

del' "Sto{38phiire" des Molekiils unzuganglich (Abb.91). 
Bei del' Berechnung des Integrals (27) haben wir 

nun folgendermaBen vorzugehen. Wir setzen zunachst 
Abb. Ill. ein Molekiil in das V olumen V; dallll ergibt die Inte-

gration uber xl> Yl' Zl den Wert V. Setzt man jetzt 
das zweite Molekiil hinzu, so steht ihm nach del' oben gemachten Annahll).e 
nul' das Volumen V - OJ zur Verfugung, die Integration nach X2, Y2' ~ ergibt 
also V - OJ. Fur das dritte Molekul ergibt sich analog V - 2 OJ und so fort, 
schlieBlich fur das N·te Molekiil del' Wert V - N OJ. Statt (27) muB also ge
schrieben werden 

~ ... ~ dX1 ... dZN = V. (V-OJ) (V-2 OJ) ... (V-N OJ) I 

= VN(l-;) (1- 2;) ... (1- ~W)f (35) 

Sol1 das Gas nicht sehr stark von einem idealen verschieden sein, dallll muB 
nicht nul' OJ, sondel'll auch N OJ als klein gegen V angenommen werden. Unter 
dieser Voraussetzung folgt aus (35) weiter fUr N ) > 1 

worin zur Abkurzung gesetzt ist 
b=Nw. 

2 
(37) 

Die Berucksichtigung des endlic::hen Volumens der Molekiile andert, wie man 
sieht, an den Berechnungen von 5. nichts anderes, als daB (27) durch (36), also 
V durch V - b zu ersetzen ist. In del' Zustandsgleichung (32) ist also ebenfalls 
das Molvolumen v durch v - b zu ersetzen (wobei in (37) No an Stelle von 
N tritt). 

Die Beriicksichtigung der Anziehungskrafte zwischen ,den Molekiilen fuhrt, 
wieder fiir 'genugend geringe Abweichung vom idealen Verhalten, zu dem vom 
Volumen abhangigen Zusatzglied U 2 del' inneren Energie nach (24). Da sich del' 
temperaturabhangige Teil 8 T von u in (33) durch die inneren Krafte nicht andel'll 
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kann, ist demnach auch f mit dem Zusatzglied ~ zu versehen. Dies ergibt nach 
(33) zum Druck p ein Zusatzglied 

-( ~:2 )T= (o~:) t= -;, 
d. h. es ist in der Zustandsgleichung p + alv2 an die Stelle von p zu setzen. 

Die Zustandsgleichung des realen Gases lautet also schlieBlich: 

(p + ;) (v-b) = RT. (38) 

Dies ist die "VAN DEB W A.AL8che Zu8tandsgleichung", die, wie sich zeigen 
laBt, tatsachlich das Verhalten eines realen Gases bei nicht zu hohem Druck 
und nicht zu niedriger Temperatur befriedigend darstellt. Fiir starke Abwei
chungen yom idealen Gaszustand gilt natiirlich die VAN DEB W AALsche Gleichung 
nicht, wie aus der obigen Ableitung hervorgeht und muB durch kompliziertere 
Gleichungen ersetzt werden. Immerhin lassen sich wenigstens die qualitativen 
Verhii.ltnisse auch solcher Gase auf Grund der Diskussion der VAN DEB W AAL
schen Gleichung verstehen, insbesondere auch das Bestehen einer "k:riti8chen 
Temperatur" und der Ubergang aus dem gasformigen in den fliissigen Zustand bei 
Erniedrigung der Temperatur bzw. Erhohung des Druckes unterhalb der kriti
schen Temperatur1• 

Durch Einsetzen der bei einem bestimmten Gas wirklich beobachteten 
Werte von p, v und T in die Gleichung (38) kann man die unbekannten Konstan
ten a und b bestimmen. Hierdurch ergibt sich einerseits die Moglichkeit zu einer 
Abschatzung der GroBe der Krii.fte z~chen den Molekiilen, anderseits durch 
Vermittlung der Gleichungen (34) und (37) die Moglichkeit zur Bestimmung der 
Molekiildurchmesser (} 2. 

7. Die Gasentartung. Alle in den vorhergehenden Ziffern abgeleiteten Gesetz
ma.Bigkeiten iiber die Geschwindigkeitsverteilung und das thermodynamische 
Verhalten der Gase gilt nur fiir Temperaturen, die so hooh sind, daB Elk T als konti
nuierliche Funktion der Geschwindigkeitskomponenten angesehen werden kann. 
Fiir sehr tiefe Temperaturen jedoch muB der diskontinuierliche Charakter der 
Wahrscheinlichkeitsfunktionen (13) §35 und (3) §37 beriicksichtigt werden. Dies be
wirkt, .da.B auch ein ideales Gas bei diesen tiefsten Temperaturen in seinen thermo
dynamischen Eigenschaften von den unter 5. abgeleiteten abweichen muB. Man 
spricht deshalb von einer "Entartung" des Gases. Ganz allgemein folgt aus dem 
dritten Hauptsatz der Thermodynamik, den wir in § 36, 5. aus den allgemeinen 
Prinzipien der Quantenstatistik abgeleitet haben, daB (vgl. § 33,8.) im Gegen
satz zu den Resultaten von 4. und 5. die Entropie, die spezifische Warme und 
der Ausdehnungskoeffizient der idealen Gase bei der Annaherung an T = 0 
gegen Null gehen miissen. 

Abgesehen von dieser durch die Quantelung der Energie bedingten Ent
artung, die sich im iibrigen bei praktisch erreichbaren Temperaturen nooh nicht 
bemerkbar macht, tritt eine Entartung in einem Gase stets dann auf, wenn es 
nicht der BOLTzMANNschen, sondern der B. E.- oder der F. D.-Statistik gehorcht 
(§ 37, 5.). Diese Entartung tritt, wie wir spater noch sehen werden, in vielen Fallen 
tatsachlich in Erscheinung. 

1 "Ober die experimentelle ErmittlWlg der ZustandsgleichWlg realer Gase Wld 
ihre Diskussion im oben gekennzeichneten Sinne. findet man das Wichtigste in 
"Exp.-Physik", §§ 40 Wld 41. . . 

2 Beziiglich der so erhaltenen Resultate Wld ihrer VbereinstimmWlg mit den 
auf GrWld der "Molekularstrahlmethode" direkt gefWldenen Werten fUr die Molekiil
durchmesser vgl. "Exp.-Physik", § 56. 
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Um zunachst das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz in einem in diesem 
Sinne entarteten, einatomigen idealen Gase zu finden, miissen wir ZUllachst die 
Anzahl z der Zellen im sechsdimensionalen ,u-Phasenraum des Molekiils be
rechnen,die auf ein yom makroskopischen Standpunkte als unendlich klein zu 
bezeichnendes Volumenelement dx dy dz dp., dpy dpz dieses Raumes entfallt. 
Da das Volumen einer Zelle in diesem FaIle gleich h3 ist, so ergibt sich 

1 m3 
z = Fdxdydzdp.,dpydpz = Fdxdydz dc.,dcydcz 

und hieraus durch Integration nach den Koordinaten fiir die Anzahl Z der Zellen 
im Geschwindigkeitsgebiet dc., dcy dcz im Gesamtvolumen V eines Gases 

m3 
Z = F V . dc., dcy dcz· (39) 

Durch Multiplikation von (27) § 37 mit dem Ausdruck (39) erhalten wir das 
der abgeanderten Statistik entsprechende Geschwindigkeitsverteilungsgesetz: 

dc.,dcydcz, (40) 

e 

das an die Stelle des MAxwELLSchen Gesetzes zu treten hat und worin das obere 
Vorzeichen fiir die B. E.- und das untere Vorzeichen fiir die F. D.-Statistik gilt. 

Die darin auftretende GroBe 8 0 (die noch von der 
Temperatur abhangig ist). ergibt sich wiederum aus 
der Bedingung (3). In der Abb.92 sind neben der 
MAxWELLSchen Verteilung die der Geschwindigkeits
verteilung (40) entsprechenden Verteilungskurven fiir 
eine bestimmte Temperatur eingezeichnet. 

Um aus dem Verteilungsgesetz (40) die Anzahl 
n (c) dc der im Geschwindigkeitsbereich zwischen c 

L-__ ......;::=---= __ --ly~ und c + dc enthaltenen Molekiile zu berechnen, muB 

Abb.92. 
man wie unter 2. das Volumenelement im Geschwin
digkeitsraum gleich 4:n;c2dc wahlen. Fiihrt man ferner 

statt c die kinetische Energie E = mc2J2 als Integrationsvariable ein, dann gilt 

4:n;c2 dc=4:n; 2:.; V m2E dE=2:n;(!t2 }IEdE 

und man erhalt fiir die Anzahl n (E) dE der dem Energiegebiet zwischen E und 
E + dE angehOrigen Molekiile 

n (E) dE = 2~3V (2 m)B/2 E-~ --. VEdE. (41) 

e 2kT =F 1 

1m FaIle der F. D.-Statistik, auf die wir uns im folgenden beschranken 
wollen, ist fiir T = 0, wo wir 8 0 = 'Tj setzen, wie wir bereits aus § 37,6. wissen, 
der dritte FaktoI,' auf der rechten Seite in (41), gleich Eins fiir E <'Tj und gleich 
Null fiir E > 'Tj. Das Integral (3) reduziert sich also auf 

ij ij 

(n (E) dE = 2~3V (2 m)S/2 ( }IE dE = 43~~ (2 m'Yj)3/2 = N 
) T=O J 
o 0 

und daher wird = ~ ( 3N )2/8 __ ~ (~')2/3 
'Yj 2m. 4:>1: V - 2m 4:>1: • (42) 
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Flir endliche T ist zwar So von rJ verschieden, zur groBenordnungsmaBigen 
Abschatzung der Starke der Entartung bei einer bestimmten Temperatur kann 
man jedoch, wie die Betrachtung derFormel (40) lehrt, folgende Regel aufstellen: 
wenn fUr die betreffende Temperatur rJ < < k T ist, dann ist die Entartung schwach, 
wenn dagegen rJ > ) k T ist, dann ist die Entartung praktisch vollstandig. Man 
sieht, daB die Entartung bei um so hoheren Temperaturen auftreten wird, je 
groBer 17 ist, d. h. je gl'oBer die Anzahl n der Molekiile pro Volumeneinheit 
und je kleiner ihl'e Masse ist. FUr H2 bei normaler Dichte und Temperatur ist 
rJ '""-' 10-3• Die Gasentartung konnte sich also bei normalen Verhaltnissen in 
Molekiilgasen nicht bemerkbar machen. In dem "Elektronengas" ill Innern eines 
Metalles jedoch, das ebenso wie die Elektl'onen eines Atoms erfahrungsgemaB 
dem PAULI-Prinzip und damit der F. D.-Statistik gehorcht, ist bei normaler Tem
peratur rJ '""-' 300; dieses Gas ist demnach als vollkommen entartet anzusehen. 
(Beziiglich der Konsequenzen dieser Tatsache vgl. § 40,3. und § 54.) 

Wil' berechnen noch die innere Energie und die spezifiscbe Warme eines ent
arteten Gases. Die innere Energie ergibt sich als Gesamtenergie aller N Molekiile 
aus (41) gemaB (jJ 

U = ~ E . n (E) dE, (43) 
o 

worin die Konstante So entsprechend der Bedingung (3), also gemaB der Gleichung 
(jJ 

N =) n(E) dE 
o 

(44) 

durch V und T auszudrucken ist. Die Berechnung, die hier nicbt wiedergegeben 
werden solI, ergibt fUr den Fall starker Entartung durcb Entwicklung nach 
Potenzen yon k T/rJ [n2 (k T )2] 

So = 17 1-12 11 (45) 

und 
U = -~ rJ [1 + 51~2 (\Ty] .N. (46) 

U geht also mit abnebmendem T gegen den konstanten Wert 3/5. rJN, die "Null-
1Junktsenergie" . 

Aus (46) folgt weiter fUr die spezifische Warme c" 

= (~) = n 2 k 2 No T = ~ R. n 2 k T 
c" 0 T" 2 1]. 2 3 1)· 

(47) 

Sie geht, wie man sieht, entsprechend dem dritten Hauptsatze, mit abnehmender 
Temperatur gegen Null. Der Ausdruck (47) geht aus dem Ausdruck (22) fUr die 
spezifische Wal'me des nicht ental'teten Gases durch Multiplikation mit dem Fak-

tor ~2 k 1]T hervor, der fUr das oben erwahnte Elektronengas bei normaler Tem

peratur die GroBenordnung 1/100 hat. 
8. Verdampfungswarme und Oberflachenspannung. Bei der Umwandlung 

einer Flussigkeit in ein Gas mussen die Molekiile aus ihrel' geringen gegenseitigen 
Entfernung in der Flussigkeit auf die verhaltnismaBig groBe Entfernung ill Gas 
gebracht werden. Hierzu muB gegen die Molekularkrafte eine gewisse Arbeit A 
geleistet werden, die gleich der in der Abb.77, S.204 von der Kurve Esym. 
und der R-Achse eingeschlossenen Flache ist. Insgesamt muB also zur Ver
dampfung eines Mois der Flussigkeit eine Al'beit r = AN 0 geleistet werden, 
die gleich del' molal'en Verdampfungswarme i/iit, aus deren Kenntnis die Dampf
dl'uckkurve nach den Entwicklungen von § 33, 6. berechnet werden kann. 
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So laBt sich also auch die Thermodynamik des Verdampfungsprozesses auf 
Grund molekularer V orstellungen und Daten entwickeln. 

Da die molekularen Anziehungskrafte mit der Entfernung zwischen den Mole
kiilen auBerordentlich rasch abnehmen, ist die Arbeit, die erforderlich ist, um ein 
Molekiil aus dem Innern einer Fliissigkeit an ihre Oberflache zu bringen, wo es 
der Kraftwirkung seitens der iibrigen Molekiile bereits zum groBten Teil entzogen 
ist, ebenfalls von der GroBenordnung A. Urn also die Oberflache einer Fliissig
keit urn die Flacheneinbeit zu vergroBern, muB eine Arbeit von der GroBen
ordnung An geleistet werden, wenn n die Anzahl der auf der Flacheneinheit der 
Fliissigkeitsoberflache sitzenden Molekiile bedeutet. Man sieht so, daB die Exi
stenz einer Oberflachenspannung (§ 28, 1.) und selbstverstandlich auch die einer 
Grenzflachenspannung ebenfalls aus der Annahme molekcilal'er Anziehungs
krafte gefolgert werden kann. 

Nehmen wir an, daB die Molekiile der Oberflachenschicht eine einmolekulal'e 

Lage bilden und in ihr dicht gepackt sind, dann entfallen auf ein cm2 ( ! r 
Molekiile mit dem Durchmesser fJ. Daher ist n,-..., :2 und fiir die Oberflachen

spannung IX gilt auf Grund der oben angestellten Uberlegung: 

A r 
IX ~ 62 = FJ2' (48) 

o 

Beriicksichtigt man weiter, daB bei dichter Packung der Molekiile in der Fliissig
keit No(p gleich dem Molvolumen v ist, so folgt aus (48) weiter 

(49) 

FiirWasser ist r/v,....,2 .1010 erg/cm3, fJ,....,2 .10-8 cm, alsonach (48) 1X,-...,400dyn/cm, 
wahrend der wirklich beobachtete Wert 70 dyn/cm ist; unsere ganz rohe Ab
schatzung liefert also tatsachlich die richtige GroBenordnung fiir die Oberflachen
spannung. Die genaue Theorie kann hier nicht besprochen werden. 

Im kritischen Punkt, wo Fliissigkeit und Gas kontinuierlich ineinander iiber
gehen, ist die Verdampfungswarme Null und daher sollte be~ Annaherungan den 
kritischen Zustand die Grenzflachenspannung zwischen Fliissigkeit und Dampf 
immer mehr abnehmen. Diese Vermutung wird in der Tat durch das Experiment 
bestatigtl. 

§ 39. Kinetische Gastheorie. 

1. Kinetische Herleitung der Zustandsgleichung des idealen Gases. Alle im 
§ 38 mit Hilfe der statistischen Mechanik abgeleiteten Satze iiber Gase und Fliissig
keiten lassen sich natiirlich auch auf dem direkten, kinetischen Wege ableiten, 
wie unter § 38,1. angedeutet wurde, sofern der Mechanismus der Wechsel
wirkung zwischen den Molekiilen genau erfaBbar ist. In der Tat hat so BOLTZ
MANN zum ersten Male zeigen konnen, daB die unter § 37, 2. eingefiihrte H-Funk
tion (7) § 37, wenn man von einer beliebigen Anfangsverteilung der Geschwindig
keiten ausgeht, mit einer an GewiBheit grenzenden Wahrscheinlichkeit infolge 
der ZusammenstOBe zwischen den Molekiilen abnehmen muB, bis sich eine Ge
schwindigkeitsverteilung eingestellt hat, die dem absoluten Minimum von H 
entspricht. Aus den Entwicklungen von § 37, 2. und § 38, 2. geht hervor, daB diese 
Verteilung gerade die MAXWELLsche ist. . 

Dieser als "H-Theorem" bezeichnete Satz ziebt gleichzeitig wegen der durch 
die Gleichungen (18) § 36 und (5) § 37 ebenfalls von BOLTZMANN ausgesprochenen 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 29. 
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Beziehung zwischen der H -Funktion und der Entropie den Beweis der Giiltigkeit 
des zweiten Hauptsatzes fur Gase nach sich. Wir wollen bier von einer Wiedergabe 
des Beweises fiir das H -Theorem absehen und ebenso von der kinetischen Be
grundung der iibrigen Satze uber das thermodynamische Verhalten der Gase und 
Flussigkeiten und uns auf die kinetische Herleitung der Zustandsgleichung der 
idealen Gase beschranken. 

Nach der kinetischen Auffassung wird der Druck eines Gases auf die GefaB
wande durch die StoBe der Gasmolekiile gegen diese Wande hervorgerufe~l. 
Jedes Molekiil ubertragt bei seinem StoB und Ruckprall von der Wand auf diese 
einen gewissen Impuls. Die Summe der N ormalkomponenten aller auf diese 
Weise in der Zeiteinheit auf die Flacheneinheit der Wand ubertragenen Impulse 
ist nach Formel (9) § 18 gleich der Normalkomponente der auf die Flacheneinheit 
der Wand durch das Gas ausgeubten Kraft, also gleich dem Drucke p. Bezuglich 
des StoBmechanismus setzen wir bloB voraus, daB sich die Molekiile beim StoB 
gegeneinander und gegen die Wand wie vollkommen elastische Kugeln verhalten. 

Um die Kraft auf ein Flachenelement dF der Wand zu berechnen, errichten 
wil" die x-Achse eines Koordinatensystems senkrecht zur Wand nach auBen 
weisend und berechnen die Anzahl dz der auf dieses Fli.i.chenelement in der Zeit dt 
auftreffenden Gasmolekiile, deren x-Komponente dem Geschwindigkeitsbereich 
zwischen e., und e., + de., angehort. Die Anzahl dieser Molekiile pro Volumen
einheit sei n (e.,) de.,. 

AIle Molekiile, deren Geschwindigkeit e ist und die sich zur Zeit Null in dem 
schiefen Zylinder mit der Grundflache dF, der Achsenrichtung e und der Seiten
lange Icl. dt (Abb. 93) aufhalten, miissen 
offenbar in del" Zeit dt auf dF auftreffen, 
sofern d t so kurz ist, daB wahrend diesel" 
Zeit keine gegenseitigen ZusammenstoBe der 
Molekiile vorkommen. Das Volumen dieses 
Zylinders ist gleich e.,dt . dF und daher un
abhangig von der Richtung c. Die gesuchte 
Zahl dz ist also gleich 

dz = n (e.,) de., . e., dt . dF. (I) 

Jedes Molekiil ubertragt auf die Wand ge
maB den Gesetzen des elastischen StoBes 
(§ 24, 5., letzter Absatz) den Impuls 

11'\ = 2 m \el cos {} = 2 me., 

Abb.93. 

(2) 

senkrecht auf die Wand, wahrerid parallel zur Wand keine Impulsubertragung 
stattfindet. 

Multipliziert man die Ausdriicke (1) und (2), integriert uber aIle e., von Null 
bis Unendlich und dividiert durch dF dt, so erhalt man nach dem Gesagten die 
senkrecht auf die Wand ausgeubte Kraft; die iibrigen Komponenten ver
schwinden. Die Druckkraft steht also, wie die Erfahrung lehrt (vgl. § 25,1.), 
senkrecht auf der Wand und hat den Betrag 

«> +00 

p =2 ~ m.n (e.,) de., . e.,2 = 2 ~ m;",2 .n (e.,) de",. (3) 

o -«> 

Das Int~al auf der rechten Seite von (3) ist nichts anderes als die auf die 
Bewegung in der x-Richtung entfallende kinetische Energie der Molekiile pro 
Volumeneinheit. Die gesamte kinetische Energie ist offenbar dreimal so groB, da 

Filrth, Theor. l'hysik. 18 
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ja in bezug auf die drei Achsenrichtungen x, y, Z vollkommene Symmetrie herrscht. 
Da eine potentielle Energie wegen der fehlenden Krafte zwischen den Molekiilen 
nicht vOl:"handen ist, ist dies gleichzeitig die innere Energie der Volumeneinheit 
des Gases, also die GroBe u/v, wenn wieder u die innere Energie pro Mol und v 
das Molvolumen bedeutet. Die Beziehung (3) kann also in der Form 

2 u 
p=--

3 v (4) 

geschrieben werden, die als "BERNoULLI8cke Formel" der kinetischen Gastheorie 
bezeichnet wird. 

Nach der aus der MAxWELLschen Verleilung folgenden Formel (12) § 38 ist 
die mittlere kinetische Energie eines Molekiils gleich 3/2 k . T; es gilt also, da im 
Mol No Molekiile enthalten sind, 

2 3 
pV=SNo]-kT=RT, (5) 

die ideale Zustandsgleichung in Ubereinstimmung mit (32) § 38. 
\' 2. Sto8zahl und freie Weglinge. Infolge der endlichen GroBe der Molekiile 

erlolgen zwischen ihnen ZusammensWBe; wenn keine Anziehungskrafte zwischen 
ihnen wirken, so bewegen sie sich zwischen zwei aufeinanderlolgenden Zusammen
sWBen geradlinig und gleichformig, durchlaufen also aus lauter geradlinigen 
Stiicken zusammengesetzte, unregelmaBige Zickzackbahnen. Die mittlere Lange 
eines solchen geradlinigen Stiickes nennen wir die "mittlere freie Weglange". 
W~ wollen zunachst die Anzahl Zl der ZusammenstoBe berechnen, die ein 

herausgegriffenes Molekiil A in der Zeiteinheit mit den anderen Molekiilen er
leidet. Wir denken uns das Koordinatensystem fest mit dem Molekiil A ver
bUI~den und seinen Ursprung in dessen Mittelpunkt verlegt. Ein Molekiil B be
wegt sich dann, von diesem Koordinatensystem beurteilt, mit der Relativ-
geschwindigkeit it) = CB - CA.' . 

Auf ein Flachenelement dF der StoBsphare von A (Abb. 91, s. 268) mogen in 
der Zeit dt senkrecht zur x-Achse dZl Molekiile B auffallen, deren x-Kompo
nente der Relativgeschwindigkeit zwischen Wre und Wre + dWre Iiegt. Wir erhalten 
dZl gemaB den Uberlegungen von l., indem wir in der Formel (1) Wre statt Cre 

einsetzen: 
(6) 

worin n(wre) dWre die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit des Gases be
deutet, bei denen Wre zwischen Wre und Wre + dWre Iiegt. 

Da infolge des Fehlens von Kraften zwischen den Molekiilen A und B ihre 
Geschwindigkeiten CA. und CB voneinander vollkommen unabhangig sind, folgt 
fiir das mittlere Schwankungsquadrat von Wre , d. h. die GroBe wre2, da aus 
Symmetriegriinden sicherIich wre = 0 ist, gemaB (43) § 17 

(7) 

Da im Verteilungsgesetz (6) § 38 die GroBe m/kT, wie man durch den Vergleich 
mit den Formeln (12) § 17 und (23) § 17 feststellt, gleich Ijcre2 ist, erhalt man 
nach (7) das Verteilungsgesetz fiir die Relativgeschwindigkeit W re, indem man m/k T 
durch mj2 k T ersetzt. Es gilt demnach 

( ) d - V---:m- -4;;P wre2d nWre Wre - 4:re kT e Wre· n , 
(8) 

:worin n die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit des Gases bedeutet. 
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Setzt man (8) in (6) ein und integriert iiber aUe Werte von w'" von Null bis 
Unendlieh, so erhalt man die Gesamtzahl der StoBe auf ein Flaehenelement dF 

vonA in der Zeit dt, wenn man die Integrationsvariable ~ = 4; T W",2 einfiihrt: 

V m f_~W2 1/kT f 
4nk T· n ) e 4kT '" w",dw", .dFdt = V -;m.n) e-~d~dFdt 

o 0 

vgT = -.ndFdt. nm . 

Dureh Integration iiber die ganze Oberflache der StoBsphare vom Radius des 
Molekiildurehmessers (j folgt hieraus fiir das gesuehte Zl 

ZI = 4 (j2 n V k T . n. 
nm 

Fiihrt man hierin sehlieJ3lieh die mittlere Gesehwindigkeit c der 
gemaB Formel (10) § 38 ein, so ergibt sieh 

(9) 

Gasmolekiile 

zl=V2.n(j2. c.n . (10) 

Die Gesamtzahl ~ der ZusammenstoJ3e aUer in der V olumeneinheit enthal
tener Molekiile pro Sekunde ist n/2mal so groJ3 als Zl' da bei jedem StoB immer 
zwei Molekiile beteiligt sind, von denen jedes als "A-Molekiil" aufgefaBt werden 
kann und die Zahl der A-Molekiile pro'Volumeneinheit gleieh n ist. Es gilt also 

(U) 

Fiir H2 bei norinaler Temperatur ergibt sieh so die StoBzahl pro em3 und see zu 
annahernd 2.1039• 

Die Zeit T, die im Mittel zwisehen zwei ZusammenstoJ3en eines herausge
griffenen Molekiils mit den anderen Molekiilen verstreieht, ist offenbar gleieh 
l/zl' also naeh (10) 1 

T = V. (12) 
2.nIS2 .c.n 

Wahrend dieser Zeit legt das Molekiil im Mittel einen Weg von der Lange 

l = C. T (13) 

zuriiek. l ist die eingangs erwahnte mittlere freie Weglange. Aus (12) und (13) 
ergibt sieh wegen n = No/v = Noe/p,: 

(14) 

Die freie Weglange der Molekiile in einem Gase ist also der Diehte des Gases 
verkehrt proportional. Einsetzen der bekannten Werte von No und (j ergibt fiir 
~ bei normalem Druek und normaler Temperatur l "" 10-5 em, bei einem Druek 
von 1/1000 mm Hg erhOht sieh l auf rund 8 em 1. 

Wendet man die Formel (14), was aUerdings wegen der Anziehungskrafte 
zwisehen den Molekiilen nieht ganz statthaft ist, aueh auf Fliissigkeiten an, so 
ergeben sieh freie Weglangen von der GroJ3enordnung der Molekiildurehmesser, 
fiir Wasser z. B. l "" 2 . 10-8 em. Unsere in § 38, 8. gemachte Annahme, 
daB die Molekiile in der Fliissigkeit sehr dieht gepaekt sind, ist also tatsachlieh 
gereehtfertigt. 

1 TIber die direkte MessWlg der freien Weglange mittels der Molekularstrahl
methode vgl. "Exp.-Physik", § 56. 

1S* 
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3. Transportphiinomene. Es sei G eine Zahl, die die in der V olumeneinheit 
eines Gases oder einer Fliissigkeit enthaltene Quantitat einer physikalischen 
GroBe A miBt. Beispiele hierfur sind: Dichte, Konzentration, Energiedichte, Im
puIs pro Volumeneinheit usw. Ist n die mittlere Anzahl der MolekUle pro Volumen
einheit, dann kann man G stets in der Form 

G =ng (15) 

schreiben, worin {j den Mittelwert einer dem einzelnen MolekUl zukommenden 
skalaren GroBe g bedeutet. Ist z. B. G die Dichte, dann ist g die Masse des Mole
kUls, ist G die Energiedichte, dann ist g die Energie des Molekiils. 

Gist im allgemeinen eine Funktion des Ortes und nur im Zustand des Gleich
gewichtes (beim AusschluB auBerer Krafte) vom Orte unabhangig. Die zeitliche 
Veranderung von G(x, y, z) und schlieBlich auch die Einstellung des Gleich
gewichtes erfolgt nach der kinetischen Auffassung dadurch, daB die MolekUle 
infolge ihrer Warmebewegung die ibnen zukommende GroBe g von einer Stelle 
zur anderen transportieren. Wir nennen daber diese Vorgange "Tran8portphano
mene" . 'Zu ibnen gehoren die bereits fruher phanomenologisch behandelten Er-. 
scheinungen der inneren Reibung (§ 27), der Warmeleitung und der Diffusion 
(§34), die wir im folgenden (4., 5. und 6.) auf Grund der kinetischen Gastheorie 
behandeln wollen. 

Die Gesamtmenge von A, die durch ein Flachenelement dF infolge der durch 
dasselbe hin- und herfliegenden Molekule im UberschuB pro Zeiteinheit von der 
einen auf die andere Seite.transportiert wird, nennen wir r. dF. Die GroBer 
hat also die Bedeutung einer verallgemeinerten Stromdichte. Wir stellen uns 
die Aufgabe, r zu berechnen, wenn G(x, y, z) gegeben ist. Wir machen hierzu 
die fUr das folgende grundlegende Annahme, daB die freie Weglange l klein 
gegenuber den Dimensionen sein moge, in denen sich G merklich mit dem Orte 
andert. Nach 2. ist diese Bedingung in Fli.i.ssigkeiten immer, in Gasen bei nicht 
zu starken Verdftnnungen erfullt. 

Wir errichten das Flachenelement dF an der zu untersuchenden Stelle des 
Gases senkrecht auf die Richtung von grad G und lassen die x-Achse in die Rich-

Abb.94. 

tung von grad G weisen; die y-z-Ebene moge mit dF 
zusammenfallen (Abb. 94). In der Umgebung von dF 
hangt dann G nur von x ab und wir konnen es wie folgt 

." entwickeln: G (x) ~ Go + (~: t x + ... (16) 

c.:r Die relative Anzahl der MolekUle pro Volumenein-
heit, die sich unter einem Winkel zwischen {} und {} + d {} 
gegen die x-Achse bewegen und deren Geschwindigkeit 
einen Betrag zwischen c und c + dc bat, deren x-Kom
ponente der Geschwindigkeit also gleich ist 

ere = e. cos{) 

und die in einer Distanz zwischen x und x + dx von dF ibren letzten Zusammen
stoB erlitten haben, nennen wir t (e, r, {}) de dr d {}. Die Gesamtanzahl der pro 
Zeiteinheit auf dF auffallenden MolekUle der beschriebenen Art ist also gleich 

nCre dF . t (e, r, {}) de dr d{) = nc dF . t (e, r, {}) cos {} . de dr d{). (17) 

Jedes von ihnen transportiert im Mittel eine GroBe g, die wegen (15) aus (16) 
durch Division durch n hervorgeht. Setzt man hierin noch 

- x = r. cos{} 
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~in und multipliziert mit dem Ausdruck (17), so erhii.lt man die durch die Mole
kiile der bezeichneten Art transportierte Menge g: 

cdF. t (c, r,{}) cos{}dcdrd{}. [Go- ( ~: t rcos{)]; (18) 

dabei haben wir uns bei der Entwicklung von G(x) auf das lineare Glied be
schrankt, da r im Mittel von der GroBenordnung der freien Weglange ist und G 
sich laut der oben gemachten Voraussetzung langs eines solchen Stiickes nur 
verschwindend wenig andern soIl. 

Die gesamte in der Zeiteinheit durch dF transportierte Menge von A, also die 
GroBe r. dF, erhalten wir aus (18) durch Integration iiber aIle Werte von c, r 
und {}: 00 00,. 

r dF = dF ~ ~ ~ t (c, r,{}) c. cos{} [Go - ( ~; tr cos{)] dc dr d{}. (19) 

000 

Multipliziert man den Klammerausdruck im Integranden von (19) aus, so zer
fant das Integral in zwei Integrale, von denen das erste nach der Definition der 
Funktion t gleich dem mit Go multiplizierten Mittelwert der GroBe c . cos{} = Cm 

ist, das zweite gleich dem mit ( ~ G) multipliziertenMittelwert der GroBe cr. cos2{}. 

Es gilt also x 0 ( 0 G) -;--_---;;:-;;-:-r = GoCIl)- a;; o(cr. cos2 {}). (20) 

Bei der Berechnung der Mittelwerte in (20) miiBte man bei exakter Durch
fiihrung der Rechnung beriicksichtigen, daB sich das betrachtete Gas nicht im 
stationaren Gleichgewichtszustand befindet und daher das Verteilungsgesetz 
von dem allein fiir das stationare Gleichgewicht giiltigen MAxWELLSchen ab
weicht. Da jedoch hierdurch die Rechnung auBerordentllch erschwert wiirde, 
wollen wir von dieser Komplikation absehen und die Berechnung der Mittel
werte so vornehmen wie fiir den Gleichgewichtszustand. Es zeigt sich, daB hier
durch das Resultat nur unwesentlich verandert wird. 

Wegen der allseitigen Symmetrie der Geschwindigkeitsrichtungen wird zu
nii.chst ell) = 0, so daB das erste Glied auf der rechten Seite von (20) verschwindet. 
Wir konnen ferner den Mittelwert des Produktes im zweiten Glied durch das 
Produkt der Mittelwerte der GroBen c, r und cos2 {} ersetzen, da diese im statio
naren Gleichgewichtszustand voneinander unabhii.ngig sind (vgl. § 17, 6.). 

r ist die mittlere Distanz von dem vorgegebenen Punkte bis zu jenem Punkt, 
wo ein Molekiil seinen letzten ZusammenstoB erlitten hat, es ist also nichts anderes 
als die mittlere freie Weglange l. 

1st ferner a ein Einheitsvektor in der Richtung der Molekiilgeschwindigkeit, 
der mit den Koordinatenachsen die Winkel (a i), (a j), (a I) einschlieBt, dann gilt 

lal2 = cos2 (a i) + cos2 (aj) + cos2 (at). 

Bildet man auf beiden Seiten die Mittelwerte, so folgt, da aus Symmetriegriinden 
jedenfalls --- --

cos2 (a i) = cos2 (aj) = cos2 (af) = cos2 {} 

gilt: -- 1 
cos2{} = 3' (21) 

Fiir r, d. h. die x-Komponente der "Stromdichte" an einer beliebigen Stelle, 
folgt nun schlieBlich nach (20) und (21) 

(22) 
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wahrend die y- und die z.Komponente aus Symmetriegriinden verschwinden. 
Bezeichnet @ den Vektor der Stromdichte, dann kann man in Verallgemeinerung 
von (22) unabhangig vom Koordinatensystem schreiben: 

i5l 
@=-·'a-·gradG. (23) 

Die Vektorgleichung (23) driickt das allgemeine Gesetz aus, dem die Transport
phanomene unter unserer vereinfachenden Annahme geniigen. Sie heil3t die 
"BOLTZM.ANN8Cke Transportgleichung". 

4. Innere Reibung. Wir spezialisieren zunachst die Berechnungen von 3. 
fiir den Fall, daB g die Komponente des Impulses eines Molekiils in der Richtung 
einer makroskopischen Stremung b des Gases in der Umgebung des betrachteten 
Punktes sein mege. gist dann offenbar gleich mv und nach (15) und (15) § 38 

gilt G = n. mv = (lv. (24) 

Die GroBe r . dF ist nach der Definition der gesamte, infolge der Molekular
bewegung durch dF pro Zeiteinheit hindurchgetragene Impuls in der Stromungs
rich tung b. Nennen wir diese Impulsstromdichte r'l1 und bedeutet n einen gegen 
das Flachenelement dF hinweisenden Einheitsvektor, dann gilt nach (23) und (24) 

worin gesetzt ist 

r OV 
'11 = 1]'an' 

C.l. e 
1]=-3-' 

(25) 

(26) 

Die GroBe 1] ist gemaB den Betrachtungen von § 27, 1. nichts anderes als der 
Koeffizient der inneren Reibung des Gases, der sich nach den Aussagen der 
kinetischen Gastheorie durch die mittlere Geschwindigkeit und die freie Weg
lange der Molekiile sowie durch die Dichte des Gases in der einfachen Form (26) 
ausdriickt. 

Setzt man in (26) fiir eden Ausdruck (lO) § 38 und fiir l den Ausdruck (14) 
ein, so erhalt man 

VSRT p. 1 e 2.r.:1im 1 
1] = ~. V'2 ne . NO~2 '-3- = 3n'''' V p,RT· N~' (27) 

Wie man sieht, hangt der Koeffizient der inneren Reibung auBer von mole
kularen Daten nur von der absoluten Temperatur des Gases ab, nicht aber von 
seiner Dichte; diese Voraussage der Theorie wird in der Tat durch die Versuche 
bestatigtl, so lange man nicht zu extremen Verdiinnungen iibergeht, fiir die 
ja nach 3. die angestellten Uberlegungen-nicht mehr anwendbar sind. Man sieht 
ferner, daB man aus Messungen von 1] die GroBe Notr bestimmen kann. Ander
seits kann man nach den Formeln (34) § 38 und (37) § 38 aus Druck-und Volu
menmessungen die VAN DEB WAALssche Konstante b und daraus die GroBe No (P 

berechnen. Durch Kombination beider MeBresultate ist man daher in der Lage, 
die LOsCHMIDTsche Zahl No und den Molekiildurchmesser 15 gesondert zu be
stimmen2• 

In extrem verdiinnten Gasen, wo die freie Weglange groB gegeniiber den GefaB
dimensionen ist, gibt es auch keine innere Reibung, sondern nur eine durchdie 
Impulsiibertragung der Molekiile auf die GefaBwande hervorgerufene auBere 
Reibung. Auf die theoretische Begriindung dieser Erscheinungen, die z. B. bei 
der Stromung eines Gases von niedrigem Druck durch enge Rohren, ferner fiir 

1 VgI. "Exp.-Physik". § 33. 
2 mer die Resultate dieser Untersuchungen vgl. "Exp.-Physik", § 56. 
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die Wirkung der Molekularpumpen eine wichtige Roile spielen!, miissen ",ir in 
diesem Rahmen verzichten. 

5. Warmeleitung. Urn die Warmeleitungserscheinungen als Transportphano
mene zu deuten, muB man bloB fUr G den Warmeinhalt der Volumeneinheit des 
Gases, also den von der Temperatur abhangigen Bestandteil der inneren Energie 
Uf) der Volumeneinheit einsetzen. Dies ergibt nach (3) § 33 

grad G = ( :~ )vgrad T = e ( :~ )v' grad T = ecv grad T. (28) 

@ ist in diesem Faile gleich der in § 34, 1. eingefiihrten "Warmestrom· 
dichte" Ow' Aus (23) und (28) folgt 

worin gesetzt ist 
Ow = - " grad T, 

olg Cv 
"=-3-' 

(29) 

(30) 

Die Gleichung (29) ist das aus den Experimenten iiber Warmeleitung folgende 
Warmeleitungsgesetz, das wir den Uberlegungen des § 34 an die Spitze gestellt 
hatten, und " die Warmeleitfahigkeit. Die Warmeleitfahigkeit eines Gases laBt 
sich demnach mittels der Formel (30) ebenso wie die innere Reibung auf mole
kularkinetische Daten zuriickfiihren. Die Kombination der Formeln (26) und (30) 
ergibt die Beziehung " = rJ Cv (31) 

zwischen diesen beiden GraBen. Auch diese Beziehung ist bis zu einem gewissen 
Grad experimenteil bestatigt2• . 

6. Diffusion in Gasgemischen. Bei der kinetischen Behandlung der Diffusion 
in Gasgemischen wollen wir uns auf den Fall der gegenseitigen Diffusion zweier 
Gase gegeneinander beschranken, deren Molekiile in ihren Dimensionan nul' un
wesentlich verschieden sind, so daB man von einer einheitlichen freien Weglange 
in dem Gasgemisch sprechen kann. Diese Bedingung ist exakt erfiillt, wenn es 
sich urn ein Gemisch isotoper Gase handelt, sie kaml abel' auch in anderen Fallen, 
da die Molekiildurchmesser ja aile von der gleichen GraBenordnung sind, zur 
naherungsweisen Behandlung der Diffusionserscheinungen herangezogen werden. 

FUr G haben wir in diesem Faile die Gesamtmasse der in der V olumeneinheit 
des Gasgemisches enthaltenen Molekiile der ersten Gassorte, d. h. ihre Kon
zentration c einzusetzen und fUr @ die "materieile Stromdichte" Om der Diffusion 
(§ 34,3.). Die Gleichung (23) geht demnach in 

Om = - D grad c (32) 
tiber, worin gesetzt ist D=5.}. (33) 

Die Gleichung (32) gibt tatsachlich, wie das Experiment zeigt, die Gesetz
maBigkeit tiber den Diffusionsablauf in Gasgemischen wieder, wie bereits in 
§ 34, 3. erwahnt wurde; D ist der Diffusionskoeffizient, den wir in dem vor
liegenden Fall genauer als "Koettizienten der Selbstdittusion" zu bezeichnen hatten. 

Die Kombination der Gleichungen (26) und (33) ergibt eine Beziehung zwischen 
den Koeffizienten der inneren Reibung und del' Selbstdiffusion eines Gases von 
del' Gestalt (34) 

die experimentell ebenfalls bestatigt werden kann2• Da rJ von e unabhiingig 
ist, folgt aus (34) umgekehrte Proportionalitat von D zu e: die Diffusion erfolgt 
urn so langsamer, je graBer die Dichte ist. 

1 Vom experimentellen Standpunkte werden diese Erscheimmgen in "Exp.
Physik", § 56, behandelt. 

2 Vgl. "Exp .. Physik", §§ 33, 50 und 51. 
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In sehr verdfumten Gasen, wo die freie Weglange so groB ist, daB die Zusam
mensttiBe der Molekiile, die den langsamen Ablauf der Diffusion bedingen, nicht 
mehr in :Betracht kommen, erfolgt die Diffusion der Gase sehr viel rascher, als 
es die Gleichungen (32) bis (34) erwarten lassen. Dies ist von Bedeutung fUr die 
Wirkungsweise der Diffusionspumpenl. 

7. Die Brownsche Bewegung. Ein in einer Fliissigkeit oder einem Gas schwe
bendes Teilchen erfahrt infolge der unregelmaBigen SttiBe der Gas- bzw. der 
Fliissigkeitsmolekiile auf seine Oberflache einen Bewegungsantrieb, so daB es 
in bestandiger, unregelmaBiger Bewegung gehalten wird, die unter dem Mikro
skop beobachtet und messend verfolgt werden kann. Diese Bewegung fiihrt 
nach ihrem Entdecker den Namen "BRoWNsche Bewegung" 2. 

WUrden die SttiBe von allen Seiten in jedem Zeitelement dt stets mit der 
gleichen Anzahl und dem gleichen Impuls erfolgen, wiirde mit anderen Worten 
der Druck des umgebenden Mediums von allen Seiten gleich und zeitlich kon
stant sein, dann wiirde das Teilchen in Ruhe bleiben. Die UnregelmaBigkeit in 
der Zahl und Starke der SttiBe bewirkt eine raumllche und zeitliche Schwankung 
des Druckes auf das Teilchen; die BRoWNsche Bewegung kann also auch als 
Folgeerscheinung der Druckschwankungen des umgebenden Mediums aufgefaBt 
werden .. 

Um die wichtigste GesetzmaBigkeit der BRoWNschen Bewegung, die "EIN
STFJNscheFormel tilr daB mittlere Verschiebungsquadrat" abzuleiten, gehen wir nach 
LANGEVIN folgendermaBen vor. Es sei m die Masse des betrachteten Teilchens, 
das groB gegeniiber der freitln Weglange der Molekiile angenommen sein solI, SO 
d~B auf seine Bewegung die Gesetze der Hydrodynamik einer Fliissigkeit mit 
innerer Reibung angewendet werden ktinnen, und B in diesem Sinne seine Be
weglichke\t. Die Bewegungsgleichung fiir die x-Komponente der Bewegung in 
bezug auf ein Koordinatensystem, das mit der makroskopisch ruhenden Fliissig
keit (bzw. dem ruhenden Gas) fest verbunden ist, lautet unter Benutzung von 
(2) § 18 und (20) § 27 m x = _ ~ x + X, (35) 

worin X die x-Komponente del; durch die SttiBe der Molekiile auf das Teilchen 
ausgeiibten, unregelmaBig sich verandernden Kraft bedeutet. 

Wir multiplizieren die Gleichung (35) auf beiden Seiten mit xl2 und ktinnen 
dann schreiben: 

~-~(XX) __ ~:i;2 = __ I_xx + ~X 
2 at 2 2B 2· (36) 

Wir denken uns nun statt des einen Teilchens eine groBe Zahl von Teilchen 
betrachtet, die von der gleichen Ausgangsstellung ausgehen und sich bei ihrer 
Bewegung gegenseitig nicht beeinflussen· sollen. FUr jedes Teilchen werde die 
Bewegungsgleichung (36) gebildet. Die Bewegungsgleichung fiir den ganzen 
Teilchenschwarm erhalten wir aus (36) durch Mittelwertsbildung wie folgt: 

m a ---;- m"'li I -.- (X-) 2at (xx)-2- X +2B (xx)- 2"X =0, (37) 

Da die Lage x eines Teilchens von der zufalligen Kraft X statistisch unab
hangig ist, verschwindet nach § 17, 6. das Schwankungsprodukt (xX). Das 
zweite Glied in (37) ist die mittlere kinetische Energie der Bewegung in der 
x-Richtung, also nach dem Gleichverteilungssatz § 35, 6. gleich 1/2 . k T. Setzen 
wir zur Abkiirzung (-.) 

x x = y (38) 
1 Vgl. Exp.-Physik", § 32. 
2 "Ober die Methoden zur Beobachtung und Messung der BROWNschen Bewe

gung, vgl. "Exp.-Physik", § 55. 
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und vertauschen im ersten Glied von (37) die Reihenfolge der Operationen Mittel. 
wertsbildung und zeitliche Ableitung (was allerdings nicht vollkommen korrekt 
ist), dann ergibt sich fur y die folgende Differentialgleichung 

'In . 1 1 
-2 Y + 2B Y=-f k T, (39) 

Die Losung von (39) unter der Anfangsbedingung x = 0 fUr t = 0, also y = 0 
fUr t = 0 lautet ( ___ 1_ t ) 

y=kTB 1-e mB , (40) 

wovon man sich durch Einsetzen in (39) ohne weiteres uberzeugen kann. 
Fur Zeiten, die groB sind gegen mB (und das sind tatsachlich alle durch die 

Beobachtung erfaBbaren Zeiten fUr mikroskopisch sichtbare Teilchen in Gasen 
und Flussigkeiten), ist die e-Potenz in (40) gegen Eins zu vernachlassigen und es 
gilt daher mit Benutzung von (38), wenn wir wieder Mittelwertsbildung und zeit
liche Ableitung in ihrer Reihenfolge vertauschen 

_ (~') _ 1 rr-( 2) _ 1 d (-:2) _ k T B Y - x x --f dt x - 2: 7iT x - .. (41) 

Aus (41) schlieBlich folgt nach einmaliger Integration mit Berucksichtigung der 
Anfangsbedingung 

(42) 

Die Formel (42) ist das oben erwahnte EINSTEINSche Grundgesetz der BROWN
schen Bewegung. Es sagt aus, daB das im Mittel uber viele gleichartige Teilchen 
oder, was auf· dasselbe hinauslauft, im Mittel uber viele gleichartige Versuche an 
einem und demselben Teilchen gebildete Verschiebungsquadrat in der Zeit t 
zu t proportional ist und daB der Proportionalitatsfaktor in einfacher Weise mit 
der BOLTZMANNschen Konstanten k, der absoluten Temperatur T und der hydro
dynamischen Beweglichkeit B des Teilchens zusammenhangt. FUr kugelformige 
Teilchen ist fUr B aus dem STOKEsschen Gesetz (21) § 27 einzusetzen. Da die 
Giiltigkeit der EINSTEINSchen Formel durch die Untersuchungen zahlreicher 
Forscher vollkommen sichergestellt ist1, bietet die Messung der BRoWNschen 
Bewegung ein einfaches und direktes Hilfsmittel zur Bestimmung der 
LOSOHMIDTSchen Zahl No, weil alle anderen in (42) eingehenden GroBen leicht 
meBbar sind. Es ergibt sich so wieder der in § 38, 3. angefiihrte Zahlenwert. 

Die BRoWNsche Bewegung spielt fUr die Teilchen einer kolloiden Losung die 
gleiche Rolle wie die Warmebewegung fur die Molekille. Sie bewirkt daher auch 
das Zustandekommen der Diffusion in einer Losung, in der die Konzentration 
vom Orte abhangt. Den engen Zusammenhang zwischen der Diffusionstheorie 
und der oben entwickelten Theorie der BRoWNschen Bewegung kann man durch 
die folgende Uberlegung vor Augen fUhren. 

Wir gehen, wie unter § 34, 6, a) von einer Anfangsverteilung der Konzen· 
tration in einer Losung aus, bei der die Konzentration uberall in der Losung gleich 
Null und nur in einer schmalen Schich t von der Dicke 6 um die Ebene x = 0 von 
Null verschieden und gleich Co sein moge. Die Diffusionstheorie ergibt dann fUr 
die Konzentrationsverteilung zu einer spateren Zeit t die Formel (33) § 34. Wir 
konnen diese Formel statistisch deuten, indem wir die Masse geloster Substanz 
c (x, t) dx in einer Schicht zwischen x und x + d x zur Zeit t als das Produkt aus 
der Gesamtmasse Co 6 und der relativen Haufigkeit ro (x, t) d x ansehen, mit der 

1 V gl. "Exp .. Physik", § 55. 
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die Teilchen in der Zeit t eine Verschiebung zwischen x und x + d x erlitten haben. 
Es gilt daher x' 

\t) (x, t) d x = C (x, t~d x = I . e - 4Dt d x. (43) 
Co 2 VnDt 

Die GroBe \t) (x, t) dx ist offenbar die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Ver
schiebung eines beliebig herausgegriffenen Teilchens nach einer Zeit t einen 
~Betrag zwischen x und x + dx besitzt. Sie hat, wie man sieht, die Gestalt der 
GAussschen Wahrscheinlichkeitsfunktion (12) § 17, worin man h2 durch 1j4Dt 
zu ersetzen hat. Wir konnen daher mit Benutzung der Formel (23) § 17 sofort 
das mittlere Verschiebungsquadrat x2 zur Zeit t ausrechnen und erhalten 

x2 = 2 Dt. (44) 

Setzt man in (44) den Ausdruck (12) § 34 ein, so ergibt sich wieder genau die 
EINSTEINSche Formel (42). Diese Ubereinstimmung beweist, daB die Diffusion 
in einer LOsung in der Tat durch die BRoWNsche Bewegung der Teilchen zustande 
kommt und daB die Gesetze der Diffusion in LOsungen auf die der BROWNschen 
Bewegung zurUckgefiihrt werden konnen, wie oben behauptet wurde. 

§ 40. Statistische Theorie der Festkorper. 
1. Kennzeichnung der Festkiirper vom Standpunkte der Molekulartheorie. Der 

Anblick der Abb. 77, die den Verlauf der potentiellen Energie infolge der Krii.fte 
zwischen zwei Molekiilen als Funktion ihrer Distanz R wiedergibt, laBt erkennen, 
daB in einem bestimmten Abstande Ro die potentielle Energie ein Minimum hat, 
daB also in diesem Abstande die Molekiile sich im stabilen Gleichgewichte be
finden. Man kann so verstehen, daB ein System von Molekiilen bei einer bestimm
ten Anordnung derselben und bestimmten Abstanden zwischen ihnen, sich im 
stabilen Gleichgewicht befindet, sofern die Molekiile keine kinetiscJie Energie 
besitzen. Wie bereits in § 22, 1. erortert wurde, befindet sich dann der aus 
diesen Molekiilen aufgebaute Korper im festen Aggregatzustande. 

Erteilt man den beiden oben betrachteten Molekiilen eine kinetische Energie, 
so werden sie um die Gleichgewichtsentfernung Ro Schwingungen ausfiihren, 
solange die kinetische Energie kleiner ist als die Arbeit Uo, die notig ist, 
um die Molekiile aus der Ruhelage in unendlich groBe Entfernung zu brmgen. 
In einem festen Korper, in dem ja die Molekiile bei jeder Temperatur eine 
bestimmte kinetische Energie haben, besteht, wie man aus dieser Betrachtung 
ersieht, die Warmebewegung in einer Schwingung der Molekiile um ihre Ruhe-
1agen im Gefiige des Korpers (der Gitterpunkte im Kristallgitter), so lange diese 
kinetische Energie kleiner ist als die zur vollkommenen Auflosung des Gefiiges 
notwendige Arbeit. Bei allmahlicher Steigerung der Temperatur und damit 
der kinetischen Energie wird also der feste Korper schlieBlich in einen anderen 
Aggregatzustand, den fliissigen oder den gasformigen iibergehen, er wird ,,8chmel
zen" bzw. "sublimieren". Die Energie N . Uo entspricht offenbar der "Schmelz"
bzw. der "Sublimationswiirme" des Korpers1. 

Die statistische Theorie der Festkorper hat die Aufgabe, auf Grund dieser 
molekulartheoretischen Vorstellungen die thermodynamischen Eigenschaften 
dieser Korper unter Zuhilfenahme der allgemeinen Satze der statistischen Mecha
nik abzuleiten. 

2. Innere Energie und spezifische Wirme der Festkorper. Um die innere Energie 
des Festkorpers im Sinne der Thermodynamik zu berechnen, konnen wir ihn nach 
dem Vorgange von DEBYE, wie im Kapitel VIII, als elastisches Kontinuum auf-

1 Vgl. "Exp.-Physik", §§ 42 und 46. 
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fassen. In einem solchen pflanzt sich, wie wir aus den Entwicklungen von § 24, 4. 
wissen, eine kleine Storung in der Form von Wellen, und zwar von Longitudinal
oder Transversalwellen aus, deren Geschwindigkeit durch die Ausdriicke (18) § 24 
bzw. (21) § 24 gegeben sind. In einem von bestimmten Flachen begrenzten Korper 
entstehen also beim Vorhandensein irgendeiner Storung stehende, elastische 
Longitudinal- und Transversalwellen. Wie man die diesen stehenden Wellen 
entsprechenden Eigenfunktionen und Eigenfrequenzen bei gegebener Gestalt 
des Korpers als Losungen des Randwertproblems der Wellengleichung finden 
kann, haben wir in § 13, 3. allgemein besprochen. 

Der Grundgedanke del' DEBYEschen TheOlie besteht nun darin, den in einer 
Eigenschwingung schwingenden Korper als harmonischen Oszillator aufzufassen 
(was offenbar gestattet ist, solange die Amplituden geniigend klein sind). Die 
Warmebewegung der Molekiile wird in der Kontinuumtheorie durch eine unregel
mii.Bige Schwingungsbewegung des elastischen Korpers ersetzt, die wir nach dem 
FouRIERschen Satz als Superposition aller moglichen Eigenschwingungen be
schreiben konnen. Der in Warmebewegung befindliche feste Korper ist also einem 
System von so viel harmonischen Oszillatoren aquivalent, als es in ihm von
einander verschiedene Eigenfunktionen gibt. Da jeder harmonische Oszillator 
nach § 35,7. a) die mittlere Energie (31) § 35 hat, so ergibt sich del' gesamte von 
der Temperatur abhangige Anteil der inneren Energie durch Summation dieser 
Ausdriicke iiber aIle Eigenschwingungen. 

Wir nehmen an, daB der betrachtete Korper ein Parallelepiped von den Kanten
langen 11, 12 , 13 sei. Fiir diesen Fall haben wir die Aufgabe, samtliche Eigenfunk
tionen und Eigenfrequenzen zu berechnen, bereits in § 13, 4. ge16st. Nach 

Gleichung (22) daselbst miissen aIle Eigenfrequenzen v = ;on der Gleichung 

(!'2)2 + (~)2 + (~)2 = 4~2 (1) 
\ l1 l2 l3 c 

geniigen, worin n 1, n2, n3 beliebige ganze und positive Zahlen sind. 
Deuten wir nv n2, n3 als Koordinaten von "Gitterpunkten" in einem drei

dimensionalen Raum, dannstellt die Beziehung (1) die Gleichung eines Ellipsoides 
mit den Achsen 2 v II 2 V l2 2 V l3 

a1 = --c-' a2 = -c- , a3 = -c- (2) 

in diesem Raume dar. 
Aile Eigenfrequenzen, die kleiner sind als ein vorgegebenes v, gehoren zu Gitter

punkten im Innern dieses Ellipsoides. Da sich in der Volumeneinheit gerade je 
ein Gitterpunkt befindet und da wegen der Beschrankung auf positive n nul' die 
Gitterpunkte im positiven Oktanten in Betracht kommen, ist die gesuchte Zahl Z 
der Eigenfrequenzen, die kleiner sind als v, gleich dem Volumen dieses Oktanten 
oder gleich einem Achtel des Volumens des ganzen Ellipsoids: 

(3) 

In einem "infinitesimalen" Frequenzbereich der Breite dv- in dem aber noch 
viele Eigenfrequenzen liegen mogen, was bei geniigend groBem v stets zu er
zielen ist -liege eine Anzahl dZ von Eigenschwingungen, die man durch Differen-

tiation von (3) zu d Z = 4 :t 1112 13 dv (4) 

berechnet. Da 11 , 12 . 13 das V olumen des Parallelepipeds ist, so ergibt dies die 
Anzahl 4nv2 

dz = --3- dv (5) 
c 

von Eigenschwingungen pro V olumelleinheit. 
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Die erhaltene Formel (5) gilt zunachst nur fiir den Fall, daB, .wie es in den 
Entwicklungen in § 13, 4. angenommen war, der Wellenzustand durch eine 
einzige skalare Wellenfunktion 'ljJ gegeben ist. Dies trifft in der Tat bei Longi
tudinalwellen zu. Bei Transversalwellen jedoch ist zur Festlegung des Wellen
zustandes die Angabe von zwei Wellenfunktionen erforderlich, namlich der 
Elongationen in zwei aufeinander und auf der Fortpflanzungsrichtung senkrechten 
Richtungen. Dieser Umstand bewirkt, daB die Anzahl der Eigenschwingungen 
fiir Transversalwellen genau doppelt so groB wird wie fiir Longitudinalwellen, 
d. h. daB die rechte Seite der Formel (5) mit dem Faktor 2 zu versehen ist. 

In einem festen Korper gibt es, wie bereits oben erwahnt wurde, sowohl 
Longitudinal- als auch Transversalwellen. Nennen wir Cz die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der ersteren, ct die der letzteren, so folgt gemaB (5) und dem 
eben Gesagten fiir die Gesamtzahl der Eigenschwingungen zwischen P und P + d P 

im V olumen v: 
(6} 

Ware der Korper wirklich ein Kontinuum, so ware die Gesamtzahl der mog
lichen Eigenschwingungen natiirlich unendlich groB. Vom molekularen Stand
punkt betrachtet gibt es jedoch nur eine endliche Anzahl vOli linearen Eigen
schwingungen. Da namlich jedes Molekiil (bzw. Atom) nach drei Richtungen 
im Raume lineare Schwingungen um seine Gleichgewichtslage im Gitter aus
fiihren kann, sind im Mol bloB 3 No Eigenschwingungen moglich. Die Maximal
frequenz Pm, mit der das "Spektrum" der Eigenschwingungen nach oben begrenit 
ist, erhalten wir also aus der folgenden Gleichung, die durch Integration nach P 

von Null bis 3 No aus (6) hervorgeht: 

(7) 

Multiplizieren wir den Ausdruck (6) mit dem Ausdruck (31) § 35 fiir die mitt
lere Energie des harmonischen Oszillators und integrieren von Null bis Pm' so 
ergibt sich fiir den von der Temperatur abhangigen Bestandteil der mneren 
Energie pro Mol 

u = v''r4 n p2 dv (~l~ + ~2~) --=~h~jJ_ + f (v). 
J cz3 ct3 ~ 
o ekT_l 

Fiihren wir als neue Integrationsveranderliche in (8) die GroBe 

hv 
x=kT 

ein, dann ergibt sich aus (8) mit Benutzung von (7) 

Fiihren wir schlieBlich statt Pm die GroBe 

(8) 

(9) 

(10) 

(II) 
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von der Dimension einer Temperatur, die "DEBYEsche charakter,istische Tem
perat1lr" des Korpers, und die transzendente Funktion 

1/!! 
\ x 3 dx 

cp(y) = 3 J e"'-l .y3 
o 

ein, dann kann man (10) sehlieBlieh auf die folgende Gestalt bringen: 

u = 3 RT . cp (!) + t (v). 

(12) 

(13) 

Der Verlauf der Funktion cp (y) laBt sieh leieht diskutieren. Fiir kleine Werte 
von y kalID man die Integration in (12) ohne merkliehen Fehler von Null bis Un
endlieh erstreeken und findet hierfur unter Benutzung einer bekannten Summen
formel 

a'J rn IX) IX) 00 

= ,,\ x3 e-tt .T d x = "'V ~ \ g3 e-~ d g = 6. "\' ~ = 6 . ~ = ~4_. 
~ J ~ n' J ~ n 4 90 15 
n=1 0 n=l 0 n=l 

Fur kleine Werte von y gilt also 
;)1;4 cp(y) = __ y3 
5 

y« 1. (14) 

Fur groBe Werte von y ist im Integranden von (12) x stets klein, man findet 
also dureh Entwiekeln der e-Potenz daselbst 

1/!! l/y 1/!! 

~ ;3~~ = ~ xx:~~. ~ ~ x 2 dx = 31
y3' 

o 0 0 
daher lim cp (y) = 1. (15) 

Fur u (T) ergibt sieh naeh (15) fUr Temperaturen, die groB gegen die eharak
teristisehe Temperatur e sind, 

u (T) = 3 R T + t (v) 

und daraus fur die spezifisehe Warme pro Mol 

0_ du(T) - 3R 
Cv - dT -

T»e 

T»e. 

(16) 

(17) 

Das Gesetz (17), das ausdruekt, daB fUr genugend hohe Temperaturen die "Atom
warme" aller festen Korper den Wert 3 R im meehanisehen, also den Wert 5,96 
Kalorien im thermisehen MaB haben soIl, heillt das "DULONG-PETITsche Gesetz". 
Es ist fur die meisten Elemente bei Zimmertemperatur sehr gut bestatigtl, was 
darauf beruht, daB bei diesen Substanzen e, wie man dureh Bereehnung aus 
der Formel (11) zeigen kann, klein ist. 

Das DULoNG-PETITsehe Gesetz kann aueh aus einer sehr viel einfaeheren 
Betraehtung gewonnen werden. FaBt man namlieh wie oben die Warmebewegung 
des Korpers als Sehwingung von 3 No linearen, harmonisehen Oszillatoren auf und 
berueksiehtigt, daB fUr hohe Temperaturen naeh (32) § 35 auf jeden Oszillator im 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 44. 
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Mittel die kinetische Energie k T entfiillt, so ergibt sich als Gesamtenergie pro 
}lIol 3 NokT = 3 RT, also in der Tat fur die Atomwarme der Wert 3 R. 

Fur sehr tiefe Temperaturen wird nach (13) und (14) 
3:n;4 T4' 

u(T) = -fj-R. (93 + I(v) (18) 

und daher 12 :n;4 1 3 0 ( T)3 c" = -5-R· (93 • T = c" . 77,9 (9 • (19) 

Die spezifische Warme geht also mit der dritten Potenz del' absoluten Tempe
ratur gegen Null. Auch die GesetzmaBigkeit (19) wird durch die Erfahrung be
friedigend bestatigtl. 

O(j;) 
to 

Fur beliebige Temperaturen gilt nach (13) und (17) 

1,0 1,Z 

Abb. 95. 

(20) 

worin als neue transzendente Funktion die "DEB YE
sche F~lnktion" 

D (y) = <p (y) + y . <p' (y) (21) 

eingefUhrt ist. Der Verlauf dieser Funktion, del" 
Rich aus den Formeln (21) und (12) numerisch aus
werten laBt, ist in der Abb. 95 gezeichnet. Hieraus 
kann man mittels der Formel (20) bei gegebenem 
.g, das sich aus (11) berechnen laBt, die spezifische 
Warme fUr aile Temperaturen ausrechnen. Auch 
hier ist die Ubereinstimmung mit entsprechenden 
Messungsresultaten sehr gutl. 

3; Spezifische .Warme und Warmeleitung del' Metalle. Zur Erklarung der 
elektrischen Leitfiihigkeit nehmen wir, wie in § 54, 1. noch naher ausgefuhrt werden 
wird, an, daB sich im Innern der Metalle "freie Elektronen" befinden, die 
sich zwischen den Metallatomen bewegen ki::innen und deren Austreten aus 
dem Metall durch Krafte verhindert wird. Es ist zu vermuten, daB diesem "Elek
tronengas" ebenso wie einem Molektilgas eine innere Energie zukommt und daB 
es daher einen Beitrag zur spezifischen Warme des Metalles liefern muBte, daB 
ferner in ihm eine Warmeleitung erfolgen kann, so daB die gute Warmeleitfiihig
keit der Metalle auf die Anwesenheit des Elektronengases in ihnen zuruckzu
fUhren ware. 

In § 38,7. zeigten wir, daB das Elektronengas der Metalle sich bei nor
malen Temperaturen wie ein im Sinne der FERlHI-DIRACSchen Statistik entartetes 
Gas verhalt. Nehmen wir an, daB jedes Atom im Metall ein Elektron zu dem 
Elektronengas beisteuert, dann ist in einem Mol des Metalles auch ein "Mol" 
Elektronengas enthalten. Der Beitrag zur spezifischen Warme pro Mol durch das 
Elektronengas betragt also nach Formel (47) § 38 

(22) 

Nehmen wir an, daB fUr das Metall bei normalen Temperaturen das DULONG
PETITsche Gesetz gelte, der Beitrag der Metallatome zur spezifischen Warme 
also nach (17) gleich 3 R sei, dann macht c,,*, da der zweite Faktor in (22) fUr 
das Elektronengas bei normalen Temperaturen nur etwa 0,01 betragt, gri::iBen
ordnungsmaBig bloB einige Promille des DULONG-PETITschen Wertes aus, ist 
also, im Einklange mit der Erfahrung, vollkommen zu vernachlassigen. 

1 VgI. "Exp.-Physik", § 44. 
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Die Warmeleitfahigkeit der Nichtmetalle ist erfahrungsgemaB sehr kleinl 

und beruht darauf, daB die im Verlaufe ihrer Warmebewegung um ihre Gleich
gewichtslagen schwingenden Molekiile infolge ihrer gegenseitigen Koppelung 
durch die Molekularkrafte aufeinander kinetische Energie iibertragen, so daB 
diese von einer Stelle des Korpers zur anderen transt>ortiert wird. Von einer 
theoretischen Behandlung dieser Erscheinungen im Rahmen dieses Lehrbuches 
wollen wir absehen und uns auf die Warmeleitung der Metalle allein beschranken, 
die sehr viel woBer ist als die der Nichtmetalle, was wir entsprechend der oben 
angestellten Uberlegung auf die Warmeleitung durch das Elektronengas zuriick
fiihren. 

Die Ableitungen der Formeln (28) bis (30) § 39 fiir die Warmeleitung durch 
ein Molekiilgas konnen offenbar, da darin von der MAxwELLSchen Geschwindig
keitsverteilung kein Gebrauch gemacht wird, auch auf das entartete Elektronen
gas iibertragen werden, so daB die Gleichung (29) § 39, die das Grundgesetz der 
Warmeleitung ausspricht, auch fiir ein festes Metall in Giiltigkeit bleibt, wie es 
die Erfahrung lehrt1• Die Warmeleitfahigkeit" des Metalles erhalten wir aus der 
Formel (30) § 39, wenn wir darin ec" durch die auf die Volumeneinheit bezogene 
spezifische Warme ersetzen, die aus c,,* durch Multiplikation mit niNo hervor
geht, wenn n die Anzahl der freien Elektronen pro V olumeneinheit bedeutet: 

c .lne,,* ,,= 3N . 
o 

(23) 

Um die GroBe c, die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen, zu berechnen, 
beriicksichtigen wir, daB die gesamte kinetische Energie eines Mois des Elek
tronengases, also von No Elektronen nach (46) § 38 fiir starke Entartung, wo wir 
uns auf das erste Glied in der eckigen Klammer beschranken konnen, gleich ist 
3/5. 'I]No, daher die mittlere kinetische Energie eines Elektrons gleich 

me2 3 
-2-=5'1]· (24) 

Wir machen im Zahlenfaktor des Resultates nur einen kleinen Fehler, wenn wir c 
durch V& ersetzen, also gemaB (24) setzen 

-C-V6 1] - Q m' (25) 

Die mittlere freie Weglange l des Elektronengases ist nicht, Wle ill einem 
Molekiilgas, durch die ZusammenstoBe zwischen den Elektronen selbst bedingt, 
sondern durch die ZusammenstOBe der Elektronen mit den Metallatomen. Sie ist 
daher fiir jedes Metall eine charakteristische Konstante von der GroBenordnung 
der Abstande der Atome im Kristallgitter. Wir nennen sie l*. 

Aus (23) ergibt sich nun mit Benutzung von (22) und (25) sowie (42) § 38 
fiir die Warmeleitfahigkeit des Metalles die Formel2 

" = V 6 1] • l* n . ~ R n 2 
• ~~- = n 2 V 3 . l* n k 2 T I 

5 m 3No 2 3 1] 3 10 Vm1] (26) 

4l* k2 n'J.jS 
~--k-·T. 

4. Das Ausdehnungsgesetz. Wie bereits unter 2. erwahnt wurde, kann man die 
Molekiile des festen Korpers bei ihrer Warmebewegung in erster Naherung als 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 50. 
2 Inwieweit die aus dieser Formel berechneten Werte von" mit den gemessenen 

ubereinstimmen, wird in "Exp .. Physik", § 50, diskutiert. 
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lineare Oszillatoren ansehen. Dies beruht darauf, daB man in der Umgebung des 
Normalabstandes Ro die Kurve der Abb. 77, S.204, durch eine Parabel approxi
mieren, die Energie also als quadratische Funktion von R - Ro ansetzen kann, wie 
es bei einer harmonischen Bewegung gemaB Formel (15) § 19 in der Tat der Fall ist. 
Ware dieser Ansatz streng richtig, dann wiirde eine VergroBerung der kinetischen 
Energie, d. h. eine Erhohung der Temperatur, bloB eine VergroBerung der Ampli
tude der Schwingungen hervorrufen, ohne daB die mittlere Distanz der Molekiile 
sich verandern wurde. Die tatsachlich beobachtete Ausdehnung der Korper mit 
der Temperaturerhohung ware also unverstandlich. Um von dieser Ausdehnung 
Rechenschaft zu geben, mussen wir auch die hoheren Glieder in der Entwicklung 
der potentiellen Energie der Molekiilschwingungen nach (R - Ro) beriicksichtigen. 

In der Sprache der Kontinuummechanik entspricht dem eben besprochenen 
Naherungsansatz fur die potentielle Energie der Molekule der in der Elastizitats
theorie in § 22, 2. verwendete Ansatz fiir die Energiedichte $ eines elastischen 
Korpers als quadratische Funktion der VerzerrungsgroBen, der zum HOOKEsschen 
Gesetz der Elastizitatstheorie fiihrte. Aus der Erfahrung ist bekannt, daB das 
HOOKEssche Gesetz nur in erster Naherung gultig isti . Wir werden daher ver
muten, daB die Warmeausdehnung der festen Korper mit diesen Abweichungen 
vom HOOKEsschen Gesetz im Zusammenhange steht. 

Zum Zwecke der Ableitung der GesetzmaBigkeit gehen wir von der Betrach
tung der Kompression eines homogenen und isotropen Korpers aus, die der 
Formel (11) § 23 genugt. Die bei einer Volumenanderung !5 V von dem Korper 
mit dem Volumen V geleistete Arbeit ist nach Formel (12) § 32 bei allseitig wir
kendem und konstantem Druck p gleich p!5 V. Wir erhalten daher fur die der 
Volumenanderung !5 V entsprechende Energiedichte in der ersten Naherung 

$o=_P~V =~c~.;r, (27) 

worin C die Kompressibilitat ist. 
Wir konnen nun von hier zu einer zweiten Naherung ubergehen, indem wir 

auf der rechten Seite von (27) ein Glied mit (15 .;r hinzufugen und schreiben: 

$ = ~ ( 15'; r (l-a 15';). (28) 

Die Konstante a setzen wir hierin posit~v an, da aus derBetrachtung der Abb. 77, 
S.204, folgt, daB die potentielle Energie zweier Molekule bei einer Annaherung 
starker ansteigt als bei einer gleich groBen Entfernung; in unsere Sprache iiber
tragen heiBt das, daB die. Energieanderung $ bei einer Volumenverminderung 
groBer ist als bei einer VolumenvergroBerung. 

Da a~V « 1 ist, konnen wir statt (28) auch setzen 

(i~)2 
$=~ V 

o l+a(t5J) 
oder (!5 V)2 -'- a $ C V . !5 V -$ . C V2 = O. (29) 

Die in !5 V quadratische Gleichung (29) hat fur jedes gegebene $ zwei Wurzeln 
!5 VI und !5 V2. V + !5 VI und V + !5 V2 bedeuten dann die Volumina, die der 
Korper bei der Energieanderung $ im Faile einer Dilatation bzw. einer Kom
pression annehmen wiirde. Bei der ungeordneten Warmebewegung der Molekule 
entspricht einer mittleren Energieanderung !5U = V . if) offenbar das arith-

1 Vgl. "Exp.-Physik", §§ 19 und 20. 
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metische Mittel der beiden Volumenanderungen ~ Vl und ~ Va, also die Volumen-
anderung - dV +dV 

~ V = 1 2 s • (30) 

In der quadratischen Gleichung (29) ist der Koeffizient des linearen Gliedes 
bekanntlich gleich - (~Vl + ~ Va); fiir ~ V folgt also gemaB (29) und (30) 

(31) 

Bei der sehr geringen Abweichung vom harmonischen Oharakter der Molekiil
schwingungen konnen wir ebenso wie fiir die harmonische Bewegung die mittlere 
kinetische Energie gleich der mittleren potentiellen Energie setzen [vgl. § 35, 7. a)] 
und daher ~U glefchsetzen der Auderung der Warmeenergie bei einer Erhohung der 
Temperatur des Korpers um ~ T bei konstantem Druck, also nach der Definition 
(1) § 33 der spezifischen Warme bei konstantem Druck: 

~U = c2J ~ T . e V. (32) 
Aus (31) und (32) folgt 

d V _ a a (! C2J ~ T - ~ T V - 2 ·u -IX.u • (33) 

Die Gleichung (33) stellt das gesuchte Volumenausdehnungsgesetz der Fest
korper dar, das aussagt, daB die relative VolumenvergroBerung zu der Tempe
raturanderung proportional istl. IX ist nach der Definition (5) § 32 der ,,(kubische) 
Ausdehnungskoelfizient" des Korpers. Er verschwindet, wie man sieht, wenn die 
Abweichung vom HooKEsschen Gesetz verschwindet, wenn also a = 0 ist. 

Da die spezifische Warme gemaB der Gleichung (19) bei Annaherung an .den 
absoluten Nullpunkt gegen Null geht, nimmt auch der Ausdehnungskoeffizient 
mit abnehmender Temperatur ab und verschwindet bei T = O. Diese Folgerung 
aus der Theorie steht mit dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik im Ein
klange, der uns zu der Forderung (52) § 33 gefiihrt hatte. Da sich a, 0 und e nur 
wenig mit der Temperatur andern, solI ferner der Verlauf der Funktion IX (T) 
annahernd dem von c2J (T) bei tiefen Temperaturen entsprechen; auch diese 
Folgerung aus der Theorie ist bei den meisten Stoffen recht gut erfiillt und unter 
dem Namen "GRUNEISENscker Satz" bekannta• 

Vierzehn tes Kapitel. 

Magneto- und Elektrostatik. 
§ 41. Magnetostatik. 

1. Grundlegende Begriffe und Definitionen. In diesem Paragraphen solI die 
Theorie der Kraftwirkung von ruhenden, "permanenten Magneten" aufeinander 
und auf nichtmagnetische Korper nach den in § 2, 2. kurz dargelegten Prinzipien 
der Kontinuumphysik entwickelt werden. Nach dem Vorgang von FARADAY 
und MAxwELL sehen wir den Raum, der einen magnetischen Korper umgibt, als 
ein "magnetiscMs Kraftfeld" an, das seinerseits wieder auf Magnete, die sich in 
ihm befinden, Krafte ausiibt. Der Schauplatz der magnetischen Erscheinungen 
ist das magnetische Feld. Zur Aufstellung der GesetzmaBigkeiten des magneto-

1 Dieses Gesetz ist bei den meisten Festkorpern recht gensu erfiillt, wie sioh 
duroh entspreohende Messungen naohweisen liiJ3t; vgl. "Exp.-Physik", § 40. 

2 V gl. "Exp.-Physik", §§ 40 und 42. 

Fiirth, Theor. Physik. 19 
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statischen Feldes entnehmen wir dem Erfahrungsschatz des Experimental
physikers die folgenden Tatsachenl . 

Ein System magnetischer Korper erweist sich bei geniigend langsamer Be
wegung derselben gegeneinander stets als konservatives System im Sinne der 
l\fechanik materieller Korper (§ 18,4.). l\£iBt man daher ein magnetisches Feld 
durch die Kraftwirkung auf einen geeigneten "Probekorper" aus, so laBt es sich 
durch die Angabe der potentiellen Energie dffs Probekorpers in 'jedem seiner 
Punkte beschreiben. Es existiert also eine skalare Potentialfunktion 'ljJ, aus der 
sich der Feldvektor ableiten laBt. Das Magnetfeld ruhender Magnete ist demnach 
nach § 6,2. stets wirbelfrei. Seine Quellen nennen wir "Magnetpole". 

Wahlt man als Probekorper einen in geeigneter Weise definierten "EinheiW
pol", dann kann das Magnetfeld durch die auf den Einheitspol ausgeiibte Kraft, 
die "magnetische Feldstiirke" beschrieben werden, die wir im folgenden mit Sj 
bezeichnen wollen. Das Vektorfeld Sj ist nach dem oben Gesagten stets wirbelfrei, 
geniigt also der Gleichung rot Sj = o. (1) 

Definiert man wie iiblich die Starke eines Magnetpols oder kurz die "Pol
starke" 11, durch den Betrag der Kraft, die in einem Punkt des Feldes mit der 
Feldstarke Eins auf ihn ausgeiibt wird, dann gilt fiir die Kraft l, die in einem 
Punkte mit der Feldstarke Sj auf einen Pol von der Starke 11, ausgeiibt wird, die 
Gleichung f = 11, Sj. (2) 

11, kann entweder positiv oder negativ sein. 1m ersten FaIle nennen wir den Pbl 
einen "N ordpol", im zweiten Fall einen "Siidpol". 

Fiir die Kraftwirkung zwischen zwei Polen von den Starken hi und ~, die 
sich im leeren Raum in der Entfernung r gegeniiberstehen, gilt das "COULoMBsche 
Ge8etz", das aussagt, daB der Betrag der Kraft gleich ist 

If I = hlh2 (3) 
I 1,2 

und die Richtung von t mit der Richtung der Verbindungslinie der Pole zusammen
fallt. Nennen wir Sjl die von dem Pol 11,1 erzeugte Feldstarke, dann ist nach (2) 
und (3) h 

ISjll = r! (4) 

und die Richtung von Sjl faUt mit der Richtung des von 11,1 gezogenen Radius
vektors zusammen. 

Der Vergleich der FormeIn (4) und (1) § 7 lehrt, daB Sjl in der Tat ein wirbel
freies, von einem einzigen Quellpunkt mit der Ergiebigkeit 4 nhl erzeugtes 
Vektorfeld ist. Analog kann man natiirlich das Gesetz (3) auch als Wirkung des 
von dem Quellpunkt mit der Ergiebigkeit 4 nh2 erzeugten Kraftfeldes Sj2 auf den 
Pol von der Starke 11,1 deuten. Die Polstarke eines l\fagnetpols miBt also nicht 
nur die GroBe der Kraft, die in einem gegebenen Kraftfelde auf ihn ausgeiibt 
wird, sie ist auch gleichzeitig ein MaB fiir das von dem Magnetpol erzeugte Feld. 

Ein Magnetpol laBt sich, wie wir unter 2. noch zeigen werden, annahernd 
durch die Herstellung eines sehr diinnen Magnetstabes realisieren. Es zeigt sich, 
daB dabei stets an beiden Enden des Stabes Pole von gleicher Starke und mit 
entgegengesetztem V orzeichen entstehen; er bildet also nach der Bezeichnungs
weise von § 7,2. ein Quellenpaar, das wir im vorliegenden FaIle einen "magneti-

1 Was die experimenteUe Begriindung dieser Tatsachen betrifft, sei auf "Exp.
Physik", § 57, verwiesen. 
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schen Dipol" nennen wollen. Sein Moment nt hangt mit del' Polstarke h und mit 
der Lange l des Magneten durch die folgende Formel zusammen: 

Iml = hl. (5) 

Ein beliebig gestalteter Magnet kann vom makroskopischen Standpunkte 
stets als System unendlich vieler und unendlich kleiner magnetischer Dipole 
aufgefaBt werden. Nach § 7, 5. bildet er also ein System raumlich kontinuierlich 
verteilter Doppelquellen Ulld kann durch die Angabe eines Vektorfeldes m, der 
"magnetischen Polarisation" oder kurz der ~,Magnetisierung" beschrieben werden. 
1st m im Innern eines Korpers uberall konstant, dann nennen wir den Korper 
"homogen magnetisiert". 

Wir definieren schlieBlich als "magnetischen KraftflufJ" iI durch eine auf einer 
geschlossenen Kurve S aufgespannte Flache F das Integral 

if = I } Hn d F. (6) 

Denken wir uns auf der gleichen Berandung S zwei verschiedene Flachen F 1 und 
F2 aufgespannt, derart, daB in dem von Fl und F2 begrenzten Raumteil keine 
Pole enthalten sind, dann ist offenbar, da dieser Raumteil quellenfrei ist, der 
KraftfluB durch Fl und F2 gleich groB und nur durch die Randkurve S bestimmt. 

In der ublichen graphischen Darstellung magnetischer Kraftfelder durch die 
"Kraftlinien" richtet man es meistens so ein, daB die Anzahl der eine Flache 
durchsetzenden Kraftlinien numerisch gleich ist der GroBe des Kraftflusses durch 
diese Flache. " 

2. Berechnung des Feldes permanenter Magnete. Nach dem unter 1. Gesagten 
ist das Feld eines permanenten Magneten oder eines Systems permanenter Magnete 
im leeren AuBenraum durch die Angabe des Magnetisierungsvektors m in ihrem 
Innern bestimmt. Nach § 7,5. kann man daher die Magnete durch ein System 
von raumlich und flachenhaft verteilten Quellen, d. h. von Polen ersetzen. Die 
raumliche Dichte oder "Polstiirke pro Volumeneinheit" betragt hierbei nach 
Formel (20) § 7 (!p = _ divm. (7) 

In einem homogen magnetisierten Korper, wo m raumlich konstant ist, ist daher 
(!p = O. Ein inhomogen magnetisierter Korper enthalt dagegen raumlich ver
teilte Pole in seinem Innern. 

Die Dichte wp der flachenhaften Quellen oder "Polstarke pro Flacheneinheit" 
betragt nach (21) § 7 Wp = - (Mn• + Mn.). (8) 

Solche Polflachen mussen insbesondere an der Trennungsflache verschieden 
magnetisierter Korper und an der Oberflache eines Magneten auftreten, woselbst 
die Polstarke pro Flacheneinheit gleich der Normalkomponente von mist. 

In einem geraden, zylindrischen Magnetstab von del' Lange lund dem Quer
schnitt q, der in der Richtung der Zylinderachse homogen mit dem "Moment M 
pro V olumeneinheit magnetisiert ist, sind die beiden Endflachen Polflachen von 
der Polstarke h = M q. 1st der Magnet genugend dUnn, so kann er daher mit 
hinreichender Genauigkeit als magnetischer Dipol behandelt werden, wie bereits 
unter 1. angedeutet wurde und wie auch die Erfahrung lehrt. Sein magnetisches 
Moment ist nach (5) gleich Iml = J.11 ql, in Ubereinstimmung mit der Tatsache, 
daB M das Moment pro Volumeneinheit und q l das V olumen des Magnetstabes ist. 

Urn sein Feld im AuBenraume zu berechnen, braucht man bloB nach Formel 
(5) § 7 das Potential 'IjJ zu berechnen 

(9) 

19* 
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worin r1 und r2 die Abstande des Aufpunktes von den beiden Polen sind. Fiir 
Distanzen r, die groB gegen die Lange l des Magneten sind, kann man die Formel 

(5) § 7 durch (6) bzw. (7) § 7 ersetzen und 
daher schreiben 

1jJ = lu:I cos (m t). (10) 
r 

Aus (9) bzw. (10) ergibt sich die Feldstarke 
+---t---t-~~QtltI~~;::-;;:--r--j-----j- nach (3) § 6 zu ~ = _ grad 1jJ. (ll) 

Abb.95. 

In der Abb. 96 sind fiir eine Reihe von 
Werren von 1jJ die Schnittlinien der Aqui. 
potentiaJflachen mit einer die Magnetacbse 
entbaltenden Ebene und die nach § 6, 2. 
dazu senkrecht stehenden Kraftlinien ge· 
zeichnetl. 

Wir wollen nun das Magnetfeld einer in der Richtung der x·Achse homogen 
magnetisierten Kugel vom Radius R berechnen. Wir bedienen uns zur Berechnung 
des Potentials der Formel (17) § 7, in der laut unserer Annahme im ganzen Innern 
der Kugel Mq:=M, M'II=M.=O 

und im AuBenraum IDl = 0 ist. Es gilt also mit Benutzung von (4) § 7 

1jJ= ~~~(IDlgradq !)dV=-IDlgradaP=-M. ~:; 
, 

(12) 

hierin ist zur Abkfirzung gesetzt 

P = ~ ~ ~ ~ dV, (13) 

worin das Integral fiber das ganze Volumen der Kugel zu erstrecken ist und r 
den Abstand des Aufpunktes vom Volumenelement d V bedeutet. 

Nach (13) § 7 ist P nichts anderes als das Potential einer mit Quellen von der 
Dichte f! = 1 eciiillten Kugel vom Radius R. Dieses Potential haben wir in 
§ 7, 8. berechnet.' Wir erhielten dort fiir das Potential im Innern der Kugel die 
Formel (38) § 7; es gilt also 

Pi = 2n (W- ~) r S R, (14) 

worin jetzt r den Abstand des Aufpunktes vom Kugelmittelpunkt bedeutet. Flir 
das Potential im AuBenraume erhielten wir die Formel (39) § 7; es gilt also 

r>R. (15) 

Aus (14)' und (12) folgt fiir das gesuchte Potential 1jJi im Innern der Kngel 
4n or 4n 

1jJi=-a-Mr7)i=TMx r<R (16) 

und hieraus nach (11) 
4n 

Hiz=-TM, Hi'll =Hiz =0 r ~ R. '(17) 

Die Feldstarke im Innern del' Kugel ist also konstant und lauft der Magneti
sierung entgegen. 

1 V gl. hierzu das entsprechende, empirisch gewonnene Kraftlinienbild in "Exp .• 
Physik", § 60. 
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FUr das Potential im AuBenraume der Kugel erhalten wir aus (15) und (12) 

f)~ 
9/1 = - ~ R3 M_r_ =.!~ R3 M·.!!.- = Iml·.!!.- = l!!!Lcos (tx). r> R. (18) 
TB 3 (} w 3 r3 r3 r2 

Nach Formel (10) ist daher das Feld im AuBenraum der Kugel einfach gleich dem 
Feld eines unendlich kurzen, im Mittelpunkte der Kugel sitzenden und in die 
Richtung der x-Achse weisenden 
Magneten von einem magnetischen 
Moment Iml, das gleich ist dem 
Volumen der Kugel mal dem Mo
ment M pro Volumeneinheit, also 
gleich dem gesamten magnetischen 
Moment der Kugel. Die Abb.97 
zeigt analog zur Abb. 96 wieder 
einen Schnitt durch die Schar der 
Aquipotentialf1.ii.chen und die Schar 
der dazu orthogonalen Kraftlinien 
im Innen- und AuBenraum1• 

3. Die Kraftwirlrong eines Mag
netfeldes auf: einen Magneten. Die 
Kraft, die ein'Feld ~ auf einen ein-

Abb. 96. 

zelnen Magnetpol ausubt, ist durch, die Gleichung (2) bestimmt. Kombiniert 
man sie mit der Gleichung (ll), so erhiilt man 

f = - a grad "I' = - grad (a "P). (19) 

Der Vergleich dieser Formel mit der Formel (31) § 18 lehrt, daB die potentielle 
Energie U eines Magnetpoles der Starke a an einer Stelle des Feldes, wo das 
Potential "P herrscht, gleich ist U = a"P. (20) 

Um die Kraftwirkung des Feldes auf einen endlichen Magneten bzw. seine 
potentielle Energie im Felde zu finden, muB man mittels der Formeln (2) bzw. 
(20) die.Summe der Krii.fte bzw. der Energien uber alIe Pole des Magneten bilden. 
Wi'r beginnen zunii.chst mit der Betrachtung eines einfachen magnetischen Di
pols. Sind "PI und "P2 die Potentiale an den Orten seines Nord- bzw. seines Sud
pols, so ist nach (20) seine potentielle Energie gleich 

U = a ("1'1 -"1'2) = al 11'1 ~V'z = Iml' 11'1 ~V'2. (21) 

FUr einen unendlich kleinen Dipol wird aus (21) im Grenzfalle l = 0 

U - I I lim 11'1 - V'z - ad - c:.. - H _0. -m. l -m.gr "I'--m.<{,!--m cos'V, (22) 

worin {} den Winkel zwischen der Richtung von ~ und der Richtung von m be
deutet. 

An einer gegebenen Stelle des Feldes ist, wie aus (22) ersichtlich ist, U ein 
Maximum ffir cos {} = ~ 1 und ein Minimum fur cos {} = 1. Der Dipol befindet 
sich also, wenn etwa sein Mittelpunkt festgehalten wird, nach § 20,1. im stabilen 
Gleichgewicht, wenn sein Moment in die Feldrichtung weist, und im labilen Gleich
gewicht, wenn es der Feldrichtung entgegen weist. LaBt man auqer Drehbe
wegungen auch TJ:anslationsbewegungen des Magneten zu, dann sieht man 
weiter, daB in der ersten Lage die potentielle Energie dort am kleinsten sein wird; 

1 S. Anm. 1, S. 292. 
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wo H am groBten ist und umgekehrt. UberlaBt man also den Magneten sich selbst, 
so wird er yom Felde stets gegen die Stelle gezogen, wo die Feldstarke absolut 
genommen am groBten ist, d. h. gegen die Pole des felderzeugenden Magneten, 
wie es der Versuch tatsachlich zeigtl. 

In einem homogenen Feld, wo die Formel (22) offenbar exakt auch fUr end
liche Dipole gilt, ist U nur von fJ, nicht aber yom Orte im Felde abhangig, die 
resultierende Kraft ~ des Feldes auf einen Magneten ist also gleich Null. Dies 
geht natiirlich auch aus der Betrachtung der Formel (2) unmittelbar hervor, da 
in diesem FaIle die Krafte auf die beiden Pole entgegengesetzt gleich sind und 
ihre Summe daher verschwindet. Das resultierende Moment (das wir hier, um 
Verwechslungen mit dem Magnetisierungsvektor IDl zu vermeiden, ausnahms
weise mit ~ bezeichnen wollen) ist, da wir es hier mit einem starren Korper zu 
tun haben, auf den keine Gesamtkraft wirkt, in bezug auf aIle Punkte des Mag
neten gleich groB. Wahlen wir als Bezugspunkt den Sudpol, dann wird nach (20) 

§ 18 und (16) § 18' ~ = t X k~ = m X ~, (23) 

worin t den yom Sudpol zum Nordpol weisenden Vektor bedeutet. Das Dreh
moment verschwindet also, wenn m und ~ die gleiche Richtung haben, was 
damit im Einklange steht, daB dies auf Grund der vorstehenden Uberlegung 
gerade die Gleichgewichtsstellung sein soIl. 

Die resultierende Kraft auf den unendlich kleinen Dipol in einem ihhomogenen 
Feld ergibt sich mit Benutzung der Formeln (2) und (5) auf Grund des gleichen 
Gedankenganges, der zu der,Formel (22) gefiihrt hat. Ersetzt man hierin 'IfJ durch 
H." so ergibt sich fur die x-Komponente der Kraft 

K dH aH., + ' aH., + aH., ., = m . gra ., = m., a;;- myay mz -----a;-

und analoge Ausdrucke gelten fur die y- und die z-Komponente. Allgemein kann 
man daher schreiben 

as) as) as) 
~ = m., ---aw + my a y + mz ---az = (m V) ~. (24) 

Die Kraft auf einen beliebig geformten Magneten erhalt man ebenfalls nach 
(2) durch Integration uber aIle raumlich und flachenhaft verteilten Pole mit Be
nutzung der Formeln (7) und (8): 

~ = ~ ~ (Mn • ~)dF- f ~ f (div IDl. ~)dV. (25) 

4. Die magnetische Influenz. Unter "magnetischer Injluenz" (mitunter auch 
als "magnetische Induktion" bezeichnet) versteht man die Erscheinung, da.6 sich 
materielle, in einem magnetischen Feld befindliche Korper durch dessen Ein
wirkung magnetisch polarisieren. Beschranken wir uns auf isotrope Medien, dann 
kann aus geeigneten 'Experimenten2 gefolgert werden, daB zwischen der Feld
starke ~ und der Magnetisierung IDl in einem von dem Medium erfiillten Raume 
die einfache Beziehung IDl = X~ (26) 

gilt, worin X eine von der Natur des Mediums und von der Temperatur abhan
gige skalare GroBe ist, die als "Suszeptibilitiit" bezeichnet wird. Substanzen, 
fur die X> 0 ist, nennen wir nach FARADAY "paramagnetisch", und solche, fur 
die X < 0 ist, "diO:'(MUnetisck"; dem leeren Raum schreiben wir die Suszepti
bilitat X = 0 zu. (Uber die atomtheoretische Herleitung der Gleichung (26) vgl. 
§ 57.) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 57. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 58. 
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FUr sehr stark magnetisierbare Substanzen, die man "ferramagnetisch" nennt, 
weil fur Hauptvertreter das Eisen ist, gilt die Beziehung (26) nicht mehr. Auch 
hier haben zwar .\) und m die gleiche Richtung, doch hangt M sowohl von B als 
von der Magnetisierungsvorgeschichte in komplizierter Weise ab1• 

Wi1hrend im materiefreien Raum au.Berhalb der das Feld erzeugenden Magnete 
div m verschwindet, treten infolge der magnetischen Influenz im materie
erfiillten Raume neue Pole auf, so daB div mauch im AuBenraum der Magnete 
im allgemeinen von Null verschieden sein wird. Aus den Gleichungen (10) § 6 und 
(ll) § 6 sowie (7) und (8) folgt 

div.\) = 4 ne21 = - 4 n div m } 

Bfl1 + B ... = 4nw21 = -4n (Mfl1 + M fl.) 
(27) 

Fiihrt man einen neuen Vektor 58, den wir den Vektor der magnetischen In
duktion oder kurz die "magnetiBche Induktion" nennen wollen, durch die Gleichung 

ein, so gilt fiir ihn nach (27) 
58 =.\) + 4nm (28) 

div 58 = div .\) + 4 n div m = 0 } 

BfIt + B ... = B fI, + H ... + 4n (Mfl1 + M fl.) = 0 
(29) 

Die ri1umliche und die Fli1chendivergenz von 58 sind also iiberall gleich Null 
und da es einzelne Pole nicht gibt, ist 58 im ganzen Raume quellenfrei. 1m leeren 
Raum sind 58 und .\) identisch. 

Analog zur Definition des magnetischen Kraftflusses unter 1. definieren wir 
als "magnetischen Induktionsflu{3" 13 durch eine auf einer geschlossenen Kurve B 
aufgespannte Fli1che F die GroBe 

(30) 

iJ ist wegen der Quellenfreiheit von 58 nur von der Randkurve B abhangig. 
Kombiniert man die Formeln (26) und (28), so erhi1lt man die fiir den AuBen

raum der permanenten Magnete giiltige Beziehung 

58 =.\) + 4nx.\) =ft . .\), (31) 
worin gesetzt ist 

ft=I+4nx· (32) 
Die GroBe I' heiBt die magnetische "Permeabilitat". Nach dem oben beziiglich X 
Gesagten ist fiir paramagnetische Korper I' > 1 und fiir diamagnetische Korper 
I' < 1. FUr den leeren Raum ist I' = 1 und es wird 58 = .\), wie bereits erwi1hnt 
wurde. 

1m allgemeinen Falle, wo I' yom Orte abhi1ngt, gilt, wie man aus (31) und 
(7) § 8 erkennt, rot 58§0, das Vektorfeld 58istalso im Gegensatz zum Vektorfeld.\) 
nach (1) nicht wirbelfrei. Das muB auch so sein, da gemi1B § 7,1. ein Vektorfeld 
nicht im ganzen Raum gleichzeitig wirbel- und quellenfrei sein kann. In einem 
Raumgebiet, in dem I' iiberall den gleichen Wert hat (und von.\) unabhangig ist), 
ist hingegen nach (1) und (31) rot 58 = O. Li1Bt .sich also der ganze Raum in 
Gebiete unterteilen, in deren jedem I' konstant ist, dann kann man in jedem 
dieser Gebiete 58 aus einem skalaren Potential ableiten, das der LAPLAcEschen 
Gleichung geniigt; als Randbedingung an der Grenze der Gebiete muB dann 
noch die zweite der Gleichungen (29) erfiillt sein. 

o. Berechnung von Feldern im materieerfiillten Ranm. Um das Feld eines 
fiktiven Einzelpols der Polstarke h1 in einem homogenen und isotropen Me-

l V gl. "Exp.-Physik", § 58. 
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dium der Permeabilitat p zu berechnen, schlagen wir um den Pol eine kleine 
Kugelf1ii.che und entfemen aus wem Innem die Materie. 1m Innem der 
Kugel ist dann ~1 = 581 und gemaB (4) 

15811 = !~, (33) 

wobei 581 die Richtung des vom Pol wegweisenden Radiusvektors hat . .An der 
Kugeloberflache ist femer die Normalkomponente von 58 nach (29) stetig und 
daher muB auch im AuBenraume der Kugel die Gleichung (33) gelten. Nach (31) 
ist daher im AuBenraum _ 15811 _ hI 

.1~11- # - p,r2 ' (34) 

Die Kraft f auf einen Pol h2 in der Entfemung r von h1 ist nunmehr gemaB (2) 
gleich h h 

If I = _1_2 • (35) 
p,r2 

Dies ist das CoULo:MBsche Gesetz fur den materieerfullten Raum. Die Formel (35) 
unterscheidet sich von der im leeren Raum giiltigen Formel (3) durch das Auf
treten des Faktors p im Nenner. 

Allgemein kann man in ahnlicher Weise leicht zeigen, daB die Kraft, die ge
gebene Magnete mit unveranderlichem Moment aufeinander ausiiben, im materie~ 
erfiillten Raum p-mal so klein ist als im leeren Raum. 

Als Beispiel zur illustration der allgemeinen Methode wollen wir nun unter
such en, wie ein homogenes Magnetfeld im leeren Raum (das wir uns durch magne
tische Polflachen im Unendllchen erzeugt denken konnen) durch das Hinein
bringen einer Kugel aus magnetisierbarem Material modifiziert wird. Das ur
spriingliche Feld habe die Richtung der x-Achse und den Betrag H o, der Mittel
punkt der Kugel liege im Koordinatenursprung, ihr Radius sei R, ihre Permea
bilitat sei p. 

Da die Vermutung naheliegt, daB die Kugel im Magnetfeld homogen magneti
siert wird, versuchen wir die Aufgabe dadurch zu losen, daB wir ~ als Super
position des urspriinglichen Magnetfeldes und des unter 2. berechneten Feldes 
einer homogen in der Richtung der x-Achse magnetisierten Kugel ansetzen, also 
mit Benutzung von (17) und (18) setzen 

(36) 

worin i den Einheitsvektor in der x-Richtung bedeutet. 
Nach (31) folgt hieraus fiir das Feld des magnetischen Induktionsvektors 58 

58t = (Ho- 431t M) pi, 58a = Ho i - 4; R3 M grad ( ; ). (37) 

Nach (29) muB an der Kugeloberflache die Normalkomponente von 58 stetig 
aein, also die Gleichung Bnt = Bna fiir r = R (38) 

erfiillt sein. Mit Benutzung von (37) folgt hieraus die Bedingungsgleichung 

(Ho- 4; M)p cos (ti) = Hocos(ti) - 4; R3M :r (; )r=R 
= Hocos (d) + 8t M cos (d). 

Diese Gleichung ist nun in der Tat erfiillt, wenn man setzt: . 

3 1'-1 
M= 4n 1'+2 .Ho• (39) 
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1m Unendlichen reduziert sich \8 bzw. ~ auf Ho i. An der Poistarke der feld
erzeugenden Magnete ist also durch die Anwesenheit der Kugel im Felde nichts 
geandert worden, wie es unserer V oraussetzung ent
spricht. Wegen der Eindeutigkeit der Randwertauf
gabe der Potentialtheorie (§ 7,6.) ist also durch die 
Gleichungen (36) bzw. (37) unsere Aufgabe vollkommen 
gelost, wenn man darin fiir M den Wert (39) ein8etzt. 
Die Abb. 98 steUt das Feld durch den Verlauf der .Aqui
potentialflachen und der Kraftlinien anschaulich dar!. 

GemaB der Bemerkung am Schlusse von 2. wirkt 
die magnetisierte Kugel im AuBenraum wie ein' in 
ihrem Mittelpunkt konzentrierter Dipol vom Moment 

m= ~ R3Mi=R3 :+! '~o' (40) Abb.98. 

1st sie aus paramagnetischem Material hergestellt (fl > 1), dann hat m die gleiche 
Richtung wie H o, besteht sie aus diamagnetischem Material (fl < 1), dann ist m 
dem Feldvektor ~o entgegengerichtet. Nach der Formel (23) ist in beiden Fallen 
das Drehmoment des Feldes auf den Dipol, d. h. auf die Kugel gleich Null. Die 
resultierende Kraft des Feldes auf die Kugel ist, da ~o homogen ist, nach Formel 
(24) ebenfalls gleich Null. Beides leuchtet aug Symmetriegriinden unmittelbar ein. 

1st das Feld inhomogen, so kann man die oben angesteUten Berechnungen 
streng genommen natiirlich nicht anw~nden. Sie bleiben jedoch sicherlich dann 
angenahert richtig, wenn sich ~o in Dimensionen von der GroBenordnung des 
Kugeldurchmessers nur sehr wenig andert. In diesem FaIle ist die Kraft des 
Feldes auf die Kugel ebenso groB, als ob sich an der Stelle des Kugelmittel
punktes ein Dipol vom Moment (40) befinden wiirde. Nach Formel (24) erhalten 
wir daher 11- 1 

sr = R3 11 + 2 (~o 17) ~o' 

Zur Umformung dieses Ausdruckes benutzen wir die Identitat (10) § 8, in der wir 
~ fiir b einsetzen und beriicksichtigen die Gleichung (1). Dies ergibt schlieI3lich 
fiir die gesuchte Kraft: R3 11 - 1 2 

sr ="""2 11 + 2 grad Ho . (41) 

Eine paramagnetische Kugel wird also in einem inhomogenen Felde in die Rich
tung von grad H02, d. h. dorthin gezogen, wo die Feldstarke dem Betrage nach am 
groBten ist, eine diamagnetische Kugel in die entgegengesetzte Richtung. Daher 
wird insbesondere eine paramagnetische Kugel von beiden Polen eines perma
nenten Magneten angezogen, eine diamagnetische Kugel VOlL beiden Polen ab
gestoBen, wie der Versuch tatsachlich zeigt2. 

Die Berechnung fiir anders gestaltete Korper ist wesentlich komplizierter und 
kann hier nicht wiedergegeben werden. Ohne Rechnung folgt in Analogie zu dem 
Obigen, daB in einem homogenen Magnetfeld ein in der Richtung von ~o stehender 
paramagnetischer Stab so magnetisiert wird, daB m und ~o die gleiche Richtung 
haben. Nach 3. ist daher diese Stellung eine stabile Gleichgewichtslage und er 
wird sich, wenn er aus seiner Lage herausgedreht wird, von selbst wieder parallel 
zu den Kraftlinien einstellen. Bei einem diamagnetischen Stabe jedoch sind m 
und ~o entgegengesetzt gerichtet, die Lage parallel zu den Kraftlinien ist also eine 
labile Gleichgewichtslage und der Stab wird sich, wie aus SymmetriegFiinden ein-

1 Vgl. hierzu das entsprechende, empirisch gewonnene Kraftlinienbild in "Exp.
Physik", § 60. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 59. 
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leuchtet, senkrecht zu der Kraftlinienrichtung einstellen miissen. Auf dieses Ver
halten von Staben im homogenen Magnetfeld hat FARADAY gerade die Einteilung 
der magnetisierbaren Stoffe in die beiden Klassen begriindetl. 

6. Die Magnetisierungsarbeit. Als "Magnetisierungsarbeit" Am einer magneti
sierbaren Substanz wollen wir die der V olumeneinheit des Korpers von auBen 
zuzufiihrende Energie verstehen, die zu einer bestimmten Anderung der Magneti
sierung benotigt wird. Zu ihrer Berechnung gehen wir von der Formel (22) aus, 
nach der die potentielle Energie eines Dipols vom Moment m in einem Felde ~ 
gleich ist - m . ~. Bei einer Anderung des Momentes um d m vermindert sich diese 
Energie urn dm .~. Soli fiir diesen ProzeB der Energiesatz gelten, dann muB 
die "innere Energie" des Dipols urn den gleichen Betrag zunehmen. Zur 
Anderung des Mbmentes um d mist also vom Felde an dem Dipol die Arbeit 
d m . ~ zu leisten. Das ergibt fiir die zur Anderung der Magnetisierung des 
Korpers um den Betrag d m in einem Feld .~ zu leistende Arbeit pro Volumen
einheit die Magnetisierungsarbeit 

JAm = ~dm = HdM. (42) 

Der Ausdruck (42) stellt das genaue magnetische Analogon zu der mechanischen 
Arbeit der Druckkrafte dar, die in der Behandlung der Thermodynamik im 
Kapitel XI von uns ausschlieBlich beriicksichtigt wurde, und ist daher auf der 
rechten Seite der Gleichung (10) § 32 hinzuzufiigen. 

Die fUr eine endliche Anderung der Magnetisierung von JJl1 auf M2, emen 
"M agnetisierungsproze(J", benotigte Arbeit folgt aus (42) der Ausdruck 

M2 

Am=.\HdM, (43) 
M, 

deli man berechnen kann, wenn die "Magnetisierungskurve" des Prozesses2 be
kannt ist. Das Integral (43) ist im allgemeinen bei ferromagnetischen Substanzen 
vom Integrationswege abhangig und der Ausdruck (42) daher kein vollstandiges 
Differential. Man spricht in diesem Faile von "magnetischer Hysteresis"2. 

Bei einem geschlossenen Magnetisierungszyklus, einem "magnetischen Kreis
proze(J", ist nach (43) die Arbeit gleich 

Am = ~ H dM, (44) 

d. h. gleich dem Flacheninhalt der Magnetisierungskurve (der "Hysteresis
schleife"). In Analogie zu (15) § 32 folgt hieraus, daB bei dem ProzeB in dem 
Korper pro Volumeneinheit die Warmemenge (44) (im mechanischen MaB ge
messen), erzeugt wird, die als "Magnetisierungswiirme" bezeichnet wird3• 

1m FaIle der Giiltigkeit der Gleichung (26) wird aus (42) 

I 
JAm = XH dH = -2- X d (H2), 

zur Magnetisierung der V olumeneinheit vom Betrage Null auf den Betrag Mist 
daher nach (43) die Arbeit I 

Am =2 X H2 (45) 

zu leisten. Die Magnetisierungsarbeit fiir einen KreisprozeB ist in diesem FaIle 
natiirlich gleich Null. 

1 Vgl. "Exp."Physik", § 59. 
2 Bezuglich der experimentellen Aufnahme der Magnetisierungskurven vergleiche 

die A1R3fiihrungen in "Exp.-Physik", § 58. 
3 Uber die experimentelle Erforschung der thermisch-magnetischen Erschei

nungen und verschiedene Anwendungen vgl. "Exp.-Physik", § 62. 
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7. Die magnetische Feldenergie. In unseren unter 1. angestellten Betrachtungen 
gingen wir von der experimentellen Tatsache aus, daB ein System magnetischer 
Korper sich bei einer gegenseitigen Bewegung seiner Teile als konservatives System 
erweist. E'l besteht daher fliI jede Konfiguration eine bestimmte potentielle Energie 
U. Nach den Vorstellungen von FARADAY und MAxWELL solI diese potentielle 
Energie ihren Sitz im Felde selbst haben, d. h. sie solI mit einer gewissen Dichte 
u (x, y, z) im Raume verteilt sein. Da das Feld nach 4. durch die Angabe von ~ 
und It als Funktionen des Ortes bestimmt ist, werden wir zu erwarten haben, daB 
die Energie u (x, y, z) dV eines Volumenelementes dV durch die Werte von ~ 
und It an der betreffenden Stelle ~usdriickbar ist. Um diesen Ausdruck zu ge
winnen, stellen wir die folgende Uberlegung an. 

Wir denken uns im looren Raume zwischen zwei parallelen, ebenen Flachen 
im Abstande a ein homogenes Feld vom Betrage H erzeugt, dessen Richtung 
senkrecht auf diesenEbenen steht. Jenseits derEbenen sei dasFeld uberallgleich 
Null. An den Ebenen hat daher das Feld Flachendivergenzen von der GroBe - H 
bzw. + H; die Ebenen sind daher der Sitz von Magnetpolen der Flachendichte 

(1)1 = 4~' bzw. (1)2 = - :n . "PI und "P2 seien die Werte des Potentials an den 

beiden Flachen. Da in einem homogenen Felde u sicherlich vom Orte unabhangig 
ist, ist die potentielle Energie in dem Volumen Fa, das durch einen Zylindoc vom 
Querschnitt Fund der Achsenrichtung ~ aus dem Felde herausgeschnitten wird, 
nach der Formel (20) gleich 

U 1 ) F H ( ) F H 'lfJl - 'lfJ2 F = 2 (WI "PI + w2 "P2 = 8 n "PI - "P2 = 8 n a . a = 
H . H2 

= - 8 n grad "P.Fa = 8 n Fa. (46) 

Der Faktor 1/2 tritt hierin deshalb auf, weil in dem Ausdruck WI "PI + (1)2 'tfJ2 

jeder Pol doppelt, einmal als Quelle der Kraft und einmal als ihr Angriffspunkt 
gezahlt ist. 

Aus (46) folgt fUr die gesuchte Enetgiedichte Uo im Vakuum 

_ 1 H2 
U o --8-' . ·n 

(47) 

Fiillt man den Raum zwischen den Polflachen mit einem homogenen und iso
tropen Medium del' Permeabilitat It (bzw. der Suszeptibilitat X), dann wird es 
im Felde magnetisiert. Nach 6. ist fUr die Magnetisierung pro Volumeneinheit 
die Arbeit (45) zu leisten. Die Energiedichte im Felde vermehrt sich demnach 
gerade um diese Arbeit. Es gilt daber mit Beriicksichtigung von (31) und (32) 
die Beziehung 

u=u +A = _1_H2 +~ H2= _1_H2+ ,a-I H2= ~H2= ~I _B2, (48) 
o m 8n 2 X 8n 8n 8n 8n,a 

die sich naturgemaB im leeren Raum auf (47) reduziert. 
Durch den Ausdruck (48) erscheint die Energiedichte, wie es obeh"verlangt 

wurde, durch ~ und It allein ausgedriickt. Daraus folgt, daB dieser Ausdruck nicht 
nur in dem speziellen, zur Ableitung konstruierten Felde, sondern ganz allgemein 
giiltig sein muB und daher ud V die in dem Volumenelemente d V des Feldes ent
haltene Energie angibt. Fur die Energie in einem endlichen V olumen des Feldes gilt 

(49) 

8. Volumenkrafte im materieerfiillten, magnetostatischen Feld. Da infolge 
der magnetischen Influenz jedes von Materie erfiillte Volumen im magnetischen 
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Feld im allgemeinen ein magnetisches Moment erhalt, iibt das Feld darauf' eine 
bestimmte Kraftwirkung aus. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Kraftwirkung 
allgemein zu berechnen, nachdem wir unter 5. bereits einen Spezialfall erledigt 
haben. 

Wir denken uns den Raum kontinuierlich von Materie erfUllt, derart, daB p, 
eine bestimmte Funktion des Ortes sei (Unstetigkeiten von p, kann man immer 
durch stetige Anderungen von p, beliebig genau approximieren). Die auf ein 
V olumenelement d V ausgeiibte Kraft nennen wir f . d V. 

Wir nehmen nun eine kleine Veranderung in der Materieverteilung vor, in
dem wir mit jedem Volumenelement eine Verschiebung <5 is ausfiihren, wobei die 

Feldkrafte insgesamt die Arbeit 1 I 1 (f <5 is) d V leisten. Diese Energie muB vom 
Felde selbst aufgebracht werden; um den gleichen Betrag muB sich also die Feld
energie U vermindern. Wir erhalten daher die Gleichung 

<5 U = - ~ ~ ~ (f <5 is) dV, (50) 

worin das Integral iiber den ganzen Raum zu erstrecken ist. 
FUr <5 U erhalten wir anderseits aus (49) durch Vertauschung der <5-0peration 

mit der Integration 

<5U=_I <5\\\~dV= _1 \\\~<5Q3.dV- _1 \\\~<5p,dV_ (51) 
S n J J J fl 4 n J J J fl s n J J J fl2 

Das erste Integral hierin verschwindet, wie man aus der folgenden Reihe vOn 
Umformungen mit Benutzung del' Gleichungen (11),(29), (31) und (22) §6 und des 
GAussschen Satzes sowie der Tatsache ersieht, daB das Feld im Unendlichen ver
schwindet: 

~ ~ ~ ~ <5 Q3 d V = ~ ~ ~ 4) <5 Q3 dV = - ~ ~ ~ grad 1jJ <5 Q3 dV = 

= - ~ ~ ~ div (1jJ <5 Q3) d V + ~ ~ ~ 1jJ div <5Q3 dV 

= - ~ ~ 1jJ <5 En dF + ~ ~ ~ 1jJ <5 div Q3 dV = O. 

Bei der vorgenommenen Materieverschiebung wird der Inhalt von d V im Punkte r 
durch den Inhalt des Volumenelementes im Punkte r - <5 is ersetzt, wo statt p, 

die Permeabilitat p, - :: <58 herrscht. <5p, in (51) ist also nach (7) §6 gleich 

a fl .Il <5p, = - asU8 = -gradsp,. <58 = -gradp,. <5 is, 

so daB wir fUr <5 U schlieBlich aus (51) erhalten: 

<5U=- sIn ~~~H2<5P,dV= sIn ~~~H2(gradP,<5iS)dV. (52) 

Die Gleichsetzung der Ausdriicke (52) und (50) liefert nun 

~ ~ ~ (f <5 is) dV = - sIn ~ ~ ~ HZ (grad p, . <5 is) dV. (53) 

SolI diese Gleichung fUr jede beliebige Wahl von <5 is richtig bleiben, dann miissen 
die Integranden auf beiden Seiten einander gleich sein oder es muB gelten 

f = - s~ H2. gradp,. (54) 
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Die Gleichung (54) stellt den gesuchten Ausdruck fiir die Kraft des Feldes 
auf die in ihm enthaltene Materie pro Volumeneinheit dar. Sie weist, wie man 
sieht, imIDer in die Richtung del,' abnehmenden f-t und ist gleich Null, wenn f-t 
ra.umlich konstant ist. Sie lii.Bt sich allerdings gerade fUr die wichtigsten Probleme 
del,' Praxis, namlich die Berechnung del,' Krafte auf materielle Korper im Felde, 
nicht gut anwenden, do. hier grad f-t an del,' Grenzflache nicht existiert. Dieser 
Mangel wird durch die Betrachtungen iiber die :MAxWELLSchen Spannungen in 
§ 47, 7. beseitigt. 

§ 42. Elektrostatik. 

1. Grundlegeilde BegriHe und Definitionen. Die Theorie del,' ·Kraftwirkungen 
ruhender elektrisch geladener Korper aufeinander und auf ungeladene Korper, 
die in diesem Paragraphen behandelt werden soll, hat in vieler Beziehung groBe 
Ahnlichkeit mit del,' im § 41 besprochenen Theorie des magnetostatischen Feldes. 
Auch hier gehen wir von dem fundamentalen experimentellen Erfahrungssatz 
aus, daB sich ein System geladener Korper bei geniigend langsamer Bewegung 
derselben gegeneinander als konservativ erweist1• Wir konnen daher die Ladungen 
als Quellen eines wirbelfreien Feldes auffassen, das selbst wieder auf die in ihm 
befindlichen Ladungen Krafte ausiibt. 

Definieren wir als "elektriBche Fe7i1Btarke" ~ die Kraft, die auf eine in ge
eigneter Weise festgelegte Einheitsladung als "Probekorper" im Felde ausgeiibt 
wird, dann geniigt das Vektorfeld ~ (x, y, z) del,' Differentialgleichung 

rot ~ = o. (1) 

Als MaB del,' "elektriBchen Ladung" e wahlen wir den Betrag del,' Kraft, del,' in 
einelll Pnnkte mit del,' Feldstarke Eins auf einen Korper von sehr kleinen Dimen
sionen ausgeiibt wird, del,' mit del,' betreffenden Ladung versehen wurde. Fiir die 
Kraft in einem beliebigen Punkte des Feldes gilt dann in Analogie zu (2) § 41 

f = e~; (2) 

e kann positive oder negative Werte annehmen. 
Aus del,' Giiltigkeit des "COULOMBBCMn Geaetzea" iiber die Kraftwirkung 

zwischen zwei Ladungen e1 und ~, die sich im leeren Raum in einem Abstande r 
gegeniiberstehen1, e e 

If I = ~2 2 , (3) 

schlieBen wir analog zu den Betrachtungen in § 41, 1., daB die Ergiebigkeit 
einer durch eine punktformige Ladung e dargestellten Quelle gleich 4 n e ist. 

In Nichtleitern oder "IBolatoren" kann man elektrische Ladungen in will
kiirlicher Weise mit einer raumlichen Dichte e (x, y, z) verteilen. In Leitern 
hingegen sind im Zustande des Gleichgewichtes, wie del,' Versuch zeigt2 und 
wie spater auch noch aus theoretischen Griinden klar werden wird (6.), nur 
flachenhaft verteilte Ladungen an del,' Oberflache del,' Leiter mit Flii.chendichten 
ro (x, y, z) moglich. 

Ein elektrisches Quellenpaar, bestehend aus zwei Ladungen + e und - e im 
Abstande l wollen wir einen "elektriBchen Dipol" nennen, sein Moment 1:> den von 
del,' negativen zur positiven Ladung weisenden Vektor vom Betrag 

11:>1 = el. (4) 

Durch das Hineinbringen eines Isolators in ein elektrisches Feld oder auch 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 63. 
2 V gl. "Exp.-Physik", § 65. 
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bei manchen Kristallen durch mechanische Deformation (Piezoelektrizitiit)l kann 
man bewirken, daB jedes Volumenelement des Karpers die Eigenschaft eines uno, 
endlich kleinen Dipols annimmt, der Karper selbst also nach § 7, 5. eine "elek
tri8cke Polari8ation" erhalt. Den "Polari8ationsvektor", der das elektrische Mo
ment pro Volumeneinheit miBt, bezeichnen wir mit ~ (x, y, z). 

Nach § 7,5. ist das von einem polarisierten Karper erzeugte Feld aquivalent 
einem Feld raumlich verteilter Quellen der Dichte (!f und flachenhafter Quellen 
der Dichte w"~ die nach (20) § 7 bzw. (21) § 7 mit ~ durch die Gleichungen 

(!f = - div ~, wf = - (Pn, + P n.) (5) 

zusammenhangen. Nach MAXWELL bezeichnen wir zum Unterschiede von den 
nach Belieben verschiebbaren "wahren Ladungen" (! bzw. W die in den Glei
chungen (5) auftretenden, von einem Karper nicht fortleitbaren Ladungen aIs 
"Ireie Ladungen". 

Aus der gegebenen Ladungsverteilung erhalten wir unter Heranziehung 
der Formeln (10) § 6 und (11) § 6 fiir die Feldstarke die Differentialgleichungen 

div ~ = 4n ((! + (!f) = 4n(!' (6) 

(7) 

2. Das elektrostatische Feld im leeren Raum. 1st die Verteilung der Ladungen 
im Raume bekannt, dann kann man das Feld ~ wegen seiner Wirbelfreiheit aus 
einer skalaren Potentialfunktion, dem "elektro8tati8chen ,Potential" q; gemaB 

~ = - grad q; (8) 

ableiten. q; selbst bestimmt sich im FaIle endlich vieler diskreter, punktfarmiger 
Ladungen nach der Formel (3) § 7 zu 

N 

q;= I ~k, 
k=l k 

(9) 

worin rk die Entfernung der Ladung ek vom Aufpunkte ist. 1m FaIle raumlich 
bzw. flachenhaft verteilter Ladungen erhalt man das Potential nach den 
Formeln (8) § 7, bzw. (13) § 7 aus 

(10) 

worin die Integration uber den ganzen Raum zu erstrecken ist und r die Ent
fernung des Volumenelementes dV bzw. des 
Flachenelementes dF vom Aufpunkte be. 
deutet. 

F:fi,r das Feld zweier gleichnamiger elek
trischer Punktladungen e erhalten wir im 
besonderen aus (9) 

(II) 

Abb.99. worin r1 und '1'2 die Entfernungen der beiden 
Ladungen vom Aufpunkte sind. Die FtM

starke folgt aus (II) nach (8). In der Abb.99 sind fur eine Reihe von 
Werten von q; die Schnittlinien der Aquipotentialflachen mit einer die heiden 
Ladungspunkte enthaltenden Ehene gezeichnet und die Schar der hierauf senk
recht stehenden Kraftlinien. Sind die heiden Ladungen ungleichnamig, bilden 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 66. 
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sie also einen elektrischen Dipol, dann ist das Feld mit dem eines entsprechenden 
magnetischen Dipols vollig identisch und es gilt daher dafiir die Gleichung (9) §41 
bzw. die Abb.95, S.2921. 

Zur Ermittlung des elektrischen Feldes einer homogen polarisierten Kugel 
konnen wir die Berechnung in § 41, 2. ebenfaUs ohne weiteres iibernehmen, 
wenn wir in den entsprechenden Formeln (12) bis (18) § 41 iiberaU 9J( durch \13, 
Sj durch ~ und m durch .\J ersetzen. 

Nach (10) soUte das Potential im ganzen Raume stetig sein. Tatsachlich 
beobachtet man jedoch das Auftreten von Potentialspriingen an del' Grenz
flache zweier sich beriihrender Korper von verschiedenem Material, deren GroBe 
von del' Natur del' beiden Korper abbangt.. Wir bezeichnen die hierbei auf
tretenden Potentialdifferenzen als "Kontaktpotentiale". Nach § 7, 3. muB die 
Beriihrungsflache del' Sitz einer "elektrischen Doppelschicht" sein, deren Moment 
(elektriscbes Moment pro Flacheneinheit) gleich ist dem 4 n-ten Teil des Kontakt
potentials. Den Beitrag diesel' Doppelschicbten zum Potential rp kann man 
nach den Formeln (9) § 7 und (10) § 7 berechnen. 

Fur die potentieUe Energie einer .einzelnen Ladung e bzw. eines Dipols .\J in 
einem elektrischen Feld ~ erhalten wir in sinngemaBer Ubertragung del' Formeln 
(20) § 41 und (22) § 41 sogleich U = erp (12) 

bzw. U = -.\J ~ = - pE . cosO. (13) 

Fiir die Kraft auf eine EinzeUadung gilt, wie wir bereits wissen, die Formel (2) ; 
fUr die Kraft ~ bzw. das Drehmoment 9J( des Feldes auf einen Dipol folgt wieder 
durch Ubertragung del' Formeln (24) § 41 und (23) § 41 

~ = (.\J 17) ~, (14) 

9J( =.\J X~. (15) 

In einem System l'aumlich bzw. flachenhaft verteilter Ladungen wird auf 
jedes Volumenelement gemaB (2) die Kraft e~dV und auf jedes Flachenelement 
die Kraft w~dF ausgelibt; auf die in einem endlichen Volumen entbaltenen 
Ladungen wirkt also die Kraft 

~ = ~~~e~dV+ ~~W~dF, (16) 

worin das Integral iiber das ganze betrachtete V olumen zu erstrecken ist. 
Wir berechnen schlieBlich noch die potentieUe Energie eines Systems wahrer 

Ladungen nach (12) zu 

(17) 

worin die Integration libel' den ganzen Raum zu erstrecken ist und del' Faktor 1/2 
wie in § 41,7. auf tritt, weil bei del' Integration jede Ladung doppelt, namlich 
einmal als QueUe del' Kraft und einmal als ihr Angriffspunkt gezahlt ist. 

3. Dielektrika. Bringt man einen Isolator in ein elektrisches Feld hinein, so 
tritt in ihm, wie bereits unter 1. bemerkt wurde, eine Polarisation auf. Um diese 
Eigenschaft einer Substanz zu kennzeichnen, wird sie meistens nach FARADAY als 
"Dielektrikum" bezeichnet. Wir nenn;:lll das Dielektrikum "isotrop" , wenn 
zwiscben \13 und ~ die Relation (18) 

besteht, worin x eine von del' Natur des Mediums und von del' Temperatur 
abhangige, skalare GroBe ist, die wir zweckmaBigerweise als seine "elektrische 

1 V gl. hierzu die entsprechenden, empirisch gewonnenen Kraftlinienbilder in 
"Exp.-Physik", §§ 66 und 67. 
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SU8zeptibilitiit" bezeichnen. Die Erfahrung lehrt, daB " stets positiv ist; dem 
leeren Raum schreiben wir die Suszeptibilitat Null zu1• [Bezuglich der atom· 
theoretischen Herleitung der Gleichung (18) vgl. § 58, 3.] 

AuBer den isotropen gibt es in der Natur noch "anisotrope" Dielektrika 
(z. B. viele KristaUe). Es zeigt siehl, daB bei ihnen ~ eine lineare Vektorfunktion 
von ~ ist, die sich gemaB § 4, 2. in der Form 

~ = K. ~ (19) 

schreiben laBt, worin K ein dreidimensionaler, symmetrischer Tensor ist. 
Zur Beschreibung des elektrostatischen Feldes in einem Dielektrikum ist 

es zweckmaBig, einen neuen Feldvektor i) einzufiihren, den wir als den Vektor 
der elektrischen Verschiebung oder kurz als die- "elektri8che V er8chiebung" be. 
zeichnen und der durch die Gleichung 

i) = ~ + 4 n ~ (20) 

definiert ist. Aus (5), (6) und (7) folgt 

div i) = div ~ + 4 n div ~ = 4 n (fl + fl,) - 4 nfl, = 4 nfl, (21) 

D ... + D ... = (En, + En,) + 4n (P n, + p ... ) = 4n (00 + 00,) -4nw, = 4 n 00; (22) 

der Verschiebungsvektor i) hat also als QueUen die wahren Ladungen. 
Kombiniert man (18) und (20), so erhalt man, wenn man permanente Dipole 

ausschlieBt, also aUe freien Ladungen auf dielektrische Polarisation zUrUckfiihrt, 

i) = ~ + 4 n " ~ = 8 ~, (2~) 
worin gesetzt ist 

8 = 1 + 4 n ". (24) 

Die skalare GroBe 8 heiBt die "DielektrizitiitBk0n8tante". Nach dem friiher Gesagten 
gilt stets 8> 1, fur den leeren Raum ist 8 = 1 und es wird dort i) = ~. 

In einem anisotropen Dielektrikum tritt an die SteUe der Beziehung (23) 
die aus (19) und (20) folgende Gleichung 

i) =E. ~, (25) 

worin statt der skalaren Dielektrizitatskonstante 8 der symmetrische Tensor E 
mit den Komponenten 8iTe auftritt, die durch die dielektrischen Eigenschaften 
des betreffenden Korpers und durch die Lage der Koordinatenachsen in ihm 
bestimmt sind. GemaB dem in § 4, 4. abgeleiteten Satz kann man das 
Koordinatensystem stets so legen, daB von E nur die Diagonalglieder 81, B:a, 83 

iibrigbleiben, die wir die "HauptdielektrizitiitBkonBtanten" nennen; die ent· 
sprechenden Richtungen in dem Korper heiBen seine "elektrischen Hauptach8en". 
FUr einen in die Richtung der i·ten Hauptachse weisenden Feldvektor ~ gilt in 
Verallgemeinerung von (23) 

i) = 8i ~, i = 1, 2, 3, (26) 

d. h. i) und ~ haben die gleiche Richtung. FUr aUe anderen Richtungen faUt die 
Richtung von ~ mit der von i) nicht zusammen. 

4. Berechnung von Feldern im Dielektri1rnm. In einem isotropen und homo· 
genen Dielektrikum, in dem 8 yom Orte unabhangig ist, ist- nach (1) und (23) 
rot i) = 0, das Feld i) ist also wirbelfrei und karin von einem skalaren Potential 
abgeleitet werden. Um das Feld gegebener, in das Dielektrikum eingebette.ter, 
wahrer Ladungen zu berechnen, geht man am besten von den Gleichungen (21), 
(22) und (23) aus, aus denen folgt: 

div~ = ! divi) = 4: e, 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 66. 

(27) 
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Das Vektorfeld (i ist also genau so beschaffen, als ob es im leeren Raum durch die 

raumliche Ladung!!dichte .!L und die Flachenladungsdichte W erzeugt wiirde. 
6 6 

Das Potential dieser Ladungen berechnet man aus e, w und e mit Hille der 
iiber den ganzen Raum erstreckten Integrale 

9'= ~ [~~~ e:V + ~~ W!F]. (28) 

Potentiale und Feldstarken sind also bei gegebener Verteilung der wahren 
Ladungen im Dielektrikum e-mal kleiner als im leeren Raum und daher auch die 
von ihnen aufeinander ausgeiibten Krafte. 

Insbesondere gilt fiir die Kraft zwischen zwei punktformigen Ladungen e1 

und e2 im Abstande r das COULoMBsche Gesetz statt in der speziellen Form (3) 
in der allgemeinen Forml el ea If I = -. . (29) 6r 

LaBt sich der Raum in Gebiete unterteilen, innerhalb derer e konstant ist, 
dann muB beim Fehlen von Flii.chenladungen das Potential in jedem dieser 
Gebiete vermoge (8) und (27) der PorssoNschen Gleichung (II) §7 in der Form 

Ll9'=- 4"e (30) 
6 

geniigen. A1s Randbedingung an den Grenzen der Gebiete muB ferner wegen (22) 
die Stetigkeit der Normalkomponente von ;1) = - e grad ({J gefordert werden. 

Aus dem Gesagten geht unmittelbar hervor, daB die in § 41, 5. angestellte 
Berechnung iiber die Magnetisierung einer Kugel im homogenen Feld unmittel
bar auf den Fall iibertragen werden kann, daB eine dielektrische Kugel in ein 
homogenes elektrisches Feld (io hineingebracht wird. Die Kugel polarisiert sich 
homogen in der Richtung des Feldes mit einem Moment pro Volumeneinheit: 

3 6-1 
P = 4" 6 + 2 . Eo (31) 

und ist daher nach auBen mit einem elektrischen Dipol vom Moment 
6-1 

l:J = R3 6 + 2 . (io (32) 

aquivalent. FUr den Verlauf der Aquipotentialflii.chen und der Kraftlinien gilt 
die Abb. 98, S. 297. 

Fiir die in einem inhomogenen Felde auf die Kugel ausgeiibte Kraft gilt 
schlieBlichnach (41) § 41 annahernd 

_ R8 6-1 2 
Sf - 2 6 + 2 grad (Eo ). (33) 

Die Kugel wird also im Felde stets nach den Stellen gezogen, wo der Betrag der 
Feldstarke am groBten ist, d. h. gegen die das Feld erzeugenden Ladungen hin. 
Hieraus erklart sich die Anziehung ungeladener, isolierender Korper durch 
geladene, deren Beobachtung zur Entdeckung der elektrischen Erscheinungen 
den Anlil.B gegeben hat2• 

0, Energie und Volumenkriifte im elektrischen Felde. Wie das magnetische 
sehen wir auch das elektrische Feld als Sitz einer Energiedichte u (x, y, z) an, 
die sich durch die GroBen (i und e ausdriicken lassen solI, die das Feld be
stimmen. Zur Herleitung ,des- entsprechenden Ausdruckes konnen wir auch hier 
wiederum die entsprechenden Betrachtungen iiber die magnetische' Feldenergie 

1 Die Giiltigkeit dieser Formel kann experimentell unmittelbar bestatigt werden, 
wie in "Exp.-Physik", §' 66, gezeigt wird. 

2 V gl. "Exp.-Physilf.", § 63. 

FUrth, Theor. Physik. 20 



306 Magneto- und Elektrostatik. 

ohne weiteres fibertragen und erhalten daher aus der Formel (48) § 41, indem 
wir darin t), !8 und I-' durch ~, ~ und B ersetzen: 

e I u = --E2=--.D2 
Sn Sne 

(34) 

und ffir die Energie in einem endlichen Volumen 

(35) 

:Man konnte zunachst im Zweifel sein, ob nicht die Anwesenheit wahrer 
Ladungen im Felde, die im magnetischen FaIle nicht vorkamen, den Ausdruck (34) 
ffir die Energiedichte im elektrostatischen Felde modifizieren konnten. Um 
zu zeigen, daB dies nicht der Fall ist, gehen wir von dem Ausdruck (17) ffir die 
Gesamtenergie eines Systems wahrer Ladungen aus, der ja offenbar, wie aus seiner 
Herleitung hervorgeht, auch im materieerfiillten Raum giiltig sein muB. Zur 
Vereinfachung nehmen wir an, daB nur. Raumladungen vorhanden sind, da sich 
ja Flachenladungen stets als Grenzfall von Raumladungen gewinnen lassen. 

Aus (17) folgt dann mit Benutzung von (21) 

u=! ~~~ePdV = sIn ~~~Pdiv~.dV. 
Dieser Ausdruck kann mittels der Formel (22) § 6 und mit Hilfe des GAussschen 
Satzes sowie der Formel (8) wie folgt umgeformt werden: 

u= S~ ~~~diV(P~)dV-8In ~~~(~gradP)dV 

= sIn ~~PD .. dF+ SIn ~~~(~.~)dV. 
Die Volumenintegrale sind hierin fiber den ganzen Raum zu erstrecken. Nehmen 
wir an, daB das Feld im Unendlichen verschwindet, dann verschwindet auch das 
Flachenintegral fiber pD .. und es ergibt sich 

u = sIn ~ ~ ~ (~ . ~) dV. (36) 

1m FaIle eines isotropen Dielektrikums fallt der Ausdruck (36) wegen (23), wie 
man sieht, mit (35) zusammen, wenn man das Integral dortselbst ebenfalls fiber 
den gamen Raum erstreckt. 

Damit ist unsere oben aufgestellte Behauptung erwiesen und dariiber 
hinaus gezeigt, daB im FaIle eines anisotropen Dielektrikums die Formel (34) 
fUr die Energiedichte durch die allgemeinere zu ersetzen ist: 

I 
u = S n ~. ~ (37) 

Auch die Betrachtungen in § 41, 8. fiber die Volumenkrafte im materie
erfiillten magnetischen Felde konnen wir ohne weiteres auf das elektrische Feld 
fibettragen, wenn bei der betrachteten virtuellen Verschiebung die wahren 
Ladungen an ihren Orten belassen werden. Die Kraft f pro Volumeneinheit 
erhalten wir demnach aus (54) § 41, wenn wir darin H durch E und I-' durch B 

ersetzen und noch (bei AusschluB von Flachenladungen im Dielektrikum) gemaB 
Formel (16) die Kraft e ~ . d V auf das Volumenelement d V, also e ~ pro Volumen-
einheit . hinzuffigen : I 

f = e ~ - sn E2 grad B. (38) 
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6. Ladungs- Imd Potentialverteilung auf Leitern. GemaB dem Ohmschen Ge
setz (2) § 43 flieBt in einem homogenen Leiter ein elektrischer Strom, wenn in 
ihm Potentialdifferenzen wirksam sind. Fiir das Gleiehgewicht del' Elektrizitat auf 
einem Leiter ist es also notwendig, daB in ihm iiberall das Potential q; den gleichen 
Wert habe. Nach (8) muB daher weiter die Feldstarke ~ im Innern des Leiters 
gleich Null sein. Hieraus folgt weiter naeh (27), daB im Innern eines Leiters 
iiberall e = 0 gelten muB: die Ladung sitzt ,ausschlieBlieh in del' Form von 
Flachenladungen del' Dichte w an del' Oberflache des Leiters!. 

An del' Grenzflache zweier sich beriihrender Leiter von verschiedenem 
Material odeI' eines Leiters und eines Isolators, sehlieBlich an del' Oberflaehe del' 
Leiter tritt im allgemeinen, wie man experimentell feststellen kann2, ebenso 
wie an del' Beriihrungsflaehe zweier Isolatoren ein Kontaktpotentialsprung auf, 
und damit nach 2. zwangslaufig verkniipft eine elektrisehe Doppelschicht. Von 
del' Entstehung diesel' Doppelsehichten wird noeh spateI' (§ 55, 5.) die Rede 
sein. 

Urn das elektrisehe Feld in del' Umgebung geladener elektriseher Leiter zu 
bestimmen, kann man nicht von del' Formel (28) Gebraueh machen, da ja die 
Verteilung del' Ladungen auf del' Metalloberflache, d. h. die Funktion w (x, y, z) 
nieht bekannt ist. Die Losung des Problems gelingt, wenn man bedenkt, daB 
im AuBenraume, den wir uns del' Einfaehheit halber mit einem Dielektrikum 
von konstanter Dielektrizitatskonstante erfiillt denken wollen, die POISSONsehe 
Gleiehung (30) gelten muB und q; an del' Oberflaehe del' Leiter konstante 
Werte haben solI. Verlangt man noeh, daB q; im Unendlichen verschwindet, 
dann ist nach dem in § 7, 6. bewiesenen Satz iiber die Eindeutigkeit des 
Randwertproblems del' Potentialtheorie das Potential im ganzen Raume ein
deutig bestimmt und damit aueh die Feldstarke ~, wenn die Werte von q; an 
del' Oberflache del' Leiter bekannt sind. 

Die an del' Leiteroberflaehe sitzenden Doppelsehiehten konnen auf das 
Potential im AuBenrauin keinen EinfluB haben, da ihr Moment langs del' ganzen 
Leiteroberflache konstant ist und daher nach § 7,3. das Potential im AuBenraum 
iiberall versehwinden muB. 

Aus dem bekannten Feld kann man nuu,nach del' zweiten del' Gleiehungen (27) 
die Flaehendichte w an del' Leiteroberflache bestimmen. Da namlich auf del' 
lnnenseite diesel' Flache En gemaB del' Uberlegung in Abs. 1 versehwindet, gilt 

und daher 

E _ orp _ 4nro n--an--s 
earp 

W =--;rn an' (39) 

worin n del' nach auBen weisende Normalvektor auf del' Oberflache ist. Wie 
man sieht, ist w im allgemeinen an versehiedenen Stellen del' Oberflaehe ver~ 
sehieden und dort am groBten, wo das Potentialgefalle am groBten ist, wie maIl 
ebenfalls dureh geeignete Experimente direkt feststellen kann3• 

1m Innern eines von einem Leiter umsehlossenen Hohlraumes muB naeh 
§ 7, 6. (Abs.3), das Potential iiberall den gleiehen Wert haben wie in dem 
Leiter selbst, wenn der Hohlraum keine Ladungen enthalt. Die Feldstarke in 
ihm ist also stets gleieh Null, unabhangig davon, was fUr ein Feld im AuBen-

1 Die Versuehe zum direkten, experimentellen Nachweis dieser GesetzmaBig
keiten sind in "Exp.-Physik", §§ 64 und 65, beschrieben. 

2 VgI. "Exp.-Physik", Kap. XXV. 
3 Vgl. "Exp.-Physik", § 65. 

20· 
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raume herrSchtl. Da :: an der Begrenzung des Hohlraumes verschwindet, kann 

dort nach (39) auch keine Flachenladung sitzen; bringt man daher einen ge
ladenen Korper mit der Innenseite eines festen, vollig geschlossenen Metall
korpers in Verbindung, so lauft die ganze Ladung von selbst an die Ober
flache desselben2• 

Fiir die Gesamtladung e eines Leiters folgt aus (39) durch Integration iiber die 

ganze Oberflache e = ~ ~ rod F = _ 46n ~ ~ ;: dF. (40) 

Sind, wie es bei manchen Problemen der Elektrostatik der Fall ist, nicht die 
Potentiale f/Jk' sondern die Ladungen ek der einzelnen Leiter bekannt, dann 
setzt man die f/Jk zunachst unbestimmt an, berechnet f/J im ganzen Raume und 
hieraus nach (40) die Ladungen ek' Man erhalt so gerade so viele Gleichungen 
zwischen den ek und f/Jk' als Leiter vorhanden sind und kann daher durch Auf
losung dieser Gleichungen die f/Jk bestimmen und damit das Problem vollstandig 
losen. 

1st nur ein einziger Leiter vorhanden, dann ist der Zusa;mmenhang zwischen 
seiner Ladung e und seinem Potential f/Jo aus der Gleichung (40) sofort abzusehen. 
Denkt man sicb namlich die Werte von f/J im ganzen Raum mit einer Konstanten 
multipliziert, so multipliziert sich auch f/Jo mit der gleichen Konstanten und 

ebenso ;: und daher auch schlieBlich e. Daraus folgt, daB f/Jo und e einander 

proportional sind. Wir schreiben diese Beziehung in der Form 
e=C.f/Jo (41) 

und nennen C die "Kapazitii,t" des Leiters. Sie ist offenbar nur von seiner geo
metrischen Gestalt, nicht aber von der Ladung und dem Material abhangig und, 
wie man aus (40) sieht, der Dielektrizitatskonstanten e des umgebenden Mediums 
proportiolll.ll. . 

Um die elektrische Energie des geladenen Leiters zu berechnen, benutzen 
wir die Formel (17), in der (} = 0 zu setzen ist; 

U = ! ~ ~ rof/JdF; 

hierin ist die Integration iiber die ganze Oberflii.che des Leiters zu erstrecken, 
wo iiberall f/J = f/Jo ist. Die Beriicksichtigung von (40) und (41) liefert daher 

u= ~o ~~ rodF= 'P;e = ;~ = c·tL. (42) 

7. Die elektrische Influenz. Bringt man einen ungeladenen Leiter in ein 
elektrisches Feld, dann wird sich im allgemeinen eine Potentialverteilung ein
stellen, bei der grad .. f/J langs der Leiteroberflache variiertj nach (39) stellt sich 
also auf ibm eine bestimmte Dichteverteilung von elektrischer Oberflachenladung 
ein. Diese Erscheinung wird als "elektriscke Influenz" bezeichnet. Die Influenz
erscheinungen konnen mit den unter 6. beschriebenen allgemeinen Methoden 
mathematisch behandelt werden. Wir beschranken uns auf die folgenden 
beiden Spezialfalle3• 

1 Darauf beruht die in der Experimentalphysik so hiiufig gebrauchte Schutz
wirkung einer metallischen Hiille gegen elektrische Storungen (Faradaykiifig) (vgl. 
"Exp.-Physik", Kap. XVII). 

2 Genaueres fiber die Durchfiihrung dieses "F ARADA yschen Eiseimerversuches" 
und seine Verwendung zur Messung von Ladungen findet man in "Exp.-Physik", § 65. 

3 Beziiglich der experimentellen Untersuchung der Influenzerscheinungen vgl. 
.,Exp.-Physik", § 65. . 
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a) In ein homogenes Feld von der Feldstarke,Eo in der positiven x-Richtung 
im leeren Raum werde eine leitende, ungeladene Kugel yom Radius R hinein
gebracht. !hr Mittelpunkt liege im Koordinatenursprung. Wir versuchen in 
diesem wie in vielen anderen Fallen, das Randwertproblem zu losen, indem wir 
das Potential der auf dem Leiter influenzierten Ladungen durch fiktive Ladungen 
in seinem Innern ersetzen, derart, daB ihr Potential fPk mit dem des urspriing-
lichen Feldes fPo = - Eo x + Const (43) 

zusammengesetzt an der Leiteroberflache die Randbedingung fP = const erfiillt. 
Wir behaupten, daB sich dies in dem vorliegenden FaIle durch die Anbringung 

eines unendlich kleinen Dipols .\) mit der Achsenrichtung x im Kugelmittelpunkt 
bewerkstelligen laBt. Nach Formel (7) § 7 ist das Potential dieses Dipols, wenn I} 
den Winkel zwischen t und der x-Achse bedeutet, gleich 

cosfJ. x 
fPk = P-,:a = P rs' (44) 

das Potential im AuBell1'aum der Kugel ist daher gleich der Summe der Ausdrucke 
(43) und (44): x 

fP = fPo + fPk = - Eo x + P rs + Const. (45) 

Wie man sieht, ergibt dies an der Kugeloberflache, d. h. fur r = R dann einen 
konstanten Wert, wenn man setzt 

(46) 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
Die Formel (46) geht aus der Formel (32) hervor, wenn man darin e = 00 

setzt. Eine leitende Kugel beeinfluBt ein homogenes Feld also genau so wie 
eine dielektrische Kugel mit unendlich groBer Dielektrizitatskonstante. . 

Setzt man aus (46) in (45) ein und setzt x = r. cosl}, dann erhalt man 

fP = Eo cos I} ( ~: -r) + Const. (47) 

Die Schar del' Aquipotentiallinien gemaB diesel' Formel und die Schar del' hierzu 
senkrechten Kraftlinien istin del' Abb. 100 eingezeichnet1• Sie unterscheidet sich 
von der Abb.98, S.297, ffir die dielektrische Kugel wesentlich dadurch, da,B 
hier die Kugeloberflache eine Aquipotentialflache ist und die Kraftlinien in sie 
senkrecht einmiinden. 

Urn die Ladungsverteilung aU:f der Kugel zu finden, mussen wir :: an der 

Kugeloberflache berechnen. Aus (47) folgt 

,a rp ( a rp ) '( 2 B3 ) -,,-= -,,- R=Eocosl} --8--1 =-3Eocosl} un ur T= r T=R 

und hieraus nach (39) ro = __ 1_ arp = ~E cosl}. 
4:n; or 4:n; 0 

(48) 

Auf der in die Feldrichtung weisenden Halbkugel ist also die Ladung positiv, 
auf del' anderen Halbkugel neg~tiv und die Dichte ist absolut genommen am 
groBten ffir die in del' FeI'drichtung am weitesten auseinanderliegenden Punkte 
der Kugeloberflache. In del' Abb. 100 ist diese Dichteverteilung durch die ver
schiedene "Starke der Koritur del' Kugel ang~deutet2. 

1 Vgl. hierzu das entsprechende, empirisch gewonnene Kraftlinienbild in "Exp.-
Physik", § 67. ' 

2 s. Anm. 3, S. 308. 
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b) Einer leitenden Kugel yom Radius R werde eine punktformige elektrische 
Ladung e bis zu einer Entfernung a = A 0 yom Kugelmittelpunkte 0 genahert 

Abb.100. 

(Abb. 101). Nun wird die Kugel durch "Erden" 
auf das Potential Null gebracht. Die durch In
fluenz auf der Kugel bewirkte Ladungsvertei
lung ist zu suchen. 

Wie in dem vorigen Beispiel suchen wir die 
Bedingring t:p = 0 an der Kugeloberflache durch 
das . Hineinbringeu von fiktiven Ladungen ins 
Innere der Kugel zu erfiillen. Wir behaupten, 
daB sich das in qem vorliegenden Falle durch 
das Einbringen einer einzelnen plll1ktformigen 
Ladung e' in den Punkt A' mit dem Mittel
punktsabstandc a' auf der Verbindungslinie 0 A 
bewirken liiBt. In diesem Falle iet namlich dae 

Potential in einem Punkt P gleich 
e e' 

t:p=;+7' (49) 

worin r und r' die Entfernungen A P bzw. A' P bedeuten. 
Nun ist, wie aus der Abb. 101 hervorgeht, fUr einen Punkt der Kugeloberflache 

r = a2 + W - 2 Ra cosl}, r'2 = a'2+ R2_ 2 Ra' cosl}. (50) 

Soll also auf der Kugeloberflache der Ausdruck (49) verschwinden, dann muB 
die Gleichung 

e r Va2+R2-2RacosO:- a (a+R2/a)-2Rcos{) (51) 
le' . -r' =- a'2+R2-2Ra'cos{} =- a'· (a'+R2/a')-2Rcos{) 

unabhangig von I} erfiillt sein. Dies ist, wie man sieht, dann und nur dann der 
Fall, wenn gilt: R2 , R2 

a+a-=a +a'-
oder 

R2 =aa'. (52) 

Die beiden Punkte P und P' sind also in 
bezug auf die Kugel "konjugierte" Punkte. 
FUr die Ladung e' ergibt sich aus (51) und (52) 

e' = - e 1 ra: = - e !!.... (53) Va a 

Aus (49) kann man nUlllllehr mit Be
nutzung der Gleichungen (50), (52) und (53) 
fUr jeden Punkt P im AuBenraume der Kugel 
das Potential und damit nach (39) auch die 
Ladungsverteilung auf der Kugel bercchnen. 

Abb. 101. Das entsprechende Kraftlinienbild ist in der 
Abb. 101 eingezeichnet1• Da man die Wirkung 

der auf der Kugel influenzierten Ladungen durch die fiktive Ladung e' ersetzt hat, 
muB auch die Gesamtladung der Kugel gleich e' sein. Auf der Kugel ist also durcb 
das Annahern der Ladung e und vOriibergehendes Erden die Ladung (53) influenziert 
worden, die das entgegengesetzte Vorzeichen wie e hat und absolut genommen 
stets kleiner ist als e 2. 

1 VgL hierzu das entsprechende, empirisch gewonnene Kraftlinienbild in "Exp.
Phys~", § 67. 

2 Uber die experimentelle Bestatigung dieses Resultats vgl. "Exp.-Physik", § 65. 
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8. Kondensatoren. Unter einem "Kondensator" versteht man eine aus zwei 
isolierten Leitersystemen bestehende V orrichtung, von denen das eine mit der 
Erde in leitender Verbindung steht, also auf dem Potential Null gehalten wird, 
wahrend das andere mit einer elektrischen Ladung e versehen wird. Unter der 
Kapazitiit des Kondensators versteht man in Ubereinstimmung mit (41) das Ver
haltnis seiner Ladung e zu der Potentialdifferenz CPo zwischen den beiden Leiter
systemeni . 

a) Der "Kugelkondensator" besteht aus zwei konzentrischen, leitenden Kugel
flachen von den Radien RI und R2, deren Zwischenraum mit einem Dielektrikum 
mit der Dielektrizitatskonstante B gefiillt sei. Die auBere Kugel sei ge
erdet, habe also das Potential cP = 0, die innere werde auf das Potential ({!o 

gebracht. Die Berechnung der entsprechenden Potentialverteilung haben wir 
bereits in § 7, 7. durchgefiihrt. Wir erhalten daher fUr die Ladungsdichte w auf 
der inneren Kugel gemaB (32) § 7 und (33) § 7 und der Formel (39) 

Ii [) lfJ Ii ([) lfJ) Ii B c R2 (54) 
w = -~an = -~ Tr r=R1= ~ R12 = ~CPo (R2 -R1)R1 • 

Die Ladung der inneren Kugel ist daher auf ihr gleichmaBig verteilt und 
betragt insgesamt _ 4 R 2 _ Rl R2 . (55) 

e- 11: 1 W-B~R R- CPo· 
2- 1 

Fur die Ladung der auBeren Kugel ergibt die analoge Rechnung den Wert - e. 
Die auf der geerdeten Kugel influenzierte Ladung ist also der Influenzladung e 
entgegengesetzt gleich, was man sich auch direkt klarmachen kann, wenn man 
bedenkt, daB aIle von der inneren Kugel ausgehenden Kraftlinien auf der auBeren 
enden. 

Fur die Kapazitat des Kugelkondensators folgt aus (41) und (55) 

C = ~ = B RIR2 . (56) 
lfJo R2-Rl 

Ruckt R2 ins Unendliche, dann wird aus (56) 
C = B RI . (57) 

Die Kapazitat einer in ein Dielektrikum von der Dielektrizitatskonstante B ein
gebetteten Kugel ist also gleich B mal ihrem Radius, im leeren Raum ist sie 
gleich ihrem Radius2• 

b) Der "Zylinderkondensator" besteht aus zwei konzentrischen Kreiszylindern 
von den Radien RI und R2 und der Lange L, deren Zwischenraum mit einem Di
elektrikum der Dielektrizitatskonstanten B ausgefiillt ist. Der auBere Zylinder 
mit dem Radius R2 sei geerdet, der innere werde auf ein Potential CPo geladen. Die 
exakte Berechnung der Potentialverteilung ist in diesem FaIle sehr schwierig, 
doch kann man fUr den Fall, daB R2 - RI sehr klein gegenuber List, annahernd 
so rechnen, als ob der Zylinder unendlich lang ware. Ffir diesen Fall haben wir 
das Randwertproblemim § 7,7. b) bereits vollkommen gelost. Wir erhalten daher 
ffir die Ladungsdichte w auf dem inneren Zylinder gemaB (28) § 7 und (29) § 7 und 
der Formel (39) 

w = - 4c
n ~: = - 4c

n (~;')r'=Rl = - 4lin ~l = 
Ii 1 

= ~CPo Rl (log R 2 -1og R l )· (58) 

1 Was den Ban Lmd die Verwendung der Kondensatoren fUr versehiedene ex
perimentelle Zweeke betrifft, sowie die Priifung der im folgenden abgeleiteten Be
ziehungen vgl. "Exp.-Physik", § 66. 

2 Hierauf beruht die Wahl der Einheit "em" fUr die Kapazitat im C. G. S.-System; 
vgl. "Exp.-Physik", § 66. 
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Die Ladung des inneren Zylinders ist insgesamt gleich 

L 
e = 2n RI Lw = s 2 (logR2-log R 1) • fPo; (59) 

fur die Ladung des auBeren Zylinders ergibt sich wieder - e. 
Fur die Kapazitat des Zylinderkondensators folgt aus (41) und (59) 

C = s 210g ~2IRl) . (60) 

c) Der "Plattenkondensator" besteht aus zwei parallelen, ebenen Platten vom 
Flacheninhalte F, die einander im Abstande a gegenuberstehen; der Raum 
zwischen den Platten sei wieder mit einem Dielektrikum der Dielektrizitats
konstanten s gefUllt. Die Plattenebene stehe senkrecht auf der x-Achse, die linke 
Platte sei geerdet, die rechte auf das Potential fPo gebracht. Auch hier ist die 
exakte Berechnung des Potentials sehr schwierig; ist jedoch a klein gegenuber 
den Lineardimensionen der Platten, dann kann man, wie oben, naherungsweise 
so rechnen, als ob die Platten unendlich ausgedehnt waren. Die Behandlung der 
entsprechenden Randwertaufgabe haben wir in § 7,7. unter a) durchgefiihrt. 

Mit Benutzung der Formel (25) § 7 erhalten wir gemaB (39) fur die Ladungs
dichte auf der rechten Platte 

e 0 ffJ e 0 ffJ e ffJo 
w=-~an= 4; ox =~a· 

Die gesamte Ladung auf dieser Platte ist daher gleich 

F 
e = wF = s--.mo 4na '1' 

und die Ladung der linken, geerdeten Platte gleich - e. 

(61) 

(62) 

GemaB den Formeln (55), (59) und (62) ist das Potential eines mit einer 
Ladung e geladenen leeren Kondensators stets somal so groB als das Potential 
des gleichen, ebenfalls mit der Ladung e versehenen und mit dem Dielektri
kum get1illten Kondensators. Auf dieser experimentell festgestellten Tatsache1 

fuBend, hat FARADAY den Begriff der Dielektrizitatskonstanten eingefuhrt. 
Fur die Kapazitat des Plattenkondensators folgt aus (41) und (62) 

F 
C=s4na. (63) 

Wir berechnen noch die Kraft K mit der die entgegengesetzt geladenen 
Platten des Kondensators einander anziehen, fur den Fall, daB der Raum zwischen 
ihnen leer sei, also s = 1 gesetzt ist. Nach (42) und (63) ist die Energie U des 
auf das Potential fPo geladenen Kondensators gleich 

U = £ffJo2 = .J!........ fPo2 • 
2 8na 

Bei einer VergroBerung des Plattenabstandes um da muB also die Arbeit 

dA=- oU da=~m2da=Kda o a 8 n a 2 '1'0 

geleistet werden. Hieraus folgt fUr die gesuchte Kraft 2: 

K- F 2 
- 8 n a 2 • fPo . (64) 

1 Uber diese Versuche und ihl'e Verwendung zur Messung von Dielektl'izitats
konstanten vgI. "Exp.-Physik", § 66. 

2 Die Formel (64) spielt eine wichtige Rolle bei del' Potentialmessung mit dem 
"absoluten Elektl'ometel'''; vgl. "Exp. -Physik", § 64. 
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1. Statiouare Stromleitung in Drahten; das Ohmsche Gesetz. Unter einem 
"elektrischen Leitungsstrom" versteht man bewegte elektrische Ladung. 1st de 
die in der Zeit dt durch einen Querschnitt eines drahtformigen Leiters hindurch
gehende Elektrizitatsmenge, dann nennt man die GroBe 

de 
J = (ft, (1) 

die "pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flieBende Elektrizitatsmenge", 
die "Stromstarke" des Stromes an der betreffenden Leiterstelle. Wir nennen den 
Strom "stationar", wenn J von der Zeit nicht abhangt. 

Die Beobachtung lehrtl, daB an jedem Punkte eines Leiters, der von einem 
stationaren Strom durchflossen wird, ein bestimmtes, zeitlich unveranderliches, 
elektrisches Potential 'P herrscht. Daraus folgt, daB auch die Ladungsdichte in 
dem Leiter sich mit der Zeit nicht explizite andert. Da weiter elektrische La
dungen erfahrungsgemaB weder erzeugt noch vernichtet werden konnen, muB die 
Stromstarke an jedem Querschnitt des Leiters gleich gro.B sein; denn wenn dies 
nicht der Fall ware, miiBte sich an manchen Stellen die Ladung aufstauen und 
an anderen Stellen eine Ladungsverarmung eintreten, was nacb dem eben Ge
sagten nicht der Fall ist. Hieraus folgt weiter, daB ein stationarer Strom stets 
eine geschlossene Leiterbahn, einen "Stromkreis" durchflieBen mu.B. 

FlieBt der Strom von einem Querschnitt 1 zu einem Querscbnitt 2 mit den 
Potentialen 'Pl bzw. f{Jz eines homogenen Leiters, dann ergibt das Experiment 
weiter!, daB zWischen der Potentialdifferenz oder "Spannung" V = 'Pl-'PZ und 
der Stromstarke J ein funktionaler Zusammenhang besteht, der im FaIle eines 
festen oder fliissigen Stromleiters die einfache Gestalt des "OHMschenGesetzes" hat: 

V=J.R. (2) 

Der :proportionalitatsfaktor R heiBt der "Widerstand" des betrachteten 
Leiterstiickes. Fiir zylindrische Drahte hangt R mit der Lange 1 und dem Quer
schnitt q des Leiterstiickes durch die Beziehung 

R = ljq a (3) 

zusammenl . Die GroBe a, die von der Natur des Leiters und von der Temperatur 
abbangt, heiBt die "spezijische Leitjahigkeit" der Leitersubstanz. 

Schaltet man mehrere homogene Leiter mit den Widerstanden Rl, R2, ••• Rn 
und den Spannungen Vl' V2, ••• Vn hintereinander, dalm mu.B nach (2) gelten 

V = Vl + V2 +·· . + Vn = J Rl + J Rz + ... + J Rn = 

= J (Rl + Rz + ... + Rn) = JR. (4) 

Zwischen der Gesamtspannung V und der Stromstarke Jgilt also wieder das 
OHMsche Gesetz, wobei der Gesamtwiderstand R gleich der Summe der Einzel
widerstande ist. 

Wendet man die Gleichung (4) auf einen geschlossenen Leiterkreis an, so muB 
natiirlich V = 0 sein und es mii.Bte demnach J = 0 gelten, d. h. es konnte iiber
haupt kein Strom in einem geschlossenen Stromkreis flie.Ben. Da dies erfahrungs
gemaB doch der Fall sein kann, miissen wir schlie.Ben, da,.B an der Beriihrungs-

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 69. 
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stelle zweier homogener Leiter oder in inhomogenen Leitern (z. B. Losungen mit 
ortlich verschiedener Konzentration) das OHMsche Gesetz in der Form (2) nicht 
gilt und daB in ihn,en auBer den Potentialdifferenzen noch andere Ursachen vor
handen sein mussen, die eine Bewegung elektrischer Ladungen hervorrufen. Wir 
wollen derartige Gebilde im folgenden stets als "Stromquellen" bezeichnen1. 

FUr den Stromverlauf innerhalb einer Stromquelle ersetzen wir das Gesetz (2) 
dUl'ch das allgemeinere -

V+~=JR ~ 

Die GroBe ~ von der Dimension eines Potentials nennen wir die "Elektrorrwtorische 
Kraft", abgekurzt EMK. der Stromquelle. Ihre Berechnung gelingt, wie wir 
spater noch zeigen werden (Kap. XIX), wenn del' Mechanismus del' Stromquelle 
bekannt. ist; sie kann auch noch von der Stromstarke se1bst abhangen (elektro
lytische Polarisation)l. 

In einer "offenen" Stromquelle ist naturlich J = 0, daher nach (5) Vo = - ~. 
Die an den "Klemmen" der Stromquelle im stromlosen Zustande elektrostatisch 
meBbare Spannung Vo ist also absolut genommen ihrer EMK gleich. Bei ge
schlossenem auBeren Stromkreis, also von Null verschiedenem J gilt n~ch (5) 

V = VO-JRi , (6) 

wenn man mit Ri den "inneren" Widerstand der Stromquelle bezeichnet und 
berucksichtigt, daB der Strom innerhalb der Stromquelle der Spannung ent
gegenflieBt. Die "Klemmenspannung" sinkt also um das Produkt aus der Strom
starke und dem inneren Widerstand der Stromquelle, wie experimentell leiclit 
nachweisbar ist2• 

Fur eillen geschlossenen Stromkreis foIgt aus (5) an Stelle von (4) 

IS 

~=I~i=JR. (7) 
i=1 

Die Bedingung dafiir, daB in einem geschiossenen Stromkreis dauernd Strom 
flieBen kann, besteht also darin, daB die gesamte EMK, die gleich der Summe der 
einzelnen EMK ist, einen von Null verschiedenen Wert hat. 

2. Die loulesche Warme; der Energiesatz. Es ist eine weitere experimentelle 
Erfahrungstatsache, daB infolge des HindurchflieBens eines Stromes J durch 
einen Leiter vom Widerstande R in der Zeit tin ihm eine Warmemenge Q, die 
"JoULEscke Warme", erzeugt wird3, die im mechanischenMaB gemessengleichist 

Q =J2R.t. (8) 

Muitiplizfert man auf heiden Seiten der Gleichung (5) mit J t = e, so erhalt 
man V .m. J2R e + ope = . t. (9) 

Hierin ist die rechte Seite gemaB (8) gleich der im Leiter entwickeiten JouLEschen 
Warme; Ve = (IPl - IP2) e ist nach (12) § 42 gleich der Abnahme der potentiellen 
Energie der im Leiter transportierten Ladung e. SoIl der Satz von der Erhaltung 
der Energie geiten, dann mu.ll ~e die von der EMK. ~ beim Transport der Ladung e 
geleistete Arbeit sein. Hiermit haben wir auch eine anschauliche, energetisbhe 
Deutung von ~ gewonnen. 

1 Vom experimentellen Standpunkte sind die Stromquellen in "Exp.-Physik", 
Kap. XXV, besprochen. 

2 VgI. "Exp.-Physik", § 69. 
8 Vgl. "Exp.-Physik", § 71. 
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Wendet man die Gleichung (9) auf einen geschlossenen Leiterkreis an, so er
gibt sich bei del' Division durch t und mit Benutzung von (7) und (8) 

Q ~2 
T= J2 R = f/JJ = Jj'-; (10) 

die zur Hervorbringung der JOULEschen Warme benutzte Energie wird also aus
schlieBlich durch die EMK. der im Leiterkreis enthaltenen Stromquellen aufge
bracht, deren Leistung gleich dem Produkt aus der gesamten elektromotorischen 
Kraft und der Stromstarke ist. 

Ist der Leiterkreis nach auBen abgeschlossen und gehen in ihm keine materiellen 
Veranderungen irgendwelcher Art vor sich, dann muB offenbar Q = 0 und daher 
auch f/J = 0 sein. Hierauf beruht das ffir Kontaktpotentiale giiltige "Gesetz der 
elektrischen Spannungsreihe", auf das wir spater (§ 54, 5.) nochmals zuriick
kommen1• 

3. Das stationiire Stromungsfeld. In einem beliebig verzweigten Leiterkreis 
ist bei stationarem Stromverlauf nach dem "ersten KmcHHoFFschen Gesetz" die 
algebraische Summe der Stromstarken in jedem Verzweigungspunkte gleich Null. 
Nach dem "zweiten KmcHHoFFschen Gesetz" existiert in jedem Punkte eines 
Leitungsnetzes ein bestimmtes Potential. Ferner gilt fiir den Zusammenhang 
zwischen der Potentialdifferenz V zwischen zwei beliebigen Punkten des Leitungs
netzes (wenn man von Kontaktpotentialen absieht) und der Starke des zwischen 
ihnen flieBenden Stromes J das OHMsche Gesetz (2)2. Durch Grenziibergang 
kommt man von hier aus zu der Betrachtung der Stromung der Elektrizitat 
in eiuem leitenden Medium, das den Raum kontinuierlich erfiillt. 

Wir konnen die Stromung in einem beliebigen Punkte des Leiters durch den 
Vektor der "Stromdichte" i kennzeichnen. Seine Richtung solI mit der Richtung 
der Elektrizitatsstromung iibereinstimmen und es solljij. dF dt die Elektrizitats
menge messen, die in der Zeit d t durch ein zur Stromrichtung senkrechtes Flachen
element dF an qer ins Auge gefaBten Stelle hindurchstromt. Die Stromstarke J 
durch eine beliebige Flache erhalt man gemaB dieser Definition aus der Gleichung 
(1) durch Bildung des Integrals ii ber diese Flache: 

(11) 

Das Vektorfeld i (x, y, z) wollen wir das "elektrische Stromungsteld" nennen. 
Es solI, wie in der Hydrodynamik (vgl. § 26, 1.) "stationar" heiBen, wenn die 
Funktion i (x, y, z) die Zeit nicht enthalt. 

Da der Vektor der Stromdichte offensichtlich in vollkommener Analogie 
zum Stromungsvektor der Hydrodynamik definiert ist und ferner, wie unter 1. 
bereits erwahnt wurde, beim Stromungsvorgang elektrische Ladung weder er
zeugt noch vernichtet werden kann, kann in genauer Nachahmung des in 
§ 26, 2. dargelegten Gedankenganges auch fiir das elektrische Stromungsfeld eine 
"Kontinuitatsgleichung" hergeleitet werden, die man aus der entsprechenden 
Gleichung (6) § 26 erhalt, wenn man darin den Stromungsvektor e b durch i und 
die materielle Dichte e durch die elektrische Ladungsdichte e ersetzt: 

012 + di' 0 fit vt=. (12) 

In Verallgemeinerung des zweiten KmcHHoFFschen Gesetzes haben wir anzu
nehmen, daB ein stationares Stromungsfeld von einem zeitlich unveranderlichen 

1 Vgl. auch "Exp.-Physik", § 98. 
2 Beziiglich der experimentellen Begriindung dieser GesetzmaJ3igkeiten vgl. "Exp.

Physik", § 69. 
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elektrischen Feld ~ begleitet ist, das sich aus einem skalaren Potential q:; gemaB 
der Gleichung (8) § 42 ableitet. Hieraus folgt, daB auch das Skaladeld (! (x, y, z) 
zeitlich 1;Inveranderlich sein muB. Die Kontinuitatsgleichung (12) reduziert sich 
demnach fUr ein stationares Stromungsfeld auf die Gleichung 

div i = 0, (13) 

die aussagt, daB das Vektorfeld i quellenfrei ist. Dies ist die kontinuierliche Ver
allgemeinerung des ersten KmcHHoFFschen Gesetzes. In Erweiterung des unter 
1. ausgesprochenen Satzes konnen wir weiterhin sagen, daB im stationaren 
Stromungsfeld alle Stromlinien geschlossen sein miissen. 

4. Das Ohmsche Gesetz und der Energiesatz ffir stationire Felder. Um die fiir 
ein stationares Stromungsfeld giiltige, allgemeine Fassung des OHMSchen Gesetzes 
zu gewinnen, denken wir uns aus dem leitenden Medium an einer,beliebigen Stelle 
ein zylindrisches Volumenelement d V mit der Grundflii.che dF und der Lange dl 
herausgeschnitten, dessen Achse in die Stromungsrichtung weist. Ist dq:; die 
Potentialdifferenz zwischen den beiden Endflii.chen, dann gilt nach (2) und (3) 

d 'dF R 'dF dl Ldl q:; = t . = t dF. a = -a-' 

Nun ist ~ r nichts anderes als das Potentialgefalle an der betreffenden Feldstelle, 

also gleich - !grad q:;! = !~!. Wir erhalten daher schlieBlich die Gleichung 

i=O'~ (14) 

als allgemeinsten Ausdruck fiir das OHMSche Gesetz. 
Es erweist sich nunmehr als die Verkniipfungsgleichung zwischen den beiden 

Vektorfeldern i (x, y, z) und ~ (x, y, z), die das stationare Stromungsfeld bestimmen, 
und sagt au"'!, daB die beiden Feldvektoren an jeder Stelle des Raumes einander 
proportional sind. Die Proportionalitatskonstante ist die an der betreffenden 
Stelle herrschende Leitfahigkeit. Die Gleichung (14) gilt im iibrigen nur in iso
tropen Medien; in anisotropen Medien ist 0', ebenso wie e, ein Tensor. 

Da nach (13) in einem stationaren Stromungsfeld i quellenfrei, nach (1) § 42 
jedoch ~ wirbelfrei ist, kann die Gleichung (14) nur dann allgemein bestehen, 
wenn jede Stromungslinie an mindestens einer Stelle von einer Unstetigkeits
flii.che des Potentials bzw. einer elektrischen Doppelschicht durchsetzt ist. Diese 
Kontaktpotentialflii.chen bilden die "Stromquellen" gemaB der Definition 
unter 1. (z. B. die Oberflii.chen der Elektroden von galvanischen Elementen oder 
Akkumulatoren). 

FUr die in dem oben betrachteten Volumenelement d V entwickelte JOULEsche 
Warme pro Zeiteinheit erhalten wir aus (3) und (8) 

( 'dF)2 R - (idF)2dl _ i 2 dFdl - ~dV 
~ . - a dF - a - a ' 

also fiir die Stramleistung dAjdt pro Volumeneinheit mit Benutzung von (14) 

ddA = ~ = 0' E2 = i . ~. 
t a (15) 

5. Berechnung stationiirer Stromungsfelder. In einem von Potentialunstetig
keitsstellen freien Gebiet des Stromungsfeldes gilt wegen (13) und (14) die Dif. 
ferentialgleichung div (0' ~) = O. (16) 

Wie man sieht, ist sie formal identisch mit der Differentialgleichung (21) § 42 fiir 
den Verschiebungsvektor ~ in einem von Raumladungen freien Gebiet, wenn man 
die Dielektrizitatskonstante e durch die Leitfahigkeit 0' ersetzt. Deshalb kann man 
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jede Aufgabe uber statiqnare Stromungsfelder auf ein entsprechendes Problem 
der Elektrostatik zUrUekfiihren \md umgekehrt. 

Wir wollen diese Tatsache zur Losung der Aufgabe benutzen, das Stromungs
feld in einem unendlieh ausgedehnten Medium der Leitfahigkeit (1 zu berechnen, 
dem der Strom durch zwei "Elektroden" aus einem praktiseh unendlieh gut 
leitenden Material zugefiihrt wird (z. B. Metallelektroden in einer Elektrolyt
lOsung). Innerhalb der Elektroden ist dann naeh (14), da i endlieh und (1 unend
lieh groB ist, ~ = 0, d. h. das Potential ist dort konstant, ebenso als ob die 
Elektrode isoliert ware. Aus dem gleiehen Grunde stehen uberall die Kraftlinien 
und daher aueh die Stromungslinien auf der Oberflii.che der Elektrode senkreeht. 
Unsere Aufgabe entsprieht also auf Grund der vorstehenden Uberlegung dem 
in der Elektrostatik (§ 42, 8.) behandelten Problem des Kondensators, so daB 
man die dort gewonnenen Resultate unmittelbar ubertragen kann, wenn man e 
dureh (1 ersetzt. 

Naeh (II) und (14) ist die aus einer Elektrode austretende Stromstarke J 

gleieh J = ~ ~ (1 E"dF = -(1 ~ ~ :: dF, (17) 

worin das Integral uber die ganze Oberflaehe der Elektrode zu erstreeken ist. 
Der Vergleieh der Formel (17) mit der Formel (40) § 42 zeigt, daB man beirn 
Ubergang vom Kondensatorproblem zum Elektrodenproblem die Ladung e dureh 
J /4 n zu ersetzen hat. 

Aus der Beziehung (41) § 42 wird infolgedessen 
J 

""4n = V . Co (1, (18) 

worin V die Spannung zwischen den Elektroden und Co die Vakuumkapazitat 
des entspreehenden Kondensators bedeutet. Bezeiehnen wir aueh hier wie in (2) 
die Proportionalitatskonstantezwisehen der Spannung und der Stromstarke als 
den Widerstand R des Leitergebildes, dann folgthierfiir aus (18) 

1 
R= C. (~ 4na 0 

Fur zwei plattenformige Elektroden vom Flaeheninhalt F im Abstande a, 
der klein gegenuber den Plattendirnensionen ist, haben wir fiir Co die Kapazitat 
des leeren Plattenkondensators gemaB (63) § 42 einzusetzen und erhalten daher 

R __ l_. 4na -~ (20) 
- 4na F - aF' 

in Analogie zu der Formel (3) fur den Widerstand eines Drahtes. 
FUr den Widerstand zwischen zwei Zylinderelektroden der Lange lund den 

Radien r1 und r2 erhalt man ebenso mit Benutzung der Formel (60) § 42 

log~ 
R rl 

= 2naF' (21) 

Verbindet man den einen Pol einer Stromqu"elle von der Spannung V gegen 
Erde dureh einen Draht mit einem in die Erde eingesenkten Metallkorper, dann 
flieBt dureh ihn von der Stromquelle in die Erde ein Strom J. Das Verhaltnis 

R = j nennt man den "Erdungswiderstand" der Erdungsvorriehtung. Auf 

Grund der oben durchgefiihrten Uberlegung gilt fur den Erdungswiderstand die 
Formel (19), wenn fur Co die Kapazitat des Erdungskorpers im leeren Raum ein
gesetzt ist. 1st der Erdungskorper z. B. eine Kugel vom Radius a, dann ist naeh 
(57) § 42 Co = a und R=_I __ . 

4naa 
(22) 
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§ 44. Das MagneUeld stationarer Strome. 
1. Das magnetische Kraftfeld stromdurchllossener Drahte. Nach der Ent

deckungOERsTEDs iibt ein stromdurchflossener Draht auf in die Nahe gebrachte 
Magnete Kraftwirkungen aus. Wir schlieBen daraus, daB die Umgebung eines 
elektrischen Stromes ein magnetisches Feld ist. Die Ausmessung des Magnet
feldes eines praktisch unendlich langen geraden und diinnen Drahtes, der von 
einem stationaren Strom der (im elektrostatischen MaBsystem gemessenen) Strom
starke J durchflossen wird, ergibt, daB die Kraftlinien Kreise sind, deren Ebenen 
senkrecht auf dem Draht stehen und deren Mittelpunkte in ihm gelegen sind. 
Die Richtung von.\) ist ferner der Stromrichtung im Sinne einer Rechtsschraube 
zugeordnet (AMP:FJREsche Schwimmerregel). Der Betrag von.\) hangt von J und 
vom Abstande a vom Draht gemaB dem "BIOT-SAvARTsehen Gesetz" 

2J 
I.\)i = ca (1) 

ab, worin die Konstante e, das Verhiiltnis zwischen elektrostatisch und elektro
magnetisch gemessener Stromstarke, den Wert 3.1010 em/sec hat!. 

Da die Kraftlinien geschlossene Kurven sind, bildet .\) ein Wirbelfeld. Vergleicht 
man die vorstehendenAusfiihrungen und die Formel (1) mit den Ausfiihrungen am 
Schlusse von § 8, 6., so erkennt man, daB es sich hier um ein spezielles Wirbel~ 
feld, namlich das einer Wirbellinie vom Moment 'YJ = J Ie handelt, die mit dem 
stromdurchflossenen Draht zusammenfallt. 

Wir verallgemeinern nun dieses Resultat fiir beliebig gestaltete, geschlossene, 
drahtformige Stromleiter in einem Medium mit konstanter Permeabilitat, indem 
wir den Satz aussprechen, daB auch hier das Magnetfeld in ihrer Umgebung 
identisch sei mit dem Feld einer Wirbellinie vom Moment J Ie, die mit dem Drahte 
zusammenfallt. 

Zur Berechnung der Feldstarke bilden wir nach der Formel (23) § 8 das Vektor-

\l(=~ ~ 
potential \l( des Wirbelfeldes: ~ 

c r' 
(2) 

worin das Integral iiber den ganzen Stromleiter zu erstrecken ist und r die Ent
fernung des Aufpunktes von dem Linienelement d 5 bedeutet. Aus (2) erhalt man 
dann .\) mit Benutzung der Formel (14) § 8: 

.\) = rot \l(. (3) 

Statt dessen kann man zur Berechnung von.\) auch direkt die Formel (25) § 8 
heranziehen, die auf unseren Fall angewendet ergibt: 

.\) = : ~ dsr;r. (4) 

Diese Formel gestattet eine unmittelbare Deutung der Kraftwirkung eines 
elektrischen Stromes auf einen Magnetpol im Sinne der alteren Fernwirkungs
theorie, die annahm, daB sich diese Kraftwirkung als die Zusammensetzung von 
Kraften der einzelnen "Stromelemente" auf den Magnetpol darstelle. Schreibt 
man jedem Stromelement d 5 auf einen Magnetpol h die Kraftwirkung 

df=Jh.dsxr (5) 
c r 3 

zu, worin t den Radiusvektor von d 5 nach h bedeutet, dann ergibt sich durch 
Summation iiber aIle Stromelemente in der Tat die Formel (4). Die Kraft df 

1 Die Versuche, die zur Aufstellung dieser GesetzmiiJ3igkeiten fiihren, sind in 
"Exp.-Physik", § 72, beschrieben. 
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steht senkrecht auf der durch das Stromelement und den Vektor r bestimmten 
Ebene und ihr Betrag ist gleich 

Idll = Jkilssinf} (6) 
eT2 ' 

worin 0- den Winkel zwischen r und d s bedeutet. Das Gesetz (6) wurde von 
LAPLACE aufgestellt, wird aber in den meisten Lehrbiichem irrtiimlich als das 
"BIOT-SAVARTsche" Gesetz bezeichnet. Das wirkliche BIOT-SAVARTsche Gesetz (1) 
kann natiirlich aus dem LAPLAcEschen gewonnen werden. 

Fiihrt man einen Magnetpol von der Stii.rke k auf einer geschlossenen Bahn 
im Magnetfeld eines geschlossenen Stromes herum, so ist die dabei geleistete 
Arbeit gleich A-

A =k 'Y H8 dB. (7) 

Nach den Resultaten in § 8, 7. ist A = 0, wenn die Bahnkurve den StroDf 
leiter nicht umschlingt, hingegen gleich 43t J Ie . k, wenn die Bahnkurve den 
Stromleiter einmal umschlingt (Abb. 14, S.46), wie sich tatsii.chlich experi 
mentell zeigen lii.Btl. Das bedeutet, daB im Gegensatz zu einem System per
manenter Magnete ein aus stromdurchflossenen Leitern und Magneten be
stehendes System niekt konservativ ist. Es kann also bei der Relativbewegung 
von Magneten und Stromleitern mechanische Energie erzeugt oder verbraucht 
werden und zwar, wie wir spii.ter noch sehen werden, auf Kosten der magnetischen 
Feldenergie. Von dieser Moglichkeit der Umwandlung elektromagnetischer in 
mechanische Energie und umgekehrt wird in der Elektrotechnik weitestgehender 
Gebrauch gemacht2• 

2~ Das MagneUeld zweier unendlieh langer, paralleler Driihte. Wie wir in 
§ 9,4. bemerkten, ist das Vektorfeld einer geraden Wirbellinie in jeder zu ihr 
senkrechten Ebene ein ebenes Vektorfeld, das man nach den im § 9 entwickelten 
Methoden behandeln kann. Wir erhalten daher das Magnetfeld eines unend
lich langen, geraden, senkrecht zur x-y-Ebene stehenden Drahtes gemii.B der 
Formel (10) §9 aus einem Potential X (derz-Komponente desVektorpotentials m), 
das aus der Formel (29) § 9 hervorgeht, wenn man darin 
A =-2i'YJ =-2i.Jle setzt, also aus 

2J 
X=---logr, e (8) 

worin r der Abstand des Aufpunktes vom Stromleiter 
ist, und 

(9) 

Die Linien X = const sind gleichzeitig die Kraftlinien. A.bb. 102. 
Das Feld zweier paralleler, unendlich langer und ge-

rader Stromleiter ergibt sich durch lJberlagerung der entsprechenden X-Poten
tiale. Raben beide Strome die gleiche Richtung (der z-Achse) und die gleiche 
Stromstii.rke, dann wird 2 J 

X = --log (r1' T2)' (10) e 

worin r1 und T2 die Abstii.nde des Aufpunktes von den beiden Stromleitern,sind., 
Die Kraftlinien sind daher die Kurven r1 r2 =const, die in der Abb.102 darge
stellt sind3• 

1 Z. B. durch die in "Exp.·Physik", § 72, beschriebenen Versuche von FARADA.Y. 
2 V gl. die Ausfiihrungen tiber "Generatoren" und "Motoren" in "Exp.-Physik", § 80. 
a V gl. hierzu die entsprechenden, empirisch gewonnenen Kraftlinienbilder in 

"Exp .. Physik", § 72. 
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Laufen die Strome in entgegengesetzter Richtung, und zwar der Strom 1 in 
der Richtung der positiven und der Strom 2 in der Richtung der negativen 

z-Achse, und sind die Stromstarken beide 
gleich groB, dann wird 

X = 2 J log (~'). (ll) 
c rl 

Die Kraftlinien sind die Kurven T2/T1 = const, 
sie sind also nach einem bekannten geometri
schen Satz Kreise, in bezug auf die die 
beiden DurchstoBungspunkte 0 1 und O2 der 
Drahte durch die Zeichenebene konjugiert 
sind, wie die Abb.103 zeigt1. 

3. Das Magnetfeld einer Stromsehleife 
Abb. 103. und einer Spule. Auf Grund der allgemei-

nen Formeln von 1. laBt sich bei gegebener Gestalt des Stromleiters in 
jedem Punkte des Magnetfeldes die Feldstarke berechnen. Wir wollen zunachst 
annehmen, daB der Draht eine geschlossene, ebene Kurve bilde, die eine Flache 
vom Flacheninhalte F umschlieBt. Wir konnen uns in diesem FaIle die Berech
nung des Magnetfeldes wesentlich vereinfachen, indem wir an den in § 8, 7. 
abgeleiteten Satz erinnern, wonach das Feld einer Wirbellinie vom Moment 'fJ 
mit dem einer auf der Wirbellinie als Berandung aufgespannten Doppelschicht 
vom gleicheh Moment 'fJ aquivalent ist. Auf unseren Fall angewendet heiBt das, 
daB die Stromschleife in ihrer Umgebung die gleiche magnetische Wirkung hervor
ruft, als ob auf ihr eine sehr diinne magnetische Platte aufgespannt ware, die pro 
Flacheneinheit das magnetische Moment J/c hat, und zwar derart, daB die Nord
pole auf derjenigen Seite der Platte liegen, von der aus gesehen der Strom die 
Platte im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers umkreist. 

In groBer Entfemung vom Stromleiter, d. h. in einer Entfemung, die groB 
ist gegenuber den' Lineardimensionen der Stromschleife, ist ihre magnetische 
Wirkung daher aquivalent der eines magnetischen Dipols vom Moment 

J 
[m[ = F 'c' (12) 

dessen Achse senkrecht auf der Ebene der Stromschleife steht. 
Um das Magnetfeld auch in beliebiger Entfemung 

'P' exakt zu berechnen, kann man nach § 7, 3. zunachst 
mittels der Formel (10) § 7 ein magnetisches Potential 'ljl 
berechnen, aus dem sich dann.p gemaB (ll) § 41 in 
alIen Punkten auBerhalb der magnetischen Doppel
schicht berechnen laBt. Wir fiihren die Berechnung zu
nachst fur eine kreisformige Drahtschleife vom Ra,
dius a, und zwar fiir die Punkte der zum Kreis sym
metrischen Achse aus (Abb.104). Die Entfemung des 

Abb. 104. Aufpunktes P vom Kreismittelpunkt 0 sei z. 
Zur Ermittlung von 'ljl mussen wir zunachst den 

raumlichen Winkel Q berechnen, unter dem die Kreisflache von P aus gesehen 
erscheint. Die Oberflache der auf der Kreislinie errichteten Kugelkappe mit 
dem Mittelpunkt P ist gleich 

I = 2 R.n h = 2.n Va2 + Z2 (Va2 + Z2 - z) 
und daher 

Q =-Rf• = 2.11:(1- V z ) - a2+z2 • 

1 S. Anm. 3, S. 319. 
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Hieraus folgt fiir das gesuehte "P: 

_ J Q _ 2 n J (I is) 
"P- c - --0- - Va2+z2 . (13) 

. \j hat aus Symmetriegriinden auf der Aehse die Riehtung von z und sein 
Betrag ergibt sieh zu 

H--~-~"!~~( z )_ 2nJ __ a_2 _ (14) 
- oz - 0 dz \fa2+z2 - 0 (a2+z2)3/2' 

Fiir z = 0, d. h. den Mittelpunkt des Kreises, wird aus (14) 

H - 2nJ (15) 
0- oa ' 

eine Formel, die bei der Strommessung mit der Tangentenbussole und bei der 
Festsetzung der elektromagnetisehen MaBeinheit fUr die Stromstarke eine Rolle 
spieltl. 

FUr Punkte, deren Verbindungslinie zum Kreismittelpunkt mit der Aehse 
den Winkel f) einsehlieBen und deren Entfernung r von 0 sehr groB ist, wird 
annahernd Q = Fcos1} 

r2 
und daher mit Benutzung von (12) 

JF cos1} Iml cos1} 
"P = -0-T"2 = r2 . (16) 

Der Vergleieh mit der Formel (10) § 41 laBt erkennen, daB die Stromsehleife 
in del' Tat, wie oben bereits erwahnt wurde, in groBer Entfernung wie ein Dipol 
vom Moment (12) wirkt. 

Die allgemeine Bereehnung von "P (die 
hier nieht weiter durehgefUhrt werden solI) 
ergibt die Gestalt del' Aquipotential
flaehen und del' Kraftlinien, die in del' 
Abb. 105 graphiseh dargestellt sind2• 

Das Feld einer kurzen, zylindrischen 
Spule von N Windungen ist in groBer 
Entfernung von derselben offenbar als 
die Superposition des Feldes von N ein
zelnen Stromsehleifenaufzufassen, sie wirkt 
also wie ein Magnet vom magnetisehen 
Moment NJ 

Iml = -0- . F; (17) Abb. 105. 

mist bei gegebener Windungsflaehe dem Produkt aus del' Windungszahl und del' 
Stromstarke, del' "Amperewindungszahl" proportional. 

Fiillt man den Hohlraum del' Spule mit einer magnetisierbaren Substanz, 
z. B. mit Eisen, so iiberlagert sieh iiber das Feld del' eisenlosen Spule noeh das 
Feld des magnetisierten "Kernes", so daB das magnetisehe Moment dureh diese 
MaBnahme vergroBert wird; wir nennen eine solehe Anordnung einen "Elektro
magneten"a. 

1 Hieruber sowie uber die experimentelle Prufung der Formel (15) vgl. "Exp.-
Physik", §§ 72 und 76. . 

2 VgI. das entsprechende, empirisch gewonneneKraftlinienbiIdin "Exp.-Physik", 
§ 72 ... 

3 Uber die praktische AusfUhrung der Elektromagnete und magnetischen Kreise 
vgl. "Exp.-Physik", § 73. 

FUrth, Theor. Physik. 21 
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4. Der geschlossene magnetisehe Kreis. Als geschlossenen "magnetischen Kreis" 
bezeichnen wir ein aus einer magnetisierbaren Substanz hergestelltes rahmen
oder ringformiges ·Gebilde, in das nicht, wie im Felde permanenter Magnete, 
die Kraftlinien auf der einen Seite ein- und auf der anderen Seite austreten, 
sondern in dem sie geschlossene Kurven bilden. Dies laBt sich bewirken, indem 
man den Ring mit einer Drahtspule bewickelt, durch die ein elektrischer Strom 
hindurch£lieJW. 

Um die hier obwaltenden GesetzmaBigkeiten kennenzulernen, geniigt es, 
wenn wir den einfachen Fall betrachten, in dem der Kern von der Permeabilitat p. 
die Form eines Kreisringes vom Querschnitt q und dem mittleren Umfang lhat, 

der mit N Drahtwindungen bewickelt sein moge 
(Abb.106). 

1st die Wicklung sehr dicht, dann ist die Strom
richtung annahernd senkrecht auf den Parallelkreisen 

If A des Ringes; die auf der Stromrichtung senkrechten 
Kraftlinien sind also annahernd zu den Parallelkreisen 
des Ringes konzentrische Kreise. Bildet man langs eines 
dieser im Innern der Spule verlaufenden Kreise mit 

dem Umfang l das Linienintegral ~. H. ds, so ergibt 
Abb. 106. sich dafiir gemaB den Ausfiihrungen unter 1. 

1Tr th 4nJ N 
r ='"1 H. d s = H. l = 0 ' (18) 

da der Integrationsweg den Stromkreis gerade N-mal umschlingt. 
FUr die mittlere Feldstarke Ii im Innern der Spule folgt hieraus 

Ii = 'l' = 4nJN 
l ol' 

(19) 

sie ist also der "Amperewindungszahl pro Langeneinheit" der Spule proportional. 
Die Formel (19) bleibt auch dann richtig, wenn man den Radius a des Ringes 

unbegrenzt zunehmen laBt, wobei sich die Kraftlinien in Gerade verwandeln. 
Sie gibt also auch den Ausdruck fiir das annahernd homogene Feld im Innern 
einer sehr langen Zylinderspule in nicht zu groBer Nahe von den Enden2• 

FUr den magnetischen InduktionsfluB durch einen Ringquerschnitt folgt aus 
(19), (30) § 41 und (31) § 41 

A - ,."q 
B=p.Hq=-=-·P = P/Rm , (20) 

l 
. worin gesetzt ist 

(21) 

Die gemaB (18) definierte GroBe P bezeichnet man als die "magnetomotorische 
Kraft", die GroBe Rm als den "magnetischen Widerstand". Diese Bezeichnungs
weise ist im Hinblick darauf gewahlt, daB die Beziehung (20) zwischen dem 
magnetischen KraftfluB in einem geschlossenen magnetischen Kreis, der magneto
motorischen Kraft und dem magnetischen Widerstand in formaler Analogie 
zu dem OHMschen Gesetz (7) § 43 fiir einen geschlossenen Stromkreis steht. 
Auch die Abhangigkeit des magnetischen Widerstandes von der Lange und 
dem Querschnitt des "magnetischen Leiters" gemiiB (21) entspricht genau 
der Formel (3) § 43 fiir den elektrischen Widerstand, wenn man statt (J die 

1 S. Anm, 3, S. 321. 
2 Uber die Bestatigung dieses Ergebnisses durch den Versuch vgl. "Exp.

Physik", § 73. 
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Permeabilitat p, setzt. Man kann daher die Permeabilitat auch als eine .Art 
"Leitfahigkeit" fiir den magnetischen KraftfluB ansehen. 

1st der Spulenkern an einer Stelle.A (Abb. 106, S. 322) durch einen "Luft
spalt" unterbrochen, so ist wegen der Quellenfreiheit von 5S der InduktionsfluB 
darin, wenn man von der Streuung der Kraftlinien absieht, ebenso groB wie 
im Innern des Kernes, und da im Luftspalt £J = 5S ist, ergibt sich fiir die 
magnetische Feldstarke im Luftspalt nach (19) und (20)1 

fj - bJN 
Ho =- =p,H =--_-. p,. (22) 

q cZ 

5. Die Kraftwirkung eines Magnetfeldes auf einen elektrischen Strom. Er
fahrungsgemaB iibt ein Magnetfeld auf einen darin verlaufenden stromfiihrenden 
Draht eine Kraft aus. Durch geeignete Experimente laBt sich zunachst fest
stellen, daB in einem Medium der Permeabilitat p, auf einen Stromleiter der 
Lange l, der von einem Strom der Starke J durchflossen wird und sich in 
einem homogenen Magnetfeld mit der Feldstarke H befindet, derart, daB 
Feld- und Stromrichtung miteinander einen Winkel {} einschlieBen, eine Kraft 
vom Betrage J 

K = -·Hlsin{}.p, (23) 
c 

ausgeiibt wird, deren Richtung senkrecht auf der Feld- und auf der Strom
richtung steht, und zwar so, daB Strom-, Feld- und Kraftrichtung ein Rechts
system bilden ("Linke-Hand-Regel")~. 

Wir deuten dies, indem wir annehmen, daB das Feld auf jedes Element d 5 
des Stromleiters (positiv gerechnet in der Richtung des Stromflusses) eine Kraft 

d sr = ~ (d 5 X 5S) (24) c ausiibt. 
In Verallgemeinerung dieses· Resultats fUr beliebige Felder schlieBen wir, 

daB die Kraft ~ auf einen geschlossenen Stromleiter sich durch Integration iiber die 
auf die einzelnen Stromelemente ausgeiibte Kraft (24) wie folgt ergibt: 

~ = : ~ (d 5 X 5S), (25) 

worin die Integration iiber den ganzen Stromleiter zu erstrecken ist. 
Durch Kombination des BIOT-SAvARTschen Gesetzes (1) mit dem Gesetz (25) 

kann man zunachst sogleich feststellen, daB in der gleichen Richtung flieBende 
parallele Strome einander anziehen und in der entgegengesetzten Richtung 
laufende Strome einander abstoBen, was hier wohl nicht naher ausgefiihrt 
werden muS ("elektrodynamisches Krajtgesetz")'!.. 

Als wichtiges Anwendungsbeispiel wollen wir die Kraftwirkung berechnen, 
die ein homogenes Feld auf eine ebene Stromschleife im leeren Raum ausiibt. 
Die Stromschleife liege in der x-z-Ebene; die Feldrichtung in der x-y-Ebene 
und schlieBe mit der y-Achse den Winkel {} ein. Fiir die resultierende Kraft 
ergibt sich zunachst aus (25) 

sr = - : .£J X ~ d 5 = 0, (26) 

da auf einer ebenen, geschlossenen Kurve zu jedem Linienelement ein paralleles 
und entgegengesetzt gerichtetes existierl. 

1 S. Anm. 2, S. 322. 
2 Die zu diesen Gesetzma13igkeiten fiihrenden "AMPERESchen V ersuche" sind in 

"Exp.-Physik", §§ 74 und 75, beschrieben .. 

21* 
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Das Drehmoment des Feldes auf die Stromschleife in bezug auf die x-Achse 
ist aus Symmetriegrunden gleich Null. Das Drehmoment D um die z-Achse 
gewinnen wir, indem wir zunachst das Drehmoment der Kraft (24) in bezug 
auf einen Punkt der Schleifenebene, z. B. den Koordinatenursprung nach (16) § 18 
bilden, uber den ganzen Stromkreis integrieren und nach § 21,2. die z-Komponente 
hiervon bilden. Das ergibt 

D = : ~ [r X (di3 X ~)]z. (27) 

Mit Benutzung von (33) § 3 machen wir zunachst die Umformung 
[t X (di3 X ~)]z = [di3 (t.~) - ~ (t. di3)Jz = dz. t .. 1) = dz. H x sin f}, 

da ~ senkrecht auf der z-Achse steht. Dies ergibt in (27) eingesetzt 

D = {.H sinf} th xdz = J FH sinf}, 
c ':l' c 

worin F den Flacheninhalt der Stromschleife bedeutet. 

(28) 

Fur eine flache Spule mit N Windungen ist das Drehmoment N-mal so groB. 
Bei gegebenem H und f} ist es demnach der Amperewindungszahl der Spule 

proportional und ein Maximum fUr f} = ;, d. h. fUr diejenige Stellung, bei der 

die Spulenebene die Feldrichtung enthalt, und gleich Null fUr diejenige Stellung,· 
bei der die Spulemibene zur Feldrichtung senkrecht steht. In dieser SteHung 
ist daher die Spule im Gleichgewichtl. 

Setzt man in (28) aus (12) ein, so erhalt man gerade die Formel (23) § 41: 
Das Drehmoment des Feldes auf eine Stromschleife bzw. eine Spule ist also 
ebenso groB wie das Drehmoment auf einen Magneten, der in bezug auf seine 
magnetische Wirkung der Schleife bzw. Spule aquivalent ist. 

6. Das magnetisehe Feld riiumlieh verteilter, stationiirer Strome. Bisher hatten 
wir uns auf die Betrachtung des magnetischen Feldes stromdurchflossener 
Drahte in einem homogenen Medium beschrankt. Wir wollen nun versuchen, 
auch den allgemeinen Fall zu erledigen, das Magnetfeld raumlich beliebig ver
teilter stationarer Strome zu ermitteln. Wir denken uns zu diesem Zwecke das 
Stromungsfeld in einz.elne "Stromfaden" zerteilt, langs derer das Produkt aus 
der Stromdichte Iii und dem Querschnitt des Stromfadens dF konstant sei. Die 
Stromstarke in dem Stromfaden ist dann gleich Iii. dF. 

Aus (2) erhalten wir fUr das Vektorpotential des von einem einzelnen Strom
faden hervorgerufenen Feldes 

JiL~ th ~ = ~ th i. dE. d 8 • 

c ':l' r c ':l' l' 

Fur das Vektorpotential des von allen Stromfaden im ganzen Raum erzeugten 
Feldes erhalten - wir hieraus durch Integration uber aIle Stromfaden wegen 
dFds = dV: 

(29) 

Der Vergleich der Formel (29) mit der Formel (19) § 8 zeigt sogleich, daB ~ 

das Vektorpotential eines Wirbelfadens mit der raumlichen Wirbeldichte ~ ist; 
c 

es genugt daher der Differentialgleichung (16) § 8 

(30) 

1 Diese Resultate werden praktisch bei der Messung elektrischer Strome mit dem 
"Drehspulengalvanometer" verwendet; vgl. hierzu "Exp.-Physik", § 76. 
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Um bei gegebener Stromdichte 1 (x, y, z) ineinem homogenen Medium mit 
raumlich konstanter Permeabilitat die Feldstarke ~ (x, y, z) zu finden, kann 
man entweder zunachst \}l vermoge (29) durch Ausfiihrung der Integration 
oder direkt durch Losung der Gleichung (30) berechnen und hieraus nach (3) 
die Feldstarke ~ selbst. 

Fiir den Feldvektor ~ (x, y, z) gilt wegen (13) § 8 die Differentialgleichung 

rot Sj = 4ni . 
- c 

(31) 

Wir wollen mit MAXWELL annehmen, daB diese Gleichung, die die Wirbel von ~ 
mit der Stromdichte in unmittelbaren Zusammenhang bringt, auch dann gultig 
bleibt, wenn f-l in beliebiger Weise vom Orte abhangig ist, wenn also das 
Vektorfeld ~ nicht wie in einem homogenen Medium wegen (31) § 41 quellen
frei ist und sich daher auch nicht aus einem Vektorpotential gemaB (3) ab
leiten laBt. 

Fur die Kraft, die das Feld auf ein V olumenelement d V infolge del' darin 
flieBenden Strome ausiibt, erhalten wir nach (24) auf Grund des gleichen Ge
dankenganges wie oben 

J!L:F (d $ X 58) = ! (1 X 58) . dV, 

d. h. fur die "Kraft pro Volumeneinheit" in einem Medium del' konstanten 
Permeabilitat f-l 

(32) 

In einem inhomogenen Medium tritt zu (32) noch die Kraft (54) § 41 hinzu. 

Sechzehntes Kapitel. 

Elektrodynamik nichtstationar,er- V organge. 
§ 45. Quasistationare Strome. 

1. Der Begriff des quasistationaren Stromes; das Faradaysche Induktionsgesetz. 
Unter einem stationaren Strom verstanden wir im § 43 einen solchen Strom, in 
dem die Stromstarke J zeitlich konstant ist. Als "quasistationiir" wollen wir 
einen Strom dann bezeichnen, wenn sich J mit der Zeit verandert, jedoch so, 
daB in jedem Augenblick wie bei einem stationaren Strom im ganzen Strom
leiter J den gleichen Wert hat und das Magnetfeld des Stromes sich nach den 
Formeln des § 44, 1. aus del' momentanen Stromstarke in jedem Zeitpunkte 
berechnen laBt. Wie wir spateI' (§ 47,4.) zeigen werden, ist die Bedingung der 
Quasistationaritat exakt niemals realisierbar; sie gilt jedoch sehr angenahert 
dann, wenn die raumliche Erstreckung des Stromleiters nicht zu groB ist, wenn 
sich die Stromstarke nicht zu schnell verandert und wenn man sich schlieBlich 
auf diedem Stromleiter benachbarten Gebiete des Feldes beschrankt. 

Da nach dem eben Gesagten das Magnetfeld quasistationarer Strome zeitlich 
veranderlich ist, muB bei ihrer Behandlung die als "Induktion" bekannte Wir
kung eines veranderlichen Magnetfeldes auf einen darin befindlichen Stromleiter 
in Rechnung gesetzt werden. Unter der Voraussetzung del' Quasistationaritat 
laBt sich das von FARADAY aufgestellte Induktionsgesetz in sehr einfacher Weise 
formulieren. Bezeichnet B den vom Stromleiter umschlPssenen InduktionsfluB: 

(1) 



326 Elektrodynaurik nichtstationarer V orga.nge. 

dann ruft eine zeitliche Veranderung desselben im. Leiterkreis eine EMK tP her-
vor, die der Beziehung 1 dB 

tP=--- (2) 
c dt 

geniigt. FUr die Stromstarke J im. Leiter gilt das OHMSche Gesetz (7) § 43, 
wenn man darin zu der EMK der iibrigen Stromquellen noch die EMK der 
Induktion nach (2) hinzufiigt. FUr den "OHMSchen Widerstand" R gilt die 
Formel (3) § 431• 

2. GegenseitigeInduktion und Selbstinduktion. Als "gegen8eitigelndulction" zweier 
Stromleiter bezeichnet man die Hervorbringung eines Induktionsstromes in dem 
einen Leiter infolge der zeitlichen Anderung des von dem zweiten Leiter erzeugten 
Magnetfeldes bzw. umgekehrt. Als "Belbstindulction" bezeichnet man die In
duktionswirkung eines L«;liters auf sich selbst infolge der zeitlichen Anderung 
des von ihm erzeugten Magnetfeldes. 

Bezeichnet ~1 den magnetischen Induktionsvektor des von dem Strom J 1 im. 
Leiterkreis 1 erzeugten Feldes, dann ist wegen (2) § 44 und (3) § 44 die Anderungs
geschwindigkeit ~1 an jeder Stelle des Feldes der Anderungsgeschwindigkeit jl. 
der Stromstarke proportional. Wegen (1) und (2) konnen wir daher fiir die 
EMK tPs der Induktion auf den zweiten Leiter schreiben: 

tP2 = - La· jl' (3) 

worin La eine von der geometrischen Gestalt der beiden Leiter und der Per
meabilitat der das Feld erfiPIenden Medien, aber von J 1 unabhangige Konstante 
bedeutet, die wir den "Koeffizienten der gegen8eitigen Induktion" oder kurz die 
"Gegenindulctivifiit" nennen wollen. Analog gilt 

tPl = -L2I • j2' (4) 

Fiir die EMK der Selbstinduktion gilt schlieBlich auf Grund des gleichen 
Gedankenganges 

tP =-L.j, (5) 

worin die von der geometrischen Gestalt des Leiters und von der Permeabilitat 
der das Feld erfiillenden Medien, aber nicht von J abhangige Konstante L ala 
"Belbstindukti0n8koeffizient" oder "Belbstindulctivifiit" bezeichnet wird. 

Fiir ein aus n Stromkreisen zusammengesetztes System konnen wir in Ver
allgemeinerung von (3), (4) und (5) fiir die EMK im i-ten Stromkreis schreiben 

n 

tPi = - .2: Lkj k' (6) 
7c=1 

worin Lii den Selbstinduktionskoeffizienten des i-ten Kreises bedeutet und 
stillschweigend angenommen ist, daB auGer der EMK der Induktion keine 
anderen Stromquellen wirbam seien. 

Nach (10) § 43 ist 4>Ji die Leistung des Stromes im. i-ten Stromkreis und' 
daher die gesamte Arbeit dA des ganzen Systems in der Zeit dt 

n n n n n 

dA = .2: tPi J i dt = - .2: .2: Lki j k J i dt = - .2: .2: Lki J i dJ k' (7) 
'=1 '=17c=1 i=l k=l 

Da, wie gesagt, andere Enel'giequellen nicht zur Verfiigung stehen, kann diese 
Arbeit offenbar nur auf Kosten der magnetischen FelClenergie U gewonnen 

1 1Jber die experimentelle Begriindung des FARADAYSchen Gesetzes vgl. die 
Ausfiihrungen in "Exp.-Physik", § 77. 
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werden. Der Ausdruck auf der rechten Seite von (7) ist also gleich -d U, 
d. h. gleich einem voUstandigen Differential, was allgemein nur dann der Fall 
sein kann, wenn gilt: Li k = L ki• (8) 

Die Gegeninduktivitaten zweier Stromkreise sind also stets untereinander gleich. 
Mit Benutzung von (8) folgt nun aus (7) fiir die magneti8che Energie unseres 

Leitersystems: fi fi 

U= ~I ILikJiJ k • (9) 
i=lk=l 

FUr den Fall, daB nur ein einziger Leiter vorhanden ist, reduziert sich dies auf 
1 

U =-2LJ2. (10) 

Der Ausdruck (10) ist formal identisch mit dem Ausdruck (26) § 18 fiir die 
kinetische Energie eines bewegten Massenpunktes, wenn man die Masse durch 
den Selbstinduktionskoeffizienten und die Geschwindigkeit durch die Strom
starke ersetzt. Wir werden im folgenden sehen, daB diese formale Analogie 
zwischen der Mechanik der Massenpunkte und der Elektrodynamik quasi
stationare1,' Strome eine wichtige Rolle spielt. Der tiefere Grund fiir das Be
stehen dieser Analogie wird erst spater in § 51, 6. einleuchten. 

3. Integralausdriicke fiir Gegen- und Selbstinduktivitit; verallgemeinertes 
Ohmsches Gesetz. FUr den Fall, daB I-' im ganzen Raum konstant ist, gestaitet 
sich die Berechnung der Gegeninduktivitat zweier Stromkreise folgendermaBen: 
Mit Hille von (31) § 41, (3) § 44, (1) und (2) erhalten wir zunachst fiir die EMK 
der Induktion des Stromkreises lc auf den Stromkreis i 

q)i=-1:~\\H dF=-~~\\rot ~kdF 
o dt J J ,. 0 dt J J" , 

was sich mit Hille des STOKEsschen Satzes (12) § 8 in 

q)t=-1:~fr.. ~kd9· 
o dt 'j' • 

(ll) 

umformen laBt. Hierin bedeutet ~k das Vektorpotential des Stromes J k und d9i 
das vektorielle Linienelement des Leiters i; das Integral ist iiber den ganzen 
i-ten Stromkreis zu erstrecken. 

Setzt man schlieBlich fiir ~k aus der Formel (2) § 44 ein, so erhii.lt man in der 
Tat eine Formel von der Gestalt (3) mit 

L. -.!!... fr.. fr.. d~id~k 
• k - 02 'j' 'j' r • (12) 

Hierin bedeutet r den Abstand zweier Linienelemente d 9i' d 9k der beiden Strom
kreise und das Integral ist iiber samtliche Linienelemente beider Stromkreise 
zu erstrecken. Offenbar ist die Bedingung (8) ebenfalls erfiillt. 

LaBt man die beiden Leiterkreise zusammenfallen, so ergibt sich die Giiltig
keit der Gleichung (5) und fiir den Selbstinduktionskoeffizienten erhalt man die 

Formel L =.!!... fr.. fr.. d~ d~' 
02 'j' 'j' r ' (13) 

worin d 9 und d 9' zwei Linienelemente des Leiterkreises sind und r ihren gegen
seitigen Abstand bedeutet. 

Erstreckt man die Integrale in (12) iiber zwei endliche Leiterstiicke i und le, 
so kann man die so gewonnenen GroBen Li k als die Koeffizienten der gegenseitigen 
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Induktion dieser beiden Leiterstucke und ebenso L als den Selbstinduktions
koeffizienten eines endlichen Leiterstiickes definieren. Die Gegen- und Selbst
induktivi~at geschlossener Leiterkreise kann dann als die Summe der Gegen
bzw. Selbstinduktivitaten der sie zusammensetzenden Stucke aufgefaBt werden. 
SolI nun das Gesetz (7) § 43 wie bei stationarem Stromverlauf fiir jeden ge
schlossenen Leiterweg innerhalb eines beliebig verzweigten Leiterkreises Giiltig
keit haben, dann muB fiir jedes einzelue Leiterstuck i das OHMsche Gesetz in 
der verallgemeinerten Gestalt (5) § 43 gelten, also die Gleichung 

Vi + (J>i = J i R i , (14) 

)l7oriu Vi die an den Enden des Leiterstuckes mit einem elektrostatischen MeB
instrument meBbare Potentialdifferenz und (J>i die EMK der Induktion auf das 
Leiterstuck ist, die sich nach der Formel (6) aus der Selbstinduktivitiit des 
Leiterstuckes und den Gegeninduktivitaten desselben gegenuber allen anderen 
Leiterstucken und den in ihnen flieBenden Stromen berechnen laBt. 

4. Gegen- und Selbstinduktivitiiten von Spulen. In manchen Fallen fiihrt die 
Berechnung von Gegen- und Selbstinduktivitaten direkt auf Grund der Definitions
gleichungen (3), (4) und (5) einfacher zum Ziel als die Berechnung mittels der 
Formelu (12) und (13). Wir zeigen dies zunachst fur den folgenden praktisch 
wichtigen Fall: Ein geschlossener Eisenkern vom magnetischen Widerstand R m 

(vgl. § 44,4.) sei mit zwei Spulen von den Windungszahlen Nl und N2 bewickelt 
(Transformator). Ihre Gegeninduktivitiit ist zu berechnen. 

Nach den Formelu (18) § 44 und (20) § 44 ist der von der Spule 1 erzeugte Induk-
tionsfluB im Kern gleich >Tr 4 J N' ' 

BA ___ T_ nIl ._1_ 
- Rm - c Rm' 

Dieser InduktionsfluB geht durch jede einzelue Windung der Spule 2 hindurch. 
IJer-gesamte InduktionsfluB, der von der Spule 2 umfaBt wird, ist daher gleich 
N2B und die in ihr induzierte EMK nach (2) 

tP --~N dB __ ~ NINa .j 
2 - C 2 dt - c2 Rm l' 

(15) 

Durch den Vergleich der Formelu (3) und (15) ergibt sich fur die gesuchte Gegen
induktivitat1 L _ 4n NINs 

12 - (j2 R;;:-' (16) 

Den Selbstinduktionskoeffizienten einer Ringspule mit N Windungen erhalt 
man aus (16) sogleich, wenn man die beiden Spulen miteinander zusammenfallen 
laBt, also Nl = N2 = N setzt. Mit Benutzung der Formel (21) § 44 folgt 

(17) 

woriu f-t die Permeabilitat des Spulenkernes, q sein Querschnitt und I seine 
mittlere Liinge ist. Diese Formel kann auch ganz gut zur angenaherten Berech. 
nung der Selbstinduktionskoeffizienten von genugend langen, nicht geschlossenen 
Spulen verwendet werdenl . 

Zu der Formel (17) kann man auch noch auf einem ganz anderen Wege 
gelangen, wenn man von der Formel (lO) ausgeht und in Rechnung setzt, daB U 
gleich ist der im Innern der Spule enthaltenen magnetischen Feldenergie. 
Nach (19) § 44 ist. die mittlere Feldstarke in der Spule dem Betrage nach gleich 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 78. 

ii= 4nJN 
cZ 
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und daher nach (49) § 41 
1 - - 231: q U =-.-p,H2. ql =_p,-=},T2. J2. 

831: 0 2 Z (18) 

Aus (18) und (10) ergibt sich in der Tat, wie behauptet wurde, wieder die 
Formel (17). 

5. Stromkreis mit Widerstand und Selbstindttktion. Wir .stellen uns die Auf
gabe, den Stromverlauf in einem Leiter zu berechnen, an dessen Enden eine be
stimmte Spannung V angelegt iSt und der einen gewissen Widerstand R und einen 
Selbstinduktionskoeffizienten L hat. Gegeninduktivitaten seien ausgeschlossen. 
Nach (14) und (5) gilt dann fiir die Stromstarke J die folgende Differentialgleichung 

V - L j = R J. (19) 

Macht man von der am Schlusse von 2. erwahnten mechanischen Analogie 
Gebrauch, indem man J durch die Geschwindigkeit v eines Massenpunktes m 
ersetzt, so Wird aus der Gleichung (19) 

mv = - Rv + V. (20) 

Dies ist, wie man sieht, die mechanische Bewegungsgleichbng (1) § 18 fiir die 
Bewegung eines Massenpunktes auf einer Geraden unter der Wirkung einer 
Reibungskraft gemaB (6) § 19 mit der Reibungskonstanten R und einer auBeren 
Kraft V. Die mechanische Analogie bewahrt sich also auch hier, indem sich 
das veraHgemeinerte OHMsche Gesetz (19) als Analogon der mechanischen 
Bewegungsgleichung (20) erweist. 

Wir nehmen zunachst an, daB V konstant und J zur Zeit Null gleich Null 
sei, d. h. daB der Strom zur Zeit Null eingeschaltet werde, und wiinschen den 
Verlauf der Funktion J (t) festzustellen. Nach dem Gesagten konnen wir dies 
ohne Rechnung durchfiihren, wenn wir daB Resultat der in § 19, 2. angestellten 
Berechnung iibernehmen. Ersetzen wir in der Formel (9) § 19 m durch L, my 
durch V und v durch J, so ergibt sich 

V --t ( R ) 
J (t) = II 1 - e L • 

(21) 

Die Stromstarke wachst also nach dem Einschalten vom Werte Null fiir 
t = 0 bis zu demstationaren Wert (2) §43, der dem OHMschen Gesetz ent
spricht, aHmahlich an, erreicht ibn aber streng genommen erst nach unend
lich langer Zeit. Praktisch stellt sich der stationare Wert mit hinreichender 
Genauigkeit schon nach einer endlichen Zeit nach dem Einschalten ein, die 
um so kiirzer ist, je groBer RjL, das Verhaltnis des OHMschen Widerstandes zur 
Selbstinduktivitat des Leiters ist. 

Analog nirnmt die Stromstarke beirn Ausschalten nicht sofort den Wert 
Null an, sondern sinkt allmahlich ab nach MaBgabe der Funktion 

R 
V --I 

J(t) =II e L (22) 

6. Der elektrische Schwingungskreis. Wir wollen nun annehmen, daB der 
unter 5. behandelte Leiter an die beiden Platten eines Kondensators mit 
der Kapazitat C angeschlossen sei. Seine jeweilige Ladung wollen.wir mit -e 
bezeichnen. GemaB (41) § 42 ist dann in die Gleichung (19) V = -ejC ein-
zusetzen : e • 

-C-LJ=RJ. (23) 
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Nach unserer Festsetzung ist de die Abnahme der Ladung des Kondensators 
in der Zeit dt und daher gleich der in der gleichen Zeit durch einen Querschnitt 
des Entladungskreises flieBenden Elektrizitatsmenge. Nach (1) § 43 konnen 
wir dann J = e setzen und "tatt (23) schreiben: 

L - R· 1 e+ e+Oe=O. (24) 

Machen wir wieder von unserer mechanischen Analogie Gebrauch, dann miissen 
wir konsequenterweise, da wir e durch die Geschwindigkeit eines Massenpunktes 
ersetzt haben, e selbst durch seine Koordinate 8 ersetzen. Setzen wir ferner 
wie oben m statt Lund ferner u statt I/C, so wird aus (24) 

ms+ Rs+ U8 =0. (25) 

Dies ist die mechanische Bewegungsgleichung ffir die Bewegung eines Massen
punktes unter der Wirkung einer Reibungskraft und einer elastischen Kraft 
(25) § 19. Unsere mechanische Analogie bewahrt sicb also auch hier und zeigt 
weiter, daB ein an einen Leiter angeschlossener Kondensator so wirkt wie eine 
elastische Kraft auf einen Massenpunkt. 

Wir konnen nunmehr die L08ung unseres Problems durch sinngemaBe Uber~ 
tragung der in § 10, 9. und § 19, 5. gefundenen Resultate unmittelbar angeben: 
Solange die Ungleichung 

erfullt ist, hat e (t) die Gestalt R < 2 VL/C = Ro 

-~t 
e=eoe 2L cos(cxt+y) 

mit 

und willkiirlichem eo und y. 

(26) 

(27) 

(28) 

Die Ladung des Kondensators fiihrt also durch den Entladungskreis hindurch 
eine gedampfte Schwingung mit der Kreisfrequenz (28) aus. Wir nennen daher 
ein Gebilde, das aus· einem Kondensator und einem mit Selbstinduktion ver
sehenen Entladungskreis besteht, einen "elektri8chen Schwingung8krei8". 

Ist R = 0, dann ist die Schwingung ungedampft und die Kreisfrequenz wird 
gleich I 

w=VLC (29) 
(THOMsoN8che Schwingung8formel)1. 

Uberschreitet der OHMsche Widerstand R den kritischen Wert Ro [Formel (26)], 
dann erfolgt die Entladung des Kondensators aperiodisch. Im Grenzfall L = 0, 
also bei einem Entladungskreis mit rein OHMschem Widerstand, reduziert sich 
die Differentialgleichung (24) auf 

deren Losung lautet 

Re=-~, 
__ l_. t 

e =eoe RO 
(30) 

Die Entladungsgeschwindigkeit des Kondensators hangt also nur von dem 
Produkt RC ab2• 

1 Der oszillatorische Charakter der Entladung eines Kondensators wurde auf 
experimentellem Wege von FEDDERSEN nachgewiesen; hieriiber sowie iiber die 
elektrischen Schwingungskreise und ihre Erregung im allgemeinen sowie die Priifung 
der THoMsONschen Formel vgl. "Exp.-Physik", § 83. 

2 Die Formel (30) kann dazu benutzt werden, urn durch elektrometrische 
Messungen an einem sich entladenden Kondensator das OHMsche Gesetz fiir nicht
stationare Strome zu gewinnen. Vgl. "Exp.-Physik", § 68. 



Quasistationare Strome. 331 

Wegen del' Beziehungen V = -ejC und J = de/dt fiihrt auch die Spannung 
am Kondensator und die Stromstarke im Entladungskreis eine gedampfte 
harmonische Schwingung. aus mit del' gleichen Kreisfrequenz (28) bzw. (29) 
und del' gleichen Dampfung. 

7. Schwingungskreis mit aufgepragter EMK. In Erweiterung del' unter 6. 
behandelten Aufgabe wollen wir nun annehmen, daB auf den dort betrachteten 
Schwingungskreis noch eine beliebige EMK tP einwirken moge (z. B. durch In
duktion eines auBeren Magnetfeldes). Wir haben dann einfach auf del' linken 
Seite von (23) noch tP zu addieren und erhalten 

tP-Lj- ~ =RJ, (31) 

was nach t differentiiert die Differentialgleichung 

Lj+Rj+ ~J=tP (32) 

fiir J (t) liefert. Sie kann integriert werden, wenn tP (t) bekannt ist. 
Von besonderer Wichtigkeit ist del' Fall, wo tP eine periodische Funktion 

del' Zeit mit del' Kreisfrequenz w' und del' Amplitude tPo ist. Wie man sieht, ist 
dann die Differentialgleichung (32) formal vollkommen identisch mit del' 
Gleichung (29) § 19 fiir die erzwungene Schwingung. Wir konnen daher auch hier 
das Resultat durch sinngemaBe Ubertragung des dort Gefundenen unmittelbar 
hinschreiben: In dem Schwingungskreis entsteht eine elektrische Schwingung 
mit del' Kreisfrequenz w' del' aufgezwungenenSchwingung; die Amplitude J o 
del' Stromstarke erhalten wir aus del' Formel (33) § 19, wenn wir darin a' durch 
J o, b durch w'tPo, m durch L, {3 durch R/L ersetzen und unter del' Eigenfrequenz w 
die GroBe (29) verstehen: 

V L2 
R2+ -_ (w2_ W'2)2 

W'2 

(33) 

Verandert man die aufgezwungene Freq~enz w' allmahlich, so wachst bei 
gegebenem tPo die Stromamplitude J o zunachst von Null bei w' = 0 bis zu einem 
Maximum an, das bei w' = w liegt und nimmt dann wieder ab, bis sie bei w' = 00 

wieder gleich Null geworden ist; die Funktion J o wird also durch eine Kurve von 
del' Art der Abb. 53, S. 123, dargestellt. Wir sprechen daher auch hier von del' 
Erscheinung del' "elektrischen Resonanz". Das Resonanzmaximum tritt dann auf, 
wenn die aufgezwungene Frequenz mit del' Eigenfrequenz (29) des Schwingungs
kreises iibereinstimmt. Die Amplitude im Resonanzfall ist nach (33) gleich 

J o (Res) = ~, (34) 

die Stromstarke ist also ebenso groB, wie sie gemaB dem OHMschen Gesetz 
(7) § 43 sein miiBte, wenn in dem Leiterkreis nul' del' OHMSche Widerstand R 
wirksam warel . 

Wir wollen noch an Hand del' Gleichung (31) die Giiltigkeit de8 Energiesatzes 
fiir unseren Leiterkreis beweisen. Wir multiplizieren zu diesem Zweoke auf beiden 
Seiten mit J = e und erhalten 

odeI' 

tP J _ LJ . j _ e. e = RJ2 
o 

(35) 

1 Uber die experimentelle Bestatigung dieser Folgerungen vgl. "Exp.-Physik", § 84. 



332 Elektrodynamik nichtstationarer Vorgange. 

Hierin steht rechts die in der Form von JOULEscher Warme produzierte Energie 
pro Zeiteinheit [(8) § 43]. Das erste Glied auf der linken Seite ist nach (10) § 43 
die von der EMK.qI, alsodurch auBere Einwirkungen an dem Stromleiter ge
leistete Arbeit pro Zeiteinheit; das zweite Glied auf der linken Seite gibt nach (10) 
die Abnahme der magnetischen Feldenergie und das dritte Glied schlieBlich nach 
(42) § 42 die Abnahme der elektrischen Feldenergie des aufgeladenen Konden
sators pro Zeiteinheit. Der Energiesatz ist also in der Tat erfiiIIt. 

§ 46. Wechselstrome. 

1. Grundlegende Begriffe. In diesem Paragraphen wollen wir speziell die 
fiir die Elektrotechnik besonders wichtigen "W eckselstr6me" unter der Voraus
setzung der Quasistationaritat behandeln. 

Unter einem Wechselstrom verstebt man einen Strom, bei dem die Strom
starke J eine periodiscbe Funktion der Zeit ist, derart, daB der iiber eine Periode 
(oder ein ganzes Vielfaches einer Periode) gebildete zeitliche Mittelwert J von J 
verschwindet. Verwendet man zur Messung eines solchen Stromes ein MeB
instrument, dessen Schwingungsdauer sehr groB gegeniiber der Periode T des 
Wechselstromes ist und dessen Ausschlag nur vom Quadrate der Stromstarke 
abhangt, dann definiert die Ablesung an einem solchen mit Gleichstrom ge
eichten Instrument gemaB (11) § 17 eine GroBe 

J*-= VJ2 = V ! f J2 (t) dt, (1 ) 
o 

die wir als die "elfektive Stromstiirke" des Wechselstromes bezeichnenl . 

Analog millt man mit einem nach dem gleichen Prinzip gebauten Spannungs
messer bei emem Wechselstrom die GroBe 

(2) 

die wir "elfektive Spannung" nennenl • 

Den Mittelwert der Leistung schlie.Blich 
... 

(J V) = ! ~ J (t) . V (t) dt (3) 
o 

nennen wir die "elfektive Leistung" des Wechselstromesl . 

Wir nennen einen Wechselstrom "harmonisch,",wenn V und J harmonische 
Funktionen der Zeit von der Gestalt 

J = J o cos (rot + Yt), 

V = Vocos (rot + 1'.,) 

(4) 

(5) 

mit der Kreisfrequenz ro und den Phasenkonstanten Yi bzw. 1'., sind. Die Ampli
tuden J o und Vo werden meist als die "SCheitelwerte" von Strom und Spannung 
bezeichnet. Nach dem FOURIERSchen Satz kann man jeden nicht harmonischen 
Wechselstrom stets als die Vberlagerung von harmonischen Wechselstromen 
mit Frequenzen auffassen, die ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz sind. ' 

1 Was die Konstruktion und die Eichung von Strom-, Spannungs- und Leistungs
messern fiir Wechselstrom betrifft, vgl. "Exp.-Physik", §§ 71 und 81. 
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GemaB (1) und (4) bzw. (2) und (5) ergibt sich ffir den Effektivwert der Strom
starke eines harmonischen Wechselstromes wegen 

" 2,. 

~ ~COS2(wt+y)dt= 21n ~COS2~d~=!: 
o 0 

V* = :2 Yo' (6) 

Der Scheitelwert eines harmonischen Wechselstromes ist also V2-mal so groB 
als der Effektivwert. Diese Beziehung gilt natiirlich bei einem nichtharmonischen 
Wechselstrom nicht. 

FUr die effektive Leistung eines harmonischen W-echselstromes ergibt sich 
nach (3), (4), (5) und (6) wegen 

" ! ~ cos (wt + Yi) cos (wt + Yv) dt = 

o 

" 
= ! ~ (cos wt cos Yi -sinwtsinYi) (coswtcosYv-sinwtsinyv) dt = 

o 

~ ! [COSy, cosy. J c""",'.d'+.nny,.nny. J.nn''''t.d'] ~ ~(Y;-Y.) ~ C";Y , 

- JV 
(JV) =~cosy =J*. V* . cosy. (7) 

Die Formel· (7) unterscheidet sich von der entsprechenden Formel ffir einen 
Gleichstrom durch das Hinzutreten des Faktors cos Y, des "Lei8tung8faktor8", 
der stets kleiner als 1 ist und worin Y = Yv - Yi die Phasendifferenz zwischen 
Strom und Spannung bedeutet. 

2. Bereehnung des Stromverlaufes in Leitungskreisen mit Selbstinduktion. 
Wahrend man bei stationaren Gleichstromen die Berechnung des Stromver

laufes in einem Leiterkreis auf Grund des OHMSchen Gesetzes vornehmen kann, 
muB bei Wechselstromkreisen auch beirn AusschluB gegenseitiger Induktion die 
Wirkung der Selbstinduktion der einzeInen Leiterteile berncksichtigt werden. 
Dies geschieht, indem man ffir jeden Leiterabschnitt die Differentialgleichung 
(19) § 45 heranzieht und darin ffir V den Ausdruck (5) einsetzt. 

Die Aufgabe vereinfacht sich wesentlich, wenn wir nach § 10, 6. Vals reellen 
Teil der komplexen GroBe V' gemaB 

V' = Vo' eirot (8) 

ansetzen, worin die komplexe Amplitude Vo'mit Vo und Yv durch 

Vo' = Vo eirv (9) 

zusammenhangt. Analog konnen wir die Stromstarke des harmonischen Wechsel
stromes als reellen Teil der komplexen GroBe J' in der Form 

ansetzen mit 
J ' - J' irot - oe (10) 

J ' J ir· (11) o = oe '. 

Wir versuchen zunachst eine Partikularlosung der Differentialgleichung 
(19) § 45 zu finden, wenn wir dariri fiir V den Ausdruck (8) und ffir J den Ausdruck 
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(10) einsetzen. Man sieht, daB die DiHerentialgleichung in der Tat fiir aIle t er
fiillt ist, wenn die Gleichung Vo' = (R + i ro L) J o' (12) 

erfilllt ist. Setzt man R' = R + i ro L, 

dann gilt wegen (8), (10) und (12) 

V'=R'.J'. 

(13) 

(14) 

Diese Gieichung ist formal identisch mit dem fiir stationa.re Gleichstrome giil
tigen OHMSchen Gesetz (2) § 43. Wir bezeichnen daher R' als den "komplexen 
Widerstand" des. betrachteten Leiters. 

Durch Einsetzen aus (9) und (11) in (12) folgt weiter das Bestehen der Glei-
chungen V J: = IR'I = V W+ roay =R* 
und wL 

tg (Y., -Yt) = tgy =~. 

Mit Benutzung der Gleichungen (6) kann man (15) in der Form 

schreiben. 
V*=R*.J* 

(15) 

(16) 

(17) 

Zwischen effektiver Spannung und effektiver Stromstii.rke in einem un
verzweigten Leiterkreis gilt also das OHMsche Gesetz, jedoch mit einem von 
dem Gleichstromwiderstand R verschiedenen Widerstand R*, der als "W echsel
stromwideJrstand" oder "Sckeinioiderstand" oder "Jmpedanz" bezeichnet wird und 
sich gemaB (15) aus dem OliMschen Widerstand R, der Kreisfrequenz ro und dem 
Selbstinduktionskoeffizienten L des Leiterstiickes berechnen laBt. Die Gleichung 
(16) sagt ferner aus, daB der Strom in der Phase gegen die Spannung um einen 

zwischen 0 und ; liegenden Winkel Y zuriickbleibt, dessen Cosinus den Leistungs-

faktor ergibt. 1st der Widerstand rein induktiv, d. h. ist R = 0, dann ist Y = ; 

und cos Y = 0, die Leistung also gleich Null ("Blindstrom"). 
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (19) § 45 setzt sich bekannt

lich aus der Losung der homogenen Gleichung (mit V = 0) und einer Partikular-
10000g der inhomogenen Gleichung zusammen. Die allgemeine LOsung der homo
genen Gleichung lautet nach (22) § 45 

-~t 
J=Const.e L 

(18) 

und eine Partikularlosung der inhomogenen Gleichung haben wir eben dis
kutiert. Wir sehen also, daB sich unmittelbar nach dem Einschalten der Wechsel
spannung iiber den Stromverlauf (4) ein Strom (18) iiberlagert, der nach MaBgabe 
des Verhii.ltnisses RjL abklingt, so daB sich nach einer gewissen Zeit der oben 
besprochene Stromverlauf von selbst einstellt1• 

3. Der Transformator. Von den Problemen der gegenseitigen Induktion zweier 
Wechselstromkreise wollen wir bloB kurz den "W eckselstromtransjormator" be
sprechen, der aus einem geschlossenen Eisenkern besteht, der mit zwei Spulen, 
der "primaren" mit der Windungszahl Nl und der "sekunda~n" mit der Wino' 
dungszahl Na bewickelt sein moge. Die OHMSchen Widersta.nde der Spulen seien 
gegen ihre Wechselstromwidersta.nde vernachlassigbar klein. An die Enden der 
Primiirwicklung sei eine Wechselspannung VI angeschlossen. Es tritt dadurch 
an den Enden der Sekundarwicklung eine Wechselspannung Va auf. Die Primiir-

1 Bezuglich der experimentenen Untersuchung der besprochenen Erscheinungen 
und ihrer Anwendung zu MeLlzwecken vgl. "Exp.-Physik", § 82. 
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und die Sekundarstromstarke seien J 1 und J 2, die Selbstinduktivitaten der beiden 
Spulen seien LI und L2, ihre Gegeninduktivitat gleich L 12. 

GemaB § 45, 2. gelten dann fUr die beiden Spulen die Differentialgleichungen 

VI-Llj~-LI2j2=0, V2-L2j2-L12jl=0. (19) 

Setzen wir Spannung und Stromstatke gemaB den Formeln (8) bis (ll) als har
monische Zeitfunktionen mit der Kreisfrequenz wan, dann werden die Gleichungen 
(19) augenscheinlich erfiillt, wenn die Gleichungen 

Vlo'-LI.iwJlO'-LI2.iwJ20' =0, V2o'-L2.iwJ20'-L12.iwJIO' =0 (20) 

erfiillt sind. 
Nach den Formeln (16) und (17) § 45 konnen wir mit der Abkiirzung 

4n 
a=- -

c2 Rm 

die GroBen L1, L2 und L12 durch die Windungszahlen N lund N2 in der Form 

LI = a N 12, L2 = a N22, Ll2 = aNI N2 (21) 

ausdriicken, was in (20) eingesetzt ergibt 

V10' = NI iwa (Nl J 10' + N2J 20'), V20' = N2 iwa (N2J20' + NI J 10'), 

also 

und daher weiter nach (6) 

V 20' N2 Vao 
V IO ' = NI = V IO 

Vs* Na 
VI* = N l · 

(22) 

(23) 

Das Verhaltnis der Effektivwerte von Sekundar- und Primarspannung ist also 
gleich dem Verhaltnis der Windungszahlen der Sekundar- und Primarspule, dem 
"Ubersetzungsverhiiltnis" des Transformators. 

1st der Leistungsfaktor der die Primarspannung liefernden Stromquelle gleich 
cos 1'1 und der des sekundaren Verbraucherkl.'eises gleich cos 1'2' dann muB, da 
die dem Primarkreis zugefiihrte Leistung gleich der im Sekundarkreis ver
brauchten Leistung sein muB und im Transformator selbst wegen des verschwin
denden OHMschen Widerstandes keine Energie verbraucht wird, nach (7) 

J1* VI* cos 1'1 = J2* V2* cos 1'2 

gelten oder mit Benutzung von (23) 

(24) 

J s* Nl COSYI (25) 
J I * = Na cosy;· 

Bei gegebenem Transformator und gegebenen Leistungsfaktoren der Strom
kreise ist also die Stromstarke im Sekundarkreis der im Primarkreis proportional, 
der Transformator nimmt primar um so mehr Strom auf, je mehr Strom ihm sekun
dar entnommen wird. Das Verhaltnis von Sekundar- zu Primarstromstiirke ist 
ferner dem Ubersetzungsverhaltnis des Transformators verkehrt proportional1 • 

4. Wechselstromkreis mit eingeschaltetem Kondensator. ErfahrungsgemaB 
laBt sich durch einen Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion auch dann 
ein Wechselstrom hindurchschicken, wenn in ihn an irgendeiner Stelle ein 
Kondensator mit der Kapazitat C eingeschaltet ist. In diesem FaIle ist natiir
lich keine quasistationare Stromung im Sinne der Definition des § 45, 1. vor
handen, da im Innern des Kondensators, der mit einem vollkommE:\nen Isolator 

I TIber die experimentelle Untersuchung der Strom- nnd Spannungsverhaltnisse 
sowie den Ban und die Anwendungen des Wechselstromtransformators vgl. "Exp.
Physik", § 79. 
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erfiillt sein moge, die Stromstarke gleich Null ist. Dennoch ware es an sich natiir
lich moglich, daB in den iibrigen Teilen des Stromkreises eine vom Orte unab
hitngige Stromstarke J (t) herrsche, also die Bedingung der Quasistationaritat 
iiberall, mit Ausnahme des Kondensatorinnern erfiillt ware. 

DaB dies in der Tat der Fall ist, laBt sich auf Grund der Entwicklungen in 
§ 45,7. sogleich beweisen. Denken wir uns namlich den dort betrachteten Schwin
gungskreis an irgendeiner Stelle durchgeschnitten und an die beiden so ent
standenen Leiterenden eine Wechselspannung V angeschlossen, so wirkt sie genau 
so wie eine dem Schwingungskreis aufgepragte EMK vom Betrage V. Es gilt 
also ffir die Stromstarke die Differentia1gleichung (32) § 45, wenn darin V statt 
tP eingesetzt wird: ... I . 

LJ + RJ + 7J J = V. (26) 

Setzt man in (26) fiir V den Ausdruck (8) ein, so sieht man, daB sie durch den 
Ansatz (ll) fiir J gelOst werden kann, vorausgesetzt daB die Gleichung 

(-Leo2 + Rieo+ b) J o' = ieo Vo' (27) 

erfiillt ist, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
Setzt man 

R' = R + i L eo - wie' (28) 

so gilt zwischen V' und J' wieder die Gleichung (14). Die GroBe R' nennen wir 
wieder den komplexen Widerstand des Stromkreises. Er setzt sich additiv alis 
dem komplexen Widerstand (13) des Leiters mit OHMSchem Widerstand und Selbst-
induktion und dem Ausdruck . 

R" = - w"'e (29) 

zusammen, den wir als den komplexen Widerstand des in den Stromkreis ein
geschalteten Kondensators ansprechen konnen, da ja die beiden Leiterelemente 
hintereinandergeschaltet sind. 

Zwischen der effektiven Stromstarke und der effektiven Spannung gilt wieder 
das Gesetz (17) mit dem Wechselstromwiderstand 

(30) 

Er wird ein Minimum, wenn der zweite Term unter der Wurzel verschwindet, 
d. h. wenn die Gleichung (29) § 45 erfiillt ist, wenn also zwischen der Wechsel
stromquelle und dem aus der Kapazitat und der Selbstinduktion gebildeten 
"olfenen BckwingUngskreis" Resonanz herrscht. 

FUr die Phasendifferenz ']I zwischen Spannung und StI:omstarke ergibt sich 

Lw __ l_ 
we 

tg ']I = ----c;R;;:--- (31) 

Der Strom bleibt also gegen die Spannung zuriick, wenn der "induktive Wider

stand" Leo den "kapazitiven Widerstand" wle iibertrifft, und eilt der Spannung 

voraus, wenn der kapazitive Widerstand groBer ist als der induktive. Bei rein 

kapazitivem Widerstand (R = 0, L = 0) ist ']I = - ~, der Leistungsfaktor cos ']I 

ist also gleich Null, ebenso wie bei rein induktivem Widerstand. 1m Resonanzfall 
ist ']I = 0 und R = R*; die Wirkungen der Selbstinduktion und der Kapazitat 
heben einander auf. 
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5. Berechnung der Stromstiirke in verzweigten Leiterkreisen. Die Verteilung 
stationarer Strome in einem beliebig verzweigten Leiterkreis laBt sich, wie im 
§ 43 ausgefiihrt wurde, mit Hilfe des OHMSchen und der KmcHHoFFschen Gesetze 
durchfiihren. Wegen der formalen J;dentitat des Gesetzes (14) mit dem OHMSchen 
Gesetz kann man genau so auch bei der Berechnung der Stromverteilung von har
monischen Wechselstromen vorgehen, wenn man an Stelle der OHMSchen Wider
stande die komplexen Widerstande (13) bzw. (28) oder (29) setzt, wodurch die 
Durchfiihrung derartiger Aufgaben wesentlich erleichtert wird1. 

Wir begniigen uns, um die Anwendung der Methode zu illustrieren, mit dem 
folgenden einfachen Beispiel: Ein Wechselstromkreis 
sei zwischen den zwei Punkten A und B (Abb.107), 
zwischen denen die effektive Spannung Y * herrschen 
moge, in zwei Zweige verzweigt, von denen der eine 
(I).aus einer Spule mit der Selbstinduktivitat Lund 
verschwindendem OHMschen Widerstand, der andere 
(II) aus einem Kondensator mit der Kapazitat C be
stehen moge. 

r-----; '" )-----, 

Fiir die Stromstarke in den beiden Zweigen gilt 
dann nach (14) und (13) bzw. (29) 

, V' 
J 1 = ---;--L ' '&co 

und daher fiir die gesamte Stromsta1'ke 

Abb. 107. 

J'=J'+J,,=y,(-._I __ co.O)=y, l-:co2 LO. 
1 2 '&coL '& '&coL 

Die Verzweigung besitzt also den komplexen Widerstand 

R' icoL 
= l-coBLO' 

Aus (32) erhalten wir nun fiir den Wechselstromwiderstand R* 

(32) 

R* = II-:~L 0 I· (33) 

Er wird 00, wenn der Nenner in (33) verschwindet oder die Gleichung (29) § 45 
erfiillt ist, d. h. wenn die angelegte Wechselspannung mit der Eigenfrequenz 
des aus den Zweigen I und II bestehenden geschlossenen Schwingungskreises in 
Resonanz steht ("Sperrkrei8")I. 

N ach der gleichen Methode konnen auch komplizierte, aus Selbstinduktionen 
und Kapazitaten zusammengesetzte Leiterkreise, sogenannte "Kettenleiter" be
handelt werden. Durch geeignete Abmessung ihrer Bestandteile kann man es 
dann erzielen, daB ihr Wechselstromwiderstand fiir bestimmte Frequenzbereiche 
klein, fiir andere groB ist, so daB sie zur Aussiebung von Stromen benutzt werden 
konnen, die aus einem Gemisch harmonischer Wechselstrome bestehen ("Sieb
ketten") 1. 

§ 47. Die Maxwellschen Gleichungen filr das elektromagnetische Feld. 
1. Die allgemeine Fassung des Induktionsgesetzes. In § 43, 1. sprachen wir 

den Satz aus, daB in einem homogenen, drahtformigen Leiter ein elektrischer 
Strom nur dann flieBen kann, wenn an seinen Enden eine Potentialdifferenz 

1 Bezuglich der experimentellen Anwendung dieser Erscheinungen vgl. "Exp.-
Physik", §§ 82, 83, 84. 

Fiirth, Theor. Physik. 22 
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herrscht, d. h. wenn innerhalb des Leiters ein Potentialgefalle und daher ein 
elektrisches Feld vorhanden ist. N ennen wir die Feldstarke dieses Feldes ~, ihre 
Tangentialkomponente in der Richtung der Drahtachse E., dann konnen wir nach 
. (8) § 6 schreiben 2 

V = IPI-IP2 = I E. ds. (1) 
1 

Halten wir diesen Satz auch fiir den Fall nichtstationarer Strome aufrecht, 
dann miissen wir auch die EMK der Induktion auf den betrachteten Leiter dem 
V orhandensein eines elektrischen Feldes zuschreiben, das durch die zeitliche 
Anderung des Feldes der magnetischen Induktion \8 in dem Leiter hervorgerufen 
wird. Wir setzen also fiir den geschlossenen Stromkreis die EMK der Induktion 

gleich cp = ~ E. ds, (2) 

genau so, wie wir fiir den geschlossenen magnetischen Kreis die magnetomotorische 
Kraft in der Form (18) § 44 angesetzt hatten. Hierin ist E. die Tangentialkom
ponente der Feldstarke des elektrischen Feldes der Induktion, da ja der Aus
druck (1), auf einem geschlossenen Weg gebildet, wie schon in § 43,1. erwahnt· 
wurde, verschwindet. 

Mit Benutzung von (2) konnen wir das Induktionsgesetz gemaB den Formeln 
(1) § 45 und (2) § 45 in die folgende Form bringen: 

~E8ds = - ! :t ~ ~ Bn dF. (:3) 

Soweit war unser Vorgang rein formaler Natur. Der entscheidende Schritt 
zur Weiterbildung der Theorie nach lVlAXWELL besteht nun darin, daB wir die 
Behauptung aufstellen, daB durch die zeitliche Anderung des Feldes \8 stets ein 
Feld ~ hervorgerufen wird, unabhangig davon, ob sich im Felde ein Leiter be
findet oder nicht und daB das Auftreten des Induktionsstromes im Leiter nur ein 
sekundares Merkmal fiir das Auftreten des elektrischen Feldes der Induktion sei. 
Wir miissen dann verlangen, daB die Gleichung (3) fiir jede beliebige geschlossene 
Kurve im Felde erfiillt sei. 

Entsprechend dem Wesen des Feldbegriffes werden wir vermuten, daB sich 
das verallgemeinerte Induktionsgesetz in die Form einer Differentialgleichung 
zwischen den Vektorfunktionen ~ und 5J bringen lassen miisse. Dies laBt sich in 
der Tat sogleich zeigen, wenn man die linke Seite der Gleichung (3) mittels des 
SToKEsschen Satzes (12) § 8 umformt, so daB daraus wird 

~ ~rotn ~dF =- ! :t ~ ~ Bn dF, 

worin die Integration auf beiden Seiten iiber das gleiche Flachenstiick zu er
strecken ist. Da diese Beziehung fiir jedes beliebige Flachenstiick im Raume 
gelten solI, miissen die Integranden auf beiden Seiten gleich sein, d. h. es muB 
die Differentialgleichung 1 0 ~ 

rot ~ =--- (4) () ot 
erfiillt sein, die wir als die allgemeinste Fassung des Induktionsgesetzes ansehen 
lmd als die "zweite MAxwELLSche Gleichung" bezeichnen. Das durch die Induktion 
hervorgerufene elektrische Feld ist im Gegensatz zum elektrostatischen Feld 
ruhender Ladungen, das der Gleichung (1) § 42 gehorcht, ein Wirbelfeld. 

2. Die allgemeine Fassnng des elektromagnetischen Grnndgesetzes; der Ver
schiebnngsstrom. Wir gehen nun daran, das Gesetz fiir das magnetische Feld 
raumlich beliebig verteilter elektrischer Strome, das wir fiir den stationaren 
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Fall in die Form der Gleichung (31) § 44 gekleidet hatten, fiir den nichtstationaren 
Fall zu verallgemeinern. DaB es in der Form (31) § 44 fiir einen nichtstationaren 
Stromverlauf nicht richtig sein kann, sieht man sogleich daraus, daB die Diver
genz der linken Seite dieser Gleichung wegen der Beziehung (5) § 8 identisch 
verschwindet, wahrend die Divergenz von i nach (13) § 43 nur fiir stationare 
Strome gleich Null ist. Es liegt nahe, die Verallgemeinerung des Gesetzes vorzu
nehmen, indem man das Vektorfeld i durch Hinzufiigen eines weiteren Vektor
feldes, das im stationaren Fall verschwindet, zu einem quellenfreien Feld erganzt. 

Wir sahen unter 1., daB ein veranderliches Magnetfeld ein elektrisches Feld 
zwangsweise hervorruft. Wir vermuten daber, daB auch umgekehrt ein verander
liches elektrisches Feld ein Magnetfeld zwangsweise erzeugt. Dies gibt uns einen 
weiteren Fingerzeig zur Auffindung des allgemeinen elektromagnetiscben Grund
gesetzes: das oben erwahnte Zusatzfeld zu i diirfte vermutlich mit der zeitlichen 
Anderung der elektrischen Feldstarke in einfachem Zusammenhange stehen. 

Diesen Richtlinien folgend; gehen wir nun folgendermaBen vor: Wir setzen 
in die Kontinuitatsgleichung (12) § 43 fiir die Ladungsdichte (! der wahren La
dungen gemaB der Gleichung (21) § 42 ein, von der wir annehmen wollen, daB sie 
auch fiir zeitlich veranderliche Felder in Giiltigkeit bleibt. Dies ergibt 

:t (d~vn<J)) + div i = 0 
oder, wenn wir die Operationen div und oOt miteinander vertauschen, 

diV(i+ 41n °o~)=o. (5) 

Der Vektor 41n °o~ erganzt also i zu einem quellenfreien Vektor und ver

schwin'det im stationaren Fall. Wir bezeichnen ihn nach MAXWELL als Dichte 
des" Verschiebunysstrornes". Der Name ist im Hinblick darauf gewahlt, daB er 
die Dimension von i hat und, wie wir spater (§ 52,3.) noch zeigen werden, in 
einem polarisierbaren Dielektrikum in der Verschiebung von freien Ladungen 
besteht. Auf Grund unserer Betrachtungen schreiben wir ihm, da er der zeit
lichen Anderung des elektriscben Feldes proportional ist, die Fahigkeit zur Her
vorbringung eines Magnetfeldes zu und stellen demnach in Verallgemeinerung 
der Gleichung (31) §' 44 fiir nichtstationare Strome die Differentialgleichung 

rot ~ = ~ i + ~ 0<J) (6) (} (} ot 

auf, die als die "erste MAxWELLsche Gleichung" bezeichnet wird. 
Sie reduziert sich fiir Medien mit der Leitfahigkeit Null, wo i = 0 ist, auf 

1 0<J) 
rot~ =cTt. (7) 

Diese Gleichung we~t eine in die Augen fallende Symmetrie zu der Gleichung (4) 
~~f, was uns in der Uberzeugung bestarkt, daB die auf die Gleichung (6) fiihrende 
Uberlegung richtig ist. Der zwingende Beweis fUr die Richtigkeit der Gesetze (4) 
und (6) kann natiirlich erst dann erbracht werden, wenn es gelingt, aus ihnen 
deduktiv abgeleitete GesetzmaBigkeiten experimentell zu priifen, was sich im 
folgenden in der Tat herausstellen wird. 

3. Das System der Maxwellschen Gleichungen. Ein beliebiges, zeitlich ver
anderliches, elektromagnetisches Feld wird durch die Angabe der Feldvektoren 
~,\8, Q; und~, des Stromdichtevektors i und der Ladungsdichte e als Funktionen 
von Ort und Zeit bestimmt, wenn wir, wie wir es im folgenden zur Vereinfachung 

22· 
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stets tun wollen, die Anweaenheit permanenter Magnete im Felde ausschlieBen 
und flachenhafte Ladungen als ·Grenzfalle raumlich verteilter Ladungen in 
diese mit einbeziehen. ZWischen diesen GraBen gelten, wie wir oben dargelegt 
haben, die Differentialgleichungen (4) und (6), wozu noch die Gleichungen 
(29) §41 und (31) §41, (21) §42, (23) §42 und (14) §43 hinzutreten, von denen 
wir ebenfalls, wie friiher bereits erwahnt wurde, annehmen wollen, daB sie 
fiir beliebige Felder in Geltung bleiben; schlieBlich tritt hiezu noch die Kon
tinuitatsgleichung (12) § 43. 

Das Gleichungssystem 

4~ . 1 a~ 
a) rot.\) = -c- t + oat' 

d) div 58 =0, 

1 a~ b) rot Q;=--
c at' 

e) i = uQ;, 

h) divi+ :: =0 

c) div~ = 4 n(!, 1 
Wi) ~,~. J (8) 

wollen wir das System der "MAXWELL8Chen Gleichungen" des elektromagnetischen 
Feldes nennen. Sie fassen den ganzen Inhalt der Kontinuumtheorie des elektro
magnetischen Feldes zusammen, denn sie gestatten, die Berechnung des Feldes 
auf rein deduktivem Wege in jedem Spezialfall auszufiihren, wenn im 8inne 
der Kontinuumauffassung der Materie die GraBen G, 8 und f-' als Funktionen des 
Ortes im ganzen Raume bekannt sind. Mit einer Reihe derartiger Probleme 
haben wir uns in den §§ 41 bis 46 bereits befaBt und ebenso ist der folgende 
§ 48 der Behandlung einer besonderen Art nichtstationarer Felder, der "elektro
magnetischen Wellen" gewidmet. 

FUr den Fall, daB der ganze Raum von einer homogenen und isotropen 
Substanz mit konstantem 8 und f-' erfiillt ist, kann man ~ und 58 aus dem Glei
chUngssystem (8) eliminieren und es in die Form 

4~,6 ali fI:"" as) 
a) rotSJ=-c-t+ cat' b) rot Ill' =-cat' 

d) div.\) = 0, e) i = GQ;, 

c) div Q;= 4~e, } 
6 (9) 

f) div i +:: = 0 

bringen. 1st auch G noch raumlich konstant, dann kann man auch i aus dem 
Gleichungssystem (9) eliminieren und erhalt 

a) rot"'= 4~()' Q;+~~. b) rotQ;=-~ as) c) divQ;= 4~e I 
w c c at· c at' 6 

Ii . (10) 
d) div.\) = 0, e) div (G Q;+ 46~ ~t) = 0 

An der Grenzflache zweier verschiedener, homogener Medien miissen zwischen 
den FeldgraBen bestimmte Grenzbedingungen erfiillt sein. Um sie zu erhalten, 
denken wir uns zunachst, daB die beiden Medien in einer Ubergangsschicht von 
sehr kleiner, aber endlicher Dicke kontinuierlidh ineinander iibergehen. Inner
halb der Grenzschicht miissen dann die Gleichtingen (8) gelten. 1m Grenzfalle 
einer unendlich dUnnen Ubergangsschicht bleiben' 'die rechten Seiten der Glei
chungen (8a) und (8b) endlich, da die Stromdichte i nach der Gleichung (8e) 
wegen des endlichen G stets endlich bleibt. Es miissen daher auch die linken 
Seiten der Gleichungen (8a) und (8b) innerhalb der Grenzschicht endlich bleiben, 
d. h. es miissen alle Komponenten von rot.\) und rot ~ innerhalb der Grenz
schicht endliche Werte ergeben. 

Denken wir uns die z·Achse senkrecht zur Gr.enzf1ii.che gelegt, dann enthalten 
diese Ausdriicke gemaB den Formeln (2) § 8 von den Komponenten Hz und Ez 
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nur die Ableitungen nach x und y, dagegen von den iibrigen Komponenten 
auch die Ableitungen nach z. Die Ableitungen nach x und y sind offenbar, da 
sie sich auf Fortschreitungen parallel zur Grenzflache beziehen, stets' endlich, 
sofern nur Hz und Ez in jedem der beiden Medien stetig sind. Die Ableitungen 
nach z hingegen bleiben in der Grenzflache nur dann endlich, wenn die ent
sprechenden Funktionen beim Fortschreiten in der Richtung der Grenzflachen
normalen stetig sind. 

Daraus folgt, daB die "Tangentialkomponenten" von Q; und Sj in den beiden 
Medien an der Grenzflache stetig ineinander iibergehen miissen. Die "Normal
komponenten" von Q; und Sj hingegen konnen an der Grenzflache einen Sprung 
erleiden, was nach den Gleichungen (27) § 41 und (7) § 42 das Auftreten von . 
flachenhaften Magnetpolen bzw. flachenhaften elektrischen Ladungen in der 
Grenzflache zur Folge hat. 

Fiir die Volumenkraft f des Feldes wollen wir ebenfalls die Giiltigkeit der 
friiher abgeleiteten Ausdriicke (54) § 41, (38) § 42 und (32) § 44 annehmen, deren 
Addition ergibt 

f = e Q; - -81 (H2 grad,u + E2 grad 8) + ~ (1 X 58). (ll) n c 

In einem homogenen Medium verschwindet hierin der zweite Term auf der rechten 

Seite und es gilt f = e Q; + ~ (i X 58). (12) 
c 

4. Die elektrodynamischen Potenthtle. In den §§ 42 und 44 behandelten wir 
allgemein die Aufgabe, die elektrische und die magnetische Feldstarke in einem 
stationaren, elektromagnetischen Felde bei gegebener Verteilung del' Strome und 
Ladungen zu berechnen. Wir fanden speziell fiir den Fall, wo der ganze Raum 
mit einem homogenen und isotropen Medium erfiillt ist, daB sich Q; vermoge 
der Gleichung (8) § 42 aus einem skalaren Potential q; ableiten laBt, das der 
POISSONschen Gleichung (30) § 42 geniigt, durch 'deren Losung bei gegebenem 
e (x, y,z) man q; und daraus Q;erhalt. Wir fanden ferner, daB sich Sj vermoge der 
Gleichung (3) § 44 aus einem Vektorpotential Il( ableiten laBt, das der Gleichung 
(30) § 44 geniigt, durch deren Losung bei gegebenem 1 (x, y, z) man Il( und damus Sj 
erhalt. Wir wollen jetzt versuchen, die gleiche Aufgabe fiir ein nichtstationares 
Feld ebenfalls in einem homogenen und isotropen Medium vermoge der Glei
chungen (9) durch Einfiihrung geeigneter Potentiale zu losen, die wir, um sie 
von den friiher benutzten zu unterscheiden, als "e,lektrodynamische Potentiale" 
bezeichnen wollen. 

Der Gleichung (9d), die aussagt, daB Sj quellenfrei ist, wird man gerecht, 
wenn man Sj auch hier durch ein Vektorpotential Il( gemaB 

ansetzt. Aus (13) und 
a 

rot und Tt 

Sj = rot Il( (13) 

(9b) folgt nun durch Vertauschung der Operationen 

rot (Q; + ~ aa~) = o. 
Der Vektor Q; + ~ aa ~ ist also wirbelfrei und kann daher als Gradient eines 

skalaren Potentials in der Form 

Q; +!!:..- a~ = _ grad m 
c at T 

angesetzt werden. Q; driickt sich demnach durch Il( und q; in der folgenden 
Form aus: ft a ~ 

Q; = - grad cp - cat. (14) 
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FUr die Entwicklungen des § 8 erwies es sich als zweckma.Big, das Vektorfeld ~ 
vermoge der Gleichung (15) § 8 als quellenfrei anzusetzen. FUr die folgenden 
Entwicldungen erweist es sich als zweckmii.Biger, iiber die Quellen von ~ derart 
zu verfiigen, daB die Gleichung 

div ~ = _~!.J!... (15) 
o at 

erfiillt ist. Den Beweis dafiir, daB diese Annahme wirklich moglich ist, werden 
wir weiter unten erbringen. 

Die Gleichung (9c) verwandelt sich nun mit Benutzung von (14) und (15), 

wenn ~an wieder die Operationen div und :t miteinander vertauscht, in 

Ll _~ a2 rp __ 4ne. 
rp 0*2 a t l - e' (16) 

ii.hnlich erhalten wir aus (9a) mit Benutzung von (13), (14) und (15) und- Hinzu
ziehung der Formel (11) § 8 

Ll ~ 1 a2~ _ 4ni 
- 0*2 "1ftI- - -0-' (17) 

Zur Abkiirzung ist hierin gesetzt: 0 
c* = Vel' . (18) 

Wir miissen nun noch zeigen, daB die Kontinuitatsgleichung mit unserer 
Annahme (15) nicht im W:iderspruche steht. Wir setzen zu diesem Zwecke in 
(9f) fiir i und e aus (17) und (16) ein und erhalten 

.-

c ( div Ll ~ - e:: div ~2t~) + 8 ( :t Ll rp - eo~ ~8t;) = 0 

und hieraus wieder durch entsprechende Vertauschung der Differentialoperatoren 

Ll (div ~ + ~ ~~) = eo~ aa;a (diV ~ + ~ ~~), 
eine Gleichung, die in der Tat erfiillt ist, wenn die Gleichung (15) fiir aIle Zeiten 
gilt. 

Die LOsung unseres Problems, das elektromagnetische Feld bei gegebener 
Strom- und Ladungsverteilung zu finden, lii.Bt sich also erledigen, wenn man die 
Differentialgleichungen (16) und (17) unter gegebenen Rand- und Anfangs
bedingungen lost und hieraus vermoge (13) und (14) @und.\) bestimmt. Wie man 
sieht, gehen diese Gleichungen fiir stationii.re Felder, bei denen sa.mtliche das 
Feld bestimmenden GroBen von der Zeit unabhii.ngig sind, in die Gleichungen 
(30) § 42 und (30) § 44 iiber. Verschwinden anderseits e und i, dann geniigen rp 
und die drei Komponenten von ~ Gleichungen von der Form der Wellen
gleichung (1) § 13. Auf Grund dieser Tatsachen wollen wir versuchen, die all
gemeine LOsung fiir den Fall beliebig vorgegebener e (x, y, z, t) und i (x, y, z, t) 
anzugeben. 

Wir behaupten. daB diese Losungen lauten 

( r ) 1 e g,1],1;,t- c* 
tp (x, y, z, t) = elll r d~d1Jd/;. (19) 

1 r r r i (g, 1],1;, t - r*) 
~ (x, y, z, t) = 0 J J J r c d~ d1Jd/;, (20) 
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worin r die Entfernung des Aufpunktes mit den Koordinaten x, y, z vom 
Quellpunkte mit den Koordinaten ~, 'Yj, 1; ist und die Integrale iiber den ganzen 
Raum zu erstrecken sind. 

Urn die Richtigkeit der Losung (19) zu beweisen, denken wir uns urn den Auf
punkt ein sehr kleines Gebiet VI abgegrenzt und die Integration in die iiber VI 
und den iibrigen Raum V2 zerlegt. Wir nennen fPI den von der ersten Integration 
herriihrenden Beitrag zu fP und fP2 den von derzweiten herriihrenden. Lassen 
wir VI gegen Null gehen, dann geht offenbar auch fPI gegen Null, LI fPl bleibt 
jedoch endlich; da namlich in diesem Falle sicher innerhalb VI iiberall r/c* 
klein gegen t ist, reduziert sich fPI auf den ersten Term des Ausdruckes (28) § 42 
und ist daher die Losung der PorssoNschen Gleichung (30) § 42 

LI fPI = _ 411: e . 
6 

(21) 

Da ferner der Integrand von (19) fiir jedes gegebene ~, 'Yj, 1; eine Funktion 
von x, y, z, t von der Gestalt (6) § 13 ist, geniigt er der Differentialgleichung 
(1) § 13, und daher geniigt wegen der Linearitat dieser Gleichung auch das Integral 
iiber. das Gebiet V2 dieser Gleichung, da darin die singulare Stelle r = 0 nicht 
enthalten ist; es gilt also wieder im Grenzfall VI = 0: 

1 82 rp 
LI fP2 = C*2 8t2· 

Aus (21) und (22) folgt nun sogleich 
411:e 1 82 rp 

LlfP =LlfPl +LlfP2 =--6-+ 0*2 W 

(22) 

also in der Tat die Gleichung (16). Da fPI bei gegebenen Randbedingungen die 
eindeutige Losung von (21) und fP2 bei gegebenen Rand- und Anfangsbedingungen 
die eindeutige Losung von (22) ist, folgt, wie behauptet wurde, daB (19) die ein
deutige Losung der Differentialgleichung (16) ist. Analog laBt sich der Beweis 
fiir die einzelnen Komponenten von (20) fiihren. 

Die Werte der elektrodynamischen Potentiale in irgendeinem Punkte des 
Feldes zu irgendeiner Zeit werden, wie man aus (19) und (20) sieht, ebenso wie 
im stationaren Fall gebildet, jedoch mit dem Unterschied, daB fiir e und i nicht 
die Werte zur Zeit t, sondern zur Zeit t - rjc*, also zu einem Zeitpunkt zu nehmen 
sind, der um rjc* friiher liegt. Es ist also so, als ob eine gewisse Zeit verstreichen 
miiBte, damit die Wirkung einer Veranderung von e oder i vom Quellpunkte 
zum Aufpunkte hingelangen kann und als ob diese Wirkung mit der Ge
schwindigkeit c* im Raume fortschreiten wiirde. Urn diesem Umstande Rech
nung zu tragen, werden die elektrodynamischen Potentiale mitunter auch 
als "retardierte Potentiale" bezeichnet. Die genauere Deutung dieser Tatsache 
werden wir im nachsOOn Paragraphen geben. 

Verandern sich i und e so langsam, daB innerhalb des zur Beobachtung 
gelangenden Feldgebietes rjc* soots klein gegen die Zeit ist, innerhalb derer sich i 
und e merklich verandern, dann kann man rjc* in den Ausdriicken fiir die elektro
dynamischen Potentiale einfach weglassen, d. h. das Feld in jedem Augenblick 
aus den jeweiligen Werten von i und e so berechnen, als ob es stationar ware. 
Auf diese Weise hatten wir im § 45, 1. die Quasistationaritat definiert. Wir 
sehen jetzt, daB die Annahme der Quasistationaritat fiir die naherungsweise 
Berechnung nichtstationarer elektromagnetischer Vorgange in der Tat berechtigt 
ist und sind in der Lage, genau angeben zu konnen, wann mit dieser Annahme 
gerechnet werden kann und wann nicht. 
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t). Die Energiegleichung fUr das allgemeine elektromagnetische Feld; der 
Poyntingsche Vektor. Multipliziert man die erste der Gleichungen (8) mit -(i, 
die zweitemit ~ skalar und addiert, so ergibt sich mit Benutzung der Gleichungen 
(8e), (8f), (8g) und Verwendung der Vektorformel (8) § 8 

~ rot Q: - (hot ~ = div (Q: X ~) = _ ~ i Q: _ ~ Q: a ~ _ ~ ~ a ~ = 
c c at c at 

4n i2 e a (E2) p a (H2) 
= - -c- (i - 2C ----at - 2c ----at. 

Wir bilden nun das Volumenintegral fiber ein beliebiges Gebiet des Feldes, 
wenden den GAussschen Satz (33) § 6 an und multiplizieren mit - cj4:n. Dies 
ergibt 

- 4cn ~ ~ ~ div (Q: X ~) dV = - 4cn ~ ~ (Q: X ~)ndF = ~ ~ ~ : dV+ 

(23) 

Das erste Glied auf der rechten Seite von (23) ist nach Formel (15) § 43 
gleich der in dem betrachteten Volumen pro Zeiteinheit entwickelten JOULEschen 
Warme Q. Das zweite Glied auf der rechten Seite von (23) ist nach (49) § 41 
und (35) § 42 gleich der Zunahme der in dem betrachteten Volumen enthaltenen 
elektromagnetischen Feldenergie U, also gleich d Ujdt. Fiihren wir noch einen 
Vektor ®, den "PoYNTINGsehen Vektor" durch die Definition 

® = 4cn (Q: X~) (24) 

ein,· so konnen wir die Gleichung (23) in der folgenden Form schreiben: 

~~SndF+Q=- dd~' (25) 

Die Gleichung (25) enthalt offenbar die Energiebilanz des elektromagnetischen 
Feldes. Will man den Satz von der Erhaltung der Energie auch fiir ein beliebiges 
Gebiet des Feldes aufrechterhalten, dann muB man annehmen, daB die durch die 
Abnahme -dUjdt der Feldenergie in dem betrachteten Gebiet in der Zeit Eins 
freigewordene Energie nur zum Teil zur Hervorbringung der J oULEschen Warme 
verwendet wird. Der Rest, der durch den ersten Term auf der linken Seite von (25) 
dargestellt wird, kann gedeutet werden, wenn man annimmt, daB im Felde 
eine Strlimung vou elektrr:wnagnetischer Energie erfolgt, derart, daB der durch (24) 
definierte Vektor ® ebenso die Dichte dieser Stromung angibt, wie i die Strom-

dichte des elektrischen Stromes. I I Sn dF ist dann nichts anderes als die in 
der Zeiteinheit aus der Begrenzungsflache des betrachteten Gebietes nach auBen 
ausstromende Energie. 

Nach (24) kann man natiirlich auch in einem stationaren elektromagnetischen 
Feld eine Energiestromung mit der Dichte ® definieren, die aber nur eine fiktive 
Bedeutung hat. Denn da im stationaren Feld div ® = 0 gilt, sind die Stromungs
linien der Energiestromung in sich geschlossen, und da nur Energieanderungen 
experimentell faBbar sind, kommt dieser Energiestromung keine physikalische 
Bedeutung zu. Bedeutungsvoll wird sie erst im nichtstationaren Felde, wo sie 
elektromagnetische Energie von einer Stelle des Feldes zur.anderen transportiert 
und dadurch erst die Feldanderung ermoglicht. 

6. Der Impulssatz fiir das elektromagnetische Feld; die elektromagnetische 
BewegungsgroBe. Wir wollen nun zeigen, daB sich auch eine Ubertragung des 



Die MAXWELLschen Gleichungen fUr das elektromagnetische Feld. 345 

Impulssatzes der Mechanik auf das elektromagnetische Feld durchfiihren laBt. 
Wir gehen zu diesem Zwecke von dem Ausdrucke (ll) fiir die Kraft f aus, die das 
Feld auf die in der Volumeneinheit enthaltenen Ladungen und Strome ausubt, 
und eliminieren damus e vermoge (Sc) und i vermoge (Sa): 

1. 1 01) 1 1 I =4n((;l;div~+rot{>x\8-c·8T X \8-"2E2grads-"2H2grad,u). (26) 

Vermoge (Sb) machen wir ferner die folgende Umformung 

01) 0 (0}B) 0 at X \8 = TI (~ X \8) - ~ X fit = at (~ X \8) + c . ~ X rot (;l;. 

Fiihren wir dies in (26) ein und addieren dazu noch den Ausdruck 411£ {> div \8, 

der vermoge (Sd) verschwindet, so konnen wir finder Form 

schreiben, worin gesetzt ist 
f = f' + T" - ~ ot (27) 

f' = 411£ ((;l;div~+rot(;l; X~-! E2grads), (2S) 

T" = 411£ ({> div \8 + rot {> X \8 - ! H2 grad,u), (29) 

1 ell 
9 = -4 - (~ X \8) = -4 - ((;l; X {». 

1£C 1£C 
(30) 

Die Vektoren f' und f" sind beide von der gleichen Gestalt, und zwar hangt f' 
nur von den elektrischen und t" nur von den magnetischen FeldgroBen abo 

Wir berechnen nun zunachst die x-Komponente von f' und erhalten dafiir 
aus (2S) mit Benutzung der Vektorformeln der Kapitel II und III und der 
Gleichung (Sf) 

Ix' = 41
1£ {ErodiV~ + rotll (;l;. D.-rot. (;l;. DlI - ! E2 ::} = 41

1£ {Ero (o:;:ro + 
+ oDlI + oDz)+ D (oEro _ oE.) + D (oEro _ oElI )_~ E2 ~}= 

oy oX: z ox: ox 11 oy ox 2 ox 

1 { 0 0 0 oEro oElI = 4n ifii (E", D",) + 8Y (E", Dy) + ox: (E", Dz) - D", ----ax - Dy ----ax-
-D OEz_~E2~\=_~{di (E ~)~~~(E 2 E 2 E 2)_~E2~}= 

z ox 2 oxJ 41£ V '" 2 ox '" + y + z 2 ox 

= 41
1£ {diV (s E", (;l;) - ! /x (s E2)} = 41

1£ div (s E",. (;l; - ! S E2. I), (31) 

worin i den Einheitsvektor in der x-Rich tung bedeutet. Die x-Komponente 
von f" erhalt man hieraus durch Vertauschung von (;l; mit {> und von s mit,u. 

Fiihren wir den Vektor 

(32) 

ein, so ergibt sich fur die x-Komponente von f' + t" die einfache Darstellung 

(f' + f")", = div t",. (33) 

In analoger Weise lassen sich natiirlich auch die anderen Komponenten durch die 
Divergenz eines Vektors ty bzw. tz ausdrucken, der aus (32) durch Vertauschung 
von x mit y bzw. z und i mit j bzw. f hervorgeht. 

Wir bilden nun auf beiden Seiten der Gleichung, (27) das V olumenintegral 
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der x-Komponente uber ein bestimmtes Gebiet des Feldes. Dann ergibt sich 
links die x-Komponente der resultierenden Kraft ~ auf die in dem Gebiet ent
haltenen Ladungen und Strome. Das Integral uber den Ausdruck (33) formen 
wir mittels des GAussschen Satzes um uud erhalten so 

K.,= ~ ~ ~ (f' + f").,dV --~ ~ ~ ~ g., dV = ~ ~ t.,n dF -G>J' (34) 

worin 0", die x-Komponente des folgenden Vektors bedeutet: 

@ = 4~C ~~~(~ X 5S)dV= 4~C ~~~e.u~,~~< . .\))dV. (35) 

Nennen wir ein elektromagnetisches System abgeschlossen, wenn es sich 
von einer geschlossenen Flache derart umhullen Hl13t, da13 an dieser Flache 
und au13erhalb von ihr uberall die Feldstarken verschwinden, dann wird auf 
der Flache gema13 (32) t", uberall gleich Null und daher verschwindet das 
Flachenintegral in (34). Das gleiche gilt fUr die y- und die z-Komponente von ~, 
so da13 fUr ein solches System stets die Gleichung 

erfillit ist. ~=-@ (36) 

In einem stationaren Feld ist ® = 0, daher auch ~ = O. Es gilt also der Satz, 
da13 die von einem abgeschlossenen System von Ladungen und stationaren 
StroIl;len auf sich selbst ausgeubte resultierende Kraft stets verschwindet. Dies 
ist eine Verallgemeinerung des in § 18, 2. ausgesprochenen Satzes fUr ein 
System von Massenpunkten unter der Wirkung von "inneren Kraften". Er gilt 
also nicht nur, wie wir in § 22, 6. bewiesen haben, dann, wenn diese inneren 
Krafte elastischer Natur, sondern auch, wenn sie elektromagnetischer Natur sind. 

·Im allgemeinen, nichtstationaren Fall wird, wenn wir uns die Ladungen 
und Strome an die Materie gebunden denken - und das mussen wir, da wir 
ja sonst eine Kraft auf eine Ladung oder einen Strom uberhaupt nicht definieren 
kOnnten -, nach dem Satz (11) § 18 der Mechanik ~ gleich $, also gleich der 
zeitlichen Ableitung des gesamten mechanischen Impulses in dem betrachteten 
Gebiet, und wir konnen daher (36) in der Form schreiben: 

d 
at (lj3 + @) = O. (37) 

Wollen wir also den Satz von der Erhaltung des Impulses aufrechterhalten, 
dann mussen wir annehmen, da13 zu dem mechanischen Impuls lj3 noch ein 
"elektromagnetischer lmpuls" oder eine "elektromagnetische Bewegungsgr6(Je" 
@ hinzutritt, die durch den Ausdruck (35) dargestellt wird. Die Summe aus lj3 
und @ bleibt dann in einem abgeschlossenen elektromagnetischen System kon
stant. 

Die durch (30) definierte Gro13e g, der "elektromagnetische Impuls der Vo
lumeneinheit", wird zweckmal3igerweise als "elektromagnetische lmpulsdichte" 
bezeichnet. Der Vergleich der Formeln (24) und (30) lehrt, da13 zwischen den 
Vektoren der Energiestromdichte und der Impulsdichte des elektromagnetischen 
Feldes vermoge (18) die folgende einfache Beziehung besteht: 

ep, 1 
g =-2 • S =*2' S. (38) 

c c 

7. Der Maxwellsehe Spannungstensor. In einem stationaren Felde ist 9 = 0 
und daher nach (27) die Kraft f pro V olumeneinheit gleich f' + f". Die Gleichung 
(33) fUr I", und die analogen Gleichungen fUr 111 und I z lassen sich in diesem FaIle 
durch die Divergenz von Vektoren t"" t1l, tz genau so ausdrucken, wie nach 
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den Gleichungen (19) § 22 die Kraft pro Volumeneinheit in einem elastischen 
Kontinuum durch die Vektorkomponenten des elastischen Spannungstensors. 
Es liegt daher nahe, als Ausdruck fiir die Kraftwirkung im elektromagnetischen 
Feld einen Tensor T, den "MAXWELLschen Spannungstensor" einzufiihren, 
dessen Vektorkomponenten durch die Gleichung (32) und die entsprechenden 
fUr die beiden anderen Komponenten dargestellt werden. 

Fur die Komponenten des MAXwELLschen Spannungstensors ergibt sich 
also das folgende symmetrische Matrixschema 

(
! (E",2_E,}-Ez2), E",Ey, 

T= 4cn E",Ey, ! (Ey2_E",2_Ez2), 

E",E., Ey E., 

H",Hy, 

~(H 2_H 2_H 2) 
2 y '" z , 

HyH., 

das in zwei vollkommen gleichgebaute Summanden zerfallt, von denen der eine 
nur von den elektrischen, der andere nur von den magnetischen Feldstarken 
abhangt. T laBt sich demnach berechnen, wenn die Feldstiirken ~ und .\) im 
Felde bekannt sind. 

1st T einmal bekannt, dann kann man nach (34) die Kraft Sf auf ein be
liebiges Gebiet des Feldes berechnen, indem man nach (16) § 22 und (17) § 22 
die GroBe \j3 = T . n (40) 

bildet, worin n den nach auBen weisenden Normalvektor auf die Oberflache 
bedeutet, und uber die Oberflache des Gebietes integriert: 

(41) 

Legen wir die x-Achse in die Richtung der elektrischen Feldstarke, dann 
ist nach (32) der elektrische Anteil von t", gleich 

t '- ~E2 (42) p - Sn . 

Legen wir die x-Achse senkrecht zu der Richtung von ~, dann ist E", = 0 und 
nach (32) ist wieder der elektrische Anteil von t", gleich 

t' - __ c_ E2 
S - Sn . (43) 

Die Kraft des elektrischen Feldes kann also so gedeutet werden, als ob 
in der Richtung der Kraftlinien eine elastische Zugspannung tp ', und senk
recht zu den Kraftlinien eine elastische Druckspannung t/, beide vom Betrage 

sCn E2, also nach (34) § 42 vom Betrage der elektrischen Energiedichte wirk

sam waren. Genau das gleiche gilt fur das magnetische Feld, nur mit dem 
Unterschied, daB dort der Betrag der Zug- bzw. Druckspannungen gleich der 

magnetischen Energiedichte :n H2 ist. In einem allgemeinen elektromagnetischen 

Feld uberlagern sich beide Arlen von Spannungen. 
Der Gedanke, die Kraftwirkungen im elektromagnetischen Feld auf Zug

spannungen langs und Druckspannungen quer zu den Kraftlinien zuruckzu-, 
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fiihren, stammt von F.ARAnA Y; der Beweis fiir die Richtigkeit dieses Gedankens 
kann, wie wir eben gezeigt haben, auf rein deduktivem Wege auf Grund der 
MAxwELLschen Gleichungen gefUhrt werden. Liegt das Kraftlinienblld eines 
Feldes gezeichnet vor, dann kann man nach dieser Vorstellung sich sehr rasch 
tiber die Kraftverhiiltnisse im Felde orientieren1 . 

Siebzehntes KapiteL 

Strahlen- und Wellenoptik. 
§ 48. Elektromagnetische Wellen in homogenen nnd isotropen Medien. 

1. Elektromagnetische Wellen in Isolatoren. 1m § 47, 4. haben wir eine all
gemeine Methode kennengelernt, um das elektromagnetische Feld gegebener 
Strome und Ladungen zu berechnen. Nun ist aber nach der Gleichung (8 e) § 47 
die Stromdichte i selbst wieder durch die elektrische Feldstarke ~ bei 
gegebenem (f bestimmt und nach der Gleichung (8 h) die Veranderung von e 
durch die von i gegeben. Man kann so offenbar e und i aus den Gleichungen (16) 
und (17) § 47 eliminieren und in Verbindung mit den Gleichungen (13) und (14) 
§ 47 ein System von Differentialgleichungen gewinnen, das auBer den Material
konstanten e, # und (f nur die Feldstarken ~ und Sj als Variable enthalt und 
bei gegebenen Anfangs- und Randbedingungen gelost werden kann. Zwei all
gemeine Integrale dieser Gleichungen, namlich den Energiesatz und den Impuls
satz des elektromagnetischeh Feldes haben wir in § 47,5. und § 47,6. bereits 
kennengelernt. 

Wir wollen nun das Gleichungssystem selbst zunachst unter der einfachsten 
Annahtne ableiten, daB das betrachtete Feldgebiet von einem homogenen, isotropen 
und nichtleitenden Medium erftillt sei, daB in ihm also durchwegs (f = 0 gelte. 
In diesem FaIle ist tiberall auch i = 0 erftillt. Da ferner elektrische Ladungen 
in einem Isolator durch die Einwirkung elektrischer Felder nicht in Bewegung 
geraten konnen, konnen solche Ladungen auch nur zu zeitlich unveranderlichen 
elektrischen Feldern AnlaB geben. Wir interessieren uns hier nur fUr den zeit
Hch veranderHchen Antell des elektromagnetischen Feldes (den zeitlich kon
stanten Antell haben wir in Kapitel XIV bereits ausfiihrlich besprochen). Wir 
konnen daher ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit unserer Ergebnisse von 
vornherein auch tiberall e = 0 setzen. 

Die Gleichungen (16) und (17) § 47 reduzieren sich unter diesen Umstanden auf 

[}2 f{! *2 A 8t2 = C LJ cP, 

[}2ll{ _ *2,1 m 8t2 -C ~, 

wobei zwischen cp und SU noch die Beziehung (15) § 47 besteht: 

divSU + ~ ~i = o. 

(1) 

(2) 

(3) 

cp und die drei Komponenten von SU gentigen also Differentialgleichungen 
von der Form der Wellengleichung (1) § 13. Wegen der Linearitat dieser Gleichung 
folgt, daB auch jeder lineare Differentialausdruck in cp und SU derselben Gleichung 
gentigen muB. Nach (13) und (14) § 47 gentigen daher auch die Komponenten 

1 Von diesem Gedankengang wird auf Grund der empirisch gewonnenen Kraft
linienbildel' in den Kap. XVI bis XIX von "Exp.-Physik" ausgiebig Gebl'auch ge
macht. 
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der Feldstarken ~ und SJ Gleichungen von der Gestalt der Wellengleichung mit 
derselben Konstanten c*. Physikalisch ausgedruckt heiBt das gemaB den Ent
wicklungen des § 13, daB sich Veranderungen des elektromagnetischen Feldes in 
der Form von "elektromagnetischen Wellen" im Raume ausbreiten, deren Ge
schwindigkeit gleich c* ist. Die endliche Geschwjndigkeit, mit der eine Ver
anderung in einem elektromagnetischen Felde fortschreitet, hat sich bereits in 
den Ausdrucken (19) und (20) § 47 fur die retardierten Potentiale bemerkbar 
gemacht (vgl. hierzu die Bemerkungen im vorletzten Absatz von § 47,4). 

1m leeren Raum, wo B = fl = 1 ist, wird nach (18) § 47 c* = c = 3 . 1010 cm/sec. 
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im leeren 
Raume ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit1• Auf Grund dieser Tatsache, 
sowie der noch spater zu besprechenden Tatsachen, daB die elektromagnetischen 
Wellen aIle Eigenschaften der Lichtwellen aufweisen, hat MAXWELL seine "elektro
magnetische Lichttheorie" aufgestellt, wonach das sichtbare Licht aus elektro
magnetischen Wellen eines bestimmten Wellenlangenbereiches besteht. 

In einer materiellen Substanz mit der Dielektrizitatskonstanten e und der 
Permeabilitat fl solI nach dieser Theorie die Lichtgeschwindigkeit c* gemaB 
(18) § 47 gleich c 

c* = Veil (4) 

sein. Hiervon wird im § 49 noch die Rede sein. 
Mit der Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen ist, da es sich ja hier 

um ein nichtstationares Feld handelt, nach § 47,5. stets eine Energiestromung 
mit der Stromdichte e:; [(24) § 47] verknupft, deren Divergenz nicht uberall 
verschwindet. Von den Stellen im Felde, wo dive:;> 0 ist, wird elektromagne
tische Energie nach auBen "ausgestrahlt" oder "emittiert", wahrend sie an den 
Stellen, wo div e:; < 0 ist, verschluckt oder "absorbiert" wird. Die elektromagne
tische Wellenausbreitung wird daher auch zweckmaBigerweise als "elektro
magnetische Strahlung" bezeichnet, womit eben angedeutet werden soIl, daB der 
kinetische Vorgang der Wellenbewegung stets von einem energetischen Vorgang 
begleitet ist. Der POYNTINGsche Vektor e:; fiihrt daher auch haufig den Namen 
"Strahlvektor". Die Stellen positiver Divergenz von e:; werden als "Strahlungs
quellen" oder im Gebiet der Lichtwellen als "Lichtquellen" bezeichnet. 

Die Existenz der elektromagnetischen Wellen beruht, mathematisch formuliert, 
auf der Gultigkeit der Gleichungen (1) und (2), die ihrerseits eine Folge der MAx
WELLschen Gleichungen sind. Physikalisch ausgedruckt beruhen sie darauf, daB 
die Veranderungen eines elektrischen Feldes ein magnetisches und die Verande
rungen eines magnetischen Feldes ein elektrisches hervorrufen. Gerade dies war 
ja die fur die Formulierung der MAXWELLschen Gleichungen (4) § 47 und (7) §47 
wesentliche Annahme. Der experimentelle Nachweis der elektromagnetischen 
Wellen durch H. HERTZ kann als nachtragliche Rechtfertigung des dort ein
geschlagenen Weges und als ein Beweis fur die Richtigkeit der MAXwELLschen 
Gleichungen angesehen werden2• Die fiir die Entstehung der elektromagnetischen 
Wellen wesentliche Wechselwirkung zwischen elektrischem und magnetischem 
Feld bringt es schlieBlich mit sich, daB nicht elektrische und magnetische 
Wellen gesondert auftreten konnen, sondern nur beide gleichzeitig, was eben 
durch den Namen "elektromagnetische Wellen" ausgedruckt werden soli. Ais 
mathematischen Ausdruck fur diese Verknupfung konnen wir die Gleichung (3) 
ansehen, die die Potentiale cp und \[( miteinander verknupft und d!\>her auch die 
Verknupfung von ~ und SJ bedingt. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 129. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXII. 
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2. Ebene elektromagnetisehe Wellen in Isolatoren. Unter § 13, 1. definierten 
wir als ebene Welle eine solche, bei der die Wellenfunktion nur von einer raum
lichen Koordinaten abhangig ist. Nach Formel (ll) § 12 haben wir fiir eine 
ebene, elektromagnetische Welle, die sich in der Richtung der positiven x-Achse 
ausbreitet, zu setzen: rp = f (x - c* t), (5) 

m = ~ (x - c* t), (6) 

worin f zunachst eine willklirliche skalare und ~ eine willkiirliche Vektorfunktion 
ihres Argumentes ist. Infolgedessen gelten fiir die Ableitungen von rp und m 
nach den Koordinaten und der Zeit die Beziehungen 

~ -~~ ~=~=Ol a x c* at' a y a z 
(7) 

aj}{ 1 aj}{ ~ = aj}{ = 0 
ax - c* 7ft' ay az 

SolI die Gleichung (3) identisch befriedigt sein, dann muB wegen (7) und (4) 
weiter gelten: 

aA0 +~~ =_~ aA", _ 80* ~ = _ljS(~ + ~ aA",)=O. (8) 
a x cat c* at c a x V Ii a x cat 

Die Komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstarke ergeben 
sich nun aus den Formeln (13) § 47 und (14) § 47 mit Beriicksichtigung der 
Gleichungen (4), (7) und (8) wie folgt: 

Hre=O, E",=-::-~ a~re=o 

H -_ aA,. E =_~ aA 1I = lJli aA 1I = lfli H (9) 
lJ - ax ' 11 C at V e ax V e It 

H = aAlJ E =_~aA,. =If!iaAz=_lf!iH 
z ax ' z c at V e ax V e 11 

Aus den Gleichungen (9) ist zunachst zu ersehen, daB die in die Fortschrei
tungsrichtung x der Wellen weisenden Komponenten von a: und.p verschwinden. 
a: und .p stehen also stets senkrecht auf der Fortschreitungsrichtung der Wellen. 
Daraus folgt, daB auch die Vektoren, die die Veranderung von a: und .p an
geben, auf der Fortpflanzungsrichtung der Wellen senkrecht stehen; die elektro
magnetischen Wellen sind daher transversale Wellen. 

Weiter folgt aus den Gleichungen (9) unmittelbar die Giiltigkeit der Beziehung 
a: . .p = Ere H", + Ey HlJ + E z Hz = 0; (10) 

a: und .p stehen also stets aufeinander senkrecht. 
Flir die Betrage von a: und .p folgt schlieBlich aus (9) die Beziehung 

H = V; E. (ll) 

1m leeren· Raum, wo e = f.t = 1 ist, sind die Betrage der elektrischen und der 
magnetischen Feldstarke stets einander gleich. 

Der Energiestrahlvektor @5 steht nach (24) § 47 auf a: und .p senkrecht. 
Seine y- und z-Komponente sind also gleich Null und seine x-Komponente 
ist gemaB (ll) sowie (48) § 41 und (34) § 42 gleich 

Sre = 1@51 = 4cn (Ey Hz - E z Hy) = 4cn ~ (Hy2 + H.2) = 4cn ~ H2 = 

=~ljS E2=_C_ e E 2+p, H 2 =c*.u. (12) 
4n V Ii 8n !lep, 
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Wegen Sq; > 0 folgt, daB die Richtung von €J mit der Richtung der Wellen
fortpflanzung zusammenfallt. Der Absolutbetrag von €J ist ferner gleich dem 
Produkt aus derraumlichen Energiedichte u und der Geschwindigkeit c*. Dies 
steht in enger Analogie zu der in § 26, 2. benutzten Relation zwischen dem 
Stromungsvektor, der Dichte und der Geschwindigkeit einer Flussigkeitsstromung. 
Wir konnen die Gleichung (12) also deuten, wenn wir uns vorstellen, daB die 
elektromagnetische Energie wie eine materielle Flussigkeit in der Richtung 
von €J, d. h. in der Richtung der Wellenfortpflanzung mit der Geschwindig
keit c* der Welle stromt; doch muB ausdriicklich festgestellt werden, daB diese 
Deutung von c* als Geschwindigkeit einer Energiestromung keine reale physi
kalische Bedeutung hat, da ja experimentell nur Geschwindigkeiten materieller 
Partikel gemessen werden konnen. 

3. Das Wellenfeld eines veranderlichen elektrischen Dipols; Wir wollen nun 
untersuchen, welches elektromagnetische Wellenfeld ein unendlich kleiner elek
trischer Dipol im leeren Raume erzeugt, den wir uns im Koordinatenursprung 
angebracht denken, dessen Achse mit der z-Achse des Koordinatensystems 
zusammenfallen solI UIId dessen Moment eine beliebige stetige und beschrankte 
Funktion p (t) der Zeit sein moge. Wir konnen dann entsprechend den Be
trachtungen am Schlusse von § 47,4. die Potentiale qJ und III in der unmittel
baren Umgebung des Dipoles so berechnen, als ob das Feld stationar ware. 

Nennen wir f} den Winkel, den der Radiusvektor zum Aufpunkt P mit der 
z-Achse einschlieBt, dann folgt zunachst nach der Formel (7) § 7 

_P f} rp -2COS . r (13) 

Wir denken uns ferner die Lange 1 des Dipoles festgehalten und die Veranderung 
von p nur durch Veranderung der Ladung e infolge eines entlang der Achse des 
Dipoles flieBenden elektrischen Stromes hervorgebracht; dann gilt nach der 
Definition (1) § 43 der Stromstarke 

p=l e =lJ. (14) 

Der veranderliche Dipol ist also einem "Stromelement" der Lange l, das von 
einem zeitlich veranderlichen Strom der Starke J durchflossen wird, aquivalent. 
Nach der Formel (2) § 44 gilt fUr das Vektorpotential eines solchen Strom-
elementes A = ~ _ i 

A",=Ay=O, z re-re' (15) 

Der Wellengleichung (2) und der Bedingung (15) werden wir offenbar gerecht, 
wenn wir entsprechend der Formel (6) § 13 fiir III in beliebiger Entfernung vom 
Ursprung den Ansatz machen: 

A.,=O, (16) 

Soli die Bedingung (3) identisch erfullt sein, dann muB wegen e = 1 gelten 

~~z_+~!!L_~(L)+_~~_~(OP 1 )cosf}+~~- ° 
OZ e ot - OZ 1'0 C ot - or Tt·rc C ot - . 

Hieraus folgt, wenn man die Reihenfolge der Differenziationen nach r und t ver
tauscht, bis auf eine von t unabhangige und daher belanglose Konstante 

rp = __ O_(k) cosf} = _ ~ [_P (t- r/e) ]. (17) 
or r OZ l' 

In kleiner Entfernung vom Dipol, also fur kleine r, wird darin das Glied ric 
klein gegen t und der Ausdruck (17) reduziert sich daher auf den Ausdruck (13). 

Damit ist gezeigt, daB der Ansatz (15) mit den Bedingungen des Systems 
nicht im Widerspruche steht. DaB er der Wellengleichung (2) genugt, wissen 
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wir bereits. Wir mussen nun noch zeigen, daB auch die Funktion (17) der Wellen
gleichung (I) geniigt. Nun ist der Ausdruck in der eckigen Klammer in (17) 
von der Gestalt (6) § 13, geniigt also der Wellengleichung (I). Ist aber eine Funk-

tion t eine Losung dieser Gleichung, dann ist auch !: augenscheinlich einesolche, 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. Da schlieBlich die Funktionen (16) und 
(17) wegen der Voraussetzungen iiber die Funktion p(t) im Unendlichen in ge
niigend hoher Ordnung verschwinden, sind sie gemaB dem Eindeutigkeitssatz 
des Randwertproblems der Wellentheorie die eindeutigen Losungen unserer 
Aufgabe. 

Urn die Feldstarke selbst zu berechnen, braucht man bloB die Gleichungen 
(13) § 47 und (14) § 47 auf (16) und (17) anzuwenden. Wir erhalten so 

H - a Az _ a Az Y H __ a Az __ a Az ~ H - 0 (18) rt------ay---;:;;:-.-;;:' y- ax - 01' '1" z-' 

Die Richtung der magnetischen Feldstarke steht also iiberall senkrecht auf der 
Richtung von z und ihr Betrag ist gleich 

H = VH 2 + H 2 + H 2 = 1 a A z • V x 2 + y2 1 = 1 a A z • V 1-~ 1 = 
ro y • a l' 1'2 or 1'2 

=1 oA •. VI cos2 f} 1=1 oA • . Sinf}II=I(_L+..!.. op (t-r/o») Sinf}l= or or 1'2 0 1'0 or 

= I( rt + 1'~2) Sinf}l· (19) 

In sehr groBer Entfernung vom Dipol kann man offenbar innerhalb eines 
kleinen raumlichen Winkels urn eine Richtung die Welle als eine ebene, elektro
magnetische Welle ansehen, die in der Richtung von t fortschreitet, wie man 
durch den Vergleich der Formem (16) und (17) mit den Formem (5) und (6) 
erkennt. ($; und .p stehen daher gemaB 2. aufeinander und auf t senkrecht und 
ihre Betrage sind einander gleich; nach (19) gilt daher, wenn man darin das Glied 
mit r2 im Nenner gegen das mit r im Nenner vernachlassigt: 

E = H = -.- 1!-sinf) . I I" 1 o· l' 
(20) 

Der Strahlvektor IS hat nach (24) § 47 gemaB dem eben Gesagten die Richtung 
von t und sein Betrag ist nach (20) gleich 

S = -- 1? sinf) . I ( .. )2 
4n03 l' 

(21) 

In die Richtung der Dipolachse (f) = 0) wird also keine Energie ausgestrahlt 
und das Maximum der Ausstrahlung liegt in der Symmetrieebene des Dipols. 

Die Energie, die durch eine Zone der Breite df} der Kugel vom Radius r in 
der Zeit dt hindurchgeht, ist gleich 

S . 2 n r2 . sin f} d f} d t 

und daher die Gesamtenergie de, die durch die ganze Kugelflache vom Radius r 
pro Zeiteinheit hindurchgeht 

n ~ 

+2 ~ 1 

de = 2n ~ S . r2 sin f} df} dt = ~: ~ sin3 f} df} dt = ~: ~ (I-cos2 f})d (cosf)) dt= 
n 0 0 
2 

"2 ( I) 2 = ~3 1-3 dt= 303 f?(t-rfc)dt. (22) 
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4. Die Ausstrahlung des harmonischen, elektrischen Oszillators. Unter einem 
"linearen, harmoniscken, elektriscken Oszillator" wollen wir einen elektrischen 
Dipol verstehen, dessen Moment l' eine konstante Richtung hat und seinen 
Betrag entsprechend einer harmonischen Funktion der Zeit verandert. Wir 
konnen ibn annahernd durch einen offenen, elektrischen Schwingungskreis 
realisieren, der aus einem kurzen, geradlinigen Leiter mit an den den Enden 
angebrachten Kapazitaten besteht (HERTzscher Oszillator1). Nach den Ergeb
nissen unter 3. strahlt ein solcher Oszillator elektromagnetische Energie nach 
allen Richtungen im Raume aus; die Stromdichte der Strahlung kann in 
groBer Entfernung vom Oszillator nach der Formel (21) und die Gesamtstrahlung 
in einer Zeit dt nach der Formel (22) berechnet werden. 

1st (J) die Kreisfrequenz der elektrischen Schwingung, dann konnen wir P 

in der Form P = Po cos (wt + y) (23) 

ansetzen und erhalten daraus 

p = - Po £0 • sin (wt + y), (24) p = - Po £02 • cos (wt + y). (25) 

Fiir die Energiemenge e, die in einer Zeit t, die groB gegeniiber der Schwingungs 
dauer ist, insgesamt ausgestrahlt wird, erhalten wir nun nach (22) 

_ 2"'"'2 
e - 3cSP . t. 

Wegen (14), (24), (25) und (1) § 46 gil,t 
p 2W' - -

p2 = -0-2- = p2W2 = l2 £02. J2 = l2 £02. J*2, (27) 

worin J* die_ effektive Stromsmrke des in dem Oszillator flieBenden Wechsel
stromes bedeutet. Einsetzen von (27) in (26) ergibt daher 

212 w2 
e = --aca- . J*2 . t. (28) 

Die Formel (28) lehrt, daB bei der Schwingung eines offenen, elektrischen 
Schwingungskreises auBer dem durch den OHMschen Widerstand R bedingten 
Energieverlust Q = RJ*2. t (29) 

infolge der entstandenen JOuLEschen Warme nooh der Energieverlust e infolge 
der Ausstrahlung elektromagnetischer Energie in den Raum hinzutritt. Wegen 
der formalenldentitat der Formeln (28) und (29) kann man dies auch so aufiassen, 
als ob zu dem OHMSchen Widerstand R nooh ein "Strahlungswiderstand" 

(30) 

hinzutreten wiirde. Er wachst, wie man sieht, mit der Frequenz quadratisch an, 
so daB er bei sehr langsamen Schwingungen vernachlassigbar klein ist. Daher 
kommt es auch, daB wir den Strahlungswiderstand bei der Behandlung der 
quasistationaren Strome in den §§ 45 und 46 vernachlassigen konnten. 

Die Formeln (29) und (30) finden praktische Verwendung bei der Berechnung 
der Leistungsaufnahme und der Ausstrahlung sogenannter "Dipolantennen" in 
der Radiotelegraphie. Die entsprechenden Formeln fiir andere Antennenformen 
sind wesentlich komplizierter zu gewinnen und konnen im Rahmen dieses Lehr
buches nicht behandelt werden2• 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 87. 
2 Beziiglich der experimentellen Ergebnisse hieriiber vgl. "Exp.-Physik", § 88. 

Filrth, Theor. Physik. 23 
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o. Harmonische Wellen in leitfahigen Medien. In diesem Paragraphen haben 
wir uns bisher auf die Behandlung von elektromagnetisehen Wellen in isolierenden 
Medien mit (J = 0 besehrankt. Wir wollen jetzt zu der Betraehtung leitender, 
homogener Medien ubergehen, bei denen (J uberall den gleiehen, von Null ver
sehiedenen Wert haben soIL Die Differentialgleichungen fur ~ und .\) sind 
naturlich in diesem Fall im allgemeinen nieht mehr von der Gestalt der Wellen
gleiehung, so daB die Ausbreitung von Feldanderungen im allgemeinen nieht in 
der Form von elektromagnetisehen Wellen erfolgt. In dem Spezialfalle jedoeh, 
wo die Feldanderungen harmonisehe Sehwingungen sind, weisen die Gesetz
maBigkeiten uber die Ausbreitung dieser Feldanderungen eine weitgehende 
Ahnliehkeit mit den GesetzmaBigkeiten uber die Ausbreitung elektromagnetiseher 
Wellen in Isolatoren auf. 

Wir versuehen daher fur ~ den einer harmonisehen Welle entspreehenden An-
satz (14) § 13 ~ = eirot . .8 (x, y, z), (31) 

worin w die Kreisfrequenz und die komplexe Amplitude .8 eine beliebige Vektor-
funktion des Ortes ist. . 

Aus (31) folgt sogleieh ~~- =iw~. (32) 

Setzt man dies in die Gleiehung (lOe) § 47 ein, so ergibt sieh div ~ = 0 und daher 
wird gemaB (lOe) § 47 aueh e = O. Die Gleiehung (lOa) § 47 verwandelt sieh 
dureh Einsetzen von ~ aus (32) in 

e' 8~ 
rot.\) = cat' 

worin zur Abkurzung gesetzt ist 
, 4:n:a. 

e =e---~. 
()) 

(33) 

(34) 

Die Gleiehung (33) ist von der gleiehen Bauad, wie die 1. MAxwELLsehe 
Gleiehung (9) § 47 mit versehWindendem Leitungsstrom i = 0, wenn man darin 
statt e die GroBe e' einsetzt. Hieraus folgt, daB man ebenso wie im Falle eines 
isolierenden Mediums aueh in dem hier vorliegenden Falle reehnen kann, wenn 
man statt der gewohnliehen Dielektrizitatskonstante e die "komplexe Dielektrizi
tatskonstante" e' gemaB (34) setzt. 

Wir sehen also, daB sieh Feldanderungen in der Form harmoniseher Sehwin
gungen, wie oben behauptet wurde, aueh in einem leitenden Medium in der Form 
elektromagnetiseher Wellen ausbreiten. Wie in einem Isolator sind aueh hier 
die Wellen transversal und der elektrisehe und der magnetisehe Vektor stehen 
aufeinander senkreeht; in zunaehst unverstandlieher Weise tritt aber hier eine 
"komplexe Fortsehreitungsgesehwindigkeit" 

, c 1 c =-_._-

Vii VB' (35) 

auf. Die physikalisehe Bedeutung dieser Tatsaehe gilt es nun zu deuten. 
Wir wollen annehmen, daB die Leitfahigkeit (J so klein, bzw. die Frequenz w 

so groB sei, daB man 4:n: a als klein gegenuber e ansehen kann. Dann konnen wir 
()) 

gemaB (34) und (35) mit Benutzung von (4) sehreiben 

~ = V.u Ve 4;n;a i = J/eI.l V1 - 4:n:a i = ~(1- 2:n:a i). (36) 
c' c ()) C ()) e c* ()) e 

Wir betraehten nun speziell eine ebene Welle, die in der Riehtung der z-Aehse 
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fortschreiten moge und setzen daher die Komponent~n von Q; und .p in der 
Gestalt (1) § 12 an; also Ex = a eiro(t-z/c') • (37) 

Setzen wir hierin fUr c' aus (36) ein, so wird damus 

_ 2",,, ~ ico(t-z'c*) 
Ex = a e E c* _ e j 

(38) 

und vollkommen analoge Ausdriicke erhalten wir fur die anderen Komponenten 
von Q; und .p. 

Del' zweite Faktor in (38) bedeutet,· daB wir eine harmonische, elektro
magnetische Welle VOl' uns baben, die sich in der z-Richtung mit del' Geschwindig
keit c* ausbreitet. Del' erste Faktor, der die Amplitude dieser Welle angibt, 
zeigt, daB im Gegensatz zu einem isolierenden Medium, wo die Amplitude sich 
wahrend des Fortschreitens einer ebenen Welle nicht andert, hier die Amplitude 
mit zunehmendem z, also im Verlaufe des Fortschreitens nach MaBgabe einer 
Exponentialfunktion abnimmt. 

Sehen wir als MaB fiir die "Intensitiit" 1 der Welle in Anlehnung an die ent
sprechende Definition in der Mechanik (vgl. § 24, 4.) den Betrag del' Energie
stromdichte San, der nach (12) dem Quadrat von IQ;I bzw. l.pi, also im vor
liegenden FaIle dem Quadrate del' Amplitude proportional ist, so gilt fUr die 
Abnahme von 1 ein Gesetz von del' Gestalt 

1 = 10 e-hz , (39) 

worin 10 die Intensitat an del' Stelle' z = 0 bedeutet und gesetzt ist: 

h = ~:: = 4:a V~. (40) 

Eine anschauliche Vorstellung von der Bedeutung del' Gleichung (39) gewinnt 
man durch die Differentiation diesel' Gleichung. Diese liefert 

-d1 = 1u e-hz . hdz = 1. hdz. (41) 

Die Welle eciahrt also beim Fortschreiten um das Stuck dz eine Verminderung 
d1 ihrer Intensitat, die zu dz und zur Intensitat 1 selbst proportional ist. Der 
Energiebetrag, welcher der Abnahme d1 entspricht, wird in dem Medium ab-
8orbiert. Das Gesetz (39), das sich experimentell besta.tigen laBtl heiBt das nor
male "Ab8orption8gesetz" und die Proportionalitatskonstante h del' "Ab8orption8-
koettizient" . 

Nach (40) laBt sich del' Absorptionskoeffizient fUr eine elektromagnetische 
Welle in einem leitfahigen Medium aus den elektrischen Konstanten 8, f-l und a 
berechnen. Er ist del' Leitfahigkeit direkt proportional, verschwindet also, wie 
es sein muB, fUr a = 0 und wird sehr groB fUr gut leitende Substa~zen. Daher 
kommt es, daB elektromagnetische Wellen in das Innere von Metallen so gut 
wie gar nicht einzudringen vermogen2• 

6. Der Strahlungsdrnck. Vermoge del' allgemein fiir jedes elektromagnetische 
Feld giiltigen Beziehung (38) § 47 zwischen Energiestromdichte und Impuls
dichte fiihrt jede elektromagnetische Welle einen elektromagnetischen Impuls ® 
mit sich. Fallt daher eine elektromagnetische Strahlung auf einen Korper auf, 
in dem sie vollstandig absorbiert wird, dann muB nach dem unter § 47, 6. abge
leiteten Impulssatz del' Impuls der Strahlung auf den Korper iibergehen. Er 
wird also durch die auffallende Strahlung in Bewegung gesetzt, was man auch 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 135 . 
. 2 Von dieser "Schirmwirlrnng" del' Metalle gegen elektromagnetische Wellen wird 

in der Praxis vielfach Gebrauch gemacht; vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXII. 

23* 
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so ausdriicken kann, daB die Strahlung auf einen Korper, in dem sie absorbiert 
wird, eine Kraft ausiibt. 

Fiillt eine ebene Welle senkl'echt auf eine vollstandig absorbierende Wand 
auf, so wird auf die Flacheneinheit der Wand pro Zeiteinheit del' in einem Zylinder 
von der Lange c* und der Basisflache Eins enthaltene Impuls, also nach (38) § 47 
und (12) der Impuls S 

p =-;)* =U (42) 

iibertragen. Ebenso groB ist daher die von der Welle auf die Flacheneinheit del' 
Wand ausgeiibte Kraft. Wir konnen also sagen, daB eine elektromagnetische 
Strahlung auf eine senkrecht zu ihrer Fortpflanzungsrichtung stehende, voll
kommen absorbierende Wand einen Druck p ausiibt, den wir als den "MAXWELL-

8chen Strahlung8druck" bezeichnen. Nach (42) ist er numerisch gleich del' Energie
dichte der Strahlung. 

Ebenso muB eine Strahlungsquelle, die einseitig Strahlung aussendet, und 
daher standig einen elektromagnetischen Impuls in dieser Richtung erzeugt, 
einen mechanischen Impuls von der gleichen GroBe in der entgegengesetzten 
Richtung erhalten. Fallt daher eine ebene Welle auf eine Wand, die die Strahlung 
vollkommen reflektiert, dann wirkt sie ebenso, als ob sie die Strahlung erst voll
kommen absorbieren und dann mit der gleichen Intensitat in der entgegen
gesetzten Richtung wieder emittieren wiirde. Der Strahlungsdruck auf eine 
solche Flache ist daher genau doppelt so groB wie auf eine vollkommen ab
sorbierende Flache1 • 

§ 49. Elektromagnetische Wellen in inhomogenen und anisotropen Medien. 

1. Verhalten elektromagnetischer Wellen an der Grenzflache zweier homogener 
Dielektrika. Nachdem im vol'hergehenden Pal'agraphen die Ausbl'eitung del' 
elektl'omagnetischen Wellen in homogenen und isotropen Korpern bespl'ochen 
wul'de, wollen wir jetzt die wichtigsten Erscheinungen bei del' Wellenausbl'eitung 
in inhomogenen und anisotl'open Medien untersuchen. Wil' begiunen mit del' 
Betl'achtung der Vorgange beim Ubergang von ebenen Wellen aus einem homo
genen und isotropen, isolierenden Medium in ein anderes, ebensolches, die an 
einer ebenen Grenzflache aneinanderstoBen sollen. Die beiden Medien sollen nul' 
vel'schwindend wenig magnetisiel'bar sein, so daB die Permeabilitat gleich Eins 
gesetzt werden kann; die Dielektrizitatskonstanten seien gleich 8 1 und 82, die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten c1 * und C2 * del' Wellen in den beiden Medien 
sind dann nach (4) § 48 gleich 

(1) 

Die Wellen mogen von der Seite des ersten Mediums auf die Trennungs
flache anffallen. Die vom ersten gegen das zweite Medium weisende Senkrechte 
auf die Trennungsflache nennen wir das "Einfallslot" und die'durch das Einfalls
lot und die Fortpflanzungsrichtung del' einfallenden Welle bestimmte Ebene die 
"EinfaZZsebene". Den Winkel zwischen del' Fortpflanzungsrichtung und dem 
Einfallslot nennen wir den "EinfaZZswinkel". Die Kreisfrequenz del' als har
monisch angenommenen Welle sei gleich ill. 

Den elektrischen Schwingungsvektor del' Welle, del' nach § 48, 2. auf del' 
Fortpflanzungsrichtung senkl'echt steht, konnen wir in zwei Komponenten Es 
und Ep zerlegen, von denen die eine senkrecht zul' Einfallsebene schwingt, 

1 Beziiglich des expel'imentellen Nachweises des Strahlungsdruckes und die Be
statigung del' Formel (42) sei auf "Exp.-Physik", § 130 vel'wiesen. 
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rlie andere in der Einfallsebene. Die entsprechenden komplexen Amplituden 
[(43) § 10] mogen mit As und Ap bezeichnet werden. 

Lassen wir die z-Achse des Koordinatensystems mit dem Einfallslot und die 
x-z-Ebene mit der Einfallsebene zusammenfallen, dann konnen wir nach (4) § 13 
und dem eben Gesagten die x-Komponente des elektrischen Schwingungsvektors 
wiefolgtansetzen: ioo(t_XSin'P+zcOs'P) , 

Ex= Axe c,', (2) 

worin die Konstante Ax die komplexe Amplitude in der x-Rich tung bedeutet. 
Analoge Ausdriicke, in denen Are durch entsprechende GroBen A1I und A z ersetzt 
ist, gelten fUr die beiden iibrigen Kompo-
nenten E1I und E z von GE. c 

Rechnen wir E s' das in die Rich
tung der y-Achse fallt, positiv, wenn E1I 
positiv ist und E p' das in die x-y-Ebene 
fallt, positiv, wenn Ex positiv ist, dann 
gilt (vgl. Abb. 108) 

Ax :: Ap cos cp, } 
A1I - As> 
A z = - Ap sin cp 

(3) 

Die Komponenten des magnetischen 
Schwingungsvektors SJ der Welle,' der 

Abb. lOS. 

z 

o 
nach § 48, 2. ebenfalls senkrecht auf der 
Fortpflanzungsrichtung und ferner s(l.llkrecht auf GE steht, setzen wir analog 
zu (2) in der Form . (t xsinp+zcos p ) 1.(0 -

Hx = Cxe c,· (4) 

an, worin Cx die komplexe Amplitude in der x-Richtung bedeutet; ahnliche Aus
driicke gelten wieder fiir die beiden iibrigen Komponenten. 

Um die GroBen Cx, C1I, Cz zu erhalten, miissen wir bedenken, daB gemaB 
den Gleichungen (9) § 48 GE, SJ und die Fortschreitungsrichtung ein Rechtssystem 

bilden und wegen # = 1 gemaB (11) § 48 ISJI = V~· IGEI gilt; dies ergibt: 

Cx = - ~. Ascoscp, C1I = V~. A p, Cz = ~. As sincp. (5) 

Ein Teil der aus der einfallenden Welle an die Grenzflache gelangenden 
Energie wird durch die Grenzflache in das zweite Medium eindringen und dort in 
der Form einer neuen Welle fortschreiten, die wir als die "durchgelassene" Welle 
bezeichnen wollen. Der Rest der Energie der einfallenden Welle bleibt im ersten 
Medium zuriick und bildet dort eine Welle, die wir die "retlektierte" nennen 
wollen. 

Wir vernmten, daB auch die reflektierte und die durchgelassene Welle ebene, 
harnlOnische Wellen sind und,setzen dementsprechend die x-Komponenten ihrer 
elektrischen Schwingungsvektoren GE' und GE" in der Form 

. ,(t- oocosa'+ycosfi'+zeosp' ) 
E '- A ' tOO ~* 

X - x e (6) 

.,,( xcosa"+ycosfi,,+zeos'P") 
E "_A"too t- c,,* 

x - x e (7) 

an, worin IX', {J', cp' die Winkel bedeuten, die die Fortschreitungsrichtung der 
reflektierten Welle mit den drei Achsen einschlieBt und IX", {J", cp" die ent
sprechenden GroBen fUr die durchgelassene Welle sind, w' und w" die Kreis-
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frequenzen der beiden Wellen und A",' bzw. A"," die x-Komponenten ihrer kom
plexen Amplituden. Analoge Ausdriicke gelten dann fiir die ubrigen Komponenten 
von Q;' und 'Q;" und fiir die Komponenten von .\)' und .\)". 

Wir nennen ferner A,,', As' die komplexen Amplituden des elektrischen 
Vektors der reflektierten Welle parallel und senkrecht zu Einfallsebene und 
A,,", As" die entsprechenden GroBen fur die durchgelassene Welle. Wie unter 
2. sogleich gezeigt werden wird, liegt die Fortschreitungsrichtung der reflektierten 
und die der durchgelassenen Welle ebenfalls in der Einfallsebene. Daher gilt 
in Analogie zu (3) und (5) 

A",' = - A,/ cos q/, A1/' = As', Az' = A,,' sin cp', 

0",' = - ve;. As' cos cp', 01/' = - V.% A,,', 0z' = ve;. As' sin cp', 

(8) 

(9) 

A"," = A,," cos cp", Ay" = As", A/" = - A,," sin p", (10) 

0"," = - VB; As" cos cp", 01/" = VEa A,,", 0z" = VB;; . As" sin cp". (11) 

Um die BestOOmungsstucke der reflektierten und der durchgelassenen Welle 
aus denen der einfallenden Welle zu bestOOmen, benutzen wir die Tatsache, 
daB an der Grenzf1ii.che nach § 47, 3. die Tangentialkomponenten von Q; und.\) 
stetig sein mussen. Da 00 ersten Medium die einfallende und die reflektierte 
Welle sich uberlagern, 00. zweiten Medium nur die durchgelassene Welle lauft,. 
ergeben sich hieraus die folgenden vier Bedingungsgleichungen: 

E", + Eoo' = E/', Hoo + H",' = H"," } .. 
fur z = o. 

E1/ + Ey' = Ey", H1/ + Hy' = H1/" 
(~2) 

Unter 2 und 3 werden wir zeigen, daB sich diese Randbedingungen unter 
den, erwahnten Annahmen in der Tat erfullen lassen; damit ist gleichzeitig auf 
Grund der Eindeutigkeit des Randwertproblems der Elektrodynamik gezeigt, 
daB die ausgesprochene Vermutung, daB die durchgelassene und die reflektierte 
Welle ebene, harmomsche Wellen sind, richtig war. 
, 2. Das Brechungs- und Reflexionsgesetz. Die erste der Gieichungen (12) kann 
offenbar an der Grenzflache identisch fiir aIle x, y und t nur dann erfiillt sein, 
wenn die in E "" E",', pnd E "," enthaltenen e-Potenzen fur z = 0 die gieiche Funktion 
von x, y und t sind, d. h. wenn die Gleichungen 

. (t x sin 'P ) , ,( t tro --- tro 
e Cl* = e 

XCOSU'-J;:YCOSf/') tro" (t 
c,. =e 

XCOSU"+llcosf/" ) 
eo* (13) 

identisch erfiillt sind; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn die Gleichungen 

0) = 0)' = 0)", (14) 

sin 'P cos x' cos x" 
~ CT C;~' 

(15) 

cos {3' = 0, cos {3" = O. (16) 

geiten. Dieselben Gleichungen erhaIt man durch Beriicksichtigung der ubrigen 
Grenzbedingungen, die durch die letzten drei der Gleichungen (12) ausgedriickt 
werden. 

Die Gleichungen (14) sagen aus, daB die reflektierte und die durchgelassene 
Welle die gleiche Frequenz haben wie die einfallende Welle. Die Gleichungen (16) 
sagen aus, daB die Winkel zwischen der Fortpflanzungsrichtung der durchgelas-

se~en bzw. der reflektierten Welle einerseits und der y-Achse anderseits gleich ; 

sind; das' be,de~tet, daB diese beiden Richtungen zur Einfallsebene parallel 
stehen, wie unter 1. behauptet wurde. 
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Da ferner wegen (16) gelten muB 
cos2 <x' = 1 - cos2 cp' . = sin2 cp', cos2 <x" = 1 - cos2 cp" = sin2 cp", 

, sinq/ 
folgt aus (15) -.- = 1 

smrp 

oder da cp' offenbar ein stumpfer Winkel sein muB 
cp' = 7(, - cp (17) 

und weiter sinrp" _ ca* 
sin rp - c1*. (IS) 

Die Gleichung (17) druckt das bekannte Reflexionsgesetzl aus, wonach der Ein
fallswinkel und der "Reflexionswinlcel" einander gleich sind (Abb. lOS, S.357). 
Wir haben das gleiche Gesetz unter § 13, 6. aus der Wellengleichung allgemein 
unter der Randbedingung abgeleitet, daB die reflektierende Wand fiir die Welle 
undurcbJii,ssig ist und an ihr die Wellenfunktion verschwindet. Das gleiche sagt 
fUr den vorliegenden Fall aber auch unsere Randbedingung (12) aus, da ihre 
rechten Seiten dann verschwinden und daher auch die Tangentialkomponenten 
von ~ und .p, die der Wellengleichung geniigen miissen, an der Wand ver
schwinden. 

Die Gleichungen (IS) driicken zunii.chst aus, daB fiir zwei gegebene Medien 
das Verhii.ltnis von Einfallswinkel und "BreckungBWinkel" konstant ist, was 
nichts anderes ist, als das bekannte "SNELLIUS8Cke Breckung8gesetz"1. Daruber 
hinaus sagen sie aus, daB dieses Verhii.ltnis. gleich ist dem Verhii.ltnis der Ge
schwindigkeiten der Wellenausbreitung in den heiden Medien, eine Aussage, 
die durch die Versuche von FIZEAU und FOUCAULT bestatigt wirds. 

Bezeichnet man wie ublich als den "Breckung8quotienten" n einer Substanz das 
Verhii.ltnis del' Sinus von Einfalls- und Brechungswinkel beirn Einfall der Welle 
auf die Oberflii.che des Korpers aus dem leeren Raum, so ist nach (IS) und·-(I) 

(19) 

oder allgemein (20) 

Diese Beziehung zwischen der optischen GroBe n und der elektrischen GroBe e 
wird als die "MAxwELLBcke Relation" bezeichnet. Mit fur werden wir uns im 
§ 5S noch ausfiihrlich zu befassen haben. 

Die Gleichung (IS), die man mit Benutzung von (19) auch in der Form 
sinrp" n _._=_1 (21) 
smrp na 

schreiben kann, laBt sich mit reellem cp" offenbar nur dann befriedigen, wenn 
. < n. smcp -

= n1 
(22) 

gilt. Dies ist immer dann der Fall, wenn ns > nl ist, d. h. wenn die Welle aus dem 
"optisch diinneren" Medium in das "optisch dichtere" Medium fallt. 1st hin
gegen ns < nl, kommt die Welle also aus dem optisch dichteren Medium, dann 
gibt es einen bestimmten Einfallswinkel, der durch das Gleichheitszeichen in (22) 
gekennzeichnet ist, unterhalb dessen (22) befriedigt ist, oberhalb dessen jedoch 
nicht. Uberschreitet cp diesen Grenzwinkel, so kann demnach die Welle in das 
zweite Medium nicht eindringen, sondern wird von der Grenzflache vollkommen 
reflektiert; man spricht dann von "Totalreflexion"l. 

1 V gl. .,Exp .. Physik", § US. 
B V gl. "Exp .. Physik", § 129. 
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3. Die Fresnelsehen Gleiehungen. Um die erste der Grenzbedingungen (12) 
zu befriedigen, muB, wenn die Gleichungen (13) erfiillt sind, zwischen den kom
plexen Amplituden wegen (2), (6) und (7) die Beziehung 

A", + A",' = A",/1 

bestehen. Mit Benutzung von (3), (8), (10) unci (17) folgt hieraus weiter 

- A2)' cos q; + A2)/1 cos q;/1 = A2) cos q;. (23) 

Analog folgt aus der zweiten der Gleichungen (12) 

- As' + As" = As. (24) 
Aus der dritten der Gleichungen (12) ergibt sich mit Benutzung von (4) und 

den entsprechenden Gleichungen fiir die iibrigen Komponenten von ~, ~', ~/I, 
sowie den Formeln (5), (9), (II), (17) und (19) 

n! As' cos q; + ~ As" cos q;/1 = n! As CO!;! q; 
und analog aus der vierten der Gleichungen (12) 

(25) 

n! A2)' + ~ A2)/1 = n l A2)' (26) 

Aus (24) und (25) kann man durch Auflosung die Verhaltnisse 48~ und ~s" 

und aus (23) und (26) die Verhaltnisse ~' und ~" berechnen und :rhalt nac~ 
2) 2) 

Durchfiihrung der einfache~ Rechnung, wenn man noch (21) beriicksichtigt 

"As' _ 'lt1costp-'ltscostp" _ costpsintp"-sintpcostp" _ sin(tp"-tp) 
A. - 'Itt cos tp + 'Its cos tpl/ - cos tp sin tp" + sin tp cos tpl/ - sin (tp" + tp) 

A'Il' _ 'ltlCOStp"_'ltIlCOStp _ sintp"costp"-sintpcostp _ tg(tp"_tp) 

At! - 'Itt cos tp" + 'Its cos tp - sin tp" cos tp" + sin tp cos tp - t g (tp" + tp) 

As" _ 2 'ltl cos tp _ 2 sin tp" cos tp _ 2 sin tp" cos tp 

As - 'ltlcostp+'ltscostp" - sintp"costp+costp"sintp - sin(tp"+tp) 

(27) 

(28) 

(29) 

A " 2 'It cos tp 2 sin tp" cos tp 2 sin tp" cos tp 
1" = 'lttcostp'~+'ltscostp = sintp"costp"+sintpcostp = sin(tpl/+tp)cos(tp"-tp) (30) 

Durch die Gleichungen (27) bis (30), die zum ersten Male von FRESNEL aus 
seiner mechanischen Athertheorie abgeleitet worden sind und daher als die 
"FREsNELBcken Gleichungen" der Optik bezeichnet werden, sind die Amplituden 
der elektrischen und der magnetischen Schwingung im reflektierten und im 
durchgelassenen Licht vollkommen bestimmt. 

4. Folgerungen ans den Fresnelsehen Gleiehnngen. a) Wie man sieht, sind die 
rechten Seiten der Gleichungen (27) bis (30) stets rooll, solange q;/1 existiert, 
d. h. die Ungleichung (22) gilt. Daher sind die Verhii.ltnisse der komplexen 
Amplituden der reflektierten und der durchgelassenen Welle zu denen der ein
fallenden Welle rooll. Dies ist, wie man aus der Darstellung (43) § 10 ersieht, 
dann und nur dann der Fall, wenn zwischen den entsprechenden Schwingungen 
die Phasendifferenz Null oder:n; besteht; der erste Fall tritt ein, wenn das Ampli
tudenverhaltnis positiv ist, der zweite, wenn es negativ ist. 

Nach (27) und (28) gilt fiir senkrechten Einfall der Welle, also q; = q;/1 = 0: 

As' _ A2)' _ 'lt1-'lt1l. 
A; - A; - 'lt1+'lt1l ' 

die Verhaltnisse der komplexen Amplituden sind also positiv, wenn die Reflexion 
am optisch diinneren Medium erfolgt, und negativ, wenn die Reflexion am 
optisch dichteren Medium erfolgt. Im ersten Fall besteht also zwischen der 
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einfallenden und der reflektierten Welle an der Grenzflache keine Phasendif
ferenz, im zweiten Fall ist die Phasendifferenz gleich:77:, was einem "Gang
unterschied" voneiner halben Wellenlange entspricht. Diese SchluBfolgerung 
wird durch die 1nterferenzerscheinungen bei der Reflexion des Lichtes an diinnen 
durchsichtigen Platten bewiesenl. 

Erzeugt man ferner, wi~ unter § 13, 6. besprochen wurde, durch Super
position einer auf die Trennungsflache senkrecht auffallenden Welle und der 
reflektierten Welle eine stehende Welle, so muB nach dem oben Gesagten die 
Trennungsflache eine "Knotenflache" sein, wenn die Reflexion am optisch 
dichteren Medium erfolgt und eine "Bauchflache" wenn sie am diinneren Medium 
erfolgt. Auch diese Folgerung wird durch die Versuche von WIENER bestatigtl. 

b) 1st die einfallende Welle linear polarisiert dann ist die Phasendifferenz 
zwischen As und Ap nach § 12, 2. entweder gleich Null oder gleich:77:. Nach 
dem unter a) Gesagten sind dann auch die Phasendifferenzen zwischen As' 
und Ap' bzw. zwischen As" und A2)" gleich Null oder :77:, solange (22) gilt. 
Das bedeutet, daB auch die reflektierte und die durchgelassene Welle linear 
polarisiert sein mussen, solange der Einfallswinkel kleiner ist als der Grenzwinkel 
der Totalreflexion. 

Gilt hingegen die Ungleichung (22) nicht, dann ergibt sich aus (21) sin q/' > 1, 
d. h. ein imaginarer Wert von cos q;" = Vl- sin2 q;" und daher werden die 
rechten Seiten der Gleichungen (27) bis (30) komplex. Zwischen den -Kompo
nenten As' und A2)' treten also von Null und :77: verschiedene Phasendifferenzen 
auf; nach § 12, 2. bedeutet das, daB das bei der Totalreflexion reflektierte Licht 
im allgemeinen elliptisck polarisiert ist, wenn das einfallende Licht linear polari-
siert ist2• -

c) Nach (27) und (28) ist, da q; und q;" stets spitze Winkel sind, 

\ As' \_1 ~ cos(rp"- rp) I_I ~ cosrp"cosrp+ sin rp"sinrp I> I ~ \ 
Ap' - Ap cos(rp" +rp) - A2) cosrp"cosrp-sinrp"sinrp Ap , (31) 

d. h. der Anteil des Lichtes, dessen elektrischer Vektor senkrecht zur Einfalls
ebene schwingt, ist im reflektierten Licht stets groBer als im einfallenden. LaBt 
man daher unpolarisiertes Licht einfallen, das als Uberlagerung von polarisierten 
Wellen gleicher 1ntensitat mit allen moglichen Schwingungsrichtungen gegen 
die Einfallsebene aufgefaBt werden kann, dann ist das reflektierte Licht "teil
weise linear" polarisiert, d. h. diejenigen seiner Bestandteile, deren elektrische 
Vektoren senkrecht zur Einfallsebene schwingen, haben uberwiegende 1ntensitat. 

Wahlt man den Einfallswinkel q; so, daB 

+ " :n; q; q; =2 (32) 

gilt, dann wird die rechte Seite von (31) unendlich groB, d. h. Ap' wird gleich 
Null, unabhangig von der Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes. LaBt 
man also unter diesem Winkel unpolarisiertes Licht einfallen, dann ist das 
reflektierte Licht vollkommen linear polarisiert und sein elektrischer Vektor 
schwingt senkrecht zur Einfallsebene. Man kann so durch Reflexion an einem 
Isolator (z. B. an einer Glasplatte) aus unpolarisiertem Licht polarisiertes her
stellen. Man bezeichnet daher den durch die Gleichung (32) bestimmten Winkel 
aIs den "Polarisationswinkel". 

Dutch Kombination der Gleichungen (32) und (21) folgt fur den Polarisations-
winkel die· Beziehung sin rp _ sin rp _ tg m _ ~ 

sin rp" - cos rp - 'r - n1 ' (33) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 122. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 126. 
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die als das "BREWSTERSche Gesetz" bekannt ist. Wie die Abb. 109 erkennen laBt, 
schlieBen im Falle del' Giiltigkeit von (32) bzw. (33) die Fortschreitungsrichtungen 

del' reflektierten und del' durchgelassenen 
Welle einen rechten Winkel ein. 

Nach (29) und (30) folgt wie oben 

As" As (" ) As T" = TCOS rp -rp < A' p p p 
(34) 

d. h. im durchgelassenen Licht ist del' Anteil, 
des sen elektrischer Vektor parallel zur Ein
fallsebene schwingt groBer als im einfallen
den Licht. 1st daher das einfallende Licht 
unpolarisiert, so ist das durchgelassene teil
weise linear polarisiert, und zwar so, daB 

Abb. 109. diejenigen seiner Bestandteile, deren elek-
trische Vektoren parallel zur Einfallsebene 

schwingen, iiberwiegende 1ntensitat haben. Eine vollstandige Polarisation laBt 
sich abel' so nie erzielen, da cos (rp" - rp) niemals gleich Null werden kann, 
solange rp und rp" spitze Winkel sind!. 

d) Als "Rejlexionsverm6gen" (! einer Substanz bezeichnet man das VerhaItnis 
del' 1ntensitat del' reflektierten zu del' del' einfallenden Welle bei senkrechtem 
Einfall, also fiir rp = rp' = O. Da, wie wir bereits unter § 48, 5. erwahnten, die 
1ntensitat einer Lichtwelle. dem Quadrat del' Amplitude von @ proportional 
ist, folgt fiir (! aus (27) und (28) 

(! _I A s'2 + A p '21 _ I n1 - n212 
- A.2+Ap2 cp=o-ln1 +n2 • 

(35) 

Das Reflexionsvermogen ist also um so groBer, je groBer del' Unterschied del' 
Brechungsquotienten del' beiden Medien ist, an deren Grenzflache die Reflexion 
erfolgt, und verschwindet, wenn beide Medien den gleichen Brechungsquotienten 
haben2. 

e) Ffir Medien, die eine elektrische Leitfahigkeit haben, also nach § 48,5. 
das Licht absorbieren, kann man ffir die einfallende, reflektierte und durch
gelassene Welle, wie dortselbst gezeigt wurde, ebenfalls die Ansatze (3), (4), (6) 
und (7) machen, so daB die Entwicklungen unter 1. bis 3. auch hier in Geltung 
bleiben. Zu beriicksichtigen ist jedoch, daB in diesem Falle gemaB del' Gleichung 
(34) § 48 iiberall statt del' gewohnlichen reellen Dielektrizitatskonstanten eine 
"komplexe Dielektrizitatskonstante" einzufiihren ist. Dies bewirkt nach (19) 
und (20) das Auftreten eines "komplexen Brechungsquotienten" und daher weiter, 
daB die techten Seiten del' FREsNELschen Gleichungen (27) bis (30) komplex 
werden. Das von einem leitenden Korper reflektierte Licht ist also, wie die 
unter b angestellten Uberlegungen zeigen, im allgemeinen elliptisch polarisiert, 
wenn das einfallende Licht linear polarisiert ist. Dies trifft insbesondere fiir das 
von einem Metallspiegel reflektierte Licht zu3• 

Ffir das Reflexionsvermogen eines Leiters gegen das Vakuum ist nach (35) 
die GroBe des Betrages seines komplexen Brechungsquotienten odeI' seiner 
komplexen Dielektrizitatskonstante maBgebend. Nach (34) § 48 ist diesel' um so 

1 Beziiglich des experimentellen N achweises der hier auf theoret.ischem Wege 
abgeleiteten GesetzmaJ3igkeiten und ihrer Anwendungen bei der Konstruktion der 
Polarisationsapparate sei auf "Exp.-Physik", Kap. XXXII, verwiesen. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § lIS. 
a Vgl. "Exp.-Physik", § 126. 



Elektromagnetische Wellen in inhomogenen lmd anisotropen Medien. 363 

groBer, je groBer ~ ist, d. h. je groBer das Leitvermogen der Substanz und je 
co 

kleiner die Frequenz der Welle ist. Daher kommt es, daB die ]\tletalle, bei denen 
a besonders groB iRt, fiir geniigend lange Wellen ein sehr groBes Reflexionsver
mogen besitzen, das beim Fortschreiten gegen kiirzere Wellen immer mehr 
abnimmtl. 
· 5. Wellenoptik und geometrische Optik. Um das Verhalten elektromagnetischer 
Wellen an beliebig gestalteten, nicht ebenen GrenzfHichen zwischen homogenen 
Korpern zu studieren, kann im Prinzip die gleiche Methode angewendet werden 
wie bei ebenen Grenzflachen: man sucht Losungen der Wellengleichung fiir die 
einzelnen Komponenten von @: und ~ zu gewinnen, die an den Grenzflachen 
die Bedingung erfiillen, daB dort die Tangentialkomponenten von @: und ~ stetig 
sind. Die Behandlung dieser Probleme bildet den Inhalt der "W ellenoptik". 

Eine wesentliche Vereinfachung dieser Probleme ergibt sich, wenn unter den 
vorliegenden Bedingungen sowohl die Wellenflii.chen als auch die Diskontinuitats
flachen in Dimensionen von der GroBenordnung der Wellenlangen als eben an
gesehen werden konnen. Unter diesen Umstanden herrschen in Dimensionen 
von der GroBenordnung der Wellenlange die gleichen Verhaltnisse, wie sie im 
GroBen herrschen, wenn die Wellenflachen und die Diskontinuitatsflachen eben 
sind. Insbesondere andert sich dann in Dimensionen von der GroBenordnung 
der Wellenlange die Wellenamplitude nur verschwindend wenig mit dem Ort. 
1m § 14 konnten wir zeigen, daB unter dieser Voraussetzung die Wellenaus
,!>reitung der Eikonalgleichung (7) § 14 gehorcht und daB sich die Wellenflachen 
auf Grund des HUYGHENschen Prinzips konstruieren lassen. Wir konnten ferner 
zeigen, daB statt der Wellenflachen in dies em Fall die Schar ihrer orthogonalen 
Trajektorien zum Gegenstand der Untersuchung gemacht werden kann, die 
sich mit Hille des FERMATschen Prinzips konstruieren lassen. 
· In der Optik werden die orthogonalen Trajektorien der Wellenflachen kurz 
als "Lichtstrahlen" bezeichnet. Jener Teil der Optik, der mit dem Begriff des 
Lichtstrahles operiert und sich die Aufgabe stellt, den Verlauf der Lichtstrahlen 
als Kurven im Raume zu berechnen, heiBt die "geometrische Optik". In der Auf
fassung der geometrischen Optik ersch.eint eine Lichtwelle. als ein Biindel von 
Lichtstrahlen. In § 14, 4. konnten wir auf Grund des FERMATschen Prinzips 
bereits allgemein schlieBen, daB in homogenen und isotropen Medien die Licht
strahlen gerade Linien sein miissen und an der Grenzflache zwischen zwei solchen 
Medien Richtungsanderungen erfahren, die dem gleichen Reflexions- und 
Brechungsgesetz gehorchen, das wir unter 2. auf wellenoptischer Grundlage 
abgeleitet haben. 

Das FERMATsche Prinzip kann jedoch ganz allgemein dazu verwendet werden, 
Urn die Lichtausbreitung in beliebigen, inhomogenen Medien zu studieren, in 
denen sich die Dielektrizitatskonstante bzw. der Brechungsquotient und damit 
die Lichtgeschwindigkeit stetig mit dem Ort verandert. Mit einem besonders 
wichtigen Spezialgebiet der geometrischen Optik, der optischen Abbildungs
lehre, werden wir uns im § 50 genauer befassen. 
· Wie aus dem Vorhergehenden folgt, sind die Satze der geometrischen Optik 
nur angenahert richtig. .Es wird daher die wirklich auftretende Lichtverteilung 
von der auf Grund des FERMATschen Prinzips bzw. des Reflexions- und Brechungs
gesetzes berechneten Lichtverteilung mehr oder weniger abweichen. Man sagt 
dann, daB sich iiber die auf Grund der geometrischen Optik zu erwartenden Er
scheinungen noch eine "Beugung" oder "Dittraktion" des Lichtes iiberlagert. 
Die Beugungserscheinungen treten streng genommen immer dann auf, wenn 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § lI8. 
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die Diskontinuitatsflachen nicht unendlich ausgedehnte Ebenen sind, d. h. 
immer dann, wenn sich Lichtwellen in Raumen ausbreiten, die von durchsichtigen 
oder undurchsichtigen Korpern endlicher Ausdehnung erfiillt sind; sie werden 
aber erst dann bemerkbar, wenn die linearen Dimensionen dieser Korper mit der 
Wellenlange des Lichtes vergleichbar werden, wenn sich also z. B. sehr kleine 
Teilohen oder Wande mit sehr engen Offnungen im Lichtweg befinden. 

Die Beugungsprobleme konnen natiirlich nur mit den Methoden der Wellen
optik behandelt werden. Ihre strenge Behandlung ist auBerordentlich schwierig 
und gelingt nur in den einfachsten Fallen. Eine angenaherte Berechnung der 
Beugungserscheinungen beim Durchgang ebener Wellen dU1;'ch Spalte und Gitter 
in undurchsichtigen Wanden haben wir bereits in § 13, 5. vorgenommen. Die 
Quadrate der Ausdriicke (25) § 13, bzw. (27) § 13 liefern direkt die Intensitii.ts
verteilung des Lichtes auf einem in geniigend groBem Abstand von dem Spalt 
bzw. dem Gitter aufgestellten Schll:m bei Verwendung von "monocm:omatischem" 
Licht. Die theoretische Behandlung de:r: Beugungserscheinungen an anders ge
stalteten Offnungen sowie an de:r: Obe:r:flache von diinnen D:r:ahten und kleinen 
Teilchen kann im Rahmen dieses Lehrbuches nicht durchgefiihrt werdenl . 

Eine besondere Stellung nehmen schlieBlich in der geometrischen Optik jene 
E:r:scheinungen ein, bei denen eine Welle beim Hindurchgang durch ein in
homogenes Medium (insbesondere bei der Reflexion und Brechung an Dis
kontinuitatsflachen) in zwei ode:r: mehrere Einzelwellen zerlegt wird, die sich 
schlieBlich wieder vereinigen. Man kann dann den Verlauf der Ausbreitung der 
Teilwellen, falls die oben besprochenen Bedingungen zutreffen, nach den Prill
zipien de:r: geometrischen Optik behandeln und so die Gangunte:r:schiede dieser 
Teilwellen gegeneinande:r: bei ilu'er schlieBlichen Wiedervereinigung berechnen. 
Die Intensitat und de:r: Polarisationszustand der durch ihre Uberlagerung ge
bildeten Gesamtwelle kann dann nach den in § 13, 2. entwickelten Prinzipien 
gefunden werden .. Als Beispiele solcher Probleme mogen die Interferenzer8chei
nungen2 erwahnt werden, die durch die Reflexion des Lichtes an den beiden 
Begrenzungsflachen einer Platte aus durchsichtigem Material entstehen, ferner 
die E:r:scheinungen bei der Reflexion von Rontgenstrahlen an den Gitternetz
ebenen eines Kristalles, die am Schlusse von § 13, 6. kurz behandelt wurden3• 

6. Die Doppelbrechung in einachsigen Kristallen. Die Untersuchung der 
Wellenausbreitung in ani8otropen Medien bildet den Inhalt der "Kristalloptik" , 
da die durchsichtigen Kristalle die wichtigsten Vertreter dieser Substanzen sind. 
Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB in ihnen im allgemeinen die Dielektrizitats
konstante nicht wie in einem homogenen Korper ein Skalar, sondern ein Tensor 
ist, so daB statt der Gleichung (23) § 42 die Gleichung (25) § 42 als Beziehung 
zwischen den Feldvektoren ~ und @ gilt. 

Ihr elektrisches und daher auch ihr optisches Verhalten ist bestimmt durch 
die Lage der elektrischen Hauptachsen und die GroBe der Hauptdielektrizitats
konstanten. Wir wollen uns hier auf die sogenannten "einachsigen" Kristalle 
beschranken, die dadurch gekennzeichnet sind, daB zwei der Hauptdielektrizitats
konstanten einander gleich sind. In der durch die entsprechenden Achsen be
stimmten Ebene sind dann in elektrischer Beziehung aIle Richtungen gleich
wertig. Die dritte Achse ist ferner als elektrische Symmetrieachse des Kristalls 
ausgezeichnet; sie tragt den Namen "opti8che Ach8e". Jede die Richtung der 

1 Eine Beschreibung der wichtigsten Beugungserscheinungen findet man in 
"Exp.-Physik", § 123, iiber Beugungserscheinungen an optischen Instrumenten· vgl. 
"Exp.-Physik", § 124. 

2 Die wichtigsten Interferenzanordnungen und ihre Verwendung fiir Mel3zwecke 
sind in "Exp.-Physik", § 122 beschrieben. 

3 Uber die Optik der Rontgenstrahlen vgl. "Exp.-Physik", § 125. 
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optischen Achse enthaltende Ebene nennen wir einen "Hauptschnitt" durch 
den Kristall. 

Wir legen das Koordinatensystem so, daB die x-Achse die Richtung der 
optischen Achse hat, und nennen die entsprechende Hauptdielektrizitatskon
stante e1• Die beiden anderen Hauptdielektrizitatskonstanten, die nach unserer 
Annahme einander gleich sein sollen, nennen wir e2• Der Kristall moge 
die Leitfabigkeit Null und die Permeabilitat Eins haben; Raumladungen seien 
in ibm nicht vorhanden. 

Wir lassen in ibm eine linear polarisierte Welle fortscbreiten, deren elek
triscber Schwingungsvektor in der x-y-Ebene liegt, so daB E z = 0 ist. Die Fort
schreitungsrichtung moge mit den drei Achsen die Winkel iX, {J, y einschlieBen. 
Wir konnen daber den elektl'iscben Vektor gemaB (3) § 13 in der Form 

~ = "" (t _ x cos (X + Y cos f3 + z cos y ) 
0- c* (34) 

ansetzen. Es gelten also die Beziehungen 

0 2 ~ _ cr." cos2 (X 02 ~ "",,, cos2 f3 02 ~ cr." C082 y (32 ~ """ (35) 
-ox2-U .~, oy2 =0- ,~, OZ2 =u .~, 737;.-=0-

GemaB den oben gemachten Annahmen reduzieren sich die MAXWELLschen 
Gleichungen (8) § 47 auf 

1 (3:!) I 0 Sj 
a) rot SJ = cat b) rot ~ = -c~l 
c) divSl) = 0 d) div SJ = 0 

e) D", =e1 E"" DlI =e2ElI' D. =e2E z =0 

(36) 

Aus den Gleichungen (36 c) und (36 e) folgt 

und hieraus weiter 

div~= oE", + oElI + oEz = oE", (1-~~) = oElI (1-~). (37) 
(3 x 0 Y 0 Z 0 X C2 (3 Y \ C1 

Bildet man ferner auf beiden Seiten der Gleichung (36 b) den Rotor und 

vertauscht die Reibenfolge der Operationen rot und :t' dann ergibt sich mit 

Benutzung der Gleichung (36 a) 

1 0 Sj 1 0 1 (32~ 
rot rot ~ = - - rot -- = - - - rot'" = - ---c (3 t cot W c2 0 t2 • 

Mittels der Vektorformel (11) § 8 ergibt sich bieraus 

. 1 02~ 
LI ~ - grad dlV ~ = C2 fit2. (38) 

Bildet man die x-Komponente der Gleicbung (38), dann folgt wegen (37) 
und (36 e) 

02E,,"-- + 02E""--+_02E", ___ (32E,,, (1-~) _ C1 02E", + (32E", + (32E",_ 
(3 X2 (3 y2 0 Z2 (3 x 2 10 2 - Sa' 0 X2 &y2 ----aZ2 -

101 (32 E", 
C2 ----at2 

und bieraus weiter nach (35) 

cos2 (X cos2 f3 C082 Y C*2 + ---- + -- = -2-' 
c2 c1 c1 C 

(39) 
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Analog folgt aus der y-Komponente der Gleichung (38) 

o2ElI + o2ElI + o2ElI _ o2ElI (1-~)= o2E!L+~ o2ElI + o2ElI = 
a X2 a y2 a Z2 a y2 101 a X2 101 a y2 a Z2 

10 2 o2ElI 
=C28t2 

und hieraus wieder wegen (35) 

C082 IX C082 P C082 Y C*2 
-10-2 - + -101- + -102- = c2-' (40) 

Zum Zwecke der Diskussion del' Gleichungen (139) und (40) nehmen wir 
zunachst an, daB E", = 0 sei. Wegen E z = 0 heiBt dies, daB (;l; die Richtung der 
y-Achse hat. Wegen der Transversalitat der Welle folgt hieraus weiter, daB die 
Fortschreitungsrichtung der Welle auf der y-Achse senkrecht steht, daB also 

fJ = ; oder cos fJ = 0 ist_ Der die Fortpflanzungsrichtung enthaltende Haupt

schnitt ist also die x-z-Ebene und der elektrische Vektor schwingt'senkrecht 
zum Hauptschnitt. Wegen Ere = 0 ist in diesem FaIle die Gleichung (39) be
deutungslos und aus (40) wird wegen (19) und cos2 (X + cos2 y = 1: 

(41) 

Die Fortschreitungsgeschwindigkeit co* dieser Welle ist also unabhangig 
von der Richtung der Welle, ebenso wie in einem isotropen Medium, und es gilt 
fUr sie das SNELLIUssche Brechungsgesetz (18) mit einem der Dielektrizitats
konstanten t? entsprechenden Brechungsquotienten. Wir nennen daher die 
Welle eine "ordentliche" Welle und die zugehorigen Strahlen die "ordentlichen" 
Strahlen. Sie ist gemaB dem oben Gesagten dadurch gekennzeichnet, daB die 
elektrische Schwingung senkrecht zu demjenigen Hauptschnitt erfolgt, der die 
Fortpflanzungsrichtung enthalt. 

Wir nehmen nun an, daB ElI = 0 sei. Wegen E z = 0 hat also (;l; die Richtung 
der x-Achse, d. h. der optischen Achse, und schwingt daher im Hauptschnitt. 
Die Fortpflanzungsrichtung der Welle steht auf der x-Achse senkrecht und 

daher ist (X = ; und COSIX = O. In diesem FaIle wird die Gleichung (40) be

deutungslos, und aus (39) folgt wegen (19) und cos2 fJ + cos2 y = 1: 

(42) 

Wir nennen eine Welle, bei der wie im vorliegenden Fall die elektrische Schwin
gung parallel zu demjenigen Hauptschnitt erfolgt, der die Fortpflanzungsrichtung 
enthalt, eine "aufJerordentliche" Welle. Die Gleichung (42) sagt aus, daB eine 
auBerordentliche Welle, die senkrecht zur optischen Achse fortschreitet, eine 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit cs* hat, die sich gemaB (42) aus der Haupt
dielektrizitatskonstante 81 herleitet undvon Co * verschieden ist. 

Wir nehmen schlieBlich an, daB sowohl E", ~ 0, als auch ElI ~ 0 sei. Das 
bedeutet gemaB dem friiher Gesagten: cos IX ~ 0 und cos fJ ~ O. In diesem Fall 
sind die Gleichungen (39) und (40) beide in Giiltigkeit; sie sind offensichtlich 
nur dann vertraglich, wenn cos y = 0 gilt, d. h. wenn die Fortpflanzungsrichtung 
in der x-y-Ebene liegt. Wegen E z = 0 enthalt die x-y-Ebene auch den elek
trischen Schwingungsvektor, und die Welle ist daher wieder eine auBer-
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ordentliche. Aus (39) oder (40) folgt nun wegen (19), (41) und (42) und 
cos2 eX + cos2 P = I: 

(43) 

Die Gleichung (43) lehrt, daB eine auBerordentliche Welle, die unter einem 
Winkel eX gegen die optische Achse fortschreitet, eine VOn eX abhangige Fort
pflanzungsgeschwindigkeit besitzt und daher nicht dem SNELLIusschen Bre
chungsgesetz gehorcht. Der entsprechende Brechungsquotient na, der sich aus 
(43) in Abhangigkeit VOn eX berechnen laBt, wird gleich no fUr eX = 0 und gleich 

f .. n 
ns ur eX = 2' 

Eine linear polarisierte Welle, deren elektrische Schwingung einen beliebigen 
Winkel mit dem entsprechenden Hauptschnitt bildet, kann man stets in eine 
ordentliche und eine auBerordentliche Welle zerlegen, VOn denen die erste die 
Geschwindigkeit Co *, die zweite die Geschwindigkeit Ca * hat. Gelangt die Welle 
an die Oberflache des Kristalls, so wird der ordentliche Bestandteil entsprechend 
dem Brechungsquotienten no, der auBerordentliche entsprechend dem Brechungs
quotienten na gebrochen, und sie wird daher in zwei Wellenziige zerlegt, die sich 
in verschiedener Richtung fortbewegen. Diese Erscheinung wird als "Doppel
breckung" bezeichnet. Sie tritt natiirlich auch dann auf, wenn umgekehrt die 
Welle VOn auBen durch die Oberflache in den Kristall eintritt. Die Doppel
brechung tritt nicht auf, d. h. der Kristall verhalt sich wie ein isotroper Korper, 
wenn die elektrische Schwingung- der Welle im Kristall entweder parallel oder 
senkrecht zu dem die Fortpflanzungsrichtung enthaltenden Hauptschnitt er
foIgt; dies ist insbesondere stets dann der Fall, wenn die Fortpflanzung in der 
Richtung der optischen Achse erfolgt, was auch daraus hervorgeht, daB dann 
nach (41) und (43) ca * = Co * und na = no wird. 

Da eine unpolarisierte Welle nach dem unter 4. Gesagten aus polarisierten 
Lichtwellen. der verschiedensten Schwingungsrichtungen zusammengesetzt ist, 
erfahrt auch sie beim Durchgang durch einen einachsigen Kristall im allgemeinen 
eine Doppelbrechung, d. h. sie zerteilt sich in zwei Wellenziige, die sich in ver
schiedener Richtung bewegen und in zwei zueinander senkrechten Richtungen 
linear polarisiert sind. Die Doppelbrechung tritt nur dann nicht auf, wenn sich 
die Welle im Kristall in der Richtung der optischen Achse bewegt1• 

Die theoretische Behandlung der optischen Erscheinungen in "zweiachsigen" 
Kristanen und der Drehung der Polarisationsebene beim Dw:chgang durch ge
wisse Substan.zen kann im Rahmen dieses Buches nicht behandelt werden2• 

§ 50. Theorie der optiscben Abbildung. 

1. Kennzeichnung der optiscben Abbildnng nnd Bedingungen ffir ihr Znstande
kommen. Unter einer punktweisen und eindeutigen Abbildung eines Raum~ 
gebietes A auf einGebiet B versteht man bekanntlich in der Geometrie eine 
bestimmte Beziehung zwischen den Bestimmungsstiicken der Punkre VOn A 
und B derart, daB jedem Punkt in A ein Punkt in B zugeordnet wird' und om-

1 Die hier theoretisch ermittelten Gesetzma13igkeiten lassen sich durch das Ex~ 
perirnent vollinhaltlich bestatigen; vgl. hierzu "Exp.-Physik", § 127. 

2 Bezuglich der mannigfachen Erscheinungen, die beirn Durchgang. polarisierten 
Lichtes durch Kristallplattfln infolge der Interferenz zwischen der ordentlichen und 
der au13erordentlichen Welle entstehen, sowie bezuglich der Verwendung der Doppel
brechung zur Erzeugung polarir;i(lrten Lichtes sei auf "Exp.-Physik", §§ 127 und 128 
verwieRen. 
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gekehrt. Jedem aus endlich oder unendlich vielen Punkten bestehenden "Objekt" 
inA, dem "Objektraum", wird dann durch die Abbildung ein aus ebensovielen 
Punkten bestehendes "Bild" im "Bildraum" B zugeordnet und umgekehrt. 
Wir nennen die Abbildung "aknlick", wenn Bild und Objekt einander ahnlich 
sind, d. h. wenn die Abstande entsprechender Punkte von Objekt und Bild in 
konstantem Verhaltnis stehen. 

Wir sprechen von einer "opti8cken Abbildung", wenn die Zuordnung der 
Punkte von Objekt und Bild auf physikalisch-optischem Wege vermittelt wird. 
In der Sprache der Wellenoptik beschrieben kommt die optische Abbildung 
dann zustande, wenn jede von einem Punkt des Objektraumes als Erregungs
punkt ausgehende Welle sich in -einem zweiten Punkt, dem Bildpunkt, wieder 
zusammenzieht oder, genauer gesagt, wenn unter der Schar der Wellenflachen 
solche vorkommen, die nicht nur den Erregungspunkt, soudern auch den Bild
pUnkt beliebig eng umschlieBen. In der Sprache der geometrischen Optik aus
gedriickt bedeutet das, daB zumindest ein Teil der von einem Objektpunkt 
ausgehenden Lichtstrahlen sich in dem entsprechenden Bildpunkt ·schneiden 
muB, die iibrigen Strahlen jedoch nicht in den Bildraum gelangen konnen. 
Beide Formulierungen zeigen, daB die Beziehung zwischen Objekt und Bild 
eine wechselseitige ist, d. h. daB Objekt und Bild ihre Rollen vertauschen konnen. 
Wir nennen daher Objekt- und Bildpunkt "konjugierte" Punkte. 

FUr isotrope Medien, auf die wir uns im folgenden allein beschranken wollen; 
kann man diese Fordernngen mathematisch formulieren, indem man verlangt, 
daB die Zeit T, die der WeUenzustand braucht, um vom Objektpunkt PI zum 
Bildpunkt P2 zu gelangen, fiir aIle PI und P"2 verbindenden Lichtstrahlen gleich 
groB sein muB. Setzt man in der Formel (9) § 14 der in diesem Kapitel benutzten 
Bezeichnungsweise folgend statt c nach (19) § 49 die Wellengeschwindigkeit 
c* = c/n ein, so heiBt dies, daB das Integral 

(1) 

fUr aIle von PI nach P2 laufenden Lichtstrahlkurven gleich groB sein muB. 
Um die optische Abbildung wirklich zu realisieren, muB man iiber den Bre

chungsquotienten n der den Raum erfiillenden Substanzen als Funktion des 
Ortes so verfiigen konnen, daB fiir eine Schar von Kurven, die PI und P2 ver
binden, das Integral (1) einen konstanten Wert hat, fiir aIle anderen zwischen 
PI und P2 konstruierbaren Kurven jedoch entsprechend dem FERMATSchen 
Prinzip groBer ist, und daB ferner zu jedem PI nur ein P2 gefunden werden kann, 
fiir das eine Schar solcher Minimalkurven existiert. 

2. Der sphiirische Spiegel. Als einfachsten Spezialfall behandeln wir zunachst 
die folgende Aufgabe der optischen Abbildungslehre: Der Objektraum sei von 
einem homogenen Medium erfiillt und von einer vollkommen reflektierenden 
Wand, einem "Spiegel", in der Form einer Rotationsflache umgeben. Der Objekt
pUnkt G liege auf der Rotationsachse im Abstande g vom Schnittpunkte 0 der
selben mit der Rotationsflache, dem "Sckeitel" des Spiegels. Wir nennen G die 
"Gegenstandsweite". Der Bildraum fallt in diesem FaIle offenbar mit dem Objekt
raum zusammen, und aus Symmetriegriinden ist es klar, daB auch der Bild
punkt B von G, wenn er existiert, auf der Achse liegen muB. Der Abstand B 
von 0, die "Bildweite" , sei gleich b. 

Jeder von G nach B fiihrende Lichtweg bes~ht offenbar aus zwei gerad-
linigen Stiicken, G P und P B, die in einem Punkte P des Spiegels zusammen-
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hangen (Abb. 110), wobei n langs des ganzen Lichtweges den gleichen Wert hat. 
Das Integral (1) reduziert sich also auf 

J = n (G P + P B). (2) 
SoIl demnach B der Bildpunkt von G sein, dann muB nach 1. der Ausdruck (2) 

fiir aIle Punkte P, P', P" ... des Spiegels gleich groB sein oder es muB GP + 
+ P B = G P' + pI B = G P" + P" B = . . . sein. 
Satz der Geometrie lehrt, dann und nur dann der 
Fall, wenn die Spiegelflache ein Rotationsellipsoid 
mit den beiden Brennpunkten G und B ist. 
Ferner sieht man unmittelbar, daB jeder an
dere, nicht aus zwei geraden Stiicken bestehende 
Lichtweg dem Ausdruck (2) einen groBeren Wert 
erteilt und daB zu einem gegebenen G bei ge
gebenem Spiegel nur ein Bildpunkt B existiert. 

Dies ist, wie ein bekannter 

1st a die Rotationshalbachse des Ellipsoids 
und c die Nebenhalbachse, dann gilt nach einem 
bekannten Satz iiber die Ellipse (vgl. Abb. 110) 

b=a+ Va2-c2, g= a-Va2-c2. (3) Abb.110. 

Ferner ist der Kriimmungsradius r des Ellipsoids im Scheitel gleich 
c2 

r=-. 
a 

Aus (3) folgt ~ + ~ = __ 1 __ + ---==1 == 
g "b a + Va2 -c2 a- Va2 -c2 

2a 

und daher wegen (4) ~ + ~ _ ~ 
g b - r· 

(4) 

(5) 

Die Abbildung kommt natiirlich auch dann zustande, wenn nicht aIle von G 
ausgehenden Strahlen auf den Spiegel gelangen, wenn also z. B. ein Teil der 
Strahlen abgeblendet wird oder nur ein Stiick der Spiegelflache vorhanden ist. 
Schneidet man durch eine zur Achse senkrechte Ebene Evon dem Ellipsoid alles 
mit Ausnahme einer kleinen, zum Scheitel 0 symmetrischen, innen spiegelnden 
Kappe weg, dann gilt auch fiir die von diesem Spiegel bewirkte Abbildung 
streng die Gleichung (5). Sie bleibt aber auch annahernd in Giiltigkeit, wenn 
man die Ellipsoidkappe durch eine Kugelkappe mit dem Radius r ersetzt, die 
an der Innenseite spiegelt, einen sogenannten "spkiirischen Hohl- oder Konkav
spiegel". Den raumlichen Winkel, unter dem seine Begrenzung von seinem 
Mittelpunkt M aus gesehen erscheint, wollen wir seine "Oltnung" oder seine 
"A pertur" nennen. 

Durch den Hohlspiegel wird, wie man sieht, bei unendlich kleiner Offnung 
eine punktweise Abbildung vermittelt und bei endlicher Offnung eine wenigstens 
annahernd punktweise Abbildung, indem die vom Objektpunkt ausgehenden 
und vom Spiegel reflektierten Strahlen sich zwar nicht streng im Bildpunkte, 
jedoch in seiner unmittelbaren Nahe schneiden. Der so entstehende "Fehler" 
der Abbildung heiBt die "spkiirische Aberration" des Spiegels. Sie ist nach dem 
Gesagten um so kleiner, je kleiner die Offnung des Spiegels ist. 

1m Gegensatz zu einem Ellipsoidspiegel gehort zu einem spharischen Spiegel 
nicht nur ein Paar, sondern es gehoren zu ihm unendlich viele Paare konjugierter 
Punkte, namlich aIle diejenigen, deren g und b der Gleichung (5) bei vQrgegebenem 
r geniigen. SoIl b > 0 sein, dann muB 

1" 
g?2:=t (6) 

Fiirth, Theor. Physik. 24 
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gelten. Zu jedem Objektpunkt also, dessen Abstand Valli Spiegelscheitel groBer 
als 1 ist, entwirft der Spiegel einen Bildpunkt im oben definierten Sinne. Fur 
g = 00 wird nach (5) b = I. Wir nennen den Bildpunkt des unendlich femen 
Objektpunktes den "Brennp1tnkt" und seine Bildweite die "Brennweite" des 
Spiegels. Nach (6) ist sie gleich dem halben Radius des Spiegels. 1st umgekehrt 
das Objekt im Brennpunkte [Gleichheitszeichen in (6)], dann ist das Bild der 
unendlich ferne Punkt der Achse. 

Durch Einfiihrung von 1 statt r/2 kann man die Gleichung (5) auf eine der 
beiden folgenden Formen bringen: 

~+~=~ (7) 
g b f ' 

(g - t) (b - I) = 12. (8) 

1st g < I, dann wird in (7) b < O. Das bedeutet, daB die vom Spiegel reflek
tierten Strahlen sich in einem jenseits des Spiegels gelegenen Punkt schneiden. 
Es existiert also im fruher gebrauchten Sinn des Wortes keine Abbildung, da 
die von G ausgehende WellenfHichc sich I\icht in einem zweiten Punkt wieder 
zusammenzieht. Der Strahlengang des vom Spiegel reflektierten Lichtes ist 
jedoch der gleiche und daher die Wirkung auf ein beobachtendes Auge die 
gleiche, als ob das Licht von einem im Abstande b jenseits des Spiegels gelegenen 
Punkt ausgehen wiirde. Wir sprechen daher auch in diesem Fall von einer Ab
bildung und nennen die so entstehenden Bilder "virtuell", im Gegensatze zu den 
oben betrachteten "reellen" Bildem. Nach (6) entwirft der Hohlspiegel von 

Abb. 111. 

allen Objektpunkten G1 auf der Achse, 
die auBerhalb der Brennweite gelegen 
sind, reelle Bilder B 1, von allen Objekt
punkten G2 innerhalb der Brennweite vir
tuelle Bilder B2 (vgl. Abb. 111). 

Da g und b in vollkommen symmetri
scher Weise in (7) eingehen, ist auch im 
letzteren Fall die Beziehung zwischen 
Objekt und Bild eine wechselseitige und 
sie lassen sich miteinander vertauschen. 
Verlegt man also den Objektpunkt nach 
B2, dann entwirft der Spiegel, vor
ausgesetzt daB er auf der dem Objekt 

zugewendeten Seite spiegelt, ein virtuelles Bild in G2• Wir nennen in diesem 
FaIle den Spiegel einen "spharischen Konvexspiegel". Er entwirft, wie man sieht, 
von Objektpunkten auf der Achse ausschlieBlich virtuelle, ebenfalls auf der Achse 
jenseits des Spiegels gelegene Bilder. Die Gleichungen (7) und (8) gelten fur ihn 
ebenfalls, jedoch ist dann 1 negativ anzusetzen. 

Eine Zwischenstellung zwischen dem Konvex- und dem Konkavspiegel 
nimmt der "ebene Spiegel" ein, fur den r = 00 ist. Nach (5) gilt fUr ihn 
1/g + lib = 0 oder b =-g. (9) 

Der ebene Spiegel entwirft also stets virtuelle Bilder und Bild- und Gegen
standsweite sind einander gleich: Objekt- und Bildpunkte liegen in bezug auf 
die Spiegelebene "spiegelbildlich". Dieses Resultat haben wir auf wellenoptischer 
Grundlage bereits in § 13, 6. abgeleitet, woraus hervorgeht, daB die Abbildung 
durch einen ebenen, unendlich ausgedehnten Spiegel im Gegensatz zu der 
Abbildung durch spharische Spiegel eine exakt punktformige ist. 
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3. Die Abbildung riiumlicher Objekte durch sphiirische Spiegel. Da die Achse 
eines spharischen Spiegels gegeniiber allen innerhalb des Offnungswinkels 
durch M gelegten Geradeu nicht bevorzugt ist, folgt, daB auch aIle Punkte dieser 
Geraden, d. h. bei der vorausgesetzten kleinen Apertur alle in der Nahe der 
Achse gelegenen Punkte des Objektraumes durch den Spiegel abgebildet werden, 
wobei Objekt- und Bildpunkt stets auf einer durch M gehenden Geraden liegen. 
Ein raumlich ausgedehntes Objekt, das sich in der Umgebung eines Achsen
punktes erstreckt, wird also durch den Spiegel punktweise wieder auf die Um
gebung eines Achsenpunktes abgebildet. 

1st das Objekt eben und besteht es aus einem zur Achse senkrechten Flachen
stiick, so ist, wie die Konstruktion der Abb.112 unmittelbar erkennen laBt, 
auch das Bild ein solches Flachenstiick, 
und Bild und Objekt sind einander im 
geometrischen Sinne ahnlich in bezug auf 
das Ahnlichkeitszentrum M. Man sieht 
ferner aus der gleichen Abbildung, daB 
die reellen Bilder Bl stets in bezug auf das 
Objekt G1 umgekehrt liegen, die virtuellen 
Bilder Gs beziiglich Bs stets aufrecht. 

Wir bezeichnen als "Vergrof3erung" II 
der Abbildung das Verhaltnis des Ab

Abb.112. 

standes eines Punktepaares des Bildes zu dem des entsprechenden Punkte
paares des Objektes; es ist fiir alle Punktepaare gleich groB. Fiir das oben 
betrachtete ebene Objekt ergibt sich, wie aus der Abb. 112 ersichtlich ist, 

I b' I _Ir- I 
l-Ir-g' (10) 

worin b und g positiv einzusetzen sind, wenn B bzw. G auf der gleichen Seite des 
Spiegels liegen wie M, und negativ, wenn sie auf der entgegengesetzten Seite 
Hegen wie M. 

Aus (10) ergibt sich mit Benutzung von (6), (7) und (8) 

1 =I~I = 1_1 _1-1 b-LI_I~I -1 21-g g-1 - 1 - 9 . (11) 

Aus (11) folgt fiir den Hohlspiegel bei reeller Abbildung (g> f): ll> 1 fiir 
g < 2 fund II < 1 fiir g> 2 f; fiir g = 2 fist 1 = l. Die Abbildung ist also 
vergroBert, verkleinert oder in natiirlicher GroBe, je nachdem ob das Objekt 
Rich innerhalb, auBerhalb oder in der doppelten Brennweite des Spiegels befindet. 
Fiir virtuelle Abbildung (0 < g < f) ist II > 1; die virtuellen Bilder eines Hohl
spiegels sind also stets vergroBert. Fiir den Konvexspiegel, bei dem f < 0 ist, 
folgt aus (11) stets II < 1; die virtuellen Bilder eines Konvexspiegels sind also 
stets verkleinert. 

Besteht das Objekt aus einem Linienelement L1 g auf der Achse, dann ist 
auch das Bild ein Linienelement der Lange L1 b auf der Achse. Durch Differen
tiation der Gleichung (5) folgt: 

_ L1b -~!L-O 
b2 g2-

und daher fUr das Verhaltnis ~ der Absolutbetrage von L1 b und L1 g mit Be-
ilUtzung von (11) b2 

12 = 2"" = l12; (12) 
9 

es liegt also auch in diesem Falle eine ahnliche Abbildung mit der VergroBerung 
12 vor. 

24· 
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1m allgemeinen " Falle eines raumlich ausgedehnten Objektes in der unmittel
baren Umgebung eines Achsenpunktes ist die Abbildung nicht mehr ahnlich, 
da die auf der Achse senkrecht stehenden Strecken mit der "Seiten- oder Lateral
vergroperung" ll' die zur Achse parallelen Strecken mit der "Tiefenvergroperung" 
l2 abgebildet werden. Wie aus (12) hervorgeht, ist das Bild in der Tiefendimension 
gegenuber dem Objekt zusammengedruckt, wenn II < 1 ist, also bei verkleinerter 
Abbildung, umgekehrt bei vergroBerter Abbildung auseinandergezogen. 

Fiir den ebenen Spiegel ist nach (9), (ll) und (12): II = l2 = 1, das durch 
einen ebenen Spiegel entworfene Bild eines raumlichen Objektes ist also voll
kommen ahnlich und hat natiirliche GroBe. Es laBt sich aber naturlich mit dem 
Objekt nicht zur Deckung bringen (Spiegelsymmetrie). Wegen der Exaktheit der 
Abbildung ist dabei im Gegensatz zum sphitrischen Spiegel die GroBe des Ob
jektes unbeschranktl. 

4. Abbildung durch eine brechende Kngelfliiche. Wir kehren jetzt wieder zu 
der im Beginn von 2. behandelten Aufgabe zuruck, wollen aber jetzt annehmen, 
daB die den Objektraum begrenzende Rotationsflache kein vollkommen reflek

tierender Spiegel, sondern bloB die 
Grenzflii.che zwischen zwei homogenen 
und isotropen Medien bildet. G liege 
wieder auf der Achse im Abstande g 
vom Scheitel 0, und zwar auf der kon-

--,;~==::,~= ____ -+.:--_-=::::::::~~xi£ kaven Seite der Flache im Medium mit 
dem Brechungsquotienten n1• Ein Teil 
der von ihm ausgehenden und an die 
Grenzflache gelangenden Strahlen wird 
dann von dieser als Spiegel reflektiert, 
ein zweiter Teil jedoch wird durch die 
Grenzflache, an der sie gebrochen wer
den, in das zweite Medium mit dem 

Abb. 113. 

Brechungsquotienten ~ hinausgelangen. Vereinigen sich diese Strahlen zu einem 
Bild B von G, so liegt es aus Symmetriegriinden wieder auf der Achse in einem 
Abstand b von 0 (Abb. 113). " 

Da auch hier wieder jeder Lichtweg von G nach B aus zwei geradlinigen 
Stucken GP und P B zusammengesetzt sein muB, hat das Integral (1) den Wert 

J = n1 • G P + ~ . P B. (13) 

SolI B der Bildpunkt von G sein, dann mussen nach 1. wieder die Ausdriicke (13) 
fUr aIle Punkte P, P', P", ... der Trennungsflache gleich groB sein, speziell also 
auch fur den Lichtweg GOP, d. h. es muB gelten 

n1 • G P + ~ . P B = n1 g + ~ b. (14) 

Wir lassen die x-Achse eines Koordinatensystems mit der Rotationsachse 
zusammenfalIen, seinen Ursprung mit 0 und nennen x, y die Koordinaten von P 
in der x-y-Ebene, auf die wir uns wegen der herrschenden Rotationssymmetrie 
beschranken konnen. Dann ist 

GP = V(x + g)2 + y2, P B = V(X-b)2 + y2 

und es muB daher fur aIle x, y nach (14) die Gleichung 

n1 V(x + g)2+ y2 + n2 V(X-b)2 + y2 = n1g + n2b (15) 

--r-Uber die experimentelle Untersuchung der Abbildung durch spharische Spiegel 
und deren Verwendung bei den optischen Instrumenten vgl. "Exp.-Physik", §§ 120 
und 121. 
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erfiillt sein, falls B der Bildpunkt von G sein solI. Die Gleichung (15) ist also dIe 
Gleichung des Meridianschnittes del' diese Bedingung befriedigenden Tren
nungsflach e. 

Wir nehmen nun an, daB durch eine undurchsichtige, zur Achse senkrecht 
stehende "Blende", die einen sehr kleinen, kreisformigen Ausschnitt hat, dessen 
lVIittelpunkt auf der Achse liegt, alle von G ausgehenden Strahlen vom Bildraume 
abgehalten werden, die nicht mit der Achse einen sehr kleinen Winkel einschlieBen. 
In diesem Falle konnen wir eine angenahert punktformige Abbildung erzielen, 
wenn wir die durch die Gleichung (15) dargestellte Grenzflache durch ihre Krum
mungskugel im Punkte 0 ersetzen. Wir sprechen in diesem Falle von einer Ab
bildung durch eine "brechende K ugellliiche". Sie ist ebenso wie die Abbildung 
durch einen spharischen Spiegel streng nur bei unendlich kleiner Blendenoffnung 
erfiillt; bei endlicher Blend:moffnung wird G auf eine kleine, abel' endliche Um
gebung von B abgebildet, es tritt also auch hier eine "spharische Aberration" ein. 

Um den Radius r del' Kugelflache zu finden, brauchen wir bloB den Krum
mungsradius del' durch die Gleichung (15) dargestellten Flache im Koordinaten
ursprung zu berechnen. Durch Differentiation von (15) findet man zunachst 

Fur den Krummungsradius im Punkte 0 gilt nach del' bekannten Formel mit 
Benutzung von (16) 

r 
d2 x 1 111 112 

1 f0j2 [ d 2 X ] 9 -+ b 
r = - r 1 + (!-~)2}3/2 = - d y2 x=y=o = 111 -112 

\ dy x=y=o 

(17) 

Zwischen g, b und r herrscht also die Beziehung: 

!2 + ~ - 111 -112 (IS) g b - r . 

Sie lehrt, daB hier ebenso wie beim spharischen Spiegel bei vorgegebenem r un
endlich viele Paare konjugierter Punkte existieren. 

Die Abbildung ist reell, wenn b> ° ist, d. h. wenn nach (18) 

(19) 

gilt. Diese Bedingung ist bei der angenommenen Lage des Objektes auf der 
konkaven Seite del' Kugelflache nur dann erfulIt, wenn n1 > ~ und auBerdem 
g > 11 ist. Fur g = 11 fallt B ins Unendliche. Wir nennen den entsprechenden 
Objektpunkt FI den "vorderen Brennpunkt" und 11 die "vordere Brennweite". 

Ruckt das Objekt ins Unendliche, wird also g = =, dann wird nach (IS) 
1 11 1 -112 1 

boo 112 r - 12· 
(20) 

Den entsprechenden Bildpunkt F2 nennen wir den "hil1teren Brennpunkt" und 12 
die "hintere Brennweite". 

1st g < 11, dann ist b < 0, das Bild ist virtuell und liegt auf derselben Seite 
der Trennungsflache wie das Objekt. Ebenso erhalt man virtuelle Bilder fUr 
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Wenn G auf der konvexen Seite der brechenden Flache liegt, hat man 
offenbar in den obigen Entwicklungen bloB b mit g und gleichzeitig n1 mit ~ 
zu vertauschen, was, wie man aus (IS) sieht, auf das gleiche hinauslauft, wie 
wenn man r mit - r vertauscht. Die Abbildung ist also in diesem FaIle reell, 
wenn n1 < ~ und g > 11 ist und virtuell ffir g < 11 bzw. n1 > ~. 

Setzt man in (IS)-fur n1 aus (19) und fur ~ aus (20) ein, so erhalt man 

oder 
il+k=1 
g b 

(g -11) (b -/2) = 11/2' 

Ist die TrennungsfHi.che eben, also r = 00, dann ist nach (IS) 

(21) 

(22) 

b = - :: g, (23) 

das Bild ist also virtuell und erscheint dem Beobachter naher ([bi < g), wenn 
n 2 < n 1 ist, und weiter entfernt ([b[ > g) fur ~ > nil. 

Bezuglich der Abbildung raumlich ausgedehnter Objekte durch brechende 
KugelfHi.chen gilt offenbar unverandert, was unter 3. uber die Abbildung durch 
spharische Spiegel gesagt wurde; ebenso bleibt die sich darauf beziehende Abb. 112 
in Geltung. Die Formel (10) ffir die SeitenvergroBerung II nimmt entsprechend 
der oben getroffenen Verfugung uber die Vorzeichen von g, b und r die Gestalt an 

II = 1 ::+: I· (24) 

Hieraus ergibt sich mit Benutzung von (IS), (19), (20) und (22) nach einfacher 

Rechnung ll= 1_1_1_1 = 1 b-/s I = ~li~l. 
g-fl I Is ng; g (25) 

Aus (25) ist zunachst zu ersehen, daB genau so wie beirn Spiegel bei reeller 
Abbildung (g > 11) das Bild vergroBert, verkleinert oder in natiirlicher GroBe er
scheint, je nachdem, ob sich das Objekt innerhalb, auBerhalb oder in der doppelten 
Brennweite befindet. Bei virtueller Abbildung (g < 11) ist das Bild vergroBert, 
wenn g und It das gleiche V orzeichen haben, und verkleinert, wenn G und F 1 auf 
verschiedenen Seiten der Trennungsflache liegen. 

Fur die TiefenvergroBerung l,. folgt wie unter 3. aus (IS) 
nlL1g n2L1b_ O -g2-----p.- -

l -~~-~l2 2- 112 g2- n1 l' 
und daher 

(26) 

Ist die Trennungsflache eben, dann ist nach (23), (25) und (26) 

l 1 1 =~. (27) 1 =, "2 111 

Ein durch die ebene Trennungsflache zwischen zwei Medien betrachtetes raum
liches Objekt erscheint also in seinen Seitendimensionen in natiirlicher GroBe, 
in seiner Tiefendirnension jedoch entweder verkurzt oder verlangert, je nachdem, 
ob ~ < n1 oder ~ > n1 ist. (Daher z. B. die verzerrten Bilder von unter Wasser 
befindlichen Gegenstanden.) 

5. Unendlich dunne Linsen. Unter einer "Linse" verstehen wir einen von zwei 
Kugelflachen begrenzten, durchsichtigen Korper. Die Verbindungslinie der 
Kugelmittelpunkte heiBt die "Achse" der Lin~e. In optiscli.er Beziehung ist die 

1 Diese Tatsache spielt eine Rolle bei der mikroskopischen Beobachtung von 
Objekten, die in einer Fliissigkeit oder in Glas eingeschlossen sind und wird auch 
zur Messung von Brechungsquotienten verwendet; vgl. "Exp.-Physik", §§ 120 und 121. 
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Linse gekennzeichnet durch die Angabe des Brechungsquotienten n der Linsen
substanz, die beiden Radien r1 und r2 und die Dicke, d. h. die Entfernung zwischen 
den beiden DurchstoBungspunkten der Achse durch die Linse. Wir wollen r 1 

und r2 positiv rechnen, wenn die Linse "bikonvex" ist, d. h. wenn die Kugel
fHj,chen ihre konvexe Seite nach auBen kehren, und negativ, wenn die Linse 
"bikonkav" ist, d. h. ihre konkaven Seiten nach auBen weisen. "Konkav-konvex" 
heiBt die Linse, wenn der groBere der beiden Radien negativ, der kleinere 
positiv ist; im entgegengesetzten FaIle heiBt sie "konvex-konkav". 

Nach den Erorterungen von 4. leuchtet es unmittelbar ein, daB eine 
Linse von jedem in der Umgebung eines Achsenpunktes sich erstreckenden 
Korper ein ebenfalls in der Umgebung eines Achsenpunktes liegendes Bild 
entwirft, wenn durch eine Blende mit enger Offnung alle vom Objekt kom
menden Strahlen, die nicht der Achse benachbart sind, von der Linse ab
gehalten werden. Denn die objektseitig gelegene Linsenflache, die den Objekt
raum mit dem Brechungsquotienten n1 von der Linse mit dem Brechungs
quotienten n scheidet, entwirft vom Objekt G ein (reelles oder virtuelles) Bild B'. 
Die vom Objekt abgewendete Linsenflache, die den Bildraum mit dem Brechungs
quotienten 'n:l von der Linse trennt, entwirft weiter von B' als Objekt G' aufgefaBt 
ein Bild B, das demnach gleichzeitig Bild von Gist. G ist zu B in allen senkrecht 
zur optischen Achse stehenden Ebenen ahnlich. 

Bei endlicher Offnung oder Apertur der Linse, ferner bei Objekten, die sich 
nicht auf die Umgebung eines Achsenpunktes beschranken, ist die Abbildung nur 
unvollkommen, und es treten die verschiedenen "Linsenfehler" auf, die als 
"sphiirische Aberration", "Astigmatismus" und "Koma" bekannt sind; ferner 
verschwindet dann auch die Ahnlichkeit zwischen Objekt und Bild, was sich 
in den als "Bildwolbung" und "Bildverzerrung" bezeichneten Bildfehlern zeigt. 
Auf die theoretische Behandlung dieser Abbildungsfehler und die Methoden zu 
ihrer Beseitigung konnen wir im Rahmen dieses Lehrbuches nicht eingehen1 . 

Die Abbildungsgesetze nehmen die einfachste Gestalt an fiir den Fall einer 
"unendlich dunnen Linse", d. h. einer solchen, deren Dicke klein gegeniiber 
ihren Radien ist. Wir wollen ferner annehmen, daB die Linse allseits von dem 
gleichen Medium mit dem Brechungsquotienten n' umgeben sei. 

Fiir die Abbildung durch die objektseitige Linsenflache ist dann in (18) zu 
setzen: n1 =n', 'n:l =n, b =b', r =-r1, 

es gilt also n' n n-n' 
g+V=~-' (28) 

Fiir die Abbildung durch die vom Objekt abgewendete Linsenflache ist ferner 
in (18) zu setzen: n 1 = n, 'n:l = n', g = g', 

n n' n-n' 
es gilt also weiter {[ + b = -r-. -. (29) 

Wegen der angenommenen verschwindend kleinen Dicke der Linse konnen 
wir die beiden DurchstoBungspunkte der Linsenflachen mit der Achse in einen 
einzigen, den "Mittelpunkt" 0 der Linse zusammenfallen lassen und die Bild
und Gegenstandsweiten von 0 aus zahlen. Es ist daher 

g' =-b'. (30) 

Durch Addition von (28) und (29) folgt mit Benutzung von (30) , 

~+~= n-:n'(~+~). 
g b n r1 rs (31) 

1 Beziiglich des Experimentellen vgl. "Exp.-Physik", § 120. 
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Die Abbildung ist reell (b > 0) fur 

: < n n' n' C~1 + :J = ~. (32) 

1st t > 0, dann laBt sich diese Gleichung fur positive g ~ t erfullen, wir nennen 

dann die Linse eine "Sammellinse". Dies ist fUr n' < n der Fall, wenn..!. + ~ > 0 r1 r2 

ist, d. h. bei einer Bikonvex- oder Konkavkonvexlinse. Fur g = 00 wird b = t, 
ebenso wird fur b = 00: g = t; t ist also die beiderseits gleiche Brennweite der 
Linse. 1st g < t, dann ist die Abbildung virtuell. 

Einsetzen von (32) in (31) ergibt 
III 
g+7)=7' (33) 

also eine Gleichung, die vollkommen mit der Spiegelgleichung (7) identisch ist. 
1st t < 0, dann kann bei positivem g kein reelles Bild zustande kommen; 

wir nennen eine solche Linse eine "Zerstreuungs1inse". Fur n' < n ist bei den 

Zerstreuungslinsen ..!. + ..!. < 0, sie sind also entweder bikonkav oder konvex-
1'1 r2 

konkav. 
Fur die SeitenvergroBerung 11 der Linse ergibt sich aus (25) und (30) 

(34) 

Die Richtigkeit dieser Formelleuchtet auch unmittelbar aus der Uberlegung ein, 
daB der Linsenmittelpunkt ein Ahnlichkeitszentrum zwischen Objekt und Bild 
sein muB, da ja die durch 0 hindurchgehenden Strahlen aus Symmetriegrunden 
keine Ablenkung durch Brechung erleiden konnen. Hieraus folgt auch, daB die 
reellen Bilder stets verkehrt, die virtuellen stets aufrecht sein mussen. 

Fur die TiefenvergroBerung gilt wegen (26) und (30) 

1 = ('rL'-~) (_"!_ .!!.~_) = .!!.2_ = 112. (35) 
2 n g2 n' g'2 g2 

Die Formeln (34) und (35) stimmen mit den entsprechenden Formeln (11) und (12) 
fur den Spiegel uberein. Die zweite lehrt, daB bei verkleinerter Abbildung das 
Bild gegenuber dem Objekt in der Tiefendimension zusammengedruckt erscheintl. 

6. Dicke Linsen und zentrierte Linsensysteme. Um die formalen Abbildungs
gesetze durch Linsen endlicher Dicke zu finden, kann man zweckmaBigerweise 
die folgende Uberlegung anwenden, die auch fur Systeme giiltig bleibt, die aus 
beliebig vielen brechenden Kugelflachen bestehen, deren Mittelpunkte aIle auf 
der gleichen Achse liegen, sogenannte "zentrierte Systeme". Zunachst ist es klar, 
daB jedem Punkt der Achse durch das System ein anderer Achsenpunkt als 
konjugierter zugeordnet ist. Die zu den beiden unendlich fernen Punkten der 
Achse konjugierten Punkte, d. h. die Orte der Bilder unendlich ferner Objekte 
auf der Achse nennen wir wieder die beiden Brennpunkte des Systems F 1 und F2• 

In ihnen ist das VergroBerungsverhaltnis Null bzw. Unendlich. 
Aile im Objektraum aus dem vorderen Brennpunkte Fl kommenden Strahlen, 

die mit der Achse kleine Winkel einschlieBen, verlaufen im Bildraum, da sie zum 
unendlich fernen Punkte der Achse hinzielen, zu der Achse parallel. Verlangern 
wir, ohne Rucksicht auf den wirklichen Strahlenverlauf innerhalb des Linsen
systems zu nehmen, die aus F 1 kommenden Strahlen geradlinig nach vorwarts 
und ebenso die im Bildraum verlaufenden Strahlen nach ruckwarts, so durch-

1 Dies spielt eine wichtige Rolle bei der Abbildung durch einen photographischen 
Apparat; vgl. "Exp.-Physik", §121. 
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schneiden sich die zusammengehorigen Strahlen in den Punkten einer auf der 
Achse senkrecht stehenden Flache, die die Achse in einem Punkte HI durch
schneidet, den wir als den "vorderen Hauptpunkt" des Systems bezeichnen. Die 
durch HI senkrech t zur Achse gelegte Ebene nennen wir die" vordere H auptebene" . 
1m Grenzfall eines genugend engen Strahlenbundels, fUr das allein ja die Ab
bildung korrekt ist, kann man die oben 
erwahnte Strahlenschnittflache mit dieser 
Hauptebene identifizieren (Abb. 114). 

, Analog verfahren wir mit den aus dem 
unendlich fernen Punkte der Achse im 
Objektraum kommenden Strahlen, die 
im Bildraum durch den hinteren Brenn
punkt F 2 laufen mussen. Die Verlangerun
gen zusammengehoriger Strahlen schnei
den einander wiederum in einer Flache, 
die die Achse in dem "hinteren Haupt

'A---I1}:L.. ____ ..,.8' 

Abb. 114. 

punkte" H2 des Systems schneidet. Die hier senkrecht zur Achse gelegte Ebene 
heiBt die "hintere H auptebene". 

Sind die Brennpunkte und die Hauptpunkte eines Linsensystems gegeben, 
dann kann man zu jedem Objektpunkte G' seinen Bildpunkt leicht konstruieren, 
wie die Abb. 114 zeigt. Man lege durch G' parallel zur Achse eine Gerade, die die 
hintere Hauptebene im Punkte P2' schneidet. Auf der durch P2' und F2 gelegten 
Geraden muB jedenfalls der Bildpunkt B' liegen. Man lege ferner durch G' und F 1 

eine Gerade, die die vordere Hauptebene in PI schneidet. Auf der durch PI 
achsenparallel gelegten Geraden muB B' ebenfalls liegen; es liegt also im Schnitt
punkte der beiden konstruierten Geraden im Bildraume. 

Wir bezeichnen als die Brennweiten 11 und 12 des Systems die Entfernungen 
FIHI bzw.F2H2, als Gegenstandsweite 9 die Entfernung GH] und als Bildweite b 
die Entfernung BH2• Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke FlGG' und FIHIPI 
einerseits und der Dreiecke F2BB' und F2H2P2' folgt 

l = BB' = 1_1_1 I = I b-12 1 
1 GG' i g-/1 12 

(36) 

und hieraus weiter als Beziehung zwischen 9 und b 

(37) 

Die Gleichungen (36) und (37) sind formal identisch mit den fUr die einfache 
brechende Kugelflache giiltigen Gleichungen (25) und (22) und es bleiben daher 
aIle aus diesen Gleichungen gezogenen SchluBfolgerungen auch fUr beliebige 
zentrierte Linsensysteme gultig, wobei jedoch auf die veranderte Bedeutung der 
GroBen 11' 12' 9 und b zu achten ist. Die fUr die unendlich dunne Linse abgeleiteten 
Formeln (35) und (33) gehen au!'! (36) und (37) hervor, wenn 11 = 12 ist und HI 
und H2 im Linsenmittelpunkte 0 zusammenfallen. 

Fur 9 = ° folgt aus (37) stets b = 0, d. h. die Hauptpunkte sind konjugierte 
Punkte und die Punkte der einen Hauptebene werden auf die Punkte der anderen 
Hauptebene abgebildet. Aus (36) folgt in diesem Falle weiter II = 1, d. h. die 
zugehOrige Abbildung hat naturliche GroBe. Dies geht auch aus der Abb. 114 
hervor, die zeigt, daB P2 das Bild von PI und P 2' das Bild von PI' ist. 

Die Berechnung der Lagen der Brennpunkte und der Hauptpunkte kann 
naturlich, wenn die Daten fUr die einzelnen brechenden Flachen des Systems 
bekannt sind, aus den unter 4. abgeleiteten Formeln ebenso wie im FaIle der 
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unendlich diinnen Linse auch im allgemeinen Faile eines zentrierten Linsensystems 
vorgenommen werden, was jedoch hier nicht weiter verfolgt werden SOlll. 

7. Das Prisma. Unter einem "optischen Prisma" verstehen wir einen aus einer 
durchsichtigen Substanz hergestellten Korper, del' von zwei ebeneh Flachen 
begrenzt ist, die sich in einer geraden Kante, del'" "brechenden Kante" des Prismas 
unter einem Winkel schneiden, del' del' "brechende Winkel" ffJ des Prismas heiBt; 
die iibrigen Begrenzungsflachen sind willkurlich. 

Auf die eine Prismenflache moge im Punkte PI (Abb. 115) unter dem 
Winkel (Xl gegen das Lot in einer zur brechenden Kante senkrechten Ebene ein 

G 

o 

Abb. 115. 

Strahl einfallen. Er wird hier gebrochen, lauft 
im Prisma weiter, gelangt im Punkte P 2 an die 
zweite Prismenflache, wird hier nochmals gebrochen 
und tritt aus dem Prisma in del' gleichen Ebene 
unter einem Winkel (X2 gegen das Lot diesel' 
Prismenflache aus. Den Winkel () zwischen dem 
eintretenden und dem austretenden Strahl nennen 
wir die "Deviation" des Strahles. 

Aus del' Abb. 115 geht die GUltigkeit 
lationen .I> - P + - P U - (Xl - I (X2 2 

und ffJ = PI + P2 

derRe

(38) 

(39) 

ohne weiteres hervor, aus denen durch Addition weiter folgt: 

() = (Xl + (X2 - ffJ· (40) 

Auf Grund des Brechungsgesetzes gilt ferner, wenn del' Brechungsquotient 
del' Prismensubstanz n ist und sich das Prisma im leeren Raum befindet, 

_Sin~l _ sin(X2 _ n (41) 
sin Ih - sin f32 - • 

Aus den Gleichungen ·(38) bis (41) liWt sich () als Funktion von (Xl berechnen. 
Es sei nun G ein Objektpunkt, den wir durch das Prisma mit Hilfe eines sehr 

schmalen Strahlenbiindels urn den in del' Abb. 115 gezeichneten Zentralstrahl 
herum abbilden wollen. Die Bedingung dafur, daB eine Abbildung zustande 
kommt (die natfulich nul' eine virtuelle sein kann) , ist die, daB aIle Strahlen 
des Buschels die gleiche Deviation erleiden; denn nur dann werden die aus dem 
Prisma austretenden Strahlen nach ruckwarts verlangert sich wieder in einem 
Punkte durchschneiden. Es muB also () fUr aIle Strahlen des Buschels von (Xl 
unabhangig sein, d. h. es muB gelten 

~-O (42) 
d~l - . 

(Xl muB demnach so gewahlt werden, daB die Funktion () ((Xl) fUr dieses (Xl ein 
Extremum hat. 

Die Anwendung von (42) auf (40) ergibt zunachst 

(43) 

Durch Differentiation del' Gleichungen (39) und (41) folgt weiter dPI = - dP2 
und cos (Xl d (Xl = n cos PI d PI> cos (X2 d (X2 = n cos P2 d P2 = - n cos P2 d Pl' 

1 TIber die experimentelle Untersuchurig der Abbildung durch zentrierte Linsen
systeme und deren Verwendlmg bei den optischen Instrumenten vgl. "Exp.-Physik", 
§§ 120 und 121. 
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Die Division der beiden letzten Gleichungen liefert 

cos a:2 d a:2 cos /32 
cosa:1-' da:l = - cos/3;' (44) 

Aus (43) und (44) ergibt sich schlieBlich 

cos~ cosa:2 
cos /31 = cos /32' (45) 

Die Gleichungen (41) und (45) sind offenbar nur dann vertraglich, wenn 

IXl = ~ und /31 = /32 (46) 

gilt, d. h. wenn das Strahlenbiindel das Prisma symmetrisch Zm' brechenden 
Kante durchsetzt. 

Die nochmalige Differentiation von d fiihrt zum Resultat, daB das gefundene 
Extremum ein Minimum ist. 

Mit Benutzung von (46) folgt aus (39), (40) und (41) im FaIle der erreichten 
Minimaldeviation • £5 +IP . sm-2-sma:I 

n = Sin/3I = 
sin~ 

2 

(47) 

Diese Formel wird bei der Bestimmung des Brechungsquotienten mittels der 
Messung der Strahlenbrechung durch ein Prisma praktisch verwendetl. 

Achtzehntes Kapitel. 

Elektronentheorie und Relativitiitstheorie. 
§ 51. Das eleirtromagnetische Feld bewegter Elektronen. 

1. Grundlegende Tatsachen. Auf Grund der verschiedensten Versuche ist 
die Tatsache festgestellt worden, daB jede elektrische Ladung aus einzelnen 
"Elementarquanten" von der GroBe e = 4,77 . 10-10 e. st. E. aufgebaut ist und 
daB diese Elementarquanten stets an materielle Partikel v.on ganz bestimmter 
Masse gebunden sind. 

Von negativen Elementarpartikeln ist bisher mit Sicherheit nur das "Elektron" 
bekannt, das die Ladung -e und die Masse m = 9 . 10-28 g besitzt. Von positiven 
Elementarpartikeln kennen wir das "Po8itron" und das "Proton"; beide haben 
die Ladung + e, die Masse des Positrons ist gleich der des Elektrons und die des 
Protons ist gleich 1,66. 10-24 g, also rund 1840mal so groB als die des Elektrons. 
Das Positron scheint nur unter ganz besonderen Bedingungen (vielleicht im Kern 
der Atome) bestandig zu sein, so daB es unter Normalbedingungen nur eine 
auBerst kurze "Lebensdauer" hat und daher in der Regel bloB Elektronen und 
Protonen als freie Elementarpartikel zu beobachten sind. Die Existenz eines 
"negativen Protons" wird vermutet, ist aber noch nicht sicher bestatigt. AIle 
anderen beobachtbaren Ladungstrager, wie die Atomkerne und die geladenen 
Atome oder lonen sind nach unserer Auffassung aus den oben erwahnten Ladungs
tragern und den "Neutronen" aufgebaut, ungeladenen Partikeln von der Masse 
des Protons, die wahrscheinlich ebenfalls aus einem Elektron und einem Proton 
bestehen. 

1 mer die experimentelle Untersuchung der Abbildung und der Brechung durch 
Prismen und deren Verwendung bei den optischenInstrumenten vgl. "Exp.-Physik". 
§§ 120 und 121. 
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Durch weitere Untersuchungen ist festgestellt worden, daB die Elektronen und 
Protonen magnetische Momente von bestimmter GroBe besitzen. Das magnetische 
Moment mo des Elektrons hat den Betrag Imol = 0,92 . 10-20 erg. Gauss-I, das 
als "BoHRSches Magneton" bezeichnet wird. Wie durch Einsetzen der Zahlen
werte verifiziert werden kann, besteht zwischen e, m, mo, der Lichtgeschwindig
keit c und der PLANcKschen Konstanten h die einfache Beziehung 

!ml~_e~ 
I 0: - 4nmc' (1) 

auf deren Deutung wir spater (4.) zuruckkommen. 
Der 1840mal kleinere Wert, der herauskommt, wenn man in (1) statt der Elek

tronenmasse die Protonenmasse einsetzt, heiBt ein "Kernmagneton". Das magneti
sche Moment des Protons ist ungefahr 2,5mal so groB wie das Kernmagneton1. 

Die Aufgabe der von H. A. LORENTZ begrundeten Elektronentheorie ist es, 
einerseits die Gleichungen fur das elektromagnetische Feld beliebig bewegter 
Elektronen (welchen Terminus wir im folgenden zur Vereinfachung auf alle 
Elementarpartikel anwenden wollen), aufzustellen und anderseits die Kraft
wirkung eines elektromagnetischen Feldes auf ein bewegtes Elektron zu ermitteln 
und dadurch seine Bewegungsgleichungen zu gewinnen. SchlieBlich wird be
hauptet, daB sich die makroskopiscben MAXWELLschen Gleichungen aus denen 
der Elektronentheorie gewinnen und damit die elektromagnetischen Eigenschaften 
der Materie sich auf Grund der Elektronentheorie erklaren lassen. 

2. Ladungsdichte und Stromdichte eines bewegten Elektrons. Nach den im 
Kapitel X entwickelten Prinzipien der Quantenmechanik ist die Bewegung 
eines Massenpunktes durch die Angabe der SCHRODINGERSchen Wellenfunktion 
cp (x, y, z, t) bestimmt. Nach (11) § 30 deuten wir die GroBe cpcp* als die Wahr
scheinlichkeitsdichte fUr den Aufenthalt des Massenpunktes zur Zeit tim Punkte 
x, y, z. In § 29, 5. und § 30,4. entwickelten wir eine anschauliche Vorstellung, 
die der statistischen Auffassung aquivalent ist, indem wir uns die Masse m des 
Massenpunktes nach einer Dichtefunktion m . cpcp* im Raume verschmiert dachten. 

Analog konnen wir nach SCHRODINGER auch die Ladung des Teilchens, die 
ja erfahrungsgemaB mit seiner Masse fest verbunden ist, nach der gleichen 
Dichtefunktion kontinuierlich im Raume verschmiert denken, d. h. dem be
wegten Elektron eine kontinuierliche Ladungsdichte zuordnen gemaB 

e (x, y, z) =.e. cpcp*. (2) 
Genugt cp der Normierungsbedingung (5) § 30, die, wie wir dort zeigen konnten, 

stets fur alle Zeiten erfullbar ist, dann folgt aus (2) durch Integration uber den 
ganzen Raum r r r J J J e (x, y,z, t)dxdydz = e. (3) 

Da nach der Definition der elektrischen Ladungsdichte die linke Seite dieser 
Gleichung gleich der Gesamtladung des Elektrons ist, sagt diese Gleichung aus, 
daB sich diese Gesamtladung im Laufe der Zeit nicht andert, wie es der Erfahrung 
entspricht. 

Setzt man in die Gleichung (7) § 30 auf der linken Seite aus (2) ein, so erhalt 

man nach Multiplikation mit 2 ~ i . e und Benutzung der Formel (22) § 6 

~ - ~ e (cp LI cp* - cp* LI cp) =~ + ~ ~ div (m grad m* - m* grad m) 1 at 4nm at 4n~ m T T T T 

= ~~ +divi=O, (4) 

1 Beziiglich der experimentellen Tatsachen, auf Grund derer die obenstehenden 
SchluJ3folgerungen gezogen werden k6nnen, sei auf "Exp.-Physik", § 65 und Kap. 
XXIII bis XXIX verwiesen. 
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worin gesetzt ist 
i = ~. -4h . (qJ grad qJ*-qJ* grad qJ). m n~ 

(5) 

Die Gleicbung (4) bat offensicbtlicb die Gestalt del' Kontinuitatsgleicbung 
del' Elektrodynamik (12) § 43. Wir werden daber den Ausdruck (5) als eine dem 
bewegten Elektron zugeordnete Stromdichte zu deuten baben. Dem bewegten 
Elektron entspricbt also nicbt nul', wie oben gezeigt wurde, eine bestimmte 
Ladungsdicbte e, sondern aucb eine bestimmte Stromdicbte i, die sicb aus den 
Werten del' SCHRODINGER-Funktion qJ (x, y, z, t) berechnen lassen. 

Integriert man die x-Komponente von (5) iiber den ganzen Raum, so erbalt 
man mit Benutzung von (16) § 30 

III· _ ih ("\(( * Of{! Of{!*) _ dx J J J ~,"dV - e. 4nm J J J qJ -o-i,-qJ----a:;; dV - e.(ft, (6) 

worin x die x-Koordinate des Scbwerpunktes del' Massen- (bzw. Ladungs-) Ver
teilung des bewegten Elektrons bedeutet. Fiibrt man die gleicbe Recbnung 
auch flir die zwei anderen Komponenten durch und bezeicbnet mit tJ den Ge
schwindigkeitsvektor des Elektronenscbwerpunktes, dann ergibt sich 

(7) 

Bewegt sicb das Elektron unter del' Wirkung von Kraften so, daB es ein 
konservatives System bildet und falIt 1p mit einer del' Eigenfunktionen 1pi des 
Systems zusammen, dann ist nacb (1)- § 30 und (2) 

d b h(5) e(x,y,z)=e.1p;1p,* 
un e enso nac 

.( )_e h ( d * * d) t x,y,z - m . 4ni 1pigra 1pi -1pi gra 1pi' 

(8) 

(9) 

Die Ladungs- und die Stromdicbte sind also von del' Zeit unabhangig. Im all
gemeinen FaIle, also z. B. bei del' Bewegung des Elektrons in einem nicht 
wirbelfreien Kraftfelde odeI' beim Ubergang von einem Energieeigenwert zu 
einem anderen werden e und i aucb von del' Zeit abbangig. 

3. Die Lorentz-Maxwellschen Gleichungen del' Elektronentheorie. Zur Be
recbnung des elektromagnetischen Feldes des bewegten Elektrons wollen wir mit 
LORENTZ die Annahme macben, daB sicb die elektriscbe Feldstarke e und die 
magnetiscbe Feldstarke f) dieses Feldes aus del' Ladungsdicbte e und del' Strom
dicbte i nach denselben Gleicbungen berleiten solI, die zwiscben diesen GroBen 
im materiefreien Raum in makroskopischen Dimensionen gelten. Wir erhalten 
daber diese Gleicbungen, wenn wir in den MAXwELLscben Gleichungen (9a) 
bis (9d) von § 47 f) und e statt Sj und Gl: einfiibren und e und /t gleicb Eins 
setzen. Wir wollen ferner annebmen, daB das Feld f) trotz des beobacbteten Vor
handenseins des magnetischen Momentes mo del' Elektronen (vgl. unter 1.) 
quellenfrei sei, indem wir aucb dem freien Elektron eine rotationssymmetrische 
Stromdichteverteilung um eine bestimmte Achse zuschreiben. Wir kommen 
hierauf weiter unten (unter 4.) nochmals zuriick. 

Die LORENTZ-MAxwELLschen Gleichungen lauten also: 

rot'h = _4~ i + -!-~ rot e = - ~ ~-l 
L} c cot' cot 

(10) 
dive=4ne, divf) =0, divi+{~ =0 

worin fiir e und i aus den Gleichungen (2) und (5) einzusetzen ist. Die Kontinuitats
gleichung ist gemaB unseren Verfiigungen iiber e und i nach 2. von selbst erfiillt. 
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Bewegt sich das Elektron in einem quantenhaft ausgezeichneten Energie
zustand, dann sind e und, i nach 2. zeitlich konstant. In diesem Falle ist also 
das Elektron von einem stationiiren elektromagnetischen Feld umgeben. Ware 
dies nicht der Fall, dann muBte nach § 47, 5. eine elektromagnetische Energie
strahlung is mit nicht verschwindender Divergenz auftreten, d. h. das System 
konnte entgegen der Voraussetzung nicht konservativ sein. Dieses Ergebnis 
spricht HiI' die Richtigkeit der oben angestellten Uberlegungen. 

1m allgemeinen Falle, speziell also beim Ubergange von einem ausgezeichneten 
Energiewert zu einem anderen, ist das elektromagnetische Feld des bewegten 
Elektrons nicht stationar, es stellt also nach § 48 eine Quelle elektromagnetischer 
Energiestrahlung dar und wird daher entweder elektromagnetische Strahlung 
emittieren oder sie absorbieren. Auf die Anwendung dieses Ergebnisses zum 
Zwecke del' Berechnung del' Spektren der Strahlung, die von bewegten Atom
elektronen emittiert odeI' absorbiert wird, kommen wir in Kapitel XXI aus
fUhrlich zuruck. 

4. Das Magnetfeld eines kreisenden Elektrons. Als Beispiel fUr die Anwendung 
del' unter 3. abgeleiteten allgemeinen Gleichungen wollen wir zunachst das Magnet,
feld eines urn eine feste Achse mit konstantem Abstand I'otierenden Elektrons im 
stationaren Zustande berechnen. Wir berechnen zu diesem Zwecke zunachst nach 
del' Formel (9) die Stromdichte i, indem wir hierin fUr '1jJ die in § 31, 2. berechnete 
Eigenfunktion (21) § 31 einsetzen. Wir setzen A2 = 0 (zum gleichen Resultat 
kommt man ubrigens auch, wenn man Al = 0 setzt) und erhalten daher fur den 
l-ten Quantenzustand 

'1jJz = Aeil1i , (11) 

worin {) eiuen Azimutwinkel in der Rotationsebene bedeutet. Da '1jJz von {) 
allein abhangig ist, steht grad '1jJ! uberall senkrecht auf t. Bezeichnei ds das 
Linienelement auf dem Kreise vom Radius r, dann gilt 

ds = rd{) 

und daher 
Igrad .IJ I = a 1Ji! = ~ d 1Jiz = ~ i l . ei W . 

.,-z a 8 1· dfJ r (12) 

Die Formel (9) gibt nun mit Benutzung von (11) und (12) fUr Iii: 
Iii = _~~. A A * . 

2nm 1" 
(13) 

Die Stromdichte ist also nur von r abhangig. Das kreisende Elektron ist dem
nach einem urn die Achse der Rotationsbewegung stromenden elektrischen 
Strom mit del' zylindersymmetrischen Stromdichteverteilung (13) aquivalent. 

Urn das Magnetfeld del' vorliegenden Stromverteilung zu finden, berufen wir 
uns auf den in § 44, 3. abgeleiteten Satz, wonach das Magnetfeld einer ebenen 
Stromschleife vom Flacheninhalte F, die von einem Strom der Starke J durch
flossen wird, in genugend groBer Entfernung dem Magnetfeld eines magnetischen 
Dipols vom Moment JF/c [(12) § 44], aquivalent ist, dessen Richtung auf del' 
Ebene del' Stromschleife senkrecht steht. Offenbar laBt sich das vorgelegte 
Stromsystem durch sehr dunne, den Stromlinien entlang laufende Rohren in 
lauter Stromschleifen zerlegen. Del' Querschnitt einer solchen Rohre sei d q 
und ds del' Vektor des in die Rohrenachse gelegten Linienelements. Bezeichnet 
ferner a den Einheitsvektor, del' auf del' Ebene del'Stromschleife senkrecht steht 
und del' Richtung der Stromumkreisung im Sinne einel' Rechtsschraube zuge
ordnet ist, dann gilt wegen (14) § 10 

J = Iii dq, Fa = {~ (t X ds), 
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daher betragt das magnetische Moment m einer Stromschleife, da i und ds die 
gleiche Richtung haben: 

dm=----.a=-- -'- (r X ds) =- (r X t)ds. J F Iii d q l~' d q ~. . 
c c 2 2c • 

(14) 

Das Gesamtmoment m des betrachteten Stromsystems erhalten wir durch 
Summation der Beitrage d m von allen Ringen. Da d q ds gleich ist dem Volumen
element d V eines Ringes, erhalten wir gemaB (14) das gesuchte m durch Inte
gration uber den ganzen Raum: 

m = 2~ ~ ~ ~ (r X i) dV. (15) 

In dem vorliegenden Spezialfall ist, da i und r senkrecht aufeinander stehen, 
wegen (13) I • e h l * 

Il:Xtl = -2-· AA . nm 

Setzen wir dies in (15) ein und berucksichtigen, daB nach (II) 

1jJI'l/h* = AA* 

und wegen der Normierungsbedingung (10) § 29 

i ~ ~ 1jJ!1jJ!*dV = ~ ~ ~AA*dV = I 

gelten muB, dann ergibt sich fur das gesuchte magnetische Moment des kreisenden 
Elektrons: . eh 

Iml = 4 .l. nmc 
(16) 

Die Richtung von m fallt offenbar mit der Richtung der Rotationsachse zusammen. 
Das Magnetfeld eines Elektrons, das in einem ausgezeichneten Quanten

zustand mit der Quantenzahl l um eine Achse rotiert, ist also dem Feld eines 
magnetischen Dipols in der Richtung der Achse aquivalent, dessen Betrag 
nach (16) und (I) gleich dem l-fachen eines BOHRschen Magnetons ist. Dieses 
Resultat ist von BOHR auch schon mit Hille der alteren Quantentheorie abgeleitet 
worden. 

Aus (16) und (24) § 31 folgt, daB das magnetische Moment m des rotie
renden Elektrons zu dem Drehimpuls G um die Rotationsachse in einem kon
stanten Verhaltnis steht, namlich: 

M- ehl hl e 
G - 4nmc : 2n = Tmc' (17) 

Die Tatsache, daB auch das freie Elektron, wie in 1. erwahnt wurde, ein 
magnetisches Moment von einem BOHRschen Magneton besitzt, legt es nahe, 
wie bereits in 3. angedeutet wurde, auch dem freien Elektron eine rotierende 
Ladungsverteilung nach dem Muster der oben behandelten zuzuordnen, die wir 
dem in § 31, 4. behandelten Spin des Elektrons zuschreiben wollen. Fur das 
Verhaltnis von magnetischem Moment und Drehimpuls des Spinelektrons folgt 
nach (1) und (52) § 31 

Imol e h h e 
-710- 4nmc' 4n mc (IS) 

Wie der Vergleich mit (17) lehrt, ist sein Wert doppelt so groB wie der fur das 
umlaufende Elektron. Durch den Versuch von EINSTEIN und DE HAAsl laBt 

sich die GroBe I~I fur die in einem materiellen Korper enthaltenen Elektronen 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 92. 
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im Mittel tatsii.chlich messen und ergibt einen zwischen (17) und (18) und nahe 
an (18) liegenden Wert, was als eine Bestatigung der obigen Uberlegungen auf-
gefaBt werden kann. . 

Die tJbertragung der oben fiir den eindimensionalen Rotator durchgefiihrten 
Berechnungen auf ein beliebiges in einem Atom umlaufendes Elektron, das 
auBerdem noch unter der Wirkung eines auBeren Magnetfeldes steht (vgl. § 31, 4.), 
ergibt, daB dem Atom in der Richtung dieses Magnetfeldes ein magnetisches 
Moment von m BOHBSchen Magnetonen zukommt, worin m die in § 31, 2. ein
gefiihrte Quantenzahl bedeutet, die aIle 2l + 1 ganzzahligen Werte zwischen 
-l und + l annehmen kann. Sie wird daher auch als die "magnetische Quanten
zahl" des Elektrons bezeichnet. 

Man kann diese Tatsache anschaulich deuten, indem man annimmt, daB 
einem durch die Quantenzahl l gekennzeichneten umlaufenden Elektron ein 
magnetisches Moment von l Magnetonen zukommt, wobei die Achse dieses 
Momentes im Raume so orientiert sein solI, daB seine Projektion auf die Feld
richtung eine ganze Zahl von Magnetonen ergibt, die dann natiirlich nicht groBer 
sein kann als l. Man spricht daher von einer "Richtungsquantelung" des Atoms 
im Magnetfeld. Sie wird durch die Versuche von STERN und GERLACHl ex
perimentell bewiesen. 

Zu dem durch die Umlaufbewegung des Elektrons bedingten magnetischen 
Moment addiert sich im Sinne unserer Vorstellung noch vektoriell das magnetische 
Moment des Elektronenspins, das gemaB den in § 31,4. angestellten Uber
legungen nur zwei Orientierungen im Raume annehmen kann, namlich die 
zur Richtung des Feldes parallele und die hierzu entgegengesetzte oder "anti
parallele" . 

5. Das elektromagnetische Feld eines langsam bewegten Elektrons. Unter 
einem "jreien" Elektron wollen wir ein solches verstehen, das nicht dem Verband 
eines Atoms oder Molekiils angehort und auf das daher der Experimentator 
durch geeignete MaBnahmen in gewissen Grenzen nach Belieben einwirken kann. 
Nach den in § 30,6. entwickelten allgemeinen Prinzipien ist es auf diese Weise 
moglich, Lage und Geschwindigkeit des bewegten Elektrons gleichzeitig zu 
bestimmen, jedoch nur mit einer der HEISENBERGSchen Ungenauigkeitsrelation 
(36) § 30 entsprechenden Genauigkeit. Dies driickt sich in der wellenmechanischen 
Beschreibung der Elektronenbewegung dadurch aus, daB im Zeitpunkte der 
Messung .die Wellenfunktion cp stets in einem endlichen Raumgebiet merklich 
von Null verschieden ist. 

Um das elektromagnetische Feld des bewegten Elektrons zu berechnen, 
hatte man im aIlgemeinen so vorzugehen, daB man zunachst aus den gegebenen 
Werten der Wellenfunktion nach (2) und (5) die Ladungs- und Dichteverteiiung 
und daraus wieder nach den Formeln (19) § 47 und (20) § 47 die elektrodyna
mischen Potentiale berechnet, aus denen schlieBlich nach (13) § 47 und (14) § 47 
die gesuchten Ausdriicke ffir die elektrische und die magnetische Feldstarke 
folgen. 

Wir beschranken uns im folgenden auf die Berechnuug des Feldes eines 
Elektrons, das sich mit einer gegen die Lichtgeschwindigkeiten c kleinen Geschwin
digkeit b bewegt, in Entfernungen t vom Schwerpunkt, die groB gegeniiber 
den Dimensionen des Unscharfegebietes sind. In diesem FaIle wird offenbar 

wahrend der "Retardierungszeit" J!L der Elektronenschwerpunkt um die Strecke 
c 

¥, die nach unseren Annahmen klein gegen It I ist, fortschreiten und daher 

1 VgI. "Exp.-Physik", § 114. 
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in dieser Zeit die Verteilung von e und i nur unmerklich wenig verandert werden. 
Dies entspricht, gemii.B der Bemerkung am Schlusse des § 47,4., der Annahme 
der Quasistationaritat. Wir sind also in dem betrachteten Falle berechtigt, 
das Feld aus den fiir stationare Felder giiltigen Potentialen auf Grund der For
meln (8) § 42 und (3) § 44 zu berechnen. 

Zur Berechnung des elektrischen Feldes verwenden wir die Gleichung (10) § 42, 
worin w' = 0 und e' = e zu setzen ist: 

!p=~~~e:.v. (19) 

Hierin haben wir die Integration uber das Unscharfegebiet zu erstrecken, da 
auBerhalb desselben e verschwindend klein ist. N ach unseren Annahmen ist r 
groB gegenuber den Dimensionen dieses Gebietes und kann daher bei der Inte
gration als konstant angesehen werden. Auf Grund dieser Tatsache folgt aus 
(19) und (3) 

woraus sich fur die 
formel (19) § 6 

(20) 

Feldstarke e nach (8) § 42 und mit Benutzung der Vektor-

1 er 
e = -grad!p = -egrad r = ra (21) 

ergibt. Das elektrische Feld des freien Elektrons ist also in genugend groBer 
Entfernung gleich dem Feld einer punktformigen elektrischen Ladung e. 

Zur Berechnung des durch die' Stromdichteverteilung i hervorgerufenen 
magnetischen Feldes ziehen wir die Formel (29) § 44 fUr das Vektorpotential 
heran, also 

(22) 

Auf Grund der gleichen Uberlegung wie oben erhalten wir fur groBe r aus (22) 
und (7) 

~=_l ~~ridV=~ 
rc' rc' . (23) 

woraus fUr die Feldstarke f) gemaB (3) § 44 unter Benutzung der Vektorformeln 
(7) §8 und (19) §6 folgt: 

f) = rot~ =.!.- rot (~) = -~ (0 Xgrad~) = ~ . oxr . (24) 
ere . r c r3 

Der Vergleich der Formel (23) und der Formel (5) § 44 lehrt, daB das 
Magnetfeld des bewegten Elektrons identisch ist mit dem Magnetfeld eines 
"Stromelementes" am Orte des Elektrons, fur das die Beziehung gilt: 

Durch Heranziehung der 
sehr einfache Gestalt 

Jd?J =eo. (25) 

Gleichung (21) kann man die Formel (24) 

1 
f) = - (0 xe) 

c 

auf die 

(26) 

bringen, in der nur mehr die Feldstarken f) und e auftreten. Zu diesem durch die 
fortschreitende Bewegung des Elektrons erzeugten Magnetfeld f) kommt noch 
ein durch den Elektronenspin erzeugtes Magnetfeld f)' hinzu. 

In Analogie zu der oben angestellten Betrachtung, durch die gezeigt wurde, 
daB ein bewegtes Elektron in seiner Umgebung ein Magnetfeld erzeugt, laBt 
sich auch zeigen, daB ein bewegtes Magneton in seiner Umgebung em elektrisches 
Feld e' hervorbringen muB, das zu dem elektrischen Feld e des ruhenden Elek
trons hinzutritt; doch soIl hierauf in diesem Zusammenhang nicht weiter ein
gegangen werden. 

Furth, Theor. Physik. 25 
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60 Elektromagnetisehe Energie, BewegungsgroJle und l\Iasse des langsam be
'Wegten Elektronso Infolge des Umstandes, daB das ruhende Elektron von einem 
elektrischen Feld umgeben ist, kommt ibm nach § 42, 5. eine gewisse Energie 
Uo zu, die sich aus der Feldstarke e nach der Formel (36) § 42 zu 

(27) 

berechnen laBt, worin die Integration uber den ganzen Raum zu erstrecken 
ist. Zu beachten ist dabei, daB zur Berechnung von e hierin nur fur groBe Ent
fernungen t der oben abgeleitete Ausdruck (21) benutzt werden darf; fUr kleine t 
hangt e von der speziellen Form der Ladungsvertcilung e ab, die allgemein nicht 
bekannt ist. Wir wollen die plausible Annahme machen, daB die Ladungsver
teilung und daher auch das elektrische Feld Kugelsymmetrie aufweisen. 

Zu der elektrostatischen Energie U 0 des ruhenden Elektrons kommt streng 
genommen noch die Energie des vom Spin herriihrenden Magnetfeldes ~' 
hinzu. Von dieser Komplikation wollen wir aber hier absehen und die GroBe U 0 

als die "Ruhenergie" des Elektrons ansehen. 
Zu der Ruhenergie Uo addiert sich beim bewegten Elektron die magnetische 

Feldenergie U*, fur die man nach (49) § 41 

(28) 

erhalt. Setzt man hierin four I) aus (26) ein und nennt {} den Winkel zwisch(;ln 
b und e, dann wird daraus 

U* = 8~C2 ~ ~ ~ ItJxel2dV = 8;2C2 ~ ~ ~ leI 2sin2{}dV. (29) 

Lassen wir die x-Achse mit der Richtung von tJ zusammenfallen, dann wird 

lel2 sin2{} = ey 2 + ez2 

und da wegen der vorausgesetzten Kugelsymmetrie von e 

(30) 

gilt, folgt mit Benutzung von (27) 

8In ~ ~ ~ leI 2sin2{}dV= SIn 0 ! ~ ~ ~ lel2 dV = ! Uo. (31) 

Aus (29) und (31) folgt nun 
'1.,2 2 m* 

U* - U - v2 -C'2°3 o-To , (32) 

worin gesetzt ist * _ 4 Uo m - 302. (33) 

Wir berechnen nun den elektromagnetischen Impuls g des Feldes, welches das 
bewegte Elektron umgibt, mittels der Formel (35) § 47, worin s =fJ, = 1 und 
e und 1) statt (£; und Sj zu setzen ist: 

g = 4~C ~ ~ ~ (e X 1)) dV. (34) 

Setzen wir hierin wiederum fur 1) den Ausdruck (26) ein und benutzen die Vektor
formel (33) § 3, so wird daraus 

g= 4:C2 ~~~[ex(tJxe)]dV=4:C2 ~~~[tJ.leI2-e(tJ.e)]dV. (35) 
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Lassen Wir wieder wie oben die x-Achse mit der Richtung von lJ zusammen
fallen, so Wird aus (35) mit Benutzung von (30) und (33) 

g. ~ ::,' 1 \~['~.'+','h')-" ive.)] dV ~ .:" \ \ \ i',"h')dV!(36) 

- 3 Uo c2 - m .v 

wahrend gy und gz offenbar aus Symmetriegriinden verschwinden. Es gilt also 
allgemein die Beziehung g = m* . lJ. (37) 

Die Ausdrucke (37) und (32) fUr den elektromagnetischen Impuls und die 
elektromagnetische Energie des bewegten Elektrons sind, wie man sieht, voll
kommen identisch mit den Ausfuiicken (6) § 18 und (26) § 18 fur den mecha
nischen Impuls und die kinetische Energie eines bewegten Massenteilchens 
der Masse m. Da Wir ferner in § 47, 5. und § 47, 6. die Gultigkeit der Erhaltungs
satze fur den elektromagnetischen Impuls und die elektromagnetische Energie 
allgemein bewiesen haben, folgt, daB das bewegte Elektron sich infolge des 
Vorhandenseins seines elektromagnetischen Feldes so verhalt, als ob es eine 
zusatzliche Masse m* besaBe, die wir seine "elektromagnetische Masse" nennen 
wollen. Sie hangt mit der Ruhenergie Uo durch die Beziehung (33) zusammen. 

Da sich, wie wir im folgenden noch zeigen werden, die makroskopischen 
elektromagnetischen Erscheinungen auf Grund der Elektronentheorie erklaren 
lassen, haben wir damit auch den Schlussel zum Verstandnis der im § 45 wieder
holt festgestellten Analogie zwischen der Mechanik der Massenpunkte und der 
Elektrodynamik quasistationarer Strome gefunden. 

Auf Grund dieses Befundes liegt es nahe, zu vermuten, daB die gesamte 
Masse des Elektrons elektromagnetischer Natur sei und daB es daher als rein 
elektromagnetisches, immaterielles Gebilde anzusehen sei. Darnach muBte es also 
moglich sein, samtliche mechanischen Eigenschaften des Elektrons auf seineelektro
magnetischen zuruckzufUhren und in Erweiterung des Gleichungssystems (10) 
ein solches aufzustellen, aus dem auch die Grundgleichungen der Quanten
mechanik abzuleiten waren. Wenn die Losung dieses Problems einmal gelingen 
sollte, dann ware damit auch ein "elektromagnetisches Weltbild" entworfen, da 
sich dann letzten Endes aIle physikalischen GesetzmaBigkeiten, also auch die 
mechanischen Eigenschaften der Materie auf elektromagnetische zuruckfuhren 
lieBen (vgl. hierzu auch die Ausfuhrungen in § 2,3.). 

Wenn auch die uns heute zur Verfugung stehenden Hilfsmittel zur Ent
scheidung der Frage, ob wirklich die gesamte Elektronenmasse elektromagnetisch 
sei, nicht zulassen, kann man doch aus den angestellten Uberlegungen bereits 
folgern, daB der Unscharfebereich fur die Lage des Elektrons im Raume eine 
gewisse endliche untere Grenze haben muB oder, mit anderen Worten, daB sich 
das Elektron gegenuber Versuchen, seine Lage im Raume zu bestimmen, so 
verhalt wie eine Kugel von einem gewissen Radius ro, auBerhalb der die 
Ladungsdichte e unmerklich klein ist. Fur die im AuBenraum dieser Kugel 
enthaltene elektromagnetische Energie ergibt sich aus (27), wenn man darin 
fUr e aus (21) einsetzt. 

ct> 

sIn ~ ~ ~ lel2dV = SIn ~ (:2 r 4:rcr2 dr = 2C;o; 
"0 

es gilt daher sicher die Ungleichung 
c2 

UO >--2 . 
ro 
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Anderseits folgt aus (33) die Ungleichung 

> * _ 4 Uo m=m -3C"il 

und daher aus (38) und (39) fUr TO die Ungleichung 

e2 2 e2 

To> 2U-;? 3mc2' 

(39) 

(40) 

Der Ungleichung (40) werden wir gerecht, wenn wir den Elementarpartikeln 
bis auf einen unbekannten numerischen Faktor von der GroBenordnung Eins 
Radien von der GroBe e2jmc2 zuordnen. Dies ergibt bei Einsetzung der unter 1. 
angeffihrten Werte fUr den Radius des Elektrons bzw. des Positrons: 
T.,...., 3.10-13 cm und ffir den des Protons den 1840 mal kleineren Wert: 
Tp ,...., 2. 10-16 cm. Aus den Versuchen fiber die Zerstreuung von (X-Partikeln 
durch Atomkerne1 weill man, daB die Dimensionen der Atomkerne in der 
GroBenordnung 10-13 cm sind, also die GroBenordnung von T e haben; dies spricht 
ffir die Richtigkeit der vorstehenden Uberlegungen. 

Die Radien der Elektronenhiillen der Atome sind von der GroBenordnung 
des in § 31, 3. berechneten "Radius" des Wasserstoffatoms, also von der 
GroBenordnung 10-8 cm, d. h. rund 105- mal so groB als der oben berechnete 
Elektronenradius. Daraus folgt, daB wir berechtigt sind, bei der Behandlung 
atommechanischer Probleme die Elektronen in den Atomen als Massenpunkte 
zu betrachten, wie wir es auch tatsachlich im Vorhergehenden (§ 31) stets 
getan hatten. ' 

7. Kraftwirkung eines elektromagnetischen Feldes auf ein bewegtes Elektron; 
Bewegungsgleichungen. Nachdem wir uns im vorhergehenden mit dem elektro
magnetischen Feld bewegter Elektronen beschaftigt haben, ist noch zur Er
ledigung des unter 1. entwickelten Programms der Elektronentheorie zu unter
suchen, welche Kraftwirkung ein elektromagnetisches Feld auf ein bewegtes 
Elektron ausfibt und welchen Bewegungsgesetzen infolgedessen die Elektronen
bewegung gehorcht. 

Am einfachsten erledigt sich die Aufgabe fUr die stationare Bewegung eines 
Elektrons in einem elektrostatischen Feld. Da ein solches stets wirbelfrei ist, bildet 
das bewegte Elektron in diesem FaIle ein konservatives System und kann daher 
mit den im § 29 besprochenen Methoden behandelt werden. Dabei wird die An
nahme gemacht, daB die potentielle Energie U (x, y, z), die in die SCHRODINGER
sche Wellengleichung eingeht, der ffir punktformige Ladungen giiltigen Be
ziehung (12) § 42 genfigt, also gleich ist e cp, worin cp (x, y, z) das elektrostatische 
Potential des vorgelegten Feldes ist. Nach diesem Prinzip gingen wir z. B. bei 
der Besprechung des KEpLER-Problems der Atommechanik in § 31, 3. vor. 

Zur Behandlung des Problems der Bewegung eines Elektrons in einem allgemei
nen elektromagnetischen Feld hatte man die im § 30 entwickelte Methode heran
zuziehen. Wir zelgten dort, wie man aus der Losung der Wellengleichung zwar 
nicht die Lage des Elektrons als Funktion der Zeit im Einzelexperiment, wohl 
aber die Wahrscheinlichkeitsdichte \1) (x, y, z, t) ffir den Aufenthalt des Elek
trons in einem bestimmten Raumpunkt zu einer bestimmten Zeit in einem 
Kollektiv von Versuchen angeben kann. Wir zeigten weiter, daB der Mittel
wert des Radiusvektors t als Funktion der Zeit die Gleichung (24) § 30 

(41) 

erffillt, die mit der Bewegungsgleichung (1) § 18 der NEWTONS chen Mechanik 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 113. 
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identisch ist und worin 1 den resultierenden Kraftvektor auf die kontinuierlich 
gedachte Massenverteilung bedeutet. 

Wir wollen uns hier mit der Besprechung dieser mittleren Bewegung be
gniigen, die ein Elektron in einem "makroskopischen" Felde mit den Feldstarke!l 
~ und {) ausfiihrt. Hierzu ist es zunachst notig, den Ausdruck fiir die Kraft I 
des gegebenen Feldes auf das bewegte Elektron zu ermitteln. Es liegt nahe, 
hierzu die fiir makroskopische Ladungs- und Stromverteilungen giiltige Formel 
(12) § 47 heranzuziehen, in der ~ durch {) zu ersetzen ist, da sich das Elektron 
im leeren Raum befindet. DefinitionsgemaB erhalten wir hieraus f durch 
Integration iiber den ganzen Raum in der Form 

f = ~ ~ He~+ ! (iX{)] dV, (42) 

worin e und i Ladungs- und Stromdichte des bewegten Elektrons gemaB (2) 
und (5) bedeuten. 

Nehmen wir an, daB sich ~ und {) innerhalb derjenigen Dimensionen, wo e 
und i noch merkliche Werte besitzen, nur verschwindend wenig andem (was 
im allgemeinen sicherlich zutreffen wird), dann kOnnen wir in (42) ~ und {) 
vor das Integral ziehen und erhalten mit Benutzung von (3) und (7) 

f = ~ ~ ~ ~ e dV + (! ~ ~ ~ i dV) X {) = e r~ + ! (I) X 'P)] , (43) 

worin I) laut Definition die mittlere Ge~chwindigkeit des Elektrons 

bedeutet. I) = t (44) 
Der erste Term in (43) ist einfach die elektrische Kraft (2) § 42 auf die La

dung e des Elektrons, die in 'iJbereinstimmung mit dem friiher Gesagten zu der 
potentielleh &ergie [J = e fP AnlaB gibt. Der zweite Term, die sogenannte 
"LORENTz-Kraft", wirkt nur auf das bewegte Elektron und riihrt davon her, 
daB es einem Stromelement aquivalent ist. In der Tat liefert der Ausdruck 
(24) § 44 fiir die Kraft des Magnetfeldes auf ein Stromelement, wenn man darin 
aus (25) einsetzt und {) statt ~ schreibt, gerade den zweiten Term von (43). 

8. Die mittlere Bewegung eines Elektrons im homogenen elektrisehen und 
magnetisehen Felde. Wir behandeln noch die folgenden heiden einfachen An
wendungsbeispiele der Bewegungsglei-
chung (41), die fUr die experimentelle 
Bestimmung der "spezifischen Elektro
nenladung" elm von Bedeutung sind. 

a) Das Feld sei ein homogenes elek
trisches Feld in der Richtung der y
Achse vom Betrage E. Das Elektron 
habe im Koordinatenursprung die An
fangsgeschwindigkeit Vo in der Richtung 
der x-Achse (Abb. 116). Nach (43) ist 

dann k'll = e E, k", = k. = O. 
Die Losung von (41) unter diesen Be
dingungen haben wir bereits in § 19, 1. 

y 

Abb.116. 

vorgenommen. Sie zeigt, daB das Elektron im Mittel eine Parahel durchlaufen 
wird, deren Gleichung aus (3) § 19 hervorgeht, wenn man darin VO'll = 0, vo", = Vo 

und die Beschleunigung g = kg = e E setzt: . 
m m 

_ e E 2 y--2--2 ' .x. mvo (45) 
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b) Das Feld sei ein homogenes magnetisches Feld in der Richtung der y-Achse 
vom Betrage H; das Elektron habe wieder im Koordinatenursprung die An
fangsgeschwindigkeit Vo in der Richtung der x-Achse. Aua (41), (43) und (44) 
folgt nun 

mb=~(bXS) 
c 

und daraus wegen S) = const 

b =_e_[(i-to)XS)], 
mc 

(46) 

worin to den Radiusvektor eines festen Punktes M bedeutet. 
Die Gleichung (46) zeigt, daa b und i-to standig aufeinander senkrecht 

stehen; die Bahnkurve ist also ein Kreis mit M als Mittelpunkt. Da ferner b 
auf S) senkrecht steht, mua die Ebene dieses Kreises ebenfalls senkrecht auf 
S) stehen, also mit der x-z-Ebene zusammenfallen. Er mua ferner wegen der 
angenommenen Anfangsbedingung im Koordinatenursprung die x-Achse be
riihren, der Punkt M liegt also auf der z-Achse (Abb.116). Die konstante 
Bahngeschwindigkeit mua gleich der Anfangsgeschwindigkeit Vo sein, fUr den 
Radius r = Itol des Kreises folgt also aus (46) 

und fiir die Gleichung der mittleren Bahnkurve: . 

x2 + z2-2rz = o. 

(47) 

(48) 

1st r sehr groa, was stets der Fall ist, wenn H geniigend klein ist, dann kann 
man in (48) Z2 gegen 2rz vernachlassigen und erhaIt mit Benutzung von (47) 

e H 2 Z = 2 •• x. mvoc 
(49) 

Wirkt auf das Elektron gleichzeitig das elektrische und das magnetische 
Feld, sO ist die Bahnkurve durch die beiden Gleichungen (45) und (49) gegeben. 
Die gleichzeitige Messung der Koordinaiien y und z des Durchstoaungspunktes 
der Elektronenbahn durch eine zur Anfangsgeschwindigkeit senkrechte Ebene 
im Abstande x (Abb. 116) gestattet daher bei gegebenen E und H die Be
stimmung der beiden GroBen eJmvo2 und elmvo, also die unabhangige Er
mittlung von elm und Vo 1. 

Verwendet man statt eines Elektrons einen Elektronenstrahl, in dem Elek
tronen aller moglichen Geschwindigkeiten laufen, so liegen die DurchstoBungs
punkte in der besagten Ebene auf einer Kurve, deren Gleichung man durch 
Elimination von Vo aus den Gleichungen (45) und (49) erhalt: 

Z2 1 e H2 X2 

y="2 m· Ec2 • 
(50) 

Die Kurven, die zu Teilchen von gegebenem elm gehoren, sind also Parabeln, 
die· durch den· DurchstoBungspunkt der x-Achse hindurchgehen (Abb.116). 
Diese Tatsache liegt der zur Analyse von Korpuskularstrahlen oft benutzten 
THOMsoNschen "Parabelmethode" zugrunde2• 

1 Beziiglich der experimentellen Anordnungen zur Bestimmung der spezifischen 
Elektronenladung und· der entsprechenden Ergebnisse vgl. "Exp.-Physik", § 102. 

2 TIber die Analyse von Korpuskularstrahlen durch die "Massenspektrokopie" 
vgl. "Exp.-Physik", § 106. 
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§ 52. Die Herleitung der Maxwellschen Gleichungen aus der Elektronentheorie. 

1. Probiemstellung. 1m § 47 konnten wir zeigen, daB sich die makroskopisch 
beobachtbaren elektromagnetischen Erscheinungen durch das Systeni der 
MAxwELLschen Gleichungen beschreiben lassen. 1m vorigen § 51 stellten wir 
das System (10) der LORENTzschen Gleichungen auf, durch die das elektro
magnetische Feld des einzelnen Elektrons beschrieben wird. 1st nun die in 
§ 51, 1. aufgestellte Behauptung richtig, daB aIle elektrischen Ladungen aus 
Elementarquanten bestehen und die Materie aus den elektrischen Elementar
partikeln aufgebaut ist, dann miissen sich die MAxWELLschen Gleichungen aus 
den LORENTzschen Gleichungen der Elektronentheorie ableiten lassen. Dies 
gelingt nun in der Tat, wie bereits im letzten Absatz von § 2, 4. angedeutet 
wurde, in dem man die makroskopischen FeldgroBen als statistische Mittelwerte 
aus den mikroskopischen FeldgroBen der einzelnen Elektronen deutet. 

Der Vorgang ist dabei genau derselbe, wie wir ibn im Kapitel xm bei der 
Durchfiihrung der kinetischen Theorie der Materie eingehalten haben. Wir 
nehmen an, daB sich in jedem dem makroskopischen Experiment zuganglichen 
Volumen innerhalb der Materie auBerordentlich viele Elementarpartikeln be
finden, eine Annahme, die, da sie sich bereits fiir die Atome und Molekille als 
richtig ernesen hat, um so mehr fiir die Elementarpartikeln richtig sein muB, 
aus denen sich ja die Atome und Molekille aufbauen. 

Es werden sich dann zwar in mikroskopischen Dimensionen die elektro
magnetischen FeldgroBen auBerordentlich schnell und stark mit dem Ort und der 
Zeit verandern; fiir das makroskopische Experiment erfaBbar sind aber nur die 
Mittelwerte dieser GroBen iiber Raumgebiete, die als makroskopisch "unendlich 
kleine" Volumenelemente d V angesehen werden konnen, aber vom mikro
skopischen Standpunkt betrachtet bereits auBerordentlich groB gegeniiber den 
oben erwahnten mikroskopischen Bezirken sind. Wie wir in der statistischen 
Mechanik im Kapitel XII bewiesen haben, sind diese Mittelwerte nur unmerklich 
kleinen, zeitlich unregelmaBig erfolgenden Schwankungen unterworfen und 
konnen ohne merklichen Fehier als kontinuierliche Funktionen von Ort und 
.Zeit aufgefaBt werden, wie es der in den Kapiteln XIV bis XVII vertretenen 
Betrachtungsweise entspricht. 

Bezeichnen wir· die in diesem Sinne gebildeten Mittelwerte der FeldgroBen 
f), e, i und e mit ~, e, r und e, so ergeben sich aus den Gleichungen (10) § 51 die 
folgenden: 

- 43' -;- 1 8e 
a) rot f) = -c- t + cTt' 

c 8 t (1) 
b) rote = -~ 81) I 

c) dive . 4nQ, d) div~ = 0, e) divi + ~~ = 0 

2. Elektrische Ladungsdichte und Polarisation. Zur Erklarung der elektrischen 
Leitfahigkeit miissen wir, wie spater (Kapitel XIX) noch genauer ausgefiihrt 
wird, annehmen, daB ein Teil der in dem Leiter enthaltenen Ladungstrager 
unter der Wirkung eines auBeren elektrischen Feldes frei beweglich ist. Hierzu 
gehoren die sogenannten Leitungselektronen im Innern der Metalle, ferner jene 
Elektronen, die den frei beweglichen lonen, z. B. in Gasen und Fliissigkeiten 
ibre Uberschu.Bladung erteilen. Wir konnen sie aIle unter dem Namen "Leitungs
elektronen" zusammenfassen. Ein anderer Teil der Ladungstrager ist jedoch 
durch Krii.fte in einem Atom oder Molekill bzw. im Kristallgitter der festen 
Korper an Ruhelagen gebunden, so daB die betreffenden Elektronen unter der 
Wirkung eines auBeren Feldes nur kleine Verschiebungen ausfiihren konnen. 
Wir wollen sie als "Polarisationselektronen" bezeichnen. 
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Nennen wir (l V das Raumgebiet, tiber das in den Gleichungen (1) gemittelt 
ist, dann wird - JJle dV 

e = 6 V ' (2) 

worin die Integration tiber (l V zu erstrecken ist. Da (l V nach V oraussetzung sehr 
groB gegentiber dem Integrationsgebiet der Formel (3) § 51 ist, konnen wir statt 
(2) auch schreiben - _ 1. ( ~ ~,) (3) e - 6 V ..:::... ek + ..:::... es , 

k s 

worin ek die Ladung des k-ten Leitungselektrons und es' die Ladung des s-teu 
Polarisationselektrous in (l V bedeutet und die Summation tiber aIle in (l V eut
haltenen Elektronen zu erstrecken ist. 

Da nach unserer Annahme die Leitungselektronen von dem Korper frei 
ableitbar sind, die Polarisationselektronen jedoch nicht, werden wir den ersten 
Term in (3) mit der Dichte e der "wahren Ladung", den zweiten Term mit der 
Dichte ef del' "freien Ladung" im Sinne des § 42, 1. identifizieren, also setzen 

1 
e= 6V L)ek' 

k 

(4) 

womit sich (3) verwandelt in e = e + ef = e'. 

(5) 

s 

(6) 

Um das in einem elektrisch neutralen Molekiil oder Atom durch die Ver
schiebung der Polarisations~lektronen hervorgerufene elektrische Moment ~ zu 
berechnen, nehmen wir zunachst an, daB das Molektil bloB zwei entgegengesetzt 
gleich geladene Teilchen mit den Ladungen el: = + e, e2' = - e enthalte. Der 
Schwerpunkt von el ' habe den Radiusvektor tl' und der von e2' den Radius
vektor t 2'. Nach der Definition (4) § 42 bilden sie einen elektrischen Dipol mit 
dem Moment 

~ = e (tl ' - t 2') = el' tl' + e2' t 2'. (7) 

In der Tat zeigt ~ von der - - zu der + -Ladung und sein Betrag ist gleich e mal 
dem Abstand der beiden Ladungen. In Verallgemeinerung von (7) ergibt sich fiir 
ein aus beliebig vielen Teilchen bestehendes Molektil das elektrische Moment 

(8) 

worin die Summation iiber aIle Elektronen des Molekiils zu erstrecken ist. 
Als elektrisches Moment der V olumeneinheit definieren wir in Analogie zur 

Definition der Ladungsdichte den Quotienten aus der tiber aIle im V olumen (l V 
enthaltenen Polarisationselektronen gebildeten Summe (8) durch (l V; der Polari
sationsvektor \.j3 der Kontinuumtheorie ergibt sich demnach aus 

ill 1,--r" 
1-' = Tv~ ..:::... es rs . 

s 

(9) 

3. Leitungsstrom und Polarisationsstrom. Der Mittelwert der elektrischen 
Stromdichte i ergibt sich in Analogie zu (2) in der Form 

-: JJJidV (10) 
t= 6V ' 

worin die Integration tiber (l V zu erstrecken ist. Hieraus folgt, da wiederum 
(l V groB gegeniiber dem Integrationsgebiet der Formel (7) § 51 ist, 

~ 1 (~1 + ~ ") . t = 6 V ~ ek Vk ..:::... es Vs + t m ; 

k s 

(11) 
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hierin bedeutet Vk die Geschwindigkeit der Scliwerpunktsverschiebung des k-ten 
Leitungselektrons und vs' die Geschwindigkeit der Schwerpunktsverschiebung 
des s-ten Polarisationselektrons. Der dritte Term i ... in (ll) riihrt von der statio
naren Stromung im Innern der Atome her, die wir in § 51, 4. behandelt haben 
und die zum magnetischen Moment des Atoms AnlaB gibt; wir wollen ihn als 
den "Magnetisierungsstrom" bezeichnen. 

Den ersten von der Verschiebung der Leitungselektronen herriihrenden Term 
in (ll) identifizieren wir mit der makroskopischen Stromdichte, setzen also 

. 1 ~ 
1= "V ~ ek Vk • 

(12) 

• 
Den zweiten Term in (ll) der von der Verschiebung der Polarisations

elektronen herriihrt, wollen wir den "Polarisationsstrom" if nennen. Wir setzen 
also 1 

. 1 ~ I I ~ I· I (13) 
1f = "V ~ es VB = "V ...::;.; eB 1:8 • 

8 , 
Aus den Formeln (9) und (13) ergibt sich, daB zwischen if und ~ die folgende 
einfache Beziehung besteht: if = $. (14) 

Da fiir die Polarisationselektronen ebenso wie fiir die Leitungselektronen 
der Satz von der Erhaltung der Gesamtladung gilt, muB zwischen der Ladungs
dichte flf und der Stromdichte if die Kontinuitatsgleichung (12) § 43 gelten, 
also die Beziehung 0 (}f •• 

at + d1V1f = 0, 

d~e ~ich durch Einsetzen aus (14) und Vertauschung der Operationen :t und 
dlvm a. 

fit (flf + div ~) = 0 

verwandelt. Hieraus folgt 
flf = -div~, (15) 

da bei verschwindender Polarisation und verschwindender wahrer Ladungs
dichte fl der Korper elektrisch neutral ist, also flf verschwindet. 

Die Beziehung (15) stimmt, wie man sieht, mit der Gleichung (5) § 42 iiber
ein, wodurch unsere Annahme bestatigt ist, daB der Mittelwert der Dichte der 
Polarisationselektronenladung mit der makroskopischen freienLadungidentischist. 

4. Magnetisierung und Magnetisierungsstrom. Wie wir im § 51, 4. gezeigt 
haben, erzeugt jedes in einem Atom oder ein~m Molekiil umlaufende Magneti
sierungselektron ein magnetisches Feld, das in groBer Entfernung vom Atom 
dem Feld eines "Magnetons" vom magnetischen Moment m [(16) § 51] aquivalent 
ist. Ein gleiches magnetisches Moment kommt auch den freien Elektronen 
wegen ihres Spins zu. Die Zusammenwirkung aller in einem Volumen (j V ent
haltenen Magnetonen erteilt diesem ein magnetisches Moment, das durch (j V 
dividiert das magnetische Moment der Volumeneinheit ergibt. Der Magneti
sierungsvektor m der Kontinuumtheorie ist demnach durch die Gleichung 

1 m = "V Zmr (16) 

definiert. r 

Wir wollen nun zeigen, daB auch die Magnetisierungselektronen einen Bei
trag i m zur mittleren Stromdichtel ergeben, wie unter 3. bereits angedeutet worden 
war. Wir wahlen zu diesem Zwecke das Volumen (j V in der Form eines Zylinders 
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von der Lange l und vom Querschnitt q in der Richtung von m. Dieser wirkt 
dann nach auBen wie ein Stabmagnet vom magnetischen Moment m~ V = mlq, 
dem nach § 41,2. die fiktive Polstarke k = Iml q zukommt. Yom Nordpol des 
Magneten geht daher der magnetische KraftfluB 

nach auBen aus. 
fj =4nk = 4n Imlq (17) 

In Wirklichkeit ist der KraftfluB quellenfrei, da ja die Magnetisierung von 
dem magnetischen Kraftfeld ~ m der stationaren Magnetisierungsstrome her
riihrt und ~m nach Gleichung (ld) quellenfrei ist. 1m lnnem von ~ V herrscht 
also ebenfalls der KraftfluB (17) und hat die Richtung vom Siidpol zum Nordpol, 
also die Richtung von m. 

FUr das Magnetfeld ~ m im lnnem von ~ V gilt nach der Definitionsgleichung 
~§fi _ b 

I~ml=q; 
aus (17) und (18) folgt: 

(18) 

(19) 

Wenden wit' nun auf ~m die Gleichung·(la) an, in der, dadie Magnetisierungs
strome stationar sind, der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, so 
ergibt sioh mit Benutzung von (19) die folgende Relation zwischen der Magneti
sierung m und dem Magnetisierungsstrom im : 

•. C i': ml 
1m = "43t rot <'m = C rot .:IJl. (20) 

Aus den Gleichungen (11), (12), (14) und (20) folgt nun endlich fUr die 
gesamte mittlere St:romdichte 

1 = i + $ + c rot m. (21) 

5. Elektrisehe und magnetisehe Feldstiirke; Aufstellung der Feldgleiehungen. 
Die makroskopische elektrische Feldstarke ist nach § 42, 1. durch die auf eine 

elektrische Ladung Eins als Probekorper wirkende Kraft definiert. Benutzen wir 
als Probekorper einen solchen mit der kleinsten moglichen Ladung, also ein Elek
tron, so konnen wir damit auch ins Innere der Atome eindringen. A1s Feldstarke 
im Sinne der Kontinuumtheorie haben wir also den nach der Anweisung von 
1. gebildeten Mittelwert e zu definieren und zu setzen 

(;£: = e. (22) 

DUJ,'ch Einsetzen von (22), (6) und (15) in die Gleichung (lc) ergibt sich 

div (;£: = 4n e + 4n ef = 4n e -4ndiv~. (23) 

Fiihrt man den Vektor der elektrischen Verschiebung ~ auf Grund del' Definitions
gleiohung (20) § 42 ein, so verwandelt sich die Gleichung (23) in die MAXWELL
sche Gleichung (8c) § 47, die wir hiermit aus der Elektronentheorie abgeleitet 
haben. 

Die makroskopische magnetische Feldstarke ~ haben wir im § 41 gemaB der 
Gleiohung (2) durch die auf einen "Magnetpol" wirkende Kraft de£iniert. Da 
es nun wahre Magnetpole in Wirkliohkeit nicht gibt, konnen wir als Probekorper 
im giinstigsten Fall ein Atom benutzen, das infolge der in ihm umlau£enden 
Elektronen ein magnetisohes Moment besitzt. Mit diesem Probekorper konnen 
wir aber in das Innere der iibrigen Atome nicht eindringen. Das im Innem der 
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magnetischen Atome herrschende lVIagnetfeld ~ m bleibt also bei der Feldaus
messung mit unserem Probekorper unwirksam, so daB nur das Feld ~ - ~m 
auf ihn einwirkt. Wir haben daher die Feldstarke SJ im Sinne der Kontinuum
theorie wie folgt zu definieren : 

(24) 

Kombiniert man die Gleichungen (19) und (24) mit der Definitionsgleichung 
(2S) § 41 fiir den Vektor der magnetischen Induktion 58, so ergibt sich 

(25) 

Der lVIittelwert der magnetischen Feldstarke L) ist also mit dem makroskopischen 58 
identisch. Wendet man dieses Resultat auf die Gleichung (ld) an, so ergibt sich 
in der Tat die Feldgleichung (Sd) § 47 der lVIAXWELLschen Theorie, die hiermit 
ebenfalls aus der Elektronentheorie abgeleitet ist. 

Einsetzen von (22) und (25) in die Gleichung (1 b) ergibt nun sofori die 
zweite lVIAXWELLsche Gleichung (S b) § 47. Ferner liefert die Einsetzung von 
(23), (25) und (21) in die Gleichung (la) 

rot58 = ~i + ~ a$ + 4nrotm + ~~ 
c c at c at' (26) 

woraus sich vermoge der Beziehungen (20) § 42 und (2S) § 41 die lVIAXwELLsche 
Gleichung (Sa) § 47 ergibt. Damit ist 'das gauze erste Quadrupel der lVIAXWELL
schen Gleichungen auf die Elektronentheorie zuruckgefiihrt. 

Die Giiltigkeit der makroskopischen Kontinuitatsgleichung (Sh) § 47 ergibt 
sich aus der der Elektronentheorie (Ie), wenn wir darin fiiI' Taus (21) und fiir e 
aus (6) und (15) einsetzen und beriicksichtigen, daB die Divergenz des dritten 
Terms auf der rechten Seite von (21) wegen (5) § S verschwindet. 

Die makroskopische V olumenkraft f im homogenen elektromagnetischen 
Feld haben wir als den iiber ein gewisses Volumen (j V gebildeten lVIittelwert der 
Kraft zu definieren, welche auf die in ihm enthaltenen Elektronen wirkt. Wir 
miissen zu diesem Zwecke die fUr die einzelnen Elektronen in (j V geltenden Aus
drucke (43) § 51 summieren und die Summe durch (j V dividieren, wobei zu be
riicksichtigen ist, daB die Elektronen, wie bereits oben erwahnt wurde, auch ins 
Innere der Atome einzudringen vermogen ;hier ist also im Gegensatz zu dem 
oben beachteten Vorgang statt der in (43) §51 stehenden GroBen ~ und SJ 
zu setzen: e = ~ und Ii = 58. 

Wir erhalten so: 
T= /VIek[~+! (bk X58)]. (27) 

k 

lVIit Benutzung von (4) und (12) folgt hieraus in der Tat die aus makro
skopischen Experimenten abgeleitete Gleichung (12) § 47 der Kontinuumtheorie. 
Die Zusatzglieder, die in inhomogenen Feldern hinzukommen und in der Glei
chung (11) § 47 in Erscheinung treten, kann man, wenn man will, auch direkt 
aus der Elektronentheorie gewinnen. Einfacher ist jedoch der in den §§ 41 und 42 
eingeschlagene Weg, der auch gemaB der nun vorliegenden Sachlage gangbar 
bleibt, da ja die Giiltigkeit der makroskopischen Feldgleichungen, auf denen 
diese Ableitung beruht, bereits festgestellt worden ist. 

Die Zuriickfiihrung der makroskopischen Beziehungen (Se), (Sf) und (Sg), 
in denen die lVIaterialkonstanten a, {'; und fh vorkommen, auf die Grundgleichungen 
der Elektronentheorie bildet die Aufgabe der Kapitel XIX und XX. 
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§ 53. Elektrodynamik bewegter Korper und RelativiUitstheorie. 

1. Ather und Relativitatsprinzip. In den §§ 51 und 52 haben wir gezeigt, daB 
sich die makroskopischen elektromagnetischen Gleichungen auf die der Elek
tronentheorie zuriickfiihren lassen, d. h. daB sich die beobachtbaren elektro
magnetischen Erscheinungen durch die Felder bewegter Elektronen beschreiben 
lassen. Dabei haben wir natiirlich stillschweigend vorausgesetzt, daB wir die 
Bewegung der Elektronen in einem bestimmten Koordinatensystem messen. In 
§ 18, 1. setzten wir auseinander, daB es in der Natur ein bestimmtes ausgezeich
netes Koordinatensystem gibt, in bezug auf das die NEWToNschen Bewegungs
gleichungen der Mechanik gelten, das wir das Inertialsystem genannt hatten. 
Es liegt nabe, anzunehmen, daB auch fUr die Elektronentheorie ein solches aus
gezeichnetes Bezugssystem in der Natur vorhanden ist, in bezug auf das die 
MAXWELLschen Gleichungen gelten. Auf dieses Koordinatensystem hatte man 
die Bewegung der Elektronen zu beziehen; in bezug auf dieses Koordinaten
system sollte dann auch die Aussage gelten, daB sich die elektromagnetischen 
Feldanderungen, insbesondere die elektromagnetischen Wellen mit der Geschwin
digkeit c im leeren Raum ausbreiten. 

Ein solches ausgezeichnetes Bezugssystem hatte schon FRESNEL seiner 
mechanischen Licbttheorie zugrunde gelegt. Er nahm an, daB der Raum mit 
einer alle materiellen Korper durchdringenden Substanz, dem "Lichtather" , 
erfiillt sei, dem die Eigenschaften eines elastischen Korpers zugeschrieben 
wurden. Entsprechend der Kontinuumvorstellung des elektromagnetischen 
Feldes wurde diese Hypothese auch auf die MAxwELLSche Theorie iibertragen. 
Dem Ather der elektromagnetischen Theorie werden zwar keine mechaniscben 
Eigenschaften zugescbrieben, er solI ja nur als "Trager" des elektromagnetischen 
Feldes dienen; es solI jedoch moglich sein, die Bewegung eines materiellen Korpers, 
insbesondere eines Elektrons in bezug auf den Ather festzustellen und damit 
den Ather als Bezugssystem zu benutzen. Es wird behauptet, daB in diesem so 
festgelegten ausgezeichneten Bezugssystem die MAXWELL-LoRENTzschen Glei
chungen gelten, daB es also fiir die Elektrodynamik die gleiche Rolle spielt 
wie das Inertialsystem fUr die Mechanik. 

In § 18, 7. haben wir gezeigt, daB samtliche Bezugssysteme, die sich gegen
iiber dem Inertialsystem der Mechanik geradlinig und gleichfOrmig bewegen, 
diesem vollig aquivalent sind, d. h. daB auch in bezug auf sie die Bewegungs
gleichungen der Mechanik in Geltung bleiben. Es erhebt sich nun die Frage, 
ob dies auch fUr die elektrodynamischen Erscheinungen zutrifft, d. h. ob die 
LORENTZ-MAxwELLSchen Gleichungen auch in einem System gelten, das sich 
gegeniiber dem Ather geradlinig und gleichformig bewegt. Man sollte zunachst 
meinen, daB dies nicht der Fall sein kann. 

Betrachtet man z. B. zwei Elektronen, die in bezug auf den Ather ruhen, 
so sollen sie aufeinander eine nach dem COULoMBschen Gesetz zu berechnende, 
rein elektrostatische Kraft ausiiben. Ruhen jedoch die Elektronen in bezug auf 
ein Koordinatensystem, das sich gegeniiber dem Ather geradlinig und gleich
formig bewegt, dann beschreiben sie in bezug auf -den Ather parallele, gerade 
Bahnen mit gleicher Geschwindigkeit. Ein bewegtes Elektron erzeugt nun gemaB 
§ 51, 5. in seiner Umgebung ein magnetisches Feld und gemaB § 51, 7. wird auf 
ein bewegtes Elektron im Magnetfeld die LORENTz-Kraft ausgeiibt. Die bewegten 
Elektronen iiben also auBer der elektrostatischen noch eine magnetische Kraft 
aufeinander aus. Dies kann man auch einsehen, wenn man bedenkt, daB ein 
bewegtes Elektron einem elektrischen Strom aquivalent ist und daB zwei par
allele elektrische Strome nach § 44, 5. eine elektrodynamische Kraft aufeinander 
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ausuben, die zu der elektrostatisehen Kraft der ruhenden Elektronen hinzu
kommt. 

Ferner soll sieh naeh den MAxWELLsehen Gleiehungen jede elektromagnetisehe 
Feldanderung im Ather als elektromagnetisehe Welle mit der Gesehwindigkeit c 
ausbreiten. Man sollte erwarten, daB, von einem gegenuber dem Ather sieh 
bewegenden Bezugssystem beurteilt, die Liehtgesehwindigkeit nieht mehr als c 
gemessen wird, sondern groBer als c, wenn sieh das Bezugssystem in der entgegen
gesetzten Riehtung bewegt wie die Welle, und kleiner als c, wenn sieh beide in der 
gleiehen Riehtung bewegen. Anders ausgedruekt: haben die Wellenflaehen in 
bezug auf den Ather ausgemessen eine bestimmtB Gestalt, so soUten sie vom 
bewegten System aus vermes sen eine andere Gestalt aufweisen. 

Die zahlreiehen und auBerst genauen E:iperimente, insbesondere das beriihmte 
MICHELSON-Experiment, bei dem die Liehtgesehwindigkeit auf der bewegten 
Erde in versehiedenen Riehtungen gegenuber dieser Bewegung zur Messung 
gelangtl, ergeben entgegen der oben ausgesproehenen Erwartung ein voll
kommen negatives Ergebnis, d. h. es gelingt nieht, eine Bewegung gegenuber 
dem Ather naehzuweisen oder gar zu messen. Es ist also nieht moglieh, den 
Ather im Sinne der obenstehenden Ausfuhrungen als Bezugssystem fiir die 
Messung der Bewegung der Elektronen und der elektromagnetisehen Wellen
ausbreitung zu benutzen. Damit ist er aber seiner letzten physikalisehen Re
alitat entkleidet. Naeh der im § 1, 3. entwiekelten Auffassung werden wir 
daher auf Grund dieser Versuehe den "prinzipiell nieht naehweisbaren" 
FRESNELsehen Ather ebenso wie den NEwToNsehen absoluten Raum als un
physikalisehe Hypothese aus der theoretisehen Physik ausseheiden. 

Wir haben somit festgestellt, daB es entgegen unserer Vermutung fUr die 
Elektrodynamik kein ausgezeiehnetes Bezugssystem gibt; aIle Bezugssysteme 
sind untereinander gleiehwertig. Die MAXWELL-LoRENTzsehen Gleiehungen 
gelten in bezug auf jedes zugrunde gelegte Koordinatensystem und die in Ihnen 
auftretenden Koordinaten und Gesehwindigkeiten der Elektronen sind die 
Koordinaten bzw. die Relativgesehwindigkeiten in bezug auf das zugrunde 
gelegte Koordinatensystem. Die Forderung, daB nieht nur die Gleiehungen der 
Elektrodynamik, sondern aueh die fUr samtliehe physikalisehen Vorgange von 
dieser Besehaffenheit seien, namlieh nur die relativen Lagen und Gesehwindig
keiten der bewegten Korper in bezug auf jedes beliebige verwendete Koordi
natensystem enthalten sollen, wurde zum ersten Male von EINSTEIN aufgestellt 
und wird als das "Relativitiitsprinzip" bezeiehnet. 

Eine der wiehtigsten Anwendungen des Relativitatsprinzips, von dem es 
aueh seinen Ausgang genommen hat, ist die "Elektrodynamik bewegter K6rper", 
d. h. die Theorie der elektromagnetisehen Erseheinungen in Systemen unter
einander bewegter materieller Korper. Ein Spezialfall hiervon ist die "Optik be
wegter K6rper", d. h. die Theorie der Liehtfortpflanzung in bewegten materiellen 
Korpern. Um sie zu entwiekeln, ist es zunaehst notwendig, Anweisungen dafiir 
zu geben, wie sieh ein in einem bestimmten Bezugssystem besehriebener, elektro
magnetiseher V organg in einem relativ hierzu bewegten Bezugssystem darstellt. 
Hierzu ist die folgende Aufgabe zu lOsen: Lauten die in einem bestimmten 
Bezugssystem gemessenen Koordinaten x, y, z und die Zeit t und die in einem 
zweiten Bezugssystem gemessenen entspreehenden GroBen x', y', z', t', dann gilt 
es zu ermitteln, dureh welehe Beziehungen diese GroBen miteinander zusammen
hangen oder wie sieh die GroBen x, y, z, t beim Ubergang von einem zu einem 
anderen Koordinatensystem transformieren. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 131. 
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Da nach dem Relativitatsprinzip die LoRENTZ-MAxWELLSchen Gleichungen 
in bezug auf jedes Koordinatensystem gelten solIen, miissen sie die Eigenschaft 
haben, daB sie bei der erwahnten Transformation der GroBen x, y, Z, t invariant 
bleiben. Man kann daher die gesuchten Transformationsgleichungen finden, 
indem man die mathematische Aufgabe lost, zunachst aIle jene Transformationen 
der Koordinaten und der Zeit ausfindig zu machen, gegeniiber denen die LORENTZ
MAxwELLSchen Gleichungen invariant bleiben. Hierauf ist zu ermitteln, welchen 
Bewegungen der Bezugssysteme gegeneinander die gefundenen Transformationen 
zuzuordnen sind und welche physikalischen Konsequenzen hieraus gezogen 
werden konnen. Dies solI fiir die im Folgenden einfachsten FaIle durchge
fiihrt werden. 

2. Die Lorentz-Transformation. Dainit das Relativitatsprinzip erfiillt sei, muB 
jedenfalls der Satz gelten, daB die im leeren Raum von einem beliebigen Bezugs
system und in beliebiger Richtung gemessene Lichtgeschwindigkeit stets den 
gleichen Wert c haben solI. Wir legen unseren Betrachtungen zwei Bezugs
systeme zugrunde, von denen wir das erste, in dem gemessen die Koordinaten x, 
y, z, und die Zeit t heiBen sollen, das "ruhende" nennen wollen, und das zweite, 
von dem aus gemessen die Koordinaten x', y', z' und die Zeit t' heiBen sollen, das 
"bewegte". Da nach dem Relativitatsprinzip aIle Bezugssysteme untereinander 
vollig gleichwertig sind, ist die Zuordnung der Namen "ruhend" und "bewegt" 
zu den beiden Bezugssystemen willkiirlich. Die Koordinatenachsen der beiden 
Systeme sollen zur Zeit Null zusammenfallen. 

Eine im ruhenden System vom Koordinatenursprung aus zur Zeit Null aus
gehende Lichterregung breitet sich in der Form einer Kugelwelle mit der Gleichung 

x2 + y2 + Z2 = c2 t2 (1)-

fiir_ die Wellenflache aus. Vom bewegten System betrachtet, geht die Licht
erregung ebenfalls zur Zeit Null vom Koordinatenursprung aus, es muB daher 
auch in diesem System die Welle eine Kugelwelle sein, mit der Gleichung 

X'2 + y'2 + Z'2 = c2 t'2 fiir die Wellenflache. 
Aus (1) und (2) folgt die Giiltigkeit der Gleichung 

x2 + y2 + Z2 _ c2t2 = X'2 + y'2 + Z'2 _ C2t'2. 

(2)1 

(3} 

Esgiltnun, jeneTransformationen der GroBen x, y, z, t in x', y', z', t' zufinden. 
die der Gleichung (3) genugen oder mit anderen Worten, die den Ausdruck 

x2+ y2+ z2-c2t2 

invariant lassen. Wir versuchen, ob es lineare und homogene Transformations
gleichungen von der Form 

x' = ext + px, y' = y, z' = z, t' = yt + (jx (4) 

gibt (worin ex,p,y, (j Konstanten sind), die unserer Invarianzforderung geniigen. 
Die physikalische Bedeutung gerade dieser Wahl der Transformationsgleichungen 
werden wir weiter unten noch verstehen lernen. 

Setzen wir aus (4) in (3) ein und ordnen nach Potenzen von x und t, so er
halten wir 

X2 (1- f32 + c2 (j2) + t2 (C2y2 - c2 _ex2) + 2 xt (c2y(j -ex(3) = O. 

SolI diese Gleichung fiir aIle Werte von x und t erfiillt sein, dann miissen die 
Koeffizienten von x2, t2 und xt einzeln verschwinden, es miissen also zwischen den 
Konstanten die Gleichungen gelten 

c2 (j2 = p2 - 1, (5) c2y2 = c2 + ex2, (6) c2y(j = exp. (7) 
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Die Elimination von (J aus den Gleichungen (5) und (7) liefert in Verbindung 
mit (6) 

woraus folgt 

und 
(\2 = c2 (f32 -1) 

y2 = f32. 

(8) 

(9) 
(10) 

Wir fiihren nun statt f3 eine neue Konstante v durch die Beziehung 

- Pcv ~ Vf32-1 (11) 

ein. Es lassen sich dann die Gleichungen (9), (10) und (5) folgendermaBen 
schreiben: 

y = f3, (J =~Vf32-1 =-~. (12) 
c c2 

Setzen wir nun aus (12) die Werte der Konstanten in die Gleichungen (4) 
ein, so erhalten wir die gesuchten Transformationsgleichungen 

x' = f3 (x - vt), 

worin fiir f3 nach (11) gilt: 

y' =y, z' =z, (13) 

(14) 

Die durch das Gleichungssystem (13) beschriebene Transformation heiBt 
nach H. A. LORENTZ, der sie zum erstflll Male aufgestellt hat, die "Lorentz-Trans
formation". Wir haben im vorstehenden bewiesen, daB die Gleichungen fiir die 
Lichtausbreitung im Vakuum gegeniiber der LORENTz-Transformation invariant 
sind. Dariiber hinaus liWt sich zeigen, daB auch die LORENTZ-MAxWELLschen 
Gleichungen der Elektronentheorie, aus denen ja die Gleichungen fiir die Fort
pflanzung einer elektromagnetischen Welle im Vakuum als Spezialfall folgen, 
ebenfalls gegeniiber der LORENTz-Transformation invariant sind. 

Um noch zu zeigen, daB wirklich die beiden Bezugssysteme untereinander 
gleichwertig sind, lOsen wir die Gleichungen (13) nach x, y, z, t auf und erhalten 
mit Benutzung von (14) das Gleichungssystem 

x = f3 (x' + vt'), y = y', z = z', t = f3 (t' + Vc~'), (15) 

das in der Tat die gleiche Gestalt hat, wie das Gleichungssystem (13), bis auf 
den Umstand, daB die Konstante v mit -v vertauscht ist. 

3. Die physikalische Bedeutung der Lorentz-Transformation. Wir wollen nun 
untersuchen, welche physikalische Bedeutung der LORENTz-Transformation zu
kommt. Wir fassen zu diesem Zwecke zunachst einen Punkt ins Auge, der vom 
bewegten Bezugssystem aus betrachtet ruht, fiir den also die Koordinaten 
x', y', z' konstant sind. GemaB den Gleichungen (13) gelten fiir einen solchen 
Punkt die Beziehungen x' 

x = 7F + vt, y = y', z = z', (16) 

d. h. der Punkt bewegt sich, vom ruhenden System beurteilt, mit der Geschwin
digkeit v in der Richtung der positiven x-Achse. 

Die LORENTz-Transformation vermittelt also den Ubergang zwischen zwei 
Bezugssystemen, die sich gegeneinander geradlinig und gleichformig bewegen. 
(Die von uns gewahlte Bevorzugung der x-Richtung ist natiirlich unwesentlich.) 
Die in die Transformationsgleichungen (13) eingehende Konstante v bedeutet 
einfach die Relativgeschwindigkeit des bewegten gegeniiber dem ruhenden 
System. Ebenso folgt aus den Gleichungen (15), wie es sein muB, daB sich das 
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ruhende Bezugssystem gegenuber dem bewegten mit der Relativgeschwindigkeit 
-v in der x-Richtung bewegt. 

Wir fassen nun zwei Punkte ins Auge, die im bewegten System ruhen, die 
also in diesem System die konstanten -Koordinaten Xl" YI', Zl' und x2', Ya', Za' 
haben. Dann gelten nach (16) fur ihre Koordinaten Xl' YI' Zl und Xa, Ya, Za im 
ruhenden System unter Verwendung von (14) die Gleichungen 

XI-X2=Cl:f +vt) - (Xi +vt) = Xl' -;X2' ,:(XI'~Xa') V 1- :: 1 (17) 

~-~=~-~, ~-Za=~-~ 

Sie sagen aus, daB die Komponenten des Abstandes der beiden Punkte senkrecht 
zur Bewegungsrichtung in beiden Systemen gleich groB gemessen werden, wahrend 
die in die Bewegungsrichtung fallende Komponente, im ruhenden System ge-
messen, um den Faktor Vl-va/e2 kleiner erscheint als im bewegten System, 
solange v < e ist. 

Physikalisch Hi6t sich dies folgendel,'maBen ausdriicken: Denken wir uns_ 
auf Grund der in § 51, 1. erwahnten Tatsachen alle materiellen Korper aus Ele
mentarpartikeln aufgebaut, dann wird die Ausmessung der Dimensionen eines 
bewegten Korpers mit Hille von ebenfalls aus materiellen Korpern herge
stellten MaBstii.ben und Uhren im ruhenden Bezugssystem gegenuber der in 
einem bewegten System eine Verkiirzung der in die Bewegungsrichtung -des 
Korpers fallenden Dimensionen um den Faktor V 1-va/e2 ergeben, die mlin 
als die "LORENTz-Kontraktion" bezeichnet. 

Wir betrachten nun eine im bewegten System an der Stelle x', y', z' ruhende 
Uhr und eine im ruhenden System ruhende Uhr und messen mit ihnen die Zeit
darter eines im bewegten System ebenfalls an der Stelle x', y', z' ablaufenden 
Ereignisses. Die mit der mitbewegten Uhr gemessene Zeit ist dann gleich tl ' - ta', 
die mit der ruhenden Uhr gemessene Zeitdauer gleich tl - tao N ach der vierten 
der Gleichungen (15) gilt 

t - t = fJ (t ' + v X') _ fJ (t ' + v X') = fJ (t ' _ t ') = tl' - ta' . (18) 
I 2 I 02 2 02 I 2 VI- V2/02 

Mit der mitbewegten Uhr gemessen, wird also eine um den Faktor V~I---va=-Cle--::2 
kiirzere Zeitdauer gemessen als mit der ruhenden Uhr, was man auch so aus
driicken kann, daB es vom ruhenden System aus gesehen so scheint, als ob die 
zur Messung verwendete bewegte Uhr langsamer ginge als die ruhende, und 
zwar um so langsamer, je groBer die Geschwindigkeit v ist. Man bezeichnet 
diese Erscheinung mitunter als "rMtiviBtisehe Zeitdehnung". 

Wir betrachten schlie61ich zwei im bewegten System an verschiedenen Orten 
sich abspielende Ereignisse. Wir nennen sie "gleichzeitig", wenn mit einer mit
bewegten Uhr gemessen ffir sie tl ' = ta' ist. Aus der vierten der Gleichungen (13) 
folgtdann v 

tl - ta = C2 (Xl - x2), (19) 

d. h. vom ruhenden System mit ruhenden Uhren und MaBstaben beurteilt, er
folgen die Ereignisse nicht gleichzeitig, sondern mit einer Zeitdifferenz, die um 
so groBer ist, je weiter voneinander entfernt sich die Ereignisse abspielen. 

Die soeben besprochene physikalische Deutung der LO~ENTz-Transformation 
erweckt auf den ersten Blick den Eindruck einer Paradoxie. Dieser Eindruck 
verschwindet jedoch, wenn man sich stets vor Augen halt, daB die Vergleichung 
von gegeneinander bewegten MaBstaben und von gegeneinander bewegten Uhren 
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nur durch gleichzeitige Benutzung von lVIaBstaben und Uhren moglich ist und 
durch Verwendung von irgendwelchen, zwischen beiden Systemen hin- und her
gesandten Signalen, z. B. Lichtsignalen, die mit einer endlichen Geschwindigkeit c 
im Raume fortschreiten. In der Tat konnte EINSTEIN zeigen, daB unter Beriick
sichtigung dieser Umstande und der Forderung des Relativitatsprinzips, welches 
aussagt, daB die lVIeBresultate nur von der Relativgeschwindigkeit beider Systeme 
abhangen diirfen, gerade die LORENTz-Transformation herauskommt. 

Da fiir irdische Laboratoriumsversuche die Geschwindigkeiten v in der Regel 
sehr klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit c sind, wird v2jc2 sehr klein gegen
iiber Eins, daher f3 = I und die oben besprochenen Effekte werden unmerklich 
klein, wie es auch der Erfahrung entspricht. Nur bei gewissen Experimenten, 
z. B. mit sehr schnell bewegten Elektronen, wo v in die GroBenordnung der 
Lichtgeschwindigkeit kommt, werden die Effekte merklich und miissen daher 
bei der Deutung der entsprechenden Versuche berUcksichtigt werden. Fiir 
v> c wird f3 imaginal' und die LORENTz-Transformation verliert daher ihren 
llhysikalischen Sinn. Das heiBt, daB es in der Natur iiberhaupt keine Relativ
geschwindigkeit v zwischen zwei Bezugssystemen geben kann, die groBer als c ware 
oder, physikalisch ausgedrUckt, daB sich kein Elektron und kein aus Elementar
partikeln zusammengesetzter materieller Korper gegeniiber einem beliebigen 
Bezugssystem mit einer groBeren als der Vakuumlichtgeschwindigkeit bewegen 
kann; sie spielt dahel' die Rolle einer praktisch nicht erreichbaren Grenz
geschwindigkeit. Auf diesen Punkt kommen wir weiter unten nochmals zurUck. 

Wir erwahnen schlieBlich, daB die abgeleiteten Gesetzmii.Bigkeiten fiir das 
Verhalten materieller Korper auch ohne die Hypothese des elektromagnetischen 
Weltbildes gelten, wenn man mit EINSTEIN das Relativitatsprinzip fiir das Gesamt
gebiet der Physik als giiltig ansieht. Wiirden namlich die LORENTZ-Transfor
mationen nur fiir bewegte Elektronen oder Systeme von solchen gelten und gabe 
es materielle Korper, die nicht aus elektrischen Elementarpartikeln aufgebaut 
waren und fiir die die LORENTz-Transformationen nicht gelten wiirden, dann 
wiirde man bei der Ausmessung dieser Korper mit Hille von aus jenen Mate
rialien hergestellten lVIaBstaben und Uhren andere Resultate erhalten als beim 
umgekehrten Vorgang, es konnte also nicht fiir beide Arten von lVIessungen 
das Relativitatsprinzip erfiillt sein, entgegen der Voraussetzung. 

4. Zusammensetzung von Geschwindigkeiten; Mitfiihrung des Lichtes durch 
bewegte Korper. Ein Punkt bewege sich im bewegten System in der x-Richtung 
mit der in diesem System gemesseneIi konstanten Geschwindigkeit v'; wie groB 
erscheint seine Geschwindigkeit w, vom ruhenden System aDS beurteilt 1 Wir 
lassen den Punkt zUl' Zeit Null vom Koordinatenursprung des beweglichen 
Systems ausgehen; befindet er sich zur Zeit t' im Punkt x', dann ist v' = x'jt'. 
Da ferner zur Zeit Null die beiden Koordinatensysteme zusammenfallen, gilt 
fUr die zur Zeit t im ruhenden System zUrUckgelegte Strecke: x = wt. lVIit Be
nutzung von Gleichung (15) folgt demnach 

x' 
x {3(x'+vt') 7+ v v+v' w - - - - -- ---.------ - ---- t - {3 (t' + v X') - 1 I ~. x' - 1 I V v' . 

02 T 02 t' T 02 

(20) 

Die Beziehung (20) wird gewohnlich als das EINSTEINSche "Additionstheol'em 
del' Geschwindigkeiten" bezeichnet. Es sagt aus, daB nicht, wie man zunachst 
erwarten sollte, die Geschwindigkeiten v und v' sich additiv zu w zusammen
setzen, sondern daB w stets kleiner ist als v + v'. Fiir sehr kleine Geschwindig
keiten v und v' wird allerdings dieser Unterschied verschwindend klein. Erst 

Fiirth. Thear. Physik. 26 
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wenn die Geschwindigkeiten in die GroBenordnung der Vakuumlichtgeschwindig
keit c kommen, macht sich der Effekt bemerkbar. 

Wird eine der beiden Geschwindigkeiten, z. B. v' gleich c, dann wird nach 
(20) w = c, wie es auch sein muB, da wir ja davon ausgegangen sind, daB die 
Vakuumlichtgeschwindigkeit im ruhenden und im bewegten System stets als c 
gemessen wird. Die Zusammensetzung der Lichtgeschwindigkeit mit einer 
endlichen Geschwindigkeit ergibt also stets wieder die Lichtgeschwindigkeit, 
so daB diese, wie wir unter 3. bereits ausfiihrten, die Rolle einer Grenzgeschwin
digkeit spielt. 

Sind v und v' beide kleiner als c, dann ist auch w < c. Da sich, wie wir oben 
feststellten, ein materieller Korper, in einem beliebigen Koordinatensystem 
gemessen, stets nur mit einer kleineren Geschwindigkeit als c bewegen kann, 
folgt hieraus, daB auch ein gegeniiber diesem System mit einer beliebigen Re
lativgeschwindigkeit bewegter Beobachter stets nur eine Geschwindigkeit kleiner 
als c messen wird. 

Die gefundenen Resultate konnen wir unmittelbar auf ein wichtiges Problem 
der Optik bewegter Korper, namlich auf die Lichtfortpflanzung in einem be
wegten Korper, z. B. einer stromenden Fliissigkeit, anwenden. 

Der Korper bewege sich in der x-Richtung mit der Geschwindigkeit v und 
besitze einen Brechungsquotienten n. Von einem mitbewegten System gemessen 
ist dann die Lichtgeschwindigkeit in ibm nach (19) § 49 und (20) § 49: 

I C 
v =-;;, n>l. (21) 

Aus (20) und (21) folgt sogleich fiir die von einem ruhenden Beobachter gemessene 
Lichtgeschwindigkeit in dem bewegten Korper unter der Voraussetzung, daB v 
klein gegeniiber v' bzw. c sei, 

, ( v v' ) v v'S (v,a ) (1 ) w-(v+v/) l-ca -v+v'-7=v' +v 1-7 =v'+v 1- n a . (22) 

Vom' ruhenden System aus gemessen ist also die Lichtgeschwindigkeit 
groBer als im mitbewegten System, was man anschaulich so ausdriicken kann, 
daB das Licht von dem bewegten Korper "mitgefiihrt" wird. Die Mitfiihrung ist 
aber keine vollkommene, denn sonst wiirde w = v' + v sein, sie erfolgt viel
mehr nur mit dem Bruchteil (1-ljn2) der Geschwindigkeit des bewegten 
Korpers, den man als den "FREsNELScken Mitfukrungskoelfizienten" bezeichnet. 
Dieses Resultat laBt sich durch entsprechende Messungen vollkommen be
statigen1 • 

o. Fortpfianzung einer ebenen Welle; Dopplersches Prinzip und Aberration des 
Lichtes. Eine ebene, harmonische Welle der Kreisfrequenz OJ pflanze sich im 
Vakuum vom ruhenden System aus beurteilt in einer Richtung fort, die mit 
den Koordinatenachsen Winkel einschlieBt, deren Richtungskosinus gleich A, 
B, 0 sind. Wir setzen die Wellenfunktion entsprechend der allgemeinen Formel (4) 
§ 13 in der Form 

p = a. eiS 

an, worin zur Abkiirzung gesetzt ist 

(23) 

(24) 

Um die Gleichung der Welle im bewegten System zu erhalten, formen wir 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 131. 
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den Ausdruck (24) gemaB der LORENTz-Transformation (15) um und erhalten 

S=w{f3(t'+ vc~')- ~ (x'+vt')A-y'! -z' ~}= 

{ , f3 (1 VA) , f3 (A V') , B , a} =wt --c--xc -c-Yc-zc' 
Fiihren wir hierin zur Abkiirzung die GroBen 

w' = f3(I- v;)w (25) 

A-~ 
A'= ___ c_, 

1- vA 
c 

B,= ___ B __ • 

f3(l-V;) 
0'= 

a 
(26) 

ein, so wird daraus 
S = w'(t'- A' x'+ B~ y'+ A' Z'). (27) 

Da del' Ausdruck (27) genau die gleiche Bauart hat wie der Ausdruck (24), 
folgt, daB die Welle (23) auch vom bewegten System aus beurteilt wieder eine 
ebene harmonische Welle ist, die die gleiche Geschwindigkeit chat, wie es nach 
dem Relativitatsprinzip auch sein muB. Wir miissen ihr aber jetzt eine Kreis
frequenz w' gemaB (25) und die Richtungskosinus A', B', 0' gegen die Koordi
natenachsen gemaB (26) zuschreiben. 

Erfolgt z. B. die Lichtfortpflanzung in der Richtung der x-Achse, dann ist 
A = 1, B = 0 = 0 und aus (25) wird mit Benutzung von (14) 

1 -~ 'V§ , c 1--
w = V '17 2 • W = -1 + : . w. (28) 

1-& c 

Es ist also w' < w, wenn v > 0 ist, und w' > w fUr v < o. 
Da nach dem Relativitatsprinzip v offenbar nichts anderes als die Relativ

geschwindigkeit des Beobachters gegeniiber der Lichtquelle bedeuten kann, 
von der die Welle ausgeht, kann man dieses Ergebnis folgendermaBen aus
sprechen: Bewegt sich ein mit einem Spektralapparat ausgeriisteter Beobachter 
in der gleichen Richtung wie das Licht, d. h. von der Lichtquelle weg, oder 
bewegt sich die Lichtquelle von ihm weg, dann wird er bemerken, daB sich die 
Spektrallinien nach MaBgabe der Formel (28) gegen das rote Ende des Spektrums 
verschieben. Bewegt er sich zur Lichtquelle hin oder bewegt sich die Lichtquelle 
zu ihm hin, so beobachtet er eine Verschiebung der Spektrallinien gegen das 
violette Ende des Spektrums. Diese z. B. an den Spektren der Fixsterne oder dem 
Spektrum rasch bewegter Kanalstrahlteilchen beobachtete Erscheinung wird 
nach ihrem Entdecker als der "DOPPLER-Elfekt" bezeichnet. Die Formel (28) 
kann in diesem FaIle dazu dienen, die Geschwindigkeit des Fixsternes bzw. 
der Kanalstrahlteilchen zu bestimmen1• 

Erfolgt die Lichtfortpflanzung in einer Richtung senkrecht zur x-Achse, 
dann ist A = 0 und nach (26) gilt 

A' = COsiX = -~. 
C 

(29) 

Vom bewegten System aus beurteilt, schlieBt also die F6rtpflanzungsrichtung 
der Welle mit der Bewegungsrichtung einen der Gleichung (29) entsprechenden 
Winkel iX ein. Diese Erscheinung nennen wir die "Aberration" des Lichtes. Sie 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 131. 

26* 
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bewirkt u. a., daB von der bewegten Erde aus gesehen die Orte der Sterne am 
Himmel in der Bewegungsrichtung der Erde verschoben erscheinen. 1st 8 in 

*3 *3' 

---------r---r--~v 

Abb.117. 

Abb. 117 der wahre Ort eines Sternes, dessen Licht 
senkrecht zur Bewegungsrichtung der Erde auf den 
Standort des Beobachters einfallt, dann erscheint e1' 
ihm an der Stelle 8', wobei ffir den Winkelabstand {J 

zwischen 8 und 8' gilt: {J = IX ~; und daher n~ch (29) 

wegen v« c: 
{J r-.I sin {J = ~. 

c 
(30) 

Auch dieses Resultat wird durch die Erfahrung bestatigtl. 
6. Die mechanischen Bewegungsgleichungen gemaJl 

der Relativitatstheorie. N ach § 51, 7. soll fur die mittlere 
Bewegung eines freien Elektrons die Bewegungsgleichung 
(1) § 18 der NEWToNschen Mechanik gelten. In § 18, 7. 

konnten wir zeigen, daB diese Bewegungsgleichung gUltig ist in allen gegenuber 
dem Inertialsystem geradlinig und gleichformig bewegten Bezugssystemen, wenn 
angenommen wird, daB ffir den Ubergang zwischen zwei solchen Systemen die 
GALILEI-Transformation (45) § 18 giiltig ist; unter den im ersten Absatz von 2. an-
genommenen Bedingungen lauten daher die T1'ansformationsgleichungen: . 

x' = x-vt, y' = y, z' = z, t' = t. (31) 

Nach dem Relativitatsprlnzip mussen wir jedoch fordern, daB die Bewegungs
gleichungen nicht gegenuber dieser, sondern gegenuber der LORENTz-Trans
formation invariant seien. Nun gehen;wie man sieht, ffir Elektronengeschwindig
keit.en v, die klein gegenuber der Lichtgeschwindigkeit c sind, die Gleichungs
systeme (13) und (31) ineinander uber. Es widerspricht daher zwar nicht dem 
Relativitatsprinzip, daB ffir sehr kleine Geschwindigkeiten die NEWToNsche 
Mechanik fur die Bewegung des freien Elektrons zutrifft, fUr sehr groBe 
Geschwindigkeiten hingegen versagt zweifellos die NEWToNsche Mechanik selbst 
zur Beschreibung der mittleren Bewegung. Dies gilt unabhangig davon, ob wir 
die ganze oder nur einen Teil der Masse des Elektrons als elektromagnetisch 
ansehen. In der Tat haben wir ja die del' NEWToNschen Mechanik entsprechenden 
Satze liber die elektromagnetische Masse, BewegungsgroBe und Energie des 
Elektrons in § 51,6. unter der ausdriicklichen Annahme abgeleitet, daB die Ge
schwindigkeit des Elektrons klein gegenuber der Lichtgeschwindigkeit sei. 

Um die Bewegungsgleichungen ffir beliebig schnell bewegte Elektronen zu 
finden, schreiben wir sie in der Form (9) § 18 

dp 
f = CIT' (32) 

die wir als Definitionsgleichung ffir den Impuls .p auffassen konnen, der jedoch 
nun mit der Geschwindigkeit nicht durch die Gleichung (6) § 18, die nur im 
Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten zutrifft, sondern durch eine allgemeinere 
Beziehung zusammenhangen wird. SolI die Gleichung (3~) gegenliber der LORENTZ
Transformation invariant sein, dann muB gelten 

dp dl:J' 
71,T = d t' , (33) 

worin .p' den Impuls, gemessen von einem bewegten Bezugssystem, und t' die 
in ihm gemessene Zeit bedeutet. 

1 Ygl. "Exp.-Physik", § 131. 
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In einem beliebigen Zeitpunkte sei die Geschwindigkeit des Elektrons im 
ruhenden System gleich 1.10, Wir wahlen dann als bewegtes System ein solches, 
in dem das Elektron zu diesem Zeitpunkte ruht; es solI sich also mit der kon
stanten Geschwindigkeit 1.10 gegeniiber dem ruhenden System bewegen. Inner
halb einer geniigend kurzen Zeit T bleibt dann die Geschwindigkeit v' des 
'Elektrons im bewegten System sicherlich klein gegeniiber 1.10 und daher auch 
gegeniiber c, so daB der Impuls p' im bewegten System wahrend T mit der Ge
schwindigkeit 1.1' im. bewegten System durch 

p' = mb' (34) 

zusammenhangt. Da ferner 1.1' wahrend T klein gegeniiber 1.10 ist, wird nach 
der Formel (20) die Geschwindigkeit v, im. ruhenden System gemessen, gleich 

v = 1.10 + b'. (35) 

Da sich schlieBlich x' wahrend T nur wenig andert, wird nach der vierten 
der Gleichungen (15) ~ __ ~ (~) = ~ 

dt' - dt dt' z'=const /J dt (36) 
mit 

{J = I 
VI-vo2/e2 

Aus (34), (35) und (36) folgt 

ap' du' au {J au d(mfJu) 
at' =m dt' =mdi! =m tIt = dt ' 

was, in (33) eingesetzt, mit Beriicksichtigung von (37) ergibt 

.!J = m {J v + Const = V m u + Const. 
I- vo2/e2 

(37) 

Ersetzt man hierin Vo durch v, was nach (35) wegen der angenommenen Kleinheit 
von v' gegen 1.10 zulassig ist, und beriicksichtigt, daB p fiir 1.1 = 0 gleich Null 
werden soIl, so erhalt man schlieBlich 

p = mu (38) 
VI-vo2/e2 

Dieser Ausdruck enthaIt 1.10 nicht mehr, sondern nur m und v, er ist also von 
den speziellen Voraussetzungen, unter denen wir ihn abgeleitet haben, unab
hangig und stellt den Impuls gemaB der Relativitatstheorie dar. Er geht, wie 
zu erwarten war, fiir kleine v tatsachlich in den Ausdruck (6) § 18 der NEWTON
schen Mechanik iiber. 

Die Gleichung (32) in Verbindung mit (38) gibt die gesuchte Bewegungs
gleichung, die gemaB der Relativitatstheorie an die Stelle der NEWToNschen 
Bewegungsgleichung der Mechanik zu treten hat. Nach den am SchluB von 
3. angestellten 'Oberlegungen muB sie nicht nur fUr bewegte Elektronen, sondern 
ganz allgemein fUr beliebige Korper gelten. Allerdings macht sich der Unter
schied gegeniiber der in den Kapiteln VII bis IX entwickelten Mechanik makro
skopischer Korper, deren Geschwindigkeiten stets klein gegeniiber der Licht
geschwindigkeit sind, nicht bemerkbar. 

Die Gleichung (38) laBt sich offensichtlich in der dem NEWToNschen Aus
druck analogen Form p =m'b (39) 
schreiben, wenn man setzt: 

m'= m 
(40) 

Will man daher die mechanischen Erscheinungt!ln an schnell bewegten Elektronen 
nach der NEWToNschen Mechanik deuten, so darf man nicht mit der fiir kleine 
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Geschwindigkeiten unveranderlichen sogenannten "Ruhmasse" rn des Elektrons 
rechnen, sondern muB eine noch von del' Geschwindigkeit gemaB del' Gleichung 
(40) abhangige Masse m' zugrunde legen, die fUr kleine Geschwindigkeiten gleich 
del' Ruhmasse ist, mit wachsendem v jedoch stetig zunimmt. 

In del' Tat ergeben die zur Bestimmung del' spezifischen Elektronenladung elm 
nach del' in § 51,8. beschriebenen Methode angestellten Versuche eine Ab
hangigkeit des gemessenen m' von v, die genau der Formel (40) entsprichtl. 

FUr v = c wiirde nach (40) m' unendlich groB werden, d. h. es ware nul' durch 
Anwendung einer unendlich groBen Kraft moglich, dem Elektron die Ge
schwindigkeit des Lichtes zu erteilen. Man sieht nun besser ein, wieso es 
kommt, daB sich ein Korper, wie wir unter 3. ausgefiihrt haben, stets nul' mit einer 
kleineren Geschwindigkeit als c bewegen kann. 

7. Der Energiesatz der Relativitatstheorie. Wir wollen nun zeigen, daB fiiI' die 
Relativitatsmechanik auch der Energiesatz del' NEwToNschen Mechanik giiltig 
ist. Wir bilden zu diesem Zwecke in Analogie zu del' Gleichung (25) § 18 die 
wahrend eines Zeitintervalles ~ - tl von der Kraft f an einer Masse m geleistete 
Arbeit A und erhalten mit Benutzung von (32) und (38) und mit Berucksichti-
gung del' Relation d _ 1 d ( _ 1 d ( 2) - d . o 0- 2 00)-2 v -v V. 

2 2 2 2 

A =~ fdr = ~ ~~ dt = ~ odfJ = ~ {1!~~~2~C2 + V(l:::jC2)3 '}dV} = 
1 1 ~ 1 

2 

_ \ --~-v--dv_mc2( ___ 1___ 1 ) 
- J V(1-v2jc2)3 - Vl--v22jc2 VI-v12jC2 ' 

(41) 

1 

Es gilt also in del' Tat, wie behauptet wul'de, del' Energiesatz in der Form 
(27) § 18, wenn man darin als kinetische Energie die GroBe 

( 1) L=mc2 -1 
V 1 - v2jc2 

(42) 

einfiihrt, worin die Integl'ationskonstante so gewahlt wurde, daB fur v = 0 
auch L = 0 wil'd. 

Fur sehr kleine v kann man die Wurzel im Nenner von (42) nach Potenzen 
von v2jc2 entwickeln und erhalt, wenn man darin nul' bis zum linearen Glied fort-

schreitet _ 2 ( v2 _ ) ~ m v2 (43) 
L - m c 1 + 2 c2 + . . . 1 2' 

also, wie zu erwal'ten war, den Ausdruck (26) § 18 del' NEwToNschen Mechanik. 
Fur groBe Geschwindigkeiten wachst jedoch L rascher als mit del' zweiten Potenz 
von v an und wil'd nach (42) unendlich groB fUr v = c. Es ware also eine un
endlich groBe Arbeit zu leisten, um die Masse auf Lichtgeschwindigkeit zu bringen, 
was uns, da del' Energieinhalt del' Welt endlich ist, noch eindringlicher als die 
friiheren Uberlegungen VOl' Augen fuhrt, warum die Vakuumlichtgeschwindigkeit 
in del' Relativitatsmechanik die Rolle einer unerreichbaren Grenzgeschwindig
keit spielt. 

Bringen wir einen Korper durch einen Energieaufwa.nd ~E von einer Ge
schwindigkeit VI auf eine Geschwindigkeit v2, dann wachst seine Masse m' nach 
(40) und (41) um einen Betrag 

~ m' = m2' - m I ' = m ( V 1 ~-;;;:;;C2 -lTi-'::"'~2/&) = (jc~' (44) 
---

I Vgl. "Exp .. Ppysik", §§ 102 und lOS. 
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Es liegt nahe, die Beziehung (44) auf die Zufiihrung beliebiger Formen von Energie 
in einem wirbelfreien Kraftfeld oder die Zufiihrung einer elastischen oder elektri
schen Energie zu einem materiellen Korper zu erweitern, da sich ja aIle Formen von 
Energie ineinander iiberfiihren lassen. Das heiBt also, daB die Masse eines Korpers 
durch die Energieerhohung bE urn den Betrag bE/e2 groBer wird. Von diesem 
Satz wird in der Atomphysik ein sehr ausgedehnter Gebrauch gemacht, urn aus 
den gemessenen Atomgewicbten auf die inneren Energien der Atomkerne zu 
scblieBen ("Packungseffekt")l. 

Der Satz muB offenbar auch dann Geltung haben, wenn die Ausgangsmasse 
des Systems gleich Null ist, wenn es sich also um ein "immaterielles" System 
handelt. Es solI sich dann auf Grund seines Energieinhaltes U 0 wie ein materieller 
Korper von der Masse 

(45) 

verhalten. Diese SchluBfolgerung wird als der "Satz von der Tragheit der Energie" 
bezeichnet. 1st Uo eine elektromagnetische Energie, so ist die durch (45) be
stimmte Masse offenbar die "elektromagnetische Masse" des Systems. In der 
Tat stimmt die Formel (45) mit der Formel (33) § 51 bis auf den Faktor 4/3 
iiberein, der davon herriihrt, daB wir bei der Berechnung der elektromagnetischen 
Masse in § 51, 6. nicht die Energie beriicksichtigt haben, die das Elektron zu
sammenhaIt und die von der MAxwELLSchen Theorie nicht erfaBbar ist. 

In Umkehrung des Satzes von der Tragheit der Energie konnen wir jede 
Masse m als Ausdruck eines Energieinhaltes me2 auffassen und daher einem 
jeden ruhenden materiellen Korper eine "Ruhenergie" zuschreiben, die gleich 
ist dem Produkt aus seiner Ruhmasse und dem Quadrat der Lichtgeschwindigkeit. 
Fiigen wir diese Ruhenergie zu der kinetischen Energie (42) des bewegten Korpers 
hinzu, so erhalten wir fiir seine "absolute Energie" gemaB der Relativitats-
mechanik den Ausdruck 'In 02 

E = Vl-v2/c2 ' (46) 

der sich fiir v = 0 auf die Ruhenergie mez reduziert. 
Zwischen dem 1mpuls (38) und der Energie (46) gilt, wie man sich leicht 

iiberzeugen kann, die einfache Beziehung 
E2 1l'12_7 + m2 c2 = O. (47) 

Neunzehntes Kapitel. 

Kinetisehe Theorie der elektrischen Stromleitung und 
Stromerzeugung. 

§ 54. Eleklronenlheorie der Melalle. 

1. Das Elektronengas. Wir stellen uns in diesem Kapitel die Aufgabe, die 
zwischen den makroskopiscben FeldgroBen i und ~, Stromdichte und Feld
starke, herrschende Beziehung, die in den meisten Fallen durch das ver
al1gemeinerte ORMSche Gesetz (l4) § 43 ausgedriickt wird, auf Grund von 
detaillierten Vorstellungen iiber den atomaren Mechanismus der Strom
leitung in materiellen Korpern und im leeren Raum abzuleiten und dabei die 
GroBe (f, die Leitfahigkeit, die in das OHMsche Gesetz als phanomenologische 
"Materialkonstante" eintritt, auf Grund atomarer Daten zu berechnen. Auf 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXIX. 
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der Grundlage der Kenntnis des atomaren Mechanismus gelingt damber hinaus 
auch die Erklarung fiir das Auftreten der Kontaktpotentiale und die Berechnung 
der EMK der gebrauchlichen Stromquellen, die in § 43, 1. ebenfalls als phano
menologische Konstanten der betreffenden Stromquellen eingefiihrt worden sind. 

Wir beginnen zunachst mit der Behandlung der Stromleitung in festen 
Korpern, wobei wir uns auf die Metalle beschranken wollen, deren Leitvermogen, 
wie bekannt, ein Vielfaches von dem der Nichtmetalle ist, die als mehr oder 
weniger vollkommene Isolatoren angesehen werden konnen. Auf Grund 0 ver
schiedener Versuche1 hat man zur Deutung der gefundenen GesetzmaBigkeiten 
die Anschauung entwickelt, daB die Stromleitung in Metallen durch die Be
wegung von negativen Elektronen bewirkt wird, die nicht an die Metallatome 
gebunden sind und sich somit mehr oder weniger frei zwischen den Metall
atomen bewegen konnen. Man spricht daher von einem in dem Metall ent
haltenen "Elektronengas". Wir konnen uns dieses Elektronengas so entstanden 
denken, daB eine bestimmte Zahl von Metallatomen in je ein positiv geladenes 
Ion und ein oder mehrere Elektronen, die es aus seiner Hiille abgegeben hat, 
"dissoziiert" ist. (W odurch diese Erscheinung zustande kommt, solI hier nicht 
weiter untersucht werden.) 

Da die Volumenelemente des Metalles elektrisch neutral sind, wird die Ab
stoBungskraft, die ein Elektron des Elektronengases durch die iibrigen Elektronen 
erfahrt, ill Mittel durch die Anziehungskraft von den positiven Metallionen 
kompensiert, so daB sich das Elektronengas, solange es sich ill Innern des Metalles 
befindet, so verhalt, als ob seine Teilchen ungeladen waren. 

Sowie aber ein Elektron in die Nahe der Oberflache des Metalles kommt, 
muB die Anziehungskraft zwischen seiner Ladung und der gleich groBen und 
entgegengesetzten Ladung des iibrigen Metalles in Erscheinung treten und 
bewirken, daB es nur unter Aufbietung einer bestillmten Arbeit eO" die wir die 
"Abl6sungsarbeit" nennen wollen, aus dem Metall austreten kann. Dies ist die 
Ursache dafiir, daB, wie erfahrungsgemaB festgestellt ist, die Elektronen des 
Elektronengases trotz des in ibm wie in jedem anderen Gas herrschenden Druckes 
normalerweise nicht aus dem Metall herausstromen. Mit einer Berechnung von eO, 
auf Grund von Daten iiber den Gitteraufbau der Metalle konnen wir uns hier 
nicht befassen. 

GemaB den Betrachtungen in § 38,7. miissen wir mit SOMMERFELD an
nehmen, daB sich das Elektronengas im Metall ill stromlosen Zustande bei 
normaler Temperatur wie ein ill Sinne der FERMI-DIRACSchen Statistik ent
artetes Gas verhalt. Die Gesamtanzahl der Elektronen pro Volumeneinheit 
nennen wir n, die Anzahl der Elektronen, die dem Geschwindigkeitsbereich 
zwischen c'" und c'" + dc"" Cy und Cy + dcy, Cz und Cz + dcz angehoren, nennen 
wir n (c"" cy, cz) dc", dcy dcz• Nach Formel (40) § 38 gilt fiir n (cx, cy, cz) das 
Verteilungsgesetz om3 1 

n(cx,cy,cJ = hi' 17. ~_~ (1) 

e 2kT kT + 1 
worin eo nach (45) § 38 fiir 

eo = 1) [1-- ~~ (_\Tt] (2) 

gesetzt ist und 1), der Wert von eo fiir T = 0, nach (42) § 38 gleich ist 

1)= :: (!:rs
. (3) 

1m Gegensatz zu einem gewohnlichen "materiellen" Gas kann man die 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 92. 
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Zusammenst6Be zwischen den Elektronen wegen der Kleinheit dieser Partikel 
vollkommen vernachlassigen. Die "freie Weglange" l* des Elektronengases ist 
demnach, wie wir bereits in § 40, 3. erwahnten, durch die ZusammenstoBe mit 
den Metallatomen allein bedingt. Nimmt man an, daB diese ZusammenstoBe 
nach den Gesetzen der NEWToNschen Mechanik erfolgen, dann ist l* allein durch 
die Struktur und die Abmessungen des Kristallgitters des Metalles bestimmt 
und daher von der Temperatur nur sehr wenig abhangig. 

Diese Annahme entspricht jedoch dem wirklichen Vorgang nicht, denn die 
bewegten Elektronen sind nach § 29,2. fortsclireitenden DE-BROGLIE-Wellen 
aquivalent, deren aus der Gleichung (5) § 29 berechnete Wellenlange nach § 29, 3. 
mit den Dimensionen der Atome vergleichbar ist. Korrekterweise miiBte man 
also die Wechselwirkungen der Elektronen mit den Atomen als Beugung der 
entsprechenden DE-BROGUE-Wellen an den Atomen behandeln. Die so bewirkte 
Zerstreuung der Wellen ist um so groBer, je kleiner die Wellenlange, je groBer 
also der Impuls der Elektronen, d. h. je hoher die Temperatur ist. Will man daher 
dennoch, wie wir es im folgenden tun werden, mit dem vereinfachten Mechanis
mus del' freien Weglangen arbeiten, so muB man, um den eben besprochenen 
Umstanden Rechnung zu tragen, eine Temperaturabhangigkeit von l* annehmen, 
im Sinne einer Zunahme von l* mit abnehmender Temperatur. 

2. Die Stromleitung in Metallen. Die Stromdichte ides Leitungsstromes ist 
in der Elektronentheorie durch die Formel (12) § 52 definiert. Beriicksichtigen wir, 
daB bei der Stromleitung in Metallen nach 1. alle Ladungstrager die gleiche 
Ladung -e haben, so konnen wir diese Formel nunmehr in der Form 

2:'oi . 1" i -
l = -(fv- ..::... ei 0i = - e --Jv = - en. 0 (4) 

schreiben, worin b den iiber das Volumen b V erstreckten raumlichen Mittel
wert der Elektronengeschwindigkeit bedeutet. 

o setzt sich im allgemeinen aus der dem Verteilungsgesetz (1) gehorchenden 
thermischen Geschwindigkeit c und einer durch die Einwirkung eines auBeren 
Feldes @ bewirkten Zusatzgeschwindigkeit 0* zusammen. Es gilt demnach 

o = c + 0*. (5) 

Wie wir noch zeigen werden, ist 0* im Mittel selbst bei den groBten praktisch 
in Betracht kommenden Feldstarken @ so klein gegeniiber c, daB wir annehmen 
konnen, daB auch im Felde fiir c das Verteilungsgesetz (1) giiltig sei. Wir machen 
ferner die Annahme, daB nach jedem ZusammenstoB zwischen einem Elektron 
und einem Atom jenes im Mittel die Geschwindigkeit 00* = 0 erhalte. 

Zwischen zwei Zusammenst6Ben wirkt auf das Elektron die Kraft - e @, seine 

Beschleunigung ist also gleich - ~ und daher hat es am Ende einer freien Weg
m 

lange im Mittel die Geschwindigkeit 

* et% 01 = - -m;-' 7:, 

worin 7: die im Mittel zwischen zwei ZusammenstoBen verflieBende Zeit bedeutet. 
Die gesuchte mittlere Geschwindigkeit b* ergibt sich daher als arithmetisches 
Mittel von 00* und 01* mit Beriicksichtigung der Beziehung (13) § 39 zwischen 7: 

und l*: 
0* - ~ (tJ* I b*) - _ et% - -~~ (6) -2 0 T 1 - 2m7:- 2mc' 
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Aus (6) erhalten wir zunachst mit Benutzung der Formel (24) § 40 

lu*1 _ e !(l;11* _ e 1(l;1·1* _ rp* 
c--2mc2 -12/5.1] -2,411/e' (7) 

worin cp* die Potentialdifferenz langs der Strecke 1* in der Richtung von (t 
bedeutet. Aus der Formel (3) ergibt sich z. B. fUr Cu, welll1 man die Zahlenwerte 
fUr die Konstanten einsetzt, 

1] 10-11 e ~ 5:10-10 = 2 . 10-2 abs. e1. st. E. = 6 Volt, 

wahrend cp* selbst bei den groBten praktisch vorkommenden Feldstarken von 

der GroBenordnung 10-5 Volt bleibt, so daB nach (7) lU:I von der GroBenordnung 
c 

10-6 wird, also sehr klein ist, wie oben behauptet wurde. 
Da nach (1) C = 0 ist, folgt mit Benutzung von (5) und (6) aus (4) die 

DRuDEsche Formel 2 1* . en· rr:. rr:. (8) t = 2mc . ~ = (f~, 
worin gesetzt ist 

(9) 

Die Beziehung (8) zwischen i und @ hat, wie man sieht, die Gestalt des OHM
schen Gesetzes, das wir demnach hiemit aus der Elektronentheorie abgeleitet 
haben. Die durch die Gleichung (9) definierte GroBe (f ist die elektrische Leit
fahigkeit des Metalles. Setzt man darin noch fUr eden Ausdruck (25) § 40 em, 
der fiir starke Entartung gilt, so folgt mit Benutzung von (3) die SOMMER· 
FELDsche Formel 

= _~ 1 f5 ~ n Z* = ~ 1 f5 e2 n Z"- • V 2 m (4 11: )118 
(f 2V 6 Vm1] 2V6 Vm h 3n 

e2 l* n'J3 
h 

(10) 

AuBer den universellen Konstanten e und h kommen darin nur noch die freie 
Weglange l* und die Zahl n der freien Elektronen pro Volumeneinheit vor, durch 
die sich demnach die Leitfahigkeit eines Metalles nach der Formel (10) berechnen 
lassen SOIlI. 

Auf Grund der Uberlegungen unter 1. miissen wir annehmen, daB 1* noch 
von der Temperatur abhangt, indem es mit abnehmender Temperatur zunimmt. 
Dies laBt nach (10) eine Zunahme von (f mit abnehmender Temperatur erwarten, 
was erfahrungsgemaB tatsachlich bei allen Metallen zutrifft2. Die genaue Durch· 
fiihrung der Theorie gemaB den Andeutungen unter 1. liefert auch quantitativ 
die richtige Abhangigkeit (f (T) fiir nicht zu niedrige Temperaturen. Die Er
scheinungen bei extrem tiefen Temperaturen, insbesondere die experimentell 
festgestellte "Supraleitfahigkeit" mancher Metalle2 laBt sich derzeit durch die 
Theorie nicht erfassen. 

Das Auftreten der J OULEschen Warme erklart sich nach der kinetischen 
Theorie auf Grund des oben besprochenen Mechanismus dadurch, daB die Leitungs
elektronen die zwischen je zwei ZusammenstoBen im Felde aufgenommene 

kinetische Energie m ;*2 beim nachsten StoB an das gestoBene Atom abgeben, 

so daB dieses einen entsprechenden Zuwachs an kinetischer Energie del' un
geordneten Bewegung erhalt. Da der Ausdruck (8) § 43, wie wir in § 43, 2. gezeigt 
haben, mit Hille des Energiesatzes aus dem OHMSchen Gesetz abgeleitet werden 

1 Beziiglich der Ubereinstimmung dieser Formel mit den experimentell gernessenen 
Werten der Leitfahigkeit vgl. "Exp .. Physik", § 90. 

2 Vgl. "Exp .. Physik", § 90. 
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kann, eriibrigt sich seine Herleitung aus derkinetischen Theorie auf Grund des 
detaillierten Mechanismus. 

3. Das Wiedemann-Franzsche Gesetz. Von der Vorstellung des Elektronen
gases in den Metallen hatten wir bereits in § 40,3. zur Berechnung der spezi
fischen Warmen und des Warmeleitvermogens der Metalle Gebrauch gemacht. 
Fiir die Warmeleitfahigkeit '" fanden wir dort die Formel (26). Wir bilden nun 
gemaB dieser Formel und der oben gefundenen Formel (10) fUr die elektrische 

Leitfahigkeit das Verhaltnis " und finden hierfiir: 
a 

,,_ 4l*k2n2!3T . e2l*n"fS _ (k)2 _ (kNo)2 _ (li')2 
(;- h '-h-- 4 e . T-4 eNo . T-4 F T. (11) 

Das durch die Formel (ll) ausgedriickte Gesetz heiBt das "WIEDEMANN
FRANz8che Gesetz". Es sagt aus, daB das VerhiHtnis von Warmeleitfahigkeit 
und elektrischer Leitfahigkeit fiir alle Metalle bei der gleichen Temperatur den 
gleichen Wert haben soll. Dieses Gesetz ist experimentell bei normalen Tempe
raturen recht gut erfiilltl, was eine sehr wesentliche Stiitze fiir die Richtigkeit 
unserer Annahme bildet, daB die Warmeleitung und die elektrische Stromleitung 
der Metalle durch den gleichen Mechanismus zustande kommen. 

Der Vergleich der experimentell gefundenen Werte von " mit dem nach 
a 

-der Formel (11) aus der absoluten Gaskonstante R, der F.ARADAYschen Kon
.stante F der Elektrolyse (vgl. § 55, 2.) und der absoluten Temperatur T berech
neten Werte ergibt allerdings, daB der letztere ungefahr um den Faktor 4/3 
gegeniiber dem ersteren groBer ist. Schuld daran tragt die hier benutzte 
Vereinfachung der Theorie. Bei Verwendung der exakten Theorie kommt auch 
-der numerische Wert in Ordnung. 

4. Der Richardson-Effekt. Unter 1. stellten wir die Behauptlmg auf, daB in
folge der Existenz der Ab16sungsarbeit Sa die Elektronen des Elektronengases 
das Metall nicht verlassen konnen. Diese Behauptung ist nicht streng richtig. 
Sie gilt offenbar nur fiir diejenigen Elektronen, deren kinetische Energie mc2/2 
kleiner ist als Sa' wahrend die Elektronen, fiir die mc2/2 > sa ist, aus dem Metall 
herauszutreten vermogen. Wir stellen uns die Aufgabe, die Stromdichte is des 
senkrecht aus der Oberflache des Metalles austretenden Stromes zu berechnen, 
der aus diesen Elektronen besteht. 

Wir legen das Koordinatensystem so, daB die x-Achse die Richtung der senk
recht nach auBen weisenden Normalen auf die Metalloberflache hat. Es werden 
dann aIle Elektronen aus dem Metall heraustreten, fUr die c .. > Co ist, wobei Co 

gegeben ist durch 

Fiir die Stromdichte is folgt nun nach der Definition (4) 

<Xl 

. e \ 
~s =17 J 

+" +00 
~ ~ c ... n (c x , cy,cz) dc .. dcy dcz), 

Co --00 -00 

worin n (c .. , cy, cz) die Verteilungsfunktion (I) bedeutet. 

(12) 

(13) 

Fiir den Grenzfall starker Entartung, der hier vorliegt, ist nach der in § 38, 7. 
aufgestellten Regel So groB gegen k T; ist nun Sa > So' dann ist fiir fast alle c, 
fiir die mc2/2> So ist, die e-Potenz im Nenner von (I) groB gegen 1. Da fiir alle 
Geschwindigkeiten des Integrationsbereiches von (13) mc2/2 > Ca ist, diirfen wir 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 90. 
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daher fUr den ganzen Integrationsbereich die Eins im Nenner von (1) gegen 
die e-Potenz vernachlassigen. 

Durch Einsetzen von (1) in (13) ergibt sich mit dieser Vernachlassigung, da sich 
das dreifache Integral in ein Produkt aus drei einfachen Integralen zerlegen 
lii.l3t, die man leicht auswerten kann: 

00 +'" +00 m Eo 
. _ em3 \ \ \ - 2k T (C3)' + cy"+cz") +rt d d d _ 
~s - ~ J J J (3) • e Cill cy Cz -

Co -00 -00 
'" mc' +'" me' -l-", me' 

em3 ~~ __ 3) ~ __ v ~ __ $I - __ e kT e e 2kTde e 2kTde e 2kT de-- h3 . III III 'U $1-

~ -00 -'" 

to mc,,' ~--e m3 ---pr k T - 2 k T 2 k T V 2 k T 
= ~ e . • ---;n e • ----:m- n . -----m- n. 

Setzt man hierin fiir Co aus (12) ein und schreibt zur .Abkiirzung 

b =8a -80' 

so folgt schlieBlich fiir das gesuchte is die Formel 

2 Eo-~ b 
. - 2:n;mek T2 kT -A T2 ----pr 
~8 - h3 • • e -.. e , 

(14) 

(15) 

die wir als die "RWHARDSONScM Formel" bezeichnen wollen (obzwar die ur
spriinglich von RICHARDSON aus der klassischen Statistik abgeleitete Formel 
etwas anders aussieht). 

Die Betrachtung der Formel (15) liefert zunachst die nachtragliche Recht
fertigung fUr die zu ihrer .Ableitung verwendete .Annahme 8a > 80 oder b > O. 
Ware nii.mlich b < 0, so wiirde is fiir T = 0 unbegrenzt anwachsen, es miillten 
also bei tiefen Temperaturen aIle Elektronen das Metall verlassen, was offenbar 
nicht zutreffen kann. 

Man sieht jedoch ferner, daB auch fur b > 0 steta i8 von Null verschieden ist . 
.Allerdings wird es verschwindend klein und entzieht sich daher der Beobachtung, 
solange T sehr klein ist, da b/k > > T ist. Erhitzt man aber das Metall soweit, 
daB b/k und T in die gleiche GroBenordnung kommen, dann wird is merklich 
und wachst mit steigendem T auBerordentlich rasch an. Das .Austreten eines 
Elektronenstromes aus einem zum Gliihen erhitzten Metalllii.Bt sich in der Tat 
experimentell nachweisen und wird als "gliiketektJTiscker oder RICHARDSON
Ellekt" bezeichnet1. Die Formel (14) erhebt den .Anspruch, die GroBe dieses 
Effektes quantitativ richtig wiederzugeben. Inwieweit dies der Fall ist, wird 
weiter unten noch erortert werden. 

Die Erscheinung des .Austrittes von Elektronen aus dem Elektronengas im 
Innern eines Metalles in den .AuBenraum bei genugend hoher Temperatur ist in 
ihrem Mechanismus durchaus vergleichbar mit dem .Austritt der Molekiile 
aus dem Innern einer Fliissigkeit beim Erhitzen derselben, d. h. dem Verdampfen 
der Fliissigkeit. Dies zeigt sich auch beim Vergleich der Formel (42) § 33 fur 
den Dampfdruck einer Fliissigkeit in .Abhii.ngigkeit von der Temperatur mit der 

'I' 

Formel (15). Der Exponentialfunktion e - R T dort tritt hier die Exponential-
b bNo 

funktion e k T = e - R T gegenuber; dort bedeutete r die zur Verdampfung eines 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 91. 
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Moles der Fliissigkeit erforderliche Energie, hier bNo die zur "Verdampfung 
eines Moles des Elektronengases" aufzuwendende Arbeit. 

5. V oltapotentiale. Sitzt an der Oberfliiche des unter 4. betrachteten Metalles 
eine elektrische Doppelschicht, so daB dortselbst ein Potentialsprung gegeniiber 
der Umgebung auftritt (vgl. § 42,6.), dann muB man, wenn cP die Potential
differenz des inneren gegen den auBeren Teil der Doppelschicht bezeichnet, zum 
Hineinbringen eines Elektrons in das Metall eine Arbeit-ecp leisten. Umgekehrt. 
wird infolge dieses Umstandes die Arbeit Sa zur Loslosung des Elektrons aus 
dem Metall urn ecp vermehrt, so daB in die RICHARDsoNsche Formel (15) an Stelle 
von b die GroBe b + ecp einzusetzen ist. 

Wir denken uns nun zwei Metalle 1 und 2 von gleicher Temperatur T mit 
ihren Begrenzungsflachen aneinandergesetzt. Es wird dann das Metall 1 in das 
Metall 2 einen Elektronenstrom von der Dichte 

b,+ep, 
is, = A T2 • e - k T (16) 

entsenden und ebenso das Metall 2 in das Metall 1 einen Strom von der Dichte 
bt + e '1Il 

is. = A T2 • e - k T (17) 

Durch den so bewirkten Elektronenaustausch andern sich die Potentiale CPl 
und CPa der Metalle so lange, bis sich schlieBlich ein stationarer Zustand einstellt, 
bei dem is, = is, ist, so daB diElZahl der aus jedem der beiden Metalle pro Sekunde 
auswandernden Elektronen ebenso gr<>B wird wie die Zahl der einwandernden 
Elektronen. Die Bedingung hierfiir ist nach (16) und (17): 

(18) 

1m elektrischen Gleichgewichtszustand muB demna.ch zwischen zwei einander 
beriihrenden Metallen eine Kontaktpotentialdifferenz auftreten, von der bereits 
im § 42, 6. die Rede war und die man als "V oltapotential" bezeichnet. Sie ist 
nach Formel (18) gleich 1 

CPl - CPs = - (b2 - bl)' (19) e 
laBt sich also aus der Elektronenladung e und den RICHARDsoN-Konstanten b 
der beiden Metalle berechnen. 

Die Formel (19) bringt gleichzeitig das experimentell gefundene Gesetz der 
"elektriscken Spannungsreihe" der Metalle zum Ausdruck, das aussagt, daB 
sich jedem Metall eine bestimmte Zahl zuordnen laBt, so daB sich die Metalle, 
nach der GroBe dieser Zahlen geordnet, in eine Reihe bringen lassen; die Kontakt
potentiale zwischen je zwei Metallen dieser Reihe sollen sioh als Differenzen der 
ihnen zugeordneten Zahlen ergeben. 

Bildet man aus beliebig vielen Metallen 1, 2, 3, ... , n eine Kette, so ist nach 
(19) das Kontaktpotential zwischen den Endgliedern dieser Kette gleioh 

CPI-CPn = (CPI-CPS) + (CP2-CPS) + ... + (CPn-l-CPn) = 

= ~ {(b2 - bI ) + (ba - b2) + ... + (bn - bn- I)} = ~ (bn-bl ), (20) 

also ebenso groB, als ob diese Endglieder direkt miteinander in Kontakt stehen 
wiirden. Fiir eine geschlossene Kette ist demnach die Summe aller Kontakt
potentiale, d. h. die EMK stets gleich Null, was wir aus energetisohen Griinden 
bereits in § 43, 2. gesohlossen hatten, da ja beirn Zustandekommen der Volta
potentiale keine materiellen Veranderungen an den Metallen vor sich geheni . 

1 Uber die Messung der Voltapotentiale und die Priifung der oben auf theore
tischem Wege entwickelten GesetzmaJ3igkeiten vgl. "Exp.-Physik", § 98. 
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6. Thermostrome und Thermoelemente. Nach der Formel (2) hangt eo und 
damit nach (14) auch b von der Temperatur abo Das bewirkt, daB nach (19) 
auch das Kontaktpotential an der Grenze zweier Metalle von der Temperatur 
der Grenzflache abhangt. Die Kombination der drei erwahnten Formeln ergibt 

1P2-1P1 = ! {(eal-ea,) - (COl-CO.)} = ! {(fJl-fJ2) + (~:)2 (~l - ~JT2}, (21) 

worin gesetzt ist 

fJ=ea-rj=bT=o. (22) 

Wir bilden nun aus den zwei Metallen in der 
aus der Abb. 118 ersichtlichen Weise einen ge-

t ~ q; schlossenen Kreis und bringen die beiden "Lot-
stellen" A und B auf die Temperaturen Ta und 
T b' Dann ergibt die Summation der auf Grund 
der Formel (21) berechneten Kontaktpotentiale 
an den Stellen A und B fUr die EMK, die in 

Abb. 118. dem geschlossenen Leiterkreis herrscht: 

@=(1P2-1P1)A+(1P1-1P2)B= ! {(fJ1-fJ2) + (n1:)2 Ul - ~J Ta2} + 
+~{(fJ -fJ) + (nk)2 (~-~)'T 2} = (nk)2 (~_~) (T 2_T 2). (23) 

e 2 1 12 1)2 1)1 b 12 e 1h 1]2 a b 

Fiihrt man die Temperaturdifferenz LI T der beiden Lotstellen gemaB 
LlT=Ta-Tb (24) 

ein und setzt zur Abkiirzung mit Benutzung von (3) 

a= (nk)2. Ta+ Tb = 42/3 .n8/3 • mk2 

6 e 1) 2 31i/ 3 e k 2 n 2/ 3 

_ 8 6. m k2 . _1_ Ta + Tb 
-, e k 2 n 2/3 2 ' 

so kann man (23) in die folgende Form bringen: 

@ = (a1 -a2)LI T. 

(25) 

(26) 

Die fUr das thermoelektrische Verhalten eines jeden Metalles charakteristische 
GroBe a laBt sich auf Grund der Formel (25) aus der Zahl der in ihm enthaltenen 
freien Elektronen pro V olumeneinheit und der mittleren Temperatur berechnen. 
Ordnet man die Metalle nach der GroBe der zugehorigen a, so erhalt man die 
sogenannte "thermoelektrische Spannungsreihe". Aus den a kann nun nach der 
Formel (26) die EMK des aus zwei Metallen gebildeten geschlossenen Strom
kreises berechnet werden. Sie ist, wie man sieht, der Temperaturdifferenz der 
beiden Lotstellen proportional und um so groBer, je weiter die betreffenden 
Metalle in der Spannungsreihe auseinanderliegen. Die Starke des in dem Leiter
kreis flieBenden "Thermostromes" erhalt man aus der Formel (7) § 43; wenn man 
in ihr fUr @ den Wert (26) einsetzt. 

Schneidet man den Leiterkreis an der Stelle C auf (Abb. 118), so wirkt die 
Vorrichtung als offene Stromquelle im Sinne von § 43,1. und wird als "Thermo
element" bezeichnet. Zwischen seinen Klemmen (ab) wirkt die Spannung -@, 
die also ebenfalls LI T proportional ist. Auf dieser Tatsache beruht die Ver
wendung der Thermoelemente zur Temperaturmessung1• 

1 Naheres hierliber sowie liber die experimen~eU gefundenen Gesetzma13igkeiten 
der thermoelektrischen Erscheinungen und ihre Ubereinstimmung mit der hier ent
wickelten Theorie findet man in "Exp.-Physik", § 98. 
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§ 55. Theorie der Elektrolyte. 

1. Die Ionentheorie der Elektrolyte. Wir wenden uns in diesem Paragraphen 
der theoretischen Behandlung del' Stromleitung in Fliissigkeiten zu, wobei wir 
uns auf die "Elektrolytlo8ungen", d. h. die Losungen von Salzen, Sauren und 
Basen in Fliissigkeiten, insbesondere in Wasser, beschranken woilen, da aile 
anderen Fliissigkeiten, auch das reine, elektrolytfreie Wasser, zu den prak
tisch isolierenden Substanzen gezahlt werden konnen. Urn die beim Strom
durchgang durch Elektrolyte erfolgende Elektrolyse zu deuten, nehmen wir mit 
FARADAY und ARRHENIUS an, daB die Elektrolyte in sehr verdiinnten Lo
sungen in del' Form von "Ionen" , d. h. von geladenen Atomen odeI' Atom
gruppen gelOst sind!. 

Die positiv geladenen lonen hellien "Kationen", die negativen "Anionen". 
Die Ladung eines z-wertigen Ions miissen wir, um den FARADAYSchen Gesetzen 
del' Elektrolyse gerecht zu werden, gleich z Elementarquanten setzen. Die Ladung 
eines z-wertigen Kations betragt also z . e und die eines z-wertigen Anions - z . e. 

Infolge ihrer elektrischen Ladung iiben die lonen einerseits aufeinander, 
anderseits auf die Molekiile des Losungsmittels Krafte aus. Die letzteren bewirken 
stets eine Anziehung del' Molekiile des Losungsmittels durch die lonen, da, 
wie wir in § 42, 4. gezeigt haben, ein ungeladener durch einen geladenen Korper 
stets angezogen wird. Jedes in einer Fliissigkeit geloste Ion ist also von einer 
Hiille von Molekiilen umgeben, die von ihm festgehalten wil'd, wodurch sein 
wahrer Durchmesser 15 auf einen Durchmesser 15* vergroBert wird. Die Erschei
nung wird als "H ydratation" bezeichnet. 

Die elektrischen Krafte zwischen den einzelnen lomin machen sich so lange 
nicht bemerkbar, als die Abstande zwischen ihnen geniigend groB, d. h. die 
Losung geniigend verdiinnt ist. Sie sind ferner bei geniigend groBer Konzen
tration, wie aus del' Formel (29) § 42 fiir das COULOMBsche Gesetz hervorgeht, 
urn so kleiner, je groBer die Dielektrizitatskonstante des Losungsmittels ist. Bei 
steigender Konzentration bewirken die Anziehungskrafte zwischen den entgegen
gesetzt geladenen lonen zuniichst eine Beeintrachtigung ihrer gegenseitigen Be
wegung, schlieBlich sogar einen ZusammenschluB zu neutralen Molekiilen, also einen 
Riickgang del' "Dis8oziation" des Elektrolyten, del' sich in einer Verminderung 
del' Zahl del' fiir den Elektrizitatstransport verfiigbaren elektrischen Ladungs
trager auBert. Wir beschranken uns im folgenden auf die Untersuchung del' 
Erscheinungen in sehr verdiinnten ElektrolytlOsungenin Wasser, so daB wir in 
Anbetracht del' hohen Dielektrizitatskonstante des Wassel's (80) die Dissoziation 
als vollkommen ansehen und auch die Wechselwirkung zwischen den lonen 
vernachlassigen konnen. 

2. Die Stromleitung in Elektrolyten. Wir legen del' Einfachheit halber unseren 
folgenden Betrachtungen eine aus bloB zwei lonensorten bestehende Elektrolyt
IOsung zugrunde. Die Zahl del' Kationen von del' Wertigkeit Zle pro Volumen
einheit sei n Ie, die Zahl del' Anionen von del' Wertigkeit za pro V olumeneinheit 
sei na. Da die Losung als Ganzes neutral ist, muB zwischen diesen GroBen die 
Beziehung 

(1) 

gelten, worin No die LOSOHMIDTSche Zahl ist. 
Da na die Anzahl del' Anionen pro Volumeneinheit ist, ist na/No die Anzahl 

del' Grammatome des Anions pro Volumeneinheit und na/No. za die Anzahl 
del' "Grammaquivalente" des Anions pro Volumeneinheit. Sie hat nach (1) fUr 

1 Uber die experimentellen Beweise fUr die Ionenentheorie del' Elektrolyte vgl. 
"Exp.-Physik", § 95. 
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beide Ionensorten den gleichen Wert Z, den man als die "Normalkonzentration" 
der Losung bezeichnet. 

Fiir die Stromdichte i gilt an Stelle der Formel (4) § 54, da bier zwei Arten 
von Ladungstragern, positive und negative, vorhanden sind, mit Beniitzung 
von (1) die Formel 

1 ~bk' ~b . . ~ ....,; ., ~ a. (- -) 
t= oV ~ eilJ;= eZkdr-eZadr = e nkzklJk-nazalJa = 

i 

(2) 

worin bk und ba die mittleren Geschwindigkeiten der beiden Ionensorten be
zeichnen. Die universelle Konstante F = eN 0 ist gleich del' Gesamtladung aller 
Kationen bzw. aller Anionen im Grammaquivalent und fiihrt den Namen 
"FARADAYSche Konstante der Elektrolyse". Ihr numerischer Wert betragt 
96490 Coulomb. 

Die Ionengeschwindigkeit lJ setzt sich aus der thermischen Geschwindig
keit c und der durch die Einwirkung eines elektrischen Feldes Q; bewirkten 
zusatzlicben Geschwindigkeit lJ* zusammen, von denen die erste den Mittel
wert Null hat. Machen wir die Annahme, daB ~*, der "scheinbare" Ionendurch
messer, groB gegenuber der freien Weglange der Flussigkeitsmolekiile ist, dann 
konnen wir fur die Geschwindigkeit lJ* die fiir die Bewegu~ eines festen Korpers 
durch eine Flussigkeit unter der Wirkung einer konstanten Kraft und der inneren 
Reibung gultige Gleichung (9) § 19 benutzen, wenn wir darin fiir 1/ R gema,B 
(20) § 27 die hydrodynamische Beweglichkeit B einsetzen und statt mg die auf 
das Ion wirkende elektrische Kraft. 

Obzwar die Ionen sicherlich nicht vollkommen kugelformig sind, kann man 
doc;h zu einer naherungsweisen Berechnung von B das STOKEssche Gesetz 
(21) § 27 benutzen, wenn man darin statt 2 a den Durcbmesser ~* einsetzt. 
Dies ergibt: 1 1 

Bk = anol/n" Ba = 3noa*n' (3) 

Da ~* von der GroBenordnung 10-8 em ist und r; fur Wasser r--.J 10-2, wird B von 
der GroBenordnung 109• Die Masse m der Ionen ist von der GroBenordnung 
10-24 bis 10-21• Rim = IIBm wird daher von der GroBenordnung 1012 bis 1015 ; 

das bewirkt, daB del' Exponent der e-Potenz im letzten Glied von (9) § 19 fUr 
alle der Messung zugangliche Zeiten sehr groB ist, so daB dieses Glied gegenuber 
Eins vollkommen zu vernachlassigen ist. Wir konnen daher setzen: 

lJk * =ezk' Q;.Bk' lJa* =-eza · Q;.Ba' (4) 

Der Betrag del' Geschwindigkeit, die ein Ion in einem Feld von der Feldstarke 
Eins annimmt, wird in der Elektrochemie gewohnlich als seine "Beweglichkeit" 
U bezeichnet. Um Verwechslungen mit der hydrodynamischen Beweglichkeit B 
zu vermeiden, wollen wir sie im folgenden stets als "elektrische Beweglichkeit" 
bezeichnen. Aus (4) ergibt sich dafiir 

Uk=ezkBk, Ua=ezaBa. (5) 

Setzt man entsprechend der oben angestellten Uberlegung in die Formel (2) 
statt bk und ba die GroBen lJ k* und lJa * aus (4) ein und berucksichtigt die Gleichung 
(5), so erhalt man i =FZ(Uk+ Ua) Q; =O'Q;, (6) 

worin gesetzt ist 0' = F Z (Uk + Ua)' (7) 

Das Bestehen del' Gleichung (6) lehrt, daB fiir ElektrolytlOsungen das OHMsche 
Gesetz gilt. Die Leitfahigkeit ist gemaB (7) der Normalkonzentration proportional, 
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solange die Losung so stark verdiinnt ist, daB sich die 10nen nicht gegenseitig 
beeinflussen. 

Die GroBe ajZ nennt mali das ".Aquivalentleitvermogen" A der Losung. Nach 
(7) gilt fiir Ao, den groBten Wert von A bei sehr kleinen Konzentrationen: 

Ao = F (Uk + U a). (8) 

Fiir sehr verdiinnte Losungen ist also A konstant und setzt sich aus den elek
trischen Beweglichkeiten der beiden 1onensorten additiv zusammen. Bei groBeren 
Konzentrationen, wo sich gemaB den Uberlegungen von 1. die 10nen in ihrer 
Bewegung gegenseitig beeinflussen und zum Teil zu neutralen Molekiilen zu
sammentreten, wird A < Ao und nimmt mit wachsender Konzentration stetig 
ab, im Einklang mit der Erfahrung1. 

3. Die Elektrolyse. Die als "Elektrolyse" bekannte Erscheinung beim Strom
durchgang durch Elektrolyte kommt dadurch zustande, daB die an die Elektroden 
gelangenden 10nen dortselbst ihre Ladung abgeben und sich daher in atomarer 
Form an den Elektraden abscheiden. (Auf die durch die Anwesenheit mehrerer 
Sorten von Kationen und Anionen, sowie durch die Tatsache bewirkte Kompli
kation, daB die Entladung der 10nen erst bei einer gewissen Mindestspannung 
zwischen den Elektroden erfolgt, solI hier nicht weiter eingegangen werden.) 

1m stationaren Zustande muB, wie wir in § 43, 1. gezeigt haben, die Strom
starke langs der ganzen Leiterbahn, also auch an den beiden Elektroden gleich 
graB sein. Durch einen Strom von der Starke J wird also in der Zeit t an jeder 
der beiden Elektroden durch die sich dort entladenden 10nen eine Elektrizitats
menge J t abgegeben. Da jedes Kation die Ladung eZk abgegeben hat, ist die 
Gesamtzahl der abgeschiedenen Kationen an der Kathode gleich J tjezk und die 
Anzahl S der Grammaquivalente abgeschiedener Substanz daher gleich 

S - J t Zk _ J t (9) - ez,; '-N-; - p' 

Ebenso groB ist auch die Anzahl der an der Anode abgeschiedenen Gramm
aquivalente des Anions. Die Gleichung (9) stellt die Zusammenfassung del' 
"FARADAYSchen Gesetze der Elektrolyse" dar; auf der Grundlage dieser experi
mentell festgestellten Gesetze2 wurde von F ARADA Y die 1onentheorie der Elektro
lyte aufgestellt. 

Da nach (13) § 43 in jedem Volumenelement im 1nnern des Elektrolyten bei 
stationarem Stromverlauf div i = 0 gilt, werden auch in jedes solche Volumen
element von jeder 1onensorte nach (2) in der Zeit dt gleichviele 10nen eintreten, 

. als aus ihm austreten, so daB sich die Konzentration in ihm nicht verandert. 
Anderseits wird aber infolge der elektrolytischen Abscheidung an den Elektroden 
(von denen wir annehmen wollen, daB sie selbst keine 10nen abgeben) eine be
standige Konzentrationsverminderung eintreten. Durch Diffusion wird dann 
diese Konzentrationsverminderung allmahlich ins 1nnere des Elektrolyten vor
dringen, so daB im Verlaufe der Elektrolyse auchim 1nnern des Elektrolyten 
die Konzentration dauernd abnimmt. 

Zur Berechnung der Konzentrationsanderungen betrachten wir den ein
fachsten Fall, wo die Elektroden aus zwei in kleinem Abstande befindlichen Platten 
vom Flacheninhalte f bestehen. Die Stromlinien sind dann aus Symmetl'iegriinden 
parallele, zu den Elektroden senkrechte Gerade, und wegen der Stationaritat ist i 
zwischen den Elektroden iiberall gleich groB. Wir denken uns nun durch zwei 
zu den Elektrodenflachen benachbarte Flachen im Innern des Elektrolyten 

1 Beziiglich der experimentellen Priifung der Giltigkeit des OHMschen Gesetzes 
fiu- Elektrolyte und die Messung der Leitfahigkeit vgl. "Exp.-Physik", § 94. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 93. 

FUrth, Thear. Physik. 27 
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zwei Gebiete, den "E:.athodenraum" und den "Anodenraum" herausgesehnitten, 
derart, daB im betrachteten Zeitpunkt im fibrigen Elektrolyten noch keine merk
liehe Konzentrationsanderung eingetreten sein solI. Es hat dann dortselbst (J 

fiberall den gleiehen Wert und daher ist aueh I~I nach (6) fiberall gleieh groB. 
Die an der Grenze des Kathodenraumes befindliehen Kationen haben eine 

Gesehwindigkeit b" *, es treten daher gemaB der in der kinetisehen Gastheorie 
wiederholt angestellten Uberlegung dureh die Flaeheneinheit der Grenzflaehe in 
den Kathodenraum pro Zeiteinheit n"lb,,*1 Kationen ein, was nach (I), (4), (5) 
und (6) eine in Grammaquivalenten gemessene Materiestromdiehte 

0" =n"b,,* ·i~ = Zb,,* = Z U". ~ = ; -Z Ua • ~ (10) 
o 

zur Folge hat. FUr die Gesamtzahl der dureh die Grenzflaehe in der Zeit t ein
tretenden Grammaquivalente gilt daher 

Jt 
S" =T-It.Z Ua I~I. (II) 

An der Kathode seheidet sieh in der gleiehen Zeit die Zahl S von Gramm
aquivalenten des Kations ab, so daB der Gesamtverlust LfS" von Kationen
aquivalenten im Kathodenraum in der Zeit t naeh (9) und (II) betragt 

LfS" = S -S" = It. ZUal~l. (12~ 
Ebenso groB muB aber aueh der Verlust an Anionenaquivalenten im Kathoden
mum sein, da sonst ein U"!>ersehuB der einen fiber die andere Ionensortei:rp. 
Kathodenraum eintreten miiBte und die Gleichung (I) nieht befriedigt sein 
konnte. Lf S" ist also gleichzeitig der Verlust an Grammaquivalenten des Elektro
lyten im Kathodenraum. 

Die gleiehe Uberlegung 
Anodenraum: 

Aus (12) und (13) folgt 

gilt offenbar ffir den Aquivalentverlust Lf Sa im 

Lf Sa = It. Z U "I~I. (13) 

Lf S" Ua 
Lf Sa = U,,· (14) 

Da sieh die GroBen Lf S" und Lf Sa dureh geeignete Versuehe messen lassenl, 
ergibt sieh aus (14) das Verhaltnis U a/U k der elektrisehen Ionenbewegliehkeiten. 
Anderseits folgt aus der Messung des Aquivalentleitvermogens Ao ffir sehr 
groBe Verdiinnungen nach (8) die Summe U a + U ", so daB die GroBen U a und Uk 
einzeln bestimmt werden konnen. Hieraus ergeben sieh dann nach (5) die hydro
dynamisehen Beweglichkeiten Ba und B" und sehlieBlieh aus (3) die Ionen
durchmesser ~,,* und ~a*. Man erhalt so wirklieh Zahlen von der GroBenordnung 
10-8 em, d. h. von der GroBenordnung der atomaren Dimensionen. Man kann 
ferner aus den so bestimmten "seheinbaren" Ionenradien in Kombination mit 
den gastheoretiseh ermittelten "wahren" Ionenradien (vgl. § 39) aueh die GroBe 
der Hydratationshiille der Atome berechnen. 

4. Diffusion VOn Elektrolyten. Herrschen in einer Elektrolytlosung raumliche 
Konzentrationsuntersehiede, dann tritt eine Diffusion der Ionen ein. Haben nun 
Anion und Kation nieht die gleiche Bewegliehkeit, so diffundieren sie versehieden 
schnell und bewirken daher infolge der durch sie transportierten elektrischen 
Ladung das Auftreten von raumliehen elektrisehen Ladungsdiehten und daher 
von elektrisehen Feldern, bzw. Potentialuntersehieden im Elektrolyten. Zur 
Berechnung der entstehenden Potentialverteilung stellen wir die folgende Uber
legung an: 

1 "Uber die Ausfiihrung dieser sogenannten ,,"Uberfiihrungsversuche" und ihre 
Ergebnisse vgl. "Exp .. Physik", § 94. 
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Der infolge des Bestehens der raumlichen Konzentrationsunterschiede auf
tretende "Diffusionsstrom" der Kationen hat nach (13) § 34 in Grammaqui
valenten gemessendie Dichte 0".' = _ D,. grad Z, (15) 

worin fiir D,. nach (12) § 34 und Formel (5) 

D,. = ~ T . B,. = ~ T. Uk =!i T. U,. (16) 
einzusetzen ist. No No e z,. F z,. 

Infolge der entstandenen Potentialunterschiede iiberlagert sich hieriiber 
ein weiterer Materiestrom 0,,.", der nach Formel (10) und (8) § 42 betragt: 

0,,." = U,.Zeg =- U,.Zgradtp. (17) 

Der gesamte Materiestrom der Kationen betragt daher nach (15), (16) und (17) 

0,,. =0,,.'+0,,." = - U,.(;~ gradZ + Zgradtp). (18) 

Die gleiche Vberlegung liefert fiir den Materiestrom o,a der Anionen unter 
Beriicksichtigung des Umstandes, daB ihre Ladung negativ ist: 

o,a = - Ua (;~ gradZ-Zgradtp). (19) 

Hierbei haben wir mit PLANCK stillschweigend angenommen, daB die Glei
chung (1) dauernd erfiillt ist, so daB die Normalkonzentration fiir beide Ionen
sorten stets dengleichen WertZ hat. Ware dies strengrichtig, dann ware natiirlich 
auch die Raumladungsdichte innerhalb des Elektrolyten iiberall gleich Null und 
es konnten keine Potentialunterschiede auftreten. Wegen des sehr groBen Wertes 
von F kann aber bereits ein experimentell gar nicht mehr nachweisbarer pro
zentischer Konzentrationsunterschied der beiden Ionensorten sehr betrachtliche 
Raumladungen hervorrufen, so daB man ohne merklichen Fehler auch hier die 
Giiltigkeit der Gleichung (1) zugrunde legen kann. Dies bedeutet weiter, daB 
auch Oa und Ok gleich groB angenommen werden miissen, da ja jedes Gramm
aquivalent die gleiche Ladung transportiert und bei Ungleichheit von Oa und 
0,,. Ladungsanderungen auftreten miiBten, die der Gleichung (1) widersprechen 
wiirden. Dies ergibt nach (18) und (19) das Bestehen der Gleichung 

. U,. (;~ gradZ + Zgrad tp) = Ua(;~ gradZ-Zgradtp) 

oder (20) 

Setzt man zur Abkiirzung 
0- RT Ua!za- U,.!Z,. 

- F Ua + Uk ' (21) 

dann kann man statt (20) schreiben 
1 grad tp = 0 grad Z . Z = 0 grad (log Z) ; (22) 

durch Integration dieser Gleichung erhalt man schlieBlich fUr die Potential
differenz zwischen zwei Punkten des Elektrolyten mit den N ormalkonzentrationen 
ZI und Z2 die Beziehung z 

tpI -tp2 = 0 . log z:' (23) 

die als die "NERNsT8che Formel" bezeichnet wird. 
Fur den Materiestrom 0 = 0,. ;" o,a der Diffusion des Elektrolyten ergibt 

27* 
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sich, wieder in Grammaquivalenten gemessen, durch Einsetzen von (20) in 
(18) oder (19) R T ( Ua Ua/sa - Uk/Sk )) 

O=---gradZ --Ua---l F Sa Ua + Uk 
(24) 

_ RT Ua Uk ( 1 + 1) dZ --- -- -- gra 
- F U a + Uk Za Zk' . 

Die Diffusion gehorcht also, wie man sieht, auch in ElektrolytlOsungen der 
Diffusionsgleichung (13) § 34 mit dem Diffusionskoeffizienten 

(25) 

der sich aus den Beweglichkeiten und den Wertigkeiten der lonen berechnen laBt. 
Auch die Formel (25) ist von NERNST angegeben wordeni . 

5. Galvanische Elemente. Die Formel (23) kann unmittelbar dazu benutzt 
werden, um die Kontaktpotentiale zwischen zwei einander beriihrenden Lo
sungen des gleichen Elektrolyten in verschiedenen Konzentrationen ZI und Z2 
zu bestimmen. Die Konstante G bestimmt sich darin gemaB der Formel (21) 
aus den Beweglichkeiten und den Wertigkeiten der beiden lonensorten. lst 

U a =~, dann ist G = 0, es kommt also kein Kontaktpotential zustande. lst die 
Za Zk 

Beweglichkeit des Kations sehr viel groBer als die des Anions (wie z. B. in einer 
Saure, wo das Kation das sehr leicht bewegliche H-lon ist), dann ist Uk sehr viel 
groBer als Ua und aus (21).und (23) wird 

RT 1 ZS 
PI - Pa = F Sk og Zl' (26) 

wopn fur Wasserstoff Zk = 1 zu setzen ist. lst umgekehrt das Anion vielleichter 
beweglich als das Kation (z. B. in einer Base, wo das Anion das leicht beweg
liche OH-lon ist), dann gilt statt (26) 

(27) 

wo fur OH wieder Za = 1 zu setzen ist. 
Die Formel (26) kann auch zur Berechnung des Kontaktpotentials zwischen 

einem festen Metall und der Losung eines SaIzes des betreffende;n Metalles be
nutzt werden. Durch die Beriihrung mit der Fliissigkeit lost sich namlich das 
Metall in ihr auf, indem es dauernd einen Strom positiver Metallionen in sie 
hinl(inschickt, ahnlich wie aus. der Oberflache einer verdampfenden Fliissigkeit 
dauernd Fliissigkeitsmolekiile austreten. Hierdurch bedeckt sicn die Metall
oberflache mit einer Schicht, in der die Konzentration der Metallionen gleich ZI 
sein moge. Diese steht mit der umgebenden Losung von der Konzentration Z2 
in Beriihrung, und es entsteht daher zwischen Metall und Losung eine Potential
differenz, die der Formel (26) gehorcht (da ja die Anionen in das Metall nicht 
eindringen konnen und daher ebensowenig wirken, als ob sie unbeweglich waren). 

Durch Anwendung des VAN T'HoFFschen Gesetzes (43) § 33, wonach der 
osmotische Druck P2 der Losung der Konzentration Z2 proportional ist, konnen 
wir die Gleichung (26) in der Form 

RT I P2 PI-P2=-F og-
Zk Pl 

(28) 

schreiben, worin PI den osmotischen Druck der Grenzschicht an der Oberflache 
des Metalles bedeutet. In Analogie zum "Dampfdruck" einer Fliissigkeit im 

1 Bezuglich ihrer experimentellen Bestatiiung vgl. "Exp.-Physik", § 52. 
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thermischen Gleichgewichtszustand mit ihrem gesattigten Dampf bezeichnet 
man nach NERNST den Druck PI als den "Losungsdruck" oder die "Losungs
tension" des betreffenden Metalles. Er muB jedenfalls mit der Ablosungsarbeit 
der Metallionen aus dem Kristallgitter des Metalles in Zusammenhang stehen. 
Mit der expliziten Ermittelung dieser Beziehung wollen wir uns hier nicht 
weiter befassen. 

Nach der GroBe des Losungsdruckes lassen sich die Metalle in eine Reihe, 
die sogenannte "elektrochemische Spannungsreihe" ordnen. An der Spitze dieser 
Reihe stehen die Metalle mit den groBten Losungsdrucken, die also am leich
testen an ihre Umgebung lonen abgeben und daher am ehesten chemische 
Verbindungen eingehen, die sogenannten "unedlen" Metalle; am Ende der 
Spannungsreihe stehen die Metalle mit dem kleinsten Losungsdruck, die "eillen" 
Metalle, die nur sehr geringe chemische Mfinitat besitzen. 

lst der Losungsdruck PI groBer als der osmotische Druck der Losung, dann 
ist nach (28) das Potential CfJI des Metalles kleiner als das der Losung: das Metall 
ladt sich negativ gegen die Fliissigkeit (Beispiel: Zn gegen ZnSO,,). lst hingegen PI 
kleiner als P2' dann ist CfJI groBer als CfJ2' das Metall ladt sich positiv gegen die 
Fliissigkeit (Beispiel: Cu gegen CuSO,,). Die eillen Metalle laden sich also positiv, 
die unedlen Metalle negativ gegen Losungen ihrer SaIze. 

Um die elektromotorische Kraft eines "galvanischen Elementes" zu finden, 
muB man gemaB den abgeleiteten Formeln die Potentialdifferenz zwischen den 
Elektroden und den Fliissigkeiten, in die sie eintauchen, ferner die Potential
differenzen zwischen den verschiedenen einander beriihrenden Fliissigkeiten 
im lnnern des Elementes berechnen und sie aIle addiereni . 

§ 56. Die Stromleitung im Vaknnm nnd in Gasen. 

1. Elektronenleituug im Vakuum; der Sattigungsstrom. Stehen einander im 
leeren Raum zwei Elektroden gegeniiber, zwischen denen eine bestimmte Span
nung V herrscht, dann kann zwischen ihnen ein Strom nur dann flieBen, wenn 
aus einer der Elektroden (oder aus beiden) durch irgendeinen Vorgang Elek
trizitatstrager ausge16st werden, die dann durch das Feld zwischen den Elek
troden erfaBt und zur Gegenelektrode gefiihrt werden und so zwischen den 
Elektroden elektrische Ladung transportieren. Der wichtigste Fall ist der, in 
dem die Elektrizitatstrager negative Elektronen sind, die natiirlich nur an 
der negativen Elektrode, der Kathode ausgelost werden konnen. Dies kann 
z. B. durch Erhitzen der Kathode erfolgen, was, wie in § 54, 4. gezeigt wurde, 
zu einer Emission von Elektronen aus dem Kathodenmaterial AulaB gibt; man 
nennt daher eine solche Kathode eine "Gliihkathode". Ein anderes Verfahren 
beruht darauf, daB man die Kathode mit Licht von geniigend kleiner Wellen
lange bestrahlt. Hierdurch wird (vgl. § 61, 1.) bestimmten Elektronen, die sich 
in der Nahe der Metalloberflache befinden, eine Energie erteilt, die groBer ist 
als die Ablosungsarbeit ea, so daB sie aus dem Metall austreten konnen, ein V or
gang, der als "lichtelektrischer Effekt" oder "Photoettekt" bezeichnet wird2 • 

Verandert man bei konstant gehaltener Gliihtemperatur in einer Gliih
kathodenrohre oder bei konstant gehaltener Bestrahlung der Kathode in einer 
Photozelle die Spannung V zwischen Kathode und Anode, so verandert sich J 
nach einer bestimmten Funktion J = t (V), deren graphische Darstellung als 
die "Kennlinie" oder "Charakteristik" der Rohre bezeichnet wird. Wiirde fUr den 

1 Beziiglich der Anwendung dieser V orschrift auf besondere galvanische Elemente 
ist auf "Exp.-Physik", § 29 und die Lehrbiicher der physikalischen Chemie zu ver
weisen. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 91. 
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Stromverlauf das OHMsche Gesetz gelten, dann miiBte die Kennlinie eine Gerade 
durch den Koordinatenursprung sein. In Wirklichkeit beobachtet man jedoch 

einen anderen Verlauf, del' fiir eine Gliihkathoden
rohre bei verschiedenen Gliihtemperaturen durch 
die Kurvenschar del' Abb. 119 dargestellt wird1. 

Die GroBe dJ 
S = d V = f (V) (I) 

wird gewohnlich als die "Steilheit" del' Kennlinie 
bezeichnet. 

Man sieht, daB mit steigender Spannung die 
Stromstarke zunachst langsam, dann schneller und 
dann wieder langsamer wachst und sich schlieBlich 

einem konstanten Wert J. nahert, den wir den "Sattigungsstrom" nennen; er kann 
mit Erhohung derSpannung nicht weiter. vergroBert werden. Del' Wert von J s 

hangt selbst noch von del' Temperatur T del' Gliihkathode ab, und zwar nimmt er 
mit ihr sehr rasch zu. 

v 
Abb.119. 

Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei einer lichtelektrischen Zelle. Auch hier 
beobachtet man das Auftreten eines bestimmten Stromes, del' del' Intensitat 
des auf die Kathode auftreffenden Lichtes proportional ist. 

Das Auftreten del' Sattigungsstromstarke in einer Gliihkathodenrohre erklart 
sich in einfacher Weise dadurch, daB aus del' Oberflache del' Kathode bei einer 
bestimmten Temperatur 1'. pro Zeiteinheit eine ganz bestimmte Anzahl von 
Elektronen austritt, die unabhangig von del' Spannung V ist. Die Stromdichte is 
des Sattigungsstromes ist demnach durch die Formel (15) § 54 gegeben, aus del' 
J. durch Multiplikation mit del' Flache F del' Kathode hervorgeht. Dies ergibt 
nach Einsetzen del' numerischen Werte del' universellen Konstanten: 

b b 

J. = F.A. T2 .e- leT = F . T2. e- leT .60,2 Amp. (2) 

Man sieht, daB J. in del' Tat mit T sehr rasch zunimmt und bei gegebenem T 
um so groBer ist, je groBer Fund je kleiner b ist, d. h. je kleiner die Ablosungs
arbeit Sa del' Elektronen aus dem Kathodenmaterial ist2• 

2. Die Raumladullgserscheillullgell. DaB sich die Sattigungsstromstarke erst 
von einer gewissen Mindestspannung an einstellt, riihrt davon her, daB die aus 
del' Kathode austretenden Elektronen infolge ihrer elektrischen Ladung in del' 
Nahe del' Kathodenoberflache eine negative raumliche Ladungsdichte hervol'
rufen. Diese erzeugt ein elektrisches Feld, das die aus del' Kathode austretenden 
Elektronen gegen die Kathode zuriicktreibt, so daB sich eine "Elektl'onenwolke" 
um sie ansammelt. Durch eine geniigend starke Spannung zwischen Kathode 
und Anode wird die Elektronenwolke von del' Kathode weggezogen, so daB die 
Wirkung del' Raumladung beseitigt wird und del' Sattigungsstrom flieBen kann. 
Bei kleinerer Spannung jedoch muB sie sich in einer Verkleinerung des Stromes 
bemerkbar machen. 

Fiir geniigend kleine Spannungen, wo die Raumladungswolke noch voll
kommen ausgebildet ist, kann man erwarten, den Zusammenhang zwischen 
J und V, d. h. den Anfangsteil del' Kennlinie del' Abb. 119 unter del' Annahme 
ableiten zu konnen, daB die Elektronen in del' unmittelbaren Nahe del' Kathoden
oberflache die mittlere Geschwindigkeit Null haben. 

1 Uber die experimentelle Ermittlung der Kennlinien vgl. "Exp.-Physik", § 101. 
2 Beziiglich der Bedeut':illg dieser Tatsache fiir den praktischen Bau von Gliih

kathodenrohren und die Ubereinstimmung zwischen der Formel (2) und den Ver
suchen vgl. "Exp.-Physik", § 103. 
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Wir legen unserer Betrachtung die fiir die Praxis wichtigste zylindrische 
Anordnung der Elektroden zugrunde. Die Kathode liege als sehr diinner, gerader 
Draht vom Radius Rk in der Achse des Anodenzylinders vom Radius Ra. Seine 
Lange L sei groB gegenuber Ra. Die Kathode sei geerdet, habe also das Potential 
q; = 0, die Anode das Potential V. 

Das Potential q; muB im Entladungsraum der PorssoNschen Gleichung 
(30) § 42 mit e = 1 Llq; = _ 4ne (3) 

geniigen, worin die raumliche Ladungsdichte e nach (4) § 52, da aUe Ladungs
trager negative Elektronen sind, gleich ist 

e =-ne. (4) 

Fiir die Stromdichte im Entladungsraum gilt nach (12) § 52 und (4) 

i = -neb = e'b. (5) 

Da wir angenommen haben, daB die Elektronen die Kathode mit der mitt
leren Geschwindigkeit Null verlassen und da ferner ZusammenstoBe zwischen 
den Elektronen im Entladungsraum wegen der sehr geringen Dichte des Elek
tronengases dortselbst und des kleinen Elektronenradius praktisch nicht vor
kommen, ist b mit der Geschwindigkeit b* identisch, die die Elektronen durch 
ihre Beschleunigung im elektrischen Felde erhalten haben. Nach dem Energiel:latz 
ist die so gewonnene kinetische Energie eines Elektrons gleich der Abnahme 
seiner potentiellen Energie im Felde., also nach (12) § 42 in einem Punkte mit 
dem Potential q; gleich m V*2 

-2- = eq;. (6) 

Wegen der durch die Elektrodenanordnung bewirkten Zylindersymmetrie 
des Feldes verlaufen die Stromlinien uberaU radial zum Anodenzylinder. Es 
muB ferner wegen der Stationaritat des Stromverlaufes durch jede zum Anoden
zylinder koaxiale Zylinderflache der gleiche Strom hindurchflieBen, d. h. es muB 
in einem Punkte mit dem Abstande r von der Achse nach (5) und (6) gelten 

J =2.nrLlil = -2nLev*r = -23/ 2 nL ~er.vq;: (7) 

worin das negative Vorzeichen deshalb auftritt, well J in der ublichen Weise 
fiir die Stromrichtung von der Anode zur Kathode positiv gezahlt i':lt, wahrend v* 
die entgegengesetzte Richtung hat. 

Berucksichtigt man, daB LI q; wegen der angenommenen Zylindersymmetrie 
die Gestalt (27) § 6 hat und eliminiert e aus den Gleichungen (3) und (7), so 
erhalt man fiir q; (r) die Differentialgleichung 

a2 qJ +.!.. a qJ = 1 j'2"m • ~ . _1_. 
ar2 r ar VeL r v-q; 

Diese Gleichung ist nun zu IOsen unter den Randbedingungen: 

q; = 0 fUr r = R k und q; = V fur r = Ra. 

(8) 

(9) 

Wir versuchen, die Losung zu gewinnen, indem wir q; als Potenzfunktion 
von r in der Form q; = 0'1'" (10) 

mit zunachst unbestimmtem 0 und 'II ansetzen. Die Einfuhrung di,eses Ansatzes 
in (8) ergibt die Gleichung: 

0~r.-2- 2 V2m J 1 -..!...-l , - -e-·y·vc r . 
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Diese Gleichung ist identisch befriedigt, wenn auf jeder Seite die Koeffizienten 
und Exponenten der Potenzen von r einander gleich sind, wenn also gilt: 

'jJ =2/3, = (~ 1 1m ~)2/3 
C 2V2i.L . (11) 

Die Losung (10) befriedigt offensichtlich die erste del' Randbedingungen (9) 
nicht, da del' Wert cp = 0 fur r = Rlc und nicht fUr r = 0 gelten soIl. 1st 
jedoch, wie wir angenommen haben, del' Gliihdraht sehr diinn, dann ist der 
hierdurch begangene Fehler vernachlassigbar klein. Um die zweite Randbedingung 
zu erfiillen, muB gelten V = C . Ra"; 

durch Einsetzen der Werte der Konstanten aus (11) folgt hieraus die Beziehung 

V = (: V2n: . ~ Rat3
, 

die nach J aufgelost nach Einsetzung del' Zahlenwerte fUr die univel'sellen Kon
stanten die Gleichung 

J (Amp.) = : ~. ~ . V3!2 = 1,46 . 10-5 ~ V3/2 (Volt) (12) 

fUr die Kennlinie ergibt, die wir als die "LANGM:UIR8Che Formel" bezeichnen. 
GemaB dieser Formel soll im Anfangsteil der Kennlinie, unabhangig von der 

Kathodentemperatur, die Stromstarke der 3/2-ten Potenz der Spannung proportio
nal sein. DaB diese GesetzmaBigkeit gut erfiillt ist, zeigt die Abb. 119, in der die 
der Gleichung (12) entsprechende Kurve eingezeichnet ist. Man sieht ferner, daB 
nach (12) und (1) die Steilheit S der Kennlinie direkt proportional der Lange 
und verkehrt proportional dem Radius des Anodenzylinders ist; auch diese 
GesetzmaBigkeit wird durch das Experiment bestatigtl. 

LaBt man die oben gemachte Annahme, daB die Elektronen die Raum
ladungswolke mit del' mittleren Geschwindigkeit Null verlassen, fallen und 
rechnet mit der wirklichen Geschwindigkeitsverteilung in der Raumladungs
wolke, dann laBt sich der Verlauf der Kennlinie in ihrem mittleren Teil zwischen 
dem LANGM:UIR-Gebiet und dem Sattigungsgebiet ebenfalls theoretisch be
handeln, doch soll dies bier nicht weiter verfolgt werden. 

3. Steuerelektroden. Als "Mehrelektrodenrohren" bezeichnet man Entladungs
rohren, die auBer der Kathode und der Anode noch eine oder mehrere andere 
Elektroden enthalten, die gewohnlicb die Form von Netzen oder Gittern haben, 
die sich zwiscben der Kathode und der Anode befinden. Wir besprechen hier 
nur kurz den Fall der "Dreielektrodenrohre", die zwischen Katbode und Anode eine 
mittlere Elektrode enthalt, die wir kurz als das "Gitter" der Rohre bezeichnen. 

Legen wir zwischen Kathode und Anode eine bestimmte Spannung Va, die 
"Anodenspannung", und zwischen Kathode und Gitter eine Spannung Vg, 
die "Gitterspannung", dann fallt ein Teil der von der Kathode ausgehenden 
Elektronen auf das Gitter und mft einen "Gitterstrom" J g hervor; ein anderer 
Teil fallt auf die Anode und bewirkt den "Anodenstrom" J a• Der Gesamtstrom J 
ist die Summe aus J g und J a• Das Verhalten der Dreielektrodenrohre wird durch 
die Funktionen J a (Vg ) und J g (Vg ) bei verschiedenen Werten von Va wieder
gegeben, deren graphische Darstellungen wir als "Anodenkennlinie" bzw. als 
"Gitterkennlinie" bezeichnen werden. 

1st Vg negativ, dann konnen keine Elektronen auf das Gitter gelangen, da 
sie von ibm abgestoBen werden, und es ist daher J g = 0 und J = J a. In diesem 
Fane dient also die Gitterelektrode nur zur "Steuemng" des Anodenstromes, 

1 Vgl. "Exp .. Physik", § 103. 
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dessen Energie aus der "Anodenbatterie" stammt, welche die Anodenspannung 
Va liefert. Sie nimmt abel" selbst keinen Strom auf und verbraucht daher auch 
keine Stromenergie. Man bezeichnet eine solche Elektrode als "Steuerelektrode". 
Um die Gestalt der Anodenkennlinie in diesem Faile abzuleiten, steilen wir die 
folgende Uberlegung an: 

Nach Formel (7) nimmt, da J konstant ist, die Raumladungsdichte e im 
Entladungsraum mit r. V cp, daher nach (10) und (11) mit ,-4/3 umgekehrt pro
portional abo Befinden sich also Gitter und Anode in nicht zu groBer Nahe 
der Kathode, dann kann man in dem von ihnen begrenzten Raum e iiberall als 
verschwindend klein annehmen und daher die Potentialverteilung dort mit den 
Hilfsmitteln der Potentialtheorie aus der LAPLACESchen Gleichung L1 cp = 0 
berechnen. 

Denken wir uns zwischen Kathode und Gitter, diesem unmittelbar be
nachbart, eine Flache gelegt, dann herrscht auf ihr im Mittel eine Potential
differenz Vst gegen die Kathode, die sich als Uberlagerung des Feldes zwischen 
Kathode und Gitter und des Feldes zwischen Kathode und Anode berechnen 
laBt. Der von dem ersteren herriihrende Beitrag zu V st ist wegen der Linearitat 
der LAPLACESchen Gleichung dem Gitterpotential Vg proportional und der von 
dem letzteren herriihrende Beitrag dem Anodenpotential Va. Das gesamte V st, 

die "Steuer8panm~ng", hat daher die Gestalt 
Vst = Vg+D. Va; (13) 

die Konstante D, die von den geometrischen Dimensionen der Rohre und der 
Elektroden sowie von der Maschenweite des Gitters abhangt, wird nach BARK
HAUSEN als der "Durchgriff" der Rohre bezeichnet, da das zweite Glied in (13) 
davon herriihrt, daB das von Va erzeugte Feld durch die Maschen des Gitters 
auf die Steuerflache "hindurchgreift". 

Die Abhangigkeit J a (Vst ) muB nun offenbar die gleiche sein, als ob 
an der Stelle der Steuerflache die Anode mit der Anodenspannung V st angebracht 
ware. Sie kann also nach den unter 1. und 2. 
wiedergegebenen Prinzipien gewonnen werden. 
Wir schreiben demnach mit Benutzung von 
(13) die Gleichung der Anodenkennlinie in der 

Form J a = f (Vst) = f (Vg + D. Va), (14) 

woraus man, wenn die Funktion f bekannt ist, 
J a fiir jeden Wert von Vg und Va berechnen 
kalID. Die Schar der Kel1lllinien J a (V g) bei ver
schiedenen Va besteht demnach aus zueinander 
parallelenKurven von der Gestalt der Abb.120. Abb.120. 

Zwei zu den Anodenspal1llungen Va' und Va" gehorige Kurven sind um das 
Stiick D (Va' - Va") in der Abszissenrichtung gegeneinander verschoben1. 

4. Die unselbstandige Entladung in Gasen. Unter einer "unselbstiindigen Ent
ladung" verstebt man den Stromdurchgang durch ein Gas, bei dem die zum 
Elektrizitatstransport notigen Ladungstrager von den Elektroden nicht ab
gegeben werden konnen, sondern im Gase selbst durch eine auBere Einwirkung, 
z. B. durch Bestrahlung mit R6ntgenstrahlen oder mit radioaktiven Strahlen er
zeugt werden2• Wir steilen uns die Aufgabe, die Gleichung der Kennlinie fUr diese 
Form der Stromleitung aufzustellen. 

1 Beziiglich der Bestatigung der hier abgeleiteten Resultate und der Anwendung 
der Mehrelektrodenrohre zur Verstarkung, Gleichrichtung und Erzeugung von 
Wechselstromen vgl. "Exp.-Physik", § 103. 

2 Vgl. "Exp.-Physik", § 104. 
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Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB alle lonen gerade eine Elementar
ladung e tragen. Es soll ferner, ebenso wie bei der Stromleitung in Elektrolyten, 
nur ein~ geringe Raumladungsdichte auftreten, so daB die Anzahl n der positiven 
und der negativen lonen pro V olumeneinheit als gleich groB angenommen werden 
kann. 

Durch die Wirkung der lonisationsquelle erfahre n in der Zeit dt einen Zu
wachs Z d t. Z ist die Zahl der pro Zeiteinheit in der V olumeneinheit des Gases 
gebildeten lonenpaare und ist fUr eine bestimmte lonisationsquelle und ein 
bestimmtes Gas der Intensitat der Ionisationsquelle lmd der Dichte des Gases 
proportional. 

Durch den Umstand, daB die Ionen von dem zwischen den Elektroden herr
schenden Feld an die Elektroden herangetrieben und dort entladen werden, 
erfahrt die lonenzahl im Entladungsraum eine Verminderung, die leicht an· 
zugeben ist. 1st namlich die Stromstarke J, daun kommt an jede Elektrode in 
der Zeit dt die Ladung J dt heran, wahrend dt werden also an der Kathode 
Jle . dt positive lonen und an der Anode ebensoviele negative Ionen entladen. 
Die Anzahl der Ionenpaare nimmt also um Jle. dt abo 

Ein weiterer Umstand, der zur Verminderung der Ionenzahl beitragt, ist das 
zufallige Zusammentreffen entgegengesetzt geladener Ionen und ihre Vereinigung 
zu elektrisch neutralen Teilchen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein heraus
gegriffenes Ion in einer bestimmten Zeit ein entsprechendes Gegenion findet, 
ist offenbar proportional zu n, die Anzahl del' wahrend dieser Zeit gebildeten 
Ionenpaare also proportional zu n2• Wir schreiben daher fiir die Anzahl der im 
Entladungsraum in del' Zeit dt durch "Rekombination" vernichteten Ionenpaare: 
iX n 2 dt, worin iX eine von der Natur des Gases und von seiner Dichte abhangige 
GroBe ist. 

1m stationaren Fall darf sich die Gesamtzahl der Ionen im Entladungsraum 
vom V olumen v zeitlich nicht andern, es muB also gelten 

J 
vZdt = - dt + iXn2 dt. (15) e 

Anderseits gilt, wie in Elektrolyten, fiir die Stromdichte eine Gleichung von 
del' Form (6) § 55, d. h. die Stromstarke Jist proportional zu n und proportional 
der Feldstarke oder bei gegebenen Abmessungen des EntladungsgefaBes pro-

portional der Potentialdifferenz V zwischen den Elek-
r troden. Wir schreiben dies in der Form 

Abb. 121. 

J =f3n V, (16) 
worin f3 eine von den Abmessungen der Entladungs
anordnung und von der Natur und Dichte des Fiill
gases abhangige Konstante ist. 

Eliminiert man n aus den Gleichungen (15) und 
V (16), so folgt die gesuchte Beziehung zwischen J und V 

in del' Form V2 = ~ J2 (17) 

die durch die Kurve der Abb.121 dargestellt wird. 
f32 vZ-Jje' 

Fiir kleine Jist das zweite Glied im Neuner von (17) gegen das erste zu ver
nachlassigen und es werden J und V einander proportional. Offenbar kaun 
jedoch, damit V reell bleibt, der Neuner nicht negativ werden, es kann also J 
nicht groBer werden als ein gewisser Wert J 8 , der der Formel 

J 8 = eZv (18) 
geniigt. Wir beobachten also auch bei der unselbstandigen Gasentladung das 
Auftreten eines Sattigungsstromes, del' dem V olumen des IonisationsgefaBes 
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und del' Anzahl del' durch die lonisationsquelle gebildeten lonenpaare, also 
del' Starke del' lonisationsquelle proportional ist. 

Die hier theoretisch abgeleiteten GesetzmaBigkeiten lassen sich experimentell 
bestatigen und finden ausgedehnte praktische Verwendung zur Messung von 
Strahlungsintensitaten mit Hille von "lonisationskammern"l. 

5. Die selbstandige Gasentladung. Bei genugender Steigerung del' Span
nung zwischen den Elektroden kann auch dann, wenn eine auBere lonisations
quelle nicht vorhanden ist, eine Stromleitung in einem Gas hervorgerufen werden, 
die als "selbstandige Gasentladung" bezeichnet wird. Sie kommt hauptsachlich 
durch das Zusammenwirken del' folgenden Umstande zustande: 

1. kann ein Ion, wenn es eine genugend groBe Potentialdifferenz durch
laufen hat, eine so groBe kinetische Energie erhalten, daB sie ausreicht, um ein 
von ihm getroffenes Gasmolekul odeI' -atom zu ionisieren, d. h. ein neues Paar 
von lonen zu erzeugen. Man bezeichnet diesen V organg als "Sto(Jionisation". 

2. kann ein auf die Kathode auftreffendes Ion, wenn es eine kinetische 
Energie besitzt, die groBer ist als die Ab16sungsarbeit ea des Elektrons, diese 
Energie auf ein freies Metallelektron ubertragen, so daB es sich aus dem Kathoden
metall freizumachen vermag. 

3. geben die auf die Elektroden auffallenden lonen ihre kinetische Energie 
an die Metallatome ab und bewirken daher eine zunehmende Erwarmung del' 
Elektroden. Bei genugend groBer Stromdichte kann dadurch die Kathode so 
stark erhitzt werden, daB sie infolge des RrcHARDsoN-Effektes Elektronen zu 
emittieren beginnt. 

Auf diese Weise werden durch den Mechanismus del' Stromleitung selbst 
im Entladungsraum und an den Elektroden dauernd neue Ladungstrager er
zeugt. Dieser Vorgang kann zunachst bei del' oben besprochenen unselbstandigen 
Entladung beim Uberschreiten einer gewissen Spannung V ein weiteres An
wachsen des Stromes uber den Sattigungswert bewirken. Es kann ferner ge· 
schehen, daB die so gebildete lonenzahl ausreicht, um den Verlust an lonen 
durch ihre Entladung an den Elektroden und durch ihre Rekombination zu 
decken. In diesem Fall bleibt die Entladung auch ohne auBere lonisationsquelle 
bestehen und sie kann auch ohne eine solche durch "zufallige" Umstande ein
geleitet werden. 

Um die prinzipielle Form del' Kennlinie fiir die selbstandige Entladung zu 
finden, konnen wir die Formeln (6) § 55 und (7) § 55 fur die lonenleitung in Elek
trolyt16sungen heranziehen, mussen jedoch in Rechnung setzen, daB die Zahl 
del' lonen pro V olumeneinheit, der die Leitfahigkeit (J proportional ist, selbst 
von del' Stromstarke abhangt, da ja nach dem eben Gesagten die lonen durch 
den Strom selbst erzeugt werden. Wir schreiben deshalb entsprechend dem 
OHMschen Gesetz V = J . Ri (19) 

und setzen den reziproken Widerstand 1/ Ri del' Entladungsanordnung, del' del' 
Leitfahigkeit (J proportional ist, als Funktion von J in del' Form 

1 
R. = g (J) 

t 

(20) 

an, derart, daB g (0) gleich Null ist und dg/dJ fur kleine Stromstarken sehr klein 
ist und mit steigendem J stetig zunimmt. 

Aus (19) und (20) folgt als Gleichung del' Kennlinie 

J 
V = g(J) = f (J). (21) 

1 Vgl. hiezu "Exp.·Physik", § 104. 
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Die Funktionen g (J) und I (J) sind in der Abb. 122 eingezeichnet; wie man 
hieraus sieht, ist J fiir V = 0 unendlich groB und sinkt mit wachsendem V 

bestiLndig auf den Wert Null herab, den es 
J fiir V = 00 erreicht. Wir sprechen daher in 

diesem Falle von einer "lalZenden Gharak
teri8tik". Dasjenige Gebiet der Charakteristik, 
das durch hohe StromstiLrken und infolge
dessen durch hohe Temperatur der Elek
troden gekennzeichnet ist, wird gewohnlich 
als das der "Bogenentladung", das Gebiet 
kleiner StromstiLrken und niedriger Tem
peratur als das der "Glimmentladung" be
zeichnet, doch liLBt sich eine scharfe Grenze 
zwischen ihnen nicht ziehen. 

Welche der beiden EntladlIDgsformen 
A.bb. 122. sich bei gegebener Spannung einstellt, hiLngt 

von der Gestalt der Funktion g (J) abo Je 
leichter das Gas ionisierbar ist und je groBer seine Dichte ist, desto steiler 
verliLuft g (J), desto kleiner wird also V bei gegebenem J oder desto groBer 
wird J bei gegebenem V. Wir werden also im allgemeinen Bogenentladung. 
bei kleiner Spannung und groBem Gasdruck und Glimmentladung bei groBer 
Spannung und kleinem Gasdruck zu erwarten haben, wie es auch wirklich 
die Erfahrung lehrt. 

DaB ein Punkt auf einer fallenden Charakteristik keiner smbilen Entladungs
form entsprechen kann, ist leicht nachzuweisen. Bei einer kleinen Erbohung der 
Spannung wird offenbar die Geschwindigkeit der Ionen erhoht, es muB also die 
StromstiLrke steigen, wii.hrend sie dem Verlauf der Charakteristik entsprecbend 
sinken sollte. WiLhrend demnach bei einer Entladung mit steigender Charakteristik 
bei einer kleinen Auderung der Spannung sich automatisch der dem Entladungs
zustand entsprechende Punkt auf der Kennlinie so verscbiebt, daB sich wieder 
ein stationiLrer Zustand einstellt, ist dies bei einer Entladung mit fallender 
Charakteristik nicht der Fall; bei einer kleinen SpannungsiLnderung entfernt 
sich der Stromverlauf immer weiter von dem stationiLren und der Strom wiLchst 
unbegrenzt an: die Entladungsvorrichtung wirkt also als "KurzschluB". 

Um diesem zu entgehen, muB man in den Stromkreis noch einen OHMScben 
Widerstand Ra, als Vorschaltwiderstand einschalten. Die Spannung der Batterie 
setzt sich dann aus der Spannung (21) undo der durch das OHMScbe Gesetz be
dingten Spannung im Vorschaltwiderstand Ra,J zusammen, so daB statt (21) 
zu setzen ist V = I (J) + Ra, • J. (22) 

Die der Gleichung (22) entsprechende Kurve ist in der Abb. 122 fiir einen be
stimmten Wert von Ra, ebenfalls eingezeichnet. Man sieht, daB nun unterhalb 
einer bestimmten Spannung Vo kein Strom flieBen kann. Oberhalb von Vo 
gehoren zu jeder Spannung zwei Werte von J, von denen der dem kleineren J 
entsprechende insmbil ist, da er auf dem fallenden Teil der Kennlinie liegt. 

Geht man von dem stromlosen Zustand aus und erhoht allmiLhlich die Span
nung, so sollte theoretisch erst bei unendlich groBem V die Entladung einsetzen, 
da ja zuniLchst keine Ionen vorhanden sind, das Gas also isoliert. In Wirklichkeit 
wird die Entladung durch zufiLllige iLuBere Einwirkunge~ bei einer endlichen 
Spannung Vz, der "Zundspannung", einsetzen. 1st die Batteriespannung groBer 
als V z' und ist Ra, nicht zu groB, dann stellt sich nach einiger Zeit ein stationiLrer 
Stromungszustand ein, der durch einen auf dem aufsteigenden Ast der Kenn-
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linie liegenden Punkt gekennzeichnet ist. Ob dieser Zustand einer Bogen- oder 
einer Glimmentladung entspricht, hangt von der GroBe von V und Ra ab, sowie 
von den Abmessungen der Entladungsvorrichtung und von der Natur und dem 
Druck des Gases. 

Bei sehr groBen Werten von Ra wird zwar ebenfalls, wenn die Batteriespan
nung VII uberschreitet, die Ziindung erfolgen, die Spannung sinkt jedoch wahrend 
des Ziindungsvorganges unter den Wert Vo herab und die Entladung setzt 
wieder aus. Man spricht in diesem Fall von einer "Funkenentladung". 

Mit diesen qualitativen Betrachtungen uber die sehr verwickelten und mannig
faltigen V organge bei der selbstandigen Gasentladung mussen wir uns hier 
begnugen1 • 

Zwanzigstes Kapitel. 

Statistisehe Theorie der elektromagnetisehen Erseheinungen 
in materiellen Korpern. 

§ 57. Statistische Theorie des Magnetismus. 

1. Problemstellung. 1m § 52, 4. zeigten wir, wie sich der Vektor der magneti
schen Polarisation an in einem Volumenelement ~ V durch die magnetischen 
Momente m der darin enthaltenen Elektronen statistisch definieren laBt. Die 
statistische Theorie des Magnetismus hat nun die Aufgabe zu losen, die Er
scheinung der magnetiscl?-en Influenz zu erklaren, die wir in § 41, 4. auf phano
menologischer Grundlage vom Standpunkte der Kontinuumtheorie besprochen 
haben. Es soU also fUr eine gegebene Sub,stanz auf Grund der bekannten Eigen
schaften ihrer Atome bzw. Molekiile die zwischen der magnetischen Feldstarke ~ 
und der Magnetisierung an herrschende Beziehung abgeleitet werden. 

Es kann zunachst sein, daB die durch die Umlaufsbewegung und durch 
den Spin der Elektronen in einem Atom hervorgerufenen magnetischen Momente 
einander gegenseitig aufheben, so daB die Atome bei Abwesenheit eines auBeren 
Feldes unmagnetisch sind. Durch die Einwirkung eines auBeren Magnetfeldes wird 
nun die Bewegung der Elektronen abgeandert. Wie unter 3. gezeigt werden wird, 
erhalten hiedurch die Atome magnetische Momente, die die entgegengesetzte 
Richtung haben wie ~ und daher bekommt die ganze Substanz eine eben
falls zu ~ entgegengesetzt gerichtete Magnetisierung an, d. h. die Substanz ist 
diamagneti8ck. 

Heben sich die magnetischen Momente der einzelnen Elektronen im Atom 
von vornherein nicht auf, dann haben die Atome bzw. Molekiile bereits im feld
freien Raum ein bestimmtes resultierendes magnetisches Moment. Bringt man 
sie in ein Magnetfeld, dann erhalten sie durch die Wirkung des Feldes ein Dreh
moment, das sie in die Richtung des Feldes zu drehen sucht. Ein aus solchen 
Atomen zusammengesetzter Korper erhaIt daher eine Magnetisierung parallel 
zu ~. Uberwiegt dieser Effekt den vorhin erwahnten, dann ist die Substanz 
paramagneti8ck oder terromagnetisck, je nachdem ob neben der Wirkung des 
auBeren Feldes auf ein Magnetatom die resultierende Kraftwirkung der ubrigen 
Atome des Korpers unmerklich klein ist oder eine merkliche Rolle spielt. 

2. Das innere Feld. Um die unter 1. erwahnten Effekte zu berechnen, mussen 
wir zunachst untersuchen, wie groB die magnetische Feldstarke ist, die auf ein 
im lnnern einer magnetischen Substanz befindliches magnetisches Teilchen 
einwirkt. Man wiirde zunachst geneigt sein, sie mit der magnetischen Feldstarke ~ 
zu identifizieren. Dies ist jedoch deshalb unrichtig, weil sich ~ am Orte des 

1 Bezuglich des Experimentellen vgl. "Exp.-Physik", §§ 105 und 107. 
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Teilchens aus dem auBeren magnetischen Feld und dem von samtlichen magne
tischen Teilchen des Korpers, also auch dem des gerade betrachteten, zusammen
setzt, wahrend fiir die Kraftwirkung auf dieses Teilchen nur dasjenige Feld in 
Frage kommt, das aus dem auBeren Magnetfeld und dem aller ubrigen Teilchen 
zusammengesetzt ist. Nennen wir es 4)*, dann ist also 4)* gleich 4) vermindert 
um das von dem betrachteten Teilchen selbst erzeugte Feld fji' 

Zur Berechnung des Mittelwertes ~i von fji betrachten wir den untersuchten 
Korper als Kontinuum und denken uns in ihm um den Punkt, in dem wir fji 
berechnen wollen, eine Kugel herausgeschnitten, deren Radius so klein an
genommen sein solI, daB die Magnetisierung m in ihrem Innern als konstant 
angesehen werden kann. Nach der Formel (17) § 41 herrscht dann im Innern der 
Kugel die magnetische Feldstarke 

4:n: 
4)i=-3m, (1) 

die wir fur den in Wirklichkeit atomistisch aufgebauten Korper mit ~i identi
fizieren wollen. 

Fur das gesuchte SJ* folgt daher auf Grund unserer Uberlegung 

- 4:n: 
4)* = SJ - fji = 4) - SJi = SJ + 3 m. (2) 

Das zu 4) hinzutretende Zusatzglied 4t' m wird als das "LORENTzsche innere 

Feld" bezeichnet. Es ist fUr schwach magnetisierbare Substanzen, also solch~, 
fiir die m stets klein gegen S) ist, d. h. bei denen die Suszeptibilitat X sebr klein 
ist, wie bei den mei"ten para- und diamagnetischen Substanzen, gegen 4) zu ver
nachlassigen. Bei den ferromagnetischen Korpern, die, wie erwahnt, viel starker 
magnetisierbar sind, wurde in Verallgemeinerung der Gleichung (2) von P. WEISS 
zur Berechnung von 4)* die Gleichung 

SJ* = SJ + gm (3) 

angesetzt, worin g, die sogenannte "WEIsssche Konstante des inneren Feldes", 
eine empirische Materialkonstante des betreffenden Korpers bedeutet. g m 
wird als das "WEIsssche innere Feld" bezeichnet. Nach der LORENTzscben 

Formel (2) sollte g den Wert 43:n: haben; in Wirklichkeit hat es bei den bekannten fer

romagnetischen Substanzen Werte zwischen 1000und 10.000. Diese Tatsache wird 
nach HEISENBERG dadurch erklart, daB die unter 1. besprochene Richtwirkung 
des Magnetfeldes, also auch des inneren Feldes auf die Magnetatome, noch durch 
die "quantenmechanischen Austauschkrafte" (§ 31, 5.) unterstutzt wird, die 
dann am groBten sind, wenn die Vektoren der Elektronendrehimpulse und des 
Elektronenspins aller Atome die gleiche Richtung haben. Es gelingt auch, aus 
der Theorie die richtige GroBenordnung von g abzuleiten; auf weitere Einzel
heiten der Theorie kann hier jedoch nicht eingegangen werden. 

3. Theorie des Diamagnetismus. Wie in § 51, 4. gezeigt wurde, besteht 
zwischen dem magnetischen Moment Iml eines in einem Atom umlaufenden 
Elektrons und dem Drehimpuls G des als starren Rotator betrachteten Systems 
um die Rotationsachse die Beziebung (17) § 51 

Iml e a= 2mc' (4) 

SchlieBt m mit der Richtung der magnetischen Feldstarke fj einen von Null 
verschiedenen Winkel ein, so ubt das Feld fj auf den Rotator nach der Formel 
(23) § 41 ein Drehmoment 

(5) 
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aus. GemaB den Ausfiibrungen in § 21,8. iiber die Kreiselbewegung muB die 
Rotationsachse unter del' Wirkung dieses Drehmomentes eine Prazessions
bewegung um die Feldrichtung ausfiibren, fiir deren Winkelgeschwindigkeit w' 
die Formel (36) § 21 gilt, worin jedoch M (J8 durch Imllgl zu ersetzen ist, da an 
Stelle des Drehmomentes del' Schwere (35) § 21 das Drehmoment (5) auftritt. 
Es gilt also unter Benutzung von (4) 

w,=~=_e_.llhl. (6) 
G 2me L, 

Die erwahnte Prazessionsbewegung erfolgt offenbar um eine durch den 
Schwerpunkt des Rotators hindurchgehende, in die Feldrichtung weisende 
Achse. Nennen wil' das Tragheitsmoment des Rotators in bezug auf diese 
Achse T, dann gilt fiir den Drehimpuls G' del' Prazessionsbewegung nach (9) § 21 

G' = Tw' = ;;:'e ·Igi. (7) 

Da nach (4) del' Drehimpuls bei der Umlaufsbev.egung eines Elektrons mit 
dem hierdurch hervorgerufenen magnetischen Moment m in dem konstanten 
Verhaltnis ej2mc steht, miissen wir erwarten, daB auch durch die Prazessions
bewegung mit dem Drehimpuls G' ein magnetisches Moment m' erzeugt wird, 
des sen Betrag gegeben ist durch 

Im'l = G'. -2e . (8) me 

DaB m' und 9 entgegengesetzte Richtung haben, geht aus der folgenden 
Uberlegung hervor: SchlieBt m mit 9 einen spitzen Winkel ein, dann erfolgt die 
Rotation des Elektrons, von 9 aus gesehen, im Sinne des Uhrzeigers, daher die 
Prazessionsbewegung im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers und daher 
hat m' die entgegengesetzte Richtung wie f). 1st umgekehrt del' Winkel zwischen 
m und 9 stumpf, dann erfolgt die Rotation des Elektrons, von 9 aus gesehen, 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers, ebenso abel' auch die Prazessions
bewegung (da ·nunmehr das Drehmoment des Feldes den Kreisel nicht aufzu
richten, sondern zu kippen sucht) und es hat wieder m' die entgegengesetzte 
Richtung wie g. Hieraus sowie aus (7) und (8) folgt demnach schlieBlich 

, e2 

m =--4 22 T.g. (9) me 

AuBel' den durch die Umlaufsbewegung del' Elektronen hervorgerufenen 
magnetischen Momenten hatte man streng genommen auch noch die Spin
momente zu beriicksichtigen, die mit den entsprechenden Drehimpulsen durch 
(18) § 51 zusammenhangen. Dies ergabe ein weiteres Prazessionsmoment, das 
bis auf den Faktor 4, del' durch den Unterschied zwischen den Formeln (17) § 51 
und (18) § 51 bedingt ist, wieder del' Gleichung (9) geniigen miiBte; das darin 
vorkommende Tragheitsmoment T fiir die Spinprazession ware jedoch um 
viele GroBenordnungen kleiner als das Tragheitsmoment fiir die Umlaufspra
zession des Elektrons. Daraus folgt, daB fiil' den hier behandelten Effekt del' 
Elektronenspin keine merkliche Rolle spielt und vernachlassigt werden kann. 

Nach (16) § 52 erhalt die Substanz infolge des Entstehens del' Momente m' 
del' in ihren Atomen umlaufenden Elektronen eine Magnetisierung m. Nennen 
wir z die Anzahl del' in jedem Atom umlaufenden Elektronen und n die Anzahl 
del' Atome in del' Volumeneinheit, dann folgt mit Benutzung von (9) 

ffi) _ 1 "'-, _ e2 T- (;* 
;;IJ~ - -;5-17 ...::..,; mr - n z . - 4 m2 e2 '"01, (10) 
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worin .p* den l\fittelwert von lj, also die in 2. eingefUhrte FeldgroBe und T das 
mittlere Tragheitsmoment del' Prazessionsbewegung eines Elektrons um die 
Richtung von .p* bedeutet. 

Wie sogleich gezeigt werden wird, ist in allen in del' Natur vorkommenden 
Fallen del' Faktor von .p* in (10) so klein, daB 9Jl stets klein gegen .p* ist und 
daher nach (2) .p* mit .p identifiziert werden kann. Wir konnen also (10) in 
del' Form 9Jl = X • .p (ll) 

schreiben und kommen dadurch in Dbereinstimmung mit del' empirisch gefunde
nen Beziehung (26) § 41 zwischen 9Jl und .p. Die Konstante X ist nichts anderes 
als die Suszeptibilitat und hat, wie man durch Vergleich von (10) und (ll) sieht, 
den Wert e2 ~ 

X =-nz.--~·T 4m2 c2 , 
(12) 

ist also negativ, d. h. die Substanz verhalt sich diamagnetisch, wie wir bereits 
unter 1. vorweggenommen hatten. 

Wie man aus del; Formel (12) sieht, erweist sich in Dbereinstimmung mit 
del' Erfahrung1 X als unabhangig von del' Temperatur und nur abhangig von 
GroBen, die mit dem Bau der Atome zusammenhangen. Da X fUr aIle bekann
ten diamagnetischen Substanzen sehr klein gegen Eins ist, wird die hierauf 
bezugliche, oben gemachte Annahme nunmehr nachtraglich gerechtfertigt. Aus 
den gemessenen Werten von X laBt sich fur jede Substanz, da aIle anderen GfoBen 
in (12) bekannt sind, die GroBe if berechnen. Setzt man T = ma2, so bedeutet a 
den mittleren Abstand eines Elektrons von einer durch den Atomschwerpunkt 
in die Feldrichtung gelegten Achse. Die Berechnung ergibt fur a Werte zwischen 
10-9 und 10-8 cm, also tatsachlich, wie zu erwarten ist, in del' GroBenordnung 
der Atomdimensionen. 

4. Die Richtwirkung eines Magnetfeldes auf einen Molekularmagneten. Wir 
nehmen nun an, daB die Atome bzw. Molekiile del' betrachteten Substanz ein 
permanentes magnetisches Moment der GroBe m besitzen, dessen Richtung mit 
der Richtung des Magnetfeldes lj am Orte des Atoms einen beliebigen Winkel {} 
einschlieBen kann. Infolge der unregelmaBigen Warmebewegung del' Atome 

wird {} im Laufe der Zeit aIle moglichen Werte annehmen, 
lj so daB eine bestimmte Wahrscheinlichkeit ttl ({}) d {} dafur 

besteht, {} in dem infinitesimalen Bereich zwischen {} und 
{} + d {} aufzufinden. 

Zur Berechnung von ttl ({}) konnen wir die Formel (45) 
§ 35 heranziehen; wir mussen jedoch berucksichtigen, daB 
die GroBe des infinitesimal en Bereiches zwischen {} und 
{} + d{} eine Funktion von {} ist. Offenbar sind im feld
freien Raum aIle Richtungen von m gleich wahrschein
lich, d. h. es ist die Wahrscheinlichkeit dafur, daB die 
Richtung von min einen bestimmten raumlichen Winkel.Q 
hineinfallt, der GroBe von.Q proportional, genauer ge-

Abb. 123. sagt gleich .Q/4:n. Soli nun {} zwischen {} und {} + d {} 
liegen, dann muB die Richtung von m in einen raumlichen 

Winkel d.Q fallen, del' von zwei Kegeln mit den Offnungswinkeln {} und {} + d {} 
eingeschlossen wird. Bringt man die beiden Kegel mit del' Einheitskugel zum 
Schnitt (Abb. 123), so schneidet sie aus ihr ein ringformiges Gebiet vom Flachen
inhalt 2:n sin {} . d {} heraus, das mit d.Q identisch ist. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 62. 
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit WO (D) dO. fiir den feldfreien Raum ist also 

(.0.) d'o. _ 2 n sin 11 d 11 - ~ . .0. d·o. (13) WO 'v' 'V' - 4 n - 2 sm'lf 'If. 

Mit dies em Ausdruck als Gewichtsfaktor mussen wir nun die rechte Seite von 
(45) § 35 multiplizieren, um sie auf unseren Fall anwenden zu konnen. 

Fiir die im Exponenten von (45) § 35 stehende GroBe X (~) haben wir hier die 
Arbeit einzusetzen, die geleistet werden muB, um die Achse des Magnetmolekills 
um den Winkel 0. aus der Fe1drichtung zu drehen. Nach (22) § 41 gilt daher 

X (D) = -1m! .1£)1. coso.. (14) 

Mit Berucksichtigung von (13) und (14) fo1gt nun 

W (D) dO. = C . eacos'~ sinO. dO., (15) 

worin zur Abkurzung gesetzt ist Iml . llil 
a=~. (16) 

Da laut unserer Annahme 0. alle zwischen Null und 7C liegenden Werte an
nehmen kann, ergibt sich die Konstante C in (15) aus der Forderung, daB das 
von Null bis 7C erstreckte Integral uber (15) den Wert Eins ergeben muB. Es 
gilt also " 

C ~ eacos~ sinDdD =1 

und daher 
o 

W (D) dO. = 
eacos 1} sin 11 d11 

n I eacos 1} sin 11 d11 
o 

(17) 

Wir zerlegen nun m in eine Komponente m' parallel zu £) und eine Kom
ponente m" senkrecht zu £) und bilden auf Grund von (17) die zeitlichen Mittel
werte von m' und m". Der letztere ist, wie man ohne Rechnung sogleich sieht, 
gleich Null, da senkrecht zu £) keine Richtung ausgezeichnet ist. Fur Im'l erhalten 

wir wegen Im'l = Iml coso. (18) 

auf Grund der Definition des Mittelwertes [(8) § 17]: 

" 
n; I ea cos 1} sin 11 cos 11 d 11 

Im'l = ~ 1m'! W (D) dO. = Iml-o -,,~~~~-
o I eacos 1} sin 11 d 11 

o 

(19) 

Die beiden Integrale in (19) lassen sich 1eicht berechnen, wenn man in ihnen 
als neue Variable die GroBe y = a cos 0. einfuhrt: 

n -a 
\ aCOSlf • DdD 1 \ Yd ea_e- a 
)e sm =-a)e y= a 
o a 

" -a 

~ eacos,~ sinDcosDdD = - :2 ~ eY ydy = :2 [yeY - ~ eY dyC:= 
o a 

Fiirth, Theor. Physik. 28 
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was in (19) eingesetzt liefert 

( ea+e- a 1) ( 1) Im'l = Iml _ - = Iml cotgha-- . ea _ e a a a 
(20) 

Der Verlauf der Funktion cotgha-'!' ist in der Abb.124 wiedergegeben. 
a 

Flir sehr groBe Werte von a nahert sie sich asymptotisch dem Werte Eins, fUr 
sehr kleine Werte von a erhalt man durch Ent
wicklung nach Potenzen von a den Wert a/3. 

Die Formel (20) gibt die Verhaltnisse streng 
genommen nur dann richtig wiedel', wenn 1m! 
sehr groB, d. h. gleich einer groBen Zahl von 
BOHRschen Magnetonen ist. Wie namlich in 
§ 51, 4. ausgefiihrt wurde, orientiert sich ein 
Magnetatom in einem Magnetfeld stets so, daB 
die Komponente von m in der Feldrichtung eine 

Z 3 'I 5 6 7 a ganze Zahl von Magnetonen ergibt, so daB {} 
Abb.l24. nur bestimmte, diskrete Werte annehmen kann 

(Richtungsquantelung). 
Den Extremfall in der entgegengesetzten Richtung stellt ein Atom dar, 

dessen magnetisches Moment gerade ein BOHRSches Magneton betragt. Dieses 
kann sich namlich im Magnetfeld nur so orientieren, daB m parallel oder anti
parallel zum Felde lj steht, d. h. daB {} = 0 oder {} = 7& ist. Die Wahrscheinlich
keiten dieser beiden Lagen verhalten sich nach der Formel (13) § 35 ffir die 
kanonische Gesamtheit wie die entsprechenden Werte von eacos#, also wie en 
und e-a, und daher gilt an Stelle von (19) die Formel 

1-'1_ [m[ea_[m[e-a -I It h m - - m g a. 
ea + e-a 

(21) 

Die Funktion tgh a ist ebenfalls in der Abb. 124 eingetragen. Sie zeigt einen 
ii.hnlichen Verlauf wie die oben betrachtete Funktion, nahert sich ebenfalls fur 
sehr groBe Werte von a dem Wert Eins, nimmt jedoch fUr kleine a den Wert a an. 

Fur aIle zwischen 1 und 00 gelegenen Werte der magnetischen Quantenzahl 
der Atome konnen wir Im'l in der Form 

Im'l = Iml . L (a) (~2) 
schreiben, worin die Funktion L(a) einen zwischen den beiden in der Abb. 124 
eingezeichneten Kurven liegenden Verlauf hat und als die "LANGEVIN8Che 

Funktion" bezeichnet wird (da auf diesen Forscher im wesentlichen die oben 
wiedergegebenen Gedankengange zumckgehen). Die Richtung von m' faUt 
immer mit der Richtung von lj zusammen. 

FUr groBe Werte der Feldstarke, d. h. ffir groBe Werte von a, wird nach dem 

oben Gesagten I m'l = Iml (ffir groBe lj). (23) 

Fur sehr kleine Werte der Feldstarke, also kleine Werte von a, wird wegen (16) 

-, [m[2 '(, (24) m = kT .'Y.,)> 

worin 'Y einen Zahlenfaktor bedeutet, der fUr die magnetische Quantenzahl 
Eins den Wert 1, ffir die Quanteru:ahlUnendlich den Wert 1/3 und ffir aIle ubrigen 
Quantenzahlen zwischen 1 und 1/3 gelegene Werte hat. 

o. Theorie des Paramagnetismus. Infolge der unter 4. besprochenen Richt
wirkung eines Magnetfeldes auf die Molekularmagnete nimmt die betrachtete 
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Substanz eine Magnetisierung m an, die wiederum aus der Formel (16) § 52 
berechnet werden kann, wenn man darin fUr die m,. die zeitlichen Mittelwerte m/ 
der Molekularmomente einsetzt. Bedeutet wieder n die Anzahl der Molekular
magnete in der Volumeneinheit, dann gilt demnacb 

lTD 1 "\' - , =, 
"J~= lJV ~ m,. =n.m, 

'/' 

worin m' der raumliche Mittelwert von in' ist. 

(25) 

Wir wollen nun annehmen, daB der Ausdruck (16) so klein sei, daB fUr m' 
die Formel (24) benutzt werden kann. In der Tat iiberzeugtman sich durch 
Einsetzen der Werte fUr die in (16) eingehenden GroBen, daB bei technisch her
stellbaren Feldstarken und normaler Temperatur diese Bedingung fUr aIle 
Substanzen erfiillt ist. Wie wir gleich sehen werden, wird dann auch m sehr 
klein gegen .\), so daB wir fiir den Mittelwert von fJ in m' statt .\)* die gewohnliche 
magnetische Feldstarke .\) einsetzen konnen. Aus (24) und (25) folgt dann als 
Beziebung zwischen m und .\) wieder die Gleichung (11) mit 

ny Imls (26) 
X= JeT ' 

d. h. die Substanz verhalt sicb paramagnetisch und besitzt die Suszeptibilitat (26). 
In Ubereinstimmung mit der Erfabrungl folgt aus (26) zunii.<lhst, daB die 

paramagnetische Suszeptibilitat der absoluten Temperatur verkehrt proportional 
ist, was in der Form 0 

X = T (27) 

geschrieben werden kann und als "CURIEsches Gesetz" bezeichnet wird. Die 
Konstante C _ n y Iml2 

- k (28) 

tragt den Namen "CURIEBche Kon8lante". Auf Grund von Messungen dieser 
Konstanten laBt sich, wie man sieht, die GroBe m, das magnetische Moment der 
Molekularmagnete, berechnen. 

Bei tiefen Temperaturen wird bereits bei technisch erreichbaren Feldstarken a 
so groB, daB statt der Formel (24) die Formel (22) herangezogen werden muB. Dies 
bedeutet, daB m nicht mehr proporlional 'mit .\) wachst und daher auch die 
Suszeptibilitat von der Feldstarke abhangig wird. Be~ sehr groBen Feldstarken 
und sehr tiefen Temperaturen laBt sich sogar der durch die Formel (23) dar
gestellte Fall realisieren, wobei fiir Iml der Wert 

Mo = n Iml (29) 

herauskommt. Das bedeutet, daB das magnetische Moment der Volumeneinheit 
gerade n-mal so groB ist als das magnetische Moment des einzelnen Elementar
magneten, was nur dann der Fall sein kann, wenn deren magnetische Achsen 
aIle genau in die Feldrichtung weisen. Eine groBere Magnetisierung als M 0 

kann der Korper iiberbaupt nicht annebmen, wir bezeichnen sie daber als 
"Sattigungsmagnetisierung" . Ihre Bestimmung Hefert das einfachste Mittel zur 
Berechnung von I mil. 

6. Theorie des Ferromlltgnetismns. Wie bereits unter 2. erwahnt wurde, sind 
die ferromagnetiscben Stoffe dadurch gekennzeichnet, daB bei ibnen die Kon
stante g des inneren Feldes sebr groB ist. Daher kommt es, daB in der Gleichung (3) 
im allgemeinen (d. h. fiir nicbt extrem starke Felder) .\) gegen g m vernachlassigt 
und daher .\)* mit g m identifiziert werden kann. 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 62. 

28' 
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Urn also den raumlichen Mittelwert a von a zu bilden, haben wir in (16) 
fUr fj nicht wie oben S), sondern g we einzusetzen, so daB gilt 

-- Imlg M 
a - k T-· • (30) 

Aus (30) liWt sich nun mit Benutzung von (29) die Magnetisierung we durch a 
wie folgt ausdriicken: ]-[ k T 

]lilo = n Iml2 g • a. (31) 

Weiter folgt aus (25) und (22), wiederum mit Benutzung von (29), 

M 
M = L raj· (32) 

o 

Die Elimination von a aus den Gleichungen (31) und (32) liefert fiir jede 
gegebene ferromagnetische Substanz bei gegebenem T einen bestirnmten Wert 
von M, der fiir nicht zu groBe Werte von H von dem auBeren Feld unabhangig 
ist, also auch dann, wenn H verschwindet. Wir sagen, daB der betrachtete Korper 
"spontan magnetisiert" ist, er verhalt sich wie ein permanenter Magnet. 

Die Berechnung von M aus den Gleichungen (31) und (32) laBt sich am ein
fachsten graphisch durchfiihren, wie die Abb. 124, S. 434 zeigt, indem man die diesen 
Gleichungen entsprechenden Kurven I und II zeichnet und sie zum Schnitt 
bringt; die Ordinate des Schnittpunktes P ergibt dann das gesuchte MjMo. 

Die Abhangigkeit der spontanen Magnetisierung von der Temperatur la~t 
sich gemaB diesem Verfahren aus der Abb. 124 ohne weiteres ablesen. Mit ab
nehmendem T vermindert sich namlich gemaB (31) der Neigungswinkel der 
Geraden I, der Schnittpunkt P riickt also nach rechts und. MjMo wachst, bis 
es schlieBlich den Sattigungswert Eins erreicht. Die Einsetzung der numerischen 
Konstanten in (31) zeigt, daB bei den bekanl1,ten ferromagnetischen Substanzen 
bereits bei normaler Temperatur die Sattigung so gut wie vollkommen erreicht ist. 

Bei zunehmendem T wachst der Neigungswinkel der Geraden I, der Schnitt
punkt P riickt nach links und MjMo nimmt ab, so lange, bis P mit dem Koordi
natel1,ursprung zusammenfallt und M = 0 wird. Dies ist dann der Fall, wenn 
die Gerade I die Kurve II im Koordinatenursprung beriibrt. Fiir eine Tem
peratur g also, fUr die die Bedingung 

ke 
=y nlm[2g 

(33) 

erfiillt ist, verschwindet die sp0l1,tane Magnetisierung und ebenso fiir jede hohere 
Temperatur alEi g, d. h. beirn Uberschreiten von g verwandelt sie sich aus einer 
ferromagnetischen in eine paramagnetische. Diese Folgerung aus der Theorie 
stirnmt in der Tat mit der Erfahrung iiberein, wie von CURIE gezeigt wurde1 . 

Man nennt daher g die "CuRIEsche Umwandlungstemperatur". Durch ihre 
Messung laBt sich die Konstante g des inneren Feldes berechnen, wobei sich 
die unter 2. angegebenen Zahlenwerte ergeben. 

Das eben beschriebene Verhalten zeigen streng nur Einkristalle aus ferro
magnetischen Materialien. Sie sind unterhalb der CURIE-Temperatur stets 
spontal1, magnetisiert, wobei die Richtung von we mit einer der ausgezeichneten 
Richtungen des Kristallgitters zusammenfallt. Bringt man einen solchen Kristall 
in ein Magnetfeld, so bewirkt dieses bloB, daB bei einer von der Oriel1,tierung des 
Kristalls gegen das Feld abhangigen Feldstarke die Richtung von we plOtzlich 
so umspringt, daB sie einen moglichst kleinen Winkel mit S) einschlieBt. 

1 Vgl. "Exp.-Physik". § 62. 
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Die gebrauchlichen technischen Materialien sind aus sehr vielen, mikro
skopisch kleinen Kristallchen zusammengesetzt, die aIle moglichen Orientierungen 
haben. Die beobachtete makroskopische Magnetisierung setzt sich aus den 
mikroskopischen Magnetisierungen der einzelnen Kristallchen zusammen und 
kann daher unter Umstanden gleich Null sein, obzwa:.: die Kristallchen selbst 
bis zur Sattigung magnetisiert sind. LaBt man nun das auBere Feld allmahlich 
anwachsen, dann springen die Magnetisierungsrichtungen der einzelnen Kristall
chen je nach ihrer Orientierung gegen das Feld bei verschiedenen Werten der 
Feldstarke um; dieser Effekt kann tatsachlich nachgewiesen werden und wird 
als der "BARKHAUSEN-Effekt" bezeichnetl. 

Das makroskopische W1 andert sich wegen der sehr groBen Zahl der Kristallchen 
und der Kleinheit ihrer Magnetisierungen bei jedem BARKHAUSEN-Sprung nur 
sehr wenig, so daB es bei der iiblichen MeBgenauigkeit sich stetig mit ~ zu andern 
scheint. Es durchlauft dabei die "technische Magnetisierungskurve", deren Ge 
stalt, wie man leicht einsieht, von der magnetischen Vorgeschichte des Korpers 
in komplizierter Weise abhangig ist. Die sogenannte "technische Siittigung 
tritt dann ein, wenn die Magnetisierungsrichtungen samtlicher Kristallchen rnu, 
der Richtung von ~ moglichst kleine Winkel einschlieBen. 

§ 58. Statistische Theorie der dielektrischen Erscheinungen. 

1. Indnzierte Dipole. Analog zu der im vorhergehenden Paragraphen fiir den 
Magnetismus behandelten Aufgabe hat die statistische Theorie der dielektrischen 
Erscheinungen, die nunmehr besprochen werden solI, die Aufgabe zu lOsen, die 
in § 42, 3. vom phanomenologischen Standpunkte betrachtete Erscheinung der 
dielektrischen Polarisation vom Standpunkte der Elektronentheorie zu erklaren 
und auf Grund besonderer Annahmen iiber die Eigenschaften der Atome bzw. 
der Molekiile die zwischen der Polarisation ~ und der elektrischen Feldstarke @ 
herrschende Beziehung abzuleiten. 

Auf Grund der Formel (8) § 52 laBt sich, wenn die Lage der Schwerpunkte 
der einzelnen Elektronen (bzw. Protonen) in einem Atom oder Molekiil bekannt 
ist, sein elektrisches Moment tJ berechnen. Es kann nun zunachst sein, daB bei 
Abwesenheit eines auBeren Feldes tJ verschwindet. Bringt man nun das Atom 
oder Molekiil in ein elektrisches Feld e, soiibt dieses auf die positiven Ladungs
trager Krafte in der Richtung von e aus und auf die negativen Ladungstrager 
Krafte in der entgegengesetzten Richtung. Dies bewirkt eine Verschiebung 
der Ladungstrager gegeniiber ihren Lagen im feldfreien Normalzustand, und 
zwar der positiven in der Richtung von e und der negativen in der entgegen
gesetzten Richtung. Offensichtlich erhalt hierdurch das betrachtete Teilchen 
ein von Null verschiedenes elektrisches Moment tJ', dessen Richtung mit der 
von e zusammenfallt und dessen Betrag mit wachsendem e zunimmt. 

Da die Feldstarke in den starksten, technisch herstellbaren Feldern stets 
klein ist gegeniiber den in den Atomen oder Molekiilen selbst herrschenden Feld
starken, durch die ihre einzelnen Bestandteile zusammengehalten werden, wird 
die durch ein auBeres Feld bewirkte Verschiebung der Ladungstrager stets klein 
sein, und wir konnen daher, ohne einen merklichenFehler zu begehen, sicherlich 
tJ' proportional zu e ansetzen, also schreiben 

tJ' = IX e, (1) 

worin IX eine von der besonderen Bauart des betrachteten Atoms bzw. Molekiils 
abhangige Konstante ist, die wir als seine "Polarisierbarkeit" bezeichnen wollen. 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 58. 
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Sie hangt im allgemeinen auch noch von der Orientierung des Atoms gegenuber 
dem Felde abo 

In erster Naherung kann man die elektrische Wirkung des polarisierten 
Teilchens sicherlich der eines einfachen elektrischen Dipols mit dem Moment fJ' 
gleichsetzen. 1st e die Summe der in dem Teilchen enthaltenen positiven 
Ladungen und -e die der negativen (das Teilchen als Gauzes sei elektrisch 
neutral vorausgesetzt), dann konnen wir demnach wegen (4) § 42 setzell: 

tl' = e t, (2) 

worin t den fiktiven Abstalld der beiden Ladungen +e und -e des Dipols 
bedeutet. Da der Dipol durch die Wirkung des Feldes hervorgerufen ist, be
zeichnen wir ihn als einen "induzierten Dipol". 

Aus (1) und (2) folgt IX 

t = -. e. (3) 
e 

Nun ist ee die Kraft, mit der das Feld die beiden Bestandteile des Dipols 
auseinanderzieht. Ebenso groB und von entgegengesetztem Vorzeichen muB 
aber, wenn. Gleichgewicht herrschen solI, die Kraft f sein, mit der diese beiden 
Bestandteile des Dipols aneinandergekettet sind. Aus (3) folgt fUr f 

e2 
f =-ee =--t. 

IX 
(4) 

t hat also im Sinne der Terminologie des § 19, 3. den Charakter einer "elastischen 
Kraft". Um eine Verwechslung mit wirklichen elastischen Kraften zu ver
meiden, spricht man hier meist von einer "quasielastischen Bindung" der beiden 
Dipolbestandteile. 

2. Feste Dipole. Wir betrachten nunmehr den Fall, woauch im feldfreien 
Raum das elektrische Moment fJ eines Atoms oder MolekUls nicht verschwindet. 
Wir konnen auch hier wieder das Feld eines Teilchens durch einen einfachen 
Dipol vom Moment fJ erzeugt denken, das in erster Naherung vom auBeren Feld 
unabhangig ist; wir bezeichnen ibn daher als einen ,,/esten Dipol" oder "mole
kularen Dipol". 

Bringt man einen solchen molekularen Dipol in ein elektrisches Feld e, dann 
ubt es auf ihn ein Drehmoment aus, das die Achse von tl in die Richtung von e 
zu drehen sucht. Dieser V organg ist offenbar dem in § 57, 4. in der Theorie 
des Magnetismus behandelten vollkommen analog, und wir konnen daher, dem 
Beispiel von DEBYE folgend, die dort erhaltenen Resultate auf den vorliegenden 
Fall unmittelbar ubertragen, wenn wir das magnetische Moment m durch das 
elektrische Moment fJ ersetzen und die magnetische Feldstarke 1) durch die 
elektrische e. 

Es ergibt sich so, daB das betrachtete Teilchen im zeitlichen Mittel ein in die 
Feldrichtung weisendes elektrisches Moment ~" erhalt, das der zu (22) § 57 

analogen Formel IjJ"l = IfJl. L (a) (5) 

genugt, worin nach (16) § 57 gesetzt ist: 

IlJl . lei 
a=-kT-· (6) 

Da hier eine "Richtungsquantelung" nicht auf tritt, sondern alle Dipol
richtungen im Raume zugelassen sind und da ferner, wie man durch Einsetzen 
der bekannten Zahlenwerte in (6) sieht, fur aIle technisch herstellbaren Feld-
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starken und normale Temperaturen die GroBe a stets sehr klein ist, kann man 
statt (5) die aus (24) § 57 mit y = 1/3 hervorgehende Formel 

1''' = 31~1~ . e (7) 

stets mit hinreichender Annaherung anwenden. 
3. Statische Polarisierbarkeit und Dielektrizitatskonstante. Zur Berechnung 

der Polarisation, die infolge der Entstehung der induzierten und der Ausrichtung 
der festen Dipole in der untersuchten Substanz hervorgerufen wird, gehen wir 
folgendermaBen vor. Bedeutet 1)/ den Mittelwert des induzierten Dipolmomentes 
und 1'/' den Mittelwert des festen Momentes des r-ten Molekills, dann kann 
man diese Formel in der Gestalt 

ill 1 "" (- , - ") 
1-' = i5 V...::.. t'r + t'r (S) 

r 

schreiben, worin die Summation tiber alle im Volumen b V enthaltenen Molektile 
zu erstrecken ist. 

Nennen wir wieder n die Zahl der als untereinander gleich angenommenen 
Molekiile in der Volumeneinheit und ~* den Mittelwert von e, dann foIgt aus (S) 
mit Benutzung von (1) und (7) 

~=n(x+ ~)~*, (9) 

worin zur Abktirzung gesetzt ist IlJI2 
fJ=3F. (10) 

Die GroBe 
(11) 

wollen wir als die "molare Polarisierbarkeit" der Substanz bezeichnen; es bedeuten 
hierin: No die LOSCHMIDTSche Zahl, fl das Molekulargewicht und e die Dichte 
der Substanz. Durch Einfiihrung von (11) in (9) nimmt diese Gleichung die 
folgende Gestalt an: P e 

~ = -. ~*. (12) 
p, 

Auf Grund der gleichen Uberlegung, wie wir sie im Falle des Magnetismus 
in § 57, 2. durchgeftihrt haben, konnen wir schlieBen, daB ~* aus der Feldstarke ~ 

hervorgeht, wenn man die Feldstarke des LORENTzschen innerenFeldes ~n ~ 
zu ihr hinzuftigt, so daB also gilt 

~* = ~+ ~n~. (13) 

Aus (12) und (13) folgt nun durch Elimination von ~* 

~ =x~, (14) 
worin gesetzt ist Pelp, 

x= 4n A 

1--3- PelP, 

(15) 

In Korpern, in denen die molekulare Polarisierbarkeit x von der Orientierung 
der Atome gegen die Feldrichtung unabhangig ist, ist p' und damit auch x von 
der Richtung von ~ unabhangig, d. h. es ist eine skalare Konstante. Die Beziehung 
(14) ist dann identisch mit der auf Grund experimenteller Erfahrungen abge
leiteten Beziehung (IS) §42 und x ist nichts anderes als die "dielektrische Sus
zeptibilitat". Aber auch dann, wenn x von der Orientierung der Molekiile gegen 
das Feld abhangig ist, jedoc.h die Molektile aIle moglichen Orientierungen gegen (j; 
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annehmen konnen, wie in Gasen und Fltissigkeiten oder in unkristallisierten 
Festkorpern, ist in (9) bzw. (ll) ftir.x der Mittelwert der Polarisierbarkeit tiber alle 
moglichen Richtungen einzusetzen, so daB auch dann % wieder eine skalare 
}(onstante wird. 

In festen }(orpern mit nicht symmetrischen Gitterbausteinen jedoch ist .x 
von der Richtung des Feldes gegen die J(ristallachsen abhangig, so daB % den 
Charakter eines Tensors bekommt. Die Gleichung (14) verwandelt sich dann 
in die Gleichung (19) § 42, die die Grundlage der Elektrostatik und Optik del' 
anisotropen Medien bildet. 

Aus x ergibt sich fiir die Dielektrizitatskonstante 8 auf Grund ibrer Definitions
gleichung (24) § 42 

1-1-~ Fe 
I 3 p, 

8= 1 +4;71:%= --~-A-' 
1_~Pe 

3 p, 

Lost man diese Gleichung nach P auf, so erhalt man die Beziehung 

(16) 

A 3 p, 8-1 
p= 4n 'e' 8+2' (17) 

aus der man die Molarpolarisation auf Grund von Messungen von 8 berechnen 
kann. 

In Substanzen, fitr die fJ = 0 ist, in denen also keine festen Dipole vorkommen, 
sollte nach (ll) P und damit auch der Ausdruck auf der rechten Seite von (17) 
von der Temperatur unabhangig sein, was von der Erfahrung wirklich in weiten 
Grenzen bestatigt wird (LORENTZ-LoRENzsches Gesetz). 

In Substanzen, die feste Dipole enthalten, ist nach (ll) Peine lineare 
Funktion von liT, die man durch Messung der Temperaturabhangigkeit von 
8 aus (17) ermitteln kann. Hieraus lassen sich dann die }(onstanten .x und fJ 
berechnen und daraus folgen nach (10) die Momente der festen Dipole. Auch 
diese Folgerung aus der Theorie wird durch das Experiment vollinhaltlich be
statigtl, und es ergeben sich ftir iiJi Werle in der GroBenordnung 10-18• Dies 
entspricht durchaus unseren Erwartungen, da ja iiJi von der GroBenord
nung: Elementarladung mal Molektildurchmesser, also von der GroBenordnung 
10-10 • 10-8 = 10-18 sein muB. 

4. Die Molekula1'polarisation in WechseHelde1'n hohe1' F1'equenzen. Die unter 3. 
angestellten Berechnungen tiber die GroBe von P und 8 gelten streng genommen 
nur fiir zeitlich unveranderliche Felder. Sie gelten aber auch sehr angenahert 
ftir zeitlich veranderliche Felder, solange die Zeiten, die notwendig sind, damit 
sich die molekularen Dipole orientieren konnen, die sogenannte "EinsteUzeit" 
klein gegentiber jenen Zeitintervallen ist" in denen sich @ merklich andert. 

Bei sehr rasch veranderlichen FeldeI'll jedoch, insbesondere bei Wechsel
feldern hoher Frequeriz, wie sie in den elektromagnetischen Wellenfeldern 
des sichtbaren Lichtes auftreten, ist diese Bedingung keineswegs erfiillt. Die 
Einstellung del' festen Molektildipole kommt dann infolge ihrer Tragheit tiber
haupt nicht mehr zustande, so daB in (ll) fJ = 0 gesetzt werden kann. Abel' auch 
die infolge del' Verschiebbarkeit der Elektronen in den Atomen und Molekiilen 
hervorgerufenen induzierten Polarisationen werden bereits wesentlich verandert, 
was sich darin auBert, daB die GroBe .x einen von dem statischen verschiedenen 
und von der Frequenz der Welle abhangigen Wert besitzt. 

Um diesen Effekt zu berechnen, berufen wir uns zunachst auf den in § 30, 4. 
abgeleiteten allgemeinen Satz del' Atommechanik, wonach sich der Schwerpunkt 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 66. 



Statistische Theorie der dielektrischen Erscheinnngen. 441 

der Elektronenladungswolke gemaB den Bewegungsgleichungen der NEwToNschen 
Mechanik bewegt. Ersetzen wir daher wie in 1. das polarisierte Atom durch einen 
einfachen Dipol mit dem Moment (2), dann wird dieser, da seine Bestandteile 
gemaB (4) durch eine elastische Kraft verkettet sind, nach einer vorubergehenden 
auBeren Storung auf Grund der Entwicklungen in § 19, 3. eine harmonische 
Schwingung mit einer bestimmten Eigenfrequenz Wo ausfiihren. 

Wir bringen nun das Atom in ein elektrisches Wechselfeld von der Frequenz W 

und der Amplitude @o, das wir in der Form 

(18) 

ansetzen konnen. Dp~ ~ipol wird dann nach § 19, 6. darin eine erzwungene Schwin
gung mit der gleichen Frequenz W ausfiibren. Wir wollen annehmen, daB die 
Dampfung dieser Schwingung so gering ist, daB die Konstante {3 in der Be
wegungsgleichung (30) § 19 gleich Null gesetzt werden kann. Nach (35) § 19 
ist dann die Phasendifferenz zwischen der erzwungenen Schwingung und der 
elektrischen Feldstarke gleich Null oder n und wir konnen setzen: 

t = to eirot• (19) 

Zwischen to und @o besteht nach der Gleichung (33) § 19, da hierin die Kraft
amplitude zu @o proportional ist und f3 = 0 zu setzen ist, eine Beziehung von 
der Gestalt 1 

to = c. 2 2 @o· 
Wo -w 

(20) 

Aus (18), (19) und (20) folgt 1 
t = c. 2 2·@· 

Wo -w 
(21) 

Setzt man dies in (2) ein, so folgt durch Vergleich mit (1) fUr die molekulare 
Polarisierbarkeit: 

(22) 

worin A eine von der Ladung und der Masse der Dipolbestandteile abhangige 
Konstante ist. 

Da die Giiltigkeit der Gleichung (1) und damit auch die der ganzen vorstehen
den Uberlegung an die Bedingung geknupft ist, daB ~ sehr klein sei, muB von 
vornherein dafUr Sorge getragen werden, daB w von Wo weit genug entfernt 
sei, da sonst der Nenner in (22) klein und daher ~ groB wiirde. Die Frequenz 
des elektrischen Feldes muB also genugend weit von der Eigenfrequenz des 
molekularen Dipols gehalten werden. 

Die Verhaltnisse sind in Wirklichkeit deshalb noch etwas komplizierter, 
weil, wie in § 59 noch gezeigt werden wird, einem durch ein auBeres Storungs
feld induzierten atomaren Dipol nicht eine einzige Eigenfrequenz WO' sondern 
eine ganze Reihe von Eigenfrequenzen Wl' W 2, • •• zukommt, die nach MaBgabe 
der Ubergangswahrscheinlichkeiten W Ot ' wo., wo., • •• des Atoms aus dem Normal
zustande 0 in die "angeregten Zustande" 1, 2, 3, ... in Erscheinung treten. 
Dies wirkt sich fur den makroskopischen Beobachter so aus, als ob in der Substanz 
nicht eine, sondern eine Anzahl verschiedener Sorten atomarer Dipole mit den 
relativen Haufigkeiten W Ot ' wo., wo., • •• und den Eigenfrequenzen WI> W2' Wa, ••• 

enthalten waren. An Stelle von (22) ist daher zu setzen: 

~ = Al W Ot + ~2WO' + _ il + f2 + (23) 
W 12 -W2 W 22 -W2 ···-WI 2 -W2 W 22 -W2 ••• , 

wo wieder zu beach ten ist, daB diese Formel nur dann gilt, wenn W von den 
einzelnen Resonanzstellen WI> W2' • . • genugend weit entfernt ist. 
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5. Theorie der normalen Dispersion. Wir nehmen nun an, daB das unter 4. 
betrachtete elektrische Wechselfeld von einer Lichtwelle herriihrt, die wir durch 
einen durchsichtigen und isolierenden Korper hindurchschicken. Die durch 
die Formel (23) ausgedriickte Abhangigkeit der GroBe IX von der Frequenz OJ 

der Lichtwelle muB sich in einer entsprechenden Abhangigkeit des P und daher 
auch der Dielektrizitatskonstante e von OJ auswirken. Damit ergibt sich aber 
auch gemaB der MAxWELLSchen Relation (20) § 49 eine Abhangigkeit . des 
Brechungsquotienten n von der Frequenz der Lichtwelle, eine Erscheinung, 
die, wie bekannt, tatsachlich beobachtet und als "Di8per8ion" des Lichtes be
zeichnet wird. 

Da in einer Welle sichtbaren Lichtes die Schwingungsphasen in Dimensionen 
von der GroBenordnung der Atomabstande bereits wesentlich verschieden sind, 
sind die von den Nachbaratomen eines herausgegriffenen Atoms erzeugten elek
trischen Felder, die sich zum inneren Feld zusammensetzen, nicht in Phase und 
heben einander daher im Mittel am Orte des herausgegriffenen Atoms auf, so 
daB wir die Feldstarke ~* in (9) mit dem Felde ~ der Lichtwelle gleichsetzen 
konnen. Daher konnen wir auch in (ll) fiir IX ohne weiteres den unter 4. ab
geleiteten ~usdruck (23) einsetzen und erhalten, da gemaB der Uberlegung im 
2. Absatz von 4. f3 = 0 gilt 

P (OJ) = No [ /1 2- + /2 2 + /3 2 + ... J. (24) 
WI - W Wa - W Wa - W 

Setzt man diesen Ausdruck in die Formel (16) ein, so erhalt man mit Hille vbn 
(20) § 49 die gesuchte Abhangigkeit des n von OJ, d. h. die Dispersionsformel. 

Die Diskussion der Dispersionsformel erfolgt am besten an Hand einer 
graphischen Darstellung der Funktion (24), wie sie fiir bestimmte Werte der 
Konstanten durch die Abb. 125 gegeben wird. 

Wir nehmen an, daB die untersuchte Substanz im Gebiet der sichtbaren 
Wellen keine Resonanzstelle besitzt, daB sich also das sichtbare Gebiet G, wie 

in der Abb. 125 angedeutet ist, zwi-
schen den beiden Eigenfrequenzen OJ1 

I und OJ2 befindet. Wie man sieht, steigt 
: dann innerhalb von G die Polarisier-
i barkeit P mit wachsender Frequenz 
: an. Da nach (16) (geniigend kleines P 
i vorausgesetzt) emit P monoton wachst, 

Qr---~~~~~--~+-~;=~--~ 
a!J ii,! a! steigt auch e und daher schlieBlich n 

Abb. 125. 

monoton mit Pan, d. h. der Bre
chungsquotient nimmt zu mit abneh
mender Wellenlange. Dieses Verhalten, 
das bei den meisten durchsichtigen Sub
stanzen in derTat beobachtet wird, wird 

als "normale Di8per8ion" bezeichnet. Die Erscheinung der "anomalen Di8per8ion" , 
die dann auf tritt, wenn sich im untersuchten Wellenlangengebiet Resonanzstellen 
der Dipolschwingungen befinden, kann hier nicht behandelt werden1• 

Fur Gase, bei denen e sehr klein ist und e bzw. n sehr wenig von Eins ver 
. schieden sind, kann man die Dispersionsformel auf eine besonders einfache Form 

1 "Ober den experimentellen Nachweis der Dispersion und'die Ermittlung der Dis
persionskurve vgl. "Exp.-Physik". § 119; tiber die durch sie bewirkten Fehler der 
optischenAbbildung "Exp.-Physik", § 120; tiber ihre Verwendung zur Konstruktion 
von Spektralapparaten "Exp.-Physik", § 121. 
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bringen, indem man gemaB der Formel (16) e nach Potenzen der kleinen GroBe 

P (! entwickelt: 
p 

(25) 

Hieraus folgt v- p (! 
n = e ~ 1 + 2 n -. (26) 

p 

Einsetzen von (24) in (26) ergibt 

n=I+2nNo·~'" /i 2· (27) p":::;'; Wi -W 
j 

Eine Dispersionsformel von der Gestalt (27) ist zuerst auf Grund der alten 
mechanischen Athertheorie von HELMHOLTZ und KETTELER abgeleitet worden, 
nach denen sie auch meist benannt wird. Sie laBt sich an der Erfahrung prUfen 
und kann dazu dienen, die in ihr enthaltenen, zunachst unbekannten Konstanten 
OJi zu ermitteln1• . 

Einundzwanzigstes Kapitel. 

Theorie der Strahlung und der Spektren. 
§ 59. Allgemeine Theorie der Spektren. 

1. Die Strahlung bewegter Elektronen. In § 51 zeigten wir, wie sich das 
elektromagnetische Feld eines bewegten Elektrons aus seiner Ladungsdichte 
(! und seiner Stromdichte i und diese GroBen wieder aus der SCHRODINGER
schen Wellenfunktion qJ berechnen lassen. Da f/! im allgemeinen von der Zeit 
explizite abhangt, hangen auch qJ und i und damit die elektrischen FeldgroBen 
e und lj von der Zeit abo Dies bewirkt aber nach § 48 die Entstehung einer elektro
magnetischen . Strahlung, die von den bewegten Elektronen ala Strahlungs
quellen ihren Ausgang nimmt. In den Entwicklungen der vorhergehenden Kapitel 
haben wir auf diese Strahlung und die durch sie bewirkte Energieanderung der 
bewegten Elektronen keine Rlicksicht genommen. Dies solI nun in diesem Para
graphen nachgeholt werden, wobei wir uns auf die Betrachtung der Elektronen 
beschranken wollen, die in den Atomen und Molekiilen der materiellen Korper 
sich bewegen und der Strahlung, die hierdurch hervorgerufenen wird. 

DaB die in den Atomen umlaufenden Elektronen eine elektromagnetische 
Strahlung hervorrufen miissen, konnte bereits aus der klassischen Elektronen
theorie von LORENTZ (vgl. § 2,3.) gefolgert werden und es lag nahe, diese 
Strahlung mit der unter bestimmten Bedingungen auftretenden charakteristi
schen Strahlung des betreffenden Stoffes zu identifizieren und zu versuchen, 
die Struktur der "Spektren" 2 dieser Strahlung auf Grund bestimmter Annahmen 
liber den Bau der Atome vorauszuberechnen. Abgesehen davon, daB es, wie 
in § 29, 1. bereits erwahnt wurde, nicht gelang, auf diese Weise von der 
Struktur der beobachteten Spektren Rechenschaft zu geben, liegt auch noch 
eine sehr wesentliche, prinzipielle Schwierigkeit vor. Nach der LORENTzschen 
Theorie mliBte namlich ein Atomelektron wahrend seiner Bewegung standig 
elektromagnetische Strahlung aussenden und daher standig Energie verlieren. 
Dies mliBte dazu fUhren, daB in kiirzester Zeit aIle Elektronen des Atoms ihre 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 119. 
2 Uber die experimentellen Methoden zur Untersuchung von "Emissionsspektren" 

vgl. "Exp.-Physik", § 136. 
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kinetische Energie einbiillen und daher das Atom in sich zusammenstiirzt, 
so wie die Planeten in die Sonne stiirzen miillten, wenn sie ihre kinetische Energie 
verlieren.wiirden. 

Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, stellte BOHR seiner in § 29,1. formu
lierten Hypothese der stationaren Zustande die weitere Hypothese zur Seite, 
daB im Widerspruch mit den Satzen der klassischen Elektrodynamik ein in 
einer 8tationiiren Bahn im Atom umlaufendes Elektron keine Strahlung aus
senden solI. Beim Ubergang oder "Sprung" von einer stationaren Bahn hoherer 
Energie zu einer anderen mit niedrigerer Energie solI jedocb Strablung ausge
sendet werden, derart, daB die Abnahme der Energie des Elektrons gerade 
gleicb ist der Energie der ausgesandten Strablung. Zur Berechnung der Fre
quenz 'JI ':'''1· ausgesandten Strahlung fiihrte BOHR die nach ihm benannte Be
ziehung ein, wonach die oben erwahnte Energie gleich h'JI sein solI (11, PLANcKSches 
Wirkungsquantum). Zur angenaherten Berechnung der Intensitat und des 
Polarisationszustandes der Strablung wurde das Korrespondenzprinzip heran
gezogen. 

Wesentlich einfacher und befriedigender gestaltet sich die Theorie der 
Strahlung der Atome nach SCHRODINGER durch die Einfiihrung der Quanten
mechanik. Wie im ersten Absatz bereits angedeutet wurde und im folgenden 
naher ausgefiihrt werden 'soll, liefern die auf der Grundlage dieser Theorie be, 
rechneten Ladungs- und Stromdichten der Atomelektronen gemaB den im § 48 
entwickelten Grundsatzen ohne weitere Zusatzannahmen die Frequenzen, In
tensitaten und PolarisationsverhaItnisse, also aIle Einzelbeiten der Struktur dar 
Spektren der ausgesandten Strahlung in Ubereinstimmung mit der Beobachtung. 

2. Das Emissionsspektrum eines strahlenden Atomelektrons. Zunachst laBt 
sich die vom Standpunkte der BOHRSChen Theorie unverstandliche Forderung, 
daB die Atome in den stationaren Zustiinden nicht strahlen sollen, vom Stand
punkte der Quantenmechanik unmittelbar verstehen. Da gemaB den Formeln (8) 
§ 51 und (9) § 51 in diesem FaIle (! und i von der Zeit unabhangig sind, ist aucb das 
elektromagnetische Feld des Elektrons zeitunabhangig, eine elektromagnetische 
Strahlung tritt also in der Tat nicht auf. 

Das Atom kann demnach nur strahlen, wenn es sich in einem nichtstationaren 
Zustande befindet. Fiir einen solchen laBt sich nach (8) § 30 die Wellenfunktion cp 
durch Entwicklung nach den Eigenfunktionen Wk in der Form 

00 2 ni Ekt 

cp = Z Ck e h "Pk (x, y, z) (1) 
k=l 

schreiben. Streng genommen miiBte man nun aus (1) (! und i als Funktionen 
von x, y, z und t und bieraus das Strahlungsfeld berechnen. Sieht man jedoch 
von feineren Details ab, dann geniigt es, die Bewegung des Schwerpunktes der 
Dichteverteilung (! zu untersuchen, in dem man sich die Ladung des Elektrons 
konzentriert denkt, und dann die hierdurch bewirkte· Strahlung. 

Nach (14) § 30 gilt fiir den Radiusvektor r des Schwerpunktes die Formel 

(2) 

Setzt man hierin aus (1) ein, so ergibt sich 

(3) 
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Nach (19) § 29 folgt hieraus fill die x-Komponente des Schwerpunktes 

00 2 "i (E _ E.\ t 
- '" *hk v X = ~ XkL • Ck CL e , (4) 

k.Z=l 

worin die XkL die Elemente der Koordinatenmatrix X sind; analoge Ausdriicke 
gelten fill y und z. 

FaBt man in der Summe in (4) die zwei Glieder zusammen, die durch Ver
tauschung der Indizes k, l auseinander hervorgehen, dann ergibt sich infolge 
der Giiltigkeit der Gleichungen (20) § 29 

2ni 2ni()t - (Ek-El)t - EZ-Ek 
CkCZ*Xkl e h +CLCIe*XLk e h 

2"i 2",i 
- (Ek-EZ)t -- (Ek-EZ)t 

=CkCL* XleZ e h + Ck*cZxkZ*e h (5) 

Setzt man hierin • irkl 
Cle c z*· X/c! = akL e , 

worin Ykl eine uns nicht weiter interessierende reelle Konstante bedeutet und 

(6) 

gesetzt ist, dann erhiilt man weiter, da der zweite Term auf del' rechten Seite 
von (5) zum ersten konjugiert komplex ist: 

{ 
i hZ+ 2hu (E/c-Ez)t] + -ihl+ 2

;: (Ek-Ez)t]}_ 
ahl e e -

= 2 aiel cos (COlel t + Ylel) = aiel cos (COlel t + Ylel) + aZk cos (COUe t + Ylle) , (7) 

worin gesetzt ist (8) 

X berechnet man nach (4) durch Summation del' Ausdriicke (7) iiber aIle 
moglichen Werte von k, lin der Form 

co 

x =2; akL cos (COlel t + YkL) (9) 
k,l=l 

und analoge Ausdr"iicke gelten fiir y und z. Das bedeutet, daB der Schwerpunkt 
eine Bewegung ausfiihrt, die durch die Uberlagerung von harmonischen Schwin
gungen mit den Frequenzen 'Pie!> den Phasenkonstanten Ylel und den Ampli
tuden akL erzeugt ist. 

Wir ordnen nun, da die positive Gesamtladung des Atomkernes absolut 
genommen ebenso groB ist wie die negative Gesamtladung del' Hiillenelektronen, 
jedem Elektron in del' Lage r eine entgegengesetzte und gleiche im Kern (t = 0) 
ruhende Ladung zu, so daB beide zusammen einen Dipol vom Moment [(4) § -42] 

(10) 
bilden mit den Komponenten 

pw=ex, py=ey, pz=ez. (11) 

Einer jeden Partialschwingung 'P leL von (9) entspricht vermoge (6) und (11) 
ein in der Richtung del' x-Achse harmonisch schwingender elektrischer Dipol 
vom Moment 

Pkl = e . aiel cos (COkl t + Ylcl) = e ICk11c11 .IXkll cos (COkl t + Ykl)' (12) 
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In §48,3. wurde allgemein gezeigt, wie man das elektromagnetische Wellen
feld eines zeitlich veranderlichen elektrischen Dipols berechnet, insbesondere 
im Hinblick auf den Polarisationszustand und die Richtungsabhangigkeit der 
Intensitat der von ihm ausgesandten Strahlung. FUr die elektromagnetische 
Energie 13, die in einer im Verhii.ltnis zur Schwingungsdauer langen Zeit t aus
gestrahlt wird, fanden wir fiir den harmonisch schwingenden Dipol die For
meln (26) § 48 und (27) § 48. Wie aus dem Vergleich der Formel (12) und 
der Formel (23) § 48 hervorgeht, haben wir darin statt Po zu setzen: e ICkllczl.lxk!1 
und erhalten daher 

(13) 

Die dlnalog fiir y und z auszufiihrenden Rechnungen ergeben, daB jeder Partial
schwingung "k! auBer (12) noch je ein in der y- bzw. z-Richtung schwingender 
Dipol entspricht, deren Gesamtstrahlungen man erhalt, wenn man in (13) 
IXk!12 durch IYk!12 bzw. IZk!12 ersetzt. 

ZusammehgefaBt lautet demnach das Resultat der oben ausgefiihrten Be
rechnungen: Die von einer nichtstationaren Ladungsverteilung in einem Atom 
ausgesandte Strahlung besteht aus einer diskreten Schar von einzelnen Frequenzen 
"kb die sich aus den Energieeigenwerten nach der Formel (8) berechnen lassen; 
sie hat also ein "Linienspektrum" 1. Die relativen Intensitaten der einzelnen 
Spektrallinien ergeben sich durch Addition der Ausdriicke (13) und der ent
sprechenden fiir die y- und die z-Komponenten, wenn man den gemeinsameI!, 
universellen -Faktor als unwesentlich fortlaBt: 

(14) 

Ihr Polarisationszustand ergibt sich, wenn man bedenkt, daB sie durch Uber
lagerung der Strahlung dreier in den drei Koordinatenrichtungen schwingender 
elektrischer Dipole zustandekommt, deren relative Intensitaten sich wie die 
N ormen der entsprecbenden Elemente der Koordinatenmatrizen 00, y, z verhalten. 

3. Die statistische Deutung der Strahlungsformeln. Die unter 2. abgeleiteten 
GesetzmaBigkeiten iiber die Emissionsspektren gewannen wir dadurch, daB 
wir der Wellenfunktion (1) jedes Atomelektrons eine kontinuierliche Ladungs
dichte zuordneten und deren elektromagnetisches Feld berechneten. Dieser 
Kontinuumauffassung stellen wir nun die im Kapitel X vertretene statistische 
Auffassung gegeniiber, der gemaB (§ 30, 3.) q;q;* als die Wahrscheinlichkeits
dichte fiir die Lage des Elektrons im Punkte t (x, y, z) zur Zeit t gedeutet wurde 
und t als die mittlere Lage in einem Kollektiv von Teilchen unter den gleichen 
auBeren Bedingungen. 1st diese Auffassurig richtig, woran gemaB den Ausfiih
rungen im Kapitel II kaum zu zweifeln ist, dann kann nicht erwartet werden, 
daB ein individuelles Atomelektron bei seiner Bewegung in einem nichtstatio
naren Zustand ein Spektrum der beschriebenen Art aussende. Dieses kommt 
vielmehr erst durch die Zusammenwirkung der Strahlungen einer groBen Menge 
g1eichartiger Atome zustande. DaB die abgeleiteten GesetzmaBigkeiten, wie 
in § 60 noch an einzelnen Beispielen gezeigt werden wird, mit dem Experiment 
so gut iibereinstimmen, ist dem Umstande zu verdanken, daB eine auBel"ordent
lich groBe Zahl von Atomen zusammenwirken muB, um eine beobachtbare 
Strahlungsintensitat zu erzeugen. 

Wie man sieht, stimmt die oben erhaltene Formel (8) fiir die Frequenz der 
Emissionslinien vollkommen mit der unter°l. erwahnten BOllBschen Frequenz
bedingung iiberein. Auf Grund dieser Taisache beschreiben wir den Emissions-

1 V gl. "Exp.-Physik", § 139. 
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vorgang des einzelnen Atoms im AnschluB an die BOHRsche Hypothese folgender
maBen: Befindet sich das Atom in einem del' ausgezeichneten Quantenzustande, 
dann strahlt es nicht. Beim Ubergang eines Elektrons von einem Quantenzustand 
mit del' Quantenzahl k und del' Energie E k in einen Quantenzustand mit del' 
Quantenzahll und del' Energie E~ <Ek wird die Energiedifferenz Ek-E! in del' 
Form einer monochromatischen Strahlung von del' Frequenz(8) ausgestrahlt. 

Die Intensitat del' Spektrallinie 'Ilk! ergibt sich offenbar als das Produkt aus 
del' Energie E k - E~ = h 'IIk~ del' Gesamtstrahlung des einzelnen Atoms beim 
Ubergang vom Quantenzustand k in den Zustand 1 und del' Anzahl diesel' Uber
gange pro Zeiteinheit. Die letztere GroBe ist wiederum gleich dem Produkt 
aus del' Anzahl nlc del' Atome, die sich jeweils in dem "angeregten" Zustand 
k befinden, TIlle'. uer relativen Haufigkeit del' aus diesem angeregten Zustande 
pro Zeiteinheit in den Zustand 1 iibergehenden Atome, d. h. del' "Ubergangswahr
scheinlichkeit pro Zeiteinheit" Wk~ des betreffenden Ubel'ganges. Es gilt also 

I k~ = nk Wk~ • h'llkZ. (15) 

Wir wollen nun annehmen, daB sich das betrachtete System in einem "sta
tionaren Anregungszustand" befindet, d. h. daB die GroBen n k von del' Zeit un
abhangig sind. Dies kann man erreichen, wenn man durch geeignete Einwirkung 
von auBenl stets so viele Atome in den angeregten Zustand k bl'ingt, als fun in del' 
gleichen Zeit infolge del' Ausstrahlung vel'lassen. Offenbal' wird dann Wk~ und 
auch I kZ von del' Zeit unabhangig. 

Wir zeigten in § 30,.3., daB die GrOBen iCki2, d. h. die Normen del' Entwick
lungskoeffizienten in del' Entwicklung (1) del' Wellenfunktion f{J nach den Eigen
funktionen 'ljJk gleich den Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, das betrachtete 
System zum betreffenden Zeitpunkte im k-ten Quantenzustande anzutreffen. 
Wegen del' angenommenen Stationaritat sind die hi2 von del' Zeit unabhangig 
und den GroBen n k proportional. Da auch die Elemente der Koordinatenmatrix 
zeitunabhangig sind, ist nach (14) im Einklang mit del' oben angestellten SchluB
folgerung Ik~ von del' Zeit unabhangig und del' Vergleich von (14) und (15) er
gibt, daB fUr die Ubergangswahrscheinlichkeit WkZ die Beziehung 

WkZ = C . iC!j2 (jx kz i2 + iYk~i2 + iZkZi2) 'IIkZ3 (16) 

gelten muB, worin C eine universelle Konstante bedeutet. 
Del' Faktor jCzj2 in (16) gibt gemaB dem eben Gesagten die relative Anzahl 

del' Atome des Systems, die sich unter derVoraussetzung derStationaritat jeweils 
im Endzustand 1 des Uberganges k __ 1 befinden. Er ist also ein MaB fUr die 
"Anregbarkeit" dieses Zustandes unter den gegebenen auBeren Anregungs
bedingungen. Sein Auftreten in del' Formel (16) zeigt, in welchel' Weise diese 
auBere Einwirkung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten verantwortlich ist. 
Man spricht daher auch von einer durch die auBere Anregung "induzierten" 
Ubergangswahrscheinlichkeit. 

Del' von den auBeren Anregungsbedingungen unabhangige rlritte Faktol' 
in (16) setzt offenbar in Evidenz, mit welcher Wahrscheinlichkeit del' betreffende 
Ubergang allein auf Grund del' im lnnern des Atoms herrschenden Verhaltnisse, 
d. h. ohne auBere Einwirkung odeI' "spontan" VOl' sich geht. Er wird daher 
auch als "spontane" Ubergangswahrscheinlichkeit bezeichnet. Wie aus (16) 
und (8) hervorgeht, ist die spontane Ubergangswahrscheinlichkeit nur von den 
Elementen del' Koordinaten- und del' Energiematrix abhangig. Auf die Tat
sache, daB ein solcher· Zusammenhang besteht, haben wir iibrigens bereits in 
§ 30, 3. aufmerksam gemacht. 

1 Uber die Methoden zur Anregung der Strahlung vgl. "Exp .. Physik", § 134. 
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4. Die Absorption von Strahlung dureh ein Atom. In § 48,5. zeigten wir, 
daB ein Karpel' mit elektrischer Leitfahigkeit eine durch ihn hindurchgehende 
elektromagnetische Strahlung teilweise absorbiert. GemaB del' dortselbst ab
geleiteten Formel (40) hangt del' Absorptionskoeffizient von del' Leitfahigkeit (J 

und von del' Dielektrizitatskonstante e ab und andert sich wegen del' Abhangig
keit des e von del' Frequenz (del' Dispersion § 58,5.) stetig mit del' Wellenliinge; 
die Substanz besitzt daher ein "kontinuierliches AbsorptionBspektrum" 1. 

Zu diesel' Absorption, die durch die Aufnahme von elektromagnetischer Energie 
durch die Leitungselektronen (bzw. durch andere freie Ladungstrager) bedingt 
ist, tritt noch eine weitere Absorption hinzu, die dadurch entsteht, daB die 
in den Atomen und Molekiilen gebundenen Elektronen aus del' Strahlung 
Ene .. ::;:e aufnehmen, ein Vorgang, del' auch bei nicht leitfahigen Substanzen 
erfolgen muB. Urn die Struktur del' hierdurch hervorgerufenen Absorptions
spektren aufzufinden, stellen wir die folgende Uberlegung an: 

Aus den Entwicklungen unter 2. geht hervor, daB die einem Atomelektron 
entsprechende Ladungsverteilung in einem nichtstationaren Zustand sich wie ein 
System linearer Oszillatoren mit den Eigenfrequenzen (8) verhalt. In § 19, 6.< 
zeigteI\ wir nun, daB ein harmonischer Oszillator unter del' Wirkung eines auBeren 
periodischen Kraftfeldes eine erzwungene Schwingung ausfiihrt, deren Amplitude 
im Resonanzfalle ein Maximum ist. Fiir den Fall, wo die Dampfung des Oszil
lators klein ist, ist die Resonanzkurve sehr steil. Die Amplitude del' erzwungenen 
Schwingung und daher auch die Energieaufnahme durch den Oszillator ist 
demnach klein, solange die aufgezwungene Frequenz von del' Eigenfrequenz 
wesentlich verschieden ist. Nul' wenn die aufgepragte Frequenz in unmittelbare 
Nahe del' Eigenfrequenz liegt, ist die Amplitude del' Schwingung und daher 
auch die Energieaufnahme durch den Oszillator groB. Bei starker Dampfung 
hingegen ist die Resonanzkurve flach und del' Oszillator wird daher in einem 
mehr odeI' weniger breiten kontinuierlichen Frequenzbereich Energie aufnehmen. 

In dem vorliegenden Fall erfolgt die Dampfung del' Schwingungen del' dem 
Atomelektron zugeordneten Ladungswolke einerseits dadurch, daB sie, wie wir 
unter 2. zeigten, bei ihrer Schwingung wie ein schwingender elektrischer Dipol 
Energie ausstrahlt (sogenannte "Strahlungsdiimptung") und anderseits dadurch, 
daB durch StaBe des angeregten Atoms gegen nichtangeregte auf diese Energie 
iibertragen wird (sogenannte "Sto(Jdamptung"). Die letztere ist betrachtlich, 
wenn die Atome in dem betreffenden Karpel' sehr dicht gelagert sind, wenn er 
sich also im festen odeI' fliissigen Aggregatzustande befindet und vernachlassigbar 
klein, wenn die ZusammenstaBe del' Atome selten erfolgen, wenn sich del' Karpel' 
im gasfOrmigen Zustande befindet. 

1m zweiten Fall absorbiert das Atom, wie aus den angestellten Betrachtungen 
hervorgeht, aus dem Strahlungsfeld Energie nul' dann merklich, wenn dessen 
Frequenz einer der Eigenfrequenzen (8) benachbart ist. Geht also eine Strahlung 
mit kontinuierlichem Spektrum durch ein Gas hindurch, so werden hieraus nul' die 
Frequenzen (8) absorbiert, wir erhalten also ein "LinienabsorptionBspektrum"2. 
Die Frequenzen del' Absorptionslinien stimmen, wie man sieht, mit den ent
sprechenden Frequenzen des Emissionsspektrums iiberein, eine Tatsache, von 
del' in del' Spektralanalyse ausgedehnter Gebrauch gemacht wird3. Beim Durch
gang des Lichtes durch feste und fliissige K6rper hingegen treten wegen del' 

1 ygl. "Exp.-Physik", § 138. 
2 Ubel' die expel'imentellen Methoden zur Untersuchung del' Absol'ptionsspektl'en 

vgI. "Exp.-Physik", § 137. 
3 VgI. "Exp.-Physik, § 139. 
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starken StoBdampfung in der Regel statt der Absorptionslinien mehr oder 
weniger breite "Ab8orptionsbander" auf. 

Die in §5S, 4. und §5S, 5. eingefiihrten "Eigenfrequenzen" sind nach den vor
stehenden Darlegungen offenbar mit den Absorptionsfrequenzen identisch. Wir 
zeigten dortselbst, daB die Substanz in jedem Frequenzbereich normale Dispersion 
aufweist, der so weit von den Eigenfrequenzen entfemt ist, daB die Dampfung 
der Oszillatoren vemachlassigt werden kann. Wir konnen diese Bedingung 
nunmehr scharfer prazisieren: Normale Dispersion tritt in den Frequenzbereichen 
auf, in welchen die Substanz keine merkliche Absorption besitzt; innerhalb der 
Absorptionsstreifen tritt anomale Dispersion auf. Einen weiteren Beweis fUr die 
Richtigkeit der Tbeorie bildet die Tatsache, daB die aus Dispersionsmessungen 
vermoge der ~ ormel (27) § 5S ermittelten Eigenfrequenzen wirklich mit den 
beobachteten Absorptionsfrequenzen iibereinstimmen1• 

o. Die statistische Deutung des Absorptionsvorganges. Die Tatsache, daB die 
Emissions- und die Absorptionsfrequenzen beide durch die Formel (S) dar
gestellt werden, die in bezug auf die beiden Indizes k und l vollkommen sym
metrisch ist, legt es nahe, den Absorptionsvorgang statistisch als genaue Um
kehrung des Emissionsvorganges anzusehen, wie es auch bereits die alte BoIiRsche 
Theorie angenommen hatte; der elementare Absorptionsakt besteht demnach aus 
dem Vbergang eines Atomelektrons aus einem Quantenzustand mit der Quanten
zahl k und der Energie E k in einen hoheren Quantenzustand der Quantenzahll 
und der Energie E, > E k, wobei die Energiedifferenz E, - Ek aus dem Strah
lungsfeld aufgenommen wird und zwar nur dann, wenn die Frequenz "kl der 
Strahlung der Gleichung (S) geniigt. 

Sind keine anderen auBeren Anregungsquellen vorhanden und ist die auf
fallende Strahlung nicht sehr stark, dann werden sich mit verschwindend wenigen 
Ausnahmen samtliche Atome in einem Zustand mit der niedrigsten moglichen 
Quantenzahl, dem "GrundzUBtand" oder dem "unangeregten" Zustande be
finden, dem wir die Energie Eo zuschreiben. Es werden daher auch mit ver
schwindend wenigen Ausnahmen alle durch die Strahlung angeregten Vbergange 
aus dem Grundzustand in einen der hoheren Zustande mit den Energien E1, E2, 

E 3, • • • erfolgen, denen wir nach (S) die Frequenzen "I' "2' ... gemaB 

(17) 

zuordnen. Aus den Linien mit diesen Frequenzen besteht demnach das normale 
Absorptionsspektrum einer Substanz im gasformigen Zustand. 

Die GroBe Ak = Ek - Eo nennen wir die "Anregung8arbeit" des k-ten 
Quantenzustandes, da ja gerade die Arbeit Ak an dem Atom geleistet werden 
muB, um es aus dem unangeregten Zustand in den betreffenden angeregten zu 
bringen. Sie kann nach der von FRANCK und HERTZ entwickelten "Elektronen
stoBmethode" experimentell ermittelt werden, welche direkt die Spannung V k 

liefert, die ein Elektron durchlaufen muB, damit seine EllI~rgie gerade zur An
regung des k-ten Quantenzustandes ausreicht. Vk wird daher als "Anregung8-
spannung" bezeichnet. Nach (12) §42 besteht zwischen Vk und Ak die einfache 
Beziehung Ak = Vk . e, (IS) 

worin e die Elementarladung bezeichnet. Die GroBe A OX> nennen WIT die "Ioni. 
sierung8arbeit", die entsprechende GroBe V., die ,,1 oni8ierung88pannung" des 
Atoms deshalb, weil die Energie A., gerade ausreicht, urn das Elektron von 

1 Vgl. "Exp.-Physik" §§ 119 und 139. 

FUrth, Theor. Physik. 29 
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seinem Atom vollstandig zu entfernen, dieses also zu "ionisieren". GemaB (17) 
entspricht diesem Anregungszustand die kurzwelligste Absorptionslinie V",.1 

Da offenbar auch aIle Zustande moglich sind, bei denen das Elektron vom 
Atom vollkommen getrennt ist und auBerdem eine beliebig groBe kinetische 
Energie hat, miissen im Absorptionsspektrum auch samtliche Frequenzen auf
treten, die einer Energiedifferenz Ek-EO> A"" entsprechen. An die Grenz
frequenz des Linienabsorptionsspektrums schlieBt sich demnach ein kontinuier
liches Absorptionsspektrum an, dessen langwellige Grenze, die "Absorptions
bandkante", mit 'P '" zusammenfallt2• 

Fiir den Betrag der Energie 1 k' die von einem Korper pro Zeiteinheit durch 
Absorption aus einer monochromatischen Strahlung der Frequenz 'Pk aufge
nolJ'-• ..,n wird, gilt auf Grund des geschilderten Absorptionsmechanismus die 
Formel 1 k = nOwOk • h'Pk' (19) 

worm no dieAnzahl der im Grundzustand befindlichen Atome (d. h. praktisch die 
Gesamtzahl der Atome) und WOk die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit
einheit aus dem Grundzustand in den Zustand k bedeutet. 

Da, wie gesagt, der Absorptionsvorgang die genaue Umkehrung des Emissions
vorganges ist, miissen wir annehmen, daB auch die Formel (16) fiir die Uber
gangswahrscheinlicbkeit ebenso wie fiir die Emission auch fiir die Absorptions.
prozesse giiltig bleibe. FUr WOk gilt daber eine Beziehung von der Gestalt 

WOk = C . \Ck\2 (\XOk\2 + \YOk\2 + \ZOk:2) 'Pk3. (20) 

Die darfu enthaltenen GroBen \Ck\ sind nach (6) den Amplituden der ent
sprechenden Dipolschwingungen proportional. Diese sind nun gemaB der Formel 
(34) § 19 im Resonanzfalle den Amplituden der auf den Oszillator wirkenden 
auBeren Kraft proportional, d. h. den Amplituden der elektrischen Feldstarke 
des Strahlungsfeldes. Da nach § 48,5. die 1ntensitat Iko der einfallenden Welle 
dem Quadrat der Amplitude der Feldstarke in der Welle proportional ist, gilt 
demnach: \Ck\2,..., 1 kO. 

Unter Beriicksichtigung 
(19) und (20) 

nun aus den Gleichungen 

(21) 

es wird also aus der auf den Korper auffallenden Strahlung stets ein bestimmter 
Bruchteil A absorbiert, den wir das "Absorptionsverm6gen" des Korpers nennen. 
A hangt von dem durchstrahlten Volumen des Korpers ab und ist bei gegen
seitiger Unabhangigkeit der Atome des Korpers der Zahl no der in diesem V olumen 
enthaltenen Atome proportiona.!; A hangt ferner von der Frequenz und von 
der Richtung der einfallenden Welle gegeniiber den Koordinatenachsen und von 
dem Polarisationszustande derselben abo 1st A = 0, dann ist der Korper fiir die 
betreffende Frequenz vollkommen durchsichtig, ist fiir aIle Frequenzen A = 1, 
dann heiBt der Korper schwarz, da er alle auftreffende Strahlung vollkommen 
absorbiert. 

6. Fluoreszenz und Phosphoreszenz. Wie unter 5. bereits erwahnt wurde, 
werden durch die Absorption die Atome der absorbierenden Substanz von einem 
Grundniveau Eo auf hohere Energieniveaus E k gehoben, von denen sie zum 
Teil unter Aussendung von Strahlung wieder in tiefere Niveaus E, zuriick
fallen. Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten W k , sehr groB, dann ist die 

1 Die Beschreibung der Elektronensto13methode und ihre wichtigsten Resultate, 
die eine volle Bestatigung der oben entwickelten Gedankengange erbracht haben, findet 
man in "Exp.-Physik" § 114. 

2 Vgl. "Exp.-Physik" §§ 139 und 146. 
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Wahrscheinlichkeit, daB sich ein Atom noch langere Zeit nach erfolgter An
regung in dem angeregten Zustand befindet, sehr klein, so daB, wenn die Be
strahlung der Substanz unterbrochen wird, schon nach sehr kurzer Zeit aIle 
Atome in den Grundzustand zUrUckkehren und die durch die Absorption an
geregte Strahlungsemission verlischt: wir sprechen in diesem FaIle von einem 
"Fluoreszenzvorgange". Ist hingegen WkZ sehr klein, dann werden noch langere 
Zeit nach Unterbrechung der Bestrahlung der Substanz Atome in dem an
geregten Zustand zUrUckbleiben und die durch die Bestrahlung angeregte Emis
sion klingt in meBbarer Zeit ab, die Substanz "leuchtet nach"; wir sprechen dann 
von einem "Phosphoreszenzvorgang" 1. 

Erfolgt die Fluoreszenz- bzw. Phosphoreszenzanregung mit einer mono
chromatischc.~ dtrahlung der Frequenz 11k' dann wird durch sie das Atom auf 
das Niveau Ek gehoben. Es kann von da auf ein Niveau E z < Ek (Ez> Eo) 
zUrUckfallen und sendet dabei nach (8) und (17) eine Strahlung von der Frequenz 

(22) 

aus. Das Fluoreszenz- bzw. Phosphoreszenzlicht hat also bei gasformigen Korpern 
ein Linienspektrum, das aIle Emissionslinien enthalt, deren Frequenzen kleiner 
sind als die der anregenden Strahhmg. Bei fliissigen und festen Korpern 
treten, wie in den Absorptionsspektren, statt der Linien breite Bander auf, aber 
auch hier gilt der Satz, daB die Frequenzen im Fluoreszenzspektrum stets kleiner 
sind als die des anregenden Lichtes. Dies ist das "STOKEssche Gesetz" der FluOl'es
zenz, das durch die Erfahrung bestatigt wird1. 

FUr k = I muG offenbar l = 0 sein und daher wird nach (22) v' = v. Das 
Fluoreszenzspektrum besteht in diesem FaIle aus einer einzigen Linie, deren 
Frequenz gleich ist der Frequenz der anregenden Strahlung. Man nennt daher 
in diesem FaIle die ausgesandte Strahlung haufig "Resonanzstrahlung" und 
die ihr entsprechende Spektrallinie die "Resonanzlinie" des Spektrums. Sie ist, 
wie man sieht, mit der.langwelligsten der Absorptionslinien (17) identisch1• 

§ 60. Spezielle Probleme der Spektraltheorie. 

1. Das Spektrum des Wasserstoffes. Auf Grund der allgemeinen Theorie, die 
wir in dem vorhergehenden Paragraph en auseinandergesetzt haben, wollen wir 
hier zunachst das Emissions- und Absorptionsspektrum des Wasserstoffes be
handeln. Zur Berechnung der Frequenzen der Emissionslinien brauchen wir 
nach (8) § 59 zunii.chst die Kenntnis der Energieeigenwerte E k' 

Bekanntlich besteht das Wasserstoffatom aus einem Kern von der Ladung 
+ e, um den sich ein einziges Elektron der Ladung - e unter der Wirkung 
der COULoMBschen Anziehungskraft vom Kern bewegt. Die quantenmechanische 
Behandlung dieser Bewegung haben wir in § 31,3. vorgenommen und erbielten 
fiir die Energieeigenwerte die Formel (46) § 31, in der wegen der Kernladungszahl 
Eins Z = I zu setzen ist: 

2n2 me4 
En = - h2 n2 n = 1,2,3,... (I) 

Fiihren wir zur Abkiirzung die universelle Konstante 

m = 2n~;;e' = 109.737 cm-1 (2) 

ein, die als die "RYDBERGSche Konstante" bezeicbnet wird, so konnen wir fiir 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 141. 

29* 
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die Wellenzahl v* der durch den Ubergang von der Quantenzahl n auf die 
Quantenzahl n' entstehenden Spektrallinie vermoge (8) § 59 und (1) schreiben 

v* (n_ r/) = m. (n~2-- ~2 ). (3) 

Ordnen wir jedem Energieniveau mit der Quantenzahl n einen sogenannten 

"Spektralterm" von der GroBe ~ zu, dann erhalt man also die Wellenzahlen 
n 

der Spektrallinien einfach als Differenzen der Spektralterme von End- und An
fangsniveau. 

AIle Spektrallinien, die zu einem und demselben Endniveau gehoren, werden 
gewohnlich zu einer "Spektralserie" zusammengefaBt. GemaB (3) erhalt man 
fur den Wasserstoff die folgenden Serien: 

n'=I, n=2,3,4,... v.,*=m.(I- ~2) 

n' = 2, n = 3,4, 5, ... 
(4) 

n' = 3, n = 4, 5, 6, ... 

n' = 4, n = 5,6, 7, ... 

die in der Abb. 126 schematisch dargestellt sind. 

"- 8", ,.. 8 '" 
...., ,,:,I~ 8 .. I. '" 

, • " 
, 

~1:1 I:!~ <:! ~ <:! ~ 1:1<:! <:! 

o 
Abb.126. 

Innerhalb jeder Serie nimmt die Frequenz mit wachsender "Laufzahl" n 

zu und nahert sich fur n= 00 der Grenzfrequenz v«J *= ~2' die eine Haufungs-
11, 

stelle der Folge der v., * bildet. Die Grenzlinie v «J verdankt ihre Entstehung dem 
Ubergang eines Elektrons aus praktisch unendlich groBer Entfernung yom Kern 
mit der kinetischen Energie Null in den Zustand mit der Quantenzahl n'. Da 
offenbar auch aIle Ubergange der gleichen Art moglich sind, bei denen die 
kinetische Energie des Elektrons einen beliebigen endlichen Betrag hat, folgt, 
daB auch aIle Frequenzen ausgesendet werden, die groBer sind als v"" An das 
kurzwellige Ende einer jeden Serle schlieBt sich demnach ein kontinuierliches 
Spektrum an. 

1m kurzwelligsten Spektralgebiet liegt die Serie n' = 1, deren langwelligste 

Anfangslinie nach (4) die Wellenzahl v* = m (1 - !) = m· ! hat. Das kurz-

wellige Ende der Serie n' = 2 liegt bei v* = m· ~ ; die samtlichen Linien dieser 

Serie liegen also in einem langwelligeren Spektralgebiet als die der Serie n' = 1. 
Das gleiche gilt fiir die weiteren Serien n' = 3, n' = 4 usw. 

Diese theoretischen SchluBfolgerungen werden durch d,as Experiment in der 
Tat in vollem Inhalte bestatigt. Die durch die Formel (4) dargestellten Spektral
serien sind unter den Namen "L YMAN -", "BALMER-", "PASCHEN -" und "BRACKETT
Serie" bekannt, von denen die erste im Ultraviolett, die zweite zum Teil im 
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Sichtbaren, zum Teil im Ultravioletten, die weiteren im Ultraroten liegen. Die 
gemessenen Wellenzahlen stimmen mit den aus (4) mit Beriicksichtigung des 
Wertes (2) fiir die RYDBERGSche Konstante berechneten Werten vollkommen 
iiberein1. 

Da der Zustand n = 1 der Grundzustand oder der unangeregte Zustand des 
H-Atoms ist, bilden die Linien der LYMAN-Serie als Absorptions1inien gleich
zeitig das Absorptionsspektrum des Wasserstoffs auf Grund der Uberlegung 
in § 59,5., was ebenfalls durch die Erfahrung bestatigt wird. Aus der Wellen
zahl der kurzwelligen Grenze dieses Spektrums 'V", * = m ergibt sich gemiW (18) 

§ 59 fiir die Ionisierungsspannung des H-Atoms der Wert V 00 = ffi :~ = 13,53 Volt 

ebenfalls in Ubereinstimmung mit dem direkt gemessenen Wert dieser GroBe2• 

An diese Grenze schlieBt sich dann, wie ebenfalls bereits besprochen wurde, 
das kontinuierliche Absorptionsgebiet anl. 

2. Die wasserstoffiihnlichen Spektren. Wesentlich schwieriger als fiir den 
Wasserstoff gestaltet sich die Berechnung der Spektren fiir andere Atome, da 
hier, wie wir bereits in § 31, 4. bemerkten, auf jedes' Elektron auBer der Kraft 
vom Kern noch die Krafte von den iibrigen Elektronen wirken. Wir beschranken 
uns hier auf die Besprechung der Spektren von Atomen, bei denen die auBerste 
"Schale" der Elektronenhiille nur aus einem einzigen Elektron besteht, wie es 
beispielsweise bei den Alkalimetallen der Fall ist; sie sollen ferner durch den Uber
gang dieses auBeren "Leuehtelektrons" aus einem in einen anderen Quantenzustand 
entstehen. 

Man kann in diesem FaIle die Kraftwirkung der Elektronen der inneren 
Schale auf das Leuchtelektron in erster Naherung finden, indem man sich deren 
Ladung zu einer kontinuierlichen kugelsymmetrischen Ladungswolke verschmiert 
denkt, deren Mittelpunkt im Kern des Atoms ruht. Hat der Kern die Ladung eZ, 
dann hat die Ladungswolke die Gesamtladung -e (Z -1), so daB sich das 
Leuchtelektron in erster Naherung so bewegt, als ob der Kern die Ladung e 
hatte und die iibrigen Elektronen nicht vorhanden waren, d. h. ebenso wie im 
Wasserstoffatom. Es ist also zu erwarten, daB die so entstehenden Spektren 
"wasserstoffahnlich" sein werden. 

GemaB den Ausfiihrungen unter 1. erhalt man auch hier die Wellenzahlen 
der Spektrallinien als Differenzen je zweier Spektralterme, die aus den Energie
eigenwerten durch Multiplikation mit -l/he hervorgehen (RITzsches Kombina
tionsprinzip). Nach dem oben Erwahnten sind diese Energieeigenwerte zwar 
nicht gleich denen des Wasserstoffatoms, wohl aber haben wir sie in der 
gleichen GroBenordnung zu erwarten und daher muB auch das hier untersuchte 
Spektrum dem des Wasserstoffes ahnlich gebaut sein und auch im selben Spek
tralgebiet, d. h. zum Teil im Ultravioletten, zum Teil im Sichtbaren und zum 
Teil im Ultraroten Hegen. 

Wahrend jedoch, wie in § 31, 3. gezeigt wurde, die Eigenwerte des Wasser
stoffs entartet sind, ist dies bei dem allgemeineren, jetzt vorliegenden Problem 
nicht mehr der Fall. Nach §31, 4. gehort vielmehr zu jedem Wertequadrupel 
der Quantenzahlen n, l, m, s im allgemeinen ein anderer Eigenwert E (n, l, m, s), 
und daher sind auch die Spektralterme von einer weit groBeren Mannigfaltig
keit als beim Wasserstoff. 

Auf Grund der empirischen Analyse der Spektrenl hat sich die Termino
logie eingebiirgert, einen Spektralterm, der zu l= 0 gehort, als einen "S-Term" , 
einen zu l = 1 gehorigen als einen "P-Term", einen zu l = 2 gehorigen als 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXXV. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 114. 
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einen "D-Term" und einen zu l = 3 gehorigen aIs einen "F-Term" zu he
zeichnen. Die zu dem Term gehorige Hauptquantenzahl schreiht man vor den 
Termhuchstahen. Es hedeutet demnach 18 einen Term, der zu den Quanten
zahlen n = 1, l = 0 gehort, 3 P einen solchen der zu den Quantenzahlen n = 3, 
1 = 1 gehOrt usw. Wegen der Giiltigkeit der Beziehung (45) § 31 muB stets gelten 

n>l+l; ~ 

n kann also fiir einen 8-Term aHe Werte von I'his Unendlich hahen, fiir einen 
P-Term jedoch muB n > 2, fiir einen D-Term n > 3, fiir einen F-Term n > 4 
~oo~ - - -

Man sollte zunii.chst auf Grund des Komhinationsprinzips erwarten, daB irn 
Emi"-::onsspektrum eines Atoms der hetrachteten Art alle Linien auftreten, 
deren Wellenzahlen sich aus der Komhination zweier heliehiger Spektralterme 
herechnen lassen. Dies ist jedoch nicht der Fall, weil gemaB der Intensitatsformel 
(14) § 59 nur jene Linien eine von Null verschiedene Intensitat hahen, hei denen 
die zugehorigen Elemente der Koordinatenmatrix von Null verschieden sind. 
Nun verschwinden gemaB' § 31, 2. in der Koordinatenmatrix eines Rotators 
alle Elemente mit Ausnahme jener, die zu Ubergangen gehoren, hei denen sich l 
um eine Einheit andert. Demnach kann ein 8-Term nur mit einem P-Term, 
ein P-Term nur mit einem 8- oder einem D-Term, ein D-Term nur mit einem P
oder einem F-Term komhinieren usw. Durch diese SOMMERFELD8Che "Auswahl
regeZ" ist die Anzahl der Linien wesentlich heschrankt. 

Fassen wir wieder alle Linien, die zu einem und demselhen Endzustand 
gehoren, hei denen aIso der erste Term gemeinsam ist, zu einer Serie zusammen, 
so lassen sich auf Grund' unserer Uberlegungen die Wellenzahlen der Linien 
dieser Serien berechnen, wenn die Terme samtlich hekannt sind. 

Hat z. B. der Grundzustand des Leuchtelektrons die Quantenzahl n' = 1, 
dann giht es fiir die in diesen Grundzustand miindenden Ubergange nur eine 
Serie, namlicb 

n' = 1, n = 2, 3, 4, ... , l' = 0, l = 1: v* = 1 8 - n P, (6) 

die aIs die "Hauptserie" oder "Prinzipalserie" hezeichnet wird (daher auch die 
Bezeichnung "P" fiir den Ausgangsterm). Beirn Wasserstoff ist sie mit der 
LYMAN -Serie identisch. 

Hat die Hauptquantenzahl des Leuchtelektrons den Wert n' = 2, dann giht 
es fiir die in ihn miindenden Uhergange die folgenden Moglichkeiten: 

n = l' = 1, l = 0 '11* = 2 P - n 8 
, 2 ll' = 0, 1 = 1 v* = 2 8 - n P 1 

n =3,4,5, ... l' = 1, l =2 '11* =2P-nD usw. 
(7) 

Von diesen Serien wird wieder die erste aIs die Hauptserie, die heiden anderen 
werden als die "Neben8erien" hezeichnet, und zwar als die ,,11. oder 8charfe 
Neben8erie" und als die ,,1. oder diffuse Nebenserie" (daher wieder .die Bezeich
nungen ,,8" und "D" fiir die entsprechenden Terme). Beim Wasserstoff fallen 
aIle drei Serien (7) in der BALMER-Serie zusammen. 

Noch groBer wird die Mannigfaltigkeit fiir n' = 3, 4, ... , wo auBer den he
sprochenen noch weitere Serien von anderem Typus auftreten. Fiir eine Anzahl 
von Elementen ist es hisher gelungen, die Spektren zu entwirren und die Linien 
in Serien zu ordnen. Durch die Messung der Wellenzahlen ergehen sich dann die 
Werte der Spektralterme des hetreffenden Atoms auf empirischem Wege, woraus 
man schlieBlich die Energieniveaus herechnen kannl . 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 147. 
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Da der Grundzustand bei den Atomen der betrachteten .Art stets ein S-Zu
stand ist, d. h. da ibm die Quantenzahll= 0 zukommt, treten die Linien der Haupt
serie gemaB der Uberlegung in § 59,5. auch ill Absorption auf und bilden daher 
das Absorptionslinienspektrum der betreffenden Substanz im gasformigen Zu
stand, an dessen kurzwellige Grenze sich das kontinuierliche Absorptions
spektrum anschlieBt. 

Die Tatsache, daB auch noch die magnetische Quantenzahl m vermoge 
(48) § 31 aIle moglichen Werte m ~ l annehmen kann und nach §3I, 4. die Spin-

quantenzahl 8 die Werte + ~ oder - ~, bewirkt, daB jeder der oben ein

gefiihrten Terme selbst nicht einfach ist, sondern .. ich in eine Anzahl von 
allerdings untereinander wenig verschiedenen Termen "aufspaltet", da die zu
gehorigen Energieeigenwerte voneinander etwas verschieden sind. Daraus 
folgt, daB die Spektrallinien der besprochenen Serien in Wirklichkeit nicht ein
fach sind, sondern aus mehreren nahe benachbarten Linien bestehen; es treten 
sogenannte "Dubletts", " Tripletts", "Qua,drupletts" usw. auf. Mit der Ableitung 
der fUr sie geltenden GesetzmaBigkeiten konnen wir uus hier nicht befassenl. 

3. Rontgenspektren. Eine !.hnli.chkeit mit dem Spektrum des Wasserstoffes 
haben auch jene Spektren, die dadurch entstehen, daB ein Elektron aus einem 
hoheren Quantenzustand in eine der inneren Schalen der Elektronenhiille des 
Atoms zurUckfallt. Da diese inneren Schalen jedoch im normalen Zustand des 
Atoms voll besetzt sind, ist ein solcher Ubergang nur dann moglich, wenn durch 
einen entsprechenden IonisationsprozeB vorher ein Elektron aus der betreffenden 
Schale entfernt wurde, so daB sein Platz frei geworden ist. 

1st auf diese Weise ein freier Platz in der K-Schale (vgl. § 31, 4.) geschaffen, 
der die Hauptquantenzahl n = I zukommt, dann konnen Spektrallinien durch 
den Ubergang eines Elektrons aus der L-Schale (mit n = 2), der M-Schale (mit 
n = 3) usw. auf das K-Niveau erfolgen. Wir fassen aHe diese Linien zu der 
sogenannten "K-Serie" des betreffenden Elementes zusammen. Sie entsprechen 
also den Ubergangen n' = I, n = 2, 3, 4, ... Analog entsteht die "L-Serie" 
durch Freimachung eines Platzes in der L-Schale und den Ubergang eines 
Elektrons aus der M-, N-Schale usw. auf den freien Platz, sie entsprechen also 
den Ubergangen n' = 2, n = 3, 4, . .. Ahnlich entstehen bei den Elementen, 
die eine vollbesetzte M-, N-Schale besitzen, die "M-Serie" bzw. die "N-Serie". 
An das Ende einer jeden Serie schlieBt sich, wie beim Wasserstoff, ein kon
tinuierliche8 Spektrum an. 

Zum Zwecke einer naherungsweisen Berechnung der Terme kann man sich 
wiederum die Ladung derubrigen Elektronen zu einer kugelsymmetrischen 
Ladungswolke verschmiert denken, deren Mittelpunkt im Kern liegt. Derjenige 
Teil dieser Ladungswolke, der auBerhalb der Bahn des Leuchtelektrons liegt, 
ubt auf dieses keine Kraftwirkung aus (vgl. § 42, 6.), wahrend die innerhalb 
seiner Bahn liegenden Teile so wirken, als ob ihre Ladung im Kern vereinigt 
ware. In erster Naherung kann man also so rechnen, als ob die Elektronen unter der 
Wirkung einer COULoMBschen Anziehungskraft yom Kern standen, wobei jedoch 
nicht die volle Ladung Z e des Kerns wirksam ist, sondern nur eine "effektive 
Kernladung" e (Z - z), indem die Ladung ez durch die Ladungswolke der ubrigen 
Elektronen "abgeschirmt" wird. Die GroBe z hangt dabei noch von der SteHung 
des betreffenden Elektrons in der Elektronenhillie des Atoms ab, d. h. von den 
fur diese SteHung charakteristischen Quantenzahlen n, l, m, 8, aber nicht von der 
Kernladungszahl Z, da die Struktur der inneren kompletten Schalen durch die 
auBen angesetzten Elektronen nicht verandert wird. 

1 Bezuglich des Experimentellen vgl. "Exp.-Physik", § 139. 
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Die Ersetzung der Kernladung e des Wasserstoffatoms durch die Kernladung 
e (Z - z) bewirkt, wie aus der Formel (46) § 31 ersichtlich ist, daB der ent
sprechende Energieeigenwert sich mit dem }'aktor (Z - Z)2 multipliziert; daher 
enthalten auch die Spektralterme diesen Faktor, sie sind also von der Gestalt 

[Z-z (n, l, m, 8)]2/ (n, l, m, s) 

und fiir die Wellenzahl einer durch den Ubergang von den Quantenzahlen n, l, m, 8 

auf die Quantenzahlen n', l', m', 8' entstehenden Linie folgt in Verallgemeinerung 
von (3) 

'V* = [Z - z (n', l', m', 8')]2 t (n', l', m', 8') - [Z - z (n, l, m, 8)]2 t (n, l, m, 8). (8) 

Die Faktoren t in (8) sind gemaB den oben angestellten Uberlegungen sicherlich 
von der GroBenordnung der Spektralterme des Wasserstoffatoms. Das Auf
treten der Faktoren (Z - Z)2 bewirkt, daB die Terme und damit auch die durch 
ihre Kombination gebildeten Frequenzen sehr rasch mit Z ansteigen. FUr die 
schweren Elemente riicken deshalb, wie die numerische Durchrechnung lehrt, 
die hier besprochenen Spektren ins Gebiet der Rontgenstrahlen, bei leichten 
Elementen ins Gebiet des extremen Ultraviolett. Man bezeichnet sie daher als 
die "ROntgen- oder Hoch/requenZ8pektren" der Elementel . 

Aus der Formel (8) ist weiter zu ersehen, daB 'V* eine quadratische Funktion 
von Z ist. Die Frequenz der durch einen bestimmten Ubergang gekennzeichneten 
Rontgenspektrallinie andert sich also in sehr einfacher Weise mit der Stellung 
des Elements im periodischen System: sie ist eine quadratische Funktion der 
Stelleoziffer' des Elements. Dieses Gesetz bildet die Verallgemeinerung eines 
von MOSELEY auf Grund empirischer Daten iiber die K-Linien der Rontgen
spektren aufgestellten Gesetzes; es wird durch den Versuch tatsachlich gut 
bestatigt2• , 

Die ersten Glieder der Rontgenserien konnen in Ab8orption durch unangeregte 
Atome nicht erzeugt werden, da die inneren Schalen dann voll besetzt sind und 
das aus dem Grundzustand gehobene Elektron auf ihnen keinen freien Platz findet. 
Erst die hoheren Glieder, die durch das Heben des Elektrons auf ein hoheres, von 
den Elektronen der Hiille nicht besetztes Niveau zustande kommen, treten im 
Absorptionsspektrum auf. Das durch ein K-Elektron erzeugte Absorptions
spektrum besteht also aus einer Reihe von sehr dicht an der Seriengrenze zu
sammengedrangten Absorptionslinien, an die sich gegen die kurzen Wellen hin 
ein kontinuierliches Absorptionsband mit einer schanen Kante, der "K-Ab8orp
tionBbandlcante" anschlieBt. Ein analog gebautes, in einem langwelligeren Ab
sorptionsgebiet liegendes Absorptionsspektrum wird durch die L-Elektronen 
hervorgeruien, und so geht eli! weiter. Die Messung der Wellenlangen der Ab
sorptionsbandkanten bietet ein bequemes Mittel zur Berechnung der Rontgen
spektralterme2• 

Zu bemerken ware noch, daB die Hochfrequenzlinienspektren im Gegensatz 
zu den optischen Spektren vom Aggregatzustand der sie aussendenden Korper 
unabhangig sind, da, wie auseinandergesetzt wurde, die zu ihrer Entstehung 
fiihrenden Vorgange sich im Innern der Atome abspielen und daher durch die 
ZusammenstoBe zwischen den Atomen nicht beeinfluBt werden. 

4. Bandenspektren. Bei der Besprechung der Linienspektren hatten wir still
schweigend angenommen, daB die sie erzeugenden Substanzen in ihre Atome 
unterteilt seien, in denen sich die Elektroneniibergange abspielen, die fiir die 
Entstehung dieser Spektren verantwortlich sind. Wir nehmen nun an, daB die 

1 Vgl. "Exp.-Physik", Kap. XXXVI. 
2 Vgl. "Exp.-Physik", § 146. 
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Atome der Substanz zu Molekiilen zusammengeschlossen seien und wollen unter
suchen, welche Struktur die in den Mo1ekil1en entstehenden Spektren haben. 

In § 31, 5. zeigten wir, da.6 die Elektronenhiille eines aus zwei Atomen zu
sammengesetzten Molekiils beiden Kernen gemeinsam ist. Die stationaren Zu
stande der Hiillenelektronen konnen genau so wie beim Einzelatom durch die 
moglichen Eigenfunktionen 'ljJk' quantenmechanisch beschrieben werden. Die 
zugehorigen Eigenwerte der Energie wollen wir mit E k' bezeichnen. 

Urn die Gesamtenergie E eines Molekiils zu erhalten, miissen wir zu dieser 
Energie der Elektronenbewegung seiner Hiille noch die Energie E" der Rotations
bewegung urn die zur Kernverbindungslinie senkrechte Achse des Molekiils und 
die Energie E'" der quasielastischen Schwingung der Atomkerne gegeneinander 
hinzufiigen, die, wie in § 38, 4. ausgefiihrt wurde, fiir die spezifischen Warmen 
der mehratomigen Gase von Bedeutung sind. 

Fiir die Eigenwerte Et der Rotationsbewegung fanden wir in § 31,2. die 
Formel (25) § 31 "h2 

E z = 8n2A 1 (1 + 1), (9) 

worin A das Tragheitsmoment in bezug auf die Rotationsachse bedeutet. Fiir 
die Eigenwerte En'" der Schwingungsbewegung fanden wir in § 31, 1. die 

Formel (ll) § 31 '" _ ( I') (10) 
En - ,n+ 2 hv, 

worin V die Eigenfrequenz dieser Schwingungsbewegung ist. 
Die Gesamtenergie eines durch die Quantenzahlen k, 1, n bestimmten Zu

standes des Molekiils finden wir demnach durch Addition von E', E" und E"': 

, h2 (1 ) E (k,l,n) = Ek + 8n2Ak 1 (1 + 1) + n+ ~2, hVk' (ll) 

Hierin haben wir die GroBen A und v noch mit dem Index k versehen, urn an
zudeuten, daB sie von k abhangig sind, denn bei einer Anderung von k andert 
sich der Bau der Elektronenhiille und daher auch der Abstand der Kerne und ihre 
gegenseitige Bindungsenergie und damit auch A und v. 

Urn die Wellenzahl v* der beim Ubergang von dem Energieniveau E (k, 1, n) 
auf ein tieferes Niveau E (k', 1', n') ausgesandten Strahlung zu finden, haben wir, 
den allgemeinen Uberlegungen des § 59 folgend, wieder die Formel (8) § 59 an
zuwenden und erhalten 

worin zur Abkiirzung gesetzt ist 

Vl*= hIe (Ek'-Ek ), (13) 

V2*= ! [(n+ !)vk-(n'+ !)vk ,], (14) 

V3* = _11,,,_ [1 (1 + 1) _1_ -1' (1' + 1) _1_]. 
8n"c Ak A k, 

(15) 

Wir betrachten zunachst jene Ubergange, fiir die k = k' und n = n' ist, wo 
sich also nur die Rotationsquantenzahl 1 verandert. In § 31,2. zeigten wir, 
daB £iir eine solche Anderung nur jene Glieder der Koordinatenmatrix von Null 
verschieden sind, bei denen 11-1'1 = 1 (16) 
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gilt. Da ferner "1* = 0 und 112* = 0 und Ak = A k , ist, erhalten wir aus (12), (15) 
und (16) fiir die zugehOrigen Wellenzahlen die Formel 

11* = 4 2h.A ([' + I) l' = 0, 1,2, ... , (17) 
n C k 

die sowohl fur das Emissions- als auch fiir das Absorptionsspektrum gilt. 
Das Spektrum besteht also aus einer Reihe aquidistanter Linian und befindet 

sich, da der Faktor 4 gh.A VOn der GroBenordnung 10 ist, im fernen Ultrarot. 
n C k 

Es wird als das "Rotationsspektrum" der betreffenden Substanz bezeichnet, und 
seine Beobachtung, die in der Regel in Absorption geschieht, bietet ein be
quemes Mittel zur Bestimmung des Tragheitsmomentes A des Molekiils1• 

Wir nehmen nun an, daB wieder k = k' sei, jedoch n ~ n'. Es ist daher wie 
oben "1* = 0, jedoch 112* ~ 0. Beriicksichtigt man, daB gemaB § 31, I. in der 
Koordinatenmatrix des harmonischen Oszillators nur jene Glieder von Null ver
schieden sind, fur die In _ n'l = I (IS) 

gilt, dann folgt aus (12), (14), (17) und (IS) wegen 11k = "k ' fur die zugehOrigen 
Wellenzahlen die Formel 

11* = i ± h (l' + If 
C 4nc2 .Ak 1 l' = 0, 1,2, ... , (19) 

die wieder sowohl fur das Emissions- wie fiir das Absorptionsspektrum gilt. 
Das Spektrum besteht also aus einer Anzahl in gleichem Abstande symmetrisch 

urn eine (selbst nicht auftretende) Nullinie i verteilter Linien und wird als das 
C 

"Rotationsschwingungsspektrum" bezeichnet. In der Tat treten Spektren dieser 
Art in Absorption im nahen Ultrarot bei Wellenzahlen VOn rund 1000 aufl. Rier· 
aus kann man schlieBen, daB die Oszillationseigenfrequenzen 11k der Kerne in 
der GroBenordnung VOn 3 . 1013 liegen, wie in § 3S, 4. bereits erwahnt worden 
war. Wie man sieht, ist der erste Term in (19) groBenordnungsgemaB etwa 
IOOmal so groB wie der zweite, der relative Abstand der zum Rotationsschwin· 
gungsspektrum gehorigen Linien ist also sehr klein, VOn der GroBenordnung 10-2• 

1st schlieBlich auch k ~ k*, dann sind in (12) aIle drei Terme VOn Null ver
schieden, und zwar ist der erste sicherlich von der GroBenordnung der Wasser
stofiterme, also VOn der GroBenordnung der R YDBEBG·Konstanten, also schlieB
lich nach (2) VOn der GroBenordnung 105, der zweite, wie oben erwahnt wurde, 
VOn der GroBenordnung 103, der dritte VOn der GroBenordnung 10. Das ganze 
Spektrum liegt also entweder im Ultravioletten oder im sichtbaren Gebiet. Zu 
jedem Ubergang k ---+ k' gehort eine Anzahl von Liniengruppen oder ,.Banden", 
die zu verschiedenen Werten VOn n' gehoren und deren relative Frequenzabstande 
in der GroBenordnung 10-2 liegen; jede einzelne Bande besteht wieder aus einer 
groBen Anzahl von "Bandenlinien", die zu verschiedenen Werten von l' gehoren 
und deren relative Frequenzabstande die GroBenordnung 10-4 haben. Sie erschei
nen also nur bei starker Auflosung des Spektrums voneinander getrennt, wahrend 
in einem Spektrographen mit geriuger Auflosung die Banden als diffuse Streifen 
erscheinen (daher auch die Bezeichnung)l. Die im allgemeinen sehr verwickelte 
Struktur der Bandenspektren, die ebenfalls in Emission und Absorption auf
treten konnen, laBt sich auf Grund der oben angegebenen Formeln analysieren, 
was jedoch hier nicht weiter verfolgt werden solI. Eine schematische Darstellung 
auf Grund des mitgeteilten Gedankenganges zeigt die Abb. 127. 

1 Vgl. "Exp. Physik", § 140. 
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Erganzend ware noch zu bemerken, daB die Rotations- und die Rotations
schwingungsspektren nicht auftreten konnen, wenn die Molekiile der betreffenden 

I?ot-Sp. /?g/;-~hw.-3p. Bun(/en-Sp. 

I 1IIIIIIIIIIIIIIIIf 1111111111111 
b " y 

Abb.127. 

Substanz ein verschwindendes elektrisches Dipolmoment haben, da dann bei der 
Rotation und der Schwingung der Kerne die Schwerpunkte der positiven und 
die der negativen Ladungen dauernd zusammenfallen und daher keine Dipol
strahlung auftreten kann. Diese Spektren werden in der Tat nur bei Substanzen 
beobachtet, deren Molekiile feste Dipole sind, wie sich aus ihrem dielektrischen 
Verhalten feststellen laBti. 

Da ferner, wie wir in § 40,2. auseinandersetzten, auch ein fester Korper 
bestimmte Eigenfrequenzen fiir die Schwingungen seiner Kristallgitterbausteine 
besitzt, die sich in seiner spezifischen Warme auBern, miissen auch in festen 
Kristallen ultrarote Schwingungsspektren auftreten, wenn wieder die Schwer
punkte der positiven und der negativen Ladungen der schwingenden Partikel 
nicht dauernd zusammenfallen, d. h. wenn die Gitterbausteine selbst elektrisch 
geladen sind, das Gitter also.einlonengitter ist, oder wenn es sich um einMolekiil
gitter handelt, worin die Molekiile elektrische Dipolmomente haben2• 

5. Die elektro- und magnetooptisehen EHekte. Wir erwahnten bereits am 
Schlusse von 2., daB infolge der gegenseitigen Beeinflussung der Elektronen
bewegung im Atom die zu verschiedenen Werten der magnetischen Quanten
zahl m gehorigen Energieeigenwerte im allgemeinen etwas voneinander ver
schieden sind, so daB die zu bestimmten Dbergangen der Quantenzahlen n und l 
gehorigen Linien in Wirklichkeit in mehrere Einzellinien "aufgespalten" sind. 
Diesel' Effekt kann dadurch wesentlich vergroBert werden, daB man die Substauz in 
ein entsprechend starkes auBeres elektrisches oder magnetisches Feld hineinbringt. 
Die erstere Erscheinung wird als der "STARK-Etfekt", die letztere als der "ZEEMAN
Effekt" bezeichnet3• Die quantenmechanische Behandlung jenes Effektes er
fordert komplizierte Berechnungen und kann daher im Rahmen dieses Lehrbuches 
nicht durchgefiihrt werden, die wesentlichsten Zuge dieses Effektes jedoch lassen 
sich durch die folgende einfache Betrachtung gewinnen. 

In § 51, 4. zeigten wir, daB einem beliebigen, in einem Atom umlaufenden 
Elektron, das unter der Wirkung eines auBeren Magnetfeldes SJ steht, ein in der 
Richtung dieses Feldes weisendes magnetisches Moment von m BOHRSchen 
Magnetonen, also das Moment m . mo zukommt, wenn m die magnetische Quanten
zahl ist. Da ferner nach (22) § 41 ein magnetischer Dipol vom Moment m in 
einem Felde SJ eine potentielle Energie - m SJ hat, folgt, daB durch das Ein
schalten des Magnetfeldes das Atomelektron einen Energiezuwachs 

erhii.lt. 
E' =-mlmol.H (20) 

Fur die Frequenz v einer Spektrallinie, die durch den Ubergang von den 

1 V gl. "Exp.-Physik", § 66. 
2 tTber die Methoden zur Beobachtung dieser Spektren und die Resultate dieser 

Beobachtungen vgl. "Exp.-Physik", § 137. 
3 Vgl. "Exp.-Physik", § 142. 



460 Theorie der Strahhmg lmd der Spektren. 

Quantenzahlen n,l, m auf die Quantenzahlen n', l', m' hervorgerufen wird, folgt 
nach (8) §59 I E(n,l,m)-E(n',l',m') i 

Y = h I = Yo + if Y, (21) 
I , 

worin Yo die Frequenz der unaufgespaltenen Linie bedeutet und if Y 

gleich ist E' (m) - E' (m') (m' - m) Imol H 
if 'v = = ----. 

h h 

nach (20) 

(22) 

Wir betrachten zunachst einen Ubergang, bei dem sich m nicht andert, also 
m -m' = 0 und daher nach (22) und (21) if Y =0 oder Y = Yo ist. Nach § 31, 2. 
ist fiir einen solchen Ubergang das entsprechende Element der Koordinaten
matrix Z, das zu der ausgezeichneten Polarachse des umlaufenden Elektrons, 
also in diesem FaIle zu der durch das Magnetfeld SJ ausgezeichneten Richtung 
im Raume geh6rt, von Null verschieden, wahrend die entsprechenden Elemente 
von X und y gleich Null sind. Nach (13) § 59 entspricht also der Polarisations
zustand und die Intensitatsverteilung der ausgesandten Spektrallinie einem in 
der Feldrichtung schwingenden elektrischen Dipol. Nach § 48,3. wird von einem 
solchen Dipol in seiner Schwingungsrichtung, d. h. also in der Feldrichtung kein 
Licht ausgestrahlt. Die urspriingliche Linie Yo wird also in der Feldrichtung 
nicht beobachtet, sondern nur bei Beobachtung senkrecht zur Feldrichtung; 
sie erscheint hierbei linear polarisiert, derart, daf3 der elektrische Vektor in del'" 
Feldrichtung schwingt. 

Wir fassen nun einen Ubergang ins Auge, bei dem sich m urn eine Einheit 
andert, also ,m' - m = ± 1 ist. Nach (22) und (1) § 51 andert sich dabei die, 
urspriingliche Frequenz der Linie urn den Betrag 

A" __ + rmolH __ __ c_. H ( El kt ) LJ y f-l : e ronenmasse. 
- h 4nflc 

(23) 

Es treten also zwei neue Linien auf, die sich rechts und links von der urspriing
lichen Linie in dem gleichen Frequenzabstand (23) befinden, der dem Betrag H 
der Feldstarke proportional ist. Nach § 31, 2. sind fiir solche Ubergange die 
Elemente von Z gleich Null, die entsprechenden Elemente von X und y hingegen 
Von Null verschieden; die betreffenden' Spektrallinien kann man sich demnach 
gemaf3 (13) § 59 von elektrischen Dipolen ausgestrahlt denken, die in der x- und 
y-Richtung mit gleicher Frequenz und gleicher Amplitude schwingen. Wie eine 

nahere Analyse zeigt, sind die Phasen dieser Schwingungen urn ~ bzw. - ; 

gegeneinander verschoben, was nach § 10, 8. einer rechts- bzw. linkszirkularen 
Schwingung des elektrischen Dipols entspricht. Andere Ubergange von m als 
die oben besprochenen kommen gemaf3 den in § 31,2. angestellten Uberlegungen 
nicht vor. 

Aus der Feldrichtung betrachtet erscheinen demnach statt der urspriinglichen 
Linie 'Vo im Magnetfeld die beiden urn (23) verschobenen Linien, von denen die 
eine links-, die andere rechtszirkular polarisiert ist. Senkrecht zur Feldrichtung 
betrachtet erscheint, wie oben bereits gezeigt wurde, die urspriingliche Linie 
und rechts und links von ihr liegen die beiden verschobenen Linien; man 
beobachtet also ein "Triplett", wobei die Polarisationsebenen der verschobenen 
und der tillverschobenen Linien aufeinander senkrecht stehen. 

Die hier aus der Theorie gezogenen Schluf3folgerungen werden vom Experiment 
vollkommen bestatigt, sofern das Magnetfeld H geniigend stark ist1 ("normaler 
ZEEMAN-Effekt"). In schwachen Magnetfeldern muf3 auf3er aer Energieanderung 
E' durch das auf3ere Feld noch die durch die iibrigen Elektronen bedingte Energie-

1 Vgl. "Exp.-Physik",.§ 142. 
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anderung beriicksichtigt werden, wodurch ein wesentlich komplizierteres Auf
spaltungsbild herauskommt; man spricht dann von einem "anomalen ZEEMAN
Effekt", auf dessen Theorie bier nicht eingegangen werden kann. 

Die durch die Wirkung elektrischer und magnetischer Felder bewirkte Ver
anderung in der Lage der Spektrallinien, die natiirlich auch in Absorption auf
tritt, zieht im Sinne der in § 58, 5. entwickelten Dispersionstheorie auch eine 
Veranderung des Brechungsquotienten einer Substanz unter der Einwirkung 
eines elektrischen oder magnetischen Feldes nach sich, wobei die GroBe dieser 
Veranderung auch noch von der Richtung der Wellenfortpflanzung gegen die 
Feldrichtung abhangen muB. In der Tat gelang es, diese Erscheinungen ex
perimentell aufzufinden, von denen die erste als "elelctrische Doppelbrechung" 
oder "KERR-Effekt", die letztere als "magnetische Doppelbrechung" bekannt ist. 
Auch die magnetische Drehung der Polarisationsebene oder der "FARADAY
Effekt" hangt mit diesen Dingen eng zusammen. Auf die Theorie dieser Erschei
nungen kann hier nicht weiter eingegangen werdenl . 

§ 61. Statistische Theorie der Strahlung. 
1. Die Lichtquantentheorie. Unter § 59 zeigten wir, daB die Prozesse der 

Emission und der Absorption von Strahlung durch materielle Korper nicht, 
wie es die klassische Elektrodynamik fordert, kontinuierlich, sondern diskonti
nuierlich erfolgen, derart, daB sowohl bei der Emission als auch bei der Ab
sorption einer Strahlup.g von der Frequenz ')I die umgesetzte Strahlungsenergie 
stets gleich h')l ist. Die Anzahl der Emissions- und der Absorptionsakte wird 
durch statistische GesetzmaBigkeiten geregelt, indem fiir sie bestimmte 
Wahrscheinlichkeiten existieren. GemaB den im Kapitel VI entwickelten Prin
zipien der Statistik bedeutet dies, daB die Intensitat der emittierten Strahlung 
und die Menge der absorbierten Strahlungsenergie durch Formeln bestimmt 
wird, die streng nur dann gelten, wenn die Anzahl der in: einem beobacht
baren Zeitintervall erfolgenden Emissions- bzw. Absorptionsakte unendlich 
groB ist. 

In Wirklichkeit ist diese Anzahl natiirlich immer endlich, und daher miissen, 
wie bei allen durch statistische Gesetze geregelten Erscheinungen, auch bei 
der Emission und der Absorption von Strahlung Schwankungen auftreten. 1m 
allgemeinen ist nun die zum Nachweis bzw. zur Messung eines Strahlungs
vorganges benotigte Energie ein so groBes Vielfaches von h')l, daB die mittlere 
Anzahl n der ihn bedingenden Elementarprozesse enorm groB ist und daher die 
relative Schwankung gemaB § 16, 5. verschwindend klein. Der Vorgang erscheint 
dem Beobachter daher als kontinuierlich, genau so, wie es die klassische Elektro
dynamik verlangen wiirde. Nur wenn ')I sehr groB ist, z. B. bei den y-Strahlen 
der radioaktiven Stoffe, wird die Energie h')l so groB, daB schon ein oder wenige 
Elementarprozesse in ihrer Wirkung nachgewiesen und gemessen werden konnen. 
Hier muB also, wenn unsere Vorstellungen richtig sind, das Auftreten von 
Schwankungen erwartet werden, was in der Tat der Fall ist2. 

Wahrend nun die Theorie der Spektren durchaus auf Grund der Vorstellung 
entwickelt werden kann, daB nur die Wechselwirkung zwischen der Materie 
und der Strahlung diskontinuierlich erfolgt, wahrend die Strahlung selbst im 
Sinne der MAxwELLSchen Theorie als kontinuierliches elektromagIietisches Feld 
erscheint, sprechen gewisse Experimente, wie der "lichtelektrische. oder photo-

1 V gl. "Exp .. Physik", § 132. 
2 Uber die Methoden zum Nachweis einzelner y-Strahlimpulse vgl. "Exp.-Physik", 

§ 108, iiber den Nachweis und die Messung der radioaktiven Schwankungen § 109. 
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elektrische Ejjekt" , der "COMPTON-Ejjekt" und andere Effekte zwingend dafiir, 
auch der Strahlung eine diskontinuierliche Struktur zuzuschreiben, und zwar 
so, daB nicht, wie .es die MAxwELLsche Theorie verlangt, die Strahlungsenergie 
mit einer stetigen Energiedichte iiber das Strahlungsfeld verteilt ist, sondern 
in der Form von "Lichtquanten" oder "Photonen" in sehr kleinen raumlichen 
Bereichen konzentriert isV. 

Auf Grund dieser von EINSTEIN entwickeIten Theorie, der wir bereits in 
§ 2, 3. Erwahnung getan haben, lassen sich nun in der Tat die obenerwahnten 
Erscheinungen sowie auch eine ganze Anzahl anderer Erscheinungen erklaren, 
wenn man annimmt, daB sich ein Lichtquantum im leeren Raume wie ein mate
rielles Partikel geradlinig mit der Geschwindigkeit c bewegt und daB ihm eine 

Energie hv und ein lmpuls von der GroBe ~ zukommen. 
c 

Durch die Entdeckung der Lichtquanten wurde in der Strahlungstheorie eine 
ahnliche Situation geschaffen wie in der Theorie der Materie durch die Ent
deckung ihrer atomistischen Struktur und in der Theorie der Elektrizitat durch 
die Entdeckung der elektrischen Elementarquanten. Es ergibt sich also auch 
hier das Problem, die Kontinuumtheorie der Strahlung auf Grund der Licht
quantentheorie zu deuten, was offenbar auch hier nur auf statistischem Wege 
moglich sein wird (vgl. § 2, 4.). 1st die Anzahl nd V der Lichtquanten, die sich 
zu irgendeiner Zeit t in einem makroskopisch kleinen V olumerielement d V 
eines monochromatischen Strahlungsfeldes der Frequenz v aufhaIten, sehr groB, 

dann gibt udV = hv. ndV (1) 

die in diesem V olumenelement enthaltene elektromagnetische Energie an unrl u, 
die "Energiedichte" des Strahlungsfeldes, verhalt sich makroskopischen Mes
sungen gegeniiber wie eine stetige Funktion des Ortes und der Zeit. Diese 
statistische Definition der Energiedichte des Strahlungsfeldes entspricht durch
aus der Definition der Materiedichte eines Gases in § 38, 3. und der Definition 
der Ladungsdichte in der Elektronentheorie nach § 52, 2. 

Auf Grund der Lichtquantenvorstellung gewinnt auch die in § 48,2. disku
tierte Beziehung zwischen dem Energiestrahlvektor ® und der Energiedichte u 
eine unmittelbare physikalische Bedeutung, wenn wir annehmen, daB die Ge
schwindigkeitsrichtung der Lichtquanten mit der Richtung der Wellenfort
pflanzung, d. h. der Richtung von ® zusammenfallt. Genau so wie in der Gas
theorie bzw. in der Elektronentheorie ist dann die Anzahl der Lichtquanten, 
die durch eine serikrecht zur Geschwindigkeitsrichtung gelegte Flache Eins 
pro Zeiteinheit hindurchtreten, gleich nc und daher der Betrag der Energie
strahlung im leeren Raum wegen (1) gleich 

I®I =nc.hv =u.c, (2) 

in Ubereinstimmung mit der Formel (12) § 48. 
Auch die in § 47,6. abgeleitete Beziehung (38) zwischen der Energiestrom

dichte und der Dichte 9 des elektromagnetischen Impulses gewinnt vom Stand
punkte der Lichtquantentheorie eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. 
In Verbindung mit (2) ergibt sie fiir den leeren Raum den Ausdruck 

(3) 

fUr den elektromagnetischen Impuls pro V olumeneinheit des Strahlungsfeldes 

1 Die Versuche, die fUr die Existenz del' Lichtquanten spl'echen, sind in "Exp.
Physik", § 133 beschl'ieben l.md diskutiert. 



Statistische Theorie der Strahlung. 463 

und daher folgt, da n die Anzahl der darin enthaltenen Lichtquanten ist, fiir den 

Impuls eines einzelnen Lichtquantums der Wert~, in Ubereinstimmung mit 
() 

der EINSTEINSchen Annahme. 
1m Sinne dieser Uberlegungen muS offenbar auch die aus der MAxwELLSchen 

Theorie ableitbare Wellengleichung (1) § 48 bzw. (2) § 48, durch deren Losung 
sich die Energiedichte und der Strahlungsvektor als Funktionen von Ort und 
Zeit bestimmen lassen, statistischen Charakter tragen, ebenso wie die SCHRO
DINGERSChe Wellengleichung der Quantenmechanik. Ebenso wie sich in der 
·Quantenmechanik liber die Bewegung der einzelnen materiellen Partikel nichts 
aussagen la.Bt, kann auch aus der Wellentheorie nichts liber die Bewegung 
der individuellen Lichtquanten ausgessagt werden. Bestimmte Voraussagen 
lassen sich vielmehr nur liber die Veranderungen in einem unendlich gro.Ben 
Kollektiv von Lichtquanten machen, d. h. praktisch iiber die Veranderungen in 
einem genligend dichten Strahlungsfeld von genligend kleiner Frequenz. Die 
durch Losung der Wellengleichung berechenbaren Energiedichten und Strah
lungsintensitaten sind in diesem Falle der Anzahl der in dem beobachteten 
Volumen befindlichen, bzw. auf eine bestimmte Flii.che in der Zeiteinheit auf
treffenden Lichtquanten proportional und liefern daher ebenso die Wahrschein
lichkeit fUr den Aufenthalt bzw. das Eintreffen der Lichtquanten an bestimmten 
Raumpunkten zu bestimmten Zeiten, wie die SCHRODINGERSChe Gleichun~ der 
Quantenmechanik die Wahrscheinlichkeiten fiir den Aufenthalt und den Uber
gang der materiellen Partikel liefert. 

2. Die Hohlraumstrahlung. Wie sich auf Grund der im Kapitel XII ent
wickelten allgemeinen Prinzipien der statistischen Mechanik schlie.Ben la.Bt, 
befinden sich die freien und in Atomen gebundenen Elektronen eines mate
riellen Korpers der Temperatur T nach Ma.Bgabe einer entsprechenden Ver
teilungsfunktion in den verschiedenen moglichen Energiezustanden. 1m Sinne 
der in den vorhergehenden §§ 59 und 60 gebrauchten Ausdrucksweise ist also 
die Substanz in einem gewissen Ma.Be angeregt und strahlt daher eine elek
tromagnetische Strahlung von ganz bestimmter spektraler Zusammensetzung 
und Intensitat aus, die wir als "W iirmestrahlung" bezeichnen. Fallt umge
kehrt eine Strahlung auf die Substanz auf, so wird sie nach Ma.Bgabe des 
entsprechenden Absorptionsvermogens absorbiert und ihre Energie in Warme
energie verwandelt. Eines der wichtigsten Probleme der statistischen Strahlungs
theorie bildet die Untersuchung des statistischen Gleichgewichtes, das sich bei 
dieser Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie ausbildet. 

Um das stationare Strahlungsgleichgewicht herzustellen, denken wir uns 
das folgende Experiment ausgefiihrt: Aus einer Substanz, die samtliche auf sie 
auffallende Strahlung reflektiert, also nichts absorbiert und nichts hindurchla.Bt, 
werde ein vollkommen geschlossener Hohlraum hergestellt und in ibn werde 
eine beliebige andere Substanz in beliebiger Menge und Anordnung hinein
gebracht. Gema.B dem eben Gesagten geht von ibr eine Warmestrahlung aus, 
die, da sie von den Gefa.Bwanden vollkommen reflektiert wird, allmahlich den 
ganzen Hohlraum erfiillt und in Strahlungswechselwirkung mit der in ihm ent
haltenen Materie steht. Uberla.Bt man das System eine genligend lange Zeit sich 
selbst, so wird sich nach allgemeinen statistischen Prinzipien darin das gesuchte 
Strahlungsgleichgewicht einstellen. Wir bezeichnen die auf diese Weise in dem 
Hohlraum ausgebildete Strahlung als "Hohlraumstrahlung". 

Die Hohlraumstrahlung zeigt sowohl vom Standpunkte der Kontinuum
theorie des elektromagnetischen Feldes als auch vom Standpunkte der Licht
quantentheorie zahlreiche Analogien zu dem Verhalten eines den Hohlraum 



464 Theorie der Strahlmlg illld der Spektren. 

erfilllenden materiellen Korpers, etwa eines Gases oder einer Flussigkeit. In 
der Tat kommt jedem Volumenelement des Hohlraumes eine bestimmte Energie
dichte zu und auf die GefaBwande wird nach § 48, 6. ein Druck, der MAXwELLsche 
Strahlungsdruck, ausgeubt. GemaB der Lichtquantentheorie kommt dieser Druck" 
dadurch zustande, daB die von den GefaBwanden reflektierten Photonen dabei 
auf sie Impuls ubertragen, genau so wie gemaB der kinetischen Gastheorie (§ 39) 
der Gasdruck durch die Ubertragung von Impuls durch die Molekiile auf die 
GefaBwande zustande kommt. Man benutzt daher ill Sinue dieser Theorie fur 
die Hohlraumstrahlung oft den Ausdruck "Lichtquantengas". 

Auf Grund des allgemeinen in § 33 abgeleiteten thermodynamischen Satzes (34) 
konnen wir zunachst schlieBen, daB die in dem Hohlraum ill Gleichgewicht mit 
der Strahlung enthaltene Substanz an allen Stellen die gleiche Temperatur T 
haben muB. Wir behaupten ferner, daB in dem Strahlungsfeld der Hohlraum
strahlung uberall die gleiche Strahlungsdichte u herrschen muB. 

Wir denken uns, um dies zu beweisen, den Hohlraum durch eine vollkommen 
reflektierende Wand, in der sich ein kleines Loch befindet, in zwei Teile geteilt. 
Durch dieses Loch muB dann ill Strahlungsgleichgewicht pro Sekunde die gleiche 
Strahlungsenergie von links nach rechts wie von rechts nach links hindurch
gehen. Ware das namlich nicht der Fall, dann wiirde standig Energie ill Uber
schuB von einer Halfte des Hohlraumes in die andere hineinstromen, was mit 
der Bedingung des thermischen Gleichgewichtes im Widerspruche stiinde. 

Da dies ganz unabhangig von der Lage und der Orientierung der Offnung 
innerhalb de.s Hohlraumes gelten muB, folgt, daB in jedem Punkte des Hohr
raumes und fUr aIle Richtungen der Betrag des Strahlvektors @3 den gleichen 
Wert haben muB; auf Grund der Beziehung (12) § 48 zwischen dem Strahlvektor 
und der Strahlungsdichte ist dies nur dann moglich, wenn u, wie behauptet wurde, 
uberall gleich groB ist und die Strahlung aus einer unendlich groBen Schar von 
Wellen besteht, die in allen Punkten des Hohlraumes und nach allen Richtungen 
mit der gleichen Intensitat fortschreiten. 

Dieser Satz entspricht durchaus den aus der Thermodynamik folgenden 
Satzen uber die Gleichheit des Druckes und der Dichte in einem keiner auBeren 
Kraft unterworfenen Gas und vertieft die bereits oben entwickelte Auffassung 
der Hohlraumstrahlung als Lichtquantengas. 

3. Der universelle Charakter der Hohlraumstrahlung. Um die spektrale Zu
sammensetzung der Hohlraumstrahlung zu kennzeichnen, denken wir uns den 
gesamten Spektralbereich in sehr schmale Intervalle von der Breite dv unter
teilt und mit uvd v die auf diesen Frequenz bereich pro V olumeneinheit entfallende 
Strahlungsenergie bezeichnet. Die gesamte Strahlungsdichte u ergibt sich hieraus 
durch Integration liber aIle v gemaB 

00 

u = ) uvdv. 
o 

(4) 

DaB auch die einzelnen U v ebenso wie u innerhalb der Hohlraumstrahlung kon
stant sein mussen, laBt sich ebenso wie unter 2. beweisen. Man muB bloB durch 
Bedecken der Offnung in der Wand, die den Hohlraum unterteilt, mit einem 
geeigneten "Lichtfilter" dafUr sorgen, daB nur Strahlung eines bestimmten 
Frequenzbereiches durch die Offnung hindurchtreten kann. 

Wir stellen nun die Behauptung auf, daB die Gestalt der Funktion U v = f (v) 
von der GroBe und Gestalt des Hohlraumes und der Natur der den Hohlraum 
fiillenden Substanz ganz unabhangig ist und nur von der Temperatur T abhangt. 
Um dies zu beweisen, denken wir uns zwei Hohlraume der oben verwendeten 
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Art hergestellt, die verschiedene GroBe und Gestalt haben und mit Materie von 
der gleichen oder auch von verschiedener Beschaffenheit erfiillt seien. Ihre 
Temperaturen werden durch eine geeignete V orrichtung stets auf dem gleichen 
Wert T gehalten. Wir verbinden nun die beiden Hohlraume durch ein Rohr mit 
enger Offnung miteinander, durch das Strahlung aus dem einen in den anderen 
iibergehen kann. Ware die Strahlungsdichte u in beiden Hohlraumen verschieden 
groB, dann wiirde in Form von Strahlung standig Energie aus dem einen in den 
anderen iibergehen und dadurch zwischen zwei Behaltern von der gleichen 
Temperatur T ohne auBere Arbeitsleistung ein standiger Warmeiibergang er
folgen, was dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik widerspricbt. Es muB 
also u in beiden Hoblraumen gleich groB sein. 

Versieht man die Offnung wie oben, noch mit einem fiir einen bestimmten 
Frequenzbereich durchlassigen Licbtfilter, so kann man auf die gleiche Weise 
unmittelbar einsehen, daB auch fiir jedes 'I' in beiden Hohlraumen U v gleich groB 
sein muB, womit die oben aufgestellte Behauptung erwiesen ist. 

Bringt man in einen Hohlraum, der Strablung im Gleichgewicht mit Materie 
der Temperatur T enthalt, an eine beliebige Stelle ein aus einer beliebigen Sub
stanz hergestelltes Thermometer, so muB es auf Grund unserer Uberlegungen 
nach einer geniigend langen Zeit ebenfalls die Temperatur T annebmen. Es 
erscheint daher gerecbtfertigt, der Hohlraumstrahlung selbst diese Temperatur T 
zuzuschreiben. GemaB dem oben bewiesenen Satz kommt der Hohlraumstrahlung 
von der Temperatur T eine ganz bestimmte Energiedichte u und eine bestimmte 
spektrale Energieverteilung U." = f ('I') zu. 

4. Die Quantelung der Hohlraullstrahlung. Um die spektrale Energieverteilung 
in der Hohlraumstrahlung zu ermitteln, kann man zwei verschiedene Wege ein
schlagen, indem man sie entweder als elektromagnetisches Kontinuum oder 
als Lichtquantengas auffaBt. Wir beschreiten zunachst den ersten Weg, der 
von JEANS und DEBYE gangbar gemacbt wurde. 

In §40, 2. zeigten wir, daB die Warmebewegung in einem elastischen Kon
tinuum als Superposition von Eigenschwingungen aller moglichen Frequenzen 
aufgefaBt werden kann. Die Abzahlung der auf ein Frequenzintervall d'P ent
fallenden Anzahl dz von Eigenscbwingungen pro Volumeneinheit ergab nacb 
Formel (5) § 40 und den Ausfiihrungen im darauffolgenden Absatz: 

4 nv2 

dz=-s-d'P.o.:, 
c 

(5) 

worin c die Geschwindigkeit der Fortpflanzung einer elastischen Welle in dem 
betreffenden Korper bedeutet und 0.: fiir Longitudinalwellen den Wert 1, fiir 
Transversalwellen den Wert 2 hat. 

Indem wir weiter jede Eigenschwingung als harmonischen Oszillator be
trachteten und ibm die mittlere Energie (31) § 35 zuscbrieben, konnten wir 
die mittlere Energiedicbte des Festkorpers als Funktion der Temperatur be
rechnen. 

Da die zur Ableitung der Formel (5) fiihrende Uberlegung von dem Mecbanis
mus der Wellenfortpflanzung in dem betrachteten Korper ganz unabbangig ist 
und nur die Tatsacbe ausnutzt, daB es sich um ein Kontinuum handelt, konnen 
wir sie auf den vorliegenden Fall iibertragen. Zur Berechnung der mittleren 
Energie einer Eigenschwingung machen wir von dem im § 59 abgeleiteten Resultat 
Gebrauch, wonach sowohl bei der Emission als auch bei der Absorption von 
Strahlung durch Materie stets ein Energieumsatz von der GroBe h'P erfolgt. 
Die zu der Frequenz 'I' gehorige, in dem Hohlraum enthaltene Strablungsenergie 
muB also ein ganzzahliges Vielfaches n von h'P betragen, d. h. sie ist bis auf den 

FUrth, Theor. Physik. :\0 
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konstanten Summanden h2v ebenso groB wie fiir einen harmonischen Oszillator 

der gleichen Frequenz gemaB der Formel (U) § 31. 
Wenden wir wieder zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten del' verschiede

nen Energien nhv wie in § 35,7. die Formel fiir die kanonische Gesamtheit an, 
wozu wir wegen des allgemeinen Charakters dieses Gesetzes durchaus berechtigt 
sind, dann erhalten wir fiir die mittlere Energie bis auf den fehlenden Summanden 

h2v_ wieder die Formel (31) § 35 wie fiir den harmonischen Oszillator, also 

- hv 
E=----hv ' (6) 

ekT_l 

worin T die in 3. eingefiihrte Temperatur del' Strahlung und k die BOLTzMANNsche 
Konstante bedeutet. 

Fiir die auf das Frequenzintervall (v, v + d v) entfallende mittlere Energie
dichte u"dv del' Hohlraumstrahlung folgt nun nach (5) und (6) unter Beriick
sichtigung des Umstandes, daB es sich hier urn transversale Wellen mit del' 
Geschwindigkeit c des Lichtes handelt, 

- 8nhv3 

uvdv = Edz = --c3---;-h-v--dv. (7) 
ekT-l 

Das durch die Formel (7) wiedergegebene Gesetz del' spektralen Energiever
teilung der Hohlraumstrahlung ist zum erstenmal von PLANCK angegeben worden 
und fiihrt nach ihm den Namen "PLANcKsche Strahlungsformel". 

5. Die Statistik des Lichtquantengases. Das Gesetz (7) kann man, wie wir nun 
zeigen wollen, auch ableiten, indem man nach BOSE die Hohlraumstrahlung 
als ein im Sinne del' BOSE-EINSTEINschen Statistik entartetes Gas auffaBt. 
Wir schlieBen uns demnach im folgenden an die Entwicklungen von § 38, 7. an. 

Wir ordnen zunachst jedem Lichtquantum Eibenso wie einem Gasmolekiil 
entsprechend seinen drei Translationsfreiheitsgraden und den zugehorigen 
Impulskomponenten einen sechsdimensionalen .u-Phasenraum zu, den wir in 
Zellen von del' GroBe h3 einteilen. Zu einem vom makroskopischen Standpunkte 
unendlich kleinen Volumenelement dx dy dz dp", dpy dpz dieses Phasenraumes 
gehoren demnach 

(8) 

Zellen. 
Nach 1. besitzt ein Lichtquantum del' Frequenz v einen Impuls vom Be-

trage~. Die Impulsbetrage aller einem infinltesimalen Frequenzbereiche 
c 

(v, v + dv) angehorenden Lichtquanten liegen demnach in dem infinitesimalen 
Bereich zwischen 

h'l' 
p=

C 
und + d _hv+hdv p p - -c- --0-· (9) 

Aile Punkte des Impulsraumes, denen Impulsbetrage zwischen p und 
p + dp zugehoren, liegen in dem von den beiden Kugelflachen mit den Radien 
p und p + dp eingeschlossenen Raum, erfiillen also nach' (9) ein Volumen 

_ 2 _ (hV)2hdV _ 4nh3 2 dp",dpydpz - 4np d p - 4n - -- - --3-. v dv. o 0 0 
(10) 
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Aus (8) und (10) folgt fiir die Zahl dz" der Zellen, die dem Frequenzbereich 
zwischen v und v + d v WId dem V olumen 1 des Hohlraumes zugehoren 

d 4:n; 2d z,,= -3 v v. c (U) 

Urn die mittlere Besetzungszahl ni einer zur Energie ei gehorigen Zelle mit 
Lichtquanten entsprechend der BOSE-Statistik zu finden, konnen wir die Rech
nungen von §37, 6., diesich auf ein materieliesSystem beziehen undzu derFormel 
(25) § 37 fUhrten, auf den vorliegenden Fall ubertragen. Wahrend wir jedoch dort, 
der Unzerstorbarkeit der materiellen Partikel Rechnung tragend, zu ihrer Ablei
tung auBer der Nebenbedingung (20) §37, die ausdriickt, daB die Gesamtenergie 
des Systems erhalten bleibt, noch die N ebenbedingung (19) § 37 benutzten, die aus
druckt, daB die Gesamtzahl der Partikel erhalten bleibt, mussen wir bedenken, 
daB im Falle eines Lichtquantengases, das einen Hohlraum mit vollkommen 
reflektierenden Wanden erfiillt, zwar ebenfalls die Gesamtenergie konstant 
bleibt, nicht aber die Zahl der Lichtquanten, die ja bei der Absorption durch 
die Materie vernichtet und bei der Emission neu erzeugt werden. Wir haben 
also jetzt die Nebenbedingung (19) §37 zu streichen, was bewirkt, daB in den 
Formeln (21) bis (25) § 37 von den beiden unbestimmten Faktoren A und fl 
nur der zweite ubrigbleibt, der mit der Temperatur T durch die Beziehung 
(14) § 37 verknupft ist. 

Die gesuchte Verteilungsformel lautet demnach: 

1 
ni=--'-i-

ekT_l 

(12) 

Da die zu dem gewahlten Frequenzbereich gehorige Energie zwischen h v und 
h (v + d v) liegt, erhalten wir die mittlere Besetzungszahl nv dieses Frequenz
bereiches, indem wir in (12) ei = h v setzen. 

Nun ist aber noch zu berucksichtigen, daB der Zustand eines Lichtquantums 
durch die Angabe seiner Frequenz, seiner Lage und seiner Geschwindigkeits
richtung noch nicht vollkommen bestimmt ist, da ja die ibm zugeordnete Welle 
transversal ist und ihm daher auch noch eine bestimmte Polarisationsrichtung 
zugeordnet ist. Diesem Umstande wird man gerecht, wenn man jedem durch 
Lage und Impuls des Lichtquantums gekennzeichneten Quantenzustand das 

'Gewicht 2 zuordnet, d. h. wenn man die Formel fur die Besetzungszahl noch 
mit einem Faktor 2 multipliziert. 

FUr n" folgt auf Grund dieser Uberlegung 

2 
nV=~h~"-- (13) 

ekT_l 

FUr die mittlere Energie 'Uvd v pro Volumeneinheit des Lichtquantengases 
und das Frequenzintervall zwischen v und v + dv folgt schlieBlich aus (U) 
und (13) 8:n;hv3 1 

~lvdv = hv. nvdzv = --c3- hv dv, (14) 

ekT_l 

also wirklich, wie behauptet wurde, wieder das PLANcKsche Gesetz (7). 
6. Diskussion des Planckschen Strahlungsgesetzes. Durch die Formel (7) bzw. 

(14) ist das Gesetz der spektralen Energieverteilung der Hohlraumstrahlung 
vollkommen bestimmt, da man daraus u" fUr alle T als Funktion von v berech
nen kann. Fiir manche Anwendungen ist es zweckmaBiger, statt v die Wellen-

30' 
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lange Il als unabhangig Veranderliche einzufiihren und die Energiedichte u;.dll 
der in dem Wellenlangenintervall zwischen Il und Il + dll enthaltenen Strahlung 

als Funktion von Il zu berechnen. Wegen v = ~ gilt 

Abb. 128. 

U e 
u;.dll= lul.dy! = ~~dll (15) 

und daher wegen (7) 

dll- 8nhe 1 Il 
uJ. -~·-7"h-e--d. (16) 

eJ.kT_l 

In der Abb. 128 ist gemaB der Formel (16) 
U;. flir einige Werte von T als Funktion von 
Il aufgetragen. Die Kurvenschar dieser Abbil
dung gibt dem Beschauer ein anschauliches 
Bild von der spektralen Energieverteilung der 
Hohlraumstrahlung und ihrer Abhangigkeit 
von der Temperatur. Sie wird durch das Ex
periment vollkommen bestatigt1 • 

a) Wir bel'echnen zunachst die Lage Ilm des 
Maximums del' Funktion UJ. (Il) nach (16) aus 

der Bedingung (0 u ;. ) = 
0.1 2=2 O. (17) 

m 

Die Ausfiihrung der Differentiation ergibt die Gleichung 

(
he ) _ he 

_51l- 6 J.m kT_ 1 +Il -oeJ.mkT. he =0 
m e m Am2k T 

oder nach einfacher Umformung 

5 (l-e-Y) = y, 
wenn zur Abkiirzung die GroBe he 

eingefiihl't wird. 
Y = Am k T 

(18) 

(19) 

Die transzendente Gleichung (IS) laBt sich durch graphische oder numerische 
Methoden lOsen und liefert die Losung y = 4,965 ... und daher gemaB (19) fUr 
das gesuchte Ilm die Beziehung 

he 1 
Ilm T = k' 4,965' (20) 

Sie sagt aus, daB sich bei einer Veranderung del' Temperatul' T die Wellen
lange Ilm del' maximalen Strahlungsintensitat so verschiebt, daB das Produkt 
Ilm T konstant bleibt. Dieses Gesetz wird als das "WIENsche Verschiebungs
gesetz" bezeicbnet; es steht in Ubereinstimmung mit der Erfabrung1• 

b) Wir berechnen ferner die Gesamtstrahlungsdichte u gemaB (4) durch 
Integration von (7) liber aIle v odeI' von (16) libel' aIle A. Flibren wir als Inte-
grationsvariable die GroBe h'V 

X = kT (21) 

ein, so gilt 
(22) 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 138. 
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Das in (22) enthaltene Integral haben wir bereits bei einer friiheren GBlegen-
4 

heit (§ 40,2.) ausgewertet und erhielten dafiir den Wert ~5. Es gilt also weiter 

8n5 k' 
U = -:[5 h3 0 3 • T4. (23) 

Das Gesetz (23) wird als das "STEFAN-BoLTZMANNsche Gesetz" bezeiehnet. 
Es sagt aus, daB die gesamte Strahlungsdichte der Hohlraumstrahlung der 
vierten Potenz der absoluten Temperatur proportional ist. Es wird durch den 
Versuch ebenfalls vollkommen bestatigtl. Dureh die experimentelle Bestimmung 
der Konstanten des WIENsehen und des STEFAN-BoLTzMANNschen GBsetzes 
lassen sieh, wenn c bekannt ist, auf Grund der Formeln (20) und (23) die 
GraBen kjh und k'jh3 und daraus schlieBlieh die beiden universellen Konstanten 
k und h einzeln bestimmen, was eine der einfachsten und sinnreichsten Methoden 
zur Bestimmung dieser FundamentalgroBen darstellt. 

c) 1m Grenzfall sehr hoher Temperaturen ist in (7) der Exponent der e-Potenz 
sehr klein, und man findet daher durch Entwicklung derselben und Beschrankung 
auf das lineare Glied dieser Entwieklung 

d 8 n h va 1 d _ 8 n v2 k T d _ 8 1-4 k T d 1 
U v V = c3 h v V - -0-3 - V - 'Jt /I.. /'" 

1+-k¥+···-1 
(24) 

was auf dasselbe herauskommt, als ob man statt (6) den aus dem Gleichver
teilungssatz folgenden Wert iff = kT benutzt hatte. 

In der Tat ist das GBsetz (24), das "RAYLEIGH-JEANssche Strahlungsgesetz", 
von JEANS auf diesem Wege unter Benutzung del' klassischen statistisehen 
Mechanik hergeleitet worden. Seine Nichtubereinstimmung mit der Erfahrung hat 
den AnstoB zur Revision del' klassischen statistisehen Mechanik und zur Auf
stellung der Quantentheorie durch PLANCK gegeben. DaB es als Grenzgesetz 
fur hohe Temperaturen aus dem PLANcKschen Gesetz folgen muB, geht daraus 
hervor, daB auch der Gleichverteilungssatz, wie alle Satze der klassischen Stati
stik, als Grenzgesetz fiir hohe Temperaturen richtig ist, wie wir' allgemein 
gezeigt haben. 

1m entgegengesetzten Grenzfalle sehr tiefer Temperaturen kann man den 
Summanden 1 im Nenner von (7) gegen die e-Potenz vernachlassigen und erhalt 
das GBsetz 8 h 3 _-"-"-

d n v kTd 
U v V = c3 e V, (25) 

das von W. WIEN aufgestellt wurde und nach ihm den Namen "WIENsches 
Strahlungsgesetz" fiihrt. 

7. Die Warmestrahlung eines schwarzen Korpers. Macht man in die Wandung 
eines Hohlraumes von der unter 1. betrachteten Art eine kleine Offnung und laBt 
auf sie von auBen Strahlung auffallen, so wird sie im Iunern von den Wand en 
sehr oft hin und her reflektiert und bei ihrem Wege durch den Hohlraum sehlieB
lich durch die darin enthaltene Substanz vollkommen absorbiert, da die Wahr
scheinlichkeit, daB sie dureh die kleine Offnung auf ihrem komplizierten Wege 
in dem Hohlraum wieder austritt, auBerst klein ist. Die Offnung verhalt sich also 
so, als ob sie vollkommen schwarz ware. 

Erwarmen wir nun den Hohlraum auf eine Temperatur T, so bildet sich 
in ihm die diesel' Temperatur entsprechende Hohlraumstrahlung aus, die durch 
das kleine Loch zu einem kleinen Teile nach auBen austritt. Nach dem eben 
Gesagten mussen wir erwarten, daB von der Oberflache eines vollkommen 

1 Vgl. "Exp.-Physik", § 138. 
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schwarzen Korpers, der auf eine Temperatur T erhitzt ist, eine Strahlung von 
genau der gleichen Beschaffenheit ausgeht. Wir gewinnen so zunachst den wich
tigen Satz, daB die Warmestrahlung eines vollkommen schwarzen Korpers in 
ihrer spektralen Zusammensetzung genau mit der Hohlraumstrahlung uber
einstimmt, weswegen diese auch mitunter als ,,8chwarze Strahlung" bezeich
net wird. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die gesamte, von der Flacheneinheit der Ober
flache eines scbwarzen Korpers pro Zeiteinheit ausgestrablte Energie zu berecbnen. 
Wir ersetzen wieder wie oben den schwarz en Korper durch einen Hoblraum 
mit einer kleinen Offnung vom Flacheninhalte dF. Aile in der Zeit dt aus dieser 
Offnung austretenden Lichtquanten mussen in der gleicben Zeit aus dem Innern 
des Hoblraumes auf dF aufgefallen sein. Nennen wir dz die Anzahl derjenigen 
unter ihnen, deren Geschwindigkeit mit der Normalen auf dF einen Winkel 
zwischen # und # + d # einschlieBt und deren Frequenz zwischen v und v + d v 
liegt, dann finden wir auf Grund der gleicben Uberlegung, die in der kinetischen 
Gastheorie zu der Formel (1) § 39 gefUhrt hat: 

u"dv 
dz = 7i:V. w (#) d#. c. cos#. dF dt, (26) 

u dv 
worin -iv- die Gesamtzahl der Lichtquanten des untersuchten Frequenzbereiches 

in der Volumeneinheit der Hohlraumstrahlung und w (#) d# die Wahrscheinlich
keit dafur bedeutet, daB die Geschwindigkeitsrichtung eines willkurlich heraus
gegriffenen Lichtquantums mit der Normalen auf dF einen Winkel zwischen, 
# und # + dD einschlieBt. 

Da fUr ein Lichtquantum in der Hohlraumstrablung alle Geschwindigkeits
richtungen gleich wahrscbeinlich sind, konnen wir zur Berechnung von w (#) 
die in der Theorie des Paramagnetismus abgeleitete Formel (13) § 57 heran
ziehen, also setzen 

w({})d#= ~sin#d#. (27) 

Die Gesamtzahl dZ der auf dF auftreffenden Licbtquanten des Frequenz
bereiches (v, v + dv) erhalt man, indem man (27) in (26) einsetzt und uber 

# von 0 bis ~ integriert: '" 
2 

dZ= 2~V uvdv.dFdt ~ sin#cos#d# = 4~V uvdvdFdt. (28) 

o 
Fur die von der Flacheneinheit des sch warzen Korpers in der Zeiteinheit 

ausgestrahlte Energie 8vdv des Frequenzbereiches (v, v + dv) folgt nun aus (28) 
hvdZ c 

8" d v = d F d t = -:[ . u" d v; (29) 

sie geht also aus dem Ausdruck (7) einfach durch Multiplikation mit cf4 hervor. 
Ebenso erhalt man die Gesamtstrahlung 8 durch Mnltiplikation des Aus-

druckes (23) mit cf4: 2 n5 k4 
8 = 15 h3 c2 T4 = (j T4, (30) 

die ebenfalls einen Ausdruck fUr das STEFAN -BOLTzMANNsche Gesetz darstellt. 
Die Intensitat und spektrale Energieverteilung der Warmestrahlung von 

einem beliebigen, nicht schwarzen Korper hat keineswegs den universellen Cha
rakter der schwarzen Strahlung und kann ohne Kenntnis des atomaren Mechanis
mus des betreffenden Strahlers nicht angegeben werden!. 

1 Uber ihre experimentelle Ermittlung vgl. "Exp .. Physik", § 138. 
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-, statistische Deutung Theorie der 282ff. Gegenstandsweite 368. 

der 249f. FICKSche Diffusionsglei- Gegenwahrscheinlichkeit 
Erdrotation 119. chung 230. 93. 
Erdungswiderstand 317. Flachendichte von Quellen GEIGER-NuTTALSche For-
Ereignis 90. 29. mel 206. 
Ergiebigkeit einer Quelle Flachendivergenz 29. Generator, elektrischer319. 

28. Flachengeschwindigkeit 55. Geometrische Addition 14. 
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Geometrische Optik 363f. i Gravitationskonstante 124. 
Geradlinige Wellenaus- Gravitationstheorie 9. 

breitung 88. GREENscher Satz 32. 
Gesamtheit 96_ Grenzbedingungen des 
Gesattigte Losung 224. elektromagnetischen 
Gesattigter Dampf 222. Feldes 340. 
Geschwindigkeit der DE- Grenzflachenspannung 

BROGLIE-Wellen 180. 174f., 272. 
Geschwindigkeitsfeld 64, Grenzgebiete der Physik 1. 

157. Grenzgeschwindigkeit nach 
Geschwindigkeitspotential der Relativitatstheorie 

164. 401. 
Geschwindigkeitsraum 262. Gro.l3e Zahlen, Gesetz der 
Geschwindigkeitsvektor 54. 90. 
Geschwindigkeitsvertei- Grundschwingung 73. 

lungsgesetz 261 ff. Grundzustand eines Atoms 
- in einem entarteten 449. 

Gase 270. GRUNEIsENscher Satz 289. 
Gitter, Beugung an einem Giinstige FaIle 94. 

364. 
- einer Gliihkathoden- H-Theorem 272. 

rohre 424. IIAMILToN-JAcoBIsche 
Gitterkennlinie 424. Gleichung 7, 116, 179. 
Gitterkonstante 82. Harmonische Bewegung 
Gitternetzebenen 364. 58ff., 120. 
Gitterspannung 424. - - einer Punktreihe 
Gitterstrom 424. 68f. 
Gleichf6rmig beschleunigte - Oszillatoren 283. 

Bewegung 57. . Haufigkeit, absolute 90. 
Gleichf6rmige Bewegung -, relative 90. 

56. Haufigste Molekiilge-
Gleichgewicht eines Dipols schwindigkeit 262. 

in einem Felde 293. Hauptachsen, elektrische 
- - elastischen Korpers 304. 

145. I Hauptdielektrizitatskon-
- - schweren Korpers I stante 304. 

128. I Hauptebenen eines Linsen-
- - starren Korpers systems 377. 

127f. Hauptmaxima 77. 
-, labiles 128, 129. Hauptnormalvektor 56. 
-, stabiles 126, 128, 129. Hauptpunkte eines Linsen-
-, statistisches, zwischen systems 377. 

Strahlung und Materie Hauptsatze der Thermo-
463. dynamik 206ff. 

-, thermodynamisches Hauptschnitt 365. 
207. Hauptserie 454. 

Gleichgewichtsbedingun- Haupttragheitsachsen 133. 
gen fiir heterogene Sy- Haupttragheitsmomente 
steme 220ff. 133. 

- - fiirmateriellePunkt- HEISENBERGSChe Quanten-
systeme 126ff. mechanik 178, 184. 

Gleichgewichtszustande - Ungenauigkeitsrelatio-
207ff. nen 23, 192f., 237, 239, 

Gleichverteilungssatz 242f. 384. 
Gleichzeitige EreignisBe HELMHoLTz-KETTELERsche 

nach der Relativitats- Dispersionsformel 443. 
theorie 400. HELMHOLTZScher Wirbel-

Glimmentladung 428. satz 167f. 
Gliihelektrischer Effekt HENRYSches Gesetz 225. 

411ff. HERMITEsche Matrix 183. 
Gliihkathoden 421, 423. - Polynome 195. 
Gliihkathodenrohre 421. HERTzscher Oszillator 353. 
Gradient 26. Heterogene Systeme 207. 
Grammaquivalent 415. Hintereinanderschalten 
Gravitationsfeld 124. 313. 

Hochfrequenzspektrum 
456. 

Hoffnungswert 100. 
Hohlraum, Potential im 

Innern eines 307. 
Hohlraumstrahlung 463ff. 
Hohlspiegel 369. 
Homoeopolare chemische 

Verbindungen 204. 
Homogene Doppelschicht 

35. 
Homogene Medien 84, 88, 

141, 348. 
- Systeme 207. 
Homogenes Feld 26. 
HooKEssches Gesetz 146. 
HUYGHENSChes Prinzip 

86f., 363. 
Hydratation 415. 
Hydrodynamik 161£f. 
Hydrodynamischer Druck 

161. 
Hydrostatik 157ff. 
Hydrostatischer Druck 

158f. 
Hypothesen 2. 
Hysteresis, magnetische 

I 298_ 
Hysteresisschleife 298. 

Ideales Gas 207, 266ff. 
Impedanz 334. 
Impuls, elektromagneti-

scher 346. 
- eines Lichtquantums 

462. 
-, linearer 111. 
- nach der Relativitats-

theorie 404. 
Impulsdichte, elektroma

gnetische 346. 
Impulsmoment 112. 
Impulssatz der Mechanik 

112. 
- fiir das elektromagne

tische Feld 344ff. 
Impulsiibertragung beim 

Sto.13 156. 
Indifferentes Gleichgewicht, 

128f. 
Induktion, gegenseitige 

326f. 
-, magnetische 294f. 
Induktionsflu.l3, magneti

scher 295, 322. 
Induktionsgesetz 325, 337f. 
Induzierte Ubergangswahr-

scheinlichkeit 447. 
Inertialsystem 110, 396. 
Influenz, elektrische 308ff. 
- magnetis$e 294f. 
Inhomogene Medien 84. 
Inhomogenes Feld, Kraft 

auf einen Korper im 
305. 
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Inkompressible Fliissigkeit 
161. 

Inkompressibler Korper 147. 
Innere Energie 210, 
- - der Festkorper 282ff. 
- - - Gase 264ff. 
- - - idealen Gase 267. 
- - eines entarteten Ga-

ses 271. 
- -, statistische Deu

tung der 248. 
- Kriifte Ill. 
- Reibung in Fliissigkei-

ten 170. 
- -, kinetische Theorie 

der 261, 276, 278f. 
- -, Koeffizient der 171. 
Inneres Feld, magnetisches 

429f. 
- Produkt von Vektoren 

15. 
Intensitat einer elastischen 

Welle 155. 
- - elektromagnetischen 

Welle 355. 
- - Spektrallinie 446. 
Interferenz von Wellen 

69f., 77f. 
Interferenzerscheinungen 

an diinnen Platten 361, 
364. 

Invarianz der LORENTZ
MAXWELLschen Glei
chungen 398. 

Invarianzeigenschaften 
eines symmetrischen 
Tensors 21. 

Ionen 391, 415. 
Ionenbeweglichkeit, elek-

trische 416. 
Ionentheorie 415ff. 
Ionisationskammer 427. 
Ionisierungsarbeit 449. 
Ionisierungsspannung 449. 
Irreversible Prozesse 209. 
Isentropische Prozesse 215. 
Isobaren 209. 
Isochoren 209. 
Isolator 301. 
Isothermen 208. 
Isotrope Medien 140, 348. 

JOuLEsche Warme 314f., 
316. 

- - nach der Elektro
nentheorie 410. 

J OULE-THOMSON -Effekt 
220, 266. 

K-Absorptionsbandkante 
456. 

K-Schale 455. 
K-Serie 455. 
Kanonische Gesamtheit 

240ff. 

Sach- und Namenverzeichnis. 

Kapazitat, elektrische 308. 
Kapillardruck 175f. 
Kapillare Randerhebung 

177f. 
Kapillaritat 174ff. 
Kapillarrohr 176. 
Kationen 415. 
Kausale Gesetzmal3igkeit 

91. 
Kennlinie einer Gliil1ka

thodenrohre 421. 
KEpLER-Bewegung 124ff. 
- nach der Quantenme-

chanik 197ff. 
-, gest6rte 201. 
KEPLERsche Gesetze 124ff. 
Kernladung, effektive 455. 
Kernmagneton 380. 
KERR-Effekt 461. 
Kettenleiter 337. 
Kinematik 5, 53ff. 
- eines einzelnen Punktes 

53ff. 
- von Punktsvstemen 

63ff. " 
Kinetische Energie 1I4. 
- - der Warmebewe-

gung 260. 
- - nach der Relativi

tatstheorie 406. 
- Gastheorie 261, 272ff. 
- Theorie der Materie 

260ff. 
- - - Warme 249. 
KrncHHoFFsche Gesetze 

315. 
Klassische Statistik 236. 
Klemmenspannung 314. 
Knoten einer stehenden 

Welle 74. 
Knotenflachen 361. 
Kollektiv 9, 91. 
Koma 375. 
Komplexe Amplitude einer 

harmonischen Schwin
gung 59. 

- Funktionen 50ff. 
- Str6mungsfunktion 

51ff. 
Komplexionen 95. 
Komponenten eines Ten-

sors 19. 
- - Vektors 12. 
Kompressibilitat 147, 208. 
Kompression 146f. 
Kompressionswelle 169. 
Kondensatoren 31H. 
Konfigurationsraurn 1I5. 
Konjugierte Potentiale 50. 
- Punkte 310. 
- - bei optischer Ab-

bildung 368. 
Konkav-konvexe Linsen 

375. 
Konkavspiegel 369. 

Konservative Systeme lI5. 
- -, Quantenmechanik 

der 178ff. 
Kontaktpotentiale 303. 
- zwischen Elektrolyten 

420. 
Kontaktpotentialsprung 

307. 
Kontinuierlich verander

liche Gro13en 22. 
Kontinuierliche Massen

verteilung 129. 
- Punktsysteme 64, 139. 
Kontinuierliches Eigen

wertspektrurn 191. 
Kontinuitatsgleichung der 

Elektrodynamik 315. 
- - Hydrodynamik 162. 
Kontinuumtheorie 6ff. 
Konvex-konkave Linsen 

375. 
Konvexspiegel 370. 
Konzentration einer Lo

sung 224. 
Koordinatenmatrix 183. 
- des linearen Oszillators 

196. 
- - Rotators 197. 
Korrelationen 109f. 
Korrespondenzprinzip 444. 
Kraft 5, 1I0. 
- eines elektrischen Fel

des auf geladene Korper 
301, 303. 

- - - - - ungela
dene Korper 301, 305. 

- - - Stromes auf 
einen Magnetpol 318. 

- - Magnetfeldes auf 
einen elektrischen 
Strom 323f. 

- - - - - Magneten 
293f. 

- - - - - magneti
sierbaren Korper 297. 

-, elastische 120, 144f., 
151. 

-, elektrodynamische323. 
- pro Volurneneinheit, 

elektrische 306. 
- - -, elektromagneti

sche 325. 
- - -, magnetische 300. 
Krafte stromender Fliissig

keiten auf feste Korper 
166f. 

- zwischen den Molekiilen 
269. 

Kraftfeld 6, 26. 
-, elektrisches 301. 
-, magnetisches 289. 
- urn die Molekiile 260. 
Kraftflul3, magnetischer 

291. 
Kraftlinien 26. 



Kraftlinien, elektrische 300. 
-, magnetische 291. 
Kreiselatom 431. 
Kreiselbewegung 138. 
Kreisendes Elektron, Ma· 

gnetfeld eines 382ff. 
Kreisfrequenz einer 

Schwingung 58. 
Kreisproze13, thermodyna-

mischer 209. 
-, magnetischer 298. 
Kristalle 140. 
-, einachsige 364. 
-, zweiachsige 367. 
Kristallgitter 139, 141. 
Kristalloptik 364. 
Kritische Dampfung 63. 
- Temperatur 269. 
Kugel, homogen magneti-

sierte 292f. 
-, - polarisierte 303. 
-, Kapazitat einer 311. 
Kugelflachenfunktionen 

197. 
Kugelkondensator 311. 
Kugelwelle 76. 
Kurzschlu13 bei Bogenent-

ladung 428. 

L-Schale 455. 
L-Serie 455. 
Labiles Gleichgewicht 128, 

129. 
Ladung, elektrische 301. 
-, -, freie 302. 
-, -, wahre 302. 
Ladungsdichte eines be

wegten Elektrons 380. 
-, elektrische 39lf. 
Ladungsverteilung auf Lei

tern 307ff. 
Laminare Stromung 171 ff. 
LANGEVINSche Funktion 

434. 
LANGMUIRsche Formel 424. 
LAPLACESche Gleichung 36. 
LAPLAcEsches Gesetz des 

Elektromagnetismus 
319. 

Lateralvergro13erung 372, 
374. 

Leistung 127. 
-, elektrische, einer 

Stromquelle 315, 316. 
Leistungsfaktor 333. 
Leiter, magnetischer 322. 
Leitfahigkeit, elektrische, 

der Metalle 410. 
-, spezifische 313. 
Leitungselektronen 391. 
Leitungsstrom 392f. 
Leuchtelektron 453. 

Sach- und Namenverzeichnis. 

Lichtgeschwindigkeit 349. 
Lichtquanten 462. 
Lichtquantengas 464. 
-, Statistik des 466f. 
Lichtquellen 349. 
Lichtstrahlen 88, 363. 
Lichttheorie, elektroma-

gnetische 349. 
Linear polarisierte Welle 

69, 76. 
Lineare Deformation 66f. 
- Schwingung 58ff., 120. 
Linearer harmonischer Os-

zillator als kanonische 
Gesamtheit 243f. 

- - -, quantenmecha
nische Behandlung des 
194ff. 

Linienabsorptionsspektrum 
448. 

Linienemissionsspektrum 
446. 

Linke-Hand-Regel 323. 
LIOUVILLEscher Satz 240. 
Linsen 374ff. 
-, unendlich diinne 374ff. 
Linsenfehler 375. 
Lissajousschwingungen 62. 
Logarithmisches Dekre-

ment 63. 
Longitudinalschwingungen 

eines Stabes 151£f. 
Longitudinalwellen 76. 
-, elastische 153, 154. 
- in Fliissigkeiten und 

Gasen 169. 
LORENTZ-LoRENzsches Ge-

setz 440. 
LORENTz-Kontraktion 400. 
LORENTz-Kraft 389. 
LORENTZ-MAXwELLsche 

Gleichungen der Elek
tronentheorie 8, 381. 

LORENTzsche Elektronen
theorie 380, 443. 

LORENTzsches inneres Feld 
430. 

LORENTz-Transformation 
398ff. 

LOSCHMIDTsche Zahl 264, 
281. 

Loslichkeit 224. 
Losungen, kolloide 260. 
-, kristalloide 260. 
-, verdflIlllte 224f. 
Losungsdruck 421. 
Losungstension 421. 
Losungswarme 224. 
Luftspalt eines Elektro-

magneten 323. 
LYMAN-Serie 452, 454. 

M-Schale 455. Lichtather 396. 
Lichtelektrischer 

421, 461. 
Effekt, M-Serie 455. 

,u-Phasenraum 253. 

477 

Magnet, permanenter 289. 
Magnetfeld drahtformiger 

Stromleiter 318ff. 
- raumlich verteilter 

Strome 324f. 
- stationarer Strome 

318ff. 
Magnetfelder im materie-

erfiillten Raum 295ff. 
Magnetische Energie 327. 
- Platte 320. 
Magnetischer Kreis 322f. 
Magnetisches Moment 290 f. 
- - einer Stromschleife 

320. 
- - eines kreisenden 

Elektrons 383. 
Magnetisierte Kugel, Feld 

derselben 292f. 
Magnetisierung 291. 
- einer Kugel im homo· 

genen Feld 296ff. 
-, homogene 291. 
Magnetisierungsarbeit 298. 
Magnetisierungselektronen 

393. 
Magnetisierungskurve 298. 
-, technische 437. 
Magnetisierungsproze13 298. 
Magnetisierungsstrom 393 f. 
Magnetisierungswarme 298. 
Magnetismus, statistische 

Theorie des 429 ff. 
Magnetomotorische Kraft 

322. 
Magneton, BOHRscher 380, 

385. 
Magnetooptische Effekte . 

459ff. 
Magnetostatik 289ff. 
Magnetpol 290. 
Magnetstab, Feld eines 291. 
MAGNUS-Effekt 167. 
Maschinen 129. 
Masse 1l0. 
-, Aquivalenz mit Ener

gie 407. 
-, elektromagnetische 8, 

407. 
-, -, des Elektrons 387. 
Massenmittelpunkt 112. 
Massenpunkt 4. 
Massenspektroskopie 390. 
Materieller Punkt 4, 53. 
Mathematisches Pendel 

121£. 
Matrizen, Rechengesetze 

fiir 24f. 
-, unendliche 23. 
MAUPERTUIssches Prinzip 

116. 
MAXWELLsche Gleichun

gen 337ff., 396. 
- -, Herleitung aus der 

Elektronentheorie 391 ff. 
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:NIAXWELLSCHE 
359, 442. 

Relation 

- Spannungen 301, 347f. 
:NIAXWELLscher Strahlungs

druck 356. 
:NIAXWELLsches Geschwin

digkeitsverteilungs
gesetz 26l. 

Mechanik der Gase lmd 
Flussigkeiten 157ff. 

- - Massenpunkte und 
starren Korper HOff. 

- elastischer Festkorper 
139ff. 

- nichtkonservativer Sy
steme 228. 

-, statistische 236ff. 
Mechanische Lichttheorie 

von FRESNEL 396. 
Mechanisches Warmeaqui

valent 210. 
Mehrdimensionale Vekto

ren 17f. 
Mehrelektrodenrohren 424. 
Mehrkorperproblem der 

Himmelsmechanik 126. 
Messen 2. 
Metaphysik 3. 
Metazentrum 160. 
MICHELSON -Experiment 

397. 
Mikrokanonische Gesamt

heit 239f. 
Minimaldeviation 

Prisma 379. 
beim 

Minimalflachen 176. 
Mitflihrung des Lichtes 

durch einen bewegten 
Korper 402. 

.i\1ittelpunkt einer Linse 
375. 

Mittelwert 99f., 104f. 
Mittelwerte der Koordina

ten in der Quanten
mechanik 183. 

- von Phasenfunktionen 
246f. 

Mittelwertssatz der Inte
gralrechnung 105. 

Mittlere Besetzungszahlen 
256. 

- freie Weglange 274f. 
- - - des Elektronen-

gases in den Metallen 
287, 409. 

der 

Sach. und Namenverzeichnis. 

Modul einer kanonischen 
Gesamtheit 24l. 

Modulierte Schwingung 60. 
Mogliche FaIle 94. 
Mol 207. 
Molare Konzentration 224. 
Molekularmagnet, Richt-

wirkung des Feldes auf 
einen 432. 

Molekularpolarisation 437 f. 
~ in hochfrequenten 

Wechselfeldern 440ff. 
Molekularstrahlmethode 

269, 275. 
Molekulartheorie der Gase 

und Flftssigkeiten 260. 
Molekillbildung, Quanten

mechanik der 202ff. 
Molekilldurchmesser 269, 

275. 
Molvolumen 207. 
Molwarme 217. 
Moment einer Doppel-

schicht 35. 
- - Wirbellinie 46. 
- eines festen elektrischen 

Dipols 440. 
- - magnetischenDipols 

29l. 
- - Quellenpaars 34. 
-, elektrisches 392. 
-, -, eines MolekUls 392. 
MOSELEYSches Gesetz 456. 
Multiplikationssatz der 

Wahrscheiulichkeits
rechnung 94f. 

N -Serie 455. 
Nebenmaxima 77. 
Nebenserien 454. 
NERNsTsche Formel fUr das 

Konzentrationselement 
419. 

NERNsTscher Warmesatz 
216. 

Netzebenen eines Kristall
gitters 84. 

Neutron 379. 
NEWToNsche Bewegungs

gleichungen der Mecha
nik HO, 396. 

- Formel der Wahrschein. 
lichkeitsrechnung 95f., 
256. 

- Mechanik 5. 
NEWToNsches Gravita-

tionsgesetz 124. 
- Geschwindigkeit 

Gasmolekille 263. 
- - - Elektronen 

den Metallen 287. 
in Niveauflachen 27, 158. 

- kinetische Energie eines 
GasmolekUls 263. 

- Lebensdauer 206. 
- Schwankung 10l. 
Mittleres Schwanklmgs-

quadrat 247. 

Niveaulinien 49. 
N ordpole, magnetische 

290. 
N ormalkomponente eines 

Vektors 29. 
Normalkonzentration 416. 
N ullpunktsenergie 271. 

Nutation 138. 
Nutzeffekt einer Maschine 

213. 

Oberflache, freie 158. 
Oberflachenspannung 

174ff., 272. 
Oberschwingungen, har-

monische 73. 
Objekt, optisches 368. 
Qbjektraum 368. 
Offnung eines Hohlspiegels 

369. 
OHMsches Gesetz 313, 316. 
- - fUr Elektrolyte 416. 
- - nach der Elektro-

nentheorie 410. 
- -, verallgemeinertes 

328. 
Optik bewegter Korper 397. 
Ordentliche Welle 366. 
Orthogonale Eigenfunktio-

nen 182. 
Osmotischer Druck 224. 
Oszillation 58. 
Oszillator, harmonischer 

elektrischer, Ausstrah
lung des 353. 

P·Terme 453. 
Packungseffekt 407. 
Parabehnethode von THOM-

SON 390. 
Paramagnetischer Korper, 

Kraftwirkung des Fel
des auf einen 297f. 

Paramagnetismus 294. 
-, statistische Theorie des 

429, 434f. 
Partialschwingungen eines 

strahlenden Elektrons 
445. 

PASCHEN -Serie 452. 
Pauliprinzip 185, 202, 27l. 
Periode einer Schwingung 

58. 
Periodisches System der 

Elemente 202. 
Permanenter Magnet 289, 

436. 
- -, Feld eines 291£f. 
Permeabilitiit 295. 
Perpetuum mobile zweiter 

Art 212. 
Phase einer Schwingung 58. 
- im Sinne der statisti

schen Mechanik 236. 
- - - - Thermodyna

mik 22l. 
Phasenkonstante einer 

&chwingung 58. 
Phasenpunkt 237. 
Phasenraum 237. 
- der Lichtquanten 466. 
Phoronomie 53. 



Phosphoreszenz 451. 
Photoeffekt 421, 461. 
Photonen 462. 
Physisches Pendel 136. 
Piezoelektrizitat 302. 
PLANcKSche Strahlungs-

formel 466. 
PLANCKSChes Wirkungs-

quantum 179, 444. 
Planwelle 76. 
Plastizitat 139. 
PLATEAusche Versuche 176. 
Plattenkondensator 312. 
POISEULLEsches Gesetz 

173. 
POISsoNsche Gleichung 36. 
POISsoNscher Koeffizient 

146, 148. 
Polarisation 37. 
-, elEiktrische 302, 391£. 
-, ~, einer Kugel im ho-

mogenen, elektrischen 
Felde 305. 

-, elektrolytische 314. 
-, magnetische 291. 
~,optische, durch Bre-

c):l.Ung 361£. 
-, -, - Reflexion 361. 
-, -, teilweise 361£: 
Polarisationsapparate 362. 
Polarisationsebene, Dre-

hung der 367. 
Polarisationselektronen 

391. 
Polarisationsstrom 393. 
Polarisationsvektor, elek

trischer 302. 
Polarisationswinkel 361. 
Polarisationszustand einer 

Spektrallinie 446. 
Polarisierbarkeit, dielek-

trische 437. 
-, -, molare 439. 
-, ...,.-, statische 439f. 
Poistarke, magnetische 

290. . 
-, -, pro Fliicheneinheit 

291. 
-, -, pro Volumenein-

heit 29l. 
Potential 26. 
-, elektrostatisches 302. 
Potentiale, elektrodyna-

mische 341£f. 
-, retardierte 343. 
Potentialmulde 205. 
Potentialproblem der Ebe-

ne 49ff. 
Potentialschwelle 205. 
Potentialtheorie 33ff. 
Potentialverteilung 

Leitern 307f. 
- in diffundierenden 

Elektrolyten 418. 
Potentialwall 205. 

Bach- und N amenverzeichnis. 

Potentielle Energie 114. 
- - der elastischen De

formation 140. 
- - - Schwingung 121. 
- - eines elektrischen 

Dipols 303. 
- - - Magnetpoles293. 
- - - Magneten im 

Felde 293f. 
- - einzelner Ladungen 

303. 
Positron 379. 
POYNTINGScher Vektor 344. 
Praktische Physik 2. 
Prazessionsbewegung 138. 
- des Kreiselatoms 431. 
Primarwindung 334. 
Prinzip der kleinsten Wir-

kung 116. 
Prinzipalserie 454. 
Prisma, optisches 378f. 
Probekorper 200, 301. 
Proben 90. 
Produkt eines Tensors mit 

einem Vektor 19. 
- zweier Tensoren 21. 
Produkte von Vektoren 

14ff. 
Profil eines Flugzeugfliigels 

166. 
Proton 379. 
Protonenradius 388. 
Punktladungen, elektri-

sches Feld von 301£. 

q-Raum 115, 184. 
Quadrupletts 455. I 
Quantelung der Hohlraum-

strahlung 465f. 
Quantenbedingungen 178. 
- fiir den harmonischen 

Oszillator 195f. 
- - - Rotator 197. 
Quantenelektrodynamik 

11. 
Quantenmechanik 11, 

178ff. 
- konservativer Systeme 

178ff. 
- nicht konservativer 

Systeme 186ff. 
Quantenspriinge 10. 
Quantenstatistik 236. 
Quantentheorie 10f. 
Quantenzahl, magnetische 

384. 
'Quantenzahlen, halbzah

lige 195, 202. 
Quasielastische Bindung 

438. 
Quasistationare Strome 

325ff. 
Quasistationaritat 343. 
Quellen von Feldern 

28f. 

i179 

Quellenfreie Felder 29. 
Quellenpaar 34, 290. 
Querkontraktion 146. 
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Randwerte 38. 
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- - Warmeleitungs
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Raumladung im Vakuum 

422ff. 
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Schwingungen 80. 
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- Kreisprozesse 212. 
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413. 
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Ruhenergie des Elektrons 

387. 
- nach der Relativitats

theorie 407. 
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406. 
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S-Terme 453. 
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Sattigungsstrom 421£. 
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Schmelzwarme 223, 282. 
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247. 
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Schwarze Strahlung 470. 
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Selbstdiffusion, Koeffizient 

der 279. 
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326ff. 
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364. 
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139ff., 145ff. 
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273. 
Storung, Ausbreitung einer, 
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- mit Widerstand und 

Selbstinduktion 329. 
Stromleitung im Vakuum 

42lff. 
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Sudpole, magnetische 290. 
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- Tensoren 19. 

Tangentenbussole 321. 
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Tl'iigerschwingung 60. 
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Translation 65. 
- des starren Karpel'S 

130f. 
Transportphiinomene in 
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- von beliebiger Dimen-

sionenzahl 48 f. 
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- - - tmbegrenzten 
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333f. 
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Wechselstl'omtransforma

tor 334f. 
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-, kontinuierliche 102ff. 
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-, eindimensionale 68ff., 

153. 
- im Raume 75ff., 154, 

16Sff. 
Wellenfelder 68ff. 
Wellenfeld eines verandel'

liyhen, elektrischen Di
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Winkelgeschwindigkeit 55. 
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- von VAN DER WAALS 

269. 
Zustand'3gI'o13en, thermo-

dynaroisehe 206f. 
Zustandsintegral 250. 
Zustandssumme 250. 
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