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Vorwort. 
Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus den Vorlesungen iiber Statik, 

die ich als ersten Teil der Technischen Mechanik an der Hochschule Darmstadt 
seit Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefaBt: es 
werden lediglich starre Korper behandelt, wahrend Spannungs- und Form
anderungsbetrachtungen, die sonst in "Statik der Baukonstruktionen" oder 
"Baustatik" erortert werden, fehlen. Aber ausfiihrlich werden die inneren 
Einfliisse, BeanspruchungsgroBen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs
gemaB machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, die 
von der allgemein iiblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man
chen Ingenieuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von raumlichen 
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einfliisse (2 Querkrafte, 1 Langskraft, 
2 Biegemomente, 1 Torsionsmoment) auftreten. 

tJberhaupt ist in dem Buch auf raumliche Probleme besonderer Wert gelegt. 
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewohnt, auch raumliche 
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt 
sind, zu betrachten, ohne sich iiber den wirklichen raumlichen Grundcharakter 
und die tatsachlich auftretenden Einfliisse klar zu werden; das gilt sowohl von 
den eigentlichen Tragkonstruktionen selbst als auch von den Lagern und An
schliissen. Wie wenig denkt z. B. der Ingenieur daran, daB das gewohnliche 
feste Auflager, das fiir den ebenen Trager zwei Unbekannte darstellt, fiir den 
Raum 5 LagergroBen enthalt. 

Weite Teile des Buches sind dadurch entstanden, daB meine Vorlesungen 
nachgeschrieben und dann fiir den Druck bearbeitet wurden. Natiirlich wird 
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet sein als die ge
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen 
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den er von seinen Zuhorern hat. 
FUr ein Buch ist solche Darstellungsweise aus auBeren Grunden nicht geeignet; 
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abs¢hnitt den Charakter der 
Vorlesung weitgehend zu wahren, weshalb auch meistensin der "wir"-Form 
gesprochen wird. 1m weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdrucks
form gedrangter, in der Annahme, daB der Leser nun geniigend eingearbeitet ist, 
um auch so die Ausfiihrungen zu verstehen. Ausdriicklich sei darauf hingewiesen: 
Es wird nicht ausbleiben, daB der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwie
rigkeiten fiir das Verstandnis findet; dann solI er sich nicht zulange dabei auf
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un
verstandliche. Der groBe Nachteil fiir den Leser eines Buches gegeniiber dem 
Horer einer Vorlesung ist der, daB er die Zeichnungen nicht entstehen sieht; 
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den 
gegebenen und gefundenen Kraften die Pfeile verschiedenartig ausgefiihrt. 

Allerdings werdennicht aIle im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung 
betrachtet, aber diese erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der 
raumlichen Krafte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigere "Obungs
beispiele, wie die Transmissionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden 
im ersten oder zweiten Semester in den "Obungen behandelt. 



IV Vorwort. 

Bei den "Obungsbeispielen sind absichtlich nicht lauter aus der Praxis ent
nommene Aufgaben gewahlt, sondern auch allgemeiner gehaltene, um das Wesen 
der Anwendung grundsatzlich kennenzulernen und wirklich technisches Emp
finden fiir die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den raumlichen 
Konstruktionen. 

Bei der ganzen Darstellungsweise wurde im iibrigen beriicksichtigt, daB das 
Buch nicht nur fiir Studierende, sondern auch fiir Ingenieure der Praxis und 
zum Selbststudium geeignet erscheint. 

Zur Bezeichnung der vorkommenden GroBen wurde die im allgemeinen 
iibliche gewahlt. Das Biegungsmoment wurde, der Bedeutung des Flugwesens 
entsprechend, wie bei der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt mit B 
und einem entsprechenden Anzeiger bezeichnet; der Buchstabe M bedeutet ein 
wirkendes auBeres Moment. -

Der Aufbau des Buches geht zur Geniige aus dem ausfiihrlichen Inhalts
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von denen der 
letztere die im Raum zerstreuten Kriifte enthalt. DaB bereits im ersten Teil die 
Krafte im Raum an dem gleichen Punkt betrachtet werden, geschieht aus rein 
didaktischen Griinden. Die drei ersten Teile bringen im wesentlichen den Stoff, 
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, aber die Darstellung weicht 
vielfach von der in anderen Biichern ab, und manches wird hier gebracht, was 
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punkte, die dem Anfanger erfahrungs
gemaB Schwierigkeiten machen, ist besonders ausfUhrlich eingegangen, und 
immer wieder wird auf die AnIeitung zum selbstandigen Denken Wert gelegt. 
Bei den gestiitzten Balken werden die BeanspruchungsgroBen ausfiihrlich be
handelt; dabei wird auch die Belastung durch auBermittige waagerechte'Kriifte 
und Momente beriicksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Neben
konstruktionen wird dem Leser erwiinscht sein. 

Wichtig erschien, die Rahmen ausfiihrlich zu erortern und an verschiedenen 
Formen die Gestalt der Momenten- und QuerkraftfHichen zu zeigen. Es ist 
notig, daB der Studierende bzw. der Ingenieur einmal solche Fliichen vor sich 
sieht, um zu erkennen, wie sich die BeanspruchungsgroBen andern; besonders 
gilt dies fUr gekriimmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede Belastung 
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und so 
die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Fragen 
besonders eingegangen. Mancher Leser wird er~taunt sein, wie sich die Be
anspruchungsflachen z. B. fiir den Dreigelenkbogen darsteUen. Bei den Gelenk
tragern sind abgewinkelte Gerbertrager besonders behandelt, da sie interessante 
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde ausfiihrlich 
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. AuBer den eigentlichen Fachwerken 
werden auch die "Gemischtbauweisen" behandelt, d. h. Gebilde aus einzelnen 
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Langs
krafte, sondern auch auf Biegung beansprucht sind. Eine geschlossene Dar
stellung dieser Gebilde, die man sonst kaum findet, ist fiir das Verstandnis all
gemeiner Konstruktionen von sehr groBer Bedeutung. 

Mit dem fiinften Teil (Krafte im Raum zerstreut) beginnt der zweite Ab
schnitt des Buches, der auch fUr den praktisch t.atigen Ingenieur manches Neue 
enthalt. Ausfiihrlich erortert werden die verschiedenen Moglichkeiten zur Fest
legung der Korper, dabei die praktischen Anschliisse und Lagerungen betrachtet 
und die sechs BeanspruchungsgroBen eines beliebigen Querschnitts. Besonderer 
Wert wird auf die Behandlung der raumlich belasteten Rahmen gelegt, dabei 
hervorgehoben, daB man beim ebenen Rahmen die raumliche Belastung trennen 
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrecht dazu, die beide 



Vorwort. v 
getrennt untersucht werden konnen. Als Beispiele fur einen allgemeinen raum
lichen Rahmen werden eine Schraubenfeder und ein Sesselrahmen betrachtet; 
letztere Anwendung vermittelt ein klares Bild yom inneren Kraftespiel, das 
nicht so leicht zu iibersehen ist. Die Ausfiihrungen iiber Symmetrie und Gegen
symmetrie zeigen die bei symmetrischer Bauweise bestehenden Erleichterungs
moglichkeiten. Von Interesse werden sicher auch die sonst nicht zu findenden 
Betrachtungen iiber die verschiedenen Gelenke und Gelenktrager sein, weil hier 
klar zusammengestellt ist, welche gelenkartigen Verbindungen moglich sind. 

Der letzte Teil behandelt Raumfachwerke und raumliche Gebilde, die 
aus Staben und Balken zusammengesetzt sind, "allgemeine Raumwerke". 
Bei der Berechnung des Raumfachwerks wurde das "Verfahren der zugeordneten 
ebenen Abbildung" erlautert, das erlaubt, raumliche Krafteaufgaben auf ebene 
zuruckzufiihren und dadurch mancherlei Vorziige bietet. Ausfiihrlich wird 
darauf eingegangen, wie haufig fiir ein Raumfachwerk eine Vereinfachung 
der Rechnung durch Sonderverfahren statt der allgemeinen Verfahren erzielt 
wird. Die Beispiele weisen besonders auch auf den Wert der Momentenmethode 
hin. Bei den allgemeinen Raumwerken (Gemischtbauweise), iiber die in der 
Literatur wenig angegeben ist, wird ausfiihrlich auf den Aufbau eingegangen, 
und insbesondere die Verschiedenheit gezeigt, die fiir Raumwerke, bei denen 
aIle Balken torsions/rei belastet sind, und fur solche mit Torsionsbelastung 
auftritt. Am SchluB wird nochmals ausfuhrlich auf die Zuriickfiihrung von 
statisch unbestimmten raumlichen Gebilden auf statisch bestimmte eingegangen 
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche GroBe als "unbestimmte" oder 
"iiberzahlige" eingefiihrt werden konnen. Dies zu erkennen, ist nicht immer ein
fach, und darum sind die Ausfuhrungen von Wichtigkeit. 

Unter den Abschnitten, die iiber den Rahmen der Vorlesungen hinausgehen, 
hat einzeIne mein erster Assistent, Dipl.-Ing. HEINRICH DIETZ, selbstandig 
behandelt, z. B. Nr. 93,98,99, 109; er hat auch die meisten Beispiele entworfen 
und einen groBen Teil der schwierigeren selbst gerechnet und gezeichnet. Fur 
seine umfassende und wertvoIle Mithilfe sei ihm an dieser Stelle besonders herz
lich gedankt. Der Dank gilt auch meinen jiingeren Assistenten, Dipl.-Ing. 
STAHL, ROEDIGER, SCHULTHEIS fiir ihre Mithilfe bei der Durchfuhrung der 
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir die 
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und fiir die stete Bereitwilligkeit, 
mit der sie auf Wiinsche wahrend des Druckes eingegangen ist. 

Darmstadt, Juni 1939. 
WILHELM SCHLINK. 
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Vorbemerkungen. 
Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht

baren Naturerscheinungen von wagbaren Korpern zu beschreiben. Die Gesetze 
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr 
vielen Beobachtungen werden gewisse Satze und Gesetze aufgestellt; sie gelten 
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht 
erwiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Aus ihnen 
werden auf rein mathematischem Wege neue Satze abgeleitet, die dann jederzeit 
wieder an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuchen nachgepriift werden konnen. 

Die Mechanik beschaftigt sich mit Korpern, die unter dem EinfluB von 
Kraften stehen. Die Kraft moge aufgefaBt werden als Ursache einer Bewegungs
anderung. Also wenn ein Korper in Ruhe ist und es wirkt eine Kraft auf ihn, 
so kommt er in Bewegung; oder wenn ein Korper unter dem EinfluB von Kraften 
eine bestimmte Bewegung ausfiihrt und es treten neue Krafte hinzu, so nimmt 
der Korper eine andere Bewegung an. 

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern 
wir beschaftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umstanden 
sich ein starrer Korper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Auf
gabe der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszustanden und im 
Zusammenhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften. Unter 
der Einwirkung von Kraften nehmen die Korper eine Gestaltsa1,lderung an. 
Auf diese wird aber in der Statik nicht eingegangen. Es werden die Korper 
also als starr angesehen. 

Fiir die Untersuchung von Kraftesystemen sind zwei Begriffe von Bedeutung: 
einerseits die Re8ultierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kom
ponente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft, 
die die Wirkung einer Reihe von Kraften auf den Korper ersetzt, die also die 
gleiche Wirkung ausubt wie die Gemeinschaft der vorhandenen Krafte. Um
gekehrt nennt man die Krafte, die zusammengenomm~h die gleiche Wirkung 
haben wie eine einzelne Kraft, die Komponenten 1/ 
oder Teilkrafte dieser Kraft. Die Resultierende 
ist also die Ersatzkraft fiir eine Reihe von Kraf
ten und die Gemeinschaft der Komponenten der 
Ersatz fiir eine einzelne Kraft. 

Wie kann man nun eine Kraft darstellen ~ Was 
gehOrt zu ihrer Festlegung~ Die Kraft ist durch 
ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und GroBe be
stimmt. Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch .x 
rechnerisch darstellen. Wir betrachten dies zu- Abb.1. Darstellung elner Kraft In der 
nachst fur eine Kraft in der Ebene. Zeichneri8ch Ebene. 

ist sie eindeutig gegeben durch eine in ihrer Wirkungslinie liegende Strecke mit 
Richtungspfeil (Abb. 1). Wir miissen dabei nur noch wissen, was 1 cm dieser 
Strecke bedeutet, d. h. den KraftemaBstab kennen, z. B. 1 cm ~ k kg. Die GroBe 
der Kraft wollen wir im allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die 
Kraft ist also durch eine gerichtete Strecke, eine Strecke mit Richtungspfeil, 
eindeutig festgelegt. Eine solche gerichtete Strecke nennt man einen Vektor. 

Schlink, Statlk. 1 



2 Vorbemerkungen. 

SoU aus irgendwelchen Griinden besonders betont werden, daB es sich um einen 
Vektor oder um eine vektorielle GroBe handelt, so wird ein Strich iiber das P 
gefiigt, also P. 

In analytischer Darstellung ist die Kraft festgelegt: 
nach Grope durch die Anzahl der kg, also P kg; 
nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt auf der Kraft, dessen Koordi
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Abb. 2. DarstelIung einer Kraft 1m 

Raum. 

naten gegeniiber einem willkiirlich eingefiihrten 
Achsenkreuz mit x, y bezeichnet werden mogen; 

nach Richtung durch den Winkel, den die Kraft 
mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen die po
sitive x-Achse bildet (Abb. I). Dabei muB dieser 
Richtungswinkel lX klar definiert werden; wir be
zeichnen mit lX den Winkel, der gewonnen wird, 
wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi
tiven x-Richtung drehen. 

1m Raume kann man selbstverstandlich eine 
Kraft ebenfalls zeichneri~ch und analytisch dar
stellen: zeichnerisch durch die streckenmaBige Dar
stellung der Kraft im AufriB und GrundriB (Abb. 2), 
(wobei in manchen Fallen noch die Zeichnung im 
SeitenriB erwiinscht ist); dann analytisch: 

nach Grope durch die Anzahl der P kg; 
nach Lage durch die Koordinaten eines beliebigen 

Punktes auf der Kraft, x, y, z; 
nach Richtung durch Angabe dreier Winkel, die die Kraft P mit drei festen 

Achsen einschlieBt, lX, {3, y (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume geniigt nicht 

02' 

z mehr die Angabe eines Winkels. Die drei 
I Winkel ~, {3, y sind allerdings nicht unab-

~
n hangig voneinander, sondern sind, wie die analy-
r. tische Geometrie des Raumes lehrt, verbunden 

I durch die Gleichung: 
-~_I 

"""-'.{..-_ 17 
Iz -..v 

COS2 lX + cos2{3 + cos2y = 1. (I) 

Man braucht also tatsachlich zur Festlegung 
der Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen; 
der dritte ist eme Folge der beiden ersten. 

Abb. 3. Zur analytischen Darstellung einer 
Kraft im Raum. 

Es sind also im ganzen sechs Grundwerte 
zur Festlegung einer Kraft im Raume notig: 
P, lX, {3, x, y, z. 

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze 
Statik graphisch und analytisch aufbauen konnen. Man unterscheidet danach 
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Dar
stellungsweisen nebeneinander; es wird sich dabei zeigen, daB vielfach bei be
stimmten Anwendungen die graphische und bei anderen wieder die analytische 
Behandlungsweise vorzuziehen ist. 



Erster Teil. 

Krafte an dem gleichen Punkt angreifend. 

Krafte, die an einem Punkt wirken, konnen entweder in einer Ebene oder 
im Raume liegen. 

I. Krafte in der gleichen Ebene. 
1. Erfahrungssatze. Wie schon oben erwahnt, ist die Mechanik aufgebaut 

auf Erfahrungssatzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die 
Spitze der Statik steilen mussen. 

1. Wirken zwei gleich groBe Krafte in gleicher Geraden in entgegengesetzter 
Richtung auf einen in Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man schon 
rein gefiihlsmaBig sagen, daB del' Ptmkt keine Be
wegung erfahrt, d. h. die beiden Krafte heben sich 
auf. Del' Versuch bestatigt dies. Es lautet dem
gemaB del' erste Erfahrungssatz: 

p P 
4---~----~O~--~--~~ 

Abb. 4. Erster Erfahrungssatz. 

"Greifen an einem P~lnkt oder an einem starren Korper zwei gleich grofJe, ent
gegengesetzt gerichtete Krafte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, so 
uben sie keine Wirkung aus, sie heben sick auf, PJ 
d. h. sie stehen im Gleichgewicht." CE ........ ;a~iiiii!!!!!!!.;;o====o"....!-R!.:=~P,~.:..;,+&~ __ .. 

P, 2. Wirken nun zwei beliebig groBe Krafte 
Abb. 5. Zwei Krafte in gieicher Qe,raden mit 

P 1> P 2 in del' gleichen Geraden und Richtung gieicher Richtung. 

an einem Punkt (Abb. 5), so wird sich der 
Punkt im Sinne dieser Krafte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgemaB 
die gleiche, wie wenn eine Kraft von der GroBe (PI +P2) an dem Punkt an
greift. Die Resultierende ist also gegeben durch: 

R=PI +P2 • 

Sind die beiden Krafte entgegengerichtet (Abb.6), so erkennen wir, daB del' 
Punkt in Richtung del' groBeren Kraft fortbewegt wird. Die gleiche Wirkung 
wird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von del' GroBe (PI -P2). 

Beide Krafte konnen also durch eine Kraft (p]- P 2) 
ersetzt werden, d. h. ihre Resultierende ist gegeben 
durch: R - P _ P 

- 1 2' 

R=p.,-Pa 

Abb. 6. Zwei Kriifte in gieicher Ge-
d f raden mit entgegengesetzter Richtung. 

Die bei en FaIle lassen sich zusammen assen, wenn (Zweiter Erfahrungssatz.) 

man die Richtung der Krafte durch ein V orzeichen 
ausdruckt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts positiv, nach links 
negativ, so sind im ersten Fall die beiden Krafte positive GroBen, im zweiten 
Fall ist PI positiv, P 2 negativ. Fur beide Faile wird also die Resultierende 
gefunden als alge braische Summe del' einzelnen Krafte: R = PI + P 2' Die 
beiden Glieder PI und P 2 sind hierbei in einer bestimmten Aufgabe mit dem 
Vorzeichen behaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemaB 
del' zweite Erfahl'ungssatz: 

"Greifen an einem Punkt oder an einem starren Korper zwei in derselben Ge
raden wirkende Kriifte an, ~lnd bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die 

1* 



4 Krafte an dem gleichen Punkt angreifend. 

entgegengesetzte als negativ, so ist die Resultierende gegeben durch die algebraische 
Summe der beiden Kriifte." 

3. Fallen zwei gegebene Krafte, die an einem Punkt angreiien, nicht in eine 
Gerade, so konnen wir rein gefiihlsmaBig nicht mehr genau angeben, wie sich 

R / 
/ 

der Punkt bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch an
gewiesen, der uns zeigt, daB sich der Punkt in Richtung 
der Diagonalen des aus beiden Kraften gebildeten Par
allelogramms bewegt (Abb. 7), und zwar so, als ob auf ihn 
nur eine Kraft wirkt, die nach GroBe und Richtung durch 
die Diagonale R dieses Krafteparallelogramms gegeben 
ist. Es lautet demgemaB der dritte Erfahrungssatz: 

Abb.7. Parallelogramm der "Die Resultierende zweier Krafte mit gemeinsamem An
Krli.fte. (Dria!~:,)Erfahrungs- grittspunkt ist der GrofJe und Richtung nach gegeben durch 

die von diesem Angrittspunkt ausgehende Diagonale des 
aus beiden Kraften gebildeten Krafteparallelogramms. Die Krafte sind dabei so an
geordnet, daB sie entweder beide nach demAngriffspunkt hin (Abb. S) oder beide von 

~ ihm weggerichtet sind; die Resultierende ist dann ebenfalls 

~
" nach dem Angriffspunkt hin bzw. von ihm weggerichtet." 

\ 'R P.t Dieser Satz vom Parallelogramm der Krafte ist der maB-
\ gebende Satz der Statik; er ist nicht mathematisch beweisbar, 
\ _ _ _ _ _ _ man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch nachpriifen. 

Abb. 8. ParaIIelogramm Die beiden ersten Satze sind im Satz vom Parallelogramm 
der Krafte. der Krafte als Sonderfall enthalten, wenn man statt des belie-

bigen Winkels, den die Krafte einschlieBen, den Winkel von 0° bzw.ISO° einsetzt. 
4. Der vierte Erfahrungssatz stellt etwas ganz Neues dar: 

"Eine an einem starren KiJrper angreifende Kraft 
kann in ihrer W irkungslinie beliebig verschoben werden, 
ohne dafJ sich die Wirkung der Kraft auf den Korper 
andert." 

Bei dem Satz ist eine gewisse V orsicht zu beachten. 
Er gilt nur, solange sich die physikalischen Grundlagen 
nicht andern. Z. B. beim Balken der Abb. 9 ist der An
griffspunkt der Last verschoben. Die Stellungen a und b 
sind in ihrer Wirkung auf den Balken gleichwertig, bei 
Stellung c ist die Sacb).age geandert, die Wirkung ist 
nicht mehr dieselbe. 

Mit der Zusammenfassung der drei ersten Satze zu 
einem Satz stellen wir also an die Spitze der Statik 

Abb.9. Verschiebung einer zwei Erfahrungssatze, aus denen weitere Satze abzu
Kraft in der eigenen Wirknngs- I 
linie. (Vierter Erfahrungssatz.) eiten sind. Mit diesen beiden Grundlagen steht und 

fallt die Richtigkeit der Statik. 
2. Beliebig viele Krafte in der gleichen Geraden. Betrachten wir nun mehr 

als zwei Krafte, die in einer Geraden liegen (Abb. 10). Wie kann ich die gemein-
sameWirkung dieser Krafte moglichst ein

-=..:I::::P.2:!!::::========== ............ -=-P,.!.1. fach beschreiben 1 oder: wie ist die Resul-
.. ~ }} tierende beschaffen 1 
Abb. 10. Zusammensetzung mehrerer Kriifte in 

derselben Geraden. Mit Hille des zweiten Erfahrungs
satzes bestimmen wir eine Resultierende 

nach rechts von der GroBe (PI + Pa), nach links eine Resultante von der GroBe 
(P 2 + P 4) und als SchluBkraft demnach: 



.Analytische Zusammensetzung von Kraften in der Ebene. 

wobei das Vorzeichen der zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung 
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis laBt sich allgemein schreiben: 

R= Pi + P 2 + P3 + P 4 

mit dem Zusatz, daB die nach der rechten Seite gehenden Krafte positiv, die 
nach der linken Seite laufenden Krafte negativ einzusetzen sind. 

Was fUr vier Krafte gilt, laBt sich ohne Schwierigkeit auf mehr Krafte iiber
tragen: wirkt noch eine fiinfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier 
ersten Krafte mit P" zusammensetzen, urn die Resultante der fiinf Krafte zu 
erhalten. Bei n Kraften wird demgemaB die Resultierende durch die Formel 
erhalten: 

R = Pi + P 2 + P 3 + ... + Pn • 

Man hebt sehr haufig bei der Angabe solcher Summen ein mittleres Glied be
sonders hervor und bezeichnet dieses mit dem Anzeiger i. Man hat das Ergebnis: 

R = Pi + P 2 + ... Pi + ... Pn • 

Die Resultierende einer Reihe von Kriiften in derselben Geraden ist gegeben durch 
die algebraische Summe der einzelnen Kriifte. Ist die algebraische Summe nach 
GroBe und Richtung positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einfiihrung 
nach rechts, ist die Summe negativ, dann lauft die Resultierende nach links. 
Diese algebraische Summe schreibt man in abgekiirzter Form unter Verwen
dung des griechischen Buchstabens I 

(2) 

und liest sie: Die Resultante ist gleich der Summe aller Pi. Die Anzeiger I - n 
konnen weggelassen werden, sofern iiber die in der Summe enthaltenen Glieder 
kein Zweifel entstehen kann. 

Stehen die Krafte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keine Wir
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende muB die GroBe Null 
besitzen. 

Kriifte in derselben Geraden stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende 
verschwindet oder, anders ausgedr1kkt, wenn ihre algebraische Summe Null wird. 

(3) 

Bei Kraften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zu
nachst das analytische und graphische Verfahren trennen und zuerst das ana
lytische Verfahren betrachten. 

3. A.nalytische Zusammensetzung von Kraften in der 
Ebene. Als Grundlage brauchen wir zwei Satze, die aus 
den vorhergehenden Erorterungen abzuleiten sind. 

a) Zusammensetzung zweier zueinander lotrechten Kriifte. 
Wir bezeichnen die Krafte, die aufeinander senkrecht Abb. 11. Resultierende 
stehen, mit X und Y und setzen beide nach dem Krafte- zweier aufeinander lot· 
parallelogramm zusammen (Abb. II). Die entstehende rechten Kriifte. 

Figur dient uns zur Ableitung eines analytischen Ausdrucks fUr R. 
Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch den gegebenen 

Angriffspunkt hindurch gehen muB. Die GroBe ist aus dem schraffierten Dreieck 
zu ermitteln: 

R2 = X2 + y2, 

R=YX2+Y2. (4) 
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Die Richtung ist bestimmt durch den Winkel, den die Kraft R mit der posi-
tiven x-Achse einschlieBt: y 

tgo.:R = X. (5) 

Diese beiden Formeln losen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie die Rich
tung von X oder Yauch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 muB X 

negativ und Y positiv eingesetzt werden, also 
+y 

tgo.:R = -x . 
Die Tangente des Winkels ist negativ, entspre
chend dem Winkel ini zweiten Quadranten. Wenn 
man nur das V orzeichen von dem ganzen Quotienten 

Abb. 12. Resultierende zweier aufein- y 
ander lotrechten KriUte. beriicksichtigt, also - x' ist die Losung nicht 

eindeutig, denn in vorliegendemFalle ware lediglich abzulesen, daB tgo.:R negativ 
ist, d. h. daB der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt; 
es konnte also allein danach die Resultierende sowohl nach links oben als auch 
nach rechts unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch 
bestimmt, daB man das V orzeichen von X und Y einzeln fUr sich beriicksichtigt, 
+yt hier also X negativ, Y positiv; d. h. R inuB so laufen, 

I _ _ _ daB seine x-Komponente nach links, die y-Kompo-
Yf -~ nente nach oben geht. 
~! _ _ __ b) Zerlegung einer [(raft in zwei lotrechte Kompo-

X +x nenten. 1m Falle a) war X und Y gegeben, R und 
Abb.1S. ZerlegungeinerKraftin der Winkel o.:R waren gesucht. Jetzt ist eine Kraft P 
zwei zueinander senkrecht ste- und ihr Richtungswinkel 0.: gegeben, selbstverstand

hende Komponenten. 
lich auch der Punkt, durch den sowohl die Kraft als 

auch die Ersatzkrafte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Krafte X 
und Y sind durch die Forderung bestimmt, daB ihre Resultierende die gegebene 
Kraft P ist, sie miissen also (Abb. 13) die Seiten eines Parallelogramms bilden, 
dessen Diagonale gleich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist die Aufgabe 
zeichnerisch eindeutig bestimmt: man zieht durch den Endpunkt von P Par

allelen zu der x- und y-Richtung. Aus diesem Parallelo
gramm lesen wir ab: 

X : p. cos 0.: , } 
Y = p. sino.:. 

(6) 

Das Vorzeichen von coso.: bzw. sino.: andert sich, je 
nachdem welchem Quadranten der Winkel 0.: angehort; 

Abb.14. ZerlegungeinerKraft Z. B. wird bei der Darstellung der Abb.14 coso.: negativ, 
in zwei zuelnander senkrecht 

stehende Komponenten. sino.: positiv, d. h. fiir die X-Komponente erhalten wir 
ein negatives Vorzeichen, fiir die Y-Komponente ein 

positives, wie es ja auch mit der Zerlegung im Bild iibereinstimmt. Die Kom
ponenten sind nichts anderes als die Projektionen der Kraft auf die x- bzw. 
y-Achse einschlie13lich Vorzeichen. -

Zusammenfassend haben wir also 

bei der Zusammensetzung: R = V X2 +-·1'2; tg o.:R = i ; 
bei der Zerlegung: X = P . cos 0.: ; Y = P . sin 0.: . 

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleiten. 
Ausdriicklich sei hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk

recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel 0.:=90°, d. h. die Kom-
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ponente in dieser 10trechtenRichtung verschwindet (cos900=0) (Abb.15). Das
selbe Ergebnis liefert die Projektion del' Kraft auf eine zu ihr lotrechte Achse: 
die ·Projektion (Komponente) erscheint als Punkt, d. h. P\: 
die GroBe der Komponente ist Null. 

Mit Hille del' beiden gefundenen Formeln wenden wir OSbo __ ~ 
uns nun zur Zusammensetzung be~ebiger Krafte der Ebene __ \..- --- )( - 0 
an demselben Punkt. Bekannt smd: _ 

Die Lage . des Punktes, durch den alie Krafte gehen, Abb. 15. Komponente in 
die GroBe der Krafte PI ... Pi ... Pn , Richtungsenkreebtzueiner 

. die Winkel, die die Krafte mit der positiven 
x-Richtung einschlieBen, lXI ... lXi ••• lXn (Abb. 16). 

Gesucht ist die R€sultierende R und ihr WinkellXR' 
~ur e osung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne Pi 

del' geg benen Krafte Pi in ihre Komponenten in 
del' x- bzw. y-Richtung, die Init Xi, Yi bezeichnet 
werden mogen. Diese Komponenten sind durch die 
Formel (6) 

Xi = Pi' COS lXi, 

Yi ....:... Pi . SinlXi 

Kraft . 

eindeutig bestimmbar, da die Werte Pi und die Abb.16. Zur analytischen Zu
WinkellXi bekannt sind; natiirlich werden die Kom- sammensetzung mehrerer Krafte 

an demselben Ptmkt. 
ponenten je nach der WinkelgroBe lXi verschiedene 
Vorzeichen besitzen. 

DaInit treten statt der n Krafte 2n Krafte auf. Die 
X-Komponenten geben nach der Formel (2) in ihrer alge
braischen Summe eine einzige X-Kraft, eOenso lassen sich 
die Y-Komponenten zu einer einzigen Y-Kraft zusam
mensetzen. Wir erhalten also als vorlaufiges Ergebnis eine 
Kraft in der x-Richtung von der GroBe ~ Xi und eine Abb.17. Zur analytlschen 

"'Ii;' Zusammensetzung mehrerer 
Kr/tft ";;"Yi in der Y-Richtung (Abb.17). Wir haben: KrafteandemselbenPunkt. 

~ Xi = PI COSlXl + ... Pi COSlXi + ... Pn COSlXn 

Y1 = Pl' sinlXI 

1: Yi = PI SinlXl + ... Pi SinlXi + ... Pn SinlXn • 

~Xi = algebraische Summe aller X-Komponenten, stellt die Resultierende aller 
X-Krafte dar, ist also eine Kraft. 

~ Yi = algebraische Summe aller Y-Komponenten, stellt die Resultierende aller 
Y-Krafte dar. 

Damit sind die urspriinglichen n Krafte zUl'uckgefuhrt auf zwei aufeinander 
senkrecht stehende Krafte, die wir nur noch zusammenzusetzen brauchen, um. 
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die endgiiltige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) fiir die 
Zusammensetzung zweier Krafte statt X die Kraft 2: Xi und entsprechend statt 
Y die Kraft LYi , so wird die Resultierende: 

(7) 

Den Winkel finden wir mittels der zweiten Formel fiir die Zusammensetzung 
zweier Krafte (5), indem wir wieder 

X ersetzen durch die Kraft LXi, 
Y ersetzen durch die Kraft LYi , 

(8) 

LXi und LYi sind also die Komponenten der gesuchten Resultierenden R 
(Abb.17). Diese Komponenten konnen selbstverstandlich wieder verschiedene 
Vorzeichen haben und bestimmen dadurch die Richtung der Resultierenden 
(Lage in einem der vier Quadranten), (Abb. 18). 

FUr die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Steile allgemein darauf 
hingewiesen, daB sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der 

y. 
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Abb.18. Zur Bestimmung der Vorzeichen der 
Komponenten. 

Abb. 19. Zahlenbeispiel fiir die Znsammen
setzung von Kriiften. 

hoheren Quadranten lediglich unter Benutzung· der entsprechenden Winkel im 
ersten Quadranten berechnen lassen, sofern man das V orzeichen aus der An
schauung der Skizze feststeilt. Bei verschieden gerichteten Kraften (Abb. 18) 
sind die X-Komponenten ail der Krafte positiv, die von der y-Achse weg nach 
rechts streben (PI' PIJ" P s), negative X-Komponenten haben die Krafte, die 
nach links gehen (P2 , Pa). Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Krafte 
von der x-Achse weg nach oben streben (PI und P2). Deckt man also in einem 
Kriiftebild, in dem aile Krafte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die 
Fliiche links von der y-Achse zu, so sieht man aile diejenigen Krafte, die in der 
ersten SUlllffie .1: Xi mit positivem Vorzeichen einzufiihren sind. Umgekehrt er
scheinen beim Abdecken der rechten Halite aile negativ einzufiihrenden Krafte Xi . 
Entsprechend lassen sich die V orzeichen in dem zweiten Ausdruck LYi durch 
Abdecken der unteren bzw. oberen Halite von der x-Achse bestimmen. Zum 
besseren Verstandnis sei hier ein Zahlenbeispiel eingefiigt. 

Es seien vier Krafte an dem gleichen Angriffspunkt gegeben (Abb. 19). Aile 
Krafte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (PI' PIJ,) haben eine 
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P2 , P a) eine negative. 
Andererseits weisen die nach oben gerichteten Krafte (PI' P2) eine positive 
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Y-Komponente auf, die nach unten laufenden (Pa, P4) eine negative. Wir 
haben demgemaB: 

1:X ; = PI . 00s30° - P 2 • 00s45° - Pa • 00s60° + P 4 • 00s30° 
= 550·0,886 - 300·0,707 - 650·0,500 + 400·0,866 
= +285 kg 

1:Y i = PI . sin30° + P 2 • sin45° - Pa • sin60° - P 4 • sin30° 
= 550 . 0,500 + 300 ·0,707 - 650 . 0,866 - 400 . 0,500 
=-276 kg. 

~Xi stellt die X-Komponente und 1:Yi die Y-Komponente von R dar; erstere 
verlauft nach rechts, letztere nach unten, demgemaB R sohrag nach unten. 
Es ist 2; Y; -276. 

tglXR = 2; Xj = 285 = -0,968. 

Es liegt ein Winkel im vierten Quadranten vor oder anders ausgedruckt: 

lXR = -45 0 5', 

R = l'(~ Xi) 2 + (~Yi)2 = 1"2852 + 2762 = 396,8 kg. 

4. Analytische Bedingungen fiir Gleichgewicht an demselben Punkt. Wenden 
wir uns nun auch hier zu der Frage: "Unter welchen Umstanden stehen die 
Krafte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht1", so lautet die Antwort: 

Gleichgewioht besteht, wenn die Resultierende versohwindet (R = 0). Diese 
Antwort ist unter allen Umstanden richtig; sie stellt die vektorielle Bedingung 
dar. Man kann die Gleiohgewichtsbedingung aber auoh anders formulieren: Wir 
haben in dem Wurzelausdruck ffir die Resultierende eine Summe von zwei 
Quadraten, also positiven GroBen; damit diese Summe Null wird, muB jedes 
Glied fur sich verschwinden, d. h. 

1:Xi = 0 und ~Yi = 0 (9) 

sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder: 

R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: GroBe und Richtung), 

1: Xi = O} 
~ algebraische Bedingungen. 
~ Yi=O ' 

oder 

(In der Bedingung jj = 0 sind diese beiden Bedingungen 1: Xi = 0 und 1: Yi = 0 
enthalten.) ZahlenmaBig kann man mit Vektoren nicht rechnen; wir mussen 
ffir Rechenzwecke stets die algebraisohe Form einfuhren. 

. Bai der hier gewahlten Ableitung wurden die Krafte P in zwei zueinander 
senkrechte Richtungen x, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be
trachtung auch fur zwei beliebige Richtungen durchfiihren und erhalt dann die 
Badingung, daB die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen 
verschwinden mussen. Es entsteht der Satz: 

Krafte in derselben Ebene mit gemeinsamem Arigriffspunkt stehen im Gleich
gewicht, wenn fur zwei beliebige Richtungen je die Summe der Komponenten der 
Krafte verschwindet. 

Wesentlich ist der Umstand, daB wir hier zwei Gleichungen bekommen. Bei 
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Krafte in der gleichen Ebene an gemein
samem Angriffspunkt beziehen, durfen und mussen also zwei Unbekannte vor
liegen, wenn eindeutige Losung moglich sein soIl, da die Zahl der Gleichungen 
gleich der Zahl der Unbekannten sein muB. 
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Der einfachste Fall ware nun der, daB wir eine gegebene Kraft mit zwei 
anderen Kraften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf 
einen Punkt wirkt eine gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungs-

yt 
/ Iinien UI und Us (Abb. 20); gesucht sind die Krafte PI 

/ 
und P2' die der Kraft P das Gleichgewicht halten. 

Die analytische L6sung bedingt eine Zerlegung 
von P in Komponenten 

in der x-Richtung: + P . cos iX , 

in der y-Richtung: +p. SiniX. 

Urn die beiden Bedingungen fiir das Gleichgewicht 

aufstellen zu k6nnen, miissen wir auch die X-Kom
Abb.20. Gleichgewicht einer Kraft ponente und die Y-Komponente der beiden gesuchten 

mit zwei anderen. 
Krafte PI' P 2 einfiihren. Da ergibt sich nun die 

SchwieIigkeit, daB wir keine Angaben haben, wie diese Krafte gerichtet sind; 
denn je nach der Richtung, in der die einzelne Kraft verlauft, ist das V orzeichen 
der Komponenten verschieden. 1m Ansatz diirfen wir aber keine mathematische 
Unklarheit lassen. Wir fiihren deshalb - wie wir dies auch fiir die spater,en 
analytischen Rechengange ganz allgemein tun werden - den Richtungspfeil 
zunachst einmal ganz willkiirlich ein und rechnen die Aufgabe mit dieser an
genommenen Richtung durch. Wenn die Rechnung im Endergebnis ein posi
tives Vorzeichen Iiefert, so bedeutet das, daB das angenommene Vorzeichen, 
also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein negatives V or
zeichen, so muB der angenommene Richtungspfeil geandert werden. Nehmen 
wir bei dem gegebenen Beispiel (Abb.20) an, die Kraft in UI gehe nach links 
oben und die Kraft in U2 nach links unten, dann waren fiir die Gleichungen die 
Komponenten mittels dieser eingefiihrten Richtungen zu bilden. Es ist be
sonders zu beachten, daB der durch Annahme der Richtung festgelegte Winkel 
entsprechend der friiheren Regel genommen wird, das ist der Winkel, der die 
Kraft - im Uhrzeigersinn gedreht - in die positive x-Achse bringt (die im Bild 
eingezeichneten Winkel iXl und iX 2). Hatten wir die Richtungspfeile anders ge
wahlt, dann waren die Winkel von den jetzigen urn 180 0 verschieden. 

Nun kann man die Komponentenbedingungep. aufstellen: 

~Xi=O: 
~Yi=O: 

PI' COSiXl + P 2 ' COSiX2 + p. COSiX = 0, 
Pl' siniXl + P 2 ' siniX2 + p. SiniX = O. 

Das Vorzeichen erscheint nicht in dieser allgemeinen Gleichung, es steckt in 
den Winkelfunktionen. 1m vorliegenden FaIle sind siniXl positiv, dagegen COSiX I , 

SiniX2, COSiX2 aIle negativ. Natiirlich kann man auch statt dieser Winkel solche 
im ersten Quadranten einfiihren, wie dies bei obigem Beispiel gezeigt war. Dann 
muB man an Hand der fUr PI und P 2 eingefiihrten Richtungspfeile die Kompo
nentenvorzeichen bestimmen (YI positiv, aber Xl' X 2 , Y 2 negativ). 1m prak
tischen Beispiel werden wir also Summanden mit positiven und negativen Vor
zeichen haben. Die beiden Gleichungen haben nun zwei Unbekannte, die zahlen
maBig ermittelt werden k6nnen. 1st das V orzeichen des erhaltenen Zahlenwertes 
fiir eine Unbekannte positiv, so sagt das aus, daB die eingefiihrte Richtung 
bzw. das eingefiihrte Vorzeichen richtig gewahlt war. Ein negatives Vorzeichen 
vor dem errechneten Za.hlenwert bedeutet, daB die willkiirlich gewahlte Rich
tung umzudrehen ist. 
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Es war eben del' Fall betrachtet, daB die bei dem Gleichgewichtszustand 
erscheinenden Unbekannten als KraftgroBen auftraten; die Wirkungslinien del' 
Krafte, die mit den gegebenen Kraften im Gleichgewicht stehen sollen, waren 
gegeben, die KraftgroBen gesucht. Natiirlich konnen auch andere Kennwerte 
als Unbekannte auftreten, jedoch miissen stets zwei Unbekannte vorliegen. Wir 
haben demnach bei Gleichgewichtsaufgaben in del' Ebene fUr Kriifte durch einen 
Punkt vier Moglichkeiten: 

1. Die ,Virkungslinien del' zwei gesuchten Krafte sind bekannt, es fehlt 
ihre GroBe. 

2. Die GroBen del' zwei noch zu bestimmenden Krafte sind gegeben, ge
sucht sind ihre Wirkungslinien. 

3. Von einer del' beiden noch zu bestimmenden Krafte ist die GroBe be
kannt, von del' anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung del' ersten und 
die GroBe del' zweiten Kraft. 

4. Gesucht ist eine Kraft nach GroBe und Richtung, die mit den anderen 
gegebenen Kraften Gleichgewicht halten solI. 

5. Das Kraftdreieck. Durch den Satz vom Parallelogramm del' Krafte ist 
die Resultierende als Diagonale des Parallelogramms bestimmt. Dabei ist eine 
gewisse Vorsicht notig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Krafte 

A 

ftJlscfJe Resu//ierende 
- - -;7JB 

<~ / O~mkhro""_ 
2 sinn 

a b 

vorliegen, dann kann man aus diesen 
beiden nicht ohne weiteres ein 
Krafteparallelogramm bilden.Wiirde 
man dies ganz ohne Uberlegung 
machen, so wiirde man als Diago
nale die Strecke AB erhalten. Abel' 
man erkennt sofort, daB dies nicht 
die richtige Resultierende sein kann, 
weil del' Angriffspunkt durch PI 
nach rechts verschoben wird, durch Abb.21. Ersatz des l~~f~~.~f::~~eIOgramms dUTCh das 

P 2 nach unten, also unter dem 
EinfluB del' beiden Krafte zusammen eine Bewegung nach rechts unten au
nehmen wird und sichel' nicht nach rechts oben, wie die Richtung AB angibt. 
Del' Fehler liegt darin, daB die grundlegende Wirkungsweise del' beiden Krafte 
auf den Angriffspunkt A nicht die gleiche ist. PI wirkt kurz gesagt ziehend, 
P 2 dagegen driickend. Man muB, wie schon beim drittenoErfahrungssatz bemerkt 
wurde, um zur richtigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Krafte vom 
Punkt weggehend [in Abb. 21 die gestrichelte Kraft (P2)] odeI' zum Punkt hin
strebend zeichnen. Das geschieht bei den gegebenen Kraften in del' Weise, daB 
eine davon in ihrer eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem 
vierten Erfahrungssatz geschehen darf. 

Man kann sich von diesel' Zwischeniiberlegung frei machen, wenn man die 
Zusammensetzung del' Krafte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei del' Be
trachtung des Parallelogramms sehen wir namlich, daB es aus zwei Dreiecken 
besteht, die beide die GraBen del' Krafte enthalten. Zur Ermittlung del' GroBe 
del' Resultierenden geniigt also eines del' beiden Dreiecke, z. B. das in Abb. 21 
schraffierte. Dies mage, losgelast von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt, 
in einem besonderen Dreieck gezeichnet werden (Abb. 21 b). An die Kraft PI 
fUgen wir in Punkt 1 die Kraft P 2 mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles 
an, so daB del' Endpunkt von PI mit dem Anfangspunkt P 2 zusammenfallt 
(Zweiseit 0 1 2). Die Resultierende ist dann gegeben durch die Verbindungs
linie 0-2, die als SchluBlinie bezeichnet wird. Man nennt die so entstehende 
Figur "da,s Kraftdreieck" odeI' einfach "das Krafteck". Die Richtung del' Resul-
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tierenden verlauft vom Anfangspunkte 0 des Kraftecks nach dem Endpunkt 2; 
sie liegt natiirlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern muB durch den 
Angriffspunkt A von PI und P 2 hindurchgehen (Abb.21a) .. 

FiIT die spateren Ausfiihrungen ist noch eine andere Aussage iiber die Rich
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Krafteck gezeigt werden 
moge. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfiigen der beiden ge
gebenen Krafte PI und P 2 unter Beriicksichtigung der Richtungspfeile entstand 
(Abb. 21 b), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen "Umfa,hrungs
sinn" erhalten. Beachten wir nun die Richtung der eingezeichneten Resultanten 
in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so konnen wir sagen: Die Resultierende 
ist dem durch PI und P 2 festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet. Diese 
Aussage ist allgemeiner als diejenige, daB die Resultierende von dem Anfangs
punkt .des Kraftecks nach dem Endpunkt verlauft. Fiir die spateren AusfUh
rungen ist es wichtig zu beachten, daB man, wie es ja hier schon geschehen ist, 
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist 
also von der gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt; 
es enthalt dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der 
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen 
oder technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen 
Losungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird belie big gewahlt, d. h. 
wir konnen an einem ganz beliebigen Punkt 0 die erste Kraft PI antragen 
(Abb. 21 b). Die Resultierende ist die dem Umfahrungssinn entgegengerichtete' 
SchluBgerade des Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Kraftbild, 
eine eindeutige Resultierende ergibt. 

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen V orteil, daB mali 
sich gar keine Gedanken dariiber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft 
nach dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, wahrend dies 

Kraftbilrl 
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Abb. 22. Das allgemeine Kraftdrcicclc 

bei Verwendung des Krafte
parallelogramms ja von Be
deutung war. Dazu hat die 
Trennung der beiden Figuren 
den V orzug einer besseren Uber
sicht. In der technischen Figur 
wird man im allgemeinen nur 

. die Richtungslinien der ge
Jdookg gebenen Krafte angeben, aber 

nicht ihre GroBen auftragen, 
die zahlenmaBig bekannt sind. 
Die GroBen erscheinen erst im 
Krafteck, wo die Langen der 

bekannten Krafte unter Beriicksichtigung eines beliebig gewahlten Krafte
maBstabes eingezeichnet werden; fUr das technische Kraftbild haben wir also 
keinen KraftemaBstab notig. Bei einer bestimmten Aufgabe (Abb.22) ziehen 
wir also, ausgehend vom willkiirlich gewahlten Punkt 0, eine Parallele zur 
Wirkungslinie von PI im teclmischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl 
eines KraftemaBstabes die ihr zukommende GroBe (2000 kg). In dem nun er
haltenen Punkt 1 tragen wir die Kraft P 2 in dem gleichen KriiftemaBstab mit 
der GroBe 3000 kg an. Die Resultierende erhalten wir dann nach GroBe und 
Richtung als SchluBlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet; 
fiir sie gilt der gleiche KraftemaBstab wie fUr PI und P 2 • Fiir viele Fane 
wird es wohl nicht mehr notig sein, die Resultierende in das technische 
Kraftbild einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem 
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die Krafte angreifen, die GroBe und Richtung aber eindeutig durch das Kraft
eck festgelegt ist. 

6. GrapWsche Zusammensetzung mehrerer Krafte. Allgemeines Krafteck. 
Die Zusammensetzung zweier Krafte dient als Grundlage fUr die Zusammen
setzung mehrerer Krafte. Es seien vier Krafte an demselben Punkte in all
gemeiner Lage gegeben (Abb.23). Gesucht ist die Resultierende diesel' Krafte. 
Die Losung beruht auf del' dreimaligen Zusammensetzung zweier Krafte mittels 
des Kraftdreiecks. Wir bilden zunachst das Kraftdreieck aus den beiden Kriif
ten PI und P 2 und erhalten als SchluBlinie des Zweiseits 012 die Teilresultie-
rende R 12 , die wir als Einzelkraft 2 
wieder mit P a zusammensetzen kon- ~ 

3 

If 

nen. Wir finden so eine neue Teil
resultierende, die die Wirkung del' 
Kraft R12 und del' Kraft P a ersetzt; 
da abel' RI2 bereits die gleiche Wir
kung wie die Krafte PI und P 2 hat, 
stellt die neue Teilresultierende R12 a 
die Resultierende del' drei Krafte PI 
bis P a dar; sie verlauft dem Umfah
rungssinn 0, 2, 3 entgegengerichtet. 

Abb. 23. Graphische Zusammensetzung von Kriiften in 
der Ebene. 

Diese GroBe R12a als Kraft wieder mit P 4 zusammengesetzt, Kraftdreieck 034, 
liefert die Resultierende R del' vier Krafte nach GroBe und Richtung; ihre Rich
tung verlauft dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 entgegen. Betrachten wir nun die 
entstandene Losungsfigur, so sehen wir, daB wir uns das Einzeichnen del' Teil
resultierenden (R12 und R12a) sparen konnen, und erhalten folgendes Ergebnis: 

Um die Re8ultante mehrerer Kriifte mit gemein8amem Angriff8punkt, die in 
der8elben Ebene wirlcen, Mlf zeichneri8chem Wege zu erhalten, filgt man die Kriifte 
unter Berilclc8ichtig~lng ihrer Richtung8pfene in winem einheitlichen Umfahrung8-
sinn a1w'inander, bildet al80 ihr Krafteclc. Die vom Anfang8punlct der er8ten nach 
dem Endpunlct der letzten Kraft gerichtete Strecke (Schluf3linie) 8tellt die Re8ultante 
der Grof3e und Richtung nach dar; ihr Richt~tngs8inn i8t dem dltrch die gegebenen 
Kriifte fe8tgelegten Umfahrung88inn de8 Krafteck8 entgegenge8etzt, und ihre Lage 
i8t dadurch be8timmt, daf3 8ie durch den gemein8amen Angriff8punkt der gegebenen 
Kriifte hindurchgeht. 

In diesem Krafteek lassen sieh sehr leieht aueh Teilresultierende bestimmen, 
so ist z. B. die Resultierende del' Krafte P 2, P a und P 4 als Verbindungslinie del' 
Punkte 1 und 4 des Krafteeks zu erhalten: R2a4 • Zum Beweis denken wir uns 
nur die Kriifte P 2, P a und P 4 gegeben, ihr Krafteek ist dann zu zeiehnen; es 
IaBt sieh an einem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; die SehluB
linie ist die Streeke 1-4. Die Lage diesel' Teilresultierertden ist selbstverstand
Iieh, wie die aller anderen Teilresultierenden (R12' R 12a), gegeben durch den 
gemeinsamen Angriffspunkt del' Krafte im technisehen Kraftbild. 

Auch hier wieder braucht man in del' teehnischen Figur nul' die Wirkungs
linien und die Richtungen zu geben, es ist also fur das technische Bild keine 
Angabe des KraftmaBstabs notwendig. Die Krafte sind zahlenmaBig angegeben 
und werden nur im Krafteck maBgerecht aufgetragen. Fur den Aufbau des 
Kraftecks ist die Reihenfolge del' Krafte vollig willkurlich, es muB abel' darauf 
geachtet werden, daB del' Umfahrungssinn del' in beliebiger Reihenfolge an
geordneten Krafte einheitlich ist, d. h. daB die Krafte unter Berucksichtigung 
ihrer Richtungspfeile aneinandergetragen werden. 

7. Gleichgewicht von Kraften del' Ebene an demselben Punkt in graphischer 
Behandlung. Wie schon mehrfaeh bemerkt, besteht bei Kraften, die um einen 
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Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende verschwindet. Das 
bedeutet beim graphischen Verfahren, daB im Gleichgewichtsfall im Krafteck der 

yf Abb.24 keine SchluBlinie iibrig 
I bleiben darf, daBderletztePunkt, 
: derEndpunkt4,mitdemAnfangs-
I punkt 0 zusammenfallen, also das 

4 Krafteck geschlossen sein muB. 
I Das Gleichgewichtskriterium 
I I 3 stellt sich also jetzt folgender-
I II 
! X, Xa i;rJ maBen dar: 

Xl' - $ In gleicher Ebene wirlcende 

Abb. 24. Das geschlossene Krafteck (Gieichgewicht). Kriifte mit gemein8amem Angriff8-
punlct 8tehen im Gleichgewicht, 

a) (analyti8ch): wenn fur zwei beliebige Richtungen die Summen der Kom
ponenten aller Kriifte ver8chwinden: 

L'Xi=O; ~Yi=O; 

b) (graphi8ch): wenn da8 zugehOrige Krafteclc ge8chlo88en i8t. 
Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wie Abb.24 zeigt. Die 

Komponenten der Krafte PI bis P4 in einer beliebigen Richtung (z. B. der 
x-Richtung) lassen sich leicht durch die Projektion der Krafte auf diese Rich
tung angeben, und wir sehen, daB ihre Summe, z. B. die aller X-Komponenten, 
Null wird. Das gilt aber fiir jede Richtung, die Lage der Projektionsgeraden 
ist beliebig. De1llllach erhalten wir das zunachst merkwiirdige Resultat, daB 
im Gleichgewichtsfall die Summe der Komponenten fiir jede beliebige Richtung 
verschwinden muB, daB wir also auch beliebig viele Komponentenbedingungen 
aufstellen konnen. Diese Gleichungen sind aber nicht aIle unabhangig vonein
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn fiir zwei Richtungen die Projektionen 
aller Krafte verschwinden, dann muB das Krafteck geschlossen sein. AIle an
deren Gleichungen folgen aus diesen beiden Bedingungen. 

8. Der einfaehste Gleiehgewiehts o und Zeriegungsfall. Gegeben seien eine 
Kraft P und zwei Richtungsgeraden gl und Y2' in denen Krafte PI und P2 
wirken sollen, die mit P im Gleichgewicht stehen. Zur Losung verhilft uns der 

\ IJ/elchgewichf Zer/f?§ung 

Satz, daB das zugehorige 
Krafteck geschlossen sein 
muB. Das Krafteck laBt sich 
eindeutig durch Ziehen von 
Parallelen konstruieren. Eine 
wichtige Frage ist nun die 
nach dem V orzeichen, d. h. 
nach der Richtung der ge
fundenen Krafte. Es muB 

Abb. 25. Gieichgewicht und Zerlegung an nach dem Satz auf Sel'te 13 
demselben Punkt. 

\ 
\ das Krafteck als ein im ein

heitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein. Die gefundenen 
Krafte miissen de1llllach mit der gegebenen Kraft P zusammen einen einheit
lichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. die Richtung8pfeile 8ind im Umfahrung8-
8inn einzuzeichnen .(Abb. 25a). 

Nun moge die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abanderung, daB 
jetzt die gegebene Kraft Pin zwei Komponenten KI und K2 zerlegt werden soIl, 
die in den Wirkungslinien gl und g2 lIegen. Die Komponenten von P suchen, 
heiBt doch: die Krafte KI und K2 sind derart zu bestimmen, daB ihre Resul-
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tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Losungsweg geht zunachst genau in 
gleicher Art wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei der Bestimmung der Rich
tungspfeile miissen wir aber darauf achten, daB jetzt die Richtungen der ge
fundenen Komponenten dem Umfahrungssinn entgegengerichtet einzuzeichnen sind 
(Abb.25b). Die Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor, 
daB P die Resultierende von KI und K2 sein muB; bei der Konstruktion der 
Resultierenden war aber festgestellt worden, daB im Krafteck ihre Richtung 
dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken 
von KI und K2 ist als "Ersatz" der Kraft P anzusehen; sie ersetzen die Wir-
kung von P genau so, wie die Resultierende zweier Krafte I 

deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen: I I 
Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Krafte I ./p I 

dem durch die gegebenen Krafte festgelegten Umfahrungssinn I I 
gleichgerichtet, bei der Zerlegungs- oder "Ersatz"-Aufgabe (Er- I I 
setzen von Kraften durch eine Resultierende oder durch Kom- II, 113 
ponenten) sind die gefundenen Krafte dem gegebenen Umfah- I I 
rungssinn entgegengerichtet. Abb. 26. Gieichgewicht 

einer Kraft mit zwei 
An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall iiber- parallelen KrAiten. 

legen, daB die beiden Richtungen YI und Y2 parallel laufen 
(Abb.26). P ist der GroBe, Lage und Richtung nach bekannt, ebenso sind die 
Wirkungslinien der beiden Komponenten bzw. Gleichgewichtskrafte gegeben. 
Wir sehen, daB uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich laBt, 
obwohl die drei Krafte noch durch einen (unendlich fernen) Punkt gehen. Wir 
bekominen keinen eindeutigen Schnittpunkt im Krafteck. Die Aufgabe ist nur 
mit besonderen Hilfsmitteln zu lOsen, die wir erst spater kennenlernen. 

Vbungsaufgaben. 

Auf Seite 11 wurde bemerkt, daB zur eindeutigen Losung von Gleichgewichts
aufgaben von Kraften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte 
vorliegen miissen und daB 
dadurch vier verschiedene 
Fragestellungen moglich 
sind. Es sei zunachst auf 
diese Faile allgemein ein- ___ 
gegangen. 

1. Aufgabe. Gegeben sind 
vier Krafte nach GroBe und 
Richtung undzweiWirkungs
linien YI und g2 (Abb. 27); 
gesucht sind die Krafte GI 'I6Q 
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Abb. 27. tlbungsbeispiel. 

und G2 , die mit den vier Kraften Pl .. . P 4 im Gleichgewicht stehen (die Un
bekannten sind also jetzt GI und G2). 

Graphische Losung. Man bestimmt aus den vier Kraften vermittels des 
Kraftecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den 
Parallelen zu YI und Y2 das Kraftdreieck, hierdurch sind GI und a" bestimmt. 
Man erkennt, daB die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht ledig
Hch das Kraftsechseck 0 ... 6, und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt 
die Richtung der gesuchten Krafte GI und G2 an. 

Analytische Losung. Man muB den Richtungspfeil der gesuchten Krafte GI 

und G2 zunachst annehmen und bildet damit 2: Xi = 0 und ~ Yi = 0; man 
erhalt so zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. 
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2. Aufgabe. Gegeben sind vier Krafte PI" . P 4 nach GroBe und Richtung; 
gesucht ist nach GroBe und Richtung eine Kraft G, die mit den vier Kraften 

2 Gleichgewicht bildet (die Unbe

o 

Abb. 28. 1!bungsbeispiel. 

flz 

Abb. 29. 1!bungsbeispiel. 

kannten sind also jetzt G und 
ihre Wirkungslinie g; Abb.28). 

Graphische Losung. Man bildet 
das Krafteck der vier Krafte; das 
ist natiirlich offen. Die Strecke 4, 0 
gibt dann die gesuchte Kraft G 
nach GroBe und Richtung an. 

Analytische Losung. Man 
nimmt die Wirkungslinie und die 
Richtung der gesuchten Kraft G 
an, bildet damit ~ Xi + Xg = 0 
und 2,:Yi + Yg = 0, wobei 
Xg=G·cos(X und Yg=G'sin(X, 
und hat so zwei Gleichungen zur 
Berechnung von G und (x. Das 
V orzeichen von G und (X gibt 
an, in welchem Quadranten die 
Kraft G Iiegt. 

3. Aufgabe. Gegeben sind vier 
Krafte durch einen Punkt nach 
GroBe und Richtung, auBerd~m 
zwei KraftgroBen G1 und G2 ; 

gesucht sind deren Richtungen, 
so daB die sechs Krafte Pl'" P 4 

und G1 , G2 im Gleichgewicht 
stehen (Abb. 29). 

Graphische Losung. Man ermittelt die Resultierende aus den gegebenen 
Kraften Pl'" P4 und bildet dann aus dieser und GI und G2 das Kraftdreieck, 
indem man um die Endpunkte von (R) KreisbOgen mit GI und G2 schlagt. Man er-

\ kennt, daB die Resultierende 
\ ,oYI nur eine Hilfslinie bedeutet. 

, Analytische Losung. Wie I fIa in Aufgabe 2, wird man die 
, 1 Wirkungslinien und die Rich-

3 

Abb. 30. 1!bungsbeispiel. 

tungspfeile der Krafte will
kiirlich annehmen und die 
beiden Gleichgewichtsbedin
gungen aufstellen. Aus den 
beiden Gleichungen sind die 
Winkel (Xl und (X2 zu be-
rechnen. 

4. Aufgabe. Gegeben sind 
vier Krafte PI'" P 4 nach 

GroBe und Richtung, ferner eine Wirkungslinie gi und die GroBe einer Kraft G2 • 

Gesucht ist die in gi wirkende Kraft G1 und die Lage der Wirkungslinie von G2 , 

damit Gleichgewicht herrscht (also unbekannt sind jetzt G1 und g2; Abb.30). 
Graphische Losung. -ober der Strecke 4, 0 im Krafteck wird ein Dreieck 

konstruiert durch eine Parallele zu gi und einen Kreisbogen, der mit G2 um den 
anderen Endpunkt 0 beschrieben wird. 
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Analytische L6sung. Es sind wieder die zwei Gleichungen aufzustellen, aus 
denen jetzt G1 und lX2 berechnet werden konnen. 

5. Aufgabe. .An einem HalteseiI ist eine Rolle befestigt, iiber die ein Seil 
gelegt ist, das auf der einen Seite die Last Q tragt und auf der anderen Seite 
mit der Kraft P so gezogen wird, daB Q in Ruhe bleibt (Abb.31). Wie stellt 
sich das HalteseiI ein und wie groB ist die 
SeiIkraft S~ (Die Aufgabe entspricht dem 
oben behandelten Fall 2.) 

L68ung. .An der Rolle, die durch das 
HalteseiI von oben festgehalten ist, greifen 
die Last Q = 500 kg und die Zugkraft Pan, 
die die Abwarts- undAufwartsbewegung von Q 
verhiiten soll; bei Vernachlassigung der Rei
bung an der Rolle muB P = Q sein. AuBer
dem wirkt auf die Rolle nur noch die in dem 
HalteseiI entstehende Kraft S, so daB an 
ihr drei Krafte Q, P und S angreifen. Der 
Korper, an dem der Ausgleich der Krafte ein
tritt, ist die Rolle. Die Resultante R aus P 
und Q, die beide gleich groB sind, fallt in 
die Winkelhalbierende von P und Q, lauft 

Abb. 31. tlbungsbeispiel. 

also durch den Mittelpunkt der Rolle. Durch diesen Punkt geht auch die 
Haltekraft S. Die Resultierende von P und Q ersetzt die Wirkung dieser 
beiden Krafte, also muB sie mit S im Gleichgewicht stehen. Zwei Krafte konnen 
aber nur Gleichgewicht halten, wenn sie in dieselbe Linie fallen, demgemaB 
muB sich das Seil in die Richtung dieser Resultierenden R einstellen und 
die SeiIkraft gleich dieser Resultierenden sein. Die Losung fiihrt man am 
besten so durch, daB man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieck P, Q, R 
zeichnet und dieses ins .Analytische iibertragt. 

R 
-2- = Q. cos30° = 500· cos30° = 433 kg. 

Es ist R = S = 866 kg. 
Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30 0 , also stellt sich das 

HalteseiI unter 30 0 ein. 
6. Aufgabe. .An den Enden eines Seiles, das iiber zwei Rollen gefiihrt ist, 

hangen zwei Gewichte PI und P 2' auBerdem zwischen den Befestigungspunkten 

a 

Abb. 32. t1bungsbeispiel. 

c 

I} 
[illsle//ullg bei G/eichgewicht 

eine weitere Last Q (Abb. 32). Wie stellt sich das Seil ein ~ (Die Aufgabe ent
spricht dem oben erwahnten Fall 3.) 

Schlink, Statik. 2 
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LOsung. An dem Punkte M wirken Q und die beiden Seilkrafte, die bei Ver
nacblassigung von Reibung gleich PI bzw. P 2 sind. Man konstruiert (Abb. 32b) 
das Kraftdreieck aus der Last Q, die nach GroBe und Richtung bekannt ist, 
und PI' P'/., die ihrer GroBe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen 
Richtungen von PI und P s durch die Befestigungspunkte gezogenen Geraden 
(Abb. 32c) schneiden sich im gesuchten Punkte M. 

II . .A.nwendung auf einfache Stabsysteme. 

9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druck. Wir haben seither freie 
Krafte betrachtet, d. h. Krafte unabhii.ngig von einer Konstruktion; solche Krafte 
sind z. B. Windkraft, Schwerkraft u. a. Meistens ist aber das Auftreten von 

Kraften an eine Konstruktion gebunden, auch 
~p~~. _ ~ p Windkrafte und Schwerkraft werden vielfach -r---------l$.---:-. durch Konstruktionen aufgenommen und 
Abb.33. Beanspruchung eines Stabes auf Zug. weitergeleitet. Wir behandeln jetzt Krafte, 

die an eine Konstruktion gebunden sind. 
Der einfachste Fall einer Kraftleitung ist der Stab, durch den eine Kraft 

weitergefiihrt wird. Der Stab ist also Krafttrager. 
Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziehe (Abb. 33), dann muB an der 

Haltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, die genau so 
groB wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe bleibt. Diese 
"Gegenkraft" oder "Reaktion" ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Denken wir nun una selbst an Stelle des Stabes mit beiden Armen als Kraft
leiter zwischen A und B eingeschaltet, und an dem einen Ende, also einer Hand (A) 

p 

a 

gezogen, dann empfinden wir diese 
Zugkraft im Korper und setzen diesem 
Ziehen eine Gegenkraft nach innen 
entgegen, und zwar ziehen wir sowohl 
an A nach innen, d. h. nach der Kor-
permitte, als auch an B, wo wir uns 
geradezu abzuziehen suchen von der 

Abb. 34. Beanspruchung eines Stabes Befestigungsstelle. Andernfalls ware 
auf Druck. kein Gleichgewicht moglich, d. h. wir 

konnten die Zugkraft nicht ausglei
chen. Wir iiben also mit unserem 

Korper sowohl auf den Kraftangriffspunkt A IDe auch auf den Haltepunkt B 
eine Zugwirkung aus. Es sind Gegenwirkungen, die unser Korper gegen die 
auBere Einwirkung leistet. Dasselbe muB nun der Stab auch tun: er zieht mit 
der ibm innewohnenden Festigkeit an beiden Enden (A und B) nach innen, 
also vom Endpunkt fort, so daB das in Abb.33 eingezeichnete Bild der Stab
kraft entsteht. Aus der Tatsache, daB die Ose B in Ruhe bleibt, folgt ohne 
weiteres, daB Gleichgewicht besteht, daB also der Stab mit einer entgegengesetzt 
gerichteten gleich groBen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht halten muB. 
Am Punkte A wirkt die aufJere Zugkraft P, mit ihr steht die Gegenkraft des 
Stabes, die innere Kraft P im Gleichgewicht; ebenso an B die innere Stabkraft P 
mit der Reaktion P. 

Die gleichen V'berlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchten 
Stab anstellen (Abb. 34). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen 
nach auBen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendriickung, 
d. h. gegen die Storung des Gleichgewichts. Diese 'Gegenwirkung des Stabes muB 
sowohl gegen B als auch gegen A auftreten. 
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Diese Eriifte des Stabes (innere Krafte, Reaktionen des Stabes) zeichnen wir 
bei den Aufgaben der Statik ein; also nicht die Krafte, die auf den Stab wirken, 
sondern die Gegenkrafte, die der Stab aut seine beiden Endpunkte ausilbt, werden 

O~.----------~.-o2UgmU6 
.t--~ ______________ ~~~ B6QSwngsfigur 

des Zvgsfq6es 

~O-"----------~.--oo.O~~6 
__ P~ _______________ o~P~I __ B6Q~ungst.Wvr 

des Orvc/rsfqbes 
Abb. 35. Darstellung der inneren 

Stabkraft. 
Abb. 36. Die iiuBeren Einwirkungen eines Zug- und 

Druckstabes. 

eingetragen. Der Zug- und ·Druckstab in der in Abb. 35 gezeichneten Form ist 
dann die grundlegende statische Figur der technischen Stabkonstruktionen. 

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich auf folgendes hingewiesen. Ein gezogener 
oder gedriickter Stab wird von auBen her stets durch zwei Krafte P beeinfluBt 
(Abb.36), die sich gegeneinander aufheben miissen, denn sonst besteht kein 
Gleichgewicht. (In Abb. 33 und 34 war die eine Kraft P IK 
die Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa 1 

durch die Kraft 2P, sondern nur durch P, die durch I :1 P 
ibn weitergeleitet wird, beansprucht. • 

Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs- /' 
linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfallt, z. B. 
die in Abb. 37 gestrichelt eingezeichnete Kraft E, dann \K 
kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der Abb. 37. DleWirkungen einer 
Stab bleibt nicht in Ruhe; er wiirde um den AnschluB- schrag zur Stabachse gerich-

teten Kraft. gelenkpunkt gedreht werden, sobald die aufgegebene 
Kraft auch nur um einen kleinen Winkel abweichend von der Stabachse angreift. 

Zum Unterschied von anderen, spater weiter erklarten Kraften, die in stab
artigen Gebilden auftreten konnen, nennt man die in der Stabachse weiter
geleitete Kraft auch die "Langskraft" (Achsialkraft) im Stab. 

10. Das zweibeinige Bockgeriist. Graphisches Verfahren. Es seien nun zwei 
am Boden drehbar angeschlossene Stabe so aneinandergefiigt, daB sie in ihrem 
Treffpunkt 0 eine Last P tragen konnen (Abb.38). Ein solches System von 

o 
Staben nennt man Bockgeriist, und da es sich hier um die 
Verbindung zweier Stabe handelt, heiBt das Gebilde zwei
beiniges Bockgeriist. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem 
am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar da~ Be
streben,den Punkt 0 (Befestigungsose) nach unten zu ver
schieben. Die beiden Stabe zwingen aber, vorausgesetzt, daB 
sie geniigend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben. 
Wie ist das nun statisch zu erklaren 1 Die beiden Stabe CD 
und ® wehren sich gegen die Verschiebung mit einer Kraft, Abb. ~~ck~:i~lnlgeS 
die sie auf den Punkt 0 ausiiben. Es wirken also auf diesen 
Punkt, den man Knotenpunkt oder Knoten nennt, auBer der auBeren Kraft P 
noch zwei Krafte, die von den Staben herriihren, also "Stabkrafte" oder "innere 
Krafte" sind. Wir konnen jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden 
Stabkrafte miissen im Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben 
soIl. Die Kraft P ist nach GroBe und Richtung gegeben; die beiden Stabkrafte, 
die wir mit Sl und 8 2 bezeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach be
kannt, da ja bei gelenkigem AnschluB der Stabe die Kraft der Stabmittellinie 
entlang geht. Es liegen also beim zweibeinigen Bockgeriist zwei Unbekannte 
vor, namlich die zwei Stabkrafte (Langskrafte) Sl und S2 einschlieBlich ihres 
Vorzeichens (Zug oder Druck). Sie sind nach friiheren Ausfiihrungen eindeutig 

2* 
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zu IOsen, da es sich um Krafte an dem gleichen Punkt handelt, wofiir zwei 
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Die LOsung kann natiirlich 
graphisch und analytisch erfolgen; wir betrachten zunachst das graphische 
Verfahren. 

Es muB das zu den drei Kraften, der bekannten Kraft P und den unbekannten 
Stabkraften 8 1 und 8 2 , gehorige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist 
durch P und die Parallelen zu den Staben eindeutig bestimmbar (Abb. 39). Der 

o durch P festgelegte Umfahrungssinn gibt unmittel
bar die Richtung von 8 1 und 8 2 an, d. h. sie stimmen 
mit dem Umfahrungssinn iiberein. Was bedeutet 
der gewonnene Richtungspfeil fiir unsere Stabe ~ 
Wir bedenken, daB wir am Punkt 0 Gleichgewicht 
hergestellt haben, daB wir als Ergebnis also Krafte 
erhalten, die, auf den Punkt 0 wirkend, diesen in 
Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Krafte 

~~~~s 3~~e:tre~~~:~h~o~:::r~t:.g mit ihren Richtungen an dem Knotenpunkt 0 ein, 
so gibt das die Wirkung der Stabkraft auf den 

Knotenpunkt an, d. h. die Gegenkraft des Stabes gegen die auBere Einwirkung 
(also die friiher festgelegte Darstellung der Stabkraft). Da in beiden Staben der 
Richtungspfeil nach dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck vor. Ebenso 
wie der Stab auf den Knotenpunkt 0 wirkt, wirkt er auch auf seine Unterlage, 
er stiitzt sich abo Tragen wir diese Wirkung an den Bodenanschliissen ein, so 

. erhalten wir das friihere Bild von Druckstaben. Es ist darauf zu achten, daB 
stets die Pfeile dahingehend und an dem Endpunkt eingetragen werden, an dem 
die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde. Das Krafteck liefert dann also 
die GroBe der Stabkrafte, wahrend der Charakter des Stabes (ob Zug- oder Druck'-

- ~ 

stab) nach Einfiihrung der Richtungs
pfeile an dem betreffenden Knotenpunkt 
aus dem technischen Kraftbild bzw. der 
Konstruktionsskizze zu ersehen ist. 

Betrachten wir als weiteres Beispiel 
das in Abb. 40 dargestellte Stabsystem, 
auf das wieder eine gegebene Kraft P 
wirkt. Zu ermitteln sind abermals die 

Abb. 40. Graphische BehandJung eines zwelbeinigen 
Bockgeriistes. beiden Stabkrafte 8 1 und 8 2 , Durch P 

und die ~arallelen zu den beiden Staben 
ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be
stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt 0 in den ent
sprechenden Staben einzutragen. 1m Stabe CD geht der Pfeil vom Knotenpunkt 
weg, also tritt Zug auf, im Stabe ® ist der Pfeil nach dem Endpunkt 0 hin
gerichtet, demgemitB Druck. Zur Vervollstandigung des Bildes tragen wir die 
umgekehrten Pfeile am anderen Ende der Stabe ein. Die GroBe der Stabkraft 
geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzeichnung ein KraftemaBstab ge
wahlt werden muBte. 

Wir bekommen durch diese GleichgewichtslOsung also immer die Krafte, die 
der Stab auf die Knotenpunkte bzw. die AnschluBpunkte ausiibt. Fragen wir 
nun nach den Kraften, die auf die einzelnen Stabe wirken, dann miissen wir P 
zerlegen in die Komponenten K1 und K 2 , deren Richtungen durch die beiden 
Stabachsen gegeben sind (Abb.41). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch 
gleich dem Gleichgewichtskrafteck, nur miissen wir beachten, daB entsprechend 
der Zerlegung die Richtungen der Teilkrafte dem Umfahrungssinn entgegen
gerichtet sind. Wir ersetzen also die Wirkung von P durch die Wirkung der 
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beiden Krafte Kl und K 2 • Kl wirkt auf den Stab CD und weckt in diesem die 
Stabkraft 81> die ihrerseits die Bodenreaktion am anderen Ende zur Folge hat. 
Entsprechend erfahrt die zweite Komponente K2 in ihrer Wirkung auf den 
Stab ~) eine Gegenkraft von seiten Reuldion-K, 
des Stabes. Es ist wichtig, hier ganz ""--. 
scharf zu unterscheiden zwischen den 
Kraften, die auf die Konstruktion 
wirken (auJ3ereKrafte), und solchen, 
mit denen sich die Konstruktion 
gegen den auJ3eren EinfluJ3, also eine 
Verschiebung, wehrt (innere Krafte). 

11. Zweibeiniges Bockgeriist; 
analytiscbes Verfahren. Auf das 

---
ReokHon-Ka 

Abb. 41. Die iiuJ3eren Einiliisse ani ein' Bockgeriist. 

zweibeinige Bockgerust sollen beliebige Krafte wirken, die sich zu der Kraft P 
zusammenfassen lassen (Abb.42). Gesucht sind wieder die Stabkrafte 8 1 und 
8 2. Zur analytischen Behandlung stehen uns zwei Gleichungen zur Verfiigung: 

~Xi=O und 2Yi=O. 
P liiJ3t sich zerlegen in die beiden Komponenten X 
und Y; es ist 

X=p·cos", und y=p·sin",. 

Die beiden Stabkrafte mussen wir nun ebenfalls in 
ihre X- und Y-Komponenten zerlegen. Da wir die 

o --+$ 

Richtungen der Krafte nicht kennen, nehmen wir Abb. 42. Analytische Betrachtuog 
eines Bockgeriistes. 

zunachst wieder eine Richtung fiir jede Stabkraft 
an, d. h. wir wahlen zuniichst ganz willkiirlich eine Zugkraft oder Druckkraft. 
1m allgemeinen fiihrt man als vorlaufige Annahme ein, daJ3 aIle Stabe Zug-' 
stabe seien. Mit diesen gewahlten Richtungen wird dann gerechnet. 

Nach dieser Annahme fiir die Richtung der Stabkrafte sind aIle Krafte mit 
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von 8 1 und 8 2 

bilden. Mit Yl und Y2 als Winkel im ersten Quadranten treten unter der An
nahme von Zugstaben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet!) als Komponenten 
der Stabkrafte auf: 

fur 8 1 : Xl =-81 • COSYl und 

fur 8 2 : X 2 = +82. COSY2 und 

Yl = +81 • sinYl' 

Y2 = +82 • SinY2· 

Dabei ist die x-Richtung nach rechts positiv und die y-Richtung nach unten 
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten muJ3 von vornherein 
nach Annahme der Zugwirkung in den Staben klargestellt werden, erst dann 
lassen sich die Gleichungen anschreiben. 

LXi = 0: X - 8 1 • COSYI + 8 2 . COSY2 = 0, 

LYi = 0: Y + 8 1 • sinYl + 8 2 . sinY2 = o. 
Wir haben beim Ansetzen dieser Gleichungen vorausgesetzt, daJ3 beide Stabe 

Zugstabe sind. Wird nun das Ergebnis fUr 8 1 bzw. 8 2 positiv, dann war die 
eingefUhrte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Ergebnis her
aus, so war die Annahme falsch; wir mussen dann den umgekehrten Richtungs
pfeil annehmen, d. h. der Stab wird gedruckt. Solange in unserem Beispiel 
'" < Y2' wird 8 1 positiv, also ist der Stab CD ein Zugstab, 8 2 wird negativ, d. h. 
8 2 ist eine Druckkraft. 



22 Krafte an dem gleichen Punkt angreifend. 

Natiirlich kann man auch allgemein von den Winkeln ausgehen, die die 
einzelnen Stabe mit der positiven x-Achse einschlie.6en (hier entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinn drehend), und hat dann (Abb. 43): 

X + SI . COS{JI + S2 . COS{J2 = 0, 

Y + SI . sin{JI + S2 . Sin{J2 = 0 , 

wobei aber je nach dem Quadranten die Vorzeichen der Winkelfunktionen ver
schieden sind. 

Dieses L6sungsverfahren la.6t sich in einfachster Weise anders gestalten. Wir 
wollen die Funktionen der Winkel, die die Stabe mit del' x-Achse einschlie.6en, 
durch Strecken ausdriicken; die in Abb. 43 eingezeichneten Winkel sollen in 
ihren Beziehungen. dargestellt werden durch die Koordinaten der Anschlu.6punkte 

Abb. 43. Betrachtung des Zweibockes 
mit Hilie der Koordinaten. 

der Stabe am Boden, bzw. durch die Langen del' 
Stabe. Der Koordinatenanfang fallt mit dem 
Punkt 0 zusammen. Es wird: 

{J Xl 
COS I = 1;; 

und entsprechend: 

{J X. 
COS 2 = z:- ; sin{J = ~. 

2 12 ' 

II und l2 sind die Stablangen. Die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen 
sind in den neuen Ausdriicken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen 
versehen sind. So ist z. B. COS{J2 negativ, da der Winkel {J2 im zweiten Qna
dranten liegt, entsprechend hat x2/l2 ein negatives Vorzeichen, da x2 nach links 
negativ ist. Wir sehen daraus, da.6 die Vorzeichenfrage keine Schwierigkeiten 
bietet, well bei einem Stabsystem die Stabe und damit auch die Koordllaten 
der Stabe einschlie.6lich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei einem gegebenen 
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgeriistes und die Belastung 
gegeben, dann lassen sich die Stabkrafte errechnen aus den Gleichgewichts
bedllgungen: 

(lO) 

Die Koordinaten sind hierbei gegeben durch die Projektionen der Stablangen 
auf die x- bzw. y-Achse. Fallt diese Projektion auf den positiven Tell einer 
Achse, so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fallt die Pro
jektion auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in 
Frage. Wir k6nnen also ganz schematisch die Projektionen der Stablangen in 
diese beiden Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten Sl und S2 be
rechnen. Wenn sich fiir die Stabkraft Sl oder S2 ein positiver Wert ergibt, so 
bedeutet das einen Zugstab, ein negativer Wert stellt einen Druckstab dar. 
Die Werte II und l2 k6nnen aus einer ma.6stablichen Konstruktionszeichnung 
entnommen (abgemessen) odeI' errechnet werden mit den Formeln 

l 1/-·--· l ~+ 9 1= rX1+YL 2=lx2 Y2. 

Zahlenbeispiel. Gegeben: die Kraft P= lOOO kg, die mit del' x-Achse den 
angegebenen Winkel iX = 30° einschlie.6t, und die geometrischen Dimensionen 
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des Bockgeriistes (konstruktiven MaBe) (Abb.44). Das rechtwinklige Koordi
natensystem konnen wir durch den Punkt 0 beliebig legen; wir werden uns 
natiirlich zweckmaBig an die technischen MaBangaben halten, so daB das Koordi
natensystem praktisch wohl immer mit einer Achse horizontal zu liegen kommt. 
Die Koordinaten der FuBpunkte schreiben wir in 
einer Tabelle zusammen: 

~Punkt 
AChee'"" 

1 2 

X -1 +3 
y +4 -2 

Die Projektion der Stablange II auf die x-Achse fallt 
auf deren negativen Teil, es ist also Xl negativ; 
ebenso Ys. Die Stablangen ergeben sich zu 

II = VI,os + 4,Os = 4,123 m, 

ls = 13,Os + 2,02 = 3,606 m. 

Abb. 44. Zahlen
beispiel fiir das 

Bockgeriist. 

Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in dem letzten Ausdruck keine 
Bedeutung, da die Zahlen im Quadrat vorkommen. Wir erhalten fiir die Stab
langen also immer positive Werte. Unsere Gleichungen lauten jetzt: 

(-1) (+3) 0 

81 • 4,123 + 8 s · 3,606 + 1000· cos30 = 0, 

81 • ~i:~ + 8a • -~~~ + 1000· sin 30 0 = O. 

Die beiden Unbekannten 8 1 und 8 2 lassen sich aus den zwei Gleichungen be
stimmen. ZweckmaBig fiihrt man statt der Unbekannten 8 i die GroBe 8dl, als 
Unbekannte ein und lost die Gleichungen auf: 

~; . (-1) + ~: . (+3) + 1000· cos30° = 0, 

Sl • (+4) + S2 • (-2) + 1000. sin 30 0 = O. 
11 12 

Auf diese Weise ist die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am SchluB nur 
einmal mit II und einmal mit l2 zu multiplizieren haben. Man findet: 

und daraus: 

~; = -323,2 kg/m, ~: = -396,4 kg/m 

8 1 = -4,123·323,2 . -1332,6 kg 
und 8 2 = -3,606·396,4 = -1429,4 kg. 

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert fiir beide Stabe, d. h. CD und ® 
sind Druckstabe, da wir von vornherein Zugstabe eingefiihrt hatten. 

12. Verhindung von grapbischem und analytischem Losungsgang. (Grapho
analytisches Losungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung der 
beiden Rechenverfahren anzuwenden. Das Wesen dieses Losungsganges beruht 
darauf, daB man die geometrische Losungsfigur benutzt, um mathematische 
Ausdriicke daraus abzuleiten. Eine maBstabliche Zeichnung ist dabei nicht er
forderlich, es geniigt eine ungefahre Skizze (Handskizze) des Kraftecks. 

Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel ')'1 und ')'2' Kraft P nach 
GroBe und Richtung (Winkel 01:) (Abb.45). Die Stablangen brauchen nicht 
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stabkriifte. 
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Wir skizzieren uns das Krafteck auf, ohne Wert auf den MaBstab zu legen, 
und finden aus dem Umfahrungssinn: 

8 1 = Zugkraft; 8 2 = Druckkraft. 

Die GroBe der Krafte wird aus trigonometrischen Beziehungen des Kraftecks 
errechnet. Nach dem Sinussatz ergibt sich: 

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natiirlich die Dreieckswinkel auf 
Grund der angegebenen Winke]groBen unmittelbar feststellen und nicht von 
allgemeinen Formeln ausgehen. Mit den fiir (X, Y1 und Yz angegebenen Winkel-

o groBen hat man die im Kraftdreieck 
(Abb.45) eingetragenen Winkel, und es 
ergibt sich damit: 

Abb.45. Zurgrapho·analytischen Behandlung eines Wir haben bier den Vorteil, daB wir 
Bockgeriistes. b bh jede Un ekannte una angig von der 

anderen berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je einer Unbekannten 
lOsen konnen. 

Als weiteres Beispiel zu diesem Verfahren sei ein anderes Zweibockgerfist 
mit seinen geometrischen MaBen gegeben (Abb.46). Wir skizzieren wieder das 
Krafteck auf und suchen aus der Figur analytische Beziehungen zur Berech
nung der Stabkriifte 8 1 und 8 2 • Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus 

Abb. 46. Zur grapho-analytischenBehandlung eines 
Bockgeriistes. 

der Ahnlichkeitsbetrachtung der geometri
schen Figur der Konstruktion und des 
Kraftecks. 

und 

P: 8 1 = AB:AC = 1:2, 
8 1 =2P 

1;' : 8 2 = I : ]15, 
8 2 = 2,236P. 

Das Verfahren ist also tatsachlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei 
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient 
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet 
wird. Es gehort bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils 
die einfachste Rechenmethode zu erkennen. 

An Hand der Abb. 46 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere 
Bedeutung fiir Kriifte im Raume hat. Die Projektion der Stablange ® im tech
nischen Bild auf die lotrechte Richtung ist durch die Lange AB gegeben, die 
Projektion der Stabkraft 8 2 im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 0 I; 
die Ahnlichkeit der Dreiecke ergibt, daB sich die 8tabliinge zu ihrer Projektion 
verhiilt wie die 8tabkraft zu ihrer Projektion auf die gleiche Richtung. Dieser Satz 
gilt allgemein, wie sich aus der Betrachtung des technischen Bildes und des 

Kraftecks erkennen laBt. Der friiher gewonnene Ausdruck Xi = 8 i . ;~ ist in 
dieser Aussage enthalten. • 

" 
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13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen 
Verfahren hatten wir als Losungsweg zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 
gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit 
je einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein
fiihrung zweckmiWig gewahlter Richtungen, statt der 
seither verwandten x- und y-Richtung fur die Kompo
nenten. Wollen wir z. B. (Abb. 47) nur 8 1 berechnen, 
so mussen wir eine Gleichung aufstellen, in der 8 2 ver
schwindet. Das gelingt uns, wenn wir eine Richtung 
wahlen, in der 8 2 keine Komponente aufweist, das ist 
die Richtung senkrecht zu 8 2, (I-I); wir haben dann 
die Projektionen aller Krafte, die im Gleichgewicht 
stehen sollen, fur diese Achse zu bilden lmd die Summe 
aller dieser Komponenten in Richtung der Achse I-I Abb. 47. Das Projektionsver-
gleich Null zu' setzen. Die Gleichung wird wie friiher fabren beim Zweibock. 

angesetzt, indem wir einerseits fiir die Stabkraft 8 1 

zunachst die Richtung als Zugstab einfuhren, andererseits nach einer Seite der 
Achse das positive V orzeichen festlegen (hier nach rechts 0 ben). 

p. cos50° - 8 1 • cos 15° + 8 2 .0 = O. 

Wir erhalten also eine Gleichung mit einer Unbekannten. 
Wollen wir 8 2 berechnen, dann werden wir 8 1 aus der Gleichung heraus

bringen, indem wir die Komponenten fur eine Achse senkrecht zu 8 1 ansetzen, 
d. i. Achse II-II. Die Gleichung lautet, wenn man zunachst auch hier einen 
Zugpfeil fur 8 2 einfiihrt und die positive Richtung von II nach rechts unten 
wahlt: 

p. cos25° + 8 1 • 0 + 8 2 • cosl5° = O. 

Was wir nun hingeschrieben haben, ist lediglich eine Darstellung der Gleich
gewichtsbedingungen: die Summen der Komponenten alIer Krafte fur zwei be
liebige Achsen mussen verschwinden. Es ist natiirlich nicht die einzelne Kraft 
zerlegt in die Richtungen I-I und II-II, sondern erst wurde jede Kraft zer
legt gedacht in Richtung I-I und senkrecht dazu, aber nur die erste Kompo
nente benutzt; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung II-II und 
senkrecht dazu und wiederum nur die erste Komponente verwandt. Die Glei
chungen sind nun so aufgebaut, daB in jeder nur eine Unbekannte vorkommt. 
Wir erhalten: 

cos50° 
8 1 = p. -150 (Zugkraft), cos 

cos25° 
8 2 =.-p. --150 (Druckkraft). 

cos 

Wir sparen also bei diesem vierten Verfahren gegenuber dem zweiten Rechen
arbeit, mussen aber bei Aufstellung der Gleichungen mehr Denkarbeit leisten. 
Das zweite Verfahren andererseits ist schematischer in der Anwendung, erfordert 
aber dafur mehr Rechenarbeit. 

Das nach dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis fiir die Stabkrafte 8 1 

und 8 2 muB naturlich mit demjenigen des dritten Verfahrens ubereinstimmen, 
da es sich in beiden Fallen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch 
der Fall, denn es ist cos50° = sin40°. 

Es laBt sich noch ein fiinftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkrafte im 
zweibeinigen Bockgerust aufstellen, das wir aber noch zuruckstellen mussen fur 
ein spateres Kapitel; es sei als .1lIomentenverfahren bezeichnet. 
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14. Sonderfalle bei Krafien der Ebene an dem gleichen Punkt. Da Sonder
falle von groBer Bedeutung sind, moge im folgenden auf solche eingegangen 
werden. 

Wenn eine auf ein zweibeiniges Bockgeriist wirkende Kraft P in die Rich
tung eines Stabes fallt (Abb. 48), wird sie von diesem Stab ganz aufgenommen 
und der andere Stab erhalt die Stabkraft Null. Der Beweis ergibt sich sofort, 

wenn man die Summe aller Kraftkom-
p """,.,0 ponenten in Richtung senkrecht zum 

1 ..... .L~~'"';S,~1 ~ Stab CD aufstellt: 

b 8 2 • coso. = o. 
Abb.48. Die Last faUt in Richtung eines Stabes. Da aber COSo. nicht gleich Null ist, muB 

8 2 gleich Null sein. Nachdem dies fest-
steht, liefert die Komponentenbedingung fUr die Richtung des Stabes CD un
mittelbar 8 1 = P, wobei 8 1 bei der hier wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche 
Ergebnis findet man, wenn man fiir den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet: 
man hat (Abb.48b) durch den einen Endpunkt von P die Parallele zu CD zu 
ziehen, durch den anderen die Parallele zu ®; man erkennt, daB das Dreieck 
auf ein Zweiseit (Gerade) zusammenschrumpft mit dem Ergebnis 8 1 =P und 
8 2 =0. Ein derartiger Belastungsfall, daB an einem Knotenpunkt mit zwei 
Staben die auBere Kraft in die Richtung des einen Stabes fallt, kommt bei Stab
systemen vielfach vor. 

Wirkt auf das Bockgeriist iiberhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null, 
dann entsteht in den beiden Staben keine Spannung oder, scharfer ausgedriickt, 

p in den Staben tritt eindeutig die innere Kraft Null auf. 
~--®""""'-_-;3,:!"d __ ",,---<ct Da P gleich Null, schrumpft namlich das zugehOrige 

\8) Krafteck in einen Punkt zusammen, also ha ben die 
Abb.49. 80nderfall eines zwei- Parallelen zu den Staben {11 Imd ® die GroBe Null. 

beinigen Bockgeriistes. -J 
Man findet na tiir lich dieses Erge bnis auch sofort a us den 

Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall von dem der Abb. 42 vorliegt. 
Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems liegt dann vor, wenn die beiden 

Stabe in die gleiche Gerade fallen. Falls nun eine Kraft Pinder Linie der Stabe 
wirkt (Abb.49), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, wenn zunachst Zug
pfeile am Punkt 0 eingetragen werden: 

8 1 + P = 8 2 oder 8 2 - 8 1 = P. 

Eine weitere Aussage kann man iiber die GroBen 8 1 und 8 2 nicht machen, d. h. 
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil aile 
Krafte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der 
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen zur Verfiigung stehen, 
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht 
gelOst werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, ist also P = 0, so 
ergibt sich lediglich 8 1 = 8 2, aber keine Aussage dariiber, wie groB die einzelne 
Kraft ist. 

Wenn auf dieses Stab system eine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 50a), ergeben 
sich ganz andere Verhaltnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung fiir 
die waagerechte Richtung liefert 8 1 = 8 2, aber in lotrechter Richtung kann die 
Summe der Komponenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein 
in dieser Richtung. Da aber im Gleichgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muB, so kann eben hier kein 
Gleichgewicht herrschen, solange die Stabe in die gleiche Richtung fallen. In 
Wirklichkeit sind allerdings die Stabe mehr odeI' weniger elastisch, unter dem 
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Einflu.B von P wird der Punkt 0 bei der Nachgiebigkeit der Stabe etwas ver
schoben und die Stabe CD und ® laufen nicht mehr parallel (Abb.50c). Sie 
schlie.Ben aber einen sehr gro.Ben Winkel ein und so entstehen sehr gro.Be Stab
krafte; man hat die Komponentenbedingung: 

also 
S1'Siny + SZ'siny = P, 

P 
S1 + Sa = -.-; smy < 

da y ein sehr kleiner Winkel ist, werden die Stabkrafte sehr gro.B. Das erkennt 
man auch sofort aus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y = 0, so entsteht 

und da andererseits beide Krafte gleich gro.B sein sollen, wird jede dieser Stab
krafte unendlich gro.B. Das zeigt auch das Kraftdreieck: da die Parallelen zu 
den Stabkraften CD und ® sich erst im Unendlichen schneiden (Abb.50b), 

a ~_...:=(f):.....--o.t_..:.®_~ ~-*)~;;;:::::l~P::::::::®~(==---c:m c 

Pj ~ ;;: b pl ... __ --cS,::.'_-oo __ 
_ .sa-oo 

Abb. 50. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgeriistes. 

werden sie beide entweder + 00 oder beide -00. Das wiirde besagen: Gleich
gewicht kann nur bestehen, wenn die Stabkrafte selbst unendlich gro.B werden 
oder, anders ausgedriickt, wenn die Stabe unendlich gro.Be Krafte iibertragen 
konnten. Das ist aber praktisch nicht moglich, infolgedessen ist kein Gleich
gewichtszustand vorhanden. Immer dann, wenn unendlich groGe innere Krafte 
auftreten, liegt der Fall einer (mindestens unendlich kleinen) Beweglichkeit vor. 

Wirkt auf zwei Stabe in derselben Geraden am ~ 
Knotenpunkt eine schraggerichtete Kraft (Abb. 51), M 
so ergibt sich wieder fiir die inneren Krafte S1 (f). ~ ® $ 
und Sa ein unendlich groGer Wert, aber jetzt ist S1 ~ j.-.J.L...-=-~'t:: 
nicht mehr gleich Sa, sondern es ist: s, 

Sa - S1 = P . cos IX , 

d.h.oo-oo=P·coSIX. 

BZ (00 - 00) gehort zu den unbestimmten Zahlen wie 
auch die GroGen 0/0,0· 00 usw. Solche unbe
stimmten Ausdriicke konnen einen beliebigen Abb.51. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgeriistes. 
Zahlenwert annehmen; sie sind also, als allgemeine 
GroGen gesehen, vieldeutig, erhalten aber in einer bestimmten Aufgabe einen 
eindeutigen Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier gerade p. COSIX. In der 
Mathematik sagt man: wenn ein bestimmter Grenziibergang bei diesen unbe
stimmten GroGen vorgenommen wird, entsteht ein eindeutiger Wert. 

Falls drei unbekannte Stabkrafte in der Ebene an demselben Punkt vor
liegen (Abb. 52), dann ist die Losung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur 
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Wir haben also wieder ein 
statisch unbestimmtes System. 

Wenn auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgeriist eine Last Pin Richtung 
eines Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sein, 
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sondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann 
82 ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann 82 ganz willkiirlich wahlen 
und hat erst damit die anderen Stabkriifte 8 1 und 8 3 bestimmt. In Abb. 52b 
ist fiir 82 eine Zugkraft gewahlt und in Abb. 52c eine Druckkraft fiir 82 ein

a b c 

gefiihrt. 
Wirkt nun auf ein solches Stab

gebilde keine Kraft, also P gleich 
Null, so muB die Aufgabe auch un
bestimmt sein. Unter Einfiihrung von 
Zugpfeilen lauten die Komponenten
bedingungen: 

-81 COS1Xl - 82 COS1X2 + 8 3 COS1Xa= 0, 
8 1 Sin1Xl+82 sin1X2+8a sin1Xa=O. 

Abb. 52. Dreibeiniges Bockgeriist in der Ebene. Erst nach Annahme einer der drei 
Krafte sind die beiden anderen be

stimmt. Das zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa 82=0 
an, so werden auch die beiden anderen Stabkriifte Null. Es brauchen also hier 
die Stabkriifte durchaus nicht Null zu werden, konnen es aber sein. Wenn 
die drei Stabe ganz genau die vorgeschriebene geometrische Lange haben und 

o __ bei gleicher Temperatur aufgebaut werden, so werden zunachst 
,- ~ keine Stabkriifte auftreten. Wenn aber dann etwa der Stab ® 

'/,: \ sich erwarmt, dagegen CD und ® nicht, dann sucht sich der 
~/ ~ @ \. Stab ® auszudehnen. Er iibt auf den Punkt 0 eine Kraft aus, 

? \ 2 und dieser Einwirkung setzen die Stabe CD und ® Widersta~d 
~~~~:'\\\'i~~ entgegen; so entstehen also Stabkriifte. Das gilt fiir aIle 

Abb. 53. Zweibeini- statisch unbestimmten Konstruktionen: allein durch Tempeges Bockgerii,t ohne 
Last. ratureinfliisse entstehen in" ihnen innere Krafte. Bei statisch 

bestimmten Konstruktionen ist dies nicht der Fall: wenn 
etwa in Abb. 53 der Stab CD eine Temperaturerhohung erfahren wurde, dann 
konnte sich dieser Stab ungehindert verlangern. Der Punkt 0 wiirde dabei 
einen Kreisbogen um den Endpunkt von 2 (Gelenk!) beschreiben und so eine 
neue Lage einnehmen, die durch die groBere Stablange li und die Stablange l2 

p 
bestimmt ist. Aber diese Bewegung geht hem
mungslos vor sich, sofern in dem Drehpunkt 
keine Reibung auftritt. Im Stab ® wird kein 
Widerstand entstehen, also beide Stabkriifte 
bleiben Null. 

Auf folgende Sonderfalle, die fur groBere Stab
Abb.54. Sonderfall eines dreibeinigen systeme Bedeutung haben, sei noch besonders 

ebenen Bockgeriistes. hingewiesen; sie sind auch aIle vieldeutig, er-
lauben aber, eine Stabkraft eindeutig zu bestim

men. Fur die Anordnung der Abb. 54 ergeben sich unter Einfuhrung von 
Zugpfeilen die Komponentenbedingungen: 

P + 82 cos 1X "0 

und 8 1 + 82 Sin1X - 8 3 = O. 

Aus der ersten Gleichung ergibt sich 82 eindeutig als Druck, die letztere liefert 
die Differenz von 8 1 und 8 3 : 

8 1 - 8 3 =+P' tg1X, 
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aber nicht den Einzelwert der beiden Stabkriifte. Wirkt uberhaupt keine Last, 
also ist P gleich Null, dann tritt auch im Stab ® keine innere Kraft auf, wohl 
aber werden die Stabe 
CD und ® gleich groBe 
Krafte erhalten, die 
allerdings auch Null 
seinkonnen. Wirkteine 
Kraft in Richtung der 
beiden Stabe (Abb. 55), 
dann tritt in Stab ® Abb.55. Sonderfall eines drei-

beinigen e benen Bockgeriistes. 
eindeutig die Stabkraft 

Abb.56. Sonderfall einesdreibeinigen 
ebenen Bockgeriistes. 

Null auf. Fallt aber Pin Richtung des Stabes ® (Abb. 56), dann erhalt dieser 
Stab eine Druckkraft P, wahrend 8 1 und 8a wieder gleich groB sind, wie sich 
aus der Komponentenbedingung fUr die Rich
tung senkrecht zu P ergibt. Naturlich konnen 
diese beiden Stabe auch frei von Kraft sein. 

Aile diese Falle sind von Bedeutung bei Gebilden, 
die aus Staben zusammengesetzt sind. In Abb. 57 
bleiben die Stabe 1, 2, 9, 14, 17 ohne weiteres p 
spanungsfrei, die Stabe 5 und 13 erhalten dagegen 
.. K f d G 13 P P Abb. 57. Stabsystem, bei dem ver-

p 

erne lllnere ra t von er ro e 1 bzw. 2' schiedene Stabe keine Kraft erhalten. 

Ubungsaufgaben. 

1. Aufgabc. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hange an zwei Kabeln 
mit gegebener Lange 11 und 12 fest; gesucht sind die Krafte in den Kabeln (Abb. 58). 

yt -::--'6(} 

1 

I 
al 

I 3 

I o--t2m 
I Q='10kg 

L-----_ .x 

r 
b;;;' s, L ___ l __ _ 

Abb. 58. tJbungsbeispiel. 

Losung. Wir haben ein geometrisch festliegendes Gebilde. Die Kabelkrafte 8 1 und 
8 2 mussen mit Q im Gleichgewicht stehen. Die Losung ist verschiedenartig moglich. 

a) Ana1ytl:sche Los~mg nach den angegebenen Forme1n (10). Die Koordinaten 
und Stablangen sind gegeben durch 

Xl = -4,0 Yl = +3,0 11 = iii + y~ = 5,0, 

x 2 = +2,0 Y2 = +3,0 12 = 1Xf+ y~ = 3,6. 

Die wirkende Last Q hat die Komponenten X=O, Y= -Q= -40 kg. Die 
Gleichungen 8 1 8 2 X ° 4 . Xl + -Z; + = , 

82 8 2 Y ° -'Yl + -- + = 
l.~ . lz 
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gehen iiber in 

- :.~ • 4,0 + :~ . 2,0 + 0 = 0, 

81 8 2 3 0 40 - 0 . 5,0 • 3,0 + 3,6· , - - , 

daraus findet sich 

~1 = 4,44 kg, 

8 1 = 22,20 kg, 

:.~ = 8,89 kg, 

8 2 = 32,00 kg. 

Beide sind positiv, stellen also beide Zugkrafte dar, was ja zu erwarten war. 
Die Krafte 81 und 8 2 wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver
mittels der Kabel auf die anderen Endpunkte 1 und 2 als Zugkrafte ein. Die 
Kraft in ® ist gleich 82 und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den 
unteren B6festigungspunkt 3. Man kann natiirlich 8 1 und 8 2 analytisch auch 
dadurch finden, daB man die Krafte selbst am Punkte 0 unmittelbar betrachtet 
und die Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb.58c) 

2EXi = 0: 81 • COSIX = 8 2 • cos{J, 
2:Yi = 0: 8 1 • SinlX + 8 2 • sin{J - Q = O. 

b) Reine graphische Losung. Man wahlt einen beliebigen KraftemaBstab und 
zeichnet das Krafteck aus Q und den Parallelen zu CD und ® (Abb.58d). Die 
gefundenen Seiten des Kraftdreiecks ergeben die GroBen 81 und 8 2 unter Be
riicksichtigung des gewahlten KraftemaBstabes. Die Richtungspfeile sind durch 
den Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte 0 einzutragen (Abb.58b). 
Unter Benutzung des hier gewahlten KraftemaBstabes findet sich 

81 = 22,2 kg 
und 8 2 = 32,0 kg. 

c) Grapho-analytiBche L68Ung. Man zeichnet das Krafteck fliichtig hin, urn 
daraus eine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb.58d 

8 1 sin (90 - (J) cosfJ 
Q = sin(~ + fJ) = sin(~ + fJ) , 
8. sin(90 - ~) cos~ 
-Q- = sin(~ TfJf = sin(~ + {J) ; 

so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekann~en gewonnen, wahrend unter a) 
zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. 58a ist 

4,0 
cos IX = Y3,0. -+ 4,02 ' 

{J 2,0 
cos = Y2,02 + 3,02 ' 

. ( + (J) • {J + . {J 3,0 • 2,0 + 4,0 • 3,0 sm IX = sIn IX cos cos IX SIn = ,/ ,/ . 
,4,02 + 3,02• r2,02 + 3,02 

Man findet damit 
§1_ = 055 
Q ' 

und 
~ = 0,80. 

2. Aufgabe. Die vorhergehende Aufgabe moge nun etwas verandert werden. 
Es solI namlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch 
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vermittels einer Handwinde ausgeiibt werden kann. Wie groB ist die Kraft in 
verschiedenen Hohenlagen der Lampe, d. h. wie stellt sich P in Abhangigkeit 
von IX dad Die Lange Z des linken Kabels soIl konstant bleiben (Abb. 59). 

a) AnaZytische LOsung. Was vorhin 8 1 war, ist jetzt 8, und was 8 2 war, 
ist nun P. Unter dieser Beriicksichtigung hat man nach der unter c) entwickelten 
Formel: coso.: 

P=Q·sin(o.:+{3)· 

I 
I 
1 

I 
S=OI 

1 

p 

o 

Abb. 59 a und b. "Cbungsbelspiel. 

Damit ist P abhangig von IX und f3 dargestellt. P[kgI 
Es muB noch eine Bestimmung zwischen IX 

und f3 angegeben werden. Es ist 

tan f3 = !!...- = 4,0. sino.: 
g b 4,5-4,0·00so.:· 

Wir haben damit zwei transzendente Gleichun
gen gefunden. Grundsatzlich konnte man fiir 
verschiedene Werte IX den zugehorigen Winkel f3 
aus der letzten Gleichung ausrechnen und wiiide 
dann mit dar ersten Gleichung tatsachlich P 
fiir die verschiedenen Werte IX erhalten. Man 
erkennt, daB eine umfangreiche Rechnung da
mit verbunden ist. 

b) Die graphi8che L08ung ist bequemer durch
zufiihren. Wir tragen (Abb.59b) von einem 
Punkte A aus auf der Waagerechten die ge
gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um A 
einen Kreisbogen mit der gegebenen Kabel

fOO 

90 

90 

I!fJ 

fa 

o ~5 
8 

c 

Abb. 59 c. "Cbungsbeispiel. 

lange 4,0. Fiir einen beliebigen Winkel IX konnen wir dann die Lage der Lampe 
einzeichnen, indem wir unter IX einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt G 
mit dem Endpunkt B verbinden. Tragen wir nun andererseits auf einer Lot
rechten durch A die Kraft Q in einem beliebigen KraftemaBstab (gleich AD) auf, 
so erhalten wir das der gegebenen Lage entsprechende Kraftdreieck ADE, indem 
wir die unter IX gezogene Garade benutzen und andererseits durch den unteren 
Endpunkt D von Q eine Parallele zur Geraden GB ziehen. Der Schnittpunkt E 
liefert die GroBe von 8, indem 8 = AE ist. Man fiihrt dieses nun fiir die Strahlen 8 
bei den verschiedenen Winkeln IX aus, bekommt immer in einfachster Weise die 
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Endpunkte E und damit die jeweiligen Kabelkriifte 8",. Andererseits sind die 
Streeken ED stets ein MaB fill die zu dem betref£enden Winkel IX zugehorige 
Kraft P. Fur IX = 0 werden beide Strahlen sowohl EA wie ED unendlieh groB. 
Die Endpunkte E sind in del' Abb.59b dureh eine Kurve verbunden, und in 
Abb. 5ge sind die erhaltenen Werte P abhangig von IX in einem reehtwinkligen 

lJ 

Abb. 60. Ubungsbeispiel. 

Koordinatensystem aufgetra
gen. Man erkennt aueh hier, 
daB fiir ex = 0 die Kraft P 
unendlieh groB wird. 

3. Aufgabe. Wie groB ist 
Z bei dem Ladebaum del' Abb. 60 

del' Windenzug W, del' Seil
zug Z und die Kraft D in 
del' Strebe? 

Auf die Rolle a wirken Q 
und zwei Seilkriifte in 1 und 2 ; 
beide mussen Qj2 sein. An 
Rolle b greifen diese beiden 
Seilkriifte Qj2 an, ferner die 
Seilkraft W, die ebenfalls Qj2 
sein muB, und die Kraft in 
dem kleinen Verbindungsseil 
be. Da 8 1 dureh den Rollen
mittelpunkt geht, und die 

Resultierende aus 8 2 und W ebemalls dureh diesen Mittelpunkt lauft, geht aueh 
die Resultante R aus 8 1 ,82 , W stets dureh den Mittelpunkt del' Rolle b. Das 
Halteseil be stellt sieh in Riehtung diesel' Resultierenden ein und hat eine Zugkraft 
gleieh diesel' Resultanten R. Wir konnen demgemaB aueh sagen, die Resultierende 
aus 8 1 , 8 2 , W wirkt im Punkte e. Sie muB im Gleiehgewieht stehen mit den 
Kriiften D und Z. Die Resultante R ist dureh das Krafteek 8 1 ,82 , W gefunden, 
wobei R dem Umfahrungssinn entgegengesetzt lauft; andererseits sind die Krafte Z 
und D aus dem Kraftdreieek RDZ bestimmt, und zwar unmittelbar dureh den 
Umfahrungssinn. Es ergibt sieh fill Z eine Zug- und fiir D eine Druekkraft. 
Diese Krafte Z und D wirken auch auf den Mast des Ladebaums ein. 

An dem Mast greifen also an: die eben ermittelten Krafte Z, D, auBer
dem W. Dureh diese Krafte werden im Mast nieht nur Langskriifte bewirkt, 
sondern es treten noeh andere BeanspruehungsgroBen auf, auf die spateI' ein
gegangen wird. 

III. Krafte iru Rauru. 

Un sere seitherigen Betraehtungen bezogen sieh aIle auf Krafte in del' Ebene 
an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kriiften, die im Raum betraehtet 
werden kann, ist drei, denn zwei Krafte, die dureh einen Punkt gehen, liegen 
immer in einer Ebene. Von diesel' einfaehsten Aufgabe gehen wir aus und werden 
aueh hier wieder ein graphisehes und ein analytisehes Verfahren del' Behandlung 
del' Krafte kennenlernen. . 

15. Geometrische Zusammensetzung von Kraften im Raume und Gleich
gewicht. Gegeben seien drei dureh einen Punkt gehende Krafte PI' P 2 und P 3 

naeh GroBe und Riehtung (Abb. 61a). Sie sollen zu einer Resultierenden zusam
mengesetzt, also dureh eine einzige Kraft R ersetzt werden. Del' Gedankengang 
del' Losung ist folgender: es laBt sieh dureh PI und P 2 eine Ebene legen, in 
,del' die beiden Krafte mittels des Satzes vom Parallelogramm del' Krafte zu 
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einer Teilresultierenden Rl2 zusammengefaBt werden konnen (Kraftdreieck 0, 1, 2). 
Diese Teilresultierende Rl2 und die Kraft P a liegen wieder in einer Ebene, sie 
lassen sich also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreieck 0, 2, 3) zusammensetzen 
zu R, die die Resultante oder "Ersatzkraft" fiir R12 und P a darstellt. Da aber 
R12 die Krafte PI und P 2 ersetzt, ist R die Resultierende von PI' P 2 und P a· 

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Parallelenziehen vervollstandigen, 
entsteht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Krafte PI' P 2 

und P a die Kanten darstellen. Wir konnen also sagen: 
Bei drei ra1tmlich angeordneten Kraften durch einen Punkt ist die Resultierende 

durch die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Kriiften als Kantenlangen 
konstruierten Parallelepipeds bestimmt. Sind die drei Krafte PI ,P 2 und P a vom 
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die 
Resultante vom Punkt weg, und umgekehrt. 

Fragen wir uns nun an Hand der ent
standenen Figur: wie kann der Endpunkt 
der Resultierenden am einfachsten festgelegt 
werden? Wir konnen offenbar den Punkt 3 o~--,--

1 

dadurch gewinnen, daB wir die drei gegebenen 
Krafte unter Beriicksichtigung ihrer Pfeile 
aneinandertragen; es entsteht der raumliche 
Kraftezug 0, 1,2,3 (Abb.61). Wir be- a b 
kommen also wieder ein Krafteck, das genau Abb. 61. Krafteparalleiepiped und raumliches 
so definiert ist wie in der Ebene, aber es Krafteck. 

handelt sich jetzt urn ein raumliches Kraft-
eck 0, I, 2, 3. Auch die Aussage der Ebene: die Resultierende lauft dem 
gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei der Zusammensetzung 
der drei Krafte im Raum. Selbstverstandlich kann dieses raumliche Krafteck 
auch wieder als besondere Figur gezeichnet werden. 

Raben wir nun vier oder noch mehr Krafte an einem Punkt im Raume wir
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens 
dar, denn eine weitere Kraft P 4 kann mit der Resultierenden der drei ersten 
Krij,fte wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefiigt werden usw. Wir 
erhalten also den Satz: 

Um Krafte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden 
zu vereinen, filgt man die Krafte unter Berucksichtigung ihrer Richtungspfeile zu 
einem raumlichen Krafteck zusammen und zieht die SchlufJlinie ein . . Diese, mit 
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die 
Resultierende aller Krafte nach GrofJe und Richtung dar. Ihre Lage ist dadurch 
bestimmt, daB sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Krafte 
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im raumlichen Charakter 
des Kraftecks. 

Soli eine solche Aufgabe praktisch durchgefiihrt werden, wird man mit Grund
riB und AufriB arbeiten. In Abb. 62a, b sind fiinf Krafte im Raume durch ihre 
Projektionen gegeben; Abb. 62c stellt den AufriB des raumlichen Kraftecks dar; 
Abb. 62d den GrundriB. Damit ist die Resultierende R in Grund- und AufriB 
gefunden. Die Ermittlung der wahren GroBe ist in der gesonderten Abb.62e 
angegeben. 

Die Frage nach dem Gleichgewicht von Kraften im Raume urn den gleichen 
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, daB wieder die Ge
samtresultierende verschwinden muB. Es ergibt sich der Satz: 

GZeichgewicht besteht bei Kraften im Raume durch einen Punkt, wenn der letzte 
Punkt des aus den gegebenen Kraften entstandenen Kraftecks mit dem Anfangs-

Schlink, Statik. 3 



34 Krafte an dem gleichen Punkt angreifend. 

punkt zusammenfiillt oder, anders ausgedruckt, wenn das zugehorige riiumliche 
Krafteck geschlossen ist. 

Ebenso wie wir drei Krafte zu einer Resultierenden zusammengesetzt haben, 
konnen wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten eindeutig zerlegen. 
DaB diese Aufgabe eindeutig losbar ist, geht aus dem Krafteparallelepiped her-

e 

Ft Abb. 62. Graphische Zusammensetzung von Kraften im Raum. 

VOl': bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungslinien gibt es 
nul' ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale hat und dessen 
Kanten mit den gegebenen Richtungslinien zusammenfallen. Die gegebene 
Kraft P ist dann die Resultierende del' gesuchten Komponenten. Was in del' 

Ebene die Zahl 2 bedeutete, bedeutet 
I jetzt im Raum die Zahl 3. Auf diese 
I Zerlegungsaufgabe wird spateI' noch 
IK eingegangen. 
I 16. Analytische Zusammensetzung 
I der Krafte im Raum und Gleichgewicht. 

"-----'-----;,:-----' Den Ausfiihrungen del' Ebene entspre
chend haben wir jetzt als Grundauf
gaben: einerseits die Zusammensetzung 
dreier aufeinander senkrechten Krafte Abb. 63. Zusammensetzung dreier lotrechter Krafte. x, Y, Z zu einer Resultierenden R, 

andererseits die Zerlegung einer Kraft Pin drei Komponenten X, Y, Z. 
1. Gegeben sind drei aufeinander senkrecht stehende Krafte X, Y, Z; ge

sucht ist ihre Resultierende nach GroBe und Richtung (WinkeIIXR' (JR und YR)' 
R ist dargestellt durch die Hauptdiagonale des rechtwinkligen Parallelepi

peds (Abb. 63). R' ist die Resultierende aus X und Y. Da X und Y senkrecht 
aufeinanderstehen, ist R' Diagonale in einem Rechteck, laBt sich also ausdriicken 
durch: R'2 = X2 + y2. 
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Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene XY und bildet mit R' und den Paral
lelen zu Z und R' ein Rechteck, dessen Diagonale die GroBe R ist, also 

R2= R'2+Z2. 

FUr R' den oben erhaltenen Wert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck fiir die 
GroBe der Resultierenden: 

(ll) 

Um die Richtungswinkel der Resultierenden bestimmen zu konnen, betrachten 
wir die Ebenen, in denen diese Winkelliegen, z. B. das rechtwinklige Dreieck 
Y, K, R (Abb. 63b), in dem der Winkel f3R liegt. Daraus geht hervor, daB 

y 
COSf3R = R 

ist. Entsprechend finden wir die anderen Winkel aus ihren zugehorigen Drei
ecken; es ist also 

x 
. COSlXR = R ; 

y 
COSf3R = R ; 

Z 
COSYR = R • (12) 

Dabei sind lXR der Winkel, den die Resultierende mit der positiven x-Richtung 
einschlieBt, f3R und YR die Winkel, die R mit der positiven y- bzw. z-Richtung 
bildet. Die drei Winkel hangen, wie schon frillier erwahnt wurde, zusammen: 

COS2 lXR + cos2 f3R + COS2 YR = 1. 

DaB dieses richtig ist, erkennen wir sofort, wenn wir die obigen Werte fiir COSlXR, 
COSf3R und COSYR einsetzen: 

Die Formeln der Ebene mussen natiirlich als Sonderfall des Raumes geschrieben 
werden konnen, wenn wir die Z-Komponente verschwinden lassen; es ist (Abb. 64): 

X y 
COSlXR = R; COSf3R = R,-' 

Da aber COSf3R = SinlXR, entsteht: 

. Y 
SIDlXR = R ; 

das sind aber die fruheren Formeln. 
2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei 

gegeben nach GroBe (P) und Richtung (lX, f3, y, wobei 

YESiJ 
X 

Abb.64. Zusammen
hang von Kraften der 
Ebene und des Rau
mes bei Bildung der 

Resultierenden. 

cos2 lX + cos2 f3 + cos2y = 1); gesucht sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft P. 
Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann muB um

gekehrt P die Resultierende von X, Y, Z sein, d. h. die gleichen Formeln wie 
bei der Zusammensetzung haben auch hier Gultigkeit: 

oder anders geschrieben: 

ebenso 

X 
COSlX = P 

X = P . cos lX, I 
Y = p. cosf3, 

Z= p. cosy. 
(13) 

Man kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei senkrechte Komponenten 
zerlegen. 

3* 



36 Krafte an dem gleichen Punkt angreifend. 

Nach diesel' Vorarbeit konnen wir jetzt die allgemeine Aufgabe behandeln: 
Mehrere Krii,fte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt werden. 

Gegeben: Die Grope del' Krafte PI'" Pi ... Pn , ferner die Winkel, die die 
Richtung festlegen: exl{Jl Yl ... exi{JiYi'" exn{J" Yn (Abb. 65); dabei sollen bedeuten: 

exi = del' spitze Winkel, den die Kraft Pi mit del' x-Achse einschlieBt, 
{Ji = del' spitze Winkel, den die Kraft Pi mit del' y-Achse einschlieBt, 
Yi = del' spitze Winkel, den die Kraft Pi mit del' z-Achse einschlieBt. 

Selbstverstandlich muB dabei beachtet werden, welche 
Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten auf 
Grund del' Kraftrichtung zukommen. Die drei Win
kel exi{JiYi sind hierbei nicht willkiirlich; es ist bei 
jeder Kraft Pi 

COS2exi + cos2{J, + COS2Yi = 1. 

Gesucht: die Resultierende nach GroBe und Rich
tung, also R und exR, (JR und YR' 

Del' Gedankengang, del' uns zum Ziele Hilut, ist 
del' gleiche wie in del' Ebene. Wir zerlegen jede Kraft 
in ihre drei Komponenten, erhalten dadurch drei

Abb.65. Analytische Znsammen- mal n Krafte in del' gleichen Wirkungslinie, die wir 
setzung von Kraften im Raum. 

/ 
fox 

addieren konnen. Die Zerlegung liefert: 

Xl = PI . cosexl; Y1 = PI . COS{Jl; ZI = PI . COSYl; 

Xi = Pi' cosexi; 

X" = P,,' cosexn ; Y" = P n ' cos{Jn; Z" = Pn · cosy". 

In jeder Richtung werden die n Krafte algebraisch summiert. Jede diesel' Sum
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft, da es sich um Krafte in del' 
gleichen Geraden handelt. 

2:Xi = PI - cosexl + ... Pi" cosexi + .. " Pn "cosexn , 

2:Yi = PI " COSfJl + ... Pi" COSfJi + ... Pn • cosfJn' 
2:Zi = PI "COSYl + ... Pi" COSYi + ... Pn "CosYn' 

Diese drei Krafte in del' X-, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten del' Re
sultierenden. Wir bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit 2: Xi statt X, 
2:Yi statt Y und 2:Zi statt Z: 

R = 1~t~=-, -=X"'"'i) 2-+-----:-;OC~=iCc-, Y=i;-:-) 2 -+-(~2:""Z::-C-:i) 2 , (14) 

{J - LYi • cos R- ~, 
2;Zi 

cosYR = -fl" 

Mit diesen Formeln ist die gestellte Aufgabe eindeutig analytisch ge16st. 

(15) 

17. Gleichgewichtszustand von Kraften irn Raurne. Unter welchen Urn
standen stehen nun Kratte im Raum durch einen Punkt im Gleichgewicht? 
Diese Frage wird wieder ge16st durch die Antwort: wenn die Resultierende 
verschwindet, d. h. wenn R = 0" Das ist abel' nul' del' Fall, wenn jedes Glied 
del' Summe unter del' Wurzel verschwindet, wenn also: 

(16) 
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Das sind im ganzen drei Gleichgewichtsbedingungen. Wir sehen also hier be
statigt, was schon beim Parallelepiped gesagt war, daB zur Eindeutigkeit der 
Aufgabe drei unbekannte Krafte notig sind, denn wenn wir eine Kraft eindeutig 
in drei Komponenten zerlegen konnen, mussen +zt 
auch drei unabhangige Gleichgewichtsbedin- I 
gungen vorhanden sein. 

lich als Sonderfall in den drei Gleichgewichts- "- \1 
Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natiir- ~I p 

bedingungen des Raumes enthalten: wenn "- __ 
namlich die z-Richtung verschwindet, werden Il _ - - ___ _ 
aIle Z-Komponenten von selbst Null. Wie in Ji- / \ "'" +!I 
der Ebene kann auch hier die Durchfiihrung / ........... 
fur ein schiefwinkliges Koordinatensystem ge- / \ .......... .Qz 
schehen, und man erhalt damit den Satz: / \ . 

Krafte im Raum an demselben Punkt stehen tx fa 
im Gleichgewicht, wenn die 8ummen ihrer , 
Komponenten in drei beliebigen Richtunnen ver- Abb.66. Die Grundaufgabe derraumlichen 

" Statik. 
schwinden. 

Die hier in Frage kommende Grundaufgabe ist: eine bekannte Kraft P mit 
drei durch den gleichen Punkt gehenden Kraften, deren Wirkungslinien fJl' fJ2' fJa 
gegeben sind, ins Gleichgewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimmbar, solange 
die drei Geraden fJl' fJ2' fJa nicht in eine Ebene fallen (Abb. 66). Die Richtungs
pfeile der drei Gleichgewichtskrafte sind vorlaufig noch nicht bekannt. Wir 
fuhren deshalb, in Anlehnung an die entsprechende Aufgabe der Ebene, zu
nachst einmal die Richtungspfeile willkiirlich 
ein, bilden die X-, Y- und Z-Komponenten der 
vier Krafte (P und der drei gesuchten Krafte 
PI' P 2' P a) und erhalten so drei Gleichungen 
mit den drei unbekannten GroBen der Krafte. 
Wir untersuchen die Aufgabe sofort an einem 
konkreten Konstruktionsbeispiel, dem raum
lichen Dreibockger.ust. 

18. Behandlung des dreibeinigen Bockgeriistes. 

---+.:c 

Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 67 
und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei 
kann das Bockgerust durch die Winkel der Stabe Abb. 67. .Analytische Behandlung Rines 

Dreibockes. 
oder durch die Koordinaten der FuBpunkte, 
d. h. anders ausgedruckt durch die Projektionen der Stablangen auf die drei 
Achsenrichtungen, gegeben sein; gesucht sind. die Krafte in den drei Staben 
(Stabkrafte) 81> 8 2 und 8 a. 

Wir haben also eine Gleichgewichtsaufgabe mit drei Unbekannten. Zur Ver
fugung stehen drei Gleichungen: 

~Xi = 0; LYi = 0; LZ, = 0; 
wir konnen somit eine eindeutige Losung erwarten. Die Komponenten von P 
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) zu ermitteln, sie seien allgemein X, 
Y, Z genannt. Wir fUhren wieder einen Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen 
wir, wie bei allen Stabkonstruktionen, zunachst die Richtung einfiihren, die 
einer Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen: 

:EXi = 0: X + 8 1 , COStX1 + 8 2 , COStX2 + 8 a ' COStX3 = 0, 
2'Yi = 0: Y + 81 , COSPI + 8 2 , COSP2 + 8 a ' COSP3 = 0, 
:EZ, = 0: Z + 8 1 , COSYI + 8 2 , COSY2 + 8 a ' cosYa = O. 
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In diesen Gleichungen sind natiirlich die einzelnen Komponentenglieder mit 
den ihnen nach Einfiihrung der Zugpfeile zukommenden Vorzeichen einzusetzen. 

Mit den gleichen Vberlegungen wie in der Ebene lassen sich die Winkel
beziehungen wieder durch Koordinaten und Stablangen ausdriicken: 

Xl 
COS1X1 = Z;; 

cosR = Jh.... 
1-'1 11 ' 

COS R = Jl!... 
1-'2 12 ' 

X3 
COS1X3 = T; 

3 

COS R = Jl!... 
1-'3 la' 

Zl Z2 Z3 
~~=~; ~~=~; ~~=~; 

worin II' 12 , 13 die StabHlngen darsteilen, die sich errechnen lassen aus: 

Abb. 68. Zahlenbeispiel der analytischen 
Behandlung. 

II = l'x~ + Yi + zI, 
l2=1~+1A+~, 

Is=1~+y~+~· 
Wenn man diese Ausdriicke fiir die Winkel
beziehungen einsetzt, erhalt man: 

81 • ~ + 82 • ~ + 83 ·!!!. = -X, 
11 12 13 

81 • J~ + 82 • J!!.. + 83 • J!!.. = _ Y, 
11 12 13 

(17) 

8 Zl 8 Z2 8 Za Z I • Z; + 2 • z;- + 3· -1; = - . 

Es sei ausdriicklich nochmals betont, daB 
die Koordinaten nichts anderes sind als die 
Projektionen der Stablangen auf die Achse; 
failt die Projektion auf den positiven Teil 
der Achse, so ist die entsprechende Koordi
nate positiv, andernfails negative 

Die so entstandenen Gleichungen sind 
einfach Erweiterungen der Gleichgewichts

bedingungen der Ebene: drei Gleichungen mit drei UnbekaIillten. FUr die prak
tische Durchfiihrung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweck
maBig nicht 81 , 82 , 83 als Unbekannte einfiihren, sondern 81/ll , 82/12 , 8a/ls . Ein 
Zahlenbeispiel diene zum besseren Verstandnis. 

In Abb.68 ist ein Dreibock im AufriB und GrundriB gegeben. Durch die 
eingetragenen MaBe sind die Projektionen der Stablangen auf die Achsen be
stimmt: die Projektionen auf die x-Achse sind fiir CD und CD positiv, fiir ® 
negativ; die y-Projektionen von ® und CD sind positiv, von CD dagegen nega
tiv, die z-Projektionen sind aile drei positiv; dabei sind eingefiihrt: die x-Rich
tungpositivnach rechts, die y-Richtung nach vorne, die z-Richtung nach unten. 
Es'ergeben sich die Gleichungen: 

S1 5 S2 ( Sa Z;.I, + z;- -5,5) + -1;·5,5 - 600 = 0, 

Sl ( 45) S2 Sa -11- -, + ~ . 2,0 + ~ . 4,0 + 300 = o. 

~: . 5,25 + ~: . 5,25 + {;- . 5,25 + 400 = 0, 
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Dabei ist: 

~ = p,52 + 4,52 + 5,252 = 7,08 m; l2 = 15,52 -+- 2,02 + 5,252 = 7,86 m; 

ls = 15,52 + 4,02 + 5,252 = 8,59 m. 
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Zur Losung der drei Gleichungen wurde zunachst aus der ersten Gleichung 
SI durch S2 und Ss ausgedriickt: 

81 1 (82 5 5 83 - 5 60) 1"; = 1;5 z;. , -Z;. 0, + O. 

Mit diesem Werte ergibt die zweite Gleichung nach entsprechenden Umrech-
nungen: 

~: = ~: ·1,414 - lO3,5. 

Wird diese GroBe in die obige Gleichung eingesetzt, so erhalt sie nach U1il.rech
nung die Gestalt: 

8 1 8 3 15 1"; = Z;. , 18 + 20,5. 

Diese beiden Ausdrucke fur 8 2112 und 81/11 in die letzte der drei Gleichungen ein
gesetzt, ergibt: 

8 . 
5,25· 1: (1,414 + 1,518 + 1,0) + 5,25. (20,5 - 103,5) + 400 = O. 

Daraus ~: = +1,732 .. 

Mit diesem Wert findet sich: 

~: = + 1,732· 1,414 - lO3,5 = -lOl,15, 

~; = +1,732 ·1,518 + 20,5 = +23,13. 

Es ergeben sich hiernach die Stabkrafte: 

8 1 = + 23,13 ·7,08 = + 163,76 kg, 
8 2 = -101,15 ·7,86 = -797,06 kg, 
8s = + 1,732·8,59 = + 14,88 kg, 

Abb. 69. Das Projektionsverfahren 
belm Dreibock. 

es wird also Stab ® gedruckt, dagegen Stab CD und CD gezogen. 
Wir haben in der Ebene gesehen, daB wir durch eine entsprechende Projek

tionsrichtung die Losungsgleichungen mathematisch vereinfachen konnten (Pro
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in denen nur je eine 
Unbekannte vorkam. Das Entsprechende konnen wir auch bei den Kraften im 
Raum durch eine Projektion erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf
stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt. SoIl z. B. eine Gleichung 
nur die Stabkraft 8 1 als Unbekannte enthalten, so mussen wir als Bezugsachse 
eine Gerade wahlen, fiir die die beiden Stabkrafte 8 2 und 8 3 keine Komponenten 
ergeben, d. h. die Achse muB nach friiheren Ausfiihrungen zu beiden Stabrich
tungen senkrecht stehen (Abb. 69). Es ist dies die Normale zur Ebene aus ® 
und 0: N 23 • Stellen wir jetzt die Summe aller Kraftkomponenten in der Rich
tung von N 23 auf, so sehen wir, daB nur P und 8 1 Werte fiir diese Gleichung 
liefern; die Komponenten von 8 2 und 8 3 werden Null, da diese Krafte senk
recht zu N 23 verlaufen. Unter Einfiihrung des Zugpfeiles fUr 8 1 lautet die Glei
.chung: 

p. cosn - 8 1 • COS!Pl = O. 
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Es wird also hier der Stab gezogen, da sich die GroBe 8 1 als positiv ergibt. Auf 
eine Schwierigkeit muB allerdings hingewiesen werden: die Winkel CPl und n sind 
im al1gemeinen Fall nur durch umstandliche Projektionen zu gewinnen; das 
Verfahren wird deshalb nur ffir besondere FaIle Bedeutung haben. 

Es war oben bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen schon ge
sagt, daB die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskrafte nicht in einer Ebene 
liegen diirfen. 1st dies der Fall und wirkt die Kraft P in derselben Ebene, 

dann ist die Aufgabe vieldeutig, da bei Kraften der Ebene 
an dem gleichen Punkt nur zwei Gleichungen vorhanden 
sind, denen hier drei Unbekannte gegeniiberstehen. Wir 
haben also, wie friiher erwahnt, ein statisch unbestimmtes 
System. Solche Gebilde konnen mit Hille der statischen 
Gesetze allein nicht gelOst werden. Wirkt P dagegen unter 
einem gewissen Winkel gegen die Ebene der drei Stabe 

Abb.70. Eine Kraft schrag (Abb. 70), dann wird das Stabsystem sich um die drei 
zur Ebene dreier Stibe. FuBpunkte drehen. Die drei FuBpunktgelenke wirken wie 

ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht moglich. 
Analytisch konnen wir die Unmoglichkeit des Gleichgewichtsfalles dadurch 
sehen, daB die Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfiillt 
werden kann, da ja 8 1 , 8 2, 8 s keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur 
Ebene haben; eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stabe kann 
also keine Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann nicht aufgenommen werden. 

19. Die grapbiscbe Bebandlung des dreibeinigen Bockgeriistes. Die graphische 
Ermittlung der Stabkrafte im raumlichen Dniibockgeriist kann nach verschie
denen Verfahren vorgenommen werden. Sehr naheliegend ist der Gedanke, die 

Aufgabe anschlieBend an das Krafte-

p 

Abb. 71. Zerlegung einer rium
lichen Kraft In drei Kompo

nenten. 

E 

parallelepiped zu losen. Denn aus 
diesem geht hervor, daB die Zer
legung der Kraft in ihre drei Kom
ponenten, deren Richtungen durch 
die Stabachsen gegeben sind, moglich 
ist, indem wir, wie oben bemerkt, 
mit Hille der gegebenen Richtungen 
um die Kraft P ein Parallelepiped 

C' aufbauen(Abb.71), d.h. ein solches 
her~tellen, in dem P die Raum
diagonale darstellt und die Kanten 
mit den gegebenen Komponenten
linien zusammenfallen. Die so er
haltenen Komponenten K l , K 2 , Ks 
stellen dann die Wirkungen der 
Kraft P auf die Stabe dar. Die 

Stabkrafte selbst sind diesen Kraftkomponenten entgegengesetzt gerichtet, aber 
gleich groB. Wenn wir also die gegebene Kraft P in ihre drei Komponenten in 
den Stabrichtungen zerlegen und diesen erhaltenen Kraften das umgekehrte 
Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die Stabkrafte, d. h. also die 
inneren Krafte, die P das Gleichgewicht halten. Um das Parallelepiped zeichnen 
zu konnen, legen wir durch den Endpunkt E der Kraft Peine Ebene parallel 
zur Ebene der zwei Stabe CD und 0. Der DurchstoBpunkt des dritten Stabes 0 
durch diese Ebene ergibt die GroBe dieser dritten Kraft (00). Verbindet man 
den so gewonnenen Punkt 0 mit E und zieht durch 0 eine gleich groBe Par
allele OF, so entsteht das Parallelogramm 0, 0, E, F, in dem die Strecke OF die 
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Resultierende der beiden noch fehlenden Krafte K1 und K2 ist. Man hat also 
diese Resultierende zu zerlegen in die Richtung CD und ®. 

Das Bockgeriist wird in weitaus den meisten Fallen im GrundriB und Auf
riB in beliebiger Lage gegeben sein. Um die durch den Punkt E zu legende par
allele Ebene bequemer finden zu konnen, wird: man eine neue Projektion (Seiten
riB) so zeichnen (Abb. 72), daB sich in ihr zwei Stabe (CD und 0) iiberdecken 
und faBt nun diesen neuen RiB (Abb. 72c) ala AufriB auf, der zu dem gegebenen 
GrundriB gehOrt. Um den alten AufriB braucht man sich nicht mehr zu 
kiimmern. Nun kann man in diesem neuen AufriB das angegebene Paral
lelogramm 0,0, E, F zeichnen. Den GrundriB dieses Parallelogramms erhalt 
man, indem man den Endpunkt 0 auf den Stab ® herunterprojiziert, diesen 
Punkt mit E verbindet und die Par allele durch 0' zeichnet. In Strecke OF im 
GrundriB und AufriB hat man die Resultierende von K1 und Ka. Die Zerlegung 
von OF im GrundriB liefert 
die Komponenten K~, Kg 
(die auch in den alten Auf
riB iibertragen werden kon
nen). Die so gefundenen 
GroBen K 1 , K 2 , Ks sind die 
Komponenten von P; sie 
wirken auf die einzelnen 
Stabe ein und erzeugen in 
diesen Krafte, die um.· 
gekehrt auf den Punkt 0 
wirken, d. h. S1 und S3 
sind Druckkrafte, dagegen 
ist S2 Zugbeanspruchung. 
FUr die endgiiltige Losung 
der Aufgabe benotigt man 
natiirlich die wahre GroBe 

a 

b 

von K 1, K 2 , K3 bzw. S1' 
S2' Ss. Sie kann in be- Abb.72. 

j 

d 

Druck 
~Z1 K, 

c 

Gleichgewicht einer Kraft mit drei Krllften 1m Raum. 

kannter Weise nach den Regeln der darstellenden Geometrie aus GrundriB und 
AufriB ermittelt werden (Abb.72d). Man kann aber auch den iibersichtlicheren 
GrundriB allein verwenden, indem man Gebrauch davon macht, daB sich die 
wahre Kraft S1 (= K 1) zur GrundriBprojektion verhalt wie die wahre Stablange 
zu ihrer GrundriBprojektion. 

Dieses Verfahren bietet bei einem Bockgeriist in allgemeiner Lage meistens 
wenig iibersichtliche Figuren. Der darin liegende Grundgedanke erweist sich 
aber viel£ach zweckmaBig bei Sonderlagen der durch einen Punkt gehenden 
Stabe, wie das "Ubungsbeispiel auf Seite 46 zeigt. 

Bei allgemeiner Anordnung eines dreibeinigen Bockgeriistes geschieht die 
Ermittlung der Stabkrafte am besten nach dem Verfahren von CULMANN1 • Ge
geben sei wieder das Bockgeriist (Abb.73) mit der Kraft P, im GrundriB und 
AufriB. (Die wahre GroBe der Kraft P laBt sich leicht durch die beiden Pro
jektionen ermitteln.) Statt nun zu sagen, P muB im Gleichgewicht stehen mit 
S1' S2 und Sa, kann man auch sagen: die Resultierende von zweien der vier Krafte, 
etwa von Sl und Sa, muB im Gleichgewicht stehen mit der Resultierenden der beiden 
anderen Krafte, also P und S2' Zwei Krafte konnen aber nur im Gleichgewicht 

1 CULMANN ist als Begriinder der Graphischen Statik anzusehen. Er war bei Griin
dung der Eidgenossischen Technischen Hochschule 1855 in ZUrich dorthin als Professor 
aus Deutschland bermen worden. 
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stehen, wenn sie in dieselbe Linie fallen, d. h. die Resultierende aus 8 1 und 8 3 

muB in die gleiche Gerade fallen wie diejenige von Pund 8 a• Andererseits fallt aber 
die Resultante von zwei Kraften in derselben Ebene (81) 8 3 bzw. P, 8 2) in diese 
Ebene; demgemaB verlauft die Resultierende von 8 1 und 8 3 in der Ebene 1-0-3 
und diejenige von P und 8 2 in der Ebene p-O-2, wobei p der Durchdringungs

911 

~--fi""PJ--· 
p 

c 

Abb. 73. DaB CULHANlIIsche Verfahren. 

punkt der Kraft P mit 
der GrundriBtafel ist. Da 
aber diese Resultierenden 
auch in die gleiche Linie 
fallen miissen, liegen beide 
in der Schnittlinie h der 
erwahnten Ebenen 1-0-3 
und p-O-2. Diese 
Schnittlinie ist sofort zu 
konstruieren durch zwei 
Punkte; ein Punkt der 
Schnittlinie ist der Punkt 0, 
der ja beiden Ebenen an
gehort; andererseits sind 
die Geraden 2-p bzw. 
1-3 (vgl. den GrundriB 
Abb.73b) die GrundriB
spuren der fraglichen 
Ebenen; der Schnittpunkt 8 

beider Spuren ist ein wir~
licher Schnittpunkt, der 
also auch beiden Ebenen 

1-0-3 und 
p-O-2 angehOrt. 
Die Verbindungs
linie der Punkte 0 
und 8 liefert zu
nachst im Grund

.sa riB die Schnitt-
linie h. Sie ist 
in den AufriB zu 
iibertragen. In 
dieser Schnittlinie 
liegt sowohl die 
Resultiertmde von 
P und 8 2 als auch 
diejenige von 8 1 

und 8 3 (R13). Zur 
Losung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit 8 2 und R13 ins Gleich
gewicht setzen und dann die Resultierende R13 wieder in ihre Bestandtelle 8 1 

und 8 3 zerlegen. Die praktische Durchfiihrung dieses zweiten statischen Telles 
der Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. 

l. Man zeichnet den GrundriB und AufriB fiir das Kraftdreieck aus der ge
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Unbekannten R13 und 8 2 ; dann 
zum Zwecke der Zerlegung der Kraft R13 das Kraftdreieck aus dieser Kraft 
und den Parallelen zu 8 1 und 8 3 • Die Resultierende R13 stellt fiir die praktische 
Losung der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das raumliche Krafteck P-81-
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8 3-82 zu konstruieren, dessen GrundriB und AufriB in Abb. 73a und b dargestellt 
ist. Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkriifte an. 
Natiirlich mussen Grund- und AufriB den gleichen Richtungssinn ergeben, und 
die gewonnenen Eckpunkte beider Projektionen mussen lotrecht ubereinander
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkrafte sind dann 
noch ihre wahren GroBen zu bestimmen. 

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkrafte 8 1 ,82 ,83 die ge
wonnenen Dreiecke 1-0-3 bzw. p-O-2 um ihre GrundriBspuren umklappen, 
bis sie in der GrundriBtafel liegen (Abb.73c) und nimmt dann die Gleich
gewichtsaufgabe und Zerlegung an den in wirklicher Lange erscheinenden 
GroBen vor, zunachst das Krafteck aus [P], [2], R 13 , dann das aus R 13 und 
den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Verfahren hat den Vorteil, daB die 
Stabkrafte dann sofort in wahrer GroBe ersch"einen, wahrend beim ersten Ver
fahren als Ergebnis zunachst die Projektionen der Stabkrafte vorkommen und 
deren wahre GroBen dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen 
sind. Eine Anwendung des CULMANNschen Verfahrens ist in dem Beispiel auf 
Seite 47 gezeigt. 

Der Grundgedanke der CULMANNschen Losung ist der gleiche wie beim Ver
fahren mittels des Krafteparallelepipeds: Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu 
setzen mit einer der drei gesuchten Krafte und der Resultierenden der beiden 
anderen Stabkrafte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es ist 
lediglich ein anderer Gedankengang fiir die Ausfiihrung verwandt. 

20. Sonderfii.lle bei raumlichen Kraften. Zum AbschluB der Erorterungen 
uber raumliche Krafte an dem gleichen Punkt mogen noch Sonderfalle betrachtet 
werden, wie wir dies auch bei den Kraften in der Ebene getan haben. Wenn 
auf das dreibeinige Bockgeriist keine Kraft wirkt, dann werden die Stabkrafte 
eindeutig Null, denn das Krafteparallelepiped schrumpft in einen Punkt zu
sammen. Fallt die Last in die Richtung eines Stabes (Abb. 74), so nimmt dieser 

Abb.74. Sonderbeiastung 
eines dreibeinigen Bockge· 

riistes (8, = Pl. 

Abb. 75. Sonderbeiastung eines 
dreibeinigen Bockgerlistes 

(8,= 0). 

(J 

Abb. 76. Vierbeiniges 
Bockgeriist; statisch un· 

bestimmt. 

Stab CD die ganze Last auf (hier als Druck) und die beiden anderen Stabe wer
den keine Kraft erhalten; es folgt dieses unmittelbar aus der Bedingung, daB 
die Summe der Komponenten aller Krafte in einer Richtung senkrecht zur Stab
ebene 0, 0 Null sein muB. Fallt umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier 
Stabe (Abb. 75), z. B. 0 und 0, so liefert die arigegebene Komponentenbedin
gung, daB 8 1 Null wird. Die Stabkrafte 8 2 und 8 3 werden dadurch gefunden, 
daB in der Ebene 2,3 das Parallelogramm aus P, 8 2 und 8 3 gebildet wird. Es 
ergibt sich eine eindeutige Losung. 

Gehen durch einen Punkt mehr als drei Stabe im Raum, dann ist die Auf
gabe statisch unbestimmt, da ja nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Ver
fiigung stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 76), dann brauchen diese 
Stabkrafte nicht Null zu werden, sondern konnen irgendeinen beliebigen Wert 
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annehmen. Ahnlich wie in der Ebene gibt es natiirlich auch hier Faile, wo trotz
dem ein einzelner Stab von den vieren eine bestimmte Stabkraft aufweist. Wenn 

Abb.77. Vierbeiniges Bockge
rUst. teilweise unbestimmt. 

Abb. 78. Teilweise bestimmtes 
Stabsystem. 

z. B. (Abb. 77) drei von den 
vier Staben in einer Ebene 
liegen (S2' S3' S4)' dann ist 
die Kraft SI eindeutig be
stimmt; man braucht nur 
die Summe der Komponen
ten aller Krafte fiir die Rich
tung N senkrecht zu dieser 
Ebene gleich Null zu setzen: 

p. cosn - SI . cos <XI = O. 

Entsprechendes wiirde auch gelten, wenn mehr als drei Stabe sich in einer Ebene 
befinden (Abb.78). Es ergibt sich hier sofort: 

1l p S5=-P. 

P Dagegen sind die Stabkrafte SI' S2' Sa, S4 un-
.L::::::::-'L..~~,--:::?,IJII bestimmt. Wirkt in solchen Fallen uberhaupt 

keine Last, so erhalt immer der Stab, der aus 
10 der Ebene herausfallt, eindeutig die Kraft Null, 

wahrend die anderen Stabe vieldeutige Krafte 
~~:-_-F1ii-I'-::----:::;;;?"YJ[ aufweisen. 

Derartige Sonderfalle konnen bei raum-
lichen Stabgebilden vielfach vorkommen. Fur 
die Anordnung der Abb. 79 wiirde sich z. B. 
aus Knoten I ergeben, daB die Stabkraft S6 

Abb.79. RaumJiches Stabsystem, bei gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die 
dem verschiedene Stii.be Null werden. 

Stabkraft S10 = P; Knoten VI liefert S8 = P 
und andererseits S14 = S15 = 0; entsprechend ergibt Knoten VIII die Werte 
S12 = P und S16 = S17 = o. 

tJbungsaufgaben. 
1. Aufgabe. Der in Abb. 80 dargestellte Mast sei zunachst durch die sechs 

Kabel 1 ... 6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spann
kabel ersetzt durch vier andere e1 •.• e4 • In welchem Verhaltnis stehen die 
Seilkrafte in beiden Fallen, wenn fur die StandfE$tigkeit des Mastes die gleichen 
Voraussetzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen 1 

Losung. Da die FuBpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit einem Durch
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Rohe von 60 m ange
schlossen sind, wird der Neigungswinkel gegen die Lotrechte bestimmt durch 

40 - 10 30 
tg<x = 60 = 60' 

Die Kabel e1 ••• e4 dagegen schlieBen mit der Lotrechten e,men Winkel {3 ein: 
55 - 10 45 

tgfJ = ---60= 60' 

Die sin- und cos-Werte sind bestimmt durch: 

60 
cos<x = 

V602+302 ' 

60 
cosfJ = ---

V602 +452 ' 

. 30 
SID<X = 

V602 +302 ' 

. {3 45 
sm = }"602 + 452 • 
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Die yom Boden auf den Mast wirkende Kraft N mu.B mit den in den Kabeln 
1 ... 6 bzw. e1 ••• e4 wirkenden Kraften im Gleichgewicht stehen. Da es sich hier 
um Krafte an dem gleichen Angriffspunkt handelt, mussen die drei Bedingungen 
erfiillt sein: ~Xi = 0; ~Yi = 0; ~Zi = o. 
Die Komponentenrichtungen diirfen belie big gewahlt werden; wir werden dabei 
zweckmaBig die in dem Bild vorhandene Symmetrie verwenden und wahlen die 
z-Richtung nach abwarts, die x-Richtung 
im GrundriB von links nach rechts, die 
y-Richtung von vorne nach hinten. 
Zwecks Zerlegung der Kabelkraft 8 in 
diese Richtungen denkt man sich durch 
ein Kabel und die Mittelachse des Mastes 
eine lotrechte Ebene gelegt und zerlegt 
die Kraft 8 in dieser Ebene in eine waage
rechte und eine lotrechte Komponente. 
Erstere ist bestimmt durch 8' = 8 . sin ex , 
letztere dagegen durch Z = 8 . cos ex. Die 
lotrechten Komponenten mussen sich mit 
N aufheben, es muB also sein: 

(81 + 8 2 + 8 3 + 8 4 + 85 + 8 6) cos ex = N. 
Die Richtungen der ersteren Komponen
ten 8' stimmen mit den GrundriBprojek
tionen der Drahtkabeln iiberein und haben .. :,:'" 
die GroBe 8 1 • sin ex .... Unter Annahme 
voller Belastungssymmetrie (d. h. wenn 
gleiche Vorspannungen in den Kabeln vor
liegen) mussen die Stabkrafte 8 1 ••• 8 6 

gleich groB sein; dann sind auch 81 ... 8~ . 
einander gleich, und es wirken demgemaB I 
in der Rip.gebene sechs gleich groBe Krafte I i 
in den im GrundriB angegebenen Rich- j._?-, -....:!..-~PS~F-..L..~ 
tungen I' ... 6'. Ihr zugehoriges Krafteck ' 
ist geschlossen. Es stehen also die Hori
zontalkomponenten der Krafte 8 1 ", 8 6 

fur sich im Gleichgewicll,t, und anderer
seits ist: 

68· cos ex = N. 

Aus letzterer Gleichung berechnet sich 

8=~. 
6 cos", Abb. 80. 1tbungsbeispiel. 

SolI der Mast durch die vier Kabel e1 ... e4 gehalten werden, so laBt sich 
eine entsprechende Betrachtung durchfiihren. Die waagerechten Komponenten 
der vier gleich groBen Spannkrafte 8 1 ••• 8 4 heben sich wieder auf und anderer-
seits ist 48. cos{J = N, 

- N 
8=--. 

4 cosfJ 
Die Spannkrafte in den Drahtkabeln der verschiedenen Kabelanordnungen ver-
halten sich also S 2 cos f3 

-= = -. -- = 0 596. 
S 3 cos", ' 
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Wollte man mit den X-, Y-Komponenten analytisch weiterrechnen, so miiBten 
die waagerechten Komponenten 8' bzw. ff'in eine X- und eine Y-Komponente 
zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen auf
gestellt werden. Man erhiiJt fUr die sechs Kabel: 

8i + 82' sin30° + 86, sin 30 ° - 8~ - 8~· sin30° - 8; . sin30° = 0, 
8~ . cos30° + 83, cos30° - 85' cos30° - 86' cos30° = O. 

Man erkennt sofort, daB die Gleichungen erfilllt sind, da die Krafte 8{ ... 8~ 
einander gleich sind. Entsprechendes gilt fUr die vier Kabel. 

(J)' : 

#-900K 2. Aufgabe. Der in 
.ic-"";';"';;';";;";LD Abb. 81 in GrundriB und 

I ! ! ! 1 I 

R2,J AufriB dargestellte Drei-
bock stehe unter dem Ein
fluB einer waagerechten 
und einer lotrechten Kraft. 
Gesucht sind die Sta bkrafte. 

o 100;00 900 'IfJfJ 5fJ(JKg 

Losung. Die Resultie
rende der Stabkrafte 82 
und 8 3 liegt einerseits in 
der Ebene der Stabe ® 
und 0, andererseits in del' 
Ebene del' Krafte H, V, 8 1 , 

d. h. sie muB in del' 
Schnittlinie del' beiden 
Ebenen liegen; da sich in 
del' AufriBprojektion die 
Stabe ® und 0 uber
decken, fallt auch R23 in 
diese Spur. Man hat dem
gemaB imAufriB das Kraft

Abb. 81. 
tlbungsbeispieI. 

eck zu bilden aus H, V und den Parallelen zu den Staben ® bzw. 0 und CD. 
Die so im Aufl'iB gefundene Kraft 8 1 ist bereits die wahre Stabkraft, weil 
Stab CD del' AufriBtafel parallel la.uft. Urn 82 und 8 3 zu ermitteln, ist dann 
R 23 in ihre Komponenten in den beiden Richtungen ® und 0 zu zerlegen. 
Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene urn die beiden FuBpunkte 
in die GrundriBtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R23 in ihrer wahren 
GroBe in die beiden Richtungen. Die umgeklappte Ebene ist gestrichelt ein
gezeichnet. Das Kraftdreieck fUr die umgeklappte Ebene gibt die wahre GroBe 
von 82 und 8 3 an. 

3. Aufgabe. Auf das Bockgerust del' Abb. 82 wirkt eine waagerechte Kraft P. 
Gesucht sind die Stabkrafte. Die Losung erfolge mit Hille des CULMANNschen 
Verfahrens. 

Losung. Wir fassen P, 8 1 und 82,83 zusammen, bestimmen also nach Seite 42 
die Schnittlinie h der Ebene aus P und Stab CD und der Ebene der Stabe ®, 0. 
Urn diese zu gewinnen, gehen wir vom GrundriB aus. Ein gemeinschaftlicher Punkt 
der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten Schnitt
linie h ist der Schnittpunkt der GrundriBspuren der beiden Ebenen. Da P hori
zontal verlauft, also parallel der GrundriBtafel, verlauft die GrundriBspur der 
Ebene P, CD parallel zu P' durch den Punkt 1'. Die GrundriBspur der Ebene ®, 0 
ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2' und 3' gegeben. Del' Schnittpunkt s' 
der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt del' Schnittlinie h an, so daB diese 
also gegeben ist durch die Verbindungslinie der Punkte s' und 0'. s in den Auf-
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riB iibertragen, ergibt die Linie k". Man hat nun Gleichgewicht herzustellen 
zwischen P, 81 und R 23 , und dann R 23 in die Richtung der Stabe CD und CD 
zu zerlegen. Urn sofort die wahre GroBe der Stabkrafte zu erhalten, sind hier 

/ 
/ 

Abb. 82. Ubungsbeispiel. 
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die entsprechenden Dreiecke 8', 1',0' bzw. 2',3',0' in die GrundriBebene urn
geklappt und dann die Kraftdreiecke aus [P] und den Parallelen zu [1] und [k] 
bzw. aus dern so gefundenen H und den Parallelen zu [2], [3] gezeichnet. 



Zweiter Teil. 

Krafte in der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend. 

Die jetzt zu betrachtenden Krafte gehen nicht mehr durch einen Punkt. 
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Krafte treten neue Begriffe auf, die 
wir erst kennenlernen wollen. 

IV. Statisches Moment. Kraftepaare. 
21. Vom statisehen Moment. Denken wir uns eine gewichtslose Platte, etwa 

eine diinne Holzplatte, in einem Punkt 0 durch einen Stilt festgehalten (Abb. 83), 
dann wird sich die Platte unter dem EinfluB einer be
lie bigen Kraft in ihrer Ebene drehen, sofern diese Kraft P 
nicht durch den Festpunkt 0 geht. Eine derartige Dreh
wirkung tritt in der Praxis sehr haufig auf, wir brauchen 
deshalb ein MaS fiir diese Drehung. 

Die Drehwirkung wird offenbar um so groSer, je 
Abb. 83. Das Drehmoment groBer die Kraft P ist bei gleichem Abstand r, und 

oder statische Moment. andererseits wiichst sie mit groBerem r bei gleiclier 
Kraft P. Ein bestimmtes MaS der Drehung kann man offenbar erreichen durch 
eine kleinere Kraft in groBerer Entfernung oder eine entsprechend groBere Kraft 
in kleinerer Entfernung. ZusammengefaBt konnen wir sagen: Die Drehwirkung 
ist proportional P . r, d. h. (p. r) gibt ein MaB fiir die Drehwirkung an. Diese 

GroBe nennt man nun das statische Moment oder 
Drehmoment der Kraft P beziiglich des Punktes 0: 

M = p. r. (18) 

Die Entfernung r wird Hebelarm und der Punkt 0 Dreh· 
punkt oder Momentenpunkt genannt. Durch den Aus
druck (p. r) ist aber das Moment noch nicht ganz ge
kennzeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein 
durch die GroBe festgelegt, sondern sie ist auch gekniipft 
an einen Drehsinn, etwa Uhrzeigersinn oder umgekehrt. 
Allgemein wird es positiv genannt, wenn es im Uhr

Abb. 84. Das statische Moment zeigersinn dreht, andernfalls negativ. DemgemaB ist als 
verschiedener KrAfte. statisches Moment das mit dem Vorzeichen versehene 

Produkt von P'r zu bezeichnen. Man erkennt sofort, daB in Abb. 83 die Platte 
im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgeloste Drehmoment ist also positiv. 

Vielfach sind die Krafte unabhangig von dem auf sie wirkenden Korper ge
zeichnet (Abb. 84). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen, ist es fUr 
den Anfanger zweckmaBig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im 
Punkt 0 drehbar befestigt ist, und dann nachzupriifen, ob dieser Kurbelarm 
durch die betreffende Kraft im Uhrzeigersinn gedreht wird oder umgekehrt. 
Man erkennt sofort, daB in Abb. 84 die Momente von PI und P 3 positiv sind, 
dagegen dasjenige von P 2 negativ ist. 
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Da das Moment durch das Produkt von P . r gegeben ist, verschwindet es, 
wenn entweder P = 0 ist oder r = 0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten
punkt hindurchgeht, liefert sie kein Moment. 

Ein anschauliches MaB fiir die GroBe des Drehmoments erhalt man dadurch, 
daB man die Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; der 
Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb.85) ist gegeben 

durch p ~ r. DemgemaB ist das Moment selbst dar

gestellt durch den doppelten Inhalt dieses Dreiecks. Man 
erkennt auch leicht, daB der Drehsinn des Moments dem 
durch P festgelegten Umlaufsinn des Dreiecks entspricht, 
d. h. wenn der durch P gegebene Umlaufsinn der Uhr-
zeigerdrehung entspricht, dreht auch die Kraft P im Uhr- Abb. 85. Geometrische 

Darstellung des statischen zeigersinn und umgekehrt. Natiirlich ist hier der Begriff Momentes. 

"Flacheninhalt" weiter zu fassen, da es sich ja nicht um 
eine eigentliche Flache in cm 2 handelt, indem die Grundlinie eine Kraft und 
die Hohe eine Lange darstellt, also die Dimension kg· cm vorliegt. 

An Stelle des Ausdrucks p. r kann man auch einen anderen einfiihren, der 
sich aus Abb. 86 ergibt. Durch den ganz beliebig gewahlten Momentenpunkt 0 
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt; der Anfangspunkt .A der Kraft P 
besitze die Koordinaten x, y. Dann ist der +yt 
Hebelarm gegeben durch: I 

r=y·cos(X-x·sin(X, I 
demgemaB r--~-;; jA 

M=P·r=P·(y·cos(X-x·sin(X) I/"I 
o~ / _ 

M = (p. cos (X) . y - (p. sin(X) . x. ~ .... r ,- : 
Nun ist aber p. cos(x die X-Komponente I 
von P und p. sin(X die Y-Komponente, so t!--x--l 

X-P'eosO& 

eO-y·cos« 
'-0 - x·sinc& 
£f-l' 

---+.:r; 

daB entsteht: 
M=X·y-Y·x. (19) 

Abb. 86. Zum algebraischen Ausdruck des 
statischen Momentes. 

Die Kraft P, d. h. ein Vektor, ist also j"etzt ersetzt durch die Komponenten X 
und Y. Die erste Darstellungsweise von Mist eine vektorielle Darstellung, die 
zweite dagegen eine algebraische. Der Ausdruck 

X·y-y·x 
erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y die Entfernung der Kraft X 
vom Momentenpunkt 0 ist, stellt (X . y) das Moment der Kraft X fiir den Punkt 0 
dar, und zwar einschlieBlich des Vorzeichens. Ebenso ist - (Y . x) das Moment 
der Kraft Y um den Punkt 0, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es 
stellt also der Ausdruck (X· y - y. x) die algebraische Summe der Momente 
der Komponenten X und Y fiir den Punkt 0 dar. Demnach ist das Moment 
der Kraft P fur einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen Summe der 
Momente ihrer Komponenten X und Y fiir denselbim Punkt; oder umgekehrt: 
die Summe der Momente zweier Krafte X, Y ist gleich dem Moment ihrer Resul
tierenden P fiir denselben Punkt. 

Dieser Satz gilt auch, wenn P in zwei Komponenten zerlegt ist, die nicht 
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch fur beliebig viele Krafte (Abb. 87). 
Man nennt ihn den Satz vom statischen Moment der Krafte: 

Die algebraische Summe der M omente der Krafte Pl ... P n fur irgendeinen 
Punkt 0 ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden R fur denselben Punkt. 

Schlink, Statik. 4 
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FUr den Beweis moge das Moment der Krafte Pl'" P n fiir den Punkt C 
mit MI'" Mn bezeichnet werden und dasMoment von R fiir denselben Punkt C 
mit M R; so kann der Satz durch die Formel dargestellt werden: 

(20) 

wobei ~Mi die algebraische Summe der Momente aller Krafte bedeutet. Die 
Komponenten der Krafte Pi seien mit Xi, Yi bezeichnet, dann stellen sich die 

einzelnen Momente der Krafte Pi nach der Glei
chung (19) in der Form dar: +yt 

I 
I 
I 
I I Mn = Xn • Y -:- Yn • x, 

L wobei x, y fiir aile Momente die gleichen GroBen 
C - - - - - --.;:; sind, weil ja aile Krafte nach Voraussetzung 

Abb.87. Satz vom statischen Moment durch denselben Punkt hindurchgehen. Bildet 
der Krifte. man die Summe, so erhalt man: 

~Mi = (Xl + ... Xi + ... Xn) . Y - (YI + ... Yi + ... Yn) . x, 

~Mi= (~Xi)' Y - (Z'Yi )· x. 

Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar? Nach fruherem sind ~Xi 
und ~ Yi die Komponenten der Resultierenden; also ist die rechte Seite ge~au 
so gebildet wie diejenige VOn M i , nur sind die Komponenten der Kraft Pi er
setzt durch die Komponenten der Resultierenden. Da andererseits x, y un
verandert geblieben sind, ist die rechte Seite der Gleichung nichts anderes als 
das Moment der Resultierenden R fiir den Punkt C: 

(;£:Xi)y - (Z'Yi) x = MR. 

Damit ist in der Tat gezeigt, daB LMi=MR • 

22. Gleichgewichtsanssagen. Mit Hille dieses Satzes kann eine neue Gleich
gewichtsaussage gemacht werden, die fiir viele Aufgaben von Bedeutung ist. 
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Krafte im Gleichgewicht stehen sollen, 
dann mnB ihre Resultierende verschwinden. Infolgedessen muB auch das Mo
ment der Resultanten fiir jeden beliebigen Dtehpunkt Null werden, also auch 
fiir C. Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe der Momente 
der einzelnen Krafte ist, muB fiir den Fall des Gleichgewichts 2;Mi verschwinden. 
Es ist damit das Ergebnis gewonnen: 

Stehen Krafte in der Ebene an demselben Punkt im Gleichgewicht, so ist die 
algebraische Summe der Momente aller Krafte fur jeden beliebigen Punkt der Ebene 
gleich Null. 

Der Satz ist hier bewiesen fur Krafte an demselben Punkt; er gilt aber, 
wie sich spater zeigen wird, ganz allgemein fiir jeden Gleichgewichtszustand 
beliebiger Krafte. 

Da fur jeden Punkt die Summe der Momente verschwinden muB, kann man 
belie big viele Gleichgewichtsbedingungen dieser Art aufstellen; sie mussen tat
sachlich aile erfiillt sein. Andererseits haben wir aber schon friiher festgestellt, 
daB fiir Krafte in der gleichen Ebene an demselben Punkt nur zwei selbstandige 
Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sind, infolgedessen konnen auch hier von 
den beliebig vielen Momentengleichungen nur zwei voneinander unabhangig sein, 
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alle iibrigen miissen eine Folge diesel' beiden sein. Eine Momentengleiehung 
siehert noeh kein Gleiehgewieht; denn wenn die dureh einen Punkt laufenden 
Krafte Pi (Abb. 87) eine Resultierende haben, so versehwindet ja deren Moment 
und damit aueh die Summe del' Momente del' Krafte fiir jeden Punkt auf R. 
Wenn wir also bei del' Naehpriifung del' Frage, ob 2Mi = 0, zufallig einen 
Momentenpunkt I auf del' etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen, dann 
ist (L'Mi)r = 0, obwohl R tatsaehlieh vorhanden ist. Wenn wir andererseits 
noeh einen zweiten Punkt einfiihren, urn die Naehpriifung del' Gleiehung 2Mi = 0 
vorzunehmen, so diirfen wir diesen nieht auf del' Verbindungslinie von dem ersten 
Punkt I naeh dem Sehnittpunkt del' Krafte A einfiihren, denn es konnte die 
Tiieke des Zufalls wollen, daB dann beide Momentenpunkte tatsaehlieh auf der 
Resultierenden, deren V orhandensein wir ja von vornherein nieht kennen, liegen, 
und dann ware fUr beide Momentenpunkte 2'Mi =O und trotzdem eine Resul
tante vorhanden. Also wenn 2Mi fiir zwei Punkte versehwindet, die auf einer 
Geraden dureh den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noeh kein 
Beweis fiir den Gleiehgewiehtszustand gegeben, da ja aueh "L,lJIli = 0 ist, wenn 
zufallig die wirklieh vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fallt. Gleich
gewicht liegt aber dann mit 8icherheit vor, wenn die 811,mme der Momente aZZer 
Krafte fur zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht. 
- DaB die Summe del' Momente aller Krafte mit dem gleiehen Angriffspunkt 
fUr diesen Punkt als Momentenpunkt immer versehwindet, ist selbstverstand
lieh, da alle Krafte dureh diesen Punkt hindurehlaufen. Diese Momentenbe
dingung sagt also gar niehts aus. 

Friiher haben wir kennengelernt, daB beim Gleiehgewiehtszustand die Summe 
del' Komponenten aller Krafte in jeder beliebigen Riehtung versehwinden muB 
(man denke daran, daB die Projektion des gesehlossenen Krafteeks auf jede 
beliebige Gerade gleieh Null ist); jetzt wurde festgestellt, daB beim Gleieh
gewiehtszustand aueh die Summe del' Momente aller Krafte fiir jeden beliebigen 
Momentenpunkt versehwinden muB. Wir konnen also im Falle des Gleieh
gewiehts sowohl beliebig viele Komponentenbedingungen als aueh Momenten
bedingungen aufstellen, abel' unter all diesen Bedingungen sind nur zwei un
abhangige. Es kann demgemaB eine Gleiehgewiehtsaufgabe fiir Krafte mit dem 
gleiehen Angriffspunkt geli:ist werden: entweder mit zwei Komponentenbedin
gungen odeI' mit einer Komponenten- und einer Momentenbedingung odeI' mit 
zwei Momentenbedingungen. 

Letzteres moge an einem zweibeinigen Boekgeriist gezeigt werden, und da
dureh wird das auf Seite 25 erwahnte Momentenverfahren zur Ermittlung del' 
Stabkrafte eines ebenen Zweiboekgeriistes durchgefiihrt. 

Das Stabsystem sei in seinen konstruktiven Abmessungen gegeben (Abb. 88). 
Als Belastung wirke die Kraft P. Am Punkt 0 muB Gleiehgewieht bestehen. 
Dieses Gleiehgewieht ist naeh del' neuen Erkenntnis _ 0 
gesiehert, wenn fUr zwei beliebige Punkte (auBer 0) die T 
Summen del' Momente del' Krafte versehwinden. Wie L(1 
sehon friiher, miissen wir aueh hier VOl' Beginn del' 'i'\: 

Reehnung Riehtungspfeile fUr die unbekannten Krafte 
einfiihren. Wir nehmen also wieder an, beide Stabe 
wirken als Zugstabe auf den Knotenpunkt 0, sind also 
von 0 fortgeriehtet. Da die Momentenpunkte beliebige 

Abb. 88. Das Mornentenyer-
Lage haben konnen, werden wir sie natiirlieh mogliehst fahren beirn zweibeinigen 

zweekmaBig wahlen, d. h. so, daB die Gleiehungen einfaeh Bockgeriist. 

werden, daB wir also mogliehst wenig Reehenarbeit zu leisten haben. Zur Be
reehnung del' Stabkraft 8 1 werden wir den Momentenpunkt am giinstigsten 

4* 
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auf die Wirkungslinie von 8 2 legen, z. B. in den Punkt B, da ja fiir ihn die 
Kraft 8 2 kein Moment liefert. Dann ist 

(LMi)B=O 
gegeben durch die Gleichung: 

p . P2 - 8 1 • a 1 = O. 

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daB del' Drehsinn des Momentes durch 
das Vorzeichen ausgedriickt wird. In del' vorstehenden Gleichung ist, wie oben 
eingefiihrt, del' rechtsdrehende (Uhrzeiger-) Drehsinn positiv angenommen. Die 
einzufiihrende Kraft 8 1 greift an 0 an (nicht an A!), ihr Moment dreht bei dem 
angenommenen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Wir erhalten aus 
del' Gleichung 

Zur Errechnung von 8 2 erhalten wir als Momentengleichung fiir den FuBpunkt A 

(J:Mi)A = 0: p. PI + 8 2 , a2 = 0, 
also 

8=-P.Jl 
2 a 2 ' 

d. h. 8 1 wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergebnisses, 
8 2 wird Druck, da del' erhaltene Wert negatives Vorzeichen besitzt. 

Das Verfahren bietet gleichungsmaBig dieselben Vorteile wie das Projektions
verfahren (Nr. 13), ist abel' in seiner Anwendung, d. h. in del' Aufstellung del' 
beiden Gleichgewichtsbedingungen, iibersichtlicher und demgemaB einfacher ZlJ 

handhaben. 
Solche Momentenverfahren werden spateI' eine groBe Rolle spielen und haben 

VOl' aHem besondere Bedeutung, wenn die Krafte nicht mehr durch einen Punkt 
gehen. 

23. Kraftepaal'e in del' Ebene. Wir kommen nun zu dem Begriff des Krafte
paares. Ein Krtiftepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, gleich grof3er, aber 
entgegengesetzt gerichteter Krtifte (Abb. 89). Durch das Kraftepaar ist eine Ebene 

P.~DrehSlnn 
~ 

1B<p 
'2- . 

bestimmt. Diese Ebene mage mit derjenigen einer Platte 
odeI' Scheibe zusammenfallen, also das Kraftepaar in del' 
Ebene del' Scheibe wirken. Dann erkennt man sofort, 
daB die Wirkung des Kraftepaares eine Drehung ist. 
Die Drehwirkung wid wieder durch ein Moment ge
messen. Wir wollen nun als Moment des Krtijtepaares 
definieren: die algebraische 8umme der Momente der beiden 

Abb.89. Drehwirkung eines Krtifte filr einen ganz beliebigen Punkt als l11omenten-
Kriiftepaares. 

punkt. Es erscheint diese Aussage, daB das Moment del' 
Krafte fiir einen beliebigen Punkt aufgestellt werden kann, zunachst eigen
tiimlich; das sieht nach Vieldeutigkeit, nach Unbestimmtheit aus. Abel' die 
Klarung tritt sofort auf, wenn man tatsachlich das Moment fUr einen beliebigen 
Punkt aufstellt. Del' Hebelarm (a + e) wird unter dem EinfluB del' oberen 
Kraft P nach rechts gedreht und es entsteht das Moment + P(a + e). Die 
untere Kraft P dagegen dreht den Hebelarm a nach links und liefert das 
Moment -p. a. Die algebraische Summe ist also: 

111 = p. (a + e) - p. a = +p. e. (21) 

Man erkennt, daB die Lage des Momentenpunktes in del' Gleichung iiberhaupt 
nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner Bedeutung ist. Das Moment 
des Kraftepaares ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal Ent-
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fernung der beiden Krafte. Da man den Momentenpunkt belie big wahlen kann, 
kann man ibn auch auf eine der beiden Krafte selbst legen (Abb.90), dann 
hat die untere Kraft das Moment Null, die obere das Moment +p. e, d. h. das 
gesamte Moment hat die GroBe p. e und dreht im 
Uhrzeigersinn. Wenn also dies Kraftepaar auf eine Platte 
wirkt, so fiihrt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn aus. 
Vom statischen Gesichtspunkt aus ist die Annahme 
eines derartigen Momentenpunktes am zweckmaBigsten, 
zumal sie auch sofort den Drehsinn des Momentes, also Abb. 90. Das Moment eines 

Kraftepaares. 
auch des Kraftepaares ergibt. Man erkennt daraus, da[J 
das Moment des Kraftepaares ersetzt werden kann durch das statische Moment einer 
einzelnen Kraft (Abb.91). Dies ist fUr spatere Betrachtungen von Wichtigkeit. 

An die Aussage, daB das Moment des Kraftepaares gegeben ist durch das 
Moment der beiden Krafte fUr einen beliebigen Punkt C, kann 
man folgende trberlegung anschlleBen: Die Lage des Momenten
punktes gegeniiber dem Kraftepaar ist von keiner Bedeutung; 
es kann also auch ein Kraftepaar gegeniiber einem angenom
menen festliegenden Momentenpunkt beliebig verschoben 
werden. Immer bleibt das gleiche Moment, d. h. die Wirkung 
des Kraftepaares auf den betreffenden Korper, etwa eine 
Scheibe, ist immer die gleiche, solange der Korper als masselos 
vorausgesetzt wird. Es ergibt sich der Satz: 

Abb. 91. Zusam
menhang zwischen 
statischem Moment 

und Krliftepaar. 

Ein auf einen Karper wirkendes Kraftepaar kann in seiner eigenenEbene willkilr
lich verschoben werden, ohne da[J sich seine W irkung auf den betreffendenKarper andert. 

Der Ausdruck p. e fUr das Moment des Kraftepaares 
erlaubt uns noch eine andere Deutung: wenn man die 
Endpunkte der beiden Krafte des Kraftepaares mitein
ander verbindet (Abb.92), so entsteht ein Parallelo
gramm, dessen Flacheninhalt durch p. e gegeben ist. 
Es ist also demgemaB das Moment, d. h. der Wert des 
Kraftepaares, darstellbar durch den Inhalt dieses Par- Abb. 92. DarstelJung der GrilBe 
allelogramms. Man erkennt sofort, daB der durch die eines Krltftepaares durch ein 
gegebenen Krafte festgelegte Umlaufsinn zugleich den ParalJelogramm. 

Drehsinn des Kraftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch die Kraft P be
dingte Umlaufsinn entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn, und ebenso dreht das 
Kraftepaar eine Scheibe. Nun kann man ja einParallelogramm in der 
mannigfaltigsten Weise in andere fliichengleiche . 
Parallelogramme verwandeln. Da wir aber jedes 
Parallelogramm zur Grundlage eines Krafte
paares machen konnen, so sind die so ent-
stehenden - d. h. durch fliichengleiche Par- ! N, 7 
allelogramme dargestellten - Kraftepaare aile I.- . 
gleichwertig, d. h. sie iiben dieselbe Wirkung 
aus. Die in Abb.93 dargestellten Krafte
paare haben aile das gleiche Moment nach 
GroBe und Richtung. 

A:bb. 93. Gleichwertige Kraftepaare. 

FUr den Wert eines Kraftepaares kommt es nicht auf die einzelne GroBe 
von P oder e an, sondern nur auf die GroBe von (p. e). Gerade deswegen kann 
man ja ein Kraftepaar in so vielfacher Weise durch ein Parallelogramm dar
stellen. Dieser Umstand gibt uns nun die Moglichkeit zu einer ganz neuen De
finition des Kraftepaares. Um dies zu erkennen, nehmen wir ein gegebenes 
Kraftepaar von 2400 kg·m an. Man kann dieses Kraftepaar etwa darstellen, 
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indem man P = 2400 kg und e = 1 m wahlt. Nun kann maD: P immer kleiner 
werden lassen und entsprechend e immer gr06er, beispielsweise: 

P=2400kg, 
P=2000kg, 
P= 100 kg, 
P= 1 kg, 

e = 1,Om, 
e= 1,2m, 
e=24 m, 
e=2400m. 

Bei weiterer Verkleinerung von P und Vergr06erung von e kommt man schlie6-
lich auf P = 0 und e = 00. Es ist also dann 

P·e=O·oo, 

d. h. wir haben zwei unendllch kleine Krafte in unendllch gr06er Entfernung. 
Nun hat eine Kraft von der Gr06e Null, die in sichtbarer Nahe wirkt, natur
gema6 keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendllch gr06er Entfernung 
miissen wir vorsichtig sein, da die Unendllchkeit begrifflich nicht zu erfassen 
ist. Wir konnen also sagen: . 

Ein Kraftepaar ist darBtellbar durch eine Kraft von der Grof3e Null in unend
lich grof3er Entfernung. 

Mit dieser Aussage konnen wir allerdings keine Vorstellung verkniipfen, und 
man fragt sich unwillkiirlich, warum stellt man eine solche Definition fiir das 
Kraftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund 
ist der, da6 man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der 
Gr06e Null in unendllch gr06er Entfernung kommt, und dann wei6 man eben, 
da6 hier tatsachlich ein Kraftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kraftepaares 
mu6 dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden IWir 
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen. 

Mathematisch ist zu dieser Darstellung des Kraftepaares noch folgendes zu 
bemerken: Der Ausdruck O· 00 ist eine sogenannte unbestimmte Gr06e; er 
kann tatsachlich irgendeinen Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be
stimmten Aufgabe einen gam bestimmten Wert besitzen. In obigem Beispiel 
bedeutet 0 . 00 gerade 2400 und nichts anderes; denn von dieser Gr06e sind wir 
ausgegangen und haben gesehen, da6 sie auch durch 0 ·00 ausgedriickt wer-
den kann. . 

Wir wollen Uns nun weiter mit der Frage beschaftigen: Wie kann man ver
schiedene Kraftepaare zusammensetzen 1 Man denke daran, da6 Kraftepaare 
durch Parallelogramme dargestellt werden ko:onen. Nun kann man ja die In
halte von Parallelogrammen zusammensetzen und den so erhaltenen FIachen
wert durch ein Parallelogramm darstellen. Diese einzelnen Parallelogramme 
werden zum Teil positiv, zum Teil negativ sein, je nachdem der Umlaufsinn 
im Uhrzeigersinn oder umgekehrt geht. So gut man nun durch algebraische 
Addition der einzelnen Parallelogramme ein neues Parallelogramm bekommt, 
kann man auch eine Reihe von Kraftepaaren in der gleichen Ebene durch ein 
einzelnes, resultierendes Kraftepaar ersetzen, indem man die einzelnen Krafte
paar-Parallelogramme unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens addiert und das 
Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kraftepaar ersetzt. Dieses resul
tierende Kraftepaar ist offenbar durch die algebraische Summe der einzelnen 
Kraftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf einen Korper wie die 
gegebenen Kraftepaare zusammengenommen. Wir erhalten damit den Satz: 

Eine Reihe von Kraftepaaren in der gleichen Ebene laf3t sich durch ein einziges 
resultierendes Kraftepaar Mr ersetzen, dessen Moment gegeben ist durch 

Mr= LM,;. (22) 
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Dieses resultierende Kraftepaar kann beliebig in der Ebene verschoben werden, 
ohne daB' sich seine Wirkung andert; in jeder Lage ruft es dieselbe Drehwirkung 
hervor wie die Gesamtheit der einzelnen Kraftepaare. 

Man erkennt, daB Kraftepaare, die in derselben Ebene zerstreut sind, ein
facher zusammengesetzt werden konnen als Krafte an dem gleichen Punkt. 
Wahrend wir bei ersteren nur die algebraische Summe zu bilden haben, muB 
bei den Kraften entweder der Ausdruck 

berechnet oder das Krafteck gebildet werden. Eine solche Operation nennt 
man geometrische Addition. DemgemaB werden also Krafte zusamroengesetzt 
mittels einer geometrischen Summierung, dagegen Kraftepaare in der gleichen 
Ebene mit Hille einer algebraischen Addition, die natiirlich bequemer ist als 
die erste. 

NaturgemaB kann es auch vorkommen, daB die auf eine Platte wirkenden 
Kraftepaare im ganzen keine Drehwirkung hervorrufen, daB die Platte in Ruhe 
bleibt. Es heben sich dann die Kraftepaare gegeneinander auf (Abb.94). Das 
wiirde bedeuten, daB Mr=O, denn Mr gibt 
ja die Gesamtwirkung der Kraftepaare an. 
Da aber Mr = ZMi 

ist, muB, wenn Mr = 0 ist, auch 

~M,=O 
sein, d. h. 

Kra/tepaare in derselben Ebene stehen im 
Gleichgewicht, wenn ihre algebraische Summe 
verschwindet. 

.A.bb. 94. Kriiftepaare 1m Gleichgewicht. 

FUr Krafte mit demselben Angriffsmoment war 
Moment bewiesen, der sich in der Form darstellte: 

MR=ZMi • 

der Satz vom statischen 

Das ist dieselbe Gleichung, die auch jetzt bei der Zusammensetzung der Krafte
paare auftritt. Dort war allerdings M, das statische Moment der Kraft fiir 
einen beliebigen Punkt und MR das Moment einer Resultierenden; hier dagegen 
ist Mi das Moment eines Krafte-· 
paares und Mr dasjenige des resul
tierenden Kraftepaares. Imroerhin 
ist aber ein enger Zusammenhang 
vorhanden, und das muB ja auch sein, 
weil das Moment eines Kraftepaares 
unmittelbar gegeben ist durch das 
statische Moment der einen Kraft fiir 
irgendeinen Punkt auf der anderen 
Kraft als Momentenpunkt. Wenn wir 

p p 

a b 
.A.bb. 95. Wirkung elner Kraft P anf eln Wellrad. 

also das statische Moment der Kraft P fiir den Punkt C bilden (Abb.9l), so 
ist dies genau dasselbe wie das Moment des in Abb. 92 angegebenen Krafte
paares. Man kann in einem solchen Falle gerade so gut vom statischen Moment 
der Kraft P sprechen wie vom Moment des Kraftepaares .. Bei den Aufgaben der 
Praxis werden Drehmomente fast immer durch Kraftepaare erzeugt. Betrachten 
wir beispielsweise eine Welle, auf der ein Rad angebracht ist, das durch eine 
Last P gedreht wird (Abb.95a). Wir haben hier ein statisches Moment, ein 
Drehmoment von der GroBe p. r, bezogen auf den Wellenmittelpunkt. Von 
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einem Kraftepaar i!;!t zunachst nichts zu bemerken. Ganz anders wird aber die 
Sachlage, wenn wir das vollstandige Kraftbild fiir die ganze Konstruktion ein
zeichnen. Unter dem EinfluB von P wird das Rad nach unten gedriickt, das Rad 
(als gewichtslos vorausgesetzt) driickt dadurch mit der Kraft P auf die Welle 
(Abb.95b) und will diese nach unten verschieben. Das wiirde tatsachlich 
geschehen, wenn nicht von der Welle eine Gegenkraft von der gleichen GroBe aus
geiibt wiirde; die Welle wehrt sich gegen die driickende Kraft P und bewirkt 
eine gleich groBe Kraft P nach oben. An dem Rad selbst greifen also tatsach
lich die gegebene auBere Kraft P nach unten und die eben erwahnte Gegen
kraft P nach oben an (Abb. 95c). Beide zusammengenommen bilden ein Krafte
paar. Das Moment dieses Kraftepaares ist genau so groB und hat denselben 

Abb. 96. Scheibe auf einer Welle. 

Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Dreh
moment p. r. Das Gesamtkraftebild der beiden 
Abb. 95 b und c ist das gleiche wie in Abb. 95a, 
da zwischen Welle und Rad zwei gleich groBe 
Krafte Pinder gleichen Geraden wirken, die 
sich aufheben. 

Die hier vorliegende Konstruktion besteht 
aus zwei Teilen: aus der Welle und dem Rad. 
Von dem einen Teil werden Krafte auf den an
deren Teil iibertragen, also vom Rad auf die 
Welle und umgekehrt, von der Welle auf das 
Rad; sie sind als Kraft und Gegenkraft gleich 
groB. Diese Verbindungskrafte, Zwischenkrafte 
oder innere Krafte, treten immer auf, wenn eine 

Konstruktion, wie das meistens der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. 'Sie 
sind fiir die meisten Aufgaben von besonderer Bedeutung und werden uns spater 
noch vielfach beschaftigen. 1m Zusammenhang damit moge noch der Fall Abb. 96 
betrachtet werden: eine Scheibe sei mit einer Welle verbunden; auf sie wirken 
vermittels besonderer Arlie Krafte PI' P 2 , P3 ein. Es handelt sich also hier um 
Krafte, die nicht durch einen Punkt gehen. Jede Kraft wird ihren EinfluB auf die 
Welle ausiiben; PI mochte die Welle in der Richtung von P; verschieben. Die Welle 
ihrerseits erzeugt demgegeniiber eine Gegenkraft von gleicher GroBe wie Pl. 
Diese Gegenkraft wirkt von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung 
mit P1 bezeichnet. Ebenso entstehen durch die Einwirkung der Krafte P 2 

und Pa auch wieder Gegenkrafte als Zwischenkrafte zwischen Welle und Scheibe. 
Auf die Scheibe wirken also tatsachlich die gegebenen auBeren Krafte PI' P 2 , Pa, 
die nicht durch einen Punkt gehen, und die Gegenkrafte P~, P'£, P';, die durch 
einen Punkt, namlich den Wellenmittelpunkt, laufen. Wir haben demgemaB 
drei Kraftepaare mit den Momenten (+Plrl ), (+P2r2 ) und (-Para). Diese 
Momente der Kraftepaare sind genau so groB wie die statischen Momente der 
gegebenen auBeren Krafte fiir den Wellenmittelpunkt. In Wirklichkeit wirken 
also auf die Scheibe Kraftepaare, nicht die auBeren Krafte allein. Diese Krafte
paare lassen sich zu einem resultierenden Kraftepaar mit dem Moment Mr 
zusammensetzen; GroBe und Drehsinn dieses Moments ist bestimmt durch die 
algebraische Summe der Momente der emzelnen Kraftepaare oder, anders aus
gedriickt, durch die algebraische Summe der statischen Momente der gegebenen 
auBeren Krafte fiir den Wellenmittelpunkt: 

M. = Plrl + P 2r2 - P3ra. 

Selbstverstandlich konnte auch die Scheibe unter dem EinfluB der Krafte Pi 
im Gleichgewicht stehen. Dann miiBte Mr verschwinden, d. h. es miiBte die 
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Summe der statischen Momente der Kriifte Pi fiir den Drehpunkt Null werden. 
Man sieht daraus, daB das frillier gewonnene Ergebnis: ,,1m Gleichgewichtsfall 
muB die Summe der statischen Momente gleich Null werden", hier auch gilt 
fiir Krii.fte, die nicht durch einen Punkt hindurchgehen. 

24. Parallelversebiebung von KrMten. Die Begriffe des 
statischen Momentes und des Kriiftepaares spielen eine 
wichtige Rolle bei der Zusammensetzung beliebiger Krii.fte 
in der Ebene. Bevor wir darauf eingehen, ist es notig, 
zwei Hilfssatze kennenzulernen. 

Auf eine ebene Scheibe wirke in ihrer Ebene eine 
Kraft P (Abb.97). Sie solI aus irgendeinem Grunde in Abb.97. Verschiebungeiner 
der Ebene parallel zu sich selbst nach dem beliebigen Kraft P =~~l zu siOO 

Punkt 0 verschoben werden. Unter welchen Umstanden 
kann dies geschehen, ohne daB sich die Wirkung auf die Scheibe ii.ndert 1 Um 
die Frage zu beantworten, denkt man sich im Punkt 0 zwei gleich groBe, ent
gegengesetzt gerichtete Krii.fte, die mit der gegebenen Kraft P gleich groB und 
ihr parallellaufen, angebracht. Da sich die beiden hinzu
gefiigten Krii.fte P' und P" gegenseitig aufheben, ist die 
Wirkung der drei Krafte P, P', P" auf die Platte genau 
so groB wie die der urspriinglichen Kraft P allein. Nun 
stellt aber diese letztere und die eine der neuen Kriifte, P", 
ein Krii.ftepaar dar, so daB im ganzen vorliegen: die nach 0 
parallel zu sich selbst verschobene Kraft P (P') und das 
Kriiftepaar mit dem Moment p. e . Also ubt die Gemein
schaft der verschobenen Kraft P' und des angegebenen 
Kriiftepaares zusammen die gleiche Wirkung aus wie die 

l-~ 
if : 1 

K 
K-k-P·e 

ursprungliche Kraft P allein. Daraus ergibt sich, daB wir ~~~~ ~~ft;C:::fn~~ 
eine Kraft P nicht ohne weiteres parallel zu sich selbst gegebenen Punkt o. 
nach einem beliebigen Punkt 0 verschieben diirfen, daB 
vielmehr nur dann die Wirkung die gleiche bleibt, wenn noch das erwii.hnte 
Krii.ftepaar hinzugefugt wird, dessen Moment nach GroBe und Drehsinn gleich 
ist dem statischen Moment der urspriinglichen Kraft P fur den Punkt O. Wir 
gewinnen demgemaB den Satz: 

Eine Kraft P kann nur dann ohne Anderung ihrer Wirkung nach einem be
liebigen Punkt 0 verschoben werden, wenn zu der verschobenen Kraft noch in der 
durch die ursprungliche Kraft P und den Punkt 0 be
stimmten Ebene ein Kraftepaar hinzugefilgt wird, 
dessen Moment gegeben ist durch das statische Moment 
der Kraft P fur den Punkt O. 

Selbstverstandlich kann das Kriiftepaar yom Mo
ment p. e auch durch ein anderes Kriiftepaar, d. h. 
durch ein solches mit anderer Grundkraft ersetzt 
werden, denn wir haben ja gesehen, daB aDe Kriifte
paare mit gleichem Parallelogramminhalt und gleichem P," 

/ 
/ 

/ 

Drehsinn auch gleichwertig sind. In Abb. 98· ist Abb.99. Zusammensetzung von 
Krliftepaar und Kraft. 

das Moment des gezeichneten Kriiftepaares K· k 
nach GroBe und Drehsinn gleich dem Moment der Kraft P fur den Punkt 0 
(K' k= P . e). Also uben dieses Kriiftepaar und die verschobene Kraft P' 
zusammen die gleiche Wirkung auf den betreffenden Korper aus wie die ur
sprungliche Kraft P. Dabei ist selbstverstii.ndlich stets darauf zu achten, daB 
der Drehsinn des Kraftepaares mit dem des Momentes der Kraft P fur den 
Punkt 0 ubereinstimmt. 
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Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es 
sei gegeben (Abb. 99) ein Kraftepaar vom Moment M =K· k und in der gleichen 
Ebene eine Kraft von der GroBe P durch einen beliebigen Punkt 0 laufend. 
Konnen diese beiden Einflusse (Kraftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden 1 
Man kann das Kraftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grundkraft P, 
wobei dann der Abstand x der neuen Krafte P so groB gemacht werden muB, daB 

P·x=M=K·k 
ist. Dieses neue Kraftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir 
nun so, daB die eine Kraft P '(gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen Punkt 0 
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verlauft. Man erkennt, 
daB dann diese Kraft und die urspriingliche Kraft P sich aufheben, und es bleibt 
nur noch ubrig die parallel zur urspriinglichen Kraft P verlaufende Kraft P 

im Abstand x von o. Dieser Abstand x 6) g ist dadurch bestimmt,daB dasMoment D · P ! oQ des Kraftepaares p. x gleich dem ge
gebenen Moment Mist. Nun ist aber 

«o:Il---:p:----tr- ~'1"" ... /ft'll .m'llP d h P d h M d 
U, .fI~"" ... oc . x as statisc e oment er 

Abb. 100. Zusammensetzung von Kraftepaar und Kraft. verscho benen Kraft P fiir den Punkt 0, 
und man gewinnt damit den Satz: 

Ein Kraftepaar vom Moment M und eine in de88en Ebene liegende, durch einen 
beliebigen Punkt 0 gehende Kraft P kOnnen er8etzt werden durch eine einzige Kraft P, 
die durch eine Parallelver8chiebung der ur8prunglichen Kraft P ent8teht und deren 
Lage dadurch be8timmt i8t, daf3 ihr 8tati8che8 Moment fur den Punkt 0 gleich i8t 
dem Moment M deB gegebenen Kraftepaare8. 

Es ist auch jetzt wieder darauf zu achten, daB das Moment der gefundenen 
Kraft P den gleichen Drehsinn besitzen muB wie das Moment des gegebenen 
Kraftepaares. Bei den in Abb.l00 angenommenen Verhaltnissen ware die 
Kraft P unterhalb des Punktes 0 anzuordnen, damit sie den gleichen Drehsinn 
liefert wie das Kraftepaar. Es ist nicht zweckmaBig, zu sagen, die neue Kraft P 
hat die Entfernung x = M I P vom Punkte 0, weil dadurch der Drehsinn zu leicht 
ubersehen wird, sondern man halte fest, daB einschlieBlich des Drehsinns 
P . x = M sein muB. 

v. Analytische Zusammensetzung beliebiger KrMte in der Ebene. 
25. Die mogliehen Fane. Es seien n in der Ebene zerstreute Krafte gegeben 

nach GroBe, Richtung und Lage. Die GroBe der einzelnen Kraft wird wieder 
bezeichnet mit Pi. Die Richtung sei festgelegt durch die fruher eingefuhrten 
Winkel IX. der einzelnen Krafte Pi mit der positiven x-Richtung. Die Lage konnen 
wir etwa dadurch angeben, daB fiir jede Kraft die Koordinaten eines beliebig 
auf ihr liegenden Punktes eingefiihrt werden, beispielsweise xi, Yi. Man kann 
aber auch die Lage dadurch bestimmen, daB man die Entfernung der einzelnen 
Kraft Pi von einem Punkt 0 einfiihrt, den man ganz willkiirlich wahlen kann. 
In dieser Weise moge es hier geschehen: die Abstande ri bestimmen die Lage 
der einzelnen Krafte Pi; dabei muB .naturlich hinzugefugt werden, ob das be
treffende ri nach links oder rechts bzw. oben oder unten abweicht. 

Gegeben sind also n Krafte: 

nach GroBe durch Pl'" Pi ... Pn , 

nach Richtung durch 1X1 ••• lXi ••• IXn, 

nach Lage durch r1 ... ri ... rn' 

Ge8ucht ist ihre Zusammensetzung. 
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Zum Zwecke der Losung verschieben wir jede Kraft nach dem ganz win
kurlich gewahlten Punkt 0, der in der Ebene der Kr1i.fte Pi liegt (Abb.101). 
Bei dieser Verschiebung bleibt die Gesamtwirkung der Kr1i.fte auf den Korper, 
an dem sie angreifen, dann die gleiche, wenn wir zu jeder verschobenen Kraft 
noch ein Kr1i.ftepaar hinzufugen. Von diesen Kr1i.ftepaaren ist in der Abb. 101 
nur das von PI angedeutet. Es entstehen also durch die Verschiebung der n Krafte 
nach dem gleichen Punkt 0 noch n Kr1i.ftepaare, die in der gleichen Ebene mit 
den Kr1i.ften Pi und dem Punkt 0 liegen. Nun konnen aber diese n verschobenen 
Kr1i.fte zu einer Resultierenden zusammengesetzt werden, da sie durch den 
gleichen Punkt 0 gehen, und ebenso die n Kr1i.ftepaare zu einem resultierenden 
Kr1i.ftepaar, weil sie in der gleichen Ebene liegen. Betrachten wir zunachst die 
Kr1i.ftepaare: jedes der entstandenen Kr1i.ftepaare hat ein Moment von der 
GroBe Pi . ri, da ja ri der Abstand der beiden Grundkr1i.fte ist; dieses Moment 
ist aber nichts anderes als das statische Moment der urspriinglichen Kraft Pi 
fiir den Punkt 0, einschlieBlich des Drehsinns. 
Das Moment des resultierenden Kr1i.ftepaares ist 
nach friiherem gegeben durch 

Mr=~Mi' 
wobei Mi das Moment des einzelnen Kr1i.fte
paares bedeutet. Dieses ist aber, wie eben be
merkt, gleich dem statischen Moment der Kraft Pi 
fiir den Puilkt 0, d. i. Pi' ri, so daB das resul
tierende Kr1i.ftepaar den Momentenwert besitzt: 

M, = P1rl + ... Piri + ... Pnrn, 

d. h. das Moment des resultierenden Kr1i.fte
paares ist dargestellt durch die Summe der 
statischen Momente der einzelnen Krafte Pi fur Abb. 101. Zur analytlschen Zusammen. 
den von vornherein willkiirlich gewahlten Punkt o. setzung von zerstreuten Kr&ften In der 

Ebene. 
Die n nach dem Punkt 0 verschobenen Krafte Pi 
ergeben eine Resultante, die bezuglich GroBe und Richtung durch die Glei
chungen (7) und (8) bestimmt ist: 

Dabei sind Xi und Y i die Komponenten der nach O'verschobenen Kraft Pi. 
Da aber diese parallel verschobene Kraft dieselben Komponenten besitzt wie 
die ursprungliche Kraft Pi, so sind Xi, Y i die Komponenten der gegebenen 
Kraft Pi: X P Y p' i = iCOS<Xi; i = iSill£X;. 

Als Ergebnis der seitherigen Ausfiihrungen haben wir also folgendes: Die 
ursprunglichen n Kriifte konnen ersetzt werden durch eine durch den willkUrlich 
angenommenen Punkt 0 hindurchgehende Resultierende, deren Grope und Rich
tung durch die angegebenen Formeln bestimmt ist, und durch ein resultierendes 
Kriijtepaar, dessen Moment durch die Summe der statischen Momente der gegebenen 
Kriifte fur den gewiihlten Punkt 0 festgelegt ist. 

Es erscheint ja zunachst merkwiirdig, daB der Punkt 0, durch den die Resul
tierende verlauft, willkurlich gewahlt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wahlt, dann 
geht wohl R durch einen anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber anderer
seits andern sich auch die Werle ri' und dadurch wird das Moment des resul
tierenden Kraftepaares geandert; das Zusammenwirken der neuen Kraft R 



60 Krafte in der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend. 

mit dem neuen Mr ist dann vollig gleichwertig dem Zusammenwirken der 
friiheren Resultierenden durch ihren Punkt 0 und dem friiheren M,. 

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders darstellen: die gefundene 
Resultierende R und das resultierende Kraftepaar Mr liegen beide in der gleichen 
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf Seite 58 angegebenen Satz 
eine Kraft P und ein Kraftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch 
Parallelverschiebung der gegebenen Kraft entsteht und eine solche Lage hat, 
daB ihr Moment fiir einen Punkt der gegebenen Kraft gleich ist dem Moment 
des gegebenen Kraftepaares: P . x = M. In unserem Fall ist die fragliche Kraft: 
die Resultierende R und das fragliche Kraftepaar: das resultierende Kraftepaar 
vom Moment M.. Sie konnen also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch 
Parallelverschiebung der ermittelten Resultierenden entsteht, und die in bezug 
auf den gewahlten Punkt 0 eine solche Lage haben muB, daB ihr statisches Mo
ment fUr diesen gleich dem Moment des Kriiftepaares Mr ist. Das resultierende 
Moment war aber aufgestellt durch 

Mr = P1rl + ... Piri + ... Pnrn, 

d. h. das Moment des resultierenden Kriiftepaares ist bestimmt durch die Summe 
der statischen Momente der gegebenen Krafte Pi fiir den willkiirlich gewahlten 
Punkt o. Dabei sind die einzelnen Glieder natiirlich mit dem Vorzeichen ein
zusetzen, das dem Drehsinn des einzelnen Moments Piri entspricht. Also die 
Lage von R ist dadurch bestimmt, daB ihr Moment R . x fiir den Punkt 0 nach 
GroBe und Drehsinn gleich ist der Summe der statischen Momente aller Kriifte Pi 
fiir denselben Punkt O. Da aber der Punkt 0 ganz willkiirlich gewahlt werden 
durfte, so ist die Summe der statischen Momente von beliebigen Kriiften der 
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden fiir jeden beliebigen Momenten
punkt. Das ist aber nichts anderes als der Satz vom statischen Moment der 
Krafte, der friiher nur fiir Kriifte mit demselben Angriffspunkt bewiesen war, 
der nach den jetzigen Ausfiihrungen also auch fiir beliebige Krafte der Ebene gilt. 

Man hat demgemaB folgendes Ergebnis: 
Beliebige Kriitte in einer Ebene kOnnen im allgemeinen ersetzt werden durch 

eine Resultierende, die der GrofJe und Richtung nach bestirnmt ist durch 

R = YC:~;Xi)2 + (Z'Yi )2; tg~R = ~YXi , 
..... i 

und deren Lage dadurch gegeben ist, dafJ das Moment dieser ResuZtierenden tilr 
einen ganz beliebigen Punkt 0 der Ebene gleich ist der Summe der statischen M 0-

mente der gegebenen Kriifte Pi tilr denselben 
.-fi-- Punkt 0: 

MR = 1:Mi = PI . r l + ... Pi' ri + ... Pn · rn· .,. .... :A FUr die praktische Durchfiihrung einer sol-
,. ~~ chen Zusammensetzung von Kriiften in der Ebene 
0, -i ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, was 

vorher iiber die Parallelverschiebung der Krafte 
R', ~ nach einem Punkt gesagt war, war nur zum 

Abb. 102. Zur analytischen Znsammen- Beweis notig. Die Losung wiirde sich also bei 
setzung von zerstreuten Kraften in der einer vorliegenden Aufgabe folgendermaBen ge

Ebene. 
stalten: man bildet von jeder der gegebenen 

Krafte(Abb.102)ihreKomponentenXi undYi nachGroBeundRichtung,etwaunter 
Verwendung der Formeln Xi = Pi' COS~i' 

Yi = Pi' Sin~i' 
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und rechnet R und tg iXR nach den angegebenen Formeln aus. Dadurch ist 
die Resultierende nach GroBe und Richtung gegeben. Dann ermittelt man 
fiir einen ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der ge
gebenen Krafte und muB nun die Resultierende in solcher Lage eintragen, daB 
ihr Moment fUr den Punkt 0 gleich ist dieser Summe der statischen Momente, 
also R· x = Plrl + ... Piri'" + Pnrn. 

In Abb. 102 ergibt sich die Resultierende nach rechts unten verlaufend, sie ist 
im beliebigen Punkt 0 gestrichelt eingetragen; da 2Mi hier positiv ist, ist 
nun R so zu verschieben, daB ihr Moment rechts herum dreht, d. h. sie muB 
oberhalb des Punktes 0 liegen. 

FUr die Losung der Aufgabe, d. h. fiir die eindeutige Zusammensetzung der 
Krafte, ist die Ermittlung der GroBen 1:Xi, LYi und LMi notig. Die beiden 
ersten brauchen wir zur Bestimmung von GroBe und Richtung der Resultanten, 
die letzte fiir ihre Lage. Wenn ,1:X;=O ist, dann fallt die Resultierende in 
die y-Richtung, und wenn LYi=O ist, verlauft sie in der x-Richtung. Ver
schwinden beide Ausdriicke, so gibt es iiberhaupt keine Resultierende. Hieraus 
geht hervor, daB nicht immer eine Resultierende vorhanden sein muB. 

1m ganzen konnen wir vier FaIle unterscheiden, je nachdem die GroBen R 
bzw. LMi gleich Null oder von Null verschieden sind. 

1. R =+= 0, LMi =+= O. Dann ist das gegebene Kraftesystem ersetzbar durch 
eine eindeutige Resultierende, deren GroBe und Richtung durch die oben ange
gebenen Ausdriicke fiir R und iXR festgelegt sind, und deren Lage durch den 
Satz vom statischen Moment der Krafte fiir einen beliebigen Punkt 0 eindeutig 
gegeben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtet haben. 

la. R 4= 0, LMi = O. Es laBt sich das gegebene Kraftesystem ebenfalls 
durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt ~ Mi = 0 ist, ist die Lage der 
Resultierenden bestimmt durch R· x=O, d. h. x muB gleich Null sein, well ja 
R =+= 0 ist. Es geht also jetzt die Resultierende R durch den willkiirlich ge
wahlten Punkt 0 hindurch; d. h. zufallig wurde dieser Punkt 0 so eingefiihrt, 
daB er auf der zu errechnenden Resultierenden R liegt. Dieser Fall ist ledig
lich ein Sonderfall von I. 

2. R = 0, ~Mi =l= O. Dann laBt sich das gegebene Kraftesystem zuriick
fiihren auf ein einziges Kraftepaar, dessen Moment Mr bestimmt ist durch das 
statische Moment der gegebenen Krafte Pi fiir einen ganz willkiirlich gewahlten 
Punkt 0; denn der Ausdruck ~ Mi stellt ja sowohl die Summe der statischen 
Momente der Krafte dar, als auch andererseits die Summe der oben erwahnten 
Kraftepaarmomente, also wieder ein Kraftepaar, namlich Mr. Die Wirkung 
der gegebenen Krafte auf den betreffenden Korper, an dem sie angreifen, wird 
also eine Drehwirkung sein. Wenn man die Bedingung R· x = LMi auf diesen 
Fall anwendet, so lautet die Gleichung: 

O,x=LMi 

oder l;Mi 
X =-0- =00. 

Wir haben also eine Resultierende von der GroBe Null in einer unendlich groBen 
Entfernung, und das ist nach friiherem (Seite 54) ein Kraftepaar. 

DaB hier, wo keine Resultierende auf tritt, doch noch eine Drehwirkung vor
handen sein muB, macht dem Anfanger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach
lage wird klar, wenn man bedenkt, daB R dann Null wird, wenn ,1:Xi =O und 
LY,=O sind, d. h. die gegebenen Krafte miissen dann so beschaffen sein, daB 
die Summen ihrer X-, Y-Komponenten verschwinden. Dieser Fallliegt aber bei 
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einem Kraftepaar vor (Abb.103), weil die X- und Y-Komponenten beider 
Krafte P gleich groB und entgegengesetzt gerichtet sind. Es ist also bei dem 
Kraftepaar auch R=O. Der Ausdruck 1;Mi ist hier das Moment der beiden 

Krafte P fiir einen beliebigen Punkt 0, das ist aber 
nichts anderes als das Moment des Kraftepaares selbst. 

Ein ahnlicher Fall liegt vor, wenn z. B. eine Platte 
auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf 
sie wirkt (Abb. 104). Unter dem EinfluB von P ent
steht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den 
Zapfen von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie 
auf Seite 56 ausgeffthrt, wieder eine Reaktion nach 
oben von derselben GroBe erzeugt. Auf die Scheibe 
wirken demgemaB die beiden ausgezogenen Krafte, 

Abb.l0S. Die Komponenten eines namlich die ursprungliche Kraft P und die gleich 
Kraftepaares. groBe, aber entgegengesetzte Reaktion P". Wir haben 

also wieder ein Kraftepaar. Die Resultierende dieser 
beiden Krafte ist Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung dar, wobei 
das Drehmoment durch das statische Moment der Kraft P fur den Wellen
mittelpunkt gegeben ist. 

3. R = 0, LMi = O. Dann stehen die gegebenen Krafte Pi im Gleich
gewicht. Wir haben keine Resultierende mehr, wir haben auch kein resultieren
des Kraftepaar, dessen Moment ja durch 2: Mi gegeben ist, d. h. die auf einen 

Korper wirkenden Krafte uben uberhaupt keinen Be

(fU; tlen Ztlf!16n 
wirkenil 

Abb.l04. DasKraftblld elner 
auf einer Welle angebraehten 
Scheibe. (Die ausgezogene 
Kraft P wlrkt auf die Scheibe, 
die gestrichelte P' auf den 

Zapfen.) 

wegungseinfluB mehr aus. Es ist Gleichgewichtszustand. 
Nun verschwindet aber doch R nur dann, weJilll 

2:Xi=O und 2:Yi=O, so daB Gleichgewicht besteht, 
wenn 

(23) 

Die letztere Bedingung sagt aus, daB die Summe der 
statischen Momente aller Krafte fiir einen beliebigen 
Punkt Null werden muB, denn es war ja . 

1;M i = 2: Pi . rio 

Die zwei ersten Bedingungen geben an, daB die Summen 
der Komponenten in der x- und y-Richtung verschwinden 
mussen. Nun kann man aber die ganze ttberlegung 

auch durchfuhren mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und kommt dadurch zu 
Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeso wie dies auch schon 
bei Kraften an demselben Punkt der Fall war. Wir erhalten damit den Satz: 

Zerstreute Krafte in einer Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen 
ihrer Komponenten in zwei beliebigen Richtungen verschwinden und auf3erdem die 
Summe ihrer statischen M omente fur einen ganz beliebigen Punkt ebenfalls Null 
wird. 

Natiirlich wird man den Momentenpunkt, den man willkurlich wahlen darf, 
in einem praktischen Beispiel moglichst gUnstig annehmen (vgl. die Berechnung 
auf Seite 65). 

26. Gleichgewichtsbetrachtungen von Kraften in der Ebene. Bei zerstreuten 
Kraften der Ebene treten also drei Gleichgewichtsbedingungen auf, wahrend bei 
Kraften in der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei Gleichgewichtsbedin
gungen vorhanden waren. DemgemaB diirfen und mussen bei Gleichgewichts
aufgaben, die sich auf zerstreute Krafte in der Ebene beziehen, drei Unbekannte 
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vorhanden sein, damit wir eindeutige und endliche LOsungen erwarten konnen. 
Die einfachste Aufgabe fiir solche Krafte ist die, eine Kraft mit drei anderen 
ins Gleichgewicht zu setzen, die sich nicht auf ihr schneiden. 

Bevor auf diese Aufgabe naher eingegangen wird, moge zuni.i.chst auf folgen
des hingewiesen werden. Wir betrachten eine Platte, die zwei Schlitze in waage
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die sich iiber einen genau passenden 
Bolzen verschieben konnen (Abb. 105). Auf die Platte 
wirken Krafte PI bis P 4 • Wenn die Summe der 
X-Komponenten nicht verschwindet, dann wird sich 
die Platte entsprechend dem Werte von 2;X. unter 
Benutzung des waagerechten Schlitzes verschieben; 
eine Verschiebung in der x-Richtung wird nicht ein
treten, wenn 2: Xi = O. Ebenso wird vermittels des 
senkrechten Schlitzes eine Verschiebung auftreten, 

+y 

'+:r 

solange 2;Yi von Null verschieden ist. Wenn nun Abb.105. Plattemitzwei SchIlt-
2: Xi = 0 und 2; Yi = 0, dann ist die Bewegung in zen unter d:lrJ!~rkung von 

den Schlitzen ausgeschlossen, aber es besteht durch-
aus noch kein Gleichgewicht, solange nicht auch die Summe der Drehmomente 
fiir den Bolzen gleich Null ist. Man erkennt daran klar die physikalische Be
deutung der drei Gleichgewichtsbedingungen als notwendige Forderungen fiir 
den Ruhezustand. 

Wie liegen nun die Verhaltnisse, wenn die Platte keine Schlitze besitzt, 
aber in einem Bolzen befestigt ist (Abb. 106)1 Durch die Krafte PI und P 2 

werden, wie schon auf Seite 56 bemerkt, Krafte auf 
den Bolzen ausgeiibt; dadurch entstehen yom Bolzen 
gegen die Scheibe Gegenkrafte - Reaktionen - von 
der GroBe PI' P 2 , vorausgesetzt, daB der Bolzen fest 
genug ist, sich also gegen den EinfluB von PI und P 2 

wehren kann. Es wirken demgemaB auf die Scheibe 
jetzt vier Krafte, und zwar in Gestalt von zwei Krafte
paaren mit den Momenten -Pl' r l und +P2 ' r2 • 

Abb. 106. Scheibe auf einem 
Die Summen der Komponenten in zwei Richtungen Bolzen drehbar befestigt. 

sind wieder Null, also tritt eine Verschiebung der Platte 
nicht ein, wohl aber ist eine Drehung um den Bolzen moglich, und zwar tritt 
dies immer dann ein, wenn 

2;Mi = -Pl' r l + P2 ' r2 ~ O. 
1st aber P P lr1 = 2r2' 

dann haben wir volligen Ruhezustand. Man sieht hier wieder sehr klar, daB 
die Drehwirkung durch Kraftepaare erzeugt wird, die allerdings erst in Er
scheinung treten, wenn man die Gegenwirkungen gegen die Scheibe beriicksichtigt. 
In praktischen Fallen liegt jeder reinen Drehung ein Kraftepaar zugrunde. 

Es wurde ob.en gesagt, daB eine Kraft mit drei anderen, die sich nicht auf 
ihr schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Auf
gabe in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und auBerdem drei Wir
kungslinien, in denen die unbekannten Krafte PI' P 2 , P a wirken sollen. Um 
statische Gleichungen aufstellen zu konnen, muB man zunachst die Richtung 
dieser Krafte, wie schon friiher bemerkt, willkiirlich annehmen. Man kann dann 
die drei obenerwahnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es moge dies 
gleich an einer technischen Anwendung gezeigt werden, um daran Bemerkungen 
iiber verschiedene FaIle der Gleichgewichtslage bei einem unterstiitzten Korper 
anzukniipfen. 
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Bei Kraften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei 
Staben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedingungen gilltig waren, 
denen als Unbekannte die zwei Stabkrafte gegeniiberstanden. Jetzt werden wir 
eine Anordnung von drei Staben zugrunde legen, die nicht durch einen Punkt 
gehen. Durch drei derartige Stabe moge (Abb. 107) ein Balken gegeniiber der 
Erde abgestiitzt sein. Der Balken trage in der gleichen Ebene, in der die Stabe 
liegen, eine Last Q. Die Stabe seien sowohl am Boden als auch am Balken dreh
bar befestigt, damit Krafte nur in der Stabachse auftreten (Langskrafte I). Die 
Last Q wirkt auf den Balken, der infolge der Abstiitzung durch die drei Stabe 
in Ruhe bleibt. Diese Stabe dienen als Kraftleiter nach der Erde. In ihnen 

g 
1.:1'1(lk9 

werden innere Krafte - Stabkrafte -
geweckt werden. Das statische Bild 
ist also folgendes: infolge der Last Q 
iibt der Balken auf die Stabe Krafte 
aus; die Stabe wehren sich dagegen, 
wirken also ihrerseits auf den Balken, 
so daB im ganzen am Balken angreifen : 
die Last Q und die Stabkrafte Sl' S2 

$?¢!W?~~~~~~~~~~~" und S3' Diese Krafte miissen im 
III&( ~ Gleichgewicht stehen, da der Balken 

''-'' / in Ruhe bleibt. Von ihnen sind be-
'--J kannt Lage, GroBe und Richtung von 

Abb.107. Balken, dUTch drei Stiitrungsstilbe mit der 
Erde verbunden. 

Q und die Wirkungslinien der Stab
krafte. Wie bei jeder statischen 
Behandlung von Konstruktionsavf

gaben ist es auch hier sehr wesentlich, dariiber klarzuwerden, welcher Kon
struktionsteil der eigentliche Trager des Gleichgewichtszustandes ist: das 
ist hier der Balken. Die Losung der Aufgabe erfordert gemaB den seit
herigen Ausfiihrungen die Aufsteilung von zwei Komponentenbedingungen und 
einer Momentengleichung. Diese konnen erst aufgestellt werden, wenn iiber die 
Richtung der Krafte etwas gesagt ist. Nun ist aber nur die Richtung von Q 
gegeben; es muB deshalb, genau so wie bei den Bockgeriisten, in den Staben 
zunachst ein bestimmter Richtungssinn angenommen werden, und zwar moge 
wieder eine Zugkraft zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt 
von den Endpunkten weg, d. h. auf den Balken wirken die Zugkrafte mit dem 
Pfeil vom Balken nach der Stabmitte hin, wie sie in Abb. 107 eingetragen sind. 
Wir konnen uns geradezu den Balken 10sgelOst denken und ihn als eine freie 
Konstruktion betrachten, auf den die vier Krafte Q, Sl' S2' S3 wirken. Fiir die 
beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen kann die X-, y-Richtung willkiirlich 
gewahlt, fiir die dritte der Momentenpunkt beliebig eingefiihrt werden. Wir 
wahlen die positive x-Richtung horizontal nach rechts, die positive y-Richtung 
nach unten. 

1. LXi = O. Da Q und Sl senkrecht zur x-Richtung verlaufen, haben sie 
keine X-Komponenten. Die X-Komponente von S2 verlauft bei dem eingefiihrten 
Zugpfeil nach links, diejenige von S3 nach rechts: 

-S2' cos45° + S3' cos30° = O. 

2. 2'Yi =O. Da Q und Sl in die y-Richtung fallen, treten sie in voller GroBe 
als Y-Komponenten auf; aile Krafte haben eine positive Y-Komponente: 

Q + Sl + S2' sin45° + S3' sin30° = O. 
3. L Mi = O. Der Momentenpunkt ist ganz belie big ; man wird ihn selbst

verstandlich moglichst bequem einfiihren. Legt man ihn nun auf einen Stab, 
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so fiiJIt die betreffende Stabkraft aus der Momentengleiohung heraus; legt man 
ihn in den Sohnittpunkt zweier Stabe, z. B. von 8 a und 8 3 , d. i. der Momenten
punkt I, so fehlen diese beiden Krafte in der Momentengleiohung, da ja beide 
den Hebelarm Null haben. Ein soloher Sohnittpunkt zweier Stabe ist der giin
stigste Momentenpunkt. Stellen wir die Momente dementspreohend fiir den 
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von Q und 8 1 , Q dreht um den Punkt I 
links herum, 8 1 bei dem angegebenen Zugpfeil ebenfalls links herum. Unter 
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht die Gleiohung: 

-Q. 0,75 - 8 1 , 0,50 + 8 a ' 0 + 8 3 .0 = O. 
Aus diesen drei Gleiohungen kann man die Unbekannten bereohnen. Aus der 
dritten Gleiohung ergibt sioh 

81 = -1000· °o~: = -1500 kg, 

aus der Verbindung der ersten und zweiten Gleiohung: 

8 a = +447 kg; 8 3 = +363 kg. 
Da 8a und 8 3 positiv sind, werden diese Stabe tatsaohlioh gezogen; dagegen 
wird Stab CD gedriiokt, weil der eingefiihrte Riohtungspfeil mit Riioksioht auf 
das negative Vorzeiohen von 8 1 umzukehren, also in einen Druokpfeil umzu
wandeln ist. 

Die drei Gleiohungen sind ganz versohiedenartig gebaut; jede der beiden 
ersten enthaIt mehrere Unbekannte, die letzte dagegen nur eine Unbekannte: 
Das ist kein Zufall, denn es wurde ja der Momentenpunkt absiohtlioh so ge
wahlt, daB zwei Unbekannte (8a und 8 3) aus der Momentengleiohung heraus
fielen. Nun muB aber dooh im Gleiohgewiohtsfall die Summe der Momente fiir 
jeden beliebigen Momentenpunkt versohwinden. Geradesogut wie wir ihn in 
den Sohnittpunkt von 8a und 8a gelegt haben, konnten wir auoh Punkt II 
(Sohnittpunkt von 8 1 und 8 a) oder Punkt ill (Sohnittpunkt von 8 1 und 8 2) 

als Momentenpunkt'wahlen. Fiir jeden dieser Momentenpunkte muB die Summe 
der statisohen Momente aller Krafte versohwinden und jede dieser Gleiohungen 
hat die Eigentiimliohkeit, daB nur eine Unbekannte in ihr auftritt. Wir be
·kamen also dann statt der urspriingliohen drei Gleiohungen deren fiinf, da die 
zwei neuen Momentengleiohungen nooh hinzukommen. Aber diese fiinf Glei
ohungen sind tatsaohlioh nioht voneinander unabhangig. FUr zerstreute Krafte 
in der Ebene gibt es in Wirkliohkeit nur drei voneinander unabhangige Gleioh
gewiohtsbedingungen, wie aus den friiheren Ausfiihrungen hervorgeht. Wohl 
konnen wir beliebig viele Momentengleiohungen ansohreiben, wie auoh beliebig 
viele Komponentenbedingungen angesetzt werden konnen, aber aIle sind Folge
rungen von drei Gleiohungen. 

Wir wollen nun fiir das vorliegende Beispiel als grundlegende Gleiohungen 
die drei Momentenbedingungen ansohreiben: 

1. (2M,;}r =0: -Q. 0,75 - 8 1 , 0,50 =0; 

.as ergibt sioh 8 1 = - H$OO kg. 

2. (2M,}rI = 0: -Q. 0,25 + 8 a' 0,56 = 0; 
8 a = +447 kg. 

3. (2Mi)rn = 0: -Q. 0,25 + 8 a ' 0,69 = 0; 
8 a = +363 kg. 

Das Ergebnis stimmt mit den, aus den urspriingliohen Gleiohungen ermittelten 
Wei'ten iiberein. Wenn man nun fUr irgendwelohe andere Punkte die Summe 
der Momente aller Krafte aufstellt und die hier gewonnenen Werte einsetzt, 

Schlink, Statik. 5 
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so miissen alle diese Summen den Wert Null ergeben, da ja im Gleichgewichts
falle die Summe der Momente fUr jeden beliebigen Punkt verschwinden muB. 
Ebenso muB mit den hier gefundenen Werten jede beliebige Komponenten
bedingung erfullt sein. Wir k6nnen also nach Gewinnung der drei Unbekannten 
mit Hille von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch 
jede Komponentenbedingung als Probe verwenden. 

Probe: ~Xi = 0: -447· cos45° + 363 . cos30° = 0, 
;EYi = 0: 1000 - 1500 + 447· sin 45 ° + 363' sin30° = O. 

Der hier beschriebene Rechnungsgang empfiehlt sich haufig als vorteil
haftester: man rechnet die Unbekannten durch Momentenbedingungen mit 

m6glichst giinstig eingefuhrten Momentenpunkten 
aus und pruft die Richtigkeit der errechneten 
Werte mit Hille von Komponentenbedingungen 
nacho Jedenfalls soll man nie versaumen, die er
rechneten Unbekannten nachzupriifen. 

Welche Gleichungen wir als die drei Ausgangs
gleichungen einfuhren, ist grundsatzlich gleich
gUltig: entweder drei Momentenbedingungen oder 
zwei Momentenbedingungen und eine Kompo
nentenbedingung oder eine Momentenbedingung Abb. 108. Zur Momentenbcrungung 

von Kraften. und zwei Komponentenbedingungen. Allerdings 
k6nnen nicht drei unabhangige Komponenten

bedingungen aufgestellt werden, da in der Ebene eine Kraft nur in zwei 
Komponenten eindeutig zerlegt werden kann. Durch Benutzung weiterer Gleich
gewichtsbedingungen erhalten wir dann immer die erwunschte Probe. 

Es war gesagt, daB wir als Gleichgewichtsbedingung drei Momentengleichun
gen aufstellen k6nnten. Dazu ist noch eine Bemerkung n6tig. Es durfen nam
lich die drei gewahlten Momentenpunkte nicht auf einer Geraden liegen, wenn 
das Gleichgewicht mit Sicherheit vorhanden sein soll. Das ergibt sich aus fol
gender Uberlegung: nehmen wir an, es lagen Krafte vor, die tatsachlich eine 
Resultierende R haben (Abb. 108). Dann verschwindet doch fur jeden auf R 
liegenden Punkt die Summe der Momente der Krafte Pi, da die Resultierende 
selbst fur j~den dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe 
der Momente der Krafte gleich ist dem Moment der Resultierenden. Wenn 
man nun nachpriifen will, ob die gegebenen Krafte im Gleichgewicht stehen, 
weiB man zunachst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. Wahlt man 
die drei Momentenpunkte dann zufallig so, daB sie auf der vorhandenen Resul
tierenden liegen, so verschwindet die Summe der Momente aller Krafte fur 
diese drei Punkte, obwohl eine Resultierende vorliegt. Werden aber die drei 
Momentenpunkte nicht auf einer Geraden gewahlt, so k6nnen bei Vorhanden
sein einer Resultierenden wohl die Momente fur zwei Punkte verschwinden 
(wenn die Resultierende zufallig durch die beiden Punkte geht), aber nicht 
fur drei Punkte. Es ergibt sich also der Satz: 

Zerstreute Krtifte in der Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summenihrer 
lYlomente fur drei Punkte verschwinden, die nicht auf einer geraden Linie liegen. 

1m Zusammenhang mit dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin
gewiesen: wenn die drei Stabe durch einen Punkt hindurchgehen, dann ist das 
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkrafte 
werden vie~deutig. Geht namlich (Abb. 10ga) die Last nicht durch den gemein
samen Punkt 0, dann ist fur diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr 
Null, da ja PeinenMDmentenbeitrag aufweist. 1m Gleichgewichtsfalle muB 
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aber die Summe der Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwinden; also 
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung moglich, d. h. die Konstruktion 
ist beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der. drei 
Stabe hindurch (Kraft P in 0 II! 
derAbb.109b),soverschwin- If, / ", 
det allerdings das Moment /, '\ / / 1 \ " 

~~re~:::~~l~~:h~:~~: A L:l:' :~p/' l' 's' ~ wenn dIe Summen der Kom- _ 
ponenten in zwei beliebigen;i/o 7//7/ /'c ,/:?7/~~?, 
Richtungen verschwinden. a b 

Da aber nur zwei unabhan
gigeGleichgewichtsbedingun

Abb. 109. Balken, gegeniiber der Erde verscWeblich angescWossen. 

gen vorliegen (Krafte durch einen Punkt I), denen drei Unbekannte gegeniiber
stehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es dad also nicht eine Scheibe durch drei 
Stabe mit der Erde verbunden werden, die sich in einem 
Punkt schneiden. Das ware auch der Fall, wenn die 
drei Stabe einander parallel laufen (Abb. IlO). 

27. Gleichgewicht von drei Kriiften. Es wurde oben 
der Fall betrachtet, daB eine Kraft mit drei anderen 
ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch 
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschlieBend moge 
gefragt werden: Wann kann iiberhaupt eine Kraft 
mit zwei anderen Kraften derselben Ebene ins Gleich

Abb. 110. Balken, durch 
drei parallele Stiitzungs
stiibe mit der Erde ver-

bunden. 

gewicht gesetzt werden 1 Man beachte wieder, daB Gleichgewicht nur bestehen 
kann, wenn die Summe ihrer Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwindet. 
Nun verschwindet aber doch sicher nicht das Moment der Kraft P 3 (Abb. Ill) fUr 
den Schnittpunkt von PI und P2 , da P 3 nicht durch die sen 
Punkt hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser 

....... ! 
Anordnung unmoglich. Das Moment kann nur dann allgemein f1r.. 
verschwinden, wenn P 3 durch den Schnittpunktvon PI und P 2 ~ ~ 
lauft, d. h. : ,D ~ 

Drei Krafte kannen nur imGleichgewicht stehen, wenn siedurch '1 

einen Punkt hindurchgehen und in der gleichen Ebene liegen. Abb. 111. Zum Glelchge-
Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsachlich wlchtsfall dreier Krafte. 

dann der Gleichgewichtsfall vorliegt, muB im iibrigeri die 
Summe der Komponenten in zwei Richtungen verschwinden, oder es muB die 
Summe der Momente fiir zwei weitere Punkte verschwinden bzw. die Summe 
der Komponenten in einer Richtung und die Summe der Momente fiir einen 
Punkt, oder es muB das zugehorige Krafteck geschlossen sein. 

28. Zusammensetzung und Zerlegung bei parallelen Kriiften. Liegt ein 
System von parallelen Kraften vor, so ist ihre Resultierende durch die alge
braische Summe der einzelnen Krafte gegeben und lauft parallel zu diesen 
Kraften. Der Beweis beruht auf den Formeln 

R = i(~;Xi)2+(~Yi)2; tgCXR = ~i:; 
denn wenn man die gegebene Kraftrichtung als y-Richtung wahlt (Abb. Il2), 
wird 1:Xi=O und ZYi gleich der Summe der gegebenen Krafte. Die Lage 
der Resultanten ist, wie bei Kraften in allgemeiner Lage, bestimmt durch den 
Satz yom statischen Moment der Krafte, bezogen auf irgendeinen Punkt 0: 

R 'x= 1:Mi' 
5* 
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Gesucht sei nun die Resultierende zweier parallelen Krafte PI und P 2 nach 
ihrer GroBe, Richtung und Lage (Abb.112). Ihre GroBe ist bestimmt durch 

r-----! R=PI +P2 • 

I Ihre Richtung, wie oben erwahnt, durch die Richr---e I, tung der Krafte. Zur Bestimmung der Lage kann 
I ?o man einen beliebigen Punkt 0 wahlen und stellt 
I die Gleichung auf: 

N 
t------p, 1'2. 

0,7 
-----I 

u~ -Pl' a l - P2 • as = -R· x, 

wodurchx bestimmt ist. Nun kann man aber den 
Punkt 0 ganz beliebig wahlen, und wir werden ihn 

Abb. 112. Die Resultierende zweier selbstverstandlich SO einfiihren, daB die Gleichung 
paralleier und glelchgerichteter Krifte. moglichst einfach wird. Dies ist der Fall, wenn 

~a2---t 

~ 
f} 

R 

der Momentenpunkt auf der Wirkungslinie der 
Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage der Resultierenden an, 
und nach Einfiihrung der Entfernungen PI' P2 von den Kraften lautet die 

Momentengleichung fiir einen Punkt N auf ihr: 

Abb. 113. Die Resultierende 

oder 
R . 0 = - Pl' PI + P2 • P2 

PI . PI = P 2 • Ps· 
Durch diese Gleichung ist tatsachlich die Lage der 

Resultierenden bestimmt, da 

PI +P2= e 
zwelerparalleierund entgegen- ist und die Entfernung e gegeben war, so daB die Glei

gesetzt gerichteter Krifte. 
chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist. 

Sind die beiden parallelen Krafte entgegengesetzt gerichtet (Abb. 113), so 
ist die Resultierende R bestimmt durch 

ihre Richtung fallt mit der der groBeren der beiden Krafte zusammen. Die 
Lage der Resultierenden wird wieder ganz schematisch dadurch bestimmt, daB 

fiir einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz er
fiillt sein muB: 

Da diese Gleichung mIT befriedigt werden kann, wenn 
zur groBeren Kraft P2 der kleinere Hebelarm P2 gehort 
und umgekehrt, so muB die Resultierende auBerhalb 
der groBeren der beiden Krafte liegen. 

Abb. 114. Zerlegung, einer 
Kraft in zwei Paralleien. SolI umgekehrt (Abb.114) eine Kraft P in zwei 

Komponenten in gegebenen Parallelen gl und g2 zerlegt 
werden, so fiihrt man zunachst Richtungspfeile fiir diese Komponenten ein 
unter Beriicksichtigung der Beziehung 

P=KI +Ks 

und schreibt fiir einen beliebigen Punkt von P das Hebelgesetz an: 

KI . kl = K 2 • k2 • 

Mit Hille der so erhaltenen zwei Gleichungen ist die Aufgabe zu losen. 
Da die Aufgabe, eine Kraft P in zwei Komponenten KI und K2 zu zerlegen, 

gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mit zwei gesuchten 
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Kraften 1\ und P'}. ins Gleiehgewieht zu setzen, und r r-11 
lediglieh die Krafte PI und P'J, entgegengetzten Rieh-.~ 'P;,-.t---.P, 
tungspfeil wie Kl und K2 aufweisen, kann diese 
Gleiehgewiehtsaufgabe ganz entspreehend gelost werden 
(Abb. 115); jetzt muB sein: 

Pl +P2 =-P 

und 

p 

Abb. 115. Glelchgewicht elner Kraft 
mit zwei parallelen Kriften. 

Ubungsaufgaben fUr zerstreut in der Ebene liegende lirafte. 
1. Aufgabe. Ein gewiehtsloses Seil von der Lange Z = 60 em liege auf einer 

Zylinderwalze mit dem Halbmesser r = 50 em (Abb. 116) und trage an seinen 
Enden Gewiehte von Gl = 30 kg, G2 = 10 kg. Wie groB sind im Gleiehgewiehts
fall die Winkel ({II und ({I21 

LiJ8Ung. Das Konstruktionsglied, das hier im Ruhezustand stehen soll, ist 
das erwahnte Seil mit seinen Endgewiehten. Es ist offenbar Ruhe vorhanden, 

Abb. 116. 1ibungsbeispiel. 

wenn die dureh Gl hervorgerufene naeh links ziehende Kraft Kl gleieh ist der 
dureh G2 bewirkten naeh reehts ziehenden Kraft K 2 • Diese beiden Krafte 
wirken tangential und sind gegeben dureh: 

Kl = Gl . sin ({II , 

K2 = G2 • Sin({l2· 
Wir bekommen also die Gleiehung: 

andererseits ist 
Gl · Sin({ll = G2 • sin({l2; 

l = r· «({II + ({I2)' 

1 60 
({II + ({I2 = r = 50 = 1,2. 

Die wirkliehe GroBe ist leieht zu finden, wenn man bedenkt, daB zum Bogen 1t 

der Winkel 180 ° gebOrt: 
1800 (11'1 + 11'2)0 

n 1,2 

({II + ({I'J, = 68° 40', 
({II = 68° 40' - ({I2; 
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mit diesem Wert lautet die obige Gleichung: 

G1 • (sin 68° 40' - qJ2) = G2 • SinqJ2' 
G1 • (sin 68° 40' . COSqJ2 - cos68° 40' . SinqJ2) = G2 • SinqJ2' 

G1 • (sin68° 40' . ctgqJ2 - cos68° 40') = G2 , 

ct = G2 + G1 • c0868 0 40' 
gqJ2 G1 • sin 68 0 40' ' 

ctgqJ2 = 0,748. 
DemgemaB: qJ2 = 53° 20', 

qJ1 = 15° 30'. 

Nun muB aber im Gleichgewichtszustand auch die Summe der Momente 
aller wirkenden Krafte fiir einen beliebigen Punkt gleich Null sein. Auf das 
Seil wirken als gegebene Krafte G1 und G2 • Stellen wir das Moment fiir den 
Angriffspunkt von G2 auf, so entsteht 

G1 • (r • sinqJ1 + r . sinqJ2). 

Das ist aber nicht Null, also muB irgend etwas unberiicksichtigt geblieben sein. 
Tatsachlich wirken aber auch auf die Endpunkte des Seiles nicht die Krafte G1 

und G2 allein; denn durch die Lagerung der Kugeln auf der Walze werden 
gegen diese Krafte ausgeiibt von der GroBe 

G1 • COSqJ1 und G2 • COSqJ2. 

Die Walze ihrerseits wehrt sich gegen diese Einfliisse und erzeugt gleich groBe 
Gegenkrafte N 1 und N 2' so daB auf die Endpunkte tatsachlich wirken G1 und;IV 1 
bzw. G2 und N 2 • Die erste Zeichnung war unvollstandig. Die Resultante aus G1 

und N1 ist die oben benutzte Kraft K 1 , entsprechend K2 die Resultante aus N2 

und G2 ; die Summe der Momente dieser vier tatsachlich auf die Seilenden wirken
den Krafte G1 , N 1 , G2 , N2 muB nun fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene ver
schwinden, z. B. auch fiir den Mittelpunkt der Walze. Durch diesen Punkt 
laufen N1 und N2 hindurch, haben kein Moment und es bleibt nur iibrig: 

-G1 • r· SinqJ1 + G2 • r· SinqJ2 = o. 
Damit ist dieselbe Gleichung gewonnen, die oben erhalten worden war. 

2. Aufgabe. Um drei gleich 
groBe Walzen ist ein Band 
ohne Vorspannung gelegt, das 
die Walzen in der gezeich
neten Lage halt (Abb.117). 
Wie groB ist die Seilkraft ~ 

Losung. Das Gebilde aus 
den· drei Walzen mit dem 
umgelegten Band ist im 

6l Lager durch zwei Bolzen be
festigt ; unter V ernachlassi
gung des Gewichtes des 

Abb.117. Dbungsbeispiel. Bandes wirkt lediglich die 
Schwere der drei Walzen auf 
die Bolzen, und es entsteht 

demgemaB fUr jeden Bolzen eine driickende Kraft von der GroBe 

G1 + G2 + G3 

2 
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Gegen diese Driicke wehrt sich das Lager bzw. das Bolzenpaar und es werden 
also gegen das Walzensystem die beiden Krafte 

G1 + G2 + G3 

2 
wirken. 

Die beiden Walzen 1 und 2 haben das Bestreben, von der unteren Walze 
abzurutschen, daran werden sie durch das umschlungene Band verhindert, also 
entstehen in diesem Band Krafte, die auf die einzelnen Walzen wirken; so 
wirkt beispielsweise auf Walze 2 die Bandkra!t 82 und die Bandkraft 83 , An
dererseits driickt diese Walze 2 mit einer Kraft K32 auf die Walze 3, diese wehrt 
sich dagegen und erzeugt die gleich groBe Gegenkraft K 23 • Beide Krafte miissen, 
solange keine Reibung vorhanden ist, in die Richtung der Radien fallen. Ent
sprechendes gilt von den Kraften zwischen den Rollen 1 und 3. Es entsteht so 
das in der Abb. 117 dargestellte Kraftbild, wobei der erste Anzeiger von K die 
Walze angibt, auf die die Kraft wirkt, (K12 = K21 = 0). Auf die Rolle 2 wirken 
demgemaB G2 , 8 2 ,83 , K 23 • Diese miissen im Gleichgewicht stehen, also drei 
Bedingungsgleichungen erfiillen: 

1. (~M)2=0: -82'r+83 'r=0, 

8 2 = 8 3 , 

2. ~Xi=O: 

-82 - 8 3 , cos60° + K 23 • cos600 = 0, 

8 _ K 23 • cos 60° 
3 - 1 + cos 60° . 

3. ~Yi=O: 

-K23' sin60° + G2 + 8 3 , sin60° = 0, 

K23 = 83 + SinG:oo • 

Daraus ergibt sich: 

8 3 + 8 3 , cos60° = 8 3 , cos60° + G2 • ctg60°, 

8 3 = G2 • ctg60° = y~ = ~ = 57,7 kg. 

Da 8 3 =84 sein muB, ferner an Rolle 3 die 
Bandkraft 8 4 =85 , weiter 8 5 =86 und an 
Rolle 1 auch 86 = 81 , so erkennt man, daB 
die Seilkraft fiir das ganze Band gleich groB 
ist. Damit ist die ganze Aufgabe gelost. 

L-...L...J o 10 1Ocm. 

K L-L...J 
o 10 +,/"k9 

o 

Abb. 118. trbungsbeispiel. 

3. Aufgabe. Welchen Druck p kann man mit der Anordnung nach Abb. 118 
erzeugen, wenn die Handkraft P = 50 kg betragt und der Kolbendurchmesser 
30mm ist1 

L68ung. Wir betrachten die Gleichgewichtszustande an den einzelnen Teilen 
der Konstruktion; zunachst am Hebel A a, dann am Punkt b und c. Auf den 
Hebel wirkt auBer P noch die Stabkraft D und ferner an der Befestigungsstelle A 
eine Kraft N gegen den Hebel. Da uns diese letztere nicht interessiert, stellen 
wir fUr den AnschluBpunkt A die Momentengleichung auf: 

p. 90 - D· 50 = 0, 
9 

D = 5" . P = 90 kg. 
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Am Punkt b mu.1l Gleichgewicht bestehen zwischen den drei zusammentreffenden 
Stabkriiften D, K, S. Das Kraftdreieck ergibt fiir K eine Druckkraft, fiir S 
eine Zugkraft: 

K = D· :~ = : . p. -:- = 3P = 150 kg. 

S = D. V502+302 = 1749k 30 ' g. 

SchlieBlich muB sich am Punkte edie Kraft K aufheben mit der Kraft P', die 
durch den Druck p entsteht. Unter dem Druck versteht man die Kraft auf 

Abb.119. 
'Obungsbeispiel. 

1 cm 2 ; beim Kolbendurchmesser von d cm ent
steht also dann eine Kolbenkraft K: 

d2 

K=')7;'-;['p. 

In unserem FaIle ergibt sich: 

K = ')7;. 3,02 cm2.p~ 
4 cm2 , 

damus p = 21,2 kgjcm2• 

4. Aufgabe. Nach welchem Gesetz ist eine 
Skala fiir den Druckanzeiger der Abb. 119 auf
zutragen 1 Gesucht ist also: 0(. = f (p) . 

L6sung. Die Kraft, die auf die Zahnstange 
durch den Druck p ausgeiibt wird, ist gegeben 
durch: 

. d2 402 

P = ')7;T'P =')7;'T'P = 12,57·p. 

Diese Kraft greift an dem Zahnrad in der Entfernung (e-dj2) yom Zahnrad
mittelpunkt an und sucht dieses nach rechts zu drehen, wiihrend das Gewicht G 
an dem mit dem Zahnrad fest verbundenen Hebel dieses nach links zu drehen 

1--------+31 
. S 
I 
i 
i 
i 

+y 

Abb. 120. 'Obungsbeispiel. 

sucht. Das Gewicht wird so lange ge
hoben, bis sein Moment gleich dem Moment 
von P ist: 

G· 100,0 . cosO(. = P . (10,0 - 2,0), 
80· 100,0' cosO(. = 12,57 . p . 8,0, 

12,57 . P • 8,0 
cosO(. = 80.100 = 0,01257. p. 

5. Aufgabe. Die in Abb.120 angegebenen 
Kriifte, die auf eine Platte in ihrer Ebene wir
ken, sollen zusammengesetzt werden. Es sei 

P = 100 kg, Q = 80 kg, S = 200 kg, a = 20 cm, b = 10 cm, e = 30 cm. 

L08ung. Die Aufgabe wird aualytisch gelOst. Die Resultierende ist nach 
GroBe und Richtung durch ihre Komponenten ~ Xi und 2 Yi bestimmt, nach 
Lage durch den Satz yom statischen Moment der Kriifte (S.49). Unter Ein
fiihrung der positiven Richtung nach rechts bzw. nach unten ist: 

2Xi = S . cos 60 ° = 200· 0,5 = +100 kg (also nach rechts), 

2Yi = 2P + 2Q - S· sin60° = +186,8 kg (also nach unten), 

(1:Mi)O = Q. a + p. (a + b) + Q. (2a + b) = 8600 kgcm. 
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Der Punkt 0 wurde als Momentenpunkt gewahlt, well sich auf ihm die beiden 
Krafte 8 und P schneiden. Es findet sich weiter: 

R = -Y(~Xi)2+ (~Yi)2= 211,8 kg, 
~Yi 186,8 

tgOl:R = ~Xj = 100 = 1,9, 

OI:R=62°15'. 

Die Resultierende verlauft nach rechts unten: Da die Summe der Momente fUr 
den Punkt 0 ein positives Vorzeichen ergab, dreht dieses Moment im Uhrzeiger
sinn. R muB nun so liegen, daB ihr Moment den gleichen Drehsinn ergibt, d. h. 
da sie nach rechts unten verlauft, oberhalb von o. Die GroBe des Momentes 
von R muB gleich Z Mi sein. Wir denken R, desseJJ. Lage noch nicht bekannt 
ist, in seinem Schnittpunkt mit der Linie A 0 zerlegt in eine waagerechte und lot
rechte Komponente, deren GroBen durch ~Xi und ~Yi gegeben sind. Letztere 
hat fUr den Punkt 0 kein Moment, 
erstere dagegen das Moment (~Xi) . e, 
wobei enoch unbekannt ist: 

6. Aufgabe. Wie groB ist bei dem 
in Abb.121 gezeichneten Spannrollen
trieb in der angegebenen Lage und bei 
einem Gewicht G = 30 kg der Rie
menzug 81 

Losung. Betrachten wir zunii.chst 
den Hebel mit der Rolle R. Durch 
den herabdriickenden Hebel wirkt 

~.~ 
10· 

AY ;s 
:c Abb. 121. "Obungsbelsplel. 

von der Rolle auf den Riemen eine Kraft K und umgekehrt eine gleich groBe 
Kraft K' yom Riemen auf den Hebel. Am Hebel greifen also an die eben er
wahnte Kraft K ', ferner das Gewicht G und die Kraft an der Befestigungs
stelle A. Diese drei mussen im Gleichgewicht stehen. Es muB also ihr Moment 
fUr einen beliebigen Punkt verschwinden, z. B. fUr A. Fiir diesen Punkt liefert 
die Befestigungskraft selbst keinen Momentenbeitrag, und wir haben: 

G· (300 + 600) - K' . cos 10° . 600 = 0, 

K'- 30·900 _ 45 
- 600· c081O° - c0810°· 

An der BerUhrungsstelle von Rolle und Riemen wirken yom Hebel her die 
Kraft K, ferner yom Riemen nach links und rechts die unbekannte Kraft 8. 
Diese drei Krafte mussen im Gleichgewicht stehen, also muB 

erfilllt sein. Das ergibt 
~Yi=O 

K· cos 10° - 8· sin 20 ° = 0, 
45 

8 = 0,342 = 131,6 kg. 

Als Probe kann verwendet werden: 

~Xi=O, 
K· sin 10° + 8· cos20° - 8 = o. 
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Die graphische Lasung ist durch das Kraftdreieck aus K und den beiden Kriif
ten S gegeben. Es findet sich aus dem Kraftdreieck: 

Abb.122. 
-obungsbeispiel. 

J
1

. t8' I b 1 
I 61 ! ~O' ,x----i c<e= 11 L-70=i8 c 

';k, 
E¥3d 

~ = S . sin 10 ° , 

also das gleiche Ergebnis wie oben, da ja 

sin20° = 2· sinlO° . cos 10° 
ist. 

7. Aufgabe. Wie groB muB bei dem 
in Abb. 122 dargestellten Ventil die Ent
fernung x sein, wenn das Ventil bei 15 atu 
abblasen soll? 

Losung. Es liegen hier drei Konstruk
tionsteile VOl': der Hebel I drehbar um 
A, del' He bel II dreh bar um C, und der 
Ventildeckel. Der Hebel I driickt an del' 
Stelle B auf den Hebel II, dieser letztere 
wehrt sich dagegen mit del' gleich groBen 
Kraft B'. Es greifen demgemiiB am 
Hebel I (Abb.122b) an: G, B' und die 
Kraft in A. Die Momentengleichung fUr 
A ergibt: 

G . (70 + x) - B' . 70 = 0, 
B'-G 

x=-G-· 70 . 

Auf den Hebel II (Abb.122c) wirkt die eben beriicksichtigte Kraft B, ferner die 
Ventilkraft K und die Befestigungskraft C. Die Momentengleichung fUr C ergibt: 

Abb. 123. -obuugsbeispiel. 

B·140-K·70=0. 

Andererseits haben wir fUr das Ventil 
(Abb. 122d): 

K' = K = 7,52 ~ • p = 663 kg. 

Wir erhalten damit B = 332 kg, dann aus del' 
ersten Gleichung, mit G = 30 kg, x = 700 mm. 

S. Aufgabe. Wie groB muB bei dem in 
Abb. 123 dargestellten Panzerwagen das An
triebsmoment des Zahntriebes sein, wenn 
del' Radius des Zahnrades r = 25 em betriigt 
und die N eigung iX = 10 ° ? 

Losung. Das gesamte Gewicht wirkt im 
Schwerpunkt des Karpel'S. Seine beiden 
Komponenten, 

G· COSiX und G· sin iX , 

greifen ebenfalls dort an. Die Kraft G . cos iX 

wird durch die Gegenkraft N aufgehoben. 
Die Komponente G· siniX muB durch eine Aufwiirtswirkung iiberwunden 
werden, diese wird abel' am Radkranz iibertragen. Auf das Antriebsrad wirkt 
also nach abwiirts die Gewichtskomponente G . SiniX, die vom Wagen auf den 
Zapfen driickt, und am Radkranz die Gegenkraft des Bodens von gleicher 
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GroBe; das ergibt ein reines Kraftepaar vom Drehmoment G . (sin ex) • r. Dieses 
Moment muB dureh das Antriebsmoment uberwunden werden. 

M = G· sinex· r, 
. M = 22000·0,1736·25,0 = 95500 kgem, 

M=955kgm. 

9. Aufgabe. Wie groB muB in der in Abb. 124 dargestellten Wagenbremse 
die Entfernung x sein, damit die Normalkrafte Nl und N2 gleieh groB werden1 

Losung. Wir haben drei Hebel als 
Hauptkonstruktionsteile, die in den 
Abb. 124b, e, d herausgezeichnet sind. 
Am Hebel I lautet die Momentenglei
chung fiir den Punkt A: 

P·40-S·20=0, a~o S=2P. 

Am Hebel II werden zwei Momenten
gleiehungen aufgestellt: 

fiirB: -S·50+KH ·30=0, 

fUr G: 

KH = : . S = 130 • P ; 

- S . 80 + N 2 • 30 =·0, 
80 16 

N2 = 30· S = -3" P. 

Der Hebel III liefert sehlieBlieh fur 
den Punkt D die Momentengleiehung: 

Nl . x - K H • (40 + x) = 0, 
10 10 

N 1 ·x = a· P . 40 + a· P ' x . 

PbL 
b S 

AN 

a 

~:~ 
.~ 

K Ky 

Abb. 124. 1l'bungsbeispieI. 
Da nun Nl = N2 sein soIl, haben wir: 

16 10 10 a' p·x = a' P·40 + a· P ' x . 
Hieraus findet sieh: 

X= 66,67 em. 

10. Aufgabe. Welehe Stellung 
muB bei der in Abb. 125 dar- Abb.125. 1l'bungsbeispieI. 

gestellten SCHENCKSehen ZerreiB
masehine das Laufgewieht Q 
haben, damit der zu prufende 
Stab, mit einer Bruehfestigkeit 
von 60 kg/mm 2, reiBt 1 Der Dureh
messer des Stabes sei 15,95 mm. 

L08ung. Wenn die ZerreiB
festigkeit 6000 kg/em 2 betragen 
soIl, dann muB P einen Wert annehmen, der gegeben ist dureh das Produkt 
von F (Quersehnitt des Stabes) mal der Bruehfestigkeit (JR: 

P=F· (JR, 

n. d2 

P = -4- mm2 • 60 kg/mm2 = 200 . 60 = 12000 kg. 
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Diese Kraft verteilt sich zu gleichen Teilen in die beiden Zugstangen am Hebel I. 
Um die GroBe a ausrechnen zu konnen, werden der Reihe nach die MomentEm
gleichungen fiir die Hebel I, m, V beziiglich ihrer Festpunkte aufgestellt: 

Hebel I: (~M)A = 0, 
-154,6 . 6000 + 145,4 . 6000 + Srr • 460,0 = 0, 
Srr = 120 kg. 

Hebel III: (~M)B = 0, 
-120 . 130,0 + SIV • 260,0 = 0, 
SlY = 60 kg. 

HebeZ V: (~M)c = 0, 
SIV • 50,0 = Q • a. 

Aus letzter Gleichung ergibt sich, mit Q = 2,5 kg: 

a= 1200mm. 

VI. Graphisehe Behandlung von Kriften, die in der Ebene zerstreut wirken. 
29. Krafteck nnd Selleck. Gegeben sei eine Reihe von Krlj,ften, die wir 

graphisch zusammensetzen wollen. Die Krafte P l , PD' Ps, P 4 seien nach GroBe, 
Lage und Richtung bekannt (Abb.126). Nach friiheren tJberlegungen Mnnen 

R wir zum Ziele kommen, wenn wir erst die Krafte 
I " P l und P g zu einer Teilresultierenden R12 zu-

J __ ~ "- sammenfassen. Wir verschieben dazu beide Kr~te 
/ ~ nach ihrem Schnittpunkt A.; in diesem kann dann 

/ ! l f' die Zusammensetzung der beiden Krafte mittels 
I A / 'R1, ,3 Krafteparallelogramm oder . Krafteck erfolgen. 

I ;'f 1" h / / I / I Diese Teilresultierende Ru mBt sic in gleicher 
/ / I \;1. I Weise mit P s zusammensetzen zur Resultieren-

/ /R~2f) I den Rus , und diese weiter mit P 4 zusammen-
<', ( t /:A { gesetzt ergibt die endgiiltige Resultierende der 

" / tl I vier Krafte. Wir sehen schon an diesem Beispiel, 

~ --=-=-:I' ' Pa .', daB die'ses -Verfahren iu einer uniibersichtlichen 
I} /, Zeichnung fiihrt, ja es laBt uns sogar ganz im 

'A " Stich, wenn zufallig eine Teilresultierende zu der 
'~ nachsten Kraft· parallel liegt. Daran erkennen 

~ wir, daB das Verfahren keine allgemeine Bedeu
tung hat. 

Ein sehr iibersichtliches Verfahren benutzt 
Abb. 126. Zusammensetzung zerstreuter b d 'th d t Kr ft k h Krll.ftelnderEbenemittelsVersehlebung. ne en em sel er verwen e en a ec noc 

ein neues Vieleck, das sogenannte Seileck. Dies 
soIl nun gezeigt werden. Es seien beliebig viele in der Ebene zerstreute Krafte 
durch ihre Wirkungslinien und Richtungen gegeben; ihre GroBe soIl wieder 
zahlenmaBig festgelegt sein. Wir sollen die Resultierende dieser Krafte zeich
nerisch ermitteln (Abb. 127). 

Wir zeichnen zunachst das Krafteck, d. h. wir tragen in einem von der tech
nischen Figur gesonderten Bild die Krafte so aneinander, daB sie einem einheit
lichen Umfahrungssinn entsprechen. Das Bild des Kraftecks sieht also zunachst 
genau so aus, als gingen die Krafte durch einen Punkt (Abb. 127b). Die er
haltene SchluBlinie liefert auch jetzt wieder, wie bewiesen wird, GroBe und 
Richtung der wirklichen Resultierenden RaIler zerstreut wirkenden Krafte. 
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Es fehlt dann nur noch die Lage der Resultierenden; zu ihrer Ermittlung nehmen 
wir einen ganz beliebigen Punkt a an, den wir PoZ nennen wollen. Diesen Pol, 
der also in seiner Lage an keinerlei Bedingungen gekniipft ist, verbinden wir 
mit den Anfangs- und Endpunkten der Krafte im Krafteck (Eckpunkte des 
Kraftecks). Die Verbindungslinien, die den Namen PoZstrahZen fiihren, gehen 
also von a nach 0, I, II usw. Die Strahlen wollen wir numerieren mit 0 (von a 
nach 0), 1 (von a nach I) usw. Zu diesen Polstrahlen zeichnen wir nun im tech
nischen Kraftbild Parallelen und beginnen damit in einem wieder vollig be
liebigen Punkt A, durch den wir eine Parallele zu Polstrahl 0 ziehen. Die ge
zeichnete Gerade 0', die SeiZZinie, SeiZseite oder SeiZ8trahZ genannt wird, schneidet 
die Wirkungslinie von PI in einem Punkt. Durch diesen Schnittpunkt ziehen 
wir dann eine Parallele zum nachsten Polstrahl 1. Den Schnittpunkt dieses 
neuen Seilstrahls I' mit der Wirkungslinie der Kraft P 2 benutzen wir wieder 
als Ausgangspunkt fiir den Seilstrahl 2', der, entsprechend den friiheren, parallel 

Abb. 127. Zusammensetzung zero 
streuter Krll.fte In der Ebene mit 

HIlfe des Seileeks. 

zu,m Polstrahl 2 liegen muB. In gleicher Weise erhalten wir die Seilseiten 3' 
und 4', immer ausgehend von dem Schnittpunkt des vorhergehenden Seilstrahles 
mit der zugehorigen Kraft. Es sei hier schon darauf hingewiesen, daB die Reihen
folge der Seilstrahlen mit der Reihenfolge der Polstrahlen iibereinstimmen muB; 
z. B. werden die beiden Seilstrahlen 2' und 3', die an der Kraft P a anschlieBen, 
d. h. sich auf ihr schneiden, durch dieselbe Kraft P a im Krafteck in ihrer Rich· 
tung festgelegt. Der von den Seilstrahlen gebildete Linienzug 0',1',2',3',4' 
heiSt SeiZeck oder SeiZpoZygon. Die Lage der Resultierenden ist dann dadurch 
bestimmt, daB sie durch den Schnittpunkt der auBersten Seilseiten geht. Wir 
verlangern also die beiden Seilstrahlen 0' und 4' bis zu ihrem Schnittpunkt 
und legen die Resultierende, die aus dem Krafteck nach GroBe und· Richtung 
bekannt ist, durch diesen Punkt. 

Zum Beweis der Richtigkeit unserer Behauptung denken wir uns jede Kraft 
im technischen Kraftebild zerlegt in zwei Komponenten (Abb.127c), deren 
Richtungen durch die anschlieBenden Seilstrahlen gegeben sind, also P l in die 
Richtung 0' und 1', P2 in l' und 2' usw. Das zur Zerlegung jeder dieser Krafte Pi 
notige Kraftdreieck finden wir bereits im Krafteck vor, z. B. das Dreieck 001 
fiir die Krafte in 0' und I'. Die Langen der beiden Polstrahlen 0 a und 10 
stellen die Komponenten Ko' Kl der Kraft P l der GroBe nach dar; dabei ist 
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der Krii.ItemaBstab der gleiche, wie er fur die Aufzeichnung der Krafte Pi ge
wahlt war; die Richtungspfeile der Ersatzkrafte Ko und KI sind dem durch 
die Kraft PI gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet; (in der Figur sind 
die Pfeile neben die Polstrahlen gezeichnet). Mittels dieser Zerlegungen erhalten 
wir also statt der vier Krafte PI bis P 4 acht Komponenten, d. h. acht Krafte, 
die den gegebenen vier gleichwertig und nun zusammenzusetzen sind. Von 
diesen acht Kraften Ko, K I , K I , K 2 , K 2 , ••• K4 heben sich verscbiedene gegen
einander auf, denn die Komponenten KI von PI' in Richtung des Seilstrahls I', 
und KI,als Komponente von P 2 in der gleichen Linie I', sind gleich groB, aber 
entgegengesetzt gerichtet. Entgegengesetzt gerichtete gleich groBe Krafte in 
der gleichen Geraden heben sich aber auf. Wir erkennen, daB von den acht 
Ersatzkraften nur Ko und K4 ubrigbleiben, deren GroBen im Krafteck durch 
die beiden Polstrahlen 0 und 4, und deren Lagen durch die Seilstrahlen 0' und 4' 
gegeben sind. Diese beiden Krafte ersetzen nach der durchgefuhrten mer
legung die urspriinglichen Krafte Pl'" P 4' Ihre Resultierende ist demgemaB 
auch die Resultante der gegebenen Krafte. Wir setzen nun diese beiden Krafte 
Ko und K4 mit Hille des Kraftecks 0, IV, 0 zur Resultierenden R zusammen, 
die ihrerseits selbstverstandlich durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungs
linien 0' und 4' gehen muB. 

Wir erhalten also bei der graphischen Zusammensetzung beliebiger Kriifte in 
der Ebene: 

die Gro{3e und Richtung der Resultierenden durch das Krafteck, 
die Lage der Resultierenden durch das Seileck. 
Letzteres Vieleck wird Seileck genannt, weil ein gewichtsloses, in zwei Punkten 

gehaltenes Seil, das unter dem EinfluB von Kraften Pi, steht, die Gestalt eines 
solchen Seilecks annimmt. . 

30. Die drei moglichen Falle bei Zusammensetzung ebener Krafte. Die drei 
Falle, dje wir bei der analytischen Losung der gleichen Aufgabe unterschieden 
haben, mussen uns auch bier wieder begegnen. 

1. Fall. Ergebnis: eine eindeutige Resultierende. Die Aufgabe wurde eben 
behandelt. Wir sahen, daB die SchluBlinie des Kraftecks die GroBe und Rich
tung der Resultanten darstellt, daB diese SchluBlinie im Fall I also nicht ver
schwinden darf. AuBerdem war die Lage der Resultanten bestimmt durch den 

1U 

Abb. 128. Zerstreute KrlIfte, die eln Kraftepaar ergeben. 

Schnittpunkt des ersten und 
letzten Seilstrahls, d. h. im 
Fall I mussen diese beiden 
Strahlen einen eindeutigen 
Schnittpunkt haben. Wir sagen 
kurz: das Krafteck und das 
Seileck ist offen. 

2. Fan. Ergebnis: ein be
stimmtes Kraftepaar. Jetzt 
muB, entsprechend der analy
tischen Losung, die Resul-

. tierende verschwinden. Wir 
zeichnen das Krafteck zu den gegebenen Ki-aften und sehen, daB bei den hier vor
liegenden Kraften der Anfangspunkt 0 der ersten Kraft PI mit dem Endpunkt IV 
der letzten P 4 zusammenfallt (Abb. 128), das Krafteck ist also geschlossen, d. h. 
R = O. Mit dem willkurlich gewahlten, ;Pol '0 ziehen wirwie oben die Pol
strahlen und zeichnen parallel dazu in das technische Krafte bild die zugehorigen 
Seilstrahlen 0', I' ... 4'. Da sich im Krafteck die Poistrahien 0 und 4 decken, 
mussen die dazu parallelen Seilstrahlen 0' undo 4' einander parallel laufen. Das 
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Charakteristische des Falles 2 ist also, daB das Krafteck geschlossen ist und daB 
der erste und letzte SeilstFahl einander parallellaufen. Das Selleck ist demnach 
nicht geschlossen. Der Schnittpunkt der Sellstrahlen 0' und 4', durch den ja 
die Resultierende gehen muB, liegt unendlich fern. Wir erhalten den vorher
gehenden Betrachtungen zufolge eine Kraft von der GroBe Null in unendlich 
groBer Entfernung. Dieses Ergebnis stellt aber nach friiherem (S. 54) ein Krafte
paar dar. Es fehlt noch die GroBe des Momentes dieses Kraftepaares. Wir finden 
es, wenn wir uns die vier gegebenen Krafte wieder durch ihre Polstrahlen-Kom
ponenten ersetzt denken. Die einzelnen Komponenten heben sich wieder auf 
bis auf die beiden Krafte K o, K 4, die in den Seillinien 0' und 4' liegen und die 
durch die Lange der Polstrahlen 0 und 4 dargestellt sind; Ko geht nach dem 
PolO hin, K4 geht vom Pol weg. Diese Krafte des Kraftecks ins Selleck uber
tragen, liefern eine Kraft K4 nach links oben und eine parallele, gleich groBe 
Kraft Ko nach rechts unten (Ko=K4=K). Das ist aber die Darstellung eines 
Kraftepaares von der GroBe (-K . e). Wir haben also die GroBe des Poistrahls 0 
bzw. 4 aus dem Krafteck, das ja in einem bestimmten KraftemaBstab auf
gezeichnet ist, als Kraft K(=Ko=K4) zu entnehmen und mit dem Abstand e, 
der aus dem technischen Krafteblld abzumessen ist, zu multiplizieren, und er
halten dann als Ergebnis der Zusammensetzung das resultierende Moment 

M.=-K·e. 

3. Fall. Ergebnis: Gleichgewichtszustand (Abb. 129). Das Krafteck ist dem 
des zweiten Falles gleich; es ist wieder geschlossen. Der Unterschied gegen
uber diesem Fallliegt im Selleck und besteht darin, daB jetzt die beiden auBer-
sten Sellstrahlen 0' und 4' in die 4]17;, --
gleiche Linie fallen. Was be- '~Ko /' ______ IJ. if-..."¥; .. 
deutet das 1 Gehen wir von der ~.:""-1~'i . ..f.--l ~ I .~"-.,. 
gleichen Grundlage aus wie im :IJ -........ :-;:'::::f'C 
Fall 2, so sehen wir hier wieder .-.......,'-. /9'.j .~ 
die Resultierende im Krafteck '-. . J[ / 

verschwinden. 'Obrig bleiben . 
abermals nur die beiden Krafte .IU 

Ko und K 4 , die aber jetzt nicht 
nur parallel zueinander liegen, 
sondern sogar in gleicher Wir
kungslinie 0' und 4', d. h. das 

Abb. 129. Zerstreute Krafte, die im Gleichgewicht stehen. 

Kraftepaar K· e verschwindet. Die heiden gleich groBen entgegengerichteten 
Krafte heben sich auf. Es wird also die Resultierende und das Moment gleich 
Null; das war aber die Voraussetzung fur den Gleichgewichtsfall. 

Fassen wir die Einzelfalle nochmals zusammen: 
1. Fall: Krafteck offen, Selleck offen: eindeutige Resultierende. 
2. Fall: Krafteck geschlossen, Selleck offen: Kraftepaar (Moment). 
3. Fall: Krafteck geschlossen, Selleck geschlossen: Gleichgewicht. 
Es lieBe sich aus der Zusammenstellung noch ein vierter Fall konstruieren: 

Krafteck offen, Selleck geschlossen, der aber nur als Sonderfall des Falles 1 er
scheint. Das Ergebnis dieses Falles ist, wie beirn ersten Fall, eine eindeutige 
Resultierende, die als Wirkungslinie die Sellseiten 0' und 4' hat (die ja dann 
zusammenfallen) (Abb.130). Er kann uberhaupt nur auftreten, wenn der PolO 
in der Verbindungslinie des Anfangspunktes 0 des Kraftecks und des End
punktes IV liegt. Es gehort aber dann ein besonderer Zufall dazu, daB in diesem 
Fall auch tatsachlich das Selleck geschlossen ist, daB also 0' und 4' in dieselbe 
Gerade fallen (Abb. 130a). Alsdann ist die gesuchte Resultierende gegeben durch 
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die Differenz der beiden Ersatzkrafte Ko und K,. Meistens werden aber bei 
dieser Sonderlage des Pols die Seilseiten 0' und 4' nicht in dieselbe Gerade fallen, 
also das Selleck wird nicht geschlossen sein (Abb.I30b). Dann haben wir als 
Ersatzkrafte zwei parallele Krafte Ko und K, von verschiedener GroBe, die 
nach bekanntem Verfahren zu einer Resultierenden, d. i. eben die gesuchte 
Resultante, zusamroengesetzt werden konnen. Man erkennt, daB eine allgemeine 
Lage des Pols 0 zur einfacheren LOsung fiihrt und wird also die Sonderlage 
des Pols auf der Geraden O-IV vermeiden. -

Der Gleichgewichtszustand war in der analytischen Darstellung durch die 
Aussage gegeben: die Komponenten in zwei verschiedenen Richtungen miissen 
verschwinden, und auBerdem muB die Summe der Momente aller Krafte ffir 

~ -einen beliebigen Punkt Null '01< 0. / sein. Demgegeniiber stehen die 
Il ~ gleichwertigen Bedingungen 

"II ~ __ L~-<""""'''''' ~""'- bei der zeichnerischen Losung: 
"~Slj.............. Lt:-~ Krafteck und ~elleck miissen 

./ geschlossen sem. Wenn das 
Kj< a 

Krafteck geschlossen ist, ver-
'yO' -( schwinden nach friiherem auch 

:14, die Summen der Kraftkompo-
'P, -''''~~-1'./ r.(~1,I1 nenten inzweibeliebigenRich-

\'8 b tungen; andererseits ist aber 
bei geschlossenem Selleck auch 
kein Moment vorhanden. All

gemein wird also das Krafteck zu den GroBen 1:Xi und 1:Yi ill Beziehung 
stehen, das Selleck zu L Mi. Wir erkennen insbesondere ffir den Gleichgewichts
fall, daB das geschlossene Krafteck den friiheren Komponentenbedingungen, 
das geschlossene Selleck der friiheren Momentenbedingung entspricht. Es lassen 
sich diese graphischen und analytischen Bedingungen des Gleichgewichts auch 
austauschen, so daB wir eine Gleichgewichtsaufgabe auch halb graphisch, halb 
analytisch losen konnten; es ware z. B. Gleichgewicht vorhanden, wenn das 
Krafteck der gegebenen Krafte geschlossen ist und auBerdem ihr Moment ffir 
einen beliebigen Punkt verschwindet. 

Abb. 130. Sonderfall: Krafteck offen, Selleck geschlossen. 

Zu den beiden Figuren Selleck und Krafteck mit den Poistrahlen sei noch 
einiges bemerkt. Die ~olstrahlen bllden. mit den entsprechenden Kraften nach 
der Ableitung Kraftdreiecke. Es entspricht also einem Punkt im Selleck ein 
Dreieck im Krafteck. Das gilt aber auch umge"kehrt: einem Punkt inr Krafteck 
ist ein Dreieck im Selleck zugeordnet, wie man sich leicht durch Betrachten 
der beiden Figuren Abb. 127 a u. b iiberzeugen kann; z. B. entspricht dem 
Punkt II des Kraftecks das Polygon aus Seilseite 2' und den Wirkungslinien 
von p 2 und. P 3 im Selleck. Dieses gegenseitige Verhaltnis macht das Krafteck 
und das .. Selleck zu reziproken Figuren der graphischen Statik. Die Wechsel
beziehungen stellen ffir den Bearbeiter der Aufgaben Kontrollmoglichkeiten dar. 
Es laBt sich an jedem beliebigen Punkt die Probe anstellen, ob das Seileck dem 
gezeichneten Krafteck richtig zugeordnet ist, indem man z. B. nachpriift, ob 
eine Kraft P2 , die im Schnittpunkt von zwei Seilseiten (I', 2') liegt, im Kraft
eck von den zugehorigen Polstrahlen (I, 2) eingeschlossen wird. Diese Kon
trolle ist besonders wertvoll, wenn die Krafte kein iibersichtliches Krafteck er
geben und dadurch leicht ein Fehler in der Reihenfolge der entsprechend 
uniibersichtlich liegenden Polstrahlen auftritt. 

Die Wahl des Poles 0 ist beliebig. Wir bekommen also bei einer bestimmten 
Aufgabe stets die gleiche Resultierende, wenn wir den Pol an verschiedenen 
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Stellen wahlen. Raben wir also den Pol ungliicklich gewahlt, so, daB der Schnitt 
der beiden auBersten Seilstrahlen (0' und 4') sehr weit weg liegt (auBerhalb des 
Zeichenblattes), so konnen wir einen zweiten PolO' annehmen, der uns mit 
den Seilstrahlen 0" bis 4" einen naher liegenden Schnittpunkt der auBersten 
Seilstrahlen liefert. (Schlechte bzw. weit entfernte Schnittpunkte treten dann 
auf, wenn der PolO zu nahe an der 
SchluBlinie des Kraftecks liegt. 1m 
Grenzfall, wenn der Pol auf diese 
SchluBlinie falIt, laufen die auBer
sten Seilstrahlen parallel, schneiden 
sich also erst im Unendlichen.) 

Erwahnt sei, daB sich bei zwei 
Seilecken, die zu demselben Kraft
eck gehoren, die zum ersten Pol a 
zugehorigen Seilstrahlen und die 
entsprechenden des zweiten Pols A' 
(also 0', 0" bzw. I', I") jeweils auf 
einer Geraden schneiden, die der 
Verbindungslinie der beiden Pole 
a, a' im Krafteck parallel lauft 
(Abb. 131). Dies gilt ailgemein und 
laBt sich geometrisch beweisen. Der 
Beweis ist auch dadurch gegeben, I 
daB das zweite Polstrahlenbild eine I 
zeichnerische Erweiterung des Kraft

~ 
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Abb. 131. Zwei Seilecke, zu dem 
glelchen Krafteck gehilrig. 

ecks darstellt. Es kann z. B. (3) als zusatzliche Kraft an P s aufgefaBt werden, 
00' ist der zugehOrige Polstrahl und die Parallele zu 00' im Kraftebild die 
entsprechende Seilseite. 

31. Graphische Zusammensetzung paralleler Kritfie. Wir behandeIn die ge
gebenen parallelen Krafte, die nicht gleiche Richtung zu haben brauchen, wie 
zerstreut liegende Krafte in der Ebene, bilden also die Resultierende mit Hille 
des Kraft- und Seilecks. Das Krafteck fallt hierbei in: eine Gerade zusammen. 
Die GroBe und Richtung 1 
der Resultierenden ist ge
geben durch die SchluB
linie des Kraftecks mit 
dem Richtungspfeil, der 
dem gegebenen Umfah
rungssinn entgegenge
setzt verlauft bzw. vom 
An£angspunkt 0 nach 
Endpunkt IV geht. Die 
Resultierende paralleler 

0' 

P, 

Abb. 132. Graphische Zusammensetzung paralleler Krafte. 

Krafte verlauft also stets, wie wir schon friiher gesehen haben, auch parallel 
zu den gegebenen Kraften und ist gegeben durch die algebraische Summe der 
Krafte. Zur Ermittlung der Lage wahlen wir wieder einen beliebigen PolO, 
ziehen die Polstrahlen und iibertragen diesa parallel in das Kraftebild in ent
sprechender Reihenfolge, d.h. unter Beobachtung der unter Nr.29 angegebenen 
RegeIn (Abb. 132). Um die richtige Reihenfolge zu gewiihrleisten, ist es drin
gend zu empfehlen, die Polstrahlen und die entsprechenden Seilseiten zu be
ziffern, da sonst eine Vertauschung der Seilstrahlen sehr leicht vorkommen 
kann. Das so entstandene Seileck liefert die Lage der Resultierenden durch den 

Schlink, Statik. 6 
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Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahles. Auch hier bei der Zusammen
setzung paralleler Krafte lassen sich wieder die drei Falle unterscheiden, die bei 
den in allgemeiner Lage liegenden Kraften besprochen wurden (Resultierende, 
Kraftepaar, Gleichgewicht). 

32. Anwendung des Seilecks zur Ermittlung von Momenten. Gegeben sei 
eine Anzahl paralleler Krafte nach GroBe, Lage und Richtung. Es soll das 
Moment einer Reihe von Kraften fiir einen beliebigen Punkt i aufgestellt 
werden, z. B. aller Krafte links von diesem Punkt (Abb. 133). Diese Aufgabe 
konnten wir direkt IOsen, indem wir die Summe der Momente der einzelnen 
Krafte analytisch bilden; die Losung kann aber auch indirekt erfolgen, 
indem wir erst die Resultierende der in Frage kommenden Krafte (links vom 
Punkt i) ermitteln und das Moment dieser Resultierenden aufstellen. Zu diesem 
Zwecke bedienen wir uns des Kraft- und Seilecks, die in Abb. 133 in der be
kannten Weise dargestellt sind. Links vom Punkt i liegen die Krafte PI' P2' P3 , 

ihre Re~ultierende ist durch die Strecke 0 III im Krafteck dargestellt, ihre Lage 

~~~~~"'d~/ 

Abb. 133. Grapbische ErmittIung von statischen Momenten. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

-I 

durch den Schnittpunkt der zu den fraglichen Kraften PI' P 2, P 3 gehorigen 
auBersten Seilseiten 0',3'; durch deren Schnittpunkt muB RU3 gehen. (Zu 
den Kraften PI' P2 , P3 gehoren die Seilstrahlen 0', 1',2',3'; I' und 2' ver
laufen zwischen zwei Kraften, also sind 0' und 3' auBere Seilseiten.) Das Mo
ment dieser Resultanten fiir den Punkt i ist "gegeben durch 

dieses Produkt ist also gleich dem gesuchten Moment der drei Krafte PI' P 2' P 3' 

Ein weiterer Losungsweg, der fiir besondere, spater naher erorterte Falle groBe 
Vorteile bietet, ist folgender: wir ziehen durch den Punkt i eine Par allele zu 
der Kraftrichtung; mit dieser Geraden bringen wir diejenigen Seilstrahlen zum 
Schnitt, die fiir die in Frage kommenden Krafte (PI' P 2 , P 3) die au.f3ersten 
Seilseiten sind, also die eben erwahnten" Seilstrahlen 0' und 3'. Durch diese 
beiden Seilstrahlen wird auf der Parallelen zu den Kraften eine Strecke von 
der Gro.f3e Yi ausgeschnitten. Es laBt sich nun nachweisen, daB das gesuchte 
Moment der Krafte links vom Punkt i gegeben ist durch das Produkt aus dieser 
Strecke y, und dem Abstand h des Poles C von den Kraften im Krafteck: 

Mi=Yi· h . (24) 
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Zum Beweis, daB diese Formel tatsachlich das Moment der drei Krafte PI> 
P2 und P3 in bezug auf den Punkt i darstellt, gehen wir von der oben fest
gestellten Beziehung 

Mi = R 123 • e 

aus und vergleichen nun die bei der Konstruktion der Streeke Yi und der Kon
struktion der Resultierenden R123 entstandenen Dreiecke, gebildet einerseits 
aus der Resultierenden R 123 (Kraftstreeke OIII) und den Poistrahien 0 und 3 
(im Krafteek), andererseits aus der Streeke Yi und den beiden Seilstrahlen 0' 
und 3'. Diese Dreieeke sind ahnlieh, da ihre Seiten parallel laufen. In ahn
lichen Dreieeken sind aber entspreehende Stucke einander proportional. Wir 
durfen demnaeh sehreiben: die Verhaltnisse der Grundlinien zur Rohe sind in 
beiden Dreieeken die gleiehen: 

Yi R 123 
e -h--' 

Das Verhaltnis Yi!e ist der Quotient zweier Streeken, der Ausdruek ist also 
dimensionslos. Dementspreehend muB aueh die reehte Seite der Gleiehung 
R123!h eine reine Zahl darstellen; dies kann aber nur der Fall sein, wenn wir h, 
den Abstand des Pols von den Kraften im Krafteek, ebenfalls als Kraft auf
fassen. Also ist h, genau so wie fruher die Poistrahlen, im KraftemaBstab des 
Krafteeks zu messen. Dureh Umstellen der GroBen erhalten wir: 

y,·h=R123 ·e. 

Das Produkt der reehten Seite kennen wir aber bereits als Ausdruek fur das 
gesuehte Moment der drei Krafte in bezug auf den Punkt i: 

Mi = R123 • e. 

Damit ist die Riehtigkeit unserer obigen Behauptung bewiesen, daB 

Mi=Yi' h. 

Dazu ist jedoeh zu bemerken, daB sowohl h als aueh Yi mit einem MaBstabs
faktor behaftet ist. h ist in kg (KraftemaB) auszudrueken, wobei derjenige 
KraftemaBstab maBgebend ist, in dem die Krafte Pi im Krafteek dargestellt 
sind, etwa 1 em ...... k kg. Yi ist eine Lange, die, je naeh der Auftragung des 
technischen Kriiftebildes, in einem bestimmten Verzerrungsverhaltnis erseheint, 
und zwar gilt fur die Streeke Yi der LiingenmaBstab, der bei Auftragung des 
Kraftebildes verwendet wurde. 1st die Lage der Krafte im MaBstab 1: n auf
getragen, so ist fur Yi der LangenmaBstab: 1 em ;;;:::, n em, fur h der Krafte
maBstab: 1 em ...... k kg zu beaehten, so daB 

Mi = [Yi] . [h] . k· n (cmkg) (25) 

wird. Die GroBen [Yi] und [h1 sind dann die aus Kraftebild und Krafteek ab
gegriffenen Streeken in em. 

Es laBt sieh ubrigens ohne weiteres erkennen, daB dieses Ergebnis nieht 
nur gilt fur das Moment einer Reihe von Kraften links von einem beliebigen 
Punkt i, sondern allgemein fur das Moment einer Reihe aufeinanderfolgender, 
z. B. alleh aller Krafte fur einen Punkt i. Jedoeh werden wir spater gerade 
das Moment der Krafte auf der einen Seite von einem belie Ligen Punkt i 
viel benotigen und das hier erhaltene Ergebnis, daB das Moment der Krafte 
links von einem bestimmten Punkt dargestellt werden kann dureh das Pro
dukt, gebildet aus einer Streeke Yi und dem Polabstand h des Krafteeks, in 
einer spateren Betraehtung noeh weiter verwerten. Vorlaufig konnen wir die 
ZweekmaBigkeit dieser neuen Formel noeh nieht erkennen, denn die Ermitt-

6* 
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lung des fraglichen Moments auf Grund des Ausdrucks Yi . h ist nicht schneller 
durchzufiihren als die mit Hilfe von Rl23 • e. 

Fur belie big zerstreut liegende Krafte laBt sich eine gleiche Darstellungsart 
des Momentes der Krafte fur irgendeinen Bezugspunkt aufstellen. Es ist dann 
durch den Punkt i eine Parallele zur Resultierenden der fraglichen Krafte zu 
ziehen. Der Beweis folgt wieder aus der Betrachtung ahnlicher Dreiecke. Doch 
hat die Dbertragung auf beliebige zerstreute Krafte keine weitere Bedeutung 
fur Anwendungen. 

VII. Die moglichen Gleichgewichtsfalle (Zerlegungen) in der Ebene 
in graphischer Behandlung. 

1m folgenden seien die verschiedenen Gleichgewichtszustande nochmals zu
sammenhangend betrachtet. 

33. Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. Es solI eine gegebene Kraft P 
mit zwei Kraften, deren Richtungen gl und g2 gegeben sind, ins Gleichgewicht 
gesetzt werden. Diese Aufgabe ist nach Seite 67 nur eindeutig, wenn sich die 

Abb. 134. Gleichgewicht und Zerlegung bei dre! Kriiften. 

beiden Richtungen gl und g2 auf 
der Wirkungslinie der Kraft P 
schneiden. Wie schon fruher an
gegeben, zeichnen wir die Kraft P in 
einer gesonderten statischen Figur 
maBstablich auf und ziehen durch 
die Endpunkte der Kraft Parallelen 
Zll den Wirkungslinien gl und g2' 
Als Ergebnis erhalten wir ein ein

deutiges Kraftdreieck. 1m Gleichgewicht8fall (Abb. 134 b) gibt der durch P fest
gelegte Umfahrungssinn die Richtung der Gleichgewichtskrafte PI und P2 an. 

Fragen wir bei der gleichen Aufgabestellung nach der Zerlegung der Kraft P 
in zwei Komponenten K I , K2 in den Richtungen gl und g2' so ist die Losung 
zunachst die gleiche. Der Umfahrungssinn ist in gleicher Weise wieder durch P 

a 

o 

Abb. 135. Die graphische Behandlung von Gieichgewlcht und 
Zerlegung bel drel paraJlelen Kriiften. 

festgelegt; aber die Richtungen 
der Komponenten sind jetzt 
dem Umfahrungssinn ent
gegengerichtet (Abb.I34c). 

Ein Sonderfall dieser Auf
gabe ist der, daB sich die drei 
fraglichen Krafte in einem un
endlich fernen Punkt schnei
den, d. h. parallel zueinander 
laufen: es sei die Kraft P 
nach Lage, GroBe und Rich

tung bekannt, ferner die beiden Wirkungslinien gl und g2 parallel zur Kraft P 
gegeben (Abb. 135); gesucht sind die Komponenten der Kraft P in den Wir
kungslinien g i und g2' 

Mit dem Krafteck allein kommen wir nicht zum Ziele, wohl aber bei Ver
wendung des Seilecks. Wir tragen die Kraft P in einem Krafteck maBstab
lich auf, wahlen einen beliebigen Pol G und zeichnen die beiden Polstrahlen 0 
und 1 nach Anfangs- und Endpunkt der Kraft P. Zu diesen Polstrahlen ziehen 
wir die parallelen Seilstrahlen 0' und I' durch einen beliebigen Punkt A von P. 
Diese heiden Seilseiten schneiden die Wirkungslinien gl und g2' Verbinden wir 
nun diese Schnittpunkte miteinander durch die Linie 8' und ziehen durch den 
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Pol () einen Poistrahl 8 parallel zu 8', so teilt dieser Poistrahl in seinem Schnitt
punkt mit der Kraft P diese in die beiden Komponenten KI und K 2 • Die Kom
ponenten KI und K2 sind nach unten gerichtet, da sie als Ersatzkrafte dem 
durch die Kraft P gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet sein miissen. 
Warum soll nun gerade der Teil zwischen 0 und 8 im Krafteck die Kompo
nente KI und der Teil zwischen 1 und 8 die Komponente K2 darstellen 1 Wir 
denken an das friiher iiber die Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck 
Gesagte: wenn sich zwei Seilstrahlen auf einer Kraft schneiden, so miissen 
die parallelen Poistrahien diese Kraft einschlieBen; nun schneiden sich aber 0' 
und 8' auf gl' also ist die Strecke zwischen 0 und 8 im Krafteck die Kraft K I . 
Entsprechendes gilt fiir K 2 • 

Der Beweis fUr die Richtigkeit dieser Konstruktion geht aus der umgekehrten 
Betrachtung der Aufgabe hervor: wenn Kl und K2 die Komponenten der 
Kraft P sein sollen, muB umgekehrt die Kraft P die Resultierende der beiden 
Krafte Kl und K2 sein. Waren aber die Krafte Kl und K2 gegeben, so hatten 
wir die Poistrahien 0, 8 und 1 zu zeichnen, dazu die parallelen Seilstrahlen 0', 
8' und 1', und fanden die Lage der Resultierenden P durch den Schnittpunkt 
der auBersten Seilstrahlen 0' und I'. Die GroBe der Resultierenden P ist im 
Krafteck durch die SchluBlinie 01, d. i. hier durch die Summe der beiden 
Krafte KI und K 2 , dargestellt. . 

Damit ist also ein allgemeines Verfahren zur Zerlegung einer Kraft in parallel 
zu ihr liegende Komponenten gegeben. Es sei hierzu bemerkt, daB die Schnitt
punkte der Seilstrahlen 0' und l' mit den beiden Wirkungslinien gl und g2 auch 
auf der anderen Seite genommen werden konnen, also der Schnittpunkt 0' 
mit g2 und der Schnittpunkt l' mit gl. Die Konstruktion bleibt grundsatzlich 
die gleiche. Wir finden das gleiche Ergebnis, nur ist die Reihenfolge der Kom
ponenten vertauscht (Abb.135b). Der Grund fUr diese Vertauschung liegt in 
den oben wiedergegebenen Beziehungen zwischen Seileck und Krafteck. 

Sind zur Kraft P zwei Krafte PI und P 2 gesucht, die in den Wirkungs
linien g 1 und g2 der Kraft P das Gleichgewicht halten sollen, dann bleibt die 
Konstruktion die gleiche, nur sind die Richtungen der Krafte umzudrehen 
(Abb.135c). da Gleichgewichtskrafte dem gegebenen Umfahrungssinn gleich
gerichtet sind. Es ergibt sich, daB alsdann 
das zu P, PI' P2 geh6rige Krafteck 0,1, 
8, 0 und Seileck geschlossen ist, wie es 
nach den friiheren Betrachtungen ja auch 
sein muB. 

Nun braucht natiirlich die Kraft P nicht 
zwischen den beiden Wirkungslinien zu liegen; 
sie kann auch auBerhalb von gl oder g2 sein 
(Abb. 136). Bei der L6sung dieser Aufgabe 
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gehen wir ganz schematisch nach oben an- Abb.136. Gieichgewicht, wenn die gegebene 
gegebener Regel vor: durch den beliebig ge- Kraft aU13erhalbli~i':,'"n f~ft~~enen Wirknngs-

wahlten Pol G werden die Poistrahien 0 und 1 
gezogen, dazu parallel durch einen beliebigen Punkt A auf der Wirkungslinie 
der Kraft P die beiden Seilstrahlen 0' und 1'. Diese Seilstrahlen, zum Schnitt 
mit den Wirkungslinien der gesuchten Krafte gebracht, liefern die SchluB
linie 8', die, ins Krafteck iibertragen, dort den Poistrahl 8 ergibt; 8 schneidet 
auf der Kraft P (bzw. ihrer Verlangerung) die beiden Gleichgewichtskrafte PI 
und P2 aus. Die Kraft PI muB dabei, entsprechend dem Schnitt der beiden 
Seilstrahlen 0' und 8' auf der Wirkungslinie gl' eingeschlossen sein von den Pol
strahlen 0 und 8. SolI nun Gleichgewicht zwischen den drei Kraften bestehen, 
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so muB das Krafteck geschlossen sein, d. h. die Richtungen von PI und P 2 

miissen mit dem durch P gegebenen Umfahrungssinn iibereinstimmen. Es ver
lauft demgemaB die Kraft P2 nach unten und die Kraft PI nach oben. 

34. Gleichgewicht einer Kraft mit drei anderen in der Ebene (CULMANNsches 
Verfahren). Gegeben sind eine Kraft P nach GroBe und Richtung und drei 
Wirkungslinien gl' g2 und g3 von zunachst unbekannten Kraften PI' P 2 , P 3 , 

die mit P ins Gleichgewicht gesetzt werden sollen. Die drei Wirkungslinien 
diirfen sich nicht in einem Punkt schneiden (Abb. 137). 

Zur Losung bedenken wir folgendes: statt zu sagen, die Kraft P solI mit 
den drei Kraften PI' P 2 , P 3 im Gleichgewicht stehen, konnen wir die Aufgabe 
auch formulieren: Zwei der vier Krafte, z. B. P und PI> sollen mit den beiden 
anderen Kraften P2 und P3 im Gleichgewicht stehen, oder auch: Die Resul
tierende aus· P und PI soli mit der Resultierenden aus P2 und P a Gleichgewicht 
halten. Nach der letzten Fassung sollen zwei Krafte im Gleichgewicht stehen; 

\ 
gt \8 . ./ 
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a b 
Abb.137. Das CULlIIANNsche Verfahren in der Ebene. 

das kann aber nur der Fall sein, wenn beide Krafte, d. i. die Resultierende von 
P und PI bzw. die Resultierende aus P 2 und P 3 , in die gleiche Gerade fallen. 
Die Resultierende vonP und PI muB aber durch den Schnittpunkt A ihrer 
Wirkungslinien gehen, in gleicher Weise muB die Resultierende der Krafte P 2 

und P3 durch den Schnittpunkt B der Geraden g2 und g3 laufen. Andererseits 
miissen jedoch nach obiger Aussage beide Resultierenden in gleicher Wirkungs
linie liegen, d. h. also, sie miissen in die Verbindungslinie der angegebenen 
Schnittpunkte fallen, oder die eingezeichnete Richtung h muB Wirkungslinie fiir 
beide Resultierenden, sowohl von P und PI wie auch von P 2 und P3 , sein. Die 
Losung der Aufgabe gestaltet sich hiernach folgendermaBen: wir stellen Gleich
gewicht her zwischen der Kraft P, der Kraft PI und der Resultierenden R23 

aus P 2 und P3 , die in der Wirkungslinie h liegt (drei Krafte an dem gleichen 
Punkt A). Die Resultierende R23 zerlegt man dann in die Komponenten in 
den Richtungen g2 und g3 und findet damit auch die Krafte P2 und P3 (Abb. 137b). 

Die praktische Durchfiihrung ist damit auf bekannte Methoden zuriick
gefiihrt, denn sowohl die Gleichgewichtsaufgabe (P, PI' R23 ) als auch die Zer
legungsaufgabe (R23 , P 2 , P 3) wird an Kraften durchgefiihrt, die durch einen 
Punkt gehen. Betrachten wir die entstandene Gesamtfigur der Kraftecke, so 
sehen wir, daB die Kraft P mit den gesuchten Kraften PI' P 2 und P3 einen 
einheitlichen Linienzug (Krafteck) bildet, der entsprechend der bekannten 
Gleichgewichtsbedingung geschlossen ist. - Zur Losung bringt man also je 
zwei der vier Krafte zum Schnitt und zieht die Verbindungslinie h, geht dann 
aus von dem Schnittpunkt, der auf der bekannten Kraft P liegt, zeichnet daN 
Kraftdreieck, macht dasselbe fiir den anderen Schnittpunkt und stellt schlieB
Hch den Richtungspfeil der so ermittelten Krafte PI' P 2 und P3 mittels des 
Umfahrungssinnes des gewonnenen Kraftvierecks fest. Die Linie h hat dann 
lediglich die Bedeutung einer Hilfsgeraden. 

Das Verfahren wurde zuerst von CULMANN angegeben und tragt auch dessen 
Namen. Das CULMANNsche Verfahren lOst also die Aufgabe: eine Kraft mit 
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drei anderen Kraften, die sich nicht auf einer Geraden schneiden, ins Gleich
gewicht zu setzen. Der verwendete Grundgedanke ist der gleiche wie der beim 
CULMANNschen Verfahren fUr Krafte im Raum (S.41). 

Als praktisches Beispiel zur Anwendung des Verfahrens betrachten wir 
wieder einen Balken, der in der Ebene durch drei Stabe festgelegt ist (Abb. 138); 
die drei Stiitzungsstabe sind in ihrer konstruktiven Lage zum Balken gegeben. 
Der Balken sei belastet mit der einzelnen Kraft P (die natiirlich auch Resul· 
tierende mehrerer Krafte sein kann). Gesucht sind die Stabkrafte 81 , 8 2 und 8 3 , 

die in den Staben geweckt werden. Die drei Stabe diirfen, wie friiher (S. 67) 
schon gezeigt, nicht durch einen Punkt gehen, da sie als Wirkungslinien von 
Kraften aufgefaBt werden miissen, die ihrerseits der gegebenen Belastung das 
Gleichgewicht halten; denn es miissen den drei Unbekannten drei Gleichgewichts-
bedingungen entsprechen. ,., 

Wir fragen uns zunachst wie bei ,': " 
I I " jederGleichgewichtsaufgabe: An welchem ,':', 

Konstruktionsteil besteht Gleichgewicht ~ Pl=~' =;;.' ==":,;:::=;-::r 
Der fragliche Konstruktionsteil ist 
hier der Balken. Wir miissen also aile 
gegebenen Krafte so einfiihren, wie sie 
auf den Balken wirken, und werden 
andrerseits auch aile gesuchten Krafte 

8, 

(81 , 82 , 83) so erhalten, wie sie am Abb.138.AnwendungdesCuLMANNschenVerfahrens. 

Balken angreifen. 
Zur Losung bringen wir je zwei Krafte zum Schnitt, z. B. in unserer Auf

gabe P und 8 3 und entsprechend die Krafte 8 2 und 81 ; (die Stabkrafte sind ja 
in ihren Wirkungslinien durch die Stabachsen gegeben). Die Verbindungslinie 
der beiden Schnittpunkte liefert die Hilfsgerade h, in der die Resultierende 
von 8 1 und 8 2 liegen muB. Wir gehen von dem Schnittpunkt auf der Kraft P 
aus und zeichnen das Krafteck aus P, 83 und der Kraft in der Verbindungs
geraden h, die die Resultierende R12 aus 8 1 und 8 2 darstellt. Dann gehen wir 
zum anderen Schnittpunkt (81 und 8 2) iiber und zeichnen wiederum ein Kraft
dreieck iiber der gefundenen Strecke R12 • Die Richtungen der so erhaltenen 
Stabkrafte sind aus dem gesamten Krafteck abzulesen: es miissen die Krafte 
in dem durch die Kraft P bestimmten Umfahrungssinn gerichtet sein. Wie 
schon oben bemerkt, erhalten wir auf Grund dieser Gleichgewichtsbetrachtung 
die Stabkrafte so, wie sie auf den Balken wirken. Wir fii.hren dementsprechend 
die erhaltenen Richtungspfeile an den am Balken angeschlossenen Enden der 
Stabe ein und erkennen, daB Stab CD und CD driickend auf den Balken wirkt, 
Stab ® dagegen ziehend. Entsprechend wirken die Stabe auf ihre anderen 
AnschluBstellen; die da auftretenden Pfeile laufen den vorher gefundenen ent
gegengesetzt gerichtet. Wir sehen, daB CD und CD Druckstabe sind, ® da
gegen ein Zugstab ist. 

Wir hatten bei vorliegender Aufgabe naturgemaB auch P mit Stab CD und 
andererseits Stab ® mit CD zum Schnitt bringen konnen. Dann wiirde aber 
die Losung umstandlicher, da der Schnittpunkt von P und CD in die Unend
liehkeit fallt, und die Linie heine dureh den Schnittpunkt von ® und CD gehende 
Parallele zu P ware. Um nun Gleichgewicht zwischen P, 81 und der Kraft in h 
herzusteilen, kame man aber mit dem einfachen Kraftdreieck nicht aus (paral
lele Krafte). 

Auf zwei Sonderfalle sei bei dem angegebenen Gleichgewichtsfall noch hin
gewiesen (Abb.139). Wirkt nur eine Last PI, die durch den Schnittpunkt 
zweier Stabe geht, dann tritt im dritten Stab keine Kraft auf (83 =0). Die 
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Richtigkeit ergibt sich aus der Momentenbedingung fiir den SchniUpunkt III. 
Wirkt andererseits nur eine Last P n in Richtung eines Stabes 0, dann er
halten die beiden anderen Stabe keine Beanspruchung. 

",,1II 
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Abb. 139. Sonderbelastung beim abgestiitzten Balken. Abb. 140. Sonderlagen der Stiitzungsstlibe. 

Baben wir zwei parallele Stabe, etwa lotrecht, 0 und 0, und wirkt eine 
Last in der gleichen Richtung (Abb. 140), so ist 8 2 gleich Null. Es folgt dies 

'-.• P sofort aus der Komponenten-
1\. M·P, e bedingung: 

~~ '" . I ,"-: I ..:::."Y,=O. 8 2 ·cOSiX=0. 

Abb. 141. Belastung des abgestiitzten Balkens durch ein KriiJtepaar. 

Wenn etwa auf den Balken 
ledigJich ein Drehmoment von 
der Grolle M wirkt und man 
will die Stabkrafte auf gra
phischem Wege ermitteln, so 
stellt man das Moment durch 

ein Kraftepaar dar, d. h. man 
solchem Abstand e, dall 

fiihrt zwei beliebig grolle Krafte P ein mit 

ist, wobei natiirlich der Drehsinn des Kraftepaares mit dem Drehsinn von M 
iibereinstimmen mull. Die Lage des Kraftepaares ist dabei gleichgiiltig. Dann 

Abb. 142. ZweckmllBigste Bebandlung bei Wirkung eines 
Krllftepaares. 

fiihrt man fiir jede Kraft P das 
CULMANNsche Verfahren durch. 
Da man das Kraftepaar beliebig 
legen kann, wird man es moglichst 
giinstig annehmen, z. Reine Kraft 
mit einem Stabe (etwa 0) zusam
menfallend (Abb. 141); durch diese 
Kraft entsteht 8i = + P, 82 = 0 , 
83 = 0; die andere Kraft P hat 
man nach CULMANN zu behandeln 
und die so ermittelte Kraft 8; 

mit 81 algebraisch zu addieren, wahrend 8~ und 8~ schon die wirklichen Stab
krafte darstelJen. Bildet man das Kraftepaar so (Abb.142), dall die eine 
Kraft K in die Linie von 8 1 fallt, die andere in den Schnittpunkt von 8 2 

und 8 a (wobei natiirlich K· k = M sein mull), so ist 81 nur von dem einen K 
abhangig, dagegen 8 2 und 8 3 nur von dem anderen K. 

Ubungsaufgaben fiir ebene Stiitzungen. 

1. Aufgabe. Der in der Abb. 143 dargestellte schragliegende Balken ist durch 
drei Stiitzungsstabe mit der Erde verbunden und wird durch eine gleichmallig 
verteilte Last beansprucht. Die drei Stabkrafte sind zu ermitteln. 
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Losung. Die drei Stabkrafte 8 1 ,82 ,83 miissen mit G im Gleichgewicht 
stehen, sie seien zunachst als Zugkrafte eingefiihrt. Es ergibt sich aus den 
Momentengleichungen fiir den Punkt I und II: 

l. -81 , 6,0 - G . 3,0 = 0, 

G 
8 1 =-2; 

2. +G' 3,0 + 8 3 • 6,0 = 0, 
G 

83 =-2' 

Die beiden Stabe werden also gedriickt. In den beiden 
Momentengleichungen falit 8 2 heraus, well es durch den 
betreffenden Momentenpunkt hindurchgeht. Die dritte 
Momentengleichung ware entsprechend aufzustelien fiir 
den Schnittpunkt von 8 1 und 8 3 ; sie laBt uns aber im 
Stich, da der Schnittpunkt dieser beiden Stabe in die Un
endlichkeit fallt. Man nimmt deshalb als dritte Gleichung 
eine Komponenten bedingung: 

3. LXi = 0: 8 2 , cosf3 = 0, 
8 2 =0. 

Probe: G - 8 1 + 8 2 , sinf3 - 8 a = O. 

Die Belastung wird also nur durch die Stabe 0 
und ® als Druckstabe weitergeleitet, wahrend 
Stab 0 spannungslos bleibt. 
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2. Aufgabe. Auf die durch drei Stabe ab
gestiitzte Platte in Abb. 144 wirkt ihr eigenes 
Gewicht von 120 kg und ein Kraftepaar vom Mo
ment 80 mkg. Wie groB werden die Stabkrafte? 

Abb. 144. Ubungsbeispiel. 

Losung. Die beiden auBeren Einfliisse, d. i. das Gewicht G und das Krafte
paar mit dem Moment M, miissen durch die Stabe 0, 0, CD nach der Wand 
bzw. der Erde iibertragen werden, oder anders ausgedriickt: die Stabkrafte 
miissen mit diesen beiden Einfliissen im Gleichgewicht stehen. Wo das Krafte
paar auf der Scheibe wirkt, ist hierbei gleichgiiltig, da es beliebig verschoben 
werden kann, ohne daB sich die Gesamtwirkung andert. Als Gleichgewichts
bedingungen kannman Komponentenbedingungen (aber nicht mehr als zwei) 
oder Momentenbedingungen verwenden. Beziiglich der Komponenten ist zu be
merken, daB fiir ein Kraftepaar die Summe der Komponenten in jeder beliebigen 
Richtung verschwindet, well die Projektionen der beiden Krafte sich aufheben. 
Es mogen hier drei Momentenbedingungen verwendet werden. Unter Einfiih
rung von Zugkraften in den drei Staben ergibt sich: 

l. (LMih=O: -G'I,0-81 '1,0+M=0, 
8 1 = -40 kg (Druck). 

2. (LMi)u = 0: M - G· 1,0 + 8 2 , cos(\:O 1,0 = 0, 
8 2 = +50 kg (Zug). 

3. (LMihn = 0: M - G . (1,0 + 1,0 . ~:~) - 8 3 • 1,0 . i:~ = 0, 

8 3 = -150 kg (Druck;. 

Probe. 2' Y i = 0: G + 8 2 • sin(\: + 8 3 = O. 
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3. Aufgabe. Die Befestigungskrafte des in Abb. 145 gezeiehneten Baukranes 
sind zu ermitteln. . 

L08ung. Als eigentliehe Tragkonstruktion erseheint der Galgen, der unten 
in I drehbar befestigt und auBerdem dureh den Stab K an die Erde angesehlossen 
ist. In dem Punkt I stiitzt sieh der Kran gegen das Fundament, iibt also auf 
diesen eine Kraft aus. Das Fundamentseinerseits wehrt sieh dagegen mit einer 
gIeieh groBen Gegenkraft. Diese Gegenkraft ist zunaehst naeh GroBe und Rieh
tung unbekannt; ihre Komponenten seien Rv und RH genannt. Es liegen dem
gemaB im ganzen drei Fesseln vor: zwei Gegenkrafte RH, Rv am AnsehIuB
punkt I und die Strebenkraft K. Dureh die Last von 1500 kg wird in dem Seil 
eine gleieh groBe Kraft erzeugt, die an den versehiedenen Rollen zur Wirkung 
kommt. Die untere Kraft geht direkt in die Erde, die vier anderen Seilkriifte 

Abb. 145. Ulmngsbeispiei. 

von der GroBe 1500 kg wirken auf die Tragkonstruktion ein. Als Gleiehgewiehts
bedingungen seien verwendet eine Momentenbedingung fiir den Punkt I und 
zwei Komponentenbedingungen. 

1. (~'1JIlh = 0: 

-1500, 5,5 - 1000'3,5 - 500· 2,0 - 151)0' 10,0' sinfJ + K· sin0\:' 5,0 = ° 
(dabei ist K in eine horizontale und vert,ikale Komponente zerlegt), 

K = 5888 kg. 

2. 2Xi = 0: 500 + RH + 1500 - 1500 + 1500 . sinfJ - K· sin0\: = 0, 

RH = 2610 kg. 

3. 2 Y i = 0: 1500 + 1000 + 1500· eosfJ + K· COS0\: = Rv, 

Rv= 8490 kg. 

Als Probe kann man etwa verwenden: (2M)u = 0, wobei II z. B. am An
sehluBpunkt der Strebe K gewiihlt werden kann. 

Ganz anders stellt sieh das Kraftbild dar, wenn die untere Rolle (Winde) am 
Kranpfosten selbst angebraeht ist (Abb. 145b): jetzt wirken alle fiinf Seilkrafte 
auf die Konstruktion selbst ein, und die Momentengleiehung fiir den Punkt I 
lautet: 

-1500·5,5 - 1000· 3,5 - 500'2,0 + K· sin<x' 5,0 = O. 

4. Aufgabe. Auf die in Abb. 146 dargestellte Feuerwehrleiter wirkell die an
gegebenen Krafte. Wie groB sind die Fesselkriifte in A und S fUr die Leiter? 
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L68ung. Die Aufgabe moge graphlsch gelOst werden. Man kann mit Hille 
von Krafteck und Seileck GroBe und Lage der Resultierenden der wirkenden 
Lasten ermitteln und dann S mit R zum Schnitt bl'ingen und durch diesen 
Schnittpunkt eine Gerade nach dem Gelenkpunkt .A ziehen, die die Richtung 
der Lagerreaktion .A angibt. Man kann es aber auch etwas bequemer machen, 
indem man unmittelbar davon ausgeht, daB die gegebenen Lasten mit der Lager
kraft .A und der Stabkraft S im Gleichgewicht stehen miissen, daB also ihr 
Krafteck und Seileck geschlossen sein muB. Man legt die ·erste Seilseite 0' durch 
den Punkt .A, die letzte Seilseite 6' schneidet die Kraft S im Punkte T (Abb. 146c). 
Die~Verbindungslinie von T mit Punkt .A gibt die SchluBlinie 8' an, und zwar 

c 

a 

10ljkg 

I I I I 

o foo IIKJ .I'1Nlkg 
Krif/emo/lslub 

Abb. 146. "Obungsbeispiel. 

ganz gleichgiiltig, wie auch die Lagerkraft .A gerichtet ist, da ja 0' durch den 
Punkt .A gelegt wurde, und durch ihn unter allen Umstanden die Lagerkraft .A 
unabhangig von ihrer Richtung geht. Zieht man dann durch den PolO eine 
Parallele zu 8', so schneidet diese aus der Parallelen zu S die GroBe dieser Kraft 
abo Die Verbindungslinie dieses Endpunktes mit dem Anfangspunkt des Kraft
ecks stellt .A dar, da ja das Krafteck aus den Lasten und .A und S geschlossen 
sein muB. 

Die umgekehrten Krafte S und .A wirken auf den Wagen ein. Verlauft ihre 
Resultierende zwischen den Radpunkten M und N, dann werden beide Rader 
auf den Boden gedriickt; ein Abhebebestreben liegt dann nicht vor, d. h. der 
Wagen steht fest. 

5. Aufgabe. Das in Abb. 147 dargestellte Flugzeug ist an den Radern fest 
gebremst. Wie groB sind die entstehenden Reaktionen ~ 

Losung. Es liegt eine Konstruktion vor mit einem festen DrehanschluB .A 
und einer verschieblichen Stiitzung B (weil der Sporn auf dem Boden verschleb
lich ist). Wenn man hier die Resultante der gegebenen Lasten bildet, um sie 
dann mit B (senkrecht zum Boden gerichtet) und.A ins Gleichgewicht zu setzen, 
so bereitet dies Schwierigkeiten, da der Schnittpunkt von R und B oft sehr weit 
nach auBen falIt. Dagegen fiihrt die oben angegebene Konstruktion leicht zum 
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Ziel. Man zeichnet das Krafteck aus S, G und PH, legt den ersten Poistrahl 
durch den Punkt A, bringt die letzte Seilseite 3' mit Kraft B zum Schnitt und 

~~~?~~...-oIC 
g-100kg 

c 
Abb. 147. UbungsbeispieI. 

verbindet diesen Punkt R mit dem Stiitzpunkt A. Diese VerbindungsIinie er
gibt die SchluBlinie 8'; der parallele Polstrahl 8 schneidet B aus. Die Verbin
dungslinie dieses Endpunktes mit dem ersten Punkt des Kraftecks gibt GroBe 
und Richtung von A an. 



Dritter Teil. 

Anwendnng auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben). 

VIll. Der einfach gestiitzte Korper. Die verschiedenen Gleichgewichtszustande. 

35. Der gestiitzte Korper als ebenes Problem. Grundsatzlich wird uns in 
der technischen Anwendung immer ein raumliches Gebilde begegnen. Da aber 
nun die meisten Korper, auch die abgestiitzten, in ihrer Tiefenausdehnung meist 
zu einer l\fittelebene symmetrisch angeordnet sind und von Kraften beansprucht 
werden, die ebenfalls in dieser Symmetrieebene liegen, konnen solche Korper 
fiir statische Betrachtungen als ebene Gebilde behandelt werden. Wir konnen 
sie geradezu als unendlich diinne Scheiben ansehen, auf die samtliche Krafte 
in der Ebene dieser diinnen Scheibe wirken, d. i. praktisch in der Mittelebene 
des Korpers. Dann liegt tatsachlich ein ebenes Problem vor. 

36. Der einfach gestiitzte Korper. Wir betrachten zunii.chst den einfach ge
stiitzten Korper, wobei es gleichgiiltig ist, ob die "Stiitzung" eine Aufhangung 
oder eine Auflagerung auf einer Flii.che darstellt. Kann ein Korper, der nur an 
einer Stelle drehbar gestiitzt ist, im Gleichgewicht stehen 1 

Wir untersuchen: 
1. einen Korper, der in seinem unteren Teil als Halbzylinder ausgefiihrt ist 

und dessen oberer Teil zur Untersuchung der Gleichgewichtszustande entspre
chend den Abb. 148, 151, 154 geandert wird; 

2. einen stabartig ausgebildeten Korper, der an verschiedenen Stellen ge
stiitzt wird, Abb. 149, 152, 155; 

3. einen zylinderformigen Korper, der stets an gleicher Stelle gestiitzt wird, 
bei dem aber die Art der Ausbildung der Unterlage geandert wird, Abb.150, 
153, 156. 

Bei allen betrachteten Korpern solI es sich um ein ebenes Problem handeln, 
d. h. der Korper ist zu seiner Mittelebene symmetrisch, kann also als diinne 
Scheibe aufgefaBt werden. . 

1. Fall, Abb. 148, 149, 150. Der Korper I stelle einen Halbzylinder auf einer 
Ebene dar. Der Stab II ist prismatisch oder zylindrisch und wird an seinem 
oberen Ende aufgehangt. Der Zylinder III liege im Innenraum eines Hohl
zylinders mit endlichem Radius. 

Der Korper driickt mit seinem Gewicht G auf seine Unterlage bzw. zieht 
mit seinem Gewicht an seiner Aufhangung. Durch diese Kraft wird eine Gegen
kraft in der Unterlage (im Aufhangebolzen) erzeugt, die dem Gewicht G das 
Gleichgewicht halt (Aktion = Reaktion, Wirkung = Gegenwirkung). Gewicht 
und Gegenkraft, die· wir hier Normalkraft N nennen wollen, sind also gleich 
groB und fallen in die gleiche Wirkungslinie. Die Richtungen beider Krafte 
sind entgegengesetzt zueinander. Es besteht also, wie uns auch der Versuch 
bestatigen wird, Gleichgewicht. Drehen wir nun den Korper etwas aus seiner 
Gleichgewichtslage (Abb. 148b), dann fallen die Wirkungslinien der beiden auf
tretenden Krafte G und N nicht mehr in die gleiche Gerade. Da aber die Normal
kraft Nimmer gleich der Schwere G sein'muB (es hat sich ja an der GroBe der 
Krafte nichts geandert), entsteht ein Kraftepaar. Dieses Kraftepaar iibt aber 
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eine Drehwirkung auf den Korper aus, und wir erkennen, daB diese bei den drei 
betrachteten Korpern so gerichtet ist, daB ein Zuruckdrehen des Korpers in 
seine alte Lage bewirkt wird, d. h. das Kraftepaar bringt den ausgelenkten 
Korper in seine Gleichgewichtslage zuruck. Wir sprechen in diesem Fall yom 
8tabilen oder 8icheren Gleichgewicht. 

2. Fall, Abb. 151, 152, 153. Der Korper I ist als Zylinder ausgebildet (be
trachtet ala kreisformige Scheibe). Der Stab II sei in seinem Schwerpunkt auf-

Abb.148. a 
a b Abb.150. 

Abb.149. 
Abb. 148 bis 150. Sicheres, stabiles Gleichgewicht. 

Abb.15!. 

N 

(J 

a b 
Abb.152. 

a b 

Abb.153. 

Abb. 151 bls 153. Gleichgiiltiges, indifferentes Gleichgewicht. 

a b 

Abb.154. a Abb.156. 

Abb.155. 
Abb. 154 bis 156. Unsicheres, lablles Gleichgewicht. 

gehangt und der Zylinder III liege auf einer Ebene (Zylinderflache mit r =:(0). 
Es stehen wieder aile drei Korper im Gleichgewicht. Das Gewicht G erzeugt 
die gleich groBe Normalkraft (Reaktion) N in gleicher Wirkungslinie. Bei einer 
Auslenkung (Abb. 151 b) wird ffir aile drei Korper dieser Gleichgewichtszustand 
nicht gestOrt. Es stehen sich bei einer beliebigen Lage der Korper stets die bei
den gleichen Krafte, Aktion G und Reaktion N, in gleicher Wirkungslinie gegen
uber, so daB der Korper in jeder neuen Lage stehenbleibt. Wir sprechen jetzt 
von dem indifferenten Gleichgewicht (a8tati8ch, gleichgultig). 
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3. Fall, Abb. 154, 155, 156. Der Korper I sei in seinem unteren Ende ein 
Halbzylinder, der am oberen Ende durch ein rechteckiges Prisma vervollstan-
digt wird. Stab II ist an seinem unteren Ende drehbar ~M 
festgehalten. Der Zylinder III liege auf der Au13enseite eines j\ 
Zylinders mit endlichem Radius. Zunachst besteht auch j \ 
hier Gleichgewicht: Normalkraft N und Gewicht G liegen in . \ 
gleicher Widrungslinie und sind entgegengesetzt gleich groB. rkl 
Bei einer Auslenkung der Korper aus ihrer Gleichgewichtslage ~\$ -~' 
entsteht jetzt wieder ein Kraftepaar aus den beiden gleich ~. /) 
groBen Kraften N und G, das aber den Korper mit seinerw//M 
Drehwirkung weiter von der alten Lage entfernt. Der an- Abb. 157. Gleich-

gewichtszentrum. 
gestoBene Korper fant also um bzw. weicht von der Gleich-
gewichtslage immer weiter abo Wir sprechen hier von dem labilen oder un
sicheren Gleichgewicht. 

Fassen wir die drei FaIle zusammen, so konnen wir als kennzeichnenden 
Punkt fiir aIle Auslenkungsbewegungen der K6rper einen maBgeblichen 
Punkt M konstruieren (Abb.157), der gegeben ist durch den Kriimmungs
mittelpunkt der Schwerpunktsbahn. Liegt der Schwer
punkt S unter diesem Zentrum M, so besteht stabiles 
Gleichgewicht (sicheres Gleichgewicht), liegt der Dreh
punkt M im Unendlichen oder im Schwerpunkt des 
Korpers, so ist das Gleichgewicht indifferent (astatisch, 
gleichgiiltig). Liegt der Schwerpunkt Saber iiber dem 
Drehpunkt M, so ist das Gleichgewicht labil (unsicher). 

FUr die technischen Konstruktionen, die bei ein
facher Lagerung stabil gestiitzt sein miissen, konnen 
wir unter def Anwendung obiger Erkenntnisse das stabile 
Gleichgewicht durch die Feststellung der Drehwirkung A~~5~ine:L~~~~~d
des entstehenden Kraftepaares eindeutig festlegen. 

Betrachten wir z. B. das Laufrad einer Seilschwebebahn. Das Roo allein 
ist labil gestiitzt, denn bei einer kleinen Auslenkung wird das entstehende 
Kraftepaar die Rolle zum Kippen bringen (Abb. 158). Durch Anordnung eines 
tieferliegenden Gegengewichtes (Forderkorb) . ! 
legen wir den Schwerpunkt unter die Unter- ~ _ 
stiitzung. Lenken wir jetzt die Konstruktion 
aus ihrer Ruhelage aus, so sehen wir, daB 
das entstehende Kraftepaar ein drehendes 
Moment ausiibt, derart, daB die Konstruk
tion wieder in ihre alte Gleichgewichtslage 
zurUckgedreht wird (Abb. 159). 

In ahnlicher Weise sind unsere Waagen 
konstruiert. Der Waagebalken liegt mit 
seinem Eigengev;icht iiber dem Unterstiit-

Abb.159. Stabile Anordnung eines Forderkorbes. 
zungspunkt, der hier zugleichDrehpunkt und 
Zentrum ist. Durch die Waagschalen und die daraufliegenden Gewichte liegt aber 
der Gesamtschwerpunkt unter dem Drehpunkt. Eine Storung der Gleichgewichts
lage hat ein riickdrehendes Kraftepaar zur Folge. Aus der Betrachtung der Krafte
paare sehen wir, daB das MaB der riickstellenden MomentengroBe abhangig ist von 
der Entfernung des Schwerpunkts vom Drehpunkt. Bei einer "empfindlichen" 
Waage, die schon auf ganz kleine Gewichtsunterschiede reagieren soIl, werden wir 
demgemaB den Schwerpunkt moglichst nahe unter den Drehpunkt legen. Es ist 
also diese Entfernung ein reziprokes MaB fiir die Empfindlichkeit einer Waage. 
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lX. Der Balken auf zwei Stiitzen. 
37. Die verschiedenen Befestigungsarten (Anscblusse). Unter "Balken" 

wollen wir einen Korper verstehen, der im wesentlichen der Lange nach aus
gebildet ist. Auch bier wieder schaffen wir uns aus dem grundsatzlich raum
lichen Bild des Balkens ein ebenes Problem. Wir nehmen an, der Balken sei 
symmetrisch zu einer Mittelebene ausgebildet, und aIle Kriifte, auch, die Gegen

kriifte von der Unterlage 
gegen den Balken, wirken 
in dieser Mittelebene; dann 
tritt tatsiichlich wieder ein 
ebenes Problem auf. Wir 
konnen uns zur Betrach-Abb. 160. Die Elnspannnng belm Balken. 
tung das Bild des Balkens 

als ebene ganz diinne Platte idealisieren; fiir die meisten FaIle der 8tati8chen 
Betrachtungen geniigt sogar die Darstellung der Balkenachse allein. Wie 
konnen wir nun den Balken mit seiner Unterlage (bzw. anderem Konstruktions
teil oder Erde) verbinden 1 

1. Die physikalisch einfachste Festlegung eines Balkens in der Ebene ge
schieht durch Einmauern oder Einklemmen des Balkens (Abb. 160a, b). Man 

Abb. 161. Festes Auflager. 

nennt diese Art von· Festlegung in 
der Statik "Einspannung". Es ist bei 
der Einspannung eines Balkens nicht 
moglich, diesen von seiner Unterlage 
zu trennen (lotrechte Bewegung), 
ihn in seiner Ebene zu verschieben 
(waagerechte Bewegung) oder zu cfre

hen. Die Lagerung einer Welle, deren Belastung durch die Wellenachse geht, 
wird sich entsprechend der Lagerung eines Balkens definieren lassen; ihre 
Lagermoglichkeiten sind gerade so gegeben wie fiir den ruhenden Balken; so 
ist z. B. in Abb. 160c ein festes "Einspannungs"lager dargestellt. 

2. Die Statik kennt aber auch noch andere Befestigungsarten in der Ebene, 
bei denen nicht gleichzeitig aIle drei moglichen Sperrungen: untrennbar, un

b 

Abb. 162. Festes Auf lager bel elner Welle. 

verscbieblich und undrehbar, vorhanden 
sind. So ist z. B. die Anordnung des 
Balkens mit einem Drehbolzen nur un
trennba,r und unverschieblich (Abb.161). 
Der so· befestigte Balken ist aber noch 
nicht eindeutig in der Ebene festgelegt. 
Es bleibt eine Drehmoglichkeit bestehen, 

die durch irgendeine andere Anordnung (Fesselung) noch beseitigt werden muB, 
wenn der Balken fUr eine allgemeine ebene Belastung festliegen soIl. Der Fall, 
daB die Resultierende der auBeren gegebenen Kriifte durch diesen Drehpunkt 
geht, stellt den einfach gestiitzten Korper dar, der oben behandelt wurde. Bei 
Wellen, die in einer Ebene belastet sind, finden wir wieder eine entsprechende 
Lagerung, die in den heiden Abb. 162a und b angegeben ist. Wir nennen die Lage
rung mit den zwei Sperrungen (unverschieblich und untrennbar) "te8te8 Lager". 

3. Eine dritte grundlegende Befestigungsmoglichkeit in der Ebene ist das 
"bewegliche Lager". Die Bedingung ist hierfiir nur untrennbar, das Lager ist 
verscbieblich und drehbar in bezug auf den Balken angeordnet. Die Bedingung 
"untrennbar" ist bier noch etwas genauer zu erklaren: bei den eingezeichneten 
Beispielen (Abb.163) ist gefiihlsmaBig noch ein Abheben moglich, aber nicht 
ein Verschieben nach unten. Die Lagerung wird in dieser Weise ausgefiihrt, 
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wenn tatsachlich nul' eine Verschiebung nach unten verhindert werden soIl 
(Briieken, Fahrzeuge unter Eigengewieht usw.). 1st dureh die auBere Belastung 
eine Versehiebung nach oben (Abheben) zu erwarten, so muB die Lagerung 

~a· ~ili~+ ¢--=l-.~ / 
'~ C 

Abb.163. Bewegliches Auflager. 

naturgemaB diese Versehiebung verhindern, also praktiseh so ausgefiihrt wer
den, wie es den Anordnungen del' Abb. 164 entspricht. Die dem beweglichen 
Lager gleichwertigen Lagerungen einer Welle sind in Abb. 165 zusammengestellt. 

Abb. 164. Bewegliches Lager mit Sicherung gegen Abheben. Abb. 165. Bewegliches Lager bei einer Welle. 

Es lassen sich also eben belastete Wellen als eben belastete Balken behandeln, 
was ja eigentlich in del' Definition des Balkens schon ausgedriickt ist (del' Lange 
naeh ausgedehnte Korper). - Man aehte darauf, daB sowohl 
beim festen wie beim bewegliehen Auflager durch ein 
"Gelenk" die Drehmoglichkeit gegeben ist. 

Um eine einheitliehe Bezeichnung del' Lagermogliehkeiten 
zu haben, fiihren wir symbolisch ein: 

Abb.166a als Darstellung fUr den eingespannten Balken 
odeI' die "eingespannte" Welle, 

Abb. 166b fUr das feste Lager, 
Abb. 166e fiir das bewegliehe Lager, wobei dieses Symbol Abb.166. Symbolische 

aueh die FaIle einsehlieBen soIl, bei denen dureh Veranke- Darstellung der verschiedenen Lager. 
rung u. dgl. eine Abhebung verhindert wird. 

38. Del' Balken auf zwei Stiitzen. Wollen wir einen Balken in del' Ebene 
festlegen, so geniigt das einfaehe feste Lager nieht, wenn eine allgemeine Be
lastung vorliegt. Wir gehen nun einmal davon aus, daB zur. Festlegung des 
Balkens zwei solcher fester Lager verwandt wurden, und untersuehen, ob del' 
Balken damit festgelegt ist und eindeu
tige Krafte aufweist. DaB durch diese 
beiden Bolzenlagerungen (Gelenke) del' 
ganze Balken in del' Ebene unversehieb
lieh, undrehbar ist, erkennt man ohne 
weiteres (Abb. 167). An den Lager
stellen A llld B hat del' Balken mit del' 
Unterlage nur die Bolzen gemeinsam, 

Abb.167. Kraftwirkung beim Balken mit zwei 
festen Auflagern. 

die als Punkt angesehen werden mogen. Es kann also eine Kraft vom Balken 
in die Unterlage nul' dureh diese Punkte weitergeleitet werden. Wirken nun 
auf einen Balken Krafte, so driiekt del' Balken seinerseits mit einer gewissen 
Kraft in den beiden P)lllkten A und B auf seine Unterlage. Die so bewirkten 
Krafte seien KA und KB genannt. Die beiden Krafte KA und KB ersetzen die 
gegebenen auBeren Krafte, sind also Komponenten del' Resultierenden aller 
auBeren gegebenen Krafte (Lasten). Die Wirkung des Balkens auf seine Unter
lage hat wieder eine Gegenwirkung zur Folge. Die so entstehenden Reaktions-

Schlink, Statik. 7 
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krafte RA und RB , die wir kiinftig mit A und B bezeichnen wollen, sind von 
gleicher GroBe wie die Aktionskrafte KA und KB , aber entgegengesetzt ge
richtet. Wir konnen also sagen, die beiden Reaktionskrafte stehen mit den 
Kraften KA und K B , d. h. a,ber auch mit den gegebenen auBeren Kraften im 
Gleichgewicht. FUr die Lagerreaktionen eines Balkens ist demnach die Be
dingung gegeben, daB sie mit den wirkenden Lasten im Gleichgewicht stehen 
miissen; darauf beruht ihre Berechnung. Statt der auBeren Krafte konnen 
auch Momente auf den Balken wirken; wir werden deshalb vielfach von auBeren 

"Einflussen" sprechen, die sowohl 
Krafte als auch Momente sein konnen. 

Gehen wir nun zur Ermittlung 
der Reaktionen von dem ganz ein
fachen Fall aus, daB der Balken mit 
den beiden festen Lagern durch eine 
Kraft P (auch aufzufassen als Resul-V"A B tierende vieler Krafte) belastet sei 
(Abb. 168). Gegeben ist also P und 
jeweils ein Punkt der Reaktions
wirkungslinien von A und B, die 

Abb. 168. Ba~~~ :r~:hl:!~:S~:Ji!:r~~ mit Einzel- mit P im Gleichgewicht stehen 
mussen. Zur graphischen LOsung der 

Aufgabe benutzt man den Satz, daB drei Krafte nur dann im Gleichgewicht 
stehen konnen, wenn ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. Wahlen 
wir einen beliebigen Punkt N auf der Wirkungslinie der Kraft P und verbinden 
diesen mit den Lagerpunkten, so stellen die Verbindungslinien mogliche Wir
kungslinien ffir A und B dar; ihre GroBen sind durch das zugehOrige Kraft
dreieck bestimmt. Da wir aber uber die Lage des Punktes N weiterhin keine 
Aussage machen konnen, laBt sich auch die Aufgabe mit jedem beliebigen Punkt 
auf der Wirkungslinie der Kraft P durchfiihren, und wir erhalten dabei jedes
mal andere Reaktionskrafte. Daraus ersehen wir also, daB die Aufgabe viel
deutig oder, wie wir fruher schon gesagt haben, statisch unbestimnlt ist. 

/ Wie auBert sich das nun bei der ana-
All. e Ih. lytischen Betrachtung der Aufgabe 1 Die Zahl 

--7.<: " -- der Unbekannten ist vier: die Reaktions-
~ ~ kraft A ist unbekannt nach GroBe und Rich-
~ Bv tung,ebensodieReaktionskraftB. Wirdenken 

Abb. 169. Balken auf zwel festen Auflagern uns zweckniaBig bei diesen Aufgaben die Re-
mit Einze~st, analytische Behandlung. aktionskrafte in ihre Komponenten in hori-

zontaler und vertikaler Richtung Av , All bzw. B u , Bk zerlegt (Abb. 169), dann 
sind wohl die Wirkungslinien dieser Komponenten bekannt, aber deren GroBen 
nicht. Wir haben also insgesamt vier Unbekannte in der Aufgabenstellung. 
Demgegenuber stehen nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfugung. Rein 
mathematisch gesehen, erhalten wir also zur LOsung ein System von drei Glei
chungen mit vier Unbekannten, d. h. die Aufgabe ist mit den Satzen der Statik 
nicht zu losen oder, anders ausgedruckt, die Aufgabe ist statisch unbestimmt. 

Wollen wir die Aufgabe statisch losbar bzw. statisch bestimmt machen, so 
mussen wir die Konstruktion so umandern, daB entweder eine neue Gleichung 
hinzukommt (Nr.61) oder eine Unbekannte wegfallt. Der statisch bestimmte 
Aufbau einer Konstruktion ist in vielen Fallen auch technisch aus verschiedenen 
Griinden gefordert. Der betrachtete Balken wird nun statisch bestimnlt, wenn 
wir statt des einen festen Lagers ein bewegliches Lager einfuhren. Dann kann 
das Lager B keine Horizontalkraft mehr aufnehmen, denn die geringste waage-
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rechte Kraft auf ein derartiges System mit Rollenlageruug (Abb.170) wiirde 
ein Wegfahren (Verschieben) dieses Lagers zur Folge haben (sofern.keine Rei
bung vorhanden ist): es wird also vom Balken auf die Unterlage keine Hori
zontalkraft ubertragen, und es kann dementsprechend auch keine waagerechte 
Gegenkraft entstehen, d. h. es tritt keine horizontale Lagerreaktion auf. 1m 
beweglichen Auflager muB also die Reaktion senkrecht zur Bewegungsrichtung 
stehen, es ist dadurch ihre Richtung bekannt, es fehlt nur die GroBe; das be
wegliche Lager stellt somit nur eine Unbekannte dar. Die Zahl der Unbekannten 
ist dadurch auf drei herabgesetzt und die Zahl 
der Gleichungen deckt sich mit der Zahl der 
Unbekannten. 

Solange der Balken frei, d. h. nicht gelagert 
ist, kann er eine dreifache Bewegung ausfUhren: 
er kann sich in waagerechter und senkrechter Abb.170. Balken auf einem festen und 
Richtung verschieben und auBerdem um einen einem bewegJichen Lager. 

Punkt drehen. Man sagt, der Balken hat in 
seiner Bewegung drei Freiheitsgrade. Diese drei Bewegungsfreiheiten mussen 
zur Festlegung des Balkens aufgehoben werden durch drei "Fesseln". Jede 
Fessel stellt eine Unbekannte dar, also benotigen wir eine Lagerung mit drei 
Unbekannten. Diese liegt hier vor durch das feste Lager mit zwei Unbekannten 
und das bewegliche Lager mit einer Unbekannten. 

Es wirke nun auf den Balken, der konstruktiv mit einem festen und einem 
beweglichen Lager festgelegt ist, eine nach Lage, GroBe und Richtung bekannte 
Kraft P; die Lagerreaktionen sollen ermittelt werden (Abb.I71). Die Losung 
erfolge zunachst auf graphischem Wege. Von der 
Reaktionskraft B kennen wir die Richtung (in B 
kann ja nur eine senkrechte Kraft ubertragen 
werden) und einen Punkt, durch den sie gehen 
muB. Von der Reaktionskraft A kennen wir nur 
einen Punkt, aber nicht ihre Richtung. Der Satz, 
daB die drei im Gleichgewicht stehenden Krafte P, 
A und B sich in einem Punkt schneiden mussen, 
erlaubt hier nur eine eindeutige Losung, da der 
Schnittpunkt der drei Krafte durch denjenigen 
der Wirkungslinien der Kraft P und der Auflager
reaktion B gegeben ist. Die Auflagerreaktion A 

Abb. 171. Graphische Behandlung 
eines Balkens mit einem festen und 

elnem bewegllchen Auilager. 

muB also durch diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen, und damit erhalten 
wir die Wirkungslinie dieser Reaktion als Verbindungslinie des gemeinsamen 
Schnittpunktes mit der Lagerstelle. Das Krafteck gibt die GroBen der Reak
tionskrafte an, deren Richtungen dem durch P gegebenen Umfahrungssinn 
gleichlaufend sein mussen. Zur Aufzeichnung des technischen Bildes benotigen 
wir hierbei einen LangenmaBstab (1: n) und fur das Krafteck einen Krafte
maBstab 1 cm ....... k kg. 

FUr die analytische Berechnung sei der Balken nach Abb. 172 zugrunde 
gelegt. Der Balken von der Lange list an seinen Enden mit einem festen und 
einem beweglichen Lager gestutzt. Auf ihn wirke im Abstand a vom linken 
Ende eine Kraft P, die unter dem Winkel (X gegen die Balkenachse geneigt ist. 
Gesucht sind wieder die Lagerreaktionen, die den Balken im Gleichgewicht 
halten. 

Wir wissen, daB die Reaktion in B senkrecht steht zur Bewegungsmoglich
keit des Lagers, d. i. hier senkrecht zur Balkenachse. Das linke Lager hat da
gegen eine schief gerichtete Reaktionskraft A, die je nach der Belastung in 

7* 
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jeder beliebigen Richtung moglich ist; wir konnen sagen, es wird im linken 
Lager eine .waagerechte Reaktionskraft Ah und eine lotrechte Reaktionskraft AI] 

~------l------~ 

auftreten. Es liegen also die drei Unbekannten 
A v , A h , B vor. Bei der analytischen Betrach
tung von Gleichgewichtsaufgaben jeglicher Art 
miissen wir, wie schon mehrfach bemerkt, zunachst 
Richtungen fiir die unbekannten Krafte annehmen 
und diese bei negativem Ergebnis umkehren. Wir 

Abb. 172. Analytische Behandlung wollen einfiihren: die waagerechte Reaktion Ah 
eines Balkens mit einem festen und h 

einem beweglichen Auflsger. nach rechts, die beiden lotrec ten Reaktionen A. 
und B nach oben gerichtet. 

Die Horizontalkomponente A" wird am bequemsten aus der Komponenten
bedingung fiir die waagerechte Richtung berechnet. 

1. :E H = 0: Ah - P . cos 0.: = 0, 
daraus Ah = p. coso.:. 

(Die hier eingefiihrte Gleichung 'L,H =0 ist nur eine andere Schreibweise fiir 
'L,X,=O. Ahnlich ersetzen wir bei der Ermittlung der Reaktionen eines Bal
kens auch 'L,Y,= 0 durch die Schreibweise 'L,V = 0, d. i. Summe aller Vertikal
krafte gleich Null.) 

A" wird positiv, d. h. die vorher angenommene Richtung war richtig: Ah 
geht nach rechts. 

Fiir die Berechnung der beiden lotrechten Lagerkrafte wahlen wir zweck
maBig Momentenbedingungen, und zwar nehmen wir einmal den einen Lager
punkt A als Momentenpunkt, dann den anderen B. In der ersten Gleichung 
tritt nur B als Unbekannte auf, in der zweiten A. ' 

2. ('L,M)A = 0: -B·l + (p. sino.:) . a + (p·coso.:)·O + Ah·O + Av'O =0, 
daraus 

B = ~ . p. sino.:. 

Das Moment ~er Kraft P ist hier so aufgestelIt, daB P in zwei Komponenten 
zerlegt und dann, nach dem Satz vom statischen Moment der Krafte, die Summe 
der Momente dieser Komponenten gebildet wurde. Aus dieser Gleichung er
rechnet sich die Reaktion B unabhangig von Ah und Av. 

Als dritte Gleichung zur Ermittlung der noch unbekannten Kraft A" ver
wenden wir die Momentenbedingung um den Lagerpunkt B: 

3. ('L,M)B = 0: 

Av . l + A" . 0 - (P . coso.:) ·0 - (P . sino.:) . (l - a) + B ·0 = 0 

und daraus (Z - a) • 
A" = --Z-- . p. sm 0.:. 

Diese Gleichung gestaltet sich wieder unabhangig von der Ermittlung der bei
den anderen Unbekannten, da diese um den Momentenbezugspunkt keine Dreh
wirkung haben (Hebelarm = 0), in der Momentengleichung also verschwinden. 

Damit sind die drei Unbekannten errechnet. A" und B sind positiv, d. h. 
die angenommene Richtung war richtig eingefiihrt, sie gehen nach oben. Wir 
konnen nun aber noch mehr Gleichgewichtsbedingungen, irgendeine Kompo
nentenbedingung oder eine Momentenbedingung, aufstellen, die selbstverstand
lich aIle erfiillt sein miissen, so z. B. 

'L,V= 0: p. sino.: - A" - B = 0, 
daraus AI] + B = p. sino.:. 
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Es kann diese Gleichung als Probe fUr die richtige Ermittlung der Reaktionen 
verwendet werden. 

Bei vorliegenden Aufgab'3n sollte nie versaumt werden, nach Ermittlung 
der Unbekannten die Richtigkeit der Losung durch eine Komponentenbedingung 
zu priifen. Die Komponenten Av und Ah lassen sich zur Reaktionskraft A zu
sammensetzen. 1st A richtig ermittelt, so muB diese Kraft durch den Schnitt
punkt der Kraft P mit der Wirkungslinie der Reaktion B gehen. 

39. Zusammenhang zwischen Lagern und Stiitzungsstaben. Nun haben wir 
friiher schon einmal einen Balken (Korper) in der Ebene festgelegt durch drei 
Stabe und die in den Staben auftretenden Stabkrafte errechnet, indem wir 
sagten, die drei Stabkrafte miissen mit der 
gegebenen Kraft im Gleicbgewicht stehen. 
Die Aufgabe war eindeutig, demnach kann 
der Balken auch durch drei Stabe, sogenannte 
Stiltzungsstiibe, die wieder Fesseln darstellen, 
festgelegt werden; es wird also ein Zusammen
hang bestehen zwischen der Stiitzung in den 
beiden Lagern und den Stiitzungsstaben. C 
Dies solI nun festgestelit werden.;::' ;;:; 

Wollen wir einen Punkt (A in Abb.I73) Abb.173. Znsammenhang zwischen Lager 
nnd Stiitznngsstliben. 

in der Ebene festlegen, so gelingt uns das 
mit zwei nach ibm laufenden Staben, die gelenkig miteinander verbunden 
sind (vgl. ebenes Zweibockgeriist). Um diesen Punkt kann sich allerdings der 
Balken noch drehen. Wir haben also die gleiche Sachlage wie beim festen Lager, 
d. h. es kann das feste Auflager ersetzt werden durch zwe'i Stiltzungsstiibe, die durch 
den Auflagerpunkt hindurchgehen und nicht in dieselbe Gerade fallen. Wenn 
andererseits ein Punkt (B) nur durch einen Stab an die Erde angeschlossen 
ist, so kann er sich auf einem Kreisbogen urn den AnschluBpunkt 0 drehen. 
Praktisch kommt fUr die Bewegung des Punktes B von diesem Kreisbogen 
nur ein kleines Stiickchen in Frage, da ja B mit A durch den Balken verbunden 
ist und dieser nur eine geringe Langenanderung durch die Nachgiebigkeit des 
Materials erlaubt. Dieses kleine Kreisstiick 
ist das waagerechte Bogenelement des Kreises. A 
Die dadurch bewirkte Verschiebungsmoglich- ~~P----(J)::::---<j----""---....I? 
keit deckt sich aber mit der, die durch das 
horizontal gefiihrte Lager gegeben ist. Dem
gemii[3 kann das bewegliche Lager ersetzt 
werden durch einen Stiltzungsstab, der senk
recht steht zur Beweg1tngsbahn. Die ,zahl der 
Stiitzungsstabe stimmt mit der Zahl der 

~,,~ ~ 

Abb. 174. Sonderanordnung von Stiitzungs
stliben. 

Unbekannten bei den Lagern iiberein, da ja das feste Auflager zwei, dagegen das 
bewegliche Auflager nur eine Unbekannte darstellt. Die Resultierende der 
Stabkrafte S1 und S2 gibt die Lagerreaktion im festen Lager an, die Stabkraft S3 
die Lagerreaktion im beweglichen Lager; letztere falIt ja auch mit der Richtung 
der Lagerkraft B zusammen. Selbstverstandlich kann man die Stiitzungsstabe 
fUr das feste Auflager auch in horizontaler und vertikaler Richtung anordnen 
(Abb. 174), so daB ihre Krafte unmittelbar mit den iiblichen Lagerkraftkompo
nenten zusammenfallen. 

Nach diesen Ausfiihrungen konnen also jederzeit statt der Lager Stiitzungs
stabe eingefUhrt werden und umgekehrt. Tatsachlich kommen auBer den Lagern 
ofters Stiitzungsstabe vor. Auch gemischte Lagerungen mit Stiitzungsstaben 
und Auflagern finden sich bei praktischen Ausfiihrungen, z. B. nach Abb. 175, 
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wo del' Stiitzungsstab C als Pendelstiitze ausgebildet ist, die oben und unten 
drehbar angeschlossen ist. (Das hier gezeicbnete System hat allerdings vier 
Fesseln und ist deshalb statisch unbestimmt.) 

Die drei Stiitzungsstabe, die zur Festlegung eines Balkens notig sind, brauchen 
natiirlich nicht so angeordnet zu sein, da13 zwei durch einen Punkt hindurch
gehen (Abb. 176). Wie schon friiher (S.67) gezeigt, diirfen lediglich die Stabe 

Abb.175. G1eichzeitige Anordnung von Stiitzungs
staben und Lagern. 

p 

@ ® 

Abb. 176. Unverschieblicher Balken mit drei 
Stiitznngsstaben. 

nicht aIle drei durch einen Punkt hindurchlaufen. Da nun jeder einzelne 
Stiitzungsstab durch ein bewegliches Lager ersetzt werden kann, kann ein 
Balken auch durch drei bewegliche Lager festgelegt werden, deren Reaktionen 
abel' nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 177), also auch nicht parallellaufen 
diirfen. Es darf also del' Balken auch nicht auf drei bewegliche Lager, die aIle 
auf horizontaler Babn laufen, gestiitzt werden (Abb. 178), wenn er fiir jede 

/ 
Abb. 177. Unverschieblicher Balken mit drei 

beweglichen Auilagern. 
Abb. 178. Verschieblich gestiitzter Balken mit drei' 

beweglichen Lagern. 

beliebige Belastung in Ruhe bleiben soIl. Man erkennt iibrigens die Beweglich
keit sofort, wenn man eine schiefe Kraft auf ibn einwirken la13t. 

40. Belastung durch lotrechte Krafte. Sehr haufig sind in del' Praxis die 
FaIle, da13 del' Balken nul' lotrechte Krafte (Gewichte) aufzunehmen hat. Be
trachten wir einmal einen derartigen Balken, del' auf zwei Stiitzen statisch be
stimmt gelagert ist, und auf den nul' die lotrechten Krafte PI' P 2 und P 3 wirken. 
Gegeben sind au13er den Gro13en diesel' Lasten die konstruktiven Werte, Gro13e 
des Balkens und Angriffspunkte del' Krafte (Abb. 179). 

1. Die erste Gleichung 

zeigt, da13 A keine Horizontalkomponente besitzt: 

Ah=O. 

Rein physikalisch bedeutet das: wenn keine au13ere Horizontalkraft (odeI' -kom
ponente) vorhanden ist, wird keine Verschiebungswirkung auftreten, wir brauchen 
also auch keine Verschiebung zu verhindern. Es werden an beiden Lagerstellen 
demgema13 nul' Vertikalreaktionen entstehen. Man konnte, rein statisch ge
sehen, diesen Balken also auf zwei beweglichen Lagern stiitzen. Praktisch darf 
man das natiirlich nicht durchfiihren, da del' geringste seitliche Einflu13 (Wind
krafte, kleine Hohendifferenz del' Lagerstellen usw.) schon eine Verschiebung 
des Balkens hervorbringt, del' dann ja in keiner Weise gegen ein Fortrollen 
gesichert ist. 

Die beiden auftretenden Lagerkrafte A und B werden wieder am besten 
durch zwei Momentengleichungen ermi,ttelt. Die weitere Bedingul1g: 

~V=O 
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werden wir dann als Probe fiir die richtige Ermittlung der Reaktionen an
wenden. Es wird, wenn die Lagerreaktionen mit dem Pfeil nach oben eingefiihrt 
werden: 

2. (1.'M)A=O: PI . al + P 2 • a2 + P3· a3 - B ·l = 0, 

B = PI' al + P 2 • ~ + Ps ' aa. 
l ' 

die Reaktion B wird positiv, d. h. die nach oben eingefiihrte Richtung der 
Lagerreaktion B war richtig. 

Die Momentengleichung urn den rechten Lagerpunkt lautet: 

3. (1.'M)B = 0: A 'l- PI(l- aI ) - P 2(l- a2 ) - P3(l- as) = 0, 

Als Probe stellen wir fest, daB: 

PI +P2 + P 3 =A + B. 

Diese Art der Ausrechnung der Lagerreaktionen ist im aligemeinen die 
zweckmaBigste: wir ermitteln sie also mit Hille von Momentenbedingungen 
und priifen unsere Rech
nung mit der Kompo
nentenbedingung fiir die 
lotrechte RiQhtungnach. 

'Bei der graphischen 
Ermittlung der Lager
reaktionen gehen wir 
wieder von der Erkennt
nis aus, daB die gegebe
nen auBeren Lasten mit 
den gesuchten Lager
reaktionen im Gleich
gewicht stehen miissen. 
Wir wissen, daB im 

" 8 
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Abb.179. Balken auf zwei Stiitzen, durch Iotrechte Lasten beansprucht. 

Gleichgewichtsfall das durch die Krafte bestimmte Krafteck und das zugehorige 
Seileck geschlossen sein muB, also miissen hier das zu den ~aften Pi und A und B 
gehorige Krafteck und Seileck geschlossen sein. Wir zeichnen zunachst das Kraft
eck (Abb. 179), gebildet aus den gegebenen Kraften PI' P2 und P a. Nach Wahl 
eines beliebigen Poles G am Krafteck liegen die Poistrahlen 0, 1, 2, 3 fest, zu 
denen parallel im technischen Kraftebild, d. i. jetzt der Balken mit seinen 
Kraften, die Seilstrahlen 0', 1',2' und 3' gezeichnet werden. Die Zuordnung der 
Strahlen muB wieder der Reziprozitat der beiden Figuren Krafteck und Seileck 
entsprechen. Auf diese Weise ist ein offenes Krafteck und ein offenes Seileck 
0', 1',2',3' entstanden; sie konnen aber auch nicht geschlossen sein, da sie 
nur zu den gegebenen Kraften Pi gehOren und diese fiir sich (ohne A und B) 
nicht im Gleichgewicht stehen. A und B miissen' nun so eingefiihrt werden, 
daB das alsdann entstehende Kraft- und Seileck geschlossen ist. Wir betrachten 
zunachst das Selleck: durch Beriicksichtigung einer Kraft in der Wirkungslinie 
von A muB das Selleck auf dieser Geraden einen Knick bekommen, ebenso auf 
der Wirkungslinie von B; also das Selleck schlieBt nicht mit 0' und 3' ab, son
dern erhalt an den Stellen m und n noch je eine neue Seite. Diese neuen Seiten 
stellen dann die auBersten Seiten vor. Da aber das Selleck geschlossen sein 
muB, miissen diese beiden Seilstrahlen in dieselbe Gerade fallen, d. h. in die 
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Verbindungslinie m n. Diese Verbindungslinie heiBt die SchluBlinie (s'). Da
durch ist das Seilpolygon aller fraglichen Krafte (Pi und A, B) geschlossen. 
Zieht man zur SchluBlinie s' einen parallelen Polstrahl durch 0, so schneidet 
dieser aus dem Krafteck die gesuchten Lagerreaktionen A und B heraus. So 
entsteht auch ein geschlossenes Krafteck : PI' P 2' P 3' B, A. Die Strecke zwi
schen den Polstrahlen 0 und s stellt A dar, weil sich die zu 0 und s parallelen 
Seilstrahlen auf A schneiden; entsprechend liegt B zwischen den Polstrahlen s 
und 3 im Krafteck. Der Richtungssinn der beiden Lagerkrafte ist durch den 
Umfahrungssinn des Kraftecks festgelegt. 

Durch odie angegebene Konstruktion hat man tatsachlich ffir die Lasten 
und Lagerreaktionen ein geschlossenes Krafteck und Seileck erhalten, also 
stehen diese im Gleichgewicht, d. h. auf diese Weise sind die Lagerreaktionen 
eindeutig ermittelt worden. FUr die Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem 
nur durch lotrechte Krafte belasteten Balken gilt also folgende Regel: 

Man zeicknet zuniickst Krajteck und Seileck fur die gegebenen Lasten okne 
BerUcksicktigung der Lager, bringt dann die iiuf3ersten Seilseiten des so gewonnenen 
Seilecks mit den Wirkungslinien der Auflagerkriifte zum Beknitt, verbindet diese 
Beknittpunkte durck eine Gerade (Bekluf3linie s') und ziekt durck den PolO einen 
zu s' parallelen Strakl. Dieser sckneidet aus dem Krafteck die gesuckten Reak
tionen aus. 

41. Biegemoment, Querkraft und Liingskraft. 1m Zusammenhang mit der 
eben betrachteten Aufgabe wollen wir nun zwei neue Begriffe kennenlernen, 
die ffir die Gestaltung (Dimensionierung) des Balkens von Bedeutung sind: 

1. das Biegungsmoment oder Biegemoment, 
2. die Querkrajt, auch Schub- oder Scherkraft genannt. 

Dazu tritt noch 
3. die Liingskrajt, die schon friiher (S. 19) kurz erwahnt war. 
Diese drei Begriffe spielen in der Statik eine sehr groBe Rolle. Das Biegungs

moment ist, wie schon der Name sagt, die Ursache fUr die Durchbiegung (Kriim
mung) des Balkens. Es gibt - wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird - zu
gleich an, wie stark der Balken bei dieser Biegung beansprucht wird, ist also 
von groBer Wichtigkeit ffir die bauliche Gestaltung eines Balkens. 

Die Querkraft gibt in ahnlicher Art ein MaB ffir die Abscherungsgefahr 
eines Balkens, also ffir die Beanspruchung auf Schub, ist demgemaB ebenso 
von Wichtigkeit ffir die Dimensionierung, sopald eine Abschergefahr ffir den 
Balken besteht. 

Die Langskraft ist in gleicher Art eine KenngroBe fur die Gefahr des Aus
einanderreiBens oder Zusammendruckens eines Balkens. Wir haben bereits 
Langskrafte in den Stabkraften kennengelernt. 

Die drei Begriffe lassen sich folgendermaBen definieren. 
1. Das Biegemoment fur einen bestimmten Querscknitt eines Balkens ist gegeben 

durck die Summe der statiscken Momente aZZer Kriifte links oder reckts von dieser 
Scknittstelle, meistens bezogen auf den Bekwerpunkt (Mittelpunkt) des Querschnitts 
an der untersuckten Stelle. 

Man bezeicknet das Biegemoment positiv, wenn es fur den linken Teil im Ukr
zeigersinn, fur den reckten Teil gegen den Ukrzeigersinn drekt. (Ala Merkbild: C~i") 

Dieser scheinbare Widerspruch in der Vorzeichenregel klart sich sofort auf, 
wenn wir einen Balken betrachten, der unter dem EinfIuB von l,asten durch
gebogen ist (Abb.180). Der Punkt i (beliebiger Punkt) hat dabei seine Lage 
geandert, er hat sich nach unten verschoben. Wollen wir die Verschiebung 
dieses Punktes mit Hille der Biegungsdrehung durch ein Moment auf der einen 
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Balkenseite erreichen, so ist dazu links eine Drehung im Uhrzeigersinn, rechts 
eine solche gegen den Uhrzeigersinn n6tig. Beide Momente haben also trotz 
ihres entgegengesetzten Drehsinns die gleiche Wirkung. Wir sehen daraus, daB 
in del' Festlegung des V orzeichens diese ver
schiedenen Drehsinne auf beiden Seiten mit 
dem gleichen V orzeichen versehen werden mus
sen, wenn dasjenige Biegungsmoment, links 
und rechts, das die gleiche Wirkung hervor- Abb. 180. Vorzeichen des Biegemomentes. 
ruft, auch dasselbe V orzeichen besitzen soll. 

2. Die Querkraft fur einen be8tirnrnten Quer8chnitt i8t gegeben durch die alge
bmi8che Surnrne der 8enA:"fecht zur Balkenach8e gerichteten Krafte link8 oder recht8 
von die8er Schnitt8telle. 

Manbeze-ichnet die Querkraft al8 p08itiv, wenn 8ie fur den linken Teil nach 
oben, fur den 1'echten Teil nach unten gerichtet i8t. (Merkbild: tQi.j..) 

+ 
Auch hier besteht scheinbar ein Widerspruch in del' V orzeichenregel. Es 

liiBt sich die gleichartige Wirkung del' Querkrafte auf beiden Seiten mit gleichem 
Vorzeichen leicht einsehen, wenn wir an die 
Bedeutung del' Querkraft als Abschenmgs
kraft denken; zwei nebeneinander liegende 
Querschnitte (Abb. 181) werden dann gegen
einander verschoben, wenn auf del' einen 
Seite nach oben, auf del' anderen abel' nach 
unten gedruckt wird. Also gleiche Wirkung 
bedingt auch hier gleiches Vorzeichen. 

3. Die Lang8kraft fUr einen be8tirnrnten 
Quer8chnitt i8t gegeben durch die algebrai8che 
Surnrne der in Richtung der Balkenach8e liegenden 
Krafte link8 oder recht8 von die8er Schnittstelle. 

Man bezeichnet die Lang8kraft al8 p08itiv, 
wenn 8ie fur den linken Teil nach link8, fur 

Abb. 181. Vorzeichen der Querkraft. 

den rechten Teil nach recht8 geht. Durch eine ; 
p08itive Lang8kraft werden zwei benachbarte )~ ! 
Quer8chnitte aU8einander gezogen. (Die linke ~~""'_~ ____ -'_~_~ 
Langskraft wirkt auf den rechten Teil.) ~ 4 

Die V orzeichenregel wird uns hier sofort v B8i "''1'''' 
gelaufig, wenn wir an die Stabkraft denken. e 
Del' Stab als reiner Langskrafttrager wird als _A""lz "A--~- i l.i 
Zugstab an irgendeiner Schnittstelle ausein-
andergezogen; del' Zugstab ware demnach mit (1' 
positivem V orzeichen zu versehen. In dem in 
Abb. 182 gezeichneten Balken entsteht Druck; f.i --'---'A 
denken wir uns etwa die Hand in die Schnitt-
stelle gelegt, so wird sie von beiden Seiten €i 
gedruckt. Abb. 182. Vorzeichen der Langskraft. 

Die Langskrafte verschwinden ganz bei Bal
ken mit senkrechten Lasten. Wir haben also bei dem vorigen Beispiel (Abb.181) 
an einer beIiebigen Schnittstelle uur Querkrafte und Biegemomente zu erwarten. 

Zum Verstandnis diesel' Gr6Ben ist noch folgende Betrachtung von Wichtig
keit: del' Balken hat die Lasten nach den Lagern zu ubertragen; es wird dabei 
durch jeden Querschnitt eine Kraftwirkung von dem einen Balkenteil nach dem 
anderen weitergeleitet. Die Kraft, die durch einen Querschnitt i von del' einen 
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Seite nach der anderen iibertragen wird, ist offenbar nichts anderes als die Resul
tierende aller Kriiite links vom Querschnitt, in Abb. 183 rue Resultierende R' 
von A lI , Ah , PI> Pa, denn diese Resultante ersetzt ja die Wirkung aller Krafte, 
die an dem linken Teil angreifen, deren EinfluB also durch den Querschnitt nach 
rechts weitergefiihrt werden muB. Diese Resultierende konnen wir nach irgend
einem Punkt des Querschnitts, somit auch nach dem Schwerpunkt M, ver
schoben denken und erhalten die gleiche Wirkung, wenn wir auBer der parallel 
verschobenen Kraft noch eine Kraftepaar einfiihren, dessen Moment gegeben 
ist durch das statische Moment der Kraft R' fiir den Punkt M. Dieses Moment 
ist aber nach dem Satz vom statischen Moment der Krafte gleich der Summe der 
Momente von A v , A h , PI' P a fiir denselben Punkt M, d. h. gleich dem Biege
moment. DemgemaB haben wir als gleichwertige Wirkung, statt der Kraft R': die 
durch den Punkt M gehende Kraft R" (= R') und das Biegungsmoment B M' Nun 
konnen wir R" in zwei Komponenten zerlegen, eine in Richtung der Balken
achse L; und eine senkrecht dazu Q;. Diese beiden Komponenten sind niehts 

anderes als die oben definierte 
Langskraft und Querkraft. Wir 

~ erhalten damit das Ergebnis, daB 
die Resultierende R' links vom 
Querschnitt ersetzt ist dureh die 
Querkraft und Langskraft, die 
durch den gewahlten Punkt M 

Av gehen, und durch das Biegungs-
moment B M = B;. Diese Einfliisse 
L i , Q;, B i , die man als Beanspru
chungsgroBen bezeichnen kann, 
wirken nun auf den rechten Teil 
ein. Es ist also nicht so, daB die 

Abb. 183. Die Beanspruchungsgro/len eines Querschnittes. Zusammenwirkung der hier be-
trachteten Einfliisse L i , Q" BM 

mit den auf den linken Teil wirkenden Kraften (Av, A h , Pl , P 2) Gleichgewicht 
halt, sondern sie ersetzen diese Krafte. Dreht man die drei Einfliisse in ihrer 
Richtung bzw. ihrem Drehsinn um, so bekommt man diejenigen Einfliisse, die 
von dem rechten Teil gegen den linken wirken, und dann mit den am linken 
Teil angreifenden auBeren Kraften im GIeiehgewicht stehen. 

Betraehten wir an einer Schnittstelle die dreiGroBen Querkraft, Langskraft, 
Biegemoment zusammen, so erkennen wir in ihnen die Einfliisse, die ein Ver
schieben der beiden Schnittufer des Balkenschnittes (Querverschiebung), ein 
Auseinandergehen (Trennen) der Schnittufer und eine Verdrehung der Quer
schnitte im Sinne der Biegung zu bewirken versuchen. 

42. Die Ermittlung der BeansprnchungsgroBen. Die rechneri8che Ermittlung 
dieser BeanspruehungsgroBen erfolgt dadurch, daB wir entsprechend der Defini
tionen die algebraischen Summen der angegebenen Werte bilden. Die Dureh
fiihrung wird spater erlautert. 

Die graphi8che Ermittlung des Biegungsmomentes kann in einfacher Weise 
mittels des Seilecks erfolgen, das zur Bestimmung der Lagerreaktion auf Seite 103 
gezeichnet wurde. Zum Beweis dieser Behauptung sei ein weiteres Beispiel 
(Abb. 184) mit rein lotreehter Belastung durch drei Krafte, die der GroBe und 
Lage nach bekannt sind, betraehtet. 

Wir zeichnen den Balken in einem bestimmten MaBstab auf. Dieser Langen
maBstab sei 1 : n (d. h. 1 em in der Zeichnung bedeutet n em in der Wirklichkeit). 
Die Krafte sind an diesem Balken dureh ihre Wirkungslinien festgelegt. Die 
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GroBen der Krafte werden nun in einem bestimmten KraftemaBstab 1 cm -" k kg 
im Krafteck dargestellt, das jetzt auf eine Gerade zusammenschrumpft. 
Dann wird ein willkfirlicher Pol G gewahlt, dessen Abstand von den aneinander
getragenen Kraften wir mit h bezeichnen wollen; durch ihn sind die Polstrahlen 
als VerbindungsIinien dieses Poles mit den Anfangs- und Endpunkten der Krafte 
festgelegt. Wir beachten dabei, daB - wie aus den grundlegenden Ausfiihrungen 
iiber das Seileck, Nr.29, ersichtlich - ffir jede Strecke im Krafteck, also auch 
ffir die Polstrahlen und den Abstand df's Pols vom Krafteck, der. KraftemaB
stab gilt. Die Strecke h ist also in Wirklichkeit als eine KraftgroBe mit der 
Dimension kg aufzufassen. Nun verfahren wir so weiter, wie auf Seite 104 ffir 
die Ermittlung der Lagerreaktionen angegeben ist: zu den Polstrahlen zeichnen 
wir das zugehorige Seileck unter Beachtung der Reihenfolge der Seilstrahlen, 

P, -20Olikg ~ =.fOOI/kg 
I} -1tJ01ikg 

K n 

' ........ --:140-----1----, . 
1-------

b I 

c A 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
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Abb. 184. Momenten· und Querkraftfliche eines in seinen Enden gestiitzten Balkens. 

wobei immer ein Schnittpunkt zweier Seilseiten mit ~ einer Kraft im Seileck 
einem Dreieck im Krafteck entspricht. Den ersten und letzten Seilstrahl bringen 
wir mit den AuflagerwirkungsIinien zum Schnitt und erhalten damit die SchluB
Iinie ides Seilecks. Der zur SchluBIinie i gehorige Polstrahl 8 schneidet die 
beiden Lagerreaktionen aus, wobei A, weil im Seileck geschnitten von den 
Seilstrahlen 0' und i, im Krafteck von den Polstrahlen 0 und 8 eingeschlossen 
sein muB; entsprechend Iiegt B zwischen 8 und 3. Die Richtungen der beiden 
Reaktionskrafte A und B sind dadurch festgelegt, daB das Krafteck geschlossen 
sein muB; A und B sind also nach oben gerichtet. Diese Lagerreaktionen wirken 
auf den Balken als Krafte. Wir konnen uns also auch frei von dem Begriff der 
Lagerung machen und einfach in A und B Krafte sehen, in gleicher Weise wie 
P l , P2 und P a auf den Balken aufgebracht, die also auch genau so behandelt 
werden ktinnen. 

GemaB unserer obigen Behauptung sollen wir nun in dieser Figur eine Mtig
Iichkeit besitzen, das Biegemoment zu bestimmen. Denken wir an die friihere 
Benutzung des Seilecks: es war (S. 82) die Summe der statischen Momente 
links oder rechts von einem beliebigen Punkt (die Definition ffir das Biege-
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moment), gegeben durch eine Strecke, die auf einer durch diesen Punk.t parallel 
zu den gegebenen Kraften gezogenen Geraden ausgeschnitten wurde von den 
auBersten Seilstrahlen der in Frage kommenden Krafte. Obertragen wir dieses 
Ergebnis auf unser Beispiel, so sehen wir, daB die eingezeichnete Strecke Y' 
ein MaB sein muB fiir das Biegemoment an der Stelle i, denn die Strecke Yi 
ist ausgeschnitten von den Seilstrahlen 8' und I', das sind aber die auBersten 
Seilstrahlen der in Frage kommenden Krafte A und Pl' Oder, wenn wir die 
rechte Seite betrachten, sind die Seilseiten 8' und I' auch die auBersten Seil
strahlen der dann in Frage kOm1nenden Krafte P 2 , Ps und B; denn zu diesen 
Kl'aften gehoren als Seilseiten I', 2', 3', 8'; von diesen laufen aber 2' und 3' 
zwischen zwei Kraften und sind deshalb keine auBersten Seiten. Das Biege
moment fiir die Strecke i ist also gegeben durch den Ausdruck 

Bi= Yi' h, 

wobei [Yi] in cm abgegriffen: der Lange n' [Yi] der Wirklichkeit, und [h] als 
Lange in cm: einer Kraft k· [h] entspricht. Die tatsachliche GroBe des Biege
momentes wird also mit Einfiihrung der betreffenden Strecken der Zeichnung 
in cm (bezeichnet durch die eckige Klammer) angegeben durch 

Bi = [Yi] . [h] . k . n cmkg. 

Da nun der Balkenpunkt i willkiirlich gewahlt war, gilt diese Beziehung fiir jeden 
beliebigen Balkenplmkt. So wird z. B. fiir die Stelle k: 

Bk=Yk"h. 

Die durch das geschlossene Seileck aus 0', 1',2',3',8' dargestellte Flache heiBt 
Biegemomentenflache oder kurz Mornentenfliiche oder Momentenlinie, weil sie 
uns unmittelbar ein Abgreifen der Biegemomente fiir einen beliebigen Punkt er
laubt. Wir finden das Biegemoment fur eine beliebige Balkenstelle, indem wir 
die lotrecht darunter liegende Ordinate der Momentenflache mit dem Pol
abstand hunter Berucksichtigung der MaBstabe multiplizieren. Wir werden 
bei der Wahl des beliebigen Pols 0 zweckmaBig den Abstand h als glatte Zahl 
wahlen (z. B. hier h= 5000 kg), um einen einfachen Faktor fiir die Biege
momentenermittlung zu· erhalten. Man beachte, daB die einzelnen Ordinaten 
immer mit dem gleichen Polabstand h zu multiplizieren sind, daB demgemaB 
die Momentenflache den geometrischen Ort der Biegungsmomente darstellt. 
Beachtenswert ist, daB die Momentenflache unter einer Last jedesmal einen 
Knick aufweist, dagegen zwischen den Lasten geradlinig verlauft. Das gilt 
immer, wenn nur lotrechte Einzellasten wirken. -

Wollen wir fiir das gleiche Beispiel die Querkraft ermitteln, so miissen wir 
von der Definition der Querkraft ausgehen, wonach die Querkraft gegeben ist 
als die Summe aller lotrechten Krafte links oder rechts von einem Schnittpunkt. 
Betrachten wir eine Balkenstelle zwischen dem linken Lager und der Kraft PI' 
so ist die Querkraft gegeben durch die GroBe +A, da A nach oben gerichtet 
ist und wir die Querkraft positiv nennen,. wenn sie fur den linken Teil nach 
oben verlauft. Das gilt fiir alle Punkte zwischen del' linken Lagerstelle und 
der Kraft Pl' Fiir jeden Punkt zwischen der Kraft PI und der Kraft P2 ist 
die Querkraft 

Qi= A - PI 

und jeder Punkt des Balkenteils zwischen den Kraften P 2 und Ps hat die Quer
kraftgroBe 
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d. h. von der vorher gefundenen GroBe ist noch Pg abzuziehen. Fur die nachste 
Strecke des Balkens zwischen Kraft P3 und rechtem Lager hat dann jeder Punkt 
die Querkraft Qn = A - PI - Pg -- P 3 • 

Diese GroBe muB aber, entsprechend der Definition der Querkraft, gleich sein 
der Summe aller Krafte rechts vom Schnitt, also hier gleich der Kraft B, und 
zwar mit negativem Vorzeichen, da B na:ch oben gerichtet ist, die Querkraft 
aber ffir den rechten Teil dann als positiv einzufiihren ist, wenn sie nach unten 
verlauft. Die beiden Werte stimmen ja auch tatsachllch uberein, da 

A - PI - P2 - P3 = -B 
ist. Tragen wir nun die verschiedenen, angegebenen GroBen ffir die entsprechen
den Abschnitte unter den Balken auf, so erhalten wir die Querkraftsflache als 
eine Treppenlinie, bei der, ahnlich wie bei der Biegemomentenflache, die Ordi
nate jeweils ein MaB ist ffir die Querkraft an der dariiberliegenden Balkenstelle. 
Wir erkennen leicht, daB die Querkraftflache weiter nichts darstellt alB ein aus
einandergezogenes Krafteck. ZweckmaBig benutzt man ffir das Auftrageh der 
Querkraftflache den gleichen MaBstab wie im Krafteck. Man sieht, daB bei 
einem in seinen Enden gelagerten Balken, auf den nur lotrechte Krafte in einer 
Richtung wirken, die Querkraft an den Lagern am groBten ist, und zwar gleich 
A bzw. B. In Abb. 184 b ist ffir den Schnitt k die Resultierende alier Krafte 
rechts vom Schnitt dadurch eingezeichnet, daB man die Seilseiten s' und 2' zum 
Schnitt bringt. Ihre GroBe ist gegeben durch die Querkraft (B - P 3); ihr Moment 
ffir den Punkt kist das Biegungsmoment. 

Die Darstellung der Querkraftflache, ebenso wie' die der Momentenflache, 
gibt eine weitere Begriindung ffir die Aussage, daB man den linken oder rechten 
Teil des Balkens betrachten kann, und ffir den Wechsel des Richtungs- bzw. 
Drehsinns bei Betrachtung der GroBen gleichen Vorzeichens ffir beide Seiten. 

FUr die analytische Aufstellung der Querkraft bzw. des Biegemomentes ist 
es sehr wichtig, daB wir, unter Beachtung der Vorzeichenregel, sowohl den Teil 
rechts oder den Teil links von der zu untersuchenden Balkenstelle betrachten 
diirfen. ZweckmaBig benutzt man natfirlich den Teil mit den wenigsten Kraften. 

43. Zusammenhang zwischen Querkraft und Biegungsmoment. Momenten
flache und Querkraftflache stehen im Zusammenhang. Beim Vergleich der beiden 
Abb. 184b und c sehen wir, daB an der Stelle m, an der das groBte Biegungs
moment auftritt (die Stelle der groBten y-Ordinate in der Momentenflache), die 
Querkraft durch Null hindurchgeht, also auch den Wert Null aufweist. Wir 
konnen ganz allgemein sagen: An der Stelle, an der die Querkraft durch Null 
hindurchgeht, also ihr Vorzeichen wechselt, liegt ein Maximum oder Minimum des 
BiegemtYments, vorausgesetzt, daf3 das Biege
mtYment nur durch lotrechte Krafte entsteht. 

Die Richtigkeit dieses Satzes beweisen 
wir dadurch, daB gezeigt wird, daB die 
Querkraft an jeder Stelle gegeben ist 
durch den nach der Balkenlangsrichtung 
genommenen Differentialquotienten des 
Biegemoments: 

Q.=dB; 
• dx' 

(26) 

'pr : 
Pa- I I 

1.1 ---Ps--l! : 
~:~-----x------~", I 
~:·---------p¥r------~.I I 
~I·------------,l----------~·I 

Abb.185. Zusammenbang zwischen Querkraft 
und Blegungsmoment. 

Zum Beweis der Richtigkeit dieser Behauptung stellen wir fur den in Abb. 185 
dargestellten Balken an einer beliebigen Stelle i (Entfernung x vom linken Auf
lager) das Biegemoment nach unserer gegebenen Definition auf: 

Bi = A . x - PI (x - PI) - P 2 • (x - P2) - P 3 • (x - Pa), 
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differenzieren dieses Moment naeh x: 

Die reehte Seite ist aber niehts anderes als die Querkraft fiir die Stelle i. Wir 
sehen also, daB die Querkraft Qi an der beliebig gewahlte~ Stelle i tatsaehlieh 
ausgedriiekt ist dureh den Differentialquotienten des Biegemoments Bi an dieser 

* : '~ 

~Illlllllll~llllllll,r' 
. , 

pill I Ii IIII ~8 

Stelle. SolI nun Bi einen GroBt- oder 
Kleinstwert erreiehen, dann muB naeh 
del' DifferentiaIreehnung ihr erster Diffe
rentialquotient versehwinden; dieser erste 
Differentialquotient ist aber hier gleieh Qi. 
Wenn also Qi versehwindet, nimmt das Bie
gungsmoment einen GroBt- oder Kleinst
wert an. 

Wir wollen beaehten, daB diese Bezie
hung nur gilt, wenn das Biegemoment eine 
Funktion von nur lotreehten (senkreeht zur 
Balkenaehse stehenden) Kraften ist. Sie 
gilt nieht, wenn andere auBere Krafte odeI' 

Abb.186. Die Querkraft verschwiudet auf einer Momente in del' Bestimmungsgleiehung fUr 
bestimmten Strecke des Balkens. 

das Biegemoment enthalten sind. 
Von dieser Beziehung maeht man in der praktisehen Anwendung vielfaeh 

Gebraueh. Zur Dimensionierung (GestaItung des Quersehnitts) braueht man 
haufig das groBte Biegemoment, dessen Lag.e sieh dureh EinfUhnmg del' Null
stellen del' Querkraftflaehe leiehter bestimmen laBt. Wenn die Querkraft fur 
eine gewisse Lange des Balkens den Wert Null hat, so besitzt aueh das Bie
gungsmoment auf die gleiehe Lange einen GroBtwert (Abb. 186). 

44. Vom MomentenmaBstab. Die analytisehe Ermittlung del' Biegemomente 
ist entspreehend del' Definition auszufiihren, indem man fUr einen beliebigen 
Punkt die Summe aller statisehen Momente links odeI' reehts vom Sehnitt auf
stellt. Die erhaltenen Ergebnisse haben die Dimension mkg (oder emkg). Urn 
die GroBen der Biegemomente darstellen zu konnen, miissen wir uns einen 
MomentenmaBstab wahlen: 1 em"'--" m mkg. 

Es kommt zeitweise vor, daB man eine graphiseh ermitteIte Momentenflaehe 
mit einer solehen, die auf Grund der Reehnung gewonnen ist, zusammenzufUgen 
hat, namlieh dann, wenn versehiedenartige Belastungszustande, zum Teil dureh 
lotreehte, zum Teil dureh waagereehte Krafte bedingt, zu iiberlagern sind. Da
bei ist es natiirlieh von Bedeutung, daB beide in dem gleiehen MaBstab dar
gestellt sind. Fiir die analytiseh gewonnene Darstellung moge 1 em ...--.. m mkg 
zugrunde gelegt sein, fiir die graphisehe Darstellung der LangenmaBstab 1: n 
und del' KraftemaBstab 1 em ~ lc kg; der Polabstand sei h. Wann stimrnt 
nun der MaBstab fUr beide Darstellungen (Ordinate Ya fUr das analytisehe, 
Yu fiir das graphisehe Ergebnis) i.'tberein ~ Bei der Darstellung auf Grund der 
analytisehen Bereehnung ist das Biegungsmoment gegeben dureh: 

B = [Ya] . m kgem; 

bei der graphisehen Darstellung dureh 

oder 

B = [Yg] . [h] . lc • n kgem 

B = [Yg] . n' hkg kgem. 
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Dabei bedeuten wieder die umklammerten Werte Langen, die in em abzugreifen 
sind. Wenn nun das Moment Bi bei beiden Darstellungsweisen im gleichen MaB
stab erscheinen solI, so muB Yu = Ya sein, also: 

oder 
[y] . m = [y] . [h] . k . n 
[y] . m = [y] . n . hkg , 

d. h. der MomentenmaBstab muB sein 

m = [h] . k· n 
oder m = hkg • n. 

Wenn die auf Grund der analytischen und der graphisehen Berechnung gewon
nenen Ordinaten mit gleichem MaBstab dargestellt werden sollen, so wird man 
den MomentenmaBstab m nach der gezeichneten Momentenflache richten, d. h. 
man wird fiir die analytisch bereehneten Biegungsmomente wahlen: 

oder 
m = hkg • n 
m = [h] . k· n; 

(27) 

(h hat die Dimension kg, [h] die Dimension em; n ist dimensionslos, k hat die 
Dimension kg pro em, d. i. kg/em und m diejenige emkg/cm). -

Die Berechnung bei der Darstellung der Momentenflache vereinfacht sieh 
bei Einzellasten wesentlich, indem hier nur fUr die Angriffspunkte der Lasten 
die Biegemomente zu errechnen sind. Darauf wird spater nochmals eingegangen. 

45. Momenten- und Querkraftfliichen beim Auftreten von horizontalen Lasten. 
Die praktisch vorkommenden Belastungen der technisch ausgefiihrten Balken 
und Wellen sind nun nicht immer senkrecht zur Balkenachse stehende Einzel
lasten. Wir wollen im folgenden (Abb. 187) einen Balken betrachten mit Lasten, 
die nieht mehr senkrecht zu seiner Achse stehen, aber die Aehse schneiden und 
natiirlieh in einer Ebene liegen, so daB die Betrachtung der Mittelebene als 
ebenes Problem berechtigt ist. 

Gegeben sei ein Balken mit seinen teehnisehen MaBen; er sei belastet dureh 
vier nichtparalleleKrMte PI = 2000 kg, P 2 =- 3000 kg, P 3 = 1500 kg, P 4 = 1000 kg, 
die ihrer Lage und Richtung nach gegeben sind. Zur Behandlung der Aufgabe 
zerlegen wir zweckmaBig die schiefwirkenden Krafte in ihre Komponenten und 
stellen statt des Momentes der Kraft P die Summe der Momente ihrer Kompo
nenten fiir den entsprechenden Punkt auf. Die Lagerreaktionen finden wir aus 
den Gleichgewichtsbedingungen: 

1. J;H = 0: Ah + P 2 • cos45° - P 3 • cos60° + P 4 = 0, 

wobei Ah willkiirlich zunachst mit der Richtung nach rechts eingefUhrt ist. Es 
ergibt sich: 

Ah = -2121,3 + 750 - 1000 kg 
= -2371,3 kg. 

Das negative Vorzeichen bedeutet, daB die nach rechts eingefUhrte Riehtung 
der Horizontalreaktion Ah falsch war, d. h. die Reaktion Ah geht nach links. 

Die Vertikalreaktionen werden, wie schon mehrfach bemerkt, am besten aus 
den beiden Momentenbedingungen fUr die Punkte B nnd A ermittelt. 

2. (~'M).i = 0: Pl' 2,0 + P2 • sin 45 ° . 6,0 + P a . sin 60° . 7,0 -B ' 10,0 = 0, 
daraus B = 2582,1 kg. 

3. (,2;M)B = 0: Av' 10,0 - Pl' 8,0 -- P 2 • sin45°· 4,0 - P 3 • sin 60° . 3,0= 0, 
daraus Av = 2838,2 kg. 
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Die Horizontalkomponenten P2 • cos45° und P a · cos60° verschwinden in der 
Momentenbedingung vollstiindig, sie haben also keinen EinfluB auf die Vertikal
reaktionen und, wie wir spater sehen werden, auch nicht auf das Biegemoment. 
Beide lotrecht.e Reaktionen gehen nach oben. Als Probe der richtigen Ermittlung 
der senkrechten Lagerkrafte muB die weitere Gleichgewichtsbedingung erfiillt sein: 

4. ~V=O: P1 +P2 'sin45+Ps 'sin60=Av +B, 
d. h. 2000 + 2121,3 + 1299 = 2582,1 + 2838,2 

5420,3 = 5420,3 kg. 

Die gefundenen Lagerreaktionen behandeln wir nun weiter in gleicher Weise 
wie die gegebenen auBeren Krafte, stellen nns also gewissermaBen den Balken 

A 

------------~o----------~ 

a 

als freischwebenden Korper VOl', 
an dem die Krafte Av, A h , P1 , 

P2 , P a und B sich das Gleich
gewicht halten. 

Die Aufstellung der Biege
momente soIl analytisch er
folgen. FUr einen beliebigen 
Punkt i zwischen der Lager
kraft A und del' Kraft P 1 ergibt 

M.N.'----'----' _1. sich das Biegemoment: o !Of}() 'l8(JlJrrLl\g 
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Abb. 187. Belastung eines Balkens durch lotrechte und schrage 
Lasten. 

Bi= Av ·x. 
Die lineare Abhangigkeit des 
Biegemomentes Bi von del' 
Lange x zeigt uus, daB die 
Momentenflache auf diesel' 
Lange durch eine gerade Linie 
begrenzt ist, die wir damit fest
legen konnen, daB wir den 
Anfangs- und Endpunkt (oder 
zwei beliebigePunkte)ermitteln. 
Am Lagerpunkt A ist das 
Biegemoment gleich Null (links 
vom Lager ist keine Kraft mehr 
vorhanden, die Lagerkraft geht 
durch den Punkt selbst, hat 
also keinen Hebelarm und damit 
kein Moment). An del' Angriffs
stelle del' KraftP1 tritteinBiege
moment auf von del' GroBe 

Bl = +Av' 2,0 = 5676,4 mkg. 
1m zweiten Bereich erhalten wir bei del' Aufstellung der Biegemomentengleichung 
fUr einen beliebigen Punkt wiederum die lineare Abhangigkeit von del' Lange x. 
Es geniigt also hier auch die Bestimmung del' Biegemomentenwerte fUr zwei 
Punkte. Del' Anfangswert ist gegeben durch den Endwert des vorhergehenden 
Bereichs. Am Wirkungspunkt der Kraft P2 hat das Biegemoment die GroBe: 

B2 = +Av' 6,0 - P l '4,0 = 9029,2 mkg. 

Mit den gleichen 'Oberlegungen wie bei den beiden ersten Bereichen finden wir, 
daB in den Ietzten zwei Bereichen ebenfalls ein linearer Verlauf der Momenten
flache vorhanden sein muB. Es gilt iiberhaupt, wie schon auf Seite 109 erwahnt, 
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ganz allgemein, daB zwischen Einzellasten, die die Balkenachse schneiden, die 
Momentenlinie geradlinig begrenzt ist. Es ist demgemaB das Biegemoment fiir 
jeden Punkt bekannt, wenn wir es fUr die Stellen des Kraftangriffs der Einzel
lasten kennen. Hier brauchen wir noch das Moment an der Stelle der Last Pa 
und fftr die Lagerstelle B. :Fftr die Angriffsstelle der Kraft P 3 ist das Biege
moment zu ermitteln durch: 

B3 = Av . 7,0 - PI . 5,0 - (P2 • sin45°) . 1,0 = 7736,1 mkg 

oder einfacher als Summe der statischen Momente der Krafte auf der rechten 
Seite: 

B3 = +B· 3,0 = 7736,1 mkg. 

Eine besondere Ermittlung von B4 (an der Stelle der Last P4) ist hier nicht 
notig, da P 4 in die Balkenachse fallt und das Biegungsmoment an keiner Stelle 
beeinfluBt; es verlauft die Momentenflache zwischen der Stelle 3 und B gerad
linig. 1m Lagerpunkt B hat das Biegemoment wieder den Wert Null. 

Die ermitteIten Werte werden in einem bestimmten MaBstab (1 cm ~ m mkg) 
aufgetragen und liefern so die Momentenflache. Wir finden also bei diesem Bei
spiel die Momentenflache durch Berechnung der Biegemomente fUr drei Punkte 
des Balkens und aus der Erkenntnis, daB an den Enden des Balkens das Biege
moment Null wird. Die Kraft P 4 und die Horizontalkomponenten der Krafte P2 

und P 3 kommen nicht in den Gleichungen fUr das Biegemoment der verschie
denen Stellen vor. Das Biegemomcnt ist also an jeder Stelle eine Funktion von 
lotrechten Lasten, d. h. es muB jetzt auch die Beziehung gelten: 

Q.= dB; 
• dx· 

Die Querkraftflache ist von den waagerechten Kraften, also auch von P4 , 

unabpangig. Zeichnen wir sie auf, durch Aneinanderfftgen der lotrechten Krafte 
unter ihren Angriffsstellen, so sehen wir die durch den angegebenen Differential
quotienten dargestellte Beziehung auch bestatigt: das Maximum der Momenten
Wiche liegt iiber der Stelle, bei der die Querkraftlinie durch Null geht. Fiir 
beliebige Punkte zwischen Einzellasten verlauft die Mdmentenflache geradlinig 
unter irgendeinem Winkel, die Querkraft dagegen ist als erster Differential
quotient des Biegemoments zwischen zwei Einzellasten konstant. Wechselt die 
BegrenzungsIinie des Biegemoments ihre Richtung, d. h. mathematisch ge
sprochen : andert sich der Faktor bei der 
Abszisse x, dann andert sich entsprechend auch 
der Festwert in der Querkraftflache. 

B 

Wenn gesagt wurde, daB durch waage
rechte an der Balkenachse angreifende Krafte 
kein Moment entsteht, so gilt dies nur fiir 
horizontal liegende Balken. Bei dem Balken 
nach Abb. 188 Willden dagegen auch durch 

Abb. 188. Schrag liegender Balken mit 
horizontale Krafte allein Biegungsmomente ent- horizontaler Last. 

stehen. 
46. Die Liingskraftflache. Wie wir oben schon gesehen haben, haben die in 

die Stabachse fallenden Krafte keinen Anteil an der Momentenflache; wir konnen 
infolgedessen auch keine Abhangigkeit zwischen Biegemoment und Langskraft 
erwarten; letztere ist ebenso llnabhangig von der Querkraft. Fftr sie kann in 
gleicher Art wie die Querkraftflache eine Langskraftflache aufgezeichnet werden, 
indem die in der Stabachse wirkenden Krafte unter ihren Angriffspunkten an
einander getragen werden (Abb. 187 d). Links von PI wirkt nur Ah als Langs-

Schlink, Statik. 8 



114 Anwendung auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben). 

kraft ziehend, PI hat keinen EinfluB. Fiir einen Punkt zwischen P 2 und Pa 
haben wir links Li = +AlI -- P2 • cos45". 

FUr den Balkenteil zwischen Pa und P4 ist die Langskraft links gegeben durch 

Li = All - P2 • cos45° + Ps ' cos60°, 

rechts dagegen durch Li = +P4 • 

Beide Werte sind aber gleich groB. Das Vorzeichen ist positiv, wie wir schon 
frillier bemerkten, wenn die Summe der waagerechten Krafte links oder rechts 
ziehend auf das andere Schnittufer wirkt. 

47. Die znsammenhiingende Belastnng. AuBer den bisher betrachteten Einzel
lasten kommen in der praktischen Technik noch zusammenhiingende Belastnngen 
vor, die auch als kontinuierliche Lasten bezeichnet werden. Diese Belastung 

(Mauerwerk, Schiittgiiter usw.) verteilt 
sich iiber den ganzen Balken oder einen 
Teil; sie wirkt von Punkt zu Punkt und 
ist durch eine Belastungsflache (Abb.189) 
darstellbar. Zur graphischen Behandlung 
dieser Lasten gehen wir grundsatzlich 
so vor, daB wir die Belastungsflache in 
Streifen aufteilen. Die einem Streifen 

Abb. 189. Darstellung einer zusammenhangenden entsprechende Belastung fassen wir als 
Beiastung. 

Einzellast auf und denken sie uns im 
Schwerpunkt des Streifens angreifend .. Wir erhalten damit eine Naherungs
losung, die um so genauer wird, je kleiner wir die Streifenbreite wahlen. Fiir die 
meisten praktischen Falle ist die Naherung schon durchaus brauchbar, wenn 
bei gleicher, nicht zu groBer Streifenbreite einfach die Mittellinie der Streifen 
als KraftmaB genommen und die Kraft in dieser Linie wirkend angenommen·wird. 

Der prakisch hiiufigste Fall der kontinuierlichen Belastung ist die gleich
mafJig verteilte Last. Die Belastung ist iiber einen Teil des Balkens oder iiber 
den ganzen Balken gleichmaBig verteilt (Deckenbalken, Balken mit grOBem 
Eigengewicht usw.). Die Last werde mit q kg/m bezeichnet, d. h. auf 1 m 
Balkenlange wirken q kg Belastung gleichmaBig verteilt. (1m allgemeinen Falle, 
Abb. 189, ist q nicht konstant, sondern eine Funktion von x, wenn x wieder 
die horizontale Entfernung eines Balkenpunktes von A ist.) Zur graphischen 
Behandlung der Aufgabe (Abb. 190), bei der wir Momentenflache und Quer
kraftflache ermitteln wollen, teilen wir die Belastung in gleich breite Streifen 
auf. Bei gleicher Streifenbreite e wirkt also auf jede Balkenlange e die Einzel
last (q. e) kg in der Mitte der Strecke e. Wir zeichnen nun zu diesen Einzel
lasten das Krafteck (b) und das zugehorige Seileck (c) zunachst ohne Riicksicht 
auf die Lagerreaktionen. Die SchluBlinie 8' des Sellecks, iibertragen ins Kraft
eck, liefert den Polstrahl 8, der uns die beiden Lagerreaktionen A und Binder 
GroBe q' l/2 ausschneidet. DaB die beiden Lagerreaktionen gleich groB werden, 
hatten wir schon voraussagen konnen, denn eine gleichmaBig vertellte Last 
hat ihre Resultante in der Mitte des Balkens, wirkt also gleichmaBig auf beide 
Lagerstellen driickend: q • l 

A = B = -y (28) 

Mit dem Selleck erhalten wir zugleich die MomentenfHLche fiir die Einzel
lasten (q. e). In Wirklichkeit wirken nun aber gar nicht die Einzellasten (q. e). 
Wir werden eine bessere Naherung erhalten, wenn wir die Streifenbreite e kleiner 
nehmen, und die Naherung wird zur genauen Losung, wenn wir im Grenziiber-
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gang die Streifen unendlich klein werden lassen. Damit wird abel' aus unserem 
Seilpolygon eine Kurve. Die Kurve beriihrt das Seilpolygon in den Unter
teilungspunkten m, n, ... der Streifen, denn fiir einen solchen Punkt ist die 
tatsachliche Last links gleich der eingesetzten, z. B. am Punkt p ist die 
Summe der Einzellasten links gleich 4 (q . e) und die tatsachliche Last auch 
(4, e) . q. Wir haben also in dem Linienzug des Seilpolygons einen Tangenten
zug fiir die wahre Kurve del' Momentenlinie, diese selbst ist die einbeschriebene 
Kurve. 

Zum Aufzeichnen der Querkraftflache beginnen wir, genau wie frUber, mit 
der Auftragung del' Lagerkraft A und setzen dann jeweils in ihren Wirkungs
linien die Einzellasten (q. e) mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles an. 

a 

b 

c 
tr·l C 

'P , 
"-

A 8 

d l 
I 
I 

8 

Abb. 190. GleichmaBig verteilte Belastung in graphischer. Behandlung. 

Die letzte Strecke muB dann von selbst gleich del' Lagerkraft B werden. IDer 
gehen wir dann in gleicher Weise von den gedachten Einzellasten zur wirklichen 
gleichmal3ig verteilten Last iiber, d. h. wir wahlen die Streifenbreite immer 
kleiner und im Grenziibergang unendlich klein. Wir beobachten bei diesem 
Grenziibergang, daB die Stufenh6hen ebenfalls kleiner werden und daB im 
Grenzfall, der del' wirklichen Belastung entspricht, die Querkraftflache durch 
eine schief liegende gerade Linie begrenzt ist (in Abb. 190d strichpunktiert ein
getragen). Demnach ist die Querkraft linear mit x veranderlich. 

Mit ffilfe des Zusarumenhangs del' Querkraft mit dem Biegemoment 
(Qi = dBi/dx) k6nnen wir nun auch eine Aussage iiber den Charakter der Kurve, 
die die Momentenflache begrenzt, . machen: stellt die Querkraftflache eine Ge
rade dar (lineare Abhangigkeit von x), so ist die Momentenflache von einer 
Kurve zweiter Ordnung (quadratische Abhangigkeit von x) begrenzt. 

Dieses graphisch erworbene Ergebnis wollen wir 'auf analytischem Wege be
statigen (Abb. 191). Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hille der beiden Mo
mentengleichungen um die Lagerpunkte leicht bestimmen. Wir k6nnen dabei 

8* 
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die gesamte Belastung (q oZ) in der Mitte zusammenfassen, da ja das Moment 
der Resultierenden einer R-eihe von Kraften gleich der Summe der Momente 
der Krafte ist. Wir haben demgemaB fur B als Momentenpunkt 

l 
AoZ- qoZ0 2=O. 

Es wird: 
A = B =!l.:..i 2 

FUr einen beliebigen Punkt in der Entfernung x vom Lagerpunkt A wollen 
wir nun Biegemoment und Querkraft anschreiben. Wir haben links vom Punkt x 
die Lagerkraft A und den Tell der Belastung q 0 x, der auf diese Lange ent
fallt, einzusetzen. Die Querkraft wird hiernach 

qZ 
Qo: = A - q. x = T - q. x, 

und das Biegemoment laBt sich schreiben: 

B =A.x_qox.~=iiox_qx2 
0: 2 2 2 . 

In diesen beiden Gleichungen fUr die Querkraft und das Biegemoment steckt 
keine Naherung mehr, sondern sie sind mathematisch exakt. Der Zusammen-
hang der beiden GroBen: dB., 

Q",= dx 

wird auch aus diesen beiden Gleichungen bestatigt. 
Die Querkraft Q ist nach der gewonnenen Gleichung linear abhangig von 

der Lage x, d. h. rechnet man fUr verschiedene Stellen x das zugehorige Q aus 

b 

c 

und tragt diese Werte auf, so ergibt die Ver
bindungskurve dieser Punkte eine Gerade, wie 
wir es schon beim Grenzubergang der graphi
schen Ermittlung feststellen konnten. Zum 
Aufzeichnen einer Geraden genugt aber die 
Angabe zweier Punkte. 

FUr x = 0 (Stelle A) ist 

Q =~. 
2 ' 

q 0 Z 
fUr x = Z ist Q = 2 - q 0 l, 

Q =-~ 2 . 

z Mit den beiden Punkten ist die Gerade 
-""2 festgelegt (Abb. 191 b). Es besteht Gegen

symmetrie (Antisymmetrie), d. h. die Figur 
ist zu einer geometrischen Symmetrielinie 

q f spiegelblldlich umgekehrt. Die Querkraftlinie 
trmrnnTTtT!lTT;mnnrrmnnmmnrrn7 muB also in der Mitte durch Null hindurch

gehen; nach der Gleichung ist ja auch 

Q=OfUrx=~. 
FUr das Biegemoment erhalten wir die Glei-

Abb. 191. GieichmaBig verteilte Belastung 
in analytischer Behandlung. 

chung: qZ x2 

B",= Tox-q·T. 
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FaBt man Bx als Ordinate auf, die zu x als Abszisse gehort, so hat man hier 
die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (Kegelschnitt), und zwar eine 
Farabel. Zur Darstellung der Para bel wollen wir einige Punkte festlegen: 

fiir l l 3l 
x = 0, 4' 2 ' 4' l, 

wird 3 l2 1 3 l2 0 Bx = 0, 32 q . , 1f q . l2 , 32 q., . 

Die Darstellung der Momentenflache (geometrischer Ort aller Biegemomente) 
liefert also eine Parabel (Abb.191c), die zur Symmetrielinie des belasteten 
Systems symmetrisch ist; die Stelle des groBten Biegemoments liegt in der 
Mitte. Nach unseren frillieren Ausfiihrungen muB an dieser Stelle der Diffe· 
rentialquotient des Biegemoments verschwinden: 

Nun ist: 

Fiir die Mitte ist 

also 

(dB) 1 = 0 
dx x ="2 . 

q.l q·x2 

B =-·x---
x 2 2 ' 

dBo,='l..."..!..._L.2x 
dx 2 2 . 

l 
x=2' 

( dBx ) = [:J _ L. 2 ~ = 0 
dx 1/2 2 . 2 2 . 

Bei einem in seinen Enden geJagerten, gleichmaBig belasteten Balken liegt 
also das groBte Biegungsmoment in der Mitte und hat die GroBe 

q oZ2 
Bmax = -8-. (29) 

Da q in kg/m dargestellt wurde und l in m, ist Bmax III m 2 • kg/m, also mkg, 
ausgedrlickt. 

48. Zusammenhang zwischen den Vorzeichen des Biegnngsmomentes nnd 
der Beanspruchnngsart des Balkens bzw. der Gestalt der Biegelinie. Bei den 
bisherigen Betrachtungen hatten aile 

--------~---------------- a 
++++++++~++++++++++++++++ 

Biegemomente positives Vorzeichen. Be
trachten wir nun einmal den EinfluB 
eines solchen positiven Momentes auf den ~ 
wirklich ausgefUhrten Balken. Zu diesem I 

Zweck ist der Balken in Abb. 192 mit 
seiner Hohenausdehnung dargestellt. Der 
Balken wird unter dem EinfluB eines 
Biegemomentes durchgebogen. Stellen 
wir uns den belasteten Balken etwa aus A.bb. 192. c:~~:~e~~n~er~=~~o Beansprn-

Gummi vor, so erkennen wir, daB die in 
der Zone unter der Mittellinie liegenden Fasern verlangert, die Fasern liber der 
Mittellinie dagegen verkiirzt werden (Abb. 192b). Eine Verlangerung kann aber 
nur unter Einwirkung von Zug entstehen, und entsprechend ist eine Verklirzung 
der Fasern nur durch einen darin wirkenden Druck zu erklaren. Wir sehen 
damit aus der Gestaltsanderung des belasteten Balkens, daB in den oberen Schichten 
(Hohl- oder Konkavseite) ein Zusammendrlicken entsteht, also Druckkrafte auf
treten, in der unteren Zone (Konvexseite) Zugkrafte. Diese Zug- und Druck
wirkung ist in der Figur durch Anbringung kleiner Vorzeichen (Zug durch +) 
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angedeutet. Ursache fiir diese KrafteauslOsung ist das positive Biegemoment. 
Mit diesel' Betrachtung konnen wir die Vorzeichenregel des Biegemoments anders 
formulieren: Das Biegemoment bzw. die Momentenflache ist positiv, wenn auf 
del' oberen Seite des Balkens Druck entsteht, auf del' unteren Zug oder, anders 
ausgedriickt, wenn die Hohlseite des verformten Balkens nach oben zeigt, der 
Balken also nach unten durchgebogen wird; odeI' umgekehrt: bei Balkenteilen, 
zu denen ein positives Biegemoment gehort, wird die obem Faser gedriickt und 

c 

A 

8 I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

'---l/,--+< 

Abb.193. 

Balken mit iiber
stehendem Ende nnd 

wechselndem Mo
mentenvorzeichen. 

die untere gezogen. Die 
Kurve, in die bei derVerfor
mung die Balkenachse iiber
geht, wirdBiegelinie genannt. 

Betrachten wir unter 
diesem neuen Gesichtspunkt 
nun ein anderes Beispiel 
(Abb. 193). Gegeben sei ein 
Balken in seinen geometri
schen Dimensionen, der an 
einem Ende gelagert ist, 
dessen anderes Ende dagegen 
iiber das Lager hinausragt. 
Den iiberragenden Teil des 
Balkenf:! nennt man A U8-

leger oder Kragarrn. Auf 
diesenBalken wirken drei be
kannte Krafte PI' P 2 , P3' 
von denen zwei (PI' P 2) 

zwischen den Lagern an
greifen, die dritte aber am 
iiberragenden Ende des Bal
kens wirkt. Zur graphischen 
Losung del' Aufgabe wahlen 
wir uns einen Langen- und 
einen KraftemaBstab. Die 
Losung geht ganz schema
tisch wie friiher : wir zeichnen 

das Krafteck, wahlen einen Pol C im Abstand' h von dem Krafteck, zeichnen 
zu den entstandenen Poistrahien das Seileck, ohne zunachst Riicksicht auf 
die Lager zu nehmen; dann bringen wir die auBersten Seilstrahlen 0' und 3' 
zum Schnitt mit den Auflagerwirkungslinien. (Es sei hier besonders darauf 
hingewiesen, daB wir genau auf die Reihenfolge der Seilstrahlen achten und 
den ersten und letzten Seilstrahl zum Schnitt mit den Wirkungslinien del' 
Lagerkrafte bringen miissen!) Die Verbindungslinie beider Schnittpunkte liefert 
die SchluBlinie 8' des Seilecks; die Parallele zur SchluBlinie durch den Pol C 
im Krafteck schneidet die beiden Lagerreaktionen A und B aus. Auf del' Linie 
del' Kraft A schneiden sich die Seilstrahlen 0' und 8', folglich muB im Krafteck 
die Lagerkraft A zwischen den Poistrahlen 0 und 8 zu finden sein. Die Rich
tung del' Reaktionen wird durch den einheitlichen Umfahrungssinn des Kraft
ecks gegeben, beide Lagerreaktionen verlaufen nach oben. Die Figur des Seil
ecks schlieBt wieder die Momentenflache ein, die jetzt, wie wir aus der Figur 
sehen, durch Null hindurchgeht. Es muB also ein Vorzeichenwechsel im Verlauf 
del' Momentenflache stattfinden. Zur Feststellung des richtigen Vorzeichens 
greifen wir am besten eine beliebige Balkenstelle hemus und bestimmen fur diese 
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das Vorzeichen nach unserer Grundregel; z. B. tritt ftir jeden Punkt des Balkens 
rechts vom Lager B auf del' rechten Seite nur die Kraft P3 als Momentenfaktor auf, 
diese dreht fUr jeden diesel' Punkte "rechts im Uhrzeigersinn", das Biegemomel1t 
ist also negativ. Dementsprechend ist auch diesel' ganze Teil del' Momenten
Wiche negativ und del' linke positiv. Wir haben als gr6Bte Ordinate des positiven 
Teils del' MomentenfHiche die Strecke Y l' als groBte Ordinate des negativen Teils 
die unter B liegende Strecke Y2. Es sind also die Maximalwerte del' Momenten-
flache gegeben durch B h + max = YI· , 

-Bmax = Y2· h 

(h im KraftemaBstab, die Strecken YI und Y2 im LangenmaBstab gemessen). 
Die Querkraftflache wird wieder gefunden, indem wir, gemaB unserer Defini

tion, die Summe aller quer wirkenden Krafte links odeI' rechts bilden, d. h. in
dem wir von einer Seite kommend die Krafte jeweils unter ihren Wirkungs
punkten mit Berticksichtigung ihres Pfeils aneinander setzen. Ftir einen Punkt 
zwischen Lager A und Last PI geht die einzige Kraft des linken Teils, die Re
aktion, nach oben, die Querkraft ist hier also positiv. Es folgt dann im weiteren 
Verlauf des Balkens die Kraft PI nach unten, dann die Kraft P2 wieder nach 
unten und schlieBlich die nachste Kraft, die Auflagerreaktion B, nach oben. Die 
Kraft P a muB den Verlauf del' Querkraftlinie schlieBen, denn die Betrachtung 
eines Punktes rechts von B ergibt ftir die Querkraft den Wert +Pa, da rechts 
nul' P a nach unten wirkt. Damit ergibt sich eine Kontrolle ftir die Flache. 
Schieben wir die Querkraftflache in Richtung del' Balkenlange zusammen, dann 
entsteht wieder das Krafteck. Wir sehen, daB die Querkraftlinie zweimal durch 
Null hindurchgeht, das entspricht den beiden GroBtwerten des Biegemoments 
+Bmax und -Bmax. 

Wie ist es nun mit del' Beanspruchung des Balkens auf Druck und Zug? 
Die Momentenflache andert in ihrem Verlauf das Vorzeichen. Wir haben also 
auch einen Wechsel in del' Art der Beanspruchung zu erwarten. An den Stellen, 
an denen ein positives Biegemoment auf tritt, haben wir nach Seite 118 in del' 
oberen Faser Druck, in del' unteren Zug, umgekehrt wird dann nattirlich an 
Stellen mit negativem Biegemoment die untere Faser gedrtickt bzw. die obere 
gezogen. Del' Wechsel tritt an del' Stelle ein, an del' das Biegemoment Null 
wird (Abb. 193c). Einen entsprechenden Wechsel haben wir auch in del' Art 
del' Durchbiegung festzustellen. An allen Punkten, an denen em positives Biege
moment herrscht, ist die Hohlseite des gebogenen Balkens nach oben gerichtet, 
an den Stellen mit negativem Biegemoment zeigt die Hohlseite nach unten. 
Diese Aussage ist physikalisch die gleiche wie die tiber die Beanspruchungen, 
denn del' Balken wird auf del' Hohlseite gedrtickt. Das ist, wie wir spateI' sehen 
werden, ftir Gebilde, die aus Balken zusammengesetzt sind (Rahmen), von be
sonderer Bedeutung. Das Wesen del' Krtimmung andert sich an der Stelle, an 
der das Biegemoment Null wird. Wir haben also im Nullpunkt del' Momenten
flache einen Wendepunkt der Kurve (Biegelinie) gegeben, zu del' sich die Stab
achse unter dem EinfluB des Biegemomentes verbiegt. 

Andel'll wir die GroBenverhiiltnisse del' Lasten (Abb. 194) unter Beibehaltung 
aller iibrigen MaBe so, daB P s gegentiber PI und P 2 einen gl'oBeren Wert als 
in del' vorigen Aufgabe erhalt, so konnen wir ganz andere Verhaltnisse bekom
men; es kann del' Polstrahl 8, der als Parallele zu del' SchluBlinie 8' gezeichnet 
wird, auBerhalb des urspriinglichen Polstrahlenbildes, d. h. auBerhalb des Kraft
ecks der gegebenen Lasten, fallen. Das bedeutet, wie wir aua del' Abb. 194 
sehen, daB die Lagerreaktion A nach unten gerichtet ist, denn del' durch 
PI' P 2 , P s festgelegte Umfahrungssinn des Kraftecks ergibt ja B nach oben 
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und A nach unten. Wir sprechen in solchem Falle von einer negativen Lager
reaktion. Was bedeutet das1 Die Lagerreaktion ist doch die Kraft, mit der 
sieh das Lager gegen eine Bewegung wehrt, oder aber die Kraft, die die Unter
lage auf den Balken ausiibt. Wir miissen in unserem Falle das Lager A dem
nach so konstruieren, daB es diese nach unten geriehtete Kraft auch wirklieh 
ausiiben kann, d. h. der Balken darf sieh nieht abheben konnen, wir miissen 
eine "Verankerung" einfiihren. Wiirde diese fehlen, so wiirde sich der Balken 
urn B drehen. Man kann aueh sagen: Die urngekehrte Reaktion ist die Kraft, 
die der Balken auf die Unterlage ausiibt, das ist bei A eine Kraft nach oben, 

b 

c 8 
A,~I~or.nTrrnTITTITITTI~~llDW 

d 

B 

also eineKraft, die bei fehlen
den VorsichtsmaBregeln tat
sachlich den Balken von der 
Unterlage abheben wiirde. 
Kommen derartige negative 
Reaktionen bei einem be
wegliehen Lager vor, so 
mUssen wir hier eine Ver
ankerung oder aueh eine 
andere geeignete Vorkehrung 
anbringen, die z. B. ent

, I spreehend del' Abb. 164 aus-
:------h--J gefiihrt werden kann. Man 

wird selbstverstandlich nach 

Abb.194. 

Balken mit iiber
stehendem Ende und 
gleichem Momenten

vorze!chen. 

MoglichkeitdieAbhebegefahr 
an ein festes Lager legen, ,da 
man hierbei die negativen 
Lagerreaktionen konstruktiv 
leiehter beherrschen kann: 
man kann z. B. ein festes 
Bocklager mit durchgesteck-
tem Bolzen anordnen. 

Das Biegemoment hat 
bei del' vorliegenden Be
lastung ein einheitliches Vor
zeiehen, und zwar ist die 
ganze Momentenfliiche ne
gativ, wie wir leicht durch 

unsere Vorzeichenregel fiir einen beliebigen Punkt feststellen konnen; z. B. fur 
die Angriffsstelle von PI liegt links nur die Kraft A, sie dreht, weil nach unten 
gerichtet, links herum, ergibt also ein negatives Biegemoment. Der Balken 
wird demnach iiber seine ganze Lange auf der Unterseite gedriickt, und die Ver
formungsfigur zeigt an allen Stellen mit ihrer Hohlseite nach unten. Der Ein
fluB der Kraft Pa auf das Biegemoment iiberragt den der anderen Krafte. 

Die Querkraftflache wird wieder gewonnen durch Aneinanderreihen der 
Krafte unter ihren jeweiligen Angriffsstellen, wobei wir jetzt mit der Lager
kraft A nach unten beginnen mussen. Die Querkraft ist also links von der Lager
stelle B negativ, denn es sind fiir die linke Seite nul' nach unten gerichtete Krafte 
vorhanden. Rechts vom Lager B wird die Querkraft - entsprechend del' nach 
unten gerichteten Kraft Ps am rechten Teil- positiv, und zwar muB sie gleich Ps 
sein, da dies die einzige Kraft rechts von B ist. 

49. Behandlung versehiedener Auslegerbalken. Betrachten wir nun die ana
lytische Bestimmung der Lagerreaktionen an einem ahnlichen Beispiel (Abb. 195), 
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um den EinfluB des Verhaltnisses der Kriifte auf die Vorzeichen der Lagerreak
tionen zu untersuchen. Zu deren Berechnung fiihren wir wieder einen Rich
tungspfeil ein, und zwar nach oben, und bedienen uns zur Ermittlung ihrer 
GroBe und tatsachlichen Richtung der Momentenbedingungen um die Lager
punkte: 

1. (~M)B = 0: 

2. (~M)A= 0: 

A . (a + b) - PI . b + P 2 • c = 0 
1 

A = ----:C-b(P1 • b - P 2 • c) • 
a I 

PI . a - B . (a + b) + P 2 • l = 0, 
1 B - -- . (P . a + P . l) -a+b I 2' 

Sehen wir uns die beiden Ausdriicke fiir die Lagerreaktionen an, so erkennen 
wir, daB im Ausdruck fiir die Reaktionskraft B zwei positive Glieder enthalten 
sind. Die Lagerkraft B wird also stets 
positiv, d. h. nach oben gerichtet sein. Die 
Reaktionskraft A kann dagegen je nach 
der GroBe der beiden Glieder in ihrem A 
Ausdruck positiv oder negativ sein. I----tlr-..... ---D---r--

a) 1st die Kraft PI > P2 • c/b, dann 
. di Ge kr fA" d h . h Abb. 195. Analytische Behandlung eines Aus-1st e gen a t POSltlV, . . sle ge t legerbalkens. 

nach oben. 
b) 1st die Kraft PI < P2 • c/b, dann wird die Kraft A negativ, d. h. sie geht 

nach unten. Konstruktiv miiBten wir das Lager verankern. 
c) 1st die Kraft PI = P2 • c/b, dann wird die Gegenkraft.A gleich Null. Wir 

konnten uns in diesem Fall den Balken ohne Lager .A vorstellen. Die Momente 
der Kriifte PI und P2 urn das Lager B heben sich dann auf, d. h. die Kriifte 
miissen sich "die Waage halten" (Pl' b = P 2 • c). -

Es sei an dieser Stelle besonders darauf hingewiesen, daB ein grundsatzlicher 
Unterschied besteht zwischen der Aufstellung einer Momentengleichung als 
Gleichgewichtsbedingung und der eines Momentenausdrucks zur Ermittlung des 
Biegemomentes. Die Gleichgewichtsbedingung verlangt, daB die Summe der 
Momente aZZer Einfliisse am ganzen Balken zusammen Null wird; es miissen also 
sowohl die Kriifte links als auch rechts yom Momentenpunkt beru.cksichtigt 
werden, wie wir es eben bei der Momentengleichung fiir Punkt B gemacht haben. 
Das Biegemoment umfaBt dagegen nur die Momente der Krafte auf einer Seite der 
untersuchten Schnittstelle, also es ist fiir den Punkt B entweder durch das Moment 
von A und PI oder durch das Moment von P 2 dargestellt. Die Biegemomente 
sind fiir die linke und rechte Seite der aufgeschni~tenen Stellen entgegengesetzt 
gleich groB, bildet man also ihre algebraische Summe, so ist diese natiirlich 
Null, weil das Gesamtmoment fiir jeden Punkt verschwinden muB. -

Der Balken mit iiberragendem Ende unter der Einwirkung einer gleichmaBig 
verteilten Last hat im Flugzeugbau groBe Bedeutung. Die Lagerung des Balkens 
(Flugzeugholm) in Abb. 196 geschieht mittels dreier Unbekannten (Fesseln): ein 
festes Gelenk, d. s. zwei Unbekannte, und ein Stiitzungsstab, d. i. eine Unbe
kannte. Die Lagerung ist also statisch bestimmt. Wollen wir nach den Aus
fiihrungen unter Nr. 39 den Stiitzungsstab durch ein bewegliches Lager er
setzen, so miissen wir seine Bewegungsrichtung senkrecht zur Stabachse des 
Stiitzungsstabes beweglich einfiihren (Abb. 196b). Die Schraglage des Stiitzungs
stabes und die damit gegebene schrage Richtung der auf den Holm wirkenden 
Kraft S hat eine Beanspruchung des Balkens durch eine Langskraft zur Folge, 
die durch S· cos eX bestimmt ist. Wir werden zur Behandlung der Aufgabe 
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wieder aIle Krafte (auch die Lagerreaktionen) in Komponenten zerlegen, langs 
lmd quer zur Balkenachse. Die Kraft S hat hierbei die Komponenten S . cos ex 
und S . sin ex. Beirn Aufstellen der Momentengleichungen fiir die Punkte I und II 
fallen die Horizontalkrafte heraus, d. h. A" und S· sin ex sind genau so groB 

wie die Reaktionen cines Balkens glei
cher Abmessungen und Belastung, der 
aber in II auf einem horizontal beweg
lichen Lager gestutzt ist (vgl. Abb. 197). 

a Die Teilkrafte in Richtung der Balken
achse mussen der Gleichgewichtsbedin

b gung ~ H = 0 genugen: 

Ah = S· cosex. 

Abb. 196. Flugzeugholm eines Eindeckers. Wir konnen also unsere Aufgabe, betr. 
Ermittlung der Biegemomente und Quer

krafte, durch die einfachere nach Abb. 197 ersetzen, wenn wir von der Ermitt
lung der Langskrafte absehen; dabei tritt das neue A und B an die Stelle von 
A" und S· sinex. Wenn aber B= S . sinex bekannt ist, dann ist dadurch auch S 
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selbst gegeben. Die Belastung 
moge beirn vereinfachten Bei
spiel nach unten wirken. 

Wir gehen bei der graphi
schen Beharidlung genau so 
vor wie bei dem friiheren 
Beispiel mit gleichmaBig V\ilr
teilter Belastung : wir teilen 
die Belastung q kg/m in gleich 
breite Streifen und fassen die 
Lasten in diesen Streifen als 
Einzelkrafte von der GroBe 
q . e auf. Dann zeichnen wir 
das Krafteck und mit einem 
beliebigen Pol im Abstand h 
vom Krafteck das Seileck die
ser Einzellasten, bringen die 

auBersten Seilstrahlen zum Schnitt mit den Auf
lagergeraden, ziehen die SchluBlinie s' des Seilecks 
und finden mit der Parallelen 8 zur SchluBlinie 
die Lagerreaktionen A und B. Das Seileck stellt 
nun erst einen Tangentenzug fur die wirkliche 
Momenten£lache der zusammenhangenden Be
lastung dar; die wahre ]\;fomentenflache ist die 
diesem Linienzug einbeschriebene Kurve. Aus 
der Momentenflache konnen wir wieder fiir jeden 
beliebigen Punkt des Balkens das Biegemoment 
finden durch Abgreifen der Ordinate y. Es ist 

Bi= y' h. Abb.197. Auslegerbalken mit gleichmiU31g 
vertellter Belastung. 

Durch Auftragung der gewonnenen Ordinaten 
von einer Waagerechten finden wir das Bild der gerade gelegten Momenten
£lache, die kennzeichnende Gestalt der Momenten£lache (Abb.197c) fur einen 
gleichmaBig belasteten Balken mit uberragendem Teil. 
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Zur Auftragung del' Querkraftflache benutzen wir wieder die Zusammen
fassung del' zusammenhangenden Belastung zu Einzelkraften q . e. Wir erhalten, 
in ahnlicher Weise wie friiher, Treppenlinien, die in ihrem Grenziibergang 
fiir e nach Null in schrag liegende Geraden entsprechend Abb. 197 d iiber
gehen. Man findet· die wahre Querkraftlinie auch auf Grund del' Erwagung, 
daB sie am linken Ende gleich A sein muB, bei Blinks gleich (A - ql), bei B 
rechts gleich (A -ql+B) und schlieBlich am rechten Ende gleich Null. Durch 
diese vier Punkte ist sie bestimmt, da sie zwischen diesen Punkten geradlinig 
verlaufen muB. Die beiden schiefliegenden Geraden del' Querkraftflache laufen 
einander parallel. Die Querkraftlinie dieses Beispiels hat zwei Nullstellen, zu 
denen zwei GroBtwerte del' Momentenflache gehoren. 

Zur Dimensionierung des Balkens braucht man oft nul' den groBeren del' 
beiden Biegemomenten-Hochstwerte, abel' wir miissen zum Vergleich beide 
kennen, da es nicht von vornherein klar ersichtlich ist, ob das positive odeI' 
das negative Maximalmoment iiberwiegt; es hangt dies von den Langen lund a 
abo Das groBte negative Biegemoment tritt an del' Lagerstelle B auf; abel' die 
Lage des positiven GroBtwertes ist nicht bekannt. Zur Ermittlung del' Stelle, 
an del' dieses Biegemoment auf tritt, suchen wir zweckmaBig die entsprechende 
Nullstelle del' Querkraftflache. Da auBer den Querkraften keine anderen Ein
fliisse auf das Biegemoment vorhanden sind, muB diese Nullstelle del' gesuchten 
GroBtwertstelle des Biegemomentes entsprechen. Wir haben also zu lOsen: 

A 
Qxo = A - q' Xo = 0, Xo = q , (30) 

wobei Xo die Lage des positiven Maximalwertes del' Biegemomente angibt. Die 
Lagerreaktion A, die wir in die Gleichung einsetzen miissen, finden wir aus 
del' Gleichgewichtsbedingung (2: M)B = 0: 

( l + . 
A . 1 - q . (1 + a)' 1 - _a) = 0, 

, 2 

A . 1 - q' ! . (l + a) . (l - a) = O. 

Daraus wird die Lagerkraft A ermittelt zu 

A = q. W - a2 ) 

2l 

Wir haben hierbei :lUI' Ermittlung del' Reaktionskraft A die gleichmaBig ver
teilte Last q zusammengefaBt in eine Resultierende in del' Mitte von del' GroBe 
q . (l + a). Es darf dies geschehen, da es sich hier ja urn die Aufstellung des Mo
mentes del' ge8amten Belastung handelt. Das Ergebnis kann selbstverstand
lich auch dadurch ermittelt werden, daB wir nach dem Satz vom statischen 
Moment del' Krafte die gesamte Belastung in zwei Teilresultierende zusammen
fassen, von denen die eine die Belastung q . 1 zwischen den beiden Lagern, die 
andere die des iiberragenden Telles q : a erfaBt. Die Momentengleichung lautet 
dann: Z a. 

A·l-q·l·2+ q · a '2=0. 

Das Ergebnis ist das gleiche wie vorher: 
l2 _ a2 

A= Q'-2Z-' 

Wir sehen, daB die Lagerreaktion A nichts mit del' Maximalstelle del' Momenten
flache zu tun hat, A und B sind ja die Lagerreaktionen, die unter dem EinfluB 
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der Gesamtbelastung entstehen. Setzen WIT nun den erhaltenen Wert in die 
obige Gleichung zur Ermittlung der Nullstelle der Querkraft ein, so wird die 
Nullstelle gefunden durch: 

A l2 - a2 

xo= q= -2-Z-' 

d. h. sie hangt von der Stiitzweite l und der Lange des Auslegers a abo 
Das groBte positive Biegemoment wird jetzt (Abb. 197e): 

x2 'B -,f.x q.o T max- .l:L 0- T' 

Demgegeniiber hat das groBte negative Biegemoment, das am einfachsten aus 
dem rechten Teil gewonnen wird, den Wert: 

a a2 

-Bmax= -q' a '2= -q '2' 

1m praktischen Fall priifen wir nun die beiden Grenzwerte in bezug auf ihre 
zahlenmaBige GroBe nach und nehmen zur Dimensionierung den ab80luten Gro(Jt-

a 

b 

e 

Abb. ] 98. Balkcn mit zwei tiberstehenden Enden. 

A 

2 - C' 

B I} 
3 

wert Bmax als maBgeben
des Biegemoment in die 
Rechnung. -

Betrachten wir nun 
noch kurz einen zwei
fach gestiitzten Balken 
mit zwei iiberragenden 
Enden (Abb. 198). Die 
konstruktiven MaBe und 
die Lasten des Balkens 
seien wieder gegeben. 
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Wir bestimmen die unter dem EinfluB der auBeren Lasten PI' P 2 , Pa, P4 

entstehenden Lagerreaktionen nach dem uns bekannten Schema: wir zeichnen 
das Krafteck, nehmen einen willkiirlich gewahlten Pol im beliebigen Abstand h 
vom Krafteck an, ziehen die Polstrahlen und tragen das Seileck zunachst 
ohne Beriicksichtigung der Lagerstellen in entsprechender Reihenfolge parallel 
zu den Polstrahlen auf. Die Schnittpunkte des ersten und letzten Seilstrahls 
mit den Auflagerlotrechten verb4tden wir durch die SchluBlinie 8', deren paral
leler Poistrahl 8 im Krafteck die beiden Reaktionen A und B ausschneidet. 
Die Figur des Seilecks umschlieBt die Momentenflache. Die so entstandene 
Momentenflache geht zweimal durch Null, wir haben also einen zweimaligen 
Vorzeichenwechsel im Verlauf des Biegemoments uber die Balkenlange. Das 
Vorzeichen wird durch Betrachten eines Punktes bestimmt; z. B. ist das Biege
moment an A durch -Pl· a gegeben, demgemaB ist der linke Teil der Mo
mentenflache negativ usw. Diese Nullstellen stellen nach friiheren Ausfiihrungen 
(Nr.48) einen entsprechenden Wechsel in der Zug-Druckverteilung des Quer
schnittes oder fiir die Verformung des Balkens Anderungen in der Kriimmung 
der Biegelinie, also Wendepunkte, dar (Abb. 198d und e). Die Stellen der GroBt
werte des Biegemoments, positive und negative, mussen in der Querkraftflache 
durch Nullstellen der Querkraft gekennzeichnet sein, da die Bedingung, daB 
das Biegemoment nur von Vertikalkraften (senkrecht zur Balkenachse wirkend) 
abhangig ist, erfiillt ist. Die Auftragung der Querkraftflache geschieht in be
kannter Weise durch Aneinanderreihen aller wirkenden Krafte unter ihren 
jeweiligen Angriffspunkten. Die Querkraftflache in der Balkenlangsrichtung zu
sammengeschoben liefert wieder das Krafteck. 

FUr aIle Punkte des rechten Endes des Balkens (rechts von der Kraftangriffs
stelle von P 4) ist das Biegemoment Null. Diese in der Seilecksfigur erscheinende 
Tatsache ist auch analytisch sofort erkennbar: rechts von der Angriffsstelle der 
Kraft P 4 sind keine Krafte vorhanden, es konnen also auch keine Biegemomente 
errechnet werden. FUr die Querschnittsbeanspruchung bedeutet das, daB keine 
Zug- oder Druckwirkungen zu bemerken sind, und fUr die Gestaltsanderung 
heiBt dies, es ist die Kriimmung Null, d. h. aber, der Balken wird an dieser Stelle 
nicht gebogen, er verlauft geradlinig. 

50. Der eingespannte Balken. Wie wir schon friiher gesehen haben, laBt sich 
ein Balken auch in der Ebene anders festhalten als mit zwei Lagern. Anstatt 
durch drehbare Anschlusse (Lager, Gelenk) 
wollen wir jetzt die Festlegung eines Balkens P·sin 
durch die "Einspannung" bewerkstelligen und 
die hierbei auftretenden Krafte bzw. Momente 
untersuchen. Die Einspannung erlaubt dem 
Balken weder irgendeine Verschiebung noch Abb. 199. Grundlage fiir den eingespannten 

Balken. 
eine Drehung. 

Was ist nun, vom statischen Gesichtspunkt aus betrachtet, das Wesen der 
Einspannung 1 Zur Untersuchung der Frage betrachten wir einen eingespannten 
Balken (Abb. 199), auf den erne allgemein gerichtete Kraft P wirkt. Der auf 
diese Art gelagerte als starr angesehene Balken bleibt, wie wir schon rein ge
fiihlsmaBig einsehen, in Ruhe, d. h. die in der Lagerung entstehenden reaktiven 
Wirkungen mussen derKraft P am Balken das Gleichgewicht halten. Als An
griffsstelle der reaktiven Wirkungen (Reaktionen) betrachten wir den Punkt der 
Balkenachse, in dem der Balken in das Mauerwerk (oder andere feste Konstruk
tion) hineingeht, also das innere (linke) Ende des jrei hinausragenden Balkens. 
Die Berechtigung dieser Annahme wird spater bewiesen. Wir konnen uns die 
Kraft P wieder zerlegt denken in eine Horizontal- und eine Vertikalkomponente. 
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Dann miissen diesen beiden Komponenten von Pinder Einspannstelle Gegen
krafte Ah und A" gegenuberstehen, die die gewollte Verschiebung durch P ver
hindern, die also den Komponenten der Kraft P entgegengesetzt gleich groB 
sein mussen. Denken wir uns diese beiden Krafte Ah und Ao in der Einspann
stelle zusammengesetzt, so entsteht damit eine Gegenkraft A, die parallel zur 
Kraft P verlauft, dieser entgegengesetzt gerichtet und gleich groB ist. Die 
beiden am Balken angreifenden Krafte A ~d P bilden also ein Kraftepaar 
miteinander. Da nun am Balken Gleichgewicht besteht (der Balken in Ruhe 
bleiben soIl), muB an der Einspannstelle noch ein Gegenmoment auftreten, das 
dem Kraftepaar aus den Kraften A und P das Gleichgewicht halt; wir nennen 
dieses Reaktionsmoment: das Einspannmoment ME' Schreiben wir die drei ent
standenen Reaktionen (Krafteund Einspannmoment) nach ihrer GroBe auf, so 
ergibt sich: A P . ,,= ·smcx., 

A h = p. coscx., 
M E = (p. sincx.)· a. 

Das Einspannmoment laBt sich immer errechnen als Gegenwirkung fiir die 
Summe der Momente aller Krafte um die Einspannstelle . 

. Wir sehen, daB auch hier zur eindeutigen Festlegung des Balkens (eines 
Korpers) in der Ebene drei GroBen gehoren. Das entspricht unseren drei Gleich
gewichtsbedingungen, die auch zur Ermittlung der Lagerreaktionen herangezogen 
werden. Das notwendige, aber noch nicht ausreichende Kennzeichen fiir eine 
statisch bestimmte (un bewegliche und eindeutige) Lagerung ist immer die Vber
einstimmung der Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen, 

A welch letztere aus den Gleichgewichts-
I bedingungen hervorgehen 1. 

__ IIiOo;!I _____ ,.JA __ ~p.cosa:- Wir konnen auch auf Grund einer 

(pj." t/; : anderen Erwagung zu den drei Gegen-
/\ ~ ,/ 'i wirkungen A 1I , Ah und ME gelangen. 

t<;! '\, Die Kraft P wirkt auf den Balken 

~ ,,/ (Abb.200), wird durch diesen weiter-
I "" I "" geleitet nach der Einspannstelle. Wenn Abb. 200. Erklil.rung der Re-

-'-,-..:..:u. ... / aktionsgrllJ3en belm einge- nun der Balken in Ruhe bleibt, so muB 
spannten Balken. d E' II d B I "" von er mspannste e gegen en a-

k' __ -- ken eine Gegenkraft p' auftreten, die 
mit P in dieselbe Gerade rallt. Ihre Komponenten stimmen mit den fruheren 
Werten A" und Ah uberein. Nun kann man aber nach Seite 57 eine Kraft 
parallel mit sich selbst verschieben, wenn man zur verschobenen Kraft noch 
ein entsprechendes Kraftepaar hinzufugt. Verschieben wir P' nach dem Mittel
punkt der Einspannstelle, d. i. Angriffspunkt der Kraft A, so muB noch ein 
Kraftepaar vom Momente (p. e) hinzukommen, dessen GroBe auch durch 
(Ah . k) bestimmt oder durch (p. sina) . a angegeben werden kann. Wir haben 
dann als Gegenwirkung zwei Krafte Ah und 4" durch den Mittelpunkt der 
Einspannstelle und das erwahnte Moment ME' 

Die gleiche Erwagung fiihrt zu der bereits friiher gezeigten statischen Er
klarung des Biegemoments, der Querkraft und der La:pgskraft. Bei einem all
gemein belasteten steifen Balken konnen wir sagen, daB die in einem Quer-

1 Man kann auch den Balken so einspannen, daB er an der Einspannsteile in der 
Langsrichtung verschieblich ist; dann treten an der Einspannung nur zwei Unbekannte 
(lotrechte Lagerkraft und Einspannmoment) auf. Um den Balken festzulegen, benotigt 
man noch eine weitere Fessel, einen Stiitzungsstab oder ein bewegliches Lager, deBBen 
Bewegungsrichtung aber nicht waagerecht sein darf. 
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schnitt zllsammenhangenden Balkenteile miteinander unverschieblich, untrenn
bar lmd undrehbar verbunden sind. Dieser Querschnitt verhalt sich demnach 
fiiI' den einen Balkenteil genau so, wie derjenige einer Einsp~nnstelle. Wie 
nun hier irn allgemeinen Falle eine lotrechte und waagerechte Gegenkraft und 
das Einspanllmoment entstehen, so werden auch dort allgemein durch den Quer
schnitt eine lotrechte Kraft, eine waagerechte Kraft und ein Moment weiter
geleitet. Diese drei Einfliisse sind aber, wie schon auf Seite 106 ausgefiihrt, 
nichts anderes als die Querkraft, die Langs
kraft und das Biegemoment (vgl. Abb. 183). 

Um die Einspannung graphisch behandeln 
zu konnen, fassen wir den eingespanllten Bal
ken als Grenziibergang des zweifach gelager-

b . d Abb. 201. tJbergang Yom Balken auf ten Balkens auf. Denken wir uns el em in zwei Lagern zum eingespannten Balken. 
Abb. 201 dargestellten Balkan die heiden Lager . 
mit den Reaktionskraften 0", Ok und Dimmer naher zusammengeriickt, z. B. 
das Lager 0 zum Lager D hingeschoben, dann werden irn Grenzfall die Lager 
zusammenfallen. Die beiden Krafte 0" und D werden, wie sich aus den Mo
mentengleichungen von D bzw. 0 ergibt, beirn Zusammenriicken immer groBer, 
beirn Zusammenfallen unendlich groB, aber we Differenz (O,,-D) bleibt stets 
gleich (p. sin.x), da die Summe der lotrechten Krafte Null sein muB. Wir 
konnen auch sagen: Die Gegenkraft D laBt sich in zwei Bestandteile aufteilen, 
von denen der eine die GroBe P . sin.x, der andere die GroBe der Kraft 0" hat. 
In der Grenzlage, wo die beiden Lager sich decken, liegen beide Gegenkrafte Of) 
und D in gleicher Wirkungslinie und sind unendlich groB, so daB dann auf den 
Balken an lotrechten Kraften wirken: die Lastkomponente von der GroBe 
P·sin.x und zwei unendlich groBe Krafte im Abstand Null; diese letzteren 
stellen aber nach friiherem ein Kraftepaar dar. Die Differenz der beiden un
endlich groBen Krafte D und 0" ist gleich dem friiheren A,,= p. sin.x. Damit 
sind also wieder die Gegenwirkungen der Einspannung (Ak' A", ME) vorhanden, 
und wir konnen sagen: Der eingespannte Balken kann alB Sonderfall eines Balkens 
auf zwei StiUzen betrachtet werden, bei dem die beiden Lagerstellen ubereinander
liegen. Wir konnen deshalb auch den 
Balken graphisch mit den gleichen 
Methoden behandeln, die wir hei der 
Lagerung auf zwei Stiitzen benutzten. ~ =:%I'-LIoLI.I.LIlI....,.. .... _-_-_-_::_::.-:..-_::.-:..-_--.t'--4-'I 

Bevordaraufeingegangen wird, moge k==......, ...... ...-_________ ---..J 

noch in anderer Weise gezeigt werden, . 
daB wir als Angriffspunkt der Lager-
krafte und als Bezugspunkt fiiI' das Ein
spannmoment den Plmkt der Stabachse 
an der Einspannstelle nehmen diirfen. 

o 

Abb. 202. Das physikalische BUd 
der Elnspannung. 

Zn diesem· Zwecke machen wir nus das physikalische Bild eines solchen ein
gespannten (eingemauert oder zwischen zwei Platten eingespannt) Trager
endes klar: unter dem EinfluB der auBeren Kraft P werden auf der Einspann
Hinge des Balkens Kriifte zwischen Balken und Mailerwerk geweckt, die infolge 
der Vertikalkomponenten von P auf das untere ~fauerwerk nach unten driicken, 
infolge des Drehbestrebens auf das obere Mauerwerk nach oben wirken; da
durch entstehen Gegenkrafte, die etwa in der in Abb.202 dargestellten Weise 
iiber das eingemauerte Ende verteilt sein mogen. Das Verteilungsgesetz ist 
nicht bekannt und hangt von verschiedenen Umstanden der Einspannung ab, 
z. B. von der Art des den Trager llmgebenden Stoffes, von der Oberflache des 
Tragers und von manchen Zufalligkeiten, so daB wir praktisch nie ein genaues 
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Gesetz fiir diese Verteilung angeben konnen. Wir wissen nur, daB die vielen 
Gegenkrafte in ihrer Gesamtheit den auBeren Kraften des belasteten Balkens 
(hier der Kraft P) das Gleichgewicht halten miissen. Die Gesamtheit der vom 
oberen Mauerwerk auf das eingespannte Balkenstiick wirkenden Krafte ent
spricht dem friiheren 01)' diejenige am unteren Mauerwerk dem friiheren D. 
Um mit den Kritften rechnen zu konnen, werden wir sie zweckmaBig aIle in 
einen Punkt verschieben und wahlen dazu den Punkt M der Balkenachse, an 
dem die Einspannung zu Ende ist, an dem also der freie ausragende Teil des 
Balkens beginnt. Das Zusammenfassen der Krafte in diesem Bezugspunkt wird 
erreicht durch Parallelverschieben von einzelnen Kritften. Wir diirfen Krafte 
aber nur parallel verschieben, wenn wir zu jeder Verschiebung ein zusatzliches 
Moment (Kraftepaar) hinzunehmen. Die so entstehenden Kraftepaare lassen 
sich vereinigen zu einem resultierenden Kritftepaar. Das gewonnene statische 
Bild der Reaktionen fUr die Einspannung ist jetzt: eine Kraft A1) von der GroBe 
(D - 0,,) durch den Bezugspunkt M, eine horizontale Kraft Ak (= Ok), die sich ja 
in ihrer eigenen Wirkungslinie ohne weiteres in den Bezugspunkt verschieben 
laBt, und ein Kraftepaar M B ; es stimmt also iiberein mit dem aus statischen 
Gesichtspunkten aufgestellten Bild. 

Bei der graphischen Behandlung eines eingespannten Balkens betrachten wir 
nach der oben beschriebenen Auffassung die beiden Lagerstellen aufeinander
liegend, und gehen ganz schematisch wie bei dem zweifach gestiitzten Balken 
vor. Die konstruktiven Werte des Balkens und die Lasten seien bekannt. Wir 
zeichnen das Krafteck und mit Hille eines willkiirlichen Poles im Abstand h 
vom Krafteck das dazugehorige Seileck, ohne uns zunachst um die Lagerkraft
wirkungslinien zu kiimmern. Dann bringen wir die auBersten Seilstrahlen mit 
den Auflagerwirkungslinien zum Schnitt. Diese Auflagerwirkungslinien fallen 
jetzt aber zusammen, d. h. die beiden Seilseiten 0' und 2' der Abb. 203 schneiden 
die Auflagerlinie, d. i. die Lotrechte der Einspannstelle, auf einer Geraden. Die 
SchluBlinie liegt also in unserem idealisierten Bild der Einspannung senkrecht, 
wiirde demnach ins Krafteck iibertragen auch zwei unendlich groBe Reaktions
krafte liefern, deren Differenz gleich der Reaktionskraft A ist. Dies Ergebnis 
stimmt mit den Betrachtungen iiber die Einspannung als Grenzwert zweier 
Lager im unendlich kleinen Abstand iiberein. Die vom Seileck umschlossene 
Flache muB wieder wie friiher ein MaB fiir die Biegemomente an jeder Stelle 
liefern. Es ist z. B. das Biegemoment an der Stelle i gegeben durch: 

Bi = Yi • h, (iii im wahren LangenmaB, h in kg) ; 

das groBte Biegemoment ist an der Einspannstelle 

Bmax=BB=YB ·h= M B. 

Es ist zahlenmaBig gleich dem Einspannmoment M B , wie sich leicht durch 
die rechnerische Ermittlung zeigen laBt: links von der Allflagerstelle A ist nur 
das Einspannmoment vorhanden, die Summe aller Momente links von dieser 
Stelle, d. i. das Biegungsmoment, ist also gleich dem Einspannmoment M B • 

Die Ermittlung des Biegemomentes von der rechten Seite, dem freien Ende des 
Balkens her, fiihrt zur Formel: 

BB= -MB= -(Pl' Pi + P2 • P2)' 

Das Biegungsmoment ist negativ, der Balken hat also seine Druckseite unten, 
die Biegelinie zeigt mit der Hohlseite nach unten (Abb.203d). Wir werden 
diese Aussage spater llmgekehrt benutzen, aus der gefiihlsmaBig ermittelten 
Verformung auf- das Vorzeichen des Biegemomentes schlieBen. An der Ein-
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spannstelle geht die Biegelinie horizontal an die Achse des unbelasteten Balkens; 
rechts von P 2 verlauft die Biegelinie geradlinig. 

Fiir die Aufstellung eines Biegemomentes Bi an einer beliebigen Stelle i 
wollen wir uns als Merkregel festhalten: Man berechne bei eingespannten Balken 
die Biegemomente immer vom lreien Ende her. Nehmen wir namlich die Ein
spannstelle mit in die Rechnung, so k6nnen sich leicht Fehler einstellen, da 
man stets die bereits berechneten, also nicht unbedingt sicher richtigen Werte 
des Einspannmomentes und der Lagerreaktion mit in die Gleichung aufnehmen 
muB. Die Berechnung yom 
freien Ende her ist dagegen 
vollstandig unabhangig von 
der vorher durchgefUhrten 
Berechnung der Gegenwir
kung. Wir erhalten yom 
Tell links: 

B,=-ME+A·x-P1(X-Pl) 

und yom Tell rechts: 

Bi= -P2 • x'. 

Die Auftragung der 
Querkraftflache wird genau 
wie friiher bewerkstelligt 
(Abb.203c). Wir fangen 
auch hier zweckmaBig am 

0' 

b 

freien Ende des Balkens an, 
dann ergibt sich am SchluB, C 

A an der Einspannstelle, die 
+ 

GroBe A als letzte Strecke 
und bietet damit eine Kon-
trolle fiir die Berechnung 
der Lagerkraft. Das Vorzei-
chen der Querkraftflache ist 
entsprechend unserer Vor
zeichenregel positiv einzu
setzen (rechts nach unten!) d 

51. Belastung eines Bal-
kens durch eine auBermittige 
waagerechte Kraft. 1m Zu
sammenhang mit den seither 

++++++++++++++++++++0000 
--_ . .:-:.--:-::-::-':-::-=-: . =-=-=--: -=-=-=---CCrC) 0 

Abb.203. 

Die graphische 
Behandlung des 

eingespannten 
Balkens. 

betrachteten Balken wollen wir nun noch eine weitere Belastungsart kennen
lernen: die Belastung durch eine exzentrische Horizontalkraft. 

Mit dem in seinen KonstruktionsmaBen bekannten, zweifach gestiitzten 
Balken (Abb. 204) sei eine Scheibe oder ein Hebelarm starr verbunden. Auf diese 
Scheibe wirke auBerhalb der Balkenachse, urn das MaB e= 1,5 m versetzt, die 
waagerechte Last H = 2000 kg. Mit den bisher bekannten graphischen Methoden 
k6nnen wir keine Momentenflache zeichnen, denn es gelten nicht mehr die 
friiher aufgestellten einfachen Beziehungen zwischen Seileck und Biegemoment, 
da wir es nicht mehr mit parallelen Kraften allein zu tun haben, und die hori
zontalen Krafte (hier die Kraft H) EinfIuB auf das Biegemoment haben, wenn 
sie nicht in die Stabachse fallen. Wohl kann man auch fiir allgemeine Belastungen 
das Biegemoment mit Hilfe des Sellecks bestimmen, aber die Ausfiihrung liefert 

Schlink, Statik. 9 
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keine Vorteile. Wir wollen also deshalb den analytischen Weg gehen. Die 
Lagerreaktionen bestimmen wir mit Hilfe del' Gleichgewichtsbedingungen: 

1. "L,H= 0: A h=H=2000kg (Ah ist nach links gerichtet). 

Fill die Gegenkrafte Ah und B fUhren wir wieder zunachst willldirlich die 
Richtungen nach oben ein. Dann wird 

2. (ZM)B=O: A v ·7,0+H·1,5=0. 

Die Rorizontalkraft hat als eine im Uhrzeigersinn urn den Lagerpunkt B drehende 
Kraft eine positive Drehwirkung: 

+H·1,5 

(nicht H . 2,51, da ja del' Rebelarm del' Kraft H fill den Punkt B durch dessen 
Abstand von H gegeben ist). Es wird also: 

A - - 2000· 1,5 - -428 6 k 
v - 7,0 - , g. 

Das negative Vorzeichen bedeutet, daB die eingefiihrte Richtung (nach oben) 
falsch war, die Reaktion Av geht also nach unten, wie in del' Zeichnung ein
getl'agen. Die zweite Lagerkraft B ermitteln wir wieder mit einer Momenten
bedingung und verwenden die Komponentenbedingung 

als Probe. 

3. (ZM),A = 0: 

ZV=O 

H· 1,5 -- B· 7,0 = 0, 

B - + 2000· 1,5 - +428 6 k - 7,0 - , g. 

Die Kraft B geht nach oben. Die Probe el'gibt: 

4. ZV= 0: Av+B= O. 

Die beiden Reaktionen Av und B sind gleich groll, abel' entgegengesetzt ge
richtet, d. h. sie bilden ein Kraftepaar. Die beiden ubrigen Krafte H und Ah 
mussen, wenn Gleichgewicht herrschen soll, ebenfalls ein Kraftepaar von gleichel' 
GroBe bilden. Das ist auch tatsiichlich del' Fall. Es stehen sich am Balken 
also zwei Kraftepaare (Av, B) und (A h , H) gegenuber, die sich in ibren Dreh
wirkungen aufheben: 

2000·1,5 = 428,6' 7,0. 

Bei del' Bel'echnung des Biegemomentes sehen wir wieder, daB das Biege
moment an den Enden des Balkens, den Lagel'stellen A und B Null ist. Im 
weitel'en Verlauf gilt die friihere Erkenntnis, daB in den unbelasteten Abschnitten 
des Balkens die Momentenfliiche durch eine gerade Linie begrenzt wird. Es 
genugt demnach, wenn wir an del' AnschluBstelle des Armes odeI', richtiger ge
sagt, an del' Stelle i und an del' Stelle k das Moment fill eine Seite aufstellen. 
Tun wir das an del' Stelle i, unmittelbar links vom AnschluBpunkt des Rebels 
unter Betrachtung del' linken Seite des Balkens, so wird 

Bi = -Av' 4,5 = -428,6 '4,5 = -1928,6 mkg; 

entsprechend an del' Stelle k unter Verwendung del' rechten Seite 

Bk = +B . 2,5 = +428,6 . 2,5 = +1071,4 mkg. 

Wir finden also an del'selben Stelle (del' AnschluB des Rebels an den Balken 
ist mathematisch punktfol'mig gedacht) zwei Werte fiir das Biegemoment, es 
muB demnach ein Sprung in del' Momentenflache auftreten. Die Ursache diesel:' 
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Sprunges ist in der auBermittig angreifenden waagerechten Kraft H zu suchen. 
Legt man den Schnitt durch k, unmittelbar rechts von der AnschluBstelle des 
Armes, so wirkt H links von dieser Stelle, da ja die Kraft an der ArmanschluB
stelle auf den Balken ubertragen wird und diese links von k liegt; so findet 
man denn tatsachlich unter Betrachtung des linken Balkenteils: 

Bk - -A . 4 5 + H . 1 5 H-2OfJOl<g - v,, T 

= -428,6 ·4,5 + 2000 . 1,5 t 
= +1071,4 mkg, 

B;. 

also denselben Wert wie in der 
vorigen Rechnung mit dem rechten 
Abschnitt. Genau so konnen wir 
fUr die Stelle i den richtigen Wert 
fUr das Biegemoment ermitteln, b 
wenn wir den von i rechts liegenden 
Balkenteil mit dem EinfluB der 
Kraft H betrachten. Der hier auf
tretende Sprung ist das Charakte
ristische fUr die Momentenfl§.che bei 
auBermittig wirkenden Horizontal
kriift.en. Die beiden Begrenzungs
linien links und rechts von der 
Sprungstelle fUr die Momentenflache 
sind einander parallel, da das bei 
tiberschreitung der Sprungstelle hin
zukommende Momentenglied keine 
Abhiingigkeit von der Balkenlangs
richtlmg zeigt: 

cArt 1IIIIIIIIIIHllllllllilltB 

H 

links von i: Bx= -Av· x, 

L-..L-..J o 1 2m 

L-l...-.J 
o 500 1OO0mkg 

~ 
o 500 100likg 

rechts von k: Bx = -. A" . x + H . e ; Abb. 204. Belastung durch eine auBermittlge Kraft. 

die so dargestellten Geraden haben also tatsachlich die gleiche Neigung. Die 
GroBe des Sprunges ist gegeben durch das Moment der Horizontalkraft um den 
Punkt der Balkenachse an der HebelanschluBstelle (hier durch H· e= 2000·1,5). 

Tragen wir die Querkraftflache auf, indem wir fUr: einen beliebigen Punkt 
die Querkraft ermitteln, so finden wir, daB fUr die ganze Lange des Balkens die 
Querkraft konstant bleibt, da ja waagerechte Kriifte keinen EinfluB haben. 
Die Sprungstelle zeigt sich in keiner Art in der Querkraftflache. Das Biege
moment ist also nicht mehr eine Funktion der Querkraft allein, es zeigt sich in 
der Momentenflache noch ein EinfluB, der nicht durch quer zur Balkenachse 
gerichtete Krafte verursacht ist. Es besteht zwar noch der frUber angegebene 
Zusammenhang der Querkraft mit dem Biegemoment 

Q._ dB. 
,- dx 

in der Form, daB Qi die Steigung der Begrenzungslinie der Momentenflache an
gibt, aber nicht mehr in der Form, daB die Nullstellen der Querkraftflache 
GroBtwertstellen der Biegemomentenflache sind. 

Die Langskraftflache zeigt eine konstante GroBe der Langskraft von der 
Lagerstelle A an bis zum Ansatzpunkt des Hebels, denn fUr jeden Punkt zwischen 
A und i wirkt links nur die Horizontalkraft AT! als Zugkraft. An der AnschluB-

9* 
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stelle kommt durch Heine neue Langskraft hinzu, entgegengesetzt A", so daB 
zwischen der Ansatzstelle und der Stelle B die Langskraft die GroBe Null hat. 
Die Einleitung der Kraft H in die Balkenachse am FuBpunkt des Hebels konnen 
wir statisch so auslegen, als sei die Kraft H parallel mit sich selbst in die Balken
achse verschoben worden. Das dabei anzusetzende zusatzliche Moment erscheint 
als reines Drehmoment H· e (Kri.i.ftepaar!) in der Momentenflache, die ver
schobene Kraft H wirkt als Langskraft im Balken weiter zwischen Ansatzstelle 
und A und findet ihre Gegenwirkung in der Reaktion A". 

Die Biegelinie weist an der AnschluBstelle des Armes einen Wendepunkt 
auf, da das Biegemoment hier sein Vorzeichen wechselt. 

52. Belastong eines Balkens durch ein Drehmoment. Aus dieser letzten Be
trachtung, daB der Angriff der Horizontalkraft statisch betrachtet der Ein
wirkung eines reinen Momentes gleichkommt, konnen wir ohne weiteres fUr die 
Belastung eines Balkens durch ein reines Drehmoment (Kri.i.ftepaar) die Bean
spruchungsgroBen (Biegemoment, Querkraft und Langskraft) eines Balkenquer
schnitts ermitteln (Abb.205). Der Angriff des Moments sei symbolisch dar
gestellt durch einen Vierkant, auf dem ein Rad oder ein Hebel, unter der Ein
wirkung eines Kraftepaares stehend, aufgesetzt ist. Bei der Ermittlung der 
Lagerkri.i.fte mit Hille der ublichen Momentenbedingungen um die Auflager
punkte wollen wir beachten, daB wir ala auBere Belastung einzig und allein 
ein Moment (Krii.ftepaar) haben, das nur eine Drehwirkung (keine Verschie
bungswirkung) besitzt. Diese Drehwirkung ist an keinen Bezugspunkt gebunden, 

N denn Kri.i.ftepaare sind beliebig in der Ebene 
~----~!-l£ifOl-I~-~ verschiebbar, ohne daB sich ihre Wirkung auf 
~A ; T ~ den ganzen Korper andert. Wir erhalten also fUr 
A F fL ~ 3~B a die beiden Momentengleichungen: 

~b 
~~ 

Qi 

A!lIIIIIIIIIIIIIH 11111"" 1IIIItB C 

daraus 

und 2. (1;M)B = 0: 

M-B·l=O 
M 

B=+T 

M + A . l = 0 (A nach oben angenommen), 

woraus M 
A=-T 

d ermittelt wird. 
Abb. 205. Beiastung eines Balkens durch Das negative Vorzeichen heiBt, daB die nach 

eln Drehmoment. 
oben eingefUhrte Kraft A in ihrer Richtung um-

zudrehen ist. Die beiden Gegenkrafte A und B stellen ein Kri.i.ftepaar dar, 
das dem gegebenen Gleichgewicht halt. Die Probe 

1;V=o: 

zeigt die Richtigkeit der errechneten Werte. Horizontalkrafte sind keine vor
handen, also ist auch keine waagerechte Lagerreaktion zu erwarten. 

Mit den ermittelten Auflagerkraften A und B laBt sich die Momentenflache 
rechnerisch ermitteln, indem wir fUr verschiedene Punkte das Biegemoment 
ausrechnen. Wir werden uns hier selbstverstandlich wieder die bereits gewonnene 
Erkenntnis zunutze machen, daB die Momentenflache langs unbelasteter Balken
teile geradlinig begrenzt ist. Ermitteln wir fUr einen Punkt i kurz vor der An
griffsstelle des Momentes das Biegemoment, so wird bei Betrachtung der linken 
Seite 

Bf,= -A ·a. 
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Von rechts her gerechnet, muB das Ergebnis 

Bi=+B·b-M 

den gleichen Zahlenwert liefern. Mit der Berechnung des Biegemomentes fiir 
eine Stelle lc kurz hinter dem .Angriff des Momentes ist die Momentenflache 
vollstandig ermittelt, denn an den Lagerstellen ist das Biegemoment jeweils 
Null. Die Stelle lc hat ein Biegemoment von der GroBe 

Bk = + B . b fiir den rechten Teil, 
oder Bk = -A· a + M fUr den Teil links von der Schnittstelle. 

Wir finden also hier wieder einen Sprung in dem Verlauf der Momenten
£lache, der durch das angreifende Moment M verursacht wird. Je nach der 
Angriffsstelle des Drehmomentes M wird der Sprung verschiedene Lagen haben, 
also die Momentenflache sich andern; aber die Lagerreaktionen bleihen dabei 
ungeandert, ebenso die Richtungen der schragen Begrenzungslinien der Mo
mentenflache. 

Die Querkraft£lache zeigt wieder, genau wie beim vorigen Beispiel, einen 
konstanten Wert fiir die Querkraft iiber der ganzen Balkenlange. Die Langs
kraft£lache ist iiberall Null, wenn das Drehmoment in einem Punkt auf den 
Balken wirkt, da iiberhaupt keine Krafte parallel der Stabachse auftreten und 
auch keine horizontalen Lagerkrafte geweckt werden konnen. 

Der Unterschied zwischen der Einwirkung eines reinen in einem Punkt iiber
tragenen Momentes (Kraftepaares) und der Einwirkung einer auBermittigen 
waagerechten Kraft besteht demnach nur in der Langskraft£lache. Betrachten 
wir im letzteren Belastungsfall in der schon angegebenen Weise die Horizontal
kraft H und die gleich groBe entgegengerichtete Langskraft Ak am festen Lager 
als Kraftepaar, dann sehen wir die tJbereinstimmung der heiden Aufgahen. 
Die Langskraft£lache entsteht hier dadurch, daB das Kraftepaar nicht in einem 
Punkt auf den Balken wirkt, sondern seine beiden Krafte an verschiedenen 
Stellen angreifen. 

53. Gleichzeitige Beanspruchung eines Balken~ durch verschiedenartige Be
lastungen. Wirken auf einen Balken diese verschiedenen Belastungsarten zu
sammen, so laBt sich auf analytischem Wege ohne Schwierigkeit die Ermittlung 
der Lagerreaktionen und die Bestimmung der Momenten-, Quer- und Langs
kraft£lache durchfiihren, wobei wir die charakteristischen Eigenschaften der 
Momenten£lache und der Querkraft£lache an den einzefuen Stellen des Balkens 
benutzen konnen. 

Belastungsart 

Unbelastetes Balkenstiick 

Eigenschaften der 

Momentenfliche I Querkraftfiliche I 
Zusammen

hang 

geradliniger Verlauf Verlauf parallel zur Q,=dB,/dx 
(linear veranderlich) Nullinie (konstant) 

Knick 11\ Sprung "L Qi=dB£!dx J.otrechte ~inzelkraft 

Gleichma13ig verteilte Belastung parabolischerVerlauf .geradliniger Verlauf Qi=dBi/dx 
(quadratisch ver- (linear veranderlich) 

anderlich) 

Au13ermittige waagerechte Kraft. Sprung unbeeinflu13t 

Reines Drehmoment. . . . . . Sprung unbeeiuflu13t 
Q,+dB./dx 

Qi+dBi/dx 

Die Langskraft£lache steht nicht im Zusammenhang mit den beiden anderen 
Beanspruchungen und verlauft bei Einzellasten parallel zur Nullinie mit Sprung 
an den Angriffsstellen der einzelnen parallel zur Stabachse wirkenden Krafte. 
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Manchmal ist es von V orteil, die Einfliisse der einzelnen Belastungensarten 
in ihrer Wirkung auf die MomentenfH1che getrennt zu kennen. Man ermittelt in 
diesem Fall die MomentenfHichen dieser verschiedenen Belastungsarten gesondert 
und addiert die so entstehenden Teilmomentenflachen. DaB wir diese Addition 
vornehmen k6nnen, ist eine Aussage des StlperpositionBgesetzes COberlagerungs
gesetz). Del' Beweis dafiir liegt in del' Definition des Biegemoments als Summe 
aller biegenden Einfliisse auf einer Seite del' zu untel'suchenden Schnittstelle 
des Balkens. Wil' k6nnen darnach die Einfliisse einzeln el'mitteln und iiber
einander auftl'agen (graphische Addition). 

2000'k9 

I 

:----1,5'-, -..,j---.~0--14--
~I'----------------~O'-----------~': 

Abb. 206. Belastung dUTch lotrechte und waagerechte Krafte. 

T 
* A' 
a 

A' 
c 

L-..l.-....J 
o 1000 80oom'kg 

0' 

l..-.....l-.-.J 
o 1000 20ooK9 

Abb.207. TeiJbelastung dUTCh lotrechte Krafte. 

Zur nahel'en Erlautel'ung betl'achten wir einen Balken, auf den lotrechte 
Lasten und eine auBel'mittige waagerechte Kraft wirken (Abb. 206). Wir teilen 
die Gesamtbelastung auf in 

a) eine Belastung durch nur lotrechte Lasten (Abb.207) und 
b) eine Belastung durch die auBel'mittige waagerechte Kraft allein (Abb. 208). 

Statt del' einen Aufgabe haben wil' jetzt also zwei Aufgaben zu lOsen 
a) Die erste Teilaufgabe (Abb.207) bezieht sich auf einen Balken auf zwei 

Stiitzen mit zwei lotrechten Einzelkraften. Die Lagerreaktionen (bezeichnet 
mit einem Stl'ich ') ergeben sich hiel'fiir zu: ' 

1. (,LM)A = 0: 3000·1,5 + 1000 . 5,0 - B'· 6,0 = 0, 
B' = 1583,3 kg. 

2. (.2'Mh = 0: A'· 6,0 - 3000·4,5 - 1000·1,0 = 0, 
A' = 2416,7 kg. 
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Beide Gegenkrafte gehen nach oben. Die Probe ergibt die Richtigkeit der 
Rechnung: 
~V = 0: 3000 + 1000 -1583,3 - 2416,7 = O. 

Die Momentenflache (Abb.207b) ist durch Berechnung zweier Biegemomente 
(an den Angriffspunkten der Lasten) aufzuzeichnen: 

An der Stelle CD mit Benutzung der linken Seite: 

Bl = +A' . 1,5 = +3625 mkg . 

. An der Stelle ® mit Benutzung der rechten Seite: 

B2 = +B'. 1,0 = +1583,3 mkg. 

An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die dazwischenliegenden un
belasteten Balkenstiicke weisen eine geradlinige Begrenzung der Momentenflache 
auf, so daB diese durch Verbindung der vier Pmikte gezeichnet werden kann. 

2ooo"kg 

H 

'~------~5~----~----~~----~ 

b ~~ 
L..-....!..-J 
o 1ooo.!'OlJOlnkg 

P.H 
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Abb. 208. Teilbelastung duroh elne auJ3ermittlge waagerechte Kraft. 

Die Querkraftflache wird in der iiblichen Weise, durch Aneinanderreihen der 
vertikalen Krafte in ihren jeweiligen Wirkungsstellen, gewonnen (Abb. 207 c). 

b) Die zweite Teilaufgabe (Abb.208) umfaBt den Balken auf zwei Stiitzen 
mit einer auBermittigen, waagerechten Kraft. Die Lagerreaktionen (bezeichnet 
mit zwei Strichen ") ergeben sich zu: 

1. (1;M)A=O: 2000'1,2-B"'6,0=0, 
B" = 400 kg, nach oben gerichtet. 

2. (~M)B = 0: 2000'1,2 + A"' 6,0 = 0, 
A" = -400 kg, negatives Vorzeichen, d. h. A" ist nach unten 

gerichtet. 
3. ~H=O: H=2000kg. 
Die Momentenflache (Abb.208b) ist durch Ermittlung der Biegemomente 

zweier Punkte links und rechts von der HebelanschluBstelle (Sprungstelle der 
Momentenflache) festgelegt. Es wird fiir die Stelle ® (linke Seite): 

B;; = -A" . 3,5 = -1400 mkg, 
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fUr die Stelle CD (rechte Seite): 

134 = +B"' 2,5 = +1000 mkg. 

An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die Begrenzung der Mo
mentenflache ist gegeben durch die geradlinige Verbindung der vier Punkte. 
Die Querkraft der zweiten Teilbelastung ist iiber die ganze Lange des Balkens 
konstant. 

Die bei der wirklichen Belastung entstehenden Lagerkrafte sind durch die 
algebraischen Summen der eben errechneten gegeben: 

Av = A' + A" = 2416,7 - 400 = 2016,7 kg (nach oben gerichtet), 

und B = B' + B" = 1583,3 + 400 = 1983,3 kg (nach oben gerichtet). 

Wollen wir nun die beiden Momentenflachen iibereinanderlagern (graphisch 
addieren), so ist es selbstverstandlich, daB wir fUr die Auftragung der beiden 
Teilmomentenflachen den gleichen MaBstab wahlen miissen, ebenso fUr die bei

Hi + Hi 

I. i 

b~ 
i Bi 

Abb. 209. AIgebraische Addition der Momentenfllichen. 

den Querkraft- und Langskraft
flachen. Die resultierende Mo
mentenflache ergibt sich als die 
von beiden Momentenlinien um
grenzte iibrigbleibende Flache 
(Abb. 209a). Man kann die so 
gewonnenen Ordinaten von einer 
horizontalen Achse aus auftragen 
und erhalt dann die in Abb. 209 b 
dargestellte Flache. ' 

Die Ermittlung der ersten Teil
momentenflache (Teilaufgabe a) 
kann nun auch graphisch erfolgen, 
wwend fUr die zweite keine 
graphische Losung anzusetzen ist. 
Beide Momentenflachen miissen 
bei der OOOrlagerung den gleichen 
MaBstab besitzen. Wir werden 

dann den MaBstab der zweiten Teilmomentenflache nach dem der ersten richten, 
und miissen deshalb feststellen, welcher MaBstab der graphischen LOsung der 
ersten Teilaufgabe zugrunde liegt. Es wird bei der graphischen Ermittlung 
das Biegemoment gefunden durch 

Bi = [yd' h . n, 

wobei [Yi] die aus der Zeichnung abgegriffene Ordinate in cm darstellt und h 
in kg ausgedriickt ist. SolI nun ein Moment der zweiten Teilmomentenflache 
mit dem MaBstab 1 cm = m mkg in dem gleichen MaBverhaltnis erscheinen, 
dann muB nach Formel (27) der MaBstab 

m=hkg'n 
gewahlt werden. 

In gleicher Weise wie die Momentenflachen lassen sich auch die Quer
kraftflachen (und evtI. die Langskraftflachen) der beiden Teilaufgaben iiber
lagern. 

Natiirlich konnen aIle die endgiiltigen Ergebnisse (zusammengesetzte Mo
mentenflache, Querkraftflache und endgiiltige Lagerreaktionen) auch durch 
direkte Betrachtung der gesamten Belastung des gegebenen Beispiels gewonnen 
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werden (Abb.210). Es ergeben sich die Lagerreaktionen aus den Momenten
bedingungen fiir die beiden Lagerpunkte: 

(1:'M).A = 0: 3000'1,5 + 2000'1,2 + 1000'5,0 - B· 6,0 = 0, 
B = 1983,3 kg. 

Av' 6,0 - 3000'4,5 + 2000'1,2 -1000· 1,0 = 0, 
Av = 2016,7 kg. 

Fur die Aufzeichnung der Momentenflache beachten wir, daB an den Angriffs
stellen der lotrechten Einzelkrafte Knickstellen in der Begrenzungslinie der 
Momentenflache entstehen; wir werden an diesen Punkten CD und (i) also die 

2000k9 

B.~ z + 

~ 
o 1Q(J(J BtXKhnkg 

~ A11111t: II III-~ 
"""""""'+"""'illlIill· 1000119 

~ o 1000 201Xfkg 

li~ 1IIIIIIIIIItllllllllili ~~ 
Abb. 210. Zur analytischen Behandlung von lotrechten und auBermittigen Krii.ften. 

Biegemomente errechnen mussen. An der AnschluBstelle des Rebels mit der 
Horizontalkraft entsteht ein Sprung in der Momentenlinie; wir mussen dem
nach fUr diesen Sprung die beiden Werte des Biegemoments bestimmen (Stelle ® 
und 0). Es wird das Biegemoment an den verschiedenen Stellen: 

oder einfacher: 

Bl = +A '1,5 = +3025 mkg, 

B2 = A • 5,0 - 3000 . 3,5 + 2000 . 1,2 

B2 = B . 1,0 = 1983,3 mkg, 
Ba = A . 3,5 - 3000 . 2,0 = 1058,3 mkg, 
B4 = B· 2,5 -1000·1,5 = 3458,3 mkg. 

Der Sprung in der Momentenflache ist gleich dem Moment der Rorizontalkraft: 

2000'1,2 = 2400 mkg. 

54. Innere Krafte bei Balkenkonstruktionen. Wir haben schon fruher den 
Begriff einer inneren Kraft kennengelernt, zunachst bei Staben, die durch eine 
Langskraft beansprucht werden: wenn der Stab von auBen her gezogen wird, 
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so wehrt er sich gegen diese Einfliisse und iibt selbst Gegenkrafte gegen die 
Endpunkte aus. Auf diese Weise wurde die von auBen wirkende Kraft durch 
den Stab nach dem anderen Endpunkt weitergeleitet: sie wurde also durch den 
Stab iibertragen. An dem Endpunkt entstand so eine Gegenkraft gleich P. 
Diese im Stab geweckte Kraft P ist eine innere Kraft und geht durch jeden 
Querschnitt. Etwas Ahnliches liegt auch bei einem Balken in ailgemeiner 
Belastung vor. Wir haben gesehen, daB im ailgemeinen fiir jede Stelle eines 
Balkens eine Langskraft, eine Querkraft und ein Biegungsmoment entstehen, 
die berechnet werden konnen. Diese Einfliisse werden nach den AusfUhrungen 
auf Seite 106 in den einzelnen Querschnitten auftreten. Wenn nun in dem 
betreffenden Querschnitt die beiden Balkenteile so miteinander verbunden sind, 
daB sie sich nicht gegeneinander verdrehen oder verschieben konnen (weder 
lotrecht noch waagerecht), dann sagen wir, der Querschnitt kann diese Bean
spruchung iibertragen. Fiir den bezeichneten Querschnitt i in Abb. 211 tritt auf: 

eine Querkraft Qi = Av - PI . coscx, 
eine Langskraft Li = -Ah - PI . sincx und 
ein Biegemoment Bi = Av· a - PI . coscx(a - PI) - A h · ; + PI . sincx· ; 

(das Moment von Ah und Pl· sincx fUr den Mittelpunkt des Querschnitts wurde 
in friiheren Aufgaben vernachlassigt, da die Hohenausdehnung h des Balkens 
zu N uil angenommen wurde). 

Diese Einfliisse miissen durch den Querschnitt vom linken auf den rechten 
iibertragen werden, oder anders ausgedriickt: Der rechte Teil muB unter der 
Einwirkung dieser Einfliisse und der auf ihn wirkenden Krafte P2 und B im 

I 
I 

~~~----P2.---~~·1 

...-------a--------i 

Gleichgewicht stehen. Danach miissen 
also die Krafte rechts eine lotrechte 
Komponente ergeben, gleich aber ent
gegengesetztQi' eine waagerechte, gleich 
aber entgegengesetzt L, und ein Momen t, 
gleich aber entgegengesetzt dem Bie
gungsmoment B i • Es sind also die vom 
rechten nach dem linken Teil wirkenden 
Einfliisse entgegengesetzt denjenigen, 
die vom linken gegen den rechten Teil 
wirken. Das ist einfach das Gesetz von 
Wirkung und Gegenwirkung. Daraus 

Abb.211. Innere Einfliisse eines Querschnittes. ergibt sich wieder die Berechtigung, die 
positive Querkraft fUr den rechten Teil 

mit umgekehrter Richtung einzufUhren, wie fUr den linken Teil, das positive 
Moment links mit entgegengesetztem Drehsinn von rechts. Die durch die Balken
querschnitte geleiteten Einfliisse nennt man, wie schon auf Seite 106 bemerkt, 
innere Einfliisse, also innere Krafte oder inneresMoment. Wir konnen den 
rechten Balkenteillosgelost denken und ihn fUr sich betrachten, wenn wir auBer 
den auf ihn von aqBen wirkenden Kraften (P2 , B) noch die inneren Einfliisse 
wirken lassen; unter cler Einwirlmng der auBeren Krafte und dieser inneren 
Einfliisse muB dann ein Gleichgewichtszustand vorliegen. Fiir die Dimensionierung 
der Querschnitte eines Balkens muB man diese inneren Krafte und Momente 
kennen; der einzelne Querschnitt muB so ausgebildet werden, daB diese Ein
fliisse sicher iibertragen werden k6nnen. Wie dies zu geschehen hat, ist eine 
Frage der Festigkeitslehre. 

Wie schon auf Seite 106 ausgefiihrt wurde, iiben die Querkraft, Langskraft 
und das Biegungsmoment zusammengenommen die gleiche Wirkung auf den 
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Querschnitt aus wie die Resultante aller Krafte links oder rechts vom Quer
schnitt. Man kann also die Resultierende aller KriHte links bilden, und diese 
muB, da die Balkenteile in dem betreffenden Querschnitt zusammenhangen, 
durch diesen Querschnitt auf den rechten Teil iibertragen werden; also ist der 
Querschnitt so auszubilden, daB er diese Kraft iibertragen kann. Das ergibt 
dieselbe Aussage wie die obige, d. h.: 
ob wir uns ausdriicken, der Querschnitt 
muB die Querkraft, die Langskraft und 
das Biegungsmoment iibertragen kon
nen, oder ob wir sagen, er muB die 
eben erwahnte Resultierende nach dem 
rechten Teil iiberfUhren konnen, kommt 
auf das gleiche hinaus. 

Diese inneren Einfliisse treten zu
nachst gar nicht in Erscheinung; sie 
kommen dem Betrachter erst zum Be-
wuBtsein, wenn er sich iiberlegt, welche 

a 

p. gv 

AJz. _____ ~_ b 

c 
Kv 

Einfliisse durch einen Querschnitt von Abb. 212. Kraft zwischen Balken und Unterlage. 

der einen Seite des Balkens nach der 
anderen iibertragen werden. Es ist etwas ganz Ahnliches wie bei den Lagern: wenn 
wir die ganze Konstruktion, den Balken mit seinen Pfeilern, betrachten (Abb 212), 
dann erscheinen die Lagerreaktionen nicht; in jedem Lager wirken die Kraft 
vom Balken auf die Unterlage, Komponenten Kv und Kh , und gleichzeitig die 
Gegenkraft von der Unterlage gegen den Balken, Komponenten Av = Kv und 
Ah = K h ; diese heben sich gegenseitig auf. Wenn wir aber den Balken fUr sich 
ansehen, d. h. nur die Krafte beriicksichtigen, die auf den Balken wirken, wenn 
wir also den Balken 10sge16st von der Unterlage denken, dann miissen wir die Lager-
reaktionen als Krafte, die von der Un ter lage p 
gegen ihn wirken, einfUhren (Abb. 212b). 
So ist es auch mit den inneren Kraften bei 
einem Balken. Wir konnen uns einen Bal
kenteil durch den Querschnitt von dem an
deren Balkenteillosge16st denken, miissen 
aber dann die Krafte, die von dem abge-
16sten auf den anderen Teil wirken, beriick- Abb.213. Ersatz der festen Querschnittsyerbin-

dung durch drei Stabe. 
sichtigen.Diese letzteren sindinnere Kriifte. 

Wenn der Balken festhalten solI, so muB Sorge getragen werden, daB die 
von dem einen auf den anderen Teil wirkende Kraft bzw. - was auf dasselbe 
herauskommt - die erzeugte Querkraft, Langskraft und das Biegungsmoment 
sicher nach dem anderen Teil geleitet werden. Das kann durch die feste un
drehbare und unverschiebliche Verbindung der beiden Balkenteile, also durch das 
feste Verbundensein in einem Querschnitt geschehen. Es ist dies aber auch da
durch moglich, daB zwischen den beiden Teilen drei Stabe eingezogen werden. 
Die Resultierende RaIler Krafte des einen Balkenteiles kann ja durch die Stabe 
eindeutig weitergeleitet werden. Wir brauchen nur diese Resultante in drei 
Komponenten in Richtung dieser Stabe zu zerlegen und haben damit die Krafte, 
die in den Staben auf den rechten Teil wirken; die umgekehrten Krafte der 
Stabe wiirden dann mit den auf den linken Teil wirkenden Kraften im Gleich
gewicht stehen. 1m vorliegenden FaIle (Abb.213) wiirde der obere Stab und 
die Strebe driickend wirken, der untere Stab ziehend. Statt der drei Ein£liisse: 
Querkraft, Langskraft und Biegungsmoment treten jetzt die drei Stabkriifte 
auf. Man findet offenbar die Stabkrafte selbst unmittelbar dadurch, daB man 
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die Resultierende der Krafte auf der einen Seite mit ihnen ins Gleichgewicht 
setzt und die Pfeile an den Stabenden eintragt, die zu dem betreffenden Balken
teil gehOren; so ist hier B im Gleichgewicht mit 8 1 ,82 ,83 (mit den rechts vom 
Schnitt liegenden Richtungspfeilen). 

Um diese inneren Einfliisse zu erkennen, miissen wir also Schnitte legen; 
beim vollw~ndigen Balken Querschnitte, im letzten FaIle einen Schnitt durch 
drei Stabe. Wenn man sagt, das Biegungsmoment ist die algebraische Summe 
der Momente aller Krafte links von einer Stelle, so ist dies tatsachlich nicht 
prazis ausgedriickt, sondern wir miissen uns einen Schnitt gelegt denken und 
das Moment aller Krafte links von dem Schnitt fiir einen bestimmten Punkt auf
stellen, etwa den Mittelpunkt des Querschnittes. 

Wir haben also bei dem Biegungsmoment, der Querkraft und der Langs
kraft mit inneren Einfliissen gerechnet, ohne daB deren Wirkung seither be
sonders hervorgetreten ist. Solange wir die Gesamtkonstruktion betrachten, 
werden wir von diesen inneren Kraften nichts merken, brauchen sie also nicht 
in Rechnung zu setzen. Denn Einfliisse, die innerhalb einer Konstruktion so 
auftreten, daB sie nach auBen keine Wirkung irgendwelcher Art ausiiben, stehen 
innerhalb dieser Konstruktion im Gleichgewicht, z. B. das Biegungsmoment von 
links und das von rechts. Es wird demnach zu jeder inneren Kraft eine gleich groBe 
entgegengerichtete Kraft in gleicher Wirkungslinie gehOren, so daB diese Krafte 
bei Betrachtung der Gesamtkonstruktion in ihrer Wirkung sich aufheben. Das 
gilt auch, wie oben bemerkt, fiir die Kraft zwischen Balken und Unterlage, 
wenn wir Balken und Unterlage als Gesamtkonstruktion betrachten. Will man 
die inneren Einfliisse berechnen, so muB man einen Schnitt gelegt und einen 
Teil der Konstruktion abgeli:ist denken. 

Die seitherige scheinbar ungleiche Behandlung der inneren Krafte bei Er
mittlung einerseits der Lagerreaktionen durch die Gleichgewichtsbedingungen, 
andererseits z. B. der Biegemomente als Summe aller Momente auf einer Seite 
der Schnittstelle, bietet also keinen Widerspruch, denn wenn wir nur einen Teil 
einer Konstruktion (durch Abtrennung) betrachten, so ist eine der beiden inneren 
Krafte, die sich in der Gesamtkonstruktion aufheben, weggeschnitten und die 
iibrigbleibende tritt in Erscheinung; das war bei Abtrennung des Balkens vom 
Lager der Fall. 

55. Balken mit Nebenkonstruktionen. Bei solchen Schnitten konnen, je nach 
der Ausbildung der Konstruktion, unter Umstanden andere Konstruktionsteile 
getroffen werden, die ihrerseits innere Krafte weiterleiten und fiir die Aufstellung 
der im Balken gesuchten inneren Einfliisse (z. B. Biegungsmoment) von wesent-
Hcher Bedeutung sind. Das sei nun an Beispielen klargemacht. . 

In dem ersten Beispiel seien die "inneren Krafte" als Seilkrafte wirksam. 
An dem in Abb. 214a dargestellten Balken ist an dem einen Ende ein Seil be
festigt, das iiber eine Rolle, die oberhalb des zweiten Balkenendes angebracht 
ist, geleitet wird und mit einem Gewicht Q belastet ist. Wir haben hier eine 
Scheibe, die aus dem Balken und dem steif mit ihm verbundenen Arm besteht, 
an dessen Ende die Rolle befestigt ist. Wollen wir die Lagerreaktionen errechnen, 
so betrachten wir den Gleichgewichtszustand der gesamten Konstruktion los
getrennt von der Unterlage. Wir haben von auBen betrachtet an dem ganzen 
System nur die Last Q. Mit dieser miissen die beiden Lagerreaktionen A und B 
im Gleichgewicht stehen. Wir sehen sofort, daB die Kraft B = Q ist und die 
Lagerkraft A Null wird (der Rollendurchmesser wird vernachlassigt). Die Be
lastung kann geradezu durch die nach Abb. 214 b ersetzt werden. Beachten 
wir, daB in dieser Konstruktion "innere Krafte" vorhanden sind in Form der 
Seilkraft, dann miiBten wir auch unter Beriicksichtigung aller inneren Krafte 
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zum gleichen Ergebnis kommen. Die Seilkraft wird erkenntlich, wenn wir das 
Seil durchschneiden und uns in den Schnitt eingefiigt denken. Wir miiBten in 
diesem Fall, um das Gleichgewicht (Ruhezustand) aufrechtzuerhalten, einen 
beiderseitigen Zug ausuben, d. i. also eine Kraft, die sowohl auf den Punkt A 
als auch auf die Rolle ziehend wirkt. Diese Seilkraft ist gleich der Belastung Q. 
Es wirken also, rein statisch ge
sehen, drei Krafte (Abb. 214c) auf 
den Balken: die auBere Belastung Q 
(an der Rollenstutzung) und die 
beiden inneren Krafte von der 
GroBe Q, die eine am linken 
Balkenende unter dem Winkel iX 

nach rechts oben, die andere an a 
der Rollenstiitze nach links unten. 
Bei den Gleichgewichtsbetrachtun-
gen am ganzen Korper (Konstruk
tion) sind die beiden Seilkrafte in 
ihrer Gesamtwirkung Null, sie b 
heben sich auf, d. h. wir brauchen 
sie in diesem Fall nicht zu beruck
sichtigen. Wurden wir sie beide 
etwa in die Momentengleichung fur 
B einfiihren, so fielen die Momente 
dieser beiden Seilkrafte fort und 
wir hatten: 

A'l+Q'r-Q'r=O, 
A=O. 

~-----------l------------~ 

-A 
A=O 

k 

~------~X'------~·' 

~~I~~ Bi I I. N·sin ~ 
, 1 

Qi 

Wollen wir aber das Biegemoment c 
fur einen belie bigen Punkt i im 
Abstand x von der linken Lager
stelle ermitteln, so mussen wir das 
statische Bild mit den beiden Seil
kraften betrachten. Wir zerlegen 
zweckmaBig die Seilkrafte, die 
unter dem Winkel iX gegen die 
Stabachse geneigt sind, in ihre 
beiden Komponenten Q . sin iX und g.sinaf [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [t[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [le,sin~ 
Q . cos iX • Das nun entstandene 
Bild ist ein Balken mit lotrechter 
und auBermittiger waagerechter 
Belastung, den wir in bekannter 
Weise behandeln konnen. Das 
Biegemoment fur den Punkt i wird 

B, = (Q. siniX)' x. 

i,.alllllllllllllilltllllllllllllllllli.~.a 
Abb. 214. Balken, durch cine Seilkraft beansprucht. 

Wir konnen diesen Gedanken auch etwas anders ausdrucken: Um das Biege
moment zu erhalten, mussen wir einen Schnitt legen, und zwar einen Schnitt 
durch die ganze betrachtete Konstruktion (Abb. 215). Dieser Schnitt trifft hier 
auch das Seil. Wir konnen den rechten Teil fortnehmen, wenn wir noch die 
im Seil von dem rechten auf den linken Teil wirkende Kraft S = Q als auBere 
Kraft einfuhren; so entsteht fur den linken Teil das Bild 215b. Das Biegungs-
moment ist gegeben durch Bi = (Q. COSiX), y. 
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Statt dessen konnen wir auch die Kraft S am Punkt A in zwei Komponenten 
zerlegen und erhalten: Bi = (Q . sin ex) • x. 

a 

b 

i 

Beide Ausdriicke stimmen iiberein, da 
y=x·tgex. 

Die Querkraft ist durch S· sinex ge
€ geben, die Langskraft durch S· cosex. 

Die Momentenflache ist, da der Aus
druck fUr Bi die GroBe x nur linear ent
halt, eine schrage Gerade, die am rechten 
Lager mit einem Sprung (entsprechend 
der exzentrischen Horizontalkraft) auf 
Null abfallt (Abb.214c). Stellt man 
das Biegemoment fUr einen Punkt un-

S·cos ~ mittelbar links von Bunter Beriicksichti-
~ ) gung des rechten Teiles auf, so hat man: 

~----oof Bl(vomrec/Jlenoufdenlinken7eil) Bk = Q. cos ex . h+ Q·O + Q. sin ex '0-B· 0; 
, ~-.J bei Verwendung des linken Teiles: 
11=0' 

~bb. 215. Schnitt dUTCh die Konstruktion. Bk = Q . sin ex . l, 
also das gleiche Ergebnis, da h = l· tg ex. 

Das Biegemoment ist positiv, der Balken wird also nach unten durchgebogen 
(Hohlseite nach oben). 

Ganz anders ware die Sachlage, wenn das am Balkenende A befestigte Seil 
nicht iiber eine solche Rolle liefe, die am System selbst, sondern die auBerhalb, 
d. h. an einem anderen Korper befestigt ware (Abb. 216). Dann wirkt auf den 

I 

I 
I 

" Balken selbst nur die Kraft S = Q 
am linken Lager, und es ware: 

Av = S· sin ex , Ah = S· cosex, 
B=O. 

I i Biegungsmoment, Querkraft und 
I a Langskraft sind fUr aIle Balken-
I achsenpunkte gleich Null. 
I Ein weiteres Beispiel, bei dem 
I 

die auBere Belastung uberhaupt ganz 
fehlt, ist der in Abb. 217 dargestellte 
Balken, der durch die Verspannung 

------------- b (SpannschloB K) eines Spannseiles 
beansprucht und durchgebogen wird. 

C Bei Betrachtung der Gesamtkonstruk
'-i-O -------------- d tion ist keine Kraft zu erkennen; der 

Abb. 216. Balken mit Belastung durch ein Seil, das 
auJ.lerhalb befestigt ist. 

Balken ist also auBerlich unbelastet, 
die Lagerreaktionen werden Null, 
sofern die Konstruktion als gewichts

los angesehen wird. In Wirklichkeit haben die angebrachten Lager das Eigen
gewicht der Konstruktion zu tragen, aber nur dieses. Fur die Aufstellung 
der Biegemomente zeichnen wir uns wieder (Abb.217b) das statische Bild der 
au.Beren (hier Null!) und inneren Krafte auf, d. h. wir denken das gespannte 
Seil durchschnitten und fuhren die Seilkraft als auBere Kraft ein. Wir finden 
das Biegemoment fiir jeden Punkt des Balkens 

Bi = konst. = S . h. 
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Die Momentenflache ist also durch ein Rechteck mit der Hohe S . h, aufgetragen 
im MomentenmaBstab, dargestellt. Die Querkraftflache verschwindet vollig 
und die Langskraftflache zeigt an jeder Stelle des Balkens die Langskraft von 
der GroBe S. -- Auch hier konnen wir selbstverstandlich wieder einen Schnitt 
durch die ganze Konstruktion legen und erhalten das gleiche Ergebnis. 

AuBer als Seil- oder Stabkrafte konnen die inneren Krafte auch in Form 
von Kraft und Gegenkraft an der AnschluBstelle eines Konstruktionsteils an 
einem anderen auftreten, wie es z. B. 
die Abb.218 zeigt. 

Fiir die Ermittlung der Lagerreak
tionen des unteren Balkens (Krantrager) 
geniigt es, wenn wir nur die auBere 
Kraft Q betrachten. Sobald wir aber 
Biegemomente oder Querkraite fiir den 
Balken aufstellen wollen, miissen wir die 
Zwischenreaktionen 0 und D ermitteln 
und so einfiihren, wie sie auf den zu 
untersuchenden Balken wirken. Diese 
Verbindungskrafte 0 und D stellen hier 
wieder innere Krafte dar, die beim Ge
samtbild nicht in Erscheinung treten, 
weil sie als Kraft und Gegenkraft vor
kommen, also sich innerhalb der Kon
struktion das Gleichgewicht halten. Die 
ausgezogen gezeichneten Krafte 0 und D 
sind diejenigen, die vom Kran auf den 
Trager wirken, die gestrichelten die 
Gegenkrafte 0' und D' vom Trager gegen 
den Kran. Der Trager ist also hier die 
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Abb. 217. Balken. bela stet durch ein Spannseil 
Unterlage fiir den Kran als Balken auf mit Vorspannung. 

zwei Stiitzen. Wir trennen den eigent-
lichen Kran von seinem Trager ab und ermitteln die Gegenkrafte 0' und D' 
fiir diesen Kran aus Gleichgewichtsbetrachtungen, indem wir zunachst 0' und D' 
nach 0 ben einfiihren: 

Q. (b + d) - D' . b = 0, 

D' = Q. b_t~, auf den Kran nach oben wirkend. 

2. (2:Mb=O: Q . d + 0' . b = 0, 

0' = -Q .~- ; 0' wirkt also auf den Kran nach unten. 

(Diese negative Lagerreaktion verlangt eine entsprechend abhebsichere Kon
struktion. ) 

Diese Gegenkrafte 0' und D', die in der angegebenen Weise auf den Kran 
wirken, entstehen dadurch, daB der Kran seinerseits auf den Trager gestiitzt 
ist, also auf ihn Krafte ausiibt. Diese (0 und D) sind den eben ermittelten 
Kraften (0' und D') entgegengesetzt (Aktion = Reaktion). Hier haben wir 
wieder die Bestatigung, daB innere Krafte immer innerhalb del' Gesamtkon
struktion ihre Gegenwirkung finden, daB sie also bei der Betrachtung der Ge
samtkonstruktion als wirkende Kraft nicht mehr in Erscheinung treten. 
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Die Lagerreaktionen des Krantragers (Balken AB) lassen sich demgemaB, 
wie schon vorhin erwahnt, mit der auBeren Kraft Q allein ermitteln: 

Q . (a + b + d) - B . l = 0, 

a+b+d . 
B = Q . z ' nach oben gerlChtet. 

2. (1;M)B = 0: Q . (d - c) + A . l = 0, 
d-c 

A=-Q·-Z-· 

Die Lagerkraft A ist als negative Lagerreaktion nach unten gerichtet. 
Fur die Aufstellung der Biegemomente werden wir uns am besten das statische 

Bild des Balkens mit den durch die Trennung frei gewordenen inneren Kraften 

a 
-----0 

~-----l.----~ 

to 
b A +==a..---I. f.::-C -,b-l--t=:tB 

I 

Ll-O -----------
Abb. 218. Balken, belastet durch einen Kran. 

aufzeichnen (Abb. 218b) und hierfur die Momentenflache ermitteln. Diese ganze 
Aufgabe laBt sich sehr bequem auch rein graphisch durchfUhren. Wir ersetzen 
wieder zuerst fur den Krantrager die Kraft Q durch die Krafte (Aktionen) 0 
und D, d. h. wir zerlegen die Last Q in ihre Komponenten 0 und D. Die prak
tische DurchfUhrung ist nach Seite 84 die, daB wir nach Annahme eines be
liebigen Poles E durch einen willkurlichen Punkt M auf der Wirkungslinie 
von Q die Seilseiten 0' und l' zeichnen, sie mit den Wirkungslinien von 0 und D 
zum Schnitt bringen und diese Schnittpunkte durch die SchluBlinie 8' verbinden. 
Die Parallele 8 im Krafteck zu dieser SchluBlinie schneidet die beiden Kompo
nenten 0 und D aus. Die Richtung der Komponenten ist dadurch gegeben, 
daB sie dem durch die Last Q festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet 
sind, also 0 nach oben, D nach unten. Fur die weitere Behandlung der Aufgabe 
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sind nun die beiden Komponenten (Aktionen) 0 und DaIs Belastung des Balkens 
aufzufassen. Es stehen am Krantrager die Krafte 0 und D mit den Lager
reaktionen A und B im Gleichgewicht. Die Losung dieser Gleichgewichtsaufgabe 
erfolgt in der bekannten Weise: zunachst werden die zu den Kraften 0 und D 
gehorigen Pol- und Seilstrahlen so angetragen, daB in einem Punkt einer Kraft 
im Kraftebild (Balken) die beiden Strahlen sich treffen, die im Krafteck die 
entsprechende Kraft einschlieBen. Diese Anordnung ist nun bei unserer Auf
gabe schon gegeben durch die vorherige Zerlegungsaufgabe: auf der Wirkungs
linie der Kraft 0 schneiden sich die Seilstrahlen I' und 8', auf der Wirkungs
linie von D die Seilstrahlen 8' und 0', und andererseits liegt im Krafteck zwi
schen I und 8 die Kraft 0 und zwischen 8 und 0 die Kraft D. Der Linienzug 
1',8',0' ist demnach das zu den Kraften 0 und D gehorige Seileck. Wir brau
chen also nach den friiheren Ausfiihrungen nur die Seilstrahlen I' und 0' als 
auBere Seilseiten zum Schnitt zu bringen mit den Wirkungslinien der Auflager
reaktionen und erhalten das richtige Seileck t', 1',8',0', t'. SchluBlinie dieses 
Seilecks ist die Seilseite zwischen A und B, also t'. Die Parallele zur SchluB
linie t' durch den Pol E schneidet uns im Krafteck die Auflagergegenkrafte A 
und B aus. Die Richtungen dieser Reaktionen sind als Gleichgewichtskrafte in 
dem durch D und 0 gegebenen Umfahrungssinn einzutragen. 

Nach unserer friiheren Aussage iiber das Wesen der inneren Krafte miiBten 
sich die beiden Lagerkrafte auch direkt mit der Last Q ermitteln lassen. Wir 
finden tatsachlich diese Aussage hier bestatigt, denn um Q mit A und Bins 
Gleichgewicht zu setzen, muBten ja nach Annahme eines beliebigen Pols E 
durch einen willkiirlichen Punkt M auf der Wirkungslinie von Q Parallelen 
zu 0 und I gezogen und diese mit den Geraden von A und B zum Schnitt ge· 
bracht werden; es entsteht die SchluBlinie t'. Das Krafteck und Seileck mit 
den Strahlen 0, I, t bzw. 0', I', t' stellt also die Losung der Gleichgewichtsauf
gabe dar, die Last Q mit den Lagerreaktionen A und Bins Gleichgewicht zu 
setzen. Diese Seilflache O'-I'-t' stimmt aber nicht mit der Momentenflache 
iiberein; um die8e zu erhalten, miissen die Komponenten 0 und D von Q, die 
ja tatsachlich auf den Balken wirken, verwendet, d. h. das Seileck t', 1',8',0', t' 
muB benutzt werden. Sie ist gegeben durch die schraffierte Flache, d. i. 
durch das zu den beiden Kraften 0 und D und den Lagerkraften A und B ge
horige Seileck. Wir finden also auch hier wieder, daB wir bei Ermittlung der 
eigentlichen Lagerkrafte A, B (Betrachtung des Gesamtbildes der Konstruktion) 
die inneren Krafte nicht zu beriicksichtigen brauchen; bei der Bestimmung der 
Biegemomente dagegen (Betrachtung eines Teiles der Konstruktion) miissen 
wir uns das statische Bild der inneren Krafte, (hier Zwischenkrafte), die un
mittelbar auf den Balken wirken, klarstellen und diese fiir die Biegemomente 
als Beanspruchungskrafte verwenden. 

Das nachste Beispiel (Abb.2I9) zeigt die Beanspruchung eines Flugzeug
fliigelholms durch die Luftkrafte im Flug. Der Balken (Holm) ist an den Rumpf 
angeschlossen durch ein festes Gelenk und durch eine auBermittig zur Holm
achse angebrachte Strebe. Die Lagerung der Konstruktion ist also gegeben 
durch ein festes Lager mit zwei Unbekannten und durch einen Stiitzungsstab 
(Strebe) mit einer Unbekannten. Die drei Unbekannten der Lagerung und die 
gleiche Anzahl der bestehenden statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedin
gungen) kennzeichnen den Aufbau als statisch bestimmte Konstruktion. 

Die Luftkrafte seien gleichmaBig verteilt. Die entstehende Reaktion im Stab 
hat als Stabkraft die Richtung der Strebe. Wir erkennen damit, daB diese 
durch die Belastung entstehende Kraft den Balken auch in Langsrichtung bean
sprucht und zerlegen am zweckmaBigsten den EinfluB der Strebe in eine verti-

Schlink, Statik. 10 
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kale Kraft 8· sin!X und eine horizontale 8· cos!x. Zur Ermittlung der Lager
reaktionen stellen wir die Momentenbedingung um das feste Lager A auf: 

(2' M)A = 0: -q. (l + a) . e ~ a) + (8 . sin !X) . l + (8 . cos !X) . e = 0 

A 

c 

R q:kg/m. 

.. 
- S·sina; ne>: 

Be/osfun';I 

s·cosa: J 
Be/osfung 1D 

Be/ostungII 

S·sina; 
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e 

f ~1I11I11~llllllllscosa.e 
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und ermitteln daraus: 

8 = .!L . (l + a)2 
2 l· sin(X + e· cos (X • 

Die andere Lagerreaktion A brauchen wir 
nicht zur Aufstellung der Momentenflachen, 
wie sich sogleich zeigen wird. Die Stab
kraft 8 (Reaktion) laBt sich auch in ein
facher Weise graphisch finden, indem man 
die gesamte Belastung zu einer Resultie
renden R zusammenfaBt und diese, in ihrem 
Schnittpunkt mit der Wirkungslinie der 
Stabkraft, mit den beiden Lagerkriiften A 
und 8 ins Gleichgewicht setzt. Die Kraft A 
muB durch diesen Schnittpunkt gehen, da 
die drei Kriifte nur im Gleichgewicht 
stehen k6nnen, wenn sie sich in einem 
Punkt schneiden. Die Gr6Ben der Krafte 
sind dann durch ein Kraftdreieck gegeben 
(Abb.219b). Wir finden die Strebe als 
Zugstab wirkend. 

Weiterhin wollen wir bei diesem Bei
spiel so vorgehen, daB wir die Belastung in 
einzelne Belastungen aufteilen und uns 
damit eine Reihe von Momentenflachen 
schaffen, die wir in ihren Charakteristiken 
bereits kennen und die wir dann fiberein
ander lagern, d. h. algebraisch addieren 
miissen. Zu diesem Zweck sehen wir den 
Holm mit dem kleinen Pfosten als Balken 
in einem festen und einem beweglichen 
Lager an, auf den drei verschiedene Be
lastungen wirken (Abb.219c). Als Bela
stung I wollen wir die Luftkriifte q. l 
betrachten, die zwischen den beiden Lager
stellen angreifen, die Belastung II ist durch 
die restlichen Luftkriifte q. a bestimmt, und 
'lIs Belastung III sehen wir die waagerechte 
Kraft 8· cos !X an, die an der Stelle des 
Strebenanschlusses wirkt. Die lotrechte 
Lagerkraft am beweglichen Lager ist ffir 
die Gesamtbelastung gleich 8· sin !X. 

Die Belastung I liefert die B1-Flache, Abb. 219. Flugzeugholm mIt einer aul3ermIttig 
angebrachten Strebe. 

die wir aus der friiheren Betrachtung des 
gleichmaBig belasteten Balkens auf zwei Stiitzen bereits kennen. Da.s gr6Bte 

Moment ist in der Mitte mit der GroBe q ~l2 gegeben. Die Momentenflache 

der Belastung II allein (Bn-Flache) muB bis zur beweglichen Gelenkstiitze 
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(bewegliches Auflager) parabelformig verlaufen, weil dieser Teil gleichformig 
belastet istl und weist von der rechten Seite her an der AnschluBstelle die GroBe 

q ~ as auf; von hier an ist der Balken bis zur Lagerstelle A unbelastet; der 

Verlauf der Brr-Flache ist also fiber der Strecke l' geradlinig begrenzt. Der 
Momentenwert im Lager A ist Null. Die dritte Teilmomentenflache, Bm-Flache, 
wird erzeugt durch die exzentrische Rorizontalkraft 8· COSlX am Rebelarm e. 
AuBermlttige Rorizontalkrafte bedeuten ffir die Momentenflache einen Sprung 
an ihrer Wirkungsstelle. Da Bm rechts vom StrebenanschluB Null ist, hat 
also die Bm-Flache eine sprungformig mit der GroBe 8· COSlX' e an dem Streben
ansatz beginnende und, entsprechend dem weiteren unbelasteten VerIauf des 
Balkens, geradlinig nach Null im Punkt A abfallende Begrenzungslinie. Die 
wirkliche Biegungsbeanspruchung des Balkens (resultierende Momentenflache) 
wird dann gefunden durch die entsprechend dem Vorzeichen richtige tJberlage
rung der drei Teilmomentenflachen, die auf einfachste Weise aus bekannten 
Momentenflachenbildern gewonnen wurden. Die so gewonnene Abb. 219g hatte 
auch durch analytische Berechnung der Biegungsmomente an einzelnen Punkten 
aufgestellt werden konnen. 

Die Querkraftlinie wird nach unserem seitherigen Schema durch Aneinander
tragen der senkrecht zur Balkenachse wirkenden Krafte aufgestellt. In den 
Balkenlangen, in denen die gleichmaBig verteilten Krafte angreifen, verIauft 

die Querkraftlinie als schiefe Gerade mit der Neigung ~~ = q. Auf die Lange Z 

steigt die Querkraftlinie um q ·Z; wahrend an A die Rohe gleich -Av ist, be
sitzt sie unmittelbar links vom Pfosten die Rohe (-All + q . Z). Die Langskraft 
ist konstant vom Lager A bis zur PfostenarischluBstelle. Die Langskraftflache 
zeigt auf dieser Lange die gleiche Rohe Li = -8· COSlx. 

Ubungsaufgaben liber Balken. 
1. Aufgabe. Auf die Auslegerteile des in Abb.220 dargestellten Balkens 

wirken die beiden angegebenen. gleichmaBig verteilten Belastungen ein und 
auBerdem zwischen den Lagern eine lotrechte Last. Querkraft- und Momenten
flache sind gesucht unter Verwendung der Aufteilungsmoglichkeit der Belastung 
in Symmetrie und Gegensymmetrie. . 

Losung. Die Gesamtbelastung laBt sich leicht in .eine symmetrische und 
eine gegensymmetrische Teilbelastung aufteilen. FUr die beiden Anteile konnen 
die Momenten- und Querkraftflachen nun getrennt ermittelt werden. Die auf
getragenen Flachen der Belastungsanteile zeigen, daB im Symmetriefall die Mo
mentenflache symmetrisch, die Querkraftflache dagegen gegensymmetrisch wird; 
im Gegensymmetriefall ist die Momentenflache antisymmetrisch, die Querkraft
flache aber symmetrisch. Die wirkliche Momenten- UIid Querkraftflache der 
Gesamtbelastung ergibt sich als algebraische Summe der beiden Anteilflachen. 

Die Arifteilung der Gesamtbelastung in die beiden Anteile bietet hier zwar 
keine wesentlichen Vorteile ffir die Errechnung. der BeanspruchungsgroBen, 
kann aber unter entsprechenden Umstanden von groBer Bedeutung bei der Er·· 
mittlung der Einflfisse sein; (vgl. Nr. 60) 

2. Aufgabe. Auf den in Abb. 221 dargestellten eingespannten Balken von 
5 m Lange wirke eine lotrechte Einzellast, eine zusammenhangende lotrechte 
Belastung und eine horizontale Last. Gesucht sind Momentenflache, Querkraft
und Langskraftflache. 

Losung. Die Biegungsmomente werden rechnerisch ermittelt ffir die Punkte 
I, 2, 3, 4, jeweils ffir den abgeschnittenen rechten Teil. Zwischen 1 und3 

10* 
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Abb.220. tlbungsbelsplel. 

andert sich das Moment nach der Gleichung einer Parabel; der errechnete Wert 
B2 ergibt einen dritten Punkt dieser Parabel in 1,5 m Entfernung yom rechten 
Ende. Unmittelbar an Stelle 1 haben wir rechts yom Schnitt lediglich die hori
zontale Last am Hebelarm 1,0, also: 

Bl = -100·1,0 = 100 kgm. 
Weiter ist: 

B2 = -100' 1,0 - 200'1,5 -1,5·60' 1{ = - 467,5kgm, 

B3 = -100' 1,0 - 200· 3,0 - 3,0' 60· 320 = - 970 kgm, 

B4 = -100· 1,0 - 200'5,0 - 3,0·60' 3,5 = -1730 kgm. 

Bei dieser Berechnungsart benotigt man zur Ermittlung der Biegemomente 
also nicht die Lagerreaktionen. Die Lagerkrafte sind gegeben durch 

Ah = 100 kg, Av = 380 kg. 

Dazu tritt als weitere Gegenwirkung an der Stiitzungsstelle das Einspannmoment, 
das zahlenmaBig gleich B 4, aber entgegengesetzt gerichtet ist. Diese drei Gegen
wirkungen, die mit der auBeren Belastung im Gleichgewicht stehen, sind an 
der Einspannstelle in Abb. 221 eingetragen. 
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Fiir die Ermittlung der Quer
krafte betrachtet man auch 
zweckmaBig stets den Teilrechts 
von dem jeweiligen Schnitt. 

Q1 = +200, 
Q3 = +200 + 3,0 . 60 = 380 kg, 
Q4 = Q3' B~ 117&J~100 
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L-L-l o 500 fIIOOmkg 
Zwischen 1 und 3 verlauft die 
Quel'kraft geradlinig, aber 
schrag; zwischen 3 und 4 waage
recht. Die Langskraft ist fiir 
den ganzen Balken gleich, und 
zwar eine Zugkraft von del' 
GroBe Li = + 100 kg. 

g'111111111111111I11rutM~~ 
3. Anfgabe. Fiir den Balken 

der in Abb. 222 angegebenen 
Tragkonstruktion sollen Momen
tenflache, Quel'kraft- und Langs
kraftflache gezeichnet werden. 

Li I1111111111111111 R 111111111111111111'00 

Abb. 221. Ubungsbeisp;el. 

o 50 100 J'oo'kg 
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o SOlDO tD01<n 

L6sung. Als Reaktionskrafte treten auf: die Kraft B im lotrechten Stutzungs
stab und die Lagerkrafte Av und Ah im festen Lager. Zur Ermittlung der lot
rechten Lagerkrafte werden die entsprechenden Momentengleichungen aufgestellt. 
Die horizontale Lagerreaktion ist Ah = 3000 kg. Bei Ermittlung der Momenten-, 
Querkraft- und Langskraftflache ist zu 
beachten, welche Krafte an den Stellen 
1 und 2 auf den Balken wirken, d. s. die 
Krafte, die in den beiden Staben I und II 
infolge der waagerechten und lotrechten 
Kraft von 3000 bzw. 1000 kg entstehen. 
In den Stab I kommt eine Druckkraft 
von 4000 kg, die auf den Balken von 
oben nach unten wirkt, in den Stab II 
eine Zugkraft von der GroBe 

Bu = -V3000 2 + 30002 , 

die am Balken nach rechts oben angreift. 
Ihre Komponenten sind Buv = 3000 kg, 
Brlk = 3000 kg. Unter Zugrundelegung 
dieser Kl'afte erhalten wir die Biegungs
momente 

Bl=O, 
B2 = -4000 . 4,0 = -16000 mkg. 

Man konnte hier aber auchB2 unmittelbar 
aus den auBel'en Kraften berechnen: 
B 2=-3000·4;0-1000·4,0=-16000mkg. 

Fur aIle Punkte links von 2 konnen 

~ , 

o 5000 10000m:kg 

fOUOllg 

JOOOKg 

'------L-J 
o 1OOO2OOO1<g 
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Momentenflache. Abb.222. Ubungsbeispiel. 
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Fiir Aufsteilung der Querkraft und Langskraft an den Steilen lund 2 ist 
ebenfalls mit den Stabkraften zu rechnen .. Sie finden sich im iibrigen in bekannter 
Weise. 

4. Aufgabe. Auf den Balken der Abb.223 wirke au.Ber der lotrechten Last 
von 400 kg noch ein Drehmoment von 100 kgm. Es sollen wieder die Momenten-

A 

'IOOk9 linie, Querkraft- und Langskraft

B 

L--.L..-J 
o 1 3m 

~ 

{} 1fKJf!(J{) 4'uumkg 

flachen ermittelt werden. 
L08ung. Die Lagerreaktionen sind 

bestimmt durch die Gleichlmgen: 

1. (l;M)A=O: 

400'3,0 + 100 - B·· 5,0 = 0, 
B = 260 kg. 

2. (l;M)B = 0: 

Pi fllllltlllllTImn 
A=111Ol<g _ B=26U1<g 

LL.l---'---.J 
U 1fKJ2UU qUukg 

+Av' 5,0 -400·2,0 + 100 = 0, 
Av = 140 kg. 

Die Nachpriifung ergibt, da.B. die 
Summe von A und B gleich der 

Abb.223. 'UbungsbeispieI. 

lotrechten Last 400 kg ist. Das 
Biegemoment ist an der Stelle I 
gleich Null; zwischen 3 und 4 

konstant, da fiir jeden Punkt dieser Strecke rechts vom Schnitt nur das Dreh
moment 100 kgm wirkt. B2 wird am besten fiir den Teillinks ausgerechnet: 

B 2 = +140'3,0= +420kgm. 

50Dlcg Die Querkraftflache ist 
eooml<g in bekannter Weise aufzu-

A,,-J::::'OO~~ ____ -+~kL...-____ -.8. ~ zeichnen; zwischen 3 und 4 
..---------,~o'--"'---~JjJ--~B-IIJ431<g 111. hat sie den Wert Null, da 

200 mlIgL-.l...-l 
U f(J} f!(J{}mlIg 

fi ~7l1 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I It I I I I I I I I I I I I I I I I I I '¥f,7-(5!JO-'I5tt3) 

Abb. 224. 'Ubungsbeispiel. 

ein Kraftepaar keine Kraft 
in lotrechter Richtung auf
weist. 

Langskraft ist keine vor
handen. 

5. Aufgabe. Der Balken 
der Abb. 224 tragt sowohl 
eine lotrechte wie eine au.Ber
mittige waagerechte Kraft 
und ein Drehmoment. Es 
sind wieder Biegungsmoment, 
Querkraft und Langskraft 
zu ermitteln. 

L08ung. Die Lagerreaktionen finden sich aus den Momentengleichlmgen: 

Av . 6,0 - 300 . 1,5 + 200 = 0, 
-B· 6,0 + 500'6,0 + 200 - 300 '1,5 = 0, 

daraus ergibt sich: 
Av = 41,7kg, B = 458,3 kg. 

Unmittelbar links von der Angriffssteile des drehenden Moments haben wir: 

Bi = 41,7 . 3,0 - 300· 1,5 = -325 kgm ; 
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unmittelbar reehts von dem Angriffspunkt: 

B-1< = 458,3·3,0 - 500 . 3,0 = -125 kgm. 

Dureh das Drehmoment von 200 kgm entsteht ein Sprung von dieser GroBe. 
An der Lagerstelle A herrseht das Biegungsmoment 

BA = -300·1,5 = -450 kgm. 

Die Querkraft ist iiberall konstant; die Liingskraft ist stets Null, da die waage
reehte Kraft von 300 kg unmittelbar dureh das feste Auflager aufgenommen wird. 

6. Aufgabe. Auf den in einem festen und einem bewegliehen Lager gestiitzten 
Balken (Abb.225) wirken die beiden Drehmomente Ml und Ma. Gesueht sind 
wiederum Biegemoment, Quer
kraft und Langskraft. 

Loaung. Wenn nur das Mo
ment M 1 auf den Balken wirken 
wiirde, ware die Momenten
flitche ein Dreieek (Abb.225b); 
ware nur M2 vorhanden, dann B[~~ 
entspritche das Dreieek der ~ b 
Abb. 225e der Momentenflaehe. 
Wirken beide Momente zusam
men, soergibtsiehalsMomenten
flitche die algebraische Summe 
der eben gezeiehneten Flitchen 
(Abb. 225d). Diese resultierende 
Momentenflitche konnte man 
auch sofort zeiehnen: denn bei 
A hat das Biegungsmoment den 

8'~""C ~ 
z 0 100 .l'rKJmJ<g 

Wert Mv bei B die GroBe Ma, ~i At 1111111111111+111111111111+8 e 
und da zwischen A und B keine 
Einfliisse vorhanden sind, ver t; lauft die Momentenflaehe ge- • 
radlinig. 

f 
Abb. 225. 11bungsbeispiel. 

Die Lagerreaktionen findet man in bekannter Weise dureh Aufstellung der 
Momente fiir die Lagerpunkte. Sie bilden ein Kraftepl\Iar, dessen Moment gleieh 
(M!! -Ml) ist: 

6,25 . 8,0 = 200 - 150. 

Dureh die Lagerkrafte ist die Querkraftlinie bestimmt. 
Langskrafte treten nieht auf. 
Der hier gegebene Belastungsfall ist von Bedeutung fiir einen beiderseits 

eingespannten Balken (Abb.226). Der Untersehied gegeniiber dem Balken auf 
zwei Drehlagern ist der, daB auBer den Komponenten der Lagerreaktionen noch 
Einspannmomente auftreten. Man kann den eingespannten Balken also auch 
als einen in zwei Punkten gelagerten Balken aufiassen, auf den die Einspann
momente, die man dann natiirlieh zunachst nieht kennt, wirken. Die Momenten
linien fiir die Einspannmomente sind oben angegeben. Dariiber lagert sich die 
Momentenflaehe, die durch die Belastung P entsteht; das ist ein Dreieek 
(Abb.226d). Bei dem hier eingefiihrten Drehsinn ist die Momentenflache dureh 
die Einspannmomente negativ, die aus P ermittelte positiv. Die resultierende 
Momentenflaehe hat demgemaB die in der Abb. 226 angegebenen Vorzeiehen. 
Beim Auftragen von einer Waagereehten ergibt sleh die Momentenflaehe der 
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Abb. 226f, die charakteristische Gestalt der Momentenflache eines eingespannten 
Balkens, der durch eine Einzellast beansprucht wird. 

7. Aufgabe. Ein schrag liegender Balken (Abb.227) sei in einem festen und 
einem beweglichen Lager gestiitzt, wobei letzteres einmal waagerecht gefiihrt 
ist und einmal parallel zur Stabachse. Gesucht ist die Momentenflache. 

kg 

a 

Bi 

c 

Abb. 226. Ubungsbelspiel. 

UbungsbeispleI. L, 
Losung. 1m ersten Fall (Abb. 227a) laufen beide Lagerreaktionen lotrecht 

und haben infolge der symmetrischen Belastung gleiche GroBe: 

A'=B'':''-IOOOkg. 
Das Biegungsmoment an den Stellen 1 und 2, den Lastangriffsstellen, ist ge-

geben durch: Bl = B2 = 1000 . 2,0 = 2000 kgm. 

Im zweiten Fall laufen beide Lagerreaktionen schrag. Sie sind hier graphisch 
,ermittelt (Abb.227b), und man erkennt, daB die lotrechte Komponente der 
neuen Raktion A" groBer ist als die Reaktion A' im ersten Fall, also 

dagegen 
Da 

A" > A', 
B" < B'. 
B" = B' . cos IX , 

ist jetzt 2 0 ! , 2 0 
B2 = B" • b = B" • -' - = B' . cos IX • -' - = B' • 2 0 = 2000 kgm. 

cos ex cos ex ' 
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Also ist das Biegungsmoment an der Stelle 2 im zweiten Fall genau so groB wie 
im ersten Fall. Das gleiche gilt natiirlich fiir die Stelle 1. DemgemiiB sind die 
MomentenfIachen in beiden Fallen die gleichen. 

Die Querkraftflachen sind ebenfalls in beiden Fallen gleich, aber die Langs
kraftflachen sind verschieden. 

8. Aufgabe. FUr den Balken der Abb. 228, der in einem Drehlager gestiitzt 
und an einem Seil aufgehangt ist, sind Momenten-, Querkraft- und Langs
kraftflache zu zeichnen. 

L68ung. Es moge hier die Mo
mentenflache in der Weise gezeichnet 
werden, daB man die Einzellast und 
die zusammenhangende Belastung in 
ihrer Wirkung auf den Balken fiir sich 
betrachtet und die so entstehenden B} -=m:r:o:nnnnmwn 
Momentenflachen algebraisch addiert. ~ 
Wiirde auf den Balken AB nur die Of ~~~~"""nTrrTTTTTTTrTTmnTT17 
zusammenhangende Belastung wirken, 
so ware die Momentenflache (nach 
S. 122) durch die Bi -Flache gegeben. 
Sie verlauft sowohl zwischen A und B 
wie am Kragarm parabolisch. Die 
groBte Hohe an der Befestigungsstelle Bj ~~~crrmnTrrTTTTTTTrTTTTTTlTTTn1Tl7 
des Seiles ist bestimmt durch: 

B; = 50 . 1,0' 12° = 25 kgm. 

Wollte man B; aus dem linken Bal
kenteil bestimmen, so benotigte man 
noch A~. 

Ware nur die Last P = 2000 kg 
vorhanden, so entstande die B'i-Fla
che, wobei 

B~ = 100 . 1,0 = 100 kgm 

ist. Die wirkliche Momentenflache ist 
die algebraische Summe der beiden. 

Man benotigt also zumAufzeichnen 

~ IIIIIIIIII~IIIIIIIIII 
Abb. 228; "Ubungsbeispiel. 

L...l.....1-..l 
o to zo fIITnl<g 

'---'-'---.J o fIlI!IJO 9111k9 

der Momentenflache nicht die Seilkraft S, wohl aber ist diese notig fiir die Quer
kraft- und Langskraftflache. Will man S analytisch berechnen, so stellt man die 
Summe der Momente aller Krafte fiir den linken Auflagerpunkt des Balkens auf, 
wobei man zweckmaBig S in zwei Komponente Sv und Sh zerlegt. Es ist: 

die Momentengleichung ergibt: 
1,0 ; 

50· 3,0 . 32° + 100'3,0 - Sv '2,0 = 0, 

Sv = 262,5 kg, 
Sh = Sv ·2 = 525 kg. 

Die Komponenten der Lagerreaktion am Gelenk A besitzen die GroBen: 

Ah = Sh = 525 kg, Av = Sv - 3 . 50 - 100 = + 12,5 kg. 

Av geht nach unten. 
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9. Aufgabe. An einem FIugzeug stehen die Auftriebskrii.fte, die nach Angabe 
der Abb. 229 verteilt sind, mit dem in der Mitte wirkenden Gesamtgewicht im 
Gleichgewicht. Die Querkraft- und Momenten:flii.che ist aufzuzeichnen. 

Losung. Das Flugzeug kann ala ein auf der Luft gestiitzter Balken auf-
gefaBt werden, wobei jetzt die Stiitzung wie eine zusammenhangende Last 

I -25.0 'I anzusehen ist. Die Stiitzungskrafte 
I ~ : sind die auf die FIiigel wirkenden 
L i I Luftkrafte, die Auftriebskrafte. Die 

" L-.L...J Querkraftflache verlauft zwischen den 
o Z fl.m 

• : G Punkten m und , ge'OOIinig, dagegen 

~ rum I ru IfIIf1 It !If I !If tflffftJIIIt70Ks/m ~w;~:e~e~e::. p ~ste::r d:~!b7;: 
I I h-IWllqj/rri. Auflrie6sY1IrIeIlung I I 

1.a.,5 I : 20,0 : ~-i 
I I I 

G 

I 
I 
I 
I 
I 

L-L....J I 
o 31lHHfl,llnikg 

I 
1 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
1 

r' 

L-L....J o 500 100l/kg 
Abb. 229. 'tlbungsbeispiel. 

Stelle x zwischen q und mist Qz ge
geben durch 

Q kl+k2 k 
z=-2-' x g, 

wobei 
k k 1I,-kl X 

2 = 1 + 2:s- ' x = 70 + 70 . 2,5 . 

An einer Stelle n ist: 

Qz' = kt: h. b + h(x' - 2,5) kg. 

Das Biegungsmoment an der Stelle m 
oder r ist gegeben durch 

wobei 

kt +11, 
B r =-2-' b· 8, 

2,5 h + 2kl 
8=3' h+k1 

ist. 

FUr eine beliebige Stelle n zwischen m und r entsteht 

B z' = kl ; 11, • b . (a! _ 2,5 + 8) + h . (:I:' ~ 2,5)2 . 

Es ergibt sich fiir 

X= 1 2 
Bi = 39,65 117,3 
Qi = 84 196 

2,5 
291,5 
262,5 

5 
1397 
612,5 

8 10 
3860 6196 
1032,5 1312,5 

12,5m 
9920 mkg 
1662,5 kg. 

10. Aufgabe. FUr die in Abb.230 angedeutete Signalspannvorrichtung solI 
die Spannkraft 8 ausgerechnet und Biegungsmoment und Querkraft fiir beide 
Teile angegeben werden. 

Losung. Auf den aus dem waagerechten Balken und dem lotrechten Pfosten 
bestehenden Hebel wirken das Spanngewicht von 80 kg, ferner die beiden Krafte 
8 und die Lagerreaktion A. Letztere betragt, da die Summe der lotrechten Krafte 
Null sein muB, 80 kg. Die beiden ersteren findet man aus einer Momenten
gleichung fiir den Lagerpunkt: 

80·2,5=8·1,5, 
8 = 133,3 kg. 

Auf die Konstruktion wirken also zwei Kraftepaare mit dem Moment: 

80 . 2,5 bzw. 8· 1,5 kgm. 
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Das Biegungsmoment fiir die Balkenpunkte links yom Auflager ist kon
stant, gegeben durch das Kraftepaar B· 1,5, und fallt dann nach dem rechten 
Ende auf Null abo FUr den Pfostent.eil bestimmen wir das Biegungsmoment 
fUr die beiden Punkte 1 und 2 unmittelbar neben der AnschIuBstelle; es sind 

amllllllllllll~ '----'----' o 100 t'oom'kg 

A=OO'kgt 11111111* I11III1 lOOK9 

Abb. 230. tJbungsbeisplel. 

Bl und B2 gleich groB, haben aber entgegengesetztes Vorzeichen. Der ent
stehende Sprung ist durch das Biegemoment des waagerechten Balkens an der 
AnschIuBstelle, also durch 200 kgm, gegeben. 

11. Anfgabe. An dem Auslegerkran der Abb. 231 seien die Stabkrafte der 
Stabe 1 und 2 und die Biegemomente, Querkrafte und LangskrliJte fUr die 
Kransaule zu ermitteln. 

750 

3900 

'IfO 
900 

o 
3200 

8=1500 

A.=1000'9 
d 

8i 

'----'---.J 
o fOOO 2000mkg 

e 

Abb. 231. tJbungsbeispiel. 

'--'--' a t'IJ{) ¥ookg 
S, 

750 

2,] 
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Ay -1000kg g 

1 
~OO 
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LiJsung. In der Konstruktion, als Ganzes gesehen, liegt ein Balken auf zwei 
Stiitzen vor, mit dem festen Auflager in A und dem beweglichen in B. A1s 
Krafte wirken die Last Q und die beiden Seilkriifte 8 am oberen und unteren 
Ende des Seils, die gleich Q sind. Da sich in den zur Ermittlung der Lager
kriifte aufzustellenden Momentengleichungen diese beiden Seilkrafte (innere 
Krafte) aufheben, sind die Lagerkriifte nur von Q abhiingig. Es ergibt sich fiir 
den Punkt A als Momentenpunkt: 

1000 . 8,0 - B . 5,0 = 0, 

B= 1600 kg. 

Die Komponentenbedingungen liefern: 

Ak = B = 1600 kg, 

Av = 1000 kg. 

Graphisch findet man die Lagerunbekannten leicht auf Grund der Erwagung, 
daB auf das System nur drei Krafte Q, B, H wirken, die nur dann im Gleich

a 3 

180m1cg 

R;. 

~ 

gewicht stehen konnen, wenn sie durch 
einen Punkt hindurchgehen (Schnitt
punkt von Q und B, Abb. 231 b). Das 
Kraftdreieck gibt die GroBe von A und B 

o----t--1m an. Die Stabkriifte 8 1 und 8 2 miissen 
an der oberen Rolle mit Q und der Seil
kraft 8 im Gleichgewicht stehen. Das 
zugehOrige Krafteck ist ebenfalls in 
Abb. 231 c dargestellt. Diese Krafte wir-

8=1001<9 

ken in den Punkten 1 und 3 auf die 
Kransaule. FUr das Biegungsmoment be
notigen wir nur die Komponenten senk
recht zur Kransaule. Sie ergeben sich im 
Krafteck zu 2300 kg und zu 3200 kg. 
AuBer ihnen wirkt noch am Punkt 2 
die Seilkraft mit 1000 kg auf die Kran
saule ein (bzw. ihre waagerechte Kom
ponente von 900 kg). Die zugehOrige 

l..-I-...J Momentemlache ist in Abb.231e dar-o 200 f/lOlIlkg 
gestellt, die Querkraft- und Langskraft-
fliiche in Abb. 231£ und g. 

12. Aufgabe. An dem waagerechten 
Balken (Abb. 232) ist ein Pfosten be-

~"kg festigt, an dessen Ende sich eine Rolle 
befindet, iiber die ein Seil mit einer Last 
von 500 kg an seinem freien Ende gefiihrt 
ist. _ Gesucht sind wieder Momenten-, 
Querkraft- und Liingskraftflache. 

L08ung. Auf den Balken wirken tat
sachlich auBer der Last von -500 kg noch 
die in Abb.232b durch ihre Kompo

nenten angegebenen Seilkrafte, die selbst aIle die GroBe 500 kg besitzen. Die 
Lagerreaktionen sind von ihnen ganz unabhangig, da sich je zwei Seilkrafte 
gegeneinander aufheben. Die _ Seilkrafte si,Bd ,innere Krafte und treten in den 

£111111111i II m 111111 rao 
Abb. 232. lt1mngsbeispiel. 
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ffir die Ermittlung der Lagerkrafte aufzustellenden Momentengleichungen gar 
nicht auf. Die Lagerrea:ktionen ergeben sich zu 

A = +600 kg (nach oben), 
B = -100 kg (nach unten). 

Die Seilkrafte beeinflussen aber das Biegungsmoment, denn wenn man ffir eine 
beliebige Stelle einen Schnitt 8-8legt (Abb. 232a), so trifft dieser auch das Sell, 
und auf den Tell links wirkt die Last von 500 kg, die Lagerreaktion und die 
Seilkraft. Das Moment dieser drei Krafte ergibt das Biegungsmoment. Zweck
maBig zerlegt man jede Kraft S in ihrem Angriffspunkt in zwei Komponenten. 
Es ist auf Grund der gegebenen MaBe: 

HI = 500 . 3,5 = 380 kg 
y3,52 + 32 ' 

VI = 500 . 3,0 = 325 kg 
y3,52 + 32 ' 

Hr = 500· ,/_ ~,5 = 320 kg, 
,2,52 + 32 

Vr = 500 . Y 3,0 = 385 kg. 
2,52 + 32 

. Die Momentenflache ist bestimmt durch das Biegungsmoment an den Stellen 
1, 2, 3. Es ergibt sich: 

Bl = 325·1,0 - 500'1,0 = -175 kgm, 
B2 = 325 . 3,5 - 500 . 3,5 + 600 . 2,5 = 887 kgm 

(linker Tell betrachtet), 

Ba = -100 . 2,5 + 385 . 2,5 = +712,5 kgm 
(rechter Tell betrachtet). 

Der entstehende Sprung ist bestimmt durch das Moment der waagerechten 
Krafte fiir die AnschluBstelle des Armes: 

-380 . 3,0 + 320 . 3,0 = -180 kgm. 

Querkraft- und Langskraftflache konnen in bekannter Weise auf Grund der 
Abb. 232b gezeichnet werden. 

X. Balken in niehthorizontaler Lage. 
Die bisher betrachteten Balken hatten horizontale Lage und dazu senkrechte 

Hebelansatze zur Aufnahme der Horizontalkrafte. Es ist selbstverstandlich, 
daB Balken in schiefer Lage oder senkrechter Lage nach den gleichen Gesichts
punkten zu behandeln sind wie die waagerecht liegenden Balken, wie schon die 
Kransaule Abb.231 zeigte. Wir werden nur in der Bezeichnung auf die all
gemeinere Lage des Balkens Rucksicht nehmen mussen, also nicht mehr schlecht
hin von lotrechten und waagerechten Kraften sprechen, sondern diese wirken
den Krafte in bezug auf die Balkenachse besser bezeichnen mit: senkrecht zur 
Balkenachse und in Richtung der Balkenachse. 

56. Lotrecht stehender Balken (Mast, Pfosten). Betrachten wir als Beispiel 
(Abb.233) einen senkrecht stehenden Balken, der an seinem unteren Ende ge
lenkig gelagert und durch eine Strebe (Draht) ill der Ebene gegen Verdrehung 
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um den FuBpunkt gesichert ist (Abspannmast einer Hochspannungsleitung). 
Ala Belastung sei eine Zugkraft Z am oberen Ende angebracht (Seilzug). Die 
Lagerreaktionen, d. h. die nach GroBe und Richtung unbekannte Kraft A am 
FuBpunkt und die der GroBe nach einschlieBlich Vorzeichens unbekannte Stab
kraft S in der Strebe, werden am einfachsten graphisch ermittelt. Die Lager
kraft A muB durch den Schnittpunkt der Krafte S und Z gehen, wenn sie mit 
diesen im Gleichgewicht stehen solI. Die GroBe der Lagerkrafte wird dann durch 
ein Krafteck bestimmt. Dieses Krafteck benutzen wir zugleich dazu, die Kom

a 

d 

I" 1/ I . • f 
i 
i 
i BI/J;unkf 
I 
i 
i 

b c 

ponenten der Krafte 
senkrecht zur· BaIken
achse und in Richtung 
der Balkenachse zu er
mitteln. Wir zeichnen 
zu diesem Zweck ein 
Rechteck um das Kraft
eck, dessen Seiten par
allel und senkrecht zur 
BaIkenachse verlaufen, 
und das durch aIle vor
kommenden Eckpunkte 
des Kraftecks geht. Auf 
diese Weise konnen wir 
im umgebenden Recht
eck aIle erforderlichen 

KomponentengroBen, 
ablesen. Das jetzige Aq 
entspricht dem friiheren 
A" und ebenso Aa der 
Kraft A h • 

Die Biegemomente 
der ·einzelnen BaIken
stellen sind genau so zu 
finden wie beim hori-

!.i Um dies zu erkennen, 
Aa braucht man nur den 

e f Balken um 90° zu drehen. 
Abb. 233. Der lotrechte Balken (Pfosten oder Mast). Das BiegemomentNullam 

FuBpunkt A ist , 
ebenso am oberen Ende desBalkens. tJber den unbelasteten BaIkenstrecken a und b 
wird entsprechend unseren friiheren Erkenntnissen die Momentenflache gerad
linig begrenzt sein. Es gerriigt also fur die Aufzeichnung der Momentenflache 
(Abb.233d) die Ermittlung des Biegemomentes fiir den AnschluBpunkt der 
Verspannung. Beziiglich des Vorzeichens fUr das Biegemoment miissen wir 
allerdings eine neue Aussage machen, denn nach unserer friiheren Definition 
(C~t)) ergaben sich ver~chiedene· Vorzeichen fiir das Biegemoment, wenn wir 

uns einmal gedanklich auf die rechte Seite des Balkens stellen und diesen senk
recht zur Blickrichtung liegend betrachten, das andere Mal den Balken aber 
auf der linken Seite stehend ansehen. Wir miissen uns also iiber den Stand
punkt fiir unsere Definition entscheiden. Die gewahlte Seite bezeichnet man 
<lurch einen Punkt. In Verbindung mit diesem Punkt im Konstruktions
bild gibt dann das Vorzeichen der Momentenflache eine eindeutige Biegungs-
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wirkung an. Wir sagen: Das Vorzeichen des Biegemoments ist positiv einzu
setzen, wenn vom eingezeichneten Punkt aus gesehen, die Summe aller Mo
mente links von der Schnittstelle im Uhrzeigersinn, rechts dagegen gegen den 
Uhrzeigersinn dreht; alsdann wird die dem Punkt zugekehrte Faser gezogen 
und die Biegelinie hat ihre erhabene Seite (konvex) dem Punkt zugekehrt. 
Also das Biegemoment ist positiv, wenn die dem gewahlten Blickpunkt nachst
liegende Faser gezogen und der Balken nach diesem Blickpunkt hin ausgebogen 
wird. Dbertragen wir diese Definition auf den horizontal liegenden Balken, 
dann miiBten wir dort dementsprechend unseren Punkt stets unter den Balken 
einzeichnen; so haben wir aber auch seither den waagerechten Balken betrachtet. 
Das Biegemoment ffir die AnschluBstelle der Strebe hat demnach mit dem 
Punkt (Standpunkt der Beobachtung) auf der rechten Seite des Mastes die GroBe: 

oder 
B=-Zq ·a 

= -Aq • b. 

Die Querkraftflache wird, genau wie friiher, gefunden durch Aneinander
reihen der senkrecht zur Balkenachse stehenden Krafte an ihren Wirkungs
stellen. Das Vorzeichen ist mit der Wahl des Standpunktes an der Stelle des 
eingezeichneten Punktes, gemaB unserer friiheren Definition, auch eindeutig be
stimmt. Was friiher "nach unten" hieB, ist jetzt "nach dem Blickpunkt zu", 
also links vom StrebenanschluB ist die Querkraft negativ. Die quer zur Balken
achse wirkenden Komponenten der einzelnen Krafte sind aus dem, das Krafteck 
umgebenden, Rechteck zu entnehmen. 

FUr die Langskraftflache ist die Angabe des Standpunktes unserer Betrach
tung nicht erforderlich: die Langskraft ist stets positiv, wenn an einer Schnitt
stelle die beiden Schnittufer auseinandergezogen werden (Zugwirkung). Man 
denke sich etwa den Balkenteil auf der einen Seite der Schnittflache festgehalten 
und priife, ob dieser Balkenteil durch die Kraft des anderen Teils gezogen (positiv) 
oder gedriickt (negativ) wird (in Abb. 233 gedriickt I). Man kann sich auch die 
Hand in die Schnittflache eingefiigt denken und feststellen, ob sie durch die 
Kraftwirkung der beiden Balkenteile gezogen oder gedriickt wird. 

57. Oftener Rahmen aus zwei zueinander senkrechten Balken. Sind nun 
zwei oder mehrere Balken in beliebiger Lage und von beliebiger Gestalt starr 
miteinander verbunden, so, daB die Belastungen des einen Balkens zunachst 
in einen anderen Balkenteil und von diesem erst in die Erde (als Aktionen, die 
den Lagerreaktionen entgegenwirken) weitergeleitet werden, so sprechen wir von 
einem Rahmen (einer Rahmenkonstruktion). Dazu wollen wir zuerst als ein
faches Beispiel eine starre Verbindung zweier senkrecht zueinander stehender 
Balken betrachten, die beide belastet sind, aber von denen nur einer gelagert ist 
(Abb.234). Zur Ermittlung der Lagerreaktionen fassen wir die ganze Kon
struktion als einen einheitlichen Korper (Scheibe) auf und bestimmen die drei 
KenngroBen der Einspannung: das Einspannmoment ME und die beiden Krafte 
in lotrechter und waagerechter Richtung bzw. in Langs- und Querrichtung des 
eingespannten Endes. Es ist aus den Gleichgewichtsbedingungen zu errechnen: 

1. 2: H = 0: Aq = H, die Reaktionskraft Aq ist nach links gerichtet. 

2. 2:V =0: Aa = q . c + P, die Reaktionskraft Aa geht nach oben. 
c2 

3. (2:M)E =0: P·c+q·2+H·a-ME=0, 
c2 

ME = p. c + q . -2- + H . a, das Einspannmoment ME, als 

Gegenmoment, dreht entgegen dem Uhrzeigersinn. 
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Ftir die Ermittlung der Biegemomente und Querkrafte tragen wir uns zur 
Festlegung der Vorzeichen die Punkte ein, von denen aus wir die Balken be
trachten wollen. Ftir den Ubergang von einem Rahmenteil auf einen anderen 
ist es fUr das Vorzeichen wichtig, daB beide Teile von derselben Seite betrachtet 
werden. Wir dtirfen also nicht bei Eintragung der Vorzeichenpunkte tiber den 
Balken weggehen, sondern mtissen mit der Punktbezeichnung auf der einen 
Seite am Balken entlang gehen. Wir merken uns am besten, daB bei Rahmen 
fUr aIle Teile ein Vorzeichenpunkt in dem Rahmengebilde gezeichnet wird. Die 
Ermittlung der Momentenflache unseres Beispiels beginnen wir, wie bei jeder 
Einspannung, am freien Ende. Es ist fUr den oberen horizontal liegenden 
Rahmenteil (Balken) das Biegemoment an jeder Stelle gegeben durch: 

x 2 

Bx =-P'x-q'2-

(Teil rechts im Uhrzeigersinn, also negativ), wenn x die Entfernung vom rechten 
freien Ende her bezeichnet. Die Momentenflache dieses Teils ist also eine Uber
lagerung von einer schrag liegenden Geraden (P . x, EinfluB der Kraft P) und 
einer Parabel (qx2j2, EinfluB der gleichmaBig verteilten Belastung q). Am linken 
Ende des Querteils betragt das Biegemoment 

c2 

Bi = - P . c - q . T . 

Was geschieht nun mit diesem Moment1 Offenbar ist doch der starre AnschluB 
des Querteils des Rahmens an den senkrechten Pfosten aufzufassen als Ein
spannung des einen Teils in den anderen. Dann ist aber das Biegemoment Bi 
der EinfluB (Aktion) des waagerechten Balkens auf den lotrechten Balken des 
Rahmens, d. h. das Biegemoment Bi wirkt sowohl biegend auf den waagerechten 
Balken als auch auf den senkrechten Pfosten, es wird in gleicher GroBe in den 
nachsten Teil weitergeleitet. Das Biegemoment fUr den horizontalen Balken 
unmittelbar rechts von dem Eckpunkt CD ist also gerade so groB wie dasjenige 
auf den Pfosten unmittelbar unterhalb des Eckpunktes 0; das Biegemoment Bk 
des Pfostens ist damit bekannt. Da nun fUr den Pfosten, wie bei jedem Balken, 
das Biegemoment langs seiner unbelasteten Strecken einen geradlinigen Verlauf 
aufweist, muB die Momentenlinie zwischen Punkt CD (oder 0) und ® und 
zwischen den Punkten ® und 0 geradlinig verlaufen. Es gentigt denmach zu 
ihrer Aufzeichnung die Kenntnis der Biegemomente fUr die Stellen ® und 0. 
Zur Aufstellung des Biegemomentes fUr den Punkt ® denke man sich den 
Rahmenteil oberhalb der Stelle ® abgetrennt und stelle fUr den Punkt das Mo
ment aller auf diesen Punkt wirkenden Krafte auf: 

q • c2 

B 2 =-P·C- 2 , 

das Biegemoment bleibt also langs der Strecke b konstant. An der Stelle 0 
ist das Biegemoment gleich dem negativen Einspannmoment, also 

c2 

B3 = -ME = -p. c - q' T - H . a. 

Das Vorzeichen der Momentenflache ist fUr aIle Teile negativ. Der Rahmen 
zeigt in seiner Verformungsfigur (Abb. 234c) mit der Hohlseite nach dem Vor
zeichenpunkt zu. 

Die Querkraftflache bietet ftir den oberen Balken keinerlei neue Erschei
nungen, sie wird in der tiblichen Weise aufgetragen durch die Aneinanderreihung 
der quer zur Balkenachse wirkenden Krafte (Abb. 234d). Sie ist fUr den oberen 
Balken an der Verbindungsstelle CD beider Balken von der GroBe (P + q. c). 
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Diese Kraft wirkt nun keineswegs als Querkraft weiter auf den senkrechten 
Pfosten, denn was fUr den oberen Balken Querrichtung war, wird fur den Pfosten 
Liingsrichtung. Wir leiten diese Querkraft des waagerecht liegenden Rahmenteils 
also als Liingskraft in den lotrechten Teil des Rahmens ein (Abb.234e). Diese 
Liingskraft wird uber der ganzen Liinge nicht mehr veriindert, da nirgends eine 
in Richtung der Balkenachse wirkende Last hinzukommt: 

Li = P + q . C = Aa. 

Die Querkraftfliiche des Pfostens muBte dann umgekehrt nach denselben Uber
legungen oben mit der Liingskraft des waagerechten Balkens beginnen. Diese 

a c 

P+I{'C 

d e 
Abb.23J. Offener Rahmen ans zwei senkrcchten Teilen. 

ist aber Null, so daB oberhalb 
von H die Querkraft gleich Null 
ist, und die Querkraftfliiche des 
senkrechten Pfostens wird nur 
aus den Kriiften H und Aq ge
bildet. Die Richtigkeit erkennt 
man sofort, wenn man einen 
Punkt des Pfostens zwischen H 
und Lager A betrachtet und die 
Querkraft fUr den Teil unter
halb (links) dieser Stelle ermittelt; 
da Aq nach links, d. h. vom 
Blickpunkt aus nach oben, geht, ist die Querkraft positiv. Damit sind die 
Querkraftfliichen und Liingskraftfliichen der beiden aneinandergesetzten Balken 
bestimmt. 

Wir wollen uns allgemein fUr die Aufstellung der Quer- und Liingskraft
fliichen mer ken : Es sind erst beide Fliichen fUr einen Teil zu bestimmen. Der 
wirkende EinfluB, Quer- bzw. Liingskraft, wird an der AnschluBstelle in den 
niichsten Balken iibergeleitet, wobei aber die Beanspruchungsart als Quer- bzw. 
Liingskraft nicht mehr erhalten bleibt, sondern sich entsprechend der Richtung 
der neuen Balkenachse iindert. 1m vorliegenden Fall, wo die Rahmenteile auf
einander senkrecht stehen, wird aus der Querkraft eine Liingskraft und um
gekehrt. 

58. OUencr Rahmen aus zwei schiel zueinander stehenden Balken. Zum 
besseren Verstiindnis dieses Wechsels an den AnschluBstellen betrachten wir noch 
ein Beispiel, bei dem der Rahmen aus Balken besteht, die nun nicht mehr senk-

Schlink, Statik. 11 
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recht aneinander befestigt sind. Die Rahmenkonstruktion der Abb. 235 (Dach
rahmen) sei in ihren MaBen gegeben. Die Lagerung des Rahmens ist durch ein 
festes Lager und ein bewegliches Lager statisch bestimmt. Die Belastung des 
Dachtragers sei hier, einer Belastung durch Wind entsprechend, senkrecht zur 
Achse des Dachbalkens gerichtet und gleichmaBig verteilt; auBerdem wirke auf 
den Stutzbalken (Pfosten) eine waagerechte Last W = 250 kg und, an einem 
Ausleger angreifend, eine lotrechte Last P = 500 kg. 

Zur Ermittlung der Lagerreaktionen betrachten wir wieder zunachst den 
ganzen Rahmen (als Scheibe). Es sind dann aus den Gleichgewichtsbetrach
tungen die GroBen der Reaktionen bestimmbar. 

1. (1;M).4.=O: B·3,5-(5·q)·a-W·2,5+P·l,5=0. 
Der Wert der Strecke a ist aus einer maBstablichen Zeichnung zu entnehmen: 
es ist a = 3,08 m. Damit wird 

B 5 • SO • 3,OS + 250 • 2,5 - 500 • 1,5 316 3 k ( h b . ht t) = 3,5 = , g nac 0 en gerlC e . 

2. "'" H = 0: An - W - (q • 5) • ,/ 1,5 = O . 
..::... , ,3,52 + 1,52 

Der Ausdruck (q. 5)· V 1,5 stellt die Horizontalkomponente der Resul-
3,52 + 1,52 

tierenden aus der gleichmaBig verteilten Last q dar, und ist gegeben durch die 
GroBe (q. 5) 1 mal dem Sinus des Neigungswinkels 0(, der Resultierenden gegen 
die lotrechte Richtung; letzterer ist ausgedriickt durch: 

. 1,5 1,5 0 394 
sm 0(, = y3,52 + 1,52 = 3;S08 =, . 

Es wird also die quer zum Pfosten gerichtete Kraft Aq im festen Lager er
mittelt zu 

Aq = 250 + 400 . 0,394 = 407,6 kg (nach rechts gerichtet). 

Die achsial gerichtete Lagerkraft Aa ist bestimmt durch die dritte Bedinglmg: 

3. (~' M)B = 0: (q. 5) . 2,5 + W· 3,5 + P . 5,0 - Aq • 6,0 - Aa • 3,5 = O. 

daraus ergibt sich 
A _ 400 . 2,5 + 250·3,5 + 500.5,0 - 407,6.6,0 

a - 3,5 ' 

Aa = 551,3 kg (nach oben gerichtet). 

Ais Kontrolle der Rechnung dient uns die Gleichung: 

4. 2;V = 0: B + Aa = P + (q. 5) . 3~~~S' 
316,3 + 551,3 = 500 + 367,6, 

867,6 = 867,6. 

Die so ermittelten Lagerreaktionen bedeuten fUr uns in der folgenden Rechnung 
nur Krafte, die genau so behandelt werden wie die auBeren Krafte, d. h. wir 
konnen uns, wie schon mehrfach betont, frei machen von dem Begriff der Lage
rung und uns den Rahmen auBer seiner auBeren Belastung noch weiterhin durch 
die drei Krafte Aa, Aq und B belastet vorstellen. 

Fur die Ermittlung des Biegemoments einer Balkenstelle legen wir einen 
Schnitt durch den Rahmen an dem betreffenden Punkt und betrachten die 
Drehwirkung aller auf einen abgeschnittenen Teil (links oder rechts) wirkenden 
Krafte. Zur Festlegung des Vorzeichens tragen wir uns in das Rahmeninnere 

1 In Abb. 235 steht irrtiimlich 9,5 statt (q. 5). 
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den Vorzeichenpunkt Vein. FiIT den iiberhangenden Teil des Dachbalkens gilt 
natiirlich der im Innern der Rahmenflache eingetragene Punkt des Balkens 
mit; fUr den Ausleger an der Lagerstelle A beachten wir bei der Festlegung 
des Vorzeichenpunktes unsere Regel, daB wir auf einer Seite dem Rahmen ent
lang gehen miissen, die Rahmenachse also nicht iiberschreiten diirfen; dadurch 
kommt der Vorzeichenpunkt unter den Ausleger zu liegen (z. B. V'). 

Bei der Aufzeichnung der Momentenflache (Abb.235b) benutzen wir natiir
lieh wieder die bisherigen Erkenntnisse iiber den charakteristischen Verlauf der 
Begrenzungslinie fiir bestimmt belastete Balkenstiicke: sie wird fiir den Daeh
trager durch eine Parabel gebildet und ist fiir die anderen Rahmenteile aus 
Geraden zusammengesetzt. Wir konnen auf diese Art sofort die Punkte der 
Rahmenaehse festlegen, an denen zur Aufzeichnung der Momentenflache die 
Ermittlung des Biegemomentes notwendig ist. In unserem Falle benotigen wir 
die Biegemomente an den Punkten der Rahmenachse 0 bis 0 .. AuBerdem 
wird noeh der Punkt CD gewahlt, urn einen Punkt der Parabelkurve zum besseren 
Zeiehnen dieser Kurve zu erhalten; er liege im Abstand 2 m, in Richtung der 
Balkenaehse gemessen, vom linken Auflager B entfernt. Wir erhalten fiir die 
Biegemomente folgende Werte: 

Am Lager B: 

am Punkt CD: 

am Punkt 0: 

an der Stelle CD: 

BB=O 
Bl = B· COsiX . 2,0. - q. 2,0 . 1,0 

= 316,3' 0,919' 2,0 -160·1,0 = +421,43 mkg; 
B2 = B . eosiX . 3,808 - q . 3,808 . 1,904 

= 290,71 . 3,808 - 304,64'1,904 = +527 mkg; 
Ba = B . COsiX . 3,808 - q ·3,808' 1,904 + W' 2,0 

+ P . 1,5 - Aq . 4,5 
= 290,71 ·3,808 - 304,64·1,904 + 250 . 2,0 
+ 500 . 1,5 - 407,6·4,5 
= -57,21 mkg. 

Fii.r die Aufstellung dieses Momentes B3 miissen wir alle Krafte links vom an
gedeuteten Sehnitt 3 betraehten; dazu gehort also auch P. 

Einfacher wird Ba von der rechten Seite her, mit dem abgeschnittenen iiber
ragenden Ende des Daehbalkens, bereehnet: 

Ba = -q. 1,192 . 0,596 = -57,18 mkg. 

(Die kleinen Untersehiede der Ergebnisse erklaren sieh aus der Abrundung der 
erreehneten Krafte.) 

Der Sprung der Momentenflache von Punkt 0 naeh dem Wert des Punk
tes CD ist das vom Stiitzbalken hinzukommende, auf den Dachbalken wirkende 
Biegemoment an der Stelle CD; dies muB sieh in der weiteren Reehnung er
weisen. Es ist 
an der Stelle CD: B4 = Aq . 4,5 - W . 2,0 - P . 1,5 

= 407,6 . 4,5 - 250' 2,0 - 500 . 1,5 
= +584,2 mkg. 

Wir erkennen, daB dies tatsachlich den Sprung ergibt, denn es ist 

B4 = B2 - Ba = 527 - (-57,2) = +584,2 mkg. 
An der Stelle 0: B5 = A q • 2,5 - p. 1,5 

= 407,6·2,5 - 500·1,5 = +269 mkg. 
An der Stelle 0: B6 = -500 . 1,5 = -750 mkg. 

11* 
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Dieses Moment gilt auch in gleicher GroBe fUr das Biegemoment des Aus
legerarmes an dessen AnschluBstelle. Am Ende des Armes ist das Biegemoment 
Null. Mit den errechneten Werten ist die Momentenflache aufzuzeichnen. Sie 
verlauft langs des Dachbalkens mit einer parabolischen Begrenzung, hat an 
der AnschluBstelle des Stutzbalkens (Pfostens) einen Knick und einen Sprung 
und endigt im uberragenden Teil an die Achse tangierend in Null. Der Pfosten 
zeigt eine geradlinig begrenzte Momentenflache als Verbindung der einzeInen 
Endpunkte der errechneten und aufgetragenen Werte.. Die Vorzeichen sind, 
entsprechend unserer RegeIn yom Vorzeichenpunkt aus betrachtet, fUr die 
Momentenflache des Dachbalkens positiv fUr den linken Teil, negativ fUr den 
uberragenden rechten Teil. Der Stutzbalken zeigt in sElinem oberen Teil positives, 
im unteren negatives Vorzeichen fur das Biegemoment. 

Die Aufstellung der Querkraft:f1ache (Abb. 235c) erfolgt wieder dadurch, daB 
fUr die maBgebenden Punkte die Summe aller Krafte auf einer Seite 8enkrecht 
zu dem betreffenden Balken aufgestellt wird. Wir beginnen links oben; un
mittelbar rechts yom Lager ist die Querkraft bestimmt durch die Komponente 
von B senkrecht zum .Balken, also 

B· coso.: = +290,7 kg, 

dann wird die QuerkraftfIache infolge der gieichmaBig verteilten Last gerad
linig abfallen. Unmittelbar links yom PfostenanschluB betragt sie: 

Q2 = B· coso.: - g'. 3,808. 

Die Neigung ist gegeben durch dQddx = q. An der Stelle 0/0 wird nun eine 
einzeIne Kraftkomponente, die, aus dem Stutzbalken kommend, quer zur Achse 
des Dachbalkens wirkt, einen Sprung in der Querkraftflache erzeugen. Zur 
Bestimmung dieses Sprungwertes betrachten wir alle yom Stutzbalken her
kommenden Krii.fte und setzen diese unbeachtet ihrer Lage mittels eines Kraft
ecks zusammen, denken uns sie geradezu in dem AnschluBpunkt der beiden 
Balken zusammengeschoben. Die so entstehende Resultierende R zerlegen wir 
in eine Komponente in Richtung der Dachbaprenachse (LR) und eine Kompo
nente senkrecht dazu (QR)' Dann ist der Sprung in der Querkraftflache durch 
die Komponente QR und der Sprung in der spater zu besprechenden Langskraft
flache durch die Komponente LR gegeben. Als Beweis dient uns die Definition 
der Querkraft, wonach die Querkraft an einer beliebigen Stelle gegeben ist 
durch die algebraische Summe aller Kraftkomponenten fUr die Richtung senk
recht zur Balkenachse an dieser Stelle. Der Sprung in der Querkraftflache ist 
offenbar die zur vorhandenen Querkraft hinzukommende Summe aller der
jenigen Krii.fte quer zur Balkenachse, die auf den Pfosten wirken. Nun ist es 
doch gleichgiiltig, ob wir jede einzeIne Kraft in ihre Komponenten quer und 
langs der Balkenachse zerlegen und die quer wirkenden Komponenten algebraisch 
addieren, oder ob wir aus allen vorhandenen Kraften zuerst eine Resultierende 
bilden und dann die Komponente der Resultierenden quer zur Balkenachse 
bestimmen. Die dargestellte Komponente QR ist also tatsachlich die Summe 
aller auf den Pfosten wirkenden Kraftkomponenten senkrecht zur Dachbalken
achse an der Stelle 0/0, d. h. also der Querkraftanteil des Dachbalkens, der 
durch die Krafte des Pfostens bedingt ist. Wurden wir von den auf den Pfosten 
wirkenden Kraften Aa, A q, P, W die Komponenten senkrecht zum Dachbalken 
bilden und algebraisch summieren, so muBten wir das gleiche Ergebnis be-
kommen: 

QR = Aa . coso.: - p. coso.: + Aq . sino.: - W· sino.:. 
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Es liegt bei der erwahnten Zusammensetzung der zerstreut liegenden Krafte 
(nicht durch einen Punkt gehend) mit Hille eines Kraftecks scheinbar ein 
Widerspruch mit unseren seitherigen Erkenntnissen iiber die Behandlung zer
streut wirkender Krafte vor. Wir haben friiher gesehen, daB zur Zusammen
setzung dieser Krafte noch ein Selleck gehort. Der Widerspruch klart sich aber 
sofort auf, well wir hier 
gar nicht die Lage der 
Resultierenden benoti
gen (wofiir das Selleck 
verwendet wurde), son
dern nur ihre GroBe und 
Richtung. Wollen wir 
aber die tatsachliche 
Wirkung der in Frage 
kommenden Krafte A q , 

A a , P, W feststellen, so 
haben wir zu dieser eben 
angegebenen Resultie
renden noch ein zusatz
liches Moment (Krafte
paar) hinzuzunehmen. 
Die resultierende Kraft 
R am AnschluBpunkt ® 
des tmtersuchten Bal
kens und dieses zusatz
liche Moment geben uns 
die Wirkung aller Krafte 
des Stiitzbalkens auf die 
Stelle ®/0 an, sie erset
zen also die Wirkung des 
belasteten angeschlos
senen Pfostens auf diese 
Stelle; d. h. sie zusam
men stellen die Bean
spruchung des Balkens 
an dieser Stelle dar, die 
durch Biegemoment, 
Querkraft und Langs-

kraft hervorgerufen 
wird. Die Aufstellung 
des Biegemoments fiir 
die Schnittstelle (d.i. der 
Summe der Momente der 
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Abb. 235. Offener Rahmen aus zwei Teilen. die nicht aufeinander 
. senkrecht stehen. . 

auf den angeschlossenen Rahmenteil wirkenden Krafte fUr den untersuchten 
Punkt) ersetzt hier das Seileck, es erlaubt, gerade so wie dies, die Ermittlung 
der wahren Lage der Resultierenden, und das einfache Krafteck gibt uns diese 
Kraftwirkung nur nach GroBe und Richtung; sie zerlegen wir dann entspre
chend der Balkenachse in einen Querkraft- und einen Langskraftanteil. 

Damit ist also die Querkraftflache weiterzuzeichnen. Als Kontrolle fUr die 
richtige Ermittlung des Sprunges in der Querkraftflache an der Stelle ®/0 
muB der weitere Verlauf der Querkraftlinie, unter der gleichen Neigung q, am 
Ende des iiberragenden Teiles in den Wert Null iibergehen. 
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Die Querkraftflache fiir den Pfosten wird am zweckmaBigsten an der Stelle 
des Lagers A begonnen. Es wirkt bier zunachst Aq nach rechts (vom Blick
punkt aus gesehen nach oben!), die Querkraftlinie verlauft dann parallel zur 
Balkenachse bis zur Angriffsstelle der Kraft W, dann, urn diesen Betrag W ver
mindert, bis zur AnschluBstelle des Dachbalkens ebenfalls parallel der Stabachse. 
Der bier vorhandene Betrag der Querkraft (Aq - W) muB gleich dem Anteil 
der in den Dachbalken iibertragenen Kraft R sein, der senkrecht zurn Pfosten 
gerichtet ist, also Rk • Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daB 
dieser Betrag weder Querkraft noch Langskraft fiir den Dachbalken bedeutet, 
sondern nur den waagerechten Anteil der Kraft R, die in den Dachbalken 
weitergeleitet wird. 

Der Auslegerarm mit der Kraft P hat eine Querkraftlinie parallel zur Aus
legerachse im Abstand P von der Achse.1 Die SchluBordinate ist gegeben durch 
die Lagerkraft A a , vermindert durch den in dieser Richtung hinzukommenden 
Betrag der Langskraft des Pfostens; denn wenn man fiir einen Punkt unmittel
bar rechts von A den linken Teil betrachtet, so gehort ja zu diesem auch der 
Pfosten, auf ibn wirkt also vom Dachbalken in lotrechter Richtung die Kraft R", 
aber nun in entgegengesetzter Richtung, da wir vorhin die Kraft R vom Pfosten 
gegen den Dachtrager betrachteten, jetzt aber die Gegenwirkung. Diese Kraft Rv 
wird fiir den Stiitzbalken die Langskraft sein. 

Beginnen wir bei der Auftragung der Langskraftflache (Abb. 235e) am linken 
Ende des Dachbalkens, so haben wir zunachst als langs der Balkenachse wirk.ende 
Kraft die GroBe B. sin ex = 316,3 . 0,394. 

Die gleichmaBig verteilte Last hat keinen EinfluB auf die Langskraft (keine 
Komponenten in der Balkenachse), die Langskraftflache verlauft also konstant 
bis zurn AnschluBpunkt des Pfostens. Hier kommt der EinfluB des Pfostens 
hinzu, d. i. aber, wie wir bei Ermittlung der Querkraft bereits gesehen haben, 
die Kraftkomponente LR von R (vgl. Krafteck). Damit fallt die Langskraft 
auf Null abo Der iiberragende Teil des Dachbalkens hat keine Langskraft
beanspruchung. 

FUr den Pfosten beginnen wir am unteren Ende (Punkt 0). Scbneiden wir 
den Balken kurz iiber der AnschluBstelle des Auslegers auf, dann wirken auf 
den unteren abgeschnittenen Teil ziehend die Kraft P und driickend die Reak
tion Aa. Die Langskraft fiir diese Scbnittstelle ist also 

L6 = P - Aa = -51,'3 kg. 

Es ist dieser Betrag praktisch so entstanden zu denken, daB erst die Kraft Aa 
eingeleitet, aber sofort davon die Kraft P wieder abgezogen wird. Lage also 
der AnschluBpunkt des Auslegers etwas hoher als der Gelenkpunkt des Lagers, 
dann herrschte unterhalb des Anschlusses des Auslegers die Langskraft 

L = -Aa = -551,3 kg. 

Im weiteren Verlauf des Pfostens sind bis zum AnschluB des Dachbalkens keine 
die Langskraft beeinflussende Krafte mehr vorhanden, die Langskraftflache be
sitzt also einen konstanten Wert bis zur Stelle 0. Hier wird die noch be
stehende Langskraft in den Dachbalken eingeleitet, sie stimmt mit Rv des Kraft
ecks iiberein, die nun aber vom Dachtrager auf den Pfosten wfrkt. 

Zusammenfassend laBt sich also fiir die llergange eines Rahmenteiles in einen 
anderen, unter einem bestimmten Winkel zum ersten stehenden, Rahmenteil 
sagen, daB aile Krafte auf der einen Seite dieser Stelle zusammengesetzt werden 

1 Diese Querkraft ist positiv; in der Abbildlmg ist sie irrtfimlich negativ angegeben. 
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miissen zu einer resultierenden Balkenkraft R. Diese Balkenkraft wird vom 
nachstfolgenden Balken aufgenommen und gibt, nach der Zerlegung in zwei 
Komponenten quer und in Richtung zur neuen Balkenachse, fUr diesen neuen 
Balken die Quer- und LangskraftgroBen. Stehen die beiden starr zusammen
gefugten Rahmenteile aufeinander senkrecht, dann wird die Langskraft des 
einen Balkens zur Querkraft des anderen und umgekehrt. 

59. Der gekriimmte Rahmen. Bei den bisherigen Betrachtungen wurden 
Momentenflachen, Querkraft- und Langskraftflachen stets fiir Konstruktionen 
ermittelt, die im Verlauf wer Achse eine Gerade oder eine Reihe von Geraden 
darstellten. Die Definition der drei BeanspruchungsgroBen: Biegemoment, 
Querkraft und Langskraft ist natiirlich auch bei Balken oder Rahmen mit ge
kriimmter Achse giiltig. Es laBt sich ein solcher krummer Balken oder ge
wolbter Rahmen auffassen als die Zusammenfugung unendlich vieler, unendlich 
kleiner Balkenelemente mit gerader Achse; wir werden demgemaB zur Gewin
nung von Langskraft und Querkraft in jedem Punkte eine ubertragene Balken
kraft, d. h. die Resultierende aller Krafte auf der einen Seite des Schnittes, neu 
zerlegen miissen in Langsrichtung und Querrichtung des kleinen Balkenelementes, 
oder, besser gesagt, in Tangential- und Normalrichtung der Balkenachse. Die 
Querkraft in einem Schnittpunkt kann also jetzt auch definiert werden als 
Summe aller einseitigen Kraftkomponenten in der Richtung senkrecht zur Tan
gente der Balkenachse an der zu untersuchenden Stelle, d. h. von jeder Kraft 
links ist die Komponente in Richtung der Balkenachsennormalen an der be
trachteten Stelle zu berucksichtigen. Entsprechendes gilt fur die Langskraft 
bezuglich del' tangentialen Richtung. Die Momente aller Krafte, auf der einen 
Seite des Tragers, um den zu untersuchenden Schnittpunkt stellen dann genau 
wie friiher das Biegemoment dar. Nach Einfiihrung bestimmter Bildpunkte 
(Vorzeichenpunkte) werden die Vorzeichen wieder eine eindeutige Biegungs
wirkung festlegen. 

Wir betrachten zur Veranschaulichung dieser Aussagen einen krummen 
Trager, der unter allgemeiner Belastung PI' P 2 und P a stehen soll und in zwei 
Stutzpunkten statisch bestimmt gelagert ist (Abb.236). Die Lagerreaktionen 
werden am besten graphisch bestimmt: wir zeichnen das Krafteck aus den drei 
gegebenen Kraften und nach Wahl eines beliebigen Poles 0 die dazugehOrigen 
Poistrahlen. Um die Durchfiihrung der Aufgabe moglichst einfach zu gestalten, 
beginnen wir das Seileck im technischen Konstruktionsbild nun so, daB der erste 
Seilstrahl 0' durch den Auflagerpunkt des festen Lager.s A hindurchgeht. Der 
damit gewonnene Vorteil ist leicht zu erkennen: wir mussen ja zum SchluB des 
graphischen Losungsganges die Schnittpunkte der Auflagerwirkungslinien mit 
den auBersten Seilstrahlen bestimmen; von der Wirkungslinie der Lagerkraft A 
ist aber zunachst nur der Punkt des Lagers bekannt, durch den die Kraft A 
bestimmt hindurchgehen muB, es fehlt die Richtung. Dadurch, daB wir 0' 
durch A ziehen, erreichen wir nun, daB der Auflagerpunkt A ein Punkt der 
SchluBlinie 8' wird. Die Konstruktion des Seilecks geht dann wie ublich weiter. 
Der letzte Seilstrahl 3' wird mit der Wirkungslinie des beweglichen Lagers B 
zum Schnitt gebracht. Das liefert einen zweiten J:>unkt der SchluBlinie 8', die 
also als Verbindungslinie dieses Schnittpunktes (3' mit der Wirkungslinie der 
Kraft B) mit A zu zeichnen ist. Die Parallele 8 zur SchluBlinie im Krafteck 
schneidet die Kraft B auf der durch den Eckpunkt IV parallel zu B gezogenen 
Geraden aus. Die Verbindungsstrecke zwischen Endpunkt der Kraft B und 
dem Anfangspunkt I des Kraftecks (der Kraft PI) ergibt die Kraft A, die als 
SchluBlinie des Kraftecks dieses schlieBt und damit das Gleichgewicht aller 
Krafte PI' P 2 , Pa, B, A herstellt. Dadurch ist also GroBe und Richtung von A 
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bestimmt. Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daB das so entstandene 
geschlossene Seileck fur die Ermittlung der Biegemomente des Balkens keine 

d 

e 

B 

vorleilhafte Verwendung dar
bietet, weil es sich nicht urn 
lauter lotrechte KraJte handelt. 

Wollen wir nun in tmserem 
Beispiel die drei Beanspru
chungsgroBen: Biegemoment, 
Querkraft und Langskraft fur 
einen Schnittpunkt i bestim
men, so gehen wir am besten 
folgendermaBen vor: wir denken 

1 uns den Rahmen an der betref-
~---,7""----=----'-""'IfT fenden Stelle i aufgeschnitten; 

Ut\-. ........ · 8 dann stellen die drei Einflusse 
b B i , Qi und Li zusammengenom

men die Gesamtwirkung aller 
Krafte eines abgeschnittenen Teiles (links 
oder rechts) auf den anderen im Querschnitt i 
dar. Wir k6nnen diese Einfliisse nach fru
herem wieder durch eine Resultierende Ri 
ersetzen (denn Qi und Li ergeben eine Resul
tierende, und eine Kraft und ein Moment 
zusammen ergeben die parallel verschobene 
Kraft, d.i. hier die gesuchte Resultierende Ri ), 

k6nnen demgemaB auch sagen, die drei Be
anspruchungsgroBen B i , Qi und Li stellen 
zusammengenommen die Wirkung der Re
sultierenden der Kriifte an dem einen abge
schnittenen Teil dar; also: das Biegemoment 
ist das Moment der Resultierenden Ri urn 
den Punkt i, die Querkraft Qi ist die Kom
ponente der Resultierenden Ri normal zu 
der in i gegebenen Richtung der Balken
achse, die Langskraft Li ist die Komponente 
der Resultierenden Ri tangential zu der in i 
gegebenen Balkenachse. 

Dies verwenden wir fill die tatsachliche 
Bestimmung der drei Beanspruchungsgr6Ben 
B i , Q, und L i , indem wir von der Resultie
renden Ri aller Krafte (A, PI' P 2 ) links von i 

Abb. 236. Der gekriimmte Rahmen. 
ausgehen, die ja aus dem Krafteck (Abb.236b) 
abzulesen ist. Q, ist deren Komponente 
normal zur Balkenachse an der Stelle i, 

Li ihre Komponente in der tangentialen Richtung. Da die Resultierende Ri 
durch den Schnittpunkt der Seilseiten 8' mid 2' hindurchgeht, ist ihr Moment 
fUr i mit Hilfe der abzugreifenden GroBe ri anzuschreiben: 

Bi = -Ri rio 

Wie fur den Punkt i ist nun fUr jeden weiteren Punkt des Rahmens zu ver
fahren, und es ergibt sich aus diesen ermittelten Gr6Ben in den verschiedensten 
Punkten durch Auftragung die Momentenflache, die Querkraftflache und die 
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Laugskraftflache fiiI' 
den Rahmen. In den 
Abb. 2360 und d sind 
die ermittelten Werle 
Bi und Qi stets nor
mal zum betreffenden 
Bogenelement aufge
tragen; in Abb. 236e 
in gleicher Weise die 
Langskraft L i • 

60. Belastnngsum
ordnnng. Symmetrie 
und Gegensymmetrie. 
Wir finden in der tech
nischen Gestaltung 
sehr haufig Rahmen
konstruktionen und 

Balkenanordnungen 
symmetrisch zu einer 
Mittellinie ausgefiihrt. 
Kommt nun zu dieser 
geometrischen Sym
metrie noch eine Sym
metrie in der Belastung 
hinzu, so konnen wir 
fUr die Beanspru
chungsgroBen Aus
sagen machen, die uns 
das Aufzeichnen der 
drei kennzeichllenden 
Flachen weselltlich er
leiohtern. Belastungs
symmetrie ist gegeben, 
wenn die Belastung zur 
Mittellinie der geo
metrischen Symmetrie 
spiegelbildlich angeord
net 1st. Als Gegenstuck 
dazu sprechen wir von 
Antisymmetrie oder 
Gegensymmetrie der Be
lastung, wenn bei geo
metrischer Symmetrie 
(die stets vorausgesetzt 
sein muB) die Belastung 
so angeordnet ist, daB 
sie zur Mittellinie 
spiegelbildlich mit um
gekehrtem V orzeichen 
aufgebracht wird. Fur 
beide Belastungsarten 
der symmetrischen 

a~ i i'~ 
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Abb. 237 a bis c. 
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Abb. 237 bis 240. Verschiedene Balken ani zwei Lagern mit symmetrischer 
und gegensymmetrischer Belastung. 
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Konstruktionen gibt es vereinfachende Aussagen iiber die erzeugten Bean
spruchungsgroBen. Zur besseren Erklarung der Symmetrie und Gegensymmetrie 
wollen wir uns einige grundlegende Falle dieser Belastungsarten ansehen: 

In den Abb. 237 bis 240 haben die Balken als Lagerung zwei feste Gelenke, 
sind also eigentlich statisch unbestimmt gelagert. Bei Einfiihrung eines beweg
lichen Lagers wiirde jedoch die geometrische (konstruktive) Symmetrie nicht 

Abb. 241. Dreigelenkbogen mit symmetrischer und gegensymmetrischer Belastung. 

mehr voll gewahrt sein, und wir konnten zunachst nicht mehr von symmetri
schen oder gegensymmetrischen Belastungsfallen sprechen. Um die statische 
Unbestimmtheit wegzubringen, setzen wir voraus, daB evtl. auftretende Hori
zontaltreakionen auf beide Lager gleichmaBig verteilt werden. Die beiden Bilder 
der Abb. 241 zeigen eine gelenkige Verbindung zweier Halbrahmen; diese Kon
struktion ist statisch bestimmt und heiBt Dreigelenkbogen. Die Behandlung 
des Dreig{llenkbogens wird im folgenden Abschnitt durchgefiihrt. Das letzte Bild 
der aufgefiihrten Falle (Abb. 242) stellt einen Balken dar, der in der Mitte in 
Form einer Einspannung festgehalten wird. Die mit a bezeichneten Balken 
weisen symmetrische Belastung auf, die mit b bezeichneten dagegen gegen
symmetrische Lasten; der Fall c gibt jedesmal eine Grenzlage der Belastung an. 
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Es ist fiir jede Anordnung die Momenten-, Querkraft- und Langskraftflache ge
zeichnet. 

Die vereinfachenden Aussagen der Symmetrie und Gegensymmetrie sind 
folgende: 
Bei geometrischer Symmetrie gilt im FaIle der Symmetrie der Belastung: 

die Reaktionskrafte sind symmetrisch; 
die Momentenflache ist symmetrisch zur geometrischen Mittellinie; 
die Querkraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Querkraftflache ist gegen

symmetrisch; 
die Langskraft ist symmetrisch zur geometrischen Mittellinie. 

1m FaIle der Gegensymmetrie der Bela8tung gilt: 
Die Reaktionskrii.ite sind gegensymmetrisch; 
das Biegemoment ist im Symmetrieschnitt Null, die Momentenflache gegen

symmetrisch; 
die Querkraftflache ist symmetrisch; 
die Langskraft ist im Symmetrieschnitt Null, die Langskraftflache gegen

symmetrisch. 
Unsere Annahme tiber die waagerechten Lagerreaktionen ist in diesen Aus

sagen mit enthalten und gilt also genau so wie die anderen Aussagen. 
Die Richtigkeit der ausgesprochenen Vereinfachungen der Symmetrie ergibt 

sich sofort bei Betrachtung eines der angegebenen FaIle (z. B. Abb.237a). Es 
gehOrt zu jeder Kraft Peine entsprechende spiegelbildlich zur Mittellinie ge-
legene; zu jedem Punkt i a 
der einen Seite ist spiegel- Pi lP 
bildlich ein entsprechender 1-_ --.....,~IIIiiiI!~--.J. 
i' auf der anderen Seite zu- ~ 
geordnet. Stellen wir nun 
fiir einen beliebigen Punkt i 
auf der linken Halfte das 
Biegemoment fUr den lin
ken abgeschnittenenTeilauf 
und fUr seinen symmetri
schen Punkt i' auf der 
rechten Halfte das Biege
moment fUr den rechten ab
geschnittenen Teil, so sehen 
wir aus der Gleichung fUr 
beide Punkte das gleiche 
Moment erstehen, da ja 
die Lagerreaktionen gleich 

f"""±"""V pili III I H 1IIIIzp D.i pIli 11111 III I H 1IIIIIIIIIIIIItp 

Abb. 242. Eingespannter Balken mit symmetrischer und gegensym
metrischer Belastung. 

sind und die spiegelbildliche Anordnung des Momentendrehsinnes das gleiche 
Vorzeichen besitzt (C~iJ)' Bei der Querkraft war die Definition des Vorzeichens 

so gegeben, daB eine spiegelbildlich umgekehrte Richtung der Querkraft (t~it) 

dem gleichen Vorzeichen entspricht. Wir haben also bei symmetrischer Anord
nung der Krafte verschiedenes Vorzeichen, d. h. die Querkraftflache ist gegen
symmetrisch zur Mittellinie. Die Langskraft besitzt bei symmetrischer Anord
nung der Krafte gleiches Vorzeichen (+- ~i-~) verhalt sich also wie das Biege-

moment, d. h. die Langskraftflache ist symmetrisch. In gleicher Weise sind 
aus der Vorzeichenbetrachtung die Aussagen der gegensymmetrischen Be
lastungsfalle zu beweisen. 
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Nun ist von allergroBter Bedeutung, daB bei symmetrischen Konstruktionen 
(gestaltllche Symmetrie) auch die allgemeinste Belastung durch "Obereinander
lagerung der erwahnten beiden Belastungszustande (Symmetrie und Gegen
symmetrie) hergestellt werden kann. W,ir ordnen die gegebene Belastung urn, 
machen aus der einen Aufgabe zwei Probleme: einen symmetrischen Belastungs
fall und einen gegensymmetrischen Belastungsfall. Die Ergebnisse der Teilaufgaben 
lassen sich dann spater wieder nach dem Superpositionsgesetz iiberlagern. DaB 
uns diese Aufteilung, die schon beirn "Obungsbeispiel Seite 148 (Abb. 220) 
angewandt wurde, stets moglich sein wird, ist an einigen Belastungsbeispielen 

Lf Ip·sina 
+ P·cosa 

c~ ~=~ ~ ~ ~ 

M 

~El 13~ ~E/' E1~ d~E ~ + 

+ 

Abb.243. Belastungsumordnungsveriahren fiir verschiedene Belastungen. 

(Abb.243) gezeigt. In den Abbildungen ist stets links der tatsachliche Be
lastungsfall dargestellt, in den mittleren Bildern die symmetrische, in den rechts 
befindlichen die gegensymmetrische Belastung gezeichnet, die zusammen die 
wirkliche Belastung ergeben. 

Durch diese Belastungs-Umordnung (BU-Verfahren) erreichen wir, daB bei 
geometrisch symmetrischen Konstruktionen nur noch symmetrische und gegen
symmetrische Aufgaben zu lOsen sind, bei denen die vorerwahnten Aussagen 
eine Erleichterung bedeuten. Mit dieser "Obereinanderlagerung kommt man 
haufig schneller zum Ziele, als wenn man die allgemeine Belastung unmittelbar 
verwendet. Der groBe Vorteil dieser Aufteilung tritt erst bei raumlichen Be
lastungen und raumlichen Lagerungen besonders deutlich hervor. Es gelingt 
uns dabei haufig, durch eine derartige Aufteilung, die schwierig zu behandeln
den raumlichen Probleme auf ebene Probleme zuriickzufiihren. Wir wollen die 
Anwendungsbeispiele der Belastungsumordnung deshalb auch auf das ent· 
sprechende Kapitel zuriickstellen. 
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Ubungsaufgaben fiber ebene Rahmen. 

1. Aufgabe. Auf den in Abb.244 dargestellten offenen Rahmen (Galgen) 
wirke die angegebene Belastung. Gesucht sind die BeanspruchungsgroBen fUr 
Balken und Pfosten. 

Losung. Der Rahmen ist statisch bestimmt, da die Befestigung lediglich in 
einer Einspannung besteht. Wir rechnen zunachst die Reaktionen an del' Ein
spannstelle aus. Es ist: 

Av = 4,0'200 + 500 = 1300 kg (nach oben), 
Ah = 1000 kg (nach links). 

FUr die Aufstellung des Biegungsmomentes wurde del' Blickpunkt an del' an
gegebenen Stelle V gewahlt. Es betragt an del' Einspannstelle: 

BE = - ME = - 1000 . 3,0 - 800 . 2,0 - 500 . 4,0 = - 6600 kgm. 

1000 

Av LL..LLLL.J 
o JOOO GOIJOm"kg ); 1000 2~OKg 

Abb. 2*4. tJbungsbeispiel. 

In del' Mitte des waagerechten Balkens ist das Biegungsmoment 

B4 = -500' 2,0 - 200· 2,0 '1,0 = -1400 kgm. 

AuBerdem ist es berechnet fiir zwei Stellen in del' Entfernung 1 m und 3 m 
vom rechten Balkenende: 

Bs = -500' 1,0 - 200·1,0' 0,5 = - 500 kgm. 
B3 = -500 . 3,0 - 200 . 3,0 . 1,5 = -2400 kgm. 

Am Punkt 2 besitzt das Biegungsmoment fiir den waagerechten Balken die GroBe 

B2 = -500 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = -3600 kgm. 

Genau so groB muB das Biegungsmoment fUr den obersten Punkt des Pfostens 
sein. Es sei zur Probe fUr den Pfostenteil links ausgerechnet: 

B2 = -ME + A,,· 8,0 -1000'5,0 = -6600 + 8000- 5000 
= -3600kgm. 

An del' Angriffstelle del' waagerechten Last besitzt das Biegungsmoment den 
gleichen Wert wie an del' Stelle 2: 

Bl = -500 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = -3600 kgm. 

Mit diesen Werten wurde die Momentenflache aufgezeichnet. Die Querkraft
und Langskraftflachen bieten nichts grundsatzlich Neues; an del' Stelle 2 muB 
die Querkraft fiir den waagerechten Balken genau so groB sein wie die Langs
kraft fUr den lotrechten Pfosten. 
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2. Aufgabe. Auf den in Abb. 245 dargestellten offenen Rahmen wirke eine 
zusammenhangende lotrechte Belastung und eine waagerechte Last. Die Bean
spruchungsgroBen ffir die drei Rahmentelle sind gesucht. 

Loaung. Der Rahmen GDB ist abgestiitzt durch das feste Lager B und 
den Stiitzungsstab GA. Es sind zunachst die Fesselkrafte A (im Stab AG) 
und B zu ermitteln; es kann dies auf graphischem oder rechnerischem Wege 
geschehen. In ersterem FaIle bringt man die Resultierende R aus der lotrechten 

a50~ a und waagerechten Be-
~8~.q!mmD~Jlk!...J~~m7Kg lastung, die auf den r -- ! 'I /f rechten Tell GB wirkt, 

: / I ZUlli Schnitt mit dem 
~. i /R Stabe AG und verbindet 

,I' 5'250-1Z5O"kg den Schnittpunkt mit 
/~I I dem Punkt B.. Das 

I zugehOrige Kraftdreieck 
~//-/// ist in Abb.245b ge-

/ zeichnet; daselbst sind auch die Kom-_ ........ -' 
// //- ponenten der gefundenen Lagerkrafte A 
/// und B eingetragen. Zur Probe seien diese 

c I I I I I 

o fQfKJ IINlOnikg 

/(rtifiemollstab 

Komponenten auch analytisch berechnet: 

C'~~'M); = 0: 
-250 .. 5,0'4,5 -1000'4,0 + A,,'9,0 = 0, 

A" = 1069,4 kg. 
(~M),{ =0: . 

250 . 5,0 . 4,5 - 1000 . 4,0 - B" . 9,0 = 0, 

Rt Av B" = 180,6 kg. 

Abb. 245. "Obungsbeispiel. 

Die Aufstellung aller lotrechten Krafte 
ergibt die Richtigkeit der gefundenen 
Werle. Es ist ferner: 
Ak : Av = 2,0 : 4,0, 

Ak = iA" = 534,7 kg (nach rechts), 
Bk = 1000 - 534,7 = 465,3 kg 

(nach rechts). 
Das Biegtmgsmoment ffir den Stab AG 
ist iiberall gleich Null, da jeder Stab 
immer nur Langskrafttrager ist. Am 
Lager B verschwindet das Biegungs
moment; zwischen B und D verlauft es 
geradlinig. Es ist berechnet ffir die Stelle 

D (Bl)' dann ffir die Mitte des Telles GD (B2) und zwei weitere Stellen, die die 
Entfernung 1,0 m (Ba) und 4,0 m (B4) yom Punkt D haben. Es ergibt sich: 

Bl = 180,6 . 2,0 + 465,3 . 4,0 = 2222,4 mkg. 
Ba = 180,6 . 3,0 + 465,3 . 4,0 - 250 . 1,0 . 0,5 = 2278,0 mkg. 
B2 = 180,6 . 4,5 + 465,3 . 4,0 - 250 . 2,5 . 1,25 = 1892,5 mkg. 
B4 = 180,6 . 6,0 + 465,3 . 4,0 - 250 . 4,0 . 2,0 = 944,8 mkg. 

Im Gelenk G muB das Biegungsmoment verschwinden; man kann diese Bedingung 
als Kontrolle verwenden: 

180,6' 7,0 + 465,3' 4,0 - 250'5,0'2,5 = 0. 
Es ergibt sich die in Abb. 245c dargestellte Momentenflache. 
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FUr die Querkraft- und Langskraftflache des Teiles BD benotigt man die 
Komponente von B senkrecht zur Achsenrichtung BD (Bq) und in der Achsen-
richtung (Ba), die in Abb. 245b angegeben sind. P'-15lNikg 

3. Aufgabe. FUr den Portalrahmen in Abb. 246 
sind die BeanspruchungsgrOl3en fUr die ver
schiedenen Rahmenteile zu berechnen. 

LiJ8ung. Die Lagerreaktionen werden aus den 
Momentengleichungen fiir den Punkt A und B 
ermittelt: 

(~M)A=O: 
1500" 2,0 + 200 . 4,0 . 4,0 + 500 . 6,0 

- 1000 . 0,8 - B . 8,0 = 0, 

B= 1050 kg. 
(2'M)B = 0: 

-500 . 2,0 -1500 . 6,0 - 200 . 4,0 . 4,0 

-1000' 8,8+A· 8,0 = 0, 

A = 2750 kg. 

Die Biegungsmomente sind fiir die angegebenen 
Punkte 1 bis 7 berechnet. Das Moment an 2 
mu.1l gegeniiber demjenigen von 1 verschieden I I I I I 

sein um den Momentenbetrag der Kraft Q, also 0 2fJ(J() f/HlOmlqr 
urn Q. 2,0 mkg. Die Biegemomente an den 
Punkten 3 und 7 sind fiir den schrag liegenden 
Teil und den waagerechten Balken gleich groB. 

Bl = 2750 . 1,2 = 3300 kgm. 
B2 = 2750'1,2 -1000· 2,0 = 1300 kgm. 
Ba = 2750 . 2,0 - 1000 '2,8 = 2700 kgm. 
B4 = 1050'5,0 - 500'3,0 - 200· 3,0' 1,5 

= 2850kgm. 
B5 = 1050 . 4,0 - 500 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 

= 2800kgm. 
Bs = 1050 . 3,0 - 500 • 1,0 - 200 . 1,0 . 0,5 

= 2550kgm. 
B7 = 1050 . 2,0 = 2100 kgm. 

FUr die Berechnung der Momente fiir' die 
Punkte 1, 2, 3 wurden die Teile links von der 
Schnittstelle verwendet, fiir die Punkte 4, 5, 

I J I I • 

o 1fKJO 4'tW"kg 

6, 7 diejenigen rechts von der Stelle. AuBerdem Abb. 246. i.)bungsbeispiel. 
wurde zur Kontrolle fiir den Punkt 3 auch das 
Biegungsmoment von rechts aufgestellt. Die Querkraft ist an der Stelle 1 durch Aq 
gegeben, an Stelle 2 durch (Aq -Qq), entsprechend die Langskraft an diesen beiden 
Stellen durch Aa und (Aa -Qa). }'iir den oberen Balken ist die Langskraft Null. 

4. Aufgabe. Die BeanspruchungsgroBen sind fiir die verschiedenen Teile der 
in Abb.247 dargestellten Konstruktion zu ermitteln. 

LiJsung. Es handelt sich um ein statisch bestimmtes Gebilde: der starre 
Teil ADB ist durch das feste Auflager A und den Stab 2 abgestiitzt; daran ist 
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durch den Stab (Balken) I der Punkt C angeschlossen, der andererseits durch 
den Stab 1 festgehalten wird und so unverschieblich angefiigt ist. Der Tell I 
ist also nach diesem Aufbaugesetz ein Balken, der im Punkt B fest gelagert 
und in C durch den Stab 1 abgestiitzt ist. Die auf ihn wirkenden Fesselkrafte 8 1 

A'ITTTTTlrmmrmmmmrmmn=:= 

8 

A 

8UD 

und B konnen durch die Momenten
gleichungen fUr die Punkte B und C 
sofort angegeben werden. 

(J;Mh=o: 

300· 2,0 ·1,0 + 1200'2,0 = 8 1 • 4,0 
8 1 = 750 kg (Zug). 

(J;M)c = 0: 

1200 . 2,0 + 300 . 2,0 . 3,0 = Bv . 4,0, 
Bv = 1050 kg (nach oben). 

Weiter ist: 

Bh = 800 kg (nach rechts). 

Auf den Rahmen ADB, der in A fest 
und in B durch den Stab 2 abgestiitzt 
ist, wirken die umgekehrten Krafte Bv 
nach unten und Bh nach links. Es er
geben sich die Momentengleichungen: 

GEM)A=O: 

200 . 5,0 . 2,5 + 800 . 4,0 + 1050 . 5,0 

+ 8 2 '5,0 = 0, 
8 2 = -2190 kg (Druck). 

(J;M)B=O: 

500 . 4,0 + 300 . 4,0 - 200 . 5,0 . 2,5 

+Av· 5,0=0, 
Av = -140 kg (nach unten). 

I I I I I Darin ist Ah = 300 kg eingesetzt, was 
o 1000 2fJ(J(lkg sich aus der Betrachtung der waage

rechten: Krafte sofort ergibt. 
Die Nachpriifung zeigt, daB die 

Summe aller lotrechten Krafte tatsach
lich verschwindet. Der Aufzeichnung 

der Flachen fUr die BeanspruchungsgroBen stehen dann keine Schwierigkeiten 
mehr im Wege; am Punkt B ist natiirlich das Biegungsmoment gleich Null. 

~111I111111#l111I111"~ 
Abb. 247. tlbungsbeispiel. 

5. Aufgabe. Die BeanspruchungsgroBen sind fUr die verschiedenen Telle der 
in Abb.248 dargestellten Konstruktion (Lagerhallenrahmen) anzugeben. 

Losung. Auf dem Rahmen mit iiberstehendem Ende ist eine schrag liegende 
Briicke durch das Gelenk K und den Stiitzungsstab 8 angebracht. Die zu
sammenhangende Belastung werde in der Mitte zusammengefaBt (R = 700 kg) 
und in zwei Komponenten zerlegt: 

V = 700 . 11,0 = 666 5 k 
V11,02 + 3,52 ,g , 

H = 700 . 3,5 = 212 1 kg. 
Vll,02 + 3,52 ' 
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Damit findet sich unter Verwendung der Momentengleichung: 

(~M)K = 0: -666,5'6,67 - 212,1'2,12 - S '11,0 = 0, 

S = -445,5 kg (Druck). 
Ferner ergibt sich: 

Kv = 666,5 - 445,5 = 221 kg (nach oben fUr den Balken), 

Kh = 212,1 kg (nach rechts fUr den Balken). 

K = 12212 + 212,1 2 = 306,2 kg. 

I , ! f r 

o 1UOOO 20000m'kg 8£ 

I I ! ! 

1OIJ0 2lll?mkg 

b 

I!! t ( ! 

o 100 ZOO JOO IfO{) 500'kg 

ii 
I I I I r 

o 6000 _'kg 

/"'-0 , -

~ 
::::::::::-== ~ 

it ~ 
Abb. 248. tJbnngsbeispiel. 
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FUr die Ermittlung del' Lagerreaktionen B, Av, Ah des Rahmens benotigen wir 
allerdings diese Krafte K und S nicht, da wir fill die gesamte Konstruktion die 
Summen der Momente fill die Punkte A und B gleich Null setzen konnen: 

(l:ML1 = 0: 1000'9,5 + 150·6,5· 3,25 + 666,5' 2,83 - 800'1,5 
-2000·5,5 - 212,1' 9,62 - B· 6,5 = 0, 

B = 52,3 kg (nach oben). 

(l:lIih = 0: -2000' 12,0 - 666,5' 3,67 - 212,1'7,12 -1012,1·2,5 
- 150 . 6,5 . 3,25 + 1000 . 3,0 + 800 . 1,0 + Av . 6,5 = 0, 

Av = 4590,2 kg (nach oben). 

Die Nachpriifung ergibt, daB mit diesen Werten die Summe aller lotrechten 
Krafte verschwindet. Weiter findet sich: 

Ah = 800 + 212,1 = 1012,1 kg (nach rechts). 

(Wtirde auf den Rahmen AB nur eine waagerechte Kraft in K wirken, so 
willden auch dadurch in A und B lotrechte Lagerreaktionen entstehen, die ein 
Kraftepaar bilden, das dem Kraftepaar Kh und Ah = Kh Gleichgewicht halt.) 

1fit den gewonnenen Werten konnen alle Biegungsmomente am eigentlichen 
Rahmen sowie am oberen schragen Balken ermittelt werden. Dabei muB natill
lich letzterer vom Rahmen abgetrennt und die AnschluBkrafte S und K mtissen 
als Krafte, die einerseits auf den Rahmen, andererseits auf den Balken wirken, 
eingeftihrt werden. Als Blickpunkt wahlen wir einen Punkt V im Innern des 
Rahmens. Es ergeben sich fill den Rahmen die Biegungsmomente: 

Bl = -2000 . 4,0 = -8000 mkg. 
B2 = -2000·5,5 - 445,5'1,5 = -11668 mkg. 
Ba = -1012 . 1,5 = -1518 mkg. 
B4 = -1012'7,5 + 800'6,0 = -2790 mkg. 
Bo = -2000·5,5 - 445,5' 1,5 -1012'7,5 + 800· 6,0 = -14458 mkg. 
BJa= -221· 7,0 -1000' 7,0 + 52,3' 4,0 -150 . 4,0 . 2,0 = -9539 mkg. 
B6b= -221·5,0 -1000 . 5,0 + 52,3' 2,0 -150 . 2,0 . 1,0 = -6301 mkg. 
B7 = -221 . 3,0 = -663 mkg. 
Bs = -3000 mkg. 
Bq = -3000 mkg. 

Das Biegungsmoment B5 ist gleich der Summe der Biegungsmomente von B2 
und B 4 • Die Biegungsmomente Bl bis B5 wurden von del' linken Seite her be
rechnet, die anderen von der rechten Seite. 

Zur Ermittlung der Biegemomente fill den schrag liegenden Balken benutzt 
man zweckmaBig die Komponente Kq senkrecht zum Balken (Kq = 275 kg); es 
finden sich die Werte ftir 6 Punkte, deren Lagen leicht aus den Hebelarmen 
del' Momentengleichuugen zu ersehen sind: 

Bl = 275· 2,0 - 50· 2,0' 1,0 = +450 mkg. 
B2 = 275 . 4,0 - 50 . 4,0 '2,0 = +700 mkg. 
Ba = 275 . 7,0 - 50· 7,0' 3,5 = +700 mkg. 
B4 = 275 . 10,0 - 50· 10,0' 5,0 = +250 mkg. 
Bs = - 50 . 2,46 . 1,23 = -151,3 mkg. 
B5 = - 50 . 1,0' 0,5 = -25 mkg. 

Del' GroBtwert des Biegungsmomentes liegt tiber del' Nullstelle del' Querkraft
Hache. Um Querkraft und Langskraft fUr diesen Balken zu finden, benotigt 
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man die Komponenten von S bzw. Kinder Richtung der Achse und senkrecht 
dazu. Es ist: 11 

Sq = 445,5 . 11,54 = 425 kg, 

Sa = 445,5 '1~:~4 = 135 kg, 

Ka = 135 kg, 
Kg = 275 kg. 
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Abb. 249. Ubungsbeispiel. 

[ , 
5000mKg 

6. Aufgabe. Fur den in Abb.249 dargesteilten gekrummten Rahmen (Ma. 
schinenrahmen) sind die Beanspruchtmgsgr6Ben zu ermitteln. 

L08ung. Es handelt sich um einen eingespannten statisch bestimmten Rah· 
men. Die oberen Lasten von 1 t und 5 t werden zur Resultierenden Ri zusaro· 
mengesetzt. Fur aile Punkte zwischen dem oberen Ende und der AnschluB· 

12* 
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stelle B wirkt dann oberhalb eines beliebigen Punktes i nur die Kraft R i , das 
Biegungsmoment ist gegeben durch. + R • . e. Die Langskraft und Querkraft fur 
einen Punkt i wird durch Zerlegung der Kraft R, in eine tangentiale und nor
male Komponente gefunden (in der Zeichnung ist dies fUr den Punkt i angegeben). 
FUr den Teil zwischen AnschluBpunkt B und rechtem Ende benutzt man natur
gemaB den rechts von B gelegenen Teil. 

FUr die Punkte des unteren Haltestucks hat man zu beachten, daB ober
halb eines Punktes k sowohl R. als auch die Last P wirkt. Da aber die obere 
Last 5 t und die untere in dieselbe Gerade fallen und entgegengesetzt gerichtet 
sind, heben sie sich auf, so daB fUr aIle Punkte k lediglich die Last 1 t zu beruck
sichtigen ist. FUr den geraden Teil des Haltestucks ist die Querkraft und Langs
kraft konstant. 

XI. Gelenktrager (Dreigelenkbogen, Gerberbalken). 
Die praktische Durchfiihrung technischer Konstruktionen verlangt haufig 

die Lagerung eines Balkens oder Rahmens durch mehr als drei Fesselungen 
(Unbekannten). Diese Konstruktionen sind dann aIle statisch unbestimmt ge
lagert. Andererseits wird vielfach aus besonderen Griinden aber Wert darauf 
gelegt, die Konstruktionen statisch bestimmt zu bauen, vor alIem mit Ruck
sicht darauf, daB bei solchen Konstruktionen durch Temperaturiinderungen 
keine inneren Einflusse hervorgerufen werden. Wirkt namlich auf einen Balken 
eine Temperaturerhohung, so sucht er sich unter ihrem EinfluB zu verlangern. 
Liegt nun ein statisch bestimmter Balken mit einem festen und einem beweg
lichen Lager vor, so gibt der Balken diesem Verlangerungsbestreben nach, in
dem sich das bewegliche Lager verschiebt. Wirkt aber die Temperaturerhohnng 
auf einen unbestimmten Balken mit zwei festen Lagern, so kann er dem Ein
fluB nicht nachgeben, er widerstrebt also der Verlangerung, und dadurch ent
stehen innere Krafte. Wollen wir nun den Balken mit mehr als drei Fesseln 
statisch bestimmt machen, so mussen wir ihn durch technische MaBnahmen 
so verandern, daB wir so viele neue Gleichungen gewinnen, daB die Zahl der 
Gleichungen gleich der Zahl der Unbekannten wird. Diese neuen Gleichungen 
werden fast immer gewonnen durch Einfiihrung von Gelenken (Drehbolzen) in 
den Verlauf der Konstruktion. Die so entstehenden Formen sind im wesentlichen 

1. der Dreigelenkbogen, 
2. der Gerbertrager. 
61. Die analytische Bebandlung des Dreigelenkbogens. Wir gehen aus von 

einem Rahmen mit gekrummter Achse, der in seinen beiden Endpunkten durch 

. 
A. 

Abb. 250. Der Zweigeienkbogen. 

zwei feste Lager (Gelenke) gestutzt ist 
(Abb.250) und durch die drei Krafte P l , 

Ps, Pabelastet ist. Die beiden festen Lager 
vermogen je eine nach GroBe und Rich
tung (oder nach GroBe in zwei gegebenen 
Richtungen) unbekannte Kraft aufzunehmen 
bzw. auf den Rahmen auszuuben. Wir 
haben also insgesamt vier unbekannte 
Lagerreaktionen: A v , A h , Bv , B h • Der Rah
men ist statisch unbestimmt, da gegenuber 
den vier Unbekannten nur drei unab

hangige Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden konnen. Nun konnen 
wir das System dadurch statisch bestimmt machen, daB wir den Rahmen. auf
teilen in zwei Rahmenteile und diese wieder mit einem Gelenk aneinanderfugen 
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(Abb.251). Das ganze System besteht also jetzt aus zwei Einzelrahmen, die 
miteinander verbunden sind durch ein Gelenk und deren anderes Ende jeweils 
in einem festen Gelenk an der Erde gelagert ist. Die drei vorkommenden Ge
lenke (zwei an den Lagern) geben der Konstruktion ihren Namen: Dreigelenk
bogen. Die vier Lagerunbekannten sind noch da, aber das Gelenk erlaubt uns, 
eine neue Gleichung aufzustellen zur Ermittlung del' vierten Unbekannten. 1m 
Gelenk stiitzt sich namlich der linke Korper
teil I gegen den rechten II, es driickt also der 
Teil I gegen II und umgekehrt II gegen I. 
Beide Krafte (Gelenkkrafte) miissen gleich 
groB, abel' entgegengesetzt gerichtet sein, 
wenn Ruhe herrschen soil. Auf den linken 
Teil wirken demgemaB im ganzen PI' Av, Ah 
und die Gelenkkraft K von Teil II gegen I 
(Abb. 252). Die Krafte miissen im Gleich

Abb. 251. Der Dreigeienkbogen. gewicht stehen, odeI' anders ausgedriickt, die 
Resultierende Rz aus PI' Av und Ah muB im 
Gleichgewicht mit del' Gelenkkraft K stehen, das ist abel' 
nur moglich, wenn die erwahnte Resultierende mit K in 
dieselbe Gerade faIlt, d. h. die Resultante der Kriifte links 
vom Gelenk muf3 durch den Gelenkpunkt gehen. Wir konnen 
dies auch anders ausdriicken: Wenn diese Resultierende 
del' Krafte links durch den Gelenkpunkt geht, dann ist 
ihr Moment ffir diesen Punkt Null; da abel' das Moment 
der Resultierenden gleich der Summe der Momente ihrer 

r:---!L 
\\ --- ___ (J /( 
\ \ 
\ '. 
\ 
\ 
\ 
\ 
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A. I 

Krafte ist, verschwindet fUr diesen Punkt auch die Summe Abb.252. Kriiftespiei fiir 
del' Momente aller Kraftelinks von G. Also fur das einen TeH des Dreigeienk-

bogens. 
Gelenk muf3 die Summe der M omente aZZer K riifte links 
oder rechts verschwinden; (del' Zusatz "odeI' rechts" ist deswegen berechtigt, weil 
wir dieselbe Dberlegung auch fUr den rechten Teil anstellen konnen). Fiir den 
Dreigelenkbogen der Abb. 251 gilt also: 

+ Av . a - Ah . h - PI . PI = O. 

Nun nannten wir abel' die Summe del' Momente links odeI' rechts von einer 
Balkenstelle das Biegemoment; infolgedessen konnen wir auch sagen: 1m Gelenk
punkt ist das Biegemoment Null. Diese neue Erkenntnis. ist auch physikalisch 
leicht einzusehen. Stellen wir uns ein praktisch ausgefiihrtes Gelenk VOl' (Schar
nier, Bolzen), so kann damit eine Langskraft weitergeleitet werden, denn es ist 
nicht moglich, das Gelenk auseinander zu ziehen. AuBerdem ist es moglich, mit 
dem Gelenk eine Querkraft weiterzugeben an den nachsten Balkenteil, denn 
del' Zusammenhang del' beiden Balken kann auch nicht durch eine Kraft quer 
zur Balkenachse gestort werden. Nicht moglich ist es dagegen, einen biegenden 
EinfluB des einen Teiles auf den nachsten mit dem Gelenk zu iibertragen, denn 
das Scharnier wiirde sich in diesem Faile einfach drehen. Wir sehen also damit 
rein anschaulich, daB im Gelenk eine Querkraft und eine Liingskmft ubertragen 
wird, aber kein Biegemoment. Die durch das Gelenk weitergeleitete Quer
kraft bzw. Langskraft sind die Komponenten del' Gelenkkraft K. 

Die erwahnte zusatzliche Gleichung fiir das Gelenk stellt uns nun, mathe
matisch betrachtet, die vierte Gleichung zur Losung del' vier Lagerunbekannten 
dar. Ais Beispiel ffir die Ermittlung del' Lagerreaktionen und del' Beanspru
chungsgroBen (Biegungsmoment, Querkraft, Langskraft) eines Dreigelenkbogens 
betrachten wir eine solche Konstruktion, auf die nur lotrechte Lasten wirken 
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sollen (Abb.253). Es konnen entsprechend den festen Lagern an beiden Enden 
in den Lagerstellen lotrechte und waagerechte Lagerkriifte auftreten. Es liegt 

nun sehr nahe, im Gedanken an den Balken 
auf zwei Stiitzen, der nur unter lotrechten 
Lasttm stand, zu sagen, die beiden Horizontal
reaktionen der Lager seien Null. Diese An
nahme ist aber falsch. Wir konnen nur aus
sagen, daB die SUIDme der waagerechten Reak-

B" tionen gleich Null sein muB. Damit haben wir 
schon eine Gleichgewichtsbedingung angesetzt: 

1. l:H=O: A"=B,,. 
Die weiteren Gleichungen stellen wir in der 

Abb.253. Dreigelenkbogen mit lotrechten bisher gewohnten Weise als Momentenbedin-
Lasten. gungen flir die Lager auf: 

2. (2:M)B = 0: Av'l - PI . (l- PI) - P 2 • (l - P2) - P a . (l- Pa) = 0 und 
3. (2: M) A = 0 : Pl' PI + P 2 • P2 + P 3 • Pa - Bv . l = O. 

Diese drei Gleichungen stellen also die Gleichgewichtsbedingungen dar, die wir 
fiir jede beliebig gestaltete Scheibe, die unter dem EinfluB von Kraften und 

Ii 

Pa PJ-------i 
I~·-----~--l-----___i 

Momenten steht, aufstellen konnen. Die 
Gleichungen zur Ermittlung von Av und 
Bv stimmen vollstandig mit denjenigen 
eines geraden Balkens von del' gleichen 
Lange und derselben Belastung iiberein 
(Abb.254). Demnach sind die lotrechten 

Abb. 254. Balken auf zwei Stiitzen mit lotrechten AdD I k 
Lagerkriiften. Komponenten v, Bv es reige en -

bogens genau so groB wie die Lagerkrafte A, 
B eines gewohnlichen Balkens, der durch die gleichen 10trechtenLasten beansprucht 
wird. Neu hinzu kommt die vierte Gleichung, die die Aussage unserer neuen 
Erkenntnis enthalt: Das Biegemoment an der Stelle des Gelenks ist Null: 

Abb. 255. Unterschied der Lagerkriifte 
beim Dreigelenkbogen und beim Balken 
mit einem festen und einem beweglichen 

Lager. 

4. B(J=O: 

A . ~ - P . (~ - P ) - Ak . h = 0 v 2 1 2 1 

oder unter Benutzung der rechten Seite vom 
Gelenkpunkt : 

B .7, _ _ p .(p _L)_p .(p --L)-Bk'h=O ') 2 2 2 2 3 a 2 . 

Wir sehen aus den Gleichungen, daB die 
waagerechte Reaktion Ak und damit auch Bk 
nicht Null wird, und erhalten damit einen charak
teristischen Unterschied zwischen dem Drei
gelenkbogen und einem Trager auf einem festen 
und einem beweglichen Lager. Denken wir uns 
etwa einenDreigelenkbogen (Abb.255a) als Stiitz
rahmen eines Daches ausgefUhrt, auf den nur lot
rechte Lasten wirken, dann muB das Stiitzungs
lager auf der Umfassungsmauer gegen den Rahmen 

eine schiefe Reaktion, also eine waagerechte Kraftkomponente Ak ausiiben, um 
diesen im Gleichgewicht zu halten. Das bedeutet aber umgekehrt fUr die stiitzende 
Mauer, daB sie in entgegengesetzter Richtung beansprucht, also nach auBen 
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gedruckt wird, und zwar auch bei nur lotrechten Lasten. Del' Balken in einem 
festen und einem beweglichen Lager (einerlei ob gerade oder krumm) ubt da
gegen bei lotrechter Belastung nur lotrechte KriiJte auf die Unterlage aus 
(Abb.255b). Damit eine Mauer einer seitlichen Einwirkung standhalt, muB 
sie abel' wesentlich starker gemacht werden, als wenn sie nur lotrecht belastet 
ist. Es liegt demgemaB bei del' Ausfuhrung eines Dachrahmens als Dreigelenk
bogen eine ungtinstigere Beanspruchung del' Mauern VOl' als beim gewohnlichen 
Balken, del' bei lotrechten Lasten nur senkrecht auf seine Unterlage (Mauer) 
wirkt. Wir steilen somit in del' Art del' Wirkung auf die Unterlage (Pfeiler) 
einen Nachteil des Dreigelenkbogens gegenuber dem gewohnlichen Trager in 
einem festen und einem beweglichen Lager fest. Demgegenuber finden wir abel' 
eine wesentliche Verkleinerung del' Biegemomente des Dreigelenkbogens durch 
die waagerechte Lagerkraft. Wenn wir namlich fUr einen beliebigen Punkt i 
(vgl. Abb. 253) das Biegemoment aufsteilen, wird: 

Bi = Av . x - PI . (x - PI) - Ah . Y, 

wahrend das Biegemoment fUr einen entsprechenden Trager mit gewohnlicher 
Lagerung in gleicher Entfernung x vom linken Lager die GroBe besaBe: 

Bi = Av' x - PI(x - PI)' 

da ja keine waagerechte Lagerkraft auftritt. Diese Verringerung des Biege
momentes bedeutet fUr die Dimensionierung (Gestaltung des Querschnitts) eine 
geringere Stoffaufwendung, d. h. eine Gewichtsersparnis. Also del' Dreigelenk
bogen ergi bt eine Stoffersparnis fUr den Trager, dagegen eine Vermehrung des 
Stoffaufwandes fUr die Unterlage. Praktisch fUhrt man die Bogenkonstruktion 
besonders gern bei groBeren Spannweiten aus. 

Es gibt nun ein einfaches Mittel, urn die auf das Mauerwerk wirkende Hori
zontalkomponente wegzuschaffen: setzen wir den Bogen auf ein bewegliches 
und ein festes Lager und verbinden die beiden Lagerpunkte mit einem Stab 
(Zugband), (Abb.256), dann gleichen sich die 
gleich groBen waagerechten Reaktionen Ah und 
Bh in diesem Stab aus; del' Stab wird damit zu 
einem Zugstab mit del' Stabkraft 

H=Ah=Bh • 

Das Mauerwerk hat jetzt also, genau wie beim 
geraden Balken, nur noch lotrechte Krafte zu 
tragen, die gleich und entgegengesetzt den lot
rechten Reaktionen A und B sind.Wir haben 

Ii Ii 

Abb. 256. Dreigelenkbogen mitZugband. 

mit del' Einordnung des Zugstabes die "auBeren Krafte" Ah und Bh in "innere 
Krafte" umgewandelt, also einen Ausgleich del' Horizontalwirkungen, die in 
diesem Faile an beiden Enden gleich groB waren, innerhalb del' Konstruktion 
erreicht. Wir verwenden die Anordnung von solchen Zugbandern oder Zug
ankern sehr haufig bei Gewolben und Hallendachern, die auf senkrechten 
Mauern mit geringerer Quersteifigkeit ruhen. Die AusfUhrung einer Tragkon
struktion mit Dreigelenkbogen und Zugankern wird bei groBerer Stutzenweite 
immer noch leichter als eine Ausfuhrung mit geraden Balken auf zwei Stutzen. 

Fur die Ausbildung des Gelenks ist von Bedeutung, zu wissen, wie groB die 
vom einen Rahmenteil auf den anderen wirkende Gelenkkraft ist. Zur Ermitt
"lung diesel' Kraft machen wir uns die Erkenntnis zlIDutze, daB die ubertragene 
Kraft nichts anderes darsteilt als die Weiterleitung del' Quer- und Langskraft 
durch das Gelenk. Wir konnen also fUr den Gelenkpunkt Querkraft und Langs-
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kraft aufstellen und erhalten als Resultierende beider BeanspruchungsgroBen 
die Gelenkkraft. Wie schon oben bemerkt wurde, muB die Gelenkkraft, fiir 
beide Teile getrennt bestimmt, dieselbe Kraft in entgegengesetzter Richtung 
sein (.Aktion und Reaktion), denn die aus Quer- und Langskraft an jeder be
liebigen Stelle zusammensetzbare Balkenkraft ist fiir eine Schnittstelle immer 
an beiden Schnittufern gleich groB und entgegen gerichtet. 

62. Die graphische Behandlung des Dreigelenkbogens. Wir betrachten zu
nachst einen Bogentrager, del' nur auf einer Seite belastet ist (Abb.257). Auf 
die rechte Seite des in seinen konstruktiven MaBen gegebenen Dreigelenkbogens 

Abb.257. Graphische Behandlung des 
einseitig belasteten Dreigelenkbogens. 

wirke eine Kraft P (auch als Resultierende 
einer Reihe von Kraften aufzufassen). Wenn 
del' Gelenkbogen in Ruhe bleiben soIl, so miissen 
die an ihm angreifenden Krafte im Gleich
gewicht stehen. Del' rechte (belastete) Rahmen
teil steht unter dem EinfluB dreier Krafte: del' 
auBeren Kraft P, del' Lagerreaktion B und del' 
Gelenkkraft G, die del' unbelastete Teil I auf 
den belasteten II ausiiben muB. Die Kraft Pist 
bekannt, von del' Kraft B kennen wir nur einen 
Punkt ihrer Wirkungslinie, die Lagerstelle B. 
Die Gelenkkraft G geht durch den Gelenk

punkt G, und wir konnen auBerdem eine Aussage iiber ihre Richtung machen; 
denn auf den linken Teil wirken als Krafte nul' die Lagerreaktion in A und die 
Gelenkkraft Gf = G; wenn del' ganze Bogen im Ruhezustand sein soIl, muB dies 
natiirlich auch derlinke Teil fiir sich sein, d. h. die auf ihn wirkenden Krafte A 
und Gf miissen im Gleichgewicht stehen. Zwei Krafte konnen abel' nul' im 
Gleichgewicht stehen, wenn sie in dieselbe Linie fallen, das ist hier die Ver
bindungslinie AG. Die im Gelenk wirkende Kraft muB also durch A gehen, 
Gelenkkraft G' und Lagerreaktion A heben sich auf. Damit liegt also die von I 
auf II zu iibertragende Kraft G in ihrer Richtungslinie als Verbindungslinie 
del' beiden Gelenke A und G fest. Del' unbelastete Teil eines Dreigelenkbogens 
wirkt demnach wie ein Stab auf den belasteten Teil. 

Zur weiteren Durchfiihrung del' Losung verhilft uns nun die Aussage, daB drei 
Krafte an einer Scheibe nul' dann im Gleichgewicht stehen konnen, wenn ihre Wir
kungslinien durch einen Punkt gehen. Damit ist fiir den rechten Teil auch die Rich
tung del' Lagerreaktion B als Verbindungslinie del' Lagerstelle mit dem Schnitt
punkt del' beiden anderen Kraftwirkungslinien P und G festgelegt. Die Unbe
kannten B und G werden durch das Krafteck del' drei Krafte P, B und G gefunden. 
Die Reaktion G des Gelenks auf den belasteten Rahmenteil wirkt als Aktion Gf in 
umgekehrter Richtung auf den unbelasteten Teil. Diese .Aktionskraft Gf weckt im 
unteren Lager die Reaktion A, die gleich del' Kraft G' sein muB. Die Lager
kraft A ist also von del' GroBe G', abel' entgegengesetzt gerichtet, sie entspricht 
in GroBe und Richtung del' auf den belasteten Teil wirkenden Reaktionskraft G. 
In Wirklichkeit ist es natiirlich auch die gleiche Kraft, denn das Gelenk am oberen 
Ende iibt auf den belasteten Teil eine Kraft aus, die am Lager A entsteht und 
durch den unbelasteten Teil an das obere Gelenk geleitet wird. Del' linke Teil 
dient nur als Kraftleiter; es liegen hier die gleichen Verhaltnisse VOl' wie in den 
Kraftleitern del' Abb. 258, wo die Kraft P nach dem linken GelenkanschluB 
weitergeleitet wird und dort die gleich groBe Kraft P bewirkt. 

Bei einseitiger Belastung kommen wir also zur Ermittlung del' Lagerkrafte, 
indem wir auf del' unbelasteten Seite das Auflagergelenk mit dem Scheitelgelenk 
verbinden, diese Gerade zum Schnitt bringen mit del' Last P (bzw. del' Resul-
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tierenden der gegebenen Lasten) und dann durch diesen Schnittpunkt und den 
anderen Lagerpunkt eine Gerade ziehen. Diese Verbindungsgerade ist Wir· 
kungslinie der Lagerkraft am belasteten Teil. 

Sind nun beide Teile eines Dreigelenkbogens belastet, so teilen wir die Be
lastung derart auf, daB wir zweimal je einen Dreigelenkbogen mit einer unbe-
lasteten Seite betrachten Mnnen. Wir haben ~ p 
damit zwei Aufgaben statt der einen zu losen, ------r 0 • 

von denen jede nach dem Schema des letzten 
Beispiels gelOst werden kann (Abb.259). Die 
aus den beiden Teilaufgaben (einmal nur Be
lastung links, einma! nur Belastung rechts) er
haltenen Reaktionskrafte A' und B' bzw. A" 
und B" werden dann zusammengesetzt (Super
positionsgesetz) und ergeben die Lagerreak
tionen des wirklichen Systems. (Abb. 259a). 
GroBe und Richtung der Gelenkkraft konnen 
dadurch gefunden werden, daB wir die Resul
tierende der wirklichen Reaktion und der auBeren 
Belastung auf der einen Seite ermitteln, oder Abb. 258. Wlrkung elner Kraft auf eine 

geJenkig angeschlossene Scheibe. 
aber wir konnen die Gelenkkrafte der beiden 
Teilaufgaben (gleich den Reaktionen B' bzw. A" der unbelasteten Seiten) im 
Gelenk zusammensetzen (Abb. 259a), wobei wir aber beachten miissen, daB 
wir stets die Reaktionskrafte so einzufiihren haben, wie sie auf denselben Teil, 
den linken (G' und G") oder rechten wirken. 

Die graphische Losung eines Dreigelenkbogens fiihrt zum Begriff der StUtz-
linie, die hier an einem Beispiel (Abb.260) mit nur lotrechten Kraften gezeigt 
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Abb. 259. Graphische BehandJung des allgemein belasteten DreigeJenkbogens. 

werden solI. Wir tragen die gegebenen auBeren Krafte Pl , P 2 , P 3 in einem 
Krafteck auf, betrachten zuerst den rechten Teil des Dreigelenkbogens als un
belastet und ermitteln die Lagerreaktionen A' und B' der Teilaufgabe durch 
Auftragung eines Kraftecks P l' P 2' B', A'. (Durch Bestimmung des Schnitt
punktes der Resultierenden R12 mit der Wirkungslinie der Kraft B', die als 
Verbindungslinie der beiden Gelenke B und G festgelegt ist, bekommen wir die 
Richtung der Lagerkraft A'. Die GroBe der beiden Krafte A', B' Wird aus dem 
Krafteck entnommen.) Dann IOsen wir die zweite Teilaufgabe, die Kraft P3 

mit den Lagerkraften A" und B" ins Gleichgewicht zu setzen; dabei falit A" 
in die Verbindungslinie von A mit G. Setzen wir nun die Teilreaktionen zu-
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sammen, indem wir die Kraft A" an die Kraft A', und die Reaktion -B' an die 
Kraft B" anfiigen (Kraftdreieck), so erhalten wir die endgiiltigen Reaktionen 
A, B als SchluBlinien der dargestellten Zusammensetzungs-Kraftdreiecke. Das 
fertige Bild des Kraftecks zeigt das aus den Kraften PI' P 2 , P 3 , B und A ge
bildete geschlossene Krafteck. Fassen wir den Schnittpunkt der heiden Reak
tionen A und B als Pol auf und zeichnen die Poistrahlen nach den Anfangs
und Endpunkten der Krafte, so konnen wir damit ein Seileck zeichnen, in dem 
die erste Seilseite die Wirkungslinie der Kraft A darstellt, wahrend ihre GroBe 
durch den ersten Polstrahl gegeben ist. Der Linienzug des so entstehenden 
Seilecks muB durch den Gelenkpunkt G gehen, weil die Kraft G die Resultie
rende aller Krafte links von Gist (A, PI' P 2) und diese ja durch den Punkt G 
nach dem rechten Teil weitergeleitet wird. Der letzte Seilstrahl lauft wieder 
durch das Lager B; der zu ihm gehOrige Poistrahl stellt im Krafteck wieder 

"-, , , , , , , , , , 

Abb.260. Die Stiitzlinie beim Dreigelenkbogen. 

die Wirkungslinie der Lagerreaktion B dar. Wir nennen den so gewonnenen 
Linienzug (Seileck) die Stutzlinie. Verfolgen wir nun den Verlauf der Stiitzlinie 
in Konstruktion und Krafteck, so sehen wir weiterhin allgemein, daB jede 
Seilseite der Resultierenden aller Krafte auf :der einElll Seite eines Punktes 
der betreffenden Seilseite entspricht, z. B. Seite K' gibt die Lage der Resul
tierenden von A und Plan, ihre GroBe ist durch die Lange des Poistrahles K 
bestimmt. Die Stiitzlinie stellt also an jeder Stelle die Wirkungslinie der 
langs des Bogens geleiteten Kraft (Resultierende aus Quer- und Langskraft) 
dar. Dieser Umstand erlaubt uns, an einer beliebigen Stelle ides Drei
gelenkbogens die BeanspruchungsgroBen Biegemoment, Querkraft und Langs
kraft aus der zu der betreffenden Stelle gehorenden Stiitzliniengeraden folgender
maBen zu bestimmen: das Biegemoment ist gleich der Kraft K (zum Punkt i 
gehoriger Polstrahl der Stiitzlinie) mal dein Abstand ai des Punktes von der 
Stiitzlinie 

Bi=-K'ai o 

Die Querkraft und Langskraft wird gewonnen aus der Zerlegung der Bogen
kraft K in Richtung normal und tangential zur Bogenachse an der Stelle i. 
Das Vorzeichen ist nach den friiheren Betrachtungen entsprechend der Lage 
des V orzeichenpunktes im Innern des Rahmens einzusetzen. 
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Nach dem soeben Gesagten ist also an jeder Stelle des Dreigelenkbogens der 
Abstand der Bogenachse von der Stiitzlinie ein Faktor (nicht ein MaBstab!) 
der GroBe des Biegemomentes.' Wir schlieBen daraus, daB an Stellen, an denen 
me Stiitzlinie durch die Bogenachse hindurchgeht, das Biegemoment Null wird. 
Das ist auch, wie wir gesehen haben, am Gelenk erfiillt; die hier entstehende 
Bogenkraft in Richtung der Seilseite der Stiitzlinie stellt ja, wie oben be
merkt, die Gelenkkraft G dar. Verfolgen wir im Krafteck nochmals die GroBe 
der Gelenkkraft G, so sehen wir hier, daB die Kraft Gauch als Zusammen
setzung der beiden Lagerreaktionen B' und A" erscheint, fiir den linken Rahmen
teil nach links und fiir den rechten Teil nach rechts gehend. 

Wiirden wir unsere Konstruktion nun so abandern, daB der Abstand der 
Balkenachse von der Stiitzlinie iiberall Null ist, d. h. den Dreigelenkbogen in 
Form der Stiitzlinie ausbilden, so entstande eine Konstruktion, die keine Biege
momente und keine Querkrafte aufzunehmen hat. Eine Konstruktion, die nur 
aus Langskrafttragern besteht, ist aber ein Aufbau aus Staben. Wiirden wir 
also eine Stabanordnung von der Form der Stiitzlinie treffen, so muB diese den 
aufgegebenen Kraften das Gleichgewicht halten, d. h. die Konstruktion bleibt 
als tragende Konstruktion in Ruhe; die Stabanordnung stimmt mit einem 
Seileck iiberein. 

Die beschriebenen Eigenschaften machen die Stiitzlinie zu einem wichtigen 
HiIfsmittel bei der Konstruktion von Bogentragern aus einem Stoff, der keine 
oder nur eine geringe Zugkraft aufnehmen kann (Stein, Beton). Wir werden 
bei diesen Konstruktionen die Form moglichst so wahlen, daB die in der Stiitz
linie weitergeleitete Kraft keinen Zug in den Querschnitten erzeugt. -

In Abb. 241 sind fiir einen Dreigelenkbogen die Momenten-, Querkraft- und 
Langskraftflachen gezeichnet, und zwar einmal bei symmetrischer und einmal 
bei gegensymmetrischer Belastung. Die betreffende BeanspruchungsgroBe wurde 
fiir eine Reihe von Punkten ausgerechnet und dann in dem jeweiligen Punkte 
von der Bogenachse aus radial angetragen. Bei symmetrischer Belastung ist 
die Querkraftflache gegensymmetrisch, bei gegensymmetrischer Belastung ist 
dagegen Momentenflache und Langskraftflache gegensymmetrisch. 

63. Del' Gerbertrager mit lotrechten Lasten. Auf gleicher Grundlage wie der 
Dreigelenkbogen beruht auch die Konstruktion des Gerbertragers. Ein Balken 
auf mehr als zwei Stiitzen, von denen eine als festes Lager ausgebildet sein muB, 
um eine Verschiebung zu verhindern, ist statisch unbestimmt, da den vorhande
nen drei Gleichgewichtsbedingungen mehr als drei Unbekannte gegeniiberstehen. 
Der in Abb. 261 dargestellte Trager ~. f 
auf drei Stiitzen (ein festes Gelenk,!, 11k ~ 
zwei bewegliche Lager) besitzt vier & _ . 
Lagerunbekannte (Fesselungen). Die ~ ~ ~ 
drei Gleichgewichtsbedingungen ge- ABC' 
niigen also nicht, die Lagerreak- Abb. 261. Balken auf drei Stiitzen. 

tionen zu bestimmen. Wollen wir das System statisch bestimmt machen, so ist 
das, wie wir vorher gesehen haben, zu erreichen durch Einfiihrung eines Gelenks. 
Das Gelenk ist statisch genau wieder so definiertwie beim Dreigelenkbogen: es 
kann eine Querkraft und eine Langskraft iibertragen, aber kein Biegemoment. Ein 
in mehr als zwei Stiitzen gelagerter Balken, der durch Einfiihrung von Gelenken 
statisch bestimmt gemacht wurde, fiihrt den Namen Gerbertrager1• Fiir jedes 
Gelenk erhalten wir eine neue Gleichung (das Biegemoment am Gelenk ist Null), 
so daB wir so viel Gelenke zur Erreichung der statischen Bestimmtheit einfiihren 
miissen, als Unbekannte zu viel sind (mehr als drei). 

1 Genannt nach GERBER; 1873-1885 Generaldirektor der MAN. 
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Wir betrachten zunachst einen Balken mit drei Stiitzen und einem Gelenk, 
der unter der Einwirkung von lotrechten Kraften steht (Abb.262). Durch diese 
Belastung treten nur lotrechte Reaktionskrafte- auf, denn die einzige Stelle, an 
der eine waagerechte Kraft auftreten kann, ist das feste Lager A; diese mog
liche Horizontalkraft muB aber gleich Null sein, da die Gleichgewichtsbedingung 

~H=O 
erfiillt sein muB. Damit ist also iiher eine der drei Gleichgewichtsbedingungen 
bereits verfiigt. Die heiden anderen werden in iiblicher Weise als Momenten
bedingung um die Lager angesetzt: 

(~M)B = 0: PI . a + P s • (a + b) - A . 11 + Pa • (11 + d) 
+ P 4 • (1 - g) - 0 . 1 = 0 

und (~M)o = 0: B ·1- PI • (1- a) - P 2 • (ls + la + c) + A . Us + la) 
- Pa • Ua + e) - P4 • g = O. 

Stellen wir nun noch eine weitere Gleichung (z. B. (~M).A = 0) auf, so sagt diese 
nichts Neues mehr aus, sie ist mit ihrer Aussage identisch den beiden anderen 

JI t: 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Momentengleichungen. Die vierte Glei
chung liefert uns vielmehr die Aussage 
iiber das Biegemoment am Gelenkpunkt: 

BG = 0: 0 ·ls - P4(ls - g) = o. 
Mit diesen Gleichungen sind dann die 
unbekannten Lagerkriifte A, B, 0 zu 
bestimmen. 

Eine einfache tJberlegung gestattet 
uns, die Bestimmungsgleichungen der 
Lagerkriifte noch einfacher zu gestalten. 
Schneiden wir den Balken im Gelenk auf, 

c zerlegen ihn also in zwei Teile, dann miis
sen wir nach dem, was wir iiber innere 
Kriifte an friiherer Stelle ausgesagt haben, 
an der Schnittstelle auf jeden Balkenteil 
die inneren Krafte als auBere Krafte wir
ken lassen, um den wirklichen Gleich

LJ...U..LJ..LM::.=rrn-rrrt'-'-'.J..JJ1.u.J...I.J..LL.LJmTrTTit: d gewichtsz-qstarid nicht zu falschen. Die 
durch das' Gelenk geleitete freigewordene 
innere Kraft ist die aus Quer- und Langs
kraft resultierende Balkenkraft oder 
"Gelenkkraft" G (in unserem Beispiel ist 
die Langskraft im Gelenk Null, die Ge

Li,=o 

.A.bb. 262. Gerberbalken auf drei Stiitzen, 
analytlsche Behandlung. 

lenkkraft ist also hier gleich der Querkraft); diese Gelenkkraft G wirkt sowohl auf 
das Balkenstiick I als auch auf das Balkenstiick II ein und steht mit den anderen 
auf den betreffenden Balkenteil wirkenden Kriiften (Abb. 262b) im Gleichgewicht, 
genau so wie bei einem in G und 0 gelagerten Balken die Reaktion G mit den 
wirkenden Lasten und der anderen Reaktion iJ im Gleichgewicht stehen muB. Wir 
konnen also den abgeschnittenen Teil als Einzelbalken auffassen, fiir den das 
Gelenk genau so wirkt, wie ein festes Lager (eine im allgemeinen nach GroBe 
und Richtung unbekannte Reaktion). Die am Gelenk entstehende "Reaktion" 
fiir den Balkenteil I wirkt in umgekehrter Richtung als Aktion auf den anderen 
Teil II und belastet diesen mit der Gelenkkraft (in Wirklichkeit ist das natiir
Hch die iibergeleitete Balkenkraft am anderen Schnittufer). Wir werden also 
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in Zukunft zweckmaBig den Gerbertrager in einzelne Balken auf zwei Stiitzen 
aufteilen, wobei an den Gelenken die Trennnngsstellen liegen, nnd gehen aus 
von dem eingehangten Teile 1. Die Gelenkkraft ist dann als Lagerreaktion 
fiir diesen Teil, als Belastnng fiir den anderen aufzufassen. 

Stellen wir nnn an nnserem aufgeteilten Balken die Gleichgewichtsbedingnngen 
fiir die selbstandigen Balkenstiicke I nnd II auf, so wird fiir den Balken I: 

(~M)G = 0: -0 ·ls + P4(ls - g) = o. 
(1; M)a = 0: G . ls - P 4 • g = O. 

Darans sind die beiden "Reaktionen" 0 nnd G zu errechnen. Die Kraft G wirkt 
in umgekehrter Richtnng auf den Balken II, nnd es wird fiir ihn mit der nnn
mehr bekannten Kraft G: 

(~M)A = 0: B ·ll - Pl(ll - a) - P2 · C + P s ' d + G ·l2 = O. 

(~M)B = 0: Pl' a + P 2 (a + b) - A ·ll + P s ' (ll + d) + G· (ll + l2) = O. 

Das sind vier Gleichnngen, in denen je nur eine Unbekannte vorkommt. Die 
Gleichnngen sind zu lOsen nnd die Ergebnisse mit der Komponentenbedingung 
nachzupriifen: 

~V=O: A +B+O= P l + P2 + P s + P4 • 

Die mit Hilfe der errechneten Reaktionen nnd der Gelenkkraft aufzustellen
den Biegemomente konnen nnn ebenfalls an den beiden Teilbalken getrennt 
bestimmt werden. Tragen wir die ermittelten Werte iiber einer Geraden langs 
der gesamten Balkenlange auf, so sehen wir, daB am Gelenkpunkt die Momenten
flii.che durch Null geht nnd in ihrer Begrenznngslinie auch keinen Knick zeigt. 
Da aber nur bei lotrechten Einzellasten immer ein Knick in der Momentenlinie 
auf tritt, ist das geradlinige Durchlaufen der Momentenlinie durch den Gelenk
pnnkt eine Notwendigkeit. Denn die Gelenkkraft stellt ja keine iiufJere Last 
dar, sondern nur die im Balkenquerschnitt iibertragene Querkraft, die aber 
genau so gut an jeder anderen Stelle festgestellt werden kann. Dementsprechend 
darf auch die Gelenkkraft nicht als Sprung in der Querkraftflache in Erschei
nnng treten, denn am Gelenk treten ja gleichzeitig zwei gleich groBe entgegen
gesetzt gerichtete Krafte auf. Betrachten wir die beiden Balkenteile getrennt 
nnd fwen die fiir einen Teilbalken ermittelte Gelenkkraft Ginder Querkraft
flache ein, so diirfen wir nicht vergessen, die gleich groBe entgegengerichtete 
Kraft G fiir den anderen Teilbalken anznsetzen, so darB wir tatsachlich wieder 
an den gleichen Punkt der Querkraftlinie zUrUckkehren. 

64. Graphische Behandlung. Die graphische Losung, die genau wie beim 
gewohnlichen Balken auf zwei Stiitzen' auch nur bei waagerechtem Balken, mit 
lotrechten Kraften belastet, im Seileck ein MaB fUr die Momentenflache durch die 
Ordinaten liefert, ist nach dem gleichen Schema wie friiher zu finden (Abb. 263): 
wir zeichnen znnachst ohne Riicksicht auf die Lager ein Krafteck und mit 
Hille eines beliebigen Poles im Abstand h vom Krafteck das zugehorige Seil
eck 0', 1', 2', 3'. Dann ziehen wir die Schlu.Blinie 8' als Verbindungslinie des 
letzten Seilstrahls mit dem unter dem Gelenk G befindlichen Punkt des Seil
zuges (auf dem Seilstrahl 2'). Diese SchluBlinie 8' verlangern wir nnd bringen 
sie zum Schnitt mit der Wirknngslinie der Lagerkraft A. Die Verbindungs
linie dieses Schnittpunktes N (Kraftwirknngslinie A mit Seilstrahl 8') mit 
der Schnittstelle M des ersten Seilstrahls mit der Wirknngslinie der Lager
kraft B liefert eine zweite SchluBlinie t'. Beide SchluBlinien 8' und t', parallel 
in das Krafteck verschoben, schneiden die Lagerkrafte aus, u~d zwar so, daB 
entsprechend der Seileckkonstruktion die Lagerkraft 0 von den Polstrahlen 3 
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und 8, die Lagerkraft A von den Polstrahlen 8 und t und die Lagerreaktion B 
von den Poistrahlen 0 und t eingeschlossen wird. Urn die Richtigkeit dieser 
graphischen Losung zu beweisen, fassen wir die beiden durch das Gelenk ver
bundenen Balkenteile wieder als selbstandige Einzelbalken auf. Auf den rechten 
Teilbalken wirkt als Belastung nur die Kraft P 3' Die Seileckfigur dieser Be
lastung ist also dargestellt durch die beiden Seilstrahlen 2' und 3', die zugleich 
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Abb. 263. Gerberbalken auf drei Stiitzen, graphische Behandlung. 

als auBerste Seilstrahlen zu betrachten sind. Bringen wir diese zum Schnitt 
mit den Wirkungslinien der beiden Auflager, das sind fiir den Teilbalken I 
Lager 0 und "Lager" G, so liefert die SchluBlinie 8', parallel ins Krafteck also 
Poistrahl 8 iibertragen, die beiden Reaktionen 0 und G (nach oben gerichtet). 
Gehen wir nun zum linken Teilbalken iiber, dann haben wir als Belastung die 
Krafte PI' P 2 und G (jetzt als Aktion nach unten verlaufend); das hierzu ge
horige Seileck wird gebildet aus dem Linienzug 0', 1', 2' und 8'. Die beiden 
auBersten Seilstrahlen 0' und 8' zum Schnitt gebracht mit den Wirkungslinien 
der Auflagerkrafte B und A liefern die SchluBlinie t', deren Parallele t im 
Krafteck die Lagerkrafte A und B ausschneidet. Somit ist die Richtigkeit der 
durchgefiihrten Losung bewiesen und wir sehen auch, daB die auf den Gesamt
balken wirkenden Krafte PI' P 2' P 3' 0, A und B ein geschlossenes Krafteck 

I 6i 0 

Abb. 264. Gerbertrllger iiber drel Offnungen, Gelenke in 
der Mitteloifnung. 
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Abb. 265. Gerbertrager iiber drei Offnungen, Gelenke in 
den auBeren Offnungen. 

bilden, also, da auch ihr Selleck ge
schlossen, im Gleichgewicht stehen. 

Das entstandene Seileck um
schlieBt die Momentenflache, aus der 
sich die GroBen der Biegemomente 
wieder errechnen lassen durch 

B. = y.' h; 

wobei Yi im wirklichen LangenmaB, 
h im KraftmaB zu messen ist. 

Hat ein Balken mehr als drei 
Lager, so sind, wie oben bemerkt, 
entsprechend mehr Gelenke ein
zufiihren. Besonders wird der Ger
berbalken oft als Trager iiber drei 

Offnungen ausgefiihrt. Dabei werden die notigen zwei Gelenke meistens in der 
Mitteloffnung angeordnet (Abb. 264), konnen aber auch beide in den auBeren Off-
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Imngen liegen (Abb. 265). Die angegebene Aufteilung in drei Balken gibt sofort 
das Rechnungsverfahren an: man beginnt z. B. bei der An9rdnung nach Abb. 264 
mit dem mittleren Teil I, die hier ermittelten Gelenkkrafte Gl und G2 sind in 
umgekehrter Richtung als Krafte auf die Teile II und III einzufiihren. 

65. Der Gerbertrager mit waagerechter Belastung. Bei einer auBermittigen 
waagerechten Belastung gibt es wiederunI keine so einfache graphische Losungs
moglichkeit. Haben wir eine in allgemeiner Art aus lotrechten und waagerechten 
Kraften zusammengesetzte Belastung (Abb. 266), so konnen wir diese zur Losung 
wieder aufteilen in eine reine vertikale Belastung ( PI . s~ Xl' P 2' P s • sin XS)l, 

fiir diese eine graphische Behandlung zur Ermittlung der Momentenflache und der 
Reaktionen ansetzen, und eine H 
horizontale Belastung (Pl' cos Xl , 

P s • cos Xs , H), die analytisch 
weiterzubehandeln ist. Die Er
gebnisse lassen sich nach dem 
Superpositionsgesetz iiberlagern. 
Dabei ist darauf zu achten, daB 
die MaBstabe der beiden Teil
lOsungen iibereinstimmen. An
statt die Trennung der Lasten 
vorzunehmen, laBt sich natiirlich 
der Balken auch mit seiner ge
samten Belastung analytisch be
handeln. Meistens ist eine solche 
direkte rechnerische Durchfiih
rung beim Vorkommen auBer
mittiger Krafte oder reiner Mo
mente als einfacheres Losungs
verfahren zu empfehlen. Es moge 
bei dem in Abb. 266 dargesteIl
ten Beispiel angewandt werden. 
Zum Ansetzen der ersten Gleich
gewichtsbedingung 

LH=O, 
betrachten wir am gUnstigsten 
den ganzen Balken (nicht in ein
zelne Balken an den Gelenken 
aufgeteilt). Da A das einzige 
feste Lager. ist, miissen aIle 
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Abb. 266. Gerbertrager iiber drel Offnungen mit allgemeiner 

Belastung. 

waagerechten Krafte dorthin geleitet werden; die Gelenke sttiren nicht, da sie 
ja eine Langskraft iibertragen konnen. Die Horizontalkomponente PI . cos Xl 

der Kraft PI wird durch das Gelenk I auf den mittleren Balkenteil weitergeleitet. 
In der Mitte des eingehangten Balkenteiles tritt zu dieser Langskraft eine ent
gegengesetzte P a ' COSXa , und die alsdann noch be.stehende GroBe (-Pl' COS,Xl 

+ P a • COSXs) wird durch das Gelenk II in den rechten Balken iibergefiihrt und 
im festen Lager A aufgenommen. Die in den rechten Balkenteil von der rechten 
Seite durch die auBermittige Horizontalkraft H eingeleitete Langskraft wird 
ebenfalls vom Lager A iibertragen. Es ist also die horizontale Lagerkraft-

1 In Abb. 266a ist irrtiimlich der Winkel1Xa zwischen Ps und der lotrechten Richtung 
eingetragen; 1Xa ist zu messen zwischen Pa und der Balkenachse. 
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komponente des Lagers A zu ermitteln aus: 

~H = 0: Pl· COSlX1 - P 3 • COSlX3 - H = Ak • 

A k geht nach links, wenn der errechnete Betrag ein positives Vorzeichen be
sitzt. Die Aufzeichnung der Langskraftflache (Abb. 266e) bereitet keine Schwie
rigkeit. Da, wie oben erwii.hnt, die Gelenke die Langskraft unbeeinflu.Bt weiter
leiten, tritt an diesen Stellen keine Anderung auf. 

Nach dieser Vorbereitung, durch die wir aIle in den Gelenken I und II iiber
tragenen Langskrafte kennen, teilen wir den Gerberbalken in Einzelbalken auf, 
indem wir die Konstruktion in den Gelenken durchschneiden. Die durch den 
Schnitt frei werdenden inneren Krafte sind die waagerechten und lotrechten 
Komponenten der Gelenkkrafte, oder anders ausgedriickt: die in den Gelenken 
iibertragenen Langs- und Querkrafte, die wir unserem Schnittprinzip entspre
chend als au.Bere Krafte ffir die Einzelbalken einfiihren miissen. Die Langs
krafte sind bereits bekannt, die Querkrafte konnen sofort angegeben werden, 
nachdem die Lagerreaktionen mit den Momentenbedingungen ffir die aufgeteilten 
Teilbalken ermittelt sind. Es wird ffir den mittleren eingehangten Balkenteil: 

(~Mh = 0: P 3 • SinlX3 · ~ - G2 ·l2 = 0 

und (~MhI = 0: -P3 • SinlX3 · ~ + G1 ·l2 = o. 
Damit sind die beiden lotrechten Gelenkkrafte G1 und G2 ermittelt. (Sie sind 
in dem vorliegenden Beispiel einander gleich gro.B.) Wahrend diese Gelenk
krafte (Querkrafte im Gelenk) fUr den eingehangten Teil als Reaktionen auf
gefa.Bt werden konnten, sind sie ffir die beiden anderen Tragerteile als Belastung 
einzufiihren. Es wird damit ffir den rechten Balkenteil: 

-G2 • d - H • t - B . e = O. 

B wird offensichtlich als Ergebnis negativ, d. h. die Reaktion B geht nach unten. 

(~M)B = 0: -G2 • (d + e) -H· t + A,,· e = O. 

Die Lagerreaktionen A" und B lassen sich also fUr den rechten Teil getrennt 
bestimmen, da die Gelenkkraft G2 aus obiger Rechnung bereits bekannt ist. 

FUr den linken Balkenteil werden die Momentenbedingungen: 

(~M)o = 0: D ·ll - PI . SinlX1 ·ll - P 2 · b + G1 • C = 0 

und (1:M)D=O: P2·a-O·l1+G1·(l1+C}=0. 

Damit sind auch die letzten Lagerkrafte 0 und D bekannt. AlB Kontrolle la.Bt 
sich nun sowohl ffir den gesamten Balken als auch ffir jeden einzelnen Teil 
die Summe der lotrechten Krafte aufstellen, die Null ergeben mu.B: 

~V = 0 : Pl· sin lX1 + P 2 + P 3 • sin lXa - A" + B - 0 - D = 0 

oder: P a · sinlXa = G1 + G2 und G2 + B = A" 

und 

Die Aufzeichnung der Querkrafte bietet nach unserem gewohnten Schema keine 
weiteren Schwierigkeiten. Die lotrechten Gelenkkrafte sind in Wirklichkeit sich 
aufhebende Querkrafte, erscheinen also nicht als Sprung in der Querkraftflache. 

Die Biegungsmomente werden am besten wieder ffir die einzelnen Teile ge
trennt bestiIDmt und dann ffir den ganzen Balken aufgetragen. An unbelasteten 
Gelenken mu.B die Begrenzungslinie ohne Knick durch Null gehen. 
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Die konstruktive Ausfiihrung del' Gelenke fiir Gerberbalken und Dreigelenk
bogen ist flir eiuige technische Anwendungsgebiete in Abb.267 gezeigt. Das 
Wesentliche aller Gelenke ist die Drehbeweglichkeit, d. h. die Nachgiebigkeit 
gegen ein aufgebrachtes Biegemoment, die uns 
die Moglichkeit zum Ansatz del' viel'ten Gleich
gewichtsbedingung gibt. 

66. Das Gelenk in abgewinkelten Balken. 
Seither wurden Faile betrachtet, bei denen die 
Balkenachsen del' einzelnen Teile des Gerber
balkens in eine Gel'ade fielen. Es konnen natiir
lich auch Tragkonstruktionen gebaut werden, 
bei denen die Achsen einen Winkel gegenein
ander bilden. Dabei entstehen beziiglich del' 
Beanspruchungen besondere Verhaltnisse, die 
naher betrachtet werden sollen. In Abb.268 
ist del' Teil I in einem festen und einem be

f----€-ifff---·-f 

weglichen Lager gestiitzt, del' Teil II nur in Abb. 267. Versc~~~e:~Sfiihrungen von 

einem beweglichen. Wirkt auf den Teil I 
eine Lang~kraft L1 , so wird diese vom Lager A aufgenommen, del' Teil II bleibt 
dabei ohne Beanspruchungen. Wil'kt dagegen eine Langskraft L2 auf den Teil II, 
so muB diese nach dem festen Lager A weitergeleitet werden, da das Lager C 
keine Langskraft aufnehmen kann. Diese Langskraft muB abel' nun in die 
Stabachse I iibergefiihrt werden; das 
ist nur moglich, wenn im Gelenk G eine 
Querkraft Ql auftritt ; odeI' andel'S aus
gedriickt: die Komponenten von L 2 , 

das sind die Krafte Q1 und L 1 , wirken 
auf den Teil 1. Die Kraft Q1 erzeugt 
abel' ein Biegemoment, das durch den 
Balken AB aufgenommen 
werden muB. Wir sehen also, 
daB durch eine reine Langs
kraft L2 im anderen Teil I 
eine Biegungsbeanspruchung 
entsteht, 

j[ 

Ganz entsprechend liegen 
die Verhii.ltnisse beim Gerber
balken nach Abb. 269, dessen 
linker Teil in einem beweg
lichen Lager und dessen rech
tel' Teil in einem festen und 
einem beweglichen Lager ge
stiitzt ist.Durch eine Langs
kraft LI entsteht im Balken 
II eine Langskraft L2 und 

Abb. 26S bis 270. Abgewinkelte Gerberbalken mit verscbiedenen 
Lagemnordnnngen. 

auBerdem ein Biegungsmoment infolge del' Kraft Q2' die auf den Balken wirkt. 
Anders ist das statische Bild, wenn del' eine Teil I nur in einem festen Lager, 

del' andere Balkenteil in zwei beweglichenLagern gestiitzt ist (Abb.270) und 
eine Langskraft auf den letzteren Teil wirkt. Da del' Balkenteil I nul' ein festes 
Auflager aufweist, kann er kein Biegemoment aufnehmen, er wiirde sich ein
fach um A drehen, eine Belastung nach Abb.268 ist also fUr den Teil I nicht 
moglich. Da abel' auch jetzt wieder L2 in Ll umgelenkt werden muB, zerlegen 

Schlink, statik. 13 
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wir La in zwei Komponenten Ll und Qa, die zusammen die Kraft La ersetzen. 
Von diesen beiden Komponenten wird nur Ll in den Balken I weitergeleitet und 
von ihm nach dem festen Auflager iibertragen; dagegen wirkt die Querkraft Qa 
lediglich auf den Balken II, sie erzeugt in cijesem ein Biegungsmoment. Wir 
haben damit die zunachst befremdende Erscheinung, daB durch eine Langskraft 
in dem Balkenteil, an dem sie angreift, mittelbar ein Biegungsmoment hervor
germen wird. 

67. Anfstellung neuer Gleichungen durch Lings- oder Querverschieblichkeit 
von Balkenteilen gegeneinander. Die neue Gleichung bei Einfiihrung des Ge
lenks war dadurch gegeben, daB das Biegemoment fiir das Gelenk Null ist. Es 
liegt nun der Gedanke nahe, an Stelle des Biegemoments eine andere Beanspru
chungsgroBe, namlich die Querkraft oder Langskraft, durch eine geeignete kon
struktive MaBnahme zu beseitigen, dadurch in anderer Weise eine erganzende 
Gleichung zu den drei Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen und so einen un
bestimmten Balken bestimmt zu machen. Wenn wir an einer Stelle einer Balken-

p oder Rahmenkonstruktion 
c::--------r=~q-...1..--+-, die tTherleitungsmoglichkeit 

Abb. 271. Balken, durch innere Lii.ngsverschieblichkeit statisch be
stimmt gemacht. 

einer Langskraft beseitigen, 
also Langsverschiebung er
moglichen, wird fiir den gan
zen konstruktiven Aufbau zu 
den drei Gleichgewichtsbe
dingungen als vierte Glei
chung hinzukommen: die 
Langskraft, d. h. die Summe 
aller Krafte links oder rechts 

in Achsenrichtung ist an der betreffenden Balkenstelle Null. Ein Balken in zwei 
festen Lagern konnte auf diese Weise statisch bestimmt gemacht werden. Eine 
ahnliche Gleichung lieBe sich mittels einer querverschieblichen, aber langsfesten 
und biegesteifen Konstruktion fUr die QuerkraJt aufstellen. Wahrend die letzte Art 
zur Erreichung statischer Bestimmtheit in der konstruktiven Praxis nicht ange
wandt wird, findet man vereinzelt, z. B. in der konstruktiven Ausfiihrung von 
Abraumforderbriicken, die Anordnung der Langskraftbeseitigung im Balken- bzw. 
Rahmenverlauf. Die Abb. 271 zeigt eine langsverschiebliche Abraumforderbriicke, 
bei der zur Aufnahme des Biegemomentes und der Querkraft der linke Balken
teil in den rechten mit Rollwagen eingebaut Jst. Die Gesamtkonstruktion ist 
in zwei festen Lagern gestiitzt, besitzt also vier Unbekannte. Zur Losung haben 
wir die drei Gleichgewichtsbedingungen und die durch die Langsverschieblich
keit erreichte vierte Bedingung: an jedem inneren Ende der beiden Teile ist 
die Langskraft gleich Null. Zur Behandlung der Aufgabe laBt sich, genau 
wie beim Gelenk, der Balken wieder in zwei Teile zerlegen durch Auftrennen 
der Gesamtkonstruktion an ihren Beriihrungsstellen. Jeder der Teile ist fiir 
sich zu behandeIn, wobei an der Auftrennung die beiden tatsachlich vorhandenen 
BeanspruchungsgroBen, Biegemoment und Querkraft, als auBere Belastungen 
eingefiihrt werden miissen. 

68. Gegliederte Scheiben. Der Balken, den wir seither als im wesentlichen 
der Lange nach ausgedehnte Scheibe unter ebener Belastung betrachtet haben, 
kann in seiner technischen Ausfiihrung auch aufgegliedert sein in einzeIne Stabe, 
wobei die einzeInen Stabe so angeordnet sind, daB ein unverschiebliches Ge
bilde entsteht. Wir werden also auch eine, der Abb.272 entsprechende, als 
Fachwerktrager ausgebildete Krananlage als Balken ansehen konnen. Es lassen 
sich bei einem derartigen Trager fiir jeden Querschnitt wieder die gleichen Be-
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anspruchungsgroBen Querkraft, Langskraft und Biegemoment bestimmen, wie 
fiir einen vollwandig ausgebildeten Trager. Diese drei Einflusse sind ja gegeben 
durch die Resultierende aller Krafte auf del' einen Seite des Schnitts. Durch 
die Resultierende werden nun 
in den einzelnen Staben Bean
spruchungen auf reine Langs
kraft auftreten, deren Ermitt
lung nach den Bemerkungen auf 
Seite 139 vorgenommen werden 
kann und in einem spateren 
Kapitel noch ausfiihrlich be
handelt werden wird. Wir 
wollen den Begriff des "Balkens" 

Abb. 272. Gegliederter Gerberbalken. 

und des "Rahmens" ganz allgemein auf ebene unverschiebliche Scheiben an
wenden, die in einem Querschnitt die drei BeanspruchungsgroBen Biegemoment, 
Querkraft und Langskraft ubertragen konnen, den Begriff "Stab" dagegen fiir 
Konstruktionsglieder verwenden, die nur eine Langskraft ubertragen. 

Ubungsaufgaben fiber Gelenktrager. 

1. Aufgabe. Fur die in Abb. 273 dargestellte Tragkonstruktion (Langstrager 
von Bahnsteigdachern) mit fiinf Stutzungsstaben und zwei Gelenken sind Bie
gungsmomente und Querkrafte zu ermitteln. 

'gi .: III 
~,~~ 

II ,w!al7.mJ1Il'lI5OIIOl<g 

Abb. 273. Ubungsbeispiel. 

LOs1Lng. Infolge del' zwei Gelenke ist die Konstruktion statisch bestimmt. 
Man zerlegt sie in die drei Balken AG1 , G2D und G1 G2 und errechnet fur diese 
die auftretenden Reaktionen. Fur den Balken AG1 ergibt sich: 

l 
S1 = q·2 = 400 kg (Druck), 

l 
G1 = q ·2 = 400 kg (nach oben); 

13* 
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fUr den Balken 02D: O2 = 2000 kg (nach unten), 
8 4 = 5600 kg (Druck). 

Auf den Balken 0 1 0 2 wiI'ken dann auBer den gege benen Lasten noch:. 

0 1 = 400 kg (nach unten), 
O2 = 2000 kg (nach oben). 

Die Momentenbedingungen lauten: 

(~M)B = 0: 4000· 4,0 - 2000,12,0 + 200·12,0' 6,0 - 200,4,0,2,0 
- 400 '4,0 = 8 3 • 8,0, 

8 3 = 400 kg (nach oben, Druck). 

(~ M)c = 0: -4000 . 4,0 - 2000 . 4,0 - 400 . 12,0 - 200 . 12,0 . 6,0 
+ 200 . 4,0 . 2,0 = 8 2 • 8,0, 

8 2 = - 5200 kg (nach oben, Druck). 

Die Biegungsmomente sind auBer an den Kraftangriffsstellen noch ausgerechnet 
fUr die angegebenen Punkte 1, 2 usw.; es ergeben sich die Werte: 

Bl = 400 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = 800 - 400 = +400 mkg. 
B2 = -400 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = -1200 mkg. 
B3 = -400 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = -3200 mkg. 
B4 = -400 . 6,0 - 200 . 6,0 . 3,0 + 5200 . 2,0 = +4400 mkg. 
B5 = -400, 8,0 - 200· 8,0' 4,0 + 5200'4,0 = +11200 mkg 

odeI' B5 = 2000 . 8,0 + 400 . 4,0 - 200 . 8,0 . 4,0 = + 11200 mkg. 
B6 = 2000 . 6,0 + 400 . 2,0 - 200 . 6,0 . 3,0 = +9200 mkg. 
B7 = 2000 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = +6400 mkg. 
Bs = 2000 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = +3600 mkg. 
B9 = -2000 . 2,0 - 200 . 2,0 . 1,0 = -4400 mkg. 
B 10 = -2000 . 4,0 - 200 . 4,0 . 2,0 = -9600 mkg. 
Bn = -2000 . 2,0 - 200'2,0'1,0 = -4400 mkg. 

2. Aufgabe. Fur den in Abb. 274 dargestellten Doppel-Hallenbinder sind die 
Biegungsmomente und Querkrafte anzugeben. 

L68ung. Del' Rahmen AB stellt einen Dreigelenkbogen dar, mit den Ge
lenken an A, 0 und B; an ihn angeschlossen jst del' Rahmen GDa, und zwar 
in 0 in einem festen Drehlager, in a in einem beweglichen Lager. Es handelt 
sich also urn ein statisch bestimmtes System. Wir betrachten zuerst den Teil GDa. 
rn G entstehen Krafte Gk und Gv , in a nUl' eine lotrechte Kraft. Es ist: 

Ok = 300 + 300 = 600 kg (nach rechts). 

Die Momentengleichungen fUr die Punkte a und G ergeben: 

(~M)c = 0: -300' 2,0 - 300'4,0 - 800'4,0 + Gk ' 6,0 + Gv ' 8,0 = 0, 
Gv = 175 kg (nach oben). 

(~M)G = 0: +800'4,0 + 300'2,0 + 300· 4,0 - a· 8,0 = 0, 
a = 625 kg (nach oben). 

Die Biegungsmomente sind fur die Punkte 1 bis 4 zu bereclmen. Es ergibt sich: 

Bl = +175·4,0 = +700 mkg. 
B2 = +175'8,0 - 800'4,0 = -1800 mkg. 
B3 = -300 . 2,0 = -600 mkg. 
B 4 =0. 
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Die umgekehrte Kraft Gf) (nach unten) geht in den Stab GB iiber, dagegen 
die umgekebrt gerichtete Kraft Gk (nach links) in den Rahmen GA und wird 
von dem festen Lager A aufgenommen: 

Ak = Gk = 600 kg (nach rechts). 
1000 

I ! I , I 

o ;000 ¥IIIIIImJ<g 

I I I I I 
o 1000 2I7001g 

Abb.274. "Obungsbeispiel. 

Die Gelenkkraft Gk = 600 kg (nach links) tritt mit den gegebenen Lasten 
in der Momentengleichung fUr A auf: 

(~M).<i = 0 : 2000 . 1,5 + 500 • 3,0 + 1000 . 6,0 + 500 • 9,0 + 500 • 12,0 
+2000·10,5 - 600·6,0 = GI". 12,0, 

G~ = 3200 kg (nach oben). 

(~M)G = 0: -2000 . 1,5 - 500 . 3,0 - 1000 . 6,0 - 500 • 9,0 - 500 . 12,0 
- 2000·10,5 - Ak • 6,0 + Av· 12,0, 

Av = 3800 kg (nach oben). 
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Die umgekehrte Kraft G'v wird ebenso wie die bereits ermittelte Kraft GI) 
von Stab GB aufgenommen, so daB dieser eine Druckkraft entha,lt von 
(3200 + 175) = 3375 kg. Die Biegungsmomente des Rahmens AG sind fiir die 
angegebenen Punkte 1 bis 9 zu berechnen. Es ergeben sich die Werte: 

Bl = -600 . 8,0 = -4800 mkg. 
B2 = -600 . 8,0 + 2000 . 1,5 = -1800 mkg. 
Bs = -600 . 10,0 + 2000 . 1,5 = -3000 mkg. 
B4 = 3800· 3,0 - 600 . 10,0 - 500 . 3,0 - 2000 . 1,5 = +900 mkg. 
Bs = 3800· 6,0 - 600 ·10,0 - 2000·4,5 - 500·6,0 - 500 . 3,0 = +3300 mkg. 
Be = 3200· 3,0 - 600 . 4,0 - 500 . 3,0 - 2000 . 1,5 = +2700 mkg. 
B7 = 2000·1,5 - 600·4,0 = +600 mkg. 
Bs = 2000 ·1,5 - 600·2;0 = +1800 mkg. 
B9 = -600 . 2,0 = -1200 mkg. 

Die Langskraftflache ist nicht aufgezeichnet, weil ihr Verlauf leicht zu iiber
sehen ist. Von G bis D hat die Langskraft die GroBe 625 kg, einer Druckkraft d ' entsprechend; von 

\ l<g/m. D bis Gist sie 600 kg 

~~ ______ J _______ ~~ ~~~~ =~~~ 
t~O -----1 \A,. s_----:/ bis 9 betragt sie 

! ! ! ! ! , 

S \ __ ---- / 3200 kg (Druck),von 
~ '_co / da bis zum oberen 

.. /1 V,. / Eckpunkt 1200 kg. 
, , / FUr den oberen 

\ / 
waagerechten Bal-

! I I I , ) 

1IJIJ() Zf1XI .m1m1<g 

ken ist die Langs
kraft konstant 
600 kg (Druck), fiir 
den linken Pfosten 
zwischen A und 
dem angeschlosse
nen Arm 3800 kg 
(Druck), von da bis 
zum Eckpunkt E 

Abb.275a. 1tbungsbeispieI. 1800 kg (Druck). 
3. Aufgabe. Auf o ifIIJ'lfJJfiJ08I1J1OOOK9 

den in Abb. 275a 
dargestellten, schrag liegenden, durch einen Stab abgestrebten Mast wirke eine 
trapezformig verteilte Belastung. Biegungsmoment und Querkraft sind zu 
ermitteln. 

L08Ung. Die Konstruktion kann sowohl als Dreigelenkbogen aufgefaBt wer
den wie auch (weil auf den Stab GB keine quer liegenden Krafte wirken) als 
ein Balken, der bei A festgelagert und durch den Stab abgestiitzt ist. Zur Er
mittlung der Lagerkraft in A und der St.abkraft S faBt man die gesamte Be
lastung zu einer Resultierenden R zusammen, die im Schwerpunkt des Be
lastungstrapezes angreift. Fiir ein rechtwinkliges Trapez mit der gro.Beren 
Hohe a, der kleineren Hohe b und der Grundlinie list die Schwerpunktsentfer
nung von der gro.Beren Hohe gegeben durch 

l a + 2b 
x=3· a+b ; 
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bei vorliegender Belastung ergibt sioh: 

= 22 . 150 + (2 . 50) = 55 = 9 16 
x 3200 6,m. 

Die GroBe der Resultierenden ist duroh den Inhalt des Trapezes dargestellt: 

R = a ~ b .l = 200~g/m .22,0 m = 2200 kg. 

Die Fesselkrafte A und S sind graphisoh vermittels des Seileoks bestimmt; 
um unnotige Linien zu ersparen, wurde die erste Seilseite duroh den Punkt A 
gelegt (vgl. S.91). Zur Kontrolle wurde die Komponente von Sin der Rioh
tung lotreoht zum Mast analytisoh bereohnet: 

S = 2200·9,16 = 1260k 
q 16,0 g. 

Zuin Auftragen der Querkraft und der Biegemomente brauoht man A nioht zu 
kennen, wenn man diese BeanspruohungsgroBen von reohts aus bereohnet, sondern 
lediglioh Sq. Das Biegungsmoment wurde ermittelt fiir eine Reihe von Stellen, 
die vom reohten Ende die Entfernung z = 2, 4, 6 ... 20 m haben. In der 
Tabelle sind jeweils die Sohwerpunktsabstande s. von der betreffenden Stelle aus 
gereohnet, ferner die Inhalte der betreffenden einzelnen Trapeze. Diese In
halte J. stellen zwisohen dem oberen Mastende und dem StabansohluB unmittel
bar die Querkraft dar. Dagegen links von der AnsohluBstelle ist die Querkraft 

bestimmt duroh: Q. = J. _ Sq = J i - 1260 kg. 

Das Biegungsmoment fiir die Punkte oberhalb des Ansohlusses ist gegeben duroh 

B.=Qi·Si, 

jedooh fiir die Punkte unterhalb des Ansohlusses duroh: 

Bi = J •. s. -Sq' (z -e), 

wobei e die Lange des iiberragenden Mastes (e = 6,0 m) angibt. 
Fiir zwei Punkte in der Entfernung 2,0 bzw. 12,0 m vom oberen Ende hat 

man folgende Werte: 

z=2,Om z=12,Om 

59,1 m 104,5 m 

~ . 59,1 + 100,0 = 0 972 
3 109,1 ' m 

12. 104,5 + 100,0 = 5 29 
3 154,5 ' m 

2,0 9 k (59,1 + 50,0) . 2 = 10,1 g (104,5 + 50,0) . liO - 1260 = -333 kg 

-109,1·0,972 = -106 kgm - 927,0 • 5,29 + 1260 . (12,0 - 6,0) = +2656 kgm 

Die Querkraftlinie ist hier keine Gerade, weil es sioh bei der Belastung nioht 
um eine gleiohformig verteilte Last handelt. 

4. Aufgabe. Auf dem in Abb. 275b dargestellten Sagebook liegt ein Zylinder 
von gegebenem Gewioht Q. Der Book ist unten lose aufgestellt, aber die beiden 
FuBpunkte A und B sind duroh ein Seil miteinander verbunden. Die Biegungs
momente sind zu ermitteln. 

L6sung. Die Aufgabe hat mit der vorhergehenden das Gemeinsame, daB 
es sioh wiederum um einen Dreigelenkbogen handelt mit TeiJen, die iiber das 
Gelenk hinausragen. Die Punkte A und B sind allerdings moht fest gelagert, 
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aber die lotrechten Reaktionen (Reibung vernachlassigt) und die infolge des 
Seils auf die Punkte A und B' wirkenden Krafte ergeben zusammen die gleiche 
Wirkung wie ein festes Gelenk. Die Schwerkraft Q wird in zwei Komponenten 
NI und N2 lotrecht zu den Konstruktionstellen I-I und II-II zerlegt. Denkt 
man sich nur den Tell I-I belastet (durch N 1), so muB die Kraft an B (das 
ist die Resultierende aus V2 und H') in die Verbindungslinie BG fallen. Hier
mit ist NI zum Schnitt zu bringen und dieser Schnittpunkt mit A zu verbinden. 
Es entstehen so die Krafte A' und B' im Krafteck. Entsprechend wird N2 mit 
der Geraden AG geschnitten und dieser Punkt mit B verbunden. Ns ruft die 

~ 
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Abb. 275 b. 'tlbungsbelspiel. 

Gegenkrafte A" und B" hervor. Die Resultierende von AI und A" bzw. B' 
und B" ergeben die Krafte A und B, die in VI und H bzw. Vs und H zu zer
legen sind. Das Krafteck aus Q, H, V 2' VI' H muB geschlossen sein. 

Man hatte hier allerdings die gesamten Fesselkrafte VI> V2 und H einfacher 
finden konnen. Infolge der Symmetrie muB sein: 

G 
V1 = V2 =2' 

Denkt man andererseits den einen Balken vom anderen losgetrennt und setzt 
fiir das Gelenk die Summe aller auf den Balken II wirkenden Momente gleich 
Null, so hat man: 665" 

-N2 ·a- Vs ·++H·57,5=0. 

Die Momentenflache ist ein Dreieck, das Biegungsmoment an der Gelenkstelle 
ist gegeben durch N s ' a. . 

DaB bier an der Gelenkstelle ein Biegungsmoment auftritt, scheint ein Wider
spruch gegen die friihere Aussage zu sein, daB das Biegungsmoment am Gelenk 
verschwinden muB; aber der Widerspruch klart sich leicht auf, denn bier wird 
das fragliche Biegungsmoment nicht durch das Gelenk iibertragen, also nicht 
vom Balken I-I auf den Balken II-II weitergeleitet, sondern das Biegungs
moment bleibt in dem einen Balken. 

o. Aufgabe. Fiir das in Abb.276a dargestellte Schleusentor solI das Bie
gungsmoment ermittelt werden. 

Losung. Die Konstruktion ist fiir eine allgemeine Belastung nicht steif, da 
die Verbindung (AriJehnung) am Punkt M so ausgeblldet ist, daB nur eine Kraft 
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in Richtung der angegebenen symmetrischen Belastung, d. i. von oben nach 
unten, iibertragen werden kann, aber nicht umgekehrt. FUr die angegebene Be
lastung kann man die Beriihruri.gsstelle der beiden Schleusentore als ein Gelenk 
aufiassen, das die Vbertragung des 
Biegungsmomentes verhindert, da
gegen die Gelenkkraft selbst iibertragt. 
Es liegt also fiir diesen Fall ein Drei
gelenkbogen vor. Da die Belastung 
symmetrisch ist, muB die Gelenkkraft 
M waagerecht verlaufen. Man findet 
sie, indem man die waagerechte Linie 
mit WI zumSchnitt bringt und durch 
diesen Schnittpnnkt eine Verbindungs
linie nach A zieht; dasselbe fiihrt man 
fiir die rechte Seite aus. Das Kraft-
eck gibt dann GroBe und Richtung 
von M, A und B an. Die Momenten
flachen sind infolge der gleichmaBig 
verteilten Belastung Parabeln. 

6. Aufgabe. FUr den Siebengelenk
trager der Abb. 276b sind die inneren A 
Krafte zu ermitteln. 

Losung. Das System, das einem 
steifen Stollengeriist nachgebildet ist, 

B 

B 

Abb. 276 R. 'Obungsbeisplel. 

hat mit der Konstruktion der vorhergehenden Aufgabe das Gemeinsame, daB es 
bei den angegebenen Gelenken fUr eine beliebige Belastung nicht mehr unver
schieblich ist. Es bleibt aber dann in Ruhe, wenn die zu den gegebenen Lasten 

Abb.276b. "Obungsbeispiel. 

Pl ... P5 zugehOrigen Seilseiten durch die Gelenke I bis V gehen, wie es hier 
angegeben ist. Die Stiitzungslinie verlauft also durch die Gelenke. Die GroBe 
der durch die Gelenke geleiteten Krafte Gr bis Gv· ist, wie aus der Begrfuldung 
des Seilecks (Seite 77) hervorgeht, durch die Lange der Polstrahlen 1, 2, ... an
gegeben. Die Lagerreaktionen A und B fallen mit der ersten und letzten Seilseite 
zusammen und sind der GroBe nach durch den ersten und letzten Polstrahl dar
gestellt. Die Resultierende aus A und PI erzeugt die Gelenkkraft Gr, die Resul
tierende aus Gr und P 2 die Gelenkkraft Gn . Die Krafte PI bis P6 stehen mit A 
und B im Gleichgewicht, weil das zugehorige Kraft- und Seileck geschlossen ist. 



Vierter Teil. 

Das ebene Fachwerk. 

ID. BegrUI und Bildung des freien ebenen Fachwerks. 
69. Begriff des bestimmten Fachwerks. Das Fachwerk im Sinne der Mechanik 

ist ein System von einzelnen Staben, z. B. Dachbinder, Fachwerkhaus, Briicken, 
Geriistbauten, Tragwand eines Flugzeugfliigels usw. FUr unsere Betrachtungen 
in der Statik nehmen wir an, daB aIle Stabe gelenkartig miteinander verbunden 
sind. Sofern auBere Kriifte nur in diesen verbindenden Knotenpunkten wirken, 
erreichen wir mit der gemachten Annahme, daB die das Fachwerk bildenden 
Stabe nur Langskrafttrager sind, daB in den Staben also keine Biegemomente 
und Querkrafte auftreten (wie beim Balken). Betrachten wir die technisch aus
gefiihrten Fachwerke, so sehen wir, daB diese Bedingung der gelenkartigen Ver
bindung aller Stabe praktisch in den allerseltensten Fallen erfiillt ist, daB z. B. 
bei Briicken im Gegenteil die Stabverbindungen moglichst steif durchgefiihrt 
sind. WenD. wir trotzdem gelenkige Knoten fiir die Rechnung voraussetzen, 
so geschieht dies deshalb, weil der Unterschied zwischen den Stabkraften bei 
gelenkigem und steifem KnotenanschluB im alIgemeinen nur einen geringen 
Betrag ausmacht, und weil man iiberhaupt von vornherein den Fachwerktrage;r 
nicht anders berechnen kann (statische Unbestimmtheit). Will man die Stab
kriifte bei steifen Knotenpunkten ermitteln (was aber nur selten notig ist) , 
so muB man zunachst diejenigen bei gelenkartigen Anschliissen bestimmen und 
kann dann nachtraglich den EinfluB der starren Verbindungen feststellen . .Also 
ist die Berechnung nach der gemachten theoretischen Annahme immer notig. 
Weiterhin nehmen wir an, daB die Stabe starr sind, eine Annahme, die unter be
stimmten Voraussetzungen eine unverschiebliche Gesamtkonstruktion gewiihr
leistet. In der praktischen Durchfiihrung haben wir allerdings elastische Stabe, 
deren Formanderung jedoch so gering ist, daB die Abweichung des belasteten 
Fachwerks yom unbelasteten vernachlassigbar klein in bezug auf die ent
stehenden Stabkriifte wird. 

Wir verstehen unter Fachwerk ein Gebilde aU8 starren Stiiben, die an ihren 
Enden gelenkartig miteinander verbunden sind. 

Die Stabe werden zweckmaBig wieder dargestellt durch ihre Stabachsen. 
Liegen diese Stabachsen aIle in einer Ebene, so sprechen wir yom "ebenen Fach
werk", sind die Stabe dagegen raumlich angeordnet, so erhalten wir das "Raum
fachwerk" . 

Die Aufgabe des ebenen Fachwerks, das zunachst zugrunde gelegt sein 
solI, ist es, Krafte in seiner Ebene durch das Stabsystem (die Verbindung der 
Langskrafttrager) nach der Erde oder einer anderen festen Konstruktion weiter
zuleiten. Das Fachwerk ist also stets gelagert. Die Lasten, die aufein solches 
Fachwerk wirken, wecken in den Lagerstellen Reaktionskrafte, die den auBeren 
Kriiften (Lasten) das Gleichgewicht halten. Die Konstruktion des Fachwerks 
an sich, ohne Lagerung, heiBt freies ebenes Fachwerk. Wandelt man das ge
stiitzte Fachwerk in ein freies um, so miissen die Lagerreaktionen als auBere 
Kriifte eingefiihrt werden, die zu den vorhandenen Lasten hinzutreten und ein 
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Gleichgewichtssystem bewirken. Unsere Aufgabe ist zunachst, das freie Fach
werk unter dem EinfluB von Kraften, die unter sich im Gleichgewicht stehen, 
zu betrachten und die entstehenden Stabkrafte (Langskrafte) zu ermitteln. 
Wir miissen uns also die Fragen stellen: 

Unter welchen Umstanden sind diese Stabkrafte bei jeder beliebigen Be
lastung eindeutig bestimmbar 1 und 

Wie groB sind die Stabkrafte, bzw. wie kann man die GroBe der Stab-' 
krafte ermitteln 1 

Die Forderung, daB die Stabkrafte eindeutig und endlich werden miissen, 
ist eine technische Notwendigkeit, denn bei vieldeutigen Stabkraften wissen wir 
nicht, welchen Wert wir der Dimensionierung der Stabe (Gestaltung des Quer
schnitts) zugrunde legen sollen; bei unendlich groBen Stabkraften konnen wir 
iiberhaupt keine haltbare Ausblldung eines Stabquerschnittes ausfiihren, denn 
dazu ware ein unendlich groBer Querschnitt erforderlich. 

Neben dieser statischen Forderung werden wir aber auch noch eine andere 
Forderung an das Fachwerk stellen miissen, namlich daB es eine steife unver
schiebliche Konstruktion darstellt. 

Ein Fachwerk, bei dem die Stabkrafte fiir jede beliebige Belastung auf Grund 
der statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedingungen) eindeutig und endlich 
werden, nennen wir ein statisch bestimmtes Fachwerk. Es wird offensichtlich 
zum Aufbau eines statisch bestimmten Fachwerks eine bestimmte Anzahl von 
Staben notig sein, und zwar konnen wir aus der Bedingung der eindeutigen und 
,endlichen Stabkrafte ganz allgemein sagen: Es muB die Zahl der Stabkrafte, 
die ja die Unbekannten beim freien Fachwerk darstellen, genau so groB sein, 
wie die Zahl der uns zur Verfiigung stehenden Gleichungen. Betrachten wir 
nun ein ebenes freies Fachwerk, das unter 
der Wirkung auBerer Krafte im Gleichgewicht 
steht (Abb. 277), so sind fiir die Gesamtkon
struktion aus Gleichgewichtsgriinden drei Be
dingungen zu erfiillen, well es sich um den 
Gleichgewichtszustand von Kraften in der 
Ebene handelt, die nicht durch einen Punkt 
gehen. Befindet sich aber das ganze System 
im Ruhezustand, dann muB an jedem Knoten

Abb. 277. Zum Begrlff des statisch 
bestimmten Fachwerkes. 

punkt des Fachwerks ebenfalls Gleichgewicht bestehen, d. h. an jedem Punkt 
miissen sich alle angreifenden Krafte (auBere und innere, also Lasten und 
Stabkrafte) aufheben. An jedem Knotenpunkt liegen demnach zwei Gleich
gewichtsbedingungen vor (Krafte in einem Punkt angreifend). Nennen wir 
die Anzahl der Knotenpunkte n, so erhalten wir, entsprechend den jeweiligen 
zwei Gleichungen am einzelnen Knotenpunkt insgesamt 2n Gleichungen. Wenn 
aber an allen Knotenpunkten Gleichgewicht vorliegt, so ist damit das Gleich
gewicht des ganzen Systems gesichert. Fiir diese Bedingung bestehen aber, 
wie vorhin bemerkt, schon drei Gleichungen: infolgedessen haben wir jetzt nicht 
mehr 2n unabhangige Gleichungen, sondern deren nur noch (2n-3). Diese 
Gleichungszahl muB mit der 'Anzahl der vorhandenen Unbekannten iiberein-
stimmen, so daB wir als Ergebnis erhalten: , 

Ein statisch bestimmtes ebenes treies Fachwerk mufJ (2n - 3) Stiibe besitzen: 

s = 2n - 3. (31) 

Die so gewonnene Aussage iiber die Anzahl der Fachwerkstabe ist notwendig, 
aber nicht hinreichend, d. h. ein Fachwerk, bei dem die Stabkrafte eindeutig und 
endlich sind, muB diese Stabzahl besitzen, aber umgekehrt braucht ein Fachwerk, 
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das die Stabzahl 8 = 2n - 3 aufweist, nicht statisch bestimmt zu sein, da 8 Glei. 
chungen mit 8 Unbekannten nicht eindeutige, endliche Losungen ergeben miissen. 
Hat das Fachwerk, mehr als (2n -3) Stabe, dann ist die Zahl der Unbekannten 
groBer als die Zahl der Gleichungen; man nennt es statisch unbestimmt. 

Um in die Frage der Unverschieblichkeit eines Fachwerks Einblick zu ge
winnen, gehen wir von dem einfachsten Fachwerk, dem Dreieck, aus (Abb.278). 
Das Stabdreieck, gebildet aus drei Staben und drei Knoten, ist unverschieblich; 
denn ware der Punkt III nur durch den Stab I (I, III) gegeniiber Stab 2 an
geschlossen, so konnte er sich auf einem Kreisbogen um I bewegen, entsprechend 

... 

I~ g II 

Abb. 278. Das elnfachste unverschlebliche Fachwerk. Abb. 279. Gelenkviereck. 

bei alleinigem AnschluB an II auf einem Kreisbogen um II; weil er aber durch 
die heiden Stabe angefiigt ist, kann er sich nur gleichzeitig auf beiden Kreisbogen 
bewegen. Da diese beiden sich aber in einem Punkt schneiden, liegt der Punkt III 
fest. Die Stabe bleiben also in dieser einzig moglichen Lage. Das Stabviereck 
(Abb. 279), gebildet aus vier Staben und vier entsprechenden Knoten ist ver
schieblich, wir haben hier das sogenannte Gelenkviereck. Wir konnen es un
beweglich machen durch Einfiihrung eines Diagonalstabs. Wir erkennen, daB ein 
unverschiebliches Gebilde von vier Punkten mindestens fiinf Stabe benotigt. Ent
sprechende ttberlegungen fiir Stabsysteme mit mehr Knotenpunkten ergeben" 
daB fiir die Unverschieblichkeit eines Fachwerks notig sind: 

Allgemein finden 
mindestens 

bei 3 Knoten 3 Stabe, 
bei 4 Knoten 5 Stabe, 
bei 5 Knoten 7 Stabe, 
bei 6 Knoten 9 Stabe usw. 

wir, daB zum Aufbau eines unverschieblichen Fachwerks 

8=2n-3 

Stabe gehoren. Man kann natiirlich noch mehr Stabe einziehen, die dann aber 
fUr die Bedingung der Unverschieblichkeit iiberfliissig sind. Ein Fachwerk, das 
die Mindeststabzahl 8 = 2n - 3 besitzt und unverschieblich ist, nennen wir 
ein kinemati8ch be8timmte8 Fachwerk. Hat das unverschiebliche Fachwerk mehr 
als zur Unverschieblichkeit unbedingt notwendige Stabe (8 > 2n - 3), so nennen 
wir das Fachwerk kinematisch iiberbestimmt, hat es weniger Stabe, so wird es 
kinematisch unbestimmt genannt. 

Wir sehen, daB die geforderte Stabzahl (2n - 3) fiir die Bedingung der 
statischen Bestimmtheit und fiir die Bedingung der kinematischen Bestimmt· 
heit die gleiche ist. Es laBt sich, wie A. FOPPL1 bewiesen hat, ganz aUgemein sagen: 

Jede8 kinematiBch be8timmte Fachwerk i8t .auch 8tati8ch beBtimmt, und umge
kehrt: jede8 8tati8ch be8timmte Fachwerk i8t auch kinemati8ch be8timmt. 

Man spricht deshalb einfach von bestimmten Fachwerken2• Ein Fachwerk 

1 AUGUST FOl'l'L wirkte von 1894 bis 1921 als Professor der Mechanik an der Tech
nischen Hochschule in Miinchen. 

2 Ein allgemeiner Beweis dieser Aussage lii.Bt sich mit Hille der Determinanten aus 
den Koeffizienten der Unbekannten aufstellen. Vgl. z. B. FOl'l'L: Techn. Mechanik II. Bd_ 
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mit tiberzahligen Staben (8) 2n - 3) ist also kinematisch tiberbestimmt und 
statisch unbestimmt; ist die Stabzahl dagegen kleiner als die Mindestzahl 
(8 < 2n - 3), dann ist das Fachwerk beweglich, kinematisch unbestimmt und 
statisch tiberbestimmt (Bewegungsmechanismus). 

70. Die Bildungsgesetze del' ireien ebenen bestimmten Faehwel'ke. Die Bil
dungsgesetze des ebenen, freien, statisch bestimmten Fachwerks geben an, in 
welcher Weise solche Fachwerke aufgebaut werden konnen. 

Erstes Bildungsgesetz: Ein 8tati8ch be8tirnrnte8 Fachwerk wird gewormen, 
indern nmn, aU8gehend von einern Stab, rmcheinander Knotenpunkte an8chlief3t durch 
je zwei Stiibe, die nicht in einer Geraden liegen. 

Als Beweis ftir dieses Bildungsgesetz weisen wir nach, daB so aufgebaute 
Fachwerke unverschieblich sind, und daB bei jeder beliebigen Belastung die 
Stabkrafte endlich und eindeutig werden. Die Unverschieblichkeit del' Fach· 
werke, die nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut sind, geht aus del' gleichen 
Betrachtung hervor, die wir bereits oben benutzt haben, urn die Mindeststab
zahl des kinematisch bestimmten Fachwerks zu ermitteln. Wir gehen (Abb. 280) 
aus von einem Stab 1 mit den Endpunkten I und II, und schlie Ben an diese 
Punkte einen weiteren Punkt III durch zwei weitere Stabe 2 und 3 gelenkig 
an; diesel' Punkt liegt gegentiber I und II unverschieblich fest; das Dreieck 
ist unverschieblich. An dieses starre Stabdreieck liiBt 
sich nun in gleicher 'Weise mit zwei weiteren Staben 4 
und 5 ein viertel' Kllotenpunkt IV unverschieblich 
anschlieBen. Diesel' neue festliegellde Knoten kanll wieder 
zum AnschluB eines neuen Stabes 6 dienen, del' mit dem I 

an Knoten II befestigten Stab 7 den neuen Knoten V 
festlegt. In gleicher Weise werden weitere Punkte mit je 
zwei weiteren Staben anzuschlieBen sein, wobei nicht 
immer Stabdreiecke aufzutreten brauchell. Wir haben also 
damit ein Fachwerk unverschieblich mit del' kleinstmog
lichen Anzahl von Stab en aufgebaut. Die Bedingung, 
d 13 2 S b Abb. 280. Das Faehwerk naeh a ( n - 3) ta e vorliegen, ist erftillt, denn wir haben dem ersten Bildungsgesetz, 
in Abb. 280 sechs Knoten und neun Stabe, also kinematiseher Beweis. 

9=2'6-3. 

DaB diese Bedingung del' Stabzahl immer beim ersten 
Bildungsgesetz erftillt ist, geht aus folgender Erwagung 
her VOl' : Wir haben als Grundlage einen Stab mit zwei 
Knoten an beiden Enden 

81 = 1, n 1 = 2 

odeI' 81 = 2 . 2 - 3 = 2 . n 1 - 3. 

Aile weiteren Knoten n2 sind durch je zwei Stabe (im 
ganzen 82) angeschlossen: 

82 = 2nz· 

Also ist: 
Abb. 281. Das Faehwerk nach 
dem ersten Bildungsgesetz, 

statischer Beweis. 

(81 + 82) stellt die Gesamtzahl 8 del' vorhandenen Stabe dar und entsprechend 
ist (n1 + n2) die Gesamtzahl n del' vorhandenen Knotell, so daB damit ganz 
allgemein ftir Fachwerke nach dem ersten Bildungsgesetz die Bedingung fUr 
die Stabzahl erftillt ist: 

8=2n-3. 
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Zum Nachweis der statischen Bestimmtheit nehmen wir beliebige Lasten 
an, die am Fachwerk im Gleichgewicht stehen sollen (Abb.281). Wir benutzen 
zur Bestimmung der StabkraftgroBen die Aussage, daB an jedem einzelnen 
Knoten die auJ3eren Krafte mit den inneren Kriiften (Stabkraften) im Gleich
gewicht stehen miissen. Betrachten wir z. B. den Knotenpunkt VI, trennen 
ibn ab, indem wir die beiden Stabe 8 und 9 durchschnitten denken, so miissen 
die durch diesen Schnitt frei gewordenen Stabkrafte 8p, und 89 mit der wirken
den Last P6 im Gleichgewicht stehen und konnen mit Hille der Gleichgewichts
bedingungen eindeutig bestimmt werden (zwei Unbekannte mit zwei Gleichun
gen) oder graphisch durch ein geschlossenes Krafteck. Die Stabkraft 89 wirkt 
nun als bekannte Kraft auf den Knoten V, und an diesem Knoten finden wir 
durch die gleiche Gleichgewichtsbetrachtung die Stabkrafte 8 7 und 8 6 , In 
gleicher Weise finden wir durch die bekannte Kraft 86 am Knoten IV mit Hille 
eines Kraftecks die Stabkrafte in den Staben 5 und 4. Am Knoten III stehen 
dann die bekannten Krafte P a und 8 4 den beiden Unbekannten 8 2 und 8a 

gegeniiber, die also auch zu ermitteln sind. Der Knoten 
II und der Knoten I liefern nun Gleichgewichtsprobleme, 
bei denen weniger als zwei Unbekannte vorliegen, die 
demgemaB als Kontrolle aufzufassen sind. (Nahere Aus
fiihrungen unter Nr. 73.) Wir sehen jedenfalls, daB fiir 
alle Knotenpunkte eine Losung der Gleichgewichtsauf

I""'""-;;-~~~:--~v gabe (Krafteck) besteht, daB demnach alle Stabe ein-

I 
J8. 

deutige und endliche Stabkriifte besitzen, was aber als 
Forderung der statischen Bestimmtheit des Fachwerks 

aufgestellt war. Ein Fachwerk nach dem ersten' 

}
oo Bildungsgesetz ist also statisch und kinematisch 

bestimmt. 
FUr den im Bildungsgesetz ausgenommenen 

Sonderfall, daB die beiden AnschluBstabe eines 
Abb. 282. Versohiebliohes Faohwerk naoh Knotens in einer Geraden liegen, betrachten 

dem ersten Bildungsgesetz. 
wir Abb. 282. Der Knoten VI ist an die beiden 

festliegenden Knotenpunkte I und V angeschlossen durch zwei Stabe 8 und 
9, die in einer Geraden liegen. Es ist ohne weiteres klar, daB der Punkt VI 
hier nicht festliegt, denn die beiden Kreisbogen der Stabe 8 .und 9 liefern 
keinen Schnittpunkt, sondern haben nur eine Beriihrung gemeinsam. Der Punkt 
VI kann sich infolgedessen um ein sehr kleines S£iickchen bewegen. Das Fach
werk ist also nicht mehr kinematisch bestimmt. Dabei beschrankt 8ich die 
Verschiebungsmoglichkeit nur auf den einen Punkt VI bzw. die Stabe 8 und 
9. ---: Zur Priifung der statischen Bestimmtheit betrachten wir eine Kraft 
P auf den Knoten VI wirkend, die mit den anderen am Fachwerk an
greifenden Kriiften natiirlich wieder im Gleichgewicht stehen muB. Wir er
halten am Knoten VI das Bild einer Kraft unter einem Winkel auf zwei Stabe 
wirkend, die in gleicher Richtung liegen. Das Krafteck liefert fiir die Stabkriifte 
88 und 89 unendlich groBe Werte. Die Stabkrafte werden demnach nicht end
lich: das Fachwerk ist statisch unbestimmt. 

Wiirden wir an das Stabgebilde weitere Stabe anschlieBen unter Benutzung 
des Knotens VI als AnschluBstelle fUr einen Stab, so wiirden die weiter an
geschlossenen Punkte ebenfalls nicht fest liegen, da Punkt VI verschieblich ist. 
Wir wiirden auf diese Weise ein Fachwerk bauen, das nur zu einem Teil statisch 
bestimmt und unverschieblich ist. Da die Stabe aber praktisch stets elastisch 
sind, wird ein durch zwei Stabe in derselben Geraden angeschlossener Punkt 
etwas aus der Verbindungsgerade heraus verschoben, die zugehorigen Stab-
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krafte 88 , 89 werden dann zwar nicht mehr unencllich groB, aber immer noch 
sehr groB. 

Zweites Bildungsgesetz: Aus zwei bestimmten Fachwerlcen wird ein neues 
bestimmtes dadurch erhalten, daf3 man zwischen den beiden Fachwerlcen drei Ver
bind~tngsstabe einzieht, die nicht durch einen Punlct gehen; ein beiden Fachwerlcen 
gemeinsamer Knoten ersetzt zwei Verbindungsstabe. 

Wir legen also beim zweiten Bildungsgesetz dem Aufbau eines Fachwerks 
einen ganz anderen Gedanken zugrunde: vorhanden sind zwei statisch bestimmte 
Fachwerke (nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut); aus diesen beiden 
Fachwerken wollen wir nun ein unverschiebliches Fachwerk machen, d. h. wir 
wollen das Teillachwerk A gegen das Teillachwerk B unverschieblich festlegen 
(lagern). Wir ziehen zunachst (Abb.283) die beiden Stabe 0 und ® zwischen 
beliebigen Motenpunkten der beiden Fachwerke ein. 
Damit liegt das Fachwerk B noch nicht unverschieb
lich gegen A fest, denn diese Verbindung erlaubt noch 
eine Drehung beider Fachwerksteile gegeneinander um 
den Motenpunkt I (wir setzen ja Gelenke in den 
Moten voraus). Diese Drehmoglichkeit wird durch 
Anordnung eines dritten Stabes CD aufgehoben; denn 
waren nur die Stabe 0, ® eingezogen, so konnte 
sich Moten V auf einem Kreisbogen um I drehen; 
ist aber noch Stab CD vorhanden, so kann sich V 
nur gleichzeitig auf einem Kreis um I und einem 
um II drehen, d. h. V liegt unverschieblich fest 

/v 
Abb. 283. Das zweite Bildungs· 

gesetz. 

gegeniiber A und damit auch das ganze Gebilde B, das nach Voraussetzung 
in sich selbst lillverschieblich ist. Die beiden Fachwerke sind zu einem unver
schieblichen Gebilde vereinigt worden. Wir erkennen auch sofort, daB die drei 
verbindenden Stabe nicht durch einen Punkt gehen dillfen, denn wenn der 
Stab CD zwischen den Moten I und V eingezogen wiirde, hatten wir damit das 
Drehvermogen der Fachwerke gegeneinander nicht ausgeschaltet. 

Die Frage nach der Stabzahl des neu entstandenen Fachwerks liefert wieder 
unsere bekannte Beziehung 

s=2n-3. 

Denn das nach Voraussetzung bestimmte Fachwerk A besitzt nA Moten und 
SA Stabe, die zusammenhangen nach der Gleichung: 

SA =2nA -3. 
Entsprechend ist fill Fachwerk B: 

SB = 2nB -3. 

Hinzugekommen sind drei Verbindungsstabe (sv), aber keine neuen Moten: 

Sv= 3. 

Die Addition der drei Gleichungen ergibt: 

SA + SB + Sv = 2(nA + nE) - 6 + 3. 

Da aber (SA + SB + sv) die Gesamtzahl s der Stabe ist und (nA + nE) die Zahl 
der Moten, so haben wir: 

s=2n-3. 

Damit ist also erwiesen, daB die fUr das kinematisch und statisch bestimmte 
Fachwerk notige Stabzahl vorhanden ist. 

Zum Nachweis der statischen Bestimmtheit betrachten wir das Gesamtfach
werk unter dem EinfluB von Kriiften, die unter sich im Gleichgewicht stehen 
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(Abb.284). Schneiden wir nun die drei Verbindungsstabe 0, 0, CD durch, 
so trennen wir damit die beiden Teilfachwerke A und B wieder auseinander. 
Durch den Schnitt werden aber die inneren Krafte (Stabkrafte) der drei ge
schnittenen Stabe SI' S2 und Sa frei und fiir jedes abgeschnittene Fachwerk 
(links oder rechts) miissen nun die auBeren Lasten oder, anders ausgedriickt, 
ihre Resultierende mit den drei unbekannten Stabkraften im Gleichgewicht 
stehen. Wenn die drei Stabe nicht durch einen Punkt gehen, was aber schon 

als Forderung der kinematischen Bestimmtheit 
ausgesprochen wurde, erhalten wir fiir die Stab
krafte eine eindeutige und endliche Losung; denn 
zur Berechnung der drei Unbekannten stehen die 
drei Gleichgewichtsbedingungen der in der Ebene 
zerstreut wirkenden Krafte zur Verfiigung, bzw. 
sie konnen mit Hilfe des CULMANNschen Ver
fahrens ermittelt werden. Die iibrigen Stab
krafte sind dann mit Riicksicht auf die nach 

Abb. 284. Statlsche Bestimmtheit eines Voraussetzung vorhandene statische Bestimmt
Fachwerkes nach dem zwelten Bildungs-

gesetz. heit der Teilfachwerke ebenfalls endlich und 
eindeutig. 

Somit ist bewiesen, daB das nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaute 
Fachwerk statisch und kinematisch bestimmt ist, wenn die drei Verbindungs
stabe nicht durch einen Punkt gehen .. Die letzte Forderung, daB die Stabe 
n,icht durch einen Punkt gehen diirfen, schlieBt auch den Fall ein, daB die ver
bindenden Stabe parallel laufen (Abb.285). Die drei Stabe schneiden sich in 
einem Punkt, der hier im Unendlichen liegt. ' 

1m zweiten Bildungsgesetz ist weiterhin ausgedriickt, daB zwei Fachwerke 
auch statisch und kinematisch bestimmt verbunden sind, wenn sie einen Punkt 
gemeinsam haben, und an einer anderen Stelle ein Stab, der nicht durch den 

(j) 

Abb. 285. Verschiebliches Fachwerk nach dem 
zwelten Bildungsgesetz. 

Abb. 286. Sonderfall des zwelten Bildungsgesetzes. 

gemeinsamen Punkt geht, eingezogen wird (Abb. 286). Die Richtigkeit ist leicht 
zu erkennen: durch den gemeinsamen Punkt ist lediglich eine Verbindung der 
Teilfachwerke, aber nicht Aufhebung der Drehmoglichkeit erreicht; dieses Dreh
vermogen wird aber durch Einziehen des weiteren Stabes beseitigt. Die kine
matische Bestimmtheit ist damit erwiesen. Der Beweis der statischen Bestimmt
heit geht klar aus der Betrachtung des gemeinsamen (Gelenk-) Punktes G her
vor: es konnen in einem Gelenk nur Krafte iibertragen werden (zwei Unbe
kannte!), die Vbertragung von Momenten ist nicht moglich; wir werden also 
unsere dritte Gleichgewichtsbedingung (~M)G = 0 zur Losung der Kraft im Ver
bindungsstab benutzen konnen (vgl. S.224). Fassen wir in der Abb.283 das 
urspriingliche Teilfachwerk B erweitert durch diebeiden Stabe 0 und 0 als 
neues Teilfachwerk auf, so deckt sich dieser Fall der Fachwerkverbindung mit 
dem letzten, denn die Verbindung des erweiterten Teilfachwerks B mit dem 
Teilfachwerk A geschieht dann auch durch einen gemeinsamen Punkt (Knoten I) 
und einen Stab CD. 
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DaB die hier erorterte Festlegung des Fachwerks A gegeniiber B auf das
selbe herauskommt, wie die friihere Festlegung eines Balkens gegeniiber einer 
Unterlage, ist leicht zu erkennen. 

Drittes Bildungsgesetz (Gesetz der Stabver
tauschung): J edes nach dem ersten oder zweiten Bildungs- a 
gesetz aufgebmde, also bestimmte Fachwerk, kann durch 
Fortnahme eines Stabes und WiedereinfUgung eines an
deren Stabes, d. i. durch Stabvertauschung, in ein anderes 
bestimmtes Fachwerk verwandelt werden. Dies neue Fach
werk ist tatsiichlich bestimmt, wenn der Ersatzstab zwischen 
zwei solchen Punkten eingezogen wird, die sich nach Fort
nahme des Tauschstabes gegeneinander bewegen k6nnen, 
und deren Abstand bei dieser Bewegung nicht gerade 
einen maximalen oder minimalen Wert kat. Jl 

1 

11I 
I 

Zur Erlauterung dieses Bildungsgesetzes betrachten 
wir ein nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebautes 
Fachwerk (Abb. 287a), aus dem ein Stab (Tauschstab) 
herausgenommen wird. Das nunmehr entstandene Stab
gebilde ist nicht mehr unverschieblich, denn es hat 
nicht mehr die unbedingt notige Stabzahl (2n - 3), 
sondern einen Stab weniger. Es ist eine Verschiebung 
moglich, da die vier Knoten I, II, IV, III ein Ge
lenkviereck, d. i. aber ein bewegliches System, bilden. 
Ziehen wir nun etwa den neuen Stab (Ersatzstab) zwi
schen den Knotenpunkten III und VII ein (Abb.287b), 
so ist damit die Verschieblichkeit des Stabsystems Abb.287. Zum dritten Bildungs-gesetz. 
noch nicht aufgehoben. Das bereits in sich unver-
schiebliche Viereck aus den Knoten III, V, VII, IV ist durch den Ersatzstab 
als zweite Diagonale doppelt gesichert gegen Verschiebung, wahrend das Gelenk
viereck I, II, IV, III noch nicht unbeweglich gemacht wurde. Es ist offenbar 
notig, daB wir den Ersatzstab so einziehen, daB er eine mogliche Bewegung 

Abb. 288. Fachwerk nach 
dem dritten Bildungsgesetz 
mit unendlich kleiner Ver-

schiebIlchkeit. 

verhindert. Das ist z. B. in Abb. 287 c erreicht; das 
durch Stabvertauschung entstandene Fachwerk ist, wie 
wir uns leicht iiberzeugen konnen (an Stab VI, VII sind 
der Reihe nach angeschlossen die Knoten IV, II, V, 
III, I), nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, daher 
statisch und kinematisch bestimmt. - Selbstverstandlich 
hatte der Ersatzstab auch sonstwie eingefiigt werden 
konnen (z. B. zwischen Knoten I und IV oder I und VII 
oder I und VI usw.), wobei die eine Bedingung besteht, 
daB das Einziehen des Ersatzstabes eine Bewegungs
moglichkeit des Systems beseitigt, d. h. der Ersatzstab 
muB zwischen zwei solchen Punkten eingezogen werden, 
die nach Fortnahme des Tauschstabes ihre Entfernung 
gegeneinander andern konnen. Unter Beseitigung der Be
wegungsmoglichkeit verstehen wir auch die Verhinderung jener sehr kleinen Be
wegung, die z. B. auch entsteht, wenn im ersten Bildungsgesetz ein neuer Knoten
punkt mit zwei Staben angeschlossen wird, die in eine Gerade fallen. Diese kleinen 
Verschiebungsmoglichkeiten kommen praktisch immer dann vor, wenn der Stab 
zwischen zwei solchen Punkten eingezogen wird, die bei Beseitigung des Tausch
stabes in ihrer moglichen Bewegung (Bahnkurve) gerade ein Maximum oder 
ein Minimum ihrer Entfernung haben. 

Schlink, Statik. 14 
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Als Beispiel betrachten wir das in Abb. 288a dargestellte, nach dem zweiten 
Bildungsgesetz aufgebaute Fachwerk: der fUr den herausgenommenen Tausch
stab eingefiihrte Ersatzstab (Abb.288b) verbindet zwei Punkte, die gerade im 

a 

b 

Maximum ihrer Entfernung sind bei der augen
scheinlichen Bewegungsmoglichkeit des Fachwerks 
ohne Tauschstab. Es ist dann noch eine kleine Be
wegung moglich. In anderer Lage der Bewegungs
figur wiirde durch einen solchen Ersatzstab die 
Unverschieblichkeit des Fachwerks erreicht. 1m 
FaIle der Abb.289 wiirde durch den eingezogenen 
Ersatzstab die Bewegungsmoglichkeit uberhaupt 
nicht aufgehoben, d. h. es ist endliche Bewegung 
moglich. Bier gehen aber auch in jeder Lage die 
drei verbindenden Stabe durch einen (den unend
lich fernen) Punkt. Es deckt sich dieser Sonderfall 

Abb. 289. Fachwerk nach dem mit dem zu vermeidenden Ausnahmefall des zweiten 
drltten Bildungsgesetz mlt endlicher 

Verscbieblichkelt. Bildungsgesetzes, daB namlich die drei Verbindungs-
stabe nicht durch einen Punkt gehen durfen. 

Weniger offensichtlich erscheint dagegen die bestehende Bewegungsmoglich
keit bei einem Sechseckrahmen, dessen gelenkige Eckpunkte in den drei Haupt
diagonalenrichtungen mit Stiiben ausgesteift sind; das Stabgebilde ist niimlich 

1I 

d J 
5 

I 
8 

Abb. 290. Fachwerk nach dem dritten Bildungsgesetz mlt 
unendlich kleiner Verscbieblichkeit. 

dann verschieblich, wenn das 
Sechseck ein regelmiifJiges 
Sechseck ist (Abb. 290c). Wir 
denken uns das System dm;ch 
Stabvertauschung entstan
den aus dem in Abb. 290a 
dargestellten, nach dem 
ersten Bildungsgesetz auf
gebauten Fachwerk. Durch 
Fortnahme des Tauschstabes 
wird das System beweglich. 
Zur Ermittlung der Bahn
kurve des Knotenpunktes, 
nach dem der Stab vom Kno
ten I aus eingezogen werden 
soli, halten wir den linken 
unteren Randstab fest und be
stimmen die Bahn des oberen 
Punktes II (Abb. 290b). 
Die entstehende Bahnkurve 
des Knotens II und deren 
Abstand vom Knoten I zeigt, 
daB in der Stellung der sechs 
Randstabe als regelmaBiges 
Sechseck, die Entfernung der 
beiden zu verbindenden Kno

ten gerade ein Maximum ergibt. Der eingezogene Ersatzstab ist demnach 
als Verbindungsstab zweier Knoten in groBtmoglichem Abstand (d. i. gleich
bedeutend mit: senkrecht zur moglichen Bewegungsrichtung) falsch ein
gefiihrt; er wiirde noch eine unendlich kleine Bewegung gestatten, und das 
entstehende Fachwerk (Abb.290c) ist wegen dieser unendlich kleinen Be-
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wegungsmoglichkeit der beiden Knoten I und II gegeneinander nicht kine
matisch bestimmt. 

Die statische Unbestimmtheit kann durch den Nachweis erbracht werden, 
daB die Stabkrafte nicht eindeutig werden. Wir legen zu diesem Zweck den 
Fall zugrunde, daB keine auBere Belastung wirkt, und nehmen an, in irgendeinem 
Stab, z. B. 4, herrsche eine beliebige Stabkraft S. Mit dieser Kraft ermitteln 
wir, indem wir nacheinande.r die Knotenpunkte betrachten, die Stabkrafte (Kraft
eck, Abb. 290d) und erkennen, daB iiberall Gleichgewicht besteht, daB sogar alle 
Stabkrafte gleich groB werden. Nun war aber S ganz willkiirlich eingefiihrt, 
d. h. wir konnen mit jeder beliebigen Kraft irn Stab I, III Gleichgewicht fiir das 
Fachwerk herstellen oder, anders ausgedriickt, die Stabkrafte sind nicht ein
deutig, also ist das Stabgebilde trotz richtiger Stabzahl (2n - 3) statisch un
bestirnmt. Es ware tatsachlich bestimmt, wenn beirn Fehlen von auBeren Lasten 
in allen Staben eindeutig die Kraft Null auftratel, wie wir es schon friiher bei 
ebenen und raumlichen Bockgeriisten gesehen haben. Die Berechnung der 
nach dem dritten Bildungsgesetz aufgebauten Fachwerke wird unter Nr. 76 
eingehend betrachtet (Ersatzstabverfahren von L. IlENNEBERG). 

Zusammenfassend konnen wir also jetzt sagen: Das bestirnmte freie Fach
werk ist ein mit gelenkigen Knoten und starren Staben hergestelltes Stabgebilde 
mit einer Stabzahl 8 = 2n - 3, das nach einem der drei Bildungsgesetze auf· 
gebaut ist. Solange die Belastung des Fachwerks nur in den Knotenpunkten 
angreift, treten in den Staben nur Lii.ngskrafte (Stabkrafte) auf. 

IDI. Der statisch bestimmte lJ'achwerkstriiger. Bildung und Berechnung. 

71. Bildung bestimmter Fachwerkstriger. Das freie ebene Fachwerk ist 
eine in sich selbst starre ebene Figur, eine "Scheibe", die zur Aufnahme und 
Weiterleitung von Kraften dient. Es ist praktisch durchweg an eine andere 
Konstruktion oder an die Erde angeschlossen (gelagert) und fiihrt in dieser 
Verwendung den Namen Fachwerkstrager. Die Lagerung eines freien Fach. 
werks geschieht in gleicher Weise wie beirn Balken und iiberhaupt bei jedem 
krafttragenden Korper. Die Ermittlung der in den Abstiitzungen geweckten 
Gegenkrafte (Reaktionen) konnen wir in gleicher Weise vomehmen wie beirn 
gewohnlichen Balken. Die Anzahl der Lagerunbekannten (Fesselungen) muB 
entsprechend den Gleichgewichtsbedingungen bei einer statisch bestimmten 
Lagerung wiederum drei sein. Wir konnen also statisch.bestimmte ebene Fach
werkstrager entsprechend den friiheren Ausfiihrungen lagem: 

1. durch Einspannung; 
2a. auf zwei Lagem (ein bewegliches und ein festes Gelenklager) (Abb.291a 

und b); 
2b. mit drei Staben (CD, ®, 0), die nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 292a 

und b). 
Der Zusammenhang zwischen Lagem und Stiitzungsstaben ist wieder der, daB 

jedes feste Auflager durch zwei, jedes bewegliche Lager durch einen Stiitzungs
stab ersetzt werden kann (vgl. Nr.39). Selbstverstii.ndlich konnen auch beide 
Befestigungsmoglichkeiten nebeneinander mit insgesamt drei Lagerunbekannten 
verwendet werden, z. B. ein festes Auflager und ein Stiitzungsstab (Abb.293). 

Diese Lagerungen lassen sich nun auch noch von anderen Gesichtspunkten 
her betrachten. Nehmen wir z. B. den Fall der Lagerung durch drei Stabe 
(Abb.292a) und denken uns an Stelle der Erde (die ja auch irgendeine andere 

1 Diese Stabilita.tsforderung wurde zuerst von L. HENNEBERG ausgesprochen, HENNEBERG 
war 1878-1920 Professor der Mechanik an der Technischen Hochschule in Darmstadt. 

14* 
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Konstruktion darstellen kann) ein Fachwerk (Erdfachwerk) als festliegendes 
Gebilde gesetzt, so erhalten wir bei diesel' Lagerungsart direkt die Verwendung 
des zweiten Bildungsgesetzes fur die Lagerung eines Fachwerks gegen das andere. 
Andererseits kann del' Fachwerkstrager 
in Abb. 292b aufgefaBt werden als auf
gebaut nach dem ersten Bildungsgesetz : 

b 

Abb. 291. Statisch bestimmter Fachwerkstrager in 
JJagern. 

Abb. 292. Statiscb bestimmter Facbwerkstrager mit 
Stiitznngsstaben. 

ausgehend von den beiden festen Punkten A und B wird jeweils ein weiterer 
Knoten durch zwei Stabe angeschlossen. Das gleiche Beispiel kann abel' auch 

Abb.293. Statisch be
stimmter Fachwerks
trager mit Lager nnd 

Stiitz ungsstab. 

als dem zweiten Bildungsgesetz entsprechend angesehen werden, 
wenn wir den Festteil (Erde, Mauer od. a.) wieder als Fachwerk 
und die drei ersten Stabe als Verbindungsstabe des ubrfg
bleibenden Fachwerks mit dem Festteil ansehen. Man kann 
demgemaj3 einen Fachwerkstrager dadurch gewinnen, daj3 man 
unter Benutzung des Erdfachwerkes entweder das erste Bildungs
gesetz (Anschluf3 der einzelnen Knotenpunkte durch je zwei Stabe) 
oder das zweite Bildungsgesetz (Festlegung durch drei Stabe bzw. 
Fesseln) verwendet. Den Fall del' Abb. 292b k6nnen wir auch 
gewissermaBen als Einspannung des Fachwerks betrachten; 
bei del' Einspannung tritt ja eine Reaktion und ein Moment auf 
oder, andel's ausgedruckt, eine Kraft, die entsprechende, all

gemeine Lage hat, Diese eine Kraft wird hier durch die drei Stabe CD, ®, ® 
aufgenommen und weitergeleitet. 

Aile die so entstandenen Fachwerkstrager weisen drei Lagerunbekannten 
bzw. Stutzungsstabe auf. Die Zahl diesel' "Fesseln" m6ge allgemein r genannt 
werden. Dann ist, da das freie, bestimmte Fachwerk (2n - 3) Stabe besitzt, 

fiir diese Fachwerkstrager die Gleichung 

p;:CSJSrSJ/Vl2l erfiillt: s+r=2n. (32) 

Abb.294. Der Gerbertrager als Fachwerkstrager. 72. Gelenktl'agel'. In del' Weiterverfol-
gung del' Analogie zwischen einem ge-

stutzten Balken und dem Fachwerkstrager k6nnen wir einen Fachwerkstragel' 
auch als Gerbertrager (Abb. 294) und als Dreigelenkbogen (Abb. 295) aufbauen, 
bei denen jedesmal an einem einzelnen Knoten zwei fur sich starre Gebilde 
gelenkig zusammenhangen. An diesem Gelenk ist nur die Ubertragung einer 
einzelnen Kraft (del' aus Querkraft und Langskraft zusammengesetzten Gelenk
kraft) m6glich, abel' keines Biegungsmomentes. AIs neue Gleichung fur die 
zusatzliche Lagerunbekannte tritt also die Bedingung auf: die Summe del' 
Momente aIler Krafte in bezug auf den Gelenkpunkt muB fur jeden del' beiden 
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starren Teile (links oder rechts von der GelenksteIle) Null sein. Die Lagerreak
tionen bzw. die Gelenkkrafte sind demgemaB bei diesen Tragern genau so zu 
bestimmen wie bei den entsprechenden Balken. 

Diese beiden Arten von Gelenkkonstruktionen (Gerberbalken und Dreigelenk
bogen) konnen wir uns nach dem dritten Bildungsgesetz entstanden vorsteIlen: 
wir beseitigen in einem statisch bestimmten Fachwerkstrager (Abb.296) einen 

Abb. 295. Der Dreigelenk
bogen als Fachwerkstrager. Abb. 296. Gewinnung des Gelenk-Fachwerkstrii

gers durch Stabvertauschung. 

Stab T (Tauschstab, gestrichelt eingezeichnet), so daB ein Gelenk entsteht (Dreh
moglichkeit beider Teile um einen Knoten). Diesen herausgenommenen Stab 
fiihren wir als Ersatzstab bzw. als gleichwertige Lagerkraft an einem Punkte 
ein, del' sich nach der Fortnahme des Tauschstabes gegen die Erde bewegen 
wiirde; die Anbringung del' neuen Fessehmg (Stiitzungsstab) muB auch hier 
selbstverstandlich jede Bewegungsmoglichkeit (auch unendlich kleine) beseitigen. 
Wir sehen an diesel' Betrachtung del' Gelenktrager, daB sich also Stabe des Fach
werks mit Fesselungen (Lagerkraften) austauschen lassen. Urspriinglich hatten 
wir r = 3 Fesseln und (2n - 3) Stabe; die Summe bleibt beim Austausch stets 
konstant, so daB wir allgemein fUr jeden statisch bestimmten Fachwerkstrager 
die Gleichung haben: 8 + r = 2 n, 1 

wobei 8 die Allzahl der Stabe, r die Anzahl der Lagerfesselungen (Lagerunbe
kannten) und n die Anzahl del' Knoten bedeutet. 

Der Aufbau eines statisch bestimmten Fachwerkstragers muB nach einem 
del' drei erwahnten Bildungsgesetze moglich sein, wenn wir den Festteil (Erde 
odeI' andere Konstruktion) als ein fUr sich statisch bestimmtes Fachwerk an-

Abb.297. Innerlich statisch nnbestimmter 
Fachwerkstrager. 

Abb. 298. Xul3erlich statisch nnbestimmter 
Fachwerkstrager. 

sehen. 1st (8 + r) > 2n, dann ist del' Fachwerkstrager statisch unbestimmt, es 
kann dabei die Zahl del' Stabe 8 zu groB sein, odeI' auch die Zahl del' Fesseln r. 
1m ersteren Fane spricht man von innerer statischer Unbestimmtheit (Abb. 297), 
in letzterem FaIle von auBerer Unbestimmtheit (Abb. 298). -

Fiir die Ermittlung del' in den Staben auftretenden Langskrafte eines be
lasteten statisch bestimmten Fachwerkstragers miissen wir zunachst die Lager
reaktionen bestimmen. Diese Reaktionskrafte werden dann wie beim Balken, 
zusammen mit den Lasten, als auBere Krafte behandelt. Wir schaffen uns 
also durch die Ermittlung del' Lagerkrafte das Bild eines freien Fachwerks, 

1 MOHRsche Gleichung. MOHR war bis 1918 Professor der Mechanik an der Tech
nischen Hochschule in Dresden. 
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an dem die siimtlichen Krafte (Lasten und Lagerreaktionen) im Gleichgewicht 
stehen. Als wichtigste Verfahren zur Ermittlung del' Stabkriifte kommen in Frage : 

1. Das Knotenpunktverfahren (Cremonaplan). 
2. Das Schnittverfahren. 
73. Stabkraftbestimmung mittels des Knotenpunktverfahrens; del' CRElI'IONASche 

Kriifteplan. Dies Verfahren baut sich auf dem Gedanken auf, daB sowohl am ganzen 
Fachwerk als auch an jedem einzelnen Knoten Gleichgewicht herrscht (Ruhe
zustand). DemgemiiB konnen wir an jedem Knoten die Gleichgewichtsbedin
gungen ansetzen (2: Xi = 0; 2: Yi = 0) und, bei Vorhandensein von nul' zwei 
unbekannten Kraften, diese lOsen. Bei del' Betrachtlmg del' einzelnen Knoten
punkte denken wir uns den zu betrachtenden Knoten losgetrennt, indem wir 
aIle an ihm angeschlossenen Stiibe durchschneiden. Die inneren Kriifte del' 
vom Schnitt getroffenen Stiibe, die Stabkrafte, miissen auf den Knoten wie 
auBere Kriifte wirken, d. h. an jedem Knoten muB die Last mit den Stabkriiften 
im Gleichgewicht stehen. Das so erhaltene Bild ewes Knotens stellt eine Reihe 
von Kraften dar, die durch einen Punkt gehen. Wenn nur zwei Unbekannte 
vorliegen, konnen diese eindeutig berechnet werden. Die Losung erfolgt hier 
graphisch durch das geschlossene Krafteck. Wir gehen aus (Abb. 299) von 
einem Knotenpunkt mit zwei 1mbekannten Stabkraften, z. B. I, ermitteln da
selbst 8 1 und 8 2 , gehen dann iiber zu einem anderen Knoten mit zwei un
bekannten Stabkriiften, z. B. II, bestimmen hier die Krafte 8 3 und 8 4 usw. 
Es werden also del' Reihe nach Knoten mit je zwei Unbekannten betrachtet. 
'Sofern das Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, wird es 
immer moglich sein, nacheinander Knotenpunkte mit zwei Unbekannten zu 
erhalten, indem man umgekehrt dem Aufbau die einzelnen Knoten betracht~t. 
Als Losung del' Stabkrafte des gesamten Fachwerks bekommen wir also eine 
Reihe von Kraftecken. Jede Stabkraft kommt dabei in zwei Kraftecken VOl', 
z. B. 8 1 sowohl beim Krafteck I als auch bei Krafteck II. Man kann abel' auch 
aIle diese Kraftecke zu einem einzigen Krafteplan vereinen, wobei dann jede 
Stabkraft nul' einmal erscheint; diesel' fiihrt den Namen CREMoNAscher Kriifte
plan1 • Wir wollen die Regeln zur Aufstellung des CREMoNASchen Krafteplans, 
deren Befolgung fiir die Durchfiihrung notig ist, an einem Beispiel kennenlernen. 

Das in Abb. 299 dargestellte Fachwerk ist ein nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebautes, statisch bestimmt gelagertes Fachwerk. Auf diesen Fach
werkstrager wirken in verschiedenen Knotenpunkten bekannte Lasten in lot
rechter Richtung. Die auftretenden Lagerreaktionen werden demnach ebenfalls 
lotrecht gerichtet sein. Wir ermitteln sie, wie beim Balken, am einfachsten durch 
die Momentenbedingungen urn die 'LagersteIlen: 

1.(LML1=0: 1000 '2,0 + 1000'4,0 + 5000 '6,0 + 3000 ·10,0 - B· 12,0 =0, 
B = 5500 kg (nach oben gerichtet), 

2. (LMh=O: -3000 '2,0 -5000·6,0 -1000' 8,0 -1000'10,0+A '12,0 = 0, 
A = 4500 kg (nach oben gerichtet). 

Die KontroIlgleichung LV = 0 

liefert die Bestatigung del' richtigen Rechnung: 

4500 + 5500 = 1000 + 5000 + 3000 + 1000. 

Damit sind aIle auBeren Krafte bestimmt, deren zugehoriges Krafteck aus Gleich
gewichtsgriinden geschlossen sein muB. 

1 CREll-IONA wirkte von 1873 ab als Professor del' Mathematik an dem Polytechnikum 
in Rom. 
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Dieses Krafteck tragen wir zunachst auf; dabei haben wir uns nun heziig
lich der Reibenfolge an ein bestimmtes Gesetz zu halten, und das ist die erste 
Regel zur Aufstellung des Cremonaplans: Wir fiigen die Krlijte in einer solchen 
Reihenfolge aneinander, wie sie una beim Umschreiten des Fachwerks im Uhr
zeigersinn oder entgegengesetzt begegnen; den Umlaufsinn, mit oder gegen den 
Uhrzeigersinn, konnen wir beliebig wahlen. Bei unserer Aufgabe ist als Um
laufsinn der Uhrzeigerdrehsinn eingefiihrt, also sind die Krafte in folgender 
Reibenfolge aneinander zu tragen: beginnend mit der Kraft 1000 kg begegnen 
wir bei Umschreiten des Kraftecks im vorgegebenen Umlaufsinn der nachsten 
Kraft 5000 kg, dann der Kraft 3000 kg und danach der Lagerkraft B = 5500 kg; 
an die Reaktionskraft B schlieBt 
die untere Kraft 1000 kg an, und 
das Krafteck wird mit der letzten 
Kraft A geschlossen. Dieses ge
schlossene Krafteck der auBeren 
Krafte gibt die Grundlage des 
Krafteplans; an diese Grundfigur 
werden alIe entstehenden Kno
tenkraftecke angeschlossen. 

Zur Bestimmung der Stab
krafte selbst betrachten wir nun 
die einzeInen Knoten, und zwar 

10001<g _ 

ausgehend von einem, an dem Abb. 299. Dar CREMoNASche 

nur zwei Unbekannte vorkom- KraftepIan. 

men. In unserem Fall konnen wir also mit dem linken 
oder rechten Lagerpunkt beginnen, denn hier sind jeweils 
nur zwei unbekannte Stabkrafte vorhanden, die mit der 
bekannten Lagerkraft im Gleichgewicht stehen. Die zweite 
Regel zum Aufbau des Cremonaplans sagt nun aus, daf3 
wir an fedem Knotenpunkt bei der Aufstellung des zu
geh6rigen Krajtecks in dem gleichen 8inn herumgehen 
mussen, wie er vorher als U mlaufsinn fur das ganze Fach
werk gewlihlt war, d. h. daB wir die Krafte in der Reiben
folge aneinanderzutragen haben, in der sie uns bei Um
schreiten des einzeInen Knotenpunktes in dem vorher 

a 

, I I I 

o 100IJ 2ODO J/JOOl<g 

fiir das ganze Fachwerk festgelegten Umlaufsinn begegnen. Wir werden also 
heim Ausschneiden der Knoten auf die Reibenfolge der geschnittenen Stabe 
bzw. Krafte in diesem gegebenen Umlaufsinn achten mussen. 

Diese beiden RegeIn sind die unbedingt zu beachtenden MaBnahmen bei der 
Aufstellung des Krafteplans; wird gegen sie verstoBen, so ist die Aufzeichnung 
des gewiinschten einfachen Krafteplans nicht moglich. Die Reihenfolge der be
trachteten Knoten ist grundsatzlich beliebig, jedoch dad jeder Knoten immer 
nur zwei Unbekannte aufweisen. Wir konnen also links anfangen, nach der 
Betrachtung einiger Knoten abbrechen, dann rechts weiterfahren, usw. AIle 
entstehenden Knotenkraftecke schlieBen sich an -das Krafteck der auBeren 
Krafte an und bilden in ihrer Gesamtheit den CREMONABchen Krafteplan. 

In unserem Beispiel wollen wir an der linken Lagerstelle I heginnen: es 
steht die Reaktionskraft A im Gleichgewicht mit den beiden Stabkraften 8 1 

und 8 2 • Das Krafteck wird gebildet, indem wir von der bekannten Kraft A 
ausgehen, und die Reibenfolge A, 1,2 beachten, dementsprechend an die im 
Krafteck vorhandene Lagerkraft A erst eine Parallele zum Stab 1 ziehen und 
dann mit einer Parallelen zu Stab 2 das Krafteck schlieBen. Die Reibenfolge 
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der KrMte A, 1, 2 ist durch den fiir das ganze Fachwerk einmal angenommenen 
Umlaufsinn (hier Uhrzeigersinn) vorgeschrieben. Die sich ergebenden Richtungen 
der Stabkrafte (aus dem durch die Reaktion A festgelegten Umfahrungssinn 
des Kraftecks) tragen wir im Konstruktionsbild an dem Punkt ein, an dem 
wir die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt haben, also hier an Punkt I; es 
ergibt sich fiir 8 1 eine Druck., fUr 8 a eine Zugkraft. Die Stabkrafte 8 1 und 8 a 
sind am anderen Ende in entgegengesetzter Richtung wirksam, also 8 1 wirkt 
driickend auf Knoten IT, 8 a ziehend an Knoten lIT; die entsprechenden Pfeile 
werden an diesen Punkten IT, ill eingetragen. Wir gehen nun iiber zu einem 
anderen Knoten mit nur zwei unbekannten Stabkraften, also entweder II oder VII. 
Am Knoten II ist die Kraft 8 1 nach GroBe und Richtung bekannt (GroBe im 
Krafteck, Richtung im KonstruktionsbiId durch Pfeil gegeben); ferner ist die 
Last gegeben, dagegen 8 3 und 8 4 unhekannt. Schneiden wir nun den Knoten IT 
aus, so begegnen uns beim Umschreiten des Knotens im Uhrzeigersinn als erste 
bekannte Kraft die Stabkraft 81> dann die auBere Last 1000 kg und danach 
die heiden unbekannten Stabkrafte der Stabe 4 und 3. Die Feststellung, welches 
die erste bekannte Kraft ist, die uns beim Umlaufen entgegentritt, ist wichtig; 
dies ist hier 81 , denn 8 3 ist ja noch unbekannt. Diese bekannte Kraft suchen 
wir nun im Krafteplan auf und zeichnen das Krafteck des Punktes IT. Auf 8 1 

hat 1000 kg zu folgen, dann 8 4 und 8 3 • Wir sehen, daB im Krafteplan sich 
bereits 1000 kg unmittelbar an 8 1 (nach rechts oben gerichtet) mit dem richtigen 
Pfeil anschlieBt, die Parallelen zu 4 und 3 erganzen das Krafteck. Das zugehorige 
Krafteck im Krafteplan heginnt also mit der schon eingezeichneten GroBe 8 1 

schrag nach rechts oben, dann folgt die Kraft 1000 kg nach unten, daran tragen 
wir eine Parallele zu Stab 4 und schlieBen das Krafteck mit einer Parallelen 
zu Stab 3. Die aus dem geschlossenen Krafteck sich ergebenden RichtungElll 
im Umfahrungssinn der gegebenen Krafte 8 1 und 1000 kg werden am Knoten IT 
eingezeichnet; es ergibt sich 8 3 Zug, 8 4 Druck. Wir sehen schon bei Betrach· 
tung der beiden Knoten I und IT, daB im Krafteck die Strecke der Stabkraft 8 1 

zweimal benutzt wurde, und zwar einmal in der Richtung nach unten (Knoten I), 
das zweite Mal in der Richtung nach oben (Knoten II); ein bei der Ermittlung 
von 8 1 am Knoten I ins Krafteck eingezeichneter Richtungspfeil wiirde also 
nur storen, da die Kraft beim nachsten Knoten in umgekehrter Richtung ver· 
wendet wird. Diese doppelte Benutzung im Krafteck erfolgt nun fiir aIle Strecken 
der Stabkrafte; wir wollen deshalb im Krafteck fiir die 8tabkrafte keine Pfeile 
einfiihren, sondern die erhaltenen Pfeilrichtung!'ln jeweils nur am untersuchten 
Knoten im Konstruktionsbild eintragen; dann- miissen wir stets am anderen 
Ende des Stabes die umgekehrten Pfeile hinzufiigen. Dadurch ergibt sich dann 
im Konstruktionsbild ein Aufbau von Zug· und Druckstaben, die in ihrer 
charakteristischen Art dargestellt sind und eindeutig im Vorzeichen ihrer Stab· 
krafte festliegen. Die GroBen sind aus dem in einem bestimmten KraftemaB· 
stab aufgetragenen Krafteplan zu entnehmen. . 

Die am Punkt IT fiir 8 3 und 8 4 gefundenen Pfeile sind also als Zug. und 
Druckpfeile an den Punkten ITI und IV eingetragen. Versuchen wir, in der 
Weiterbetrachtung unseres Beispiels (Abb.299) am Knoten IV ein Krafteck 
aufzustellen, so sehen wir, daB hier noch drei Unbekannte (85 , 8 7 , 88 ) vorhanden 
sind; wir konnen demnach diesen Knotenpunkt noch nicht betrachten, es diirfen 
ja nur zwei Unbekannte an einem Knoten vorkommen. Der Knoten ITI erfiillt 
diese Bedingung, wir konnen also hier aus der Aneinanderreihung von 1000 kg, 
8 a, 8 3 und den daran anschlieBenden unbekannten Stabkraften 8 5 und 8 6 ein 
geschlossenes Krafteck aufbauen. Dabei beginnen wir wieder mit der uns beim 
Umlaufen im Uhrzeigersinn zuerst entgegentretenden bekannten Kraft, d. i. hier 
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1000 kg. Diese suchen wir im Krafteplan auf und erkennen, daB die bekannten 
Krafte (1000 kg, Sa, S3) bereits in der geforderten Reihenfolge im Krafteck er
scheinen. Die Parallelen zu S5 und S6 schlieBen das Krafteck. Die durch dessen 
Umfahrungssinn bestimmten Richtungen von S5 und S6 werden am Knoten m 
eingezeichnet, das andere Ende der Stabe wird mit umgekehrtem Richtungs
pfeil versehen. 

So gehen wir nun von Knoten zu Knoten weiter, jeweils immer einen Knoten 
heraussuchend, an dem nur noch zwei Unbekannte vorhanden sind: Knoten IV, 
dann V und VI. !mmer stellt sich dann heraus, daB die bereits bekannten 
Krii.fte schon von selbst in der richtigen Reihenfolge im Krafteck erscheinen. 
Der Knotenpunkt VI zeigt allerdings nur noch eine Unbekannte. Das im Krafte
plan erscheinende Krafteck von S9' S8 und 3000 kg muB also so beschaffen 
sein, daB die Verbindungslinie des Anfangspunktes von S9 und des Endpunktes 
von 3000 kg parallel zu Stab 11 lauft, denn sonst hatten wir kein richtiges 
Krafteck. Wir sehen, wir erhalten so eine Kontrolle, die uns auch nochmals 
am letzten Knoten VII entgegentritt. An diesem Punkt haben wir namlich 
keine Unbekannte mehr. Das zu dem Knotenpunkt VII gehorige Krafteck, 
das in dem Krafteplan bereits durch die vorher verwendeten Kraftecke fertig 
gezeichnet vorliegt, muB also die Parallelen zu B, SID und Sl1 aufweisen. Wenn 
diese Forderung am letzten Knoten erfiillt ist, dann sagen wir, der Krafteplan 
schlieBt sich. Die so entstandene Kontrolle ist natiirlich von besonderer Be
deutung. Wir haben also bei allen Knotenpunkten zwei Unbekannte bis auf 
den vorletzten mit nur einer und den letzten mit keiner mehr. Das muB so 
sein, denn die Zahl der Stabe ist ja nicht 2n, sondern nur (2n - 3) und es fehlten 
deshalb am letzten Punkt zwei Unbekannte, am vorhergehenden eine. 

Das entstandene Losungsbild zeigt im Krafteck (im KraftemaBstab auf
getragen!) die GroBen der Stabkrafte an. Den Charakter der Beanspruchung, 
ob Zug- oder Druckstab, konnen wir dem Konstruktionsbild entnehmen. Gehen 
die Pfeile an den Enden nach der Mitte zu (ziehend an den Endknoten), so ist 
der Stab Zugstab (Stabe 2, 3, 6, 9, 1O), gehen die Pfeile von der Mitte weg 
(driickend auf die Endknoten), so ist der Stab Druckstab (Stabe 1,4,5, 7, 8, 11). 

Die Figuren des Krafteplans und des Konstruktionsbildes (Fachwerk) stehen 
in einem bestimmten Zusammenhang. Jedem Eckpunkt (Knotenpunkt) des 
Fachwerks entspricht ein Polygon (Krafteck) im Krafteplan, das nach der durch. 
gefiihrten Konstruktion aus den an dem Punkt angreifenden Kraften gebildet 
wird, z. B. dem Knoten IT das Polygon SI' 1000, S4,-S3' Es entspricht aber 
auch umgekehrt, wie sich leicht feststellen laBt, jedem Eckpunkt im Krafte· 
plan ein Vieleck aus den gleichen Stabkraften im Konstruktionsplan, z. B. dem 
Punkt a im Krafteplan das Dreieck a im Fachwerk. Es bestehen also die gleichen 
Wechselbeziehungen zwischen Fachwerk und KrafteplE+n, wie sie zwischen Sell· 
eck und Krafteck gezeigt wurden. Wir sagen: Fachwerk und Krafteplan sind 
reziproke Figuren. Die Wechselbeziehungen der Reziprozitat erlauben vielfach 
eine einfache Kontrolle bei dem Aufbau des Krafteplans. 

Das Losungsverfahren mit dem Cremonaplan beim Fachwerk, das nach dem 
ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, stellt gewissermaJ3en einen Abbau des Fach
werks dar. Es werden die Stabkrafte eines Knotenpunktes bestimmt und diese 
am anderen Ende des Stabes in ihrer GroBe als belastende Krafte fiir den nachsten 
Knoten eingesetzt, das heiBt also, wir betrachten die ermittelten Stabkrafte am 
anderen Ende wie auBere Krafte (Stabe durchgeschnitten gedacht). An diesem 
neuen Knoten werden dann wieder die beiden unbekannten Stabkrafte be· 
stimmt, die mit den gegebenen auBeren Lasten und den bekannten Stabkraften 
im Gleichgewicht stehen mussen. Die neuen Stabkrafte dienen fUr die folgenden 
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Knoten wieder als bekannte wirkende Krafte. Verfolgen wir diesen Gang weiter, 
dann sehen wir, daB damit die Knoten, umgekehrt wie beim Aufbauen nach 
dem ersten Bildungsgesetz, abgebaut werden. 

Ein Fachwerkstrager, der, ausgehend von zwei jesten Punkten (Erde oder 
andere Konstruktion), nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut ist, muB dem
nach, bei dem zuletzt aufgebauten Knoten beginnend, bis auf die beiden festen 
Punkte abgebaut werden konnen, d. h. die Stabkrafte miissen sich ohne vor
herige Kenntnis der Lagerreaktionen bestimmen lassen. Dies werde an dem in 
Abb.300 dargestellten Kranfachwerk gezeigt, das von den beiden festen Punk
ten A lmd B (feste Gelenke) aus nach dem ersten Bildungsgesetz im Sinne der 
Bezifferung aufgebaut ist. Wir beginnen mit der Ermittlung der Stabkrafte 
am zuletzt aufgebauten Knotenpunkt V. Dazu legen wir zunachst einen be-

8 

p 

A 

Abb. 300. CllltEMONAscher KriU'tepIan fUr einen Auslegerkran. 

stimmten Umlaufsinn 
fest, der in unserem 
FaIle dem Uhrzeigersinn 
entsprechen soIl. Wir 
trennen also den Kno
ten V ab (durch Schnei
den del' beiden Stabe 9 
und 10) und bilden 
aus den freigewordenen 
Stabkraften S9 und SIO 
und del' Last P ein 
Krafteck, dessen Um
fahnmg die Stabkrafte 
in del' Reihenfolge der 
im Umlaufsirul angetrof
fenen Stabe gibt, also 
P, SlO' S9' Die durch 
das geschlossene Kraft

eck sich ergebenden Stabkrafte werden in ihrer Richtung an dem be
trachteten Knoten im Fachwerk eingezeichnet, es ergibt sich fur S9 Zug, fiir 
SlO Druck. Am anderen Ende der Stabe wird dann die Richtung umgekehrt 
eingefuhrt. Del' nachste zu behandelnde Knoten ist, umgekehrt dem angegebenen 
Aufbau entsprechend, Punkt IV. Als Belastung dient die bekannte Stabkraft SIO' 
die Reihenfolge der Stabe beim Umschreiten des Knotens ist: SIO' S7' Ss; in 
der gleichen Reihenfolge wird das Krafteck aufgetragen unter Benutzung der 
schon vorhandenen GroBe SlO im Krafteplan. Die erhaltenen Richtungen der 
Stabkrafte werden wieder im Konstruktionsbild am betrachteten Knoten IV 
eingetragen, die entgegengesetzten Richtungen an den anderen Enden der Stabe; 
es ergibt sich damit fiir die Stabe 7 und 8 das Bild eines Druckstabes. Del' 
nachste Knoten fUr unsere Gleichgewichtsbetrachtungen ist der Punkt III. 
Bekannte Krafte sind die Stabkrafte S9 und Sg, die bereits im Krafteck in der 
richtigen Reihenfolge liegen; unbekannt sind die Stabkrafte S6 und S5' die 
mit den bekannten Kraften ein geschlossenes Krafteck bilden; wir zeichnen es, 
beginnend mit der ersten bekannten Kraft S9' die wir beim Umlaufen des Knotens 
antreffen. In gleicher Weise betrachten wir die Knotenpunkte II und I und 
erhalten damit die restlichen Stabkrafte S4' Sa, S2 und SI' Die Resultierende 
aus S2 und S3 steht mit der Reaktion B im Gleichgewicht, die Stabkraft SI 
mit A. Wir erhalten also samtliche Stabkrafte des Fachwerks ohne vorherige 
Kenntnis der Lagerreaktionen, nehmen aber daHlr die Kontrolle fur die richtige 
Ermittlung der Stabkrafte weg, die uns sonst im letzten und vorletzten Knoten 
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durch das schon vorhandene Krafttlck gegeben ist. Praktisch werden wir des
halb bei derartigen Fachwerkstragern zunachst die Lagerkrafte als Gleich
gewichtskrafte des gesamten Belastungssystems del' lillverschieblichen Scheibe 
ermitteln, hiermit das Polygon samtlicher auBeren Krafte zeichnen und dann 
am SchluB des Krafteplans die durch die einzelnen Stabkrafte bestimmten Reak
tionen vergleichen mit den urspriinglich berechneten. -

Die Lagerung unseres Fachwerks laBt sich wieder verschieden deuten (vgl. 
S. 212): Wir konnen uns einerseits die Festlegung des Stabsystems in den beiden 
"Lagern" A und B, dargestellt durch zwei feste Gelenke, denken. Die Richtung 
del' Reaktion A ist festgelegt durch die Stabrichtung des Stabes 1, denn durch 
diese in weI' Richtung eindeutige Stabkraft kann im Gelenk nur eine in gleicher 
Wirkungslinie liegende Reaktionskraft geweckt werden. Das Lager A bzw. 
Stab 1 ist also gleichbedeutend mit einem beweglichen Auflager (1 Fesselung). 
Das Lager B dagegen stellt die VerbindUng eines (durch die zwei Stabe 2 und 3 
festgelegten) unverschieblichen Punktes des Fachwerks mit del' Erde dar, ist also 
eine feste Gelenklagerung mit zwei Fesselungen. Das Gesamtbild sieht damit 
jetzt so aus: in Punkt A wird eine del' Richtung nach bekannte Reaktion auf
treten, in Punkt B dagegen eine nach GroBe und Richtung unbekannte Reak
tion. Wir konnen auch sagen: das Fachwerk I B II ... V ist in einem Gelenk B 
und einem Stiitzungsstab 1 gegen die Erde gelagert. Eine andere Auffassung 
iiber die Lagerung des Kranfachwerks ist die, daB wir das Fachwerk erst mit 
den beiden Knoten I und II beginnen lassen und die drei Stabe 1,2, 3 als 
Stiitzungsstabe bezeichnen. Dann stellt Knoten I das unverschiebliche Lager 
dar (festgelegt durch die beiden Stabe 1 und 2) und Knoten II ist das bewegliche 
Lager (Stab 3 als Pendelstiitze). 

Die Lagerung ist in allen drei Auffassungen stets eine Lagerung mit einer 
nach Richtung und GroBe und einer del' GroBe nach unbekannten Kraft. Die 
analytische Losung del' Lagerkrafte erfolgt am besten wieder durch die Mo
mentengleichung um die Lagerpunkte, bzw. die Komponentenbedingungen, die 
wir bereits an anderen Beispielen kennengelernt haben. Zur graphischen Losung 
del' Reaktionskrafte benutzten wir die Aussage, daB drei Krafte (die Resul-
tierende aller Lasten und die beiden . 
Reaktionskrafte) nul' dann im Gleich- .;;;S~_~"'">r<:. V~

s 

gewicht stehen konnen, wenn sie 
durch einen Punkt gehen. 

Das in Abb. 301 dargestellte 
Pultdach diene als Beispiel fiir die 
Ermittlung del' Reaktionen bei einer 
Lagerung durch einen festen Punkt A 
(Gelenk) und einen Stiitzungsstab S. 

Abb. 301. Die Ermittlung der Fessel
unbekannten bel einem Pultdach. 

Die drei Krafte: Reaktion A, Reaktion S und die Resultierende aller Lasten, 
miissen im Gleichgewichtsfall durch einen Punkt gehen, der gefunden wird als 
Schnittpunkt der Richtung des Stiitzungsstabes mit der Resultierenden R. 
Damit ist die Richtung del' Reaktion A als Verbindungslinie des Lagers mit 
diesem Schnittpunkt festgelegt und das zugehorige Krafteck liefert die GroBen 
del' beiden Krafte. 

74. Berechnung mittels des Schnittverfahrens. Die Stabkraftermittlung mit 
dem CREMoNAschen Krafteplan (Knotenpunktverfahren) liefert im Krafteplan 
samtliche Stabkrafte. Es ist nicht moglich, fiir einen bestimmten, mitten im 
Fachwerk befindlichen Knoten eine einzelne Stabkraft fiir sich allein zu er
mitteln. Wollen wir nul' einige bestimmte Stabkrafte in ihrer GroBe finden, 
so sind wir auf das Schnittverfahren angewiesen. Es kann graphisch nach CUL-
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MANN, analytisch nach RITTERI durchgefiihrt werden. Der Grundgedanke ist 
fiir beide Verfahren der gleiche. An dem in Abb. 302 dargestellten statisch be
stimmten Fachwerkstrager lassen sich ohne Schwierigkeiten die Reaktionen A 
und Binder iiblichen Weise besti=en. Wir setzen die ermittelten LagerkriiJte 
wieder als auBere Belastungen ein, machen uns also frei vom Begriff des Lagers. 
Schneiden wir nun das Fachwerk in zwei Teile, so muB jeder der beiden Teile 
unter dem EinfluB samtlicher auf ihn wirkenden Krafte fiir sich im Gleich
gewicht stehen; zu diesen Kraften gehoren auch die durch den Schnitt ge
troffenen inneren Krafte, die also als auBere Krafte einzufiihren sind. Es miissen 

demnach am linken Teil PI' P 2' P a' A 
mit 0, D, U im Gleichgewicht stehen. I Wenn wir den Gleichgewichtsfall mit 

4 R Hilfe der zur Verfiigung stehenden 
k--L......--¥~I_..g. __ L......_"""*_:::~ j2M drei Gleichgewichtsbedingungen lOsen 

8 wollen, diirfen nur drei Unbekannte A 

b 0 
(StabkriiJte) auftreten, der Schnitt muB 

Abb.302. Anwendung des also drei Stabe treffen. Die drei Stabe 
CULMANNsehen Verfahrens 0, D, U, die durch den Schnitt getrennt 

beim Faehwerk. 
werden, haben die Aufgabe, die Krafte 
des einen Fachwerkteils auf den an

deren zu iibertragen, sie sind gewissermaBen als Stiitzungsstabe des einen Fach
werks anzusehen, das damit gegeniiber der zweiten Halite (andere Konstruktion) 
abgestiitzt wird. Wir haben also ein bekanntes Problem zu lOsen: eine belastete 
Scheibe (ein Fachwerkteil) ist durch drei Stiitzungsstabe gelagert, die StabkriiJte 
sind zu ermitteln. Aus den Belastungen des einen Teils (z. B. des linken Teils: 
A, PI' P 2 , Pa) laBt sich eine Resultierende R bestimmen, die nun mit den drei 
StabkriiJten 0, D und U ins Gleichgewicht zu setzen ist. (Die hier eingezeichnete 
Resultierende R 1 23 A ist die der Krafte links!) 

Die praktische Durchfiihrung der Gleichgewichtsaufgabe ist graphisch mit 
dem CULMANNschen Verfahren moglich. Wir bringen je zwei der vier gegebenen 
Kraftrichtungen zum Schnitt (Schnittpunkt I als Schnitt von 0 mit D, Schnitt
punkt II als Schnitt von R mit U) und ziehen die Hilfsgerade h als Verbin
dungslinie dieser beiden Schnittpunkte. Nun setzen wir R 123A mit der Kraft in 
Richtung der Hilfsgeraden h und der Stabkraft U durch das zugehOrige Krafteck 
ins Gleichgewicht. Die entstandene Hilfskraft H wird ersetzt durch ihre beiden 
Komponenten D und O. Die sich aus dem Umfahrungssinn des gewonnenen 
Kraftvierecks ergebenden Richtungen der StabkriiJte sind an den Knoten
punkten des Teils anzutragen, an dem die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt 
wurde, also am linken Teil. So erhalten wir fiir den Stab U und Stab D eine 
Zugkraft, fiir den Stab 0 eine Druckkraft. Die umgekehrten Pfeile sind fiir die 
Knotenpunkte des rechten Teils maBgebend. Wir haben also hier wieder die 
bei jeder Lagerung (Stiitzungsstabe) wesentliche Wechselbeziehung zwischen 
Aktion und Reaktion. 

Das analytische Schnittverfahren (RITTERSches Schnittverfahren) beruht auf 
der gleichen Grundlage: wir trennen das Fachwerk wieder mittels eines Schnitts 
durch drei Stabe in zwei Teile (Abb. 303), so daB zwei einzelne Fachwerke ent
stehen, von denen jedes fiir sich im Gleichgewicht steht, wenn zu den auBeren 
Lasten die durch den Schnitt getroffenen StabkriiJte als auBere Krafte eingefiihrt 
werden. Die ReaktionskriiJte A und B sind auch hier wieder am Gesamtfachwerk 
zu ermitteln und als Belastung aufzufassen. Die Losung des Gleichgewichts-

1 RITTER war in den letzten Jahrzehnten des vorigen Jahrhunderts Professor der 
Mechanik an der Technischen Hochschule in Aachen. 
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problems, die auBeren Krafte des linken abgeschnittenen TeilsA, PI> P2 mit den 
drei freigemachten Stabkraften 0, U und Dins Gleichgewicht zu setzen, erfolgt 
am besten durch die 
Bedingungen, daB die 
Summe aller Momente urn 
drei Punkte verschwinden 
muB. Wir fiihren die Stab
krafte zunachst alle als 
Zugstabe ein (Abb. 303b) ~ 
und wahlen zur Ermitt-
lung einer Stabkraft den b /' 
Schnittpunkt der beiden ~3; //// 
anderen Stabe als Momen- /~~~ 
tenpunkt, also Punkt I /// 
fiir die Berechnung von U, / /' 
entsprechend die Punkte 'f-:::--:...-------------*---t---++ 
II und III fur die Berech - i ' 
nung von ° bzw. D. Die I. lJ---!--a..---+-

entstehenden Momenten- Abb.303. Das RITTERsche Schnittveriahren. 
gleichungen enthalten da-
durch je eine Unbekannte und sind auBerdem unabhangig voneinander, weil die 
drei Bezugspunkte nicht auf einer Geraden liegen konnen. Wir erhalten, ent
sprechend der Abb.303b: 

1. (~Mh=O: A(a1 +a2)-P1 ·a2-U·u=0; 

es ergibt sich U A • (al + a2) - PI • a2 =+ u . 

2. (~MhI=O: A(al+a2+aS)-Pl(a2+aa)-P2·aa+0·o=0; 

demnach 0= _ A(al + a2 + as) - Pl' (a2 + as) - P 2 aa. 
o 

3. (~MhII=O: A·b- Pl·(b+a1)-P2·(b+a1 +a2)-D·d=0. 

Btatt des linken Fachwerkteils hatten wir geradesogut den rechten benutzen konnen. 
Aus diesen Bestirnmungsgleichungen lassen sich die drei Stabkrafte errechnen. 

Bind die Werte fiir die StabkraftgroBen positiv, so stellt der Stab einen Zugstab 
dar, negative Werte bedeuten entsprechend einen DrucJtstab. Wenn das Fach
werk in seinen Endpunkten gelagert ist 
und die Lasten nach unten gehen, dann 
wird stets der gauze Obergurt gedriickt 
und der gauze Untergurt gezogen, ganz 
entsprechend den Ergebnissen beirn Bal
ken, wo die obere Faser gedriickt und die 
untere gezogen wurde. 

Selbstverstandlich kann man an Stelle 
von zwei Momentenbedingungen auch 

g" ktEk11 
p P P f 

Abb. 304. Das Schnittveriahren bei einem 
Paralleltrager. 

Komponentenbedingungen (~V =0; ~H =0) einfiihren. Das mUssen wir irn 
besonderen dann tun, wenn zwei der geschnittenen Stabe parallel laufen, also 
z. B. bei einem Paralleltrager (Obergurt parallel zum Untergurt) (Abb.304). 
Der Schnittpunkt des aufgetrennten Obergurtstabes mit dem Untergurtstab 
liegt irn Unendlichen, so daB wir fiir die Strebe (Diagonale) keine Momenten
gleichung aufstellen konnen. Man verwendet dafiir die Bedingung, daB die 
Summe der Komponenten aller Krafte senkrecht zur Richtung ° und U ver-
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schwinden muB, damit die Stabkrafte 0 und U aus der Komponentenbedingung 
herausfallen: 

,LV=O: 

FUr die beiden anderen Stabkrafte werden naturgemaB wieder Momentenglei
chungen verwendet: 

(,LMh = 0: 
p 
2'2a+P'a- U·h=O. 

(,LM)n = 0: 
p 
2' 3a+ P·2a+ P'a +0, h=O. 

Als Kontrollgleichung kann man dann etwa benutzen: 

,LH=O: O+U+D· a =0. 
J'a2 +11,2 

Betrachten wir die bei den Beispielen erhaltenen Momentengleichungen urn 
die beiden Bezugspunkte I und II naher, so sehen wir, daB die Momente der 
auBeren Krafte links oder rechts von dem Bezugspunkt mit dem Moment der 
inneren Krafte ins Gleichgewicht gesetzt werden. Die Definition der Summe
aller Momente links oder rechts von einer Schnittstelle fiir einen Punkt in der 
Schnittebene lernten wir aber frillier kennen als Biegemoment fiir den Schnitt. 
Hier liegen die gleichen Verhaltnisse vor, das nach Abb. 303 b aufgestellte Moment 

A . (al + a2) - PI . a l 

ist das Biegemoment fiir den Punkt I; entsprechend stellt 

A . (at + a2 + as) - PI(ai + a2) - P 2 ' as 

das Biegemoment fiir Punkt II dar. Wir haben also: 

U = + Br und 0 = _ Bu . 
U 0 

Legten wir durch einen vollwandigen Trager (Balken) an einer beliebigen 
Stelle der Balkenachse einen Schnitt, so wurden damit die drei Einfliisse frei, 
die der eine abgeschnittene Balkenteil auf den anderen iibertragt: Biegemoment, 
Querkraft und Langskraft. Diese drei Einfliisse konnen, wie schon mehrfach 
erwahnt, durch eine Kraft R (im allgemeinen auBerhalb des Querschnitts) ersetzt 
werden. Beim gegliederten Trager (Fachwerk) treten die gleichen Einfliisse auf,. 
wenn wir hier den entsprechenden Schnitt durch drei Stabe legen, d. h. die Be
anspruchungsgroBen B&> Qi und Li oder ihre Ersatzkraft R (R12 3.A in Abb. 302)
miissen jetzt aufgenommen werden durch die im Schnitt entstehenden Stab
krafte. Die vollwandige Verbindung, wie sie beim Balken auftritt, kann also. 
wie schon unter Nr.54 bemerkt, durch drei Stabe ersetzt werden. Wir diirfen 
demnach ein Fachwerk, das im wesentlichen der Lange nach ausgedehnt ist. 
als Balken auffassen, konnen fiir einen Schnitt die Einfliisse (Biegemoment, 
Querkraft und Langskraft) bestimmen, aus diesen BeanspruchungsgroBen die 
durch den Schnitt getroffenen Stabkrafte ermitteln. 

In Abb.305 ist fiir eine Verladeanlage (zweifach gestiitzter Paralleltrager) 
die Momentenflache und die Querkraftflache aufgetragen (die Langskraft ver
schwindet beim Fehlen horizontaler Lasten), die derart gewonnen sind, daB, 
wie beim Balken auf zwei Stiitzen, die Lagerreaktionen errechnet und die Mo
mente und Querkrafte fiir die einzelnen Punkte der Achse aufgetragen wurden. 
Wollen wir nun fiir drei beliebige Stabe die GrOBe der Beanspruchungen be
stimmen, so konnen wir das so machen, daB wir den Fachwerkstrager an der 
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betreffenden Stelle aufschneiden, fiir diese Stelle i das Biegemoment und die Quer
kraft bestimmen (in unserem Beispiel B i =-4400mkg, Qi=-1200kg, L,=O). 
Diese Einflfisse mfissen ersetzt werden durch die drei Stabkrafte 0, D und U. 
Wir setzen also die Wirkungen der Stabkrafte auf den linken Tell (Reaktionen) 
gleich dem des Biegemoments und der Querkraft, im allgemeinen Fall auch 
noch der Langskraft (Aktionen), und konnen so die Stabkrafte ermitteln. In 
unserem Fall wird fiir den Punkt i (Achsenpunkt im Abstand 7 m yom linken 
Lager) die Aussage fiber das Biegemoment in der Form zu schreiben sein: 

k k 
B,= U· 2 -O"2' 

Darin ist B. positiv, wenn es links yom Schnitt im Uhrzeigersinn dreht, 0 und U 
sind auf den gleichen Tell als Zugstabe wirkend positiv eingesetzt. Die Gleichung 
lautet mit den Werten des 1lIOOkg fOfJ()kg 1500kg 
gegebenen Beispiels: 

-4400 = U '1,0 -0" 1,0; 1 
die Aussage fiir die Quer
kraft ergibt, wie schon 
oben gezeigt: 

~--~~~--~r~~--r---~--+f 
Qi = D· COSlX. 

Q, ist positiv, wenn es auf 
den linken Tell nach oben 
wirkt, D ist als Zugstab 
auf den linken Tell wirkend 
mit positivem Vorzeichen 
eingesetzt. Mit den Werten 
des BeispieIs wird: 

-1200 = D" 0,707. 

$-37oo"kg 

Die dritte Aussage fiber 
die Langskraft lautet all
gemein: 

L = 0 + U + D" sinlX. 
o 1/.W 3«II"IIlik9. +. 15IXJ"k9 ~ ~ 
,IJIIIIIIIIIIIIII ~ I~ 11111111 

Darin ist L wieder positiv, 
wenn es auf den betrachte
ten linken Tell nach links 

~--f3tl!Kg 
Abb. 305. Ermittlung der Stabkrii.fte aus Biegungsmoment, Quer

kraft und Langskraft. 

(ziehend) wirkt; die Stabkrafte sind, wie immer, zunachst als Zugstabe positiv 
einzusetzen. In unserem Beispiel verschwindet die Langskraft, die Gleichung 
laBt sich also schreiben: 

0=0 + U + D" 0,707 = 0 + U -1200. 

Damit haben wir drei Gleichungen erhalten, aus denen sich die Stabkrafte er-
rechnen lassen: 1200 

D = - 0,707 = -1700 kg (Druckstab) . 

0- U = 4400, daraus 0 = +2800 kg (Zugstab), 
0+ U = 1200 U = -1600 kg (Druckstab). 

Praktisch wird man naturgemaB nicht die oben aufgestellten drei Gleichungen 
verwenden, sondern, wie vorhin angegeben: 

B Brr 
U = Ii: (Momentenpunkt I), 0 = - Ii: (Momentenpunkt II) , D=~" cos", 
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Bei lang ausgestreckten Tragwerken werden wohl vielfach mehrere Stabe aus den 
gleichen Stabprofilen ausgefiihrt, dann empfiehlt es sich immer, die Stabkrafte 
auf diese Art zu ermitteln. Die Stellen gr6Bter Beanspruchung (maximale Stab
krafte) sind in den Beanspruchungsflachen (Biegemoment, Querkraft und Langs
kraft) sofort zu erkennen, so daB sich eine Ermittlung der samtlichen Stabkrafte 
eriibrigt und die Dimensionierung (Auswahl des Profilquerschnitts) nach den 
gr6Bten Stabkraften vorgenommen wird. 

75. Verbindung von Schnittverfahren und CREMoNAschem Kriifteplan. Eine 
weitere Bedeutung kommt dem Schnittverfahren zu bei Fachwerken, fiir 
die der Cremonaplan nicht sofort begonnen werden kann. Diese Fachwerke 
sind nicht vollstandig nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut und zeigen 
beim Abbau mit dem Cremonaplan an einigen Stellen Knotenpunkte, die mehr 
als zwei Unbekannte aufweisen, so daB dort eine Stabkraftbestimmung mit dem 
Krafteplan nicht m6glich ist. Ein derartiges Fachwerk ist der in Abb.306 

L, 

: II I I 
I : : I 

, 17-'-Pa-P3-Pn 
v~ ___ ~ 1--~ 

Abb. 306. Die Ermittlung der Zugbandkraft H beim Wiegmanntrager, grapbisch und analyttsch. 

dargestellte Dachbinder (Wiegmanntragerl), der nach dem zweiten Bildungs
gesetz aufgebaut ist. Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hille der Gleich
gewichtsbetrachtungen der Gesamtkonstruktion ermitteln. Dann k6nnen wir 
mit dem Krafteplan am Lagerpunkt A beginnen und die Kraftecke auch fiir 
Knoten I und II aufzeichnen. Weiter kommen wir aber mit der Auftragung 
der Stabkrafte im Krafteplan nicht mehr, denn jeder der beiden folgenden 
Knotenpunkte zeigt mehr als zwei Unbekannte. Der Anfang des Krafteplans 
im Lager B liefert auch nicht mehr als die drei 'entsprechenden Knotenpunkte 
auf der rechten Seite. Wir sind demnach bei diesem Fachwerk gezwungen, eine 
Unbekannte der folgenden Knotenpunkte mit einem Sonderverfahren zu 
16sen. Wir legen einen Schnitt durch drei Stabe so, daB das Zugband H mit
geschnitten wird, und errechnen die Stabkraft in diesem Zugband mit Hille der 
Momentenbedingung um den Firstpunkt F fUr den linken (oder rechten) ab
geschnittenen Teil: 

l (1: M )p=O: A V ·2" -Ah • (h+h l ) -Pl· (P2+P3+P4) 

- P 2 • (P3 + P4) -ps • P4 - H· h = O. 

Die Ermittlung der Zugkraft H im Zugband des Wiegmanntragers kann 
natiirlich auch mit Hille des CULMANNschen Verfahrens gefunden werden. Wir 
miissen dann aus allen Kraften der einen Seite (hier rechts) eine Resultierende R 
bilden, diese mit H zum Schnitt bringen und den Schnittpunkt M mit dem 
Firstpunkt (Linie G) verbinden. Der Firstpunkt ist der Schnittpunkt der beiden 

1 Der Trager wurde von WIEGMANN angegeben, von POLONQEAU zuerst ausgefiihrt. 
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anderen geschnittenen Stabkrafte, deren GroBe uns zunachst nicht zu inter
essieren braucht. Das Krafteck aus der Resultierenden R, der Zugkraft H und 
der Ersatzkraft G der beiden anderen Schnittstabe liefert die GroBe der Stab
kraft H im Zugband. Die zeichnerische Ermittlung nach CULMANN bietet unter 
Umstanden insofern Schwierigkeiten, a1s eine ungiinstige Lage der Resultierende.n 
der Krafte auf einer Seite das Krafteck sehr flach und damit ungenau werden 
laBt (Abb.306b). Man hilft sich dann mit dem Seileck, das ebenso wie fiir par. 
allele Krafte auch fiir fast parallele Krafte anzusetzen ist und stets klare Schnitt· 
punkte im Krafteck liefert. 

Wir werden also die Bestimmung der Stabkrafte des Wiegmanntragers am 
besten so vornehmen, daB wir die Lagerkrafte A", Ali und B berechnen, dann 
die ZUJkraft H auf eine der beschriebenen Arten bestimmen. Die erhaltene 
Stabkraft P betrachten wir nun, in gleicher Weise wie die Lagerreaktionen, als 

A 

Abb.307. CREMONAscher Krli.ftepian fiir den Wiegmanntrager. 

auBere Kraft, die sowohl auf den Knotenpunkt links wie auf den rechts wirkt, 
so daB fiir die Aufzeichnung des Krafteplans der auBeren Krafte jetzt das in 
Abb. 307 dargestellte Bild entsteht. Die Durchfiihrung der Zeichnung bietet 
keine Schwierigkeiten mehr: unter Beachtung des festgelegten. Umlaufsinns 
beim Aufzeichnen des Kraftecks der auBeren Krafte und beim Umschreiten del" 
einzelnen Knoten entsteht der CREMoNASche Krafteplan, aus dem aIle Stab
krafte zu entnehmen sind (Abb.307"b). 

76. Das Verfabren der Stabvertauschung (HENNEBERGSche Methode). Fach
werke, die nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, konnen 
immer mittels der behandelten Verfahren berechnet werden. Diese lassen uns 
aber im Stich bei Stabsysteme~· die anders aufgebaut sind. Fiir solche Fachwerke 
fiihrt das Verfahren der Stabvertauschung oder des Ersatzstabs immer ZUlli 

Ziel. Das in Abb. 308 dargestellte bestimmte Fachwerk ist nicht nach dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebaut und dementsprechend auch nicht mit Hille des CRE
MONASchen Krafteplans in seinen Stabkraften zu bestimmen. Es laBt sich ebenso
wenig durch drei Stabe, die nicht durch einen Punkt gehen, ein Schnitt legen, 
der einen Teil des Fachwerks abtrennt. Um nun zu einer Losung zu gelangen, 
tauschen wir Stabe gegeneinander aus und verwandeln das gezeichnete Fach
werk in ein solches nach dem ersten Bildungsgesetz, indem wir an Knoten, an 
denen mehr als zwei Unbekannte auftreten, einen Stab wegnehmen (Tausch
stab) und an einer anderen Stelle einen Ersatzstab einziehen. 

Dabei geht man zweckmaBig folgendermaBen vor. Nach Berechnung der 
Lagerreaktionen A und B denken wir uns die Lager fortgenommen und erhalten 

Schlink, Statik. 15 
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ein freies Fachwerk, auf das die gegebenen Lasten und die Lagerreaktionen wirken. 
Nun nimmt man an einem Knotenpunkt mit drei Staben einen Stab fort, z. B. 
den Tauschstab I (t), geht dann der Beihe nach zu Knotenpunkten fiber mit zwei 
Staben und streioht diese fort, also: Knoten I mit Stab 2 und 3; dann II mit 
7, II; ill mit 6, 8; IV mit 12, 15; V mit 9, 13; dann IX mit 4,5. Es bleibt 
fibrig das Zweiseit 10, 14 mit den Punkten VI, VII, VIII (Abb.208b). Ware 
dieses Gebilde fest, dann ware das urspriingliche Fachwerk ohne den Stab t 
sicher bestimmt, da in diesem Gebilde je ein Knoten durch zwei Stabe ange
scblossen ist. Da aber dieses fibriggebliebene System beweglich ist, ist auoh 
das Fachwerk ohne den Stab t verschieblich. Machen wir es aber dadurch fest, 
daB wir den Stab VI, VIII einzeiohnen (Ersatzstab e), so sind auoh alIe anderen 
Punkte unversohieblich angesohlossen, d. h. das Fachwerk nach Abb. 3080 ist 
statisch bestimmt. Also duroh Fortnehmen des Stabes t (Tauschstab) und Ein
fiigung des Ersatzstabes e ist das gegebene Faohwerk in ein solches nach dem 
ersten Bildungsgesetz verwandelt. . 

Zur Berechnung des urspriinglichen Fachwerks benutzen wir das gewonnene 
Ersatzfachwerk. Wir lassen zunaohst (Abb.308c) die wirkliche Belastung auf 
dieses wirken. AIle Stabkrafte konnen als eindeutige Werte bestimmt werden, 
da ja dieses Fachwerk auf Grund der Umbildung naoh dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut ist. Ein beliebiger Stab erhaIte bei dieser Belastung die Stab
kraft oSi. Natfirlich werden diese Stabkrafte nioht die wirklichen Stabkrafte 
des urspriingliohen Faohwerks sein, denn wir haben ja nicht mehr den Stab t, 
sondern den Stab e, und der Stab t bzw. die in ihm tatsachlioh wirkende, zu
nachst noeh unbekannte Stabkraft T wird ja die anderen Stabe beeinflussen. 
Wirken nun auf das Ersatzfaehwerk die auBeren Krafte und die Stabkraft T, 
so entstehen in den einzelnen Staben Krafte, die sioh zusammensetzen aus ~Si 
und den Stabkraften infolge T, die ffir einen beliebigen Stab i mit pS; bezeiohnet 
werden mogen: 

Dabei kennen wir alIerdings T noeh nieht, also aueh noeh nieht pS;.. Lassen 
wir aber in den Endpunkten des Stabes t statt der Kraft T eine Kraft "I" wirken 
(Abb.308e) und ermitteln ffir diese Belastung samtliche Stabkrafte si, so ist 
die Stabkraft infolge T selbst gegeben durch 

und es stellt sieh demgemaB jede Stabkraft des neuen Faehwerks infolge der 
auBeren Belastung und der Stabkraft Tinder Form dar: 

Si = oS;. + T • Si. (33) 

Dabei sind oSi und Si eindeutig bestimmte Stabkrafte, weil sie sieh auf Stabe 
eines Fachwerks naeh dem ersten Bildungsgesetz beziehen. Nun solI aber T 
die wirkliehe Stabkraft im urspriingliehen Faehwerk sein und niehts anderes. 
Wie finden wir da eine klarende Aussage ~ In Wirkliehkeit ist der Stab e gar 
nicht vorhanden, also kann in ihm a1l;ch keine Stabkraft auftreten: es muB sein: 

Se = O. 

Nun gilt aber ffir den Ersatzstab gellau wie ffir aIle Stabe des Ersatzfaehwerks 
die Beziehung: 

also ist: 
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wobei oS. die Spannung im Ersatzstab ist infolge der auBeren Belastung 
(ill Abb. 308d mit E bezeichnet), S; diejenige in dem gleichen Stabe infolge T = 1 

> PJ/l 

Abb. 308. Einfache Stabvertauschung nach HENNEBERG. 

(Abb.308e). Wir haben also fiir die wirkliche Stabkraft T im urspriinglichen 
Fachwerk die Bedingung S T S' 0 0.+ .• = 
oder T= _.Be 

S~ , (34) 

wobei oS. von der auBeren Belastung abhangt, dagegen S~ nur eine Wirkung 
von T = 1, also unabhangig von der auBeren Belastung ist. 

Man erkennt, daB T eindeutig und endlich wird, sofem 

S;~O, 

daB aber T unendlich groB oder vieldeutig wird, wenn 

S~ =0. 

Wenn aber T vieldeutig und unendlich groB ist, dann gilt dies nach Formel (33) 
auch fiir Si. und andererseits wird bei eindeutigem T auch Si eindeutig, da ja, 

15* 
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wie erwahnt, oS. und si als Stabkrafte eines bestimmten Fachwerks (Ersatz
fachwerk) eindeutig sind. Das urspriingliche Fachwerk ist demgemii{J dann sta
tisch bestimmt, wenn 

S;<O. 
In dem Beispiel Abb. 308 ist S~ = 0, wie man aus dem Krafteplan (Abb. 308f) 

ersehen kann. Das gegebene Fachwerk (Abb.308a) ist also nicht bestimmt. 
Man hat also den Krafteplan (Abb. 308d) umsonst gezeichnet, da das Fachwerk 
unbrauchbar ist. 

Um unnotige Rechnungen zu ersparen, wird man immer zuerst die Stabilitat 
nachpriifen; d. h. soli man ein Fachwerk berechnen, das nicht nach dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebaut ist und bei dem kein Schnitt durch drei Stabe gelegt 
werden kann, so wird man in der oben angegebenen Weise das vorliegende 
Fachwerk verwandeln in ein solches nach dem ersten Bildungsgesetz; dann 
laBt man auf dieses Fachwerk in den Endpunkten des Tauschstabes die Kraft 
T = 1 wirken und bestimmt auf moglichst einfachem Wege die dadurch hervor
gerufene Stabkraft im Ersatzstab e. 1st diese gleich Null, so ist das Fachwerk 
nicht bestimmt, und es erubrigt sich eine weitere Durchrechnung. 1st aber S; 
von Null verschieden, dann schreitet man zur weiteren Berechnung: man er
mittelt samtliche Stabkrafte Si des Ersatzfachwerks infolge der Belastung T = 1, 
ferner die Stabkrafte oSi infolge der auBeren Belastung, beide etwa mit Hille 
des CREMoNASchen Krafteplans. In ersterem Krafteplan erscheint auch S;, im 
zweiten Plan oS,. Nach Ermittlung des Wertes 

T = _ .B, 
S~ , 

kann man die Stabkrafte im gegebenen Fachwerk mit der Formel bestimmen: 

Si = oSi + T • Si. 

T erscheint in dieser Formel als eine unbenannte Zahl, da ja oSi und Si Krafte 
sind. In Wirklichkeit ist natiirlich T eine Kraft, es ist ein Vielfaches der Kraft
einheit, die wir eingefiihrt haben. 

Selbstverstandlich kann man auch nach Berechnung von T auf das Ersatz
fachwerk gleichzeitig die wirkliche Belastung und T wirken lassen und be
kommt damit unmittelbar die wirklichen Stabkrafte. 

DaB man bei einem- ganz beliebigen Fachwerk nicht immer durch eine ein
fache Stabvertauschung auf ein System nach dam ersten Bildungsgesetz gelangt, 
ist zu erwarten. Ein solches Stabgebilde ist in Abb. 309a dargestellt. Es besitzt 
(2n-3) .Stabe, kann also statisch bestimmt sein. Wir wollen es mittels des 
oben angegebenen Gedankenganges umwandeln in ein Fachwerk nach dem ersten 
Bildungsgesetz und streichen zu diesem Zweck zunachst die Punkte fort, an 
denen zwei Stabe auftreten; das ist Knotenpunkt VII mit 17, 18 und Knoten
punkt VIII mit 19, 20. Weitere Knotenpunkte mit zwei Staben sind zunachst 
nicht vorhanden. Wir nehmen nun am Knotenpunkt I den Stab 21 als Tausch
stab t1fort, streichen dann I mit 1 und 2, II mit 3 und 4, III mit 6 und 7 
IV mit 8 und 9 mid haben dann keinenKnotenpunkt mehr mit zwei Staben. 
Wohl ist am Knoten XII nur noch ein Stab, aber diesen Punkt berucksichtigen 
wir nicht, da wir grundsatzlich immer zwei Stabe wegschneiden mussen, um 
auf das erste Bildungsgesetz beim Ersatzfachwerk kommen zu konnen. An V, 
wo drei Stabe vorliegen, nehmen wir Stab 10 als neuen Tauschstab t2 fort, ent
fernen V mit 12 und 13, weiter VI mit 14, 16 und IX mit 11, 15. Nicht beruck
sichtigt sind dann die Knoten X, XI und XII und es bleiben lediglich ubrig 
der Stab 5 mit den Knoten XI und XII und der freie Knoten X. An dieses 
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Gebilde sind aIle iibrigen Knotenpunkte durch je zwei Stabe angeschlossen: 
IX, VI, V, IV, III, II, I, VIII, VII, wobei aberdie Tauschstabe fehlen. Ware das 
Gebilde X, XI, XII fest, so ware auch das Stabsystem ohne die Tauschstabe tz 
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und tl unverschieblich. Nun ist aber 
der Punkt X gegeniiber dem Stab 5 
tatsachlich nicht festgelegt, also ist 
das Fachwerk ohne die Tauschstabe 
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Zieht man aber die Stabe X, XI und 
X, XII ein, so haben wir ein unver
schiebliches Dreieck, und dann fiegen 
aIle iibrigen Knotenpunkte fest. Wenn 
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Abb.309. Doppelte Stabvertauschung. 

man also an Stelle der Tauschstabe t1 , tz die beiden Ersatzstabe XI, X und 
XII, X einfiigte, erhielte man ein Fachwerk nach dem ersten BlldiIngsgesetz. 

Man kann auch nach Streichung der Krioten I, II, III, IV, V und VI den 
Knoten IX noch stehen lassen, danri bleibt iibrig das System der drei Stabe 5, 
n, 15 mit den Punkten XII, XI, IX, X, also wieder ein verschiebliches System, 
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das erst nach Einfiigung zweier Stabe, z. B. X, XI und IX, XII starr wird. Dann 
sind also diese Stabe die Ersatzstabe, und man gewinnt als Ersatzfachwerk das 
in Abb. 309 b dargestellte. Letzteres Ersatzfachwerk moge hier zugrunde gelegt 
werden. Auf dieses lassen wir in entsprechender Erweiterung des Gedankenganges 
von Seite 226 wirken: einmal die auBere Belastung (Stabkrafte oBi), dann die 
Krii.fte TI = I (Abb. 309c) auf die Endpunkte des Stabes tI , ferner die Kraft 
Ta= I auf die Endpunkte des Stabes t2 (Abb.309d). Die letzteren Stabkrafte 
mogen mit Bi bzw. B'/ bezeichnet werden. Die Stabkraft irgendeines Stabes i 
im urspriinglichen Fachwerk laBt sich dann darstellen durch: 

B, = oB. + TI . Bi + T2 . Bi, (35) 
wobei B, die wirklichen Stabkrafte im urspriinglichen Fachwerk sind, die durch 
die gegebene Belastung entstehen. Die Stabkrafte oB;" Bi, B'/ sind sicher ein
deutige Werte, da sie sich auf ein Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz 
beziehen. 

Zur Ermittlung der wirklichen Werte TI und T2 werden wir wieder beriick
sichtigen, daB die Stabe eI und e2 gar nicht vorhanden sind, also auch die Stab
krafte Be, und Be. im urspriinglichen Fachwerk nicht auftreten konnen, daB 
also die Bedingungen bestehen: 

Be~ = 0 und Be. = O. 

FUr die Stabkrafte Be, und Be, gelten aber die obigen Formeln fiir Bi , so daB 
die beiden Ausdriicke entstehen: 

Be, = aBe, + TI . B;, + T 2 ' B;:, 

Be, = oSe, + TI . S;. + T 2 • S;;. 

Wir haben demgemaB fiir die Berechnung der wirklichen Stabkrafte TI und T2 
die Gleichungen: 

oSe, + TI . S;, + Ta' s;: = 0, 

aBe. + T I • S~ + T 2 • S~ = O. 
(36) 

Die Losung nach TI und Ta erscheint in Gestalt eines Bruches, in dem beides
mal im Nenner die GroBe auftritt: 

B;, • B;: - S~. B~, 

die man auch in Determinantenform schreiben kann: 

I S~' S':.I = s' S" _D. 
e. e. 

1st dieser Ausdruck D von Null verschieden, so wird TI und Ts eindeutig und 
endlich. 1st aber D gleich Null, dann haben wir fiir TI und T2 unendlich groBe 
oder vieldeutige Werte zu erwarten. Sind jedoch diese Werte eindeutig, dann 
sind auch aIle B, eindeutig, da, wie erwahnt, in der Formel: 

Bi = aS' + TI . Si + Ts' Sf' 

die GroBen oSi, Si und Bi' eindeutige und endliche Stabkrafte sind. Vor der 
Berechnung des Fachwerks wird man zunachst die Stabilitatspriifung vor
nehmen, d. h. die Stabkrafte B;" S;., B;', B:' auf einfachstem Wege ermitteln 
und obigen Ausdruck D aufstellen. (In den Kriifteplanen sind die Krafte in 
den Ersatzstaben wieder mit E bezeichnet.) Erst nachdem man sich iiberzeugt 
hat, daB 
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geht man zur Einzelbereehnung tiber, ermittelt fiir die Belastung des Ersatz
faehwerks dureh die au~ren Krafte (Abb.309b) die Stabkrafte oBi, dann die
jenigen dureh Tl = 1 (Abb.309c) und dureh Ts= 1 (Abb. 309d), bereehnet Tl 
und T 2 auf Grund der angegebenen Gleiehungen (36) und bestimmt dann fiir jeden 
Stab die Stabkraft nach der Formel: 

Si = oSi + T 1 • Si + T 2 • S'/ . 
Selbstverstandlieh kann man aueh jetzt wieder, nachdem man Tl und T2 

ermittelt hat, auf das Stabsystem der Abb.309b gleiehzeitig die auBere Be
lastung und die Belastung dureh Tl und T2 wirken lassen und dafiir einen 
Krafteplan zeiehnen. 

Mit Hille dieses HENNEBERGSChen Verfahrens der Stabvertausehung kann 
man jedes beliebige Fachwerk bereehnen. Wiirden zwei Stabvertausehungen 
nieht ausreiehen, und ware etwa noeh eine dritte notwendig, so wiirde man 
entspreehend den drei Ersatzstaben drei Gleiehungen zur Ermittlung der drei 
Unbekannten Tv T 2 , Ts erhalten, und das System ware stabil, wenn 

S~, S" 8. 
Sill 

6, 

S;, S" e, Sill e. ~O. 

S~. S" e. 
Sill 

e. 

Es ist selbstverstandlieh nieht notig, die Stabvertausehung so vorzunehmen, 
daB ein Fachwerk naeh dem ersten Bildungsgesetz entsteht, sondern wesentlieh 
ist, daB ein statiseh bestimmtes Gebilde gesehaffen wird, das man gut bereehnen 
kann; es kann also aueh ein solehes nach dem zweiten Bildungsgesetz sein. 
Die oben angefiihrten RegeIn geben aber ein ganz allgemeines Verfahren an, 
mit dem die gewiinschte Umwandlung sieher zu erreiehen ist. 

Dieses HENNEBERGSehe Verfahren der Stabvertausehung ist das erste ge
wesen, das die Bereehnung eines beliebigen Faehwerks erlaubte. Erst spater 
wurden andere Verfahren bekannt, die auf kinematiseher Grundlage beruhen und 
die fiir ebene Fachwerke vielfaeh einfachere Losungen ermogliehen. 

77. Schlaffe Gegendiagonalen. Eine besondere Bauart von Fachwerken, die 
vor allem im Flugzeugbau haufig angewandt wird, wird gebildet dureh das 
Auskreuzen von Viereeken mit "schlaffen Diagonalen". Schlaffe Diagonalen 
entstehen durch die vorspannungsfreie Auskreuzung 
eines Fachwerks mit Baugliedern, die nur Zugkrafte 
aufnehmen konnen: Seile, diinne Drahte, Ketten usw. 
Druclliafte konnen dureh diese Diagonalglieder 
nieht tibertragen werden, sie geben einer Druck
wirkung nach und hangen durch (werden sehlaff). 
Wird beispielsweise das in Abb. 310 dargestellte 
ausgekreuzte Fachwerk mit einer Belastung von 

Abb. 310. Fachwerkstriger mit 
schJaffen Gegendlagonalen. 

oben nach unten beansprueht (Gewichtslasten), so werden die Drahte I, 3 
und 5 als Zugglieder beansprueht; die Diagonalen 2, 4 und 6 fallen aus, da sie 
unter der Druckwirkung, deren sie ausgesetzt sind, durehhangen. Andert sich 
nun die Belastung derart, daB die Krafte von uriten nach oben wirken (Luft
krafte am Flugzeugfliigel), so fallen die Diagonalglieder 1, 3 und 5 aus, wahrend 
die Drahte 2, 4 und 6 Zugspannungen aufzunehmen haben. Auf diese Weise 
ist die Konstruktion mit ausgekreuzten sehlaffen Diagonalen immer als statisch 
bestimmtes Faehwerk anzusehen. Wesentlich anders liegt die Sache aber, wenn 
ein Diagonalglied mit Vorspannung (innere Kraft) eingezogen wird. Alsdann 
konnen bei entsprechender auBerer Belastung beide Diagonalglieder Zugkrafte 
bekommen und der Aufbau des ausgekreuzten Fachwerks wird statisch un-
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bestimmt: Wir mussen also fUr den statisch bestimmten Fachwerktrager mit 
Auskreuzung stets die Votaussetzung machen, daB die Diagonalglieder ohne 
Vorspannung eingezogen sind (genau passend). 

FUr die Ermittlung der Stabkrafte in diesem Fall betrachten wir ein Fach
werk nach Abb. 311a, c1as allgemein belastet ist, bei dem wir nicht von vorn
herein sagen konnen, welche der Diagonalglieder fUr den Kraftverlauf einzusetzen 
sind und welche ausfallen. Die Stabe 1 bis 9 seien starre (druckfeste) Glieder, 
die Auskreuzungen 10 bis 15 seien schlaffe Drahte. Zur Ermittlung der Stab-
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Abb. 311. Berechnung eines Fachwerktragers mit schlaffen 
Gegendiagonalen. 

e 

Belostungsfoll J 

krafte mussen wir zunachst ein statisch bestimmtes Fachwerk zugrunde legen, 
d. h. je eine der gekreuzten Streben entfernt denken. Es seien hier die Drahte 
11, 13 und 15 beseitigt und dafiir die bleibenden Diagonalen 10, 12 und 14 als 
starr angenommen. Das Fachwerk ist nach dem ersten Bildungsgesetz auf
gebaut, wiX konnen also die entstehenden Stabkrafte an diesem umgebildeten 
-Fachwerk mit Hilfe des Krafteplans ermitteln. Wir finden fiir aIle noch vor
handenen schlaffen DiagonaIglieder (810' 812 und 814) Druckkrafte, die von 
diesen aber nicht .ubernommen werden konnen. Hatten wir fur die samtlichen 
DiagonaIglieder Zugkrafte erhaIten, so ware die Rechnung damit schon beendet. 
Wir konnten nun so weiter gehen, daB wir statt der Streben 10, 12, 14 die 
Gegenstreben 11,13,15 einfuhren und fUr dieses neue Fachwerk (nach Abb. 311d) 
einen neuen Krafteplan zeichnen; damit ware die Aufgabe erledigt. Statt dieser 
ganz mluen Betrachtung konnen wir aber auch einen anderen Gedankengang 
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anwenden, del' in seiner Grundlage auch bei dem Ersatz
stabverfahren (Stabvertauschtmg) des vorigen Abschnittes 
benutzt wurde. Wir iiberlagern dem bereits ermittelten 
Fachwerk eine zweite Belastung, die nun so beschaffen 
ist, daB die als Druckglieder erschienenen Auskreuzungen 
die Stabkraft Null erhalten, d. h. wir fiihren in dem ab
geanderten Fachwerk mit den Gegendiagonalen 11, 13 
und 15 (Abb.311e) die erhaltenen DruckkriiJte 810' 8 12 

und 814 an den entsprechenden Knotenpunkten als Zug
krafte ein, so daB bei der Uberlagerung der beiden Be
lastungsfalle lund 3 (nach den Abb. 311 b und c) die Dia
gonalglieder 10, 12 und 14 tatsachlich verschwinden und 
dafiir die Zugdiagonalen 11, 13 und 15 in Erscheinung 
treten. Die algebraische Addition der durch die beiden 
Belastungsfalle I und 3 gefundenen Stabkrafte gibt nach 
dem Superpositionsgesetz fiir jeden Stab die wirkliche Stab
kraft an. Sie decken sich mit den durch Belastungsfall 2 
ermittelbaren Stabkraften. Die durch Belastungsfall 3 be
wirkten Anderungen gegeniiber del' Belastung I spielen sich 
nur jeweils innerhalb des Rahmens ab, in dem die Dia
gonalen zur Versteifung eingezogen sind. So werden z. B. 
bei Einfiihrung der Zugdiagonale 13 (statt 12) nur noch 
die Stabe 3, 4, 5, 6, nach der in Abb. 311g angegebenen 
Weise beansprucht; oder im unteren Felde bei Ersatz del' 
Druckdiagonale 14 durch die Zugdiagonale 15 nul' noch die 
Stabe I, 3, 2, 15 (Abb.311h). Da der Stab 3 sowohl dem 
oberen wie unteren Felde angeh6rt, ist die fiir ihn gegen
iiber dem Belastungsfall I eintretende Stabkraftanderung 
durch die algebraische Summe des Wertes 8 3 aus Abb. 311g 
und h gegeben. In der Tabelle ist zusammengestellt, in
wieweit die Stabkrafte des Falles I durch den Eintritt der 
Gegendiagonale an Stelle von 10, 12, 14 beeinfluBt werden. 

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daB es in einem Fach
werk mit schlaffen Gegendiagonalen bei gewissen Belastungs
zustanden auch vorkommen kann, daB beide Diagonaleq ge
zogen werden. In diesem Fall ist das Fachwerk aber als sta
tisch unbestimmte Konstruktion zu betrachten und nicht 
mehr mit einfachen Gleichgewichtsbetrachtungen zu lOsen. 

Weiterhin ist zu beachten, daB Fachwerke mit ausge
kreuzten vorspannungsfreien Diagonalen ahnlich wie aile 
statisch unbestimmten Konstruktionen sehi leicht Warme
spannungen unterworfen sind. Sind z. B. die umrahmenden 
Pfosten aus Holz und die Diagonalglieder als Stahldrahte 
ausgefiihrt, so wird bei einer starkeren Temperaturanderung 
eine nicht mehr vernachlassigbare Spannung in den ein
zelnen Gliedern auftreten. Die Berechnung dieser' Bean
spruchungen ist ebenfalls nicht mehr mit einfachen Gleich
gewichtsbetrachtungen zu erledigen. 

Ubungsaufgaben tiber ebene Fachwerke. 
1. Aufgabe. Fiir den in Abb. 312 dargestellten Fach

werkstrager ist del' CREMoNAsche Krafteplan zu zeichnen. 
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Losung. Das Fachwerk ist nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut und 
in drei FesseIn (einem festen Auflager und einem Stiitzungsstab) gelagert; der 

Pt =2ooo1cg ~-2000kg 

P,=GOOOkg 
18,0 

JO,O 

3'f 

29 
25 33 

J7-'I1-68-

8=36 
38 

'12 

~~¥.~~-----------------------~~------------------------~ 

I , ! I ! I 

o JOIKJ fOOl} kg 
Abb. 312. "tibungsbelspiel. 

Fachwerkstrager ist also statisch bestimmt. Wir rechnen zunachst die Fessel
kr~fte aus: 

G~M)A = 0: 2000·6,0 + 2000·9,0 + 6000·24,0 + 3000· cos30°· 27,0 

+ 3000· sin30°· 7,Q = B· 18,0, 

B = 14146 kg (nach oben). 

(1:M)B = 0: 2000· (12,0 + 9,0) - 6000·6,0 - 3000· cos30° ·9,0 

- 3000· sin30°· 7,0 = A" ·18,0, 

Av = 1549 kg (nach unten). 

3000 . sin30° = A h , 

Ah = 1500 kg. 

Nun tragt man samtliche auBere Krafte auf in der Reihenfolge, die sich ergibt, 
wenn man entweder im Uhrzeigersinn oder umgekehrt das Fachwerk umfahrt. 
Hier ist der Umfahrungssinn iibereinstimmend mit dem Uhrzeigerdrehsinn gewahlt. 

~ 
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~t\.nfangend bei dem Knotenpunkt I sind dann die Kraftecke fiir die einzelnen 
Knotenpunkte eingetragen, immer iibergehend zu weiteren Knoten mit je zwei 
Unbekannten: II, illusw . .Am Knoten IVliegen allerdings drei Unbekannte vor; 
aber aus Knoten V geht hervor, daB die Stabe 7 und 9 keine Krafte erhalten, 
so daB an IV die Kraft 8 4 mit 810 und S8 ins Gleichgewicht zu setzen ist. 

2. Aufgabe. Fiir die in Abb. 313a dargestellte Hangebriicke sind die Stab
krafte zu ermitteln. 

L08ung. Der Fachwerkstrager ist statisch bestimmt. Man erkennt leicht 
die richtige Stabzahl auf Grund folgender Erwagungen. Die Punkte C und D 
sind festgelegt durch ein bewegliches Lager und einen Stiitzungsstab 22 bzw. 33. 
Del' untere Trager ruht in einem festen und in ein~m beweglichen Lager und 
besitzt ein Gelenk G; sollte er fiir sich statisch bestimmt sein, so miiBte das 
Gelenk G fehlen odeI', andel's ausgedriickt, es miiBte ein Verbindungsstab zwi
schen 43 und 48 eingezogen sein. Nehmen wir zunachst an, der untere Trager 
ware durch Einfiigen dieses Verbindungsstabes bestimmt gemacht worden, dann 
waren die Punkte II, III ... VI durch je zwei Stabe (21 und 2 bzw. 20 und 3 ... ) 
unverschieblich angeschlossen, ebenso von der anderen Seite die Punkte X, IX, 
VIII, VII. Wir hatten also ein festes System beim Vorhandensein des Zwischen
stabes am Gelenk, abel' beim Fehlen des Stabes VI, VII. Durch Fortnahme des 
ersten Stabes und Einfiigen des Stabes 16 erhalt man den gegebenen Fach
werkstrager. Er hat also die richtige Stabzahl und ist auch bestimmt. 

Da nul' lotrechte Lasten wirken, treten auch nur lotrechte Lagerreaktionen 
auf. Die Lagerkrafte werden bezeichnet mit Ao am Lager C, Au am Lager A, 
Bo an D und Bu an B; andererseits sei genannt: 

Ao + Au = A, Bo + Bu = B. 

Zur Ermittlung del' Reaktionen laBt man die Stabkrafte 22 bzw. 23 als freie 
Krafte in C bzw. D wirken und zerlegt sie in zwei Komponenten H und V, wobei 

V = H . 22,5 = 1 5 . H 
15,0 ' . 

Die Momentengleichungen fiir die Punkte C und D ergeben: 

(l:M)D = 0: 

-Pl' 56,0 - P2 • 49,0 - Pa • 21,0 - P4 • 14,0 - V22 • 70,0 + A . 70,0 = 0, 

wobei V 22 = H '1,5; 

(l:M)c = 0: 

Pl· 14,0 + P2 • 21,0 + P3 • 49,0 + P 4 ' 56,0 + 1,5 . H· 70,0 - B· 70,0 = O. 

In beiden Gleichungen ist noch die unbekannte Kraft H enthalten. Sie stellt 
den konstanten Horizontalzug del' Kette dar, d. h. die Kettenglieder haben 
eine gleich groBe Horizontalkraft H. Zur Berechnung diesel' Kraft legt man 
einen Schnitt durch das Gelenk und stellt die Summe del' Momente aller Krafte 
links odeI' rechts von G fiir Gals Momentenpunkt auf. Der Schnitt trifft den 
Stab 16. 816 wird in zwei Komponenten zerlegt, von denen nul' die waagerechte 
mit del' GroBe H ein Moment fUr G aufweist. Fiir den Fall links wird auBer 
durch die Krafte Pi und A noch durch 8 22 bzw. ihre Komponenten H und 
V 22 = 1,5 H ein Momentenbeitrag geliefert: 

(l:Mla = 0: 

-1,5 H· 35,0 - H· 22,5 + H· 1,5 - PI • 21,0 - P2' 14,0 + A . 35,0 = O. 
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Es findet sich aus den drei Gleichungen: 

A 

H = 130 t (demnach V22 = 195 t), 

A. = 369 t, 

B = 321 t. 

, I I I I I 

82¥681tJm. 

k---------------------~mfi'----------------------~ 

Abb. 313 a u. b. Ubungsbeispiel. 

Da samtliche Kettenkrafte die gleiche Horizontalkomponente haben, stellt sich 
die zeichnerische Ermittlung der Krafte in den Kettenstaben und Hangestaben 
sehr einfach dar (Abb.313b). Es ergibt sich fiir die lotrechten Komponenten 
der Kettenkrafte: 

V21 = V12 = 130,0 t, 

V20 = V13 = 102,143 t, 

VI9 = V14 = 83,571 t, 

V1S = V15 = 55,714 t, 

V17 = VIS = 18,571 t. 
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Andererseits ist fiir die Hangestabe: 

Sz = V21 - Vao = 27,857 t, 
S3 = Vao - V19 = 18,572 t, 
S4 = Vl9 - VIS = 27,857 t, 

S5 = VIS - Vl7 = 37,143 t, 
S6 = 2· Vl7 = 37,143 t. 

Die Lagerreaktionen auf den Pylonen ergeben sich zu: 

Ao = Bo = V 2S + V21 = 195 + 130 = 325 t. 

Es ist demgemall: 

Au = A - Ao = 369 - 325 = 44 t, 
Bu = B - Bo = 321 - 325 = -4 t (nach unten gerichtet.) 

c 
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Abb. 313 c u. d. Zum 1Jbungsbelspiel. 
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Zur Probe diene, dall die Summe aller lotrechten 

69 

I I 

1000 2OOO"/(g 

Krafte, die auf die Kette wirken, verschwinden muB. 
10 

V22 -Ao + ~Si + V23 -Bo = 0, 
2 

195 - 325 + 260 + 195 - 325 = O. 

Ebenso mull die Summe aller lotrechten Krafle, die 
am Gelenktrager angreifen, Null sein: 

. 10 

PI + P z + P 3 + p 4 - Au - Bu - ~ Si = 0, 
2 

300 - 44 - (-4) - 260 = O. 

Selbstverstandlich mull auch die Summe aller lotrechten Krafte, die auf das 
ganze System wirken, verschwinden; es ist dies die Folge der beiden letzten 
Gleichungen: 
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Zur Aufzeichnung des CREMoNASchen Krafteplanes schneidet man am besten 
den unteren Trager ab; es wirken auf ibn die Krafte S2' Sa, PI' S4' P 2, S5' 
S6' S7' S8' P a, S9' P 4' SIO' Bu, Au. 1hr Krafteck muB geschlossen sein. In 
Abb. 313c sind diese Krafte aneinandergetragen in der Reihenfolge, die sich 

a 

durch Umfahrung des Fachwerks im 
Uhrzeigersinn ergibt. Die Zeichnung 

P, des Krafteplanes macht dann keine 

z' 
l' 

(0) 

I 
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Zh 

Schwierigkeiten. 
Da bei dem eingefiihrten KraftmaB

stab das zu Punkt B zugehorige Kraft
eck zu klein ausfallt, ist esin Abb.313d 
nochmals in groBerem MaBstab ge
zeichnet. 

XIV. Konstl'uktionsgebilde aus Staben 
und Balken~ Gemischtbauweise. 
78. Aufbau und Berechnung. Das 

Fachwerk besteht aus Langskrafttra
gern. Die Belastung durch auBere 
Krafte muBte im Fachwerk nur auf 
die Knotenpunkte beschrankt sein, 
damit tatsachlich auch nur Langs
krafte (Stabkrafte) in den einzehIen 
Baugliedern auftreten. Nun sind sehr 
viele technische Konstruktionen aber 
nicht mit diesen Knotenlasten od~r 
wenigstens nicht mit ihnen allein be
ansprucht, sondern die Belastung wirkt 
oft zwischen zwei Knoten als Einzel
last oder auch als zusammenhangende 
Last. Der von dieser Art Belastung 
betroffene Stab (I, II - Abb. 314) 
wird dadurch nicht mehr reiner 
Langskrafttrager bleiben, sondern er ist 
auch noch durch Querbelastung und 
Biegung beansprucht; er muB, um 
diese Lasten wirksam aufnehmen und 
weiterleiten zu konnen, auch Quer
krafte und Biegemomente iibertragen. 
Er ist damit zum "Balken" geworden, 
der entsprechend unseren friiheren Be
trachtungen in seinen Befestigungs
punkten I, II (Festlegung am Stab

Abb. 314. Genlischtbauweise: Fachwerk aus Balken 
und Stabeu. system) Lagerreaktionen auslosen wird. 

Wir sehen also als erste wichtige Er
kenntnis, daB der Balken in Binem Stabgebilde auf jeden AnschluBpunkt mit 
zwei Unbekannten wirkt (GroBe und Richtung der Lagerkraft K' oder GroBe 
der Lagerkrafte in Richtung der Balkenachse und senkrecht zu ihr), zum 
Unterschied vom Stab, der nur die GroBe der in ihrer Richtung durch die 
Stabachse festliegenden Stabkraft als Unbekannte aufweist. Wir miissen dem
gemaB bei einer Konstruktion in gemischter Bauweise (Stabe und Balken zu
sammengefilgt) scharf unterscheiden zwischen den eigentlichen Stiiben (Langs-
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krafttrager) und den Balken (Trager mit Langskraft, Biegemoment und Quer
kraft). Bei dem in Abb. 314a dargestellten Stab system ist das obere Konstruk
tionsglied b ein Balken, aIle anderen Glieder 1 bis 6 sind Stabe l . 

Fur den Aufbau dieser Konstruktionen kommen die gleichen Gesetze wie 
beim gewohnlichen Fachwerk in Frage, so daB fur die Prufung des Aufbaus 
nach einem der drei Bildungsgesetze der Balken in diesen Konstruktionen zu
nachst als Stab betrachtet werden kann, wobei zu beachten ist, daB der Balken 
auch uber den Knotenpunkt hinausragen kann. Die Lagerkrafte A und B des 
gesamten Stabsystems sind als Gleichgewichtskrafte an einer starren Scheibe 
mit Hille des Kraft- und Seilecks (oder auch rechnerisch mit den Gleichgewichts
bedingungen) in der bekannten Weise zu bestimmen. Zur Ermittlung der Stab
krafte betrachten wir nun die einzelnen Knoten. Am Lagerpunkt A steht die 
Reaktionskraft A den beiden Staben 1 und 2 gegenuber, beide Stabe haben 
eindeutige Stabkrafte in Richtung ihrer jeweiligen Stabachse, die GroBen lassen 
sich mit dem Krafteplan bestimmen. Wollen wir nun am Knoten I Gleichgewicht 
herstellen, so haben wir eine unbekannte Stabkraft 8 3 und die erwahnte Kraft Ki 
mit unbekannter GroBe und Richtung (zwei Unbekannten), die der Balken b 
auf diesen Knoten ausubt, mit der bekannten Stabkraft 8 2 ins Gleichgewicht 
zu setzen. Wir begegnen hier also drei Unbekannten, d. h. das Krafteck ist 
nicht zu zeichnen. Die Krafte Ki und K~ bzw. ihre Gegenkrafte KI und K2 
konnte man auch nicht durch Betrachtung des Balkens b gewinnen (Abb. 314c), 
da wir hier einen Balken mit zwei festen Gelenklagern haben. Am Lager B 
ist dagegen das Gleichgewichtskrafteck aus der Kraft B und den Stabkraften 
8 5 und 8 6 aufzutragen. Fur Knoten II gilt das gleiche, das fUr Knoten I ge
sagt wurde. Der Knoten III weist nun nach Ermittlung der Stabkrafte 85 und 8 1 

nur noch zwei Unbekannte 8 3 und 8 4 auf, die mit Hilfe eines Kraftecks bestimmt 
werden konnen. Sind aber die Stabkrafte 8 1 bis 8 6 bekannt, dann ist auch das 
Gleichgewichtsproblem des Knotens lund das des Knotens II zu lOsen; denn 
hier stehen am Knoten I den bekannten Stabkraften 8 2 und 8 3 die heiden Un
bekannten der Kraft Ki (GroBe und Richtung) gegenuber, also Ki ist durch 
das Krafteck 8 2 , 8 3 und Ki bestimmt; desgleichen ist am Knoten II das Krafteck 
aus den Stabkraften 8 4 und 8 6 und der Kraft K~ aufzutragen. Die beiden Krafte 
Ki und K~ sind, genau wie die in den Stab en auftretenden reinen Langskrafte, 
die Wirkungen des Balkens b auf die Knoten I und II, also das, was wir 
seither immer mit Aktion bezeichnet, haben; sie stehen mit 8 2 , 8 3 bzw. 8 4 und 
86 im Gleichgewicht. Als Reaktionen des Balkens KI bzw. K2 Willden wir die 
Resultierende aus 8 2 und 8 3 bzw. aus 8 4 und 8 6 bezeichnen mussen, die natur
Hch gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet den Kraften Ki und K~ sind. 
Wir sehen auch im Krafteck (Abb. 314b), daB die auBere Belastung des Balkens 
(PI und P 2) ersetzt wird durch die beiden Krafte Ki und K~, wahrend KI und 
K2 mit PI und P 2 im Gleichgewicht stehen. 

Wahrend nun aIle Stabe auf Druck bzw. Zug dimensioniert werden konnen, 
genugt dies fur den Balken b noch nicht, da auf ihn ja die drei Einflusse wirken: 
Biegemoment, Querkraft und Langskraft. Diese drei GroBen sind fur die Dimen
sionierung maBgebend, mussen also bekannt sein. Wir stellen demgemaB fill 
aIle Balken in derartigen Stabkonstruktionen noch diese drei Beanspruchungs
groBen fest, indem wir die Balkenglieder aus der Konstruktion heraustrennen 
und alle Krafte, die durch die Trennung beseitigt wurden (KI und K2 als Reak
tionen !), als auBere Krafte einfuhren (Abb.314c). Wir erhalten damit das Bild 
eines freien Balkens, dessen Krafte unter sich im Gleichgewicht stehen. Die 

1 Natiirlich ist an allen Knotenpunkten wieder gelenkartiger: StabanschluB vorausgesetzt. 
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Ermittlung der Momentenflache, Querkraftflache und der Langskraftflache er
folgt dann inder bekannten Weise. 

Die Stabsysteme in der Gemischtbauweise erlauben naturgemaB auch den 
Einbau von Gelenken und lassen so die Bildung von Gelenktragern, z. B. Gerber
tragern, zu. Die L'agerung dieser Konstruktionen kann jetzt iibrigens auch durch 
Einspannung eines Balkengliedes erfolgen (Abb.315), was bei den Langskraft
gliedern, den reinen Staben, des Fachwerks nicht moglich war. Zur Ermittlung 
der StabkraIte Si und der BalkenkraIte Ki benutzen wir je nach ZweckmaBigkeit 
nebeneinander Krafteck oder Komponentengleichungen (fUr Krafte an einem 
Punkt) und Momentengleichungen. Wir werden nicht auf eine bestimmte "reine 
Methode" Wert legen, sondern je nach Bedarf mit unseren Gleichgewichtsbe
dingungen rechnen, wie sie gerade am einfachsten und bequemsten anzusetzen sind. 
Das Schnittverfahren ist in diesen gemischten Konstruktionen mit Vorsicht anzu
wenden: ein durchschnittener Stab besitzt eine Unbekannte, die in der Schnitt

I 

Abb. 315. Gemischtbauweise mit Gelenk. 

stelle als auBere Kraft auf tritt, schneiden 
wir dagegen einen Balken durch, so ent
stehen an dem Schnitt drei Unbekannte: 
Biegemoment, Querkraft, Langskraft. Das 
Aufschneiden von Konstruktionen zur Be
rechnung der Einfliisse im Schnitt hat aber 
selbstverstandlich nur dann Sinn, wenn, 
entsprechend den zur Verfiigung stehenden 
Gleichgewichtsbedingungen, nicht mehr und 

nicht weniger als drei voneinander unabhangige Unbekannten auftreten. Bei 
der Anordnung nach Abb. 315, kann man einen Schnitt 8-8 durch das Gelenk G 
legen und dann die Summe der Momente aller Krafte des rechten Teiles fiir 
Punkt G aufstellen. In dieser Gleichung ist die Stabkraft S die einzige Unbe
kannte. Am Punkt IV und V konnen die anderen Stabkriifte ermittelt werden, 
so daB dann der Balken berechnet werden kann. 

In Abb. 316 ist ein Sprengwerk gegeben, das in gemischter Bauweise nach 
dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist. An den Halken bi ist der Punkt I 
durch die beiden Stabe 0 und ® angeschlossen, es bilden also bl , 0, ® ein 
unverschiebliches System nach dem ersten Bildungsgesetz. Das entsprechende 
System finden wir rechts aus Balken b2 und den Staben CD und 0. Diese beiden 
bestimmten Systeme sind nun zusammengefiigt durch einen gemeinsamen Punkt 
(Gelenk in der Mitte) und einen Stab (0), d. h. die Gesamtkonstruktion ist 
statiseh bestimmt naeh dem zweiten Bildungsgesetz. Die Lagerkrafte A und B 
miissen bei lotrechten Lasten senkrecht verlaufen, da das eine Lager horizontal 
verse hie blich ist; sie lassen sich errechnen zu: 

(1:M)A = 0: 1000'1,5 + 1500'4,5 - B· 6,0 = 0, 

B = 1375 kg. 

(1:M)B = 0: 1500'1,5 + 1000·4,5 - A· 6,0 = 0; 

A = 1125 kg. 
Die Kontrolle 

~V=O: 1000 + 1500 = 1375 + 1125 

beweist die Riehtigkeit der Reehnung. Versuehen wir nun weiter die Stabkrafte 
zu bestimmen, so begegnen wir an jedem Knotenpunkt drei Unbekannten. Es 
sei hier ausdriieklieh noehmals darauf hingewiesen, daB die Aufzeiehnung eines 
Kraftecks z. B. am Knotenpunkt des Lagers A mit den gegebenen Riehtungen 
des Stabes 1 und des Balkens bi falsch ist, denn der Balken iibertragt ja nieht 
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nur eine Langskraft, sondern auch eine Querkraft, es wird also durch ihn auBer 
einer Kraftkomponenten in der Achsrichtung auch eine Kraft senkrecht dazu 
ausgeiibt. Es begegnen uns also auch 
hier drei Unbekannte, namlich diese 
beiden Komponenten und 81 , Der erste 
Losungsschritt ist bei diesem Beispiel 
ein solcher Schnitt durch das System, 
daB eine vollstandige Trennung erreicht 
wird und dabei nicht mehr als drei Ein- a 
fliisse frei werden. Der Schnitt muB 
offenbar durch das Gelenk G und den 
unteren Stab 0 gefUhrt werden, denn im 
Gelenk kann nur eine Kraft (kein Mo
ment!) iibertragen werden, deren GroBe 
und Richtung als Unbekannte in Er
scheinung treten, im Stab 0 ist als dritte 
Unbekannte nur die Stabkraft (Langs
kraft) vorhanden. Schneiden wir da
gegen an einer anderen Stelle des Balkens 
das System auf, so treffen wir mit dem 
Schnitt stets drei Unbekannte im Balken 
allein (Biegemoment, Querkraft und. 
Langskraft), wozu noch als vierte GroBe 

b 

P'-1ooo1<9 .I1-15001<g 

O!;-I _-;:500!A' -~1000Kg 

1 

S. -1B75"k 

5 

dann die Stabkraft 8 3 hinzukommt. 
Der angegebene Schnitt 8-8 erlaubt 
uns nun durch die Gleichgewichtsbedin
gungen fUr einen der beiden abgetrenn
ten Teile die geschnittenen GroBen zu 
errechnen. Auf den linken abgeschnitte
nen Teil wirken A, 8 3 und die Kompo
nenten der Gelenkkraft Gv und Gh • Wir 
ermitteln die Stabkraft 8 3 durch die 
Momentenbedingung um das Gelenk G 

(1) 
c r G 

a F 
fUr die Krafte des linken Teils: 

(1:M)G = 0: 
A . 3,0 - PI '1,5 - 8 3 '1,0 = 0, 

mit den Zahlenwerten 

1125 . 3,0 - 1000 . 1,5 = 8 3 • 1,0, 
8 3 = 1875 kg (Zugstab). 

Die Kraftecke fUr die beiden Knoten I 
und II, links und rechts von Stab 0, 
liefern die iibrigen Sta bkrafte 8 1 , 8 2 bzw. 

A Sty 

8 4 und 85 , Wollen wir die Beanspru- t. 

~~~~~ft~~::.ns~e~:~~:~ !~;r::~;~e:~ s,~_~lTT'lllnTIITTTIIITTlIII-rr1 jrTTll ITTlII ITT I ~rTT: I ITTlI I ITT I I IrTTl ITTlI I ITT I I rTTIIITTllllf875 

besten diese beiden Konstruktionsglie
der frei (Abb. 3160), indem wir aIle an

Abb. 316. Sprengwerk mit Gelenk. 

greifenden Kriifte als auBere Belastungen auffassen. Die Errechnung der Biege
momente erfolgt dann in der iibliohen Art. Fiir die Stelle (1) ist das Biegemoment 

Bl = A . 1,5 - 81 ,.' 1,5 = 1125· 1,5 -1250·1,5 = -187,5 mkg, 
Schlink, Statik. 16 
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fiir die Stelle (2) wird 

B2 = B '1,5 - E5v ' 1,5, 
B2 = 1375 '1,5 -1250 '1,5 = +187,5 mkg. 

Die Verbindungslinie der Endpunkte der aufgetragenen GroBe Bl und B2 muB 
durch das Gelenk hindurchgehen. 

Die Auftragung der Querkraftlinie erfolgt wieder durch Aneinanderreihung 
der quer zur Balkenachse wirkenden Krafte an ihren jeweiligen Angriffsstellen. 
Die Langskraft wird durch die beiden Horizontalkomponenten Elk und E5h ge
liefert; sie bleibt, da keine weiteren Krafte in Achsrichtung auf den Balken 
wirken, konstant. 

79. Innere statische Bestimmtheit und Grad der Unbestimmtheit. Die bis
her betrachteten Beispiele von Stabsystemen (Fachwerke und Gemischtsysteme) 

Abb.317. Freies System aus zwei Abb.318. Statisch bestimmtes System Abb.319. Bestimmtes gestiitztes 
Balken. aus zwei Balken. System aus zwei Balken. 

Abb. 320. Einfach unbestimmtes Abb. 321. Mehrfach - unbestimmtes 
gestiitztes System aus zwei Balken. gestiitztes System aus zwei Balken. 

waren aIle statisch bestimmt, und zwar sowohl in der Lagerung (auBere statische 
Bestimmtheit) als auch im Aufbau (innere statische Bestimmtheit). Bei inner
lich statisch unbestimmten Systemen ist es haufig nicht ganz einfach, den Grad 
der statischen Unbestimmtheit (Anzahl der auftretenden iiberzahligen Un
bekannten) zu erkennen. Wir wollen deshalb an einigen einfachen ebenen Kon-
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struktionen das Wesen der statischen Unbestimmtheit kennenlernen. Die zwei 
in Abb. 317 a dargestellten gelenkig aneinandergefiigten Stii.be stellen ein beweg
liches System dar. Unter dem EinfluB einer allgemeinen Belastung wiirde das 
System nicht in seiner Lage und seiner Form erhalten V 
bleiben. Machen wir dagegen die AnschluBstelle der beiden , 
Stabe starr (Abb.317b), so wird die Form bleiben. Zur 
Festlegung dieses Systems in der Ebene bei einer allgemeinen ~ a 
Belastung geniigen drei Fesselungen, die das Gebilde als ~V-----::::--
starre Scheibe in der Ebene statisch bestimmt festlegen, 
wie es z. B. in Abb. 318a und b dargestellt ist. Dagegen ., b 
sind die beiden gegeneinander beweglichen Stabe der p-------
Abb. 317 a nicht mit den gleichen Lagerungen festzulegen, 
das System bliebe beweglich. Um es unverschieblich zu ~ c 
lagern, benotigen wir statt dreier Fesseln deren vier 
(Abb. 319). Jede weitere Fesselung der in den Abb. 318 ~ 
und 319 dargestellten Fane bedeutet eine iiberzahlige Un- ~ 
bekannte und macht das System statisch unbestimmt. Da ~ d 
diese Unbestimmtheit durch eine auBere Wirkung (Fessel) ~~~1::ie:~!~~:1~~~ 
herbeigefiihrt wird, sprechen wir von "auBerer" Un- bestimmter nnd nnbestimm-

bestimmtheit. Das System wird auch statisch unbestimmt, 
ter Ausbildnng. 

wenn der gelenkige AnschluB der beiden Fane der Abb. 319 durch eine starre 
Eckverbindung (SchweiBstelle, Knotenblech) ersetzt wird, da alsdann ein Mo
ment iibertragen werden kann und so eine neue Unbekannte entsteht. Es ist 
also die Konstruktion nach Abb. 320a (entstanden aus den Abb. 318 oder 319a) 
mit einer Fessel zuviel gelagert, das System ist einfach statisch unbestimmt. 

Abb. 320b stellt dementsprechend ebenfalls ein einfach 
statisch unbestimmtes System dar. Dieses System, mit 
einer weiteren Fessel versehen, wird also zweifach statisch 
unbestimmt (Abb. 321a). Fiigen wir dazu noch eine starre 
Eckverbindung am Gelenk (Abb. 321 b), so erhalten wir 
ein dreifach statisch unbestimmtes System. Weiter kann 
mit diesen einfachen Baugliedern der Grad der statischen 
Unbestimmtheit nicht mehr gesteigert werden. An Stelle 
der einfachen Balken konnen die Bauglieder natiirlich 
auch als iiberragende oder abgewinkelte Konstruktions
glieder ausgefiihrt sein, so ist z. B. die Lagerung deE! 
Flugzeugholms in Abb. 322a statisch bestimmt, nach 
Abb.322b und c einfach, die nach Abb.322d zweifach 
statisch unbestimmt. 

Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, 
daB bei gelenkartigem AnschluB der beiden Stabe das 
Biegemoment an der AnschluBstelle immer Null sein 
muB (Abb. 323a), dagegen bei steifem AnschluB nicht Abb.323. Das Blegnngs-
(Abb.323b). Es ist in bekannter Weise zu ermitteln, moment bei gelenkiger nnd 

steifer Eckverbindnng. 
indem man die Summe der Momente aller Krafte auf 
der einen Seite des AnschluBpunktes aufstellt. Die Biegemomente sind, wie 
aus den friiheren Betrachtungen der Rahmen hervorgeht, an der AnschluBstelle 
fiir die beiden Stabe gleich. Es muB das sein, weil der AnschluBpunkt sich 
in Ruhe befindet und fiir den Gleichgewichtsfall die Summe der Momente Bn 
und BS3 verschwinden muB. 

Bei den Konstruktionen, die aus mehr als zwei Baugliedern hergestellt sind, 
konnen wir, wie schon kurz bemerkt, den Aufbau nach den Bildungsgesetzen 

16* 
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der Fachwerke nachpriifen, wobei wir an Stelle des "Stabes" allgemein ein "Bau
glied" , d. i. eine in sich starre statisch bestimmte Scheibe, einfiihren. Diese 
Bauglieder konnen dargestellt werden durch Stabe, Balken, statisch bestimmte 
Rahmen oder auch statisch bestimmte Teilfachwerke. Das in Abb.324a dar
gestellte Tragwerk ist also statisch bestimmt, weil es aus zwei Staben 0, ® 

a 

B 

b 

B 1Il 

Abb. 324. Doppelt abgestiitzter 
Flugzeugholm. 

und zwei Balken bl , b2 nach dem ersten Bil
dungsgesetz aufgebaut ist: Knoten I ist an die 
beiden festen Ausgangspunkte A und B durch 
die Bauglieder b1 und 0 angeschlossen, dann 
II durch b2 und Stab ® an B und den fest
liegenden Knoten 1. Anders liegen die Verhalt
nisse bei dem in Abb. 324 b dargestellten System. 
Als freie Konstruktion (ohne Lagerung) ist es 
wohl gleichfalls nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut, da an den steifen Balken b der 
Punkt III durch zwei Stabe angeschlossen ist, 
aber infolge der Lagerung in zwei festen Ge
lenken, d. i. mit vier Fesseln, ist es einfach 
statisch unbestimmt. Wir konnen zu diesem 
letzten Bild sagen, die Konstruktion ist innerlich 

statisch bestimmt, aber auBerlich (in der Lagerung) einfach statisch unbestimmt. 
Wir konnen das System auch auffassen als Balken, der in einem festen Gelenk
lager (A) und zwei Stiitzungsstaben an den Punkten I und II gefesselt ist, also 
als Balken mit :vier Lagerunbekannten. 

Sehen wir nun einmal von der Lagerung ab und betrachten die fteie Kon
struktion von Tragwerken, die unter dem EinfluB einer Reihe von in a11g\=lmeiner 

Lage befindlichen Kraften im Gleichgewicht stehen. Das 
in Abb.325a dargestellte System mit gelenkigen Stab
anschliissen ist nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaut, 
also statisch bestimmt. Nehmen wir der Konstruktion einen 
Stab weg (z. B. die Diagonale) und fiihren dafiir eine starre 
Eckverbindung ein (Abb. 325b), so ist auch dieses neu 
entstandene System nach dem ersten Bildungsgesetz auf
gebaut, also ebenfalls statisch bestimmt, denn an dem 
Rahmen I, list ein Punkt M durch zwei Stabe gelenk
artig angefiigt. Bringen wir noch eine weitere steife Eck
verbindung statt eines Gelenkes in einem dieser statisch be
stimmten Systeme an, so erhalten wir damit eine neue 
Unbekannte, namlich das zu iibertragende Eckmoment. Die 
Konstruktion nach Abb. 325c ist also einfach statisch 
unbestimmt. Versteifen wir nun auch noch die beiden 
restlichen Ecken, dann haben wir offenbar zwei weitere Un

Abb.325. Verschiedene bekannte in die Konstruktion hineingebracht, der geschlos
Ausblldung eines Stab- sene steife Rahmen (Abb. 325d) ist demgemaB dreifach 

vierecks. 
statisch unbestimmt .. 

Diesen Grad der Unbestimmtheit konnen wir auch anders bestimmen: 
schneiden wir den geschlossenen Rahmen an einer Stelle auf, so erhalten wir 
einen offenen Rahmen, der nach unseren friiheren Betrachtungen als starre 
Scheibe statisch bestimmt ist. Durch den Schnitt eines Balkens oder eines 
Rahmens (der ja weiter nichts ist als eine steife Aneinanderfiigung von Balken) 
(Abb. 326) haben wir aber in der Schnittstelle drei Unbekannte ausgelOst, d. h. 
frei gemacht: das Biegemoment, die Querkraft und die Langskraft. 1st das 
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nach dem Schneiden iibrigbleibende System statisch 
bestimmt, so waren die im Schnitt beseitigten 
Einfliisse iiberzahlig, d. h. die Anzahl der besei
tigten Einfliisse gibt den Grad der statischen 
Unbestimmtheit an. 1m vorliegenden Fall findet 
sich also die dreifache Unbestimmtheit bestatigt. 
1st das iibrigbleibende Gebilde aber noch statisch 
unbestimmt, so schneidet man weiter auf, nimmt 
also entsprechende Einfliisse fort, bis es statisch 
bestimmt wird. Mit diesem Gedanken der Auf. 

.6 
00 

trennung bis zu einem statisch bestimmten System Abb. 326. Der smITe geschlossene 
Rahmen. und der Zahlung der beseitigten Einfliisse konnen 

wir sehr haufig auf einfache Art und Weise den 
Grad der statischen Unbestimmtheit ermitteln, wie 
nun an einigen Beispielen gezeigt werden soll. 

Zunachst sehen wir, daB jede Rahmenform der 
Abb.326 durch einen Schnitt, der die drei Einfliisse 
des Rahmenquerschnitts beseitigt, in ein statisch 

Abb. 327. GeJagerter geschlossener 
bestimmtes System verwandelt wird. Da aber durch Rahmen mit iiberstehenden Teilen. 

den Querschnitt drei Einfliisse (Moment und zwei 
Kraftkomponenten) iibertragen werden, so sind 
also alle Formen von einfachen geschlossenen Rah
men innerlich dreifach statisch unbestimmt. Diese 
innerlich statisch unbestimmten Rahmen konnen 
nun noch au.Berdem statisch unbestimmt gelagert 
sein (auBerlich statisch unbestimmt). So ist z. B. 
das in Abb.327 dargestellte Stabgebilde vierfach 
statisch unbestimmt, als Rahmen innerlich drei· 
fach und durch die Lagerung mit vier Fesseln 
(zwei festen Gelenken) au.Berlich einfach. Bei einem 

a 

solchen Rahmen mit steifen Anschliissen treten, t) 
wie mehrfach erwahnt, an den Enden der Stabe, Bi,l"9f~ 
also an den Stellen 1, 2 ... 6 Biegemomente auf; 
das sind gegeniiber dem Gelenkdreieck sechs Un- b 
bekannte mehr. Aber diese Biegemomente miissen 
an derselben AnschluBstelle einander gleich sein Abb: 328. Geschlossener Rahmen mit 

zwel inneren Offnungen. (wei! ja fiir jeden AnschluBpunkt die Summe der 
Momente gleich Null sein muB I), so daB noch drei 
BedingungeJ;l vorliegen, also nur drei Unbekannte 
iibrigbleiben. Um die Anzahl der iiberzahligen 
Unbekannten an den beiden Rahmengebilden der 
Abb.328a und 329a zu bestimmen, wenden wir 
wieder unser Schnittprinzip an, d. h. wir schneiden 
den Rahmen so lange durch, bis ein statisch be
stimmtes Balkensystem, d. i. ein offener Rahmen 
(okne innere iJftnung) entsteht. Wir sehen, daB wir 
das bei der Konstruktion Abb. 328 mit zwei Schnit
ten, bei Konstruktion in Abb. 329 mit drei Schnitten 
erreichen konnen. Jeder Schnitt durch einen Balken 
bedeutet die Beseitigung von drei Unbekannten, 
der Rahmen Abb. 328 ist also sechsfach, der Rah- Abb.329. Geschlossener Rahmen mit 
men Abb.329 neunfach unbestimmt. mehreren inneren Offnungen. 
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Ahnllch wie wir nun friiher den Begriff des Balkens imd Rahmens auf Fach
werke ausgedehnt hatten, die im wesentlichen als der Lange nach ausgedehnte 

Scheiben ausgebildet waren, konnen wir eine ent
sprechende Erweiterung auch hier gelten lassen. 
Die in Abb.330 und 331 dargestellten Rahmen
fachwerke sind also entsprechend den obigen 
Betrachtungen dreifach und sechsfach statisch 
unbestimmt. Ein Schnitt durch die Wand des 
"Rahmens" der Abb.330 zeigt hier auch tatsaeh
lieh, daB sieh naeh Wegnahme der drei Stabe ein 
offenes, freies, statisch bestimmtes Faehwerk ergibt 
(Abb.330b). Waren diese drei Stabkrafte bekannt, 
so konnten alle anderen Stabkrafte ermittelt 
werden. Eine offene Ringseheibe, die aus lauter 
Stabdreieeken besteht, muB iibrigens nieht immer 
statiseh bestimmt sein. Das hangt ganz von dem 
Aufbau ab; sie ist sieher statiseh bestimmt, wenn 
die Knoten nur auf dem Rande liegen, wie es 
hier angegeben ist. 

Die beiden Sehnitte am "Doppelrahmen" 
(Abb. 331 b), die zur Erreiehung eines statiseh be
stimmten Rahmens notig sind, beseitigen je drei, 
das sind im ganzen seehs iiberzahlige Stabkrafte. 

Abb. 330. GegJiederte Scheiben mit Fiihren wir diese beseitigten Stabkrafte wieder an 
einer inneren Offnung. 

den Sehnittstellen als unbekannte auBere Kriifte 
ein, so sehen wir, daB an dem freien statiseh bestimmten Faehwerk seehs Un
bekannte auftreten. Das Fachwerk ist also seehsfaeh statiseh unbestimmt. 

Es ist sehr wiehtig, zu erkennen, wie man 
ein unbestimmtes System dureh Fortnahme 
von entspreehenden Einfliissen in ein statiseh 
bestimmtes iiberfiihren kann, weil bei der Be. 
reehnung eines unbestimmten Systems dieses 
immer erst in ein bestimmtes verwandelt 

.Q~6 
Abb. 332. Riickfiihrung eines unbestimmten Systems auf ein 

bestimmtes. 

werden muB. Das kann natiirlieh aueh dureh 
das Einfiihren von Gelenken gesehehen, und 
so konnen aueh diese benutzt werden, den 
Grad der Unbestimmtheit zu erkennen. Dureh 
die Einfiihrung eines Gelenkes wird ja das 
Biegem0ment, das an der betreffenden Stelle 
im Balken weitergeleitet wird, herausgenom

Abb.331. GegJiederte Scheiben mit zwei men, d. h. es kann nieht iibertragen werden, 
inneren Offnungen. wahrend die beiden iibrigen Einfliisse, Quer-

kraft und Langskraft, durch das Gelenk iibergeleitet werden. Wollen wir also 
naeh Einfiigung eines Gelenkes den alten wirkliehen Zustand wiederherstellen, so 
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mussen wir ein auBeres Moment, das in seiner GroBe unbekannt ist, einfiihren. 
1m geschlossenen Rahmen der Abb. 332 erreichen wir z. B. durch Einfiihrung 
von drei Gelenken eine statisch bestimmte Konstruktion (Dreigelenkbogen) • 
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Die durch die Einfiihrung der Gelenke beseitigten Biegemomente sind als 
auBere Momente Ml> M2 und Ms an den Gelenkstellen einzufiihren. Diese drei 
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unbekannten GroBen stellen jetzt die iiberzahligen Unbekannten dar. Wir 
sehen also auch hieraus, daB der einfach geschlossene Rahmen dreifach statisch 
unbestimmt ist. 

Der Zweck, der allen diesen gedankenmaBigen Konstruktionsanderungen 
(Gelenk oder Schnitt) bei unbestimmten Gebilden zur Erreichung eines statisch 
bestimmten Aufbaus zugrunde liegt, ist die Sichtbarmachung der inneren Ein
fliisse, die die Konstruktion zu einer statisch unbestimmten machen. Durch 
den Schnitt oder die Einfiihrung eines Gelenkes werden diese inneren Einfliisse 
frei, d. h. sichtbar gemacht, und miissen zur Wiederherstellung des wirklicken 
(statisch unbestimmten) Zustandes fUr das Restgebilde als unbekannte auBere 
Belastungen eingesetzt werden. Bei Berechnung statisch unbestimmter Systeme 
geht man immer in dieser Weise vor: Man schafft sich zuerst durch geeignete 
Anordnung dieser Reduziermittel (Schnitte, Gelenk u. a.), also Wegschaffung 
einzelner Einwirkungen, ein statisck bestimmtes Gruni1system, an dem man die 
durch die AnderungsmaBnahmen freigewordenen inneren Einfliisse als unbe
kannte, aber sichtbar gemachte auBere Beanspruchungen einfiihrt. Die Berech
nung dieser GroBen gelingt aber dann nicht mehr mit einfachen Gleichgewichts
bedingungen, wir brauchen dazu Aussagen iiber die Formanderung, die aus der 
Festigkeitslehre entnommen werden. Sind diese Einfliisse berechnet, so hat man 
ein statisch bestimmtes Gebilde mit lauter bekannten Einwirkungen (Krafte, 
Momente) und der Berechnung steht nichts im Wege. 

Der in Abb. 333 gezeichnete Rahmen ist einfach statisch unbestimmt. Man 
kann ihn dadurch statisch bestimmt machen, daB man den rechten Stiitzungs
stab fortnimmt. Um dann die wirklichen Verhaltnisse zu erhalten, muB man, an 
Stelle des fortgenommenen Stabes, die in ihm tatsachlich wirkende Kraft X ,als 
auBere (bekannte) Kraft einfiihren. Die Berechnung dieser statisch unbestimm
ten GroBe ist nur moglich unter Benutzung von Formanderungsbetrachtungen 
des Systems, auf die in diesem Buch nicht eingegangen wird. Es findet sich aus 
einer solchen Rechnung: X = 1957,5 kg. Auf das statisch bestimmte Grundsystem 
wirken also: die gegebenen auBeren Belastungen und die Kraft X = 1957,5 kg. 
Beide Lastgruppen lassen sich getrennt behandeln. Die wirklichen EinfluB
groBen, Biegemoment, Querkraft und Langskraft, setzen sich demgemaB an jeder 
Stelle zusammen aus den Beanspruchungen infolge der auBeren Belastung und 
derjenigen durch X. Die ersteren, aus den auBeren Lasten hervorgehenden, 
sind in Abb.333a, diejenigen infolge der Kraft X in Abb.333b dargestellt. 

I I I 
Die algebraische Addition lieferl die tatsachliche 
Biegemomenten-, Querkraft- und Langskraft
flache (Abb. 333c). 

Bei der Zuriickfiihrung eines symmetriscken 
statisch unbestimmten Systems auf ein statisch 
bestimmtes werden wir zweckmaBig beachten, 
daB es so durchgefiihrt wird, daB das entste
hende Grundsystem wieder symmetrisch ist; man 

1Unbek. wird also Schnitte urid Gelenke in der Symmetrie
~------'----"-- ebene oder symmetrisch zu ihr anbringen. Die 

b Vereinfachungen der Symmetrie und Gegensym-
Abb. 334. G~t~~. geschlossener metrie (vgl. S. 171) gestatten uns dann durchweg 

eine leichtere Weiterbehandlung der Aufgaben. 
Untersuchen wir unter diesen Gesichtspunkten die in Abb. 334a gegebene 

statisch unbestimmte Konstruktion, so finden wir, daB dieser "Rahmen
trager" siebenfach statisch unbestimmt ist. Als Grundsystem kann man hier 
den in Abb. 334 b dargestellten statisch bestimmten Dreigelenkbogen auffassen, 
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auf dem an den beiden Sohnittstellen je drei Unbekannte wirken und am Gelenk 
das unbekannte Biegemoment auftritt. 

Der in Abb. 335a dargestellte Faohwerktrager mit gelenkartigen Ansohliissen 
ist statisoh bestimmt, da er naoh dem ersten Blldungsgesetz aufgebaut ist. 
Sind dagegen steife Knotenansohliisse vorhanden (die f2I2I2J 
bei Stahlstaben praktisoh erreioht werden duroh ent
spreohende Knotenbleohe, auf die die einzelnen Stabe 
fest aufgenietet oder gesohweillt sind), so wird es 
vielfach statisoh unbestimmt (Abb. 335b). Als Grund- a 
system kann man das bestimmte Faohwerk in Abb. 335 a nl!tenblech~ 
betrachten. Wahrend bei diesem Fachwerk an den 2 v -,,--VB 

AnschluBstellen fiir die Stabe keine Momente auftr~ten 
konnen, wird jetzt infolge der starren Verbindung 
am Ende eines jeden Stabes ein Biegungsmoment 
iibertragen. Es treten also z. B. bei dem Knoten III 
(Abb. 335c) gegeniiber dem Fachwerk mit gelenkigen 
Anschliissen an neuen Unbekannten vier Endmomente C 

auf; allerdings gibt dieses nicht vier neue Unbe
kannte, da die Summe dieser Momente gleich Null Abb.335. Gestiitztes Fachwerk 

sein muB (well ja der Knotenpunkt III in Ruhe mit gelenk~~~~hl~~~e~~eifen Stab-

bleibt). Wir erhalten allgemein bei k Endstaben, die 
an einem Punkte zusammentreffen (k -I) neue Unbekannte, namlich die End
momente. Der in Abb.335b dargestellte Trager ist demgemaB 16fach un
bestimmt. Ware etwa der erste Qbere Gurtstab ein
gespannt, so ware er 17fach unbestimmt. Sind die 
Diagonalstabe biegungsweich (Drahte) bzw. an ihren 
Endpunkten drehbar angeschlossen, so laBt sich die 
Konstruktion gemaB Abb. 336a darstellen. Das Fach
werk ist dann nur zehnfach statisch unbestimmt. Es 
wirken in diesem Trager nur die Rahmen- und Pfosten
stabe als Balken (mit Biegemoment, Querkraft und 
Langskraft), wahrend die Diagonalen nur als Stabe 
(Langskraft allein) anzusprechen sind. Sind auch 
die Pfosten gelenkartig angeschlossen (Abb.336b), Abb.336. Verschiedenartige Stab
aber die beiden Gurte durchlaufend, dann liegt ein anschliisse eines Fachwerktragers. 

vierfach statisch unbestimmtes System vor. 
Es wurde auf diese Verhaltnisse eingegangen, well es von besonderer Be

deutung ist, daB man sich iiber die Wirkung der verschiedenen Anschliisse ganz 
klar ist. Greifen die Lasten bei diesen Fachwerken der Abb.335, 336 nicht in 
den Knoten an, so entstehen schon beim Grundsystem (Abb. 335a) nicht nur 
Langskrafte in den Staben, sondern auch Querkrafte und Biegungsmomente; 
die betreffenden Stabe sind also nun wieder als Balken gesondert zu behandeln, 
wie dies unter Nr. 78 (S. 238) ausgefiihrt wurde. Das Grundsystem bleibt aber 
auch bei dieser Belastung statisch bestim1llt, und bei den unbestimmten Ge
bllden ist die Anzahl der statisch unbestimmten GtoBen wieder die gleiche, da mit 
den gleichen MaBnahmen ein statisch bestimmtes Grundsystem geschaffen wird. 

Ubungsaufgaben iiber ebene Gemischtsysteme. 
1. Aufgabe. Auf den in Abb.337 gezeichneten Auslegerkran wirken die 

Last P, die iiber die angegebenen Rollen gefiihrt ist, und ein Gegengewioht G. 
Gesuoht sind die Lagerreaktionen in den Punkten A und B und die Bean
spruohungsgroBen in allen Teilen. 
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Losung. In seiner wirklichen Ausfiihrung ist ein derartiger Kran wohl statisch 
unbestimmt, da die Stabe an ihren Enden steif miteinander verbunden sind. Die 
statisch unbestimmten GroBen werden aber verhaltnismaBig klein, so daB die aus 
dem betrachteten bestimmten Grundsystem errechneten Krafte eine geniigend 
sichere konstruktive Durchfiihrung erlauben. Als statisch bestimmtes ebenes 
Grundsystem fiihren wir das in Abb. 337 a dargestellte ein. Die Kransaule V und 
Stab ° sind mit dem Balken I gelenkartig verbunden, ebenso Stab 0 und CD mit 
der Kransaule (man denke sich diese AnschluBpunkte auBerhalb des eigentlichen 
Balkens gelegen). Ferner sind die Stabe 0, 0, CD gelenkartig aneinander ange
schlossen. Die Konstruktionsteile 0, 0, CD sind reine Stabe, die nur Langskrafte 
erhalten, dagegen die Teile I und V Balken. An dem durch ein festes Lager A 
und ein bewegliches Lager B festgelegten Balken V (Kransaule )ist Punkt M durch 
die Stabe CD und CD eindeutig angeschlossen. Der Balken list im Punkt 0 mit zwei 
Fesseln drehbar angefiigt (festes Auflager) und im Punkt D durch einen 
Stiitzungsstab. Mit diesem Balken beginnen wir die Untersuchung; alle Rollen
durchmesser konnen zunachst als vernachlassigbar klein angenommen werden. 

Auf den Balken wirken als Lasten G, P und die drei Seilkrafte K = P; sie 
miissen im Gleichgewicht stehen mit den Kraften Ok, Ov (Komponenten der 
Reaktion 0 auf den Balken) und 8 2 (Abb. 337b). Als Gleichgewichtsbedingungen 
werden verwendet die Momentenbedingungen fiir den Punkt 0 und D und die 
Komponentenbedingung fiir waagerechte Krafte. Die Komponenten der schrag 
laufenden Seilkraft K sind dabei bestimmt durch 

Da 

K -K. 5,5 
,,- Y5,52 + 2,32 ' 

Kv = 4000· :':6 = 3690 kg (von oben nach unten gerichtet), 

Kk = 4000· :':6 = 1545 kg (nach links verlaufend). 

1. (~M)o = 0: 4000·6,75 - 8 2V ·4,7 + Kv ·2,3 - 6000·2,0 = 0, 

82v = 5000 kg. 

2. (~M)D = 0: 6000·6,7 + 3690·2,4 - 4000·2,05 - 0,,·4,7 = 0, 

Ov = 8695 kg. 
8 2h 2,4 
820 - 1,55' 

so ist: 
82 k = 5000 . 1~~~ = 7740 kg. 

-82k + Kk + Ok = 0 

+7740 -1545 = Ok = 6195 kg. 

Die Stabkrafte 83 und 8 4 findet man, nach Berechnung von 8 2, am Knoten
punkt M durch das zugehOrige· Krafteck. 

Die Fesselkrafte A k , Av und B der Kransaule ermittelt man am bequemsten, 
indem man die Gesamtkonstruktion betrachtet; es miissen die Lasten P und G 
mit den Fesselkraften im Gleichgewicht stehen. Es ergibt sich: 

(~M)A = 0: 4000·6,75 - 6000·2,0 = B· 5,0, 
B = 3000 kg (nach links). 

Ak = B = 3000 kg (nach rechts). 
Av = P + G = 4000 + 6000 = 10000 kg. 
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Damit sind aile Krafte ermittelt, die auf die Kransaule wirken: 0, S3' B, S4' 
Seilkraft K und A, und es steht der Untersuchung der Kransaule nichts im Wege. 

Bevor darauf eingegangen wird, moge noch gezeigt werden, wie die entsprechen
den Krafte graphisch zu ermitteln sind. Wir trennen den Balken I von der iibrigen 
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Abb. 337. "Ubungsbeispiel. 

p 

Konstruktion abo Auf ihn wirken dann, auBer den Lasten P und G, noch die ge
schnittenen Krafte (frei gewordene innere Krafte) K, S2 und 0, von denen die 
letzte nach GroBe und Richtung und die vorletzte nach GroBe unbekannt sind. 
Man ermittelt aus P, G und K die Resultierende Rl (mit Krafteck und Seileck); 
der Schnittpunkt von Sa mit Rl gibt dann den Punkt an, durch den auch 0 
gehen muB, und das zu R I , S2 und 0 gehorige Krafteck liefert die GroBen der 
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unbekannten Krafte 0 und 8 2 , Nach Ermittlung von 8 2 ergibt das Kraftdreieck 
aus 8 2 und den Parallelen zu den Staben CD und CD die Stabkrafte 8 3 und 8 4 , 

Damit sind aIle Lasten, die auf die Kransaule wirken, bekannt: 0,83 ,84 und K 
(an der Rolle auf der Saule); es fehlen nur noch A und B. Die letzteren konnen 
wieder dadurch ermittelt werden, daB man die Gesamtkonstruktion betrachtet: 
es mussen P, G mit B und A im Gleichgewicht stehen; man bringt die Resul
tierende R2 aus P und G zum Schnitt mit B und zieht nach ihrem Schnittpunkt 
eine Gerade durch A; das zugehOrige Krafteck liefert A und B (Abb.337c). 

Nachdem aIle Krafte bekannt sind, die auf den Balken I und die Kran
saule V wirken, konnen die Biegemomente, Querkrafte und Langskrafte in der 
ublichen Weise bestimmt werden. Es ergibt sich fUr die Biegungsmomente am 
Balken I: 

Bl = -4000 . 2,05 = -8200 mkg, 
B2 = -4000 . 4,45 + 5000 . 2,4 = -5800 mkg, 
B3 = -6000' 2,0 = -12000 mkg, 

bzw. beim Betrachten des linken Teiles: 

B3 = -4000, 6,75 + 5000'4,7 - 3690· 2,3 
= -12000 mkg. 

Fur die Kransaule finden sich die Biegungsmomente am 

Punkt (1): 

Punkt (2): 
Punkt (3): 

(83h - Ok) . 1,9 = [-6195 + 1790] . 1,9 
= -4405'1,9 = -8360mkg, 

-4405· 3,9 + 3000 . 2,0 = -11160 mkg, 
-3000 . 1,4 = -4200 mkg. 

Mit den erhaltenen Werten wurden die Momentenflachen fur Balken und Kran
saule aufgezeichnet. Die Auftragung von Querkraft- und Langskraftflache ge
schieht in bekannter Weise. 

2. Aufgabe. Fiir das in Abb. 338a dargestellte Tragsystem sollen die Bean
spruchungsgroBen untersucht werden. 

L08Ung. Das System ist so gestaltet, daB an das nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaute Fachwerk der rechtwinklige Rahmen ODE mit dem Gelenk 0 
und dem Stab 24 an das Fachwerk angeschlossen ist. Man kann auch sagen: 
Das Fachwerk reicht nur bis zu den Punkten M und N, dann ist der Rahmen 
durch die drei Stabe 22, 23, 24 mit dem Fachwerk verbunden. Diese drei Stab
krafte findet man sofort, indem man einen Schnitt durch sie legt und den Teil 
rechts vom Schnitt betrachtet. Es wirken dann auf den rechtwinkligen Rahmen 
ein: die Last Q und die zusammenhangende Belastung q' 7,0 sowie die Stab
krafte 8 22 , 8 23 , 8 24 , Die Resultierende aus q . 7,0 und Q findet sich nach ihrer 
GroBe und Richtung durch: 

R = 40 . 7,0 + 400 = 680 kg; 

nach Lage durch Aufstellung einer Momentengleichung fur den Punkt D: 

q . 7,0 . 3,5 + 400 . 7,0 = R . x, 
x= 5,55. 

Die drei gesuchten Stabkrafte sind in Abb. 338b auf graphischem Wege mit Hilfe 
des CULMANNschen Verfahrens ermittelt: 8 24 wurde mit R zum Schnitt gebracht, 
dadurch die Hilfslinie h festgelegt und in bekannter Weise weiter verfahren. 
Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB an dem Punkt 0 kein Gleichgewicht 
zwischen 8 22 , 8 23 und der Kraft in Richtung des Pfostens besteht, da ja letzterer 
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auf Biegung beansprucht wird und das erwahnte Gleichgewicht nur dann vor
handen ware, wenn in CD nur eine Langskraft auftrate. 

Der waagerechte Balken DE erhalt ebenfalls Biegungsbeauspruchung. Die 
Momentenflache fiir den gauzen rechteckigen Rahmen ist in Abb. 338 d dargestelIt. 
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Abb. 338. tJbungsbelspleL 
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Die Lagerreaktionen A und B des Gesamtsystems werden am einfachsten aus 
der Betrachtung der ganzen Konstruktion ermittelt. Es findet sich: 

1. ~V = 0: Av - 600 -40' 7,0 -400 = 0, 
Av = 1280 kg (nach oben). 

2. (~M)A = 0: 600 '17,0 + 400'29,0 + 280'25,5 = B· 9,0, 
B = 3215 kg (nach links). ' 

3. (~M)B = 0: 400'17,0 +280·13,5 + 600'5,0 + 1280'12,0 -Ak • 9,0 = 0, 
A k = 3215 kg (nach rechts). 

Als KontrolIe dient: 

~H=O: Ak-B=O, 
3215 - 3215 = O. 

Das Polygon alIer auBeren Kriifte mit dem Umlaufsinn des Uhrzeigers um die 
gauze Konstruktion ist gegeben durch P, q' 7,0;Q, Av , Ak , B. Wenn man nur 
den, oben erwahnten, abgetrennten linken Teil betrachtet, besteht das Krafteck 
aus den Kraften: P, 8 22 , 8 23 , 8 24 , Av, Ak und B (Abb. 338c). Die Einzeichnung 
des Cremonaplans in dieses Krafteck bereitet keine Schwierigkeiten. Man fangt 
etwa an A an, ermittelt der Reihe nach die Stabkrafte 1, 2, 3, 4, 5, 6. Der 
nachste Knotenpunkt bietet allerdings drei Unbekannte, und man wird, um 
weiter zu kommen, deshalb nach Ermittlung von 85 und 86 den Punkt B be
trachten und kann dann fiir aIle Knotenpunkte die Kraftecke einzeichnen. 
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3. Aufgabe. In dem in Abb. 339 dargestellten Drehkran sind die Stii.be und 
Balken zu untersuchen. 

L08Ung. Das Gebilde der Stii.be CD bis 0 mit dem waagerechten Balken list 
auf dem eingespannten Pfosten AB gelagert, und zwar in A als festem und 
in B als beweglichem Lager. Dieses System iibt auf den Pfosten Krafte aus, 
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in A eine waagerechte und lotrechte Kraft, H bzw. V, und in B nur eine waage
rechte Kraft H (Abb. 339f). Die umgekehrten Kra£te A", Av , B" sind die Reak
tionen, die von dem Pfosten auf das obere System wirken. Diese Lagerreak
tionen miissen mit den wirkenden Lasten Q und P im Gleichgewicht stehen. 
Es ergeben sich die drei Gleichungen: 

1. (~M).t = 0: P . 5,15 - Q • 3,5 - B" • 4,0 = 0, 
B" = 825 kg (nach rechts). 

2. ~V=O: Av = G + P = 4000 kg (nach oben). 

3. ~H=O: A" = B" = 825 kg (nach links). 

Das Aufzeichnen der FIachen der Beanspruchungsgro.Ben bietet fiir den Pfosten 
nun keine Schwierigkeiten (Abb.339f). 

Wir nehmen an, die Stii.oo CD bis ® seien gelenkartig miteinander verbunden 
und ebenso die Stii.oo 0, 0, ® an den Balken I drehbar angeschlossen. Ala-
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dann liegt ein statisch bestimmtes System vor und die Stabe CD, ®, ... , 0 sind 
Stabe mit einer konstanten Langskraft. Die Teile I und II sind, ebenso wie 
der Pfosten, Balken, die durch Biegung, Querkrafte und Langskrii.fte bean
sprucht werden. Bei der wirklichen Ausfiihrungist natiirlich das ganze System 
statisch unbestimmt, wenn die gelenkartigen Anschliisse durch steife Verbin
dungen ersetzt sind. 

Wir gehen von dem waagerechten Balken I aus, der im Punkt 0 auf den 
beiden Stiitzungsstaben ® und CD und in D auf dem Stiitzungsstab CD ruht, 
haben also einen Balken mit drei Fesseln, d. h. eine statisch bestimmte Kon
struktion (Abb. 339d). Die Resultierende aus den Stabkrii.ften 8 2 und 8 3 gibt 
die Lagerreaktion in 0 an, die Stabkraft 8 1 wirkt unmittelbar in ihrer Richtung 
auf den Balken. Wir denken uns sowohl 0 wie 81 in je eine waagerechte und 
eine lotrechte Komponente zerlegt und konnen dann mit der Momentengleichung 
fiir den Punkt 0 die Kraft 81 ermitteln: 

(~M)o = 0: 2000'6,9 - 2000'1,75 - 8 1,v' 4,25 = 0, 
8 lv = 2425 kg (nach oben gerichtet); 

ferner ist: 

Weiter ergibt sich: 

~V=O: 

81v : 8 lk = 2: 1,25, 
8 lk = 1512 kg (nach rechts gerichtet). 

4000 - 2425 - Ov = 0, 
Ov = 1575 kg (nach oben). 

Ok = 8 lk = 1512 kg (nach links). 

Mit Hille von 0 findet man leicht die Stabkrafte 82 und 83 mittels zweier Kom
ponentenbedingungen, z. B. unter Verwendung der Formeln (17). 

Es ist: 
t2 = 13,02 + 2,02 = 3,61 m. 

13 = -y0,52 + 2,02 = 2,06 m. 

82 8a 
3,61 . 3,0 + 2,06' 0,5 = -1512, 

3~~1 '2,0 + 2~~6' 2,0 = -1575, 

8 2 = -1612 kg, 
83 = - 701 kg. 

Beide Stabe erhalten also Druck. 
Zur graphischen Ermittlung bildet man die Resultierende R aus Q und P. 

Ihre GroBe ist bestimmt durch 
R=P+Q 

= 4000 kg. 

Ihre Lage errechnet sich aus der Momentengleichung fiir den Angriffspunkt 
von Q: 

R . x = 2000 . 8,65, 
x= 4,325m. 

Diese Kraft R kann nach dem CULMANNschen Verfahren mit 81> 82 , 83 ins 
Gleichgewicht gesetzt werden (Abb. 339a, b). 

Beim Aufzeichnen der Momentenflache fUr den Balken I muB man die Seil
kraft im einzelnen verfolgen. Auf der linken Seite am Gegengewicht G wirkt 
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die Seilkraft P/2 waagerecht nach rechts; an der rechten Rolle wirken ala Seil
krafte P/2 waagerecht nach links und die beiden Kriilie P/2 lotrecht nach 
unten, eine in der Entfernung von 0,3 m vom Rollenmittelpunkt. Die waagerechte 
Seilkraft P /2 und die letztere lotrechte P 12 lassen sich zu einer Resultierenden K 
vereinen, die durch den Rollenmittelpunkt geht und unter 45 0 verlauft; ihre Kom
ponenten sind je P /2. Es wirken demgemaB an der Rolle diese Resultierende K 
dmch den Mittelpunkt und die Seilkraft P/2 nach unten, ebenfalls durch den 
Mittelpunkt (Abb.339c). Diese beiden Krafte zusammen ergeben eine Kom
ponente P /2 in der Balkenachse nach links und eine von der GroBe 2 . P /2 durch 
den Rollenmittelpunkt nach unten. Diese Krafte sind in Abb. 339d eingetragen. 
Die Ermittlung der Momenten-, Querkraft- und Langskraftflache geschieht dann 
auf iiblichem Wege. 

Auf den mittleren waagerechten Balken II wirken von oben die Stabkrafte 
83 bzw. 81 und 82 ; sie sind in waagerechte und lotrechte Komponenten zer
legt, die in Abb.33ge eingetragen sind. AuBerdem wirken auf den Balken II 
noch A", Ah , die oben berechnet sind, ferner ala zunachst unbekannte Krafte 
85 , 86 und 8 4 • Die letzte Stabkraft muB allerdings Null sein, wie aus dem 
unteren Knotenpunkt des Stabes (3) hervorgeht. Die Momentengleichung fur den 
Punkt E ergibt: 

(~M)E = 0: 3320·2,5 - 4000·1,25 = 8 6 ,v· 2,5, 

8 0 " = 1320 kg (nach oben gerichtet). 

Es findet sich weiter: 
86h : 8 6 1> = 0,50: 4,0, 

86h = 165 kg (nach rechts), 

86 = y'1320 2 + 1652 = 1334 kg (Druck). 

Die Bedingung ~V =0 ffir den unteren Knotenpunkt liefert: 

85 " = 8 6 " = 1320 kg. 
Dann ist: 8 5h : 85 " = 2,0: 4,0, 

1 1320 
85h = "285fJ = -2-kg = 660 kg (nach rechts). 

Das Biegungsmoment in der Mitte des Balkens II ergibt sich zu 

BM = - 3320 • 1,25 + 1320 . 1,25 

= -2500mkg. 

Die Langskraftflache erstreckt sich ffir den Balken II zwischen E und A in der 
GroBe -830 kg, die Summe der waagerechten Komponenten von 81 ,82 , 86 liefert 
die GroBe der Langskraft ffir die rechte Balkenhalfte zu -5 kg. 

4. Aufgabe. In der Verladeanlage der Abb.340 sollen die Beanspruchungs
groBen der Stabe und Balken ermittelt werden. 

Losung. Das Fachwerk der Stabe ®, ® ... @, bei dem die Stabe gelenk
artig miteinander verbunden sein sollen, ist durch das feste Lager A (Gelenk) 
und den Stutzungsstab in B an die Erde angeschlossen und ist dadurch ein sta
tisch bestimmter Fachwerkstrager. Die Stabe erhalten nur Langskrafte. An 
dem Fachwerk ist der Punkt E durch zwei Stabe 0 und 0) festgelegt. Von 
o und E aus ist dann der Balken DO unverschieblich gehalten. Statisch be
stimmt ist das ganze System nur unter Annahme der eingezeichneten Gelenke. 
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Die Lagerkraft A mit ihren Komponenten .A.v und A" und die' Kraft des 
Stiitzungsstabes B miissen mit den auf das gesamte System wirkenden Laaten 
im Gleichgewicht stehen. Die Bedingung 

~H=O 
liefert 

AI) und B werden in iiblicher Weise aus den Momentengleichungen fiir den oberen 
Punkt des Stabes B bzw. fiir den Punkt A berechnet. 

(~M)B = 0: -5000·15,5 + 1000·1,5 + 1500·3,0 + 1200 - 6 = AI) -10,5, 

AI) = -6120 kg (nach unten). 

(~M).t = 0: 5000'26,0 + 1000'9,0 + 1500·7,5 + 1200· 4,5. = B -10,5, 

B = 14820 kg (nach oben). 

Ais Probe: l:V = 0: 5000 + 1000 + 1500 + 1200 = 14820 - 6120 . 
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" Um die Krafte der Fachwerkstabe finden zu konnen, benotigt man noch 
die Ktaft iIll Stab 0. Man findet sie vermittels des durch" das Gelenk 0 und 

Schlink, Statik. 17 
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den Stab 0 gelegten Schnittes, indem man fUr den Punkt 0 das Moment aller 
Ktafte links vom Schnitt aufstellt: 

-5000 '14,0 + 87 ".5,0 = 0, 
8 7 " = 14000 kg, 

87~ = : ·14000 = II 670 kg. 

87 = iMoo02 + II 6702 = 18240 kg (Zug). 

Begjnnend nUt Knotenpunkt A kann nun der Krafteplan aufgezeichnet 
werden (Abb. MOb). Er liefert auch die Stabkrafte 88 und 8 9 , bietet aber an 
sich keine Kontrolle, da' die im Punkt 0 auf das Fachwerk iibertragene Kraft 
noch nicht bekannt ist. Zweckmii..6ig wird man darum erst diese Gelenkkraft 0 
ausrechnen; sie muB fUr den abgeschnittenen linken Teil im Gleichgewicht 
stehen mit 5000 kg und 87 , Es ergibt sich: 

O~ = 5000 + 87v = 5000 + II 670 = 16670 kg (nach oben). 
0" = 8 7" = 14000 kg (nach links). 

Die umgekehrten Krafte Ov und 0" wirken im Punkt 0 auf das Fachwerk 
ein und miissen mit allen anderen an ihm angreifenden Kraften im Gleich
gewicht stehen. Ihr Krafteck (Abb.340b) muB geschlossen sein (All, 1200, 
1500, B, 0", 0", 1000, 8 7), In dieses Krafteck der auBeren Krafte sind die 
zu den einzelnen Knotenpunkten gehorigen Polygone eingezeichnet. 

Auf den Balken OD wirken auBer P=5000 kg noch die Stabkrafte 8 1 , 8 2 , 

8 4 , 86 und die Gelenkkraft O. Man findet die fehlenden Krafte, indem man 
am Punkt E Gleichgewicht herstellt zwischen 8 7 und 85 , 86 , dann weiter ap 
Punkt F zwischen 85 , 8 4 , 8a und schlieBlich an G Gleichgewicht zwischen 8a, 
8 2 und 8 1 (Abb.340c). Man kann auch auf grapho-analytischem Wege vor
gehen, indem man fUr die Knotenpunkte E, F und G die Kraftecke fliichtig 
aufskizziert und ins Analytische iibertragt. Es findet sich: 

5+4 86 = 14000 • -6- = 21000 kg (Druck). 

8 4 = 2333 kg (Zug). 
8 2 = 1657 kg (Zug). 

8 1 " = 14000 kg} (Zug). 
8lfJ = 5250 kg 

Weiter ist: 

Nachdem so aIle Krafte bekannt sind, die auf den Balken OD wirken, kann 
die Berechnung von Biegemoment, Querkraft und Langskraft in bekannter 
Weise erfolgen. FUr die Biegemomente ergibt sich an der AnschluBstelle der 
Stabe 0, 0, 0: 

Bl = -5000 • 4,0 = -20000 mkg, 
B2 = -5000, 8,0 + 5250'4,0 = -19000 mkg, 

"Ba = -5000'1I,0 + 5250'7,0 + 1657'3,0 = -13280 mkg. 

o. Aufgabe. Das in Abb.341 gezeichnEite Gemischtsystem (Verladeanlage)" 
ist in seinen verschiedenen Teilen auf die BeanspruchungsgroBen zu untersuchen. 

Losung. An das Fachwerk der Stabe 0, ® ... @ sind durch je zwei Bauglieder 
noch angeschlossen die Punkte D und G. Das Fachwerk mit diesen angeschlosse
nen Punkten ist also ein unverschiebliches Gebilde, eine Scheibe. Sie ist im 
Punkt B mit der Erde fest verbunden, auBerdem im Punkt G durch den starren 
Balken AG abgestiitzt. Ware dieser Balken nicht belastet, so wiirde die von 
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ihm auf das Gebilde GBC ausgeiibte Kraft in seine Achse AG. fallen. Da aber 
auf den BaIken eine lotrechte Last wirkt, erhalt er Biegung; er wird also nicht 
nur auf Langskraft (Stabkraft) beansprucht, und die Lagerreaktion bei A bzw. 

" die Gelenkkraft bei G fallt nicht in die Richtung der 
'.\ 

;: \ Achse AG. Betrachtet man AG als BaIken fiir sich, so liegt 
: I '. eine unbestimmte Konstruktion vor: wohl sind die lot. 

i : \ rechten Komponenten der Lagerkrafte Au, Gu bestimmt, 
I \ , \ 
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Abb. 341. iJbungsbeispiel. 

aber nicht die waagerechten, von denen man nur weiB, daB sie einander gleich 
groB sein miissen. Aber die ganze Konstruktion ist tatsachlich doch bestimmt. Man 
erkennt dieses, wenn man sie als Dreigelenkbogen mit den Gelenken A, B, G auf. 
faBt. Man findet die Reaktion in A und B) indem man einmal den linken Teil, 
das ist BaIken AG, mit 1500 kg belastet und dann den rechten Teil nur mit 

17* 
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der Resultierenden R aus den Lasten P2 = 2000 kg und P3 =Q' e= (150' 7,5) kg. 
Durch die erstere Belastung entstehen die Reaktionen A', B', durch die letz
reren A", B" (Abb. 341 b). Die Resultierenden aus A' und A" bzw. B' undB" er
geben die wirklichen Lagerkrafte. Die Gelenkkraft ist durch den Strahl (GT = Gl ) 

bestimmt. Die erwahnte Resultierende R ist der GroBe nach gegeben durch 

R = 2000 + (150' 7,5) kg, 

der Lage nach dadurch, daB man eine Momentengleichung fiir einen Punkt 
von P 2 aufstellt: 

R . x = 150'7,5 . 8,75, 
x= 3,15. 

Um eine Kontrolle zur Zeichnung Abb. 341 b zu haben, werden zweckmaBig 
At) und Gt) nochmals rechnerisch aus der Betrachtung des Balkens AG ermittelt: 

(LM)a = 0: 1500'3,5 = At)' 6,5, 
At) = 808 kg (nach oben). 

(LM)A = 0: 1500· 3,0 = Gt)' 6,5, 
G" = 692 kg (nach oben). 

Mit diesen Werten kann dann das Biegungsmoment ermittelt werden. 
Auf den Teil GOBD wirken als Krafte P s, q' e, G und B. Der obere waage

rechte Balken GO wird naturgemaB auf Biegung beansprucht. Er ist abgestiitzt 
durch den Stiitzungsstab CD und das feste Drehlager im Punkt O. Die Lager
kraft im Lager a und die Stabkraft SI im Stab CD miissen mit der Resultieren
den aus den wirkenden Kraften Ps, q' e und GT im Gleichgewicht stehen. Man 
ermittelt sie in bekannter Weise: 

(LM)a = 0: 2000· 17,0 + 150'7,5'8,25 = 0" '12, 
Of) = 3607 kg (auf den Balken nach oben). 

(LM)a = 0: 692'12,0 + 150'7,5'3,75 - 2000'5,0 = Stv' 12,0, 
St v = 210 kg (Druck). 

Weiter ist: Slk = SltJ • :'~ = 147,2 kg, , 
au = Gil + Slk = 2520 + 147,2 = 2667,2 kg. 

SI = i 2102 + 147,22 = 256 kg. 

Damit sind alle GroBen fiir die Berechnung· der Biegungsmomente, Quer-
krafte und Langskrafte bekannt und es findet sich: 

Bl = -(692 - 210) . 4,5 = -2170 mkg, 
B2 = -(482'7,5) - 150· 3,0' 1,5 = -4285 mkg, 
Ba = -(482' 9,5) -- 150'5,0'2,5 = -6455 mkg, 
Ba= -(482 '12,0) -150'7,5'3,75 = -10000 mkg. 

Mit den bekannten Kraften B, SI' a kann der Krafteplan des Fachwerks ®, 
CD ... @ aufgezeichnet werden. DaB das System in der wirklichen Ausfiihrung, 
wo die Gelenke fehlen, vielfach statisch unbestimmt ist, braucht nicht beson
ders bemerkt zu werden. 

6. Aufgabe. Bei der in Abb.342 dargestellten Biihnenkonstruktion sollen 
fiir samtliche. Teile die BeanspruchungsgroBen angegeben werden . 
. - . Losurtg. Falls die in der Abbildung angedeuteten Gelerike: tatsachlich ·aus
gefiihrt wiirden, ware die Koristruktion bei ailgemeinerLage von ® nodi ein-
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fach statisch unbestimmt; dentt ohne Stab ® ist das System bestimmt: das 
Dreieck ABD (Balken I, III, IV) ist in D durch ein festes Lager angeschlossen 
und in A durch einen Stutzungsstab; an dieses Dreieck ist der Balken V durch 
das Gelenk A angefiigt lmd im ubrigen durch das bewegliche Lager F abgestutzt; 
weiter ist der Balken II an das Ausgangssystem angeschlossen durch ein Gelenk 
im Punkt B und den Stutzungsstab 0. Die Gelenke in A und B sind dabei so 
angenommen, daB aIle zusammenlaufenden Stabe sich gegeneinander verdrehen 
ki:innen. Der zusatzlich eingezogene Stab ® macht das System bei allgemeiner 
Lage von ® statisch unbestimmt; hier dagegen, wo ® an die Mitte von Bal
ken IV angeschlossen ist, ist es, wie unten gezeigt wird, bestimmt. 

Die Behandlung der Balken V und II bereitet keine Schwierigkeiten. Bei 
ersterem entstehen in Fund A nur lotrechte Reaktionen (Abb. 342e), da nur 
eine lotrechte Last wirkt. Sie sind beide gleich groB und das Biegungsmoment 
in der l\Ette ist gegeben durch: 

BM = 50·2,0 = 100 mkg. 

Der Balken II verlauft von B bis zur Last 300 kg am rechten Ende. Das 
Gelenk an der Stelle B unterbricht den ganzen Balken ABC, so daB tatsachlich 
zwei getrennte Balken mit gleichem Gelenkauflager an B vOl'liegen. In B ent
steht fiir den Balken II eine schief gerichtete Reaktion mit den Komponenten 
Bn, v und Bn ,,,. Es ergibt sich: 

G£:M)B = 0: 300· 7,0 + 50'3,0'1,5 = SS,v' 4,5, 
S3,v = 516,7 kg (nach oben), 

8 3 ,h = 516,7' !:~ = 664,3 kg (nach rechts). 

(~M)c = 0: -50' 3,0' 3,0 + 300· 2,5 + Bn,v '4,5 = 0, 
Bn, v = 66,7 kg (nach ubten). 

~H = 0: Bn ,,, = S3,h = 664,3 kg (nach lipks). 

Der Balken I ist in A durch Stab CD und Balken IV, in B mit einem Gelenk
lager drehbar angeschlossen; es ki:innten also grundsatzlich waagerechte Reak
tionen AI," und BI,,,·auftreten, deren Gri:iBen unbestimmt waren. Da aber, wie 
nachher erkenntlich wird, von Balken IV her nur eine lotrechte Kraft (= A IV, v) 
in A entsteht, auch vom Balken V nur eine lotrechte Kraft (, 50 kg) ubertragen 
wird, muB die von I auf A wirkende Kraft (=AI,v) ebenfalls lotrecht verlaufen. 
Es ergibt sich: AI,,, = B I ,,, = O. 

50· 4,5' 5,2.5 = BI,v' 7,5, 
BI , v = 157,5 kg (nach oben). 

50'4,5 • 2,25 = AI,v' 7,5, 
AI,v = 67,5 kg (nach oben). 

Es wirken demgemaB auf die Balken I und II die in Abb. 342b angegebenen 
Krafte. Der Ermittlung der Beanspruchungsgri:iBen steht nichts mehr im Wege. 
Es findet sich: 
fur den Balken I: Bl = 67,5' 3,0 = 202,5 mkg, 

B3 = 157,5'1,5 - 50· 1,5 . 0,75 = 180 mkg, 
B2 = 157,5' 3,0 - 50· 3,0' 1,5 = 247,5 mkg; 

fiir den Balken II: Bl = -300' 2,5 = -750 mkg, 
B2 = -300 . 4,0 + 516,7 . 1,5 = -~25 mkg, 
B3 = -66,7 . 1,5 :-50 . 1,5' 0,75 ---.: -156,24 mkg. 
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Auf den Balken III wirken die umgekehrt geriohteten Krafte BIT. tl' BIT, k, BI • tl' 

ferner die Stabkraft Sa mit ihren Komponenten SS,A und Sa,." die Stabkraft S2' 
die AnsohluBkraft in D zwischen Balken IV und III und die Reaktionskraft 
vom Boden gegen D. Die letzten drei Krafte sind nooh unbekannt. Um sie 
zu ermitteln, betrachten wir zunachst den Stab ® und den Balken IV. Bei der 
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hier vorliegenden Ausfiihrung, wo der Stab ® nach der Mitte des Balkens IV 
geht, kann die Kraft BII, A :p.ur duroh den Stab ® weitergeleitet werden, da 
AIV,k verschwindet (s. unten) und demgemaB auch AI,h null sein muB. Es 
bereohnet sich naoh Abb. 3420: 

(~M)D = 0: 664,3'3,5 = S2,A' 6,0, 

S2,h = 387,5 kg,· 

S2,f) = :.;~. 387,5 = 310 kg. 

Stab ® wird gezogen. 

N aoh der Bereohnung von Sa kann der Balken IV behandelt werden (Abb. 342 d). 
Er ist in A und D gelagert. Bei der hier angefiihrten Anordnung entsteht, wie 
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bereits erwahnt, in A nur eine lotrechte Reaktion und in D nur eine waage
rechte. Erstere ist gleich der lotrechten Komponenten von Sa, letztere gleich der 
waagerechten S2, h. Es ergibt sich dies aus der Momentengleichung fiir den 
Punkt D: 

(~M)D = 0: 387,5' 3,0 + 310' 3,75 = AIV,lI' 7,5, 
Arv,,, = 310 kg (Zug). 

Da am oberen Ende des Balkens IV, wie sich oben aus der Momentengleichung 
ergeben hat, die lotrechte Lagerkraft Arv, v gleich S2,tJ ist, bilden die beiden ein 
Krii.ftepaar, dem das Kraftepaar aus S2,h und DIV,k Gleichgewicht halt: 

310 . 3,75 = 387,5 . 3,0. 

Diese Beziehung zwischen den beiden Krii.ftepaaren gilt immer, wenn der Stab 
von der Ecke des rechtwinkligen Dreiecks ABD nach der Mitte von AD 
lauft, weil dann fiir die Komponenten von Sa gilt: 

BD 
8 2 , .. = 2 (= 3,0 = 310) 
8 z,. BA 3,75 387,5' 

2 
Vom Balken IV entsteht also in D nur eine waagerechte AnschluBkraft von der 
GroBe 387,5 kg. Damit sind aIle Krafte bestimmt, die infolge der angeschlossenen 
Teile auf den Balken III wirken: Br , B lI , Sa, Ss, Drv . Es kann die lotrechte 
Reaktion in D ermittelt werden (Dh=O, Dv =917,5) und die Aufzeichnung der 
Momenten-, Querkraft- und Langskraftflachen erfolgt wie gewohnlich. Es 
ist an der AnschluBstelIe von Stab ® 

Bs = -387,5 . 2,5 = -969 mkg. 

FUr den Balken IV ist das Moment in der Mitte: 

BM = -310 . 3,75 = -1162,5 mkg. 



Ffinfter Teil. 

Zerstreute Krafte im Raum. 

XV. Sitze fiber Kriftepaare und statische Momente. 
1m zweiten Teil wurden'rawiiliche Krafte betrachtet, die durch einen Punkt 

hindurchgehen .. Es stellte sich heraus, daB sie im allgemeinen zu einer Resul
tierenden zusammengefaBt werden konnen, die der GroBe und Richtung niwh 
durch die FormeIn bestimmt ist: 

. IZ. 
COSrR=~' 

1m Gleichgewichtsfalle muBten die Summen del' Komponenten in drei Rich
t~gen verschwinden. Es sollen nun beliebige Krafte im Raum behandelt wer
den. Wir gehen dabei in ahnlicher Weise vox wie bei der Zusammensetzung 
der Krafte in der Eberie und betrachten zunachst wieder Satze fiber Krafte
paare und statische Momente. 

80. Kriftepaare in parallelen Ebenen. Vom Kraftepaar haben wir kennen
gelemt, daB es in seiner eigenen Ebene willkiirlich verschoben werden kann, 
ohne daB sich seine Wirkung auf den Korper andert. Wir gehen nun einen 

p Schritt weiter und betrachten Krafte-
/r--e'-:'~/i" paare in parallelen Ebenen. Es gilt 

ifj\ Jt -4.' i \ 2P der Satz: 
~ I' I~' I ... 

.-:.2P:...-_-ee--:\1I'+---\T::~ il Ein Kriiftepaar kann nicht nur 
- \ i .: ..... -* ... 1# in seiner eigenen, sondern in iede 

't.--e--}/ parallele Ebene willkUrlich verschoben 
P werden. 

Abb. 343. Verscbiebung e1nes Krll.ftepaares in eine Zum Beweis wird zunachst gezeigt, 
parallele Ebene. 

daB ~in Kraftepaar senkrecht zu seiner 
Ebene ohne Wirkungsanderung verschoben werden kann. In Abb.343 ist in 
parallel-perspektivischer Darstellung das gegehene Kraftepaar ausgezogen ge
zeichnet, in einer parallelen Ebene ist nochmals ein gleiches Kraftepaar gestrichelt 
angegeben. Um das raumliche Bild klar hervortreten zu lassen, sind noch ent
sprechende Verbindungslinien eingetragen. Nun werden in den Mittelpunkten der 
entstandenen seitlichen Parallelogramme zwei weitere Krafte hinzugeffigt von glei
cher GroBe, und zwar gleich 2 P in entgegengesetzter Richtung. Diese heiden Krafte 
heben sich auf, also das ausgezogene Kraftepaar und diese beiden Krafte zu
sammengenommen fiben die gleiche Wirkung aus wie das ausgezogene Krafte
paar allein. Die beiden angekreuzten Krafte P lmd 2 P fassen wir nun zu einer 
Resultierenden zusammen. Die Resultierende zweier Krafte einer Ebene muB in 
der gleichen Ebene liegen, also auch diejenige zweier paralleler Krafte; nach dem 
Hehelgesetz muB diese Resultierende die GroBe P haben, von 2 P nach der anderen 
Seite genau so weit entfemt sein wie P, und muB die Richtung der Kraft 2 P , als 
der groBeren der beiden Krafte, aufweisen; d. h. die angekreuzte, gestrichelte 
Kraft P ist die Resultierende der heiden angekreuzten Krafte P und 2 P. Anderer-
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seits ist die angekreiste gestrichelte Kraft P die Resultierende aus der angekreisten 
ausgezogenen Kraft P. und der angekreisten Kraft 2 P. Es konnen demnach das 
gegebene Kraftepaar und die zwei Krafte 2 P ersetzt werden durch das ge
strichelte Kraftepaar. Da aber die beiden Krafte 2P sich aufheben, ist die 
Wirkung des gestrichelten Kraftepaares die gleiche wie die des ausgezogenen. 
Dieses neue Kraftepaar kann nun nach friiherem in seiner eigenen Ebene will
kiirlich verschoben werden, ebenso wie auch das ursprftngliche, so daB in der 
Tat ein Kraftepaar nicht nur in seiner eigenen, sondern auch in jeder parallelen 
Ebene willkiirlich verschoben werden darf. 

Damit ist schon sehr viel gewonnen, denn die friiher fiir Kraftepaare in der 
gleichen Ebene angegebenen Satze gelten nun auch noch fiir solche in parallelen 
Ebenen; also: 

Beliebige Krajtepaare MI'" Mi ... Mn in parallelen Ebenen konnen ers-etzt 
werden durch ein einziges resultierendes Krajtepaar, das in einer parallelen Ebene 
liegt und dessen Moment Mr gegeben ist durch die algebraische Summe der Mo
mente der einzelnen Kraftepaare: Mr = l:Mi' 

Krajtepaare in parallelen Ebenen stehen im Gleichgewicht, ilben also auf einen 
ma8selosen Korper ke'ine Wirkung aus, wenn die algebraische Summe ihrer Mo
mente verschwindet: 

(Diese Aussage widerspricht scheinbar unserem Empfinden, aber es hangt 
damit zusammen, daB wir immer einen Korper mit Masse vor uns sehen, hier 
abel' einen masselosen Korper voraussetzen miissen.) 

81. Kraftepaare in ,beliebiger Ebene. Geometrische Behandlung. Schwieriger 
gestaltet sich die Zusammensetzung von Kraftepaaren, die im Raum zerstreut 
sind, also nicht mehr in parallelen Ebenen liegen. Wir kommen bei dieser Auf
gabe am besteh vorwarts, wenn wir eine andere Dar
stellungsweise des Kraftepaares verwenden. Ein Krafte
paar im RauIn ist gegeben, wenn seine Ebene, seine 
MomentengroBe und sein Drehsinn bekannt ist. Wie kon
nen wir diese drei Angaben am einfachsten festlegen? 
Die Lage einer Ebene kann man ja dadurch angeben, 
daB man die'Richtungswinkel ihrer Normalen gegeniiber 
den drei Koordinatenachsen festlegt. Auf diesel' Nor
malen konnen wir unter Verwendung eines Momenten
maBstabs die GroBe des Kraftepaares angeben, indem 

~7 I 
I 

1M 
J 

Abb. 344. Der Momenten
Vektor. 

wir einfiihren 1 cm -""'- m kgm. Es fehlt dann noch die Angabe des Drehsinns. 
Diesen wollen wir dadurch kennzeichnen, daB wir die Normale mit einem Rich
tungspfeil versehen, und zwar so, daB er der Bewegungsrichtung einer rechts
gangigen Schraube entspricht, die diese unter dem EinfluB der ausgeiibten Dreh
wirkung annimmt. Die Bewegungsrichtung einer rechtsgangigen Schraube hangt 
ja eindeutig vom Drehsinn abo Wenn beispielsweise auf eine in Rolz eingelassene 
rechtsgangige Schl'aube von oben eine Drehung im Uhrzeigersinn ausgeiibt wird, 
so geht sie tiefer ins Rolz; wird eine umgekehrte Drehung ausgeiibt, so lOst sie 
sich aus dem Rolz. Dieser Gedanke wird auf das Kraftepaar iibertragen. Der 
Drehsinn des in Abb. 344 parallel-perspektivisch gezeichneten Kraftepaa-res' er
scheint im Uhrzeigersinn, wenn wir die Ebene von oben betrachten; aber im 
umgekehrten Sinn, wenn wir sie von unten ansehen. Also eine Aussage: "Drehung 
im Ulu:zeigersinn" ware fUr ein Kraftepaar im Raum nicht eindeutig, wenn nicht 
hinzugefUgt wiirde, von welcher Seite aus man die Ebene ansieht. Aber mit 
Einfiihrung des Gedankens der Schraube wird eine eindeutige Aussage moglich, 
denn die rechtsgangige Schraube dreht sich eben unter dem EinfluB des 
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angegebenen Krii.ftepaares nach unten. Dabei ist von keiner Bedeutung, ob 
man die Drehung von unten oder von oben betrachtet. Der Richtungspfeil 
muB nun im Sinne der Bewegungsrichtung der rechtsgangigen Schraube ein
gezeichnet werden, das ware also hier nach unten. Man kann demgemaB das 
betrachtete Kraftepaar darstellen durch 'eine auf der Normalen abgetragenen 
Strecke, die der GroBe des Kraftepaares entspricht, mit einem Richtungspfeil 
nach unten, also durch eine nach unten gerichtete Strecke. Von welchem Punkt 
der Normalen aus die Strecke abgetragen wird, ist gleichgiiltig, da ja das Krafte
paar in jede parallele Ebene gelegt werden kann. Man nennt diese gerichtete 
Strecke den "Vektor des Kraftepaares" oder auch "Momentenvektor"; er kann 
in seiner eigenen WirkungsIinie beliebig verschoben werden. 

Frillier haben wir ja schon kennengelernt, daB die Kraft auch ein Vektor 
ist; sie war durch eine gerichtete Strecke dargestellt. Wir sind demnach durch 
diese neue Darstellung des Kraftepaares auf einen uns bekannten Begriff zuriick
gekommen. Wir wollen zunachst feststellen, ob die beiden Vektoren in jeder 
Hinsicht gleichartig sind. Wir haben gesehen, daB eine Kraft in ihrer eigenen 
WirkungsIinie verschoben werden darf; dasselbe stellten wir eben fiir den Mo
mentenvektor fest, also in dieser Hinsicht verhalten sich die beiden Vektoren 
gleichartig. Aber in anderer Beziehung verhalten sie sich wesentlich verschieden. 
Eine Kraft darf nicht parallel zu sich selbst verschoben werden, bzw. wenn 
wir sie aus irgendeinem Grunde verschieben wollten, muBten wir zu der, ver
schobenen Kraft noch ein Kraftepaar hinzufiigen, urn dieselbe Wirkung zu er
halten. Ein Kraftepaar dagegen diirfen wir in seiner eigenen und jeder parallelen 
Ebene willkiirlich verschieben, also auch seinen Vektor. Der Kr-aftvektor ist 
demgemaB an seine WirkungsIinie gebunden (Iinienfliichtiger Vektor), wahrend 
der Momentenvektor parallel mit sich selbst verschoben werden darf (freier 
Vektor). Es ist hiernach einfacher, mit Momentenvektoren zu arbeiten als mit 
Kraftvektoren. Alles das, was wir friiher mit Kraften durchgefiihrt haben, 'die 

durch den gleichen Punkt gehen, konnen wir nun 
auch mit zerstreuten Momentenvektoren machen, 
da sie ja aIle nach einem Punkt verschoben werden 
konnen. 

Durch diese Ausfiihrungen ist die Zusammen
setzung von. Krii.ftepaaren grundsatzlich erledigt. 
Nehmen wir zunachst zwei Kraftepaare 1 in ver
schiedenen Ebenen an, Abb. 345; die beiden Ebenen 
mogen senkrecht zur Zeichnungsebene liegen. Ihre 
Spuren sind durch die Geraden El und Es dar
gestellt. Von oben gesehen moge sich das in der 
Ebene El liegende Kraftepaar im Uhrzeigersinn 
drehen, dagegen M 2 entgegengesetzt. 1m ersten 
FaIle wird eine rechtsgangige Schraube nach unten 
bewegt, im zweiten nach oben. Die Momenten
vektoren weisen dementsprechend die angegebenen 
Richtungspfeile auf. Ihre GroBen sind durch die 

Abb. 845. Zusammensetzung zweier MomentengroBen bestimmt, nachdem ein Mo-
Krltftepaare. mentenmaBstab gewahlt ist. Diese beiden Vektoren 

konnen wir nun beliebig verschieben. Wir verschieben sie nach irgendeinem 
Punkt und behandeln sie wie zwei 'Krafte, die durch diesen Punkt hindurch
gehen. Der resultierende Vektor wird demgemaB mit dem Vektorparallelogramm 
gefunden. Das resultierende Kraftepaar selbst liegt in irgendeiner Ebene senk-

1 Die Momentenvektoren sind mit doppelten Pfeilen bezeichnet. 
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recht zu M" hat die GroBe, die durch die Liinge des Vektors unter Beriick
sichtigung d.es MomentenmaBstabs dargestellt ist, und der Drehsinn ist der 
Uhrzeigersinn, wenn man im Sinne des Pfeils gegen die Ebene sieht. 

Natiirlich hiitte man auch genau so wie friiher bei zwei Kriiften statt 
des Vektorparallelogramms ein Vektordreieck zeichnen konnen. Es wird ge
wonnen durch Aneinanderfiigung der Vektoren Ml und M2 unter Beriicksichti
gung ihrer Pfeile (Abb. 345); der resultierende Vektor ist gegeben durch die 
SchluBlinie 02, seine Richtung verliiuft yom Anfangspunkt 0 nach dem End
punkt 2, oder anders ausgedriickt: der Richtungspfeil des resultierenden Vektors 
verliiuft dem durch die gegebenen Vektoren Ml und M2 festgelegten Umfah
rungssinn des "Momentenecks" entgegengesetzt. 

Nun sind wir friiher von zwei Kriiften unter entsprechender Verwendung 
dieses Kraftecks zu Kriiften im Raume iibergegangen, die durch einen Punkt 
gehen. Wir fanden dort, daB die Resultierende gegeben ist durch die SchluB
linie des aus den Kriiften gezeichneten riiumlichen Kraftecks. Entsprechendes 
gilt hier: wenn wir beliebige Kriiftepaare im Raume haben, so konnen wir diese 
durch ihre Vektoren ersetzen und sie alle nach einem Punkt verschoben denken; 
dann setzen wir sie genau so zusammen wie die Kriifte; also: 

Beliebige Krajtepaare im Raume kann man zu einem resultierenden Kraftepaar 
vereinen, indem man durch AneinanderfUgung ihrer Momentenvektoren das Mo
menteneck konstruiert ~tnd die Schlu(Jlinie eintragt; ihre Lange gibt die Gro(Je des 
resultierenden Momentenvektors an, seine Richtung ist dem durch die gegebenen 
Vektoren festgelegten U mfahrungssinn entgegengesetzt. 

Dieses resultierende Kriiftepaar selbst liegt dann in einer beliebigen Ebene 
senkrecht zum Vektor M r , und sein Drehsinn ist durch den Richtungspfeil des 
resultierenden Vektors im Sinne der rechtsgiingigen Schraube bestimmt. 

Natiirlich kann auch der Fall vorkommen, daB Kriiftepaare im Raum im 
Gleichgewicht stehen, d. h. daB die auf einen Korper wirkenden Kriiftepaare 
keine Bewegung des Korpers hervorrufen. Es ist dieses offenbar dann der Fall, 
wenn das zugehorige Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also das Ergebnis: 

Kraftepaare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn das aus ihren Momenten
vektoren gebildete Vektoreck (Momenteneck) geschlossen ist. 

82. Analytische Behandlung von KriUtepaaren im Raum. Durch die vorher
gehenden Ausfiihrungen ist die Zusammensetzung von Kriiftepaaren im Raum 
in ihrer geometrischen Behandlung erledigt. z+ 
Nun wollen wir zur analytischen Behandlung i 
iibergehen. Wie sind wir bei den Kriiften !_~ 
im Raum an gleichem Punkt vorgegangen1 I // M:----~-
Wir haben an die Spitze der Ausfiihrungen / /1 r-_ // 1 
die Aufgaben gestellt: 1 ,,- _ / 1 

1. Drei Komponenten X, Y, Z zu einer : ->,.,. I 
1 ,. I 

Resultierenden zusammenzusetzen und I !---..J 
2. eine Kraft P in drei Komponenten 1 I I-flt / ----__ _ 

zu zerlegen. - / --- --1/ y 
Entsprechendes machen wir jetzt bei den';; _~ 

Kriiftepaaren. ~ . 
1. Gege ben: drei Kriiftepaare M J;, My, M z; Abb. 346. ZUBammensetzung dreier Kriifte· 

paare. 
gesucht: das resultierende Kriiftepaar, d. h. 
die GroBe und Richtung des Vektors Mr. Seine Richtung sei festgelegt durch 
die Winkel aT> b" Cr. 

Die Kriiftepaare sollen in den Koordinatenebenen liegen, ihre Vektoren fallen 
entsprechend in die Koordinatenachsen (Abb.346). MT; ist ein Vektor in der 



268 Zerstreute Krafte im Rauni. 

x-Richtung und stellt ein Kraftepaar in der y, z-Ebene vor usw. Wir setzen 
die Vektoren genau so zusammen wie friiher die Krafte X, Y, Z und haben nach 
den Formeln (II) und (12): 

Mr=yM; +M: +M;, 
M", 

cosar = Mr ; 
M 

cosb, = M: ; M. 
coscr = Mr • (37) 

Das resultierende Kraftepaar liegt natiirlich in irgendeiner Ebene senkrecht 
zum Vektor Mr. 

2. Gegeben: ein Kraftepaar mit dem Moment M, dessen Vektor durch die 
Winkel a, b, c festgelegt ist. Gesucht: die Teilkraftepaare in den Koordinaten
ebenen oder, anders ausgedrUckt, ihre Vektoren in der x-, y-, z-Richtung. 

Die Losung ist sofort gegeben, da es sich lediglich um die Umkehrung der 
vorigen Aufgabe handelt: 

M", = M . cosa, I 
My=M·cosb, 

Mz = M· cosc. 

(38) 

Haben wir nun n Kraftepaare im Raume verteilt und sollen sie zusammen~ 
setzen, so kann dieses dadurch geschehen, daB man die Vektoren bildet und sie 
dann weiter genau so behandelt wie Krafte, die durch einen Punkt gehen. Bei 
letzteren hatten wir nach den Formeln (14) und (15): 

R = -Y(~Xi)2 + (~Y;)2 + (2Zi)2, 

COSLXR = ~RXI ; COSfJR = ~:I ; cosYR = I,:I , 
wobei ~ Xi, ~ Yi , ~ Zi die Summen der Komponenten der Krlifte in den Ko
ordinatenrichtungen bedeuten. Ganz Entsprechendes gilt auch hier bei Krafte
paaren. An die Stelle der Kraftvektoren Pi treten nun die Momentenvektoren M. 
lInd an die Stelle der Komponenten von Pi die Komponenten der Vektoren 
von Mi. Wir haben also nun 

gegeben: n Kraftepaare M i , deren Lagen im Raum bestimmt sind durch die 
Winkel ai, bi , Ci; 

gesucht: das resultierende Kraftepaar Mr und die Winkel a" br, Cr, die 
dessen Vektor mit den Koordinatenrichtungen einschlieBt. 

Die Losung ist dargestellt durch die Formeln: 

M, = y(~",Mi)2 + (~yMi)2 + (~zMi)2, 
cosar = I,ffi ; 

r 

wobei 

cosb, = ~ffi ; 
r 

",Mi = M.· cos a, , 
yM; = Mi . cosb;. 
zMi = Mi . COSCi. 

~.Mi cos cr = --y- , 
r 

(39) 

Die gefundenen Ausdriicke ffir ! und M, bzw. die zugehOrigen Winkel geben die 
notigen GroBen der Vek1i?ren R und M, in algebraischer Darstellung an. Sie 
sind nach friiheren Ausfiihrungen bestimmt nach GroBe und Richtung durch 
die SchluBlinien des entsprechendeIi Vektorecks oder, anders ausgedriickt: durch 
die geometrische Summe der einzelnen Vektoren; nach Einfiihrung der gebrauch
lichen Vektorenbezeichnungen kann man diese auch schreiben: 

R=LFi bzw. Mr=LM;. 



Statisches Moment im Raum fiir Punkt und Achse. 269 

Diese Ausdrucke geben also in geometrischer Darstellung dasselbe an wie die 
obigen Formeln fUr R und Mr in algebraischer Darstellung. Fur Zahlenrech
nungen ist man auf die algebraische Darstellung angewiesen. 

Mit del' fUr Mr gewonnenen Formel erledigt sich sofort die Frage nach dem 
Gleichgewicht von Kraftepaaren im Raume. Offen bar ist diesel' Zustand vor
handen, wenn MT verschwindet; das ist abel' del' Fall, wenn die drei Summen 
unter dem Wurzelzeichen Null werden. So ergibt sich del' Satz: 

Kraftepaare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Vektoren
komponenten in drei Richtungen verschwinden, oder wenn die Summen der Teil
kraftepaare in den drei Koordinatenebenen verschwinden: 

(40) 

Diesel' Satz liiBt sich auch etwas andel's gestalten. Die Zerlegung eines 
Kraftepaares im Raum in die drei Kraftepaare del' Koordinatenebenen kann 
man auch dadurch gewiI:men, daB man das Kraftepaar auf die drei Koordinaten
ebenen projiziert. Den gleichen Gedankengang kann man naturlich auch fUr 
ein System von Kraftepaaren verwenden, und dann stellt 2: zMi die Summe del' 
Momente aller Kraftepaare dar, die durch die Projektion del' raumlichen Krafte
paare auf del' x, y-Ebene entstehen. Entsprechendes gilt fUr die 2: xMi und 
ZlIMi' Diese drei Summen mussen abel', wenn del' Korper unter dem EinfluB 
von Kraftepaaren im Raum im Ruhezustand bleiben soli, verschwinden; das 
wiirde bedeuten, daB jedesmal die Summe del' Momente del' auf die Koordi
natenebenen projizierten Kraftepaare Null werden muB. Wenn dies del' Fall 
ist, dann stehen abel' die jeweiligen Projektionen in del' betreffenden Koordi
natenebene im Gleichgewicht, da Kraftepaare in del' gleichen Ebene dann . im 
Gleichgewicht stehen, wenn die Summe ihrer Momente verschwindet. Wir haben 
also damit das Ergebnis: 

Kraftepaare im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Projektionen auf 
drei Ebenen fur sich im Gleichgewicht stehen. 

83. Statisches Moment im Raum fiir Punkt und Achse. Das statische Mo
ment einer Kraft fur einen Punkt im Ramp jst genau so wie in del' Ebene defi
niert durch das Produkt Kraft mal Hebelarm. Das Moment liegt in del' durch 
die Kraft P und den Momentenpunkt 0 
bestimmten Ebene. Durch die Ver
bindungslinien von 0 nach den Endpunk-
ten von P (Abb. 347) ist ein Dreieck ,,
bestimmt, dessen Inhalt (p. rj2) den 
halben Wert des Moments darstellt. Das
selbe Moment erhalten wir durch ein 
Kraftepaar, dessen eine Kraft mit del' 
oben eingefUhrten Kraft P zusammen
fallt, wahrend die dazu gehorige parallele 
Gegenkraft durch 0 hirldurchgeht. Dieses 
Kraftepaar kann abel' nach obigen 
Ausfiihrungen in drei Teilkraftepaare in Abb. 347. Zerlegung eines raumiichen Momentes fiir 

einen Punkt in drei Teilmome'nte . 
den Koordinatenebenen, Ursprung O. 
zedegt werden, die durch die Projektionen des raumlichen Kraftepaares gegeben 
sind. Da nun bei del' Projektion jenes Kraftepaares auf die x, y-Ebene die Pro
jektion del' einen Kraft wieder durch 0 hindurchgeht (Abb.347), ist das Mo
ment dieses projizierten Kraftepaares gleich dem Moment del' projizierten Kraft P' 
fUr den Punkt O . . Entsprechendes gilt fUr die beiden anderen Koordinaten
ebenen. Daraus geht hetvor, daB ein Moment fUr einen beliebigen Punkt 0 im 
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Raume sich in drei Teilmomente in den durch 0 laufenden Koordinatenebenen 
zerlegen laBt, die ihrerseits jeweils bestimmt sind durch das Moment der auf 
die einzelne Ebene projizierten Kraft fiir den Punkt 0 als Momentenpunkt. 

Natiirlich gilt dies auch fUr ein System von beliebigen Kraften im Raum: 
Ihr Gesamtrrwment fur einen beliebigen Punkt 0 lcann 'I1UJ,n in drei Teilrrwmente 
zerlegen, die jeweils dadurch gegeben sind, dafJ 'I1UJ,n das ganze Krajtsystem 
auf die betrelfende durch 0 gelegte Ebene projiziert und in dieser Ebene das 
Moment der projizierten Krafte fur den Punkt 0 aufstellt. 

Im Raume gibt es auch Momente fiir eine Achse. Um dariiber ins klare zu 
kommen, bedenke man folgendes: Auf einen Korper, der drehbar um eine 
Achse AA gelagert ist, wirke eine Kraft P (Abb.348). Wir ziehen durch den 

1 
I 
! 

o Punkt C eine Parallele zur Achse AA. Da-

__ 
durch ist eine Ebene parallel zu AA fest-
gelegt. In dieser Ebene zerlegen wir die 
Kraft P in eine Komponente P" in Richtung 

P' I der eben erwahnten Parallelen zur Achse AA 
C I und eine andere senkrecht zu ihr, P'. Erstere 

I "Komponente sucht den Korper in Richtung 
. I I der Achse zu verschieben und iibt keine Dreh-
o~ wirkung aus, letztere dagegen will den Korper 

i I pI um die Achse drehen. Als Moment der Kraft P 
. -- fiir die Achse AA bezeichnen wir das Produkt 

aus dieser Komponenten P' und dem kiirzesten 
Abstand der beiden aufeinander senkrecht 

Abb. 348. Das Moment einer Kraft fiir eine stehenden Geraden AA und P'. Nun stimmt 
Achee. aber diese Komponente P' iiberein mit der 

Projektion der Kraft P auf eine Ebene E senkrecht zur Achse AA, und die 
Entfernung dieser projizierten Kraft P' vom Punkt 0, in dem sich die Achse AA 
selbst projiziert, ist genau so groB wie die erwahnte kiirzeste Entfernung; also 
stellt das Moment der projizierten Kraft P' fUr den Punkt 0 das Moment der 
Kraft P fiir die Achse AA dar, P'·r. Fassen wir etwa die Achse AA als z-Achse 
auf, so ist die senkrechte Ebene die x, y-Ebene, dann ist das Moment fUr die 
z-Achse gleich dem Moment der auf die x, y-Ebene projizierten Kraft pI fUr 
den Ursprung. Das Moment fiir die z-Achse moge mit Mz bezeichnet werden; 
sein Vektor fallt natiirlich in die z-Achse hinein. Allgemein kann man also 
sagen: Das Moment einer Kraft im Raum fiir. eine beliebige Achse kann da
durch bestimmt werden, daB man die Kraft auf·eine Ebene senkrecht zur Achse 
projiziert und in dieser Ebene das Moment der' projizierten Kraft aufstellt fiir 
den Punkt, in dem sich die Achse selbst projiziert. Das gilt natiirlich nicht 
nur fUr eine einzelne Kraft, sondern auch fiir ein Kraftsystem: 

Um das Moment von Kraften, die auf einen Kiirper wirken, fur irgendeine 
Ackse (etwa die Drekackse des Kiirpers) zu erkalten, projiziert 'I1UJ,n die ganzen 
Krafte auf eine zur betrelfenden Ackse senlcrecht stehende Ebene und bildet das 
Moment ihrer Projektionen fur den Punkt, in dem die Ackse die Ebene durch-
8chneidet. . 

Man kommt auf diese Weise von der raumlichen Aufgabe zu einer Aufgabe 
der Ebene. Wenn man also beispielsweise das Moment von raumlichen Kraften 
fUr die z-Achse haben will, wird man die Krafte auf die x, y-Ebene projizieren 
und das Moment dieser Projektionen fiir den Ursprung des Koordinatensystems 
aufstellen. 

Nun haben wir aber oben kennengelernt, daB man (Abb.347) das Moment 
einer Kraft P im Raum fiir einen Punkt 0 in drei Teilmomente zerlegen kann. 
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Das Teilmoment in einer Projektionsebene ist aber nach den eben gemachten 
Ausfiihrungen nichts anderes als das Moment der raumlichen Kraft fiir die zur 
Projektionsebene senkrechte Achse, d. h. das Moment der auf die x, y-Ehene 
projizierten Kraft P', wie sie in Abb.347 dargestellt ist, ist das Moment der 
raumlichen Kraft fiir die z-Achse, vorhin Mz genannt. Man kann demgerniifJ 
das Moment einer Kraft P fur einen beliebigen Punkt 0 im Raume in drei Teil
momente in den durch 0 laufenden Koordinatenebenen zerlegen, die ihrerseits 
gegeben sind durch das Moment der raumlichen Kraft fur die zur betrelfenden Ebene 
senkrecht stehende ACMe, d. h. durch Mil)' My, Mz. 

Es laBt sich dieses Ergebnis auch etwas anders auffassen. Das Moment einer 
Kraft P im Raum fiir einen beliebigen Punkt 0 liegt naturgemaB in der durch P 
und 0 bestimmten Ebene. Es hat die GroBe: P mal Abstand r der Kraft P 

.. _-------. 
U 

von O. Genau so groB ist aber auch das Mo
ment fiir eine Achse AA, die durch 0 senkrecht 
zur Ebene P-O gelegt ist, da der fiir das Mo
ment in Frage kommende Abstand der Kraft P 
von dieser Achse durch die kiirzeste Entfernung 
dieser heiden aufeinander senkrecht stehenden 
Geraden gegeben ist. Man kann also jederzeit 
das Moment einer Kraft P fiir einen Punkt 0 
ersetzen durch das Moment derselben Kraft P 
fiir eine durch 0 senkrecht zur Momentenebene 
gehende Achse. Gerade so groB ist aber auch 
das Moment einer anderen Kraft K (Abb.349) 
lID• Raum, deren Pr0l'ektion auf die Ebene P-O Abb. 349. Ersatz elnes Momentes filr elne 

Aebse durch drei Teilmomente. 
durch P dargestellt ist. Da nun das Moment 
der Kraft P fiir 0 durch drei Teilmomente ersetzt werden kann, gilt dies auch 
fiir das Moment von K beziiglich einer Achse und man hat das neue Ergebnis: 

Das Moment einer beliebigen raumlichen Kraft fur eine ACMe AA kann er
setzt werden durch drei Teilmomente in den Koordinatenebenen, die ihrerseits ge
geben sind durch die Momente der raumlichen Kraft fur die x-, yo, z-AcMen, deren 
Ursprung 0 auj-der ACMe AA liegt. 

Die verschiedenen Satze hatten natiirlich auch unmittelbar mit Hille der 
Momentenvektoren aufgestellt werden konnen. -

Ahnllch wie bei der Zusammensetzung von Kriiften in der Ehene benotigen 
wir auch jetzt bei der Zusammensetzung von Kriiften im Raum die Satze tiber 
das statische Moment und das Kriiftepaar. Dabei ist Iioch zu bemerken, daB 
naturgemaB der Satzvom statischen Moment der Kriifte fur..den Raum mit 
derselhen Berechtigung gilt wie fiir die Ehene. Nach den oben gemachten Aus
fiihrungen tiber den Zusammenhang zwischen Moment ]fiir einen Punkt und 
Moment fiir eine Achse, kann er sowohl auf einen Momentenpunkt als auch auf 
eine Momentenachse bezogen werden: 

Die Summe der statischen Momente von beliebigen Kraften im Raum fur einen 
Punkt bzw. eine ACMe ist gleich dem Moment ihrer Resultierenden fur denselben 
Punkt bzw. dieselbe ACMe. 

Beztiglich der Aufstellung von Momenten fiir Achsen sei ausdriicklich darauf 
hingewiesen, daB das Moment wohl mittels der angegebenen Projektion auf
gestellt werden kann, daB dies aber nicht immer der einfachste Weg ist. Man 
kann es auch anders bilden, nur muB man stets herticksichtigen, daB maBgebend 
fiir das Moment einer Kraft beztiglich einer Achse nur die Komponente der 
Kraft ist, die senkrecht zur Achse verlauft. Hat man beispielsweise (Abb.350) 
eine Kraft P senkrecht zu einer Ebene gegeben, in der die Achse liegt, und ist 
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die Entfernung des DurchstoBpunktes der Kraft von der Achse mit a bezeichnet, 
so ist das Moment unmittelbar durch P mal a gegeben, was sich natiirlich mit 
dem Gedanken des angegebenen Projektionsverfahrens deckt. Bei allgemeiner 

A 

p 
fsenkredll rur 

£beneEJ 

Abb. 350. Sonderfall fiir das riumliche Moment 
. einer Kraft. 

Abb. 351. Ermittlung des Momentes einer Kraft 
, fiir eine Achse • 

Lage von Kraft und.Achse (Abb.351) kann man das Moment dadurch finden, 
daB man durch die Achse AA eine beliebige Ebene E legt und die Kraft Pin 
dem Durchdringungspunkt C-von P mit E in zwei Komponenten zerlegt, eine senk
recht zur Ebene (PI) und eine in der Ebene (PII ). Die in der Ebene E lie
gende Komponente P" schneidet die Achse AA, hat also kein Moment, dage

A " -. 

gen hat P' das Moment P' . e, so daB das Mo
ment der Kraft P selbst fUr die Achse AA gegeben 
ist durch p'. e. Dabei ist e der Abstand des 
Durchdringungspunktes 0 von der Achse AA. 

Der hier verwendete Gedanke zur Aufstellung 
eines Momentes, die Kraft in zweckma.Bige Kom
ponenten zu zerlegen, fiihrt vielfach zu einer ein
facheren Aufstellung des Moments als die schema-
tische Verwendung derProjektion der Kraft auf 

-'-;4 eine Ebene senkrecht zur Achse. 
Abb.352. Ermittlung des Momentes In Abb.352 ist durch Peine beliebige Ebene 
einer Kri'r~ftk~~~~ne:~~rechende ,gelegt, die die Achse A-A im Punkt M schneidet. 

Durch das so gewonnene Dreieck OME ist eine Ebene 
festgelegt, in der P in zwei Komponenten K' und K" in Richtung von ME 
und OM zerlegt wird. K" hat dann kein Moment fiir A-A. Die Kraft K' wird 
weiterhin in zwei Komponenten zerlegt, eine parallel zu A-A und eine senk
recht dazu, von denen nur die' letztere einen Momentenbetrag ergibt. Also ist 
das .Moment von P fiir die Achse A-A gegeben durch P' . e. 

XVI. Zusammensetzung beliebiger Kra.fte im Raum. 
. 84. Die moglichen Fane bei der Zusammensetzung. Es seien n im Raume 
zerstreute Krafte Pi gegeben: . 

nach GroBe durch PI ... Pi··; Pn , 

nach Richtung durch IXd31 Yl ... IX;, Pi y • ... IXn Pn Yn, 
nac.h Lage etwa durch die Koordinaten Xi, Yi, Zi eines beliebigen Punktes 

auf jeder Kraft Pi oder in irgendeiner anderen Weise. 
, Ge8ucht: Ihre Zusammensetzung. 
Losung. Der zum Ziele fiihrende Gedankengang ist der gleiche 'wie in der 

~bene .. Man verschiebt jede Kraft Pi nach einem ganz beliebigen Punkt 0, 
durch ,den wir auch das Koordinatenkreuz legen wollen (Abb.353). Diese Ver
schiebung diirfen wir nur vornehmen, wenn zu jeder verschobenen Kraft noch ein 
Kraftepaar hinzugefUgt wird, das.in der durch Pi mid 0 gegebenen Ebene liegt 
und ~essen Moment gegeben ist durch das Moment der urspriinglichen Kraft Pi 
fiir den Punkt 0, also: Mi' Pi' r~. ' 
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Da die Krafte Pi im Raume verteilt sind, werden auch die verschiedenen, durch 
Pi und 0 bestimmten, Momentenebenen nicht in derselben Ebene liegen, viel
mehr facherartig um 0 herum angeordnet sein. Wir bekommen also n Krafte
paare in verschiedenen Ebenen. Nach der Verschiebung der Krafte Pi nach 0 
liegen demgemaB n Krafte durch den willkiirlichen Punkt 0 vor und auBer-
dem n Kraftepaare M, im Raume. Die n an ~z 
dem Punkt 0 angreifenden Krafte konnen 
nach friiherem zu einer Resultierenden ver
einigt werden, deren GroBe und Richtung 
durch die Formeln (14) und (15) bestimmt 
sind. Ebenso lassen sich die n Kraftepaare 
im Raume zu einem resultierenden Krafte-
paar vereinigen, dessen Lage und Moment y 
durch die Formeln (39) gegeben sind. Was 
bedeuten aber nun die einzelnen GroBen 1 
M M M . d di K d Abb. 353. Zur analytischen Zusammensetzung 

'" i, II i, z i sm e omponenten es von belleblgen KrAften 1m Raum. 
Kraftepaares mit dem Moment M i , wobei 
dieses Mi gegeben ist durch das statische Moment der Kraft Pi fiir den Punkt O. 
Dieses Moment kann aber nach den Ausfiihrungen auf Seite 271 zerlegt werden 
in drei Teilkraftepaare in den Koordinatenebenen, die bestimmt sind durch das 
Moment der raumlichen Kraft Pi fiir die x, y, z-Achse; demnach sind ",Mi , IIMi' 
zMi die Momente der Kraft Pi fiir die Koordinatenachsen, und es bedeuten 
dann weiter 1: ",M.: die Summe der Momente aller raumlichen Krafte fUr die 
x-Achse, 1: 11M.: das Moment aller Krafte fiir die y-Achse, und entsprechend 
stellt 1: zMi das Moment fiir die z-Achse dar. Damit gewinnen diese Summen 
eine klare Bedeutung. Die durch diese Momentensummen dargesiellten Krafte
paare konnen zu einem resultierenden Kraftepaar mit dem Moment Mr zu
sammengesetzt werden. 

Man kann demnach beliebige Kra/te im Raum ersetzen durch eine durch einen 
beliebigen Punkt 0 gehende Resultierende if, deren GrofJe und Richtung bestimmt 
ist durch . 

R = f(1:Xi)2 + (2'Y,)2 + (1:Zi)2, 

~Xi 
COSiXR= -r' f3 ~YI 

cos R=-r' (4i 

und ein resultierendes Kraftepaar M r, dessen Moment, Lage. und Drehsinn durch 
die Formeln gegeben sind: 

Mr = Y(2'",Mi )2 + (2:IIMi)2 + (~zMi)2, 
~~ ~~ ~~ cosar = M;-' cosb. = M;-' cosc, = M;-' (41b) 

Dabei bedeuten 2'Xi , 1:Yi, ~Zi die Summen aller Krafte in der x, y, z-Rich
tung und 1:",Mi , ~IIMi' 1:zM, stellen die Summen der Momente aller Krafte 
fiir die x, y, z-Achse dar. Die Winkel iXR, f3R' YR sind diejenigen, die die Resul
tierende mit den Koordinatenachsen einschlieBt, wahrend ar, br, Cr die ent
sprechenden Winkel des resultierenden Momentenvektors darstellen. 

Da Ji und M, Vektoren sind, kann man natiirlich das gewonnene Ergeb
nis auch vektoriell anschreiben in der Form: 

Ji=~~, Mr. =~M~. 
. Ausdriicklich sei nochmals darauf hingewiesen, daB der Punkt 0 ganz will
kiirlich gewahlt ist; die Achsen x, y, z, fiir die die Momente. aufgestellt werden, 

Schlink, Statik. 18 
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gehen durch den Punkt 0, da ja die statischen Momente der Kriifte Pi fiir diesen 
Punkt aufgestellt und diese dann in zMi , 11M., zMi zerlegt wurden. Diese 
'mogliche willkiirliche Annahme des Punktes 0 hedeutet keine Vieldeutigkeit bei 
der Zusammensetzung' der Kriifte: bei anderel' Lage von 0 andern sich auch 
die Momente M i , also nimmt auch Mr einen anderen Wert an, und dies neue 
Mr und die Resultierende R durch den neuen Punkt iiben zusammen die gleiche 
Wirkung aus, wie R durch den alten Punkt 0 und das alte Mr. 

Im allgemeinen laBt sich also ein Kraftsystem im Raum ersetzen durch eine 
Resultierende und ein Kriiftepaar. Diese Kraft braucht natiirlich nicht in der 
Ebene des Kraftepaares zu liegen; wenn aber dies ausnahmsweise der Fall ist, 
dann konnen diese beiden Einfliisse (Kraft und Kraftepaar) noch weiter zu
sammengesetzt werden zu einer Kraft, die durch eine Parallelverschiebung der 
urspriinglichen Kraft dargestellt ist. 

Den EinfluB von Kraft und Kriiftepaar im Raum kann man auch etwas 
anders darstellen. In Abb. 354 ist die Resultierende R durch den Punkt 0 ge
zeichnet und das Kriiftepaar Mr durch die beiden Kriifte K dargestellt. Das 

R Kriiftepaar ist in einer parallelen Ebene so ver-
schoben, daB die eine Kraft K die Resultierende R 
sChneidet; dann kann sie mit R zu einer neuen 
Resultierenden R' vereinigt werden. Es bleiben so 
iibrig die andere Kraft K und die Resultierende R'; 
diese heiden Kriifte liegen windschief zueinander. 
Man nennt nun die Gemeinschaft von zwei solchen 
windschiefen Kriiften ein Kraftkreuz. Dieses Kraft

Abb. 354. Ersatz eines Kriiftesystems kreuz hat also die gleiche Wirkung wie R und 
durch ein KraUkreuz. 

das Kriiftepaar Mr zusammen. Dabei beachte man 
folgendes: Das Kraftepaar Mr = K· Ie kann in jeder parallelen Ebene in der 
verschiedensten Weise durch ein anderes ersetzt werden, es muB nur stets das 
Produkt von Kraft und Entfernung der beiden Kriifte des Kraftepaares gleich 
1(.. Ie bleiben. Je nach der Darstellung des Kriiftepaares Mr wird dann aber 
auch R' anders werden, weil ja R' die Resultierende von R und der einen Kraft 
des Kriiftepaares ist. Dementsprechend andert sich auch das Kraftkreuz, da sich 
dil'l GroBen K und R' und ihre Richtungen andern werden. Es ist also ein riium
liches Kriiftesystem auf unendlich viele Weise durch ein Kraftkreuz ersetzbar. AIle 
diese Kraftkreuze sind naturgemii{3 gleichwertig, d. h. sie iihen, auf den KOrper die 
gleickeWirkung aus. 

Gerade so wie bei Kraften in der Ebene sind auch hier zwei Grundwerte 
aufgetreten, die fiir die LOsung der Zusammensetzung maBgebend sind: R 
und Mr. Je nachdem nun diese beiden GroBen: 

R = VC~;Xi)2 + (~Yi)2 + (~Zi)2, 
Mr = V(~zMi)2 + (.1:IIMi)2 + (~zMi)2 

von Null verschieden oder gleich Null sind, gibt es verschiedene FaIle bei der 
Zusammensetzung der Kriif~. 

1. R =\=.0 und M'I' =1= O. Dann liegt der allgemeine Fall vor, der eben be
handelt wurde. Es ist also das Kraftesystem ersetzbar durch eine eindeutig 
bestimmte Resultierende R, die ~.urch einen beliebigen Punkt 0 geht, und ein 
eindeutig bestimmtes resultierendes Kriiftepaar M,. Beide Einfliisse konnen zu 
einem Kraftkreuz vereinigt werden. 

2. R =1= 0, M'I' = O. Hierbei verschwindet das Kraftepaar, und es kann dem
gemaB das Kraftesystem zuriickgefiihrt werden auf eine einzige Kraft, die durch 
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den willkurlich gewahlten Punkt 0 geht und durch die Formeln: 

und 
R = y(1;Xi)2 + (1;Yi )2 + (1;Zi)2 

bestimmt ist. - Durch eine einzige Kraft R kann auch dann das Kraftesystem 
ersetzt werden, wenn R im FaIle 1 in die Ebene des resultierenden Kraftepaares 
fallt; dann geht aber diese Kraft nicht durch den Punkt 0 hindurch. 

3. R = 0, M .. =4= O. Dann ist das Kraftesystem ersetzbar durch ein resultieren
des Kraftepaar, bestimmt durch die Gleichungen: 

~,.Mi cos a, = M-;- , cosb - ~yMi 
T- M, ' 

~M, 
COSCT = _"""_' z_, 

Mr 

4. R = 0; M .. = O. Dann tritt fiir den Korper, auf den das Kraftesystem 
wirkt, weder Verschiebung noch Verdrehung auf, d. h. es besteht Gleichgewicht. 

N ach fruheren Ausfiihrungen ist R = 0, wenn das zugehorige raumliche 
Krafteck geschlossen ist, andererseits Mr = 0, wenn das zugehorige raumliche 
Momenteneck geschlossen ist. Wir haben also Gleichgewicht, wenn diese beiden 
Vektorenecke geschlossen sind. Unter Verwendung der Vektorendarstellung 
kann man auch die vier FaIle in der Weise unterscheiden: 

l. Krafteck und Momenteneck often: Das Kraftesystem ist ersetzbar durch 
ein Kraftkreuz. 

2. Krafteck often, Momenteneck geschlossen: Die Krafte konnen durch eine 
Resultierende ersetzt werden. 

3. Krafteck geschlossen, Momenteneck often: Das Kraftesystem ist auf ein 
resultierendes Kraftepaar zuruckfiihr bar. 

4. Krafteck geschlossen, Momenteneck geschlossen: Es besteht Gleichgewicht. 
85. Gleichgewichtszustand VOn Kraften im Raum. Mit den Gleichgewichts

fallen wollen wir uns etwas naher beschaftigen. Die GroBen R und MT ent
halten unter dem Wurzelzeichen jeweils die Summe von drei Quadraten. Eine 
solche Summe verschwindet, wenn die einzelnen quadratischen Glieder fur sich 
selbst Null werden, demgemaB tritt Gleichgewicht auf, wenn: 

1;Xi = 0, 

1;xM i=O, 

1;Yi = 0, 

1;yMi = 0, 

1;Zi = o;} 
1;.M. = o. 

(42) 

Die Bedeutung der einzelnen Summen ist oben angegeben: 1;Xi' 1;Yi , 1;Z, 
stellen die Komponenten aller Krafte in der x, y, z-Richtung dar, ~xMi' L;M;i 
1; zMi die Summen der Momente aller Krafte fur die x, y, z-Achse. Man kann 
nun die ganze Betrachtung auch auf ein schiefwinkliges Achsenkreuz statt auf 
das rechtwinklige - wie es hier gemacht wurde - beziehen und bekommt da
mit den Satz: 

Krafte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer Komponenten 
in drei beliebigen Richtungen verschwinden, und auf3erdem die Summen der M 0-

mente alter Krafte fur drei Achsen Null sind. Es wiirde also demgemaB ein Kor
per, auf den Krafte wirken, die diese sechs Bedingungen erfullen, in Ruhe bleiben. 

An Stelle der Aussage, im Gleichgewichtsfalle verschwinden die Summen 
der Komponenten und die Summen der Momente fur drei Achsen, kann man 
auch auf Grund fruherer Ausfuhrungen sagen: ,,1m Gleichgewichtsfalle mussen 
die Summen der Komponenten der Krafte in drei Richtungen Null werden, 

18* 



276 Zerstreute Krafte im Raum. 

und auBerdem muB die Summe der Momente aller Krafte fUr einen beliebigen 
Punkt verschwinden." 

Fur den Gleichgewichtszustand von zerstreuten Kraften im Raum liegen 
also sechs Bedingungen, d. h. sechs Gleichungen vor. Eine Kraft im Raum 
kann demgemaB mit sechs anderen, deren Wirkungslinien gegeben sind, im all
gemeinen ins Gleichgewicht gesetzt bzw. in sechs Komponenten zerlegt werden. 

Naturlich kann es auch vorkom
men, daB die sechs Unbekannten 
keine eindeutigen und endlichen 
Werte erhalten, da ja sechs Glei
chungen mit sechs Unbekannten 

Abb. 355. Sonderfall des Gleichgewichts einer Kraft mit 
sechs anderen. 

/ nicht immer eindeutige Losungen 
liefern. Wenn z. B. die sechs Wir
kungslinien so verteilt sind, daB sich 
vier in einem Punkt schneiden und 
die beiden anderen ebenfalls in einem 
Punkt, und wenn auBerdem die 

Kraft P in der Ebene der beiden letzten liegt und durch deren Schnittpunkt 
geht (Abb.355), dann werden wohl diese beiden letzten Krafte 5 und 6 ein
deutig, dagegen sind die vier Krafte -I bis 4 vieldeutig, da vier Krafte im Raum, 
die an einem Punkt angreifen, beliebige GroBen im Gleichgewichtsfall annehmen 
konnen. Auf solche Ausnahmefalle - Sonderlagen der Krafte - solI erst spater 
eingegangen werden. 

Gehen wir zunachst auf die sechs Gleichgewichtsbedingungen zuruck. Wir 
wollen sie in etwas anderer Form schreiben: 

2'Xi =O, 

2'Yi = 0, 

2'Zi = 0, 

2'Yi = 0, 

2'Zi = 0, 

2'Xi = 0, 

2'zMi = 0; 

2'xMi = 0; 

2'yMi = 0. 

DaB dabei jede Komponentensumme doppelt angeschrieben, ist von keiner Be
deutung. Was sagen dann die Gleichungen der ersten Reihe? Man denke sich 
das gegebene Kraftesystem auf die x, y-Ebene projiziert. Die Komponenten 
dieser projizierten Krafte P; sind dann doch Xi und Yi , und es waren also 2: Xi 
bzw. LYi die Summen der Komponenten aller projizierten Krafte P; in der x
bzw. y-Richtung. Andererseits ist 2' zMi die Summe der Momente aller Krafte 
fur die z-Achse. Diese kann aber dargestellt werden durch die Momente der 
auf die x, y-Ebene projizierten Krafte P; fUr den Koordinatenursprung, d. i. 
einen Punkt in der x, y-Ebene. Also die drei Gleichungen der ersten Reihe 
sagen aus, daB die Summen der Komponenten der Krafte P; in zwei Richtungen 
und die Summe ihrer Momente fur einen Punkt der Ebene verschwinden. Das 
sind aber die Gleichgewichtsbedingungen fUr Krafte in der Ebene. DemgemaB 
drucken die drei Gleichungen der ersten Reihe aus, daB die auf der x, y-Ebene 
projizierten Krafte P; im Gleichgewicht stehen. Entsprechendes sagen die Glei
chungen der zweiten Reihe fur die Projektionen in der y, z-Ebene aus und die 
Gleichungen der dritten Reihe fUr die z, x-Ebene. Wir kommen damit zu dem 
Ergebnis: 

Kriifte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Projektionen auf drei 
Ebenen fur sich im Gleichgewicht stehen. 

Es sei ausdrucklich darauf hingewiesen, daB es nicht genugt, wenn die Pro
jektionen auf zwei Ebenen ein Gleichgewichtsbild ergeben, sondern es muB dies 
fUr drei Ebenen der Fall sein. Zur Erlauterung dieser Aussage denke man sich 
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(Abb. 356) ein Kraftepaar aus zwei lotrechten Kraften, das in einer zur x, z
Ebene parallelen Ebene liegt. Dieses Kraftepaar projiziert sich auf die x, y
Ebene in zwei Punkten, d. h. in der x, y-Ebene zeigt sich keine Wirkung; in der 
y, z-Ebene entstehen zwei Krafte in der gleichen Geraden von gleicher GroBe, 
aber entgegengesetzter Richtung, die sich aufheben. Also die Projektionen in der 
x, y-Ebene und y, z-Ebene stellen Gleichgewichtszustande dar; trotzdem ist aber 
kein Gleichgewicht vorhanden, denn ein 
Korper, auf den ein Kraftepaar wirkt, bleibt 
nicht in Ruhe. DaB tatsachlich kein Gleich
gewicht besteht, zeigt die dritte Projektion 
auf die x, z-Ebene; diese Projektion ergibt 
namlich das Kraftepaar selbst. 

Wir konnen noch eine andere Aussage 
uber den Gleichgewichtszustand angeben. Fur 
zerstreute Krafte in der Ebene hatten wir 
zunachst als Gleichgewichtsbedingungen ge
funden, daB die Summen der Komponenten 
in zwei Richtungen verschwinden mussen 
und auBerdem die Summe der Momente 

I 
I 
I 

1IP,? 

R,'" 2 

P/ 

fu··r einen beliebigen Punkt. Anderersel·ts Abb.356. Zur Darstellung des Gieichgewichtes 
durch die Kraftprojektiouen. 

war aber damals bewiesen worden, daB 
bei Gleichgewicht die Summe der Momente fUr jeden beliebigen Punkt Null 
sein muB. Da aber nur drei unabhangige Gleichungen bestanden, kamen wir zu 
dem Ergebnis, daB Gleichgewicht in der Ebene dann vorliegt, wenn die Summen 
der Momente aller Krafte fUr drei Punkte verschwinden, die aber nicht in einer 
Geraden liegen durften. 1m Raume haben wir nun drei Komponentenbedin
gungen und drei Momentenbedingungen. Auch hier gilt der Satz, daB im Gleich
gewichtsfalle die Summe der Momente aller Krafte fur jeden beliebigen Mo
mentenpunkt verschwinden muB. Nun haben wir aber gesehen, daB das Mo
ment einer Kraft fUr einen Punkt auch in drei Teilmomente zerlegt werden 
kann, die ihrerseits durch das Moment der projizierten Krafte fUr eine zur Pro
jektionsebene senkrechten Achse gegeben sind. Durch Weiterverfolgung dieses 
Gedankens erkennt man, daB bei Gleichgewicht von Kraften im Raum die 
Summe ihrer Momente fUr jede beliebige Achse verschwinden muB. Nun be
stehen aber fUr den Gleichgewichtszustand, wie wir gesehen haben, nur sechs 
unabhangige Gleichgewichtsbedingungen. Infolgedessen werden auch diese 
belie big vielen Momentengleichungen nicht unabhangig voneinander sein, sondern 
tatsachlich.unabhangig sind nur deren sechs. Wir kommen zu dem Ergebnis: 

Zerstreute Krtifte im Raume stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer 
Momente fur sechs Achsen verschwinden, die sich in allgemeiner Lage befinden. 

Die Worte "in allgemeiner Lage" sollen ein Hinweis darauf sein, daB gewisse 
Ausnahmelagen vermieden werden mussen. Genau so wie in der Ebene die drei 
Momentenpunkte nicht ganz beliebige Lagen haben durften (nicht auf einer 
Geraden I), so sind auch hier Sonderlagen auszuscheiden. Sie sind allerdings 
nicht so einfach zu kennzeichnen wie in der Ebene; es moge lediglich erwahnt 
werden, daB die sechs Achsen nicht von einer und derselben Geraden getroffen 
werden durfen. Die allgemeine Betrachtung dieser Sonderlagen ist von keiner 
praktischen Bedeutung, so daB wir von einer weiteren Erorterung hier absehen 
konnen. Wie sich die Berechnung selbst gestaltet, ist weiter unten an verschie
denen Beispielen gezeigt. 

Die Frage liegt nahe, ob man nicht unter alleiniger Verwendung von Mo
menten der Krafte fUr einen Punkt ausreichende Gleichgewichtsaussagen machen 
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kann. Wenn die Summe der raumlichen Momente fiir zwei Punkte verschwindet, 
so sichert dies noch kein Gleichgewicht. Denn das sind in Wirklichkeit nur funf 
unabhiingige Gleichungen: ein Moment im Raume fur einen Punkt kann in 
drei Momente fur Achsen zerlegt werden; da aber die Verbindungslinie der 
beiden Punkte eine beiden Punkten gemeinsame Achse ist, stellen die beiden 
Punkte tatsachlich keine sechs unabhangigen Momentenbedingungen dar, son
dern nur flinf. Es muB also noch eine sechste Bedingung hinzukommen, und 
wir konnen sagen: 

Kriifte im Raum stehen im Gleichgewicht, wenn ihre Momente fur zwei beliebige 
Punkte und eine Achse verschwinden, die die Verbindungslinie nicht schneidet 
(in letzterem Fall wurden ja sechs Momentenachsen von der Verbindungs
geraden geschnitten). 

Der Fall, daB die Summen der Momente fur zwei Punkte verschwinden, 
kommt auf den hinaus, daB die Summen der Momente fiir sechs Achsen Null 
werden, die von einer Geraden (d. i. hier die Verbindungslinie der beiden Punkte) 
geschnitten werden, und es ist damit bestatigt, daB allgemein sechs Momenten
gleichungen zur Sicherung des Gleichgewichts nicht ausreichen, wenn die sechs 
Momentenachsen von einer Geraden geschnitten werden. 

86. Mogliche Gleichgewichtsflille bei Krliften. Wir haben festgestellt, daB 
bei zerstreuten Kriiften im Raum sechs Gleichgewichtsbedingungen bestehen, 
daB demgemaB die Moglichkeit vorhanden ist, eine Kraft P mit sechs Kriiften 
in gegebenen Wirkungslinien im Raum ins Gleichgewicht zu setzen, oder anders 
ausgedruckt, daB sieben Krafte im Raum im allgemeinen ins Gleichgewicht ge
setzt werden konnen. Bei mehr als sieben Kriiften kann selbstverstandlich auch 
Gleichgewicht bestehen, aber die Aufgabe ist vieldeutig, da nach Annahme einer 
dieser Krafte mehr als sechs Unbekannte vorliegen, denen nur sechs Gleichungen 
gegenuber stehen. Wie ist es nun mit weniger als sieben Kriiften 1 Wir haben 
gesehen, daB zwei Kriifte nur im Gleichgewicht stehen konnen, wenn sie in die 
gleiche Gerade fallen, drei Krafte nur dann, wenn sie in derselben Ebene liegen 
und sich in einem Punkte schneiden. Zwei windschiefe Krafte konnen nie einen 
Gleichgewichtszustand bilden, ebensowenig drei Krafte der Ebene, die sich nicht 
schneiden, auch nicht drer Krafte im Raume, einerlei, ob sie durch einen Punkt 
gehen oder nicht. Bei vier Kriiften ist nach Annahme einer Kraft ein allgemeiner 
Gleichgewichtszustand nur dann eindeutig moglich, wenn sie, sofern sie im 
Raume liegen, durch einen Punkt gehen und, sofern sie in einer Ebene liegen, 
nicht durch einen Punkt laufen. Vier Krafte im Raum, die nicht durch einen 
punkt gehen, konnen ausnahmsweise auch im Gleichgewicht stehen. Denn wir 
'wissen ja, daB es ganz verschiedenartige, gleichwertige Kraftkreuze gibt; drehen 
wir nun in einem von zwei gleichwertigen Kraftkreuzen die Richtungspfeile urn 
und lassen diese beiden Kraftkreuze auf einen Korper wirken, so bleibt er im 
Ruhezustand. Naturlich kann eine Kraft in der Ebene auch mit drei und mehr 
Kriiften, die sich auf ihr schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden; jedoch 
ist die Losung nicht eindeutig. Dasselbe gilt von funf und mehr Kriiften in 
der Ebene, die sich nicht schneiden. Unter gewissen Voraussetzungen konnen 
funf und sechs Krafte im Raume im Gleichgewicht stehen, aber ein allgemeiner 
Gleichgewichtszustand ist nicht moglich, da uns ja sechs Gleichgewichtsbedin
gungen zur Verfiigung stehen und wir bei flinf oder sechs Kriiften (nach An
nahme einer Kraft P) weniger als sechs Unbekannte haben. Ein allgemeiner 
Gleichgewichtszustand im Raum liegt erst bei sieben Kraften vor, d. h. nach 
Annahme einer Kraft konnen wir die sechs anderen in gegebenen Wirkungs
linien im allgemeinen eindeutig berechnen. 
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Ubungsaufgabe fUr Zusammensetzung von Kraften im Raume. 

Der in Abb.357 dargestellte Korper (Windmlihlengerlist) steht unter dem 
EinfluB von vier Kraften (PI' P 2 , P 3 , P 4 ) und zwei auBeren Momenten (Mr, MIl), 
die durch einen Zapfen in das Fundament weitergeleitet werden sollen. Die 
BeanspruchungsgroBen des Zapfens 
sind zu ermitteln. 

L6sung. Wir verschieben aIle 
Krafte in die Zapfenstelle (Abb. 357 d). 
Diese Kraftverschiebung, die in der 
durch Zapfenstelle und Kraft be
stimmten Ebene vor sich geht, ist 
begleitet von zusatzlich auftretenden 
Verschiebungsmomenten aus Kraft 
mal Entfernung des Zapfens von der 
Kraft. Also treten zur auBeren ver
schobenen Belastung noch vier zu
satzliche Momente hinzu: 

MI = PI . a, als Vektor in der 
negativen y-Richtung darzustellen, 

M2 = P 2 . b2, ebenfalls als Vektor 
in der negativen y-Richtung, 

M3 = P 3 • b3 , als Vektor III der 
positiven x-Richtung, 

M4 = P4 • c, als Vektor in der 
positiven y-Richtung. 

Die Verschiebung der Momente in die 
Zapfenstelle kann ohne weiteres vor
genommen werden (Abb. 357 g, e, f). 

a 

all ,,// 
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Es sind also an der Zapfenstelle 
jetzt die vier Krafte zusammenzu
setzen, was am einfachsten liber 
die Bildung der drei resultierenden 
Komponenten Rx , Ry , R z geschieht 
(Abb. 357 i, k). An Momentenvektoren 
kommen zu den auBeren Momenten 
MI und Mn die vier Verschiebungs
momente MI , M 2, M 3 , M 4 , deren 
sechs Vektoren in gleicher Weise wie 
die Krafte zu dem resultierenden Mo
mentenvektor Mr zusammengesetzt 
werden (Abb. 357h, k). Steht der 
Zapfen senkrecht, dann stellen 

MJ 
H--~M.-'-+"""~~"""'.z 

'J[ e 

xMr' yMrdie Biegungsmomente und 

Abb.357. Beispiel: Zusammensetzung von Kraften 
im Raum. 

,Mr das Torsionsmoment dar, mit dem dieser Zapfen beansprucht wird. 
R x , Ry sind die Querkrafte und 
Rz ist die Langskraft der Zapfenstelle. 



Sechster Teil. 

Der durch Stiibe oder Lager abgesttitzte Korper. 

XVII. Die Festlegung eines Korpers durch Stiitzungsstabe. 

87. Die Berechnung eines in sechs Stiiben gestiitzten Korpers. Statt der 
sechs Momentengleichungen kann man als Gleichgewichtsbedingungen auch 
funf Momentenbedingungen verwenden und eine Komponentenbedingung oder 
vier Momenten- und zwei Komponentengleichungen oder auch drei Momenten
und drei Komponentenbedingungen. Mehr als drei unabhangige Komponenten
bedingungen konnen nicht aufgestellt werden, da eine Kraft durch drei Kom
ponenten im Raum bestimmt ist. Welche Gleichungen man zweckmaBig ver
wendet, hangt ganz von der Art der einzelnen Aufgabe abo 1m allgemeinen ist 
auch im Raum, ahnlich wie bei Aufgaben der Ebene, die Anwendung von Momen
tengleichungen besonders fruchtbar. 

In der Ebene handelte es sich um die Berechnung von drei Unbekannten, 
und wir konnten dort dreimal je eine Gleichung mit einer Unbekannten auf
stellen und so die Aufgabe in einfacher Weise losen. Mit Rucksicht auf das 
Bestehen von drei Gleichgewichtsbedingungen konnte eine Scheibe durch drei 
Stutzungsstabe in ihrer Ebene gegenuber der Erde festgelegt werden. Zur Er
mittlung der drei Unbekannten 81> 8 2 , 8 3 (vgl. Abb. 107 auf S. 64) wurde dann 
eine Momentengleichung fur den Schnittpunkt von 8 2 und 8 3 aufgestellt und 
damit eine Gleichung mit der einen Unbekannten 8 1 gefunden. Dann wurden 
entsprechend die Momentengleichungen fUr die Schnittpunkte von 8 1 und 8 a 
und von 81 und 8 2 gebildet, woraus 8 2 und 8a bestimmt werden konnten. Es 
waren so drei Gleichungen mit je einer Unbekannten entstanden. Wie wiirde 
sich das entsprechende Verfahren im Raum gestalten 1 Um uns nicht unnotig 
auf abstraktem Wege zu bewegen, gehen wir wieder von einer praktischen 
Konstruktion aus. 

1m Raum haben wir sechs Gleichgewichtsbedingungen, benotigen also zur 
Festlegung eines Korpers gegenuber der Erde sechs Stutzungsstabe, wenn wir 
Gleichgewicht und eindeutige Krafte in den Stutzungsstaben erwarten wollen. 
In Abb. 358 ist eine Platte durch sechs Stutzungsstabe mit der Erde ver
bunden und durch P belastet; hierdurch werden Krafte in den Stutzungsstaben, 
die an ihren beiden Enden gelenkartig angeschlossen sind, erzeugt, die wir mit 
8 1 ..• S6 bezeichnen. Wenn nun die Platte im Ruhezustand sein solI, dann mussen 
aIle auf sie wirkenden Krafte im Gleichgewicht stehen; dies sind die Krafte 
P, 81 , 8 2 ", 86, Zur Berechnung dieser sechs Unbekannten stehen sechs 
Gleichungen zur Verfugung, Z. B. sechs Momentenbedingungen. Wenn man 
nun so vorgehen wollte wie in der Ebene, muBte man sechsmal je eine 
Gleichung aufstellen mit einer Unbekannten. Wie ware das moglich 1 Falls 
wir etwa eine Momentengleichung anschreiben wollten, die nur 8 1 enthalt, 
muBten wir eine Momentenachse einfuhren, die die fUnf Stabe ® ... ® schneidet. 
Fur diese Gerade als Momentenachse haben ja die Krafte 8 2 bis 86 kein Mo
ment, weil der Hebelarm Null ist. Es bleibt in der Tat in der Momentengleichung 
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auBer der bekannten Kraft P nur die eine Unbekannte 8 1 ubrig. Entsprechend 
ware zur Ermittlung der Stabkrafte 8 2 ", S6 zu verfahren. Nun ist aber die 
Schwierigkeit die, daB es im allgemeinen Fall nicht eine Gerade gibt, die funf 
andere Geraden schneidet, also hier funf Stabe trifft. In Abb. 358 gibt es wohl 
eine Gerade A A, die die Stabe ® bis ® schnei
det, aber es laBt sich keine Gerade angeben, die 
die Stabe CD, 0, 0, 0, ® schneidet. Es 
gibt also demgemaB im allgemeinen kein Ver- A 
fahren, das dem der Ebene entspricht, daB 
man namlich durch das sechsmalige Aufstellen 
von einer Gleichung mit einer Unbekannten 
zum Ziele kommt. Bei besonderen Lagen der 
Stabe kann es naturlich sein - wie eben er
wahnt -, daB fUnf Stabe von einer Achse ge
schnitten werden; man solI deshalb bei solchen 
Aufgaben immer nachprufen, ob sich eine Ge
rade finden laBt, die funf Stabe schneidet. Dann Abb.358. Ein durch sechs Stiitzungs
liefert eben diese Gerade eine Momentengleichung stabe gehaltener Korper (eine Achse 

schneidet fiinf Stabe). 
mit nur einer Unbekannten. 

Bevor darauf und auf die allgemeine Berechnung eingegangen wird, moge 
zunachst die Frage betrachtet werden: Kann man bei einem gestutzten Korper 
von vornherein feststellen, ob die Stabkrafte eindeutig und endlich werden oder 
nicht 1 Es war ja schon oben gesagt, daB im allgemeinen eine Kraft P mit sechs 
anderen eindeutig ins Gleichgewicht gesetzt werden kann, daB es aber Aus
nahmefalle geben wird, da ja das Vorhandensein von sechs Gleichungen bei 
sechs Unbekannten wohl eine notwendige Bedingung fur das Auftreten ein
deutiger und endlicher Losungen ist, aber keine hinreichende. 

Wann ist sicher keine eindeutige Gleichgewichtslage vorhanden 1 Eine Ant
wort darauf gibt uns der Umstand, daB Gleichgewicht nur bestehen kann, wenn 

~
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Abb.359. Sonderfall: Eine Gerade schneidet die sechs 
unbekannten Krafte. 

Abb. 360. J e drei der sechs unbekannten Kriifte gehen 
durch einen Punkt. 

die Summe der Momente aller wirkenden Krafte fUr jede beliebige Achse 
verschwindet. Das ist sicher nicht der Fall, wenn sich eine Gerade angeben 
laBt, die die sechs unbekannten Stabe schneidet (Abb.359). In solchem Fall 
haben namlich die sechs gesuchten Krafte fur diese Achse kein Moment, wahrend 
aber P ein Moment hat, solange P die Achse nicht schneidet. Es schrumpft 
also die Summe der Momente zusammen auf (P' . p), und das ist von Null ver
schieden. Die Momentenbedingung ist also fur diese Achse nicht erfUllt, und es 
entspricht dieser Fall demjenigen der Ebene, daB die drei unbekannten Stabkrafte 
durch den gleichen Punkt hindurchgehen. Wir erkennen die Sachlage klar an 
einem Sonderfall, wenn namlich je drei Stabe durch einen Punkt laufen (Abb. 360); 
dann schneidet ja die Verbindungslinie AA dieser beiden Punkte alle sechs 
Stabkrafte, und deren Moment ist Null. Die Summe der Momente fUr AA ist 
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demgemaB gegeben durch das Moment von P fUr diese Achse, dieses ist aber 
nicht Null, d. h. also, es kann kein Gleichgewicht bestehen, solange P die Achse 
nicht schneidet. Das ist ja auch einleuchtend: wenn der Korper an den beiden 
Schnittpunkten der drei Stabe gelenkartig angeschlQssen ist, wie wir es ja immer 
voraussetzen, dann dreht er sich unter dem EinfluB der Kraft P urn seine Achse. 
Wenn P die Achse AA schneidet, dann hat diese Kraft allerdings auch kein 
Moment, und dann ist Gleichgewicht moglich. Aber es ist kein eindeutiger Gleich
gewichtszustand vorhanden, denn man kann nicht sagen, welcher Anteil von P 
auf den einen und welcher auf den anderen AnschluBpunkt kommt. Wir haben 
also eine unbestimmte Losung. 

Das gilt ganz allgemein: wenn die sechs Stabe so verteilt sind, daB sich 
eine Gerade angeben laBt, die aIle sechs schneidet, dann ist entweder kein Gleich
gewicht moglich oder die Aufgabe ist im allgemeinen vieldeutig. Naturlich kann 

auch einmal eine solche Sonderbe
lastung vorliegen, daB eindeutige 
Stabkrafte auftreten. Das ware z. B. 
bei Abb. 361 der Fall, wo nur eine 
Kraft im Schnittpunkt der drei Stabe 
0,0, ® wirkt. 1m Flugzeugbau 
kommt fUr das Fahrgestell eine An
ordnung vor, daB zwischen Radachse 
und Rumpf bzw. Flugel sechs Stabe 

Abb.361. Sonderfall der vorhergehenden Anordnung. liegen (Abb. 362). Bei allgemeiner Be-
lastung kann sich naturlich ein solches 

Flugzeug urn die Achse AB drehen; es kann nach vorn bzw. nach hinten kippen. 
Wenn jedoch die auBere Kraft (d. i. die Resultierende der Lasten) die Verbin
dungslinie der beiden Knotenpunkte schneidet, dann ist Gleichgewicht moglich, 

Abb. 362. Fahrgestell eines Flugzeuges. 

a ber die Verteilung auf die Punkte 
A und B ist nicht bestimmt. Die 
Stabkrafte werden aber eindeu
tig, wenn die vom Boden auf 
die Rader wirkenden Reaktionen 
R I , R2 bekannt sind, dann wird 
bei entsprechender Ausfuhrung R] 
durch drei Stabe aufgenommen 
und ebenso R 2 • Die statische 
Unbestimmtheit liegt hier in den 
GroBen RI und R 2 • 

Wir wollen uns jedenfalls merken: Wenn eine Gerade sechs Verbindungsstabe 
schneidet, dann haben wir fUr allgemeine Belastung keine eindeutige Gleich
gewichtslage; soIl das System fUr beliebige Belastungen Ruhe halten, so darf 
eine solche Anordnung nicht verwendet werden. Hat man also eine derartige 
Verteilung der sechs Stabe bzw. allgemein der sechs unbekannten Krafte, dann 
braucht man nicht weiter zu untersuchen. Man wird deshalb immer erst die 
Prufung vornehmen, ob ein solcher Ausnahmefall vorliegt, d. h. ob sich eine 
Gerade angeben laBt, die die sechs Stabe schneidet, und nur wenn dies nicht 
der Fall ist, wird man weiter rechnen. 

Dieser Sonderfall liegt immer vor, wenn: 
1. vier (oder mehr) von den sechs Staben durch einen Punkt gehen; 
2. vier (oder mehr) von den sechs Staben in einer Ebene liegen; 
3. je drei Stabe durch einen Punkt gehen und 
4. je drei Stabe in eine Ebene fallen. 
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LaBt sich keine Gerade angeben, die die sechs Stabe schneidet, so hat man 
damit allerdings noch immer nicht die Sicherheit, daB ein be8timmte8 Gebilde 
vorliegt, aber diese Feststellung iiberlaBt man der weiteren Rechnung. 

Wie geht man nun vor 1 Man 
versucht zunachst, ob man eine 
Gerade legen kann, die fiinf von den 
Staben trifft. Das wird, wie oben 
erwahnt, nicht immer moglich sein, 
aber in manchen praktischen Fallen 
gelingt es tatsachlich, und man 
kommt zu einer Momentengleichung 
mit einer Unbekannten. Es ist dies 
immer moglich, wenn wenigstens 
drei von den sechs Staben durch 
einen Punkt gehen oder in eine 
Ebene fallen. 

In Abb. 363 liegen die Stabe 
0,0, CD in einer Ebene, ebenso 
® und CD; infolgedessen wird die 

Abb. 363. Beispiel, bei dem fiinf Stabe durch eine 
Gerade getroffen werden. 

Schnittlinie beider Ebenen von allen fiinf Staben 0 bis CD getroffen. 
mentengleichung fiir die Achse I-I enthalt nur 8 1 und P: 

(Moment von 8 1h + (Moment von Ph = o. 

Die Mo. 

Das Moment der Stabkraft 8 1 fUr die Achse I-I ist dabei sehr leicht aufzustellen. 
Man zerlegt 8 1 , als Zugkraft angenommen, in eine horizontale und eine verti. 
kale Richtung. Die lotrechte Komponente verlauft parallel zu I-I, hat also 
fiir diese Achse kein Moment. Dagegen 8 1 , sineX liefert den Momentenbeitrag 
(81 , sineX) . a. Das Moment von P kann man dadurch finden, daB man P auf 
eine Ebene senkrecht zu I-I projiziert und in dieser Ebene das Moment der 
projizierten Kraft P' fUr den Durchdringungspunkt von I aufstellt. Man findet 
(Abb. 363): (-81 • sin eX) . a + P' . r = O. 

Nachdem wir so eine Kraft gefunden haben, werden wir versuchen, ob wir 
eine andere Gerade ziehen konnen, die wieder fiinf Stabe trifft. Das ist im vor· 
liegenden Beispiel der Fall fUr die Achse II-II; auf ihr schneiden sich die 
Stabe 0, CD, 0, 0, CD (der letzte Stab lauft ja parallel). Die Summe aller 
Momente der Achse II-II liefert dann die Gleichung: 

(85 ' sin(3) . a + (Moment von P)n = 0, 

worin {3 den Winkel zwischen den Staben ® und CD darstellt. Wenn man 
zwei von den sechs Unbekannten berechnet hat, dann ist schon viel gewon. 
nen und ma n kommt dann meistens verhaltnismaBig leicht vorwarts. Bei unserer 
Anordnung konnen wir noch eine weitere Gerade angeben, die fUnf Stabe 
schneidet, Achse III-III. Es entsteht die Gleichung: 

+86 • b + (Moment von P)nr = O. 

Die Momentengleichung fUr die Achse IV-IV erlaubt die Berechnung von 8 2 , 

-8 . ~ - 8 coseX' _U:_ + 8 . ~ + 8 . cos{3 . ~ + P" . 8 = 0 221 2 6 2 5 2 • 

SchlieBlichkonnendannnochdieStabkrafte8aund84mitteisderMomentengleichun
genfiir die Achsen V-Vund VI-VI berechnet werden; es ergibt sich z. B. fiir 8a: 

-8a ° cosy °a - 8 2 , a - 8 1 , cos eX . a + (Moment von P)v = o. 
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So ist man also mit sechs Momentengleichungen zum Ziele gekommen, und zwar 
mit sechs Gleichungen, die immer nur eine Unhekannte enthalten. Allerdings 
beruht die Berechnung verschiedener Unbekannten auf vorheriger Kenntnis 
anderer Unbekannten. Wenn also eine falsch berechnet war, werden die nach
folgenden auch falsch. Man solI deshalb immer eine Probe machen; als solche 
kann man etwa nachpriifen, ob die Summe aller Komponenten in einer Rich
tung, beispielsweise einer waagrechten, verschwindet. 

Wie ist es nun, wenn die Anordnung so beschaffen ist, daB sich keine Gerade 
angeben laBt, die fiinf Stahe schneidet? Dann leistet uns folgender Satz eine 
wertvolle Hille: 

Fur vier beliebige Geraden im Raum las8en 8ick 8tet8 zwei Geraden angeben, 
die alle vier Geraden 8ckneiden. (Der Satz laBt sich beweisen unter Benutzung 
des einschaligen Hyperboloides: durch drei windschiefe Geraden ist ein Hyper
boloid festgelegt; die vierte Gerade schneidet es in zwei Punkten p und q; durch 
jeden dieser beiden Punkte kann aber eine Gerade der zweiten Schar gelegt 
werden, die die drei ersten Geraden und, wei! der Schnittpunkt p bzw. q auf der 
vierten liegt, auch diese Gerade schneidet.) 

Zur Berechnung der sechs Unbekannten kann man mit Hille dieses Satzes 
so vorgehen, daB man vier von sechs Unbekannten zusammenfaBt, beispiels
weise 8 1 bis 8, (Abb. 364), die beiden Geraden I-I und II-II einfiihrt und 

fUr jede dieser beiden eine Momentenglei-2(I--\--- \ chung aufstellt. FUr jede der Gleichungen 
\ -"." fallen die Krafte 8 1 bis 8, heraus, da 

1 \ -'-~-"-' ~ diese Krafte die beiden Achsen schneiden, 
II _____ . ____ ~. -=-: __ ~~:!"'~_:.-:!I und es entstehen zwei Momentengleichun-

®'~- _ _ gen, die nur 85 und 86 und P enthalten, 
G I'- also zwei Gleichungen mit den beiden Un-

Abb.364. Von den seehs Stiitzungsstaben werden bekannten 85 und 8 6 , Wenn man dann 
vier dureh je zwei Geraden gesehnitten. die KriiJte Sa bis S6 zusammenfaBt und 

sie durch zwei Achsen schneidet, so er
halt man zwei Momentengleichungen, in denen 8 1 und 8 2 unbekannt, und wenn 
man schlieBlich durch 8 1 , 8 2 , 8 5 ,86 zwei Geraden legt, so liefern die Momenten
gleichungen fUr diese beiden Achsen zwei Gleichungen mit den Unbekannten Sa 
und 8,. Man bekommt also dreimal zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten, 
dabei hat man den Vorteil, daB die Berechnung eines solchen Paares von Unbe
kannten unabhangig von den anderen Unbekannten ist, also z. B. fUr die Berech
nung von 8a und 8, brauchen wir nicht die anderen Unbekannten zu kennen. 

Nun taucht natiirlich sofort die Frage auf, wie findet man dann bei gegebener 
Anordnung zweckmaBig die verschiedenen Geraden, die je vier schneiden sollen. 
In den meisten Fallen lassen sich solche Geraden ohne Schwierigkeit angeben. 
Es moge dies an Abb.365 gezeigt werden. Ein Korper, etwa eine Tischplatte, 
solI durch die angegehenen sechs Stabe gegen die Erde abgestiitzt werden. Ge
sucht sind die auftretenden Stabkrafte 8 1 bis S6' Wir wollen im Sinne der obigen 
AusfUhrungen der Reihe nach berechnen 8 1 und 8 2 , dann 8 a und S, und schlieB
lich 85 und 8 6 , Zur Berechnung von 8 1 und 8 2 benotigen wir zwei Geraden, die gleich
zeitig die Stabe 0, 0, ®, 0 schneiden. Da sich ° und 0 in einem Punkt treffen, 
ebens00 und 0, so ist die Verbindungslinie dieser beiden Schnittpunkte schon 
eine der heiden gesuchten Geraden. Da andererseits 0, 0 und 0, 0 je in einer 
Ebene liegen, wird die Schnittlinie der beiden Ebenen von allen vier Staben 0, 
0, 0, ® geschnitten; also ist diese Schnittlinie die gesuchte zweite Gerade fiir 
die Stabe CD und 0. Die Aufstellung der Momentengleichungen fiir diese beiden 
Geraden I-I und II-II macht keine Schwierigkeiten. Wir zerlegen jede Stab-
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kraft 8 1 und 8 2 in del' lotrechten Ebene in zwei Komponenten, eine horizontale 
und eine vertikale. Diese Komponenten besitzen die GroBe 8 1 • sin IX , 8 2 , SinlX 
bzw. 8 1 , cos IX und 8 2 , COSIX. Statt das Moment del' Krafte 8 1 und 8 2 aufzu
stellen, bilden wir es fill we Komponenten. FUr die Achse I-I haben abel' 
8 1 • SinlX und 8 2 , SinlX kein Moment, weil diese Komponenten die Achse I-I 
schneiden (bzw. ihr parallellaufen); die Komponenten 8 1 , COSIX und 8 2 , cos IX 
dagegen stehen senkrecht zur Achse. Die 
Momentengleichung fur Achse I-I lautet 
also: 

(81 cos IX) . e + (82 cos IX) . e + p". p = 0,1 

wobei eden lotrechten Abstand del' Stab
kraftkomponenten von del' Achse I-I 
bedeutet. Andererseits laufen die Kompo
nenten 8 1 , cos IX und 8 2 ' cos IX parallel 
zur Achse II-II, liefern also keinen 
Momentenbeitrag, wahrend die beiden 
anderen Komponenten senkrecht zu diesel' 
Achse gerichtet sind und den Abstand h be
sitzen. So entsteht fill die Achse II-II 
die Gleichung: 

(81 ·sinlX)·h - (82 , sinlX)'h - p'. r = O. 

Es sind also zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten in del' denkbar einfachsten 
Form gewonnen, da sich die Unbekannten 
sofort durch Summierung bzw. Subtraktion 
del' beiden Gleichungen ergeben. 

In entsprechender Weise findet man 
8 a und 8 4 , indem man die Momenten
gleichungen fill die Achsen III-III und 
IV-IVaufstellt, und schlieBlich 8 5 und 8 6 

aus den Momentengleichungen fiir die 
Achsen V-V und VI-VI. 

Abb. 365. Beispiel mit Bildung von dreimal zwei 
Man wird auch hier nicht versaumen, Gleichungen mit je zwei Unbekannten. 

eine Probe zu machen, und zwar wieder-
um unter Verwendung von Komponentenbedin):,"llilgen. Zu diesem Zwecke denkt 
man sich jede Kraft in eine lotrechte und eine waagerechte Komponente zerlegt, 
wie dies schon oben fur 8 1 und 8 2 durchgeftihrt wurde. Die Summe del' lotrechten 
Teilkrafte lautet dann: 

8 1 , cos IX + 8 2 , cos IX + 8 a ' cosf3 + 8 4 , cosf3 + 8 5 ' cosy + 8 6 , cosy + P" = O. 2 

Die horizontalen Komponenten sind in Abb. 365b angegeben. Wir zerlegen sie 
jedesmal in eine X- und Y-Komponente und erhalten die Gleichungen: 

- 8 1 • sin IX + 8 2 , sin IX + (8a • sinf3 - 8 4 , sinf3) . sincp 

+ (85 , siny - 8 6 , siny)' sinV' + P", = 0, 

(84 ' sinf3 - 8 a ' sinf3) . coscp + (85 • siny - 8 6 , siny) . cosV' + Py = O. 

1 Die Platte ist als sehr diinn angenommen, so daB das Moment von P' urn die Achse I 
vernachlassigt werden kann. . 

2 1m vorliegenden Beispiel ist IX = f1 = y und rp = !po 



286 Der durch Stabe oder Lager abgestiitzte Karper. 
I 

Es ist natiirlich durchaus nicht gesagt, daB der hier eingeschlagene Weg, je 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten mittels der Momentenbedingungen auf~ 
zustellen, der einfachste ist. Unter Umstanden liegen die bierfiir notigen Achsen 
so ungiinstig, daB man mit anderen Gleichungen schneller vorwarts komrr.t, 
auch wenn die einzelnen Gleichungen mehr als zwei Unbekannte aufweisen. 

In den unten gebrachten Beispielen wird dies 
noch naher erlautert. Es kann auch sein, 
daB eine Momentenachse, die vier oder fiinf 
Stabe schneidet und demgemaB fiir die Be
rechnung vorteilhaft ist, ins Unendliche fallt. 
In Abb. 366 liegen die Stabe CD und ® in einer 
Ebene, ebenso 0, 0,0. Die Schnittgerade 
der beiden Ebenen wird also von diesen fiinf 
Staben getroffen, so daB in der Momenten
gleichung fUr diese Achse auBer P nur noch 
8 3 auftritt. Aber die Aufstellung der Gleichung 

Abb 366 Era t . M t 11 h scheitert daran, daB diese Achse ins Unend-. . a z emer omen eng e c ung 
durch elne Komponentengleichung. liche fallt; wir konnen sie nicht verwenden, 

da sowohl fiir Pals auch 83 unendlich groBe 
Hebelarme auftreten. In diesem FaIle kommt man aber mit einer Komponenten
gleichung bequem vorwarts, indem wir die Normale zu den Ebenen (1,2) und 
(4,5,6) als maBgebende Richtung einfiihren. Die Komponentenbedingung 
lautet ganz einfach: p. cOSlX + 8 3 • sinfJ = 0, 

wobei lX den Winkel zwischen P und der Normalen zur Ebene (4, 5, 6) bedeutet. 
Fruchtbringend ist bei Aufgaben fiir raumliche Krafte auch ein Satz, auf 

den schon bei Kraften in der gleichen Ebene bingewiesen wurde: 
Es verhiilt sich allgemein eine Kraft 8 zu ih1:er Projelction 8' auf eine beliebige 

Richtung (d. i. ihre Komponente) wie die 8tabliinge l zu ihrer auf die gleiche 
Richtung vorgenommenen Projektion l': 

s 
S' = l!. (43) 

Die Richtigkeit des Satzes beruht auf dem Zusammenhang zwischen technischem 
Kraftbild und Krafteck. 

88. Beispiele fiir den durch sechs Stiitzungsstiibe festgelegten Korper. Schon 
das erste Beispiel solI uns klarmachen, daB es im allgemeinen Fall durchaus nicht 
immer ratsam ist, die sechs Achsen nach den angegebenen Regeln auszusuchen. 
Wir wahlen dazu den AnschluB eines Schwimmers an einem Flugzeug (Schwimmer
anschluB der Ju A 50), dessen idealisierte Darstellung in Abb. 367 gegeben ist. 
Die Belastung des Schwimmki;irpers sei durch die Kraft P dargestellt. 

Nach den obigen Ausfiihrungen sollen wir zunii.chst nachpriifen, ob sich eine 
Achse angeben laBt, die aIle sechs Verbindungsstabe schneidet; es ist dies nicht 
der Fall. Dann versucht man eine Gerade zu legen, die fiinf Verbindungsstabe 
schneidet. A1s solche Achsen kommen bier in Frage die Achsen IV-IV, V-V, 
VI-VI (Abb.368). Erstere ist die Verbindungslinie des Schnittpunktes der 
Stabe 2, 3, 4 mit demjenigen von 4, 5, 6. Diese Gerade IV-IV fallt mit dem 
Stab 4 zusammen und bietet eine Momentengleichung mit 8 1 als Unbekannte. 
Die Achse V-V ist die Schnittlinie der Ebene (1, 2, 3) mit der Ebene (5, 6); 
8 4 ist der einzige Stab, der diese Gerade nicht schneidet, kann also mit der ent
sprechenden Momentengleichung berechnet werden. SchlieBlich schneidet die 
Verbindungslinie VI-VI des Schnittpunktes der Stabe 1,2 mit dem von 4,5, 6 
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diese fiinf .Stabe und erlaubt die Aufstellung einer Momentengleichung mit 8 3 

als einziger Unbekannten. Da sich eine weitere Gerade, die fiinf Stabe trifft, nicht 
mehr angeben laBt, sucht man nun solche Geraden, die vier Stabkrafte schneiden. 

p 

Ansichf yon yorn 

:1I~lrllllll+III~III: Abb. 367. Beispiel fiir einen in sechs 
Staben gestiitzten Kiirper (Schwimmer

anschluE beim Flugzeug). 

Eine solche ist beispielsweise die Schnittlinie der Ebene (3, 4) und (5, 6), das 
ist die Achse III-III, oder auch die Verbindungsgerade des oberen Endpunktes 
von 3 und des Schnittpunktes von 4, 5, 6 (Achse III' -III') ; beide schneiden die vier 

y_._._._ ._._y t\Y 

Abb. 368. Behandlung dieses 
Beispieles mit Momenten

achsen. A 

...... ........ v 

f • 
.' 

Stabe 3, 4, 5, 6, erlauben also Gleichungen aufzustellen mit 8 1 und 8 2 als Unbe
kannten. Da nun 8 1 bereits bekannt ist, steht der Berechnung von 8 2 mit 
Hille , jeder dieser Gleichungen nichts im Wege. Es fehlen noch 8 5 und 8 6 ; zu 
ihrer Ermittlung werden wir zwei Geraden durch die vier anderen Stabe 1, 2, 3, 4 
legen. Als erste Achse I-I kann die Schnittgerade der Ebene (1, 2) mit der 
Ebene (3, 4) gewahlt werden, die mit dem Stab 3 zusammenfallt. Die ent
sprechende Achse II-II ist die Schnittgerade der Ebenen (1, 3) und (2, 4), die 
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auf den Stab 2 zu liegen kommt. Die Momentenbedingungen fiir beide Achsen 
liefern zwei Gll'lichungen mit den beiden einzigen Unbekannten 8" und 86 , 

Man hittte iibrigens auch die Verbindungslinie der AnschluBpunkte A und B 
als Achse einfiihren konnen, die die Aufstellung einer einfachen Momenten
gleichung erlaubt. 

Grundsatzlich stellt sich also das Losungsverfahren recht einfach dar. Ver
suchen wir aber, die Momentengleichungen fiir die so in allgemeiner Lage ge
fundenen Achsen aufzustellen, so sehen wir, daB fiir einzelne eine betrachtliche 
geometrische Vorarbeit zu leisten ist, urn die Abstande der einzelnen Stabkrafte 
von ihren zugehorigen Achsen zu ermitteIn' denn sowohl die Stabe als auch 
die Achsen liegen windschief zueinander und sind auch, bis auf wenige Aus
nahmen, nicht zu den Projektionsrichtungen irgendwie giinstig orientiert. Wir 
bezahlen somit den Vorteil der rechnerischen Einfachheit mit geometrischen 
Schwierigkeiten. Es liegt nahe, auf Grund dieser Erkenntnis andere Achsen 
aufzusuchen, die uns die umfangreiche Zeichenarbeit der Umprojektionen zur 
Ermittlung der einzelnen Abstande ersparen. Selbstverstandlich werden wir da
fiir ein nicht mehr so einfaches Gleichungssystem mit voneinander unabhangigen 
Gleichungen zu erwarten haben. Es laBt sich aber in fast allen Fallen durch 
giinstige Anordnung der Achsen, die zu einer Projektionsebene orientiert (par
allel oder senkrecht) sein sollen, ein Gleichungssystem aufstellen, bei dem in 
jeder Gleichung nur wenige Unbekannte enthalten sind. Liegen die Achsen 
so, daB sie einer Projektionsebene parallel oder senkrecht zu ihr sind, so sind 
die fiir die Momentengleichungen erforderlichen Abstande aus dieser Projektion 
direkt abzugreifen, wie schon das Beispiel der Abb. 365 zeigte. Die Gleichungen 
lassen sich dann sofort arischreiben, ohne daB viel geometrische Arbeit voraus
gehen miiBte. 

Betrachten wir als Beispiel zu diesen Ausfiihrungen das gleiche Stabsystem 
mit den geometrisch besseren Achsen 1'-1' bis VI'-VI' (Abb. 369), die selbst
verstandlich so ausgewahlt werden, daB die einzelne Achse neben ihrer Orlen
tierung zu einer der Projektionsebenen moglichst viele Stabe schneidet. 

Bei der Aufstellung der Momente werden wir vielfach dadurch gut vorwarts 
kommen, daB man die betreffende Kraft in zwei Komponenten zerIegt, von 
denen die eine mit der Momentenachse in gleicher Ebene liegt, die andere senk
recht zu dieser Ebene verlauft. Nur die letztere hat ein Moment. Zur Ermitt
lung dieser Komponenten verwendet man zweckmaBig die oben erwahnte Be
ziehung, daB sich die Stabkraft 8j, zur Komponente 8~ in einer beliebigen 
Richtung verhalt, wie die Stablii.nge li zu ihrer :Projektion auf diese Komponen
tenrichtung: 

oder 

In der Momentengleichung fiir die Achse I'-I' kommen die Stabkrafte 8 1 ,82 , 

8 3 , 8 4 nicht vor. Es treten nur auf die Momente von P, 8", 8 6 , Ersteres ist 
sofort anzugeben durch p. Pl' Um das Moment von 8 6 zu ermitteIn' legt man 
durch den Punkt 0 eine Lotrechte und zerIegt in der durch diese Lotrechte 
und die Stabachse von 5 bestimmten Ebene die Kraft 8" in eine lotrechte Kom
ponente und eine solche in der durch 0 gehenden waagerechten Ebene. Die 
letzte Komponente schneidet die Achse 1'-1'; erstere ist nach obiger Beziehung 
gegeben durch: 
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Fiir die Achse 1'-1' hat sie den Hebelarm d. Ebenso wird 8 6 in zwei Kompo
nenten zerlegt, von denen die eine in die durch D gelegte horizontale Ebene 
falIt, wahrend die andere in der durch D gezogenen Lotrechten liegt. Ihre 
Komponente ist gegeben durch: 

86 ·h 
l6 • 

Ihr Hebelarm fiir die Achse 1'-1' ist wieder gleich d. Es lautet demgemaB 
die Momentengleichung fiir die Achse 1'-1' unter Annahme von Zugkraften 
in den Staben: 

- ~: . h . d - ~6 • h . d - P • PI = O. 

Die Momentengleichungen fiir die Achsen II'-II' und III'-III' bereiten keine 
Schwierigkeiten; es ergeben sich mit den Bezeichnungen nach Abb.369: 

81 • h . b + 86 • h . b + P . ~ = 0, 
~ ~ 2 

8 1 h 8 5 h P 1;. ·e-Z;· ·e- ·Pa=O. 

Die Momentenachse V'-V' verlauft lotrecht. 8 I liegt in der hinteren lotrechten 
Ebene iiber AD. Eine Zerlegung in die lotrechte Richtung und AD ergibt zwei 

YI'-._._._._.-YI' 

p 

Abb. 369. Behandlung des Beispieies der 
Abb. 367 mit besser gewithIten Achsen. 

Komponenten, von denen nur die letztere ein Moment fiir V'-V' aufweist. 
Wird die Projektion von lImit a l bezeichnet, so driickt sich diese Komponente 
in der Form aus: 8

1 

Z;.~. 

Entsprechendes gilt fUr die Krafte 8 2 und 8 3 , wahrend P kein Moment hat. 
Es ergibt sich demgemaB fiir die Achse V'-V' die Momentengleichung: 

~: . a l • bi + 1;- . l~ . k - ~: . fa • m = 0, 

Schlink, Statik. 19 
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wobei Z; und Z; die aus dem Grundl'ill zu entnehmenden Projektionen del' Stab
langen darstellen. 

FUr die Aufstellung del' Momente um die Achse IV'-IV' tiberlegen wir uns 
folgendes: Die Achse IV' -IV' liegt in einer horizontalen Ebene, bildet sich 
also im Grundrill in wahrer Lage abo Eine Zerlegung del' Stabkraft 8 3 im 
AnschluBpunkt B bringt uns keinerlei V orteile, da samtliche dort zu er
wartenden Komponenten Momente um die Achse IV'-IV' besitzen, also aile 
in del' Gleichung erscheinen mtiBten. Zu weit gtinstigeren Verhaltnissen gelangen 
wir jedoch, wenn wir die am Knotenpunkt B wirkende Stabkraft 8 3 in den 
Punkt E verschieben, was ja als Verschiebung in del' eigenen Wirkungslinie 
erlaubt ist, und dort eine entsprechende Komponentenzerlegung vornehmen. 
Punkt E liegt mit del' Achse IV'-IV' gemeinsam in del' oberen horizontalen 
AnschluBebene. Die Zerlegung del' Kraft 8 3 in eine Komponente 83 in diesel' 
Ebene und eine Komponente 8~ senkrecht dazu zeigt, daB 8 3 durch die Achse 
hindurchgeht, also nul' die zweite mit del' GroBe 

8 " - S3 h 3 -_. 
la 

ein Moment um die Achse IV'-IV' besitzt. Die Momentengleichung flir die 
Achse IV'-IV' lautet also: 

~: . h· f - p. P4 = 0, 

worin f den Abstand des Punktes E von del' Achse IV'-IV' bedeutet. 
Die Achse VI'-VI' ist die Schnittgerade del' Ebenen (1, 2, 3) und (5, 6). 

Diese ftinf Stabe schneiden die Gerade, dagegen Stab 4 nicht. Die Stabkraft 8 4 

wird in zwei Komponenten zerlegt, 84 in del' lotrechten Geraden und 8~ in del' 
waagerechten Ebene: 

8 ' S4 h 8" S4 l' 4=1;" 4 =1;' 4, 

wobei 1~ die Projektion von 14 auf die waagerechte Ebene (GrundriB) darstellt. 
Das Moment del' ersteren ist sofort aufzustellen: 

~:. h· n. 

Die letztere Komponente zerlegen wir in del' horizontalen Ebene nochmals in 
zwei Komponenten S~' parallel zu VI'-VI' , die also kein Moment hat, und 

=8" S~' ( ) (S4 1') 1 ( ) 
4 = If' a1 + a2 = 1;' 4 . 7!;' a1 + a2 • 

Diese Kraft hat den Hebelarm (g + h), und es entsteht demgemaB als Mo
mentengleichung fUr die Achse VI'-VI': 

f44 . [(h, n) - (a1 + a2 ) • (g + h)] - p. P6 = 0. 

Die Stablangen sind aus ihren Projektionen zu errechnen: 

1i = Y1? + h2 • 

Die anderen MaBe sind aus den Abbildungen zu entnehmen. Wir sehen also 
aus diesem Beispiel, daB die Aufstellung del' Gleichungen mit den neuen Achsen 
verhaltnismaBig einfach wird und sich die Rechenarbeit zur Auflosung del' Glei
chungen nicht wesentlich erschwert. Die Gleichungen fUr die Achsen IV'-IV' 
und VI'-VI' enthalten nur eine Unbekannte lmd liefern die Stabkrafte 8 3 

und 8 4 ; aus den Gleichungen flir die Achsen 1'-1', II'-II' und III'-III' finden 
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wir S1' S5 und S6' und schIieBlich HWt sich die letzte Stabkraft S2 noch aus 
der Gleichung fiir die Achse V'-V' ermitteln. -

Ein weiteres Beispiel (Abb. 370) soll uns zeigen, wie man sich bei besonderen 
Lagen von Momentenachsen durch Momentenzerlegung und mit Komponenten
bedingungen helfen kann. Wir versuchen bei der Ermittlung der Stabkriifte 
zunachst wieder dadurch vorwarts zu kommen, daB wir dreimal je zwei Gleichun-

--------u-+ I 
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Abb.370. Allgemeines Beispiel fiir den dureh seebs Stabe festgehaltenen Korper. 

gen mit zwei Unbekannten aufstellen, nachdem wir uns iiberzeugt haben, daB 
keine Gerade zu finden ist, die fiinf von den sechs Staben schneidet. Zur Er
mittlung der Stabkrafte S5 und S6 dienen die Achsen I-I und II-II, die beide 
die Stabe I, 2, 3, 4 schneiden. Die Momentengleichungen lauten: 

fUr I-I: (~5 + ~6)'h'b+P.(b+c)=0; 

fiir II-II: ~5'b'd-Sl6'b.e=0. 
5 6 

Zur Berechnung der Stabkriifte S3 und S4 k6nnen die AchsenIII und IV dienen. 
Erstere ist die Schnittgerade der Ebenen (I, 2) und (5, 6), letztere ist die Ver
bindungsgerade des Schnittpunktes der Stabe 1,2 bzw. 5 und 6. Da letzterer im 
Unendlichen liegt, ist IV-IV die durch den Schnittpunkt I, 2 parallel zu 5 
und 6 gezogene Gerade. Das Moment fiir IV-IV k6nnen wir dadurch aufstellen, 
daB wir seinen Vektor, der in die Achse IV-IV fallt, in zwei Komponenten in 
Richtung IV" (lotrecht) und IV' (waagerecht) zerlegen; dann ist: 

Miv = Miv' + Miv" . 

Fiir die Achse IV" haben aber die fraglichen Krafte 8 3 , S4 und P kein Moment, 
so daB das Moment fiir IV' zugleich auch das gesuchte Moment M1V ergibt. 
Da aber S3' S4 und P senkrecht zu IV' verlaufen, ist das Moment leicht anzu
schreiben; es ergibt sich: 

S3' d - S4' e - p. g = O. 

Das Moment fUr III-III liefert: 

(S3 + S4) . b - p. c = O. 
19* 
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Es fehlen dann noch 8 1 und 8 2 , Die Achse V-Vals Schnittgerade der Ebene 
(3, 4) und (5, 6) ist eine geeignete Momentenachse. Es ergibt sich: 

(~: + t)a'h-P'(b+c)=O. 

Die andere Momentenachse ware entsprechend die Schnittgerade der Ebenen 
3,5 und 4, 6. Diese Schnittgerade liegt in unendlicher Ferne. Es wiirden dem
gemaB die Krafte P, 8 1 , 8 2 unendlich groBe Hebelarme erhalten; damit ist 
aber nichts anzufangen. Wir werden in diesem FaIle, wie schon auf Seite 286 
angegeben, die Momentenbedingung durch eine Komponentenbedingung er
setzen, und zwar in Richtung senkrecht zu den beiden fraglichen Ebenen (3, 5) 
bzw. (4,6) und erhalten als Gleichung: 

_ 81 • d + 8 2 • e = O. 
11 l2 

Wir werden also bei der Bestimmung der Achsen stets darauf achten, daB 
diese wenigstens zu einer der drei Projektionsebenen orientiert sind und die He
belarme der Momentengleichungen einfach abzumessen sind. Andererseits wollen 
wir uns nicht auf Momentengleichungen versteifen, sondern bedenken, daB unter 
Umstanden Komponentenbedingungen niitzlicher sind, die dann an Stelle einer 
oder mehrerer (bis drei) Momentenbeziehungen eingesetzt werden konnen. 1m 
iibrigen kann man auch unter Umstanden durch unmittelbare Verwendung der 
Projektionen giinstigere Losungsverfahren bekommen. Man konnte im vor
liegenden Beispiel folgendermaBen vorgehen: Man projiziert das Kraftbild auf 
die Aufrilltafel, also eine Ebene parallel zur Ebene (3, 5) bzw. (4, 6) (Abb. 371 a) 

a 

------~ 
R6'8 

c ~·6· 

I 

: I 
I I I I 
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~O' II 
"I 'I I T?" " .;z' , 

Abb. 371. Behandlung der Konstruktion der Abb. 370 mittels Projektionen. 

und stellt nun Gleichgewicht zwischen P und den Kraften in den Geraden I", 
3", 5" her; so bekommt man die Resultierenden von 8 1 , 8 2 (R12) bzw. 8 3 , 8 4 

(R34) und 8o, 8 6 (R56) in der AufriBprojektion. Mit Hille des CULMANNschen 
Verfahrens findet man das in Abb.371e angegebene Krafteck. 1m Grundrill 
muB die GrundriBprojektion von' R5i;, also Roo im Gleichgewicht stehen mit 
8 1 und 8 2 ; aber da drei Krafte nur im Gleichgewicht stehen konnen, wenn sie 
durch einen Punkt gehen, ist die Lage Roo bestimmt und so auch R12 = Roo 
imd dadurch 8 1 und 8 2 , Aus dem SeitenriB erhalten wir dann 8 3 und 8 4 , Es 
fehlt noch die GroBe von 8 5 und 8 6 selbst; da aber Lage und GroBe ihrer Resul
tierenden bekannt sind, bestehen die beiden Gleichungen: 

85 + 86 = R56 , 
85 , d = 86 ' e, 

womit sie eindeutig bestimmt sind. 
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89. Behandlung bei Symmetrle und Gegensymmetrie. Eine wesentliche Er
leichterung fUr die Ermittlung der Stabkrafte beim SechsstabanschluB tritt dann 
ein, wenn die Festlegung des Karpers, durch die sechs Stabe symmetrisch zu 
einer Ebene angeordnet ist. Es laBt sich dann genau wie in friiheren Fallen 
(Nr.60) wieder die allgemeine Belastung aufteilen in einen symmetrischen und 
einen gegensymmetrischen Lastanteil. Bei der Konstruktion in Abb. 372, die als 
Grundlage einen Motoreinbau bei Flugzeugen hat, besteht die Belastung aus 
drei Komponenten P." P y , P z durch einen beliebigen, giiustig gewahlten Punkt 0 
und drei Drehmomente M"" My, M z • Nach friiherem kann nun jedes beliebige 
raumliche Lastsystem ersetzt werden durch drei Komponenten durch einen ganz 
beliebigen Punkt und drei Kraftepaare; es stellt also die hier dargestellte Bean
spruchung den allgemeinsten Fall dar, da sie jede beliebige Belastung zu ersetzen 
vermag. 

Die Belastungssymmetrie fUr ebene Probleme wurde auf Seite 169ff. be
handelt. Wir kannen in Erweiterung der dort gegebenen Satze fUr den Raum 
folgendes aussagen: Bei geometrischer Symmetrie sind im FaIle der Symmetrie 
der Belastung die Reaktionskrafte, d. h. in unserem FaIle die Stabkrafte, sym
metrisch zur Mittelebene. Es werden symmetrisch angeordnete Stabe also die 
gleiche Last aufnehmen. 1m FaIle der Gegensymmetrie der Belastung sind die 
Reaktionskrafte gegensymmetrisch. Die zugeordneten Stabkrafte Sl und S2 
bzw. S3 und S4 bzw. S5 und S6 werden also gleich groB, abel' entgegengesetzt 
gerichtet sein. 

Fur unser Beispiel ist die symmetrische Belastung (zur Symmetrieebene 
spiegelnd!) dargestellt durch die beiden Krafte P x , Pz und das Moment My. 
Fur diese Belastung ist die Stabkraft Sf = Sf, Sf = Sj, Sf = S:f. (Del' An
zeiger * bezeichnet GraBen, die aus del' symmetrischen Belastungsgruppe her
vorgehen, del' Anzeiger ** bezeichnet die aus del' gegensymmetrischen Belastung 
ermittelten GraBen.) Da die Stabe geometrisch symmetrisch angeordnet sind 
und je zwei sich in einem Punkt auf del' Mittelebene schneiden, haben diese 
beiden Stabe eine Stabkraftresultierende, die in del' Mittelebene liegt. Bilden 
wir nun diese Mittelebene ab, mit den Resultierenden Rt2 aus S'{ und Sf, R3*4 
aus S!!, und Sf, Rrti aus S; und S:f, so ergibt diese das gleiche Bild wie der 
AufriB (Abb. 372d). Es entsteht somit ein ebenes Problem, das in bekannter 
Weise ge16st werden kann. 

(2'Mh = 0: 

(2'M)u = 0: 

(2'Mhn = 0: 

P z • a - P x • b - My + Rf2 . e1 = 0, 

Pz • d - p",. f - .My + Rt4 . e2 = 0, 

p z • g + p x • c - My - Rt6· e3 = O. 

Die errechneten Werte fUr die Stabkraftresultierenden Rt2' Rr4 und Rtl; mussen 
noch in die einzelnen Stabkrafte zerlegt werden. Diese Zerlegung erledigen wir 
zweckmaBig jedoch erst zusammen mit den gegensymmetrischen Stabkrafte!~. 

Die gegensymmetrische Belastung (zur Symmetrieebene spiegelnd mit um
gekehrtem Richtungssinn) ist dargestellt durch die Kraft Py und die beiden 
Momente .Mx und .111.. Die geometrisch symmetrischen Stabe lund 2 erhalten 
durch die gegensymmetrische Belastung gleich groBe abel' entgegengesetzt ge
richtete (gegensymmetrische) Stabkrafte, die wir im Schnittpunkt del' Stabe Zll 

einer Resultierenden Rt2* zusammenfassen kannen. Diese Resultierende Rii 
muB in del' Ebene del' beiden Stabe liegen und wegen del' Gleichheit del' Kraft
graBen senkrecht zur Mittelebene stehen. Sie wird also in all den Projektionen 
in wahrer GraBe vorhanden sein, in denen die Mittelebene als Linie erscheint, 
d. i. del' GrundriB und SeitenriB. Das gleiche gilt von R~* und R?;,*. 
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Abb. 372 a bis f. Behandlung eines Korperanschlusses mittels Belastungsumordnung 
(Motoreinbau beim Flugzeug). 

Diese beiden Pl'ojektionen benutzen wir zur El'mittlung del' Stabkrafte bzw. 
ihl'el' Resultiel'enden R7k*' 1m Grundl'iB (Abb. 372 e) el'halten wir die Gleichungen: 

(LM)r = 0: Rr4*' Xl + PY(XI + X2) + M z + Rt6*(XI + X2 + Xs) = 0, 
(LMhr = 0: -Rt:" Xl + Py ' X2 +Mz + Rtl"(x2 + xa) = 0; 

im SeitenriB (Abb. 372f): 

(LMhu' = 0: Rf2*' za + Py(Z2 + zs) + JlI", + RU(ZI + Z2 + za) = O. 

Als Kontl'ollgleichung k6nnen wir uns noch del' fiir beide Projektionen giiltigen 
Komponentengleichung bedienen: 

LYi = 0: Ri2* + R;4* + R;G* + Py = O. 
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Gleichgewicht von Kraften im Raum ist nur dann gesichert, wenn in allen drei 
Projektionen Gleichgewicht besteht. Also miiBte bei der gegensymmetrischen 
Belastung auch noch in der AufriBprojektion Gleichgewicht vorhanden sein. 
Das ist aber auch erfiillt, da ja im AufriB (Mittelebene) die gegensymmetrischen 
Belastungsgr6Ben P y , Jix , M z verschwinden, also keine Stabkrafte bzw. keine 
Resultierenden R'f2*' Rr:, R;6* auftreten. Wir k6nnen demgemaB auch sagen: 
Fiir die gesamte Belastung (Symmetrie und Gegensymmetrie) haben wir in den 
drei Projektionen Gleichgewicht hergestellt. 

Damit sind aus den beiden Belastungszustanden fiir den allgemeinsten Fall 
die Resultierenden RTk und Rik* gefunden. Diese Resultierenden der Stabkrafte 
miissen nun noch in ihre urspriinglichen Stabkrafte zerlegt werden. Das kann 

Abb. 372 g bis 1. Bestimmuug der Stabkriifte aus den ermittelten Resultierenden. 

aber nur in der Ebene der entsprechenden Stabe geschehen. Zu diesem Zweck 
bilden wir die Ebenen (1, 2) bzw. (3, 4) und (5, 6) vermittels Grund- und Auf
riB naturgetreu ab (Abb. 372g, h), indem wir jedesmal die Stabebene in eine 
Lage parallel zur GrundriBebene drehen; als Drehachsen wurden die Geraden AA 
bzw. BB und GG benutzt. Damit erhalten wir die Richtungen der Stabe in 
ihrer eigenen Ebene und k6nnen die ermittelten Teilresultierenden in ihre Stab
bestandteile zerlegen. 

Auf diese Weise ist also das raumliche Problem des sechsstabigen symmetri
schen Anschlusses auf ebene Probleme zuriickzufiihren. Die allgemeingUltige 
Aussage, daB die drei Projektionen im Gleichgewicht stehen miissen, ist hier 
schrittweise erfiillt worden: die symmetrische Belastung liefert ein Gleich
gewichtsbild des Aufrisses, die gegensymmetrische die Gleichgewichtsbilder des 
Grund- und Seitenrisses. 

XVIII. Die Festlegung eines Korpers durch Lager und entsprechende 
Anschliisse. 

90. Der in Drehlagern gestiitzte Korper. Wir haben in den letzten Ausfiihrun
gen K6rper betrachtet, die durch besondere Stiitzungsstabe mit der Erde verbun
den sind. Geradeso wie bei der ebenen Stiitzung k6nnen nun auch hier statt der 
Stiitzungsstabe andere Verbindungen zwischen K6rper und Erde (bzw. einem star
ren Gebilde) gewahlt werden, Anschliisse, Lager, und es ist die Frage, welcher Zu
sammenhang zwischen ihnen llld den StHtzungsstaben besteht. Wir gehen von den 
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einfachsten Lagern aus. Die bei den ebenen Balken betrachteten Abstutzungen 
waren: das feste Auflager (drehbar, aber unverschieblich), das bewegliche Auflager 
(drehbar und verschieblich) und die Einspannung (undrehbar und unverschieb
lich). Bei den beiden ersteren war der Balken mit der Unterlage durch ein Ge
lenk verbunden, so daB kein Moment vom Balken auf die Unterlage weiter
geleitet werden konnte. Wollen wir nun Vorkehrungen treffen, daB vom raum
lichen Balken oder Korper auf die Unterlage kein Moment ubertragen wird, 
so mussen wir ein Kugelgelenk anordnen, damit jede Drehmoglichkeit vor
handen ist. Den unteren Tell des Lagers konnen wir dann unverschieblich ge
stalten (Abb.373a), also fest mit dem Mauerwerk verbunden, oder verschieb
lich in einer Richtung (Abb. 373b, c) oder verschieblich in jeder Richtung 
(Abb.373d). Die Verschieblichkeit in einer Richtung kann mittels Rollen her
beigefiihrt werden, die fUr jede Richtung mit Hille von Kugeln, die zwischen 
Lagerklotz und Unterlager eingeordnet werden. Durch diese Lager konnen keine 
Momente ubertragen werden, also fur jedes ist M = 0 oder, anders ausgedruckt, 

JIIIx , My, Mz k6nnen nicht auf 
die Unterlage weitergeleitet wer
den. Andererseits kann durch 
das feste Auflager jede Kraft 
weitergefiihrt werden, d. h. es 
konnen die drei Komponenten 
X, Y, Z ubertragen werden oder, 
mit anderen Worten: beim festen 
Auflager im Raum mit Kugel
gelenk kann eine Lagerreaktipn 
in del' X-, y- und z-Richtung auf
treten (bei dem ebenen festen 
Lager nur eine solche in der lot
rechten und in der waagerechten 
Richtung). Bei dem Rollendreh-

Abb.373. Die verschiedenen Kugeldrehlager. lager entsteht in der Verschie-
bungsrichtung keine Lagerkraft, 

also konnen nur Krafte ubertragen werden in der lotrechten Richtung und in del' 
waagerechten Ebene senkrecht zur Bewegungsrichtung; bei Abb. 373 b solche 
in der y-Richtung, bei Abb. 373c in del' x-Richtung. Bei dem Kugellager del' 
Abb. 373d kann uberhaupt keine waagerechte Kraft ubertragen werden, sondern 
nur die z-Komponente. Es stellt demgemaB das feste Raumlager mit Kugel
gelenk drei Unbekannte dar, das Rollendrehlager zwei, das Kugeldrehlager eine. 
1m letzten Falle liegt die Lagerkraft senkrecht zur Stutzungsebene, im zweiten 
Falle liegen beide Komponenten in einer Ebene senkrecht zur Bewegungsrich
tung, also fiillt auch die Lagerkraft selbst in diese Ebene hinein. 1m ersten Falle 
kann die Lagerkraft jede beliebige Richtung annehmen. 

Del' Zusammenhang zwischen diesen Lagern und den Stutzungsstaben ist 
leicht zu erkennen; wenn ein Punkt A gegenuber der Erde unverschieblich fest
gelegt werden soll, benotigt man drei Stabe. Es bewirken also drei Stutzungs
stabe (Abb. 374a) das gleiche wie das feste Auflager. Selbstverstandlich durfen 
diese drei Stutzungsstabe nicht in dieselbe Ebene fallen, denn alsdann ware ja 
Punkt A nicht raumlich fest angeschlossen. 1st andererseits ein Punkt B durch 
zwei Stabe an die Erde angefiigt (Abb. 374b, c), so kann er nur Bewegungen auf 
einem Kreisbogen ausfiihren, del' an der Stelle B senkrecht zur Ebene del' Stabe 1, 2 
verlauft. Praktisch wird bei einem gestutzten Korper von diesem Kreisbogen 
nur ein kleines Stuck in Frage kommen, ein Element, das senkrecht zur Ebene 
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(1, 2), also in x- bzw. y-Richtung verliiuft. Die gleiche Bewegung wird abel' er
reicht durch ein Rollenlager, dessen Bewegungsrichtung senkrecht zur Ebene 
(1, 2) verliiuft. Hat man schlieBlich einen AnschluB nur durch einen Stab 
(Abb. 374d), so kann del' Punkt sich auf einer Kugelfliiche bewegen, von del' im 
praktischen FaIle nur ein 
kleines Fliichenstiick (Flii
chenelement) in Frage 
kommt, das senkrecht zu 
dem Stab liegt. Also 
konnte del' Punkt die 
gleiche Bewegung ausfiih
ren wie bei seiner Stiit
zung in einem Kugeldreh
lager. Wir erkennen aus 
diesel' Betrachtung: ein 
testes riinmliches Lager mit 
K ngelgelenk kann dnrch 
drei Stiltznngsstiibe ersetzt 
werden, ein Rollendreh
lager dnrch zwei, die in 
der Ebene senkrecht zur 
Bewegnngsgeraden liegen 
milssen, nnd ein K ngel
drehlager dnrch einen Stilt

Abb. 374. Ersatz der Kugeldrehlager durch Stiitzungsstiibe. 

znngsstab, der senkrecht znr Bewegnngsebene gerichtet ist. Die Zahl der Lager-
1lnbekannten stimmt mit der Zahl der Stiltznngsstiibe ilberein. 

Da ein Korper durch sechs Stiitzungsstiibe gegeniiber del' Erde festgelegt 
werden kann, so kann dieses auch geschehen durch drei Rollendrehlager (je zwei 
Stiitzungsstiibe) oder zwei Rollendrehlager (je zwei Stiitzungsstiibe) und zwei 
Kugeldrehlager (je einen Stiitzungsstab) oder ein 
Rollendrehlager, ein festes Drehlager (drei Stiit
zungsstiibe) und ein Kugeldrehlager oder ein 
festes Drehlager und drei Kugeldrehlager. Es 
ist allerdings nicht gesagt, daB eine solche 
Lagerung immer den Korper unverschieblich 
festlegt; das bedarf einer Nachpriifung. Man 
kann eine solche etwa dadurch vornehmen, daB I 
man die Lager durch Stiitzungsstiibe ersetzt und (J) I 
feststellt, ob diese Stiibe eindeutige und endliche I 

Kriifte erhalten. Wir bekommen diese sichel' I 
nicht, wenn die sechs Stiitzungsstiibe von einer .. 
Geraden getroffen werden konnen. Es ist bei
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spielsweise del' in Abb. 375 dargestellte Korper, Abb. 375. Verschieblich gestiitzter Korper. 

del' in einem festen und drei Kugeldrehlagern auf 
horizontaler Ebene aufliegt, nicht mehr unverschieblich. Das erkennt man schon 
ohne Stiitzungsstiibe, da sich del' Korper um das feste Lager drehen kann. Ersetzen 
wir die Lager durch Stiitzungsstiibe, so schneidet die mit Stab 1 zusammen
fallende Gerade aIle sechs Stiibe, also haben wir kein eindeutiges System. Andert 
man die Bewegungsebenen del' Kugeln, daB die drei Stiitzungsstiibe nicht mehr 
durch einen Punkt gehen, so kann eine unverscmebliche Lagerung entstehen. 
In Abb. 376a ist ein Korper durch ein festes Drehlager, ein Rollen- und ein Kugel
drehlager abgestiitzt. Die Stiitzungsstiibe fiir diese Lager konnen in del' in 
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Abb. 376b angegebenen Weise eingezogen werden; man erkennt, daB sich jetzt 
keine Gerade angeben laBt, die alle sechs Stabe schneidet. Zur Berechnung der 
Lagerkriifte konnte man so vorgehen, daB man in der unter Nr. 87 angegebenen 
Weise die Krafte der Stiitzungsstabe berechnet. Die Resultierende der Stab-

i a , , 

Abb.376. UnverscWeblich gestiitzter Korper. , 

~ b 
kriifte 8 1 , 8 2 , 8 3 ist dann die Reaktion A, diejenige von 8 4 und 85 die Reak
tion bei B und die Stabkraft 8 6 gibt die Reaktion in C an. Man kann natiir
lich auch die Reaktionen unmittelbar ausrechnen, indem man von den iiblichen 
Komponenten ausgeht; das kommt auf dasselbe hinaus, wie wenn man Stiitzungs
stabe in diesen Richtungen einfiihrt. 

91. Die raumliche Einspannung. - BeanspruchungsgroBen eines beliebigen 
Querschnittes. Die ebene Einspannung legt das Balkenende undrehbar und un
verschieblich fest. Dasselbe gilt von der raumlichen Einspannung: auch hier 

haben wir unverschieblichen und undr~h-
!I 

I 

z 

baren AnschluB. Wie viele Unbekannte treten 
nun an der Einspannstelle auf? An dieser 
kann jede beliebige Kraft und jedes beliebige 
Moment iibertragen werden, weil aber sowohl 
die Kraft als auch das Moment (Kriiftepaar) 
durch drei Angaben bestimmt ist (z. B. 
die drei Kraftkomponenten bzw. die drei 
Komponenten des Momentenvektors), so 
liegen sechs Unbekannte vor. Da bei der Ein

- ''Z' spannung jede Verschiebung ausgeschlossen 
ist, kann sich der Balken (Abb.377) weder in 
der X-, noch in der Yo, noch in der z-Richtung 
verschieben, d. h. er kann die Komponenten 
der Lagerkraft in diesen drei Richtungen 
iibertragen; und da Drehungen ebenfalls un
moglich sind, kann er sich weder um die X-, 

Abb. 377. Die ReaktionsgroBen bei der 
Einspannung. 

noch um die Yo, noch um die z-Achse drehen; 
er kann also an der Einspannstelle das Mo-
ment UpJ. die x-Achse (M.,), sowie diejenigen 

um die y- und die z-Achse (My, Mz) ebenfalls weiterleiten. Das Moment um 
die x-Achse ist ein solches, dessen Vektor in die x-Achse falltI, das Moment 
selbst liegt in der y, z-Ebene; es entspricht dem Biegungsmoment des ebenen 
Balkens, das ja in der Symmetrieebene des Balkens wirkt. Das Moment My 
liegt in .der x, z-Ebene; es ist auch ein Biegungsmoment, aber nicht in einer 

1 Die Momentenvektoren sind durch Doppelpfeile gekennzeichnet, die Kraftvektoren 
durch einfache Pfeile. 
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lotrechten Langsebene, sondern in einer waagerechten; es will den Balken in 
der horizontalen Richtung verbiegen. Das Moment M. dagegen liegt in einer 
Querschnittsebene und wirkt verdrehend auf den Balken; man bezeichnet es 
als Verdrehungsmoment. Ein Verdrehungsmoment (Torsionsmoment) wirkt also 
in einer Ebene senkrecht zur Langsachse, sein Vektor fallt in die Langsachse 
des Balkens; dagegen liegt ein Biegungsmoment in einer Langsebene, sein Vektor 
steht senkrecht zur Stabachse. Von den drei Lagerkraften stellt die x- und y-Kraft 
eine Querkraft dar (senkrecht zur Balkenachse), die z-Kraft dagegen eine Langs
kraft. Wir konnen also sagen: In der raumlichen Einspannstelle sind auBer den 
drei Momenten drei Lagerkrafte, zwei Querkrafte A." Ay und eine .. Langskraft A., 
unbekannt. Bei der ebenen Einspannung lagen dagegen nur drei Unbekannte 
vor, namlich zwei Lagerkrafte und ein Biegemoment. Natiirlich kann man die 
drei Kraftkomponenten zu einer Kraft, der Lagerkraft, vereinigen und die drei 
Momentenanteile ebenfalls zu einem resultierenden Moment zusammenfassen, 
das man wieder als Einspannmoment bezeichnet. 

Die Einspannung ist die einfachste Verbindungsmoglichkeit eines Korpers 
mit einem anderen starren Korper, also eine undrehbare und unverschiebliche 
Befestigung. Wirken auf den eingespannten Balken beliebige Krafte, so konnen 
diese nach friiherem ersetzt werden durch eine Resultierende R', die durch 
einen beliebigen Punkt geht, und ein resultierendes Kraftepaar M~. Diese bei
den Einfliisse wirken also auf den Balken und werden durch den Einspannquer
schnitt weiter nach der Einspannstelle selbst iibertragen. Gegen diese Einfliisse 
wehrt sich die Unterlage; es entsteht dadurch eine Gegenkraft R = R' und ein 
Gegenmoment Mr = M; . Die Komponenten von R sind dann die eben er
wahnten Gegenkrafte All" A y, A., und die Teilmomente von Mr sind die Mo
mente .M." .My, .M.. Diese sechs Unbekannten sind bestimmt durch: 

A.,=-~X,;, .M.,=-(~Mi)'" 
Ay = - ~Yi' eMy = -(~Mi)Y' 
A. = - 2:Z,;, eM. = -(~Mi)., 

wobei wie friiher bedeuten: ~ Xi die Summe der Komponenten aller auf den 
Balken wirkenden Lasten in der x-Richtung und (2' M i )., die Summe der Mo-
mente aller Lasten und der etwa vorhan- 9. 
denen auBeren Momente fiir die x-Achse. i 

Bei der Konstruktion nach Abb. 378 
ergibt sich: 

A.,=O, A.=O, A y=P1 +P2 • 

• M., = P 1 • C + P 2 • (b + c), 

.My = 0, 
eM. = P 2 • a. 

Da man ein raumliches Kraftesystem 
statt durch eine Kraft und ein Krafte- Abb. 378. Beispiel zur Berechnung der R~k-

tionsgroJ3en bei der Einspannung. 
paar auch ersetzen kann durch ein Kraft-
kreuz, konnen wir sagen: Durch den Einspannquerschnitt werden die zwei Krafte 
eines Kraftkreuzes iibertragen, die je nach der Gestalt des auf den Balken wir
kenden Kraftsystems gegeniiber der Einspannstelle ganz verschiedene Lagen 
und GroBen haben, ahnlich wie bei der ebenen Einspannung eine Kraft in all
gemeiner Lage auftrat, (die durch zwei Kraftkomponenten und ein Moment 
ersetzt werden konnte). 

Nach den obigen Ausfiihrungen werden durch den Einspannquerschnitt sechs 
BeanspruchungsgroBen weitergeleitet, die herriihren von einer Resultierenden R, 
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die durch einen beliebigen Punkt (vgl. Nr.84) geht, und einem Kraftepaar . 
.A1s beliebigen Punkt wird man zweckmaBig den Schnittpunkt 0 der z-Achse 
mit der Einspannebene wahlen, so daB dann die Gesamtheit der auf den Balken 
wirkenden Einflusse (Krafte und Momente) ersetzbar ist durch eine Resul
tierende R durch diesen Punkt 0 und ein Moment M,. Diese Betrachtungen 
haben groBe Bedeutung fUr jeden Querschnitt eines raumlich belasteten Balkens. 
Die Wirkung aller Einflusse auf den vom Querschnitt links liegenden Balken-
teil I muB durch den Querschnitt auf den anderen Teil II weitergeleitet werden. 

AlIe auf den einen Balkenteil wirkenden 
Einflusse lassen sich aber nach den obigen 
Ausfiihrungen ersetzen (Abb. 379) durch 
zwei Querkrafte Q"" Qy und eine Langs
kraft Lz in einem beliebigen Punkt, (z. B. 
dem Mittelpunkt des Querschnitts), zwei 
Biegungsmomente B"" By und ein Verdre
hungsmoment T z • Also werden im allge
meinen diese sechs BeanspruchungsgroBen 
im Querschnitt auftreten. Beim ebenen 

Abb.379. Die sechs BeanspruchungsgrllBen eines Balken war es eine Langskraft, eine Quer-
beliebigen Querschnittes. 

kraft und ein Biegungsmoment. Dort lagen 
demgemaB drei BeanspruchungsgroBen vor, entsprechend dem Umstand, daB 
fUr ebene Krafte drei Gleichgewichtsbedingungen aufstellbar waren. Jetzt im 
Raum haben wir sechs BeanspruchungsgroBen, aber auch sechs Gleichgewichts
bedingungen. Wenn die Verbindung zwischen den beiden Korperteilen so aus
gefiihrt wird, daB diese sechs BeanspruchungsgroBen sicher weitergeleitet werden 
konnen, dann sind beide Teile undrehbar und unverschieblich miteinander ver
bunden. Selbstverstandlich mussen die sechs BeanspruchungsgroBen, die die 
Kraftwirkung des linken Teiles I ersetzen, mit den gesamten Kraften des rechten 
Teiles II im Gleichgewicht stehen und umgekehrt. Es ist also: 

Q", gleich der Summe aller X-Komponenten der auf den einen Teil wirken
den Krafte; 

Qy gleich der Summe aller Y-Komponenten der auf den einen Teil wirken
den Krafte; 

Lz gleich der Summe aller Z-Komponenten der auf den einen Teil wirken
den Krafte; 

B", gleich der Summe der Momente aller auf den einen Teil wirkenden Krafte 
, fUr die x-Achse; 

By gleich der Summe der Momente aller auf den einen Teil wirkenden Krafte 
fur die y-Achse; 

Tz gleich der Summe der Momente aller auf den einen Teil wirkenden Krafte 
fur die z-Achse. 

SolI der ganze Balken die auf ibn wirkenden Lasten sicher ubertragen konnen, 
so mussen stets die auftretenden sechs BeanspruchungsgroBen durch die Ver
bindungsstelle zwischen dem Teil links und dem Teil rechts weitergeleitiet 
werden konnen. Man erkennt leicht, daB es zu diesem Zweck nicht notig ist, 
daB die Balkenteile durch einen vollwandigen Querschnitt verbunden sind. Man 
kann ja jedes Kraftsystem im Raum durch sechs Krafte in allgemeiner Lage 
ersetzen oder sie mit sechs Kraften ins Gleichgewicht setzen, sofern ihre Wir
kungslinien allgemeine Lage haben. Da man dieses mit jeder auf einen Balken
teil wirkenden Belastung machen kann, werden wir eine sichere Verbindung 
zwischen dem linken und dem rechten Teil auch dann erreichen, wenn, statt 
der unmittelbaren festen Verbindung der beiden Balkenteile mittels eines ge-
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meinsamen Querschnitts, zwischen den beiden Teilen seeks Verbindungsstiibe in 
allgemeiner Lage eingezogen werden; denn diese Stabkrafte konnen mit der 
gesamten auBeren Belastung links oder rechts ins Gleichgewicht gesetzt werden. 
Die sechs Stabkrafte zusammengenommen ergeben genau die gleiche Wirklmg 
wie die eben eingefiihrten GroBen Q"" Qy, L" Bx, By, T z. Es liegen hier ent
sprechende Verhaltnisse wie in der Ebene vor, wo statt der unmittelbaren festen 
Verbindung zweier Balkenteile auch drei Verbindungsstabe zwischen den Balken
teilen verwendet werden konnten (Nr.54). 

92. Verschiedene AnschluGarten. Zur eindeutigen Festlegung eines Korpers 
brauchen wir sechs Fesseln, die sowohl durch Lagerkrafte als auch durch Mo
mente dargestellt werden konnen. Bei der Einspannung hatten wir z. B. drei 
Momente und drei Krafte, bei den vorher betrachteten raumlichen Lagerungen 
sechs Krafte. Selbstverstandlich muB in jedem einzebien Fall nachgepriift werden, 
ob der Balken bei der Verwendung von sechs Fesseln auch unverschieblich und 
undrehbar festliegt oder, anders ausgedriickt, ob die sechs Unbekannten eindeutige 
Werte erhalten1 . 

Bis jetzt hatten wir als Anschliisse fiir einen Balken an die Unterlage be
trachtet das Kugelgelenk, das iiberhaupt kein Moment iibertragen kann, mit 
festem Lager, Rollenlager und Kugellager (mit drei bzw. zwei bzw. einer Un
bekannten) lmd die Einspannung mit sechs Unbekannten. Neben diesen An
schliissen kommen in der Technik noch mancherlei 
andere Ausfiihrungen vor, darunter auch solche, 
die vier und fiinf Unbekannte aufweisen. Sie mogen 
nun im Zusammenhang betrachtet werden. 

Wenn man den Balken mit einem Zapfen ver
sieht und diesen auf einem Lager unverschieblich Abb.380. Zylinderlager, drehbar um 

eine waagerechte Achse. 
stiitzt (Abb. 380), so kann er nur eine Drehung 

um ein", Achse, hier die z-Achse, ausfiihren. Es 
werden also hier iibertragen: Mx, My und Ax, Ay, 
Az, dagegen kann das Verdrehungsmoment Mz nicht 

-!P 
iE--1z 

I 

Abb. 381. Zylinderiager, drehbar Abb. 382. Zylinderlager, drehbar um 
um eine lotrechte Achse. eine waagerechte Achse senkrecht zur 

Hauptebene. 

Abb. 383. Verschiebliches 
Zylinderlager. 

weitergeleitet werden. Wird der Zapfen verschieblich in der z-Richtung an
geordnet, dann fallt auch die Kraft Az fort. 

Man kann natiirlich auch ein Zylindergelenk mit der Achse in der y-Rich
tung (Abb.381) oder x-Richtung (Abb.382) anbringen und kommt durch 
letztere Anordnung zu einem Lager, wie es meistens als festes Lager fiir ebene 
Konstruktionen angeordnet wird. Es kann hierbei das Moment Mx nicht iiber
tragen, es kann also nur weitergeleitet werden: My als verbiegendes Moment, 

1 Ahnlich wie man eine Lagerkraft durch einen Stiitzungsstab ersetzen kann, konnte 
man auch ein Lagermoment durch einen "Momentenstab" ersetzen, der mit dem Mo
mentenvektor zusammenfiiJlt und eine Fessel darstellt. 



302 Der durch Stabe oder Lager abgestiitzte Korper. 

M z als verdrehendes Moment und Ax, A y, A z. Wird del' Lagerklotz auf Rollen 
gesetzt (Abb. 383), so talIt noch Az fort. Wird del' Lagerklotz auf Kugeln gelagert, 
so kann er auBer My und M z nul' Ay iibertragen1 • Je nach del' Ausfiihrung 
(Reiblmg usw.) konnte es sein, daB nur ein gewisser Betrag del' Momente 
iibertragen werden kann. 

1m ganzen erhiiIt man die in del' Tabelle (Abb. 384) angegebenen Grund
formen von Lagern. FUr die Darstellung ist zwischen Balken und Unterlage 
ein Lagerklotz eingefiihrt. Je nachdem diesel' Klotz mit dem Balken und anderer-

AciJsenlJezeichnung 

2 • 
.--~---. 

Z'yl/no'el'{/elenlr 
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Abb. 384. ttbertragungsmoglichkeiten der verschledenen Lager. 

seits mit del' Unterlage 
verbunden ist, erhalt man 
die verschiedenen Ubertra
gungsmoglichkeiten. In del' 
Tabelle ist angegeben, wel
che GroBe (Kraft odeI' Mo
ment) durch das betreffende 
Lager weitergeleitet werden 
kann. In Reihe I sind die 
Lageranordnungen angege
ben, bei denen Balken und 
Klotz unmittelbar fest mit
einander verbunden sind, 
in del' 2. und 3. Reihe die
jenigen, bei denen ein 
Zylindergelenk mit waage
rechter Achse zwischen 
Balken und Klotz vorhan'
den ist, in del' 4. Reihe 
Konstruktionen mit stehen
dem Bolzen, und in del' 
5. Reihe haben wir Lager, 
bei denen zwischen Balken 
und Klotz ein Kugelgelenk 
liegt. Je nachdem, ob in 
den verschiedenen Stellen 
del' Klotz mit del' Unter
lage steif verbunden odeI' 
auf Rollen bzw. Kugeln 
eingeordnet ist, entstehen 
verschiedenartige Verhalt
nisse. Dabei ist in den 

Fallen b, c, d angenommen, daB durch entsprechende Anordnungen del' Rollen 
bzw. Kugeln die Ubertragung del' angegebenen Momtmte wirklich moglich ist. 

Selbstverstandlich kann man sich auch andere Lageranordnungen vorstellen. 
Es konnten z. B. zwei Drehmoglichkeiten - etwa nach Nr.2 und 3 - mit
einander verbunden sein, dann wiirde gleichzeitig eine Drehung um die y- und 
z-Achse erfolgen, also konnte nur noch Mx iibertragen werden. Diese Anord
nung wiirde einem Kreuzgelenk (Doppelscharnier) entsprechen. 

93. Verschiedene praktische Lagerungen und Anschliisse. Wenn auch nicht 
aile in del' Tabelle aufgefiihrten Lager bzw. Anschliisse in praktischer Ausfiihrung 
vorkommen, so ist diese Zusammenstellung doch sem wichtig, um iiber die ganze 

1 Dabei ist die Anordnung del' Kugeln so vorausgesetzt, daB tatsachlich My und M~ 
auch aufgenommen werden kann. 
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Kraftwirkung an den Lagern Klarheit zu gewinnen. Auf einzelne praktische 
Ausfiihrungen sei nun eingegangen. Haufig findet man bei groBeren Konstruk
tionen, beispielsweise Briickentragern, die Lager 2, a und 2, b, das sind die Auf
lager, wie wir sie bei ebenen Balken kennengelernt haben. Der ganze Briicken
trager (Abb. 385) ist ein raumliches Gebilde; aber seine Haupttragteile sind eben, 
meistens lotrecht stehende Wande (ABOD und EFGH) , die man dann als Scheiben 
durch die angegebenen Lager abstiitzt. Die Auflager A und E haben nach der 

(j 

Abb. 385. Lagerung eines Briickentriigers. 

Tabelle je fiinf Auflagerunbekannte, die Lager B und F je vier, so daB im ganzen 
18 Unbekannte vorhanden sind. Nun bedarf aber der raumHche Korper zur 
statisch bestimmten Lagerung nur sechs Fesseln, also ist der hier dargestellte 
raumliche Korper zwolffach statisch unbestimmt. Die beiden Tragwande ABOD 
und EFGH seien, als ebene Trager betrachtet, beide innerlich statisch bestimmt 
und statisch bestimmt gelagert. Tatsachlich ist aber der ganze Briickentrager 
ein raumliches Gebilde und als solches vielfach statisch unbestimmt. Unter 
gewissen Umstanden (z. B. Windbelastung quer zur Fahrbahn) ist es notig, darauf 
zu achten, daB die ebenen Scheiben Teile eines raumHchen Gebildes sind, so daB 
auch Einfliisse, die auBerhalb der Ebene der Scheiben liegen, von dem Gebilde 
aufgenommen werden konnen. 

Die Fliigel eines Flugzeugs sind vermittels der Holme an dem Rumpf entweder 
mit Kugel- oder Zylindergelenk oder auch durch Einspannung befestigt und 
vielfach noch abgestiitzt. 

Von anderen Anschliissen, wie sie bei verschiedenen Konstruktionsgebilden 
auftreten, betrachten wir zunachst die Lagerung einer Abraumforderbriicke. Die 
oft ungenauen Gleisanlagen und die Unebenheiten des Bodens einer Braunkohlen
grube fordern eine "Raumbeweglichkeit" dieser Briicken, aber doch so, daB die 
gesamte Konstruktion "festliegt". Es ist also bei der Lagerung darauf zu achten, 
daB die Forderbriicke ohne inneren Zwang den verschiedenartigsten Bewegungen 
des Gelandes und damit der beiden Radwerke folgen kann. "Ohne inneren 
Zwang" ist aber die gleichlautende Forderung mit "statisch bestimmt". Die 
Ausfiihrung dieser statisch bestimmten Lagerung bietet bei derartig schweren 
Gebilden insofern Schwierigkeiten, als die Verbindung mit dem Boden auf zahl
reiche Rader verteilt werden muB, um die einzelnen Raddriicke nicht zu groB 
werden zu lassen. Konstruktive Moglichkeiten sind in den Abb.386 und 387 
angegeben. 

In Abb. 386 ist z. B. die Auflagerung einer Forderbriicke in zwei Geleisstrangen 
mit je 32 Radern, das sind insgesamt 64 Rader, bewerkstelligt. Trotz dieser 
64 Auflagerpunkte ist die Forderbriicke aber statisch bestimmt, d. h. mit sechs 
Unbekannten in allgemeiner Lage gelagert. 
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Die an einer Lagerstelle (linkes oder rechtes Stiitzungssystem der Briicke) 
angebrachten 32 Rader sind mit Traversen zu je 16 Stiick in zwei Drehgestellen 
zusammengefaBt, und zwar so, daB sich eine auf die Stiitzstelle C, D, E oder F 
wirkende lotrechte Kraft gleichmaBig auf die 16 Rader verteilt. Damit wirkt 
jeder der vier Stiitzpunkte der einzelnen Drehgestelle als Auflagerstelle, die so
wohl in der lotrechten Richtung als auch - bei Feststellung (Bremsung) der 
Rader - innerhalb der waagerechten Ebene in und senkrecht zur Fahrt
richtung keine Bewegung zulassen. 

Vom statischen Gesichtspunkt konnen somit die Stiitzpunkte an den Dreh
gestellen als Ausgangspunkte (feste Kugelgelenke) fUr die Stiitzung des Briicken
systems betrachtet werden. Damit in der Fahrtrichtung der einzelnen Wagen 

Abb. 386. Lagerung einer Forderbriicke auf 64 Radern. 

kein Zwang auf tritt, wird nur einer der Drehgestellwagen gebremst; auBerdem 
ist die durch die Drehbeweglichkeit der Briickenstiitze A gewonnene Ver
schiebungsmoglichkeit der beiden Drehgestellstiitzpunkte C und D eine Gewahr 
fiir die eindeutige Aufnahme von Kraften in Richtung der Briickenachse, eine 
derartige Kraft wird sich zu gleichen Teilen auf die beiden Punkte C und D 
verteilen. 

tJber diesen Drehgestellpunkten C und D ist die linke Stiitze A aus zwei 
Rahmengliedern aufgebaut, von denen das eine starr, das andere drehbar urn 
eine lotrechte Achse mit dem Briickentrager verbunden ist. Damit ist erreicht, 
daB die Briicke in bezug auf das linke "Lager" A eine Drehung urn die lotrechte 
Achse und eine Drehung urn die Verbindungslinie der Drehgestellstiitzpunkte CD 
ausfiihren kann. Es werden also nur aufgenommen: die drei Kraftkomponenten 
Ax, A y , A z und ein Moment urn die Briickenhauptachse (Verdrehungsmoment 
des Briickentragers), das sind insgesamt vier Lagerfesselungen am linken Auf
lager A. 

Am rechten Lager B sehen wir als Verbindung des eigentlichen Briicken
tragers mit dem Stiitzrahmenwerk ein Hiilsengelenk; das bedeutet, daB hier 
sowohl die Langskraft als auch das urn die Briickenachse drehende Moment sich 
auswirken konnten. Ebenso sind die heiden iihrigen Drehwirkungen (urn die 
lotrechte Achse und urn die Verbindungslinie der Drehgestellstiitzpunkte E und F) 
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durch entsprechende Anordnung des Rahmenwerks ermoglicht. Es verbleiben 
als aufnehmbare Unbekannte nur die beiden Komponenten in lotrechter Richtung 
und in Fahrtrichtung. Die letztere wird wieder eindeutig bestimmbar durch 
Abbremsen nur eines Drehgesteilwagens. Diese beiden Fesseln des rechten 
Lagers B ergeben mit den beschriebenen vier Fesselungen des linken StiitzwerkesA 
insgesamt sechs Fesselungen, also eine statisch bestimmte Lagerung der Forder
briicke. 

Die in der Abb.387 dargesteilte Lagerung der Forderbriicke auf Raupen
fahrwerken fordert eine erhOhte Bewegungsmoglichkeit der Abstande der beiden 
Fahrwerke gegeniiber der Schienenlagerung. Auch hier wieder wird auf jeder 
Seite nur ein Raupenfahrwerk abgebremst, um die Kraftaufnahme in der Fahrt-

Abb.387. Andere Lagerung einer Fiirderbriicke. 

richtung eindeutig werden zu lassen. Die Traversenanordnung der Raupenbander 
erlaubt uns wieder, die Punkte 0, D, E und F als Festpunkte fiir unseren Aufbau 
(Gelenke mit eindeutigen Kraften) anzusehen. 

Das linke Lager A ist, auBer seiner Drehbarkeit um eine lotrechte Achse, dreh
beweglich um die waagerechte Achse senkrecht zur Briickenhauptachse, und zwar 
doppelt, denn die Verbindung der Stiitzpunkte OD steilt ebenso wie die am 
oberen Ende des Rahmens A angegebene Scharnieranordnung eine Drehmog
lichkeit dar; durch diese beiden parallel angeordneten Gelenke ist ein Aus
schwenken des Rahmenwerkes aus der lotrechten Ebene moglich, d. h. es kann 
~n A keine in Richtung der Briickenachse wirkende Kraft aufgenommen werden. 
Es verbleiben somit am Lager A nur die drei Fesselungen: eine Lagerkraft in 
Fahrtrichtung, eine solche lotrecht und ein Torsionsmoment der Briicke. 

Am Lager B stellt die Achse durch die Auslegeranordnung G und das Kopf
lager der Stiitze Beine Drehbeweglichkeit der Briicke um die Hauptbriickenachse 
dar. Weiterhin ist eine Drehung um die lotrechte Achse ermoglicht, und ebenso 
die Drehung um die Achse EF. Hier konnen also nur die drei Kraftkomponenten 
B"" By und Bz gehalten werden. (In Langsrichtung wird die Kraft durch die 
Sperrung der Langsverschieblichkeit am Hiilsenlager G aufgenommen.) Diese 
drei Fesseln stellen zusammen mit den drei Fesselungen des linken Lagers also 
wiederum eine mit sechs Fesseln gehaltene statisch bestimmte Festlegung der 
Forderbriicke dar. 

Schlink, Statik. 20 
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Weitere Raumlagerungen des Hebezeugbaues sind die der Drehkrane, die 
ebenfalls meistens statisch bestimmt ausgefiihrt werden (Abb. 388). Das Druck

, ., 

lager (Konigsstuhl genannt) besitzt drei 
Fesseln (zwei quer und eine langs der 
Drehachse wirkende Krafte), das Hals-
lager zwei Lagerkrafte. Die iibrigblei-

1 bende Drehmoglichkeit wird durch eine 
Bremse, als sechste Fesselung, beseitigt, 
wenn der Kran feststehen soIl; wird die 
Bremse gelOst, so ist damit nicht mehr 
die Drehbewegung gefesselt und der 
Kran kann gedreht werden. Die Bremse 
stellt somit hier eine ausschaltbare Dreh-

Abb. 388. momentenlagerung dar. 
Stilt%UPIl elDee Drehkrap<'e. 

Eine ahnliche Lagerung finden wir bei 
der Kurbelwelle (Abb. 389), der Trans
missionswelle, der Schiffsschraubenwelle 
usw. Sie sind aIle in flinf Fesseln, ein 

festes und ein verschiebbares Drehlager, gehalten, und es ist bei all diesen an
treibenden Wellen das Drehmoment die einzige GroBe, die sich auswirken kann 

I und die sich mit dem Kupplungsdreh-
---+ moment bzw. dem widerstehenden 

. Moment des Arbeitsvorganges aufhebt. 
Wenn wir von den Anlauf- und Aus
laufvorgangen absehen, steht bei kon
stantem Lauf dieser Wellen das Dreh
moment am Ende der Welle mit dem 
Arbeitsdrehmoment im Gleichgewicht, Abb. 389. Lagerung einer Kurbelwelle. 
d. h. es ist diese Gegenwirkung geradezu 

einer Lagerfesselung gleichwertig. Bei Transmissionswellen werden wegen der 
sonst zu groBen Durchbiegung oft weitere Lager angebracht, das fiihrt aber 

Abb. 390. Lagerung einer Dampfturbine. 

dann zu einer statisch unbestimmten Lage
rung. Die statisch bestimmte Lagerung hat 
den Vorteil, daB sich keine inneren Span
nungen (sog. "Zwang") ausbilden konnen, 
d. h. daB die entstehenden Beanspruchungs
groBen des Werkstiicks eindeutig aus der 
auBeren Belastung bestimmt werden konnen. 

Zur Vermeidung dieser inneren Spannun
gen miissen auch aIle temperaturwechselnden 
Maschinenteile, selbst ohne auBere Lasten, 
stets so gelagert sein, daB sich die Warmeaus
dehnungen bei diesen Maschinen auswirken 
konnen. Anderenfalls entstehen "Warme
spannungen", die ihrem Wesen nach die glei
chen inneren Spannungen sind wie die durch 
unbestimmte Lagerungerzeugten "elastischen 
Spannungen". So ist z. B. die in Abb. 390 dar
gestellte Lagerung einer Dampfturbine derart 

ausgebildet, daB vom Abdampfstutzen her, der an dem starren Kondensator 
unverschieblich angebracht ist, die Maschine einer Warmeausdehnung in jeder 
Richtung nachgeben kann. Die seitliche Ausdehnung der beiden Pratzen am 
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Niederdruckende ist durch Feder und Nut erreicht, die Ausdehnungsmoglichkeit 
in del' Ebene (zwei Richtungen) ist fiir die Hochdruckseite durch groBer gebohrte 
Locher in den dortigen Pratzen gegeben. Die Dampfzufuhr in dem verschieblichen 
Hochdruckteil del' Maschine muB entsprechend mit einem elastischen Rohr, 
einem Metailschlauch, erfolgen. Die beiden in vertikalen Nuten gefiihrten Nasen 
des Gehauses verhiiten eine Querverschiebung del' Maschine. Die so ausgehlhrte 
Lagerung del' Turbine gestattet eine unbehinderte Warmedehnung des Gehauses 
und del' darinsitzenden Maschinenteile, ist abel' yom statischen Gesichtspunkt 
aus imIDer noch zweifach statisch unbestimIDt, denn es liegen au den groBer 
gebohrten Lochern je eine, das sind im ganzen zwei, an den mit Nut und Feder 
versehenen Auflagerpratzen je zwei, das sind vier, und schlieBlich an jeder 
Fiihrungsnase noch eine, das sind zwei, also insgesamt acht Unbekannte VOl', 
wahrend zur statisch bestimmten Lagerung sechs Unbekannte notig und ge
fordert sind. 

Neben dem GroBmaschinenbau finden wir die Forderung nach statisch be
stimmter Lagerung auch in del' feinmechanischen MeBtechnik. Die Lagerung 
vieleI' Me13instrumente (Abb.391) beruht, ahnlich wie bei del' Kranlagerung, in 
del' Festlegung del' Achse des beweglichen Anzeigeteils in 
zwei Lagern, von denen eines drei, das andere zwei Kompo
nenten aufnimmt. Damit sind aile Krafte und aile Biege
momente del' Achse aufzunehmen. Das verdrehende Moment 
kann nicht aufgenommen werden; es dient zur Messung del' 
zu untersuchenden GroBen. Die Drehung wird erschwert 
durch irgendeine bekannte Feder odeI' dergleichen; die abel' 
einen Ausschlag zulaBt, del' als MaB des Drehmoments bzw. 
del' zu messenden GroBe abgelesen werden kann. Da mit 
jeder Lagerung unvermeidlich ein gewissel' Reibungswider- Abb.391. Stiitzung eines 

MeJ3instrumentes. 
stand vel'bunden ist, verzichtet man bei hochempfindlichen 
Instrumenten, die schon auf ganz geringe El'regungen ausschlagen sollen, oft auf 
das Halslager, nimmt dem Instrument, z. B. Elektrometer, abel' damit die Mog
lichkeit, seitliche Krafte odeI' Biegemomente aufzunehmen; es ist also gegeniiber 
diesen Einfliissen nicht gesichert. All diese Instrumente miissen auBer Gebrauch 
arretiert, d. h. diesen seitlichen Kraften und Momenten gegeniiber festgestellt 
sein. VOl' Gebrauch wird das Instrument mit Hille einer Libeile so ausgerichtet, 
daB die Schwerkraft des Fadens und des beweglichen Instrumententeils genau in 
del' Drehachse wirkt. Das als MeBgroBe aufzubl'ingende.Moment muB als reines 
Drehmoment in die Instrumentenachse eingeleitet werden, da jede iibrigbleibende 
Komponente die aufgehangte MeBapparatur seitlich verschieben kann. Es stellen 
diese Arten von MeBinstrumenten in gewissem Sinne ein raumbewegliches Pendel 
dar, dem durch eine Torsionsfederung (z. B. eine bifilare Aufhangung) die fl'eie 
Drehbewegung genommen ist. Das Instrument wiirde vel' sagen , wenn irgend
welche seitlichen Riittelbewegungen (Schwingungen) des Instrumententisches 
Krafte auf den Dl'ehteil ausiiben (Massenkrafte). 

Diese Anpa88ung der Lagerung an die tatsachlich auftretenden Krafte, die 
hier nur mit allen Vol'sichtsmaBregeln aufgebracht werden, konnen, da fUr andere 
Kratte das System nicht mehr stabil ist, bei groBeren Bauwerken und Kraften 
unter Umstanden zu einer groBen Gefahr werden. Jede auftl'etende Kraft, 
die nicht in den zu erwartenden berechneten Kraften enthalten ist, wiirde 
zum Zusammenbl'uch del' Gesamtkonstruktion fiihren. Es ist iiberhaupt bei 
Raumwerken die Frage del' Steifigkeit (Stabilitat) immer besonders nachzu
priifen und VOl' ailem darauf zu achten, daB solche Gebilde gegen aile Verschie
bungsmoglichkeiten gesichert sind, nicht bloB etwa in der Ebene, in del' die 

20* 
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wesentlichen Krafte auitreten. Wiirden wir z. B. eine groBe Briicke so ausfiihren, 
daB die tragenden Wande als selbstandige ebene Scheiben ausgebildet sind, 
zwischen die die Fahrbahn genau symmetrisch angeordnet ist, so ware unter 
der normalen Briickenbelastung kein Grund zum Zusammenbruch vorhanden, 
aber die geringste seitlich gerichtete Windkraft wiirde die beiden Seitenwande 
zu einem raumlich belasteten ebenen Gebilde machen, das bei fehlender Steifig
keit um die Achsen in der Wandebene zusammenbrechen wiirde. Eine Baugrube 
darf daher nicht nur in der Querrichtung durch ebene Versteifungswande aus
gesteift werden, sondern es muB mit der Moglichkeit gerechnet werden, daB auch 
Langskrafte auftreten 1 ; ein Bergwerksstollen darf nicht allein durch eingesetzte 
Bogen gegen den Druck von oben und seitlich abgestiitzt sein, sondern die Bogen 
miissen gegeneinander versteift werden, damit auch ein seitlich wirkender Druck 
aufgenommen werden kann. 

XIX. Der ranmlieh belastete Balken. 
94. Bereehnung der sechs BeanspruchungsgroBen eines Querschnitts beirn 

geraden Balken. Die sechs Lagerfesselungen der Einspannung eines raumlich 
belasteten Balkens entsprechen, wie wir bereits in Nr.91 gesehen haben, den 
sechs BeanspruchungsgroBen, die fiir einen beliebigen Querschnitt auitraten. 
Die Definition der BeanspruchungsgroBen ist gleichartig der der Ebene: Es ist 
das Biegemoment einer Schnittstelle gleich der Summe aller biegenden Einfliisse 
(auBere Momente und Momente aller Krafte) fUr den abgeschnittenen Teillinks 
oder rechts. 1m allgemeinen Fall werden diese Momente in verschiedenen Ebenen, 

b 
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Abb.392. 
Zur Vorzelchenregel 
der Beanspruchungs· 

grll.l3en. 

die aIle die z-Achse enthalten, liegen. Ihre 
Vektoren fallen also in verschieden ge
richtete Geraden; als Summe ist dann 
natiirlich der resultierende Vektor dieser 
verschiedenen Momentenvektoren aufzu
fassen. Es handelt sich dabei um eine 
geometrische Summe. Entsprechend ist 
das Torsionsmoment fiir eine Schnitt
stelle die Summe (jetzt algebraisch!) 
aller verdrehenden Einfliisse fiir den ab
geschnittenen Teil links oder rechts. Das 
erwahnte resultierende Biegungsmoment 
konnen wir in zwei Teilmomente J3i, yBi 

zerlegen(Abb. 392; es ist dabei ",B; das 
Biegemoment fiir die Schnittstelle i, 
dessen Vektor in der x-Richtung steht. 

Es stellt dieser Vektor ein (Biege-) Moment dar, das um die x-Achse dreht, also 
in der y, z-Ebene wirkt, wobei die x, y-Ebene mit einer Querschnittebene zu
sammenfallt, wahrend die z-Richtung in der Langsachse verlauft. Das Ver
drehungsmoment miiBte dementsprechend den Anzeiger z erhalten, was aber 
iiberfliissig ist, da es nach seiner Definition eindeutig festgelegt ist mit einem 
Vektor in der Richtung der Balkenachse. Selbstverstandlich konnen die beiden 

1 1m Jahre 1935 ereignete sich beim Bau der Untergrundbahn in Berlin der Einsturz 
einer Baugrube, dem viele Menschenleben zum Opfer fielen. Es wurde dann festgestellt, 
daB der Absteifung der Baugrube die geniigende Stabilitat fehlte. Man hatte zu wenig dar
a,uf geachtet, daB auch Krafte in der Langsrichtung des Geriistes auftreten kOnnen und 
hatte in dieser Richtung keine geniigenden Zwischenversteifungen angebracht. "Es zeigte 
sich, daB es bei den groBen Aussteifungssystemen von Baugruben grundlegend wichtig 
ist, daB man das Kraftespiel nicht nur eben betrachtet, sondern auch die Folge von 
kleinen raumlichen Verschiebungen untersucht und gegebenenfalls unterbindet." 
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Biegungsmomente und das Torsionsmoment auch dadurch gewonnen werden, daB 
man samtliche au.Beren Momente und die Momente aller Krafte links oder rechts 
von dem hetreffenden Schnitt vektoriell zusammensetzt und dann diesen resul
tierenden Vektor zerlegt in drei Komponenten, in der x-, yo, z-Richtung; die 
heiden ersteren Komponenten stellen dann die Biegungsmomente ,;B, und yB, 
dar, letztere das Verdrehungsmoment T i • 

Die Quer- und Langskrafte sind ebenso wie in der Ebene definiert als die 
Summe aller Krafte links oder rechts quer bzw. Iangs der Balkenachse. Es ist 
z. B. die Querkraft zQ, dargestellt durch die Summe der X-Komponenten aller 
Krii.fte fiir den abgeschnittenen Teillinks oder rechts. Bei der Langskraft kOnnen 
wir uns wieder, genau wie be~ Torsionsmoment, den Anzeiger z schenken, da· 
die Richtung Iangs der Balkenachse eindeutig festgelegt ist. 

Beziiglich der Vorzeichenfrage wollen wir eine Regel festsetzen, in der die 
Vorzeichenregelung des ebenen Balkens mit enthalten ist. Wir nennen das Biege
moment, z. B. ,;B" positiv, wenn es fiir den linken abgeschnittenen Teil einen 
Vektor in Richtung der festgelegten positiven Koordinatenrichtung x (von vorn 
nach hinten) ergibt und fiir den rechten abgeschnittenen Teil einen der Koordi
natenrichtung entgegengesetzten Richtungssinn liefert. FUr die Festlegung von 
"links" und "rechts" wahlen wir einen Standpunkt, den wir uns in der Zeichnung 
am besten durch einen Punkt andeuten. In gleicher Weise treffen wir auch eine 
Festlegung des Vorzeichens fiir das Torsionsmoment: es ist positiv, wenn fiir 
den linken abgeschnittenen Teil der Torsionsmomentenvektor in Richtung der 
festgesetzten positiven z-Koordinate verlauft. FUr die Vorzeichen von Quer- und 
Langskraft gelte: die Querkraft ist positiv, wenn sie fiir den linken abgeschnittenen 
Teil in Richtung der Koordinate, fiir den rechten entgegen der Koordinatenrich
tung verlauft; die Langskraft ist als Zugwirkung positiv, als Druckwirkung negativ. 

Man erkennt leicht, daB die Vorzeichenregel fiir Querkraft und Biegemoment 
beim ebenen Balken sich mit der hier angefiihrten deckt. Die Vorzeichenregel 
der drei Beanspruchungsmomente laBt sich ohne weiteres auch in folgender Form 
bringen: Bezeichnen wir bei der Draufsicht auf eine Querschnittsflache die 
Richtung nach oben mit +y, die Richtung nach rechts mit +x, so sind die Biege
momente mit dem Vorzeichen zu versehen, das ihr Vektor in bezug auf das so 
gewahlte Koordinatensystem besitzt; das Torsionsmoment ist positiv, wenn es 
aus dem Querschnitt im Sinn einer rechtsgangigen Schraube herausdreht, also 
nach dem Standorte zu. . 

Die Vektoren der beiden Biegemomente liegen in der Querschnittsflache und 
stehen senkrecht zu ihrer Wirkungsehene. Setzen wir die beiden Vektoren zB. 
und yBi zusammen, so erhalten wir das resultierende Biegemoment B i , zuniichst 
als Vektor in der Querschnittsebene. GemaB der Darstellungsart der Momente 
durch Vektoren, die senkrecht stehen auf der Wirkungsebene des Momentes, 
wirkt demgemaB das resultierende Biegemoment in der Ebene, die gebildet wird 
aus der Balkenachse (z-Achse) und einer Senkrechten zum Momentenvektor B i • 

Die Senkrechte zum Vektor Bi stellt den Schnitt der jeweiligen Momenten
wirkungsebene mit dem Querschnitt dar undheiBtdie "Momentenspur" (Abb. 392b). 
Sehr oft wird es fiir die weitere Behandlung des Balkens nicht von grqBer Be
deutung sein, die Momentenspur zu bestimmen, es geniigt vielmehr die Angabe 
der beiden Momentenvektoren ,;B, und yB, bzw. der Biegemomente in der 
y, z-Ebene und der x, z-Ebene. Es wird sich die Zusammensetzung der beiden 
Teilmomente ,;Bi und yB, zum resultierenden Biegemoment nur dann empfehlen, 
wenn es sich um einen runden Querschnitt (Kreis oder Kreisring) handelt, in 
allen anderen Fallen werden wir es zweckma.Big hei der Aufteilung des resul
tierenden Biegemomentes in die beiden Teilmomente zBi und yB. belassen. 
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Die Darstellung des resultierenden Biegemomentes (bei Wellen und kreis
runden Achsen) kann nun auf zwei verschiedene Arten folgen: wir tragen ent
wedel' die Momentenvektoren in ihrer Gro.Be und Richtung senkrecht zur Balken
achse auf, odeI' wir geben die Biegemomente in ihrer Gro.Be als Langen (Ordinaten) 
auf del' Momentenspur des betreffenden Querschnitts an. Die letztere Art del' 
Darstellung entspricht dem Bild del' Momentenflache des ebenen belasteten 
Balkens (Nr.42). Die beiden Auftragsarten ergeben jedoch die gleichen Bilder, 
die nur urn die Balkenachse urn den Winkel 90 0 verdreht sind. Wir wahlen fUr 
unsere Darstellungen am besten die mit del' Ebene iibereinstimmende Abtragung 
del' Momentengro.Ben auf del' Momentenspur. Wenn man fUr jeden Querschnitt 
des Balkens die resultierende Ordinate (aus Bx und By) bestimmt und sie nach 
Gro.Be und Richtung auf del' Momentenspur von del' Achse aus auftragt, erhalt 
man die "resultierende Momentenflache", die an jeder Stelle del' Balkenachse 
die Gro.Be und Lage (Wirkungsebene gegeben durch die Ordinate und Balken
achse) des Biegemomentes Bi zeigt. Die resultierende Momentenflache ist im 
allgemeinen eine verwundene Flache, die sich mehr odeI' weniger urn die Balken
achse herumschraubt. Del' Verlauf del' Biegemomentengro.Ben zwischen Einzel
kraften ist jedoch nicht mehr durch ein lineares Gesetz gegeben, da die Gro.Ben 
senkrecht auf del' Stabachse nach einer zu diesel' Stabachse windschiefen Gera
den gemessen werden, also einem hyperbolischen Gesetz folgen. 

Ein Beispiel soll die AusfUhrungen klarer machen. 

Ubungsaufgabe. 

Auf del' in Abb. 393 dargestellten Transmissionswelle sind vier Riemenscheiben 
aufgebracht, die die angegebenen Krafte iibertragen. Es sollen die Biegungs
momente in del' waagerechten und lotrechten Ebene und die Verdrehungs
momente ermittelt werden. 

Losung: Die Lasten laufen in ganz verschiedener Richtung. Ihre waagerechten 
Komponenten ergeben Biegemomente in del' waagerechten Ebene, ihre lotrechten 
dagegen solche in del' lotrechten Ebene. Da die auf die einzelnen Scheiben wirken
den Lasten verschieden gro.B sind, entstehen au.Berdem auch Verdrehungs
momente. Die in del' Abbildung eingetragenen Langen sind in Millimeter 
angegeben. 

Wir denken uns jede Kraft in eine lotrechte und eine waagerechte Komponente 
zerlegt und betrachten zunachst die lotrechten .Krafte. 

An del' Scheibe E treten keine lotrechten Krafte auf, an Scheibe F zwei 
Komponenten nach oben, an Scheibe G laufen beide Krafte lotrecht, und an H 
sind zwei lotrechte Komponenten nach unten vorhanden. Mit Einfiihrung ihrer 
Gro.Ben ergeben die Momentengleichungen fUr die Punkte A und B: 

(2'M)A = 0: 

-(150 + 300) . sin45° . 0,2 + (lOO + 50) . 1,6 + (200 + lOO) . sin30° . 2,5 
-Bv' 2,7 =0, 

Bv = 204,2 kg (nach oben); 
(2'.Ji!I)B = 0: 

-(200 + lOO) . sin30° '0,2 - (lOO + 50) . 1,1 + (300' 150)' sin45° . 2,5 

+Av' 2,7=0, 
Av = -222,4 kg (nach unten). 

Die Nachpriifung ergibt, da.B die Gesamtsumme del' lotrechten Lasten sich 
gegen die errechneten Werte aufhebt. 



Ubungsaufgaben. 

Die Biegungsmomente fiir die lotrechte Belastung errechnen sich zu: 

B.,!=O, 
BF = -222,4' 0,2 = -44,72 mkg. 
BG = -222,4'1,6 + (300 + 150) . sin 45 ° . 1,4 = 89,63 mkg. 
Bll = 204,2 . 0,2 = +40,84 mJig. 

(Zur Probe wurde BG auch fiir den rechten Teil errechnet: 
BG = 204,2 . 1,1 - (200 + 100) . sin 30° • 0,9 = 89,63 mkg.) 

c' 

~~~m~IT, rrrrrrrr~~~~~~~rrrrrrrrrr=~,~~ww~~,c 

8i : i! 

: a' 
:'--I_ 

lolrechles BL' I 

a' 

b' I 1/l-r---= : 
: LLLLJ 
I 0 50 100mkg :d 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I : r---------- 'a 
I Bereich! 

311 

I 
I 
I 
1 
I 

Abb.393. Transmissionswelle 
CtJbungsbeispiel). 

y e I 
I 
1 

I --moment 'll!rnl< mk 

1blJmk911111J 1 t 111111111+111111111111111111 1
(11111' II111111111111111 f 

I 
1 

I I ! ! ! I ! 

: 0 20 'II! 50 80 loomKg 

Die Momentenflache fiir die lotrechten Lasten ist in Abb. 393 d dargestellt. 
Zur Ermittlung der waagerechten Biegemomente wird die Welle von oben 

betrachtet. Dann wirken die waagerechten Kriifte an den Scheiben E und H 
nach hinten, dagegen an Scheibe F nach vorn. Es findet sich aus den Momenten
gleichungen fiir die Punkte A und B: 

(2M).,! = 0: 
(400 + 200) . 0,1 + (300 + 150) . cos45° . 0,2 - (200 + 100)' cos30° . 2,5 

+Bh ·2,7=0, 

(.2'M)B=O: 
Bh = 194,8 kg (nach vorn); 

-(200 + 100) . cos30° . 0,2 + (300 + 150) . cos45° . 2,5 - (400 + 200) . 2,8 

+Ah ' 2,7 = 0, 
Ah = 346,9 kg (nach vorn). 
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Die Nachpriifung bestatigt, daB die Summe aller waagerechten Komponenten 
verschwindet; bei der Ansicht von oben auf die waagerechte Schnittebene er
halten wir: 

BA = +600 ·0,1 = +60 mkg, 
Bp = +600·0,3 - 346,9'0,2 = +1l0,62 mkg, 
BH = -194,8 . 0,2 = -38,95 mkg. 

Zur Probe sei BH auch von links her berechnet: 

BH = +600 . 2,6 - 318,15 . 2,3 - 346,9 . 2,5 = - 38,95 mkg. 

Zur Ermittlung der resultierenden Biegemomentenflache muB man beachten, 
daB ein positives lotrechtes Biegemoment auf der Momentenspur nach oben, 
ein positives waagerechtes nach vorn aufgetragen werden soll (x- u. y-Richtung 
in Abb. 393e). Die Vektoren der Biegemomente stehen senkrecht zur Momenten
spur, d. h. das positive waagerechte Biegemoment ergibt einen Vektor nach 
unten, das positive lotrechte einen Vektor nach hinten (ffir den linken 
abgeschn. Teil). 1m Gebiet III des Balkens fallt demgemaB das resultierende 
Biegemoment in den zweiten Quadranten, im Gebiet I dagegen in den vierten 
Quadranten, und im Gebiet II, wo sowohl Bw wie Bl positiv war, in den ersten 
Quadranten. Dieses resultierende Biegemoment wurde konstruiert und dann je
weils auf der zugehorigen Momentenspur in seiner GroBe aufgetragen. Die ein
gezogenen Geraden in Abb. 393c geben die wirkliche Lage der Momentenspur an, 
das ist der Schnittlinie der jeweiligen Momentenebene mit der Querschnittebene. 

In Abb.393f ist schlieBlich die Verdrehungsmomentenflache dargestellt. 
Links von A wirkt das Verdrehungsmoment . 

TE = (400 - 200) ·0,5 = 100 mkg. 

Es bleibt konstant zwischen den Scheiben E und F. Rechts von Scheibe F bis 
zur Scheibe Ghat das Torsionsmoment die GroBe 

Tp = (400 - 200) ·0,5 - (300 - 150) ·0,4 = 40 mkg, 

zwischen Scheibe G und Scheibe H: 

TG = (400 - 200) . 0,5 - (300 - 150) • 0,4 - (100 - 50) . 0,2 = 30 mkg, 

zwischen H und B: TH = o. 
95. Der riiumJich belastete Rahmen mit ebener Mittellinie. Den Betrach

tungen der Ebene zufolge ist auch der raumliche Rahmen nichts weiter aIs die 
Erweiterung eines Balkens; es stellt also der Rahmen im wesentlichen einen in 
verschiedenen Richtungen abgebogenen und evtl. mit angesetzten Balkenteilen 
versehenen Balken dar. Wir werden demzufolge in jedem beliebigen Schnitt 
wieder die sechs BeanspruchungsgroBen antreffen, die auch den Balkenschnitt 
kennzeichnen, das sind die beiden Biegemomente in senkrecht zucinander stehen
den Ebenen, das Verdrehungsmoment, die beiden Querkrafte und die Langs
kraft. Wir betrachten zunachst einen Rahmen, dessen Mittellinie in einer Ebene 
liegt. Der Rahmen ist gelagert (Abb. 394) in einem Zylindergelenk B mit festem 
Klotz und einem verschieblichen Kugelgelenk A. Letzteres stellt eine Unbekannte, 
die lotrechte Reaktion, dar; ersteres enthaIt, da das Zylindergelenk nur einem 
Drehmoment um die x-Achse nachgeben kann, fiinf Unbekannte: X, Y, Z, My, 
Me. Es sind also im ganzen sechs Unbekannte, sechs Fesseln, die den Rahmen 
unverschieblich festlegen. Als ebener Rahmen betrachtet, lagen nur drei Un
bekannte vor, zwei Krafte am rechten und eine Kraft am linken Auflager. Das 
Koordinatensystem, mit Hille dessen wir die einzelnen Momente und Krafte, 
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also die BeanspruchungsgroBen, bezeichnen, werden wir zweckmaBig so ein
ordnen, daB es nach dieser Mittelebene orientiert ist, daB also eine Achse z. B. 
die y-Achse des Querschnitts, in die Mittelebene zu liegen kommt und mit der 
z-Achse (Langsachse) zusammen diese Mittelebene darstellt. Das ist die gleiche 
Einfiihrung wie beim geraden Balken, Abb. 379. Allerdings muB nun die Langs
achse (z-Achse) fiir jeden einzelnen geraden 
Teil neu festgelegt werden, und damit er
halt auch die Ebene der beiden anderen 
Achsen (Querschnittsachsen x und y) 
neue Lagen. Die Achsen werden also 
jeweils nach dem Querschnitt des Schnittes 
(i oder k) eingeordnet, wobei wir stets 
beachten wollen, daB die z-Achsenlinie 
einen einheitlichen Zug besitzt fiir die 
ganze Konstruktion, also z. B. am linken 
Auflager (Abb. 394) beginnt und entlang 
der Mittellinie nach dem rechten Lager 
zu lauft. 

Damit sind die Beanspruchungsmo
mente auch folgendermaBen zu definieren: 
.,Bi ist das Biegemoment des Rahmen
schnittes in der Rahmenmittelebene, yEi Abb. 394. Porta1rahmen mit ebener Mitteilinie. 
das Biegemoment senkrecht zur Mittel-
ebene, Ti das Verdrehungsmoment des Rahmenschnittes. Entsprechend sind die 
inneren Krafte zu bezeichnen: .,Q, als Querkraft senkrecht zur Mittelebene, 
yQi als Querkraft in der Rahmenmittelebene und L. als L~ngskraft des Rahmen
querschnittes. Diese Darstellungsart wurde gewii.hlt, da sie auch bei Rahmen, 
deren Mittellinie eine beliebig gekriimmte ebene Linie darstellt, angewendet 
werden kann (vgl. Abb. 395). Jetzt gibt es keine geraden Achsenstiicke mehr 
bzw. nur unendlich kleine, und fiir die 
Querschnitte dieser Rahmen wird jeweils 
ein Koordinatensystem gewahlt, dessen 
x- und y-Achse in der Querschnittebene 
liegen, wahrend die z-Achse in die Tan
gente an die Mittellinie fallt. 

Der in Abb. 395 dargestellte Rahmen 
ist sowohl an A wie bei B verschieblich 
gelagert; die sechs Unbekannten sind 
A." A y, B." By, M." My. 

Zur Ermittlung der Beanspruchungs
groBen konnen wir zweckmaBig bei den 
auBeren Momenten die Vektorendarstel
lung benutzen (die in den Lagern etwa 
auftretenden Reaktionsmomente zahlen 
hierbei zu den auBeren Momenten) und 

Abb. 395. Gekrfunmter Rahmen mit ebener 
Mittellinie. 

verschieben aIle Krafte und Momentenvektoren des abgeschnittenen Rahmen
teils in den zu untersuchenden Querschnittspunkt i. Die auf den abgeschnittenen 
Teil wirkenden Momente konnen wir, da sie freie fektoren haben, ohne weiteres 
nach dem Punkte i verschieben. Bei der Parallelverschiebung der Krafte treten 
noch neue Kraftepaare, also neue Momente auf; deren Vektoren werden mit 
den Vektoren der auf den abgeschnittenen Teil wirkenden Momente zu einem 
resultierenden Momentenvektor zusammengesetzt. Zerlegen wir nun den ent-
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stehenden resultierenden Momentenvektor Mr = ~ M. in seine drei Kompo
nenten ",Bi , yBi und T., so erhalten wir damit die drei Momentenbeanspruchungen 
als Biegemoment ",B, in der Rahmenebene, Biegemoment yRi senkrecht zur 
Rahmenebene und Torsionsmoment T.. Die nach dem Querschnittspunkt i 
verschobenen Krafte lassen sich zu einer Resultierenden zusammensetzen, die 
ihrerseits wieder nach den drei Koordinatenrichtungen zu zerlegen ist: in die 
Querkraft yQi in der Rahmenmittelebene, die Querkraft ",Q. senkrecht zu dieser 
Ebene und die Langskraft L i • - Selbstverstandlich ist ",Bi , yBi, Ti die Summe 
der an einem Rahmenteil wirkenden Momente und der Momente der wirkenden 
Krafte fiir die eingefUhrte X-, y- und z-Achse; und ",Qi, yQi' L, ist die Summe der 
Komponenten aller Krafte fiir einen Rahmenteil in der X-, y- und z-Richtung. 

Die Betrachtung des Rahmens mit ebener Mittellinie unter allgemeiner Be
lastung erlaubt auch noch eine andere Zusammenfassung. Statt zunachst alle 
vorhandenen auBeren Belastungen (Krafte und Momente) im Punkt i zusammen
zufassen, konnen wir auch nacheinander ozuerst die Krafte und Momente zu
sammennehmen, die sich auf das Biegemoment und die Querkraft in der Mittel
ebene (",B., yQi) und die Langskraft (Li) auswirken, d. h. alle diejenigen Einfliisse, 
die in der Mittelebene auftreten (M"" P y und p.), betrachten und dann die iibrig
bleibenden Momente und Krafte senkrecht zur Rahmenebene (My, M., P",), die 
fiir das Biegemoment senkrecht zur Mittelebene (yBi), das Torsionsmoment (Ti) 
und die Querkraft (",Qi) senkrecht zur Rahmenebene von EinfluB sind. Beide 
Teilbelastungen wirken nicht aufeinander ein, so daB wir ganz allgemein sagen 
konnen: 

Fur jeden ebenen Rahmen liifJt 8ich die riiumliche Belastung zerlegen in eine 
8okhe, die in der Rahmenmittelebene, und eine 8olche, die 8enkrecht zur Rahmen
ebene wirkt. Beide Teilbela8tung8zUBtiinde la88en 8ich getrennt voneinander be
handeln. 

Da nun auch die Lagerreaktionen mit unter die auBere Belastung zu 
zahlen sind, heiSt das, daB fiir die ebene Belastung in der Mittelebene auch nur 
die Reaktionen in Frage kommen, die selbst in dieser Ebene liegen. Wir erhalten 
somit fiir die erste Teilbelastung ein rein ebenes Problem: einen in seiner eigenen 
Mittelebene belasteten ebenen Rahmen mit der statisch bestimmten Lagerung 
durch drei Fesseln, A., By, B. (Abb. 394). Die restlichen, der raumlichen Gesamt
belastung entsprechenden drei Fesseln dienen zur Festlegung des senkrecht zu 
seiner eigenen Mittelebene belasteten zweiten Rahmenbildes, das sind hier eine 
Lagerkraft B", und zwei Momente My, M •. 

Wir sehen also aus dieser Aufteilung, daB ein ebener Rahmen mit einer Be
lastung senkrecht zur Rahmenebene zur statisch bestimmten Festlegung drei 
Fesselungen aufweisen muB. Der in Abb.378 dargestellte, als ebener Rahmen 
aufzufassende Konstruktionsteil wird demnach bei der gezeichneten Belastung 
in seiner Einspannung drei ReaktionsgroBen wecken, die zur Erhaltung des 
Gleichgewichts dienen. Wir erhalten, wie schon auf S. 299 gezeigt, als Reaktionen 

und 

M.= -P2 ·a,-
M", = -(Pl· C + P2 • (b + c) 
Ay = -(Pi + P 2). 

Aile anderen moglichen Reak~ionen (My, A", und A.) werden bei dieser Belastung 
gleich Null, wie wir es nach unserer Aussage erwarteten. 

Bei dem Rahmen nach Abb. 395 fallen von den Reaktionswirkungen A y, By, 
M", in die Mittelebene, dagegen A"" B"" My senkrecht dazu. 

96. Der allgemeine, raumlich angeordnete Rahmen. Wahrend wir beim 
raumlich belasteten Rahmen mit dessen Mittellinie noch auf ein ebenes Problem 
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:zuriickgreifen konnten, wird uns das beim allgemein ausgebildeten raumlichen 
Rahmen nicht mehr gelingen. Der raumlich angeordnete Rahmen ist sinngemaB 
als beliebig im Raum abgebogener bzw. mit anderen Balkenteilen zusammen
gesetzter Balken aufzufassen. Wie beim raumlichen Balken und dem soeben 
untersuchten Rahmen, treffen wir in einem beliebigen Querschnitt des Rahmens 
auch hier wieder die sechs BeanspruchungsgroBen an. Die Ermittlung dieser 
GroBen bietet uns gegeniiber der allgemeingiiltigen Ermittlung der Querschnitts
beanspruchungen fiir den mit ebener Rahmenmittellinie, wie wir sie im vorigen 
Abschnitt kennenlernten, grundsatzlich keine neuen Schwierigkeiten. Es wird jetzt 
natiirlich notig sein, eine eindeutige Koordinatenrichtung fUr jedenRahmenschnitt 
.aufzusteIlen, eine MaBnahme, die bei jeder gegebenen Aufgabe neu vorgenommen 
werden muB. Wir werden dabei zweckmaBig die Orientierung der Achsen nach 
den konstruktiven Eigenheiten des raumlich ausgebildeten Rahmens richten. 
Die z-Richtung liege stets in Richtung der Rahmenachse, bzw. als Tangente an 
die Rahmenachse, sobald diese gekriimmt ist. Die beiden Querschnittskoordinaten 
miissen dann nach irgendwelchen Gesichtspunkten fiir das vorliegende Problem 
festgelegt werden, die sich aus der Querschnittsform oder aus dem Gesamtaufbau 
del' Konstruktion ergeben. 

Del' allgemeine Weg, der zur Ermittlung der BeanspruchungsgroBen fUhrt, 
ist zweckmaBig wieder folgender: Man bildet fiir den zu untersuchenden 
Querschnitt den resultierenden Vektor samtlicher auf den einen Rahmenteil 
wirkenden Momente und der Momente aller auf diesen Teil wirkenden Krafte. 
Die Komponenten dieses resultierenden Momentenvektors stellen dann, nach 
den Querschnittskoordinaten benannt, die zwei Biegemomente und das Tor
sionsmoment dar. Andererseits denkt man sich aIle auf den einen Rahmenteil 
wirkenden Krafte nach Punkt i verschoben, bildet deren Resultierende und zer
legt diese dann nach den drei Achsenrichtungen del' Querschnittskoordinaten; 
die Teilkrafte liefern die beiden Querkrafte und die Langskraft. Die praktische 
Durchfiihrung dieses gedanklich einfach erschei
nenden Verfahrens stellt eine Verschiebung von 
Kraften und die Zusammensetzung von Momenten 
im Raum dar. Es wird daher nicht immer ganz ein
fach sein, diese Vorgange zeichnerisch abzubilden. 

Beider Schraubenfederder Ab b. 396 sind die Ver
haltnisse leicht zu iiberblicken. Die einzige Kraft 
auf der einen Seite des Schnittes i ist die Last P; 
beim Verschieben diesel' Last nach dem Mittel
punkt i tritt noch ein Moment auf in der Ebene P, i, 
dessen Vektor horizontal verlauft in der lot
rechten Tangentialebene des Punktes i. Dieser 
Vektor Mi (Abb.396c) wird in del' erwahnten 
Ebene zerlegt in eine Komponente tangential an 
der Schraubenmittellinie und eine senkrecht da
zu; erstere Komponente gibt das Verdrehungs
moment an, letztere das Biegungsmoment in einer 
Ebene senkrecht zur vcrwendeten Tangential
ebene, das ist eine Ebene, die die Mittellinie am 
Punkt i im AufriB beriihrt, also unter dem Win- Abb.396. Schraubenfederalsraumlicher 

Rahmen. 
kel 1X gegen die Waagerechte geneigt ist. Ebenso 
wird die nach i verschobene Kraft P in die beiden Komponenten Li (Langs
kraft) und Qi (Querkraft, senkrecht zur Tangentialebene) zerlegt. Das zweite 
Biegungsmoment und die zweite Querkraft verschwinden hier. -
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Vielfach ist der Satz von Nutzen, daB das Moment einer Kraft um einen 
Punkt 0 gleich ist der geometrischen Summe der Momente der einzelnen Pro
jektionen der Krafte in drei senkrecht zueinander stehenden Tafeln, bezogen auf 
den Koordinatenanfangspunkt 0 als Momentenpunkt. Mit Hille des Grund-, 
Auf- und Seitenrisses konnen wir also die Momente der Krafte in ihren drei 
Projektionen in den Abbildungstafeln bestimmen, indem wir einfach die Momente 
der Projektionen der Krafte fiir den Punkt 0 bilden. In dieser Weise lassen sich 
fiir jeden Punkt der Rahmenachse die durch Verschiebung der Krafte nach dem 
betreffenden Punkte 0 bzw. i entstehenden Momente, und ebenso die auf den 
Rahmen unmittelbar wirkenden Lastmomente, in ihren Projektionen ermitteln. 
Diese in jeder Projektionsebene entstehenden Gesamtmomente sind durch ihre 
Vektoren darsteUbar. 

Fallen die eingefiihrten Projektionstafeln mit der y, z-, x, z-, x, y-Ebene des 
betreffenden Rahmenquerschnittes zusammen, so finden wir aus den Projektionen 
sofort die GroBen ",Bi , yBi und T i • Hat man aber zunachst andere Projektions
tafeln gewahlt, so wird man zuerst die gewonnenen Momentenvektoren zu einem 
resultierenden Momentenvektor zusammenfassen. 

Die resultierende Kraft R wird durch die Projektionen der Krafte in zwei 
Tafeln bestimmt; diese Projektionen wurden aber gerade auch zur Aufstellung 
der Momente verwendet, so daB R und damit auch deren Komponente ",Qi' yQi' Li, 
leicht zu ermitteln sind. -

Die Gesamtheit der Momente und der Krafte stellt immer zwei Gruppen von 
Vektoren, Momentenvektoren und Kraftvektoren, dar, die durch einen Punkt 
gehen. Die Zusammensetzung dieser Vektoren zu einem resultierenden Momenten
vektor und einem resultierenden Kraftvektor geschieht nach bekanntem Ver
fahren unter Benutzung des Grund- und Aufrisses dieser einzelnen Kraft- und 
Momentenvektoren. Die Zerlegung des resultierenden Momentenvektors, und 
ebenso des Kraftvektors, nach den Querschnittsachsen, sofern zunachst als 
Projektionsebenen andere Ebenen gewahlt waren, stellt im wesentlichen eine 
Koordinatentransformation dar, deren zeichnerische Losung am besten durch 
zwei Umprojektionen gewonnen wird. Diese Umprojektionen werden dann 
zweckmaBig so vorgenommen, daB in der einen der Querschnitt sich in wahrer 
GroBe, in der anderen als Gerade abbildet, damit erhalten wir dann unmittelbar 
die gesuchten BeanspruchungsgroBen ",Qi, yQi' L i , ",Bi , yBi' T i • 

Sind die raumlichen Rahmen so ausgebildet, daB Teile von ihnen eine Mittel
ebene besitzen, so werden wir dann natiirlich fiir diese Teile die Vorteile des 
ebenen Rahmens auszunutzen suchen, das ist die Aufteilbarkeit in ebene und 
dazu senkrechte Belastung verwenden. 

97. Verwendnng von Symmetrie und Gegensymmetrie. Belastnngsnmordnnng. 
Bei konstruktiver Symmetrie des Rahmens haben wir wieder durch die Aufteilung 
der allgemeinen Belastung in eine symmetrische und eine gegensymmetrische 
Belastung Vereinfachungen zu erwarten, die entsprechend ausgenutzt werden 
konnen. Der Symmetriefall liegt dann vor, wenn die Belastung (Krafte oder 
Momente) spiegelbildlich angeordnet ist zur Symmetrieebene der vorliegenden 
Konstruktion. Von der gegensymmetrischen Belastung sprechen wir, wenn die 
Lasten und auBeren Momente zur geometrischen Mittelebene spiegelbildlich mit 
umgekehrtem Richtungssinn aufgebracht werden. Da wir nun friiher gesehen 
haben (vgl. Nr. 60), daB sich jede beliebige Belastung eines zu einer Mittelebene 
symmetrisch aufgebauten Rahmens in diese zwei Einzelfalle aufteilen laBt, sind 
fiir jeden geometrisch-symmetrischen Rahmen die Vereinfachungen der Sym
metrie und Gegensymmetrie anwendbar. Diese vereinfachenden Aussagen sind 
folgende: 
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Bei konstruktiver Symmetrie (Abb. 397) zu einer Mittelebene sind 
a) im FaIle der Belastungssymmetrie (Achse a a): 
die Reaktionen symmetrisch (Krafte und Momente), 
die Biegemomentenflachen symmetrisch zur Mittelebene, 
die Querkrafte im Symmetrieschnitt Null, die Querkraftflachen gegen

symmetrisch, 
die Langskraftflachen symmetrisch zur Mittelebene. 
Das Torsionsmoment im Symmetrieschnitt ist Null, die Torsionsmomenten

flache ist dem V orzeichen 
nach gegensymmetrisch 1. 

b) 1m FaIle der Belastungs-
gegensymmetrie werden: 

die Reaktionen gegen
symmetrisch, 

die Biegemomente im 
Symmetrieschnitt Null, die 
Biegemomentenflachen ge
gensymmetrisch, 

die Querkraftflachen sym
metrisch zur Mittelebene, b 

die Langskraft im Sym
metrieschnitt wird Null, die 
Langskraftflache wird gegen-

a 

symmetrisch; a 

Abb.397. 
Ranmliche Symmetrie nnd 

Gegensymmetrie. 

die Torsionsmomentenflache ist dem Vorzeichen nach symmetrisch. 
Als Beweis fUr die Richtigkeit dieser Aussagen konnen uns dieselben Gedanken

gange dienen, die wir bereits fUr ebene Probleme angewandt haben: Bei Symmetrie 
gehOrt zu jeder Kraft eine entsprechende spiegelbildlich dazu angeordnete jen
seits der Mittelebene, ebenso zu jedem Moment ein entsprechendes, auf der 
anderen Seite der Mittelebene liegendes, spiegelbildlich angeordnetes Moment. 
Jedem Punkt auf der einen Seite der Mittelebene entspricht spiegelbildlich ein 
zugeordneter Punkt auf der anderen Seite der Symmetrieebene. Stellen wir nun 
z. B. das Biegemoment fur einen beliebigen Punkt auf der einen Seite der Mittel
ebene an dem in diesem Punkt abgetrennten Teil des Rahmens auf, so erhalten 
wir hier das gleiche Moment, wie wir es fUr den zugeordneten Punkt auf der 
anderen Seite mit dem entsprechenden abgeschnittenen Teil ermitteln konnten. 
Da nun die spiegelbildliche Anordnung des Biegemomentendrehsinns fUr beide 
Seiten (links und rechts von einer Schnittstelle) das gleiche V orzeichen be
.sitzt, sind die entsprechenden Biegemomente symmetrisch. Bei der Querkraft 
und beim Torsionsmoment waren die Definitionen so gegeben, daB fur den 
linken und rechten Teil das gleiche V orzeichen der umgekehrten Richtung 
des Spiegelbildes entspricht, diese beiden GroBen sind also im Symmetriefall 
gegensymmetrisch. 1m Symmetrieschnitt muB nun aus Symmetriegriinden das 
Torsionsmoment und die Querkraft des einen Schnittufers zu dem des anderen 
Schnittufers spiegelbildlich zugeordnet sein, d. h. sie mussen unmittelbar 
am Symmetrieschnitt gleiche GroBe haben, andererseits jedoch, der einge
fUhrten Vorzeichenregel entsprechend, verschiedene Vorzeichen aufweisen. Das 
erfordert aber, daB Torsionsmoment und Querkraft im Symmetrieschnitt 

1 Die Momente, sowohl Biege- als auch Torsionsmomente, sind in ihrer Drehwirkung, 
nicht in Vektorenform, zu betrachten. In Vektorenbetrachtung sind die Begriffe "sym
metrisch" und "gegensymmetrisch" gerade vertauscht. In den Satzen ist fiir diese Be
griffe das Vorzeichen zugrunde gelegt, das die einzelnen Momente tragen werden. 
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durch Null hindurchgehen. Fur die Langskraft gilt das fur das Biegemoment, 
Gesagte. 

Fur den Gegensymmetriefall erge ben sich aus den gleichen 'Oberlegungen 
gleichgerichtete, gleich groBe Biegemomente und Langskrafte fUr die einander 
zugeordneten Punkte links und rechts von der Mittelebene, also Gr6Ben mit 
entgegengesetztem Vorzeichen, d. h. die beiden zugehorigen GroBen sind gegen
symmetrisch (gleich groB mit entgegengesetztem VorzeiChen). In entsprechender 
Analogie zu den obigen Betrachtungen finden wir im Symmetrieschnitt die 
GroBen der Biegemomente und der Langskraft gleich Null. Torsionsmoment und 
Querkrafte werden fUr symmetrisch liegende Punkte entgegengerichtet gleich 
groB und damit unter Beachtung ihrer Vorzeichendefinition symmetrisch. 

Die Belastungsumordnung in einen symmetrischen und einen gegensymme
trischen Anteil besitzt den groBen V orteil, daB bei der Rechnung infolge der 
Zuordnung von links und rechts einige GroBen herausfallen, und ergibt so einen 
besseren Uberblick uber das behandelte Problem. Der scheinbare Nachteil, daB, 
wir nun zwei Aufgaben statt einer zu behandeln haben, besteht in Wirklichkeit 
nicht, da wir die BeanspruchungsgroBen nur fUr eine Halite des Rahmens Zll 

ermitteln haben und die gefundenen Werte, entsprechend den angegebenen Aus
sagen, fUr die zweite Halite sofort aufzeichnen k6nnen. 

tJbung~aufgaben tiber raumlich belastete Rahmen. 
1. Aufgabe. Der in Abb. 398 dargestellte Portalrahmen ist belastet mit drei 

Kraften in der Mittelebene und zwei Kraften senkrecht zur Mittelebene. Die 
sechs BeanspruchungsgroBen sind zu ermitteln. 

Losung: Der raumliche Rahmen, der l5ereits in Abb. 394 dargestellt war, ist 
durch sechs Fesseln abgestutzt: In A ein Kugeldrehlager, das in der Ebene 
beliebig verschieblich, in B ein Zylinderlager mit der Drehachse senkrecht zur 
Mittelebene (x-Achse), das fest mit der Unterlage verbunden ist. 1m Lager A 
kann nur eine lotrechte Kraft ubertragen werden, in B dagegen treten drei 
Kraftkomponenten auf, und auBerdem zwei Momente, eines in der horizontalen 
Ebene (BMv) und eines in einer senkrechten Ebene (BMh, dessen Vektor senkrecht 
zu AB steht). Nach den AusfUhrungen in Nr. 95 kann man die Belastungen in 
der Mittelebene und senkrecht dazu unabhangig voneinander behandeln. Fur die 
erstere Belastung handelt es sich um einen Rahmen, der als Lagerunbekannte 
die Krafte Av, Bh und 13v aufweist; bei der zweiten Belastung treten als Lage
unbekannte Rh, dann BMh und BMv auf1. Durch die erstere Belastung werden 
erzeugt die BeanspruchungsgroBen yQi, L i , xBi, durch die letztere Belastung da
gegen xQi, yBi, T i . 

Die Belastung in der Mittelebene bietet gegenuber fruheren AusfUhrungen 
nichts Neues, und die Flachen xB" yQi und L i , die zur Abb. 398b geh6ren, sind 
leicht verstandlich. Es ergeben sich aus den Momentengleichungen fUr A und B 
die Werte: 

ferner ist 

Bv = 600 kg, 
A = 725 kg; 

Bh = 250 kg. 

Die Biegungsmomente fUr die Eckpunkte 0 und D betragen: 

Be = 725 . 1,65 - 430·0,45 - 250·2,1 = + 451 mkg, 
BD = 606·1,65 - 250·7,75 = -950 mkg. 

1 Um hier eine Verwechslung mit dem Biegungsmoment zu vermeiden, sind die, 
Lagerkrafte in B mit jj bezeichnet. 
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Bei der Belastung lotrecht zur Mittelebene tritt in A keine Reaktion auf. Es 
konnte also fUr diese Belastung das Lager A fortgelassen werden. Die Befestigung B 
wirkt mit ihren drei Reaktionen wie eine Art Einspannung; es entstehen die 

(7,-6'00119 

------1q2'----: 
a 

Aq R 

AVwa; rl;h I YU}Ta; 8. 
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b 
ebe/les Problem 

Abb. 398. "Obungsbeispiel. 
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Gegenkraft B~ und die Gegenmomente BMh , BMv. Die Reaktionskraft B~ ist 
gegeben durch die Summe der senkrecht zur Rahmenebene wirkenden Lasten: 

B~ = 400 - 200 = 200 kg (nach yom). 

Weiter ist: 
BMh = 200 . 7,0 - 400'2,75 = 300 mkg (als Reaktionsmoment in der lot

rechten Ebene nach hinten drehend, der Vektor geht nach dem 
Rahmeninnern) , 

BMv = 400 . 9,6 - 200'1,5 = 3540 mkg (als Reaktionsmoment in der waage
rechten Ebene nach yom drehend, der Vektor geht nach oben). 
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Die Resultierende beider Vektoren, zerlegt in die Richtung der Geraden BD, 
und senkrecht dazu, gibt das Verdrehungsmoment BTi und der Biegungsmoment 
BBy. Fur einen beliebigen Punkt, z. B. 5, wird das Biegungsmoment: 

-, I 
5By = BBy + B h • (B, 5) = BBy + 200 '17,02 + 1,52 = 1920 mkg. 

Bequemer wird es von der anderen Seite her berechnet, da hier nur die waagerechte 
Belastung von 400 kg in Frage kommt. Es ist weiter: 

Ferner ist: 
4By = BBy + B~ . (B, 4) + 200 . 0,78 = 2076 mkg. 

IBy = -400, -V 5,02 + 1,052 = -2044 mkg, 

2By = -400'1,05 = -420 mkg, 

aBy = -400 . (1,05 + 6,90) = -3180 mkg. 

Ein Verdrehungsmoment tritt fUr den Rahmenteil AC nicht auf. Fur aIle 
Punkte des Teiles CD ist es konstant: 

Tm = 400'5,0 = 2000 mkg; 

ebenso fUr aIle Punkte des Rahmenteiles DB: 

T5 = 400 . 8,8 = 3520 mkg. 

2. Aufgabe. Auf den in Abb. 399 dargesteIlten Mast wirken die angegebenen, 
im Raum verteilten Krafte. Gesucht sind die BeanspruchungsgroBen. 

500kgnllilllell ~- 500kg nllilllell 8llnrlerZeicllenebene 
5. 'kg t -~5----: 

r-----;-;'(Jf%J=""k---F'IO' 1-1 I fOOOKg n. vorn 
nllen VOrl! BooKg ~ ® 

5~Kg _1-2 
~ BOOKg 
~' 

Ri In der Zeiclienebene 

I 
8i 1. Z(jl' leic/Jen- ~i 1. lUI' Zeichen-

ebene eoene 
+ 

+v 

LL...LJ LL...LJ 
o 5IJJ1OOO15flJKg 0 lIJOO'IflJD5OOIJrrlY.g 

Abb. 399. 'Ubungsbeispiel. 

Losung: Es handelt sich urn einen statisch bestimmten ebenen Rahmen, der 
raumlich belastet ist. An der EinspannsteIle entstehen bei allgemeiner Belastung 
sechs ReaktionsgroBen (drei Krafte und drei Momente). Zu ihrer Berechnung 
werden wir die Belastung wieder trennen in eine solche in der Rahmenebene und 
eine senkrecht zu ihr. Bei der ersten Teilbelastung entsteht eine lotrechte 
Lagerkraft 

Av = 800 kg, 

wahrend 

auBerdem ein Einspannmoment von der GroBe 

eM = 800 . 6,5 = 5200 mkg. 
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Durch die Belastung senkrecht zur Ebene tritt eine horizontale Lagerkraft von 
500 kg nach hinten gerichtet auf und em Einspannmoment in derlotrechten 
Ebene von del' GroBe 

.Mh = 500 . 15,0 - 1000 . 13,0 = -5500 mkg, 

ferner ein Einspannmoment in del' horizontalen Ebene 

.Mv = 1000 . 4,5 = 4500 mkg. 

Durch die Belastung del' 800 kg entstehen in der Zeichenebene ein Biegungs
moment, eine Querkraft und eine Langskraft. Man ermittelt zunachst die Stab
krafte 8 1 und 8 2 : 2 

8 2 = "3 . 800 = 533,3 kg (Druck), 

]14 + 9 
8 1 = -3 - . 800 = 960 kg (Zug). 

8 1 wirkt auf den Punkt 1. Man zerlegt diese Zugkraft in eine waagerechte und 
eine lotrechte Komponente von 533,3 kg und 800 kg und findet damit: 

zBI = -800 . 4,5 = -3600 mkg, 

ZB2 = -800 . 6,5 = -800 . 4,5 - 533,3 . 3,0 = -5260 mkg, 

zBA = -800 . 6,5 = -5200 mkg. 

Eine Querkraft ist nur auf del' Strecke 1 ... 2 vorhanden, und zwar in del' GroBe 
533,3 kg. Die Langskraft ist zwischen del' Einspannstelle und del' Stelle 2 gleich 
800 kg, sonst verschwindet sie. 

Durch die Belastung 8enkrecht zur Zeichenebene entstehen die Biegungs
momente: 

sBI = -500, 2,0 = -1000 mkg (nach hinten), 

8B2 = -500· 5,0 + 1000· 3,0 = +500 mkg (nach vorne), 

sBA = -500·15,0 + 1000'13,0 = +5500 mkg. 

Die Querkraft ist zwischen dem oberen Ende und del' Stelle 1 gleich 500 kg, 
verlauft nach hinten fUr den oberen Teil; fiir die Punkte zwischen 2 und del' 
Einspannstelle ist sie auch gleich 500 kg, abel' nach vorn verlaufend (fiir den 
oberen Teil betrachtet). 

Ein Verdrehungsmoment tritt zwischen 1 und Einspannstelle auf und ist 
stets konstant: . 

T. = 1000'4,5 = 4500 mkg. 

3. Aufgabe. Raumlich gekriimmter Rahmen. 
L08ung: Del' in Abb. 400 dargestellte raumlich gekriimmte Rahmen (Sessel

lehne) sei belastet mit zwei Lasten, PI und P 2 , parallel zur Mittelebene (Sym
metrieebene), und durch zwei Lasten, QI und Q2, senkrecht dazu. Diese Kriifte 
sind paarweise gleich (PI = P 2 = 30 kg; QI = Q2 = 10 kg) und symmetrisch 
angeordnet, so daB zur geometrischen Symmetrie noch die Belastungssymmetrie 
hinzukommt. Die Lagerung des Rahmens ist in den beiden festen Gelenkpunkten 
A und B mit je drei Fesseln, und im Punkt 0 durch einen Stab, also eine Fessel, 
bewerkstelligt. Diese sieben Unbekannte bilden eine statisch unbestimmte 
Lagerung des Rahmens, libel" die wir abel' wegen del' Symmetrie etwas aussagen 
konnen. Da die Symmetrie del' Lagerreaktionen gewahrt bleiben muB, ist die 
Lagerkraftkomponente senkrecht zur Mittelebene in A gleich del' in B (A2 = B 2 ). 

Die GroBe diesel' Lagerkomponenten kann nun, je nach Art einer eventuellen 
Vorspannung im Rahmen, odeI' einer leichten Nachgiebigkeit (Biegesteifigkeit) 

Schlink, Statik. 21 
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in der Mitte, aIle moglichen GroBen annehmen (auch Null). Hier sei die dort 
auftretende Lagerkraft A2 und B2 mit je 10 kg nach innen angenommen, eine 
Kraft, die jederzeit durch eine entsprechende Vorspannung erreicht werden kann. 
(Der Fall A2 = B2 = 0 ist ohne Vorspannung nur dann moglich, wenn der 
Rahmen vollig biegesteif gemacht wird.) Die iibrigbleibenden Lagerkraft
komponenten sind eindeutig zu bestimmen. PI und P 2 haben als Resultierende 
eine im AufriB mit der Wirkungslinie der Krafte zusammenfallende, in del' 

ft*fzJ{ 
II?J.. 
\ 
11A1J. 
I 

_---4;--) 

e 

Abb. 400a bis i. ttbungsbeispiel. 
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Symmetrieebene liegende Kl'aft (PI += P 2) = 60 kg. Ebenso lassen sich 'Al und BI 
zu einer Resultierenden (Al += B 1) in der Mittelebene zusammenfas~en. ,. Di~se 
beiden Krafte stehen mit del' Stabkraft S des Stiitzstabes CD im Gleichgemcht, 
und es konnen die Krafte (AI += B 1) und S aus dem zugehOrigen Krafteck 
(Abb.400e) gewonnen werden. Aus Symmetriegriinden ist 

A - B _ (.AI +- E I) 
1- 1- 2 

Del' Stiitzstab hat nach dieser Losung die Druckkraft S = 117 kg auszuhalten. 
Damit sind aIle Krafteinfliisse auf das Hauptsystem bekannt. 

Zur Ermittlung der sechs BeanspruchungsgroBen nehmen wir uns moglichst 
einfache Orientierungsebenen an, nach denen wir uns bei der Bestimmung der 
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Biegemomente und Querkrafte richten wollen. Wir trennen den Rahmen in den 
beiden Punkten E und F auf lmd erhalten damit drei ebene Rahmengebilde, 
von denen AE und BF symmetrisch zugeordnet und belastet sind. Es geniigt 
also die Betrachtung des einen Teiles. Del' obere Rahmenteil EOF, del' in einer 
schragen Ebene liegt, ist ebenfaUs symmetrisch ausgebildet. Wir brauchen dem
gemaB auch fUr fun nur die 
eine Halfte EO zu betrachten. 

Rahmenteil AE. Die ebene 
Ausdehnung des Rahmens ge
stattet uns eine einfache Auf
teilung del' Belastung in eine 
in del' Rahmenebene liegende 
und eine dazu senkrecht 
stehende Belastung. In del' 
Rahmene beue wirktenamFuB
plmkt A die Lagerkraftkom
ponente Al und im Schnitt E 
die entsprechenden inneren 
Einfliisse BE, QE, LE. Das 
Biegemoment (~) in del' Rah
menebene fUr einen beliebigen 
Punkt ides Rahmenteiles 
finden wir (Abb. 400f) zu 

B,=a,' AI' 
Die Querkraft in del' Ebene Qi 
und die Langskraft Li ergeben 
sich aus del' Zerlegung del' 
Kraft A] in die Komponenten 
querund langs zur Balkenachse 
(im Thaleskreis del' Abb.400f). 

Krtflfem(JIlsI(Ji'! 
o 10 2fJ 30 I/{) sDk! 

~. 1o:~:n;(J:J:n 
lOrsionsmoment 

1i 

p 

v 

Ais Belastung senkrecht zur 
Ebene des Rahmenteiles ist 
auBer den entsprechenden Be
anspruchungsgroBen in E nul' 
die im FuBpunkt A angenom
mene Lagerkomponente A2 
wirksam. Das Biegemoment 
(BuJ senkrecht zur Rah
menebene ergibt sich nach 
Abb.400f zu Abb. 400k bis x. tibuugsbeisp'eJ. 

das TorsioDsmoment Ti zu 
Bu =A2 . bi , 

T i =A2 • Ci; 

die Querkraft ist konstant (Qu = - A 2 ). 

Zur Festlegung del' Vorzeichen laufen wir vom Lagerpunkt A her del' Rahmen
achse (z-Richtung) entlang und sehen auf den Quersclmitt des abgeschnittenen 
Teiles (mit dem Ende in A). Geht del' Momentenvektor des Biegemomentes 
senkrecht zur Rahmenebene (BuJ nach dem Innern del' Teilrahmenebene, also 
nach dem Kriimmungsmittelpunkt, dann ist das Moment positiv zu bezeichnen. 
FUr die Biegemomente in del' Rahmenebene Bi haben wir daDn ein positives Vor-

21* 
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zeichen einzufiihren, wenn die entsprechenden Vektoren nach dem Innern des 
Rahmenraumes, d. h. ffir die Rahmenteile AE und BF nach der Symmetrieehene, 
fUr Teilrahmen EOF nach unten, gerichtet sind. Langskraft und Torsionsmoment 
werden in ihren Vorzeichen in bekannter Weise so festgelegt, daB Zugspannungen 
einer positiven Langskraft und ein dem Beschauer des untersuchten Querschnitts 
entgegenkommender Torsionsmomentenvektor einem positiven Torsionsmoment 
entsprechen. (Auftragungen der BeanspruchungsgroBen fUr den Rahmenteil AE 
bzw. BF in Abb. 400k-p.) 

Rahmenteil EOF (bzw. EO und OF). Auch hier gestattet uns die ebene Aus
fiihrung dieses Rahmenteiles wieder eine Aufteilung der Belastung in einen Anteil 
in der Rahmenebene und einen zweiten senkrecht dazu stehenden. Als Belastung 
wirken auf AE 0 auBer den in der Mitte auftretenden Einfliissen die Krafte AI' 
All , PI und QI' QI liegt hereits in der Rahmenebene EO F, PI laBt sich im Kraft
~k (Abb. 400e) leicht in seine beiden nach der Ehene orientierten Komponenten 
PI (in der Ebene) und Pll. (senkrecht dazu), zerlegen. Ebenso laBt sich im gleichen 
Krafteck Al in die entsprechenden Komponenten .AI und All. zerlegen, jedoch 
ist dabei zu bedenken, daB Al und All aufJerhalb der Rahmenebene EOF! im FuB
punkt A angreifen. Wir gehen nun so vor, daB wir .AI und All in den Punkt G 
verschieben, der ein Punkt der zu bestimmenden Rahmenebene ist (siehe AufriB 
Abb. 400b), All. geht von selbst durch diesen Punkt, ffir diese Kraft ist demnach 
kein zusatzliches Verschiebungsmoment hinzuzunehmen, wohl aber ffir die heiden 
anderen Komponenten Al und All' Der EinfluB dieser Verschiebungsmomente 
wirkt sich nur bei der senkrecht zur Ehene stehenden Belastung aus und wird 
.anschlie.Bend an diese Belastungsgruppe gesondert behandelt. In der Rahmenehene 
werden Al und All zusammengefaBt zu AT> ebenso PI und Q1 zu P, (Abb.400g). 

Nach dieser Vo~arbeit entsteht das ebene Belastungsbild der Abb.400g. 
Das Biegemoment Bi ffir eine Stelle i ergibt sich zu 

Bi=A, ·ai. 

'Querkraft und Langskraft werden wieder gewonnen durch die Zerlegung von A, 
in die Komponenten quer und langs zur Balkenachse im Thaleskreis. FUr eine 
Stelle k sind beide Belastungen A, und P, zu heachten. Man setzt am besten 
die beiden Krafte zu einer Resultierenden R zusammen und bildet dann: 

B",= R . a",. 

Q", und L", gewinnt man durch Zerlegung der Resultierenden R in die Richtungen 
quer und langs zur Balkenachse an der Stelle k (Abb.400h). 

Die Krafte (nicht Momente), die die Belastung senkrecht zur Rahmenebene 
ausmachen, sind All. und Pll.; die daraus abzuleitenden Momente sind: 

Bil. = All. . bi und Blel. = All. . b", + Pll. . d"" 

Ti = All. . Ci und Ti = All. . C", + Pll. . e", . 

Die Querkraft ist von E bis zur Angriffsstelle von P konstant, von der GroBe 
AJ.1, von da an von der GroBe All. + Pll. bis zur Mitte. 

Nun bleibt noch der EinfluB der Verschiebungsmomente der Krafte A2 und Al 
zu untersuchen. Bei der vorgenommenen Verschiebung von As nach G miissen 
wir noch ein Moment M2 hinzufiigen, dessen GroBe. gleich As mal der Strecke AG 
ist. Bezeichnen wir diese Strecke mit l, so wird Mj!=As·l (dargestellt in 
Abb.400i). Die Verschiebung von Al liefert ein anfallendes Moment Ml =AI ·l. 
Mj! greift in Punkt E als Torsionsmoment TE, Ml als Biegemoment B';Jl. an. 
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Beide Momente lassen sich zusammensetzen zum resultierenden Moment M r , 

das fUr jede beliebige Stelle i wiederum in Richtung senkrecht und tangential 
zur Balkenachse zerlegt werden kann in B';,' und Ti'. Diese Beanspruchlmgen 
sind mit denen aus del' senkrechten Belastlmg des ebenen Rahmens hervor
gehenden algebraisch zu addieren: 

BiJ.. = BiJ. + Bi'.J. und Ti = Ti + Ti' . 

Weitere Einfliisse haben diese Verschiebungsmomente nicht. 
Die V orzeichenfrage wurde mit del' Betrachtung des ersten Teilrahmens 

gekHirt. Die Ergebnisse fUr den Teilrahmen EGF sind in den Abb.400q-x 
dargestellt. 

4. Aufgabe. Die in 
Abb. 401 dargestellte 
Kurbelwelle ist beziig- a 
lich ihrer Biegungs- und 
Verdrehungsmomente zu 
untersuchen. 

L6snng: Die Kurbel
welle ist in Abb. 401 a 
axonometrisch dar
gestellt, auBerdem in 
Abb. 401 b del' Verlauf 
del' geometrischen Achse 
mit Angabe del' Kraft
komponenten in del' je
weiligenKropfungsebene 
und senkrecht dazu. Fer
ner ist in Abb. 402 a, b 
die Kurbelwelle in Auf
riBundSeitenriBgezeich
net und in Abb.402d 
die notwendige Kraft-
zerlegung angegeben; in 
Abb. 402c sind die 
Punkte bezeichnet, fUr 
die die verschiedenen Mo-
mente ausgerechnet sind. 

Abb. 401 a und b. Untersuchung 
einer Kurbelwelle. 

Zunachst wurden die Lagerreaktionen ermittelt. Da alle Lasten senkrecht 
verlaufen, sind auch A und B senkrecht gerichtet. Es ergibt sich nach Abb. 402c: 

(1: M)A = 0: 1000· 0,145 + 200'0,425 + 600· 0,705 - B· 0,850 = 0, 

B = 768,2 kg (nach oben), 

(1: M)B = 0: -600' 0,145 - 200· 0,425 -1000' 0,705 + A . 0,805 = 0, 

A = 1031,8 kg (nach oben). 

Das abzunehmende Drehmoment ist gegeben durch 

Md = -1000' 0,1' sin60° + 600·0,1' sin60° = 34,6 mkg. 

An den verschiedenen Stellen treten Biegungsmomente auf, die am besten 
zerlegt werden in solche in del' jeweiligen Kropfungsebene und in den durch die 
einzelnen Wellenachsen senkrecht zur jeweiligen Kropfungsebene gelegt211 Ebenen. 
Um die beiden Biegungsmomente aufstellen zu konnen, sind die Krafte jedesmal 
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zu zerlegen in eine Komponente in der Kropfungsebene (bzw. ihrer Spur) und 
senkrecht dazu (Abb.402d). Zur Festlegung der Vorzeichen fUr die Biegungs
momente mull ein bestimmter Standort eingefiihrt werden. Wir stellen uns bei der 
ersten und dritten Kurbelkropfung von oben her auf die betreffende Kropfungs
ebene zwischen die beiden Wangen, mit Blickrichtung nach den Kurbeln, bei 
der mittleren Kropfung von vorn auf die betreffende Ebene. Die Vorzeichen-

1oooK9 

2aJKg 

"""-'1----' - ---.-

I lIf 

a 

2fXJ'kg 

1""""'""1 ~~I 
o f(J{) 200 30IlmKg e 

~/eflemOmenle senkreclJf 
r{//'foen~OeIwongenl 8;,--- 0 1(J(}2IJIJ.t:r11nl!g 

rI l"f,l!l!l!!~ Orenmomenfe 

""""~,s",,,,,,,r ~ 5.-_ J n1~mm.l<g 
Abb. 402. Untersuchung einer Kurbelwelle. 

punkte . V sind in Abb. 401 b eingetragen. Auf den Teil, der zur Ebene I gehort, 
wirken die Lagerreaktion A, die Last von 1000 kg und das Drehmoment M d ; die 
Komponenten A . cos60° und 1000· cos60° sind von Einflu.B auf das Biegungs
moment in der Kropfungsebene 1. Mit ihnen sind die Biegungsmomente in den 
Punkten 1 bis 9 in bekannter Weise zu berechnen (vgl. die Zusammenstellung 
der Tabelle). Das Biegungsmoment senkrecht zur Ebene ist an der Stelle 1 ein
fach gegeben durch die Kraft A . sin 60° mal dem Hebelarm, aber fiir die Wangen-
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stellen 2 und 3 ist das Drehmoment Ma ein verbiegendes Moment, und fiir den 
Punkt 3 selbst tritt durch A . sin 60 0 ein Moment auf von der GroBe A . sin"60 0 • 2,3. 
Entsprechendes gilt fiir die Punkte 7 und 8. 

Das Torsionsmoment wird als positiv bezeichnet, wenn es, gegen das Schnitt
ufer gesehen, links herum dreht, also der Momentenvektor auf den Beschauer zu 
gerichtet ist. Beim Torsionsmoment muB man darauf achten, daB sowohl die 
Lastkomponenten in der Kropfungsebene als auch diejenigen senkrecht zur 
Kropfungsebene ein Verdrehungsmoment hervorrufen konnen; so entsteht z. B. fiir 
den Punkt 3 ein verdrehendes Moment von der GroBe A . sin 60 0 • 8 cmkg. FUr 
Punkt 7 wird das Torsionsmoment beeinfluBt durch A . sin 60 0 und 1000 . sin 60 0, 

und fUr Punkt 13 z. B. ist auBer dem Drehmoment auch die volle Kraft 1000 kg 
(d. h. beide Komponenten) von EinfluB. 

Fiir die einzelnen Schnitte sind in der angedeuteten Weise die Biegungs
momente und das Torsionsmoment ausgerechnet und in der Tabelle zusammen
gestellt. Die errechneten Werte sind dann in Abb.402e-g aufgetragen. 

xx. Gelenktriiger nnd verwandte Anordnnngen. 

98. Umwandlung statisch unbestimmter Korper in statisch bestimmte durch 
besondere konstrnktive MaBnahmen. - Verschiedenartige Gelenke. In Ab
schnitt XI haben wir gesehen, daB es fiir den ebenen Balken und Rahmen kon
struktive MaBnahmen gibt, die einen statisch unbestimmt gelagerten Balken oder 
Rahmen zuriickfiihren auf ein statisch bestimmtes System. Das geschah durch 
die Anordnung von Gelenken, und es entstanden so der Gerberbalken und der 
Dreigelenkbogen. Ein solches Gelenk ergab als neue Bedingung, daB das Biegungs
moment fiir das Gelenk Null sein muB. Man erreicht durch eine solche Anordnung, 
daB durch den betreffenden Querschnitt nur noch eine Querkraft und Langskraft 
weitergeleitet werden kann, aber nicht mehr ein Biegemoment. Ebenso konnte 
man (Nr. 67) eine Anordnung treffen, daB durch einen Querschnitt keine Langs
kraft mehr iibertragen wird, sondern nur eine Querkraft und ein Biegungsmoment, 
und als neue Bedingung trat dann auf: die Summe aller Langskrafte links oder 
rechts der betreffenden Stelle muB gleich Null sein. Durch diese Anderungen 
wurde eine neue Bedingung geschaffen, die es gestattet, eine zunachst iiberzahlige 
Lagerunbekannte zu ermitteln. 

In gleicher Weise werden wir nun auch fiir den raumlich belasteten Balken 
und den raumlichen Rahmen konstruktive MaBnahmen vornehmen konnen, die 
statisch unb'estimmt gelagerte oder auch innerlich statisch unbestimmte Systeme 
wieder auf ein statisch bestimmtes Gebilde zuriickfiihren. Entsprechend der jetzt 
vorhandenen groBeren Anzahl (sechs) der unbekannten BeanspruchungsgroBen, 
die fUr einen Querschnitt auftreten, oder anders ausgedriickt: die beim Schnitt 
des Balkens frei werden, werden wir nun ganz verschiedene Arten dieser MaB
nahmen (meist Gelenke) ausfiihren konnen. Sie erlauben, eine oder mehrere der 
sechs BeanspruchungsgroBen zu Null werden zu lassen und damit eine ent
sprechende Zahl neuer Gleichungen zu liefern. Mit deren Hille konnen die iiber
zahligen Lagerreaktionen und die noch auftretenden BeanspruchungsgroBen der 
Querschnitte ermittelt werden; das heiBt mit anderen Worten: das statisch 
unbestimmte System kann dadurch bestimmt gemacht werden. 

So ist z. B. der in Abb. 403 dargestellte Korper in neun Fesseln gelagert; er 
weist die neun Unbekannten A"" Ay, A., B., 0"" Oy, 0., D"" D. auf, ist also 
dreifach statisch unbestimmt. Zerlegt man ihn nun in zwei Teile und verbindet 
diese beiden durch ein Kugelgelenk, so tritt als neue Bedingung auf, daB durch 
diesen Punkt kein Moment iibertragen werden kann, oder anders gesagt, es 



Verschiedena.rtige Gelenke. 329 

konnen weder die beiden Biegemomente noch das Verdrehungsmoment weiter
geleitet werden. Wir haben also drei neue Bedingungen: 

;Ei = 0, yRi = 0, Ti = 0 . 

Dadurch ist die Zahl der Gleichungen von sechs auf neun erhoht worden, und 
wir haben geradesoviel Gleichungen wie Unbekannte. Durch das Kugelgelenk 
konnen sowohl die beiden Quer- ~ 
krafte .,Q. und yQi als auch die ~ 
Langskraft L .. weiterge1eitet wer- ' 
den; die Resultierende dieser drei 
gibt die Gelenkkraft an. Auf den 
linken Teil wirken auBer den ge
gebenen Lasten vier Lagerunbe
kannteunddreiGelenkunbekannte ; 
auf den rechten Teil auBer den 
gegebenen Lasten fiinf Lagerunbe
kannte und drei Gelenkunbe
kannte, also im ganzen fiinfzehn 
Unbekannte. Andererseits stehen 
fiir den linken Teil sechs Glei- Abb.40S. Bestlmmter Gelenktrilger mit mittlerem Kugelgelenk. 

chungen zur Verfiigung, fiir den rechten Teil ebenfalls sechs, das sind im ganzen 
zwolf. Da aber die drei Gelenkkra£te von links nach rechts genau so groB sind 
wie die von rechts nach links, haben wir tatsaohlich nicht fiinfzehn, sondern 
nur zwolf Unbekannte, so daB ihre Zahl gleich der Zahl der Gleichungen ist. 

Je nachdem man die beiden Korperteile miteinander verbindet, erhalt man 
ganz verschiedenartige neue Bedingungen. Wiirde man statt des Kugelgelenks 
ein Zylindergelenk einfiihren, so wiirde dadurch nur eine neue Bedingung ent
stehen, indem das Moment um die Zylinderachse, gleichgiiltig ob der Bolzen 
waagerecht oder lotrecht liegt, verschwinden muB. 

Es ist nun durchaus nicht immer gesagt, daB diese MaBnahmen nur dem 
Zweck dienen, die statische Bestimmtheit einer Konstruktion wiederherzustellen, 
sondern sehr haufig begegnen wir direkt der konstruktiven Forderung nach einer 
bestimmten Gelenkausfiihrung, die aus praktischen Griinden notwendig wird. 
Dann miissen wir zur Erzielung einer statisch bestimmten Konstruktion sozu
sagen den umgekehrten Weg gehen, d. h. die gegebene Gelenkkonstruktion so 
lagern, daB sie so viel Lagerreaktionen aufweist, wie es den sechs Gleichgewichts
bedingungen und den zusatzlichen Aussagen iiber das Gelenk entspricht. 

Auch zur Berechnung 8tati8ch unbe8timmter 
K0n8truktionen sind solche Gelenke von Be
deutung, da diese auf ein statisch bestimmtes 
Grundsystem zuriickgefiihrt werden miissen, 
und dabei wird man vielfach gedanklich von 
diesen Gelenkarten Gebrauch machen. 

Die Betrachtungen· iiber die erwahnten 
KonstruktionsmaBnahmen erforderndie Kennt- ~~ b 
nis der verschiedenen Gelenktypen. Die in der ~ ____ 
Praxis vorkommenden Ausfiihrungen, die zur 
Schaffung statisch bestimmter Systeme oder Abb. 404. Das Scharnier oder Zyllnder

gelenk (elne Freiheit, also elne GIelchung: 
auch aus anderen Griinden angewandt werden, iBz = 0). 

sind folgende: 
1. DaB Scharnier (Zylindergelenk). Diese Anordnung (Abb. 404) gibt dem 

Balken oder Rahmen eine Drehbeweglichkeit um die Bolzenachse, d. h. fiir diese 
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Achse ist das Biegemoment gleich Null; oder anders ausgedriickt: durch das 
Scharnier kann kein Biegemoment in der Ebene senkrecht zur Scharnierachse 
weitergeleitet werden. Die fiinf anderen BeanspruchungsgroBen dagegen konnen 
ubertragen werden. Wir haben also durch diese Gelenkart eine neue Bedingung 
gewonnen: daB das Biegemoment fiir eine Ebene senkrecht zur Scharnierachse am 
Scharnier verschwindet. 

2. Die Hulse (das Hiilsengelenk). Unterbrechen wir den Balken an einer 
Stelle und legen urn die Schnittstelle eine uber beide Schnittufer hinausragende 

b 

HUlse (Abb. 405), so kann diese sowohl 
jedes Biegemoment wie auch jede Querkraft 
(als Druck und Zug) ubertragen, und falls 
die Verbindung so ausgefuhrt wird, daB 
sich die Balkenteile in ihrer Langsrichtung 
nicht verschieben konnen, auch eine Langs
kraft. Es ist namlich durch die HUlse keine 

Abb.405. Das Hiilsengelenk (eine Gleichung: Drehmoglichkeit urn eine beliebige Quer-
Tl= 0). 

schnittsachse gegeben, ebensowenig eine 
Verschieblichkeit der Querschnitte gegeneinander. Dagegen wird nicht uber
tragen das Torsionsmoment, da durch ein solches Moment eine Drehung der 
Querschnitte urn die Balkenachse eintritt, d. h. das Torsionsmoment fiir den 
HiilsenanschluB ist Null. Es liegt also auch hier eine neue Bedingung vor. 

~~-
a 

I 
=i= 

b 
Abb.406. Die genutete Hiilse (eine Freiheit: Li = 0). 

Abb.407. Das Kreuzgelenk (zwei Gleichungen: 
IB", = 0, IBu = 0). 

3. Die genutete Hulse. Wird 
gegenuber der normalen Hiilse 
noch die Verdrehung der beiden 
Querschnitte urn die Balkenachse 
verhindert, daB sie also auch 
das Torsionsmoment ubertragen 
kann, andererseits aber die Langs-
verschieblichkeit ermoglicht, d. h. 
die "Obertragung der Langskraft 
verhindert, so entsteht die ge
nutete Hiilse (Abb. 406). Die sta
tische Bedingung fiir diese kon-
struktive MaBnahme lautet also: 
fiir die genutete Hulse ist die 
L.angskraft Null. Die genutete 
Hulse besitzt praktische Bedeu
tung als Kupplungsmuffe, oder in 
Getrieben als Verstellritzwelle 
(Sternwelle). Wird die genutete 
HUlse auch gegen Langsverschie
bung gesichert (festklemmen), so 
stellt sie eine starre Verbindung 
(links und rechts von einer 
Schnittstelle) zweier Wellen dar, 
die yom statischen Gesichtspunkt 
aus als durchgehende Welle be-
trachtet werden kann. 

4. Das Doppelscharnier oder Kreuzgelenk. Das einfache Scharnier mit Dreh
achse in der x-Richtung erlaubte auBer der "Obertragung eines Torsionsmomentes 
auch noch die "Obertragung eines Biegemoments in der x, z-Ebene. Verbinden 
wir nun mit diesem einfachen Scharnier ein zweites, das die biegende Verdrehung 
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der Balkenachse in einer senkrecht zur ersten liegenden Ebene, also der x, z-Ebene, 
gestattet, so erhalten wir ein Kreuzgelenk (Abb. 407) und damit eine sogenannte 
Gelenkwelle, d. h. einen Balken, der in jeder beliebigen Richtung aus seiner Achse 
um das Kreuzgelenk abgebogen werden kann (soweit die technische Ausfiihrung 
des Gelenks das erlaubt). Statisch betrachtet heiBt das, daB das Kreuzgelenk wohl 
ein Torsionsmoment, aber kein Biegemoment iibertragen kann, wodurch wir die 
zwei Bedingungen als neue Bestimmungsgleichungen erhalten: die Biegemomente 
(definitionsgemaB also die Summe aller biegenden Momente und die der Momente 
aller Krafte links oder rechts vom Gelenk ffir zwei Querachsen) in zwei zueinan
der senkrechten Langsebenen sind ffir das Kreuzgelenk Null. Die Querkrafte 
und die Langskraft verschwinden bei entsprechender Ausfiihrung natfirlich nicht 
ffir das Kreuzgelenk. 

Stehen die beiden, durch das Kreuzgelenk miteinander verbundenen Wellen 
(Balken) unter einem bestimmten Winkel zueinander, so kann damit von einer 
Welle auf die andere ein Torsionsmoment iibertragen werden, deren Vektoren 
unter dem gleichen Winkel zueinander stehen. Diese "Oberleitung und Ablenkung 
der Torsionsmomentenvektoren erfordert eine eingehende Untersuchung der Vor
gange am Kreuzgelenk, die wir am SchluB dieser Zusammenstellung anstellen 
wollen (Nr. 99). 

5. Die Kupplung mit Querverschieblichkeit. Das Wesen dieser Art Kupplungen 
(Abb. 408) ist die Verbindung zweier Gabeln durch ein Kreuz aus Vierkantbolzen, 
die keine biegende und tordierende Verdrehung, auch keine Langsverschiebung, 
wohl aber eine Verschiebung der beiden Wellenenden in Richtung beider Quer
krafte erlauben. Die beiden Bedingungen dieser Kupplungsart lauten also: die 
beiden Querkrafte an der querverschieblichen Kupplung sind Null. 

--fJ-- -l-.-~ 
b a 

Abb. 408. Die querverschiebliche Kupplung (zwei 
GIeichungen: iQ", = 0, iQv = 0). 

Abb. 409. Das Raumgelenk, Kugelgelenk (die drei 
Momente verschwinden). 

6. Das Kugelgelenk. Das Kugelgelenk (Abb. 409), das als Vereinigung zweier 
senkrecht zueinander stehender Scharniere und einer HUlse aufgefaBt werden 
kann, laBt jede beliebige Verdrehung der beiden Wellenenden zu; es konnen also 
weder die beiden Biegemomente noch das Verdrehungsmoment iibertragen 
werden. Wir erhalten durch die Einfiihrung dieses Gelenkes in eine Konstruktion 
somit die drei zusatzlichen statischen Aussagen: die Biege- I 

momente in zwei zueinander senkrechten Richtungen und ~' 
das Torsionsmoment ffir das Kugelgelenk sind gleich Null. ~ I __ ----

7. Das Kreuzgelenk mit Querverschieblichkeit (Dreh- .~ .............................. 
schiebekreuzgelenk). Vereinigen wir die Drehungsmoglich- I 
keit des Kreuzgelenks mit der Verschieblichkeit der quer
verschieblichen Kupplung, so erhalten wir damit eine Ge
lenkart (Abb. 410), die sowohl einer biegenden Verdrehung 
als auch einer Querverschiebung der beiden Wellenenden 
keinen Widerstandentgegensetzt, die beiden Biegemomente 

Abb. 410. Das Kreuzgelenk 
mit Querverschieblichkeit 
(beide Querkrafte und beide 

Biegungsmomente werden 
Null). 

und Querkrafte konnen also nicht iibertragen werden. Dagegen ist die Langs
verschieblichkeit und die tordierende Drehbeweglichkeit der Wellenteile gegen
einander unterbunden. Das so gebaute Gelenk, das sich von der querverschieb-
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lichen Koppel nur dadurch unterscheidet, daB statt del' drehsteifen Vierkant
bolzen €lin Krenz aus runden Drehbolzen eingesetzt ist, ist statisch charakterisiert 
durch die vier Bedingungen: fUr das Drehschiebkreuzgelenk sind die Biege
momente und die Querkrafte in zwei zueinander senkrechten Ebenen gleich Null. 

8. Die reine Drehkoppel. Nehmen wir dem Drehschiebekrenzgelenk auch noch 
die tibertragungsmoglichkeit del' Langskraft ab, so entsteht damit die reine 
Torsionsmomenteniibertragung zweier Wellen. Diese Gelenkart (Abb. 411) findet + sich in del' praktischen Anwendung in verschiedenster 

I Ausfiihrung als Knorpelgelenke, Drehmomentenkupplun-
-+ --- gen, Kegelradgetriebe usw. Die normale Drehmomenten-

, kupplung, als Wellenkupplung zweier Maschinen, besitzt 
I zwar keine ganz freie Quer- und Drehverschieblichkeit, 

Abb.4ll. Die Drehkoppel abel' die diesen Verschiebungen sich widersetzenden 
i~~~~~~~Jew~J~r E~ GroBen (meist Krafte) sind "weich" gemacht, d. h. durch 
verschwlndendiebeidenQuer' elastische Beilagen werden die durch die Verschiebungen 
kriifte,~~e'if;:~~~teund entstehenden Krafte in sehr kleinen Grenzen gehalten, 

so daB sie fast ausschlieBlich durch die elastischen 
Verformungen diesel' Beilagen aufgenommen werden und das Gesamtgetriebe 
nur sehr wenig belasten. Die bei dem Eingriff del' Verzahnung entstehenden 
Langs- und Querkrafte miissen von den dicht an den Kegelradern sitzenden 
Lagern aufgenommen werden, die damit auch den richtigen Eingriff del' Zahne 
gewahrleisten. Fiir das Gesamtbild ist also keine Weiterleitung von Quer- odeI' 
Langskraft anzunehmen. Hier gilt die statische Charakterisierung weniger als 
neue Aussage, sondern mehr als Forderung fiir die Konstruktion. Die fiinf neuen 
Bedingungen lauten: fUr die reine Drehkoppel sind die Biegemomente in zw;ei 
zueinander senkrechten Ebenen und die Querkrafte in zwei zueinander senkrecht 
stehenden Richtungen und die Langskraft Null. 

Es konnen nun durch entsprechend gewahlte Konstruktionen auch noch 
andere Anordnungen diesel' Art getroffen werden, z. B. HUlse mit Langsver
schieblichkeit, die dann entsprechende Bedingungsgleichungen erfiillen. Hier 
sind nul' die technisch wichtigen MaBnahmen behandelt, deren statische Merk
male auch auf jedes andere Gelenk sinngemaB iibertragen werden konnen. 

9. Der Belmitt (Abb. 412). Als groBte Steigerung del' Beseitigung von Bean
spruchungsgroBen, und damit Schaffung neuer Bedingungsgleichungen, ist schlieB

lich noch del' Schnitt zu nennen, den wir zur Ermittlung 
del' inneren Einfliisse gelegt zu denken haben. Mit del' 

Abb. 412. Der Schnitt 
(sechs Freiheiten). 

vollstandigen Auftrennung eines Balkens durch den Schnitt 
wird selbstverstandlich die Weiterleitung jeder Kraft und 
jedes Momentes unmoglich gemacht. Del' Schnitt hat also 

als Aussage: fiir den Schnitt sind die sechs BeanspruchungsgroBen, das sind 
die beiden Biegemomente, das Torsionsmoment, die beiden Querkrafte und die 
Langskraft gleich Null. 

99. Betrachtungen fiber das Kreuzgelenk und verwandte Anordnungen. 
Wahrend beim Scharnier, del' Hiilse und del' genuteten HUlse die angegebenen 
Aussagen ohne weiteres als zusatzliche Gleichungen zu den Gleichgewichts
bedingungen angesetzt werden konnen, ist, wie bereits oben erwahnt, fiir das 
Kreuzgelenk eine besondere Betrachtung del' t'rbertragungsvorgange notwendig, 
wenn es als Verbindung zweier unter einem bestimmten '\Vinkel zueinander 
stehenden Wellen verwandt wird1 . Bei diesel' Anwendung in den Gelenkwellen 
wird durch das Kreuzgelenk ein Verdrehungsmoment von einer Welle in die 

1 V gl. zu den folgenden Ausfiihrungen: H. DIETZ, "Die Ubertragung von Momenten 
in Kreuzgelenken". Z. VDr 1938 S. 825 und 1939 S. 508. 
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andere, also sozusagen "um die Ecke" geleitet. Das Kreuzgelenk gibt einer ver
biegenden Wirkung der heiden Wellen in jeder Richtung nach, setzt einer solchen 
keinen Widerstand entgegen. Das erhellt auch schon daraus, daB fUr eine um
laufende Wellenverbindung die Neigung der- heiden Wellenaohsen moglioh ist, 
was ja relativ zur Welle betrachtet einem Biegen der Wellenverbindung um den 
Kreuzgelenkmittelpunkt in einer umlaufenden (also jede Lage einnehmenden) 
Ebene gleiohkommt. Diesa Eigentiimlichkeit des Kreuzgelenkes zeigt uns, daB 
iiber das Gelenk hinaus kein Biegemoment von einer Welle auf die andere iiber
tragen werden kann. Unsere oben aufgestellten Aussagen, daB die Biegemomente 
in dem Gelenk Null sind, sind also voll berechtigt, andererseits ist aber, wie 
gezeigt werden soll, gerade dieses Kreuzgelenk die Ursaohe fUr ein Biegemoment, 
das nicht von auBen aufgebraoht wird, sondern durch die Umlenkung des Dreh
moments entsteht. 

FUr die weitere Betraohtung sei die in Abb. 413 dargestellte Wellenkollstruk
tion zugrunde gelegt. Unter der Voraussetzung, daB die drei Lager A, B, "0 
Drehlager sind, daB also keine Momente, sondern nur Krii.fte iibertragen werden 
konnen, ist diese Konstruktion statisch bestimmt. Es liegen namlich duroh das 
eine feste und die zwei beweglichen Lager (Halslager) 1 X 3 und 2 X 2 Unbekannte 
vor, dazu kommt die eine Fessel einer Drehmomentenkupplung, also im ganzen 
acht Fesseln. Demgegeniiber stehen die sachs Gleichgewichtsbedingungen der 

11~ A 

~ L ~I:.-------'. 
~~.. I. C 
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A.bb.413. Bestimmte Lagerung elner Wellenfiibrung mit Abb.414. Die Weiterleitung eines Verdrehungs-
Kreuzgeienkkupplung. momentes in die zwelte Welle • 

.gesamten Konstruktion und die zwei Bedingungen des Kreuzgelenks, daB die 
beiden Biegungsmomente verschwinden miissen. In der Konstruktion wird das 
·eingeleitete Torsionsmoment mit seinem Vektor T l' das an der Gelenkstelle in 
der Welle I vorhanden ist, durch das Gelenk als ein Torsionsmoment um eine 
andere Achse, also als ein andersgerichteter Momentenvektor T a, in die nachst
folgende Welle weitergeleitet. Diese vektorielle Anderung des Momentenvektors 
Tl in Ta kann aber nur mit Hille eines zweiten Vektors B geschehen sein, welch 
letzterer, aus der Ablenkungsart zu schlieBen, in der Ebene der Wellen und nur 
.als Biegemoment in den Gabelehenen des Gelenks vorhandensein kann, und zwar 
.sowohl in dem rechten als auch im linken Konstruktionsteil. Dieser Vektor B 
muB so beschaffen sein, daB der resultierende Vektor von B und Tl den 
Vektor Ta der Welle II ergibt. Das Kreuzgelenk, das also gerade seine Eigenart 
·darin besitzt, kein Biegemoment weiterzuleiten, muB hiernaoh offenbar zwangs
laufig ein Biegemoment erzeugen, das nicht durch ituBere Krii.fte oder 
Momentenbelastungen bedingt ist. Um diese seltsame Erscheinung aufzuklaren, 
miissen wir uns das Gelenk in seiner bauliohen Gestaltung und dem dadurch be
dingten Kraftespiel naher. ansehen. 

Das hier zu untersuchende Kreuzgelenk besteht im wesentlichen aus zwei 
Gabeln an den Enden der Wellen I und II (vgl. Abb. 415), die an einem starren 
Achsenkreuz K so angeordnet sind, daB die beiden Scharnieraohsen der Gabeln 
stets unter einem Winkel von 90 0 stehen (grundsatzlich fiihrt auch eine Neigung 
-der Achsen des Kreuzes K unter einem anderen Winkel wie 90 0 zu brauchbaren 
Kreuzgelenken). Zur einfaoheren Betraohtung der wirkenden Krafte bzw. 
Momente lassen wir auf die Welle I nur ein reines Drehmoment einwirken, das 
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auf die unter dem Winkel g; gegen die Welle I geneigte Welle II iibertragen 
werden solI. Es sollen zwei Stellungen betrachtet werden: In der Stellung a 
(Abb.415) liege die Gabel der Welle I in der gemeinsamen Ebene der beiden 
Wellenachsen; dagegen in Stellung b (Abb.416) liege die Gabel der Welle II in 

i 
Abb. 415. AufgelOstes Kreuzgeienk in Ausgangsstellung. 

der gemeinsamen Ebene der beiden Wellenachsen. Die Gabel (h (Gabel der 
Welle I) driickt auf das Achsenkreuz mit den beiden Kraften PI' die zusammen 
das auf das Achsenkreuz ausgeiibte Torsionsmoment TI =PI • h der Welle I 
darstelleni • Da von der Welle II jedoch auch nur ein Drehmoment abgenommen 
werden soll, wirken auf die beiden anderen Lagerzapfen des Achsenkreuzes K 
die beiden Krafte P2 , die zusammen wiederum das auf das Achsenkreuz wirkende 

Abb.416. Aufgeiilstes Kreuzgeienk nach Drehung um 90°. 

Torsionsmoment T 2 =P2 ' h der Welle II darstellen. Die umgekehrten Krafte 
PI bzw. P2 wirken auf die Gabeln Gr. und Gn. und halten in ihrer Wirkung mit TI 
bzw. Ta Gleichgewicht. Die am Achsenkreuz angreifenden beiden Belastungen 
der PI und Pa, die also aus den auGeren Einfliissen zu entnehmen sind, vermogen 
allein sich nicht am Achsenkreuz K auszugleichen, da die beiden Kraftepaare 
nicht in derselben Ebene liegen. Die ZusammElnwirkung der beiden Momente 
PI' h und P a • h wiirde vielmehr eine Drehung ·des Achsenkreuzes ergeben, die 
aber in Wirklichkeit nicht vorliegt. Es miissen somit noch Zusatzkrafte Z geweckt 
werden, die ein solches Kraftepaar bilden, daG das tThertragungsglied (Achsen
kreuz K) in Ruhe bleibt. Diese Zusatzkrafte Z miissen in der zweiten Gabelebene 
liegen, da die Gabel nur in ihrer eigenen Ebene ein Kraftepaar auf das Achsen
kreuz ausiiben kann. Jede dieser beiden Krafte Z laGt sich mit einer der Krafte 
Pa zu einer Resultierenden R zusammenfassen. Diese beiden Krafte R mussen 
ein Kraftepaar R . h ergeben, das seinerseits dem von der Gabel I herriihrenden 
Kraftepaar PI' h das Gleichgewicht haIt, also in derselben Ebene liegen muG. 
Da nun R . h = PI . h 

sein muG, folgt, daG die erwahnten Krafte R gleich sind den Kraften PI> die von 
der Gabel I auf das Achsenkreuz K ausgeiibt werden. Dadurch sind die GroGen 
dieser beiden Zusatzkrafte bestimmt. 

Z = R sing; = PI sing;. 
1 h ist die Maulweite der Gabeln, s. Abb. 418. 
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Das zusatzliche Kriiftepaar Z . h stellt also ein Biegemoment fUr die Welle II dar, 
das in der Gabelebene der Welle II liegt, am Kreuzgelenk entsteht und die GroBe 
besitzt: 

Z . h = PI . h sinrp = TI . sinrp , 

da ja PI . h das in die Welle I eingeleitete Torsionsmoment darstellt. 
Wir konnen auch einen etwas anderen Gedankengang anwenden. Auf das 

Achsenkreuz wirken infolge des eingeleiteten Verdrehungsmomentes TI und des 
weitergeleiteten T 2 zwei Kraftepaare: 

Pl' h = TI 
und 

Der Vektor des ersteren liegt in der Drehachse I, der des zweiten in der Dreh
achse II. Diese zwei Vektoren konnen nicht im Gleichgewicht stehen, weil sie 
nicht parallel gerichtet sind (Abb. 417). Damit nun doch Gleichgewicht entsteht, 
muB ein Vektor hinzugefUgt wer
den, der das Vektoreneck schlieBt. 
Dieser Zusatzvektor muB natiir
lich so angeordnet werden, daB 
sein Moment durch die Kon-

71 struktion aufgenommen werden 
kann; es kann aber nur ein 
Kraftepaar iibertragen werden, 
das in der Ebene der Gabel Gu 
liegt, also ein Biegungsmoment. 
Sein Vektor steht senkrecht zu 
dieser Ebene, also auch senkrecht 
zur Welle II (B2 ). Das Vektoreck 
aus T 1 , T2 und B2 muB geschlos-
sen sein, es findet sich: 

B2 = TI . sinrp . 

Der Vektor B2 gibt aber ein 
Biegemoment an, das durch die 
Welle II aufgenommen wird. Das 
weitergeleitete Drehmoment ist 
bestimmt durch 

T2 = TI . cosrp. 

Abb. U7. Der Zusatz-Vektor (Biegungsmoment) bei der 
Ausgangsstellung. 

- - i - - - - t - -
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Abb.418. Der Zusatz-Vektor (Biegungsmoment) bei der 
zweiten SteHnng. 

Wir konnen auch einfach sagen, der Drehmomentenvektor TI wird durch das 
Achsenkreuz K zerlegt in einen Biegemomentenvektor B2 (entsprechend dem 
Moment z· h) und einen Drehmomentenvektor T 2 , welchen beiden von der 
Welle II gegenwirkende Momente entgegengesetzt werden miissen, um Gleich
gewicht herzustellen. Die Zerlegung des Drehmomentenvektors bzw. die Losung 
der am Achsenkreuz auftretenden Gleichgewichtsaufgabe fUhrt direkt auf das 
Ergebnis 

T 2 = T 1 • cos rp , 

B2 = Tl . sinrp. 

Das Biegemoment B2 muB durch die beiden Lagerstellen B und 0 aufgenommen 
werden. Es werden also die Lagerreaktionen: 

B - 0 - T sinrp 
- - Ie' 
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DaB diese Betrachtung der Zerlegung des Momentenvektors nicht allgemein
giiltig ist und nur in dem hier behandelten Fall a, wo die Gabel der Welle I hori
zontal, d. h. in der gemeinsamen Ebene der Wellenachsen liegt, Giiltigkeit hat, 
zeigt die folgende "Oberlegung fiir die Stellung b des Kreuzgelenks (Abb. 416). 
In dieser Stellung stehe nun die Gabel GIl der Welle II in der den beiden 
Wellenachsen gemeinsamen Ebene. Das eingeleitete Drehmoment Tl erzeugt am 
Achsenkreuz K ein Kraftepaar Pl' h, dem das durch T 2 als Reaktionsmoment 
erzeugte Kraftepaar P2 • h gegeniibersteht. Es ist aber nun durch diese beiden 
Kraftepaare wieder nicht moglich, das Achsenkreuz K im Gleichgewicht zu 
halten, da sie in verschiedenen Ebenen liegen. Um Gleichgewicht herbeizufiihren, 
muB wieder ein weiteres Kraftepaar hinzugefiigt werden, derart, daB das zu
gehOrige Vektoreck geschlossen ist. Der Vektor des Kraftepaares Pl' h fallt in 
die Achse I, des Vektors von P2 • h in die Wellenachse II. Der Erganzungsvektor 
muB in der gleichen Ebene der beiden Achsen liegen, das Moment selbst also in 
einer Ebene senkrecht zur Wellenebene (I, II). Wie es auch eingefiihrt wird, 
immer entsteht ein Biegungsmoment, da der erganzende Vektor aus den Achsen I 
und II herausfallt. Nun muB aber dieses Zusatzkraftepaar selbstverstandlich so 
liegen, daB es durch die Konstruktion iibertragen werden kann. An der Gabel GIl 
bzw. an der zugehorigen Welle kann aber ein solches zusatzliches Kraftepaar, das 
ein Biegungsmoment ergibt, nicht aufgenommen werden, da die Endpunkte der 
Gabel nicht in der Ebene des notigen zusatzlichen Kraftepaares, das ist eine 
Ebene senkrecht zur Ebene (I, II), liegen. Es kann allein von den Gabelenden 
der Gabel GI als das in Abb. 416 eingezeichnete Kraftepaar Z· h als Biegemoment 
iibernommen werden. Es ist also nun Gabel GI bzw. Welle I Trager des ent
stehenden Biegemoments. Die Bestimmung der GroBen mit Hille des Vektoren
dreiecks der Momente (Abb.418) liefert: 

T 2 = ~; Bl = Tl . tg cp • costp 

Wir sehen also, daB im FaIle b das aus Welle II abgenommene Torsionsmoment bT 2' 

das als abgeleitetes Moment betrachtet werden solI, groBer ist als das in der 
Stellung a hergeleitete Moment aT 2' Es ist, da 

aT2 = Tl • coscp 

(Tl wird fiir beide Stellungen, als eingeleitetes Drehmoment, gleich groB an
genommen aTl = bTl = T l) 
und T Tl 

b 2 = costp' 
das Verhaltnis: 

ein MaB fiir das Schwanken des abgeleiteten Torsionsmomentes. 
Das in die Welle I durch die Umlenkung des Drehmoments eingehende Biege

moment muB durch entsprechende Lagerkrafte wieder aufgehoben werden. Da 
die Welle I nur ein Drehlager (A) aufzuweisen hat, andererseits aber zur Aufnahme 
cines Biegemoments zwei Krafte an verschiedener Stelle erforderlich sind, wird 
hier die Eigenschaft des Kreuzgelenks ausgenutzt, daB es eine Querkraft iiber
tragen kann. Das Gelenk ist das zweite Lager fiir die Welle I, in ihm stiitzt sie 
sich gegen die andere Welle II abo 1m Gelenk wird also in dieser Stellung b 
sowohl eine Querkraft Q gegen Teil I ausgelOst, wie eine gleich groBe, entgegen
gesetzt gerichtete Querkraft Q' fiir den Teil II. Durch diese Querkraft, die fiir 
den abgetrennten Wellenteil II wie eine auBere Belastung in der Gelenkstelle 
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wirkt, wird also auch die Welle II mit einem zusatzlichen Biegemoment he
ansprucht, dessen GroBe von den Ahstanden der einzelnen Lagerstellen ahhangt. 
Es wird mit den Bezeichnungen der Ahh. 413: 

und 

Da aher 

ist, wird 

Weiterhin ist 

und damit 

A Tl A . a = B l , woraus = -. tgcp 
a 

Q • (b + c) = B . c , b+c woraus B = Q. -- . 
c 

Q = A = Tl . tgcp 
a 

b+c B=T ·tgm .-. 1 T a. c 

b C = T . tgm • --- . 
1 T a. c 

Die Betrachtung dieser heiden Stellungen zeigt uns, daB die Umlenkung des 
zu uhertragenden Drehmomentes immer mit Hille von Biegemomenten erfolgen 
muB, das von einem hzw. in den Zwischenstellungen auch von heiden Wellenteilen 
aufgehracht werden muB, und daB weiterhin das entnommene Verdrehungs
moment (T2) in seiner GroBe heim Umlauf der Wellen schwankt. Es treten also 
wechselnde Biegeheanspruchungen auf in heiden Wellenteilen, und die Schwan
kungen der Biegemomente und des Verdrehungsmomentes konnen die Ursache 
von Schwingungen werden. 

Wir hahen hier die eigentumliche Erscheinung, daB in dem Gelenk unmittelhar 
kein Biegemoment entstehen kann, daB aher mittelhar durch die Gelenkanord
nung doch ein Biegemoment hervorgerufen wird durch die Querkraft, die auftritt 
und weitergeleitet wird. Die Verhaltnisse sind in gewissem Sinne ahnlich denen 
der gewinkelten Gerherhalken (Nr.66). 

Die Ermittlung der in heliehiger Lage auftretenden zusatzlichen Biegemomente 
laBt sich durch die Betrachtung der Momentenvektoren in zwei Ehenen vor
nehmen. Bei jeder heliehigen Stellung des Achsenkreuzes (Koppelglied K) ist 
das umlenkende Zusatzmoment, das als resultierendes Moment der heiden ein
zelnen Biegemomente entsteht, so gerichtet, daB sein Vektor erstens in der 
Ehene der heiden Wellenachsen, und zweitens in der Ehene des um 90° vor
eilenden Achsenkreuzes K liegt. Die Schnittlinie dieser heiden Ehenen giht 
uns also die Lage des zusatzlichen Momentenvektors und das Vektorendreieck 
der Momente in der Ehene der heiden Wellen die GroBe des zusatzlichen Mo
mentes an. 

Die Zerlegung des Zusatzmomentes in seine heiden Bestandteile, die Biege
momente der Wellen, kann nun in der ohen heschriehenen Ehene des um 90° 
voreilenden Achsenkreuzes erfolgen. Zerlegen wir den Zusatzmomentenvektor in 
Richtung der heiden Achsen des voreilenden Koppelgliedes K, also senkrecht zu 
den wirklichen Scharnierachsen der Wellen, so stellen diese Teilvektoren un
mittelhar die MomentengroBen der heiden Biegemomente dar, die von den heiden 
Gabeln bzw. den beiden Wellen aufgebracht werden mussen. Der Biegemomenten
vektor der Gabel GI steht z. B. senkrecht zu seiner Gabelebene, d. h. in Richtung 
der um 90 ° voreilenden zugehorigen Achse des Koppelgliedes. Wie die Biege
momente von den Wellen selbst aufgebracht werden, hat die Betrachtung der 
Stellungen a und b gezeigt. Bei doppelt gelagerten Wellenteilen werden die 
beiden Lager belastet, bei einer Lagerstelle im weiteren VerIauf des Wellenteiles 

Schlink, Statik. 22 
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wird die im Gelenk iibertragbare Querkraft zur Aufnahme des Biegemomentes 
herangezogen. 

Das Drehschiebekreuzgelenk besitzt nun diese tibertragungsmoglichkeit der 
Querkraft nicht. Das bedeutet, daB fiir den Wellenteil I unter gleicher Belastung 
wie Abb.413 bei Verwendung eines querverschieblichen Kreuzgelenkes ein 
zweites Lager anzubringen ist, damit das entstehende Biegemoment durch ent-

sprechende Lagerkrafte aufgenommen werden kann. 
1m iibrigen gelten die gleichen Ergebnisse fiir das 
querverschiebliche Kreuzgelenk wie die oben beschrie
benen fiir das normale Kreuzgelenk. Die zusatzliche 
Anbringung des Lagers entspricht auch durchaus den 
Bedingungen, die wir an friiherer Stelle fiir dieses 
Gelenk ausgesprochen haben; durch die Einfiihrung 
des Kreuzgelenkes mit Querverschieblichkeit kommen 
zu den sechs allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen 
noch die vier weiteren Aussagen, daB die beiden Biege
momente und die beiden Querkrafte der auBeren Be
lastung an der Gelenkstelle Null sind. Diesen insgesamt 
zehn Gleichungen entsprechen auch die auftretenden 
zehn Unbekannten der Fesselungen. Ala Unbekannte 
treten auf: die sechs unbekannten Fesseln der drei 
Halslager, die drei Fesseln des unverschieblichen 
Lagers und die Drehmomentenfesselung der Gesamt
konstruktion. -

Auch die Drehmomenteniibertragung durch Knor
pelgelenke und Kegelrader ist in der oben beschrie
benen Weise zu betrachten. Ala neue Fessel tritt 
hier, entsprechend unserer Aussagen iiber die reine 
Drehkoppel, eine Aufnahmemoglichkeit fiir die 
Langskraft auf. Wahrend bei Knorpelgelenken (mit 

Abb. 419. Kegelradgetriebe als • E' 'ff ll) d' b'd Kr f d' 
Beispiel einer DrehkoppeI. ZWeI mgrl sste en Ie el en ii te, Ie zusammen 

das Drehmoment bilden, von den beiden Eingriffs
stellen des Gelenkes selbst aufgebracht werden, die Welle also mit einem reinen 
Torsionsmoment beanspruchen, ist beim Kegelzahnradtrieb (Abb.419) nur eine 
iibertragene Einzelkraft, der Zahnflankendruck, vorhanden. Die andere Kraft, 
die mit dem Zahndruck zusammen fiir das entstehende Drehmoment verant
wortlich ist, muB von einem Lager aufgebracht werden, wodurch die Forderung 
entsteht, daB das Lager moglichst nahe an das tJbertragungsglied, also hier das 
Kegelrad, herangebaut werden muB, wenn eine groBe Biegebeanspruchung ver
mieden werden soIl. Wegen der Stetigkeit der Kraftangriffsstelle in bezug auf 
die beiden Wellenachsen bzw. der beiden Achsen gemeinsamen Ebene, ist 
hier auch ein stets gleichbleibender Beanspruchungszustand zu erwarten, der 
je nach der Zahnezahl nur ganz schwache Schwankungen aufweist. Die iiber
tragende Kraft P ist mit groBer Annaherung eine festliegende konstante exzen
trische Querkraft, die Bowohl ein Biegemoment alB auch ein Torsionsmoment in 
der Welle erzeugt. 



Sie ben ter Teil. 

Das Raumfachwerk und allgemeine Raumwerk. 

XXI. Begriff und Bildung des raumlichen Fachwerks. 

100. Die Bildungsgesetze fUr das freie Fachwerk. Das raumliche Fachwerk 
stellt genau wie das ebene eine Verbindung von Staben dar, die zu einem un
verschieblichen tragenden Gerust so vereinigt sind, daB aIle Bauglieder nur 
Langskrafte aufnehmen, sofern die Lasten nur in den Knotenpunkten wirken. 
Als Voraussetzungen fur diese Bedingung gelten wieder, daB 1. aIle Stabe starr, 
2. die Stabe gelenkig miteinander verbunden sind. 

Statisch bestimmt nennen wir das Fachwerk, wenn bei jeder beliebigen Be
lastung in allen Staben eindeutige und endliche Stabkrafte auftreten. Es muB 
dann notwendigerweise die Zahl der zur Verfugung stehenden Gleichungen gleich 
der Zahl der Unbekannten sein; letztere sind durch die Stabkrafte dargestellt, 
also muB die Zahl der Stabe gleich der Zahl der Gleichungen sein. Die Gleichungen 
sind dadurch bedingt, daB das Fachwerkgleichgewicht gesichert ist. Zu diesem 
Zweck mussen sowohl die gesamten auBeren Krafte im Gleichgewicht stehen, 
wie auch die auf jeden Knotenpunkt wirkenden Krafte (Last und Stabkrafte). 
Fur die erste Forderung mussen sechs Gleichungen erfullt sein, weil es sich urn 
zerstreute Krafte im Raume handelt; fUr die zweite Forderung jedesmal drei 
Bedingungen, da Krafte im Raume durch einen Punkt vorliegen. Bei n Knoten
punkten wiirden demgemaB 3n Knotenpunktsbedingungen bestehen. Wenn aber 
an allen Knotenpunkten Gleichgewicht vorhanden ist, dann gilt dieses auch ohne 
weiteres fUr die samtlichen auBeren Krafte des ganzen Fachwerks. DafUr waren 
aber schon sechs Gleichungen notig, so daB wir tatsachlich nicht mehr 3n unab
hangige Gleichungen haben, sondern nur noch (3n - 6); es muf3 demgemdf3 jedes 
statisch bestimmte freie Raumfachwerk 

s = 3n - 6 (44) 

Stdbe besitzen. Das ist eine notwendige Bedingung, aber keine ausreichende, da 
ja s Gleichungen mit s Unbekannten nicht immer eindeutige Losungen zu haben 
brauchen. 

Zur geforderten unverschieblichen Festlegung des Fachwerks brauchen wir 
eine bestimmte Mindestzahl von Staben. Es laBt sich zeigen, daB diese Mindest
zahl auch wieder (3n - 6) ist. Ein Fachwerk, das diese Mindestzahl von Staben 
besitzt und unverschiebbar ist, nennt man kinematisch bestimmt. A. FOPPL hat 
nachgewiesen, daB jedes statisch bestimmte Fachwerk auch kinematisch bestimmt 
ist, und umgekehrtl. 

Fur den Aufbau der bestimmten Raumfachwerke lassen sich wie bei den 
ebenen Fachwerken drei Bildungsgesetze aufstellen. 

Erstes Bildungsgesetz. Zur Festlegung eines neuen Knotens in der Ebene 
gehOren zwei Stabe, im Raum dagegen drei (Dreibockgerust). Wir werden also 
ein bestimmtes Raumfachwerk erhalten, wenn wir den Aufbau so vornehmen, 

1 Vgl. A. FOPPL: DaB Fachwerk im Raum, Leipzig 1892. 
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daB von bereits vorhandenen festliegenden Knotenpunkten ausgehend je drei 
Stabe einen neuen Knoten bilden. 

Wir erhalten damit das erste Bildungsgesetz: 
Ein bestimmtes Raumfachwerk wird gewonnen, wenn ausgehend von einem 

Dreieck weitere Knotenpunkte durch ie drei Stabe angeschlossen werden, die nicht 
in einer Ebene liegen. 

Die kinematische Bestimmtheit (Unverschieblichkeit) dieser Knotenanschlusse 
und damit des ganzen Raumfachwerks ist leicht einzusehen: SchlieBen wir an 
ein Stabdreieck (bzw. an ein starres Gebilde) einen Punkt S (Abb. 420) mit zwei 

____ -'_ Staben CD und ® an, so kann sich der 

Krelslmhn des Punkles S 
11m o'le Achse A-8 

Abb. 420. Unverschieblichkeit eines durch drel 
Stabe angeschlossenen Punktes. 

Punkt S auf einem Kreisbogen um die 
Achse AB drehen. Andererseits erlaubt 

Abb. 421. Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz. 

ein einzeiner Stab CD seinem Endpunkt Seine Bewegung auf einer Kugelober
£lache. Da aber Punkt S sowohl durch die Stabe CD und ® als auch durch CD 
angeschlossen ist, muB er sich gleichzeitig auf der Kugel und dem angegebenen 
Kreis bewegen, d. h. er liegt fest, da Kugel und Kreis einen eindeutigen Schnitt
punkt haben, sofern die drei Stabe nicht in einer Ebene liegen. 

DaB das nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebaute Raumfachwerk (Abb. 421) 
zugleich statisch bestimmt ist, geht aus den Gleichgewichtsbedingungen der einzel
nen Knoten hervor. Ahnlich wie bei dem ebenen Fachwerk konnen wir auch hier 
der Reihe nach immer einen Knotenpunkt (IV, III usw.) abtrennen, und zwar 
jetzt mit je drei Staben, und dabei jedesmal die Stabkrij,fte mit Hille der drei 
Gleichgewichtsbedingungen eindeutig berechnen, sofern die drei betreffenden 
Stabe am Knoten nicht in einer Ebene liegen. Wenn ein Punkt durch drei Stabe 
in der gleichen Ebene angeschlossen ist, so weist er Verschieblichkeit auf, und 
die durch ihn laufenden Stabe erhalten vieldeutige bzw. unendlich groBe Stab
krafte, ganz entsprechend dem Fall des ebenen Fachwerks, wo zwei Stabe in die 
gleiche Gerade fallen. 

Fur die Stabzahl eines Raumfachwerks nach dem ersten Bildungsgesetz ergibt 
sich (3n - 6); denn 

fUr den an das Dreieck angeschlossenen Teil ist 
fiir das Dreieck selbst (nl = 3, SI = 3) 
also fiir das Gesamtgebilde 

S2 = 3n2 , 

SI = 3n1 - 6; 
SI + S2 = 3 (nl + n 2) - 6 

s=3n-6. 

Diese Stabzahl ist also zur Erreichung der Unverschieblichkeit notwendig. 
Ais zweites Bildungsgesetz konnen wir aufstellen: Zwei statisch bestimmte 

Raumfachwerke lassen sich zu einem Fachwerk vereinigen durch Einfukrung von 
secks Verbindungsstiiben, die sick in allgemeiner Lage befinden milssen, im beson-

.. -. ",' 
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deren nicht durch eine Gerade geschnitten werden durfen. Drei Stiibe kOnnen durch 
einen gemeinsamen Punkt ersetzt werden. 

Wir sehen hier wieder die Analogie zum zweiten Bildungsgesetz des ebenen 
Fachwerks. Zum Nachweis der richtigen Stabzahl der statischen und kinemati
schen Bestimmtheit benutzen wir die gleichen Gedankengange wie dort. Die 
Stabzahl der beiden Teilfachwerke nach dem ersten Bildungsgesetz betragt: 

SI = 3n1 - 6 

und S2 = 3n2 - 6; 

hinzu kommen die Verbindungsstabe: 

Sa = 6, 

so daB als Gesamtstabzahl besteht 

SI + S2 + Sa = 3(nl + n2) - 12 + 6 
s = 3n - 6. 

Die statische Bestimmtheit des nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebauten 
Raumfachwerks ist klar ersichtlich, wenn wir die beiden Teilfachwerke (Abb. 422) 
als fiir sich bestehende unverschiebliche raumliche Gebilde, die wir in Zukunft 
mit "Raumwerk" bezeichnen 
wollen (entsprechend der un
verschieblichen "Scheibe" in 
der Ebene), betrachten und 
diese gegeneinander lagern. 
Zur unverschieblichen Lage
rung eines Korpers oder eines 
irgendwie gestalteten unver- lI< 

schieblichen Raumwerks gegen 
eine feste Unterlage sind sechs 
voneinander unabhangige Fes
selungen notig, die hier durch 

Abb. 422. Fachwerk nach dem zweiten BiJdungsgesetz. 

IV' 

die sechs Stabkrafte dargestellt sind. Wie friiher unter Nr. 87 gesagt, miissen diese 
Stabe gewisse Sonderlagen vermeiden, diirfen insbesondere nicht von einer Geraden 
getroffen werden konnen. Ein Schnitt durch die sechs Stabe liefert dann ein
deutig die sechs unbekannten Stabkrafte, die mit der gesamten Last links oder 
rechts im Gleichgewicht stehen miissen. Diese sechs Stabkrafte wirken auf den 
Teil links, wie auch auf den Teil rechts ein; da aber diese Teile nach Voraus
setzung statisch bestimmt sind, erhalten sie eindeutige und endliche Stabkrafte. 

Die Unverschieblichkeit eines nach diesem Bildungsgesetz aufgebauten 
Ramnfachwerktragers, und damit die kinematische Bestimmtheit, ist aus geo
metrischen Betrachtungen festzustellen. 

Entsprechend der Bildungsgesetze des ebenen Fachwerks konnen wir auch 
im Raume ein drittes Bildungsgesetz, das Gesetz der Stabvertauschung, 
angeben: 

Ein nach dem ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebautes Raumfachwerk, 
allgemein ein bestimmtes Raumfachwerk, kann durch Stabvertauschung in ein anderes 
statisch bestimmtes Raumfachwerk umgewandelt werden, wenn der Ersatzstab 
zwischen zwei solchen Punkten, die sich nach Fortnahme des Tauschstabes gegen
einander bewegen konnen, eingezogen wird, und zwar so,· dafJ die Beweglichkeit 
(auch eine unendlich kleine) aufgehoben wird. 

In Abb. 423 ist ein Raumfachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz hergestellt: 
an das Dreieck I, II, III sind der Reihe nach die anderen Knoten durch je drei 
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Stabe angeschlossen. Durch Entfernung des Tauschstabes t entsteht ein beweg. 
liches System. Denkt man sich nun in diesem Gebilde den einen von den beiden 
Knotenpunkten, zwischen denen der Ersatzstab eingezogen werden soli (etwa A), 

B festgehalten, so beschreibt der andere End-

llA 

punkt B im allgemeinen eine Raumkurve. 
Andererseits erlaubt der Ersatzstab e, der 
im Punkt II angeschlossen wird, seinem 
anderen Endpunkt Beine Bewegungsmog
lichkeit auf einer Kugeloberflache, deren 
Mittelpunkt in II liegt. Besitzt nun die 
entstehende Raumkurve des Punktes B nur 
einen einzigen Punkt mit der Kugelober
Wiche gemeinsam, d. h. schneidet die 
Raumkurve die Kugelflache, so ist der Er
satzstab richtig eingezogen, das Fachwerk 
ist unverschieblich. Liegt die Raumkurve 
dagegen auf der Kugel der Ersatzstabbewe

Abb. 423. ~:~~,:,~r~:t~~!~s~!:~ Bildungs- gung, oder beriihrt sie diese Kugelflache, 
so wird das Fachwerk durch Einfiihrung 

des Ersatzstabes nicht unverschieblich, d. h. der Ersatzstab ist an einer anderen 
Stelle einzufiigen. 

Die Stabzahl der durch einfache oder mehrfache Stabvertauschung hervor
gegangenen Fachwerke ist wieder wie bei den beiden Bildungsgesetzen 

8= 3n -6, 

da ja kein Stab hinzugekommen ist; fiir die herausgenommenen Tauschstabe wird 
die gleiche Anzahl Ersatzstabe eingefiihrt. Die kinematische Bestimmtheit, d. h. 
die Unverschieblichkeit des Fachwerks, wird durch Vermeidung der falschen 
Ersatzsti:ibe gesichert, die statische Bestimmtheit liegt alsdann auch vor, da ein 
kinematisches bestimmtes Fachwerk zugleich statisch bestimmt ist. Sie Ii:iSt 
sich auch jederzeit auf Grund des auf S. 354 angegebenen Berechnungsganges 
erweisen. 

Es sei hier noch auf eine besonders einfache Gestalt von Raumfachwerken 
hingewiesen: das FOPPL8che Flechtwerk, eine Form, die die meisten praktisch 

Abb. 424. Einfaches Flechtwerk. 

ausgefiihrten Raumfachwerke 
als Grundlage haben. Man ver-
8teht unter Flechtwerk ein SY8tem 
von Staben, da8 aus lauter anein
andergrenzenden Dreiecken be-
8teht, die einen einlach ZU8ammen
hangenden Raum um8chliefJen. 
Es stellt also einen einfachen 
Hohlraum dar, der von einem 

Fachwerksmantel in Form eines Dreiecknetzes umschlossen wird (Abb.424). 
Solche Stabsysteme besitzen immer eine Stabzahl von 

8= 3n -6, 

also so viel, wie fiir die statische und kinematische Bestimmtheit erforderlich ist. 
Der Beweis iBt einfach: nach dem bekannten EULERschen Satz besteht fUr einen 
Vielflachner der Zusammenhang: 

k=e +1 -2, 
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wobei k die Zahl der Kanten, e diejenige der Ecken und f die der Seitenflachen 
bedeutet. Denken wir nun den Vielflachner aus lauter Dreiecken begrenzt, etwa 
einen Achtflachner, so ist die Zahl der Kanten 

k = 3; (~, weil jede Kante zweimal vorkommt). 

Diesen,Wert in die obere Gleichung eingesetzt, ergibt: 

k= 3e -6. 

Ersetzen wir die Kanten'durch Stabe und die Ecken durch die Knotenpunkte, 
so ist damit die Giiltigkeit der aufgestellten Bestimmung allgemein erwiesen, da 
es ja fiir die Stabzahl ganz gleichgiiltig ist, ob die einzelnen Dreieckseiten in 
K6rperkanten liegen oder in dieselbe Ebene fallen. 

Es ist damit aber noch nicht gesagt, daB die Flechtwerke auch tatsachlich 
bestimmt sind, denn die Formel fiir die Mindestzahl der Stabe stellt beziiglich 
der Bestimmtheit eine notwendige, aber noch keine hinreichende Bedingung dar. 
So ist z. B. das in Abb. 425 dargestellte Flechtwerk, 
bei dem die Fachwerkswande ein sechsseitiges 
Prisma umschlieBen, dessen obere und untere Be
grenzungswand durch sechs in gleicher Ebene 
liegende Dreiecke gebildet wird, nicht statisch 
bestimmt, obwohl es (3n - 6) Stabe besitzt. Die 
mittleren Knotenpunkte A, B, urn die die sechs 
Dreiecke in einer Ebene herumliegen, sind gegen
einander beweglich. Das ist ganz allgemein stets 
der Fall, wenn sich die urn einen Knotenpunkt 
herumliegenden Dreiecke in einer Ebene befinden. 

Flechtwerke lassen sich also bilden, indem man 
ein beliebiges Dreieckssystem iiber irgendeine raum
liche Flache ausbreitet, die einen einfachen Hohl- Abb. 425. Zum Tell verscbiebllches 

Flechtwerk. 
raum umschlieBt. Statisch bestimmte Flechtwerke 
im Raum stellen ein "Raumwerk" dar. Sie entsprechen in der Ebene einer be
stimmten "Scheibe", die aus lauter Dreiecken zusammengesetzt ist. Wenn eine 
solche ebene Dreiecksscheibe innere 6ffnungen aufweist, wird sie, wie in Nr. 79 
gezeigt, unbestimmt, und zwar tritt mit jeder 6ffnung eine dreifache Unbe
stimmtheit auf; Ebenso wird auch ein von lauter Dreiecken umschlossenes 
raumliches Mantelgebilde unbestimmt, wenn es eine 0der mehrere 6ffnungen 
aufweist, und zwar entsteht durch jede 6ffnung eine sechsfache Unbestimmt
heit. Eine mit Dreiecken iiberzogene WulstfHiche ist z. B. sechsfach unbestimmt. 
Es entstehen so die mehrfachen Flechtwerke. 

101. Gestiitzte Raumfachwerke. (Raumliche Fachwerkstrager.) Die Raum
fachwerke dienen dazu, als Raumtrager Krafte aufzunehmen und in den Boden 
oder eine andere Konstruktion weiterzuleiten. Freie Raumfachwerke, d. h. solche, 
an denen sich die auBeren Krafte ohne Lagerung das Gleichgewicht halten, 
kommen fast nur im Flugzeugbau vor, und auch bier kann man von einer Lagerung 
der Rumpffachwerke an den Fliigel oder der Flugelfachwerke an den Rumpf 
sprechen bzw. von Stiitzung des ganzen Flugzeugs auf der Luft. 1m allgemeinen 
ist also das Raumfachwerk stets mit einer anderen Konstruktion (Erde oder 
anderes Raumwerk) zur Weiterleitung der Krafte verbunden bzw. an diese ge
lagert. Zur unverschieblichen und statisch bestimmten Verbindung (Stiitzung) 
eines Raumwerks mit einem anderen sind nach friiherem sechs Fesselungen n6tig, 
die als Stiitzungsstabe oder Lager und andere Anschliisse ausgefiihrt werden 
k6nnen. Da die Erde als Fachwerk angesehen werden kann, stellt die Verbindung 
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eines freien Raumfachwerks mit ihr durch sechs Stabe nichts anderes als das 
zweite Bildungsgesetz dar. Dieses System kann nun wieder weiter verwandelt 
werden, indem wir nach dem dritten Bildungsgesetz dem Fachwerk einen Stab 
fortnehmen und die entstehende Beweglichkeit des ganzen Raumsystems (Fach
werk + Erde) durch Einfiigung eines anderen Fachwerkstabes oder eines neuen 
Stiitzungsstabes (Ersatzstab) bzw. einer entsprechenden Fesselung beseitigen. 
Die Gesamtzahl von Fachwerksstaben + Stiitzungsstaben andert sich bei dieser 
Stabvertauschung nicht und wir erhalten damit wieder eine ahnliche Beziehung 
zwischen Knotenzahl, Stabzahl und Anzahl der Fesselungen, wie wir sie beim 
ebenen Fachwerk aufgestellt hatten. 1m Ausgangsfachwerk hatten wir 

6 +8= 3n, 

und allgemein wird jetzt der Zusammenhang dieser drei GroBen gegeben durch 

wobei 

und 

r+8= 3n, 

8 = Anzahl der Stabe, 
r = Anzahl der Lagerbedingungen (Fesseln) 
n = Anzahl der Knoten. 

(45) 

Diese Bedingung gilt also fiir jeden statisch bestimmten Raumfachwerktrager. 
Die Ermittlung der sechs Lagerreaktionen geschieht mit den sechs Gleich

gewichtsbedingungen fiir zerstreut im Raum wirkende Krafte, also etwa mit drei 
Komponenten und drei Momentenbedingungen 

1:Xi = 0, 1:Y, = 0, 1:Zi = 0, 
~",Mi=O, ~IIMi=O, ~.Mi=O; 

oder sechs Momentenbedingungen: die Momente um sechs Achsen in allgemeiner 
Lage miissen verschwinden. Sonderlagerungen (Lagerung beweglicher Systeme 
durch mehr als sechs Fesselungen, entsprechend dem dritten Bildungsgesetz) 

konnen durch Legen jeweils ge
eigneter Schnitte oder durch 
Stabvertauschung berechnet 
werden, wenn wir in bekannter 
Weise die durch den Schnitt ge
troffenen, also freigemachten 
Lagerkrafte und inneren Krafte 
als unbekannte auBere Krafte 
einfiihren, die auf den losge
losten Fachwerksteil wirken. 

Abb. 426. Faehwerkstriiger naeh dem ersten Bildungsgesetz. 
Jedes unverschiebliche freie 

Raumfachwerk stellt also, wie jeder Korper, ein Raumwerk dar, das durch sechs 
Fesselungen statisch bestimmt an die Erde oder eine andere Konstruktion an
geschlossen und so als Raumfachwerkstrager ausgebildet werden kann. Es kann 
aber ein Raumfachwerkstrager auch unmittelbar nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut werden: ausgehend von einem starren Korper (Erde) wird je 
ein Punkt durch drei Stabe angeschlossen (Abb.426). 

XXII. Berechnung der raumlichen Fachwerkstrager. 

102. Die Stabkrafte bei Fachwerkstragern nach dem ersten Bildungsgesetz. 
Bei jedem gestiitzten Raumfachwerk konnen naturgemaB alle Stabkrafte grund
satzlich dadurch gefunden werden, daB man die (3n -6) Gleichgewichtsbedin
gungen aufstellt, indem man fiir die einzelnen Knotenpunkte die Komponenten-
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bedingungen verwendet, es entstehen so (3n - 6) Gleichungen mit (3n - 6) Un
bekannten. Das gibt aber eine sehr umfangreiche Rechenarbeit. 

Die beirn Aufbau gefundene Analogie des raumlichen Fachwerks mit dem 
ebenen Fachwerk legt uns den Gedanken nahe, auch in der Berechnung der Stab
krafte die entsprechenden Verfahren zu verwenden, die sich aus der sinngemaBen 
tJbertragung des Losungsverfa~ens fUr das ebene Fachwerk auf das raumliche 
Problem ergeben. Wir werden hiernach irn Raum Knotenpunktsverfahren und 
Schnittverfahren aufstellen konnen, die allerdings in der allgemeinen Form, 
besonders bei der graphischen Behandlung, in ihrer praktischen Durchfiihrung 
auf mehr oder weniger groBe Hindernisse stoBen, weil sich eine klare und iiber
sichtliche Anordnung der raumlichen Lasten und damit auch der Stabkrafte nicht 
ohne weiteres darstellen laBt. Diese Tatsache der schlechten Darstellbarkeit der 
Losungsverfahren fiihrt dann zu Sonderlosungswegen, die lediglich aus dem prak-
tischen Gesichtspunkt entstanden sind, die /l, 

Arbeit (Rechen- oder Zeichenarbeit) bei der 
Ermittltmg der Stabkrafte zu vereinfachen. 

Der Grundgedanke zur Ermittlung der 
Krafte in den Staben eines Fachwerkstragers, 
der nach dem ersten Bildungsgesetz auf
gebaut ist, ist der des ebenen Fachwerks: 
wir fiihren einen Abbau der Knoten durch, 
wobei wir die umgekehrte Reihenfolge des 
Aufbaues innehalten. Wir untersuchen also 
zunachst den zuletzt aufgebauten Knoten
punkt, das ist den Knotenpunkt, der nur 
drei Unbekannte aufweist. In Abb. 427 ist 
der zuletzt aufgebaute, also zuerst abzu
bauende Knoten der Punkt VIII. Wir finden ~ 
hier eine bekannte auBere Kraft P3 vor, die 
mit den drei Stabkraften 8 22 , 8 23 und 8 24 irn 
Gleichgewicht stehen muB. Dann gehen wir 
zu anderen Knoten iiber, wo je drei Unbe- Abb.427. Das Knotenpunktsverfahren beim 

Fachwerkstriiger. kannte vorliegen. 
1st ein freies, nach dem ersten Bildungsgesetz aufgebautes Fachwerk durch 

sechs Fesseln festgelegt, so wird man zweckmiLBig zunal?hst die Fesselkrafte be
rechnen und dann das gleiche Abbauverfahren anwenden konnen. 

Es begegnet uns also an den einzelnen Knoten das Problem des raumlichen 
Dreibocks: eine Kraft ist mit drei anderen in gegebenen Richtungen ins Gleich
gewicht zu setzen. FUr diese Aufgabe sind in Nr. 18 und 19 verschiedene Ver
fahren analytischer und graphischer Art angegeben. 

Es sollen X 3 , Y3 undZ3 , die Komponenten der Kraft P3 , in den drei Achsen
richtungen sein. Dann lassen sich die Gleichungen fUr diesen Knotenpunkt in 
allgemeiner Form aufstellen nach den Formeln (17): 

~2 ~3 ~4 ·X 
-1-' X22 + -1-' X23 + -1-' Xu + 3 = 0, 

22 23 24 

~2 ~3 ~4 Y 
-1-'Y22+-z-'Y23+-1-'Y24+ 3=0, 

22 23 24 

8 22 823 824 Z 0 
-1-' Z22 + -1-' Z23 + -1-' Zu + 3 = . 

22 23 24 

Darin bedeuten: Z. die Stablange des Stabes i; Xi, Yi, Zi die Projektionen der 
Stablange li auf die Koordinatenrichtungen. X, y, Z sind positiv, wenn ihre Pro-
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jektionen auf die positiven Achsenteile fallen, und umgekehrt. Wie von vom
herein das Koordinatenkreuz eingefiibrt wird, ist gleichgiiltig. Mit HiHe dieser 
drei Gleichungen konnen die drei Stabkrafte 8 22 , 8 23 und 8 24 errechnet werden. 
Der nii.chste zu betrachtende Knoten ware dann der dem Aufbau entsprechende 
Punkt VII. Wir finden hier die beiden bekannten Krafte P4 und 8 22 vor, denen 
durch die drei unbekannten Stabkrafte 819 , 8 ao und 8 21 das Gleichgewicht ge
halten wird. Es lassen sich nun ganz allgemein auch fiir diesen Knoten die Gleich
gewichtsbedingungen aufstellen, die drei Gleichungen liefem, aus denen die 
unbekannten Stabkrafte errechnet werden. Die damit bekannte Kraft 819 be
lastet zusammen mit der auBeren Kraft PI den Knoten VI, an dem nun wiederum 
drei Gleichungen fUr die unbekannten Stabkrafte 816 , 817 , 818 aufzustellen sind. 
So gehen wir von Knoten zu Knoten weiter, wobei, entsprechend dem Aufbau 
nach dem ersten Bildungsgesetz, an jedem Knotenpunkt nur drei Unbekannte 
auftreten. Es laBt sich damit fUr aIle Stabe die GroBe'ihrer Langskraft bestimmen. 
Dieses allgemeingiiltige analytJsche Verfahren besitzt den Vorteil, daB es ganz 
schematisch angewandt werden kann, andererseits hat es aber den Nachteil, daB 
die Losung aus einer Menge verschiedener uniibersichtlicher Gleichungssysteme. 
besteht, deren Losung nicht ohne viel Rechenarbeit zu bewaltigen ist. 

rst der Raumtrager nach dem zweiten Bildungsgesetz gelagert (Verbindung 
eines bestimmten Raumfachwerks mit der Erde durch sechs Fesseln) und hat 
man zunii.chst die sechs Lagerunbekannten berechnet, so sind beim Abbau am 
drittletzten Knotenpunkt nur noch zwei Unbekannte vorhanden, am vorletzten 
nur eine und am letzten keine mehr, weil das freie Fachwerk (3n -6) Stabe hat. 
Da in den drei letzten Knotenpunkten aber auch je drei Gleichungen bestehen, 
liegen hier Kontrollen vor. 

Auf Vereinfachungen bei diesem Losungsweg mit Hille der einzelnen Knoten
punkte wird weiter unten noch besonders hingewiesen. Selbstverstandlich werden 
auch noch die beiden anderen Verfahren, die zur Losung der Dreibockaufgabe 
fiihrten, vielfach eine zweckmaBige Stabkraftermittlung des Raumfachwerks dar
bieten: das Projektionsverfahren und das M omf:,nJ,enverfahren. Das Projektions
verfahren beruht, wie wir unter Nr.18 gesehen haben, auf der Projektion der 
Last und einer Stabkraft auf eine zur Ebene der beiden anderen Stabe senkrecht
stehende Achse. Wir erreichen damit, daB eine Gleichung entsteht, in der nur 
eine unbekannte Stabkraft auftritt. Das Momentenverfahren liefert ebenfalls 
eine solche Gleichung mit nur einer Unbekannten, indem wir die Summe aller 
Momente urn eine Achse aufstellen, die durch zwei' Stabe, etwa ihre FuBpunkte, 
geht (vgl. die Vbungsaufgabe auf S. 360). 

Aus der Analogie zum ebenen Krafteplan, dem Cremonaplan, konnen wir 
auf die Moglichkeit eines raumlichen Krafteplanes schlieBen. Die praktische 
Ausfiihrung dieser Art der Stabkraftbestimmung scheitert jedoch an der Un
moglichkeit, das Bild des Krafteplanes in ebenen Tafeln einfach aufzuzeichnen. 
Die Grundaufgabe eines Dreibocks wird auf graphischem Wege mit den unter 
Nr. 19 beschriebenen Verfahren gelost werden konnen, das sind die Komponenten
zerlegung der Last (bzw. der Resultierenden aller bekannten Krafte) in die Rich
tungen der Stabe und das CULMA},"'Nsche Verfahren. Offenbar wird bei diesen 
graphischen Knotenpunktsverfahren vielfach eine Menge Zeichenarbeit notig 
sein, die auf den Grundlagen der Darstellenden Geometrie aufbauend, durch 
Umprojektion der einzelnen Knotenpunkte die GroBen der Stabkrafte ermitteln 
laBt. -

Wenn auch diese Verfahren fiir die allgemeine Losung eines Raumfachwerks 
weniger Bedeutung haben, wegen der damit verbundenen Zeichenarbeit, so wird 
doch in vielen Fallen bei besonders giinstigem Aufbau der Fachwerke der Grund-
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gedanke dieser Verfahren zu einer vereinfachten LOsung fuhren. Diese ver
einfachenden Anwendungsmoglichkeiten der angefiihrten Verfahren wird weiter 
unten an Beispielen gezeigt. 

103. Das Verfahren der zugeordneten ebenen Abbildung. Das Bediirfnis der 
Statik des Raumfachwerks nach einem Verfahren, das die Gleichgewichtsprobleme 
der Knoten mit den raumlich angeordneten Kraften in einer ebenen Darstellung 
behandelt, fiihrte zudem VonMAYORund MISES angegebenen Verfahren1, das wir 
bier das " Verfahren der zugeordneten ebenen Abbildung" nennen wollen. Die Tat
sache, daB sowohl die Krafte im Raum durch einen Punkt als auch zerstreute 
KrMte in der Ebene die gleiche Anzahl von Gleichgewichtsbedingungen besitzen, 
ermoglicht es, das raumliche Problem auf ein ebenes mit der gleichen Anzahl von 
Gleichgewichtsbedingungen zuruckzufiihren; wir mussen dann nur die dritte 
Komponente des Raumes durch eine GroBe ersetzen, die der dritten Gleich
gewichtsbedingung der zerstreuten Krafte in der Ebene eigentumlich ist, also 
durch ein Moment. Man kann nun, wie sich leicht zeigen laBt, eine eindeutige 
Zuordnung der dreiKomponenten der Raum
kraft mit den zwei Komponenten und einer 
MomentengroBe in einer Ebene aufstellen. 
Wir bezeichnen die Komponenten eines 
Raumvektors (einer im Raum liegenden 
Kraft) mit X*~ y* UJid Z* (Abb.428), die 
entsprechenden GroBen in der beliebig zu 
wahlenden Ebene mit X, Y und M und 
konnen nun die umkehrbar eindeutige Zu
ordnungdieser GroBeninder Form aufstellen: 

X*=X 
Y*=Y 

z 

, 
I 

...-~O : 
x "I I 

c.Z*=M, ~'" i 
worin ceine beliebig groBe konstante Strecke X --_. ; y 
darstellt2• Die Komponenten X*, y* der ---/5' ' ---

l/ 

wirkenden Raumkraft P stimmen uberein Abb. 428. Verfahren der zugeordneten ebenen 
mitdenKomponentenX, Yin der x, y-Ebene Abbildung. 

bzw. Abbildungsebene, oder anders ausgedriickt, die Projektion P' der Raum
kraft auf die x, y-Ebene stimmt nach GroBe und Richtung uberein mit der ab
gebildeten Kraft in der x, y-Ebene. Die noch fehlende. dritte Komponente Z* 
ist dargestellt durch die Beziehung 

c·Z*=M, 
dabei ist M das Moment der abgebildeten KrMte X, Y, oder also der Kraft P' 
in der x, y-Ebene fiir den willkiirlich gewahlten Punkt o. Wenn M bekannt ist, 
dann ist durch die angegebene Beziehung auch z* dargestellt, und umgekehrt 
ist M ausdriickbar, wenn Z* gegeben ist. In der Abbildungsebene muB also P' 
eine solche Lage haben, daB ihr Moment P' . a fiir den gewahlten Bezugspunkt 0 
gleich c . Z* ist. Zur Ermittlung der Entfernung a, die die abgebildete Kraft P' 
(das ist also die Projektion der Kraft P auf die Abbildungsebene) von dem 
Bezugspunkt 0 haben muB, bedenke man, daB ihr Moment fiir diesen Punkt 
gegeben ist durch M = P' . a = a' -V X2 + y2 

1 Zeitschrift fiir Mathematik u. Physik 1916. 
2 Man kann auch, wie W. PRAGER gezeigt hat, fiir die Zuordnung eine Komponenten

und zwei Momentendarstellungen verwenden und kommt zu einer anderen Abbildung, 
die £iir rein statische Aufgaben umstandlicher wird, aber fiir kinematische Betrachtungen 
von Raumfachwerken groBere Bedeutung hat. 
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und daB andererseits 

so daB also 

oder 

sein muB. 

M=Z* 'c, 

p'. a = Z*· c 
pI 

z* 
c 

a 

Wenn man also das willkiirlich gewahlte c auf P' auftragt, die Endpunkte 
auf pI! herauflotet und mit dieser Strecke heriiber auf die z-Achse geht, so wird 
dadurch auf der Achse die GroBe a ausgeschnitten (Abb. 429). 

z 

x 

Wenn die GroBe und Richtung von P gegeben ist, 
. so kann man nach Annahme von c mit Hille dieser 

Konstruktion a finden, und das Moment ihrer Pro
jektion fiir den Bezugspunkt ist bestimmt durch 

M=P"a, 

also ist die raumliche Kraft P dargestellt durch 
eine Kraft in der Abbildungsebene, deren GroBe 

y durch die Projektion von P und deren Lage durch 
die Entfernung a vom Bezugspunkt 0 gegeben ist. 
1st umgekehrt a bekannt und X, Y, also auch P', 
so kann man aus obiger Gleichung M berechnen und 
daraus Z*, oder auch mit Hille obiger Konstruk
tion P finden, nachdem c willkiirlich eingefiihrt ist. 

Das zur raumlichen Kraft zugeordnete ebene 
Bild besitzt rein physikalisch keinen Zusammenhang 
mit dieser, es dient lediglich dazu, das raumliche 
Gleichgewichtsproblem mathematisch auf ein ebenes 

Abb.429. Zum Verfahren der zu-
geordneten ebenen Abbildung. zuriickzufiihren. In dieser Zuordnung entspricht also 

jeder Kraft im Raum bzw. jeder Resultierenden von 
Raumkraften eine Kraft in der Ebene bzw. eine Resultierende von ebenen Kraften, 
und demgemaB einem Gleichgewichtszustand von Raumkraften an dem gleichen 
Punkt der Gleichgewichtszustand der zugeordneten ebenen Krafte. Handelt es 
sich um eine Reihe von Raumkraften, die zusammen zu behandeln sind, etwa 
um Gleichgewichtsaufgaben, so muB man fiir aile das gleiche c annehmen. Es soIl 
das Verfahren auf einen Dreibock angewandt werden. 

Die Aufgabe: "Eine bekannte Kraft ist im Raum mit drei Kraften ins Gleich
gewicht zu setzen, deren Wirkungslinien bekannt sind und sich auf der Wirkungs
linie der bekannten Kraft in einem Punkt schneiden", ist also auf das ebene 
Problem zuriickzufiihren: "Eine Kraft ist mit drei Kraften ins Gleichgewicht zu 
setzen, deren Wirkungslinien in der gleichen Ebene mit der Kraft liegen und 
nicht durch einen Punkt gehen." Jeder bestimmten Kraftgeraden im Raum 
entspricht mit obiger Zuordnung eine bestimmte Wirkungslinie in der Ebene. 
Parallele Raumkrafte (bzw. Raumkrafttrager, das sind aber Stabe) haben auch 
in der ebenen Abbildung parallele Wirkungslinien. Wollen wir den in Abb. 430 
durch Grund- und AufriB dargestellten Dreibock in einem zugeordneten ebenen 
Bild darstellen, so wahlen wir uns zunachst eine Abbildungsebene, z. B. parallel 
zu der GrundriBebene, und in dieser Ebene den Konstruktionsanfangspunkt, 
Bezugspunkt 0, ferner eine Abbildungskonstante c (beliebige Strecke, die aber 
fiir die ganze Aufgabe konstant bleiben muB). Die Richtungslinien der zugeord
neten Krafte in der Abbildungsebene sind gegeben durch die GrundriBprojek
tionen der Raumgeraden. Zur Ermittlung der Abstande ap, aI' a 2 , aa der ebenen 
Wirkungslinien Wp, WI> w2 und wa vom Festpunkt 0 (Abb. 430b), tragen wir am 
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besten die Abbildungsstrecke c im GrundriB des Bockgeriistes auf allen GrundriB
projektionen der Stiibe und der Kraft ab und ermitteln die zu diesen GrundriB
liingen gehorige Rohe a in der AufriBtafel nach dem oben angegebenen Verfahren. 
Die Lage der Wirkungslinie in der Abbildung wird so gewahlt, daB der Drehsinn 
der ebenen Zuordnung dem Vorzeichen der Komponente Z* entspricht; in 
unserem Beispiel ist dieser Zusammenhang so eingefiihrt, daB einer nach unten 
gerichteten Kraft Z* der Uhrzeigerdrehsinn des ebenen Momentes zugehort; es 
entspricht also den als Zugstiibe angenommenen Raumkraften der Uhrzeiger-

b 
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Abb. 430. Anwendung des Verfahrens der zugeordneten ebenen Abbildung auf einen Dreibock. 

drehsinn. Das SO erhaltene Gleichgewichtsproblem der zugeordneten' Abbildung 
(Abb. 430b) ist als Gleichgewichtsaufgabe zerstreuter Krafte in der Ebene leicht 
zu losen. Wir bedienen uns dafiir am besten graphisch der CULMANNschen 
Methode. 

Die Ergebnisse der Losung stellen dann die tatsachlichen GrundriBprojektionen 
S~ der gesuchten Stabkrafte S; dar, und durch ihr in der Abbildung bestimmtes 
Moment 

ist auch die Z-Komponente Z* mit Vorzeichen gegeben (St, S~ Druck, S: Zug). 
Die wirklichen GroBen S1 konnen nach der Formel; 

berechnet werden. 
Natiirlich sind bei dem durch GrundriB und AufriB dargestellten Bockgeriist 

aus den Kriiften S; im GrundriB auch die Aufrisse bestimmt durch Lotung del' 
Grundrisse auf die Stiibe im AufriB. Die wirklichen GroBen der Stabkrafte finden 
wir dann graphisch wieder am einfachsten durch geeignete Umklappung oder 
Drehung in der Grund- und AufriBfigur, wie es in Abb. 430a fiir S3 angegeben 
ist. 1st jedoch diese Auftragung nicht geniigend genau durchzufiihren, so erhalten 
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wir die GroBen st der wirklichen Stabkrii.fte am besten durch die angegebene 
Formel, wobei s~ die in der ebenen Zuordnung erscheinende Stabkraft bedeutet 
und Mi das Moment dieser Kraft S; um den Punkt 0 darstellt. 

FUr die praktische Durchfiihrung dieses Verfahrens der zugeordneten ebenen 
Abbildung an Raumfachwerken werden wir also das Zuordnungsbild des Raum
fachwerks entwerfen und dann die verschiedenen Gleichgewichtsprobleme der 
einzelnen raumlichen Knotenpunkte als Gleichgewichtsaufgaben zerstreut wirken
der ebener Krafte IOsen. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt in der ebenen Be
handlung des Raumproblems und in der Moglichkeit, die Aufgabe bei gegebenen 
Auf. und Grundrillfiguren auf rein zeichnerischem Wege durchzufiihren. Da die 
zugeordnete Abbildung eine entsprechend dem Raumfachwerk geschlossene Figur 
ergibt, zeigt das Verfahren auch eine verhaltnismaBig leicht zu iiberblickende 
ttbersichtlichkeit. Einen gewissen Nachteil bedeutet vielleicht die Ermittlung 
der Abbildungsfigur, aber dafUr ist man auch yom raum1ichen Problem auf ein 
ebenes iibergegangen. 

104. Vereinfaehungen bei Knotenpunktsverfahren. Die Betrachtung dieser 
allgemeingiiltigen Losungsverfahren erweckt den Anschein, als seien Raumfach
werke grundsatzlich nur mit einer groBen Rechen- oder Zeichenarbeit zu IOsen. 
In Wirklichkeit bieten aber vielfach die praktisch ausgefiihrten Raumfachwerke 
fUr die Ermittlung der Stabkrafte wesentliche Erleichterungen durch eine gewisse 
RegelmaBigkeit des Aufbaues: es begegnen uns immer wieder Fachwerke, die in 
Form von rechtwinklig (oder auch schiefwinklig) aneinandergesetzten Fachwerks-. 
wanden als Flechtwerksteilen aufgebaut sind, oder wir finden bei manchen tech
nisch angewandten Fachwerkstragern eine Symmetrieebene, wobei allerdings 
weniger die Symmetrie der einzelnen Stabe als die Symmetrie in sich bestimmter 
ebener Fachwerkswande betrachtet werden muB. Diese statisch bestimmten 
Wande konnen als unverschiebliche Scheiben aufgefaBt werden, und die Berech
nung der Stabbeanspruchungen kann in die sen Wanden als ebenes Problem ge
sondert betrachtet werden. Die durch solche RegelmaBigkeiten ausgezeichneten 
Raumfachwerke werden dann nicht mehr gelost durch wiederholte Anwendung 
der Grundaufgabe des raumlichen Dreibocks, sondern die Durchfiihrung der Be
rechnung erscheint nach einigen Vorbereitungen als Summe von Aufgaben bei 
einfachen ebenen Problemen. Die Vorbetrachtungen selbst griinden sich auf die 
bereits beschriebenen Losungsmethoden der Raumknoten, vor allem auf die Kom
ponentenmethode und das Projektionsverfahren, je nachdem, welches von diesen 
Verfahren fUr den vorliegenden Fall gerade besonders geeignet erscheint. Zum 
besseren Verstandnis dieser vereinfachenden Vorbetrachtungen seien hier einige 
augenfallige Beispiele gezeigt. 

Das in Abb. 431 dargestellte Tragwerk ist offenbar nach dem ersten Bildungs
gesetz aufgebaut. Man konnte also die Knotenpunkte IV, III, II und I nach
einander als Dreibock behandeln. Das ist aher hier nicht notig. Die auBere Be
lastung solI am Knoten II aus einer in der waagerechten Ebene gelegenen Kraft Pn 
(dargestellt durch ihre heiden Komponenten KI und K 2), am Knoten IV aus einer 
in allgemeiner Richtung liegenden Kraft P IV (dargestellt durch die Komponenten 
(Ka, K 4 , Ks) und am Knoten III aus einer waagerechten Kraft H senkrecht zur 
Ebene der Stabe 0, ® und @ hestehen. Der Hauptteil des Tragwerks, der aus 
den Staben 0, 0, 0, ® bestehende Rahmen, liegt in einer Ebene, der auch die 
Stabe CD und CD angehoren; nach dieser Ebene wollen wir unsere Orientierung vor
nehmen. Die Zerlegung der Kraft P n in ihre Komponenten KI und K 2, die in 
und senkrecht zu der Hauptebene liegen, Macht keine Schwierigkeiten, ebenso
wenig die Zerlegung der Kraft P IV in ihre Komponenten Ks und K, in der Haupt
ebene (durch den Aufrill) und die Komponente K5 senkrecht zu dieser (im Grund-
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riB). Damit zerfii.llt aber die Betrachtung dieses Raumfachwerks in eine Reihe 
ebener Probleme, d. h. die Stabkrafte sind an den einzelnen Knoten durch ein
fache Kiaftecke zu finden. Aus der Betrachtung der einzelnen Knotenpunkte 
erkennen wir namlich fOlgendes: die Komponente Ks wird ganz von Stab 0 auf
genommen (da sich 8 7 , 810 mittels der Projektionsmethode zu Null ergeben) und 
dann am Knoten III weitergeleitet in Stab@; K, gehtin Stab 0 iiber, wahrend 
Ko in diesem Stab keine Stabkrafte erzeugt (weil 7 senkrecht steht zur Ebene 
Ks-9-1O), sondern von Stab 0 und@ 
iibertragen wird. Da am Knoten ill der 
Stab 0 senkrecht zur Ebene H -12-11 
steht, wird H lediglich durch Stab @ 
und @ iibertragen. Am Knoten II wir
ken die Krafte K l , K2 und 8 7 , die vom 
Knoten IV her bekannt ist. 8 7 kann nur 
in 0 und ° eine Kraft erzeugen, ebenso 
Kl nur in 0 und 0, andererseits K2 in ° und @. Die Kraft 85 wird am Kno
ten I durch 8 2 aufgenommen, wahrend 
sich 88 ausBetrachtung 
des Knotens III zu 
Null ergibt; dadurch 
verschwinden auch 8 1 

und 8a, wie Knoten
punkt I zeigt. Wenn 
man diese Spannungs
ermittlung verfolgt, 
erkennt man leicht, 
daB sich alleStabkrafte 
ausdenGleichgewichts
losungen dreier ebener 
Fachwerke bestimmen 

Teilfochwerk I 

a 

TeilfochwerkJ[ 

ist die Hauptebene mit .s: '-J; J',z 
lassen. Die erste Ebene ., :u 
den Kraften Kl und K, ~ 
und den Staben 0, 0, K, 
0,0.0,0,0,@. "S7 L--:-:-..J-~:.?-, 
Die zweite Ebene stellt Abb. 431. VerelDlachte Berech
die Ebene der Stabe 0, nung elnes riLumlichen Fach-

werkstriigers. 

JeilfocIJwerK Jl[ 

@. @, @ mit den 
Kraften K a, K5 und H dar, und schlieBlich umfaBt die dritte Ebene die Stabe 
0,0,0. @ und die Kraft K 2 • Diese ebenen Teilfachwerk I. II und III sind 
mit ihren zugehOrigen Krafteplanen in Abb. 431 b-d dargestellt. Die wirklichen 
Stabkrafte werden als algebraische Summe der einzelnen TeilgroBen (Super
positionsgesetz) bestimmt. 

Betrachten wir nun weiter das in Abb.432 dargestellte Raumfachwerk, das 
symmetrisch zu einer Ebene durch die drei Knoten I, II und III aufgebaut ist 
und unter der Belastung zw~ier beliebig gerichteter Krafte PI am Knoten I und 
Pm am Knotenpunkt III steht. Die auBeren Krafte PI, Pm werden in zwei 
Komponenten zerlegt, von denen die eine PI, Pill mit der Aufrillprojektion 
iibereinstimmt, wahrend die andere AI, Am senkrecht zur Aufrilltafel verIauft. 
Dabei ist die Aufrilltafel parallel zur geometrischen Symmetrieebene gelegt. Die 
Kraftkomponenten Pi, PIn stellen symmetrische Anteile dar, die Komponen-
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ten AI, Am dagegen gegensymmetrische. Nach friiherem sind die zur Mittelebene 
symmetrisch angeordneten Stabkriifte bei einer symmetrischen (das ist spiegel
bildlichen) Belastung gleich. Wir erhalten also durch die Belastung P'{ und PUI 
gleich groBe Stabkriifte in den Stiiben 0 und 0, ebenso in den Stiiben 0 und ® 
und entsprechend in CD und @. Die Resultierende zweier symmetrischer Stab
kriifte fallt demgemiiB in die Mittelebene, und das Problem der symmetrischen 
Teilbelastung ist damit auf ein ebenes Fachwerksproblem (Abb.432b) gemiiB 
der AufriBprojektion zuriickgefiihrt. Die Losung erfolgt mit dem Kriifteplan 
(Abb. 432c), der z. B. die Resultierende der symmetrischen Teilkriifte ,S2 und ,S3 

Iff 

, , 
\ 

\ 
\ 

\ 

Abb. 432. Vereinfachte Berechnuug eines raumlichen Fachwerkstragers. 

als .R2,3 liefert. Der gegensymmetrische Anteil AI und Am der Belastung (das 
ist spiegelbildlich mit umgekehrtem Vorzeichen) erzeugt in den symmetrisch an
geordneten Stiiben 0,0 bzw. 0, ® gleich groBe, aber entgegengesetzte Stab
kriifte. Die Resultierende der Symmetriestiibe steht also senkrecht zur Mittel
ebene. Die Resultierende aRS9 der gegensymmetrischen Stabkriifte aSs und aS9 
liegt hiernach in der Wirkungslinie der Kraft Am und ist aus Gleichgewichts
griinden dieser Kraft gleich groB entgegengerichtet, da ja in den Stab 0, der 
senkrecht zu Am steht, durch Am keine Kraftwirkung kommt. Ebenso finden 
wir die ResuItierende aR23 der gegensymmetrischen Stabkriifte aS2 und aS3 in 
der Wirkungslinie der Teilkraft AI, dieser Kraft entgegenwirkend, gleich groB. 
Die Zerlegung der Resultierenden der symmetrischen Stabkriifte 8 R 23' .R56' 
SRS9 sowohl wie die der gegensymmetrischen Stabkriifte aR23 und aR89 wird 
in der Ebene der entsprechenden Stiibe vorgenommen, die am besten durch Um
klappung der Ebenen in die GrundriBtafel in wahrer Lage ermittelt werden; 
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dabei werden zweckmaBig jedesmal die Resultier~lJ.de R8 und Ra zusammen be
trachtet (Abb. 432d-f). 

Wir sehen also, daB regelmaBig aufgebaute Fachwerke einen wesentlich 
giinstigeren Losungsweg gegenuber del' allgemeingiiltigen Verfahren der Raum
probleme erlauben. 

105. Das Schnittverfahren. Haufig liegen solche Raumfachwerke vor, bei denen 
man mit der Betrachtung der einzelnen Knotenpunkte nicht vorw8.rts kommt, 
dann gelingt aber vielfach eine Losung durch ein Schnittverfahren. Das gilt vor 
allem von Fachwerken, die nach dem zweiten Bildungsgesetz aufgebaut sind, 
also solchen, die aus del' Verbindung zweier statisch bestimmter Raumfachwerke 
durch sechs Stabe in allgemeiner Lage oder vermittels, eines Punktes und dreier 
Stabe entstanden sind. Das Schnittverfahren griindet sich hierbei im wesent
lichen auf die unter Nr. 87 ausgefiihrten Betrachtungen des raumlichen An
schlusses eines Raumwerkes gegen die Erde odeI' ein anderes Raumwerk. Legen 
wir bei einem solchen Raumfachwerk einen Schnitt, d~r sechs Stabe in allgemeiner 
Lage trifft und das Fachwerk in zwei Teile zerlegt, so'l,assen sich die geschnittenen 
Stabe als Stutzungsstabe des einen Fachwerksteils gegen den anderen betrachten. 
Wir haben somit den Fall des durch sechs Stabe inallgemeiner Lage gestutzten 
Raumwerks. Die ermittelten Stabkrafte der Schnitt- oder "Stutzungs"-Stabe 
fuhren wir dann als anGere Belastung fiir die Teilfachwerke ein und bestimmen 
deren Stabkrafte nach den oben beschriebenen Losungsverfahren, z. B. aus der 
Betrachtung del' einzelnen Knoten. 

Ein Sonderfall von derartigen Fachwerken ist del', daB zwei bestimmte Fach
werke durch einen gemeinsamen Punkt und drei Stabe miteinander verbunden 
sind (Abb.433). Man kommt hier grundsatzlich dadurch vorwarts, daB man 
.einen raumlichen Flachenschnitt ' 
legt, del' durch das Gelenk geht 
und die drei Verbindungsstabe 
trifft: Auf das abgetrennte Fach
werk an dem Teil rechts wir
ken: dann auBer den gegebenen 
auBeren Kraften noch eine un
bekannte Gelenkkraft K (drei 
UIibekannte!) und die Krafte der 
durchschnittenen St,abe. Die drei 
letzten Unbekannten kann man 
dadurch finden, daB man die 
Summen der Momente von den 
auf den rechten Teil wirkenden 
Kraften fiir drei durch den 
Gelenkpunkt G laufende Achsen 

Abb. 433. Bestimmter Fachwerkstrager mit Kugeigeienk. 

aufstellt. Die·Gelenkkraft K muB dann mit den auf den rechten Teil wirkenden 
.auBeren Kraften und den dreiStabkraften 81 , 8 2 ,83 im Gleichgewicht stehen. 
Sie konnen durch Komponentenbedingungen gefunden werden. Nachdem die Ge
lenkkraft und die Krafte del' Verbindungsstabe ermittelt sind, konnen die 
beiden Fachwerksteile fur sich betrachtet und ihre Stabkrafte berechnet werden. 

Abel' auch bei 'anders aufgebauten Fachwerkstragern kommt man vielfach 
durch Legen von geeigneten Schnitten vorwarts .. Hierbei wird die Anwendung 
.von Moment~ngleichungen meistens zweckmaBig sein. Manchmal wird es z. B. 
gelingen, zwei Schnitte zu legen, die dieselben zwei Stabe so treffen, daB sich 
zwei Momentengleichunge~ mit zwei Unbekannten aufstellen lassen. Auf ein 
Beispiel wird am SchluB des Abschnitts eingegangen. 

Schlink, Statik. 23 
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106. Das HENNEBERGSche Verfahren der Stabvertauschung. Das Fachwerk, 
das weder das erste noch das zweite Bildungsgesetz aufweist, wird bierbei durch 
Stabvertauschung in ein solches iibergefiihrt, das nach dem ersten oder zweiten 
Bildungsgesetz aufgebaut ist. Wir sprechen bei Fachwerken, die vollstandig mit 
Knotenpunktsbetrachtungen gelost werden konnen, von "einfachen" Fachwerken. 
Zur Gewinnung eines derartigen Fachwerks gehen wir in entsprechender Weise vor, 
wie es beim Verfahren der Stabvertauschung in der Ebene beschrieben wurde, 
Nr.76. Nach Wegnahme der storenden Stabe, das sind diejenigen, die als iiber
zahlige Stiibe an Knotenpunkten auftreten, erhalten wir ein bewegliches System, 
in dem die Ersatzstabe so einzufiihren sind, daB das neue Fachwerk dem ersten 
Bildungsgesetz entspricht. Der allgemeine Weg, der bier immer zum Ziele fiihrt, 
ist folgender: Da kein Knotenpunkt mit nur drei Staben vorhanden ist, geht 
man von einem Knotenpunkt mit vier Staben aus und entfernt einen Stab als 
storenden Stab (TQ.uschstab), oder auch von einem Knotenpunkt mit fiinf Staben, 
und nimmt dann zwei storende Stabe (Tauschstabe) fort, baut dann weiter nach
einander .Knotenpunkte mit je drei Staben ab, bis man nur noch solche Knoten hat, 
die weniger als drei Stabe aufweisen. Dieses Restsystem ist beweglich, da es zu 
wenig Stabe besitzen muj3, indem ja auBer den Knoten mit je drei Staben auch 
noch die storenden Stabe fortgenommen sind; wir miissen es nun unverschieblich 
in sich selbst gestalten, indem wir Ersatzstabe einziehen. Es ergibt sich von 
selbst, daB deren Zahl genau so groB ist wie die Zahl der fortgenommenen Tausch
stabe, sofern das urspriingliche System die richtige Stabzahl besaB. 1st nun das 
Restsystem unverschieblich gemacht, so ist auch das ganze System ohne Tausch
stabe steif, da ja je ein Knoten durch drei Stabe angefiigt ist. 

Es sei dieses Verfahren an dem Turmfachwerk der Abb.434a gezeigt, das 
an die Erde angeschlossen ist. Es liegt kein Knotenpunkt mit drei Staben vor. 
Wir konnten nun an einem Knotenpunkt mit vier Staben, etwa V, einen Tausch

stab fortnehmen, dann 
I I weiter zu solchen mit je drei 

Stabeu iibergehen, wiirden 
dann bald wieder an einen 
Knoten mit vier Stiiben 
kommen, wo aufs neue ein 
Tauschstab entfernt werden 
miiBte. Wir konnen aber 
auch vom oberen Knoten
punkt I ausgehen und dort 
gleich zwei storende Stabe 
t1 , til beseitigen und dann 
den weiteren Abbau in der 

~ oben beschriebenen Weise 
durchfiihren: wir streichen 

Abb. 434. HENNEBERGS Verfahren der Stabvertauschnng <zwelfache zunachst Knoten I mit den 
Stabvertauschung). Staben CD, ® und 0, 

dann Knoten II mit den 
Staben 0, 0, 0, ebenso Knoten III mit den Staben 0, 0, ® und Knoten IV 
mit den Staben@, @ und@. Es steht dann als Restfachwerk noch eine Wand 
da, die aus den Staben @, @, ® und @ gebildet wird und die Knotenpunkte V 
und VI enthalt; dies System ist verscbieblich gegeniiber der Erde. Um es fest
zustellen, brauchen wir zwei Stabe, als welche wir die beiden Ersatzstabe e1 und ell 

einziehen. Das so entstandene Ersatzfachwerk (Abb. 434b) ist nach dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebaut, indem Knoten VI dm:ch drei Stabe an die Erde an· 
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geschlossen ist, und dann weiter angefiigt sind die Punkte V, IV, ill, II, I durch 
je drei Stabe. 

Die Bestimmung der Stabkrafte in dem Ersatzfachwerk kann nun nach einem 
der beschriebenen Knotenpunktsverfahren erfolgen. Die in diesem Fachwerk 
durch die gegebene Belastung der Krafte Pi erhaltenen Stabkrafte OSi sind nun 
keineswegs diejenigen im urspriinglichen, denn wir haben ja das Fachwerk durch 
die Einfiihrung der Ersatzstabe e1 und e2 an Stelle der Tauschstabe tl und t2 

verandert. Wir miissen demnach eine Berichtigung anbringen, die als tJber
lagerung zu den Stabkraften oS. beim Ersatzfachwerk die wirklichen Stabkrafte S. 
Hefert. Diese BerichtigUng muB geradeso wie bei den ebenen Systemen beschaffen 
sein, namlich so, daB die erhaltenen Stabkrafte Se. und Se. in den Ersatzstaben 
wieder verschwinden. In Anlehnung an das entsprechende Verfahren bei den 
ebenen Fachwerken werden wir auf das Ersatzfachwerk nebeneina:p.der die drei 
verschiedenen Belastungen a) wirklicher Lastzustand (Stabkrafte oS;,), b) Zustand 
Tl = 1 (Stabkrafte S~) und c) T 2= 1 (Stabkrafte Sn wirken lassen und fiir jeden 
von ihnen die Stabkrafte ermitteln. Die wirklichen Stabkrafte im urspriinglichen 
Fachwerk sind dann gegeben durch: 

Si = oS. + Tl • S~ + T2 • S:'. 
Dabei ist allerdings Tl und T2 noch nicht bekannt. Nun bekommen wir aber 
bei den drei angegehenen Belastungen auch in den Ersatzstaben e1 und ea Krafte 
oSe" S~, und S~ bzw. oSe.' S;, und S;:, aus denen sich die tatsachlichen Stab
krafte nach der Formel fiir S. zusammensetzen, z. B.: 

Se, = oSe. + Tl • S;, + T2 . S;: • 
Die wirklichen Krafte in diesen beiden Ersatzstaben miissen jedoch Null sein, 
so daB wir schreiben konnen: 

oSe. + S;, • Tl + S;: • T2 = 0 I 

oSe. + S~ . Tl + s:. . T2 = 0 . 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich.die unhekannten Stabkrafte Tl und T2 
herechnen, da aIle iibrigen GroBen bekannt sind. Sind aber die Krafte in den 
Tauschstaben ermittelt, so lassen sich auch aIle anderen Stabkrafte nach obigem 
Ausdruck fiir S, berechnen: 

S, = oS. + S,· Tl + si" T 2. 

In dieser Gleichung sind sicher oS., Si, Si' eindeutig bestimmte endliche Werte, 
da sie sich auf das Ersatzfachwerk, das ist ein statisch bestimmtes Fachwerk, 
beziehen. Die Stabkrafte S. konnen nur dann unendlich oder vieldeutig werden, 
wenn Tl bzw. T2 unendlich groB oder vieldeutig ist. Genau wie bei den ebenen 
Systemen (Nr.76) ergehen sich fiir Tl und T2 Losungen, die einen Bruch dar
stellen, und zwar sind die Zahlerausdriicke abhangig von der auBeren Belastung, 
die Nenner dagegen unabhangig davon. Der Nenner D hat in beiden Ausdriicken 
die gleiche GroBe: 

IS'S'I D = S' • S" _ S' . S" = e,· e. 
1 e, e. 8, S" S" . 

81 6. 

Wenn dieser Ausdruck D von Null verschieden ist, wird jeder der heiden Briiche 
eindeutig, wenn er aber gleich Null ist, wird der Wert des Bruches unendlich groB 
oder vieldeutig, d. h. also: die GroBen Tl und T2 werden dann eindeutig und 
endlich, wenn D von Null verschieden ist; alsdann werden aber auch aIle Stab
krafte S, eindeutig und endlich. Als Kriterium fiir die statische Bestimmtheit 
des urspriinglichen Fachwerkes haben wir also die Bedingung 

23* 
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Da 'man bei einem beliebigenvorliegenden Fachwerk, das nicht nach dem 
ersten oder zweiten Bildungsgesetz aufgebaut ist, nicht weiB, ob es bestimmt ist, 
ist es zweckmaBig, vor allem die Steifigkeitspriifung vorzunehmen, d. h. festzu
stellen, ob diese UngleichUQ.g erfiillt ist. Man wird deshalb, bevor man auf die 
allgemeine Rechnung eingeht, zunachst versuchen, die Stabkriifte 8~, 8~. und 
8:', 8~ zu ermitteln, das sind die Krafte in den beiden .Ersatzstaben des urn
gebildeten Fachwerkes, die entstehen durch die Belastung T1 = 1 und T 2 = 1. 
Ergibt sich dann die KriteriumsgroBe D gleich Null, so eriibrigt sich die Berech
nung des Fachwerks, da es verschieblich ist. 1m andern Fall rechnet man T1 
und T2 aus den beiden Gleichungen aus und kann dann fUr jeden Stab.8i er
mitteln. 

107. Fachwer:\i mit. Netzwerkwanden. Ein etwas anderer Losungsweg bei 
dem Tauschstabverfahren, das in entsprechender Erweiterung bei Flechtwerken 
groBere Bedeutung hat, sei an dem in Abb. 435 dargestellten Rechtflach gezeigt, 
das durch die angezeigten Krafte, die sich am Stabsystem das Gleichgewicht 
halten, belastet ist. Wir trennen die Belastung in eine waagerechte (Q und R) 
und eine lotrechte (P). Das im Bild a dargestellte Flechtwerk ist weder nach 
dem ersten noch nach dem zweitE,n Bildungsgesetz aufgebaut; es moge hier mit 
Riicksicht auf die zu sc1:i.IieBenden Folgerungen mittels der Stabvertauschung 
behandelt werden1. Wir konnen es in ein einfaches Fachwerk iiberfiihren, wenn 
wir die beiden Diagonalen t1 und t2 der Seitenflachen austauschen gegen die in 
der gleichen Seitenflache liegenden Gegendiagonalen e1 und e2 ; damit entsteht ein 
Fachwerk nach dem ersten Bildungsgesetz: an das Dreieck I, III, IV sind der 
Reihe nach angeschlossen die Knoten V, VII, VIII, VI, II. Diese Art des Aus
,tausches vonStaben innerhalb der gleichen Ebene wird bei vielen praktisch 
vorkommenden Flechtwerken moglich sein. Das damit erhaltene Flechtwerk 
(Abb. 435b) ist als einfaches Fachwerk mit Knotenpunktsbetrachtungen in seinen 
Stabkriiften zu bestimmen. Die Kriifte Q und R (waagerechte Lasten) bilden 
eine Belastung in der obeten Ebene, sie heeinflussen nicht die aus dieser Ebene 
heraustretenden Einzelstabe 1 und 14. Wir erhalten also durch diese Belastung 
(Abb.435c) Stabkraftanteile 18i fUr 

186 = -1500 kg 

185 = ;-1000 " 
188 = -1500 " 
1815 = -1000 " 
187 = + 1803 " 

AIle iibrigen Stabkrafte 18i werden Null. Man kann dies finden, indem man das 
lJ'achwerk etwa in der Reihenfolge VIII, VI, III, V, VII, IV, I, II abbaut. 

Durch die Belastung mit den lotrechten Lasten P allein entstehen Stabkriifte 
28i' Mit Betrachtung der raumlichen Knbtenpunkte II, III, VI und VIII finden 
wir zunachst: 

282 =0 
283 = -1000 kg 
289 =0 
281 = -1000 kg 
285 =0 
286 =0 

2814 = 0 
2815 = 0 
288 =0 
2811 = 0 
2812 ='0 
2813 = 0 

1 Das vorliegende Beispiel lieBe sich auch durch andere Bestimmungsverfahren (ge-
eignete Schnitte usw.) berechnen. . . 
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Das nun zu behandelnde Stabtetraeder aus den Staben 4, e2 , "7, 10, e1 und 16 
steht unter der Belastung von B1 am Knotenpunkt I, von B3 am Knoten IV; 

Abb.435. 

P=1tJtJtJ"kg 

1tJtJtJ 
1StJO :UI 

P=1tJtJOkg 

V 

Sonderfall del' Stabvertauschung 
(Netzwerkwande). 

von P = 1000 kg am Knoten V 
und P = 1000 kg am Knoten VII. 
Zur Lasung dieser restlichen Stab
krafte (bzw. Stabkraftanteile) 
setzen wir zunachst am Knoten I 
die bekannte Kraft B1 jns Gleichc 

gewicht mit der Stabkra,ft B10 und 

100tJ 

1tJtJtJ 

v 

1tJOO b 

I I [ [ , I J 

o 5l!O 1tJtJtJ 15tJtJ"kg 

~~~.J1.6 
~~ 

0,z 
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einer Resultierenden Re2 ,4 aus B4 und Be" die mit B10 und B1 in einer Ebene 
liegen muB, d. h. in die Verbindungslinie von I mit der Mitte der oberen Be
grenzungswand (Mitte des Stabes 0) f!ilit. Diese Gleichgewichtsaufgabe ist also 
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in der Ebene der Stabe 0, @ und @ zu behandeln, in der auch die Krafte BID 
und Re" B16, die der Kraft P = 1000 kg am Knoten VII Gleichgewicht halten, 
gefunden werden konnen. Wir finden in diesel' Ebene (Abb. 435d) die Stabkraft 
2BI0 = -1803 kg. Die beiden Resultierenden Re" 4, und Re.,16 lassen sich in ihren 
entsprechenden Ebenen, das ist die Ebene 4, e2 und die Ebene 16, el1 in ihre Be
standteile B4 und Be, bzw. Bl6 und Be, zerlegen, indem wir diese Ebenen urn die 
Achse des Stabes (7) in die Flache der oberen Begrenzungswand, d. h. parallel 
zum Grundrif3, drehen (Abb. 435e). Wir finden damit: 

2B4 = +1115 kg; 2B16 = +1115 kg, 
2Be, = +1575 kg; 2Be, = +1575 kg. 

Nun sind noch die Belastungen an den Knotenpunkten IV und V (die bekannten 
Krafte Ba bzw. P= 1000 kg) in gleicher Weise mit den an diesen Knoten zu
sammentreffenden Stabkraften ins Gleichgewicht zu setzen. Die Losung liefert 
wegen der geometrischen Gleichheit der Gleicbgewichts- und Zerlegungsfiguren 

2B7 = 2B1O = -1803 kg. 
Die anderen Stabkrafte Be" B4, Be, und B16 ergeben, da sie mit den der vorigen 
Zerlegung iibereinstimmen miissen, eine Kontrolle fiir die Richtigkeit der Losung. 

Die Stabkraftanteile der einzelnen Teillosungen sind nun zusammenzusetzen. 
Wir finden bei unserem Beispiel, daB nur der Stab (7) zwei Anteile aufweist, es ist 

B7 = IB7 + 2B7 = +1803 -1803 = O. 
Alle anderen Stabe kommen in den Teillosungen nur einmal VOl', sind also durch 
die dort bestimmten Stabkrafte IBi oder 2Bi ermittelt. Es ist z. B. ' 

oBe, = 2B~1 = 1575 kg, 
oBe, = 2S~2 = 1575 kg. 

Aile so ermittelten Stabkrafte stellen die Krafte oBi dar, die im Ersatzlachwerk 
infoIge der auBeren Belastung auftreten. Die Krafte OSi stellen abel' noch nicbt 
die wirklichen Krafte im ursprunglichen Fachwerk dar; diese sind vielmehr nacb 
friiherem bestimmt durch die Formel 

Bi = OBi + B; • T 1 + B~' • T 2' 

wobei B~ bzw. S~' die Stabkrafte des Ersatzfachwerks infolge Tl=1 bzw. T2=1 
darstellen. Nun werden aber durcb Tl = 1 nur die Stabe der Fachwerkswand II, 
IV, VII, VI, d. h. die Stabe 0, 0, @, 0 und e1 , heansprucht, aile iibrigen Stabe 
des Ersatzfachwerks erhalten die Stabkraft B~ = O. Ebenso entstehen infoIge 
T 2 = 1 nul' Krafte in den Staben CD, 0, @' @ und e2 , wahrend aIle iibrigen Stabe 
die Kraft B~' = 0 bekommen. DemgemaB sind durch OBi die Krafte all derjenigen 
Stabe des Ersatzfachwerks bereits gegeben, die aufJerhalb del' Ebenen II, IV, VII, 
VI bzw. I, III, V, VIII liegen. Fiir die Stabe in diesen Ebenen finden wir die 
notigen Uberlagerungen der Stabkrafte (das sind die Wel'te Si und Si' die in 
ohigem Ausdruck mit Tl . B~ und T2 . B~' bezeichnet sind) am besten durch die 
Betrachtung, die wir bei den schlaffen Gegendiagonalen kennengelernt baben: 
es wird Be, in del' erhaltenen GroBe mit umgekehrtem Richtungssinn im ebenen 
Bild der Wand 0, 0, @, ® und tl eingesetzt (Abb. 435f) und liefert eine 
Stabkraft T 1 , die del' wirklicben GroBe der Kraft in tl entspricht, auBerdem in 
den anderen Sta~en des Vierecks die Krafte T 1 • B~ == Si' Bei Uberlagerung del' 
Krafte OSi und Bi erkennen wir, daB die Kraft im Ersatzstab verschwindet und 
die GroBen del' Randstabe durch die Uberlagerungsgleichung 

Bi = OSi + Bi 
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ermittelt werden, wobei Sf, = Tl . S; nach 
der friiheren Bezeichnung ist. Die ent
sprechende ebene Losungsaufgabe fiir 
die Stabkraft T2_ im Tauschstab t2 und 
die Stabkrafte S. in den Randstaben 
CD, @, @, 0 finden wir (Abb.435g), 
indem wir die bekannte Kraft Se. mit um
gekehrtem Vorzeichen (entgegengesetzte 
Richtung) einfiihren. Es ist dann ent
sprechend fiir die Randstabe 

I-- --10--10 

S. = oSi + 8;,. 
Die "Oberlagerung geschieht wieder am 
besten in Form einer Tabelle. 

Diese letzte Art der Bestimmung der 
Stabkrafte in den Tauschstaben hat eine 
allgemeine Bedeutung fiir den Fall, daB 
die Flechtwerke kompliziert ausgebildete 
durchgehende Seitenwande mit mehreren 
Streben (Netzwerk) besitzen. Es laBt 
sich dann namlich fiir die ganze Aus
fachung der Seitenwand gem§.B Abb.436 

Abb. 436. Netzwerkwand. 

eine einzige Ersatzstrebe e einfiihren. Man 
berechnet zunachst das so gewonnene 
wesentlich einfachere Fachwerk. Die Be
richtigung ist wieder durch die Losung 
des ebenen Problems der Seitenwand mit 
der bekannten Kraft (-Se) gegeben. 
AIle Stabe, die nicht in dieser Wand 
enthalten sind, in der e die Diagonale 
darstellt, werden von der Berichtigung 
nicht beeinfluBt. 

iJblUngsaufgaben 
iiber Raumfaehwerke. 

1. Aufgabe. Die Stabkr§.fte des in 
Abb.437 dargestellten Stabsystems sind 
zu berechnen. 

Li:Jsung: Es handelt sich um ein Fach
werk nach dem ersten Bildungsgesetz. 
Knotenpunkt Mist durch drei Stabe an 
die Erde angeschlossen, dann Punkt N 
angefiigt durch den Stab@unddie beiden 
Stiitzungsstabe ® und 0. Man wird 
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das Gebilde so bereehnen, daB man am Knotenpunkt N die Last P mit 8~, S5 
und 86 ins Gleiehgewicht setzt und dann 8 4 mit 83' 8 2 und 8 1 , Es soIl hier das 
Momentenverfakren angewandt werden. Da die Krafte P, 8 4 , 85 und 8 6 Gleieh
gewieht miteinander bij.den, muB die Summe ihrer Momente fUr jede beliebige 
Aehse versehwinden .. Will man 8 4 bereehnen, wird man die Momenten:achse so 
wahlen, daB 85 und 86 keinen Moment()nbeitrag liefern, d. h. in der E~ene del' 
Stabe CD und 0. Wir wahlen als Momentenaehse die Verbindungslinie der FuB
punkte D und E; fUr diese Aehse ergeben nur P und 8 4 ein Moment. Wir fiihren 

Abb.437. tlbungsbeispieJ. 
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zunaehst eine Zugkraft im Stabe CD mit Punkt N als Angriffspunkt der Krafte ein. 
Zur Aufstellung des Momentes selbst versehieben wir diese Zugkraft 8 4 naeh dem 
Durehdringungspunkt yom Stab CD mit der horizontalen Ebene 'und zerlegen sie 
daselbst in eine lotreehte Komponente und eine waagereehte in dieser Ebene. 
Letztere liefert keinen Momentenbeitrag, erstere V84 verlauft unter Zugrunde
legung desZugpfeiles naeh unten (vgl. AufriB); ihr.e GroBe ist naeh der Formel (43) 
bestimmt dureh .84 "'2 

84 FN' 
Dabei ist 

FN2 = ~+k~. 
Der Hebelarm dieser Kraft v84 beziiglieh- der Aehse I-I ist gegeben dureh dje 
Entfernung des Punktes FI von· der Aehse I-I, also dureh a4 • 

Entspreehend verfahren wir mit P. Sie wird zum Sehnitt gebraeht mit der 
horizontalen Ebene, und in diesem Schnittpunkt G zerlegt in eine lotreehte und 
eine waagereehte Komponente, von denen nur die ex;ste einen Momentenbeitrag 
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liefert. Die Komj:>onente von P, die in 0 angreift, also Pv , geht nach unten; 
sie ist gegeben durch 

Pv h2 h2 

P = GN = 1G'N'2+h~ ,} 2 2 h2 
yXP + YP + 2 

Ihr Hebelarm ist durch die Entfernung des Punktes 0' von I-I bestimmt, also 
durch ap. Damit ergibt sich die Momentengleichung (mit Blickrichtung von D' 
nach E'): 

Zur Ermittlung von 8 5 ist als Achse die Verbindungslinie FE zu benutzen, fiir 
8 6 die Gerade DF. Dabei ist das Moment von P gegeben durch P v mal Entfernung 
des Punktes 0' von del' Geraden E'F' bzw. F'D' (im GrundriB). 

Zur Berechnung von 8 3 wird als Momentenachse die Verbindungslinie AB 
verwendet. Del' Durchdringungspunkt von 8 3 mit del' horizontalen Ebene ist 0; 
derjenige von 8 4 ist F. Da 8 4 bereits als Druckkraft el'kannt ist, geht ihr Rich
tungspfeil gegen M, ist also bei derVerschiebung in den Punkt F auch nach 
diesem Punkt F hin gerichtet. Die Kraft 8 3 wird als Zug angenommen; sie geht 
bei der Verschiebung nach dem Punkt 0 ebenfalls von oben nach unten; die 
Momentengleichung lautet dann: 

-V8 4· b4 + V83 • b3 = o. 
Dabei ist h hl 

V83 = 8 3 • 1 = 8 3 • • 

-V M'O,2 + hi Jlx~ + y~ + hi 

Die Berechnung von 8 1 und 8 2 hat dann zu geschehen mittels del' Achse BO 
bzw. AO. 

2. Aufgabe. Fiir die in Abb. 438 in GrundriB, AufriB und SeitenriB dargesteUte 
ScheibenkuppeP sind die Krafte in den Streben 0 und 0 zu berechnen. 

L6s1mg: Die Kuppel, auf die beliebige Lasten wirken sollen, ist in den Eck
punkten A, B, 0, D, E auf freien drehbeweglichen KugeUagern gestiitzt, in den 
FuBpunkten F, 0, H, J, K dagegen auf Kugeldrehlagern, die auf RoUen gesetzt 
sind, deren Verschiebungsmoglichkeit stets senkrecht zum betreffenden Ringstab 
gerichtet ist. In den ersten Lagern entsteht nur eine unbekannte Gegenkraft, in 
den Rollenlagern dagegen treten deren zwei auf, eine in Richtung des Ringstabes 
und eine in lotrechter Richtung. 

Zur Ermittlung del' heiden Stahkrafte 8 4 und 8 6 sollen zwei Momenten
gleichungen verwendet werden, die durch Legen von zwei Schnitten entstehen. 
Ein raumlicher Flachenschnitt ist um den Lagerpunkt F herumgefiihrt; er trifft 
die Stabe 0, 0,0,0. Ein anderer raumlicher Flachenschnitt ist um die Knoten
punkte I und II gelegt, del' die Stabe @' @j, 0, 0, 0, 0, @, @ trifft. FlIT 
den ersten Schnitt miissen die geschnittenen Stabkrafte mit der Last P und 
den Lagerkraften Fh und Fv im Gleichgewicht stehen, fiir den letzteren Schnitt 
die entsprechenden Stabkrafte mit PI und Pu . Die Momentenachse wird fUr 
jeden Schnitt so gewahlt, daB in der betreftenden Gleichung auBer 8 4 und 8 6 

nur die bekannten Lasten auftreten. F'dr den ersten Schnitt erfiillt diese Be
dingung jede C...erade in der lotrechten Ebene, die die Ringstabe 0,0 enthalt, fUr 
den letzteren Schnitt liefert die Schnittlinie del' Ebenen (29,30,2) und (11,10,8) 
die gewiinschte Momentenachse. Die Momentenachse I-I wurde hier waagerecht 
eingefUhrt; sie pl'ojiziert sich im SeitenriB als Punkt. Dasselbe gilt von den 
Kraften 8 3 , 8 7 und Fh • Die Kraft Fv geht in del' SeitenriBprojektion durch den 

1 Vgl. W. SOHLINK, Statik der Raumfachwerke, 1907. 
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Punkt I hindurch, die Kraft Flo Jii.uft parallel der Achse I-I; beide haben also 
kein Moment um diese Achse. Die Kriifte 8 4 und 8 6 denkt man sich in ihrer 
Trapezebene zerlegt in eine Komponente in Richtung des Ringes und eine in 

B 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 
I 
\ 
\ 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I i I 

I 

'II 

'lit' r--
i 
I 

, 
I 

, 
I i ' I I 

\ i " 
I' I 

'I, 
I" 
~---
II 

, 
I 

,'II,I 
, I 

, I 

" I Iii- ,: <,-, ,,'ArE ~-J 
,/~ : III 

" ; ~ :j 
, [s] [oj S,' 1 ~ 

l'frJ ~ / 
b / 

j 
---1 

/1 

Abb. 438. t1bungsbeispiel (Schelbenkuppel). 

Richtung der Winkelhalbierenden; letztere sind gegeben durch 8 4 , cos (X und 
8 6 • cos (x. Die Momentengleichung lautet also: 

P"' . p - (84 + 86) • cOS(X • a = O. 

FUr die zweite Momentengleichung kann man sich die Stabkriifte 8 4 und 8 6 zero 
legt denken in zwei Komponenten, von denen die eine in Richtung des Stabes ® 
fallt, die andere in Richtoog ® bzw. @' Letztere Komponenten fallen in die 
Ebene (29, 30, 2) bzw. (11, 10, 8), schneiden also die Achse II-II. Erstere Kom
ponenten projizieren sich im SeitenriB in einem Punkt. Beide haben den gleichen 
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Hebelarm b fUr die Achse II-II. Aus einem Kraftdieieck (Abb.438b) entnimmt 
man das Verhaltnis der fraglichen Komponente 8~ bzw. 86 zu 84 und 86 , Es sei 

86 =)..86 , 

Die Kraft PI (bzw. PIT) kann man in drei Komponenten zerlegen in Richtung 
der Stabe @, 0, ® (bzw. @' 0, 0). Nur die ersteren Komponenten sPI und 
sPu liefem einen Momentenbeitrag, und zwar am gleichen Hebelarm b. Es ent
steht die Gleichung: 

(-).84 - sPI ) b + (). .86 + sPIT) • b = O. 

Die beiden Gleichungen erlauben, die Unbekannten 8 4 und 8 6 zu berechnen. 
Das Moment der Krafte 8 4 und 86 fiir die Achse II-II kann man auch in 

anderer Weise aufstellen: man verschiebt die an den Punkten I und II angreifen
den Stabkrafte 8 4 und 8 6 nach dem unteren Endpunkt F und zerlegt dort jede 
(wie vorhin beziiglich der Achse I-I angegeben) in zwei Komponenten, von 
denen eine in die Mittellinie des Trapezfeldes fallt, die andere in den Ringstab 
0,0; die ersteren Komponenten schneiden di~ Achse II-II, die letzteren Kom
ponenten 8 4 , SinIX und 86 , sin IX ergeben fUr die Achse II-II den Momenten
beitrag: 

(-84 ' SinIX + 86 • sin IX) • c. 

3. Aufgabe. FUr den in Abb. 439a dargestellten Abspannmast sind die Stab
krafte zu ermitteln. 

L08Ung: Der Mast ist als raumliches Fachwerk aufgebaut, und zwar sind im 
wesentlichen vier Kantenstabe (Gratstabe) hochgefiihrt, die sich in einem Punkt 8 
schneiden. Die entstehenden Seitenwande sind entsprechend der Belastung und 
der entstehenden Langen ausgefacht. Ala Belastung wirken auf den Mast an der 
Spitze 8 eine lotrechte Kraft V = 1000 kg und vier waagerechte Krafte PI = 500 kg, 
P 2 = 400 kg, P s=300 kg und P 4 =450 kg in der in Abb. 439d gegebenen An
ordnung. Diese horizontalen Krafte lassen sich in einfacher Weise (Abb.43ge) 
zu einer Resultierenden R bzw. zu zwei Einzelkraften X und Y zusammenfiigen. 
An den Ausfachungsrahmen des Mastfachwerkes greifen weiterhin in der x-Rich. 
tung die in Abb.439a und b gezeichneten Krafte Ps =300 kg, P6 = 300 kg, 
P7 =200 kg, P s=200 kg, P9 = 200 kg, P lO = 200 kg an. 

Die Losung des Fachwerks nach dem KnotenpunktlWerfahren bietet gleich 
bei Beginn am oberen Knoten 8 insofem Schwierigkeiten, als hier vier unbekannte 
Stabkrafte mit der gegebenen Belastung zusammentreffen, d. h. das Fachwerk 
ist eigentlich statisch unbestimmt. Durch eine einfache "Uberlegung kommt man 
hier jedoch sehr schnell zu einer vereinfachten Losung. Da das Fachwerk doppel
symmetrisch ist, wird die Last V zu gleich groBen Teilen in die vier Gratstabe 
geleitet. Wir konnen auch sagen: Wir zerlegen V in zwei Komponenten Kl und K 2 , 

eine in der vorderen Wand A8B und eine in der hinteren Wand 08D (Abb. 439f). 
Erstere ruft in den Staben CD und 0, letztere in den Staben ® und CD gleich 
groBe Krafte hervor. 

Wir schneiden das Mastfachwerk langs der Kantenlinien (Gratstabe) bis zu 
den AnschluBpunkten ABOD auf und klappen die vier Seitenwande urn ihre 
FuBpunkte urn, also die Ebene 4B8 um die Linie AB, die Seitenflache AD8 um 
die Linie AD usw. Bei der Umklappung nehmen wir die an den ebenen Seitenfach
werken angreifenden Krafte mit. Die Krafte X und Y werden zu gleichen Teilen 
verteilt (Abb.439g und h), so daB also Xj2 in die vordere Wand AB8 und Xj2 
in die hintere Wand OD8 zu liegen kommt, und entsprechend Yj2 in die linke 
Seitenwand AD8 und Y/2 in die rechte Wand B08. Dazu tritt fiir die vordere 
Wand die erwahnte Kraft Kv fiir die hintere Wand die Kraft K 2 • 
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Durch diese Aufteilung ist fUr den oberen Teil das Problem des raumlichen 
Fachwerks zuriickgefiihrt worden auf vier ebene Probleme der Seirenfachwerke. 

y 
J' 

Z).IT Losung dieser ebenen Aufgaben bedie-
nen wir uns des CREMoNAschen Krafteplans, 
der uns (nach Abb. 439i und k) die Stab
krafte in bekannter Weise liefert. Wir 
miissen uns dabei vor Augen halten, daB 
die Kantenstabe sowohl in einem als auch 
im' anderen Fachwerk auftreten, daB also 
die sich im Cremona-Plan ergebenden 
Stabkrafte nur Teilkrafte darstellen, die erst 
nach der Addition der beiden Anteile die 
wirklichen Stabkrafte liefern. 

Die Seitenwande ABS undBDS, ebenso 
die Wande ADS und BCS sind kon
struktiv wie belastungsmiWig gleich, so 
daB wir bei dieser Aufgabestellung mit der 
Stabkraftermittlung einer Wand die zuge
horige gegeniiberliegende Seitenwand sofort 
mit ermittelt haben. (Waren die Wande 

y 

ungleich belastet, dann miiB
ten die Stabkrafte fiir die ge
geniiberliegende Wand in einem 
neuen Krafteck bzw. Cremona
Plan ermittelt werden.) 

In der Ringebene ABCD 
tritt ein Knick in den Grat
staben und damit auch ein 
Knick in den begrenzenden 

,Seitenflachen auf. Die Dber
leitung der Krafte in diesen 
vier Eckpunkten wird damit 
auch nicht mehr in einem 
ebenen Bild weitergefiihrt wer
den konnen. Um nun ein mit 
geringstem Zeichenaufwand 
aIJgemeingiiltiges Losungsver
fahren des Restproblems zu 

erhalten, lenken 
wir die an den 

/lfl I U e 
:"' ". ";,.,,, y Knotenpunkten 
~~{l50kg +x /?-500kg r-- I A, B, C und D 

~ X:;'I? ~ auftretenden 
_ _ '_~ ~ _y i/ If p, Krafte (vgL Ab-

,q~3Mkg I z bildung 4391) in 
i Pc ~{lOokg I I I I die vier neuen 
d 0 200 qOO 600kg, Ebenen des un-

Abb. 439. \tbungsbeispiel. 
teren Mastteiles 
um. Verfolgen 
wir eiumal die 

Umlenkung bzw. die Komponentenbildung an den Ecken A und B. Die Trennung 
der Stabkraftanreile in den Staben ®, ® aus den beiden ebenen Problemen soll 
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zunii.chst aufrechterhalten bleiben. Die in der Ebene AB S wirkenden Krafte 
S21, S23' S25 und S27 1 (Abb.4391) lassen sich in Komponenten in Richtung AB 
(z. B. Ah) und senkrecht dazu (z. B. Av) zerlegen (gestrichelt gezeichnete Kraft
zerlegung im Krafteplan, Abb.439i). Wahrend die in Richtung der Kante AB 
verlaufenden Komponenten (z. B. Ah ) bereits in der neuen Ebene ABEF liegen, 
mussen die in der Ebene ABS enthaltenen VertikalkompoDenten noch in zwei 
Unterkomponenten zerlegt werden, von denen die eine in Richtung der Kante 
AD (A~) bzw. BO liegt, die andere aber (A~) in die neue Ebene ABFE zu liegen 
kommt. Diese Komponentenbildung ist im SeitenriB der Abb. 439m angegeben, 
wobei absichtlich die Pfeile weggelassen sind (vgl. weiter unten). Die so erhaltene 
Vertikalkomponente (A~), die vorher erhaltene Horizontalkomponente (...4h) und 
die aus der Komponentenzerlegung in der anliegenden Seitenflii.che ABS an
fallende Komponente (A~) bilden zusammen die ebene Belastung (im Punkte A) 
der ebenen Begrenzungsflache (ABFE) , die damit wieder als ebenes Problem 
(Abb.439n) weiterbehandelt werden kann. Nach den gleichen Grundgedanken 
wird dann auch die Komponentenzerlegung in den anderen Seitenflachen vor
genommen, indem erst die wirksamen Krafte in der oberen Ebene in zwei Kom
ponenten in Richtung der unteren Kante und senkrecht dazu zerlegt werden, die 
letztere dann umgelenkt wird (unter Zuhilienahme der angrenzenden oberen 
Mastflache). Wir erhalten damit auch fiir den unteren Teil vier ebene Probleme, 
die nach dem bekannten Knotenpunktsverfahren in ihren Stabkraften bestimmt 
werden konnen (Abb. 439n-q). 

Zur" ausgefiihrten Zeichnung sei bemerkt, daB die Stabe mit der Kraft Null 
keine Stabziffer erhalten haben. Die einfach gestrichenen Stabzahlen (21', 22') 
beziehen sich auf Ergebnisse aus der vorderen bzw. hinteren Fachwerkswand; die 
doppelt gestrichenen deuten die Ergebnisse aus der Betrachtung der Seitenwand an. 
Die Umlenkung der Krafte am Knick ist absichtlich ohne Vorzeichen bzw. Rich
tungspfeil angegeben, da sie fiir den vorderen Stab z. B. nach hinten, fiir den 
hinteren nach vorne eingefuhrt werden muBte, was nur zu Unubersichtlichkeit 
fuhren kann. Bei Behandlung des Restfachwerks (Abb.4391) mit den einge
zeichneten Stabkraften wird die Richtung ohnedies klar genug angegeben. 

Bei der Nachpriifung beachte man, daB mit Rucksicht auf die Deutlichkeit 
der Darstellung zwei verschiedene KraftemaBstabe verwendet sind. 

XXIII. Die Gemischtbauweise. Allgemeine Raumwerke. 
108. Der Aufbau der Gemischtsysteme. Das Raumfachwerk, das wir im Ab

schnitt XXII behandelt haben, ist ein Gebilde aus reinen Langskrafttragern; jeder 
Stab besitzt in seiner Schnittstelle nur eine Unbekannte, die Langs- oder Stab
kraft. Fugen wir nun an Stelle einzelner Stabe Balken in Art der Fachwerke 
zusammen, so entsteht das Raumwerk in Gemischtbauweise. Wie wir fiir den Auf
bau und die Ermittlung der Stabkrafte des Raumfachwerks uns die Ebene als 
Vorbild nehmen konnten, konnen wir nun auch die Erweiterungen des ebenen 
Fachwerks durch Rahmen und Balkenteile als Grundlage fiir das gemischte 
Raumwerk dienen lassen. 

Den Bedingungen des raumlichen Balkens entsprechend, mussen die all
gemein belasteten Teile des gemischten Raumwerks durch sechs Lagerfesseln in 
allgemeiner Lage im Gesamtbild festgehalten sein. Ein in einem Raumwerk 
vorhandener Balken I, II kann also nicht mehr durch zwei Kugelgelenke (Abb.440) 

1 Mit S~l ist die aua der Betrachtung der vorderen Wand ABS hervorgehende 5mb
kraft, mit S~i die aua der Seitenwand ADS hervorgehende, bezeichnet. 
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festgelegt werden, sobald er LasOOn tragt, die auch ein Torsionsmoment hervor
rufen; denn ein solches wiirde ja den Balken um die Verbindungslinie der Kugel
gelenke verdrehen k6nnen. Sind aber bei einem geraden Balken nur solche Krafte 
vorhanden, die seine Achse schneiden, d. h. fehlt das Torsionsmoment, so geniigen 
die beiden Endgelenke zu seiner Fest
legung. Allerdings tritt dann zunachst 
eine Unbestimmtheit auf fiir die Kompo
nenten der Gelenkkrafte in der Stabrich
tung, well man nicht weiB, welchen 
Anteil der eine und welchen der andere 
AnschluBpunkt aufnimmt. Bestimmt 
ware es, wenn in dem einen AnschluB
punkt drei unbekannte Lagerkrafte, aber 
in dem anderen nur deren zwei vorhan
den waren (Abb. 441). Ein raumlich 
gestiitzter Balken, der nur durch Krafte 
belastet wird, die die Balkenachse schnei
den (also keine Torsionsmomente hervor
rufen), bedarf demgemaB zu seiner Lage
rung fiinf Fesseln; dieser Fall wiirde dem 
ebenen Balken n1j.t drei Fesseln entspre
chen (Abb. 442). 

Abb. 440. Raumwerk mit einem Balken, der nnter 
allgemeiner Belastung steht. 

Wir werden also zu unterscheiden haben zwischen gemischten Raumwerken 
mit allgemein belasteten Konstruktionsgliedern und solchen mit Staben und 
Biegebalken, die keine Torsionsmomente aufnehmen. Ein Raumwerk, das aus 
Staben und torsionsfreien Biegebalken zusammengesetzt ist, ist dann statisch 
bestimmt, wenn sein Aufbau einem Bildungsgesetz des Raumfachwerks entspricht. 

Abb.441. Fester AnschluB eines Balkens ohne 
Torsionsbeanspruchung. 

Dieses System der Gemischtbauweise 
kann grundsatzlich in zweifacher Weise 

Abb. 442. Ebener Balken mit drei Fesseln. 

untersucht werden. Entweder schneidet man den zu untersuchenden Balken 
heraus, ermittelt die Reaktionen, die in seinen Endpunkten an ibm angreifen 
und laBt die umgekehrten Reaktionen auf das iihrige System ohne den Balken 
(Restsystem) einwirken. Oder man betrachtet das ganze System, geht von 
Knoten aus, an denen nur drei Unbekannte vorliegen, baut dann entsprechendi 
ab und ermittelt so zunachst alle Stabkrafte. An dem Balken kennt man dann 
alle Krafte, die in seinen Endpunkten zusammenlaufen, und hat demgemaB einen 
Balken, auf den nur bekannte Einfliisse wirken. 

Das erstere Verfahren ist nicht allgemein anwendbar, wird aber immer dann 
zum Ziele fiihren, wenn einer der BalkenendpunkOO der SchluBknoten des nach 
dem ersten Bildungsgesetz aufgebauten Gemischtsystems ist. In Abb.443 ist 
ein Raumwerk gezeichnet, in dem nur das Konstruktionsglied @ auf Biegung 
beansprucht wird. Dieser Balken ist gegeniiber dem System I-VI angeschlossen 
durch das Kugelgelenk I (in welchem Knoten vier Stabe zusammenkommen) und 
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durch das Gelenk VI im. Endpunkt der beiden Stii.be @ und @. Die von dem 
eigentlichen Stabsystem auf den Balken wirkenden Krafte, also die Reaktionen 
des Balkens, sind leicht zu ermitteln. Die Reaktion in I muB durch den Punkt I 
gehen, kann aber ganz beliebige Richtung haben; die Reaktion durch VI muB 
natiirlich durch VI gehen und auBerdem in der Ebene der Stii.be @, @ liegen. 
Die auf den Balken wirkenden Lasten konnen hier durch eine Resultierende (im. 
allgemeinen Fall durch ein Kraftkreuz, also zwei Resultierende) ersetzt werden. 
Es miissen im. Gleichgewicht stehen diese Resultierende R mit einer Kraft durch 
I (RI) und einer durch VI (Rvd in der Ebene @, @. Drei Krii.fte konnen aber 
nur im. Gleichgewicht sein, wenn sie durch einen Punkt gehen. Man hat dem
gemii.B die Resultierende R zum Schnitt zu bringen mit der Ebene @' @ und ver
bindet diesen Schnittpunkt M mit VI und I. Dadurch sind die Reaktionen RVI 
und RI in iprer Richtung bestimmt und damit aIle Krii.fte bekannt, die auf den 
Balken I, VI wirken. (Sollte ein Kraftkreuz vorliegen, so muB man natiirlich 
diese Durchfiihrung mit jeder der beiden Krii.fte machen und dann die erhaltenen 

Abb. 443. Raumwerk mit elnem auf Biegung bean- Abb. 444. Allgemeines Raumwerk mit einem auf 
spruchten Balken. Biegung beanspruchten Balken. 

Krii.fte zusammensetzen.) Die umgekehrten Krii.fte (KI' KVI) wirken auf das Rest
system, und in diesem treten fiir aIle Stii.be nur Lii.ngskrafte auf, wii.hrend der 
Balken unter dem EinfluB der auf ihn wirkenden Lasten und der errechneten 
Reaktionen im allgemeinen Querkrafte, Lii.ngskrafte und Biegungsmomente auf
weisen wird. Die Berechnung der iibrigen Stii.~ macht nach Ermittlung von 
8 10 und 8 11 (den Komponenten von RVI) keine Schwierigkeiten mehr, da in den 
Punkten V, IV, III jedesmal nur drei Unbekannte auftreten. Die Knoten III 
und II ergeben eine Kontrolle, ebenso auch der Punkt I, wo die Resultierende 
von 8 1 , 8 2 , 8 4 , 8 7 gleich RI sein muB. 

Fiihrt dieses erste Verfahren nicht zum Ziele, dann muB man das oben an
gefiihrte andere Verfahren benutzen. Wenn man in Abb. 444 den Balken I-V 
abtrennt, so sind die Reaktionen in I und V nicht eindeutig bestimmbar, denn 
die Resultierende R ist ins Gleichgewicht zu setzen mit einer Kraft durch I und 
einer durch V (beide mit unbekannter Richtung I), und das ist vieldeutig. flier wird 
man ausgehen vom letzten Knotenpunkt VI, ermittelt daselbst die Stabkrii.fte 810, 

8 11, 8 12, dann weiter am Known II die Krii.fte 8 1 , 8 5 , 8 3 , am Knoten III die 
Krafte 8 2 , 86 , 8 8 und schlieBlich am Knoten IV noch die Stabkrii.fte 8 4 und 87 • 

An diesem Knoten liegt bereits eine Kontrolle vor, da die Resultierende aus 8 10, 

8~, 8 6 und P IV in die Ebene der noch unbekannten Krafte 8 4 und 87 fallen muB. 
"Die Resultierende von 8 1 , 8 2 , 8 4 gibt nun die Reaktion RI an, die auf den Bal-
ken I-V wirkt, und die Resultierende aus 87 ,88 ,811 die Reaktion Rv. Die Be
recmmng des Balkens bereitet dann keine Schwierigkeiten mehr. 
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Man kann iibrigens, naohdem man den Knotenpunkt VI und die Stabkrafte 
810' 811 , S12 berechnet hat, auch anders vorgehen . .Am Knoten V muD Gleich
gewicht bestehen zwischen S11' 88 , S7 und der Kraft Kv , die yom Balken I-V 
im Punkt V auf die Stabe ®, ®, @ ausgeiibt wird. (Es besteht also kein Gleich
gewicht zwischen den Kraften S11' S8' S7 und "S9'" denn im Stab 0 tritt ja 
nicht nur eine Lii.ngskraft auf.) Nun kennt man ja die Richtung dieser Kraft Kv 
bzw. Bv noch nicht, wohl aber konnen wir uns den LOsungsgang der vorigen 
Aufgabe (Abb. 443) zunutze machen, indem wir die bekannte Stabkraft· S11 
genau wie B als Belastung des Balkens ansehen und damit die Komponenten B'v 
(infolge R) und Xv der auf den Balken wirkenden Kraft Bv getrennt bestimmen. 

Die Wirkungen der beiden Belastungen B und S11' die im aJIgemeinen wind
schief zueinander stehen, miissen gesondert behandelt werden, wenn sich durch 
Stab 0, @ und B keine gemeinsame Ebene legen IaBt. B liefert die beiden Krafte 
R! und Bvauf den Balken 0, wobei wieder die Richtung von Bv gegeben ist 
durch die Yerbindungslinie des DurchstoBpunktes A, von B, durch die Ebene der 
Stiibe 0, ® mit dem Knoten Y, und entsprechend verlauft R! in der Linie A I. 
Um den EinfluB der "Belastung" S11 auf den Balken ® zu ermitteIn, betraohten wir 
die Schnittlinie der Ebenen 0, ® mit der Ebene 9, 11. In diese Schnittlinie BY 
und die Richtung des Stabes 0 wird S11 zerlegt; erstere Komponente wird von 
den Staben 0 und ® aufgenommen, letztere wirkt auf 0 .. Der Balken 0 verhalt 
sich somit bei dieser Knotenpunktsbelastung wie ein Stab, und zwar wirkt er als 
Druckstab. Die maBgebende Komponente von S11' das ist die auf den Balken ® 
(bzw. jetzt Stab 0) wirkende, wird somit als eine auf den Stab ~ driickende 
TeiIkraft B; gefunden, die eine entsprechend driickende TeiIkraft R! am anderen 
Ende I des Balkens zur Folge hat. R! und R'{ und andererseits By und Bv 
stellen somit die auf den Balken 0 einwirkenden Belastungen dar, die an diesem 
mit B (bzw. P1 und P 2) Gleichgewicht halten. 

Liegen Raumwerke in Gemischtbauweise vor, die nach dem zweiten oder 
dritten Bildungsgesetz aufgebaut sind und bei clenen fUr die einzelnen Balken 
keine Torsionsmomente auftreten, so wird man unter Yerwendung der friiheren 
Ausfiihrungen iiber Berechnung der Raumfachwerke und Benutzung der oben 
angewendeten Gedankengange vorwartskommen. -

Treten in einem Raumwerk Balken auf, die durch-Verdrehungsmomente be
ansprucht werden, so werden diese drehenden Momente~ wie schon friiher be-
merkt, den in zwei Kugelgelenken angeschlosse- 7' 

nen Balken nicht im Ruhezustand lassen, da 
die Kugelgelenke an beiden Enden seehs Lager
reaktionen darstellen, die alIe durch eine Ga
rade, die Balkenachse, gehen und damit eine 
Drehung um diese Achse zulassen. Wir miissen 
also bei Torsionsmomententragern eine Lage
rung anbringen, die diese Drehung verhindert. 
Allgemein belastete Balken- oder Rahmenteile 
miissen demnaoh im Faohwerk an festen Kno
tenpunkten des Raumwerks so angeschlossen 
werden, wie es dem raumlichen AnschluB eines 
allgemein ausgebildeten und alIgemein belaste
ten Korpers entspricht. Beim Aufbau des in 
Abb.445 dargestellten gemischten Raumwerks, 

Abb. 445. Allgemeines Raumwerk mit· 
torsionsiestem Rahmen. 

das aus neun Staben CD-® und einem raumlich ausgebildeten Rahmen b (A, p, 
q, r, 8) besteht und bei dem die Lasten nur fiir den Rahmenteil auBerhalb der Ge
lenkpunkte wirken sollen, kann man ausgehen von den Staben 0, ® und 0, 

Schlink, Statik. 24 
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die den Punkt I festlegen. Dieser Knotenpunkt kann neben den festen Punkten 
A, B, 0, D als Ausgangsstelle fiir neue Anschliisse, z. B. auch fUr den Rahmen 
benutzt werden. Der Rahmen ist unverschieblich angeschlossen durch das feste 
Gelenk A mit drei Unbekannten und durch die von festen Punkten ausgehenden 
Stabe 0, ® und 0 mit je einer Unbekannten. Die Anschlu13krafte gehen nicht 
durch eine gemeinsame Gerade; der Rahmen ist gegen jede allgemeine Belastung 
unverschieblich festgelegt. Das damit entstandene unverschiebliche Raumwerk 
kann nun durch weitere Stabanschliisse erweitert werden, wie es hier z. B. durch 
die Stabe 0, 0, ® mit dem neuen Knoten II gezeigt ist. -

Ein, dem ersten bzw. dem zweiten Bildungsgesetz der Raumfachwerke ent
sprechendes gemischtes Raumwerk, das aus Balken oder Rahmen und Staben 
zusammengefiigt ist, mu13 also so aufgebaut sein, da13 von jeweils festen Punkten 
aus der neue Teil seinen Belastungen entsprechend angeschlossen wird. Bei 
Staben bilden drei Stabe einen neuen Knoten, bei torsions/reien Biegebalken wird 
der Aufbau genau so vorgenommen wie bei Staben; Balken und Rahmen mit Tor
sionsbeanspruchungen dagegen miissen durch sechs Fesseln gehalten werden, 
deren Kraftrichtungen in allgemeiner Lage gegeben sind, vor allem also nicht 
eine gemeinsame Gerade schneiden. 

Fiir den Anschlu13 des allgemein belasteten Rahmenteils konnen als Ausgangs
punkte natiirlich auch die Knoten eines nach einem anderen als dem ersten 
Bildungsgesetz aufgebauten unverschieblichen Raumfachwerks dienen. Ebenso 
konnen iiber diesen Rahmenteil hinaus wieder Fachwerke nach einem anderen 
Bildungsgesetz weitergebaut werden. 

Die Ermittlung der Langskrafte und der anderen Beanspruchungsgro13en lii,13t 
sich bei solchen Systemen durch den entsprechenden Abbau erreichen, wie dies 
bei Fachwerken bzw. bei Abb.443 und 444 gezeigt wurde. In umgekehrter 
Reihenfolge des Aufbaus werden die einzelnen Bauteile abgeschnitten, die An
schlu13krafte (als Reaktionen allgemein ausgebildeter und belasteter Bauelemente) 
nach- bekannten Verfahren bestimmt und fiir den mit nunmehr bekannten 
Kraften belasteten Teil die Beanspruchungsgro13en ermittelt. Das ganze Raum
werk zerfallt damit in eine Reihe von Einzelaufgaben, die nach bereits bekannten 
Methoden gelost werden konnen. 

Natiirlich konnen bei solchen Raumwerken in Gemischtbauweise auch 
Zwischengelenke auftreten, es konnen auch Balken iiber einen Knoten hinaus
ragen usw. Die frillier bei Balken bzw. Rahmen:gemachten Ausfiihrungen konnen 
hier entsprechend verwendet werden. 

109. Statisch unbestimmte Raumwerke nnd der Grad der statischen Unbe
stimmtheit. Das Wesen der statischen Unbestimmtheit ist uns bereits aus 
friiherem bekannt. 1m Aufbau und der Lagerung einer Konstruktion sind mehr 
Unbekannte vorhanden, als der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Gleichungen 
- Gleichgewichtsbedingungen und zusatzliche Aussagen durch konstruktive 
Ma13nahmen (Gelenke), die auch auf Gleichgewichtsbedingungen beruhen -
entspricht. Die statisch unbestimmte Konstruktion la13t sich also nicht mehr 
durch Gleichgewichtsbetrachtungen allem IOsen. Wir konnen, wie bei den 
ebenen Gebilden, auch hier wieder unterscheiden zwischen innerlicher und au13er
licher statischer Unbestimmtheit. Innerlich statisch unbestimmt sind solche 
Gebilde, die nicht nach einem Bildungsgesetz der Raumfachwerke oder, bei 
allgemeiner Belastung, nicht nach dem Aufbaugesetz der gemischten Raumwerke 
gebaut sind. Au13ere statische Unbestimmtheit ist gekennzeichnet durch iiber
zahlige Lagerunbekannte. Sehr haufig wird jedoch ein innerlich bewegliches 
System (statisch unterbestimmt) durch iiberzahlige Lagerfesseln unverschieblich 
gemacht, so da13 hier die scheinbare au13ere statische Unbestimmtheit die inner-
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liche Verschieblichkeit aufhebt; das Gesamtbild wird dadurch statisch bestimmt. 
Es ist daher zweckmaBig, die innerliche und au.Bere statische Bestimmtheit stets 
zusammen als tatsachliche .Unbestimmtheit zu priifen. Den Grad der statischen 
Unbestimmtheit gibt die Anzahl der Unbekannten an, die 
iiber die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen und der aus 
den konstruktiven Ma.Bnahmen hervorgehenden anderen Be
dingungen hinausgehen. Es stellt der Grad der statischen 
Unbestimmtheit also die Anzahl der unbekannten Gro.Ben 
dar, die beseitigt werden miissen, damit das iibrige (statisch 
bestimmte) Gebilde mit statischen Aussagen ge16st werden Abb.446. Riiumliches 

Dreista bsystem mit 
kann. Kugelgelenk. 

Zur Ermitthmg des Grades der statischen Unbestimmt
heit mogen die folgenden Ausfiihrungen dienen. Die drei Stabe 
der Abb. 446 sind infolge der Gelenke gegeneinander beweg
lich. Zur Festlegung der Stabe gegeneinander ist die starre 
Anordnung sowohl von Stab ® als auch von Stab CD an den 
Stab CD notig (Abb. 447), und zwar so, da.B sich die beiden 
Stabe auch nicht scharnierartig um die Achse des Stabes CD Abb.447. Riiumliches 
drehen konnen (durchgehend steife Knoten). Mit dieser Fest- Dreistabsystem mit 

steifer Verbindung.l 
legung ist ein allgemein ausgebildeter raumlicher Balken 
entstanden, der bei beliebiger Belastung mit sechs Fesseln in 
allgemeiner Lage gegen die Erde festgelegt werden kann 
(Abb. 448). Del' in Abb. 449 gezeichnete Dreibock mit steifem 
Knotenanschlu.B und Lagerung in drei Kugelgelenken stellt 
demnach ein innerlich statisch bestimmtes System dar, die ' 
drei Lagergelenke besitzen jedoch zusammen neun Fesseln (je 
drei Krafte in del' x, y und z-Richtung), d. h. der in Abb. 449 
gegebene Dreibock ist bei allgemeiner Belastung au.Berlich 
dreifach statisch unbestimmt. Wir konnen abel' auch aus- Abb. 448. Bestimmte 

Lagerung des versteif-
gehen von dem frUber betrachteten Dreibock, bei dem die ten Dreibocks. 

Stabe gelenkig miteinander verbunden und diese nun in 
Kugellagern abgestiitzt sind (Abb.450). Dieses Gebilde ist 
statisch bestimmt. Verbindet man nun die Stabe oben vollig 
steif miteinander, so kann jeder Stab ein ganz beliebiges 
Moment aushalten, odeI' andel'S ausgedriickt, er kann zwei 
Biegungsmomente und ein Verdrehungsmoment iibertragen; 
das waren im ganzen neun unbekannte Momentengro.Ben. 
Diese neun Gro.Ben sind allerdings nicht unabhangig von- Abb.449. Unbestimmte 

Lagerung eines steifen 
einander, da sie an die Bedingung gekniipft sind, da.B sie mit- Dreibockes. 

einander im Gleichgewicht stehen miissen, da.B also an dem 
Knotenpunkt die Summen der Momente in drei verschiedenen 
Ebenen verschwinden miissen; es liegen tatsachlich keine 
neun, sondern nur sechs Unbekannte vor. Hiernach ware 
das System sechsfach unbestimmt, wahrend es nach der frii- A 
heren Uberlegung nur dreifach unbestimmt ware. Del' Wider- ,,'> 
spruch klart sich aber leicht auf. Das System der Abb. 450 
ist tatsachlich fiiI' eine allgemeine Belastung nicht bestimmt, Abb.450. Dreibockmit 

lauter Kugelgelenken. 
sondern nur fUr eine solche, die keine Verdrehungsmomente 
auf die Stabe ausiibt; denn der einzelne Stab kann infolge des gelenkigen An
schlusses an seinen Enden keinem verdrehenden Moment standhalten, er dreht 
sich unter dem Einflu.B eines solchen Momentes. Der Dreibock nach Abb. 450 
ist also fUr eine allgemeine Belastung (einschlie.Blich Torsionsmoment) dreifach 

24* 
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unsicher, dreifach verschieblich; nun kommen durch die Ausbildung eines 
steifen oberen Knotenpunktes sechs Unbekannte hinzu, so daB der Dreibock 
nach Abb.449 im ganzen dreifach unbestimmt ist. Bei dieser Betrachtungs
weise kommen wit auf eine innere Unbestimmtheit, namlich drei unbekannte 
Momente, wahrend wit nach der ersten Betrachtung eine auBere Unbestimmtheit, 
namlich drei unbekannte Auflagerkrafte, erhalten haben. 

Wollen wit ein solches dreifach unbestimmtes System statisch bestimmt ge
stalten, so mussen drei neue Bedingungen, etwa durcb. Einfiihrung technischer 
Anordnungen, wie z. B. durch Einfugen von Gelenken, zu den bestehenden Gleich
gewichtsbedingungen hinzugefugt werden. -

Urn ein unbestimmtes System zu berechnen, muB man es auf ein statisch 
bestimmtes Grundsystem zuruckfiihren, hier entweder dadurch, daB man von den 
neun Lagerunbekannten drei fortnimmt, oder aber dadurch, daB man durch Ein
fiihrung geeigneter MaBnahmen im 1nneren der Konstruktion drei Unbekannte 
fortschafft. Auf das so entstandene bestimmte System witken dann auBer den 
auBeren Einflussen auch noch die fortgenommenen Unbekannten (auBere oder 
innere Einflusse) ein, die man naturgemaB noch nicht kennt. Es konnten hier 
z. B. statt dreier fester Kugellager eingefiihrt werden: ein festes Kugellager, ein 
einfach bewegliches (zwei Unbekannte) und ein doppelbewegliches (eine Unbe
kannte) Kugellager nach Abb.448; oder aber es konnte in einem Stabteil ein 
Kreuzgelenk mit zwei neuen Gleichungen und im anderen ein Scharnier mit einer 
neuen Gleichung eingefuhrt werden. Das statisch bestimmte Grundsystem kann 
demnach in verschiedener Gestalt auftreten, aber es ist zu berucksichtigen, daB 
zur Wahl des Grundsystems bestimmte ZweckmaBigkeitsbedingungen bestehen, 
die man nach Moglichkeit stets befolgen solI. Auf Einzelheiten moge jedoch hier 
nicht weiter eingegangen werden. 

Dem Aufbaugesetz der Gemischtbauweise entsprechend, konnen wir nach 
friiheren Ausfuhrungen auch hier wieder unterscheiden zwischen Raumwerken aus 
allgemein belasteten Balken- und Rahmenteilen und solchen, die nur aus torsions
freien Balken und Staben zusammengesetzt sind. Die Raumwerke aus geraden 
torsionsfreien Biegebalken entsprechen in ihrem statisch bestimmten Aufbau 
ganz den Fachwerken. 1st ein Raumwerk mit nur torsionsfreien Balken infolge 
steifer Anschlusse statisch unbestimmt, so ist es dadurch auf ein statisch be
stimmtes Grundsystem zuruckzufuhren, daB man an den steifen Knotenpunkten 
allgemeine Gelenke (Kugelgelenke) bzw. an den Staben so viel Gelenke einfuhrt, 
bis das neue Gebilde einem statisch bestimmten Raumwerk entspricht. Das in 
einen Biegebalken eingefiihrte Gelenk beseitigt zwei Unbekannte, da ja das 
Torsionsmoment voraussetzungsgemaB schon Null war. Ein steifer Knotenpunkt 
mit k angeschlossenen Balkenteilen witd also bei diesen Raumwerken aus torsions
freien Biegebalken mit einem allgemeinen, aIle AnschluBteile umfassenden Gelenk 
zum statisch bestimmten Knoten eines fachwerksmiiBigen Raumwerks gemacht. 
Wir beseitigen dabei (2 k - 3) Unbekannte, denn jeder einzelne Biegebalken 
besitzt im starren AnschluB Biegemomente in zwei Ebenen, ffir den Gesamt
knoten besteht jedoch die Bedingung, daB die Momente ffir drei verschiedene 
Ebenen verschwinden mussen. Das allgemein belastete Raumwerk (mit Torsions
gliedern) verliert entspreehend, bei der Einfuhrung eines durchgehenden Gelenks 
an Stelle eines steifen Knotens, in der AnschluBstelIe von k Bauteilen (3 k - 3) 
Unbekannte, da hierbei ffir jeden einzelnen AnschluBteil noch das Torsionsmoment 
hinzukommt. 

Der in Abb. 450 dargestelIte raumliche Dreibock ist bei der Belastung alIer 
Teile (Stabe oder Biegebalken) mit Kraften, die die Achsen schneiden, statisch 
bestimmt, das Ausgangsgebilde Abb. 449 demnach durch Einfiihrung des durch-
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gehenden Gelenks an der Knotenstelle der drei Stabe statisch bestimmt gemacht 
worden; es war also (2 k - 3) = dreifach statisch unbestimmt. Bei allgemeiner Be
lastung ware, wie oben schon bemerkt, das Gebilde Abb.450 verschieblich, da 
jeder einzelne Teil einer Verdrehung gegeniiber nachgeben kann; es ist also drei
fach verschieblich. Das mu.B so sein, denn das System der Abb. 449 war dreifach 
unbestimmt; bei allgemeiner Belastung verschwinden durch das allgemeine 
Knotengelenk (3k -3) =sechs Unbekannte, also hat das System der Abb.450 
fiir allgemeine Belastung drei Unbekannte, d. h. drei Fesseln zu wenig. 

Die Verschiedenartigkeit der Raumwerke bei diesen beiden Arten der Be
lastung (allgemeine und solche, die die Achsen schneidet) erklii.rt sich dadurch, 
daB durch die Voraussetzung, daB die Teile nicht auf Verdrehung beansprucht 
werden, schon einige Unbekannte von vornherein fortfallen. 

Die statisch begriindete ErkliLrung, daB der in Abb. 449 dargestellte Dreibock 
dreifach statisch unbestimmt ist, kann auch auf kinematischem Wege sehr leicht 
bewiesen werden. Die allgemeine Beweglichkeit des Dreistabsystems in sich 
selbst, die ja bei der Lagerung in drei festen Gelenklagern zur statischen Be
stimmtheit notwendig ist, kann dadurch in eine Unverschieblichkeit (entsprechend 
dem steifen Knoten) verwandelt werden, daB z. B. Stab ® nach 
Abb. 451 durch einen Zwischenstab I gegeniiber Stab CD in der yt 
Ebene beider Stabe unbeweglich gemacht wird, ebenso Stab ® ff~ 71/ 

durch den Zwischenstab II. Beide Stabe ® und ® konnen sich "" 
jetzt nur noch. um die Stabachse des Stabes 1 gegeneinander 
drehen. Wird aber auch noch der Zwischenstab III eingezogen, 
dann ist die Unverschieblichkeit dieser beiden angeschlossenen Abb.451. Unver-

® to\ . b schiebliches, freies Stabe 2 und 0 gegeneinander gesichert. Da jeder Zwischensta Dreistabsystem. 

nur eine Unbekannte besitzt (Langskraft), ist damit durch drei 
Unbekannte die Unverschieblichkeit des Knotens festgelegt. Wird dies System 
in drei festen Kugellagern gestiitzt, so wird es dreifach statisch unbestimmt; 
also ist das in drei Kugelgelenken gelagerte Dreibockgeriist mit steifem Knoten 
dreifach unbestinlmt, wie es auch oben durch die statische Aussage schon 
bewiesen war. -

Ahnllch wie bei den ebenen Gebilden, Nr.79, konnen wir auch im Raum 
verschiedenartig aufgebaute Systeme betrachten. Solange nur Krafte wirken, 
die die Stabachse schneiden, die also kein Verdrehungs
moment auslosen, entstehen keine besonderen Schwierig
keiten, aber stets ist Vorsicht geboten, wenn auch Torsions
momente iibertragen werden sollen. So ist beispielsweise 
(Abb.452) der in Kugelgelenken befestigte Dreibock, bei 
dem zwei Stabe steif miteinander verbunden sind und der 
dritte durch ein Raumgelenk angeschlossen ist, fiir "(Ther
tragung von Langskraften und Biegungsmomenten fest, Abb. 452. Unbestlmmter 

Dreibock. 
und zwar ist er nicht etwa zweifach, sondern nur einfach 
statisch unbestinlmt (fiir das Gelenk mussen zwei ·Biegungsmomente verschwin
den); dagegen fiir ein wirkendes Torsionsmoment auf Stab CD ware dieser Drei
bock nicht mehr fest. 

Das in Abb.453 dargestellte Fachwerk mit zwolf Knotenpunkten ware 
statisch bestinlmt, wenn aIle Stabe gelenkartig miteinander verbunden waren. 
Liegen dagegen steife Knotenpunkte vor und werden die Balkenstabe auch auf 
Verdrehung beansprucht, so gibt jeder Knoten, an dem k-Stabe zusammenlaufen, 
(3k-3) Unbekannte. Wir haben also bei n Knoten eine n' (3k-3)-fache 
Unbestinlmtheit. Jeder Stab kommt nun mit je einem Ende an zwei verschie
dene Karlen vor, die Anzahl der Stabenden ist also 2 8 = n . k- Damit betragt, 
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bei allgemeiner Belastung und iiberall stellen Knotenanschliissen, der Grad der 
Unbestimmtheit 3· (28 -n). Wenn aber keine Torsionsmomente fiir die einzelnen 
Stibe auftreten, dann liegt nur eine n· (2k-3)-fache Unbestimmtheit vor oder 
~ine (2·28 - 3n )-fache. Werden jedoch im letzten Fall die Streben und die Zwischen-

Abb. 458. Riumliches Fachwerk mit stelfen 
Knotenpu:nkten. 

Abb. 454. Riumliches Fachwerk mit stelfen und 
gelenkigen Stabanschliissen. 

pfosten mittels Raumgelenken angeschlossen (Abb.454), dann wiirden fiir die 
vierzehn Stabe je zwei Momente, also im ganzen 28 Unbekannte fortfallen. -

Wir sprachen oben von dem statisch unbestimmten Grundsystem, in das ein 
n-fach unbestimmtes Fachwerk durch Fortnahme von n Unbekannten iiber
gefiihrt werden kann.' Durch geschickte Wahl des Grundsystems kann man es 
erreichen, daB bei gewissen Belastungen des Raumwerks eine oder mehrere der 

Abb.455. Statlsch unbestlmmtes Raumwerk (Ver- Abb. 456. Das statlsch bestimmte Grundsystem zu 
bindung von Spanten durch Lingstriger). Abbildung 455. 

unbekannten unbestimmten GroBen Null werden, wodurch die Berechnung der 
statisch unbestimmten GroBen stark vereinfacht werden kann. Es ist z. B. das 
in Abb.455 dargestellte Raumwerk gegeniiberallgemeiner Belastung 30fach 
statisch unbestimmt, denn es ist durch die angegebenen Schnitte an fiinf Stellen 
ein allgemein ausgebildeter statisch bestimmter Balken nach Abb.456 herzu
stellen. Mit jedem Schnitt werden sechs Unbekannte beseitigt (zwei Biege
momente, ein Torsionsmoment, zwei Querkrafte und eine Langskraft), im ganzen 
also 30 Unbekannte. Bei der in Abb.455 gegebenen Belastung ist das System 
aber nur 2lfach statisch unbestimmt. Wenn wir uns die bewirkte Gestalts
anderung des Grundsystems vorstellen, so erkennen wir ohne weiteres, daB bei 
der vorliegenden Belastung eine Verformung der beiden Endringe (Spanten) in 
ihrer eigenen Ebene nicht zu erwarten ist, daB also in die8er Ebene keine Langs
kraft, kein Biegemoment und keine Querkraft auftreten, ,demnach auch nicht 
durch den Schnitt beseitigt zu werden brauchen. Es bleiben in diesen beiden 
Schnitten also als Unbekannte nur iibrig: die Querkraft, das Biegemoment 
senkrecht zur Ebene und das Verdrehungsmoment. Des weiteren sehen wir aus 
den entstehenden Verformungen des Grundsystems, daB in den durchschnittenen 
Langsgliedern (Streben) keine Verdrehung zu erwarten ist, da durch die be
schriebene Verformung der Endringe (keine Verformung in der Ringebene I) keine 
Torsion eingeleitet werden kann. Damit kommen also in den Spantenschnitten 
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je drei Unbekannte, in den Strebenschnitten je eine Unbekannte, das sind ins
gesamt (2·3 + 3· 1) = 9 Unbekannte in Wegfall, die die 30fache statische Un
bestimmtheit des allgemein belasteten Raumsystems auf eine 2lfache Unbe
stimmtheit des speziell belasteten Systems zuriickfiihren. 

Sehr deutlich zeigen sich diese Vereinfachungen bei eben ausgebildeten 
Rahmen (auch als Teilgebilde von Raumwerken, wie in Abb. 455). Der in Abb. 457 
dargestellte geschlossene ebene Rahmen ist mit seiner ebenen Belastung (Momente 
in der Rahmenebene) innerlich dreifach statisch un
bestimmt. Bei Lagerung in den vier Endpunkten mit 
raumlichen Gelenklagern sind die senkrecht zur 
Rahmenebene stehenden Lagerkomponenten als Null 
zu erkennen, da in dieser Richtung keine Krafte auf
gegeben, also auch keine aufzunehmen sind. Die in 
der Rahmenebene ubrigbleibenden acht Lagerkompo
nenten bilden eine fiinffach statisch unbestimmte Lage
rung, so daB das eben ausgebildete und eben belastete 
System insgesamt achtfach statisch unbestimmt ist. 
Bei der Belastung des gleichen Rahmens durch Krafte 
und Momente senlcrecht zu seiner Ebene (Abb.458) ist Abb.457. Ebener, aber raum-

lich gelagerter Rahmen belastet 
nicht zu erwarten, daB der Rahmen sich in seiner durch Elnfliisse in seiner Ebene. 
eigenen Ebene verformt. In einem Schnitt der Rahmen-
achse wird daher die Langskraft, das Biegemoment und die Querkraft in der 
Rahmenebene Null werden; der Rahmen ist innerlich nur dreifach unbestimmt. 
Ebenso verschwinden damit die in der Rahmenebene liegenden Lagerkrafte; es 
bleiben noch vier ubrig, aber drei sind nur notig. 
Es besteht also fiir das ebene Gebilde, das senk
recht zu seiner Ebene belastet ist, eine dreifache 
innere und eine einfache auBere, d. h. insgesamt 
eine vierfache statische Unbestimmtheit. Da sich 
nun jede allgemeine Belastung zerlegen laBt in eine 
in der Ebene liegende und eine senkrecht dazu 
stehende (vgl. Nr.95), miiBte die statische Unbe- Abb.458. Derselbe Rahmen belastet 

h d II . B 1 fall ls durch Einfliisse senkrecht zu seiner stimmt eit es a gememen e astungs es a Ebene. 

Summe dieser beiden Sonderfalle gegeben, d. h. 
der Rahmen zwolffach unbestimmt sein. Dies ergibt sich auch fUr das allgemein 
belastete System: es ist innerlich sechsfach unbestimmt, wie das Aufschneiden 
des Rahmens an einer beliebigen Stelle zeigt; ferner ist es, da mit 4·3=12 La
gerfesseln gehalten, auBerlich auch sechsfach unbestimmt. Der allgemein be
lastete ebene Rahmen ist also innerlich sechsfach und auBerlich sechsfach, ins
gesamt also zwolffach statisch unbestimmt. 

Weitere Vereinfachungen dieser Art bieten die symmetrisch aufgebauten 
Raumwerke. Nach Nr. 97 lassen sich bei allen symmetrischen Gebilden die Lasten 
stets aufteilen in eine symmetrische und eine gegensymmetrische Belastung. Mit 
den dort bereits gemachten Feststellungen, daB fUr den symmetrischen Anteil 
im Symmetrieschnitt die Langskraft und die Biegemomente und fiir den gegen
symmetrischen Lastanteil die Querkraft und das Torsionsmoment verschwinden, 
kann durch den Wegfall dieser GroBen die Anzahl der auftretenden Unbekannten 
vermindert werden. So ist z. B. das in Abb. 459 dargestellte ebene Gebilde bei einer 
allgemeinen Belastung innerlich 18fach statisch unbestimmt, da es durch die in 
Abb.460 angegebenen Schnitte a, b und c in einen allgemein (hier eben) aus
gebildeten Balken ubergefiihrt werden kann. Die Lagerung in den vier Gelenk
lagern A, B, C und D ergibt 4·3 = 12 Fesseln, so daB zu der 18fachen inneren 
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statischen Unbestimmtheit noch eine sechsfache auBere hinzukommt und das 
Gesamtgebilde somit 24fach statisch unbestimmt gebaut ist. Da dieses eben 
ausgebildete Raumwerk neben seiner ebenen Bauart auch noch sowohl zur Quer
achse q-q als auch zur Langsachse l-l symmetrisch aufgebaut ist, laBt sich 
die Belastung (allgemein eine in der Rahmenebene und eine senkrecht zur Ebene 

Abb. 459. Vierundzwanzigfach unbestimmter ebener Rahmen mit rltumlicher Lagerung. 

stehende) umordnen in eine symmetrische und eine gegensymmetrische zu den 
beiden Mittellinien. Die vorliegende Doppelsymmetrie laBt eine besonders weit
gehende Zuriickfiihrung des Grades der statischen Unbestimmtheit erwarten. 
FUr die Gewinnung des statisch bestimmten Grundsystems ist es natiirlich 
wichtig, daB die geometrische Symmetrie des Aufbaus nicht gestort wird, d. h. 
daB das Grundsystem die gleichen Symmetrien aufweist. Wir werden also die MaB
nahmen zur Erreichung der statischen Bestimmtheit nur in den Symmetrielinien 

Abb. 460. Eln elnfach symmetrlsches Grundsystem zu der Konstruktion Abb. 459. 

(bzw. -ebenen) anbringen diirfen. Die in Abb. 460 gezeigte Zuruckfiihrung auf 
ein innerlich statisch bestimmtes Grundsystem durch die drei Schnitte, in denen 
dann je sechs unbekannte auBere Beanspruchungen einzufiihren waren, ware 
demnach in bezug auf den Schnitt a nicht zweckmaBig, da damit die bauliche 
Symmetrie des Rahmens fiir die Achse q-q gestort wird. Wenden wir den Schnitt 
aber trotzdem an (zur Erreichung des Grundsystems), so diirfen wir dann nur 
noch von einer Symmetrie zur Achse l-l sprechen, die Symmetrie zur Achse q-q 

rr_. 

c·_" 
Abb. 461. Ein doppelt symmetrlsches Grundsystem zur Konstruktlon Abb. 459. 

dagegen ist nicht mehr vorhanden. AuBer der inneren Unbestimmtheit ist natiir
Iich auch noch die auBere statische Unbestimmtheit, die durch die Lagerung bedingt 
ist, fortzuschaffen; es kann etwa geschehen durch geeignete Beweglichmachung 
der einzelnen Lager. Es wird auch dabei nicht immer ganz einfach sein, unter 'Wah
rung der Symmetrie fiir beide Achsen, die gftnstigste Zuruckfiihrung zu finden. 

Grundsatzlich soIl man bei gegebener geometrischer Symmetrie einer statisch 
unbestimmten Konstruktion auch die Symmetrie des Grundsystems immer an
streben und die daraus erwachsenden Vorteile ausnutzen. So ware fiir den 
gegebenen Rahmen das statisch bestimmte Grundsystem etwa in der Art der 
Abb. 461 auszubilden, wobei bei b und c Trennungsschnitte gelegt und in den 
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Symmetriestellen des mittleren Rahmenteils Gelenke angebracht sind (Sonder
gelenke 1 bis IV), die fo1gendermaBen beschaffen sind: sie iibertragen keine 
Langskraft, kein Torsionsmoment und kein Biegemoment in der Rahmenehene, 
also in jedem Gelenk fallen gegeniiber der festen 
Verbindung drei Unbekannte fort. Die technische 
Ausbildung diesas Gelenktyps ware etwa nach 
Abb. 462 zu denken. Durch diese vier Sonder
gelenIte 1 bis IV und die beiden Schnitte b und c 
ist der ebene Rahmen statisch bestimmt gemacht 
worden (es sind 4·3 und 2·6, das sind 24 Unbe
kannte beseitigt worden, ohne eine Verschieblich
keit des Gesamtgebildes zuzulassan). Der statisch 
unbestimmte gestiitzte Rahmen kann also als ein 
von vornherein statisch bestimmter betrachtet wer

~ Aufrili 
--q~ 

(JrundrilJ 
i 

Abb. 462. Darstellung der In Abb. 461 
angewandten Gelenke. 

den, auf den auBer den vorhandenen Lasten noch an auBeren Einfliissen wirken: 
in jedem Schnitt sechs Unbekannte (zwei Querkrii.fte, eine Langskraft, zwei 
Biegungsmomente, ein Verdrehungsmoment) und in jedem Sondergelenk eine 
Langskraft, ein Torsionsmoment und ein Biegemoment in der Rahmenebene. 

1st nun der Rahmen nur 8enkreckt zu seiner Rahmenebene belastet, so fallen 
nach den oben angestellten Betrachtungen in den Schnitten b und c infolge dieser 
Sonderbelastung je drei Unbekannte heraus (Biegungsmoment in der Rahmen
ebene, Querkraft in der Rahmenebene und Lii.ngskraft), und auJ3erdem ver
schwindet fUr jades Sondergelenk die als unbekannte auJ3ere Kraft eingefiihrte 
Langskraft und das Biegungsmoment in der Rahmenebene. Somit wird durch 
die Besonderheit der Belastung selbst die Anzahl der Unbekannten um vierzehn 
vermindert, und wir haben nur noch zehnfache Unbestimmtheit. Bei BelaBtung8-
aymmetrie (doppelseitiger) verschwindet weiterhin im Schnitt b mid c die Quer
kraft und das Torsionsmoment, in jedem Sondergelenk das Torsionsmoment, was 
eine Reduzierung der statisch Unbestimmten um weitere acht GroJ3en bedeutet. 
Das senkrecht zu seiner Ebene doppelsymmetrisch belastete Rahmengebilde ist 
also nur noch (24 - 22) = 2fach statisch unbestimmt. Die Unbekannten sind die 
Biegungsmomeni;e senkrecht zur Rahmenehene an den Stellen b und c. Dahei 
ist noch zu bemerken, daB die beiden Unbekannten einander gleich sind und 
damit tatsii.chlich nur eine einfache statische Unbestimmtheit entsteht. Die 
gegenaymmetriBcke Belastung senkrecht zur Rahmenebene lii.Bt hier, auJ3er der 
Verminderung der Unbekannten durch diese Belastungsart an sich (14), in den 
heiden Sohnii;ten je ein Biegemoment zu Null werden, das ist Fortfall zweier 
Unbekannten. Die Querkrii.fte in b und c sind sich paarweise zahlenmii.J3ig gleich, 
ebenso die Verdrehungsmomente in den Quersohnittstellen und an den Sonder
gelenken, so daJ3 weitere sechs Unbekannte fortfallen und wir in diesem Sonderfall 
nur auf eine vierfache statische Unbestimmtheit (24 -14 - 6) gelangen. 

Eine entsprechende Untersuchung lii.Bt sich fiir die Belastung in der Rahmen
ebene anstellen. Da sich nun jede allgemeine Belastung aufteilen lii.J3t in eine 
Teilbelastung senkrecht zur Rahmenebene und eine "Teilbelastung in der Rahmen
ebene, so konnen die Vorteile der Belastung in der Rahmenebene und diejenigen 
der Belastung senkrecht zur Rahmenebene ausgenutzt werden. 

Es ergeben sich bei weitgehendster Aufteilung des allgemein belasteten 
Systems nach Abb. 459 folgende vereinfachende Teilzustande: 

1. Belastung senkrecht zur Rahmenebene, allgemein zehnfach unbestimmt. 
a) Beiderseitig symmetrisch: zweifach statisch unbestimmt bzw. wegen der 

Gleichheit der Unbekannten (s. v.) nur einfach. 
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b) Symmetrisch zur Achse q-q, gegensymmetrisch zur Achse 1-1: vierfach 
bzw. zweifach statisch unbestimmt. 

c) Beiderseitig gegensYmmetrisch: achtfach bzw. vierfach statisch unbestimmt. 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q-q, symmetrisch zur Achse z.-:t: sechsfach 

bzw. dreifach statisch unbestimmt. 
II. Belastung in der Rahmenebene, allgemein vierzehnfach unbestimmt. 
a) Beiderseitig symmetrisch: zwolffach bzw. sechsfach statisch unbestimmt. 
b) Symmetrisch zur Achse q-q, gegensymmetrisch zur Achse l--1: achtfach 

bzw. vierfach statisch unbestimmt. 
c) Beiderseitig gegensymmetrisch: zweifach bzw. einfach statisch unbestimmt. 
d) Gegensymmetrisch zur Achse q-q, symmetrisch zur Achse 1-1: sechsfach 

bzw. dreifach statisch unbestimmt. 
Eine derartig weitgehende Aufteilung der Belastung wird in der Praxis meist 

nicht notig sein, da fast immer irgendwelche Belastungsbeschrankungen gegeben 
sind. Aber es ist grundsatzlich bei den raumlichen Problemen immer von Vorteil, 
eine gegebene konstruktive Symmetrie auszunutzen. Das Gesamtbild verliert 
durch die Lastaufteilung durchaus nichts an tThersichtlichkeit, und wir haben 
fiir die Ermittlung der BeanspruchungsgroBen den groBen Vorteil einer guten 
tTherwachbarkeit der Rechnung. Weiterhin brauchen wir, wie schon frillier er
wahnt wurde, nur die HaIfte der gegebenen Konstruktion durchzurechnen (fiir 
jeden Teilbelastnngszustand), da sich wegen der Symmetrie und Gegensymmetrie 
die sich ergebenden BeanspruchungsgroBen auf der gegeniiberliegenden Seite 
wiederholen (symmetrisch oder gegensymmetrisch sind). 

Die Wahl des statisch bestimmten Grundsystems ist, wie wir bereits friiher 
gesehen haben, in weiten Grenzen willkiirlich. Wir konnen also fiir eine gegebene 
statisch unbestimmte Konstruktion verschiedene Grundsysteme wahlen, die aIle 
als Ausgangssystem fUr die statisch unbestimmte Rechnung dienen konnen, 
indem auf sie auBer den wirklichen Lasten oder auBeren Einfliissen die statisch 
unbestimmten GroBen, das sind die bei der Umformung fortgenommenen Ein
fliisse, wirken. Dieser freien Wahlbarkeit des Grundsystems wird nun vom rein 
rechentechnischen Standpunkt aus eine Beschrankung auferlegt. Wir sollen 
namllch von allen moglichen Grundsystemen dasjenige wahlen, das noch die 
groBte Steifigkeit besitzt. Da die Gleichungssysteme zur Errechnung der statisch 
unbestimmten GroBen, die sogenannten "Elastizitatsgleichungen", auf Form
anderungsbetrachtungen aufgebaut sind, werden die Verformungen eines steifen 
Grundsystems durch die auBeren Lasten klein, die Gleichungen dadurch fehler
unempfindlicher, und fiir die Losungsverfahren ergibt sich eine schnellere Er
mittlung der gesuchten GroBen. Grundsatzlich fiihrt jedoch auch jede andere 
Wahl des Grundsystems zur Losung der Unbekannten. Die Suche nach dem 
moglichst steifen Grundsystem ist also eine vom ZweckmaBigkeitsstandpunkt 
aus erhobene Forderung, aber keine notwendige Bedingung. 

Die Berechnung der statisch unbestimmten GroBen selbst gehort nicht in die 
Statik, da sie, wie schon erwahnt, Kenntnisse iiber Formanderungen von 
Korpern voraussetzt, die in der Elastizitatstheorie (Festigkeitslehre) gebracht 
werden. . 

.A.ufgabe liber raumliche Gemischtsysteme. 

Das in Abb. 463 a dargestellte Raumwerk solI beziiglich seiner Beanspruchungs
groBen untersucht werden. 

L6sung: Das vorliegende Gemischtsystem besteht aus einem ebenen Rahmen 
ACB, dermit sechs Stabgebilden an einen festen anderen Konstruktionsteil 
(Wand) angeschlossen ist. Der Rahmen selbst ist allgemein, d. h. mit Kraften 
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in undsenkrecht zu der Rahmenebene, belastet. Au13erdem sitzen auf den beiden 
Stabgebilden CD und ® in der Mitte Lasten, wodurch diese beiden Konstruktions
teile zu Balken, d. h. Biegemomententragern, werden. Der Rahmen wird ent
sprechend seiner ailgemeinen Belastung aile sechs Einfliisse der raumlich be-
lasteten Rahmen (iii, Bu , Qi' Qu, Li , T i ) aufzunehmen haben, wahrend die 
beiden Balken CD und ® nur in der Vertikalebene biegend beansprucht werden, 
also nur die BeanspruchungsgroBen der ebenen Belastung (Bi' Qi, L i) aufweisen. 
Zur Losung betrachten wir zunachst die beiden Balken CD und 0, und zwar in 
ihrer Eigenschaft als Balken gegeniiber den lotrechten Lasten. Die in der Mitte 

m 

" 
Abb. 463. "Obungsbeispiel. 

angreifenden Lasten verteilen sich zu gleichen Teilen auf die Endlager; die 
Momentenflachen dieser Balken sind in Abb. f und g dargesteilt. In Richtung 
des Balkens sind keine Krafte vorhanden, also entstehen auch durch die eigent
liche Balkenbelastung keine Langskrafte in den Balken. Wohl aber sind diese 
beiden Balken Langskrafttrager durch ihre Eigenschaft als stiitzende Stabgebilde 
gegeniiber dem allgemein belasteten Balken ACB, me es sich aus den folgenden 
Betrachtungen ergibt. Es sei noch erwahnt, daB aile eventuell eingeleiteten 
Achsialkrafte nach den Wandlagern hin abgeleitet werden wiirden, daB also fiir 
einen allgemein belasteten Balken CD oder ® das Wandlager als festes Lager, das 
am Rahmen angeschlossene "Lager" nur als bewegliches Lager aufzufassen ist. 
Zur Berechnung der sechs Stabkrafte (wobei auch die in den "Balken" CD und 0 
iibertragenen Langskrafte eingeschlossen sind) nehmen wir die aus den Lasten in 
der Mitte der Balken CD und ® in Punkt C entstehenden "Aktionen" mit zur 
Belastung des Rahmens, d. h. auf den durch die sechs "Stabe" CD, ®, CD, CD, 

n 
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0, 0 gehaltenen Rahmen wirkt auBer den gegebenen Lasten in 0 eine weitere 
Kraft von 500 kg (=200+300). Die Stabkrafte errechnen sich durch foIgende 
sechs Gleichgewichtsgleichungen: 

Fur die Achse AB: 

1. (~Mh = 0: (300 + 500) ·0,5 - (300 + 200) . 1,5 + Riz· 1,5 = o. 
Ri2 ist die Komponente der Resultierenden aus 8 1 und 8 a in der Richtung 

senkrecht zum Rahmen (Momentenanteil von R12). 

Riz = ~~ = 233,3 kg. 

2. ~Yi = 0: (y = Richtung parallel zur Achse I-I) 
Ri'z = 150 kg (nach links gerichtet). 

Ri'z ist die Komponente der Resultierenden R12 in der gewiihlten y-Richtung. 
Riz und Riz bilden zusammen die Resultierende R12 der beiden Stabkrafte 

8 1 und 8 a, die ja in deren Ebene liegen mu.ll; R12 laBt sich im Grundrill durch 
ein Krafteck (Abb. 463e) in die beiden Stabkrafte zerlegen. Wir messen ab: 

8 1 = - 52 kg (Druck), 
8 2 = +310 kg (Zug). 

Fur Achse FG: 

3. (~M)II = 0: (400+ 500 +250) ·2,0 + (500 + 300) ·1,0 + (86 + 86).1,5=0, 
(Fur 8 5 und 8 6 sind dabei zunachst Zugpfeile eingefiihrt.) 

(85 + 8 6) = _ 2300: 800 = -2066,7 kg. 

Fur die lotrechte Ach8e durch 0: 

4. (~M)III = 0: 
(200 + 500) ·0,9 - (300 + 300) ·0,9 - (8sh - 84h) ·0,9 - (85 - 8 6) ·0,9 = o. 

Zur endgiiltigen LOsung brauchen wir noch eine Aussage iiber 8 3 und 8 4 bzw. 
ihre Komponenten; es findet sich: 

Fur die waagerechte Ach8e in der Mitte zwi8chen 8tab 5 und 6: 

5. (~M)lV = 0: Ri'z· 1,5 + 400·0,9 - 250·0,9 + (8s,,, - 84,,,) . 0,9 = 0, 
360 

(8s,v- 8 4,,,) = - 0,9 = -400 kg; 
auBerdem: 

6. ~V=o: 
bzw. ~Zi=O: 500 + 400 + 250 = 8s,v + 8 4,,, 

(8s,v + 8 4,,,) = 1150 kg. 

Aus Gleichung 6 und 5 ergibt sich: 

Ferner ist: 

8s,v + 84,'/) .1150 
8a,'/) - 84,'/) = -400 

8 s,,, = +375 kg, 
8 4,'/) = +775 kg. 

4 
8 s,h = 3"·375 = 500 kg, 

4 
8 4, h = 3" . 775 = 1033,3 kg. 
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Der Wert: 83,h - 84,h = -~. 400 = -533,3 in Gleichung 4 eingesetzt, liefert: 

85 - 8 6 = + 633,3; 
dazu 85 + 8 6 = -2066,7 

ergibt 85 = - 716,7 kg, 
8 6 = -1350 kg. 

Damit findet sich das in Abb. 463d dargestellte Belastungsbild fiir den ebenen 
Rahmen, an'dem dann in bekannter Weise die Einfliisse zu ermitteln sind. 

Es errechnen sich die GraBen zu: 

Pnnkt I B! H J I a K I L I.A 
o -75 I -225 +112,5 0 0 I 0 
o +158,3 -25/0 +105 0/+25 108,3 0 
o 0 I 01+25 25 +25/0 0 [0 

(Qi und Li sind die aneinandergereihten Krafte in der Quer- und Langsrichtung.) 



Abgestiitzter Balken, unbe
stimmt 67. 

- ehener Balken 87, 97. 
Abgewinkelter Gerbertrager 

193. 
Achsialkraft 19. 
Addition von Momentenfla

chen (resultierende Mo
mentenflache) 136, 146. 

Aktion und Reaktion 62. 
Angriffspunkt 4. 
AnschluBartendesraumlichen 

Balkens 301. 
Anschliisse eines ebenen Bal

kens 97. 
Antriebsmoment 75. 
Aufbaugesetze der ebenen 

Gemischtbauweise 238. 
- der raumlichen Gemischt-

bauweise 372. 
Auflager der Ebene 96. 
- im Raum 301. 
Auflagerkraft, graphische Er-

mittlung 104. 
Auslegerbalken 120, 124. 
Auslegerfachwerk, Cremona-

scher Krafteplan 234. 
Auslegerkran, Fachwerk 218. 
-, Gemischtbauweise 249. 
-, tJbungsbeispiel 155. 
Auslegermast mit raumlicher 

Belastung 320. 
AuBere statische Bestimmt

heit bei ebenen Gebilden 
242. 

- und innere Krafte beim 
Stab 21. 

AuBermittige Belastung beim 
Balken 129. 

Balken, abgestiitzt durch drei 
Stabe 64. 

- als Krantrager 143. 
-, belastet mit Drehmoment 

132. 
-, belastet mit zwei End-

momenten 151. 
-, eingespannt 125. 
- in zwei Lagern 98. 
- in drei beweglichen La-

gern 102. 
- in Raumwerken 366. 
-, lotrecht stehend 157. 
- mit auBermittiger Bela-

stung 129. 

Sachverzeichnis. 
Balken mit Nebenkonstruk

tionen (angeschlossene 
Konstruktionsteile) 140, 
156. 

- mit zwei iiberragenden 
Enden 124. 

-, schragliegend 113, 152. 
-, tJbungsaufgaben 147. 
- und Stabe 238. 
-, verschiedene Lager im 

Raum 302. 
-, verschiedene Lager in der 

Ebene 96. 
Beanspruchungsart, abhan

gig vom Biegungsmoment 
119. 

BeanspruchungsgroBen bei 
ebenen Konstruktionen 
106, 138. 

- im Raum 298, 308, 314. 
Bedingungsgleichungendurch 

Langsverschieblichkeit 
194. 

- durch raumliche Gelenke 
329. 

- fiir Gelenk in der Ebene 
181. 

Belastung, zusammenhan-
gende 114. 

Belastungsumordnung, ebene 
Gebilde 169. 

- im Raum 316. 
Bestimmte und unbestimmte 

ebene Konstruktionen242. 
- und unbestimmte raum

liche Konstruktionen 370. 
Biegungsmoment beim ebe

nen Balken 104. 
- bei steifem und gelenki

gem EndanschluB 243. 
- bei verschiedenartiger Be

lastung 133. 
-, resultierendes, in der 

Ebene 147. 
-, -, fiir raumliche Balken 

309. 
- und Querkraft 109. 
- und Biegelinie 117. 
Bildungsgesetze fiir ebene 

Fachwerke 205. 
- fiir Raumfachwerke 339. 
Blickpunkt (fiir Momenten

flachen von Rahmen) 158, 
161, 165, 177. 

Bockgeriist, zweibeiniges 19. 

Bockgeriist, Projektionsver-
fahren 25. 

-, dreibeiniges 37. 
Bogen mit drei Gelenken 180. 
Biihnenkonstruktion, Auf-

gabe 260. 

Cremonascher Krafteplan 214. 
Culmannsches Verfahren in 

der Ebene 86. 
- - im Raum 42. 

Dampfturbine, Lagerung 306. 
Dietz 332. 
Doppelscharnier 330. 
Doppelt eingespannter Bal-

ken 152. 
Drehkoppel, reine 332. 
Drehkran, Gemischtbauweise 

254. 
-, Stiitzung 306. 
Drehmoment, algebraisohe 

Darstellung 49. 
-, auf Balken wirkend 88. 
Drehmomentenkupplung 332. 
Drehschiebekreuzgelenk 331, 

338. 
Dreibock, Behandlung mit 

dem Verfahren der zu
geordnetenAbbildung 349. 

-, Berechnung, verschiedene 
Arten 37. 

Dreigelenkbogen 181. 
- mit Zugband 183. 
-, Symmetrie und Gegen. 

symmetrie 170. 

Ebene Gemischtbauweise 238. 
Einfach gestiitzter Korper 93. 
Eingespannter Balken 125. 
- -, an zwei Enden 152. 
Einspannung des ebenen Bal-

kens 96. 
- im Raum 298. 
Erfahrungssatze der Mecha-

nik 3, 4. 
Ersatzfachwerk 226, 354. 
Ersatzkraft I. 
Ersatzstabverfahren 225, 354. 
Ersatzstrebe 359. 

Fachwerk als ebener Gelenk
trager 212. 

- als raumlicher Gelenk
trager 353. 

Fachwerk, ebenes 202. 



Fachwerk mit gelenkigen und 
steifen Knoten 249, 374. 

- mit Nullstaben 29, 44. 
-, raumliches 339. 
Fachwerke, Ubungsaufgaben 

233, 359. 
Fachwerkstrager, ebener 211. 
-, raumlicher 343. 
Fahrgestell eines Flugzeuges 

282. 
Fesseln 99. 
Festes Auflager beim ebenen 

Balken 96. 
- - bei raumlichen Kon· 

struktionen 296, 301. 
Festlegung eines Korpers 295. 
Feuerwehrleiter, Beispiel 91. 
Flechtwerk, einfaches 342. 
Flechtwerke, mehrfache 343. 
Flugzeug, Motoreinbau 294. 
-, SchwimmeranschluB 287. 
-, Reaktionen (Beispiel) 91. 
Flugzeugfliigel, Momenten

flache 154. 
Flugzeugholm mit auBermit

tig angeschlossener Strebe 
146. 

-, bestimmtundunbestimmt 
243. 

- mit zentrisch angeschlos
sener Strebe 122. 

Foppl, August 204, 339, 342. 
Forderbriicke, Lagerungen 

303, 304. 
Forderkorb, Gleichgewichts

zustand 95. 

Galgenrahmen 160. 
Gegendiagonalen 231. 
Gegliederte Scheibe 194,246. 
Gegliederter Rahmen 246. 
GeIenkdarsteliungen 193. 
Gelenke bei Raumwerken 370, 

376. 
, verschiedenartige im 
Raum 329. 

Gelenkige und feste Stab
anschliisse 242, 249, 374. 

Gelenktrager bei abgewinkel
ten Balken 193. 

- bei ebener Gemischtbau-
weise 240. 

- bei Fachwerken 212. 
-, ebene 180. 
-, raumliche 329. 
-, Ubungsaufgaben 195. 
Gemischtbauweise, Aufgaben 

der .E bene 252. 
-, Auslegerkran 249. 
-, ebene 238. 
-, raumliche (mit Beispiel) 

366. 
Geometrische Addition 55. 
- Darstellung des statischen 

Momentes 49. 

Sachverzeichnis. 

Gerberbalken 188. 
Gestiitzte ebene Fachwerke 

211. 
- raumliche Fachwerke 343. 
Gleichgewicht dreier Krafte 

67. 
- paralleler Kriifte 84. 
- von Kriiften der Ebene 

an demselben Punkt 9,14. 
- von raumlichen Kriiften 

an demselben Punkt 33,37. 
- von Kriiftepaaren in der 

Ebene 55. 
- - - im Raum 267. 
- zerstreuter Krafte in der 

Ebene 50, 62, 79. 
- - - im Raum 275. 
Gleichgewichtsfiille von Kraf-

ten, Zusammenstellung 
278. 

Gleichgewichtsiagen (stabil, 
indifferent, Iabil) 94. 

Gleichwertige Kriiftepaare 53. 
Grad der Unbestimmtheit 

ebener Systeme 242 u. f. 
- - - raumlicher Sy-

sterne 370 u. f. 
Graphische Behandlung des 

Dreigelenkbogens 184. 
- Ermittlung des Biegungs

moments 108. 
- Zusammensetzung von 

Kriiften an demselben 
Punkt 13, 32. 

- - - in der Ebene zer
streut 76. 

Grundsystem, statisch be
stimmtes, in der Ebene 
248. 

- - - im Raum 372 u. f. 

Hangebriicke, Cremonascher 
Kriifteplan 236. 

Hebelarm 48. 
Hebelgesetz 68. 
Hennebergs Stabilitatskrite

rium 211. 
- Verfahren der Stabver-

tauschung 225, 354. 
Hiilse, genutete 330. 
Hiilsengelenk 330. 

Indifferentes Gleichgewicht 
94. 

Innere Einfliisse eines Quer
schnitts in der Ebene 106, 
138. 

-- im Raum 300. 
- statische Bestimmtheit, 

ebene 242. 
- - -, raumliche 370. 

Kegeiradgetriebe 332, 338. 
Kettenbriicke, Cremonascher 

Krafteplan 236. 
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Kinematisch bestimmtes 
Fachwerk in der Ebene 
204. 

- - - im Raum 339. 
Knorpelgelenk 332, 338. 
Knotenpunktsverfahren bei 

ebenen Fachwerken 214. 
- bei Raumfachwerken 344. 
Korper mit sechs Stiitzungs

staben 280. 
-, gestiitzt in Drehiagern 

295. 
Korperlagerungen, verschie

dene FaIle 302. 
Komponente 1, 8. 
Komponentenbedingungen 

der Ebene 9. 
- bei ebenen Fachwerken 

221. 
- bei Stiitzungsstaben im 

Raum 286. 
Kontinuierliche Belastung 

114. 
Koordina tenanwendung beim 

ZweistabanschluB 22. 
- beimDreistabanschIuB38. 
Kraft, Definition 1. 
- unendlichkleine in unend

lich groBer Entfernung 54. 
- und Kriiftepaar, Zusam

mensetzung 58. 
Kraftdreieck 11. 
Kriifte an demselben Punkt 

in der Ebene 5, 13. 
- - - - im Raum 32, 

34. 
- an Rollen 32. 
- in einer Geraden 5. 
Krafteck, ebenes 13. 
-, raumliches 33. 
- und Seileck 77. 
Kraftkreuz 274. 
Kriiftepaar 52. 
-, auf Balken wirkend 88. 
Kraftepaare in der Ebene 

53. 
- in parallelen Ebenen 264. 
- im Raum 267. 
Kriiftezusammensetzung in 

der Ebene 58, 76. 
- im Raum 272. 
Kran und Balken 144. 
Kreuzgelenk 330, 332. 
- mit Querverschieblichkeit 

331. 
Krummer ebener Rahmen 

168, 179. 
- raumlicher Rahmen, 

Obungsbeispiel 321. 
Kugelgelenk 331. 
Kupplung mit Querverschieb

lichkeit 331. 
Kurbelwelle, Lagerung 306. 
-, Berechnung der Bean

spruchungsgroBen 325. 
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Labiles Gleichgewicht 94_ 
Ladebaum, Aufgabe 32_ 
Lager und Stiitzungsstabe 

297_ 
-, verschiedene, des ebenen 

Balkens 97_ 
LagerhaIlenrahmen 177_ 
Lagerkraft 102_ 
Lagerung einer Dampftur-

bine 306_ 
- einer KurbelweIle 306_ 
- eines Drehkrans 306_ 
- eines MeBinstrumentes 

307_ 
- von Brii()kentragem 303_ 
- von Forderbriicken 304_ 
Lagerungen im Raum 301. 
Lampe, Aufgabe 29, 31. 
Langskraft 19,105_ 
- bei Raumgebilden 300_ 
- und Querkraft bei ebenen 

Rahmen 162, 164_ 
Langskraftflache 112_ 
Langsverschieblichkeit, in

nere 194_ 

Mast, abgespannter 45_ 
-,lotrechter 158_ 
- mit raumlicher Belastung 

320_ 
-, schragliegender 198_ 
Mastfachwerk 363_ 
Mayor 347_ 
Mechanik, ihre Aufgabe 1. 
Mises, v_ 347_ 
Mohrsche Gleichung 213_ 
Moment, geometrische Dar-

stellung 49, 269_ 
- eines Kraftepaars 52_ 
Momentenachse und Momen

tenpunkt im Raum 269_ 
Momentenbedingung, ebene 

50,66_ 
-,Raum 277_ 
Momentenberechnung bei 

gestiitzten Korpern 283_ 
- fiir eine Achse, SonderfaIl 

291. 
Momentendreieck 49_ 
Momenteneck 267_ 
Momentenermittlung fiir eine 

Achse 272_ 
Momentenflache 108_ 
-, Addition 136, 146_ 
- eines Flugzeugfliigels 154_ 
-, resultierende 310, 312_ 
Momentengleichung beim 

DreistabanschluB 65, 360_ 
- beimZweistabanschluB5l. 
MomentenmaBstab 83, 110_ 
Momentenpunkt 48, 269_ 
Momentenvektor 266_ 
Momentenverfahren bei 

raumlichen Fachwerken 
360, 361. 

Sachverzeichnis_ 

Motoreinbau bei Flugzeugen 
294_ 

Netzwerkswand 358_ 

Panzerwagen, V'bungsauf-
gabe 74_ 

Parallele Krafte 68, 84_ 
Parallelepiped der Krafte 33_ 
Parallelogramm der Krafte 4_ 
Paralleltrager 221. 
ParaIlelverschiebung einer 

Kraft 57_ 
Pendelstiitze 102_ 
Pol, Seileck 77_ 
PolonQeau 224_ 
Portalrahmen mit raumlicher 

Belastung 319_ 
Prager 347_ 
Projektionsverfahren der 

Ebene 25_ 
- im Raum 39_ 

Querkraft beim geraden Bal
ken 104_ 

- bei verschiedenartiger Be
lastung 133_ 

- und Biegungsmoment, 
Zusammenhang 109_ 

- und Langskraft bei Rah-
men 161, 165_ 

Querkrafte im Raum 300_ 
Querkraftflache 107_ 
- bei schiefer Belastung 112_ 
- eines Flugzeugfliigels 154_ 
Querschnitt, allgemeine Be-

lastung im Raum 300_ 
-, - - in der Ebene 138_ 

Rad und Welle 55_ 
Rahmen, Aufgaben in der 

Ebene 173_ 
-, ebener, aus zwei geraden 

Teilen 161, 165_ 
-, -, gekriimmt 167, 179_ 
-, -, mit raumlicher Be-

lastung 312_ 
-, gegliedert 246_ 
- mit Gelenk 197_ 
- mit steifen Eckverbin-

dungen 245_ 
-, raumlicher 314, 32l. 
-, statisch unbestimmter, 

Berechnung 247_ 
-, - -, raumlich belastet 

375, 376_ 
Raumliche Einspannung 298_ 
- Fachwerkstrager 343_ 
- Stabgebilde, SonderfaIl44_ 
Raumlicher Fachwerkstrager, 

mit Hennebergs Verfahren 
354_ 

- -, Schnittverfahren 353_ 
- -, vereinfachte Berech-

nungsverfahren 350_ 

Raumlicher Fachwerkstrager, 
Verfahren der zugeord
neten Abbildung 347_ 

- Gelenktrager 329_ 
Raumliches Fachwerk, Bil

dungsgesetze 339_ 
- - mitsteifenKnoten374_ 
- Gemischtsystem, V'bungs-

aufgabe 378_ 
- Krafteck 33_ 
- Moment 269_ 
- - bei gestiitzten Kor-

pem 283_ 
Raumfachwerkstrager als Ab

spannmast 363_ 
-, V'bungsaufgaben 359_ 
Raumwerk, doppelsymme-

trisch 376_ 
-, Gemischtbauweise 366_ 
- mit Spanten 374_ 
-, statisch unbestimmt 370_ 
-, symmetrisch 375_ 
- mit Torsionsbelastung 

369_ 
Reaktionen beim ebenen Bal

ken 103_ 
Resultierende aIler Krafte auf 

der einen Seite eines 
Schnittes 106_ 

- bei zerstreuten Kraften 
im Raum 273_ 

~ paralleler Krafte 68, 81. 
-, Resultante l. 
- von Kraften an demselben 

Punkt 12, 36_ 
- zerstreuter Krafte der 

Ebene 59_ 
Resultierendes Kraftepaar im 

Raum 267_ 
- - in der Ebene 54, 78_ 
Reziproke Figuren, Fachwerk 

und Krafteplan 217_ 
- -, Krafteck und Seileck 

80_ 
Riementrieb, Aufgabe 73_ 
Rittersches Schnittverfahren 

220_ 

Sagebock, V'bungsaufgabe 
199_ 

Satz vom statischen Moment, 
Ebene 49_ 

- - - -, Raum 27l. 
Schamier 329_ 
Scheibe 159_ 
- auf Welle 56_ 
-, gegliederte 194_ 
Scheibenkuppel 361. 
SchenckscheZerreiBmaschine, 

Ubungsaufgabe 75_ 
Schlaffe Gegendiagonalen 

23l. 
Schleusentor, V'bungsauf-

gabe 200_ 
Schlink 361. 



SchluBlinie beim SeHeck 104. 
- des Kraftecks 13. 
Schnitt 332. 
-, Krafte auf einer Seite 106, 

300. 
Schnittverfahren, ebenes 

Fachwerk 220. 
-, Raumfachwerk 353. 
Schragliegender Balken 113, 

152. 
Schraubemeder 315. 
SchwimmeranschluB, Bei-

spiel 287. 
SeHeck 77. 
- und statisches Moment82. 
SechsstabeanschluB, Berech-

nung mit Projektionen 292. 
-, - mit Symmetrie und 

Gegensymmetrie 293. 
- eines Korpers 280. 
Siebengelenktrager 201. 
Sig~!llspannvorrichtung, 

Ubungsaufgabe 154. 
Sonderfalle beim Dreistab

anschluB der Ebene 28. 
-- - - im Raum 43. 
-- - MehrstabanschluB im 

Raum 44. 
- - ZweistabanschluB 26. 
Spannrollentrieb, Ubungs

aufgabe 73. 
Stabbeanspruchungen auf 

Zug und Druck 18. 
Stabe und Balken 238. 
Stabiles Gleichgewicht 94. 
Stabilitatsforderung bei 

Fachwerken 211, 355. 
Stabkraft 18. 
- und Stablange, Beziehun

gen 24, 286. 
Stabverbindungen, verschie

dene im Raum 37l. 
-, - in der Ebene 244. 
- zweier ebener Scheiben 

139. 
- zweier Korperteile 301. 
Stabvertauschung. ebene 

Fachwerke 209, 225. 
-, raumlicheFachwerke341, 

354. 
Stabzahl, ebenes Fachwerk 

204, 212. 
-, Raumfachwerk 339, 344. 
Statik, ·ihre Aufgabe l. 
Statisch bestimmtes Fach-

werk 203. 
- - Grundsystem 248, 

372, 378. 
- unbestimmt 26. 
- unbestimmter Balken 98. 
- - ebener Rahmen, Bei-

spiel 247. 
- - raumlicher Rahmen 

374. 
Schlink, Statik. 

Sachverzeichnis. 

Statisch unbestimmtesRaum
fachwerk 374. 

- unbestimmte Tragwerke 
242. 

Statisches Moment (vgl. Mo
ment) 48 u. a. 

Steife Knotenanschliisse im 
Raum 374. 

- - in der Ebene 242. 
Steifigkeit von Raumwerken 

372. 
Sternwelle 330. 
Stiitzung eines Drehkrans 

306. 
- - Korpers durch Lager 

297. 
- - MeBinstrumentes 307. 
Stiitzungsstabe der Ebene 

101. 
- im Raum 280. 
- und Lager 297. 
Stiitzlinie 186. 
Symmetrie und Gegensym

metrie beim Dreigelenk
bogen 170. 

- - - beim Sechsstabe-
anschluB 293. 

- - - im Raum 316. 
- - - in der Ebene 169. 
Symmetrische unbestimmte 

Rahmen 248, 375, 376. 
- und gegensymmetrische 

Belastung bei ebenen Bal
ken, Beispiel 147. 

Symmetrisches Raumwerk 
375. 

System aus Balken und Sta
ben 238. 

TemperatureinfluB 28, 306. 
Tischplatte, gestiitzte 284. 
Tragwerke, unbestimmte 244. 
TransmissionswelIe, Ubungs-

beispiel 310. 
Torsionsmoment 308. 

Unbestimmter ebener Rah
men, Berechnung 247. 

- - -, raumlich belastet 
375, 376. 

Unbestimmtes System, Zu
riickfiihrung auf bestimm
tes 245, 328, 378. 

Ubungsaufgaben iiber ebene 
Fachwerke 233. 

- -ebeneGemischtsysteme 
249. 

- - ebene Rahmen 173. 
- - Gelenktrager 195. 
- - gestiitzte ebene Sy-

sterne 88, 147. 
- - Krafte an demselben 

Punkt in der Ebene 15, 29. 
- - Krafte an demselben 

Punkt im Raum 44. 
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Ubungsaufgaben tiber raum
lich belastete Balken 310. 

- - - - Rahmen 318. 
- - raumliche Fachwerke 

359. 
- - - Gemischtsysteme 

378. 
- - zerstreute Krafte im 

Raum 279. 
- - zerstreut liegende 

Krafte in der Ebene 69. 

Vektor 1. 
- des Kraftepaares 265. 
Vektoreck 267. 
Ventil, tJbungsaufgabe 74. 
Verdrehungsmoment 308. 
Verfahren der zugeordneten 

ebenen Abbildung 347. 
Verladeanlage, Fachwerk223. 
-, Gemischtbauweise 259. 
Verladebriicke, Ubungsbei-

spiel 256. 
Verschiebung einer Kraft in 

eigener Linie 4. 
- - - parallel zu sich 

selbst 57. 
- eines Kraftepaares in der 

Ebene 53. 
Verschwinden des Drehmo

mentes 49. 
Verstellritzelwelle 330. 
Verwandlung von Krafte

paaren 53. 
Vorzeichen der Beanspru

chungsgroBen 104, 309. 
- der Komponenten 8. 

lVaagebalken 95. 
Waagrechte Belastung 131. 
Wagenbremse, tJbungsauf-

gabe 75. 
Walze, mit Gewichten be

lastet, Ubungsaufgabe 69. 
Waizensystem, tJbungsauf

gabe 70. 
Welle, Lagerungsmoglichkei-

ten 96. 
- mit Rad 55. 
- mit Scheibe 56. 
Wendepunkt der Biegelinie 

119. 
Wiegmanntrager 224. 
Windmiihiengeriist, tJbungs

aufgabe 279. 

Zerlegung einer Kraft in 
Krafte durch denselben 
Punkt 6, 40. 

- - - in lotrechte Kom
ponenten 6, 35. 

- - - in parallele Krafte 
68, 84. 
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Zerleguug eines Kraftepaares 
268. 

- - raumlichen Momentes 
270, 271. 

- und Gleichgewicht in der 
Ebene 14, 84. 

ZerreiBmaschine, Dbungs-
aufgabe 75. 

Zerstreute Krafte im Raum 
272. 

- - in der Ebene 61. 
Zusammenfiigung von Bal

kenteilen durch Stabe 139, 
301. 

Zusammenhangende 
stung 114. 

Bela-

Sachverzeichnis. 

Zusammenhang zwischen 
Biegemoment und Biege
liuie 117. 

- - Biegungsmoment und 
Querkraft 109. 

- ---.- Stiitzungsstaben und 
Lagern 101, 297. 

Zusammensetzung paralleler 
Krafte 68, 81. 

- von Kraft und Krafte
paar 58. 

- - Kraften im Raum an 
demselben Punkt 33, 36. 

- - - in der Ebene an 
demselben Punkt 7, 13. 

- - Kraftepaaren im Raum 
267. 

Zusammensetzung von Kraf
tepaaren in der Ebene 54. 

- zerstreuter Krafte im 
Raum 273. 

- - - in der Ebene 59, 
77. 

ZweistabanschluB, verschie
dene Berechnungsverfah
ren 19 u. f. 

-, Sonderfalle 26 u. f. 
Zylindergelenk 329. 
Zylinderlager 30!. 
Zuriickfiihrung des statisch 

unbestimmten Systems 
auf ein statisch bestimm
tes 245, 328, 378. 




