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Vorwort.

Das Buch ist im wesentlichen entstanden aus den Vorlesungen iiber Statik,
die ich als ersten Teil der Technischen Mechanik an der Hochschule Darmstadt
seit Jahren gehalten habe. Das Gebiet der Statik ist dabei sehr eng gefaBt: es
werden lediglich starre Koérper behandelt, wihrend Spannungs- und Form-
anderungsbetrachtungen, die sonst in ,,Statik der Baukonstruktionen oder
,,Baustatik‘ erortert werden, fehlen. Aber ausfiihrlich werden die inneren
Einfliisse, Beanspruchungsgréfen, in den Konstruktionen gebracht. Erfahrungs-
gemiB machen diese Begriffe und ihre Berechnungen bei Konstruktionen, die
von der allgemein iiblichen Form etwas abweichen, den Studierenden und man-
chen Ingenieuren rechte Schwierigkeiten. Es gilt das besonders von rdumlichen
Konstruktionen, bei denen 6 innere Einfliisse (2 Querkrifte, 1 Léngskraft,
2 Biegemomente, 1 Torsionsmoment) auftreten.

Uberhaupt ist in dem Buch auf rdumliche Probleme besonderer Wert gelegt.
Der Ingenieur ist im allgemeinen viel zuviel daran gewohnt, auch rdumliche
Konstruktionen als ebene oder als solche, die aus ebenen zusammengesetzt
sind, zu betrachten, ohne sich iiber den wirklichen ridumlichen Grundcharakter
und die tatsichlich auftretenden Einflisse klar zu werden; das gilt sowohl von
den eigentlichen Tragkonstruktionen selbst als auch von den Lagern und An-
schlisssen. Wie wenig denkt z. B. der Ingenieur daran, daBl das gewGhnliche
feste Auflager, das fiir den ebenen Triger zwei Unbekannte darstellt, fiir den
Raum 5 LagergroBen enthélt.

Weite Teile des Buches sind dadurch entstanden, daB meine Vorlesungen
nachgeschrieben und dann fiir den Druck bearbeitet wurden. Natiirlich wird
eine geschriebene Darstellung immer etwas anders gestaltet sein als die ge-
sprochene. Der Hochschullehrer hat zu dozieren, wird also manches mit anderen
Worten wiederholen, je nach dem Eindruck, den er von seinen Zuhérern hat.
Fiir ein Buch ist solche Darstellungsweise aus duBeren Griinden nicht geeignet;
aber trotzdem wurde versucht, wenigstens im ersten Abs¢hnitt den Charakter der
Vorlesung weitgehend zu wahren, weshalb auch meistens in der ,,wir‘-Form
gesprochen wird. Im weiteren Verlauf des Buches wird dann die Ausdrucks-
form gedréngter, in der Annahme, da der Leser nun geniigend eingearbeitet ist,
um auch so die Ausfithrungen zu verstehen. Ausdriicklich sei darauf hingewiesen :
Es wird nicht ausbleiben, daf3 der Leser an der einen oder anderen Stelle Schwie-
rigkeiten fiir das Verstdndnis findet; dann soll er sich nicht zulange dabei auf-
halten, sondern weiter lesen; gar manchmal kommt so die Einsicht in das Un-
verstédndliche. Der groBle Nachteil fiir den Leser eines Buches gegeniiber dem
Horer einer Vorlesung ist der, daBl er die Zeichnungen nicht entstehen sieht;
um wenigstens am Anfang diese Schwierigkeiten zu verringern, wurden bei den
gegebenen und gefundenen Kriften die Pfeile verschiedenartig ausgefiihrt.

Allerdings werden nicht alle im Buch behandelten Gebiete in der Vorlesung
betrachtet, aber diese erstreckt sich durchaus nicht etwa nur auf ebene Pro-
bleme, sondern es werden auch verschiedene Abschnitte aus dem Gebiete der
rdumlichen Krifte den Studierenden vorgetragen. Auch schwierigere Ubungs-
beispiele, wie die Transmissionswelle, Kurbelwelle, werden von den Studierenden
im ersten oder zweiten Semester in den Ubungen behandelt.



1v Vorwort.

Bei den Ubungsbeispielen sind absichtlich nicht lauter aus der Praxis ent-
nommene Aufgaben gewihlt, sondern auch allgemeiner gehaltene, um das Wesen
der Anwendung grundsétzlich kennenzulernen und wirklich technisches Emp-
finden fir die Kraftwirkungen zu wecken, besonders auch bei den rédumlichen
Konstruktionen.

Bei der ganzen Darstellungsweise wurde im iibrigen beriicksichtigt, dafl das
Buch nicht nur fiir Studierende, sondern auch fiir Ingenieure der Praxis und
zum Selbststudium geeignet erscheint.

Zur Bezeichnung der vorkommenden GréBen wurde die im allgemeinen
iibliche gewdhlt. Das Biegungsmoment wurde, der Bedeutung des Flugwesens
entsprechend, wie bei der Deutschen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt mit B
und einem entsprechenden Anzeiger bezeichnet; der Buchstabe M bedeutet ein
wirkendes dulleres Moment. —

Der Aufbau des Buches geht zur Geniige aus dem ausfiihrlichen Inhalts-
verzeichnis hervor. Es gliedert sich in zwei Hauptabschnitte, von denen der
letztere die im Raum zerstreuten Krifte enthdlt. DaB bereits im ersten Teil die
Krifte im Raum an dem gleichen Punkt betrachtet werden, geschieht aus rein
didaktischen Griinden. Die drei ersten Teile bringen im wesentlichen den Stoff,
den man auch sonst in einem Statikbuch findet, aber die Darstellung weicht
vielfach von der in anderen Biichern ab, und manches wird hier gebracht, was
in anderen nicht enthalten ist. Auf die Punkte, die dem Anfinger erfahrungs-
gemafl Schwierigkeiten machen, ist besonders ausfiihrlich eingegangen, und
immer wieder wird auf die Anleitung zum selbstdndigen Denken Wert gelegt.
Bei den gestiitzten Balken werden die Beanspruchungsgré8en ausfiihrlich be-
handelt; dabei wird auch die Belastung durch auBermittige waagerechte Krifte
und Momente beriicksichtigt. Auch die Betrachtung der Balken mit Neben-
konstruktionen wird dem Leser erwiinscht sein.

Wichtig erschien, die Rahmen ausfiihrlich zu erértern und an verschiedenen
Formen die Gestalt der Momenten- und Querkraftflichen zu zeigen. Es ist
nétig, daB der Studierende bzw. der Ingenieur einmal solche Flichen vor sich
sieht, um zu erkennen, wie sich die Beanspruchungsgr6Ben &ndern; besonders
gilt dies fiir gekriimmte Rahmen. Da bei symmetrischen Gebilden jede Belastung
in einen symmetrischen und gegensymmetrischen Anteil zerlegt werden und so
die Untersuchung wesentlich vereinfacht werden kann, ist auf diese Fragen
besonders eingegangen. Mancher Leser wird erstaunt sein, wie sich die Be-
anspruchungsflichen z. B. fiir den Dreigelenkbogen darstellen. Bei den Gelenk-
trigern sind abgewinkelte Gerbertriger besonders behandelt, da sie interessante
Beanspruchungsbilder ergeben. Bei den ebenen Fachwerken wurde ausfiihrlich
auf schlaffe Gegendiagonalen eingegangen. AufBler den eigentlichen Fachwerken
werden auch die ,,Gemischtbauweisen behandelt, d. h. Gebilde aus einzelnen
miteinander verbundenen Konstruktionsteilen, die aber nicht nur durch Lings-
krifte, sondern auch auf Biegung beansprucht sind. Eine geschlossene Dar-
stellung dieser Gebilde, die man sonst kaum findet, ist fiir das Verstéindnis all-
gemeiner Konstruktionen von sehr groBer Bedeutung.

Mit dem fiinften Teil (Krifte im Raum zerstreut) beginnt der zweite Ab-
schnitt des Buches, der auch fiir den praktisch tétigen Ingenieur manches Neue
enthilt. Ausfiihrlich erortert werden die verschiedenen Moglichkeiten zur Fest-
legung der Kérper, dabei die praktischen Anschliisse und Lagerungen betrachtet
und die sechs BeanspruchungsgroBen eines beliebigen Querschnitts. Besonderer
Wert wird auf die Behandlung der rdumlich belasteten Rahmen gelegt, dabei
hervorgehoben, daBl man beim ebenen Rahmen die raumliche Belastung trennen
kann in eine solche in der Rahmenebene und eine senkrecht dazu, die beide
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getrennt untersucht werden koénnen. Als Beispiele fiir einen allgemeinen raum-
lichen Rahmen werden eine Schraubenfeder und ein Sesselrahmen betrachtet;
letztere Anwendung vermittelt ein klares Bild vom inneren Kriftespiel, das
nicht so leicht zu iibersehen ist. Die Ausfiihrungen iiber Symmetrie und Gegen-
symmetrie zeigen die bei symmetrischer Bauweise bestehenden Erleichterungs-
moglichkeiten. Von Interesse werden sicher auch die sonst nicht zu findenden
Betrachtungen iiber die verschiedenen Gelenke und Gelenktriger sein, weil hier
klar zusammengestellt ist, welche gelenkartigen Verbindungen méglich sind.

Der letzte Teil behandelt Raumfachwerke und raumliche Gebilde, die
aus Stiben und Balken zusammengesetzt sind, ,,allgemeine Raumwerke‘.
Bei der Berechnung des Raumfachwerks wurde das ,,Verfahren der zugeordneten
ebenen Abbildung‘ erldutert, das erlaubt, raumliche Krifteaufgaben auf ebene
zuriickzufithren und dadurch mancherlei Vorziige bietet. Ausfiihrlich wird
darauf eingegangen, wie haufig fir ein Raumfachwerk eine Vereinfachung
der Rechnung durch Sonderverfahren statt der allgemeinen Verfahren erzielt
wird. Die Beispiele weisen besonders auch auf den Wert der Momentenmethode
hin. Bei den allgemeinen Raumwerken (Gemischtbauweise), iiber die in der
Literatur wenig angegeben ist, wird ausfiihrlich auf den Aufbau eingegangen,
und insbesondere die Verschiedenheit gezeigt, die fiir Raumwerke, bei denen
alle Balken torsionsfrei belastet sind, und fiir solche mit Torsionsbelastung
auftritt. Am SchluB wird nochmals ausfiihrlich auf die Zuriickfiihrung von
statisch unbestimmten rdumlichen Gebilden auf statisch bestimmte eingegangen
und an verschiedenen Beispielen gezeigt, welche GroBe als ,,unbestimmte oder
»iiberzahlige* eingefiihrt werden kénnen. Dies zu erkennen, ist nicht immer ein-
fach, und darum sind die Ausfiihrungen von Wichtigkeit.

Unter den Abschnitten, die iiber den Rahmen der Vorlesungen hinausgehen,
hat einzelne mein erster Assistent, Dipl.-Ing. HemricE Dierz, selbstindig
behandelt, z. B. Nr. 93, 98, 99, 109; er hat auch die meisten Beispiele entworfen
und einen groBen Teil der schwierigeren selbst gerechnet und gezeichnet. Fiir
seine umfassende und wertvolle Mithilfe sei ihm an dieser Stelle besonders herz-
lich gedankt. Der Dank gilt auch meinen jiingeren Assistenten, Dipl.-Ing.
StanL, RoEDIGER, ScHULTHEIS fiir ihre Mithilfe bei der Durchfithrung der
Aufgaben. Nicht zuletzt sei der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir die
Ausstattung des Buches aufrichtig gedankt und fiir die stete Bereitwilligkeit,
mit der sie auf Wiinsche wihrend des Druckes eingegangen ist.

Darmstadt, Juni 1939.
WiLHELM SCHLINK.
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Yorbemerkungen.

Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Sie hat die Aufgabe, die beobacht-
baren Naturerscheinungen von wigbaren Korpern zu beschreiben. Die Gesetze
der Mechanik sind der Naturbeobachtung entnommen, d. h. auf Grund von sehr
vielen Beobachtungen werden gewisse Sitze und Gesetze aufgestellt; sie gelten
so lange, als auf Grund von neuen Beobachtungen ihre Unrichtigkeit nicht
erwiesen ist. Auf solchen Grundgesetzen baut die Mechanik auf. Aus ihnen
werden auf rein mathematischem Wege neue Sitze abgeleitet, die dann jederzeit
wieder an Hand der Wirklichkeit bzw. von Versuchen nachgepriift werden kénnen.

Die Mechanik beschiftigt sich mit Korpern, die unter dem Einflu von
Kriften stehen. Die Kraft moge aufgefaBit werden als Ursache einer Bewegungs-
dnderung. Also wenn ein Korper in Ruhe ist und es wirkt eine Kraft auf ihn,
so kommt er in Bewegung; oder wenn ein Korper unter dem EinfluBl von Kréften
eine bestimmte Bewegung ausfiihrt und es treten neue Krifte hinzu, so nimmt
der Korper eine andere Bewegung an.

In der Statik fragen wir nicht nach der Art der bewirkten Bewegung, sondern
wir beschiftigen uns im allgemeinen mit der Frage, unter welchen Umstinden
sich ein starrer Korper oder ein Punkt in Ruhe befindet. Die besondere Auf-
gabe der Statik ist also die Betrachtung von Gleichgewichtszustinden und im
Zusammenhang damit die Zusammensetzung und Zerlegung von Kréften. Unter
der Einwirkung von Kraften nehmen die Korper eine Gestaltsinderung an.
Auf diese wird aber in der Statik nicht eingegangen. Ks werden die Korper
also als starr angesehen.

Fir die Untersuchung von Kriftesystemen sind zwei Begriffe von Bedeutung
einerseits die Resultierende, Resultante oder Mittelkraft, andererseits die Kom-
ponente oder Teilkraft. Man versteht unter der Resultierenden diejenige Kraft,
die die Wirkung einer Reihe von Kriften auf den Korper ersetzt, die also die
gleiche Wirkung ausiibt wie die Gemeinschaft der vorhandenen Krifte. Um-
gekehrt nennt man die Kréfte, die zusammengenommen die gleiche Wirkung

haben wie eine einzelne Kraft, die Komponenten y
oder Teilkrifte dieser Kraft. Die Resultierende y
ist also die Ersatzkraft fiir eine Reihe von Krif- / 7em2 kkg
ten und die Gemeinschaft der Komponenten der Vgl B
Ersatz fiir eine einzelne Kraft.
Wie kann man nun eine Kraft darstellen? Was \i‘
gehort zu ihrer Festlegung? Die Kraft ist durch l -
ihre Lage (Wirkungslinie), Richtung und Gré8e be-
stimmt. Man kann sie sowohl zeichnerisch als auch =z
rechnerisch darstellen. Wir betrachten dies zu-  sup. 1. Darstellung einer Kraft in der
nichst fir eine Kraft in der Ebene. Zeichnerisch Ebene.

ist sie eindeutig gegeben durch eine in ihrer Wirkungslinie liegende Strecke mit

Richtungspfeil (Abb. 1). Wir miissen dabei nur noch Wlssen was 1cm dieser

Strecke bedeutet, d. h. den KriftemaBstab kennen, z. B. 1 cm = kkg. Die GroBe

der Kraft wollen wir im allgemeinen durch den Buchstaben P angeben. Die

Kraft ist also durch eine gerichtete Strecke, eine Strecke mit Richtungspfeil,

eindeutig festgelegt. Eine solche gerichtete Strecke nennt man einen Vektor.
Schlink, Statik. 1
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Soll aus irgendwelchen Griinden besonders betont werden, dal es sich um einen
Vektor oder um eine vektorielle GroBe handelt, so wird ein Strich iiber das P
gefiigt, also P.

In analytischer Darstellung ist die Kraft festgelegt:

nach Gréfle durch die Anzahl der kg, also P kg;

nach Lage durch einen ganz beliebigen Punkt auf der Kraft, dessen Koordi-
naten gegeniiber einem willkiirlich eingefiihrten
Achsenkreuz mit x, y bezeichnet werden mégen;

nach Richtung durch den Winkel, den die Kraft
mit einer festliegenden Geraden, z. B. gegen die po-
sitive x-Achse bildet (Abb.1). Dabei mull dieser
Richtungswinkel « klar definiert werden; wir be-
zeichnen mit « den Winkel, der gewonnen wird,
wenn wir die Kraft im Uhrzeigersinn bis zur posi-
tiven z-Richtung drehen.

Im Raume kann man selbstverstdndlich eine
Kraft ebenfalls zeichnerisch und analytisch dar-
stellen: zeichnerisch durch die streckenméfBige Dar-
stellung der Kraft im Aufrifl und Grundri (Abb. 2),
(wobei in manchen Féallen noch die Zeichnung im
Seitenril erwiinscht ist); dann analytisch:

Abb. 2. Darstellung einer Kraft im nach Grdﬂe durch die Anzahl der P kg;
Raum. nach Lage durch die Koordinaten eines beliebigen
Punktes auf der Kraft, z, y, z;

nach Richiung durch Angabe dreier Winkel, die die Kraft P mit drei festen

Achsen einschlieft, &, f, ¥ (Abb. 3). Zur Festlegung im Raume geniigt nicht

mehr die Angabe eines Winkels. Die drei
| Winkel x, f, ¥ sind allerdings nicht unab-
héngig voneinander, sondern sind, wie die analy-
tische Geometrie des Raumes lehrt, verbunden
durch die Gleichung:

|
\=\ - cos?a + cos?f + cos?y = 1. o))
lz I Man braucht also tatsichlich zur Festlegung
\ der Richtung von P nur zwei Winkel zu kennen;
S~ der dritte ist eine Folge der beiden ersten.
2

. & Es sind also im ganzen sechs Grundwerte
ABD. 3. Zur analytischen Darstellung einer ;1 Pestlegung einer Kraft im Raume néotig:
’ P,x,B,z,v9, 2

Entsprechend den beiden Darstellungsweisen der Kraft wird man die ganze
Statik graphisch und analytisch aufbauen kénnen. Man unterscheidet danach
graphische und analytische Statik. Wir behandeln im folgenden beide Dar-
stellungsweisen nebeneinander; es wird sich dabei zeigen, daB vielfach bei be-
stimmten Anwendungen die graphische und bei anderen wieder die analytische

Behandlungsweise vorzuziehen ist.

P4




Erster Teil.
Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Krafte, die an einem Punkt wirken, koénnen entweder in einer Ebene oder
im Raume liegen.

I. Kriifte in der gleichen Ebene.

1. Erfahrungssitze. Wie schon oben erwihnt, ist die Mechanik aufgebaut
auf Erfahrungssitzen oder Erfahrungsgesetzen, die wir dementsprechend an die
Spitze der Statik stellen miissen.

1. Wirken zwei gleich grofle Krifte in gleicher Geraden in entgegengesetzter
Richtung auf einen in Ruhe befindlichen Punkt (Abb. 4), dann kann man schon
rein gefithlsméBig sagen, daB der Punkt keine Be-
wegung erfihrt, d. h. die beiden Krifte heben sich p P
auf. Der Versuch bestétigt dies. Es lautet dem-
gemdl der erste Erfahrungssatz:

»@reifen an einem Punkt oder an einem starren Korper zwes gleich grofe, ent-
gegengesetzt gerichtete Krifte an, deren Wirkungslinien in eine Gerade fallen, so
iiben sie keine Wirkung aus, sie heben sich auf, A
d. h. sie stehen im Gleichgewicht. < v B=ftly

2. Wirken nun zwei beliebig groBe Krifte o )
Py, P, in der gleichen Geraden und Richtung ABD. 5. Zwe‘;%‘;ﬁ;“g%éﬁﬁfﬁg,‘}m“en mit
an einem Punkt (Abb.5), so wird sich der
Punkt im Sinne dieser Kréfte verschieben. Die Wirkung ist erfahrungsgemif
die gleiche, wie wenn eine Kraft von der GréBe (P;-+P,) an dem Punkt an-
greift. Die Resultierende ist also gegeben durch:

R=P,+ P,.

Sind die beiden Krifte entgegengerichtet (Abb. 6), so erkennen wir, daB der
Punkt in Richtung der gréBeren Kraft fortbewegt wird. Die gleiche Wirkung
wird, wie der Versuch zeigt, erreicht durch eine Kraft von der GréBe (P,— P,).
Beide Krafte konnen also durch eine Kraft (P;— P,)
ersetzt werden, d. h. ihre Resultierende ist gegeben 2 R=b65
durch: R=P.—P P’
1 2 Abb. 6. Zwei Krifte in gleicher Ge-

Die beiden Fille lassen sich zusammenfassen, wenn raden i%ﬁiﬁ%%e%?f‘iﬁiﬁéiﬁf? fung.
man die Richtung der Krifte durch ein Vorzeichen
ausdriickt. Bezeichnen wir etwa die Richtung nach rechts positiv, nach links
negativ, so sind im ersten Fall die beiden Krifte positive GroBen, im zweiten
Fall ist P, positiv, P, negativ. Fiir beide Fille wird also die Resultierende
gefunden als algebraische Summe der einzelnen Krifte: R= P;-+ P,. Die
beiden Glieder P; und P, sind hierbei in einer bestimmten Aufgabe mit dem
Vorzeichen behaftet, das ihrer Richtung entspricht. Es ergibt sich demgemi
der zweite Erfahrungssatz:

.,Greifen an einem Punkt oder an einem starren Korper zwei in derselben Ge-
raden wirkende Krdfte an, und bezeichnet man die eine Richtung als positiv, die

1*

Abb. 4. Erster Erfahrungssatz.
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entgegengesetzte als megativ, so ist die Resultierende gegeben durch die algebraische

Summe der beiden Krifte.
3. Fallen zwei gegebene Krifte, die an einem Punkt angreifen, nicht in eine
Gerade, so konnen wir rein gefiihlsmafig nicht mehr genau angeben, wie sich
der Punkt bewegt. Wir sind jetzt auf den Versuch an-

A ~ o gewiesen, der uns zeigt, daf sich der Punkt in Richtung
> der Diagonalen des aus beiden Kraften gebildeten Par-

>, allelogramms bewegt (Abb.7), und zwar so, als ob auf ihn

R / nur eine Kraft wirkt, die nach Gré8e und Richtung durch

B / die Diagonale R dieses Krifteparallelogramms gegeben

ist. Es lautet demgemaB der dritte Erfahrungssatz:

Abb. 7. Parallelogramm der ,,»Die Resultierende zweier Krifte mit gemeinsamem An-
Krifte. (Dritter Brfahrungs- ot cpunkt ist der GroPe und Richtung nach gegeben durch

die von diesem Angriffspunkt ausgehende Diagonale des

aus beiden Kriften gebildeten Krdfteparallelogramms. Die Krifte sind dabei so an-
geordnet, daf sie entweder beide nach dem Angriffspunkt hin (Abb. 8) oder beide von
ihm weggerichtet sind; die Resultierende ist dann ebenfalls
nach dem Angriffspunkt hin bzw. von ihm weggerichtet.
Dieser Satz vom Parallelogramm der Krafte ist der maf-
gebende Satz der Statik ; er ist nicht mathematisch beweisbar,
man kann ihn aber jederzeit durch den Versuch nachpriifen.
Abb. 8. Pamallelogramm  Die beiden ersten Sétze sind im Satz vom Parallelogramm
der Kréite. der Krifte als Sonderfall enthalten, wenn man statt des belie-
bigen Winkels, den die Krifte einschlieBen, den Winkel von 0° bzw. 180° einsetzt.

4. Der vierte Erfahrungssatz stellt etwas ganz Neues dar: '

»hine an einem starren Korper angreifende Kraft
kann in threr Wirkungslinie beliebig verschoben werden,
ohne daf3 sich die Wirkung der Kraft auf den Kérper
* dndert.*

Bei dem Satz ist eine gewisse Vorsicht zu beachten.
Er gilt nur, solange sich die physikalischen Grundlagen
nicht 4ndern. Z. B. beim Balken der Abb. 9 ist der An-
griffspunkt der Last verschoben. Die Stellungen a und b
sind in ihrer Wirkung auf den Balken gleichwertig, bei
Stellung ¢ ist die Sachlage gedndert, die Wirkung ist
nicht mehr dieselbe.

Mit der Zusammenfassung der drei ersten Sitze zu
g ? einem Satz stellen wir also an die Spitze der Statik
Abb. 9. d;gég%lgggt‘%gr kflillg zwei Erfahrungssdtze, aus denen weitere Satze abzu-
linie. (Vierter Erfahrungssatz,) leiten sind. Mit diesen beiden Grundlagen steht und

fallt die Richtigkeit der Statik.

2. Beliebig viele Kriifte in der gleichen Geraden. Betrachten wir nun mehr
als zwei Krifte, die in einer Geraden liegen (Abb. 10). Wie kann ich die gemein-
same Wirkung dieser Krifte moglichst ein-

P, . .. .
2 A fach beschreiben? oder: wie ist die Resul-
b 5B tierende beschaffen?
Abb. 10. Zusammensetzung mehrerer Krifte in 3 3 1 -
Corel e e Mit Hilfe des zweiten Erfahrungs

satzes bestimmen wir eine Resultierende
nach rechts von der GréBe (P; + Pj), nach links eine Resultante von der Grofe
(Py+ P,) und als SchluBkraft demnach:

R = (P, + Py) — (P, + P,),
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wobei das Vorzeichen der zweiten Teilresultierenden, entsprechend der Richtung
nach links, negativ eingesetzt ist. Das Ergebnis 148t sich allgemein schreiben:

R=P1+P2+P3+P4

mit dem Zusatz, daf die nach der rechten Seite gehenden Krifte positiv, die
nach der linken Seite laufenden Krafte negativ einzusetzen sind.

Was fiir vier Krifte gilt, 148t sich ohne Schwierigkeit auf mehr Krifte iiber-
tragen: wirkt noch eine fiinfte Kraft, so wird man die Resultierende der vier
ersten Krifte mit P, zusammensetzen, um die Resultante der fiinf Krifte zu
erhalten. Bei n Kriften wird demgemifl die Resultierende durch die Formel
erhalten:

R=P, + Py+ Py+ -+ + Py.

Man hebt sehr hiufig bei der Angabe solcher Summen ein mittleres Glied be-
sonders hervor und bezeichnet dieses mit dem Anzeiger . Man hat das Ergebnis:

R=Py4 Pyt - Pit - Py

Die Resultierende einer Reihe von Krdften in derselben Geraden ist gegeben durch
die algebraische Summe der einzelnen Krifte. Ist die algebraische Summe nach
GroBe und Richtung positiv, dann geht die Resultante nach unserer Einfithrung
nach rechts, ist die Summe negativ, dann lduft die Resultierende nach links.
Diese algebraische Summe schreibt man in abgekiirzter Form unter Verwen-
dung des griechischen Buchstabens 2

n
BR=i3P=XP 2)

und liest sie: Die Resultante ist gleich der Summe aller P;. Die Anzeiger 1 — =
konnen weggelassen werden, sofern iiber die in der Summe enthaltenen Glieder
kein Zweifel entstehen kann.

Stehen die Krifte im Gleichgewicht, dann darf die Resultierende keine Wir-
kung auf den Punkt haben, d. h. aber, die Resultierende muf3 die Gr68e Null
besitzen. .

Krdfte in derselben Geraden stehen im Gleichgewichi, wenn ihre Resultierende
verschwindet oder, anders ausgedriickt, wenn thre algebraische Swmme Null wird.

>pP,—o. : (3)

Bei Kriften, die nicht mehr in derselben Geraden wirken, wollen wir zu-
nichst das analytische und graphische Verfahren trennen und zuerst das ana-
lytische Verfahren betrachten. v

3. Analytische Zusammensetzung von Kriften in der
Ebene. Als Grundlage brauchen wir zwei Sitze, die aus
den vorhergehenden Erérterungen abzuleiten sind.

a) Zusammensetzung zweier zueinander lotrechten Krifte.
Wir bezeichnen die Krifte, die aufeinander senkrecht

. . . Abb. 11. Resultierende
stehen, mit X und Y und setzen beide nach dem Krifte- zweier aufeinander lot-

parallelogramm zusammen (Abb. 11). Die entstehende rechten Krifte.

Figur dient uns zur Ableitung eines analytischen Ausdrucks fiir R.

Die Lage ist ohne weiteres gegeben, da die Resultierende durch den gegebenen
Angriffspunkt hindurch gehen mul. Die GroBe ist aus dem schraffierten Dreieck
zu ermitteln: R — X4 T

R=7X®+ 72, (4)
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Die Richtung ist bestimmt durch den Winkel, den die Kraft B mit der posi-
tiven z-Achse einschlieft: Yy
tg xR = X - (5)
Diese beiden Formeln 16sen die Aufgabe ganz allgemein, einerlei wie die Rich-
tung von X oder Y auch sein mag. Bei der Anordnung der Abb. 12 muff X
negativ und Y positiv eingesetzt werden, also
Y
tg Xp =— % .
Die Tangente des Winkels ist negativ, entspre-
chend dem Winkel im zweiten Quadranten. Wenn
man nur das Vorzeichen von dem ganzen Quotienten

Abb. 12. Resultierende zweier aufein- Y
ander lotrechten Krafte. beriicksichtigt, also —% ist die Lésung nicht

eindeutig, denn in vorliegendem Falle wére lediglich abzulesen, daf} tg«p negativ
ist, d. h. daB der Winkel entweder im zweiten oder im vierten Quadranten liegt;
es konnte also allein danach die Resultierende sowohl nach links oben als auch
nach rechts unten zu ziehen sein. Die Eindeutigkeit der Rechnung ist dadurch
bestimmt, daB man das Vorzeichen von X und Y einzeln fiir sich beriicksichtigt,

) hier also X negativ, Y positiv; d. h. R muf} so laufen,
L daB seine z-Komponente nach links, die y-Kompo-

4 £ nente nach oben geht.
g | - b) Zerlegung einer Kraft in zwei lotrechte Kompo-
X +Z  menten. Im Falle a) war X und Y gegeben, R und

Abb. 13. Zerlegung einer Krattin  der Winkel «p waren gesucht. Jetzt ist eine Kraft P
zwel sucinander senlrecht ste  und ihr Richtungswinkel & gegeben, selbstverstind-
lich auch der Punkt, durch den sowohl die Kraft als

auch die Ersatzkrifte gehen sollen; gesucht sind X und Y. Diese Krifte X
und Y sind durch die Forderung bestimmt, dafl ihre Resultierende die gegebene
Kraft P ist, sie miissen also (Abb. 13) die Seiten eines Parallelogramms bilden,
dessen Diagonale gleich der gegebenen Kraft P ist. Damit ist die Aufgabe
zeichnerisch eindeutig bestimmt: man zieht durch den Endpunkt von P Par-
allelen zu der z- und y-Richtung. Aus diesem Parallelo-

Aty -
' gramm lesen wir ab:
| Y X =P cosu,
: . (6)
[ 2 Y =P -sinc.
I l _____, Das Vorzeichen von cosx bzw. sinx é&ndert sich, je
A +X

nachdem welchem Quadranten der Winkel &« angehért;

Abb. 14, Zerlegungeiner Kratt 7. B. wird bei der Darstellung der Abb. 14 cos« negativ,

in zwei zueinander senkrecht . I . s .

stehende Komponenten, sinx positiv, d. h. fiir die X-Komponente erhalten wir

ein negatives Vorzeichen, fiir die Y-Komponente ein

positives, wie es ja auch mit der Zerlegung im Bild iibereinstimmt. Die Kom-

ponenten sind nichts anderes als die Projektionen der Kraft auf die - bzw.
y-Achse einschlieBlich Vorzeichen.

Zusammenfassend haben wir also

bei der Zusammensetzung: R =}X%+ Y2, tgoap= % ;
bei der Zerlegung: X=P-cosx; Y=P-sin«x.

Diese wichtigen Formeln werden uns in der ganzen Statik begleiten.
Ausdriicklich sei hierbei auf folgendes hingewiesen: Steht die Kraft senk-
recht zu einer Komponentenrichtung, so ist der Winkel &« =90°, d. h. die Kom-
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ponente in dieser lotrechten Richtung verschwindet (cos90°=0) (Abb. 15). Das-
selbe Ergebnis liefert die Projektion der Kraft auf eine zu ihr lotrechte Achse:
die Projektion (Komponente) erscheint als Punkt, d.h. ,

die GréBe der Komponente ist Null.

Mit Hilfe der beiden gefundenen Formeln wenden wir P %
uns nun zur Zusammensetzung beliebiger Krifte der Ebene YT xe=g
an demselben Punkt. Bekannt sind: o

Die Lage des Punktes, durch den alle Krafte gehen, spp. 15. Komponente in

die GréBe der Krifte Py...P;... P, Richtung senkrecht zuciner

.die Winkel, die die Krafte mit der positiven ’
z-Richtung einschliefen, o ... «;. .., (Abb. 16). *y 1 P,

Gesucht ist die Resultierende R und ihr Winkel .

Zur _Osung der Aufgabe zerlegen wir jede einzelne
der geg benen Krifte P; in ihre Komponenten in
der - bzw. y-Richtung, die mit X;, ¥; bezeichnet
werden mogen. Diese Komponenten sind durch die
Formel (6) X,— P, - coss;,
Yi = P, i sin [ 5]

eindeutig bestimmbar, da die Werte P; und die ;16 zur analytischen Zu-

Winkel «; bekannt sind ; natiirlich werden die Kom- sammensetzung mehrerer Kriite
: s . . an demselben Punkt.

ponenten je nach der WinkelgréBe «; verschiedene

Vorzeichen besitzen.

Damit treten statt der » Krifte 2n Krafte auf. Die
X-Komponenten geben nach der Formel (2) in ihrer alge-
braischen Summe eine einzige X-Kraft, ebenso lassen sich
die Y-Komponenten zu einer einzigen Y-Kraft zusam-
mensetzen. Wir erhalten also als vorldufiges Ergebnis eine
Kraft in der a-Richtung von der Grofe > X; und eine Abb.17. Zur analytischen

Zusammensetzung mehrerer

Kraft Z Yz in der Y—Richtung (Abb 17). Wir haben: Krifte an demselben Punkt.

X, = P, -cosn,

ZX; +Z

Y,=P,-sinx,
2'Y;=P;sing; + --- P;sina; + --- P, sing,, .

>'X; = algebraische Summe aller X-Komponenten, stellt die Resultierende aller
X-Krifte dar, ist also eine Kraft.

>'Y; = algebraische Summe aller Y-Komponenten, stellt die Resultierende aller
Y-Krifte dar.

Damit sind die urspriinglichen n Krifte zuriickgefithrt auf zwei aufeinander
senkrecht stehende Krifte, die wir nur noch zusammenzusetzen brauchen, um
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die endgiiltige Resultierende zu erhalten. Setzen wir in der Formel (4) fiir die
Zusammensetzung zweier Krafte statt X die Kraft > X; und entsprechend statt
Y die Kraft >'Y;, so wird die Resultierende:

E=Y2X)2+ (T, U]
Den Winkel finden wir mittels der zweiten Formel fiir die Zusammensetzung
zweier Krafte (5), indem wir wieder
X ersetzen durch die Kraft >'X;,
Y ersetzen durch die Kraft >'Y;,

tgop = %% (8)

>'X; und D'Y; sind also die Komponenten der gesuchten Resultierenden R
(Abb. 17). Diese Komponenten kénnen selbstverstindlich wieder verschiedene
Vorzeichen haben und bestimmen dadurch die Richtung der Resultierenden
(Lage in einem der vier Quadranten), (Abb. 18).

Fiir die Bestimmung der Komponenten sei an dieser Stelle allgemein darauf
hingewiesen, daB sich die Komponenten auch ohne Verwendung der Winkel der
¥ &

! =550y
A =300%g l

5 N
I
| AR =650kg
Abb. 18. Zur Bestimmung der Vorzeichen der Abb. 19. Zahlenbeispiel fiir die Zusammen=
Komponenten. setzung von Kriften.

héheren Quadranten lediglich unter Benutzung der entsprechenden Winkel im
ersten Quadranten berechnen lassen, sofern man das Vorzeichen aus der An-
schauung der Skizze feststellt. Bei verschieden gerichteten Kriften (Abb. 18)
sind die X-Komponenten all der Krifte positiv, die von der y-Achse weg nach
rechts streben (P,, P,, P;), negative X-Komponenten haben die Krifte, die
nach links gehen (P,, P;). Die Y-Komponenten sind positiv, wenn die Krifte
von der z-Achse weg nach oben streben (P; und P,). Deckt man also in einem
Kriftebild, in dem alle Kréifte vom Punkt weggehend eingezeichnet sind, die
Flache links von der y-Achse zu, so sieht man alle diejenigen Kréfte, die in der
ersten Summe >’ X; mit positivem Vorzeichen einzufiihren sind. Umgekehrt er-
scheinen beim Abdecken der rechten Hélfte alle negativ einzufiihrenden Krafte X;.
Entsprechend lassen sich die Vorzeichen in dem zweiten Ausdruck >'Y; durch
Abdecken der unteren bzw. oberen Héilfte von der x-Achse bestimmen. Zum
besseren Verstandnis sei hier ein Zahlenbeispiel eingefiigt.

Es seien vier Krifte an dem gleichen Angriffspunkt gegeben (Abb. 19). Alle
Krifte, die von der y-Achse aus nach rechts abweichen (P;, P,) haben eine
positive X-Komponente, die nach links abweichenden (P,, P;) eine negative.
Andererseits weisen die nach oben gerichteten Kréfte (P;, P,) eine positive
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Y-Komponente auf, die nach unten laufenden (P;, P,) eine negative. Wir
haben demgemé&B:
D' X; = P, cos30° — P, cos45° — Py cos60° + P, cos30°
= 550 - 0,886 — 300 - 0,707 — 650 - 0,500 -+ 400 - 0,866
= +285 kg
>'Y;= P, -sin30° + P, - sin45° — P, - sin60° — P, - sin30°
= 550 - 0,500 + 300 - 0,707 — 650 - 0,866 — 400 - 0,500
= —276 kg.

>'X; stellt die X-Komponente und >'Y; die Y-Komponente von R dar; erstere
verliuft nach rechts, letztere nach unten, demgemi R schrig nach unten.

Es ist Y —_9276
tgorp = %‘Xf — T2 —0,968.
Es liegt ein Winkel im vierten Quadranten vor oder anders ausgedriickt:
oap = —45°5,

R=7V(2 X))+ (O Y,)? = }285% + 276% = 396,8 kg.

4. Analytische Bedingungen fiir Gleichgewicht an demselben Punkt. Wenden
wir uns nun auch hier zu der Frage: ,,Unter welchen Umsténden stehen die
Krafte, die auf einen Punkt wirken, im Gleichgewicht?‘, so lautet die Antwort:

Gleichgewicht besteht, wenn die Resultierende verschwindet (R_—-O). Diese
Antwort ist unter allen Umsténden richtig; sie stellt die wvektorielle Bedingung
dar. Man kann die Gleichgewichtsbedingung aber auch anders formulieren: Wir
haben in dem Wurzelausdruck fiir die Resultierende eine Summe von zwei
Quadraten, also positiven Gréfen; damit diese Summe Null wird, mul} jedes
Glied fiir sich verschwinden, d. h.

sein. Also es bestehen als Gleichgewichtsbedingungen entweder:

R = 0, vektorielle Bedingung (zwei Unbekannte: Gréfle und Richtung),
oder >X;=0

(In der Bedingung R =0 sind diese beiden Bedingungen > X;=0 und >'¥;=0
enthalten.) ZahlenmiBig kann man mit Vektoren nicht rechnen; wir miissen
fiir Rechenzwecke stets die algebraische Form einfiihren.

. Bei der hier gewidhlten Ableitung wurden die Krifte P in zwei zueinander
senkrechte Richtungen xz, y zerlegt. Man kann aber eine entsprechende Be-
trachtung auch fiir zwei beliebige Richtungen durchfithren und erhilt dann die

adingung, daB} die Summen der Komponenten in zwei beliebigen Richtungen
verschwinden miissen. Es entsteht der Satz: ,

Krdifte in derselben Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkt stehen im Gleich-
gewicht, wenn fiir zwet beliebige Richtungen je die Summe der Komponenten der
Krdifte verschwindet.

Wesentlich ist der Umstand, da wir hier zwei Gleichungen bekommen. Bei
Gleichgewichtsaufgaben, die sich auf Krifte in der gleichen Ebene an gemein-
samem Angriffspunkt beziehen, diirfen und miissen also zwei Unbekannte vor-
liegen, wenn eindeutige Losung moéglich sein soll, da die Zahl der Gleichungen
gleich der Zahl der Unbekannten sein mu@.

} algebraische Bedingungen.
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Der einfachste Fall widre nun der, daB wir eine gegebene Kraft mit zwei
anderen Kriften in vorliegenden Geraden ins Gleichgewicht setzen sollen: auf
einen Punkt wirkt eine gegebene Kraft P, gegeben sind ferner zwei Wirkungs-

/ linien g, und g, (Abb. 20); gesucht sind die Krifte P,
y4 und P,, die der Kraft P das Gleichgewicht halten.

Die analytische Losung bedingt eine Zerlegung
von P in Komponenten

in der z-Richtung: -+ P :cosx,
in der y-Richtung: - P -sine.

Um die beiden Bedingungen fiir das Gleichgewicht
>X;=0; 2Y=0

) aufstellen zu konnen, miissen wir auch die X-Kom-
Abb. 20. Bleichgewicht einer Kxaft  ponente und die ¥-Komponente der beiden gesuchten
Krifte P,, P, einfithren. Da ergibt sich nun die
Schwierigkeit, dafl wir keine Angaben haben, wie diese Krifte gerichtet sind;
denn je nach der Richtung, in der die einzelne Kraft verlduft, ist das Vorzeichen
der Komponenten verschieden. Im Ansatz diirfen wir aber keine mathematische
Unklarheit lassen. Wir fithren deshalb — wie wir dies auch fiir die spéteren
analytischen Rechenginge ganz allgemein tun werden — den Richtungspfeil
zunichst einmal ganz willkiirlich ein und rechnen die Aufgabe mit dieser an-
genommenen Richtung durch. Wenn die Rechnung im Endergebnis ein posi-
tives Vorzeichen liefert, so bedeutet das, dal das angenommene Vorzeichen,
also auch die Richtungsannahme, richtig war; ergibt sich ein negatives Vor-
zeichen, so mufl der angenommene Richtungspfeil geindert werden. Nehmen
wir bei dem gegebenen Beispiel (Abb. 20) an, die Kraft in g, gehe nach links
oben und die Kraft in g, nach links unten, dann wiren fiir die Gleichungen die
Komponenten mittels dieser eingefithrten Richtungen zu bilden. Es ist be-
sonders zu beachten, dafl der durch Annahme der Richtung festgelegte Winkel
entsprechend der fritheren Regel genommen wird, das ist der Winkel, der die
Kraft — im Uhrzeigersinn gedreht — in die positive x-Achse bringt (die im Bild
eingezeichneten Winkel «, und «,). Hatten wir die Richtungspfeile anders ge-
wihlt, dann wéren die Winkel von den jetzigen um 180° verschieden.
Nun kann man die Komponentenbedingungen aufstellen:

D' X;=0: P;-cosa;+ Py-cosay+ P-cosx =0,
>'Y;=0: P;-sino;+ Py sinoy,+ P sine =0.

Das Vorzeichen erscheint nicht in dieser allgemeinen Gleichung, es steckt in
den Winkelfunktionen. Im vorliegenden Falle sind sin«, positiv, dagegen cos«,,
sinx,, coso, alle negativ. Natiirlich kann man auch statt dieser Winkel solche
im ersten Quadranten einfithren, wie dies bei obigem Beispiel gezeigt war. Dann
muBl man an Hand der fiir P; und P, eingefithrten Richtungspfeile die Kompo-
nentenvorzeichen bestimmen (Y, positiv, aber X;, X,, ¥, negativ). Im prak-
tischen Beispiel werden wir also Summanden mit positiven und negativen Vor-
zeichen haben. Die beiden Gleichungen haben nun zwei Unbekannte, die zahlen-
miBig ermittelt werden kénnen. Ist das Vorzeichen des erhaltenen Zahlenwertes
fiir eine Unbekannte positiv, so sagt das aus, daB die eingefiihrte Richtung
bzw. das eingefithrte Vorzeichen richtig gewihlt war. Ein negatives Vorzeichen
vor dem errechneten Zahlenwert bedeutet, dafl die willkiirlich gewéahlte Rich-
tung umzudrehen ist.
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Es war eben der Fall betrachtet, daB die bei dem Gleichgewichtszustand
erscheinenden Unbekannten als Kraftgrofen auftraten; die Wirkungslinien der
Krifte, die mit den gegebenen Kriften im Gleichgewicht stehen sollen, waren
gegeben, die Kraftgrofen gesucht. Natiirlich kénnen auch andere Kennwerte
als Unbekannte auftreten, jedoch miissen stets zwe: Unbekannte vorliegen. Wir
haben demnach bei Gleichgewichtsaufgaben in der Ebene fiir Kréifte durch einen
Punkt vier Moglichkeiten :

1. Die Wirkungslinien der zwei gesuchten Krifte sind bekannt, es fehlt
ihre GroBe.

2. Die GroBen der zwei noch zu bestimmenden Kréfte sind gegeben, ge-
sucht sind ihre Wirkungslinien.

3. Von einer der beiden noch zu bestimmenden Krifte ist die Grofe be-
kannt, von der anderen die Richtung, gesucht ist die Richtung der ersten und
die GroBe der zweiten Kraft.

4. Gesucht ist eine Kraft nach Gréfe und Richtung, die mit den anderen
gegebenen Kriften Gleichgewicht halten soll.

5. Das Kraftdreieck. Durch den Satz vom Parallelogramm der Krifte ist
die Resultierende als Diagonale des Parallelogramms bestimmt. Dabei ist eine
gewisse Vorsicht nétig. Wenn beispielsweise die in Abb. 21 dargestellten Kréfte
vorliegen, dann kann man aus diesen
beiden nicht ohne weiteres ein
Krafteparallelogramm bilden. Wiirde
man dies ganz ohne Uberlegung
machen, so wiirde man als Diago-
nale die Strecke 4B erhalten. Aber
man erkennt sofort, da dies nicht
die richtige Resultierende sein kann,
weil der Angriffspunkt durch P; )
nach rechts verschoben wir d,. durch Abb. 21. Ersatz des é;?éggizaﬁ%elogramms durch das
P, nach unten, also unter dem
Einflul der beiden Krifte zusammen eine Bewegung nach rechts unten an-
nehmen wird und sicher nicht nach rechts oben, wie die Richtung 4B angibt.
Der Fehler liegt darin, daB die grundlegende Wirkungsweise der beiden Krifte
auf den Angriffspunkt 4 nicht die gleiche ist. P, wirkt kurz gesagt ziehend,
P, dagegen driickend. Man mu8, wie schon beim dritten Erfahrungssatz bemerkt
wurde, um zur richtigen Resultierenden zu kommen, entweder beide Krifte vom
Punkt weggehend [in Abb. 21 die gestrichelte Kraft (P,)] oder zum Punkt hin-
strebend zeichnen. Das geschieht bei den gegebenen Kriften in der Weise, daB
eine davon in ihrer eigenen Wirkungslinie verschoben wird, was ja nach dem
vierten Erfahrungssatz geschehen darf.

Man kann sich von dieser Zwischeniiberlegung frei machen, wenn man die
Zusammensetzung der Krifte in etwas anderer Weise vornimmt. Bei der Be-
trachtung des Parallelogramms sehen wir ndmlich, daB es aus zwei Dreiecken
besteht, die beide die Grofen der Krifte enthalten. Zur Ermittlung der GroBe
der Resultierenden geniigt also eines der beiden Dreiecke, z. B. das in Abb. 21
schraffierte. Dies moge, losgelést von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt,
in einem besonderen Dreieck gezeichnet werden (Abb.21b). An die Kraft P,
fiigen wir in Punkt 1 die Kraft P, mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles
an, so daB der Endpunkt von P; mit dem Anfangspunkt P, zusammenfillt
(Zweiseit 0 1 2). Die Resultierende ist dann gegeben durch die Verbindungs-
linie 0—2, die als SchluBlinie bezeichnet wird. Man nennt die so entstehende
Figur ,,das Kraftdreieck oder einfach ,,das Krafteck. Die Richtung der Resul-

Talsche ﬁ;syllzb/'eﬂde
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tierenden verlauft vom Anfangspunkte 0 des Kraftecks nach dem Endpunkt 2;
sie liegt natiirlich in Wirklichkeit nicht im Krafteck, sondern mufl durch den
Angriffspunkt 4 von P; und P, hindurchgehen (Abb.2la).

Fiir die spiteren Ausfithrungen ist noch eine andere Aussage iiber die Rich-
tung der Resultierenden von Bedeutung, die an diesem Krafteck gezeigt werden
moge. In dem Kraftdreieck, das durch das Aneinanderfiigen der beiden ge-
gebenen Krifte P; und P, unter Beriicksichtigung der Richtungspfeile entstand
(Abb. 21Db), haben wir durch deren Richtungen einen gewissen ,,Umfahrungs-
sinn‘ erhalten. Beachten wir nun die Richtung der eingezeichneten Resultanten
in bezug auf diesen Umfahrungssinn, so konnen wir sagen: Die Resultierende
ist dem durch P; und P, festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet. Diese
Aussage ist allgemeiner als diejenige, daB die Resultierende von dem Anfangs-
punkt des Kraftecks nach dem Endpunkt verliuft. Fiir die spiteren Ausfiih-
rungen ist es wichtig zu beachten, da8 man, wie es ja hier schon geschehen ist,
das Krafteck von dem Angriffspunkt weg verschieben kann. Das Krafteck ist
also von der gegebenen Wirklichkeit, von der technischen Zeichnung, losgetrennt ;
es enthilt dementsprechend auch nicht mehr den wirklichen Angriffspunkt. Der
Zeichnung entsprechend wollen wir unterscheiden zwischen der physikalischen
oder technischen Figur (Kraftbild) und der mathematischen oder statischen
Losungsfigur (Krafteck). Die Lage des Kraftecks wird beliebig gewahlt, d. h.
wir kénnen an einem ganz beliebigen Punkt O die erste Kraft P; antragen
(Abb. 21b). Die Resultierende ist die dem Umfahrungssinn entgegengerichtete -
SchluBgerade des Kraftecks, die, parallel verschoben ins technische Kraftbild,
eine eindeutige Resultierende ergibt.

Die Verwendung des Kraftdreiecks bietet den wesentlichen Vorteil, daB man
sich gar keine Gedanken dariiber zu machen braucht, ob die einzelne Kraft
nach dem Angriffspunkt hingerichtet oder von ihm weggewendet ist, wihrend dies

. bei Verwendung des Krifte-

Hrartbild ”””5"""" parallelogramms ja von Be-
deutung war. Dazu hat die
Trennung der beiden Figuren
denVorzug einer besserenUber-
sicht. In der technischen Figur
wird man im allgemeinen nur
‘die Richtungslinien der ge-
0 wo 2  swky -gebenen Krifte angeben, aber
K250y ArdftemaBstab nicht ihre GroBen auftragen,
die zahlenmé&fig bekannt sind.
Die GroBen erscheinen erst im
Krafteck, wo die Langen der
bekannten Krafte unter Beriicksichtigung eines beliebig gewihlten Krafte-
mafBstabes eingezeichnet werden; fiir das technische Kraftbild haben wir also
keinen KriftemaBstab notig. Bei einer bestimmten Aufgabe (Abb. 22) ziehen
wir also, ausgehend vom willkiirlich gewéhlten Punkt O, eine Parallele zur
Wirkungslinie von P; im technischen Kraftbild und geben dieser nach Wahl
eines KraftemaBstabes die ihr zukommende GréBe (2000 kg). In dem nun er-
haltenen Punkt 1 tragen wir die Kraft P, in dem gleichen KraftemaBstab mit
der GroéBe 3000 kg an. Die Resultierende erhalten wir dann nach GréBe und
Richtung als SchluBlinie des Kraftecks, dem Umfahrungssinn entgegengerichtet;
fiir sie gilt der gleiche KriftemaBstab wie fir P; und P,. Fir viele Fille
wird es wohl nicht mehr nétig sein, die Resultierende in das technische
Kraftbild einzuzeichnen, da die Lage ja durch den gegebenen Punkt, an dem

£ =200k A R=2550kg

4
Py = 3000k 7 % ¢

Abb. 22. Das allgemeine Kraftdreieck.



Gleichgewicht von Kriften der Ebene an demselben Punkt in graphischer Behandlung. 13

die Krifte angreifen, die GroBe und Richtung aber eindeutig durch das Kraft-
eck festgelegt ist.

6. Graphische Zusammensetzung mehrerer Krifte. Allgemeines Krafteck.
Die Zusammensetzung zweier Krifte dient als Grundlage fiir die Zusammen-
setzung mehrerer Krifte. Es seien vier Krifte an demselben Punkte in all-
gemeiner Lage gegeben (Abb. 23). Gesucht ist die Resultierende dieser Krifte.
Die Losung beruht auf der dreimaligen Zusammensetzung zweier Krifte mittels
des Kraftdreiecks. Wir bilden zunichst das Kraftdreieck aus den beiden Kraf-
ten P; und P, und erhalten als SchluBlinie des Zweiseits 012 die Teilresultie-
rende R,,, die wir als Einzelkraft
wieder mit P; zusammensetzen kén-
nen. Wir finden so eine neue Teil-
resultierende, die die Wirkung der
Kraft R,, und der Kraft P; ersetzt;
da aber R, bereits die gleiche Wir-
kung wie die Krifte P, und P, hat,
stellt die neue Teilresultierende R, ;5
die Resultierende der drei Krifte P,
bis P3 dar; sie verliuft dem Umfah-  Abb. 23. Graphische Zd%srurﬁa?;etzung von Kriften in
rungssinn 0, 2, 3 entgegengerichtet. i
Diese GroBe R, ,; als Kraft wieder mit P, zusammengesetzt, Kraftdreieck 034,
liefert die Resultierende R der vier Krifte nach Gréfe und Richtung; ihre Rich-
tung verlduft dem Umfahrungssinn 0, 3, 4 entgegen. Betrachten wir nun die
entstandene Losungsfigur, so sehen wir, daB wir uns das Einzeichnen der Teil-
resultierenden (R;, und R;,;) sparen konnen, und erhalten folgendes Ergebnis:

Um die Resultante mehrerer Krifte mit gemeinsamem Angriffspunkt, die in
derselben Ebene wirken, auf zeichnerischem Wege zu erhalten, fiigt man die Krifte
unter Beriicksichtigung ihrer Richtungspfeile in einem einheitlichen Umfahrungs-
sinn aneinander, bildet also thr Krafteck. Die vom Anfangspunkt der ersten nach
dem Endpunkt der letzten Kraft gerichiete Strecke (Schluflinie) stellt die Resultante
der GroPe und Richtung nach dar; ihr Richtungssinn ist dem durch die gegebenen
Krdifte festgelegten Umfahrungssinn des Kraftecks entgegengesetzt, und ihre Lage
18t dadurch bestimmt, daf sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen
Krifte hindurchgeht. :

In diesem Krafteck lassen sich sehr leicht auch Teilresultierende bestimmen,
so ist z. B. die Resultierende der Krifte P,, P; und P, als Verbindungslinie der
Punkte 1 und 4 des Kraftecks zu erhalten: R,;,. Zum Beweis denken wir uns
nur die Krifte P,, P; und P, gegeben, ihr Krafteck ist dann zu zeichnen; es
148t sich an einem beliebigen Punkt, also auch an Punkt 1 beginnen; die Schluf}-
linie ist die Strecke 1—4. Die Lage dieser Teilresultiereriden ist selbstverstand-
lich, wie die aller anderen Teilresultierenden (R;,, E;,3), gegeben durch den
gemeinsamen Angriffspunkt der Krifte im technischen Kraftbild.

Auch hier wieder braucht man in der technischen Figur nur die Wirkungs-
linien und die Richtungen zu geben, es ist also fiir das technische Bild keine
Angabe des KraftmaBstabs notwendig. Die Kréfte sind zahlenmaBig angegeben
und werden nur im Krafteck maBgerecht aufgetragen. Fiir den Aufbau des
Kraftecks ist die Reihenfolge der Krifte vollig willkiirlich, es mull aber darauf
geachtet werden, dafl der Umfahrungssinn der in beliebiger Reihenfolge an-
geordneten Krifte einheitlich ist, d. h. daB die Kréfte unter Beriicksichtigung
ihrer Richtungspfeile aneinandergetragen werden.

7. Gleichgewicht von Kriften der Ebene an demselben Punkt in graphischer
Behandlang. Wie schon mehrfach bemerkt, besteht bei Kriften, die um einen
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Punkt herumliegen, Gleichgewicht, wenn die Resultierende verschwindet. Das
bedeutet beim graphischen Verfahren, daBl im Gleichgewichtsfall im Krafteck der
7 Abb. 24 keine SchluBlinie iibrig
Yy B, bleiben darf, daB der letzte Punkt,
A : 2 der Endpunkt4, mitdem Anfangs-
| punkt 0 zusammenfallen, also das
Krafteck geschlossen sein muf.
) Das Gleichgewichtskriterium
stellt sich also jetzt folgender-
A ! A ! mafBen dar:
57 - In gleicher Ebene wirkende
Krifte mit gemeinsamem Angriffs-
punkt stehen im Gleichgewicht,
a) (analytisch): wenn fiir zwet beliebige Richtungen die Summen der Kom-
ponenten aller Krdifte verschwinden :

ZX@———O, ZY,=O,

b) (graphisch): wenn das zugehirige Krafteck geschlossen ist.

Die beiden Aussagen kommen auf dasselbe heraus, wie Abb. 24 zeigt. Die
Komponenten der Krifte P; bis P, in einer beliebigen Richtung (z. B. der
x-Richtung) lassen sich leicht durch die Projektion der Kréfte auf diese Rich-
tung angeben, und wir sehen, dal ihre Summe, z. B. die aller X-Komponenten,
Null wird. Das gilt aber fiir jede Richtung, die Lage der Projektionsgeraden
ist beliebig. Demnach erhalten wir das zunichst merkwiirdige Resultat, daB
im Gleichgewichtsfall die Summe der Komponenten fiir jede beliebige Richtung
verschwinden mul}, daB} wir also auch beliebig viele Komponentenbedingungen
aufstellen konnen. Diese Gleichungen sind aber nicht alle unabhéngig vonein-
ander; es gibt deren nur zwei. Denn wenn fiir zwei Richtungen die Projektionen
aller Krifte verschwinden, dann muB das Krafteck geschlossen sein. Alle an-
deren Gleichungen folgen aus diesen beiden Bedingungen. -

8. Der einfachste Gleichgewichts- und Zerlegungsfall. Gegeben seien eine
Kraft P und zwei Richtungsgeraden g; und g,, in denen Krifte P, und P,
wirken sollen, die mit P im Gleichgewicht stehen. Zur Loésung verhilft uns der

\ a Satz, daB das zugehérige

% Krafteck geschlossen sein
muB. Das Krafteck 146t sich
eindeutig durch Ziehen von
Parallelen konstruieren. Eine
wichtige Frage ist nun die
nach dem Vorzeichen, d. h.

Glerehgewicht nach der Richtung der ge-

\\ ) j. ) Zerlegung fundenen Krifte. Es muf

AbD. 25. Glelchgowioht und Zerlegung an  pach dem Satz auf Seite 13

das Krafteck als ein im ein-

heitlichen Umfahrungssinn gezeichnetes Vieleck geschlossen sein. Die gefundenen

Krifte miissen demnach mit der gegebenen Kraft P zusammen einen einheit-

lichen Umfahrungssinn ergeben, d. h. die Richtungspfeile sind im Umfahrungs-
sinn einzuzeichnen (Abb. 25a).

Nun mége die gleiche Aufgabe betrachtet werden mit der Abinderung, daB
jetzt die gegebene Kraft P in zwei Komponenten K; und K, zerlegt werden soll,
die in den Wirkungslinien g, und g, liegen. Die Komponenten von P suchen,
heiflt doch: die Krafte K; und K, sind derart zu bestimmen, daf} ihre Resul-

Abb. 24. Das geschlossene Krafteck (Gleichgewicht).

\
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tierende die gegebene Kraft P ergibt. Der Losungsweg geht zunédchst genau in
gleicher Art wie bei der Gleichgewichtsaufgabe. Bei der Bestimmung der Rich-
tungspfeile miissen wir aber darauf achten, daB jetzt die Richtungen der ge-
fundenen Komponenten dem Umfahrungssinn entgegengerichiet einzuzeichnen sind
(Abb. 25b). Die Richtigkeit dieser Aussage geht sofort klar daraus hervor,
dafl P die Resultierende von K, und K, sein muf3; bei der Konstruktion der
Resultierenden war aber festgestellt worden, daB im Krafteck ihre Richtung
dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet verlief. Das Zusammenwirken
von K; und K, ist als ,,Ersatz“ der Kraft P anzusehen; sie ersetzen die Wir-
kung von P genau so, wie die Resultierende zweier Krifte |
deren Wirkung ersetzt. Wir fassen also zusammen: |

Bei der Gleichgewichtsaufgabe sind die gefundenen Krdifte |
dem durch die gegebenen Krdifte festgelegten Umfahrungssinn }
|

I
|
|
|
|
setzen von Krdiften durch eine Resultierende oder durch Kom- :97 : 192

gleichgerichtet, bet der Zerlegungs- oder ,,Ersatz*‘- Aufgabe (Er- l

ponenten) sind die gefundenen Krifte dem gegebenen Umfah- : l

rungssinn entgegengerichiet. Abb. Z%m f(gleig;gewzfgvlg
An dieser Stelle wollen wir uns noch den Sonderfall {iber- parallelen Kriften.

legen, daB die beiden Richtungen g, und g, parallel laufen

(Abb. 26). P ist der GréBe, Lage und Richtung nach bekannt, ebenso sind die
Wirkungslinien der beiden Komponenten bzw. Gleichgewichtskrifte gegeben.
Wir sehen, daBl uns hier das angewandte graphische Verfahren im Stich 148t,
obwohl die drei Krifte noch durch einen (unendlich fernen) Punkt gehen. Wir
bekommen keinen eindeutigen Schnittpunkt im Krafteck. Die Aufgabe ist nur
mit besonderen Hilfsmitteln zu lsen, die wir erst spiter kennenlernen.

Ubungsaufgaben.

Auf Seite 11 wurde bemerkt, dafl zur eindeutigen Losung von Gleichgewichts-
aufgaben von Kriften in der Ebene an demselben Punkte zwei Unbekannte
vorliegen miissen und daf
dadurch vier verschiedene
Fragestellungen moglich
sind. Es sei zunichst auf
diese Fille allgemein ein- - __
gegangen. =

1. Aufgabe. Gegeben sind
vier Krifte nach Gréfe und
Richtung und zweiWirkungs- 390
linien g, und g, (Abb. 27); /
gesucht sind die Krifte G,
und @,, die mit den vier Kriften P, ... P, im Gleichgewicht stehen (die Un-
bekannten sind also jetzt G; und @,).

GQraphische Losung. Man bestimmt aus den vier Kriften vermittels des
Kraftecks die Resultierende (R) und zeichnet dann aus der Resultierenden und den
Parallelen zu g, und g, das Kraftdreieck, hierdurch sind &; und G, bestimmt.
Man erkennt, dafl die Resultierende nur ein Hilfsmittel ist; man braucht ledig-
lich das Kraftsechseck O ... 6, und der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt
die Richtung der gesuchten Krifte G; und G, an.

Analytische Losung. Man mufl den Richtungspfeil der gesuchten Krifte @,
und @, zuniichst annehmen und bildet damit > X;=0 und >'Y;=0; man
erhilt so zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.

+y //.?z

/




16 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

2. Aufgabe. Gegeben sind vier Krifte P, ... P, nach Gr68e und Richtung;
gesucht ist nach GréBe und Richtung eine Kraft @, die mit den vier Kriften
2 Gleichgewicht bildet (die Unbe-

5 kannten sind also jetzt G und

ihre Wirkungslinie g: Abb. 28).

Graphische Lisung. Man bildet
das Krafteck der vier Krifte; das
ist natiirlich offen. Die Strecke 4,0
s . N Qu— v gibt dann die gesuchte Kraft ¢

nach GréBe und Richtung an.
Analytische Lésung.  Man
nimmt die Wirkungslinie und die

Richtung der gesuchten Kraft G

an, bildet damit > X;+ X, =0

und D>Y;+ ¥, =0, wobei

X,=G-cosx und ¥Y,=G"sinx,

und hat so zwei Gleichungen zur

Berechnung von @ und «. Das

Vorzeichen von G und « gibt
an, in welchem Quadranten die

Kraft G liegt.

3. Aufgabe. Gegeben sind vier
; Kréfte durch einen Punkt nach

GroBe und Richtung, auBerdem

zwei Kraftgr6fen G; und G,;

gesucht sind deren Richtungen,

so dafB die sechs Kréfte P, ... P,

und @, G, im Gleichgewicht

stehen (Abb. 29).

Graphische Léosung. Man ermittelt die Resultierende aus den gegebenen
Kriften P, ... P, und bildet dann aus dieser und @, und G, das Kraftdreieck,
indem man um die Endpunkte von (R) Kreishégen mit @; und @, schligt. Man er-
kennt, dal die Resultierende
nur eine Hilfslinie bedeutet.

Analytische Losung. Wie
in Aufgabe 2, wird man die
Wirkungslinien und die Rich-
tungspfeile der Krifte will-
kiirlich annehmen und die
beiden Gleichgewichtsbedin-
gungen aufstellen. Aus den
beiden Gleichungen sind die
Winkel «; und «, zu be-
: rechnen.

Abb. 30. Ubungsbeispiel. 4. Aufgabe. Gegeben sind

vier Kréfte P;... P, nach

Grofe und Richtung, ferner eine Wirkungslinie g, und die GroBe einer Kraft G, .
Gesucht ist die in g, wirkende Kraft @; und die Lage der Wirkungslinie von @,,
damit Gleichgewicht herrscht (also unbekannt sind jetzt G; und g,; Abb. 30).

Graphische Losung. Uber der Strecke 4,0 im Krafteck wird ein Dreieck
konstruiert durch eine Parallele zu g, und einen Kreisbogen, der mit G, um den
anderen Endpunkt O beschrieben wird.

s Y

Abb. 29. Ubungsbeispiel.
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Analytische Losung. Es sind wieder die zwei Gleichungen aufzustellen, aus
denen jetzt G; und «, berechnet werden kénnen.

5. Aufgabe. An einem Halteseil ist eine Rolle befestigt, iiber die ein Seil
gelegt ist, das auf der einen Seite die Last @ trigt und auf der anderen Seite
mit der Kraft P so gezogen wird, daB ¢ in Ruhe bleibt (Abb. 31). Wie stellt
sich das Halteseil ein und wie grofB ist die
Seilkraft S? (Die Aufgabe entspricht dem
oben behandelten Fall 2.)

Losung. An der Rolle, die durch das
Halteseil von oben festgehalten ist, greifen
die Last @ =500 kg und die Zugkraft P an,
die die Abwirts- und Aufwirtsbewegung von @
verhiiten soll; bei Vernachlissigung der Rei-
bung an der Rolle mufl P =@ sein. AuBer-
dem wirkt auf die Rolle nur noch die in dem
Halteseil entstehende Kraft S, so daB an
ihr drei Krifte @, P und S angreifen. Der
Korper, an dem der Ausgleich der Kréifte ein-
tritt, ist die Rolle. Die Resultante R aus P
und @, die beide gleich groB sind, faillt in Abb. 31. Ubungsbeispiel.
die Winkelhalbierende von P und @, liuft
also durch den Mittelpunkt der Rolle. Durch diesen Punkt geht auch die
Haltekraft S. Die Resultierende von P und @ ersetzt die Wirkung dieser
beiden Krifte, also muB sie mit S im Gleichgewicht stehen. Zwei Krifte konnen
aber nur Gleichgewicht halten, wenn sie in dieselbe Linie fallen, demgeméif§
muBl sich das Seil in die Richtung dieser Resultierenden R einstellen und
die Seilkraft gleich dieser Resultierenden sein. Die Loésung fithrt man am
besten so durch, dafl man eine kleine Handskizze von dem Kraftdreieck P, @), R
zeichnet und dieses ins Analytische iibertrigt.

X — @ c0530° = 500 - cos30° — 433 kg.
Es ist B = § = 866 kg.

Der Winkel von R mit der lotrechten Richtung ist 30°, also stellt sich das
Halteseil unter 30° ein.

6. Aufgabe. An den Enden eines Seiles, das iiber zwei Rollen gefiihrt ist,
héngen zwei Gewichte P; und P,, auBerdem zwischen den Befestigungspunkten

a C
N N

B=45kg g=drkg B=55kg ¢
g

A
Lipstellung ber Gleichgewicht ’

Abb. 32. Ubungsbeispiel.

eine weitere Last @ (Abb. 32). Wie stellt sich das Seil ein? (Die Aufgabe ent-
spricht dem oben erwihnten Fall 3.)

Schlink, Statik. 2
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Lésung. An dem Punkte M wirken @ und die beiden Seilkrifte, die bei Ver-
nachlissigung von Reibung gleich P, bzw. P, sind. Man konstruiert (Abb. 32b)
das Kraftdreieck aus der Last @, die nach Gré8e und Richtung bekannt ist,
und P;, P,, die ihrer GréBe nach gegeben sind. Die parallel zu den gefundenen
Richtungen von P; und P, durch die Befestigungspunkte gezogenen Geraden
(Abb. 32¢) schneiden sich im gesuchten Punkte M.

II. Anwendung auf einfache Stabsysteme.

9. Beanspruchung eines Stabes auf Zug und Druek. Wir haben seither freie
Krafte betrachtet, d. h. Krifte unabhingig von einer Konstruktion ; solche Krifte
sind z. B. Windkraft, Schwerkraft u.a. Meistens ist aber das Auftreten von

Kriften an eine Konstruktion gebunden, auch

Reaktionys. A p Windkrifte und Schwerkraft werden vielfach

s durch Konstruktionen aufgenommen und

weitergeleitet. Wir behandeln jetzt Krafte,
die an eine Konstruktion gebunden sind.

Der einfachste Fall einer Kraftleitung ist der Stab, durch den eine Kraft
weitergefithrt wird. Der Stab ist also Krafttriger.

Wenn ich an einem Stab mit der Kraft P ziehe (Abb. 33), dann muf} an der
Haltekonstruktion (Punkt B) eine Gegenkraft aufgebracht werden, die genau so
groB wie P ist, damit der Stab im Gleichgewicht, also in Ruhe bleibt. Diese
,,Gegenkraft* oder ,,Reaktion‘ ist also gleich P, aber entgegengesetzt gerichtet.
Denken wir nun uns selbst an Stelle des Stabes mit beiden Armen als Kraft-
leiter zwischen 4 und B eingeschaltet, und an dem einen Ende, also einer Hand (4)

gezogen, dann empfinden wir diese
Zugkraft im Korper und setzen diesem
ReaktionN B A P Ziehen eine Gegenkraft nach innen
P Y b entgegen, und zwar ziehen wir sowohl
- an A nach innen, d. h. nach der Kor-
permitte, als auch an B, wo wir uns
geradezu abzuziehen suchen von der
a Abb. 34, Beanspruchung eines Stabes  Befestigungsstelle. Andernfalls wire
auf Druck. kein Gleichgewicht méglich, d. h. wir

Wﬁ?ﬂkﬁm

Abb. 33. Beanspruchung eines Stabes auf Zug.

P

konnten die Zugkraft nicht ausglei-

chen. Wir iiben also mit unserem
Korper sowohl auf den Kraftangriffspunkt 4 wie auch auf den Haltepunkt B
eine Zugwirkung aus. Es sind Gegenwirkungen, die unser Kérper gegen die
duBere Einwirkung leistet. Dasselbe muB3 nun der Stab auch tun: er zieht mit
der ihm innewohnenden Festigkeit an beiden Enden (4 und B) nach innen,
also vom Endpunkt fort, so da das in Abb. 33 eingezeichnete Bild der Stab-
kraft entsteht. Aus der Tatsache, daB die Ose B in Ruhe bleibt, folgt ohne
weiteres, daBl Gleichgewicht besteht, daB also der Stab mit einer entgegengesetzt
gerichteten gleich groBen Kraft der Reaktion P das Gleichgewicht halten muf.
Am Punkte A wirkt die guflere Zugkraft P, mit ibr steht die Gegenkraft des
Stabes, die innere Kraft P im Gleichgewicht; ebenso an B die innere Stabkraft P
mit der Reaktion P.

Die gleichen Uberlegungen lassen sich an einem auf Druck beanspruchten
Stab anstellen (Abb. 34). Der Stab wehrt sich jetzt mit einer Kraft von innen
nach auflen, also nach den Endpunkten hin, gegen eine Zusammendriickung,
d. h. gegen die Stérung des Gleichgewichts. Diese Gegenwirkung des Stabes muB
sowohl gegen B als auch gegen A auftreten.
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Diese Krifte des Stabes (innere Krifte, Reaktionen des Stabes) zeichnen wir
bei den Aufgaben der Statik ein; also nicht die Krifte, die auf den Stab wirken,
sondern die Gegenkrifte, die der Stab auf seine beiden Endpunkte ausiibt, werden

P P Belastungstigur
° ——0 Zygstab dles Zugstabes
O A P Belastungst;
»—o Jruckstab lelastungsiigur
dles Druckstabes
Abb. 85. Darstellung der inneren Abb. 36. Die duBeren Einwirkungen eines Zug- und
Stabkraft. Druckstabes.

eingetragen. Der Zug- und Druckstab in der in Abb. 35 gezeichneten Form ist
dann die grundlegende statische Figur der technischen Stabkonstruktionen.
Es sei an dieser Stelle ausdriicklich auf folgendes hingewiesen. Ein gezogener
oder gedriickter Stab wird von auBen her stets durch zwei Krifte P beeinflult
(Abb. 36), die sich gegeneinander aufheben miissen, denn sonst besteht kein
Gleichgewicht. (In Abb. 33 und 34 war die eine Kraft P

K
die Reaktion in B.) Der Stab ist aber dann nicht etwa //
durch die Kraft 2P, sondern nur durch P, die durch 4 P
ihn weitergeleitet wird, beansprucht.

Wirkt auf einen Stab eine Kraft, deren Wirkungs- P

linie nicht mit der Stabmittellinie zusammenfillt, z. B.
die in Abb. 37 gestrichelt eingezeichnete Kraft K, dann &
kann diese nicht vom Stab aufgenommen werden; der i, 3. picWirkungen einer
Stab bleibt nicht in Ruhe; er wiirde um den AnschluB3- schrig zur Stabachse gerich-
gelenkpunkt gedreht werden, sobald die aufgegebene feten Kxatt.
Kraft auch nur um einen kleinen Winkel abweichend von der Stabachse angreift.

Zum Unterschied von anderen, spiter weiter erklirten Kréften, die in stab-
artigen Gebilden auftreten koénnen, nennt man die in der Stabachse weiter-
geleitete Kraft auch die ,Léngskraft (Achsialkraft) im Stab.

10. Das zweibeinige Bockgeriist. Graphisches Verfahren. Es seien nun zwei
am Boden drehbar angeschlossene Stéibe so aneinandergefiigt, daB sie in ihrem
Treffpunkt O eine Last P tragen konnen (Abb. 38). Ein solches System von
Staben nennt man Bockgeriist, und da es sich hier um die
Verbindung zweier Stibe handelt, heiBt das Gebilde zwei-
beiniges Bockgeriist. Lassen wir nun auf dieses Stabsystem
am Punkte 0 die Last P wirken, so hat sie offenbar das Be-
streben, den Punkt 0 (Befestigungsdse) nach unten zu ver-
schieben. Die beiden Stabe zwingen aber, vorausgesetzt, da3
sie geniigend stark sind, den Punkt, in Ruhe zu bleiben. )
Wie ist das nun statisch zu erkliren? Die beiden Stdbe (1) Lz
und (2) wehren sich gegen die Verschiebung mit einer Kraft, " 5y Zubciniges
die sie auf den Punkt 0 ausiiben. Es wirken also auf diesen
Punkt, den man Knotenpunkt oder Knoten nennt, aufler der duBeren Kraft P
noch zwei Krifte, die von den Stdben herriihren, also ,,Stabkrifte’ oder ,,innere
Krifte” sind. Wir kénnen jetzt rein statisch sagen: Die Kraft P und die beiden
Stabkrifte miissen im Gleichgewicht stehen, sofern Punkt 0 in Ruhe bleiben
soll. Die Kraft P ist nach Grofe und Richtung gegeben; die beiden Stabkrifte,
die wir mit 8; und S, bezeichnen wollen, sind ihrer Wirkungslinie nach be-
kannt, da ja bei gelenkigem AnschlufBl der Stibe die Kraft der Stabmittellinie
entlang geht. Es liegen also beim zweibeinigen Bockgeriist zwei Unbekannte
vor, ndmlich die zwei Stabkrifte (Langskrafte) §; und S, einschlieBlich ihres
Vorzeichens (Zug oder Druck). Sie sind nach fritheren Ausfiihrungen eindeutig

2%




20 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

zu losen, da es sich um Krifte an dem gleichen Punkt handelt, wofiir zwei
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Die Lésung kann natiirlich
graphisch und analytisch erfolgen; wir betrachten zunichst das graphische
Verfahren.

Es muf} das zu den drei Kriften, der bekannten Kraft P und den unbekannten
Stabkriften S; und S,, gehorige Krafteck geschlossen sein. Das Krafteck ist
durch P und die Parallelen zu den Stdben eindeutig bestimmbar (Abb. 39). Der
durch P festgelegte Umfahrungssinn gibt unmittel-
bar die Richtung von S;und S, an, d.h. sie stimmen
mit dem Umfahrungssinn tiberein. Was bedeutet
der gewonnene Richtungspfeil fiir unsere Stébe?
P Wir bedenken, dafl wir am Punkt 0 Gleichgewicht

%5,/ hergestellt haben, daB wir als Ergebnis also Krifte

erhalten, die, auf den Punkt 0 wirkend, diesen in
Z Ruhe halten. Zeichnen wir die erhaltenen Krifte
ADb. 39. Graphische Behandlung it jhren Richtungen an dem Knotenpunkt O ein,
eines mvelbelnigen Bockgerstes so gibt das die Wirkung der Stabkraft auf den
Knotenpunkt an, d.h. die Gegenkraft des Stabes gegen die duflere Einwirkung
(also die frither festgelegte Darstellung der Stabkraft). Da in beiden Stdben der
Richtungspfeil nach dem Knotenpunkt gerichtet ist, liegt hier Druck vor. Ebenso
wie der Stab auf den Knotenpunkt 0 wirkt, wirkt er auch auf seine Unterlage,
er stiitzt sich ab. Tragen wir diese Wirkung an den Bodenanschliissen ein, so
"erhalten wir das friithere Bild von Druckstiben. Es ist darauf zu achten, daB
stets die Pfeile dahingehend und an dem Endpunkt eingetragen werden, an dem
die Gleichgewichtsbetrachtung angestellt wurde. Das Krafteck liefert dann also
die GréBe der Stabkrifte, wihrend der Charakter des Stabes (ob Zug- oder Druck-
stab) nach Einfithrung der Richtungs-
pleile an dem betreffenden Knotenpunkt
aus dem technischen Kraftbild bzw. der
Konstruktionsskizze zu ersehen ist.

Betrachten wir als weiteres Beispiel

P das in Abb. 40 dargestellte Stabsystem,

auf das wieder eine gegebene Kraft P

. . R wirkt. Zu ermitteln sind abermals die

ADD- 40 Gmm““%iiﬁi?&’é’é‘é? cines Zwelbelngen  yeiden Stabkrafte S; und S,. Durch P

und die Parallelen zu den beiden Stében

ist das Krafteck eindeutig festgelegt. Der Umfahrungssinn wird durch P be-

stimmt. Die erhaltenen Richtungspfeile sind am Knotenpunkt O in den ent-

sprechenden Stiben einzutragen. Im Stabe (1) geht der Pfeil vom Knotenpunkt

weg, also tritt Zug auf, im Stabe (2) ist der Pfeil nach dem Endpunkt O hin-

gerichtet, demgemaB Druck. Zur Vervollstindigung des Bildes tragen wir die

umgekehrten Pfeile am anderen Ende der Stidbe ein. Die Gréfie der Stabkraft

geht aus dem Krafteck hervor, zu dessen Aufzeichnung ein Kraftemafstab ge-
wéahlt werden muBte.

Wir bekommen durch diese Gleichgewichtslosung also immer die Krifte, die
der Stab auf die Knotenpunkte bzw. die AnschluBlpunkte ausiibt. Fragen wir
nun nach den Kriften, die auf die einzelnen Stibe wirken, dann missen wir P
zerlegen in die Komponenten K; und K,, deren Richtungen durch die beiden
Stabachsen gegeben sind (Abb. 41). Das Zerlegungskrafteck ist geometrisch
gleich dem Gleichgewichtskrafteck, nur miissen wir beachten, dafl entsprechend
der Zerlegung die Richtungen der Teilkrifte dem Umfahrungssinn entgegen-
gerichtet sind. Wir ersetzen also die Wirkung von P durch die Wirkung der
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beiden Krifte K, und K,. K, wirkt auf den Stab (1) und weckt in diesem die
Stabkraft S,, die ihrerseits die Bodenreaktion am anderen Ende zur Folge hat.
Entsprechend erfihrt die zweite Komponente K, in ihrer Wirkung auf den
Stab (2) eine Gegenkraft von seiten .
des Stgbes. Es ist wichtig, hier ganz m{ﬁa\” &
scharf zu unterscheiden zwischen den
Kriften, die auf die Konstruktion Ky
wirken (dullere Krifte), und solchen, ,
mit denen sich die Konstruktion
gegen den dubBeren EinfluB}, also eine
Verschiebung, wehrt (innere Krafte). Reaktion-H,

11. Zweibeiniges Bockgeriist; Abb. 41. Die duBeren Einfliisse auf ein- Bockgeriist.
analytisches Verfahren. Auf das :
zweibeinige Bockgeriist sollen beliebige Krifte wirken, die sich zu der Kraft P
zusammenfassen lassen (Abb. 42). Gesucht sind wieder die Stabkrifte S; und
S,. Zur analytischen Behandlung stehen uns zwei Gleichungen zur Verfiigung:

P 138t sich zerlegen in die beiden Komponenten X
und Y; es ist

X=P-cosx und Y =P sincx.

Die beiden Stabkrafte miissen wir nun ebenfalls in
ihre X- und Y-Komponenten zerlegen. Da wir die
Richtungen der Krafte nicht kennen, nehmen wir Abb-42 dnalytiscte Botrachtung
zunichst wieder eine Richtung fiir jede Stabkraft

an, d.h. wir wiahlen zundchst ganz willkiirlich eine Zugkraft oder Druckkraft.
Im allgemeinen fithrt man als vorldufige Annahme ein, daB alle Stibe Zug-
stibe seien. Mit diesen gewihlten Richtungen wird dann gerechnet.

Nach dieser Annahme fiir die Richtung der Stabkrifte sind alle Krifte mit
einem Vorzeichen behaftet, und man kann auch die Komponenten von S; und S,
bilden. Mit y, und p, als Winkel im ersten Quadranten treten unter der An-
nahme von Zugstiben (Pfeile vom Punkte 0 fortgerichtet!) als Komponenten
der Stabkrifte auf:

fur 8;: X;=—8;-cosy; und Y;=+48, siny,,
fir 8y: X, =48, cosy, und ¥,=48, siny,.

Dabei ist die z-Richtung nach rechts positiv und die y-Richtung nach unten
positiv festgelegt. Diese Vorzeichenfrage der Komponenten mufl von vornherein
nach Annahme der Zugwirkung in den Stdben klargestellt werden, erst dann
lassen sich die Gleichungen anschreiben.

2X;=0: X —8;-cosy;+ Sy cosy, =0,
2Y;=0: Y48 siny, + 8, siny, =0.

Wir haben beim Ansetzen dieser Gleichungen vorausgesetzt, dafl beide Stibe
Zugstabe sind. Wird nun das Ergebnis fur S; bzw. S, positiv, dann war die
eingefiihrte Richtung der Stabkraft richtig, kommt ein negatives Ergebnis her-
aus, so war die Annahme falsch; wir miissen dann den umgekehrten Richtungs-
pfeil annehmen, d.h. der Stab wird gedriickt. Solange in unserem Beispiel
o << s, wird 8; positiv, also ist der Stab (1) ein Zugstab, S, wird negativ, d. h.
S, ist eine Druckkraft.
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Natiirlich kann man auch allgemein von den Winkeln ausgehen, die die
einzelnen Stdbe mit der positiven x-Achse einschlieBen (hier entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn drehend), und hat dann (Abb. 43):

X+ 8;-cosfy+ 8, cosf =0,
Y+S1'Smﬂ1+Sz'Sin132=0,

wobei aber je nach dem Quadranten die Vorzeichen der Winkelfunktionen ver-
schieden sind.

Dieses Losungsverfahren 148t sich in einfachster Weise anders gestalten. Wir
wollen die Funktionen der Winkel, die die Stibe mit der z-Achse einschlieBen,
durch Strecken ausdriicken; die in Abb. 43 eingezeichneten Winkel sollen in
ihren Beziehungen dargestellt werden durch die Koordinaten der AnschluBpunkte

der Stibe am Boden, bzw. durch die Léingen der
_ . Stabe. Der Koordinatenanfang fallt mit dem
T *Z Punkt 0 zusammen. Es wird:

Y

Ty, : Y1
cosfi; = % smﬂl———Tl
und entsprechend :
Abb. 43. Betrachtung des Zweibockes 2, Y.
mit Hilfe der Koordinaten. cos /32 — l: : sin 132 — _f ;

I, und 1, sind die Stablingen. Die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen
sind in den neuen Ausdriicken enthalten, da ja die Koordinaten mit Vorzeichen
versehen sind. So ist z. B. cosf, negativ, da der Winkel f, im zweiten Qua-
dranten liegt, entsprechend hat x,/l, ein negatives Vorzeichen, da z, nach links
negativ ist. Wir sehen daraus, dal die Vorzeichenfrage keine Schwierigkeiten
bietet, weil bei einem Stabsystem die Stibe und damit auch die Koordinaten
der Stébe einschlieflich der Vorzeichen festliegen. Sind also bei einem gegebenen
Stabsystem die geometrischen Dimensionen des Bockgeriistes und die Belastung
gegeben, dann lassen sich die Stabkrifte errechnen aus den Gleichgewichts-
bedingungen :

X+8- 7 +8 =0,
X (10)
Y+ 8 g+ 8 =0,

Die Koordinaten sind hierbei gegeben durch die Projektionen der Stablingen
auf die x- bzw. y-Achse. Fillt diese Projektion auf den positiven Teil einer
Achse, so ist diese, also auch die betreffende Koordinate, positiv; fillt die Pro-
jektion auf die negative Seite der Achse, so kommt das negative Vorzeichen in
Frage. Wir kénnen also ganz schematisch die Projektionen der Stablingen in
diese beiden Gleichungen einsetzen und die beiden Unbekannten S; und S, be-
rechnen. Wenn sich fiir die Stabkraft S; oder S, ein positiver Wert ergibt, so
bedeutet das einen Zugstab, ein negativer Wert stellt einen Druckstab dar.
Die Werte I, und I, konnen aus einer maBstiblichen Konstruktionszeichnung
entnommen (abgemessen) oder errechnet werden mit den Formeln

llsz%'*_y%: ly=Y2+ ;.

Zahlenbeispiel. Gegeben: die Kraft P=1000 kg, die mit der x-Achse den
angegebenen Winkel x=30° einschlieft, und die geometrischen Dimensionen
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des Bockgeriistes (konstruktiven MaBe) (Abb. 44). Das rechtwinklige Koordi-
natensystem kénnen wir durch den Punkt O beliebig legen; wir werden uns
natiirlich zweckmiBig an die technischen MaBangaben halten, so dal das Koordi-
natensystem praktisch wohl immer mit einer Achse horizontal zu liegen kommt.
Die Koordinaten der FuBpunkte schreiben wir in
einer Tabelle zusammen :

Punkt
opel i .
oz —1 +3
Y +4 —2

auf deren negativen Teil, es ist also x; mnegativ;

ebenso y,. Die Stablingen ergeben sich zu Abb. 44. Zahlen-

| beispiel fiir das

I, = 11,02 + 4,02 = 4,123 m, S0+ Bockgeriist.
I, =73,0% + 2,02 = 3,606 m.

Das negative Vorzeichen der Koordinaten hat in dem letzten Ausdruck keine
Bedeutung, da die Zahlen im Quadrat vorkommen. Wir erhalten fiir die Stab-
lingen also immer positive Werte. Unsere Gleichungen lauten jetzt:

Die Projektion der Stablinge I, auf die x-Achse fallt I

(=1) (+3) °o__
51,4_’125 + 32.?’@ -+ 1000 - cos30° = 0,

(+4) (=2) in 30° —
Sl'Z:iEi + S2“3,75W 4 1000 - sin 30° = 0.

Die beiden Unbekannten S; und 8, lassen sich aus den zwei Gleichungen be-
stimmen. Zweckmé&Big fithrt man statt der Unbekannten S; die GréBe S;/l; als
Unbekannte ein und 1ost die Gleichungen auf:

S (1) + 22 (43) 4 1000 - cos30° =0,

1 2

2 (44) + 5 (—2) + 1000 - 5in 30° = 0.
1 2

Auf diese Weise ist die Zahlenrechnung etwas bequemer, da wir am Schlufl nur
einmal mit I, und einmal mit I, zu multiplizieren haben. Man findet:
%= 3932kgm, S —_3064kg/m
1 2
und daraus: '
) S;=—4,123 - 323,2 = —1332,6 kg
und S, =—3,606 - 396,4 = —1429,4 kg.

Das Endergebnis zeigt einen negativen Wert fiir beide Stibe, d. h. (1) und (2)
sind Druckstibe, da wir von vornherein Zugstébe eingefiihrt hatten.

12. Verbindung von graphischem und analytischem Losungsgang. (Grapho-
analytisches Losungsverfahren.) Vielfach empfiehlt es sich, eine Verbindung der
beiden Rechenverfahren anzuwenden. Das Wesen dieses LOsungsganges beruht
darauf, daB man die geometrische Losungsfigur benutzt, um mathematische
Ausdriicke daraus abzuleiten. Eine mafBstébliche Zeichnung ist dabei nicht er-
forderlich, es geniigt eine ungefdhre Skizze (Handskizze) des Kraftecks.

Gegeben sind: das Stabsystem durch die Winkel y, und y,, Kraft P nach
GroBe und Richtung (Winkel «) (Abb. 45). Die Stablingen brauchen nicht
gegeben zu sein. Gesucht sind die Stabkrifte.



24 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

Wir skizzieren uns das Krafteck auf, ohne Wert auf den MaBstab zu legen,
und finden aus dem Umfahrungssinn:

Sy = Zugkraft; S, = Druckkraft.

Die Grofe der Krifte wird aus trigonometrischen Beziehungen des Kraftecks
errechnet. Nach dem Sinussatz ergibt sich:

sin(y, — &) . .sin(yz——oc) . S, — .Sin(“+71)
y = U

S, =P. - = - 0 .
! sin (180 — (y; + 72)) sin (y; + 7s) ’ sin (yy -+ 72)

Bei einer bestimmten Konstruktion wird man natiirlich die Dreieckswinkel auf
Grund der angegebenen Winkelgréfen unmittelbar feststellen und nicht von
allgemeinen Formeln ausgehen. Mit den fiir o, y; und y, angegebenen Winkel-
groBen hat man die im Kraftdreieck
(Abb. 45) eingetragenen Winkel, und es
ergibt sich damit:

sin40°
8= P'sin75° ’

sin65°
Be =P qunge -

Abb. 45. Zur grapho-analytischen Behandlung eines  Wir haben hier den Vorteil, daB wir
Bockgerdstes. jede Unbekannte unabhingig von der
anderen berechnen, also zweimal eine Gleichung mit je einer Unbekannten
16sen koénnen. ,
Als weiteres Beispiel zu diesem Verfahren sei ein anderes Zweibockgeriist
mit seinen geometrischen MaBen gegeben (Abb. 46). Wir skizzieren wieder das
Krafteck auf und suchen aus der Figur analytische Beziehungen zur Berech-
nung der Stabkréifte §; und §,. Wir finden eine ganz einfache Beziehung aus
der Ahnlichkeitsbetrachtung der geometri-
schen Figur der Konstruktion und des

S P Kraftecks.
P
lA @ c P:8,=A4AB:40C=1:2,
Y20 7 5 S, =2P
'D, . und P:SZ_—:I:]/’S,
Abb. 46. Zur grapho-analytischen Behandlung eines
Bockgeriistes. Sz = 2,236 P.

Das Verfahren ist also tatsdchlich ein rein rechnerisches, bei dem keinerlei
zeichnerisches Handwerkszeug gebraucht wird; die Skizze des Kraftecks dient
nur zur Ableitung von Beziehungen, mit denen der gesuchte Wert errechnet
wird. Es gehort bei diesem Verfahren eine gewisse Gewandtheit dazu, jeweils
die einfachste Rechenmethode zu erkennen.

An Hand der Abb. 46 sei noch auf eine Beziehung hingewiesen, die besondere
Bedeutung fiir Kréifte im Raume hat. Die Projektion der Stabléinge (2) im tech-
nischen Bild auf die lotrechte Richtung ist durch die Lidnge AB gegeben, die
Projektion der Stabkraft S, im Krafteck auf die vertikale Richtung durch 01;
die Ahnlichkeit der Dreiecke ergibt, daB sick die Stablinge zu ihrer Projektion
verhdlt wie die Stabkraft zu ihrer Projektion auf die gleiche Richtung. Dieser Satz

gilt allgemein, wie sich aus der Betrachtung des technischen Bildes und des
Kraftecks erkennen l4B8t. Der frither gewonnene Ausdruck X;=S8; % st in

dieser Aussage enthalten. l

]
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13. Projektionsverfahren. Bei dem unter Nr. 11 betrachteten analytischen
Verfahren hatten wir als Losungsweg zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
gefunden, bei dem Verfahren unter Nr. 12 dagegen zweimal eine Gleichung mit
je einer Unbekannten. Solche Gleichungen lassen sich auch erreichen durch Ein-
fithrung zweckmiBig gewdhlter Richtungen, statt der
seither verwandten z- und y-Richtung fiir die Kompo-
nenten. Wollen wir z. B. (Abb. 47) nur S, berechnen,
so miissen wir eine Gleichung aufstellen, in der S, ver-
schwindet. Das gelingt uns, wenn wir eine Richtung
wihlen, in der S, keine Komponente aufweist, das ist
die Richtung senkrecht zu 8,, (I—I); wir haben dann
die Projektionen aller Krifte, die im Gleichgewicht
stehen sollen, fiir diese Achse zu bilden und die Summe
aller dieser Komponenten in Richtung der Achse I—I ;. ",/ 1.0 projektionsver-
gleich Null zu setzen. Die Gleichung wird wie friiher fahren beim Zweibock.
angesetzt, indem wir einerseits fiir die Stabkraft S,
zunichst die Richtung als Zugstab einfiihren, andererseits nach einer Seite der
Achse das positive Vorzeichen festlegen (hier nach rechts oben).

P -cos50° — 8;-cosl5°+ 8, 0=0.

Wir erhalten also eine Gleichung mit einer Unbekannten.

Wollen wir S, berechnen, dann werden wir S; aus der Gleichung heraus-
bringen, indem wir die Komponenten fiir eine Achse senkrecht zu S; ansetzen,
d.i. Achse IT—II. Die Gleichung lautet, wenn man zun#ichst auch hier einen
Zugpfeil fiir 8, einfithrt und die positive Richtung von II nach rechts unten
wahlt:

P-cos25°+ 8;-0+4 8, cosl5°=0.

Was wir nun hingeschrieben haben, ist lediglich eine Darstellung der Gleich-
gewichtsbedingungen: die Summen der Komponenten aller Kriifte fiir zwei be-
liebige Achsen miissen verschwinden. Es ist natiirlich nicht die einzelne Kraft
zerlegt in die Richtungen I—I und IT—II, sondern erst wurde jede Kraft zer-
legt gedacht in Richtung I—I und senkrecht dazu, aber nur die erste Kompo-
nente benutzt; dann wurde jede Kraft zerlegt gedacht in Richtung IT—II und
senkrecht dazu und wiederum nur die erste Komponente verwandt. Die Glei-
chungen sind nun so aufgebaut, daf in jeder nur eine Unbekannte vorkommt.
Wir erhalten:

8, =P 2% (Zugkratt),
S, :.—P-% (Druckkraft).

Wir sparen also bei diesem vierten Verfahren gegeniiber dem zweiten Rechen-
arbeit, miissen aber bei Aufstellung der Glelchungen mehr Denkarbeit leisten.
Das zweite Verfahren andererseits ist schematlscher in der Anwendung, erfordert
aber dafiir mehr Rechenarbeit.

Das nach dem Projektionsverfahren gewonnene Ergebnis fiir die Stabkrifte S,
und S, muf} natiirlich mit demjenigen des dritten Verfahrens iibereinstimmen,
da es sich in beiden Féllen um das gleiche Beispiel handelt. Das ist aber auch
der Fall, denn es ist cos50° = sin40°.

Es 148t sich noch ein fiinftes Verfahren zur Ermittlung der Stabkrifte im
zweibeinigen Bockgeriist aufstellen, das wir aber noch zuriickstellen miissen fiir
ein spiteres Kapitel; es sei als Momentenverfahren bezeichnet.
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14. Sonderfiille bei Kriiften der Ebene an dem gleichen Punkt. Da Sonder-
falle von groBer Bedeutung sind, mdge im folgenden auf solche eingegangen
werden.

Wenn eine auf ein zweibeiniges Bockgerust wirkende Kraft P in die Rich-
tung eines Stabes fillt (Abb. 43), wird sie von diesem Stab ganz aufgenommen
und der andere Stab erhilt die Stabkraft Null. Der Beweis ergibt sich sofort,

wenn man die Summe aller Kraftkom-
p ponenten in Richtung senkrecht zum

1‘%" Stab (1) aufstellt:

b Sy cosx = 0.

Da aber cosx nicht gleich Null ist, mu8
S, gleich Null sein. Nachdem dies fest-
steht, liefert die Komponentenbedingung fiir die Richtung des Stabes (1) un-
mittelbar S;= P, wobei S, bei der hier wirkenden Kraft Druck ist. Das gleiche
Ergebnis findet man, wenn man fiir den Punkt 0 das Kraftdreieck zeichnet:
man hat (Abb. 48b) durch den einen Endpunkt von P die Parallele zu (1) zu
ziehen, durch den anderen die Parallele zu (2); man erkennt, daB das Dreieck
auf ein Zweiseit (Gerade) zusammenschrumpft mit dem Ergebnis S; =P und
8;=0. Ein derartiger Belastungsfall, daB an einem Knotenpunkt mit zwei
Staben die dullere Kraft in die Richtung des einen Stabes fillt, kommt bei Stab-
systemen vielfach vor.
Wirkt auf das Bockgeriist iiberhaupt keine Kraft, ist also P gleich Null,
dann entsteht in den beiden Stiben keine Spannung oder, schirfer ausgedriickt,
p in den Stében tritt eindeutig die innere Kraft Null auf.
Ng - :.E Da P glelch Null, schrumpft namlich das zugehorige
@ Krafteck in einen Punkt zusammen, also haben die
Abb. g&mggsdggiﬂéeﬁégg&mﬂ Parallelen zu den Stiben (1) und @ die Grofe Null.
Man findet natiirlich dieses Ergebnis auch sofort aus den
Komponentenbedingungen, da hier ein Sonderfall von dem der Abb. 42 vorliegt.
Eine Sonderanordnung des Zweistabsystems liegt dann vor, wenn die beiden
Stibe in die gleiche Gerade fallen. Falls nun eine Kraft P in der Linie der Stibe
wirkt (Abb. 49), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung, wenn zunichst Zug-
pfeile am Punkt 0 eingetragen werden :

S;+P=8, oder 8,—8, =P

Abb. 48. Die Last fillt in Richtung eines Stabes.

Eine weitere Aussage kann man iiber die GroBen S; und S, nicht machen, d. h.
die Aufgabe ist unbestimmt. Wir haben hier zwei Unbekannte, aber, weil alle
Krifte in derselben Geraden liegen, nur eine Gleichung. Eine Aufgabe, bei der
mehr Unbekannte vorliegen, als statische Gleichungen zur Verfiigung stehen,
nennt man statisch unbestimmt; sie kann auf dem Wege der Statik allein nicht
gelost werden. Wirkt auf das gezeichnete Bild keine Kraft, ist also P=0, so
ergibt sich lediglich S;=3,, aber keine Aussage dariiber, wie groB die einzelne
Kraft ist.

Wenn auf dieses Stabsystem eine lotrechte Kraft wirkt (Abb. 50a), ergeben
sich ganz andere Verhiltnisse. Die Aufstellung der Komponentengleichung fiir
die waagerechte Richtung liefert S;=2_,, aber in lotrechter Richtung kann die
Summe der Komponenten gar nicht verschwinden, denn es wirkt ja P allein
in dieser Richtung. Da aber im Gleichgewichtsfalle die Summe der Kraftkompo-
nenten in jeder beliebigen Richtung verschwinden muB, so kann eben hier kein
Gleichgewicht herrschen, solange die Stibe in die gleiche Richtung fallen. In
Wirklichkeit sind allerdings die Stibe mehr oder weniger elastisch, unter dem
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EinfluB von P wird der Punkt 0 bei der Nachgiebigkeit der Stdbe etwas ver-
schoben und die Stédbe (1) und (2) laufen nicht mehr parallel (Abb. 50¢). Sie
schlieBen aber einen sehr groBen Winkel ein und so entstehen sehr groBe Stab-
krafte; man hat die Komponentenbedingung:
8; - siny 4 8, - siny = P,

also S P

1 S =gy
da y ein sehr kleiner Winkel ist, werden die Stabkrafte sehr gro. Das erkennt
man auch sofort aus dem Kraftdreieck. Wird nun der Winkel y =0, so entsteht

S+ 8y =00,

und da andererseits beide Kréfte gleich grof} sein sollen, wird jede dieser Stab-
krafte unendlich gro8. Das zeigt auch das Kraftdreieck: da die Parallelen zu
den Stabkriften (1) und (2) sich erst im Unendlichen schneiden (Abb.50b),

[ ”
@ @ N N N
a N - N
N —\ = —2 c
5o Qe o ———
b P P ! d
Sp=co ;__t&_igﬁi——&"

f

Abb. 50. Sonderfall eines zweibeinigen Bockgeriistes.

werden sie beide entweder oo oder beide —oco. Das wiirde besagen: Gleich-
gewicht kann nur bestehen, wenn die Stabkrifte selbst unendlich gro8 werden
oder, anders ausgedriickt, wenn die Stéibe unendlich grofe Krifte iibertragen
koénnten. Das ist aber praktisch nicht moglich, infolgedessen ist kein Gleich-
gewichtszustand vorhanden. Immer dann, wenn unendlich groBe innere Krifte
auftreten, liegt der Fall einer (mindestens unendlich kleinen) Beweglichkeit vor.

Wirkt auf zwei Stébe in derselben Geraden am -
Knotenpunkt eine schriggerichtete Kraft (Abb. 51), A
so ergibt sich wieder fiir die inneren Krifte S, @ I @ n
und 8, ein unendlich groBer Wert, aber jetzt ist S, % ﬁ%
nicht mehr gleich S,, sondern es ist: 5

8, —8;=P-cosu,
d.h. c0o—oco= P-cos«x.
(00 — o0) gehort zu den unbestimmten Zahlen wie f T
auch die GréBen 0/0,0 - co usw. Solche unbe-  —Fusat—
stimmten Ausdriicke konnen einen beliebigen ~APb-51. Sonderfall cins aweibcinigen
Zahlenwert annehmen ; sie sind also, als allgemeine
GroBen gesehen, vieldeutig, erhalten aber in einer bestimmten Aufgabe einen
eindeutigen Wert. Dieser eindeutige Wert ist hier gerade P -cosx. In der
Mathematik sagt man: wenn ein bestimmter Grenziibergang bei diesen unbe-
stimmten Gréfien vorgenommen wird, entsteht ein eindeutiger Wert.

Falls drei unbekannte Stabkrifte in der Ebene an demselben Punkt vor-
liegen (Abb. 52), dann ist die Losung vieldeutig, da den drei Unbekannten nur
zwei Gleichgewichtsbedingungen gegeniiberstehen. Wir haben also wieder ein
statisch unbestimmtes System.

Wenn auf ein solch ebenes dreibeiniges Bockgeriist eine Last P in Richtung
eines Stabes wirkt, so braucht durchaus nicht diese Stabkraft gleich P zu sein,

§=5=co

T — —

Sz
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sondern weil es sich um eine statisch unbestimmte Konstruktion handelt, kann

S, ganz verschiedene Werte aufweisen. Man kann S, ganz willkiirlich wihlen

und hat erst damit die anderen Stabkrifte S; und S; bestimmt. In Abb. 52b

ist fiir S, eine Zugkraft gewéhlt und in Abb. 52¢ eine Druckkraft fiir S, ein-
gefiihrt.

Wirkt nun auf ein solches Stab-
gebilde keine Kraft, also P gleich
Null, so muBl die Aufgabe auch un-

-5 bestimmt sein. Unter Einfithrung von

5 Zugpfeilen lauten die Komponenten-
bedingungen:
P
—8;cosx; — Sy o805+ S3cos063=0,
e Sy sinoy + 8, sine, + S sinog=0.
Abb. 52. Dreibeiniges Bockgeriist in der Ebene. Erst nach Annahme einer der drei

Krifte sind die beiden anderen be-
stimmt. Das zeigt auch die graphische Behandlung. Nimmt man etwa S,=0
an, so werden auch die beiden anderen Stabkrifte Null. Es brauchen also hier
die Stabkrifte durchaus nicht Null zu werden, kénnen es aber sein. Wenn
die drei Stibe ganz genau die vorgeschriebene geometrische Léinge haben und

0 bei gleicher Temperatur aufgebaut werden, so werden zunéchst

7‘; keine Stabkrifte auftreten. Wenn aber dann etwa der Stab (2)

sich erwirmt, dagegen (1) und (2) nicht, dann sucht sich der

_ Stab @ auszudehnen. Er iibt auf den Punkt 0 eine Kraft aus,

2 und dieser Einwirkung setzen die Stabe (1) und (3) Widerstand

entgegen; so entstehen also Stabkrifte. Das gilt fir alle

A g et statisch unbestimmten Konstruktionen: allein durch Tempe-

Last. ratureinfliisse entstehen in ihnen innere Krifte. Bei statisch

bestimmten Konstruktionen ist dies nicht der Fall: wenn

etwa in Abb. 53 der Stab (1) eine Temperaturerhéhung erfahren wiirde, dann

konnte sich dieser Stab ungehindert verlingern. Der Punkt 0 wiirde dabei

einen Kreisbogen um den Endpunkt von 2 (Gelenk!) beschreiben und so eine

neue Lage einnehmen, die durch die gréBere Stablinge I} und die Stablinge I,

bestimmt ist. Aber diese Bewegung geht hem-

, mungslos vor sich, sofern in dem Drehpunkt

a\ @ Q \, keine Reibung auftritt. Im Stab (2) wird kein

Y w} Widerstand entstehen, also beide Stabkrifte
! bleiben Null.

Auf folgende Sonderfille, die fiir gréBere Stab-

Abb. 54, Sonderfall elnes dreibeinigen 5 SUET0® Bedeutung haben, sei noch besonders

ebenen Bockgeriistes. hingewiesen; sie sind auch alle vieldeutig, er-

lauben aber, eine Stabkraft eindeutig zu bestim-

men. Fir die Anordnung der Abb. 54 ergeben sich unter REinfiihrung von
Zugpfeilen die Komponentenbedingungen :

P4 S,cosx=0
und S; + 8y sinac — 8;=0.

Aus der ersten Gleichung ergibt sich S, eindeutig als Druck, die letztere liefert
die Differenz von S; und S;:

S;—8;=+4+P- tgu,
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aber nicht den Einzelwert der beiden Stabkrifte. Wirkt tiberhaupt keine Last,
also ist P gleich Null, dann tritt auch im Stab (2) keine innere Kraft auf, wohl
aber werden die Stidbe
(D) und (3) gleich groBe
Krifte erhalten, die
allerdings auch Null
sein kénnen. Wirkteine
Kraft in Richtung der

beiden Stdbe (Abb.55),

i i Abb. 55. Sonderfall eines drei- Abb. 56. Sonderfall eines dreibeinigen
d_a nn tl:ltt ,ln Stab @ beinigen ebenen Bockgeriistes. ebenen Bockgeriistes.
eindeutig die Stabkraft

Null auf. Fillt aber P in Richtung des Stabes (2) (Abb. 56), dann erhélt dieser
Stab eine Druckkraft P, wihrend 8; und S, wieder gleich gro8 sind, wie sich
aus der Komponentenbedingung fiir die Rich-
tung senkrecht zu P ergibt. Natiirlich kénnen
diese beiden Stdbe auch frei von Kraft sein.

Alle diese Fille sind von Bedeutung bei Gebilden,
die aus Stédben zusammengesetzt sind. In Abb. 57
bleiben die Stabe 1, 2, 9, 14, 17 ohne weiteres Ip # 1 g % I % ]/2
spanungsfrei, die Stdbe 5 und 13 erhalten dagegen A V2
eine innere Kraft von der GroBe P, bzw. P,. . Siabsystem, bel Jem ver-

2 6 /..

Ubungsaufgaben.

1. Aufgabe. Eine Lampe von gegebenem Gewicht hiinge an zwei Kabeln
mit gegebener Lénge I, und I, fest ; gesucht sind die Krifte in den Kabeln (Abb. 58).

N\ \@ \°\ 2« \\3\‘

Abb. 58. Ubungsbeispiel.

Lésung. Wir haben ein geometrisch festliegendes Gebilde. Die Kabelkrifte S; und
8, miissen mit ¢) im Gleichgewicht stehen. Die Losung ist verschiedenartig moglich.
a) Analytische Lisung nach den angegebenen Formeln (10). Die Koordinaten
und Stabldngen sind gegeben durch
r =—4,0 Y1 =+3,0 llzl/x.f+y§:5>0’
By =+2,0 yy=+430 I,=7Va+ y5=36.
Die wirkende Last  hat die Komponenten X =0, Y= —@= —40 kg. Die

Gleichungen S @, + %E 1+ X=0,
2

S,
Z_.y]_+72__}_ Y=0
2 2
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gehen iiber in
1 2
_____‘S’.4,0+_‘S’.2’0_|_0 0,

Sl Sz J— .
W'3’0+3—,§'3’0_40_0’

daraus findet sich

S 8

= = 4,44 kg, 36 — 8,89 kg,
S; = 22,20 kg, S, = 32,00 kg.

Beide sind positiv, stellen also beide Zugkrifte dar, was ja zu erwarten war.
Die Krifte §; und S, wirken auf den Knoten 0, ebenso wirken sie auch ver-
mittels der Kabel auf die anderen Endpunkte 1 und 2 als Zugkrifte ein. Die
Kraft in (3) ist gleich S, und wirkt sowohl auf die Rolle 2 wie auch auf den
unteren Befestigungspunkt 3. Man kann natiirlich S; und S, analytisch auch
dadurch finden, da man die Krifte selbst am Punkte 0 unmittelbar betrachtet
und die Gleichgewichtsbedingungen aufstellt (Abb. 58¢)

>X;=0: S;-cosx =8, cosp,
2Y;=0: S -sina+ 8, sinf—@=0.

b) Reine graphische Losung. Man wéhlt einen beliebigen KriftemaBstab und
zeichnet das Krafteck aus @ und den Parallelen zu (1) und (2) (Abb. 58d). Die
gefundenen Seiten des Kraftdreiecks ergeben die GréBen S; und S, unter Be-
riicksichtigung des gewéhlten KriftemaBstabes. Die Richtungspfeile sind durch
den Umfahrungssinn bestimmt und an dem Punkte O einzutragen (Abb.58b).
Unter Benutzung des hier gewéihlten KriftemaBstabes findet sich

S, =22,2kg
und 8y = 32,0 kg.

c¢) Grapho-analysische Lisung. Man zeichnet das Krafteck fliichtig hin, um
daraus eine analytische Bestimmung abzulesen. Es findet sich nach Abb. 58d

8, _sin(90—p)  cosf
Q@ ~ sin(x+p)  sin(x+p)’
8,  8in(90—o«) = cosx

Q ~ sin(x+p)  sm(e+p)’

so sind zwei Gleichungen mit je einer Unbekannten gewonnen, wihrend unter a)
zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten auftraten. Nach der Abb. 58a ist

4,0
COSY — ————,
¥3,0% + 4,02
2,0
cosfl = —2——,
2,02 + 3,02

3,0-2,0 +4,0-3,0
V4,02 1 3,0% - /2,02 + 3,02

sin(x 4 f) = sino cosf + cosx sinf =

Man findet damit

; 0= 0,55
un Sz
0= 0,80.

2. Aufgabe. Die vorhergehende Aufgabe mdge nun etwas verdndert werden.
Es soll ndmlich die Lampe hochgezogen werden mit einer Kraft P, die praktisch
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vermittels einer Handwinde ausgeiibt werden kann. Wie groB ist die Kraft in
verschiedenen Héhenlagen der Lampe, d. h. wie stellt sich P in Abhéngigkeit
von « dar? Die Linge ! des linken Kabels soll konstant bleiben (Abb. 59).
a) Analytische Losung. Was vorhin S; war, ist jetzt S, und was S, war,
ist nun P. Unter dieser Beriicksichtigung hat man nach der unter c¢) entwickelten
Formel: cos
P=e: sin(x+ f)”

e
035 10 15 2m
Abb. 59a und b. Ubungsbeispiel.

Damit ist P abhéngig von o und f§ dargestellt. PD@]?
Es muB noch eine Bestimmung zwischen «
und f§ angegeben werden. Es ist

tnﬁ—]—t—— 4,0 - sinex
ANgP = § = 15— 4,0 cosa " .
‘Wir haben damit zwei transzendente Gleichun- 904

gen gefunden. Grundsitzlich konnte man fiir g
verschiedene Werte « den zugehérigen Winkel
aus der letzten Gleichung ausrechnen und wiirde
dann mit der ersten Gleichung tatséchlich P
fiir die verschiedenen Werte « erhalten. Man
erkennt, dafl eine umfangreiche Rechnung da-
mit verbunden ist.

b) Die graphische Lisung ist bequemer durch-
zufithren. Wir tragen (Abb.59b) von einem 71

70

60
501
L7
30
m-

Punkte A aus auf der Waagerechten die ge- G 10 20 30 % 50 60 70 80 %0°
gebene Strecke 4,5 m auf und schlagen um 4
einen Kreisbogen mit der gegebenen Kabel-
lange 4,0. Fiir einen beliebigen Winkel « kénnen wir dann die Lage der Lampe
einzeichnen, indem wir unter « einen Radius ziehen und den Kreisschnittpunkt ¢
mit dem Endpunkt B verbinden. Tragen wir nun andererseits auf einer Lot-
rechten durch 4 die Kraft @ in einem beliebigen KriftemaBstab (gleich 4D) auf,
so erhalten wir das der gegebenen Lage entsprechende Kraftdreieck ADE, indem
wir die unter « gezogene Gerade benutzen und andererseits durch den unteren
Endpunkt D von @ eine Parallele zur Geraden CB ziehen. Der Schnittpunkt ¥
liefert die Gré8e von S, indem S = AF ist. Man fiihrt dieses nun fiir die Strahlen S
bei den verschiedenen Winkeln x aus, bekommt immer in einfachster Weise die

Abb. 59¢. Ubungsbeispiel.
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Endpunkte E und damit die jeweiligen Kabelkrifte S,. Andererseits sind die
Strecken ED stets ein MaB fiir die zu dem betreffenden Winkel « zugehorige
Kraft P. Fiir «=0 werden beide Strahlen sowohl KA wie ED unendlich gro8.
Die Endpunkte & sind in der Abb.59b durch eine Kurve verbunden, und in
Abb. 59¢ sind die erhaltenen Werte P abhingig von « in einem rechtwinkligen

A Koordinatensystem aufgetra-
gen. Man erkennt auch hier,
dafl fir «=0 die Kraft P
unendlich grof wird.

3. Aufgabe. Wie grof} ist
bei dem Ladebaum der Abb. 60
der Windenzug W, der Seil-
zug Z und die Kraft D in
der Strebe?

Auf die Rolle @ wirken @
und zwei Seilkrafte in 1 und 2;
beide miissen @/2 sein. An
Rolle b greifen diese beiden
Seilkrifte /2 an, ferner die
Seilkraft W, die ebenfalls /2
sein muB}, und die Kraft in
dem kleinen Verbindungsseil
bc. Da 8; durch den Rollen-
mittelpunkt geht, und die
Resultierende aus S, und W ebenfalls durch diesen Mittelpunkt liuft, geht auch
die Resultante R aus S;,S;, W stets durch den Mittelpunkt der Rolle . Das
Halteseil bc¢ stellt sich in Richtung dieser Resultierenden ein und hat eine Zugkraft
gleich dieser Resultanten B. Wir konnen demgemi auch sagen, die Resultierende
aus S;,8,, W wirkt im Punktec. Sie muBl im Gleichgewicht stehen mit den
Kriften D und Z. Die Resultante R ist durch das Krafteck S, S,, W gefunden,
wobei R dem Umfahrungssinn entgegengesetzt liuft ; andererseits sind die Krifte Z
und D aus dem Kraftdreieck RDZ bestimmt, und zwar unmittelbar durch den
Umfahrungssinn. Es ergibt sich fiir Z eine Zug- und fiir D eine Druckkraft.
Diese Krifte Z und D wirken auch auf den Mast des Ladebaums ein.

An dem Mast greifen also an: die eben ermittelten Krifte Z, D, auBer-
dem W. Durch diese Krifte werden im Mast nicht nur Langskrifte bewirkt,
sondern es treten noch andere BeanspruchungsgréBen auf, auf die spiter ein-
gegangen wird.

Abb. 60. Ubungsbeispiel.

III. Krifte im Raum.

Unsere seitherigen Betrachtungen bezogen sich alle auf Krifte in der Ebene
an einem Punkt. Die geringste Zahl von Kriften, die im Raum betrachtet
werden kann, ist drei, denn zwei Krifte, die durch einen Punkt gehen, liegen
immer in einer Ebene. Von dieser einfachsten Aufgabe gehen wir aus und werden
auch hier wieder ein graphisches und ein analytisches Verfahren der Behandlung
der Krifte kennenlernen. '

15. Geometrische Zusammensetzung von Kriften im Raume und Gleich-
gewicht. Gegeben seien drei durch einen Punkt gehende Krifte P, P, und P,
nach GréBe und Richtung (Abb. 61a). Sie sollen zu einer Resultierenden zusam-
mengesetzt, also durch eine einzige Kraft R ersetzt werden. Der Gedankengang
der Losung ist folgender: es 148t sich durch P; und P, eine Ebene legen, in
der die beiden Krifte mittels des Satzes vom Parallelogramm der Krifte zu
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einer Teilresultierenden R, , zusammengefaBt werden kénnen (Kraftdreieck 0, 1, 2).
Diese Teilresultierende R,, und die Kraft P, liegen wieder in einer Ebene, sie
lassen sich also in ihrer eigenen Ebene (Kraftdreieck 0, 2, 3) zusammensetzen
zu R, die die Resultante oder ,,Ersatzkraft‘ fiir R,, und P, darstellt. Da aber
R,, die Krifte P, und P, ersetzt, ist R die Resultierende von P,, P, und P;.

Wenn wir das nun entstandene Bild durch Parallelenziehen vervollstindigen,
entsteht ein Parallelepiped, in dem R die Raumdiagonale und die Krifte P,, P,
und P, die Kanten darstellen. Wir kénnen also sagen:

Bei drei raumlich angeordneten Kriften durch einen Punkt ist die Resultierende
durch die Raumdiagonale des mit den drei gegebenen Krdiften als Kantenlingen
konstruierten Parallelepipeds bestimmt. Sind die drei Krifte P, P, und P; vom
Angriffspunkt weggerichtet, so geht auch die
Resultante vom Punkt weg, und umgekehrt.

Fragen wir uns nun an Hand der ent- A
standenen Figur: wie kann der Endpunkt
der Resultierenden am einfachsten festgelegt
werden? Wir konnen offenbar den Punkt 3 o
dadurch gewinnen, da wir die drei gegebenen
Krifte unter Beriicksichtigung ihrer Pfeile
aneinandertragen; es entsteht der rdumliche
Kriftezug 0,1,2,3 (Abb. 61). Wir be-
kommen also wieder ein Krafteck, das genau Abb. 61. Krifteparallelepiped und raumliches
so definiert ist wie in der Ebene, aber es Krafteck.
handelt sich jetzt um ein rdumliches Kraft-
eck 0,1,2,3. Auch die Aussage der Ebene: die Resultierende liuft dem
gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stimmt bei der Zusammensetzung
der drei Krafte im Raum. Selbstversténdlich kann dieses rdumliche Krafteck
auch wieder als besondere Figur gezeichnet werden.

Haben wir nun vier oder noch mehr Kréifte an einem Punkt im Raume wir-
kend, dann stellt deren Zusammensetzung nur eine Erweiterung des Verfahrens
dar, denn eine weitere Kraft P, kann mit der Resultierenden der drei ersten
Kréfte wieder zu einer neuen Resultanten zusammengefiigt werden usw. Wir
erhalten also den Satz:

Um Krifte im Raum mit gemeinsamem Angriffspunkt zu einer Resultierenden
zu vereinen, figt man die Krdifte unter Beriicksichtigung threr Richtungspfeile zu
etnem raumlichen Krafteck zusammen und zieht die Schluflinie ein. "Diese, mit
dem Richtungspfeil dem gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet, stellt die
Resultierende aller Krdifte nach Gréfe und Richtung dar. Thre Lage ist dadurch
bestimmt, dafl sie durch den gemeinsamen Angriffspunkt der gegebenen Krifte
hindurchgeht. Der Unterschied zur Ebene liegt nur im rédumlichen Charakter
des Kraftecks.

Soll eine solche Aufgabe praktisch durchgefiihrt werden, wird man mit Grund-
rifl und Aufrif arbeiten. In Abb. 62a, b sind fiinf Krafte im Raume durch ihre
Projektionen gegeben; Abb. 62¢ stellt den Aufril des rdumlichen Kraftecks dar;
Abb. 62d den GrundriB. Damit ist die Resultierende R in Grund- und Aufcil
gefunden. Die Ermittlung der wahren Grofle ist in der gesonderten Abb. 62e
angegeben.

Die Frage nach dem Gleichgewicht von Kriften im Raume um den gleichen
Punkt ist auch sofort zu beantworten, wenn man bedenkt, daBl wieder die Ge-
samtresultierende verschwinden mufl. Es ergibt sich der Satz:

Gleichgewicht besteht bet Kriften im Raume durch einen Punkt, wenn der letzte
Punkt des aus den gegebenen Kriften entstandenen Kraftecks mit dem Anfangs-

Schlink, Statik. 3
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punkt zusammenfdllt oder, anders ausgedriickt, wenn das zugehirige rdumliche

Krafteck geschlossen ist.

Ebenso wie wir drei Krifte zu einer Resultierenden zusammengesetzt haben,
kénnen wir auch umgekehrt eine Kraft in drei Komponenten eindeutig zerlegen.
DaB diese Aufgabe eindeutig 16sbar ist, geht aus dem Kréfteparallelepiped her-

Abb. 62. Graphische Zusammensetzung von Kriften im Raum.

vor: bei einer gegebenen Kraft P und drei gegebenen Richtungslinien gibt es
nur ein Parallelepiped, das die gegebene Kraft als Raumdiagonale hat und dessen
Kanten mit den gegebenen Richtungslinien zusammenfallen. Die gegebene

Kraft P ist dann die Resultierende der

|
I
|/(
|
|

Abb. 63. Zusammensetzung dreier lotrechter Krifte.

gesuchten Komponenten. Was in der
Ebene die Zahl 2 bedeutete, bedeutet
jetzt im Raum die Zahl 3. Auf diese
Zerlegungsaufgabe wird spiter noch
eingegangen.

16. Analytische Zusammensetzung
der Kriifte im Raum und Gleichgewicht.
Den Ausfithrungen der Ebene entspre-
chend haben wir jetzt als Grundauf-
gaben: einerseits die Zusammensetzung
dreier aufeinander senkrechten Krifte
X,Y,Z zu einer Resultierenden R,

andererseits die Zerlegung einer Kraft P in drei Komponenten X, Y, Z.
1. Gegeben sind drei aufeinander senkrecht stehende Krifte X, Y, Z; ge-
sucht ist ihre Resultierende nach GréBe und Richtung (Winkel xz, fr und yg).
R ist dargestellt durch die Hauptdiagonale des rechtwinkligen Parallelepi-

peds (Abb. 63). R’ ist die Resultierende

aus X und Y. Da X und Y senkrecht

aufeinanderstehen, ist B’ Diagonale in einem Rechteck, 1aBt sich also ausdriicken

durch:

R'2=X24 Y2,
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Weiter steht Z senkrecht auf der Ebene XY und bildet mit R’ und den Paral-
lelen zu Z und R’ ein Rechteck, dessen Diagonale die GroBle R ist, also

R®= R 4 22,

Fiir R’ den oben erhaltenen Wert eingesetzt, erhalten wir als Ausdruck fiir die
GroBe der Resultierenden:

R=7YX2+ Y2+ Z2. (11)

Um die Richtungswinkel der Resultierenden bestimmen zu konnen, betrachten
wir die Ebenen, in denen diese Winkel liegen, z. B. das rechtwinklige Dreieck
Y, K, R (Abb. 63Db), in dem der Winkel S5 liegt. Daraus geht hervor, daB

cosflp = %

ist. Entsprechend finden wir die anderen Winkel aus ihren zugehérigen Drei-
ecken; es ist also

: X Y Z
COSAR = F; cosfir = B COSYR= - (12)

Dabei sind xp der Winkel, den die Resultierende mit der positiven x-Richtung
einschlieBt, Sz und yp die Winkel, die R mit der positiven y- bzw. z-Richtung
bildet. Die drei Winkel héngen, wie schon frither erwihnt wurde, zusammen:

cos?2xp + cos?fp + cos?yr = 1.

Daf} dieses richtig ist, erkennen wir sofort, wenn wir die obigen Werte fiir cos«g,
cosffr und cosyy einsetzen:
YZ

R2 R R?zl'

Die Formeln der Ebene miissen natiirlich als Sonderfall des Raumes geschrieben
werden kénnen, wenn wir die Z-Komponente verschwinden lassen ; es ist (Abb. 64):

X Y
COSKR = cosﬁRZR—. —_————

Da aber cosfp = sinwxg, entsteht:

sinap = & ;

das sind aber die fritheren Formeln.

Abb. 64. Zusammen-
hang von Kréften der
Ebene und des Rau-

2. Nun zur umgekehrten Aufgabe: Die Kraft P sei mesbel Bildung der

Resultierenden.

gegeben nach GréBe (P) und Richtung («, f,y, wobei
cos?x 4 cos? 4 cos?y =1); gesucht sind die Komponenten X, ¥, Z der Kraft P.

Wenn X, Y, Z die Komponenten der Kraft P sein sollen, dann muB8 um-
gekehrt P die Resultierende von X, Y, Z sein, d. h. die gleichen Formeln wie
bei der Zusammensetzung haben auch hier Giiltigkeit:

. X
cosx = 5
oder anders geschrieben:
= P - coswx,
ebenso = P - cosp, (13)
Z = P - cosy.

Man kann also eine gegebene Kraft eindeutig in drei senkrechte Komponenten
zerlegen.

3*
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Nach dieser Vorarbeit kénnen wir jetzt die allgemeine Aufgabe behandeln:
Mehrere Krifte, die im Raume an einem Punkt angreifen, sollen zu einer Resul-
tierenden zusammengesetzt werden.

Gegeben: Die Grofle der Krifte P, ... P;... P,, ferner die Winkel, die die
Richtung festlegen: o, 11 ... % fiyi-.. onPnyn (Abb. 65); dabei sollen bedeuten :

«;=der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der z-Achse einschlieBt,
pi=der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der y-Achse einschlieBt,
yi=der spitze Winkel, den die Kraft P; mit der z-Achse einschlieBt.

Selbstverstindlich muB dabei beachtet werden, welche
Vorzeichen den einzelnen Kraftkomponenten auf
Grund der Kraftrichtung zukommen. Die drei Win-
kel o;f;y; sind hierbei nicht willkiirlich; es ist bei
jeder Kraft P;

cos?o; + cos?f; + cos?y; = 1.

Gesucht: die Resultierende nach Grofe und Rich-
tung, also R und w«g, fr und y3.

Der Gedankengang, der uns zum Ziele fiihrt, ist
der gleiche wie in der Ebene. Wir zerlegen jede Kraft
in ihre drei Komponenten, erhalten dadurch drei-
mal n Kréfte in der gleichen Wirkungslinie, die wir
addieren kénnen. Die Zerlegung liefert:

Abb. 65. Analytische Zusammen-
setzung von Kriften im Raum.

X, =P,-cosexy;; Y= P;-cosfy; Z,= P,-cosy,;

X, =Py -cosay; Y,=Py-cosfy; Z,= P,-cosy,.

In jeder Richtung werden die » Krifte algebraisch summiert. Jede dieser Sum-
men von Kraftkomponenten liefert eine Kraft, da es sich um Krifte in der
gleichen Geraden handelt.

2 X;= P;-cosoy + -+ P;yrcosog+ -+ P, - cosoy,
DY, = P;-cosfy + - Py-cospB; + -+ P, cospy,
> Z; = P, -cosy; + -+ P;- cosy; + -+- Py cosy,.
Diese drei Krifte in der -, y- bzw. z-Richtung sind die Komponenten der Re-

sultierenden. Wir bilden die Resultierende nach Gleichung (11) mit >’ X, statt X,
D'Y; statt Y und >'Z; statt Z:

R=YX)+ XY+ (22)?, (14)
>X . >y, >z,

cosop = “p—; cosfp = =’R— ; COSYR = “H—. (15)

Mit diesen Formeln ist die gestellte Aufgabe eindeutig analytisch gelost.

17. Gleichgewichtszustand von Kriften im Raume. TUnter welchen Um-
stdnden stehen nun Kréifte im Raum durch einen Punkt im Gleichgewicht?
Diese Frage wird wieder gelost durch die Antwort: wenn die Resultierende

verschwindet, d. h. wenn R=0. Das ist aber nur der Fall, wenn jedes Glied
der Summe unter der Wurzel verschwindet, wenn also:
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Das sind im ganzen drei Gleichgewichtsbedingungen. Wir sehen also hier be-
statigt, was schon beim Parallelepiped gesagt war, daB zur Eindeutigkeit der
Aufgabe drei unbekannte Krifte notig sind, denn wenn wir eine Kraft eindeutig
in drei Komponenten zerlegen kénnen, miissen +z}

auch drei unabhingige Gleichgewichtsbedin-
gungen vorhanden sein.

Der Gleichgewichtsfall der Ebene ist natiir-
lich als Sonderfall in den drei Gleichgewichts-
bedingungen des Raumes enthalten: wenn
nimlich die 2-Richtung verschwindet, werden
alle Z-Komponenten von selbst Null. Wie in —~
der Ebene kann auch hier die Durchfiithrung
fiir ein schiefwinkliges Koordinatensystem ge-
schehen, und man erhilt damit den Satz:

Krifte im Rawm an demselben Punkt stehen
im  @leichgewicht, wenn die Swmmen ihrer
Komponenten in drei beliebigen Richtungen ver- APb-66. DieGrundaufgabe der rumlichen
schwinden.

Die hier in Frage kommende Grundaufgabe ist: eine bekannte Kraft P mit
drei durch den gleichen Punkt gehenden Kriften, deren Wirkungslinien g,, g,, g3
gegeben sind, ins Qleichgewicht zu setzen. Sie ist eindeutig bestimmbar, solange
die drei Geraden g, g5, g5 nicht in eine Ebene fallen (Abb. 66). Die Richtungs-
pleile der drei Gleichgewichtskrifte sind vorldufig noch nicht bekannt. Wir
fithren deshalb, in Anlehnung an die entsprechende Aufgabe der Ebene, zu-
néchst einmal die Richtungspfeile willkiirlich
ein, bilden die X-, Y- und Z-Komponenten der
vier Krifte (P und der drei gesuchten Krifte
Py, P,, P;) und erhalten so drei Gleichungen
mit den drei unbekannten GroBen der Krafte.
Wir untersuchen die Aufgabe sofort an einem
konkreten Konstruktionsbeispiel, dem raum-
lichen Dreibockgeriist.

18. Behandlung des dreibeinigen Bockgeriistes.
Gegeben sei die Konstruktionsfigur der Abb. 67
und die Kraft P in allgemeiner Lage; dabei

B Y222

kann das Bockgeriist durch die Winkel der Stibe ~ APP- 67 Analytische Behandlung eines

Dreibockes.

oder durch die Koordinaten der FuBpunkte,
d. h. anders ausgedriickt durch die Projektionen der Stablingen auf die drei
Achsenrichtungen, gegeben sein; gesucht sind die Kréifte in den drei Stédben
(Stabkrifte) S;, S, und S;.

Wir haben also eine Gleichgewichtsaufgabe mit drei Unbekannten. Zur Ver-
fiigung stehen drei Gleichungen:

2X=0; 2Y;=0; 2>7;=0;

wir konnen somit eine eindeutige Losung erwarten. Die Komponenten von P
sind ohne weiteres nach den Formeln (13) zu ermitteln, sie seien allgemein X,
Y, Z genannt. Wir fithren wieder einen Richtungspfeil beliebig ein; dabei wollen
wir, wie bei allen Stabkonstruktionen, zunichst die Richtung einfiihren, die
einer Zugkraft entspricht. Wir erhalten dann als Gleichungen:

>X;=0: X+ -cosay+ 8y cosay+ S5 cosxg=0,
SV, =0: Y +8;-cosp, + 8, cosfy + 85 cosfy =0,
>Z;=0: Z+8;-cosy; + 8y-cosy,+ S5 cosy; =0.
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In diesen Gleichungen sind natiirlich die einzelnen Komponentenglieder mit

den ihnen nach Einfithrung der Zugpfeﬂe zukommenden Vorzeichen einzusetzen.
Mit den gleichen Uberlegungen wie in der Ebene lassen sich die Winkel-

beziehungen wieder durch Koordinaten und Stablingen ausdriicken:

Lo 3
cosxy, = l Cos &y = 7= ; cosog = 7~ ;
2 3
Y1 Y . Ys .
cosf; = 7 cosfl, = % cosfly = 7
_ A, _ A _ %
cosy; = ll 5 CO8Yy = l— H CO8Y3 = l—a H

worin I, I, 1; die Stablangen darstellen, die sich errechnen lassen aus:
b=Yai+ oi + 4,
=TV} + 93 + 3,
by =V + 43 + 3.

Wenn man diese Ausdriicke fiir die Winkel-
beziehungen einsetzt, erhilt man:

8y 8y 4 8 P =X,

1 2 3

S By Y 8y = =Y ()
Sl.%—}—Sz-%—l‘S?,"zlj:_Z‘

Es sei ausdriicklich nochmals betont, daB
die Koordinaten nichts anderes sind als die
Projektionen der Stablingen auf die Achse;
fallt die Projektion auf den positiven Teil
der Achse, so ist die entsprechende Koordi-
L . nate positiv, andernfalls negativ.
ADb. 68. Zahlehbeleplel dor analytischen Die so entstandenen Gleichungen sind
' einfach Erweiterungen der Gleichgewichts-
bedingungen der Ebene: drei Gleichungen mit drei Unbekannten. Fiir die prak-
tische Durchfiihrung einer derartigen Aufgabe wird man wiederum zweck-
méBig nicht S, S,, §; als Unbekannte einfithren, sondern 8,/{;, S,/l,, Ss/l;. Ein
Zahlenbeispiel diene zum besseren Verstédndnis.

In Abb. 68 ist ein Dreibock im Aufrif und Grundrif gegeben. Durch die
eingetragenen MaBe sind die Projektionen der Stablingen auf die Achsen be-
stimmt: die Projektionen auf die w-Achse sind fiir (1) und (3) positiv, fir (2)
negativ; die y-Projektionen von (2) und (3) sind positiv, von (1) dagegen nega-
tiv, die z-Projektionen sind alle drei positiv; dabei sind eingefiihrt: die 2-Rich-
tung positiv nach rechts, die y-Richtung nach vorne, die z-Richtung nach unten.
Es ergeben sich die Glelchungen

;.1,5+ LY 55)+SS -5,5 — 600 = 0,
2

‘5'1

7 (— 4,5)+—2-2,0+~l-4,0—|—3OO=0.
1

525+ l 5,25—|— -+ 5,25 4400 =0,
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Dabei ist:
L=7Y1,52 + 4,52 + 5252 ="7,08m; I,=75,52+ 2,0% + 5,252 = 7,86 m;
I, =75,52 + 4,02 + 5,252 = 8,59 m.

Zur Losung der drei Gleichungen wurde zunichst aus der ersten Gleichung
8; durch 8, und 8§; ausgedriickt:
S, 1 (8, S, -
= 15|55 — 255+ 600).
Mit diesem Werte ergibt die zweite Gleichung nach entsprechenden Umrech-
nungen:

S % 1,414 — 1035,
3

o=
Wird diese Gré8e in die obige Gleichung eingesetzt, so erhélt sie nach Umrech-
nung die Gestalt:
51518 4 20,5,
1 3
Diese beiden Ausdriicke fiir S,/l, und 8,/I, in die letzte der drei Gleichungen ein-
gesetzt, ergibt:
5,25 - % (1,414 + 1,518 + 1,0) + 5,25 - (20,5 — 103,5) + 400 = 0.

3

Daraus 83

5= 41,732,
3
Mit diesem Wert findet sich:
%— — 41,732 1,414 — 103,5 — — 101,15,
2
i‘;i — +1,732- 1,518 + 205 — +23,13.
1

Es ergeben sich hiernach die Stabkréfte:
8, =+ 23,13 -7,08 =4163,76 kg,

Sz = '——101,15 . 7,86 = —797,06 kg, Abb. 69. ]].'))a_s Pg)qu;tiolx{xsverfahren
ock.
S; =4+ 1,732-8,59 = 4 14,88 kg, eim Dreiboc

es wird also Stab (2) gedriickt, dagegen Stab (1) und (3) gezogen.

Wir haben in der Ebene gesehen, dafl wir durch eine entsprechende Projek-
tionsrichtung die Losungsgleichungen mathematisch vereinfachen konnten (Pro-
jektionsverfahren), indem wir zwei Gleichungen aufstellten, in denen nur je eine
Unbekannte vorkam. Das Entsprechende kénnen wir auch bei den Kriften im
Raum durch eine Projektion erreichen. Wir wollen also drei Gleichungen auf-
stellen, in denen nur je eine Unbekannte vorkommt. Soll z. B. eine Gleichung
nur die Stabkraft S; als Unbekannte enthalten, so miissen wir als Bezugsachse
eine Gerade wiahlen, fiir die die beiden Stabkrifte S, und S; keine Komponenten
ergeben, d. h. die Achse mull nach fritheren Ausfithrungen zu beiden Stabrich-
tungen senkrecht stehen (Abb. 69). Es ist dies die Normale zur Ebene aus (2)
und (3): N,,;. Stellen wir jetzt die Summe aller Kraftkomponenten in der Rich-
tung von N,; auf, so sehen wir, daBl nur P und S; Werte fiir diese Gleichung
liefern; die Komponenten von S, und S; werden Null, da diese Krifte senk-
recht zu N,; verlaufen. Unter Einfiihrung des Zugpfeiles fiir S; lautet die Glei-
chung:

P -cosm — 8, cosp; = 0.
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Es wird also hier der Stab gezogen, da sich die GréBe S, als positiv ergibt. Auf
eine Schwierigkeit muf} allerdings hingewiesen werden: die Winkel ¢; und 7 sind
im allgemeinen Fall nur durch umstandliche Projektionen zu gewinnen; das
Verfahren wird deshalb nur fiir besondere Félle Bedeutung haben.

Es war oben bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen schon ge-
sagt, daB die Wirkungslinien der drei Gleichgewichtskrifte nicht in einer Ebene
liegen diirfen. Ist dies der Fall und wirkt die Kraft P in derselben Ebene,
dann ist die Aufgabe vieldeutig, da bei Kriften der Ebene
an dem gleichen Punkt nur zwei Gleichungen vorhanden
sind, denen hier drei Unbekannte gegeniiberstehen. Wir
haben also, wie frither erwahnt, ein statisch unbestimmtes
System. Solche Gebilde kénnen mit Hilfe der statischen
Gesetze allein nicht gel6st werden. Wirkt P dagegen unter
einem gewissen Winkel gegen die Ebene der drei Stibe

. . (Abb. 70), dann wird das Stabsystem sich um die drei

A pie Bheno dreter Stabe.” FuBpunkte drehen. Die drei FuBpunktgelenke wirken wie

ein Scharnier. Es ist also kein Gleichgewicht moglich.

Analytisch kénnen wir die Unmoglichkeit des Gleichgewichtsfalles dadurch

sehen, dafl die Komponentenbedingung senkrecht zu der Stabebene nicht erfiillt

werden kann, da ja S;, S,, S; keine Komponenten in der Richtung senkrecht zur

Ebene haben; eine Komponente von P senkrecht zur Ebene der drei Stibe kann
also keine Gegenkraft erfahren, d. h. sie kann nicht aufgenommen werden.

19. Die graphische Behandlung des dreibeinigen Bockgeriistes. Die graphische
Ermittlung der Stabkrifte im rdumlichen Dreibockgeriist kann nach verschie-
denen Verfahren vorgenommen werden. Sehr naheliegend ist der Gedanke, die
Aufgabe anschlieBend an das Krifte-
parallelepiped zu losen. Denn aus
diesem geht hervor, daf die Zer-
legung der Kraft in ihre drei Kom-
ponenten, deren Richtungen durch
die Stabachsen gegeben sind, méglich
ist, indem wir, wie oben bemerkt,
mit Hilfe der gegebenen Richtungen
um die Kraft P ein Parallelepiped
aufbauen -(Abb.71), d.h. ein solches
herstellen, in dem P die Raum-
diagonale darstellt und die Kanten
mit den gegebenen Komponenten-
linien zusammenfallen. Die so er-
haltenen Komponenten K,, K,, K,
stellen dann die Wirkungen der
Kraft P auf die Stibe dar. Die
Stabkrifte selbst sind diesen Kraftkomponenten entgegengesetzt gerichtet, aber
gleich groB. Wenn wir also die gegebene Kraft P in ihre drei Komponenten in
den Stabrichtungen zerlegen und diesen erhaltenen Kriften das umgekehrte
Vorzeichen am Knotenpunkt 0 geben, erhalten wir die Stabkréfte, d. h. also die
inneren Krifte, die P das Gleichgewicht halten. Um das Parallelepiped zeichnen
zu konnen, legen wir durch den Endpunkt Z der Kraft P eine Ebene parallel
zur Ebene der zwei Stéibe (1) und (2). Der DurchstoBpunkt des dritten Stabes (3)
durch diese Ebene ergibt die GroBe dieser dritten Kraft (OC). Verbindet man
den so gewonnenen Punkt C mit # und zieht durch O eine gleich grofBie Par-
allele OF, so entsteht das Parallelogramm O, C, K, F, in dem die Strecke OF die

Abb. 71. Zerlegung einer raum-
lichen Kraft in drei Kompo-
nenten.
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Resultierende der beiden noch fehlenden Krifte K; und K, ist. Man hat also
diese Resultierende zu zerlegen in die Richtung (1) und (2).

Das Bockgeriist wird in weitaus den meisten Fallen im Grundrif und Auf-
riB in beliebiger Lage gegeben sein. Um die durch den Punkt E zu legende par-
allele Ebene bequemer finden zu kénnen, wird man eine neue Projektion (Seiten-
riB) so zeichnen (Abb. 72), daB sich in ihr zwei Stibe (1) und (3)) iiberdecken
und faBt nun diesen neuen RiB (Abb. 72¢) als Aufrif auf, der zu dem gegebenen
Grundrif gehort. Um den alten Aufri braucht man sich nicht mehr zu
kiimmern. Nun kann man in diesem neuen Aufril das angegebene Paral-
lelogramm O, C, E, F zeichnen. Den Grundril dieses Parallelogramms erhélt
man, indem man den Endpunkt C auf den Stab (2) herunterprojiziert, diesen
Punkt mit E verbindet und die Parallele durch 0" zeichnet. In Strecke OF im
GrundriB und AufriB hat man die Resultierende von K, und K;. Die Zerlegung
von OF im Grundrif} liefert ,
die Komponenten Kj, Kj
(die auch in den alten Auf-
rif} iibertragen werden kon-
nen). Die so gefundenen
Grofen K, K,, K, sind die
Komponenten von P; sie
wirken auf die einzelnen
Stébe ein und erzeugen in
diesen Krifte, die um-
gekehrt auf den Punkt O
wirken, d.bh. S, und 8
sind Druckkrifte, dagegen
ist 8, Zugbeanspruchung.
Fiir die endgiiltige Losung
der Aufgabe benétigt man
natiirlich die wahre GrofBe
von K, Kz’ Ky bZW' 81, Abb. 72.  Gleichgewicht einer Kraft mit drei Kriften im Raum.
8y, 85. Sie kann in be-
kannter Weise nach den Regeln der darstellenden Geometrie aus Grundril und
Aufrifl ermittelt werden (Abb.72d). Man kann aber auch den iibersichtlicheren
GrundriB allein verwenden, indem man Gebrauch davon macht, daB sich die
wahre Kraft 8, (= K;) zur GrundriBprojektion verhilt wie die wahre Stablinge
zu ihrer GrundriBiprojektion.

Dieses Verfahren bietet bei einem Bockgeriist in allgemeiner Lage meistens
wenig tibersichtliche Figuren. Der darin liegende Grundgedanke erweist sich
aber vielfach zweckmiBig bei Sonderlagen der durch einen Punkt gehenden
Stibe, wie das Ubungsbeispiel auf Seite 46 zeigt.

Bei allgemeiner Anordnung eines dreibeinigen Bockgeriistes geschieht die
Ermittlung der Stabkréifte am besten nach dem Verfahren von Curmann?!. Ge-
geben sei wieder das Bockgeriist (Abb. 73) mit der Kraft P, im GrundriB und
Aufrif}. (Die wahre GroBe der Kraft P lafit sich leicht durch die beiden Pro-
jektionen ermitteln.) Statt nun zu sagen, P muB im Gleichgewicht stehen mit
81, 85 und S3, kann man auch sagen : die Resultierende von zweien der vier Kréfte,
etwa von S; und S3, mufl im Gleichgewicht stehen mit der Resultierenden der beiden
anderen Kréfte, also P und S,. Zwei Krifte kénnen aber nur im Gleichgewicht

! CuLMANN ist als Begriinder der Graphischen Statik anzusehen. Er war bei Griin-

dung der Eidgenossischen Technischen Hochschule 1855 in Ziirich dorthin als Professor
aus Deutschland berufen worden.

Druck,
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stehen, wenn sie in dieselbe Linie fallen, d. h. die Resultierende aus S; und S,
muf in die gleiche Gerade fallen wie diejenige von Pund 8,. Andererseits fillt aber
die Resultante von zwei Kriften in derselben Ebene (8,, S; bzw. P, §,) in diese
Ebene ; demgeméf verlduft die Resultierende von §; und S; in der Ebene 1—0—3
und diejenige von P und S, in der Ebene p—0—2, wobei p der Durchdringungs-
punkt der Kraft P mit
der Grundrifitafel ist. Da
aber diese Resultierenden
auch in die gleiche Linie
fallen miissen, liegen beide
in der Schnittlinie % der
erwihnten Ebenen 1—0—3
und p—0—2. Diese
Schnittlinie ist sofort zu
konstruieren durch zwei
Punkte; ein Punkt der
Schnittlinie ist der Punkt 0,
der ja beiden Ebenen an-
gehort; andererseits sind
die Geraden 2—p bzw.
1—3 (vgl. den Grundri
Abb. 73b) die GrundriB-
spuren der fraglichen
Ebenen ; der Schnittpunkt s
beider Spuren ist ein wirk-
licher Schnittpunkt, der
also auch beiden Ebenen
1—0—3 und
p—0—2 angehort.
Die Verbindungs-
linie der Punkte 0
und s liefert zu-
néchst im Grund-
s, 1il die Schnitt-
linie A. Sie ist
in den AufriB zu
tibertragen. In
dieser Schnittlinie
liegt sowohl die
Resultierende von
P und 8, als auch
Abb. 73. Das CULMANNsche Verfahren. diejenige von S
und S; (Ry;). Zur
Losung der Aufgabe werden wir nun zuerst P mit S, und R,; ins Gleich-
gewicht setzen und dann die Resultierende R,; wieder in ihre Bestandteile .S;
und 8, zerlegen. Die praktische Durchfithrung dieses zweiten statischen Teiles
der Aufgabe kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen.

1. Man zeichnet den Grundrifl und Aufrif} fiir das Kraftdreieck aus der ge-
gebenen Kraft P und den Parallelen zu den Unbekannten R;; und S,; dann
zum Zwecke der Zerlegung der Kraft R,; das Kraftdreieck aus dieser Kraft
und den Parallelen zu 8; und S;. Die Resultierende R, stellt fiir die praktische
Loésung der Aufgabe nur eine Hilfslinie dar, um das rdumliche Krafteck P—S,—
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8;—=8, zu konstruieren, dessen Grundrifl und AufriB in Abb.73a und b dargestellt
ist. Der Umfahrungssinn dieses Kraftecks gibt den Richtungssinn der Stabkrifte an.
Natiirlich miissen Grund- und Aufri den gleichen Richtungssinn ergeben, und
die gewonnenen Eckpunkte beider Projektionen miissen lotrecht iibereinander-
liegen. Aus den so gewonnenen Projektionen der gesuchten Stabkrifte sind dann
noch ihre wahren Gréfen zu bestimmen.

2. Man kann aber auch zur Ermittlung der Stabkrifte S, S,, S; die ge-
wonnenen Dreiecke 1—0—3 bzw. p—0—2 um ihre Grundrifispuren umklappen,
bis sie in der GrundriBtafel liegen (Abb.73¢) und nimmt dann die Gleich-
gewichtsaufgabe und Zerlegung an den in wirklicher Lénge erscheinenden
GréBen vor, zunichst das Krafteck aus [P], [2], R;3;, dann das aus R,; und
den Parallelen zu [1] und [3]. Das letzte Verfahren hat den Vorteil, daf die
Stabkrifte dann sofort in wahrer GréBe erscheinen, wihrend beim ersten Ver-
fahren als Ergebnis zunédchst die Projektionen der Stabkrifte vorkommen und
deren wahre GréBen dann noch durch Drehen oder Umklappen zu gewinnen
sind. Eine Anwendung des CuLmaNNschen Verfahrens ist in dem Beispiel auf
Seite 47 gezeigt.

Der Grundgedanke der CuLmMaNNschen Losung ist der gleiche wie beim Ver-
fahren mittels des Krifteparallelepipeds: Die Kraft P ist ins Gleichgewicht zu
setzen mit einer der drei gesuchten Kréifte und der Resultierenden der beiden
anderen Stabkrifte, und dann ist diese Resultierende wieder zu zerlegen; es ist
lediglich ein anderer Gedankengang fiir die Ausfithrung verwandst.

20. Sonderfiille bei riumlichen Kriiften. Zum AbschluB der Erérterungen
iiber rdumliche Kréfte an dem gleichen Punkt mégen noch Sonderfille betrachtet
werden, wie wir dies auch bei den Kriften in der Ebene getan haben. Wenn
auf das dreibeinige Bockgeriist keine Kraft wirkt, dann werden die Stabkrifte
eindeutig Null, denn das Kréfteparallelepiped schrumpft in einen Punkt zu-
sammen. Féllt die Last in die Richtung eines Stabes (Abb. 74), so nimmt dieser

Abb. 74. Sonderbelastung Abb. 75. Sonderbelastung eines Abb. 76. Vierbeiniges
eines dreibeinigen Bockge- dreibeinigen Bockgeriistes Bockgeriist; statisch un-
riistes (S, = P). (81 = 0). bestimmt.

Stab (1) die ganze Last auf (hier als Druck) und die beiden anderen Stéibe wer-
den keine Kraft erhalten; es folgt dieses unmittelbar aus der Bedingung, daB
die Summe der Komponenten aller Krifte in einer Richtung senkrecht zur Stab-
ebene (2), @ Null sein muBl. Fillt umgekehrt die Kraft in die Ebene zweier
Stébe (Abb. 75), z. B. (2) und (3), so liefert die angegebene Komponentenbedin-
gung, dal S; Null wird. Die Stabkrifte S, und §; werden dadurch gefunden,
daB in der Ebene 2, 3 das Parallelogramm aus P, S, und S, gebildet wird. Es
ergibt sich eine eindeutige Losung.

Gehen durch einen Punkt mehr als drei Stibe im Raum, dann ist die Auf-
gabe statisch unbestimmt, da ja nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Ver-
figung stehen. Wenn also keine Kraft wirkt (Abb. 76), dann brauchen diese
Stabkréifte nicht Null zu werden, sondern kénnen irgendeinen beliebigen Wert



44 Krifte an dem gleichen Punkt angreifend.

annehmen. Ahnlich wie in der Ebene gibt es natiirlich auch hier Fille, wo trotz-
dem ein einzelner Stab von den vieren eine bestimmte Stabkraft aufweist. Wenn
z. B. (Abb. 77) drei von den
vier Stdben in einer Ebene
liegen (8S,, S5, S,), dann ist
die Kraft S, eindeutig be-
stimmt; man braucht nur
die Summe der Komponen-
ten aller Krifte fiir die Rich-
tung N senkrecht zu dieser
Ebene gleich Null zu setzen:

P - cosm — S; - coso; = 0.

Abb. 77. Vierbeiniges Bockge- Abb. 78. Teilweise bestimmtes
riist, teilweise unbestimmt. Stabsystem.

Entsprechendes wiirde auch gelteﬂ, wenn mehr als drei Stdbe sich in einer Ebene
befinden (Abb. 78). Es ergibt sich hier sofort: )

8, =—P.

Dagegen sind die Stabkrifte S, S,, S;, S, un-
bestimmt. Wirkt in solchen Féllen iiberhaupt
keine Last, so erhdlt immer der Stab, der aus
der Ebene herausfillt, eindeutig die Kraft Null,
wihrend die anderen Stibe vieldeutige Krifte
aufweisen.

Derartige Sonderfille konnen bei rdum-
lichen Stabgebilden vielfach vorkommen. Fiir
die Anordnung der Abb.79 wiirde sich z. B.
aus Knoten I ergeben, daB die Stabkraft S
ABEJ%ersgﬁg(ﬁg:hgzﬁbit?sﬂsgsgaeﬁei gleich P ist, ebenso wird an Knoten III die

* Stabkraft S;,=P; Knoten VI liefert S;=P
und andererseits §;, = 8;; = 0; entsprechend ergibt Knoten VIII die Werte
Sy =P und S;3=2_8;;=0.

Ubungsaufgaben.

1. Aufgabe. Der in Abb. 80 dargestellte Mast sei zundchst durch die sechs
Kabel 1...6 gegen die Erde verspannt; es werden dann diese sechs Spann-
kabel ersetzt durch vier andere e;...e,. In welchem Verhéltnis stehen die
Seilkrifte in beiden Fallen, wenn fiir die Standfestigkeit des Mastes die gleichen
Voraussetzungen (gleiche Bodendruckkraft) gegeben sein sollen ?

Lisung. Da die FuBpunkte der ersten Kabel in einem Kreis mit einem Durch-
messer von 80 m liegen und die anderen Enden in einer Hohe von 60 m ange-
schlossen sind, wird der Neigungswinkel gegen die Lotrechte bestimmt durch

by 20— 10 30
EX="%60 60"
Die Kabel e, ... e, dagegen schlieBen mit der Lotrechten einen Winkel f§ ein:
55— 10, 45
tgf =" 60 60
Die sin- und cos-Werte sind bestimmt durch:
60 . 30
CoS = ————, &=,
/602 + 302 1 602 + 302
. 4,
cosf = ——:G_OA— , sinfl = — 5__ .
/602 452 /602 4 452
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Die vom Boden auf den Mast wirkende Kraft N muB mit den in den Kabeln
1...6 bzw. e, ... e, wirkenden Kriften im Gleichgewicht stehen. Da es sich hier
um Krifte an dem gleichen Angriffspunkt handelt, miissen die drei Bedingungen
erfiillt sein: SX,=0; SY¥,=0; XZ=0.

Die Komponentenrichtungen diirfen beliebig gewéhlt werden; wir werden dabei
zweckmiBig die in dem Bild vorhandene Symmetrie verwenden und wéhlen die
z-Richtung nach abwirts, die x-Richtung
im Grundri von links nach rechts, die
y-Richtung von vorne nach hinten.
Zwecks Zerlegung der Kabelkraft S in
diese Richtungen denkt man sich durch
ein Kabel und die Mittelachse des Mastes
eine lotrechte Ebene gelegt und zerlegt
die Kraft S in dieser Ebene in eine waage-
rechte und eine lotrechte Komponente.
Erstere ist bestimmt durch 8= S - sin«,
letztere dagegen durch Z=S§ - cosx. Die
lotrechten Komponenten miissen sich mit
N aufheben, es muf} also sein:

Sy 4+ 8+ 85+ 8,4+ 85 + Sg)cosx = N.

Die Richtungen der ersteren Komponen-
ten S’ stimmen mit den GrundriBprojek-
tionen der Drahtkabeln iiberein und haben
die GréBe S; - sinx .... Unter Annahme
voller Belastungssymmetrie (d.h. wenn
gleiche Vorspannungen in den Kabeln vor-
liegen) miissen die Stabkrifte S,;...S;
gleich groB sein; dann sind auch 87 ... S§
einander gleich, und es wirken demgemaf
in der Ringebene sechs gleich groe Krifte
in den im Grundril angegebenen Rich-
tungen 1’ ... 6. Ihr zugehoriges Krafteck
ist geschlossen. Es stehen also die Hori-
zontalkomponenten der Krifte S;... S,
fiir sich im Gleichgewicht, und anderer-

seits ist:
6S-cosx=N.
Aus letzterer Gleichung berechnet sich
N
" 6cosx " Abb. 80. Ubungsbeispiel.

Soll der Mast durch die vier Kabel e; ... e, gehalten werden, so 1aBt sich
eine entsprechende Betrachtung durchfithren. Die waagerechten Komponenten

der vier gleich groBen Spannkrifte S; ... S, heben sich wieder auf und anderer-

seits ist 48 -cosf=N,

- N

8= 4 cosf *
Die Spannkrifte in den Drahtkabeln der verschiedenen Kabelanordnungen ver-
halten sich also 8 2  cosf 0.596

S 3  cosx
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Wollte man mit den X-, Y—Komponenifn analytisch weiterrechnen, so miifiten

die waagerechten Komponenten 8’ bzw. 8 in eine X- und eine ¥-Komponente
zerlegt und dann die Summen der Komponenten in diesen Richtungen auf-
gestellt werden. Man erhilt fiir die sechs Kabel:
8; 4+ 85 - sin30° 4+ Sg - sin30° — Sy — 85 - sin30° — 8% - sin30° = 0,
85 - c0s30° + S5 - c0s30° — S - c0s30° — §§ - cos30° = 0.

Man erkennt sofort, daf die Gleichungen erfiillt sind, da die Krifte S7 ... Sg

einander gleich sind. Entsprechendes gilt fiir die vier Kabel.
2. Aufgabe. Der in
Abb. 81 in GrundriB und
S, % AufriB dargestellte Drei-
bock stehe unter dem Ein-
fluB einer waagerechten
und einer lotrechten Kraft.
Gesucht sind die Stabkrifte.
Losung. Die Resultie-
rende der Stabkrifte S,
4 und 8, liegt einerseits in
der Ebene der Stdbe (2)
und (3), andererseits in der
Ebene der Krifte H, V, §;,

Ras d. h. sie muB in der

% ~—%  Schoittlinie der beiden
Ebenen liegen; da sich in

ATy der AufriBprojektion die

Stdbe (2) und (3) iiber-

decken, fillt auch R,; in
Ublﬁggi,gébje,. diese Spur. Man hat dem-

gemdB im Aufril das Kraft-
eck zu bilden aus H, V und den Parallelen zu den Stdben (2) bzw. (3) und ().
Die so im Aufril gefundene Kraft S, ist bereits die wahre Stabkraft, weil
Stab (1) der AufriBtafel parallel liuft. Um 8, und S, zu ermitteln, ist dann
R,; in ihre Komponenten in den beiden Richtungen (2) und (3) zu zerlegen.
Zu diesem Zweck klappt man am besten ihre Ebene um die beiden FuBpunkte
in die GrundriBtafel und zerlegt in dieser die Resultierende R,, in ihrer wahren
GroBe in die beiden Richtungen. Die umgeklappte Ebene ist gestrichelt ein-
gezeichnet. Das Kraftdreieck fiir die umgeklappte Ebene gibt die wahre GroBe
von S, und S5 an.

3. Aufgabe. Auf das Bockgeriist der Abb. 82 wirkt eine waagerechte Kraft P.
Gesucht sind die Stabkrifte. Die Losung erfolge mit Hilfe des CuLMaNNschen
Verfahrens.

Lésung. Wir fassen P, S; und S,, S; zusammen, bestimmen also nach Seite 42
die Schnittlinie ~ der Ebene aus P und Stab (1) und der Ebene der Stibe (2), (3).
Um diese zu gewinnen, gehen wir vom GrundriB aus. Ein gemeinschaftlicher Punkt
der beiden Ebenen ist der Punkt 0, ein anderer Punkt der gesuchten Schnitt-
linie % ist der Schnittpunkt der GrundriBspuren der beiden Ebenen. Da P hori-
zontal verlauft, also parallel der GrundriBitafel, verlduft die GrundriBspur der
Ebene P, (1) parallel zu P’ durch den Punkt 1'. Die GrundriBspur der Ebene (2), (3)
ist durch die Verbindungslinie der Punkte 2’ und 3’ gegeben. Der Schnittpunkt s’
der beiden Spuren gibt den zweiten Punkt der Schnittlinie & an, so daB diese
also gegeben ist durch die Verbindungslinie der Punkte s’ und 0’. s in den Auf-
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riB} iibertragen, ergibt die Linie 2. Man hat nun Gleichgewicht herzustellen

zwischen P, S; und R,;, und dann R,, in die Richtung der Stibe (2) und (3)
zu zerlegen. Um sofort die wahre GroBe der Stabkrifte zu erhalten, sind hier

Abb. 82. Ubungsbeispiel.

die entsprechenden Dreiecke s’, 1’, 0’ bzw. 2’, 3/, 0’ in die GrundriBebene um-
geklappt und dann die Kraftdreiecke aus [P] und den Parallelen zu [1] und [A]
bzw. aus dem so gefundenen H und den Parallelen zu [2], [3] gezeichnet.



Zweiter Teil.

Krifte in der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend.

Die jetzt zu betrachtenden Kriafte gehen nicht mehr durch einen Punkt.
Durch die Wirkung der zerstreut liegenden Kréfte treten neue Begriffe auf, die
wir erst kennenlernen wollen.

IV. Statisches Moment. Kriiftepaare.

21. Vom statischen Moment. Denken wir uns eine gewichtslose Platte, etwa
eine diinne Holzplatte, in einem Punkt C durch einen Stift festgehalten (Abb. 83),
dann wird sich die Platte unter dem EinfluB einer be-
liebigen Kraft in ihrer Ebene drehen, sofern diese Kraft P
nicht durch den Festpunkt ¢ geht. Eine derartige Dreh-
wirkung tritt in der Praxis sehr héufig auf, wir brauchen
deshalb ein MaB fiir diese Drehung.

Drebsin Die Drehwirkung wird offenbar um so groBer, je
Abb. 83. Das Drehmoment ~ groBer die Kraft P ist bei gleichem Abstand r, und
oder statische Moment.  andererseits wichst sie mit groBerem r bei gleicher
Kraft P. Ein bestimmtes MaB der Drehung kann man offenbar erreichen durch
eine kleinere Kraft in groBerer Entfernung oder eine entsprechend gréfere Kraft
in kleinerer Entfernung. Zusammengefat konnen wir sagen: Die Drehwirkung
ist proportional P -7, d.h. (P - r) gibt ein MaB fiir die Drehwirkung an. Diese
A GroBe nennt man nun das statische Moment oder

z Drekmoment der Kraft P beziiglich des Punktes C':

- M=P-r. ‘ (18)
Die Entfernung » wird Hebelarm und der Punkt C Dreh-

B % punkt oder Momentenpunkt genannt. Durch den Aus-

T2 druck (P -r) ist aber das Moment noch nicht ganz ge-

L kennzeichnet, denn die Drehwirkung ist nicht allein
{&

durch die GroBe festgelegt, sondern sie ist auch gekniipft
> an einen Drehsinn, etwa Uhrzeigersinn oder umgekehrt.
Allgemein wird es positiv genannt, wenn es im Uhr-
Abb. 84. Dasstatische Moment zeigersinn dreht, andernfalls negativ. Demgemif ist als
verschiedener Krifte. statisches Moment das mit dem Vorzeichen versehene
Produkt von P -7 zu bezeichnen. Man erkennt sofort, daB in Abb. 83 die Platte
im Uhrzeigersinn gedreht wird; das ausgeloste Drehmoment ist also positiv.
Vielfach sind die Kréfte unabhéngig von dem auf sie wirkenden Kérper ge-
zeichnet (Abb. 84). Um hier den Drehsinn des Moments festzustellen, ist es fiir
den Anfinger zweckm#fBig, den Hebelarm als Kurbelarm aufzufassen, der im
Punkt C drehbar befestigt ist, und dann nachzupriifen, ob dieser Kurbelarm
durch die betreffende Kraft im Uhrzeigersinn gedreht wird oder umgekehrt.
Man erkennt sofort, dafl in Abb. 84 die Momente von P; und P; positiv sind,
dagegen dasjenige von P, negativ ist.
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Da das Moment durch das Produkt von P -r gegeben ist, verschwindet es,
wenn entweder P=0 ist oder r=0, d. h. wenn die Kraft durch den Momenten-
punkt hindurchgeht, liefert sie kein Moment.

Ein anschauliches Ma8 fiir die GréBe des Drehmoments erhilt man dadurch,
daf man die Endpunkte der Kraft P mit dem Momentenpunkt verbindet; der
Inhalt des so entstandenen Dreiecks (Abb. 85) ist gegeben

durch 1:2—7 DemgemiB ist das Moment selbst dar- 2

gestellt durch den doppelten Inhalt dieses Dreiecks. Man y
erkennt auch leicht, dafl der Drehsinn des Moments dem 7

durch P festgelegten Umlaufsinn des Dreiecks entspricht, %&;
d.h. wenn der durch P gegebene Umlaufsinn der Uhr- 4 ¢
zeigerdrehung entspricht, dreht auch die Kraft P im Uhr- _Abb. 85. Geometrische
zeigersinn und umgekehrt. Natiirlich ist hier der Begriff Dmtemﬁfm%fm:?mscmn
,,Flacheninhalt* weiter zu fassen, da es sich ja nicht um

eine eigentliche Fliche in cm? handelt, indem die Grundlinie eine Kraft und
die Hohe eine Lénge darstellt, also die Dimension kg-cm vorliegt.

An Stelle des Ausdrucks P - r kann man auch einen anderen einfiihren, der
sich aus Abb. 86 ergibt. Durch den ganz beliebig gewihlten Momentenpunkt C
sei ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz gelegt ; der Anfangspunkt 4 der Kraft P
besitze die Koordinaten z, y. Dann ist der +y1
Hebelarm gegeben durch:

Drehsinn

r=19y"-0c0Sx — - sincx,
demgemi l

M=P r=P-(y cosx — - sinx) Ahres e

oder ;ﬂ el
M= (P-cosx) -y — (P-sinx) - . fﬁ_:fsmw

Nun ist aber P -cosx die X-Komponente -

von P und P-sinx die Y-Komponente, so i

daB entsteht}n _x. Y — Y (19) Abb. 86. Zusrt[:1 tia;lcghee]:onmgzglllnegnt‘::sdruck des
Die Kraft P, d.h. ein Vektor, ist also jetzt ersetzt durch die Komponenten X
und Y. Die erste Darstellungsweise von M ist eine vektorielle Darstellung, die
zweite dagegen eine algebraische. Der Ausdruck
X y—Y-x

erlaubt noch eine besondere statische Deutung. Da y die Entfernung der Kraft X
vom Momentenpunkt C ist, stellt (X - ) das Moment der Kraft X fiir den Punkt C
dar, und zwar einschlieflich des Vorzeichens. Ebenso ist — (Y - ) das Moment
der Kraft ¥ um den Punkt C, die umgekehrt dem Uhrzeigersinn dreht. Es
stellt also der Ausdruck (X -y — Y - ) die algebraische Summe der Momente
der Komponenten X und Y fiir den Punkt ¢ dar. Demnach ist das Moment
der Kraft P fiir einen beliebigen Punkt gleich der algebraischen Summe der
Momente ihrer Komponenten X und Y fiir denselben Punkt; oder umgekehrt:
die Summe der Momente zweier Krifte X, Y ist gleich dem Moment ihrer Resul-
tierenden P fiir denselben Punkt.

Dieser Satz gilt auch, wenn P in zwei Komponenten zerlegt ist, die nicht
aufeinander senkrecht stehen, er gilt sogar auch fiir beliebig viele Kriifte (Abb. 87).
Man nennt ihn den Satz vom statischen Moment der Krifte:

Die algebraische Summe der Momente der Krifte P, ... P, fiir irgendeinen
Punkt C ust gleich dem Moment threr Resultierenden R fiir denselben Punkt.

Schlink, Statik. 4
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Fiir den Beweis moge das Moment der Krifte P, ... P, fir den Punkt C
mit M, ... M, bezeichnet werden und das Moment von R fiir denselben Punkt C
mit Mpg; so kann der Satz durch die Formel dargestellt werden:

Mp— SM;, (20)

wobei >'M; die algebraische Summe der Momente aller Krifte bedeutet. Die
Komponenten der Krifte P; seien mit X;, ¥; bezeichnet, dann stellen sich die
einzelnen Momente der Krifte P; nach der Glei-

*Y T ho__ R chung (19) in der Form dar:
| M, =Xy — Yz,
s i A
i M’L = Xzy le)
I / Pn e e e e e
I 7 Mn:-Xn-y—.Yn-x,
- wobei z, y fiir alle Momente die gleichen GréBen
c —— T —— = — —;r sind, weil ja alle Krifte nach Voraussetzung
Abb. 87. Satz vom statischen Moment dUrch denselben Punkt hindurchgehen. Bildet
der Kréfte. man die Summe, so erhilt man:

SMi=(Xy+ - Xt X))oy — (Yt Yok o Ty) o,
M= (2X) y— (2T -
Was stellt nun die rechte Seite dieser Gleichung dar? Nach fritherem sind >'X;
und >'Y; die Komponenten der Resultierenden; also ist die rechte Seite genau
so gebildet wie diejenige von M;, nur sind die Komponenten der Kraft P; er-
setzt durch die Komponenten der Resultierenden. Da andererseits z, y un-

verdndert geblieben sind, ist die rechte Seite der Gleichung nichts anderes als
das Moment der Resultierenden R fiir den Punkt C':

X X)y— (2 Y)x= Mg.

Damit ist in der Tat gezeigt, daB > M;= Mp.

22. Gleichgewichtsaussagen. Mit Hilfe dieses Satzes kann eine neue Gleich-
gewichtsaussage gemacht werden, die fiir viele Aufgaben von Bedeutung ist.
Wenn die auf einen Punkt wirkenden Krafte im Gleichgewicht stehen sollen,
dann muBl ihre Resultierende verschwinden. Infolgedessen muB auch das Mo-
ment der Resultanten fiir jeden beliebigen Drehpunkt Null werden, also auch
fir C. Da aber das Moment der Resultierenden gleich der Summe der Momente
der einzelnen Krifte ist, muB fiir den Fall des Gleichgewichts > M; verschwinden.
Es ist damit das Ergebnis gewonnen:

Stehen Krifte in der Ebene an demselben Punkt im Gleichgewicht, so ist die
algebraische Summe der Momente aller Krdifte fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene
gleich Null.

Der Satz ist hier bewiesen fiir Krifte an demselben Punkt; er gilt aber,
wie sich spéter zeigen wird, ganz allgemein fiir jeden Gleichgewichtszustand
beliebiger Kréifte.

Da fiir jeden Punkt die Summe der Momente verschwinden muf}, kann man
beliebig viele Gleichgewichtsbedingungen dieser Art aufstellen; sie miissen tat-
séchlich alle erfiillt sein. Andererseits haben wir aber schon frither festgestellt,
daB fiir Krifte in der gleichen Ebene an demselben Punkt nur zwei selbstandige
Gleichgewichtsbedingungen vorhanden sind, infolgedessen kénnen auch hier von
den beliebig vielen Momentengleichungen nur zwei voneinander unabhéngig sein,
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alle iibrigen miissen eine Folge dieser beiden sein. Eine Momentengleichung
sichert noch kein Gleichgewicht; denn wenn die durch einen Punkt laufenden
Krifte P; (Abb. 87) eine Resultierende haben, so verschwindet ja deren Moment
und damit auch die Summe der Momente der Krifte fiir jeden Punkt auf R.
Wenn wir also bei der Nachpriifung der Frage, ob > M;=0, zufillig einen
Momentenpunkt I auf der etwa vorhandenen Resultierenden R annehmen, dann
ist (ZMi)1=0, obwohl R tatsichlich vorhanden ist. Wenn wir andererseits
noch einen zweiten Punkt einfiihren, um die Nachpriifung der Gleichung >’ M; =0
vorzunehmen, so diirfen wir diesen nicht auf der Verbindungslinie von dem ersten
Punkt I nach dem Schnittpunkt der Kriifte A einfiihren, denn es konnte die
Tiicke des Zufalls wollen, daB dann beide Momentenpunkte tatsichlich auf der
Resultierenden, deren Vorhandensein wir ja von vornherein nicht kennen, liegen,
und dann wire fiir beide Momentenpunkte > M;=0 und trotzdem eine Resul-
tante vorhanden. Also wenn D>'M; fiir zwei Punkte verschwindet, die auf einer
Geraden durch den gemeinsamen Angriffspunkt liegen, so ist damit noch kein
Beweis fiir den Gleichgewichtszustand gegeben, da ja auch > M;=0 ist, wenn
zufillig die wirklich vorhandene Resultante in diese Verbindungslinie fallt. Gleich-
gewicht liegt aber dann mit Sicherheit vor, wenn die Summe der Momente aller
Krifte fir zwei Punkte verschwindet, deren Verbindungsgerade nicht durch A geht.
— Daf} die Summe der Momente aller Krifte mit dem gleichen Angriffspunkt
tiir diesen Punkt als Momentenpunkt immer verschwindet, ist selbstverstind-
lich, da alle Krifte durch diesen Punkt hindurchlaufen. Diese Momentenbe-
dingung sagt also gar nichts aus.

Friither haben wir kennengelernt, daB beim Gleichgewichtszustand die Summe
der Komponenten aller Krifte in jeder beliebigen Richtung verschwinden muf
(man denke daran, daB die Projektion des geschlossenen Kraftecks auf jede
beliebige Gerade gleich Null ist); jetzt wurde festgestellt, daB beim Gleich-
gewichtszustand auch die Summe der Momente aller Krifte fiir jeden beliebigen
Momentenpunkt verschwinden mufB. Wir koénnen also im Falle des Gleich-
gewichts sowohl beliebig viele Komponentenbedingungen als auch Momenten-
bedingungen aufstellen, aber unter all diesen Bedingungen sind nur zwei un-
abhéingige. Es kann demgemiB eine Gleichgewichtsaufgabe fiir Krifte mit dem
gleichen Angriffspunkt gelost werden: entweder mit zwei Komponentenbedin-
gungen oder mit einer Komponenten- und einer Momentenbedingung oder mit
zwei Momentenbedingungen. :

Letzteres moge an einem zweibeinigen Bockgeriist gezeigt werden, und da-
durch wird das auf Seite 25 erwihnte Momentenverfahren zur Ermittlung der
Stabkrifte eines ebenen Zweibockgeriistes durchgefiihrt.

Das Stabsystem sei in seinen konstruktiven Abmessungen gegeben (Abb. 88).
Als Belastung wirke die Kraft P. Am Punkt 0 muB Gleichgewicht bestehen.
Dieses Gleichgewicht ist nach der neuen Erkenntnis
gesichert, wenn fiir zwei beliebige Punkte (auBer 0) die
Summen der Momente der Krifte verschwinden. Wie
schon {frither, miissen wir auch hier vor Beginn der
Rechnung Richtungspfeile fiir die unbekannten Krifte
einfithren. Wir nehmen also wieder an, beide Stibe
wirken als Zugstibe auf den Knotenpunkt 0, sind also
von O fortgerichtet. Da die Momentenpunkte beliebige

. . . v 1s v e Abb. 88. Das Momentenver-
Lage haben konnen, werden wir sie natiirlich moglichst fahren beim  zweibeinigen

Bockgeriist.

zweckmiBig wihlen, d. h. so, daB die Gleichungen einfach
werden, da8 wir also méglichst wenig Rechenarbeit zu leisten haben. Zur Be-
rechnung der Stabkraft S, werden wir den Momentenpunkt am glinstigsten

4%
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auf die Wirkungslinie von S, legen, z. B. in den Punkt B, da ja fir ihn die
Kraft 8, kein Moment liefert. Dann ist

(ZMi)p=0
gegeben durch die Gleichung:

P-p,— 8 -a;,=0.

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daB der Drehsinn des Momentes durch
das Vorzeichen ausgedriickt wird. In der vorstehenden Gleichung ist, wie oben
eingefiihrt, der rechtsdrehende (Uhrzeiger-) Drehsinn positiv angenommen. Die
einzufiihrende Kraft S; greift an O an (nicht an A4!), ihr Moment dreht bei dem
angenommenen Zugpfeil entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Wir erhalten aus
der Gleichung

8, =P. P2

ay

Zur Errechnung von S, erhalten wir als Momentengleichung fiir den FuBpunkt 4
(ZMi)A:O: P-p,+83-a,=0,
8y =—P. 1,

Qs

also

d.h. 8; wird Zug, dargestellt durch das positive Vorzeichen des Ergebnisses,
8, wird Druck, da der erhaltene Wert negatives Vorzeichen besitzt.

Das Verfahren bietet gleichungsméBig dieselben Vorteile wie das Projektions-
verfahren (Nr. 13), ist aber in seiner Anwendung, d. h. in der Aufstellung der
beiden Gleichgewichtsbedingungen, iibersichtlicher und demgemiB einfacher zu
handhaben. ‘

Solche Momentenverfahren werden spiter eine groBe Rolle spielen und haben
vor allem besondere Bedeutung, wenn die Krifte nicht mehr durch einen Punkt
gehen,

23. Kriiftepaare in der Ebene. Wir kommen nun zu dem Begriff des Krifte-
paares. Hin Krdiftepaar ist die Gemeinschaft zweier paralleler, gleich grofer, aber
entgegengesetzt gerichteter Krdfte (Abb. 89). Durch das Kriftepaar ist eine Ebene
bestimmt. Diese Ebene moge mit derjenigen einer Platte
oder Scheibe zusammenfallen, also das Kriftepaar in der

P Ebene der Scheibe wirken. Dann erkennt man sofort,
R Orensim daf die Wirkung des Kriftepaares eine Drehung ist.
=) Die Drehwirkung wird wieder durch ein Moment ge-

% /o ) messen. Wir wollen nun als Moment des Kriftepaares

definieren: die algebraische Summe der Momente der beiden
Abb. Sgkr]‘;frteel;zgrkefg eines  Kygfte fiir einen ganz beliebigen Punkt als Momenten-

punkt. Es erscheint diese Aussage, dafl das Moment der
Krifte fiir einen beliebigen Punkt aufgestellt werden kann, zunichst eigen-
tiimlich; das sieht nach Vieldeutigkeit, nach Unbestimmtheit aus. Aber die
Klirung tritt sofort auf, wenn man tatséchlich das Moment fiir einen beliebigen
Punkt aufstellt. Der Hebelarm (a + e) wird unter dem EinfluB der oberen
Kraft P nach rechts gedreht und es entsteht das Moment -+ P(a +e€). Die
untere Kraft P dagegen dreht den Hebelarm a nach links und liefert das
Moment — P -a. Die algebraische Summe ist also:

M=P-(a+e)—P-a=-+P-e. (21)

Man erkennt, dafl die Lage des Momentenpunktes in der Gleichung tiberhaupt
nicht in Erscheinung tritt, also von gar keiner Bedeutung ist. Das Moment
des Kriftepaares ist einfach dargestellt durch das Produkt aus Kraft mal Ent-
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fernung der beiden Kréfte. Da man den Momentenpunkt beliebig wéahlen kann,
kann man ihn auch auf eine der beiden Kréfte selbst legen (Abb. 90), dann
hat die untere Kraft das Moment Null, die obere das Moment +P - ¢, d. h. das
gesamte Moment hat die GroBe P -e und dreht im
Uhrzeigersinn. Wenn also dies Kréftepaar auf eine Platte
wirkt, so fithrt diese eine Drehung im Uhrzeigersinn aus.
Vom statischen Gesichtspunkt aus ist die Annahme
eines derartigen Momentenpunktes am zweckméiBigsten,
zumal sie auch sofort den Drehsinn des Momentes, also  Abb. 903;11;?; phigg:nt eines
auch des Kriftepaares ergibt. Man erkennt daraus, daf '
das Moment des Kriftepaares ersetzt werden kann durch das statische Moment einer
einzelnen Kraft (Abb.91). Dies ist fiir spéitere Betrachtungen von Wichtigkeit.
An die Aussage, daB das Moment des Kriftepaares gegeben ist durch das
Moment der beiden Krifte fiir einen beliebigen Punkt €, kann
man folgende Uberlegung anschlieBen: Die Lage des Momenten- P
punktes gegeniiber dem Kriftepaar ist von keiner Bedeutung;
es kann also auch ein Kriftepaar gegeniiber einem angenom- 3
menen festliegenden Momentenpunkt beliebig verschoben o,/
werden. Immer bleibt das gleiche Moment, d. h. die Wirkung ¢
des Kriftepaares auf den betreffenden Korper, etwa eine imooheny momm
Scheibe, ist immer die gleiche, solange der Korper als masselos statischemMoment
. . . und Kriftepaar.
vorausgesetzt wird. Es ergibt sich der Satz:
Ein auf einen Korper wirkendes Krdiftepaar kann in seiner eigenen Ebene willkiir-
lich verschoben werden, ohne daf3 sich seine Wirkung auf den betreffenden Korper dndert.
Der Ausdruck P-e fiir das Moment des Kriftepaares

erlaubt uns noch eine andere Deutung: wenn man die p
Endpunkte der beiden Krifte des Kréftepaares mitein-
ander verbindet (Abb. 92), so entsteht ein Parallelo- \ \

gramm, dessen Flicheninhalt durch P -e gegeben ist.

Es ist also demgemi das Moment, d. h. der Wert des P
Kriftepaares, darstellbpar durch den Inhalt dieses Par- «
allelogr%mms. Man erkennt sofort, daB der durch die eines Krlftopaares.durch oin
gegebenen Krifte festgelegte Umlaufsinn zugleich den Parallelogramm.
Drehsinn des Kriftepaares angibt. In Abb. 91 geht der durch die Kraft P be-
dingte Umlaufsinn entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn, und ebenso dreht das
Kriftepaar eine Scheibe. Nun kann man ja ein Parallelogramm in der
mannigfaltigsten Weise in andere flichengleiche ' ~
Parallelogramme verwandeln. Da wir aber jedes
Parallelogramm zur Grundlage eines Krifte-

paares machen koénnen, so sind die so ent-
stehenden — d. h. durch flichengleiche Par- E &
allelogramme dargestellten — Kriftepaare alle

gleichwertig, d. h. sie iiben dieselbe Wirkung

aus. Die in Abb. 93 dargestellten Kréafte- My =Me=My =M, _
paare haben alle das gleiche Moment nach Abb. 93. Gleichwertige Kriiftepaare.
GroBe und Richtung.

Fiir den Wert eines Kriftepaares kommt es nicht auf die einzelne Gréfle
von P oder e an, sondern nur auf die GroBe von (P - e). Gerade deswegen kann
man ja ein Kriftepaar in so vielfacher Weise durch ein Parallelogramm dar-
stellen. Dieser Umstand gibt uns nun die Moglichkeit zu einer ganz neuen De-
finition des Kriftepaares. Um dies zu erkennen, nehmen wir ein gegebenes
Kriftepaar von 2400 kg'm an. Man kann dieses Kréftepaar etwa darstellen,

~J
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indem man P=2400kg und e=1m wihlt. Nun kann man P immer kleiner
werden lassen und entsprechend e immer groBer, beispielsweise:

P = 2400 kg, e= 1,0m,
P = 2000 kg, e= 1,2m,
P = 100 kg, e=24 m,
P= 1kg, e=2400m.

Bei weiterer Verkleinerung von P und Vergroferung von e kommt man schliel3-
lich auf P=0 und e=oco. Es ist also dann

P'G:O'OO,

d. h. wir haben zwei unendlich kleine Krifte in unendlich grofer Entfernung.
Nun hat eine Kraft von der Gréfe Null, die in sichtbarer Nihe wirkt, natur-
gemif keine Wirkung, aber mit der Kraft Null in unendlich groSer Entfernung
miissen wir vorsichtig sein, da die Unendhchkelt begrifflich nicht zu erfassen
ist. Wir konnen also sagen:

Ein Kriftepaar ist darstellbar durch eine Kraft von der Gréfie Null in unend-
lich grofer Entfernung.

Mit dieser Aussage kénnen wir allerdings keine Vorstellung verkniipfen, und
man fragt sich unwillkiirlich, warum stellt man eine solche Definition fiir das
Kriftepaar auf, die uns scheinbar doch nur Schwierigkeiten macht. Der Grund
ist der, dal man bei praktischen Aufgaben nicht selten auf eine Kraft von der
GroBe Null in unendlich groBer Entfernung kommt, und dann weil man eben,
daB hier tatsichlich ein Kraftepaar vorliegt. Das Moment dieses Kraftepaares
mufl dann allerdings noch bestimmt werden. Wie dies geschieht, werden wir
bei verschiedenen Aufgaben kennenlernen.

Mathematisch ist zu dieser Darstellung des Kréiftepaares noch folgendes zu
bemerken: Der Ausdruck 0-oco ist eine sogenannte unbestimmte GroBe; er
kann tatsichlich irgendeinen Zahlenwert bedeuten, wird aber bei einer be-
stimmten Aufgabe einen ganhz bestimmten Wert besitzen. In obigem Beispiel
bedeutet 0 - co gerade 2400 und nichts anderes; denn von dieser Gré8e sind wir
ausgegangen und haben gesehen, daf sie auch durch 0 -oc ausgedriickt wer-
den kann. .

Wir wollen uns nun weiter mit der Frage beschiftigen: Wie kann man ver-
schiedene Kriftepaare zusammensetzen? Man denke daran, dafi Kriftepaare
durch Parallelogramme dargestellt werden konnen. Nun kann man ja die In-
halte von Parallelogrammen zusammensetzen und den so erhaltenen Flichen-
wert durch ein Parallelogramm darstellen. Diese einzelnen Parallelogramme
werden zum Teil positiv, zum Teil negativ sein, je nachdem der Umlaufsinn
im Uhrzeigersinn oder umgekehrt geht. So gut man nun durch algebraische
Addition der einzelnen Parallelogramme ein neues Parallelogramm bekommt,
kann man auch eine Reihe von Kriftepaaren in der gleichen Ebene durch ein
einzelnes, resultierendes Kriftepaar ersetzen, indem man die einzelnen Krifte-
paar-Parallelogramme unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens addiert und das
Additionsparallelogramm wiederum durch ein Kriftepaar ersetzt. Dieses resul-
tierende Kriftepaar ist offenbar durch die algebraische Summe der einzelnen
Kriftepaare gegeben. Es hat die gleiche Wirkung auf einen Korper wie die
gegebenen Kriftepaare zusammengenommen. Wir erhalten damit den Satz:

Eine Reihe von Krdftepaaren in der gleichen Ebene I3t sich durch ein einziges
resultierendes Kriftepaar M, ersetzen, dessen Moment gegeben ist durch

M, =M. (22)
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Dieses resultierende Kriftepaar kann beliebig in der Ebene verschoben werden,
ohne daf sich seine Wirkung éndert; in jeder Lage ruft es dieselbe Drehwirkung
hervor wie die Gesamtheit der einzelnen Kréftepaare.

Man erkennt, dal Kriftepaare, die in derselben Ebene zerstreut sind, ein-
facher zusammengesetzt werden kénnen als Krifte an dem gleichen Punkt.
Wihrend wir bei ersteren nur die algebraische Summe zu bilden haben, muB
bei den Kriften entweder der Ausdruck

R=Y(XX)?+ (27,)*
berechnet oder das Krafteck gebildet werden. Eine solche Operation nennt
man geometrische Addition. Demgeméf3 werden also Krifte zusammengesetzt
mittels einer geometrischen Summierung, dagegen Kriftepaare in der gleichen
Ebene mit Hilfe einer algebraischen Addition, die natiirlich bequemer ist als
die erste.

NaturgemiB kann es auch vorkommen, daf} die auf eine Platte wirkenden
Kriftepaare im ganzen keine Drehwirkung hervorrufen, daf die Platte in Ruhe
bleibt. Es heben sich dann die Kréftepaare gegeneinander auf (Abb. 94). Das
wiirde bedeuten, dal M,=0, denn M, gibt
ja die Gesamtwirkung der Kréiftepaare an.

a4
Da aber M, = Z M, &
ist, muB}, wenn M, = 0 ist, auch s
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sein, d. h.

Kriftepaare in derselben Ebene stehen im
Gleichgewicht, wenn thre algebraische Summe Abb. 94, Kriftepaare im Gleichgewicht.
verschwindet.

Fir Krafte mit demselben Angriffsmoment war der Satz vom statischen
Moment bewiesen, der sich in der Form darstellte:

Mp=2M,;.

Das ist dieselbe Gleichung, die auch jetzt bei der Zusammensetzung der Krifte-
paare auftritt. Dort war allerdings M; das statische Moment der Kraft fiir
einen beliebigen Punkt und Mz das Moment einer Resultierenden ; hier dagegen
ist M; das Moment eines Krifte-
paares und M, dasjenige des resul-
tierenden Kriftepaares. Immerhin
ist aber ein enger Zusammenhang
vorhanden, und das muf ja auch sein,
weil das Moment eines Kriftepaares
unmittelbar gegeben ist durch das
statische Moment der einen Kraft fiir
irgendeinen Punkt auf der anderen Abb. 95. Wirkung einer Kraft P auf ein Wellrad.
Kraft als Momentenpunkt. Wenn wir

also das statische Moment der Kraft P fiir den Punkt C bilden (Abb. 91), so
ist dies genau dasselbe wie das Moment des in Abb. 92 angegebenen Krifte-
paares. Man kann in einem solchen Falle gerade so gut vom statischen Moment
der Kraft P sprechen wie vom Moment des Kriftepaares. Bei den Aufgaben der
Praxis werden Drehmomente fast immer durch Kraftepaare erzeugt. Betrachten
wir beispielsweise eine Welle, auf der ein Rad angebracht ist, das durch eine
Last P gedreht wird (Abb. 95a). Wir haben hier ein statisches Moment, ein
Drehmoment von der GréBe P -r, bezogen auf den Wellenmittelpunkt. Von
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einem Kriftepaar ist zunichst nichts zu bemerken. Ganz anders wird aber die
Sachlage, wenn wir das vollstindige Kraftbild fiir die ganze Konstruktion ein-
zeichnen. Unter dem EinfluBl von P wird das Rad nach unten gedriickt, das Rad
(als gewichtslos vorausgesetzt) driickt dadurch mit der Kraft P auf die Welle
(Abb. 95b) und will diese nach unten verschieben. Das wiirde tatsichlich
geschehen, wenn nicht von der Welle eine Gegenkraft von der gleichen GréBe aus-
geiibt wiirde; die Welle wehrt sich gegen die driickende Kraft P und bewirkt
eine gleich grofe Kraft P nach oben. An dem Rad selbst greifen also tatsich-
lich die gegebene &uBlere Kraft P nach unten und die eben erwihnte Gegen-
kraft P nach oben an (Abb. 95¢). Beide zusammengenommen bilden ein Krifte-
paar. Das Moment dieses Kréftepaares ist genau so groB8 und hat denselben
Drehsinn wie das auf das Rad wirkende Dreh-
moment P -r. Das Gesamtkréftebild der beiden
Abb.95b und c ist das gleiche wie in Abb. 95a,
da zwischen Welle und Rad zwei gleich grofe
Krafte P in der gleichen Geraden wirken, die
sich aufheben.

Die hier vorliegende Konstruktion besteht
aus zwei Teilen: aus der Welle und dem Rad.
Von dem einen Teil werden Krifte auf den an-
deren Teil iibertragen, also vom Rad auf die
Welle und umgekehrt, von der Welle auf das
Rad; sie sind als Kraft und Gegenkraft gleich

Abb. 96. Scheibe auf einer Welle. grof3. Diese Verbindungskrifte, Zwischenkrifte

oder innere Krifte, treten immer auf, wenn eine
Konstruktion, wie das meistens der Fall ist, aus verschiedenen Teilen besteht. ‘Sie
sind fiir die meisten Aufgaben von besonderer Bedeutung und werden uns spéater
noch vielfach beschéftigen. Im Zusammenhang damit mdge noch der Fall Abb. 96
betrachtet werden: eine Scheibe sei mit einer Welle verbunden; auf sie wirken
vermittels besonderer Arme Krifte P,, P,, P; ein. Es handelt sich also hier um
Krifte, die nicht durch einen Punkt gehen. Jede Kraft wird ihren Einfluf} auf die
Welle ausiiben ; P, méchte die Welle in der Richtung von Py verschieben. Die Welle
ihrerseits erzeugt demgegeniiber eine Gegenkraft von gleicher Grofe wie P,.
Diese Gegenkraft wirkt von der Welle auf die Scheibe und ist in der Abbildung
mit P{ bezeichnet. Ebenso entstehen durch die Einwirkung der Krafte P,
und P, auch wieder Gegenkrifte als Zwischenkrifte zwischen Welle und Scheibe.
Auf die Scheibe wirken also tatséchlich die gegebenen duBleren Krifte P;, P,, P;,
die nicht durch einen Punkt gehen, und die Gegenkrifte P;’, Py, P5, die durch
einen Punkt, nimlich den Wellenmittelpunkt, laufen. Wir haben demgemil
drei Kriftepaare mit den Momenten (+P;r), (+P,ry) und (—Pgrg). Diese
Momente der Kriftepaare sind genau so grof wie die statischen Momente der
gegebenen duBeren Krifte fiir den Wellenmittelpunkt. In Wirklichkeit wirken
also auf die Scheibe Kréftepaare, nicht die duBeren Krifte allein. Diese Krafte-
paare lassen sich zu einem resultierenden Kriftepaar mit dem Moment M,
zusammensetzen ; GroBe und Drehsinn dieses Moments ist bestimmt durch die
algebraische Summe der Momente der einzelnen Kriftepaare oder, anders aus-
gedriickt, durch die algebraische Summe der statischen Momente der gegebenen
duBeren Kriafte fiir den Wellenmittelpunkt:

M, = Pyry + Pyry — Pyr.

Selbstverstindlich konnte auch die Scheibe unter dem Einflul der Krifte P;
im Gleichgewicht stehen. Dann miiite M, verschwinden, d. h. es miiBite die
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Summe der statischen Momente der Krifte P; fiir den Drehpunkt Null werden.
Man sieht daraus, daf das frither gewonnene Ergebnis: ,,Im Gleichgewichtsfall
muf} die Summe der statischen Momente gleich Null werden‘, hier auch gilt
fiir Krifte, die nicht durch einen Punkt hindurchgehen.

24, Parallelverschiebung von Kriften. Die Begriffe des
statischen Momentes und des Kriftepaares spielen eine
wichtige Rolle bei der Zusammensetzung beliebiger Krifte
in der Ebene. Bevor wir darauf eingehen, ist es nétig,
zwei Hilfssétze kennenzulernen.

Auf eine ebene Scheibe wirke in ihrer Ebene eine
Kraft P (Abb. 97). Sie soll aus irgendeinem Grunde in  Abb.97. Verschiebung einer
der Ebene parallel zu sich selbst nach dem beliebigen ™ P Parallel zu sich
Punkt O verschoben werden. Unter welchen Umsténden
kann dies geschehen, ohne dafBl sich die Wirkung auf die Scheibe dndert? Um
die Frage zu beantworten, denkt man sich im Punkt 0 zwei gleich groBe, ent-
gegengesetzt gerichtete Krifte, die mit der gegebenen Kraft P gleich grof und
ihr parallel laufen, angebracht. Da sich die beiden hinzu-
gefiigten Krifte P’ und P’ gegenseitig aufheben, ist die

P
Wirkung der drei Krifte P, P’, P"" auf die Platte genau . o
so groB wie die der urspriinglichen Kraft P allein. Nun .
K

stellt aber diese letztere und die eine der neuen Krifte, P’
ein Kriftepaar dar, so daB im ganzen vorliegen: die nach O
parallel zu sich selbst verschobene Kraft P (P’) und das ZE‘ M /
Kriftepaar mit dem Moment P-e. Also iibt die Gemein-
schaft der verschobenen Kraft P’ und des angegebenen
Kriftepaares zusammen die gleiche Wirkung aus wie die Kk=Pe
urspriingliche Kraft P allein. Daraus ergibt sich, daB wir Abb. 98. Verschicbung
eine Kraft P nicht ohne weiteres parallel zu sich selbst gegebenen Punkt 0.
nach einem beliebigen Punkt O verschieben diirfen, dafl
vielmehr nur dann die Wirkung die gleiche bleibt, wenn noch das erwihnte
Kraftepaar hinzugefiigt wird, dessen Moment nach Gr68e und Drehsinn gleich
ist dem statischen Moment der urspriinglichen Kraft P fiir den Punkt 0. Wir
gewinnen demgemilB den Satz:

Eine Kraft P kann nur dann ohne Anderung ihrer Wirkung nach einem be-
liebigen Punkt 0 verschoben werden, wenn zu der verschobenen Kraft noch in der

durch die urspriingliche Kraft P und den Punkt 0 be- -
| XE
A

stimmiten Ebene ein Kriftepaar hinzugefiigé wird,
dessen Moment gegeben ist durch das statische Moment

der Kraft P fiir den Punkt 0. P, 4
Selbstverstéindlich kann das Kréiftepaar vom Mo-

ment P -e auch durch ein anderes Kriftepaar, d. h. 50

durch ein solches mit anderer Grundkraft ersetzt ’

werden, denn wir haben ja gesehen, dafl alle Krifte- p//

paare mit gleichem Parallelogramminhalt und gleichem 4

Drehsinn auch gleichwertig sind. In Abb. 98. ist ~Abb-39. Zusammensctzung von
das Moment des gezeichneten Kréftepaares K-k

nach GréBe und Drehsinn gleich dem Moment der Kraft P fiir den Punkt 0
(K-k=P-e). Also iiben dieses Kriftepaar und die verschobene Kraft P’
zusammen die gleiche Wirkung auf den betreffenden Korper aus wie die ur-
spriingliche Kraft P. Dabei ist selbstverstindlich stets darauf zu achten, daB
der Drehsinn des Kriftepaares mit dem des Momentes der Kraft P fiir den
Punkt O iibereinstimmt.
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Nun der zweite Satz, der dem Sinn nach die Umkehrung des ersten ist: es
sei gegeben (Abb. 99) ein Kriftepaar vom Moment M = K - k und in der gleichen
Ebene eine Kraft von der GroBe P durch einen beliebigen Punkt O laufend.
Konnen diese beiden Einfliisse (Kréftepaar und Kraft) zusammengesetzt werden ?
Man kann das Kriftepaar umwandeln in ein anderes mit der Grundkraft P,
wobei dann der Abstand » der neuen Kréfte P so gro8 gemacht werden muf}, daB8

P-x=M=K-k
ist. Dieses neue Kriftepaar, das dem alten gleichwertig ist, verschieben wir
nun so, daB die eine Kraft P (gestrichelt eingezeichnet) im gegebenen Punkt 0
angreift und der gegebenen Kraft P entgegengesetzt verlduft. Man erkennt,
daB dann diese Kraft und die urspriingliche Kraft P sich aufheben, und es bleibt
nur noch iibrig die parallel zur urspriinglichen Kraft P verlaufende Kraft P
im Abstand x von O. Dieser Abstand x
p ist dadurch bestimmt, da3 dasMoment
Lty des Kriftepaares P- x gleich dem ge-
8 . gebenen Moment M ist. Nun ist aber

P l rehsimvonP  qoch P-a das statische Moment der
verschobenen Kraft P fiir den Punkt 0,
und man gewinnt damit den Satz:

Ein Kriftepaar vom Moment M und eine in dessen Ebene liegende, durch einen
beliebigen Punkt 0 gehende Kraft P kénnen ersetzt werden durch eine einzige Kraft P,
die durch eine Parallelverschiebung der urspriinglichen Kraft P entsteht und deren
Lage dadurch bestimmt ist, dafy ihr statisches Moment fiir den Punkt 0 gleich ist
dem Moment M des gegebenen Krdiftepaares.

Es ist auch jetzt wieder darauf zu achten, daB das Moment der gefundenen
Kraft P den gleichen Drehsinn besitzen mufl wie das Moment des gegebenen
Kriftepaares. Bei den in Abb. 100 angenommenen Verhéiltnissen wire die
Kraft P unterhalb des Punktes 0 anzuordnen, damit sie den gleichen Drehsinn
liefert wie das Kraftepaar. Es ist nicht zweckmé&Big, zu sagen, die neue Kraft P
hat die Entfernung 2= M/P vom Punkte 0, weil dadurch der Drehsinn zu leicht
tibersehen wird, sondern man halte fest, dafl einschlieflich des Drehsinns
P-x= M sein muB.

Abb. 100. Zusammensetzung von Kréiftepaar und Kraft.

V. Analytische Zusammensetzung beliebiger Krifte in der Ebene.

2b. Die moglichen Fille. Es seien n in der Ebene zerstreute Krifte gegeben
nach GréBe, Richtung und Lage. Die GréB8e der einzelnen Kraft wird wieder
bezeichnet mit P;. Die Richtung sei festgelegt durch die friither eingefiihrten
Winkel «; der einzelnen Krifte P; mit der positiven z-Richtung. Die Lage kénnen
wir etwa dadurch angeben, daB fiir jede Kraft die Koordinaten eines beliebig
auf ihr liegenden Punktes eingefiihrt werden, beispielsweise x;, ;. Man kann
aber auch die Lage dadurch bestimmen, dal man die Entfernung der einzelnen
Kraft P; von einem Punkt 0 einfiihrt, den man ganz willkiirlich wihlen kann.
In dieser Weise moge es hier geschehen: die Abstinde r; bestimmen die Lage
der einzelnen Krifte P;; dabei mull natiirlich hinzugefiigt werden, ob das be-
treffende r; nach links oder rechts bzw. oben oder unten abweicht.

Gegeben sind also n Krifte:

nach GréBe durch P,... P;... P,,
nach Richtung durch oy ... ... &y,
nach Lage durch r,...7;...7,.

Gesucht ist ihre Zusammensetzung.
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Zum Zwecke der Losung verschieben wir jede Kraft nach dem ganz will-
kiirlich gewdhlten Punkt 0, der in der Ebene der Krifte P; liegt (Abb. 101).
Bei dieser Verschiebung bleibt die Gesamtwirkung der Krifte auf den Korper,
an dem sie angreifen, dann die gleiche, wenn wir zu jeder verschobenen Kraft
noch ein Kriftepaar hinzufiigen. Von diesen Kraftepaaren ist in der Abb. 101
nur das von P, angedeutet. Es entstehen also durch die Verschiebung der » Krafte
nach dem gleichen Punkt 0 noch n Kriftepaare, die in der gleichen Ebene mit
den Kraften P; und dem Punkt O liegen. Nun koénnen aber diese n verschobenen
Krifte zu einer Resultierenden zusammengesetzt werden, da sie durch den
gleichen Punkt 0 gehen, und ebenso die n Kréftepaare zu einem resultierenden
Kriftepaar, weil sie in der gleichen Ebene liegen. Betrachten wir zunichst die
Kriftepaare: jedes der entstandenen Kréftepaare hat ein Moment von der
GroBe P;-r;, da ja r; der Abstand der beiden Grundkrifte ist; dieses Moment
ist aber nichts anderes als das statische Moment der urspriinglichen Kraft P;
fiir den Punkt 0, einschlieBlich des Drehsinns.

Das Moment des resultierenden Kriftepaares ist 2
nach fritherem gegeben durch '

M = ZM i . 61. I
wobei M; das Moment des einzelnen Kréifte- L_z,x
paares bedeutet. Dieses ist aber, wie eben be- '
merkt, gleich dem statischen Moment der Kraft P; \ |

fir den Punkt 0, d.i. P;-r;, so daBl das resul- ___;+<
tierende Kriftepaar den Momentenwert besitzt: — g

M':Plrl+"'PiTi+"'Pnrn, 4

d.h. das Moment des resultierenden Krifte- -
paares ist dargestellt durch die Summe der i
statischen Momente der einzelnen Krafte P; fiir  avb. 101. Zur analytischen Zusammen-
den von vornherein willkiirlich gewéhlten Punkt 0. ~ setzung von zerstreuten Kraften in der
Die n nach dem Punkt 0 verschobenen Krifte P;

ergeben eine Resultante, die beziiglich GréBe und Richtung durch die Glei-
chungen (7) und (8) bestimmt ist:

R=VEXP T (SVP,  teon=2u.

Dabei sind X; und Y, die Komponenten der nach O verschobenen Kraft P;.
Da aber diese parallel verschobene Kraft dieselben Komponenten besitzt wie
die urspriingliche Kraft P;, so sind X;, ¥; die Komponenten der gegebenen
Kraft P;:

XizP,-coszxi; Y,;—'——‘PiSin(X,;.

Als Ergebnis der seitherigen Ausfithrungen haben wir also folgendes: Die
urspriinglichen n Krdfte konnen ersetzt werden durch eine durch den willkiirlich
angenommenen Punkt 0 hindurchgehende Resultierende, deren Grife und Rich-
tung durch die angegebenen Formeln bestimmi ist, und durch ein resultierendes
Kriftepaar, dessen Moment durch die Summe der statischen Momente der gegebenen
Krifte fiir den gewdhlten Punkt O festgelegt ist.

Es erscheint ja zunéchst merkwiirdig, daB der Punkt 0, durch den die Resul-
tierende verlduft, willkiirlich gewéhlt werden darf, es sieht fast nach Vieldeutig-
keit aus. Aber man bedenke: Wenn man einen anderen Punkt 0 wahlt, dann
geht wohl R durch einen anderen Punkt, hat also eine andere Lage, aber anderer-
seits dndern sich auch die Werte 7;, und dadurch wird das Moment des resul-
tierenden Kriftepaares geindert; das Zusammenwirken der neuen Kraft R
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mit dem neuen M, ist dann vollig gleichwertig dem Zusammenwirken der
fritheren Resultierenden durch ihren Punkt O und dem fritheren /,.

Man kann das gewonnene Ergebnis auch anders darstellen: die gefundene
Resultierende R und das resultierende Kriftepaar M, liegen beide in der gleichen
Ebene. Nun kann man aber doch nach dem auf Seite 58 angegebenen Satz
eine Kraft P und ein Kriftepaar zu einer Kraft zusammensetzen, die durch
Parallelverschiebung der gegebenen Kraft entsteht und eine solche Lage hat,
daBl ihr Moment fiir einen Punkt der gegebenen Kraft gleich ist dem Moment
des gegebenen Kriftepaares: P-x=M. In unserem Fall ist die fragliche Kraft:
die Resultierende R und das fragliche Kraftepaar: das resultierende Kraftepaar
vom Moment M,. Sie kénnen also ersetzt werden durch eine Kraft R, die durch
Parallelverschiebung der ermittelten Resultierenden entsteht, und die in bezug
auf den gewéhlten Punkt O eine solche Lage haben muB, daB ihr statisches Mo-
ment fiir diesen gleich dem Moment des Kriftepaares M, ist. Das resultierende
Moment war aber aufgestellt durch

M, = Pyry+ -+ Pirg+ -+« Pyry,

d. h. das Moment des resultierenden Kréftepaares ist bestimmt durch die Summe
der statischen Momente der gegebenen Krafte P; fiir den willkiirlich gewahlten
Punkt 0. Dabei sind die einzelnen Glieder natiirlich mit dem Vorzeichen ein-
zusetzen, das dem Drehsinn des einzelnen Moments P;7; entspricht. Also die
Lage von R ist dadurch bestimmt, daBl ihr Moment R - z fiir den Punkt 0 nach
Gré8e und Drehsinn gleich ist der Summe der statischen Momente aller Krifte P;
fiir denselben Punkt 0. Da aber der Punkt 0 ganz willkiirlich gewahlt werden
durfte, so ist die Summe der statischen Momente von beliebigen Kraften der
Ebene gleich dem Moment ihrer Resultierenden fiir jeden beliebigen Momenten-
punkt. Das ist aber nichts anderes als der Satz vom statischen Moment der
Krifte, der frither nur fiir Krifte mit demselben Angriffspunkt bewiesen war,
der nach den jetzigen Ausfithrungen also auch fiir beliebige Kréfte der Ebene gilt.

Man hat demgeméfB folgendes Ergebnis:

Beliebige Krifte in einer Ebene kinnen tm allgemeinen ersetzt werden durch
eine Resultierende, die der Grofe und Richtung nach bestimmi ist durch

R—YZXP+ (ST teon—Sy,

und deren Lage dadurch gegeben ist, daf3 das Moment dieser Resultierenden fiir
einen ganz beliebigen Punkt O der Ebene gleich ist der Summe der statischen Mo-
mente der gegebemen Krifte P; fiir denmselben

7 A Punkt 0:
Ma=3Mi=Pyry4 o Poorit - Py,

/'\,, G\ Fiir die praktische Durchfithrung einer sol-
s 24 chen Zusammensetzung von Kréiften in der Ebene
AN % ist nur das Ergebnis von Bedeutung; das, was

% . vorher iiber die Parallelverschiebung der Krafte

A \\ nach einem Punkt gesagt war, war nur zum

Abb. 102. Zur analytischen Zusammen- BeWweis notig. Die Lésung wiirde sich also bei

setzung von zerstreuten Kriften in der gjner vorliegenden Aufgabe folgendermafen ge-
Ebene. . .

stalten: man bildet von jeder der gegebenen

Krifte (Abb.102) ihre Komponenten X; und Y; nach GroBe und Richtung, etwa unter

Verwendung der Formeln X, — P. - coso
T (2 (R4

Y, = P, sing;,
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und rechnet R und tgxp nach den angegebenen Formeln aus. Dadurch ist
die Resultierende nach Gréfe und Richtung gegeben. Dann ermittelt man
fiir einen ganz beliebigen Punkt 0 die Summe der statischen Momente der ge-
gebenen Krifte und muB nun die Resultierende in solcher Lage eintragen, dafl
ihr Moment fiir den Punkt O gleich ist dieser Summe der statischen Momente,

also R-x=Pyr,+ - Piryoev + Pyr,.

In Abb. 102 ergibt sich die Resultierende nach rechts unten verlaufend, sie ist
im beliebigen Punkt O gestrichelt eingetragen; da >'M; hier positiv ist, ist
nun R so zu verschieben, dafl ihr Moment rechts herum dreht, d. h. sie muf}
oberhalb des Punktes O liegen.

Fir die Losung der Aufgabe, d. h. fiir die eindeutige Zusammensetzung der
Krifte, ist die Ermittlung der GroBien X' X;, >'Y; und > M; nétig. Die beiden
ersten brauchen wir zur Bestimmung von Gré8e und Richtung der Resultanten,
die letzte fiir ihre Lage. Wenn >'X;=0 ist, dann fillt die Resultierende in
die y-Richtung, und wenn >'Y;=0 ist, verlduft sie in der z-Richtung. Ver-
schwinden beide Ausdriicke, so gibt es itberhaupt keine Resultierende. Hieraus
geht hervor, daf nicht immer eine Resultierende vorhanden sein muf.

Im ganzen koénnen wir vier Fille unterscheiden, je nachdem die Grofen R
bzw. > M; gleich Null oder von Null verschieden sind.

1. R0, >M;+0. Dann ist das gegebene Kriftesystem ersetzbar durch
eine eindeutige Resultierende, deren Grofie und Richtung durch die oben ange-
gebenen Ausdriicke fiir B und «p festgelegt sind, und deren Lage durch den
Satz vom statischen Moment der Kréfte fiir einen beliebigen Punkt 0 eindeutig
gegeben ist. Es ist dies der Fall, den wir seither betrachtet haben.

la. R0, 2’ M; =0. Es liBt sich das gegebene Kriftesystem ebenfalls
durch eine Resultierende ersetzen. Da aber jetzt ZMi:O ist, ist die Lage der
Resultierenden bestimmt durch R -x=0, d. h. £ muB gleich Null sein, weil ja
R =0 ist. Es geht also jetzt die Resultierende R durch den willkiirlich ge-
wahlten Punkt O hindurch; d. h. zuféllig wurde dieser Punkt O so eingefiihrt,
daB er auf der zu errechnenden Resultierenden R liegt. Dieser Fall ist ledig-
lich ein Sonderfall von 1.

2. R=0, >M; =0. Dann liBt sich das gegebene Kriftesystem zuriick-
fithren auf ein einziges Kréftepaar, dessen Moment M, bestimmt ist durch das
statische Moment der gegebenen Kréfte P; fiir einen ganz willkiirlich gewédhlten
Punkt 0; denn der Ausdruck ZMl stellt ja sowohl die Summe der statischen
Momente der Krifte dar, als auch andererseits die Summe der oben erwihnten
Kriftepaarmomente, also wieder ein Kréftepaar, ndmlich M,. Die Wirkung
der gegebenen Krifte auf den betreffenden Korper, an dem sie angreifen, wird
also eine Drehwirkung sein. Wenn man die Bedingung R - z = > M; auf diesen
Fall anwendet, so lautet die Gleichung:

O'.’L':ZMi
oder ZMi
x:———o—-:

Wir haben also eine Resultierende von der GréBe Null in einer unendlich groBen
Entfernung, und das ist nach fritherem (Seite 54) ein Kriftepaar.

DaB hier, wo keine Resultierende auftritt, doch noch eine Drehwirkung vor-
handen sein muf3, macht dem Anfinger manchmal Schwierigkeiten. Die Sach-
lage wird klar, wenn man bedenkt, da R dann Null wird, wenn > X;=0 und
'Y, =0 sind, d.h. die gegebenen Krifte miissen dann so beschaffen sein, daB
die Summen ihrer X-, Y-Komponenten verschwinden. Dieser Fall liegt aber bei
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einem Kriftepaar vor (Abb. 103), weil die X- und Y-Komponenten beider
Krifte P gleich groBl und entgegengesetzt gerichtet sind. Es ist also bei dem
Kriftepaar auch R=0. Der Ausdruck > M; ist hier das Moment der beiden

Krifte P fiir einen beliebigen Punkt 0, das ist aber

4 ———5a \ nichts anderes als das Moment des Kraftepaares selbst.
_15?0_ Y| £ Ein ghnlicher Fall liegt vor, wenn z. B. eine Platte
A\ ! auf einer Welle befestigt ist und nur eine Kraft P auf

N L7 X sie wirkt (Abb. 104). Unter dem EinfluBl von P ent-
\ X steht eine Druckwirkung auf die Welle bzw. den
S Zapfen von der gleichen Kraft P, die ihrerseits, wie

\, P | auf Seite 56 ausgefithrt, wieder eine Reaktion nach

-——= oben von derselben Gréfe erzeugt. Auf die Scheibe

\_ /) wirken demgemif die beiden ausgezogenen Krifte,
Abb. 103. Die Komponenten cines  11&M01ich die urspriingliche Kraft P und die gleich
Kriftepaares. grofe, aber entgegengesetzte Reaktion P’'. Wir haben

also wieder ein Kriftepaar. Die Resultierende dieser
beiden Krifte ist Null, aber ihre Wirkung stellt sich als Drehung dar, wobei
das Drehmoment durch das statische Moment der Kraft P fiir den Wellen-
mittelpunkt gegeben ist.

3. R=0, >’ M;=0. Dann stehen die gegebenen Krifte P; im Gleich-
gewicht. Wir haben keine Resultierende mehr, wir haben auch kein resultieren-
des Kriftepaar, dessen Moment ja durch > M; gegeben ist, d. h. die auf einen
Korper wirkenden Krifte tiben iiberhaupt keinen Be-
wegungseinfluf mehr aus. Es ist Gleichgewichtszustand.

P . Nun verschwindet aber doch R nur dann, wenn
>'X;=0 und >'Y;=0, so daB Gleichgewicht besteht,
wenn

.0' - p ZX,;—:O, ZY@IO und ZM,,=O (23)

p,' Die letztere Bedingung sagt aus, daB die Summe der

#\ statischen Momente aller Krafte fiir einen beliebigen
auf den Zagken Punkt Null werden muB}, denn es war ja
wirkend
anf ciner Wollo angebraonton M= P ;.

Scheibe. (Die ausgezogene
i JleSchelbe:  Die zwei ersten Bedingungen geben an, da8 die Summen
Zapfen.) der Komponenten in der z- und y-Richtung verschwinden
miissen. Nun kann man aber die ganze Uberlegung
auch durchfithren mit einem schiefwinkligen Achsenkreuz und kommt dadurch zu
Komponenten in zwei beliebigen Richtungen, geradeso wie dies auch schon
bei Kriften an demselben Punkt der Fall war. Wir erhalten damit den Satz:

Zerstreute Krdfte in einer Ebene stehen im Gleichgewicht, wenn die Summen
threr Komponenten in zwet beliebigen Richtungen verschwinden und auferdem die
Summe ihrer statischen Momente fiir einen ganz beliebigen Punkt ebenfalls Null
wird.

Natiirlich wird man den Momentenpunkt, den man willkiirlich wéhlen darf,
in einem praktischen Beispiel méglichst giinstig annehmen (vgl. die Berechnung
auf Seite 65).

26. Gleichgewichtshetrachtungen von Kriften in der Ebene. Bei zerstreuten
Kriften der Ebene treten also drei Gleichgewichtsbedingungen auf, wahrend bei
Kriften in der Ebene an dem gleichen Punkt nur zwei Gleichgewichtsbedin-
gungen vorhanden waren. DemgemiB diirfen und miissen bei Gleichgewichts-
aufgaben, die sich auf zerstreute Kréfte in der Ebene beziehen, drei Unbekannte
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vorhanden sein, damit wir eindeutige und endliche Losungen erwarten kénnen.
Die einfachste Aufgabe fiir solche Krifte ist die, eine Kraft mit drei anderen
ins Gleichgewicht zu setzen, die sich nicht auf ihr schneiden.

Bevor auf diese Aufgabe niher eingegangen wird, moge zunichst auf folgen-
des hingewiesen werden. Wir betrachten eine Platte, die zwei Schlitze in waage-
rechter und lotrechter Richtung besitzt, die sich iiber einen genau passenden
Bolzen verschieben kénnen (Abb. 105). Auf die Platte
wirken Krifte P; bis P,. Wenn die Summe der
X-Komponenten nicht verschwindet, dann wird sich
die Platte entsprechend dem Werte von > X; unter
Benutzung des waagerechten Schlitzes verschieben;
eine Verschiebung in der z-Richtung wird nicht ein-
treten, wenn 2X,~=0. Ebenso wird vermittels des
senkrechten Schlitzes eine Verschiebung auftreten, T
solange D>'Y; von Null verschieden ist. Wenn nun  Abb.105. Platte mit zwei Schlit-
>X;=0 ) und >'Y;=0, dann ist die Bewegung in ** unter der Hinwirkung von
den Schlitzen ausgeschlossen, aber es besteht durch-
aus noch kein Gleichgewicht, solange nicht auch die Summe der Drehmomente
fiir den Bolzen gleich Null ist. Man erkennt daran klar die physikalische Be-
deutung der drei Gleichgewichtsbedingungen als notwendige Forderungen fiir
den Ruhezustand.

Wie liegen nun die Verhdltnisse, wenn die Platte keine Schlitze besitzt,
aber in einem Bolzen befestigt ist (Abb. 106)? Durch die Krifte P; und P,
werden, wie schon auf Seite 56 bemerkt, Krifte auf
den Bolzen ausgeiibt; dadurch entstehen vom Bolzen
gegen die Scheibe Gegenkrifte — Reaktionen — von /(
der GroBe P;, P,, vorausgesetzt, daBl der Bolzen fest \ -
genug ist, sich also gegen den Einflu von P; und P, y’
wehren kann. Es wirken demgemiB auf die Scheibe
jetzt vier Krifte, und zwar in Gestalt von zwei Kréfte-
paaren mit den Momenten —P,-7; und +P,-7,. ) -
Die Summen der Komponenten in zwei Richtungen Ab}";;,}z‘é?; d?:ﬁ;;bf b‘:‘;;t?‘g‘;?m
sind wieder Null, also tritt eine Verschiebung der Platte
nicht ein, wohl aber ist eine Drehung um den Bolzen méglich, und zwar tritt
dies immer dann ein, wenn

2M;=—P,;-r,+ Py -1, Z0.
Ist aber Pyr, = Pyry,

dann haben wir vélligen Ruhezustand. Man sieht hier wieder sehr klar, daB
die Drehwirkung durch Kriftepaare erzeugt wird, die allerdings erst in Er-
scheinung treten, wenn man die Gegenwirkungen gegen die Scheibe berticksichtigt.
In praktischen Fillen liegt jeder reinen Drehung ein Kriftepaar zugrunde.

Es wurde oben gesagt, daBl eine Kraft mit drei anderen, die sich nicht auf
ihr schneiden, ins Gleichgewicht gesetzt werden kann. Es sind, bei dieser Auf-
gabe in der einfachsten Gestalt, gegeben eine Kraft P und aullerdem drei Wir-
kungslinien, in denen die unbekannten Kréfte P,, P,, P; wirken sollen. Um
statische Gleichungen aufstellen zu kénnen, muBl man zundchst die Richtung
dieser Krifte, wie schon frither bemerkt, willkiirlich annehmen. Man kann dann
die drei obenerwihnten Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. Es moge dies
gleich an einer technischen Anwendung gezeigt werden, um daran Bemerkungen
iiber verschiedene Fiélle der Gleichgewichtslage bei einem unterstiitzten Korper
anzukniipfen.
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Bei Kriften, die durch einen Punkt gehen, hatten wir ein System von zwei
Staben betrachtet, da damals zwei Gleichgewichtsbedingungen giiltig waren,
denen als Unbekannte die zwei Stabkrifte gegeniiberstanden. Jetzt werden wir
eine Anordnung von drei Stiben zugrunde legen, die nicht durch einen Punkt
gehen. Durch drei derartige Stibe moge (Abb. 107) ein Balken gegeniiber der
Erde abgestiitzt sein. Der Balken trage in der gleichen Ebene, in der die Stibe
liegen, eine Last . Die Stibe seien sowohl am Boden als auch am Balken dreh-
bar befestigt, damit Kréifte nur in der Stabachse auftreten (Lingskrifte!). Die
Last @ wirkt auf den Balken, der infolge der Abstiitzung durch die drei Stdbe
in Ruhe bleibt. Diese Stibe dienen als Kraftleiter nach der Erde. In ihnen
werden innere Krifte — Stabkréfte —
geweckt werden. Das statische Bild
ist also folgendes: infolge der Last @
iibt der Balken auf die Stidbe Krifte
aus; die Stdbe wehren sich dagegen,
wirken also ihrerseits auf den Balken,
sodaB im ganzen am Balken angreifen:
die Last @ und die Stabkrifte S, S,
und 8;. Diese Krifte miissen im
Gleichgewicht stehen, da der Balken
in Ruhe bleibt. Von ihnen sind be-

N kannt Lage, Gr68e und Richtung von
Abb. 107, Balken. durch drei Sttt iho mit @ und die Wirkungslinien der Stab-
e e ovbon o ingsstabe mit der 1itte.  Wie bei jeder statischen

Behandlung von Konstruktionsauf-
gaben ist es auch hier sehr wesentlich, dariiber klarzuwerden, welcher Kon-
struktionsteil der eigentliche Triger des Gleichgewichtszustandes ist: das
ist hier der Balken. Die Losung der Aufgabe erfordert gemifB den seit-
herigen Ausfiihrungen die Aufstellung von zwei Komponentenbedingungen und
einer Momentengleichung. Diese kénnen erst aufgestellt werden, wenn iiber die
Richtung der Krifte etwas gesagt ist. Nun ist aber nur die Richtung von @
gegeben; es muBl deshalb, genau so wie bei den Bockgeriisten, in den Stiben
zunichst ein bestimmter Richtungssinn angenommen werden, und zwar mége
wieder eine Zugkraft zugrunde gelegt sein. Die Zugkraft eines Stabes wirkt
von den Endpunkten weg, d. h. auf den Balken wirken die Zugkrifte mit dem
Pfeil vom Balken nach der Stabmitte hin, wie sie in Abb. 107 eingetragen sind.
Wir konnen uns geradezu den Balken losgelést denken und ihn als eine freie
Konstruktion betrachten, auf den die vier Krifte @, S;, S,, S; wirken. Fiir die
beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen kann die z-, y-Richtung willkiirlich
gewahlt, fiir die dritte der Momentenpunkt beliebig eingefiihrt werden. Wir
wihlen die positive 2-Richtung horizontal nach rechts, die positive y-Richtung
nach unten.

1. >’ X;=0. Da @ und 8, senkrecht zur z-Richtung verlaufen, haben sie
keine X-Komponenten. Die X-Komponente von S, verliuft bei dem eingefiihrten
Zugpfeil nach links, diejenige von S; nach rechts:

—8, - c0s45° + 85+ c0s30° = 0.
2. 2'Y;=0. Da @ und 8, in die y-Richtung fallen, treten sie in voller GroBe
als Y-Komponenten auf; alle Krifte haben eine positive Y-Komponente:
Q-+ 8;+ 8, sin45° + 8;-8in30°=0.
8. 2’ M;=0. Der Momentenpunkt ist ganz beliebig; man wird ihn selbst-
verstindlich moglichst bequem einfiihren. Legt man ihn nun auf einen Stab,
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so fallt die betreffende Stabkraft aus der Momentengleichung heraus; legt man
ihn in den Schnittpunkt zweier Stébe, z. B. von §, und Sj, d. i. der Momenten-
punkt I, so fehlen diese beiden Krifte in der Momentengleichung, da ja beide
den Hebelarm Null haben. Ein solcher Schnittpunkt zweier Stibe ist der giin-
stigste Momentenpunkt. Stellen wir die Momente dementsprechend fiir den
Punkt I auf, so haben wir nur Momente von @ und 8. @ dreht um den Punkt I
links herum, 8; bei dem angegebenen Zugpfeil ebenfalls links herum. Unter
Benutzung der eingetragenen Hebelarme entsteht die Gleichung: '
—@-0,756—8,-0,50+8,-0+8;-0=0.

Aus diesen drei Gleichungen kann man die Unbekannten berechnen. Aus der
dritten Gleichung ergibt sich

§;=—1000- 5 — 1500 kg,
aus der Verbindung der ersten und zweiten Gleichung:

8y =+4447Tkg; S;=-+4363kg.
Da S, und 8; positiv sind, werden diese Stibe tatsichlich gezogen; dagegen
wird Stab (1) gedriickt, weil der eingefiihrte Richtungspfeil mit Riicksicht auf
das negative Vorzeichen von 8; umzukehren, also in einen Druckpfeil umzu-
wandeln ist.

Die drei Gleichungen sind ganz verschiedenartig gebaut; jede der beiden
ersten enthédlt mehrere Unbekannte, die letzte dagegen nur eine Unbekannte.
Das ist kein Zufall, denn es wurde ja der Momentenpunkt absichtlich so ge-
wihlt, daB zwei Unbekannte (S, und S;) aus der Momentengleichung heraus-
fielen. Nun muf} aber doch im Gleichgewichtsfall die Summe der Momente fiir
jeden beliebigen Momentenpunkt verschwinden. Geradesogut wie wir ihn in
den Schnittpunkt von S, und S; gelegt haben, kénnten wir auch Punkt I1
(Schnittpunkt von §; und 8;) oder Punkt III (Schnittpunkt von §; und 8,)
als Momentenpunkt wéhlen. Fiir jeden dieser Momentenpunkte mufl die Summe
der statischen Momente aller Kréafte verschwinden und jede dieser Gleichungen
hat die Eigentiimlichkeit, daB nur eine Unbekannte in ihr auftritt. Wir be-
kimen also dann statt der urspriinglichen drei Gleichungen deren fiinf, da die
zwei neuen Momentengleichungen noch hinzukommen. Aber diese fiinf Glei-
chungen sind tatséchlich nicht voneinander unabhéngig. Fiir zerstreute Krifte
in der Ebene gibt es in Wirklichkeit nur drei voneinander unabhingige Gleich-
gewichtsbedingungen, wie aus den fritheren Ausfithrungen hervorgeht. Wohl
kénnen wir beliebig viele Momentengleichungen anschreiben, wie auch beliebig
viele Komponentenbedingungen angesetzt werden konnen, aber alle sind Folge-
rungen von drei Gleichungen.

Wir wollen nun fiir das vorliegende Beispiel als grundlegende Gleichungen
die drei Momentenbedingungen anschreiben:

L. (M) =0: —Q-0,75 —8,-0,50=0;
es ergibt sich 1= — 1500 kg.
2. 2 M)n=0: —-Q-0,254+8,-0,56 = 0;
Sy =+447 kg.
3. (2 Mm = 0: —Q 0,254+ 8;-0,69 =0;
83 =4363 kg.

Das Ergebnis stimmt mit den, aus den urspriinglichen Gleichungen ermittelten

Werten iiberein. Wenn man nun fiir irgendwelche andere Punkte die Summe

der Momente aller Krifte aufstellt und die hier gewonnenen Werte einsetzt,
Schlink, Statik. 5



66 Krifte in der Ebene zerstreut auf einen Korper wirkend.

so miissen alle diese Summen den Wert Null ergeben, da ja im Gleichgewichts-
falle die Summe der Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwinden mu8.
Ebenso muBl mit den hier gefundenen Werten jede beliebige Komponenten-
bedingung erfiillt sein. Wir kénnen also nach Gewinnung der drei Unbekannten
mit Hilfe von Momentengleichungen jede weitere Momentengleichung oder auch
jede Komponentenbedingung als Probe verwenden.

Probe: >'X;=0: —447 - cos45° + 363 - cos30° =0,
ZYi =0: 1000 — 1500 -+ 447 - sin45° -+ 363 - sin30° = 0.

Der hier beschriebene Rechnungsgang empfiehlt sich hiufig als vorteil-
haftester: man rechnet die Unbekannten durch Momentenbedingungen mit
moglichst giinstig eingefithrten Momentenpunkten
aus und priift die Richtigkeit der errechneten
Werte mit Hilfe von Komponentenbedingungen
nach. Jedenfalls soll man nie versiumen, die er-

/@ rechneten Unbekannten nachzupriifen.
Yoo Welche Gleichungen wir als die drei Ausgangs-
=4 gleichungen einfithren, ist grundsétzlich gleich-
\ % giiltig: entweder drei Momentenbedingungen oder
zwei Momentenbedingungen wund eine Kompo-
. nentenbedingung oder eine Momentenbedingung
AP 108 B Roiteen N nd awed Kom%onentenbedingungen. Allerdings

kénnen nicht drei unabhingige Komponenten-
bedingungen aufgestellt werden, da in der Ebene eine Kraft nur in zwei
Komponenten eindeutig zerlegt werden kann. Durch Benutzung weiterer Gleich-
gewichtsbedingungen erhalten wir dann immer die erwiinschte Probe. *
Es war gesagt, dafl wir als Gleichgewichtsbedingung drei Momentengleichun-
gen aufstellen kénnten. Dazu ist noch eine Bemerkung nétig. Es diirfen nim-
lich die drei gewéhlten Momentenpunkte nicht auf einer Geraden liegen, wenn
das Gleichgewicht mit Sicherheit vorhanden sein soll. Das ergibt sich aus fol-
gender Uberlegung: nehmen wir an, es ligen Krafte vor, die tatsichlich eine
Resultierende R haben (Abb. 108). Dann verschwindet doch fiir jeden auf R
liegenden Punkt die Summe der Momente der Krifte P;, da die Resultierende
selbst fiir jeden dieser Punkte das Moment Null hat und andererseits die Summe
der Momente der Krifte gleich ist dem Moment der Resultierenden. Wenn
man nun nachpriifen will, ob die gegebenen Krifte im Gleichgewicht stehen,
weill man zunichst nicht, ob etwa eine Resultante vorhanden ist. Wahlt man
die drei Momentenpunkte dann zuféllig so, daB sie auf der vorhandenen Resul-
tierenden liegen, so verschwindet die Summe der Momente aller Krifte fiir
diese drei Punkte, obwohl eine Resultierende vorliegt. Werden aber die drei
Momentenpunkte nicht auf einer Geraden gewihlt, so kénnen bei Vorhanden-
sein einer Resultierenden wohl die Momente fiir zwei Punkte verschwinden
(wenn die Resultierende zuféllig durch die beiden Punkte geht), aber nicht
fiir drei Punkte. Es ergibt sich also der Satz:
Zerstreute Krifte in der Ebene stehen im Qleichgewicht, wenn die Summen threr
Momente fiir drei Punkte verschwinden, die nicht auf einer geraden Linie liegen.
Im Zusammenhang mit dem letzten Beispiel sei noch auf folgendes hin-
gewiesen: wenn die drei Stdbe durch einen Punkt hindurchgehen, dann ist das
System je nach Art der Belastung entweder nicht mehr fest oder die Stabkrifte
werden vieldeutig. Geht ndmlich (Abb. 109a) die Last nicht durch den gemein-
samen Punkt 0, dann ist fiir diesen Punkt die Summe der Momente nicht mehr
Null, da ja P einen Momentenbeitrag aufweist. Im Gleichgewichtsfalle muf3
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aber die Summe der Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwinden; also
ist kein Gleichgewicht bei dieser Belastung mdglich, d. h. die Konstruktion
ist beweglich. Geht die Last dagegen durch den Schnittpunkt der . drei
Stabe hindurch (Kraft P in 0 A

der Abb.109b), so verschwin- ,f\ NN

det allerdings das Moment d 4 PAS

1N
/ \ AN
aller Krifte fiir den Punkt O, s
und es besteht Gleichgewicht, Fl p/
wenn die Summen der Kom-
a ’ ) !

ponenten in zwei beliebigen
Richtungen verschwinden.

Da aber nur zwei unabhin-  Apb. 109. Balken, gegeniiber der Erde verschieblich angeschlossen.
gigeGleichgewichtsbedingun-

gen vorliegen (Krifte durch einen Punkt!), denen drei Unbekannte gegeniiber-
stehen, ist die Aufgabe vieldeutig. Es darf also nicht eine Scheibe durch drei
Stdbe mit der Erde verbunden werden, die sich in einem __
Punkt schneiden. Das wire auch der Fall, wenn die I 1 I I

P

/

drei Stdabe einander parallel laufen (Abb. 110).

27. Gleichgewicht von drei Kréiften. Es wurde oben
der Fall betrachtet, daB eine Kraft mit drei anderen
ins Gleichgewicht gesetzt werden soll, die nicht durch 43 110, Bamen, dqurch
einen Punkt hindurchgehen. Daran anschlieBend moége gg;{)e patalicle - Stiltzungs-
gefragt werden: Wann kann iberhaupt eine Kraft bunden.
mit zwei anderen Kréften derselben Ebene ins Gleich-
gewicht gesetzt werden? Man beachte wieder, dafl Gleichgewicht nur bestehen
kann, wenn die Summe ihrer Momente fiir jeden beliebigen Punkt verschwindet.
Nun verschwindet aber doch sicher nicht das Moment der Kraft P, (Abb. 111) fiir
den Schnittpunkt von P; und P,, da P; nicht durch diesen
Punkt hindurchgeht. Es ist also Gleichgewicht bei dieser 4
Anordnung unméglich. Das Moment kann nur dann allgemein T~
verschwinden, wenn P, durch den Schnittpunkt von P, und P, / \

A

lauft, d. h.:

Dres Krdfte kinnen nur im Gleichgewicht stehen, wenn siedurch
enen Punkt hindurchgehen und in der gleichen Ebene liegen. .. (11 , 0o chge-

Das ist notwendige Voraussetzung. Damit tatsichlich wichtstall dreier Krifte.
dann der Gleichgewichtsfall vorliegt, mul im iibrigen die
Summe der Komponenten in zwei Richtungen verschwinden, oder es muf die
Summe der Momente fiir zwei weitere Punkte verschwinden bzw. die Summe
der Komponenten in einer Richtung und die Summe der Momente fiir einen
Punkt, oder es mull das zugehorige Krafteck geschlossen sein.

28. Zusammensetzung und Zerlegung bei parallelen Kriften. Liegt ein
System von parallelen Kréaften vor, so ist ihre Resultierende durch die alge-
braische Summe der einzelnen Kréfte gegeben und lduft parallel zu diesen
Kraften. Der Beweis beruht auf den Formeln

E= TP+ ST tgon—Sys
i
denn wenn man die gegebene Kraftrichtung als y-Richtung wahlt (Abb. 112),
wird >’ X;=0 und 'Y, gleich der Summe der gegebenen Krifte. Die Lage
der Resultanten ist, wie bei Kriften in allgemeiner Lage, bestimmt durch den
Satz vom statischen Moment der Krafte, bezogen auf irgendeinen Punkt 0:

5*
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Gesucht sei nun die Resultierende zweier parallelen Krifte P; und P, nach
ihrer Grofe, Richtung und Lage (Abb. 112). Ihre GréBe ist bestimmt durch

?~—-————£ R=P; + P,.
l . Thre Richtung, wie oben erwihnt, durch die Rich-
N I tung der Krifte. Zur Bestimmung der Lage kann
I Fi 7z oo man einen beliebigen Punkt 0 wéahlen und stellt
| 2 1 die Gleichung auf:
yl e —P,va,— Py-a,=—R-x,
4 wodurch -« bestimmt ist. Nun kann man aber den
R Punkt 0 ganz beliebig wihlen, und wir werden ihn

Abb. 112, Die Resultierende zweier S€lDStverstéindlich so einfiihren, daf die Gleichung

paralleler und gleichgerichteter Kratte. moglichst einfach wird. Dies ist der Fall, wenn

der Momentenpunkt auf der Wirkungslinie der

Resultierenden selbst liegt. Wir nehmen also die Lage der Resultierenden an,

und nach Einfithrung der Entfernungen p,, p, von den Kriften lautet die
Momentengleichung fiir einen Punkt N auf ihr:

R-0=—P, p,+ Py p,y
| - f\,q oder P, py= Py p,.

pl v Durch diese Gleichung ist tatséchlich die Lage der
! Resultierenden bestimmt, da

2

=€
Abb. 113. Die Resultierende Pt P
zweler paralleler und entgegen- st ynd die Entfernung e gegeben war, so daB die Glei-

gesetzt gerichteter Krifte. . .
chung (das Hebelgesetz) nur eine Unbekannte aufweist.
Sind die beiden parallelen Krifte entgegengesetzt gerichtet (Abb. 113), so
ist die Resultierende R bestimmt durch
R=P,— P;;
ihre Richtung fallt mit der der groBeren der beiden Krifte zusammen. Die
Lage der Resultierenden wird wieder ganz schematisch dadurch bestimmt, daB
fiir einen beliebigen Punkt auf ihr das Hebelgesetz er-
fiilllt sein muf:

zur gréferen Kraft P, der kleinere Hebelarm p, gehort
P i P und umgekehrt, so muB die Resultierende auBerhalb
2 der groBeren der beiden Krifte liegen.
Abb. 114 Zorlogmg - clner Soll umgekehrt (Abb.114) eine Kraft P in zwei
Komponenten in gegebenen Parallelen g, und g, zerlegt
werden, so fiihrt man zunichst Richtungspfeile fiir diese Komponenten ein
unter Beriicksichtigung der Beziehung

P=K,+ K,
und schreibt fiir einen beliebigen Punkt von P das Hebelgesetz an:
K, k=K, k.

Mit Hilfe der so erhaltenen zwei Gleichungen ist die Aufgabe zu losen.
Da die Aufgabe, eine Kraft P in zwei Komponenten K; und K, zu zerlegen,
gerade so zu behandeln ist wie diejenige, eine Kraft P mit zwei gesuchten

1
|
|
. N l Py-py= Py p,.
7 ¢ %2 Da diese Gleichung nur befriedigt werden kann, wenn
P

i
|
I
I



Ubungsaufgaben fiir zerstreut in der Ebene liegende Krifte.

Kriften P; und P, ins Gleichgewicht zu setzen, und P 73
lediglich die Krifte P, und P, entgegengetzten Rich-
tungspfeil wie K, und K, aufweisen, kann diese

Gleichgewichtsaufgabe ganz entsprechend gelost werden
(Abb. 115); jetzt muBl sein:

P, + Py=—P
: Abb. 115. Gleichgewicht einer Kraft
und p 1°P1= P 2* Pa- mit zwei parallelen Kriften.

Ubungsaufgaben fiir zerstreut in der Ebene liegende Krifte.

1. Aufgabe. Ein gewichtsloses Seil von der Linge I =60 cm liege auf einer
Zylinderwalze mit dem Halbmesser r=50 cm (Abb. 116) und trage an seinen
Enden Gewichte von G1_3O kg, G,=10 kg. Wie groB} sind im Gleichgewichts-
fall die Winkel ¢; und ¢@,?

Lésung. Das Konstruktlonsghed, das hier im Ruhezustand stehen soll, ist
das erwihnte Seil mit seinen Endgewichten. Es ist offenbar Ruhe vorhanden,

N, =G, c0sg@,

Abb. 116. Ubungsbeispiel.

wenn die durch ; hervorgerufene nach links ziehende Kraft K, gleich ist der
durch @, bewirkten nach rechts ziehenden Kraft K,. Diese beiden Krifte
wirken tangential und sind gegeben durch: :

K, =G, -sing,,
K,= @, sing,.
Wir bekommen also die Gleichung:
Gy - sing; = G, - singy;
L=r1-(p.+ @a),

4 60
(pl—l—q)z:?-:gﬁ:l’z_

Die wirkliche GroBe ist leicht zu finden, wenn man bedenkt, daB zum Bogen 7
der Winkel 180° gehirt:

andererseits ist

LS_(E _ (@1 + ‘Pz)
4 1,2 ’
@1+ @y = 68°40’,
g1 = 68°40' — py;
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mit diesem Wert lautet die obige Gleichung:
G, - (sin68°40" — @,) = G, - sing,,
@, - (sin68° 40’ - cosp, — cos68° 40" - sinp,) = G, - sing,,
G, (sin68° 40’ - ctgp, — c0s68°40) = @,,
Gy + G - cos68° 40

8P = G sm6soar
ctgp, = 0,748.
Demgemaf3: @, = 53° 20/,
@, = 15°30".

Nun muB aber im Gleichgewichtszustand auch die Summe der Momente
aller wirkenden Krifte fiir einen beliebigen Punkt gleich Null sein. Auf das
Seil wirken als gegebene Krifte G; und G,. Stellen wir das Moment fiir den
Angriffspunkt von G, auf, so entsteht

Gy - (r - sing, + r - sing,).
Das ist aber nicht Null, also muB irgend etwas unberiicksichtigt geblieben sein.
Tatsédchlich wirken aber auch auf die Endpunkte des Seiles nicht die Krifte G,

und @, allein; denn durch die Lagerung der Kugeln auf der Walze werdén
gegen diese Krifte ausgeiibt von der Grofle

G,-cosp; und G, cosp,.

Die Walze ihrerseits wehrt sich gegen diese Einfliisse und erzeugt gleich grofle
Gegenkrifte N, und N,, so dafl auf die Endpunkte tatsidchlich wirken G, und NV,
bzw. G, und N,. Die erste Zeichnung war unvollstdndig. Die Resultante aus G,
und N, ist die oben benutzte Kraft K,, entsprechend K, die Resultante aus N,
und G,; die Summe der Momente dieser vier tatsidchlich auf die Seilenden wirken-
den Krifte @,, N,, G5, N, muB} nun fiir jeden beliebigen Punkt der Ebene ver-
schwinden, z. B. auch fiir den Mittelpunkt der Walze. Durch diesen Punkt
laufen N, und N, hindurch, haben kein Moment und es bleibt nur ibrig:

—G, 7 -sing; + Gy -7 sing, =0.

Damit ist dieselbe Gleichung gewonnen, die oben erhalten worden war.

2. Aufgabe. Um drei gleich
groBe Walzen ist ein Band
ohneVorspannung gelegt, das
die Walzen in der gezeich-
neten Lage hilt (Abb. 117).
Wie groB ist die Seilkraft?

Losung. Das Gebilde aus
den drei Walzen mit dem
umgelegten Band ist im
Lager durch zwei Bolzen be-
festigt; unter Vernachléssi-
gung des Gewichtes des
Bandes wirkt lediglich die
Schwere der drei Walzen auf
die Bolzen, und es entsteht
demgemif fiir jeden Bolzen eine driickende Kraft von der GréBe

G+ Gy + Gy

B)
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Gegen diese Driicke wehrt sich das Lager bzw. das Bolzenpaar und es werden
also gegen das Walzensystem die beiden Krifte

Gy + G, + Gy
2
wirken.

Die beiden Walzen 1 und 2 haben das Bestreben, von der unteren Walze
abzurutschen, daran werden sie durch das umschlungene Band verhindert, also
entstehen in diesem Band Krifte, die auf die einzelnen Walzen wirken; so
wirkt beispielsweise auf Walze 2 die Bandkraft S, und die Bandkraft S;. An-
dererseits driickt diese Walze 2 mit einer Kraft K, auf die Walze 3, diese wehrt
sich dagegen und erzeugt die gleich grofie Gegenkraft K, ;. Beide Krifte miissen,
solange keine Reibung vorhanden ist, in die Richtung der Radien fallen. Ent-
sprechendes gilt von den Kriften zwischen den Rollen 1 und 3. Es entsteht so
das in der Abb. 117 dargestellte Kraftbild, wobei der erste Anzeiger von K die
Walze angibt, auf die die Kraft wirkt, (K;, = Ky; = 0). Auf die Rolle 2 wirken
demgemiB G,, S,, S3, Ky5. Diese miissen im Gleichgewicht stehen, also drei
Bedingungsgleichungen erfiillen:

L (2M)y;=0: —8,-r+8;3:r=0,

Sy =48;.
2. ZX.L'ZOZ
—8, — 85-¢c0860° + K,5-cos60° =0,
S — K, 5+ cos60°
37 1 4 cos60° °

3. ZY,; =0:
—K,5-sin60° + G5 + S5 - 8in60° =0,

— @
Koy =83 + sin60° *

Daraus ergibt sich:
83+ 83 - cos60° = 8, - cos60° + G, - ctg60°, ‘_\'5' J

G 100 Ao

S; = Gy - ctgb0° = = = — = 57,7 kg. K o
3 2 g V3 V3 g Y mkg

Da 8;=2_8, sein muB, ferner an Rolle 3 die - )

Bandkraft S,=38;, weiter §;=8; und an
Rolle 1 auch S;=S8;, so erkennt man, daf}
die Seilkraft fiir das ganze Band gleich grof3
ist. Damit ist die ganze Aufgabe gelést.

3. Aufgabe. Welchen Druck p kann man mit der Anordnung nach Abb. 118
erzeugen, wenn die Handkraft P=>50 kg betriagt und der Kolbendurchmesser
30 mm ist?

Lésung. Wir betrachten die Gleichgewichtszustdnde an den einzelnen Teilen
der Konstruktion; zunichst am Hebel A a, dann am Punkt b und ¢. Auf den
Hebel wirkt auler P noch die Stabkraft D und ferner an der Befestigungsstelle 4
eine Kraft N gegen den Hebel. Da uns diese letztere nicht interessiert, stellen
wir fiir den AnschluBpunkt 4 die Momentengleichung auf:

P-90—D-50=0,

Abb. 118. Ubungsbeispiel.

D=3.P=90kg.
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Am Punkt b muBl Gleichgewicht bestehen zwischen den drei zusammentreffenden
Stabkriften D, K, 8. Das Kraftdreieck ergibt fiir K eine Druckkraft, fiir S
eine Zugkraft:

S .P-5 _3P—150ke

50
E=D-g=+ ;=

SchlieBlich muB sich am Punkte ¢ die Kraft K aufheben mit der Kraft P’, die
durch den Druck p entsteht. Unter dem Druck versteht man die Kraft auf

=10 1 ecm?2; beim Kolbendurchmesser von d cm ent-
Co steht also dann eine Kolbenkraft K :
- \
'} K=umn- % - p.
Abb, 119, : /\a : s
bungsbeispiel. 2. A In unserem Falle ergibt sich:

3,0%

K=n-Tcm2-p§

cm? ’
x,'\’\“’ daraus p = 21,2 kg/em?.

4. Aufgabe. Nach welchem Gesetz ist eine
Skala fiir den Druckanzeiger der Abb. 119 auf-
zutragen? Gesucht ist also: ax=/f(p).

Losung. Die Kraft, die auf die Zahnstange
durch den Druck p ausgeiibt wird, ist gegeben
durch: ‘

. 2 2

P=n%-p=n- 4;0 -p=12,57 - p.

Diese Kraft greift an dem Zahnrad in der Entfernung (e —d/2) vom Zahnrad-

mittelpunkt an und sucht dieses nach rechts zu drehen, wihrend das Gewicht G

an dem mit dem Zahnrad fest verbundenen Hebel dieses nach links zu drehen
sucht. Das Gewicht wird so lange ge-

Lx; hoben, bis sein Moment gleich dem Moment

von P ist:
G -100,0 - cosx = P - (10,0 — 2,0),
80 - 100,0 - cosx = 12,57 - p - 8,0,

|
1
|
!
|
!
!
|
|
!

, pe
Y M cosor = 1200280 _ ,01257. p.
0P

5. Aufgabe. Die in Abb. 120 angegebenen
Krifte, die auf eine Platte inihrer Ebene wir-
ken, sollen zusammengesetzt werden. Es sei

P=100kg, @=80kg, S=200kg, a=20cm, b=10cm, c= 30cm.

Abb. 120. Ubungsbeispiel.

Losung. Die Aufgabe wird analytisch gelést. Die Resultierende ist nach
GréBe und Richtung durch ihre Komponenten > X; und >'Y; bestimmt, nach
Lage durch den Satz vom statischen Moment der Krifte (S.49). Unter Ein-
fiihrung der positiven Richtung nach rechts bzw. nach unten ist:

ZXi =8 +¢c0860° = 200 - 0,5 = +100 kg (also nach rechts),
DY, =2P+2Q— S -sin60° = +186,8 kg (also nach unten),
S M)y=Q -a+P-(a+b)+q-(2a -+ b) = 8600 kgem.
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Der Punkt 0 wurde als Momentenpunkt gewéhlt, weil sich auf ihm die beiden
Krifte § und P schneiden. Es findet sich weiter:

R=7Y(2 X))+ (2Y:)?=2118 kg,

Y, 1868
tgop = %X‘ =00 — 19
ap = 62°15.

Die Resultierende verliuft nach rechts unten: Da die Summe der Momente fiir
den Punkt O ein positives Vorzeichen ergab, dreht dieses Moment im Uhrzeiger-
sinn. R muf nun so liegen, dafl ihr Moment den gleichen Drehsinn ergibt, d. h.
da sie nach rechts unten verliuft, oberhalb von 0. Die GroBie des Momentes
von R muB gleich >’ M, sein. Wir denken R, dessen Lage noch nicht bekannt
ist, in seinem Schnittpunkt mit der Linie 40 zerlegt in eine waagerechte und lot-
rechte Komponente, deren GréB8en durch > X; und >'Y; gegeben sind. Letztere
hat fiir den Punkt 0 kein Moment,
erstere dagegen das Moment (3 X;)-e,
wobei e noch unbekannt ist:

e- 2 X = (2 M),
8600

€= 100

6. Aufgabe. Wie grof ist bei dem

in Abb. 121 gezeichneten Spannrollen-

trieb in der angegebenen Lage und bei
einem Gewicht G'= 30kg der Rie-

= 86 cm.

menzug S'? 0°
Lésung. Betrachten wir zunichst LIRS g
den Hebel mit der Rolle B. Durch Az Abb. 121. Ubungsbeispiel.

den herabdriickenden Hebel wirkt

von der Rolle auf den Riemen eine Kraft K und umgekehrt eine gleich groBe
Kraft K’ vom Riemen auf den Hebel. Am Hebel greifen also an die eben er-
wiahnte Kraft K’, ferner das Gewicht G und die Kraft an der Befestigungs-
stelle 4. Diese drei miissen im Gleichgewicht stehen. Es mul also ihr Moment
fiir einen beliebigen Punkt verschwinden, z. B. fiir A. Fiir diesen Punkt liefert
die Befestigungskraft selbst keinen Momentenbeitrag, und wir haben:

G - (300 + 600) — K’ - cos10° - 600 =0,
K 30 - 900 45

600 - cos10°  cos10°"

An der Berithrungsstelle von Rolle und Riemen wirken vom Hebel her die
Kraft K, ferner vom Riemen nach links und rechts die unbekannte Kraft S.
Diese drei Krifte miissen im Gleichgewicht stehen, also mufl

. 2Yi=0
erfiillt sein. Das ergibt
K - c0os10° — 8 - sin20° =0,
45
Als Probe kann verwendet werden:
>X;=0,
K -sinl10° 4+ S - cos20° — 8 =0.
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Die graphische Losung ist durch das Kraftdreieck aus K und den beiden Krif-
ten § gegeben. KEs findet sich aus dem Kraftdreieck:

|
E _ §-sin10°,
I 2
S—t - i also das gleiche Ergebnis wie oben, da ja
@ sin20° = 2 - sin10°- cos10°

_—E:::;:::D—"

| ist

7. Aufgabe. Wie gro muBl bei dem
i in Abb. 122 dargestellten Ventil die Ent-
fernung x sein, wenn das Ventil bei 15 ati
abblasen soll?
Losung. Es liegen hier drei Konstruk-
Abb. 122, tionsteile vor: der Hebel I drehbar um
Ubungsbeispiel. A, der Hebel II drehbar um C, und der
Ventildeckel. Der Hebel I driickt an der
Stelle B auf den Hebel II, dieser letztere
wehrt sich dagegen mit der gleich grofien
Kraft B’. Es greifen demgemifl am
2 Hebel I (Abb. 122b) an: G, B’ und die
Kraft in 4. Die Momentengleichung fiir
A ergibt: '
G- (10 +x)— B -70=0,
B —a
g 10.

Auf den Hebel II (Abb. 122¢) wirkt die eben beriicksichtigte Kraft B, ferner die
Ventilkraft K und die Befestigungskraft C. Die Momentengleichung fiir C ergibt:

B-140 — K -70=0.

Andererseits haben wir fiir das Ventil
(Abb. 122d):

K =K=157-p=663kg.

xr =

’

Wir erhalten damit B =332kg, dann aus der
ersten Gleichung, mit ¢ = 30 kg, x =700 mm.

8. Aufgabe. Wie gro mulBl bei dem in
Abb. 123 dargestellten Panzerwagen das An-
triebsmoment des Zahntriebes sein, wenn
der Radius des Zahnrades r =25 cm betrigt
und die Neigung o =10°%

Losung. Das gesamte Gewicht wirkt im
Schwerpunkt des Korpers. Seine beiden
Komponenten,

"G-cosx und G -sing,

greifen ebenfalls dort an. Die Kraft G- cosx
wird durch die Gegenkraft N aufgehoben.
Die Komponente @ -sinog muB durch eine Aufwértswirkung {iberwunden
werden, diese wird aber am Radkranz iibertragen. Auf das Antriebsrad wirkt
also nach abwirts die Gewichtskomponente @ - sinx, die vom Wagen auf den
Zapfen driickt, und am Radkranz die Gegenkraft des Bodens von gleicher

Abb. 123. Ubungsbeispiel.
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GroBe; das ergibt ein reines Kriftepaar vom Drehmoment @ - (sinx)-7. Dieses
Moment mufl durch das Antriebsmoment iiberwunden werden.
M=G- -sinx-r,
M = 22000 - 0,1736 - 25,0 = 95500 kgcm,
M = 955 kgm.
9. Aufgabe. Wie groBl mul in der in Abb. 124 dargestellten Wagenbremse
die Entfernung x sein, damit die Normalkréafte N; und N, gleich grol werden?

Losung. Wir haben drei Hebel als
Hauptkonstruktionsteile, die in den {7

Abb. 124b, ¢, d herausgezeichnet sind. TN &1
Am Hebel I lautet die Momentenglei- | /E\ L
chung fiir den Punkt A: T £ | I &
P-40—8-20=0, also S=2P. s | _T,«g
Am Hebel II werden zwei Momenten- ;__‘F_ i
gleichungen aufgestellt: - K
tir B: —S-50 4+ Ky -30=0, ’ a ?
5 10 “4A -
KHZE—-S:—g-P; et/
b 5 ¢
fir C: —S-80+N2-30‘=0, % }L'Ve
N2=§%.S:_13§.P_ I Lo
d i %
. . . §
Der Hebel III liefert schlieBlich fiir
den Punkt D die Momentengleichung: }_@'Ne
N,-x— Kgz-(40+4+2)=0, N
[

10 10
Nl-x=§-P-40+?-P-x. K
Abb. 124. Ubungsbeispiel.
Da nun N; = N, sein soll, haben wir:

Popa=0.Pa0+2.P.a
Hieraus findet sich: A s

z = 66,67 cm. ‘l‘f"%_’“t 5

10. Aufgabe. Welche Stellung
muBl bei der in Abb. 125 dar- Abb. 125. Ubungsbeispiel.
gestellten ScHENCKschen ZerreiB3- [~~~
maschine das Laufgewicht @ : I
haben, damit der zu priifende
Stab, mit einer Bruchfestigkeit
von 60 kg/mm?, reilt? Der Durch-
messer des Stabes sei 15,95 mm. . | S 7
Losung. Wenn die ZerreiB- P )

festigkeit 6000 kg/cm? betragen
soll, dann mull P einen Wert annehmen, der gegeben ist durch das Produkt

von F (Querschnitt des Stabes) mal der Bruchfestigkeit op:

PIF'O'B,
L2
P=""%mm? . 60 kg/mm? — 200 - 60 — 12000 kg.

BT W
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Diese Kraft verteilt sich zu gleichen Teilen in die beiden Zugstangen am Hebel I.
Um die GréBe a ausrechnen zu koénnen, werden der Reihe nach die Momenten-
gleichungen fiir die Hebel I, ITI, V beziiglich ihrer Festpunkte aufgestellt:

Hebel I: S M)s=0,
—154,6 - 6000 + 145,4 - 6000 + Sy - 460,0 =0,
St = 120 kg.
Hebel I11: (S M)p=0,
—120 - 130,0 4 Syv - 260,0 = 0,
SIV = 60 kg
Hebel V: (2 M)c=0,

SIV . 50,0 = Q ‘.
Aus letzter Gleichung ergibt sich, mit @ = 2,5kg:
o = 1200 mm.

VI. Graphische Behandlung von Kriiften, die in der Ebene zerstreut wirken.

29. Krafteck und Seileck. Gegeben sei eine Reihe von Kriften, die wir
graphisch zusammensetzen wollen. Die Krifte P, P,, P;, P, seien nach Grofe,
Lage und Richtung bekannt (Abb. 126). Nach friiheren Uberlegungen konnen
wir zum Ziele kommen, wenn wir erst die Krifte
P, und P, zu einer Teilresultierenden R,, zu-
sammenfassen. Wir verschieben dazu beide Krifte
nach ihrem Schnittpunkt 4 ; in diesem kann dann
die Zusammensetzung der beiden Krifte mittels
Krifteparallelogramm oder Krafteck erfolgen.
Diese Teilresultierende R,, 148t sich in gleicher
Weise mit P; zusammensetzen zur Resultieren-
den R,,;, und diese weiter mit P, zusammen-
gesetzt ergibt die endgiiltige Resultierende der
vier Kréfte. Wir sehen schon an diesem Beispiel,
% daB dieses Verfahrén zZu einer uniibersichtlichen
Zeichnung fiithrt, ja es laft uns sogar ganz im
Stich, wenn zufillig eine Teilresultierende zu der
néchsten Kraft parallel liegt. Daran erkennen
wir, daB das Verfahren keine allgemeine Bedeu-
tung hat.

Ein sehr iibersichtliches Verfahren benutzt
BBy et g ersureuter neben dem seither verwendeten Krafteck noch

ein neues Vieleck, das sogenannte Seileck. Dies
soll nun gezeigt werden. Es seien beliebig viele in der Ebene zerstreute Krifte
durch ihre Wirkungslinien und Richtungen gegeben; ihre GréBSe soll wieder
zahlenmiBig festgelegt sein. Wir sollen die Resultierende dieser Krifte zeich-
nerisch ermitteln (Abb. 127).

Wir zeichnen zunichst das Krafteck, d. h. wir tragen in einem von der tech-
nischen Figur gesonderten Bild die Krifte so aneinander, daB sie einem einheit-
lichen Umfahrungssinn entsprechen. Das Bild des Kraftecks sieht also zunichst
genau so aus, als gingen die Krifte durch einen Punkt (Abb. 127b). Die er-
haltene SchluBllinie liefert auch jetzt wieder, wie bewiesen wird, GréBe und
Richtung der wirklichen Resultierenden R aller zerstreut wirkenden Krifte.
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Es fehlt dann nur noch die Lage der Resultierenden ; zu ihrer Ermittlung nehmen
wir einen ganz beliebigen Punkt C' an, den wir Pol nennen wollen. Diesen Pol,
der also in seiner Lage an keinerlei Bedingungen gekniipft ist, verbinden wir
mit den Anfangs- und Endpunkten der Krifte im Krafteck (Eckpunkte des
Kraftecks). Die Verbindungslinien, die den Namen Polstrahlen fithren, gehen
also von C nach 0, I, IT usw. Die Strahlen wollen wir numerieren mit 0 (von
nach 0), 1 (von C nach I) usw. Zu diesen Polstrahlen zeichnen wir nun im tech-
nischen Kraftbild Parallelen und beginnen damit in einem wieder véllig be-
liebigen Punkt A4, durch den wir eine Parallele zu Polstrahl O ziehen. Die ge-
zeichnete Gerade 0’, die Seillinie, Seilseite oder Seilstrahl genannt wird, schneidet
die Wirkungslinie von P, in einem Punkt. Durch diesen Schnittpunkt ziehen
wir dann eine Parallele zum nichsten Polstrahl 1. Den Schnittpunkt dieses
neuen Seilstrahls 1’ mit der Wirkungslinie der Kraft P, benutzen wir wieder
als Ausgangspunkt fiir den Seilstrahl 2/, der, entsprechend den fritheren, parallel

Abb. 127. Zusammensetzung zer-
.~ streuter Krifte in der Ebene mit
4 Hilfe des Seilecks.

zum Polstrahl 2 liegen muB. In gleicher Weise erhalten wir die Seilseiten 3’
und 4', immer ausgehend von dem Schnittpunkt des vorhergehenden Seilstrahles
mit der zugehorigen Kraft. Es sei hier schon darauf hingewiesen, da8 die Reihen-
folge der Seilstrahlen mit der Reihenfolge der Polstrahlen iibereinstimmen muf;
z. B. werden die beiden Seilstrahlen 2’ und 3’, die an der Kraft P, anschlieBen,
d. h. sich auf ihr schneiden, durch dieselbe Kraft P, im Krafteck in ihrer Rich-
tung festgelegt. Der von den Seilstrabhlen gebildete Linienzug 0', 1’,2', 3', 4’
heiBt Seileck oder Seilpolygon. Die Lage der Resultierenden ist dann dadurch
bestimmt, daf sie durch den Schnittpunkt der duBersten Seilseiten geht. Wir
verlingern also die beiden Seilstrahlen 0’ und 4’ bis zu ihrem Schnittpunkt
und legen die Resultierende, die aus dem Krafteck nach GréBe und - Richtung
bekannt ist, durch diesen Punkt.

Zum Beweis der Richtigkeit unserer Behauptung denken wir uns jede Kraft
im technischen Kriftebild zerlegt in zwei Komponenten (Abb. 127¢), deren
Richtungen durch die anschlieenden Seilstrahlen gegeben sind, also P; in die
Richtung 0’ und 1’, P, in 1’ und 2’ usw. Das zur Zerlegung jeder dieser Krifte P;
nétige Kraftdreieck finden wir bereits im Krafteck vor, z. B. das Dreieck 0CI
fir die Kréfte in 0’ und 1’. Die Léngen der beiden Polstrahlen 0C' und IC
stellen die Komponenten K, K, der Kraft P; der Grofle nach dar; dabei ist
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der KriftemaBstab der gleiche, wie er fiir die Aufzeichnung der Krifte P; ge-
wahlt war; die Richtungspfeile der Ersatzkrifte K, und K, sind dem durch
die Kraft P, gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet; (in der Figur sind
die Pfeile neben die Polstrahlen gezeichnet). Mittels dieser Zerlegungen erhalten
wir also statt der vier Krafte P; bis P, acht Komponenten, d. h. acht Krifte,
die den gegebenen vier gleichwertig und nun zusammenzusetzen sind. Von
diesen acht Kraften K, K,, K, K,, K,, ... K, heben sich verschiedene gegen-
einander auf, denn die Komponenten K; von P,, in Richtung des Seilstrahls 1’,
und K, als Komponente von P, in der gleichen Linie 1’, sind gleich groB, aber
entgegengesetzt gerichtet. Entgegengesetzt gerichtete gleich groBe Kréfte in
der gleichen Geraden heben sich aber auf. Wir erkennen, daf von den acht
Ersatzkraften nur K, und K, ibrigbleiben, deren GréBen im Krafteck durch
die beiden Polstrahlen 0 und 4, und deren Lagen durch die Seilstrahlen 0’ und 4’
gegeben sind. Diese beiden Krifte ersetzen nach der durchgefiihrten Uber-
legung die urspriinglichen Krifte P, ... P,. Ihre Resultierende ist demgemifB
auch die Resultante der gegebenen Krifte. Wir setzen nun diese beiden Krifte
K, und K, mit Hilfe des Kraftecks 0, IV, C zur Resultierenden R zusammen,
die ihrerseits selbstverstindlich durch den Schnittpunkt der beiden Wirkungs-
linien 0’ und 4’ gehen mu8.

Wir erhalten also bei der graphischen Zusammensetzung beliebiger Krdfte in
der Ebene:

die Grofie und Richtung der Resultierenden durch das Krafteck,

die Lage der Resultierenden durch das Seileck.

Letzteres Vieleck wird Seileck genannt, weil ein gewichtsloses, in zwei Punkten
gehaltenes Seil, das unter dem EinfluBl von Kréften P; steht, die Gestalt emes
solchen Seilecks annimmt.

30. Die drei moglichen Fille bei Zusammensetzung ebener Krifte. Die drei
Fille, die wir bei der analytischen Losung der gleichen Aufgabe unterschieden
haben, miissen uns auch hier wieder begegnen.

1. Fall. Ergebnis: eine eindeutige Resultierende. Die Aufgabe wurde eben
behandelt. Wir sahen, daB die SchluBlinie des Kraftecks die Gréfe und Rich-
tung der Resultanten darstellt, da diese Schlufllinie im Fall 1 also nicht ver-
schwinden darf. AuBerdem war die Lage der Resultanten bestimmt durch den
Schnittpunkt des ersten und
letzten Seilstrahls, d. h. im
Fall 1 miissen diese beiden
Strahlen einen eindeutigen
Schnittpunkt haben. Wir sagen
kurz: das Krafteck und das
Seileck ist offen.

2. Fall. Ergebnis: ein be-
stimmtes Kriftepaar. Jetzt
muB, entsprechend der analy-

Abb. 128. Zerstreute Krifte, die ein Kriftepaar ergeben. tischen Losung, die Resul-

tierende verschwinden. Wir
zeichnen das Krafteck zu den gegebenen Kraften und sehen, daf bei den hier vor-
liegenden Kriften der Anfangspunkt 0 der ersten Kraft P; mit dem EndpunktIV
der letzten P, zusammenfillt (Abb. 128), das Krafteck ist also geschlossen, d. h.
R=0. Mit dem willkiirlich gewihlten Pol C ziehen wir wie oben die Pol-
strahlen und zeichnen parallel dazu in das technische Kréftebild die zugehorigen
Seilstrahlen 0’, 1’ ... 4’. Da sich im Krafteck die Polstrahlen 0 und 4 decken,
miissen die dazu parallelen Seilstrahlen 0’ und 4’ einander parallel laufen. Das
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Charakteristische des Falles 2 ist also, dafl das Krafteck geschlossen ist und daf3
der erste und letzte Seilstrahl einander parallel laufen. Das Seileck ist demnach
nicht geschlossen. Der Schnittpunkt der Seilstrahlen 0’ und 4, durch den ja
die Resultierende gehen muB, liegt unendlich fern. Wir erhalten den vorher-
gehenden Betrachtungen zufolge eine Kraft von der Gré8e Null in unendlich
groBer Entfernung. Dieses Ergebnis stellt aber nach fritherem (S. 54) ein Krifte-
paar dar. Es fehlt noch die Gro8e des Momentes dieses Kraftepaares. Wir finden
es, wenn wir uns die vier gegebenen Krifte wieder durch ihre Polstrahlen-Kom-
ponenten ersetzt denken. Die einzelnen Komponenten heben sich wieder auf
bis auf die beiden Krifte K, K,, die in den Seillinien 0’ und 4’ liegen und die
durch die Liénge der Polstrahlen 0 und 4 dargestellt sind; K, geht nach dem
Pol C hin, K, geht vom Pol weg. Diese Krifte des Kraftecks ins Seileck iiber-
tragen, liefern eine Kraft K, nach links oben und eine parallele, gleich grofe
Kraft K, nach rechts unten (K,= K,= K). Das ist aber die Darstellung eines
Kraftepaares von der GroBe (—K - e). Wir haben also die Groe des Polstrahls 0
bzw. 4 aus dem Krafteck, das ja in einem bestimmten KriftemaBstab auf-
gezeichnet ist, als Kraft K (= K,= K,) zu entnehmen und mit dem Abstand e,
der aus dem technischen Kréftebild abzumessen ist, zu multiplizieren, und er-
halten dann als Ergebnis der Zusammensetzung das resultierende Moment

M,=—K-e.

3. Fall. Ergebnis: Gleichgewichtszustand (Abb. 129). Das Krafteck ist dem
des zweiten Falles gleich; es ist wieder geschlossen. Der Unterschied gegen-
iiber diesem Fall liegt im Seileck und besteht darin, daB jetzt die beiden &uBer-
sten Seilstrahlen 0’ und 4’ in die ”
gleiche Linie fallen. Was be- ™ 4
deutet das? Gehen wir von der y\_ﬁ“ /m
gleichen Grundlage aus wie im A \\ e
Fall 2, so sehen wir hier wieder AN 7
die Resultierende im Krafteck N/
verschwinden.  Ubrig bleiben 7
abermals nur die beiden Krifte 2\

K, und K,, die aber jetzt nicht *

nur parallel zueinander liegen,
sondern sogar in gleicher Wir-
kungslinie 0’ und 4’, d. h. das
Kriftepaar K - e verschwindet. Die beiden gleich groflen entgegengerichteten
Krifte heben sich auf. Es wird also die Resultierende und das Moment gleich
Null; das war aber die Voraussetzung fiir den Gleichgewichtsfall.

Fassen wir die Einzelfille nochmals zusammen:

1. Fall: Krafteck offen, Seileck offen: eindeutige Resultierende.

2. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck offen: Kriftepaar (Moment).

3. Fall: Krafteck geschlossen, Seileck geschlossen: Gleichgewicht.

Es liefle sich aus der Zusammenstellung noch ein vierter Fall konstruieren:
Krafteck offen, Seileck geschlossen, der aber nur als Sonderfall des Falles 1 er-
scheint. Das Ergebnis dieses Falles ist, wie beim ersten Fall, eine eindeutige
Resultierende, die als Wirkungslinie die Seilseiten 0’ und 4’ hat (die ja dann
zusammenfallen) (Abb. 130). Er kann iiberhaupt nur auftreten, wenn der Pol C
in der Verbindungslinie des Anfangspunktes 0 des Kraftecks und des End-
punktes IV liegt. Es gehort aber dann ein besonderer Zufall dazu, daB in diesem
Fall auch tatsichlich das Seileck geschlossen ist, daB also 0’ und 4’ in dieselbe
Gerade fallen (Abb. 130a). Alsdann ist die gesuchte Resultierende gegeben durch

Abb. 129, Zerstreute Krifte, die im Gleichgewicht stehen.
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die Differenz der beiden Ersatzkrifte K, und K,. Meistens werden aber bei
dieser Sonderlage des Pols die Seilseiten 0’ und 4’ nicht in dieselbe Gerade fallen,
also das Seileck wird nicht geschlossen sein (Abb. 130b). Dann haben wir als
Ersatzkrifte zwei parallele Krifte K, und K, von verschiedener Groéfle, die
nach bekanntem Verfahren zu einer Resultierenden, d.i. eben die gesuchte
Resultante, zusammengesetzt werden konnen. Man erkennt, dafl eine allgemeine
Lage des Pols C zur einfacheren Losung fiithrt und wird also die Sonderlage
des Pols auf der Geraden 0—IV vermeiden. —

Der Gleichgewichtszustand war in der analytischen Darstellung durch die
Aussage gegeben: die Komponenten in zwei verschiedenen Richtungen miissen
verschwinden, und auBerdem muB die Summe der Momente aller Krifte fiir
sinen beliebigen Punkt Null
sein. Demgegeniiber stehen die
gleichwertigen Bedingungen
bei der zeichnerischen Losung:
Krafteck und Seileck miissen
7 geschlossen sein. Wenn das
Krafteck geschlossen ist, ver-
schwinden nach fritherem auch
die Summen der Kraftkompo-
nenten in zwei beliebigen Rich-
tungen; andererseits ist aber

Abb. 130. Sonderfall: Krafteck offen, Seileck geschlossen. bei geschlossenem Seileck auch

‘ kein Moment vorhanden. All-
gemein wird also das Krafteck zu den GréBen > X; und >'Y; in Beziehung
stehen, das Seileck zu D' M;. Wir erkennen insbesondere fiir den Gleichgewichts-
fall, daB das geschlossene Krafteck den fritheren Komponentenbedingungen,
das geschlossene Seileck der fritheren Momentenbedingung entspricht. Es lassen
sich diese graphischen und analytischen Bedingungen des Gleichgewichts auch
austauschen, so daf wir eine Gleichgewichtsaufgabe auch halb graphisch, halb
analytisch 16sen konnten; es wire z. B. Gleichgewicht vorhanden, wenn das
Krafteck der gegebenen Krifte geschlossen ist und auBerdem ihr Moment fiir
einen beliebigen Punkt verschwindet.

Zu den beiden Figuren Seileck und Krafteck mit den Polstrahlen sei noch
einiges bemerkt. Die Polstrahlen bilden mit den entsprechenden Kriften nach
der Ableitung Kraftdreiecke. Es entspricht also einem Punkt im Seileck ein
Dreieck im Krafteck. Das gilt aber auch umgekehrt: einem Punkt im Krafteck
ist ein Dreieck im Seileck zugeordnet, wie man sich leicht durch Betrachten
der beiden Figuren Abb.127a u. b iiberzeugen kann; z.B. entspricht dem
Punkt IT des Kraftecks das Polygon aus Seilseite 2’ und den Wirkungslinien
von P, und. P; im Seileck. Dieses gegenseitige Verhiltnis macht das Krafteck
und das.Seileck zu reziproken Figuren der graphischen Statik. Die Wechsel-
beziehungen stellen fiir den Bearbeiter der Aufgaben Kontrollmoglichkeiten dar.
Es 148t sich an jedem beliebigen Punkt die Probe anstellen, ob das Seileck dem
gezeichneten Krafteck richtig zugeordnet ist, indem man z. B. nachpriift, ob
eine Kraft P,, die im Schnittpunkt von zwei Seilseiten (1’, 2') liegt, im Kraft-
eck von den zugehérigen Polstrahlen (1, 2) eingeschlossen wird. Diese Kon-
trolle ist besonders wertvoll, wenn die Krifte kein iibersichtliches Krafteck er-
geben und dadurch leicht ein Fehler in der Reihenfolge der entsprechend
uniibersichtlich liegenden Polstrahlen auftritt.

Die Wahl des Poles C ist beliebig. Wir bekommen also bei einer bestimmten
Aufgabe stets die gleiche Resultierende, wenn wir den Pol an verschiedenen
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Stellen wiklen. Haben wir also den Pol ungliicklich gewihlt, so, da8 der Schnitt
der beiden duBersten Seilstrahlen (0’ und 4') sehr weit weg liegt (auBerhalb des
Zeichenblattes), so konnen wir einen zweiten Pol ¢’ annehmen, der uns mit
den Seilstrahlen 0’ bis 4" einen n&her liegenden Schnittpunkt der dufBersten
Seilstrahlen liefert. (Schlechte bzw. weit entfernte Schnittpunkte treten dann
auf, wenn der Pol C zu nahe an der
SchluBlinie des Kraftecks liegt. Im
Grenzfall, wenn der Pol auf diese
SchluBlinie fallt, laufen die &uBer-
sten Seilstrahlen parallel, schneiden
sich also erst im Unendlichen.)

Erwihnt sei, daB sich bei zwei
Seilecken, die zu demselben Kraft-
eck gehoren, die zum ersten Pol C
zugehorigen Seilstrahlen und die
entsprechenden des zweiten Pols C’
(also 0, 0" bzw. 1', 1") jeweils auf
einer Geraden schneiden, die der
Verbindungslinie der beiden Pole
C, C' im Krafteck parallel lauft
(Abb. 1381). Dies gilt allgemein und
148t sich geometrisch beweisen. Der
Beweis ist auch dadurch gegeben, |
daB das zweite Polstrahlenbild eine
zeichnerische Erweiterung des Kraft-
ecks darstellt. Es kann z. B. (3) als zusitzliche Kraft an P; aufgefalt werden,
C (' ist der zugehérige Polstrahl und die Parallele zu CC’ im Kriftebild die
entsprechende Seilseite. -

31. Graphische Zusammensetzung paralleler Kriifte. Wir behandeln die ge-
gebenen parallelen Krifte, die nicht gleiche Richtung zu haben brauchen, wie
zerstreut liegende Krifte in der Ebene, bilden also die Resultierende mit Hilfe
des Kraft- und Seilecks. Das Krafteck fillt hierbei in eine Gerade zusammen.
Die GroBe und Richtung
derResultierendenist ge-
geben durch die SchluB-
linie des Kraftecks mit
dem Richtungspfeil, der
dem gegebenen Umfah- 7
rungssinn  entgegenge-
setzt verlduft bzw. vom
Anfangspunkt 0 nach
Endpunkt IV geht. Die
Resultierende paralleler
Krifte verlduft also stets, wie wir schon frither gesehen haben, auch parallel
zu den gegebenen Kriften und ist gegeben durch die algebraische Summe der
Krifte. Zur Ermittlung der Lage wéhlen wir wieder einen beliebigen Pol C,
ziehen die Polstrahlen und iibertragen diese parallel in das Kréaftebild in ent-
sprechender Reihenfolge, d.h. unter Beobachtung der unter Nr.29 angegebenen
Regeln (Abb. 132). Um die richtige Reihenfolge zu gewihrleisten, ist es drin-
gend zu empfehlen, die Polstrahlen und die entsprechenden Seilseiten zu be-
ziffern, da sonst eine Vertauschung der Seilstrahlen sehr leicht vorkommen
kann. Das so entstandene Seileck liefert die Lage der Resultierenden durch den

Schlink, Statik. 6

Abb. 131. Zwei Seilecke, zu dem
gleichen Krafteck gehoérig.

R

0

Abb. 132. Graphische Zusammensetzung paralleler Krifte.
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Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahles. Auch hier bei der Zusammen-
setzung paralleler Krifte lassen sich wieder die drei Falle unterscheiden, die bei
den in allgemeiner Lage liegenden Kriften besprochen wurden (Resultierende,
Kriftepaar, Gleichgewicht).

32. Anwendung des Seilecks zur Ermittlung von Momenten. Gegeben sei
eine Anzahl paralleler Krifte nach GréBe, Lage und Richtung. Es soll das
Moment einer Reihe von Kriften fiir einen beliebigen Punkt 4 aufgestellt
werden, z. B. aller Krifte links von diesem Punkt (Abb. 133). Diese Aufgabe
kénnten wir direkt lésen, indem wir die Summe der Momente der einzelnen
Krifte analytisch bilden; die Losung kann aber auch indirekt erfolgen,
indem wir erst die Resultierende der in Frage kommenden Krifte (links vom
Punkt ¢) ermitteln und das Moment dieser Resultierenden aufstellen. Zu diesem
Zwecke bedienen wir uns des Kraft- und Seilecks, die in Abb. 133 in der be-
kannten Weise dargestellt sind. Links vom Punkt ¢ liegen die Kréfte P,, P,, P,
ihre Resultierende ist durch die Strecke 0IIT im Krafteck dargestellt, ihre Lage
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Abb. 133. Graphische Ermittlung von statischen Momenten.

durch den Schnittpunkt der zu den fraglichen Kriften P,, P,, P, gehérigen
dubersten Seilseiten 0’, 3’; durch deren Schnittpunkt muf R;,; gehen. (Zu
den Kriften P;, P,, P; gehoren die Seilstrahlen 0’, 1’, 2, 3’; 1’ und 2’ ver-
laufen zwischen zwei Kriften, also sind 0’ und 3’ duBlere Seilseiten.) Das Mo-
ment dieser Resultanten fiir den Punkt ¢ ist gegeben durch

M¢=R123'6;

dieses Produkt ist also gleich dem gesuchten Moment der drei Krifte P,, P,, P,.
Ein weiterer Losungsweg, der fiir besondere, spéiter ndher erérterte Fille groBe
Vorteile bietet, ist folgender: wir ziehen durch den Punkt ¢ eine Parallele zu
der Kraftrichtung; mit dieser Geraden bringen wir diejenigen Seilstrahlen zum
Schnitt, die fiir die in Frage kommenden Krifte (P, P,, P;) die duBersten
Seilseiten sind, also die eben erwiahnten Seilstrahlen 0’ und 3’. Durch diese
beiden Seilstrahlen wird auf der Parallelen zu den Kriften eine Strecke von
der GroBe y; ausgeschnitten. Es 148t sich nun nachweisen, daBl das gesuchte
Moment der Krifte links vom Punkt ¢ gegeben ist durch das Produkt aus dieser
Strecke 7; und dem Abstand % des Poles C' von den Kriften im Krafteck:

Mizyi'h. (24)
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Zum Beweis, dafl diese Formel tatsichlich das Moment der drei Krafte P,
P, und P, in bezug auf den Punkt ¢ darstellt, gehen wir von der oben fest-

gestellten Beziehung
M i = R123 ce

aus und vergleichen nun die bei der Konstruktion der Strecke y; und der Kon-
struktion der Resultierenden R,,, entstandenen Dreiecke, gebildet einerseits
aus der Resultierenden R,,; (Kraftstrecke 0III) und den Polstrahlen 0 und 3
(im Krafteck), andererseits aus der Strecke y; und den beiden Seilstrahlen 0
und 3’. Diese Dreiecke sind dhnlich, da ihre Seiten parallel laufen. In ahn-
lichen Dreiecken sind aber entsprechende Stiicke einander proportional. Wir
diirfen demnach schreiben: die Verhéltnisse der Grundlinien zur Hohe sind in
beiden Dreiecken die gleichen:

Y Bigg

e h
Das Verhiltnis y;fe ist der Quotient zweier Strecken, der Ausdruck ist also
dimensionslos. Dementsprechend mufl auch die rechte Seite der Gleichung
R, ,5/h eine reine Zahl darstellen; dies kann aber nur der Fall sein, wenn wir A,
den Abstand des Pols von den Kriften im Krafteck, ebenfalls als Kraft auf-
fassen. Also ist h, genau so wie frither die Polstrahlen, im KraftemafBstab des
Kraftecks zu messen. Durch Umstellen der Gré8en erhalten wir:

Yih=Ryy3-e.

Das Produkt der rechten Seite kennen wir aber bereits als Ausdruck fiir das
gesuchte Moment der drei Kréfte in bezug auf den Punkt ¢:

M = R123 ce.
Damit ist die Richtigkeit unserer obigen Behauptung bewiesen, dafl
M;=y;h.

Dazu ist jedoch zu bemerken, dafl sowohl % als auch y; mit einem MaBstabs-
faktor behaftet ist. & ist in kg (Kraftemall) auszudriicken, wobei derjenige
KriftemaBstab maBgebend ist, in dem die Krifte P; im Krafteck dargestellt
sind, etwa 1ecm =k kg. y; ist eine Lénge, die, je nach der Auftragung des
technischen Kriftebildes, in einem bestimmten Verzerrungsverhéltnis erscheint,
und zwar gilt fiir die Strecke y; der Langenmafstab, der bei Auftragung des
Kriftebildes verwendet wurde. Ist die Lage der Krifte im MaBstab 1:n auf-
getragen, so ist fiir y; der Langenmaflstab: 1cm = ncm, fir 2 der Krafte-
maBstab: 1 ecm = k kg zu beachten, so daBl

M; = [y]-[]-k-n (emkg) (25)

wird. Die GroBen [y;] und [A] sind dann die aus Kriftebild und Krafteck ab-
gegriffenen Strecken in cm.

Es laBt sich ubrigens ohne weiteres erkennen, daf} dieses Ergebnis nicht
nur gilt fiir das Moment einer Reihe von Kriften links von einem beliebigen
Punkt 7, sondern allgemein fiir das Moment einer Reihe aufeinanderfolgender,
z. B. auch aller Krafte fiir einen Punkt ¢. Jedoch werden wir spéater gerade
das Moment der Krifte auf der einen Seite von einem beliebigen Punkt 2
viel benotigen und das hier erhaltene Ergebnis, daf das Moment der Krifte
links von einem bestimmten Punkt dargestellt werden kann durch das Pro-
dukt, gebildet aus einer Strecke y; und dem Polabstand % des Kraftecks, in
einer spiteren Betrachtung noch weiter verwerten. Vorldufig konnen wir die
Zweckméafigkeit dieser neuen Formel noch nicht erkennen, denn die Ermitt-

6*
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lung des fraglichen Moments auf Grund des Ausdrucks y; - & ist nicht schneller
durchzufiihren als die mit Hilfe von R;,5-e.

Fiir beliebig zerstreut liegende Kréfte 148t sich eine gleiche Darstellungsart
des Momentes der Krifte fiir irgendeinen Bezugspunkt aufstellen. Es ist dann
durch den Punkt ¢ eine Parallele zur Resultierenden der fraglichen Krifte zu
ziehen. Der Beweis folgt wieder aus der Betrachtung &dhnlicher Dreiecke. Doch
hat die Ubertragung auf beliebige zerstreute Krifte keine weitere Bedeutung
fiir Anwendungen.

VII. Die moglichen Gleichgewichtsfille (Zerlegungen) in der Ebene
in graphischer Behandlung.

Im folgenden seien die verschiedenen Gleichgewichtszustinde nochmals zu-
sammenhéngend betrachtet.

33. Gleichgewicht einer Kraft mit zwei anderen. Es soll eine gegebene Kraft P
gesetzt werden. Diese Aufgabe ist nach Seite 67 nur eindeutig, wenn sich die
b beiden Richtungen g; und ¢, auf
der Wirkungslinie der Xraft P
P
gegeben, zeichnen wir die Kraft P in
einer gesonderten statischen Figur
¢ maBstéblich auf und ziehen durch
zu den Wirkungslinien o und ga-
Abb 134. Gleichgewicht und Zerlegung bei drei Kriften. Als Ergebnls erhalten wir ein ein-
deutiges Kraftdreieck. Im Glewhgewwhtsfall (Abb. 134b) gibt der durch P fest-
Fragen wir bei der gleichen Aufgabestellung nach der Zerlegung der Kraft P
in zwei Komponenten K;, K, in den Richtungen g, und g,, so ist die Losung
zunichst die gleiche. Der Umfahrungssinn ist in gleicher Weise wieder durch P

mit zwei Kriften, deren Richtungen g, und g, gegeben sind, ins Gleichgewicht
schneiden. Wie schon frither an-

/!7 He/MyeMMf Zerlegung die Endpunkte der Kraft Parallelen
gelegte Umfahrungssinn die Richtung der Gleichgewichtskrifte P, und P, an.
festgelegt ; aber die Richtungen

Ta b c der Komponenten sind jetzt
I il A 4 dem Umfahrungssinn ent-
/ri iy ,c gegengerichtet (Abb.134c).
f 2 Ein Sonderfall dieser Auf-

7 2 7 gabe ist der, daB sich die drei
fl& fraglichen Kréfte in einem un-

Ze/-/egw/y Glelchgewicht endlich fernen Punkt schnei-

Abb.135. Di hische Behandl Gleichaowicht wnd den, d.h. parallel zueinander
. . 1e graphische enandlung von ei1cngewic. un . . .
Zerlegung bei drei parallelen Kriften. laufen: es sei die Kraft P

nach Lage, Gr6B8e und Rich-
tung bekannt, ferner die beiden Wirkungslinien g; und g, parallel zur Kraft P
gegeben (Abb. 135); gesucht sind die Komponenten der Kraft P in den Wir-
kungslinien g, und g,.

Mit dem Krafteck allein kommen wir nicht zum Ziele, wohl aber bei Ver-
wendung des Seilecks. Wir tragen die Kraft P in einem Krafteck maBstib-
lich auf, wihlen einen beliebigen Pol €' und zeichnen die beiden Polstrahlen 0
und 1 nach Anfangs- und Endpunkt der Kraft P. Zu diesen Polstrahlen ziehen
wir die parallelen Seilstrahlen 0’ und 1’ durch einen beliebigen Punkt 4 von P.
Diese beiden Seilseiten schneiden die Wirkungslinien g; und g,. Verbinden wir
nun diese Schnittpunkte miteinander durch die Linie s’ und ziehen durch den
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Pol (' einen Polstrahl s parallel zu s’, so teilt dieser Polstrahl in seinem Schnitt-
punkt mit der Kraft P diese in die beiden Komponenten K, und K,. Die Kom-
ponenten K; und K, sind nach unten gerichtet, da sie als Ersatzkrifte dem
durch die Kraft P gegebenen Umfahrungssinn entgegengerichtet sein miissen.
Warum soll nun gerade der Teil zwischen 0 und s im Krafteck die Kompo-
nente K, und der Teil zwischen 1 und s die Komponente K, darstellen? Wir
denken an das frither iiber die Beziehungen zwischen Krafteck und Seileck
Gesagte: wenn sich zwei Seilstrahlen auf einer Kraft schneiden, so miissen
die parallelen Polstrahlen diese Kraft einschlieBen; nun schneiden sich aber 0’
und ¢’ auf g, also ist die Strecke zwischen 0 und s im Krafteck die Kraft K.
Entsprechendes gilt fiir K,.

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Konstruktion geht aus der umgekehrten
Betrachtung der Aufgabe hervor: wenn K; und K, die Komponenten der
Kraft P sein sollen, muB umgekehrt die Kraft P die Resultierende der beiden
Krifte K, und K, sein. Wiren aber die Kriifte K, und K, gegeben, so hitten
wir die Polstrahlen 0, s und 1 zu zeichnen, dazu die parallelen Seilstrahlen (',
s’ und 1/, und finden die Lage der Resultierenden P durch den Schnittpunkt
der #uBersten Seilstrahlen 0’ und 1’. Die GroBe der Resultierenden P ist im
Krafteck durch die SchluBlinie 0I, d.i. hier durch die Summe der beiden
Krifte K; und K,, dargestellt. .

Damit ist also ein allgemeines Verfahren zur Zerlegung einer Krait in parallel
zu ihr liegende Komponenten gegeben. Es sei hierzu bemerkt, dall die Schnitt-
punkte der Seilstrahlen 0’ und 1’ mit den beiden Wirkungslinien g, und g, auch
auf der anderen Seite genommen werden kénnen, also der Schnittpunkt 0’
mit g, und der Schnittpunkt 1’ mit g;. Die Konstruktion bleibt grundsétzlich
die gleiche. Wir finden das gleiche Ergebnis, nur ist die Reihenfolge der Kom-
ponenten vertauscht (Abb. 135b). Der Grund fiir diese Vertauschung liegt in
den oben wiedergegebenen Beziehungen zwischen Seileck und Krafteck.

Sind zur Kraft P zwei Krifte P; und P, gesucht, die in den Wirkungs-
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linien g, und g, der Kraft P das Gleichgewicht halten sollen, dann bleibt die

Konstruktion die gleiche, nur sind die Richtungen der Krifte umzudrehen

(Abb. 135¢), da Gleichgewichtskrafte dem gegebenen Umfahrungssinn gleich-

gerichtet sind. Es ergibt sich, daB alsdann

das zu P, P,, P, gehorige Krafteck 0, 1, H

s, 0 und Seileck geschlossen ist, wie es 9

nach den friiheren Betrachtungen ja auch g

sein muB. aad
Nun braucht natiirlich die Kraft P nicht

zwischen den beiden Wirkungslinien zu liegen ; ‘ l ,

sie kann auch auBerhalb von g, oder g, sein ‘ L@/

(Abb. 136). Bei der Losung dieser Aufgabe 1y

gehen wir ganz schematisch nach oben an- — Abb.136. Gleichgewicht, wenn die gegebene

gegebener Regel vor: durch den beliebig ge- Kraft, auerhalb der gegebenon Wirkungs-

wihlten Pol C werden die Polstrahlen O und 1

gezogen, dazu parallel durch einen beliebigen Punkt A auf der Wirkungslinie

der Kraft P die beiden Seilstrahlen 0’ und 1’. Diese Seilstrahlen, zum Schnitt

mit den Wirkungslinien der gesuchten Kréfte gebracht, liefern die Schluf-

linie s, die, ins Krafteck iibertragen, dort den Polstrahl s ergibt; s schneidet

auf der Kraft P (bzw. ihrer Verlingerung) die beiden Gleichgewichtskrifte Py

und P, aus. Die Kraft P, muB dabei, entsprechend dem Schnitt der beiden

Seilstrahlen 0’ und s’ auf der Wirkungslinie g, eingeschlossen sein von den Pol-

strahlen 0 und s. Soll nun Gleichgewicht zwischen den drei Kriften bestehen,
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so muB} das Krafteck geschlossen sein, d.h. die Richtungen von P; und P,
miissen mit dem durch P gegebenen Umfahrungssinn tibereinstimmen. Es ver-
lauft demgemaB die Kraft P, nach unten und die Kraft P; nach oben.

34. Gléichgewicht einer Kraft mit drei anderen in der Ebene (Curmannsches
Verfahren). Gegeben sind eine Kraft P nach GréBe und Richtung und drei
Wirkungslinien g¢,, g, und ¢, von zunichst unbekannten Kriften P,, P,, Pj,
die mit P ins Gleichgewicht gesetzt werden sollen. Die drei Wirkungslinien
diirfen sich nicht in einem Punkt schneiden (Abb. 137).

Zur Loésung bedenken wir folgendes: statt zu sagen, die Kraft P soll mit
den drei Kriften P, P,, P; im Gleichgewicht stehen, kénnen wir die Aufgabe
auch formulieren: Zwei der vier Krifte, z. B. P und P,, sollen mit den beiden
anderen Kriften P, und P; im Gleichgewicht stehen, oder auch: Die Resul-
tierende aus- P und P, soll mit der Resultierenden aus P, und P, Gleichgewicht
halten. Nach der letzten Fassung sollen zwei Krifte im Gleichgewicht stehen;

\
%
"
/’/’ r \
T~ A \3
// P \\\ \
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a

Abb. 137. Das CuLMANNsche Verfahren in der Ebene.

das kann aber nur der Fall sein, wenn beide Krifte, d. i. die Resultierende von
P und P; bzw. die Resultierende aus P, und P;, in die gleiche Gerade fallen.
Die Resultierende von P und P, mul} aber durch den Schnittpunkt A ihrer
Wirkungslinien gehen, in gleicher Weise mul} die Resultierende der Krifte P,
und P, durch den Schnittpunkt B der Geraden g, und g, laufen. Andererseits
miissen jedoch nach obiger Aussage beide Resultierenden in gleicher Wirkungs-
linie liegen, d.h. also, sie miissen in die Verbindungslinie der angegebenen
Schnittpunkte fallen, oder die eingezeichnete Richtung A mufl Wirkungslinie fiir
beide Resultierenden, sowohl von P und P; wie auch von P, und P;, sein. Die
Losung der Aufgabe gestaltet sich hiernach folgendermaBen: wir stellen Gleich-
gewicht her zwischen der Kraft P, der Kraft P, und der Resultierenden R,,
aus P, und P,, die in der Wirkungslinie % liegt (drei Krifte an dem gleichen
Punkt 4). Die Resultierende R,; zerlegt man dann in die Komponenten in
den Richtungen g, und g; und findet damit auch die Krifte P, und Py (Abb. 137b).

Die praktische Durchfithrung ist damit auf bekannte Methoden zuriick-
gefiihrt, denn sowohl die Gleichgewichtsaufgabe (P, P;, R,;) als auch die Zer-
legungsaufgabe (R,;, Py, P;) wird an Kriften durchgefiihrt, die durch einen
Punkt gehen. Betrachten wir die entstandene Gesamtfigur der Kraftecke, so
sehen wir, da die Kraft P mit den gesuchten Kriften P;, P, und P, einen
einheitlichen Linienzug (Krafteck) bildet, der entsprechend der bekannten
Gleichgewichtsbedingung geschlossen ist. — Zur Lésung bringt man also je
zwei der vier Krafte zum Schnitt und zieht die Verbindungslinie A, geht dann
aus von dem Schnittpunkt, der auf der bekannten Kraft P liegt, zeichnet das
Kraftdreieck, macht dasselbe fiir den anderen Schnittpunkt und stellt schlieB-
lich den Richtungspfeil der so ermittelten Krifte P;, P, und P,; mittels des
Umfahrungssinnes des gewonnenen Kraftvierecks fest. Die Linie % hat dann
lediglich die Bedeutung einer Hilfsgeraden.

Das Verfahren wurde zuerst von CULMANN angegeben und trigt auch dessen
Namen. Das Curmannsche Verfahren 16st also die Aufgabe: eine Kraft mit
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drei anderen Kriften, die sich nicht auf einer Geraden schneiden, ins Gleich-
gewicht zu setzen. Der verwendete Grundgedanke ist der gleiche wie der beim
Curmannschen Verfahren fir Kréifte im Raum (S. 41).

Als praktisches Beispiel zur Anwendung des Verfahrens betrachten wir
wieder einen Balken, der in der Ebene durch drei Stibe festgelegt ist (Abb. 138);
die drei Stiitzungsstidbe sind in ihrer konstruktiven Lage zum Balken gegeben.
Der Balken sei belastet mit der einzelnen Kraft P (die natiirlich auch Resul-
tierende mehrerer Krifte sein kann). Gesucht sind die Stabkrifte S;, S, und S,
die in den Stdben geweckt werden. Die drei Stibe diirfen, wie frither (S. 67)
schon gezeigt, nicht durch einen Punkt gehen, da sie als Wirkungslinien von
Kriften aufgefalt werden miissen, die ihrerseits der gegebenen Belastung das
Gleichgewicht halten; denn es miissen den drei Unbekannten drei Gleichgewichts-
bedingungen entsprechen.

Wir fragen uns zunichst wie bei
jeder Gleichgewichtsaufgabe : Anwelchem
Konstruktionsteil besteht Gleichgewicht ?
Der fragliche Konstruktionsteil ist
hier der Balken. Wir miissen also alle
gegebenen Krifte so einfilhren, wie sie
auf den Balken wirken, und werden
andrerseits auch alle gesuchten Krifte
(Sl, S, S3) so erhalten, wie sie am  Abb.138. Anwendung des CULMANNschenVerfahrens.
Balken angreifen.

Zur Losung bringen wir je zwei Krafte zum Schnitt, z. B. in unserer Auf-
gabe P und S; und entsprechend die Krifte S, und 8;; (die Stabkrifte sind ja
in ihren Wirkungslinien durch die Stabachsen gegeben). Die Verbindungslinie
der beiden Schnittpunkte liefert die Hilfsgerade %, in der die Resultierende
von S; und S, liegen muBl. Wir gehen von dem Schnittpunkt auf der Kraft P
aus und zeichnen das Krafteck aus P, §; und der Kraft in der Verbindungs-
geraden %, die die Resultierende R,, aus S; und S, darstellt. Dann gehen wir
zum anderen Schnittpunkt (S; und S,) iiber und zeichnen wiederum ein Kraft-
dreieck tiber der gefundenen Strecke R;,. Die Richtungen der so erhaltenen
Stabkréifte sind aus dem gesamten Krafteck abzulesen: es miissen die Krifte
in dem durch die Kraft P bestimmten Umfahrungssinn gerichtet sein. Wie
schon oben bemerkt, erhalten wir auf Grund dieser Gleichgewichtsbetrachtung
die Stabkrafte so, wie sie auf den Balken wirken. Wir fithren dementsprechend
die erhaltenen Richtungspfeile an den am Balken angeschlossenen Enden der
Stibe ein und erkennen, dafl Stab (1) und (3) driickend auf den Balken wirkt,
Stab (2) dagegen ziehend. Entsprechend wirken die Stibe auf ihre anderen
Anschlufistellen; die da auftretenden Pfeile laufen den vorher gefundenen ent-
gegengesetzt gerichtet. Wir sehen, daB (1) und (3) Druckstibe sind, (2) da-
gegen ein Zugstab ist.

Wir hétten bei vorliegender Aufgabe naturgemif auch P mit Stab (1) und
andererseits Stab (2) mit (3) zum Schnitt bringen kénnen. Dann wiirde aber
die Losung umsténdlicher, da der Schnittpunkt von P und (1) in die Unend-
lichkeit fillt, und die Linie % eine durch den Schnittpunkt von (2) und (3) gehende
Parallele zu P wire. Um nun Gleichgewicht zwischen P, S; und der Kraft in A
herzustellen, kime man aber mit dem einfachen Kraftdreieck nicht aus (paral-
lele Krafte).

Auf zwei Sonderfille sei bei dem angegebenen Gleichgewichtsfall noch hin-
gewiesen (Abb. 139). Wirkt nur eine Last P;, die durch den Schnittpunkt
zweier Stibe geht, dann tritt im dritten Stab keine Kraft auf (S;=0). Die
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Richtigkeit ergibt sich aus der Momentenbedingung fiir den Schnittpunkt III.
Wirkt andererseits nur eine Last Pp in Richtung eines Stabes (3), dann er-
halten die beiden anderen Stibe keine Beanspruchung.

¢
A
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Abb. 139. Sonderbelastung beim abgestiitzten Balken. Abb. 140. Sonderlagen der Stiitzungsstébe.

Haben wir zwei parallele Stibe, etwa lotrecht, (1) und (3), und wirkt eine
Last in der gleichen Richtung (Abb. 140), so ist S, gleich Null. Es folgt dies

\"f sofort aus der Komponenten-
N M=Pe bedingung :
\
§ >Y;=0: 8,-cosx=0.

Wenn etwa auf den Balken
lediglich ein Drehmoment von
der GroBe M wirkt und man
will die Stabkréifte auf gra-
phischem Wege ermitteln, so
stellt man das Moment durch
ein Kriftepaar dar, d.h. man fiihrt zwei beliebig grofe Kréifte P ein mit
solchem Abstand e, dafl Poo— M

ist, wobei natiirlich der Drehsinn des Kriftepaares mit dem Drehsinn von M
iibereinstimmen muB. Die Lage des Kriftepaares ist dabei gleichgiiltig. Dann
fithrt man fiir jede Kraft P das
CurLmaNNsche Verfahren durch.
S5  Da man das Kriftepaar beliebig
legen kann, wird man es moglichst
giinstig annehmen, z. B.eine Kraft
2 mit einem Stabe (etwa (1)) zusam-
mentfallend (Abb. 141); durch diese
Kraft entsteht Sij= -+ P, S5 =0,
S;=0; die andere Kraft P hat
Abb. 142. ZweckméBigste Behandlung bei Wirkung eines man nach CULMANN zu behandeln
Krattepaares. und die so ermittelte Kraft S7
mit 8] algebraisch zu addieren, wihrend S5 und S5 schon die wirklichen Stab-
krifte darstellen. Bildet man das Kréftepaar so (Abb. 142), daBl die eine
Kraft K in die Linie von 8, fillt, die andere in den Schnittpunkt von S,
und S; (wobei natiirlich K - k=M sein muB), so ist S; nur von dem einen K
abhingig, dagegen S, und §; nur von dem anderen K.

-
-v. ‘r//

Abb. 141. Belastung des abgestiitzten Balkens durch ein Kriftepaar.

Ubungsaufgaben fiir ebene Stiitzungen.

1. Aufgabe. Der in der Abb. 143 dargestellte schrigliegende Balken ist durch
drei Stiitzungsstdbe mit der Erde verbunden und wird durch eine gleichmiBig
verteilte Last beansprucht. Die drei Stabkrifte sind zu ermitteln.
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Lésung. Die drei Stabkrifte S;, Sp, S; miissen mit ¢ im Gleichgewicht
stehen, sie seien zunichst als Zugkrifte eingefiihrt. Es ergibt sich aus den
Momentengleichungen fiir den Punkt I und II:

1. —8,-60—G-30=0,

G
S]_:“—*é‘;
2. 4+G-30+8,-60=0,
G
832'—?-

I

Die beiden Stibe werden also gedriickt. In den beiden :

Momentengleichungen fallt S, heraus, weil es durch den |
betreffenden Momentenpunkt hindurchgeht. Die dritte | /  APb-143.

I

|

I

|

Momentengleichung wire entsprechend aufzustellen fiir / Eé’;:{,‘,%?f
den Schnittpunkt von S; und S;; sie 1iBt uns aber im /
Stich, da der Schnittpunkt dieser beiden Stébe in die Un- /

endlichkeit fallt. Man nimmt deshalb als dritte Gleichung Yr
eine Komponentenbedingung:

3. 2X;=0: S,-cosf=0,
S2:0.
Probe: G —8;+ 8, sinff —8;=0.

Die Belastung wird also nur durch die Stibe (2)
und (3) als Druckstibe weitergeleitet, wihrend
Stab (2) spannungslos bleibt.

2. Aufgabe. Auf die durch drei Stdbe ab-
gestiitzte Platte in Abb. 144 wirkt ihr eigenes
Gewicht von 120 kg und ein Kriftepaar vom Mo- Abb. 144. Ubungsbeispiel.
ment 80 mkg. Wie groB werden die Stabkrifte?

Lésung. Die beiden duBeren Einfliisse, d.i. das Gewicht @ und das Krifte-
paar mit dem Moment M, miissen durch die Stdbe (1), (2), (3) nach der Wand
bzw. der Erde iibertragen werden, oder anders ausgedriickt: die Stabkrifte
miissen mit diesen beiden Einfliissen im Gleichgewicht stehen. Wo das Krafte-
paar auf der Scheibe wirkt, ist hierbei gleichgiiltig, da es beliebig verschoben
werden kann, ohne daf sich die Gesamtwirkung #ndert. Als Gleichgewichts-
bedingungen kann man Komponentenbedingungen (aber nicht mehr als zwei)
oder Momentenbedingungen verwenden. Beziiglich der Komponenten ist zu be-
merken, da8 fiir ein Kraftepaar die Summe der Komponenten in jeder beliebigen
Richtung verschwindet, weil die Projektionen der beiden Krifte sich aufheben.
Es mogen hier drei Momentenbedingungen verwendet werden. Unter Einfiih-
rung von Zugkriften in den drei Stdben ergibt sich:

L M) =0 —G-1,0—08-1,04+M=0,
§;=—40kg (Druck).
2. O M)yu=0: M—G-1,0+8,-cosa-1,0=0,
Sy =+4+50kg (Zug).
3. (3 My = 0: M~G-(1,0+1,0-%2)-53-1,0-%2:0,
83 =—150kg (Druck).
Probe. D'Y;=0: G+ 8, -sinx+ 8;=0.
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3. Aufgabe. Die Befestigungskrifte des in Abb. 145 gezeichneten Baukranes
sind zu ermitteln. '

Losung. Als eigentliche Tragkonstruktion erscheint der Galgen, der unten
in I drehbar befestigt und auBerdem durch den Stab K an die Erde angeschlossen
ist. In dem Punkt I stiitzt sich der Kran gegen das Fundament, iibt also auf
diesen eine Kraft aus. Das Fundament seinerseits wehrt sich dagegen mit einer
gleich groBen Gegenkraft. Diese Gegenkraft ist zunichst nach GréBe und Rich-
tung unbekannt; ihre Komponenten seien Ry und Ry genannt. Es liegen dem-
gemill im ganzen drei Fesseln vor: zwei Gegenkrifte Rz, Ry am AnschluB-
punkt I und die Strebenkraft K. Durch die Last von 1500 kg wird in dem Seil
eine gleich groBe Kraft erzeugt, die an den verschiedenen Rollen zur Wirkung
kommt. Die untere Kraft geht direkt in die Erde, die vier anderen Seilkrifte

Abb. 145. Ubungsbeispiel.

von der GréBe 1500 kg wirken auf die Tragkonstruktion ein. Als Gleichgewichts-
bedingungen seien verwendet eine Momentenbedingung fiir den Punkt I und
zwei Komponentenbedingungen.

—1500 < 5,5 — 1000 - 3,56 — 500 - 2,0 — 1500 - 10,0 - sinB + K - sinex * 5,0 =0
(dabei ist K in eine horizontale und vertikale Komponente zerlegt),

K = 5888 kg.
2. 3 X;=0: 500+ Ry -+ 1500 — 1500 + 1500 - sinf — K - sing =0,
Ry = 2610 kg.

3. 2¥;=0: 1500 + 1000 -+ 1500 - cos § + K * cosox = Ry,
' Ry — 8490 kg.

Als Probe kann man etwa verwenden: (> M);=0, wobei II z. B. am An-
schluBpunkt der Strebe K gewahlt werden kann.

Ganz anders stellt sich das Kraftbild dar, wenn die untere Rolle (Winde) am
Kranpfosten selbst angebracht ist (Abb. 145b): jetzt wirken alle fiinf Seilkrifte
auf die Konstruktion selbst ein, und die Momentengleichung fiir den Punkt I
lautet:

—1500 - 5,5 — 1000 - 3,5 — 500 - 2,0 + K * sinex * 5,0 = 0.

4. Aufgabe. Auf die in Abb. 146 dargestelite Feuerwehrleiter wirken die an-
gegebenen Krifte. Wie grofl sind die Fesselkrifte in 4 und S fiir die Leiter?
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Losung. Die Aufgabe moge graphisch gelost werden. Man kann mit Hilfe
von Krafteck und Seileck Gréfe und Lage der Resultierenden der wirkenden
Lasten ermitteln und dann S mit B zum Schnitt bringen und durch diesen
Schnittpunkt eine Gerade nach dem Gelenkpunkt 4 ziehen, die die Richtung
der Lagerreaktion 4 angibt. Man kann es aber auch etwas bequemer machen,
indem man unmittelbar davon ausgeht, dal die gegebenen Lasten mit der Lager-
kraft A und der Stabkraft S im Gleichgewicht stehen miissen, daB8 also ihr
Krafteck und Seileck geschlossen sein mufl. Man legt die erste Seilseite 0° durch
den Punkt 4, die letzte Seilseite 6" schneidet die Kraft S im Punkte 7' (Abb. 146¢).
Die Verbindungslinie von 7' mit Punkt A gibt die SchluBlinie s’ an, und zwar

kg
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7% A" 37 3 10y
5%y 30 500kg
N Z 7
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Abb. 146. Ubungsbeispiel.

ganz gleichgiiltig, wie auch die Lagerkraft A gerichtet ist, da ja 0’ durch den
Punkt A gelegt wurde, und durch ihn unter allen Umstdnden die Lagerkraft 4
unabhingig von ihrer Richtung geht. Zieht man dann durch den Pol C eine
Parallele zu s’, so schneidet diese aus der Parallelen zu S die GréBe dieser Kraft
ab. Die Verbindungslinie dieses Endpunktes mit dem Anfangspunkt des Kraft-
ecks stellt 4 dar, da ja das Krafteck aus den Lasten und 4 und S geschlossen
sein muB.

Die umgekehrten Krifte S und 4 wirken auf den Wagen ein. Verlduft ihre
Resultierende zwischen den Radpunkten M und N, dann werden beide Rider
auf den Boden gedriickt; ein Abhebebestreben liegt dann nicht vor, d. h. der
Wagen steht fest.

5. Aufgabe. Das in Abb. 147 dargestellte Flugzeug ist an den Rédern fest
gebremst. Wie groB sind die entstehenden Reaktionen?

Lésung. Es liegt eine Konstruktion vor mit einem festen Drehanschlufl A
und einer verschieblichen Stiitzung B (weil der Sporn auf dem Boden verschieb-
lich ist). Wenn man hier die Resultante der gegebenen Lasten bildet, um sie
dann mit B (senkrecht zum Boden gerichtet) und 4 ins Gleichgewicht zu setzen,
so bereitet dies Schwierigkeiten, da der Schnittpunkt von R und B oft sehr weit
nach aullen fillt. Dagegen fithrt die oben angegebene Konstruktion leicht zum
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Ziel. Man zeichnet das Krafteck aus S, G und Pg, legt den ersten Polstrahl
durch den Punkt A4, bringt die letzte Seilseite 3’ mit Kraft B zum Schnitt und

B-10kg ¥
Abb. 147. Ubungsbeispiel.

verbindet diesen Punkt R mit dem Stiitzpunkt 4. Diese Verbindungslinie er-
gibt die SchluBlinie s’; der parallele Polstrahl s schneidet B aus. Die Verbin-

dungslinie dieses Endpunktes mit dem ersten Punkt des Kraftecks gibt Grofe
und Richtung von A4 an.



Dritter Teil.
Anwendung auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben).

VIIL Der einfach gestiitzte Korper. Die verschiedenen Gleichgewichtszustinde.

35. Der gestiitzte Korper als ebenes Problem. Grundsitzlich wird uns in
der technischen Anwendung immer ein rdumliches Gebilde begegnen. Da aber
nun die meisten Korper, auch die abgestiitzten, in ihrer Tiefenausdehnung meist
zu einer Mittelebene symmetrisch angeordnet sind und von Kréften beansprucht
werden, die ebenfalls in dieser Symmetrieebene liegen, konnen solche Kéorper
fiir statische Betrachtungen als ebene Gebilde behandelt werden. Wir kénnen
sie geradezu als unendlich diinne Scheiben ansehen, auf die sémtliche Krifte
in der Ebene dieser diinnen Scheibe wirken, d.i. praktisch in der Mittelebene
des Korpers. Dann liegt tatsichlich ein ebenes Problem vor.

36. Der einfach gestiitzte Korper. Wir betrachten zunéchst den einfach ge-
stiitzten Korper, wobei es gleichgiiltig ist, ob die ,,Stiitzung* eine Aufhéngung
oder eine Auflagerung auf einer Fliche darstellt. Kann ein Korper, der nur an
einer Stelle drehbar gestiitzt ist, im Gleichgewicht stehen?

Wir untersuchen:

1. einen Korper, der in seinem unteren Teil als Halbzylinder ausgefiihrt ist
und dessen oberer Teil zur Untersuchung der Gleichgewichtszustinde entspre-
chend den Abb. 148, 151, 154 geéndert wird;

2. einen stabartig ausgebildeten Korper, der an verschiedenen Stellen ge-
stiitzt wird, Abb. 149, 152, 155;

3. einen zylinderférmigen Korper, der stets an gleicher Stelle gestiitzt wird,
bei dem aber die Art der Ausbildung der Unterlage gedndert wird, Abb. 150,
153, 156.

Bei allen betrachteten Kérpern soll es sich um ein ebenes Problem handeln,
d. h. der Koérper ist zu seiner Mittelebene symmetrlsch kann also als diinne
Scheibe aufgefalt werden.

1. Fall, Abb. 148, 149, 150. Der Korper I stelle einen Halbzylinder auf einer
Ebene dar. Der Stab II ist prismatisch oder zylindrisch und wird an seinem
oberen Ende aufgehéngt. Der Zylinder IIT liege im Innenraum eines Hohl-
zylinders mit endlichem Radius.

Der Korper driickt mit seinem Gewicht G auf seine Unterlage bzw. zieht
mit seinem Gewicht an seiner Aufhdngung. Durch diese Kraft wird eine Gegen-
kraft in der Unterlage (im Aufhingebolzen) erzeugt, die dem Gewicht G das
Gleichgewicht hélt (Aktion = Reaktion, Wirkung = Gegenwirkung). Gewicht
und Gegenkraft, die wir hier Normalkraft N nennen wollen, sind also gleich
grol und fallen in die gleiche Wirkungslinie. Die Richtungen beider Krifte
sind entgegengesetzt zueinander. Es besteht also, wie uns auch der Versuch
bestatigen wird, Gleichgewicht. Drehen wir nun den Korper etwas aus seiner
Gleichgewichtslage (Abb. 148b), dann fallen die Wirkungslinien der beiden auf-
tretenden Krifte G und N nicht mehr in die gleiche Gerade. Da aber die Normal-
kraft N immer gleich der Schwere @ sein’ muf} (es hat sich ja an der GroBe der
Krifte nichts gedndert), entsteht ein Kraftepaar. Dieses Kriftepaar iibt aber
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eine Drehwirkung auf den Korper aus, und wir erkennen, dafl diese bei den drei
betrachteten Korpern so gerichtet ist, daB ein Zuriickdrehen des Korpers in
seine alte Lage bewirkt wird, d.h. das Kriftepaar bringt den ausgelenkten
Korper in seine Gleichgewichtslage zuriick. Wir sprechen in diesem Fall vom
stabilen oder sicheren Qleichgewicht.

2. Fall, Abb. 151, 152, 153. Der Korper I ist als Zylinder ausgebildet (be-
trachtet als kreisférmige Scheibe). Der Stab II sei in seinem Schwerpunkt auf-

Abb. 150.

Abb. 148. i
a

Abb. 149.
Abb. 148 bis 150. Sicheres, stabiles Gleichgewicht.

Abb. 151. Abb. 153.

Abb. 152.
Abb. 151 bis 153. Gleichgiiltiges, indifferentes Gleichgewicht.

i
|

D
N
Abb. 154.

Abb. 156.

Abb. 155.
Abb. 154 bis 156. TUnsicheres, labiles Gleichgewicht.

gehéngt und der Zylinder IIT liege auf einer Ebene (Zylinderfliche mit r ="o0).
Es stehen wieder alle drei Korper im Gleichgewicht. Das Gewicht G erzeugt
die gleich groBle Normalkraft (Reaktion) N in gleicher Wirkungslinie. Bei einer
Auslenkung (Abb. 151b) wird fiir alle drei Kérper dieser Gleichgewichtszustand
nicht gestort. Es stehen sich bei einer beliebigen Lage der Korper stets die bei-
den gleichen Krifte, Aktion G und Reaktion N, in gleicher Wirkungslinie gegen-
iiber, so daB der Korper in jeder neuen Lage stehenbleibt. Wir sprechen jetzt
von dem indifferenten Gleichgewicht (astatisch, gleichgiiltig).
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3. Fall, Abb. 154, 155, 156. Der Korper I sei in seinem unteren Ende ein
Halbzylinder, der am oberen Ende durch ein rechteckiges Prisma vervollstin-

digt wird. Stab IT ist an seinem unteren Ende drehbar oM
festgehalten. Der Zylinder III liege auf der AuBenseite eines i
Zylinders mit endlichem Radius. Zunéchst besteht auch i\‘

hier Gleichgewicht: Normalkraft N und Gewicht G liegen in o\
gleicher Wirkungslinie und sind entgegengesetzt gleich gro8. i ‘.L\k

Bei einer Auslenkung der Korper aus ihrer Gleichgewichtslage ! N
entsteht jetzt wieder ein Kriftepaar aus den beiden gleich /’
groBen Kriften N und @, das aber den Kérper mit seiner é
Drehwirkung weiter von der alten Lage entfernt. Der an- Agté%iég;’ézefm'

gestoBene Korper fillt also um bzw. weicht von der Gleich-
gewichtslage immer weiter ab. Wir sprechen hier von dem labilen oder un-
sicheren Gleichgewicht.

Fassen wir die drei Fille zusammen, so kénnen wir als kennzeichnenden
Punkt fiir alle Auslenkungsbewegungen der Korper einen maBgeblichen
Punkt M konstruieren (Abb. 157), der gegeben ist durch den Kriimmungs-
mittelpunkt der Schwerpunktsbahn. Liegt der Schwer-
punkt S unter diesem Zentrum M, so besteht stabiles i WA
Gleichgewicht (sicheres Gleichgewicht), liegt der Dreh- Laufrod =\
punkt M im Unendlichen oder im Schwerpunkt des \
Korpers, so ist das Gleichgewicht indifferent (astatisch, - , L\
gleichgiiltig). Liegt der Schwerpunkt S aber iiber dem i
Drehpunkt M, so ist das Gleichgewicht labil (unsicher).

Fiir die technischen Konstruktionen, die bei ein- Tragsel!
facher Lagerung stabil gestiitzt sein miissen, konnen N
wir unter der Anwendung obiger Erkenntnisse das stabile )
Gleichgewicht durch die Feststellung der Drehwirkung —“"hii%ics Taniratee
des entstehenden Kraftepaares eindeutig festlegen.

Betrachten wir z. B. das Laufrad einer Seilschwebebahn. Das Rad allein
ist labil gestiitzt, denn bei einer kleinen Auslenkung wird das entstehende
Kriftepaar die Rolle zum Kippen bringen (Abb. 158). Durch Anordnung eines
tieferliegenden Gegengewichtes (Férderkorb)
legen wir den Schwerpunkt unter die Unter-
stiitzung. Lenken wir jetzt die Konstruktion
aus ihrer Ruhelage aus, so sehen wir, daB3
das entstehende Kriftepaar ein drehendes
Moment ausiibt, derart, dafl die Konstruk-
tion wieder in ihre alte Gleichgewichtslage
zuriickgedreht wird (Abb. 159).

In dhnlicher Weise sind unsere Waagen
konstruiert. Der Waagebalken liegt mit
seinem Eigengewicht iiber dem Unterstiit-
zungspunkt, der hier zugleich Drehpunktund
Zentrum ist. Durch die Waagschalen und die daraufliegenden Gewichte liegt aber
der Gesamtschwerpunkt unter dem Drehpunkt. Eine Stérung der Gleichgewichts-
lage hat ein riickdrehendes Kraftepaar zur Folge. Aus der Betrachtung der Krifte-
paare sehen wir, dal das MaB der riickstellenden MomentengroBe abhéngig ist von
der Entfernung des Schwerpunkts vom Drehpunkt. Bei einer ,,empfindlichen
Waage, die schon auf ganz kleine Gewichtsunterschiede reagieren soll, werden wir
demgemiB den Schwerpunkt moglichst nahe unter den Drehpunkt legen. Es ist
also diese Entfernung ein reziprokes Maf fiir die Empfindlichkeit einer Waage.

Abb.159. Stabile Anordnung eines Forderkorbes.
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1X. Der Balken auf zwei Stiitzen.

37. Die verschiedenen Befestigungsarten (Anschliisse). Unter ,,Balken
wollen wir einen Kérper verstehen, der im wesentlichen der Linge nach aus-
gebildet ist. Auch hier wieder schaffen wir uns aus dem grundsétzlich rdum-
lichen Bild des Balkens ein ebenes Problem. Wir nehmen an, der Balken sei
symmetrisch zu einer Mittelebene ausgebildet, und alle Krifte, auch die Gegen-
krifte von der Unterlage
p \.ﬁ\ . %E gegen den Balken, wirken
AN e e— - : in dieser Mittelebene; dann

\\‘\\ a e tritt tatsdchlich wieder ein
ebenes Problem auf. Wir
kénnen uns zur Betrach-
tung das Bild des Balkens

als ebene ganz diinne Platte idealisieren; fiir die meisten Fille der statischen
Betrachtungen geniigt sogar die Darstellung der Balkenachse allein. Wie
kénnen wir nun den Balken mit seiner Unterlage (bzw. anderem Konstruktions-
teil oder Erde) verbinden?

1. Die physikalisch einfachste Festlegung eines Balkens in der Ebene ge-
schieht durch Einmauern oder Einklemmen des Balkens (Abb. 160a, b). Man

nennt diese Art von Festlegung in

An N | | der Statik ,,Einspannung*. Es ist bei

— &——(— - — =N der Einspannung eines Balkens nicht

b 4 a2 N b e moglich, diesen von seiner Unterlage

Nhkk zu trennen (lotrechte Bewegung),

Abb. 161. Festes Auflager. ihn in seiner Ebene zu verschieben

(waagerechte Bewegung) oder zu dre-

hen. Die Lagerung einer Welle, deren Belastung durch die Wellenachse geht,

wird sich entsprechend der Lagerung eines Balkens definieren lassen; ihre

Lagermoglichkeiten sind gerade so gegeben wie fiir den ruhenden Balken; so
ist z. B. in Abb. 160c ein festes , Einspannungs‘lager dargestellt.

2. Die Statik kennt aber auch noch andere Befestigungsarten in der Ebene,
bei denen nicht gleichzeitig alle drei mdoglichen Sperrungen: untrennbar, un-
verschieblich und undrehbar, vorhanden
sind. So ist z. B. die Anordnung des
Balkens mit einem Drehbolzen nur un-
trennbar und unverschieblich (Abb. 161).
Der so- befestigte Balken ist aber noch
nicht eindeutig in der Ebene festgelegt.
Es bleibt eine Drehmdoglichkeit bestehen,
die durch irgendeine andere Anordnung (Fesselung) noch beseitigt werden mus,
wenn der Balken fiir eine allgemeine ebene Belastung festliegen soll. Der Fall,
daB die Resultierende der &uBeren gegebenen Krifte durch diesen Drehpunkt
geht, stellt den einfach gestiitzten Korper dar, der oben behandelt wurde. Bei
Wellen, die in einer Ebene belastet sind, finden wir wieder eine entsprechende
Lagerung, die in den beiden Abb. 162a und b angegeben ist. Wir nennen die Lage-
rung mit den zwei Sperrungen (unverschieblich und untrennbar) ,,festes Lager ‘.

3. Eine dritte grundlegende Befestigungsmoglichkeit in der Ebene ist das
,,bewegliche Lager. Die Bedingung ist hierfiir nur untrennbar, das Lager ist
verschieblich und drehbar in bezug auf den Balken angeordnet. Die Bedingung
,untrennbar® ist hier noch etwas genauer zu erkldren: bei den eingezeichneten
Beispielen (Abb. 163) ist gefithlsméBig noch ein Abheben moéglich, aber nicht
ein Verschieben nach unten. Die Lagerung wird in dieser Weise ausgefiihrt,

Abb. 160. Die Einspannung beim Balken.

Abb, 162. Festes Auflager bei einer Welle.
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wenn tatsichlich nur eine Verschiebung nach unten verhindert werden soll
(Briicken, Fahrzeuge unter Eigengewicht usw.). Ist durch die duBlere Belastung
eine Verschiebung nach oben (Abheben) zu erwarten, so mufl die Lagerung

Abb. 163. Bewegliches Auflager.

naturgemifl diese Verschiebung verhindern, also praktisch so ausgefiihrt wer-
den, wie es den Anordnungen der Abb. 164 entspricht. Die dem beweglichen
Lager gleichwertigen Lagerungen einer Welle sind in Abb. 165 zusammengestellt.

J 1 -
\@ a b
TN N Blatifedern

Abb. 164. Bewegliches Lager mit Sicherung gegen Abheben. Abb. 165. Bewegliches Lager bei einer Welle.

Es lassen sich also eben belastete Wellen als eben belastete Balken behandeln,
was ja eigentlich in der Definition des Balkens schon ausgedriickt ist (der Linge
nach ausgedehnte Korper). — Man achte darauf, daB sowohl

beim festen wie beim beweglichen Auflager durch ein g__
,»,Oelenk die Drehmoglichkeit gegeben ist. a\

Um eine einheitliche Bezeichnung der Lagermdéglichkeiten |
zu haben, fiithren wir symbolisch ein: w

Abb. 166a als Darstellung fiir den eingespannten Balken  b® |
oder die ,eingespannte’* Welle,

Abb. 166b fiir das feste Lager, c@\\

Abb. 166¢ fiir das bewegliche Lager, wobei dieses Symbol Abb. 166. Symbolische
auch die Fille einschlieBen soll, bei denen durch Veranke- Parsteliung der ver-
rung u. dgl. eine Abhebung verhindert wird.

38. Der Balken auf zwei Stiitzen. Wollen wir einen Balken in der Ebene
festlegen, so geniigt das einfache feste Lager nicht, wenn eine allgemeine Be-
lastung vorliegt. Wir gehen nun einmal davon aus, daB zur. Festlegung des
Balkens zwei solcher fester Lager verwandt wurden, und untersuchen, ob der
Balken damit festgelegt ist und eindeu- ‘

tige Krifte aufweist. DaBl durch diese 7 I P / \ \,%
beiden Bolzenlagerungen (Gelenke) der 7 2 4

ganze Balken in der Ebene unverschieb- @ X
lich, undrehbar ist, erkennt man ohne A N

/

weiteres (Abb. 167). An den Lager- /(4/ . . \
stellen 4 und B hat der Balken mit der PP 167 Kr“ftg’;;ﬁf‘,i"ﬁuf‘izg‘;‘mFa‘ke“ mit zwel
Unterlage nur die Bolzen gemeinsam,

die als Punkt angesehen werden mdgen. Es kann also eine Kraft vom Balken
in die Unterlage nur durch diese Punkte weitergeleitet werden. Wirken nun
auf einen Balken Krifte, so driickt der Balken seinerseits mit einer gewissen
Kraft in den beiden Punkten 4 und B auf seine Unterlage. Die so bewirkten
Krifte seien K4 und Kg genannt. Die beiden Krifte K, und Ky ersetzen die
gegebenen #duleren Krifte, sind also Komponenten der Resultierenden aller
duBeren gegebenen Krifte (Lasten). Die Wirkung des Balkens auf seine Unter-
lage hat wieder eine Gegenwirkung zur Folge. Die so entstehenden Reaktions-

Schlink, Statik. 7
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kriafte R, und Rp, die wir kiinftig mit 4 und B bezeichnen wollen, sind von
gleicher GroBe wie die Aktionskrafte K, und Kp, aber entgegengesetzt ge-
richtet. Wir konnen also sagen, die beiden Reaktionskréifte stehen mit den
Kraften K, und Kg, d.h. aber auch mit den gegebenen duBleren Kriften im
Gleichgewicht. Fiir die Lagerreaktionen eines Balkens ist demnach die Be-
dingung gegeben, dal sie mit den wirkenden Lasten im Gleichgewicht stehen
miissen; darauf beruht ihre Berechnung. Statt der &uBleren Krifte koénnen
auch Momente auf den Balken wirken; wir werden deshalb vielfach von duBeren
,»Binfliissen‘‘ sprechen, die sowohl
Kriafte als auch Momente sein kénnen.

Gebhen wir nun zur Ermittlung
der Reaktionen von dem ganz ein-
fachen Fall aus, daB der Balken mit
den beiden festen Lagern durch eine
Kraft P (auch aufzufassen als Resul-
tierende vieler Krifte) belastet sei
(Abb. 168). Gegeben ist also P und

X

7] ‘ jeweils ein Punkt der Reaktions-
. o wirkungslinien von 4 und B, die

Abb. 168. Balken auf zwei festen Auflagern mit Einzel- . . . .
Iast, graphische Behandlung. mit P im Gleichgewicht stehen

miissen. Zur graphischen Losung der
Aufgabe benutzt man den Satz, daB drei Krifte nur dann im Gleichgewicht
stehen konnen, wenn ihre Wirkungslinien durch einen Punkt gehen. Wihlen
wir einen beliebigen Punkt N auf der Wirkungslinie der Kraft P und verbinden
diesen mit den Lagerpunkten, so stellen die Verbindungslinien mégliche Wir-
kungslinien fiir 4 und B dar; ihre GréB8en sind durch das zugehorige Kraft-
dreieck bestimmt. Da wir aber iiber die Lage des Punktes N weiterhin keine
Aussage machen konnen, 148t sich auch die Aufgabe mit jedem beliebigen Punkt
auf der Wirkungslinie der Kraft P durchfiihren, und wir erhalten dabei jedes-
mal andere Reaktionskrifte. Daraus ersehen wir also, daf die Aufgabe viel-
deutig oder, wie wir frither schon gesagt haben, statisch unbestimmt ist.

Wie &duBert sich das nun bei der ana-

A / 6, lytischen Betrachtung der Aufgabe? Die Zahl

—_& e der Unbekannten ist vier: die Reaktions-
N N

4l . P kraft A ist unbekannt nach GréB8e und Rich-
il v tung, ebenso die Reaktionskraft B. Wir denken

Abb. 169. Balken auf zwei festen Auflagern  Uns zweckméBig bei diesen Aufgaben die Re-
it Hinzellast, analytischo Behandivng. aktionskrifte in ihre Komponenten in hori-
zontaler und vertikaler Richtung 4,, 4; bzw. B,, B, zerlegt (Abb. 169), dann
sind wohl die Wirkungslinien dieser Komponenten bekannt, aber deren Groéfen
nicht. Wir haben also insgesamt vier Unbekannte in der Aufgabenstellung.
Demgegeniiber stehen nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung. Rein
mathematisch gesehen, erhalten wir also zur Lésung ein System von drei Glei-
chungen mit vier Unbekannten, d. h. die Aufgabe ist mit den Sétzen der Statik
nicht zu lésen oder, anders ausgedriickt, die Aufgabe ist statisch unbestimmt.
Wollen wir die Aufgabe statisch 16sbar bzw. statisch bestimmt machen, so
miissen wir die Konstruktion so uméindern, daB8 entweder eine neue Gleichung
hinzukommt (Nr. 61) oder eine Unbekannte wegfillt. Der statisch bestimmte
Aufbau einer Konstruktion ist in vielen Fallen auch technisch aus verschiedenen
Griinden gefordert. Der betrachtete Balken wird nun statisch bestimmt, wenn
wir statt des einen festen Lagers ein bewegliches Lager einfithren. Dann kann
das Lager B keine Horizontalkraft mehr aufnehmen, denn die geringste waage-
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rechte Kraft auf ein derartiges System mit Rollenlagerung (Abb. 170) wiirde
ein Wegfahren (Verschieben) dieses Lagers zur Folge haben (sofern.keine Rei-
bung vorhanden ist): es wird also vom Balken auf die Unterlage keine Hori-
zontalkraft iibertragen, und es kann dementsprechend auch keine waagerechte
Gegenkraft entstehen, d.h. es tritt keine horizontale Lagerreaktion auf. Im
beweglichen Auflager muf} also die Reaktion senkrecht zur Bewegungsrichtung
stehen, es ist dadurch ihre Richtung bekannt, es fehlt nur die GroBe; das be-
wegliche Lager stellt somit nur eine Unbekannte dar. Die Zahl der Unbekannten
ist dadurch auf drei herabgesetzt und die Zahl

der Gleichungen deckt sich mit der Zahl der \(D
Unbekannten. An

Solange der Balken frei, d.h. nicht gelagert % N
ist, kann er eine dreifache Bewegung ausfithren: Ay g

er kann sich in waagerechter und senkrechter .. ..o poien auf einem festen und
Richtung verschieben und auflerdem um einen einem beweglichen Lager.
Punkt drehen. Man sagt, der Balken hat in

seiner Bewegung drei Freiheitsgrade. Diese drei Bewegungsfreiheiten miissen
zur Festlegung des Balkens aufgehoben werden durch drei ,,Fesseln®. Jede
Fessel stellt eine Unbekannte dar, also bendtigen wir eine Lagerung mit drei
Unbekannten. Diese liegt hier vor durch das feste Lager mit zwei Unbekannten
und das bewegliche Lager mit einer Unbekannten.

Es wirke nun auf den Balken, der konstruktiv mit einem festen und einem
beweglichen Lager festgelegt ist, eine nach Lage, Gré8e und Richtung bekannte
Kraft P; die Lagerreaktionen sollen ermittelt werden (Abb. 171). Die Losung
erfolge zunichst auf graphischem Wege. Von der

P
Reaktionskraft B kennen wir die Richtung (in B P
kann ja nur eine senkrechte Kraft tibertragen P }
werden) und einen Punkt, durch den sie gehen - V [
. . A i -
muBl. Von der Reaktionskraft 4 kennen wir nur /&
einen Punkt, aber nicht ihre Richtung. Der Satz, A §%

daB die drei im Gleichgewicht stehenden Krifte P, P 8
A und B sich in einem Punkt schneiden miissen, 7
erlaubt hier nur eine eindeutige Losung, da der

Schnittpunkt der drei Kréfte durch denjenigen  Abb. 171. Graphische Behandlung
der Wirkungslinien der Kraft P und der Auflager- emeiiﬁ%k%nfwgﬁcﬁ:ﬂlfﬁit;;und
reaktion B gegeben ist. Die Auflagerreaktion A4 ’

muB also durch diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen, und damit erhalten
wir die Wirkungslinie dieser Reaktion als Verbindungslinie des gemeinsamen
Schnittpunktes mit der Lagerstelle. Das Krafteck gibt die GréBen der Reak-
tionskrifte an, deren Richtungen dem durch P gegebenen Umfahrungssinn
gleichlaufend sein miissen. Zur Aufzeichnung des technischen Bildes bendtigen
wir hierbei einen LéngenmafBstab (1:7n) und fiir das Krafteck einen Krifte-
mafistab 1 cm = £ kg.

Fiir die analytische Berechnung sei der Balken nach Abb. 172 zugrunde
gelegt. Der Balken von der Lénge [ ist an seinen Enden mit einem festen und
einem beweglichen Lager gestiitzt. Auf ihn wirke im Abstand ¢ vom linken
Ende eine Kraft P, die unter dem Winkel « gegen die Balkenachse geneigt ist.
Gesucht sind wieder die Lagerreaktionen, die den Balken im Gleichgewicht
halten.

Wir wissen, da3 die Reaktion in B senkrecht steht zur Bewegungsmoglich-
keit des Lagers, d.i. hier senkrecht zur Balkenachse. Das linke Lager hat da-
gegen eine schief gerichtete Reaktionskraft 4, die je nach der Belastung in

T*
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jeder beliebigen Richtung moglich ist; wir kénnen sagen, es wird im linken
Lager eine -waagerechte Reaktionskraft 4, und eine lotrechte Reaktionskraft 4,
- auftreten. Es liegen also die drei Unbekannten

Psmw A,, Ay, B vor. Bei der analytischen Betrach-

/° -C05e tung von Gleichgewichtsaufgaben jeglicher Art

miissen wir, wie schon mehrfach bemerkt, zunichst

Ay Richtungen fiir die unbekannten Krifte annehmen

und diese bei negativem Ergebnis umkehren. Wir

Abb. 172. Analytische Behandlung wollen einfiihren: die waagerechte Reaktion 4,

emeiifeﬂ%nfwﬁng’lticﬁgnjéﬁﬁi“nd nach rechts, die beiden lotrechten Reaktionen A,
und B nach oben gerichtet.

Die Horizontalkomponente 4; wird am bequemsten aus der Komponenten-

bedingung fiir die waagerechte Richtung berechnet.

1. 2 H=0: Ay — P-cosx=0,
daraus A;= P -cosx.

(Die hier eingefiihrte Glelchung D'H=0 ist nur eine andere Schreibweise fiir
> X;=0. Ahnlich ersetzen wir bei der Ermittlung der Reaktionen eines Bal-
kens auch > ¥;=0 durch die Schreibweise > V=0, d.i. Summe aller Vertikal-
krifte gleich Null.)

A; wird positiv, d.h. die vorher angenommene Richtung war richtig: A4,
geht nach rechts.

Fiir die Berechnung der beiden lotrechten Lagerkrifte wihlen wir zweck-
miBig Momentenbedingungen, und zwar nehmen wir einmal den einen Lager-
punkt 4 als Momentenpunkt, dann den anderen B. In der ersten Glelchung
tritt nur B als Unbekannte auf, in der zweiten 4.

2. 2 M)y, =0: —B:-1+(P-sinx)-a-+ (P-cosx) 0+ 4,0+ 4,-0=0,
daraus
B-—— P.sine.

Das Moment der Kraft P ist hier so aufgestellt, daff P in zwei Komponenten
zerlegt und dann, nach dem Satz vom statischen Moment der Krifte, die Summe
der Momente dieser Komponenten gebildet wurde. Aus dieser Gleichung er-
rechnet sich die Reaktion B unabhingig von 4; und 4,.

Als dritte Gleichung zur Ermittlung der noch unbekannten Kraft A4, ver-
wenden wir die Momentenbedingung um den Lagerpunkt B:

(M=
Ay 14 A0 —(P-cosa) 0 —(P-sing) - (I —a)+~B-0=0
und daraus 4 =99 pogna
v T 1 .

Diese Gleichung gestaltet sich wieder unabhingig von der Ermittlung der bei-
den anderen Unbekannten, da diese um den Momentenbezugspunkt keine Dreh-
wirkung haben (Hebelarm = 0), in der Momentengleichung also verschwinden.

Damit sind die drei Unbekannten errechnet. A, und B sind positiv, d. h.
die angenommene Richtung war richtig eingefiihrt, sie gehen nach oben. Wir
kénnen nun aber noch mehr Gleichgewichtsbedingungen, irgendeine Kompo-
nentenbedingung oder eine Momentenbedingung, aufstellen, die selbstverstind-
lich alle erfiillt sein miissen, so z. B.

2V=0: P.sing —4,—B=0,
daraus A 4,4+ B = P-sinx.
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Es kann diese Gleichung als Probe fiir die richtige Ermittlung der Reaktionen
verwendet werden.

Bei vorliegenden Aufgaben sollte nie versiumt werden, nach Ermittlung
der Unbekannten die Richtigkeit der Lésung durch eine Komponentenbedingung
zu prifen. Die Komponenten 4, und 4; lassen sich zur Reaktionskraft 4 zu-
sammensetzen. Ist A richtig ermittelt, so mufl diese Kraft durch den Schnitt-
punkt der Kraft P mit der Wirkungslinie der Reaktion B gehen.

39. Zusammenhang zwischen Lagern und Stiitzungsstiben. Nun haben wir
frither schon einmal einen Balken (Korper) in der Ebene festgelegt durch drei
Stibe und die in den Stiben auftretenden Stabkrifte errechnet, indem wir

sagten, die drei Stabkrifte miissen mit der P
gegebenen Kraft im Gleichgewicht stehen. 4 / 5
Die Aufgabe war eindeutig, demnach kann \‘@

der Balken auch durch drei Stébe, sogenannte 4

Stiitzungsstibe, die wieder Fesseln darstellen, 79
festgelegt werden ; es wird also ein Zusammen-

hang bestehen zwischen der Stiitzung in den @
beiden Lagern und den Stiitzungsstiben.

Dies soll nun festgestellt werden. A

Wollen wir einen Punkt (4 in Abb. 173) Abb.173. uﬁ%“g%ﬁ;ﬁﬁ;‘;é;&ﬁfhen Lage‘
in der Ebene festlegen, so gelingt uns das
mit zwei nach ihm laufenden Stédben, die gelenkig miteinander verbunden
sind (vgl. ebenes Zweibockgeriist). Um diesen Punkt kann sich allerdings der
Balken noch drehen. Wir haben also die gleiche Sachlage wie beim festen Lager,
d. h. es kann das feste Auflager ersetzt werden durch zwei Stiitzungsstibe, die durch
den Auflagerpunkt hindurchgehen wund nicht in dieselbe Gerade fallen. Wenn
andererseits ein Punkt (B) nur durch einen Stab an die Erde angeschlossen
ist, so kann er sich auf einem Kreisbogen um den Anschlufpunkt C drehen.
Praktisch kommt fiir die Bewegung des Punktes B von diesem Kreisbogen
nur ein kleines Stiickchen in Frage, da ja B mit A durch den Balken verbunden
ist und dieser nur eine geringe Léngenéinderung durch die Nachgiebigkeit des
Materials erlaubt. Dieses kleine Kreisstiick
ist das waagerechte Bogenelement des Kreises. y
Die dadurch bewirkte Verschiebungsmoglich-
keit deckt sich aber mit der, die durch das
horizontal gefiihrte Lager gegeben ist. Dem-
gemdfy kann das bewegliche Lager ersetzt
werden durch einen Stiitzungsstab, der senk- N
recht steht zur Bewegungsbakn. Die Zahl der *PP- 174 Sonderanordnung von Stiitzungs-
Stiitzungsstdbe stimmt mit der Zahl der
Unbekannten bei den Lagern iiberein, da ja das feste Auflager zwei, dagegen das
bewegliche Auflager nur eine Unbekannte darstellt. Die Resultierende der
Stabkrifte S; und 82 gibt die Lagerreaktion im festen Lager an, die Stabkraft S,
die Lagerreaktmn im beweglichen Lager; letztere fillt ja auch mit der Richtung
der Lagerkraft B zusammen. Selbstverstéindlich kann man die Stiitzungsstibe
fiir das feste Auflager auch in horizontaler und vertikaler Richtung anordnen
(Abb. 174), so daB ihre Krifte unmittelbar mit den {iblichen Lagerkraftkompo-
nenten zusammenfallen.

Nach diesen Ausfithrungen kénnen also jederzeit statt der Lager Stiitzungs-
stibe eingefiihrt werden und umgekehrt. Tatsdchlich kommen auBler den Lagern
6fters Stiitzungsstdbe vor. Auch gemischte Lagerungen mit Stiitzungsstiben
und Auflagern finden sich bei praktischen Ausfithrungen, z. B. nach Abb. 175,

©)
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wo der Stiitzungsstab C als Pendelstiitze ausgebildet ist, die oben und unten
drehbar angeschlossen ist. (Das hier gezeichnete System hat allerdings vier
Fesseln und ist deshalb statisch unbestimmt.)

Die drei Stiitzungsstibe, die zur Festlegung eines Balkens nétig sind, brauchen
natiirlich nicht so angeordnet zu sein, daBl zwei durch einen Punkt hindurch-
gehen (Abb. 176). Wie schon frither (S. 67) gezeigt, diirfen lediglich die Stibe

] !
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Abb. 175. Gleichzeitige Anordnung von Stiitzungs- Abb. 176. Unverschieblicher Balken mit drei
stdben und Lagern. Stiitzungsstdben.

nicht alle drei durch einen Punkt hindurchlaufen. Da nun jeder einzelne
Stiitzungsstab durch ein bewegliches Lager ersetzt werden kann, kann ein
Balken auch durch drei bewegliche Lager festgelegt werden, deren Reaktionen
aber nicht durch einen Punkt gehen (Abb. 177), also auch nicht parallel laufen
diirfen. Es darf also der Balken auch nicht auf drei bewegliche Lager, die alle
auf horizontaler Bahn laufen, gestiitzt werden (Abb. 178), wenn er fiir jede

<

Abb. 177. Unverschieblicher Balken mit drei Abb. 178. Verschieblich gestiitzter Balken mit drei’
beweglichen Auflagern. beweglichen Lagern.

beliebige Belastung in Ruhe bleiben soll. Man erkennt iibrigens die Beweglich-
keit sofort, wenn man eine schiefe Kraft auf ihn einwirken 14Bt.

40. Belastung durch lotrechte Krifte. Sehr héufig sind in der Praxis die
Fille, daB der Balken nur lotrechte Krifte (Gewichte) aufzunehmen hat. Be-
trachten wir einmal einen derartigen Balken, der auf zwei Stiitzen statisch be-
stimmt gelagert ist, und auf den nur die lotrechten Krifte P;, P, und P, wirken.
Gegeben sind auBer den GréBen dieser Lasten die konstruktiven Werte, Grofe
des Balkens und Angriffspunkte der Krifte (Abb. 179).

1. Die erste Gleichung SH—0

zeigt, daBl A keine Horizontalkomponente besitzt:
A =0s

Rein physikalisch bedeutet das: wenn keine duBere Horizontalkraft (oder -kom-
ponente) vorhanden ist, wird keine Verschiebungswirkung auftreten, wir brauchen
also auch keine Verschiebung zu verhindern. Es werden an beiden Lagerstellen
demgemifBl nur Vertikalreaktionen entstehen. Man konnte, rein statisch ge-
sehen, diesen Balken also auf zwei beweglichen Lagern stiitzen. Praktisch darf
man das natiirlich nicht durchfiihren, da der geringste seitliche Einflul (Wind-
krifte, kleine Hoéhendifferenz der Lagerstellen usw.) schon eine Verschiebung
des Balkens hervorbringt, der dann ja in keiner Weise gegen ein Fortrollen
gesichert ist.

Die beiden auftretenden Lagerkrifte A und B werden wieder am besten
durch zwei Momentengleichungen ermittelt. Die weitere Bedingung:

27 =0
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werden wir dann als Probe fiir die richtige Ermittlung der Reaktionen an-
wenden. Es wird, wenn die Lagerreaktionen mit dem Pfeil nach oben eingefiihrt
werden :
2. (2 M)ys=0: P -a,+ Py-ay+ Py-az—B-1=0,
B=P1‘a1+P2'“2+P3'“3,
l b
die Reaktion B wird positiv, d.h. die nach oben eingefﬁhi'te Richtung der

Lagerreaktion B war richtig.
Die Momentengleichung um den rechten Lagerpunkt lautet:

3. (ZM)BZO: A-1— Pl —a;) — Pyl —ay) — P3(l —a3) =0,

A:Pl-(l—a1)+P2-(l—a2)+P3-(l—a3)
7 .

Als Probe stellen wir fest, daB:
P,+ P,+P,—= A+ B.

Diese Art der Ausrechnung der Lagerreaktionen ist im allgemeinen die
zweckmifBigste: wir ermitteln sie also mit Hilfe von Momentenbedingungen
und priifen unsere Rech-
nung mit der Kompo- A
nentenbedingung fiir die j@ 1'02
lotrechte Richtungnach. g ! ’ T %

Bei der graphischen A[_% ! ' 15
Ermittlung der Lager- -~ a3 -
reaktionen gehen wir o
wieder von der Erkennt-
nis aus, daf die gegebe- m s '
nen dulleren Lasten mit 0 + g
den gesuchten Lager- 4 2’
reaktionen im Gleich- m—Ph=500kg—
gewicht stehen miissen.  Apb.179. Balken auf zwei Stiitzen, durch lotrechte Lasten beansprucht.
Wir wissen, daB im
Gleichgewichtsfall das durch die Kréfte bestimmte Krafteck und das zugehorige
Seileck geschlossen sein muB, also miissen hier das zu den Kriften P; und 4 und B
gehorige Krafteck und Seileck geschlossen sein. Wir zeichnen zunéchst das Kraft-
eck (Abb. 179), gebildet aus den gegebenen Kriften P,, P, und P;. Nach Wahl
eines beliebigen Poles ¢ am Krafteck liegen die Polstrahlen 0, 1, 2, 3 fest, zu
denen parallel im technischen Kriftebild, d.i. jetzt der Balken mit seinen
Kriften, die Seilstrahlen 0’, 1/, 2’ und 3’ gezeichnet werden. Die Zuordnung der
Strahlen mufl wieder der Reziprozitét der beiden Figuren Krafteck und Seileck
entsprechen. Auf diese Weise ist ein offenes Krafteck und ein offenes Seileck
0, 1, 2’, 3’ entstanden; sie kénnen aber auch nicht geschlossen sein, da sie
nur zu den gegebenen Kriften P; gehoren und diese fiir sich (ohne 4 und B)
nicht im Gleichgewicht stehen. A und B miissen nun so eingefithrt werden,
daf das alsdann entstehende Kraft- und Seileck geschlossen ist. Wir betrachten
zunichst das Seileck: durch Beriicksichtigung einer Kraft in der Wirkungslinie
von A muBl das Seileck auf dieser Geraden einen Knick bekommen, ebenso auf
der Wirkungslinie von B; also das Seileck schliet nicht mit 0" und 3’ ab, son-
dern erhilt an den Stellen m und n noch je eine neue Seite. Diese neuen Seiten
stellen dann die duBersten Seiten vor. Da aber das Seileck geschlossen sein
muBl, miissen diese beiden Seilstrahlen in dieselbe Gerade fallen, d. h. in die
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Verbindungslinie m n. Diese Verbindungslinie heifit die SchluBlinie (s’). Da-
durch ist das Seilpolygon aller fraglichen Krifte (P; und 4, B) geschlossen.
Zieht man zur SchluBlinie s’ einen parallelen Polstrahl durch C, so schneidet
dieser aus dem Krafteck die gesuchten Lagerreaktionen 4 und B heraus. So
entsteht auch ein geschlossenes Krafteck: P;, Py, P;, B, A. Die Strecke zwi-
schen den Polstrahlen O und s stellt 4 dar, weil sich die zu 0 und s parallelen
Seilstrahlen auf 4 schneiden; entsprechend liegt B zwischen den Polstrahlen s
und 3 im Krafteck. Der Richtungssinn der beiden Lagerkrifte ist durch den
Umfahrungssinn des Kraftecks festgelegt.

Durch ‘die angegebene Konstruktion hat man tatséichlich fiir die Lasten
und Lagerreaktionen ein geschlossenes Krafteck und Seileck erhalten, also
stehen diese im Gleichgewicht, d. h. auf diese Weise sind die Lagerreaktionen
eindeutig ermittelt worden. Fiir die Bestimmung der Lagerreaktionen bei einem
nur durch lotrechte Krafte belasteten Balken gilt also folgende Regel:

Man zeichnet zundchst Krafteck und Seileck fiir die gegebenen Lasten ohne
Beriicksichtigung der Lager, bringt dann die dufersten Seilseiten des so gewonnenen
Seilecks mit den Wirkungslinien der Auflagerkrdfte zum Schnitt, verbindet diese
Schnittpunikte durch eine Gerade (Schluflinie s') und zieht durch den Pol C einen
zu 8 parallelen Strahl. Dieser schneidet aus dem Krafteck die gesuchten Reak-
tionen aus.

41. Biegemoment, Querkraft und Lingskraft. Im Zusammenhang mit der
eben betrachteten Aufgabe wollen wir nun zwei neue Begriffe kennenlernen,
die fiir die Gestaltung (Dimensionierung) des Balkens von Bedeutung sind:

1. das Biegungsmoment oder Biegemoment,

2. die Querkraft, auch Schub- oder Scherkraft genannt.

Dazu tritt noch

3. die Ldngskraft, die schon friiher (S.19) kurz erwihnt war.

Diese drei Begriffe spielen in der Statik eine sehr grofe Rolle. Das Biegungs-
moment ist, wie schon der Name sagt, die Ursache fiir die Durchbiegung (Kriim-
mung) des Balkens. Es gibt — wie in der Festigkeitslehre gezeigt wird — zu-
gleich an, wie stark der Balken bei dieser Biegung beansprucht wird, ist also
von grofer Wichtigkeit fiir die bauliche Gestaltung eines Balkens.

Die Querkraft gibt in &hnlicher Art ein MaB fiir die Abscherungsgefahr
eines Balkens, also fiir die Beanspruchung auf Schub, ist demgemiB ebenso
von Wichtigkeit fiir die Dimensionierung, sobald eine Abschergefahr fiir den
Balken besteht. :

Die Léngskraft ist in gleicher Art eine Kenngrofe fiir die Gefahr des Aus-
einanderreiflens oder Zusammendriickens eines Balkens. Wir haben bereits
Langskrifte in den Stabkriften kennengelernt.

Die drei Begriffe lassen sich folgendermaBen definieren.

1. Das Biegemoment fiir einen bestimmien Querschnitt eines Balkens ist gegeben
durch die Summe der statischen Momente aller Krifte links oder rechts von dieser
Schnattstelle, meistens bezogen auf den Schwerpunkt (Mittelpunkt) des Querschnitts
an der untersuchten Stelle.

Man bezeichnet das Biegemoment positiv, wenn es fiir den linken Teil tm Uhr-
zeigersinn, fiir den rechten Teil gegen den Uhrzeigersinn dreht. (Als Merkbild : C§ $)-)

Dieser scheinbare Widerspruch in der Vorzeichenregel klirt sich sofort auf,
wenn wir einen Balken betrachten, der unter dem Einflu von Lasten durch-
gebogen ist (Abb. 180). Der Punkt ¢ (beliebiger Punkt) hat dabei seine Lage
gedndert, er hat sich nach unten verschoben. Wollen wir die Verschiebung
dieses Punktes mit Hilfe der Biegungsdrehung durch ein Moment auf der einen
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Balkenseite erreichen, so ist dazu links eine Drehung im Uhrzeigersinn, rechts
eine solche gegen den Uhrzeigersinn nétig. Beide Momente haben also trotz
ihres entgegengesetzten Drehsinns die gleiche Wirkung. Wir sehen daraus, dafl
in der Festlegung des Vorzeichens diese ver-

schiedenen Drehsinne auf beiden Seiten mit 3 iz 1 l

dem gleichenVorzeichen versehen werden miis- R :

sen, wenn dasjenige Biegungsmoment, links 2 B
und rechts, das die gleiche Wirkung hervor-  apb. 180. Vorzeichen des Biegemomentes.
ruft, auch dasselbe Vorzeichen besitzen soll.

2. Die Querkraft fiir einen bestimmien Querschnitt ist gegeben durch die alge-
braische Summe der senkrecht zur Balkenachse gerichteten Krifte links oder rechts
von dieser Schnittstelle.

Man bezeichnet die Querkraft als positiv, wenn sie fiir den linken Teil nach
oben, fiir den rechten Teil nach unten gerichiet ist. (Merkbild: 4+@;}.)

+

Auch hier besteht scheinbar ein Widerspruch in der Vorzeichenregel. Es
148t sich die gleichartige Wirkung der Querkrifte auf beiden Seiten mit gleichem
Vorzeichen leicht einsehen, wenn wir an die
Bedeutung der Querkraft als Abscherungs- p |2 l/j
kraft denken; zwei nebeneinander liegende ‘1 z

einander verschoben, wenn auf der einen
Seite nach oben, auf der anderen aber nach
unten gedriickt wird. Also gleiche Wirkung
bedingt auch hier gleiches Vorzeichen.

3. Die Lingskraft fir einen bestimmien
Querschnitt st gegeben durch die algebraische
Summe der in Richtung der Balkenachse liegenden
Krifte links oder rechis von dieser Schnittstelle.

Man bezeichnet die Ldngskraft als positiv,
wenn sie fiir den linken Teil nach links, fir
den rechien Teil nach rechts geht. Durch eine
positive Ldingskraft werden zwei benachbarte
Querschnitte auseinander gezogen. (Die linke
Lingskraft wirkt auf den rechten Teil.)

Die Vorzeichenregel wird uns hier sofort
geldufig, wenn wir an die Stabkraft denken.
Der Stab als reiner Léngskrafttrager wird als
Zugstab an irgendeiner Schnittstelle ausein-
andergezogen ; der Zugstab wire demnach mit
positivem Vorzeichen zu versehen. In dem in
Abb. 182 gezeichneten Balken entsteht Druck;
denken wir uns etwa die Hand in die Schnitt-
stelle gelegt, so wird sie von beiden Seiten
gedriickt. Abb. 182. Vorzeichen der Langskraft.

Die Langskrifte verschwinden ganz bei Bal-
ken mit senkrechten Lasten. Wir haben also bei dem vorigen Beispiel (Abb.181)
an einer beliebigen Schnittstelle nur Querkrifte und Biegemomente zu erwarten.

Zum Verstindnis dieser Groéfen ist noch folgende Betrachtung von Wichtig-
keit: der Balken hat die Lasten nach den Lagern zu iibertragen; es wird dabei
durch jeden Querschnitt eine Kraftwirkung von dem einen Balkenteil nach dem
anderen weitergeleitet. Die Kraft, die durch einen Querschnitt ¢ von der einen

Querschnitte (Abb. 181) werden dann gegen- ;‘% '

1%
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Seite nach der anderen iibertragen wird, ist offenbar nichts anderes als die Resul-
tierende aller Krifte links vom Querschnitt, in Abb. 183 die Resultierende R’
von A4,, 4;, P;, P,, denn diese Resultante ersetzt ja die Wirkung aller Krifte,
die an dem linken Teil angreifen, deren Linflul also durch den Querschnitt nach
rechts weitergefiihrt werden muB. Diese Resultierende kénnen wir nach irgend-
einem Punkt des Querschnitts, somit auch nach dem Schwerpunkt M, ver-
schoben denken und erhalten die gleiche Wirkung, wenn wir auler der parallel
verschobenen Kraft noch eine Kriftepaar einfithren, dessen Moment gegeben
ist durch das statische Moment der Kraft R’ fiir den Punkt M. Dieses Moment
ist aber nach dem Satz vom statischen Moment der Krifte gleich der Summe der
Momente von A4,, 4;, Py, P, fiir denselben Punkt M, d. h. gleich dem Biege-
moment. DemgemiB haben wir als gleichwertige Wirkung, statt der Kraft R’: die
durch den Punkt M gehende Kraft R” (= R’) und das Biegungsmoment By,. Nun
konnen wir R” in zwei Komponenten zerlegen, eine in Richtung der Balken-
achse L; und eine senkrecht dazu ;. Diese beiden Komponenten sind nichts
anderes als die oben definierte
Langskraft und Querkraft. Wir
erhalten damit das Ergebnis, daB
die Resultierende R’ links vom
Querschnitt ersetzt ist durch die
Querkraft und Léngskraft, die
g durch den gewihlten Punkt M
gehen, und durch das Biegungs-
moment By, = B;. Diese Einfliisse
L;, Q;, B;, die man als Beanspru-
chungsgr6fen bezeichnen kann,
wirken nun auf den rechten Teil
ein. Es ist also nicht so, daB die
Abb. 183. Die BeanspruchungsgroBen eines Querschnittes. ~Zusammenwirkung der hier be-

trachteten Einfliissse L;, @;, By
mit den auf den linken Teil wirkenden Kriften (4,, 4, Py, P,) Gleichgewicht
halt, sondern sie ersetzen diese Krifte. Dreht man die drei Kinfliisse in ihrer
Richtung bzw. ihrem Drehsinn um, so bekommt man diejenigen Einfliisse, die
von dem rechten Teil gegen den linken wirken, und dann mit den am linken
Teil angreifenden duBeren Kréaften im Gleichgewicht stehen.

Betrachten wir an einer Schnittstelle die drei GroBen Querkraft, Langskraft,
Biegemoment zusammen, so erkennen wir in ihnen die Einfliisse, die ein Ver-
schieben der beiden Schnittufer des Balkenschnittes (Querverschiebung), ein
Auseinandergehen (Trennen) der Schnittufer und eine Verdrehung der Quer-
schnitte im Sinne der Biegung zu bewirken versuchen.

42. Die Ermittlung der Beanspruchungsgrofien. Die rechnerische Ermittlung
dieser Beanspruchungsgréfien erfolgt dadurch, daB wir entsprechend der Defini-
tionen die algebraischen Summen der angegebenen Werte bilden. Die Durch-
fithrung wird spéter erldutert.

Die graphische Ermittlung des Biegungsmomentes kann in einfacher Weise
mittels des Seilecks erfolgen, das zur Bestimmung der Lagerreaktion auf Seite 103
gezeichnet wurde. Zum Beweis dieser Behauptung sei ein weiteres Beispiel
(Abb. 184) mit rein lotrechter Belastung durch drei Krifte, die der Gréfle und
Lage nach bekannt sind, betrachtet.

Wir zeichnen den Balken in einem bestimmten Mafstab auf. Dieser Lingen-
mafBstab sei 1: 7 (d. h. 1 cm in der Zeichnung bedeutet n cm in der Wirklichkeit).
Die Krifte sind an diesem Balken durch ihre Wirkungslinien festgelegt. Die
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GroBen der Krifte werden nun in einem bestimmten KriftemaBstab 1 cm = kkg
im Krafteck dargestellt, das jetzt auf eine Gerade zusammenschrumpft.
Dann wird ein willkiirlicher Pol €' gewéhlt, dessen Abstand von den aneinander-
getragenen Kréften wir mit 4 bezeichnen wollen; durch ihn sind die Poistrahlen
als Verbindungslinien dieses Poles mit den Anfangs- und Endpunkten der Kréfte
festgelegt. Wir beachten dabei, daBl — wie aus den grundlegenden Ausfiihrungen
iiber das Seileck, Nr. 29, ersichtlich — fiir jede Strecke im Krafteck, also auch
fiir die Polstrahlen und den Abstand des Pols vom Krafteck, der. Kraftemaf-
stab gilt. Die Strecke A ist also in Wirklichkeit als eine Kraftgro8e mit der
Dimension kg aufzufassen. Nun verfahren wir so weiter, wie auf Seite 104 fiir
die Ermittlung der Lagerreaktionen angegeben ist: zu den Polstrahlen zeichnen
wir das zugehorige Seileck unter Beachtung der Reihenfolge der Seilstrahlen,

=3000k
2 -a000kg 29

=7000K
P

.
i
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Mo 2000y
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Abb. 184. Momenten- und Querkraftfliche eines in seinen Enden gestiitzten Balkens.

wobei immer ein Schnittpunkt zweier Seilseiten mit -einer Kraft im Seileck
einem Dreieck im Krafteck entspricht. Den ersten und letzten Seilstrahl bringen
wir mit den Auflagerwirkungslinien zum Schnitt und erhalten damit die SchluB-
linie ¢’ des Seilecks. Der zur SchluBlinie s gehorige Polstrahl s schneidet die
beiden Lagerreaktionen aus, wobei 4, weil im Seileck geschnitten von den
Seilstrahlen 0" und s, im Krafteck von den Polstrahlen 0 und s eingeschlossen
sein muB; entsprechend liegt B zwischen s und 3. Die Richtungen der beiden
Reaktionskrifte 4 und B sind dadurch festgelegt, daB das Krafteck geschlossen
sein muBl; 4 und B sind also nach oben gerichtet. Diese Lagerreaktionen wirken
auf den Balken als Krifte. Wir kénnen uns also auch frei von dem Begriff der
Lagerung machen und einfach in A und B Kréfte sehen, in gleicher Weise wie
P;, P, und P, auf den Balken aufgebracht, die also auch genau so behandelt
werden koénnen.

Gemi 3 unserer obigen Behauptung sollen wir nun in dieser Figur eine Mog-
lichkeit besitzen, das Biegemoment zu bestimmen. Denken wir an die friihere
Benutzung des Seilecks: es war (S.82) die Summe der statischen Momente
links oder rechts von einem beliebigen Punkt (die Definition fiir das Biege-
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moment), gegeben durch eine Strecke, die auf einer durch diesen Punkt parallel
zu den gegebenen Kriften gezogenen Geraden ausgeschnitten wurde von den
duBersten Seilstrahlen der in Frage kommenden Krifte. Ubertragen wir dieses
Ergebnis auf unser Beispiel, so sehen wir, daB die eingezeichnete Strecke y;
ein MaB sein muB fiir das Biegemoment an der Stelle ¢, denn die Strecke y;
ist ausgeschnitten von den Seilstrahlen s" und 1’, das sind aber die duBersten
Seilstrahlen der in Frage kommenden Krifte 4 und P,. Oder, wenn wir die
rechte Seite betrachten, sind die Seilseiten s und 1’ auch die &duBersten Seil-
strahlen der dann in Frage kommenden Krifte P,, P; und B; denn zu diesen
Kriften gehoren als Seilseiten 17, 2/, 8, s’; von diesen laufen aber 2" und 3’
zwischen zwei Kriften und sind deshalb keine duBlersten Seiten. Das Biege-
moment fiir die Strecke 7 ist also gegeben durch den Ausdruck

B;=y; h,

wobei [y;] in cm abgegriffen: der Ldnge n -[y;] der Wirklichkeit, und [A] als
Lange in cm: einer Kraft k- [h] entspricht. Die tatsdchliche GroBe des Biege-
momentes wird also mit Einfithrung der betreffenden Strecken der Zeichnung
in cm (bezeichnet durch die eckige Klammer) angegeben durch

B;=[y;]*[h] - k- n cmkg.

Da nun der Balkenpunkt ¢ willkiirlich gewéhlt war, gilt diese Beziehung fiir jeden
beliebigen Balkenpunkt. So wird z. B. fiir die Stelle k:

By=uyih.

Die durch das geschlossene Seileck aus 0’,1,2/, 3, s dargestellte Fliche heiBt
Biegemomentenfliche oder kurz Momentenfliche oder Momentenlinie, weil sie
uns unmittelbar ein Abgreifen der Biegemomente fiir einen beliebigen Punkt er-
laubt. Wir finden das Biegemoment fiir eine beliebige Balkenstelle, indem wir
die lotrecht darunter liegende Ordinate der Momentenfliche mit dem Pol-
abstand % unter Beriicksichtigung der MaBstdbe multiplizieren. Wir werden
bei der Wahl des beliebigen Pols C zweckmiBig den Abstand 4 als glatte Zahl
wiahlen (z. B. hier A=5000kg), um einen einfachen Faktor fiir die Biege-
momentenermittlung zu- erhalten. Man beachte, dal die einzelnen Ordinaten
immer mit dem gleichen Polabstand % zu multiplizieren sind, daB demgemi8
die Momentenfliche den geometrischen Ort der Biegungsmomente darstellt.
Beachtenswert ist, da8 die Momentenfliche unter einer Last jedesmal einen
Knick aufweist, dagegen zwischen den Lasten geradlinig verlduft. Das gilt
immer, wenn nur lotrechte Einzellasten wirken. —

Wollen wir fiir das gleiche Beispiel die Querkraft ermitteln, so miissen wir
von der Definition der Querkraft ausgehen, wonach die Querkraft gegeben ist
als die Summe aller lotrechten Krifte links oder rechts von einem Schnittpunkt.
Betrachten wir eine Balkenstelle zwischen dem linken Lager und der Kraft P,
so ist die Querkraft gegeben durch die GroBe +4, da 4 nach oben gerichtet
ist und wir die Querkraft positiv nennen, wenn sie fiir den linken Teil nach
oben verlduft. Das gilt fiir alle Punkte zwischen der linken Lagerstelle und
der Kraft P;. Fir jeden Punkt zwischen der Kraft P; und der Kraft P, ist
die Querkraft

Qi=4— P,

und jeder Punkt des Balkenteils zwischen den Kriften P, und P, hat die Quer-
kraftgrofle .
Q=4— P, — P,



Zusammenhang zwischen Querkraft und Biegungsmoment. 109

d. h. von der vorher gefundenen GréBe ist noch P, abzuziehen. Fiir die néchste
Strecke des Balkens zwischen Kraft P; und rechtem Lager hat dann jeder Punkt
die Querkraft Q.=A—P,— P, P,.
Diese Grofle mul3 aber, entsprechend der Definition der Querkraft, gleich sein
der Surame aller Krifte rechts vom Schnitt, also hier gleich der Kraft B, und
zwar mit negativem Vorzeichen, da B nach oben gerichtet ist, die Querkraft
aber fiir den rechten Teil dann als positiv einzufiihren ist, wenn sie nach unten
verlduft. Die beiden Werte stimmen ja auch tatsdchlich iiberein, da
4—P,— Py,— P;=—B

ist. Tragen wir nun die verschiedenen, angegebenen GréBen fiir die entsprechen-
den Abschnitte unter den Balken auf, so erhalten wir die Querkraftsfliche als
eine Treppenlinie, bei der, dhnlich wie bei der Biegemomentenfliche, die Ordi-
nate jeweils ein MaB ist fiir die Querkraft an der dariiberliegenden Balkenstelle.
Wir erkennen leicht, daB die Querkraftfliche weiter nichts darstellt als ein aus-
einandergezogenes Krafteck. ZweckmiBig benutzt man fiir das Auftragen der
Querkraftfliche den gleichen MaBstab wie im Krafteck. Man sieht, daB bei
einem in seinen Enden gelagerten Balken, auf den nur lotrechte Kréfte in einer
Richtung wirken, die Querkraft an den Lagern am gré8ten ist, und zwar gleich
A bzw. B. In Abb. 184b ist fiir den Schnitt £ die Resultierende aller Krifte
rechts vom Schnitt dadurch eingezeichnet, daB man die Seilseiten s’ und 2 zum
Schnitt bringt. Thre Gr6Be ist gegeben durch die Querkraft (B — P3); ihr Moment
fir den Punkt % ist das Biegungsmoment. A

Die Darstellung der Querkraftfliche, ebenso wie die der Momentenfliche,
gibt eine weitere Begriindung fiir die Aussage, da man den linken oder rechten
Teil des Balkens betrachten kann, und fiir den Wechsel des Richtungs- bzw.
Drehsinns bei Betrachtung der GroBen gleichen Vorzeichens fiir beide Seiten.

Fiir die analytische Aufstellung der Querkraft bzw. des Biegemomentes ist
es sehr wichtig, daf wir, unter Beachtung der Vorzeichenregel, sowohl den Teil
rechts oder den Teil links von der zu untersuchenden Balkenstelle betrachten
diirfen. Zweckméfig benutzt man natiirlich den Teil mit den wenigsten Kréiften.

43. Zusammenhang zwischen Querkraft und Biegungsmoment. Momenten-
fliche und Querkraftfliche stehen im Zusammenhang. Beim Vergleich der beiden
Abb. 184b und ¢ sehen wir, dal an der Stelle m, an der das grofite Biegungs-
moment auftritt (die Stelle der gréBten y-Ordinate in der Momentenfliche), die
Querkraft durch Null hindurchgeht, also auch den Wert Null aufweist. Wir
kénnen ganz allgemein sagen: An der Stelle, an der die Querkraft durch Null
hindurchgeht, also ihr Vorzeichen wechselt, liegt ein Maximum oder Minimum des
Biegemoments, vorausgesetzt, daf3 das Biege-

moment nur durch lotrechte Krdfte entsteht. 2 4 A
Die Richtigkeit dieses Satzes beweisen l 4 1% ¢
wir dadurch, daB gezeigt wird, daB die 7 p,———i i | : i )
Querkraft an jeder Stelle gegeben ist Al——n— | | | 8
durch den nach der Balkenlingsrichtung | Pg—= | ;
genommenen Differentialquotienten des | z— T |
Biegemoments: I ~, !
dB;
Qq; = dz (26) Abb. 185. Zusammenhang zwischen Querkraft

und Biegungsmoment.
Zum Beweis der Richtigkeit dieser Behauptung stellen wir fiir den in Abb. 185
dargestellten Balken an einer beliebigen Stelle 7 (Entfernung x vom linken Auf-
lager) das Biegemoment nach unserer gegebenen Definition auf:

Bi=A4 z— Pi(x—p;) — Py (x—p;) — Py (& — py),
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differenzieren dieses Moment nach x:

dB;
dz

Die rechte Seite ist aber nichts anderes als die Querkraft fiir die Stelle ;. Wir
sehen also, daB die Querkraft @; an der beliebig gewihlten Stelle ¢ tatsichlich
ausgedriickt ist durch den Differentialquotienten des Biegemoments B; an dieser
Stelle. Soll nun B; einen GroBt- oder
p P Kleinstwert erreichen, dann muB nach
§ . i @ der Differentialrechnung ihr erster Diffe-
A " rentialquotient verschwinden; dieser erste
Differentialquotient ist aber hier gleich @;.
' W Wenn also @; verschwindet, nimmt das Bie-
! [V gungsmoment einen Groft- oder Kleinst-
wert an.

Wir wollen beachten, daB diese Bezie-
4 4'_ p hung nur gilt, wenn das Biegemoment eine

i i Funktion von nurlotrechten (senkrecht zur
P ] 5 Balkenachse stehenden) Kriften ist. Sie
l gilt nicht, wenn andere duBere Krifte oder
Abb. 186, Dl Querkgalt verschwindet auf einer  Momente in der Bestimmungsgleichung fiir

das Biegemoment enthalten sind.

Von dieser Beziehung macht man in der praktischen Anwendung vielfach
Gebrauch. Zur Dimensionierung (Gestaltung des Querschnitts) braucht man
hiufig das groBte Biegemoment, dessen Lage sich durch Einfiithrung der Null-
stellen der Querkraftfliche leichter bestimmen lift. Wenn die Querkraft fiir
eine gewisse Linge des Balkens den Wert Null hat, so besitzt auch das Bie-
gungsmoment auf die gleiche Linge einen GroBtwert (Abb. 186).

44. Vom MomentenmaBstab. Die analytische Ermittlung der Biegemomente
ist entsprechend der Definition auszufithren, indem man fiir einen beliebigen
Punkt die Summe aller statischen Momente links oder rechts vom Schnitt auf-
stellt. Die erhaltenen Ergebnisse haben die Dimension mkg (oder cmkg). Um
die GroBen der Biegemomente darstellen zu konnen, miissen wir uns einen
MomentenmaBstab wihlen: 1 cm 2 m mkg.

Es kommt zeitweise vor, dal man eine graphisch ermittelte Momentenfliche
mit einer solchen, die auf Grund der Rechnung gewonnen ist, zusammenzufiigen
hat, ndmlich dann, wenn verschiedenartige Belastungszustinde, zum Teil durch
lotrechte, zum Teil durch waagerechte Krifte bedingt, zu iiberlagern sind. Da-
bei ist es natiirlich von Bedeutung, daB beide in dem gleichen MaBstab dar-
gestellt sind. Fir die analytisch gewonnene Darstellung moge 1 cm = m mkg
zugrunde gelegt sein, fiir die graphische Darstellung der LingenmaBstab 1: 7
und der KréiftemaBstab 1cm 2 kkg; der Polabstand sei 4. Wann stimmt
nun der MaBstab fiir beide Darstellungen (Ordinate y, fiir das analytische,
Yy, fiir das graphische Ergebnis) iiberein? Bei der Darstellung auf Grund der
analytischen Berechnung ist das Biegungsmoment gegeben durch:

=A—P,—P,— P,.

D

B=Ty,] - m kgem;
bei der graphischen Darstellung durch

B={[y,]'[k] k- nkgem
oder B=1[y,]*n - hg kgem.
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Dabei bedeuten wieder die umklammerten Werte Lingen, die in cm abzugreifen
sind. Wenn nun das Moment B; bei beiden Darstellungsweisen im gleichen Ma8-
stab erscheinen soll, so muB} y, = y, sein, also:

[y -m=T[y]-[~]-k-m

oder [yl - m= [yl n- hyg,
d. h. der MomentenmaBstab mul} sein

m=1[h]-k-n
oder m=hygn.

Wenn die auf Grund der analytischen und der graphischen Berechnung gewon-
nenen Ordinaten mit gleichem MafBstab dargestellt werden sollen, so wird man
den Momentenmafstab m nach der gezeichneten Momentenfliche richten, d. h.
man wird fiir die analytisch berechneten Biegungsmomente wéhlen:

m=hyggn
oder m=1[h] k- n;

(h hat die Dimension kg, [A] die Dimension cm; 7 ist dimensionslos, £ hat die
Dimension kg pro cm, d.i. kg/cm und m diejenige cmkg/cm). —

Die Berechnung bei der Darstellung der Momentenfliche vereinfacht sich
bei Einzellasten wesentlich, indem hier nur fir die Angriffspunkte der Lasten
die Biegemomente zu errechnen sind. Darauf wird spéiter nochmals eingegangen.

45. Momenten- und Querkraftflichen beim Auftreten von horizontalen Lasten.
Die praktisch vorkommenden Belastungen der technisch ausgefiihrten Balken
und Wellen sind nun nicht immer senkrecht zur Balkenachse stehende Einzel-
lasten. Wir wollen im folgenden (Abb. 187) einen Balken betrachten mit Lasten,
die nicht mehr senkrecht zu seiner Achse stehen, aber die Achse schneiden und
natiirlich in einer Ebene liegen, so dal} die Betrachtung der Mittelebene als
ebenes Problem berechtigt ist.

Gegeben sei ein Balken niit seinen technischen Maflen; er sei belastet durch
vier nichtparallele Krafte P, = 2000 kg, P,= 3000 kg, P; = 1500 kg, P,= 1000 kg,
die ibrer Lage und Richtung nach gegeben sind. Zur Behandlung der Aufgabe
zerlegen wir zweckméBig die schiefwirkenden Krifte in ihre Komponenten und
stellen statt des Momentes der Kraft P die Summe der Momente ihrer Kompo-
nenten fiir den entsprechenden Punkt auf. Die Lagerreaktionen finden wir aus
den Gleichgewichtsbedingungen :

1. > H=0: Ap -+ Py - cosd5° — Py - cos60° + P,= 0,

wobei A willkiirlich zunédchst mit der Richtung nach rechts eingefithrt ist. Es
ergibt sich:

(27)

Ay = —2121,3 4 750 — 1000 kg
= —2371,3 kg.

Das negative Vorzeichen bedeutet, dal die nach rechts eingefiihrte Richtung
der Horizontalreaktion A4, falsch war, d. h. die Reaktion 4, geht nach links.

Die Vertikalreaktionen werden, wie schon mehrfach bemerkt, am besten aus
den beiden Momentenbedingungen fir die Punkte B und A4 ermittelt.

2. (O M);=0: P -20-+ P,-sin45°- 6,0+ Py -sin60°- 7,0 —B - 10,0=0,
daraus B=25821kg.

3. OM)p=0: A4,-10,0—P,-8,0— P, sin45°-4,0 — P, - sin60°-3,0=0,
daraus A, = 2838,2 kg.
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Die Horizontalkomponenten P, - cos45° und P; + cos60° verschwinden in der
Momentenbedingung vollstéindig, sie haben also keinen Einfluf auf die Vertikal-
reaktionen und, wie wir spiter sehen werden, auch nicht auf das Biegemoment.
Beide lotrechte Reaktionen gehen nach oben. Als Probe der richtigen Ermittlung
der senkrechten Lagerkrifte muf8 die weitere Gleichgewichtsbedingung erfiillt sein :

4. XV=0: P,+ P, sindb5+ P;-sin60 =4, + B,
d.h. 2000 4 2121,3 + 1299 = 2582,1 -+ 2838,2
5420,3 = 5420,3 kg.

Die gefundenen Lagerreaktionen behandeln wir nun weiter in gleicher Weise
wie die gegebenen duBeren Krifte, stellen uns also gewissermafen den Balken
als freischwebenden Korper vor,
an dem die Krafte 4,, 4, P,
P,, P; und B sich das Gleich-
gewicht halten.

Die Aufstellung der Biege-
momente soll analytisch er-
folgen. Fiir einen beliebigen
! J Punkt ¢ zwischen der Lager-
kraft A und der Kraft P, ergibt

4 ich i :
MM it g sich das Biegemoment

b ah Bl == AU .
Mt . . . .
0 1 200%g Die lineare Abhingigkeit des
Momentenfiiche Biegemomentes B; von der

! : Linge x zeigt uns, daB die
Momentenfliche auf dieser
A Lénge durch eine gerade Linie
+ i . begrenzt ist, die wir damit fest-
T et legen konnen, daB wir den
H Anfangs- und Endpunkt (oder
1 5 ¢ zwei beliebige Punkte) ermitteln.
B-sinr] H . Am Lagerpunkt A4 ist das
Biegemoment gleich Null (links
. vom Lager ist keine Kraft mehr
$R-c0345°, .. . vorhanden, die Lagerkraft geht
l $ we Langshrof¥ldche durch den Punktig selbst, ghat
+ i d also keinen Hebelarm und damit
l Ma ; kein Moment). An der Angriffs-
freos60° stelle der Kraft P, tritt ein Biege-

Abb. 187. Belastung eines Balkens durch lotrechte und schrige moment auf von der Gréfie
Tasten. B, = +4,- 2,0 — 5676,4 mkg.
Im zweiten Bereich erhalten wir bei der Aufstellung der Biegemomentengleichung
fiir einen beliebigen Punkt wiederum die lineare Abhingigkeit von der Liinge .
Es geniigt also hier auch die Bestimmung der Biegemomentenwerte fiir zwei
Punkte. Der Anfangswert ist gegeben durch den Endwert des vorhergehenden
Bereichs. Am Wirkungspunkt der Kraft P, hat das Biegemoment die GréfBe:

By=-14,-60— P, 4,0=9029,2 mkg.

Mit den gleichen Uberlegungen wie bei den beiden ersten Bereichen finden wir,
daB in den letzten zwei Bereichen ebenfalls ein linearer Verlauf der Momenten-
fliche vorhanden sein muB. Es gilt iiberhaupt, wie schon auf Seite 109 erwihnt,

<o

B-sing5°

Ay

——"?—
Q
S~
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ganz allgemein, dal zwischen Einzellasten, die die Balkenachse schneiden, die
Momentenlinie geradlinig begrenzt ist. Es ist demgemi8 das Biegemoment fiir
jeden Punkt bekannt, wenn wir es fiir die Stellen des Kraftangriffs der Einzel-
lasten kennen. Hier brauchen wir noch das Moment an der Stelle der Last P,
und fiir die Lagerstelle B. Fir die Angriffsstelle der Kraft P, ist das Biege-
moment zu ermitteln durch:

By=A4,-70— P, 50— (P, - sin45°) - 1,0 = 7736,1 mkg

oder einfacher als Summe der statischen Momente der Krifte auf der rechten
Seite : .
By =+B-3,0="7736,1 mkg.

Eine besondere Ermittlung von B, (an der Stelle der Last P,) ist hier nicht
notig, da P, in die Balkenachse fallt und das Biegungsmoment an keiner Stelle
beeinflufit; es verlauft die Momentenfliche zwischen der Stelle 3 und B gerad-
linig. Im Lagerpunkt B hat das Biegemoment wieder den Wert Null.

Die ermittelten Werte werden in einem bestimmten MaBstab (1 cm = m mkg)
aufgetragen und liefern so die Momentenfliche. Wir finden also bei diesem Bei-
spiel die Momentenfliche durch Berechnung der Biegemomente fiir drei Punkte
des Balkens und aus der Erkenntnis, dafl an den Enden des Balkens das Biege-
moment Null wird. Die Kraft P, und die Horizontalkomponenten der Krifte P,
und P; kommen nicht in den Gleichungen fiir das Biegemoment der verschie-
denen Stellen vor. Das Biegemoment ist also an jeder Stelle eine Funktion von
lotrechten Lasten, d. h. es muB} jetzt auch die Beziehung gelten:

dB;
Q= dz

Die Querkraftfliche ist von den waagerechten Kréften, also auch von P,,
unabhéngig. Zeichnen wir sie auf, durch Aneinanderfiigen der lotrechten Kréfte
unter ihren Angriffsstellen, so sehen wir die durch den angegebenen Differential-
quotienten dargestellte Beziehung auch bestétigt: das Maximum der Momenten-
flache liegt iiber der Stelle, bei der die Querkraftlinie durch Null geht. Fiir
beliebige Punkte zwischen Einzellasten verlduft die Momentenfliche geradlinig
unter irgendeinem Winkel, die Querkraft dagegen ist als erster Differential-
quotient des Biegemoments zwischen zwei Einzellasten konstant. Wechselt die
Begrenzungslinie des Biegemoments ihre Richtung, d.h. mathematisch ge-
sprochen: éndert sich der Faktor bei der 8
Abszisse x, dann dndert sich entsprechend auch
der Festwert in der Querkraftfliche. A 4

Wenn gesagt wurde, daBl durch waage-

rechte an der Balkenachse angreifende Kréifte %

kein Moment entsteht, so gilt dies nur fiir

horizontal liegende Balken. Bei dem Balken 4

nach Abb. 188 wiirden dagegen auch durch "\ 1o gnrg tiegender Balken mit
horizontale Krifte allein Biegungsmomente ent- horizontaler Last.

stehen.

46. Die Lingskraftfliche. Wie wir oben schon gesehen haben, haben die in
die Stabachse fallenden Krifte keinen Anteil an der Momentenfliche ; wir konnen
infolgedessen auch keine Abhingigkeit zwischen Biegemoment und Léngskraft
erwarten; letztere ist ebenso unabhingig von der Querkraft. Fir sie kann in
gleicher Art wie die Querkraftfliche eine Langskraftfliche aufgezeichnet werden,
indem die in der Stabachse wirkenden Krifte unter ihren Angriffspunkten an-
einander getragen werden (Abb. 187d). Links von P; wirkt nur 4, als Lings-

Schlink, Statik. 8
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kraft ziehend, P; hat keinen EinfluB. Fiir einen Punkt zwischen P, und P;

haben wir links L=+ Ay — P, cosd5°.

Fiir den Balkenteil zwischen P; und P, ist die Langskraft links gegeben durch
_ L;= A, — P, - cos45° + P; - cos60°,

rechts dagegen durch L;=+P,.

Beide Werte sind aber gleich groB. Das Vorzeichen ist positiv, wie wir schon
frither bemerkten, wenn die Summe der waagerechten Krifte links oder rechts
ziehend auf das andere Schnittufer wirkt.

47. Die zusammenhiingende Belastung. AuBer den bisher betrachteten Einzel-
lasten kommen in der praktischen Technik noch zusammenhdingende Belastungen
vor, die auch als kontinwierliche Lasten bezeichnet werden. Diese Belastung
(Mauerwerk, Schiittgiiter usw.) verteilt
sich iiber den ganzen Balken oder einen
Teil; sie wirkt von Punkt zu Punkt und

—- 8 S

Abb. 189. Darstellung einer zusammenhéngenden
Belastung.

N\ \ N ist durch eine Belastungsfliche (Abb. 189)
! \\\\: ’ %% %% [ darstellbar. Zur graphischen Behandlung
N §\§ §§ §§ dieser Lasten gehen wir grundsétzlich

so vor, daBl wir die Belastungsfliche in
Streifen aufteilen. Die einem Streifen
entsprechende Belastung fassen wir als
Einzellast auf und denken sie uns im

Schwerpunkt des Streifens angreifend. Wir erhalten damit eine Naherungs-
16sung, die um so genauer wird, je kleiner wir die Streifenbreite wéhlen. Fir die
meisten praktischen Fille ist die Néherung schon durchaus brauchbar, wenn
bei gleicher, nicht zu groBer Streifenbreite einfach die Mittellinie der Streifen
als Kraftmafl genommen und die Kraft in dieser Linie wirkend angenommen-wird.

Der prakisch hiufigste Fall der kontinuierlichen Belastung ist die gleich-
mdafiig verteilte Last. Die Belastung ist iiber einen Teil des Balkens oder iiber
den ganzen Balken gleichmiBig verteilt (Deckenbalken, Balken mit grofiem
Eigengewicht usw.). Die Last werde mit g kg/m bezeichnet, d.h. auf 1m
Balkenlinge wirken ¢ kg Belastung gleichméaBig verteilt. (Im allgemeinen Falle,
Abb. 189, ist ¢ nicht konstant, sondern eine Funktion von z, wenn z wieder
die horizontale Entfernung eines Balkenpunktes von A4 ist.) Zur graphischen
Behandlung der Aufgabe (Abb. 190), bei der wir Momentenfliche und Quer-
kraftfliche ermitteln wollen, teilen wir die Belastung in gleich breite Streifen
auf. Bei gleicher Streifenbreite e wirkt also auf jede Balkenlinge e die Einzel-
last (g - e) kg in der Mitte der Strecke e. Wir zeichnen nun zu diesen Einzel-
lasten das Krafteck (b) und das zugehorige Seileck (€) zunichst ohne Riicksicht
auf die Lagerreaktionen. Die Schlullinie s” des Seilecks, iibertragen ins Kraft-
eck, liefert den Polstrahl s, der uns die beiden Lagerreaktionen 4 und B in der
GroBe g - 1/2 ausschneidet. DaB die beiden Lagerreaktionen gleich grof8 werden,
héatten wir schon voraussagen konnen, denn eine gleichmiBig verteilte Last
hat ihre Resultante in der Mitte des Balkens, wirkt also gleichméiBig auf beide
Lagerstellen driickend: q-1

Mit dem Seileck erhalten wir zugleich die Momentenfliche fiir die Einzel-
lasten (g - ¢). In Wirklichkeit wirken nun aber gar nicht die Einzellasten (g - €).
Wir werden eine bessere Naherung erhalten, wenn wir die Streifenbreite e kleiner
nehmen, und die Ndherung wird zur genauen Losung, wenn wir im Grenziiber-

(28)
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gang die Streifen unendlich klein werden lassen. Damit wird aber aus unserem
Seilpolygon eine Kurve. Die Kurve beriihrt das Seilpolygon in den Unter-
teilungspunkten m, n, ... der Streifen, denn fiir einen solchen Punkt ist die
tatsdchliche Last links gleich der eingesetzten, z. B. am Punkt p ist die
Summe der Einzellasten links gleich 4(¢-e) und die tatsdchliche Last auch
(4 -€) - g. Wir haben also in dem Linienzug des Seilpolygons einen Tangenten-
zug fiir die wahre Kurve der Momentenlinie, diese selbst ist die einbeschriebene
Kurve. :

Zum Aufzeichnen der Querkraftfliche beginnen wir, genau wie frither, mit
der Auftragung der Lagerkraft 4 und setzen dann jeweils in ihren Wirkungs-
linjen die Einzellasten (g -e) mit Beriicksichtigung ihres Richtungspfeiles an.

€

Abb. 190. GleichmiBig verteilte Belastung in graphischer. Behandlung.

Die letzte Strecke muBl dann von selbst gleich der Lagerkraft B werden. Hier
gehen wir dann in gleicher Weise von den gedachten Einzellasten zur wirklichen
gleichm#Big verteilten Last iiber, d.h. wir wihlen die Streifenbreite immer
kleiner und im Grenziibergang unendlich klein. Wir beobachten bei diesem
Grenziibergang, da8 die Stufenhéhen ebenfalls kleiner werden und daB im
Grenzfall, der der wirklichen Belastung entspricht, die Querkraftfliche durch
eine schief liegende gerade Linie begrenzt ist (in Abb. 190d strichpunktiert ein-
getragen). Demnach ist die Querkraft linear mit z verinderlich.

Mit Hilfe des Zusammenhangs der Querkraft mit dem Biegemoment
(Q; = d B;/dx) kénnen wir nun auch eine Aussage iiber den Charakter der Kurve,
die die Momentenfliche begrenzt, machen: stellt die Querkraftfliche eine Ge-
rade dar (lineare Abhingigkeit von z), so ist die Momentenfliche von einer
Kurve zweiter Ordnung (quadratische Abhéingigkeit von z) begrenzt.

Dieses graphisch erworbene Ergebnis wollen wir auf analytischem Wege be-
statigen (Abb. 191). Die Lagerreaktionen lassen sich mit Hilfe der beiden Mo-
mentengleichungen um die Lagerpunkte leicht bestimmen. Wir kénnen dabei

8*
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die gesamte Belastung (¢ -I) in der Mitte zusammenfassen, da ja das Moment
der Resultierenden einer Reihe von Kriften gleich der Summe der Momente
der Krifte ist. Wir haben demgemif fiir B als Momentenpunkt

l

A-l—g-l-5=0.

Es wird:
A=B="21
Fiir einen beliebigen Punkt in der Entfernung x vom Lagerpunkt 4 wollen
wir nun Biegemoment und Querkraft anschreiben. Wir haben links vom Punkt «
die Lagerkraft A und den Teil der Belastung ¢ - x, der auf diese Linge ent-
fallt, einzusetzen. Die Querkraft wird hiernach

14
Q=4—qw="%—qz

und das Biegemoment 148t sich schreiben:

- _ ¢ _ gl gz
B,=A4-x q-xeg =g r— 5.
In diesen beiden Gleichungen fiir die Querkraft und das Biegemoment steckt
keine Nidherung mehr, sondern sie sind mathematisch exakt. Der Zusammen-
hang der beiden Gréfen: dB,

& =5,

wird auch aus diesen beiden Gleichungen bestitigt.

Die Querkraft @ ist nach der gewonnenen Gleichung linear abhingig von
der Lage x, d. h. rechnet man fiir verschiedene Stellen x das zugehérige @ aus
und trégt diese Werte auf, so ergibt die Ver-

7kg/m. bindungskurve dieser Punkte eine Gerade, wie
Adttidiiiig ll b wir es schon beim Grenziibergang der graphi-
\% i 1 N schen Ermittlung feststellen konnten. Zum
A l -1 Aufzeichnen einer Geraden geniigt aber die
y TTTTLUTTTTI Angabe zweier Punkte.

T Fir x =0 (Stelle 4) ist

Tz Q:&'
2 2

72 fir x =1 ist’ Qz%—q-l,

N
b l m\' o l 5 Q:_ﬂ

i ‘ 2
\LLL T 1 Mit den beiden Punkten ist die Gerade
72 festgelegt (Abb. 191b). Es besteht Gegen-
symmetrie (Antisymmetrie), d.h. die Figur
B ist zu einer geometrischen Symmetrielinie
A spiegelbildlich umgekehrt. Die Querkraftlinie
/ muB also in der Mitte durch Null hindurch-
gehen; nach der Gleichung ist ja auch

I
=0 fir = .
Q 2
] Fiir das Biegemoment erhalten wir die Glei-
. 2
Abb. 191 GleichmiBig vertellte Belastung  CLUDE " B 2. . _ -z
in analytischer Behandlung. z 2 2
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FaBt man B, als Ordinate auf, die zu « als Abszisse gehort, so hat man hier

die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (Kegelschnitt), und zwar eine

Parabel. Zur Darstellung der Parabel wollen wir einige Punkte festlegen:

fiir . l 1 37

=0 5 —4"‘ ) E 3 Z 3 l )

i 3 1 3

wird Bz=0, @Q'lz, -S‘Q'lz, §§Q'l2, 0.

Die Darstellung der Momentenfliche (geometrischer Ort aller Biegemomente)

liefert also eine Parabel (Abb. 191c), die zur Symmetrielinie des belasteten

Systems symmetrisch ist; die Stelle des groBten Biegemoments liegt in der

Mitte. Nach unseren fritheren Ausfithrungen muf3 an dieser Stelle der Diffe-

rentialquotient des Biegemoments verschwinden:

dB
(H)x=§=0-
Nun ist: q-1 q-a?
Be="5o—"5
dB, q-l q
iz — 2 2 %%
Fir die Mitte ist 1
==,
2
also (de) —-J_i 21—0
dz 2= 2 .2' 2

Bei einem in seinen Enden gelagerten, gleichmifBig belasteten Balken liegt
also das gr6Bte Biegungsmoment in der Mitte und hat die GréBe
.
B =15 (20)
Da g in kg/m dargestellt wurde und ! in m, ist Bp,x in m?-kg/m, also mkg,
ausgedriickt.

48. Zusammenhang zwischen den Vorzeichen des Biegungsmomentes und
der Beanspruchungsart des Balkens bzw. der Gestalt der Biegelinie. Bei den
bisherigen Betrachtungen hatten alle
Biegemomente positives Vorzeichen. Be-
trachten wir nun einmal den Einflul}
eines solchen positiven Momentes auf den
wirklich ausgefithrten Balken. Zu diesem
Zweck ist der Balken in Abb. 192 mit
seiner Hohenausdehnung dargestellt. Der
Balken wird unter dem EinfluB eines
Biegemomentes durchgebogen. Stellen
wir uns den belasteten Balken etwa aus
Gummi vor, so erkennen wir, daf die in ,
der Zone unter der Mittellinie liegenden Fasern verlingert, die Fasern iiber der
Mittellinie dagegen verkiirzt werden (Abb. 192b). Eine Verlingerung kann aber
nur unter Einwirkung von Zug entstehen, und entsprechend ist eine Verkiirzung
der Fasern nur durch einen darin wirkenden Druck zu erkliren. Wir sehen
damit aus der Gestaltsénderung des belasteten Balkens, daf in den oberen Schichten
(Hohl- oder Konkavseite) ein Zusammendriicken entsteht, also Druckkréfte auf-
treten, in der unteren Zone (Konvexseite) Zugkréifte. Diese Zug- und Druck-
wirkung ist in der Figur durch Anbringung kleiner Vorzeichen (Zug durch )

Abb. 192. Zusammenhang zwischen Beanspru-
chungsart und Verformung.
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angedeutet. Ursache fiir diese Krifteauslosung ist das positive Biegemoment.
Mit dieser Betrachtung kénnen wir die Vorzeichenregel des Biegemoments anders
formulieren: Das Biegemoment bzw. die Momentenfliche ist positiv, wenn auf
der oberen Seite des Balkens Druck entsteht, auf der unteren Zug oder, anders
ausgedriickt, wenn die Hohlseite des verformten Balkens nach oben zeigt, der
Balken also nach unten durchgebogen wird; oder umgekehrt: bei Balkenteilen,
zu denen ein positives Biegemoment gehért, wird die obere Faser gedriickt und
die untere gezogen. Die
Kurve, in die bei der Verfor-
mung die Balkenachse iiber-
geht, wird Biegelinie genannt.

Betrachten wir unter
diesem neuen Gesichtspunkt
nun ein anderes Beispiel
(Abb. 193). Gegeben sei ein
Balken in seinen geometri-
schen Dimensionen, der an
einem Ende gelagert ist,
dessen anderes Ende dagegen
iber das Lager hinausragt.
Den iiberragenden Teil des
Balkens nennt man Aus-
leger oder Kragarm. Auf
diesen Balken wirken drei be-
kannte Krifte P,, P,, Ps,
von denen zwei (P, P,)

Abb. 193. .
' o zwischen den Lagern an-
v P 1/% Balken mit iiber- . . .
i | i i stehendem Ende und  greifen, die dritte aber am
N R ECR R N N |

C g F— " entenvorséichen. Uberragenden Ende des Bal-
S kens wirkt. Zur graphischen

Losung der Aufgabe wihlen

wir uns einen Léngen- und

einen KriftemaBstab. Die

Losung geht ganz schema-

tisch wie frither : wir zeichnen

das Krafteck, wihlen einen Pol € im Abstand % von dem Krafteck, zeichnen
zu den entstandenen Polstrahlen das Seileck, ohne zunichst Riicksicht auf
die Lager zu nehmen; dann bringen wir die duBersten Seilstrahlen 0" und 8
zum Schnitt mit den Auflagerwirkungslinien. (Es sei hier besonders darauf
hingewiesen, daBl wir genau auf die Reihenfolge der Seilstrahlen achten und
den ersten und letzten Seilstrahl zum Schnitt mit den Wirkungslinien der
Lagerkrifte bringen miissen!) Die Verbindungslinie beider Schnittpunkte liefert
die SchluBlinie " des Seilecks; die Parallele zur SchluBlinie durch den Pol C
im Krafteck schneidet die beiden Lagerreaktionen 4 und B aus. Auf der Linie
der Kraft 4 schneiden sich die Seilstrahlen 0" und s’, folglich muB8 im Krafteck
die Lagerkraft A zwischen den Polstrahlen 0 und s zu finden sein. Die Rich-
tung der Reaktionen wird durch den einheitlichen Umfahrungssinn des Kraft-
ecks gegeben, beide Lagerreaktionen verlaufen nach oben. Die Figur des Seil-
ecks schlieft wieder die Momentenfliche ein, die jetzt, wie wir aus der Figur
sehen, durch Null hindurchgeht. Es mu8 also ein Vorzeichenwechsel im Verlauf
der Momentenfliche stattfinden. Zur Feststellung des richtigen Vorzeichens
greifen wir am besten eine beliebige Balkenstelle heraus und bestimmen fiir diese

D
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das Vorzeichen nach unserer Grundregel; z. B. tritt fiir jeden Punkt des Balkens
rechts vom Lager B auf der rechten Seite nur die Kraft P; als Momentenfaktor auf,
diese dreht fiir jeden dieser Punkte ,,rechts im Uhrzeigersinn‘, das Biegemoment
ist also negativ. Dementsprechend ist auch dieser ganze Teil der Momenten-
flache negativ und der linke positiv. Wir haben als gréBte Ordinate des positiven
Teils der Momentenfliche die Strecke y, , als gréfte Ordinate des negativen Teils
die unter B liegende Strecke y,. Es sind also die Maximalwerte der Momenten-
fliche gegeben durch .
+Buax =191 b,

—Bmax =Y,k

(b im KraftemaBstab, die Strecken y, und y, im LéngenmaBstab gemessen).

Die Querkraftfliche wird wieder gefunden, indem wir, gem4B unserer Defini-
tion, die Summe aller quer wirkenden Krifte links oder rechts bilden, d. h. in-
dem wir von einer Seite kommend die Krifte jeweils unter ihren Wirkungs-
punkten mit Beriicksichtigung ihres Pfeils aneinander setzen. Fiir einen Punkt
zwischen Lager 4 und Last P, geht die einzige Kraft des linken Teils, die Re-
aktion, nach oben, die Querkraft ist hier also positiv. Es folgt dann im weiteren
Verlauf des Balkens die Kraft P; nach unten, dann die Kraft P, wieder nach
unten und schlieBlich die nichste Kraft, die Auflagerreaktion B, nach oben. Die
Kraft P; muBl den Verlauf der Querkraftlinie schlieBen, denn die Betrachtung
eines Punktes rechts von B ergibt fiir die Querkraft den Wert - P, da rechts
nur P; nach unten wirkt. Damit ergibt sich eine Kontrolle fiir die Fliche.
Schieben wir die Querkraftfliche in Richtung der Balkenlinge zusammen, dann
entsteht wieder das Krafteck. Wir sehen, daB die Querkraftlinie zweimal durch
Null hindurchgeht, das entspricht den beiden GréStwerten des Biegemoments
~+Bmax und —Bp,y.

Wie ist es nun mit der Beanspruchung des Balkens auf Druck und Zug?
Die Momentenfliche dndert in ihrem Verlauf das Vorzeichen. Wir haben also
auch einen Wechsel in der Art der Beanspruchung zu erwarten. An den Stellen,
an denen ein positives Biegemoment auftritt, haben wir nach Seite 118 in der
oberen Faser Druck, in der unteren Zug, umgekehrt wird dann natiirlich an
Stellen mit negativem Biegemoment die untere Faser gedriickt bzw. die obere
gezogen. Der Wechsel tritt an der Stelle ein, an der das Biegemoment Null
wird (Abb. 193c). Einen entsprechenden Wechsel haben wir auch in der Art
der Durchbiegung festzustellen. An allen Punkten, an denen ein positives Biege-
moment herrscht, ist die Hohlseite des gebogenen Balkens nach oben gerichtet,
an den Stellen mit negativem Biegemoment zeigt die Hohlseite nach unten.
Diese Aussage ist physikalisch die gleiche wie die iiber die Beanspruchungen,
denn der Balken wird auf der Hohlseite gedriickt. Das ist, wie wir spéter sehen
werden, fiir Gebilde, die aus Balken zusammengesetzt sind (Rahmen), von be-
sonderer Bedeutung. Das Wesen der Kriimmung #ndert sich an der Stelle, an
der das Biegemoment Null wird. Wir haben also im Nullpunkt der Momenten-
fliche einen Wendepunkt der Kurve (Biegelinie) gegeben, zu der sich die Stab-
achse unter dem Einflul des Biegemomentes verbiegt.

Andern wir die GroBenverhaltnisse der Lasten (Abb. 194) unter Beibehaltung
aller iibrigen MaBe so, daBl P; gegeniiber P, und P, einen gréBeren Wert als
in der vorigen Aufgabe erhilt, so kénnen wir ganz andere Verhiltnisse bekom-
men; es kann der Polstrahl s, der als Parallele zu der SchluBlinie s’ gezeichnet
wird, auBerhalb des urspriinglichen Polstrahlenbildes, d. h. auBerhalb des Kraft-
ecks der gegebenen Lasten, fallen. Das bedeutet, wie wir aus der Abb. 194
sehen, daf die Lagerreaktion A nach unten gerichtet ist, denn der durch
P,, P,, P, festgelegte Umfahrungssinn des Kraftecks ergibt ja B nach oben
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und 4 nach unten. Wir sprechen in solchem Falle von einer negativen Lager-
reaktion. Was bedeutet das? Die Lagerreaktion ist doch die Kraft, mit der
sich das Lager gegen eine Bewegung wehrt, oder aber die Kraft, die die Unter-
lage auf den Balken ausiibt. Wir miissen in unserem Falle das Lager 4 dem-
nach so konstruieren, da es diese nach unten gerichtete Kraft auch wirklich
ausiiben kann, d. h. der Balken darf sich nicht abheben kénnen, wir miissen
eine ,,Verankerung‘‘ einfithren. Wiirde diese fehlen, so wiirde sich der Balken
um B drehen. Man kann auch sagen: Die umgekehrte Reaktion ist die Kraft,
die der Balken auf die Unterlage ausiibt, das ist bei A eine Kraft nach oben,
also eine Kraft, die bei fehlen-
den VorsichtsmafBregeln tat-
séchlich den Balken von der
Unterlage abheben wiirde.
Kommen derartige negative
Reaktionen bei einem be-
weglichen Lager vor, so
miissen wir hier eine Ver-
ankerung oder auch eine
andere geeignete Vorkehrung
anbringen, die =z. B. ent-
sprechend der Abb. 164 aus-
gefiihrt werden kann. Man
wird selbstverstdndlich nach
c Moglichkeit die Abhebegefahr
y 3 8 an ein festes Lager legen, da
i man hierbei die negativen
”‘L‘WJ‘ I_ Abb. 194. Lagerreaktionen konstruktiv
i ] opken mit dber- - leichter beherrschen kann:
gleichem Momenten- man kann z. B. ein festes
7 vorzeichen. Bocklager mit durchgesteck-
T T rrysrer eyl tem Bolzen anordnen.
dg""""""""@ ______ Das Biegemoment hat
\ bei der vorliegenden Be-
lastung ein einheitliches Vor-
zeichen, und zwar ist die
ganze Momentenfliche ne-
gativ, wie wir leicht durch
unsere Vorzeichenregel fiir einen beliebigen Punkt feststellen kénnen; z. B. fiir
die Angriffsstelle von P; liegt links nur die Kraft 4, sie dreht, weil nach unten
gerichtet, links herum, ergibt also ein negatives Biegemoment. Der Balken
wird demnach iiber seine ganze Linge auf der Unterseite gedriickt, und die Ver-
formungsfigur zeigt an allen Stellen mit ihrer Hohlseite nach unten. Der Hin-
fluB der Kraft P; auf das Biegemoment iiberragt den der anderen Krifte.
Die Querkraftfliche wird wieder gewonnen durch Aneinanderreihen der
Krifte unter ihren jeweiligen Angriffsstellen, wobei wir jetzt mit der Lager-
kraft 4 nach unten beginnen miissen. Die Querkraft ist also links von der Lager-
stelle B negativ, denn es sind fiir die linke Seite nur nach unten gerichtete Kréfte
vorhanden. Rechts vom Lager B wird die Querkraft — entsprechend der nach
unten gerichteten Kraft P; am rechten Teil — positiv, und zwar muBf sie gleich Py
sein, da dies die einzige Kraft rechts von B ist.
49. Behandlung verschiedener Auslegerbalken. Betrachten wir nun die ana-
lytische Bestimmung der Lagerreaktionen an einem dhnlichen Beispiel (Abb. 195),
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um den EinfluB des Verhiltnisses der Krifte auf die Vorzeichen der Lagerreak-
tionen zu untersuchen. Zu deren Berechnung fithren wir wieder einen Rich-
tungspfeil ein, und zwar nach oben, und bedienen uns zur Ermittlung ihrer
GroBe und tatsichlichen Richtung der Momentenbedingungen um die Lager-
punkte :

1. X M)p=0: A-(a+b—P b+ P,-c=0
1
.A—_—m(Pl'b*Pz'C).

2. 2 M)4;=0: Pra—B-(a+b+P,-1=0,
1
B:m-(Pl-a-{—Pz-l).
Sehen wir uns die beiden Ausdriicke fiir die Lagerreaktionen an, so erkennen
wir, dafl im Ausdruck fiir die Reaktionskraft B zwei positive Glieder enthalten
sind. Die Lagerkraft B wird also stets
positiv, d. h. nach oben gerichtet sein. Die l@ l’%

Reaktionskraft 4 kann dagegen je nach y
1
T B

der GroBe der beiden Glieder in ihrem ,

Ausdruck positiv oder negativ sein.

a) Ist die Kraft P, > P,-c¢/b, dann . . . -
ist die Gegenkraft 4 positiv, d. h. sie geht ADD. 195- Analy%ﬁi%allﬁﬁl}dlmg cines Aus
nach oben.

b) Ist die Kraft P, < P, - ¢/b, dann wird die Kraft 4 negativ, d. h. sie geht
nach unten. Konstruktiv miiten wir das Lager verankern.

c) Ist die Kraft P,= P, - ¢/b, dann wird die Gegenkraft 4 gleich Null. Wir
kénnten uns in diesem Fall den Balken ohne Lager 4 vorstellen. Die Momente
der Krifte P, und P, um das Lager B heben sich dann auf, d. h. die Krifte
miissen sich ,,die Waage halten® (Py b = P,-c). —

Es sei an dieser Stelle besonders darauf hingewiesen, daB ein grundsétzlicher
Unterschied besteht zwischen der Aufstellung einer Momentengleichung als
Gleichgewichtsbedingung und der eines Momentenausdrucks zur Ermittlung des
Biegemomentes. Die Gleichgewichtsbedingung verlangt, da die Summe der
Momente aller Einfliisse am ganzen Balken zusammen Null wird; es miissen also
sowohl die Krifte links als auch rechts vom Momentenpunkt beriicksichtigt
werden, wie wir es eben bei der Momentengleichung fiir Punkt B gemacht haben.
Das Biegemoment umfaBt dagegen nur die Momente der Krifte auf einer Seite der
untersuchten Schnittstelle, also esist fiir den Punkt B entweder durch das Moment
von 4 und P, oder durch das Moment von P, dargestellt. Die Biegemomente
sind fiir die lmke und rechte Seite der aufgeschmttenen Stellen entgegengesetzt
gleich grof3, bildet man also ihre algebraische Summe, so ist diese natiirlich
Null, weil das Gesamimoment fiir jeden Punkt verschwinden muf. —

Der Balken mit iiberragendem Ende unter der Einwirkung einer gleichméBig
verteilten Last hat im Flugzeugbau groBe Bedeutung. Die Lagerung des Balkens
(Flugzeugholm) in Abb. 196 geschieht mittels dreier Unbekannten (Fesseln): ein
festes Gelenk, d. s. zwei Unbekannte, und ein Stiitzungsstab, d. i. eine Unbe-
kannte. Die Lagerung ist also statisch bestimmt. Wollen wir nach den Aus-
fithrungen unter Nr. 39 den Stiitzungsstab durch ein bewegliches Lager er-
setzen, so miissen wir seine Bewegungsrichtung senkrecht zur Stabachse des
Stiitzungsstabes beweglich einfithren (Abb. 196b). Die Schriglage des Stiitzungs-
stabes und die damit gegebene schrige Richtung der auf den Holm wirkenden
Kraft S hat eine Beanspruchung des Balkens durch eine Lingskraft zur Folge,
die durch 8 -cosx bestimmt ist. Wir werden zur Behandlung der Aufgabe
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wieder alle Krifte (auch die Lagerreaktionen) in Komponenten zerlegen, lings
und quer zur Balkenachse. Die Kraft § hat hierbei die Komponenten S - cosx
und 8 - sinx. Beim Aufstellen der Momentengleichungen fiir die Punkte I und IT
fallen die Horizontalkrifte heraus, d.h. 4, und S -sinx sind genau so gro8
wie die Reaktionen eines Balkens glei-
cher Abmessungen und Belastung, der
4 aber in IT auf einem horizontal beweg-
—J  lichen Lager gestiitzt ist (vgl. Abb. 197).
a Die Teilkrifte in Richtung der Balken-
achse miissen der Gleichgewichtsbedin-

p gung >'H =0 geniigen:

Ay, =8 -cosx.

Abb. 196. Flugzeugholm eines Eindeckers. Wir kénnen also unsere Aufgabe, betr.
Ermittlung der Biegemomente und Quer-
krafte, durch die einfachere nach Abb. 197 ersetzen, wenn wir von der Ermitt-
lung der Lingskrifte absehen; dabei tritt das neue 4 und B an die Stelle von
A, und 8§ -sinx. Wenn aber B= S - sinx bekannt ist, dann ist dadurch auch §
selbst gegeben. Die Belastung
moge beim vereinfachten Bei-
a J spiel nach unten wirken.
Az ) s Wir gehen bei der graphi-
schen Behandlung genau so
vor wie bei dem friiheren
Beispiel mit gleichméBig ver-
teilter Belastung: wir teilen
die Belastung g kg/m in gleich
breite Streifen und fassen die
Lasten in diesen Streifen als
Einzelkrifte von der Grofe
q - e auf. Dann zeichnen wir
das Krafteck und mit einem
beliebigen Pol im Abstand %
vom Krafteck das Seileck die-
ser Einzellasten, bringen die
duBersten Seilstrahlen zum Schnitt mit den Auf-
lagergeraden, ziehen die SchluBllinie s” des Seilecks
und finden mit der Parallelen s zur SchluBllinie
die Lagerreaktionen A und B. Das Seileck stellt
nun erst einen Tangentenzug fiir die wirkliche
Momentenfliche der zusammenhingenden Be-
lastung dar; die wahre Momentenfliche ist die
diesem Linienzug einbeschriebene Kurve. Aus
- der'quentenﬂétche kénnen wir Wied.er fiir jeden
e éé Ty Peliebigen Punkt des Balkens das Biegemoment
A

— e =~ gky/m

i . finden durch Abgreifen der Ordinate y. Es ist
.z, %

Abb. 197. Auslegerbalken mit gleichmiBig Bi =Yy h.

verteilter Belastung. Durch Auftragung der gewonnenen Ordinaten
von einer Waagerechten finden wir das Bild der gerade gelegten Momenten-
fliche, die kennzeichnende Gestalt der Momentenfliche (Abb. 197¢) fiir einen
gleichméBig belasteten Balken mit iiberragendem Teil.
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Zur Auftragung der Querkraftfliche benutzen wir wieder die Zusammen-
fassung der zusammenhingenden Belastung zu Einzelkriften ¢ - e. Wir erhalten,
in dhnlicher Weise wie frither, Treppenlinien, die in ihrem Grenziibergang
fir ¢ nach Null in schrig liegende Geraden entsprechend Abb. 197d iiber-
gehen. Man findet die wahre Querkraftlinie auch auf Grund der Erwigung,
daB sie am linken Ende gleich 4 sein muB}, bei B links gleich (4 —gql), bei B
rechts gleich (4 — gl B) und schlieBlich am rechten Ende gleich Null. Durch
diese vier Punkte ist sie bestimmt, da sie zwischen diesen Punkten geradlinig
verlaufen muB. Die beiden schiefliegenden Geraden der Querkraftfliche laufen
einander parallel. Die Querkraftlinie dieses Beispiels hat zwei Nullstellen, zu
denen zwei GroBtwerte der Momentenfliche gehéren.

Zur Dimensionierung des Balkens braucht man oft nur den gréBeren der
beiden Biegemomenten-Hochstwerte, aber wir miissen zum Vergleich beide
kennen, da es nicht von vornherein klar ersichtlich ist, ob das positive oder
das negative Maximalmoment iiberwiegt; es hingt dies von den Lingen ! und «
ab. Das grofite negative Biegemoment tritt an der Lagerstelle B auf; aber die
Lage des positiven GréBtwertes ist nicht bekannt. Zur Ermittlung der Stelle,
an der dieses Biegemoment auftritt, suchen wir zweckmiBig die entsprechende
Nullstelle der Querkraftfliche. Da auBer den Querkriften keine anderen Ein-
fliisse auf das Biegemoment vorhanden sind, muB diese Nullstelle der gesuchten
GroBtwertstelle des Biegemomentes entsprechen. Wir haben also zu lésen:

Qry,=A4A—q-2,=0, x0=~q~, (30)

wobei , die Lage des positiven Maximalwertes der Biegemomente angibt. Die
Lagerreaktion A4, die wir in die Gleichung einsetzen miissen, finden wir aus
der Gleichgewichtsbedingung (> M)z = 0:

A-z_q-(z+a)-(1~l§“)=o,

Al—q s +a)(—a=o0.

Daraus wird die Lagerkraft 4 ermittelt zu

q-—a?

4= 21

Wir haben hierbei zur Ermittlung der Reaktionskraft- 4 die gleichmiBig ver-
teilte Last ¢ zusammengefafit in eine Resultierende in der Mitte von der GroBe
g (I+a). Es darf dies geschehen, da es sich hier ja um die Aufstellung des Mo-
mentes der gesamien Belastung handelt. Das Ergebnis kann selbstverstind-
lich auch dadurch ermittelt werden, da wir nach dem Satz vom statischen
Moment der Krifte die gesamte Belastung in zwei Teilresultierende zusammen-
fassen, von denen die eine die Belastung g - I zwischen den beiden Lagern, die
andere die des iiberragenden Teiles g -a erfaBt. Die Momentengleichung lautet
dann:

1 o -
A-l—q-l'§+q-a-—2—=0.

Das Ergebnis ist das gleiche wie vorher:
2—qa?
T2l

Wir sehen, daf3 die Lagerreaktion A nichts mit der Maximalstelle der Momenten-
fliche zu tun hat, A und B sind ja die Lagerreaktionen, die unter dem Einfluf$l

A=gq
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der Gesamtbelastung entstehen. Setzen wir nun den erhaltenen Wert in die
obige Gleichung zur Ermittlung der Nullstelle der Querkraft ein, so wird die
Nullstelle gefunden durch:
4 P—-at
o=y =91
d. h. sie hingt von der Stiitzweite I und der Linge des Auslegers a ab.
Das groBte positive Biegemoment wird jetzt (Abb. 197e):

2

X,
+Bpax = 4 'xo_Q':c)g~
Demgegeniiber hat das gréBte negative Biegemoment, das am einfachsten aus
dem rechten Teil gewonnen wird, den Wert:

a a?
"‘Bmaxz“Q'a 5=

2~ 1%
Im praktischen Fall priifen wir nun die beiden Grenzwerte in bezug auf ihre
zahlenméBige GroBe nach und nehmen zur Dimensionierung den absoluten Grdpi-

r b s

5 wert Brax als maBgeben-
des Biegemoment in die
P ; Rechnung. —
A [ e e A oeee) Betrachten wir nun
|

noch kurz einen zwei-
fach gestiitzten Balken
mit zwei iiberragenden
Enden (Abb. 198). Die
konstruktiven MaBe und
die Lasten des Balkens
Abb. 198. Balken mit zwei iiberstehenden Enden. seien wieder gegeben.
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Wir bestimmen die unter dem Einflufl der &uBeren Lasten P,, P,, P;, P,
entstehenden Lagerreaktionen nach dem uns bekannten Schema: wir zeichnen
das Krafteck, nehmen einen willkiirlich gewdhlten Pol im beliebigen Abstand 4
vom Krafteck an, ziehen die Polstrahlen und tragen das Seileck zunichst
ohne Beriicksichtigung der Lagerstellen in entsprechender Reihenfolge parallel
zu den Polstrahlen auf. Die Schnittpunkte des ersten und letzten Seilstrahls
mit den Auflagerlotrechten verbinden wir durch die SchluBlinie s’, deren paral-
leler Polstrahl s im Krafteck die beiden Reaktionen 4 und B ausschneidet.
Die Figur des Seilecks umschlieBt die Momentenfliche. Die so entstandene
Momentenfliche geht zweimal durch Null, wir haben also einen zweimaligen
Vorzeichenwechsel im Verlauf des Biegemoments iiber die Balkenlinge. Das
Vorzeichen wird durch Betrachten eines Punktes bestimmt; z. B. ist das Biege-
moment an A durch — P, -a gegeben, demgemifB ist der linke Teil der Mo-
mentenfliche negativ usw. Diese Nullstellen stellen nach fritheren Ausfithrungen
(Nr. 48) einen entsprechenden Wechsel in der Zug-Druckverteilung des Quer-
schnittes oder fiir die Verformung des Balkens Anderungen in der Kriimmung
der Biegelinie, also Wendepunkte, dar (Abb. 198d und e). Die Stellen der GroBt-
werte des Biegemoments, positive und negative, miissen in der Querkraftfliche
durch Nullstellen der Querkraft gekennzeichnet sein, da die Bedingung, daf
das Biegemoment nur von Vertikalkriften (senkrecht zur Balkenachse wirkend)
abhingig ist, erfillt ist. Die Auftragung der Querkraftfliche geschieht in be-
kannter Weise durch Aneinanderreihen aller wirkenden Krifte unter ihren
jeweiligen Angriffspunkten. Die Querkraftfliche in der Balkenlingsrichtung zu-
sammengeschoben liefert wieder das Krafteck.

Fiir alle Punkte des rechten Endes des Balkens (rechts von der Kraftangriffs-
stelle von P,) ist das Biegemoment Null. Diese in der Seilecksfigur erscheinende
Tatsache ist auch analytisch sofort erkennbar: rechts von der Angriffsstelle der
Kraft P, sind keine Kréfte vorhanden, es konnen also auch keine Biegemomente
errechnet werden. Fiir die Querschnittsbeanspruchung bedeutet das, daB keine
Zug- oder Druckwirkungen zu bemerken sind, und fiir die Gestaltsinderung
heiBt dies, esist die Krimmung Null, d. h. aber, der Balken wird an dieser Stelle
nicht gebogen, er verliduft geradlinig.

50. Der eingespannte Balken. Wie wir schon friiher gesehen haben, 148t sich
ein Balken auch in der Ebene anders festhalten als mit zwei Lagern. Anstatt
durch drehbare Anschliisse (Lager, Gelenk)

wollen wir jetzt die Festlegung eines Balkens 7 Y3 Psine| B%,
durch die ,,Einspannung‘‘ bewerkstelligen und

die hierbei auftretenden Krifte bzw. Momente | v ) a— Jpse .:
untersuchen. Die Einspannung erlaubt dem A “ o

Balken weder irgendeine Verschiebung noch  Abb.199. Grundlage fir den eingespannten
eine Drehung.

Was ist nun, vom statischen Gesichtspunkt aus betrachtet, das Wesen der
Einspannung? Zur Untersuchung der Frage betrachten wir einen eingespannten
Balken (Abb. 199), auf den eine allgemein gerichtete Kraft P wirkt. Der auf
diese Art gelagerte als starr angesehene Balken bleibt, wie wir schon rein ge-
fithlsméBig einsehen, in Ruhe, d. h. die in der Lagerung entstehenden reaktiven
Wirkungen miissen der Kraft P am Balken das Gleichgewicht halten. Als An-
griffsstelle der reaktiven Wirkungen (Reaktionen) betrachten wir den Punkt der
Balkenachse, in dem der Balken in das Mauerwerk (oder andere feste Konstruk-
tion) hineingeht, also das innere (linke) Ende des frei hinausragenden Balkens.
Die Berechtigung dieser Annahme wird spiter bewiesen. Wir kénnen uns die
Kraft P wieder zerlegt denken in eine Horizontal- und eine Vertikalkomponente.
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Dann miissen diesen beiden Komponenten von P in der Einspannstelle Gegen-
krifte 4; und 4, gegeniiberstehen, die die gewollte Verschiebung durch P ver-
hindern, die also den Komponenten der Kraft P entgegengesetzt gleich grof3
sein miissen. Denken wir uns diese beiden Krifte 4; und 4, in der Einspann-
stelle zusammengesetzt, so entsteht damit eine Gegenkraft A, die parallel zur
Kraft P verlduft, dieser entgegengesetzt gerichtet und gleich groB8 ist. Die
beiden am Balken angreifenden Krifte 4 und P bilden also ein Kraftepaar
miteinander. Da nun am Balken Gleichgewicht besteht (der Balken in Ruhe
bleiben soll), muBl an der Einspannstelle noch ein Gegenmoment auftreten, das
dem Kriftepaar aus den Kriften 4 und P das Gleichgewicht hélt; wir nennen
dieses Reaktionsmoment: das Einspannmoment My. Schreiben wir die drei ent-
standenen Reaktionen (Krifte und Einspannmoment) nach ihrer GréBe auf, so
ergibt sich: A,= P-sinx,

A= P - cosx,

-ME= (P-sinzx) ca.
Das Einspannmoment laB8t sich immer errechnen als Gegenwirkung fiir die
Summe der Momente aller Krifte um die Einspannstelle.

-Wir sehen, daB auch hier zur eindeutigen Festlegung des Balkens (eines
Korpers) in der Ebene drei GroBen gehoren. Das entspricht unseren drei Gleich-
gewichtsbedingungen, die auch zur Ermittlung der Lagerreaktionen herangezogen
werden. Das notwendige, aber noch nicht ausreichende Kennzeichen fiir eine
statisch bestimmte (unbewegliche und eindeutige) Lagerung ist immer die Uber-
einstimmung der Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen,

L L welch letztere aus den Gleichgewichts-
/ Psinel 271 bedingungen hervorgehen .
_ An L‘L/{J'P ‘W&  Wir kénnen auch auf Grund einer
R
\

: anderen Erwidgung zu den drei Gegen-
- wirkungen 4,, 4 und Mz gelangen.

-

S Die Kraft P wirkt auf den Balken
\I\‘/ i (Abb. 200), wird durch diesen weiter-
| Abb. 200. Erklirang der Re.  S€litet nach der Einspannstelle. Wenn

K A - aktionsgroBen “Peim einge- nun der Balken in Ruhe bleibt, so muf3

LA A spannten Balken. von der Einspannstelle gegen den Bal-

ken eine Gegenkraft P’ auftreten, die
mit P in dieselbe Gerade fallt. Thre Komponenten stimmen mit den friiheren
Werten 4, und A4, iiberein. Nun kann man aber nach Seite 57 eine Kraft
parallel mit sich selbst verschieben, wenn man zur verschobenen Kraft noch
ein entsprechendes Kriftepaar hinzufiigt. Verschieben wir P’ nach dem Mittel-
punkt der Einspannstelle, d.i. Angriffspunkt der Kraft 4, so mufl noch ein
Kriftepaar vom Momente (P -e) hinzukommen, dessen GréBe auch durch
(4 - B) bestimmt oder durch (P - sin«) - @ angegeben werden kann. Wir haben
dann als Gegenwirkung zwei Krafte A; und 4, durch den Mittelpunkt der
Einspannstelle und das erwdhnte Moment M.
Die gleiche Erwéigung fithrt zu der bereits frither gezeigten statischen Er-
klirung des Biegemoments, der Querkraft und der Langskraft. Bei einem all-
gemein belasteten steifen Balken kénnen wir sagen, dafl die in einem Quer-

1 Man kann auch den Balken so einspannen, daB er an der Einspannstelle in der
Liangsrichtung verschieblich ist; dann treten an der Einspannung nur zwei Unbekannte
(lotrechte Lagerkraft und Einspannmoment) auf. Um den Balken festzulegen, benétigt
man noch eine weitere Fessel, einen Stiitzungsstab oder ein bewegliches Lager, dessen
Bewegungsrichtung aber nicht waagerecht sein darf.



Der eingespannte Balken. 127

schnitt zusammenhéngenden Balkenteile miteinander unverschieblich, untrenn-
bar und undrehbar verbunden sind. Dieser Querschnitt verhélt sich demnach
fiir den einen Balkenteil genau so, wie derjenige einer Einspannstelle. Wie
nun hier im allgemeinen Falle eine lotrechte und waagerechte Gegenkraft und
das Einspannmoment entstehen, so werden auch dort allgemein durch den Quer-
schnitt eine lotrechte Kraft, eine waagerechte Kraft und ein Moment weiter-
geleitet. Diese drei Einfliisse sind aber, wie schon auf Seite 106 ausgefiihrt,

nichts anderes als die Querkraft, die Langs- _P

kraft und das Biegemoment (vgl. Abb.183). [ P'sinxl ’/-59
Um die Einspannung graphisch behandeln > P s

zu koénnen, fassen wir den eingespannten Bal- cy % '

ken als Grenziibergang des zweifach gelager-
ten Balkens auf. Denken wir uns bei dem in PP i‘;gem";’f;%”;ﬁge‘;gifmﬁﬂkﬁ’;lki‘;f
Abb. 201 dargestellten Balken die beiden Lager
mit den Reaktionskriften C,, C; und D immer niher zusammengeruckt z. B.
das Lager C zum Lager D hingeschoben, dann werden im Grenzfall die Lager
zusammenfallen. Die beiden Krifte €, und D werden, wie sich aus den Mo-
mentengleichungen von D bzw. C ergibt, beim Zusammenriicken immer groBer,
beim Zusammenfallen unendlich groB, aber ihre Differenz (C,— D) bleibt stets
gleich (P -sinx), da die Summe der lotrechten Krifte Null sein mufl. Wir
koénnen auch sagen: Die Gegenkraft D liBt sich in zwei Bestandteile aufteilen,
von denen der eine die GroBe P - sinx, der andere die GroBe der Kraft C, hat.
In der Grenzlage, wo die beiden Lager sich decken, liegen beide Gegenkrifte C,
und D in gleicher Wirkungslinie und sind unendlich gro8, so daf3 dann auf den
Balken an lotrechten Kraften wirken: die Lastkomponente von der GroéBe
P :-sinx und zwei unendlich groBe Krifte im Abstand Null; diese letzteren
stellen aber nach fritherem ein Kréftepaar dar. Die Differenz der beiden un-
endlich groBen Krifte D und C, ist gleich dem fritheren 4,= P - sinx. Damit
sind also wieder die Gegenwirkungen der Einspannung (4;, 4,, Mz) vorhanden,
und wir kénnen sagen: Der eingespannte Balken kann als Sonderfall eines Balkens
auf zwei Stiitzen betrachtet werden, bei dem die beiden Lagerstellen dibereinander-
liegen. Wir kénnen deshalb auch den
Balken graphisch mit den gleichen ¢
Methoden behandeln, die wir bei der p &gl
Lagerung auf zwei Stiitzen benutzten. . —p
Bevordaraufeingegangen wird, mége k : 1
noch in anderer Weise gezeigt werden,
daB wir als Angriffspunkt der Lager- Abb. 202.dDa}sﬂ _Physikalische Bild
krifte und als Bezugspunkt fiir das Ein- o SnSpannung.
spannmoment den Punkt dér Stabachse 2
an der Einspannstelle nehmen diirfen.
Zu diesem -Zwecke machen wir uns das physikalische Bild eines solchen ein-
gespannten (eingemauert oder zwischen zwei Platten eingespannt) Triger-
endes klar: unter dem EinfluB der duBleren Kraft P werden auf der Einspann-
linge des Balkens Krifte zwischen Balken und Mauerwerk geweckt, die infolge
der Vertikalkomponenten von P auf das untere Mauerwerk nach unten driicken,
infolge des Drehbestrebens auf das obere Mauerwerk nach oben wirken; da-
durch entstehen Gegenkrifte, die etwa in der in Abb. 202 dargestellten Weise
tiber das eingemauerte Ende verteilt sein mégen. Das Verteilungsgesetz ist
nicht bekannt und héngt von verschiedenen Umstéinden der Einspannung ab,
z. B. von der Art des den Triger umgebenden Stoffes, von der Oberfliche des
Triagers und von manchen Zufélligkeiten, so da wir praktisch nie ein genaues
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Gesetz fur diese Verteilung angeben kénnen. Wir wissen nur, daf die vielen
Gegenkrifte in ihrer Gesamtheit den duBleren Kriften des belasteten Balkens
(hier der Kraft P) das Gleichgewicht halten miissen. Die Gesamtheit der vom
oberen Mauerwerk auf das eingespannte Balkenstiick wirkenden Krifte ent-
spricht dem fritheren C,, diejenige am unteren Mauerwerk dem fritheren D.
Um mit den Kriften rechnen zu kénnen, werden wir sie zweckmiBig alle in
einen Punkt verschieben und wihlen dazu den Punkt M der Balkenachse, an
dem die Einspannung zu Ende ist, an dem also der freie ausragende Teil des
Balkens beginnt. Das Zusammenfassen der Krifte in diesem Bezugspunkt wird
erreicht durch Parallelverschieben von einzelnen Kriften. Wir diirfen Krifte
aber nur parallel verschieben, wenn wir zu jeder Verschiebung ein zusitzliches
Moment (Kréftepaar) hinzunehmen. Die so entstehenden Kriftepaare lassen
sich vereinigen zu einem resultierenden Kréftepaar. Das gewonnene statische
Bild der Reaktionen fiir die Einspannung ist jetzt: eine Kraft 4, von der GroSe
(D — C,) durch den Bezugspunkt M, eine horizontale Kraft 4; (= (), die sich ja
in ihrer eigenen Wirkungslinie ohne weiteres in den Bezugspunkt verschieben
1486, und ein Kréftepaar Mp; es stimmt also iiberein mit dem aus statischen
Gesichtspunkten aufgestellten Bild.

Bei der graphischen Behandlung eines eingespannten Balkens betrachten wir
nach der oben beschriebenen Auffassung die beiden Lagerstellen aufeinander-
liegend, und gehen ganz schematisch wie bei dem zweifach gestiitzten Balken
vor. Die konstruktiven Werte des Balkens und die Lasten seien bekannt. Wir
zeichnen das Krafteck und mit Hilfe eines willkiirlichen Poles im Abstand &
vom Krafteck das dazugehdrige Seileck, ohne uns zunédchst um die Lagerkraft-
wirkungslinien zu kiimmern. Dann bringen wir die duBersten Seilstrahlen mit
den Auflagerwirkungslinien zum Schnitt. Diese Auflagerwirkungslinien fallen
jetzt aber zusammen, d. h. die beiden Seilseiten (' und 2’ der Abb. 203 schneiden
die Auflagerlinie, d.i. die Lotrechte der Einspannstelle, auf einer Geraden. Die
SchluBlinie liegt also in unserem idealisierten Bild der Einspannung senkrecht,
wiirde demnach ins Krafteck iibertragen auch zwei unendlich grofle Reaktions-
krifte liefern, deren Differenz gleich der Reaktionskraft 4 ist. Dies Ergebnis
stimmt mit den Betrachtungen iiber die Einspannung als Grenzwert zweier
Lager im unendlich kleinen Abstand iiberein. Die vom Seileck umschlossene
Fliche mufBl wieder wie frither ein MaB fiir. die Biegemomente an jeder Stelle
liefern. Es ist z. B. das Biegemoment an der Stelle 7 gegeben durch:

B;=1y9;*h, (¢;im wahren LingenmaB, A in kg);
das grofBte Biegemoment ist an der Einspannstelle
Brox= B =yg+h= M.

Es ist zahlenmiBig gleich dem Einspannmoment My, wie sich leicht durch
die rechnerische Ermittlung zeigen 148t: links von der Auflagerstelle 4 ist nur
das Einspannmoment vorhanden, die Summe aller Momente links von dieser
Stelle, d.i. das Biegungsmoment, ist also gleich dem Einspannmoment M.
Die Ermittlung des Biegemomentes von der rechten Seite, dem freien Ende des
Balkens her, fithrt zur Formel:

Bp=—Mg=—(P; p,+ Py py).

Das Biegungsmoment ist negativ, der Balken hat also seine Druckseite unten,
die Biegelinie zeigt mit der Hohlseite nach unten (Abb.203d). Wir werden
diese Aussage spiter umgekehrt benutzen, aus der gefithlsmiBig ermittelten
Verformung auf das Vorzeichen des Biegemomentes schlieBen. An der Ein-



Belastung eines Balkens durch eine auBermittige waagerechte Kraft. 129

spannstelle geht die Biegelinie horizontal an die Achse des unbelasteten Balkens;
rechts von P, verliuft die Biegelinie geradlinig.

Fir die Aufstellung eines Biegemomentes B; an einer beliebigen Stelle ¢
wollen wir uns als Merkregel festhalten: Man berechne bei eingespannien Balken
die Biegemomente immer vom freien Ende her. Nehmen wir ndmlich die Ein-
spannstelle mit in die Rechnung, so kénnen sich leicht Fehler einstellen, da
man stets die bereits berechneten, also nicht unbedingé sicher richtigen Werte
des Einspannmomentes und der Lagerreaktion mit in die Gleichung aufnehmen
mufBl. Die Berechnung vom
freien Ende her ist dagegen
vollstindig unabhiingig von
der vorher durchgefiihrten
Berechnung der Gegenwir-
kung. Wir erhalten vom
Teil links:

Bi=—Mgz+ A-z—Py(x—p,)
und vom Teil rechts:
Bi =—P 2" z.

Die  Auftragung der
Querkraftfliche wird genau
wie frither bewerkstelligt
(Abb. 203c). Wir fangen
auch hier zweckmifBig am
freien Ende des Balkens an, 2

dann ergibt sich am SchluB, ¢ | _Abb' 20_3'
an der Einspannstelle, die A 0 ﬁ%ﬁﬂ&s%
GroBe A als letzte Strecke : ' eingespannten
und bietet damit eine Kon- 4

trolle fiir die Berechnung

der Lagerkraft. Das Vorzei-

chen der Querkraftfliche ist v ,

entsprechend unserer VOI'- ___***4*****+**+¢+¢+¢4+ooo_o_’_

zeichenregel positiv einzu-

setzen (rechts nach unten!) 4
b1. Belastung eines Bal-

% :
kens durch eine auBlermittige —% :
waagerechte Kraft. Im Zu-
sammenhang mit den seither

betrachteten Balken wollen wir nun noch eine weitere Belastungsart kennen-
lernen: die Belastung durch eine exzentrische Horizontalkraft.

Mit dem in seinen KonstruktionsmaBen bekannten, zweifach gestiitzten
Balken (Abb. 204) sei eine Scheibe oder ein Hebelarm starr verbunden. Auf diese
Scheibe wirke auBerhalb der Balkenachse, um das MaB e= 1,5 m versetzt, die
waagerechte Last H = 2000 kg. Mit den bisher bekannten graphischen Methoden
kénnen wir keine Momentenfliche zeichnen, denn es gelten nicht mehr die
frither aufgestellten einfachen Beziehungen zwischen Seileck und Biegemoment,
da wir es nicht mehr mit parallelen Kréften allein zu tun haben, und die hori-
zontalen Krifte (hier die Kraft H) EinfluB auf das Biegemoment haben, wenn
sie nicht in die Stabachse fallen. Wohl kann man auch fiir allgemeine Belastungen
das Biegemoment mit Hilfe des Seilecks bestimmen, aber die Ausfiihrung liefert

Schlink, Statik. 9
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keine Vorleile. Wir wollen also deshalb den analytischen Weg gehen. Die
Lagerreaktionen bestimmen wir mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen :

1. X’H=0: A;=H=2000kg (A4, ist nach links gerichtet).

Fir die Gegenkrifte 4; und B fithren wir wieder zunichst willkiirlich die
Richtungen nach oben ein. Dann wird

2. (S M)p=0: A,-7,0+H-15=0.
Die Horizontalkraft hat als eine im Uhrzeigersinn um den Lagerpunkt B drehende
Kraft eine positive Drehwirkung:

+H-15
(nicht H - 2,5!, da ja der Hebelarm der Kraft H fiir den Punkt B durch dessen
Abstand von H gegeben ist). Es wird also:
Ay=— 200;)(')1’5 = —428,6 kg.

Das negative Vorzeichen bedeutet, dafl die eingefiihrte Richtung (nach oben)
falsch war, die Reaktion 4, geht also nach unten, wie in der Zeichnung ein-
getragen. Die zweite Lagerkraft B ermitteln wir wieder mit einer Momenten-
bedingung und verwenden die Komponentenbedingung

SV =0

als Probe.
3. S M),=0: H-15-B-70=0,
B=4 2018 4986k
Die Kraft B geht nach oben. Die Probe ergibt:
4' ZV=O: Av‘I‘B:O.

Die beiden Reaktionen 4, und B sind gleich gro8, aber entgegengesetzt ge-
richtet, d. h. sie bilden ein Kriftepaar. Die beiden iibrigen Krifte H und 4,
miissen, wenn Gleichgewicht herrschen soll, ebenfalls ein Kriftepaar von gleicher
GroBe bilden. Das ist auch tatsichlich der Fall. Es stehen sich am Balken
also zwei Kréftepaare (4,, B) und (4, H) gegeniiber, die sich in ihren Dreh-
wirkungen aufheben:

2000 - 1,5 = 428,6 - 7,0.

Bei der Berechnung des Biegemomentes sehen wir wieder, daB das Biege-
moment an den Enden des Balkens, den Lagerstellen 4 und B Null ist. Im
weiteren Verlauf gilt die frithere Erkenntnis, daB in den unbelasteten Abschnitten
des Balkens die Momentenfliche durch eine gerade Linie begrenzt wird. Es
geniigt demnach, wenn wir an der AnschluBstelle des Armes oder, richtiger ge-
sagt, an der Stelle ¢ und an der Stelle £ das Moment fiir eine Seite aufstellen.
Tun wir das an der Stelle ¢, unmittelbar links vom AnschluBpunkt des Hebels
unter Betrachtung der linken Seite des Balkens, so wird

B;=—A4,-4,56=—428,6 - 4,5 = —1928,6 mkg;
entsprechend an der Stelle ¥ unter Verwendung der rechten Seite
By=-+B-25=-+1428,6- 2,56 = -}-1071,4 mkg.

Wir finden also an derselben Stelle (der AnschluB des Hebels an den Balken
ist mathematisch punktférmig gedacht) zwei Werte fiir das Biegemoment, es
muB demnach ein Sprung in der Momentenfliche auftreten. Die Ursache dieses
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Sprunges ist in der auBermittig angreifenden waagerechten Kraft H zu suchen.
Legt man den Schnitt durch k, unmittelbar rechts von der AnschluBstelle des
Armes, so wirkt H links von dieser Stelle, da ja die Kraft an der ArmanschluB-
stelle auf den Balken iibertragen wird und diese links von % liegt; so findet
man denn tatsichlich unter Betrachtung des linken Balkenteils:

By=—4,-45+H-15 L
= —428,6-4,5+2000- 15 4-zmpig 2, |
= $1071,4 mkg, ‘% a5 @ "
a Y——e—ps R
also denselben Wert wie in der Ay 50 &
vorigen Rechnung mit dem rechten f
Abschnitt. Genau so kénnen wir &
fiir die Stelle ¢+ den richtigen Wert %
fir das Biegemoment ermitteln, b 050 Tatomg
wenn wir den von 3 rechts liegenden w ” ‘
<

Balkenteil mit dem XinfluB der
Kraft H betrachten. Der hier auf- 1

tretende Sprung ist das Charakte- 5
ristische fiir die Momentenfléche bei
auBermittig wirkenden Horizontal- 0
kriften. Die beiden Begrenzungs-

linien Tinks und sochts von dor © AL HITITITITTe
Sprungstelle fiir die Momentenfliche
sind einander parallel, da das bei
Uberschreitung der Sprungstelle hin-
zukommende Momentenglied keine
Abhingigkeit von der Balkenlings- 4 4 i H
richtung zeigt:

links von ¢: B,=—4, z,
rechts von k: By,=——A, x--H-e;  Abb.204 Belastung durch eine auBermittige Kraft.

L 0 50 movky

die so dargestellten Geraden haben also tatsichlich die gleiche Neigung. Die
GroBe des Sprunges ist gegeben durch das Moment der Horizontalkraft um den
Punkt der Balkenachse an der HebelanschluBstelle (hier durch H - e= 2000 - 1,5).

Tragen wir die Querkraftfliche auf, indem wir fiir einen beliebigen Punkt
die Querkraft ermitteln, so finden wir, daB fiir die ganze Lénge des Balkens die
Querkraft konstant bleibt, da ja waagerechte Krifte keinen Einflul haben.
Die Sprungstelle zeigt sich in keiner Art in der Querkraftfliche. Das Biege-
moment ist also nicht mehr eine Funktion der Querkraft allein, es zeigt sich in
der Momentenfliche noch ein Einflu}, der nicht durch quer zur Balkenachse
gerichtete Krifte verursacht ist. Es besteht zwar noch der frither angegebene
Zusammenhang der Querkraft mit dem Biegemoment

__dB
9i="7s

in der Form, daB @; die Steigung der Begrenzungslinie der Momentenfliche an-
gibt, aber nicht mehr in der Form, daB die Nullstellen der Querkraftfliche
GroBtwertstellen der Biegemomentenflidche sind.

Die Léangskraftfliche zeigt eine konstante GroBe der Langskraft von der
Lagerstelle 4 an bis zum Ansatzpunkt des Hebels, denn fiir jeden Punkt zwischen
A und 7 wirkt links nur die Horizontalkraft 4, als Zugkraft. An der Anschluf3-

9%
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stelle kommt durch H eine neue Lingskraft hinzu, entgegengesetzt 4;, so daB
zwischen der Ansatzstelle und der Stelle B die Lingskraft die Gro8e Null hat.
Die Einleitung der Kraft H in die Balkenachse am FuBpunkt des Hebels konnen
wir statisch so auslegen, als sei die Kraft H parallel mit sich selbst in die Balken-
achse verschoben worden. Das dabei anzusetzende zusétzliche Moment erscheint
als reines Drehmoment H -e (Kréftepaar!) in der Momentenfliche, die ver-
schobene Kraft H wirkt als Langskraft im Balken weiter zwischen Ansatzstelle
und 4 und findet ihre Gegenwirkung in der Reaktion 4.

Die Biegelinie weist an der AnschluBstelle des Armes einen Wendepunkt
auf, da das Biegemoment hier sein Vorzeichen wechselt.

52. Belastung eines Balkens durch ein Drehmoment. Aus dieser letzten Be-
trachtung, daB der Angriff der Horizontalkraft statisch betrachtet der Ein-
wirkung eines reinen Momentes gleichkommt, kénnen wir ohne weiteres fiir die
Belastung eines Balkens durch ein reines Drehmoment (Kriftepaar) die Bean-
spruchungsgréfen (Biegemomént, Querkraft und Léngskraft) eines Balkenquer-
schnitts ermitteln (Abb. 205). Der Angriff des Moments sei symbolisch dar-
gestellt durch einen Vierkant, auf dem ein Rad oder ein Hebel, unter der Ein-
wirkung eines Kriftepaares stehend, aufgesetzt ist. Bei der Ermittlung der
Lagerkrafte mit Hilfe der iiblichen Momentenbedingungen um die Auflager-
punkte wollen wir beachten, daBl wir als duBere Belastung einzig und allein
ein Moment (Kriftepaar) haben, das nur eine Drehwirkung (keine Verschie-
bungswirkung) besitzt. Diese Drehwirkung ist an keinen Bezugspunkt gebunden,

Y] denn Kriftepaare sind beliebig in der Ebene
verschiebbar, ohne daf sich ihre Wirkung auf
den ganzen Korper dndert. Wir erhalten also fiir
die beiden Momentengleichungen :

1. M)4=0: M—B-1=0
daraus _ M
B=+5
M+ A4-1=0 (A nach oben angenommen),

M
woraus A= ~7

Li=0

d ermittelt wird.

#Abb. 205, Belasame eines Baliens durch Das negative Vorzeichen heifit, daf8 die nach

oben eingefithrte Kraft A in ihrer Richtung um-
zudrehen ist. Die beiden Gegenkrifte A und B stellen ein Kriftepaar dar,
das dem gegebenen Gleichgewicht hilt. Die Probe

>V=0: A+ B=0

zeigt die Richtigkeit der errechneten Werte. Horizontalkrifte sind keine vor-
handen, also ist auch keine waagerechte Lagerreaktion zu erwarten.

Mit den ermittelten Auflagerkriften 4. und B 148t sich die Momentenfliche
rechnerisch ermitteln, indem wir fiir verschiedene Punkte das Biegemoment
ausrechnen. Wir werden uns hier selbstverstéindlich wieder die bereits gewonnene
Erkenntnis zunutze machen, dafl die Momentenfliche lings unbelasteter Balken-
teile geradlinig begrenzt ist. Ermitteln wir fiir einen Punkt ¢ kurz vor der An-
griffsstelle des Momentes das Biegemoment, so wird bei Betrachtung der linken
Seite

B,,; =—4-a.
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Von rechts her gerechnet, muB das Ergebnis
Bi=+B:-b—M

den gleichen Zahlenwert liefern. Mit der Berechnung des Biegemomentes fiir
eine Stelle £ kurz hinter dem -Angriff des Momentes ist die Momentenfliche
vollstindig ermittelt, denn an den Lagerstellen ist das Biegemoment jeweils
Null. Die Stelle £ hat ein Biegemoment von der GroSe

B,=-+B-b fiir den rechten Teil,
By=—4:-a+ M fiir den Teil links von der Schnittstelle.

Wir finden also hier wieder einen Sprung in dem Verlauf der Momenten-
fliche, der durch das angreifende Moment M verursacht wird. Je nach der
Angriffsstelle des Drehmomentes M wird der Sprung verschiedene Lagen haben,
also die Momentenfliche sich #ndern; aber die Lagerreaktionen bleiben dabei
ungeéndert, ebenso die Richtungen der schrigen Begrenzungslinien der Mo-
mentenfliche.

Die Querkraftfliche zelgt wieder, genau wie beim vorigen Beispiel, einen
konstanten Wert fiir die Querkraft iiber der ganzen Balkenldnge. Die Léngs-
kraftfliche ist tiberall Null, wenn das Drehmoment in einem Punkt auf den
Balken wirkt, da iiberhaupt keine Krifte parallel der Stabachse auftreten und
auch keine horizontalen Lagerkrifte geweckt werden konnen.

Der Unterschied zwischen der Einwirkung eines reinen in einem Punkt iiber-
tragenen Momentes (Kréftepaares) und der Einwirkung einer auBermittigen
waagerechten Kraft besteht demnach nur in der Langskraftfliche. Betrachten
wir im letzteren Belastungsfall in der schon angegebenen Weise die Horizontal-
kraft H und die gleich groBe entgegengenchtete Léangskraft 4; am festen Lager
als Kriftepaar, dann sehen wir die Ubereinstimmung der beiden Aufgaben
Die Lingskraftfliche entsteht hier dadurch, daf das Kréftepaar nicht in einem
Punkt auf den Balken wirkt, sondern seine beiden Krifte an verschiedenen
Stellen angreifen.

b3. Gleichzeitige Beanspruchung eines Balkens durch verschiedenartige Be-
lastungen. Wirken auf einen Balken diese verschiedenen Belastungsarten zu-
sammen, so 148t sich auf analytischem Wege ohne Schwierigkeit die Ermittlung
der Lagerreaktionen und die Bestimmung der Momenten-, Quer- und Léngs-
kraftfliche durchfithren, wobei wir die charakteristischen Eigenschaften der
Momentenfliche und der Querkraftfliche an den einzelnen Stellen des Balkens
benutzen konnen.

oder

Eigenschaften der Zusammen-
Belastungsart " " hang
Momentenfliche Querkraftfliche

Unbelastetes Balkenstiick geradliniger Verlauf | Verlauf parallel zur | @;=d B;/dx
(linear versdnderlich) | Nullinie (konstant)

Lotrechte Einzelkraft . . . . . Knick /\ Sprung L Q;=dB,/dx

GleichmiBig verteilte Belastung |parabolischer Verlauf | geradliniger Verlauf | @,=d B;/dx
(quadratisch ver- (linear verdnderlich)

anderlich)
AuBermittige waagerechte Kraft . Sprung unbeeinfluBt Q,+d B,/dx
Reines Drehmoment . . . . . . Sprung unbeeinfluflt Q;==d B;/dx

Die Langskraftfliche steht nicht im Zusammenhang mit den beiden anderen
Beanspruchungen und verlduft bei Einzellasten parallel zur Nullinie mit Sprung
an den Angriffsstellen der einzelnen parallel zur Stabachse wirkenden Krifte.
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Manchmal ist es von Vorteil, die Einfliisse der einzelnen Belastungensarten
in ihrer Wirkung auf die Momentenfliche getrennt zu kennen. Man ermittelt in
diesem Fall die Momentenfldchen dieser verschiedenen Belastungsarten gesondert
und addiert die so entstehenden Teilmomentenflichen. DafBl wir diese Addition
vornehmen kénnen, ist eine Aussage des Superpositionsgesetzes (Uberlagerungs-
gesetz). Der Beweis dafiir liegt in der Definition des Biegemoments als Summe
aller biegenden Einfliisse auf einer Seite der zu untersuchenden Schnittstelle
des Balkens. Wir kénnen darnach die Einfliisse einzeln ermitteln und iiber-
einander auftragen (graphische Addition).
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Abb. 206. Belastung durch lotrechte und waagerechte Krifte.
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Abb. 207. Teilbelastung durch lotrechte Krifte.

Zur nadheren Erlauterung betrachten wir einen Balken, auf den lotrechte
Lasten und eine auBermittige waagerechte Kraft wirken (Abb. 206). Wir teilen
die Gesamtbelastung auf in

a) eine Belastung durch nur lotrechte Lasten (Abb.207) und

b) eine Belastung durch die auBermittige waagerechte Kraft allein (Abb. 208).
Statt der einen Aufgabe haben wir jetzt also zwei Aufgaben zu 16sen

a) Die erste Teilaufgabe (Abb. 207) bezieht sich auf einen Balken auf zwei
Stiitzen mit zwei lotrechten Einzelkriften. Die Lagerreaktionen (bezeichnet
mit einem Strich /) ergeben sich hierfiir zu: '

1. (M), =0: 3000 - 1,5 + 1000 - 5,0 — B’ - 6,0 = 0,
B = 15833 kg.
2. S M)p=0: A’+6,0 —3000-4,5—1000-1,0=0,

A = 2416,7 kg.
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Beide Gegenkréifte gehen nach oben. Die Probe ergibt die Richtigkeit der
Rechnung:
2V =0: 3000 4 1000 — 1583,3 — 2416,7=0.

Die Momentenfliche (Abb.207b) ist durch Berechnung zweier Biegemomente
(an den Angriffspunkten der Lasten) aufzuzeichnen:
An der Stelle (1) mit Benutzung der linken Seite:

B,— 44" 1,5— 3625 mkg.
An der Stelle (2) mit Benutzung der rechten Seite:
By =-+B-1,0=41583,3 mkg.

An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die dazwischenliegenden un-
belasteten Balkenstiicke weisen eine geradlinige Begrenzung der Momentenfliche
auf, so daB diese durch Verbindung der vier Punkte gezeichnet werden kann.

2000kg
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Abb. 208. Teilbelastung durch eine auBermittige waagerechte Kraft.

Die Querkraftfliche wird in der iiblichen Weise, durch Aneinanderreihen der
vertikalen Krifte in ijhren jeweiligen Wirkungsstellen, gewonnen (Abb. 207c).

b) Die zweite Teilaufgabe (Abb. 208) umfaBlt den Balken auf zwei Stiitzen
mit einer auBermittigen, waagerechten Kraft. Die Lagerreaktionen (bezeichnet
mit zwei Strichen ) ergeben sich zu:

1. 2 M)4=0: 2000-1,2 —B"-6,0=0,
B'" = 400 kg, nach oben gerichtet.
2. (S M)p=0: 2000-124 4" -6,0=0,
A" = —400 kg, negatives Vorzéichen, d. h. A" ist nach unten
gerichtet.
3. 2H=0: H = 2000 kg.

Die Momentenfliche (Abb.208b) ist durch Ermittlung der Biegemomente
zweier Punkte links und rechts von der HebelanschluBistelle (Sprungstelle der
Momentenfliche) festgelegt. Es wird fiir die Stelle (3) (linke Seite):

By = —A" - 3,5 = —1400 mkg,
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fiir die Stelle () (rechte Seite):
B —+B" - 2,5 — +1000 mkg.

An den Lagerstellen ist das Biegemoment Null. Die Begrenzung der Mo-
mentenfliche ist gegeben durch die geradlinige Verbindung der vier Punkte.
Die Querkraft der zweiten Teilbelastung ist iiber die ganze Lénge des Balkens
konstant.

Die bei der wirklichen Belastung entstehenden Lagerkrifte sind durch die
algebraischen Summen der eben errechneten gegeben:

A,= A"+ A" = 2416,7 — 400 = 2016,7 kg (nach oben gerichtet),
und B = B’'+ B’ =1583,3 4+ 400 = 1983,3 kg (nach oben gerichtet).

Wollen wir nun die beiden Momentenflichen iibereinanderlagern (graphisch
addieren), so ist es selbstverstindlich, dafl wir fiir die Auftragung der beiden
Teilmomentenflichen den gleichen MaBstab wihlen miissen, ebenso fiir die bei-

8 den Querkraft- und Langskraft-

ﬂwm flichen. Die resultierende Mo-

a 2 ) I mentenfliche ergibt sich als die

|+ !  von beiden Momentenlinien um-

grenzte iibrigbleibende  Fliche

(Abb. 209a). Man kann die so

gewonnenen Ordinaten von einer

horizontalen Achse aus auftragen

und erhilt dann die in Abb. 209b
dargestellte Fliche.

Die Ermittlung der ersten Teil-
momentenfliche (Teilaufgabe a)
kann nun auch graphisch erfolgen,
wihrend fir die zweite keine
graphische Losung anzusetzen ist.
Beide Momentenflichen miissen
bei der Uberlagerung den gleichen
MaBstab besitzen. Wir werden
dann den MaBstab der zweiten Teilmomentenfliche nach dem der ersten richten,
und miissen deshalb feststellen, welcher MaBstab der graphischen Losung der
ersten Teilaufgabe zugrunde liegt. Es wird bei der graphischen Ermittlung
das Biegemoment gefunden durch

Bg:[yi]'h'n9

wobei [y;] die aus der Zeichnung abgegriffene Ordinate in cm darstellt und A
in kg ausgedriickt ist. Soll nun ein Moment der zweiten Teilmomentenfliche
mit dem MaBstab 1 cm = m mkg in dem gleichen MaBverhiltnis erscheinen,
dann muB3 nach Formel (27) der MafBstab

Abb. 209. Algebraische Addition der Momentenfldchen.

m = hygg 1
gewihlt werden.

In gleicher Weise wie die Momentenflichen lassen sich auch die Quer-
kraftflichen (und evtl. die Léngskraftflichen) der beiden Teilaufgaben iiber-
lagern.

Natiirlich kénnen alle die endgiiltigen Ergebnisse (zusammengesetzte Mo-
mentenfliche, Querkraftfliche und endgiiltige Lagerreaktionen) auch durch
direkte Betrachtung der gesamten Belastung des gegebenen Beispiels gewonnen
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werden (Abb. 210). Es ergeben sich die Lagerreaktionen aus den Momenten-
bedingungen fiir die beiden Lagerpunkte:

M) =0: 3000 - 1,5 4+ 2000 - 1,2 + 1000 - 5,0 — B - 6,0 =0,

B = 1983,3 kg.
(S M)p=0: 4,60 —3000 4,5+ 2000 1,2 —1000 - 1,0 = 0,
A, = 2016,7 kg.

Fiir die Aufzeichnung der Momentenfliche beachten wir, daf an den Angriffs-
stellen der lotrechten Einzelkréfte Knickstellen in der Begrenzungslinie der
Momentenfliche entstehen; wir werden an diesen Punkten (1) und (2) also die
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Abb. 210. Zur analytischen Behandlung von lotrechten und auBermittigen Kriften.

Biegemomente errechnen miissen. An der AnschluBstelle des Hebels mit der
Horizontalkraft entsteht ein Sprung in der Momentenlinie; wir miissen dem-
nach fiir diesen Sprung die beiden Werte des Biegemoments bestimmen (Stelle (3)
und (4)). Es wird das Biegemoment an den verschiedenen Stellen:

B, =+44-1,5=43025 mkg,

By =4-+5,0—3000- 3,5+ 2000 - 1,2
oder einfacher: B,= B -1,0=1983,3 mkg,

B;=4-3,5—3000 - 2,0 =1058,3 mkg,

B,= B-2,5—1000 - 1,5 = 3458,3 mkg.
Der Sprung in der Momentenfliche ist gleich dem Moment der Horizontalkraft :

2000 - 1,2 = 2400 mkg.

54. Innere Kriifte bei Balkenkonstruktionen. Wir haben schon frither den
Begriff einer inneren Kraft kennengelernt, zunichst bei Stdben, die durch eine
Lingskraft beansprucht werden: wenn der Stab von aufien her gezogen wird,
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so wehrt er sich gegen diese Einfliisse und iibt selbst Gegenkrifte gegen die
Endpunkte aus. Auf diese Weise wurde die von auBlen wirkende Kraft durch
den Stab nach dem anderen Endpunkt weitergeleitet: sie wurde also durch den
Stab iibertragen. An dem Endpunkt entstand so eine Gegenkraft gleich P.
Diese im Stab geweckte Kraft P ist eine innere Kraft und geht durch jeden
Querschnitt. Etwas Ahnliches liegt auch bei einem Balken in allgemeiner
Belastung vor. Wir haben gesehen, daf im allgemeinen fiir jede Stelle eines
Balkens eine Léngskraft, eine Querkraft und ein Biegungsmoment entstehen,
die berechnet werden kénnen. Diese Einfliisse werden nach den Ausfithrungen
auf Seite 106 in den einzelnen Querschnitten auftreten. Wenn nun in dem
betreffenden Querschnitt die beiden Balkenteile so miteinander verbunden sind,
daB sie sich nicht gegeneinander verdrehen oder verschieben konnen (weder
lotrecht noch waagerecht), dann sagen wir, der Querschnitt kann diese Bean-
spruchung iibertragen. Fiir den bezeichneten Querschnitt ¢ in Abb. 211 tritt auf:

eine Querkraft @; = 4, — P, - cosu,
eine Lingskraft L; = —A4; — P, -sino und . A
ein Biegemoment B; = A4,-a — P, -cosx(a — p;) — 4, 5+ P, -sinx - 1

(das Moment von Aj; und P, - sing fiir den Mittelpunkt des Querschnitts wurde
in fritheren Aufgaben vernachlissigt, da die Hohenausdehnung % des Balkens
zu Null angenommen wurde).

Diese Einfliisse miissen durch den Querschnitt vom linken auf den rechten
iibertragen werden, oder anders ausgedriickt: Der rechte Teil muB unter der
Einwirkung dieser Einfliisse und der auf ihn wirkenden Kréifte P, und B im
Gleichgewicht stehen. Danach miissen
also die Krifte rechts eine lotrechte
Komponente ergeben, gleich aber ent-
gegengesetzt(); , eine waagerechte, gleich
aber entgegengesetzt L;und ein Moment,
gleich aber entgegengesetzt dem Bie-
gungsmoment B;. Es sind also die vom
rechten nach dem linken Teil wirkenden
Einfliisse entgegengesetzt denjenigen,
die vom linken gegen den rechten Teil
wirken. Das ist einfach das Gesetz von
Wirkung und Gegenwirkung. Daraus

Abb. 211. Innere Einfliisse eines Querschnittes. ergibt sich wieder die Berechtigung, die
positive Querkraft fiir den rechten Teil
mit umgekehrter Richtung einzufiihren, wie fiir den linken Teil, das positive
Moment links mit entgegengesetztem Drehsinn von rechts. Die durch die Balken-
querschnitte geleiteten Einfliisse nennt man, wie schon auf Seite 106 bemerkt,
innere Einfliisse, also innere Krifte oder inneres Moment. Wir kénnen den
rechten Balkenteil losgelost denken und ihn fiir sich betrachten, wenn wir aufler
den auf ihn von auBen wirkenden Kriften (P,, B) noch die inneren Einfliisse
wirken lassen; unter der Einwirkung der #uBleren Krifte und dieser inneren
Einfliisse mufl dann ein Gleichgewichtszustand vorliegen. Fiir die Dimensionierung
der Querschnitte eines Balkens muB man diese inneren Krifte und Momente
kennen; der einzelne Querschnitt muBl so ausgebildet werden, daf diese Ein-
fliisse sicher iibertragen werden kénnen. Wie dies zu geschehen hat, ist eine
Frage der Festigkeitslehre.

Wie schon auf Seite 106 ausgefiihrt wurde, iiben die Querkraft, Lingskraft

und das Biegungsmoment zusammengenommen die gleiche Wirkung auf den
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Querschnitt aus wie die Resultante aller Krafte links oder rechts vom Quer-
schnitt. Man kann also die Resultierende aller Krifte links bilden, und diese
muB, da die Balkenteile in dem betreffenden Querschnitt zusammenhéingen,
durch diesen Querschnitt auf den rechten Teil iibertragen werden; also ist der
Querschnitt so auszubilden, daB er diese Kraft iibertragen kann. Das ergibt
dieselbe Aussage wie die obige, d. h.:
ob wir uns ausdriicken, der Querschnitt
mufl die Querkraft, die Liangskraft und
das Biegungsmoment iibertragen kon-
nen, oder ob wir sagen, er muf} die
eben erwihnte Resultierende nach dem
rechten Teil iiberfithren konnen, kommt
auf das gleiche hinaus.

Diese inneren Einfliisse treten zu-
néchst gar nicht in Erscheinung; sie
kommen dem Betrachter erst zum Be-
wuBtsein, wenn er sich iiberlegt, welche

Einfliisse durch einen Quersc}lnitt von Abb. 212. Kraft zwischen Balken und Unterlage.
der einen Seite des Balkens nach der
anderen iibertragen werden. Es ist etwas ganz Ahnliches wie bei den Lagern : wenn
wir die ganze Konstruktion, den Balken mit seinen Pfeilern, betrachten (Abb 212),
dann erscheinen die Lagerreaktionen nicht; in jedem Lager wirken die Kraft
vom Balken auf die Unterlage, Komponenten K, und K,, und gleichzeitig die
Gegenkraft von der Unterlage gegen den Balken, Komponenten 4,= K, und
Ap= Kj; diese heben sich gegenseitig auf. Wenn wir aber den Balken fiir sich
ansehen, d. h. nur die Kriifte beriicksichtigen, die auf den Balken wirken, wenn
wir also den Balken losgeldst von der Unterlage denken, dann miissen wir die Lager-
reaktionen als Krifte, die von der Unterlage

gegen ihn wirken, einfiihren (Abb. 212b). s

So ist es auch mit den inneren Kraften bei J ] N
einem Balken. Wir kénnen uns einen Bal- \\\\Eg\\&
kenteil durch den Querschnitt von dem an- ;} S o ;
deren Balkenteil losgelost denken, miissen ™ 4 S
aber dann die Krifte, die von dem abge-

16sten auf den anderen Teil wirken, beriick- ~ Abb- 213. Egslflfé Jer fosten, Querschnittsverbin-
sichtigen.Diese letzteren sindinnere Kréfte.

Wenn der Balken festhalten soll, so muBl Sorge getragen werden, dafl die
von dem einen auf den anderen Teil wirkende Kraft bzw. — was auf dasselbe
herauskommt — die erzeugte Querkraft, Lingskraft und das Biegungsmoment
sicher nach dem anderen Teil geleitet werden. Das kann durch die feste un-
drehbare und unverschiebliche Verbindung der beiden Balkenteile, also durch das
feste Verbundensein in einem Querschnitt geschehen. Es ist dies aber auch da-
durch moglich, daB zwischen den beiden Teilen drei Stédbe eingezogen werden.
Die Resultierende R aller Krifte des einen Balkenteiles kann ja durch die Stabe
eindeutig weitergeleitet werden. Wir brauchen nur diese Resultante in drei
Komponenten in Richtung dieser Stibe zu zerlegen und haben damit die Krifte,
die in den Stiben auf den rechten Teil wirken; die umgekehrten Krafte der
Stibe wiirden dann mit den auf den linken Teil wirkenden Kraften im Gleich-
gewicht stehen. Im vorliegenden Falle (Abb. 213) wiirde der obere Stab und
die Strebe driickend wirken, der untere Stab ziehend. Statt der drei Einflisse:
Querkraft, Lingskraft und Biegungsmoment treten jetzt die drei Stabkrifte
auf. Man findet offenbar die Stabkrifte selbst unmittelbar dadurch, dal man
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die Resultierende der Krifte auf der einen Seite mit ihnen ins Gleichgewicht
setzt und die Pfeile an den Stabenden eintrégt, die zu dem betreffenden Balken-
teil gehéren; so ist hier B im Gleichgewicht mit 8;, S,, S5 (mit den rechts vom
Schnitt liegenden Richtungspfeilen).

Um diese inneren Einfliisse zu erkennen, miissen wir also Schnitte legen;
beim vollwandigen Balken Querschnitte, im letzten Falle einen Schnitt durch
drei Stibe. Wenn man sagt, das Biegungsmoment ist die algebraische Summe
der Momente aller Krifte links von einer Stelle, so ist dies tatsichlich nicht
prézis ausgedriickt, sondern wir miissen uns einen Schnitt gelegt denken und
das Moment aller Krifte links von dem Schnitt fiir einen bestimmten Punkt auf-
stellen, etwa den Mittelpunkt des Querschnittes.

Wir haben also bei dem Biegungsmoment, der Querkraft und der Léngs-
kraft mit inneren Einfliisssen gerechnet, ohne daB deren Wirkung seither be-
sonders hervorgetreten ist. Solange wir die Gesamtkonstruktion betrachten,
werden wir von diesen inneren Kriften nichts merken, brauchen sie also nicht
in Rechnung zu setzen. Denn Einfliisse, die innerhalb einer Konstruktion so
auftreten, daB sie nach aulen keine Wirkung irgendwelcher Art ausiiben, stehen
innerhalb dieser Konstruktion im Gleichgewicht, z. B. das Biegungsmoment von
links und das von rechts. Es wird demnach zu jeder inneren Kraft eine gleich groBe
entgegengerichtete Kraft in gleicher Wirkungslinie gehéren, so daf diese Krafte
bei Betrachtung der Gesamtkonstruktion in ihrer Wirkung sich aufheben. Das
gilt auch, wie oben bemerkt, fiir die Kraft zwischen Balken und Unterlage,
wenn wir Balken und Unterlage als Gesamtkonstruktion betrachten. Will man
die inneren Einfliisse berechnen, so muB man einen Schnitt gelegt und einen
Teil der Konstruktion abgel6st denken.

Die seitherige scheinbar ungleiche Behandlung der inneren Kréifte bei Er-
mittlung einerseits der Lagerreaktionen durch die Gleichgewichtsbedingungen,
andererseits z. B. der Biegemomente als Summe aller Momente auf einer Seite
der Schnittstelle, bietet also keinen Widerspruch, denn wenn wir nur einen Teil
einer Konstruktion (durch Abtrennung) betrachten, so ist eine der beiden inneren
Krifte, die sich in der Gesamtkonstruktion aufheben, weggeschnitten und die
iibrigbleibende tritt in Erscheinung; das war bei Abtrennung des Balkens vom
Lager der Fall.

55. Balken mit Nebenkonstruktionen. Bei solchen Schnitten kénnen, je nach
der Ausbildung der Konstruktion, unter Umsténden andere Konstruktionsteile
getroffen werden, die ihrerseits innere Kréfte weiterleiten und fiir die Aufstellung
der im Balken gesuchten inneren Einfliisse (z. B. Biegungsmoment) von wesent-
licher Bedeutung sind. Das sei nun an Beispielen klargemacht. '

In dem ersten Beispiel seien die ,,inneren Krifte*“ als Seilkrifte wirksam.
An dem in Abb. 214a dargestellten Balken ist an dem einen Ende ein Seil be-
festigt, das iiber eine Rolle, die oberhalb des zweiten Balkenendes angebracht
ist, geleitet wird und mit einem Gewicht @ belastet ist. Wir haben hier eine
Scheibe, die aus dem Balken und dem steif mit ihm verbundenen Arm besteht,
an dessen Ende die Rolle befestigt ist. Wollen wir die Lagerreaktionen errechnen,
so betrachten wir den Gleichgewichtszustand der gesamten Konstruktion los-
getrennt von der Unterlage. Wir haben von auBlen betrachtet an dem ganzen
System nur die Last . Mit dieser miissen die beiden Lagerreaktionen 4 und B
im Gleichgewicht stehen. Wir sehen sofort, daBl die Kraft B=¢@ ist und die
Lagerkraft 4 Null wird (der Rollendurchmesser wird vernachlissigt). Die Be-
lastung kann geradezu durch die nach Abb.214b ersetzt werden. Beachten
wir, daB in dieser Konstruktion ,,innere Krifte*“ vorhanden sind in Form der
Seilkraft, dann miiten wir auch unter Beriicksichtigung aller inneren Kréfte
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zum gleichen Ergebnis kommen. Die Seilkraft wird erkenntlich, wenn wir das
Seil durchschneiden und wns in den Schnitt eingefiigt denken. Wir miiten in
diesem Fall, um das Gleichgewicht (Ruhezustand) aufrechtzuerhalten, einen
beiderseitigen Zug ausiiben, d.i. also eine Kraft, die sowohl auf den Punkt A
als auch auf die Rolle ziehend wirkt. Diese Seilkraft ist gleich der Belastung @.

Es wirken also, rein statisch ge-
sehen, drei Krifte (Abb. 214c) auf
den Balken : die duBlere Belastung
(an der Rollenstiitzung) und die
beiden inneren Krifte von der
GroBe @, die eine am linken
Balkenende unter dem Winkel o
nach rechts oben, die andere an
der Rollenstiitze nach links unten.
Bei den Gleichgewichtsbetrachtun-
gen am ganzen Korper (Konstruk-
tion) sind die beiden Seilkrifte in
ihrer Gesamtwirkung Null, sie
heben sich auf, d.h. wir brauchen
sie in diesem Fall nicht zu beriick-
sichtigen. Wiirden wir sie beide
etwa in die Momentengleichung fiir
B einfiihren, so fielen die Momente
dieser beiden Seilkréifte fort und
wir hétten:
A1+Q-r—Q-r=0,
4=0.

Wollen wir aber das Biegemoment
fiir einen beliebigen Punkt ¢ im
Abstand « von der linken Lager-
stelle ermitteln, so miissen wir das
statische Bild mit den beiden Seil-
kriften betrachten. Wir zerlegen
zweckmaBig die Seilkrifte, die
unter dem Winkel « gegen die
Stabachse geneigt sind, in ihre
beiden Komponenten ¢ - sinx und
@ -cosx. Das nun entstandene
Bild ist ein Balken mit lotrechter
und auflermittiger waagerechter
Belastung, den wir in bekannter
Weise behandeln konnen. Das
Biegemoment fiir den Punkt ¢ wird

B;=(Q -sing) - x.
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Abb. 214. Balken, durch eine Seilkraft beansprucht.

Wir kénnen diesen Gedanken auch etwas anders ausdriicken: Um das Biege-
moment zu erhalten, miissen wir einen Schnitt legen, und zwar einen Schnitt
durch die ganze betrachtete Konstruktion (Abb. 215). Dieser Schnitt trifft hier
auch das Seil. Wir konnen den rechten Teil fortnehmen, wenn wir noch die
im Seil von dem rechten auf den linken Teil wirkende Kraft §=¢ als &uBere
Kraft einfithren; so entsteht fiir den linken Teil das Bild 215b. Das Biegungs-
moment ist gegeben durch  p, _ @ - cosx) - y.
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Statt dessen kénnen wir auch die Kraft § am Punkt 4 in zwei Komponenten
zerlegen und erhalten: B, = (Q-sing) - @.

Beide Ausdriicke stimmen iiberein, da
y=x- tgx.
Die Querkraft ist durch §-sinx ge-
geben, die Lingskraft durch S -cosx.
Die Momentenfliche ist, da der Aus-
druck fiir B; die GréBe x nur linear ent-
hélt, eine schriige Gerade, die am rechten
Lager mit einem Sprung (entsprechend
der exzentrischen Horizontalkraft) auf
Null abfillt (Abb.214c¢). Stellt man
das Biegemoment fiir einen Punkt un-
Scwse mittelbar links von B unter Beriicksichti-
gung des rechten Teiles auf, so hat man:
By (vomrechtenauf dentinken 7eil) By, = Q- cos x -h+Q -0 + @ -sinx-0—B-0;
S bei Verwendung des linken Teiles:

Abb. 215, Schnitt durch die Konstruktion. B, =@ sinx -1,
also das gleiche Ergebnis, da A=1-tgo.

Das Biegemoment ist positiv, der Balken wird also nach unten durchgebogen
(Hohlseite nach oben).

Ganz anders wire die Sachlage, wenn das am Balkenende 4 befestigte Seil
nicht {iber eine solche Rolle liefe, die am System selbst, sondern die auBerhalb,
d. h. an einem anderen Korper befestigt wire (Abb. 216). Dann wirkt auf den
Balken selbst nur die Kraft S=@
am linken Lager, und es wire:

A,=8-sinx, A4,=28-cosux,

B=0.
£ Biegungsmoment, Querkraft und
a, Léngskraft sind fiir alle Balken-

|
|
| achsenpunkte gleich Null.

! Ein weiteres Beispiel, bei dem

N

e die duBere Belastung iiberhaupt ganz
““% . S\ fehlt, ist der in Abb. 217 dargestellte
J-sin e Balken, der durch die Verspannung

By=0 b (SpannschloB K) eines Spannseiles
beansprucht und durchgebogen wird.

gi-0 € Bei Betrachtung der Gesamtkonstruk-
Li=0 d tion ist keine Kraft zu erkennen; der

Abb. 216. Balken mit Belastung durch ein Seil, das Balken ist also duBerlich unbelaStet’

auBerhalb befestigt ist. die Lagerreaktionen werden Null,

sofern die Konstruktion als gewichts-

los angesehen wird. In Wirklichkeit haben die angebrachten Lager das Eigen-

gewicht der Konstruktion zu tragen, aber nur dieses. Fiir die Aufstellung

der Biegemomente zeichnen wir uns wieder (Abb.217b) das statische Bild der

duBeren (hier Null!) und inneren Krifte auf, d.h. wir denken das gespannte

Seil durchschnitten und fithren die Seilkraft als duBere Kraft ein. Wir finden
das Biegemoment fiir jeden Punkt des Balkens

B, =konst. =8+ h.
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Die Momentenfliche ist also durch ein Rechteck mit der Héhe S - , aufgetragen
im Momentenmafistab, dargestellt. Die Querkraftfliche verschwindet vollig
und die Léngskraftfliche zeigt an jeder Stelle des Balkens die Léngskraft von
der GroBe S. — Auch hier kénnen wir selbstverstindlich wieder einen Schnitt
durch die ganze Konstruktion legen und erhalten das gleiche Ergebnis.
AuBer als Seil- oder Stabkrifte konnen die inneren Krifte auch in Form
von Kraft und Gegenkraft an der AnschluBistelle eines Konstruktionsteils an
einem anderen auftreten, wie es z. B. P
die Abb. 218 zeigt. { ‘ 1 —

Fir die Ermittlung der Lagerreak-
tionen des unteren Balkens (Krantriger) a =<

geniigt es, wenn wir nur die &dullere L

Kraft @ betrachten. Sobald wir aber , !
Biegemomente oder Querkrafte fiir den L $ N &”__"
Balken aufstellen wollen, miissen wir die o s s o

Zwischenreaktionen C und D ermitteln

und so einfiihren, wie sie auf den zu I
untersuchenden Balken wirken. Diese b =
Verbindungskrifte ¢ und D stellen hier J
wieder innere Krafte dar, die beim Ge- A0 B0
samtbild nicht in Erscheinung treten,

weil sie als Kraft und Gegenkraft vor- H ‘
kommen, also sich innerhalb der Kon- 5

struktion das Gleichgewicht halten. Die H
ausgezogen gezeichneten Krifte C und D %

sind diejenigen, die vom Kran auf den ¢

Tréger wirken, die gestrichelten die . d
Gegenkrifte ¢’ und D’ vom Tréiger gegen  °

den Kran. Der Triger ist also hier die . .
Unterlage fiir den Kran als Balken auf ADD 2T DAk Nmpanmune, " ranneel!
zwei Stiitzen. Wir trennen den eigent-

lichen Kran von seinem Trédger ab und ermitteln die Gegenkrifte ¢’ und D’
fiir diesen Kran aus Gleichgewichtsbetrachtungen, indem wir zunichst ¢’ und D’
nach oben einfiihren:

—

s

——

1. (2 M) =0: Q-b+d)—D -b=0,
D'=Q- bjl;vd , auf den Kran nach oben wirkend.
2. (X M)p=0: Qd+0C-b=0,
C'=—Q ;,l’ ; " wirkt also auf den Kran nach unten.

(Diese negative Lagerreaktion verlangt eine entsprechend abhebsichere Kon-
struktion.)

Diese Gegenkrifte ¢ und D', die in der angegebenen Weise auf den Kran
wirken, entstehen dadurch, daBl der Kran seinerseits auf den Triger gestiitzt
ist, also auf ihn Krifte ausiibt. Diese (C und D) sind den eben ermittelten
Kriften (€' und D') entgegengesetzt (Aktion = Reaktion). Hier haben wir
wieder die Bestitigung, daB innere Krifte immer innerhalb der Gesamtkon-
struktion ihre Gegenwirkung finden, daB sie also bei der Betrachtung der Ge-
samtkonstruktion als wirkende Kraft nicht mehr in Erscheinung treten.
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Die Lagerreaktionen des Krantrigers (Balken AB) lassen sich demgemiB,
wie schon vorhin erwihnt, mit der dufleren Kraft ¢ allein ermitteln:

1. (3 M),=0: Q- (a+b+4+d)—B-1=0,
B=¢@Q °a+—3+d, nach oben gerichtet.
2. (ZM)p=0: Q (d—c)+4-1=0,
A—_q.tze

-
Die Lagerkraft A ist als negative Lagerreaktion nach unten gerichtet.

Fiir die Aufstellung der Biegemomente werden wir uns am besten das statische
Bild des Balkens mit den durch die Trennung frei gewordenen inneren Kréiften

&

Li=0

Abb. 218. Balken, belastet durch einen Kran.

aufzeichnen (Abb. 218b) und hierfiir die Momentenfliche ermitteln. Diese ganze
Aufgabe 148t sich sehr bequem auch rein graphisch durchfiihren. Wir ersetzen
wieder zuerst fiir den Krantriger die Kraft @ durch die Krifte (Aktionen) ¢
und D, d. h. wir zerlegen die Last ¢ in ihre Komponenten C und D. Die prak-
tische Durchfiihrung ist nach Seite 84 die, daB wir nach Annahme eines be-
liebigen Poles E durch einen willkiirlichen Punkt M auf der Wirkungslinie
von @) die Seilseiten 0’ und 1’ zeichnen, sie mit den Wirkungslinien von € und D
zum Schnitt bringen und diese Schnittpunkte durch die SchluBlinie s” verbinden.
Die Parallele s im Krafteck zu dieser SchluBlinie schneidet die beiden Kompo-
nenten ¢ und D aus. Die Richtung der Komponenten ist dadurch gegeben,
daB sie dem durch die Last @ festgelegten Umfahrungssinn entgegengerichtet
sind, also €' nach oben, D nach unten. Fiir die weitere Behandlung der Aufgabe
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sind nun die beiden Komponenten (Aktionen) ¢ und D als Belastung des Balkens
aufzufassen. Es stehen am Krantriger die Krifte ¢ und D mit den Lager-
reaktionen 4 und B im Gleichgewicht. Die Losung dieser Gleichgewichtsaufgabe
erfolgt in der bekannten Weise: zunichst werden die zu den Kréften ¢ und D
gehorigen Pol- und Seilstrahlen so angetragen, daB in einem Punkt einer Kraft
im Kriftebild (Balken) die beiden Strahlen sich treffen, die im Krafteck die
entsprechende Kraft einschliefen. Diese Anordnung ist nun bei unserer Auf-
gabe schon gegeben durch die vorherige Zerlegungsaufgabe: auf der Wirkungs-
linie der Kraft C schneiden sich die Seilstrahlen 1’ und s’, auf der Wirkungs-
linie von D die Seilstrahlen s’ und 0’, und andererseits liegt im Krafteck zwi-
schen 1 und s die Kraft ¢ und zwischen s und 0 die Kraft D. Der Linienzug
1, s, 0" ist demnach das zu den Kréiften C und D gehdrige Seileck. Wir brau-
chen also nach den fritheren Ausfiihrungen nur die Seilstrahlen 1’ und 0’ als
duBere Seilseiten zum Schnitt zu bringen mit den Wirkungslinien der Auflager-
reaktionen und erhalten das richtige Seileck &', 1’,’,0’,¢". SchluBllinie dieses
Seilecks ist die Seilseite zwischen 4 und B, also #. Die Parallele zur SchluB-
linie ¢ durch den Pol E schneidet uns im Krafteck die Auflagergegenkrifte 4
und B aus. Die Richtungen dieser Reaktionen sind als Gleichgewichtskrifte in
dem durch D und C gegebenen Umfahrungssinn einzutragen.

Nach unserer frilheren Aussage iiber das Wesen der inneren Krifte miifiten
sich die beiden Lagerkrifte auch direkt mit der Last @ ermitteln lassen. Wir
finden tatsichlich diese Aussage hier bestitigt, denn um @ mit 4 und B ins
Gleichgewicht zu setzen, muften ja nach Annahme eines beliebigen Pols E
durch einen willkiirlichen Punkt M auf der Wirkungslinie von @ Parallelen
zu 0 und 1 gezogen und diese mit den Geraden von 4 und B zum Schnitt ge-
bracht werden; es entsteht die SchluBlinie #. Das Krafteck und Seileck mit
den Strahlen 0,1,¢ bzw. 0, 1’, " stellt also die Losung der Gleichgewichtsauf-
gabe dar, die Last @ mit den Lagerreaktionen 4 und B ins Gleichgewicht zu
setzen. Diese Seilfliche 0'—1'—¢' stimmt aber nicht mit der Momentenfliche
iiberein; um  diese zu erhalten, miissen die Komponenten ¢ und D von @, die
ja tatsichlich auf den Balken wirken, verwendet, d. h. das Seileck #', 1’, s’, 0, ¢/
muB benutzt werden. Sie ist gegeben durch die schraffierte Flache, d. i.
durch das zu den beiden Kriften ¢ und D und den Lagerkriften 4 und B ge-
horige Seileck. Wir finden also auch hier wieder, daB wir bei Ermittlung der
eigentlichen Lagerkrafte 4, B (Betrachtung des Gesamtbildes der Konstruktion)
die inneren Krifte nicht zu beriicksichtigen brauchen; bei der Bestimmung der
Biegemomente dagegen (Betrachtung eines Teiles der Konstruktion) miissen
wir uns das statische Bild der inneren Krifte, (hier Zwischenkrifte), die un-
mittelbar auf den Balken wirken, klarstellen und diese fiir die Biegemomente
als Beanspruchungskrifte verwenden.

Das niichste Beispiel (Abb. 219) zeigt die Beanspruchung eines Flugzeug-
fliigelholms durch die Luftkrifte im Flug. Der Balken (Holm) ist an den Rumpf
angeschlossen durch ein festes Gelenk und durch eine auBermittig zur Holm-
achse angebrachte Strebe. Die Lagerung der Konstruktion ist also gegeben
durch ein festes Lager mit zwei Unbekannten und durch einen Stiitzungsstab
(Strebe) mit einer Unbekannten. Die drei Unbekannten der Lagerung und die
gleiche Anzahl der bestehenden statischen Gleichungen (Gleichgewichtsbedin-
gungen) kennzeichnen den Aufbau als statisch bestimmte Konstruktion.

Die Luftkrifte seien gleichmiBig verteilt. Die entstehende Reaktion im Stab
hat als Stabkraft die Richtung der Strebe. Wir erkennen damit, dal diese
durch die Belastung entstehende Kraft den Balken auch in Léngsrichtung bean-
sprucht und zerlegen am zweckméBigsten den Einflu der Strebe in eine verti-

Schlink, Statik. 10



146

Anwendung auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben).

kale Kraft S -sinx und eine horizontale S -cosx. Zur Ermittlung der Lager-
reaktionen stellen wir die Momentenbedingung um das feste Lager 4 auf:

(ZM)A:(): —q-
R

t+a)-(

7hg/m

+a)—[—(S-sino¢)-l+(S-coszx)-e:O

und ermitteln daraus:

i

Q‘HHHHJ
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Die andere Lagerreaktion 4 brauchen wir
nicht zur Aufstellung der Momentenflachen,
wie sich sogleich zeigen wird. Die Stab-
kraft § (Reaktion) 148t sich auch in ein-
facher Weise graphisch finden, indem man

Gsings 2 "] sinx+ e-cosa
A

S b

ﬁé’/ﬂS{I/ﬂyI

! ]

S-c0s &

Av Belastung I

N

die gesamte Belastung zu einer Resultie-
renden R zusammenfaBt und diese, in ihrem
Schnittpunkt mit der Wirkungslinie der
Stabkraft, mit den beiden Lagerkriften A

T
1

S-sinee

Tz

6~ Fliche

llﬂ

und 8 ins Gleichgewicht setzt. Die Kraft A
muB durch diesen Schnittpunkt gehen, da
die drei Krédfte nur im Gleichgewicht
stehen konnen, wenn sie sich in einem
Punkt schneiden. Die Groflen der Krifte
sind dann durch ein Kraftdreieck gegeben

By ~Fliche

(Abb. 219b). Wir finden die Strebe als

|
Tl

Zugstab wirkend.

Weiterhin wollen wir bei diesem Bei-
spiel so vorgehen, da8 wir die Belastung in
einzelne Belastungen aufteilen und uns
damit eine Reihe von Momentenflichen
schaffen, die wir in ihren Charakteristiken
bereits kennen und die wir dann iiberein-
ander lagern, d. h. algebraisch addieren

S-cosee-e
By ~Fldche

miissen. Zu diesem Zweck sehen wir den
Holm mit dem kleinen Pfosten als Balken
in einem festen und einem beweglichen
Lager an, auf den drei verschiedene Be-
lastungen wirken (Abb. 219¢). Als Bela-
stung I wollen wir die Luftkrifte ¢ -1
betrachten, die zwischen den beiden Lager-
stellen angreifen, die Belastung IT ist durch
die restlichen Luftkrifte ¢ -a bestimmt, und

v,4h

L
‘Abb. 219. Flugzeugholm mit

angebrachten Strebe.

als Belastung ITT sehen wir die waagerechte
Kraft S-cosx an, die an der Stelle des
Strebenanschlusses wirkt. Die lotrechte
Lagerkraft am beweglichen Lager ist fiir
die Gesamtbelastung gleich S - sine.

Die Belastung I liefert die Bj-Fliche,
die wir aus der fritheren Betrachtung des

S-c0s o

einer auBermittig

gleichméaBig belasteten Balkens auf zwei Stiitzen bereits kennen. Das gréBte

L2
Moment ist in der Mitte mit der Grofe % gegeben. Die Momentenfliche

‘der Belastung II allein (Bp-Fliche) mufl bis zur beweglichen Gelenkstiitze



Ubungsaufgaben iiber Balken. 147

(bewegliches Auflager) parabelférmig verlaufen, weil dieser Teil gleichformig
belastet ist, und weist von der rechten Seite her an der AnschluBstelle die GréBe
1 2a auf; von hier an ist der Balken bis zur Lagerstelle A unbelastet; der
Verlauf der Bij-Fliche ist also iiber der Strecke I geradlinig begrenzt. Der
Momentenwert im Lager A ist Null. Die dritte Teilmomentenfliche, Byi-Fliche,
wird erzeugt durch die exzentrische Horizontalkraft S - cosx am Hebelarm e.
AuBermittige Horizontalkrifte bedeuten fiir die Momentenfliche einen Sprung
an ihrer Wirkungsstelle. Da B rechts vom StrebenanschluB Null ist, hat
also die Biri-Fliche eine sprungférmig mit der GroBe 8 - coso - e an dem Streben-
ansatz beginnende und, entsprechend dem weiteren unbelasteten Verlauf des
Balkens, geradlinig nach Null im Punkt A abfallende Begrenzungslinie. Die
wirkliche Biegungsbeanspruchung des Balkens (resultierende Momentenfliche)
wird dann gefunden durch die entsprechend dem Vorzeichen richtige Uberlage-
rung der drei Teilmomentenflichen, die auf einfachste Weise aus bekannten
Momentenflichenbildern gewonnen wurden. Die so gewonnene Abb. 219g héitte
auch durch analytische Berechnung der Biegungsmomente an einzelnen Punkten
aufgestellt werden kénnen.

Die Querkraftlinie wird nach unserem seitherigen Schema durch Aneinander-
tragen der senkrecht zur Balkenachse wirkenden Krifte aufgestellt. In den
Balkenlingen, in denen die gleichmiBig verteilten Krifte angreifen, verlauft

die Querkraftlinie als schiefe Gerade mit der Neigung%% = q. Auf die Lénge !

steigt die Querkraftlinie um ¢ - I; wiahrend an A die Hohe gleich —A4, ist, be-
sitzt sie unmittelbar links vom Pfosten die Héhe (—A4,-+¢ - 1). Die Langskraft
ist konstant vom Lager A bis zur PfostenanschluBistelle. Die Liangskraftfliche
zeigt auf dieser Linge die gleiche Hohe L; = —S - coso.

ﬁbungsaufgabén iiber Balken.

1. Aufgabe. Auf die Auslegerteile des in Abb. 220 dargestellten Balkens
wirken die beiden angegebenen. gleichmifiig verteilten Belastungen ein und
auBerdem zwischen den Lagern eine lotrechte Last. Querkraft- und Momenten-
fliche sind gesucht unter Verwendung der Auiteilungsmﬁglichkeit der Belastung
in Symmetrie und Gegensymmetrie.

Lisung. Die Gesamtbelastung 148t sich leicht in.eine symmetrische und
eine gegensymmetrische Teilbelastung aufteilen. Fiir die beiden Anteile kénnen
die Momenten- und Querkraftflichen nun getrennt ermittelt werden. Die auf-
getragenen Flichen der Belastungsanteile zeigen, dafl im Symmetriefall die Mo-
mentenfliche symmetrisch, die Querkraftfliche dagegen gegensymmetrisch wird ;
im Gegensymmetriefall ist die Momentenfliche antisymmetrisch, die Querkraft-
fliche aber symmetrisch. Die wirkliche Momenten- und Querkraftfliche der
Gesamtbelastung ergibt sich als algebraische Summe der beiden Anteilflichen.

Die Aufteilung der Gesamtbelastung in die beiden Anteile bietet hier zwar
keine wesentlichen Vorteile fiir die Errechnung. der BeanspruchungsgroBfen,
kann aber unter entsprechenden Umsténden von groBier Bedeutung bei der Er-
mittlung der Einflisse sein; (vgl. Nr. 60)

2. Aufgabe. Auf den in Abb. 221 dargestellten eingespannten Balken von
5m Lange wirke eine lotrechte Einzellast, eine zusammenhingende lotrechte
Belastung und eine horizontale Last. Gesucht sind Momentenfliche, Querkraft-
und Lingskraftfliche.

Lésung. Die Biegungsmomente werden rechnerisch ermittelt fiir die Punkte
1, 2, 3, 4, jeweils fiir den abgeschnittenen rechten Teil. Zwischen 1 und 3

10*
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Abb. 220. Ubungsbeispiel.

andert sich das Moment nach der Gleichung einer Parabel; der errechnete Wert
B, ergibt einen dritten Punkt dieser Parabel in 1,5 m Entfernung vom rechten
Ende. Unmittelbar an Stelle 1 haben wir rechts vom Schnitt lediglich die hori-
zontale Last am Hebelarm 1,0, also:

By = —100 - 1,0 = 100 kgm.

Weiter ist:
By=—100-1,0 —200- 1,5 — 1,560 - 2° — — 467,5kgm,
By=—100-1,0 —200-3,0 —3,0 - 60+ 22 — — 970 kem,

B,=-—100-1,0 —200-5,0 —3,0-60-3,5=—1730 kgm.

Bei dieser Berechnungsart benttigt man zur Ermittlung der Biegemomente
also nicht die Lagerreaktionen. Die Lagerkrifte sind gegeben durch

A, =100kg, A,=380kg.

Dazu tritt als weitere Gegenwirkung an der Stiitzungsstelle das Einspannmoment,
das zahlenmaBig gleich B,, aber entgegengesetzt gerichtet ist. Diese drei Gegen-
wirkungen, die mit der #uBleren Belastung im Gleichgewicht stehen, sind an
der Einspannstelle in Abb. 221 eingetragen.
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Fiir die Ermittlung der Quer-
krifte betrachtet man auch 4 gy,
zweckmiBig stets den Teil rechts

Tiﬂﬂkg

-  S——
7 0 g5 m

7=60kg/m
J I

von dem jeweiligen Schnitt. A,~360kg 200%g

Ql = +-200,
Qs = +200 + 3,0 - 60 = 380 kg,
Q4 = Qs-

Zwischen 1 und 3 verliuft die

Querkraft  geradlinig, aber

schrig ; zwischen 3 und 4 waage-
recht. Die Léngskraft ist fir
den ganzen Balken gleich, und
zwar eine Zugkraft von der

1

GroBe L; = + 100 kg.

3. Aufgabe. Fiir den Balken
der in Abb. 222 angegebenen
Tragkonstruktion sollen Momen-
tenfliche, Querkraft- und Langs-
kraftfliche gezeichnet werden.

55750 ﬂlvkg

-
05070 200k
Abb. 221. Ubungsbeispiel.

Losung. Als Reaktionskrifte treten auf: die Kraft B im lotrechten Stiitzungs-
stab und die Lagerkrifte 4, und A4; im festen Lager. Zur Ermittlung der lot-
rechten Lagerkrifte werden die entsprechenden Momentengleichungen aufgestellt.
Die horizontale Lagerreaktion ist A = 3000 kg. Bei Ermittlung der Momenten-,

Querkraft- und Léngskraftfliche ist zu
beachten, welche Krifte an den Stellen
1 und 2 auf den Balken wirken, d. s. die
Krifte, die in den beiden Stédben I und IT
infolge der waagerechten und lotrechten
Kraft von 3000 bzw. 1000 kg entstehen.
In den Stab I kommt eine Druckkraft
von 4000 kg, die auf den Balken von
oben nach unten wirkt, in den Stab IT
eine Zugkraft von der Grofle
S = 130002 + 30002,

die am Balken nach rechts oben angreift.
Thre Komponenten sind S, = 3000 kg,
S =23000 kg. Unter Zugrundelegung
dieser Krifte erhalten wir die Biegungs-
momente

Bl == 0 )

B, = —4000 - 4,0 = —16000 mkg.
Man kénnte hier aber auch B, unmittelbar
aus den dulleren Kriften berechnen:
B,=—3000-4,0-1000-4,0=—16000 mkg.

Fiir alle Punkte links von 2 kénnen
fir das Biegungsmoment entweder die
duBeren Lasten 1000 kg und 3000 kg
oder die Stabkrifte verwendet werden.
Man findet die in Abb. 222 aufgetragene
Momentenfliche.

T
0723 %m
"5h g, |

22/
7

8;

1
05000 10000 kg

3000

gl-lfrr-rrrrrrrn : HHH

2000, i 5
) $HHH 0 1000 2000%g
{
L Aum_m '*; 3000

Abb. 222. Ubungsbeispiel.




150 Anwendung auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben).

Fiir Aufstellung der Querkraft und Léngskraft an den Stellen 1 und 2 ist
ebenfalls mit den Stabkraften zu rechnen.. Sie finden sich im iibrigen in bekannter

Weise.
4. Aufgabe.

Auf den Balken der Abb. 223 wirke auBler der lotrechten Last

von 400 kg noch ein Drehmoment von 100 kgm. Es sollen wieder die Momenten-

llookg
700mkg

<4 \

%— F 0

40——!———20 go——l
¢20mkg

b; [ﬂ! + ]:

& AT+ 4ee

| S T -
710800 40mkg

A=#kg H B=260%g

Abb, 223. Ubungsbeispiel.

020 W00k

linie, Querkraft- und Lingskraft-
flaichen ermittelt werden.

Lésung. Die Lagerreaktionen sind
bestimmt durch die Gleichungen:

1. M), =0:
400 - 3,0 4+ 100 — B~ 5,0 =0,
B =260kg.
2. (S M)p=0:
+4,-50—400-2,0+4 100 =0,
A, =140 kg.

Die Nachpriifung ergibt, daf die
Summe von A4 und B gleich der
lotrechten Last 400 kg ist. Das
Biegemoment ist an der Stelle 1
gleich Null; zwischen 3 und 4

konstant, da fiir jeden Punkt dieser Strecke rechts vom Schnitt nur das Dreh-
moment 100 kgm wirkt. B, wird am besten fiir den Teil links ausgerechnet:

kg

B, = +140-3,0 = +420kgm.

Die Querkraftfliche ist
in bekannter Weise aufzu-
zeichnen; zwischen 3 und 4

Qi A T L T T T T T T TR 7=(500 - 466,3)

Li

Abb, 224, Ubungsbeispiel.

hat sie den Wert Null, da
ein Kriftepaar keine Kraft
in lotrechter Richtung auf-
weist.

Lingskraft ist keine vor-
handen.

5. Aufgabe. Der Balken
der Abb. 224 triagt sowohl
eine lotrechte wie eine auBler-
mittige waagerechte Kraft
und ein Drehmoment. Es
sind wieder Biegungsmoment,
Querkraft und Léngskraft
zu ermitteln.

Losung. Die Lagerreaktionen finden sich aus den Momentenglelchungen

A,6,0 —300-1,5+4200=0,
—B 6,0+ 500-6,0+200—300-1,5=0,

daraus ergibt sich:

A, =417kg,

B =4583kg.

Unmittelbar links von der Angriffsstelle des drehenden Moments haben wir:
B; =41,7-3,0 —300 - 1,6 = —325 kgm ;
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unmittelbar rechts von dem Angriffspunkt:
B, = 458,3-3,0 — 500 - 3,0 = —125 kgm.

Durch das Drehmoment von 200 kgm entsteht ein Sprung von dieser GroBe.
An der Lagerstelle A herrscht das Biegungsmoment

B, =—300-15 = —450 kgm.

Die Querkraft ist iiberall konstant; die Lingskraft ist stets Null, da die waage-
rechte Kraft von 300 kg unmittelbar durch das feste Auflager aufgenommen wird.

6. Aufgabe. Auf den in einem festen und einem beweglichen Lager gestiitzten
Balken (Abb. 225) wirken die beiden Drehmomente M, und M,. Gesucht sind
wiederum Biegemoment, Quer- Mo =200k
kraft und Lingskraft. #y= 160mg S

Lisung. Wenn nur das Mo- &
ment M, auf den Balken wirken A=g25 R
wiirde, wire die Momenten- B i
fliche ein Dreieck (Abb.225b);
wire nur M, vorhanden, dann , mlll
entsprache das Dreiook der 24| [T RMMmmmme
Abb. 225¢ der Momentenfliche.

Wirken beide Momente zusam- sl
men, soergibt sich als Momenten- , mﬂﬂ”ﬂm I
fliche die algebraische Summe & :
der eben gezeichneten Flichen TR

(Abb. 225d). Diese resultierende B h il 4 d
Momentenfliche konnte man dl |

auch sofort zeichnen: denn bei
A hat das Biegungsmoment den
Wert M, bei B die GroBe M,, @; ALLITIITTITITIRIIIIIIIIIIIS e
und da zwischen 4 und B keine
Einfliisse vorhanden sind, ver-
lauft die Momentenfliche ge- Li R £
radlinig. Abb. 225. Ubungsbeispiel.

Die Lagerreaktionen findet man in bekannter Weise durch Aufstellung der
Momente fiir die Lagerpunkte. Sie bilden ein Kra,ftepa,a,r, dessen Moment gleich

(M — My ist: 6,25 - 8,0 = 200 — 150.

Durch die Lagerkrifte ist die Querkraftlinie bestimmt.

Langskrifte treten nicht auf.

Der hier gegebene Belastungsfall ist von Bedeutung fiir einen beiderseits
eingespannten Balken (Abb. 226). Der Unterschied gegeniiber dem Balken auf
zwei Drehlagern ist der, daB auBer den Komponenten der Lagerreaktionen noch
Einspannmomente auftreten. Man kann den eingespannten Balken also auch
als einen in zwei Punkten gelagerten Balken auffassen, auf den die Einspann-
momente, die man dann natiirlich zunichst nicht kennt, wirken. Die Momenten-
linjen fiir die Einspannmomente sind oben angegeben. Dariiber lagert sich die
Momentenfliche, die durch die Belastung P entsteht; das ist ein Dreieck
(Abb. 226d). Bei dem hier eingefiihrten Drehsinn ist die Momentenfliche durch
die Einspannmomente negativ, die aus P ermittelte positiv. Die resultierende
Momentenfliche hat demgemifl die in der Abb. 226 angegebenen Vorzeichen.
Beim Auftragen von einer Waagerechten ergibt sich die Momentenfliche der

_

M C

00 Z0mkg
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Abb. 2261, die charakteristische Gestalt der Momentenfliche eines eingespannten
Balkens, der durch eine Einzellast beansprucht wird.

7. Aufgabe. Ein schrig liegender Balken (Abb. 227) sei in einem festen und
einem beweglichen Lager gestiitzt, wobei letzteres einmal waagerecht gefiihrt
ist und einmal parallel zur Stabachse. Gesucht ist die Momentenflédche.

A'=1000)

A'fdngs -
I —
0 200 Wikg

Abb. 226. Ubungsbeispiel.
Abb. 227, Ubungsbeispiel.

Lésung. Im ersten Fall (Abb. 227a) laufen beide Lagerreaktionen lotrecht
und haben infolge der symmetrischen Belastung gleiche Gréfe:

A’ = B’' =1000 kg.
Das Biegungsmoment an den Stellen 1 und 2, den Lastangriffsstellen, ist ge-
geben durch: B, — B, — 1000 - 2,0 — 2000 kgm.
Im zweiten Fall laufen beide Lagerreaktionen schrig. Sie sind hier graphisch

ermittelt (Abb. 227b), und man erkennt, dafl die lotrechte Komponente der
neuen Raktion 4’ gréBer ist als die Reaktion 4’ im ersten Fall, also

v A” > A’ ,
dagegen B” < B'.
Da i B" = B’ - cosx,

ist jetzt '
B,=B"b=B"+22 _ B cosa- 20 — B'-2,0 = 2000 kegm.

cosx cosx
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Also ist das Biegungsmoment an der Stelle 2 im zweiten Fall genau so groB wie
im ersten Fall. Das gleiche gilt natiirlich fiir die Stelle 1. DemgemiB sind die
Momentenflichen in beiden Fillen die gleichen.

Die Querkraftflichen sind ebenfalls in beiden Fillen gleich, aber die Lings-
kraftflichen sind verschieden.

8. Aufgabe. Fiir den Balken der Abb. 228, der in einem Drehlager gestiitzt
und an einem Seil aufgehingt ist, sind Momenten-, Querkraft- und Langs-
kraftfliche zu zeichnen. .

Lésung. Es moge hier die Mo-
mentenfliche in der Weise gezeichnet
werden, daBl man die Einzellast und
die zusammenhingende Belastung in
ihrer Wirkung auf den Balken fiir sich
betrachtet und die so entstehenden
Momentenflichen algebraisch addiert.
Wiirde auf den Balken AB nur die
zusammenhéngende Belastung wirken,
so wire die Momentenfliche (nach
S.122) durch die B;-Fliche gegeben.
Sie verlauft sowohl zwischen 4 und B
wie am Kragarm parabolisch. Die

groBte Héhe an der Befestigungsstelle 5 T2 wmiqg
des Seiles ist bestimmt durch: l” 111}7

By=50-10-"2 =25 kgm.
Wollte man B, aus dem linken Bal-
kenteil bestimmen, so bendtigte man
noch 4.

Wire nur die Last P=2000kg G A Fﬂ:mmmﬂthﬁmmg
vorhanden, so entstinde die B;-Fl4- o200 Hnkg
che, wobei

BY =100 - 1,0 = 100 kgm L i

ist. Die wirkliche Momentenfliche ist 0020 g
die algebraische Summe der beiden.
Man benétigt also zum Aufzeichnen
der Momentenfliche nicht die Seilkraft S, wohl aber ist diese notig fiir die Quer-
kraft- und Langskraftfliche. Will man S analytisch berechnen, so stellt man die
Summe der Momente aller Kriifte fiir den linken Auflagerpunkt des Balkens auf,
wobei man zweckmiBig S in zwei Komponente S, und S zerlegt. Es ist:

S, 20

8, T 1,0°

Abb. 228: Ubungsbeispiel.

die Momentengleichung ergibt:
503,050 110030 — 8, 2,0 =0,
8, = 262,5 kg,
Sp=28,-2="525kg.
Die Komponenten der Lagerreaktion am Gelenk A besitzen die GréBen :

Ap=28,=0525kg, A,=8,—3-50—100=-+125kg.
A, geht nach unten. :
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9. Aufgabe. An einem Flugzeug stehen die Auftriebskrifte, die nach Angabe
der Abb. 229 verteilt sind, mit dem in der Mitte wirkenden Gesamtgewicht im
Gleichgewicht. Die Querkraft- und Momentenfliche ist aufzuzeichnen.

Losung. Das Flugzeug kann als ein auf der Luft gestiitzter Balken auf-
gefaBBt werden, wobei jetzt die Stiitzung wie eine zusammenhingende Last

250 ‘ anzusehen ist. Die Stiitzungskrifte
n ! sind die auf die Fliigel wirkenden
‘ — Luftkrafte, die Auftriebskrifte. Die
; 5 im Querkraftfliche verlauft zwischen den
',fz??:_ LG Punkten m und r geradlinig, dagegen
T wkgim. ZWischen r und p ist sie durch eine
i ” m I I T T I” T mm”mﬂ{ Kurve begrenzt. An einer beliebigen
Lo =Xl Auflesvertelng L5 .{: Steblle ::ci zwlilschen g und m ist Q, ge-
' - geben durc
B IW [ ky + .
T ; U, Wi Qz= 1‘;‘ 2'11)kg,
| ! ju—. m;amk:' wobei o
o | L by = ky R S =T0+70- 5%
F o | L
ll i \ ! | An einer Stelle n ist:
i ! ! | i
| - k + h
5 | E Qv ="25"-b+h(z —25)kg.
l ’;L r__p  Das Biegungsmoment an der Stelle m
oder r ist gegeben durch
ky+ R
4 — AT . p.
‘ 0" 500 7000%g Br="m0e
Abb. 229, Ubungsbeispiel. wobei s— 5%5 R hh_:- 2k701 st
1
Fiir eine beliebige Stelle #n zwischen m und 7 entsteht
—_— 2
By ="t p @ 25440 2
Es ergibt sich fiir
r= 1 2 2,5 5 8 10 12,6 m

B;=39,65 117,3 291,5 1397 3860 6196 9920 mkg
Q; =84 196 262,5 612,5 1032,5 1312,5 1662,5kg.

10. Aufgabe. Fiir die in Abb. 230 angedeutete Signalspannvorrichtung soll
die Spannkraft 8 ausgerechnet und Biegungsmoment und Querkraft fiir beide
Teile angegeben werden.

Losung. Auf den aus dem waagerechten Balken und dem lotrechten Pfosten
bestehenden Hebel wirken das Spanngewicht von 80 kg, ferner die beiden Krifte
S und die Lagerreaktion 4. Letztere betrigt, da die Summe der lotrechten Krifte
Null sein muBl, 80 kg. Die beiden ersteren findet man aus einer Momenten-
gleichung fiir den Lagerpunkt:

80-25=28-1,5,
8 =133,3 kg.
Auf die Konstruktion wirken also zwei Kriftepaare mit dem Moment:
80-2,5 bzw. S-1,5kgm.
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Das Biegungsmoment fiir die Balkenpunkte links vom Auflager ist kon-
stant, gegeben durch das Kriftepaar S - 1,5, und fillt dann nach dem rechten
Ende auf Null ab. Fiir den Pfostenteil bestimmen wir das Biegungsmoment
fiir die beiden Punkte 1 und 2 unmittelbar neben der AnschluBstelle; es sind

S
A %
; .
= i ,
g ———
s 1A=80kg a0kg
0 L
I .

0 700 200mkg

- [T [ [Jookg
0 10 200kg

Abb. 230. Ubungsbeispiel,

B, und B, gleich groB, haben aber entgegengesetztes Vorzeichen. Der ent-
stehende Sprung ist durch das Biegemoment des waagerechten Balkens an der
Anschlufistelle, also durch 200 kgm, gegeben.

11. Auigabe. An dem Auslegerkran der Abb. 231 seien die Stabkrifte der

Stédbe 1 und 2 und die Biegemomente, Querkrifte und Léangskrifte fiir die
Kransiule zu ermitteln.

| S —
0 200 ym0kg
% 750
2300
8 % s
-7 -ark
P -
el A
e - 5
Z Ay 00 450kg
A
Y b g c
750 gg'a L;‘M
—=2300 -
40 'y &

900 = ———w 450
1 -
» <N = 7

500 T = 00 | 3200 2200

S — —
0~ 7000 2000k 700 70
01
o 9 1000 2000y
-E e f g

=1000g 600 A=7000kg

d

Abb. 231, Ubungsbeispiel.



156 Anwendung auf ebene gestiitzte Korper (Scheiben).

Losung. In der Konstruktion, als Ganzes gesehen, liegt ein Balken auf zwei
Stiitzen vor, mit dem festen Auflager in A und dem beweglichen in B. Als
Krifte wirken die Last ¢ und die beiden Seilkrifte S am oberen und unteren
Ende des Seils, die gleich @ sind. Da sich in den zur Ermittlung der Lager-
krifte aufzustellenden Momentengleichungen diese beiden Seilkrifte (innere
Krifte) aufheben, sind die Lagerkrifte nur von @ abhingig. Es ergibt sich fiir
den Punkt 4 als Momentenpunkt:

1000-8,0 — B-5,0=0,
B = 1600 kg.

Die Komponentenbedingungen liefern:

4, =B =1600kg,
4, = 1000 kg.

Graphisch findet man die Lagerunbekannten leicht auf Grund der Erwigung,
daB auf das System nur drei Krifte @, B, H wirken, die nur dann im Gleich-
gewicht stehen konnen, wenn sie durch
einen Punkt hindurchgehen (Schnitt-
punkt von @ und B, Abb. 231b). Das
s Kraftdreieck gibt die Grée von 4 und B

Lt an. Die Stabkrifte §; und S, miissen
Eﬂ&—’zﬁ——--—zﬁ—@ o1 am an der oberen Rolle mit @ und der Seil-
s00kg 380y 320%g ) kraft S im Gleichgewicht stehen. Das
zugehorige Krafteck ist ebenfalls in
Abb. 231 ¢ dargestellt. Diese Krafte wir-
ken in den Punkten 1 und 3 auf die
Kransédule. Fiir das Biegungsmoment be-
nétigen wir nur die Komponenten senk-
recht zur Kransdule. Sie ergeben sich im
Krafteck zu 2300 kg und zu 3200 kg.
AuBer ihnen wirkt noch am Punkt 2
die Seilkraft mit 1000 kg auf die Kran-
siule ein (bzw. ihre waagerechte Kom-
ponente von 900 kg). Die zugehorige
Momentenfliche ist in Abb. 23le dar-
gestellt, die Querkraft- und Léangskraft-
fliche in Abb. 231f und g.

S
a

| IS E—
0 200 %00mkg

4 1 12. Aufgabe. An dem waagerechten
.725] A r J25+385 Balken (Abb. 232) ist ein Pfosten be-
I I 8 o g festigt, an dessen Ende sich eine Rolle
mau_ﬂ 18 85 befindet, iiber die ein Seil mit einer Last
I von 500 kg an seinem freien Ende gefiihrt
L & ist. . Gesucht sind wieder Momenten-,
¢ | Querkraft- und Lingskraftfliche.
980 _I 20 Lésung. Auf den Balken wirken tat-

séchlich auBler der Last von 500 kg noch
die in Abb. 232b durch ihre Kompo-
nenten angegebenen Seilkrifte, die selbst alle die GréBe 500 kg besitzen. Die
Lagerreaktionen sind von ihnen ganz unabhingig, da sich je zwei Seilkrifte
gegeneinander aufheben. Die Seilkrifte sind innere Krifte und treten in den

Abb. 232. Ubungsbeispiel.
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fir die Ermittlung der Lagerkrifte aufzustellenden Momentengleichungen gar
nicht auf. Die Lagerreaktionen ergeben sich zu

A = 4600 kg (nach oben),
B = —100kg (nach unten).

Die Seilkrifte beeinflussen aber das Biegungsmoment, denn wenn man fiir eine
beliebige Stelle einen Schnitt s—s legt (Abb. 232a), so trifft dieser auch das Seil,
und auf den Teil links wirkt die Last von 500 kg, die Lagerreaktion und die
Seilkraft. Das Moment dieser drei Kréfte ergibt das Biegungsmoment. Zweck-
miBig zerlegt man jede Kraft § in ihrem Angriffspunkt in zwei Komponenten.
Es ist auf Grund der gegebenen MaBe:

3,5
H, =500+ ——>_ — 380 kg,
: 3,57 1 3 ke
¥, =500 —22 __ 395kg,

3,5° + 32

2,5
H, =500 ——— — 320 kg,
r V2,52 & 3¢ g

3,0
’ V2,5% + 3¢ g

.Die Momentenfliche ist bestimmt durch das Biegungsmoment an den Stellen
1, 2, 3. Es ergibt sich:

B,= 325-1,0—500-1,0=—175kgm,
B, =325-3,56—500-3,5 4 600 - 2,5 = 887 kgm
(linker Teil betrachtet),
B;=—100-2,5 4 385 2,56 =+712,6 kgm
(rechter Teil betrachtet).
Der entstehende Sprung ist bestimmt durch das Moment der waagerechten
Krifte fiir die AnschluBistelle des Armes:
—380 - 3,0 + 320 - 3,0 = —180 kgm.

Querkraft- und Léangskraftfliche konnen in bekannter Weise auf Grundv der
Abb. 232b gezeichnet werden.

X. Balken in nichthorizontaler Lage.

Die bisher betrachteten Balken hatten horizontale Lage und dazu senkrechte
Hebelanséitze zur Aufnahme der Horizontalkrifte. XEs ist selbstverstdndlich,
daB Balken in schiefer Lage oder senkrechter Lage nach den gleichen Gesichts-
punkten zu behandeln sind wie die waagerecht liegenden Balken, wie schon die
Kransidule Abb. 231 zeigte. Wir werden nur in- der Bezeichnung auf die all-
gemeinere Lage des Balkens Riicksicht nehmen miissen, also nicht mehr schlecht-
hin von lotrechten und waagerechten Kréiften sprechen, sondern diese wirken-
den Krifte in bezug auf die Balkenachse besser bezeichnen mit: senkrecht zur
Balkenachse und in Richtung der Balkenachse.

56. Lotrecht stehender Balken (Mast, Pfosten). Betrachten wir als Beispiel
(Abb. 233) einen senkrecht stehenden Balken, der an seinem unteren Ende ge-
lenkig gelagert und durch eine Strebe (Draht) in der Ebene gegen Verdrehung
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um den FuBpunkt gesichert ist (Abspannmast einer Hochspannungsleitung).
Als Belastung sei eine Zugkraft Z am oberen Ende angebracht (Seilzug). Die
Lagerreaktionen, d.h. die nach GréBe und Richtung unbekannte Kraft 4 am
FuBpunkt und die der Gr68e nach einschlieflich Vorzeichens unbekannte Stab-
kraft S in der Strebe, werden am einfachsten graphisch ermittelt. Die Lager-
kraft A muBl durch den Schnittpunkt der Krifte S und Z gehen, wenn sie mit
diesen im Gleichgewicht stehen soll. Die GroBe der Lagerkrifte wird dann durch
ein Krafteck bestimmt. Dieses Krafteck benutzen wir zugleich dazu, die Kom-
ponenten der Krifte
senkrecht zur Balken-
achse und in Richtung
der Balkenachse zu er-
mitteln. Wir zeichnen
zu diesem Zweck ein
Rechteck um das Kraft-
eck, dessen Seiten par-
allel und senkrecht zur
Balkenachse verlaufen,
und das durch alle vor-
kommenden Eckpunkte
des Kraftecks geht. Auf
diese Weise konnen wir
im umgebenden Recht-
7 Za eck alle erforderlichen
Komponentengrofen,
% ablesen. Das jetzige 4,
entspricht dem friiheren
S A, und ebenso A4, der
S¢ Kraft Ah.
: : Die Biegemomente
: der ‘einzelnen Balken-
= = stellen sind genau so zu
finden wie beim hori-
zontal liegenden Balken.
9 : —/; Um dies zu erkennen,
Ar Aa braucht man nur den
a e £ N Balken um 90°zu drehen.

Abb. 238. Der lotrechte Balken (Pfosten oder Mast). Das Biegemoment am
FuBpunkt 4 ist Null,

ebenso am oberen Ende des Balkens. Uber den unbelasteten Balkenstrecken @ und b
wird entsprechend unseren fritheren Erkenntnissen die Momentenfliche gerad-
linig begrenzt sein. Es geniigt also fiir die Aufzeichnung der Momentenfliche
(Abb. 233d) die Ermittlung des Biegemomentes fiir den AnschluBpunkt der
Verspannung. Beziiglich des Vorzeichens fiir das Biegemoment miissen wir
allerdings eine neue Aussage machen, denn nach unserer fritheren Definition
(Cﬁz)) ergdben sich verschiedene  Vorzeichen fiir das Biegemoment, wenn wir

uns einmal gedanklich auf die rechte Seite des Balkens stellen und diesen senk-
recht zur Blickrichtung liegend betrachten, das andere Mal den Balken aber
auf der linken Seite stehend ansehen. Wir miissen uns also iiber den Stand-
punkt fiir unsere Definition entscheiden. Die gewihlte Seite bezeichnet man
durch einen Punkt. In Verbindung mit diesem Punkt im Konstruktions-
bild gibt dann das Vorzeichen der Momentenfliche eine eindeutige Biegungs-
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wirkung an. Wir sagen: Das Vorzeichen des Biegemoments ist positiv einzu-
setzen, wenn vom eingezeichneten Punkt aus gesehen, die Summe aller Mo-
mente links von der Schnittstelle im Uhrzeigersinn, rechts dagegen gegen den
Uhrzeigersinn dreht; alsdann wird die dem Punkt zugekehrte Faser gezogen
und die Biegelinie hat ihre erhabene Seite (konvex) dem Punkt zugekehrt.
Also das Biegemoment ist positiv, wenn die dem gewihlten Blickpunkt nichst-
liegende Faser gezogen und der Balken nach diesem Blickpunkt hin ausgebogen
wird. Ubertragen wir diese Definition auf den horizontal liegenden Balken,
dann miilten wir dort dementsprechend unseren Punkt stets unter den Balken
einzeichnen ; so haben wir aber auch seither den waagerechten Balken betrachtet.
Das Biegemoment fiir die Anschlulstelle der Strebe hat demnach mit dem
Punkt (Standpunkt der Beobachtung) auf der rechten Seite des Mastes die Gro