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V OR WORT DES VERFASSERS . 

.Als Herr Prof. E u eke n im Auf trag des Redaktionskollegiums 
der 11. Auflage des Miiller-Pouilletschen Lehrbuches an mich die 
ehrenvolle Aufforderung richtete, die kinetische Theorie der Warme 
zu bearbeiten, kam mir dieselbe sehr gelegen, da ich schon lange den 
Mangel einer zusammenfassenden modernen- Darstellung dieses Gegen
stan des empfunden hatte. Zwar gibt es einerseits vortreffliche, ge
niigend ausfiihrliche Lehrbiicher der kinetischen Gastheorie, anderer
seits tief eindringende Darstellungen der Grundlagen der statistischen 
Mechanik, aber es gibt .kein Lehrbuch, das die verschiedenen An
wen dungs gebiete der kinetischen Theorie von einem einheitlichen 
Gesichtspunkt aus eingehend wiedergibt. 

Gerade in den letzten zwanzig Jahren hat sich nun diese Theorie 
immer mehr ausgedehnt, aber trotzdem ist ihre Kenntnis und die 
Einsicht in die tieferen Zusammenhange noch viel zu wenig verbreitet. 

Das au13ert sich meiner Meinung nach besonders in zwei Er
scheinungen: 

Erstens gibt es einige Gegenstande, iiber deren kinetische Behand
lung von Zeit zu Zeit Arbeiten ahnlichen Inhalts erscheinen, ohne daJl 
die Autoren von ihren Vorgangern Kenntnis haben. 

Zweitens zeigt sich das in dem weit verbreiteten, aber ganz un
zweckma13igen Streben, von vornherein mit modellma13igen Erklarungen 
einzusetzen. Es gibt eine ganze Reihe von Gesetzen (wie die van der 
Waalssche Formel), deren Giiltigkeit von so allgemeinen Voraus
setzungen abhangt, daJl sie von sehr za hlreich en Modellen erfiillt 
werden, und nur die Zahlenwerte hangen dann von dem betreffenden 
Modell abo Eine saubere theoretische Behandlung erfordert daher 
die getrennte Betrachtung des allgemein Statistischen, und erst wenn 
der allgemeine Zusammenhang zwischen den auftretenden Gro13en 
geklart ist, kann deren Zahlenwert aus einem speziellen Modell ab
geleitet werden. 



IV Vorwort des Verfassers. 

Dieser Band stellt nun einen ersten Versuch dar, die im vorher
gehenden erwahnte Lucke auszufullen. Derselbe ist zweifellos noch 
mit Mangeln behaftet, die sich vermutlich sowohl in der Auswahl als 
auch in der Darstellungsart zeigen werden. lch werde den Fachgenossen 
fur Hinweise auf solche Mangel sehr dankbar sein. 

Es sind bekanntlich verschiedene Darstellungsformen der Statistik 
moglich. Die hier getroffene Wahl ist durch den Wunsch bestimmt, 
den physikalischen Inhalt jeder statistischen Formel - und damit 
auch den physikalischen Inhalt der entsprechenden thermodynamischen 
Formel - moglichst deutlich hervortreten zu lassen, ohne zu hohe 
mathematische Anforderungen an den Leser zu stellen. Dieser Wunsch 
ist auch der Grund dafiir, da13 die prinzipiell so wichtigen und mathe
matisch so eleganten neueren Untersuchungen von M. Planck sowie 
von C. G. Darwin und R. H. Fowler nicht so in den Mittelpunkt 
geruckt und nicht mit del' Ausfiihrlichkeit behandelt worden sind, wie 
ihnen gebuhl't. 

Auch sind die philosophiscb-Iogischen Fragen nach del' Anwend
barkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die damit verbundenen 
mathematischen Untersuchungen nul' gestreift; es sei hierfur auf die 
Untersuchungen von P. und T. Ehrenfest, P. Hertz, R. v. Mises und 
H. Reichenbach verwiesen. 

Es ist mir noch eine angenehme Pflicht, fur zahlreiche wertvolle 
Ratschlage, denen das Buch an vielen Stellen Verbesserungen ver
dankt, und fur das Lesen der Korrektur den Herren Prof. E u eke n, 
Prof. Fajans und Dr. Pollitzer zu danken, insbesondere abel' Herrn 
cando phil. H. Fromherz, dessen unermudliche und sorgfaltige Hilfe 
beim Korrekturlesen und beim Herstellen des Registers allein die 
rechtzeitige Fertigstellung ermoglichte und dessen scharfsinnige Kritik 
mir hochst wertvoll war; ferner sei Herrn Dr. Ott und Herrn cando 
phil. F. Durr fur die Anfertigung der Figuren sowie Herrn Dr. Steiner 
fiir manche Ratschlage bestens gedankt. 

Munchen, September 1925. 

Karl F. Herzfeld. 
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E i n lei tun g 1). 

Die allgemeine Thermodynamik gibt zwar einen Rahmen fiir die Gesetze 
ab, welchen die in der Warmelehre behandelten Erscheinungen gehorchen, 
aber sie sagt niehts iiber die Natur der Warme aus. Mit dem zweiten Haupt
satz wire sogar die Vorstellung vereinbar, daD die Warme ein Stoff sei; der 
erste Hauptsatz schlieDt allerdings diese Moglicbkeit durch die Behauptung 
aus, die Warme sei eine Energieform. Die kinetische Theorie der Warme 
behauptet nun, dall die Warme keine neue Energieform ist; die Warme

energie solI teilweisekinetisch sein, teilweise potentiell, wobei aber nur solche 
Krii,fte eine Rolle spielen, die wir auch auf anderen Gebieten beobachten, z. B. 
elastische oder elektriscbe. 

Berechnet man nun die Warmemenge, die etwa 1 g Eisen abgeben kann, 
wenn man es stark abkiihlt, und setzt diese wenigstens teilweise einer kine
tischen Energie gleich, so ergeben sich Geschwindigkeiten von einigen Hundert 
Metern in der Sekunde fiir das ganze Stiick. Die Geschwindigkeit kann also 
nicht dem massiven Stiick als Ganzes zukommen, sondern mull zu "ver
borgenen" Bewegungen gehoren. Die kinetische Theorie der Warme fiihrt 
daher dazu, die Korper als aus klein en Teilchen zusammengesetzt aufzufassen. 

Sie iibernimmt im speziellen die in der Chemie ausgebildete Molekular
hypothese, nach der ein einheitlicher Korper aus untereinander gleichen Teilen, 
den Molekiilen, besteht, die selbst aber wieder aus "Atomen" zusammengesetzt 
sein konnen. Ein Gas von kleiner Dichte besteht nach dieser Ansicht aua 
Teilchen, den Molekiilen, die aelbstandig bestehen, sich im allgemeinen unab
hiingig voneinander geradlinig bewegen und nur bei groDer Annaherung, ins
besondere wii.hrend der verhaltnismillig seltenen Zusammenstolle, stark auf
einander einwirken. 1st das Gas ein chemisch einheitlicher Korper, so sind aIle 

1) Die ausfiihrlichsten und grundlegenden Lehrbiicher der kinetischen Gas
theorie, die besonders in der mathematisehen Entwicklung wesentlieh iiber unser 
erstes Kapitel hinausgehen, sind: L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastbeorie, 
2 Bde. Leipzig 1896 und 1898, 3. unver. Abdruck 1920, und J. H. Jeans, Dynamical 
Theory of Gases. Cambridge, 3. Aufl. 1921. Fiir die fol/!"enden Kapitel sei ver
wiesen auf A. Wassmuth, Grundlagen und Anwendungen der statistischen 
Mechanik, Braunschweig, 2. Aufl., 1921l, und J. W. Gib bs, Elementare Grundlagen 
der statistischen Mechanik, Leipzig 1905, die beide die im Anhang besprochene 
Methode benutzen, sowie A. Smekal, Quantenstatistik und Quantentheorie, Enzykl. 
der math. Wiss. V, 26, 1925. Fiir das in diesem Buche gegeniiber den Anwen
dungen etwas kiirzer behandelte Gedankliche siehe besonders P. und T. Ehren
fest, Enzykl. d. math. Wiss. IV. 32, 1911, Bowie den Artikel von P. Hertz im 
Repertorium der Physik von Weber-Gans, Leipzig 1916, Bd.I2• 
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2 Einleitung. 

Molekiile ihrer Zusammensetzung nach, ihrer Masse nach 1) und bei tiefer 
Temperatur auch ihren geometrischen Verhaltnissen (GroGe, Form) nach unter
einander gleich. Denn die Aussage der chemischen Einheitlichkeit bedeutet, 
dall eine Trennung in verschiedene Bestandteile nicht moglich ist, ohne den 
Korper chemisch zu verandern. 

Fiir viele Zwecke konnen wir uns damit begniigen, die Molekiile als 

Ganzes zu betrachten. Fiir manche Ieinere Betrachtungen aber ist es notig, 
der Tatsache Reehnung zu tragen, daG viele Molekiile aus Atomen aufgebaut 
sind. Dies hat man daraus gesehlossen, dall aueh ehemiseh einheitliche Korper 
oft Verbindungen sind, d. h. durch stark ere, nchemische" Mittel 2) in mehrere, 
untereinander verschiedene einheitliche Korper zerfallen konnen, die man, 
wenn sie mit chemischen Mitteln nicht weiter zerlegbar sind, Elemento nennt. 
So wie sich im grollen die Verbindung aus den Elementen aufbaut, so baut 
sich im kleinen das Molekiil der Verbindung aus den Atomen der Elemente 
auf, doch kann auch das Molekiil des Elementes aus mehreren (untereinander 
gleichen) Atomen bestehen. 

Die neuere Entwicklung der Atomphysik hat endlich gezeigt, dall auch 
die heute Atome genannten Gebilde im Widerspruch mit ihrem Namen nicht 
unteilbar sind, sondern aus noeh klein~ren Teilen, und zwar aus dem positiv 
geladenen Atomkern, der den Hauptteil der Masse des Atoms ausmacht, nnd 
den negativen Elektronen aufgebaut sind. Diese weitere Feinstruktur der 

Materie wird sich aber nur bei ganz wenigen, besonders tief eindringenden 
Fragestellungen unseres Abschnitts bemerkbar machen. 

Wenn wir das Gas abkiihlen und zusammendriicken, bis es erst fliissig, 
dann fest wird, so riicken die Molekiile immer naher aneinander. In dieser 
wesentlich dichter gepackten Materie wird es dann nicht mehr so eindeutig 
moglich sein, bestimmte Teile abzugrenzen und als selbstandiges Molekiil an
zusehen, aber der Korper wird noch immer aus kleinen, untereinander gleichen 
Teilen bestehen, nur ist die Grenze zwischen den einzelnen Teilen nicht mehr 
so scharf. In den Substanzmengen, mit denen wir gewohnlich zu tun haben, 
ist die Zahl der Atome sehr gron. 

Ferner wird vorderhand die Annahme gemacht, dan die Molekiile und 
Atome denselben Gesetzen der Mechanik gehorchen, die wir bei den Versuchen 
mit groLlen Stiicken find en , erst im Kap. Vln wird auf die Abweichungen 
hiervon eingegangen werden, die mit der nQuantentheorie" verkniipft sind. 

Wenn man nun das Verhaltnis' der kinetischen Theorie zur Thermo
dynamik untersucht, so ergeben sich fiir die erst ere drei Aufgaben. Sie solI 
erstens die allgemeinen Lehrsatze der Thermodynamik auf tieferliegende 
(mechanische oder wahrscheinlichkeitstheoretische) Griinde zuriickfiihren. Sic 
soU zweitens bestimmte Eigenschaften der Korper, die nicht allen Korpern 
gemeinsam sind, sondern nul' bestimmten Klassen, wie die Zustandsgleichungen 

1) Abgesehen von den nach del' Relativitatstheorie mit der Verschiedenheit 
der Geschwindigkeit verkniipften Massenunterschieden. 

2) Fiir dies en Unterschied mun auf die Lehrbiicher der Chemie verwiesen 
werden. 
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oder GesetzmiWigkeiten der spezifischen \Varmen, aus einfachen Annahmen 
iiber gemeinsame Baueigentiimlichkeiten dieser Korperklassen abzuleiten ge
statten, wah rend die Thermodynamik diese GesetzmaJ3igkeiten zwar benutzt, 
sie aber im einzelnen FaIle experimenteIIen Bestimmungen entnehmen mull. 
Sie umfa.l3t drittens Erscheinungsgebiete, iiber welche die Thermodynamik iiber
haupt niehts aussagt. Diese kann nur die Lage von Gleichgewiehten angeben, 
bei irreversiblen Vorgangen nur die Richtling, wahrend die kinetische Theorie 
auch die Geschwindigkeit zu berechnen sucht, mit welcher sich Abweichungen 
vom Gleiehgewicht ausgleichen. 

Wir beginnen un sere Untersuchungen mit der Besprechung desVer
haltens derGase,da sich hier der MechanisInus der Vorgange bis ins 
einzelne verfoIgen la.l.lt. Wollen wir aber im folgenden den Grund fur die 
Giiltigkeit der thermodynamischen Gesetze bei allen Korpern untersuchen, 
so miissen wir von den speziellen Eigenschaften der einzelnen Korper absehen 
und an ihre Stelle gewisse sehr allgemeine Aussagen iiber das Verhalten der
selben treten lassen. Wir verzichten dann also auf die Kenntnis des Mecha
nismus in seinen Einzelheiten, gewinnen· damit die volle Allgemeinheit der 
Thermodynamik, verHeren aber auch gleichzeitig die Moglichkeit, iiber irre
versible Vorgange etwas zu erfahren, da hierzu Kenntnis des Mechanismus 
notig ist, d. h. wir miissen uns auf diejenigen Dinge einschranken, die auch 
in der Thermodynamik behandelt werden. 

Wir wollen diese allgemeine Methode die statistische nennen, im Gegen

satz zur kinetischen, die auf der Betrachtung der Einzelvorgange beruht. 
Diese letztere erfordert viel eingehendere Annahmen iiber den Aufbau der 
behandelten Korper. Sie ist auch, abgesehen davon, dall sie zur Ableitung 
allgemeiner Gesetze nicht brauchbar ist, bei bestimmten Erscheinungen 
wegen der Kompliziertheit der Vorgange nicht immer jetzt schon anwendbar; 
wo sie sich bei Gleichgewichtszustanden durchfuhren laLIt, muLl ihre richtige 
Handhabung dasselbe Resultat ergeben wie die einfachere Anwendung der 
allgemeinen Statistik; iiber Vorgange bei Abweichungen vom Gleichgewicht 
kann sie aHein Aufschlull geben. 

1* 



Erstes Kapi tel. 

Kinetische Theorie der Gase in elementarer Darstellung. 

§ 1. Der Gasdruck, das Boyle-Mariottesche Gesetz. Wir denken 
uns zuerst ein wiirfelformiges GefiUl mit den Seiten 11, 12, 18 , Seine Wande 
seien vollstandig glatt und elastisch. In dies ern GefaB belinde sich ein Molekiil. 
Dieses wollen wir uns als kleine,_ vollstandig elastische und sehr harte Kugel 
denken. Wir wollen zuerst ann ehmen, es fliege genau parallel der 1] - Kante, 
also zwischen den 1218-Flachen hin und her. Von der Wirkung auBerer 
Krafte (Schwerkraft) wollen wir absehen. Dann wird die Wand von Zeit zu 
Zeit einen StoB bekommen. 
diese Stolle hinausfliegen. 

Ware die Wand locker, so wiirde sie durch 
Wir konnen sie aber durch eine Kraft belasten 

und fragen,wie stark diese Kraft sein muB, damit die Wand ill! Mittel in 
Ruhe bleibt (nur im Mittel, denn wahrend eines Stolles wird des sen Wirkung 
iiberwiegen, die Wand also zuriickweichen, nach dem Stoll aber wird die 
Wand unter der Wirkung der jetzt allein vorhandenen Kraft wieder zuriick
wandern und man mull die Kraft eben so wahlen, dall beide Einfliisse sich 
aufheben. Ubrigens kann man durch Vermehrung der Masse der Wand die 
Starke der Ausschlage beliebig vermindern). 1m Mittel wird Gleichgewicht 
herrschen, wenn die Summe der "Stollkrafte", d. h. die Bewegungsgrolle, 
die das Molekiil pro Sekunde auf die Wand iibertragt, gleich ist der aulleren 
Kraft. 

Wir berechnen zuerst die Bewegungsgrolle, die bei einem StoB iiber
trag en wird. 1st die Masse des Molekiils m, seine Geschwindigkeit ~, so hat 
es die BewegungsgroJ3e m ~ und gibt diese an die Wand ab, wenn es an der
selben zum Stillstand kommt. Da aber beide, Wand und Molekiil, vollkommen 
elastisch sind, so bleibt es nicht an der Wand 1), sondern wird mit seiner 
urspriinglichen Geschwindigkeit zuriickgeworfen und bei dies em Beschleuni
gungsprozell (der etwa bei einem Gummiball durch das Wiederausstiilpen 
des eingedriickten Balles erfolgt) wird nochmals m ~ an BewegungsgroJ3e an 
die Wand iibertragen. Bei jedem Stoll empfangt daher die Wand die nach 
aullen gerichtete BewegungsgroBe 

2mg ................ (1) 

1) In Wirklichkeit bleibt die Molekel eine kurze Zeit mit der Wand in Be
riihrung, doch andert dies am Resultat nichts. 
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Da der Abstand der heiden gegeniiberstehenden Flachen II ist, so ist die 
Zeit, die das Molekiil von -der betrachteten Wand bis zur gegeniiberliegenden 
unt! wieder zuriick braucht 211 

T' 
d. h. die Zahl der Stolle eines Molekuls gegen die Wand in der Zeiteinheit 

~ - ................. (2) 
2Z1 

und die im ganzen in der Zeiteinheit auf die Wand iibertragene Bewegungs
grolle 

.. (3) 

und diese ist im Gleichgewicht mit der entgegenwirkenden Kraft. Raben 
wir nicht ein Molekiil, sondern N1 , die genau zueinander parallel, sonst aber 
unabhangig voneinander hin und her fiiegen, so finden N1 mal so viel Stolle 
statt, die Kraft wird N1 mal so groll. Auf die Flacheneinheit der Wand 

wirkt daher der Druck (~~:~e) 
m~2 

_ N1T _ N1m~2 _ N1m~2 
Px---------···· .... (4) 

l2ls lll2 1s v 

wo v = '1'2lS das Gesamtvolumen des Gefalles ist. 
Es ist Nt m die Gesamtmasse M1 des Gases, M1 ~2 die doppelte kinetische 

R 
Energie 2 U1 k ~L seiner Molekiile, also 

N1 
pv = 2 U1k -N ..••..•.•.... (5) 

-'t. L 

In Wirklichkeit fiiegen die Molekule aber nicht genau parallel 1), sondern wirr 
durriheinander, wie wir im nachsten Paragraphen ashen werden. Wir konnen 
das so annahern, dall wir sagen, es fiiege im Mittel ein Drittel aner Molekiile N 
genau von links nach rechts, ein Drittel genau von oben nach unten, ein 
Drittel genau von vorn nach riickwirts oder umgekehrt. Dann ist 

N 1 
N1 = 3' U1k =-ii Uk 

(d. h. nur ein Drittel der gesamten kinetischen Energie kommt fur den Druck 
auf die betrachtete Wand in Betracht) und 2) 

PV=~Uk 1f .............. (6) 
NL 

. . . . . . . . . . . (7) 

1) Man nennt ein 801ches (angenommenes) Gas, dessen samtliche Molekule 
parallel zueinander fliegen, ein "eindimensionales Gas". Sind die Moleltule &;e
?wungen, sich in einer Ebene zu bewegen, so spricht man von einem zweidimen
sionalen Gas. 

2) 1\)2 = S~+1)2 +~. 
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Raben wir verschiedene Arten von Molektilen (Gasgemisch), so konnen 
wir die Uberlegung ungeandert lassen und erhalten 

pv = ! (Uk ~l + Uk'N2 ••• +) ........ (6') 
3 lVL NL 

wo 
Ns U(I) - Nsmsro: ............ (7') 
NL k - 2 

ist. Wir sehen, daJl das Boy le-Mariottesche Gesetz (p '" ~T) dadurch heraus-

kommt, da.a die Raufigkeit der Stolle proportional der Dichte !i der Molekule 
v 

ist; hierbei ist noch angenommen (was spater bewiesen wird), dall die Starke 

eines.Stolles und damit auch ~ ro2 nicht vom Volumen, sondern von einer 

anderen unabhangigen Variabeln bestimmt wird (§ 4). 
Naturlich werden bei steigender lIolekulzahl die Zeiten zwischen zwei 

Stollen immer kurzer, und damit auch die Rin- und Rerbewegung der Wand. 
Unter normalen Umstanden (1 Atm. und Zimmertemperatur) finden, wie wir 
spater sehen werden, etwa 1028 bis 1024 Stolle in der Sekunde auf 1 cm2 statt, 
so dall wir die Dauer eines Stolles selbst schon gegenuber der Zeit zwischen 
zwei Stollen mit berucksichtigen mussen und mit Recht von ununterbrochenen 
Sto.aen reden konnen. Je kleiner die Flache oder N ist, des to kleiner ist die 
Stollzahl und desto groIler daher die relative UngleichmaIligkeit des Zustandes. 

Es ist also der gesamte Druck eines Gases hervorgerufen durch die 
Warmebewegung der Molekule; man nennt die Bewegungsgrolle, die von 
dieser Warmebewegung herruhrt, den n thermischen Druck". 

§ 2. Allgemeines iiber Mfttelwerte, glefchmii6ige Verteilung der 
Geschwindigkeitsrichtungen. Bei den eben durchgefuhrten Betrachtungen 
haben wir gesehen, da13 die Druckmessung eines Gases auf eine Mittelwerts
bildung hinauslauft. Ahnliche Uberlegungen werden wir oft anstellen mussen, 
zunachst begegnen sie uns wieder bei der Betrachtung der Flugrichtung der 
Molekule, denn die provisorische Annahme dreier zu den Seiten des Wurfels 
parallel fliegender Schwarme ist naturlich nur roh. Denken wir zuerst wieder 
an unser eindimensionales Gas genau parallel fliegender Teilchen, so werden 
diese sich untereinander nicht storen. Aber der Zustand ist nicht stabil, 
denn eine kleine Storung wird bewirken, da13 einige Molekule schief zu den 
anderen fliegen, im Laufe del' Zeit mit ihnen zusammenstoIlen (§ 11) und sie 
auch aus ihrer Richtung bringen· werden. So wurde diese ursprunglich vor
handene ParallelrichtUllg schnell in eine gleichmaIlige Verteilung der Rich
tungen ubergefiihrt und wir werden annehmen konnen, da13 in einem ge
wohnlichen Gas aBe Richtungen gleich oft vertreten sind. Zur Begrundung 
hierfiir konnen wir vorderhand sagen, da13 kein Grund vorliegt, eine be
st~mmte Richtung auszuzeichnen (von auIleren Kraften ist ja abgesehen). DaIl 
nicht die au13ere Form des Gefa13es irgend eine Richtung bevorzugt, wollen 
wir S. 9 zeigen, konnen uns aber vorderhand das Gefall als Kugel denken. 
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Zur Darstellung der Verhaltnisse erweist sich eine Form als geeignet, 
die wir jetzt besprechen wollen. Wir denken uns ein gewohnliches recht
winkliges Koordinatensystem (Fig. 1) und betrachten ein bestimmtes Molekiil 
mit den Geschwindigkeiten ;, 1], 6, also den Komponenten der Bewegungs< 

grolle m 1:, m"', m f-. Wir zeichnen in unser F' 1 S ./ b Ig .. 

Koordinatensystem den Punkt mit den nt~ 

Koordinaten m S, m rJ, m 6 ein, des sen Lage 
uns also umgekehrt eindeutig die Kompo
nenten der Bewegungsgrolle und damit der 
Geschwindigkeit festlegt. Verbinden wir 
den NuBpunkt mit unserem "Bildpunkt", so 
hat der Radiusvektor die Richtung der Be
wegungsgrolle (bzw. Geschwindigkeit) des 
betrachteten Molekiils, seine Lange ist gleich 
dem Betrag derselben. Diese Konstruktion 
fiihren wir fiir alIe Molekiile durch und 

........ :;: 
.~./ 1 

+---+--,,~....;...-..,;--~ m1) 

erhalten durch die Endpunkte dieser Impulsvektoren ein genaues Bild der Be
wegungsgrolle aBer Molekiile. Da wir ihren Betrag vorderhand fiir aIle Mole
kule als gleich annehmen, liegen aIle Endpunkte auf einer Kugel vom Radius 

Wenn die Geschwindigkeiten nach allen Richtungen gleichmallig (" isotrop") 
verteilt sind, so heillt das, daB die Punkte iiberalI gleichmallig dicht auf der 
KugeloberBache Hegen. Denken wir uns etwa die Punkte schwarz auf der 
weillen Kugel, so soIl die Kugel gleichmaBig grau erscheinen. Wenn wir 
nun fragen, wieviel Molekiile in einer bestimmten Richtung fliegen, so ist 
die F~age in dieser Form unzweckmaJ3ig gestellt. Denn eine bestimmte Rich
tung bedeutet einen ganz bestimmten Punkt auf der Kugel, und wir werden 
nicht erwarten durfen, daB mit dies em bestimmten Punkte auch nur ein ein
ziger der schwarz en Punkte, die die Endpunkte un serer Impulsvektoren dar
stellen, genau zusammenfallt. Wir miissen unsere Frage so stellen, dall wir 
einen bestimmten Spielraum zulassen, urn welchen die F' Ig. 2. 
Bewegungsrichtung von der gewiinschten hochstens 
abweiche.n darf, d. h. wir miissen urn die Richtung 
einen .kleinen Kegel mit dem raumlichen Offnungs
winkel dw angeben. (Es braucht kein Kreiskegel 
zu sein.) In unserer DarstelIung bedeutet daB, dall 
wir nach der Zahl der Bildpunkte fragen, die auf der 
Kugel in einem kleinen Flachenstiick urn den ge
wiinschten Punkt herumliegen. Das Flachenstiick 
muLl dabei so gro1.l sein, da1.l es noch viele Bildpunkte enthalt. In unserer 
"farbigen" Darstellung he i 13 t d as, daIl wir nach der Gesamtmenge an 
schwarzer Farbe in unserem Flachenstiick fragen. Diese Frage ist nur dann 
eindeutig zu beantworten, wenn das ganze Flachenstiick ala einheitlich grau 
betrachtet werden kann. Bei einem zu kleinen Flachenstuck kame es auf 
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die genaue Lage der Grenzen an und ganz kleine Anderungen der Form 
ohne merkbare Anderung der Gro13e konnten dadurch eine relativ gro13e 
Anderung an Farbinhalt (Zahl der enthaltenen Bildpunkte) verursachen, da13 
ein weiterer Punkt dazu kame (Fig. 2). 

Man nennt solche Flachenstiicke und iiberhaupt Gro13en, fiir deren Be
stimmung ahnliche Uberlegungen ma13gebend sind, "physikalisch unendlich 
klein" . 

Bezeichnen wir nun die Dichte der Punkte auf der KugeloberHache mit 6, 

wobei diese Gro13e der Beziehung geniigt (da aIle Molekiile irgendwo auf der 
KugelHache liegen miissen) 

N = J 6dw, 

dann ist der Bruchteil der Molekiile, deren Bildpunkte innerhalb eines be
stimmten Flachenstiickes d w liegen, 

dN 6cZw 

N f6dW' 
1m Falle der isotropen Verteilung ist die Dichte 6 konstant, also ist 

dN dw d w 
N=Jdw=47r 

der Bruchteil der Molekiile, deren Geschwindigkeit in ihrer Richtung von 
einer bestimmten nur innerhalb des Kegele von der 0ffnung dw abweicht. 

An Stelle der gleichzeitigen Betrachtung aIler Molekiile eines Gases 
(raumliche Mittelbildung) konnen wir auch ein Molekiil durch langere Zeit 
vedolgen. Wir konnen uns z. B. seine Geschwindigkeitsrichtung in einem 
bestimmten Moment und dann nach je 1/1000 Sekunde notieren und diese ver-

Fig. 3. 

schiedenen Bewegungsrichtungen desselben Molekiils genau so auftragen wie 
friiher die gleichzeitigen Geschwindigkeitsvektoren verschiedener Molekiile des 
Gases. Hierbei wird auf die Aufeinanderfolge der einzelnen Geschwindig
keitsvektoren keine Riicksicht genommen, genau so wie wir friiher nicht be
riicksichtigten, welche Molekiile einander nahe waren. Man erhalt so ein ganz 
entsprechendes Bild mit desto mehr Einzelpunkten, je ofter man beobachtet, 
und kann hier leicht direkt sehen, da13 z. B. ein einzelnes Molekiil, das an 
den Wanden eines Wiirfels reHektiert wird, tatsachlich aile Richtungen gleich 
oft annimmt, gleichgiiltig wie man angefangen hat (Fig. 3). Ausgenommen 
sind gewisse ausgezeichnete Bewegungen von periodischem Charakter (Fig. 4), 
die aber durch die kleinste Starung in den gewohnlichen Fall iibergehen. 

Man kann also, wenn man zu wenig ~olekiile hat, um eine geniigend 
gJeichmaJ.\ige Bedeckung der Kugeloberflache bei blo13 raumlicher Mittelung 
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anzuwenden, an ihrer Statt zu der eben betrachteten "zeitlichen Mittelung" 
greifen, in welcher die verglichenen Geschwindigkeiten nicht gleichzeitig, 
sondern nacheinander vorhanden sind. 

Nach dies en allgemeinen Bemerkungen wollen wir nun zeigen, dall die 
isotrope Geschwindigkeitsverteilung durch die Form des Gefalles nicht beein
fiullt wird. Dazu zeigen wir zuerst, dall sich gar nichts andert, wenn wir 
etwa ins lnnere eines Gases eine Platte stell en (Fig. 5). 

Betrachten wir ein von rechts auf dem Wege A kommendes Molekul a, 
das nach dem Refiexionsgesetz von der Platte auf dem Wege B zuruck
geworfen wird. Dann gibt es stets ein anderes Molekiil b 1), das von links 
her gegen die Platte auf dem Wege C kommt, der die Verliingerung von B 
nach ruckwiirts bildet, und auf dem Wege D 
zuriickgeworfen wird, der die Verlangerung 
von .A bildet. Stiinde die Platte nicht da, so 
hiitte das Molekul a den Weg A + D zuruck
gelegt, das Molekul b den Weg C + B, in
folge der Anwesenheit der Platte bewegt 

sich a auf A + B, b auf C + D. Die Platte 
bewirkt also nur, dall fiir bestimmte Wege, 
d. h .. bestimmte Gesch windigkei tsrichtungen, 
die lndividualitiit der Molekule veriindert 
wird (dall also auf B das Molekiil a statt 

des Molekiils b liiuft) und dall die zeitliche 
Reihenfolge der Stucke nicht die gleiche 
bleiht; beide U mstiinde sind aber fiir uns 

Fig. 5. 

ohne Bedeutung. Wir seben also, dall eine hineingestellte Platte eine vorhandene 
gleichmiillige Verteilung der Geschwindigkeitsrichtungen nicht iindert (eine 
ungleichmiilljge Verteilung, wie sie bei stromenden Gasen vorhanden ist, wird 
natiirlich geiindert, weil dann fiir· die abgelenkten Molekulen nicht genau 
gleich viel kompensierende auf die Riickseite treffen. Darum beeinfiuJlt eine 
Platte auch die Stromung). 

Auch wenn es sich urn keine einfache Platte, sondern um beliebig kom
pliziert gestaltete Gebilde handelt, bleibt die Uberlegung richtig, nur mull man 
dann Gruppen von mehr als zwei Molekiilen heranziehen. Von Zusammen
stoJ3en zwischen den Molekiilen konnten wir dabei ganz absehen 2). 

Wir haben gezeigt, dall eine Platte im lnnern eine einmal hergestellte gleich
mii.llige Geschwindigkeitsverteilung nicht iindert. Dasselbe gilt fiir die Wand. 

Wenn wir uns nun denken, es sei an einer Wand des GefiiJ3es eventuell 
kiinstlich eine gleichmiillige Geschwindigkeitsverteilung hervorgebracht, so 

1) Und ZWRl' kornrnen infolge del' Isotl'ovie ebensoviel Molekiile b wie a VOl'; 
natiidich sind die Richtungen nicht genau festgelegt. 

2) Durch diese Dberlegung wird die Ansicht von A. Fairbourne, Phil. Mag.43, 
1047, 1922, siehe auch H. H. Platt, ehenda 46,415, 1923, widerlegt, del' in ver
diinnten Gasen durch feste Kiirper einseitige Stromungen hervorrufen woIlte, aber 
<lie kompensierendpll StiiJ3e an del' Oberseite iibersah, siehe auch R. d' E. At kin son, 
~ature 111. 326, 1923. 
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wird also die Wand an dieser Verteilung gar niehts andern, sondern so 

wirken, als ware an der anderen Seite das Spiegelbild des wahren Gases vor
handen. Bei Stromungen hingegen darf man die Wirkung der Wand nieht 
weglassen. 

§ 3. Die Zahl der StoJ3e gegen die Wand. Genauere Berechnung 
des Druckes. Wir verfeinern jetzt unsere Druekreehnung dureh Mit
beriieksiehtigung der sehief auftreffenden Molekiile. Wir denken uns ein 
Polarkoordinatensystem mit dem Nullpunkt in die Wand gelegt, die Aehse 
moge senkreeht auf der Wand stehen (Fig. 6). 

F ig. 7. 

F ig. 6. 

Wir fragen, wieviel Molekiile in der Sekunde auf 1 em2 der Wand aus 
einer Riehtung .{}, qJ trefien, wobei wir fiir diese Riehtung als Spielraum einen 
Kegel mit dem Offnungswinkel d m = sin'{}d ftd qJ offen lassen. Natiirlieh 
k6nnen aus dieser Riehtung nur solehe Molekiile kommen, deren Geschwindig
keit diese Riehtung hat. Wir bezeiehnen die Zahl der Molekiile in i ems 

mit N 1). Von Ihnen haben !!. d m die angegebene Richtung. In einer Sekunde 
v v 4n 

treffen diejenigen Molekiile mit der vorgesehriebenen Geschwindigkeit auf, 
die innerhalb eines sehiefen Zylinders iiber der zu treffenden Flaehe mit einer 
Achse von der Lange ttl und von der gewiinschten Riehtung Hegen (Fig. 7). 
Man sieht das leicht so ein, daB das letzte Molekiil, das am Anfang der 
Sekunde am Beginn des Zylinders lag, am Ende der Sekunde die Strecke ttl . 

zuriiekgelegt hat und gerade noeh zum Stol3 zureeht kommt, die vor ihm 
liegenden natiirlich erst recht. (Sto.!3e der Molekiile untereinander vertausehen 
nur einzelne individuelle Molekiile, andern aber nicht ihreZahl.) Das Volumen 
des Zylinders ist ttl. 1 cmi. cos -It, die Zahl der Stol3e ails der angegebenen 
Richtung daher 

N dm N . 
-- ·ttl·cos-lt - = - - ttlcos-ltstn-ltd.{}dp . ..... (8) 
v 4n 4nv 

Die Gesamtzahl der Stol3e erhalt man durch Integration iiber qJ von 0 
n 

bis 2 n, iiber -It von 0 bis - (Halbkugel) zu 
2 

ttlN -- .. 
4 v 

. . . . . . . . . . (9) 

1) N Gesamtzahl der Molekiile, 11 Gesamtvolumen. 
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Zur Berechnung. des Druckes ist zu beachten, daJ3 bei der ReHexion an 
der W!!ond nur die N ormlilkomponente ItI cos.lJ' der Geschwindigkeit· umgekehrt 
wird, die Tangentialkomponente aber ungeandert bleibt. Man erhiilt daher 
alB .lnderung der BewegungsgrOIle pro Sto.a 

2111It1COS.lJ', 

fiir aIle StiiJ3e aus der Richtung .IJ', cp in der Sekunde 

und im ganzen 

2 m ItI cos.lJ'.~ cos.lJ' sin.lJ'd.lJ' dcp 
4n 

mltli - ................ (10) 
3 

wie bei der angenaherten Rechnung (6, 7). Diese stimmt also nur darum, weil 
im Druck cos • .IJ' auftritt und der Mittelwert 

n/2 2n 

J cos2 .1J' sin.lJ' d.lJ' J d qJ 

cos2 .1J' = 0 0 
4n 

1 

3 

ist. Fiir die Berechnung der Zahl der StiiJ3e ergibt die genaue Rechnung 

cos.lJ' = 1/" 
wahrend die angenaherte tJberlegung 1/6 ergabe. 

§ 4. Ausgleich der Geschwindigkeiten, Temperatur. Wir ha.ben 
bisher die ZusammenstiiJ3e der Molekiile untereinander nur gebraucht, um die 
gleichma13ige Verteilung der Geschwindigkeitsrichtungen herzustellen. Sie 
sind aber auch fiir die GriiJ3e derselben von EinHu13. Selbst wenn urspriing
Hch, wie wir bisher gerechnet haben, aHe Molekiile eines Gases genau die 
gleiche Geschwindigkeit hatten, so wiirden die ZusammenstiiJ3e diesen Zustand 
bald ii.ndern, genau so wie sie nach § 2 die Parallelbewegung der Molekiile in 
eine andere Verteilung iiberfiihren. Wir wollen fiir das Folgende die Molekiile 
als voHkommen elastische Kugeln ansehen. Die Gesetze des StoJ3es solcher 
sind leicht a.nzugeben (siehe Band I dieses Lehrbuchs). Verbindet ma.n die 
MitteJpunkte der beiden Kugeln im Moment des StoJ3es durch die nZentri
l~nie", so bleiben die Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zu dieser Rich
tung ungeandert, wahrend die Geschwindigkeiten parallel der Zentrilinie 
lUIZ, lU2z mit den entsprechenden GriiJ3en vo;' dem StoJ3 1tI1°., 1tI:. folgender
maJ3en zusammenhangen: 

Bei gleichen Massen kehren sich diese Geschwindigkeiten also einfach um. 
In diesem F!!olle laJ3t sich leicht zeigen, wie zwei urspriinglich gleiche Ge-
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schwindigkeiten sieh andern. Es mogen zwei Kugeln nach Fig. 8 zusammen
sto13en. Die ganze Gesehwindigkeit der ersten war parallel der Zentrilinie, 
wahrend die zweite gleich schnell senkrecht dazu flog, also keine Parallel
geschwindigkeitskomponente hatte. Naeh dem Sto./3 hat daher die erste 

Kugel keine Geschwindigkeit parallel zur Zentrilinie, senkrecht zu ihr bl'libt 
die Geschwindigkeit unverandert; da diese Komponente 0 war, bleibt die erste 

<----

Fig. 8. Kugel ganz in Ruhe, wahrend die Geschwindigkeit der 

... , , 
zweiten sich aus zwei gleieh gro13en zueinander senk
rechten Komponenten zusamlllensetzt, sie also urn 40 0 

abgelenkt wird und mit einer urn Vi gro./3eren Geschwin
digkeit weiterfiiegt. 

Es wird sich so eine Streuung der Geschwindig
keiten nieht nur ihrer Richtung, sondern aueh ihrer 
GroLle naeh einstellen, und diese werden wir spaterhin 
aus der Bedingung ermitteln konnen, daJ3 die Verteilung 
durch die StoLle hergestellt und nieht wieder gestort 
wird. Jedenfalls ist aber die kinetische Energie des 

ganzen Gases gleich der Summe der kinetischen Energie der einzelnen Mole
kiile, und in un serer Druckgleichung haben wir an Stelle von 

zu setzen, wo die Summe iiber aIle Molekiile erstreckt werden muLl. 'Vir 
konnen auch einen Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrates definieren 

- EltJ2 
lU2 = .. _-, 

N 

Wir haben nun zu untersuchen, in welchem Zusammenhang die kinetische 
Energie Uk mit der Temperatur steht. Fiir die Definition der letzteren erwies 
sich (§ 2 des ersten Teiles) die Erfahrungstatsache als grundlegend, daJ3 Korper, 

die "in warmeleitender Verbindung" stehen, nach hinreichend langer Zeit 
keine Energie mehr austauschen. Diesen Zustand definiert man als Zustand 
gleicher Temperatur, wahrend das MaLl fiir verschiedene Temperaturen an 
sich konventionell festgesetzt ist. 

Wir hatten also zu untersuchen, welchen Zusammenhang die mittlere 

Energie eines Molekiils !!'I;~ mit der Temperatur hat (daLl es nicht auf die 

Gesamtmolekiilzahl eines Gases ankommt, sehen wir ohne weiteres, da eine 
Vermehrung der Zahl der Gesamtmolekiile mit entsprechender Vermehrung 
des Volumens nichts an den Stollen und damit an der Energieiibertragung andern 
kann). Wir Mnnen jetzt auf zweierlei Weise weiter schlie13en, indem wir 
erstens sagen: Erfahrungsgema!.l sind zwei verschiedene Gase im Warme
gleichgewicht (haben also definitionsgema13 gleiche Temperaturen), wenn 
Mengen das gleiche p v haben, deren Massen im Verhaltnis der Molekular
gewichte stehen, d. h. die gleich viel Molekiile enthalten, da die Gesamtmasse 
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gleich N. mist 1). 
Gleichung 

Fiir solche gleichtemperierte Gase ist aber nach unserer 

m\lJ2 3 pv 
-2 2N 

gleich, welchen Wert auch p oder v, also die Dichte, einzeln haben mogen. 
m\lJ2 

Daraus folgt, daJ3 fiir aHe Gase -2-- nur von der Temperatur abhangt, 

und zwar fiir aHe in derselben Weise. DaJ3 man diese GroUe proportional der 

Temperatur setzt, und zwar 
m\lJ2 3 RT ............. (11) 

2 

wo R die Gaskonstante und NL die Zahl del' Molekiile im Mol ist, ist dann 
reine Konvention, die das Volumen des Gasthermometers als direktes MaJ3 fiir 
die Temperatur willkiirlich nimmt. 

Hiermit ist abel' natiirlich nicht kinetisch erklart, warum Gase, deren 
Molekiile im Mittel gleiche Energie haben, keine Warme austauschen, sondern 
nur verlangt, daJ3 die kinetische Theorie zu diesem Resultat fiihren muJ3, 
wenn sie mit der Erfahrung in Ubereinstimmung bleiben will. 

Del' zweite Weg, zur kinetischen Temperaturdefinition zu gelangen, ware 
del', den vorigen Satz kinetisch abzuleiten und damit auch die empirische 

Gleichung p V == R T 

zu beweisen. 
Wir denken uns nun zuerst zwei verschiedene Gase, die aber das

selbe Molekulargewicht haben sollen, im selben Raume. Dann sieht man 
leicht ein, daJ3 sie ihre Energien im Mittel ausgleichen werden, auch wenn die 
Molekiile des einen von Ihnen anfangs eine groJ3ere Energie gehabt haben 
soUten, denn fiir den Erfolg der StoJ3e kommt ja nur die Masse, aber nicht 
die GroUe oder irgend eine andere individuelle Eigenschaft in Betracht, und 
genau so wie durch die Stolle die Energie eines besonders schnellen Molekiils 
eines Gases bald auf die anderen Molekiile sieh verteilt, so wird das aueh bei 
einem fremden Molekiil der gleichen Masse del' Fall sein, so daO im Gleich
gewieht die Molekiile beider Gase dieselbe mittlere Energie haben werden, 
wie auch ihre verhaltnismaUige Menge sein mag. 

Nun denken wir uns 2) die beiden Gase getrennt, mit beliebig verschiedener 
Dichte, und haben eine Mogliehkeit des Warmeaustausches zu ersinnen, deren 
Funktionieren wir iiberblicken konnen. Dazu denken wir uns als "wiirme
leitende" Verbindung zwischen den beiden Gasen A und B (Fig. 9) eine schmale 
Gasschicht, deren Begrenzung gegen das Gas A die Wand a bildet. Diese 

1) Genauer ist der Vorgang folgender: Zwei gleiehe Mengen deB s e I ben 
Gases ts.uschen keine Warme aUB, werlD ih1' p v gleieh ist. Nimmt man dann ein 
ande1'es Gas, so kann man seine Menge so bestimmen, daE es mit einer beBtimmten 
Masse des ersten von gegebenem l' v keine Warme austauseht, wenn es dasselbe 
pv hat. Die so sieh ergebenden Mengen erweisen sieh als proportional den Ver
bindung~gewiehten. Hat man das Mengenverhii.ltnis fill' ein p v festgelegt, so bleibt 
es fiir aIle pv dasselbe (Avogadrosehe1' Satz). 

2) L. Boltzmann und G. Bryan, Wien. Ber.lOB, 1125,1894; Proe. Phys. Soc. 
13, 485, 1895. 
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s.oll S.o beschaffen sein, daLl sie M.olekiile des Gases A glattdurchliU3t, M.ole
kiile v.on B dagegen v.ollk.ommen elastisch zuriickwirft 1). Entsprechend s.oll 
die Trennungswand b zwischen der Schicht und dem GefaLl mit B die M.ole
kiile B durchlassen, A aber nicht. Dann wird fiir A das Gefall einfach bis 
zur Wand b reichen (denn a ist ja kein Hindernis fiir die M.olekiile A) und 

@A 
® ® 

® 
® ® 

Fig. 9. 
a b 

€j) o q 
c:c D 0 

es wird in der Zwischenschicht dieaelbe Dichte 
v.on A herrschen wie im eigentlichen GefaLl; ent
sprechendes gilt fiir B. Nehmen wir nun an, die 

M.olekiile v.on A hatten urspriinglich eine hOhere 
mittlere Geschwindigkeit wie die v.on B, dann werden 
einigev.on ihnen in der Zwischenschicht mit M.ole

kiilen B zusammenst.ollen und dabei nach der friiheren Uberlegung Energie 
verlieren, denn in der Zwischenschicht ist einfach ein Gemiseh v.on A und B 
v.orhanden, und fiir die einzelnen ZusammenstoJ.le ist es natiirlich gleichgiiltig, 
dall auJ.len n.och Gefalle mit reinem A und B daranhangen. 

Die durch die Stolle getr.oitenen M.olekiile A werden als.o im Mittel mit 
kleinerer Energie in das HauptgefaLl zuriickkehren, als sie urspriinglich hatten 
und die im Hauptgefall zuriickgebliebenen n.och haben, sie werden daher 1m 
Zusammenst.oll mit den letzteren ihre Energie ausgleichen, d. h. den zuriick
gebliebenen M.ole~iilen etwas Energie entziehen und mit einer Energie in die 
Zwischenschicht zuriickkehren, die zwar groller ist als die, mit der sie die
selbe verlassen haben, aber kleiner als die Energie, mit der sie zum eraten 
Male in die Zwischenschicht kamen. U mgekehrt kehren die M.olekiile B aus 
der Zwischenschicht mit grofierer als ihrer Uraprungsenergie in ihr Haupt
gefaB zuriick und iibermitteln dies en Uberschufi den d.ort zuriickgebliebenen. 
Wir sehen, daLl die Zwischenschicht eine \Varmeiibertragung zwischen den 
beiden Gasen unter Erhaltung beliebig v.orhandener Dichtedifferenzen ge
stattet. Dieser Warmeaustausch geht v.om Gas mit hoherer kinetischer Energie 
zu dem mit niederer. Erst wenn in der Zwischenschicht keine Energie mehr 
im Mittel v.on den M.olekiilen des einen Gases auf die des anderen iibertragen 
wird, sind die beiden Hauptgefafie im Warmegleichgewicht. In der Gas
mischung der Zwischenschicht hort die \Varmeiibertragung aber erst bei 
gleicher mittlerer Energie der M.olekiile beider Arten auf. 

Wir haben als.o jetzt kinetisch bewiesen, daLl Warmegleich
gewicht zwischen zwei verschiedenen Gasen desselben M.olekular
gewichts herrscht, dieselben als.o gleiche Temperatur haben, 

wenn die kinetischen Energien gleich sind. 

Diesen Beweis miiBte man nach zwei Richtungen erweitern. 

Man miifite erstens zeigen, dafi das Resultat v.on der Art der warme
leitenden Wand unabhangig ist. Da man hierzu aber auf die allgemeinen 
Eigenschaften s.olcher Wande eingehen muLl, kann das die Gasthe.orie aHein 
iiberhaupt nicht, hierzu ist die allgemeine statistische Mechanik notig. 

1) Ob sieh eine s.olcbe Wand wirklich herstellen HiJ3t, ist v.orderhand einerlei. 
es genugt, wenn die Dberlegungen in sich widerspruchsfrei sind. 
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Zweitens hiitten wir zu zeigen, dall auch bei Gasen mit verschiedenem 
Molekulargewicht in einem Gemisch sich im Mittel dieselbe mittlere kinetische 
Energie herstellt. 1st das bewiesen, dann konnen wir genau so wie wir es 
eben getan haben, auch zeigen, dall zwei in wiirmeleitender Verbindung 
stehende Gase nur dann keine Wiirme austauschen, wenn die mittlere kine
tische Energie ihrer Molekiile gleich ist, d. h .. dann ist auch bewiesen, dall 
tatsiichlich fiir aHe Gase, unabhangig von ihrer Natur und ihrer Dichte, die 
Temperatur allein durch die kinetische Energie bestimmt ist und dann natiir
Hch willkiirlich ihr proportional gesetzt werden kann. 

Aber diesen Beweis des Energieausgleichs im Gemisch fiir Gase mit ver
schiedenem Molekulargewicht konnen wir erst nach dem Beweis 1) des M a x
wellschen Verteilungsgesetzes fiir die Geschwindigkeiten fiihren, wir miissen 
daber bis auf weiteres die allgemeine Giiltigkeit der Gleichung 

~ NLffl\lJ 2 = RT 
3 2 

aus der Erfahrung entnehmen und konnen daraus riickschlieUend den Energie
ausgleich im Gemisch bestatigen. 

Aus dieser Erkenntnis folgt dann sofort das Daltonsche Gesetz iiber 
den Druck von Gasmischungen. Wir haben in § 1 gesehen, da/3 

N1 ffl1 \lJ12 + N..2 ffl2 \lJ22 / P = v· -3- v -3- .......... (6) 

d. h. da13 der Gesamtdruck sich aus Partialdrucken 

zusammensetzt. Jeder dieser Partialdrucke hat aber den Wert, den del' 
Druck hatte, wenn das betreffende Gas im gleichen Volumen bei derselben 
Temperatur aHein da ware, weil wir jetzt gesehen haben, dall die Gro/3en -. 
ffli 2\lJi nul' von der Temperatur, nicht aber von del' Dichte oder del' Anwesen-

heit eines anderen Gases abhangen. 

§ 5. Kinetische Energie und spezifische Warme einatomiger Gase. 
Bei Molekiilen, die wir als Punkte behandeln konnen, besteht der gesamte 
Energieinhalt, der von del' Wiirmebewegung herriihrt, aus del' eben be
sprochenen kinetischen Energie, das ist pro Mol 

3 
Uk=-RT ............. (12) 

2 

Die spezifische Warme bei konstantem Volumen ist daher 

Cv = (~ ~t = ~ R. 

1) Der Beweis, der bei Gans-Weber, Repetitorium der Physik 12 , S.366, 
Leipzig 19lfi, angedeutet ist, erfordert das Verteilungsgesetz. L. Boltzmann, 
Wien. Ber. 91, 613, 1886. 
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Der Energieinbalt und die spezifische Warme bei konstantem Volumen ist 

vom Volumen nicht abbangig, weil eben die mittlere kinetiscbe Energie eines 

Molekiils direkt die 'l'emperatur millt und das Gas keine weitere Energie hat. 
Es zeigt sich allerdings, dall viele Gase eine hobere spezifische \Varme haben 
als die oben berechnete, woraus man schliellen mull, dall bei ihnen noch andere 

Energievorrate vorbanden sind. Wir werden sehen, dall diese in Drehungen 
der Molekiile und Bewegungen innerhalb der Molekiile stecken. 

Wir konnen die kinetische Energie der fortschreitenden Bewegung auf 
die drei Achsen eines belie big orientierten Koordinatensystems verteilen, da 

ltJ2 = ;2 + 1]2 + ~2. 
Dann wird 

Da im Mittel keine Koordinatenrichtung bevorzugt sein kann, mull gelten 

..- - ltJ2 
;2 = 1]2 = ~2 = -- . . . . 

3 
. . . . . (13) 

Strenger liiBt sich dies so nachweisen wie in § 3, indem man 

; = ltJcos,f)-, 
setzt. 

Bier ist die Mittelung vorderhand iiber die Richtungen vorgenommen 

und ergibt mit cos2 ,f)- = i : ;2 = ltJ2, und nun ist noch iiber die Grolle von ltJ 
3 

zu mitteln 1), was durch den dariibergesetzten Strich angedeutet wird. DaB 

man das Koordinatensystem beliebig drehen kann, Jiegt natiirlich an der im 

Mittel kugelsymmetrischen Anordnung der Geschwindigkeitsrichtungen. 

Es kommt also auf jede Achse die mittlere kinetische Energie 

3 R T Rl' 
2::l 2 

Hatten wir ein "eindirnensionales" Gas, so hatte dieses also die spezifische 

'vV·· R. . d' . 1 des sen Molekiile sich nur in einer Ebene arme 2' eln zwel ImenSlOna es, 

R 
bewegen konnen, hatte CV = 2 2 , 

Wir konnen ohne wei teres die mittleren Geschwindigkeitsquadrate der 

Molekularbewegung berechnen. 
Es ist ja 

\1)2 \1)2 3 
Uk = NL'm 2- = M 2 = 2 RT· ....... (14) 

Mit R = 8,315.10 7 erg/Grad wird daraus 

lUi = 2,4945.10 8 ~ cm2 / sec!l ••••••••• (15) 

1) DaJ3 auch diese nicht bei allen Molekiilen in jedem Augenblick dieselbe 
ist, wird in § 7 gezeigt, siehe auch § 4. 
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Fur Hi und 00 C erhiUt man aus (15) 

ylU2 = 1862 m/sec. 

Diese GroJle ist fur andere Gase und Temperaturen proportional der Wurzel 
aus T. umgekehrt proportional der Wurzel aus demMolekulargewicht. 

§ 6. Arbeitsleistung der Gase bei der Ausdehnung. Wir wollen 
nun versuchen, die fur die Thermodynamik so wichtigen Verhaltnisse bei der 
Ausdehnung eines Gases kinetisch zu verstehen und wollen hierbei die beiden 
grundlegenden FaIle adiabatischer Ausdehnung betrachten, namlich den 
irreversiblen Fall ohne Arbeitsleistung und den reversiblen unter Arbeits
leistung. 

Zur Diskussion des ersten, wie er im Versuch von Gay-Lussac realisiert 
wird, denken wir uns ein GefaJl, das durch eine Trennungswand in zwei 
Teile geteilt ist. Die eine HaUte sei mit Gas erfullt, die andere leer. In dem 

gasgefftllten Teile solI sich das innere Gleichgewicht eingestellt haben. Nun 
'ziehen wir plotzlich die Trennungswand weg, und zwar in ihrer Ebene (nach 
Art einer Schiebetur). 

Den Molekulen, die gerade auf die Trennungswand zufiiegen, passiert 
durch das \Vegschieben gar nichts, der Unterschied gegen fruher ist nur der, 
da.i3 sie weiter fliegen konnen und erst beim Anprall an die Wand der bisher 
leeren Halfte zur Umkehr gezwungen werden. An ihrer kinetischen Energie 
ii.ndart sich also nichts, nur findet (besonders im vorher leeren Gefii.13) ein 
Uberwiegen bestimmter Geschwindigkeits ri c h tun ge n statt 1) (das Hinuber
stromen des Gases), das sich aber bald durch gegenseitige ZusammenstoJle 
der Molekule wieder ausgleicht. An der kinetische!l Gesamtenergie aber hat 
sich durch diese Volumenvermehrung nichts geandert (wir haben angenommen, 
da13 nicht kunstlich Warme zu- oder abgeleitet wurde) und da diese kine
tische Energie fur die Temperatur allein mallgebend ist, ist auch das Resultat 
des Versuches, daJl die Temperatur konstant bleibt, erkliirt (wir konnten an 
dieser Stelle auch den Schlull umkehrenund aus dem Versuchsresultat darauf 
schliellen, dall die Temperatur nur von der kinetischen Energie bedingt ist, 
unabhangig von der Dichte). 

Anders liegen die Verhaltnisse bei der Ausdehnung unter Arbeitsleistung. 
Wir nehmen zuerst wieder die Verhaltnisse in § 1, ein einziges Molekul, das 
genau senkrecht gegen die Wand fliegt, und denken uns jetzt die Wand 
mit der Geschwindigkeit lU' herausgezogen 2). Fur die Refiexion an der Wand 
ist nur die relative Geschwindigkeit zwischen Wand und Molekul mallgebend. 
Das Molekul, das die Geschwindigkeit (absolut, d. h. gegen das ubrige Gefall 
gemessen) IU hat, hat relativ gegen die Wand nur die Geschwindigkeit IU -lU'. 

Beim Sto13 gegen die Wand wird es nicht zur absoluten Ruhe, sondern nur 

1) Das hat zur Folge, daJl wah rend des Stromens der ungeordnete Anteil 
der kinetischen Energie und damit die Temperatur niedriger ist. 

2) Das Gas soIl also eindimensional sein; die Wand wird senkrecht zu ihrer 
Ebene herausgezogen. 

Miiller-Pouillet III. 11. Aufl. 2 
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zur Ruhe relativ zur Wand gebracht, d. h. es fliegt mit der Wand weiter und 

gibt daher an die Wand die Bewegungsgro13e 

m (Ill-Ill') 

abo Beim Abprallen gibt es nochmals an die Wand dieselbe Bewegungsgro13e 

ab, im ganzen also 
2m(Ill-Ill'), 

und wird mit einer Relativgeschwindigkeit gegen die Wand gleich III -Ill' 

zuriickgeworfen, hat daher nur noch eine Absolutgeschwindigkeit III - 2 Ill' 

Fig. 10. [siehe Fig. 10] 1). Es hat daher beim 8to13 

0 
m eine Energieverminderung urn 2) 

~ 

:< m m' ~ 

,.....: mlll2 m (Ill- 21ll')2 
(16) 11J' : 

b 2 
- ---- = 2 mill' (Ill-Ill') 

~ I1J 210 ' 
2 

~ 
fiJ' erlitten. 

Wenn N dt die Zahl der 8to13e in der Zeit dt ist, so ist die Energie

verminderung in der Zeit d t 

-du = 2mlll'(Ill-Ill')Ndt . . . . . . . (17) 

Andererseits ist die Kraft auf die Platte, wie wir wissen, 

2 m (m -Ill') N. 

Die Arbeit, die das Molekiil gegen die Platte leistet, ist gleich der Kraft mal 
dem Weg Ill' d t, also natiirlich ebenfalls gleich (17), wie es nach dem Energie
satz sein mu13. 

Wir konnen auch den Veriauf der Energieabgabe ermitteln. Hierzu ist 

notig, daG wir den Vorgang reversibel oder quasistatisch vor sich gehen 
lassen, d. h. da13 wir W' neben III vernachliissigen konnen. Dann setzen wir 

als Energieverlust pro 8to/3 
2 mill' Ill. 

Fiir die Zahl der Sto/3e konnen wir mit derselben Genauigkeit in der Zeit dt 
denselben Wert setzen wie bei ruhender Wand, niimlich 

III -z- dt. 
2 1 

Dann bekommen wir in dieser Zeit den Energieverlust 

d mlll2 = 2mlll'Ill·-ltJ- dt. 
2 :o,if v 

1) Man sieht dies auch so: BewegungsgroBe in Richtung der Wandbewegung 
vor dem StoB m ttl, abgegeben an die Wand 2m (ttl - ttl'), bleibt m ttl- 21/1 (ti - ttl') 
= - In (ttl - :! ttl'), also Geschwindigkeit ttl - 2 ttl' in entgegengesetzter Richtung. 

2) Siehe auch R. Clausius, Pogg. Ann. 100, 366, 1857; Mechanische Warme
theorie III, 2. Aufl., S.29, Braunschweig 1891; A. Kronig, Pogg. Ann. !l9, 322, 
1856, qualitativ. 
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Die Wand hat in der Zeit dt den Weg dl1 = lU'd t zuriickgelegt. So wird 

oder 

oder integriert 

mlU2 
tl---

2 

-In(mIU 2) = 21nh + const . 

......... (18) 

. . . . . . . (19) 

v 
oder, da m 1U2 nach § 1 hier gleich p 71 72 13 , 71 = -1 7 ist, mit eineranderen 

2 3 

Integrationskonstante als Gleichung der adiabatischen reversiblen Expansion 

P VB = Povl ...........•. (20) 

Wenn statt eines Molekiils beliebig viele N parallel laufende, aber nicht zu
sammenstoJ3ende vorhanden sind, tritt iiberall statt m ]V m auf, die Sehlu13-
gleiehung bleibt erhalten. 

Die Uberlegung ist in mehrfacher Rinsicht interessant. Erstens zeigt 
sie, wieso trotz des bei der Forderung der Reversibilitat notigen Grenziiber
gangs zu unendlich kleiner Wandgeschwindigkeit IU' doch endliehe Arbeits
leistung herauskommt. Zwar wird aueh beim einzelnen Sto13 die Arbeitsleistung 
nach (16) proportional IU' unendlich klein, aber infolge der langsamen Be
wegung der Platte steigt fiir einen bestimmten Platten weg die Zahl der" 
StoDe umgekehrt proportional IU', so daD sieh in Formel (19), die die Arbeits
leistung fiir einen bestimmten Plattenweg (Volumenanderung) gibt, das IU' in 
Zahler und Nenner heraushebt. Was das Resultat betrifft, so solI naeh der 
Thermodynamik die Formel der adiabatisehen Ausdehnung lauten 

op cp 
0" c" pv = Povo • 

o 
Es mii13te also hier 0: = 3 sein, und das ist tatsaehlich der Fall, denn bei 

unserem eindimensionalen Gas ist Of) = 1/2 R, also Op = 0" + R = 3/2 R 1). 
Wir haben also volle Ubereinstimmung mit der Thermodynamik. 

Raben wir ein dreidimensionales <Jas, so wird nur diejenige Geschwindig
keitskomponente bei der Reflexion verkleinert, die senkrecht gegen die Wand 
gerichtet ist, die Parallelkomponenten werden iiberhaupt nieht beeinflu13t. 

Es wird dann der Energieverlust bei jed em StoJ3 

2mlU'lUcos&. 

Die ZusammenstoJle der Molekiile untereinander sorgen dafiir, daD (bei 
geniigend langsamer Bewegung der Wand) die dureh die Bewegung ent
standene Ungleichma13igkeit der Richtungsverteilung immer wieder aus
gegliehen wird; 

1) Siehe die erste Hiilfte dieses Bandes Kap. VII, § 3. 
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Del' Energieverlust auf del' Strecke II ist 

d Nm"!~ 
2 Nm\'l)2 -- Nm\'l)2 

---cc=--- = --- cos2 .l}- = --_. 
dll 11 311 

Dann wird 

-In N m \'1)2 = 2fs In II + const odeI' P V5ia = Po . V~/3, 
also 

O~ = S/2R, Op = %R, 
wie es hier sein muLl. 

§ 7. 

Wir sehen noch an unseren Formeln, da.LI bei schnellerem Herausziehen 

del' Platte, wenn man nicht \'I)' gegen \'I) vernachliissigt, del' Druck, also auch 

die zu gewinnende Arbeit, kleiner ist als im quasistatischen FaIle 1). Ent

sprechend ist beim Hineinschieben (\'I)' negativ) dann del' Druck groner, also 

auch die zu leistende Arbeit groner als bei unendlich langsamer Bewegung, 
wie es auch die Thermodynamik verlangt. 

§ 7. Barometerformel und Maxwellsches Geschwindigkeitsver
teilungsgesetz 2). Wir den ken uns ein Gas im Gleichgewicht in einem kon-

I) In dieBem allgemeinen FaIle sind die Formeln so kompliziert, daJ.\ sie keine 
explizite Auswertung gestatten. Bezeichnet man beirn eindimensionalen Gas die 
GroJ.\en zu Beginn des Prozesses mit dem Index 0, die nach Beendigung des sten 
8to13es mit dem Index s, endlich die Zeit vom sten bis zum s + 1 ten 8to13 mit T., 
so geIten die Gleichungen 

Fiir den Weg del' Wand zwischen zwei 8to13en findet man 

_, l.+l.+I, 
1.+1-1.-IllT.= Ill, 

Ill. 
daraus 

III +Ill' [ 2'] 1 -1 8 -l 1 III 
8+1 - • Illa-Ill'-· +lllo-(2s+1)1ll'_' 

1 - 1 H fl + 2 Ill' ] 
8 - 0 0 Illo - (2 s - 1) Ill' . 

Diese Gleichung bestimmt die Zahl del' 8to13e s, die zu einer bestimmten Platten
lage 1. gehort. Logarithmiert man die letzte Formel und ersetzt die 8ummen durch 
Integrale, so erhaltman 

1 _ V _ ( Illo 3) Illo + 3 Ill' 
In ~ - In Vo - 2 Ill' + 2 In III + 3 Ill' (~+!) In lllo+Ill' 

2 Ill' 2 III +Ill' 

Das erg-ibt fiir kleine ~ 
Illo 

V 
21n

Vo 
Die Energieanderung ist 

8 

+ Illo-Ill In 1ll+3Ill'. 
2 Ill' III + Ill' 

mlll2 ,(I 1) = -In --. +4 III --- . 
mlllo Illo III 

};2mlll'(lIla_I-Ill') = ~2mlll'[lIlo-(2s-1)IIl'] = 2mlll'(slllo-S~IIl'). 
o 

2) 8iebe auch L. Boltzmann, Wien. Ber. 74, 503, 1876; G. Jager, ebenda, 
112, 309, 1903. 
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stanten Schwerefeld. Die Thermodynamik lehrt, da.f3 dann in der ganzen 
Gassaule die gleiche Temperatur herrschen mull. Betrachten wir eine diinne 
horizon tale Schicht von der Dicke dx und 1 cmll Querschnitt, so ist ihr Gewicht 

oMdx.g .......•....•• (21) 

wo 9 die Schwerebeschleunigung, 0 die Molzahl im Kubikzentimeter, d. h. 

v,N . N1 , M das Molekulargewicht ist. Dieses Gewicht wird dadurch getragen, 
Mol L 

dall an der Unterseite der Schicht der Druck groller ist als an der Oberseite 

_ dp .dx = oMdxg 
dx 

. (22) 

(wir legen die x-Achse vertikal nach oben). Das ist die gewohnliche hydro
statische Druckgleichung. 

Ferner gilt RT P = ~- = cRT . .......... . 
,-4 VMol 

(23) 
c = 

also 
d (oT) Mg 

----=-0······· . 
dx R 

(23') 

1m thermodynamischen Gleichgewicht ist T konstant, folglich 

Mg 
I'll c = - R T x + 111 Co, 

Mg .. 

o = coe- RT .••••.••••••• (24) 
oder auch 

Mg" 
P = Poe_R"T . ............. (25) 

wo co, Po den Wert von Dichte und Druck am Erdboden (x = 0) bedeuten. 
Diese Formel lehrt die Abnahme des Luftdruckes mit der Bohe verstehen 
(wobei allerdiJIgs in der wirklichen Atmosphare noch Temperaturdifferenzen, 
also Abweichungen vom Gleichgewicht, auftreten). 

Wir denken uns nun unser Gas wieder eindimensional nach der :I:-Rich
tung, da momentan Bewegungen nach der y- und s-Achse keine Rolle spielen. 
Auch sehen wir vorderhand von Zusammenstollen abo Batten alIe Molekiile 
die gleiche Geschwindigkeit, so wiirde sich das Gas ganz anders verhalten 
als die Thermodynamik verlangt. Die Molekiile, die vom Erdboden mit der 
Geschwindigkeit lUo wegfiiegen, verlOren ihre kinetische Energie nach der 
Energiegleichung 

mlU.2 m 1U02 
-2- = -2 -mgx ........... (26) 

1U 2 
und wiirden in der Bohe x = _0 aIle umkehren und mit der urspriing-

2g 
lichen kinetischen Energie wieder am Boden ankommen. Wir hatten also 
eine Atmosphii.re mit scharfer oberer Grenze, in welcher die Temperatur nach 
oben linear bis zum absoluten Nullpunkt abnehmen wiirde, die Dicbte aber 
nach oben hin zunehmen wiirde (weil die Molekiile oben langsamer fiiegen, 
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also Hinger zu einer bestimmten Streeke brauehen). Bei Beriieksiehtigung 

der horizontalen Gesehwindigkeitskomponenten ist das in einigen Punkten 

anders, aber die scharfe Grenze und der Temperaturabfall bleiben bestehen. 

Das thermodynamisch abgeleitete Resultat ftihrt also zu dem zwingenden SchluB, 
daI3 nicht aIle lVIolekiile dieselbe Geschwindigkeit haben konnen, was wir ja 
schon aus den StoLlgesetzen geBchlossen hatten. Wir wollen untersuchen, 
welehe Gesehwindigkeitsverteilung vorhanden Bein muLl, damit die Temperatur 
in der ganzen Saule konstant sein kann und damit also Gleiehung (24) 
erfiillt wird 1). 

Wir miissen natiirlieh genau so, wie wir friiher von der Zahl der Mole
kiile sprachen, deren Gesehwindigkeitsrichtungen innerhalb eines bestimmten 
Winkelbereiches lagen, jetzt von der Zahl der lVIolekiile reden, deren Ge

sehwindigkeitsgroI3e in einem bestimmten Gesehwindigkeitsbereieh liegt. 
Alles, was wir damals iiber das AusmaI3 des zu wahlenden Bereiches sagten, 

gilt auch hier. Wir bezeichnen die Zahl der lVIolekiile, deren Geschwindig

keit zwischen den Grenzen w und w + dw liegt (wobei also dw nur physi

kalisch, nicht mathematisch unendlich klein soIl, siehe S. 8), mit 

dB = Nf(w) dw, 

N soIl dabei die lVIolekiilzahl sein, die im ganzen in 1 ems vorhanden ist, 

f (11J) d wist der Bruehteil, der die Bedingung erfiillt. Der Index 0 soU in dies em 
Paragraph en bei allen GroBen bedeuten, daB sie sich auf den Boden der Saule 
beziehen, wahrend der Index x die Hohe x iiber dem Boden bezeiehnen soIl. 

Wir miissen zuerst an eine Uberlegung erinnern, die wir schon einmal gemacht 
hatten. Wenn irgendwo in 1 ems B' lVIolekiile mit paralleler Bewegung von 
der Geschwindigkeit W vorhanden sind, so passieren eine zu dieser Bewegungs

richtung senkrechte Flache von 1 ems in der Zeit d t die Zahl 

B'I1Jdt, 

namlich der Inhalt eines Zylinders vom Querschnitt 1 cm2 und der Hohe wdt; 
denn das letzte l\10Iekiil, das anfangs W d t em entfernt ist, kornmt gerade noch 
dureh. 

'Vir betrachten nun in der Hohe x zwei Ebenen. die im Abstand dx von
einander sind. In del' hoheren Ebene muJJ nach Formel (24) die lVIolekiil

dichte urn den Betrag 
mgx 

Ni.!!..JLd =Ne-kT mg ilx 
kT x 0 kT 

kleiner sein als in del' darunter liegenden 2). 

Das ist nur dadureh moglich, daLl bestimmte Molekiile zwar noch die 
untere Ebene haben passieren konnen, die obere aber nieht mehr, sondern in 

1) Siehe L. Boltzmann, Wien. Bel'. 74,503, 1876. 
2 . _ R _ R 
)" - N - Mm. 

E 
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dem Zwischenraum zur Umkehr gezwungen worden sind, und zwar ist die 

Zahl im ganzen un ten mehr eintretender Molekiile 

. . . . . (24') 

Die mittlere Geschwindigkeit to aller Gasmolekiile ist ja infolge der gleichen 
Temperatur in allen Hohen gleich. Die Geschwindigkeit, mit dar diese Mole
kiile vom Boden wegfiiegen, muJ3 zwischen solchen Grenzen Hegen, daJ3 aie 
die untere Ebene noch passieren konnen, d. h. es muG sein 

mllJ 2 
o = mgx ............. (27) 

2 

wahrend die schnellsten die obere Ebene gerade noch erreichen, d. h. 

Die Zahl der Molekiile, die diese Geschwindigkeit am Boden haben ,ist 

im Kubikzentimeter 

die Zahl, die in del' Sekunde den Boden verlaLlt, also 

.Nofo(llJo)\1JodllJo = .Nofo(V2gx)gdx . ...... (28) 

nach Einsetzen del' Wede (27), (27'). 
AIle diese und nul' diese Molekiile erreichen in del' Schicht zwischen x 

und x + d x den Scheitel ihrer Bahn und fallen wieder zuriick. Wir erhalten 

also dmch Gleichsetzen von (24') und (28) 

mgx 

Nom :: e-k'i'- dx = N ofo(V2gx)gdx 

oder 
-- mm _my", mm __ 'Il (-Vii;];)2 

f, (V2gx) = ~e kT = ~ e 2kT 
o kT kT 

oder 
m ttl _~ l~\O~ _ m }.l1o~ 

fo(llJo) = -- e 2kT = Ae 2kT ••..•••• (29) 
kT 

Das ist das beriihmte Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 1), 

das in der ganzen kinetischen Theorie eine entscheidende Rolle spielt, in 
seiner einfachsten Gestalt. Wir sehen, daJ3 nul' dann, wenn es gilt, eine 
Gassaule im Schwerefeld iiberall gleiche Temperatur hat und so der TherrrlO
dynamik geniigen kann. 

Natiirlich ist die Geschwindigkeitsverteilung nicht etwa erst durch das 

Schweref~ld entstanden, das sieht man daran, daJ3 in del' Formel g, die Starke 
der Schwerkraft, gar nicht vorkommt. Das Schwerefeld hat nur sozusagen 
die verschieden schnellen Molekiile in ein "Geschwindigkeitsspektrum" aus
ei nandergezogen. 

1) Or. .Maxwell, Phil. Mag. 19, 22, 18GO. 
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Da uberaIl dieselbe Temperatur herrseht, wird aUch in der ganzen Saule 
dieselbe Gesehwindigkeitsverteilung herrscnen;' d. h. es wird gelten 

mlv2 

dN= NAe- 2kT dlll, 

die relative Verteilung der Molekule auf die verschiedenen Geschwindigkeiten 

dJ ist die gleiche, nur die absoluten M"olekulzahlen variieren mit der HOhe. 

Da aber die Erhaltung der mittleren kinetischen Energie in den verschie
denen Hohen doch vielleicht noch paradox erscheint, wollen wir uns nochmals 
klar machen, wie dieses Resultat zustande kommt. 

Betrachten wir wieder eine bestimmte Gruppe von MolekUlen, deren Ge
schwindigkeit am Boden zwischen Illo und Itlo + dlllo liegt und nach oben nach 
der Formel Ill!! = lllo2 - 2gx ...........• (26') 

abnimmt. Wir beachten zuerst, daJl in einer bestimmten Hohe gilt [Differen
tiation von (26') bei konstantem x] 

IUdlU = Illodlllo ' ..•••••••••• (30) 

d. h. dall sich die Geschwindigkeits streu ung umgekehrt wie die Geschwindigkeit 
selbst iindex:t. Die Formel besagt ihrem physikalisehen Sinne nach, dall ebenso 
viele M"olekUle dieser Gruppe oben ankommen, als vom Boden, weggeflogen 
sind, wenn uberhaupt welche ankommen. Die Zahl dieser Molekule ist nun 

mll'o2 

No A e-ITT'lllo dlllo .••••••.•.. (30') 

AIle diese'treten in der Hohe xin 1 Sekunde durch 1 cms dureh und haben 
dort nur mehr die Gesehwindigkeit Ill, also die Diehte 

_m"'o2Illodlllo 
NoAe 2kT -w-· 

Setzt man nun (26') und (30) ein, so erhii.lt man 

( ".IV2 + ) -2- mg'" ulgx mn,2 tnn'Z 
.NoAe-- kT dIU NoAe- kT- e--2kT dIU = ~ Ae- 2kT dIU, 

also wieder das Maxwellsche Gesetz fur die an diesem Orte vorhandene 
Dichte N und Geschwindigkeit IU. 

Wir konnen jetzt sehen, wie die Konstanz der mittleren kinetischen Energie 
zustande kommt. Grob gesprochen liegt die Sache so, dall fur eine bestinimte 
Menge Molekule beim Hinauffliegen die Gesamtenergie a bnimmt, aber in gleicher 
Weise nimmt die Molekulzahl ab, und zwar so, da13 gerade die langsamsten 
Molekiile ausscheiden, so dall der Energiedurchschnitt, gerechnet auf ein 
Molekul, ungeandertbleibt 1). 

1) Man ma,cht sich das vielleicht:an folg!l~dem Beispiel klar. Es seien Miinzen 
(Energie) unter aine 'Anzahl Personen (Molekiile) nach einem Exponentialgesetz 
verteilt: 
Zahl der M iinzen E pro Person . . . . . . 0 1 2 3 4 5 6 

" "Personen vom Vermogensstand E Ii4 32 16 8 4 2 1 

Das Gesetz der Verteilung lautet 
64o.2-E = 64e-E . 1n2 , 



§ 7. Barometerformel uud Maxwellscbes Gescbwindigkeitsverteilungsgesetz. 25 

Die spezielle Form des Ma:x::wellschen Gesetzes, die das ermoglicht, be
steht , infolgendem: Zeichnet ,man dB als Funktion von ltJ2 auf, schneidet 

nun die Kurve an einer bestimmten Stelle ltJ1S ab und legtdahin die neue 
Ordinatenachse, so daLl die Energie jedes Molekiils urn eine bestimmte GroLle 

0,5 

0'-y----J 

o 
0,5 

0.5 

Fig. 11. 

1,5 2 
1,5 

kleiner ist als friiher, so ist das wieder ein Maxwellsches Geschwindigkeits
verteilungsgesetz fiir die nun noch iibrig bleibende Molekiilzahl [Fig. 11] 1). 

Wir hatten bisher vorausgesetzt, dall die- Molekiile nur in vertikalet 
Richtung fliegen und nicht zusammenstoLlen. 

Wenn wir nun der Reihe nach diese Einschrankungen wegraumen und 

zuerst Stolle der hinauf- und hinunterfahrenden Molekiile untereinander zu

lassen, so bewirken diese nur den Austausch der Geschwindigkeit der zu-

das 'durcbscbnittlicbe Vermogen betragt 

64.0+ 32 .1+ 16 .2+8. 3+4. 4+ 2.~-±!~ = 120 = 0945 
64+ 32+ 16 +8+ 4+2+ 1 127' . 

Nun nimmt man jeder Person eine Miinze weg, gleicbviel, wie groLl ibr Ver
mogen ist, die 64 scbon vermogenslosen scheiden aus. Die Verteilung lautet dann: 
Zahl der Miinzen E pro Person . . . . . . . . . 0 1 2 3 4 5 

" " Person en von gleichem Vermogensstand . . 32 16 8 4 2 1. 

Das Verteilungsgesetz lautet jetzt 
32.2-E = 32.e-E1ns = 64.e-lIn2.e-Eln2. 

Das durchschnittliche Vermolten betragt 
--- ----Harometer· Energie-

formel vertoiluDg 

32.0+16.1+8.2+4.3 +2.4+1.5 _ 57 _ 01:105 
32 + 16 + 8 + 4 + :t + 1 - 63 -, . 

Die beiden Zahlen fiir das mittlere Vermogen (mittlere Energie) stimmen nur des
halb nicht vollstandig iiberein, weil wir die Reihen abgebrochen haben. Wiirden 
wir einer halben Person im ersten Faile 7, im zweiten 6 Miinzen zukommen lassen 
(in demselben Sinne, wie in § 2, daJ3 die betreffende Person die Halfte der Zeit 7, 

die andere Halfte keine'Miinze ,hat),so wiirden die mittleren Energien~:~ = 0,969 

bzw. ~~~ . = 0,945 werden, sich also nur mehr urn 2 Proz. statt urn 4,5 Proz. unter

scheiden. 
dN m 1U2 

1) Ais Ordinate ist NAc{n;' als Abszisse 2,3 "2 k l' aufgetragen. 
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sammenstoLlenden Molekiile untereinander, d. h. an Stelle des Molekiils, das hatte 
hinabfliegen sollen, tritt dasMolekul, das hinauffliegen sollte, und zwar mit 
del' Gesehwindigkeit des ersteren. Lallt man endlich horizontale Gesohwindig

keitskomponenten zu, so andern diese an del' vertikalen Bewegung gar nieMs; 
wie groll sie aueh sein mogen und wie sie auoh unter. die Molekiile verteilt 
sind, sondern sie iiberlagern sieh einfaeh. 

Wir haben gesehen, dall das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz unab
hangig davon ist, wie stark das Schwerefeld ist (durch dieses Schwel'efeld 

wi I'd es nul' siehtbar gemaeht); es bleibt also unverandert, wenn gar kein 
Schwerefeld in vertikaler Richtung da ist, sand ern wir uns an dessen Stelle 

irgend ein konstantes Kraftfeld in del' y-Richtung denken. Dann folgt auf 

die gleiehe vVeise als Bedingung dafiir, daLl in del' y-Richtung im Gleich

gewieht die Temperatur konstant bleibt, ein Maxwellsehes Verteilungsgesetz 
del' Gesehwindigkeit 1'} fur die y-Riehtung I), 

dN = NoAe 2kT dT), 

und ebenso auch fur ~, die Komponente in del' z-Riehtung. 

§ 8. Genauere Diskussion des Maxwellschen Gesetzes. Betraehten 
wir zuerst wieder ein eindimensionales Gas. Die Zahl derjenigen Molekiile, 

deren Gesehwindigkeit zwischen ~ und ~ + d ~ liegt, ist 
ms2 

dN = Ae-2kTd~ . ........... (29') 

Den Exponenten konnen wir naeh Multiplikation von Zahler und Nenner mit 

NLm~2 .lIig2 . 
NT. aueh ----- = ... -- sehrelben. Die Gro/le A bestimmt sieh daraus, 

" 2NLkT 2RT 

daJ.\ im ganzen No Molekiile vorhanden sein sollen, zu 

. . . . . . . . . . . (31) 

Zur Auswertung diesel' und ahnlicher Integrale gewohne man sieh, :k~~ = X2 

zu setzen, also ~ y 2 ~~ T = x, wodureh man die A bhangigkeit von den 

interessierenden Gro/len UI und T sofort sieht und nul' noeh eine Zahlkonstanfe 

auszureehnen hat, 
__ ~oo 

/ 2kTj A 1 m e-·T2 dx.= No, 
- 00 

/---

A = No y--~- .... (32) 
2'J'lkT 

Zeiehnet man nun die Verteilung auf, d. h. tragt man als Abszisse ~, als 

dN 
()rdinate- t auf (also eine Gro13e, die die relative Haufigkeit del' verschie-

No"s 
---------

1) Die Komponenten der Geschwindigkeit nach den drei Koordinaten werdeu 
nun mit g. 17, ~ bezeichnet. 
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denen Geschwindigkeiten angibt), so erhiilt man eine Kurve, die an del' 

Ordinate l~ mit horizon taler Tangente einsetzt (Fig. 12 I). Diese hori-
2TCkT 

zoutale Tangente riihrt von dem Quadrat von ~ im Zahler her und wiirde 
m 

nicht eintreten, wenn man als Abszisse nicht~, sondern die Energie 2 ~2 

auftriige, was die Zeichnung fiir kleine ~ zusammenschieben, fiir gro£le aus
einanderziehen wiirde. 

Fur steigende ~ nimmt daun die Ordinate erst langsam, daun sehr viel 
m 

schneller ab 1). Solange"2 ~2 von der GroJ3enordnung k T bleibt, bleibt die 

l~i.!! . 1".! . 

n. __ ~ 

0,1 0,2 0,3 M 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 \,5 

Zahl der zugehorigen llfolekule der Gro6enordmmg nach gleichj ist dagegen 

z. B. In ~~ = 10 k T, so ist die Abszisse nur mehr e-10 = 1O--4,S ••• = II '}.. 10- 4 

2 
del' Anfangsabszisse, bei 20 k T 1/ 4 .10- 8 usw. Del' Bruchteil del' Molekiile. 

m 
dessen Energie gro£ler alB eine gegebene Grenze 2 ~o2 ist, ist gegeben durch 

. . . (33) 

Da.s letztere Integral (W Ga uJ3sches Fehlerintegral) ist nicht geschlossen aus
wertbar. Man findet Tabellen bei E. Czuber. Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Teubner 1908, Bd. lund bei Jahnke-Emde, Funktionentafeln. Fur kleine 

Werte der unteren Grenze (d. i. YE:eiie) genuge folgender Auszug: 

1) Es sei nochmals daran erinnert, dall wir ein eindimensionales Gas 
betrachten. 
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Untere Grenze Xo Integral 1-~ (xJ Untere Gl·enze Xo 
0,8 

Integral 1-~ (xo) 
0,26 ° 1 0,1 0,89 

0,2 0,78 
0,3 0,67 
0,4 0,57 
0,5 0,48 
0,6 0,40 

1 
1,5 
2 
3 
4 

0,16 
0,034 

47.10- 4 

22.10- 6 

15.10- 9 

Fiir die Darstellung ist mit der Abkiirzung Xo = y;;~ folgende halbkon

vergente Reihe brauchbar 
8-8' 

e- xo2 - (- 1)8 (2 s)! 
l-IP (:Co) = ~V; 8~ s! (2 XO)28 ' 

wobei nicht mehr Glieder zu nehmen sind, als die x02 niichste klein ere ganze 

Zahl Sf angibt. Dann ist der Fehler kleiner als y~ e- xo2 - s'. 
Xo 

An dem schnellen Abfall der Kurve bei hohen Gescbwindigkeiten liegt 
es, daLl es ziemlich gleichguItig ist, ob wir nach der Zahl der Molekule 
fragen, deren Gescbwindigkeit iiber einer bestimmten Grenze ~o liegt, oder nach 

der Zahl derer, die Geschwindigkeiten zwischen ~o und ~l haben, wenn nur ~o 
geniigend boch und ~1 nicbt allzu nahe daran liegt, weil die durcb die Be
schrankung g < ~1 ausgeschlossenen Molekule relativ sehr selten sind. 

Was nun den Einflull der Temperatur auf die Kurvenform betri:fft, so 
sehen wir folgendes: Nehmen wir statt einer Temperatur Tl eine bohere 
Temperatur T 2 , so hat der Exponent und damit die e-Potenz den gleichen 
Zahlenwert, den sie fiir einen bestimmten Wert ~l hatte, fur einen hoheren 

Wert ~2' der gegeben ist durch 

d. h. die ganze Kurve wird in horizontaler Richtung gedehnt, und zwar im 
Verhiiltnis der Wurzel aus den Temperaturen. Da aber die Gesamtflache 
zwischen Kurve, Abszisse und Ordinate konstant gleich 1 bleiben mull, 

k J ~:d~ = 1, 

so muLl die Anfangsordinate A fiir ~ = 0 entsprechend un serer Formel (32) 

urn den Faktor ;T kleiner werden. Es gleichen sich also die Geschwindig

keitsunterschiede aus. Hierbei Dahmen die Molekiile mit verhiiltllismiiJlig 
groLler Energie relativ am starkstell zu. Betrachten wir etwa alle Molekule, 
deren Energie bei Tl groLler als das Zehnfache von k Tl ist; sie bilden den 
Bruchteil 7,9.10-6 aller Molekule; bei der doppelten Temperatur ist die 
gleiche Energie nur mehr das Fiinffache von k T 2' die Molekule, die diese oder 
groLlere Energie haben, bilden schon den Bruchteil 1,5.10-3• 

Fur die verhii.ltnismiiLlig klein ell Energien dagegen macht eine Temperatur
steigerung viel weniger aus. Die Zahl der Molekule, deren Energie groLler 
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als 2 k l' ist, bildet etwa 5 Proz. aller, Verdopplung del' Temperatur bedeutet 

fur den gleichen Energiebereich eine Zunahme auf 16 Proz.1). 
Als mittlere kinetische Energie· ei"halt man 

+co 1;2 +00 

f m J-'n23'~2e-'ikTd~ j' x 2 e- x2 dx 

._~~2 d N __ 00 = k T _--:-co __ kT 
= 2' . (34) No +00 m~2 +co J e-2TTd~ f e-,2dx 

-co 

Fur die Zahl der Molekule, die in einer Sek\lude auf 1 cm2 del' Wand treffen, 

findet man nach (8) 
00 m1;2 f ~e-ikTd~ 

J ;dN =~o o+oo--ml;2- _ ~o 
Je-2kTd~ 

-co 

worims durch Vergleich mit (9) sich ergibt 

IlUi = 2 1/ 2kT = 2 lr~R~ r nm r nM 

No 
2v l/2kT 

nm 
(35) 

...... (36) 

Gehen wir nun zu einem zweidimensionalen Gas tiber, so findet nach den 
Uberlegungen am Schlu13 des vorigen Paragraphen die Geschwindigkeitsver
teilung in der x-Richtung ganz unabhangig von del' Geschwindigkeitsverteilung 
in del' y-Richtung statt. 

Wenn wir fragen, wie gro13 die Zahl del' Molekule ist, die gleich
zeitig den beiden Bedingungen genugen, da13 die Geschwindigkeitskomponente 
in del' x-Richtung zwischen ~ und ~ + d; und die in del' y-Richtung zwischen 

1J und fJ + d fJ liegt, so werden wir hierfur 2). 

dh N t t .) No = f(s, fJ) d s dfJ· .......... (37 

1) Ganz analoge Verhaltnisse liegen bei derVel'teilung eines Gases im Schwere
feld VOl'. Auch hier haben wir eine exponentielle Dichtevel'teilung nach oben hin. 
In geniigender Rohe macht es nicht mehr viel aus, ob wir nach del' Gesamtmenge 
des Gases fragen, die noch iiber diesel' Rohe liegt, odeI' nul' nach einer nicht zu 
kleinen endlichen Schicht, weil die Menge, die dadurch ausgeschieden wird, relativ 
8ehr klein ist. Ein Mall fiir diese Menge ist del' entsprechende Luftdruck, nnd 
die Behauptung heillt dann, dall es nichts ausmacht, ob wir den Luftdruck in einer 
bestimmten Rohe nehmen odeI' die Differenz dieses Luftdrucks Ilegeni.lber dem in 
einer noch wesentlich hoheren Schicht. Auch bei Anderung del' Temperatur liegen 
die VerhiHtnisse analog. Steigende Temperatur bewirkt Verkleinerung del' Dichte
unterschiede [weil del' Druck bei gleicber Dichte steigt (23) und daher schon ein 
kleinerer Dichteunterschied hinreicht, das gleiche Gewicht zu tl'agen (23')]. Infolge 
del' weiter oben gesteigerten Dichte muJl ganz wie beim Maxwellschen Gesetz bei 
gleichbleibender Gasmenge abel' die Dichte in del' Rohe 0 abnehmen. Fol'mel
mallig ist allerdings diesel' Fall des Gases im Schwel'efeld nicht dem ein-, sondern 

mg'" 

dem zweidimensionalen Gase vollstandig analog, da hier die Vel'teilung e - -k T d x 
lautet, entsprechend Formel (40') und nicht (2!J'). 

2) Wir schreiben an das Diffel'entiationszeichen die Val'iabeln als Indizes, fiir 
die ein Spiell'aum vorgegeben wil'd. Eigentlich soUte man hier d2 N schreiben. 
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arizusetzen haben. Die gleichmal3ige Verfeilung iiber aile Geschwindigkeits
richtungen hat zur Folge, daI3 die Funktion f nicht von den Einzelwerten g 

und 1], sondern nur von demBetrag der Gesamtgeschwindigkeit abhangt, die 

nach dem Satze vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten V g2 + 1]2 ist. 

Also hat die Funktion die Form f( V g2 + 1]2). Urn hieraus auf die spezielle 
Gestalt zu schlieI3en, beachten wir, daI3 wir die Geschwindigkeitsverteilung 

~ach der x-Richtung allein bekommen, wenn wir g festhalten, aber aile mog

lichen GroLlen von 1] zusammennehmen. Das ergibt 
00 m§! 

J f(V g2 + 1]2)dl] = Ae-2kT• 
-00 

Daraus folgt 

f - m -~ _ m -2k'r m -2k1 m C;2 + r(2) y--- m §! y--- m rp 
- ---e - ----e . ---e 

2nkT 2nkT 2nkT 
(38) 

Aus dieser Formel konnen wir nun weitere Schliisse ziehen. Sie bedeutet, 
daLl man den Bruchteil der M.olekiile, deren Geschwindigkeit in der x-Rich tung 

zwischen g und g + d g und gleichzeitig in der .11-Richtung zwischen 1] und 

'Y/ + d'Y/ Jiegt, erhalt, indem man die Briiche miteinander multipliziert, die 
angeben, welcher Teil aller Molekiile zusammengenommen eine Geschwindig

keit in der x-Richtung zwischen g und g + dg hat, ohne Riicksicht auf die 

Geschwindigkeit in der y-Richtung, und welcher Teil aller Molekiile zusammen

genommen eine Geschwindigkeit in der y-Richtung zwischen 1] und 1] + d 1] 

hat, ohne Riicksicht auf die gleichzeitige Geschwindigkeit in der x-Richtung. 
Wenn aber ein solches Gesetz gilt, so bedeutet das, daI3 die Geschwindigkeit 
in der x-Rich tung von der in der y-Richtung vollstandig unabhangig ist, 

d. h. daJ3 z. B. ein Molekiil, das eine bestimmte hohe Geschwindigkeit ghat, 
nicht dadurch fiir eine bestimmte andere (besonders hohe oder besonders 
niedrige) Geschwindigkeit 1] pradisponiert ist. Wenn wir also z. B. nach 
den Molekiilen fragen, die in der x- Richtung eine Geschwindigkeit zwischen 

g und g + dg haben, so bekommen wir denselben Bruchteil, ob wir nun 
die gesuchten Molekiile aus allen Molekiilen wahlen oder nur aus denjenigen, 
die gleichzeitig in der y-Richtung eine Geschwindigkeit zwischen 1] und 'Y/ + d 1] 

besitzen. 

Die erste Zahl ist namlich 

/ m _'1/1,';2 
11 -- e 21;1' dE r 2nkl' -' 

die zweite 

1/ _ m -f& l/ m -2mk~d td 
Y2nkT e 2nkT e s 'Y/ 

V 2nm'k T e - i7c'1; d 1] 

y------ - m ~2 
m ---~-

2 k Td t 
2 nk1' e ". 

Bildlich konnen wir uns die Verhaltnisse in einer "E-1]-Ebene" darstellen 
(Fig. 13), d. h. einer Ebene, in welcher g und 1] die Koordinaten sind und in 
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der jedem Molekul ein nBildpunkt" mit den zugehorigen Geschwindigkeiten 

~ und 1] als Koordinaten entspricht. Der Radiusvektor vom NuHpunkt nach 
diesem Bildpunkt gibt dann die Geschwindigkeit nach Grol3e und Richtung 

an. Die Zahl der Bildpunkte in Fig. 13. 

dem nFlachenstuck" d~ d'1 ist r; 
durch (37), (38) gegeben, 

ist die .nDichte" der Punkte. Sie 

hat ihren groLlten Wert am Null

punkt, fiir 1\l2 = ~2 + 1]2 = 0, 
und nimmt nach au.l3en gleich

mii13ig ab, nach den Gesetzen, die 
wir fruher fur ein eindimensio

nales Gas besprochen haben. Der 
Ausgleich der Dichte mit steigen
der Temperatur bleibt auch iihn
lich. Wir sehen, daLl die Dichte 
in unserer Zeichnung, wie voraus

gesetzt, nur vom Betrag der Gescliwindigkeit I\l, nicht von der Richtung ab

hangt. Deshalb ist es haufig zweckma13ig, die Geschwindigkeit durch Polar

koordinaten, namlich den Betrag der Geschwindigkeit I\l und den Winkel fjJ mit 

der x-Achse, zu charakterisieren. Ein Stuck der Flache ist dann gegeben durch 

dlll.llldfjJ, 

und die Zahl der in diesem Stuck liegenden Punkte ist 

. . (39) 

das ist die Zahl der Molekule, deren GeBchwindigkeit einen Betrag zwischen 

I\l und III + d I\l hat und einen Winkel zwischen fjJ und fjJ + d fjJ mit der 
x-Achse einschlieJ3t. Fragen wir nun nach der Zahl der Molekule, deren 
Geschwindigkeitsbetrag ohne Riicksicht auf die Richtung zwischen den an

gegebenen Grenzen liegt, so find en wir 

. . (40) 

DaB ist also die Zahl derjenigen Molekule, derell Bildpunkte innerhalb des 
Kreisrings mit dem inneren Radius IU, der Breite d I\l, also der Flache 2:1l' I\l d III 

liegen. Tragen wir nun die GroUe ~:::W als Funktion von III auf (Fig. 12 II), 

so ergiht sich fUr I\l = ° Null, dann Aufsteigen zu einem Maximum und 
dann erst wieder ein AbfaH, dessen Verlauf fiir gro13e I\l wieder im wesent
lichen durch die e-Potenz bestimmt ist. DaB Maximum kommt dadurch zu-
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stan de, daJl zwar die Dichte mit steigendem IU dauernd abnimmt, und zwar 
zuerst langsam, dann immer schneller, daG abel' die betrachtete Kreisring
flache mit llJ zunimmt, und zwar von Null an. Zuerst ist die gleichmallige 
Zunahme del' Fljiche starker als die langsame Abnahme del' Dichte, fiir groJ3e 
llJ kehrt sich das Verhiiltnis urn 1). 

Physikalisch kommt dieses Wachsen del' Flache mit wachs en del' Grof3e 
der Geschwindigkeit dadurch zustande, daJ3 groGe Geschwindigkeitsbetrage 
durch viel mehr Kombinationen hergestellt werden konnen ala kleine. Grof3e 
Geschwindigkeiten konnen kleine ~ und gro13e 'I'J oder mittlere ~ und mittlere 
'I'J oder groGe ~ und kleine 'I'J bedeuten, kleine llJ dagegen konnen nul' durch 
kleine ~ und kleine 'I'J zustande kommen. In un serer Zeichnung bedeutet, urn 
zusammenzufassen, die Frage nach der Verteilung del' Geschwindigkeitsbetrage 
dieBetrachtung aufeinanderfolgender Kreisringe, die Frage nach derVerteilung 
del' x-Komponente fiir denjenigen Teilbetrag del' Molekiile, dessen y-Geschwin

digkeit zwischen 'I'J und 1] + d'I'J liegt, die Betrachtung del' Verteilung del' 
Lange nach in dem Streifen zwischen 1] und 1] + d1] (wobei die Verteilung 
dieselbe ist, wo der Streifen auch gewahlt wird, eben so wie die relative Hohen
verteilung in einer Gassaule dieselbe bleibt, wie auch die Dichte am Boden 
sein mag), endlich die Frage nach del' Verteilung der x-Komponente iiber-

haupt den Vergleich del' verschiedenen Vertikalstreifen. d N 
Die haufigste Geschwindigkeit, d. h. diejenige, fiir welche ; llJ den 

groJlten Wert hat, ist gegeben durch 

d ( mlU2 ) 
--- e-2kT llJ = 0 
dllJ ' 

oder 
m llJ~ax k ']' 
-----. 

2 2 

Wir berechnen jetzt noch die mittlere Energie unseres zweidimensionalen 
Gases und finden 

m
-llJ2= 
2 

m -_. +f'" m ",2 +f'" 
2llJ2 e 2kT ludlU X 2 C- x2 xdx 

-"' _________ = kl' -00 = kl'. 
+'" m~ +'" f e-2kT llJd llJ f e- x2 xd x 

Gehen wir endlich zum dreidimensionalen Gas iiber, so sind die Dber
legungen einfache Verallgemeinerungen der eben angestellten. 

Es ist die Zahl der Molekiile, deren Geschwindigkeit eine x-Komponente 
zwischen ~ und g + d g, eiDe y-KompoMnte zwischen 'I'J und 'I'J + d 1], eine 
z-Komponente zwischen ~ uDd ~ + d~ hat, gegeben durch 

V---3 m (f-! + '12 + \2) 

dS'1{;N=No -m-e-2~-dgd'I'Jd~ ..... (41) 
2nlcl' 

1) Tragt man in der Darstellung nicht die Verteilung iiber die Geschwindig
keiten, sondern die iiber die Energien ein, d. h. schreibt man 

m n,2 

dN - l\' __ 1_ -2fTd('~ 2) 
- .L' 0 2:n: k l' e 2 t1) 

so ergibt sich kein Maximum, d. h. die Dichteverteilung 
nimmt dauernd mit steigender Energie abo 

.... (40') 

iiber die Enel'gieachse 
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Stellen wir uns das graphisch dar, so benutzen wir hierzu wieder den 
"Geschwindigkeitsraum" wie in § 2, wo jedes Molekul einen Bildpunkt hat, 
des sen ,Verbindungslinie mit dem Nullpunkt die Geschwindigkeit nach GroJle 
und Richtung angibt. Wahrend wir aber damals zwar der Richtung nach 
gleichmaJ3ige Verteilung, der GroJle nach aber eine einheitliche Geschwindigkeit 
annahmen, so daJl ane Bildpunkte auf einer einzigen Kugeloberfiache sallen, 

sind die Punkte jetzt tiber den Fig. 14. 

ganzen Raum verteilt, und 
zwar nach (41) mit einer Dichte 

V---3 mll,2 

m -2kT 
No---e . 

21'lkT 

Diese Di ch t e ist also im Mittel

punkt am grollten und nimmt 
nach auLlen gemaJl der jetzt 
schon oft diskutierten e-Potenz 
ab. Charakterisieren wir eine 
Geschwindigkeit statt durch 
ihre drei Komponenten ;, ti, b 

2,2 
2 ,1 
2,0 
1,9 
1.8 
1,7 
1,6 
I,~ 

- __ hoi T=273° 
------ boi T=373° 

1,4 \ 
1,3 \ 
1,2 \ 
1,1 \ 
1,0 \ 
0 ,9 \ 
0,8 \ 
OJ7 \ 
0,6 \ 

A 

g:~ '\ 
0,3 , 
0,2 , , 

t d~~/;OO 200300 400 500 600700 800900 1:::;~12oo1300 
No - Y (m/leo) B 

durch ihren Betrag IU und ihre Richtung (1'l/2 -.{)- geographische Breite, 
cp geographische Lange), so hat~das Volumenelement die Grolle 

1U2 dlUsin'{)-d'{)-d'P ............ (42) 

die Zahl der Molekule also, deren Geschwindigkeit zwischen IU und IU + dIU 

und deren Richtung in dem Kegel zwischen den beiden Breitekreisen .{)- und 

.{)- + d.{)- und den beiden Meridianebenen 'P und 'P + dIP liegt, ist 

1/---3 ml\l2 

dIU {jrp N = No Y 2 1'lmk T e- 2k T 1U2 d\u sin .{)-d'{)- d 'P' ... (43) 

Fragen wir nach der Zahl der Molekule, deren Geschwindigkeitsbetrag zwischen 
IU und IU + dIU liegt, ohne Rucksicht auf die Richtung, d. h. nach der Zahl 
der Molektile, dereIl Bildpunkte in der Kugelschale vom inneren Halbmesser IU, 

der Dicke d IU und daher dem Volumen 4 1'l 1U2 dIU (gleichmaJlig verteilt) liegen, 
so erhaIten wir (Fig. 14) 

1/-8 mlU2 

dwN = 41'l No r 2:~T e-2TI 1U2 dlU ....... (44) 

Diese GroJle ist fur IU = 0 Null, nimmt mit steigendem IU zuerst zu, er
reicht ein Maximum fur 

m II _ kl' '2 IUmax -

und nimmt dann wieder ab, zuletzt wesentlich gemaLl der ExponentialfuIlktioIl. 
Der mathematische Grund fur das Maximum liegt wieder wie beim zwei
dimensionalen Gas darin, daJl zwar die Dichte mit steigendem Abstand IU vom 
Koordinatenanfangspunkt abnimmt, das Volumen der Kugelschale aber zu
nimmt, und der physikalische Grund fur diese letztere Tatsache liegt wieder 

Milller-Pouillet III. 11. Auf!. 3 
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darin, dail groile Geschwindigkeiten mehr Moglichkeiten zu ihrer Realisierung 
haben als kleine (was geometrisch eben nur besagt, daJ3 sich die groile Kugel

schale aus mehr Volumenelementen zusammensetzt als die kleine, denn jedes 
Volumenelement bedeutet eine bestimmte Kombination von Werten der Ge
schwindigkeitskomponenten g, 'Yj, ~). Fiir die mittlere Energie erhalten wir jetzt 

+" f X2 e- x2 X2 d x 

=kT 

Stellen wir nochmals die Werte von 1; \ii2 zusammen, die wir fiir un sere 

verschiedenen Gasmodelle erhalten haben: 

eindimensionales Gas 
zweidimensionales 
dreidimensionales " 

" 

1/2 k T, 
2/2kT, 
3/2kT, 

so sehen wir, dail fiir jede neue Bewegungsrichtung, wie wir schon in § 5, 
gestiitzt auf die halb empirische Einfiihrung U = S/2R T, erwahnt hahen, 
die mittlere kinetische Energie pro Molekiil 1/2 k T hetragt. Wie dies heraus
kommt, sieht man noch deutlicher, wenn man die Gleichungen nicht in Polar
koordinaten, sondern wieder in rechtwinkligen schreiht. Es ist 

-00 

-00 -00 . . . (46) 

-00 

woraus die Gleichw~rtigkeit der einzelnen Summanden unmittelbar hervorgeht. 
Wir konnen nun auch noch den kinetischen Beweis dafiir nachholen, dail 

auch Gase von verschiedenem Molekulargewicht im 'remperaturgleichgewicht 
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gleiche mittlere kinetische Energie haben, was wir in § 4 nul' indirekt aUB 
del' Erfahrung entnommen hatten. Bei unserer Ableitung des Maxwellschen 
Gesetzes hatten wir bisher ja immer nur von einem Gas gesprochen und nul' 
davon Gebrauch gemacht - wie sich bei Betrachtung des Beweises des vorigen 
Paragraph en ergibt -, da13 das Produkt p V der ganzen schweren Gassaule 
in allen Hohen den gleichen Wert hat. Dall wir die rechte Seite von 

p V = 2Js U gleich NLkl.' geschrieben haben, haben wir bisher gar nicht be
nutzt, wir hatten einfach in allen Formeln dieses und des vorigen Paragraphen 

2 m-
an Stelle von k T die Grolle 3" 2 1tl2 einzusetzen. Wir wollen nun zeigen, daLl 

in einem Gasgemisch, deren einzelne Gase einem Verteilungsgesetz 

Y--3-S _.:;. §t2 + ~t2 + ~12 
dNI =NOI -~--= C 2 ,",2 d~l d'l'hdbI 

211: ItlI2 

und 

Y~3-3 _':;'§r2_'1ilHr 
dN2 =No2 -----c ~ '"22 d~2d112db2 

2 1I:1tl2~ 

gehorchen, die Stolle auf einen Ausgleich der kinetischen Ellergie hinwirken. 
Dazu haben wir zuerst die Verteilung der Relstivgeschwindigkeiten zu 

untersuchen 1), ds diese fur die Haufigkeit und Art der Stol3e aHein mal3gebend 
ist. Betrachten wir zwei Molekule mit den Geschwindigkeiten ~H l'J1' bI und 

~2' '1'/2' b2' so ist die Relativgeschwindigkeit 

IU = V (~1 - ~2)2 + ('1'/1 - 1]2)2 + (bI - b2)2 

mit den Komponenten 

ttl", = ~I-~2 

Geometrisch ist in unserem Geschwindigkeitsraum die Relativgeschwindigkeit 
del' Vektor yom Bildpunkt des einenMolekuls zu dem des anderen. also die 
Vektordifferenz der beiden Geschwindigkeitsvektoren 

in = ItlI - 1tl2. 

was mit den obigen Formeln identisch ist. 

Den Bruchteil del' Paare mit vorgegebenen Geschwindigkeiten erhalt 
man zu 

Wenn wir nun nach dem Bruchteil del' Paare fragen, bei dem die Relativ
gesch windigkeitskomponenten zwischen den Grenzen lUx und iux + d lUx ••. 

1) Cl. Max w ell, Phil. Mag. 20, 18uO; Scient. Pap. 1, 382. 

3* 



36 Kinetische Theorie der Gase in elementarer Darstellung. Kap. I. § 9. 

liegen, gleichgiiltig wie die Einzelwerte gu 'YIl> ~1 sein mogen, so erhalten wir 

diese durch Integration nach gl' 'Y}1I ~l' von - 00 bis + 00 zu 

d,~(NIN2) V' 3 3 _~~+n'~+,"; - - -
N 01-N02-- = 2:n:(\tJI2+\tJ22)e 2 (n'12+n;22) d\tJx dlUy dIU. 

3 n)2 
_ / 3 3 e-'2 ;;;-;:2-+-~~ dliixdi'tJydwz - 1 2:n: ( 1U12 + 1U22) 

und del' Mittelwert von W2 wird 1) 

riJ2 = lUI 2 + \1l22 . . . . . . . . • . . • ( 4 7) 

Dieses Resultat aber kame ehenso heraus, wenn die Geschwindigkeit del' 
Molekiile del' Art 1 und 2 im Mittel senkrecht aufeinander gerichtet ware, 
d. h. wir konnen als mittleren Winkel von lUI und 1U2 900 ansetzen. 

Aus den Formeln des § 4 erhalt man nun leicht durch Quadrieren und 
Subtrahieren fiir die Differenz del' kinetischen Energien der beiden Molekiile 
nach dem StoB im Mittel (die Anteile del' kinetischen Energie, die auf die 

unveranderte Bewegnng senkrecht zur ZentraUinie kommen, sind addiert) 

ml :~~ _ ~\1U2~ = (1 _ (;r~ ~ ::2)2) (ml:r 2 _ n12 ~~ i) 
+ 1»1 m 2 (ml - m2) -0--0-

4 ( + )2 1U1.1U2z. 
1»1 m2 

Nun ist del' Mittelwert des Produktes fiir die Komponenten zweier Geschwindig

keiten in einer bestimmten Richtung (hier del' ZentraleIirichtung) dann Null, 
wenn die Geschwindigkeiten aufeinander senkrecht stehen. Daher ver
schwindet del' letzte Summand. Der erste Klammerausdruck ist abel' kleiner 
als Eins, daher die Energiedifferenz der Molekiile nach dem StoB im Mittel 
kleiner als vorher, somit gleichen sich in einem Gemisch verschiedener Gase 

die Energien aus. Daraus konnen wir ahnlich wie in § 4 schlieJlen, daB auch 
bei sich beriihrenden Gasen die Energien sich ausgleichen, und daraus folgt dann, 
daB die kinetische Energie von verschiedenen Gasen dieselbe Funktion del' Tempe
ratur sein muB. Hier war nul' mehr Konstanz von p V in del' Saule vorausgesetzt. 

§ 9. Experimenteller Nachweis des Maxwellschen Geschwindig
keitsverteilungsgesetzes. Modelle fiir die kinetische Gastheorie. Man 
kann indirekt die barometrische Hohenverteilung del' Gase als experimentellen 

Nachweis del' Maxwellschen Verteilung ansehen, insofern durch sie die ver

schieden schnellen Molekiile zu einer Art "Geschwindigkeitsspektrum" aus
einandergezogen werden; auch die Gesetze der Verdampfung sind ein Beweis 
fiir das Verteilungsgesetz, insofern als bei steigender Temperatur immer mehr 
Molekiile des Kondensats die Fahigkeit erlangen, die Anziehungskrafte zu 
iiberwinden, welche sich in del' Verdampfungswarme auBern, die dann die 
Rolle del' in § 7 eingefiihrten Arbeit mgx spielt. Die spezielle Form del' Ab-

I) Wie eine direkte Ausrechnung zeigt, bei welcher man jeden Wert von 
w2 = w; + tv~ + wi mit del' Haufigkeit multipliziert, mit welcher er vorkommt. 
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hangigkeit des Dampfdruckes von der Temperatur hangt gerade wieder ein
deutig mit der M a x w e l1schen Geschwindigkeitsverteilung zusammen, wie 

spater in § 9 des IV. Kapitels noch ausgefiihrt wird. 
Direktere Anschauung liefert die Ubertragung des Gesetzes auf die 

Rotation zweiatomiger Molekiilej auch auf sie ist, wie allgemein in Kap. III, § 7 
nachgewiesen werden wird, das Gesetz anwendbar, und zwar in der Form (40), 

weil es sich um zwei Rotationsfreiheitsgrade handelt. Denken wir uns etwa 

die Achse des Molekiils augenblicklich in der z-Achse, so kann eine Rotation 

um die x- und die :v-Achse erfolgen (um die z-Achse nicht, weil das nur eine 

Rotation del' A to me um ihren eigenen Schwerpunkt bedeuten wiirde), vgl. 

S. 188, 394; wenn nun die elektrischen Ladungen im Mo1ekiil nicht ganz 

symmetrisch verteilt sind, so reagiert diese Rotation auf Licht-, genauer auf 
ultrarote Strahlen, indem ein gerade mit del' Umlaufsfrequenz v rotierendes 
Molekii1 Strahlen von del' Schwingungszahl v absorbiert bzw. emittiert 1). Da 
auJ3erdem die beiden Atome mit der Schwingungszah1 Vo gegeneinander schwingen 

(S.189), so ist die von einem mit der Umlaufsfrequenz v umlaufenden Molekiil 
absorbierte Frequenz 1) v' = Vo ± v. Nun betriigt die kinetische Energie del' 

Rotation ;~ \tJ2 = [~'] 4:n:2 v 2, wo [S] das Triigheitsmoment ist, es ist daher die 

Zahl del' Molekiile, deren Umdrehungszahi zwischen v und v + dv liegt, 

proportional 
_ r~14 ",,2 v2 _ [~l 4,.2 (VI _ Vo)2 

e 2kT vdv = e 2kT' (v'-vo)dv', 

und da die Starke der Absorption proportional del' Zahl del' Mo1ekii1e ist, die 

die betreffende Frequenz absorbieren konnen, gehorcht auch die Starke der 

Bande diesel' Formelj es ergibt 
sich ein symmetrischer Verlauf 
um v' = Vo mit Minimum in del' 
!Iitte und Maximalwerten bei 
4:n:2 [S] (v' - V O)2 = kT; aus 
dem Verlauf laUt sich das Molekiil
tragheitsmoment bestimmen. Ein 
Bild einer solchen Bande zeigt 
Fig.15 fiir CO 2). Die Unsym
metrie ist auf eine Wechsel

wirkung von Rotation und Schwin

gung zuriickzufiihren. 
Einen weiteren direkten Be

weis, daJ3 nicht aIle Molekiile die 

gleiche Geschwindigkeit haben, 
nebst absoluter Messung del' 
Molekulargeschwindigkeit, liefert 

Fig. 15. 

1) Das ist nach del' Quantentheorie nicht genau richtig. 
Miiller-Pouillet, Ed.Optik odeI' Sommerfeld, Atombau und 
4. Auff., Braunschweig 1924. 

2) E. v. Bahr, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 720, 1913. 

Niiheres siehe 
Spektrallinien, 



38 Kinetische Theorie der Gase in elementarer Darstellung. Kap. I. § 9. 

ein Versuch von S t ern 1). Dieser beruht auf einem Vorgang, des sen 
Analogon in der Optik Aberration 2) heiLlt und der von jedem Jager oder 
Artilleristen beim Schiellen auf bewegte Ziele beachtet werden mull. Denken 
wir uns eine Scheibe, die senkrecht zur SchuLlrichtung mit einer Geschwindig
keit \1h vorbeigezogen wird; wir zielen auf den vorderen Rand der Scheibe 
und driicken in dem Augenblick ab, wo der vordere Scheibenrand die Visier
linie passiert. Bat die Scheibe die Entfernung 1, so braucht das GeschoL! mit 

der Fluggeschwindigkeit ttl2 die Zeit ~, bis es zur Scheibe kommt; in dieser 
ttl2 

l 
Zeit hat die letztere aber den Weg ttlI -~ zuriickgelegt, urn so viel trifft das 

ttl2 
GeschoLl hin ter dem vorderen Rand, dem Zielpunkt, ein (wir hatten also urn 

1 
ttlI --

einen Winkel" vorhalten" miissen, des sen tang = -~l--~ = 11:'! ist). Schie.13en 
ttl2 

mehrere Gewehre mit verschiedener Fluggeschwindigkeit ttl2 gleichzeitig, so 
werden die Treffpunkte auseinandergezogen, so da1.l die Treffer der Geschosse 
mit dem schnellsten Flug..am weitesten vorn sitzen. Stern fiihrt nun diesen 
Versuch so aus, da.13 als Geschosse die Silberatome dienen, die von einen elek
trisch gegliihten, versilberten, J;'latindraht von 0,6 mm Dicke im hochsten 
Vakuum wegdampfen und deren Geschwindigkeit nach (30') verteilt ist. Urn 
ein paralleles Biindel zu erhalten, stehen vor dem Draht zwei Spalte von 0,2 mm 

~ .... 
p 

c 
o 
8, 

Fig. 16a. 

Fig. 16b. 

~ -I ~) ------- .,,) 

8, 
P 

Weite. Als "Scheibe" dient in 6 cm. Abstand eine auf normaler Temperatur 
befindliche polierte Messingplatte, auf der sich die auftreffenden Atome konden
sieren (§ 9, IV. Kap.). Da man hier aber nicht "auf Kommando" schieLlen kann, 
sondern die Verdampfung kontinuierlich geht, tritt an Stelle der geradlinigen 
Bewegung der "Scheibe" eine dauernde Drehung mit ........ 2200 Umdrehungen 
in der Minute. 

Die "Scheibe" ist also eine an einem Messingrahmen 6 cm vom Gliihdraht 
entfernt befestigte Platte P, der Spalt 81 steht in 8 mm Abstand vom (zentral an
geordneten) Draht L, das Ganze sitzt in einer luftdichten Biille aus Glas mit 
24 cm Durchmesser und ist in dieser durch eine Stopfbiichse drehbar. Stiinde der 
Apparat ruhig, so wiirden die durch den Spalt herausfahrenden, vom Draht 
kommenden Molekiile einen geraden Strich auf der Messingplatte erzeugen. 

1) O. Stern, Zeitschr. f. Phys. 2,49, 1920; 3, 417, 1920. 
2) Siehe M iiller- Pouillet, Bd. Optik. 
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Dreht sich der Apparat, so haben die Atome, die gerade den Spalt passieren, 

in der Drehrichtung nur die vernachlassigbare Geschwindigkeit der Draht

oberflache, fliegen also in bezug auf das AuJ3engefaJ3 in gerader Linie weiter, 

ihre Relativbewegung zur Scheibe ist aber eine krumme Linie 1) und sie treffen 

auf den Messingplatten hinter der Stelle ein, wo sie ohne Drehung aufg.etroffen 

waren, und zwar Atome gleicher Geschwindigkeit wahrend del' ganzen Drehung 

an derselben Stelle, wie Fig. 16 a schematisch zeigt. Man dreht dabei den 

Apparat erst in der einen, dann in der anderen Richtung und erhiilt so zwei 

nach entgegengesetzten Seiten abgelenkte Linien. Fig.16b zeigt das erhaltene 

Resultat, die Verschiebung betriigt im Mittel O,G3 mm und liefert eine mittlere 

Geschwindigkeit von 643m/sec bis 675 m/sec gegen 672 the or. Eine Aus

messung der Breite und Verteilungsdichte miiJ3te das Verteilungsgesetz geben, 

ist aber noch nicht erfolgt. 

Eine weitere Methode, die prinzipiell das Verteilungsgesetz liefert, l'iihrt 
von Can tor her 2). Wenn man eine Kupferplatte auf einer Flache durch ein 
aufgeklebtes Glasplattchen schiitzt und sie dann in Chlorgas hangt, so erleidet die 

Glasseite den vollen Druck p = RJ; an der Kupferseite ist dagegen del' Druck 

kleiner, weil zwar die aufprallenden Molekiile ihre BewegungsgroJ3e abgeben (p/2), 
abel' nul' ein Teil von ihnen elastisch zuriickprallt und weitere BewegungsgriiJ3e 
liefert. Den Dberdruck kann man leieht bestirnrnen (durch Aufhangen zweier 
soleher Plattehen als Fliigel eines drehbaren t1ystems) und daraus und aus der 
Gewichtszunahme, sowie del' Temperaturabhangigkeit diesel' GroJ3l'n das Verteilungs
gesetz firiden, wenn man annimmt, daJ3 ein Chlormolekiil eine bestimmt .. Minimal
gesehwindigkeit haben muJ3, um mlt dem Kupfer zu reagieren. Man findet dann 
namlich das Gesetz, nach dem sich die Zahl d,r Molekiile mit einer bestimmten 
Minimalenergie mit del' Temperatur andert. Leider seheitert die Ausflihrung an 
del' storenden Einwirkung del' gebildeten Kupferchloridschicht. . 

Ein fiir Unterriehtszweeke sehr geeignetes Modell del' Molekiilbewegung in 
Gasen hat M innaert 3) angegeben. 

Man legt eine Spieg-elglasplatte von del' GroJ3e 70 X 70 em horizontal auf den 
Tisch; die Molekiile sind durch Fahrradkugeln (Stahl) von etwa 8 mm Durchmesser 
dargestellt, deren Bewegung durch einen Holzrahmen 40X 40 cm (Dicke des Rahmens 
'"" 2 em) begrenzt wird; del' Rahmen vertritt die Rolle del' Gefal3wande. Bewegt man 
nun den Rahmen auf del' Platte gleitend so, daJ3 jeder Punkt etwa einen Kreis 
von 6 cm Durchmesser beschreibt, so geraten die KUlleln in Bewegung-, teilen ein
ander durch StoJ3e die Bewegung mit, bis del' stationare Zustand erreicht ist; 
hierbei vertritt die Bewegung des Rahmens die Stol3e von seiten del' warmen 
Wandmolekiile. Man kann dabei die freie Weglange und die StoJ3zahl pro Sekunde 
(§ 11) schatzen und beobachten, wie jede Kugel im Laufe del' Zeit alle Bewegungs
richtungen annimmt und aueh del' Betrag del' Gesehwindigkeit schwankt. Ferner 
kann man den unreg-elmalligen Charakter del' J:lahn verfolgen, wie wir spateI' bei 
del' Brownsehen Bewegung (Kap. VU, § 5, 6) besprechen werden. 

Urn die Verfolgung einer einzeln!'n Kugel zu erleichtern, ist es zweckmaJ3ig, 
eine von anderer Farbe (abel' gleicher. Masse), z. B. aus Messing, beizumischen. 

Fiigt man auch einige klein ere Stahlkugeln bei, so sieht man, daJ3 diese viel 
griiJ3ere Geschwindigkeiten annehmen (§ 4, 5). 

Wenn man durch Unterlegen eines Klotzes auf der einen Seite del' Spiegel
glasplatte diese etwas neigt, dann stellt sieh bei del' Bewegung des Rahmens die 
barometrische Hohenverteilung ein, indem zwar die meisten Kugeln unten sitzen, 
einzelne abel' nach giinstigen StoJ3en immer wieder bis zum oberen Rande empor
steigen; im Gemenge verschieden schwerer Kugeln steigen die leiehteren Of tel' auf. 
Man kann sich aus Holzleisten und B~echstreifen eine Vorrichtung herstellen, die 
man. wahl'e.nd del' Bew.egung plotzlich 80 in den Rahmen einschiebt, daJ3 del' In
halt III hOrlzontale Strelfen getrennt wirdj dann laJ3t sich die Vertellung auszahlen. 

1) Siehe Miiller-Pouillet, I. Bd., Corioliskraft. 
2) M. Cantor, Wied. Ann. 62, 482, 1897. 
3) M. Minnaert, Zeitechr. f. phys u. chern. Unterricht 32, 69, 1919. Ver

besserung bei Th. Wulf, ebenda 34,5, 1921. 
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Ferner kann man durch eine Leiste den Innenraum des Rahmens in zwei 
Teile teilen, in die eine HaUte groLle, in die andere HiHfte kleine Kugeln legen. 
Hat die Trennungsleiste ein (etwa 3 cm groLles) Loch (oben mull sie dann nnr 
dnrch einei! Blechstreifen zusammengehalten sein), so hat man bei Bewegung des 
Rahmens ein Modell del' Diffusion (§ 30). Endlich kann man mit nur wenigen 
Kugeln die Dberlel!ungen des § 1, Kap. II veranscbaulichen. 

Man kann mit einer geeigneten Vorrichtung die Bewegung der Kugeln auch 
projizieren. 

Die Bewegung des Rahmens wird in einem alteren Modell von Pfaundler 1) 
dnrch elektrisch betriebene, antomatisch wirkende Klopfvorrichtungen ersetzt, die 
abel' viel teurer sind. 

Ein Modell zur Illustration del' Ga uJlschen Fehlerverteilun/r, von welcher das 
Maxwellsche Gesetz nur eine Abart ist, findet man in § 5, Kap. VII (Galton
sches Brett). 

§ 10. Erweiteruug des Maxwellschen zum Maxwell-Boltz
mannschen Gesetz. Umgekehrt, wie in § 7, kann man aus dem Geschwindig
keitsverteilungsgesetz riickwarts fiir jedes beliebige zeitlich unveranderte 
Kraftfeld, dessen Krafte ein Potential haben, die Verteilung ableiten. Es 

ergibt sich so folgendes. Wir wahlen in dem betrachteten Raume willkiirlich 

irgend einen Punkt als Bezugspunkt und bezeichnen mit Ep die Arbeit, die notig 

ist, um ein Molekiil von dem Bezugspunkt an den zu untersuchenden "Auf

punkt" zu bringen, d. h. das Potential des Aufpunkts mit dem Bezugspunkt 

als Nullpunkt. Sei ferner No die Zahl del' Molekiile im Kubikzentimeter am 

Bezugspunkt, dann herrscht im Aufpunkt die "Maxwell-Boltzmannsche 
Verteilung" 2) 

dN = No Y27t;kT3 
e 

lOp + "': 52 + ~ '1. + ~ ;2 
2 2 2 

kT d~df}d~ .... (48) 

d. h. es herrscht iiberall die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung (anch 

die isotrope Richtungsverteilung!), ncr ist die Gesamtdichte 

lOp 

N = NOc- kT- ............. (49) 

Man kann den Inhalt del' Formel auch so ausdriicken, daLl man sagt, daLl im 
. m 

Exponenten die Gesamtenergie, potentielle Ep und kinetische - (~2 + f}2 + ~2), 
2 

statt del' kinetischen Energie allein stebt. 

Diese Formel gilt bei ganz beliebig gestalteten Kraftfeldern S), es ist 
dabei nicht etwa vorausgesetzt, daLl del' Potentialabfall auf Strecken von del' 
GroLle del' Molekiile klein sein soll. 

Die Ableitung erfolgt einfach durch Umkehrung un serer Schlu.LIweise in 
§ 7. Einen besonders einfachen Fall erhalt man, wenn man sich ein Gefa.LI 
durch eine Trennungsschicht so in zwei Teile geteilt denkt, daLl innerhalb del' 
beiden Teile keine Krafte wirken, wohl abel' in del' Trennungsschicht, so da.LI 
ein Molekiil, das von del' linken in die rechte Abteilung fliegt, eine bestimmte 
Arbeit Ep leisten mn.LI. Man kann sich etwa die Molekiile elektrisch geladen 

1) Naheres siehe Miiller-Pouillet, 10. Aufi., III. Bd., S.753. 
2) L. Boltzmann, Wien. Bel'. 58, 517, 1868; 63, 397, 1871. 
3) G. Jager, Wien. Bel'. 112,307, 1903; 113, 1289, 1904. 
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und als Trennungsschicht zwei nahe beieinanderstehende als Konden~ator ge

schaltete Drahtnetze denken. Dann herrscht in beiden GefiWen die gleiche 

Temperatur und Geschwindigkeitsverteilung, nur ist die Dichte im linken 

hoher nach der Formel 
Sp 

Cr = cle- kT .••••••••.•.. (50) 

Diese Formel, sowie die Tatsache der gleichen Temperatur kann man nach 

Jager auch ohne ins einzelne zu gehen, elnfach aus der Bedingung ableiten, 

daJ3 im stationaren Zustand gleichviel Molekule von links nach rechts fiiegen 

mussen, wie umgekehrt, und daJ3 kein einseitiger Warmestrom vorhanden 

sein darf. 

Hier Jiegt nun noch eine Bcheinbare Schwierigkeit vor, die ebenfalls Jager 
aufgekHirt hat. Denken wir uns ein GefiW durch zwei ebene Trennungsschichten 
(Fig. 17) del' oben besprochenen Art in drei Teile gcteilt, so da/3 Molekule, die aus 
dem mittleren (JefiU3 II in eines del' beiden auJ3eren I oder III ubertreten, die 
Arbeit €p leisten mussen. Betrachten wir nun ein Molekiil, des sen Geschwindigkeit 
in del' x-Richtung (diese soil aus dem GefaJ3 I nach II 
weisen und senkrecht auf die Trennungswand stehen) 
die GrolSe S hat. Beim Durchtritt durch die linke 
Grenz£lache steigert sich S nach del' G1eichung 

Fig. 17. 

ill 

mit diesel' hoheren Geschwindigkeit durch£liegt es II, trifft auf die rechte Trennungs
£lache, verliert dart wieder die kinetischc Energil' €p' die es als Arbeit abgeben 
mulS, und tritt in das Gefa/3 III mit seiner urspriinglichen Geschwindigkeit ein: 

1n .. 2 _ In .. 2 _ In .. ~ 
T.'>lII - 2",n-€p - 2"'1' 

[)araus, daJ.l es in II eine groJ3ere Geschwindigkeit hat als in I und III, scheint 
nun zu folgen, da/3 in II die Dichte kleiner sein miiJ3te als in I und III, da das 
Molekiil fiir gleiche Strecken in II weniger Zeit braucht als in I oder Ill, sich also 
in gleichen Raumteilen weniger lange aufhii.lt, genau so wie bei einer Kette von 
Menschen, die an einel' bestimmten Stelle la u fen, del' Abstand griiJ.\er ist als vor 
und nach diesel' Stelle, wenn sie langsam gehen. 

Dagegen ergibt die Boltzmannsche Formel, daJ3 im GefaJ.l f[ die Dichte 
griiJ.ler sein miiJ3te. 

Die Erklarung fiir diesen scheinbaren Widerspruch ergibt die Beriicksichti
gung des Einflusses derjenigen Molekule, die zufallig auf ihrem Wege durch das 
GefaJ3 II einen ZusammenstoJ3 erlitten und dabei so viel kinetische Energie ab
gegeben haben, daJ.l gilt 

In ... 
2"'II < €p' 

Diese konnen die Arbeit zum Durchtritt durch die Grenzschichten nicht leisten, 
sondern miissen, nachdem sie in eine bestimmte Tiefe del' Grenzschicht eillgedrungen 
sind, wieder umkehren, sie werden ZWischen den beiden Trennungswanden hin und 
her "retiektiert" und bekommen 90 eine sehr groJ.\e Verweilzeit im Gefal.\ II. Erst 
wenn sie zufallig wieder einen Sto13 erleiden, del' ihn"n eine zum Durchdringen 
der Trennungs£laehe geniigende Energie liefert, und wenn sie diese auf dem Wege 
zur GrpTI7.sdlicht nicht durch einen neuerlichen StoJ.l wieder verlieren, konnen sie 
das GefalS II verlassen. 

Diese Molekiile mit ihrem langen Aufenthalt im GefaJ.l II sind es, die die 
groJ3ere Dichte im Gefal.\ II ergeben, wahrend die Molekiile, die, mit ungeanderter 
.\:<;nergie aus dem GefaJ3 I kommend, durch das GetaJ3 II hindurchgehen, wie er
wiihnt, fiir sieh allpineine kleinere Dichte im GefilJ3 II geben wiirden, als sie im 
GefaJ3 I herrscht. Wahl aber ist die Diehte auch diesel' Einzelgl'uppe um den 

sp 

Faktor /cT gro13er als die del' Gruppe gleicher kinetischer Energie im Gefa13 I. 
Die Molekiile, die infolge von StoJ3en mit groJ3em Energieverlust in 11 zuriick-
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bleiben, liefern zugleich auch die kleinen Molekiilgeschwindigkeiten, die auch in 
diesem GefaJl nach der Maxwellschen Formel vorhanden sein mussen, wahrend 

die direkt eintretenden aIle eine Geschwindigkeit in der x-Richtung ~ Ur > Ep 

haben. 

§ 11. Zahl der ZusammenstOJ3e. Freie Wegliinge. a) Rohe Be
trach tung. Wir haben bisher nur von der Tatsache der ZusammenstoJle 
Gebrauch gemacht, um den Geschwindigkeitsausgleich zu erklaren, ohne iiber 

ihre Haufigkeit irgend' etwas auszusagen. Diesem letzteren Problem wollen 

wir uns nun zuwenden und dabei zur Vereinfachung die Molekiile zunachst 

wieder als starre Kugeln auffassen, die aufeinander nur behn ZusammenstoJl 

einwirken. Ferner wollen wir voraussetzen, daJl das Gas geniigend verdiinnt 

ist, um die Annahme zuzulassen, daJl beim ZusammenstoJl zweier Molekiile 
der Fall, daB ein drittes in storender Nahe ist, vernachlassigbar selten ist. 
Wir wollen gleich ein Gemisch aus zwei Gasen mit den Molekiildurcbmessern 
d l und a2 behandeln. Zwei verschiedene Molekiile werden dann zusammen-

stoJ3en, wenn ihre Mittelpunkte (Fig.18) im Abstand ~l t d2 (Beriihrung der 

Kugeloberflachen) angekommen sind. \Vir konnen dies auch so darstellen, 

. dl +d2 daJ3 wir uns um eines der Molekiile eine Kugel vom RadiUS ---- ge-
2 

Fig. 18. schlagen denken und sagen, der ZusammenstoJ3 finde 

statt, sobald der Mittelpunkt des anderen Molekiils auf 

diese Kugel trifft. Wir denken uns nun mit Clausius 1) 
zur ersten Vereinfachung aIle Molekiile der Art 1 in ihrer 

momentanen Lage ruhend und nur ein einziges Molekiil 
der Art 2 vorhanden und bewegt, und zwar mit der 
Geschwindigkeit ill und fragen nach der Wahrschein

lichkeit, dal3 das Molekiil auf der Strecke .d X mit einem anderen zusammen
stol3t. Denken wir uns eine Schicht vom Querschnitt von I cm2 und der 

Hobe .d x, so sind in ihr N;..d x Molekiile der Art I vorhanden (Nt Zahl 
der Molekiile der Art I im Kubikzentimeter). Auf diese Schicht fliegt unser 
Molekiil ZUj es hat vor sich eine Flache von 1 cm 2, von der ein Teil durch Nt dx 
Kugeln verdeckt ist, deren jede dem heranfliegenden Molekiil einen Querschnitt 

von n ---- bletet. (al + d2)2 . 
.. 2 

Trifft der Mittelpunkt des fliegenden Molekuls auf 

einen solchen Querschnitt, so bedeutet das einen Zusammenstoll, trifft es auf 

den freien Teil der Flache, so heiJlt dies, d.aJl es die Schicht .d X ungestort 
durchfliegt. Nun ist fiir das Folgende wesentlich, daJl das Molekiil nicht auf 

ein an de res "hinzielt", d. h. die Stelle des Querschnitts, auf die das Molekul 
zufliegt, hangt nur von den V organgen an der Stelle ab, von der es her
kommt (ZusammenstoJle u. dgl.), nicht aber davon, ob an bzw. hinter der 
Querschnittsstelle, auf die es zufliegt, ein zu treffendes Molekiil sitzt oder nicht. 

Dann ist unser Problem das gleiche, wie es vorliegt, wenn man, ohne zu 
zielen, auf eine Scheibe schieJlt, auf der beliebige Figuren gezeichnet sind. 

I) R. Clausius, Pogg. Ann. 105, 239, 1858. 
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Die die Scheibe treffenden Schusse werden im Mittel gleichmii.l3ig uber die 
Scheibe verteilt sein, der Bruchteil von ihnen, der die Figuren trifft, wird 
gleich dem Bruchteil der Scheibenfiache sein, den die Figuren einnehmen. 

In unserem Falle wird daher die Wahrscheinlichkeit, daE unser Molekiil 
auf der Strecke LlIX mit einem ruhenden Molekiil zusammensto.f3t, gleich 

Ais freie Weglange hezeichnen wir die Strecke 

A = 1 ........... (51) 

~n (dl -;~y 
bzw. bei lauter gleichen Molekiilen 

1 
A=-- .. 

Nnd 2 
(51') 

Es ist in einer Schicht von der Dicke A und der Flache 1 cm2 der nab
sorbierende Querschnitt" (Lenard), d. h. die Summe der sich darbietenden 
Querschnitte, so gerechnet, als ob sie sich nicht iiberdeckten, gerade gleich 

ANln(dl td2y = 1cm2, 

d. h. von Uberdeckungen abgesehen, erscheint der ganze Querschnitt, auf den 
das Molekiil zufiiegt, bedeckt. 

Warum man gerade diese Strecke als mittlere freie Weglange bezeichnet, 
1ehrt folgende Betrachtung. 

Man denke sich einen Strahl von M01ekiilen 2 mit nahezu paralleler Rich
tung und gleicher Geschwindigkeit in ein Gas 1 hineingeschossen. Dann 
werden allmahlich immer mehr Molekule 2 mit den Molekulen des Gases 1 zu
sammenstoEen nnd dam it abgelenkt werden und so dem Strahl verloren 
gehen. Die Wahrscheinlichkeit, da13 ein Molekiil auf der Strecke d IX einen 

Zusammensto13 erleidet, ist nach dem friiheren a;:. Der Bruchteil der Mole

kiile, die auf dieser Strecke durch ZusammenstoJ3 ausscheiden, ist also 

_ dN2 = + d~ .......•.... (52) 
N2 A 

Das gibt, integriert fur die Zahl der Molekiile, die nach Durchlaufen der 
Strecke IX noch im Strahl vorhanden sind, 

N2 = N02 e- x/A ••••••••••••• (53) 

Die Zahl der Molekiile nimmt also in geometrischer Progression abo 
Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da13 ein Molekiil auf der 

Strecke IX keinen Zusammensto13 erleidet, 

e- xlA 

[unabhangig davon, wo der letzte ZusammenstoJ3 stattgefunden hat, mit dem 
der Punkt IX = 0 nicht zusammenzufallen braucht. IX = 0 ist ein will-
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kiirlich gewiihlter Punkt] 1). Der Mittelwert der Strecken, die ein Molekiil 
ohne ZusammenstoJ3 durchfliegt, ist 

ao 

S xe-x1Adx 

-~---- = A, 

S e-IE/Adx 
o 

daher die Bezeichnung von A als mittlere freie Weglange. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daJ3 das Molekiil auf der Strecke x (be
liebig oft) zusammenstol3e, ist [proportional der Zahl der aus dem Strahl aus

geschiedenen Molekiile] 2) 
......... (04) 

b) Direkte experimentelle Messungen. Die Formel (53) gestattet 

eine direkte experimentelle Priifung und damit Messung der freien Weg

lange. Allerdings ist dies ohne weiteres bei einem Strahl von gewohnlichen 

Molekiilen nicht durchzufiihren, weil hierbei die Ziihlung der einzelnen Mole
kiile nicht einfach ist. Dagegen ist die Durchfiihrung fiir elektrisch geladene 
TeiIchen viel bequemer, da bier die mitgefiihrte Ladung ein MaJ3 fiir die 
Teilchenzahlliefert. Solche Messungen hat Lenard fiir nElektronen" zuerst 
ausgefiihrt S). Er fand, daJ3 die Zahl der Teilchen in einem Strahl von Elek

tronen, der durch ein Gas hindurchgeht, sich nach der Gleichung 

N= Noe-ax 

andertj der Absorptionskoeffizient ex ist nach (53) 1 oder gleich der Summe 

der absorbierenden Querschnitte aller in 1 cms enthaltenen Molekiile 

wenn x in Zentimetern gemessen wird. Spater sind dann diese Messungen 

fiir langsamere Elektronenstrahlen, als sie Lenard verwandte, und auf Edel
gase als getro:i'l'enes Gas ausgedehnt worden 4), weil hier die Verhiiltnisse be-· 
sonders einfach liegen und die Elektronen von den Molekiilen elastisch zu
riickgeworfen werden, wie wir dies beim StoD von Molekiilen gegeneinander 
vorausgesetzt baben, wahrend bei den Lenardschen schnelleren Strahlen 

1) Die Aufklarung eines MiJ3verstandnisses, das sich an diesen Punkt an
schlie.Llt, siehe bei R. Clausius, Wied. Ann. 10, 92, 1880, auch in Mech. Warme
theOl'ie III, Braunschweig 1891, S.204, 

2) Man kann hieran anschlie.l3end noch andere Fragen behandeln. So ist z. B. 
die Wahrscheinlichkeit dafur, da.Ll ein Molekul zum erstenmal auf der ~trecke 
zwischen x und x + d x einen Zusammensto.Ll erlcidet, gleich dem Produkt der 
Wabrscheinlichkeiten, da.Ll es von 0 bis x nicht zusammenstO.l3t, mal der Wahr-

scheinlichkeit, da.Ll es in dx uberhaupt zusammensto.Llt, also e- xlA a;. 
3) P. Lenard, Ann. d. Phys. 12, 714, 1903, bes. S.737, Die Elektronen eines 

Kathodenstrahles (siehe Bd. IV) verhalten sieh wie Gasmolekiile, sie fliegen gerad
linig, ohne zu nzielen" und sind durch ihre elektrische Ladung und hohe Energie 
leichter nachweis bar. 

4) J, Franck und G. Hertz, Verh. d, D. Phys. Ges. Iii, 373, 1913; C. Ram
sauer, Ann.d.Phys. 64, 513; 66,546,1921. 
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kompliziertere Erscheinungen auftreten. W. Wi en 1) hat ferner bei Kanal
strahlen ahnliehe Betraehtungen angewandt. Hier wirken nieht aIle Stolle in 
gleieher Art. Es kann z. B. der Bruehteil /Xl der Stolle das Leuehten an
regen, der Bruehteil /X2 das Molekiil ionisieren usw. Dann mull das Molekiil 

~ mal so weit fiiegen, um zum Leuehten angeregt zu werden, als wenn jeder 
/Xl 

Stoll dies bewirken konne. Es gibt dann eine eigene mittlere Weglange fiir 

die Leuehtanregung Al = A und die Zahl der auf der Streeke dx angeregten 
0(;1 

Molekiile betragt 
usw. 

Wenn zwei entgegengesetzte Wirkungen durch die Stolle erzielt werden 
konnen (z. B. fin de beim Zusammenstoll der Nl neutralen Molekiile des Kanal
strahls mit Molekiilen des durchstrahlten Gases Ionisierung statt, wobei die 
freie Weglange Al sei, wahrend beim Stoll eines der N2 Ionen des Kanal
strahls Neutralisierung eintrete und die zugehOrige freie Weglange A2 sei), 
so gilt folgende' Formel: 

dx rlx 
dNI = -dN2 = -Nl A +N2A-· 

I 2 

Der erste Summand bedeute hier die Abnahme der Zahl der neutralen Mole-
kiile durch Ionisation, der zweite die Zunahme ·dureh Neutralisation. 1m 

N1° Al stationaren Zustand ist d Nl = - d N2 = 0, also N
2

0 = A
2

' die Gleieh-

gewiehtszahlen verhalten sieh wie die freien Weglangen. 
Fiir einen Strahl aus neutralen Molekiilen hat Born 2) das den Lenard

sehen Versuehen entspreehende Experiment gemaeht, indem er ein Biindel 
Silberdampfatome in stark verdiinnte Luft eintreten liell und die Abnahme der 
Zahl der Dampfatome dadureh maD, dall er die auf Glasplatten in einer be
stimmten Zeit niedergeschlagene Silbermenge bestimmte, wenn die Platten in 
versehiedener Entfernung in den Weg des Strahls gestellt wurden. Doeh wurde 
mit dieser Methode bisher keine grolle Genauigkeit erreieht. Die genauen Be
stimmungen der freien Weglii.nge erfolgen indirekt (innere Reibung) (§ 18). 

§ 12. Verfeinerung der Betrachtung, genauere Diskussion. Wir 
haben bisher angenommen, dall die getroffenen Molekiile praktiseh in Ruhe 
sind, wii.hrend nur die Molekiile des "Strahls" sieh bewegen. Bei den 
Elektronen- und Kanalstrahlen ist diese Annahme aueh bereehtigt. Betraehten 
wir aber gewohnliehe Gasmolekiile, so ist die Gesehwindigkeit der getroffenen 
Molekiile von der gleiehen Grollenordnung wie die des betraehteten. Es be-

deute ~ die mittlere Relativgeschwindigkeit des betrachteten und der ge
troffenen Molekiile. Nach (47) ist, falls das Maxwellsche Geschwindigkeits
verteilungsgesetz gilt, 

1) W. Wien, Ann. d. Phys. 39, 519, 1912; 70, 1, 1928. 
2) M. Born, Phys. Zeitsehr. 21, 578, 1920. 
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wenn ItJ'~ das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der getroffenen Molek-iile ist, 
also z. B., wenn es sich urn Molekule eines und desselben Gases handelt, 

(IU2 = 1tJ/2) , ist ViU2 = V21tJ2• 

Es ist also iiJ > 1tJ, d. h. die getroffenen Molekule verhalten sich so, als 
ob sie dem betrachteten im Mittel entgegenfliegen wurden. Dadurch wird 
die StoI.lzahl erhOht, und zwar im Verhaltnis 

V:: = Vl+ ~~ 
Auch diese Betrachtung ist aber noch nicht ganz streng, man mull beruck
sichtigen, dall unter den Molekulen die Maxwellsche Geschwindigkeits
verteilung herrscht, und fur ein besonders schnelles Molekul der Unterschied 
zwischen seiner Eigengeschwindigkeit und der mittleren Relativgeschwindig
keit klein ist, weil die anderen Molekule sich im Verhaltnis zu ihm zu 
langsam bewegen., Damit wird die freie Weglange etwas von der Ge
schwindigkeit des betrachteten Molekuls abhangig, und zwar nimmt sie mit 
steigender Geschwindigkeit zu. Nimmt man ein strenges Mittel, so ergibt 
sich fUr die freie Weglange in einem Gase, das aus zwei Molekulsorten ge
mischt ist, fur ein Molekiil der Art 1 

1 I 1/- (d1 + d2)2} /:;~-+ m21 1 A = l:n: y2Nj d j 2 +:n:N2 -2--- /-~-J v ... (55) 

wobei del' erste Summand Zusammenstollen mit anderen MolekiHen derselben 
Art 1, der zweite solchen mit der Art 2 entspricht. vVir sehen, da.13 die freie 
Weglange umgekehrt proportional der Dichte ist (dagegen ist der mittlere 

1 
Abstand del' Molekiile proportional der dritten Wurzel aus del' Dichte -3 ~; 

fN/v 
es ist diese letztere Grolle proportional einer Art geometrischen Mittels aus del' 

freien Weglange und dem Quadrat del' Molekuldimensionen lS) 1_~ ~ V" A d2)\ 
V Njv 

Da!l folgt schon aus der Uberlegung des vorigen Paragraph en, wo sich die 
Zahl del' Zusammenstolle proportional der Dichte ergeben hat. 

Vergleicht man den Fall, dall ein Molekul unter gleichen fliegt (dl = d2), 

mit dem FaIle, da.13 ein punktformiges Molekiil (dl = 0) (Elektron) unter 
normalen Molekulen (d2) fliegt, so ergibt sich in letzterem FaIle eine viermal 
so grolle Weglange, wenn die anderen Molekule sich dem punktformigen 
gegeniiber ebenfalls wie starre Kugeln verhalten. 

Nach unseren Entwicklungen ist die Zahl del' Zusammenstolle, die ein 
Molekul del' Art 1 mit solchen del' Art 2 auf ein Zentimeter seines Weges erleidet, 

f2~21t(d!t~2y ........... (56) 

I ~ /2kl'm +m) also die Zahl del' Zusammenstolle in einer Sekunde ( mitltJ = 2} ~_ ~ ~2 
\ :n: m1 m2 

,N2 (d j + d2)2V'ml + m2 -~ 2y2:n:------- .. - ---kT· ....... ([)I) 
v . 2 n~m2 
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N 
da in 1 cms im ganzen --.! Molekiile dieser Art vorhanden sind, die sich un-

v 
abhangig voneinander bewegen, also jedes im Mittel die gleiche Zahl Zu-
sammenstoI.le erfahren, ist die Gesamtzahl der ZusammenstoI.le zwischen Mole

kiilen der Art 1 und der Art 2 in einer Sekunde in 1 cms 

2V21l Nl~1VJ:. (d1 * d2)21/Y11!_±~2kT ....... (58) 
v 2 2 V m1 w 2 

also proportional dem Produkt der Anzahl der vorhandenen Molekiile. Fragen 
wir nach der Zahl der ZusammenstoLle der Molekiile einer Art untereinander 
(Nl = N 2 , d1 := d2), so ergibt sich (vgl. S.29) 

2N2d21/1!kT = NiIWI1ld2. 
v 2 V m 2 v 2 

Der Faktor 1/2 muI.l eingefiihrt werden, da wir sonst bei der Uberlegung 
jeden Ston doppelt zahlen wiirden, indem wir jedes Molekiil einmal als stoI.len
des, das andere Mal aisgestollenes bei demselben Vorgang rechnen wiirden. 

Was die absoluten Zahlenwerte betri:lit, so ergibt sieh aus den Messungen 
von § 18 fiir Wassersto:li A zu 1,18. 10-5 cm bei 00 C und normaler Dichte (der 
mittlere Molekiilabstand ist da 0,33. 10-6 em). A wiirde also bei einem Druck 
von 0,9 .1O- 2 mm 1 cm sein (der mittlere Molekiilabstand ware 1 cm bei einem 
Druck von 2,8.10- 17 mm). Die Zahl der ZusainmenstoIle, dIe ein Wassei'sto:li
molekiil in der Sekunde erfahrt, ist etwa 1,4.1010, die Gesamtzahl der Zusammen
stoEe in 1 cms in der Sekunde 1,9.1029, bei 9/1000 mm Druck noch 2,6. 1019• 

Die Zahl steigt mit der Wurzel aus der absoluten Temperatur (proportional 1tJ). 

§ 13. Abhangigkeit der freien Wegliinge von der Temperatur. 
Dnter den bisherigen Voraussetzungen ergibt sich die freie Weglange als un
abhangig von der Temperatur; die indirekten Methoden zu ihrer Bestimmung 
lehren aber, daLl sie mit steigender Temperatnr zunimmt. Das bedeutet also, 
dall bei tiefen Temperaturen der Abstand, in welchem ein Molekiil auf ein 
anderes wirkt, es ablenkt, groI.ler ist. [Eine thermische Ausdehnung der 
Molekiile (von der Art wie bei festen Korpern) wiirde umgekehrt wirken.] 
Zur Erklarung dieser Tatsache miissen wir den bisherigen Standpunkt ver
lassen, nach welchem Molekiile wie starre kraftelose Kugeln aufeinander
wirken, d. h. bei einem Mittelpunktsabstand > d gar nicht, dann aber durch 
direkte Reflexion. Hingegen miissen wir annehmen, daI.l die Molekiile schon in 
groI.lerem Abstand einander beeinflussen, und zwar mit Kraften, die Ilaeh allen 
Erfahrungstatsachen verhaltnismiiEig schnell mit der Entfernung abnehmen. 
Nimmt man in erster Naherung an, die Krafte waren isotrop (kugelsym
metrisch), d. h. nach allen von einem Molekiil ausgehenden Richtungen gleich, 

A 
so kann man ihre Starke ~ setzen (r Ahstand der Molekiilmittelpunkte) und 

r" 
mull dann nach den erwahnten Erfahrungen n ziemlich groE (5 bis 10) an
nehmen. 

Unter diesen Umstanden hat die bisherige Definition der mittleren \Veg
lange als des mittleren Weges, den ein Molekiil zuriicklegen kann, ohne dall 
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ihm irgend etwas passiert, keinen Sinn, denn aueh auf gro13e Entfernungen 

beeinflu13t das eine Molekiil das andere; doch kann man dann andere geeignetere 

Definitionen wahlen. Eine Darstellung, die sieh haufig gut bewiihrt, stammt 
von Sutherland 1). Er betraehtet die Molekiile als Kugeln, die aufeinander 
Anziehungskriifte ausiiben, bei denen man also einen Zusammensto13 noeh wie 

friiher definieren kann als den Moment, wo sieh die Oberflaehen beriihren, die 
Mittelpunkte also den Abstand d haben. Die unmittelbare Wirkung des Zu

sammensto13es wird dann dureh die Krafte nieht geiindert, er erfolgt genau 

wie bei den bi8her betraehteten kriiftefreien starren Kugeln, die Kriifte be

€influ8Sen nul' die Bewegung VOl' und naeh dem Sto13. Denken wir uns nun 

zwei Molekiile so bewegt, da13 sie aneinander vorbeizielen, so wiirden sie ein

ander nieht treffen, wenn keine Kriifte wirkten. Die anziehenden Kriifte 
biegen abel' die Bahnen aufeinander zu, so da13 ein Zusammensto13 erfolgen 
kann, deren Zahl daher vermf;lhrt, die freie Weglange vermindert wird. Je 
hiiher die Geschwindigkeit, also die Temperatur ist, desto kleiner ist bei gleieh
bleibenden Kriiften die Ablenkung, desto kleiner daher die Vermehrung del' 

Sto13zahl, desto mehr steigt die mittlere ,Vegliinge. Bei sehr hoher Temperatur 
bewegen sieh die Molekiile so, als ob sie kriiftefrei wiiren, weil ihre kinetische 
Energie gro13 gegen die potentielle del' Anziehungskriifte ist, ihre freie Weg

lange ist dureh (51) gegeben. Die quantitative Durehfiihrung ergibt 2) 

Aoo T 
A = 1+ Q = Aoo6+ '1' ......... (59) 

T 

1) W. Sutherland, Phil. Mag. (V) 36, 507, 1893. 
2) Wir betrachten ein festes Molekiil, auf das ein anderes so zufliegen moge, 

daB sein Mittelpunkt ohne Wirkung del' AnziehungBkrafte in einem Abstand TO 
am Mittelpunkt des anderen vorbeikame. Die Kraft sei eine Funktion des Ab-

aE 
standes allein und von einer potentiellen Energie ableitbar - a/:' die wir im Un-

endliehen Null setzen. Wir fiihren Polarkoordinaten mit dem festen Teilchen als 
Mittelpunkt ein. 1m Anfang, in unendlicher Entfernung, ist die Geschwindigkeit 
gleieh del' urspriinglichen Relativgeschwindigkeit del' beiden Teilchen ;Uo 

-~- 2kT 
tu°2 = -3 - (/111 + m2)' 

m1m2 
Die Gesehwindigkeit tu setzt sich allgemein aus del' GeBchwindigkeit in der Rich
tung deB Radiusvektors und senkrecht dazu ZUBammen 

tu2 = (:~y + r2 (~ ~y 
und ist anfangB, wie erwahnt, ;Uo. Del' Energiesatz lautet dann 

(~I;y + 1'2 (~ ~y - ni02 = - ~ (_ Ep positive Arbeit del' Anziehungskrafte). 

Del' zweite Summand bestimmt 8ich aUB dem Flaehensatz 1,2 c~~ _ const, die linke 

Seite diesel' Gleichung, das Flachenmoment, ist zu Anfang wOro' Dann wird die 

(
dl,)2 1 ~ ~ Ep 

Gleichung d t + T2 l'02 tu°2 - tu°2 = - m' Del' Punkt. wo die Teilehen sieh am 

nachsten kommen, r min' ist definiert dl1rch die gewohnliehe Minimums bedingung 

(dT) 1. 2 Ep 
rI t ml'n = 0, also gilt _0 - - 1---· 

')' ~in - tn m02 
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Die aus den Messungen (§ 18) berechneten Zahlen fiir C liegen zwischen 
50 und 300 und sind urn so groller, je starker die Anziehungskrafte sind. Sie sind 
proportional del' Arbeit 1), die man gewinnt, wenn man zwei Molekiile bis zur 
Beriihrung eina.nder nahert, wobei del' Proportionalitatsfaktor noch von dem 
speziellen Kraftgesetz abhangt. Infolge des Zusammenhanges mit den Kraften 
steben sie auch mit den van del' Waalsschen GroJlen a und b, del' Ver
dampfungswarme usw. in naher Beziehung (§ 14); sie steigen im allgemeinen mit 
dem SiedEipunkt. Besonders einfache Verhaltnisse erhalt man nach MaxwelJ2) 

fiir einen Exponenten von 5 im Kraftgesetz, weil 8) dann die Abnahme des 
wirksamen Querschnittes mit steigender Geschwindigkeit gerade kompensiert 
wird durch die mit steigender Relativgeschwindigkeit zunehmende Zahl del' 
ZusammenstoJ3e. Viele Rechnungen, die sich sonst nul' angenahert ausfiihren 
lassen, gestatten hier exakte Durchfiihrung. In diesem Falle ergabe sich A '" fl'. 

Reinganum 4) sucht die Abnahme der freien Weglange mit sinkender 
Temperatur andel'S zu formulieren, indem er sie auf "Schwarmbildung" zu
riickfiihrt. Wir wissen aus unseren Betrachtungen zur Barometerformel, daJ3 
unter sonst gleichen Umstanden die Dichte der Molekiile an Orten mit 
kleinerer potentieller Energie cp, also an Orten, wohin Anziehungskrafte ziehen 
oder wohin die Molekiile unter Arbeitsgewinn gelangen, groJ3er ist nach del' 
Formel 

Wenn wir uns ein Molekiil festgehalten denken, dann ist infolge der An
ziehungskrafte in seiner unmittelbaren Umgebung die potentielle Energie 

kleiner, also die Dichte del' Molekiile dort groJ3er; es bilden sich sozusagen 
Schwii.rrne odeI' Kliirnpchen. Je hOher die Temperatur ist, desto weniger wird 
das del' Fall sein, da, wie wir wissen, steigende Ternperatur solche Dichte
unterschiede ausgleicht, indem sie die e-Potenz dem Werte 1 naherbringt. 

Nach Reingan urn ist nun in die Formel fiir die Zahl del' ZusammenstoJle 
mit einem bestirnrnten Molekiil 

ZusammenstoJ3 findet fiir solche r 0 statt, fur welche r min ;«; d ist, also fur 

1'02 ~ d2 (1- €!-) 
\ rn ro02 

odeI' bei geeigneter Mittelbildung uber -J-, wobei zu beachten ist, daJ3 iU02 im 
ro02 

Mittel", T ist: r02 < d2 (1 + ~). Der I<'aktor bedeutet einen groJ3eI'en wiI'k

samen Querschnitt. 
1) S. Chapman, Phil. Trans. (A.) 216, 279,1916. D. Enskog, Phys. Zeitschr. 

12, 56, 533, 1911. 
2) CI. Maxwell, Phil. Mag. (IV) 32, 390, 1866; 35, 129, 185, 1868; siehe auch 

L. Boltzmann, Vorlesungen uber Gastheorie I, 153. 
B) L. Boltzmann, Wien. Bel'. 81, 117, 18:30. 
') M. Reinganum, Phys. Zeitschr. 2, 241, 1901. 

Mtiller·Pouillet III. 11. Auf!. 4 
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nicht die Dichte N L Co der Molekiile im Durchschnitt, sondern die Dichte der 
Molekiile im Schwarm, in der unmittelbaren Nahe des betrachteten Molekiils 

8 p C' 

coe- 1<1' = Co e"T 

einzusetzen, also 
C' 

A = A"" e T •••••••.••••• (60) 

Entwickelt man nach GIlT und vernachlassigt quadratische Glieder, so sind 
Formel (59) und (60) identisch. Fiir grollere Temperaturintervalle ist die 
Entscheidung zwischen ihnen noch nicht gefallen 1). 

§ U. Ableitung der van der Waalsschen Volumenkorrektur. 
In unserer Ableitung der Druckgleichungen in § 3 und § 1 haben wir die 

Molekiile als punktformig behandelt. Den EinfluLl ihrer endlichen Grolle 
wollen wir uns zuerst an dem einfachen Fall eines einzigen, in einem 
rechtwinkligen Gefiill genau senkrecht zwischen den Wanden hin" und her 
fliegenden Molekiils klarmachen. Zwar bleiht der Betrag der bei jedem Sto1l 
iibermittelten Bewegungsgrolle ungeandert 2 m~. Aber die Haufigkeitder 
Stolle wird vermehrt, denn der Molekiilmittelpunkt kann sich der Wand nur 

auf den Abstand seines Radius : nahern, der Mittelpunkt hat von einer zur 

anderen Wand daher nur die Strecke 11 - 2: zu durchlaufen, braucht dazu 

eine entsprechend kleinere Zeit und kommt daher im Verhaltnis 

II 1 

ll-d l-~ 
71 

after zum Stoll; in diesem Verhaltnis wird auch der Druck vermehrt. 
Wenn wir von diesem idealisierten Fall zu einem realen Gas iibergehen, 

so bleibt das Wesentliche durchaus erhalten. Die Starke des einzelnen Stolles 
andert sich bei gegebener Temperatur, also gegebener kinetischer Energie, 
gegenuber dem idealen Gas nicht, wohl aber nimmt die Haufigkeit der Stolle 
gegen die Wand zu, weil die Molekiile untereinander zusammenstollen. Jedes 
Molekiil triigt einen bestimmten Betrag von BewegungsgroUe an die Wand; be
trachten wir z. B. ein mit einer Geschwindigkeit ~ parallel zur x-Achse bewegtes 
Molekiil. StoUt ein solches Molekiil etwa zentral an ein gerade ihm entgegen
kommendes, so vertauschen diese ihre Geschwindigkeiten, an Stelle des eraten 
fliegt das zweite in der urspriinglichen Richtung gegen die Wand weiter. 
1m Moment des Stolles war aber das zweite Molekiil der Wand naher als das 
erste, hat daher weniger weit zu fliegen; die transportierte BewegungsgroJle 
hat ein Stiick des Weges von der Liinge d iibersprungen; auf diesem Stiick 
ist sie nicht durch Molekiiltransport, sondern durch denjenigen Vorgang 
iibertragen worden, der beim Zusammenstoll die Geschwindigkeit vom einen 
Molekiil auf das andere iibertragt, das ware bei wirklichen elastischen Kugeln 

1) Siehe K. Rappenecker, Zeitschr. f. phys. Chern. 72, 7I!!, 1910. 



§ 14. Ableitung del' van der Waalsschen Volumenkorrektur. 51 

eine elastische Welle, bei den wahren Molekiilen sind es elektrische Vorgange 
und Elektronenbewegungen im Innern der Atome. 

Das Verhaltnis der Zeit, die der Transport der Bewegungsgrolle iiber 
die Strecke d durch den Sto13 braucht, zu der Zeit, die er ohne Stoll (durch 
Molekularbewegung) gebraucht hatte, ist daher durch das Verhiiltnis der 
Molekulargeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der elastischen Welle, bzw. 
der Reaktion im Atominnern gegeben, also jedenfalls verschwindend klein, so 
da13 wir weiter so rechnen konnen, als wiirde diese Strecke bei jedem Stoll 
von der Bewegungsgrolle momen tan iibersprungen, d. h. wir vernachliissigen 

Dauer des Stolles 

d 

1lUT 
d 

Bei normalen Druck- und Temperaturverhaltnissen ist TiUT "" 2. 10 -12 sec. 

tiber die Dauer eines Stolles hat man keine sonstige Kenntnis. 
Wir haben jetzt nur noch zu iiberlegen, welcher Weg durch die Be

wegungsgrolle infolge der Stolle im Mittel iibersprungen, d. h. wieviel Zeit 
dadurch gespart wird. Man sieht ohne wei teres ein, dal.l diese mittlere 
Wegverkiirzung gleich ist dem Mittelwert aller quer durch die Kugel vom 
Radius d /2 gelegten Parallelen, wobei zu beriicksichtigen ist, dall jede Flachen
einheit der Kugeloberflache gleich oft getroffen wird 1). Die Bewt>gungs
grolle iiberspringt namlich bei jedem Stoll eine Strecke von der Lange der 

Sekante, die von der StoI.lstelle parallel der betrachteten Richtung (bei der 
x-Komponente der Bewegungsgro13e also parallel der x-Richtung) durch die 
Kugel gelegt wird. Man erhalt als mittlere Grolle der Wegverkiirzung 

d/2. 
Die relative Anderung der Stollzahl gegen die Wand ist also im Mittel 

A _ 1 2)........... (61) 
d d 

A- 2- 1- 2A 

3 
Setzt man hier als frete Wegliinge A = --N

L 
(V ist dann das 

4 n-- d2 
·V 

Volumen, das ein Mol enthiilt), und fiihrt die Abkiirzung 

b = 4n RLds = 4NL~ (~)3 
3 2 3 2 

1) Wenn ein Molekiil 80 auftrifft, dall die Zentrilinie, die die beiden Molekiil
mittelpunkte verbindet, mit del' Relativj!"eschwindigkeit den Winkel iJ biJdet, 80 
ist die Wegverkiirzung d. cos iJ. Die Zahl dieser !Wjlle ist proportional sin iJ d iJ, 

die mittlere Wegverkiirzung also d ~t cos iJ sin iJ d iJ = {_. 
2) Die Ableitung- ist nicht ganz exakt; die Ung-enauig-keit, die man durch 

die Wahl des Ausdrucks fiir A begeht. wird kompensiert durch eine Ungenauig
keit bei der Verkiirzung der freien Wegliinjle. Das Resultat ist richtig, "g-I. die 
Ableitung * 2, Kap. Ill. Dagegen ist in Wirklichkeit die Verkleinerung der Weglange 

durch 1 gegeben (Clausius). 
1+~~ 

8 V 

4* 
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ein (b ist dann also das Vierfache des wahren 

Molekiilen), so wird die ErhOhung des Druckes 
V olumens von einem Mol 

1 

b 
1- V 

. . . . . . . . . . . . (62) 

die Gasgleichung also 
1 

pV=RT---oder p(Y-b)=RT ..... (63) 
b 

1- V 

Allerdings gilt die Formel nul', solange die GroLle b klein gegen V ist; 

die Formel wiirde ja fiir V = b einen unendlich hohen Druck ergeben, V = b 
ware also das kleinste mogliche Volumen. Tatsachlich ist abel' die dichtest 

mogliche Packung von Kugeln diejenige, bei welcher die Mittelpunkte von 

Kugeln, die in einer Ebene liegen, die Eckpunkte eines Netzes von gleich

seitigen Dreiecken bilden, wahrend in del' nachsten Ebene die Kugeln auf 

den Liicken zwischen den Kugeln del' ersten Ebene sitzen. Dann bilden die 
Mittelpunkte von je vier nachstbenachbarten Kugeln ein Tetraeder (tetraedrische 
Packung) von del' Seite 2 r, also dem Volumen -~ Y2 r S, jedem solchen Tetraeder 
gehort del' sechste Teil einer Kugel zu, folglich ediillen NL Kugeln mit dem 

E I NL 4:n:rS -_ _ b. R b G igenvo umen von emen aum von etwa -3' Del' rund, 
3 4 

Fig. 19. warum bei kleinem Volumen die Korrektur nicht mehr 

I 

I C])'.----. 1,1 ...... 

, . 
I • 

~\~ .. ) 
.... ",.' 

~ ....... .. 

so groLl ist, liegt darin, dall gerade diejenigen Stolle, 
bei denen die Bewegungsgrolle den langsten Sprung 

macht, namlich die zentralen, relativ Beltener werden. 

Man sieht dies bei einer beinahe vollkommen dichten 

tetraedrischen Packung. Ubrigens werden wir dieses 

Problem anlaLllich einer anderen Ableitung der Volumen

korrektur nochmals erwahnen. 
Die genauere Beriicksichtigung der Einfliisse dich

terer Packung hat viele Arbeiten hervorgerufen, doch 
ist zu bemerken, daLl wir fiir so genaue Rechnungen 
die Molekiile keinesfalls mehr als starre Kugeln an-

sehen duden. 
Man kann die Tatsache des Uberspringens del' BewegungsgroLle nochin 

etwas anderer Weise betrachten 1), die uns spater nutzlich sein wird, weil sie 

auch bei beliebig starker Verdichtung gilt. Denken wir uns in das Gas eine 
Ebene gelegt, dann ist der Druck, den die Ebene von links her erleiden 
wurde, wenn sie eine materielle undurchlassige unendlich dunne 2) Wand ware 

1) Siehe z. B. G. Jager, Wien. Bel'. 106, 15. 1896; Zeitschr. f. phys. Chem. 
93, 289, 1919; L. Boltzmann, Wien. Bel'. 106, 695, 1896. Weitere Literatur siehe 
Enz. d. Math. Wiss. V, S, 552. 

2) 1m allgemeinen ist del' Druck auf eine Wand gleich dem thermischen Druck, 
weniger dem von den Anziehungskraften herriihrenden Kohasionsdruck (§ 15). An einer 
unendlich diinne Wand, die an beiden Seiten Fliissigkeit hat, wiirde abel' der Kohasions
druck nicht zur Wirkung kommen, da die Anziehung del' Molekiile von der anderen 
Seite del' Wand her ihn aufhebt; es bleibt dann del' thermische Druck allein iibrig. 
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- man nennt ihn den thermischen Druck -, gegeben durch die Bewegungs
groJ3e, die von links nach rechts pro Zeit - und Flacheneinheit in dieser 
Richtung durch un sere gedachte Ebene hindurchwandert, multipliziert mit 2 
(Reflexion s. § 3). Beim Transport der BewegungsgroJ3e lassen sich nun ge
danklich zwei Arten unterscheiden. Die erste besteht darin, dati Molekule von 
der linken Seite der Wand auf die rechte hinubertreten. Von einem solchen 
Hinubertreten wollen wir aber nur dann sprechen, wenn der Mittelpunkt 
eines Molekuls durch die Ebene hindurchtritt. Die zweite Transportart ist 
die "Forderung der Bewegungsgro!3e" und erfolgt dann, wenn es nicht so weit 
kommt, dati der Mittelpunkt des Molekuls durchtritt (s. Fig. 19). Wir zeigen, 

d " d AI' RT b "'d I G E . B ay er erste ntei Immer V etragt Wle 1m 1 ea en ase. s se1 z. . 

die freie Weglange A sehr klein, eventuell auch gegen die Molekuldimensionen. 

Dann konnen, wenn wir wieder die rohe Uberlegung anwenden, nach der 
sich l/S aller Molekule von links nach rechts oder umgekehrt bewegt, nur 
diejenigen Molekule mit ihrem Mittelpunkt durch die Ebene durchtreten, die 

nicht we iter als A von ihr entfernt sind, also ~ L: . Diese werden im 

wesentlichen (in unserem rohen Bilde) stets eine Bewegung urn die Strecke A 
nach rechts und dann wieder urn ebensoviel nach links machen, also wird jedes 

2 ~ mal in der Sekunde die Flache von links nach rechts passieren, es treten 

d h . NLA ~ NL~M I k"l Z 't dFl" h . h 't emnac 1m ganzen -3 V-' 2 A = 6V 0 e u e pro el - un ac enem e1 

mit ihrem Mittelpunkt durch die Flache, unabhangig vonder Grotle der freien 
Weglange; der von ihnen ausgeubte Druck ist daher stets 

NLmI2 Rl' 
2-6V = -V--' 

Der ubrige thermische Druck ruhrt von der Forderung der BewegungsgroJ3e 
durch solche Molekule her, die nicht ganz (d. h. mit ihren Mittelpunkten), sondern 
nur zum Teil durch die Ebene durchtreten. Bei matliger Verdunnung betragt 

dieser Anteil, wie fruher abgeleitet, -t T b - R :' wieviel er bei groJ3en 

Dichten betragt, dafur fehlt noch eine gut begrundete allgemeine Theorie 1). 

J edenfalls nimmt fUr stark verdichtete Gase und Flussigkeiten der 
thermische Druck sehr stark mit weiterer Volumenverkleinerung zu. Wenn 
man auch fur grolle Nahe die Molekule als elastische Kugeln ansehen konnte, 
sonte er stets proportional T sein 2). 

§ 15. Der van der Waalssche innere oder Kohasionsdruck. 
Es ist bekannt, daJ3 zur Erklarung des Unterschiedes zwischen idealen Gasen 
und stark verdichteten Gasen oder Flussigkeiten die Berucksichtigung des 
Eigenvolumens der Molekule nicht ausreicht, denn in diesen mull der ther-

1) Siehe z. B. R. Becker, Zeitschr. f. Phys. 4, 393, 1921. 
2) R. Clausius, Pogg. Ann. 100, 358, 1857. 
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mische Druck Pth enorme Werte annehmen. Dall eine Fliissigkeit bei nor

malem Druck iiberhaupt bestehen kann, ist auf das Vorhandensein von 

Anziehungskraften zuriickzufiihren. Deren Wirkung lallt sich durch einen 

Druck, den inneren odeI' Kohasionsdruck Pi beschreiben, del' vom thermischen 

Druck abzuziehen ist, urn den allein mellbaren aulleren Druck p zu ergeben. 

Zur Ableitung del' Formel fiir Pi schliellt sich van der Waals 1) an die 

Gedankengange del' Kapillaritatstheorie an; er nimmt Anziehungskriifte an, 
deren Reichweite zwar klein gegen 1 em, abel' noch groll gegen molekulare 
Dimensionen sein soI1 2). Die Wirkung zweier Volumenelemente aufeinander wi I'd 
dann einfach proportional dem Produkt del' in ihnen enthaltenen Molekiil
zahlen gesetzt, oder umgekehrt proportional d em Prod ukt der Molekular-

const const. .. 
volumina, also "V:-V - ~. DIe Art, Wle dIe Kraft vom Abstand abhangt, 

geht nul' in die Konstante ein und aullert sich nieht in del' Abhiingigkeit von V. 
Ferner solI die Verteilung del' Molekiile im Mittel gleichmaLlig sein. Dann 

ist ein Molekiil im Innern im wesentlichen ringsum gleichmaLlig von anderen 
umgeben, deren Wirkung sich daher im Mittel aufhebt, an del' Oberflache aber 

bleibt ein Zug nach innen iibrig. So ist dann del' van der Waalssche 
Kohasionsdruck: 

a 
Pi = Pth - P =V2 . 

Da a die Starke del' Anziehungskrafte del' Molekiile miIlt, die sich aueh 
in del' Temperaturahhangigkeit del' freien Weglange auLlert, hesteht ein naher 
Zusammenhang zwischen dem van del' Waalsschen a und del' Sutherland
schen Konstanten C (§ 13). 

§ 16. 11 a x well sches Geschwindigkeitsverteilungsgesetz und 
ZusammenstoJ3e. Grundgleichung der Gastheorie. H-Theorem. Wir 
wollen nun n6ch eine Ableitung des M a x well schen Geschwindigkeits

verteilungsgesetzes gehen, welche den ersten strengen Beweis 3) fiir dieses 

Gesetz geliefert hat. Wir erinnern daran, daLl die Zusammenstol3e del' 
Molekiile untereinander hewirken, dal3 auch in einem Gase, dessen Molekiile 

urspriinglich gleiche Gesehwindigkeit hahen, sich sehr hald eine Streuung 

diesel' Grolle einstellt. Hierbei ist es gerade die Unregelmal3igkeit del' Stolle, 

die hewirkt, dal3 z. B. auch ruhende Molekiile in Bewegung kommen. Denken 
wir uns ein momentan ruhendes Molekiil, das stets nul' gleichzeitig von zwei 
entgegengesetzt fliegenden Molekiilen an diametral entgegengesetzten Punk ten 
geb'offen wiirde, so hliehe es in Ruhe. Es kommt nul' dadurch in Bewegung, 
dall es in unregelmalliger Reihenfolge einseitige Stal3e erhalt. Diese Uber
legung wird spateI' von Wichtigkeit sein. Wir sehen also, daLl die unregel-

1) J. D. van del' Waals, Die Kontinuitat des gasformigen und f!iiBsigen 
Zustandes I. Leipzig 1873. 2. Auf!. 1898. 

2) In Wirklichkeit ist diese Annahme unn6tig (Kap. III, § 4). Die tatsachlicbe 
Reiehweite ist 3.10-8 cm. 

3) 01. Maxwell, Phil. Mag. (IV) 35, 185, 1868; Phil. Trans. 170, 231, 1880; 
L. Boltzmann, Wien. Bel'. 66, 275,187:.1; 96,891,1887; H. A. Lorentz, ebenda 
95, 115, 1887. 
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miilligen Stolle einerseits aile Molekiile in Bewegung halten, andererseits 

verhindern, dall aIle Molekiile in jedem Moment genau die gleiehe Geschwindig

keit haben. 
Wir wollen im einzelnen verfolgen, wie in einem Gase, in welchem die 

GeschwiIi.digkeits- und Ortsverteilung der Molekiile eine beliebige ist, das sich 

also eventuell nicht im Gleichgewicht befindet, sich diese Vertei~ung im Laufe 

der Zeit andert, und zwar einerseits durch ZusammenstoI3e, andererseits durch 

dieregelmallige Bewegung und auI3ere Krafte. Andertsich die Verteilung 

gar nicht, so herrscht Gleichgewicht. 
Wir fragen nach der Zabl del' Molekiile, die in einem bestimmten Volumen

element, einem Wiirfel, dessen Kanten von x bis x + ,d x, bzw. von !J bis 

11 + ,d 11 und von z bis z + ,d z gehen, und das daher die GroI3e ,d V 
= L1 x,d 1I,d z hat, enthalten sind. Nach den Uberlegungen des § 2 wird 
die Zahl dieser Molekiile proportional ,d V sein, wenn nur die Grolle von 
,d V weder zu groll noch zu klein gewahlt wird 1), kann aber im iibrigen von 

dem Orte des Volumenelements x, 11, z abhangen. Nun wollen wir von allen in 
L1 V enthaltenen Molekiilen nur diejenigen beriicksichtigen, deren Geschwindig

keit in del' X-, bzw. !I-, bzw. z-Richtung zwischen ~ und ~ + A~, bzw. 

1] und t/ + ,df}, bzw. ~ und ~ + ,d~ liegt. Der Bruchteil dieser Molekiile 
wird nach dengleichen Uberlegungen proportional ,d (lJ = ,d ~ L1 'I'/,d ~ sein, 

im iibrigen aber von den Werten ~, f), ~ abhangen. Die Zahl der Molekiile, 
die den Bedingungen fiir die Lage im Raume (innerhalb von ,d V) und fiir 

die Geschwindigkeit gleichzeitig geniigen, laI3t sich dann schreiben 

,dN= Nof(x,y,z, ~,1],~),d;,d'l'/,d~,dV .. (64) 

wo f die gesuchte Verteilungsfunktion ist und No die Gesamtzahl der 
Molekiile angibt 2). 

Durch jeden Zusammenstoll, den ein Molekiil dieser betrachteten Gruppe 
(Gruppe A) erleidet, wird seine Geschwindigkeit um einen endlichen Betrag 
geandert, liegt also nach dem ZusammenstoLl nicht mehr zwischen den 
geforderten Geschwindigkeitsgrenzen, das Molekiil scheidet deshalb aus der 

Gruppe aus. 

Urn die Veranderung del' Zahl der Molekiile der Gruppe A pro Sekunde 
kennenzulernen, miissen wir daher zuerst die Zahl der Zusammenstolle 

streng berechnen. Es bezeichne ,d VI ein anderes Volumenelement am Orte 

Xl' Yl. ZI' ferner ;1 und ~1 + ,d ~I' fit und '1'/1 + ,d1]11 ~1 und ~1 + ,d ~1 andere 

I) Namlich so klein, daf.l die Dichte (die Funktion f) sich innerhalb .d V 
nicht merklich andert, und gleichzeitig so groD, daf.l '" N groD gegen 1 ist. Eventuell 
ist J N als Zeitmittel iiher kurze Zeiten zu betrachten, vgl. § :.!. 

2) Man kann sich wie in § 2 einen Raum mit den Koordinaten S, 'fJ, t aufzeichnen, 
den "Geschwindigkeitsraum". Ein Punkt in diesem Raume mit den Koordinaten 
S' 'fJ. t hei.f.lt dann ein "Bildpunkt" des Molekiils. Die Verbindungsstrecke vom 
Koordinatennullpunkt bis zu diesem Bildpunkt stellt die Geschwindigkeit des 
Molekiils Dash Gro.f.le und Richtung dar, denn ihre Lange ist V S2 + 'fJ2 + t2 = ttl 

und ihre Richtungskosinus sind S, !I, ~. Die Molekiile mit Geschwindigkeits-
ttl ttl ttl , 

komponenten zwischen S und S + d S, 'fJ und 'fJ + .d 'fJ, t und t + J!; baben ihre 
Bildpunkte in der wiirfelformigen "Zelle" vom Volumen J 6) = ., S .d 'fJ J t, deren 
einer Eckpunkt die Koordinaten S, 'fJ, that. 
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Geschwindigkeitsgrenzen. Die Zahl der Molekiile, die in Li VI Geschwindig
keiten zwischen den angegebenen Grenzen haben (Gruppe B), ist entsprechend 

LiNI = Nof(XI> '!II' ZI' ~l> '/]1' ~I) Li~I Li'/]1 Li~I LiVI .•• (64') 

Zur Abkiirzung schreiben wir die Argumente von f nicht hin, sondern 
setzen den Index an die Funktion, schreibell also z. B. fl' 

Wenn wir noch verlangen, dal.l im Moment des StoLles die Verbindungs
linie der beiden Kugelmittelpunkte mit der Richtung der Relativgeschwindig

keit, deren GroLle I iU I sei, einen Winkel zwischen {t und I} + d {t bilde, so 

erhalt man fiir die Zahl der StoLle, die ein Molekiil der Gruppe A mit Molekiilen 

der Gruppe B in der gewiinschten Weise erfahrt, nach Uberlegungen, die 
den in § 3 angewandten ganz ahnlich sind 1), 2), 

d2 cos{tsinf7df7dcp IrOl~·~ ......... (G5) 

Die Zahl der ZusammenstiiLle, die ein Molekiil der Gruppe A mit irgend

welchen anderen Molekiilen erfahrt, ist daher 

d2No f fldro l f liUl cos{t sin f7 d{t f dfP ...... (65') 
WI 

Die Zahl der Zusammenstol.le, die aIle Molekiile der Gruppe A erfahren, 
d. h. die Zahl der Molekiile, die durch Zusammenstol3e in der Zeiteinheit aus 

der Gruppe A ausscheiden, ist das Produkt der Zahl der Molekiile der Gruppe A 
[Formel (64)J und der Zahl der Zusammimstof3e eines Molekiils der Gruppe A 
[Formel (65')J, also 3) 

No f Li V d ro d2 Noj' fl d rod I rO I cos {t sin {t d {t f cl fP . . . . (6!i) 
Wt 

N ach dem ZusammenstoLl hat das Molekiil der Gru ppe A eine Gesch windig
keit ~*, '/]*, b*, das sto13ende Molekiil eine solche ~1, 1]~, ~~, die von ~, 1], b, 
~1' '/]1' bl' den Geschwindigkeiten vor dem StoLl, dann von der Art des Zusammen
treffens, d. h. von den Winkeln {t und fP abhangen, die wir aber hier nicht 

im einzelnen berechnen wollen (s. Fig. 20). 
Wir wollen die Gruppen, welchen die Molekiile nach dem StoLl angehoren, 

A * bzw. B* nennen. 

1) Es ist ffJ ein Winkel, welcher die Lage del' Ebene durch Zentrilinie und 
I -I ltl: festlegt. Zum Vergleich mit Formel (8) beachte man, daLl 

",;l22.n 

S J cos {) sin {) d {) d ffJ = :IT: 

ist. 0 0 

2) In dieser Formel bedeutet d2 natiirlich das Quadrat des Durchmessers, nicht 
ein Differentiationszeichen. 

3) Man konnte hier meinen. daLl diese Ausdrucksweise sinnlos sei, da ein 
einmal getroffeneB Molekiil ja aus der Gruppe ausscheidet, also nicht OfterB mit· 
gezahlt werden darf. Es ist folgendes gemeint: Wenn Nl die Zahl del' Stii}.!e 
eines Molekiils pro Sekunde bedeutet, durch (66) definiert, so heint daB, daB 1m 

Mittel nach ~- Sekunden ein Molekiil einen Ston erleidet. Dann erleiden also in 
1 . 

d t Sekunden d N Molekiile im Mittel J N . N 1 . d t Stone; diese Behauptung 1st 
trotz des Ausscheidens der getroffenen Molekule richtig, wenn nul' dt so klein ist, 
dan die Veranderung von J N relativ klein bleibt, absolut aber gron gegen 1 ist 
(LiN ~ dNNldt ~ I). 
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Durch die eben betrachteten ZusammenstoLle gehen also dauernd Molekiile 
der Gruppe A verloren, andererseits kommen aber dureh andere Zusammen

stolle neue Molekiile zur Gru ppe A hinzu, namlich solche Molekiile, die 
durch diese anderen ZusammenstoLle gerade eine Gesehwindigkeit mit Kom

ponenten zwischen ~ und ~ + A~, 'Y} und 'Y} + A 'Y}, ~ und ~ + A ~ erhalten 
haben und gleichzeitig im Volumenelement A V sieh befinden. Eli ist jetzt 

die Frage, welche Zusammensto.l3e gerade zu einer Geschwindigkeit zwischen 

~ und ~ + A~, 'Y} und 'Y} + A 'Y}, ~ und ~ + A ~ fiihren. 

Fig. 20. 

Hier lehrt nun eine einfache Betrachtung, die in der Fig. 20 ver
anschaulicht ist, daLl dies gerade solche StoGe sind, bei denen die Molekiile 

vor dem Sto.13 Geschwindigkeiten zwischen ~* und ~* + A ~*, 1]* und 'Y} * + L1 'Y}*, 
~* und ~* + A ~* das eine, zwischen ~i und ~~ + A ~i, 'Y}i und 'Y}~ + A YJ:, 
~i und ~i + A ~i das andere hatten, wo also die stoLlen den Molekiile vo r 
dem StoLl den Gruppen A* und B* angehorten und wo die Zentrilinie unter 

den gleichen Winkeln fr und rp gegen die Relativgesehwindigkeit liegt, der 

Sto.13 aber von der anderen Seite her erfolgt. Fiir diese StoLle (nentgegen

gesetzter Art" nach Boltzmann) ist die Relativgeschwindigkeit Ifo*1 = lfo !. 
Die Zahl der StoLle, die unter den gegebenen Auftreffbedingungen gerade 

je ein Molekiil der Gruppen A. und B liefern, ist entspreehend 

d2 Nof* A~* A'Y}* A~* AV !fofi A ~i A'Y}i A~i Iw71 cos-lt sinfr d-ltdrp (66') 

Zahl der Molekiile Zahl de~ Molekiile 
der Gruppfl A * in d V der Gruppe B* in 1 cern 

Jetzt denke man sich in f* bzw. fi die Werte von ~* ... gals Funktionen 

von ~ .. , gl ... -It rp eingesetzt, A ~* A1]* A ~* A~: A 'Y}; A~: konnen wir 
durch das gleich groGe Produkt A ~ A'Y} A ~ A ~l A 'Y}l A ~l ersetzen, denn die 
GroGe der erlaubten Spielraume wird durch den Zusammensto.13 nieht 
geii.ndert 1). 

1) Cl. Maxwell, I. c., L. Boltzmann, Wien. Ber. 58, 517, Hl68, einfacber 
Beweis nacb H. A. Lorentz, ebenda 95, 115, 1887. Haben die Kugeln gleiche 
Masse, so ist del' Beweis am einfachsten so zu fiibren: Die Grolle der nZellen" 
d S d'YJ d 6 und d £1 d 'YJ1,161 biingt natiirlicb nicht von der Ricbtung des Koordinaten
systems ab, es sind .ia einfach Volumina im Gescbwindigkeitsraum. Wir legen 
nun die Koordinatenrichtung bei jedem einzelnen StoJ3 so, dall die £-Acbse in der 
Ricbtung der Zentrilinie fallt. lIie Gescbwindigkeiten senkrecbt zur Zentrilinie 
werden nun durcb den Stoll iiberhaupt nicbt beeinfiuJ3t, es gilt. also ,1 'YJ = d 'YJ". 
d 6 = d 6*' d 'YJ1 = A 'YJ:' A 61 = ,16;; die Gescbwindigkeiten in der Zentrilinie 
werden zwiscben den Kug-eln ausgetauscht, also ,1t = dt1' dt; = At. 
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Nun interessieren wir uns nur dafiir,dall jetzt das eine stollen de Molekiil 

nach dem Stoll die vorgeschriebene GElschwindigkeit der Gruppe A hat, ohne 

Wert darauf zu legen, dall das andere gerade zur Gruppe B gehort. Da wir 
nur wissen wollen, wieviel Molekiile in der Sekunde die Geschwindigkeit der 
Gruppe A erlangen, kann die Geschwindigkeit des anderen Molekiils nacb 
dem Stoll beliebig sein; wir haben also aHe diejenigen Stolle in Betracht zu 
zieben, nach denen eines der Molekiile zur Gruppe A gehort, d. h. wir haben 

iiber alie moglichen Geschwindigkeiten des zweiten Molekiils zu integrieren 
und bekommen so die Zahl der Stolle, die einem Molekiil diegewiinschte 

Geschwindigkeit erteilen, 

d2 LI ~ LIt} Ll6 LI V Ni J f* f~ d ~1 d "11 d 61 J I iU I cos {}- sin {}- d {}- d cp, 

wobei die Argumente ~* ... von f* und ~~ ... von f~ als durch ~ ... und ~1'" 
ausgedriickt aufzufassen sind und ~ ... festgehalten ist, wahrend iiber ~1'" 

integriert wird. 

Durch Stolle andert sich also im ganzen pro Sekunde die Zahl der 

Molekiile der Gruppe A um 

- d2 No2 LI ~ L1 YJ LI~ LtV J (ff'1 - r fn dg1 d'Yh d~l J I lU I cos {}- sin{)- d{}- d rp (67) 

Aullerdem andert sich die Zahl der Molekiile noch auf folgende zwei Weisen: 

Erstens verlassen einige Molekiile der Gruppe A einfach das Volumenelement 
LI V im Laufe ihrer (von Zusammenst6Ilen freien) Bewegung und scheid en 

Fig. 21. 
dx 

r2 ~dY 
'7 dz 

darum aus der Gruppe aus, ohne ihre Geschwindigkeit zu andern. Die Zahl 
del' Molekiile, die durch die rechte Flache des Wiirfels pro Zeiteinheit aus
tritt (Fig. 21), ist 

LIN 
LI V g LI y LI z = No f LI (i) g LI !J LI z. 

Das folgt aus der Uberlegung, dal3 ein Molekiil in der Zeit d t in der 
x-Richtung den W eg ~ d t zuriicklegt, also am Ende dieser Zeit die Molekiile, 
die zu Beginn noch die Entfernung g dt von der rechten Wand hatten, 
gerade noch zu del' Wand hinkommen, aIle, die del' Wand naher lagen, aber 
schon ausgetreten sind, das sind aber alle Molekiile der gegebenen Geschwindig

keit im Parallelepiped vom Querschnitt LI!J LI z und der Hohe ~ dt, also dem 
Inhalt ~ d t LI !J LI z. 

GIeichzeitig tretell von der anderen Seite alle diejelligen Molekiile der 

richtigen Geschwindigkeit ein, die nicht weiter als ~ dt von der linken Seiten
LIN' 

wand entfernt sind, also LI V ~ d t LI y LIz; hierbei ist aber zu beachten, 

dall deren Zahl von der Zahl del' austretenden verschieden ist, wenn die 
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Dichte nicht iiberall gleichma.l3ig ist, also an der linken Seitenwand nicht r, 
sondern r - :: L/ a; betragt. 

Die Gesamtzahl der im Uberschu.13 austretenden betragt also fiir zwei 
gegeniiberliegende Wiirfelseiten 

No [r - (1' - : : L/ x)] L/ (i) ; Li 1/ L/ s = No ~~ L1 (i); L/ a; L/1/ L/ s 

und entsprechend fiir Ober- und Unterseite (s) und Vorder- und Riickseite (y), 

im ganzen also 

Zweitens konnen noch auJ3ere Krafte auf das Gas wirken, welche eine Ver
anderung der Molekiilgeschwindigkeit auch ohne Stoll verursachen. Wenn 
die au.l3ere Kraft, die auf ein Molekiil wirkt, die Komponenten ~." ~II' ~. hat, 
so gelten die Bewegungsgleichungen 

d; dfJ 
m dt = ~." m dt = ~II' 

db 
m dt = ~" 

in der Zeit d t andert sich also die Geschwindigkeit urn 

d; = ~'" dt 
m 

und in der Zeit L/ t = m:.,; ist die Geschwindigkeit der Molekiile, die am 

Anfang die untere Grenze ; des erlaubten Geschwindigkeitsbereiches hatten, 
so groJ3 geworden, dall sie die 0 bere Grenze ; + L/; erreichen und im nachsten 
Moment die Gruppe A verlassenj alIe Molekiile, deren Geschwindigkeit anfangs 
zwischen; und ; + L/; lag, haben diese obere Grenze schon friiher erreichtj 
dafiir kommen neu zur Gruppe aUe die Molekiile, deren Geschwindigkeit zu 
Anfang des Zeitraumes L/ t zwischen ; - L/; und ; lag, das sind 

No (r - ~ ~ L/ ;) L/; L/ fJ L/ b L/ V 

Molekiile, denn ihre Geschwindigkeit ist urn L/; gewachsen. In der Zeiteinheit 
andert sich daher die Molekiilzahl um 1) 

No ~ t [1' - (1' - ~ f L/ ;)] L/; L/1/ db L/ V 

'0 l' d; 0 l' ~'" = No ;iTf Lit L/; L/ fJ L1 b L/ V = No -a~ m- L1 (i) L/ V. 

Entsprechendes gilt fiir die anderen Koordinatenrichtungen. 
All diese Anderungen zusammen ergeben die Gesamtanderung in der 

Zeiteinheit 'Or 
No Tt L/ (i) L/ V. 

1) Man hatte das formal auch ganz gleich wie bpi der 1m vorigen betrachteten 
Ein- und AU8stromllng aus dem Volumenelement d V dUlCh Berechnung der Stro
mung der nBilrlpunkte" im Geschwindigkeitsraum und ihl'en Ein- und Austritt in 
die Zelle .d 6) ableiten konnen. Die StromuIlgsgeschwindigkeit der Bildpunkte im 

Geschwindigkeitsraum ist eben dl ~, dd 7J, dd b. 
c.t t t 
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Schreibt man dies hin und ktirzt beide Seiten durch No L1 w.L1 V, so erhilt 
man die "Grundgleichung der Gastheorie" 1) 

'£l + ~'" 0 f + ~y 0 f + ~z 'l; f + I: (3 ~ + '£!~ + ~ !} f 1 
o t m 0; m (j 'Y} m 0 ~ 6 0 x 'Y} 01/ d s . (68) 

- d2No J (ff1 - f* fi) d~l d'Y}l d~l J I tV I COS./t sin./td./t d rp J 
Handelt es sich um ein Gemisch zweier Gase (es seien die Grollen fiir das 
zweite Gas durch Striche gekennzeichnet), so kommt noch ein Ausdruck fiir 
die gegenseitigen Zusammenstolle zwischen Molekiilen verschiedener Art dazu: 

- d~ 2NO f (ft;.' - f* f:) d~; d'Y}: d~: f I tU12 1 cos./t sin./td./t d rp . . (69) 

Eine ganz entsprechende Gleichung gilt fiir das zweite Gas. 
Auch wenn man annimmt, daJ3 die Molekiile nicht wie elastische Kugeln, 

sondern nach irgendwelchen Kraftgesetzen aufeinanderwirken, bleibt die Art 
der Gleichungen ungeindert, nur ist der feste Querschnitt n d 2 durch einen 
von der Geschwindigkeit abhangigen zu ersetzen und auch der formelmaI.lige 
Zusammenhang der Geschwindigkeiten vor und nach dem StoB wird anders. 

1m einfachsten FaIle des Gleichgewichtes ohne Krifte und gleichmiI.liger 
Dichte im ganzen Raum ist die linke Seite der Gleichung Null, also f von x, 1/, Z 

unabhingig. Das Nullwerden der rechten Seite bedingt 

ff1 = f* f~ ............. (70) 

Da in diesem FaIle keine Richtung ausgezeichnet ist, kann f nur vom Betrag 

der Geschwindigkeit abhil.ngen, also von lU = V ~2 + 'YJ2 + ~2, nicht von den 
Komponenten ~, 'Y}, ~ einzeln. Daher gilt 

f(lU) ·f(lU1) = f(lU*) f(lU~) ..•....... (70') 

Nun sind lU und lUI ganz willkiirlich; auch lU*, die eine der resultierenden 
Geschwindigkeiten, kann noch in einem kontinuierlichen Intervall willkiirlich 
durch Regulierung des Auftreffwinkels ./t geindert werden. Durch den 
Energiesatz ist dann lU~ bestimmt 

to: 2 = lU2 + lU~ -lU*2. 

Mit diesem Werte von lUt kann die Gleichung (70') nur dann fiir beliebige 
lu, lUll lu* erfiillt sein, wenn 2) 

f = Ae-BlI,2 = Ae-Ilmll" 

1) L. Boltzmann, Wien. Ber. 66,213, 1872; 72,427,1875; Beriicksichtigung 
der Relativitatstheorie bei F. Jiittner, Ann. d. Phys. M, 856, 1911; E. Kretsch
mann, Phys. Zeitschr. 21, 484, 1920; 26, 162, 1924. 

2) Man definiert eine Funktion p(tu2) = lnf(tu), also 

p(tu2) + p(tu~) = p(tu*2) + tp(tu2 + tu~_tu*2) ••.•• (70") 

Differenziert man nach tu unter Festhaltung der davon unabhangigen GrOJlen tu* 
und tu1 und bezeichnet die Differentiation nach dem Argument der Funktion durch 

einen Punkt, also p(x) = ~:, so wird 

2 tu <p (tu2) = ~ tu tP (tu2 + tu~ _ tu * 2). 

Da die linke Seite von tu1 und tu* nicht abhangt, darf es auch die rechte nicht, 
folglich ist tP (x) = - B, also 

p (tu2) = - B tu2 + const. 
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ist, womit das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz fiir den Gleich
gewichtszustand bewiesen ist. Fiir ein Gemisch mehrerer Gase folgt die 
analoge Formel 

f(ro)f'(ro;) = f(ro*){,(roi.') und m'ro~'2)= mro2+m'ro?-mro*2 (70"') 

daraus 

Die Groile {3 ist also fiir aIle in einer Gasmischung erhaltenen Gase gleich, 
1/ (3 ergibt sich weiter als 4/S der mittleren kinetischen Energie, die somit bei 
allen Gasen eines Gemisches dieselbe ist. Uberlegungen, wie die des § 4, lehren 
dann die Gleichheit dieser GroJJe fiir warmeleitend verbundene Gase und 
damit ihre Bedeutung als TemperaturmaJJ. Falls kein Gleichgewicht herrscht, 
muJ3 man die vollstandigen Gleichungen IOsen; hierbei kann man im allgemeinen 
annehmen, daJ3 die Abweichungen von der Gleichgewichtsverteilung nicht sehr 
groll sind. Man setzt dann als Losung eine Reihe an, deren erstes Glied die 
Maxwellsche Verteilung darstellt und die nach Potenzen eines klein en Para-
meters fortschreitet: f = frO) + A f(I) + A2 f(2) , 

wo fro), wie erwahnt, die Maxwellsche Verteilung bedeutet. Man hat dann 
zu verlangen, dail fiir jede Potenz von A fiir sich die Gleichung erfUIlt ist. 
Es ist also z. B. fiir die erste Potenz in die linke Seite f(I) einzusetzen, 

wahrend die rechte lautet: 

-d'" No J [fro) nI) + f(I) f~U)- f* (0) f~(1)- f* (1) f~ (0)] dWI J I wi cos{)-sin{)-d{)-d «p. 

Auf diese Artwird die Gleichung linear in den Unbekannten f(I). 

Diese Methode ist von Boltzmann I ) eingefiihrt, von H. A. Lorentz2) 
viel benutzt und von Hilbert3) auf systematische, mathematische Form 
gebracht worden. 

Fiir den Fall elastischer Kugeln, Bowie fiir die abstollenden Krafte der 
K 

Form - (n beliebig), sowie fUr elastische Kugeln mit Anziehungskraften rn 
hat ;Enskog4) die Rechnungen durchgefiihrt. 

Maxwe1l 5) hat nach einer anderen Methode die im folgenden Abschnitt (3 
annahernd behandelten Erscheinungen streng fiir den Fall berechnet, dall 
die Molekiile nicht elastische Kugeln sind, sondern sich nach dem Kraft

K 
gesetz r5 abstollen. 

Wenn man die Gleichung iiber aIle Geschwindigkeiten integriert, so er
halt man die Anderung der gesamten im Volumenelement enthaltenen Molekiil
zahl. Das Resultat ist die sogenannte Kontinuitatsgleichung der Hydro
dynamik, die die Erhaltung der Materie ausdriickt. Ebenso wie wir in 

1) L. Boltzmann, 1. c., ferner Ges. Abh. II, S. 388 f.; III, S.3; Gastheorie I, 
S.184. 

2) H. A. Lorentz, Arch. neer!. 16,1, 188!. 
3) D. Hilbert, Vorlesungen iiber Integralgleichungen. Leipzig 1912. 
4) D. Enskog, Diss., Upsala 1917; Phys. Zeitschr.12, 56, 533, 1911; Ark. for 

Mat. Astr. och Fysik 16, Nr.16, 1921. . 
5) C1. Maxwell, Phil. Trans. 157,49, 1867; Phil. Mag. (IV) 35, 129,185,1868. 
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GIeichung (68) die Veranderung der Zahl der Molekiile eines bestimmten Ge
schwindigkeitsbereiches durch die verschiedenen Einflusse berechnet haben, 
kann man ganz entsprechend die Anderung irgend einer GroLle berechnen, die 
von den Molekiilen iibertragen wird, z. B. die kinetische Energie oder die 
BewegungsgroLle, und kann eine Gleichung aufstellen fiir die Anderung des
jenigen Teils, fur den die Molekule der Gruppe A verantwortlich sind. Integriert 
man wieder uber alle' Geschwindigkeiten, so erhalt man die Anderung der be
trachteten Grolle im gegebenen Volumenelement durch die auLleren Krafte, 
den Tran§port von seiten der Molekule und durch die ZusammenstoLle. 

Fuhrt man die angedeuteten Uberlegungen fiir die drei Komponenten 
der BewegungsgrOLle durch, so erhalt man die hydrodynamischen Bewegungs
gleichungen in allgemeiner Form 1), d. h. mit Druckkraften, die von der Rich
tung usw. abhangen. Urn die Abhiingigkeit der Krafte vom Zustand des Gases 
zu berechnen (also das, was in Analogie zum Hookeschen Gesetz fester Korper 
zu setzen ware), muLl man wieder die Verteilungsfunktion {kennen. Setzt 
man hierfiir in erster Naherung die Maxwellsche Verteilung to, so findet 
man die Beziehung fur eine reibungslose Flussigkeit ohne Warmeleitung mit 
del' Zustandsgleichung p V = R T, durch Hinzunahme immer weiterer Glieder 
der Reihenentwicklung von { (wobei sich A als eine GrOl.le vom Charakter 
und der Grollenordnung der freien Weglange erweist) erhalt man eine immer 
weitergehende Verfeinerung. 

Diese Art der Betrachtung hat Maxwell zuerst durchgefiihrt, Loren tz 
hat sie dann auf die Schallfortpflanzung in Gasen angewandt, die also inso
fern kinetisch erklart ist, als sie aus den hydrodynamischen Bewegungs
gleichungen folgt und diese sieh sowohl ihrer Form nach kinetisch ableiten 
lassen als aueh nur Konstanten enthalten, die gaskinetisch bereehenbar, d. h. 
auf Molekulkoustanten zuruekgefuhrt sind. Dagegen ist eiile direkte gas
kinetische Betrachtung des Vorganges nicht durchgefiihrt, ware wohl aueh 
sehr kompliziert. 

Bei diesem Verfahren ist bemerkenswert, daLl man bei ihm den Wert 
von ( nieht vorher bestimmen mull. Fur den speziellen Fall des Maxwell
sehen Kraftgesetzes kommt man uberhaupt ohne explizite Bereehnung bei· del' 
Aufstellung der GIeiehung fur Reibnng, Warmeleitung und Diffusion aus. 
Dureh systematisehe Anwendung der Transportgleichung· auf Gro/3en von 
der Form ;1tJ2n und ;21tJ2n ist es andererseits Chapman 2) gelungen, {zu 
bestimmen und fur dieselben Kraftgesetze diese Erscheinungen (Reibung usw.) 
zu bereehnen wie Enskog. 

Die Uberlegung, die mittels GIeichung (68) die Anderung irgend einer 
Gro/3e in einem Volumenelement dureh die gegenseitigen StoLle der Molekiile 
zu bereehnen gestattet, hat Boltzman n 3) zu einem fur die Gastheorie sehr 

1) Bei Anwendung auf die kinetisehe Energie erhiilt man die Gleichung del' 
Wiirmeleitung. 

2) S. Chapman, Phil. Trans. 211, 433, 1912; 216,279, 1916; 217,115,1917. 
3) L. Boltzmann, Wien. Ber. 66, 275, Ib72; Gastheorie I, S.32, 124-. 



§ 17. Vorbemerkungen. 63 

wiehtigen SehluJl gefiihrt. Er untersueht namlieh die Anderung der GroJle 1n f 
selbst, summiert iiber aIle Molekiile. Er definiert eine Funktion 

H = No f In f.fd~d'YJ d~dV, 
die also erhalten wird, indem man in In f die Koordinaten und Gesehwindig
keiten jedes Molekiils einsetzt und iiber aIle Molekiile des Volumens sum
miert, d. h. iiber No fd~ dn d~ d V integriert. Multipliziert man nun die 
Gleiehung (68) mit lnfNod~dn d~d V und integriert, so erhalt man links 
dH 
(it' die Gesamtanderung der Grolle H im betraehteten Volumen I): 

~~ = - d2 N o2 f J 1nf(ffl-f*f~)d~ dn d~ d~1 dnl d~l dV f I til Icos'&sin.&d.&d<p. 

Da in diesem Ausdruek die Molekiile, die mit dem Index 1 und ohne ihn 
gesehrieben sind, vollstandig gleiehbereehigt sind, kann man statt In f aueh 

In f + In fl d I I' h h'b Ab h . . d A ---2-- unter em ntegra zele en se reI en. er aue Jetzt 1st er us-

druek noeh nieht geniigend symmetriseh; wir fassen noeh zu den ndirekten" 
Stollen die nentgegengesetzten" Stolle hinzu, und haben nur zu beriicksiehtigen, 
dall wir hierbei .& mit 11: - {f zu vertauschen haben, also das Vorzeichen um-

. Inf + Infl 
zukehren, das gx bt dann statt --2--- folgenden Ausdruck: 

Inf+lnfl -Inf*-lnf: _lnffl-lnf*f~ 
4 -- 4 

oder 

~~ = - d2:~ f f (Inffl-1nf*f~)(ffl-f*f:)d~dnd~d~ldnl d~ldV 
f I tU I cos.f1 sin.& d.& d cpo 

Der reehte Ausdruek hat aber stets dasselbe Vorzeiehen, da die beiden 
Rlammern gleichzeitig ihr Zeiehen weebseln. Der Ausdruck H ist also eine 
Grolle, die bei jeder Anderung nur abnehmen kann, und verhalt sieb daher 
analog der negativen Entropie. 

Tatsacblieb zeigt direkte Ausrechnung, daJl H = - 8jk + const ist. 
Damit ist meehaniseh erklart, warum unter den benutzten Voraussetzungen die 
Entropie zunimmt (Boltzmanns H-Theorem) (siehe aber aueh § 12, Rap. VII). 

(3) Stromungs- und Leitungserscheinungen. 

§ 17. Vorbemerkungen. Die bier zu bespreehenden Gesetze (Reibung, 
Warmeleitung) haben seinerzeit wichtige Argumente zugunsten der kineti
sehen Theorie gebildet. Ihre Grundziige lassen sieb sebr einfaeh und an
sehaulich ableiten. Es ist aber zu bemerken, daJl. die Ableitungen, wie wir 
sie im Absebnitt (3) bringen, nicht korrekt sind, insofern sie die Abweiehung 

I) GeDlmer iet ~~ = No S (In f· ~ { + -1. t :{) d~d'l) d bd V, derletzteSum
mand verachwindet aber bei del' Integration, wenn die Geaamtzahl del' Atome 
konstant iat. 
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nicht beriicksichtigen, die die betrachtete Stromung usw. in der Verteilung 

del' Molekiilgeschwindigkeit hervorruft. Beriicksichtigt man diese, was im 

allgemeinen nach den Methoden des vorigen Paragraphen durehzufiihren ware, 
abel' meist sehr sehwierig ist, so wird gewohnlieh das qualitative Resultat del' 
primitiven Uberlegung nieht geandert, wohl abel' del' Zahlenkoeffizient, und 
es kann vorkommen, daJ.\ diesel' dann Null wird, d. h. daJ.\ ein von del' un
genauen Ableitung vorausgesagter Effekt nieht auftritt (siehe z. B. § 25 Anm.). 

§ 18. Innere Reibung der Gase. Wir denken uns eine unendlieh 
groJ.\ ausgedehnte Sehieht eines Gases von del' Dicke d, begrenzt von zwei 

Platten parallel del' xy-Ebene; die untere (z = 0) moge ruhen, die obere 
(z = d) in der x-Riehtung mit del' Gesehwindigkeit Wo bewegt werden. 
Phanomenologiseh haben wir dann im stationaren Zustand folgende Verhiilt

nisse. Das Gas haftet an den Platten, wenn seine Diehte nieht allzu klein 

ist, d. h. es hat an del' unteren Platte die Gesehwindigkeit 0, an del' oberen 

Platte die (absolute) Geschwindigkeit Wo in del' x-Riehtung, in del' Hohe z die 

z 
Gesehwindigkeit d Wo, jede unendliehe diinne Schicht sehiebt sieh in ihrer 

eigenen Ebene parallel del' x-Aehse fort, und zwar desto schneller, je hoher 
die Schieht liegt 1). Zu diesel' Bewegung wird das Gas dureh die Reibung 

gezwungen, indem jede Sehieht die unter ihr liegende mitzuziehen, die iiber 
ihr liegende zuriiekzuhalten versueht. Diese Reibungskriifte werden aueh 
auf die Begrenzungsplatten ausgeiibt. Die Kraft, die man anwenden muJ.\, 
urn die untere Platte in Ruhe zu halten, bzw. die Gesehwindigkeit del' oberen 
Platte konstant zu halten, ist pro Quadratzentimeter 

oW Wo 
rJ az = rJ -;i .... (71) 

wo 1/ del' Koeffizient del' inneren Reibung ist und die Dimension g em- 1 see- 1 

hat. Wir haben nun zu untersuchen, wie diese Kraft, die eine jede Sehicht 

von ihren Nachbarn erfahrt, kinetiseh zu erklaren ist. 
Die Stromungsgesehwindigkeit W bedeutet dabei folgendes. Wenn man 

von del' Geschwindigkeitskomponente in del' x-Richtung bei jedem Molekiil 
die Grolle W abzieht, so sind die iibrigbleibenden Geschwindigkeiten die 
eigentlichen, die Temperatur bestimmenden Molekulargesehwindigkeiten und 
im wesentliehen naeh dem Maxwellsehen Gesetz 2) verteilt S). 

Nun betraehten wir eine beliebige Sehieht in del' Hohe e, in del' die 

z 
Stromungsgesehwindigkeit W = Wo Ci ist, und untersueh.en, wie groJ.\ die 

x-Komponente del' BewegungsgroJ.\e ist, die dureh 1 em2 hindurehgetragen wird. 

Wir konnen nun wieder angenahert so reehnen wie in § 1, wonach l/S aller 
Molekiile in vertikaler Riehtung fliegen; von ihnen· fliegt wieder die Hiilfte 

von obell naeh unten, die andere in umgekehrter Riehtullg. Bezeiehnen wir wie 

1) Niiheres siehe im Band "Meehanik". 
2) J. C. Maxwell, Phil. Mag. 19, 31, 1860. 
'I) Das ist nicht genau richtig. V gl. § 16, 17. 
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immer die Zahl der Molekiile in 1 cms mit 7, so fiiegen also ~~ I w I Molekiile 1) 

pro Sekunde von oben her ~durch die betrachtete Flache. Diese Molekiile 
haben nun aul.ler ihrer thermischen Energie noch eine gemeinsame Zusatz
geschwindigkeit W+ in der x-Richtung, die hOher ist, als sie die Molekiile in 
der betrachteten Schicht Zo im allgemeinen haben. Die von oben kommenden 
Molekiile ha.tten namlich die letzte Gelegenheit, ihre Geschwindigkeit zu regu
lieren, bei ihrem letzten ZusammenstoLl, und dieser lag im Durchschnitt um 
die freie Weglange A oberhalb der betrachteten Schicht. Sie haben also bei 
dem letzten ZusammenstoJ3 im Mittel diejenige Stromungsgeschwindigkeit 
angenommen, die in der Schicht ihres letzten ZusammenstoLles herrschte, d. h. 
in der Schicht z + A; das ist die Geschwindigkeit 

oW 
W+ = W + -~z-A ............ (72) 

wobei hOhere Glieder dieser Taylorschen Reihe unterdriickt sind. Die 
Molekiile, die von oben kommen, tragen daher in der Sekunde folgende 
x-Komponente der BewegungsgroLle von oben nach unten: 

..... (73) 

da. jedes die BewegungsgroJ3e in der x-Richtung mlID+ tragt. 
Entsprechend haben die von unten kommenden Molekiile eine Stromungs

geschwindigkeit 

lID_ = lID - °o~ A. . . . . . . . . . . . (72') 

weil sie aus einer urn A tieferen Schicht kommen, und tragen die x-Komponente 
der BewegungsgroJ3e 

:~ I w I m lID_ ............. (73') 

von unten nach oben. 1m EndresuItat stromt daher eine x-Komponente der 
BewegungsgroLle im Betrag 

NLI _ I NL - I oW - 11.1 m(W+-W_) =-111.1 mA- ...... (74) 
6V 3V oz 

von oben nach unten, weil jedes einzelne von oben kommende Molekiil mehr 
durchtragt als jedes von unten kommende. 

Dieser von oben nach unten stromenden x-Komponente der Bewegungs
groJ3e entspricht eine Kraft in der x-Richtung auf die Begrenzungsfiache vom 
Betrag pro Quadratzentimeter 

NL IwimA oW . ............ (75) 
3V GZ 

so daLl der Vergleich mit (71) 

'Y)=:~lwimA=l/sMlwicA ........ (76) 

1) 1m list der Betrag der mittleren Geschwindigkeit. 
MI111er-Pouillet III. 11. Auf!. 5 
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(M Molekulargewicht = m NL, c Molzahl im Kubikzentimeter) ergibt. Bevor 
wir dies niiher diskutieren, sei nochmals zusammengefaI3t: Der EinfiuI3, den 
eine Schicht durch die daruberliegende erfiihrt, komm~ so zustande, daI3 
die dariiberliegende Schicht M01ekule herabschickt, die in der X - Richtung 
schneller laufen als die Molekiile der betrachteten Schicht und daher beim 
ZusammenstoI3 mit s01chen an sie BewegungsgroI3e in der X - Richtung 
iibertragen, sie in dieser Richtung zu beschleunigen suchen. Umgekehrt 
kommen aus der darunterliegenden Schicht langsamere Molekiile, die den 
Molekiilen der betrachteten Schicht Geschwindigkeit wegnehmen, die Schicht 
also anfhalten. 1m stationiiren Zustand kompensieren sich beide Einfiiisse. 
Die einseitig gerichteten UberschuI3komponenten in der x-Richtung werden 
bei den ZusammenstoI3en nach allen moglichen Richtungen geworfen, die 
Stromungsgeschwindigkeit wird teilweise in ungeordnete thermische Bewegung 
verwandelt, das Gas erwiirmt sich durch inn ere Reibung 1). Die Kraftuber
mittlung an der unteren Platte erfolgt so, daI3 die ankommenden Molekiile 
noch eine Bewegung nach der x-Rich tung haben, die sie beim StoI3 abgeben 
und nach der Refiexion nur mehr die thermische Bewegung iibrigbehalten. 
Dieser durch den StoI3 an die Platte (in der x-Richtung, also parallel zu ihrer 
Ebene) abgegebenen BewegungsgroI3e muI3 durch die iiuOere Kraft das Gleich
gewicht gehalten werden. Doch ist hierbei noch ein Punkt zu beachten, der 

spiiter ausgefUhrt wird. 

Gehen wir zu Formel (76) zuriick, so sehen wir, daO die innere Reibung 
unabhiingig von der Dichte wird, da A umgekehrt proportional c ist. 
Dieses von Maxwell aus der Theorie zuerst abgeleitete Resultat erregte anfangs 
Uberraschung, seine experimentelle Bestiitigung durch Kundt und Warburg 
wurde dann aber eine der stiirksten Stiitzen der Theorie 2) (Tabelle 2). Die 
Unabhiingigkeit von der Dichte kommt so zustande, daI3 zwar mit steigender 
Dichte die Zahl der als Trager der BewegungsgroI3e fungierenden Molekiile 
zunimmt, daI3 aber jedes einzelne Molekiil einen kleineren UberschuLl (bzw. 
Fehlbetrag) an BewegungsgroI3e transportiert, weil es aus weniger weit ent
fernten Schichten stammt. 

Von der Temperatur soUte 'Y} nach (76) nur d urch Iii) I abhiingen, also 
proportional "tT sein (weil die Transportgeschwindigkeit wiichst). Tatsiichlich 
hat sich eine stiirkere Zunahme mit der Temperatur ergeben, die darauf 
schlieI3en liiI3t, daI3 A mit der Temperatur zunimmt. Die in § 13 dargestellte 
Abhiingigkeit gibt die Versuche gut wieder, wie die folgende Tabelle 1 lehrt3), 
doch scheinen bei tiefen Temperaturen Abweichungen vorzukommen '), so, als 
ob die Sutherlandsche Konstante C (§ 13) mit fallender Temperatur kleiner 
wiirde. 

1) G. Jager, Winckelmanns Handb. d. PhY8ik, Bd. II. 
2) O. E. Me y e r, Pogg. Ann. 125, 177, 1865; 127, 253 u. 353, 1866; 148, 

1, 1873. O. E. Meyer und Springmiihl, Pogg. Ann. 148, 526, 1873. 01. Max
well, Phil. Trans. 156, 249, 1866. W.'Crookes, Phil. Trans. 172, 387, 188!. 

3) P. Breitenbach, Ann. d. Phys. 0, 166, 1901. 
') H. Vogel, ebenda 43, 1235, 1914. 
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Ta belle 1. Tabelle 2. 

Innere Reibung der Luft 
in Abhangigkeit von der 

Temperatur. 

Abhangigkeit der Bcheinbaren 1) 
inneren Rei bung der Luft vom 

Druck t = 150 C. 

to C rJ. 107 get rJ • 107 ber. p mmHg I rJ/'f}75omm Amm 

- 21,4 16R9 1623 750 1 6,0.10- 5 

15,0 1807 1810 380 1,01 1,2.10- 4 

99,1 2203 2204 20,5 1,004 2.2.10- 3 

182,4 2559 2552 2,4 0,978 1,9.10-2 

30L,0 2993 2997 1,53 0,956 0,030 
0,63 0,908 0,073 Die Rubrik ber. nach der Suther

landschen Formel (59) mit C = 119,4. Plattenabstand 1,967mm. 

In Gleichung (76) kennt man aIle Gro.l3en bis auf A (der Zahlenfaktor lis 
ist nicht ganz korrekt, vg1. das Folgende). Man kann also aus Messungen 
der inneren Reibung die freie Weglange ihrem Zahlwert nach berechnen. 

Nach En sko g (1. c.) lauten die strengen Formeln folgenderma.l3en: Fur 
elastische Kugeln: 

5 VMRT 1 , 1J = --·1016 -- -- ......... (76) 
16' 'J/', NLd2 

oder mit 

A =tl ' y 2 'J/',cNL d2 

1 

1J = 0,499 cMliiJl A. 

Ziehen sich die elastischen Kugeln nach dem Gesetz R = A an, rn 
Konstante C der Sutherlandschen Formel (59) den Wert 

C = 217 A (3 
615 k (n - 1) dn - 1 

mit folgenden Werten des Zahlenkoeffizienten (3 

n=3 4 5 7 
(3 = 0,701 0,636 0,587 0,517 

9 
0,467. 

so hat die 

Sind endlich die Molekule nicht als elastische Kugeln, sondern als Kraftzentra 

aufzufassen, die sich mit einer Kraft "'-' A abstollen (III. Kap., § 5), so ist rn 

die Formel (76') mit 3 ( 2 ~T )n~l und einem von n abhangigen Zahlen

faktor zu multiplizieren. 

. In Gasgemischen finnet man ein kompliziertes Gesetz fur die innere Reibung. 
tJbertragt man die tJberlegungen, die fUr ein einfaches Gas geIten, so kann man 
in Annaherung so rechnen: Der Transport der Bewegung-sgrolle erfolgt teilweise 
durch N L cl Molekiile der Art 1, teilweise durch NL Cs Molekule der Art 2 uSW. Die 
Molekiile 1 haben eine freie Weg-Iange AI' kommen also im Mittel aus Schichten 
der Entfernung Al usw.; man erhiUt dann 

rJ = % [Cli lUll mlAl + C2 mS I IUs lAs + ... J NL • 

1) nScheinbar" deshalb, weil die Abnahme bei kleinen Drucken in Wirklich
keit durch Gleitung vorgetauscht wird. 

5* 
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Wenn nur zwei Gase vorhanden 8ind, ergibt das Einsetzen der Werte AI' As nach 

Formel (55) mit d = iiI t d~ , 

Eine Formel von diesem Charakter: 

'fJ = ~'fJl_ + ___ "1J~__. • • • • • • • • . (77) 

1+~2PI I+ C
c1 P2 

1 2 
hat auch Sutherland 1) unter Zuhilfenahme einer Hilfsannahme abgeleitet, und 
zwar unter Beriicksichtigung der von ihm gefundenen Tem'peraturabhangigkeit, 
aber mit anderer Bedeutung der p. ahnlich und unabhanglg Thiesen~). Sie 
stimmt nach Beobachtungen aus dem Physikalischen Institut in Halle S) gut mit der 
Erfahrung iiberein, dagegen scheint die nach un serer Formel zu ziebende Folgerung 

PI _ 'fJI M2 

. . P2 - MI 'fJ2 
nicht oder nur quahtatlv erfiillt. 

1st das Gas 1 nur mit wenig Gas 2 verunreinigt, 80 wird 

'fJ = 'fJI + C2 ('72 - 'fJlf1t) 
. C1 P2 

und es kann vorkommen, daI3 auch dann, wenn die Verunreinigung einen kleineren 

Reibungskoeffizienten hat ('fJ2 < 'fJI), sie die innere Reibung erhOht (~2 > 'fJIPl) '). 

Eine :von Pul uj [I. c.] angegebene Formel, die so gewonnen 2 ist, daI3 in 
die einfache Formel Mittelwerte des Molekulargewichts, der Geschwindigkeit und 
des Querschnitts eingesetzt sind, stimmt nicht so gut mit der Erfahrung. 

Endlich hat M a x w e llo) eine strenge Formel fiir den Fall seines spezieUen 

Kraftgesetzes k6 abgeleitet, die sich auf foIgende Form bringen IaJ3t: 
r 

'fJ= __ 'fJ_l_+' 'fJ~ + A . __ . 

1 + ~ PI 1 + ~ fls (1 + ~ Pl) (1 + ~ fls) c1 C2 ci C2 

A verschwindet nur, wenn die GroJ3e, die in dieser Theorie die Rolle der freien 
Weglange spielt, im Falle der gegenseitigen Einwirkung verschiedener MolekiiIe 
sich in ganz bestimmter Weise aus den entsprechenden GraI3en der reinen Gase 
berechnet. Auch haben die GraBen peine andere Bedeutung als in (77). Enskog 
gibt als strenge Formel 

'fJl (1 + ~I (32) + 'fJ2 ( 1 + ~2 PI) + A 
'fJ - 2 1 

- (1 + c1 P2) (1 + ~~ PI) - ~ • 
C2 c1 4 'fJI 'fJ2 

die sich von der Maxwellschen durch den Subtrahenden -4 A im Nenner unter
'fJI 'fJ2 

1) W. Sutherland, Phil. Mag. (V) 40, 421, 1895. 
2) M. Thiesen, Verh. d. D. Phys. Ges. 4, 348, 1902. 
8) K. Schmitt, Ann. d. Phys. 30, 393, 1909. 
') Th. Graham"Phil. Trans. 136, 622,1846. J. Puluj, Wien. Ber. 79,97,745, 

1879. P. Breitenbach, Wied. Ann. 67,803, 1899. P. Tanzlel', Verh. d. D. Phys. 
Ges. 8, 222, 1906. 

6) CI. Maxwell, Phil. Mag. (IV) 30, 212, 1868; Scient. Pap. 2, 72. 
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§ 19. Reibung bei klein~r Dichte; Gleitung. Kundt und War
burg 1) fanden, dall bei ganz kleinen Drucken die innere Reibung mit 
sinkendem Druck abnimmt, und haben dies darauf zuriickgefiihrt, dall dann 
das Gas nicht mehr an der Wand haftet, sondern dort ein Geschwindig
keitssprung, eine Gleitung stattfindet. Besonders einfach werden die 
VerhiUtnisse, wenn die Dichte so klein ist, dall zwischen den bewegten 
begrenzenden Platten praktisch keine ZusammenstofJe der Molekiile unter
einander stattfinden, d. h. die freie Weglange A groll gegen den Platten-

abstand d ist. Dann fahren die :; Molekiile, die wir uns in 1 cms allein in 

vertikaler Richtung bewegt denken, einfach zwischen den Platten hin und 

her, und zwar haben die ~t Molekiile, die von oben nach unten fliegen, auller 

ihrer vertikalen thermischen Geschwindigkeit I wi noch die Geschwi.ndigkeit lIDo 
in der x-Richtung, die sie bei der Reflexion an der oberen Platte bekommen 
haben, wahrend die von unten kommenden Molekiile keine Geschwindigkeit 
in der x-Richtung haben, ebenso wie die untere Platte. Die mittlere 
Stromungsgeschwindigkeit des Gases in der x-Richtung nimmt daher nicht 
wie friiher von oben nach unten linear ab, sondern ist iiberall gleich, und. 

lID 
zwar --/-' da die Halfte der Molekiile, namlich die herabfliegenden, die Ge-

schwindigkeit lIDo, die andere Halfte die Geschwindigkeit 0 habenj an der 
oberen Platte findet ein Geschwindigkeitssprung 

lIDo _ lIDo = lIDo 
2 2 

statt, an der unteren Platte ein solcher von der Grolle 

lIDo lIDo 
0- 2= -2 ............ (78) 

Die BewegungsgroIle, die die untere Platte in der Sekunde in der x-Richtung 
dadurch aufnimmt, dall die ankommenden MolekiilE! vor der Reflexion in 
dieser Richtung die Geschwindigkeit lIDo, nachher aber 0 haben, betragt 
fur 1 cm2 

NL - Mltillc YJi· -Mll1lllIDo =--lIDo =.2/8 --plIDo ···· (79) 6V 6 2nRT 

1) A. Kundt und E. Warburg, Pogg. Ann. 100, 337, 525, 1875. E. War burg, 
ebenda 169, 899, 1876. 
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Genauere Rechnung 1) lehrt, da.13 der Faktor 2/8 durch 1 zu ersetzen ist. Jetzt 

ist die Kraft proportional der Dichte, weil der Einflu.13 der mit dieser pro

portionalen Triigerzahl nicht wie friiher durch abnehmende Entfernung der 

Schicht, aus der das Molekiil kommt, kompensiert wird, sondern diese konstant 
gleich dem Plattenabstand ist 2). 1m allgemeinen Fall mittleren Druckes wird 
man erwarten, da.13 an der Wand in einem Bereich von del' Gro.l3enordnung 
von etwa einer Wegliinge ganz iihnliche Verhiiltnisse herrschen, wie hier im 
ganzen Raume zwischen den Platten; denn etwa an der unteren Platte kommen 

alle Molekiile in diesem Raume, die nach oben fliegen, von der unteren Platte, 
haben also die Stromungsgeschwindighit 0, die Molekiile, die nach unten 
fliegen, kom~en aus einer um A hoheren Schicht (das ist wegen der Streuung 

der freien Wegliinge nicht genau) und haben demnach die dort herrschende 
Stromungsgeschwindigkeit jill'. Diese Stromungsgeschwindigkeit jill' ist aber 

nicht, wie man im ersten Augenblick glauben solIte, A 'O'O~, sondern groJ3er. 

Das ergibt sich folgendermaJ3en: Es sto.l3en in der Zeiteinheit Nt ~IU [ Molekiile 

von oben auf 1 cm2 der Platte 8) und bringen jedes die BewegungsgroJ3e m jill' 
mit, die die Platte verlassenden Molekiile haben im Mittel keine Bewegungs
gro.l3e in der x - Richtung. Es wird also in der Sekunde auf die Flachen-

einheit N~ ~ I mjill' BewegungsgroJ3e iibertragen, und diese mull gleich sein dem 

Strom del' Bewegungsgrolle im lnnern des Gases 

NL[lUl mjill,= NLIIUIAm(Ojill) oder jill' = 2A('O~) (80) 
6 V 3 V 0 Z , InnereB a Z InnereB 

Es ist also an der Platte der Geschwindigkeitsabfall steiler. Entsprechend 

herrscht natiirlich im Abstand A von der oberen Platte die Geschwindigkeit 

jillo-W' = jillo- 2AOo~· 
Der Geschwindigkeitssprung, d. h. die mittlere Gasgeschwindigkeit an der 

unteren Platte, ist also 

1/ (lID' + 0) = lID' = A a jill 
2 2 'Oz ' 

wo der erste Summand von den abwiirts-, der zweite von den aufwartsfahren

den Molekiilen herriihrt. Durch diese Gleitung wird auch die Steilheit des 
Geschwindigkeitsabfalles im Innern und damit die Kraft auf die Platten ver-

1) A. Timiriazeff, Ann. d. Phys. 40, 971, 1913 (Beriicksichtigung del' Ge
schwindigkeitsverteilung). 

2) Knudsen (Ann. d. Phys. 44, 525, 1914) hat diese Formel zur Molekulal'
gewichtsbestimmung sehr kleiner Gasmengen benutzt. Er Hi13t eine Glaskullel von 
3,4 cm Durchmesser, aufgehangt an einem Quarzfaden von 18 cm Lange und 25,2 ft 
Dicke, in einer sie eng umscblie13enden anderen Kugel Torsionsschwingunllen aus
fiihren und bestimmt ihre Dampfung einmal im Vakuum, dann bei so niedrigem 
Druck des untersuchten Gases, daJl die freie Weglange gro13 ist gegen den 
Zwischenraum zwischen den Kugeln. 

3) Die genauere Rechnung von Timiriazeff ergibt % dieses Wertes· 
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mindert. Es findet im Innern des Gases ein Geschwindigkeitsabfall 

)fio -)fi' auf )fi' statt, verteilt auf die Strecke d - 2 A. Also ist 

von 

(})fi 
() )fi )fio - 2)fi' _ )fio - 4 A -(}-z 

i3e= d-2T- d-2A 
(81) 

(})fi )fio 
1fi - d+ 2A .... 

Das gibt 1) 
....... (82) 

Die Wirkung der Gleitung ist also einer Vergr0J3erung des Plattenabstandes 

urn 2 A gleichwertig, die Kraft betriigt nach (76) 

statt 

~[Ui[l!A )fio 
3 d+2A 

e [iiJl MA ~o 
··~-3- d" 

.. (88) 

· ..... '. (88') 

§ 20. Gleitnngskoeffizient. Maxwe1l 2) (ebenso im AnschluU daran 

Knudsen und Smoluchowski) hat die Voraussetzungen noch insofern 

verallgemeinert, als er annahm, dan der Bruchteil 1 - f der auf die Platte 

auftreffenden Molekule elastisch reflektiert wird, wobei sie also die Ge

schwindigkeitskomponente in der Plattenebene unveriindert beibehalten, und 

dan nur der Bruchteil f bei der Reflexion die Geschwindigkeit der Platte 
(0 bzw. ~o) annimmt (nemittiert wird"). Nul' diesel' Bruchteil f iibertragt 
dann an die Platte seine BewegungsgroUe, wir erhalten zur Bestimmung von )fi' 

e [Ui[ , e [Ui[AM o)fi 
f -6~· M)fi = --3· .. -az·· . 

~', die Geschwindigkeit im Abstand A von der unteren Platte, wird somit 

1 o)fi 
~' = 2-A- . . . . . , .. (80') 

f {)Z 

DasGefiille im Innern der Gasschicht ist gegeben durch 

{))fi ~o - 2)fi' )fio 

()Z d-2A - d+2-f2A 
f 

· ...... (82') 

die Kraft durch 
~ _ e [Ui [ M A )fio 

- --3-- d +2- r ;A 
f 

· . . . . .. (83") 

2 f f 2A hei.l3t der Gleitungskoeffizient, er ist umgekehrt proportional 

Dichte S). Der Geschwindigkeitssprung betriigt 

1/2[~'+(l-f)~'+f.O] = 2-f )fi'= 2-f A ()~ .. (78') 
2 f ()Z 

1) Bei Timiriazeff steht %A statt 2A. 
2) CI. Maxwell, Phil. Trans. 170, 231, 1880. 
3) Man definiert den Koeffizienten del' auUeren Reibung formal hydro

dynamisch durch den Ansatz, daH die auf die Platte durch die auHere Reibung 
iibertragene Kraft gleich ist dem Strom an BewegungsgroJ3e im lnnern: Koeffizient 

del' ii.uJ3eren Reibung 1Ja x Geschwindigkeitssprung = 1J aa ~; den Gleitungskoeffi

zienten definiert man 1J/1Ja. 



72 Kinetische Theorie der Gase in elementarer Darstellung. Kap. 1. § 21. 

Smoluchowski hat gezeigt, daJl man dieselben Formeln erhalt, wenn man 
annimmt, daJl aIle Molekiile nach der Reflexion eine Geschwindigkeit }ill" be
halten, die zwischen der der Platte (0) und ihrer Geschwindigkeit vor dem 
Auftreffen liegt. 

}ill" = (1- f)~' + f. o. 
Baule 1) hat dann versucht, einen niiheren Einblick in den Mechanismus 

des Zusammenwirkens von Platte und Gasmolekiil durch die Annahme zu 
erhalten, die Platte sei ein aus Molekiilen, die elastisch aneinander gebunden 
sind, aufgebautes regulares Gitter. Die Wechselwirkung idealisiert er durch 
den Ansatz, daJl ein Gasmolekiil, das auf ein festes trifft, entweder in 
den Gasraum zUriickgeworfen wird und dabei im Mittel den Bruchteil IX 

seiner urspriinglichen Stromungsgeschwindigkeit behalt, oder ins Innere des 
Gitters geworfen wird und, bis es wieder herauskommt, die Geschwindigkeit 
der Platte (0 bei der unteren) angenommen hat. Es ist dann die iibertragene 
Bewegungsgro.l3e 

(1-f)(I-IX) clwlM~'+fclwl MW' = clwlA Mo}ill 
6 6 3 OZ ' 

oder es tritt an Stelle der Gro.l3e f die Grolle f+ (1 - f) (1 -IX), und zwar in 
den Formeln (80'), (82'), (83"), (78"). Der Koeffizient f wird: 

__ n * L~_(m*-m ~) 
1 f - 2 (r + r ) a2 2 m* + 19 d + d* I 

wo sich die Gro!3en mit dem Stern auf den festen Korper beziehen, dessen 
Gitterkonstante a (siehe S. 217) sei. r und r* sind die Molekiilradien des 
Gases und des festen Korpers. Ferner ist 

m 
IX = ---. 

m+m* 

Es liegt IX desto naher an 1, je kleiner m*, die Masse der Wandmolekiilet 

gegeniiber der der Gasmolekiile ist. Fiir kleine mist IX klein, d. h. 

f + (1- f) (1 - IX) = I-IX (1 - f) 

nahe 1. Baule kommt beim Vergleich mit den Messungen von Timiriazeff 
zu guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 

Ubrigens hatte schon Maxwell 2) eine der obigen verwandte Vorstellung 
angedeutet. 

§ 21. Stromnng von Gasen dnrch kleine Oft'nungen. Auch hier 
verhalten sich wieder die Falle sehr tiefer und normaler Drucke verschieden, 
wir wollen aber hier ausnahmsweise die tiefen Drucke zuerst behandeln, da 
bei tiefen Drucken alles sehr viel einfacher wird. 

Wir wollen ein Gefa.13 betrachten, das durch eine feine 0ffnung in einer 
diinnen Wand mit einem leeren Raume in Verbindung steht. Wir haben nun 

1) B. BauIe, Ann. d. PhYB. 44, 145, 1914. 
2) CI. Maxwell, Phil TranB.170, 231, 1880; Scient. Papers 2, 681, 705, Cam

bridge 1890. 
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zu unterscheiden, ob die Offnung klein oder groil gegen die freie Weglange 
des Gases im Innern i;t, was davon abhangt, ob der Druck im Innern sehr 
klein ist oder nicht. 

a) Druck sehr klein. 1st die 0ffnung klein gegen die freie Weg
lange, dann stoilt im allgemeinen ein Molekul, das auf die Offnung trifft, in 
dieser nicht auf ein anderes Molekul, sondern fliegt ohne Storung in seiner 

urspriinglichen Richtung weiter. Andererseits weicht die Verteilung des 
Gases an der Innenseite in der Umgebung der Offnung nur sehr wenig von 
der an den unverletzten Stell en der Wand herrschenden abo Denken wir 
uns namlich einen Moment die 0ffnung geschlossen, so stammen die meisten 
Molekiile, die irgendwo in einer Entfernung von der Groile der mittleren 
Weglange von der (verstopften) 0ffnung durcheinanderfliegen, von den 
unverletzten Wandpartien, der Teil, der vom Stopfen kommt und daher bei 

( Flache der 0ffnUng) 
der Entfernung des Stopfens wegfallt, ist sehr klein --- 2 n A~ . 

In dieser Entfernung beeinfiuJ3t daher die Anwesenheit der Offnung die Ver
teilung nicht merklich. Da aber die auf die Offnung treffenden Molekiile aus 
der Entfernung A kommen (wenn es sich, wie vorausgesetzt, urn eine 0ffnung 
in einer ebenen, groJ3en Wand handelt), kann man ihre Zahl gleich derjenigen 
setzen, die auf die von der Offnung eingenommene Flache 0 fallen wiirde, 
wenn die Wand unverletzt ware. Diese Zahl ist gleich 1) 

N = 1/4 0NLClw: (S.10). 

Es ist also die austretende Menge proportional der Flache, der Gasdichte, 
der Wurzel aus der Temperatur und umgekehrt proportional der Wurzel aus 
dem Molekulargewicht. Wenn ein Gemisch mehrerer Gase' vorhanden ist, 
tritt aus der Offnung jedes so aus, als ob das andere nicht vorhanden ware. 

Die Richtung der austretenden Molekule ist dieselbe, die die Molekule 
beim Auftreffen auf die Offnung hatten, d. h. die Verteilung ist vollstandig 
gleichmailig nach allen Richtungen. Die 0ffnung verhalt sich so, als gingen 
von ihr die Molekiile so aus wie Lichtbli.ndel von einer gliihenden Fliiche 
(Lambertsches Kosinusgesetz). Es gibt also keine Strahlbildung. Raben 
wir au.l3erhalb des betrachteten GefiiJ3es nicht Vakuum, sondern (ein anderes 
oder dasselbe) Gas, so ist die Gasmenge, die von links nach rechts durchtritt, 
ganz unabhiingig von derjenigen, die in umgekehrter Richtung geht, da 
Zusammensto.l3e in der Umgebung der 0ffnung nicht in, Betracht kommen. 
Raben wir Z. B. innen Sauerstoff, auilen Wasserstoff von gleichem Druck, so 
wird anfangs der Gesamtdruck im Innern uber den Wert auJ3en und den 
Anfangsdruck steigen, weil der Wasserstoff infolge seines 16 mal kleineren 
Molekulargewichts viermal' so schnell eindringt als der Sauerstoff austritt. 
Der Partialdruck von Sauerstoff dagegen nimmt dauernd innen ab und 
auJ3en zu, bis er auEen und inn en den gleichen Wert hat, der Partialdruck 
von Wasserstoff nimmt innen zu und auJ3en ab, bis die Partialdrucke innen 

1) W. Thomson, Cl. Maxwell, Phil. Trans. 170, 231, 1880; Scient. Pap. 2, 
681, bes. 711. Cambridge 16lJU. 10 
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und au!3en gleich sind. Sogar wenn innen der Anfangsdruck des Sauerstoffs 
doppelt so gro!3 ist als der des Wasserstoffs au!3en, wird im Anfang mehr ein
wie ausstromen, also die Druckdifferenz noch zunehmen. Natiirlich kann 
man dadurch nicht gegen den II. Hauptsatz Arbeit gewinnen, diese wiirde 
aus der Abnahme der freien Energie infolge der irreversiblen Ausdehnung 
bei der Diffusion stammen. Wir werden weiterhin gallz analoge Verhalt
nisse bei anderen kapillaren Verbindungen finden und auf sie sowie auf ihre 
Anwendungen zu sprechen kommen. 

b) Mittlere und hohere Drucke. In dem Falle, dall die Dimension 
der Offnung groll gegen die freie "\Veglange ist, liegen die Verhaltnisse ganz 

anders. Es macht sich die Storung durch die Offnung im Innern des GefiWes 
schon in einem groLleren Teile des Gases vor der Offnung bemerkbar, die Ge
schwindigkeitsverteilung wird geandert, so daLl im Innern des Gases eine 
Stromung des ganzen Gases in der Nahe der Miindung auf diese zu auftritt. 
Die kinetische Energie, welche das ganze austretende Gas dadurch eiuseitig 
bekommt, bewirkt, da!3 ein ausgesprochener Strahl aus der Offnung austritt. 
Die Stromung ist hier durch die Differenz der Gesamtdrucke innen und 
au!3en bedingt. In dem vorher besprochenen Falle gleichen Sauerstoffdruckes 
innen wie Wasserstoffdruckes au!3en wiirden daher iiberhaupt keine Stromungen 
auftreten, da keine Gesamtdruckdifferenz vorhanden ist, die verschiedenen 
Partialdrucke werden durch Diffusion ausgeglichen (§ 30). 1m Falle der 
Sauerstoffdruck innen groLler ist als der Wasserstoffdruck auLlen, stromt jetzt 
gemaLl der Druckdifferenz Sauerstoff nach auLlen, und erst wenn die Gesamt
drucke (wenigstens annahernd) gleich geworden sind, beginnt die Diffusion 
des Wasserstoffs nach innen. (fiber die Verhaltnisse bei Temperaturdifferenzen 
siehe § 27.) 

1m iibrigen sind die hier auftretenden Erscheinungen gastheoretisch ill 
einzelnen (z. B. im Hinblick auf die Geschwindigkeitsverteilung) nicht weit
gehend untersucht, sondel'll miissen vielfach nach den Methoden der Hydro
dynamik behandelt werden. Die Gastheorie ist nur insofern anwendbar, als 
es gelingt, die hydro- bzw. hier aerodynamischen Gleichungen nebst ihren 
Erganzungsgliedern kinetisch abzuleiten 1). 

Auch die Methode von Bunsen 2), bei der Gase aus einer Offnung von 
1/10 bis 1/100 mm in einer diinnen Wand stromen und die ausstromenden 

Volumina '" V~ gesetzt werden, bestimmt nur die Gasdichte, da die kine-

tische Energie eines bestimmten Gasvolumens = Q ;2 ist und die Dichte bei 

gegebenem Druck und Volumen "'" M. Die kinetische Energie aber ist durch 
die Druckdifferenz bestimmt, wenn auch nicht ganz eindeutig (sie hangt 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys.28, 75, 1909; 35, 389, 1911. M. v. Smo
luchowski, ebenda 33, 15fJ9, 1910. Siehe jedoch auch O. Reynolds, Phil. Trans. 
170, 727, 1880; Papers I, S.257. Cambridge 1900. 

2) R. Bunsen, Gasometr. Methoden, Braunschweig 1857, siehe auch Bd. I. 
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o 
noch von 0: ab, auch ist noch eine Korrektur wegen der Reibung notig). 

Nahere Angaben liber die Ausflihrung derartiger Messungen und die erhaltenen 
ResuItate fiuden sich im hydrodynamischen Teile des ersten Bandes dieses 
Lehrbuches. 

§ 22. Stromung durch Rohren. Es sei nun die Verbindung der 
beiden Gefalle nicht durch eine blolle O:linung, sondern durch eine gerade 
Rohre von kreisformigem Querschnitt und. dem Durchmesser d hergestellt. 

a) Weglange grol3 gegen die Offnung [Molekularstromung nach 
Knudsen]. Wiirden die Gasmolekiile an der als glatt gedachten Rohren
wand vollkommen elastisch refiektiert, so wiirde die Rohrenmiindung genau 
so wirken wie die vorher besprochene O:linung in der ebenen, diinnen Wand, 
aIle Molekiile, die auf die innere Miindung der Rohre tre:lien, wiirden durch 

die Rohre durchgehen, d. h. die Menge des pro Zeiteinheit durch die Rohre 
fiiellenden Gases ware, unabhangig von der Lange derselben, die gleiche wie 
diejenige, die durch eine freie O:linung von der Grolle der Rohrmiindung tritt. 
Auch die Richtungsverteilung ware die gleiche. Die Austrittsmenge wird aber 
als von der Rohrenlange abhiingig gefunden, die Annahme elastischer Re
fiexionen kann daher nicht zutre:lien, und Knudsen setzt an ihre Stelle die 
Annahme der "Emission", d. h. die Annahme, dal3 die von einer Flache kommen
den Molekiile gleichmal.lig nach allen Richtungen verteilt sind, wie auch die 
Verteilung der auftl'e:lienden Molekiile sein mag. Infolgedess~n fiiegen einige 
der eingetretenen Molekiile wieder zuriick, und zwal' ein desto groJ3erer 
Bruchteil, je Iiinger die Rohre ist, und hierdurch wird die durchstromende 
Menge verkleinert. Die Anzahl del' Molekiile, die auf die inn ere Miindung 
des Rohres auftre:lien, abel' nicht durch das Rohr hindurch in das andere 
Gefall gelangen, sondern, im Innel'll des Rohres zuriickgeworfen, wieder in das 
urspriingliche Gefall treten, sind unter dies en Voraussetzungen ein fester 
Bruchteil der auftreffenden Molekiile. Die Grolle dieses Bruchteils ist nul' 
durch Zusammenstol3e mit del' Rohrwand, nicht durch -solche von Molekiilen 
untereinander bestimmt und daher unabhangig von del' Konzentration des 
Gases, dem Durchmesser seiner Molekiile und dem V orhandensein fremder 
Gase (wenn deren Weglange auch grol3 gegen die Rohrabmessungen ist). 

Wenn die Zahl der pro Sekunde auf 1 cm2 tre:lienden Molekiile N ist, so 
ist die Zahl derjenigen, die mehr von links nsch rechts (positive x-Richtung) 
als umgekehrt stromen, gleich 

dN 1/2 A
dx' 

2d8 :n; 
WO A fiir kreisformige Rohren -3- ist 1). Da die Grol3e N linear mit x 

1) Ein Stuck dO' del' Rohrenwand 8chickt in einen Kegel (Fig. 22) vom 
Offnungswinkel d w' = sin 'I;' d '1;1 de', wo 'Ii del' Winkel zwischen Kegelachse und 

Flachennormale ist, N,d;:'. cosq;' dO' Molekule. Die Grolle cosq;'dO' ist namlich 

die Projektion del' Flache dO' auf eine Ebene senkrecht zur Kegelachse (von dem 
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abnimmt, ihr Wert an der inneren Rohrmiindung 

~Lc21m21 = NL P2 " 
4 ¥2nMRT2 

an der auUeren Miindung 
I- I 

NL ~ I ~l-. = NL Pl 
4 ¥2nMRTl 

betragt, so ist die pro Sekunde durch die Rohre stromende Menge in Mol durch 

~T = l/2A V2nlMR (;;2 -l!r) Lii~g~ ...... (84) 

gegeben. 

Faktor cos q/ riihrt der Name Kosinusgesetz her). Diesel' Kegelwinkel d d wird 
von einer anderen Flache dO, deren Normale mit seiner Achse den Winkel qJ ein-

schlieJlt und welche von dO' den Ab-
:B~ig. 22. dO' stand l' hat, dann ganz ausgefiillt, wenn 

d 6)' = '!f!~os P. . 
1.2 

(Der Zahler ist wieder die Projektion 
von dO senkrecht auf die Achse.) Durch 
die Flache d 0 fliegen also, aus der Rich
tung von d 0' kommend, 

N' cos qJ' COS!£ dOd 0' Molekiile. 
n1·2 

Aber es kommen von allen moglichen Richtungen, d. h. Flachenstiicken, Molekiile, 
die Gesamtzahl der Molekiile, die auf ein Flachenstiick dO auftrifft, ist 

dO C~'~~ <f! _~osqJ' dO' 
n J 1'2 

oder 
dO r 

da ganz entsprechend 

n J N' cos qJ sin qJ d cp de, 

d . d d dO' cos cp' 
6) = smqJ qJ 10 = --~ 

del' Offnungswinkel des Kegels ist, der in dO seinen Ursprung hat und von dO' 
ausgefiillt wird. Wir haben nun die Abhangigkeit der GroJle N' von der Rohren
stelle zu bestimmen und wahlen dazu als Flache dO ein Stiick der Rohrenwand 
selbst an der Stelle Xo. Die Zahl der dort weggehenden Molekiile N (xo) d 0 mull 
gleich sein der Zahl der auftreffenden 

Man entwickelt 

N (xo) d 0 = d;;Q f N (x') sin qJ cos qJ d qJ d e. 

N(x') = N(.,.o) + (x'-xo) dN + (X'-XO)2 d2 N + ... 
dx 2 dx 2 

und erhalt 

N(xol = N (xo) [ sin qJ cos qJdqJde + 2.. (dd~) f (x'- xo)sincp cos cpdrpde 
n J n xx=~ 

1 d2 N f (x' - .TO)2 . + n- dX2 --~-- 8m cp cos qJ dqJ dE + ... 
Das erate Integral rechts gibt n, das zweite verschwindet, weil x' - Xo eben so oft 
positiv wie negativ ist. Man erhalt also 

N (xo) = N (xo) + _1.. (~2J!) f ~'-------: a:.o): sin qJ cos qJ d qJ de + ... 
n dx2 X=Xo 2 
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1m FaIle konstanter Temperatur haben wir also in Moll) 

VRT 
L' -.. - (C2 - CI )· 

ange 

77 

(85) 

Daraus folgt, da13 der zweite und alIe hiiheren Differentialquotienten verschwinden 
miissen, N also eine lineare Funktion von x ist, wie behauptet wurde. Um nun 
die Zahl der die Rohre passierenden Molekiile zu berechnen, hat man als Flache 
d 0 ein FHichenstiick des Querschnitts zu wahlen. Wenn wir eine Rohre von 
kreisformigem Querschnitt (Durchmesser d) haben, so iet der UberschuJ3 an Mole
kiilen, del' ein FlacheJ;lstiick dO, das den Abstand r von der Achse hat und an 
del' Stelle Xo liegt, von links nach rechts passiert, 

{[ 
1 dN n/221< 

dON (xo) + li d "x J J (.1: - xo) sin q> cos q> d q> de] 
o 0 

1 IN n/22n ] - [N (xo) - li ((1 x J J (x - xo) sin q> cos q> d q> de} 
o 0 

dO dN n/22n 

= 2-;r d"x J J (x-xo)sinq>cosq>drpde; 
o 0 

setzt man den Abstand von d U zur Peri ph erie des Querschnitts (!, also 
x - Xo = (! ctg q>, fiihrt ferner den Zentriwinkel iJ ein, so erhalt man 

d 
2n _ + l' cos{) 

- -. dO - . . ~===== . diJ. 1 dN df 2 
2 dx 2 1/ d2 

o r '~f + 1.2 + l'd cos iJ 

Die starkste Stromung herrscht in der Mitte (r = 0). Bei Integration iiber 
d 0 = 2 1r l' d r erhalt man dann den oben angefiihrten Wert von A. Fiir quadra
tischen Querschnitt ergibt sich 2,97313, fiir rechteckigen siehe bei Smoluchowski. 

1) Wird nur del' Bruchteil f emittiert, der Bruchteil 1-f reflektiert, so er
geben die N f emittierten Molekiile zu (85) den Faktor f. Die von links her 
kommenden (1- f) Molekiile sind (Fig. 23) an der Stelle Xo + (x' - xo) reflektiert 
worden, und sind dorthin von del' Stelle Xo + 2 (x' - J:'o) gekommen, und zwar ist 
von ihnen del' Bruchtei!- r an der Stelle Fi 23 
Xo + 2 (x' - Xo) emlttIert worden, g.. ,,' "0 - ex' - "'0) 

wahrend der Bruchteil (1 - f) von /\/\/\ 
noch weiter her reflektiert wird. Die 
1'(1- f) N (xo) Molekiile also, die an 
der Stelle Xo + 2 (x' - xo) emittiert und 
am Orte Xo + (x' - xo) unverandert 
reflektiert wurden, tragen zur Stromung "'lIT ~ Ix' -.<oJ "'" 
doppelt so viel bei als die gleiche Menge 
Molekiile, die am Orte x, emittiert ware, weil sie doppelt so weit herkommen. 
Ferner fehlen unter den Molekiilen, die die Stelle Xo von rechts her kommend 
passieren, diejenigen, die an der Stelle Xo - (x' - xo) nicht naeh links emittiert, 
sondern nach reehts reflektiert werden. Auch dieser an der Riickstromung fehlende 

Anteil f (1 - f) ~: dO A vermehrt die Uberschu13stromung nach rechts, so dall die-

jenigen Molekiile, die einmal reflektiert werden, zur Stromung S {(1- f) ~: A 

beitragen. Entsprechend tragen diejenigen, die hintereinander zweimal reflektiert 

werden, (3 + 2) f(l- f)2 ~: A bei. In Summe kommt zu (85) der Faktor 

2-f 
f[1+3(1-f)+5(1-f)2+. oo ] = - f- ' 

Diese Formel ist nur so lange giiltig, als f geniigend groll bzw. das Rohr geniigend 
lang ist, so daJ3 wenigstens bei jedem eingetretenen Molekiil eine "Emission" statt
£ndet. 
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Das Gesetz ist formal gleich wie bE'i den kleinen Offnungen, nur da.G 

an Stelle der GroI.le 0 V 2~'J(, (C2 - c1) der obige Ausdruck, d. h. an 

Stelle von 0 die Gro./3e L~- = Querschnitt. L4 .. d_ tritt. 
2 ange 3 ange 

Auch bei nicht zylindrischen Rohren werden wir, wenn nur die Dimensionen 

so klein sind, daI.l ZusammenstoI.le bloI.l mit der Wand, nicht mit anderen 
Molekiilen vorkommen, ein Gesetz von der Form zu erwarten haben 

A' 
-~ (P2 - PI) ............ (84') 
VMRT 

wo A' nur von den geometrischen Bedingungen der Rohre, nicht vom Gase 
abhiingt und von del' Dimension einer FJiiche ist. Es wird also in all dies en 
Fiillen die pro Zeiteinheit durchgehende Menge in Mol proportional der 
Druckdifferenz, umgekehrt proportional der Wurzel aus der Temperatur (oder 
proportional der Konzentrationsdifferenz und der Wurzel aus der Temperatur) 
und umgekehrt proportional der Wurzel aus dem Molekulargewicht sein. 
Tatsiichlich hat Graham 1) diese Resultate beim Durchgang von Gasen durch 
po rose Platten (Gips, Meerschaum), deren Poren ja solche Kaniile von gegen 
die Weglange kleinen Dimensionen sind, schon lange vor A ufstellung der 

kinetischen Theorie entdeckt (Transfusion oder Effusion von Gasen) und 
seine Resultate sind von anderen Forschern bestiitigt worden. Hervorzuheben 
ist hierbei noch, da./3 die Bewegung mehrerer Gase vollstandig unabhiingig 
voneinander erfolgt, da ja in den Rohren die Molekiile einander nicht beein
fluBsen, sondern in ihrer Bewegung allein durch die Wand bestimmt werden, 
wie bei kleinen Offnungen. Denken wir uns etwa zwei Gefiille A und B, das 
erste gefiillt mit Wasserstoff vom Druck 1 Atm., das zweite mit Sauerstoff vom 
Druck 2 Atm., getrennt durch eine porose Platte. Dann ist also anfangs der 
Partialdruck des Wasserstoffs links 1, rechts 0, der des Sauerstoffs rechts 2, 
links O. Der Wasserstoff wird nach rechtB, der Sauerstoff nach links effun
dieren, ohne einander in der porosen Platte zu storen. (Sind die Partial
drucke in den GefaI.len selbst so klein, daJ3 die freie Weglange sogar groll 
ist gegen die GefaJ3dimensionen, so verteilt sich das eintretende fremde Gas 
von selbst gleichmaLlig im ganzen GefiiI.l, sonst mull man riihren, damit nicht 
der Partialdruck an der porosen Platte infolge zu langsamer Diffusion im 
GefiiI.l groBer bzw. kleiner ist als der mittlere Partialdruck des betreffenden 
Gases im ganzen Gefa./3.) Nun effundiert der Wasserstoff infolge seines 16mal 
kleineren Molekulargewichtes bei gleichern Partialdruckgefalle vierrnal schneller 
als Sauerstoff, also hier trotz des anfangs nur halb so grollen Partialdruck
gefalles noch immer doppelt so schnell wie der Sauerstoff, so daB anfangs 
rechts doppelt so viel Wasserstoff eintritt wie Sauerstoff austritt und der 

I) Th. Graham, Quart. Journ. of Science 2, 74. 1829; Phil. Mag. (3) 2, 175, 
269,351, 11:333; POllg. Ann. 17, 341, 1829; 28, 331, 18il3; 120. 415, 1863; Phil. Trans. 
1863, S.385. G. Hiifner. Wied. Ann. 16, 260, 1882. E. Reusch, Pogg. Ann. 124, 
434, 1865. R. Bunsens abweichende Resultate sind nach Graham auf zu groJ3e 
Offnungen zuriickzufiihren (R. Bunsen, Gasometr. Methoden. Braunschweig 1857). 



§ 22. Stromung durch Rohren. 79 

Gesamtdruck des Gases im Gefalle B steigt, trotzdem der Wert schon vor 
Beginn des Versuches doppelt so groll war als in A. Der Wasserstoff hiirt 
auf zu effundieren, wenn seinPartialdruck links gleich ist dem rechts. Wesent
lich langsamer geht nebenher der Ausgleich der Partialdrucke des Sauerstoffs. 

Man vergleiche damit den Fall, dall die Verbindung durch Rohren von 
verhiiItnismaIlig grollem Durchmesser hergestellt wird. Bier wird die Stromung 
nicht durch die Partialdrucke, sondern durch den Gesamtdruck bestimmt, geht 
daher im ersten Moment in unserem FaIle von rechts nach links und driickt 
im wesentlichen Sauerstoff in das WasserstoffgefiiIl, bis der Gesamtdruck in 
beiden gleich ist. Erst dann macht sich die (natiirlich schon im ersten Augen blick 
einsetzende) viellangsamere, durch das Partialdruckgefalle bestimmte Diffu
sion (§ 30) bemerkbar, die auch die Partialdrucke ausgleicht. 1m Faile 
urspriinglich gleicher Drucke gibt es bei weiten Rohren iiberhaupt keine 
Stromung, sondern nur Diffusion. 

Die Abhiingigkeit der Effusionsgeschwindigkeit vom Molekulargewicht 
kann man zur Anzeige schlagender Wetter in Gruben benutzen, indem man 
ein mit einem Druckmesser und einer Alarmvorrichtung versehenes, mit Luft 
gefiilltes GefiiJ3. durch eine porose Platte (z. B. Gips) abschliellt. Die beim 
Vorhandensein von Grubengas (OB" M = 16) in der AuJ3enluft (M ........ 29) 
auftretende Drucksteigerung setzt die Alarmeinrichtung in Tatigkeit. Man 
kann auch die Effusionsgeschwindigkeit direkt zur Messung der Molekular
gewichte von Gasen verwenden (Atmolyse). 

U m wieder zum Fall der einfachen Rohre von kreisformigem Querschnitt 
zuriickzukehren und Zahlenbeispiele zu geben, sei daran erinnert, dall bei 
etwa 0,1 mm Bg-Druck die freie Weglange von Wasserstoff etwa 1 mm ist. 
Wenn wir z. B. einen Raum, in dem ein konstanter Wasserstoffdruck von 1/10 mm 
herrscht, durch eine Rohre von 1 mm Durchmesser und 5 em Lange mit einem 
vollstandig evakuierten Raume verbinden, so strom en nach (84) in der Sekunde 
40 cmS des Gases von 1/10 mm Druck heriiber (24.10- 8 Mol), eine Menge, die 
man mit gut en Pump en noeh wegschaffen kann. Das ist fiir die Untersuchung 
von KaDalstrahlen, die man nur in gasgefiillten Raumen erzeugen kann, aber im 
Vakuum oder in anderer Gasfiillung untersuchen mochte, fundamental wichtig. 
W. Wien 1), der diese Methode ausgebildet hat, verbindet den Raum, in 
welehem die Kanalstrahlen entstehen, mit dem eigentlichen Untersuchungs
gefall dureh ein solches Rohr von 2 mm Durehmesser, durch welches die Kanal
strahlen parallel der Achse glatt hindurchgehen. - M. Knudsen hat die 
Stromung durch noch wesentlich diinnere Rohre untersucht. Er hat z. B. 
zwei GefiWe von 23/, Liter Inhalt durch eine Rohre von 30 cm Lange und 
0,1 mm Radius verbunden und das eine mit Wasserstoff von "" 1/100 mm 
gefftllt, das andere hoch evakuiert; es vergehen etwa 15 Stunden, bis 1/3 der 
Gasmenge iibergetreten ist. Die Ubereinstimmung mit der Formel ist be
friedigend. Ubrigens ist diese Zeit nach Formel (84') unabhangig vom Druck. 
wenn dieser nur geniigend klein ist. 

1) W. Wien, Ann. d. Phys. 30, 349, 1909. 
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b) Poiseuillesche Stromung. In Rohren, deren Durchmesser groJ3 
gegen die freie Weglange ist, die aber noch als Kapillarrohren bezeichnet 
werden, d. h. in welchen die Reibung noch eine groBe Rolle spielt, ist die 
Bewegung durch das hydrodynamisch 1) fur langsame Stromung abgeleitete 
Poiseuillesche Gesetz bestimmt, nach welchem das in der Zeiteinheit durch
tretende Flussigkeitsvolumen gegehen ist durch (L Rohrenlange) 

din; P2 - PI 
1281] L 

. . . . . . . . . . . . . (86) 

Bei der Anwendung dieser Formel auf Gase besteht allerdings eine prin
zipielle Schwierigkeit; sie ist ohne weiteres fur inkrompressible Flussigkeiten 
gultig, hier aber andert sich mit dem Druck langs der Rohre auch das 
Volumen. Mit einer Volumenanderung ist auch eine Temperaturanderung ver
knupft und es hangt von den Bedingungen (Wandeigenschaften) ab, ob man 
z. B. isotherm oder adiabatisch arbeitet. 

Fur ein kurzes Stuck der Rohre kann man die durchtretende Menge 
in Mol schreiben 

dn d4 n; f 1 
(iT = 128L 1]RT pdp. 

Das gibt fur einen isothermen Vorgang unter Berucksichtigung von 1] = const 2) 

dn 
dt 

d4 n; 1 P22 - P12 
~-- ~- ......... (87) 
128L1] RT 2 

Den Fall einer polytropen, d. h. zwischen adiabatischer und isothermer 
liegenden (s. Kap. VIII der 1. Bandhalfte) Ausdehnung haben Fisher und Holm 
behandelt S). Fur eine gegebene Druckdifferenz und Temperatur und dasselbe 
Gas ist, wie es auch Graham und Bunsen 4) experimenteU gefunden haben, 

die durchtretende Menge proportional (PI :TP2 ) M, d. h. der Dichte des Gases. 

Steigende Temperatur vermindert den Durchtritt. Man kann die durch
stromende Menge zur Bestimmung von 1] benutzen, wie dies unter anderem 
O. E. Meyer, neuerdings besonders Rankine getan hat. Die experimen
tellen Einzelheiten findet man bei Brillouin. Allerdings mussen an der 
Formel noch zwei Korrekturen angebracht werden, uber die weiter unten ge
sprochen wird. 

Man kann die Formel fur die durchtretende Molmenge auch so schreiben: 

d 2 n; 3d2 _ oc 
12 32A Iwl ox' 

Ware keine einseitige Stromungsgeschwindigkeit (Abweichung vom Maxwell-

46, 

1) Sif'he M. Brillouin, Lecona sur 1a viscosite. J!aris 1907. 
2) O. E. Meyer, Pogg. Ann. 127, 253, 353, 1866. 
3) J. Fisher, Phys. Rev. 29, 149, 1909; R. Holm, Ann. d. Phys. 44,81, 1914; 

1165, 1914. 
4) Th. Graham, Phil. Trans. 139, 339, 1849; R. Bunsen, 1. c. 
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schen Gesetz) da, so ware man versucht, eine Ableitung nach Art der in 

§ 18 benutzten zu verwenden und wurde dann 

d2 n oc 
12 iltJiA a;-

3d2 
erhalten. Die in Wirklichkeit stromende Menge ist im Verhaltnis 32 AS groJ3er. 

Bei der AufsteHung der vollstandigen Formeln ist nun zu beachten, daJ3 
ein Teil der Druckdifl'erenz nicht zur Uberwindung der Reibung, sondern zur 
Erzeugung von kineUscher Energie verbraucht wird. Dieser Anteil, der zuerst 
von Hagenbach 1) und spater von Brillouin (1. c.) und Smoluchowski2) 
abgeleitet wurde, ist von der Druckdifferenz zu su~trahieren (siehe Gl. 88). 

Zweitens haftet in Wirklichkeit, wie wir in § 19 gesehen und wie experi
mentell zuerst Warburg B) fur diesen Fall gezeigt hat, das Gas nicht an den 

Rohrenwandungen. Eine endliche Gleitung mit dem Gleitungskoeffizienten 

!L (!L ~ lID = Geschwindigkeitssprung) 
fJa fJa ur 

ergibt hydrodynamisch den Faktor 1 + 8 fJd vor (87). Wir wissen, daJl !L 
fJa fJa 

der freien Weglange direkt, also dem Druck umgekehrt proportional ist. Die 
dn 

definitive Formel fur den Durchtritt einer Molmenge at pro Sekunde ist dann 4) 

dn = _1_ (1 +~) [~~ (1/22 - P1 2) _ M (dn)2] .. 
dt 8fJL fJa d 16RT 2 n dt (88) 

wobei das kinetische (letzte) Glied nur eine KorrekturgroJ3e bedeutet. Fur 

sehr kleine p uberwiegt der von der Gleitung herruhrende Summand 8 '1'/ 
'l'/ad 

und es resultiert das Gesetz (85), allerdings mit einem anderen Zahlenfaktor; 
das bedeutet, daJ3 der Zahlenfaktor von 'l'/a in noch unbekannter 'Weise vom 
Druck abhangt. 

Halt man die Druckdifl'erenz fest und vernachlassigt die Korrektur fur die 
kinetischeEnergie, so sinkt mit abnehmendem P anfangs die durchgehende 

Gasmenge infolge der steigenden freien Weglange proportional ~ + p, sobald 

aber die Bewegung nicht mehr durch ZusammenstiiJ3e der Molekule untereinander, 
sondern durch solche mit der Wand bestimmt wird, bleibt sie konstant 5). 
Bezieht man sich auf Volumina oder Bruchteile einer in einem GefiiJ3 vorhandenen 

1) E. Hagenbach, Pogg. Ann. 109, 835, 1860 . 
. 2) M. v. ~moluchowski, Bull. Ac. Krakau 143, 1903. 

B) E. Warburg, Pogg. Ann. 59, 399, 1876. 
4) Diese Formel (ohne die Korrektion wegen der kinetischen Energie) hat 

Maxwell aus der Gastheorie abgeleitet (1. c. S.709); auch Reynolds, 1. c. S.351, 
kommt zu einem Ausdruck von ahnlichem Charakter. 

6) Diesen tibergang von der Poiseuilleschen Stromung zur Transfusion hat 
auch C. Christiansen, Ann. d. Phys. 5,436,1901, untersucht. Wie schon er
wahnt, hat schon Graham die ahweichenden Resultate Bunsens mit der weiteren 
Offnung erklart. 

Milller-Pouillet III. 11. Auf!. 6 
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Gasmenge, dann steigt mit fallendem Druck die durchgehende Menge pro
portional a + (j A, bis sie ebenfalls konstant wird. Die Tatsache, dati beim 
Auspumpen die durchgehenden Volumina bei tiefen Drucken doch kleiner 
werden, ist darauf zuriickzufiihren, daJ3 die a b sol u te Druckdi:lierenz, auf 
die es ankommt, hierbei dauernd abnimmt. 

K n u d sen hat Formel (88) in einem Druckbereich von etwa 15 bis 
lO-4 mm Quecksilber an Wassersto:li, Sauersto:li, Kohlensaure gepriift. Er 
kann seine Resultate gut darstellen, wenn er den Zahlenfaktor, der fiir 

d D ht 'tt d h R"h b' . d . D k 'It 't 1 + °1 P en urc rl urc 0 ren el nle rIgem ruc gI, mI .-+--
I C2P 

multipliziert 1). Dies auLlert sich in den experimentellen Ergebnissen darin, 
daLl die durchtretende Molmenge bei abnehmendem Druck durch ein Minimum 
geht, bevor sie konstant wird. Knudsen hat nicht beriicksichtigt, daLl der 
Zahlenfaktor der Gleitung, wie oben erwahnt, vom Druck abhangt, weil er 
die angenaherte auch von uns benutzte Rechnung fiir exakt halt, und sucht 
das Minimum anders zu erklaren. Gaede 2) hat seine Resultate nachgepriift, 

indem er Wasserstoff zwischen sehr nahen Platten bei extrem tiefen Drucken 
stromen lieLl. Unterhalb 0,001 mm Druck fand er die Formel (85) genau be
statigt, bei hOheren Drucken erschien wieder das Minimum. Gaede zeigt, 
daJ3 es nicht durch fremde Dampfe hervorgerufen ist und versueht es dureh 
eine Gashaut zu erklaren, die bei ganz tiefen Drucken versehwindet, bei 
hoheren aber ein Uberwiegen der Auftre:lirichtung bei der ReHexion bedingt. 

c) Wei te Rohren. Die Stromung durch weite Rohren gehOrt der 
Hydrodynamik, genauer der Hydraulik an. Hier leistet das Druckgefalle im 
wesentliehen Arbeit gegen die Tragheitskrafte 3). 

d) Andere Formen. Die Stromung zwischen nahe befindlichen ebenen 
Platten vom Abstand d wird dureh das Gesetz bestimmt: 

Pro Sekunde auf 1 cm Breite 
durchflietlende Molmenge 

Reynolds hat eine ahnliche Formel gastheoretiseh abgeleitet. Fiir sehr kleine 
Plattenabstande, etwa 10-4 cm, ergibt sich fiir Luft von Atmosphiiren
druck die durch 1 cm Breite stromende Menge bei einem DruekgefiHle von 
1 mmHg/cm zu 0,6.10-6 emS/sec. Stefan 4) hat darauf hingewiesen, daf.l 
die Sehwierigkeit, zwei sich beriihrende Platten zu trennen, weniger auf einer 
Anziehungskraft (Adhasion) beruht, sondern hauptsachlich darauf, dall in den 
anfangs diinnen Spalt die Luft langsam eindringt. Auf der entsprechenden 
Erseheinung des langsamen Entweichens der Luft zwischen sieh nahernden 
Platten beruht die Methode von Fabry und Perot"), die inn ere Reibung 
der Luft zu bestimmen. Es nahern sich zwei entgegengesetzt elektriseh ge-

1) C1 und C2 sind Konstanten. 
2) W. Gaede, Ann. d. Phys. 41, 289, 1913. 
3) An neueren Messungen siehe z. B. K. W. F. Kohlrausch, Ann. d. Phys. 

44, 297, 1914. 
4) J. Stefan, Wien. Ber. 69, 713, 1874. 
5) Ch. Fabry und Perot, Ann. Chim. 18, 275, 1898. 
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ladene Platten un tel' dem Einflull ihrer Anziehung, deren Grone bekannt ist, 
die Anderung des Abstandes wird optisch nach einer Interferenzmethode 
bestimmt und daraus die Ausflu13geschwindigkeit del' Luft berechnet. 

Prazisionsmessungen fiir extrem niedrigen Druck hat, wie oben erwii.hnt, 

neuerdings Gaede 1) durchgefiihrt. 

§ 23. Theorie der Molekularluftpumpe. Die 'ratsache, dan bei Behr 
gro13er Verdiinnung die Stromung durch sehr feine Ofl'nungen zu vernach
laBsigen ist, hat noch eine andere wichtige technische Anwendung auCer bei 
den Kanalstrahlenuntersuchungen gewonnen, namlich bei del' Molekularluft
pumpe, fiir die es wesentlich ist, dan man gar keine eigenen Dichtungen 
zwischen rotierenden Flachen braucht, wenn nul' das Vakuum geniigend hoch 
ist. Die Gaedesche ·Molekularluftpumpe ll) beruht auf del' Anwendung del' 
Uberlegungen des § 19. Man denke sich einen horizontalen Kanal, dessen 
Hohe klein gegen die freie Weglange sei, und bewege die untere Abschlu13-
platte in horizon taler Richtung mit del' Geschwindigkeit ®o nach rechts; 
dann bekommen aUe auf die untere Platte auftrefl'enden Molekiile die Zu
satzgeschwindigkeit ®o in horizontaler Richtung. Schliellt man den Kanal 
links und rechts ab, so bekommt man zwischen dem linken und rechten Ende 
einen Druckunterschied, del' im stationaren Zustand gegeben ist durch die 
Gleichung .A dp 1 ®o 

==== NLCO-· 
2 dx V271MRT 2 

Hier bedeutet die linke Seite die durch das Druckgefalle nach links stromende 
Gasmenge, A die von den Dimensionen abhangige Konstante des § 22, 
die rechte Seite del' Gleichung bedeutet die durch den Kanalquerschnitt 0 
nach rechts durch die von del' bewegten Platte iibernommene mittlere Ge-

schwindigkeit ~o beforderte Gasmenge. Schlient man den Kanal links und 

rechts nicht vollkommen ab, sondern bringt links ein weites Gaszuleitungsrohr, 
rechts ein weit~s Ableitungsrohr an, so wi I'd links gesaugt und rechts ge
driickt, abel' erst dann, wenn durch Vorevakuieren del' Druck so weit gefallen 
ist, dall die freie Wegliinge groll ist, gegen den Kanaldurchmesser. In del' 
praktischen Ausfiihrung wird del' Kanal als Kreisring ausgebildet. Wie zu 
Beginn des Paragraphen erwahnt, braucht man die bewegte Platte nicht 
eigens zu dichten, wenn nul' derSpalt zwischen ihr und den ruhenden Apparat~ 
teilen eng ist gegen den Kanalquerschnitt. 

§ 24. Bewegung fremder Teilchen unter dem Einflu13 einer kon
stanten Krafp). a) Kleine Teilchen 4). In vielen Gebieten del' Physik 

1) W. Gaede, Ann. d. Phys. 41, 337, 1913. 
2) W. Gaede, ebenda S. 337, 1913. Eine Beschreibung del' Pumpe findet sich 

in dem Bande "Mechanik". . . 
3) In den § 24, 25, 26, 27, 29 ist fiir den Betrag der Geschwindigkeit [ttl [ be

quemlichkeitshalber ttl geschrieben. 
4) Nach dem zusammenfassenden Bericht von H. F. Mayer, Jahrb. d. Rad. 

und El. 18, 201, 1921. 

(j * 
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spielt die Bewegung kleiner fremder Teilchen, auf die eine konstante Kraft 
wirkt, durch ein Gas eine Rolle. Diesel' Fall liegt zum Beispiel bei del' 
elektrischen Leitung in Gasen VOl', in denen lonen durch elektrische Felder ange
trieben werden. Waren diese lonen im Vakuum und wiirde auf sie eine konstante 

Kraft ~ wirken, so bekamen sie eine konstante Beschleunigung b., = ~x und 
m 

ihre Geschwindigkeit wiirde dauernd wachsen, !illa: = b., t = V2ba: x. 1m Gas 
abel' stollen sie an Gasmolekiile und wir wissen, dall solche Zusammenstolle im 
Sinne eines Ausgleichs del' kinetischen Energien wirken. Sie geben also wenig
stens einen Teil del' Geschwindigkeit, die sie im Kraftfeld iiber die ihnen zu
kommende thermische Geschwindigkeit hinaus gewonnen haben, im Durchschnitt 
bei jedem Stoll an die Gasmolekiile ab; del' stationare Zustand ist erreicht, wenn 
diesel' Geschwindigkeitsverlust den Teilchen im Mittel gerade so viel wieder 
nimmt, wie sie seit dem letzten StoJ3 gewonnen haben. Die von den Gas
molekiilen iibernommene kinetische Energie steigel't natiirlich deren eigene 
kinetische Energie und damit Temperatur und bildet so die Reibungswarme, 
die man ableiten mull, wenn man den Vorgang isotherm halten will. Wir 
wollen im folgenden die auf die Gasmolekiile beziiglichen Groll en durch einen 
Strich, die auf die fremden Teilchen, im obigen Beispiel die lonen, beziiglichen 
ohne Strich bezeichnen, ferner mit roo die mittlere thermische Geschwindigkeit 

roo=2 1/2kT. r mn 

Die Formeln, die hier ma.l3gebend sind, hat zuerst Riecke, dann Drude 1) 

unter del' Annahme abgeleitet, dall ein Teilchen bei jedem Zusammenstoll 
vollstandig seinen Geschwindigkeitszuwachs wieder verliert (unelastische Stolle). 
Dann ist nach Drude die mittlere Geschwindigkeit, die in del' Kraftrichtung 
hinzukommt, 1/2 bt (am Anfang del' freien Wegliinge 0, am Ende bt). Die 
hinzutretende thermische Geschwindigkeit spielt hier keine Rolle, da sie ebenso 
oft nach links wie nach rechts gerichtet ist. t, die mittlere Zeit zwischen 
zwei Stiil3en, iet gleich del' freien Wegliinge dividiert durch die mittlere Ge
schwindigkeit, annahernd 

Fiir die praktisch vorkommenden Falle ist nun die Zusatzgeschwindigkeit 

klein gegen die thermische, daher 

- A 
t =- und 

roo 
!ill - _1_ ~.,A __ 1_ 1.. ~ .. (90) 

a: - 2 m roo - 2 m V 2 k T a: 
d2 nNLc2 -

mn 

also proportional ~, del' Kraft. Riel' bedeutet d die Summe del' Radien des 
Teilchens und eines Gasmolekiils. So wird durch die infolge del' Molekiil-

1) E. Riecke, Wied. Ann. 66, 376, 1898; P. Dl'ude, Ann. d. Phys. 1, 575, 1900 
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stolle eintretende Reibung die im einzelnen gleichformig beschleunigte Be
wegung zu einer mit im Mittel konstanten Geschwindigkeit '" ~. 

Ware dagegen die freie Wegliinge so groG bzw. die Kraft so stark, dall 
die Zusatzgeschwindigkeit groG ware gegen die thermische, so ware 

1/2 bt2 = A, ®,., = V2m~ A, 

die Gesehwindgkeit proportional der Wurzel aus der Kraft. 
Die Uberlegungen sind dann besonders von Lenard 1) verfeinert worden, 

der auf folgende Punkte hingewiesen hat: 

Es ist bei elastischem StoG im Mittel nach einem Stoll noch ein Teil del' 
fruheren Gesehwindigkeit del' Partikel verbliehen, worauf ja bei Gasmole
kulen auch schon Jager und Jeans hingewiesen haben. Es ergibt sieh, daG 

im Mittel del' Bruchteil +m , del' Gesehwindigkeit VOl' dem Stoll ®E nach-
m m 

her bestehen bleibt (®a); also ist 
m ®a = -~®E ........... (91) 

m+m' 
andererseits 

daraus 
m+m'.

®E=--,-bt, 
m 

® = ®a+®E = 2m\m' bt. 
2 2m 

t ist bestimmt durch die Gleichung 

- A 1/ m 
t = IUq r m+m" 

wo del' letztere Faktor dadurch hinzukommt, dall die relative Geschwindig
keit von Partikel und Gasmolekiilen fur die Stollzeiten mallgebend ist. 

Eine weitere Korrektur erfolgt dadurch, daJ3 das Teilehen haufiger mit 
solchen Molekulen zusammenstollt, die ihm entgegenfliegen, als mit sol chen, 
die in seiner Richtung fliegen; dadurch gibt es mehr Energie im Durchschnitt 

ab, 1l.lR (91) entspricht, und IU ist noch mit dem Faktor :;; : :2 zu multi

plizieren. 
Endlich hat noch eine angenaherte Berucksichtigung der Streuung der 

Stollzeiten zu erfolgen, die den weiteren Faktor 

2m 8 m' 

2 m + m' + '1r 2 m + m' 

ergibt, als Schlullformel also 
4 

® = ~4-.], 1/m ±m' m + n m' 

lUu m r m _4 m + m' 
3 

') P. Lenard, Ann. d. Phys. 3, 312, 1900; 60, 329, 1919. 

..... (92) 
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Fiir die Geschwindigkeit ist charakteristisch: Die Proportionalitat zur 

Kraft, die umgekehrte Proportionalitat zur Gasdichte (A = _. _1~_), ferner, 
CNL Tl d2 

wenn die Teilchen gro1l gegen die Gasmolekiile sind, r > r', die uingekehrte 
Proportionalitat zum Teilchenquerschnitt 

(Tl~2 = n(r ~ r')2 ,...., ;;lr2)· 

Nimmt man nicht Giiltigkeit del' RefIexionsgesetze bei den Zusammenstollen an, 
sondern difl'use Reflexion odeI' Adsorption del' Gasmolekiile mit nachfolgendem 
Wiederabdampfen (etwa »Akkommodation", § 20), so treten nul' etwas andere 
Zahlfaktoren auf. Epstein 1) hat die LenardBchen Rechnuugen bestatigt. 

b) Gro1le Kug_eln. Stokes-Cunninghamsches Gesetz. In FaIle del' 
Bewegung gro1ler (d. h. gegen die freie Weglange del' Gasmolekiile gro1ler) 
Kugeln erbalt man fiir ihre Geschwindigkeit aus den dann geltenden hydro
dynamischen Gleichungen die Stokessche Formel2) 

W = _L . ............. (93) 
6Tlr1] 

Auch hier ist die Geschwindigkeit proportional del' Kraft und umgekehrt 
proportional del' Gasdichte, abel' nicht umgekehrt proportional dem Quer
schnitt wie bei kleinen Teilchen, sondel'll umgekehrt proportional del' ersten 
Potenz des Radius. Del' physikaliBche Unterschied zwischen beiden Fallen 
besteht in folgendem: 1m eben besprochenen FaIle' kleiner Teilchen wird 
angenommen, daLl die Bewegung del' Gasmolekiile durch die Bewegung des 
Teilchens VOl' dem direkten Zusammenstoll nicht beeinflu1lt worden ist. Es 
liegen dann die Verhaltnisse so, wie wir es z. B. beim Ausstromen eines Gases 
durch eine Offnung dargestellt haben, die klein gegen A ist, dort treten alle 
Teilchen durch die Ofl'nung aus, die ohne das Vorhandensein derselben auf die 

betrefl'ende Wandstelle getrofl'en waren, da ihre vorherige Bewegung durch das 
Anbringen del' Ofl'nung nicht beeinflu1lt ist. Ebenso trefl'en auf un sere Partikel, 
solange sie klein ist gegen A, ebensoviel Gasmolekiile wie auf eine nicht 
materielle gedachte Flii.che del' Gro1le Tl (r + r')2, und zwar mit del' gleichen 
Geschwindigkeit; dementsprechend ist auch die iibertragene BewegungsgroJle 
proportional Tl (r + r')2. 1m Stokesschen Falle hingegen wird durch die 
Bewegung der Kugel die Gasbewegung in del' ganzen Umgebung verandert, 
d. h. die von del' Kugel reflektierten Gasmolekiile sind so zahlreich, dall sie 
selbst durch ihre Zusammenstolle schon die auf die Kugel zufliegenden Gas
molekiile sozusagen auf die Bewegung der Kugel vorbereiten, indem sie eine 
andere Geschwindigkeitsverteilung hervorrufen. Das ganze Gas VOl' der Kugel 
hat schon eine Geschwindigkeitskomponente parallel del' Kugelgeschwindigkeit 
(und zwar erstreckt sich diese Wirkung desto weiter, je groller die Kugel ist), 
so da1l die von del' Kugel auf das Gas zu iibertragende Bewegungsgrolle lang

sameI' wachst als del' Querschnitt. 

1) P. Epstein, Phys. Rev. 28, 710, 1924. 
~) G. Stokes, Cambro Phil. Soc. Trans. 9, 5-8, 1856; siebe auch J. Weyssen

hoff, Ann. d. Phya. 62, 1, 1920. 
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Naturlich mull zwischen den beiden Gebieten (proportional l/r und l/r~) 
ein Ubergang bestehen und dies en hat Cunningham l ) durch Berucksicbtigen 

der Gleitung herzustellen versucht. Mit einem endlichen Gleitungskoeffi-

zienten !L ergibt sicb hydrodynamisch 2) 
'I'} a 

1+3~ 
jffi _ ~ 1 1]a r • . . . • • . . . • (94) 

- 671:'1'} r 1+2 _TL 
'l'}a r 

1st die Gleitung klein (l < 1), so wird angenabert 3) 
1]a r 

jffi = 6:i}r (1 + n~r ) 
wobei 

1] 2-f --- = 0,7004 -- A. 
'I'} a f 

....... (95) 

Eps tei n (1. c.) hat Formel (95) gastbeoretisch abgeleitet, indem er die 
Verteilungsfunktion bei vorgeschriebenen N ormal- und Tangentialkraften an 
<ler Kugeloberflache in sehr bemerkenswerter Weise bestimmt. 

(Der Zahlenkoeffizient ergibt sich bei genauerer Rechnung, in der 
1] = 0,3502 (! 10,1 A gesetzt ist.) Diese Formel scheint einen Ubergang zum 
gastheoretischen Wert fUr kleine Kugeln zu vermitteln, insofern fUr sehr 

kleine r del' Quotient l :> 1 und daher der Widerstand, wie es sein mullte, 
1]a r 

proportional r2 wurde. Tatsachlich ist aber dann die Reibenentwicklung nicht 

~ 
mebr gestattet, und die genaue Formel fUbrt fur sehr kleine r zu jffi =-4--

7I:1]r 

im Widerspruch zur direkten Ableitung unter a) und zur Erfahrung. Den 
-Grund 3) hierfur haben wir darin zu seben, dall in der hydrodynamischen 
Uberlegung die Impulsubertragung nur durch die zur Oberflache parallelen 
Geschwindigkeitskomponenten zustande kommt (Reibung) , also am vorderen 
und rti.ckwartigen Pol verscbwindet, wahrend gastheoretiscb gerade die Zu
sammenstoJ3e an dies en Polen der Kugel maJ3gebend sind. In der Art, wie 
in der Hydrodynamik gerechnet wird, fallt dieser letztere Effekt herauB, da 
-dort die Druckfortpflanzung durch die ganze Flussigkeit diese Unterschiede 
ausgleicbt. 

C u n n i n g ham ist, urn den Anschlull fUr die kleinen Kugeln zu erhalten, 
nicht von der formalen hydrodynamischen Formel ausgegangen, sondern uber
legt folgenderma13en: burch die Gleitung ist die Relativgeschwindigkeit zwischen 
Kugel und Gas nicht jffi, sondern ~ jffi, d. h. an der Oberflacbe der Kugel 
baftet das Gas nicht, sondern hat eine Relativgescbwindigkeit (1 -~) jffi. Er 

1) E. Cunningham, Proc. Roy. Soc. 83, 357, 1910. 
2) Siehe z. B. W. Lamb, Hydrodynamics, 4. Aufi., S.593. Cambridge 1916. 
3) Siehe R. A. Millikan, Phys. Rev. (1),32,382,1911; (II), 21, 217, 1923. 
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verlangt nun die Gleichheit von hydrodynamischer Formel ~ = 6 n", 'f'rx )ill 

und gaskinetischer 1) ~ = ~ m/ ~ (1 - rx»)ill und erhiilt so 

~ ( A) (0,63 A) 
)ill = 6n",'f' 1 + 0,63 r bzw. 1 + 2 _ ( r ... (96) 

Das wurde ein Gesetz der verlangten Form geben, doch ist die Uberlegung 
wohl nicht streng, bei anderer Rechnung erhii.lt man andere Ergebnisse g). 

Wenn man nun auch weill, da.ll fur groJ3e 'f' annahernd (95), fur kleine 
(90) gilt, so muJ3 doch nicht die eine Formel mit demselben Zahlenkoeffizienten 
in die andere ubergehen 8). 

Es scheint durchaus moglich, da.ll ein gro.ller Teil der Schwierigkeiten 
bei der Bestimmung von Ladungen sehr kleiner suspendierter Teilchen, auf 
Grund von Geschwindigkeitsmessungen nach (96), auf eine unzulassige Extra
polation zuruckzufiihren ist. 

Tatsiichlich hat eine Messung der Dampfung schwingender Kugeln in 
weitem Druckbereich Knudsen und Weber 4) zu der Formel gefuhrt 

\t1 = ~ (1 + 0,68 A + 0,35 A e-1,86 j ) ..... (97) 
6 n",r r r 

und bald darauf gelangte Millikan 6) bei der Untersuchung der Fallbewegung 

von Kugeln zu einem iihnlichen Resultat; weitere Ausarbeitung gab ihm als vor
zugliche Darstellung seiner Versuche 6) uber den Fall von Oltropfel). in Luft, 

. A 
III denen - von 0,1 bis 134 variiert, 

r 

\t1 = ~ [1 + A (0,864 + 0,29 e-l'25-~-)J ..... (97') 
6n~r r. -

Das geht fur groJ3e Kugeln in 

~ ( A') ") ---- 1 + 0864 - ........... (97 
6n",r ' r 

fUr sehr kleine in 
~ ~A -- 1,la ---- ............. (97"') 

6nfjr r 

uber. Vergleicht man dies nun, wie es Millikan tut, erstens fur groJ3e 
Kugeln mit der strengen Formel (95), zweitens fur kleine Kugeln mit der 
gastheoretischen Formel, so ergibt der erste Vergleich 

2-( 
0,864 = 0, 7004--{ - . 

Daraus folgt (, der Bruchteil der nemittierten" Molekule, zu 0,895, wahrend 
etwa 10 Proz. refiektiert werden; das gilt fUr Oltropfen in Luft. Statt 0,864 

1) Fur grolle Teilehenmasse m > m'. At ist die freie Weglange des Teilchens! 
2) L. W. Me Keehan, Phys. Zeitschr. 12, 707, 1911. . 
3) Siehe auch M. v. Smoluehowski, Int. Math. Congr. 1912, Cambndge. 
4) M. Knudsen und S. Weber, Ann. d. Phys. 36,982, 1911. 
5) R. A. Millikan, Brit. Ass. Rep. S.41O. Dundee 1912. 
6) R. A. Millikan, Phys. Rev. (ll) 21, 217, 1923; 22, 1, 1923; siehe auch 

J. Mattaueh, Phys. Zeitschr. 25, 620, 1924. 
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ist der Koeffizient an Quecksilber 0,708 (d. h. f = 1), an Schellack 1,078 
(f = 0,79). An Oltropfen wurde in Wasserstoff der Zahlwert 0,815 (f= 0,925), 
in Kohlensaure 0,82 gefunden. 

Wahrend die Messungen an groLlen Kugeln den Prozentsatz f zu be
rechnen gestatten, geben sie nichts dariiber an, ob die Molekiile "reemittiert" 
werden (d. h. erst nach einiger Zeit, wenn die Kugel sich wieder gedreht hat) oder 
(sofort) diffus refiektiert (d. h. isotrop mit Maxwellscher Geschwindigkeits
verteilung an der Auftreffstelle). Denn in diesem Gebiet r> A kommen 

nur Tangentialkrafte in Betracht und da in beiden eben erwahnten Fallen 
die wegfiiegenden Molekiile symmetrisch um die Flachennormale verteilt sind, 
treten solche Tangentialkriifte, die von wegfliegenden Molekiilen herriihren, 
in keinem der beiden FaIle auf, die ganze Kraft riihrt von den zufliegenden 
Molekiilen und dem Teile der wegfliegenden her, der elastisch reflektiert wird. 
Dagegen kommt bei kleinen Teilchen (gaskinetische Formel) gerade die N ormal
kraft in Betracht. Bier vergleicht Millikan seinen Koeffizienten 1,154 mit 
den von Lenard fiir diesen Fall berechneten Gro13en. Diese sind fiir 
spiegelnde Reflexion und "Reemission" gleich 1,575, fiir diffuse Refiexion 
an der Auftreffstelle 1,131. Da 10 Proz. refiektiert werden (1 - f = 0,1), 
miissen die anderen 90 Proz. dem letzterwahnten Gesetz gehorchen, was 
1,164 (gegen 1,154 gemessen) ergibt. 

Wir geben im folgenden eine Tabelle, in welcher der Koeffizient der 
au13eren Reibung in CGS-Einheiten fiir Gase von 1 Atm. und etwa Zimmer
temperatur, sowie das Maxwellsche f enthalten ist. 

Gas OberfUiche 

H2 . Nickell) 
Luft. 

" CO2 • 
" CO2 • alter Schellack 2) 

Luft. 
" " 

" 
fri8cher 

" glattes Messing 

" 
Quecksilber 

" 
01 

CO2 • 
" H 2 • " He 

Gleitungskoeffi-
.zient nina .107 

, 110-140 
80-100 
50-60 

44 
66 
97 
75,4 
66 
81,8 
50 

f 

1 
1 
0,79 

1 
0,895 
0,!J2 
0,925 
0,875 

§ 25. Warmeleitung bei mittleren Drucken. Ganz analog wie bei 
der inneren Reibung sind die Rechnungen bei der Warmeleitung zu fiihren. 
Wii.hrend aber dort die transportierte Gro13e, nii.mlich die Bewegungsgro13e in der 
x-Richtung m jill nichts mit der Transportgeschwindigkeit \U in der s-Richtung 
zu tun hatte, und infolgedessen die in den Vorbemerkungen erwahnten Ab
weichungen vom M axwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz verhii.ltnis-

1) A. Timiriazeff, Ann. d. Phys. 40,971, 1913. 
2) L. J. Stacy, Phys. Rev. (II) 21, 239,1923; K. S. van Dyke, ebenda, S.250; 

R.. A. Millikan, ebenda, S.217. 
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maBig gering waren, hangt hier die transportierte Grolle, namlich die kine

tische Energie ~ 1tJ2, mit der Transportgeschwindigkeit direkt zusammen, und 

wenn erstere in einem Temperaturgefalle von Ort zu Ort variiert, 80 variiert 
damit hier auch die Transportgeschwindigkeit. Diese Komplikation bewirkt, 
dall wir bei dem vereinfachten Verfahren der Vernachlassigung der Modi
fikation 1) im Geschwindigkeitsverteilungsgesetz, das wir auch hier bei
behalten, an einer Stelle der Ableitung zu einer "direkt falschen Formel 
kommen. Das Endresultat ist allerdings wieder im selben Malle, d. h. bis auf 
den Zahlenfaktor, richtig wie bei der inneren Reibnng, dagegen werden sich 
in § 28, bei den Kraften, grollere Schwierigkeiten zeigen. 

Wir den ken uns zwei unendlich ausgedehnte Platten, die obere mit der 
Temperatur T2, die untere mit der Temperatur Tl in der x-y-Ebene, zwischen 
beiden Gas von solcher Dichte, dall die freie Weglange klein ist gegen den 
Plattenabstand d. 1m Gas wird dann ein lineares Temperaturgefalle herrschen. 
In der Schicht, die von der unteren Platte den Abstand Zo hat, ist die Tempe
ratur (angenahert, siehe spater) 

01' T2-Tl 
To = 1'1 + ~ Zo = T1 + --d-- Zoo 

Die Molekuldichte in der Volumeneinheit sei dort N L c, die zur Tempe
ratur To gehorige mittlere Geschwindigkeit ltJo. Durch 1 cm2 dieser Schicht 
fliegen nun pro Sekunde von oben nach un ten im Mittel 

NL c+ IU-+=-
6 

Molekule, die aus einer urn die freie Weglange A hOheren Schicht stammen; 
11)+, NL c+ sind die Geschwindigkeiten und Dichten, die in dieser hOheren 
Schicht herrschen. Von unten kommen entsprechend in der gleichen Zeit 

_ c_ 1tJ_ 
NL --6-

Molekule aus einer urn die freie Weglange tieferen Schicht. 
Da abel' im stationaren Zustand keine Gasstromung vorhanden ist (von 

Konvektionsstromen infolge Einwirkung der Schwere sehen wir ab, sie treten 
auch bei der Anordnung der kalten Platte unten nicht auf), so mull die 
Zahl der von oben nach unten gehenden Molekule gleich sein der Zahl der 
in der gleichen Zeit von unten nach oben gehenden, d. h . 

. . , .... (98) 

odeI' es mull c ItJ im ganzen Gas konstant sein. Das ist jene falsche Formel, 
auf die schon fruher hingewiesen wurde, denn aus ihr wurde folgen, dall 

c 1tJ2 proportional ItJ ware, d. h. dall der Druck p (= C M31tJ2, § 3) propor

tional IU oder proportional Vi' sich im TemperaturgefiWe andern wiirde, was 

1) Auf diese Inkonsequenz weist besondersnachdrucksvoll M. v. Smol uchowski, 
Ann. d. Phys. 85, 997, 1911, hin. 
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durchaus nicht der Fall ist. In Wahrheit ist die oben abgeleitete Formel 
nur fiir den Fall sehr niedriger Drucke wirklich richtig, wo die Zusammen
stoLle keine Rolle spielen. Dagegen ist bei hoherem Druck dieser (nahezu, 

§ 27) konstant, d. h. es ist c I'V ;. Die Abweichung ist, wie schon erwahnt, 

dadurch verursacht, dati die Geschwindigkeiten nicht mehr nach allen 
Richtungen gleichmii.l3ig verteilt sind, sondern eine UberschuLlkomponente 
nach der (abnehmenden) e-Richtung haben, so da.f.l die gleiche Zahl von 
oben nachunten fliegender Molekiile bereits bei geringere Dichte c+ erreicht 
wird, weil ein gro.f.lerer Bruchteil von ihnen nach unten fliegt. Dem
entsprechend nimmt c starker nach oben ab als Formel (98) entspricht, so 
dati sich der Druck als konstant ergibt, wie eben auseinandergesetzt. 

Jedenfalls transportiert jedes von oben kommende Molekiil .die Energie 

1 1 ( '0 U) 1 ( '0 T) NL U + = NL Uo + A az = NL Uo + A Ou 0 e •.• (99) 

(Gu spezifische Warme pro Mol) von oben nach unten, jedes von unten kommende 

~ U_=]-- (Vo - A 0 U) = 2- (Uo _ A Gv 'OT) ... (99') 
NL NL 'Oe NL 'Oe 

von unten nach 0 ben. 
Der Gesamtwii.rmestrom pro Quadratzentimeter 1st daher, wenn 1 die 

Wii.rmeleitfii.higkeit, d. i. die beim Temperaturgefalle 10 / cm in der Sekunde 
durch 1 cm2 flie.f.lende Wii.rmemenge, bedeutet, 

1 aT _~. AO 'OT _ ~ AO oT 
'Oe- 6 2 voe-SIUC voe 

oder 

1 = ~lUcAOv = 1J; (s. S.65) ... . (100) 

Die Gleichung (100) ist sehr wichtig. Diese Beziehung von Wii.rme
leitungs- und Reibungskoeffizient A: 1J = 0.: M kommt so zustande, daLl der 

'OT " om 
erstere den Strom 1 ~ der EnergIe Gu T mIOt, der letztere den Strom 1J ~ 

ve' vZ 

der BewegungsgroLle M m und der Transportmechanismus in beiden als 
gleich betrachtet ist. 

Die Formel gilt, solange zu Gu nur die kinetische Energie der Translation 
beitrii.gt, also Gu = B/2E ist (einatomige Gase). Sobald sich aber auch noch 
andere HFreiheitsgrade", z. B. Rotation oder innermolekulare Schwingung be
teiligen, wird die Uberlegung zweifelhaft, da di~selben zwar im Gleich r 

gewichtszustand einen der Energie der fortschreitenden Bewegung im Mittel 
proportionalen Energiebetrag haben, es hier aber nicht sicher ist, ob sie bei 
einem ZusammenstoJ3 in der betrachteten Schicht, der die Energie der Trans
lation herabsetzt, sofort entsprechend herabgesetzt werden. Hieriiber hat 
Eucken 1) Uberlegungen angestellt. Die strengere Rechnung von Chapman 

1) A. Eucken, Phys. Zeitschr. 14, 324, 1913. 
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(§ 16) ergibt fiir einatomige, kugelformige Molekiile bei einer beliebigen 
Zentralkraft zwischen denselben 

, 0" 
",= 2,5 M "l ........... (101} 

Nach Enskog (I. c.) ist fiir starre Kugeln 

, 0" ", = 2,522 M 1J • ........... {IOI'} 

wo "l durch (76') gegeben ist. Fur starre Kugeln mit Anziehungskriiften ist 
die Sutherlandsche Korrektur [vgI. (59)] fiir A etwas grOIler als fiir "l, so daJl 

in (101') noch der Nenner 1 + 0,036 ~ hinzutritt. 

Die VergroJlerung um den Faktor 2,5 kommt nach Eucken dadurch zu
stande, dall diejeDigen Molekiile, die einen besonders groJlen Energiebetrag 
haben, ihn auch besonders schnell transportieren. In dem analogen FaIle del' 
mittleren Stromungsgeschwindigkeit ist das aus den jetzt wiederholt erorterten 
Griinden nicht der Fall und auch bei unserer primitiven Ableitung, die 
mit einem mittleren III rechnet, kommt es nicht zum Ausdruck, hat abel' 
zur Folge, daJl der mittlere Energietransport vergroJlert wird. Nun kann 
man wohl annehmen, daJl die Rotationsenergie beim einzelnen Molekiil unab
hiingig von der momentan zufiillig vorhandenen Translationsgeschwindigkeit 
ist, so <.laJl ein Molekiil ohne weiteres eine besonders groJle Rotation haben 
kann, ohne eine besonders groJle Geschwindigkeit als Ganzes zu haben. Fiir 
die Rotationsenergie wiirden also die groJlen Betriige im Transport nicht 
bevorzugt sein und damit der Grund fiir den Faktor 2,5 wegfallen, so daJ3. 
fiir zweiatomige Molekiile, die O"t = S/2R an spezifischerWiirme der Trans
lation und O"r = R an Rotation haben, gilt: 

_ s R _ 19 R _ 19 0" _ 0" 
A - (2,5· /2 + 1.1) M "l - "4 M "l - 10 M "l - 1,9 M "l. 

Tatsachlich ergibt eine Zusammenstellung fiir die zweiatomigen Gase 
H2, N2 ,02, NO Werte zwischen 1,97 und 1,87. Hierbei ist also vorausgesetzt, 
daJl sich die Rotationsenergie ebenso schnell beim Eindringen der Molekiile 
in die kalteren Schichten mit diesen ins Gleichgewicht setzt wie die Trans
lationsenergie 1). Fiir den Anteil der Schwingungsenergie 08 an der spezi
fischen Wiirme nimmt Eucken an, daJl durch den StoJ3 diejenige Kompo
nente, die in die Bewegungsrichtung fiiUt, in gewissem Sinne mit der 
Fluggeschwindigkeit gekoppelt ist, so daJ3 auch fiir sie der Faktor 2,5 gilt, 
fiir die anderen Richtungen aber nicht. Es gilt also z. B. bei 012 

AM (2,5.~+ 1.1)R + e~~+~) O. . 
-- --------~--------~- = 1,8 gegen experlmentell1,803. 

"l0" - (~+ l)R+ Os 

1) Nach eiDer miindlichen Bemerkung von Herrn Prof. Eucken wiirde die 
Verlangsamung durch eine eventueJle "QuanteDhemmung" (Kap. VIII) kompensiert 
bzw. iiberkompensiert werden konnen, da dann hierfiir eine griiJlere .freie Weg
lange" einzusetzen ware. 
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Einzelne Gase aber (CO, CO2, S02' H2 S, H20) verhalten sich so, als ob 
Rotation und Schwingung am Warmeaustausch nicht schnell genug teilnehmen 
wurden, ja bei He gilt dies sogar fur die Translation. 

Pidduck 1) hat versucht, den Warmeaustausch rotierender Molekeln nach 
den strengen C hap man schen Methoden (§ 16") zu berechnen j urn die Rechnungs
erleichterung, die bei kugelformigen Gebilden eintritt, zu behalten und doch 
eine Ubermittlung der Drehbewegung zu gestatten, behandelt er die Molekule 
als vollkommen rauhe, harte Kugeln. Die Rauhigkeit bewirkt, dall die rela
tive Geschwindigkeit der Beruhrungspunkte durch den Stoll umgekehrt wird. 
Autler dem Molekiildurchmesser, der die Stollzahl regelt, und den Massen geht 
dann als individuelle Konstante noch der Trii.gheitsradius bzw. sein Verhii.ltnis 
zum Molekiilradius ein (s. Bd. I). Ware die ganze Masse im Molekiilmittelpunkt 
konzentriert, ware dieses Verhii.ltnis 0, fiir eine homogene Vollkugel V2/", fur 
eine Konzentration der Masse in der ii.utlersten Kugelschale V2/a. Die zuge
hOrige Zahl, die an Stelle des Faktors 2,5 von Formel (101) tritt, ist fur 
diese drei FaIle 1,85, rv 1,85, 1,71 in naher Ubereinstimmung mit Euckens 
Resultaten. 

Chapman 2) hat das Modell weiter verallgemeinert mit Riicksicht auf 
die nicht kugelformige Form zweiatomiger Molekiile, indem er annimmt, dall 
der Stollradius von der Geschwindigkeit und der Richtung des Stotles abhii.ngt, 
der TragheitSi'adiu8 wird allerdings konstant gelassen. Praktisch wird die 
Rechnung nur fiir eine bestimmte Abhangigkeit des Radius von der Ge
schwindigkeit durchgefiihrt, nii.mlich fiir 

Trii.gheitsradius = V! __ 1 ___ . 
Stotlradius 3 + b 

1 1"'1 2 • 

Die Rechnung ist sehr kompliziert, die in Frage stehende Konstante, die 
von den Konstanten b, und S obiger FormeL abhii.ngt, wird numerisch aus
gewertet. Die Annahme eines bei steigender Relativgeschwindigkeit ab
nehmenden Stotlradius (d. h. grollerer Annaherung der beiden Molekii.le) ergibt 
natiirlich mit steigender Temperatur abnehmende Stollzahl, also zunehmende 
freie Weg]ange (§ 13, Kap. I) und gestattet somit die Temperaturabhangigkeit 
der inneren Reibung (§ 18, Kap.I), ohne die Sutherlandschen Anziehungs
krafte zu erklaren. 

Die Warmeleitfii.higkeit von Gemischen setzt ebensowenig wie ihre Reibung 
additiv aus den entsprechenden Gro1.\en der reinen Bestandteile zusammen, 
da Wii.rmeleitung und Reibung der freien Weglange proportional sind und 
diese Grotle fur die eine Molekiilart d'urch die Anwesenheit der anderen be
einflutlt ist (§ 11 des 1. Kap.). 

1) F. B. Pidduck, Proc. Roy. Soc. 101, 101, 1922; nach einem Vorschlag von 
G. H. Bryan, Brit. Assoc. Rep. 83, 1894. 

2) S. Chapman und W. Hainsworth, Phil. Mag. 48, 593, 1924. 
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Die genauere Rechnung von Enskog ergibt fur elastische Kugeln in 
Analogie zu (76'), wenn keine Diffusionsvorgange auftreten, 

mit 

§ 26. Warmeleitung bei niedrigen Drucken. Schon War burg I) 
hatte gescblossen, daJ3 bei kleinen Drucken in Analogie zur Gleitung ein 
Temperatursprung an den Wanden stattfinden miiJ3te. Smoluchowski 9) 

hat dann die Erscheinung auch experimentell aufgefunden und theoretisch 
erklartj neuerdings hat sich Knudsen 8) eingehend mit ihr beschaftigt, 
nachdem auch andere Forscher reicheres experimentelles Material beigebracht 

hatten '). Formal ist die Behandlung ganz analog wie bei der inneren Reibung. 
Wir wollen zuerst einatomige Gase voraussetzen. 

Bei ganz niedrigen Drucken, bei denen zwischen den Platten keine Zu
sammenstolle mehr stattfinden, gilt jetzt die fruher zu unrecht abgeleitete 
Formel fur die Zahl der einerseits von oben nach unten, andererseits von 
unten nach oben fliegenden Molekule 

NL c+ w+ = NL C_ W_ • • • . . • • . • • (98') 
66 

wo die NLc die Zahlen dieser Molekule in 1 cm3 sind. Unter der Annahme 
des vollstandigen Warmeaustausches der Molekiile mit der getroffenen Platte 
tragt jedes von oben kommende Molekiil die Energie 

T2 

~~CVT2 bzw. ~LfCvdt, 
o 

und eine entsprechende Formel gilt fur die von unten kommenden, so daJ3 
der Warmestrom pro Quadratzentimeter gegeben ist durch 

aT cw 
A 15Z = 6 Cv (T2 - T1 ) ••••••••• (102) 

1) A. Kundt uDd E. Warburg, Pogg. Ann. 166, 177, 1875. 
2) M. v. Smoluchowski, Wied. Ann. 64,101,1898; Wien.Ber.107, 304,1898; 

108,5, 1899; siehe auch Ann. d. Phys. 30, 983, 11H1. 
8) M. Knudsen, Ann. d. Phys· 34, 593, 1911. 
4) E. Gehrcke, Ann. d. Phys. 2,102, HlOO; F. Soddy und A. J. Berry, Proc. 

Roy. Soc. 83, 254, 1910; 84, 576, 1911. 
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Die genauere Rechnung nach § 3 ergibt bei Einsetzen von IU 

A 0 T G 1/ R 1/ TI T 2 15Z = C r 2nM r T1 + T-; (Ts- T1) .... (102') 

1m allgemeinen Falle haben wir wieder an den Platten einen Temperatur
sprung. Unter der Annahme, da/3 von den auf eine Platte tre:IIenden Mole
kiilen der Bruchteil f' die Temperatur der Platte annimmt (absorbiert und 
reemittiert wir4), .der Bruchteil 1 -{" mit unveranderter Energie reBektiert 
wird, wird an die Flacheneinheit der Platte von dem Bruchteil f' die Energie 
iibertragen : 

I CIU A , ( f 6 aU . ............ 103) 

wo AU' = GilA T' die Differenz zwischen der Energie ist, die im Abstand A 
von der Platte herrscht, und der Energie, die der Plattentemperatur entspricht. 

Auf diese Formel hat M. Knudsen 1) die Konstruktion eines Hitzdraht
manometers fiir tiefe Drucke gegriindet, in welchem die von einem Draht ab
geleitete Warme durch die elektrisch zugefiihrte Energie gemessen wird. Bei 
ganz niedrigen Temperaturen ist diese Methode fast allein braullhbar S). 

Die iibertragene Energie muJ3 gleich dem Warmestrom im Innern sein, 
also nach (100) 

f' ~ 0 AT' =~AO oT = A oT ..... (104) 
6 v 3" os os 

Da ~ ~ wieder dadurch gegeben ist, dall die Temperaturdifferenz 

(Ti -AT')-(T1+AT') = T2-Tl -2AT' 

auf die Strecke d - 2 A verteilt ist, ergibt sich 

oT Ts- TI 
os -- d+2 2-f' A 

f' 

.......... (105) 

und die Warmeleitung zu 

A 0 T = A T2 - TI , S) ...•.... (106) 
os d+2 2 - f A 

f' 
Der Temperatursprung des Gases an der unteren Platte ist also 

AT" =.!.- [A T' + (l-f')AT' + ('.O] = 2 -f' AT' 1 
2 2 

=2- f 'A OT J' 
f' os 

. (107) 

Den Faktor, der mit ~ ~ multipliziert den Temperatursprung A Til ergibt, 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 80,389, 1911. 
I) H. Ka.merlingh Onnes, Leid. Comm. Nr. 159, 1922. 
S) Die Verminderung der Wiirmeleitung durch den Temperatursprung ist die 

Ursache fiir die gute Wiirmeisolation poriiser Korper, die groJ3e pra.ktische Bedeutung 
hat (Fiillung der Zwiscbenriiume von Wanden), weil in ibnen infolge der Unter
teilung der Luftscbichten d nicht gro./3 ist gegen A. M. v. Smol ucbowski, Bull. 
Ac. Krak. S.129, 1910. ' 
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nennt man den Temperatursprungkoeffizienten. E . h' 2-f'A r 1St ler -- - ge-f' , 
nauere Rechnung la.l3t dieses Resultat ungeandert. Fur den Fall zweier Platten 
ist mit der obigen Maxwellschen Annahme der Ansatz identisch, dall aIle 
wegfiiegenden Molekiile an der Platte die mittlere Temperatur 

T-T1 = (l-{') (To-T1) 

haben, wenn To ihre Auftrefftemperatur ist. Dagegen ergibt .sich ein Unter
schied im Falle der Warmeleitung zwischen konzentrischen Zylindern, worauf 
Smoluchowski 1) hingewiesen hat. Die Versuche scheinen gegen diese An
nahme einer fur alle reflektierten Molekiile gleichen Temperatur zu sprechen. 

Baule hat seine Rechnungen, die wir beim Gleitungskoeffizienten be

sprachen (§ 20), auch auf den Temperatursprungkoeffizienten ausgedehnt. 
Der Bruchteil der in der ersten Molekiilschicht des festen Korpers reflektierten 

Gasmolekiile 1 - f, ist natiirlich hier der gleiche wie dort, dagegen ist der 
Bruchteil (1,', den sie von ihrer Temperaturdifferenz behalten, ein anderer als 
der Bruchteil IX, den sie dort von der fortschreitenden Geschwindigkeit be
hielten. Ba ule findet fiir einatomige Molekiile 

m2 + m*2 
IX' = . 

(m +m*)2 

Die .Grolle (1,' wird fiir kleine Masse m des Gasmolekiils 1, so dall die Grolle 

f + (1 - f) (1 - (1,') = 1 - IX' (1 - f), 

die in den Formeln (103 bis 107) an Stelle von f' tritt, in diesem FaIle f wird. 
Das bedeutet, da/l etwa fiir Wasserstoff der Warmeaustausch an der Wand 
weniger vollkommen ist als der Austausch von Geschwindigkeit, wahrend fiir 

m = m* beide Grollen (I, und (1,' = 1/2 sind. 

§ 27. Thermische E:ffusion. Angeregt durch theoretische Uberlegungen 
von C. Neumann 2) fand Feddersen S), dall man eine Druckdifferenz er
halt, wenn man zwei Gefa.l3e durch eine Rohre verbindet, in der ein poroser 
Pfropfen sitzt, und das eine Ende des Pfropfens erwarmt, und zwar findet 
man den hoheren Druck am warm en Ende. Violle ') erhob gegen die Ver
suche den Einwand, dall sie durch Wasserdampf gefiilscht seien. 

Reynolds 5) hat unabhangig von }'eddersen die Erscheinung ent
deckt, experimentell genau untersucht und auch gastheoretisch erklart. Auch 
Maxwell 6) hat sich mit ihr befallt, und seine allgemeine Formel der Stromung 
durch eine Rohre enthiilt auch ein von Temperaturdifferenzen herriihrendes 
Glied. 

1) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 36, 983, 1911. Ebenda :6.ndet sich, 
wie bei Knudsen, eine Diskussion der Warmeleitung in verschiedenen Gefall
formen. 

2) C. Neumann, Ber. d. sachs. Akad. d. Wiss. 24, 49, 1872. 
3) W. Feddersen, Pogg. Ann. 148, 308, 1873. 
4) T. Violle, Journ. de Phys. 4, 97, 1875.' 
6) O. Reynolds, I. c. 
6) Cl. Maxwell, I. c. 
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Ganz einfach ist die Theorie fiir eine Rohre, deren Durchmesser klein 
ist gegen die freie Weglange. Dann gilt die allgemeine Formel (S4), und 
fiir den stationiiren Fall, wo keine Stromung herrscht, ist die linke Seite 
Null, also 

P2 = 1/T 2 • •••••••••••• (lOS) 
PI Y Tl 

Bier haben wir wirklich die Verhaltnisse, die die primitive Rechnung 8011-
gemein auch fiir weite GefaJ3e Hefem wiirde (§ 25). Aus unserer Gleichung 
ist alles auf die Form der Verbindungskanale beziigliche herausgefallen, sie 
miissen nur klein sein gegen die freie Weglange. In neuerer Zeit hat 
Knudsen 1) die" Experimente wieder aufgenommen und gute Uberein
stimmung mit der Theorie gefunden. In zwei Gefillen, die durch eine ge
niigend diinne Rohre oder eine porose Platte verbunden sind, wird sich 
daher bei einseitigem Erhitzen auf der beilleren Seite erhtihter Druck ein
stellen, fiir die Art der Einstellung sind je nach den sekundaren Umstanden 
zwei FaIle moglich. Erhitzt man das eine Gefall ganz bis zur Miindung der 
Kapillaren, so tritt Gas au s, die Dichte im Gefall wird kleiner, weil der 
Druck weniger steigt als die Temperatur 

P2 1/ Tl " 
C2 = RT2 = C1 Y T2 •••••••••• (109) 

Erhitzt man dagegen die Miindung auf der Seite des Gefalles 2 allein, 
so tritt in dieses Gas ein, weil sichdann im ganzen Gefall 2 ohne Erhohung 
der allgemeinen Temperatur der gleiche Druck P2 wie an der erhititen Miin
dung einstellen mull. 

In Rohren, deren Durchm~sser groll gegen die freie Weglange ist, konnen 
wir fiir den Fall, daf3 kein Druckgefalle auf tritt, mit einfachen Rechnungen 
die durchtretende Molmenge bestimmen, wie Maxwell gezeigt hat. 

Durch einen Querschnitt n ~ treten von links her 

nd2 NL Ct illt = nd2 NL(Ci\) _ A OCi\)) • .•... (110) 
4 4 4 4 ox 

lfolekiile, die aus der Entfernung A kommen, von rechts ber eutsprechend 

nd2 NL ( OCi\)) 44 ci\)+A~ ..•. .•.. (110') 

Der UberschuJ3strom von recbts nach links betragt daher 

nd2 NL OCi\) 
- - ·2A-· .......... (111) 

4 4 (}x 

Da kein Druckgefalle herrschen soIl, also der Druck iiberall gleicb ist, 
iet iiberall C i\)2 konstant, also 

113 
C i\) = i\) C i\)2 = i\) M p. 

1) M. Kn udsen, Ann. d. Phys. 81, 205, 633, 1910. 
lIiUler-Pouillet In. 11. Aull. 7 
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Der von rechts nach links gehende Strom von Molekiilen betriigt daher 

:It d2 A 3 0 1 :It d2 A 3 P a \1) :It d2 A 3 P 1 0 l' 
--4- 2 m P 0 x \1) = - 4 -2 m \1)2 ~ = - 44 m iU T ax 

:It d2 A C \1)2 loT :It d2 3 Me \0 A 1 aT 
= - 4 4 NL ----;u T ~ = - -4 4 m ·-3-- T ax 

:ltd2 3 loT 
-44m1]T~' 

oder in Mol gerechnet 
:ltd2 3 loT 

- 4 4 M 1} l' -ex .. (112) 

Das Temperaturgefiille erzeugt demnach eine Stromung, die ihm entgegen
gesetzt gerichtet ist. 

Addiert man dies auf der rechten Seite der Stromungsgleichung (88), 
so erhiilt man die Stromung im allgemeinen FaIle (Druck und Temperatur 
veriinderlich). Dann kann man nnmittelbar das Druckgefalle im stationaren 
Falle hinschreiben, indem man die linke Seite Null setzt (Temperaturgefalle 
ohne Stromung). Man erhii.lt so 

fiir d > A 
!i.E _ 61}2 R 
dT Mp 

1 
...... (113) 

~~ + 4 '1]a ~ 
4 1] 2 

Knudsen leitet eine etwas kompliziertere Formel ab, in welcher vor 
dem Gleitungskoeffizienten statt 4 der Faktor 6,1, vor der ganzen Formel 
ein etwas kleinerer Zahlenkoeffizient: steht und weiter die Anderung des 
Reibungskoeffizienten'1] mit der Temperatur nach Sutherland (§ 13, 18) 
beriicksichtigt ist. 

vVenn die durch das Druckgefiille erzeugte Gasstromung die durch das 
Temperaturgefiille erzeugte im Mittel kompensieren solI, so kann das nicht 
an jeder einzelnen Stelle des Rohrquerschnitts derFall sein, denn bei der 

Poiseuilleschen Stro1Dung ist die Geschwindigkeit in der Rohrmitte wesent
lich groJ3er als an der Wand. Es iiberwiegt daher in der Mitte die Wirkung 
des Druckgefiilles, an der Wand die des Temperaturgefiilles, wenn keine 
Stromung im ganzen stattfinden soIl, d. h. an der Wand geht die Stromung 
in der Richtung zur hoheren Temperatur, in der Mitte zur niederen. 

Fiir hohe Drucke kann man die Gleichung (113) integrieren und schreiben 

(unter Vernachlassigung von ~a) 
61}02 R , 

P2 2-P12 = d2--M(T22-.T12) ....... (113') 
-1'0 
4 

Knudsen 1) hat auch diese Formel (mit Beriicksichtigung der Terope
raturabhangigkeit von A) gepriift und mit dem Faktor 7,4 statt 6 gut 
bestatigt gefunden. Bei zehn Rohren von je 5 cm Liinge und 0,374 mm 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 33, 1435, 1910. 
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Weite, die durch weite Rohren hintereinander geschaltet waren und bei denen 
jeweils das linke Ende elektrisch auf etwa 3800 C geheizt wurde, wahrend 
das rechte etwa 50° C hatte (bei dieser Schaltung addieren sich die einzelnen 
Druckdifferenzen wie die Spannungsdifferenzen hintereinander geschalteter 

galvanischer Elemente), ergab sich bei Wasserstoff von Atmosphiirendruck 
eine Gesamtdruckdifferenz von 0,039 mm Hg (ber. 0,034), bei einem mittleren 
Druck von 6,69 mm Hg eine Druckdifferenz von 1,93 mm (ber. 2,04). 

Wenn man die Enden der Kapillare durch ein weites Glasrohr ver
bindet, kann man durch die Erhitzung des einen kapillaren Endea einen 
standigen Strom erhalten. 

Auch einen inversen Effekt gibt es. Dufour 1) hat gefunden, daJ3 bei 
Diffusion durch eine porose Platte (etwa von Wasserstoff in ein Luft ent
haltendes GefaJ3) auf der Eintrittsseite TemperaturerhOhung stattfindet. 

Kn udsen 2) hat auch diese Versuche wieder aufgenommen. Beim Durch
stromen von Luft durch ein Glasrohr, in das ein Glaswollpfropfen als poroser 
Korper gestopft ist, findet an der Eintrittsseite eine TemperaturerhOhung 
statt, die bei H2 und einem Anfangsdruck von 2,6 mm und einer Druck
differenz von 2,54 mm etwa 0,060, bei einem Anfangsdruck yon 171 mm und 
einer Druckdifferenz von 11 mm Hg etwa 0,62 0 betriigt. Nach dem Austritt 
hat das Gas die Anfangstemperatur, so dall K n u d sen darauf schlieLlt, daJl 
kein Joule-Thomsoneffekt beteiligt ist. 1m Gegensatz dazu hatte Dufour 
in dem Raume, in den Wasserstoff austrat, eine Temperaturerniedrigung ge
funden. 

Die Theqrie dieser letzt beschriebenen Erscheinung ist nicht durchgefiihrt. 

§ 28. Radiometerkriifte bei nieht zu niedrigen Drueken. Fresne1 8) 

hat als erster bemerkt, dall ein in verdiinnten Gasen aufgehangter Korper 
bei Bestrahlung zuriickweicht. 

Crookes 4) hat diese Erscheinung dann naher untersucht und das Radio
meter konstruiert, das als physikalisches Spielzeug hiiufig zu sehen ist und auch 
in der durch Nichols 5) verfeinerten Form zur Yessung von Strahlungsenergill 
dienen kann. In einer evakuierten Glaskugel ist leicht drehbar ein Fliigel
radchen mit GlimmerBiigeln angebracht, deren eine Seite geschwarzt ist. 
Fallt Strahlung auf dieselben, so kommen sie in Drehung. Schon Crookes 
hat als Erklarung dafiir gefunden, daLl sich die geschwarzte Seite infolge 
der erhohten Strahlungsabsorption starker erwarmt und daher dort die 
Molekiile einen starkeren Druck ausiiben. Die quantitative Untersuchung 
der Erscheinung hat ihm gezeigt, daLl die Kraft proportional der Stra4lungs-

1) L. Dufour, Arch. de sc. phys. et nat. Genf 49, 9, 1872; Pogg. Ann. 148, 
490, 1873. 

i) M. Knudsen, Kongrell Solvay 1911, Deutsche Ausgabe als Abh. d. D. 
Bunsen-Ges. S, 116. Halle 1913. 

B) A. Fresnel, Ann. d. chim. et phys 29, 57, 107, 1825. 
4) W. Crookes, Phil. Trans. 164, 501, 1874; 166, 340, 1876; 170, 132, lE80. 
6) E. F. Nichols, Wied. Ann. 60, 401, 1897; E. Pringsheim, ebends. 18, 

32. 1883; s. auch W DonIe, ebenda 68, 306, 1899. 

7* 



100 Kinetische Theorie der Gase in elementarer Darstellung. Kap. I. § 28. 

intensitat ist und vom Gasdruck abhiingt. Schuster 1) fand, daJ3 die Hiille 
des Gases den entgegengesetzten Impuls wie die Fliigel erhalt, so daJ3 auf 
den Schwerpunkt des Ganzen keine Kraft wirkt, -es sich also nieht urn 
Strahlungsdruek handeln kann. .Aueh O. Reynolds 2) hat schon friih 
Messungen angestellt und hervorgehobeu, da.13 es ein Optimum des Druckes 
gibt, fiir das das Verhiiltnis Fliigelgro.l3e zu freier Weglange ma13gebend ist. 

Die Frage hat erneutes Interesse durch die Beobachtung von Ehren
haft 3) gewonnen, da.13 kleine Teilchen (Gro.l3enordnung 10-6 bis 10- 4 em), 

die im Gas schweben, bei intensiver Beleuchtung sich bewegen, sei es in der 
Richtung der Lichtstrahlung (positive Photophorese, bei .Au, .Ag, Hg), sei es 
in entgegengesetzter (negative Photophorese, bei S, Se, J, Bi). 

Da eine direkte Lichtwirkung (Lichtdruck) stets nur positive Photo
phorese zur Folge haben kann 4), mu.l3te fiir den Effekt das Gas ver
antwortlich gemacht werden, obgleich sich in dem Druckbereich von 760 
bis 55 mm Hg Unabhangigkeit vom Gasdruck 6) und fiir .Ar, N2, H2 auch 
Unabhiingigkeit von der Natur der Gase ergab. 

Gerlach und Westphal 6) haben genauere Messungen angestellt, 
indem sie Licht auf einfach geformte Fliigel aus diinnen Metallfolien fallen 
lie.l3en. Es ergab sieh folgende .Abhangigkeit der Kraft vom Gasdruck. Bei 
Drucken von 0,0002 mm ist sie sehr klein, dann steigt sie zu einem Maximum 
bei etwB. 0,02 mm an und ist bei 2 mm auf 1/100 ihres Maximalwertes gesunken. 
Die Lage des Maximums hangt nicht von den Gefa.l3dimensionen ('" 4 cm 
Durchmesser) und nur wenig VOll der Natur und GroUe der Fliigel abo Bei 
Luft, Stiekstoff und .Argon hat die Kraft bei demelben Gasdruck ihren 
groUten Wert, fiir Kohlensaure verschiebt sieh das Maximum nach kleineren 
Drucken. (Nach Reynolds Resultaten sollte der Druck, bei dem der Effekt am 
gro.l3ten ist, in der Reihenfolge .Ar, N2, CO2 abnehmen.) Was die Theorie be
trifft, so ist sie noch nicht ganz zweifelsfrei entwiekelt; gerade hier haben 
wir wieder einen Fall, wo die einfaehe von uns benutzte .Art der Uberlegung 
durehaus irrefiihrend ist. Maxwell hat selbst das Problem quantitativ an
gegriffen, und zwar indem er die in § 16 angedeutete Methode der Be
stimmung der Verteilungsfunktion auf Molekiile anwandte, die sieh mit einer 
Kraft 1/".6 abstoJ3en, in welehem FaIle die Reehnung hier wie bei anderen 
Problemen besonders einfaeh wird 7). Bei der Entwieklung der Verteilungs-
funktion 

f= fo{1 +tx~ + ... ) 
1) A. Schuster, Phil. Trans. 166, 715, 1880. 
2) O. Reynolds, ebenda 727, 1880. 
S) F. Ehrenhaft, Ann. d. Phys.56, 81, 1918; J. Parankiewiez, ebenda 

a'i, 489, 1918. 
4) P. Epstein, Mitt. Phys. Ges. Ziirich 19, 30, 1919. 
6) Am sel ben Teilchen ist die Druckvariation nul' im VerhiHtnis 2: 1 erfolgt. 
6) W. Gerlach und W. Westphal, Verh. d. D. Phys. Ges. 21, 218, 1919; 

W. Westphal, Zeitschr. f. Phys. 1, 92, 431, 1920; 40, 221, 1920; W. Gerlach, 
Zeitschr. f. Phys. 2, 207, 1920. 

7) CI. Maxwell, Phil. Trans. 170, 231, 1880; Scient. Papers 2,681. Cam
bridge 1890. 
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geht er bis zu Gliedern dritter Ordnung in den Geschwindigkeiten. Es 
ergibt sich, daO Normaldrucke auftreten, die von den zweiten Differential
quotienten del' Temperatur nach dem Orte abhangen und wohl eine Radio
meterbewegung erklaren wiirden. Abel' sje werden, wenn man das Gas in 
Ruhe annimmt, gerade durch Tangentialkrafte parallel del' Oberflache kom
pensiert, so daO auf den Korper als ganzes keine Kraft wirkt. Da.f3 doch 
Radiometerkrafte auftreten, erklart Maxwell qualitativ dam it , daJ3 an den 
Oberflachen fester Korper bei Anwesenheit von Tangentialkraften das Gas 

nicht in Ruhe ist (haftet), sondel'll eine endliche Gleitungsgeschwindigkeit 
hat, so daO die Tangentialkrafte vermindert werden und die Kompensation 
nicht mehr statthat. Fiir diese Erklarung spricht, daO bei tiefen Drucken, 
wo die Gleitung abnorm hoch ist und sich streng beriicksichtigen laJ3t, die 
Rechnung richtige Resultate liefert (absolutes Manometer, siehe den folgenden 
Paragraphen ). 

Reynolds 1) hat beinahe gleichzeitig mit Maxwell die Theorie del' 
Radiometerkrafte zu geben versucht. Del' bemerkenswerte Gedanke, den er 
ausspricht, besteht darin, daJ3 es sich bei del' thermischen Transpiration und 
den Radiometerkraften um dasselbe Phanomen handelt. rst del' feste Korper 
(Rohre) unbeweglich, so wird durch das Temperaturgefalle nul' das Gas be
wegt. 1m FaIle des Radiometers wird auch del' Korper mit bewegt. Er 
betont zuerst, daJ3 fiir unendlich gro.f3e Platten ein Temperaturunterschied 
keine resultierenden Kr.afte ergabe, sondern da.f3 es sich um eine Randwirkung 
handle, bei del' die Divergenz del' Wiirmestromungslinien maOgebend ist, also 
wie bei Maxwell del' zweite Differentialquotient. Er hat abel' in seinen 
Formeln von vornherein die Gleitung beriicksichtigt, indem er fiir die Nahe 
des fest en Korpers und im Innern verschiedene "Lange del' Transportstrecken" 
annimmt und kommt so zu einer von Null verschiedenen Gesamtkraft. Doch 
siiId seine Formeln nicht gemiill del' jetzt iiblichen Auffassung del' Gleitung 
ausgewertet, und eine strenge Priifung, ob die Schliisse konsequent sind, ist 
nicht erfolgt. Del' Einflu.f3 des Druckes und das S. 100 erwahnte Maximum 
folgen aus seinen Formeln in Ubereinstimmung mit del' Beobachtung. 

G. Hettner 2) hat Uberlegungen angestellt, die denen von Reynolds 
insofern ahneln, als sie auf dem engen Zusammenhang zwischen del' Bewegung 
des Gases Iii-ngs eines Temperaturgefalles an einem ruhenden festen Korper 
und dem Radiometereffekt beruhen. Allerdings sind die von ihm betrachteten 
Krafte dem ersten Differentialquotienten del' Temperatur proportional und 
entsprechen den Stromungen eines Gases an einer Wand dem Temperatur
gefalle wtgegen, die wir auf S. 98 besprochen haben. Hettner meint, daO 
diese Stromungen wirklich eintreten, und erkliirt dann die Radiometer
bewegung als durch sie bedingt. DaJ3 sich in Radiometern haufig Spitzen 
odeI' Kanten (bei gekriimmten Fliigeln) auf das Licht zu bewegen, begriindet 

. 1) O. Reynolds, Phil. Trans. 170, 727, 1880; Phil. Mag. 11, 335, 1881; 
Scient. Papers 1, 257, 384. Cambridge 1900. 

2) G. Rettner, Zeitschr. f. Phys. 27,12,1924; siehe auehA.Einstein, ebenda 
27, 1, 1924. 
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er damit, da13 diese Teile meist infolge besserer Warmeableitung kalter sind, 

die Gasstriimung daher von ihnen weg zum Innern des Radiometerfliigels hin 

gerichtet ist, und die Reaktion dieser Striimung daher die Kante zum Lichte 
hin bewegt. 

Er rechnet so, daJ3 er durch Reihenentwicklung nach der Maxwellschen 

Methode die Teilungsfunktion bestimmt. 

Rubinowicz 1) hat die Rechnung nul' fiir den Fall durchgefiihrt, daJ3 die 
Kugel klein gegen die freie Weglange ist, was eigentlich den Verhaltnissen bei 
niedrigem Druck entspricht. Es ist dann so zu rechoen, als ob die Molekiile, die 
auf die Kugel treffen, dieselbe Gesch windigkeitsverteiluog hatten, wie wenn die 
Kugel nicht da ware. Denn die iiberwiegende Zahl del' Molekiile kommt von 
Orten, wo keine Starung herrscht. An del' von del' Kugel um A entfernten Stelle. 
wo sie ihren letzten Zusammenstoll mit anderen Molekiilen VOl' dem Auftreffen auf 
die Kugel erleiden, ist namlich nul' ein verschwindender Bruchteil von Molekiilen 
vorhanden, del' von del' Kugel kommt und daher durch sie beeiofiu/.lt ist (§ 24a). 
1m Abstand A von del' Kugel herrscht daher annahernd del' Zustand, del' ohne 
Anwesenheit del' KUllel berrscben wiirde (Temperatur To, Dicbte co), und eine 
Stelle von der Temperatur T erleidet rlaher einen Druck 

Co R 2To (y'~~ - 1) [siebe § 29, Gl. (115)], 

wahreod eine graBere Kugel die Tempel'atul' ihrel' Umgebung beeinflussen wurde. 
E. Ei n s t e i n 2) hat die Geschwindigkeitsverteiluog in einem Gas mit Temperatur

gefalle nach einer Methode abgeleitet, die wir erst spateI' besprechen werden; 
diese bat den Vorteil, eine geschlossene Formel zu liefern. Ea ergibt sich bei einem 
Temperaturgefalle in del' x-Richtung 

mit 

1'= fo e- ag +{Jg(;2+ rP+f!) 

AoT 
ox 

a = -R2-T2M, 
1M 

{J = -5 RT a. 

Dann findet man im Gegensatz zu Max well tatsii.cblich Krafte, abel' dieae 
sind proportional dem Quadrat des Temperaturgefalles. N ach den oben an
gefiibrten Versucben von Crookes und DonIe scheint die Erfabrung aber Pro
portionalitat zur ersten Potenz der Lichtintensitat zu geben, und man wird wohl 
vermuten durfen, dall dies auch Proportionalitat zum Temperaturgefalle bedeutet, 
so ·dall die errecbneten Krafte vielleicht doch nicbt fiir die Erklarung der Radio
meterwirkung geniigen. Das negative Resultat Maxwells erklart Einstein 
damit, dall er seine Entwicklung nicht bis zu geniigend hob en Gliedern getrieben 

hat (die von ihm untersuchten mit ~~ proportionalen Glieder verschwinden ja 

tatsachlich), doch scheint es dem Bearbeiter nicht sichel', ob iiberhaupt die beiden 
Methoden identis<.'he Resultate liefern, falls kein Gleicbgewicht herrscht. 

Eigens zur Priifung del' Theorie angestellten Versuche Gerlachs 3) haben die 
Proportionalitat mit der Strahlung bestii.tigt. . 

Um das Bisherige zusammenzufassen, ergiht sich also ohne Beriicksichtigung 
der Gleitung eine Radiometerkraft proportional dem Quadrat des Temperatur
gefalles, die jedenfalls vorhanden ist, abel' da sie den experimentellen Ergebnissen 
widerspricht, offen bar so klein ist, dall sie neben dem eigentlichen Hauptanteil 
verschwindet. Diesel' letztere tritt nul' auf, wenn auf die Gleitung Riicksicht ge
nommen wird, ist nicht durchgerechnet und in erster Nii.herung jedentaHs del' 
ersten Potenz del' Temperaturdifferenzen proportional. 

Laski und Zerner 4) haben zur Ableitung del' Photophorese eine Theorie 
del' Radiometerwirkung auf Kugeln zu geben versucht. Ihre Ableitung betrachtet 

1) A. Rubinowicz, Ann. d. Phys. 62, 691, 1920. 
2) E. Einstein, Ann. d. Phys. 69, 241, 1922. 
3) W. Gerlach und H. Albach, Zeitschr. f. Phys. 14, 285, 1923; W. Ger

lach und A. Golsen, ebenda 15, 1, 1923; W. Gerlach und E. Madelung, ebenda 
21, 254, 1924. 

4) G. Laski und F. Zerner, Zeitechr. f. Phys. 3, 224, 1920. 
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im wesentlichen den Transport von Impuls, del' mit dem Transport von Warme
energie bei del' Leitung verbunden iet und schlielH sich del' einfachen, auch hier 
sonst benutzten Art del' trberlegung an. (Es handelt sich dabei also im wesent.
lichen urn die Normaldrucke aIle in, abgesehen davon, daJl hier del' Temperatur
gradient selb~t statt seines Differentialqnotienten auftritt.) Das ResuItat ist 

Impulsstrom 9 y---V . 
W---;;· .t = 2 C .. RT X numel'lscher Faktor. armes rom II" 

Die Einwande gegen die Ahleitung sind nach dem Vorhergehenden klar und 
auoh von den Autoren nicht unheriicksichtigt. 

§ 29. Sehr niedrige Drucke, absolutes Manometer. 1m FaIle sehr 
niedriger Drucke werden die Verhaltnisse wieder besonders einfach, wie 
Knudsen 1) gezeigt hat. In einem GefaJ3, des sen Wan de die Temperatur Tl 
haben, mogen sich zwei parallele ebene Platten gegeniiberstehen, die eine 
eben falls von del' Temperatur T1, die andere von del' Temperatur T2• Wenn 
die freie Weglange groil ist gegeniiber allen auftretenden Abstanden 

(Platte-'Vand und Platten voneinander), so kommen nul' Zusammenstoile del' 
Molekiile mit festen Wanden in Betracht und die Geschwilldigkeit jedes Mole
kiils ist durch die Wand bestimmt, von del' es herkommt. Da del' Zustand 
stational' sein soIl, so miissen iiberall in entgegengesetzter Richtung gleich 
viel Molekiile passieren, : d. h. die Z a h I del' Stolle, die pro Sekunde auf die 
Flacheneinheit erfolgen, muil iiberall die gleiche sein. Bezeichne NLc die 
Dichte del' Molekiile im ungestorten Gas, also z. B. zwischen del' Platte von 
del' Temperatur Tl und del' gleich temperierten aul3eren Wand. Die Zahl 
del' Stoile auf die Platte von auilen her, d. h. von del' Seite del' Gefailwand 

. NLcIllt . M C\1)1 2 
her, 1St --6--' del' Druck glelCh dem Gasdruck p = --3-- . Bezeichne 

N L cl in dem Teil zwischen den Platten die Dichte del' Molekiile, die von del' 

Platte 1 zur Platte 2 mit del' Geschwindigkeit \1)1 fliegen, NL c2 die Zahl 
derer, die von 2 nach 1 mit del' Geschwindigkeit \1)2 fiiegen, so dall die Ge
samtdichte zwischen den Platten NL (c1 + c2) ist, so gilt wegen del' Gleich
heit del' Stoilzahl 

. . . . . . (114) 

Del' Druck, den die Platte 1 auf del' del' Platte 2 zugekehrten Seite 
erfahrt, ist 

c1M\1)1 2 + C2M1tJ22 _ c1M\1)1 ( + )._ CM\1)1 ( +. ) 
3 3 - 3 \1)1 \1)2 - 6 \1)1 \1)2 

=. CM\1)1 2 (1 + \1)2) = :£(1 + 1/T2 ). 
6 \1)1 2 r T1 

Del' Druckiiberschuil, del' auf die Platte 1 wirkt und sie von del' Platte 2 

zu entfernen sucht, ist daher 2) 

p = ~(y~; + 1) -p = t(Y~: -1) ...... (115) 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 32, 809, 1910; 34, 823, 1911; M. v. Smolu
chows ki, ehenda 34, 182, 1911; SO, 983, 1911. 

2) Diese Formel findet sich Bchon bei Reynolds. 
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Macht man die Platte 1 beweglich, so kann man P und damit den 
gesuchten Gasdruck p messen, unabhangig davon, aus welchen Gasen sich der 
Gefal3inhalt zusammensetzt; auch Dampfe, wie Quecksilber- oder Fettdampfe, 

werden mitgemessen, im Gegensatz zum Manometer von Mc Leod. Man kann 
die . Kraft P durch Steigerung der Temperaturdifferenz steigern (absolutes 
Manometer von Kn udsen, zu unterscheiden von dem § 26 erwahnten Hitz
drahtmanometer). Die Platte 2 erfahrt keine einseitige Kraft, die Reaktions
kraft wird vom Gefal3 aufgenommen. 

Wir haben bisher angenommen, dal3 die Molekule beim Anprall gegen 
eine Platte sofort deren Temperatur annehmen. Wir wollen jetzt zeigen, 
dal3 (115) von dieser Annahme unabhangig ist. 

Die Maxwellsche Annahme einer Reflexion des Bruchteils (1 - f) der 
Molekule ohne Energieanderung und der Emission des Bruchteils f mit der 
Temperatur der Platte ergibt folgende Gleichungen: Es gibt sowohl unter 
den nach unten fahrenden wie unter den nach oben fahrenden Molekulen 
solche mit der Temperatur der oberen Platte 2 wie solche mit der Temperatur 
der unteren 1. Die Gesamtzahl der in einer Sekunde durch einen Querschnitt 
nach unten fliegenden mul3 gleich sein der Gesamtzahl der in umgekehrter 
Richtung passierenden. Das gibt 

ct 1tl2 + ct Itll = ct 1tl2 + ct Itll •.•..•. (114') 

Die NL ctltl2 Molekule, die pro Sekunde 1 cm2 der unteren Platte mit 
der zur anderen gehorenden Geschwindigkeit 1tl2 verlassen, sind der Bruch
teil (1 - f) von den mit dieser Geschwindigkeit ankommenden Molekulen 
NL ct Itl2 , der reflektiert wird, denn die Molekule NL ct Itll' die ohnedies die 
zur Platte 1 gehOrige Geschwindigkeit Itll haben, andern sie naturlich beim 
Zuruckprallen von dieser Platte nicht. Also gilt 

ct 1tl2 = (1 - f) ct 1tl2 •....••. (114") 

und entsprechend an der oberen Platte: 

(1 - f) ct Itll = cr Itll 
Einsetzen in (114') ergibt 

und 

Ferner gilt fUr die Gesamtstol3zahl auf die Platte 1 wie fruher 

t t c Itll 
c1 ltll + c2 ltl~ = -6" 

. (114"') 

( 114"") 

Der Gesamtdruckuberschul3 auf die Platte 1 hat nach Einsetzen aller 
Grol3en denselben Wert wie fruher, 

M (Ct1tl22 + Crltl12 + ctltl22 + ct1tl12 - 2C;12) = -H'~ -1} (115') 

Dagegen ergibt sich ein komplizierteres Resultat, falls aIle Molekule 
ihre Energie gleichmiiJ3ig, aber nicht vollstandig ausgleichen, ebenso, wenn 
f von der Temperatur abhangt 1). 

1) M. v. Smoluchowski, Ann. d. PhYB. 34, 182,383, 1911. 
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Knudsen hat mehrere Formen seines Manometers beschrieben. Eine 
fur Absolutmessung geeignete zeigt Fig. 24 von oben. In einer evakuier
baren Glasglocke, die innen zum Temperaturausgleich eine geschwarzte 

Metallrohre C tragt, liegt ein Kupferzylinder A' vom Durchmesser 1,63 cm, 

der elektrisch geheizt wird und Fig. 24. Fig. 25. 
dessen polierte Grundflache als 
heiJ3e Platte oient. Er ist mit 
Thermometer T' versehen und 
zur scharfen Abgrenzung des 
Warmestromes in 0,174 mm 
Abstand von einem Kupfer
block B umgeben, der die 
Temperatur der Umgebung hat 
(Thermometer Til'); B wirkt 
wie der Schutzring eines Kon
densators. Gegenuber der Grundfiache des erhitzten Zylinders 
hangt eine Kupferplatte A" mit einem Thermometer T" an 

einem Platindraht von 0,1 mm Durchmesser. Ihr Abstand 
von A' betragt 0,12 mm, die wirksame Flache 2,1 cm2 , der 
Abstand von Aufhii.ngedraht und Mittelpunkt der heiJ3en Platte 
1,2 cm. Man miflt den AusBchlag der Platte bei bekannter 
Temperaturdifferenz. Bei einer Temperaturdifferenz von 46 0 

ergibt ein Druck von 0,002 mm Hg Wasserstoff mit Spiegel-

A 

c 

D 

o 

G 

w 

ablesung 4 mm Ausschlag. Bei Drucken uber 0,006 mm. treten Abweichungen 
auf. Eine fur Relativmessungen geeignete Form des Apparates zeigt Fig. 25 1). 

Von einer Meta.llrohre A wurde auf einem Stuck die Halfte der Rohrenwand 
entfernt und vor diesen Ausschnitt ein Aluminiumblatt von etwa 0,5 fL Dicke 
und 10 cm Lange bei C aufgehii.ngt, das als Platte 1 diente. Ais erwarmte 
Platte 2 dient die innen versilberte, aullere Glasrohre G die durch einen 
Mantel W fur heiJ3es Wasser geheizt wird. Die Metallrohre A schutzt die aine 
Seite des Aluminiumblattes vor den StoJ3en der heiflen Molekule und spielt 
daher die Rolle der nGefaJ3wande" der allgemeinen Theorie. Der Ausschlag 
wird durch ein Fenster D mittels Mikroskops betrachtet und betragt bei 500 

Temperaturdifferenz 1/200 mm fur 1,5.10-7 mmHg. Naturlich darf der Ver
such nicht so lange dauern, daJ3 sich auch A erwarmt. 

§ 30. Diffusion. Den Begrundern der kinetischen Gastheorie wurde 
derEinwand entgegengehalten, daJ3 sich die Gase, wenn ihre Molekule 
Geschwindigkeiten von Hunderten von Metern hatten, fast momentan ver
breiten mullten, wahrend es doch eine merkbare Zeit dauert, bis man es in 
einer Zimmerecke merkt, wenn in einer anderen eine· Schwefelwasserstoff
waBserfiasche geoffnet wird. Auf diesen Einwand hat schon CIa u s ius ge
antwortet, dall die Molekule des fremden Gases nicht geradlinig aus einer 
Zimmerecke in die andere fliegen, sondern infolge ihrer ZusammenstoJ3e mit. 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. <W, 525, 1914. 
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den Luftmolekiilen des Zimmers einen Zickzackweg. beschreiben, um von 
einem Punkte zum and ern zu kommen, der in Wirklichkeit unvergleichlich 
langer ist als die direkte Entfernung der beiden Punkte, wenn diese Ent
fernung nur geniigend groll ist gegen die freie Weglange. Wiirde man hin
gegen den Raum so weit auspumpen, dall die freie Weglange groll gegen 
den Abstand der beiden Punkte ware, dann wiirde tatsachIich eine sehr schnelle 
Ausbreitung erfolgen, namlich mit der thermischen Molekulargeschwindigkeit. 

Dieses langsame Aneinandervorbeiwinden der Molekiile verschiedener 
Gase nennt man Diffusion. Ihre Theorie hatte lange Zeit widersprechende 
Darstellungen gefunden. Der einfachste, streng durchrechenbare Fall liegt 

dann vor, wenn wir uns in einem Gas bestimmte Molekiile irgendwie gekenn
zeichnet denken (E ins t e i n sagt in seinen Vorlesungen "rot angestrichen "), 
ohne daB ihre Masse und ihr Durchmesser sich von den anderen unterscheidet, 
und wir ihre Bewegung verfoIgen (Maxwells Diffusion "in sich"). Dieser 
Fall ist z. B. bei Isotopen beinahe verwirklicht. Es gehen dann durch einen 
Querschnitt von der hervorgehobenen Gasart (durch Striche gekennzeichnet) 

von links nach rechts Iwl, 
6 NLc- .............. (116) 

Molekiile, wo NL c~ die Zahl der hervorgehobenen Molekiile pro Kubikzenti
meter im Abstand der freien Wegliinge links von dem betrachteten Quer-
schnitt ist, also 

NLC~ = (c' - A ~:)NL' 
Entsprechend gehen von rechts nach links 

NL Iwl (c' + A '0 C'). 
6 ox 

Also ist der Strom durch die Querschnittseinheit von rechts nach links 

NLliVIA~~. 
3 ox 

Ebensoviel Molekiile der nicht hervorgehobenen Art gehen umgekehrt von 
links nach rechts, namlich 

da aber infolge des Druckausgleichs die Gesamtdichte iiberall dieselbe ist, 

c + c' = konst, 
so ist '0 c r c' 

-ax=-1}x' 
Die Diffusionskonstante D ist dl/.durch definiert, dall die durch die Quer

schnittseinheit pro Zeiteinheit gehende Zahl der Molekiile durch die Formel 

= D ~c Nc 
ox 

gegeben ist, sie ergibt sich dann zu 

D = liVlA = Iwl 
3 3NLCc + c') nd2 Y2 

• . . . • • (117) 

also 
D= 1] 

M (c + c') 
. . • • . . • . • • • (118) 
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wobei bei genauerer Rechnung noch ein Zahlenfaktor hinzukommt. D ist 
demnach umgekehrt proportional der Konzentration. 

1st nun die hervorgehobene Gasart von der anderen verschieden, so hat 
man auch \tJ und A mit Strichen zu versehen und erhalt fiir die nach links 
wandernde Molekiilzahl der ersten Art 

I iii' I A' ~NL ........... (119) 
3 ox 

fiir die nach rechts wand ern de der zweiten Art 

. . . . . . . . . . . . (120) 

wobei fiir die freien Weglangen nach § 12, Formel (55), gilt 

A'- ... ~. 
- n NL[d'2V2C' + (~-~ d'Y e,vm~,mT 

Die beiden Stromungen sind also im allgemeinen verschieden stark, 80 

daJ3 eine einseitige Stromung von rechts nach links resultieren wiirde von 
der Starke 

N (liU'l A' _Iiiil A)~. . ........ (121) 
... 3 3 0 x 

(worin gesetzt ist: 
Ge' __ ~) 
ox - ox' 

die in einer geschlossenen Rohre die anfangs vorhandene Gleichheit des Ge
samtdruckes bald storen wiirde. O. E. Meyer 1) nahm daher an, daJ3 zur 
Aufrechterhaltung dieses gleichen Druckes sich iiber den berechneten Vor
gang eine Stromung des Gases als Ganzes von links nach rechts lagert, die 
die Stromung nach (121) gerade kompensiert. Da sich an der betrachteten 

c' 
Stelle das Gas zum Bruchteil -+ ' aus Molekiilen der ersten Art, zum Bruch-

e e 

teil +C., aus solchen derzweiten Art zuslltmmensetzt, bewegen sich hierdurch 
c C 

NL(llO'IA' _ IlOIA) _e'_ Ge' 
3 3 c+c'ox 

Molekiile der ersten und 

1) o. E. Meyer, Kinetische Theorie der Gase, 1. AnB. Breslan 1877. 
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Molekiile der zweiten Art von links nach rechts. 1m ganzen bewegen sich 
daher pro Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit von rechts nach links 

NLlm'lA' (Jc' _NL(llU'IA~ _ ImIA) _c_' (JC'} 
3 (}x 3 3 c+c'ox 

... (122) 
= NL[liU'IA' __ c_ + jiUlA _C'_] (Jc' 

3 c+c' 3 c+c' ox 

Molekiile der ersten Art und von links nach reehts 

JiUlA oc' + NL('liii'IA' - Iml A) _c_ (JC' 1 
3 (Jx 3 3 c+c' (Jx 

. . . (122') 
= NLlliU'lA' _c_ + Jml~ _C' __ ] (Jc' 

3 C + c' 3 C + c' 0 x 

Molekiile der zweiten Art. Die Diffusionskoeffizienten der beiden Arten sind 
also jetzt gleich geworden, wie es sein mull, wenn kein einseitiger Strom 
resultieren soll, 

D' = D = liii'IA' _c_ + JwIA __ c'_ ..... (123) 
3 c+c' 3 c+c' 

c' 
aber sie hangen vom Mischungsverhaltnis - ab und andern sich daher in 

C 

der Difl'usionssaule von Ort zu Ort. 
Gross 1) glaubte, man konnte bei ofl'enen Rohren die Riickstromung un

beriicksichtigt lassen; dalin bleibt man bei den Formeln (119), (120); man 
erhalt auch eine Abhangigkeit vom Mischungsverhaltnis, aber weniger stark 
als nach O. E. Meyer und vom entgegengesetzten Vorzeichen (d. h. wenn bei 
steigender Konzentration c' nach der einen Formel D zunehmen sollte, nimmt 
es nach der anderen ab, aber weniger stark). Die experimentelle Seite der 
Frage war lange ungeklart, man wullte nul', da./l die Abhangigkeit nieht so 
stark war, wie sie nach (123) sein sollte, aber ob iiberhaupt eine vorhanden 
war, war nicht entschieden. Eine Reihe sorgfaltiger, unter Leitung Do r n s 
in Halle angestellter Untersuchungen hat gezeigt (bei Gemisehen Hs - Oll' 
N2-H2, Oll-Ni " H2-C02, Ar-He), da13 eine geringfiigige Abhangigkeit 
vorhanden ist, deren Richtung von der O. E. Meyerschen Formel richtig 
bestimmt, wenn auch weitaus zu gro./l angegeben wird (z. B. fiir gleiche Mengen 

Ar 
Ar-He D gefunden 0,25405, berechnet 0,2537; fiir He = 0,377 gefunden 

0,25040, berechnet 0,208). Die Gro13enordnung gibt die Grosssche Formel 
etwa richtig lI). 

1m Gegensatz dazu hat Stefan 8) Formeln abgeleitet, nach denen D nicht 
vom Mischungsverhaltnis abhangt. Doch sind diese Formeln nicht rein 
molekulartheoretiseh., Es wird angesetzt, da./l sich das eine Gas mit del" 

1) G. Gross, Wied. Ann. 40, 424, 1890. . 
I) Zusammengefallt bei A. LoniuB, Ann. d. Phys. 29, 664, 1909. 
8) J. Stefan, Wien. Bel'. 60, 323, 1872; 01. Maxwell, Phil. Mag. (4) So, 

129, 1868 .. 
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Geschwindigkeit :ill' nach reehts, das andere mit der Gesehwindigkeit :ill nach 
links bewegt. Die beiden sieh gegeneinander Ibewegenden Gasmassen uben 

aufeinander Krafte (Widerstande) aus, die proportional dem Produkt der 
Diehten und der Relativgeschwindigkeit gesetzt werden. 

A12 c' C ()ill' - )ill). 

Diese mussen dureh das Druckgefalle uberwunden werden. 

- ~p' = ~p = Auoc' ()ill'-)ill). 
vX ox 

Die Kontinuitatsgleichung, die im stationaren Zustand aussagt, dall ill 
jedes V olumenelement ebensoviel Gas ein- wie austritt, lautet hier 

c')ill' = konst, c)ill = konst 

und da das Gas im ganzen nieht stromt, 

c')ill' +c)ill = O. 

Ferner folgt aus der Druckgleiehheit 

p + p' = R T (c + c') = R T Co. 
Das gibt 

T OO' 00 A ['err>' err>'] -R ox = RT~ = 12 0"" C-O:wO 

= A12 [(0' :ill') (00 - 0') - (o)ill) 0'] 
oder 

10. 0' f-' 00 _ .A12 [ , err>' ( , err>' + err» '] _ .A12 0' err>' 0 - dX;.-' Ox - RT 0"" 00 - 0 :w O:w 0 - R T :w o· 

Die pro Zeiteinheit durch die oFlii.eheneinheit tretende Menge ist daher 

gleich . . . . • . . (124) 

Der gemeinsame Diffusionskoeffizient 

D = R T .....•....•.. (125) 
OOA12 

hii.ngt also nicht vom Mischungsverhaltnis abo 
Maxwell l ) hat dann auf Grund seiner Methode die Formel (125) fur 

1 
Molekule, die sich nach dem Gesetz - abstoIlen,abgeleitet,und Boltzmann S) 

r5 

hat in langwierigen Rechnungen fur elastische Kugeln ebenfalls einen vom 
Misehungsverhii.ltnis unabhangigen Diffusionskoeffizienten gefunden. In 
neuerer Zeit hat fur diesen Fall Langevin S) ebenfalls die Unabhangigkeit 

1) 01. Ma.xwell, Phil. Mag. 85, 185, 1868; Scient. Papers 2, 61, 501. 
2) L. Boltzmann. Wien. Ber. 86, 63, 1882; 88, 835, 1883; Ges. Abh. 3, 3, 63. 
S) P. Langevin, Ann. d. chim. et phys. O. 245, 1905. 
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bestatigt. Endlich hat mit der in § 16 angedeuteten strengen Methode 
Enskog 1) fur den Di:ffusionskoeffizienten den Wert gefunden: 

D _ 8 VET 11M + M' _1_ ....... (126) 
- 82 V2 n NL 1p r M M' c + c/ 

wo 1p von dem Kraftgesetz zwischen den Molekiilen abhi.ngt und fur elastische 

Kugeln in e ~ d' Y ubergeht. 

Diese Formel, welche die Unabhangigkeit des Diffusionskoeffizienten vom 
MiscbungsverbiUtnis ergibt, ist abar nur die erste Annii.berung. Die zweite Nii.he
rung ergibt zur rechten Seite noch einen Faktor 

1 An ( 1 + P1I7)+ A;, (1 +P:, ~-) -52 Au A{. 

+ ( c) ( c') 1 + P" (! 1 + P;. c- - 676 An A;, 

mit ( 2d )2 1/ m + m' 4 (m+m/)2 
p" = d+d' r~ 15rn2 +8mm'+6m'll 

, _ ( 2d' )2ym+m/ 4(m+m/)2 
p" - d+d' ~ 6m2 +8mm'+15m'2 

m'~ , mil 
All = D ., All = -:=---;;-7-7::----;;-;---::-C::--= 

12 m- + 16 m m/ + 30 m' - 30 rn~ + 16 In m/ + 12 1It'i! 

Die Formel stellt die experimentellen Werte ganz gut dar. Enekog gibt folgende 
Zahlen: 

Man vergleiche die Diffusionskonstante in einer Mischung, in dar das Ver
hii.ltnis der Gase 1 und 2 drei zu eins ist, (D3ft) mit del' Diffusionskonstante in 
einer Miscbung, wo dieses Verhii.ltnis 1: 3 ist (Dl/8). Dann findet man 

Gas 1 Ar O2 CO2 

Gas 2 .• He H2 Hi! 

D(Bfl) expo 1,11 1,048 1,067 
J l(lfa) 

D(3fl> theOl'. 1,072 1,076 1,078 
D(l/a> 

Ferner haben Enskog und Chapman (I. c.) gefunden, daI.l in einem ursprung
lioh homo~enen Gasgemisch bei schneller HersteUung eines Temperaturgefii.lIes 
eine DiffusIOn eintritt. Bei elastischen Molekiilen (allgemeiner bei Molekiilen, die 
sich nach einem Potenzgesetz abstoI.len, dessen Exponent graI.ler als 5 iet) wandert 
das schwerere Gas in der Richtung des Gefii.lles. 1m stationaren Zustand ist das 
Gefalle del' Partialdrucke gegeben durch 

d p _ d p/ _ D~ a T 't 
ax - - dx - ax ml 

- C PH] - c' p;n .. . ,. , 
n = k ( ') ( ) A 2 (fur dIe GroBen p" P" ,A" 

1 + p,~ 1 + fJ: ~/ - 4l A! siehe S.94). 

5 (d+d')' Vmm/ [4d2 mV"2 m/(15m'-7m)] 
Pili ="8 (4dd')2 m+m' (d+d/)i V(m+m')lIl'- 2(m+rn')2 ; 

die Gleichung fiir fJ,\, folgt dal"aus durch Vertauschung del' ungestrichenen und 
gestrichenen GraBen. Dootson 2) hat diesen Effekt (nthermische Diffusion") experi
mentell nachgewiesen. 

1) D. Enskog, Phys. Zeitschr. 12,533, 1911. 
2) S. Chapman und F. W. Dootson, Pbil. Mag. 33, 248, 1917. 
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§ 31. Theorie der Ditl'usionsluftpumpe 1). Es sei eine Rohre gegeben, 
die mit einem Gas, das wir durch eillen Strich bezeichnen, gefftUt sei. Durch 
sie diffundiere von rechts nach links ein zweites Gas (mit zwei Strichen be
zeichnet), und zwar durch die Fliicheneinheit in der Zeiteinheit die Molzahl 

de" 
-D-· 

clx 

Nun bewege sich das erste Gas mit der Geschwindigkeit W nach rechts. 
Dann wiirde, wenn keine Diffusion statthiitte und beide Gase sich gemeinsam 
bewegen wiirden, die Menge des zweiten Gases e" W nach rechts stromen. 
Es stromt also in Summe vom zweiten Gas 

vom ersten 

nach rechts, mit 

.J " 

e"W+D~:, 

e'W+D de' 
dx 

c' + c" = konst = co, 

der zweite A usdruck lautet also 

( de") 
Co W - e" W + D d x • 

Wenn der Zustand stationiir sein solI, dann mull dur<:h jeden Querschnitt 
gleich viel stromen, also 

de" 
e" W + D ---- = konst = B ....... (127) 

dx 
oder 

!lB 

e" =: + (e~=o _ :) e-j)x, 

und wenn an der Stelle Xl die Konzentration e; herrschen solI, 

!lB 
I, "-153:1 

et-eo e W = B 
!lB 

. . . . . . . .. (128) 
l_e-j)X1 

Sol1 gar kein Gas nach links strom en, so mull man es mit der Ge
schwindigkeit 

D e~ W = -In --,-, . . . . . . . . . . . . (129) 
Xl C1 

nach rechts zuriickblasen. 
Die Diffusionsluftpumpe beruht auf dem Gedanken, daJ3 die Diffusion 

eines Gases, seinem eigenen Partialdruckgefiille folgend, auch gegen die 
Stromung eines anderen Gases erfolgt, wenn diese nicht zu schnell ist. 
Man denke sich zwei Riiume A und B durch eine diinne Rohre verbunden. 

1) W. Gaede, Ann. d. Phys. 46, 357, 1915; Zeitschr. f. techno Physik 4, 
337, 1923. In diesem Paragraphen ist fiir den Betrag I lID I del' Geschwindigkeit 
beqeumlichkeitshalbel' lID geschrieben. 
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B steht mit dem auszupumpenden Rezipienten in Verbindung, ist also mit 
dem wegzupumpenden Gas (durch zwei Striche bezeichnet) gefiillt. In A sei 
siedendes Quecksilber; der Parlialdruck des wegzupumpenden Gases in A 
wird nun dadurch niedrig gehalten, daJl der schnell an der Miindung der 
Rohre in A vorbeistromende Quecksilberdampf aHes durch die Rohre heriiber
diffundierende Gas wegspiilt. AuJlerdem stromt natiirIich durch die Rohre 
Quecksilberdampf nach B, aber infoIge der Enge nicht so schnell, daJ3 er 
das Heriiberdifl'undieren des zu entfernenden Gases verhindern wiirde. In B 
wird der Quecksilberdampfpartialdruck durch starke Wasserkiihlung niedrig 
gehaIten. 

Die Drucke bei den ausgefiihrten Formen liegen in einem Ubergangsgebiet 
zwischen dem Bereich der eigentlichen Diffusion und der K n u d sen schen 
Effusion (§ 25). Auch fur den letzteren Extremfall hat Gaede (1. c.) Be
rechnungen durchgefiihrt. 

Eine ausfuhrlichere Beschreibung der Gaedeschen Diffusionspumpe be
findet sich in der ersten HaIfte dieses Bandes Rap. XV. 



Zweites Kapitel. 

Allgemeine statistische Mechanik. 

a) Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit 
im einfachsten Faile. 

§ 1. Entropievermehrung beim idealen Gas. Wir haben bisher 
versucht, die Eigenschaften eines speziellen Systems, des idealen Gases, mog
lichst ins Einzelne gehend, zu erfassen. Eine Gruppe von Erscheinungen aber 
haben wir noch nicht behandelt, abgesehen von gelegentlichen Bemerkungen, 
niimlich die Erscheinungen, die sich im zweiten Hauptsatz der Thermo
dynamik ausdriicken. Um diesen, der eine Gemeinsamkeit im Verhalten aller 
Korper feststellt, kinetisch zu verstehen, miissen wir die Uberlegungen auf 
alle Korper ausdehnen. Um aber zu erkennen, welches die wesentlichen 
Punkte sind, wollen wir zuerst den einfachsten Fall der irreversiblen Entropie
vermehrung eines idealen Gases betrachten, wo wir alles genau iibersehen. 
Dieser einfachste Fall ist die irreversible Ausdehnung eines Gases ohne 
Arbeitsleistung oder Wiirmezufuhr, wobei also Energie und Temperatur 
ungeiindert bleiben (§ 6, Kap. I). 

Es sei also ein Gefa13 vom Volumen VI gegeben, das durch eine Scheidewand 
in zwei Teile v2 und VI - Vi geteilt sei. Anfangs befinde sich das Gas (N Mole
kule) ganz im Teil 1. Nun zieht man plotzlich die Scheidewand weg, im aller
ersten Moment andert sich natiirlich nichts, erst wenn ein Molekiil an die 
Stelle kommt, wo friiher die Wand war, fliegt es weiter, statt reflektiert zu 
werden; nach liingerer Zeit ist die unkontrollierbare Bewegung vorbei und 
gleichma13ige Verteilung des Gases auf das ganze Volumen VI eingetreten, 
ohne da13 sich die mittlere kinetische Energie einer Molekel geandert hatte. 
Wohl aber hat die Entropie, die fruher SI war, jetzt einen neuen Wert S 
angenommen, 

S - 81 = kN (lnvl -lnv2). 

\Venn wir uns iiberlegen, was fiir die Entropieanderung ma13gebend 
war, dann ist es natiirlich nicht das Vorhandensein der Scheidewand; auch 
nach dem Wegziehen wird sich im ersten Moment, solange die Lage der 
Molekiile sich noch nicht merklich geandert hat, die Entropie nicht metklich 
verandert haben, trotzdem den Molekulen dann sohon das ganze Volumen VI 

zur Verfugung steht. Es kommt also offenbar nioht auf das Gesamtvolumen 
an, sondern auf die Anordnung darin. Man kann z. B. von vornherein so 

Miiller-Pouillet III. 11. Auf!. 8 
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beginnen, daB ein Teil der Molekule in V 2, ein anderer in VI - v2 ist, aber mit 

verschiedener Dichte. Auch dann wird beim Wegziehen der Wand allmah
lich ein Dichteausgleich und damit eine Entropievermehrung erfolgen, trotzdem 
schon im ersten Moment des Wegziehens das ganze Volumen mit Molekiilen 
ausgefiillt war, nur nicbt in gleichmiWiger Dichte. Hiernach ist also die 
Gleichmal3igkeit der Anordnung maLlgebend. Un sere nachste Aufgabe ist es, 
ein quantitatives MaLI fiir diese Gleichmal3igkeit der Anordnung zu geben. 
Denn je groLler der Unterschied in dieser Gleichmal3igkeit vor und nach dem 
Versuch ist, desto grol3er ist die Entropiedifferenz. 

Die Verhaltnisse werden iibersichtlich, wenn man nur wenige Molekiile 
hat. Wenn wir zuerst nur ein einziges Molekiil haben, das eine ebene (zwei
dimensionale) Bewegung ausfiihrt, so hat seine Bahnkurve folgende Eigenschaft: 
Stellen wir uns vor, daB die Bahnkurve des Molekiils durch einen schwarzen 
Shich aufgezeichnet wird; wenn man geniigend lange wartet, dann erscheint 

Fig. 26. 
aus grollerer Entfernung die Zeichnung uberall 
gleichmalHg grau.Das gilt natiirlich nicht, wenn 
man ganz genau hinsieht, denn dann gibt es nur 
schwarze Stell en , wo der Strich lauft, und ganz 
unberiihrte. Aber wenn man verhaltnismaUig groBe 
Gebiete vergleicht (sie diirfen desto kleiner sein, je 

Iiinger man die Aufzeichnung vor sich gehen lal3t), so ist die Dichtigkeit der 
Bahnkurven iiberall gleich, d. h. das Molekiil halt sich im Mittel in gleich 
grollen Gebieten gleich lange auf (nicht jedes einzelne Mal, wenn es ein be
stimmtes Gebiet betritt,sondern wenn man aHe Zeiten zusammenrechnet) oder, 
was dasselbe bedeutet, fiir verschieden grolle Gebiete ist die Aufenthaltszeit 
proportional der Gebietsgrolle (weil man das groBere Gebiet in untereinander 
gleich groBe klein ere zerlegen kann). 

DaJ3 tatsachlich die gleichmiU.lige Erfiillung des Raumes durch die Bahn
kurve statthat, macht man sich leicht klar, wenn man die Reflexionen der 

Bahnen an den Wand en wirklich verfolgt. Es ist das durch den Typus der 
Bahngleichungen bedingt; wenn nicht die gewohnliche Mechanik gelten wiirde, 
sondern z. B. die in Fig. 26 stark ausgezogene Linie als Bahnkurve des auf
treffenden Molekiils die gestrichelte Linie als Bahn des reflektierten Molekiils 
bedingen wiirde, so wiirde die Bahn in der betreffenden Ecke bleiben. Auch 
bei Giiltigkeit der gewohnlichen Mechanik mussen wir, urn gleichmaBige Raum
erf'iillung zu haben, gewisse spezielle Bahnen ausschlieBen, z. B. solche, die 
genau senkrecht auf die vollstandig glatten Wande eines genau rechtwinkligen 
Parallelepipeds stehen (Hypothese der molekularen Unordnung). Aber schon 
eine beliebig kleine Abweichung geniigt, damit aHmahlich der ganze Raum 
hestrichen wird, wenn es auch desto Iiinger dauert, je kleiner die Abweichung ist. 

Wir sehen so, daB (bei AusschluB dieser speziellen Bahnen) die i m 
Mittel gleichmaJlige Raumerfiillung eine Eigenschaft der gewohnlichen mecha
nischen Bewegung ist. A ber natiirlich nur im Mittel. Wir konnen sagen , 
dall das Molekill sich im . ganzen ebensolange in der linken wie in der 
rechten Halfte des Gasraumes aufhalt, wobei es je nach seiner momentanen 
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Bewegung die linke Halfte z. B. einmal nach dem Betreten sofort wieder ver
lassen oder auch langere Zeit darin bleiben kann, was sich aber im Mittel 

ausgleicht, oder wir konnen auch sagen, daLl wir das Molekiil bei wiederholter 
I 

kurzdauernder Beobachtung ebenso oft in der linken wie in der rechten 
Halfte trefi'en, nur ist dabei Voraussetzung, daLl wir die Beobachtungsmomente 
nicht nach dem Resultat auswahlen, d. h. absichtlich dann beobachten, wenn 
das Molekiil links ist; im Ubrigen konnen die Intervalle gleich oder nach 
irgend einem Gesetz unregelmallig verteilt sein. Das driickt man gemeinsam so 
aus, dall man sagt, »gleich groLle Volumenelemente sei~n gleich wahrscheinlich". 

Wenn wir auch bei einem einzelnen Molekiil sagen, daLl die Verteilung 
gleichmaLlig ist, so meinen wir damit, daLl es sich links und rechts gleich lange 
aufhalt. In einem gegebenen Augenblick aber ist es natiirlich entweder 
rechts oder links. Bei e in em Molekiil sind daherdie momentanen Ab
weichungen von der mittleren Verteilung sehr groLl. 

Haben wir nun zwei Molekiile, so bewegen diese sich unabhangig von
einander, abgesehen von den seltenen ZusammenstoLlen. Denken wir uns die 
Molekiile mit I und II numeriert, so wird sich wahrend der Halfte der gesamten 
Zeit z. B. Molekiil I links befinden. Die Lage des Molekiils II ist aber voll
stan dig unabhiingig davon, ob Molekiil I rechts oder links ist, d. h. wenn 
Molekiil I sich links befindet, wird II ebenso oft auch links wie rechts sein, 
oder II wird die Hiilfte der Zeit, die I sich links aufhiilt, ebenfalls links, die 
andere HaUte rechts sein. Stellen wir nun alles zusammen, so sehen wir 
vier mogliche Anordnungen der individuellen Molekiile, die als solche gleich 
wahrscheinlich sind, d. h. je ein Viertel del' Gesamtzeit vorhanden sind, nam
lich die eben besprochenen und die entsprechenden spiegelbildlichen anderen: 

links rechts 

Nr.l I II 

» 2 I II 

» 3 II I 

» 4 II I 

Wir sehen also, diejenigen Anordnungen der individuellen Molekiile, die 
der gleichmal.ligen Verteilung entsprechen, namlich Nr. 2 und 3, sind einzeln 
genommen um nichts haufiger als etwa die Anordnung, wo beide Molekiile 
links sitzen. Fragen wir aber nicht nach der Individualitat der Mole
kiile, sondern begniigen uns mit der Aussage, daLl (irgend) ein Molekiil 
links und eines rechts sitzt, so ist diese Anordnung tatsachlich haufiger als 
diejenige, wo beide links sitzen, weil der letzteren nur Fall 1, der ersteren 2 
un d 3 entspricht. Man unterscheidet die beiden Fragestellungen als die 
nach der Komplexion und die nach dem mikroskopischen Zustand. Hiernach 
erfordert die Kenntnis der Komplexion also Angaben iiber die Lagejedes 
einzelnen individuellen Molekiils, die Kenntnis des mikroskopischen Zustandes 
dagegen nur Angaben dariiber, wieviel Molekiile in jeder Abteilung sitzen. 
Beim Wiirfelspiel, an ·welchem sich historisch die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
entwickelt hat, liegt die Sache ebenso. Nehmen wir an, man hatte eben 

8* 
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dreimal hintereinander VI geworfen und fragt nach dem nachsten Wurf. 
Da die Wiirfe voneinander unabhangig sind (was dem Umstand entspricht, 
daJ3 die Molekiile voneinander als unabhangig vorausgesetzt werden), ist es 
nicht unwahrscheinlicher, daJ3 im nachsten Wurf VI kommt, als daJ3 etwa II 
kommt. Aber allerdings ist eS unwahrscheinlicher, daJ3 VI kommt, als daJ3 
irgend etwas anderes kommt, denn "irgend etwas anderes" bedeutet eben 

f ii n f verschiedene Moglichkeiten. 
Wir wollen noch provisorisch untersuchen, wie die Entropieanderung 

zahlenmaf3ig mit der Anordnungsanderung zusammenhangt. Wenn zwei 
Molekiile, die anfangs auf den halben Raum beschrankt waren, ihre Bewegung 
auf den ganzen ausdehnen, so betragt die Entropieanderung 

L1 S = 2. k Tn 2 = k In 22 = k In 4. 

Andererseits gibt eS nach der vorhergehenden Tabelle vier verschiedene 
Anordnungen, wenn den beiden Molekiilen das ganze Volumen zur Verfiigung 
steht, gegeniiber nur einer, die beide in die linke Halfte fiihrt. 

Dieses einfache Zahlen beispiel laJ3t also einen Zusammenhang zwischen 
der Entropie einerseits, der moglichen Anzahl der Anordnungen andererseits 
ahnen, den wir spater noch naher besprechen werden. Jedenfalls werden wir 
im nachsten Paragraph en kurz die mathematischen Hilfsmittel zusammen
stellen, die zur Berechnung der Anzahl der Anordnungen notig sind, wollen 
aber vorher noch Bedenken zerstreuen, die sich vielleicht eingestelIt haben. 
Zuerst miissen wir uns klar werden, daJ3 die Verteilung der Molekiile, d. h. die 
Angabe, wieviel Molekiile in einem bestimmten Raumelement und Geschwindig
keitsbereich - diesen Ietzteren miissen wir bei del' vollstandigen Beschreibung 
mit heranziehen - enthalten sind, fiir den Zustand iiberhaupt von Be
deutung ist. DaJ3 die Verteilung der Molekiile iiber den Raum von Wichtig
keit ist, folgt z. B. einfach daraus, daJ3 sie auch die Druckverteilung be
stimmt; welche Rolle die Verteilung iiber die Geschwindigkeiten spielt, haben 
wir am Beispiel des Gases im Schwerefeld gesehen. Zur Kenntnis des Ver
haltens ist also jedenfalls die Kenntnis der Verteilung im obenerwahnten 
Sinn notwendig, wahrend eine Kenntnis davon, welche individuellen 
Molekiile in einem bestimmten Raumteil sich aufhalten, fiir die Beschreibung des 
Zustands gleichgiiltig ist, weil sich keine meJ3bare GroJ3e andert, wenn man ein 
be s tim m t e s Molekiil mit irgend einem anderen vertauscht. DaJ3 die Kenntnis 
der Verteilung fiir die Keiintnis des Zustandes auch hinreichend ist, inso
fern, als damit auch das weitere Verhalten des Korpers vollstandig bestimmt 
ist, ist damit noch nicht gesagt; es ware auch im allgemeinen nicht richtig. 
Damit kommen wir gleich auf das nachste Bedenken zu sprechen. 

Wir haben am Beispiel der zwei Molekiile gesehen, daJ3 das System auch 
von selbst, und zwar gar nicht so selten (namlich hier wah rend eines Viertels 
alIer Beobachtungen), in den Zustand zuriickkehrt, in welchem sich beide 
Molekiile in der linken Halfte des Gefaf3es befinden. Dies scheint dem 
zweiten Hauptsatz zu widersprechen. Hierzu ist zu sagen, dall die relativen 
(prozentualen) Abweichungen von der gleichmalligen Verteilung desto seltener 
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werden, je mehr Molekiile vorhanden sind. Das sahen wir schon an den 
bisherigen Uberlegungen, wo bei einem Molekiil die Schwankungen un end
Hch groll, die gleichmallige Verteilung wahrend keiner endHchen Zeitdauer 
erreicht ist, wahrend bei zweiMolekiilen diese gleichmallige Verteilung schon 
ebenso haufig ist wie aIle (d. h. hier die beiden) anderen zusammengenommen; 
bei steigender Molekiilzahl wird das immer mehr der Fall 1), wie wir in § 4 
an Beispielen, in Kapitel VII bei der Berechnung eben der Abweichungen 

allgemein zeigen werden, und wie dies ja auch in dem Gebiet der ~e
volkerungsstatistik der Fall ist. In einem kleinen Dorfe wird an man chen 
Tagen kein Kind geboren, an anderen eins oder zwei, es treten also 
Schwankungen urn den vollen Betrag der mittleren Grolle auf. In einer 
grollen Stadt kommen im Durchschnitt z. B. taglich 50 Kinder zur Welt, aber 
es kommt nicht vor, dall an einem Tage gar keine oder 100 geboren werden 2). 

So konnen wir bei den enormen Zahlen der Molekiile (bei 1 Atm. und 
00 C '" 2 .10 19 in 1 cmS) ohne weiteres so rechnen, als ob praktisch stets die 
haufigste Verteilung herrschen wiirde, weil dieselbe nerdriickend haufig" ist 
gegeniiber allen anderen zusammengenommen, und dadurch auch der Ablauf 
des Verhaltens des Korpers bestimmt ist. Auf die Frage, wie mit diesem 
Verhalten derjenige Teil des zweiten Hauptsatzes zu vereinbaren ist, der sich 
mit den irreversiblen Anderungen befallt, also der scheinbar einseitige VerIauf 

des Vorganges, kommen wir im Kap. VII zuriick und befassen uns nun 
vorderhand mit der kinetischen Begriindung desjenigen Teiles des zweiten 
Hauptsatzes, der die reversiblen Anderungen betrifft. 

ft) Grundformeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

§ 2. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit. Wir wollen, wenn wir 
nicht ausdriicklich etwas anderes sagen, unter der Wahrscheinlichkeit eines 
Zustandes den Bruchteil der Beobachtungszeit verstehen, wahrend dessen der 
Zustand realisiert ist. Dabei setzen wir implizite voraus, dall mit steigender 
Gesamtzeit dieser Bruchteil sich einem bestimmten Grenzwert nahert, und nur 
wenn das der Fall ist, konnen wir un sere Rechnungen iiberhaupt anwenden. 
Wenn ein Molekiil sich in einem unbegrenzt gedachten Raume frei bewegen 
wiirde, so hatten wir keinen endlichen Bruchteil der Zeit das Molekiil in einem 
endlichen Volumenteil. 1st aber das gesamte zur Verfiigung stehende Volumen 
begrenzt, so ist im allgemeinen ein solcher Grenzwert wohl angebbar 8). Mit 
diesem Grenzwert identisch ist, wie schon erwahnt, der Bruchteil der Einzel
beobachtungen, bei denen wir das System im gewiinschten Zustand antreffen, 
wenn wir nur bei den Einzelbeobachtungen nicht absichtlich das Resultat 
abpassen. 

1) Dagegen nimmt die absolute GroBe der Schwankungen zu, aber langsamer 
als N selbst. 

2) Natiirlich ist es aber nicht so, daB die an dem Tage geborenen 50 Kinder 
deshalb an diesem Tage zur Welt kommen, weil keine anderen an demselben Tage 
geboren werden. 

S) Man zeichne im Phasenraum (§ 8) die Bahn eines Molekiils und nehme 
das Verhiiltnis der Zeiten. 
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Die Betrachtung aller aufeinanderfolgenden Zustande mit ihrer Zeitdauer 
nennt man nach P. Hertz 1) "Zeitgesamtheit". Besteht der betrachtete 
Korper aus lauter .gleichberechtigten und gleichbeschaffenen Teilen (Molekiilen), 

die voneinander ziemlich unabhangig sind, so kann man annehmen, dal.l zwar 
jedes Molekiil die verschiedenen Zustande mit der gleichen Haufigkeit durch

lauft wie jedes andere, aber nicht aIle Molekiile in demselben Moment im selben 
Zustand sind. Es wird daher im allgemeinen, d. h. wahrend des grol.lten 
Teils der Zeit, bei sehr zahlreichen Molekiilen die Verteilung der Zustande 

iiber die Molekiile in einem gegebenen Moment dieselbe sein wie die zeitliche 
Verteilung der Zustande fiir ein Molekiil 2) S). Die gleiehzeitig vorhandene 

Verteilung der Molekiile nennt man die Raumgesamtheit. 

§ 3. Die Wabrscbeinlicbkeit des Elementarvorganges. Wenn man 
die Wahrscheinlichkeit eines komplizierten Ereignisses bereehnen will, mul.l man 

zuerst die Wahrseheinliehkeit der Einzeltatsaehen kennen, aus denen sieh die 
Gesamterscheinung zusammensetzt. Wenn ich z. B. wissen will, wie oft es 
vorkommt, dall drei Molekiile gleiehzeitig im linken Teile des Gefal.les sind, 
muJ3 ieh zuerst wissen, wie oft ein bestimmtes Molekiil dort zu finden ist. 

Oder wenn ich wissen will, wie oft ieh beim Wurfeln mit zwei Wurfeln gleieh
zeitig V und IV werfe, muJ3 ieh wissen, wie oft ieh mit einem Wurfel V, wie 
oft ieh IV werfe. Fur die Festsetzung dieser Grolle gibt es mehrere Methoden : 

Man sagt entweder, es liege kein Grund vor, dal.l bei einem symmetriseh 

gebauten 'Yurfel eine Seite bevorzugt werde, folglieh seien aIle gleieh wahr-
8eheinlieh, und damit entfaIle auf jede die Wahrseheinliehkeit 1/6, Ent

spreehend sagt man, wenn man das Gesamtvolumen in s gleiche Teile teilt, 

es sei keines von ihnen bevorzugt, folglich sei die Wahrseheinliehkeit, das 
Molekul in einem bestimmten dieser s Teile vom Volumen v' anzutreffen, 
1 v' 

s v 
Oder man sehlieJ3t aus dem Charakter del' Bewegungsgleieh ungen, 

wie wir es oben getan haben, daJ3 sieh das Molekul in gleich grol.len Raum
elementen gleieh lange aufhalt; dann ist die Aufenthaltsdauer proportional der 
Raumgrol.le und es folgt derselbe Ansatz. 1m Grunde ist natiirlieh die Gleieh
berechtigung der Wiirfelseiten auf dieselbe Ursaehe zuriiekzufiihren, denn die 
Bewegung des Wiirfels im Becher, die ZusammensttiJ3e mit der Wand sind 
von derselben Natur wie beim Molekiil, und die Gleiehbereehtigung der Seiten 

1) P. Hertz, z. B. Repertorium der Physik, 2,4. Leipzig 1916. 
2) Hiermit behaupten wir z. B., da1.l aus dem Charakter der Zusammensto1.le, 

allgemeiner del' gegenseitigen Einwirkung, folgendes sieh ergibt: Eine Gruppe 
von Molekiilen, von denen zwar jedes fiir sieh infolge der Bewegungsgleiehungen 
des einzelnen Molekiils in gleieh gro1.len Raumteilen gleieh oft enthalten ist, denen 
aber in einem gegebenen Moment kiinstlieh eine besondere Verteilung gegeben 
wird, so da1.l sie z. B. aIle in einem engen Raumteil gleichzeitig sind, wird bald 80 

verteilt sein, daI.l fast in jedem Augenblick die gleichmaI.lige Verteilung vorhanden ist. 
3) Zur Ableitung diesel' Gleiehheit benutzt man im allgemeinen Falle eine 

Hypothese iiber den Charakter del' Bewegung, genauer fiber das Verhalten del' 
Bahn im Phasenraum, die sogenannte "Quasiergodenhypothese", s. P. u. T. Ehren
fest, Math. Enz. IV, 32, siehe ferner S.407. 
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bedeutet alsodas gleich hiufige Vorkommen gleich groDer Orisntierungs
(Raumwinkel-)gebiete. 

Oder endlich, man untersucht durch Be 0 b a c h tun g die Verteilung der 
einzelnen Ereignisse, sei es an den Elementarereignissen selbst, sei es an 
zusammengesetzten Tatsauhen, aus denen man auf die WahrscheinTh;hkeit der 
Einzeltatsache zuriickschliellt (na posteriori" in der Wahrscheinlichkeits
theorie, im Gegensatz zu den zwei ersten na priori"-Methoden). 

§ 4. Die Berechnung der Hiiuftgkeit zusammengesetzter Ereignisse. 
Hat man nun die Haufigkeit des Einzelereignisses festgestellt, so braucht man 
weiter· zwei Fundamentalsatze: 

I. Die Wahrscheinlichkeit, dall irgend ein Ereignis von mehreren ein
ander ausschliellenden eintritt, ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
der Elementarereignisse. Z. B. ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit einem 
Wudel einen Wud iiber IV zu tun, l/S' da hierfiir entweder V oder VI 
gewoden werden kann" die jedes fiir sich. die Wahrscheinlichkeit 1/6 haben, 
also 1/6 + 1/6 = 1/8, Oder die Wahrscheinlichkeit, dall sich ein bestimmtes 
Molekiil in· einer der beiden Endkammern eines in drei gleiche Kammern 
geteilten Raumes befindet, ist 2/S' denn es kann entweder in der linken oder 
in der rechten sein, je mit der Wahrscheinlichkeit 1/8, Die Wahrschein
lichkeit aller moglichen Falle zusammengenommen ist l. 

II. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dall mehrere voneinander unabhangige 
(natiirlich darum auch einander nicht ausschliellende) Falle sam t Ii c h ein
treten, ist gleich dem Produkt der "\Vahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten 
jedes Einzelfalles fiir sich ohne Riicksicht auf die anderen. So ist die Wahr
scheinlichkeit dafiir, dall beirn gleichzeitigen Wiideln mit zwei Bechern der 
linke V, der rechte VI zeigt, 1/6 .1/6 = 1/86, denn der Bruchteil aller Falle, 
in welchem der linke Becher V gibt, ist 1/6, und in dieser Untergruppe gibt as 
wieder fiir den rechten Becher sechs verschiedene gleich haufige Moglichkeiten; 
dall er V gibt, iet eine davon, Kommt also in 1/6 aller Wiirfe der betrachteten 
Untergruppe vor, und da diese 1/6 aller Wiide bildet, in 1/36 aller Wiirfe 
uberhaupt. Ebenso haufig kommt es naturlich vor, dall (statt mit zwei 
Bechern gleichzeitig V und VI zu weden) mit einem Becher zuerst V, dann 
VI geworfen wird, vorausgesetzt, dall der nachfolgende Wud durch den eben 
erfolgten wirklich nicht beeinfiuJ.lt wird. 

Es ist nicht etwa unwahrscheinlicher, dall nach V das nachste Mal wieder 
V gewoden wird ~ls VI, denn der vorige Wud wirkt ja auf den nachst
folgenden nicbt, wohl aber ist es unwahrscheinlicher, dall V gewoden wird 
als nirgend etwas anderes", denn nirgend etwas anderes" bedeutet funf 
Moglichkeiten, I bis IV und VI, wahrend eine bestimmte von diesen nicht 
haufiger kommt als V selbst, wie wir schon auf S. 116 gesagt haben. 

Fragen wir nicht, wie oft links V, rechts VI kommt, sondern wie oft V 
und VI uberhaupt gleichzeitig kommen, so findet dies in 1/18 der Falle statt, 
niimlich in 1/36 der FaIle links V, rechts VI, in weiteren 1/36 der Falle um
~ekehrt. 
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Baben wir dementsprechend in einem Raume yom Volumen VI ein Teil

volumen v2, so ist die Wabrscheinlichkeit, da13 ein bestimmtes Molekul in dem 

Teilvolumen liegt, V2; die Wahrscheinlichkeit dafiir, da13 ein bestimmtes 
VI 

zweites auch darin liegt, ist V2. V2 usw.; die Wahrscheinliehkeit dafur, da13 
VI VI 

aHe N Molekiile gleichzeitig in Vi sind (auf Grund ihrer natiirliehen Be
wegung), ist 1) 

( VV21)N . . . . . . . . . . . . . (130) 

Wenn N geniigend gro13 und V2 nicht sehr nahe an VI ist, ist das versehwindend 

klein, z. B. "" 1/4 , 10-1019, fur 

V2 = ~ und N = 2.1019 (1 ems bei 1 Atm. und 0° C), 
Vj 2 

so da13 wir praktisch mit diesem FaIle nicht zu reehnen haben. Das kommt IIber 

nicht etwa daher, da13 die Molekule einander beeinflussen wiirden, also nicht 

mebr in die eine Halfte des Gefa13es gehen, wei I schon zu viele andere darin 

sind (das haben wir gerade ausgeschlossen), sondern umgekehrt gerade daher, 

daJ3 zum Zusammentref'fen aller Molekiile in derselben Gefiillhalfte so viele 
unabhangige Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein mussen, daG es nur un
geheuer selten vorkommt. 

Auf einen Punkt sei noch aufmerksam gemacht. Wir sagten, die vVahr
scheinlichkeit dafiir, da13 sich zwei bestimmte Molekiile in V2 befinden, sei 

Damit ist gemeint, da/3 man sich dabei urn die Lage der anderen 

Molekiile gar nicht kummert, sondern aIle FaIle zahlt, in welchen die zwei 
bestimmten Molekiile inv2 sind, gleicbgultig, ob noeh andere Molekiile darin 

sind oder nieht. Wiirde man verlangen, daJ3 n ur die zwei bestimmten Mole

kiile in v2 sind, so ware die Wabrscheinlichkeit dafiir 

G:Y (VI VI v2)N-2 ••••••••••• (131) 

denn dann verlangt man, da13 gleichzeitig die N - 2 anderen Molekule in dem 
Raume VI - v2 sind. 

§ 5. Die Wahrscheinlicbkeit einer bestimmten Zustandsverteilung. 
Wenn die Wahrscheinliehkeit der einzelnen "Komplexion", die jedem be
stimmten Molekiil seinen Platz zuweist, bekannt ist, hat man zur Bereehnung 
der Wahrseheinlichkeit der Zustandsverteilung, die die einzelnen Molekiile 
nieht als Individuen unterscheidet, sondern nur angibt, wieviel von ihnen in 
einem bestimmten Raumteil vorhanden sind, iiberzugehen. Das ist Aufgabe 

1) Wir machen darauf aufmerksam, daLl sich analog wie in dem in § 2 

behandelten Spezialfall kIn W = kIn (V2)N = k N In V2 wieder gleich der nega-
VI VI 

tiven Entropieanderung bei oer irreversiblen Ausdehnung des Gases von N Mole
kiilen vom Volumen V2 zum Volumen VI ergibt. 



§ 5. Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Zustandsverteilung. 121 

der nKombinatorik". Seien etwa vier Molekiile (1, 2, 3, 4) in einem Raume, 
der in drei gleiche Teile (I, II, III) geteilt ist. Wir fragen, wieviel ver
schiedene Kombinationen moglich sind, um eine bestimmte Zust&ndsverteilung 

zu . geben, z. B. zwei Molekiile in I, je eins in II und III. Dazu denken wir 
uns provisorisch I in zwei Teile l' und I" geteilt, so da.ll jetzt je ein Molekiil 
in einen Teil kommen soIl. Nun setzen wir Molekiil 1 nach I', Molekiil 2 
nach I", 3 nach II, 4 nach III. Wir konnen dann, von riickwarts anfangend, 
3 mit 4 vertauschen, das giht zwei FaIle. Ferner, weiter nach links gehend, 
konnen wir Molekiil 2 in I" der Reihe nach durch 3 oder 4 ersetzen und 
haben jedesmal bei del' Anwesenheit eines bestimmten der drei Molekiile 2, 3 
oder 4 in I" noch zwei Moglichkeiten, die beiden anderen in II und III um
zustellen, im ganzen also 2mal 3 FaIle. Endlich konnen wir noch in l' der 
Reihe nach statt 1 die Molekiile 2, 3, 4 setzen. Zu jeder dieser Festsetzungen 
gibt es wieder 3 mal 2 Anordnungen der anderen 3 Molekiile, im ganzen 
also 4mal 3mal 2 Moglichkeiten, die in nachstehender Tabelle gegeben sind. 

I' . 
I" . 
II. 
m 

2 ;J 4 
342 4 2 3 
434 2 3 2 

1 
3 4 
4 3 

2 
3 

1 4 
4 1 

4 
1 3 
3 1 

1 
2 4 
4 2 

3 ' '4 

2 4 11 2 
14122313 
41213231 

3 
1 2 
2 1 

Man schreibt bekanntlich das Produkt 1 X 2 X 3 X 4 = 4! und spricht 
4 FakuItat, allgemein das Produkt aller ganzen Zahlen bis n einschlieJllich n! 
(n Fakultat). Den Wert von O! definieren wir alB 1. 

Nun haben wir noch zu beriicksichtigen, daJl wir eigentlich I' und I" 
nicht zu trennen haben; das bedeutet, daJ3 wir nul' die halbe Anzahl von 
Fallen Jzu nehmen haben, denn wir konnen je zwei Falle heraussuchen, die 
sich nur dadurch unterscheiden, daJ3 in ihnen zwei bestimmte Molekiile in l' 
und I" ihre Lage gegenseitig vertauschen, und diese FaIle haben wir als 

identisch anzusehen, so da.ll un sere Verteilung in Wirklichkeit aus 4! =~ 
2! 2!1!1! 

verschiedenen Komplexionen besteht. 

Wenn wir allgemein N Molekiile in s Abteilungen unterzubringen haben, 
so daJ3 in der ersten A bteilung N1, in der zweiten NIl ... , endlich in der 
s-ten Abteilung N.-Molekiile sind, so ist die Zahl der Komplexionen 

N! 
NI!Nn ! '" Ns ! 

(132) 

Denn es lassen sich im ganzen N! Umstellungen der Molekiile vornehmen, von 
denen aber je NI! miteinander identisch sind, weil sie nur die NI Molekiile 
der ersten A bteilung un t ere ina n d e r vertauschen, die Platzverteilung 
innerhalb einer Abteilung aber nicht naher untersucht werden solI; denn es 
gilt auch hier, was wir auch in der Gastheorie schon besprochen haben, daJl 
die Verteilung nur mit einer gewissen Genauigkeit festgelegt werden kann, 
die man zwar (mit steigender Molekiilzahl bzw. bei zeitlicher Beobachtung 
mit steigender Zeitdauer) beliebig groJ3 wahlen kann, aber jedenfalls fest
legen muJ3. 
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Sind die einzelnen Molekule, wie bisher angenommen, voneinander un
abhangig, und ist die Raumeinteilung so vorgenommen, da13 die einzelnen 
Raumteile fur ein bestim mtes Molekul gleich wahrscheinlich sind (d. h. sind 
dieselben gleich gro13), so ist die Wahrscbeinlicbkeit einer bestimmten Kom
plexion, bei welcher man genau wei13, in welcher Abteilung jedes Mole
kul sitzt, 

(~ )N . . . . . • . . . . . . . . (133) 

und daher die Wahrscheinlichkeit der vorber besprochenen Verteilung 

W = (~ )N N~N:"!.--:. N.! •....•.. (134) 

Das ist naturlich ein echter Bruch. An seiner Stelle benutzt man auch die 
sogenannte nthermodynamische Wahrscheinlichkeit" W th nach Planck, die 
gleich der Komplexionszahl ist und physikalisch angibt, um wie viele Mal die 
gegebene Zustandsverteilung wahrscheinlicher ist als eine solche, bei welcher 
alle Molekule in derselben Abteilung sitzen [eine einzige Komplexion, das 

folgt auch aus NJ = N, Nil = ... N. = 0, also WI = (~ )NJ. W th ist 

naturlicb eine ganze Zahl, aber kleiner als die Gesamtzahl aller FaIle SN. 

Man benutzt nun besser die Logarithmen, weil man bequemer summiert 
als multipliziert, also 

r==s 

In W = InN! - ~ In'Nr ! - Nlns ...... (135) 
r=:l 

r==R 

In W th = In N! -::g In N r ! • . . . . . . . . . . (136) 
r==l 

Diese beiden Ausdrucke unterscheiden sich nur durch den von der untersuchten 
Zustandsverteilung unabhangigen, blo13 von der Molekulzahl N und der ein
mal gewahlten Feinheit der Einteilung s abhangigen Ausdruck Nln s. 

Nun fuhren Iwir noch fur In N! nach Stirling eine fur gro13e N er
laubte Naherung ein, indem wir 

lnx! = xlnx-x . .•........ (137) 

setzen 1), wobei der prozentische Fehler fur x = 30 gleich 0,64 Proz. ist. 

1) Der mathematische Apparat, der zu den Formeln fiihrt, ist recht angreif
bar; K. Lichtenecker (Phys. Zeitschr. 20, 12, 1919) hat gezeigt, welchen physi
kalischen Sinn die Niiherung hat. Eine Rechnung, die sich nicht auf die Stir
lingsche Formel stiitzt, die aber viel weniger durchsichtig ist, £iihrt zum gleichen 
Resultat. VgJ. C. G. S. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44. 450, 8:!3, 1922. 
Man leitet (137) am schnellsten so ab: Man bildet den nDifferenzenquotienten" fiir 
dx - 1 

- d(lnx!) = lnx!-In (X-I)! = lnx. 
d xl' 

setzt man nun dies en gleich dem Differentialquotienten 
dlnx! 
---- ,'"V lnx 
dx 

und integriert, 80 findet man (137). 



§ 6. Die wahrscheinlichste Verteilung. 123 

Dann erhalten wir 

lnW = NlnN -N -::8 (NrlnN,.- Nr) -Nlns (138) 
r.=: 1 

und mit Rucksicht auf 
N =::8 Nr .•••.•.••••• (139) 

r=8 r=8 (N.) 
InW = NlnN -~ NrlnNr-NlnS=-r~Nr In. ;. S (140) 

Die' Stirlingsche"Approximation vergrollert das Resultat gegeniiber 

dem genauen Wert. 

Wenn wir die Grolle eines Raumgebietes mit L1 v bezeichnen. so konnen 

wir eine Grolle 
N,. 

(Jr = - . . . . . . . . . . . . . (141) 
Llv 

definieren und sie die Dichte der Molekule im r-ten Volumenelement nennen. 
Dann ist also 

. "(142) 

bzw. 
In W th = - ::8 Nr In (~ L1 v) ........ (143). 

§ 6. Die wahrscheinlichste Verteilung. Wir :haben nun angegeben. 
wie haufig die verschiedenen Zustandsverteilungen sind, nachdem wir den 
Charakter der Bewegung eines Molekuls untersucht und eine Annahme iiber 

die Unabhii.ngigkeit bzw. die Art des Zusammenwirkens vieler Molekule ge
macht haben. 

Wir mussen nun untersuchen, welcher Zustand der haufigste ist, und 
tun das mit dem Nebengedanken, dall 'dieser haufigste Zustand praktisch 
allein vorkommt und daher das ganze Verhalten des Korpers bestimmt. 
Die Suche nach dem haufigsten Zustand ist eine Aufgabe der'" Variations
rechnung". Man denke sich, man habe an Stelle der gegebenen Verteilung 

NI, Nrr '" Ns eine etwas geanderte 

NI +8NI, Nrr +8Nu ... N.+8N8 • 

Die Wahrscheinlichkeit dieser neuen Verteilung ist 

r=·01 W r=s N.) 
In W + 81n W = In W + 2: 0 ~ 8 N,. = - 2: Nr In ( ;. 

r=1 r r=1 

r=. N.) 
- N In S - ~ 8 Nr (In ;. + 1 . 

r=1 

Genau so wie das Maximum einer Kurve durch das Verschwinden des 
Differentialquotienten bedingt iet, ist hier <las Maximum der Wahrschein
Iichkeit durch das Verschwinden der Variation 

r=8 (N. 
81n W = - 2: 8 Nr In ;. + 1) . . . . . . . (144) 

r=1 

bedingt. 
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Ware nun jede beliebige Abanderung der Zustandsverteilung erlaubt, 
d. h. konnte man den GroLlen ~ Nr aIle beliebigen Werte geben, so wiirde 
is W = 0 fiir jede beliebige Anderung nur dann bestehen Mnnen, wenn der 
Faktor jedes einzelnen ~ Nr verschwiinde 1). Aber es ist nicht jede beliebige 
Abanderung der N moglich, sondern nur eine solche, bei welcher die Gesamt
zahl der Molekiile erhalten bleibt. Es besteht eine Bedingungsglei
chung zwischen den Nn niimlich 

Nr + Nu +... N. = N 1 
i)' Nr + is Nn + ... ~ N. = 0 f oder • . . . . . . . (145) 

Man kann die Bedingungsgleichung (145) in der Weise beriicksichtigen, 
da./3 man sie nach einem der Nr , z. B. dem letzten auilost, d. h. die Molekiile 
in der letzten Abteilung ausrechnet nach der Zahl der schon fiir die anderen 

Abteilungen verbrauchten Molekiile 
r=:8-1 

N. = N-~Nr, 
r==l 

r==.~-l 

fiN. = - ~ fiNn 
r==l 

und N., bzw. fi N., aus Gleichung (144) eliminiert. Jetzt sind die noch iibrigen 
fi N r wirklich voneinander unabhiingig, d. h. man kann (innerhalb gewisser 
Grenzen) die Verteilungszahlen der ersten s -1 Raumteile willkiirlich 
andern und hat dann nur die aus diesen s - 1 Raumteilen iibrigbleibenden 
Molekiile in das s-te Abteil hineinzustecken bzw. die in den s - 1 ersten 
Teilen fehlenden Molekiile aus dem s-ten Abteil zu ergiinzen. 

Fiihrt man die Rechnung durch, so wird also 

1) Denn man konnte z. B. a18 erste Anderung {) Nr = 1, {) Nn = ... {) NoV = 0 
ansetzen. Dann ware 

{) W = -1 (In -; + 1) = 0, also In -; + 1 = 0. 

Eine andere abgeanderte Verteilung ware 
{)Nr = 0, {)Nu = 1, {)Nm = ... {)N. = O. 

Auch fiir sie miiJ3te {) W = ° sein, das ware aber jetzt 

( 11' ) (N ' - {) N u In ;: + 1 = - 1 In );r + 1) = 0 

und 80 fort. 



§ 6. Die wahrscheinlichste Verteilung. 125 

Da jetzt die noah ubrig gebliebenen s - 1 GroI.len ~ N r wirklich frei 
wahlbar und unabhangig voneinander sind", mussen die Faktoren aller ~ Nr 

verschwinden, d. h. 
r=s-l 

N- :s Nr-N;, 
I Nr _ I N. + r=l _ 1 N. n-- n- _ n-· 

N N N. N 

No 
Es sind daher aHe ;. einander gleich oder der wahrscheinlichste (bii.ufigste) 

Zustand ist derjenige der Gleichverteilung 

N r 1 

N s 

Beim Einsetzen in Formel (140) erhalt man InW = 0, W = 1; danach wurde 
uberhaupt nul' dieser Zustand in Betracht kommen, aber wir haben schon 

erwahnt, daJ3 die Stirlingsche Formel fur x! zu kleine, also fur W, in dessen 
N enner mehr Faktoren als, im Zahler stehen, zu groJ3e Werte gibt. Fur 
10 Molekule in zwei Abteilungen zu je 5 ergibt sich in Wirklichkeit fur W statt 
des Wertes 1 

10! 
W = 51 5! 210 

3628800 _ 4 
120.120.1024- 0,261, 

die Wahrscheinlichkeit dafur, daJ3 alle Molekule in der linken Abteilung sind, 

ist ~ 1 
210 1024 

Ein Beispiel, wie sich die Komplexionen in einem einfachen Falle an
ordnen, gibt die Tabelle, die die Verteilung von 4 Molekulen (1, 2, ,3, 4) auf 
drei gleiche Teile I, II, III des Raumes angibt. 

Komplexion 

II 

Mikroskop. Zustand 

I 
Komplexion I Mikroskop. Zustand 

I I II I III 
Verteilungs-

I W I I II III Verteilungs- I w 
I zahlen , zahlen 

- .. _---

I 1234 I I II I 
1234 4 0 0 1/81 12 3 4 

0 4 0 1/81 12 4 I 3 
1234 0 0 4 1/81 13 2 

I 
4 

I i 123 ! 4 h 13 4 2 
124 

I 
3 ~ 3 1 0 4/81 14 ·2 

I 

~ ;> 2 1 1 12/ 
" 181 

134 2 14 3 2 
234 1 

V 
23 1 4 

und entsprechend 3 0 1 %1 23 4 I 1 

I 0 3 1 4/81 24 1 

I 
3 

1 B 0 4/8t 24 I 3 1 
i 0 1 3 4/81 34 I 

1 ! 2 
1 0 3 '/81 34 I 2 , 

1 , 
1/ 

12 34 l und entsprechend 1 2 1 12/81 

13 24 2 2 0 %1 1 1 2 12/81 

14 23 
23 14 , 

24 13 I 

34 12 I 
und entsprechend 2 0 2 I 6/81 

I I 0 2 2 I %1 I 
II i 
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Also im ganzen 3 Verteilungen mit den Besetzungszahlen 4, 0, 0 und je 
der Wahrscheinlichkeit 1/81 , 6 Verteilungen mit den Zahlen 3, 1, 0 und je 

4/81 Wahrscheinlichkeit, 3 Verteilungen 2, 2, 0 und je %1' endlich 3 Zustande 
mit der Verteilung 2, 1, 1 und je der Wahrscheinlichkeit 12/81 , 

Die einfache Methode der direkten Elimination ist in komplizierteren 
Fallen nicht anwendbar, an ihre Stelle hat die Lagrangesche Methode 
des unbestimmten Multiplikators zu treten, die in folgendem besteht: 

Wenn wir das Maximum des Ausdrucks (140) suchen wollen, wobei die 
nNebenbedingung" (139) als Einschrankung fiir die sonst frei wahlbaren 
Variationen ~ N r (r von 1 bis s) besteht, so schreiben wir die beiden Glei
chung-en hin: 

~ Zn W = -~ ~ N1' (Zn ~ + 1) = 0 . . . . . (144') 
r=l 

= 0 ..... (145') 

multiplizieren die zweite mit einer vorderhand unbestimmten Konstanten, die 

wir z. B. (InB + 1) nennen konnen (konstant bedeutet, daJ3 sie nicht von 
den N1' abhangt, dagegen kann sie wohl von N abhangen), addieren sie dann 
zur ersten: 

r=B N. 
rJlnW+(ln'B+ l)rJN= - 2:5N1'(ln-i-+1-lnB-l)=0 (146) 

1'=1 . 

und behandeln jetzt diese letztere Gleichung so, als ob aIle 5 N r wirklich 
unabhangig waren, d. h. wir setzen 

Nr 
Zn- -lnB = 0, 

N 
N,. 

Zn -- - lnB N- , r = 1 ." s . . . (147) 

-und geniigen der Nebenbedingung, deren Erfiillung uns bei willkiirlicher 
Wahl der (} N,. ohne Einfiihrung der Konstanten nicht moglich gewesen ware, 
dadurch, daJ3 wir nachtraglich die Konstante so bestimmen, daJ3 die als 
haufigste Verteilung erhaltenen Nr die Nebenbedingung erfiillen, also 

N,+Nn+· .. N.=NB+NB+ ···NB=sNB = N· 

B=-~. 
s 

(148) 

Das Resultat ist dasselbe wie bei der vorher durchgefiihrten direkten 
Elimination. Wir gehen jetzt zu Fallen, wo nur die zuletzt besprochene 
Methode zum Ziele fiihrt. 

y) Einflul3 der Energiebedingung. 

§ 7. Einfiihrung auLierer Krafte. Wir wollen nun annehmen, 
daJ3 in unserem Volumen auf die Molekiile Krafte wirken, von denen 
wir voraussetzen wollen, daJ3 sie nur von der Lage des Molekiils, nicht 
von der Geschwindigkeit abhangen. Mit anderen Worten bedeutet das, 
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da/3 wir eine Arbeit cp zu leisten haben 1), um ein Molekiil aus dem Un end

lichen an den Ort x y f4 zu bring en, oder daB an jeder Stelle ein vorge

gebenes "Potential" cp (x, tI, 14) herrscht, so da/3 die Krafte 

~ __ 0 cp ~ __ 0 cp ~ __ 0 cp 
"'- ox' y- oy' ,- 014 

sind. 1m FaIle des Schwerefeldes ist z. B. cp = m 9 f4 (14 nach oben). 

Wir clenken uns nun ein Gas in ieinem warmeundurchlassigen GefaB 
in diesem Kraftfeld und fragen jetzt nach den moglichen Verteilungen. Die 
Molekiile dieses Gases werden im ganzen eine gewisse potentielle Energie 
haben. Nicht alle von den im vorigen Paragraph en besprochenen Anord
nungen werden aber mit dieser potentiellen Energie vertraglich sein. Denn 

es kommt ja jeder Anordnung eine bestimmte potentielle Energie zu. Denken 

wir uns, etwa eine vertikale Saule in drei .Abteilungen geteilt, jede von der 

z' 
Bohe 14', so kommt den Nt Molekiilen in der untersten, die die mittlere Bohe 2 

haben, die EnergieNt mg i, denen in der zweiten die EnergieN2 mg (~+ z,) 

denen in der dritten Ns mg (~+ 2z') zu, die Gesamtenergie ist also 2) 

, (1 3 5) 
m 9 14 N12 + N2• 2 + Ns 2 

und ein bestimmter Wert del' Gesamtenergie, z. B. 

ist zwar vereinbar mit 

m 9 14' (Nt + N2 + Ns) ~ , 

N1 +N2 +Ng 

3 
oder mit 

Nt-N' = Ng -N' = N2 + 2N', 

wo N' beliebig ist, aber wenn aIle Molekiile in der unteren Abteilung waren, 

bliebe Energie iiberschiissig, namlich 

mgs' (Nt +N2 + Ns) ~ -mgz'(Nt + N2 + Ng) ~ , 

andererseits reicht die Energie nicht aus, um den Aufenthalt aBer Molekiile 

im obersten, energiereichsten Drittel zu ermoglichen. 

1) Die GroJ3e e soIl sich stete auf ein Molekiil, die GroBe E auf ein Mol 
beziehen, E = N L e. 

2) Das iet nicht genau, denn es sitzen ja, wenn wir nur wissen, daB N f Mole-

kiile in der untersten Abteilung sind, nicht aIle Molekiile genau in der Mitte (~ = z) 
dieser Abteilung und wenn sie das nicht tun, braucht ihre Energie im Mittel nicht 

gerade m 9 ~ zu sein, sie muB aber zwischen mg. 0 und m 9 z' Hegen. Die 

Energie ist daher nicht genau, sondern nur bis auf einen gewissen Spielraum zu 
definieren; man muB die Einteilungso fein machen, daB die genaueLage der 
Molekiile innerhalb eines Raumelements bei der verlangten Genauigkeit gleich
giiltig iet. 
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Es ist also von all den von vornherein moglichen Anordnungen (Kom
plexionen) nur eine beschrankte Zahl mit der angegebenen Energie ver
traglicb. 

Wir recbnen nun im folgenden so, daI3 wir aus der Gesamtmenge 1) der 
von votnberein moglichen und gleichwabrscheinlichen Anordnungen einfach 
diejenige Teilmenge heraussuchen, die der Energiebedingung geniigt, und aHe 
einzelnen Komplexionen aus dieser Teilmenge als untereinander gleichwahr

scheinlich ansehen, ohne Riicksicht auf die neueingefiihrten Krafte; wir 
recbnen demnach mit dieser Teilmenge so wie friiher mit der ganzen Menge und 

sehen als fiir das mittlere Verhalten des Korpers maI3gebend die wahrschein
lichste (d. h. hii.ufigste) Verteilung dieser Teilmenge an, die natiirlich nicht 
zugleich die haufigste in der Gesamtmenge ist (so wie der hOchste Berg 
unter der Gesamtmenge der Berge der Gaurisankar ist, der hochste unter der 
Teilmenge der europaiscben Berge aber der Montblanc). Das wesentlicbe 
an un serer Rechnung ist, daI3 wir die a priori-Gleichwahrs'cheinlichkeit der 
einzelnen Komplexion als nicht beeinfluI3t durch die auI3eren Krafte ansehen, 
sondern deren Wirkung allein in der Einschrankung durch die Energie
bedingung ausdriicken. Tatsachlich tritt ja die der uneingeschrankten a priori
Wahrscheinlichkeit zukommende haufigste Verteilung, namlich die gleich
miWige, bei beliebigen Kraften auch ein, wenn die Energiebeschrankung 
fortfallt (unendlich hohe Temperatur). 

Es liegt hier genau so, wie wenn wir mit mehreren, z. B. 20 Wiirfeln 
gIeichzeitig wiirfeln und dabei festsetzen, daI3 nur diejenigen Wiirfe gerechnet 
werden sollen, deren Augensumme etwa 50 ergibt. Durch diese Festsetzung 
wird die Tatsache der Gleichwahrscheinlichkeit aller Komplexionen nicht 
beriihrt, sondern nur aus allen Komplexionen eine Teilmenge untereinander 
gleichwahrscheinlicher ausgesondert (natiirlich ist die Haufigkeit ei n e r 
solchen Komplexion nieht mehr dieselbe wie ohne die Beschrankung, weil die 
Zabl der erlaubten Komplexionen abgenommen hat). 

Die Berechnung veriauft nun folgendermal3en. 
Wir haben wieder die Zabl der Komplexionen, die moglichst gro13 

werden soIl 

In W th = N In N - :8 Nr In Nr . . . • . (149) 

mit der Nebenbedingung konstanter Molekiilzahl 

r==1J 

N =:8Nr •. . . . . . . . . . (150) 
r==l 

und konstanter potentieller Energie Ep fiir ein Mol 

N - "'" (r) 
NL Ep = ..::::::.Nr 13p .....•... (151) 

wo 13j;) die (mittlere) potentielle Energie eines Molekiils der r ten Abteilung ist. 

1) 1m Anschlull an die mathematische Terminologie bezeichnet man auch 
,in der Statistik eine Gesamtheit als Menge. 
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V ariiert gibt das die drei Gleichungen 

1
0 = ~lnW = - ~~ N .. (ln~ + 1) ..... (15280) 

O=~N - 2:~N .............. (152b) 

N ~- ~~ (r) ( 0= NL uEp - L.luN,.lip .......... 152c) 

Damit wir in der ersten Gleichung aIle ~ N .. als voneinander unabhangig 
behandeln und ihre Faktoren daher einzeln Null setzen konnen, mussen wir 
wieder die zwei Nebenbedingungen mit noch zu bestimmenden Konstanten (die 

1 
wir fur die erate wieder 1n B + 1, fUr die zweite - @ nennen wollen) 

multiplizieren und zur Maximumbedingung addieren, dann konnen wir die 
Faktoren von ~ N .. einzeln Null setzen: 

_lnNr+lnB_~Ep(r) = o ........ (153) 
N @ 

(r) 

No -~-
----.!: = Be /1 ••••••••••• (153 a) 
N 

Die Konatanten bestimmen sich jetzt aua den beiden Gleichungen, die 
aus (150) und (151) durch Einsetzen von (153 a) entstehen 

(r) 
r=8 8p 

N= NB2:e--e ........... (154) 
r=1 

(r) 

N r=8 8 p 
- "" (r) ------ Ep = B N ~ lip e f3 

NL r=1 
. . . . . .. . (155) 

Wenn die Einteilung geniigend fein ist, konnen wir die Summen durch 
Integrale ersetzen. Bei hinreichend weit getriebener Unterteilung wird eine 
nochmalige Halbierung aller Gebiete bewirken, dall in jedem neuen Gebiet 
nur mehr halb so viel Molekule enthalten sind wie in dem fruheren doppelt so 
groJlen Gebiet an derselben Stelle, d. h. wir konnen die Zahl der Molekiile 
der Gebietagrolle proportional setzen, wie wir daa auch schon in § 16, Kap. I 
getan haben, und schreiben statt N r nun d N, statt Beine neue Grolle 

bdxdyds= bdY. 
Also wird 

dN _ Bp(Z,y,I) 

-=be e dY. 
N 

(153') 

(154') 

J 
8p 

~ Ep = Nb lipe-~ d Y (150') 

Mi111er-Pouillet III. 11. Auf!. 9 
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1m speziellen FaIle des Schwerefeldes cp = mgz stimmen un sere Formeln 

mit der Barometerformel (Kap. I, §.7) uberein, wenn, was wir spater beweisen 
werden, @ = k T ist. Haben wir etwa £lin zylindrisches GefaJ3 von der Rohe 1 
und der Flache 0, so wird (154') und (155') 

! . ! f _mg! @_":'lL 
= b e 80dz=bO-(1-e 8) 

mg 
oder b = mq 1 (156) @O mg! 

1-e-T o 

I _mg! 1) 

IE J _rI!f!!. e 8 ----E..=b mgze @ Odz=@+mgl-·---
N mgl ' 

L --
o 1- e @ 

d. h. der mittlere Schwerpunkt des Gases liegt in der Hohe 

@ 
~-+l 
mg 

@ 
Dieser Wert konvergiert fiir niedrige Temperaturen gegen fiir hobe 

mg' 
1 

gegen 2' denn hier ist die Verteilung nahe gleichmaJ3ig. Fiir eine unend-

liehe hohe Saule ist die mittlere potentielle Energie pro Molekiil @: d. h. fiir 

@ = kT die mittlere spezifisehe Warme pro Mol R = kNL • 

Ein anderes Beispiel diene als vereinfaehtes Modell eines (eindimensionalen) 
festen Korpers. Es sei ein Brett gegeben, an welehem die Molekiile mit 

(untereinander gleichen) Federn befestigt seien, so da.f.l sie um die Ruhelage 

elastische Sehwingungen ausfiihren konnen, und zwar einfachheitshalber nur 

in einer Richtung. Die Idealisierung besteht (abgesehen von der Ein

dimensionalitiit, d. h. der Beschrankung der Bewegung auf eine Riehtung) 

darin, daJ3 die Molekiile an feste Punkte statt gegenseitig aneinander durch 
quasielastische Krafte gebunden sind. Sie sollen aber doch, eventuel!' durch 
ZusammenstoJ3e, die Moglichkeit des Energieaustausches haben. \Varen keine 
Kriifte da oder ware die Energie der Molekiile unbeschrankt, so daJ3 sie von 

den Kraften nicht merklich beeinfluJ3t werden, so wiirde jedes wieder an 
alIe Orte gleich haufig hinkommen, wir hiitten gleichformige Verteilung der 
Molekiile im ganzen Raume, d. h. wir hatten eben ein Gas. So aber ist die 
Verteilung durch 

Sp(X) 
dN ---- = be fI clx 
N 

gegeben, wenn x fiir jedes Molekiil seine Abweichung aus der Ruhelage 

bedeutet. Bei Federn, die dem Hookesehen Gesetz gehorehen, ist die riiek-

1) Solange der Zusammenhang von e und T nicht bewiesen iat, ist das keine 
neue physikalische Aussage, sondern dient nur zur Berechnung des in (156) vor
kommenden f) aus R. 
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treibende Kraft proportional der Elongation, ~'" = - 4 n 9 m V02 x, WO Vo die 
Eigenschwingungszahl ist. Daraus folgt 

Ep(X) = 2n2mv02x2, 
also 

. . . . . . . (157) 

b _ 1/2nmv;f - r @ , 

J = b 2n2 mv 2x2e---Ij-- dx = ~ ...... (158) 
E' J 2n2mvo2",2 @ 

NL . 0 . 2 

Rier ist von - 00 bis + 00 integriert. Zwar gilt naturlich das Hookesche 
Gesetz nur bis zu einer gewissen Grenze der Elongation x, aber bei nicht zu 
hohem @ (@ wird sich wieder gleich k T ergeben) ist oberhalb dieser Grenze 
2 nil m v 2 Xi 2n2mvo2 ",2 
__ =--,,-0_ so groB, e - - - e-- - schon so klein, daB die betreffenden Ge

@ 

biete zum Integral nicht merkliches beitragen und es gleichgiiltig ist, welch en 
genauen Wert dort Ep (x) hat. 

Wenn @ = kT ist, ist der Zuwachs von Ep mit T, d. h. der Anteil der 
R 

potentiellen Energie an der Molwarme, "2 • 

§ 8. Verteilung der Geschwindigkeiten. a) Ideales Gas. Bisher 
haben wir nur die Verteilung der Molekule im R a u m e betrachtet. Zur 
genauen Beschreibung des Zustandes brauchen wir aber auch die Verteilung 
der Geschwindigkeiten. Ais einfachsten Fall nehmen wir nun wieder 
ein ideales, einatomiges I eindimensionales 
Gas. Der Zustand jedes Molekiils ist bekannt, 
wenn in jedem Moment seine Lage und 
seine Geschwindigkeit ; bekannt ist. Zur 
Darstellung benutzen wir die sogenannte 
Phaseriebene, d. h. wir zeichnen uns ein recht
winkliges Koordinatensystem und tragen als 
Abszisse die Lagenkoordinate x, als Ordinate 
die Geschwindigkeit ; auf. (Da die beiden 
verschiedene Dimension haben list der rela
tive MaBstab naturlich willkurlich.) Wenn 

1- -

Fig. 27. 

- 1-
ein bestimmtes Molekul in einem gegebenen Moment die Koordinate x und 
die Geschwindigkeit ; besitzt, zeichnen wir in derPhasenebene einen Punkt 
mit den Koordinaten x und ;, den Bildpunkt, ein, dessen Lage den Zustand 
des Molekuls eindeutig charakterisiert. Man nennt die x -y - Ebene die 

"Phasenebene" oder nachE h r e n f e s tl) auch die "(t- (Molekiil-) Ebene". 
Wennman fUr aIle Molekiile die Bildpunkte einzeichnet, gibt die Verteilung 

1) P. und T. Ehrenfest, Enz. d. math. WisB. IV, 32, 1911. 

9* 
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der Rildpunkte in der Phasenebene die Verteilung der Molekule im wirklichen 

Raum und uber die Geschwindigkeiten wieder. Naturlich andert sich ent

sprechend der Rewegung des Molekuls auch die Lage seines Rildpunktes, aber 

die Geschwindigkeit, mit der sich der Rildpunkt in der Phasen

ebene bewegt, hat im allgemeinen keinen einfachen Zusammen

hang mit der Geschwindigkeit, mit der sich das Molekul im wirk

lichen Raum bewegt. Die letztere ist ja durch die eine Koordinate in der 
Phasenebene gegeben. Zwar im einfachsten Fall ist ein Zusammenhang da; der 
Rildpunkt eines Molekuls, das sich kraftefrei bewegt, bewegt sich mit derselben 

Geschwindigkeit horizontal (g = const) wie dieses selbst, bei einem Zusammen
stoLl aber, bei dem sich zwar die Geschwindigkeit, nicht aber der Ort des Mole
kuls im wirklichen Raum sprunghaft andert, springt infolge der unstetigen 
Anderung von g der Rildpunkt unstetig an einen anderen Punkt der Phasen

ebene (gleiches x, anderes g) und lauft hier dann mit dem neuen g horizontal 

weiter. Rei der Rewegung eines Molekuls im Schwerefeld g = go - gt, 
g ~o9_~9 

x = - - t2 + ~o t + Xo oder x = Xo +- -- beschreibt der Bildpunkt 
2 2g 

eine Parabel mit der nGeschwindigkeit" V g2 + ~9 (NB. diese letzte Formel 

ist dimensionsunrichtig und zeigt, dal.l die Geschwindigkeit der Bewegung des 
Bildpunkts keinen physikalischen Sinn hat). 

Wenn wir nun zur Ubertragung der Wahrscheinlichkeits-, genauer 
Haufigkeitsuberlegungen auf diesen Fall die Ebene in Gebiete teilen, erhebt 
sich die Frage, wie wir diese Gebiete zu wahlen haben, urn sie als gleich
wahrscheinlich ansehen zu konnen. Ais wir nach der Raumverteilung fragten, 
hatten wir aus dem Charakter der Bewegungsgleichungen geschlossen, daLl 

gleich groLle Raumteile von jedem einzelnen Molekiil gleich lange aufgesucht 
werden, solange keine Energiebeschrankung vorliegt. Als nachstliegende 
Verallgemeinerung ist hier anzusetzen, daLl der Bildpunkt eines Molekuls 

sich in gleich groLlen Gebieten der Phasenebene gleich lange auf

halt, d. h. daLl gleich groLle Gebiete der Phasenebene gleichwahr
scheinlich sind, solange keine Energiebeschrankung vorliegt. 

Auch hier kann man dies aus der Betrachtung der Bewegungsgleichungen 

schlieLlen, allerdings nicht so einfach wie bei der Verfolgung der gewohnlichen 
Rahn im dreidimensionalen Raume; man braucht dazu den sogenannten 
Liouvilleschen Satz, ferner aber noch eine noch nicht bewiesene mathe
matische Rehauptung uber das allgemeine Verhalten der Losungen der Re
wegungsgleichungen, die sogenannte Quasiergodenhypothese 1) (siehe S.407). 

Wenn man diesen Ansatz ablehnt, so muLl man so vorgehen, daLl man 

den verschiedenen gleich groLlen Teilgebieten der Phasenebene verschiedene, 
unbekannte Wahrscheinlichkeiten (nGewichte") beilegt und diese nachtraglich 
aus Messungen erschlieLlt. Wesentlich bleibt, daJ3 diese Gewichte ein fUr 
aUemal gegeben sind, unabhangig yom Werte der Energie, yom Drucke usw. 

1) P. und T. Ehrenfest, Enz. d. math. Wiss. IV, 32. A. Rosenthal, Ann. 
d. Phys. 43, 894, 1914. 
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Auch unter dieser allgemeineren Voraussetzung bleiben die allgemeinen Resultate 
der Paragraphen 9,11,12,13,14,16 (@=kT, Bedeutung derfreien Energie usw.) 
richtig, dagegen nicht JIlehr die speziellen Formeln fiir bestimmte Korper 
(Gase, feste Stoffe, Gleichverteilungssatz). Wir wollen aber im folgenden aIle 
Formeln fur den angenommenen Ansatz ableiten. Wir teilen also die ganze 

Phssenebene in kleine Rechtecke ein und numerieren diese fortlaufend von 
1 bis 00. Ware keine Energiebeschrankung da, so ware die wahrscheinlichste 
Verteilung wieder eine gleichmallige Verteilung der Bildpunkte uber die 
Phasenebene, genau so wie in dies em FaIle die wahrscheinlichste Verteilung 
der Molekiile im wirklichen Raume gleichmaJlig ist. 

Hier spielt aber die Energiebedingung auch bei Abwesenheit aullerer Krafte 
eine Rolle, denn einem Bildpunkt, der sich im Phasenraum an einer Stelle mit den 
Koordinaten x und ~ befindet, entspricht ein Molekul, das auch in Abwesen-

m 
heit auJ3erer Kriifte in jedem FaIle, eine kinetische Energie 2 ~2 hat. Darum 

sind auch nur bestimmte Verteilungen im Phasenraum zulassig, die der 
Bedingung fiir die kinetische Energie (Ek fiir ein Mol) 

N if,. = ~Nrcr) = ~Nr m~; ........ (159) 
NL 2 

entsprechen, wo ~r der Wert der Geschwindigkeit ist, der dem r-ten Rechteck 
zukommt. 

Es lauten die Maximumbedingungen dann 

o = ~ lnW = -~~N"(ln ~ +1) ..... (16011,) 

0= (jN= "i.(jNr ............... (160b) 

N -- m 
o = NL (j Ek = }; (j Nr -2 ~~ .......... (160 c) 

Die zweite Gleichung wird wieder mit der Konstanten In B + 1, die dritte 

mit der Konstanten - ~ multipliziert, zur erst en addiert und in der Summe 

die Faktoren von (j Nr jeder fur sich Null gesetzt. Dann ergibt sich fiir 
den hiiufigsten Zustand 

oder 

Nr 1 m 1:2 
-ln N - 1 + lnB + 1 - @ 2 Sr = 0 

fflS;' 
N r = Be-2 @ •••.••.•.•.. (161) 
N 

Aus ganz ahnlichen Griinden wie im vorigen Paragraph en konnen wir wieder 
die Zahl der Molekule proportional der GebietsgroI3e der Phasenebene d~. dx 
setzen; sodann schreiben wir fiir N r wieder d N, fiir B setzen wir b m d ~d x 
(m, das ja konstant ist, wird aus der Konstante B herausgehoben, weil dies 
fiir allgemeinere FaIle zweckmallig ist, hier i'st es gleichgultig) und erhalten 
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schlieLllich als die Zahl der Molekiile, die im haufigsten Zustand eine Ge

schwindigkeit zwischen ~ und ~ + d~, eine Lage zwischen x und X + d X haben, 

dN -"'-~ . 
N =be 26md~dx ........ (161 a) 

Dabei sind b und @ folgendermaLlen zu bestimmen 1): 
00 ! 

N= Nb I e-f~md~ I dx = NbY2n~@Z, 1 
b=~=.c-

ZY2nm@ 
(161 b) 

-00 0 
00 I 

Ek = bI m ~2e-'i~ md~fdx = ~ ...... (161 c) 
~ 2 2 

-00 0 

Hierbei gilt fiir die Integration bis Unendlich das zu Formel (158) Gesagte. 
Die bisherigen Rechnungen haben wir nun nach zwei Richtungen zu 

erweitern, erstens, indem wir vom eindimensionalen Gas zurn wirklichen drei
dimensionalen iibergehen, zweitens, indem wir neben der kinetischen Energie 
noch potentielle, also iiuLlere 'Kriifte, einfiihren. 

Wir beginnen mit dem dreidimensionalen, kraftefreien idealen Gas. Zur 
Festlegung des Zustandes eines Molekiils sind sechs GroJ3en erforderlich. die drei 
Geschwindigkeiten ~, 'YJ, 6 und die drei Koordinaten X, 11, z. Zur Veranschau
lichung konnen wir entweder zwei Riiume wahlen, den " Geschwindigkeitsraum " 
mit den Koordinaten ~, 'YJ, 6, in welchern ein "Geschwindigkeitspunkt" durch 
seine Koordinaten die momentane Geschwindigkeit des betrachteten Molekiils 
festlegt, und auJ3erdem den ~Konfiguratic:insraum", in welchem ein "Kon
figurationspunkt" die momentane Lage des Molekiils abbildet, oder man kann 
sich diese beiden Riiume zu einem einzigen, sechsdimensionalen Phasenllaum 
vereinigtdenken, was zwar anschaulich nicht vorstellbar ist, aber eine kurze 
.AusdrucksweiBe erlaubt. 

Die GIeichungen fiir den hiiufigsten Zustand lauten dann bei Festhaltung 
der Energiebedingung 

N -E- _ v ... r m, (1:2 + 2 + !'-2) • (16?) NL k - .... J.Yr 2!ir 'YJr itr • • • • • -

o = ~lnW = -'2:.~Nr(ln ~ +1) . (163a) 

o = ~N= Li5Nr •••••••••• 

0= ~ ~Ek = '2:.~Nr ;w+'YJ;+m 

. (163 b) 

. (163 c) 

und ergeben nach demselben Verfahren wie bisher die Verteilung im haufigsten 
ZUBtand zu 

....... (164) 

1) Hier bedeutet l die verfiigbare Strecke, spielt also im eindimensionalen 
Gas die Rolle des Volurnens. 
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Auch jetzt wieder kann man die Zahl der Molekiile als proportional der 
GebietsgroJle setzen B = b8md~md'l'}md~dxdlldz, wobei das Produkt 
m8 aus denselben formalen Griinden eingefiihrt ist wie beim eindimensionalen 
Gas und die Konstante zweckmaJ3ig bS statt b geschrieben ist. 

Das Produkt d~ d'l'} d~ dx dll de stellt die GroJle des Volumenelements 
im sechsdimensionalen Phasenraum dar. Bei Verwendung der beiden ge
trennten (Geschwindigkeits- und Konfigurations-)Raume tritt das Produkt 
deshalb auf, weil die Wahrscheinlichkeit dafiir, daJl ein Molekiil g 1 e i c h
z eitig in dem bestimmten Volumenelement d g d'l'} d ~ des Geschwindigkeitsraums 
und dem bestimmten Volumenelement dxdIJds des Konfigurationsraums liegt, 
gleich dem Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten dafiir ist, daJ3 es in 

diesem Volumenelement des Geschwindigkeitsraums liegt, ohne Riicksicht auf 
seine Raumkoordinaten (also rv d~ d1') d~), multipliziert mit der Wahrschein
lichkeit dafiir, ,daJl es in dem bestimmten Raumelement des Konfigurations
raums liegt, ohne Riicksicht auf seine Geschwindigkeit (also rv dxdydz). Es 
ist also die Zahl der Molekiile, deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen 

4 und ~ + d~, 'I'} und 'I'} + d 1'/, ~ und ~ + d ~ Hegen und dereri Koordinaten 
gleichzeitig zwischen x und x + d x, y und II + d lI, z und z + d z liegen, 

dN _!"g2+7)2+~ 

N = bSmBe 2 €I d~d1')d~dxd!Jdz ..... (165a) 

Hierin ist b so zu bestimmen, daJ3 die Gesamtzahl der Molekiile N wird 
00 

N = Nb3 m3 J.f J e-Tg2±-r±-~ dgdl'/d~ J J J dxdyde .. (165 b) 
-CD 

An der Formel ist bemerkenswert, daJl erstens das sechsfache Integral 
III zwei Faktoren zerfallt,. deren erster [nur die Geschwindigkeiten, deren 
zweiter nur die Koordinaten enthalt und integriert einfach das Gesamt
volumen V ergibt. Der erste Faktor ist selbst ein Produkt aus drei unab
hangigen Faktoren, jeder fiir eine Koordinate und jeder (eventuell bi.s auf 
die anderen Zeichen) identisch mit dem entsprechenden Faktor beim ein
dimensionalen Gas. 

Also wird 
1 1 

bB = _. ~~==B •••.•..••.. (166) 
V V271m @ 

Endlich ist @ so zu bestimmen, daJ3 die vorgegebene Energie herauskommt. 

-00 
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Unter Benutzung der bei der Berechnung von (31) gebrauchten Kunstgrii'fe 
liefert die Umformung: 

00 00 

:L = mb V f; ~2e-~~ d~ .mb J e-~~ dfJ· mb J e-~~ d~ 
- 00 

-00 

00 00 00 

+ mb vJ ; ~2e--'i~; d~ .mb J e-'i~ d~ .mb J e-'i~ dfJ (167) 

-00 -00 

Also genau dreimal so viel als beim eindimensionalen Gas, auf jede Bewegungs
komponente entfiillt gleichviel an Energie. Da sich ® = kT ergeben wird, 
stimmt . (165 a) mit dem M a x well schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 
(8.33) iiberein. 

b) Molekiile im Kraftfeld. Wir fiihren nun noch auLlere Krafte ein, 
d. h. wir fiigen zur kinetischen, nur von der Geschwindigkeit~, fJ, ~ abhangigen 
Energie des l'Iolekiils, dessen Bildpunkt die Koordinaten ~, fJ, ~, x, 'U, z im 
Phasenraum hat, noch eine nur von x, '/J, z abhangige potentielle Energie. Je 
nach dem Charakter dieser potentiellen Energie handelt es sich um ein Gas 
im au13eren Kraftfeld oder um einen festen Korper. 

Prinzipiell andert die Zufiigung der potentiellen Energie an der Rechnung 
nichts Wesenliches, denn es kommt nur darauf an, einem Molekiil, das seinen 
Bildpunkt an einer bestimmten Stelle des Phasenraumes hat, einen bestimmten 
Energiewert zuzuschreibenj ob dieser Energiewert nur von den Geschwindig
keiten oder auch von den raumlichen Koordinaten abhangt, hat ke.inen Ein
fluB auf die allgemeine Rechnungsart, sondern nur auf das spezielle Resultat. 
Es sei also im allgemeinen neben der kinetischen noch eine potentielle Energie 
vorhanden 

c(r) = ; (~; + fJ: + ~n + cp (Xn 'Un Zr) ...... (168) 

Die Energiebedingung lautet dann 

N - '\.' [' m 1;2 + 2 1'2 )] N~E= .... Nr ,2("" fJr+\lr)+cp(X,.'/JrZr. .... (169) 

und wir bekommen in der gewohnlichen Art als die haufigste Verteilung 

m/2(s;+ '1;+ ~;) + ,,<;) 
Nr --------, .. = Be e ......... (170) 
N 
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Setzen wir wieder B = mSb8d~dfJd~dxdyde, so konnen wir den Ausdruck 
in einzelne Faktoren spalten und erhalten 

dN _!'!~~ _!'!~ _!'!~ __ IIp (''' y, .) 

-=mbe 28d~mbe 2€1drlmbe 2€1d~e €I dxdyde (171 a) 
N 

mit 

Jco ms2 Jco mfl' Jco m~2 J IIp('''' II,') I 
N=Nm!co e-28-d~.m~co e-28dfJ.m~co1e-28 d~ e--8-dV 

(171 bJ 

b
S = V2n~;~ J e- Il

: dV J 
Die Faktoren, die von der kinetischen Energie herriihren, sind die gleichen 
geblieben wie ohne Kraftfeld. Fiir die Gesamtenergie erhiilt man 

-co 

-co -co 

-co -co 

-co 
oder nach Einsetzen von bS 

E ® ® ® J Epe-Il: d V 
-- = - + - + - + - ..... (171 c) 
NL 2 2 2 J _Ilp 

e€l d V 

Man sieht, dall die ersten drei Summanden, die von den drei Teilen der kine-

tischen Energie (; ~2, ; fJll, ;r ~ll) herriihren, dieselben geblieben sind wie 

im Falle a), in dem kein Kraftfeld vorhanden war; hierzu kommt nur noch 
ein Anteil an potentieller Energie, und diesen kann man wieder ganz fiir sich 
ohne Riicksicht auf die kinetische Energie berechnen. 1st z. B. das Kraftfeld 
das Schwerefeld, Ep = mge, so gibt der letzte Summand des Integrals genau 
so wi~ unter a) ® als Beitrag der potentiellen Energie zu der Gesamtenergie. 
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Haben wir andererseits elastische Krafte, so linden wir auch das in § 7 ohne 
Rucksicht auf die kinetische Energie gefundene Resultat wieder, nur werden 
wir jetzt im dreidimensionalen FaIle als potentielle Energie anzusetzen haben 

m 
Ep = 4:71'22 (V:X2+V;y2+V:Z2). 

Die v tragen hier Indizes, weil die riicktreibenden Krafte nach verschiedenen 
Richtungen verschieden sein konnen (anisotroper Kristall!). Dann konnen wir 
den Summanden' 

n!l.ch genau del' gleichen Methode, wie wir es fur die kinetische Energie ge
macht haben, in drei gleiche Summanden spalten, und erhalten im FaIle 
quasielastischer Kra.fte als deren Beitrag zur Energie 

Ep -!e 
NL - 2 ' 

e 
und zwar 2 fur jede del' drei Schwingungsrichtungen unabhangig von del' 

Schwingungszahl v. Die Unabhangigkeit von v kommt dadurch zustande, 
dall bei derjenigen Richtung, die das grollte v hat, z. B. del' x-Ricbtung, eillem 
bestimmten Ausscblag x zwal' die grollte Energie zukommt, diesel' Ausschlag 
abel' seltener vorkommt als in den anderen Richtungen, bei denen demselben 
Ausschlag ein kleinerer Energiewert entspricht, und zwar im Verhaltnis 

E~) m' n2v~",2 
e--El- = e-2 - El--

Die Rechnungen, die wir hier als Beispiele durchgefuhrt haben, werden 
wir spateI' nochmals DRab einer einfacheren Methode und von einem hoheren 
Standpunkt aus wiederholen. 

d) Die thermodynamischen Gro§en. 

§ 9. Der Begriff der Temperatur und seine statistisehe Bedeutung. 
Pha.nomenologisch ist die Temperatur folgendermallen definiert: Wir 
bringen zwei Korper, die unter ganz verschiedenen Bedingungen (z. B. ver
schiedenen Drucken) stehen konnen, miteinander so in Beruhrung, da.13 sie 
Energie, sonst abel' lnichts, z. B. keine Materie, austauschen konnen. Findet 
kein Energieaustausch statt, sondern behalt jeder Korper seine Energie, so 
sagen wir, die beiden haben gleicbe Temperatur. Gibt einer del' Korper 
Warme an den anderenab, so sagen wir, del' abgebende habe die hohere 
Temperatur (Definition). Sind ferner zwei Korper einem dritten temperatur
gleich, so sind sie es aucb .untereinander (experimentelles Resultat) (vgl. den 
ersten Halbband, Einleitung, § 2). 

Um nun zu einer statistischen Definition del' Temperatur zu gelangen, 
gehen wir folgendermallen Vol': 
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Wir denken uns nun zwei beliebige, voneinander, getrennte Korper, die 
wir mit einem bzw. zwei Strichen bezeichnen wollen. Dieselben sollen ihrer 
Natur nach beliebig verschied\ln sein. Das bedeutet, dal3 die Energie des 
einen E' eine ganz andere Funktion von Koordinaten und Geschwindigkeiten 
{das letztere z. B. durch die verschiedene Masse) sein kann als die Energie 
des zweiten E". Baben wir die beiden Korpel' zuerst getrennt, so gelten fiir 
den haufigsten Zustand die beiden getrennten Gleichungssysteme 1) 

o = 8 In W' = - '2:. 8 N; (In i;. + 1) I 
0= 8lnW" = -'28N;' (In ~: + 1) 

...•. (172a) 

0= {jN' 

0= 8N" 
'i.8N; IInB'+l} ..... (172b) 
'i.. 8 N;' I In B" + 1 

Nil . 
0= - (jEff = 'i.JJN;'E"(r) i 

NL 

-~, I 1 ..... (172 c) 

- (Hi" 

Die Nebenbedingungen jeweils mit den danebenstehenden Konstanten 
multipliziert und zu den Gleichungen der ersten Zeile addiert, gestatten, aile 
~ N,: bzw. 0 N;' als unabhangig zu behandeln und ihre Faktoren einzeln Null 
zu setzen; das gibt ars Verteilung der Molekiile beider Korper im haufigsten 
Zustand 

, ,,'(r) 

N r _ B'-9' 
N' - e , 

N;' s"(r) 

Nil = B" e-(jif- ...... (173 a) 

Bier sind wie ublich die Werte von B und ® zu berechnen aus 

8' (r) 

N' = N' B' '2:. e-fj' 

_., ,,'(r) 

~ = B' "E'(r)e-:;fj' 
NL - , 

e"(r) 

Nil = Nil B" 'i. e - fi' (173 b) 

E" ,,"(r) 

- = B":E E"(r)e-(jf- ... (173 c) 
NL 

Nun gestatten w~r den Ubergang von Energie zwischen den beiden Korpern 
und fragen nach dem sich hierbei einstellenden haufigsten Zustand. Da wir 
nur den Ubergang von Energie, nicht den von Materie gestatten (bloDe 
Warmeleitung, keine Kondensation oder chemische Reaktion oder Druckaus
gleich u. dg1.), bleiben die Molekelzahlen der beiden Kprper fiir sich erhalten, 
die erste Nebenbedingung bleibt unverandert. Dagegen ist jetzt nicht mehr 
die Energie jedes einzelnen Korpers fu,r sich vorgegeben, sondern nur mehr 
die Summe beider, da die beiden Korper ja Energie austauschen konnen. Es 

1) An Stelle der Summen werden natiirlich zur bequemeren Ausr('chnung 
unter den im vorigen Paragraphen erwiihnten Bedingungen Integrale treten, indem 
man B = mSbsdgd'fjd;dxdydz setzt. 
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lauten jetzt die Gleichungen fiir den wahrscheinlichsten Zustand (die nach der 
Vereinigung auftretenden Gronen soUen das Zeiehen rv bekommen) 

0= (IInW' = -'L(IN;.(ln~ +l)l 
j ..... (174a) 

o = fJInW" = -): fJN;.' (In ~; + 1) 
0= (IN' = 2(JNr iInIf + 1 0 = (IN" = 'L(JN;.' iInIf' + 1 (174b) 

N' '" Nil '" N' Nil I o = ~ (J E' + - - (J E" = - (J E' + ~ (I E" 
NL NL NL NL 

f"V '" l' . 
= .E[(JN;c'(r) + (IN:' c"(r)] I - N 

@ 

. (174e) 

Die Energiegleichung hat hier die Gestalt (174 e), weil sieh die Gesamtenergie 
als die Summe aUer Einzelenergien del' Molekiile beider Rorper darsteUt 1). 

Die beiden Nebenbedingungen, die die Konstanz del' Molekiilzahl aus-

driicken, sind mit den daneben gesehriebenen jeweiligen Konstanten In If + 1 

und lnll' + 1 zu multiplizieren und jede zur entspreehenden Gleiehung (174a) 
zu addieren. Weil abel' jetzt an Stelle del' zwei getrennten Energie
bedingungen eine fiir beide Korper gemeinsame getreten ist, gibt es nieht 

1 1 
mehr fiir jeden Korper einen eigenen Faktor @' und (8)'" sondern nul' mehr 

1 
einen gemeinsamen N' Wir haben jetzt alle Gleiehungen zu addieren und 

@ 

erhalten 
'" '" 

f"V [N; rv c'(r)] _ '" [N;' f"V c"(r)] O=-"\.'(JN' In--lnB'+- -'>'(IN" In--lnB"+-----
.:.. r N' rv.... r N" '" 

@ - @ 
(175) 

Nun sind Bowohl aIle (I N;. als aueh aIle (I N';: als unabhangig zu behandeln 

und man erhalt die hiiufigste Molekililverteilung fUr beide Korper im Falle 
warmeleitender Verbindung 

rv s'(r) 
N~ "I --2;
N,=Be u 

'" s"(r) 
).T" 

:!.':.-B" e N"- e 

wobei die Werte von B definiert sind dureh 

. . . . . . (176 a) 

e'er) ,,'(r) 

'" ;;; N' = N'B'}:e " 
rv 

Nil = Nil B" Lee .... (176 b) 

1) Die Grollen e'er) bzw. eff(r) haben sieh dureh die warmeleitende VerbiDdung 
natiirlieh Dieht geandert, denn sie sind in ihrer Form nul' von del' Natur des be
treffenden Korpers abhangig, z. B. bei einem einatomigen isotropen festen Rorper 

(r) m ,in 
l' = 2 (5~+11;' +6;) +4:n:2 2 v2 (x;+y;+z;) 

und die 5r' 'fJr ' !;r' xr' Yr ' zr sind ja feste Zahlenwerte, die einer bestimmten Ge
Bchwindigkeit, bzw. einem bestimmten Raumpunkt entsprechen. 
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e berechnet sich aus der Gleichung 
,,' (r) 

N' I'V N" '" N' N" ..... '" - -::--1 ~ E' + - E" = - E' + -- E" = N' B' }; E'(r) e (j 

NL NL NL NL 
8"(r) 

+ N"B"L E"(r)e- T 
8'(r) 

e , }; E'(r) e 
= N 8'(r) 

2e e 

8"(r) 

\" "(r) e + N".':"f. e 
8" (r) 

\' i§ .... e 
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(176 c) 

Man sieht, daJ3 sich infolge der warmeleitenden Verbindung die Verteilung der 
I'V '" 

Molekiile und damit der Zustand andert, wenn nicht @' = @ und @" = @, 

denn nur dann sind die beiden Gleichungen (173 c) mit der Gleichung (176 c) 
identisch. Die notwendige und hinreichende Bedingung 'dafiir, daJ3 sich nichts 
andert, lautet also: Die Molekiilverteilung in beiden Korpern ist schon vor der 
Vereinigung so, daJ3 @' = @" gilt, d. h. die Energien haben folgende Werte: 

8'(r) 

2 E'(r) e e 
8' (r) 

}; e e 

8"(r) 

2 E"(r)e e 
e"(r) 

2e ;:; 

. . . . . (177) 

Denn dann kann man diese beiden Gleichungen addiereil und erhaIt so 
Gleichung (176 c), also das gemeinsame @ vor der warmeleitenden Verbindung 
identisch mit dem @ nach der Herstellung dieser Verbindung. 

Wir haben also als notwendige und hinreichende Bedingung 

dafiir, daJl sich am Zustand zweier Korper von ganz beliebiger 
BeschaUenheit nichts andert, wenn man sie in warmeleitende 
Verbindung bringt, erkannt, dall die Korper gleichQs @ besitzen 
m iissen. 

Damit ist @ als von der Temperatur allein abhangig und als universelle 
Funktion derselben nachgewiesen, d. h. gleiches @ bedeutet fiir zwei beliebige 
Korper gleiche Temperatur und umgekehrt. Ebenso ist gleichzeitig der im 
ersten Abschnitt dieses Paragraphen erwahnte Erfahrungssatz abgeleitet. 

Zum Beweis waren folgende physikalische Voraussetzungen notig: Erstens 
wird angenommen, da!3 die a priori-Haufigkeit eines Geschwindigkeits- oder 
Raumgebieteseine feste GroJ3e ist und andere Umstande, wie vorgegebene 
Energie oder vorgegebenes Volumen, lediglich so wirken, daJ3 aus der gesamten 
denkbaren Menge von Anordnungen nur die Teilmenge als allein erlaubt 
herausgehoben wird, die der vorgeschriebenen (Energie-) Bedingung geniigt. 
Hierbei bleib~n Komplexionen dieser Teilmenge gleich haufig, die ohne die 
Energiebeschrankung gleich haufig sind (S. 128). Dieser Ansatz ist die Grund
lage der ganzen Rechnung. Zweitens ist benutzt, dall das VerhaIten des Korpers 
praktisch durch den haufigsten Zustand bedingt ist, und diese Behauptung 
werden wir spater noch beweisen. 
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Wenn wir nun weiter dazu ubergehen wollen, die formelmallige Beziehung 

zwischen @ und der Temperatur aufzusuchen, so ist daran zu erinnern, daf3 

die Temperaturskala rein konventionell ist. Wahrend z. B. bei Langen
messungen (wie bei allen anderen Messungen) es nur auf die Definition der Ein
heit ankommt, es also hinreicht,j 1 m zu definieren, und damit unzweifelhaft 
feststeht, was 10 m bedeuten, ist damit, daJ3 der Temperaturabstand von 
Gefrier- und Siedepunkt des Wassers = 1000 gesetzt wird, noch nicht an
gegeben, was 10 bedeutet, und wenn wir z. B. statt Helium Alkoholdampf als 
thermometrische Substanz nehmen wurden, wurde 1/100 der Ausdehnung von 
Obis 1000 verschiedene thermodynamische Temperaturen bedeuten 1). Es ist 
also im Prinzip rein konventionell, aber naturlich zweckmaJ3ig, dall man als 
Temperatur die Grolle 

T=~ 
R 

fur ein Mol eines idealen Gases festgesetzt hat. Die ZweckmaJ3igkeit ruhrt 
in ihrem tiefsten Grunde daher, dall wir auf diese 'Art die moglichst einfache 
Beziehung zwischen der Temperatur und der GroBe @, die das statistische 
VerhaIten der Korper regelt, bekommen. 

Wir haben namlich in der kinetischen Gastheorie (§ 2, Rap. I) gesehen, 
dall fur einatomige ideale Gase 

pv= 2/sE 
ist. Andererseits haben wir in § 8, a) abgeleitet, dall in diesem FaIle 

E 3 
-=-@. 

NL 2 

Bei diesem IBeweis war alB physikalischer Satz die Annahme uber die 
a priori- Gleichhaufigkeit gleich groller Geschwindigkeitsbereiche benutzt, der 
aus dem Charakter der Bewegungsgleichungen erschlossen war. Dann wird 
aber als konventionelle Definition der Temperatur (erschlossen aus der An
nahme uber die molekularen Eigenschaften der als Thermometer definierten 
Substanz) 

oder e = kT ...........•.. (178) 

und bei dreidimensionalen, einatomigen idealen Gasen iff = 3/2 R T. 
Wenn wir jetzt noch die Annahme dazu nehmen, daJ3 die a prlOrl

Gleichhaufigkeit durch auLlere Kriifte nicht beeinfiuJ3t wird, sondern diese nur 
auf dem Wege uber die Energiebedingung einzelne Anordnungen der Molekule 
ganz ausschlieJ3en, sind die seinerzeit in der Gastheorie aus der Erfahrung 
entnommenen, nicht kinetisch abgeleiteten Tatsachen (Rap. I, § 4 und 7) 
statistisch bewiesenen. 

§ 10. Charakteristik der Verteilung. Betrachten wir, urn eine Uber
sicht uber die Verteilung der MolekUle, die fUr den haufigsten Zustand 

1) V gI. Kap. I, § 10, Bowie Kap. VI, § 14 und 22 der erst en HaIfte dieses Bandes. 
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charakteristisch ist, zu bekommen, die Verteilung ihrer Bildpunkte im Phasen
raum, so sehen wir folgendes: Gleichgultig, um was fur Korper es sich 

handelt, ist der Bruchteil alIer Molekule df-, dessen BiIdpunkte in einem 

bestimmten Gebiet des Phasenraums d ~ liegen, gegeben durch drei Faktoren, 
e(r) 

namlich durch e- kT, dS!' und b. 
e(r) 

Hierbei iet der erste Faktor e - kT am wichtigsten, weil er innerhalb der 
weitesten Grenzen veranderlich ist und die Verteilung am starksten beeinflullt. 
In ihm ist E(r) die Gesamtenergie, die einem Molekul zukommt, dessen Bild
punkt in dem betrachteten Gebiet liegt. Ihr 'Vert hangt von zwei Gruppen 
von Bestimmungsstucken ab: Erstens ist ihre Form gegeben durch die Natur 
des betrachteten Korpers (Masse der Molekule, Bau, Zahl der Atome, Krafte) 
und durch bestimmte au13ere Bestimmungsstucke, z. B. Volumen (d. h. Lage 
eines Stempels), Starke auJlerer Krafte. Zweitens ist der Zahlwert der un

abhangigen Gro13en (~, fl, ~, ... x, ,//, z ... ), der in die gegebene Funktion 
E (~, fl, ~, ... x, ,//, z ... ) einzusetzen undo durch den Index r angedeutet ist, 
durch das gewahlte Phasenraumelement, d. h. durch die Geschwindigkeit bzw. 
die Raumstelle gegeben, nach deren Besetzung man fragt. 

Dagegen hat die Gro13e E(r) nichts zu tun mit dem gewahlten Werte der 
Gesamtenergie ];; bzw. der Temperatur T (Ausnahmen, wo ein indirekter 
EinfluJ3 statthat, kommen vor. Sie sind besonders vorsichtig zu behandeln). 

Der jetzt besprochene Faktor bewirkt, daJ3 die "Dichte" der Bildpunkte 
im Phasenraum, d. h. ihre Zahl in einem bestimmten Gebiet dividiert durch 

dN 
die Gro13e dieses Gebietes d~' die ohne die Energiebeschrankung konstant 

ware und es fUr T = 00 auch wird, desto kleiner wird, je hohere Energie 
der betreffenden Stelle 1) zukommt, und zwar fur eine gegebene Stelle hoher 
Energie desto kleiner, je tiefer die Temperatur ist. 

Wir sehen demnach, da13 sich die Bildpunkte im Phasenraum genau so 
verteilen, wie sich die Gasmolekule in einem wirklichen, wenn auch eventuell 
nur gedachten Raume mit den Koordinaten m~, 11H), m~, x, ,//, z verteilen 
wurden, wenn in dies em Raume ein Kraftfeld mit einer potentiellen Energie 
E(~, fl, ~ ... x, ,//, z) herrschen wurde (es ist also die kinetische und 
potentielle Energie des wirklichen Molekuls zusammenzurechnen, urn die 
gedachte potentielle Energie zu bekommen). Z. B. ist bei einem einatomigen 
eindimensionalen Gas die Verteilung der Bildpunkte im Phasenraum (mg, x) 

dieselbe, wie sie bei einem zweidimensionalen Gase in einem wirklichen Raume 
mit den Koordinaten y = m ~ x ware, in dem eine potentielle Energie 

m 
E = - ~2 + mqx 2 . 

1) nAn einer Stelle 8ein" ist einfach ein knrzer Ausdruck dafiir, daE die 
Koordinaten des Molekiils zwiscben den Grenzen x und x + d x, y und 'II + d 1/, z und 
z + d z ... und seine Gescbwindigkeitskomponenten zwiscben den Grenzen 'm G und 
m(G + dG), m 1'/ und m (1'/ + d 1'/), m t uud m (t + d t) liegt. Beziiglicb des Faktors m 
siebe S. 144. 
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wirken wiirde. In diesem gedachten Raume wiirden also auf die Molekiile 
iolgende Krafte wirken: in der x-Richtung eine konstante Kraft - mg, in 
der m;-Richtung eine quasielastische Kraft - ;/m. 

Wie sich solche Molekiile in einem Kraftfeld verteiIen 1), haben wir ja im 

.Falle des wirklichen G!Lses (Barometerformel Kap. I, § 7, 10) ausfiihrlich be
-sprochen. Fiir tiefe Temperaturen ziehen sich die Molekiile in die Gegend kleinster 
Energie zusammen (kleinste kinetische Energie, d. h. kleine Geschwindigkeiten, 
.und kleinste potentielle Energie, d. h. diejenigen Stellen, nach denen sie die 

aulleren Krafte hinzutreiben versuchen). Bei steigender Temperatur ver
breiten sich die Molekiile auch iiber hOhere Energiewerte, d. h. groLlere Ge
Bchwindigkeiten und solche Stellen im Raume, zu deren Erreichung sie die 
Wirkung der auLleren Krafte iiberwinden miissen. Genau so wie wir beim 
Gas im 8chwerefeld die Temperatur als Mall der "Breite" der Verteilung 
ansehen konnten (8.130), so konnen wir dies auch im allgemeinsten Fall 
beliebiger Korper fiir die Verteilung der Bildpunkte im Phasenraum tun. 

Der zweite Faktor ist die gewahlte GebietsgroI3e d~, der bei geniigend 
kleinenGebieten die darin enthaltenen Molekiilzahlen proportional sein werden. 
Hierbei wollen wir die Festsetzung beibehalten, daI3 zu den Geschwindigkeits
differentialen d;, d1], db noch die Masse m als Faktor hinzugenommen wird. 
Wir gehen damit vom "Geschwindigkeitsraum" mit den K{)ordinaten ;, 1], b 
zum "Impulsraum" mit dell Koordinaten m;, m1], mb iiber. m;, m1], mb sind 
die Komponenten der BewegungsgroLle oder des Impulses, d.$~ wird gleich 
md€ md1] mdb dll: Fii~ rechtwinklige Koordinaten hat die Benutzung des 
Impulses bine'Vorteile gegeniiber der Benutzung der Geschwindigkeit, fiir 
andere Koordinaten, z. H. Polarkoordinaten, aber hat der Impuls die grollere 
physikalische Bedeutung (Erhaltung des Drehimpulses, siehe Bd. I). Den 
eigentlichen Grund fiir diese Wahl des Impulses werden wir aber erst in 
Kap. VIII und X kennenlernen, wo auch die Berechnung dieser GroLle in 
allgemeinen Koordinaten gegeben wird. 

Endlich tritt noch ein dritter Faktor b auf, der dazu dient, den Absolut-
e 

wert derDichteim Phasenraum festzulegen (wahrend der Faktor e- (j nur 
die relativenWerte fiirverschiedene Gebiete festlegt), indem er so bestimmt 
wird, dall die Gesamtzahl der Atome sich zu N ergibt. Er hii.ngt dem
entsprechend zwar von den auLleren Umstanden und jjJ bzw. T, nicht aber 
von r bzw. dem gerade betrachteten Wertsystem ; ... x '" ab, Bondern ist in 
der ganzen Phasenebene zahlenmallig gleich. 

§ 1l.luJSere Arbeit und zugefiihrte ~iirme 2). Wir wissen aus der 
Thermodynamik, daI3 sich die Anderung der Gesamtenergie eines Korpers aus 

1) Es sei nochmals hervorgehoben, daB die Geschwindigkeit, mit der 
die Bildpunkte imPhasenraum ihren Ort andern, keine physikalische Bedeutung 
(S. 132) und daher aueh keinen Zusammenhang mit der Geschwindigkeit hat, mit 
der sich wirkliche 'Molekiile im Kraftfeld e (G '" x ... ) bewegen wiirden. 

2) L. Boltzmann, Wien. Bel'. 63, 712, 1871; Ges. Werke I, S.288; P. Ehren
fest, Phys. Zeitschr. IS, 657, 1914; A. Smekal, ebenda 19, 137, 200, 1918. 



§ 11. AuBere Arbeit und zugefiihrte Warme. 145 

zwei Teilen zusammensetzt, der aulleren Arbeit und der zugefiihrten Warme, 
die beide positiv gerechnet werden. Bei irgend einer unendlich kleinen 
Anderung ist (erste Bandhalfte, Kap. III, § 7) 

+ d' E = + d' A + d' Q . . . . • . . . . . (179) 

Diese grundsatzliche Trennung in Arbeit und Warmezufuhr, die fiir den zweiten 
Hauptsatz charakteristisch ist, gilt es jetzt statistisch zu erklaren. Nehmen 
wir an, wir hatten irgend einen Korper (der nicht einheitlich zu sein braucht) 
gegeben, dessen Zustand (abgesehen von der Natur des Korpers) durch die 

Temperatur und durch irgend eine auJ.\ere Gro1le ("Parameter") gegeben sei. Es 
liege z. B. ein Gas in einem Gefa1l mit Stempel vor, dann istdas durch die Lage 

dieses Stem pels bestimmte V olumen der Parameter. Oder es sei, das Gas in 
einem Gefa1l im Schwerefeld, dann ist die Hohenlage des Gefa13es der Parameter. 
Oder es sei das Schwerefeld inhomogen, nicht gleichma13ig wie bei der Erde, 
sondern durch einen in der Nahe befindlichen Korper hervorgerufen, dann 
ist del' Abstand dieses Korpers der Parameter. Oder es ~diene [als Modell 
eines festen Korpers eine Schar an Federn befestigter Molekiile, wobei man 
die Spannung der Federn andern kann, dann la13t sich die Lange oder die 
Schwingungszahl der Federn als Parameter ansehen. Wir wollen, ohne zu 
spezialisieren, den Parameter allgemein a nennen. Bei einem bestimmten 
Wert des Parameters sei nun der normale, d. h. der haufigste Zustand vor
handen. Und nun verandern wir den Zustand durch eine kleine Anderung 
des Parameters d' a. Diese Anderung bedingt eine Anderung der Energie 
jedes einzelnen Molekiils. Denn die Gro1le c (g .,. X ••• ) hangt im allgemeinen 
auch noch von dem Wert des Parameters abo In einem Gas im Schwerefeld 
Z. B. hangt die Energie eines Molekiils in bestimmter Lage im Gefa13 und mit 
bestimmter Geschwindigkeit noch von del' Hohenlage des GefaDes bzw. bei 
Anderung des Schwerefeldes von dessen Starke abo Dementsprechend ist die 
Kraft, mit del' das Molekiil die Anderung des Parameters zu erreichen sucht 1): 

Sl'a = -l(;~J§-,~J'-~~-Y' S)] . . . . . (180) 
oa -$,'1}.{;,x,y,. 

Hier ist eine Bernerkung iiber die Rolle eines Stempels bzw. der Gefa13-
wande bei einem Gas einzuschalten. Die Grundlage unserer ganzen Rech
nungen ist die Annahme, daD durch au13ere Umstande nicht die a priori
Wahrscheinlichkeiten verandert werden, sondern nur die Energiebedingung. 
Die Gefallwande bzw .. genauer das Hereinschieben des Stempels in das Gefall 
diirfen wir also nicht so behandeln, als ob dadurch die a pri ori-W ahrscheill
li ch kei t der jetzt au13erhalb des Gefalles liegenden Raumteile vermindert 
ware, sondern wir miissen den Stempel als Kraftfeld ansehen, in das einzu
dringen unendlich gro13a Arbeit erfordern wiirde, d. h. wir haben an del' Stelle, 
wo die Gefallwande und der Stempel sind, sowie aullerhalb des Gefalles c = 00 

zu setzen, was nach Formel (170) bedeutet, dall dort keine Molekiile hindrillgen 

1) AlB verallgemeinerte Kraft iBt nach dem in del' Mechanik iiblichen Brauch 
diejenige GroJ3e bezeichnet, die, mit b a multipliziert, die geleistete Arbeit gibt. 
So iet del' Druck p die verallgemeinerte Kraft, die eine Vo)umenvergroJ3erung 
erstrebt, da p dv die entsprechende Arbeit darstellt. 

Milller -Po uillet III. 11. Autl. 10 
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konnen. Tatsachlich ist dieser Ansatz auch durchaus sachgemaJl, denn der 

Stempel und die GefaJ3wande wirken auch nur dadurch, da13 das Eindringen 
der Molekule in sie Arbeit erfordern wurde. Daher konnen wir auch die 
Wirkung der Verschiebung eines Stempels, also die Volumenanderung eines 
Gases, genau so ansehen, wie die anderen Parameteranderungen, namlich 

als Anderung der Energie, die einem Molekul zukommt, das an der betreffen
den Stelle ware. 

Die Gesamtkraft, mit der aHe Molekule auf die Parameteranderung hin
wirken, erhalt man einfach durch Summation 1) uber die Kraftwirkung aller 

MolekUle "A (r) 
- uli 
~a = - f N,. ~a- .......... (181) 

Die bei der Parameteranderung geleistete Arbeit ist demnach 
_ . 0 Ii(r) 

- ~ A = - E N r aa- ~ a = - f N r ~ Ii(r) (182) 

Damit ist aber noch nicht die gesamte Energieanderung erschopft. Denn 
in dern neuen Zustand kommt ja einem Molekul, das an der Stelle x, ,!/, Z 

sitzt und die Geschwindigkeiten ~, 1'}, ~ hat, nicht mehr die Energie 

c(r) = Ii (~r' 1')" ~" Xr , Yr, Zr) 

zu, sondern die geanderte Energie 

(r) +.\> (r) _ (I: fo ) + 0 Ii (~n 1'}n ~n x" Yn zr) .\' 
Ii U a I: - Ii \,r, 1'}" ~n x" Yn Zr 0 a ua. (183) 

Dadurch hat eventuell die vorhandene Verteilung, die fUr die Energie Ii(r) 

die wahrscheinlichste war, aufgehort, die 'Yahrscheinlichste zu sein; zu den 

neuen Energiewerten gehort eiDe neue Verteilung als haufigste und damit 

mittlere, der die Verteilungszahlen Nr + ~ Nr entsprechen. Demnach findet 
eine Umordnung der Molekiile statt; dieser Neuordnung der Molekiile kommt 

aber eine andere Energie zu als der Anordnung vorher, und diese Energie

anderung ist durch die zu- bzw. abzufUhrende Warme zu decken. Daher ist 
die zuzufUhrende Warme 

~ Q = E E(r) ~ Nr • • • • • • • . • • • (lS4) 

Wir konnen also so zusarnmenfassen: Die Gesamtenergie des Systems ist 

N -~ 
-- E = E N r I:(r) •••••••••.• (IS5) 
NL 

.Andern wir den Parameter, so erleidet sie eine .Anderung 

!~ ~E = ENr~l:(r) EI:(r)~Nr 
i\TL __ + __ ~ 

bA b Q 
. . . . (ISG) 

Der erste Summand stellt die zu leistende Arbeit ~ A dar, der zweite die 

zuzufUhrende Warme. 

Einige Beispiele mogen das deutIich machen. Zuerst sei ein ideales Gas 
im Feld eines anziehenden Korpers vorhanden, der nach dem Newton schen 

Gesetz wirkt, und wir wollen den Korper dem Gas nahern. Dabei gehen wir 

1) Bzw. Integration. 
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so vor: Wir denken uns aIle Molekiile an dem Ort fixiert, den sie momentan 
haben. Jetzt nahern wir den Korper; dabei gewinnen wir Arbeit, die von 
den Anziehungskraften der (fixierten) lVlolekiile auf den Korper geleilltet 
wird. Und nun, nachdem wir den anziehenden Korper in seine neue Lage 
gebracht haben, losen wir die Fixierung der Molekiile; die neue wahrschein
lichste Varteilung wird so sein, daJ3 sich die Molekiile naher dem Boden 
des Gefatles anordnen werden, weil das Feld starker und ungleichma13iger 
geworden ist. Die Molekiile werden also im Mittel etwas herabsinken, und 
die dabei frei werdende Energie ist, wenn man die Temperatur konstant halt, 
als Warme abzufiihren; halt man das System adiabatisch abgeschlossen, so 
wird sie in kinetische umgewandelt, das Gas wird warmer. 

Senkt man dagegen ein Gas im abgeschlossenen GefaJ3 konstanten 
Volumens in einem homogenen, also ortlich unveranderlichen Schwerefeld, so 
gewinnt man zwar Arbeit - ganz so wie bei einem festen Korper - die 
abzufiihrende Warme ist aber Null, denn es sind keine Umordnungen notig. 
Die Dichte- (und natiirlich auch die Geschwindigkeits-) verteilung ist vor und 
nach der Senkung die gleiche, in ihr kommt ja nur die Hohe iiber dem 
GefaJ3bod·en, nicht die absolute Bohe vor. 

Erhitzt man andererseits einen Rorper bei konstantem Volumen, so wird 
die Energie eines Molekiils, das eine vorgegebene Geschwindigkeit und einen 
vorgegebenen Platz hat, des sen Bildpunkt also an einer gegebenen Stelle des 
Phasenraumes ist, iiberhaupt nicht geandert, ~ E(r) = 0, d. h. die auJ3ere 
Arbeit ist Null, es verschieben sich nur die Molekiilzahlen nach Gebieten 
gr(}J3erer Energie, es finden Umordnungen statt. D. h. hier ist die gesamte 
Energieanderung durch zugefiihrte Warme verursacht. 

§ 12. Die freie Energie. Wir gehen nun dazu iiber, die geleistete 
Arbeit zu berechnen, wenn die Veranderung reversibel erfolgt. Dabei ver
stehen wir unter Reversibilitat, daJ3 in jed em Augenblick praktisch die Gleich
gewichtsverteilung herrschen solI, d .. h. diejenige Verteilung, die die haufigste 
ware, wenn die momentanen Parameter und Energiewerte dauernd vorhanden 
waren. Das bedeutet, daJ3 wir setzen 

oder 

e(r) 

!T>- = Be-TT 
N 

_e(r) 

(187a) 

Nr = NB:lJ ekT .......... (187b) 
e(r) 

e- TT 
NT = N-- e(~ 

:lJ e- kT 

(188) 

bzw. wenn man die GebietsgroJ3e geniigend klein wahlt, daJ3 man die Sumllle 
im Nenner durch ein Integral und NT durch d N ersetzen darf, 

.dN 
N 

e 

e- kT d~ dn d~ dx dy dz 
----,- -----.-------

e f .. of e- k1' d~ dYj d~ dx dy dz 

. . . . . . (189) 

]0* 
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Dann wird die geleistete Arbeit 
e(r) 

- Ee-kT~c(r) 
- ~ A. = -EN. ~c(r) = -N .... (190) 

r e(") 

Ee-/iT 

Wir wollen nun weiter voraussetzen, da.13 die Anderung bei konstanter 
Temperatur (isotherm) erfolgt. Dann sieht man leicht, daJ3 ;der Ausdruck 
auf der rechten Seite sich umschreiben lii.Bt 

- ~ A = NkT~ [In {d.QE e- :(;}] 1), 

bzw. als Integral geschrieben 
e 

-~A = NkT~[ln{f"'fe-kTd~d1Jdbd:Cdyds}] ... (191) 

Nun ist die freie Energie dadurch definiert, daB lihre Anderung bei 
einem isothermen reversiblen ProzeB gleich der geleisteten Arbeit ist; ob es 
sich dabei urn die freie Energie bei konstantem Volumen (eigentliche freie 
Energie) FI) oder urn die bei konstantem Druck (thermodynamisches Potential) 
Fp handelt, hangt von den Bedingungen ab, unter denen der ProzeJ3 verlii.uft 
(vgl. erste Halfte dieses Bandes, Kap. IV). Bezeichnen wir die freie Energie 

fur 1 Mol mit F, also die fur N Molekiile mit F ! ' so gilt 

-liF :L = -(L4=NkTIi[ln{L1.Q2'e-~}]1 
. . (192) 

N e 

- h F N L = N k T ~ [In {S ... f e - k T d.Q}] 

bzw. 

Daraus folgt als Formel fur die freie Energie 

~ F= -NkTln{d.QEe- :~} 1 
bzw. 

N f f-~ NL F = -NkTZn ... e leT dU, 

. . . . . . (193) 

bei genugend kleinem L/.Q. 
e<r) 8 

Die Gro.l3e L/.QE e - k T, nennt man die Zustandssumme I), f··· S e - k T d .Q 

das ZustandsintegraI. 
Vorderhand iet die freie Energie nur bis auf GroJ3en bestimmt, die bei 

einer Parameterii.nderung wegfallen, also bis auf GroDen, die entweder nur 
von Temperatllr und Teilchenzahl abhii.ngen oder universell sind. Um dies
bezuglich Festsetzungen zu trefl'en, betrachten wir die Dimensionen. F hat 
die Dimension einer Energie ebeneo wie Nk T. Nun kommt ein Logarithmus; 

1) Der Faktor LJ.Q ist willkiirlich, denn er tritt bei Auflosung des Logarith
mus in einen Summanden In LJ.Q, der bei der Anderung {) veJ:schwindet. 

!) P. De bye, Vortrage iiber die kinetische Theorie, S.27, Leipzig 1914; siehe 
auch P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36,611,1911; J. W. Gibbs, Statistische Mechanik. 
Leipzig 1905. 
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unter einem s01chen mussen stets dimensions10se Grollen stehen. Von den zwei 
Faktoren ist die e-Potenz dimensions10s. Das Volumenelement des Phasen
raumes d ~ ist es aber nicht (wir haben es zur Zustandssumme hinzu
gefugt, um diese und das Zustandsintegral gleich behandeln zu konnen). Um 
das Integral dimensionslos zu machen, setzen wir willkiirlich eine Grolle [h) 
von der Dimension Masse X Geschwindigkeit x Strecke fest. Das sind die 
Dimensionen von d ~ fur ein eindimensionales Gebilde. Bei einem Molekul 
mit s Freiheitsgraden, zu dessen Charakterisierung also die Angabe von 
s Koordinaten und s GeschwindigkeitElD notig ist, hat d ~ entsprechend die 
Dimension [hJ8. Wirfugen nun der rechten Seite von (193) noch + Nk Tin [h]s 

hinzu, dann tritt statt d ~ die dimensionslose GroJ3e th~ bzw. 1h~ auf; 

wir messen also den Phasenraum statt im CGS-System in (zwar willkurlich, 
aber ein fur alIe Mal festgesetzten) Eillheiten [h]8. Hiermit sind die Dimen
sionen richtig gestellt. 

Fur die weitere Rechnung ist es bequem, wenn man, wie ublich, die 
freie Energie eines Systems, das aus verschiedenen Teilen besteht, additiv 
aus den freien Energien der Teilsysteme zusammensetzen kann. Dazu mull 

die Grolle, die in (193) unter dem Logarithmus steht, von der Gesamtzahl 
der Teilchen unabhangig sein, da sonst nicht die doppelte Teilchenzahl die 
doppelte freie Energie hat 1). Nun ist aber das Zustandsintegral fur die 
doppelte Teilchenzahl bei g1eicher Raumdichte wegen des doppelten Volumens 
doppelt so groll, man mull also das Zustandsintegral durch die Teilchenzahl 
dividieren, d. h. noch Nk TIn N subtrahieren. DaJ3 keine weitere Temperatur
funktion zu addieren ist, werden wir spater zeigen. Die Addition eines 
Ausdrucks von der Form N X universelle Konstante + Nk T X universelle 
Konstante bleibt moglich, ist aber bedeutungslos und soIl daher im folgenden 
unterbleiben, bis auf einen Summanden Nk T, den wir (aus konventionellen 
Grunden) addieren 2). 

1) Die Addition von k T und einer Konstanten ist keine Anderung, die fur 
das thermodynamischli\ Verhalten irgend eine Bedeutung hat, denn bei Parameter
anderung faUt dieser Summand ohnedies weg, wahrend fur Temperaturanderung 

nur aa T (~) eine Rolle spielt, siehe § 14, (208). wofur del' Summand wieder keinen 

Beitrag gibt. Die hier getroffenen Festlegungen sind aber niitig, urn dem Ausdruck 
"freie Energie" seine konventionelle Bedeutung zu lasBen. Man konnte ebensogut 
einfach mit dem ZUBtandsintegral weiter rechDen. 

F 

2) Wir haben also jetzt e - k T mit (;)N multipliziert. Fiir grolle N iBt das 

identisch mit ~! j dieBen letzteren Ausdruck wollen wir nun abel' auch allgemein. 

d. h. auch bei kleinen N beibehalten, wo er kleiner iat ala (;. )N; fiir kleine N 
wird demnach N 

e-!T = Ve- N~T 
N 

nicht mehr unabhangig von N, weil V ~! daDn nicht mehr proportional ~ 
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\Vir schreiben also von jetzt an fur die froie Energie eines Systems aus 

N gleichen Molekeln, wenn f die freie Energie, gerechnet auf ein Molekul, 
bedeutet 

{ 
_,,(1") .d .Q e} 

Nf= -NkTln ZJe kT N[h]S . · . . . . . (194) 

bzw. 

Nf = - Nk Tln {[h]hV J e- k"T d.Q} · ..... (194') 

oder 
f err) --- --" .d.Qe 

e kT = ZJ e kT"_ 
N[h]S 

......... (195) 

bzw. 

· . . . . . (195') 

f 

Wir bemerken, dal3 e - k T bis auf den Faktor N;h]S mit der GroJ3e ~ 
unserer Gleichungen in § 8 identisch ist. 

Wir wollen nun noch den niedersten vorkommenden Energiewert Eo 

nennen. Wenn wir mit dem betrachteten Korper aUein zu tun haben, ist es 
gleichgultig, welchen Wert wir Eo zuteilen, weil die Absolutwerte der Energie 

(wie der freien Energie) ja keine Rolle spielen. Anders, wenn es sich urn 

Gleichgewichte handelt. Dann ist zwar die GroJ3e Eo fur einen der beteiligten 
Korper willkurlich, fur aIle anderen aber festgelegt. Wenn wir z. B. vom 

Sublimationsgleichgewicht sprechen, so konnen wir Eo fur den festen Stoff, 

d. h. die Energie eines Molekuls des festen Stoffes in der Ruhelage beim 
absoluten Nullpunkt, gleich Null setzen. Dann hat die entsprechende GroJ3e beim 

Gas (ruhendes Gasmolekul) den Wert der Verdampfungswarme beim absoluten 
Nullpunkt, bezogen auf ein l'Iolekul. Wir wollen im folgenden statt E(r) - Co 

u{1') schreiben, bzw. u (gl ••. x) statt E (~ ••• x •.• ) - Cmin. Dann heben 
"0 

wir den Faktor e - kT heraus und erhalten 

_ L .d .Q e _ ~ _ u(r) 

e kT - ~- e kT 17(1 +e kT) •••.•• (196) 
N[h]" . 

bzw. 

e-/T = Nth]S e-7:~ J e-i'T d.Q ........ (196') 

Bei der Summe ist zu beachten, daJ3 mehrere Summanden 1 auftreten 

konnen, pamlich so viele, als Gebiete niederster Energie vorhanden sind. 

ist (siehe hierzu noch § 13). Die Griinde, die uns zu dieser Wahl veranlassen, liegen 
in dem W unsche, auch bei kleinen N einen bequemen A usdruck fiir die freie Energie 
des festen Korpers § 4 des Kap. IV zu haben. Wiihrend wir die Division durch 

(~)N bloE .damit begriindet haben, daJ3 wir die GroJ3e F so definieren miissen, 

damit sie die Eigenschaften der thermodynamischen freien Energie hat, begriindet 
Planck (Ann. d. Phys. 66, 365,1922) die Division durch N! damit. daJJ dadurch der 
Vertauschbarkeit der zu einem System gehorigen gleichartigen Molekiile Rechnung 
get1"!lgen wird, wiihrend .ohne diesen Nenner das System aus lauter Molekiilen in 
getrennten GefiiJ3en bestehen wiirde. 
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f 
Milichen wir uns zuerst den Sinn unserer Formeln klar. e - k T gibt bis 

eo 

auf den Faktor e - kT den mittleren Raum, der im Phasenraum einem Bild-
punkt zur Verfiigung steht, gemessen in den Einheiten [h]8. 

Damit ist folgendes gemeint. Ware keine Energiebeschrankung da, so 
ware der Bildpunkt gleich oft in allen Teilen des Phasenraums, der die Grolle 

f d Q hat, also in den gewahlten Einheiten die GroJ3e [;]8 f d.Q.; es entfallt 

also auf ein Molekiil der Bruchteil ~ [~]' f d Q des Phasenraums, wobei fiir 

. e 1 . 
die Einfiihrung von N = tNt auf S.149 verwiesen sei. Infolge der Energie-

beschrankung treten nun die Gebiete groJ3er Energie verhaltnismal.lig seltener 

" auf, und zwar im Verhaltnis e k T seltener. Dementsprechend ist tatsachlich 

• u _e_Je- kT dQ 
N [h]8 

das mittlere auf ein Molekiil entfallende Phasenvolumen. 

Wir machen das an einigen Beispielen deutlich. 

a) Das eindimensionale Gas ohne Kraftfeld. 

Die gesamte Energie u ist kinetisch, 

m 
u = 2 ~2, d.Q. = md; d x. 

Die freie Energie ist bestimmt durch 

Das Integral zerfallt in zwei Faktoren, Eliner nur von ~, der andere nur 
von x abhangig. 

eo 
( e- kT 

e- kT = e· N[lI] V2 rr:mkTl. 

Das mittlere Volumen ist also gegeben als das Produkt der GroJ3e m X 

mittlere Geschwindigkeit rr: (= 1/ 2 rr: k T) X Lange der zur Verfiigung 
2 r m 

stehenden Strecke. 

b) DaB eindimensionale Gas im Schwerefeld, unendlich lange Saule. 

Die Gesamtenergie u besteht also aus der kinetischen ; ~2 und del' 

potentiellen In g X 
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Wir haben wieder zwei Integrale, das eine nur von der Geschwindigkeit 
abhiingig und identisch mit dem Integral bei a), das andere von den Koordi
naten abhangig. 

Die beiden letzten Faktoren stellen wieder das mittlere Phasenvolumina. 

dar, gegeben als Produkt von ; m X mittlere Geschwindigkeit X mittleres 

wirkliehes Volumen, das jetzt nicht mehr konstant, sondern dureh die Rohe 
des Schwerpunktes bestimmt ist. 

c) Eine eindimensionale Feder als Modell des eindimensionalen festen 
Korpers fiir N = 1. 

m~ m .. u = - 2 + - 4 n2 v· X2 
2 2 "' 

eo 

e- kT (1/2nkT 1 ) 
= lhf V 2nmkT r -;;;Z 2n:"~ . 

Der zweite Faktor ist (bis auf einen Faktor 2 n) gleich dem mittleren 
einseitigen Aussehlag der Feder. 

d) Dreidimensionales Gas ohne Sehwerefeld. 
Die Energie u ist rein kinetisch und setzt sich aus drei unabhangigen 

Summanden zusammen, fiir jede Geschwindigkeitskomponente einen; 

m m m 
u = "2 ~2 +"2 1J2 +2 ~g. 

Entsprechend setzt sich das Integral als Produkt aus Einzelintegralen 
zusammen, je eines fiir jede Geschwindigkeitskomponente und eines (hier 
temperaturunabhangig. da keine vom Ort abhangige potentielle Energie vor
handen ist) fiir das gewohnliehe Volumen. 

f _~<Xl mg. <Xl m-q2 <Xl m~ 

e- kT = e ~~ J e- 2kT md ~ fe-2kT md1J fe- 2kT md b J dxdyde 
N[hJ8 

-<Xl 

. . . . . . . . . . . (197) 

Wir sehen an diesen Beispielen, daJ3 jeder unabhangige Freiheitsgrad, 
d. h. jede Bewegungsart, die unabhangig von den anderen auftritt (hier ~, n, (;), 
fiir sieh einen Faktor liefert. Fiir jeden Freiheitsgrad hahen wir wieder ein 

Produkt aus zwei Faktoren (V2nmkT.l, V2nmkT.~~), 
ainen fiir den kinetisehen, einen fiir den Raumanteil, solange in der Energie 
die heiden Bestandteile vollkommen unabhangig sind. 
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Eine Bemerkung sei noch gemacht, um die Bedeutung von Eo und den 
Unterschied zwischen freier und Gesamtenergie hervorzuheben1). Denken wir 
uns einen idealisierten Stoff, der in seiner Phasenebene nur ein einziges Teil
gebiet hat. Dann lautet die Formel fur die freie Energie fur N = 1 

d. h. 

_L .d~ _Eo 
e k T = 'w e k T, 

Lla 
f = Eo - k T 1n [h] • 

Die Gesamtenergie dieBeB Stoffes ist temperaturunabhangigj von ihr 
unterscheidet sich die freie Energie nur durch die Berucksichtigung des zur 

LI~ 
Verfugung stehenden Phasenvolumens [h] , der UnterBchied verschwindet aber 

fur T = O. Allgemein unterseheidet Bich die freie Energie pro Molekul f 
von der Gesamtenergie beim abBoluten Nullpunkt Eo durch das bei steigender 
Temperatur immer gr0J3er werdende, das mittlere Phasenvolumen ausdriickende 
Zustandsintegral 

f= Eo-kT1n{_e -Je-k"Td~} . ...... (198) 
N[h]8 ' 

Eine andere Formulierung liillt sich auf Grund der FormeIn (187) 
geben, die sich mit Berucksichtigung von (195) schreiben lassen 2). 

LI~ (_8(r) 

N -- e e kT 
r - [h]8 . . . . .. . (199) 

Daraus folgt, dall N r = 1 ffir LI a = [h]8 und f = E(r) wird. Das 
e 

heillt in Wonen: In einem System ist die freie Energie pro 'Molekul diejenige 

Energie, welche zu einem Phasengebiet von der GroUe [h]' gehort, in welchem 
e 

gerade ein Molekul liegt. 
Urn uns den Sinn dieser Uberlegung klar zu machen und eine falsche 

Auffassung der Beziehung von fund E(r) zu verhuten, untersuchen wir eine 
GasBiiule im (eventuell ungleich!lliilligen) Schwerefeld. Die freie Energie dieser 
Gassiiule hiingt von ihrer Dichte in einer beBtimm ten Rohe, z. B. am Boden, 
der potentiellen Energie des Schwerefeldes .und ihrer Temperatur abo Wir 
konnen ein Mall ffir die freie Energie dadurch bekommen, dall wir nachsehen, 
in welcher Rohe die Dichte des Gases auf einen bestimmten Wert z. B. 1 Molekul 
in 1 cms, gesunken ist. Verdoppelt man die Dichte am Boden und erhoht 
damit die freie Energie des Gases, so mull man zu einer hoheren Schicht der 
Saule gehen, urn die Dichte 1 Molekul in 1 cms wiederzufinden. Die Tempe-" 
raturabhangigkeit der freien Energie bekommt man in diesem Beispiel nicht 
richtig, weil hierbei auch die Vergrollerung des Phasenraums mit steigender 
Temperatur maLlgebend ist. 

1) Zuerst deutlich bei W. Schottky, Ann. d. PhYB. 62, 113, 1920. 
2) Ein Ausdruck derselben Gestalt, aber anderer Bedeutung findet sich bei 

W. Gib bs, Statistische Mechanik, Leipzig 1905, S.31 als "kanonische Verteilung". 
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Daraus sieht man schon ohne weiteres, daLl die freie Energie mit der 
Dichte wachst (mit steigendem Phasenvolumen pro Molekul abnimmt), denn zu 
desto hoheren Energiewerten muLl man gehen, urn nur mehr ein Molekul in dem 

hS 

Phasenvolumell --- zu haben. In einem gewohnlichen Gas nimmt die Arbeits-
e 

fiihigkeit, die freie Energie, wenn man nur ihre Abhiingigkeit von der raum
lichen Konzentration betrachtet, mit der Zahl der Molekule in der Raum
einheit zu. Ebenso nimmt fur beliebige Korper und in Abhiingigkeit von 
raumlicher Dichte und Temperatur die freie Energie mit der Dichte im 
Phasenraum zu, abgesehen von der. als Summand dazutretenden Gro./3e co. 

Endlich ist noch auf den Unterschied zwischen freier Energie bei kon
stantem Vol urn en fv und freier Energie bei konstantem Druck fp zu achten. 
Halt man, wie dies bei Gleichgewichtsuberlegungen ublich ist, den Druck 
konstant, so muLl man noch die potentielle Energie des Stempels, der die 
Druckkonstanz besorgt, hinzurechnen. Diese betragt p V [wenn man sich 
das GefaLl als vertikalen Zylinder von der Rohe lund dem Querschnitt 0 
vorstellt, so ist das (konstante) Gewicht des Stempels pO, also die Arbeit, die 
notig ist, ihn in die Hohe l zu heben, pOl = P V], Diese Arbeit verteilt 

sich auf aIle Molekule; auf eines entfallt also der Anteil p 1.~ 
.HL 

Man erhiilt so 
l' 

fp fv p NL fv p v 
e - 1<1' = e - k T e - -k-'j' = e - k7' e - 1fT, pV 

~J = fv + - . . (200) 
NL 

wle es die Thermodynamik verI!mgt. V ist hierbei wieder das Molvolumell 
(d. h. das Volumen von NL Molekulen). Bei idealen Gasen ist 

pl' 1fT 
e- 1i:1'=e- IIT = 1 

e 
fv 

so dal.l dieser Faktor hier das in dem Ausdruck fiir e - kT auftretende e gerade 

weghebt. 

§ 13. Die GJeichgewichtsbedingungen 1). Wir kommen nun dazu, 
statistisch die Bedingungen aufzusteIlen, unter denen zwei Systeme (bezeichnet 
durch ein und zwei Striche), welche Molekule untereinander austauschen konnen, 
im Gleichgewicht sind; [wenn sie keine Molekule, sondern nur Energie aus
tauschen konnen, reicht nach § 9 die Bedingung gleicher Temperatur, dLe Il.uch 
jetzt erfullt seiJ. Unter sich sind die Molekule eines Korpers imGleichgewicht, 
Wenn die Verteilung uber verschiedene gleich gro./3e Gebiete des Phasenraums 
nach der Formel erfolgt 

s,{r) s,(t) 

N~: N; = e- kT: e- k-r ......... (201) 

8' (0) 8"("(") 

(20 I') 

1) K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. phys. Chern. 95, 139, 1920. 
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Wenn man nun den Molekulaustausch zwischen den beiden Korpern 

gestattet, also die beiden zu einem einzigen vereint, dann muJ3 auch in diesem 

neuen Korper, als ganzes betrachtet, Gleichgewicht herrschen, d. h. es muJ3 

z. B. sein e'er) s',(e) 

N;:N~=e-k'r-:e-TT ......... (202) 

Es mussen sich also die Molekule zwischen bestimmten Gebieten des 

Phasenraums auch dann, wenn jedes diesel' Gebiete einem anderen del' be

trachteten Korper angehort, so verteilen, wie in einem einheitlichen Korper 1). 

Nun ist abel' 
, eLla N - .. -~
,. - [h}' 

f'-s'(") 
e k'r--, 

Ll a ("-s"(e) 

N" - _e _ kT .••• (203) 
61 - [h]" e 

Das ist mit (202) nul' vereinbar, wenn die Gleichgewichtsbedingung 2) 

f' = f" ............ '.' (204) 

1) Ea sei hier darauf hinge wiesen, daJ3 von unserem allgemeinen statistischen 
Standpunkt aus es durchaus willkiirlich und konventionell ist, was wir als ver
schiedene Korper ansehen. Wir konnen z. B. ohne weiteres ein System, bestehend 
aus Eis und Wasserdampf, als einen Korper ansehen. bei dem einem bestimmten. 
Teil des Phasenvolumens eine potentielle Energie zukommt, die von del' Art, wie 
bei quasielastischen Kraften ist (dem Eis), dem Rest (Wasserdampf) eine konstante 
potentielle Energie (die Verdampfungswarme beim absoluten Nullpunkt)., Wir 
konnen andererseits erklaren, daJ3 wir die Molekiile eines Gases, deren Geschwin
digkeit iiber einer bestimmten Grenze liegt, als anderen Korper ansehen. An den 
einheitlichen statistisehen Gesetzen andert das niehts. 

2) Geht man zu sehr kleinen Raumen, d. h. sehr kleinen Molekiilzahlen iiber, 
so ist das nieht mehr riehtig, weil (S. 149) die f hier von del' Teilchenzahl abhangen. 
Urn zu sehen, wie dann vorzugehen ist, betraehten wir erst den Reehnunngsvorgang 
in del' Thermodynamik (siehe die erste Halfte dieses Bandes, Kap. IV). Dort bereehnet 
man zuerst die freie Energie i' (dieselbe soIl sieh hier nieht auf 1 Mol beziehen) des 
Gesamtsystems und verlangt, daJ3 diese ein Maximum sein soil, d. h. sich nieht 
andert, wenn ein Molekiil aus einem Teilsystem (z. B. einer Phase) in das andere 
iibergeht. D. h. a j,' a z;. 

aN' dN'+ aN" dN" = 0, 

oder, da dN' = - d N" ist (ein del' einen Phase entnommenes Molekiil ver
mehrt die andere): a j,' a p' 

aIv' = aN" .. (204') 

Diese partiellen Differentialquotienten nennt man die Gi b b s sehen chemischen 
Potentiale (wenn man sie noch mit NL multipliziert) und ihre Gleiehheit ist stets, 
wie aueh die Phasen beschaffen sein mogen, fiir das Gleiehgewicht notig. 1m 
statistisehen Falle haben wir nun ebenso vorzugehen, die freie Energie des Gesamt
systems (S. 170) und daraus allgemein die Beding-ung (204') zu bilden. Dabei stellt 
sieh heraus: Bestehen die Teilsysteme aus einheitlichen, reinen Phasen, dann ist 

bei groJ3en Teilehenzahlen g ~: = ~/,' d. h. gleieh del' (durch NL dividierten) 

spezifischen freien Energie, und darum kann auch die Gleichgewiehtsbedingung 

~ = ~~ gesehrieben werden. Bei kleinen Teilchenzahlen dagegen ist nicht mehr 

~ ~, = ~, denn die linke GroJ3e bleibt von der Teilehenzahl unabhangig, die 

reehte hangt von ihr ab; die Gleichgewichtsbedingung bleibt (204'), wahrend 
]<', F" . 
N' =f= Nil' DaJ3 man zur Berechnung des charakteristisehen thermodynamisehen 

Potentials aueh in del' Statistik allgemein zu differentiieren, nieht zu dividieren 
habe, hat zuerst A. Wassmuth (Wien. Ber. 123, 511, 1914; Statistische Mechanik, 
2. Aufi., Braunschweig 1923) betont. Siehe aueh im Kap. VI, § 2. 
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lautet, d. h.: 1m Gleichgewicht miissen die freien Energien der 
beiden Systeme einander gleich sein. \Vir konnen das noch etwas 
deutlicher machen, wenn wir (204) in der Form 

f' f" 
e- kT = e- kT 

sehreiben und nach (196') umformen, bis wir den folgenden Ausdruek erhalten 

8'0 u' 
N' e - k~T J e - k T d Sl/ 
Nil = -----e;; ;." .. . . . . . . . (205) 

c - k T J e - kT d S!/' 

Die Gleichheit der freien Energien bedeutet also, da13 sich, abgesehen 
von den ersten e-Potenzen, die Molekiilzahlen wie die mittleren zur Verfiigung 
stehenden Phasenvolumina verhalten. Die e - Potenzen beriicksichtigen noch 
nach Art der Barometerformel den Einflu13 der Arbeit (Anderung der poten
tiellen Energie c~ - 13;:), die zum Ubertritt von einem zum anderen Korper 
notig ist. In der Tat ist das aber die Verteilung, die im Gleichgewicht 
eintreten mull, wenn sich die Bildpunkte im Phasenraum so verteilen, wie 
wirkliche Molekiile in einem wirklichen Raume. 

Dall dies mit den thermodynamischen Formeln iiber die Abhangigkeit 
des Gleichgewichts (Braun-Le Chateliersches Prinzip) in Ubereinstimmung 
ist, wird spater ausfiihrlich beim Gasgleichgewicht besprochen werden. Bier 
sei nur die Abhangigkeit von der Warmetonung angedeutet. Die Warme
tonung, die man im Kalorimeter miJ3t, wenn ein irreversibler Ubergang von 
einem Mol aus dem ersten zum zweiten Korper erfolgt, setzt sich aus zwei 
Teilen zusammen: Erstens der Warmetonung beim absoluten Nullpunkt, die 
gleich ist der Differenz der Energieinhalte beim absoluten Nullpunkt, also 
NL (c~ - c~). 1st diese Warmetonung positiv, d. h. ist der Energieinhalt des 
zweiten Korpers kleiner, so nimmt mit sinkender Temperatur, entsprechend 
der verallgemeinerlen Barometerformel die Zahl der Molekiile dieses Korpers 
zu (z. B. durch chemischen Umsatz), das Gleichgewicht verschiebt sich also 
zugunsten des Korpers mit kleinerem Energieinhalt, der sich unter Warme
entwicklung bildet, also exotherm ist, wie es das erwahnte Prinzip verlangt. 

Den zweiten Teil der ganzen Warmetonung bildet der Unterschied zwischen 
\Varmetonung beim absoluten Nullpunkt und bei der Versuchstemperatur, 
der durch die Differenz der spezifischen Warmen bedingt ist; er steckt, wie 
wir gleich sehen werden, im verschieden schnellen Wachsen der Phasenvolumina 
bei steigender Temperatur und ergibt sich auch riehtig. 

Wenn wir die Berechnung mit fp statt fv durchfiihren, miissen wir statt /3(r) 

den" Warmeinhalt" [(r) = /3(r) + f!'" (p und V sind diebeim momentanen Zu
NL 

stand geltenden Wede, nicht die beim absoluten Nullpunkt) benutzen; es ist 
aber fv - [(,.) = fv - E(r) , so daJ3 sich nichts andert. 

§ 14. Gesamtenergie nnd spezifische Wiirme. Wir haben schon in 
§ 10 angedeutet, wie es kommt, dall iiberhaupt mit steigender Temperatur die 
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Gesamtenergie steigt. Wahrend bei tiefer Temperatur die Molekiile sich in 
jenen Gebieten des Phasenraums anhaufen, wo die Energie klein ist, genau 
so wie in einem wirklichen kalten Gas im Schwerefeld die Molekiile sich an den 
Boden drangen, dringen bei steigender Temperatur die Bildpunkte in Gebiete 
immer hoherer Energie vor, so wie sich ein Gas in diesem Falle in immer 
groJ3ere Rohen erhebt und sich gleichmiiJ3iger der Rohe nach verteilt. Da
durch steigt die mittlere Energie des einzelnen Molekiils. Die spezifische 
Warme list also durch die Zunahme des mitl;leren Phasenvolumens mit der 
Temperatur bestimmt. 

1st das mittlere Phasenvolumen temperaturunabhangig, so ist die Energie 
konstant, ,die spezifische Warme verschwindet, und diese Beziehung besteht 
auch einzeln zwischen dem wirklichen Volumen und der von der potentiellen 
Energie berriihrenden spezifischen Warme einerseits, dem mittleren Geschwin

digkeitsraum und dem kinetischen Teil der spezifischen Warme andererseits . 

. Man kann nun ohne weiteres einen qualitativen SchIuJ3 ziehen, 
wenn man z. B. eine Fliissigkeit betrachtet. Beim absoluten Nullpunkt 
Hegen die Molekiile in Ruhelagen, die Fliissigkeit ist erstarrt, weil die Ab
stoJ3ungskrafte zwischen den Molekiilen weitere Annaherung verbieten. Bei 
steigender Temperatur dringen die Molekiile entgegen dieser AbstoJ3ung in 
vorher "verbotene" Gebiete hoherer Energie vor. Man sieht nun ohne 
weiteres, dall eine bestimmte Temperatursteigerung desto weniger Vordringen 
ermoglicht, je schneller die AbstoJ3ungskriifte bei Annaherung ansteigen j destq 
kleiner ist in diesem FaIle die Energiezunahme. Oder: Die spezifische Warme, 
die von der potentiellen Energie herriihrt, ist desto kleiner, je schneller ver
anderlich die Krafte sind, die der Entfernungsanderung entgegenwirken. 
Wir werden dafiir sogleich Formeln geben und wollen jetzt als Beispiel 

nur den Fall starrer Wande anfiihren, wo beim Eindringen in die Wand 
plotzlich einsetzende unendlich grolle Krafte angenommen sind. Dadurch ist 
das Volumen des Gases als temperaturunabhangig festgelegt, dement
sprechend gibt es hier k ei n e spezifische Warme, die von potentieller Energie 
herriihrt 1). Arbeiten wir dagegen bei konstantem Druck, d. h. denken wir 
uns das Gefai3 durcheinen Stempel verschlossen, auf den eine konstante 
Kraft wirkt, so nimmt das Volumen nach der Formel 

V=RT 
p 

ZUj dementsprechend kommt hier eine spezifische 'Varme Op - O. = R hin
zu. Aus der Tatsache, daLl die spezifische Warme der Fliissigkeiten meist 
groJ3 ist, wird man daher schlieJ3en, dall bei ihnen die im Mittel in Betracht 
kommenden AhstoJ3ungskriifte nicht sehr stark mit der Entfernung variieren, 
oder daJ3 der den Molekiilen z.ur Verfiigung stehende Raum bei steigender 
Temperatur recht stark zunimmt. 

1) Infolge des Umstandes, dall die kinetische Energie steta auf dieselbe 
Art, namlich quadratisch, von der Geschwindigkeit abhangt, gibt es bei der 
kinetischen Energie diese Unterschiede nicht. 
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Suchen wir nun den Zusammenhang zwischen freier und Gesamtenergie, 

Phasenintegral und spezifischer Warme formelmal3ig zu fassen. 

Es ist die Gesamtenergie definiert nach (185), (188) als 
s(j') 

2; E(r) C - k T--

s(r) ••.•••••••• (206) 

.E ek'f-

Nun sieht man leicht, daJ3 die rechte Seite sich auch 
err) 

k Tt a~ [In {L' e- kT} I ......... (207) 

schreiben laLIt, odeI' wenn wir vom Logarithmus noch den temperaturunab-

N[hJ' 
hangigen Ausdruck In Lis!' e subtrahieren, 

° l { _,,-(r) L1 a e }] 
E = NLkT2 aT In l::e kT. N[h]S _ 1'2 __ __v • (208) ° (P) oT T 

odeI' 

Das ist abel' nichts anderes als die bekannte Gibbs-Helmholtzsehe 
Gleichung 1) (siehe erster Halbband, Rap. IV, § 21) 

P. _ T 0 j<~ = E . 
, oT . . (209) 

Analysieren Wir nun die Gleichung (207) noeh etwas weiter, indem wir 
die Energie in einen temperaturunabhangigen Bestandteil Eo und ein 
Integral iiber die spezifischen Warmen zerlegen, welch letzteres die Energie 

del' Warmebewegung ausdriickt (siehe erster Halbband, Rap. III, § 65 und 66), 
T 

J!; = Eo + f C,. d T, 
() 

so wird die Formel (208), wenn man :~ unter das Differentialzeichen nimmt, 

mit ~ multipliziert und nochmals differenziert 2) 

IT{1'2 OOT(!'J°IlTPv)} =; ....... (210) 

in Ubereinstimmung mit einer bekannten, bei Gleichgewiehtsrechnungen oft 
auftretenden Formel, die durch Integration hieraus hervorgeht. 

Del' Ausdruck Eo;;;;" ist abel' nach (196') nichts anderes als del' Loga

rithmus des mittleren Phasenvolumens, so daJ3 tatsachlich durch des sen Zu-

1) Wenn wir diese erhalten wollen, diirfen wir in (193) keine weitere (uni
verselle) Temperaturfunktion addieren. 

2) Nimmt man F~, so hat man statt Eo den Warmeinhalt. J o = Eo + p Y 
einzusetzen und man erhiilt dann Cpo .Man beachte nur, daJl Eo hier eventuel! 
eine andere Bedeutung hat als im Faile konstanten Volumens. 
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nahme die spezifische Warme bestimmt ist. Da das mittlere Phasenvolumen 
mit steigender Temperatur stets zunimmt, ist die spezifische Wiirme stets 
positiv. 

Wir haben bei der Berechnung des mittleren Phasenvolumens (Zustands

integrals) gesehen, da1.l unabhangige Freiheitsgrade unabhangige Faktoren 
zum Zustandsintegral liefern, das bedeutet aber fiir den Logarithmus Sum
manden, und entsprechend auch fiir die spezifische Warme, die sich also 
additiv aus entsprechenden Bestandteilen fiir jeden Freiheitsgrad zusammen
setzt. Ferner haben wir gesehen, dan del' Geschwindigkeitsanteil (Geschwin
digkeitsraum) fiir sich einen Faktor liefert, ebenso del' wirkliche Raum (und 
die zugehorige potentielle Energie); dementsprechend zerfallt die spezifische 
Warme in additive Anteile, die von del' kinetischen, und solche, die von der 
potentiellen Energie herriihren. 

Wir wollen nun noch untersuchen, waseine temperaturunabhangige 
spezifische \Varme bedeutet, Ov = a R. Gleichung (210) gibt nach einmaliger 
Integration 

oder 
80 - fv ----- = alnT+ const· 

kT ' 

demnach bedeutet eine spezifische Warme Ov = a Reine Abhangigkeit des 
Zustandsintegrals von del' Temperatur von del' Form 

constmal P .........•... (211) 

So wie sich der Ausdruck Ta aus einzelnen Faktoren Tal, T a2 ••• zusammen
setzen kann, so setzt sich die entsprechende spezifische Warme aus Sum
man den a1 R + a2 R ... zusammen. Hierzu einige del' in § 12 behandelten 
Beispiele: 

a) Zum eindimensionalen Gas ohne Kraftfeld, dessen Phasenvolumen 
so-fv 

ekT- = N:[h] Y21tmkTl 

war, gehort die spezifische Wiirme 1/2 R entsprechend der Potenz Tl/2; Rie ist 
ganz kinetischer Natur, weil das. (gewohnliche) Volumen l temperatur
unabhangig iRt. 

b) Das eindimensionale Gas im Schwerefeld hat ein Phasenvolumen rv T'/2 
so-f kT 
k1'- - e 1/2 k l' e - -- f 1tm -

Ndh] mg 

und entsprechend eine spezifische Wiirme 3/2 R, von der 1/2 Il kinetisch 

ist (y 21t m k T), R potentiell und von der proportional T ansteigenden 
mittleren Hohenausdehnung herriihrt. 

c) Dem an die Feder geketteten Molekiil gehOrt ein Phasenvolumen 

_1 y 2 n m k T Y 2 1t ~~!' 
[h] 2 n Vo m 



160 Allgemeine stlltistisehe Meehanik. Kap. II. § 14. 

zu und dazu die spezifische Warme R, und zwar je 1/2 R kinetischen und poten
tiellen Ursprungs. Riel' haben wir in Verbindung mit b) zugleich ein Bei
spiel fiir unseren allgemeinen Satz, dall die spezifische Warme desto kleiner ist, 
je schneller die Krafte mit der Entfernung aus der Ruhelage zunehmen, denn 
der konstanten Schwerkraft mg entspricht eine grollere spezifische WarmeR als 
der stark ansteigenden quasielastischen Kraft 4 n9mv~x, die nur 1/2R gibt. 

d) Endlich hatten wir fiir das gewohnliche dreidimensionale Gas als 

Phasenvolumen 
1 tl 3 

NL[h]S y 2nmkT V, 

mit del' spezifischen Wiirme % R, wo jeder Freiheitsgrad (unabhiingige Be

wegungsrichtung) den Faktor 1/ 2 n m k T und die spezifische Warme 1/2 R 
liefert und das konstante Volumen V niehts zur spezifisehen Warme bei
triigt (bei konstantem Druck ist dagegen V", T und ergibt, wie schon erwahnt, 
den zur Potenz T1 gehorigen Beitrag Op - 0" = R). 

Die konstanten Faktoren, die vor den Potenzen von T im Zustands
integral stehen, haben auf die spezifische Warme keinen EinBull, weil diese 
durch den Differentialquotienten des Logarithmus bestimmt wird, und die 
konstanten Faktoren beim Logarithmieren konstante Sum man den geben, 
die beim Differentiieren wegfallen, oder mit anderen Worten, weil es auf die 
relative Zunahme des Phasenvolumens mit der Temperatur ankommt. 

Dadurch )laben aIle einatomigen Gase unabhiingig von ihrem Atom

gewicht dieselbe spezifisehe Warme, denn die Masse des Molekiils tritt nul' 
als Faktor im Phasenintegral auf. Ebenso mull fiir aIle festen Korper mit 
ihren quasielastisch gebundenen Molekiilen die spezifische Warme konstant 
= 3 R (das Dulong-Peti tsche Gesetz) sein, weil die Starke der Krafte, die 
in Vo steckt, nul' als Faktor ins Phasenintegral eingeht. 

Wir haben bisher die spezifische Warme aus dem Phasenintegral, das 
wir aus Annahmen iiber den Aufbau des betreffenden Korpers erschlossen 
hatten, berechnet; wir konnen abel' auch umgekehrt vorgehen und aus der 
(z. B. experimentell gefundenen) spezifischen Warme die Veranderung (Zu
nahme) des Zustandsintegrals und damit del' freien Energie [die ihrerseits 
abnimmt!] 1) mit steigender Temperatur erschliellen. Das ist der Sinn del' 
thermodynamischen Formel (siehe erster Ralbband, Kap. IV, § 22) 

T 

fdTfOv 
F" = Eo-RT. T2 R dT, 

o 
die mit (210) iibereinstimmt. 

Die hier besprochene Zunahme des mittleren Phasenvolumens mit 
steigender Temperatur enthalt den am Ende von § 13 erwahnten Einflull del' 
spezifischen Warmen auf das Gleichgewicht, indem in dem gr0I3eren Phasen
raum bei gleicher Dichte mehr Bildpunkte Platz haben. 

1) Diese Abnahme riihrt im Sinne del' allgemeinen tJberlegungen am SchluJl 
des § 12 daher, daJl der mittlere dem Bildpunkt ZU!' Verfiigung stehende Phasenraum 
mit steig-ender Temperatur steigt, also die Konzentration und damit wie bei wirk
lichen Molekiilen eines gewohnlichen Gases auch die Arbeitsfahigkeit abnimmt. 
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§ 15. Der Gleichverteilungssatz. Wir wollen nun einen fur die 
statistische Theorie sehr wichtigen Satz beweisen. 

1m allgemeinen ist die kinetische Energie durch eine Summe von Ge
schwindigkeitsquadraten gegeben 

m 
ck = 2 W + fJ2 + 6'2) + 

Es kann vorkommen, da13 del' Ausdruck nicht so einfach ist, sondern 

da13 die Geschwindigkeitsquadrate, wenn as sich nicht urn lineare Geschwin

digkeiten handelt, noch mit Funktionen del' Koordinaten multipliziert sind, 

wie bei der Beschreibung durch Polarkoordinaten, 

m . . 
Ck = 2 (r2 + r2 cp~), 

wo die Winkelgeschwindigkeit p noch mit r multipliziert auf tritt, oder da13 

Produkte von der Form ~.fJ vorkommen. Alles das stort fiir das Folgende 
nicht, man kann jedenfalls die kinetische Energie auf die Form bringen 

ck = a 1 ~'2 + a 2 tJ'2 + ... ........ (212) 

wobei die f, fJ' sich linear durch die ~, fJ ••• ausdriicken 1) und die a noch 
irgendwie von den Koordinaten abhangen konnen. Au13erd"m sei eine be
liebige potentielle Energie 

cp = co + up (x, y, It ••• ) 

vorhanden. Dann ist die freie Energie gegeben durch 

f eo J U 

e- kT = N~hj8 e- kT e- kT da 

- 00 e -00 

I· (212') 

Dabei sind die GroLl en f31 Funktionen del' Koordinaten (nicht der Ge
schwindigkeiten), die so bestimmt sind, daJl 

m d ~ m d YJ m d 6' = f31 d~' f32 d fJ' f3s d ~' 

ist; wenn die ;', fJ', 6" (wie gewohnlich) einfach die Lineargeschwindigkeiten 
sind, ware {:J einfach gleich m, bei Winkelgeschwindigkeiten gleich mr usw. 

Nun ist im Integral 

- 00 

sowohl a1 also auch (:Jl von ~' unabhangig, daher wird das Integral (212/1) 

1) Boltzmann nennt die GroJlen G' ... , die 80 bestimmt sind, daJl die 
kinetische Energie blo13 aus einer Summe ibrer Quadrate besteht (er fiihrt eine 
fiir uns iiberfliissige weitere Bestimmung ein), Momentoide. Bei gewobnlichen 
Lineal'geschwindigkeiten sind diese se1bst zu benutzen. 

MlIller-Pouillet III. 11. Auf!. 11 
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es triigt also jedes Momentoid zur freien Energie einen zu V T 
proportionalen Faktor, d. h. zur spezifischen Warme den Bestand-

teil R_ bei, odeI' del' kinetischen Energie jeden Freiheitsgrades 
2 

R 
kommt unabhangig von seiner Natur del' Betrag 2T pro Mol zu. 

Dieses Resultat nennt man den Gleich;rerteilungssatz. 
Das liegt, wie wir an del' Rechnung sehen, daran, daLl die kinetische Energie 

stets eine quadratische Funktion del' Geschwindigkeit ist. Hierzu kommt (au./.ler 
bei idealen Gasen) noch ein Beitrag del' potentiellen Energie, del' berechenbar 

ist aus dem von den Kool'dinaten abhangigen Bestandteil des Phasenintegrals 

Ovpo! = ~ f T2 ~ In f e - ~~ PI' {32 ... d v} . 
R iJ T toT V !Xl '!X2 .. . 

Wir wollen noch fur einen einfachen Fall den Beitrag del' potentiellen 

Energie ausrechnen, und zwar wollen wir diese proportional del' b-ten Potenz 

del' Entfernung aus del' Ruhelage ansetzen 

up = Bxb , 

daher wi I'd 

wo 

gesetzt ist. 
Das noch in del' Formel vorkommende Integral gibt einen bloLlen Zahlen-

faktor 2 r (b t 1), wo r die sogenannte Gammafunktion darstellt; jeden-

R 
falls ist die spezifische Warme b' was wieder zu unserem in § 14 (211) an-

gefiihrten allgemeinen Satz und zu den dort angefiihrten Beispielen b = 1 
(Schwerefeld) und b = 2 (quasielastische Kraft) fiihrt. Wir sehen, da/3 die 
Gleichheit del' Anteile del' kinetischen Energie einerseits, del' quasielastischen 
potentiellen andererseits an del' spezifischen'Varme darauf beruht, daLl beide 
q uadra tische Funktionen del' Bestimmungsstiicke des Phasenraums sind. Die 
Resultate dieses Ahschnittes heruhen im Gegensatz zu den allgemeinen Resultaten 
von § 10 bis 14 einschlieLllich auf del' Annahme del' a priori-Gleichhaufigkeit 

gleich gro./.ler Gebiete des Phasenraums. 

Wie weit sich die Resultate bewahren, wird hei den einzelnen Korper
klassen besprochen werden. Es werden sich neben genau stimmenden Fallen 
auch Abweichungen zeigen, die in Kapitel VIn zu ganz neuen Folgerungen 

fiihren werden. 

§ 16. Die Entropie und einige thermodynamische Formeln. Wenn 
wir als Entropie S die GroLle of 

S = -oT ............ (213) 
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definieren, so ist S mit der thermodynamisch so bezeichneten Grof3e (erste 

Halfte dieses Bandes, Kap. IV) identisch. DaLl z. B. die Gleichung besteht 

Fv = E-TS, 

I d "d S E - Fv . d d' U·· b . t' d' fo gt daraus, aJoJ ann = --'1'- 1st un Ie erems Iillillung leser 

Formel mit der Definition den Inhalt der auch statistisch abgeleiteten Gib bs
Helmholtzschen GIeichung (209) bildet. DaLl auch die andere Definition, 
nach welcher bei reversiblen Anderungen 

~S = ~Q 
T 

sein muLl, erfiillt ist, folgt folgendermaLlen: Mit Benutzung des ersten Haupt
satzes (179) ~ Q = ~jjj- ~A ist 

~Q ~E-~A 
T - ----rr- .. . . . . . . . . . (214) 

Nun ist nach (182), (188) fiir ein Mol 
sir) . 

- Be-kT~c(r) [ f LI.Qe _s(r)}] 
-~A=-NL------=NLkT~ In,--Ee kT s(r) I [h]' NL . 

Ee- k1'-
(215) sir) 

NL E c(r) e- kT 
--~T-·-- ... -
Ts(r) 

Ee- TT 

(da wir damals konstante Temperatur vorausgesetzt hatten, fiel der letzte 

Su'mmand weg). Der erste Summand ist definitionsgemaLl - T ~ (i). was in 

§ 12, wo die Anderung bei konstanter Temperatur vorgenommen wurde, 

-~T 
durch ~ F ersetzt werden konnte, der zweite ist - E T Wir haben also 

allgemein 

...... (216) 

oder in (214) eingesetzt 

~ Q = ~ ~ -~ [T ~ (Fv) + E ~ T l = ~ ii ____ F~ 
.T T T T T. T 

(217) 

Damit ist aber bewiesen, daLl man eine Funktion definieren kann 

(namlich E T Fv),. deren Anderung bei allen reversi1)len Vorgangen gleich 

lJ} ist. Diese Funktion jjj T Fv ist nach der G i b b s - H elm hoI t z schen 

of 
Gleichung -a'rv , d. h. nach unserer Definition die Entropie S. Urn ihren 

statistischen Ausdruck zu bekommen, geht man am schnellsten so vor: Man 
schreibt 

1, da ,<",Nr = .:.. N 1, 
L 

11* 
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da au13erdem 
1. 

F - E f - E{r) N: f, - E{r) N: 
wird - S = _v -- ~ = NL E -"-- ----.!: = R 1: _v ___ -.!:. . . (218) 

T T NL kT NL 

Also 

Nun ist nach (199) f" _ E{r) [h]S 

kT = lnNr eLlS!;' 

[h]S 
S = -kElnNr!-Rln L/Q. . (219) 

Die rechte Seite stimmt aber nach § 5 mit kln ~;h -R7n ~~ iiberein, 

wie wir an Einzelbeispielen gezeigt haben. Nun ist hervorzuheben, daJl wir 
drasen Beweis nur fur die haufigste Verteilung gefuhrt haben, denn nur fur 
sie haben wir die freie Energie definiert. Wenn aber Abweichungen von dieser 
haufigsten (d. h. thermodynamisch Gleichgewichts-) Verteilung auftreten, dann 
kann man haufig so vorgehen, daI.l man sich die Korper in Teile zerlegt 
denkt, die einzeln in sich, aber nicht untereinander im Gleichgewicht sind. 
Die freie Energie des ganzen Korpers wird man dann thermodynamisch so 

definieren, dal3 man sich die erwahnte Zerlegung wirklich vorgenommen denkt 
und die bei dem dann moglichen reversiblen Proze13 gewinnbare Arbeit be
rechnet. Da definitionsgemaJl die freie Energie, Entropie usw. eines Korper
systems additiv ist, so werden wir die Formel 

S = k7nWth -klnN! ~~: = -kENr 7n (:~ [hY) (219') 

auch auf solche FaIle ubertragen 1). Hier ist nach § 5 Wth, die thermo
dynamische Wahrscheinlichkeit, eine sehr groJle Zahl 2) und gibt das Ver
haltnis der Haufigkeit des betrachteten Zustands zur Haufigkeit desjenlgen 
Zustands an, in dem alle Molekiile in demselben Teilgebiet [h]' des Phasen
raums liegen; sie hangt noch von der GroJle dieses Gebietes abo Die Um-

kehrung der Formel m 82- 81 

~=e-k
~th 

hat Einstein 8) benutzt, um aUs thermodynamisch berechenbaren Entropie
anderungen auf das Verhaltnis der Haufigkeit zweier Zustande zu schlieJlen, 
die gleiche Gesamtimergie haben. Naheres folgt spater in Kap. VII. 

Als weitere thermodynamische Gleichung werden wir im folgenden zur 
Ableitung der Zustandsgleichung oft 

.. (220) 

brauchen. Die Bedeutung von p ala verallgemeinerter Kraft ist statistisch 
durch (181) gegeben und Fist gerade so definiert worden, daO (220) erfiillt, 
d. h. die reversible Arbeit bei isothermer Volumenanderungpd V ist. 

1) Rezuglich prinzipieller Fragen S. W. Schottky, Ann. d. Phys. 68, 481, 1922. 
2) M. Planck, Ann. d. Phys. 66, 365, 1921. 
8) A. Einstein, Phys. Zeitschr. 10, 185, 1909; Ann. d. Phys. 83, 1275, 1910. 



Drittes Kapitel. 

Gas e. 

a) Zustandsgleichung. 

§ 1. Die idealen Gase und das Gibbssche Paradoxon. a) Gleich
gewicht. Das Verhalten der einatomigen idealen Gase ergibt sich aus der 
allgemeinen statistisehen Meehanik als identiseh mitdem aus der Erfahrung 
und mit dem aus der kinetisehen Gastheorie geforderten, wie die in den 
vorhergehenden Paragraphen als Beispiele durehgefiihrten Rechnungen be
weisen, die das Maxwellsehe Verteilungsgesetz und damit auch das Boyle
Mar i 0 t t e sehe Gesetz und die Tatsache konstanter spezifischer Warme 

Cv = 3/ 2 R, sowie die Barometerformel fiir das Gas im Schwerefeld ergaben. 
Die Ubereinstimmung hat ihren iuneren Grund darin, da13 dieselbe grund
legende Voraussetzung 1) iiber die gleiehe a priori-Haufigkeit aller Raumstellen 
und Gesehwindigkeitsrichtungen (siehe S.7) bei beiden theoretischen Methoden 
gemacht ist. In der Gastheorie fa13t man diese Annahmen als "Stol.lzahlansatz" 
zusammen. Inwieweit es sieh bei der Maxwellsehen Verteilung nur um die 
haufigste, nieht um die allein mogliehe handelt, was in der Gastheorie nieht 
hervortritt, wird in Kap. VII behandelt werden. 

b) Das Gibbssehe Paradoxon 2), nach welehem zwei versehiedene Gase 
im selben Raume sieh thermodynamisch so verhalten, als ob jedes allein da 
ware, wie iihnlich sie auch sein mogen, erseheint vom Standpunkt der stati
stisehen Theorie selbstverstandlieh, denn die ma13gebende GroCe ist die Konzen
tration; fiir zwei noeh so wenig verschiedene Gase kommt fiir die Konzen-

tration jedesmal nur die eigene Molekiilzahl in Betraeht Nl bzw. N 2 , sobald 
v v 

aber die beiden Molekiilarten identiseh werden, ist die Konzentration 

N, N = N1 + N2• Statistiseh beruht das darauf, dal.l es einen Untersehied 
f.I 

macht, ob die Vertausehung eines Molekiils 1 mit einem Molekiil 2 eine neue 
Anordnung ist oder nieht. Solange die Molekiile noeh unterseheidbar sind, 
ist es eine neue Anordnung, sobald sie nieht mehr unterseheidbar sind, ist 
es keine. Darum andert sieh die Zahl der mogliehen Vertauschungen beim 

1) Einige SiHze, wie den, daB im Gleiehgewieht die mittlere kinetische Energie 
aIlel' Molekiile gleich ist, haben wir im ersten Teil anfangs nieht bewiesen, sondern 
aus dem Folgenden vorausgenommen; bei der· Durchfiihrung des Beweises in der 
kinetischen Gastheorie waren zu viel Rechnungen erforderlich. 

-2) Vgl. auch die erste Halfte dieses Bandes, Kap. IV, § 11. 
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tibergang vom "wenig Verschiedenen" zum "Identischen" unstetig. Auch fiir 
die experimentelle Bestimmung kommt es genau auf daB gleiche an; z. B. bei 
der Frage, welchen Partialdruck dae Gas 1 allein ausiibt, kommt es zur Mes
sung und Definition dieses Druckes darauf an, ob eine halbdurchliissige Wand 
denkbar iet, die die Molekiile 1 aufhiilt, die Molekiile 2 glatt durchlii.l.lt. Diese 
Wand ist so lange denkbar, als sie die Molekiile 1 und 2 unterscheiden kann. 
Kann sie das nicht mehr, so mi13t sie den Gesamtdruck 1). 

c) W armelei tung. E. Einstein 2) hat anlaI.llich ihrer Radiometertheorie 

zugleich eineAntwort auf eine wichtigeFrage gegeben, die Ehrenfest 3) schon 
vor langerer Zeit gestellt hatte, namlich ob jene Molekiil- und Geschwindig
keitsverteilung auch in irgend einem Sinne als wahrscheinlichste angesprochen 
werden konne, die sich in lfiillen wie z. B. der stationaren Warmeleitung 
herstellt. Hier hat man ja kein thermodynamisches Gleichgewicht, wohl aber 
einen zeitlich unveranderlichen ZUBtand. 

Sie sucht namlich im Falle linearer stationarer Warmeleitung den haufig
sten Zustand, dessen Bedingungsgleichung 

o = 0 In W = - ~ 0 Nr (In ~ + 1). . . . . . (221 a) 

lautet unter folgenden Nebenbedingungen: 

Es soll die Molekiilzahl konstant sein: 

0= rJ'N= ~oNr ..........• (221b) 

Ferner soIl die Energie einen vorgegebenen Wert haben: 

0= oE =EE(T)oNr ••••••••. (221c) 

Diese beiden Bedingungen sind auch im Gleichgewichtsfall zu erfiiIlen. 
Neu kommt hinzu, daLl in der x-Richtung, in welcher der Warmestrom 

lauft, kein Massentransport stattfinden soIl (welche Bedingung im Gleich
gewichtsfall durch die haufigste Verteilung von selhBt erfiiIlt wird), 

. (221d) 

und als fiir die Warmeleitung charakteristisch, daI.l ein vorgegebener Warme
strom @5 vorhanden sei 

~ t Nr m /: 2' • ,. 2) 2 ) 
@5 = ~6r :Tv'2 (\or +'I}r + \or ••••••• ( 21e 

Beziiglich der letzten Gleichung sei daran erinnert, dall f~ die Zahl 

der Molekiile von der Art r (Geschwindigkeit ~r und Lage im Volumenelement 

L1 V) ist, die auf ein Kubikzentimeter kommen, ~r f;,- also die Zahl derer, 

die pro Sekunde die Flacheneinheit in der x - Richtung passieren, und 

1) Siehe auch W. Schottky, Ann. d. Phys. 68, 528,1922. 
2) E. Einstein, Ann. d. Phys. 69, 241, 1922; siehe auch § 28, Kap.1. 
3) P. und T. Ehrenfest, Enz. d. math. Wiss. IV, 32, 82, Anm. 231. 
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~ (g; + 1); + b;) die Energie, die jedes mit sich tragt. Das Resultat ist 

. V--m-S _~S2+1J2+YI +Gtt(1_!'mS2+1J2+Yl) 
dN=N ~- e 2 kT e 5 kT d;d'1db dV (222) 

21tkT 

®m 
wo ex eine Abkiirzung fiir - NLC(kT)2 ist. Diese Formel stimmt mit den nach 

anderen Methoden (§ 16, Kap. I) erhaltenen Naherungen befriedigend iiberein 

und zeigt so, daE die station are Warmeleitung bei gegebenem Warme

strom tatsachlich der wahrscheinlichsten Verteilung entspricht. 

§ 2. Die Volumenkorrektur bei nichtidealen Gasen. Wir erinnern 

zuerst an die Ableitung der Zustandsgleichung fiir ideale Gase. Deren freie 

Energie war, wenn 'fir provisorisch Co = 0 setzen (was hier, wo es sich nicht 

urn Gleichgewichte handelt, ohne Bedeutung ist),aus dem Zustandsintegral .zu 
erhalten. Dieses zerfallt in einen Faktor, der nur von der kinetischen Energie 
abhangt, und der auch fiir nichtideale Gase unverandert bleibt, da sich an 
den Massen nichts andert 1), und in einen zweiten Faktor, der den einem 
Molekiil tatsachlich zur Verfiigung stehenden Raum angibt. 

_J e ,/ S V 
e kT =~. r 21tmkT - .. . .... (197') 

[h]S NL 
Hieraus folgt 

f V 11 Y 2 1t k T m -- = -In -- - 31n e ,3· • , • • •• ' (223) 
kT NL [h] 

und daraus laEt sich aus den beiden auch statistisch bewiesenen (§ 11 bis 14 

des II. Kap.) thermodynamischen Gleichungen 

p = - NL : t = + NL k T ~ = R:- . . . . . (224) 

und 

(225) 

die Zustandsgleichung und die spezifische Warme gewinnen. 
Wir wollen nun annehmen, die Molekiile seien starre Kugeln vom Durch

meager d, so daE sich der Mittelpunkt des einen dem Mittelpunkt des anderen 
nur bis zur Beriihrung mit dessen Deckungssphare, einer Kugel vom Radius d, 
nahern kann (siehe § 11 des L Kap.). Wir wollen ferner annehmen, daE das 
Gas nur miWig verdichtet ist 2). 

Urn nun den Raum zu berechnen S), der pro Molekiil im Volumen Vim 

Mittel zur Verfiigung steht, miissen wir einen Kunstgriff anwenden, indem 

1) Dieser Faktor bleibt ja nach § 8, Rap. II sogar fiir beliebige Krafte un
verandert. 

2) Das heiJlt mathematisch, wir wollen das Verhaltnis des Eigenvolumens aller 
4n (!£fN 

Molekiile zum Gesamtvolumen ~_4 __ L- in erster Potenz neben 1 beibehalten, 

in zweiter streichen. 
3) L. S. Ornstein, Diss. Leiden, 1908; M. Planck, Berl. Ber. 1908, S. 633. 



168 Gage. Kap. III. § 2. 

wir statt der freien Energie eines Molekiils die des ganzen Gases (z. B. eines Mols) 

berechnen. Zu dies em Zweck erheben wir die Gleichung (197') zur Potenz NL. 
Genau wie das Zustandsintegral eines Molekiils sich multiplikativ aus Faktoren 

zusammensetzt, deren jeder sich auf einen Freiheitsgrad bezieht, so setzt sich 
das Zustandsintegral des Gases aus Faktoren zusammen, deren jeder sich auf 
ein Molekiil bezieht. Links steht dann im Exponenten F = f NL • Also 

F V NL NL 3NL VNL 
e-kT=(-!-V2nmkTS~\ =~--(2nmkT)-2--~ (226) 

[h]3 NLJ [h]3NL NNL 
L 

N 
wobei der Faktor V L so zustande kommt, daJ3 jed em Molekiil das Volumen V 
zur Verfiigung stehtl). Nun denken wir uns die Deckungssphare von der 

4n 
endlichen GraJ3e VM = 3 d3 und setzen in das :olumen V zuerst das erste 

Molekiil hinein. Dem steht naturlich das ganze Vol urn en V zur Verfiigung ~). 

Dem nachsten Molekiil aber steht nicht mehr das ganze Volumen V zur Ver

fiigung, sondern sein Mittelpunkt kann nur in diejenigen Teile kommen, die 

nicht durch die Deckungssphare VM des ersten Molekiils abgedeckt sind. Es 

bleibt also nur V - VM iibrig 3). Beim dritten Molekiil sind nur mehr die 
Raumteile dem Mittelpunkt zuganglich, die nicht durch die Deckungsspharen 
beider zuerst hineingebrachten Molekiile abgedeckt sind, also V - 2 VM' Zwar 
kann diese hier angegebene Verkleinerung in manchen Fallen graner als die 
wirkliche sein, wenn namlich sich die!Deckungsspharen der beiden erst en Mole

kiile iiberschneiden und so zusammen weniger als das Doppelte eines einzelnen 
iiberdecken, aber bei geniigender Verdiinnung kommt das vernachlassigbar 
selten vor. Dem "ierten Molekiil steht dann noch der Raum V - 3 VM zur 

Verfiigung und so fort, dem letzten der Raum V - (NL - 1) VM' An Stelle 
N 

des Produktes V L im Phasenintegral des idealen Gases tritt daher das Produkt 

V ·(V - VM) (V - 2 VM)'" [V -(NL -1)VM] 

bzw. tritt zum Ausdruck (226) der Faktor 

V V-v]! V-2VM V-(NL-1)vM 1 
V V V V 

1 (1 - ~) (1 - 2 t:) ... (1 - (NL-1) ~) J 
. . . (227) 

Zur Auswertung dieses Produktes geht man so vor, daB man logarith
miert, urn statt des Produktes eine Summe zu erhalten, 

NL -1 

2: In ( 1 - s V;) . 
8=1 

1) Man nennt dies nach Ehrenfest die DarsteJluDg im r-Raum (Gasraum) 
im Gegensatz zur DarsteJlung im ,u-Raum (Molekiilraum). 

2) Das ist nicht genau richtig, denn das freie Volumen ist· kleiner als V, doch 
spielt del' Unterschied keine Rolle; er ist ein Bruchteil von der GraBenordnung 
Oberflache des GefaJ.ies . d.. . 

----'V"------, wachst abel' 1m Gegensatz zu den anderen Subtrahenden 

nicht mit del' Zahl der Molekiile. 
3) Auch hier gilt prinzipiell Ahnliches wie in del' vorigen Anmerkung. 
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VM 
Unter der Annahme s V < 1 entwickeln wir den Logarithmus und brechen 

nach dem ersten Gliede ab, 

( SVM) SVM 
In I-V =-V· 

Das ist nun uber alle Summationsbuchstaben s von 1 bis N - 1 zu 8ummieren 
und ergibt 80 als Logarithmus des Produktes 

N L (NL -1) VM 
---i--v· 

Dafur konnen wir mit der gleichen Annaherung wie bisher schreiben 1), wenn 

wir NL - 1 durch NL ersetzen (NL rv 6. 1028), 

NLIn (1- N: ;M) ........... (228) 

Nun fuhren wir als neue Abkurzuug die van der Waalssche Grolle b ein 

N L NL 4 n 4 ~ (. d )S 
. b = -2 VM = 2 3 dS = 4 NL 3 2 ...... (229) 

die Halfte der Summe· der Eigenvolumina aller Deckungsspharen oder das 

Vierfache der Summe der·Eigenvolumina aller Molekule. 
Demnach tritt zum Phasenintegral des ganzen Gases der Faktor 

hinzu, es lautet demnach die freie Energie des ganzen Gases 

- :; = (ellS V 2 ~. m k T)S N L (V _ ~)N L 
e [h] NL • . • • . (230) 

die des einzelnen Molekuls 

- LeV 2 n m k T S V - b e kT = ----- --- ........ (230') 
[h]8 NL 

80 daE hier und damit auch in der Zustandsgleichung einfach V - b an die 
Stelle von V tritt 2). 

§ 3. Exkurs. Einfuhrung des Phasenraums fur das ganze System. 
Wir haben iml vorigen Paragraphen un sere statistische Methode erweitern 
muss en in einer Art, die wir hier noch einmal besprechen wollen, weil wir sie 
noch ofter brauchen werden, und zwar besonders bei Mischungen bzw. Losungen. 

An deren Beispiel litllt sich besonders deutlich machen, worauf es ankommt. 

1) Man darf nicht beide Faktoren NL vor dem vM in den Logaritbmus nehmen, 
N},vJ1 

weil -y- nicht klein gegen 1 zu sein braucht. 

2) AU8 der Ableitung folgt deutlich, da13 die Formel nur in Gliedern erster 

Ordnung in ~ gilt. Behiilt man die Zustandsgleichung mit Y - b trotzdern auch 

dann bei, wenn Y nicht mehr gro13 gegen b ist, so wird die Gro13e b, die dann in 
der Formel steht, nicht mehr den Wert (229) haben, 80ndern von Y abhiingen, 
trotzdem wir starre Molekiile angenomrnen haben. 



170 Gase. K.ap. III. § 3. 

Wenn wir z. B. das Gleichgewicht von Heliumgas, das teilweise in Wasser 

gelost, tei/weise im dariiber befindlichen Dampfraum ist, berechnen wollen 

und zu diesem Zweckden einem Heliumatom in beiden Phasen zur Verfiigung 
stehenden Raum vergleichen wollen, geht die Berechnung fiirdie Gasphase 

zwar leicht, es geniigt aber nicht, den in der fiiisRigen Phase den Helium

atomen zur Verfiigung stehenden Raum zu betrachten, sondern wir miissen 

beriicksichtigen, daLl durch die Auflosung des Heliumatoms auch fiir die 

Wassermolekiile des Losungsmittels sich der Phasenraum geandert hat. Wenn 

z. B. die Heliumatome in der Losung in der Weise "hydratisiert" sind, daLl 
die (polar gebauten) Wassermolekiile in ihrer Umgebung in bestimmter Weise 
auf sie zu gerichtet sind, so ist fiir den Losungszustand eben charakteristisch 

nicht nur die Bedingung, daLl die Heliumatome in den zwischen den Wasser

molekiilen freibleibenden Zwischenraumen sind, sondern auch, daLl die Wasser
molekiile richtig orientiert sind, und diese sind daher in die Rechnung mit 
einzubeziehen. Oder anders formuliert, wir konnen nicht mehr die einzelnen 

Teilchen als geniigend unabhangig voneinander ansehen, wie wir es beim 
idealen Gas ohne wei teres durften, und spater beim festen Korper infolge des 

Kunstgriffes, die Krafte nach den Platzen statt nach den N achbarteilchen 

wirken zu lassen, machen werden (§ 4, Kap. IV), sondern wir miissen die 

Losung als Ganzes betrachten und ihr statistisches Verhalten bzw. dessen 

Anderung durch die Vermehrung einer Komponente berechnen. 

Genau das Entsprechende findet auch in der Thermodynamik der 

Losungen statt, wo man zuerst die freie Energie der ganzen Losung berechnet 
und als maf3gebend fiir das Gleichgewicht der einen Komponente die .Anderung 
dieser freien Energie der ganzen Losung hei Hinzufiigung von kleinen Mengen 
dieser Komponente ansieht; dabei ist diese Anderung der freien Energie nicht 

etwa die freie Energie der zugefiigten Menge allein, sondern umfaLlt auch die 
Anderungen, die das Losungsmittel dadurch erfahrt. Ebenso ist die Losungs
war me eines Salzes nicht nur die Energieanderung der Salzionen allein, 

sondern umfaLlt auch die Anderungen der Energie der umgebenden Wasser
molekiile (siehe erste Halfte dieses Bandes, Kap. XIII). 

Die Methode, zu der wir nun iibergehen, besteht darin, daf3 wir statt von 

einem aus N sich gleich verhaltenden Molekiilen bestehenden System zu reden, 

das also durch das Verhalten jedes einzelnen Molekiils und die Bewegung aller 

Bildpunkte in dem einem Molekiil zukommenden Phasenraum (lL - Raum) be

schrieben wird, das ganze System als Einheit auffassen. So wie wir ein 
zweiatomiges Molekiil durch 12 Bestimmungsstiicke charakterisieren konnen 
(namlich die drei Koordinaten x, y. z und die drei Geschwindigkeiten ~, f/, b 
seines Schwerpunktes, die zwei Winkel -IT, gJ seiner Achse und die entsprechen
den WinkeIgeschwindigkeiten 8- und rp, sowie endlich Amplitude und Geschwin
digkeit seiner Schwingung), statt durch die 2 X 6 Stiicke seiner beiden Atome 

(je drei Koordinaten x, 1/, z und Geschwindigkeiten ~,rJ, b), so konnen wir 
hier die aus N Atomen bestehende Losung statt durch N Gruppen von je 
sechs Bestimmungsstiicken (namlich drei Koordinaten und drei Geschwindig
keiten pro Atmo) in anderer Zusammenfassung beschreiben durch 6 N Be-
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stimmungsstiioke, namlioh aN KOQrdinaten Xl' 'UI' .el ••• XN, '!IN,.eN und 
aN Gesohwindigkeiten ~1 ••• ~N' Statt N getrennter Molekiilbildpunkte in 
einem 6 - dimensionalen Phasenraum haben wir jetzt zur Beschreibung des 
Zustandes einen einzigen Bildpunkt im 6N-dimensionalen Phasenraum mit 

den obigen 6 N Bestimmungsstiioken. 

Von dieser Besohreibung muJ3ten wir sohon in § 2 Gebrauoh maohen, 
weil die einzelnen Molekiile nioht geniigend voneinander unabhangig waren. 

f 
Dort haben wir den Ausdruok e- 7<T, der fiir das Einzelmolekiil gilt, zur 

Potenz NL erhoben und dann im Exponenten NLf = F, die freie Energie 
des ganzen Gases, erhalten, wahrend gleiohzeitig reohts der Ubergang vom 
Phasenraum des Einzelmolekiils mit seinen 6 Dimensionen zum Phasenraum 
des ganzen Gases mit 6 N Dimensionen {a N Impulsdimensionen, dargestellt 

duroh die aN Faktoren Y2nmkT und aN Langendimensionen, dargestellt 
duroh VN bzw. V.(V-2b) ... [V-(.N-l)2b]1 vol1zogen wurde. Die 
freie Energie des gesamten Systems von aN Freiheitsgraden wird dann nach 
denselben Prinzipien bereohnet, wie wenn es sioh um ein Molekiil von 3 N 
Freiheitsgraden handeln wiirde. Man sieht am Beispiel des § 2 sehr deut
lioh, wie das bei einem System mit N gleiohen Teilohen zustande kommt, wo 
die Erhebung zur N-ten Potenz in dem Exponenten links, wie sohon erwahnt, 
die ganze freie Energie als das N-faohe der freien Energie eines Teilohens 

oder als die Summe der freien Energien aller N Teilohen, reohts 1) im Expo
nenten die Gesamtenergie (fiir T = 0) des ganzen Systems als das N-faohe 
der Energie (fiir T = 0) eines einzelnen Teilohens oder als die Summe der' 
Energien der einzelnen Teilohen auftreten lii.J3t, wii.hrend als Faktor ein 
6 N-faohes Integral, erstreokt iiber das Produkt aus den N Volumenelementen 
d S!,. fiir jedes Molekiil, d. h. erstreokt iiber das Volumenelement des 
r -Raumes, steht. 

Diese Formel behalten wir auoh dann bei, wenn wir die Gesamtenergie 
(fiir T = 0) bzw. die freie Energie des ganzen Systems nioht in N gleiohe 
Summanden fiir N unabhiingige gleiohe Teilohen zerlegen konnen, bzw. wenn 
wir das Volumen des r-Raumes nioht in ein Produkt von N gleioh groJ3en 
Faktoren, jeder das Volumen des p.-Raumes eines Molekiils, spalten konnen. 
Ein solcher Fall lag ja sohon bei Beriioksichtigung der Volumenkorrektur vor. 
Natiirlioh kann man formal dann immer, wie wir es dort taten, zu mittleren 
freien und Gesamtenergien (duroh Division duroh N) bzw. mittlerem Inhalt 
des p.-Raumes duroh Ziehen der N-ten Wurzel iibergehen 2). 

~ ~ 
1) Wenn man in (197') den Faktor e- kT, also in (226) den Faktor e- kT 

dazufiigt. 
2) Wenn man fragt, ob analog wie die Formel fiir das einzelne Molekiil 

-~ d.fl. 
e kT [h]8 (§ 12 des II. Kap.) auoh die Formel fiit· das Gesamtsystem 

_!E.. IIrl.fl.. 
e kT ~hJ"NL ••••..••••••••••• (231) 
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§ 4. Die Druckkorrektur. a) Die Methode del' freien Energie 1). 

Dber unser GaR mach en wir nun folgende Annahme: Die Molekiile seien als 

punktformig anzusehen. Wenn zwei Molekule im Abstand '1' voneinander 

sind, soll ihre gegenseitige potentielle Energie u; ('1') betragen. Die Energie up ('1') 
solI so beschaffen sein, daJl sie fiir nicht zu groJle Werte '1' > '1'0 einen kon
stanten \Vert annimmt (den wir Null setzen konnen), d. h. daJl die Kraft 

OU 
zwischen zwei Molekiilen - (}: fiir .Abstande groJler als '1'0 verschwindet. 

Ferner solI das Gas so verdiinnt sein, daD man die Falle vernachlassigen kann, 

in denen gleichzeitig mehr als zwei Molekiile aufeinander einwirken. Die 

freie Energie eines Molekiils ist gegeben durch 

e-J. = _e_ V 21£mkT sJ e-i-f d V . ..... (233) 
NL[h]S 

Fur ein bestimmtes Molekiil zerfallt nun das Volumen V in zwei Teile: 
Erstens in NL - 1 Kugeln yom Radius '1'0' die erfiillt sind von den Wirkungs
feldern del' NL - 1 anderen Molekiile (und die sich nul' in einer praktisch 
zu vernachlassigenden .Anzahl gegenseitig iiberschneiden) und in den rest
lichen .Anteil von Feldern nicht erfiillten Raumes von del' GroJ.le 

41£ 
V-(NL-l) 3 '1'08, 

etwas mit Haufigkeit von Zustanden zu tun hat, so ist folgendes zu bemerken: Fiir das 
abgeschlossene Gesamtsystem ist ja die Gesamtenergie vorgeschrieben, infolgedessen 
hat erstens der Vergleich der Haufigkeiten von Zustanden verschiedener Energie 
gar keinen Sinn, zweitens sind abel' gar nicht alIe'Volumenelemente des T-Raumes 
von del' Gr0J3e If d!l.. erlaubt und gleichwahrscheinlich. Boltzmann hat ge-
zeigt (L. Boltzmann, Wien. Ber. 63, 679, 1871), daJl in diesem FaIle gleichwahr
scheinliche Gebiete gegeben sind durch 

(Jr. (x.~ .. ~ ... ) dxs ". d zN dGl ". d~N • 
.-. aX;--

. . . (232) 

Diese Ge biete sind nul' '6 N - 1-dimensional, also" Flachenstiicke der Energiefiache" • 
weil ja die Energiebedingung erfiillt. sein mull. Die Formel kommt so hera us, daJ3 
6 N -dimensionale Gebiete zwischen den beiden Energieflachen 

die GroJ.le haben 
E(X"'b) = E und E(X'''b) = E+dE 

aXl 

Genauere Analogie mit dem Verhalten eines einzelnen Molekiils erhalt man nach 
A. Einstein (Ann. d. Phys. 9, 422, 1902; 11, 175, 1903), P. Hertz (Math. Ann. 
44, 177,1913; Ann. d. Phys. 88,537,1910). wenn man das uns interessierende 
System aIs einen Teil eines dagegen geniigend gro13en, Bonst aber beliebigen anderen 
Systems betrachtet (das andere System sei ein "Warmebad" odeI' Thermostat). 
Dann ist fiir unser betrachtetes System zwar die mittlere (als Zeitmittel betrachtet) 
Energie vorgegeben (genau wie bei e i n e m MolekiiI eines Gases), sie wird aber 
Schwankungen durch den Einflu13 des Wiirmebades erfahren, genau 80 wie die 
Energie eines einzelnen GasmolekiiIs durch die Zusammensto13e mit anderen 
schwankt, und der Bruchteil del' Zeit, innerhalb deren das betrachtete System in 
einem bestimmten Zustand ist, ist in genauer Analogie zum Verhalten des einzelnen 
Gasmolekiils proportional (231). . 

1) S. P. Debye, Phys. Zeitscbr. 21, 178, 1920; W. H. Keesom, Arnst. Proc. 
18, 636, 1915; 23, 939, 949, 1920; 24, 162, 1921; Pbys. Zeitschr. 22, 129, 1921; 
W. H. Keesom u. C. Nordstrom-van Leeuwen, Arnst. Proc. 21,593, 602, 1918; 
F. Zwicky, Phys. Zeitschr. 22,449,1921; H. Falkenhagen, ebenda 23, 87,1922. 
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in dem u verschwindet. J ede der "Wirkungsspbaren" der anderen Molekule 
trii.gt zum Integral den Antell bei 

ro Up 

J e-"T sinftdftdtpr2dr = a' 4~ roB ..••.. (233') 
o 3 

wobei a' nur mehr (auUer von der Natur des Korpers) von derTemperatur 
abhangt. Fur Anziehungskrafte (u < 0) ist es groJler als 1, fur Abstollungs
krafte (u > 0) kleiner als 1. 

Fur das in (233) auftretende Integral erbalten wir dann 

V + (NL - 1) 4n roS(a' - 1) ....•... (233") 
. 3 

wobei wir naturlich wieder NL - 1 mit NL vertauschen konnen, und als neue 
Bezeichnung 

NL 43n roS(a' -1) = NLJ (e-:~ -1) dY= ,II 

r<ro 

einfuhren wollen. Dann wird, wenn wir noch mit fo die freie Energie eines 
Molekuls in einem idealen Gas von demselben Druck und Volumen bezeichnen: 

f= -kTlne ----- -kTln(V+a) 
Ndh)3 ..... (234) 

V2 nmkT
B "j 

= fo - k T In ( 1 + ~) 
Berechnen wir den Druck aus der Definitionsformel (220), so wird 

() f () fo 0.( a" R Ta" 
P = - N L oV = - NL () V + R T (3 V In 1 + V) = Po - ( ") 

ys 1+~ 
~~ a RT . V 

Po = P + V2 =~V- ........... (234') 

a" 
wenn wir erstens im Nenner' V neben vernachlassigen (der ganze Bruch 

ist ja ein Korrekturglied) und zweitens a" R T = a setzen. 
Das Resultat (234') ist bekanntlich der Ausdruck fur die van der 

Waalssche Druckkorrektur. 
Untersuchen wir ihre Temperaturabhangigkeit, dann sehen wir, daJl im 

allgemeinen r up 

a = Rl'a" = RT. },'L J (e-"T -1) dV ..... (235) 

r<ro 
von der Temperatur abhangen wird. Man uberzeugt sich leicht, daJl bei An
ziehungskraften, wobei u < 0 ist, a stets mit steigender Temperatur abnimmt. 

Fur so hohe Temperaturen, dall (k~) < 1 ist, kann man die e-Potenz ent

wickeln und mit dem linearen Gliede abbrechen; dann wird 

a = Ni J (- up) d V, 
r<ro 

also temperaturunabhangig. 
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Physikalisch heillt das folgendes: Wenn ein Molekiil in den Anziehungs

bereich des anderen kommt, so wird dadurch die mittlere potentielle Energie 

und damit auch die mittlere Gesamtenergie (bei Anziehungskriiften) ver

kleinert. Dieser Energieverkleinerung entspricht die Druckverkleinerung. 

Nun kommt es darauf an, wie oft und wie lange ein Molekiil im Anziehungs

bereich eines anderen ist, genauer gesagt, welch en Bruchteil die betreffende 

Zeit ausmacht. Wenn die Temperatur so hoch ist, dall (kUT) < 1 ist, wenn 

also die mittlere kinetische Energiegroll ist gegen die Energie der Anziehungs

krafte, dann halt sich ein Molekiil im Anziehungsbereich eines anderen genau 
so lange auf wie in einem anderen Bereich derselbenGroI3e (Ersatz der e-Potenz 

durch I!) undder mittlere Beitrag der Molekiile, die innerhalb der Wirkungs
spharen anderer sind, zur Gesamtenergie ist temperaturunabhangig. Bei 

sinkender Temperatur aber tritt nSchwarmbildung" ein, d. h. die Molekiile 

halten sich innerhalb der Wirkungssphare eines anderen verhaltnismaJ3ig 

langer als in anderen Gebieten derselben Grolle auf (e - ;~ > 1), und dem

entsprechend steigt (absolut, d. h. ohne Riicksicht auf das Vorzeichen ge
nommen) ihr Beitrag zur mittleren Energie. 

Wir erkennen, daLl man aus der Abhangigkeit des van der Waalsschen 
Binnendruckes a/V2 von V gar keinen Schlull auf die Natur der Krafte ziehen 
kann, denn diese Abhiingigkeit bedeutet nur, dall die mittlere potentielle Energie 
eines Volumenelements proportional der Molekiildichte ist, wohl aber aus der 

Temperaturabhiingigkeit von 11, in der die Starke der "Schwarmbildung" steckt. 
In den Uberlegungen iiber die Temperaturabhiingigkeit war vorausgesetzt, 

dall up selbst temperaturunabhiingig ist. 

b) Die van der Waals sche Methode (§ 15, Kap. I) betrachtet die An

ziehungen zwischen zwei Volumenelementen unter der Voraussetzung von 
Kraften so groJ3er Reichweite, dall ihre Starke sich auf Molekularabstiinde 

nicht merklich andert. In a) haben wir umgekehrt vorausgesetzt, dall fiir 

die mittleren Molekularabstiinde die Starke schon verschwindend ist, und sind 

doch zum gleichen Resultat gekommen. 
Die van der Waalssche Ableitung liillt nicht ersehen, wie im einzelnen 

die Anziehungskriifte es bewirken, dal.l der im Innern vorhandene thermische 
Druck nicht vollstiindig auf die Aullenwiinde wirkt. Rier fiihrt eine dritte 
Betrachtung weiter, die Smolu.chowski 1) zur Aufkliirung eines Millverstiind
nisses von M. B. Wagner!) angestellt hat und die wir unter c) erweitert 

wiedergeben. 

c) Betrachtung der Oberfliichenhaut. Die Uberlegung, die wir hier 
anstellen, entspricht der verfeinerten Kapillaritiitstheorie von G a ull u. a. S), die 
Voraussetzungen sind dieselben, die van der Waals macht (siehe S. 54). Auf 

ein Molekiil im Innerp (im nGaskern ") wirken im Mittel die Krafte nach allen 

1) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 48, 1098, 1915. 
2) M. B. Wagner. ebenda 45, 1169, 1914. 
3) Siehe erste HiiJfte dieses Bandes, Rap. XI. 
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Seiten gleich stark. Kommt es abel' in die Nahe del' Oberffiiche, dann sind 
gegen die Oberfiache zu nicht mehr so viel Molekiile vorhanden als gegen 

das Innere zu, del' Zug wirkt einseitig nach inn en. Das bedeutet, daLl man 

eine bestimmte Arbeit up braucht, um ein Molekiil aus dem Innern in die 

Nahe del' Oberfiache zu schaffen, eine Arbeit, dieverdoppelt wiirde, wenn 

man die Dichte del' anziehenden Molekiile verdoppeln wiirde. Dabei ist nicht 

vorausgesetzt, daLl die Dichte iiberall dieselbe ist, sondern nul', daLl die rela
tive Dichteverteilung von del' absoluten Dichte unabhangig ist. Infolge diesel' 
Arbeit nimmt nun die Dichte des Gases innerhalb einer "Kapillar- odeI' Ober
Hachenhaut" nach' del' Barometerformel abo Die Dicke diesel' Kapillarhaut 

wird dadurch gegeben sein, daLl in ihr up merklich wird, d. h. daO del' ein
seitige Zug nach innen merklich wird. Diese Dicke ist daher "Von del' GroLlen

ordnung del' Reichweite del' Anziehungskrafte. 
Es ist also die Dichte in del' Kapillarschicht im Abstand x von del' 

Oberfiache 

und entsprechend del' Druck 

"(x) 

Cx = Ci e-k't' 

"(x) 

Px =Pth e- TI 

denn del' Dichte Ci im Innern entspricht del' "thermische" Druck Pth. Del' 
Unterschied zwischen auLlerem Druck p, also dem Druck, del' an del' Ober
Hache durch die Sto1.\e del' Gasmolekiile ausgeiibt wird, die in geringer Zahl 
an die Oberfiache kommen, und dem ·thermischen Druck, den dieSto1.\e del' 
zahlreicheren Gasmolekiile im Innern ausiiben wiirden, ist demnach 

( 
"(0) ) 

P-pth =Pth c-k-T~-l , 

wo UfO) die Arbeit ist, urn ein Gasmolekiil in die Oberfiache zu bringen. 
Wenn nun V gro1.\ gegen b ist (wenig verdichtetes Gas), so zeigt man 

leicht, daLl die rechte Seite -!!- ist· denn es ist UfO) = ~~- a__ weil nach 
V2 ' NL V' 

S. 54 die Energie proportional del' Dichte ( '" -~ ) ist; die Proportionalitiits-

konstante ist ;L gesetzt. Ferner ist Pth = RvT , also die rechte Seite 

RT a 
-v VRT' 

Man kann noch folgenden Vorgang betrachten, del' zeigt, warum die 
Druckkrafte von del' Natur del' Wand unabhangig sind. Man denke sich 
zuerst einen Stempel von del' Beschaffenheit, daLl er a.uf die Gasmolekiile 
gerade so stark anziehend wirkt, wie es ein homogen verteiltes Gas del' Konzen
tration Ci es tate, so da1.\ ein Molekiil des Gases in del' Nahe des Stempels 
von diesem ebenso stark nach rechts wie vom iibrigen Gas nach links gezogen 

wi rd. Dann erfahren die Gasmolekiile auch am Stempel keine einseitige Kraft 
und haben an diesem gleiche Dichte wie im Innern. Del' Stempel erleidet 

dann den vollen thermischen Druck nach rechts, wird abel' nach links durch 
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Anziehungskrafte gezogen, die sich folgendermal3en berechnen: Es sei die 

potentielle Energie, die 1 cm2 des Stempels auf eine Gass.chicht von der 
Dicke dx und der Konzentration c im Abstand X ausiibt, C E (x) dx. Dann 

ist die gesamte potentielle Energie des Stem pels 
00 00 

f · NL J' C E (x) dx =-17 E (x) dx. 

o 0 

Schiebt man den Stempel hinein, so gewinnt man Arbeit, abel' nur dadurch, 

daI.l man die Dichte andert, denn ein blo13es Vorsichherschieben des Gases 

liefert keine Arbeit; die Kraft ist also 

"" (/) 1) NL f E ex) d X· - -- • 
o 0 V V 

Dieser Ausdruck ist aber noch mit 2 zu multiplizieren, denn bei der neuen 
Dichte ist der Stempel nicht mehr dem Gas aquivalent, so da13 die Dichte in 
der Oberflache kleiner ware wie im Innern. Die ErhOhung der Anziehungs
kraft des Stempels ergibt noch einmal den eben berechneten Betrag. Man 

erhalt also fUr die resultierende Kraft (thermischer Druck weniger Anziehung) 

'" 
Pfh - -- E (x) d x = Pth - -2NL J' a 

V 2 V2' 
a = 2 NL f E(x)dx, 

o o 

in Ubereinstimmung mit dem vorher gefundenen Ergebnis. 

Fiihrtman nun am Stempel au13erdem andere Krafte ein, seien es anziehende 
oder absto13ende, so andert sich dadurch die Gasdichte am Stempel so, da13 
der dadurch geanderte thermische Druck diese neuen Krafte gerade auf
heht. Dies hat seinen formal en Ausdruck in del' hydrodynamischen Gleich
gewichtsbedingung, die den au13eren Druck iiberall konstant sein, die Ande
rung des thermischen Druckes gerade die del' Krafte kompensieren la13t. 

Bei del' Untersuchung von Fliissigkeiten und Losungen werden uns diese 
Fragen wieder begegnen. Die Untersuchung del' Oberflachenschicht, die zur 
Theorie der Kapillaritat fUhrt, ist in zahlreichen Arbeiten von Bakker 1) im 
AnschluI.l an van der Waals ausgefUhrt worden. 

§ 5. Die Natur der van der Waalsschen Krafte. Die Entwick
lung der letzten Zeit hat dazu gefiihrt, daLl man aHe Krafte auf elektrische 

zuriickzufiihren trachtet; dieses Streb en hat auch bei del' Erklarung del' van 

der Waalsschen Krafte geherrscht 2). Wenn man nun die Molekiile als 
Ganzes betrachtet, so sind sie elektrisch neutral (von Ionen, wie sie z. B. bei 
dissoziierten Darnpfen vorkommen, sehen wir ab). Trotzdern konnen sie auf-

1) Zusarnmenfassend G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chern. 104, 10, 1922. 
2) Man iiberzeugt sich leicht, daJl sowohl Gravitations- wie magnetische Krafte 

viel zu klein sind, urn Wirkungen zu erzeugen, die sich in del' Zustands!rleichung 
auJ3ern. Die Arbeit, die die Gravitation bei del' Annaherung zweier Wasaer
stoffatome auf 10-8 em leistet, ist '" 1,7. 10-44 erg, k l' bei 10 absolut 1,3 . 10-16 erg. 
Die Anzieh ung'sarbeit zweier HB 0 h l' scher Magnetonen", d. h. von magnetise hen 
Kriiften, wie sie in Atomen vorkommen, ist 7. 10-18• 
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einander Krafte ausiiben, so. wie auch zwei Magnetnadeln, die jede als Ganzes 
auch magnetisch neutral sind (ebensoviel positiven als negativen Magnetismus 
enthalten), aufeinander Kriifte ausiiben. Sie tun das deshalb, weil die beiden 
magnetischen Pole nicht an derselben Stelle der Nadel sitzen, so daLl wir, 
wenn wir der betrachteten eine andere Magnetnadel nahern, uns im allge
meinen dem einen der beiden Pole mehr nahern werden als dem anderen. 
Genau so liegt es bei den im ganzen neutralen Molekiilen. Diese sind des
halb neutral, weil sie ebensoviel positive Ladungen in den Kernen (nach dem 
Rutherford-Bohrschen Atommodell) enthll.Iten wie negative (Elektronen), 
iiben aber doch Krafte aufeinander aus, weil die positiven Ladungen nicht genau 
an derselben Stelle sitzen wie die negativen. Die Art der Krafte hiingt nun 
wesentlich von der Symmetrie der Ladungsverteilung abo Die einfachste ist 
die eines nDipols", bei dem eine positive einer negativen Ladung gegeniiber
steht. Es ist das die Symmetrie einer Magnetnadel mit einem positiven und 
einem negativen Pol, und das Feld hat auch denselben Charakter wie dort; 
die Kraftlinien verlaufen ebenso. Solche Dipole Hegen z. B. bei verdampftem 
Kochsalz Na C1 vor, das aus einem positiven Natriumion und einem nega
tiven Chlorion aufgebaut iat, und bei allen Sauren 1), ferner bei Wasserdampf, 
Kohlensaure usw. Wiihrend bei einer Ladung die Kraft nach dem Cou
lombschen Gesetz mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, nimmt sie hier 
mit der dritten Potenz ab und hangt auch noch yom Winkel abo Die nachst 
symmetrische Anordnung ist ein " Quadrupol " , von dem es zwei Arten gibt: 
Entweder man legt zwei Dipole so aneinander, daLl zwei gleiche Ladungen zu
sammenstoLlen, und erhalt so einen Stab von folgender Anordnung: positive 
Ladung, doppelte negative Ladung, positive Ladung (oder umgekehrt). Oder 
man legt zwei Dipole mit ihren entgegengesetzten Enden nebeneinander, so 
daLl sie ein Rechteck mit abwechselnd verschiedenen Ladungen bilden. In 
beiden Fallen schirmen sicb die entgegengesetzten Ladungen nach auLlen noch 
besser ab als beim Dipol, das Feld nimmt mit der vierten Potenz der Ent
fernung nach auLlen abo Hierher gehoren ihrer Symmetrie nach die meisten 
zweiatomigen Gase, H2, O2, • •• So kann man systematisch immer symmetrischere 
Gebilde aufbauen, in denen sich die Ladungen immer besser gegenseitig ab
schirmen und dementsprechend das Feld immer schneller nach auLlen abnimmt. 
Fiir einen bestimmten Bautypus nimmt natiirlich die Kraft mit der Starke der 
Ladungen und ihrem Abstand voneinander (dem "Moment" des Dipols z. B.) zu. 

Nun trifft man hier auf eine eigentiimliche Schwierigkeit fiir die Er
klarung der Anziehungskriifte (und ebenso spater der AbstoLlungskriifte). 
Untersuchen wir die Wirkung zweier Magnetnadeln aufeinander, so finden 
wir, daLl dieselben aufeinander gar nicht wirken, wenn der Pol der einen auf 
die Mitte der anderen zeigt, da13 sie einander anziehen, wenn der positive Pol 
der einen auf den negativen der anderen zeigt und umgekehrt, und daLl sie 
einander abstoLlen, wenn gleiche Pole aufeinander zeigen. Wenn nun solche 
Dipole infolge der Warmebewegung rotieren, und zwar unabhangig vonein-

1) Siehe jedoch auch K. Fajans, Die Naturwissenschaften 11, 165, 1923. 
Miiller-Pouillet ill. 11. Auf!. 12 
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ander, so werden sie bald in Lagen kommen, wo sie einander anziehen, bald in 

solche, wo sie einander abstol.len; das gilt auch fUr andere Gebilde als Dipole, 
fiir hohere Pole, wie man sagt, und zwar liHlt sich zeigen, daLl bei unabhangiger 
gleichma13iger Rotation Anziehung und AbstoJ.\ung einander gerade koml'en

sieren. Das hat seinen Grund darin, daJ3 in der Elektrostatik die Zahl der 
von einem Rorper ausgehenden Rraftlinien durch seine Gesamtladung definiert 

ist. Von einem im ganzen neutralen Molekiil konnen daher im ganzen keine 

Rraftlinien ausgehen, aIle von ihm ausgehenden Rraftlinien miissen wieder zu 
ihm zuriickkehren und die Art, wie in dem Molekul die Ladungen verteilt 

sind, ihre Symmetrie, hat nur Bedeutung fur die Frage, wie die ausgehenden 

und zuriickkehrenden Rraftlinien uber die Oberflache des }\I1olekiils verteilt 

sind, kann aber nichts daran andern, daB aile ausgehenden zu ihm zuruck

kehren miissen. Das letztere bedeutet aber, daJ3 im Mittel die Anziehun/l"en 

durch die AhstoJ3ungen gerade kompensiert werden 1). Urn nun doch die 

vorhandene Anziehung erklaren zu konnen, sind zwei Wege eingeschlagen 
worden. 

a) Der erste Weg stammt von Reinganum 2), ist dann von Keesom S) 

wieder aufgegriffen worden und gibt die unabhangige, gleichmaJ3ige Rotation 
der Molekule auf. Er beriicksichtigt, daJ3 zwei Molekule, die aufeinander 

e p 

wirken konnen, im Verhiiltnis der Potenz e k T langer in solchen Lagen sind, 

in welch en die potentielle Energie negativ ist, wo also Anziehung herrscht, 
als in solchen, wo sie positiv ist und demnach sich AbstoJ3ung ergibt. 

Hierbei ist auf einen Punkt aufmerksam zu machen, den wir ganz analog 

schon in der eigentlichen Gastheorie bei der Barometerformel im Faile eines 

beschrankten Gebietes mit anziehenden Rraften, § l0, Rap. I hesprochen haben. 

Dort sahen wir, daLl die durchfahrenden Molekiile sich in dem betreffen

den Gebiet wegen ihrer dort erhOhten Geschwindigkeit weniger lang aufhaltell 

als sonst in gleich groJ3en Gebieten, und daJ3 die erhOhte Dichte von dem 

langen Aufenthalt derjenigen Molekule herriihrt, die wegen zu geringer Ge
schwindigkeit das Gebiet nieht verlassen kOnnen. Ganz so Hegen die Ver
haltnisse auch hier. Wenn wir z. B. eine Schar Magnetnadeln haben, die 
sich in einem Magnetfeld urn eine zum Felde senkrechte Achse drehen, dann 

wird es zwei Arten von Bewegungen geben konnen. Die Nadeln mit groJ3er 
Geschwindigkeit werden sich ganz herumdrehen konnen und diese werden in 
der Lage, in der Anziehung herrscht, sich besonders schnell drehen, also be
sonders kurz sich aufhalten. Diejenigen aber, deren kinetische Energie zur 
volIstandigen Umdrehung nicht ausreicht, werden dauernd um die Anziehungs

richtung pendeln, bis sie von auJ3en einen genugenden StoJ3 erhalten, und 
diese sind es, die bewirken, daJ3 im Mittel mehr Teilchen CMolekiile oder 

1) Mathematisch ausgedriickt, liegt es daran, daE das Produkt zweier ver
schiedener Kugelfunktionen iiber die ganze Kugel integriert verschwindet und 
man das Potential jeder Ladungsanordnung in eine Reihe nach Kugelfunktionen 
entwickeln kann. 

2) M. Reinganum, Ann. d. Phys. 10,334, 1903; 38, 649, 1912. 
3) W. H. Keesom, Phys. Zeitschr. 22, 129, 643, 1921. 
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Magnetnadeln) die Richtung haben, in der Anziehung herrscht, als die ent

gegengesetzte 1). 
Die Methode, nach der Keesom rechnet, ist die in § 4 unter a) geschil

derte, er erstreckt das Zustandsintegral auch liber die verschiedenen Orien
tierungen und setzt als Energie die bei der jeweiligen gegenseitigen Orientie
rung del' beiden Teilchen zwischen ihnen vorhandene potentieHe Energie an, 

die je nach dem Bau des Moleklils (Dipol, Quadrupol) eine andere Abhangig
keit yom Winkel zeigt. Das Integral a" und damit a wertet er durch Reihen
entwicklung der e-Potenz und gleichweise Integration in einer nach l/T fort

schreitenden Reihenentwicklung mit sehr vielen Gliedern aus und berechnet 

die auftretenden Bestimmungsstucke der Molekule (Radius und elektrische 
Gro1len) aus del' gemessenen Temperaturabhangigkeit von a, die bei H2 und 

O2 durch Annahme von Quadrupolen sich gut darstellen la1lt. 

Nach dem, was wir gesagt haben, mussen fur hohe Temperaturen nach 

dieser Auffassung die van dOer Waalsschen Krafte verschwinden, und tat

sachlich beginnt die Reihe von Keesom mit einem zu 1/'1' proportionalen 
Gliede. Das beruhrt sich mit del' Tatsache, daLl in der Zustandsgleichung von 
Berthelo.t 2) (siehe die erste Halfte dieses Bandes, Rap. VI, § 22), die fur 
wenig verdichtete Gase gut paJ3t, a "'-' lIT gesetzt ist. 

b) 1m Gegensatz hierzu hat Deb y e 3) betont, daJ3 bei hoher Temperatur 

die van del' \Vaalsschen Krafte nicht vollstandig verschwinden, und daLl es 
auLlerdem Gase gibt - namlich aHe einatomigen - auf die die Keesomsche 

Erklal'Ung nicht zutreffen kann, und zwar aus Grunden, die wir erst spateI' 
bei der Quantentheorie kennenlernen werden; wir wollen hier nur andeuten, 
da1l wir bei einatomigen Gasen bisher stillschweigend nie auf die Orientierung 

des Atoms Rucksicht genommen haben und auch eine spezifische Warrne der 

Rotation fehlt. Hier mussen wir also die unabhangige, konstante Rotation 
des Molekuls bestehen lassen; aber nun wird angenornmen, da13 das F eld nicht 

unabhangig vom anderen benachbarten Molekul mit rotiert. Urn klarzu

machen, was gerneint ist, denken wir uns eine Magnetnadel, die mit konstanter 
Geschwindigkeit nicht an einer anderen Magnetnadel, sondern an einer Kugel 
aus magnetisch weichem Eisen vorbeirotiert, Dann wird bei der Annaherung 
des magnetischen Nordpols der Nadel in del' Eisenkugel ein magnetischer 
Sudpol ind uziert werden, erst langs del' Kugel entsprechend dem vorbei

eilenden Nordpol mitlaufen, und wenn sich nun an Stelle des Nordpols del' 
Sudpol del' Nadel del' Kugel nahert, wird auf deren del' Nadel zugekehrten 
Seite nun ein Nordpol induziert, 80 daJ3 wieder Anziehung herrscht; es laufen 
also synchron mit del' Nadel urn die Kugel induzierte Pole (wechselnder Starke) 
urn, so daJ3 stets Anziehung herrscht. Genau das gleiche wird del' Fall sein, 
wenn wir die Magnetnadel durch einen elektrischen Dipol, Quadrupol usw. 

ersetzen, die Eisenkugel durch eine dielektrische. Die Anziehungswirkung 
----------

1) W. Pauli, Zeitschr. f. Phys. 6, 319, 1921. 
2) D. Berthelot, Sur les Thermometres a Gaz. Paris 1903; S. W. Nernst, 

Theor. Chemie, 10. AuH. (Stuttgart 1921), S.254. 
3) P. Debye, Phys. Zeitschr. 21, 178, 1920. 

12* 
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wird dabei ganz unabhangig von der Rotationsgeschwindigkeit, also der Tem

peratur sein, denn mit steigender Geschwindigkeit wird zwar der einzelne 

Umlauf weniger lange dauern, aber dafiir in der Zeiteinheit Ofter wiederkehren, 

so daLl die Wirkung pro Sekunde von der Geschwindigkeit unabhangig ist 

(vorausgesetzt, daB die Temperatur hoch genug 1st, urn "Schwarmbildung" 

und Beeinflussung der Rotation selbst durch die Krafte, also den Keesom

schen Richteffekt, auszuschalten). 
Nun diirfen wir die Molekule, abgesehen yom Dipol- oder Quadrupolfeld 

ihrer an festen Platzen gedachten Ladung, auch als dielektrische Kugeln an

sehen, denn in einem elektrischen Felde werden die positiven Bestandteile in 
der Riehtung dies~s Feldes angezogen werden, die negativen in der entgegen

gesetzten, und zwar wird bei nieht zu starken Feldern die Verschiebung sehr 
klein gegen die Molekiildimensionen und proportional der Feldstarke sein, wie 

man es von einem Dielektrikum verlangt. Ais MaLI fiir diese Polarisierbarkeit 

oder Deformierbarkeit im elektrischen Felde benutzt Debye die Molekular

refraktion, die Polarisierbarkeit im elektrischen Felde der Lichtwelle, die leieht 

meL\bar ist; er berechnet dann die gegenseitige potentielle Energie, die zwei 

Molekiile in bestimmtem Abstand und in bestimmter gegenseitiger Orientierung 

dadurch haben, daL\ das eine im Quadrupolfeld 1) des anderen induziert wird 

und umgekehrt, und setzt diese GroOe als up in den Exponenten des Zustands
integrals (235) ein. Die van der Waalssehe Konslante a ist dann wieder 
dureh die MolekiilgroL\e ausgedriickt (d. h. den kleinsten Radius 1", bis zu dem 

zu integrieren ist; als groL\ter Radius 1"0 kann infolge der sehnellen Abnahme 
der'Krafte naeh auL\en Unendlich genommen werden); ferner dureh die Polari

sierbarkeit und die das Quadrupolfeld bestimmenden GroL\en. Debye verweist 
auf den Zusammenhang, der zwischen a nnd der Sutherlandsehen Kon

stanten C in der Formel fiir die freie Weglange (§ 13, Kap. I, siehe aueh S. 67) 
in der ja aueh die Anziehungskrafte zwischen den Molekiilen steeken, besteht. 

Wenn wir die Wirkung zweier Molekiile nochmals zusammenstellen, 

kommt folgendes in Betracht. 

1. Vom Molekiil I wirkt das starre Quadrupolfeld auf das starre Quadrupol

feld des Molekiils II und umgekehrt (Resultat: Die Keesomschen, vom 

Richteffekt herriihrenden Krafte, die bei hoher Temperatur versehwinden, bei 

tie fer sehr groJ3 werden): 

das starre Quadrupolfeld des Molekiils I wirkt auf die durch dieses indu
zierte Ladung im Molekiil II und umgekehrt (der Effekt ist temperatur

unabhangig, aber schwach; bei hoher Temperatur bleibt e1' allein 

iibrig) ; 
die Wirkung der induzierten Ladung I auf die induzierte Ladung II 

wird vernachlassigt. 

'Vir werden berechtigt sein anzunehmen, daL\ bei normaler Temperatur 

und bei mehratomigen Gasen ,der Keesomsche Richteffekt iiberwiegt. 

1) H. Falkenhagen, Phys. Zeitschr. 23, 87, 1922 hat die Rechnungen auf 
Dipolgase erweitert. 
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Debye hat aber wohl mit Recht gegen die Keesomschen Rechnungen 
eingewandt, daLl man bei der Annahme harter elastischer Molekiile die Ge
nauigkeit nicht so weit treiben diirfe. 

Tatsachlich kann man z. B. bei Helium, bei dem sich die Messungen iiber 

den weitesten Temperaturbereich erstrecken, mit dieser Annahme unmoglich 
durchkommen. Bringt man namlich die Zustandsgleichung auf die allgemeine 

Form nach Kamerlingh-Onnes (s. die erste Halfte diesesBandes, Kap. VI, § 21) 

P V = RT (1 + ~ + _~ + ) .. " 
so ware nach der van der Waalsschen Gleichung der "zweite Virialkoeffizient" 

a 
B = b - RT' wie man durch Entwickeln derselben leicht erkennt 1). Wenn 

b temperaturunabhangig ware, so miiLlte B mit steigender Temperatur zu
nehmen, da a entweder konstant bleibt (Polarisationse:tiekt) oder mit steigen
der Temperatur abnimmt (Richte:tiekt). Fiir tiefe Temperaturen erweist sich 
das auch als richtig, bei etwa -100° hat diese GroLle aber ein Maximum 
und nimmt bei weiterer Temperatursteigerung ab 2). Das bedeutet, daLl b, 
das dem Volumen proportional ist, welches die Molekiile einnehmen, mit stei
gender Temperatur abnimmt. Dieses Verhalten weist darauf hin, daLl wir die 
Vorstellung des starren Molekiils ersetzen miissen durch die eines Molekiils 
das nach auLlen AbstoLlungskrafte ausiibt, die desto starker werden, je tiefer 
man in das 1l'Iolekiilfeld eindringt. So kommt es, dal.l schnelle Molekiile tiefer 
eindringen konnen und so mit steigender Temperatur der fiir andere Molekiile 
unzugangliche Raum abnimmt. 

Zwicky 8), ein Schiiler Debyes, hat die Rechnung mit einem Ansatz 
1 

durchgefiihrt, nach welchem sich zwei Molekiile mit einer Kraft ,....., rH + 1 ab-

stoLlen, wobei diese Kraft in groDen Entfernungen kleiner, in kleinen groOer 
sein muLl als die vorhandenen Anziehungskrafte. Das bedeutet, daLl der Exponent 
von r fiir die AbstoLlungskrafte hiiher sein muLl als der fiir die Anziehungs
krafte [der bei He 9 ist] 4), damit die ersteren bei Annaherung schneller wachsen. 
Er setzt dann fiir up in Formel (235) die Summe der potentiellen Energie fiir 
Anziehung und Absto13ung (positiv), ohne daLl ein wahres Eigenvolumen getrennt 
beriicksichtigt werden miiJlte. Dann wird wieder in eine Reihe nach T-l 
entwickelt und fiir die Absto.l.\ung n = 9 als mit der Erfahrung am besten 
1m Einklang befunden. Angenahert wird fiir He 

( 
3 To T02) 

B = bo 1- (To --) - 0,1002 '1' - 0,0061'2'" . 
2 '1'+2 

--------
RT a (- 1 a ) 

l)p = v-ii-v2' pV= RT I-b/V--i{TV . 
2) Nach L. Holborn und J. Otto, Zeitschr. f. Phys. 23, 77, 1924, scheint 

sich auch H2 und Ne so zu verhalten. 
3) F. Zwicky, Phys. Zeitschr. 22, 449, 1921. 
4) Heliumatome werden als Quadrupole aufgefaJ3t, deren Potential nach auJ3en 

mit der dritten Potenz der Entfernung abnimmt; die gegenseitige potentielle Energie 
eines Heliumatoms auf den Dipol, den es in einem anderen induziert, nimmt mit 
der achten Potenz von r ab, die Kraft daher mit der neunten. 
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Hier ist bo die van der Waalssehe Gralle gegeniiber sehr langsam bewegten 

Molekiilen, 1'0 eine Konstal1te, die so definiert ist, daLl k To die potentielle 
Energie der Anziehung bei Beriihrung zweier Molekiile ist. In der folgenden 

Tabelle ist B fiir He in KubikzentimeterjMoi gegeben, und zwar bei tiefen Tempe
raturen naeh Kamerli ng h -0 n nes I), bei hohen naeh HoI born und Ott os 2) 
neuen Messungen (dureh welehe die Tabelle Zwiekys erganzt wurde). 

Die Zahlen von Holborn sind dureh Division dureh 5,92.10- 5 auf 

Kubikzentimeter umgereehnet, diejenigen von Onnes aus Zwicky entnommen 

(d ' 0" 1 hI d . 6,118 0 (2,24. 10'}2 l' . 2 Ie rlgllla za en weI' en mIt .-- . 1 6 = - .. ---- multip IZlert, 8 ,07 
l' 82,07 l' 

ist die Gaskonstante in Atm. ems, 2,24.104 ems das Volum bei 00 C und 1 Atm). 
Die Messungender beiden Forseher unterscheiden sich urn den konstanten 

Faktor 1,025. In del' letzten Reihe ist bo als Quotient aus dem gemessenen 
B und dem Klammerausdruck der theoretisehen Formel fiir B bereehnet (mit 

To = 217,5). 

T 56,5 

Bgem. em3 10,4 

bo 86 

-; .--~~~. II 373,4 

B 3 { 11,0 gem.cm I 11,25 
bo · ..•• II 92,4 

i 94,3 = 1,025 . 92 

} 

90,3 

11,9 

84,5 

473,1 

10,96 

169,5 

12,15 

89 

! 
I 

273,1 I 

11,48 {i 
89 I 

I 

573,1 

10,4 
- I _ 

293,1 
11,16 
11,4 
89,7 

91,6 = 1,025 . 89,2 

673,1 

10,05 

95,9 = 1,025.93,519!,3 = 1,025.91,7 94,0 = 1,025.91,7 

Man sieht, daLl bo jedenfalls bessel' konstant ist als B, wenn aueh die 

Schwankungen noch groLl sind. 
Schwieriger ist die Frage nach del' Natur der AbstoLlungskriifte im Gase 

zu beantworten, die wir bisher meist dadurch idealisiert haben, daLl wir die 
Molekiile als elastische, harte Karper bzw. Kugeln aufgefaLlt haben. Das be
deutet, dall die AbstoLlungskrafte bis zur Beriihrung Null sein sollen, bei noch 
weiterer Annaherung aber unendlich werden sollen. Dall man damit nicht 

auskomllt, beweisen die eben genannten Verhiiltnisse am Helium, aber auch 
die Tatsache, daLl wenigstens feste Karpel' auch bei ganz tiefen Telllperaturen 

nicht vollstandig hart sind, wie es die Vorstellung voneinander beriihrenden 

hart en Kugeln erfordert, sondern eine Zusammendriickbarkeit derselben GraLlen

ordnung haben wie bei normaler Temperatur. Das zeigt, daLl man bei steigen
den Kraften die Molekiile einander mehr nahern kann, und dies beweist wieder, 
dall die AbstoJ3ungskriifte sich iiber eine endliche Strecke ausdehnen und 
desto groLler werden, je naher man dem Mittelpunkt kommt. (Daraus folgt 
also auch, da/3 schnelle Molekiile einander beim ZusammenstoLl naher kommen 

1) H. Kamel'lingh-Onnes, Leid. Comm. ]02 a, 1904. 
2) Nach L. Holborn und J. Otto, Zeitechr. f. Phys. 23, 77, 1924, scheint sieh 

aueh H2 und N e so zu verhalten. 
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als langsame.) Welches ist nun die Natur diesel' Krafte, die verhindert, daJ3 
die Atome einander durchdringen, obwohl, wie wir wissen, daB eigentlich 
Materielle, die Kerne und Elektronen, nul' wie Stecknadelknopfe in einem 
Saal erscheinen und del' Rest leer ist? Elektrostatische Kriifte, wie sie von 
ruhenden Ladungen ausgehen, konnen nicht allein mal3gebend sein, denn bei 
unabhangiger Rotation del' als starr gedachten Molekule wurden ebensooft 
Anziehungen auftreten, und wenn wir die Boltzmannsche Potenzformelhin
zunehmen, wurden gerade die Anziehungen bevorzugt. Debye 1) hat daher 
versucht, nicht statische, sondern Tragheits-(Reaktions-)krafte zur Erklarung 

heranzuziehen und hat durch Ausrechnung gezeigt, dall ein freies Elektron 
im periodisch wechselnden Felde (z. B. eines rotierenden Molekuls) abgestoJ3en 
wird. DaB kommt folgendermal3en zustande: In dem periodisch wechselnden 
Felde wird das Elektron einmal angezogen, dann abgestollen und kommt so in 
Schwingungen. Infolge del' Tragheit des Elektrons bleiben abel' seine 
Schwingungen etwas hinter den Wechseln des Feldes zuriickj dadurch ist das 
Elektron zu den Zeiten, in denen die Krafte anziehend wirken, noch etwas in 
del' Bewegung, die abstollenden Kriiften entspricht, und ist dann wahrend del' 
Zeit, wo die Krafte anziehend wirken, im Mittel vom rotierenden Molekiil 
etwas wei tel' entfernt als wahrend del' Zeiten, wo die Krafte abstol3end wirken. 
Da abel' die Krafte bei Annaherung zunehmen, ii berwiegt die Wirkung del' 
absto.l3enden Kriifte die del' anziehenden und man erhalt eine im Mittel ubrig
bleibende absto.l3ende Kraft, die mit del' siebenten Potenz del' Entfernung 

abnimmt. 
Man kann sagen, daJ3 es sich hier urn ein Verhalten im kleinen handelt, 

das sich im grol3en in den Wechselstromversuchen von E. Thomson und 
v. Lang 2) zeigt. LiiJ3t man durch eine Spule mit vertikaler Achse Wechsel
strom fiiel3en (entsprechend dem Wechselfeld des rotierenden Molekiils) und 
bringt iiber del' Spule parallel zu ihr einen MetalJring an, so werden in ihm 
Wechselstrome induziert (entsprechend den Elektronenschwingungen), die in
folge del' Selbstinduktion (Tragheit des Elektrons) eine sole he Phasenverschie
bung geben, da.13 Induktions- und induzierter Strom meist in entgegengesetzter 
Richtung flieJ3en und daher einander abstol3en, del' Ring schwebt uber del' 
Spule (beim wirklichen Versnch wird zur Feldverstarkung ein Kern aus 
weichem Eisen in die Spule gebracht). 

Allerdings hat De bye nul' den Fall eines freien Elektrons durchgerechnet 
und nicht gezeigt, dal3 auch beim Vorhandensein del' Krafte, die das Elektron 
an sein Atom binden, doch Abstof3ung entsteht. Darum kann man auch noch 
keine naheren Rechnungen durchfiibren. 

§ 6. Das Prinzip der mechaniscben lbnlichkeit. Bekanntlicb gilt 
(s. die erste Halfte dieses Bandes, Kap. VI, § 11 u. 19) bei sehr vielen Stoffen das 
"Gesetz del' korrespondierenden Zustande", nach welchem die Zustandsgleichung 

1) P. Debye, Phys. Zeitschl·. 22, 301, 1921. 
2) V. v. Lang, Wien. Bel'. 102 (IrA), 523, 1893; siehe auch A. Lampa, 

Wechselstromversuche, Sammlung Wissenschaft (Braunschweig 1911), S.54. 
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fiir gro/3e Gruppen nicht allzu verschiedener Stoffe identisch wird, wenn man 

Druck; Temperatur und Volumen nicht in denselben absoluten Einheiten, sondern 
iIi Vielfachen von solchen Gro13en miI3t, die fUr den betreffenden Stoff charakteri
stisch sind, wie z.E. die "kritischen GroJlen" PK, Tx VK ; man definiert dann 

"reduzierte GroI3en" lJr = lL., tr = TT , Dr = vV und behauptet, da/3 del' 
PK K K 

Zusammenhang zwischen lJn tr , Dr fiir die ganze Stoffgruppe gleich ist. 

Ka merlingh-Onnes 1) hat untersucht, was fiir Voraussetzungen gemacht 

werden miissen, urn diese Behauptung kinetisch abzuleiten, und hat dafiir die 
Voraussetzung del' mechanischen Ahnlichkeit aufgefunden. Hier sind zwei 

Dinge zu unterscheiden. Erstens die geometrische Ahnlichkeit zweier Mole

kiile del' verglichenen Stoffe, die verlangt, daI3 das Molekiil des einen Stoffes 

in das des anderen iibergehen wiirde, wenn aIle Dimensionen urn ein ge

meinsames Vielfaches a vergroI3ert werden. Hierbei ist es abel' wohl nul' 

notig, die au13eren Verhaltnisse, die in del' Zustandsgleichung mitspielen, zu 

betrachten, wahrend Unterschiede im inneren Bau. vielleicht keine Rolle spielen. 

Zweitens ist notig, da13 die Krafte, die von " entsprechend en " Punk ten zweier 
Molekiile ausgeiibt werden, bei den verglichenen Molekiilen in derselben Weise 
yom Abstand abhangen, wenn man beim groJ3eren Molekiil den Abstand in 
a mal gro13eren Einheiten miJ3t; ein bei allen Kraftwirkungen gemeinsamer 

Faktor f3 kann noch vorhanden sein. Hierbei sind "entsprechende" Punkte 
solche, welche bei del' Vergro13erung des kleinen Molekiils urn den Faktor a 
ineinander iibergehen. Wenn man von inneren bzw. Drehbewegungen nicht 
absehen kann, mull auch die Massenverteilung in den entsprechenden Punkten 

entsprechend sein. 

Wenn also die Kraft behn kleineren Molekiil in einer bestimmten Rich

tung die Form g; (Xl - x2, 111 - !/2' ZI - Z2) hat, so mull sie beim groI3eren 

d' F I ( , , , , , .) ,~(X; - x~ !/; - Y; z; - Z;) 
Ie orm fP XI- X2, !11-!/2, ZI- Z2 =,..,g; -~IX-, -~a-' -a-

haben 2). 

Nun bringen wir eine Anzahl N del' kleineren Molekiile in einem V olumen 

von del' Grolle V in willkiirliche Lagen XI'!/ll Zl' bis XN, !/N, ZN. Ebensoviel 
von den grolleren MolekiiIen bringen wir in dem Volumen V' = as V in die 

Lagen x;, y;, z; bis xN, !/N, zN, so dall x~ = ex, Xro y~ = aYr .,. ist. 

Es ist also (wenn man auch die Orientierungen ahnlich wahIt) eine 
Momentphotographie des gestrichenen Systems einfach eine afache (ahnliche) 
Vergrollerung del' Aufnahme des ungestrichenen Systems. Nun wird die 

weitere Bewegung des Ietzteren in bestimmter Weise erfolgen, die durch die 
gewohnlichen Bewegungsgleichungen von del' Form (z. B. fiir das r-te Molekiil) 

d2 xr 
mr ali = rp (Xl - Xr, YI - Yr ... ZN- Zr) 

cf(~,-) ... ,)J-hlll-t'i ~"-)YI~.-h,~.-2",j , ...... ) 

1) H. Kamerlingh-Onnes. Arnst. Ak. 21,22,1888; Arch. Need. 30,101,1897. 
2) Als dritter Ahnlichkeitsfaktor hiitte noch das Verhaltnis der Massen auf

zutreten. Dadurch abel', daJ3 wir je ein Mol nehmen, haben wir nach dem 
A v 0 gad r 0 schen Satze schon korrespondierende Massen benutzt. 



§ 6. Das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit. 185 

geregelt ist. Fur das grol3ere System lauten diese 

Wir fuhren nun einen neuen Mal3stab fUr das zweite System ein, definiert 

durch Xr = x~ und berucksichtigen die Voraussetzung uber die Krafte. Dann 
a 

wird 

Das heil3t die Bewegung, gemessen in dem Mal3stab x, wird geometrisch genau 
so verlaufen wie die Bewegung des ungestrichenen Systems in dem ursprung
lichen MaLls tab x, da ja zu Beginn die x fUr das grol3ere System dieselben 
Werte haben wie die x fur das kleinere und die Bewegungsgleichungen die
selben sind. Nur verlauft alIes mit einer anderen Geschwindigkeit, denn die 

scheinbare Beschleunigung dd2X ist fur das zweite System um den Faktor 11'1-i .t 
t2 m a 

kleiner, die Zeiten, innerhalb deren das gestrichene System entsprechende 

1/am' Lagen annimmt, sind daher um den Faktor r (3 m grol3er. Die Geschwindig~ 

keiten verhalten sich also wie 
a 

Geometrijih ahnlich sind daher in beiden Fallen die Bewegungen dann, wenn 
sich die Temperatur (d. h. kinetische Energie) des groJ3eren Systems um den 
Faktor 

m' "2 
--, ="{3 m am 

{3m 

von der des kleineren unterscheidet, das Volumen urn den Faktor as. Der Druck, 
die Wirkung der Stol3e gegen die Wand, ist gegeben d urch den Quotienten: Impuls 

eines Molekuls (Masse X Geschwindigkeit, also Faktor m' a 11m, (3) X StoJ3-
m r m IX 

zahl (= reziprokeZeit, Faktor V ~ :,) durch FIache (:2) oder proportional :2; 
besteht also fur den Korper mit den kleinen Molekulen die Zustandsgleichung 

a2 (V' T') p = f(V, T), so heiJ3t sie fur den anderen p' 7J = fail' rx.{3' Hiernach 

soIl die Funktion fund damit die Zustandsgleichung fur aIle Stoffe die gleiche 
sein, wenn man p, v, T durch je eine individueIle Konstante dividiert; fUr die 
kritischen Daten, die naturlich "korrespondierende Werte" sind (da die Eigen
schaft des kritischen Zustands ja auf einer Eigenschaft von f beruht), gilt 

entsprechendpx=P"2PK, Vi-=asVK, Ti-=a{3TK; wenn man daher 
IX 
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schreibt ~ = ·f···(I ~\ so kann man nach dem Obigen auch schreiben 
PK VK ' TK }' 

pi _( Vi 1") _. . . 
PH: = f Vir' T~ , wo f dleselbe FunktlOn 1St. 

Nach den Voraussetzungen, die zur Ableitung notig waren, erkennt man, 

dall die Einschrankung der Gultigkeit des Theorems der ubereinstimmenden 

Zustande auf nicht zu verschiedene Stoffe nicht uberraschend ist. 

{J) Mehratomige Gase. 

§ 7. Freie Energie und spezifiscbe Warme zweiatomiger Gase. 
Wir haben bisher nur von einatomigen Gasen gesprochen; ihren drei Frei
heitsgraden, die im Zustandsintegral T in der Potenz 8/2 auftreten lassen, 

entspricht die spezifische Warme Ov = 3/2 If, wie sie an diesen Gasen tat
sachlich gefunden wurde. 

He .. 
Tabs Cv 
291 3,008 \ . 
93 2,949 f Idealer Gaszustand 1) 

26 2,99 } 
22 3,00 9,3 Mol! Liter 2) 
18 302 

Tab. Cv 

A. . 288 3,07\'d I G t d 3) 93 2,86 flea er aSZU8 an 

H 5500 2 97 { berecbnet aUB 
g rv , CpiCv = 1,666 4) 

Dagegen ist bei zwei- und mehratomigen Gasen die spezifische Warme hOher. 

Behandeln wir zuerst ein zweiatomiges Gas, des sen Molekul mit der Masse 'In 

aufgebaut sei aus zwei Atomen mit den Massen ri1 1 und ri1 2, die den Abstand d 

voneinander haben. Der Schwerpunkt des Molekuls teilt dann die Verbin-

. • m2 
dungshme so, daB der A bstand des Atoms 1 vom Schwerpunkt dl = d -+ -, 

J/1 1 'ln2 

der des Atoms 2: d2 = d· .mI ... ist. Das Molekul kann nun urn seinen 
ml +m2 

Schwerpunkt rotieren. Urn seine Orientierung im Raume festzulegen, den ken 

wir uns eine feste Gerade im Raume, urn die raumliche Polarkoordinaten mit 
dem Molekulschwerpunkt als Mittelpunkt eingefuhrt seien; die Lage der Achse 

ist dann festgelegt durch die geographische Breite n/2--It und die geographische 
Lange cp, z. B. des Atoms 1. Das Atom 1 kann also auf einer Kugel rotieren, 

deren Radius dl , deren Oberfiachenelement dl 2 sin -It d -It d cp und deren gesamte 

Oberfiache 4 n dl 2 ist. Die kinetische Energie 'der Rotation des Atoms 1 urn 
einen Molekulschwerpunkt kann man zerlegen in den Anteil, der auf die 
Rotation langs eines Breitenkreises entfallt (Geschwindigkeit dl sin -It tjJ, dl sin-lt 
ist der Radius des Breitenkreises), und den, der auf die Rotation langs des 
Meridians entfallt (Geschwindigkeit dl it); man erhalt fUr das Atom 1 so 

I) K. Scheel und W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473, 1913. 
2) A, Eucken, Verh. d. D. Phys. Ges. 18, 4, 1916. 
3) W. He use, Ann. d. Phys. 59, 86, l!Jl9. 
4) A. Kundt und E. Warburg, Pogg. Ann. 107, 353, 1876. 
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und die entsprechende Gro13e fur das Atom 2, also fur das ganze Molekul 

ck = (~l £112 + ~2 d22) (,t}-2 + sin2 % cp2) . . . . . (236) 

Die Gro13e m1 d12 + m2 d22, das Tragheitsmoment [J], kann man durch 
Einsetzen von d l und d2 auf die Form bringen 

. . . . . . . . . (237) 

Die gleich haufig auftretenden Orientierungen sind solche, bei den en 
die Achse einen gleich gro13en Kegel ausfullt, oder bei denen das Atom 1 auf 
der Kugel vom Radius dt gleich gro13e Flachenstucke beschreibt, die Raufig
keit der Orientierungen mit geographischen Breiten zwischen % und % + d% 
und geographischen Langen zwischen rp und rp + d rp ist also proportional 
sin % d% d cpo Entsprechend sind ohne Rucksicht auf die Energiebeschrankung 
a priori gleich hiiufig solche Geschwindigkeitsbereiche, die in der »Geschwin
digkeitsebene" gleich gro13e Flachenstucke fullen; es ist dann die Zahl der 
Falle, in denen bei gegebenem % die Winkelgeschwindigkeit urn die Polar
koordinatenachse zwischen <p und p + d P liegt und gleichzeitig die Winkel
geschwindigkeit langs des Meridians zwischen it und ,t}- + d,t}-t, proportional 
d it sin % d cpo Bei linearer Bewegung hatten wir in das Zustandsintegral fur 
zwei Freiheitsgerade 

gesetzt. Rier haben wir also entsprechend 

Sk 

e -kT [J] d,t}- d% [J] sin % drp sin % d rp 

zu setzen. Man kann leicht zeigen, da13 tatsachlich [J] statt m zu setzen ist, 
wenn man an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten die Winkel, an Stelle der 
Lineargeschwindigkeiten die Winkelgeschwindigkeiten einfuhrt, weil der der 

kinetischen Energie im ersten Falle ~- gs entsprechende Ausdruck hier [~J .3-2 

Jautet. Die auf die fortschreitende Bewegung bezuglichen Ausdrucke des 
einatomigen Gases bleiben hier unverandert erhalten, fur die zwei Freiheits
grade der Rotation kommen zum Zustaudsintegral neu hinzu die Faktoren 

00 :n: 00 2:n: 

f~?:J J e-[·~lt~d~d% f f e-l~Si.:;T2sin2%d«PdCP 
-00 0 -00 0 1 .. (238) 

I 
Den beiden kinetischen Freiheitsgraden der Rotation entspricht, so wie bei 
der fortschreitenden Bewegung, je der Faktor V2 :n: m kT, und dementsprechend 
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je die spezifische Warme Rj21). Dazu kommt als Faktor das der Bewegung 
zur Verfiigung stehende Gebiet, namlich die Oberflache einer Rugel mit einem 

Radius d = Vdl dt , dem geometrischen Mittel aus den Abstanden der zwei 
A tome vom Dreh- (d. h. vom Schwer-) punkt. 

Da in den neuen Faktoren das Volumen nicht vorkommt, ist die Ab
hangigkeit der freien Energie 

f Ve 5 3 2 n m k 8 n 2 [J] k + - = -In---lnT--ln-- -In----
k T N L 2 2 [hJ2 [h]2 

vom Volumen dieselbe wie bei einatomigen Gasen und daher hat auch der Druck 
denselben Wert. 

DaJ3 die spezifische Warme zweiatomiger Gase hiiufig % R ist, belegt 
folgende Tabelle 2). 

Tab. Cv 

N2 • 293 4,984 
92 4,733 

Os· 293 4,985 
197 4,83 theor. % R = 4,95 
92 4,91 

CO 291 5,006 
93 4,758 

Aber es sind auch deutliche Abweichungen vorhanden, und zwar nach beiden 
Richtungen 

Tabs Cv 

288 4,875 
197 4,379 

92 3,335 

Naheres siehe erste Halfte dieses Bandes Rap. VII. 

Cv 

5,90 S) 

Fiir die Abweichungen nach unten konnen wir erst durch die Quanten
theorie Griinde angeben. Die erhohten Werte wie bei Chlor aber veranlassen 
die Uberlegung, ob wir nicht Freiheitsgrade vergessen haben. Nun konnte 
ein Molekiilmodell, wie das benutzte - Hantelmodell genannt, weil die zwei 
Atome wie bei einer Hantel als groJ3e Massen an einer starren Stange sitzen -, 
sich zweifellos auJ3er urn die zwei Achsen, die senkrecht auf der Verbindungs
linie der Atome stehen und denen das Tragheitsmoment [J] zukommt, auch 
urn diese Verbindungslinie selbst drehen. Das hat Boltzmann 4) auch ur
spriinglich angenoinmen; in Wirklichkeit ~ritt diese Drehung aber nicht auf; 
das liegt wieder an der Quantentheorie, ist aber nur eine konsequente Ver
allgemeinerung der Tatsache, daJ3 Rotationen des einzelnen Atoms nicht 
beriicksichtigt werden, denn das Tragheitsmoment !um der Verbindungslinie 
der Atome im Molekiil ist nur die Summe der Triigheitsmomente fiir die 
einzelnen Atome. 

1) Wie es nach dem Gleichverteilungssatz sein mu.13 und Bchon von Boltz-
mann (Wien. Ber. 74, 553, 1876) abgeleitet wurde. 

2) K. Scheel und W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473, 1913. 
S) F. Voller, Diss. Berlin, 1908. 
4) L. Boltzmann, Wien. Ber. 68, 897, 1871. 
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Dagegen mull man berticksichtigen, daLl die Verbindungslinie nicht starr 
ist, sondern daLl die beiden Atome gegeneinander schwingen konnen, wobei 
derSchwerpunkt in Ruhe bleibt. Das bedeutet, daLl die Ausschlage del' beiden 
Atome von ihrer Ruhelage stets nach entgegengesetzten Seiten gehen (beide 

gleichzeitig nach auLlen oder innen) und sich umgekehrt wie die Massen, also 
ebenso wie die Abstande vom Schwerpunkt, verhalten, so daLl das Molektil 
sich stets ahnlich bleibt. Ftihrt man den Gesamtausschlag x ein 

( X - ~~.- X X2 = m
l 

m+l-m--2 X), 
1 - ml +m2 ' 

so erhalt man fUr die Energie del' Schwingung 

m1 m2 1 . c = ----- - (X2 + 4 n;2v2x2) ........ (239) 
ml + m 2 2 

Es verhalt sich die Energie also so wie bei der Schwingung eines einheitlichen 

K d ·u m1 m 2 -- d· b· h h· d orpers er masse -.-- - = m, Ie el se r versc Ie enen Massen stets 
nil +m2 

nahe der kleineren ist. weil del' groLle Korper dann fast in Ruhe bleibt. 

Diese "relative Masse" tritt ja bei allen Problemen del' Relativbewegung auf, 
auch bei der Planetenbewegung urn die Sonne bzw. urn den gemeinsamen 

Schwerpunkt. 

Es kommt dann zum Zustandsintegral ein weiterer Faktor hinzu, der 
identisch ist mit dem beim eindimensionalen festen K6rper (mit quasielastischen 

Kraften), namlich 

(240) 

Der erste Faktor ist der tibliche Ausdruck bei jed em Beitrag del' kinetischen 
Energie, der zweite ist proportional der mittleren Schwingungsamplitude, jedem 
entspricht die spezifische Warme R/2. 

Nehmen wir jetzt alles zusammen, was sich auf Rotation und Schwingung 
bezieht, so haben wir 

(241) 

Die ersten drei Faktoren entsprechen den kinetischen Anteilen der drei 'Frei
heitsgrade (zwei der Rotation, einer der Schwingung); del' Rest ist das mittlere 

Volumen, das del' Bewegung zur Verftigung steht, namlich eine Kugelschale 

Y2 n;k1' 1 
vom Volumen 4 n; dl d2 ----=- Diese hat eine Oberflache von der 

m 2n;v 

GroLle 4 n; • dl d2 , die bei der Rotation beschrieben wird und eine Dicke pro-

portional V'2 n;!T _1_, die der Schwingung um die Oberflache entspricht. 
m 2 n;v 

Weil das Volumen jetzt nicht mehr konstant ist, sondern proportional v' l' 
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wiichst, haben wir einen Beitrag der potentiellen Energie zur spezifischen 
Warme = R'2. Wir solIten also eine spezifische Warme 

3R + 2R + ~R=!R 
2 2 2 2 --.-- --.-- --.--

Translation Rotation Schwingung 

erwarten, die aber bei normaler Temperatur von vielen zweiatomigen Gasen 
nicht erreicht wird. Die Werte liegen meist zwischen 5/2 R und 7/2 R, was 
wieder erst in der Quantentheorie begriindet werden kann. 

Bei mehratomigen Gasen andert sich im Prinzip nichts, es kommt eine 
und nul' eine neue, namlich die dritte, Rotationsachse hinzu, so daD dann als 

3R 
spezifische Warme del' Rotation 2 auftritt. Ferner bestehen weitere Mog-

lichkeiten fiir die Schwingung. Bei Methan, CH" z. B. ist bei 10° C Cv = 6,49, 
wovon 3 R = 5,94 auf Rotation und Translation und nul' wenig (0,55) auf die 
Schwingungen flillt (aus quantentheoretischen Griinden). Bei Wasserdampf ist 
Cv fiir eine Temperatur von 11 0° C 6,7 j daraus folgt, daJ3 alle drei Rotations
freiheitsgrade vorkommen, d. h. daLl die drei Atome nicht in eine Linie fallen 
diirfen. 

Auf einen Punkt ist noch aufmerksam zu machen, del' zwar nicht fiir 
die Temperaturabhiingigkeit des Zustandsintegrals und damit fiir die spezi
fische Warme, wohl aber fiir den Absolutwert desselben und damit auch fiir 
den der freien Energie von Bedeutung ist,' was sich bei Gleichgewichts
rechnungen anllert. 

Wenn die beiden Atome des Molekiils gleich sind, so kommt es schon 
nach einer Drehung um 'JE statt um 2'JE in dieselbe Lage odeI', andel's gesagt, 
eines der beiden Atome hat nur die Halbkugel statt der ganzen Kugel£lache 
zu beschreiben, damit aile moglichen Molekiilorientierungen auftreten. Es 
hat also wahrscheinlich im Zustandsintegral 2 'JE an die Stelle von 4 'JE zu 
treten, der mittlere dem Molekiil zukommende Raum wi I'd auf die Halfte ver

kleinert. Allgemein ist das Zustandsintegral eines Molekiils mit lauter ver
schiedenen Atomen beim Gleichwerden einzelner von ihnen durch die ent
sprechenden "Symmetriezahlen" zu dividieren 1). 

§ 8. Das. Dissoziationsgleicbgewicht 2). Es seien zwei einatomige 
Gase 1 und 2 gegeben, deren Atome zu einem zweiatomigen "Hantelmolekiil" 3 
zusammentreten . konnen. Bei jeder Temperatur werden im Gleichgewicht 
stets aile moglichen Zustiinde vorhanden sein, Bowohl 1 und 2 getrennt als 
auch in Vereinigung zu Molekiilen 3. Wir untersuchen nun, wie die Gesamt
zahl der Atome sich auf diese Moglichkeiten, frei oder gebunden, verteilt. 
Wir haben gesehen, daJl die Bedingung dafiir, daJ3 verschiedene - mehr odeI' 
weniger willkiirlich voneinander abgegrenzte - Zustande im statistischen 

1) P. Ehrenfest und V. Trkal, Ann. d. Phys.60, 609, 1921. 
2) L. Boltzmann, Wien. Ber. 88,861, 1883; Wied. Ann. 22,39,1884. O. Stern, 

Ann. d. Phys. 44, 497, 1914. K. F. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 22, 186, 1921; 23, 
95, 1fJ22j Ann. d. Phys. 69, 54, 192;!. P. Ehrenfest und V. Trkal, Ann. d. Phys. 
60, 609, 1921. 
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Gleichgewicht sind, durch das Gleichwerden ihrer freien Energie bei konsiantem 

Druck (wir lassen in diesem Paragraphen den Index p weg) bedingt ist. Diese 

GroJ3en haben den Wert 1) 

. (242') 

83 

_k e -kT -----3 v I 
e kT =-----y2nmskT - (2nm3kT) 

[h]6 '-v-' N3 ~ 
Translation Rotation 

Y mlm2 r m1 m2 y2nkl' 1 j • 2n -- kT-- 4nd2 --~- ----
m3 m32 rn 2nv 

'-.,-' 

Schwingung 

(242") 

Hier diirfen wir nicht aUe Anfangsenergien 13 gleich Null setzen; denn es 

ist 131 + 13 2 - 133 die Energiemenge, die man gewinnt, wenn man zwei ruhende 
Atome 1 und 2 zu einen ruhenden Molekiil 3 vereinigt, also 

die sogenannte Bildungswiirme beim absoluten Nullpunkt; wohl aber konnen 
wir zwei von ihnen (bzw. wenn 1 = 2 ist eine von ihnen) gleich Null 
setzen. 

Da aus einem Atom 1 
Gleichgewichts bedingun g 

oder 

und einem Atom 2 ein Molekiil 3 entsteht, ist die 

Wenn man an Stelle von N/v die mit der Loschmidtschen Zahl NL multi
plizierte Konz~ntration c einfiihrt und umschreibt, so wird das 

(245) 

1) Wir erinnern daran, daJ3 nach S. 154 bei Wahl von fp der Faktor e wegfiillt. 
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Die rechte Seite ist von den Konzentrationen unabhangig, die Gleichung stellt 

also das Guldberg-Waagesche Massenwirkungsgesetz 

c1 C~ _ K 
- c 

Cs 

dar, nur ist noch die Konstante ihrem Absolutwert nach berechenbar. 

Um genauer zu verstehen, wie die Gleichung zustande kommt, schreibell 
wir die urspriingliche Form etwas um: 

und nun konnen wir die Formel so deuten: Die Atome del' Art 1 konnen 1) 
entweder als freie Atome auftreten, und zwar in der Zahl Nl> oder im Verband 

mit Atomen 2 als Molekiile 3 in der Zahl N s .. Das Verhaltnis dieser beiden 

Zahlen ware ohne das Auftreten der die Bildungswarme - WO bedingenden 

Krafte einfach durch das VerhaItnis der mittleren Phasenvoluminagegeben, 

die einem Atom 1 im freien oder gebundenen Zustand zukommen. Diese 

GroGen, auf die wir gleich noch naher eingehen, stehen in Zahler und Nenner 
des ersten Bruches. Die Beriicksichtigung des Gewinns an potentieller Energie 
bei del' Vereinigung zum Molekiil ergibt nach del' Barometerformel den ersten 

81 +82-83 wo 

Faktor e-~- = efT, der (WO < 0) die Atome mit steigender Tem-

peratur bevorzugt. Das mittlere Phasenvolumen des Atoms 2 ist nicht da
von abhangig, ob ein anderes mit ihm verbunden ist odeI' nicht, sein Wert 
steht in Zahler und Nenner des zweiten Bruches in gleicher Weise und bllt 
dadurch aus dem Gesamtresultat heraus 2). Es bleibt also, abgesehen von der 

e-Potenz, das Verhaltnis der Atome 1 im freien und gebundenen Zustand ge
geben durch das Verhaltnis der entsprechenden Phasenvolumina. Hierbei 

fallen aber die kinetischen Anteile heraus, denn diese werden durch die Fest

setzung, daG wir das A tom in dem einen FaIle als frei, im anderen als ge
bunden ansehen wollen, nicht beriihrt S} Und es bleibt iibrig: Abgesehen 

von der e-Potenz ist das Verhaltnis der Zahl der Atome, die frei sind, zur 

1) Natiirlich andert es nichts an del' Sache, wenn wir 1 und 2 vertauschen. 
2) Wir machen darauf aufmerksam, wie die Unahhangigkeit in den Haufig

keitsansatzen fiir Atome 1 und 2,. die in unserer Grundvoraussetzung § 4, 5 des 
II. Kap. steckt, sich darin au1.iert, da1.i die Zustandsintegrale del' beiden als unab
hangige Faktoren auftreten und so dieses Verbalten ermoglichen. 

3) Hierbei ist festgelegt, da1.i ein Atom 1, daa eine geniigend gro1.ie kinetische 
Energie hat, urn den Molekiilverhand zu verlassen, doch noch als im Molekiilverband 
befindlich zu rechnen ist, solange sein Mittelpunkt noch in der kritischen Scbale ist. 
Fiir Falle, wo das Bedeutung baben kann, mu1.i man im einzelnen iiberlegen, ob 
diese Festsetzung mit del' Me1.imethode vertraglich ist, mit del' man Ns oder darauf 
beziigliche Grii.l3en mi1.it. Fiir alnlicbe Schwierigkeiten siebe z. B. O. Stern, Phys. 
Zeitschr. 14, 630, 1913. 
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Zahl der Atome, die gebunden sind, einfach durch das Verhaltnis des Raumes 
gegeben, in dem das Atom als frei angesehen werden kann, zu dem, in welehem 
es im Molekiilverband ist. 1m Molekiilverband ist das Atom, wenn sein Mittel
punkt sich innerhalb einer der Kugelschalen von der Oberflache 1) 4 n d2 und 

der Dicke 1/ 2 7r! l' 

r In 

27rV 

(mittlere Schwingungsamplitude um die Kugel) befindet, die urn jedes der N2 
A tome 2 geschlagen werden kann. Das Volumen einer solehen ist 

das V olumen aUer also 

~ :~2 y2 7r~1', 
4 7r d2 1 / 2 7r k l' N. 
27rV V -m-- 2. 

wobei entspreehend un serer Voraussetzung idealer Gase etwaige Uberschnei
dungen versehiedener soleher Kugelsehalen vernaehlassigt sind. Frei ist das 
Atom im ganzen iibrigen Raume; diesen kiinnen wir aber unter der gleichen 
Voraussetzung der Vernaehlassigbarkeit der Eigenvolumina der Molekiile gleieh 
v setzen. So finden wir in lTbereinstimmung mit (246) 

47rd2 1/ 27r k!. N2 
27rv r m 

Wir kiinnen hieraus sofort eine zahlenmaJ3ige rohe Absehatzung fiir die 
Gleiehgewichtskonstante gewinnen. Gehen wir wieder zu Konzentrationen 
Mol/emS iiber, so ist 

et +e2- e3 1 
Ct C2 = e ------pr- _-----,==~_ 

Cs 4 7rd2 Y k T -- 27r --=- NL 
2nv m 

Nun kiinnen wir roh fiir das Volumen der Kugelsehale unter normalen Um
standen 4 7r. (3 .10- 8)2.3.10- 10 emS = 3,4.10-14 ems setzen, also fiir den in 
einem Mol den gebundenen Atomen zur Verfiigung stehenden Raum 3,4 . 10- 24 

.6. 102s = 2 ems, und wenn wir in Mol pro Kubikzentimeter rechnen, also roh 

C1 C2 e 
-- "" -----. 

Cs 2 

Wiirden wir als Einheit der Konzentration diejenige wahlen, die ein Gas bei 
00 und 1 Atm. Druck aufweist (Molekularvolumen V= 22400), so ergabe sieh 

wo 
C1~2 rv eRT • 10000. 

Cs 

Dem Umstand, dal3, abgesehen vom Mal3system, in der Gleiehgewiehts
formel aul3er der e- Potenz nur das griil3enordnungsmaJ3ig iiberall gleiehe 

1) Es sei daran erinnert, daB bei gleichen Atomen nur die Halbkugel zu 
nehmen ist. 

Miiller-Pouillet III. 11. Aut!. 13 
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4 1t d2 V2 _ k. T »Bindungsvolumen" ,. eine Rolle splelt, entspricht die Tat-
21tv rrt 

sache, dal.l man in der thermodynamischen Nernstschen Naherungsformel 
fur ein solches Gleichgewicht 

1 PI P2 W O + 1 751 T + ., + ., ., 
og Ps = 4,57 RT ' og Jl)2 -)3 

fur aIle Gase nahe denselben Zahlwert 3 einsetzen kann. Fur T = 3000 abs. 
wurde das 7,4 ergeben. 

In unserer Formel haben wir weiter eine kinetische ErkJarung des Bra u n

Le Cha telierschen Prinzips (im engeren Sinhe; vgl. Kap. IV, § 20 der ersten 
Halfte dieses Bandes); hierbei wollen wir zuerst den Einflul3 der Temperatur 
untersuchen. Hierfiir ist im wesentlichen die e-Potenz mal3gebend. Diese be
gunstigt denjenigen Zustand, genauer diejenigen Lagen der Atome, zu denen die 
Krafte hintreiben, deren Erreichen Energiegewinn bedeutet. Der Einflul.l der 
e-Potenz wird desto starker (kann desto weniger von der kinetischen Energie, die 
gleichmal.lige Verteilung anstrebt, iiberwunden werden), je tiefer die Temperatur 
ist. Mit sinkender Temperatur also vermogen die Krafte immer die Bildung 
derjenigen Verbindung zu erzwingen, die unter Warmeabgabe erfolgt. Die 
natiirliche von den Raumverhaltnissen bedingte Verteilung der Atome dagegen 
tritt bei den hohen Temperaturen ein. Hier konnen wir, qualitativ unser Resultat 
verallgemeinernd, angeben 1), was der Satz "Bei steigender Temperatur werden 
endotherme Verbindungen (die unter Warmeaufnahme entstehen), begiinstigt", 
bedeutet, d. h. wie weit sie begiinstigt werden. Bei geniigend hoher Tempe
ratur liegt die Sache so, dal3 die Bildungswarmen keine Rolle spiel en. Es sei 
eine beliebige Gasreaktion mit den Molekiilen I, II . .. auf der einen, den 
Molekiilen I', II" ... auf der anderen Seite gegeben. In den Molekiilen kommen 
Atome A, B, C ... vor, natiirlich auf beiden Seiten gleich viel Atome A ... , 
aber in verschiedener Verbindung zu Molekiilen. Dann konnen wir sagen, dal.l 
bei geniigend hoher Temperatur die Bildungswarme keine Rolle spielt, sondern 
nur Volumenverhaltnisse; die in den Zustandsintegralen den kinetischen An
teilen entsprechenden Ausdriicke Y2 nmkT fallen aus dem Gleichgewicht 
heraus, weil sie. in den Ausdriicken fiir beide Seiten in gleicher Weise auf
treten, entsprechend dem beiderseitigen Auftreten der Atome, die ja aus 
der chemischen Reaktion nicht verschwinden konnen. Ubrig bleiben die 
verfiigbaren Raume, und als solche treten fur je ein Atom pro Molekiil, dem die 
Translation zugeschrieben wird, das ganze Volumen auf, wahrend alle anderen 
Atome desselben Molekiils auf die unmittelbare Umgebung des hervorgehobenen 
Atoms beschrankt bleiben, also auf ei'n Volumen Vt von molekularen Dimen
sionen. Treten also links in der Reaktionsgleichung a, rechts b Molekiile auf 
und im ganzen t Atome, so lautet die Gleichgewichtsformel 

Nl . Nn ... Na Va i\ ... Vt - a 
Ni NIl Nb - Vb -:-iiiii;Vt _ b 

1) K. F. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 23, 95. 1922. 

. . . . . . (247) 
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Wegen der groLlenordnungsmiWigen Gleichheit aller :u kommt es nur auf die 
Zahl a - ban; ungefahr wird die rechte Seite Va-biib- a oder, wenn wir in 

K . Mol h'b (1 )a-b b . d K . onzentratlOnen von ems sc reI en, rv"2 ,a er III en onzentrabons-

einheiten von 00 und einer Atmosphare 104(a-bl, so daIl die Seite, die mehr 
Molekule in der Reaktionsgleichung hat, pro Molekul mehr urn den Faktor 104 

begunstigt wird. 1st die Molekulzahl auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung 
gleich, so stehen beiden Seiten annahernd gleiche Raume zur VerfUgung, die 
Konzentrationsprodukte werden nahe gleich, die Gleiehgewichtskonstante bei 
genugend hoher Temperatur von der GroJ3enordnung 1. Bei sinkender Tem
peratur versehiebt sich dies nun entsprechend der Barometerformel durch den 

wo 

Faktor eRT, der viel mehr Atome an die Orte niedrigen Energieinhalts (d. h. 
in Verbindungen, die bei ihrer irreversiblen Bildung viel Warme abgeben) 
drangt und den Volumeneinflul3 leicht ganz uberdeckt. 

Nicht nul' roh liefert die Statistik ahnliche Resultate wie die Thermo
dynamik. Es lautet ja die Gleichung der van't Hoffschen Reaktionsisochore 
nach Kap. XIII der erst en HaUte dieses Bandes 

olnKc W 
-0-'1' = -RT2· 

Ersetzt man W nach dem ersten Hauptsatz durch WO -}: OvT (bei 
Gasen; die einzelnen Summanden positiv fur die linke, negativ fUr die rechte 
Seite der Reaktionsgleichung genommen) und integriert, so erhalt man 

lnKc = + ;; +}; ; lnT+ ~j", 
wo die j" sich von den sogenannten chemischen Konstanten nur dadurch unter

scheiden, daJ3 wir Kc und naturliche Logarithmen haben (j" = 0,1343 -lnR)-

Also wird 

K _ :; Produkt (e j " 1'1) fur aIle Molekule links . 
c - e 0 

Produkt (e j " T;) fur aIle Molekule rechts 

Das stimmt genau mit un serer Formel uberein und wir erkennen, daJ3 die 
Abhangigkeit der Gleichgewichtskonstante von den spezifischen Warmen, wie 

°v 
sie sich in T-if ausdruckt, die relative Temperaturzunahme des Zustands-
integrals ausdruckt (der Raum wiichst bei dem Molekul mit der groIleren 
spezifischen Warme schneller mit steigender Temperatur und dadurch wird 
dieses begunstigt), wahrend ej " fiir den Absolutwert verantwortlich ist. 

Endlich sei noch kurz auf die andere Aussage des Braun-Le Chatelier
schen Prinzips hingewiesen, nach der bei Volumenverkleinerung diejenige Seite 
der Reaktionsgleichung bevorzugt wird, die (unter gleichen Umstanden, also 
z. B. bei pichem Druck) das klein ere Volumen einnimmt, d. h. diejenige Seite, 
die die kleinere Anzahl von Molekulen (in der formalen Reaktionsgleichung, 

13'" 
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z. B. bei 2 H2 + O2 ~ 2 H2 0 die rechte) aufweist. Das kommt so zustande, 
dan bei einer Volumenverkleinerung der Raum, der den selbstandigen Teilchen 
zur Verfiigung steht (z. B. bei der Dissoziation HJ _ H + J den als 

Atome 1 betrachteten Wasserstofi'atomen), verkleinert wird, der Raum fUr die 
gebundenen Atome 1 aber nicht, denn dieser ist einfach durch die Rugelschalen 
um die Jodatome gegeben (der diesen Jodatomen zur Verfiigung stehende 
Raum iindert sich natiirlich auch, aber in gleicher Weise fiir die freien und 
die als Molekiilkerne betrachteten). Wiirde die Zahl der freien Wasserstofi'
atome ungeandert bleiben, so wiirde ihre Ronzentration zunehmen, die der ge
bundenen aber konstant bleiben, es treten daher zum Ronzentrationsausgleich 
freie Atome zu den gebundenen iiber, die Dissoziation geht zuriick. 

Wesentlich war bei un serer ganzen Rechnung, dan wir auf die Orien
tierung (Drehung) der A to me weder im freien Zustand noch im Molekiil
verband Riicksicht genommen haben. Eucken 1) hat (nach Ausschaltung des 

Einfiusses des Schwingungsfreiheitsgrades, siehe § 6, Rap. VIII) ausden optisch 
bestimmten Tragheitsmomenten Gasgleichgewichte berechnet, kommt dabei 
aber fiir die multiplikativen Ronstanten des Gleichgewichts zu starken Ab
weichungen von der Erfahrung, wenn er die Symmetriezahlen nicht beriick· 
sichtigt. Ob deren Einbeziehung das Resultat verbessern wiirde, ist noch 
nicht untersucht. In der folgenden Tabelle finden sich die von Eucken aus 
den Bandenspektren (siehe Bd. II) berechneten Tragheitsmomente. 

Hierbei ist gesetzt j = jt + jn WO jt der auch bei einem einatomigen 
Gas auftretende Translationsanteil, jr der Rotationsanteil ist. Mint man p 
in Atmosphiiren, und setzt [h] = 6,54.10-27 erg sec (die Begriindung fiir 
diese Wahl wird erst in Rap. VIn gegeben werden, hier kommt es aber auf 
die A b sol u t wert e nicht an, bei anderer Wahl von [h] ist in allen mit j iiber
schriebenen Spalten eine Ronstante zu addieren), so wird 

jt = - 1,587 + 3/2 log M, ir = 38,40 + log [J]. 
Diese Zahlenwerte sind 

N2 
O2 

NO 
CO 
HCl . 
HBr. 
CO2 • 

H2 0. 
NH3 . 

Substanz II log [J]opt.1 

1

-40,73 

-38,85 
-39,02 
-38,84 
-38,83 
-39,586 
-39,487 
-38,30 
-39,72 
-39,66 

jopt. 

-3,46 
Cit = - 1,13, Jr = - 2,33) 

+0,14 
+0,05 
+0,20 
+0,15 
-0,45 
+0,18 
+0,99 
-1,77 
-1,65 

iDampfdr. 

-3,69 ± 0,02 
Ut=-1,09, Jr =-2,60) 

-0,11 ± 0,05 
+0,54 ± 0.05 

0,52 ± 0,06 
-0,05 ± 0,07 
-0,26 ± 0,04 
+ 0,53 ± 0,07 
+0,91 ± 0,06 
-1,935 ± 0,025 
- 1,415 ± 0,06 

Die letzte Spalte ist aus Messungen des Dampfdrucks bestimmt (siehe 
Rap. IX, § 12 der ersten Halfte dieses Bandes und Rap. IV dieses Teilbandes). 

1) A. Eucken. F. Fried und A. Karwat, Zeitschr. f. Phys. 29, 1, 1924; 
A. Eucken und F. Fried, ebenda S. 36. 
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In der folgenden Tabelle steht erst die betrachtete Gasreaktion, dann 

der aus den Gleichgewichtsmessungen folgende N a piersche Logarithmus del' 
multiplikativen Konstante, d. h. die Summe del' "chemischen Konstanten" 
'};,j, dann dieselbe GroJ3e aus den optischen Daten berechnet; die letzte SpaIte 

kann erst spateI' erklart werden. 

Reaktion 

3H2 +N2 = 2NH3 
2 Hs + O2 = 2 H2 0. 
N2 +02 = 2NO. 
2CO+02 = 2C02 

H2 0 + CO = H2 + CO2 

__ L __ ~ 2 j bis 
---~r-- ~I~-

.. -6,!J4 i -7,14 

.. - 2,35 . - 2,55 
+0,65 + 1,25 
-0,55 -1,05 
+ 0,70 , + 0,94 

Ijopt. 

-6,94 
-3,90 
+0,20 
-1,55 
+ 1,12 

I 2jDampfdr. 
1-----,---'-----

YOIl ! bis 

I = ~:~~-T=- ::~f 
I 

+ 0,46 + 0,76 
-1,18 -1,58 

II + 0,69 + 0,89 

§ 9. Reaktionsgeschwindigkeit. Bei del' kinetischen Ableitung des 
Massenwirkungsgesetzes, d. h. del' Bestimmung del' Reaktionsgeschwindigkeiten, 
haben wir zwei Aufgaben von sehr ungleicher Schwierigkeit durchzufiihren, 
namlich die Ableitung del' Konzentrationsabhangigkeit 1) und die Ableitung 
del' Temperaturabhangigkeit bzw. des Absolutwertes del' Geschwindigkeit. 
Aus den Geschwindigkeiten erhalt man dann das Gleichgewicht auf Grund 
del' allgemeinen kinetischen Anschauung, nach welcher del' EinzelprozeLl am 
Molekiil den Begriff des Gleichgewichtes nicht ken nt, sondern genau so VOl' 

sich geht, ob man weit vom Gleichgewicht entfernt odeI' im Gleichgewicht 
selbst sich befindet, und dieses letztere fiir die ganze Masse nul' dadurch zu
stan de kommt, daJ3 del' eine Vorgang durch einen anderen, von ihm in seiner 
GroJ3e direkt ganz unabhangigen entgegengesetzten, kompensiert wird. Wenn 
wir in die Hnke Halfte eines GefaJ3es einige, z. B. vier Gasmolekiile setzen, 
wahrend die rechte leer ist, so findet im ganzen eine Bewegung nach rechts statt, 
abel' nicht etwa deshalb, weil die vier Gasmolekiile " mer ken ", daJ3 die rechte Hii.lfte 
leer ist; von den vier Molekiilen werden etwa zwei gleich nach rechts fliegen, 
zwei erst an die linke Wand und dort umkehren und dann nach rechts fliegen. 
Die Gesamtstromung kommt nul' dadurch zustande~ daJ3 in del' rechten Halite 
die Molekiile fehlen, die nach links fliegend die Bewegung del' anderen kompen
sieren wiirden. Das Gleichgewicht ist dann erreicht, wenn den aus del' linken 
Halite nach rechts fliegenden Molekiilen (das ist genau so wie im ersten Moment, 
wo die rechte Halfte leer war, auch im Gleichgewicht die halbe Zahl del' 
Molekiile im linken GefaJ3teiI) ebensoviel aus dem rechten VolumenteiI nach 
links fliegende entgegenkommen, was bei gleicher Dichte in beiden Halften 
del' Fall ist. Dann ist das Gleichgewicht erreicht und dadurch aUein definiert, 
nicht abel' durch irgend eine besondere Eigenschaft des einen Einzelvorgangs 
(hier die Zahl del' nach rechts fliegenden Molekiile) allein. 

Bekanntlich unterscheidet man die Reaktionen je nach del' Zahl del' 
Molekiile, die als Ausgangsstoffe am ElementarprozeJ3 teiInehmen, als mono-

1) C. M. G u 1 d bel' g und P. Wa age, Etudes sur les affinites chimiques. 
Christiania 1864; Journ. f. prakt. Chern. 19, 69, 1879. Siehe die erste HiHfte dieses 
Bandes, Kap. XV. 
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molekular, bimolekular usw. Die ersteren, zu denen z. B. Dissoziationen etwa 
von Joddampf in Atome J 2 _ 2J oder der radioaktive Zerfall gehiiren, sind 

dadurch charakterisiert, daLl die Bedingung fiir den Eintritt der Reaktion 

- welche es auch sei - eintritt, unabhangig davon, wie al t das Molekiil ist, 

und unabhangig davon, wieviel andere Molekiile vorhanden sind und was 

mit Ihnen geschieht. Wenn wir z. B. 1000 Atome Radiumemanation haben, 

so sind naeh 3,8 Tagen noch die Haifte, also 500, da. Waren wir von der 

halben Menge, von 500, ausgegangen, so waren natiirlich naeh der Halbwerts

zeit von 3,8 Tagen noeh 250 vorhanden. Die 500 Atome, die nun von den 
urspriinglieh vorhandenen 1000 nach 3,8 Tagen noch iihrig sind, verhalten 
sieh weiterhin nun genau so wie die 500 frischen Atome, sie haben sozusagen 
keine Erinnerung daran, daLl sie urspriinglieh ein Teil von 1000 waren; es 

ist so, als wenn dem Atom bei seinem Zerfall etwas zustieLle, das Eintreten 
dieses "Unfalls" aber dureh Alter· nieht begiinstigt wiirde. Dementspreehend 
wird bei der monomolekularen Reaktion stets derselbe B r u c h t e i I der vor

handenen Menge umgesetzt, die umgesetzte Menge ist proportional der noeh 
vorhandenen, einfaeh, weil bei mehr Atomen mehr Individuen da sind, denen 

etwas zustoLlen kann, nieht aber ist das Gefahrmoment fiir das Einzelindividuum 

groLler. Es gilt also 
dc 
-=-kc 
dt ' 

Bei bimolekularen Reaktionen, z. B. 2 J -J2, H2 + J 2 - 2 HJ, miissen zwei 
Molekiile gleiehzeitig bestimmte Bedingungen erfiillen. 1m Gas miissen die 
beiden reagierenden Teilchen z. B. zusammenstoLlen. Die Zahl dieser StoLle 
ist aber proportional dem Produkt der Konzentrationen, die Reaktionsgeschwin-

digkeit also k 
2 c1 c2• 

Das Dissoziationsgleiehgewieht J 2 ~ 2 J z. B. ist dann erreicht, wenn die Kon

zentrationen solehe Werte c'Molekfil und c'Atom haben, daLl die Gesehwindigkeit 
der Dissoziation kl CM gleieh ist der del' Wiedervereinigung k2 c 1, also 

2 c! kl 
k2 cA = k1 cM, CM - k2' ........ (248) 

womit die Konzentrationsabhiingigkeit des Gleiehgewiehts in Ubereinstimmung 

mit der Thermodynamik (Kap. XIII der erst en Bandhaifte) und Statistik (§ 8) 

abgeleitet und zugleieh gezeigt ist, daLl die Gleichgewichtskonstante dureh das 

Verhaltnis der Reaktionsgesehwindigkeiten gegeben wird. 
Was nun zuerst den Zahlwert der Reaktionsgeschwindigkeit 1) bimole

kularer Reaktionen betrifft, so ist uns die Zahl der Zusammensto.i3e zwischen 
zwei Molekiilen 1 und 2 ja aus § 12, Kap. I bekannt. Sie betriigt pro Sekunde 
und Kubikzentimeter 

-------

21/2"; N 2 (d1 + d2)2 l/M 1 +])~ ETc c ...... (58') 
f 1 L 2 Ml M2 1 2 

--------

1) Ais erste Arbeiten sind zu nennen: L. Natanson, Wied. Ann. 38, 288, 
1889; G. Jager, Wien. Ber. 100, 1182, 1891; 104, 671, 1895; H. Goldschmidt, 
Phys. Zeitsehr. 10, 206, 421, 1909; F. Kruger, Gottinger Nachr. 1908, 8.318; 
dann 'frautz, siehe 8.199, Anm. 2. 
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Ware mit dem Zusammenstoll alles getan, so ware damit k j berechnet zu 

° ./- (d1 + d2)2 1/ Ml + M2 ( ) k2 = 2 Y 2:n; NL --2- Y -Ml M;- R T· . . .. 249 

Es wiirde aber dann beim Mischen zweier verbindungsfii.higer Gase stets 
heftigste Explosion eintreten, denn k 20 ist ........ 1014• Die Erfahrung lehrt, dall 

hii.ufig nur ein sehr kleiner, aber mit der Temperatur schnell zunehmender 
Bruchteil der Stolle zur Reaktion fiihrt. Die Tatsache der Temperatur
abhangigkeit des wirksamen Bruchteils der Stolle folgt aus der im allgemeinen 
starken Zunahme der Reaktionsgeschwindigkeit mit der Temperatur, da
gegen nimmt k20 zwar auch, aber nur sehr langsam zu, zwischen T = 300 
und T = 310 urn 1,5 Proz. Arrhenius l ) nennt den reagierenden Bruch-

w2 

teil die "aktiven" Molekiile und setzt ihre Zahl "" A e - R T, analog wie bei 
einer Gleichgewichtsformel zwischen aktiven und nicht aktiven Mole.kiilen, wo 
W2 die "Aktivierungswarme" ist [Trautz]2), d. h. die Energie, die ein 
Molekiil(-paar) mindestens haben muJ3, urn reagieren zu konnen. Also ist 2)8) 

W2 

k2 = k~Ae-RT ........ . . (250) 

Bevor wir diese Formel naher diskutieren, wollen wir die Formel fiir die 
Dissoziationsgeschwindigkeit eines zweiatomigen Molekiils ableiten. Sei WI 
die Dissoziationswarme und nehmen wir an, dall die quasielastischen Krafte, 
die die zwei Atome zusammenhalten, bis zu der Entfernung Xo bestehen, bei 

m 
der die potentielle Energie 2- (2 :n; V)2 X02 gleich der Dissoziationswarme (pro 

W 
Molekiil) N~ ist, und daJ3 bei weiterer Entfernung das Molekiil auseinander-

fliegt. Wir fragen, wie vielen Molekiilen pro Sekunde unter NL das zust01lt. 
Am bequemsten macht man sich das in der Phasenebene X - ~ klar (Fig. 27, 
S. 131), wo es sich urn die Frage handelt, wieviel Molekiile pro Sekunde die Linie 
x = Xo iiberschreiten 4). Die Geschwindigkeit der Bildpunkte senkrecht zur 
"Molekiilgrenze" x = Xo ist ~ (namlichdie Bewegungsgeschwindigkeit in der 

dx 
x-Richtung dt = ~), die Zahl der Molekiile, die die Grenze im ganzen in 

1 Sekunde iiberschreiten, also gleich der Dichte der Bildpunkte . an dieser Stelle 
m (2nv)2:ro2 m g2 

e 2 -kT-- e-2 kT 
N L --------

e-2~ dx e-2kTd~ Joo m (2nv)2 ,2 fOO m g2 

-00 -00 

....... (251) 

1) S. Arrhenius, Zeitschr. f. phys. Chern. 4,226, 1888. 
2) M. 'frautz, Zeitschr. f. Elektr. 15, 692. 1919. Das Literatul'verzeichnis 

del' zahlreichen 'frautzschen Arbeiten bei K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys.59, 
635, 1919. 

B) Z. Klemensiewicz, Bull. Krakau, 1914, S.312; M. Polanyi, Zeitschr. f. 
Elektr. 26, 49, 1920; J. Christiansen, Bel'. Dan. Ak. I, No. 14, 1919. . 

.4) Eine ahnliche Darstellung zuerst bei A. Mar c eli n. Ann. chim. phys. (9), 
3, 120, 185, 1915; siehe auch A. March, Phys. Zeitschr. 18, 53, 1917. 



200 Gase. Kap. III. § 9. 

multipliziert mit g und integriert uber g von 0 bis 00 (nicht von - 00 bis 
+ 00, weil nur Uberschreiten nach rechts interessiert). Also 1) 

Wi 
e-RT 

k1 = NL --:------

foo -!!': (2 ... v)2,.2 

e 2 kT dx 

-00 

00 m {;2 

f e-2kT gdg 
0' 

Wi 

= NLve- RT ..... (252) 
Wl 

Das heiJ3t also, daB diejenigen A tome N L e - R T, deren Schwingungsenergie zum 

Zerfall reicht, eine mittlere Lebensdauer ~ haben 2). Aus k1 und k2 erhii.lt 
v 

man den richtigen Gleichgewichtswert (245), wenn man fur kll annimmt, daB 
in diesem Falle (Zusammenstoll zweier Atome) jeder Stoll zur Verbindung 
fuhrt, also k2 = k2o. Das entspricht durchaus un serer Rechnung fur die 
Zerfallsgeschwindigkeit, wo wir angenommen haben, daJ3 jedes Atom, des sen 
Mittelpunkt auf die "Molekulgrenze" trifft, zerfii.llt, so wie hier je zwei 
Atome, deren Mittelpunkte auf den Normalabstand derselben im Molekul 
einander nahe kommen, sich vereinigen S). Auch darf bei der Vereinigung 
keine Aktivierungswii.rme W2 notig sein, weil wir die Minimalenergie beim 
Zerfall gleich der Dissoziationswii.rme gesetzt haben, und wie Trautz') 
hervorgehoben hat, allgemein die Difl'erenz der Aktivierungswii.rmen WlI und 
~ von Hin- und Ruckreaktion gleich der Wii.rmetonung der Bruttoreaktion 
(bei T = 0) WO sein muJ3fi). Das folgt einfach, wenn man den Ansatz fur 
k2 und einen entsprechenden fur kl macht, die Gleichgewichtskonstante nach 
248) bildet, 

k k ° A _Wt- W 2 
K=_l=_l __ le RT 

k2 I k 20 A2 
und bedenkt, daJ3 nach § 8 R von der Form ist 

wo 
K = Roe- RT. 

Aus der eben angestellten Betrachtung folgt, daJ3 eine Verminderung von kl 
von einer gleichen Verminderung von k2 begleitet sein muJ3, um das richtige 

1) 1m Nenner iet hierbei uber x bis oointegriert, was fur :t~d erlaubt iat. 

2) K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 59, 635, 1919; E. K. Rideal, Phil. Mag. 
40, 461, 1920; S. Dushman, Journ. Am. Chem. Soc. 43, 397, 1921. Bier ist voraU8-
gesetzt, dall nur die Schwingungsenergie den Zerfall bewirkt! 

S) Bei zwei gleichen Atomen ist die Dissoziationskonstante nach S.190 doppelt 
so groB (weil bei der Rotation schon nach einer halben Umdrehung die gleiche 
Lage erl'eicht wird), dagegen ist bei gleicher Atomkonzentration die StoJ3zahl nur 
halb so groJ3, so daB die Dissoziationsgeschwindigkeit in beiden Fallen dieselbe ist. 

4) M. Trautz, Zeitschr. f. Elektr.15, 692, 1909; Zeitschr. f. phys. Chern. 66, 
496, 1909. 

6) 1m allgemeinen gibt es noch kein Mittel, die Aktivierungswarme von 
vornherein zu berechnen; der Ansatz, daJ3 sie bei Reaktionen del' Form 
Br2+H _ HBr+Br Null sei (siehe die in Anmerkung 2 genannte erste Arbeit), 
hat sich als falsch erwiesen. 
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Gleirhgewicht zu geben. Experimentell hat Bodenstein 1) die Geschwindigkeit 

der Dissoziation von Br2 in .Atome messen konnen, indem er einen ".Akzeptor" 
zusetzte, der die gebildeten Bromatome sofort wegfing und so ihre Messung 
erlaubte. Die Geschwindigkeit ergab sich der GroJlenordnung nach in Uber
einstimmung mit (252) (die Zahlen waren etwa 1 Prom. hiervon). 

Hier entsteht nun eine noch nicht eindeutig geloste Schwierigkeit 2) bei 
der Frage, woher das zerfallende Molekiil seine Energie nimmt. Formel (250) 
setzt voraus, daJl das Ma x w ell- Boltz man n sche Geschwindigkeitsverteilungs
gesetz auch im zerfallenden Gas besteht, und das setzt wieder voraus, daJl 
durch ZusammenstoJle geniigend viele energiereiche Molekiile entstehen, so daJ.l 
die Mehrzahl von ihnen ihre Energie wieder durch StoJ.le und nur ein Teil 

durch Zerfall verliert. Mindestens miissen aber ebensoviel Molekiilpaare mit 
einer Energie TV;. pro Paar zusammenstoJlen, als Molekiile zerfallen. Urn 
moglichst viel Energie zu erhalten, wollen wir jetzt mit allen Freiheitsgraden 
rechnen. Man hat hierzu 9 Freiheitsgrade bzw.11 Glieder, jedes von der mittleren 

kT 
Energie 2-' zur Verfiigung, niimlich fiir beide Molekiile zusammen 3 Trans-

lationsfreiheitsgrade (die Schwerpunktsbewegung ist als unwirksam angesehen), 
ferner fiir jedes 2 Rotationsfreiheitsgrade, einen kinetischen und einen poten
tiellen .Anteil der Schwingung. 

Man erhiilt nach kurzer Rechnung fiir die entsprechende StoBzahl, dividiert 
durch NLS) 

2 V~ NL (a1 + d2)2 l/Ml + M2 RT c2 Cs [_; __ 1_ ( W1)5 
2 r M1 M2 ;) .4. 3 . 2 R T 

1 ( TV;.)4 1 (W1)3 1 ( TV;. \2 WI ] - :t 
+4.3.2 RT +3.2 RT +2 ifT)+RT+ 1 e ... (253) 

1) M. Bodenstein, Zeitschr. f. Elektr. SO, 416, 1924; M. Bodenstein und 
J. Liitkemeyer, Zeitschr. f. phys. Chem. 114" 208, 1924. 

2) M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 1, 337, 1920; K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. 
Phys. 8, 132, 1922. 

3) Dieses Resultat leitet man am kiirzesten so ab: Es sei die Energie des 
i=ll 

Systems in der Form gegeben: !!.- = i ::s at5~; dabei ist die GroBe 51 die Relativ-
NL i=l 

geschwindigkeit der zwei Molekiile. Die Zahl der Molekiilpaare mit GroLlen 5< inner
U 

halb bestimmter Grenzen ist proportional d 51 d 52" . d 511 e - R T, die Zahl der StoLle, 
u 

die zwischen ihnen erfolgt, proportional 51 d 51 d 52' .. d 511 e -jPi'-. Das Verhiiltnis 
der Stolle, bei denen U den Wert WI iiberschreitet, zu allen StoJ3en ist 

u= 00 u 00 "'12+ .. '''112 '" r2 J 51 d 51 d 52' .. d 511 e - R T J Xl d Xl ••• d XII e - R T J rll d r e - R T 

U>W1 = U2_~ _________ -,Y'_W-,l~ __ 
00 U 00 XI2+"'X112 00 r2 j 51d~ld52 ... d511e-RT j x1dx1 ... dxl1e RT j rlldre-~ 

o 0 
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Wenn also die Energielieferung durch Sto1.le geniigen soll, so mull (253) 
gro1.l sein gegen (252), also 

WI ] + RT + 1 > v . . . . . . . . . . . . (254) 

Nun ist v von der Gro1.lenordnung lOIS, k20 von der Gro1.lenordnung 1014, c2 

[die Gesamtkonzentration aller vorhandenen (als zweiatomig vorausgesetzten) 

Gase, denn unser Molekiil kann seine Energie von irgend einem fremden 

1 . 
l'lolekiil bekommen] bei 1 Atm. und normaler Temperatur "2' 10-4; wenn, wle 

vorausgesetzt, ;; > 1 ist, kommt es im wesentlichen auf den ersten Aus

druck in der Klammer an, es mu1.l also sein 

1 1 (~)5 1014 • -. 10-4 -- -- > 1013 
'2 120 RT ' 

( TV; )5 R~ > 2,4.105, 
W 
R~ >12; 

b · . d . K t t· 1.1 WI h "r> • f" WI 20' t el me rlgeren onzen ra IOnen mu R T noc grololer sem; ur R l' = IS 

die linke Seite - ~ . 1019 • Cs, Cs darf also bis zu 10-6 herabgehen. [Bei 

Bodensteins Versuchen waren die Bedingungen erfiillt] 1). 

Bei mehratomigen Molekiilen bleibt Formel (252) groLlenordnungsmiWi~ 
bestehen (das folgt daraus, dall sowohl die Gleichgewichts- wie die Stoll
formel grollenordnungsmal.lig erhalten bleiben). Aber die Schwierigkeit ist 

damit nicht ganz behoben, denn es bleibt noch unklar, wie gerade der Schwin
gungsfreiheitsgrad die Energie bekommt. Hat er sie einmal, dann zerfallt 

1 
das Molekiil inetwa - = 10-13 sec, wenn nicht zufallig vorher ein Stoll die 

v 
Energie wegnimmt. 

Bei sehr weitgehender Verdiinnung muLl aber jedenfalls die Energie
nachlieferung langsamer werden a18 (252) verlangt, und dann wird die Zer
fallsgeschwindigkeit durch die Energienachlieferung bestimmt,· der ProzeLl 
wird bimolekular. Eine analoge Schwierigkeit besteht bei dem umgekehrten 
Vorgang der Molekiilbildung aus zwei Atomen, denn diese haben unmittelbar 
nach der Vereinigung eine inn ere Energie > ~; ware dieselbe ganz in der 

wo derReihe nach die Transformationen r NL 1~, = x" V X l 2 + ... Xl12 = r ange

wandt sind. Der letzte Bruch ist leicht auszurechnen und ergibt, mit der Gesamt
stoLlzahl (58') multipliziert, Ausdruck (253). 

1) Man kann allerdings unter Verzicht auf unsere Ableitung der Formel (253) auch 
annehmen, daE aUe inner en 4 Freiheitsgrade am Zerfall mitwirken, dann ist der 

wl 

Bruchteil der Atome mit der Energie WI : (; T + 1) e - R T und die Lebensdauer 

(WI +1)!. 
Rl' v 
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Schwingung aufgespeichert, so miillte das Molekiil innerhalb 10-13 sec wieder 

zerfallen. Sie mull sich also auf mehrere Freiheitsgrade verteilen, wird sie 
diesen abel' nicht bald durch Stoll genommen, so geht sie doch wieder in di~ 
Schwingung iiber und das Molekiil zerfallt. Es wird bei sehr groJ.ier Ver
diinnung die Wegnahme del' Energie durch Stoll geschwindigkeitsbestimmend, 
die Molekiilbildung trimolekular. 

Die zur Behebung dieser Schwierigkeiten von verschiedenen Seiten 1) vor
geschlagene Losung, die Energienachlieferung durch Strahlung zu erklaren. 
scheitert 2) S) daran, dall auch diese nicht geniigt, und dall haufig Licht, das 
nach der "Einsteinschen Beziehung" NLhv = WO wirksam sein miiJ.ite, es 
nicht ist. 

Polanyi 2) glaubt daher, die Energieiibertragung finde iiberhaupt nicht 
auf einem dieser regularen Wege statt 4) . 

1) J. Perrin, Ann. de phys. (9) 11, 5, 1919. 
2) M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 3, 31, 1920. 
3) W. McLewis, Phil. Mag. 39, 26, 1920. 
4) Christiansen und Kramers (J. A. Christiansen, Zeitschr. f. phys. 

Chern. 103, 91, 1923; J. A. Christiansen und Kramers, ebenda 104, 451, 1923) 
weisen darauf hin, daB bei solchen Reaktionen, bei denen Warmeentwicklung 
erfolgt, trotzdem dem Einzelmolekiil zum Eintritt del' Reaktion zuerst die Akti
vierungswarme zugefiihrt werden mull, die Spaltungsprodukte eine geniigende 
Energie haben, um durch ihren Stoll weitere Molekiile zu aktivieren. Abel' ab
gesehen davon, daJ3 diese 'Oberlegung fiir endotherme Reaktionen, wie es del' Zer
fall in Atome iet, nicht anwendbar sind, miiJ3te del' Zusatz eines neutralen Gases 
daun im Gegensatz zur Erfahrung die Reaktionsg~chwindigkeit stark herabsetzen, 
weil die Spaltungsprodukte ihre kinetische Energie durch·Stoll an das unbeteiligte 
Gas abgeben wiirden, bevor sie ein reaktionsfahiges Molekiil aktivieren konnten. 



Viertes Kapitel. 

Der feste Korper. 

~ 1. Die Eigenschaften der Kristalle 1). Wenn wir uns nun dem 

Studium des festen Korpers zuwenden, so mussen wir zwei Standpunkte unter
scheiden, je nachdem uns die Materie im festen Zustand durch die mecha

nischen (Festigkeits-) Eigenschaften oder durch die thermodynamisch - stati

stischen als von der Flussigkeit verschieden erscheint. Das ist deshalb notig, 

weil die in bezug auf ihre mechanischen Eigenschaften "festen" Korper in 

zwei Gruppen zerfaHen, in amorphe, isotrope oder Glaser und in anisotrope 

oder Kristalle. Auch die spezifische Warme der Glaser verhalt sich so wie 

die der Kristalle. Fur die Festigkeit, Zahigkeit, Sprodigkeit la.llt sich dabei 
eine kontinuierliche Reihe von leichtbeweglichen Fliissigkeiten iiber zahe zu den 

Glasern herstellen 2), so daJ3 eine Abgrenzung des festen gegen den fiussigen 
Zustand nur willkiirlich erfolgen kann. Andererseits kann man aber die 
Glaser thermodynamisch nicht als eigene, von dem geschmolzenen Stoff ver
schiedene Phase ansehen; wenn man einen GlasfiuJ3 erstarren laJ3t, so nimmt 
die Zahigkeit der ganzen Masse allmahlich zu, ohne daJ3 irgendwo ein Eigen
schaftssprung (Dichte, Brechungsexponent) eintrate, und ohne da.ll irgendwo 

das Glas mit einer davon verschiedenen Flussigkeit im Gleichgewicht ware. 
Bei normaler Temperatur ist das Glas haufig als unterkuhlte Flussigkeit an

zusehen, die unter geeigneten Bedingungen trube wird und sich (wegen der 
groJ3en Zahigkeit sehr lang sam) in die wirklich stabile Phase, die Kristallform, 
umwandelt (Entglasen). 

Darum sieht Taminann als festen Korper in Wahrheit nur die Kri

stalle an. Auch die technisch wichtigsten festen Stoffe, die bei grober 
Betrachtung amorph erscheinen, sind in Wahrheit, wie mikroskopische U nter
suchung lehrt, aus kleinen, unregelmaJ3ig orientierten Kristallen zusammen
gesetzt, sie sind "kristallinisch" oder "mikrokristallin", so vor aHem die 
Metalle, dann die Gesteine, aber auch die Cellulose der Seide und des Holzes, 
wie die Rontgenuntersuchung lehrt. 

1m folgenden wird es teilweise zweckmaJ3ig sein, den Kristallcharakter 
in den V ordergrund zu stellen, so da.ll wir zuerst die Eigenschaften der 
Kristalle behandeln. 

1) Niiheres iiber den Inhalt der § 1, 2, 3 bei P. P. Ewald, Kristalle und 
Rontgenstrahlen. Berlin 1923. 

2) Allerdings gilt das auch fiir Kristalle, siehe Kap. V, § 4, Fliissige Kristalle. 
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Unter einem Kristall versteht man einen Korper, der (etwa bis zu 
Dimensionen von 10-6 cm herab, d. h. bis zu "physikalisch unendlich kleinen ") 
homogen ist, aber anisotrop. Homogen ist ein Korper dann, wenn er 
an allen Orten gleichbeschaffen ist (im Gegensatz z. B. zu einem Mosaik), 
anisotrop, wenn er in v e r s chi e den e n Ric h tun g e n sich verschieden verhalt 

[wenn z. B. der Widerstand gegen Zusammendrucken verschieden ist, je nach 
der Kraftrichtung (Bd. I), oder wenn die Warmeausdehnung nach verschiedenen 
Richtungen verschieden ist (Bd. III 1) oder wenn die optischen Eigenschaften 
(Bd. II) variieren]. Infolge der Hornogenitat verhalten sich par a 11 e I e Rich
tungen bei einem einfachen Kristall gleich, unabhangig davon, durch welche 
Stelle des Kristalls die Richtung lauft. 1m allgemeinen auUert sich die An
isotropie auch in der Form, da beirn Kristall die Oberflache von Ebenen 
gebildet wird, die entweder naturlich entstanden sind oder kunstlich als 
Spaltebenen hergestellt werden, da die Kristalle in bestimmten Richtungen 
besonders leicht teilbar sind. 

Fur jeden Kristall ist seine Symmetrie charakteristisch. Unter der Sym
metrie versteht man die Angabe von (eventuell nur gedachten) Bewegungen, 
die man mit dem Korper als Ganzem oder in seinen Teilen vorzunehmen hat, 
um ihn in eine neue Lage zu bringen, die sich von der ursprunglichen Lage 
nicht unterscheiden laUt. 

Solcher Bewegungen gibt es dreierlei, und jeder von ihnen entspricht ein 
"Syrnmetrieelement" . 

1. Die Drehung. Wenn wir ein Quadrat in seiner Ebene urn 900 drehen, so 
ist es in einer Lage, in der sich sein Anblick nicht von dem unterscheidet, den es 
vor der Drehung geboten hat. Zu der Drehung gehort als "Symmetrieelement" 
die Drehachse, um welche die Drehung erfolgt ist. An ibr haben wir noch 
die "Zahligkeit" anzugeben. Diese sagt aus, um welchen Bruchteil des vollen 
Kreises wir drehen mussen. So hat das Quadrat eine vierzahlige Achse (senk-

recht zu seiner Ebene), weil eine Drehung um 90 0 = 241t ausreicht, um es in 

eine gleichwertige Lage zu bringen, ein gleichseitiges Dreieck eine dreizahlige 
(durch seinen Mittelpunkt senkrecht zu seiner Ebene), weil eine Drehung um 

21t 
1200 = 3 notig istj ein "Hantelmolekul" (§ 7, Kap. III) hat bei gl!lichen 

Atomen (z.B. N2) eine Achse (senkrecht zur Verbindungslinie) von der Zahlig

keit 2, weil eine Umdrehung um 1800 = 2; eine gleichwertige Lage hervor

bringt, bei verscbiedenen Atomen (N 0) besitzt das Molekul keine Symmetrie
achse senkrecht zur Verbindungslinie. 

Eine geometrische Figur hat oft mehr als eine Drehachsej- so besitzt das 
Quadrat in seiner Ebene noch weiter zwei Gruppen von je zwei zweizahligen 
Achsen, denn man kann es um jede seiner Diagonalen und um jede seiner 
Seitenbalbierenden (aus der Ebene heraus) dreben und dabei wird nsch je 
1800 eine gleichwertige Lage eingenomrnen. 
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Ein Wurfel hat drei vierzii.hlige Achsen (senkrecht zu den Flachen); vier 
dreizahlige Achsen (die drei Raumdiagonalen), um deren jede eine Drehung 
um 1200 ausgefuhrt werden kann, die denselben in aquivalente Lagen bringt, 
endlich sachs zweizahlige Achsen parallel zu den Flachendiagonalen. 

Diese Kombination von Symmetrieverhiiltnissen ist charakteristisch fur 
das kubische oder reguHire System, und zwar fur die enantiomorphe und die 
holoedrische KIasse. Dabei kommt es (im Gegensatz zu den hier als Bei
spiel besprochenen geometrischen Figuren) nicht auf die GroJ3enverhaltnisse 

der aulleren Begrenzung an. Wenn wir etwa einen wiirfelformigen Steinsalz
kristall haben und teilen diesen durch Spaltung parallel einer Wiirfelflache 

in zwei Half ten , so hat die auJ3ere Form rein geometrisch nicht mehr die 
friihere Symmetrie; fiir die inneren, maJ3gebenden Eigenschaften bleibt diese 
aber vollstii.ndig erhalten (in der au/3eren Form driickt sie sich in den 
Winkeln aus, vgl. spater). 

Es sind nur zwei-, drei-, vier- und sechszahlige Achsen moglich. 
2. AuJ3er der Drehung ist als nachster ProzeJ3 die Spiegelung mit der 

zugehOrigen Symmetrieebene als Spiegelungsebene anzufiihren. Spiegel
symmetrie zeigt z. B. das AuJ3ere der menschlichen Gestalt, die keine Symmetrie
achse hat (es ware eine volle Omdrehung erforderlich, um in eine aquivalente 
Lage zu kommen), wohl aber Vertauschbarkeit von rechts und links. 

3. Endlich kommt die "Inversion" an einem "Symmetriezentrum" in 
Betracht. Bier mull zu jedem Punkte ein in bezug auf das Symmetriezentrum 
symmetrisch liegender vorhanden sein. So hat ein Kegel kein Symmetrie
zentrum, wohl aber ein Doppelkegel. Ohne Symmetriezentrum sind nicht nur 
die A chsenlagen, sondern auch die beiden Fortschreitungsrichtungen auf 
einer Achse zu unterscheiden. 

Man kann nun die verschiedenen moglichen Symmetrieelemente in allen 
denkba.ren Weisen kombinieren. Dabei ergibt sich, dall die Zahl dieser Kombi
nationen nur 32 ist, die 32 verschiedenen Kristallklassen entsprechen 1); diese 
kann man wieder zu 7 Kristallsystemen zusammenfassen, namlich dem regu
laren (kubischen), tetragonalen, hexagonalen, rhomboedrischen, rhombischen. 
monoklinen und triklinen. 

Wenn man die Lage irgend einer Flache in einem Kristall angeben 
will, so legt man in diesen ein Koordinatensystem. Bei einem kubischen 
Kristall wird man natiirlich rechtwinklige Koordinaten einfiihren und auf 
allen drei Achsen die gleichen Einheiten benutzen, also ein gewohnliches 

Cartesisches System gebrauchen. Dieses wird man z. B. senkrecht zu den 
Wurfelflachen orientieren. Jede Flache schneidet die Koordinatenachsen 

in bestimmter Entfernung; die Abschnitte seien Xl' '!Ill Zl' das Verhiiltnis 
Xl : 'lit : $1 legt dann die Richtung der Flache (d. h. die Richtung der Flachen
normalen) fest. Verschiebt man die Flache in der Richtung ihrer Normalen, 
d. h. so, da.13 aIle eingenommenen Lagen einander parallel bleiben, so and ern 
sich damit zwar die Absolutwerte von Xl, '!II' Su aber das Verhaltnis bleibt 

1) Von diesen sind bisher 30 an wirklichen Kristallen aufgefunden, und urn·· 
gekehrt lassen aHe bekannten Kristalle sich in diese einordnen. 
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konstant. Fiir die Oktaederflachen (die die Wiirfelecken abschragen) sind 
die Abschnitte xl! til, Zl gleich, das charakteristische Verhaltnis also 1: 1 : 1; 
zur Bezeichnung benutzt man nun nach Gra.l.lmann, Frankenheim, Gaull, 

Whewell die reziproken Werte hI = 1, k2 = ~, kg = !, nennt sie die 
Xl III Zl 

"Millerschen Indizes" und dividiert sie (da es nur auf das Verhaltnis an
kommt) meist durch eine geeignete Zahl, so daJ3 wenigstens einer (vgl. spater) 
ganzzahlig wird. Die Oktaederflachen haben also das Symbol (Ill). Von 
den Wiirfelflachen schneidet z. B. die auf der x-Achse senkrecht stehende 

diese in der beliebigen Entfernung xl! die y- und z-Achse erst im Unendlichen; 

die reziproken Abschnitte sind also ~, ~, ~, das Symbol (100), die gegen-
Xl 00 00 

iiberliegende Flache hat das Symbol (100) (das negative Zeichen wird dariiber 
gesetzt und deutet an, daJ3 der Schnitt mit der negativen x-Achse erfolgt), 
die auf Z senkrechte Wurfelflache hei.l.lt (001). Die Erfahrung hat nun ge
lehrt, daJ3 die Abschnitte Xl' Yl' 8 1 fur aHe naturlichen Spaltflachen in rationalem 
Verhaltnis stehen, d. h. daJ3 aHe drei Millerschen Indizes kleine ganze Zahlen 
sind, wenn man durch geeignete Division einen von ihnen zweckma.l.lig be
stimmt [Hauy, Gesetz der rationalen Indizes] 1). 

Geht man nun zu anderen Kristallsystemen uber, so ware die Wahl des 
bisherigen Koordinatensystems unzweckma.l.lig. Man wird im allgemeinen 
schiefwinklige Achsen wahlen mussen (beim monoklinen und triklinen, teil
weise beim hexagonalen und rhomboedrischen System) und wird auch die 
Lii.ngeneinheiten auf den drei Achsen verschieden wahlen (d. h. den Indizes 
1,1,1 werden nicht gleiche Abschnitte, ausgedruckt in Millimetern, entsprechen). 
Wenn man aber die Achsen geeignet gewahlt hat (zu ihrer Bestimmung reichen 
vier Kristallflachen mit nicht parallelen Schnittlinien aus, denn man muJ3 
drei Winkel IX, (3, l' zwischen den Achsen festlegen und die beiden Mallstabs
verhaltnisse bfa, cia), dann ergeben sich die Millerschen Indizes wieder als 
kleine ganze Zahlen fur aIle naturlichen oder durch Spaltung entstandenen 
Flachen, das Hauysche Grundgesetz gilt auch hier. 

1m hexagonalen System pflegt man drei unter 1200 gegeneinander ge
neigte, in einer Ebene liegende Nebenachsen und eine dazu senkrechte Haupt
achse einzufiihren; wenn wir z. B. horen, da.l.l im hexagonalen Cadmiummetall 

c -
mit dem Achsenverhaltnis - = 1,89 die Pyramidenseite die Indizes 1101 hat, 

a 
so hei.l.lt das, daJ3 sie auf der Vertikalachse z. B. 1,89 xmm, auf zwei Neben
achsen je X mm abschneidet, zur dritten aber parallel ist. 

§ 2. Die Raumgitter (gemeinsam mit H. G. Grimm in Wurzhurg). 
Zur Erklarung der bisher besprochenen Tatsachen hat H au y i) angenommen, 
daJ3 die den Kristall zusammensetzenden nMolekule" eine bestimmte polyedrische 

1) Fur dasGesohichtliche -sehe man P. Groth, Die Naturwissenschaften 13, 
61, 1925. Nach Groth stammt die strenge Formulierung erst von Fr. Neumann, 
Heitriige zur Kristallonomie. Berlin 1828. 

2) 1788 im AnschluJ.l an T. Bergman, 1773. 
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Gestalt haben. Ein kubischer:Steinsalzkristall soUte z. B. aus wiirfelformigen 
Molekiilen zusammengesetzt sein, die den Raum dicht gepackt vollstandig aus
fiillen, ein Kalkspatrhomboeder aus kleinen rhomboedrischen Molekiilen usw. 

Die weitere Entwicklung hat dazu gefiihrt, statt dieser aufeinander ge
packten "Elementarparallelepipede" nur ihre Mittelpunkte zu betrachten 1). 
Man erhalt dann z. B. statt der Anordnung von nebeneinander und aufeinander 
angeordneten Wiirfeln ein "einfaches kubisches Raumgitter". Die geometrischen 
Moglichkeiten fiir solche sind von Frankenheim 1835, Bravais 1850, 
C.J ordan 1868, Sohncke 1876, Fedorow 1890 und besondersSchoenflies 2) 

entwickelt worden. Da.13 diese Gittertheorie der Kristalle der Wirklichkeit 
entspricht, hat Laues Entdeckung 1912 gezeigt; durch diese wurde fest

gestellt, da.13 kurzwellige Strahlen (Rontgenstrahlen) beim Durchgang durch 
Kristalle lnterferenzspektren geben, so wie gewohnliches Licht an eindimen
sionalen Strichgittern und zweidimensionalen Kreuzgittern solche Spektren 
gibt. Die Methoden, die mit Hilfe dieses Verfahrens iiber den Gitteraufbau 
Aufschlu.13 geben, werden in Bd. II 2 dieses Lehrbuches beschrieben. 

Untersuchen wir nun, wie ein solches Gitter entsteht. In einem ein
fa chen kubischen Gitter, Fig. 28, dem einfachsten Fall, mit de~ Seitenliinge a 

Fig. 28. hat ein beliebiges Atom die Koordinaten x = I a, 
11 = ma, Z = na, wo I, m, n ganze Zahlen sind und
die Koordinatenachsen den Kanten des Gitters parallel 
laufen, der Anfangspunkt in irgend einem Gitterpunkt 
gelegen ist. Wir erhalten die Lage dieses Atoms, 
indem wir den Anfangspunkt urn den Vektor ax (Lange a, 
Richtung x) l mal, urn den Vektor -ay m mal, urn den 
Vektor az nmal verschieben. Diese drei Vektoren 

werden wir als "kristallographiBche Achsen" (nach 
Richtung und Langeneinheit) wahlen. Von den beiden 

fiir einen Kristall charakteristischen Eigenschaften aullert sich in der Gitter
hypothese die Homogenitat darin, dall zu jedem Zahlentripel I, m, n ein allen 
anderen gleichberechtigter Gitterpunkt gehort und die Begrenzung nach aullen 
nicht durch innere Verhaltnisse bedingt ist; die Anisotropie kommt in der 
Tatsache zum Ausdruck, dall man beim Fortschreiten z. B. in der Diagonal
richtung eines Quadrats den nachsten Punkt erst im Abstand V2a trifl't, 
beim Fortschreiten langs der Quadratseite im Abstand a. 

1m allgemeineren, nicht kubischen Fall werden wir zur Konstruktion 
des Gitters von einem Gitterpunkt drei unter beliebigem Winkel liegende, 

beliebig lange Vektoren aI' a2' as ausgehen lassen (Fig. 29), die wir wieder 
als kristallographische Achsen benutzen; wir erhalten nun aIle Gitterpunkte, 
indem wir unseren Gitterpunkt I mal urn den Vektor aI' m mal urn den 
Vektor a2' n mal urn den Vektor as verschieben und 7, m, n aIle ganzen 

1) W. H. Wollaston, Phil. Trans. 103.51, 1813; L. A. Seeber, Gilb. Ann. 
d. Phys. 16, 229, 349, 1824, siehe auch S.255, Anm.9. 

2) A. Schoenflies, "Kristallsysteme und Kristallstruktur". Leipzig 1891, 
2. Aufi. 1923. 
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positiven und negativen Zahlen durchlaufen lassen. Wir konnen auch sagen, 

der Radiusvektor yom Koordinatenanfangspunkt zu irgend einem Gitterpunkt 
geniige der Vektorgleichung 

tlmn = lal + ma2 + nas' 

Man nennt ein Bolches Gitter, weil es durch blolle Verschiebung des Anfangs
punktes um die Achsen entsteht, ein neinfaches Translationsgitter", das Raum
element, durch des sen unveriinderte Wiederholung man sich den ganzen Raum 
liickenlos ausgefullt denken kann und das zugleich del' feinsten Teilung ent-

F ig. 29. 

spricht, die die Raumelemente untereinander gleich lii.13t, nennt man Elementar
parallelepiped oder Elementarbereich. Beim einfachen Translationsgitter sitzt 
an jeder Ecke des Elementarbereichs ein Gitterpunkt, an jedem Bereich also 
acht Gitterpunkte, der betrachtete Bereich teilt aber jeden Gitterpunkt mit 
acht anderen Bereichen, so dall die Zahl der 
Bereiche gleich der der Gitterpunkte ist und 
man jedem Elementarbereicb einen, etwa den 
linken vorderen unteren Gitterpunkt zuordnen 
kann. 1st das V olumen eines Elementar
bereichs Ve, so gilt fur das Molekularvolumen 

Fig . . 30. 

V= NLv •. 

Um uns noch zwei wichtige Punkte klar
zumachen, wahlen wir zur Vereinfachung ein 
ebenes Gitter statt eines Raumgitters; prinzipiell 
liegen die Verhaltnisse hier ganz ebenso. 

Wenn wir etwa das quadratische ebene 
Gitter betrachten (Fig. 30), so sehen wir, dall 
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die Achsen und damit der Elementarbereich A 0 1 B 

nicht eindeutig festgelegt sind. Wir konnten 

, 
\ 

, 
\ , 

\ 
\ \ 

\ 
, 

\ 
\ 

\ 
\ , 
II 

II 
\ 

\ , 
\ , , 

\ 
\ \ , \ 

\ \ , , 

statt al und a ebensogut ai und a wahlen und damit statt ABC D das 
Parallelogramm A CE D usw. Aber die Flache aller dieser moglichen Elementar
bereiche (im dreidimensionalen daB Volumen) ist gleich, wie man ' daran er
ken nt, dall jedem von ihnen ein Gitterpunkt zugeordnet werden kann, so dall 

Mllller-PouiUet III. 11. Auf!. 14 
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ihre Zahl durch die Zahl del' Gitterpunkte festgelegt ist. Da die Flache (das 
Volumen), die sie im ganzen ausfiillen, gegeben ist, kommt auch auf jede 
Form des Elementarbereichs dieselbe Flache (Rauminhalt). Das heiJ3t, daI.l 
das Produkt aus Grundlinie (-Hache) mal Rohe fUr aIle Arten del' Elementar
bereiche (in einem bestimmten Gitter) denselben Wert hat. 

Nun denken wir uns in unser quadratisches ebenes Gitter eine Gerade G H 
gelegt, die mindestens zwei Gitterpunkte (z. B. den Punkt G mit Xl = 0, 

'Ill = m1 a undden Punkt H mit X2 = 12 a, 'Ih = 0) schneiden solI. . Die 
Abschnitte, die diese Gerade auf den Achsen macht, stehen demnach im 
rationalen Verhaltnis 12 : m1 ; abel' es ergibt sich sofort, daI.l nicht nul' diese 
Gitterpunkte auf ihr liegen, sondern aIle diejenigen, deren Indizes 18 , ma del' 

m 
Gleichung geniigen 1) ma = 121 (12 - 7s). Es liegen also auf diesel' Geraden 

unendlich viele Gitterpunkte in konstantem Abstand voneinander, sie 1st 
eine "Gittergerade" und wir haben gefunden: Jede Gittergerade hat 
rationale Indizes (ihre Abschnitte auf den Achsen stehen in 
rationalem Verhaltnis zueinander) und umgekehrt 2). 

Diesel' Satz gilt eben so fiir nicht quadratische Gitter und laJ3t sich leicht 
auf den dreidimensionalen Fall erweitern. Hier Hegen auf jeder Ebene, die 
mindestens drei Gitterpunkte enthalt, (in einem unendlich groI.len Gitter) 
deren unendlich viele, die selbst ein regelmaI.liges ebenes Gitter bilden; die 
Ebene ist eine "Gitterebene" und ihre Abschnitte auf den Achsen stehen zu
einander im rationalen Verhaltnis, sie hat rationale Indizes; hat man die drei 
Punkte auf den Achsen selbst gewiihlt (bzw. legt man den Koordinatenanfangs
punkt so, daLl sie auf die Achsen zu Hegen kommen), so sind die Indizes 

1 1 1 
hI : h2 ; hs = ~ : m~ : ns . 

WolIten wir versuchen, das Hauysche Grundgesetz dadurch zu erklaren, 
daI.l wir sagen: "AIle natiirlichen odeI' SpaltHachen sind Gitterebenen", so 
ware das nicht hinreichend, denn infolge del' geringen Abstande zwischen 
zwei Gitterpunkten Hegen benachbarte Lagen von Gitterebenen so dicht 
aneinander, daI.l man ihre Richtungen als kontinuierlich variabel ansehen 
konnte. Wir miissen noch begriinden, warum nul' k 1 e i n e ganze Zahlen 
auftreten. Rierzu betrachten wir wieder im quadratischen ebenen Gitter 

den Abstand zweier paralleler benachbarter Gittergeraden, z. B. GH und 

G' H'. Man erkennt leicht, daI.l del' Abstand durch d = ~ .. gegeben 
I fh12 + h22 

ist (wenn z. B. so numeriert wird, daI.l G H durch den Punkt 0, 0, G' H' 

durch die Punkte 71, ° und 0, ffl2 geht, ist d = _._!l.l0't.»2 ___ ), bzw. im 
V a2 112 + a2 m22 

Dreidimensionalen durch. a ; er ist also desto groJ3er, je kleiner 
l'h12+h22+hg2 

1) Die Gerade hat namlich die Gleichung y = m1 (a - ~) ; wenn del' Punkt 

Xg = l3 a, Ya = m3 a auf ihr Hegen soll, muI.l die erwiihnte Gleichung erfiillt 8ein. 

2) Die Millerschen Indizes Bind hier h1 ; 112 = ~;~. 
'2 m1 
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die Quadratsumme der M; ill er schen Indizes ist. Man kann es so plausibel 
find en (wenn es auch nicht im einzelnen stimmt), daJ3 die Trennung zwischen 
weiter entfernten FliLchen leichter erfolgt 1), dall also nur die Flachen mit 
niederen Indizes als Spaltflachen auftreten. 

Beriicksichtigt man, was wir friiher iiber die umgekehrte Proportionalitat 
zwischen Grundflache und Rohe des Elementarbereiches bei verschiedener Zer
legung gesagt haben, so sieht man, dall die GroJ3e eines Elementarparallelo-

gramms des Netzgitters in einer Gitterebene rv V hl 2 + h22 + hS 2 ist, oder dall 
die Dichte der Besetzung (Gitterpunkte pro Quadratzentimeter) proportional 

tl 1 wird. Bei nicht kubischen Kristallen werden zwar die Formeln 
y h12 + h2+ h23 

komplizierter, aber qualitativ gilt auch hier, daJ3 mit steigender Rohe 
der Indizes die Besetzungsdichte einer Gitterebene kleiner wird, 
ebenso der A bstand benachbarter paralleler Ebenen. 

Die bisher besprochenen, einfachen Translations- oder Bra v a is schen 
Gitter vermogen aber, wie die genauere Diskusion zeigt, nur 14 Symmetrie" 
klassen zu liefern, statt der vorhandenen 32; sucht man mehr Moglichkeiten 
zu gewinnen, so mull man darauf ver
zichten, den Gitterpunkt als kugel
symmetrischen Punkt aufzufassen; man 
wird an die Eckpunkte des Gitters ein 
ausgedehntes n Molekiil" zu setzen ver
such en. Wahlt· man als solches aber 
z. B. ein nRantelmolekiil", das aus zwei 
Atomen besteht, so sieht man, dafl man 
das entstehende Gebilde jetzt als zwei 
ineinandergeschobene kongruente Gitter 
ansehen kann (Fig. 31); jeder Eckpunkt 
jeden Gitters ist jetzt wieder durch 
einen Punkt besetzt, jeder Eckpunkt 
desselben Gitters durch g lei chartige 
Punkte, aber die beiden verschiedenen 
Gitter eventuell durch verschiedenartige. 

Fig. 31. 
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Solche Gebilde nennt man zusammengesetzte Gitter und man kann sie sich 
entstanden denken dadurch, daJ3 man mehrere kongruente einfache Trans
lationsgitter ineinandersetzt oder, anders gesagt, dadurch, daLl man nicht 
nur einen einzelnen Gitterpunkt der Translation nach den drei Achsen

vektoren aI' a2' as unterwirft, sondern eine ganze Gruppe von Punkten, die 
Basisgruppe z. B. A A', die sich natiirlich wiederholt. Wir wollen dabei augen
blicklich ganz davon absehen, ob die Teilchen, welche die einzelnen Punkte be
setzen, Atome oder Molekiile sind, ob die Basisgruppe mit dem chemischen 
Molekiil etwas zu tun hat, usw. und nur das Geometrische betrachten. Die Basis
gruppe beschreibt man, indem man die Koordinaten (gemessen in den Achsen-

1) Ganz allgemein stimmt das aHerdings nicht. 
14* 
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einheiten und -richtungen) angibt, z. B. in unserer Figur, in der das zweite 

Gitter um die Halfte der Diagonale verschoben ist, so: (~,~~~r)· Die 230 
2 2 2 

moglichen "Raumgruppen", die sich bei zusammengesetzten Raumgittern er-
geben, hat Schoenflies vollstii.ndig abgeleitet. Sie sind von Niggli2) nach 
den Symmetrieklassen, denen sie angehoren, systematisch zusammengestellt. 

Das eben beschriebene Gitter, das "raumzentriertekubische", kommt bei 
mehreren Metallen vor; bei ihnen sind die beiden Punkte A und A' gleich
wertig. Wir haben nun zu uberlegen, wie viel Atome sich an einem solchen 
Punkte befinden. Nach S. 209 gehOren zu einem Wurfel von der Seite a zwei 
Gitterpunkte, namlich ein Eckpunkt wie beim einfachen kubischen Gitter und 
der Mittelpunkt. In NL Wurfeln, d. h. im Volumen NLas, sind daher 2NL 
besetzte Gitterpunkte enthalten. 

Betrachten wir etwa Wolfram, bei dem sich a nach den Rontgen
messungen 8) zu 3,15 .lO-scm ergibt. V= NLas = 6,06 .1028 (3,15.10-S)3 

= 19,04 cm8, Gewicht, da die Dichte 19,1 betragt, 364 g; das Molekulargewicht 
von Wolfram, d. h. das Gewicht von NL Wolframatomen, ist 184,0, so dall 
den 2 NL Gitterpunkten 2 NL Atome entsprechen, (2 X 184 = 368), d. h. jeder 
Gitterpunkt ist bei Wolfram mit einem Atom besetzt, und das gilt, 
wie die Nachpri.ifung lehrt, bei allen Metallen. 

Gehen wir. nun dazu uber, zu untersuchen, wie sich das bei den ein
fachen Salzen verhii.lt. 

Beim K01 ergibt die rontgenographische Aufnahme ein einfach kubisches 
Gitter (Fig. 28, 32) mit einem Abstand ') von 3,138 .10-Bcm zwischen gleich
wertigen Punkten. Da hier jedem Wurfel (nicht raumzentriert!) nur je ein 
Gitterpunkt zukommt, betragt das Volumen von NL Wurfeln = 6,06.1023 

(3,138 .lO-S)8 = 18,68 em8, die bei einer Dichte von 1,989 37,15 g wiegen; 
nun ist das Molekulargewicht von K 01 (d. h. N L Atome K + N L Atome 01) 
74,56, so dall die NL Gitterpunkte nur 1/2 NL Molekule K01 enthaltenj an 
jedem befindet sich daher nur ein halbes Molekul, d. h. entweder ein K- oder 
ein Ol-Teilchen, und zwar naturlich abwechselnd. Das dies tatsaehlich so ist, 
erkennt man, wenn man zum Na01 ubergehtj hier ist die Struktur im groben 
dieselbe, aber die in der Richtung der Wurfelkante aufeinanderfolgenden 
Gitterpunkte sind den Rontgenstrahlen gegenuber nicht mehr gleichwertig, 
wie dies bei K und 01 wegen ihrer unmittelbaren Nachbarschaft im periodi
schen System der Fall i.st, sondern sie zerfallen in zwei Arten, die miteinander 
abwechseln (Fig. 32). Die Frage ist jetzt nur mehr, ob abwechselnd K- und 
O1-Atome oder K+- und O1--Ionen die Gitterpunkte besetzen. Fur die letztere 
Auffassung spricht eine Reihe von Grunden, die zusammengenommen sie 
unzweifelhaft beweisen: Es treten ultrarote Eigenschwingungen auf (siehe 

1) Das spezielle, hier be8chriebene, zU8ammengesetzte Raumgitter ist allerdings 
wieder holoedrisch (wegen 1/2 1/~ 1/2). 

2) P. Niggli, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums. Leipzig 
1918. 

3) W. P. Davey, Phys. Rev. 23, 292, 1924. 
4) W. P. Davey, Phys. Rev. 21, 143, 1923; H. Ott, Miinchener Diss. 1924. 
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Bd. II, Optik), die mit den aus dem mechanisch-thermischen Verhalten (S. 237) 
gefolgerten Schwingungen geniigend iibereinstimmenj solche Schwingungen 
konnen sich bei der vollkommen gleichformigen Verteilung von K und Cl optisch 

aber nur dann bemerkbar machen, wenn die Gitterpunkte entgegengesetzte 
Ladungen tragen. Ein sehr wichtiger Beweis fiir die lonisierung der Atome 
besteht ferner darin dal3 die optischen Eigenschaften (die Molekularrefraktion) 
eines gelosten Salzes, z. B. eines Alkalihalogenids, 
fast die gleichen sind 1), wie die des festen, wahrend 
ein aus K- und Cl-A tomen aufgebauter fester Korper 
sich optisch ganz anders verhalten miil3te ala die 
Losung mit K+- und 01--10nen. Auch chemisch a 
ware die Existenz eines Korpers, der abwechselnd 
aus K- und O1-Atomen besteht, kaum verstandlich, y 
wahrend die K+- und O1--lonen chemisch nicht mehr 
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mehr miteinander reagieren konnen, sondern sich blol3 elektrisch anziehen 

[die chemische "Affinitat" von Kalium und Ohlor besteht nach Kosse1 2) 

gerade darin, dal3 die Kalium- und Ohloratome das Bestreben haben, K+- und 
Or-Ionen zu bilden, die zu Kristallen zusammentreten]. Schlie131ich wird die 
Dissoziation der Salze in Losung anschaulicher, denn es handelt sich beim 
Auflosen des festen Salzes nicht urn einen Zerfall eines Molekiils, das im 
Salzkristall nicht auf tritt, sondern urn eine lsolierung der schon vorgebildeten 
lonen. Auch die quantitativen Rechnungen, zu denen die Annahme entgegen
gesetzt geladener lonen in den Gitterpunkten fiihrt (§ 12), bestatigen durch ihre 
gute Ubereinstimmung mit der Erfahrung diese Annahme. Endlich sprechen . 
auch die Intensitatsverhaltnisse der Rontgenbilder dafiir. Man kann namlich 
die von einem Teilchen gestreute Rontgenstrahlung seiner Elektronenzahl pro
portional setzen (siehe Bd. IV). Nach diesem Gesichtspunkt haben De bye 
und Scherrer S) LiF untersucht, bei denen die Elektronenzahlen fiir Atome 3 
und 9, fUr ronan 2 und 10 sein miiilten j Gerlach und Pa uli 4) fiihrten die
selbe Untersuchung fiir Mg 0 durch, in dem die Elektronenzahlen 12 und 8 
bzw. 10 und 10 sein miil3tenj in beiden Fallen konnte die Anwesenheit von 
Atomen ausgeschlossen werden. (Auch die oben erwahnte vollkommene Gleich
heit der Gitterpunkte in bezug auf ihr Streuvermogen in K 01 beruht auf der 
Gleichheit im Bau von K+ und 01-). So Hegen die Verhaltnisse sic her bei allen 
einfach gebauten anorganischen Salzen, z. B. bei den Alkali- und Erdalkali
halogeniden, ferner bei den Erdalkalioxyden und - sulfiden. Solche Gitter 
nennt man Ion e n git t e r 5). Andererseits ergibt 6) das Aluminiumnitrid Al N 
mit Sicherheit in den Gitterpunkten Atome Al und N, die ganz gieichmal3ig 

1) W. Hallwachs, Wied. Ann. 47, 380,1892; 53,2,1894; C. Cheneveau, 
Ann. chim. phys. 12, 145, 289, 1907; 21, 36, 1910; Compt. rend. 172, 1408, 1921; 
A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 41, 520, 1913; K. Fajans und G. Joos, Zeitschr. 
f. Phys. 23, 1, 1924. 

2) W, Kossel, Ann. d. Phys. 49, 229, 1916. 
3) P. Debye und W. Scherrer, Phys. Zeitschr. 17, 277, 1916. 
4) W. Gerlach und O. Pauli, Zeitschr. f. Phys.7, 116, 1921; 9, 184, 1922. 
u) A. Reis, Zeitschr. f. Elektrochem. 26, 412, 1920. 
6) H. Ott, Zeitschr. f. Phys. 22, 201, 1924. 
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(allerdings nicht kubisch, sondern hexagonal) verteilt sind (Atomgitter). In 
welcher Form bei den Metallen die Teilchen in den Gitterpunkten sitzen, ist 
noch ganz unbekanntj nur hat De bye 1) die Annahme widerlegt, da13 die 
Gitterpunkte abwechselnd von positiven lonen und ruhenden Elektronen be
setzt sein konnten und da13 die Metalle somit ahnlich wie ein Salz aus Anion 
(hier Elektron) und Kation aufgebaut sein konnten. Er stellte nii.mlich das 
Fehlen bestimmter Flecken im Rontgenbild des Li fest. 

Wenn man das Bild betrachtet, das nach den hier geschilderten Resultaten 
ein kristallisiertes Salz, wie Na Cl (Fig. 32) bietet, so falIt auf, da13 sich ein 
chemisches Molekiil im Kristallgitter in keiner Weise angedeutet findet, denn 
es hat jedes Na+-Ion eine unmittelbare Umgebung von 60r-Ionen im Ab
stand a und ebenso jedes Cl--Ion eine solche von 6 Na + im gleichen Abstand, 
ohne da13 sich irgend eine nahere Beziehung zwischen je zwei lonen fande 
ala zwischen zwei anderen. Die chemische Formel Na 01 aullert sich im 
Kristall nur soweit, da13 ein gro13es Stiick desselben ebensoviel Na- wie OI-Ionen 
enthalt, bei OaF2 halb soviel Oa- wie F-Ionenj das ist aber einfach die Bedin
gung derEIektroneutralitat. Der Steinsalzkristall ist aus NL Na+-Ionen 
und NL Cl--Ionen aufgebaut, nicht aus NL NaCl-Molekiilen. Das 
widerspricht alteren Anschauungen, denn friiher hatte man oft Spekulationen 
iiber die Gr013e der nKristalImolekiile" angestellt, die heute bei polargebauten 
Salzen gegenstandslos geworden sind. 

Diese Schwierigkeiten beruhen nur auf unberechtigter Ubertragung 
eines auf anderen Gebieten abgeleiteten Begriffs. Der Molekiilbegriff stammt 
aus der Gastheorie; bei einem aus 2 NL Atomen W If.sserstoff bestehenden Gas 
hat es durchaus Sinn, zu sagen, es bestehe aUB NL Molekiilen von je zwei 
Atomen, denn hier sind die Krafte zwischen je zwei Atomen viel starker als 
die, welche solche Komplexe (etwa beim Zusammensto13) aufeinander ausiiben. 
Darum machen die beiden zusammengehorigen Atome im wesentlichen auch die
selbe Bewegung. Nun gibt es alle Ubergange, in welchen die Starke der zwischen
molekularen Krafte zunimmt gegeniiber den innermolekularen. Bei Naphthalin
kristallen z. B., auf die wir gleich zu sprechen kommen, ist die Arbeit, die 
notig ist, die Molekiile voneinander zu trennen (zu verdampfen), etwa 1/10 der
jenigen, die notig ist, um ein Wasserstoffatom aus dem Molekiil zu rei13en, 
wahrend die Gesamtarbeit zur Zerlegung des ganzen MolekiiIs in Atome mehr 
als hundertmal so groB ist wie die Verdampfungswarme j dort ist also ein 
Kohlenstoffatom an ein zum gleichen Molekiil gehoriges Wasserstoffatom wesent
lich starker gebunden als an ein anderes Molekiil. Dementsprechend ist auch 
das Rontgenbild durchaus mit der Annahme vertraglich, da13 der~us chemi
schen Tatsachen erschlossene Aufbau des Naphthalinmolekiils im Kristall er
halten bleibt, wir haben ein nMoIekiilgitter" 2). Bei den polaren Salzen aber 
hat sich die Bindungsstarke nach allen Seiten atisgeglichen, wir haben ein 
Na+-Ion an alle seine Cl--Nachbarn gleich stark gebunden, und da die Krafte 

1) P. Debye. Vortrag vor d. D. chern. Ges. am 29. Nov. 1919; siehe F. Haber, 
Berl. Ber. S.990, 1919. 

2) A. Reis, I. c. 
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zwischen den Na+- und Cl--lonen durchaus die GroUenordnung haben, wie sie 
sonst zwischen Teilen eines Molekiils herrschen, kann man den Kristall als 
eine Riesenmolekel auffassen 1). Die Bildung von NaCl-Molekiilen erfolgt 
dann erst beim Verdampfen aus statistischen Griinden, ohne daU von vorn
herein bestimmt ware, welche zwei Nachbarn sich vereinigen. 

Wir haben schon eben kurz erwahnt, daI3 im Gitter organischer Stoffe 

im Gegensatz zum reinen lonengitter "polarer" Salze und zum "Atomgitter" 
von Stoffen wie Aluminiumnitrid Al N oder Karborund Si C sich die Molekiile 

auch geometrisch deutlich wiederfinden lassen, wenn auch ganz ausgesprochene 
Molekiilgitter mit streng getrennten Molekiilen noch nicht genau bekannt sind; 
das Gitter des kristallisierten Naphthalins laUt sich, wenn man die durch die 

("'-/'" 
chemische Zweiringstruktur, t t, nahegelegte Verteilung der C Atome 

"'-/"'-/ 
zugrunde legt, in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten als 
Molekiilgitter aufbauen. Auch bei Sal zen mit komplizierter gebauten lonen, 
wie z. B. CaCOs , ist zwar das einzelne COs---lon nicht einem bestimmten 
Ca++-lon zugeordnet, abel' die Bestandteile des einzelnen COs---lons liegen so 
nahe beieinander, daU das "Radikal" COs deutlich auch geometrisch vor
gebildet ist. Solche Gitter nennt man Radikalionengitter 1). 

§ 3. Beschreibung einzelner Gitter. Zusammenhang zwischen 
Gitterstruktur und chemischen Tatsachen (gemeinsam mit H. G. Grimm 
in Wiirzburg). 

a) Beschreibung einiger wichtiger Gitter. 

1. Das einfachste kubische Gitter (Fig. 28) konnte bis jetzt (als reines 
Translationsgitter) in der Natur nicht festgestellt werden. 

2. Das raumzentrierte kubische Gitter (Fig. 31) ist schon beschrieben, 
es entsteht aus dem einfachen kubischen Gitter durch Hineinsetzen eines zweiten 
Gitters, das urn die halbe Raumdiagonale verschoben ist und daher beschrieben 
wird durch 1/2, 1/2, 1/2 neben 0, 0, 0; im Wiirfel vom Volumen as sitzen 
zwei Gitterpunkte. 

Man kann dieses Gitter auch als einfaches Translationsgitter auffasBen, 
indem man alB Achsen nicht die drei Vektoren a]> a2' as der Fig.28 nimmt, 
sondet:n drei vom Zentrum ausgehende halbe Wiirfeldiagonalen. Dieses 
Achsensystem bezeichnet man kurz als r~, wahrend man das System der 
Fig. 28 rc benennt. 

Dieses Gitter findet sich z. B. bei den Metallen Li, Na, K, V, Cr, Mo, 
W, Fea, Ta. 

1) Das Umgekehrte tritt bei gro.l3en organischen Molekiilen, besonders del' 
EiweiJlchemie, auf, wo die Krafte zwischen den einzelnen Teilen 80 schwach sind, 
daJl man im Zweifel sein kann, ob man daB Gebilde besser als ein Molekiil mit 
seh1' schwachen innermolekularen Kraften oder als ein aus meh1'eren Molekiilen 
aufgebautes kolloidales Teilchen auffaJlt. 
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3. Das Hachenzentrierte kubische Gitter (Fig.33) hat auch die Mitten 
der Wurfelflachen besetzt, man erhalt es, wenn man in das einfache kubische 
Gitter drei andere ebensolche hineinstellt, die jedes urn die halbe Seiten
diagonale verscl}oben sind. Aul3er dem ursprunglichen Punkt 000 gehoren 

daher noch die Punkte 0 1/ 2 1/ 2, 1/2 0 1/ 2, 1/2 1/2 0 zur Basis, dem Wurfel yom 
Fig. 33 Volumen as entsprechen vier Atome. Auch dieses 

Gitter lal3t sich als einfaches Translationsgitter dar
stellen, die drei Achsen gehen dann yom ursprung
lichen Eckpunkt zu den drei Eckpunkten del' anderen 
Gitter, den Mittelpunkten del' ursprunglichen Wurfel
Hache (Achsensymbol rD. Das Gitter findet sich 
bei den meisten kubischen Metallen, so bei Cu, Ag, 

Au, Ca, Pb, Fe bei hoher Temperatur (Fey), AI, 
Pd, 11', Pt usw. 

Wenn man sich das Gitter auf eineEcke gestellt denkt und in die Gitter-
a 

punkte Kugeln yom Radius 2 V-Z setzt 1), so beruhren diese einander und 

man erhalt eine ndichteste Kugelpackung", die man sich folgendermal3en auf
baut denken kann: In einer Ebene bilden dichtest gepackte Kugeln eine 
gleichseitige Dreiecksanordnung. Die nachste Kugelschicht legt man so auf 
die erste, dal3 die Kugeln in jede zweite Vertiefung der vorigen Schicht 
faUen, die Mittelpunkte der Kugeln also uber die Dreiecksmitten der unteren 
Schicht. Fur die dritte Schicht gibt es nun zwei Moglichkeiten: Man kann 
sie gegen die zweite so verschieben, wie diese gegen die erate verschoben ist, 
so dal3 ihre Kugeln uber die von der zweiten Schicht freigelassenen Vertiefungen 
der ersten zu liegen kommen. Dann liegen erst die Kugeln der vierten 
Schicht uberdenen der ersten und man erhalt das hier beschriebene Gitter2). 

Oder man legt die dritte Schicht in umgekehrter Richtung verschoben 
uber die erste, so dal3 ihre Kugeln uber die der ersten fallen, dann erhiHt 
man ein hexagon ales Gitter (hexagonale dichteste Kugelpackung). Das zu
gehorige Achsenverhaltnis 1: 1,633 findet sich bei vielen Elementen nahezu 
erfullt, so bei Be, Mg, Ti, Zr, Ce, Os, Ru. 

4. Der Steinsalztypus (Fig. 32) ist schon beschrieben; die positiven Ionen 
fur sich bilden ein flachenzentriertes kubisches Gitter (000, 0 % 1/ 2, 1/2 0 1/ 2, 

1/21/20), in welches das ebenfalls flachenzentrierte Anionengitter urn eine 
halbe Wurfeldiagonale verschoben eingesetzt ist (1/2 1/2 1/2, 1/2 11, 1.1/21, 
1 1 1/2). Bezeichnet man als Gitterabstand a die Wurfelkante des einen 
Gitters, d. h. den Abstand bis zum nachsten gleichnamigen Ion in der Kanten
richtung, soliegen im Wurfel as je vier Kationen und Anionen. Wir werden 

1) So daB in der Seitendiagonale del' Lange a V2 sich die Kugeln beriihren 
und vier Radien liegen. 

2) Da zum Wiirfel as vier Kugeln vom Vol urn en 4· 4; (2 ;2 Y gehiiren, ist 

die nRaumerfiillung" n _ '"'-' 0,74. 
SV2 



§ 3. Beschreibung einzelner Gitter. 217 

a 
allerdings im folgenden 2 = r, den Abstand zum niichsten (ungleichnamigen) 

Ion, Gitterabstand nennen (statt Gitterabstand sagt man auch Gitterkonstante). 

Dieses Gitter findet sich unter anderem bei den Li-, Na-, K-Halogeniden 
bei normaler Temperatur, bei Ag Cl, Ag Br, bei den Ammoniumhalogeniden bei 
hOherer Temperatur, bei den Erdalkalioxyden und wsulfiden. Ahnlich ist z. B. 
der Pyrit Fe8g gebaut, in dem das einzelne Anion des beschriebenen Gitters 
durch eine schief liegende "Hantel" von 82 ersetzt ist. 

5. 1m Cii.siumchloridtypus (Fig.31) haben wir im ganzen ein raum
zentriertes Gitter, nur sind die beiden Punkte A und A' verschieden, d. h. die 
Kationen bilden ein einfaches kubisches Gitter (000), in das ein einfaches 
Anionengitter urn die halbe Wiirfeidiagonale verschoben hineingesetzt ist 
(1/2 1/2 1/2), 1m Wiirfel vom Volumen as liegt je ein Kation und Anion. Es 

liegt bei normaler Temperatur bei CsCl, CsBr, cs.r, TICl, den NHcHalo
geniden, Pb S vor. 

6. Der Zinkblendetyp (Fig. 34) hat als Kationengitter ein fliichen
zentriertes kubisches (000, 0 1/ 21/2, 1/2 0 1/~, 1/21/20), in das ein gleiches 
Anionengitter urn ein Viertel einer 
Wiirfeldiagonale verschoben ein

gesetzt ist (1/4 1/4 1/4' 1/43/, S/" 
3/41/4S/4, %8/41/4), JedesKation 
ist tetraedrisch von vier Anionen, 
jedes Anion tetraedrisch von vier 
Kationen umgeben.· Das Gitter 
ist hemiedrisch (ohne Syrnmetrie
zentrum) und nndet sich bei 
Zn8, CuCl, CuBr, CuJ. 

Setzt man in die Punkte der 
beiden Gitter gleiche !Atome, so 
erhii.lt man den Diamanttypus, in 
dem die Vierwertigkeit des Kohlen
stoffs sehr schon dadurch zum 
Ausdruck kommt, daJ3 jedes 
Atom tetraedrisch (van 'tHoffs 
Rohlenstofftetraeder !) von vier 

Fig. 34. 

• Z OS 

Zinkblende -Typus 

anderen urngeben ist. Ebenso kristallisieren Si, Ge und die nichtrnetallische 
(graue) Zinnlllodifikation. 

7. Legt man auch auf die andere Seite des mit einem Kation besetzten 
Gitterpunktes 0 0 0 des vorigen Raumgitters ein fliichenzentriertes Anionen
gitter (_1/" _1/4' _1/4 usw. oder 3/4, 3/4, 3/4 usw.), so wird das Gitter 
wieder holoedrisch, jedes Ration ist von acht Anionen im Abstand der VierteI
wiirfeldiagonaIe, jedes Anion von vier Kationen umgeben. Dieser FluJ3spat
typus (Fig. 35) findet sich auller bei Ca F 2 und Sr F 2 noch bei Ce 02' Der 
'Viirfel enthalt vier Kationen und acht Anionen. 



211'1 Del' feste KOrper. Kap. IV. § 3. 

8. Das rhomboedrische Kalkspatgitter kann man iibersichtlich aber un
genau als deformiertes NaCI auffassenj man denke sich dieses letztere auf eine 

Ecke gestellt und etwas gestaucht, so da/l aus dem Wiirfel das bekannte Kalk

spatspaltungsrhomboeder entsteht. Die von einfachen Anionen besetzten Eck
punkte ersetze man dann durch das "Radikalion" C 03'-, in dem die drei 

Fig. 35. F g. 36 

.. 

..... _",.._ .. _ .. 
• Ca . r 

Sauerstoffe in einer horizontalen Ebene um den Kohlenstoff liegen (Fig. 36). 
Dieselbe Form haben die Carbonate von Mg, Zn, Mn, Fe (zweiwertig), sowie 

NaNOa· 
b) Gittertypus und chemischer Bau. 

'Vir sehen an dem bisher Besprochenen, dall keine einfache Beziehung 
zwischen Gittertypus und chemischem Bau sichtbar wird. Zwar konnen zu 
einem bestimmten chemischen Bautypus (z. B. 1 Kation + 1 Anion, beide 
einfaeh) aus Symmetriegriinden nur wenige bestimmte Formen gehOren [hier 
z. B. kubisehe oder hexagon ale ] 1), aber einerseits haben ganz verschiedene 
Stoffe desselben ehemisehen Bautypus das gleiche Gitter (z. B. Rb Cl und 
Pb S), andererseits nahe benaehbarte bei derselben Temperatur versehiedene 
(z. B. Cs Fund Cs Cl, Rb Cl und Cs Cl) und auch derselbe Stoff, z. B. N H, Cl, 
hat bei tiefer Temperatur den Typus 5, bei hoher 4. Diese Polymorphie 
(§ 7) ist nur dadureh moglieh, dall die Energiedifferenzen zwischen diesen 
verschiedenen Gittertypen verhaltnismiWig sehr klein sind, so dall Temperatur
unterschiede und kleine Bauunterschiede der lonen hier bestimmend sind. 
Vielleieht wiirden die Verhaltnisse am absoluten Nullpunkt einfaeher werden. 
Bemerkenswert ist, da/l die untersuchten Stoffe (Ammoniumhalogenide, Cs Cl) 
bei tiefer Temperatur die diehteste Packung annehmen . 

Bei komplizierter gebauten Komplexverbindungen tritt die von der 
Wernerschen Koordinationslehre geforderte Struktur deutlieh zutage, z. B. 
das Chloroktaeder in K2 Pt C16 • 

e) Gitterabstande. 

Wir haben vorher von der dichtesten Kugelpackung gesproehen. Die 
Auffassung, dall man die Atome als starre, sich bis zur Beriihrung nahernde 
Kugeln auffassen kann, ist aus der Gastheorie iibernommen und hat sieh dort, 

1) 1m Tenorit CuO hat man einfachen Bautypus und trotzdem triklines Gitter 
wohl deshalb, weil Cu++ unsymmetrisch ist. 
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abel' nul' in erster Naherung (§ 5, Kap. III) gut bewiihrt. Ubertragt man diese 
Auffassung auf den kondensierten Zustand, dann kommt man zu wichtigen 
Folgerungen fur das Volumen. Kombiniert man namlich ein Atom 1 
(Durchmesser d1) einmal mit einem Atom 2, das andere Mal mit einem Atom 4, 

so ist del' Mittelpunktsabstand im ersten Falle r12 = d1 ~ c12 , im zweiten 

dl + d4 \ 
r 14 = --2--' ersetzt man nun das Atom 1 durch ein Atom 3, so gilt 

d. h. es bestehen die Gleichungen 

dl-ds 
r l2 - rS2 = r14 -rS4 = --2--

FaLlt man die Kristalle als aus solchen starren, sich beruhrenden Kugeln 
aufgebaut auf, so sind die Gitterabstande 1) additiv aus Kationen - und 

Anionenradien zu berechnen und die obigen Relationen (z. B. 1: Na, B: K, 
2: 01, 4: J) muLlten erftillt sein. Diese Auffassung hat Bragg 2) in neuerer 
Zeit vertreten. 

Zuerst ist zu untersuchen, wieweit die Additivitat gilt. Riel' zeigt sich, 
daLl sie bei Alkalihalogeniden angenahert gilt, abel' nicht genau, wie folgende 
Tabelle lehrt S), in del' die Gitterabstande, gerechnet aus del' Dichte, in IO-B cm 
ausgedruckt, angegeben sind. 

Li . 
d 
Na. 
d 
K. 
d 
Rb 

2,019 
0,80.'3 
2,322 
0,862 
2,684 

0,548 

0,494 

0,456 

2,567 
0,249 
2,816 
0,824 
3,140 
0,151 
3,291 

0,178 

0,166 

0,154 

0,150 

2,745 
0,287 
2,982 
0,812 
3,294 
0,147 
3,441 

0,262 

0,250 

0,2.'38 

0,227 

3,007 
0,225 
3,232 
0,295 
3,527 
0,141 
3,668 

Es sollten die untereinander in einer Kolonne stehenden Differenz(.d)werte 
und die nebeneinander in einer Reihe stehenden .d-W erte gleich sein. Sie 
sind es bis auf einige Einheiten del' zweiten Stelle. Abel' auch in weniger 
einfachen Fallen stimmt die Rechnung, wenn man sich mit einer Genauigkeit 
von 0,05. 10-8 cm begnugt. So ist del' Abstand N H4 - Br in den beiden 
Formen 31 und 32 gleich, Ca und 0 kommen einander in CaO und CaC 0 3 gleich 
nahe, K und CN in KCN und K2 Zn(CN)4, K2 Hg(CN)" K2 Cd(CN)4 ganz so, 

1) Fiir amorphe Korper, in denen die Teilchen regellos lagern und daher die 
Liicken leichter ausgefiillt werden, sind die Volumina additiv, wie es schon H. K opp, 
Bel'. d. Naturf. 1840, S 59 und H. Schroder. ebenda S. til angenommen haben. 
Fiir Kristalle gilt das dann, wenn man mit W. Barlow und W. J. Pope, Trana. 
Chern. Soc. 89, 1675, 1906; 91, 1150, 1907 die Atome (bzw. lonen) als zwar inkom
pressibel. abel' deformierbar ansehen und den Kristall ala liickenlose feste Packung 
auffassen wiirde. 

2) W. L. Bragg, Phil. Mag . .to, 169. 1920. 
3) K. Fajans und H. G. Grimm, Zeitschr. f. Phys. 2, 299, 1920. 
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als ob es sich um dichte Kugelpackung handeln wiirde 1). Auch die Dimensionen 
eines Radikals wie C 03"- sind ziemlich davon unabhiingig, in welcher Verbin
dung es steht (was in Wirklichkeit natiirlich bedeutet, daJ3 die Kriifte, die 
das Radikal zusammenhalten, groll sind gegen die iiulleren Kriifte, die vom 
Kation her wirken). 

In den bisherigen Uberlegungen war von Absolutwerten der Kugelradien 
noch keine Rede, sondern nur von Sum men (Anion + Ration) oder Difl'erenzen 
(fiir gleichnamige lonen). Nimmt man einen einzigen Wert an, so sind aUe 

anderen festgelegt. Bragg tut das durch die Annahme, dall das metallische 
Eisen aus denselben starren Kugeln aufgebaut sei, wie sie als Fe ++ in Fe S2 
auftreten. So wird der Durchmesser des Fe++ 2,47, der des S-- 2,05; dann 
aus ZnS der des Zn++ 2,65 und damit der Durchmesser des O---lons aus ZnO 
zu 1,30 (alles i~ 10-8 cm) berechnet. Nimmt man nun an, daB im e03"- der 
Kohlenstofl' denselben Durchmesser hat wie er Kugeln im Diamantgitter zu
kommen wiirde (1,54), und der Sauerstofl' identisch ist mit einem 0-- -Ion aus 
Oxyden, so ergibt sich der Abstand C - 0 zu 1/2 (1,54 + 1,30) = 1,42 statt 
des im Kalkspat gefundenen 1,30. Neben dieser gut en Ubereinstimmung finden 
sich aber auch wesentlich schlechtere, so ergibt sich bei der Berechnung von 
FeeOs mit den angegebenen Zahlen eine Differenz von 0,27. Der Ansatz, 
der die Volumina der Elemente mit denen von Salzen, die aus lonen auf
gebaut sind, in irgend eine Verbindung bringt, ist aber von vornherein falsch; 
er ergibt z. B. K+ groller als Cl-, wiihrend in Wirklichkeit von beiden gleich
gebauten lonen das K+ wegen seiner stiirkeren Kernladung, die die Elektronen
bahnen zusammenzieht, kleiner sein mull. 

Wenn man aber von dieser Festlegung der Absolutwerte absieht, ist die 
Additivitiit, wie gesagt, nahe erfiillt, wenn man sich auf nicht zu verschieden 
gebaute lonen beschriinkt. Insbesondere hat B.ragg die Rugelpackungs
vorstellung mit Erfolg zur Voraussage der moglichen Gitterstruktur benutzt, 
wozu die Genauigkeit nicht sehr groJ3 zu sein braucht. Geht man aber zu 
sehr verschiedenen lonen iiber, so versagt sie vollkommen, wie folgende Tabelle 
beweist: 

II 
F- Cl- B,.- J-

Na+ . 

: II 

2,31 2,81 2,97 3.23 
Ag+ . ....... 2,46 2,76 2,89 2,87 
Differenz Na+-Ag+ . -0,11\ + 0,05 +0,08 +0,36 

Die Abstiinde zwischen den lonen sind durch die zwischen ihnen herrschen
den Rriifte bestimmt, woriiber in § 12 weiteres gesagt werden wird. Die 
zwischen den Atomen im Element (Metall) herrschenden Rriifte, die deren Ab
stand beherrschen, sind ihrer Natur 2) nach ganz unbekannt, aber jedenfalls 

1) G. Bartlett und J. Langm uir, Journ. Amer. Chern. Soc. 43, 84, 1921; 
P. A. Cooper, Nature 107, 745, 1921; R. G. Dickinson, Journ. Amer. Chern. 
Soc. 44, 474, 1922. 

2) W. Kossel, Zeitschr. f. Elektrochem. 26, 322, 1920; H. G. Grimm, Zeitschr. 
f. phys. Chern. 98, 353, 1921. 
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quantitativ von den im Salz vorliegendenverschieden, so daD die fur die 
Elemente geltende Lothar Meyersche Atomvolumenkurvel) fur die Salze gar 
keine Bedeutung hat. 

§ 4. Die freie Energie des festen Korpers. Fur die freie Energie 
eines Molekuls, das an eine Ruhelage quasielastisch gebunden ist und urn sie 
mit der Schwingungszahl V schwingen kann, haben wir (abgesehen von einem 
konstanten Energiewert in der Ruhelage) abgeleitet (§ 12 c, Rap. II.) 

_L 1 
e kT_ 

- [h)S 
(y2nkT)3 

V2nkTms -~
.2nv 

.... (255) 

wobei der erste Wurzelausdruck von der kinetischen Energie herruhrt, der 
zweite dem von dem Molekulmittelpunkt im Mittel beBtrichenen Raum pro
portional ist. Er ist berechnet aus dem Integral 

00 m 4n2v2r2 J 4nr2e_2~ dr. 

o 

Wenn wir nun nicht ein Molekul, sondern deren N haben, ist der Ausdruck nach 
N 

den Uberlegungen von § 12, Rap. II durch Y N! '" N zu dividieren. Es konnte 
e 

Bcheinen, als ob damit alles erledigt ware, da ja durch die Integration bis 

Fig. 37. 
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Unendlich doch schon der ganze Raum einbezogen ist. Das ist aber nicht so. 
Wenn wir vorderhand an der Fiktion festhalten, dall die Anziehungskrafte 
fur jedes Atom nach einem im Raume festen Punkt des Kristallgitters ge
richtet sind, so ist es unmoglich, die potentielle Energie der Anziehungskraft 
bis in unendlich groDe Entfernung quasielastisch anzusetzen. Wenn wir uns 

in Fig.37 die moglichen Ruhelagen AI' A 2, As .. ' einer nGitterlinie" hin
.zeichnen, dann geben die gestrichelten Linien die nach der quasielastischen 
Formel berechneten Energien an. In Wirklichkeit wird aber ein Teilchen, 
das von A2 aus bis nach B2 aus der Ruhelage gezogen ist, nicht mit der B' 
entsprechenden Kraft nach A2 zuriickgezogen, sondern mit der B~ entsprechen-

1) Siebe z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braunschweig, 
-I. Aufi., 1924, S. 169. 
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den Kraft nach Al hin. Die wahre Kurve der potentiellen Energie wird daher 
der ausgezogenen Kurve entsprechen. Deren Form ist nicht genau bekannt, 
aber auch (fiir so tiefe Temperatur, dal3 die Schwingungen nicht zu grol3 
werden) unerheblich; denn fiir so groJ3e Ausschlage, wie sie den Punkten C 

HI 4.n2 v2 ::r2 

entsprechen, ist e--2--k- T- sehr klein, d. h. so gro.f3e Ausschlage kommen so 

selten vor, daU sie nichts Merkbares beitragen und es gleichgiiltig ist, wenn 
wir hier im Haufigkeitsansatz einen Fehler machen, wenn unser Ansatz nur 
so beschaffen ist, da.f3 diese gro.f3en Energiewerte selten sind. 

Wir werden daher als Energieverlauf in der Nahe von All A 2, As usw. 
jeweils die durch diese Punkte gehende Kurve ansehen, fiir Punkte in der 
Nahe von C die Kurve, die zu dem nachstliegenden A gehort. Das kommt 

darauf hinaus, daLl wir statt einer Kurve A CD deren N iibereinander ge

legte nehmen, d. h. den Ausdruck (255) noch mit N zu multiplizieren haben. 
Dabei machen wir folgende Fehler: 1. In der Nahe von z. B. A2 rechnen 
wir zuviel, weil wir bei der Multiplikation mit N auch einen klein en Hiiufig
keitsbeitrag von der durch Al gehenden Kurve erhalten, der dem Punkte D 
entspricht, und so von allen Punkten. Aber diese Beitrage sind zu vernach
lassigen. 2. In der Nahe von C, etwa in B'2, rechnen wir zu viel, weil 
wir ahnlich die Beitrage von B2 usw. dazu rechnen, andererseits zu wenig, 
weil die Energiekurve wohl tiefer liegt; aber wie schon erwahnt, triigt die 
Umgebung von C uberhaupt nichts bei. Die eben erwahnten Ungenauigkeiten 
sind also zulassig. (Dagegen ware es falsch, wenn wir nur eine unserer ge
strichelten Kurven, z. B. die durch A2 gehende, beibehielten, denn diese gibt fiir 
die Stelle Al eine sehr geringe Haufigkeit, statt eine ehensogro.f3e wie fiir A2)' 

Eine andere Anderung miissen wir aber noch vornehmen. Die einfache 

Multiplikation mit der Z~hl N der Platze ware nur dann gestattet, wenn an 
einem Platze auch mehr als ein Molekiil (oder gar keines) sitzen kannte, wenn 
also ein Molekiil nach Beliehen sich an irgend einen der Platze begeben konnte, 
ohne Riicksicht darauf, ob schon ein anderes sich dort befindet. Das ist aber 
nicht moglich; wenn ein Molekiil seinen Platz tauschen will, so mul3 mindestens 
ein anderes Molekiil das gleichzeitig tun. Die Zahl der moglichen Anordnungen 

NN 
ist, wie wir wissen, bei N Pliitzen N! rv N fur aIle N Molekiile, auf eines 

e 
kommt also (bei Anwendung des Multiplikationssatzes der Wahrscheinlich-

N_ N 
keiten) V N! = -; der Nenner e tragt dem erwahnten Umstand Rechnung, 

e 
dal3 man den durch den Platztausch eines Molekiils erzwungenen Platztausch eines 
anderen durch das erste verdrangten nicht nochmals zahlen darf. Man erhiilt 
so fiir die freie Energie eines aus N Teilchen aufgebauten festen Korpers 1): 

1 e kT= 
[h]S 

f ( ~)s 
>/TnmkT' } ~~~ 1;. = rll' (¥)' . (256) 

1) Wir haben in § 12, Kap. II gerade die Division durch ~ statt bloB durch N 
e 

(die sachlich dasselbe leisten wllrde) gewahlt, urn diese Formel so schreiben zu konnen .. 
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und findet so diese GroDe unabhii.ngig von der Zahl der Atome (die "aktive 
Masse" reiner fester Korper ist konstant); man kann sagen, daJ3 dies deshalb 
so ist, weil automatisch das Volumen proportional der Teilchenzahl wachst, 
die Raumdichte also von dieser unabhangig ist. 

§ 5. Das Dampfdruckgleicbgewicbt 1). 1m Gleichgewicht mussen 
die freien Energien eines Molekuls (oder Mols) in festem und gasformigem 
Zustand einander gleich sein. Das ergibt bei einatomigen Korpern nach (256) 

_~ e-:~ 8 (V 2nk:)B 
e kT = --- V 2 nmk'1' 

~p 2nv ' 

wobei wir daran erinnern, dall der Faktor V 2 n m k TB vom Geschwindigkeits
raum herruhrt und die spezifische Warme 8/gR entsprechend Tal2 ergibt, 

(V~)8 
wahrend der Ausdruck ~ m dem Volumen proportional ist, das die 

2nv 
Schwingung des Atoms tatsachlich erfullt. Die Amplitude wachst mit V T, 

. entsprechend das Volumen mit Tals; das ergibt von seiten der potentiellen 
Energie einen weiteren Beitrag 8/2R zur spezifischen Warme. Die Amplitude 
ist umgekehrt proportional der Festigkeit der Bindung (v); im wirklichen 
Korper ist fUr die mittlere Amplitude das geometrische Mittel ii aller mog
lichen Schwingungen einzusetzen. 

Fur das Gas gilt: 
8g 

tg -k¥ 
-" T _ e ./ '> k'1,3 V ( 1 S 52 5) (242) e - [h ]8- t ~ n m Ng vg. . 1 ,1 4 ... 

und daher die Gleichgewichtsbedingung 

8. ( 1/ 2 n k T)3 8 g 
-- .1 8 Y m -- ./ s v e kT f 2nmkT ---- = e kT f 2nmkT - (257) 

2nv ~q 

Das ergibt nach Einfuhrung der Konzentration c = N g • ~ und der Subli-
'v NL 

mationswarme pro Mol beirn absoluten Nullpunkt L~ = NL (Eg - E.) 

Lg 
BT ......... (258) 

Das ist die Dampfdruckkurve, die man durch Multiplikation mit R T in 
Drucke umrechnen hnn. Die Diskusllion erfolgt ihnlich wie beim Disso-

1) G. Mie, Ann. d. Phys. 11, 657, 1903; O. Stern, Phys. Zeitschr. 14, 629, 
1913; Zeitschr. f. EI. 20, 66, 1919; H. Tetrode, Amst. Proc. 17, 1767, 1915; K. 
F. Herzfeld, Phys. Zeitechl'.22, 186, 1921. 
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ziationsgleichgewichtj nur dividieren wir beide Seiten noch durch die Zahl 
der festen Atome Nf und finden 

LO 
N _.-L v 
~ = e RT ==~----. 
Nf (1/2TCkT._1 )3 N r m 2TCV f 

Das heillt: Abgesehen von der e-Potenz verhalten sich die Zahlen der gas
formigen und festen Atome so wie die ihnen zur Verfugung stehenden Raume 1). 

Fiir das Gas ist der Raum willkurlich festzulegen, dagegen ist er fiir den 
festen Korper gegeben durch das Produkt des Raumes, den im Mittel die Schwin~ 
gung eines einzelnen Atoms erfiillt - dieser wachst f'V T 3/2 uud ist unter 
normalen Verhaltnissen von der Grollenordnung f'V (3.10-9)8 f'V 3. 10-26 emS -
und der Zahl Nf der festen Atome. Dieser letztere Umstand bewirkt es, d&ll 
die Grolle des festen Korpers, d. h. Nf , uberhaupt aus dem· Gleichgewicht 
herausfallt; in einer friiher besonders in der physikalischen Chemie ublichen 
Ausdrucksweise kann man sagen: 

Die "aktive Masse" fester Korper ist deshalb von ihrer Menge unab-

biho'g, w.n im. "'umli,h. Kon"",tmtion ( d. h. Nt (ok }I ~)') kon-

stant ist. Zu diesem Verhaltnis der Raume tritt dann noch, den in der Subli
mationswarme sich 8.ullernden Molekularanziehungen nach der Barometerformel 

L~ 
Rechnung tragend und den festen Zustand begiinstigend, der Faktor e - R T. 

Ware er nicht vorhanden, so ware die Konzentration in Mol pro Kubikzenti
meter gegeben durch den Wert, den sie im festen Korper hat, 

1 
c= , 

( 1/ 2 TC k T _1 )3 N r m 2TCV L 

d. h. mit den oben benutzten Zahlen 
1 

3.10-26 .6. 1028 f'V 50. 

Nur die Anziehungskrafte, d. h. die Arbeit, die man leisten mull. um ein 
Molekiil aus dem festen in den Gaszust&nd zu bringen, machen durch den 

Lg 
sehr kleinen Faktor e - R T das Gas im Gleichgewicht mit dem Kondenss&tz so 
diinn; je kleiner der Einflull des Faktors mit steigender Temperatur wird, 
desto dichter wird das Gas im Gleichgewicht. 

Wir gehen wieder auf den Vergleich· mit der erfahrungsgemall &unii.hernd 
giiltigen Nernstschen Dampfdruckformel ein, die lautet (siehe erster Halb-
band, Kap. IX, § 11) L O 

19p = - 4,5:T+ 1,75lgT + 3, 

1) Eigentlich waren die Phasenvolumina zu benutzen, die man durch Multi
plikation mit ¥21l m k T S erhiilt, doch faUt dieser Faktor heraus, da er im Gas und 
im festen Korper in gleicher Weise auftritt. 
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wobei wir bei normaler Temperatur den mittleren, nieht stark temperatur
abhangigen Summand 4,4 setzen konnen. 

Messen wir die Konzentrationen statt in Mol/ems in Bolehen Einheiten, da13 
ein ideales Gas bei 0° C und 1 Atm. die Konzentration 1 hat (V rv 22500 emS), 

so wird die Dampfdruckgleichung 
LO 

22500 9 22500 
c' = --~== ---~- e R T "-' ----- e 

N (11 2%k 'l~ _1_\3 510 
L r m 2%V) 

T 
Die Umrechnung in Atmospharen ergibt sieh dureh Multiplikation mit 273 
was die Grol3enordnung nicht andert. 

\Vir erhalten so 
LO 

19p = - _L + 6 statt empirisch 7,4. 
, 4,57 T 

Wir haben also die Tatsache, da13 man empirisch mit einer fUr aIle Gase 
annahernd gleichen Konstanten auskommt und auf ~ie speziellen Eigenschaften 
des festen Korpers (v) in allererster Naherung keine Riicksieht zu nehmen 
braucht, darauf zuriickgefiihrt, daJ3 unter normalen Umstanden die mittleren 
Schwingungsvolumina aller Korper von derselben Gro13enordnung sind, wobei 
wir allerdings das Auftreten von Faktoren bis zur Gro13enordnung 102 zu
lassen miissen. Unter derselben Einschrankung tritt die gleiche Zahl hier auf 
wo ein Atom seine freie Bewegung als Gasatom durch Kond ensation verliert, 
wie im Fall der Gasdissoziation (Kap. III, § 8), wo es diese Freiheit durch 
Bindung an eine klein ere Gruppe oder ein einzelnes anderes verliert, -weil die 
ihm zur Verfiigung stehenden Raume in beiden Fallen von derselben GroJ3en
ordnung (der molekularen Dimensionen niimlieh) sind. Das ist der innere 
Grund dafiir, daJ3 dieselbe N ern stsche Naherungsgleichung fiir Verdampfung 
und fiir Gasreaktionen brauchbar ist, ohne daJ3 man nahere, dem Bau der 
Molekiile Rechnung tragende Konstanten beriicksichtigen mu13te. 

Da13 die Clausius-Clapeyronsche Gleichung erfiillt ist, zeigt man iihn
lioh wie bei der entsprechenden van 'tHoffschen Reaktionsisochore (Kap.III, 
§ 8). Aus (siehe erste Bandhiilfte, Kap. IX, § 4) 

'Olnp _ Lg 
'OT RT2 

folgt nach Einsetzen von Lg = Lg + CpgT - CaT und Integration 

Lg Cpg - C. j 
lnp = -IFf+-~7n T+ 0.4343' 

wo j die schon erwahnte "Chemische Konstante" ist. Subtrahiert man auf 

beiden Seiten Tn R T, beriicksichtigt: T = c, Cpg - R = Cv 9 und anti

logarithmiert, so erhalt man als ResuItat der thermodynamischen Clausius-
Clapeyro n schen Gleichung (] 

LO v 9 i, 
- _JL Til e O;-ms 

c=e RT ______ • 
Oa R 

TN 
Milller-Pouillet IlL 11. Auf!. 15 
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Man sieht volle Ubereinstimmung mit unserer Formel und bestatigt, wie bei 
den Gasdissoziationen, da13 der Einflull der spezifischen Warm en seine statisti

sche Erklarung darin hat, da13 das Phasenvolumen des Gases (Cv g = 3/2 R) 
langsamer mit der Temperatur wachst (T3/2) als das Phasenvolumen ('" TS) 

des fest en Korpers (C. = 3 R). 

Die konventionelle chemische Konstante j endlich mi13t das Verhaltnis der 
Absolutwerte der mittleren Raume. 

Wenn man iiber einen festen Korper gar nichts wii13te, dann konnte man 

an Stelle des Ausdrucks (1/ E_7!'!'£ ~l_)S NL, der das wirklich von Schwin-r m 2:n:v 
gungen ausgefiillte Volumen gibt, als obere Grenze das gewohnliche Molekular
volumen V. einfiihren und wiirde so untere Werte fiir den Dampfdruck er
halten. 

§ 6. Exkurs. Die Koexistenz zweier Phasen. Die Besprechung 
des Dampfdruckproblems eignet sich besonders gut dazu, die statistische Ant
wort auf die Frage deutlich zu machen, wieso iiberhaupt zwei verschiedene 
Phasen desselben Stoffes koexistieren konnen. 

Da konnen wir sagen, daJl bei Phasen gleicher Energie ein Gleichgewicht 
nul' dann moglich ist, wenn auch die mittleren Dichten gleich sind. 1m all
gemeinen werden dann aber die beiden Phasen identisch sein (ein Ausnahms
fall sind spiegelbildlich isomere Kristalle\ 1st die Energie ungleich, so kann 
Gleichgewicht nur herrschen, wenn der gro13ere Energieinhalt eines Molekiils 
der einen Phase kompensiert wird dadurch, dall dem Molekiil dort mehr Platz 
zur Verfiigung steht. Das Molekiil hat z. B. im Dampfzustand einen urn die 
Verdampfungswarme grolleren Energieinhalt als im festen. Das wird da
durch kompensiert, da13 es im Dampf einen viel gro13eren Raum zur Verfiigung 
hat als im festen Stoffe. J e gro13er der Einflufl der Energiedifferenz, d. h. je 
niedriger die Temperatur, desto groller muLl der Volumenunterschied sein. 
Sinkt also die Temperatur, steigt die Bedeutung des Energieunterschiedes, so 
mull sich das Volumen pro Molekiil vergro13ern, die Dichte verkleinern, urn 
das Gleichgewicht aufrechtzuerhalten. Darauf, da13 das Gas seine Dichte 
in weiten Grenzen zur Kompensation variieren kann, beruht es, da.fl es keinen 
Verdampfungspunkt, sondern eine Verdampfungskurve gibt. 

Die bisherige Formulierung war sozusagen yom Standpunkt der freien 

Energie aus gemacht. Ihr beim Gas durch den erhOhten Energieinhalt ver
grollerter Wert kann nur dadurch auf den fiir das Gleichgewicht notigen 
niedrigen Wert des festen Korpers gebracht werden, dal3 man das Volumen 
entsprechend gro.fl macht. 

Man kann die Sache aber natiirlich auch anders, yom Standpunkt der 
Barometerformel namlich, aussprechen und sagen, da.fl sich an den Orten 
niedriger Energie im gleichen Volumen mehr Molekiile ansammeln, und da.fl 
dieser Unterschied sich desto mehr verwischt, die Dichte desto gleichma6iger 
wird, je hoher die Temperatur ist. 
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§ 7. Umwandlungspunkte polrmorpber Formen. Urn das im 
letzten Paragraphen allgemein geschilderte Verhalten deutlicher zu machen, 
schliellen wir die statistische Besprechung del' Umwandlung polymorpher 
Formen odeI' allotroper Modifikationen an, wie sie etwa graues und weiLles 

Zinn, rhombischer und monokliner Schwefel odeI' die zwei Formen von Ammo
niumchlorid darstellen. Hier gibt es bekanntlich praktisch Umwandlungs

punkte 1), so daJ.\ die eine Form bei Temperaturen unter dem Umwandlungs

punkt, die andere bei solchen dariiber stabil ist. Del' Umwandlungspunkt To 
seIber, das Gleiehgewieht, ist wieder durch die Gleiehheit del' freien Energien 

gegeben 2) 

Nun ergibt die Betraehtung folgendes: Bei hohen Temperaturen, d. h. bei 

solchen, bei denen die Umwandlungswarme Q = NL(cI - c2) klein ist gegen 
R T, und bei denen daher die Unterschiede del' beiden e-Potenzen relativ keine 
Rolle spielen, ist diejenige Phase allein stahil, in del' dem Atom das groLlere 
Volumen zur Verfiigung hat, d. h. wo die Amplituden groLler, die Bindung 
sehwacher, V kleiner ist. (Unter del' Voraussetzung quasielastiseher Krafte 

hat diejenige Form, die bei einer Temperatur das groJ.\ere Sehwingungsvolumen 

hat, es auch bei allen anderen Temperaturen, denn das Verhaltnis del' beiden 

Sehwingungsvolumina ist temperaturunabhangig gleieh V I 3
.) 1st nun diese 

v2S 

Form diejenige, die aueh gleiehzeitig die kleinere Energie hat, dann bleibt 
sie bei allen Temperaturen allein stabil, die andere kann nul' als "metastabile" 
Ubergangsform auftreten. Meist wird abel' diese Form die groLlere Energie 
haben, denn den schwacheren Kraften (klein em v) werden im allgemeinen aueh 
klein ere Energieabgaben bei dem Aufbau del' Form z. B. aus dem Gas ent

spreehen. Dann wird del' klein ere Energieinhalt mit sinkender Temperatur 
immer mehr die andere Form begiinstigen, die bei del' hohen Temperatur, 
d. h. an und fiir sieh, durch ihr kleines Volumen benaehteiligt ist. Mit 
sinl>:ender Temperatur wird nun ein Moment kommen, wo die bei<;len Einfliisse 
- groLleres Volumen del' einen, kleinere Energie del' anderen Form - sich 
gerade die Wage halten, das ist del' Umwandlungspunkt, bei noeh tieferer 
Temperatur iiberwiegt del' EnergieeinfluLl, die andere Form wird stabi!. 

Will man dies thermodynamiseh ausdriieken, dann wird man so formulieren: 

Die freie Energie laLlt sieh bis auf Summanden, die beiden Formen gemeinsarn 
sind, in del' Form sehreiben (v Schwingungsvolumen) 

f= c-kTlnv. 

1) In Wirklichkeit handelt es sich urn seh1' steile Kurven, siehe Anm. 1, S.228. 
2) Bei aus mehreren Ionen aufgebauten Sal zen findet die Umwandlung natur

lich fiir beide gleichzeitig statt, man rechnet mit einer mittleren freien Energie, 
in der die »relative Masse" iii und die mittlere Schwingungzahl ii anftreten. 

15* 
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Bei hoher Temperatur (T groll) ist die freie Energie hauptsachlich durch V 
bedingt, die Form mit dem groJ3eren Schwingungsvolumen hat ohne Riicksicht 

auf c die kleinere freia Energie und ist daher stabil. Bei tiefer Temperatur 

dagegen ist die freie Energie nur durch die Gesamtenergie c beherrscht. 
Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem Fall des Gleichgewichts mit 

einem Gas (der Dampfdruckkurve) besteht darin, daJ3 hier die eine Phase den 
bei fallender Temperatur wachsenden Einflu13 der Energie und die damit an

steigende Begiinstigung der anderen Pha!,!e nicht dadurch kompensieren kann, 
daJ3 sie ihr Volumen vergroJ3ert (ihre Dichte verkleinert). Darum gibt es 

hier nul' einen Umwandlungspunkt l ); wir konnen z. B. die Gleichgewichts

bedingung so schreiben: 
81 

Nl e kT i'1 

N2 = _~2_ • 

e k T ('2 

Waren die Phasen 1 und 2 Gase in den GefaJ3en i\ und V2' so konllte sich 
bei jeder Temperatur ein Gleichgewicht einstellen dadurch, daJ3 sich die 

Molekiilzahl einstellt. HiermuJ3 aber in jede'm Schwingungsvolumen VI' V2 
ein Molekiil sitzen, N] = N2 = 1, und damit ist die Gleichung, wenn iiber
haupt, so nur bei e in e r Temperatur erfiillbar. Man kann es auch so aus
driicken, daJ3 man sagt: Wenn die Phase 1 versuchen wiirde, wie ein Gas bei 

fallender Temperatur ihre Dichte durch abnehmende Molekiilzahl N1 zu ver
klein ern, gelange ihr das nicht, weil sich das Volumen VI Nl proportional ver
kleinert, bis die Phase ganz verschwunden iat. 

DaJ3 die statistisch gefundene Gleichgewichtsbedingung mit del' thermo
dynamischen iibereinstimmt, ist leicht zu zeigen. 

§ 8. Schmelzen. Nach denselben Prinzipien ware die Frage des 

Gleichgewichtes zwischen fester und fliissiger Phase, das Schmelzproblem, zu 

behandeln. Aber wie wir im folgenden Kapitel horen werden, ist iiber 

den Raum, del' in Fliissigkeiten den Molekiilen zur Verfiigung steht, nichts 
bekannt; wir konnen nur in Analogie zu den im vorigen Paragraphen be
handelten Verbaltnissen schlieJ3en, dal.l das fiir den Molekiilmittelpunkt im 
fliissigen Zustand verfiigbare Volumeu groJler sein mull als bei gleicher Tem
peratur im festen, weil auch die Energie groLler ist und sonst kein Gleich
gewicht moglich ware. 

Ganz anders hat Lindemann 2) die Frage angegriffen; er betrachtet 
namlich die bei steigender Temperatur steig,mde Atomschwingungsamplitude 
(von der "\Varmeausdehnung des Korpers als ganzen kann man daneben ab
sehen) und nimmt an, dall Schmelzen eintritt, sobald Nachbarn beim 
Schwingen zusammensto13en. Betragt der Gitterabstand rg , der Radius be-

1) Man kann allerdinl!B durch Druckerhohung ebenfalls eine Temperaturver
Bchiebung des Umwandlungspunktes erreichen, und zwar dadurch, dall man e bzw. 

i = e + ~ beeinfiu/3t. 
L 

2) F. A. Lindemann, Phys. Zeitschr. 11, 609, 1910. 
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nachbarter Teilchen (die verschieden sein konnen wie Na+ und Cl- in NaCl) 

Y1 und Y2, so ist der Abstand der Atomoberflachen in der Ruhelage 

rg - (r1 + Y2). 

Sobald die Maximalamplitude Xmax die Halfte dieses Wertes erreicht, stollen 
in der Mitte die beiden gegeneinander schwingenden Teilchen zusammen. 
Nun ist die Maximalamplitude gegeben durch 

In 4 2 2 2 - k1' 2 Tt v X max - • 

Es solI also Schmelzen eintreten, wenn gilt 

k T = m 4 Tt2V2 [rg - (r1 + r2)]2 = tn_ 4Tt2v2r 2(1 _ r1 + r2)2 
• 2 2 8 9 1"g' 

111 2 ( r1 + r2)2 1 T. = S-R . (2 TtV)2 rg 1 - --r;- , . 
. . . (259) 

M ( V )2/a ( r + r )2 J = - (2 nv)2 - ()I}/a 1- .1. ___ 2 

8 R NL rg. 

wo rx von der Gitterstruktur abhangt und z. B. beim NaCI-Typus 1 2 ist, da 
dort 2 N L r g8 gleich dem. Molekularvolumen V ist. Man erhalt gute Uber
einstimmung, wenn man z. B. fiir die Alkalihalogenide (rx = 1/2) 

r1 + r2 = 0,897 
rg 

setzt, fUr viele Metalle (kubisch fiachenzentriert) 

0,85 (rx = V2). 
Hier ist von der Vorstellung starrer Kugeln Gebrauch gemacht, die nicht 
zutrifft, so daJ3 nicht klar ist, was ein Zusammenprallen der Atome bedeutet. 

Ratnowsky I) hat die Formel (256') fiir die freie Energie auch auf die 
Schmelze iibertragen, nur mit anderem Vj daun folgt fiir das Gleichgewicht 

dieselbe Bedingung wie in § 7. Er schlieLlt, daJ3 das Verhaltnis .!2. bei Me
v. 

tallen nahe konstant 1,31 ist, bei zweiatomigen Salzen 1,67 (Ag Br weicht ab). 
Schrodinger 2) hat angedeutet, dal.l das Schmelzen in einem ahnlichen 

Vorgang des Umklappens elektrischer Dipole bestehen konnte, wie das Auf
treten des Cur i e schen Punktes 8), der den ferro - vom paramagnetischen 
Zustand trennt, im Umklappen magnetischer Dipole begriindet ist und es 
scheint berechtigt, in dieser Auffassung den Kern des Vorganges zu erblicken. 

§ 9. Verdampfungsgeschwindigkeit4). Wir haben im vorhergehenden 
statistisch ausgerechnet, unter welchen Bedingungen Gleichgewicht zwischen 
einem fest en Korper und seinem Dampf herrscht. Wir wollen nun danach 

1) S. Ratnowsky, Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 1033, 1914. 
2) E. Schrodinger, Wien. Ber. 121, 1937, 1912. 
8) P. Weiss, Journ. d. Phys. (IV) 4,469, 829, 1905; P. Weiss und J. Kunz, 

ebenda S. 847; M iiller· Pouillet, 4. Aufi., IV., S. 747. 
4) Die Grundgedanken finden sich schon bei R. CIa u si u s, Pogg. Ann. 100, 

361, 1857. 
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fragen, wie dieses Gleichgewicht denn zustande kommt und was gescbiebt, 

wenn kein Gleichgewicbt vorhanden ist. 

Die Grundlage bei der Behandlung solcher Erscbeinungen ist immer der 
Gedanke, daB ein solcbes Gleicbgewicbt kein statiscbes, sondern ein dyna

misches ist; es verdampfen dauernd lVIolekiile, andere kondensieren sicb; sind 

die heiden an Zahl gleich, dann herrscht Gleichgewicht, d. h. es iindert sicb 

nichts. Dabei ist aber die Zabl der pro Zeiteinheit verdampfenden Molekiile 

nur vom Zustand des festen Korpers abhangig, unabhangig davon, ob iiber 

diesem festen Korper sein eigener Dampf in einer Dichte vorhanden ist, dall 
gerade Gleichgewicbt herrscht; umgekehrt ist die Zahl der sich pro Zeit
einheit kondensierenden Molekiile (im wesentlichen) nul' von dem Zustand 
(del' Dichte) des Dampfes ahhangig, unabhangig davon, wieviel Korper

molekiile gerade pro Zeiteinheit verdampfen. Del' Einzelvorgang, das 
Verdampfen oder Kondensieren eines Molekiils, weill nichts vom 
Gleichgewicht (siebe S.197). 

Denken wir uns etwa ein Stiick irgend eines Stoffes, z. B. von J od, 
in ein evakuiertes Gefall gebracht und sorgen wir dafiir, daB seine Tempe
ratur konstant bleiht. Dann beginnt sofort das Jod zu verdampfen, das 

heillt, eine bestimmte, nur von der Temperatur abhangige Zahl N' von 

Molekiilen verlaBt pro Zeit- und Flacheneinbeit die Oherfiache. Anfangs 

kondensieren sich keine Molekiile, denn es ist ja anfangs kein Dampf da. 

Die wegdampfenden J odmolekiile sammeln sich abel' natiirlich in dem leeren 

GefaB, d. h. es bildet sich Dampf steigender Dichte; von diesem Dampf 
treffen einige herumfiiegende Molekiile das feste Jod und kondensieren sich 
dort. Ihre Zahl pro Zeit- und Flacheneinheit, Nil, ist proportional der 

Dampfdichte, und zwar (vgl. spateI') 

Nil = NL V2~~ C •••••••••• (260) 

Sie ist also anfangs, wie erwabnt, verschwindend klein, steigt abel', so
lange die Dichte steigt. Die Dichte steigt so lange, als die Zahl der ver
dampfenden Molekiile N' groBer ist als die' Zahl del' sich kondensierenden Nil. 
Mit steigender Dichte und damit wachsendem Nil wird diese Differenz immer 

kleiner; sobald die Dichte 80 groB geworden ist, daJ3 die Zabl der sicb kon

densierenden Molekiile gleich del' verdampfenden ist, ist del' station are 

Zustand erreicht; diese Dichte iet also 
N' 

C=-=, 
1/ RT r 2nM 

der entsprechende Druck, del' Dampfdruck des festen Stoffes, 

N' 
p = NL y2nMRT . . . . (261) 

Bringt man umgekehrt ein Stiick J od in ein Gefall mit iibersattigtem 
Dampf, so werden genau ebensoviel Molekiile wie im friiheren Falle, 
namlich N', pro Zeit- und Flachelleinheit verdampfen, aber die Zahl del' sich 
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kondensierenden ist entsprechend del' hoheren Dampfdiehte gro13er als im 

Gleiehgewieht, 80 da13 sieh mehr kondensieren als in der gleiehen Zeit ver
dampfen. Die Dampfdichte nimmt also ab, ihr proportional nimmt abel' 
aueh die Anzahl der sich pro Zeit- und Flacheneinheit kondensierenden 

Molekiile ab, bis sie auf die Zahl der verdampfenden herabgesunken ist und 
damit den G1eichgewiehtswert erreieht hat. Dieser ist also nieht durch eine 

"i nne l' e" Anderung der Eigensehaften der Molekiile des Dampfes gekenn

zeiehnet j wenn man iibersattigten Dampf langsam isotherm sieh ausdehnen 

la13t, bis er eine kleinere Dichte hat als der Sattigung entspricht, so ist der 

Sattigungspunkt in keiner \Veise an den Eigensehaften des Dampfes an sieh 

erkennbar 1). 

Wenn wir nun 2) die Zahl der pro Zeiteinheit von del' Oberflaehen
einheit wegfliegenden Molekiile bereehnen wollen, so rniissen wir beriick
siehtigen, da13 nul' diejenigen Molekiile den festen Korper verlassen konnen, 
derell kinetisehe Energie hinreieht, um die Anziehungskrafte del' anderen zu 

iiberwinden, also gro13er ist als ~I. Es sind also gerade die sehnellsten 
NL 

Molekiile, die wegverdampfen j dementsprechend nimmt die mittlere Energie 
des Korpers ab, d. h. die durchsehnittliehe kinetisehe Energie del' zuriick

bleibenden Molekiile ist kleiner, als sie VOl' dem Wegfliegen del' anderen war, 

der Korper kiihlt sieh infolge der Verdampfung ab, und wenn man die Tem

peratur konstant halten will, mu13 man \Varme zufiihren und soes den 

Molekiilen ermoglichen, da13 der gleiche Bruehteil von ihnen wieder die hohen 

Geschwindigkeiten bekommt, die die in den Dampf iibergegangenen hatten. 

Legen wir die x-Achse senkrecht zur Oberflache, so ist del' Bruehteil 
der Molekiile, deren Geschwiudigkeitskomponente in dieser Riehtung zwischen 

g und g + d g liegt, 

V 2:ic'f e- ~ kg~ d g. 

Weun die Zahl del' Molekiile in 1 ems NL ist, ist also die Dichte del' 
V. 

betreffenden Molekiile 

und die Zahl derer, die pro Sekunde auf 1 cm2 del' Oberflaehe auftreffen, 

NL V'--m- _m_2=
g. VB 2nkT e 2k7dg . . . . (262) 

Von diesen konnen diejenigen verdampfen, deren kinetisehe Energie ; ~2 
LO 

gro13er als JJ~ ist. 

1) Man hat also nicht "gasogene" und "liquidogene", ih1'er inne1'en Natur 
nach verschiedene Molekiile zu unterscheiden. 

2) Siehe R. Hecker, Zeitschr. f. Phys. 28, 256, 1924. 
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Es wiirden danach in der Sekunde von 1 cm2 Oberflache verdampfen 

NL f ~ _m_e-'i-kTd~ =NL _k-'!_e-R~ ... (263) 
00 y--- 52 y-- LO 

VB J 2 n k T VB 2 n m 

y2;g 
'Dabei ist aber noch nicht beriicksichtigt, dall die Molekiile in dem ge

gebenen Moment nlcht in ihrer Gleichgewichtslage sind, sondern urn dieselbe 
schwingen. Daher haben sie schon potentielle Energie und die kinetische 
Energie, die sie besitzen, braucht nicht mehr die ganzen Anziehungskrafte zu 

LO 
iiberwinden (das ganze J!~ zu leisten), sondern nur mehr den noch iibrigen 

Teil. Wir wollen der Bequemlichkeit halber isotrope Schwingungen an

nehmen, dann hat ein Molekiil, das von seiner Ruhelage gerade den Abstand 

hat, eine potentielle Energie 

und hat nur mehr die Arbeit 

LO m 
"g- - -- 4 n 2 v2 (X2 + y2 + Z2) 
NL 2 

zu leisten, urn frei zu werden. 
von ihrer Ruhelage innerhalb 

Der Bruchteil der Molekiile, deren Abstand 

der Grenzen X und X + dX, y und y +dy, 

z und z + dz liegt, ist 

(2 n v V 2 n~ T Y e-T _4"2v2<'~~ty2+ .2) dx dy dz. 

Von dieser Gruppe verdampfen also nach (263) pro Sekunde durch 1 cm 2 

( 
'---)3 m 4,,2,,2 (",2 + y2 + .2) 

2 nv V 2 n:T e- 2 ---Ii 7'-- --

V--.- 1 [Lg m ] NL kT --- ____ ,4,,2,,2(,2+y2+.2) 
• dx dy dz - -- e k T NL 2, 

VB 2 nm 

= (2 n v 1/ _ n.~_)3 NL.l / k T e ~gT dx dy dz. r 2nkT VB r 2nm 

Integriert man iiber aile Gruppen, so hat man das Integral iiber 
v: 

dx dy dz iiber den einem Molekiil zur Verfiigung stehenden Raum 11;, zu 

erstrecken (der Grund, der es uns bisher ermoglichte, in solchen Fallen bis 
ins Unendliche zu integrieren, ist hier nicht vorhanden, weil der Faktor 

m 4,,2 ,,2 (",i + y2 + ,2) 

e - -2 k T 
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herausgefallen ist, siehe S.131), und es ergibt sich fiir die Zahl der pro 
Sekunde von 1 cm2 Oberflache verdampfenden Atome 

o 

N' = V~:m (v Y2t;Ye- :~ ....... (264) 

Hierin ist l/kT 
r2nm 

die mittlere einseitige Molekulargeschwindigkeit bei der Temperatur T. 
Die Zahl der Gasmolekiile, die, von irgend einer Seite komrnend, 1 crn 2 

der Oberflache pro Sekunde treffen, ist 

(260') 

Jrn Gleichgewicht rnu.f3 N' = Nil sein, also c der Bedingung geniigen 

l/kT jkT( 12nm)8 _ Lg 
NLC r 2nml = l2nm vVkT- e RT. 

Hieraus folgt fiir C die statistisch unter (258) abgeleitete Formel, 
eine Bestatigung dafiir, da.f3 wir den Verdampfungsmechanisrnus jetzt richtig 
getro:ffen haben. Dabei haben wir angesetzt, da.f3 jedes Molekiil, das die 
Oberflache tri:fft, auch kondensiert wird 1), :ebenso daB jedes Molekiil des 
festen Korpers, das von innen auf die Oberflache trifft und die geniigende 
Energie hat, auch verdampft. Da der Ausdruck fiir c stets richtig bleiben muJ3, 
sehen wir folgendes 2): Wenn nur ein Bruchteil a; der auftreffenden Molekiile 
festfriert, kann auch nur ein Bruchteil a; der verdampfungsfahigen Molekiile 
verdampfen. Das ist z. B. der Fall S), wenn der Brul,hteil a; der Oberflache 
verunreinigt ist, etwa durch Fett. 

Langmuir 4) begriindet die Behauptung, daJ3 jedes auftreffende Molekiil 
festgehalten wird, durch Erweiterung der Bauleschen Uberlegungen (§ 20, 
Rap. J) folgenderrna6en: Die von au.f3en ankornmenden Molekiile werden in un
mittelbarer Nahe der Oberflache durch Anziehungskrafte, die von der ganzen 
Umgebung der Stelle herriihren, auf die sie zufahren, stark beschleunigt, so da6 

LO 
1) Hierbei wird jedesrnal die Menge N g an potentieller Energie in kinetische 

L 
verwandelt, die kondensierten Molekiile treten mit aehr groJ3er Geachwindigkeit in 
den Korper ein, sie entwickeln in ihm die Kondensationswiirme, die sich aber Behr 
schnell auf die anderen Molekiile verteilt und bei iiberwiegender Kondensation zur 
Konstanthaltung der Temperatur ahgeleitet werden muJ3. 1m Gleichgewicht liefern 
die sich kondensierenden Molekiile gerade das an Geschwindigkeiten, was mit den 
verdampfenden weggeht, geradeso wie in der Barometerformel (~IO, Kap. I). 

2) Wenn wie es scheint. der A usdruck fiir c in manchen Fiillen zu ver
doppeln ist (S. 190, 200), so hei6t dies, dall nur die Hiilfte der auftreffenden 
Molekiile sich kondensiert (je nach der Orientierung), wahrend die Zahl der vel'
dampfenden gleich (264) hleiht. 

8) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 47, 697, 1915; K. Bennewitz, ebenda 1)9, 
193, 1919; R. Marcelin, Compt. rend. lOS. 1674, 1914. 

4) 1. Langmuir, Phys. R.ev. (II) 8, 14!1, 1916. 
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sie kinetische Ellergien wesentlich iiber 3/2 k T bekommen. Beim A ufprall 

aber treffen sie im wesentlichen auf e in Molekiil des festen Korpers, iiber

tragen daher im allgemeinell an dieses Energie, die dann durch elastische 

Wellen als Warme abgeleitet wird, und haben nun nicht mehr geniigend 

kinetische Energie, urn gegen die Anziehungskriifte wieder fortfliegen zu 

konnen. Er gibt auch N aherungsformeln ftir den reflektierten Bruchteil an. 
Experimentell hat besonders Kn u d sen 1) die Geschwindigkeit der Yer

dampfung reiner Quecksilberoberflachen bestimmt und mit Formel (261) in 
Ubereinstimmung befunden, llachdem schon He rtz 2) geschlossen hatte, daJ3 

der Bruchteil der verdampfenden lHolekiile jedenfalls nicht sehr klein sei. 
Die Methode beruht darauf, daLl, wie spiiter besprochen wird, Quecksilber

dampfmolekiile an einer mit fliissiger Luft gekiihlten Wand samtlich fest
frieren. Man bringt darum gegeniiber dem Quecksilber, z. B. von 00 C, 

des sen Verdampfung man untersuchen will, im hochsten Vakuum eine auf 

- 1500 C gekiihlte Glasflache an, und zwar in einer Entfernung, die 

kleiner ist als die freie Weglange des Dampfes bei dem betreffenden Druck. 

Dann fliegen aile Dampfmolekiile, die die Quecksilberoberflache verlassen, 

ohne ZusammenstoLl geradlinig an die gekiihlte Glasflache und frieren dort 
fest. Die Versuchsanordnung besteht im folgenden [wir geben die Form von 

Bronsted und HevesyJ3): Mall nimmt eins doppelwandige Flasche nach 
Art eines DewargefiiLles, deren Wandungen einen Abstand von etwa 1 em 
haben, fullt in den Zwischenraum Quecksilber so hoch ein, daJ3 der Boden 

bedeekt ist; solallge Luft von merkliehem Druck im Zwischenraum ist, geht 
keine in kurzer Zeit merkbare Quecksilbermenge iiber. Nun fUIlt man fliissige 
Luft in das GefiW, so dall des sen Innenwandung stark gekuhlt wird, evakuiert 

aufs AuJ3erste, bringt die Aullenwandung und damit den Quecksilbervorrat 
durch ein Heizbad auf die gewiinschte Temperatur und laJ3t den Versuch eine 

Zeitlang gehen. Will man aufhoren, so laLlt man zunachst den Rest des 
Quecksilbervorrates ausflieJ3en, laJ3t nun durch Entfernung der fliissigen Luft 

das verdampfte und an der Kiihlflache kondensierte Quecksilber auftauen, 

gieLlt es heraus und wagt es. Volmer und Estermann 4) arbeiten im Prinzip 

nach der gleichen Methode, machen aber die Messung entweder dadurcb, daJ3 
sie das Kleinerwerden eines Quecksilbertropfchens an der Wand mit dem 
Mikroskop messen oder dadurch, daLl sie die Dicke del' kondensierten Queck
silberschicht mit Rilfs ihres elektrischen Widerstandes bestimmen, was den 
VOl'teil hat, daJ3 man das Gefiill nicht offnen mull und daher keine Verunreini

gung zu befiirchten hat. Sie bestiitigen die Resultate K n u d sen s ftir fliissiges 
Quecksilber, finden aber fur festes nur 90 Proz. der erwarteten Menge. 

In anderen Versuchen wird der Reflexionskoeffizient nicbt aus der ver

dampfenden Menge, sondera aus del' festgehaltenen erscblossen. Lan g m u i r 

1) Siehe Anm. 3, S.233. Bier handelt es sich urn fliissige OberfHichen. 
2) B. Hertz, Wied. Ann. 17, 177, 1882. 
3) J. N. Bronsted und G. v. Hevesy, Nature 107, 619, 1921; Zeitschr. f. 

phys. Chern. 99, 189, 1921. Auch hier ist del' f1iissige Zustand der verdampfenden 
l::!ubstanz notig, da sonst in der Oberflache Entmischung- eintritt. 

4) M. Volmer und J. Estermann, Zeitschr. f. Phys. 7, 1,1921. 
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(1. c.) weist auf altere Erfahrungen der Gluhlampentechnik und auf eigene 
Versuche hin, nach denen in dem Beschlag, den der im Vakuum ver
dampfende Gluhlampenfaden an der Glaswand bild'et, durch Hindernisse 

scharfe Schattenbilder erzeugt werden. Das ware unrnogHch, wenn die auf 
den schon vorhandenen Belag auftreffenden Molekule wieder reflektiert 
wurden und so auch an vor direktern Auftreffen geschutzte Stellen kamen. 
Dasselbe haben Knudsen und Wood 1) fur Hg an Glasflachen gezeigt, die auf 
- 140° abgekuhlt waren, wahrend oberhalb - 1300 fast aUes reflektiert 
schien. Fur andere Dampfe als Hg liegt diese kritische Ternperatur desto 
bOher, je hOher ihr Siedepunkt ist (NH4 Cl < - 1830, Zn, Cd, Mg zwischen 
- 183 und - 780, Cu zwischen 350 und 5750, Ag uber 5750). Nach 
WeyssenhoffS) ist oberhalb derselben die Reflexion der Hg-Molekule an 
Goldflachen groJler als an Eisenflachen. Langmuir ist in bezug auf die 
letztgeschilderten Erscheinungen der Ansicht, da/l es sich' stets um Konden
sation mit nachheriger W'iederverdampfung handelt, die nur bei schein barer 
"ReHexion" nach sehr kurzer Zeit erfolgt (§ 6, Kap. VI) . 

. Fur diese letztere Meinung spricht S), da/l in einem "dichten" Atomstrahl 
die Kondensation viel leichter (z. B. bei hoherer Temperatur der Auffang

flache) erfolgt als in einem Strahl, in welchem pro Zeiteinheit weniger Atome 
auf die Flache fallen. Man kann das so Ilrklaren '), daJl bei einem "dunnen" 
Atornstrahl die auftreffenden Atome weit voneinander entfernt bleiben, nur 
durch die schwachen Krafte von seiten der Unterlage (z. B.Glas) festgehalten 
werden und daher bald wieder verdampfen. Beim dichten Strahl dagegen 
ist die Aussicht groJler, daJl zwei anhaftende Atome nebeneinander zu Hegen 
komrnen und durch die starken Krafte, die zwischen ihlten wirken, fest
gehalten werden. 

Volmer und Estermann 5) haben das Wachsen von Quecksilber
kristallen (so tiefer Ternperatur, daJl nichts wieder verdampft) in sehr ver
diinntern Quecksilberdampf untersucht. Dabei ergibt sich, daJl auJlerordentlich 
diinne Blattchen mit ihrer Kante nach vorn von der Unterlage wegwachsen; es 
ist also die Wachsturnsgeschwindigkeit senkrecht zur Basisflache der Blattchen 
viel kleiner (1: 104) als in der Richtung einer Vergro/lerung dieser Flacbe. 
Da aber die Gesamtrnassenzunahme annahernd so ist, wie es der Zahl der auf 
die ganze Oberflache der Blattchen nach (260) anftreffenden Molekiile entspricht, 
und auf die verhaltnisrnallig kleinen Schmalflachen nur ein geringer Bruchteil 
der Molekule trifft, del' lange nicht hinreicht, um das schnelle Wachstum in 
dieser Richtung zu erklaren, so nimmt Volmer an, daJl die auf die groJlen 

1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 50, 472, 1916; R. W. Wood, Phil. Mag. (lV) 
30,300, 1915; 32,364, 1916.. Knudsen fand an festern QuecksillJer von -63°C 
die von Vol me I' gefundene Reflexion auch a,ngedeutet. 

2) J. Weyssenhoff, Ann. d. Phys. OS, 505, 19l9. 
S) W. Gerlach in nBericht libel' die Ergebnisse der exakten Naturw. III", 

Berlin 1924, 8.182; J. Chariton u. N. Semenoff, ~eitschr. f. Phys. 26, 287, 1924. 
4) 1. Langmuir, 1. c., Rechnungen bei J. Frenkel, Zaitschr. f. Phys.26, 

117, 1924. 
6) M. Volmer und J. Esterrnanll, Zeitschr.f.Phys.7, 13, 1921; M. Volmer, 

Zeitschr. f. Phys. 9, 193, 1922. 
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Basisflachen treffenden Molekiile an diesen nicht ganz festfrieren, sondern nur 

locker "adsorbiert" werden und dann bis zur Schmalfliiche vorgleiten 1), urn 

erst dort festzufrieren. 

Die durch Formel (261) gegebene Verdampfungsgeschwindigkeit findet 
man nur dann durch Messung der verdampften Menge, wenn jedes Molekiil, 

das die Oberflache verlaJ3t, auch nicht mehr zu ihr zuriickkehrt. Das ist der 

Fall im auI.lersten Vakuum, wo die Molekiile ohne ZusammenstoI.l weiter

fliegen, bis sie anderswo abgefangen werden, und ist zweitens der Fall, wenn 

man durch einen neutralen Gasstrom aile Dampfmolekiile sofort wegnimmt 2). 
Bei der gewohnlichen "Verdunstung" oder Verdampfung aber stollen 

viele der wegfliegenden Molekiile mit anderen zusammen und werden wieder 
in die Oberfiiiche zuriickgeworfen und das, was man als Gewichtsabnahme 
pro Zeiteinheit miI.lt, wird von der Diffusion durch die iiber der Oberflache 
befindliche Gasschicht S) oder vom Abstromen bestimmt 4). 

Wahlt man aber die geeigneten Bedingungen, dann gestattet die 

Messung der Verdampfungsgeschwindigkeit (ins Vakuum) die Bestimmung 
der Dampfdrucke von solchen Stoffen (Metallen), bei denen sich sonst 
Schwierigkeiten ergeben. So hat Langmuir 5) den Dampfdruck des 

Wolframs zwischen 24400 und 36000 abs. bestimmt, indem er die Gewichts

abnahme von Faden in Gliihlampen, sei es direkt, sei es aus der Widerstands

zunahme, maI.l, und hat das gleiche Verfahren fiir Molybdan und Platin benutzt. 

Allerdings sind gegen dieses Verfahren Einwande erhoben worden 6). 
Die Methode hat in allerletzter Zeit groLles Interesse dadurch gewonnen, 

dall sie gestattet, "Isotope" zu trennen. Viele Elemente bestehen aus Ge
mengen von Atomsorten, die verschiedenes Atomgewicht, aber sonst prak
tisch die gleichen Eigenschaften haben 7); so sind vor aHem die Krafte, die 
sie aufeinander ausiiben, praktisch gleich, d. h. sie haben gleiche Ver

dampfungswiirme; auch ist die in der Dampfdruckformel vorkommende 
GroJ3e mv2 fiir sie gleich, denn diese ist das MaLl fiir die riicktreibende 

Kraft (die V sind also verschieden, da die Massen verschieden sind). Dem-

1) Siehe aueh J. Estermann, Zeitschr. f. phys. Chem. 106, 403, 1923. 
2) H. Wartenberg, Zeitschr. f. Elektr. 19,482, 1913. 
S) J. Stefan, Wien. Ber. 68, 385, 1873; 98, 1418, 1889. 
4) Es spi hervorgehoben, da1.i zwischen Sieden und Verdampfen kein prinzipieller 

Unterschied besteht. Die mit "Sieden" bezeichnete schnlllle Dampfentwieklung 
tritt dann auf, wenn del' Dampfdruek so gro/3 geworden ist, dall sich die Dampf
molekiile nieht mehr durch das iiberstehende Gas durchzuwinden brauchen, 
Bondern es einfach wegschieben konnen (indirekt durch die Hlasenbildung in der 
Flilssigkeit). Darum ist es such unberechtigt zu sagen, Verdampfen trete ein, 
wenn die kinetische Energie zur "Oberwindung von bestimmten l(raften hinreiche. 
sobald man diesen Satz auf das ganze Kondensat bezieht. Er ist riehtig fiir 
jedes Molekiil; Molekiile mit diesel' kinetischen Energie gibt es aber bei allen Tempe
raturen, nUr steigt ihre Zahl mit 1'. Andererseits gibt es (wenn wir vom festen 
Zustand sprechen, also von "kritischen" Erseheinungen absehen) keine endliche 
Tempertur, wo alle Molekiile diese Energie haben uod daher kein Gleichgewicht 
bestiinde, sondern explosionsartige Sublimation erfolgte. Der Siedepunkt ist also 
kein durch den inneren Zustand der Substanz ausgezeichneter Punkt. 

Ii) I. Langmuir, Phys. Zeitschr. 14, 12;3, 1913; I. Langmuir und C. M. 
J. Mackay, Phys. Rev. 4, 377, 1914. 

6) K. Fajans, Zeitschr. f. Elektr. 31. 63, 1925. 
7) Siehe z. B. K. Fajans, Radioaktivitat, 4. Aufl., Braunschweig 1922. 
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nach sind die Dampfdrucke praktisch gleich 1). Aber die Verdampfungs
geschwindigkeiten ins Vakuum sind verschieden, denn diese sind proportional 
dem Produkt aus der Dampfdichte und der mittleren Molekulargeschwindigkeit 

Y-kT 
21(,11/' 

und die letztere wird fiir leichte Molekiile groJ3er 2). Es ist daher nach 
dieser Methode mit dem friiher beschriebenen Apparat Hevesy und Bron

stedt 1. c. gelungen, eine teilweise Anreicherung der leichteren Komponente 
im verdampften Quecksilber zu finden, d. h. ein· Quecksilber von kleinerem 
mittleren Atomgewicht und kleinerer mittlerer Dichte zu bekommen. Bar
kins 3) hat dann nach derseJben Methode mit Salzsaure eine Verschiebung des 
Chloratomgewichtes bekommen, ebenso Bronsted und Bevesy 4) selbst. 

§ 10. Die Eigenschwingungen des festen Korpers. Wir haben 
bisher stets von einem idealisierten festen Korper gesprochen, indem wir uns 
vorstellten, daJ3 die einzelnen Teilchen an feste Ruhelagen gebunden seien, 
von den Kraften nach diesen Ruhelagen zuriickgezogen werden und urn diese 
Ruhelagen schwingen. Wenn wir an einen eindimensionalen festen Korper 
dimken, dann entspricht unserem Bild ein Brett, an dem in regelma13igen Ab
standen kleine Stahlfedern befestigt sind, die die Molekiile tragen. In unserem 
Korper sind also N verschiedene, unabhangige Schwingungen der gleichen 
Schwingungszahl (bzw. im dreidimensionalen 3 N, die beim anisotropen 
Kristall in drei Gruppen zu je N nach jeder Richtung zerfallen konnen) vor
handen, namlich die Schwingungen jedes der N Molekiile fur sicb. 

Aber in Wirklichkeit bangen die Molekiile nicht an festen Punkten, sondern 
sie hangen aneinander, und das richtige Bild ware daher eine Kette von Teil
chen, die durch (masselose) Federn miteinander verbunden sind. Wenn wir 
die Teilcben immer enger aneinanderriicken lassen, kommen wir endlich zu 
einer Saite. Diese verLalt sich aber in bezug auf ihre Eigenschwingungen 
ganz anders wie das System der N an unabhangige Ruhelagen gebundenen 
Molekiile mit ihren N gleichen Eigenschwingungen. Bier kann man nicbt 
mehr von der Eigenschwingung eines Molekiils reden, denn es ist ja gar nicht 
moglich, ein einziges Molekiil in Schwingung zu setzen, ohne da13 unmittelbar 
auch seine Nachbarn und damit die ganze Saite in Bewegung kommt. Man 
darf also nicht die Bewegung eines Molekiils als etwas U nabhangiges fiir 
sich betrachten, sondern man muJ3 von den Eigenschwingungen der Saite als 
Ganzes reden. Solche existieren in der Tat als voneinander unabhangige, 
selbstandig anzuregende Bewegungsformen (Freiheitsgrade), aber sie haben 
nicht mehr untereinander gleiche Freqnenz. Die niedrigste Frequenz hat 

1) F. A. Lindemann und F. W. Aston, Phil. Mag. 37, 523, 1919; 38, 173, 1919. 
2) Die Gleichheit der Dampfdrucke bleibt erhalten, weil Verdamp£ung und 

Kondensation del' leichten Molekule schneller VOl' sich gehen. Rei del' Ver
dunstung unter normalem Druck spielt die Massenverschiedenheit keine Rolle. 

3) W. D. Harkins, Nature 106, 230, 1920. 
4) J. N. Bronsted und G. v. He vesy, Nature 107, 619, 1921. 
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bekanntlich 1) der Grund ton, bei dem die Saite als Ganzes schwingt, obne da13 
irgend eine Stelle (auDer den Enden) in Ruhe ware. Als nachstes kommt der 
erste Oberton mit der doppelten Frequenz des Grundtons, bei dem ein Knoten 
in der Mitte Iiegt, dann der zweite Oberton mit der dreifachen Frequenz des 
Grund tons usw. Ware die Saite kontinuierlich aufgebaut, so gabe es unend
Hch viele Obertone, niimlich aIle denkbaren ganzen Vielfacben des Grundtons. 
In Wirklichkeit ist die Saite aber molekular zusammengesetzt und dies begrenzt 
die Zahl der Tone nach oben. In einer Kette, die aus N aneinanderbiingenden 
Punkten besteht, ist namIich die kiirzest denkbare Welle diejenige, deren 
Wellenlange gerade doppelt so gro13 ist wie der Abstand benachbarter Mole
kiile, so da13 bei einer longitudinalen Welle die Atome abwecbselnd nach links 
und rechts, bei einer transversalen abwecbselnd.nach oben und unten aus

schlagen. Die Gesamtzahl der Eigenscbwingungen, die zwischen dieser 
schnellsten und der langsamsten, dem Grundton, liegt, ist N; die Zahl del' 
Freiheitsgrade liiDt sich nicht durch das Aneinanderhiingen der Molekiile ver
andern. Es handelt sich hierbei wirklich um unabhangige Schwingungen, 
denn man kann (prinzipiell) jeden Oberton einer Saite fiir sich in beIiebiger 
Starke anregen, bei jedem aber schwingt die ganze Saite mit. 

Wie kommt es nun, daO aus den N urspriinglich gleichen Eigentonen 
der getrennten Molekiile ein ganzes Spektrum wird? Wenn man zwei 
beliebige schwingungsfiihige Gebilde von gleicher Periode (z. B. zwei gleich 
lange Pen del) durch irgend eine elastische Verbindung koppelt, dann bat das 
neue System noch immer zwei Eigenschwingungen, dieselben sind aber nicht 
mehr gleich, sondern die eine liegt niedriger, die andere hoher als die urspriing
lichen; die beiden gleichen Eigensch.wingungen sind durch die Kopplung gegen
einander verstimmt worden. Wenn man nun mit diesen zweien ein weiteres 
Pen del verbindet, so wird die Verstimmung noch groOer. Wenn wir also 
der Reihe nach ein Molekiil an das andere hangen, so wird durch jedes an
gehangte Molekiil die Verstimmung gro13er und zum Schlu13 ist durch diese 
Verstimmung erzielt, daO die N Eigenschwingungen in ein nSpektrum" aus
einandergezogen sind, deren langster Ton die gewohnliche akustische Grund
schwingung der ganzen Kette, deren kiirzester die vorher beschriebene Grenz
schwingung ist. Auf jede dieser Eigenschwingungen kommt dann die mittlere 
Energie k T, und zwar je zur Halfte kinetisch und potentielI, im ganzen 
NkT, also natiirlich im Durchschnitt auch wieder auf jedes Atom k T (ein
dimensional !). 

Fiir den dreidimensionalen Korper lassen sich diese Uberlegungen ohne 
wei teres iibertragen. Nun ist die Frage wichtig, wie sich die Eigenschwingungen 
verteilen. In einem kontinuierlichen lIedium erhalt man folgendes 2): Die 
Frequenz einer stehenden Schwingung, bei der nach drei Richtungen jeweiIs 

1) Siehe Bd. 12 dieses Lehrbuches. 
2) P. De bye, Ann. d. Phye. 39, 789, 1912 fiir eine Kugel; R. Ortvay, ebenda 

42, 745, 1913 fur einen Wiirfel; H. Weyl, Math. Ann. 71, 441, 1911; Crelles Journ. 
HI, 163, 1912; 143, 177, 1914 allgemein. Siebe auch D. A. Goldhammer, Phye. 
Zeitschr. 14, 1185, 1913; L. Flamm, ebenda 19, 116, 1918. 
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1111 112' 11s Knotenlinien zwischen den Wanden verlaufen 1), ist 

v = v~g+ 1129 + na2 ltJ .••••• 
2l 
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. . . (265) 

wenn l die Seite des Wiirfels, ltJ die Wellengeschwindigkeit ist. Wenn nun 
die Frequenz zwischen zwei bestimmten Gren:wn v und LI v liegen solI, so ist 
das durch verschiedene Kombinationen von n-Werten zu erfiillen. Zur Be
rechnung kann man so vorgehen: Man denkt sich in einem Koordinaten-

system die drei Gro./3en n1 ;l' 112 :l' 118 :z nach den drei Richtungen aufge

tragen und erhalt so ein einfaches kubisches Gitter. v ist dann del' Abstand 
eines Gitterpunktes vom Nullpunkt. Zwischen v und v + L1 v Hegen so viel 
Schwingungen, als es n-Kombinationen gibt, die mit positiven n del' Gleichung 

11 Iv 
v < f n1 2 + n22 + nsS 2l < V + LI v 

genugen, d. h. als Gitterpunkte in einem Oktanten zwischen den Kugelfliichen 
vom Radius v und v + LI v Hegen. Wenn LI v nicht zu klein ist, kann man 
diese Zahl berechnen, indem man fragt, wieviel nElementarwurfel", d. h. kleine 
Wiirfel, die an jeder del' acht Ecken einen und im lnnern keinen Gitter
punkt haben, in dem Schalenoktanten Hegen; del' Kugelschalenoktant hat das 

Volumen 4; V2 Llv, das Volumen eines Elementarwurfels ist (:zY, also ihre 

la V 
Zahl 411: ~ V2 LI V = 411: - v2 LI v mit V = P. Ubertragen wir das auf 

ltJs .ltJs 

beliebig geformte Korper, was nach Wey I (1. co) erlaubt ist, und berucksichtigen, 
daJ3 wir zu jeder Knotenlinienanordnung drei verschiedene Schwingungs
richtungen haben, von denen je zwei Transversalschwingungen mit del' gleichen 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit ltJt sind, die dritte longitudinal mit del' anderen 
Geschwindigkeit ltJl, so ist die Gesamtzahl 

411: V v 2 LI v ( !t" + ~/3) . . . . . . . . . . (266) 

Dieee Uberlegung ubertriigt nun De bye in Annaherung auf den wirk
lichen molekular aufgebauten Korper, indem er die Formel (266) benutzt, 

1) Nach Flamm kann man das einfach so ableiten: Eine Welle von del' 
Wellenlange A- laufe zwischen zwei parallelen Wanden vom Abstand l mit einem 
Winkel 11 del' Wellenebene gegell die Wand. Wenn sich bei del' Reflexion und 
darauffolgender Interferenz zwischen auffallender und reflektierter Welle stehende 
Wellen mit n1 Knoten bilden sollen, so miiJ3ten bei senkrechtem Auffallen del' 

del' Welle n1 halbe Wellenlangen zwischen den beiden Wanden liegen, 711 ~ = lj 

fallen die Wellen schief auf, so werden (bei gegebener Wellenliinge) weni~er Wellen

flachen durch die auf die Wande senkrechte Strecke l geschnitten, es gilt. n1 2" = l cos 111 

(das iet die bekannte Braggsche Beziehung, die auch in den Rontgeninterferenzen 
auftritt). Fiir die anderen Richtungen folgt enteprechend 

A- A-
n2 2" = l cos 119 , na 2" = lcosl1a· 

Quadriert und addiert gibt dies mit Einfiihrung del' Frequenz v = .\t) / A- die obige 
Beziehung. 
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aber entsprechend der Uberlegung auf S. 238 nicht mehr ala 3 N Schwingungen 

zuliil3t, d. h. bei einer maximal en Schwingungszahl 

va = __ ~3 ~ __ . . • . . . . • . . . (267) 
max 4n; (_2 1 ) 

-V +-
3 IUt" lui" 

abbricht. Wir sehen, dal3 die Schwingungen sich an dieBer Grenze haufen 

(in einem bestimmten Intervall L1 v liegen desto mehr Schwingungen, je gro13er v 
ist). Diese Tatsachemacht es erkliirlich, dal3 man bei der optischen Unter
suchung mit ultraroten Wellen scharfe Eigenschwingungen, "Reststrahlen" 
genannt, zu finden glaubt 1), weil bei merklich kleineren die Schwingungen 
viel weniger dicht liegen, wiihrend sie sich bei V max zu einem scheinbar ein

heitlichen, nicht zu breiten Band zusammendrangen. 
Da man die Fortpfianznngsgeschwindigkeiten elastischer Wellen au;;; 

elastischen Daten berechnen kann, ist damit die Moglichkeit gegeben, optische 

Frequenzen (Reststrahlen) einerseits, andererseits den in unseren thermo
dynamischen Formeln auftretenden Wert v (B. S. 221) aus elastischen Rechnungen 

zu find en. Diese Gedanken sind fiir den "monochromatischen" festen Korper, 
in dem nur eine Schwingungszahl vorkommt, durchgefiihrt worden, und zwar 

zuerst von Madelung 2), dann von Sutherland und Einstein, ferner hat 

auch Debye in seiner Formel die elastischen Grol3en eingefiihrt. vVir machen 
uns den Zusammenhang klar, wenn wir nach Ein stein beriickBichtigen, dal3 
die riicktreibende Kraft, wenn wir den Abstand ro zweier Atome um d ver
kleinern, m 4 n;2 v 2 5 ist, dal3 diese Kraft aber andererseits durch die Kom
pressibilitat gemessen wird; es ist niimlich die Kompressibilitat 

1 0 v olnv 
X = --v op --ap 

einer relativen Volumenverkleinerung 0 v entspricht eine Abstandsverkleinerung 
v 

36 (da v = 1'03 N); einem Druck dp eine Kraft r2 dp; also der Kompression 
ro 

eine riicktreibende Kraft 

oder 

dv r02 

v 1 OV 
v op 

_ 36 ro 
m4n;2v2 5 = --

X 
. . . (268) 

'In 
das gibt mit einer Einfiihrullg der Dichte--3 = Q und eines dimensions

roo 
losen Proportionalitiitsfaktors, der die Mitwirkung der Nachbaratome hetrifft, 

v = Konst X-Ii,!! - 1/6 1U- I f3 ••••••••• (269) 

welche Formel sich gut bewahrt. 

1) Die genauere TheOl'ie bei W. Dehlinger, Phys. Zeitschr. 11), 276, H1l4; 
M. Born, ebenda 19,539, 1918; Enz. d. math. Wiss. V, 25. Siehe auch Bd. II. 

2) E. Madelung, Gott. Nachr. 1909, 8.100; 1910,8.43; Phys. Zeitschr. 11, 
898, 1910; W. Sutherland, Pbil. Mag. (VI) 20, 657, 1910; A. Einstein, Ann. d. 
Phys. 34, 170,·590, 1911; 31), 679, 1911. 
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Tiefer eindringend als die Debyeschen Uberlegungen, aber mathematisch 
viel schwieriger sind die Untersuchungen von Born und Karman l ), die das 

Verhalten von molekular aufgebauten Gittern direkt diskntieren und das Auf

treten der anfangs erwahnten kiirzesten Wellen lange abgeleitet haben. fiber 

die Verteilung der Frequenzen kommen sie zu prinzipiell ahnlichen Resultaten 

wie De bye, doch mit dem Unterschied, daO die Fortpfianzungsgeschwindig

keiten \tJ nicht von der Wellenlange unabhangig sind, sondern eine "Dis
persion" zeigen. Das Verteilungsgesetz laOt sich dann beq uemer fiir die 

\Vellenlangen statt fiir die Frequenzen aussprllchen. 
Diese .Methode aUein ist fiihig, fiir Substanzen, die aus verschiedenen 

Atomen (lonen) aufgebaut sind, wie N a CI, genauere Resultate zu liefern. Es 
zerfallen dann eventuell die Eigenschwingungen in zwei getrennte Gruppen, 

von denen die eine, die vom akustischen Grundton zu kiirzeren Wellen lauft, 
den bisher besprochenen Charakter hat, wahrend man die andere roh als 
Schwingung des im ganzen starr gedachten Na+-Ionengitters gegen das im 

ganzen starr gedachte CI-- Ionengitter bezeichnen kann. Sind die beiden 

Teilchenarten an Masse sehr verschieden, so verhalten sich die entsprechenden 
Grenzfrequenzen griiOenordnungsmaBig umgekehrt wie die Wurzeln aus den 

Massen 2) (gleiche riicktreibende Krafte i). 
Fiir die Berechnung der spezifischen Warme bei tiefen Temperaturen 

(Kap. VIII, § 3) sind diese Verhiiltnisse wichtig. 

§.1l. Zustandsgieichung fester Korper. a) Allgemeines iiber 
Energie und Kriifte. Wir haben schon bei den Gasmolekiilen aus dem 
Verhalten der Materie geschlossen, daLl die Krafte, die Molekiile aufeinander 
ausiiben, in grii13erer Entfernung anziehend sein miissen - sonst wiirden sie 
nicht zusammenhalten kiinnen -, in kleiner aber abstollend, sonst ware die 

Materie nicht undurchdringlich. Wenn wir uns die Gesamtkraft, die ein 
Teilchen auf ein anderes ausiibt, in eine Anziehungs - und eine Absto13ungs
kraft zerlegen, dann mull die erstere sich mit der Entfernung weniger andern 

als die letztere. W 0 die beiden sich gerade aufheben, dort ist die Ruhelage 
des angezogenen Molekiils (Abstand ro); zieht man dasselbe etwas weiter weg, 

so nimmt die abstollende Kraft schneller ab als die anziehende, die Resul
tierende wirkt anziehend, nahert man das Teilchen iiber die Ruhelage hinaus, 

so nimmt die abstollende Kraft schneller zu als die anziehende, die Gesamt

kraft ist abstollend; die Kraft trachtet also stets die Verschiebung riickgiingig 
zu machen, die Ruhelage ist stabil. Uberlegungen dieser Art hat zuerst 
Bo sco vich 3) ausgefiihrt, der, die Lehre von den Kristallgittern voraus-

1) M. Born und Th. v. Karman, Phys. Zeitschr. 13, 297, 1912; 14, 15,65, 
1913; M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Leipzig 1915; Enz. d. math. Wiss. V, 25. 

2) F. Haber, Verh d. D. Phys. Ges. 13, l1l7, 1911. 
3) Theoria Philosophiae Naturalis redacta ad unicam legem virium in natura 

existentium, auctore Patre R. J. Boscovich Societatis Jesu. Venedig 1763. In 
del' Zeit von etwa 1820 bis 1840 ist die Begriindung del' Elastizitatstbeorie durch 
Navier, Cauchy, Poisson ebenfalls von molekularen Vorstellungen ausgegangen, 
doch iet dann del' Ubergang zum kontinuierlichen Medium voUzogen worden. 
Spater hat sich besonders W. l' hom Bon, Baltimore lectures, deutsch als VOl" 
lesungen iiber Molekulardynamik (Leipzig 1909) mit den elastischen und optischen 
Eigenschaften von Gittern beschaftigt. 

Miiller-Pouillet III. 11. Aufl. 16 



242 Der feste Rorper. Rap. IV. §11. 

ahnend, sieh die Materie aus Punkten aufgebaut dachte, die aufeinander 

Zentralkrafte ausiiben. 
Die hier dargelegten Verhaltnisse macht man sich am besten aus einer 

Zeichnung (Fig. 38) klar, die Born 1) gegeben hat, die aber im wesentlichen 
aueh schon bei Boseovieh 2) steht. Man triigt die potentielle Energie C eines 

Teilchens als Funktion von r auf, d. h. die Arbeit, die man leisten muLl, urn 

das Teilehen aus dem Unendlichen in die Entfernung r zu bringen. Diese 

ist die Differenz der potentiellen Energien von AbstoLlung und Anziehung 

und fiir groLle Entfernungen negativ (Arbeitsgewinn, Anziehung), fiir kleine 

positiv. Die Kraft ist durch die Neigung gegeben, Sfr = - ~: ' die Ruhelage 

also dort, wo die Kurve horizontal ist (ein Minimum hat), nieht etwa an dem 

Punkte, in dem cp = 0 ist. Man kann 
sieh nun das Verhalten des Molekiils an
sehaulieh mach en , indem man sich die 

Kurve als materielle Bahn in einer verti
kalen Ebene vorstellt, auf der das Teilchen 
als kleine sehwere Kugel rollen kann, denn 

diese hat in der Hohe z iiber der Abszissen
aehse dann eine potentielle Energie mg <:, 

und z ist ja proportional cp gezeichnet. 

Fig. 38. 

T. 

Gibt man der Kugel dann die wirkliche kinetisehe Energie ck des Molekiils, so 
bewegt sieh ihreProjektion auf der Abszissenaehse genau wie das Molekiil. 

DaJ3 die Kugel (d. h. das Teilehen) annahernd harmonisehe Schwingungen 
ausfiihrt, erkenntman daran, daLl man die Kurve in der Niihe des Minimums 

dureh ihren nKriimmungskreis" ersetzen kann; eine Kugel aber, die in dem 
unteren Teil eines vertikalen Kreises mit konstanter Energie roUt, fiihrt nahe 

harmonische Schwingungen aus. Mathematisch kommt das folgendermaLlen 
zustande: Wir untersuchen die Funktionen cp bei kleinen Abweiehungen von 

der Ruhelage, d. h. wir setzen r = ro + x, wo x klein gegen ro sein solI, und 

entwiekeln cp(r) = cp(ro+x) in eine Taylorsche Reihe nach x, d.h.um 

die RUhela
g

: p (r) = cp (ro) + (dd cP) x + -21 (dd2 cf) x2 ) 
r r==ro r r=ro 

. (270) 
+ _~~ (d3 cp ) x3 + ... 

2.3 drs r=ro 

1) M. Born, Die Naturwissenschaften 7, 136, 1919; Der Aufbau der Materie. 
Berlin 1920. 

2) Siehe Anmerkung 3 auf voriger Seite. 
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Nun ist ro so definiert, daJl die Kraft ~ = - ~: dort verschwindet; es 

bleibt also 

Cp = cp (ro) + ~ (d2 c:) X2 + ~ (.ds c:) x3..... (2'i1) 
2 dr r=ro 6 dr r=ro 

Fiir die Kraft erhalt man 

~,. = - ~c: = -X(~::)r=ro _~2 (~::)r=ro . . (272) 

Wenn die Ausschlage so klein sind, daLl man das zweite Glied gegen das 

erste vernachlassigen' kann, so ist die Kraft proportional del' Entfernung aus 
der Ruhelage, es gilt das H 0 0 k esche Gesetz, die Energie ist eine quadratische 
Funktion der Ausschlage, welche Annaherung geometrisch durch den Kriim
mungskreis angedeutet ist, wahrend das nachste (bei del' Kraft quadratische, 
bei del' Energie kubische) Glied die Unsymmetrie der Kurve links und rechts 
vom Minimum miLlt. Die Schwingungszahl ist nach den iiblichen Formeln 
fiir harmonische Schwingungen bei quasielastischen Kraften gegeben durch 

m 4 n;2 v2 = (d2 cp) . . . . . . . . . . (273) 
dr2 "="0 

Wenn wir nun im speziellen die Energie als herriihrend von Anziehungs
und AbstoLlungskraften auffassen, so wollen wir im Anschlu.13 an Mie und 
Griineisen 1) diese beiden als Zentralkritfte und umgekehrt proportinal einer 
Potenz von r ansetzen : 

a/ b' 
-cp = --- ............. (274) 

rm rn 

wobei del' erste Summand den Anziehungs-, del' zweite den AbstoLlungskraften 
entspricht, weshalb wegen del' starkeren Abnahme del' AbstoLlungskrafte mit 
del' Entfernung n > m sein muLl (m hat hier nichts mit del' Masse zu tun I). 

Wir hat ten bisher nur von der Wirkung eines Molekiils auf ein anderes 
gesprochen. In Wirklichkeit aber steht ein bestimmtes Teilchen im Kristall 
prinzipiell unter del' Wirkung aller anderen, und bei del' Berechnung der 
potentiellen Energie hat man die Energien alIer zu summieren, das heiJlt es 
ist (wobei die Koeffizienten a~ und b~ noch von dem 'Vinkel abbii.ngen Mnnen, 
den die Verbindungslinie zum s-ten Atom mit irgend einer Achse des Teil
chens bildet) 

oder 

1) G. Mie, Ann. d. Phys. 11, 657, 1903; E. Griineisen, ebenda 39,257, 1912. 
Mie hatte mehr an Fliissigkeiten gedacht und daher die Energie del' Anziehun~, sie 

mit der van del' Waalsschen identifizierend, I'V ~ = ~ gesetzt. Wir erinnern 
v r 

daran, daB das kein e Aussage iiber die Natur der Krafte bedeutet. 
16* 
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Hier soIl r die Entfernung zu einem bestimmten, z. B.dem nachsten Atom, 

die sogenannte " Gitterkonstante " , bedeuten, wahrend die Grollen 1) 

1 (r)m '> 2: a~.~ = a, 
w r. 

nicht mehr von den ahsoluten Entfernungen, sondern nur mehr von den 

geometrischen Verhaltnissen im Gitter (und naturlich der Natur del' Atome) 
abhangen und ungeandert bleiben, wenn wir das ganze Gitter sich selbst ahn-

r 
Hch vergrollern, weil sich aIle r dann in gleicher'W eise v ergroLl ern , also· 
konstant bleibt. 1'. 

Hier ist noch eine wichtige Bemerkung Gruneisens einzuschieben. 

Wenn wir eine Kristallkugel von z. B. 1 cm Durchmesser haben, und legen 
nun noch eine Kugelschicht von del' Dicke Llr auf, so darf dies auf die 

Festigkeit, mit del' ein Atom in del' Mitte del' Kugel gebunden ist, 

keinen Einflull haben (d. h. die Krafte haben praktisch eine kleine Reich

weite). Da die Kugelschicht ein Volumen 4nr 2 dr hat, also nach innen pro-

1 
portional 4 n r2 d r ---- wirkt, ist das nul' dann erfUllt, wenn entweder m > 3 rm. 

ist 2), odeI' wenn die Wirkung del' entfernter liegenden Teilchen durch die 
naherliegenden abgeschirmt wi rd. Das letztere ist del' Fall bei polargebauten 
Verbindungen wie NaCl, wo das einzelne Teilchen (z, B. ein Na-Ion) mit 

Coulombschen Kraften, die eine potentielle Energie e2 haben, wirkt, abel' 
r 

die Wirkung del' positiven Na+-Ionen in del' Entfernung durch dieWirkung 

del' ebenso zahlreichen negativen CJ--Ionen kompensiert wird (ein grolleres im 
ganzen neutrales Stuck N a Cl wirkt so tatsachlich mit einer Kraft nach aullen, 

1 -.!:.) deren potentielle Energie noch viel schneller abnimmt als -, namlich wie e '0 • 
.,.3 

Del' Fall m> 3 liegt zweifellos bei nicht polargebauten Korpern, wie den 

Elementen, VOl'. 

Die Ruhelage ist dann definiert durch das Verschwinden der Kraft odeI' 
den Minimalwert del' potentiellen Energie 

o = (~c:-) _ = (r::l-r:~l) _.' 
r~ro r--to 

nb r n-m_ o --
rna 

Diese Gleichung gestattet b zu eliminieren und zu schreiben 

. . (275) 

c (ro) = .!!._ 11 - m . . . . (276) 
Pro'" n 

1) Del' Faktor % ist notig, damit in den potentiellen Energien uie Teilchen 
nicht doppelt gezahlt werden, einmal als anziehende, ein zweites Mal als angezogene. 

2 • . 

2) !.~ dT gibt integriert als Gesamtwirkung -- 34(:11:-_-3-), und daher ergibt rm rm- 111-

sieh, wenn man das Integral ins Unendliche erstreekt, also einen 8eh1' grollen Karpel' 
annimmt, nul' fiir m > 3 ein endlieher Wert fiir die Arbeit, die natig ist, ein Atom 
von dem Karper zu entfernen. Fiir m = 1 (N ewtonsehes Gesetz) wird die Arbeit, 
die natig ist, ein Molekiil der Atmosphare eines Planeten ins Unendliche zu bringen, 
desto grii.i3er, je grii13er der Planet ist. 
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b) Allgemeines uber Warmeausdehnung. Wenn man die Warme
ausdehnung fester Korper zu erklaren sucht, kann man leicht in den Irrtum 

verfallen, folgenderma13en zu schlie13en: Durch Steigerung der Temperatur 
wird die Schwingungsamplitude del' Atome vergro13ert und dementsprechend 
brauchen sie mehr Platz, das Volumen des Korpers nimmt also zu. Die Uber
legung ist richtig, hat abel' nichts mit der gewohnlichen Warmeausdehnung 
zu tun, denn diese 1 etztere ist proportional der GroLle des Korpers, z. B. der 
Lange eines Stabes. Nun konnte man darauf erwidern, daO in einer Kette 

V· 2nkT 
m 

von N Atomen, deren jedes eine mittlere Amplitude -~~~- hat, eine 
2nv 

'2nkT Y m mittlere Verlangerung ---~ N eintreten mu13te. Aber das ware nur richtig, 
2nv 

wenn aUe Atome im Takt schwing en wurden, die linke HaUte gleichzeitig 
nach links, die rechte nach rechts, also wie beim Grundton del' Longitudinal
schwingung des ganzen Korpers. Diese Longitudinalschwingung ist vor

handen, abel' sie hat nicht die Energie NkT, sondeI'll nur kT, und wenn auch 
ihre Amplitude proportional der Lange ist (weil ihre Frequenz proportional 
v / N ist), 80 ist doch del' Absolutwert viel zu klein; die anderen Eigen
schwingungen aber sind untereinander ohne jade Phasenbeziehung und ergeben 
daher keine Abweichung aus der Ruhelage, die proportional der Lange ware 
und eine mit den wirklichen Ausdehnungen vergleichbare Gro13e hatte. Die 
wirkliche Ausdehnung del' Korper durch 'Val' me hat vielmehr, wie De bye 1) 
erkannt hat, ihren Grund gerade in der Unsymmetrie der potentiellen Energie 
links und rechts von der Ruhelage, wi e wir nach B 0 r n an der Fig. 38 
leicht erkennen konnen. Es herrsche zuerst eine bestimmte niedrige Tempe
ratur T I , dementsprechend habe unser Teilchen (eindimensional) die gesamte 
Energie Ii = k T I ; seine Maximalausschlage sind dadurch definiert, dltO in 
ihnen die ganze Energie potentiel! ist, sie liegen an der Stelle, wo Epi = kTI 
ist; es seien dies die Punkte Al B I , zwischen denen das Teilchen hin und her 
fliegt j nun erhohen wir die Temperatur auf T 2 ; dementsprechend schwingt 
jetzt das Teilchen zwischen den beiden Punkten A2 H2, deren jedem die 
potentielle Energie Ep2 = k T2 zukommt; da abel' bei del' Annaherung an 
das Nachbarteilchen die Energie schneller ansteigt als bei del' Entfernung 
von ihm, liegt A2 von del' Ruhelage weniger weit entfernt als B 2 , d. h. die 
mi ttlere Lage wahrend der Schwingung 1st weiter vom Nachbarteilcben 
entfernt als bei tiefer Temperatur, der Korper hat sich ausgedehnt. In dem 
Modell mit der schweren rollenden Kugel sieht man sofort, da13 die Kugel 
mit steigender kinetischer Energie hober binaufrollt, und zwar an beiden 
Seiten gleich boch, gleiche Hohe bedeutet abel' rechts wegen der geringeren 
Steilbeit wei ter in horizontaler Richtung als links. 

1) P. Debye in "Vortrage iiber die kinetische.TheOI·ie der Materie", 8.17. 
Leipzig 1914. 
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c) Warmeleitung 1). Genau so wie wir zur genaueren Berechnung del' 
spezifischen Warme fester Korper die Wiirmebewegung in einzelne elastische 
Wellen zerteilt haben, die durch den ganzen Korper hindurchlaufen, wahrend 
wir in Gasen von der Bewegung der einzelnen Molekiile sprachen 2), so werden 
wir fur die Warmeleitung fester Korper nicht die Bewegung einzelner Mole
kule als Transportmittel del' Energie ins Auge fassen, wie wir das bei Gasen 
taten, sondern den Energietransport durch die den Korper durcheiIenden 
elastischen Wellen. Hierbei tritt uns aber eine bemerkenswerte Schwierigkeit 
entgegen. Es zeigt sich namIich bei del' Betrachtung einer von rein elastischen 
Wellen, wie sie in idealen Kristallen mit rein quasielastischen Kraften auf
treten wurden, durchkreuzten dicken Platte, die zwischen zwei Begrenzungen 
verschiedener Temperatur (Schwingungsenergie) eingeschlossen ist, daJ3 sich 
kein Warmeleitungskoeffizient im gewohnlichen Sinne definieren laJ3t. Zwar 
findet ein Warmetransport von der heiJ3eren zur kalteren Platte statt, da von 
ersterer intensivere (elastische) "WarmeweIlen" ausgehen, aber im Raum 
zwischen den Platten ist die Energiedichte und daher die mittlere Tempe
ratur 8) uberall dieselbe, an den Grenzen findet ein Temperatursprung statt. 
Es Iiegen hier, wo sich die elastischen Wellen, die als Transportmittel der 
Energie dienen, ungestort von einer Platte zur anderen ausbreiten, genau 
die gleichen Verhaltnisse vor wie in einem aullerst verdunnten Gas. In 
letzterem Falle fiiegen die nun als Trager der Energie dienenden Molekule 
ebenfalls ungestort von einer Platte zur anderen (§ 26, Kap. I). Das hat genau 
so wie bei den Wellen zur Folge, daJ3 der Warmestrom zwar proportional der 
Temperaturdifferenz ist, sich aber kein Temperaturgefalle zwischen den 
Platten ausbildet, sondern an den Grenzen ein Temperatursprungund da
zwischen eine gleichmallige mittlere Temperatur, weil jedes Molekul bzw. 
jede Welle die an der Ursprungsstelle aufgenommene Energie bis zum Auf
treffen an die andere Begrenzung unverandert beibehalt . 

. Der Mechanismus nun, der beirn nicht extrem verdunnten Gas das all
mahliche Temperaturgefalle liefert, besteht darin, daJ3 es dem Molekiil ermog
Iicht wird, seine Energie, die es von irgend einer Stelle mitbringt, durch 
ZusammenstoJ3e mit der Energie anderer Molekule, die anderswo herkommen, 
auszugleichen. Ebenso mussen wir, um einen konstanten Temperaturabfall 
zwischen den Begrenzungen unserer Platte herzustellen, den von der heiJ3eren 
Platte kommenden elastischen Wellen die Moglichkeit geben, bevor sie noch 
die andere Platte erreichen, ihre Energie mit den energiearmeren Wellen aus
zutauschen, die von del' anderen Platte kommen. Bei rein quasielastischen 
Kraften findet eine solche Beeinflussung nicht statt, Debye zieht daher die 
Glieder hOherer (dritter) Ordnung in del' potentiellen Energie heran, infolge 

1) P. Debye in "Vortrage iiber die kinetische Theorie del' Materie", S.43f. 
Leipzig 1914. 

2) J. H. Jeans hat iibrigens gezeigt, dall man formal auch die Warme
bewegung del' Gase ala Summe von WeUenbewegungen darstellen kann (Phil. Mag. 
17, 229, 1909). 

3) Die Energieverteil ung ist aber nicht diejenige, die del' Mitteltemperatur 
im Gleichgewicht entsprechen wiirde. 
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deten sich verschiedene Wellen nicht mehr ungestort iiberlagern. Wenn eine 
Warmewelle die Intensitat (5 hat, dann kann man formal genau so eine freie 
Weglii.nge wie bei einem MolekiiIstrahl definieren durch 

dx 
d(5 = -(5 l' 

Nun kann man genau die gleiche Uberlegung wie beim Warmetransport 
dureh Molekiile (§ 25, Kap. I) machen und findet bei genauerer Beriicksichtigung 
der Winkelverteilung 

). _ AI~ C 
- 4 V' 

wo IIU I die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen, C / V die spezifische 
Warme von 1 ems ist. Die freie Weglange bereehnet Debye 1), indem er 
die gegenseitige Beeinflussung der Wellen (d. h. die Abweiehungen vom quasi
elastischen Verhalten) durch Ausdehnungskoeffizient a und Kompressibilitat X 
ausdriiekt, naherungsweise zu 

1 9 i IU I' 1 
A = 4:n:S Va 2--- -"--;4 kT ("-' 1,4.1O-'cm fiir NaCI), 

(6 xC +1) +3 Xo 

wii.hrend bei kristallinischen Korpern A wesentlieh durch die Grenzen der 
feinkrist&llinen Struktur bestimmt sein soll. 

TatBachlich hat Eucken 2) schon vorher experimentell naehgewiesen, da13 
die Warmeleitfii.higkeit von Kristallen nahezu umgekehrt proportional T ist, 
welches Resultat aus der obigen Formel folgt, wenn man beriieksiehtigt, daJl 

nach (287) auch a OV nahezu konstant ist. Die folgende Tabelle gibt 1 T fiir X -
einige der von Eucken untersuchten Stoffe. 

). T fur Kristalle (caljcm in 1 sec). 

T NaCl KCI I CaCOs 
J.. ZUl' Hauptachse 

373 4,32 4,38 I 3,19 
273 4,55 4,54 I 2,80 
195 4,87 4,85 

I 

2,68 
83 4,16 5,27 3,14 

Eigentlich ist diese Konstanz von ). T besser ais mit der Formel vel'
traglich ist, denn C variiert, wie wir in Kap. VIn bOren werden, betracht
lich mit der Temperatur. So ist 0 fiir KCI etwa 5,95 bei 373°, 5,82 bis 273°, 
425 bei 80° und diesen Zahlen sollte das Produkt ). T proportional sein. Was 
den Absolutwert von). betrifl't, so ist seine Berechnung unBieher, da V in der 
vierten Potenz eingeht und man in Wirklichkeit kein einheitliches V hat; 

1) Gegen die Debyesche Rechnung haben L. S. Ornstein und F. Zernike, 
Amst. Proe. 19, 1295, 1916, Einwiinde erhoben. 

2) A. Eucken, Ann. d. Phys. 34, 185, 1911. 
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je nach dem benutzten Wert schwankt das Resultat (um den Faktor 10). 

Benutzt man optisch bestimmte v-Werte, so ergibt 1) sich bei T = 273°. 

Abeob .. 

Aber. 

NaCI 

0,0167 
0,0052 

K CI 

0,0166 
0,00167 

KJ 

0,012 
0,00043 

AgCI 

0,0026 
0,006fl 

AgBr 

0,0025 
0,0081 

Bei kristallinischen Korpern ist die Leitfiihigkeit wesentlich weniger von 

der Ternperatur abhangig und zahlenrnaLlig kleiner (natiirlich ausgenomrnen 

bei Metailen)j so steigt bei Betol A von 0,000482 hei 2730 nur auf 0,00610 

bei 83°. (Bei Glasern s tei gt sie mit T.) DaLl bei kristallinischen Korpern dio 

Verrninderung der Leitfahigkeit von der KorngroLle abhangt, haben Euckell 

und Neumann gezeigt2), indem sie die letztere (durch verschieden schnelles 
Erstarrenlassen einer Schmelze) variierten. Sie fanden z. B. fiir Antimon: 

KorngroJJe in cm2 • 

,1.273 • • • • • • • 

1,41.10- 4 

0,1716 

2,27.10- 4 

0,171(j 

6,35.10- 4 

0,1820 

0,14R 

0,2452 

Verschieden von der hier gestellten Frage nach dem stationaren Zustand 

ist die Frage, warum sich im nichtstationaren FaIle eine Erregung so langsarn 
aushreitet j diese sucht Schrodin ger :1) mit dem Hinweis zu beantworten, 
daLl sich unregelmaLlige Storungen bei einem atomistisch aufgebauten Medium, 

das starke Dispersion zeigt, mit der "Gruppengeschwindigkeit" fortpflanzen, 
die viel kleiner ist als die W' ellellgeschwindigkeit. Das ist naturlich richtig, 

kann aber fUr den stationaren Fall nie einen Temperaturabfall geben. Hier 

komrnt es gar nicht darauf an, ob die Fortpflanzung schnell erfolgt oder nicht. 

d) Die Zustandsgleichung. Wollen wir das eben Besprochene 
quantitativ ausfiihren, so rniiJ.lten wir wieder das Zustandsintegral bilden. 
Die Integration uber den Impulsraum ergibt natiirlich wieder unverandert 

V 2 7C Ie 1'm 3. In der Integration ii ber die mittlere Schwingung, die bisher 

(y2::T\3 
2 7CVo-) 

ergeben hatte, miissen wir aber als potentielle Energie der Schwingung statt 

m" m'J + -47CV·X2 J·etzt -47CV·X2 ax3 
2 0 2 0 

schreiben, doch wollen wir annehmen, daB der zweite Summand klein ist 

gegen den ersten. Das Integral iiber eine Koordinate wird dann 

1) F. A. Giacomini, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 94, 1918. 
2) A. I<;ucken und O. Neumann, Zeitschr. f. phys. Chern. 111,431,1924. 
3) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 4<1, 916, 1914. 
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Wir entwickeln die zweite e-Potenz und behalten nur die ersten drei 

Glieder der Reihenentwicklung 
00 

f --"'-- 4.1r2 V02 x"2 [ a XS a 2 ;r6 1 e 2kT 1 - -- + - dx 
k T 2 (kT)9 

- 00 

..... (278) 

Man kann daher die Formel auch in der alten Form schreibell 

V2~T 
------

2nv 

wo aber jetzt die Schwingungszahl v mit der Temperatur sich andert 

11 = 15 a 2 
1+~----kT 

2m3 ( 2nvO)6 

Die freie Energie wird fur das dreidimensionale Gebilde 

(279) 

(280) 

_1 e-8~~)3 (V2 n~ 1')3 
e kT = -'--- V2nmkl' ----- .... (281) 

[h 13 , 2 n v 

Rier ist Ep (V) die zum Volumen V, d. h. zu dem vorhandenen mittleren 

Gitterabstand r gehorende potentielle Energie (z. B. - ~ + !) . rm rn 
Also ist die freie Energie 

kT 
f = Ep (V)+ 3 k1'lnTh] - 3 k1' lnv. 

Die spezifische Warme ist dann nach (210) 

C = 3R- 3R ~1'2 qlnv 
v 01' 01' 

~ (282) 

wenn wir im Nenner des Bruches den zweiten Summanden neben 1 vernach

lassigen. 
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Behalt man in der potentiellen Energie noch einen Ausdruck ~ X4 bei, 

so kommt in den Nenner von vo noch ein Summand 

-3~--. 
(4 %2 'II V0 2)2 

hinzu, zur spezifischen 'Varme also 

18 fJ k , 
(4 2 2)2 R 1. % mvo 

DaLl bei hohen Temperaturen infolge del' Abweichungen vom Hookeschen 

Gesetz hohere spezifische Warmen auftreten mussen, hat besonders Richarz 1) 

betont. Die Zunahme proportional T haben dann Born und Brody 2) an

gegeben, sie ist von Magnus an Pt bei Temperaturen uber 3000 C experi
mentel! bestatigt worden, dagegen scheint bei Ag das eben erwahnte negative 

Glied uber 5000 C wieder eine Ahnahme von Ov zu bedingen S). 
Die Zustandsgleichung erhalt man durch Differentiation von - F nach 

dem Volumen 4) 
p = _ N L ~P - 3 R T '0 In v 

'OV 'OV 
. . (283) 

Del' erste Summand stellt dabei den rein statischen Druck dar, del' notig ist, 

urn die Volumenanderung gegen die Anziehungs- bzw. AbstoLlungskrafte del' 
ruhenden Atome zu leisten, del' zweite Summand enthalt den thermischen 
Druckanteil. 

Die Kompressibilitat erhalt man durch Differentiieren nach V und Multi
plikation mit V zu 

1 _ '0 p _ _ 02 81' 02 In v X - - V '0 V - NL V 0 Vi + 3 RT V 0 V2- .... (284) 

Beim absoluten Nullpunkt ist nul' das erste Glied vorhanden. Durch Ein

setzen del' speziellen Form von 81' (274) und Berucksichtigung von V = NL r3 

erhalt man 

- ~- = 1 [am (m + 3) - b n (n +~] I 
XT=O 9 rm +3 r"+3 

. . . . . (284') 
am [ (ro)n-m] = 9r"'+3 .m + 3 - (n + 3) r 

Bestimmt man die Kompressibilitat fur sehr niedrigen Druck (ro = r), so 
wird dies 

+ _1_ = amen - m) .......... (285) 
Xo, T=O 9 ro tn + 3 

Wenn man a, m und ro (die Dichte) kennt, kann man hieraus n bestimmen; 
die Kompressibilitat ist desto kleiner, je gro13er n ist, je steiler die AbstoLlung 

zunimmt. 

1) F. Richarz, Wied. Ann. 67, 702, 1899; Ann. d. Phys. 39, 1617, 1912. 
2) E. Schriidinger, Zeitschr. f. Phys. 11, 170, 1922; schon fruher wurde von 

M. Born und E. Brody, ebenda 6, 132, 1921, auf einem Hing-eren Wege dasselbe 
Resultat gefunden. Siehe auch A. Magnus, ebenda 7, 141,1921. 

3) A. Magnus und A. Hodler, Zeitschr. f. phys. Chern. 110, 188, 1924. 
4) S. Ratnowsky, Ann. d. Phys. 38, 637, 1912. 
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Die Warmeausdehnung erhalt man aus (283) durch Nullsetzen von p zu 

NL OEp = -3RT -olnv ......... (286) 
av oV 

Setzt man eine Reihenentwicklung von del' Form an 

so verschwindet das zweite Glied, da die Gleichgewichtsbedingung, die Vo definiert, 

gerade :~ ~ 0 verlangt (es ist ja :;proportional ~:} NL (~2;~)V=vo 
ist nach (284) Iv.~' Dann wil'd die Gleichung (286) 

Xo 0 

~ V - Vo (1 + ~~ Xo (08 E~) NL Vo (V _ Vo)] = _ 3 RT o,ln v , 
Xo Vo 2 (1 va v=vo () V 

odeI' angenahert fiir nicht zu hohe Temperatur mit V - Vo = 0.: Vo T 

0.: V olnv 
Xo Cu = - -0 In V· (287) 

Griineisen 1) hat die Konstanz des linken Ausdrucks schon friiher empirisch 
gefunden. Fiir die rechte Seite erhiilt man unter Benutzungvon (273) (diese 
ist nul' bis auf einen Zahlenfaktor richtig, del' abel' hier, wo del' Logarithmus 
differentiiert wird, gleichgiiltig ist) fiir T = 0 

n + 3 (Vo)n-m 
olnv m+ 6 1 (m-n)m+3 V H 

- 0 In V = 6-+ 6 1 _ ~!: (~ )"~m . . . (288) 

1m allgemeinen wird man V nahe Vo setzen und dann die rechte Seite 

n +~ + 9 schreiben konnen. Unser v hat allerdings eine andere Bedeutung 

als bei Gl'iineisen. Fiir (288) gibt Griineisen folgende Zahlenwerte 

~ M fi ID ~ N ~ ft h ~ 

_ a In 11 1 61 2 06 1,~,0 6 2 6 2 60 299 93 260 a In V' ,1,57 1,9 ,1 , "2,,,. 

Born und seine Schiiler I) haben in zahlreichen Untersuchungen das 
Problem in Angriff genommen, die mechanischen, optischen und thermischen 
Eigenschaften von polar gebauten Kristallen unter del' Annahme elektrischer 
Krafte abzuleiten. Doch ist del' mathematische Apparat zu kompliziert, als 
daD sich hier in Kiirze ein Auszug geben lieLle. 

1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 26, 211, 1908. 
~) Literatur siehe bei M. Born, Enz. d. math. Wiss. V, 26; seitdem noch 

E. Heekmann, Zeitschr. f. Phys. 22, 347; 23, 47, 1924; 31, 219,1925. 
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§ 12. Die Natur der Krafte bei polar gebauten Salzen. Gitter
energi.en. Nach § 1 hat die U nter-suchung des Kristallaufbaues mit Hilfe del' 

Rontgenstrahlen 1) gezeigt, daJ3 in den Gitterpunkten bei den Salzen nicht Mole

kule, sondern einzelne Atome sitzen, und ferner hat es sich herausgestellt, daJ3 

es meist nicht die neutralen Atome, sondern die lonen sind. Man nennt solche 

Stoffe po I ar gebaut. 1m Kochsalz z. B., welches ein einfaches kubisches Gitter hat, 

sitzen an den Wurfelecken abwechselnd positive Na+- und negative Cl-·lonen. 

Diese Auffassung hat schon VOl' del' Lauesehen Entdeckung Madelung 2) 
ausgesproehen. Man kann sieh dann mit K 0 s s el 3) den Vorgang del' Salz

bildung aus Natrium und Chlor so vorstellen, daJ3 das Chlor dem Natrium 

sein Valenzelektron entreiJ3t und die beiden so entstandenen stabilen lonen 

dann durch ihre elektrische Anziehung zusammengehalten werden. 

Dann ist die Anziehungskraft eine elektrische, die potentielle Energie 

del' Anziehung zwischen zwei lonen del' Ladung ZI e und Z2 e (wo e die Ladung 

eines Elektrons, Z die Zahl del' Elektronen bedeutet, die bei del' Bildung 

eines positiven Ions abgegeben odeI' eines negativen aufgenommen wurden) ist 

. . . . . . . . . . (289) 

also m = 1, es liegt hier also del' erste tier beiden auf S. 244 besprochenen 

Faile vor. 

Die Summation uber die versehiedenen Nachbarionen hat zuerst Made

l u n g 4) beim N a CI vorgenommen, sie fallt bei jedem Gittertyp andel'S aus 

und ist spater auf verschiedene Formen ausgedehnt worden 5). Man kann 

jedenfalls als Energie del' Anziehungskriifte, bezogen auf 1 Mol des Salzes, 
schreiben 

. . . . . . . . (290) 

a nennt man die Madelungsche Konstante. Fur ein NaCI-Gitter ist 

rx = 1,742 Z2, 

wenn Z die Wertigkeit eines Ions (z. B. bei MgO, das denselben Typus hat, 

gleich 2) ist und 1 der Abstand zwischen den Mittelpunkten von Na+ und Cl

bedeutet. 

Wir kennen also jetzt m und a und konnen nun nach del' Formel (285) 
die Potenz des AbstoJ3ungspotentials n berechnen, wenn wir nach 1'1 auflosen, 

wie dies Born und Lande getan Laben 6). Es ist 

1 

Xo 

1,742e2 1.(n-l) 
~-- -- -----_.-

2.9 104 
. . . (285') 

I) Siehe z. B. M. Born, Del' Aufbau del' Materie, Berlin 1921; P. P. Ewald, 
Kristalle und Riintgenstrahlen. Berlin 1923. 

2) E. Madelung, Phys. Zeitschr. 11, 898, 1910. 
B) W. Kossel, Ann. d. Phys. 49, 229, 1916; Zeitschr. f. Phys. 1, 395, 1920. 
4) E. Madelung, Phys. Zeitschr. 19. 524, 1918. 
0) E. Bormann, Zeitschr. f. Phys. 1, 55, 1920; P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 

64,253,1921; O. Emersleben, Phys. Zeitschr. 24. 73,97,1923. 
6) M. Born und A. Lande, Verb. d. D. Pbys. Ges. 20, 210, 1918. 
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Der Faktor 2 im Nenner riihrt daher, daJl das Molvolumen hier 2 NL roB ist 

(NL positive und NL negative lonen), oder anders gesagt, IX bezogen auf 

NL Gitterpunkte, d. h. 1/2 Mol Salz 1,7242 ist. Setzt man die bekannten Werte 

fiir Xo und ro ein, 80 ergeben sieh folgende Tabellen 1): 

Exponent n aua der Gitterenergie in kcal pro 1 Mol aua "0' Kompressi bili tiit. 

L II 
1 

n Cl Br I F 
I 

NaCl . 7,9 { 180,7 emp. 168,5 emp. 
, 

156,1 emp. Na· 
NaBr. 8,0 181,6 ber. 171,6 ber. 158,3 ber. 
NaJ 8,2 K j 164,8emp. 154,1 emp. 143,4 emI'. 
KCI 9,8 162,9 ber. 155,3 ber. , 145,1 ber. 
RBr 9,6 { 159,5 emp. 149,6 emp. 139,4 emp. 
KJ. ~ 

Rb· 155,5 ber. 148,7 ber. 139,5 her. 

't 
~ nimmt als Mittelwert n = 9 fiir alle Alkalihalogenide. Damit 

konnen wir aus dem Gitterabstand ro als einziger individueller Konstante die 
Kompressibilitat (einfach aJs Umkehrung der bisherigen Rechnung) und die 

"Gitterenergie" 2) 

-NLC = NL ---- 1--e2 .1,742 ( 1) 
P ro n 

(291) 

berechnen. Reehnet man in Kilogrammkalorien um und schreibt r' = ro 108, 

d. h. nennt man r' den Abstand zweier lonen ausgedriiekt in 10- 8 em, so 

wird dies 
. . . . . (291') 

Welche Bedeutung hat nun diese Gitterenergie? Es ist die Energie, die 
frei wird, wenn man 1 Mol gasformiger positiver lonen und 1 Mol gasformiger 
negativer lonen zu einem Mol festem Salz bei T = 0 und beim au/3eren 

Druck Null zusammentreten liillt. 
Diese Gro13e kann man aber aueh' aus experimentellen Daten mit Hilfe 

des sogenannten Born-Fajans-Habersehen 3) Kreisprozesses gewinnen. 
Man kann sieh niimlich das Salz entweder direkt aus festem Metall und 

gasformigem Chlor gebildet denken, wobei die BildungslViirme frei wird, oder 

man kann folgenden Umweg einschlagen: Man sublimiert das Metall unter Zu
fiihrung der Sublimationswarme und entreiJlt dann jedem Atom ein Elektron, 

wobei die lonisationsarbeit verbraucht wird. Ferner spaltet man unter Auf
wendung der Dissoziationswiirme jedes Chlormolekiil in zwei Atome; die Atome 
verwandelt man in negative Chlorionen, indem man ihnen die aus den Metall-

1) Die erste nach K. Fajans und K. F. Herzfeld, 1. c., die zweite nach 
H. G. Grimm, Zeitschr. f. phys. Chern. 102, 507, 1922. Fur den Gang der n, bzw. 
die Tatsache, daJl sich die Druckabhiingigkeit von X nicht durch (284') mit den 
theoretischen Werten darstellen liiJlt, J. C. Slater, Phys. Rev. 23, 488, 1924. 

2) M. Born, Verh. d. D. Phys. Ges. 21, 13, 1919. 
B) M. Born, Verh. d. D. Phys. Ges. 21, 13, 679, 1919; K. Faj ans, ebenda S. 539, 

714; F. Haber, ebenda S.750. 
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dampfatomen frei gewordenen Elektronen zufuhrt und dabei die "Elektronen
affinitat des Chlors" gena,nnte Energiemenge gewinnt. Endlich lal3t man 
die gasformigen Cl- und Na-Ionen sich zum festen Na Cl vereinigen und 

erhalt dabei die Gitterenergie. Da die Energieanderung unabhangig vom 
Weg ist, erhalt man im ganzen auch auf dem Umweg dieselbe Wiirmetonung 

und findet so die Gleichung: 

Bildungswarme = - Sublimationswarme - Ionisationsarbeit - DissoziatioDswarme 
+ Elektronenaffinitat + Gitterenergie, 

oder graphisch (eckige Klammern bedeuten feste Stoffe): 

Bildungswarme 

- Sublima tioDswiirme 

- Ionisati onswarme 

t - Dissoziationswarme 
Na+, Elektron, 1/2 C12 --- --+ + Elektronenaffinitat 

INa CIJ 
t 
I 
I + Gitterenergie 

I 
Na+, Cl-

Weun man aHe Grollen bis auf die Gitterenergie ken nt, kann man diese 

berechnen. Anfangs fehIte die Kenntnis del' Elektronenaffinitiiten, es konnten 
daher nul' Differenzen fur verschiedene Salze berechnet und mit del' Erfahrung 
verglichen werden l ). Inzwischen sind die zur Berechnung del' Elektronen

affinitat notigen Messungen wenigstens zum Teil ausgefuhrt worden 2). 
Grimm S) hat mit ihrer Hilfe aHes experimenteH erreichbare Material zu

sammengestellt und fUr zahlreiche Stoffe (z. B. viele Halogenide) die Gitter

energien selbst, fur andere (Oxyde z. B.) die Differenzen derselben fur ver

schiedene Kationen berechnet. Es ergibt sich, dal3 mit n = 9 bei den 

Alkalihalogeniden die Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung 

ausgezeichnet ist (s. Tabelle S. 253). 
Geht man zu lonen der Nebenreihen des periodischen Systems del' Elemente 

uber, z. B. Ag, und berechnet aus del' experimenteH gefundenen Gitterenergie 
mit Hilfe del' Formel n, so ergibt sich ein viel hoherer Wert als 9, d. h. bei 

demselben Gitterabstand ist hier die Gitterenergie viel groller. Ja manchmal 
scheint sie so nahe an den von den Anziehungskrii.ften aHein herriihrenden 
Wert heranzugehen, dall man annehmen mul3, es kiimen zu den Coulomb
schen Kriiften zwischen den Ionenladungen noch solche hinzu, wie sie nach 
Deb y e zwischen neutralen Molekiilen henschen, und verdecken die A bstollungs

energie. Fajans 4) hat auf den Einflul3 diesel' "Deformationskrafte" ftir das 
chemische Verhalten mIt N achdruck hingewiesen. So ist empirisch die Gitter

energie von Ag CI 200,6, wahrend (290) aHein 206,3 kcal ergibt. n miillte rv 30 
sein, um dies zu erklaren. 

1) K. Fajans, Verb. d. D. Phys. Ges. 21, 539, 714, 1919; M. Born und 
W. Gerlach, Zeitechr. f. Phys. 0, 433, 1921. 

2) P. Knipping, Zeitschr. f. Phys. 7, 328, 1921; S.D. Foote u. F.L.Mohler, 
Journ. Am. Chern. Soc. 42, 1832, 1920. 

3) H. G. Grimm, Zeitschr. f. phys. Chern. 102, 113, 141, 1922. 
4) K. Fajans, Die Naturwiesenschaften 11,165,1923. 
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Wir miissen nun nach der Natur der Absto13ungskrafte fragen. Auf die 

Schwierigkeit, die einer rein elektrostatischen Deutung entgegensteht, haben 
wir schon in Kap. III, § 5 hingewiesen, namlich auf die Tatsache, da13 ebensoviel 
Richtungen mit Anziehung vorkommen wie mit Absto/3ung und sich infolge 
des Boltzmannschen Gesetzes gerade die Richtungen, die Anziehung liefern, 

haufiger einstellen sollten. Trotzdem haben Born und Lan d e untersucht, 

welche Konsequenzen die Annahme eines elektrostatischen Ursprungs hat. 
Zuerst I) nahmen sie die lonen, dem damaligen Stand der Bohrschen Atom
theorie 2) folgend, als aufgebaut aus Elektronenringen an, die Berechnung der 

Kompressibilitat (n = 9) fiihrte sie aber mit Notwendigkeit 3) auf lonen von 

Wiirfelsymmetrie; sie ersetzten die au13ere Elektronenhiille der lonen durch 

acht Elektronen, die im Mittel in den Wiirfelecken ~itzen sollten, eine Vor

steHung, die schon friiher (ohne da13 dies damals in Deutschland bekannt 

gewesen ware) Lewis und Langmuir 4) aus chemischen Griinden entwickelt 

hatten. Die Wiirfel sollten im NaCI Seite an Seite stehen. Es ist klar, da13 
die Absto13ungskrafte desto starker sein wiirden, je gro/3er die Seitenlange 
des Elektr6nenwiirfels ware. Desto weniger wiirden sich daher im Gitter 
zwei Wiirfel einander nahern, desto gro/3er ware der Gitterabstand r. Diesen 
Zusammenhang haben dann Fajans und Herzfeld 6) naher untersucht, urn 

einige von Fajans und Grimm 6) aufgedeckte Regelma/3igkeiten der Gitter
ahstande der Alkalihalogenide zu erkliiren. Es fand sich, da13 diese letzteren 
sich nahezu additiv aus einem fiir das Kation und einem fiir das Anion 

charakteristischen Summanden zusammensetzen lassen, so da13 die Gitter sich 
annahernd so verhalten, als wiirden sie durch zusammengepackte Kugeln auf

gebaut 7), siehe auch § 3. DieBe Kugeln sind aher nicht mit den lonen selbst 

zu identifizieren, Bondern gro13er; sie sind »Wirkungsspharen". Sie haben 

auch nicht in allen Sal zen die gleiche Gro13e, sondern es kommt z. B. das Ag 

dem J od in Ag J wesentlich naher, alB es nach seinem Abstand vom F- in 
Ag F diirfte 8) 9), siehe S.220. 

Aus den von Fajans und Herzfeld entwickelten Formeln kann man 
dann die Gro/3e der Wiirfelkante entnehmen, was in dieser Arbeit fiir die 

1) M. Born und A. Lande, Berl. Ber. HilS, S.1048. 
2) M. Born, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 230, 1918. . 
3) Es wirkt namlich ein Ringmodell als Quadrupol auf ein Elektron mit 

n = 3 = 2 + I, zwei Ringmodelle aufeinander mit n = 2 + 2 + 1 = 5; ein Wiirfel 
wirkt auf ein Elektron mit n = 4 + 1 = 5, zwei Wiirfel aufeinander mit 
'11 = 4+4 + 1 = 9; s. auch A. Smekal, Zeitechr. f. Phys. 1,309,1920; F. Rella, 
ebenda 3, 157, 1920. 

4) G. N. Lewis, Journ. Am. Chem. Soc. 38,762, 1916; I. Langmuir, ebenda 
!il, 868, 1919. 

0) K. Fajans und K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. Phys. 2, 309, 1920. 
6) K. Fajans und H. G. Grimm, ebenda S.299. 
7) A. Lande, Zeitschr. f. Phys. 1, 191,1920; W. L. Bragg, Phil. Mag. 40, 

169, 1920. 
8) Siehe z. B. K. Fajans, Die Naturwissenschaften 11, 165, 1923. 
9) Gibt man das zu, dann kann man natiirlich sagen, da/3 die Atome zwar auf

einander gepackt werden, aber kompressibel sind, wie es Th. W. Richards z. H. 
tut, nur bedeutet "Atome" nicht den Raum, in clem sich die Elektronen wirklich 
bewegen, sondern die clariiber binausreichende vVirkungssphare. 
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Alkalihalogenide gesehehen und von Gri m m 1) auf andere Salze ausgedehnt 

worden ist. 

Doch besteht die Schwierigkeit weiter, zu erklaren, woher es kommt, daJ.l 

die Wiirfel Seite an Seite stehen bleiben und sich nicht Ecke gegen Seite 

stellen, wo es Anziehung gabe. Entweder kommen De byesche dynamische 

AbstoLlungskrafte hinzu (Kap. III, § 5) und sorgen fiir diese Stellung, odeI' 
es bestehen in den Bewegungen del' Elektronen benach barter Ionen Pbasen
beziehungen, die die Ursache neuer Krafte sind 2). 

§ 13. OberfHichenspannung fester Stoffe. Gleitung, Zerrei13en. 
\Vir haben bisher stets nul' von del' Volumenenergie gesprochen, d. h. der

jenigen, die proportional del' Gesamtzahl del' lVIolekiile ist. Daneben gibt es 

aueh eine Oberflachenenergie (fiir l' = ° gleich del' Oberflaehenspannung (0). 

Dieselbe ist dadurch definiert, daLl die Herstellung einer neuen Oberflache von 

o cm2 eine Arbeit von O. 00 erfordert. Nun' kann man eine neue Oberflache von 

diesel' GroLle herstellen, indem man einen Block von del' Grundflache 2. hori-. 2 

o 
zontal durchschneidet und so zwei neue Schnittflachen von je "2 schafft. Die 

Arbeit, die zur Trennung erforderlich ist, ist dann 000 und kann berechnet 
werden, wenn man das im vorhergehenden Paragraphen bebandelte Modell 
benutzt und zugleich annimmt, daJ3 die lonen in del' neuen Oberflache die
selbe gegenseitige Lage haben wie vorher im Innel'll, d. h. daLl das Gitter 

unverzerrt bis an die Oberflache reicht. Born und Stern 3) finden so 

e2 4030 1 
6 0 = 0,933 - = --v- erg/cm- . 

1"3 

Man sieht aus unserer Darstellung, dal3 die Oberflacbenspannung auch fiir 
das Festigkeitsproblem Bedeutung hat 4). 

Was dieses letztere betrifft, so ist folgendes zu sagen: 

Wenn man einen Kristall. elastisch verbiegt, so wi I'd das Kristallgitter 
deformiert, wie man am Rontgenbild erkennen kann 5). Bei Auflosen des 

Zwanges nimmt das Gitter seine urspriingliche Form wieder an 6), solange 

die Elastizitiitsgrenze nicht iiberschritten worden ist. Werden die Krafte zu 
groLl, so beginnen die Gitterebenen aneinander zu gleiten, es entsteht eine 
" Translation", und zwar gleiten bestimmte Gitterebenell besollders leicht und 
in diesell wieder besondere kristallographische ausgezeichllete Gleitrichtungen 7). 

1) H. G. Grimm, Zeitscbr. f. Pbys. 98, 353, 1921. Grimm bespricbt bier 
und in Zeitscbr. f. Elektr. 28, 75, 1922 die Bedeutung dieser Gro13en fiir zablreicbe 
andere Eigenscbaften. 

2) A. Lande, Verb. d. D. Pbys. Ges. 21, 2, 644, 653, 1919; H. Tbirring, 
Zeitschr. f. phys. 4, 1, 1:-:121; J. Frenkel, ebenda 25, 1; 30, 50, 1924. 

3) M. Born und O. Stern, Berl. Bel'. Ill1ll, S. 901. 
4) A. Smekal, Die Naturwissenschaften 10, 799, 1922. 
5) P. Cermak, Phys. Zeitschr. 17, 405, 1916; A. F. Joffe und M. W. Kir

pitchewa, Phil. Mag. 43,204, 1922. 
6) F. Rinne, Zeitschr. f. Krist. 69, 230, 1923. 
7) A. Ritzel, Zeitschr. f. Krist. 52, 238, 1913; 53, 97, 1913; H. Mark, 

M. Polanyi u. E. Schmid, Zeitschr. f. Pbys. 12,58, 1923. 
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Die Gleitung erfolgt so, daLl der Kristall "verfestigt" wird, indern der Winkel 
zwischen Gleitebene und Kraftrichtung kleiner wird, so daLl die Kraft pro 
FHicheneinheit abnirnmt. Hierbei werden an den Grenzen zwischen den 
Teilen, in denen die Gleitung erfolgt ist, und den unveranderten die Gitter
ebenen m'1.nchrnal kraftig verbogen 1). 

Wenn man Steinsalz auf 400 bis 500 0 erhitzt, dann kann man es 
plastisch deformieren 2). Das Resultat der Rontgenuntersuchung macht es 
wahrscheinlich, daLl hierbei an Stelle des einheitlichen Kristalls eine Reihe 
faserformig angeordneter (d. h. nur mit einer Richtung zueinander parallel 
orientierter) Kristalle tritt, wobei zweifellos auch die Gleitung einA we sent
liche Rolle spielt. Auf die analogen Erscheinungen in Metallen sei hin
gewiesen 3 ). Die Vorgange beirn ZerreiLlen sind noch ganz unklar; die aus 
direkten Messungen gewonnene Festigkeit ist viel kleiner als die nach der 
Gittertheorie erwartete, sie steigt aber behn ReiJ3versuch unter Wasser 
wesentlich und ko:nmt der theoretischen nahe 4). 

1) Naheres iiber die plastische Verformung und· Verfestigung von Kristallen 
in KaJ:' XI, § 18 der ersten -S:alft~ dieses Bandes. . 

) F. Rmne, N. Jahl'h. f. Mm. 1, 114. l!:J04; L. MIlch, ebenda 48, 147, 1923. 
3) Siehe G. Masing u. M Polanyi, in "Ergebnisse der exakten Natur

wissenschaften", II, Berlin 1923, S. 177. 
4) A. Joffe, W. M. Kirpitchewa uud M.A.Lewitzy, Zeitschr. f. Phys. 22, 

286, 1924; siehe auch W. Ewald und M. Polanyi, ebenda 28, 29, 1924; einige 
theoretische Arbeiten zu diesem noch ungeklarten Problem: A. A. Griffith, Phil. 
Trans. 221, 163, 1920; A. Smekal, Naturwiss. 10, 799, 1922; F. Zwicky, Phys. 
Zeitschr.24, 131, 1923; M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 7,323,1921; G. Masing 
und M. Polanyi, ebenda 28, 169, 1924. 

11'[ iiller-Pou:;llet III. 11. Aufl. 



Fiinftes Kapitel. 

Theorie der Fliissigkeiten. 

§ 1. Ideale Fliissigkeit. a) .Allgemeines, thermischer Druck. 
Wir haben schon bei der Besprechung nichtidealer Gase gesehen, wie seh1' 
slch die Verhaltnisse komplizieren, wenn die freie Weglange nicht mehr gro!\ 
gegen die Dimensionen der Molekiile ist. Gehen wir nun gar zu Fliissigkeiten 
iiber, so werden diese Schwierigkeiten noch grof3er. 

Es sind auch hier drei Gro!\en 1) zu unterscheiden: 1. Der kinetische 

Druck Pth, d. h. die Bewegungsgro!\e, die in der Zeiteinheit durch die Flachen
einheit einer gedachten Flache hindurchgetragen wird (einseitig, dann fiir die 
Reflexion an der Wand mit 2 zu multiplizieren, oder von beiden Seiten her). 

Dieser setzt sich wieder aUB dem .Anteil zusammen 2), der von Molekiilen 
getragen wird, deren Mittelpunkt die Flache iibersehreitet, und den Betrag 

R Tc hat, und dem .Anteil (Forderung der Bewegungsgrofle), der von den

jenigen Molekiilen getragen wird, welche durch die betraehtete Flache nicht 

mit ihrem Mittelpunkt, sondern nur mit einem Segment durchtreten. Dieser 

letztere .Anteil nimmt stark mit abnehmendem Volumen zu und ist nicht 
allgemein berechenbar. 2. Der Kohasionsdruck, der von den .Anziehungs
kraften der Molekiile untereinander herriihrt und so wirkt, als ob die die 
Fliissigkeit umgebende Kapillarhaut 3) eine elastisehe Hiille ware. 3. Der 
au!\ere Druck, der den nicht von der Kapillarhaut aufgenommenen Uberrest 
des kinetischen Druekes zu tragen hat. 

Urn nun weiter rechnen zu konnen, hat G. Jager 4) als rechnerisehe 
Vereinfaehung die "ideale Fliissigkeit" eingefiihrt. 1hre Molekiile sollen sieh 
aueh bei so kleinen .Abstanden, wie sie in Fliissigkeiten vorliegen, noch als 

vollkommen starre, elastische Kugeln verhalten, die .Anziehungskriifte sieh so 
wenig mit der Entfernung and ern, dan Schwarmbildung nicht merkbar auftritt. 

Dann kann man sofort die freie Energie ansetzen 

1) R. Clausius, Pogg. Ann. 157,168,1850; J. D. van der Waals, Konti
nuitat des gasformigen und flussigen Zustandes, Leiden 1873, deutsch Leipzig 1881, 
2. Aufl. 1899, siehe auch S. 53 ff. 

2) G. Jager, Wien. Ber. 105, 15, 1896. 
3) Der Untersuchung der Kapillarschicht nach der van der Waalsschen 

Theorie hat G. Ba k ker zablreiche Arbeiten gewidmet, deren Resultate er in der 
Zeitschr. f. phys. Chern. 102, 10, 1923 zllsammenfaJ3t, siehe auch die erste Bandhalfte, 
Kap. XI, § 14. 

4) G. Jager, Ann. d. Phys. 11. 1077, 1903. 
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Hier ist V das makroskopische Volumen, V - b (V) das wahre (mikroskopische) 
freie Volumen, wobei b fiir wenig verdichtete Gase und nach der van der 
W aaIa schen Formel allgemein von V unabhangig ist, cp die zu den Kohasions-

kraften gehorende inn ere Energie (Kohasionsdruck = 
sind aber (bei konstantem V) temperaturunabhii.ngig. 

o cp) + NL (3 V ; cp und b 

Das gibt 
V -b(V) 3 2xmkT 

NLf = - RTln --- e + NLcp - - RTln-----, 
~ 2 ~2 

und da definitionsgemall der au13ere Druck hieraus durch Differentiation nach 
V gewonnnen wird, 

oNLfv RT ( db) acp 
P = --~V = V-beY) 1- dV -NL d V ... (293) 

Der erSte Summand rechts ist der thermische Druck, der zweite der negative 
Kohasionsdruck, und man sieht, daJ3 der thermische Druck proportional T 
wird (Voraussetzung: b von T unabhangig). Auch kinetisch sieht man das 
sofort ein, denn nach unserer Voraussetzung starrer Kugein andert sich bei 
Temperatursteigerung geometrisch nichts, nur die Starke jedes Stolles steigt 

rv VT und die Zahl der Stolle mit der Molekulargeschwindigkeit rv V T. 
Nun kann man auch den Betrag des thermischen Druckes berechnen; 

denn da er der aUein von der Temperatur abhangige DruckanteiI ist, ist sein 
Temperaturkoeffizient gieich dem Temperaturkoeffizienten des Gesamtdruckes 

( '0 F) = ('OPth) , 
oT v aT v 

und da er proportional der Temperatur ist, 

Pth = T (OFth) = T (0 F) ... ; .... (294) oT tI oT v 

Nach bekannten thermodynamischen Beziehungen kann man (~ ~)1! ersetzen 1) 

. . Ausdehnungskoeffizient 
durch das lelchter mellbare Verhaltllls K b . 

ompressi ilitat 
Fiir Quecksilber berechnet Jager so Pth = 12700 Atmospharen, von 

ihnen entfallen etwa 1620 auf den Anteil R -:' der Rest auf die "Forderung 

der Bewegungsgrolle". 

b) Dampfdruck. Wenn wir den Dampf als ide..l!le~Jil!<s ansetzen und 
beriicksichtigen, dall die kinetischen Faktoren fiir Dampf und Fliissigkeit 

1) Es iet 

(iJ V) (iJ v) , clv= (Jp T dp + iJTp dl; 
fiir dv = 0 also 

17* 
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gleich sind, so lautet die Gleichgewichtsbedingung (Gleichheit der freien 
Energie bei konstautem Druck, d. h. unter Beriicksichtigung der aulleren 
Verdampfungsarbeit p V) (siehe 8.154) 

Bp pY 
_VI_-_bl!:"~ e- kT = Vg e-kT 

NL NL 
. . . . . . . . (295) 

oder mit Beriicksichtigung von 

RT RT ( db) 
P. = Vg ' Pth = V-beY) 1 - d V ' 

Bp-kT 
Pth ---

P. = -~ e leT •••••••••• (295') 

I- dv 

Daraus folgt erstens, dall die innere Verdampfungswarme L!J] oder 
- NLEp gleich ist der zur Uberwindung der Kohasionskrafte. notigen Arbeit, 
was selbstverstandlich ist. Zweitens ergibt sie sich als t.emperaturunab
hangig; auch das ist nach unseren Voraussetzungen selbstverstandlich, denn 
die .spezifische ""arme bei konstantem Volumen ist bei der idealen Flussigkeit 

ebenso wie beirn Gas rein kinetisch und daher von detnselben Betrag : R [Faktor 

V 1'8 in (292), V - b temperaturunabbangig]. Endlich ergibt sich der multi
plikative Faktor als proportional Pth, und zwar, wenn man in der Flussigkeit 

: ~ verschwindend annimmt, gleich dieser Grolle. Aus dem experimentel! 

gefundenen Dampfdruck folgt 20200 Atm. (wollte man den Wert mit dem 
friiher berechneten 12700 in Ubereinstimmung bringen, so miif3te man 

db 12700 ) 
1- dV = 20200 setzen . 

Man kann die Gleichung 
LD 

P. = Plh e- Hi' •••••••.•••• (295") 
auch kinetisch ableiten 1). 

Man setzt die Zahl der sieh auf 1 em2 Fliissigkeitsoberflaehe konden
sierenden Molekiile wie immer gleieb 

1/ kT 1/ 1 
c.NL r 2m:n: = p.NL r -2MRT:n:' 

Die Zahl der Molekiile, die die Fliissigkeit verlassen konnten, naehdem sie in 

einer unendlich diinn gedachten Schicht die Arbeit - Ep = LD geleistet 
NL 

haben, ware 

1) G. Jager, Wien. Ber. 99, 681, 860, 1890; W. Voigt, Gott. Naehr. 341, 
1896; 19, 261,1897; C. Dieteriei, Wied. Ann. 66, 826, 1898. 
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wenn wir an Stelle del' Fliissigkeit eine Substanz von den Eigenschaften eines 

idealen Gases hatten, so daJl 1 cms del' Wand von c,NL 1/ kT Stollen pro 
Y2mn 

Sekunde (CI Zahl del' Molekiile in 1 cmS) getroffen und dementsprechend 
den Druck PI = CI R T erfahren wiirde. Infolge der weitgehenden Raum
ausfullung (Volumenkorrektur) ist die Zahl der Stolle und im gleichen Mall 
auch der thermische Druck vermehrt [wir rechnen so, aas ob bis zu einer 
scharfen GrenzHache heran keine Krafte auf die Molekiile wirken wiirden, 
also der thermische Druck im Innern bis an diese (nahe) heranreicht]. Man 
kann also umgekehrt sagen, dall die wirklich von innen her auftreffende 
Molekiilzahl zu derjenigen, die im Fall eines idealen Gases auftreffen wurde, 

im Verhii.1tnis ~~ steht. 
pz 

Es ist demnach die Zahl der verdampfenden Molekiile 
------- LD 

PtI.NL Y 2M~l'ne-RT, 
und beim Gleichsetzen der Zahl verdampfender und sich kondensierender 
Teilchen erha1t man fur den Gleichgewichtsdruck Ps die Formel (295"). Bei 
dieser Ableitung ist die Konstanz von b eben falls vorausgesetzt; denn aus 
der Gleichung fiir die freie Energie folgt, daf3 fiir die ideale Fliissigkeit 
streng gilt 

Lp 
Vz-b, ----- = e RT 
Vg-bg 

. . . . . (296) 

und das ist mit (295") nur vereinbar, wenn b konstant ist. 

c) Die innere Reibung idealer Fliissigkeiten 1). Denselben 
Mechanismus, den wir fiir die innere Reibung del' Gase in Anspruch nehmen, 
d. h den Transport del' x-Komponente del' BewegungsgroJle in ders-Richtung 
durch eine Substanz zwischen zwei horizontalen Platten, deren obere in ihrer 
eigenen Ebene in del' x-Richtung bewegt wil'd, haben wir auch fiir die Er
klarung del' inneren Reibung in Flussigkeiten heranzuziehen. Durch einen 
horizontalen Querschnitt von 1 cms in der Rohe 180 tran~portiert jedes von 
oben nach unten Hiegende Molekiil die horizon tale Bewegungsgrof3e 

III (~x+~~x A), 
wenn A del' Abstand yom betrachteten Querschnitt ist, wo es zum Ietztenmal 
zusammengestof3en, also seine jetzige Geschwindigkeit (deren Komponente in 
del' x-Achse im Mittel ~., ist)angenommen hat. Wahrend abel' im Gas A 
groll gegen den Abstand del' Molekiile ist, so wird hier ein Molekiil, wenn es an 
einer Stelle seiner OberHache einen Stoll bekommen hat und dadurch in del' 
Richtung dieses Stolles fortgeschleudert worden ist, sehr bald mit einem 
anderen zusammenstoJlen, ohne dall sein Mittelpunkt einen sehr weiten Weg 

1) G. Jager, Wien. Bel'. 111, 697, 1902. 
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zuriicklegen mull. Der Weg, den die Bewegungsgrolle von einem Sto.13 bis 
zum anderen zuriicklegt, ist aber nicht gleich dem Weg des Molekiilmittel
punkts, sondern gleich der Entfernung der beiden Sto.l3stellen voneinander. 
Da der Weg des Mittelpunkts des Molekiils klein gegen den Durchmesser 
desselben ist, so ist die Entfernung der beiden Stellen aufeinander folgender 
Stolle nahe gleich der Entfernung der beiden getrofi'enen Oberflachenstellen 

an demselben Molekiil. Es ist daher der mittlere Abstand (in der e-Richtung) 
zweier Sto.l3e nahe als Mittelwert der Sehne zwischen den getrofi'enen Stellen 
zu zeichnen und berechnet sich zu r, dem Radius des Molekiils (siehe S.51). 
Also ist der Uberschu.13 an Bewegungsgro.l3e, den jedes nach unten fliegende 
Molekiil mehr transportiert als ein in umgekehrter Richtung f1iegendes, oder 
der Strom an Bewegungsgro.l3e pro Molekiil, das von oben nach unten fliegt: 

( djill., ) (an djill.,) djill", m jill., + --r -m =.,- --r = 2rm ~-. 
dx dx de 

Die Zahl der von oben nach unten fliegenden Molekiile war friiher gesetzt 

CNL N NL P 
~6- ltlth = 2- M liith 

An Stelle des im idealen Gas vorhandenen Druckes P = cR '1' tritt jetzt 
der thermische Druck Pth, weil die Zahl der passierenden Molekiile im Ver
haltnis dieser Gro.l3en steht, da die Starke eines Sto.l3es sowohl fiir das ideale 
Gas, als auch fiir die ideale Fliissigkeit dieselbe ist. 

Man erhiilt so fiir die transportierte :8ewegungsgroJ3e 

2rm ~ ---E~_ djill., = p!h~ djillx, 
2 Mltlth de ltlth de 

also fiir die Konstante der inneren Reibung 

Pth r f/ = -,;--- ............. (297) 
ltlth 

Mit Pth = 13000 Atm. und YJ = 0,01697, ooC ergibt sich r = 3.lO-8 cm. 

§ 2. WirkIiche Flilssigkeiten 1). Fiir wirkliche Fliissigkeiten konnen wir 
setzen 2) 

f . LD 
-kT V-b Y 3 RT e =e[h]SNL 2:n:kTm e ....•••.• (292') 

wo LD die Verdampfungswarme beim betreffenden Volumen und bei T = 0 ist, die 
Energie also auf ruhende Molekiile im Gaszustand bezogen ist. Der Unterschied 
gegen die ideale Fliissigkeit besteht darin, daJ3 V - b sehr merklich von der 
Temperatur abhangt; man erkennt dies daran, daJ3 der Anteil der spezifischen 
Warme, der von gegenseitiger potentieller Energie der Molekiile herriihrt und 
den man erhalt, wenn man von der spezifischeil Warme der Fliissigkeit die des 
Dampfes abzieht, recht groJ3 ist. Dieser Anteil ist aber nach S. 158 gegeben durch 

a a 
R a T T2 aT In (V - b). 

1) Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind als erster Versuch anzusehen. 
2) Hierzu batten bei mehratomigen Molekiilen ebenso wie im Gas (Kap. III, § 7) 

die auf Rotation und innere Schwingung beziiglichen (von V unabhangigen) 
Faktoren zu treten. 
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Einige Beispiele seien dem Grundri13 del' physikal. Chemie von A. E u eke n, 
2. Aufl., S.118, 1924 entnommen 1): 

H~ I K Ar Benzol 
I 

1°C. 0 I +68 -80 40 
Cl 5,90 I 7,25 5.42 ....... 23 
C,.g 2,98 2,!l8 2,9S "" 21 

Diese Zahlen bedeuten, da13 V - b of tel's andel'S von del' Temperatur abhangt als 
durch den Faktor T3/2 , d. h. die Krafte bei Annaherung andel'S sich all.dern als 
quasielastische (§ 14, Kap. II). 

Demgemaf3 hangt die Annaherung del' Molekiile, die nun nicht mehr als 
starre Kugeln betrachtet werden, sondern als Gebilde, die durch AbstoJ3ungskriifte 
voneinander ferngehalten werden, beim Stoll von del' Geschwindigkeit del' Mole
kule, also von del' Temperatw' abo Damit horen die Dberlegungen des vorigen 
Paragraphen, nach denen del' thermis~he Druck '" T ist, auf, richtig zu sein, 
weil infolge des tieferen Eindringens eiues Molekiils in die Wirkungssphiire del' 
anderen die geometrischen Verhiiltnisse hei steigender Temperatur nicht die 
gleichen bleiben. Untersuchen wir nun allgemein, was wir iibel' den Druck sagen 
konnen. Jedenfal!s gilt wieder fur den Gesamtdruck 

und diese Grolle ist die Differenz zwischen thermischem Druck Pth und Kohasions
druck Pi' Betrachten wir nun eine Fliissigkeitsschicht in Beriihrung mit ihrem 
gesattigten Dampf und einemanderen Gas, die zusammen den au13eren Druck P 
ausiiben mogen, unrl legen die x-Achse nach uuten senkrecht zur Grenzflache, so 
ist del' aullere Druck iiberal! konstant. Also gilt 

d P _ d Pth d Pi _ 0 
dx - dx -(T-X - . 

Betrachten wir andererseits eine diinne Schicht nahe del' Obe1'£lache, wo del' 
Kohasions- und damit del' the1'niische Druck nach au13en schon abnimmt, SO wird 
hydrostatisch die Differenz del' thel'mischen Drucke an Ober- und Unterseite diesel' 
Schicht getragen du1'ch die Anziehungskraft, die die betrachtete Schicht Dach 
innen zieht. Bezeichnet man die Arbeit, die notig ist, urn ein Molekiil aus dem 
Innern bis zur Entfernung x von del' Oberflache zu schaffen, mit 1t (x), so ist die 
Kraft, die auf 1 cm2 del' Schicht wirkt, 

NL au 
V-(c) ax dx, 

weil in 1 cm3 derSchicht ~~) Molekiile sitzen, wenn V(.r) das del' Dichte in del' 

betrachteten Schicht zugehOrige l\Iolekularvolumen ist. Also gilt 

dPth NL au(x) dPi 
dx = - V(x) ax = Jx .... (298) 

Fur das Gleichgewicht mit dem Dampf gilt Formel (296) ebenso wie fruher. Diese 
Formel findet slch schon bei Boltzmann 2). M. Reinganum 3) hat Jiese Formel 

wieder aufgegriffen und aus del' experimentellen Dampfd1'uckkurve V V lJ. berechnet. 

Nul' hat er, Boltzmann folgend, irrtiimlich 2LD im Exponenten. Setzt man 

1) Es ist bekannt, da13 knapp unterhalb des Schmelzpunktes die spezifische 
Warme des festen Korpers anzusteigen beginnt (S. 250) und sieh derjenigen des 
fiiissillen (C> 6) nahert, siehe W. Nernst, Berl. Bel'. S.306, 1910; siehe auch 
G. v. Hevesy, Zeitschr. f. phys. Chem. 101,337, 1922. 

2) L. Boltzmann, Vorl. uber Gastheorie, 2. 167, Leipzig 1898, nul' hat 
Boltzmann 2 b statt b; s. auch H. Kamerlin g h Onnes, Arch. Neerl. 30,118,1896. 

3) M. Reinganum, Boltzmannfestschrift, Leipzig 1904. S.876, 
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fiir Benzol die gemessenen Zahlen ein (wobei allerdings die Verdampfungswarme 
bei der gemessenen Temperatur statt des Wertes bei T = 0 benutzt ist; ware 

10 

bei allen T Cz - Cvg = 10, so ware dadureh das Resultat um den Faktor eR 

= 155 zu groll ausgefallen), so wird bei 200 V V b = 0,0067. 

Die innere Reibung hat L. Brillouin 1) untersueht: Er betrachtet zuerst die 
innere Reibung beim absoluten Nullpunkt und dankt sieh zur Vereinfaehung aine 
Ebene, in del' die Atoma sehaehbrettartig angeordnet sind, wie in Kristallen, iiber 
eine zweite solehe Ebene hingleiten. Waren die Atome in del' Ebene ganz fest 
angeordqet, so wiirde das Hinwegbewegen der beiden Ebenen iibereinander keine 
Arbeit erfordern, weil es infolge del' periodischen Atomanordnung ebensoviel 
Stellen gibt, wo die Krafte zwischen den beiden Ebenen die Bewegung ford ern 
wie hemmen und man die Arbeit, die man bei einer bestimmten Stellung braucht, 
stets wieder gewinnt (man betrachte z. B. Fig. 29 fiir abweehselnd positive und 
negative lonen). Naeh einer Fortbewegung um den Gitterabstand ist alles wieder 
unverandert. Mathematisch liegt das daran, dall das Potential eine pariodische 
Funktion des Ortes ist. In Wirkliehkeit sindaber die Atome nieht festgehalten, 
sondern dureh elastisehe Krafte in ihre Ruhelage gebunden und werden beim 
Vorbeibewegen der anderen Ebene ins Sehwingen kommen; diese Sehwingungen 
werden sieh in den Korper hinein fortp£lanzen, d. h. es werden von den bewegten 
Ebenen elastisehe Wellen ausgehen, die Energie forttragen. Die Frequenz der 
erzwungenen Sehwingung- wird dureh die Zeit gegeben sein, innerhalb deren sieh 
periodiseh die gleiehe Stellung der beiden Ebenen wiederholt; ist !ill' die Relativ
gesehwindigkeit der beiden Ebenen und I del' Gitterabstand (also bei gleiehmalliger 

Laminarbewegung wie in § 19, Kap. I !ill' = I ~~), so ist die Frequenz v = ~,. Wenn 

die Bewe~ung geniigend langsam erfolgt, da./3 die jeweilige Entfernung del' Teilchen 
aus del' Ruhelage statiseh durch die augenblickliche Lage der beiden Ehenen 
bestimmt ist, also ihre Amplitude nicht von !ill' abhiingt,· so ist die dureh die 

Wellen zerstreute Energie '" ~:2, den Proportionalitiitsfaktor hat Brillouin nieht 

bereehnet. Untersueht man nun die experimentelle Abhangigkeit der inneren 
Reibung von der Temperatur, so ergibt sieh, daD diese fast nur indirekt dureb 
die Wiirmeausdehnung bedingt ist, d. h. daD in 

del' erste Summand praktiseh verschwindet. Die bekannte Abnahme del' inneren 
Reibung mit steigender Temperatur hat ihren Grund also darin, daB durch die 
Ausdehnung del' Abstand benachbarter gleitender Ebene zunimmt und so das 
durch die intermolekularen Krafte bedingte "Mitnehmen" der Teilchen del' niichsten 
Ebene abnimmt. 

Brillouin hat dureh direkte Rechnung gezeigt, daB del' Ein£lu./3 del' Wiil'me
bewegu~g auf die innere Reibung, die a.uf Transport der BewegungsgroJ3e durch 
die elastisehen Wellen der Temperaturbewegung beruht, auf eine fiir die gegen
wiirtige Mellgenauigkeit vernachlassigbare Verminderung diesel' GroDe hinauskommt. 

§ 3. Kinetische Theorie des Gesetzes von Eo tv 0 s. Eo t v 0 S 2) hat 
experimentell gefunden, dall fiir viele .normale" Fliissigkeiten folgende Temperatur
abhiingigkeit der Ober£liichenspannung gilt (siehe die erste Bandhiilfte Kap. XI, § 10): 

0' V 3/2 = K (To - T) . . . • . • . . . . . (300) 

wo K unabhiingig vom Stoffe etwas iiber 2 und To eine Materialkonstante ist. 
Zur Erkliirung weist Madelung 3) darauf hin, dall 0' eine freie Energie ist (siehe 
unten). Wir miissen also die freie Energie del' Oberflaehe, genauer die Differenz 
del' freien Energie eines Ober£liiehenmoIekiils gegen ein MoIekiil im Innern be
rechnen; bei del' Erkliirung von (300) kommt es auf die Temperaturabhiingigkeit 

1) L. Brillouin, Journ. d. Phys. et Ie Radium (VI) 3, 326, 362, 1922. 
2) R. v. Eotvos, Wied. Ann. 27, 452, 1886. 
3) E. Madelung, Phys~ Zeitschr. 14, 729, 1913. 
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dieser Grone an. Wenn man in Annaherung die Molekiile als urn Ruhelagen 
schwingend ansetzt, so wird 

0= N'(U' +3kl'ln ::) ......... (301) 
. . 

Hier ist 0 als die Differenz der freien Energie angesetzt, die die N' Molekiile in 
1 cm2 Oherfiache wirklich haben, geg-eniiber derjenigen, die sie im Innern hatten, 
v' ihre Schwingungszahl an del' Obel'fiache, u' die Energiedifferenz zwischen 
einem Oberfiachenmolekiil und einem im Innern. v' ist deshalb von vi vel'-
schieden, weil die Kriifte, die auf ein Oberflachenmolekiil wirken, von denen ver
schieden sind, die auf ein inneres wirken. 

Bei einem kubischen Gitter hat ein Gitterpunkt im Innern 6 Nachbarn 
(oben, unten, vorn, hinten, links, rechts), an del' Oberfliiche 5 (es fehlt z. B. 

der obere). Madelung setzt dann das Kraftverhaltnis wie ~., also;~ = V{· , 
N', die Zahl der Teilchen in 1 cm2 der Oberfiache, wird ("i' y/a, da in 1 em" 

NL 
V Teilchen sind. Das gibt 1) 

aVila = NL2!a u' - (3 N 2Lia k. 1 In _6.) T = N 2/3 U' - 0 ,}62 T. 2 5 L , . 

Born und Courant 2) haben die Reehnung verfeinert, indem sie die Methode 
del' Eigenschwingungen anwenden und beriieksiehtigen, daJ3 in der Oberfiiiche die 
Fortpfianzungsgeschwindigkeit del' Wellen eine .andere ist. So kommen sie zu 
einem Oberfiiiehenanteil der freien Energie und erhalten den richtigen Zahlenfaktor. 

§ 4. FUissige Kristalle. Wir haben in § 13, Kap IV erwahnt, dall auch 
die gewohnliehen Kristalle, die ein wirkliches Raumgitter haben, in gewissem 

Malle plastisch sind, in dem sie dauernde Formanderungen bei groller Be
anspruchung erleiden. Besonders weich ist eine von Lehmann 8) untersuchte 
(kubische) Modifikation des Jodsilbers. 1m Jahre 1888 untersuchte Re i

nit z e l' 4) das Cholesterylbenzoat (C20 H40 CO2 C6 H5 ) naher und fand, dall es 

bei 145,50 eine triibe Schmelze gab, die sich scharf bei 178,50 klarte. Die 

mikroskopische Beobachtung zeigte in del' Schmelze (scheinbar) isotrope 
Fliissigkeit, durchzogen mit oligen Streifen, die sich so verhielten, als ent
hielten sie parallele Kristallteilchen. Er sandte diese Praparate an Lehmann, 
del' nach langerer Untersuchung zu der Auffassung kam, dall es sich um 
eine einheitliche Substanz handele, die optisch anisotrop sei, abel' sehr leicht 
beweglich [flieJ.lende Kristalle] 5). Gattermann iibersandte ihm Paraazo

oxyanisol und -phenetol, die noch leichter beweglich sind (fliissige Kristalle, 
iiber den Unterschied vgl. spater), und das Ergebnis del' Untersuchung bestarkte 
ihn in seiner Anschauung. Er hat dann fast 30 Jahre del' Untersuchung diesel' 
Substanzen gewidmet und zahlreiche Erscheinungen an ihnen beschrieben 
und abgebildet 6), von denen allerdings ein groJler Teil mehr morphologischer 

1) Madelung hat den doppelten Wert. 
2) M. Born und R. Courant, Phys. Zeitschr. H, 731, 1913. 
3) O. Lehmann, Zeitschr. f. Krist. 1, 120,492, 1877. 
4) F. Reinitzer, Wien. Bel'. 94,719, 1886; 97, 167, 1888. 
D) O. Lehmann, Zeitschr. f. phys. Chern. 4, 462, 1889. 
6) Zusammenfassend: O. Lehmann, Fliissige Kristalle, Leipzig 1904; Die 

schein bar lebenden Kristalle, Elliingen 1907; Fliissige Kristalle und die Theorien 
des Lebens, 2. Aufi., Leipzig 1908; Das Kristallisationsmikroskop, Braunschweig 1910; 
Die neue Welt del' fiilssigen Kristalle, Leipzig 1911; Die Lehre von den fiiissigen 
Kristallen, Wiesbaden 1918; Die fiussigen Kristalle und ihr scheinbares Leben, 
Leipzig 1921. 
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Art ist. Auch von anderer Seite sind zahlreiche Untersuchungen angestellt 

worden, so hat S chen ck vor aHem die physikalischen Konstanten dieser 
Korper gemessen 1), Vorlander 2) die chemischen Vorbedingungen dafiir 

aufgesucht, dall ein Stoff in dieser Form auftreten kann. Er hat iiber 
2000 Substanzen dieser Art dargestellt und Verfahren zur Darstellung weiterer 
angegeben. Einen kritischen Bericht iiber unsere Kenntnisse hat in neuerer 
Zeit Voigt S) gegeben. 

Wir gehen nun dazu iiber, kurz die Tatsachen darzustellen. 
Es gibt eine Reihe von Substanzen, die in mehreren fiiissigen Phasen vor

kommen, so wie viele Korper mehrere (polymorphe) feste kristallisierte Formen 
haben. Von diesen ist eine isotrop (gewohnliche Fliissigkeit), die anderen sind 
anisotrop. Die verschiedenen Phasen gehen (bei gegebenem Druck) bei ganz 
bestimmter Temperatur ineinander iiber, die isotrope ist diejenige, die (wenig
stens bei normalem Druck) im hOchsten Temperaturgebiet bestandig ist. 

Bei der Entstehung einer kristallinischen Phase (sei es durch Abkiihlung 
aus der isotrop-fiiissigen, sei es durch Schmelzen von festen Kristallen) sieht 
dieselbe im allgemeinen triibe aus, weil si~ aus zahlreichen, verschieden orien
tierten Individuen besteht [die vielleicht durch ganz geringe Mengen Verun
reinigung getrennt sein konnen, so wie die KristalIkorner in gewohnlichen 
KristalIen nach Tammann ') durch ganz diinne Haute von " Zwischen
substanz" getrennt sind]. Man kann hier nach Lehmann auf zwei Arten ein
heitliche Individuen erhalten: 

Erstens kann man die einzelnen Individuen in einer indifferenten Fliissig
keit suspendieren (Olivenol, Glycerin, Kolophonium), indem man bei einer 
geeigneten hohen Temperatur die zu untersuchende Substanz in der indiffe
renten Fliissigkeit lost und dann abkiihlen lallt. Hierbei konnen die Teilchen 
entweder wie eine isotrope Phase Kugelform haben (fiiissige KristalIe, z. B. 
p-Azooxyanisol), oder schon in ihrer aulleren Form Kristallhabitus zeigen 
(fiiellende Kristalle, z. B. Ammoniumoleat), wobei sich die aullere Auszeichnung 
bestimmter Richtung auf eine einzige beschrankt (Doppelpyramiden wie bei 
Ammoniumoleat) oder sich auf aIle erstreckt, so daJ3 sich wirkliche Polyeder 
bilden. Lehmann driickt das so aus, dall er sagt, die Oberflachenspannung 
uberwiege die "Gestaltungskraft" oder umgekehrt. 

In diesen Individuen sind nun bestimmte Richtungen ausgezeiQhnet, sie 
sind anisotrop, d. h. sie verhalten sich nach verschiedenen raumlichen Rich
tungen verschieden, wie man an den noch zu besprechenden optischen Eigen
schaften erkennt. Hierbei ist aber unter Umstanden die Oberfiache der 
Tropfen in einem gewissen Zwangszustand. Um bequem sprechen zu konnen, 
wollen wir gleich vorausnehmen, daE sich die Anisotropie wahrscheinlich 

1) R. Schenck, Kristallinische Fliissigkeiten und fiiissige Kristalle, Leipzig 
1905; Jahrb. d. Rad. u. El. 6, 572, 1909. 

2) D. Vorlander, Kristallinisch fiiissige Substanzen, Stuttgart 1908; Chern. 
Kristallo/!,raphie der Fliissigkeiten, Leipzig 1924. 

s) W. Voigt, Phys. Zeitschr.l1, 76, 128, 152,805,1916; s. hierzu O. Lehmann, 
ebenda S. 241; G. Friedel, Ann. de phys. 18,278, 1922. . 

4) G. Tammann, Zeitschr. f. anorg. Chern. 121, 275, 1922 
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durch nahe parallele Orientierung der langgestreckten Molekiile erklart. An 
der Oberflache des Tropfens werden nun scheinbar von den Molekiilen der 
umgebenden Fliissigkeit auf die des Tropfens Richtwirkungen ausgeiibt, die 
eine gewisse Abweichung von der im Innern herrschenden Parallelstellung 
bedingen und die Molekiile senkrecht auf die Oberflache zu stellen trachten. 
Dies au/lert sich auch optisch in dem scheinbaren Ti-opfenbild. 

Kommen zwei Tropfen (ob rund oder polyedrisch, ist gleich) zur Be
riihrung, so :8ie.aen sie bei paralleler Lage zusammen, bei gekreuzter ver
einigen sie sich so, daJ3 erst nach einiger Zeit eine einheitliche Orientierung 
der Teile angenommen wird (wie beim Rekristallisieren fester Kristalle). 

Erwarmt man das Priiparat von unten her, so entsteht eine noch un
erklii.rte Rotation der suspendierten Tropfen. 

In einem aulleren Magnetfeld sucht slch die Polachse parallel zu diesem 
einzustellen. 

Aber nicht nur durch die umliegende Fliissigkeit und durch ein Magnet
feld erfolgt von aullen her eine Orientierung der Achsen. A uch wenn ein 
solcher Tropfen mit einer Luftblas8 in Beriihrung kommt, so :8ieJ3t er auf 
ihr auseinander und die Achsen orientieren sich senkrecht zur Ober:8ache. 
Noch starker aber wirken feste Fliichen, vor allem Flachen der eigenen festen 
Phase (beim Schmelzen), aber auch Glas:8achen, gegen die sich die Molekiile 
zu orientieren traehten und an denen sie verhaltnismii.Jlig fest haften. Klemmt 
man einen solchen Tropfen zwischen Objekttrager und Deckglas, so haften 
Ober- und Unterseite des Tropfens an den heiden Glas:8achen. Verdreht 
man diese nun gegeneinander, so entstehen sehr merkwiirdige Verdrebungen 
in der inneren Struktur des Tropfens, des sen Ober- und Unterseite hierdurch 
gegeneinander mit verdreht wurden. Wii.hrend in Beriihrung mit Glas die 
Orientierung der Molekiile mehr vom Zufall abbii.ngt (so bleibt die urspriing
Hch vorhandene Struktur der festen Kristalle oft auch nsch dem Schmelzen 
sichtbar, offenbar, indem sie die Orientierung der Randmolekiile bestimmt), 
ist diese bei Kristallen wie Glimmer festgelegt I}. 

Die zweite Methode, an Stelle des triiben Aggregats etwas Einheitliches 
zu setzen, besteht darin, durch Bewegung des Deckglases (oder zweckmallig 
durch Bewegung zwischen einer ebenen Platte und einer mit der Rundung auf
gesetzten Linse) die Kristallindividuen zur Verschmelzung zu bringen und so 
eine einheitliche Platte herzustellen; hat diese ihre optische Achse (die Achsen
richtung der Molekiile) senkrecht zu den Begrenzungs:8iichen, so erscheint 
sie bei Beobachtung langs dieser Ach~e im parallelen Licht als isotrop 
(pseudoisotrop nach Lehmann), wie bei den Reinitzerschen Praparaten 
schon erwahnt wurde. Schiefe Beobachtung oder solche in konvergentem Licht 
zeigt dann die Anisotropie. Durch Verdrehung der Glasplatten, an denen die 
Grenzschichten in fester Orientierung haften, lassen sich Verdrillungen erzielen, 
die schon oben erwiihnt wurden. 

1) Ch. Mauguin, Compt. rend. 11)6. 1246, 1913. 
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Die Eigenschaften, in denen die Anisotropie sich auJ3ert, sind im wesent
lichen folgende. Optisch zeigen die anisotropen Phasen starke Doppel
brechung, sie verhalten sich wie einachsigeKristalle, urn die Achse herum 

herrscht dagegen (wenn nicht Verzerrungen erfolgt .sind) Rotationssymmetrie. 
Ferner drehen sie in ganz auffallend starkem Malle die Polarisationsebene 

und zeigen Dichroismus. Fiir die nahere Erlauterung dieser Begriffe und 
des optischen Verhaltens von Kristallen im allgerneinen mull auf den Band II 
(Optik) dieses Lehrbuches verwiesen werden. Die formale Erklarung aller 
beobachteten Erscheinungen durch die gewohnlichen Ansatze der Kristalloptik 
scheint noch nicht ganz durchgefiihrt 1). Eine Theorie der Drehung der 
Polarisationsebene in Fliissigkeiten hat Born 2)gegeben. 

LaJ3t man kristallinische Fliissigkeiten stromen, so stellt sich ihre 
optische Achse parallel zur Stromungsrichtung ein, wie es bei lang
gestreckten Molekiilen zu erwarten ist. Die innere Reibung ist kleiner als 
in der isotropen Phase 3), trotzdem diese bei hOherer Temperatur bestandig ist. 

Th. Svedberg 4) hat die Abhangigkeit der Leitfahigkeit von der 
Richtung in Losungen von sehr verdiinnten Elektrolyten in anisotr~pen 
Phasen untersucht. 

Beim Ubergang zwischen zwei Phasen andert sich auch die Kapillaritats
konstante Bowie die Dielektrizitatskonstante sprunghaft, was aber, wenigstens 

manchmal, durch die Dichteanderung erklii.rbar ist. Die Rontgenuntersuchung 
hat gezeigt, dall die fiiissigen Kristalle kein Raumgitter im eigentIichen Sinne 
haben 5) (vgl. spater). 

So wie feste konnen auch fiiissige Kristalle Mischkristalle bilden (§ 1, 2 

des Kap. VI), bei zu gro13em Zusatz der fremden Substanz scheiden sie diese 
aber aus, so wie feste iibersii.ttigte Mischkristalle zerfallen (Selbstreinigung 
nach Lehmann). 

Wenn man nun nach der Natur der fiiissigen Kristalle fragt, so ist 
hierzu unter Ubergehung ii.lterer Hypothesen, die eine Ernulsionsbildung 
durch zwei chemisch verschiedene Stoffe annahmen, zu sagen, daJ3 jedenfalls 
kein festes Raumgitter vorhanden ist; wir wissen allerdings nicht genau, wie 
in den festen Kristallen die einer "Translation" entgegenwirkenden Krafte 
quantitativ zu fassen sind. 

Es gibt in der Abnahrne des Widerstandes gegen Forrniinderung oB'en
bar einen kontinuierIichen Ubergang zwischen festen (sproden) iiber plastische 
zu fiieJ3enden und fiiissigen Kristallen. Man wird nun vermuten, da,13 die 
Grenze zwischen plastischen und fiie13enden etwa dort Jiegt, wo der hochste 
Wert der potentiellen Energie, der beim Stellungswechsel zweier Molekiile 

I) W. Voigt, Phys. Zeitschr.17, 152, 1916. 
2) M. Born, Ann. d. Phys. 50, 177, 1918. 
3) R. Schenck, Zeitschr. f. phys. Chern. 27,167,1898; E. Bose u. F. Conrat, 

Phys. Zeitschr. D, 169, 1908; F. Dickenscheid, Diss. Halle 1908. 
4) Th. Svedberg, Ann. d. Phys. 44, 1121, 1914; 4D, 437, 1916; 8. auah 

W. Voigt, Ann. d. Phys. 50, 222, 1916. 
5) St. van der Lingen, Verh. d. D. Phys. Ges. 15,913, 19i3; E. Hiickel 

Phys. Zeitschr. 22, 561, 1921. 
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vorkommt, von der Grollenordnung k T wird. Lehmann hat die Meinung 
verfochten, dall jede PhasenuIUwandlung an eine Molekiilumwandlung (z. B. 
auch beim Ubergang isotrop-fiiissig in anisotrop-fiiissig) gekniipft sei. Nun ist 
wortlich genommen diese Behauptung richtig, denn jede gegenseitige Lagenande
rung bedingt Anderung der Krafte, und da die Molekiile nicht ganz starr 
sind, auch kleine Anderungen in diesen. Aber in demselben Sinne kann man 

sagen, dall zwei Gasmolekiile wiihrend des Z'usammenstolles nicht genau 
gleich mit denselben Molekiilen vor dem Stoll sind. Man wird jedenfalls 
diese Anderung bei der Phasenumwandlung nicht als das Primare anzuseben 
haben. Dagegen hat sich die weitere Behauptung Lebmanns, daJ3 Richt
krafte zwischen den Molekiilen das fiir die fiiissigen Kristalle Charakteristische 
seien, durchaus bewahrt. In einer anderen Form ist die Richtungsbypothese 
besonders von Bose 1) als Schwarmbypotbese vertreten worden, der bauptsach
lich den statistiscben Charakter der Erscheinung betonte. Die langgestreckte 
Gestalt der Molekel (Lehmann batte urspriinglich Pliittcben angenommen) 
solIte, unterstiitzt durch Anziehungskriifte, "Scbwaruie" von gleichgerichteten 
Molekiilen bervorrufen. Diese solIten dauernd in Grolle und Lage wechseln 
und so die Triibung verursachen. Mit steigender Temperatur sollte ihre 
Gro.f3e abnehmen, kurz vor dem vollstandigen Verschwinden (am Klarungs
punkt) sollte ihr Durcbmesser von der Grollenordnung der Licbtwellenlangen 
sein und sie so das Opalisieren 2) bedingen, das sicb knapp unterhalb des 
Umwandlungspunktes zeigt. 

An dieser Auffassung ist, abgesehen von der wohl nicht mehr zu be
:zweifelnden Ricbtungshypothese, besonders ibre Betonung' des Statistiscben 
wichtig, dagegen scheint es nach den Resultaten, die ein Zusammenfliellen 
,der Individuen zu groJlen bomogenen Gebilden beweisen, falsch, die Grolle 
und Lage der Individuen als durch zufiillige Schwarmbildung dauernd schnell 
wechselnd hinzustellen; diese schein en zwar nach Zufalligkeitsgesetzen ent
standen zu sein, dann aber (vielleicht durch Verunreinigungen) dauernd 
getrennt und in ihrer Orientierung festgeJegt. Dagegen scbeint die Opaleszenz 
tatsachlich auf dem Umklappen kleiner Gruppen innerhalb des einheitlichen 
Kristalls zu beruhen (vgl. spater). und ist wohl mit der "kritischen Opaleszenz" 
(Rap. VII, § ll), analog. Auch schon vorher machen sich ahnliche Er
scbeinungen bemerkbar. 

Wir wollen uns nun an einem einfacben Modell klarzumacben ver
suchen, wie es kommt, daJl ein plOtzlicber Umschlag von durcbschnittlicher 
Drientierung zu vollkommen gleicbmaJliger Verteilung auftritt. Diese Uber
legung wird auch zum Verstandnis des Curieschen Punktes in der Weiss
schen Theorie des Ferromagnetismus S) [auf diese Analogie hat schon Bose 
hingewiesen], sowie zum Verstandnis des Schmelzvorganges, s. Kap. IV, § 8') 
niitzlich sein. Wir denken uns N Molekiile von Rotationssymmetrie, die nur 

1) E. Bose, Phys. Zeitschr. 8,513, 1907; 9, 708, 1908; 10, 230, 1909, 
2) Oh. Mauguin, Oompt. rend. 1M, 1359, 1912. 
3) P. Weis8, ebenda 143, 1136, 1906. 
4) E. Schrodinger, Wien. Ber. 121, 1305, 1912. 
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zweier entgegengesetzter Lagen fahig sein sollen 1). Wenn von ihnen Nl die 
Lage 1, N g die Lage 2 annehmen, so soIl ein homogenes "Feld" von der Starke 
(N} - N 2 ) ~' resultieren, d. h. ein Molekiil, das die Richtung 1 hat, soIl die 
potentielle Energie - (Nl - Ng) ~ ~', wenn es die Lage 2 hat, die entgegen
gesetzte haben 2). Unser ganzes System hat also die potentielle Energie 

- 1/2 ~ ~' (Nt - N2)2 + konst. 

Wir hetrachten nun die Verteilung im r-Raum, das heiDt, wir fassen 
unser System als in Verbindung mit einem groDen Warmehad stehend auf. 
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daD Nt Molekiile die eine, N2 die andere Lage 

haben, ist 
\,\" (Nl-N212 N! 

W' = A. e2kT --T' . . . . . . . (802) 
Nl! 1\2! 

Bier wird der dritte Faktor durch die Vertauschbarkeit hereingebracht und 

hat hei groDen N ein sehr hohes Maximum bei NI = N2 = ~, also bei 

gleichma1.liger Verteilung, seinen kleinsten Wert (1) hei NI = 0, N2 = N oder 
Nt = N, N2 = 0; der zweite hat seinen Maximalwert bei NI = 0, N2 = N 
oder NI = N, N2 = 0, vollstandiger Parallelrichtung, der die kleinste 
Energie entspricht, ein Minimum hei gleichma13iger Verteilung Nl - N2 = 0; 
der Einflu13 des zweiten Faktors nimmt mit steigender Temperatur ab (siehe 

Nl N2 . 
Fig. 39 a). Setzt man x = N' 1 - x = N' logarithmiert und wendet 

die Stirlingsche Formel an, so wird 

lnW = N{~ (1- 2X)2-X1nX-(l-X)ln(1-X)] +lnA, (303) 

.N I 

wo 0 eine Abkiirzung fiir 1,/2' i~' ist. 

In Wist daher (infolge des Faktors N) eine Zahl, die sich sehr stark 
andert, so daD Abweichungen .d x von den Werten, die sie zu einem Maximum 

machen, nur so weit merklich haufig sind, als .d x < V ~ (s. a. Kap. VII, § 10). 

In Fig. 39 b ist nun 0,43 ~nW -;; In A als Funktion von x dargestellt. 

und zwar fiir T = 0,870, 1,740, 2,170; bei der niedrigsten Temperatur ist 
noch der Einflu1.l des Energiefaktors iiberwiegend, doch liegt das Maximum 
nicht bei vollstandiger Richtung wie bei T = 0, sondern hei x = 0,01 
(odl3r x = 0,99), d. h. 1 Proz. der Molekiile hat im Durchschnitt die ent
gegengesetzte Richtung; bei der nachst hiiheren Temperatur, bei 1,740 zeigt 

sich schon fiir x = .~, der gleichma1.ligen Verteilung, ein zweites Maximum, 

1) W. Len z, Phys. Zeitschr. 21, 613, 1920. 
2) Wenn die Molekiile Dipole sind, gilt dieBer Ans~tz, wenn ~ die Starke 

eines Dipols, ~' diese GroLle mal 4 n dividierl durch das Volumen iat. Der Faktor %, 
muLl eingefiihrt werden, weil sonst jedes Molekiil zweimal gezahlt wiirde. 
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doch jst es niedriger als das Hauptmaximum bei x = 0,2 und kommt daher 
infolge der grollen Absolutunterschiede in den Wahrscheinlichkeiten nicht in 
Betracht. Beim Klarungspunkt iet das ii.uilere Maximum auf die Hohe des 
mittleren (lnW -lnA = + N. 0,693) herabgesunken, hier sind beide Zu-
stande, der isotrope und der anisotrope, 
gleich wahrscheinlich, es kann auch 
im Innern der Substanz ein schneller 
Wechsel der beiden eintreten. Steigt 
endlich die Temperatur noch hoher, so 

ist auein das Maximum bei x = .~ 
maLlgebend, die Substanz ist isotrop. 

Fig. 39a. 

o 0.2 

Fig. 39b. 

Bei unseren Annahmen tritt im Umwandlungspunkt tatsii.chlich ein 
Sprung ein, da der wahrscheinlichste Zustand knapp iiber und unter dem
selben ein ganz anderer ist. Denkt man sich die Molekiile frei drehbar und 
lii.Llt sie genau wie Dipole aufeinander wirken, so fehlt diese (in Wirklichkeit 
vorhandene) Unstetigkeit I). Man wird daher anzunehmen haben, dall ge
kreuzte Lagen wesentlich unwahrscheinlicher sind als der letzteren Annahme 
entspricht. 

Wir haben hier die Verhaltnisse stark idealisiert. Oseen 2) hat in vier 
groLlen Arbeiten sich der Wirklichkeit mehr anzunii.hern gesucht. 

Er lii.Llt die Beschrii.nkung auf zwei Lagen fallen, nimmt die Molekiile 
frei drehbar und macht iiber die gegenseitigen Krafte folgende Annahmen: 
Die Reichweite del' Krafte soIl gering sein [ii.hnlich wie bei der urspriinglichen 
Ableitung der van der W aal sschen Gleichung, Kap. III, § 4, b]. Ferner wird 
vorausgesetzt, daLl die Anderung der Orientierung das fiir die Bewegung der 

1) M. Boru, Ann. d.Phys. 00, 177, 1918. 
~) C. W. 0 see n, Kung!. Svenska Vetenska.psakad. Handlingar 61, No 16, 1921; 

68, No 1, 1921; 63, No 12, H!22; Ark. f. Mat., Astr. och Fysik 18, No 4, 1923 (alIes in 
deutscher Sprache). 
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Mittelpunkte verfiigbare Volumen nicht andert. Was die Drehkriifte betrifft, 
so wird erstens der allgemeine Fall behandelt (beliebige Abhangigkeit der 
potentiellen Energie zwischen zwei Molekiilen von dem Winkel zwischen 

ihnen), zweitens ein spezieller Fall, in welchem nur dann.orientierende Krafte 
wirksam sein soIlen, wenn die Lage der beiden betrachteten Molekiile schon 
nahe dieselbe ist. 

Es zeigt sich, da.13 jedenfalls fiir geniigend hohe Temperatur die gleich
maflige Verteilung der Molekiilrichtungen (isotrope Fliissigkeit) die wahr
scheinlichste ist. Was geschieht, wenn die Temperatur sinkt, hangt nun 
durchaus von der Eigenart der herrschenden Krafte abo Es kann Parallel
lagerung aller Molekiile eintreten (wenn die Temperatur geniigend tief ist), 
bei Zwischentemperaturen teilweise nAstasierung" wie in unserem idealisierten 
Beispiel (auf diese Astasierung, paarweise entgegengesetzte Lagerung, hat 
schon Lehmann als moglich hingewiesen), oder auch bei geeigneter Art der 
Kraftfunktion (Nebenmaxima) gleichzeitiges Vorhandensein von Gruppen, 
deren Molekiile untereinander parallel sind, wobei aber die ausgezeichneten 
Richtungen dieser Gruppen untereinander bestimmte Winkel einschlieflen. 
Darin, da13 z. B. bei einem bestimmten Temperaturintervall nur die eine 
Hauptrichtung auf tritt, in einem anderen eine oder mehrere dazukommen, 
sieht Oseen den Grund fiir das Auftreten mehrerer kristalIinisch-flii8siger 
Phasen. (Wenn also bei steigender Temperatur die Moglichkeit verschie
dener Achsenlage hOheren Einflu.f3 gewinnt als die Wirkung der eine einzige 
bevorzugenden Minimalenergie.) 

Damit ware alles erledigt, wenn, wie bei festen Kristallen, die n Gestaltungs
kraft" so gro.f3 ware, da.f3 sie im ganzen Kristall einschlieDlich der Oberflii.che 
eine einheitliche Orientierung erzwange. Das ist hier aber nicht der Fall, 
und so bewirkt die durch die Umgebung erzwungene Orientierung der Ober
fliichenmolekiile (z. B. aIle senkrecht auf die Oberflii.che des kugelformigen 
Tropfens), daU zwar in jedem Volumenelement alle Molekiile (bei tiefer Tem
peratur) dieselbe Orientierung haben, diese aber von Volumenelement zu 
Volumenelement langsam variiert. Fiir diese lnderung der Achsenrichtung 
der parallelen Molekiile werden nun Differentialgleichungen aufgestellt; die 
Ableitung derselben erfolgt so, daD neben der gegenseitigen potentiellen 
Energie der Molekiile noch ein Wechselwirkungsglied fiir die Richtwirkung 
der umgebenden Fliissigkeit auf die Molekiile des fliissigen Kristalls ein
gefiihrt wird 1) (natiirlich wirkt dieser Effekt direkt nur auf die nahtl der 
Oberflache liegenden ein). Nun wird die Bedingung dafiir aufgestellt, da.f3 
die potentielle Energie des gesamten Systems ein Minimum ist. Dann wird 
die potentielle Energie in eine Reihe entwickelt und so aus dem Minimal
(Variations-)Problem die Differentialgleichung abgeleitet, in prinzipiell iihn
licher Weise, wie dies in del' Lehre von del' Elastizitiit (Miiller-Pouillet, 
Bd. I) geschieht (durch die Benutzung der potentiellen Energie statt del' freien 
wird demnach das Problem aus einem thermodynamischen zu einem elastischen). 

1) Oseen vel'tritt dabei die Meinung, da.13 es auch von der Natur del' um
gebenden Fliissigkeit abhange, ob ein Kristall nfiie.uend" oder nfiiissig" sei. 
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El' wendet seine Gleichungen nuo aut eintlll speziellen Fall an. Mauguin 1) 
bat eine eiflheitlicbe"Platte" von kristallinisch-fliissigell Azoxyphenetol bergestellt, 
die obere Glasplatte verdrebt und dabei merkwiirdige optische Erscheinunllen 
konstatiert, die mit einer zuerst vermuteten Bchraubenartig-en Anordnung nicbt 
erklarbar waren. Die OseenscbenGleicbungen lauten fiir Molekeln von Rotations
symmetrie, wenn alles nur von der"Entfel'nung x (z. ':S. von del' unteren Platte 
gerechnet) abhanJZt, fiir die Winkel '0 (Neigung gegen die Plattennormale) und qJ 
(geograpbiscbe Lange oder Azimut) del' Molekiilacbsen: 

(Asin 2'O+ Ccos2 '11) [::~-sin'l1cos'l1 (:~rJ +(A- C) sin '11 cos '11 (~~r I 
+ (A + C - 2 B) sins '11 cos '11 (:: y = 0, I (304) 

(B .qin2 '0 + C cos2 {j) (sin {j ~~ + 2 cos '11 ri_f£ d'l1) 
a x 2 d.x (I x 

. d " dtJ + 2 (B - C) 5U!2{j cos '11 -d -d - = O. 
x .); 

A, E, 0 sind voo del' Kraftfuoktion abbaogige Koostante. 
Die Lasung geliogt in gescblossener Form. Wenn von vornberein die Mole

kiilacbsen scbief (uoter '110) gegen die Glasflacbe stehen, so sind mebrere FaIle 
miiglich. Es kann '11 von '110 an abnehmen und nach einem Minimum wiedel' bis 
tJoansteigen, es kann slatt des .. Mioimums ein Maximum auftreten, es kann end
licb '110 dauernd wacbsen, und zwar von '110 an del' uuteren biB :n; - '110 an del' 
oberen Grenzflache. Diese Verbiiltoisse erkla'ren die Beohacbtungen. Ferner bat 
er auch die "konischen Storungen" Lehmanns untersucht. 

Wir haOOn also als flir die fliissigen Kristalle wesentlicb eine Parallel
ordnung von langen Molekiilen gesehen. Diese Tatsaehe, eine Art "Faser_ 
struktur" i), ii.uJ3e~ sieh nun auch im Rontgenbild, das sieh so verhalt 3),als 
ob die fliissigen Kristalle aus Platten zusammengesetzt werden, jede einzelne 
Platte aus langen Molekiilen (die senkreeht zur Plattenflaehe stehen), wobei 
die Plattendicke (gleich del' Molekiillange) sich in einem bestimmten· Falle, 

z. B. zu 43,5.10- 8 em ergibt. In del' Plattenebene dagegen diirfte keine 
ganz regelmaJ3ige Raumgitteranordnung vorliegen. 

Wir haben hier ganz analoge Verhaitnisse, wie sie Langm uir 4), des sen 
Untersuchungen wir in Kap. VI, § 6 e besprechen werden, in den diinnen Schichten 

aufgedeckt hat, die z. B. Fettsauren (die ebenfaIls langgestreckte 'Molekiile 

haben) bei del' Ausbreitung auf Wasser bilden. Die Richtkrafte, die die 

Umgebung auf die Oberflachenmolekiile von fliissigen Kristallen ausiibt, sind 

ganz analog del' Langmuirschen Vorstellung zu deuten, nach welcher die 

"aktiven Gruppen", wie die OH-Gruppe, in diesen Molekiilen es sind, die ins 
Wasser bineingezogen werden. 

1) Cb. Ma uguin, Bull. soc. frang. de Mineral. 34, 85, 1911. 
~) M. Poianyi, Zeitscbr. f. Phys. '1, 149, 1921. 
3) M. de Broglie u. E. Friedel, Com pt. rend. 1'16, 738, 1923; E. Friedel 

Journ. de pbys. (6) 4, 206, 1924. 
4) I. Langmuir. Journ. Am. Chern. Soc. 39, 1848, 1917; W. D. Harkins und 

II. H. King, ebenda 41,970,1919; W.D. Harkins und L.E.Roberts, ebenda 44, 
653, 1922. 

Miiller-Pouillet III. 11. Auf!. 18 



Sechstes Kapitel. 

Theorie der Losungen. 

§ 1. Losung oder Gemenge. Urn zu erkennen, was fiir eine Losung 
charakteristisch ist, betrachten wir als einfachsten und durchsichtigsten Fall 
einen kristallisierten Korper, der aus N Molekiilen besteht. Diese N Molekiile 
sollen in ihren Eigenschaften einander vollstandig gleich seill, aber Nl von 
ihnen sollen irgendwie gegeniiber den anderen N2 = N - Nl gekennzeichnet 
("rot angestrichen ") sein. Wir denken uns nun einerseits die Komponenten 
getrennt kristallisiert in zwei Blocken, deren einer nur die Nl gekennzeichneten, 
deren anderer nur die N2 anderen Molekiile enthalt. Wir denken uns anderer

seits die N Molekiile ohne Riicksicht auf die Kennzeichnung zu einem Kristall 
zusammengebaut, den wir einen Mischkristall oder eine f~ste Losung nennen 
wollen. Bei diesem Mischkristall gibt es im ganzen N! verschiedene Anord
nungen der einzelnen individuellen Atome (Komplexionen), da jedes Atom 
mit jedem andereri Platz tauschen kann, ohne Riicksicht darauf, ob es sich 
um Atome der Art 1 oder der Art 2 handelt. Wiinschen wir dagegen die 
beiden Arten getrennt, in zwei reinen Kristallen, zu haben, so gibt es nur 
Nl! N2! Komplexionen, weil jedes der Nl Atome der Art 1 nur mit solchen 
der gleichen Art Platz tauschen kann, jedes der Atome 2 nur mit anderen 
der Art 2. 

Das Verhaltnis der Komplexionenzahl fiir den Fall der Losung einerseits 1), 

d d . K' 11 d 't' tiN! (Nl + N2)! D' en er relDen rlsta e an erersel s, IS a so N-~N.' = N' N" leser 
l' 2' l' 2' 

Bruch ist gro.l3er als 1, was man so erkennt: (N1 + N 2)! ist das Produkt 
aller ganzen Zahlen von 1 bis Nl + N 2• Dividiert man zuerst durch N1! 

so fallen die ersten N1 Faktoren weg und es bleiben die Ns ganzen Faktoren 

von N1 + 1 bis Nl + Ns iibrig; diese hat man durch die eben so zahlreichen 
ganzen Zahlen von 1 bis N2 zu dividieren, die aber blo13 mit 1 anfangen und 
mit N'}. aufhoren, so dall jeder Faktor des Nenners um N1 kleiner ist als der 
'entsprechende Faktor des Zahlers. 

Zu dem gleichen Resultat fiir das Verhaltnis der Zahl der Anordnungen 
kommt man auch, wenn man keine Riicksicht auf die Individualitat der Atome 

1) Hierbei sind. do. aHe moglichen Anordnungen betrachtet werden, auch die
jenigen mitgezahlt, die die getrennten reinen KristaHe darstellen; diese bilden aber 
nur einen vernachliissigbar kleinen Bruchteil aller. Siehe auch Kap. VIII. 
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nimmt, sondern blo.l.l darauf, ob diese zur Art 1 oder 2 gehOren. Dann gibt 
es fur jeden der getrennten Kristalle nur eine einzige Anordnung. Es handelt 
sich ja um die Verteilung von Nl ununterscheidbaren Atomen auf Nl Platze. 
Die Nl Platze wurden Nl! Vertauschungen moglich machen, infolge der Ununter
scheidbarkeit der Nl Atome ist davon aber nur der N1 !-te Teil zu nehmen, 

also NN}~ = 1. Wenn die Unterscheidbarkeit der Atome fortfallt, gibt es eben 
1 l' 

nur die eine Moglichkeit. Beim Mischkristall aber sind im ganzen N Platze 
vorhanden, auf die Nl untereinander ununterscheidbare Atome der Art 1 

einerseits, N2 von denen der Art 1 verschiedene, aber unter sich wieder un
unterscheidbare Atome 2 andererseits zu verteilen sind. Das gibt im ganzen 

N! 
NI! N2! 

... (305) 

untel' sich verschiedene Verteilungen der Atome 1 und 2 uber das Gitter. 
Bildet man zur leichteren Berechnung wieder den Logarithmus und wendet 
die Stirlingsche Formel an, so erhalt man 

(306) 

Nl 
wo r = ----- den sogenanllten Molenbruch der Atome 1 bedeutet. 

Nl +N2 

Wurde man jetzt die Gleichung S - const = k In Wth = - k [Nlln r + N2'n (1- r)] 

[ N! 
an wenden denn un sere Zahl N--'--N , ist tatsachlich das Verhaltnis del' Haufig-

l' 2' 

hit des Mischkristallzustandes zur Haufigkeit einer bestirrimten Anordnung 
(reiner Kristall), also die thermodynamische Wahrscheinlichkeit Wth], so 
konnten wir aus dieser Formel die charakteristischen L08ungseigenschaften 
ableiten und so erkennen, dall dieselben an die Vertauschbarkeit der Atome 1 
und 2 gekniipft sind. Wir wollen aber lieber die entsprechende Rechnung 
mit der freien Energie ausfuhren. 

Fur die getrennten Kristalle (sie seien mit dem Index R gekennzeichnet) 
berechnet sich 

.... (307) 

Wenn wir die Atome sich mischen lassen, andert sich naturlich weder enoch 
v, denn nach unserer bisherigen Voraussetzung sollen ja die beiden Atomarten 
in bezug auf ihre Kriifte sich ganz gleich verhalten. Das einzige, was sich 

18* 
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andert, ist, daB den Atomen 1 jetzt nicht mehr bloB N}, sondern N Platze 
zur Verfiigung stehen, und den Atomen 2 nicht mehr bloB N2, sondern eben
falls N. 

Es wird also die freie Energie der Atome 1 und 2 in der Mischung 

BIR (1/2nkT)S 
e-:~ = e- kT V2nmkl L m N} + NI 

[h]8 2nv NI 

oder 

. (308) 

oder 
fl = fJR+kTln'Y; f2 = f2R+kTln(1-'Y) ... (308') 

Durch die Verdiinnung ist also die freie Energie entsprechend gefallen, wobei 
aber die Verdiinnung natiirlich nicht darin besteht, daJ3 die Atome der Art 1 
im Mittel jetzt weiter voneinander entfernt ,sind, sondern in der Vermehrung 
der Platze. An den Formeln (306) bzw. (308') hangt all das, was wir als 
charakteristisch fiir eine Losung ansehen. Z. B. erkennt man sofort die Ab
hangigkeit des Dampfdruckes der Losung von der Konzentration. Wenn wir 
das Gleichgewicht zwischen den Atomen 1 im festen Mischkristall und Dampf 
mit demselben Gleichgewicht zwischen reinem Kristall und Dampf vergleichen, 
wie es in Kap. IV, § 5 berechnet worden ist, so sehen wir, daJ3 der Vermehrung 
des Raumes, der einem Atom 1 im Kristall zur Verfiigung steht, im Verhaltnis 

NI ~ N2 eine gleiche Vermehrung des Raumes fiir die Dampfatome entsprechen 

mull, wenn sich im Gleichgewicht ihre Zahl nicht andern soIl, d. h. ihre Dichte 
N, 

und damit der Dampfdruck sinkt im VerhiHtnis 1) NI +1.N2 = 'Y. In Formeln 

heiJ3t das 

. (309) 

(309') 

1) Dall hier der Dampfdruck bei beliebigen Konzentrationen proportional dem 
Molenbruch ist, folgt allerdings nur bei unserer speziellen Annalime iiber die 
Krafte, die zur Folge hat, daB sich die Gesamtenergie beim Mischen nicht andert, 
daB al80 keinerlei Mischungs- oder Losungswarme beim (irreversiblen) Mi8~hen 
auftritt. 
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Und ebenso steht es bei anderen Gleichgewichten. Diese Abhangigkeit von 
der Konzentration liegt aber nur dann vor, wenn die verschiedeneb Atoma 
Platz tauschen konnen. Waren die Plii.tze festgelegt, so stiinden den Atomen 1 
nur Nl Platze zur Verfiigung wie im reinen Kristall, und der Dampfdruck 
ware derselbe wie im reinen Kristall. [Legt ilian die beiden reinen Kristalle 
nebeneinander, so hat im ersten Moment jeder fiir sich den ihm zukommenden 
Partialdruck; dieser ist bei unseren Annahmen iiber die Gleichheit der Krafte 
in den Atomen 1 und 2 fiir beide gleich Po, der Gesamtdruck ist daher doppelt 
so gro.13 (2 Po) als iiber einem einzelnen. Doch ist das kein Gleichgewicht, denn 
die Kristalle vermischen sich, wobei beide Partialdrucke sinken, der erste auf 

den Wert y Po, der zweite auf (1 - Y)Po, der Gesamtdruck also auf Po]. 
Das sieht man auch, wenn man die statistische durch eine kinetische 

Untersuchung erganzt. Wir haben bei der kinetischen Ableitung des Dampf
druckgleichgewichts auf S. 233 gesehen, da13 das Gleichgewicht dann erreicht 
ist, wenn ebenso viele Atome in der Zeiteinheit verdampfen als sich konden
sieren. Unter unseren Annahmen iiber die Kriifte ist der Bruchteil der vor
handenen Atome 1, der wegdampfen kann, ebenso gro.13 wie beim reinen 

N 
KristaIl; da aber die Dichte der Atome 1 im Verhaltnis N--~N verii.ndert 

1+ 2 

ist, ist auch die Zahl der pro Sekunde abdampfenden in diesem Verhii.ltnis 
vermindert. Was die Zahl der sich kondensierenden Atome betrifft, so treffen 

auf 1 cm2 der FHiche pro Sekunde Nl = VE- NLClg Atome, die sich aHe 
2:n;m 

kondensieren; denn an jeder Stelle, wo ein Atom auftrifft, kann es bleiben. 
Ware der Dampfdruck bzw. die Dampfkonzentration fiber dem Mischkristall 
die gleiche wie iiber dem reinen Kristall, wobei in der Sekunde sich ebensoviel 
Atome kondensieren als aus dem rein en Kristall verdampfen, so ware kein 
Gleichgewicht vorhanden, da sich ebensoviel Atome kondensieren wiirden wie 
auf dem reinen Kristall, aber nur der Bruchteil y verdampfen wiirde. Urn 
Gleichgewicht zu erzielen, mu.13 daher auch die Zahl der sich kondensierenden 
Atome um den Faktor r vermindert werden, und das 1St nur so moglich, da13 
die Dampfdichte iiber dem Mischkristall sich um den Faktor y vermindert. 

Anders, wenn den Nl Molekfilen bestimmte Lagen im Kristallgitter zu
gewiesen sind (mechanisches Gemenge). Dann ist die Zahl der pro Zeit und 
Flii.chen.einheit verdampfenden Molekiile 1 zwar dieselbe wie im FaIle des Misch
kristalls, namlich der Bruchteil y der fiir den reinen Kristall geltenden Zahl. 
Aber die Zahl der sich kondensierenden Molekiile ist jetzt aus einem anderen 
Grunde verkleinert. Denken wir uns wieder den Dampfdruck des reinen 
Kristalls iiber unserem Gemenge; dann treffen genau so wie vorher 

V-/fin NLCl g 

Atome auf die Flacheneinheit, ebensoviel wie im FaIle des reinen Kristalls, und 

Nl + N2 1 
urn den Faktor --- N - ... = - mehr als jetzt verdampfen. Aber nun konnen 

1 y 
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sich nicht alIe kondensieren, sondern nur diejenigen, die auf einen der fiir 
Molekiile der Art 1 erlaubten Plii.tze treffen; erlaubt ist nur der Bruchteil 

N 
N1 + N 1I = 'Y aller Plii.tze, folglich kondensiert sich nur der Bruchteil1' aUer 

auftreffenden Molekiile, und das Gleichgewicht ist gewahrt. Also zusammen
gefa13t: Wir haben im Gleichgewicht nur den Bruchteil1' verdampfender 
Molekiile gegeniiber dem reinen KristaU. Da im FaUe der Losung aUe Plii.tze 
erlaubt sind und sich aUe Molekiile kondensieren, mu13 man die Zahl der 
auftreffenden durch die Dampfdichtereduktion um den Faktor 'Y vermindern. 
1m Falle des Gemenges kondensiert sich nur der Bruchteil l' der auftre:ffenden, 
daher ist keine Reduktion der Zahl der auftreffenden Molekiile notig. Der 
Dampfdruck ist derselbe wie iiber dem rein en Kristall. 

Dasselbe gilt auch fiir andere Gleicbgewichte, z. B. Loslichkeit usw. In 
einem Mischkristall von AgCI und NaCI ist die Loslichkeit des ersteren durch 
das andere vermindert, weil das Silberion sich an weniger Stellen auflost als 
bei einem reinen Silberchloridkristall, sich abel' an ebenso vielen Stellen, nii.m
Hch an allen Stellen del' OberHii.che, niederschlagen kann. Bei einem mecha
nischen Gemenge von AgCl und BaSO. ist die Loslichkeit des ersteren nicht 
beeinHu13t, weil sich Siberchlorid an all den und nur an den Stellen nieder
schlagen kann, wo es sich auflost, aber nicht an den Stellen, wo sich gerade 
Bariumsulfat aufgelOst hat. 

Damit sich diese fiir die Losung bzw. den Mischkristall charakteristische 
Abbii.ngigkeit der Eigenschaft von der Konzentration (und zwar in unserem 
FaIle gleicher Krii.fte bei beiden Komponenten '" 'Y, sonst in diesel' Reinheit 
nur bei verdiinnten Losungen) bemerkbar machen kann, ist die Moglichkeit 
des Platzwechsels, der Diffusion, also unbedingt notig, worauf besonders 
Tammann 1) hingewiesen hat. Wenn der Platzwechsel zu langsam VOl' sich 
gebt, dann kann es vorkommen, da13 sich der Korper nicht wie ein Misch
kristall, sondern wie ein Gemenge verhii.lt [bei Nichtgleichgewichtsprozessen, 
die zur Messung oft notig sind, z. B. beim Aufiosen eines Mischkristalls 
Silber - Gold, wo das Silber aus del' Oberflii.che weggelOst wird und nicht 
schnell genug nachdiffundieren kann, so da13 die Oberflache sich wie reines 
Gold verhiilt] 1) 2). 

Zur Proportionalitat mit 'Y ist, wie aus der Ableitung folgt, notig, da/3 
aJJe Anordnungen gleich haufig auftreten. 

Wir wollen nun fragen, was sich andert, wenn wir die spezieJJe Annahme 
fallen lassen, da13 sich die Atome 1 und 2 nicht in ihren Krii.ften, sonderll 
nur durch nKennzeichnullg" unterscheiden, wie wir das in den letzten Bei
spielen schon getan haben. 

1) G. Tammann, Zeitschr. f. anorg. Chem. 109, I, 1919. Zeitschr. f. Elektro
chem. 29, 509, 1923. 

2) Die weiteren Schliisse Tammanns, die sich auf die Annahme ausgezeich
neter Anordnungen beziehen, stehen mit den Rontgenbefunden im Widerspruch; 
daI.l sich die MeI.lresultate auch ohne die Auszeichnung bestimmter Verteilungen 
deuten lassen, hat G. Masing, Zeitschr. f. anorg. Chem. 118, 293, 1921, gezeigt. 
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§ 2. Theorie der Mischkristallbildung (feste Losung). Wir 
denken uns jetzt wieder einen Mischkristall, der aus Nl Atomen 1, N2 
Atomen 2 aufgebaut ist, und vergleichen ihn mit den beiden rein en Kristallen 
N} und N2, wollen aber im Gegensatz zu § 1 jetzt 1 und 2 in ihren Kraften 
als verschieden annehmen. Wir fragen wieder nach der Anderung der freien 
Energie, die beirn. Mischen eintritt. Zuerst sei zur Vereinfachung der Fall 

behandelt, daf3 },'l ~ N2 sei. 

a) Verdiinnte Losung. Auch hier andert sich, wie in § 1, das 
rn.ittlere Phasenvolumen dadurch, daJ3 mehr Vertauschungen moglich sind, um 

einen Faktor N ~N! ---I gegeniiber den rein en Komponenten, d. h. es tritt in der 
}. 2' 

freien Energie der Summand kT [Nllny + N2111 (l-y)] (306') auf. Aber dies 
ist jetzt nicht die einzige Anderung in der freien Energie. Erstens wird eine 
Anderung der Energie beim absoluten Nullpunkt eintreten. Beziehen wir 
etwa alles auf Atome im Dampfzustand als Nullniveau der Energie, so ist die 
Energie in den rein en Kristallen - NI C}o bzw. - N2c2°. Beim Aufbau des 
Mischkristalls konnen wir dann so vorgehen, daJl wir zuerst den Kristall 2 

zusammenbauen, in ihm aber N} Liicken lassen, und dabei die Energie 
N2c20 - N} C20' gewinnen, wobei das letzte Glied daher riihrt, daJl die N} 
Liicken die Energie des Kristalls etwas verandern (durch eine Art »Ober
fliichenspannung" der Hohlen). 

Nun fiigen wir unsere N} Atome 1 in die Liicken ein und gewinnen 
dadurch eine· Arbeit N} CI02, die im wesentlichen durch die Anziehungskriifte 
zwischen Atomen 1 und 2 bestimmt ist, so wie C}o durch 'die der Atome 1 
untereinander und c20 durch die der Atome 2 untereinander. Der ganze 
Energieunterschied, der beim Aufbau des Mischkristalls gegeniiber dem Auf
bau der reinen Komponenten gewonnen wird, 

N 2 C20 - N I C20' + N] ct~ - N 2 C20 - N]eIo l 
- N ( 0 0' 0) - N] QO J -~IC}2-C2 -c] -NL 

.... (;310) 

ist die Mischullgs- oder Losungswarme}) von NI Atomen 1 in belie big vielen 
Atomen der Art 2 (N2 kommt nicht vorl), umfaJlt aber auch (C20'!) die Energie
anderungen der Atome 2. Fiir dieses Resultat, nach dem die molare Losungs
warme von der Konzentration unabhiingig, die Verdiinnungswiirme also Null 
ist (weil die Auflosung von NI Atomen 1 in N2 und N;' Atomen 2 dieselbe 
Wiirmetonung gibt), ist es wesentlich, daJl auf die Atome 1 nur Atome von 
der Art 2 einwirken; wie viele Atome 2 auf ein Atom 1 einwirken und wie 
stark, spielt keine Rolle. Das, worauf es ankommt, ist der Umstand, daJl 
auf jedes Atom 1 stets von seiner Umgebung 2 her eine bestimmte Einwirkung 
erfolgt, unabhiingig davon wieviel Atome 1 vorhanden sind, denn nur dann 
ist die Energieiinderung proportional N}, der Zahl der Atome 1, multipliziert 

}) Diese GroJ3e ist temperaturunahhiingig, da die spezifische Wiirme der reinen 
Komponenten gleich del' des Mischkristalls ist. 
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mit der Energieanderung 81°2 - C201 - clO, die ein eiilzelnes Atom 1 hervor
bringt. Natiirlich wird es auch hier vorkommen, daE zufallig zwei Atome 
der Art 1 nebeneinander zu liegen kommen, denn es soIl en ja alle denkbaren 
Anordnungen gleich haufig vorkommenj in diesem Falle wird erstens die 
Energieanderung nicht mehr proportional NI sein (siehe den nachsten Ab
schnitt) und zweitens sind nicht mehr alle Anordnungen gleich wahrscheinlich, 

N 
aber wenn die Losung geniigend verdiinnt ist, Nl < 1, ist die Zabl dieser 

2 

Anordnungen geniigend klein gegen die Zahl der hier allein betrachteten An-

ordnungen, in denen die gel osten Atome Nl mit ihren " Hafen " von Sol vat
molekiilen der Art 2, deren Energie durch ihre Anwesenheit geandert ist, so 
weit voneinander entfernt sind, da13 sie sich gegenseitig nicht beeinHussen. 

Endlich ist als dritte Anderung die Anderung des Schwingungsraumes 
in der Losung zu betrachteu. vVahrend einem Atom im reinen Zustand im 
Mittel der Raum 

bzw. 

zur Verfiigung steht, wird ein Atom del' Art 1 im Mischkristall infolge der 
geanderten Krafte, die es an seine Umgebung der Art 2 binden, eine andere 
Schwingungszahl v12 haben; zugleich aber wird auch in der Umgebung, dell! 

"Hof" von Molekiilen 2 die Schwingungszahl geandert sein; wir konnen im 
Mittel so rechnen, als ob in jed em "Hof" N2 Molekiile der Art 2 eine geanderte 
mittlere Schwingungszahl V2 haben. Es ist daher der mittlere Raum bei 
einer bestimmten Anordnung im Mischkristall 

wo der erste Faktor den unbeeinHu13ten Molekiilen 2, der zweite dem Hof, der 
dritte den gelosten Molekiilen 1 zukommt. 

Logarithmiert und umgeordnet gibt das 

gegen 

bzw. 

fiir die reinen Substanzen. Die auf die kinetische Energie beziiglichen 
Summanden sind in beiden Fallen gleich. Auch hier haben wir die durch 
Losung hervorgebrachte Anderung '" N1 , und auch hier ist das an die gleiche 
Voraussetzung gekniipft wie bei der Energie. So erhalten wir die freie 
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Energie des Mischkristalls [mit den kinetischen· Gliedern] 1-
, l\T + l\1 0 0') N k Tl 21£ k T ) E = .H2 c20 ..1.'1 (C12 - C2 - 3 2 n 21£V";[h] 

.J l£kT (V)N' -3NlkTln"~~ [h"] ~ ~+kTN27n(1-y)+kTNllny 
21£Va V2 

(312) 

in der Form, die fiir die Ableitung alIer bekannten Eigenschaften verdiinnter 
Losungen 2) charakteristisch ist, namlich: den beiden letzten Ausdriicken in 

ihrer Abhangigkeit von del' Konzentration, die durch die Gleichberechtigung 
aller moglichen Platzvertauschungen hereinkommen, wahrend alIes andere 

von der Form N2A + Nl B ist; hierfiir war hinreichend, dan die gelosten 
Molekiile aufeinander nicht merkbar einwirken, weder direkt noch indirekt 
(durch Vermittlung von nROfen"). 

b) Ronzentriertere Losungen. Wir haben nun zu untersuchen, 
was sich in konzentrierteren Losungen andert. Das Wesent.1iche ist, dan 
nicht mehr praktisch aIle Anordnungen gleiche Energie haben. Denn es wird 
dann merkoar haufig vorkommen, dan z. B. in der Wand einer Rohlung ein 
Atom 1 statt eines Atoms 2 liegt. Die Energie des betreffenden Atoms 1 in der 
Rohlung wird dann nicht denselben Wert haben wie bei einem isolierten Atom, 
ds die Krafte, die die Atome 1 aufeinander ausiiben, andere sind als die, die 
sie gegeniiber solchen der Art 2 ausiiben. Wenn in einer bestimmten An
ordnung Nl - 2 N{ isolierte Atome 1 und N{ Paare von Atomen 1 vorkommen, 
wird die Energie 

N2 c20 + (N1 - ;) N;) (81°2 - cn + Nt (2 C;l - c~") ... (313) 

sein. Die Zahl der Paare N{ wird aber im Durchschnitt nicht proportional 
del' Zahl Nl der Gesamtzahl der Atome 1 sein, sondern proportional~!hrem 
Quadrat, ganz entsprechend wie die Zahl der ZusammenstoLle proportional dem 
Quadrat der Atomzahl ist. Aber auch das ist nicht ganz richtig; denn jetzt 
sind nicht mehr aIle Anordnungen gleich wahrscheinlich S), weil ihnen ver
schiedene Energien zukommen, je nachdem wieviel Atome der Art 1 bei
sammensitzen -(sie miissen nicht unmittelbar benachbart sein, es geniigt im 
allgemeinen schon, wenn sie so nahe sind, daLl verschiedene Atome 1 das
selbe Atom 2 beeinflussen). Damit treten auch nicht mehr die beiden 
Summanden (306') in der freien Energie auf. Man muLl dann so rechnen, 
dan man fiir jede Anordnung die zugehOrige potentielIe Energie und das zu
gehorige Schwingungsvolumen (des ganzen Kristalls) ausrechnet, dann fiir 
diese Anordnung den Ausdruck (n Produkt iiber 3 N Freiheitsgrade) 

_~o (21£kT) 
e kl' rr2~nVi[h] ........... (314) 

bildet, der nach (308) del' relativen Raufigkeit dieser Anordnung proportional 

1) Hier ist F ausuahmsweise nicht auf 1 Mol bezogen! 
2) Dampfdruckerniedrigung, Gefrierpunktserniedrigung, Verteilungssatz, osmo

tischer Druck, siehe z. B. M. Planck, Thermodynamik; K. F. Herzfeld, Enz. d. 
math. Wiss. V, 15 und die § 7, 8. 

3) O. Stern, Ann. d. Phys. 49, 823, 1916. 
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N! 
ist, und dann (314) uber aIle moglichen N IN i Anordnungen summiert. 

l' 2' 

So erhiilt man (E Summe uber aIle Anordnungen, Nummer einer Anordnung s) 

e- kFT = 2:e-:~' TI (_~;ork~_) ....... (315) 
aN 2 'Jtvis [h] 

Falls wie unter a) (praktisch) oder in § 1 (genau) der Ausdruck (314) fur 
aIle Anordnungen gleich ist, ergibt die Summation uber gleiche Summanden 

einfach ihre Zahl if ~~, als Faktor zu (314). 
l' 2' 

1m allgemeinen FaIle sind die Rechnungen noch nicht durchgefuhrt. Man 
erkennt aber leicht, daJ3 die allgemeine Gultigkeit von (312) fUr beliebige 
Konzentrationen, wie es die Theorie der idealen Losungen von Dolezalek 1) 
verlangt (aIle Abweichungen werden auf "chemische Prozesse" zuruckgefuhrt), 
nur fur Stoffpaare gultig sein kann, deren Atome aufeinander die gleiche 
Kraft ausuben wie einzeln unter sich, so daJ3 die Zusiitze in (310) wegfallen. 
Allerdings ist es im letzten Grunde eine philologisch formale Frage, ob man 
die " Schwarmbildungen", wie sie in dem bevorzugten Auftreten bestimmter 
Anordnungen infolge ihrer kleineren Energie liegen, als "chemische" Verbin
dungen bezeichnen will. Formal sind Bie durch dieselben Formeln (Mass en
wirkungsgesetz) gegeben, wie wir ja schon (S. 155, Anm. 1) darauf hingewiesen 
haben, daJ3 die Abgrenzung bestimmter Zustiinde als eigener Stoffe fur die 
statistische Mechanik konventionell ist. 

c) Mischkristalle biniirer Salze. In einem speziellen FaIle hat sich 
das Problem allerdings vollstandig durchrechnen lassen 2), niimlich bei Misch

kristallen der Art NaCli KCI oder KCIj KBr. Rier sind die beiden ge
mischten lonen (beim ersten Beispiel Na+ und K+, beim zweiten Cl- und 
Br-) stets durch ein Ion ein und derselben Art (Cl- bzw. K+) getrennt, BO
wohl im Mischkristall wie bei den reinen Komponenten. Es wirken also die 
beiden in Betracht kommenden lonenarten, z. B. Na+ und K~, nicht direkt 
aufeinander ein, so daJ3 fur die Energie die spezielle Anordnung gleichgultig 
ist; wenn z. B. Nl Na+ und N2 K+ in einer Linia (mit Nl + N2 CI- lonen) 
angeordnet sind, so kommt fUr die Energie nur in Betracht, daB es 2 Nl Ver
bindungsstrecken Na+-Cl- und 2 N2 Verbindungsstrecken K+-CI- gibt, 
wobei es gleichgultig ist, ob auf eine Gruppe CI--Na+-Cl- wieder Na+ oder 
K+ folgt. Dabei iet allerdings das experimentelle Resultat von Vegard 3) 
benutzt, nach welchem das Gitter des Mischkristalls einheitlich ist und keine 
Verbiegungen zeigtj der Gitterabstand hiingt vom Mischungsverhiiltnis abo 
Kennt man das Gesetz dieser Abhiingigkeit, so kann man mit der Bornschen 

1) F. Dolezalek, Zeitschr. f. phys. Chern. 64, 727, 1908; 71, 191, 1910; 83, 
40.45, 1913; 93, 585, 1919. G. N. Lewis, ebenda 61, 129, 1908. L. Gay, C. R. 
151, 612, 754, 1910. 

2) H. G. Grimm nnd K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. Phys. 16, 77, 1923. 
K. F. Herzfeld, ebenda 16, 84, 1923. 

3) L. Vegard, ebenda 5,17,1921. 



§ 2. Theorie der MischkristaUbildung. 283 

Formel (291) die Gitterenergie des Mischkristalls (und damit natiirlich auch 
seine Bildungswarme aus den reinen Komponenten) berechnen. 

Auch die Schwingungszahlen sind unter diesen Annahmen von der An
ordnung unabhii.ngig und ii.ndern sich mit der Zusammensetzung nur dadurch, 
da.13 sich der Gitterabstand und so auch die KompressihiIitl.Lt andert. . Diese 
Inderung der v laJ3t sich daher durch (269) darsteHen. 

Endlich sind aHe Anordnungen gleich wahTscheinlich, da ihnen gleiche 
Energie und gleiche v zukommen, so daJl die Abhii.ngigkeit von der Zusammen
setzung, soweit sie durch die Zahl der Anordnungen bedingt ist, sich durch 
(306) darstellt. Man erhalt dann aus (291) in Analogie mit (312) fur die 
freie Energie 

-F = (Nl + N2) 1,742e28
/ 9 + 3N kTln ~~'-- + 3N kTln-'!'·.'!.-. 

r(y) 1 VI (y)[h] 2 V2(y)[h] 

- Nl kTlny - N2k Tln (1-y). 

Hieraus lal3t sich das ganze Verhalten des Miachkristalls thermodynamisch 
ableiten, z. B. die Temperatur, bei der die reinen Komponenten eine klein ere freie 
Energie haben als der Mischkristall und dieser daher zerfallt. Die Bildungs
warme ergibt sich bei diesem Typ als negativ, so daJl bei geniigend tiefer 
Temperatur jeder Mischkristall zerfallt, wahrend bei geniigend hoher Tempe
ratur der EinHuJl des durch Mischung vergriiJ3erten Phasenvolumens (mehr 
Anordnungen) Mischbarkeit, ja bei geniigend hoher Temperatur vollige Misch
barkeit erzwingt. 

d) Mischkristalle bei tiefer Temperatur 1). Wir hahen nun die 
Frage zu beantworten, die aus prinzipieUen Griinden wichtig ist (Kap. VIII, § 13), 
ob eine Formel vom Charakter von (312) auch bei beliebig tiefen Temperaturen 
giiltig bleibt. Stern hat gezeigt, da/3 das prinzipiell nicht der Fall sein kann. 
(312) beruht ja auf der Grundlage, daJl aIle (oder praktisch aIle) Anordnungen 
gleich wahrscheinlich sind, und dazu ist niitig, dal3 in dem allgemeinen Aus-

EO 

druck (315) jedenfalIs e-"T als gemeinsamer Faktor herausgenommen werden 
kann. Wenn wir nun die verschiedenen Anordnungen betrachten, so hat 
genau genommen keine [mit Einschrii.nkungen I)] die genau gleiche Energie 
wie irgend eine andere, denn prinzipiell wirkt jedes Teilchen auf jedes Bach 
so weit entfernte andere ein, und das hat zur Folge, daJl jede andere Anord
nung der Atome 1 eine andere Energie gibt. Zwar werden im allgemeinen 
diese Energieunterschiede sehr klein sein, da bei der schnellen Abnahme 
der Krafte mit der Entfernung ein Teilchen schon auf das iibernachste nur 

schwach wirkt ( - im Falle eines Mischkristalls von der Art ~~+} CI- ware 

del' Unterschied etwa von del' Grol3enordnung 0,04 kcal pro Mol, wenn das 
Gitter unverzerrt bleibt und stets den gleichen Gitterabstand hat), so dal3 man 
bei genugend hoher Temperatur die Unterschiede nach der Division durch kT 

1) o. Stern, 1. c. 
2) Solche liegen z. B. bei zwei spiegelbildlich gleichen Anordnungen vor, die 

gleiche Energie haben. 
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EO (gemeinsam) 

neben 1 vernachlassigen kann, dann e kT als Faktor vornimmt und 
aUe Anordnungen als gleich wahrscheinlich behandelt werden. Abel' genau wie 

wir es bei aUen Gleiehgewiehten besproehen haben, iiberwiegt mit sinkender 
Temperatur immer mehr del' EnergieeinfluJ3, d. h. sobald die Energieunterschiede 
von del' Grollenordnung k T werden, wird die Anordnung mit del' kleinsten 
Energie immer mehr bevorzugt, und sobald die Temperatur geniigend klein ge
worden ist, bleibt in del' ganzen Reihe (315) praktisch nur mehr die Anordnung 

E: 
kleinster Energie, also die mit dem gl'oJ3ten Faktor e kT stehen (namlich sobald 

die GroJ3e k T Nln: klein gegen die Energieunterschiede ist)' Dann verhiilt 

sich die Substanz wie ein einheitlicher Stoff, es ist 
EO 

c - kFT = e __ ~r~,n II C· [~]), 
3N 

das Gitter hat einen bestimmten Aufbau [es kann wie in dem in c) behandeIten 

Fall auch die Anordnung in getrennten Gruppen, den rein en Komponenten 
diejenige kleinster Energie sein, muLl es abel' nicht], und bei verdiinnten 
Losungen ist z. B. die Loslichkeit beider Komponenten in einem anderen 
Losungsmittel oder ihr Dampfdruck unabhangig von del' Konzentration 1) 
(kinetisch liegen die Verhaltnisse wie bei einem Gemenge). Wenn man den 
Korper von hoher Temperatur bis in diesen Zustand abkiihlt, dann ist seine 
spezifische Warme schein bar vergroJ3ert, denn el' gibt nicht nul' die zu del' 
Schwingung gehOrige Warme 3 k (Nl + N 2) pro Grad ab, sondern noch "Um
wandlungswarme" del' verschiedenen Anordnungen untereinander, denn bei 
hoher Temperatur ist seine mittlel'e potentielle Energie, abgesehen von del' 
Schwingung, ja EO, gemittelt iiber aHe Anordnungen, bei tiefer abel' nul' EOm1n• 

Wie groJ3 die spezifische Warme ist, wird durch die thermodynamische Formel 

____ ~ ]'2 0 (~) = a 
01' . 0 l' '1' 

gegeben, wo rechts del' allgemeine Ausdruck (314) einzusetzen ist. Allel'
dings hat Simon 2) bei Wasser-Glycerinmischungen oberhalb !)O abs. niehts 
von diesen abnormen Warmeentwicklungen finden konnen. 

§ 3. Fliissige Losungen. a) Allgemeines Verhalten, osmo
tischer Druck. Das Wesentliche an unseren Entwicklungen konnen wir 
nun auch fliissigen Losungen iibertragen. Denken wir uns eine Moment
photographie gemacht, dann ist unter den gleichen Annahmen wie in § 1 
und § 2 auch hier eiile Vertauschung del' Molekiile 1 und 2 untereinander 

N! 
moglich, die (bei verdiinnter Losung oder gleichen Kraften) ~I ~~ I gleich

.LV l' .L' 2' 

berechtigte Anordnungen ergibt und somit das Auftl'eten der charakteristischen 

I) Abgesehen yom EillfiuJ3 del' Konzentration auf ],,'Omin und v. 
2) Nach freundlicher miindlicher Mitteilung (siehe auch Kap. VIII, § 13). 
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Summanden kT [Nl1n r+ N2ln (1 - r)] in der freien Energie bewirkt, neben 
anderen Gliedern von der Form Nl A + N2 B. Das, was wir im Gegensatz 

zu den festen Losungen hier nicht ap.geben kiinnen, das ist der Raum, der 
hei einer hestimrnten Anordnung einem Molekiil zur Verftigung steht 

lim !,,',. Zu,tand (V :::1')'j 
Aus diesern Ausdruck von del' Form 

folgen rein therrnodynamisch die Gesetze verdunnter Losungen 1) (siehe erste 

Halfte dieses Bandes Rap. XIII). 
Urn das Gesetz des osmotischen Druckes abzuleiten, uberlegen wir 

folgendermallen: Wenn wir durch die halbdurchlassige Membran 1 Mol der 

Substanz 2 durchtreten lassen, vermehren wir die freie Energie der Lo~ung 
urn den Betrag NLf~L) = NL B+RTln(1-r), wie (318) ergibt, zugleich 

verschwindet 1 Mol reines Losungsmittel mit der freien Energie N I, ff = .AI, B, 
so dall die gewonnene Arbeit RT ln (1 - r) ist. Diese Arbeit wird vom 

osmotischen Druck geleistet und hat den Wert P L1 V2 , wo L1 V2 die Volumen

zunahrne der Losung hei Zugabe von 1 Mol Losungsrnittel bedeutet. Also ist 

Rl' 
P = -:dV21n(1-r); 

1) Man bekommt die freie Energie del' Substanz 1 im Gemisch als die Ande
rung der gesamten freien Energie bei der Zugabe von einem Molekiil zu einer 
13eh1' groJ3en Gemischmenge: 

;r, - iJ F - +. T [, iJ Nl I fl - (flY~ - A k Iny+kT!l 1 (TNI In NI +N2 
. . . (S18) 

No iJ N2] + 2 iJ Nl III Nt + N2 = A + k TIn y 
und entsprechend 

;r, iJ F (3 8' f. = aN;, = B+kTln(l-y) . . . . . . . .. 1) 

Die Dampfdruckerniedrigung des Losungsmittels (2) erhiHt man dann durch die 
tTberlegung, daJ3 im Gleicbgewicht beim "Obertritt von einem Molektil aus dem 
Dampf (Abnahme der freien Energie um t~) in das Losuugsmittel (Zunahme f~) 
keine Anderuug der freien Energie eintreten darf, also 

1m reinen Losungsmittel gilt 
-n+rf = 0 . 

-r~g+ ff= 0 . 

{S19') von (S19) abgezogen ergiht 

r~g) - t~(g) = ff - ff. 

(S19) 

(319') 

Die linke Seite ist Ie TIn p - k T In Po, die freie Energie f: der reinen Substanz 
2 (y = 0) iet gleich dem B del' Gleichung (S18'), wie man erkennt, wenn man 

dort I' = 0 setzt, also die recbte Seite k TIn (1- 1'). Das ergibt ~ = 1 - 1', 
Po 

Po - P = r; entsprechend folgt, wie im Text gezeigt wird, das Henrysche Gesetz 
Po 

(fiir 1) aus dem Summanden It 1'ln y. 
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fiir verdiinnte Losungen kann man schreiben: statt In (1 - y) einfach - y, 
dann fiir N ~T Y 11 _HI 

L{~ = (N1+.N2).dt;c2 = N~V' 
indem man von der Volumenkontraktion des Losungsmittels und dem Volumen 
des gelosten absieht und 

(N1 + ~2) L1 V - .11'2 L1 V - V 
NL 2 - NL -, 

dem Gesamtvolumen der Losung, setzt. So gilt dann die Gasgleichung 

PV=~Rl'. 
Mit Einstein kann man dies einfacher so ableiten, wie wir es bei den 

Gasen getan haben. Denken wir uns ein Moleki'tl der Substanz 1 einmal im 
Volumen Vi, das andere Mal im Volumen v" gelost, so verhaIten sich die dem 
Mittelpunkt des gelOsten Molekiils zur Verfiigung stehenden Riiume wie 

oder 

V' 
V" 

Also gilt fiir die freien Energien 
(', t' 

e -" T : e - k T = V": V' , 

f = fo - k l' Tn V .......... (317) 

und daraus folgt sofort.1) nach (220) 

of 
NI,;::;--- =-P, 

uV 

Rl' 
P= --. 

V 
Hierbei ist nur vorausgesetzt 1), daJ3 sich mehrere Molekiile gegenseitig nicht 
storen, d. h. daJl man fiir 1 Mol Molekiile 1 im ['..Raum schreiben darf 

_ P' _1!''' (VI)NL 
e k T : e k T = -V" . 

Wir bemerken, da13 hier, wo es sich blo13 um den Vergleich zweier ver
schieden konzentrierter Losungen handelt, del' Vergleich der nmakroskopischen" 
Volumina geniigt, da ihnen die mikroskopischen Volumina, die den gelosten 
Molekiilen in Wirklichkeit zwischen den Molekiilen des Losungsmittels allein 
zur Verfiigung stehen, proportional sind. Wollen wir aber, wie wir das 
gleich tun wed en, ein gelostes Molekiil 1 mit einem im Gaszustand oder festen 
Zustand befindlichen vergleichen, so ist die Kenntnis del' letzteren notig, d. h. 
es geniigt die Abhangigkeit del' freien Energie von einer Anderung von V nicht, 
sondern es ist auch del' Absolutwert erforderlich. Jedenfalls abel' haben wir 
festzuhalten, da13 fiir die Giiltigkeit del' Gasgleichung fiir den osmotischen 
Druck hinreichend und notwendig 2) ist, daJl die gelosten Molekiile in aIle 

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 553, 1905. 
2) Denn man kann umgekehrt aus 

ableitell 

RT 
p = --V-
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Teile des (makroskopischen) Volumens gleich oft hineinkommen, ohne sich 
gegenseitig zu storen. 

b) Loslichkeit von Gasen. Wenn wir das Gleichgewicht eines 
Stoffes 1 zwischen zwei Phasen betrachten, in deren einer er als Gas vor
kommt, wahrend die andere eine verdiinnte Losung von 1 in einem groBen 
UberschuB 2 ist, so konnen wir die Konzentratlonsabhangigkeit sofort an
geben. Wenn wir ein bestimmtes Molekiil 1 auf seinen Wegen verfolgen, 
so wird jedenfalls seine Aufenthaltsdauer in jeder der beiden Phasen propor
tional den Rauminhalten der beiden sein, da es sich in jedem gleich groDen 

Raumteil der einzelnen Phasen gleich lange aufhalt 1) (natiirlich nicht gleich 
lange in gleich groBen makroskopischen Raumteilen verschiedener Phasen). 
Hierbei ist natiirlich wieder vorausgesetzt, daB verschiedene Molekiile sich 
nicht gegenseitig storen. Infolgedessen bedeutet Verdoppelung der Gesamt
molekiilzahl 1 (bei konstant gehaltenen Raumen) Verdoppelung der Zahl del' 
in jeder Phase befindlichen Molekiilzahl 1, Verdoppelung beider Volumina 
bei Konstanthaltung der Gesamtmolekiilzahl unveranderte Verteilung. Es 
gilt also das Henrysche Gesetz, nach welchem die Konzentration in del' 
Losung proportional (bei gegebener Temperatur) del' Konzentration (oder dem 
Druck) in der Gasphase ist (siehe erste Bandhalfte Kap. XVI). 

CL = Keg. 

Natilrlich hangt dieses Gesetz thermodynamisch an dem Summanden 
kTlnr in (318). Will man die Loslichkeit zahlenmallig ausrechnen, so mull 
man wieder ansetzen, dall die Verteilung der gelosten Molekiile zwischen 

Losung und Dampfraum den zur Verfiigung stehenden Raumteilen propor-
Qo 

tional ist, korrigiert durch den Faktor e - R T , wenn Qo die LOBungswarme fiir 
T = 0 ist (die Anteile der kinetischen Energie fallen wieder heraus, da sie 
in beiden Phasen gleich sind). Also 

oder (g Gas, L Losung) 

n v: _~o 
Il - --Y-e RT 
nL - VL ' 

V' Qo 
L - liT (3nO) -- - e . . . . . . . . . . .. ~ 

VL 

Hier ist Vi das makroskopische Losungsvolumen, das zur Berechnung 
der Konzentration dient, VL hingegen das mikroskopische Volumen, das del' 
Bewegung des gelosten Molekiils wirklich zur Verfiigung steht (VL < VI,), 
korrigiert noch auf die Volumenverminderung del' Molekiile des Losungs
mittels in dem Sinne, dafl 

. . . . (321) 

das im r-Phasenraum vorkommende Volumen der Losung ist, wenn V2 das 
einem Molekiil 2 des reinen Losungsmittels zur Verfiigung stehende Volnmen 

h~ 
ist. vI eR T gibt die Loslichkeit, die Temperaturabhangigkeit von VL nach 

1) Mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung del' Grenzschicht, s. § 5. 
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(210) die spezifische Warme der gelOsten Substanz [genauer die Differenz der 
spezifischen Warmen von Losung 

C - k .~ '1'2l. 1 (lTNl VN2) 
L- 01'.1. oT n L 2 

weniger der des darin enthaltenen reinen Losungsmittels 

C - k ~ 1'2 ~ 1 VN2] 
2 - 01' 01' n 2 • 

\Vill man nun etwa untersuchen, welch en Wert diese Gro1len haben, so 
wird man im allgemeinen deshalb nicht genau rechnen konnen, weil die 
Losungswarmen nur bei der Messungstemperatur bekannt sind und mangels 
Kenntnis der spezifischen Warm en bis zu tiefen Temperaturen Qo aus ihnen 
nicht berechnet werden konnen. Bei nichtwasserigen Losungen [fiir wasserige 
siehe unter d] von Gasen aber wird man, ohne einen Fehler in der Gro1len
ordnung zu machen, die gemessene Losungswarme fiir Zimmertemperatur 
gleich der bei l' = 0 setzen diirfen und erhalt dann z. B. folgende Tabelle'l), 
in der zum Vergleich auch wasserige Losungen aufgenommen sind. 

Gas. . . .. He RaEm RaEm H2 H2 N2 N2 
Losungsmittel H2 0 Hs 0 
V L/ v.I. . . . 2,5.10- 3 2,5.10- 4 

Athylalkohol H20 Benzol H20 Benzol 
6.10-2 1,6.10-2 (3,6) 2,1.10- 3 (1,14) 

Die Zahlen sind folgenderma1len gewonnen: Bei den ersten drei Fallen 

wurde log cg als Funktion von 1'1 aufgetragen und angenahert durch die 
CL 

gem essen en Punkte eine gerade Linie gezogen, deren Neigung als durch Qo 
nach (320) bestimmt angesehen wurde; mit Hilfe des so bestimmten Qo wurde 
nach (320) die letzte Zeile berechnet. In den letzten vier Spalten ist aus 
dem von Jus t 2) gemessenen Temperaturkoeffizienten der Loslichkeit die 
Losungswarme Q nach der thermodynamischen Gleichung berechnet und mit 
dem Qo von (320) identifiziert worden. DaJ3 dies nicht berechtigt ist, zeigen 
die Werte von Benzol, die groller als 1 herauskommen, was unmoglich ist. 

VL 
J edenfalls erkennt man, da1l Vi in nichtwiisserigen Losungen wesentlich 

groller ist als in wasserigen. 
Das kinetische Gleichgewicht bei del' Losung von Gasen in Fliissigkeiten 

ist ganz so zu betrachten, wie wir es in § 1 durchgefiihrt haben. Die 
Geschwindigkeit, wenn wir weit entfernt vom Gleichgewicht sind, wird aber 
meist nicht durch den Vorgang in der Oberflache, sondern durch die lang
same Diffusion aus dem Innern an die Oberflache oder umgekehrt bestimmt 
werden 3). 

Auf ein manchmal auftretendes Mi1lverstandnis bei der Betrachtung des 
kinetischen Gleichgewichts sei noch aufmerksam gemacht. Die Zahl del' sich 

1) A. v. Antropoff, Zeitschr. f. Elektr. 25, 269, 1919; M. Kofler, Wien. 
Ber. 121, 2169, 1912; G. Hofbauer, ebenda 123, 2001, 1914. 

2) G. Jus t, Zeitschr. f. phys. Chern. 37, 342, 1901. 
3) W. Nernst, Zeitschr, f. phys. Chern. 47, 52, 1904; A. A. Noyes und 

W. R. Whitney, Zeitschr. f. phys. Chern. 23, 689, 1897. 
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pro Zeit - und Flacheneinheit kondensierenden Molekule ist wie in § 1 nur 

durch die Gasdichte bestimmt. Die Zahl der aUB der Losung von unten her 
auf die Grenzflache auftrefl'enden Molekule (pro Zeiteinheit) ist aUein durch 
ihre Zahl pro Volumeneinheit gegeben und dieser proportional, nicht 
aber, wie man manchmal meint, der Zahl der in der Oberflache liegenden 
Molekule 1, die ein ganz unbestimmter Begriff ist. 

c) Loslichkeit fester Rorper. Hier liegen die Verhaltnisse ganz 
ahnl1ch wie bei der Losung von Gasen, nur dall das Volumen, welches dem 
Molekul in festem Zustand zur Verfugung steht, durch einen anderen Aus
druck gegeben ist. Es gilt 

bzw. 

'L ~ ~f N~ (V2:~T)' ,%. . . . . . . . (322) 

(NL rechts ist die Loschmid tsche Zahl). Uber die spezifischen Warmen, 

die Bedeutung von ~~ ist dasselbe zu sagen wie unter b), die Temperatur

abhangigkeit der Loslichkeit stimmt genau mit der thermodynamisch ver-
langten o lncL 

aT 
Q 

RT2 

uberein, was man z. B. im FaIle des Verschwindens der Differenz der spezi
fischen Warmen (d. h. VL "" T 3/2) Q = Qo ohne weitere Rechnung ersieht. 

§ 4. Hydratationswiirme, wiisserige Losungen. Wir haben im 
vorhergehenden gesehen, welche Bedeutung die Losungswarme fur die Los
lichkeit hat, und werden daher nach einer genaueren Erkenntnis dieser GroI.le 
trachten. Urn moglichst einfache Verhaltnisse, die fur den Los u n g s vorgang 
charakteristisch sind, zu bekommen, betrachtet man die Energiemenge, die frei 
wir~, wenn das vorber selbstandige, nicht an andere gebundene, also gas
formige Teilchen in die Losung aufgenommen wird. Fajans 1) hat die 
vVarmetonung, die beim Auflosen gasformiger lonen in Wasser frei wird, 
"Hydratationswarme" genannt. Ubertragen wir diese Bezeichnung (bzw. bei 
anderen Losungsmitteln Solvatationswarme) allgemein auf die Warmetonung, 
die beim Auflosen freier gasformiger 'reilchen, seien es nun Ionen oder 1I'Iole
kule, entwickelt wird, so ist bei Gasen die ganze Losungswarme durch dieae 
GroI.le gegeben. Beim Auflosen neutraler Molekule eines festen Rorpers gilt: 

frei werden de Losungswarme = Hydratationswarme - Verdampfungs
warme, 

1) K. Fajans, Verh. d. D. phYB. Ges. 21, 549, 709, 714, 1919. 
Muller-Pouillet III. 11. Auf!. 19 
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indem man sich die Substanz einmal direkt gelost, das and-ere Mal erst ver

dampft und hierauf den Dampf gelost denkt; bei aus lonen aufgebauten 

Salzen findet man: 

frei werdende Losungswiirme = Summe der Hydratationswiirme beider 
lonen - Gitterenergie ..................•.. (323) 

An und fiir sich erhiilt mau also aus der Losungswiirme von z. B. K CI nur 

die Summe der Losungswiirmen von K+ und cr, und mu13 zur Aufspaltung 

zu Abschiitzungen greifen. Doch fiihren plausible Annahmen Fajans 1) zu 
foIgendenWerten 2) in kcal pro Mol 
H+ Na+ K+ Rb+ Cs+ Ag+ F- Cl- Br- J- Mg++ Ca+t Zn++ 
249 92 73 68 62 102 121 82 71 62 455 345 518 

Diese hohen Werte sind ma13gebend dafiir, dall die Salze iiberhaupt 

merklich Ioslich sind, denn die Hydratationswiirme liefert die Energie, die zur 

Uberwindung der Gitterenergien notig ist [ganz bei positiveI' Losungs
wiirme, zum gro13tenTeiI bei negativer, wo der Rest durch die bei der iso

thermen Auflosung zuzufiihrenden Losungswiirme gedeckt wird. Fur die 
Ietztere Hegen dann die Verhiiltnisse analog wie bei der Verdampfung, wo der 

gro13ere zur Verfugung stehende Raum den Einflu13 der zuzufiihrenden Energie 

kompensiert (Kap. IV, § 5, 6»). 

Wir miissen nns nun fragen, woher diese hohe. Hydratationswiirme 

kommt; zweifellos ist sie einer Einwirkung des Ions auf das Losungsmittel 

zuzuschreibenj ob einer n chemischen" odeI' n physikalischen", ist vielleicht 
blo13 ein Streit um W orte, da man nicht mehr daran zweifeln kann S), daJ3 
sich auch die nchemischen" Kriifte auf physikalische, im speziellen hier 
elektrische, zuruckfiihren lassen. Ganz iihnlich wie beim Auflosungs
vorgang fester Korper, wo del' gro13te Teil del' zur Zerteilung derselben 

notigen Arbeit (Gitterenergie z. B.) durch die Hydratationswiirme gedeckt 
wird (bei positiveI' Losungswarme sogar mehr) , Iiegen die VerhiiItnisse 

bei del' elektrolytischen Dissoziation in Losungen, wo ebenfalls die Kriifte 
zwischen lonen und Losungsmittel den gro13ten Teil del' Dissoziations
arbeit leisten miissen; hier war schon VOl' langer Zeit von N ernst und 

Thomson 4) die hohe Dissoziationsfahigkeit des Wassel's auf seine hohe 

Dielektrizitiitskonstante [Ii] zuriickgefiihrt worden 5). Diesen Gedanken hat 

1) K. Fajane, Naturwies.9, 729, 1921. 
2) Die Differenzen zwischen je zwei (gleichwertigen) lonen desselben Vor

zeichens ergeben sich unabhangig von jeder Theorie aus rein experimentellen 
Zahlen, ebenso die Summe fiir beide Ionen eines Salzes. Die eben angefiihrten 
Zahlen nach freundlicher personlieher Mitteilung von Herrn Prof. Faj ans. 

S) Besonders wirkungsvoll vertreten durch W. Kossel, Ann. d. Phys. 4,9, 
229, UJl6. 

4) W. Nernst, Zeitschr. f. phys. Chern. 13, 531, 1894; J. J. Thomson, Phil. 
Mag. (V) 36, 313, 1893. 

6) Es sei hier kurz an die fiir uns wichtigen Punkte del' Theorie del' Dielek
trika erinner~. Man denke sich zwei Kondensatorplatten, eine positiv, die andere 
negativ gel aden. Die Feldstarke ~o zwischen ihnen ist bestimmt durch die GroDe del' 
Ladungsdiehte. Sie wiirde auch die Kraft auf eine zwischen den Platten befind
liehe nProbeladung" e Zll ~o e bestimmen. Nun fiilIe man eine Fliissigkeit zwischen 
die beiden Platten, z. B. Benzol; deren Molekiile werden npolarisiert", d. h. die in 
ihnen befindlichen Ladungen so vei'schoben, daJ3 die Molekiile del' positiven Platte 
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Born 1) quantitativ auf den Auflosungsvorgang ubertragen, indem er das 

Ion als starre Kugel von del' Ladung Ze und dem Radius r auffaUt; die 

Arbeit, die man gewinnt, wenn man eine solche Kugel in ein Kontinuum mit 

del' Dielektrizitatskonstante [E] taucht, ist 2) 

Z~;2 (1 _ [~j) ., .. , ...... (324) 

Naturlich ist das nur eine Annaherung, da man hier wedel' mit einem konti

nuierlichen Medium noch mit del' gewohnlichen Dielektrizitatskonstante (siehe 

gleich das Folgende) rechnen darf und endlich auch die AbstoJ3ungskrii.fte 

berucksichtigen muLl. Doch ergabe eine provisorische Anwendung diesel' 

Formel auf die Fajansschen Zahlen folgende Werte: 

Ag+ Na+ K+ Rb+ Cs+ Cl- Br'- J- Mg++ Ca++ 
r in lO-8cm 1,61 1,78 2,25 2,41 2,65 2,00 2,31 2,65 1,44 1,91 

.Tedenfalls erklart Formel (324) die charakteristische Tatsache, daLl die 

zweiwertigen lonen eine etwa viermal so groUe Hydratationswarme haben 

als einwertige, ebenso wie Salze aus zwei zweiwertigen lonen eine etwa vier

mal so groLle Gitterenergie haben als solche aus einwertigen (Kap. IV, § 12). 
Beirn Wasser tritt ubrigens beim Versuch einer Anwendung von (324) 

eine Ko:nplikation ein. De bye hat namlich gezeigt, daJ3 man zwar bei 

Flussigkeiten mit klein em [E], wie Benzol, mit del' alten Auffassung aus

kommt, daLl die dielektrische Polarisation durch eine dem Felde proportionale 

gegenseitige Verschiebung del' elektrischen Ladungen (Deformation nach 

F aj an s) bewirkt wird, daLl abel' in Flussigkeiten so hoher Dielektrizitatskon

stante wie ",Tassel' ([c] = 81) noch ein anderer EinfluLl dazu kommen muLlS). 

ein negatives, del' negativen ein positives Ende zukehl'en. Im Innern heben sich 
diese Wirkungen auf, abel' an del' positiven Platte liegt jetzt eine Helegung nega
tiver induzierter Elektl'izitat, an del' negativen Platte ain Helag positiver, so daLl 
die vorhandene "freie" Elektl'izitat kleiner ist als die "wahre" (freie = wahre 
- induzierte). Die Wirkung nach innen ist nun die Differenz del' Wirkung del' 
wahren Elektrizitat, del' elektrischen Verschiebung ~ = ~o, weniger del' Wirkung 
del' induzierten, d. h. del' Polarisation 4n\l!. Also ~ = ~-4n\l!; mau definiert 

~ 4nlj,1 
[e] = ~' -r = [e] - I. 

Die Kraftverminderung zwischen den beiden Platten - die Kraft ist auf den 
[e]-ten Teil gesunken - kann man so deuten, daJ3 von del' urspriinglichen an
ziehenden elektrischen Kraft eine Druckwirkung abzuziehen ist, die davon herriihrt, 
daE die dielektrische Fliissigkeit in das Feld zwischen den Platten mit einer 

Kraft hereingezogen wird, die das 1 -&rfache del' erwahnten urspriinglichen 

Anziehungskraft ist, so daJ3 nul' del' Bruchteil 1 - (1- [!]) bestehen bleibt. Auf 

del' Existenz dieser das Eindringen bewirkenden Kraft bel'uht die sogenannte 
Steighiihenmethode (siehe Bd. IV.) 

1) M. Born, Zeitschr. f. Phys, 1, 45, 1920. ' 
2) Es ist namlich die elektrische potentielle Energie au./3erbalb des Mediums 

Z2 t 2 • h Ib Z2 e2 D' D'ff . t d' b' L" A b't S' -lfr' mner a 2 r [e] . le 1 erenz IS le elm osen gewonnene I' e1. le 

stammt aus den in Anm. 1) erwahnten Anziehungskraften des Feldes auf die pola
risierbaren Molekeln. 

3) P. De bye, Phys. Zeitschr. 13, 97, 295, 1912; Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 777, 
1913; E. Schriidinger, ebenda 15. 1167, 1913; M. Jona, Phys, Zeitschr. 20, 
14, 1919; siehe auch A. Gyemant, Zeitschr. f. Phys. 30, 240, 1924. 

19* 
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In solchen Stoffen sind die Molekiile fertige Dipole (S. 177) mit einem positiven 
und einem negativen Ende, die allerdings ohne iiuJ3eres Feld infolge der 

Warmerotation aIle moglichen Lagen einnehmen. 1m Felde wird, genau wie 

wir es (Kap. III, § 5) nach den Keesomschen Uberlegungen besprochen haben, 
nach der Maxwell-Doltzmannschen Formel ein kleiner UberschuJ3 das 

positive Ende nach der Richtung der negativen auJ3eren Ladung kehren, 
und zwar wird dieser lJberschuJ3 bei schwachen Feldern umgekehrt propor

tional der Temperatur und proportional dem Felde sein und so einen Beitrag 
zur Dielektrizitatskonstante liefern. Bei sehr starken Feldern hingegen, wie 

sie in unmittelbarer Umgebung der Ionen herrschen (in 3 .lO-8 cm Entfernung 

4,77.10- 10 Volt) 
von einem einwertigen Ion ist das Feld 300· - -- - = 1 59.108 --

(3.10- 8)2 ' cm ' 

sind die Wasserdipole praktisch vollstandig auf das Ion zu gerichtet. So 

hat jedes Ion urn sich einen Hof von Wasserdipolen, deren innerster Ring 
auf seine Ladung zu gerichtet ist, wahrend nach aullen zu die Scharfe del' 
Richtung ganz allmahlich abnimmt; bei seiner Wanderung wird es auch diese 
Wassermolekiile mehr oder weniger vollstandig mitnehmen, andererseits auch 

durch sie gebremst werden 1). Es ist "hydratisiert". Inwieweit man hierbei 
von bestimmten chemischen Verbindungen sprechen kann, ob das Ion z. B. 
die Elektronen einzelner Wassermolekiile so weit zu sich heriiberzieht, daJ3 
sie dem "deformierten" W assermolekiil und dem Ion gemeinsam sind 2), ist 

noch nicht spruchreif. Beim H+-Ion nimmt Fajans wohl mit Recht eine 
definierte Verbindung Hs 0+ an S). 

Die Drehung der Wassermolekiile durch das Feld bedingt aber beim 

Wasser eine sehr starke Temperaturabhangigkeit der Hydratationswarme, die 

Volumina VL (322) sind sehr klein (sehr starke Verkleinerung der Drehbar
keit der Wassermolekiile) und von T sehr abhangig, so daJ3 man besser mit 
der allgemeinen Formel (194') rechnen wird. Trotzdem ist zur Berechnung 
der Tabelle auf S. 288 die Formel (320) angewandt worden, urn eine rohe 
Ubersicht zu erhalten. 

§ 5. OberfUichenerscheinungen in Losungen. a) Gibbsscher Satz. 
Gi b b s 4) hat thermodynamisch abgeleitet, daJ3 geloste Stoffe, die die Oberf1achen-

erniedrigen angereichert werden 
spannung der Losung -~-.. --, in der Oberf1ache --.-----.-".- nach 

erhohen verarmen 
der Formel 

06 
n = -Ci oP ........ (325) 

wo n die pro Fliicheneinheit del' Oberfliiche im UberschuJ3 vorhandene Mol
menge des gelosten Stoffes gegeniiber derjenigen ist, die bei iiberall gleich-

1) M. Born, Zeitschr. f. PhYB. 1, 221, 1920; Zeitschr. f. El. 26, 401, 1920. 
2) K. Fajans, Naturwiss.ll, 165,1923; C. A. Knorr, Zeitscbr. f. anorg. Cbem. 

129, 126, 1923. 
3) K. Fajans, NaturwisR. 9, 729, 1921. 
4) J. Gibbs, Trans. Conn. Acad. 3, 392, 1878; Tbermodynamische Studien, 

Leipzig 1892, S. 271. 
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mal3iger Konzentration Ci (die zum osmotiscben Druck P gebort) vorbanden ware 
(siebe die erste Halfte dieses Bandes Kap. XVIII). 

Nacb den Uberlegungen von S. 256 ist nun die Oberflacbenspannung (} 

nicbts anderes als die freie Energie der Oberfliicheneinheit. Wenn ein Molekiil 
des gelosten Stofl'es B diese GroJ3e erniedrigt, so heiJ3t dies, daJ3 sein Eintritt 
ill die Oberflache die freie Energie derselben erniedrigt, d. h. daJ3 dadurch 

Arbeit geleistet werden kann, wenn dieser ProzeJ3 reversibel geleitet wird. 

Der Gi b b s Bcbe Satz beiJ3t also, daJ.l die Konzentration an denjenigen Stellen 
groJ.ler ist, deren reversible Erreicbung durcb Molekiile B Arbeit liefert. Urn 

noch genaueren Einblick zu gewinnen, sei zuerst angenommen, daJ3 das Vor

zeichen der freien und der gesamten Energieanderung del' Oberflacbe das 

gleiche ist. Dann bedeutet die Behauptung, dall ein Molekiil B die Ober

flacbenspannung von A vermindert, daJ3 die Energie des Systems durch den 
Ubertritt von B aus dem Innern an die Oberflacbe vermindert wird (bei kon

stanter Temperatur, d. h. bei Ableitung der bierbei entwickelten Warm e) oder 
daJ.l Krafte vorhanden sind, die B in die Oberflache zu ziehen trachten; 
der Gi b b s sche Satz wird dann beinahe trivial, denn er sagt aus, daJ3 die 
Konzentration dort groJ.ler ist, wohin die Krafte die Teilchen B zu zieben 
trachten 1). 

b) Die Anderung der gesamten Oberflachenenergie. Wir wollen 

zur Vereinfachung mit H. A. Loren tz die Annahme machen, dall es eine scharfe 
Grenzflache zwischen Fliissigkeit und Dampf gibt und daJ3 die Dichte der 

Fliissigkeit bis an diese Grenzflache heran die gleiche ist wie im Innern. 

Genau ist das natiirlich nicht, zwischen Fliissigkeit und Dampf besteht ein 

kontinuierlicher Ubergang, eine Kapillarschicht. Wir konnen uns entweder 

auf den Standpunkt stellen, dall wir eine bewuf.He Idealisierung vornehmen, 
die uns die Rechnung vereinfacht, aber nichts Wesentliches andert, oder wir 
konnen (was in einzelnen Fallen, wie bei Ionenlosungen, zutrefl'en wird) sagen, 
dall die tatsachlich vorhandene Kapillarschicht der reinen Fliissigkeit, deren 
Dicke durch die "Reichweite" der Krafte zwischen den Molekiilell A gem essen 
wird, klein ist gegen die "Reichweite" der Krafte zwischen Molekiilen A und B, 
die, wie wir im folgenden Unterabschnitt sehen werden, das Vorhandensein 
einer Ubergangsschicht fiir die Verteilung der gelosten Molekiile bewirkt. 

1) 1m entgegengesetzten Faile, in welchem B z. B. die freie Energie der Ober
fiache vermindert, die Gesamtenel'gie vermehrt, mull nach S.226 dem gel osten 
Molekiil in der Oberflacbe ein so viel groEeres Volumen zur Verfiig:ung stehen als 
im Innern del' Losung, daE diese Volumenvergrollerung den EinfluE del' Potenz mit 
d Energieanderung. L' t"b' t D I' tId' S h er k T 1m ",xponen en u erwleg . ann leg a so Ie ac e so, 

dall trotz del' entgegengesetzten Krafte infolge des groJ3eren f rei e n Raumes in 
del' OberfHiche mebr gel oster Stoff pro Bruttovolumen enthalten ist als im Innern. 
Ein solcher Fall scheint bei den von Langmuir, 1. c. sowie W. D. Harkins und 
seinen Schiilern H. H. King und L. E. Roberts, Journ. ArneI'. Chern. Soc. 41, 
970, 1919 bzw. 44, 653, 1922, untcrsuchten Fettsauren und dergleichen vorzuliegen, 
die sich an der Oberflache aneammeln, obwohl ihre endstandige 0 H-Gruppe vom 
'Vasser stark angezogen wi rd. Offen bar ist fUr diese groEen Molekiile del' zwischen 
den Wassermolekiilen zur Verfiigung stehende Raum so klein, daE del' Einflull des 
groEen verfiigbaren Volumens an del' Oberflache den EinfluJ.l del' Krafte iiberwindet. 
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Wir denken uns nun, dem Gedankengang der gewohnlichen Kapillaritats

theorie folgend, eine unendlich ausgedehnte Schicht Molekule 4-, die pro 

Quadratzentimeter NLcAdx Molekule enthalt, wenn dx ihre Dicke ist. Die 

Arbeit, die man gewinnt, wenn man ein Molekul B aus dem Unendlichen bis 

auf den Abstand x an die Schicht heranbringt, sei E~(X)CANLdx. Rier ist 
nur angenommen, da~ die Anziehungskrafte proportional del' Zahl del' all
ziehendell Molekiile sind. (Umgekehrt ist natiirlich die Arbeit fiir ein Mole
kiil B gegeniiber einer Schicht von Molekiilen A: 

E~(X)CBNLdx . . . . ..... (326) 

nach dem Satze von der Gleichheit von actio und reactio.) 

Betrachtell wir nun ein Molekul B, das sich in der Tiefe Xo unter der 

Oberfliiche der Fliissigkeit befindet, dann wird es von den unterhalb befind
lichen Fliissigkeitsschichten nach unten gezogen, von den oberhalb befindlichen 

nach oben. Die Anziehung der oberhalb befindlichen Schicht von der Dicke Xo 

wird gerade kompensiert durch die Anziehu~g einer gleich starken Schicht 

unterhalb des Molekiils B, und ubrig bleibt eine nach unten wirkende An

ziehung aller der Schichten, die tiefer als Xo unter dem Molekul B, also tiefer 
als 2xo unter der Oberflache liegen. Die Gesamtal'beit, die man leisten 
mu.i3, wenn man das Molekiil B tief aus dem Innern der Fliissigkeit, wa es 
im Mittel von allen Seiten gleich stark angezogen wird, bis zur Rohe Xo 

unter der Oberflache bringt, ist 

E (xo) = NLCAi f E~(x)dx . ......... (326') 
Xo 

\Venn also zwischen dem Losungsmittel und der gelosten Substanz starke 

Anziehungskrafte herrschen [E~(X) > 0], wird beim Hel'anbringen eines ge
losten Molekiils in die Oberflache Arbeit zu leisten sein, d. h. die betrefl'ende 

Substanz wird die Oberflachenspannung erhohen. Tatsachlich ist das der 

Fall bei allen einfachen anorganischen lonen, deren starke Hydratationswarme 

ja bekannt ist, und sogar im einzelnen geht die Wirkung auf die Oberflachen

spannung parallel der "hydrophilen" Wirkung 1). 

c) Die Verteilung del' gelosten Molekule. Wir wollen nun an
nehmen, da13 die Losung so verdiinnt sein solI, dal.\ wir auf sie die Gesetze der 
verdiinnten Losungen anwenden konnen, und zwar auch in del' Oberfliiche (wenn 
die Oberflachenspannung erhoht wird, also die Konzentration in der Oberfliiche 
kleiner ist als im Innern, wird die letztere Bedingung durch die erste auto
matisch erfiillt). Dann gilt fiir die Verteilung in der Ubergangsschicht wieder 
die Barometerformel 

. (327) 

wo CBi die Konzentration im lnnern del' Losung ist. Hierbei ist voraus

gesetzt, da13 den Molekiilen B an der Oberfiache, genauer in der Tiefe x 

1) C. Wagner hat die Energie c elektrostatisch auf Grund del' in § 4 uud 10 
dal'gestellten Gedanken berechnet, Phys. Zeitschr. 21), 474, 1924. 
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darunter, der gleiche Bruchteil des Bruttovolumens zur Verfiigung steht, wie 
im Innern der Losung, sonst mull man noch mit dem entsprechenden Quotienten 

V (x) l' l' . W C (0) ...".. . b' d . h ----v-;- mu tip IZIeren. enn nun kT ~ 1, Wle es e1 en anorgan1sc en 

lonen der Fall ist, so li\ind an der Oberflache praktisch keine gelOsten Teilchen 
vorhanden. Das ist ofl'enbar die Vorbedingung dafiir, dall dieselben keinen 
merklichen Dampfdruck iiber der Losung haben. 

Die Hydratationswarme, d. h. die Energiemenge, die zum vollstandigen 
Entfernen eines Teilchens aus der Losung gebraucht wird, ist 2 C (0), namlich 
c (0) fiir das Heranbringen aus dem Innern an die Oberflache und nochmais 
c (0) fiir das Entfernen aus der Oberflache ins Unendliche (siehe die erste 
Hii.lfte dieses Bandes Rap. XVIII, ferner Rap. XI, § 13, Stefan scher Satz). 

Der Unterschied n der in der Oberflachepro Quadratzentimeter vorhandenen 
Molzahl gegeniiber dem Fall gleichmalliger Verteilung ist 

(J) '" V B(Xj 

ii=J[CB(X)-CB;ldX=CBj J(V~le-kT-1)dX .. (328) 
o 0 

d) Die Anderung der Oberflachenspannung. Durch die Tatsache 
der Auflosung ist auch die Arbeit, die zur Schafl'ung einer neuen Oberflache 
notig ist, eine andere als im reinen LosungsmitteI. Zwar ist naturlich die 
freie Energie eines einzelnen gelosten Molekuls in der Kapillarhaut die gieiche 
wie im Innern der Fliissigkeit, denn im Gleichgewicht stellt sich ja die Kon
zentrationsverteilung gerade so ein, .dall dies der Fall ist. Aber diese freie 
Energie hat nicht genau denselben Betrag fiir !lwei Fliissigkeitsmassen, die 
dieselbe Bruttokonzentration (Zahl der gelosten Molekiile im Gesamtvolumen), 
aber verschiedene Oberflache haben: Es sei in einer Losung das Volumen, das 
ein Mol Molekiile B gelOst halt, V, die zugehOrige freie Energie 

Fo = NL(f~ +kT7n~). 
Nun schafl'e man eine freie Oberflache 0 neu, wodurch it 0 Mole aus dem 
Innern in die neue Oberflache adsorbiert werden; dann ist die Ronzentration 

. I h NL --n 0 "N L d' (II· I" t M I k"1 . ) 1m nnern nur me r - ---v-- ._-, Ie a en ge os en 0 e u en gemelDsame 

freie Energie 

F N ( . NL-nONL)· N [ . NL ~O)] = L fo+kTln--V---- = L fo+kTln-V+kTln(l-n _ 

= Fo-RTiiO. 

Es wird also die gesamte freie Energie fur 1 cm2 Oberflache um ii.RT ver
kleinert, oder 1) im Einklang mit (325) 

6-60 = -RTii ........... (329) 

In dieser Auffassung wird die Allderung der Oberflachenspannung aus 
der (positiv oder negativ) adsorbierten Menge berechnet, die durch (328) 

1) I. Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc. 40, 1361, 1918. 
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gegeben ist. Man kann aber ebenso die Gleichung fiir die Gesamtenergie 

der Oberflache, d. h. die Energiedifferenz gegen den Fall, da13 die betrachtete 
Partie im Innern ware, aufstellen. Die Energiedifferenz in der Tiefe x ist 
fiir ein Molekiil E (x) (326'), fiir die 

sex) 

NLcB(X)dx = NL CBie kl' clx 

(327) Molekiile der Schicht dx von 1 cm2 Gro13e 

im ganzen also 

e (x) 

NLCBiE(x)e- 1<1' dx, 

00 e (x) 

NLUU(X) = NLCBi f E(x)e- kTdx· ....... (330) 
6 

Durch Anwendung der Gibbs-Helmholtzschen Gleichung in der Form 

ergibt sich 

o 6 - 6 0 
-~--

aT T 
n (u (x) ----'-- NI 

T2 ' 

~ sex) 

6-60 = -llTCBij (e- TT -l)~X ..... (329') 

o 

was nach (328) mit (329) iibereinstimmt 1). 

W'ie unter b) erwahnt, haben die einfachen anorganischen Ionen infolge 

der starken Anziehungskrafte zwischen· ihnen und dem Wasser positives E', 
d. h. sie werden nach innen gezogen, bzw. erhohen die Oberflachenspannung. 
Man kann nun fiir diesen Effekt einen oberen Grenzwert angeben, wenn man 
annimmt, die Krafte waren so stark, daU innerhalb einer Oberflachenschicht 
von der Dicke 0 iiberhaupt keine Ionen sich tinden. Andererseits kann die 
Dicke 0 wegen der kurzen Reichweite der Molekularkrafte nur etwa von der 
GroI3enordnung 10-7 cm sein. Wir idealisieren daher zur Abschatzung 

folgenderma13en: E (x) = 0 fiir x > 0, E (x) = 00 fiir x zwischen 0 und o. 
Danll wird it = CBi 0, d. h. es fehlen einfach die Ionen, die bei gleichma13iger 
Verteilung in der Schicht 0 (auf 1 cm2) enthalten waren, und es wird 

6 - 6 0 = + II T CBi 0 = + Po, 

wo P der osmotische Druck im Innern der Losung ist. Die Anderung der 
Oberflachenspannung ist dann einfach die Arbeit, die man mit einer halb

durchlassigen Wand gegen den osmotischen Druck beim Entfernen der Ionen 
aus der Schicht von der Dicke (j leistet. 

Schreibt man 0 = 0'.10- 7, miJ3t also 0' in 10- 7 cm, CBi = CBi 1000, 
miJ3t also CBi in Mol/Liter, so wird 6 - 6 0 in erg 

6 - 6 0 = 8,3.10 7 .300.10- 7 .10- 3 0' CBi "'"' 2,50' cBi' 

1) K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. phys. Chern. 107, 74, 1923. Fast aUe Resultate 
dieser Arbeit finden sich schon bei Langmuir. Wenn del' Verfasser Langmuirs 
Untersuchung im Original gekannt hatte, hatte er seine Notiz nicht vero.ffentlicht. 
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DaLl fiir kleine Konzentrationen 6 - 60 proportional CR, ist, ist Bchon lange 
bekannt 1). DaLl auch der Zahlwert stimmt, zeigen folgende Zahlen 2): 

Salz .......... NaNOs MgSO. KF LiCl NaCl KCl MgCl2 (%MolSalz) 
0" -0"0 fiir 

IMol IonJ!i.lb Mo1 Salz) 213 187 174 262 181 166 239 
Liter ""'" 

Man erkennt den Zusammenhang mit den Hydratationswarmen. Langmuir 

hat umgekehrt aus 6 - 60 die Dicke ~ berechnet. 

§ 6. Adsorption an festen Korpern. a) Allgemeines. Die Ad

sorption von Gasen an festen Korpern stellt den einfachsten Fall einer 
Adsorption dar. Die Natur der Krafte, die fiir diese Erscheinung verant
wortlich sind, ist viel diskutiert worden; so hat Haber S) die Vermutung 
ausgesprochen, daJ3 besonders fiir die Adsorption an Kristallen die "un
abgesattigten Restvalenzen" der Oberflachenatome verantwortlich sind und 

besonders Langmuir ') hat die chetnische Natur der Adsorptionskriifte betont. 
Tatsiichlich sind nach Pa n et h 6) an fest en Salzen aus lonenlosungen die
jenigen lonen besonders gut adsorbierbar, die mit dem entgegengesetzt ge

ladenen 1011 des festen Salzes schwer losliche Verbindungen bilden wiirden 
(z. B. an BaSO, Pb++ viel mehr als Cu++, weil PbS04 schwer loslich, CuSO, 

leicht IOslich ist; am selben BaS04 COs-- viel starker als NOs -, da BaCOs schwer, 

Ba (N 0S)2 leicht loslich ist). Das ist darauf zuriickzufiihren, daJ3 Schwer

loslichkeit im allgemeinen grone negative Losungswarme bedeutet, d. h. die 
Krafte, die beida lonen (z. B. SO,-- und Pb++) im schwerloslichen Salz zu

sammenhalten (die Gitterenergie), sind groLl gegen die Krafte, die die lonen 
in Losung ziehen (Hydratationswarme), und derselbe Grund bewirkt dann 
starke Adsorption. Diese Anschauungen hat Fajans weiter ausgebildet und 
auch in zahlreichen Versuchen 6) bestatigt. Andererseits betont Eucken 7) die 

Schwierigkeit, z. B. bei der Adsorption von Argon auf Kohle "chemische 
Krafte" anzunehmen und mochte lieber an solche von der Art der van der 
W aal sschen denken R). Mir scheint der Unterschied zwischen "chemischen" 

und "physikalischen" Kriiften darin zu bestehen, daLl bei ersteren die Krafte 
eines Atoms nach auLlen weitgehend abgesiittigt sind, wenn eine ganz bestimmte 
Zahl anderer mit ihm verbunden sind, wah rend bei van der Waalsschen 

Kriiften sich immer weitere Atome anhangen konnen. Bei der Adsorption 

ist es nun so, dan die Kriifte, die das Adsorbens auf das Gas ausiibt, viel 

1) G. Jager, Wien. Bel'. 100, 493,1891; 101, 158,1892. 
2) A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 33, 145, 1910. Es sind die Zahlen bei 

der kleinsten Konzentration benutzt und mit 0"0 = 72 erg/cm2 umgerechnet. 
S) F. Haber, Journ. Soc. Chern. Industr. 33, 50, 1914. 
4) I. Langm uir, Journ. Amer. Chem. Soc. 38, 2221, 1916; 39, 1848, 1917; 

40, 1361, 1918. 
5) F. Paneth, Phys. Zeitschr. 11), 924, 11ll-! in FortbilduDg von K. F aj an s, 

Ber. d. D. chern. Ges. 46, 3486, 1913. 
6) K. Fajans und K. v. Beckerath, Zeitschr. f. phys. Chern. 97, 478, 1921; 

K. Fajans und W. Frankenburger, ebenda 100, 273, 1923; K. Faj ans und 
O. II ass el, Zeitschr. f. Elektr. 29, 495, 1923. 

7) A. Eucken, Zeitschr. f. Elektrochem. 28, 6, 1922, siehe auch S. 313, Anm. 1. 
8) E. Jaquet, Fortschr. d. Chern., Phys. und phys. Chern. 18, Heft 7, 1925. 
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groJler sind als die Krafte, die die Gasmolekiile aufeinander ausiiben (bei 
Dampfen ist das anders). In der Art der Bindung an die Unterlage Cob ein 

adsorbiertes Gasmolekiil an einem bestimmten Unterlagsmolekiil sitzt oder 
nicht) werden aIle Ubergange moglich sein. Bei Adsorption von lonen an 

Salzkristallen sitzt nach Fajans ein adsorbiertes Ion an einem bestimmten 
Ion des Gitters, hier liegen also zweifellos nchemische Krafte" vor, und zwar 

derselben Art, wie sie das Gitter selbst zusammenhaIten. 

b) Schwache Adsorption. Besonders einfach werden die Verhaltnisse, 

wenn so wenig adsorbiert ist, dal3 nur ein kleiner Bruchteil der verfiigbaren 

Oberflachenstellen besetzt ist und somit die adsorbierten Molekiile einander . 
nicht storen. Die Abhangigkeit der adsorbierten Menge von der Gas-

konzentration ist dann die gleiche, wie sie es bei gelostem Gas ware. Denn 

es ist der Platz, der einem adsorbierten Atom auf einer Oberflaehe mit No 
nAdsorptionsstellen" zur Verfiigung steht, 

NoE, 
y~---- 3 

wo V = (. 2 n~ T) dem mittleren von der Sch wingung an einer Adsorptions-
2nv 

stelle ausgefiiIlten Volumen proportional ist. 1st die Arbeit, um ein adsorbiertes 

WO 
Molekiil aus der Ruhelage ins Unendliehe (ins Gas) zu schaffen, N

L
' so ist 

die freie Energie der adsorbierten Molekiile 

_L. 3 No + wo 
e k T = ~ 2 n m k T --v e R T ••••••• (331) 

Nads 

Das Gleiehgewicht mit dem Gas wird gegeben durch 

oder 

71.T W O 
.L~o - + RT v --ve =--

Nads Ngas 

c 1 _~o 
-- e RT ••..•...... (331') 
vNo 

Damit ist die Proportionalitat der adsorbierten Menge zur auJleren Gas-
e" 

konzentratioA abgeleitet. Genau wie bei den verdiinnten Losungen hat das 
Gesetz seinen Grund darin, daJl die Anzahl der zur Verfiigung stehenden 

Platze fest vorgegeben ist, ohne Riicksieht auf die Zahl der Molekiile (des 
Adsorbats), ebenso wie im Gas das Volumen fest gegeben ist (wahrend beim 

reinen festen Stoff die Platzzahl der Molekiilzahl proportional ist) und die 
Teilehen sieh zwischen der Gas- und der anderen Phase (Losung oder Grenz

flaehe) proportional der Platzzahl verteilen. Man kann die Ableitung auch 

kinetiseh vornehmen wie auf S. 277, indem man die Zahl der pro Zeiteinheit 

sieh kondensierenden Atome wie dort zu N CL 1/ ~ T , die Zahl der ver-
Y2nm 

dampfenden proportional der Zahl del' pro Flacheneinheit adsorbierten ansetzt 
(L a n g muir, Le.). Man kann daher weder aus der Konzentrationsabhangigkeit 

noeh aus der Temperaturabhangigkeit der aufgenommenen Gasmengen ent-
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scheiden, ob das Gas nur an der Oberflache (Adsorption) oder ob es im Innern 
(Losung) aufgenommen wird, da in beiden Fallen (wenigstens fur geringe 
Mengen) dieselben Gesetze herrschen. Die Entscheidung laBt sich nur auf 
zwei Arten treffen. Man berechnet die absoluten aufgenommenen Molekul
zahlen; sind diese so groll, daJ3 sie die ganze Oberflache ganz oder gar mehr
fach bedeck en wurden (trotzdem die Proportionalitat zu c erhalten bleibt), so 
kann man auf Eindringen des Gases ins Innere schlieBen. Untersucht man 
andererseits den Sattignngszustand (siehe spater) und findet, daB die Zahl der 
aufgenommenen Molekule zu einer einfachen Schicht reicht, so wird man auf 
Adsorption schlie13en. Auch wenn z. B. zweiatomige Molektile bei der Ad
sorption dissoziiert werden, bleiben die Gesetze ebenso, wie wenn sie bei der 

Losung dissoziiert werden (aufgenommene Menge"" iP). 
Eucken 1), dem man die in diesem Abschnitt dargestelltel'\ Uberlegungen 

verdankt, kommt an Stelle des Faktors NoV zu einem anderen Ausdruck. Er 
nimmt namlich an, daLl auf das adsorbierte Molekul keine Krafte parallel zur 
Oberfl§.che, sondern nur senkrecht dazu wirken, d. h. daLl das Molekul nicht an Ne; 
verschiedene gleich starke Stellen, sondern dall es an di.e ganze Oberflache ge
bunden ist. Die Uberlegungen von Volmer (s. S.235) sprechen wohl dafur, 
dal3 die Kriifte parallel zur Oberflache schwach sind. Fernerbeschrankt sich 
Eucken nicht auf die Kriifte in unmittelbarer Nahe der Ruhelage (quasi
elastisch ). 

c) Starke Adsorption. 'Venn man den Druck immer weiter steigert, 
so wird allmahlich die Zunahme kleiner, die Kurve, die die adsorbierte Menge 
als Funktion vou c darstellt und die vom Nullpunkt aus geradlinig aufsteigt, 
biegt in die Horizontale ein, d. h. eine weitere Druckzunahme bewirkt keine 
weitere Adsorption, der Zust~nd der Sattigung ist erreicht. fiber die Frage, 
worin die Sii.ttigung besteht, gibt es zwei Ansichten. 

Langmuir (1. c.) vertritt die Auffassung, daB nicht mehr als hOchstens 
eine Molekularschicht adsorbiert wird. Er begrundet das damit, daB, wie 
schon erwahnt, die Krafte, die vom Adsorbens auf das Gas ausgeubt werden, 
viel starker sind als die der Gasmolekule aufeinander, daB erfahrungsgemaB 
die Molekularkrii.fte eine geringe Reichweite haben 2), so daB die Krafte des 
Adsorbens durch die erste adsorbierte Molekulschicht hindurch nicht mehr 
merkbar wirksam sind und daher weitere Schichten nur an die schon 
adsorbierten Gasmolekule gekettet 'Yaren, was (auller in der Nahe des Kon
densationspunktes) kein merkliches Festhalten ergeben konnte. Die Sattigungs
adsorption ware dann erreicht, wenn aIle besetzbaren Stellen von Gasmolekulen 
besetzt waren, diese. also eine "Molekulschicht" bilden. Er stutzt seine Auf
fassung durch eine groBe Zahl von Versuchen, die im wesentlichen von zweierlei 
Art sind: Er untersucht erstens die Adsorption von Gasen (02, dann naktiver 
Wasserstoff" H, CO usw.) an Metallen wie Wolfram und an Glas. Dabei 
zeigt sich, daB an GIas nur eine bestimmte Menge H-Atome adsorbiert werden 

1) A. Eucken, Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 345, 1914; Zeitschr. f. Elektrochem. 
28, 6, 1922. 

2) Die Foigerungen geiten nicht fiir Adsorption von lonen an SaIzgittern. 
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kann, die einer molekularen Schicht ungefahr entspricht. ErhOht man den 

H - Druck, so nimmt die Menge nicht zu, denn die weiteren auftreffenden 

H-Atome verzehren die adsorbierten unter Bildung von H2. Bei weiteren 

Versuchen wird ein W olframdraht in Sauerstoff von sehr geringem Druck 

("-' 1/1000 mm Hg) gegliiht. Es gibt nun ein Oxyd WOs, das verhaltnismaLlig 
leicht sublimiert. Die Messung seiner Bildungsgeschwindigkeit ergibt, da13 
bei "'-' 15000 C etwa jedes zweite auftreffende 02-Molekiil W03 bildet, das 
natiirlich gleich wegsublimiert. Daraus schliellt Langm uir, da13 die Metall

oberflache dicht mit einer "chemisch gebundenen" 02-Schicht bedeckt sein mull, 
da die Wahrscheinlichkeit, dall zwei Molekiile (die zur Bildung von WOs notig 

waren) zusammentreffen, sehr gering ist. Allerdings scheint mir, dall die 
Ausfiillung del' Liicken in del' Schicht nul' dann zu erklaren ist, wenn man 

mit Volmer eine ,,lockere" Adsorption mit Fortrollen auf der Unterlage iiber 

del' eigentlichen festen Schicht annimmt. Wei tel' ergibt sieh, dall zwar reiner 
gliihender Wolframdraht Wasserstoff in Atome zersetzt; sobald abel' Sauerstoff 

vorhanden ist, geschieht dies nicht mehr. Auch reagiert del' Sauerstoff nicht 

mit Wasser stoff, sondern del' gasformige Sauerstoff verbindet sich nul' mit dem 

adsorbierten zu W03 - woraus Langmuir wieder schlieLlt, daLl del' an dem 

(gliihenden) Metall adsorbierte Sauerstoff in seinen Eigenschaften "chemisch" 
verandert ist. 1st abel' der Verbraueh von O2 so weit fortgeschritten, daf3 die 
adsorbierte Decke aufgebroehen wird, so begillllt sofort die Wirkung des 
gliihenden Wolframs den Wasserstoff in Atome zu dissoziieren, die an der 
Glaswalld mit dem vorher gebildeten WOs weiter reagieren. Auller anderell 

"Vergiftungserscheinungen" von katalytisch wirksamen Metallen durch mono
molekular adsorbierte Schichten millt Lan gm uir auch die durch solche hervor
gerufene Herabsetzullg der Elektronenemission von den gliihenden Metallen; 

del' umgekehrte Effekt zeigt sieh bei Adsorption einer Schicht Casium 1). 
In einer weiteren Reihe von Versuchen untersucht er die Abhangigkeit 

del' adsorbierten Menge yom Gasdruck, indem er in einem Glasgefa13 mit 

zahlreichell (mit Zwischenraumen iibereinandergepackten) Glimmerplatten das 

Adsorptionsgleichgewicht (bei sehr geringen absoluten Drucken) sieh einstellen 

laLlt, dann das Volumen durch Dazuschalten eines zweiten leeren Gefalles 
vergro13ert und die Druckanderung untersucht; diese ist grof3er, als del' 
Volumenanderung nach dem Boy le-M ariotteschen Gesetz entspricht, weil 
bei del' Druckabnahme die Glimmerplatten adsorbiertes Gas abgeben. Die 
Gleichung, del' die adsorbierten Gasmengen geniigen, lautet 

nads 1 c- = T+-:B-c' 
Die Ableitung erfolgt folgendermallen: Bei verdiinntem Gas ist die Zahl 

del' sich pro Flachen- und Zeiteinheit kondensierenden Molekiile 

V- W" 
. NL R1' 1 - RT 

dIe del' verdampfenden-~ 11ads --- --;;- e . 
No 2'](.M v 

1) I. Langmuir und K. H. Kingdon, Science 57, 58, 1923; Proc. Roy. Soc. 
107, 61, 1925. 
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Wiihrend die letztere Formel auch bei starker Adsorption erhalten bleiben soll, 

werden jetzt nicht aIle auftrefl'enden Molekule kondenaiert, da von den No 
N Nn 

Pliitzen NL rlads schon besetzt, also nul' der Bruch 0 - II Lads frei ist. Das 
o 

gibt die Gleichgewichtsbedingung zwischen sich kondensierenden und wieder 

verdampfenden Molekulen 

~ rlads Y2~~ -l e - :; = y 2~1;1 NLc (1 - ~: rlads) 

oder 
wo 

n NL c veRT 
NL -ivd8 = -~-----wo ......... (332) 

o 1 + NLciJeR'i' 

Sie stimmt gut mit den meisten Messungen 1) und gestattet, die Sattigungs-
N: 

menge fUr c = 00, rlads max = N~' zu bestimmen. No ergibt sich bei den 

untersuchten Gasen (an Glimmer und Glas) als etwas kleiner als die Zahl der 

in der Oberfiache aitzenden Molekule des Adsorbens (0,2 bis 0,9 davon). Es 

sei noch hervorgehoben, daJ3 bei der Ableitung del' Formel eine gegenseitige 

Einwirkung del' nebeneinander adsorbierten Molekule nicht berucksichtigt 

{d. h. ~egen die vom Adsorbens ausgehende Kraftwirkung vernachlassigt) 
wurde, die Sattigung und die Abweichung vom Gesetz der verdunnten Lo
aungen uberhaupt ala bloJ3 von del' Platzbesetzung herruhrend betrachtet 
wird. Ferner sei hervorgehoben, daJ3 sich nach (332) die Sattigung ala un

abhangig von del' Temperatur ergeben muB, was bei Adsorption von Gasen 
an Holzkohle nach den Messungen noch nicht festzustehen scheint. 

Paneth ll ) hat in Losungen die Adsorption von Farbstofl'en untersucht 

und ebenfalls eine einfache Molekulschicht gefunden. 
Die Messungen von Ihmori S) fiir die Aufnahme von Wasser durch Glas 

deutet Langmuir, wie vorher auch schon Eucken iihnlich angenommen 

hatte, als Losung des Wassers im Glas. 

Eucken hatte schon in seiner ersten Arbeit hervorgehoben, daJ3 ein 

wesentlicher Unterschied zwischen der Adsorption von Gasen und von Dampfen, 
d. h. von Gasen bei so hohem iiuJ3eren Druck, daJ3 er nicht mehr allzuweit vom 

Gleichgewichtsdampfdruck bei der gegebenen Temperatur abliegt, zu machen 
sei. Denn im letzteren FaIle genugt schon eine geringe Dichtesteigerung zur 
Kondensation, und zu diesel' geringen Dichtesteigerung genugen auch die 
schwachen Kriifte des Adsorbens, die uber die erste Molekulschicht hinaus
reichen [bzw. in dieser induziert werden (?)], und dann ist die Adsorption 

1) Bei Abweichungen kann man die Formel erweitern und in trbereinstimmuug 
mit del' Erfahrung bringen, indem man verschiedene (in ganzzahligen, stochio
metrischen VerhiHtnissen stehende) Adsorptionsstellen (mit verschiedenem v und Wo) 
annimmt. Langmuir verweist darauf, daJ3 sich die Substanz dann iihnlich ver
hiilt wie ein Salz mit verschiedenen Hydratationsstufen. [Eine andere Verallge
meinerung, auch auf die gleichzeitige Anwesenheit mehrerer Gase, bei D. C. Henry, 
Phil. Mag. (VI) 44, 689, 1922]' 

2) 1<'. Paneth u. W. Vorwerk, Zeitschr. f. phys. Chern. 101,480,1922. 
3) T. Ihmori, Wied. Ann. 31, lO06, 1887. 
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dickerer Schichten moglich. Diese Annahme hatte Polanyi vor dem Be
kanntwerden der Langmuirschen Untersuchungen gemacht I). Bezeichnet 

man wieder die Arbeit, die zum Heranbringen eines Molekiils aus dem Un end

lichen bis auf die Entfernung x an das Adsorbens gewonnen werden kann, 

mit c (x), so gilt die Gleichgewichtsbedingung 
p(x) 

c(x) = J Vdp, 

Pgas 

die fiir den Fall der idealen Gasgleichung einfach die Gleichungen des § 5 

liefert. Polanyi setzt nun allgemein die Zustandsgleichung des betreffenden 
Stoffes (z. B. die van der Waalssche) ein und kann dann, wenn E(X) be
kannt ist, den in jedem Abstltnd x herrschenden Druck, daraus die Dichte und 

damit, wenn man das jedem A bstand x zugehorige "Adsorptionsvolumen" v (x)dx 

kennt, die gesamte adsorbierte Menge berechnen. Das "Adsorptionsvolumen" 
wird namlich bei einer 80 zerkliifteten Oberflache, wie e8 etwa die Holzkohle 
darstellt, von der Entfernung von der Oberflache abhangen. 

Die gesamte adsorbierte Menge wird dann in Mol 

it = f~X~dX. 
Das Rechenverfahren besteht nun darin, daJ3 aus einer Adsorptionsisotherme, 

d. h. aus dem Zusammenhang von it und dem iiuJ3eren Druck bei einer Tem

peratur, eine Gleichung zwischen E und v erhalten wird, die zur Berechnung 

der Isothermen bei anderen Temperaturen dient. Bei groLlen T fiihrt die 

Rechnung natiirlich wieder zu geraden Isothermen. Tief unterhalb des 
kritischen Punktes gestaltet sie sich etwa so: Bei geniigend tiefem aulleren 
Druck kann man das, was noch als Gas adsorbiert ist, vernachlassigen gegen 
das, was als Fliissigkeitshaut adsorbiert ist. Fiir diese selbst aber kann man die 

Dichte QI der gewohnlichen Fliissigkeit einsetzen. Man erhalt dann aus der 
adsorbierten Menge Mit deren Volumen zu 

""0 

lJ!i! = fV(X)dX. 
(11 

o e~ 

Xo ist diejenige Stelle, wo der nach der Gleichung p ex) = Pgas ekT~ aus dem 

Gasraum gegen das Adsorbens zu ansteigende Druck den Wert des zur Beob

achtungstemperatur gehOrigen Dampfdrucks erreicht. So erhalt man eine 
x 

Reihe zusammengehoriger Werte von E und S v(x)dx (allerdings nicht als 
o 

Funktionen von x). Es sei folgende Zahlenreihe fur die Adsorption von CO2 

an 19 Holzkohle nach Berenyi erwahnt: 

.v L e( x) . . .. 6100 5300 4470 3860 3420 2500 2390 0 cal 
x 

S o(x)dxincm3 

o 
o 2,56 7,22 15,6 25,1 78 93 189.10- 3 

1) M. Polanyi. Verh. d. D. Phys. Ges. 18. 55, 1916; Zeitschr. f. Elektrochem. 
28, no, 1922; L. Ben3nyi, Zeitschr. f. phys. Chern. 94,628, 1920. 
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Da die wahre Oberflache nicht bekannt ist, laLlt sich nicht sagen, ob das 
wirklich mehreren Molekiilschichten entspricht. Einerseits stimmen die Rech
nungen sehr gut mit den Messungen, andererseits haben wir die Griinde, die 
fUr nul' einfache Bedeckung sprecheo, friiher erortert. 

Jedenfalls ist die Frage, ob del' Standpunkt von Langmuir (und Eucken) 
der allein berechtigte ist oder ob unter U mstanden auch dann, wenn der 
aul3ere Druck noch weit weg vom Kondensationsdruck bei der betreffenden 
TempE1ratur ist, sich doch nach Polanyi eine mehrere Molekule dicke 
Flussigkeitshaut bei manchen Gasen und Adsorbenzien bildet 1), noch nicht 

entschieden 2); die fur die letztere Theorie notigen groLlen Reichweiten bilden 
allerdings eine Schwierigkeit, die vielleicht durch gegenseitige Induktion (wie 
beim Haften von Eisenstucken an Magneten) uberwunden werden kann. 

d) Dunne Schichten auf Wasser. Die Ausbreitung dunner Schichten 
von Fett auf Wasser hat schon fruh Interesse erregt, weil sie ein Mittel bot, 
sehr kleine (gewogene) Stoffmengen uber eine grol3e leicht ausmeLlbare Flache 
kontinuierlich zu verteilen und so die Teilbarkeitsgrenze del' Materie als die 

kleinste Dicke (gegeben durch G G~w~cht Fl" h ) festzustellen, bei der 
spez. ewIC t X ac e 

noch zusammenhangende Schichten erhalten werden. Die altere Literatur ist 
in del' Arbeit von K. T. Fischer 8) zusammengestelit. Einen wesentlichen 
Fortschritt brachten die Untersuchungen von A. Pockels 4) und Ray leig h 5). 
Hierbei wurde auf Wasser, das sich in einer viereckigen Schale befand, eine 
gewogene Fettmenge aufgebracht und diese dann durch einen Pappstreifen 
zusammengeschoben; del' Pappstreifen war an einem kleinen Rahmen befestigt, 
an dem an einer uber eine feste Rolle gefiihrten Schnur ein kleines Gewicht 
hing, so dal3 der \Viderstand gegen das Zusammenschieben, d. h. die Differenzen 
del' Oberfiachenspannung, gemessen werden konnte. Bei groDer Oberfiache ist 
gar kein Einflul3 des Fettes da, es schwimmen freie Schollen auf der Oberfiache; 
bei einer bestimmten FlachengroLle tritt Widerstand auf, der erst zunimmt, dann 
aber konstant wird; bei weiterem Zusammenschieben wird namlich die Flache 
zerbrochen und die Schollen wie .Packeis iibereinandergeschoben; man kann 
dann bei schiefer Beleuchtung kleine Tropfchen funkeln sehen [M arcelin] 6). 
Devaux 7) hat die Methode verfeinert, indem er die Substanz in einem 
Losungsmittel auflOst, das aufgebracht leicht verdunstet und so die Mengen
messung genauer macht; statt mit dem Streifen vereinigt er die Schicht durch 
Blasen und macht zur Ausmessung ihre Grenze dadurch sichtbar, dall er 

1) Siehe auch die Polemik zwischen Eucken 11. Polanyi, Zeitschr. f. Elektr. 
28, 110, 257, 1922. . 

2) M. H. Evans und H. J. George, Proc. Roy. Soc. 103, 190, 1923, haben an 
Glaswolle berechen barer Oberflache die Adsorption von C OJ! und N H8 unter Drucken 
von 100 mm Hg gemessen und Dicken von mehreren Molekiilschichten gefunden. 
Allerdings ist es auch rnoglich, daJ3 hier Losungen (in einer Wasserhaut?) vorliegen. 

8) K. Fischer, Wied. Ann. 68, 414, 1899. 
4) A. Pockels, Nature 43, 4il7, 1891. 
5) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (V) 48,331, 1899. 
6) A. Marcelin. Ann. de phys. 1, 19, 1914. 
7) H. Devaux, JOl1rn. de phys. (IV) 3,450, 1904. 
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auf die freie Wasseroberflache Talkum streut. Dieses macht an der Grenze 

der Fettschicht halt. Kennt man das Molekulargewicht der Substanz und die 
Loschmidtsche Zahl l ), so ergibt sich, wenn Gg die Flache 0 einnehmen, 
die von einem Molekiil beanspruchte Flache zu 

MO 
GNL ' 

Langm uir 2) hat nun darauf hingewiesen, dall die in einer solchen mono

molekularen Schicht unloslieher Fettsauren jedem Molekiil zur Verfiigung 

stehende Flache sieh als viel kleiuer (drei- bis viermal) ergibt, als sie sein miillte, 

wenn die Molekiile kugelformigS) waren [Flache rv 4 (~7 ~3 _ M _ ')2/3 1, 
4;>1; NL(! _ 

und fiir verschiedene Sauren fast gleich ist. . 

Flache pro Molekiil 

Flache pro Molekiil 

C15 HS! COO H, Palmitinsaure 
:H 

C26 H5s COO H, Cerotinsaure 
25 

C17 HS5 COO H, Stearins3.ure 
22.10-16 cm2 

Cso HSI 0 H, Myricylalkohol 
27. 10-16 cm2 

Da es aus chemischen Griinden wahrscheinlich ist, dall hier lange Kohlen
stoffketten mit demselben Querschnitt (der C H2-Gruppe) vorliegen, Bchliellt 
Langmuir, da13 die ungesattigte aktive OH-Gruppe vom Wasser festgehalten 
wird, wahrend die Ketten dicht gepackt senkrecht auf del' Oberflache stehen, 
wie bei fliissigen Kristallen S.273. 

§ 7. Kinetische Theorie des osmotischen Druckes. In del' Behandlung 
dieser Frage miissen wir zwei Teile unterscheiden, namlich erstens die Frage, 
wie es zustande kommt, dal3 fiir den osmotischen Druck verdiinnter Losungen 

die Gasgleichung gilt, und zweitens die Frage naeh dem Mechanismus der 

osmotischen Erscheinungeu. Wir beschranken uns auf verdiinnte Losungen, 
fiir konzentrierte siehe z. B. die Theorie von Stern 4) .. 

Statistiseh folgt die Giiltigkeit der Gasgleichung aus den Annahmen, die 
zur Gleichung.( 317) fiihren, namlich: 1. Keine Verdiinnungswarme, d. h. Energie 

und spezifische Warme sind linear in deu Molekiilzahlen beider Komponenten. 
2. Gleich hanfiger Aufenthalt eines gel osten Molekiils in jedem makroskopischen 

1) Setzt man die Kenntnis der LOBchmid tschen Zahl nicht voraus, nimmt 
dagegen an, daJ3 die Schicht die gleiche Dichte habe wie der massive Kiirper, so 

ergibt sich ihre Dicke zu ~e; will man nun daraus die Loschmidtsche Zahl be

rechnen, so muJ3 man die Molekiile wiirfelformig annehmen; dann ist (bei dichtester 

Packung) im ma5siven Korper die Zahl N L der Molekiile im Molvolumen 1'11: 
e 

2vI 
N L = -----U--s ' 

e (Oe) 
2) I. Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc. 38,2221, 1916; 39, 1848, 1917; 

W. D. Harkins, F. E. Brown, E. C. H. Davies, ebenda 39, 354, 1917; 
W. D. Harkins, E. C. H. Davies und G. L. Clark, ebenda :19, 541, 1917; 
W. D. Harkins, G. L. Clark und L. E. Roberts, ebenda 42, 700, 1920; 
W. D. Harkins und Y. C. Cheng, ebenda 43, 35, 1921; W. D. Harkins und 
H. H. King, ebenda 41, 970, 1919. 

3) 0,74 ist die Raumerfiillung del' dichtesten Kugelpackung. 
4) O. Stern, Zeitschr. f. phys. Chern. 81, 441, 1913. 
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Raumteil, d. h. Aufenthalt in einem bestimmten Raumteil bei VergroJ3erung 

des Gesamtvolumens umgekehrt proportional diesem Gesamtvolumen; daher 

Auftreten des Ausdrucks - k T ln Vi in der freien Energie. Dann folgt sofort 

of i RT 
p = -NL 'OVf = NLkT -Vi = Vi ...... (333) 

Fragt man, wie dies kinetisch zustande kommt, so erhebt sich die Schwierigkeit, 

dall das freie V olumen, das den gelosten Molekiilen zur Verfiigung steht, nur 
ein Bruchteil des ganzen Raumes ist, also scheinbar in Analogie zum Ver
halten eines verdichteten Gases der Druck sehr viel hoher sein miiJ3te. Wenn 

wir uns etwa denken, da13 wir ein Gas von N Molekiilen, in dem NI Mole

kiile "rot angestrichen" sind, sehr stark komprilllieren, so wird der Druck 

dieser N} Molekiile gegen eine Wand sehr hoch sein; er ist der Bruchteil NI/N 
des Gesamtdruckes und die Steigerung dieser Gro13e iiber den Wert fiir das 

ideale Gas hinaus ist durch das Volumen aller Molekiile, d. h. von N> N 1 , 

im wesentlichen also durch das Volumen der N2 Molekiile des "Losungsmittels" 
bedingt. An dieser Sch wierigkeit sind zahlreiche Versuche zur kinetischen 
Erklarung gescheitert, tatsachlich liiUt sie sich aber beheben, wenn man beachtet, 
da13 der osmotische Druck nicht, wie es die erwahnte oberflachliche Uberlegung 

darstellt, die Druckveranderung ist, die erfolgt, wenn man in N2 Molekiilen 
des Losungsmittels NI Molekiile gelOster Substanz unter KonstanthaItung des 

Vol urn ens des Losungsmittels auflOst. In Wirklichkeit ist der osmotische 
Druck als der Uberdruck definiert, der auf einer Losung lasten mu13, damit 
sie, genauer gesagt, das in ihr enthaltene Losungsmittel, durch eine halb

(d. h. nur fiir das Losungsmittel) durchlassige Wand mit reinem Losungs
mittel im Gleichgewicht ist. 

Dann ist die Losung der Aufgabe verhaltnisma13ig leicht. Schon eine 
einfache Uberlegung, die im wesentlichen von Lorentz 1) stammt und von 

N ern st 2) besonders betont wird, gibt klaren Einblick; sie behebt die Schwierig

keit, die darin besteht, daJl die "wirkliche Konzentration" der gelosten Sub
stanz in dem ihr zur Verfiigung stehenden mikroskopischen Raum V L viel 

gro13er ist (t, V L) als die in die Druckformel einzusetzende "makroskopische" 

. (!VI \ KonzentratlOn NLVi)' Lorentz betrachtet einen Raum vom Gesamt-

volumen Vi, in dem eine Reihe gro13er Kugeln (Molekiile des Losungsmittels) 
hangen, so da13 nur der Raum VL wirklich frei bleibt. In diesem Raume seien 
. N 
N} Gasmolekiile (geloste Molekiile) mit der wahren Konzentration N L VL ' doch 

wird vorausgesetzt, da13 auch in diesen Zwischenraumen noch geniigend Platz 

sei, da13 die Gasmolekiile sich gegenseitig nicht storen, d. h. keinen l:'latz weg
nehmen (wahrend die Losungsmittelmolekiile, d. h. die gro13en Kugeln, beliebig 

1) H. A. Lorentz, Ges. Abh. 1. 175, Leipzig 1907; Arch. neerl. 20, 107,1892. 
2) W. N ernst, Theoretische Chemie, z. B. 8. Aufi., S.263. Stuttgart 1921. 

Wir zitieren nur Arbeiten, die auf den Mechanismus des Vorgangs eingehen, zahI
reiche andere Ableitungen sind kiirzer, abel' form aIel'. 

MI111er-Pouillet III. 11. Auf!. 20 
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viel Platz wegnehmen konnen), so dal3 "mikroskopisch", d. h. auch in den 
Zwischenraumen die Gasgleichung gilt. Der wahre Gasdruck wird dann tat

sachlich viel hOher als (333) verlangt, namlich 

p' = R TNJ _1_ = pYi ....... (334) 
NL VL VL 

Legt man aber willkurlich (d. h. ohne sich gerade die Zwischenraume ab
sichtlich auszusuchen) eine Flache durch den Raum Vi, so wird diese Flache 
Stell en haben, wo sie "Zwischenraume" schneidet und den "mikroskopiscl1en" 
Druck P'erleidet, und solche, wo sie die Kugeln schneidet und den Druck 
Null erleidet. Lorentz zeigt, daJ3 sich dann als makroskopischer Druck
mittel wert uber die Flache gerade P nach (333) ergibt 1). Fur die Gultigkeit 

dieser Betrachtung ist wesentlich, daJ3 die Losungsmittelmolekiile die Wand 
nicht beeinflussen (wei I diese fUr sie durchlassig ist und bei der Definition 

des osmotischen Druckes die Einstellung des Losungsmittelgleichgewichts 

Fig. 40. 

l a 

JfJ 

2 00 
Liisullgl!m!uel 
, I 

vorausgesetzt wird) und daher ohne wei teres 

durch ruhende Kugeln ersetzt werden konnen. 

Noch mehr Einzelheiten bringt die Betrach
tung von Jager 2), welche die bei reinen ver

dichteten Gasen (und Fliissigkeiten) maJ3gebenden 

Uberlegungen auf die Losungen ubertragt. 
Man denke sich die Wand unendlich diinn, so 

daf.\ ein gelostes Molekiil, auch wenn es ganz an 
der Wand liegt, iiberal! gleich dicht von Losungs
mittelmolekulen umgeben ist und daher keine 
einseitigen Krafte erfahrt (wie es z. B. der Fall 

bei einer dicken Wand ware, wo ein gelostes 
Molekiil an der Wand nur auf der Seite der 

Losung von Losungsmittelmolekiilen angezogen 
wird, wahrend die Anziehungskrafte auf der 

anderen Seite fehlen, da die Molekule des reinen 

Losungsmittels zu weit entfernt sind). 
Dann erfordert also das Heran bringen der Molekiile des gelosten Stoffes 

bis an die Wand keine Arbeit, d. h. die Konzentration ist dieselbe wie im 

1) Denn die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein beliebigel' Punkt des Raumes V£ 
V 

innerhalb des Zwischenraumes V L Jiegt, .ist V~· Folglich ist del' Bruchteil aller 
L 

Punkte einer Flache (wenn diese willkiirlich gewablt ist), del' im Zwischenraum 
V V V' 

liegt, v~; also erleidet die Flache -V~ 0 den Druck P vL , die restlicbe Fliiche 
L L L 

(1- ~~) 0 den Druck Null, der Mittelwert ist 

Vi VL ( Vi) -V O.P V' + I- y 0.0 
L L L 

() 
P. 

2) G. Jager. Zeitechr. f. phys. Cbem. 93, 275, 1919; siebe auch E. Riecke, 
ehrnda 6, 564, 1890. 
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Innern. Wir betrachten nun eine gedachte Ebene, die urn den Molekiilhalb
messer von der Wand entfernt in der Lasung (links) liegt, so daJ3 der Mittel

punkt eines Molekiils, das an die Wand staLlt, gerade in der Referenzebene 

liegt und diese nicht iiberschreiten kann. Wir erinnern nun daran, wie der 

Druck zustande kommt (Kap. I, § 14), d. h. wie die BewegungsgraJ3e m ~ iiber

mittelt wird. Wir unterscheiden erstens ihren Transport durch solche Molekiile, 

deren Mittelpunkt dabei die Referenzebelle erreicht oder durchschreitet. Dieser 
Anteil ist R T c, wie groJ3 auch c sein mag (wie klein auch die freie Weglange 
sein mag). Zweitens kommt hierzu die "Forderung der BewegungsgroLle" 
durch solche Molekiile, die einen StoLl von links erhalten haben, ab,er bei ihrer 
Bewegung durch die Referenzflache hindurch, bevor ihr Mittelpunkt diese 

noch erreicht hat, aufgehalten werden, indem sie (d. h. ihr schon durch die 
Referenzflache durchgetretenes Stiick) rechts von dieser auf andere Molekiile 
stoLlen und an sie die EewegungsgroLle weitergeben. Dieser Anteil ist es, der 

mit abnehmender freier Weglange das Steigen des thermischen Druckes iiber 
den Wert fiir ideale Gase bewirkt. Wenn wir nun eine Losung mit halb

durchlassiger Wand haben, so haben wir folgende Anteile zu unterscheiden. 

1. Die von der Referenzflache geschnittenen Molekiile des gel 0 s ten 

Stoffes transportieren Bewegungsgro/3e 

OG) direkt durch StoLl. ihres Mittelpunktes an die Referenzflache, im Be

trag P = RTe, 

jj) indirekt durch Forderung der BewegungsgroLle in viel hOherem Betrag. 
Bei diesem Vorgang stoLlen sie aber rechts nicht auf gelOste Molekiile, sondern 
auf solche des Losungsmittels und die BewegungsgroJ3e, welche diese weiter
transportieren, wirkt nicht auf die Wand, weil diese fiir Losungsmittel
molekiile durchlassig ist oder, anders gesagt, weil sich fUr den Transport von 
Bewegungsgro13e von seiten der Losungsmittelmolekiile durch die Wand hin
durch Gleichgewicht von links (Lasung) und rechts (reines Lasungsmittel) 

hergestellt hat, ohne Riicksicht dar auf, daJ3 von rechts her die Losungsmittel
molekiile nur durch andere Losungsmittelmolekiile, von links her auch durch 

Gelastes gestoJ3en werden. 

Ware dagegen die Wand auch fiir das Lasungsmittel undurchlassig, so 

wiirde gerade dieser Teil die Erhohung des "Partialdruckes" der gelosten 
Substanz iiber den fiir ideale Gase geltenden Wert hinaus ausmachen. 

2. Die BewegungsgroJ3e, die von den durch die Referenzflache geschnittenen 
Losungsmittelmolekiilen herriihrt, ergibt mit 1. jj) zusammen den ther
mischen Druck des Losungsmittels an der Wand. Gleichgewicht ist dann 
vorhanden, wenn sich die Dichte des Lasungsmittels in der Losung so ein
gestellt hat, daJ3 der thermische Druck des Lasungsmittels in der Losung 
gleich ist derselben GraJ3e im rein en Losungsmittel. 

Es bleibt also als Druckiiberschul3 in der Losung, als osmotischer Druck, 
nach 1. OG) P = R Te. 

Man 'kann dasselbe noch in einer nicht so scharfen, aber einfacheren 

Form ausdriicken: Kamen keine ZusammenstaJ3e vor (ware die geloste Sub-

20* 
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stanz als sehr diinner Dampf allein vorhailden), so wiirden auf 1 cm2 in 

der Sekunde NLC~ .StOile von der Starke 2 m~ erfolgen, und zwar gleichmaI.lig 
iiber die Zeit verteilt. Durch die Anwesenheit des Losungsmittels wird die 
Starke eines StoLles nicht geandert; ist ein gelostes Molekiil an der Wand, so 

wiirde es im Dampf wegfliegen und erst nach langerer Zeit wiederkehren, 
jetzt hingegen wird es durch die StoLle der Losungsmittelmolekiile sehr oft 

hintereinander immer wieder an die Wand zuriickgetrieben und iibertragt 

sehr viel mehr BewegungsgroLle an die Wand; hat es aber die unmittelbare 

Nahe der Wand einmal verlassen, so hindern es die Losungsmittelmolekiile, 

so bald zuriickzukehren, wie dies im Dampf geschehen ware; natiirlich stoLlen 

statt dessen die Losungsmittelmolekiile an die Wand, aber das spiirt diese 
nicht. Der Zeitraum, bis das geloste Molekiil wieder an die Wand kommt, 
ist um denselben Faktor vergroLlert, um den friiher die Stollzahl gegen die 
\Vand vergrollert wurde, so daLl fiir "makroskopische" Zeiten im Durchschnitt 
der Wert fiir ideale Gase herauskommt. Man sieht so den Zusammenhang 

mit der Lorentz-Nernstschen Darstellung. Eine Vergrollerung iiber den 
Wert fiir ideale Gase hinaus wiirde erst bei so konzentrierten Losungen ein

treten, daLl in ihnen eine "Forderung der BewegungsgroLle" von einem ge
losten Molekiil auf ein anderes gelostes merkbar haufig ware. 

Wenn wir nun die Membran abschlieLlen und den Druck iiber del' Losung 
vermindern, so dehnt diese sich durch den osmotischen Druck so 

lange aus, bis derGesamtdruck gleich dem auLleren Druck geworden 

ist (eine sehr geringe Dehnung bedeutet infolge der kleinen Kompressibilitat 

der Fliissigkeiten eine bedeutende Druckanderung). 1st der osmotische Druck 
hoher als del' auLlere (was leicht sein kann, eine Losung von 1 Mol pro Liter 
hat l' '"'" 24 Atmospharen), so steht das Losungsmittel geradezu unter einem 
Zug (d. h. ein Druck auf seine Grenzflachen von innen) und wird nur durch seine 
Kohasionskriifte vor dem ZerreiLlen bewahrt. Das ist der Grund, warum del' 

osmotische Druck einer Losung, del' sehr hoch sein kann, das Glas nicht zer
sprengt, denn der Gesamtdruck stellt sich eben auf den kleinen auLleren Wert 
durch Dehnung ein. Die Losung ist also gegeniiber dem Zustand, in welchem 
sie mit reinem Losungsmittel (das unter demselben auLleren Druck steht wie 
jetzt die Losung) im Gleicbgewicht ware, gedebnt, del' Partialdruck des 
LosungsmitteIs in del' Losung ist kleiner als im reinen Losungsmittel. Bei 

Wiederherstellung der Halbdurcblassigkeit der Membran wird Losungsmittel 

eindringen, bis der Druck in der Losung geniigend gestiegen ist. Man kann 

also sagen, daLl die Kraft, die in der bekannten osmotischen Anordnung 
(siehe erste Bandbalfte Kap. XIII) das reine Losungsmittel in die Losung 

zieht, die StoLle der gelosten Molekiile gegen die freie Oberflache der 
Losung (nicht die gegen die Membran) sind, da diese StoLle die Losung 
dehnen, wie eine zwiscben diese freie Oberflache und die halbdurchlassige 
Membran gespannte Feder. 

Wenn nun statt del' unendlich diinnen Mem bran eine dickere angenommen 
wird, die auf die gelOste Substanz AbstoLlungs- oder Anziehungskrafte ausiibt, 
so andert sich dadurch zwar der Mecbanismus der Kraftiibertragung auf die 
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Membran, aber nieht ihr Betrag 1). Stellen wir uns zuerst vor, wir hiitten 

eine dieke Membran, die auf die gelOsten Molekiile dieselben Ailziehungskriifte 
ausiibt, wie eine reine Losungsmittelmenge desselben Volumens, dann bleibt 

die Konzentration der gelosten Molekiile bis an die Membran heran ebenso 
groJ3 wie im lnnern der Losung und die Druckverhiiltnisse sind so, wie wir es 

bisher geschildert haben, der Druck auf die Membran riihrt von den direkten 

Stollen her 2). Werden die Anziehungskriifte der Membran schwacher oder 

gehen sie gar in Abstol.lungskrafte iiber, so stellt man das am zweckmal.ligsten 

so dar, dal.l sich iiber die eben besprochenen Anziehungskriifte A bstollungs

wirkungen lagern. Infolgedessell ziehen sich die gel osten Molekiile von der 

Membran zuriick, und die Kraft, die von direkten Stol.len herriihrt, nimmt ab; 

diese Abnahme wird aber genau aufgehoben durch den Druck, der von den 

Abstol.lungskriiften herriihrt. Bezeichnet niimlleh wieder 8 (x) die Arbeit, die 
notig ist, ein Molekiil aus unendlieh groller Entfernung (d. h. tief aus der 
Losung) bis zur Entfernung x an die Wand anzuniihern, so ist die Konzen
tration c mit der Konzentration Coo tief in der Losullg durch die Gleichung 

,,(x) 

verbunden: c = Coo e- -ia'-; also ist der Druck an der Wand Po = R T Co 
_ ~(0)3) 

= Pe RT . Die gelOsten Molekiile in der Entfernung X iiben einen Ab-

. 08(X) . 
stollungsdruck auf dIe Wand aus -C(X)NLdx~-, da dIe Kraft, die ein 

ex 

Molekiil ausiibt, - ~~ ~) iat. Die Gesamtabstol.lungskraft ist daher 

\~08(X) Joo -"("')Ct(x) (_e('!1) 
-NL. oxc(x)dx=-NLc",e kT ox dx=NLkTcool-e kT; 

o 0 

das gibt mit der direkten StoJ3wirkung zusammen gerade 

"(0) ( 8(0)) 
RTcooe kT +RTcoo l-e kT =RTcoo ' 

Aueh auf die freie OberHiiche erfolgt die Druekwirkung indirekt, denn aueh 
hier werden die gelOsten Molekiile. nicht bis ganz an die OberHiiehe heran-' 

kommen; nur an der Innenseite der so gebildeten Kapillarsehieht liiJ3t sieh 
von direkter Druckwirkung reden. An der eigentlichen Au13enseite Hegen die 
Verhiiltnisse so: Stellen wir uns einen Moment die Warmebewegung der ge

losten Molekiile (fast) unterdriickt vor, so werden diese sich infolge der An
ziehungskrafte zwischen Gelostem und Losungsmittel im Innern der Losung 

ansammeln und eine Raut auJ3en ganz frei lassen. In diesem Falle ware der 

I) K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 64. 646, 1921. 
2) Die Anziehungskrafte der gelosten Substanz auf die Membran werden 

dadurch kompensiert, daE auf del' Liisungsseite das Liisungsmittel einen hiiheren 
Kohasionsdruck (infolge del' Anziehungskrafte zwischen Geliietem und Liisungs
mittel) und daher auch einen entsprechend hiiheren thermischen Druck hat. Inner
halb del' Kanale, die ill del' dick en Membran aus der Liisung in das reine Liisungs
mittel fiihren, sinkt dann der thermische (und auch der Kohasions-) Druck des 
Loaungsmittels von dem Wert in der Losung auf den Wert im reinen Stoff. 

3) Hier bezieht aich der Index 0 auf die Wand. 



310 Theorie der Losungen. Kap. VI. § 8. 

Druck des Losungsmittels an der Oberflache der Losung derselbe wie im reinen 

Losungsmittel. Infolge der Warmebewegung werden nun die gel osten Mole

kule sich tiber ihre Gleichgewichtslagen hinausheben und in die "verbotene" 
Raut eindringen, wie sich ein Gas im Sehwerefelcl erhebt. lnfolgedessen tiben 
sie auf das Losungsmittel einen Zug nach au!3en aus, der gerade wie fruher 

berechnet R TI'! entspricht und eine Verminderung des Kohasionsdruckes, also 
Vermehrung des auJ.leren Druckes bedeutet. 

§ 8. Dampfdruckerniedrigung. Genau so wie der osmotische Druck 
ist aueh die Dampfdruekerniedrigung thermodynamisch festgelegt, sobald man 

den Ausdruck fur die freie Energie des Losungsmittels, genauer deren Ver
minderung durch die Auflosung eines fremden Stoffes, kennt. Aber man 

wtinscht nattirlich einen genaueren Einblick in den Mechanismus dieses Vor

ganges durch direkte kinetische Uberlegung zu gewinnen. Zahlreiche Versuche 

dieser Art wurden gemaeht, die meisten waren, wie wir es auch beim osmo

tischen Druck gesehen haben, inkorrekt. Der richtige Gedankengang stammt 
von H. A. Lorentz 1) und ist schon ziemlich alt, aueh der Kern der Uber
legungen von Jellinek und Jager kommt wohl auf dasselbe hinaus 2). Es 
liegt wohl auch hier ahnlich wie beim osmotischen Druck, daJ.l der Meehanismus 

bei solchen gelosten Stoffen, die tiber der Losung selbst einen merklichen 
Dampfdruck haben, anders ist als bei nicht verdampfenden Substanzen, wie 
es besonders alle gelosten Salze sind. 

\Venn wir uns nach Lorentz auf den letzteren Fall beschranken und 

die in § 5 besprochene Vereinfachung einfiihren, daLl das Losungsmittel von 
seinem Dampf durch eine scharfe Grenzflache getrennt ist, so wird auch auf 

ein Molektil A, das die Fltissigkeit schon verlassen hat, von den in der Fltissig

keit gelosten Molekiilen B noch eine Anziehung ausgeiibt werden, die zwar 

nicht sehr tief in den Dampf hineinreicht, aber doch bewirkt, da!3 die Dampf

dichte weit weg von der Fliissigkeit kleiner ist als unmittelbar an der Ober

flache. Es sind also die Anziehungskrafte zwischen Losungsmittel und Ge

IOstem, die die Dampfdruckerniedrigung bewirken. Allerdings hebt sich ihre 
Starke aus dem Resultat heraus, denn je ~rol.\er sie sind, desto vollstancliger 
werden die gel osten Molekiile ins lnnere geilogen, desto weniger kann also 
ihre Anziehung iiber die Oberflache hinausreichen. Formelma(\ig ergibt sich 
Folgencles: 

N ach unseren Annahmen ist der Dampfdruck un mittel bar iiber cler 
Fliissigkeit gleich dem Dampfdruck unmittelbar iiber dem reinen Losungs
mittel, denn die gelosten Molekiile sind praktisch alle ins Innere gezogen, 
wahrend die Beschaffenheit der Flussigkeit an der Oberflache selbst bei ihrer 

geringen Kompressibilitat durch die Anziehungskrafte der gelosten Molektile 
nicht merklich modifiziert wird und beim unmittelbaren Austritt nur Arbeit 

gegen die Anziehung der anderen Losungsmittelmolekiile, aber keine merk-

1) H. A. Lorentz, Arch. neer!. 211, 107, 1892; Ges. Abh., Leipzig 1907, 8.183. 
2) K. Jellinek, Zeitschr. f. phys. Chern. 92, 169,1918; G. Jager, ehenda 93, 

257, 1919. 
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bare gegen die von seiten der gelosten Molekiile (wegen des geringen Weges 

durch die scharfe Grenzflache) zu leisten ist. Die Arbeit gegen letztere macht 

sich erst bei der Entfernung des Molekiils von der Oberflache im Dampfraum 

bis in grol.\e Entfernung bemerkbar (und ist natiirlich auch hier auf etwa 
10- 7 em beschrankt). 

Es sei ein Dampfmolekiil A in der Rohe Xl iiber dern Flussigkeitsspiegel zu 
betrachten. Dieses erfahrt erstens von den Wassermolekiilen Krafte, die die-

Fig. -l l. selben sind wie im reinen Wasser (man 

erinnere sich an unseren Ansatz iiber die 
Reichweite der Kriifte). Zweitens hat man 

infolge der Anziehungskrafte zwischen den 
gelosten Molekiilen und dem Dampfrnolekiil 

bei der Entfernung ins U nendliche Arbeit 
zu leisten. Um diesen Teil zu berechnen, 

I" ""'0 

~-~~""!!"""====~dx, 

iiberlegt man, dal.\ die Arbeit gegen die Molekiile, die 

in der Tiefe Xo unter der Oberflache sitzen, nach (326) 

E~(Xo + xj)NLcB(Xo)dxo 

in einer Schicht dxo 

ist. Das gibt fur die Arbeit gegen die Krafte von seiten samtlicher ge1iisten 
Molekiile, die zur Entfernung eines Dampfmolekiils aus der Entfernung Xl 

bis ins U nendliche notig ist, 
o 

c(x) = NL f E~(Xo +Xl)CB(Xo)dxo ...•.... (335) 
10, 

Nach Einsetzen von (327) erhalt man fiir die Gesamtarbeit, die zum Ent

fernen von der Oberflache (Xl = 0) bis ins Unendliche notig ist, 

'f 8("'0) 

A = CB;NL J E~(Xo)e--kTdxo ......•. (336) 

o 
Nun war nach (326') 

Es wird also 

( 336') 

Nun ist nach der Barometerformel, wenn Po den Dampfdruck unmittelbar 
an der Oberflache, also den Dampfdruck des reinen Losungsmittels bedeutet, 
P' den Wert im Innern des Dampfes, also das, was man unter dem Dampf

druck der Losung versteht, 

oder 
p' CBi 

In- ·=--
Po CAi 

(337) 

Die rechte Seite ist der sogenannte Molenbruch, die Formel gibt die gewohnte 
Dampfdruckformel fiir die verdiinnte Losung (siehe erste Bandhalfte Kap. XVII). 
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Die einfachere Ableitung 1), nach welcher die Dampfdruckerniedrigung 

des Losungsmittel dadurch zustande kommt, da/3 in der Oberflache der Bruch

teil r alter Molekule aus solchen des gelosten Stoffes und nur der Bruchteil 

1 - Y aus solchendes Losungsmittels besteht, ist nur auf den speziellen Fall 

anwendbar, da/3 die Konzentration in der Oberflache gleich der Konzentration 

im Innern der Losung ist. Das ist aber nur dann richtig, wenn auf ein 

gelostes Molekul die gleichen Krafte wirken wie auf ein gelostes (z. B. bei 

Isotopen) (§ 1, 5); Stoffe aber, die aus der Losung nicht merkbar verdampfen, 
kommen auch nicht merkbar in der Oberflache vor. 

§ 9. Elektromotorische Krafte. Bekanntlich zeigt die NernstsclJe 

Theorie der elektromotorischen Kriifte, da/3 eine Metallelektrode dann mit 
einer Losung ihrer lonen von der Konzentration c im Gleichgewicht ist, wenn 

die elektromotorische Kraft [E) (positiv, wenn die Elektrode positiv geladen 

ist) durch d4e Gleichung gegeben ist 

RT c 
[E) = Z [F) In co· . . . . . . . . . . . (338) 

. (nLosungstensiOn" ) [] wo CO eine Konstante 1St ------- und F das Faradaysche 
RT 

Aquivalent. Den Sinn dieser Gleichung erkennt man, wenn man sie so um

schreibt (fur Z = 1) 
C [el[E] 

- = e kT 
CO 

......... (338') 

Man kann sie so deuten 2): CO ware die Ionenkonzentration, die mit der Elek

trode im Gleichgewicht sein wurde, wenn diese ungeladen ware (vorausgesetzt, 
daf3 CO klein genug ist, urn die Gesetze idealer Losungen anwenden zu konnen). 

Ihre Berechnung ist daher ein Problem der Berechnung von gewohnlichen 
Loslichkeiten aus der bekannten Warmetonung (Hydratationawarme - Los
reif3ungsarbeit) und daher noch nicht Msbar 3). Die GIeichung bekommt noch 

einen tieferen Sinn, wenn man berucksichtigt, da/3 sich in Wirklichkeit der 

Potentiala bfall auf eine langere Strecke (idealisiert als He I m h oltz sche Doppel
schicht) von der Elektrode in die Loaung erstreckt. Behandelt man die Elek

trodenoberflache als vollkommen leitende, glatte Wand, so hat die ihr un

mittelbar anliegende Schicht dasselbe Potential wie die Elektrode, so da/3 zum 

Ubertritt eines Ions durch die Grenzflache keine elektrische Arbeit (d. h. keine 
solche, die von dem Fall [E) = 0 verschieden ware) gehort. An der Elektrode 
herr8cht daher die KOllzentration co, wahrend tiefer in die Losung hinein 
dieselbe durch die Gleichung 

~e~ ([E.]-[V)) 
e . (339) 

1) P. Lenard, Ber. Heidelberg. Ak., Math. nat. Kl. A, Nr.27, 19]4. 
2) A.Smits, Zeitschr. f. phys.Chem.88,743, 1914; 90,723,1915; 92,1, 1918. 

Einige Behauptungen sind unrichtig. 
3) Wegen Verkenuung der Bedeutung des "wahren" oder "mikroskopischen" 

freien Volumens miLlgHickte Versuche bei lC F. Herzfeld, Phys. Zeitscbr. 16, 
354, 1915; Ann. d. Phys. 56, 133, 1918. 
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gege~n ist (hier ist das Potential im Innern der Losung Null gesetzt, an der 

Platte [E]) und in die Losung hinein zu- oder abnimmt, je nachdem die Platte 
positiv oder negativ aufgeladen ist. Umgekehrt nimmt die Konzentration der 

Anionen, die (bei gleicher Wertigkeit) in der Losung gleich der der Kationen 
ist, zur Platte hin zu bzw. ab nach 

c- _ M ([E]-[V) -- = e k T • • . . • • . • . •• (339') 
CO 

Dieser UberschuJ3 an Kationen bzw. Anionen bildet dann die Helmholtzsche 

Dcppelschicht 1). 
Es sei hervorgehoben, daJ3 stromliefernde Potentialdifferenzen nur dann 

entstehen konnen, wenn nicht uberall Gleichgewicht herrscht; Konzentrations
ketten Hefern darum eine Potentialdifferenz, weil an der Beriihrungsstelle der 
beiden Losungen kein Gleichgewicht vorhanden ist. 

§ 10. Theorie der starken Elektrolyte. Fur gewohnliche Gleich
gewichte in Losungen kann man die gleichen Uberlegungen anstellen, die wir 

in Kap. HI fUr die Gasdissoziation durchgefiihrt haben .. Nur kennen wir nicht 
die Absolutwerte der den einzelnen Zustanden zur Verfiigung stehenden 

Phasenvolumina, konnen also die Absolutwerte der Dissoziations- oder all

gemeiner Gleiehgewiehtskonstante nieht angeben, die Abhangigkeit von der 

Konzentration (und ihre kinetiseh statistisebe Begriindung), d. h. das Massen

wirkungsgesetz, bleibt aber bestehen. Versueht man aber die Formeln auf 

s til. r k dissoziierte Ionenlosungen anzuwenden, so stoJlt man auf Abweiehungen, 
die man unter dem Namen "Anomalien der starken Elektrolyte" zusammen
faJ3t 2). Wir wollen uns zuerst einmal klarmachen, wieso die gewohnliehe 

Unterseheidung in gebundene und freie Atome (z. B. bei der Dissoziation 

J9 - 2 J) iiberhaupt moglieh ist, obwohl in Wirklichkeit ja die Krafte, die 
ein Atom auf das andere ausubt, gar keine scharfe Grenze haben. Wir 
konnen aber praktiseh doch zwei Gebiete unterseheiden: Erstens das au/3ere 

Volumen, das den grolHen Teil des Raumes einnimmt und in welchem die 
Unterschiede der potentiellen Energie, die von der gegenseitigen Einwirkullg 
der Atome berriihrt, so klein gegen k T sind, daJl sie gar keine Rolle spielen. 

Zweitens das ,,Innere" der Molekule. Dieses Gebiet ist zwar sehr klein 

gegenuber dem au/.leren Volumen, aber dafur sind dil' Energieunterschiede 

gegen aullen so erheblieh, daJl die Haufigkeit, mit der sich ein Atom in 
diesem Wirkungsbereieh eines anderen aufhalt, mit der Haufigkeit vergleiehbar 

ist, die dem freien Zustand zukommt. Daneben gibt es noeh ein Ubergangs
gebiet am Rande des Molekiils; dieses ist zwar etwas groBer als das Innere des 
Molekiils, aber noeh immer kleingegen das aullere Volumen. Die Arbeit aber, 

1) Niihere Rechnungen iiber ibren Bau bei M. Gouy, Journ. d. Pbys.9, 457, 
1910; D. L. Chapman, Pbil. Mag-.25, 475.1913; K.F. Herzfeld, Pbys.Zeitschr. 
21, 28, 61, 1920. Dureh Beriieksichtigung des Umstandes, dall die Ionenmittel
punkte nur auf Abstiinde ...... 10-8 cm an die Elektrode berankiinnen, hat O. Stern 
die Theorie soweit verbessert, dalJ sie brauchbare Resultate gibt. Zeitschr. f. 
Elektr. 30,508,1924; siehe auch G. E. Rudberg und H. v. Euler, Zeitschr. f. 
Pbys. 13, 275, 1923. 

2) Siehl' den Bericht von L. Ebert, Jahrb. d. Rad. und El. 18, 134, 1921. 
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die ein Atom gewinnt, wenn es von auf.len in dieses Gebiet tritt, ist nieht grof.l 

genug, urn seine Haufigkeit (in den in Betraeht kommenden Fallen) neben 

derjenigen eines der beiden anderen Gebiete (inneres mit seinem grof.len 

e- k T-Faktor, c negativ, auLleres mit seinem V) in Betracht kommen zu lassen. 

Wenn es sieh statt der im allgemeinen schnell abnehmenden Atomkrafte 
1 

urn elektrische Krafte handelt, die dem Coulom bschen Kraftgesetz - folgen, 
1'2 

also langsam nach auf.len abnehmen, so nimmt gerade dieses Ubergangsgebiet 

eine wesentliche Bedeutung an, auch dann, wenn die Temperatur so hoch 

ist, daf.l eigentliche Molekiile sich (wegen des kleinen Rauminhalts des 

"Inneren") ni'Cht merkbar bilden. Man nimmt daher jetzt mit BjerI'um 1) 

und Milner 2) an - was zuerst Sutherland 3) ausgesprochen hatte -, daLl 

wenigstens bis zu mittleren Konzentrationen keine Molekiilbildung vorliegt, 
sondern aile Abweichungen yom Gesetz del' verdunnten Liisungen von den 

elektrischen Kraften herruhren, die die getrenntell lonen aufeinander aus

iiben. U m diesen Einflnf.l zu berechnen, geht man am einfachsten so vor, 

daB man die mittlere potentielle Energie del' lonen aufeinander berechnet. 

Hierbei ist del' vielfach gemachte Fehlschluf.l zu vermeiden, daB eine 

regellose Verteilung del' lonen das gewunschte Resultat liefern und etwa 

zu einer Formel, wie es die fur Kristalle giiltige Gitterenergie ist, fuhren 
3 -~ 

konne, in der dann l' = V ~ gesetzt wird 4). Regellose Verteilung fiihrt nach 

den Uberlegungen der § 2 bis 4 zum Gesetz del' verdiinnten Liisungen und kann 

daher nicht eine von der Konzentration abhangige Energie geben. Tatsachlich 

ergibt dann richtige Rechnung nul' eine von der Konzentration abhangige 

Oberfliichenenergie, aber keine dem Gesamtvolumen proportionale Energie 5). 

1) N. Bj errum, Zaitschr. f. anorg. Chern. 109, 275, 1920; Zeitschr. f. El. 2-i, 
321, 1918; Proc. VII Int. Kongr. App!. Chern. London 1909. 

2) S. R. Milner, Phil. Mag. 23, 551, 1912; 21), 743, 1913: s. auch P. Hertz, 
Ann. d. Phys.37, 1, 1912. . 

3) W. Sutherland, Phil. Mag. 14, 3, 1904. 
4) J. Ch. Ghosh, Journ. of the Chern. Soc. 113, 449, 627, 707, 790, 1918; 

Zeitschr. f. phys. Chem. 98, 211, 1921. 
5) Denken wir uns namlich zuerst ein punktfiirrniges positives Ion und ein 

2 
ebensolches negatives, so haben wir die potentielle Energie ~; wenn wir das letztere 

r 
im ganzen Raume herumfuhren, hat es im Mittel (bei einem kugelfiirmigen Raume, 
sonst kommt ein Zahlenfaktor dazu) die Energie 

ra 

.\
' e2 

- 4.n r2 Ii r 
r 

3 t 2 

-4~r{-- 2 y~:' 

\Venn wir nun je ein wei teres positives und negatives Ion hereinaetzen, so geben 
diese ala mittlere potentielle Energie gegeneinauder denselben Betrag, gegen das 
erate Paar abel' nichts, weil del' Beitrag des positiven Ions den des negativen 
gtlrade aufhebt. 1m ganzen ergibt sich 

A N 8._ 
N -"~- = - A 11 v2 = lJ c U. 

VV- v 
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DaB gewiinschte Resultat erhalt man nul', wenn man ber4cksichtigt, daI.l 
Lagen, in denen die Anziehung graner ist, haufiger angenommen werden, also 

die "Schwarmbildung" beriicksichtigt. Natiirlich wird dieser Einflull mit 

steigender Temperatur immer kleineI'. 

Bei del' Rechnung ist nun zu beachten, dal3 infolge der langsamen Ab

nahme der Kriifte mit der Entfernung immer sehr viel Ionen gleichzeitig 

aufeinander einwirken. Man hat dann prinzipielJ so vorzugehen, wie es in 

§ 2 b verlangt ist, daJ3 man aile moglichen Anordnungen del' Ionen be

trachtet und die Haufigkeit jeder solchen Anordnung (ihr Volumenelement im 
TT 

r-Raum) mjt dem Faktor e- kT multipliziert, wo U die gesamte potentielJe 

Energie dieser Anordnung ist. Integriert man dann iiber aUe Anordnungen 

(iiber den in Betracht kommenden Teil des r- RaumeB), so erhalt man den 

Ausdruck fiir die freie Energie del' Losung. Milners Versuch, die Rechnung 

so ahnlich auszufiihren, ist an mathematischen Schwierigkeiten gescheitert und 

hat nur zu einer Naherungsformel g.efiihrt. 

Debye und HiickeP) ist es gelungen diese Schwierigkeiten zu iiber

winden, indem sie bei der Berechnung der mittleren potentiellen Energie eines 

Ions gegen die Ionen seiner Umgebung diese letzteren "verschmieren"; d. h. 

anstatt die potentieUe Energie aller moglichen Anordnungen der anderen 

Ionen zu bestimmen und jede mit der zugehorigen Haufigkeit zu rechnen, 

wird so gerechnet, als sei die Verteilung der Ladungen in der Umgebung 

eines Ions durch den Zeitmittelwert des Potentials bestimmt. 

eel [Vl I 
c+ = 4e- kT 

+ [e][!1 .....•.....• (340) 

c_ = c:'e kT 

Hier ist [e] die Elementarladung, [VJ das elektrisc:he Potential, c del' Zeit
mittelwert del' Konzentration derrositiven bzw. negativen lonen in del' Umgebung 
des betrachteten Ions, c~ bzw. c- die Konzentration weit weg. Del' ZeitmitteJ· 
wert des Potentials wird nun abel' aus dem Zeitmittelwert del' Ladullgsdichte 
[e] = [e] (c+ - c_) NL so berechnet, als ware die mittlere (im ZeitmitteU) Ladungs
diehte hervorgerufen durch eine zeitlich konstante, kontinuierliche Ladung. Es 
gilt also die Poissonsche Gleichung in del' Form 

c:.J2 [Vl+c:.J2 [VJ+c:.J2 [VJ =_4n[1U = __ 4n[e](c -c)N l 
c:.Jx2 c:.Jy2 c:.J z2 [e] leJ + - L I 

( 
eel [Vl [eJ [~1) 

4n[e]" 0 - -kT -kT-
[ef"'Lc+e -e 

(341) 

wo [e] die Dielektrizitatskonstante ist und berueksichtigt wird, dall die Losung 
im ganzen neutral ist, cZ = c~. Fur die Integration entwickeln die Autoren die 
Exponentialfunktion nach dem Exponenten und brechen nach dem linearen Gliede 

ab, so dall del' Klammerausdruck die Form _ 2 ~e ~~ VI annimmt und die Gleiehung 

sich schreiben la13t: 

. (341') 

1) P. lJebye und E. Huckel, Phys. ZeitschI'.24, 185,305,1923; P. Debye, 
Chem. Weekbl. 20, 562, 1923. Phys. Zeitschr. 25, 97, 1924. Fur nichtwasserige 
Liisungen: O. E. Frivold, Phys. Zeitschr. 25, 465, 1924. 
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8 n [e]2 CO b b" b I' b' I [KJ2 = KL Te]k T' zw. el elDer aus e Ie 1gen onen 

[K] 2 - N 4n[e)2 "Z2.0 
- L [e]kT '" iti 

gemischten Lasung 

(342) 

summiert uber alle (positive und negative) lonen. Man nennt diese GroBe die 
"Ionenstarke" [ionic strength] 1). 

Die Loaung der Gleichung (341') lautet2) fur groBe Verdunnung 

, [e] 1 [r] 1 - e-[E]r 
[I'] = [eJ r - (';':1~~ r~- ......... (342') 

wo del' erste Summand das gewahnliehe Coulom bsche Potential des betrachteten 
Ions allein, dp.r zweite den EinfluB der Schwarmbildung oder Ionenatmospbare 
miJ3t. Man erkennt die Bedeutung von [R], wenn man die mittlere Ladungsdichte 

[el = + L-!12 [e] 1 - e-[K]r 

4n 1" 

betrachtet. Es miBt [l] die Dicke der Ionenatmosphare insofern, als fur 

r = [~]3) die Ladungsdichte von ihremAnfangswert[Kl:!e](l-e-[Kl r",(KJr 

fur kleine r) auf den Wert [K4)2 [e] 1 Ie-I, d. h. auf den ~--- ten Teil gesunken 
n e-I 

(K] 
ist. Die mittlere zusatzliche potentielle Energie, die durch die Schwarmbildung 
entsteht, d. h. die von der Wirkung del' Umgebung auf das betrachtete Ion her
ruhrt, ist 

1 [e] (I - e-[K]r) 1 [eJ2 
Ue = - 2 [el [eJ - --1:-- - fiir r=O = - 2 lET [K]. . . .. (343) 

wobei der Faktor 1/2 daher ruhrt, daB man sonst jedes Ion zweimal zahlt, ala 
Kern eines Schwarmes und als Schwarmteilnehmer urn ein entgegengesetzt geladenes 
als Kern. Die gesamte Zusatzenergie der Lasung wird dann fur 1 cms 

U - _[R] [e)2" Z~ ~T 
e - 2 [e] -"'c; i 1vL . . (343') 

Die Anderung von Ue mit abnehmender Konzentration gibt die Verdunnungswiirme. 
Aus Ue liiBt sich del' Zusatz, del' infolge der elektrischen Kriifte zur freien Energie 
der Losung kommt, berechnen, indem man nach del' Gibbs-Helmholtzschen 
G1eichung 

TU 
F. - -TS~dT e - 1'2 

1) G. N. Lewis und M. Randall, .Toul'D. Amer. Chern. Soc. 43, 1112, 1921; 
Thermodynamics, London 1923; P. De bye, Phys. Zeitschr. 20, 97, 1924. 

2) In Polarkoordinaten lautet die Gleichung (341') bei Kugelsymmetrie 

~ ~(1.2dL.V]) = rK)2[V] 
r2 d r rtr 

A ,,-[K]r e+ [K]r 
mit del' Lasung [V] = .--: -+ A' ---~; da in groller Entfernung (1'= 0:) [V] 

r l' 

endlich bleiben muB, ist A' = 0, ganz nahe am Ion muB das Feld so sein wie 

bei einem einzelnen Ion, also A = ~ :}' 
3) Fur c = 10-5 (1/100 Mol. pro Liter) Z = 1 (einwertige lonen) ergibt sich 

(J~J "V 4,2. lO-7 cm. 
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setzt (an der unteren Grenze T = 00 verschwindet infolge del' gleichmiHljgen Ver
teilung Fe)' Nun ist nach (342) 

2[KJd[KJ = - 4~Jt NL IZl ci ~T;' 
Also wird 

_ 1,' -_ k ~ [KJ3 (343") e 12:n: •••.••••••• 

bezogen auf 1 cma der Lasung. 
Die Verminderung von osmotischem Druck, Dampfdruckerniedrigung usw. 

folgt dann daraus durch rein thermodynamische Rechnung, fiir die die Einzelheiten 
in den zitierten Arbeiten von Debye nachzulesen sind. Die Resultate stimmen 
fiir kleine Konzentratioll gut mit del' Erfahrung iiberein. 

Fiir die weitere Rechnung und den Vergleich mit del' Erfahrung siehe 
Kap. XIII del' ersten Bandhalfte sowie den zusammenfassenden Bericht von 
H iickeP). 

Man kann sich die Gro/le U e, die bewirkt, da/l die Losungswarme groller 

(positiveI') wird 2), als sie es ohne diesen Effekt ware, so deuten, als ob die 

Hydratationswarme del' aufgelosten Ionen groller wiirde. Es ist so, als ob das 

Losungsmittel durch die Auflosung del' anderen lonen eine hOhere Dielektri

zitatskonstante bekommen hatte, denn tatsiichlich wirkt die Bildung des ent

gegengesetzt geladenen Hofes urn das neu eintretende Ion gerade so feld
abschwachend. durch Polarisation wie eine hohe DielektrizitiitskonstantE.>. 
Diesel' Effekt ist 'von den lonen anderer Art genau so mitbedingt wie von 
den lonen del' betrachteten Art selbst, und darum kommt fiir die Gesamt

wirkung auf ein Ion nicht nul' .die Konzentration del' betreffenden lonenart, 

sondern auch die aller iibrigen, wie sie sicb in del' "lonenstarke" au/lert, in 
Betracht. Diese ErhOhung del' Hydratationswarme liillt anschaulich das Auf
treten von Verdiinnungswarme, die erhOhte Loslichkeit eines Salzes in einer 
Losung, die schon andere lonen enthalt a), den verminderten osmotischen 

Druck 4) (da die Losung eine grollere Anziehungkraft auf das Ion ausiibt 
als das reine Losungsmittel) verstehen. All diese Wirkungen wachsen sehr 
stark mit der Wertigkeit (Z2!). 

Dall durch die lonenatmosphiire auch die Leitfahigkeit vermingert wird 5), 
hat zwei Griinde. Erstens wird jedes Ion durch seinen entgegengesetzt ge
laden en Hof direkt nach der anderen Seite gezogen, zweitens erfolgt eine 
solche Kraftiibermittlung auch hydrodynamisch durch Fliissigkeitsreibung. 

Geht man zu konzentrierteren Losungen iiber, so kann man nach zwei 
Richtungen verfeinern. Erstens kann man mit Debye beriicksichtigen, daa 
der Hof nicht unmittelbar bis an den Mittelpunkt des betrachteten Ions 

1) E. Hiickel, Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften 3, 199, Berlin 
1924; ferner E. Hiickel, Phys. Zeitschr. 26,93, 1925. P. Debye u. J. McAulay, 
ebenda 26,22, 1925; O. Halpern u. Ph. Groll, ebenda 25,393,488, 1924. 

2) Bisher wiirde man diesen Effekt als die beim Zusammentritt der lonen 
zum Molekiil frei werden de Bildungswarme angesehen haben. 

3) J. N. Bransted, Journ. Amer. Chern. Soc. 42, 761, 1448, 1920; 43, 2266, 
1921; 44,877, 1922; P. Debye, Chern. Weekblad 20, 562, 1923; O. Scharer, 
Phys. Zeitschr. 25, 145, 1924. 

4) P. Debye, Phys. Zeitschr. 24, 334, 1923. 
5) P. Debye u. E. Hiicke!, ebenda S.305, 1923. 



318 Theorie der Losungen. Kap. VI. § 10. 

heranreicht, sondern nur bis zu einer bestimmten Kugel (deren Radius etwa die 

Minimaldistanz fur die Annaherung zweier lonen ist). Man bringt so indivi

duelle 10nengroI.len herein. 

Eine andere Verbesserung bringt Bj errum 1) an, indem er die FaIle, in 

denen ein einzelnes Ion entgegengesetzten Zeichens dem betrachteten Ion 

besonders nahe kommt, fur sich berucksichtigt, da sie bei der Mittelbildung 

_l:l[V) [eJ[ V] 
und dem darauf folgenden Ersatz von e k T durch 1 - kT bei ihrem 

besonders grolJen negativen Potential wesentlich zu schlecht wegkommen, d. h. 
er fiihrt doch wieder (bei verhaltnismalJig grolJen Konzentrationen, 1 Mol./Ltr.) 
Molekiilbildung ein und kann dann auch diesen Bereich gut darstellen. 

1) N. Bjerrum, Vortrag in der Miinchn. Chern. Ges. Friihjahr 1924. 



Siebentes Kapitel. 

Theorie der Schwankungen. 

§ 1. Herstellung kolloidaler Losungen. Da ein, gro13er Teil del' 

Tatsachen, die in den niichsten Paragraphen besprochen werden, sich auf so

genannte kolloidale Losungen beziehen, sei zuerst kurz deren Natur und Ber

steHung erwahnt 1). Del' Name stammt von G I' a ham 2), del' fand, dall 

manehe Stoffe, wie Leim, in nLosung" nicht durch Pergament durch

diffundieren, wie es die anderen, die KristaHoide (Koehsalz odeI' Rohr

zucker), tun. Die genauere Erforschung zeigte, daLl beim Auflosen von 

solehen nleimartigen" Stoffen diese sieh nieht zu so kleinen Teilehen zerteileu 

wie die Kristalloide, daLl sie einen nkleineren Dispersitiitsgrad" haben. So 

bezeichnet man min als kolloidale Losungen solche Fliissigkeiten, in denen 

die n geloste" Substanz in klein en Teilchen etwa von 10- 7 bis 10- 5 ern Dureh

messer enthalten ist. Doeh ist diese Grenze durchaus flieLlend sowobl naeh 

unten gegeniiber den Kristalloiden - die Molekiile von Eiweillverbindungen 

erreiehen diese Grenze, andererseits kann man einen einheitIichen Goldkristall 

von 10-5 ern durehaus als ein Molekiil bezeichnen, mit demselben Recht wie 

ein Molekiil 88 - als aueh naeh oben, wo sie sich den "Suspensionen" an

scblieLlen. Zur Siehtbarmaebung dient die indirekte Beleucbtung durch das 

U1tramikroskop (s. Bd. II, Optik des Miiller-Pouillet), nul' Suspension en (die 

abel' im folgenden mit einbezogen sein sollen) sind noch imgewohnlicben 

Mikroskop beobachtbar. 

Als Beispiele von einfaehen Hel'stellungsweisen kolloidaler Losungen seien 
el'wahnt: 

1. Man 3) liiLlt zu n/lO Bl'omkaliumlosung (d. h. 1 Mol. zu 10 Litern) n/20 Silber
nitratlosung langaam zuflie13en. Dann bildet sich kolloidales Bromsilber, nul' mu13 
man mit dem i':uftigen aufhoren, bevor allps Bromion gefiillt iat, da sonst das 
Kolloid nentladen" wird und ausfiillt. Das Kolloid ist nicht sehr bestiindig. 

2. Man 4) l'eduziert Goldcblorid zu metallischem Gold, indem man 120em3 

Wassel', das mit Silberktihler in einen Kolben aus J enaerglas destilliert wurde, 
zum Kochen bringt und wiihrend des Erhitzens 2,5 cm3 einer vel'dlinnten Gold-

1) Niiheres bei R. Zsigmondy, Kolloidchemie. Leipzig 1912; H. Fr-eundlieh, 
Kapillal'chemie, 3. Auf!., Leipzig 1923; The Svedberg, Die Methoden zur Her
steUung, kolloidaler Losungen anorganischer Stoffe, 3. Aufl., Leipzig 1922. Die 
Existenz del' Molekiile, Leipzig 1912. Woo Ostwald, Grundri13 del' Kolloidchemie, 
Dresden 1909. 

2) Th. Graham, Phil. Trans. 151. 183, 1861; Liehigs Ann. 122.1,1862. 
3) A.LottermoRer, Journ.f.prakt.Chem.72,39, 1905; s. auehW.Franken

burger, Zeitsebr. f. pbys. Chem.10iJ , 273, 1!'23. 
4) M. Faraday, Phil. Trans. Hi, 154. 1857; R. Zsigmondy, Lieb. Ann. 301, 

30, 1898; Zeitsehr. f. anal. Chern. 40, 711, 1901. 
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chloridlosung (6 g H Au C14, 4 H2 0 pro Liter) und 3 cm3 einer 0,18 normalen R2 C 0 11-
Losung zufiigt. Sobald die Mischung kocht, setzt man 3 bis 5 em3 Formaldehyd
losung (0,3 em3 kauflichen F. auf 100 em3 H20) zu. 

3. Man l ) erzeugt unter Wasser zwischen Silber- oder Golddl'ahten von etwa 
1 mm DUl'chmesser mit 4 bis I) Amp. einen kurzen Lichtbogen. Del' MetaUdamp{ 
wil'd im Wasser zu Metallkiigelchen (ev. nebst Oxyd) kondensiert. 

4. Gro./Jere Teilchen, die schon mit dem. Mikroskop sichtbar sind (2 bis 
3,5.10-5 em), hat Perrin 2) fiir seine gleich zu besprechenden Versuche her
gestellt, indem er Gummigutt odeI' Mastix entweder unter Wasser rieb odeI' zuerst 
in Alkohol loste und diese Losung dann mit viel Wasser verdiinnte. Da die beiden 
Harze in Wasser unliislich sind, del' Alkohol abel' mit dem Wasser eine an Alkohol 
sehr verdiinnte Liisung bildet, wi I'd das Harz in kleinen harten Kugeln ausgefiillt. 
Um Kugeln von nahe einheitlicher Gro./Je zu erhalten, zentrifugiert Perrin "frak
tioniert". (Aus I kg erhielt er nach einigen Monaten Rruchteile von 1 g einheit
licher Teilchen.) Den Durchmesser bestimmte er entweder, indem e1' an einer 
eingetrockneten Emulsion. bei Cler sich die Teilchen in regelma./Jiger Schicht auf 
dem 0bjektt1'ager sammeln, die auf eine bestimmte Lange kommenden Teilchen 
auszahlte, odeI' indem e1' die in einem hestimmten klein en Volumen del' Liisung ent
haltenen Teilchen auszahlte und das Gesamtgewicht del' in einem gro./Jen Volumen 
enthaltenen Kolloidmenge nach Trocknung direkt wog - diese Methode wird auch 
bei den anderen Liisungen mit kleineren Teilchen angewandt -, oder mit Hilfe 
des S t 0 k e s schen Gesetzes. Die Dichte wurde mit dem Pyknometer odeI' nach 
del' Schwebemethode odeI' durch Einsetzen del' Dichte der massiven Substanz be
stimmt. Fiir ultramikroskopische Teilchen kommt meist nul' die letztere Be
stimmung in Betracht. 

§ 2. Geschichtliches iiber Brownsche Bewegung. 1827 fand del' 

Botaniker Brown eine zitternde Bewegung von Teilchen, die in Fliissigkeiten 

suspendiert sind. Die verschiedenen Mogliehkeiten, diese Bewegung auf 

auLlere U rsachen zuriickzufiihren, lieLlen sich widerlegen, als sich die Bewegung 

benach barter Teilchen als unabhangig zeigte 3) 4) 5) (keine Stromungen), durch 

Aufstellung in erschiitterungsfreien 7) odeI' dunklen Raumen nicht schwacher 

wurde [Cantoni beobachtete 1 Jahr 4)5)6)]. Die Bewegung nimmt mit der 

GroGe del' Teilchen und mit del' Zahigkeit del' Fliissigkeit abo Es ist darum 

schon friih die Ansicht ausgesprochen worden, daLl die Bewegung ein direkter 

Beweis fiir die kinetische Theorie del' Warme sei und vOil den StoLlen del' 

Fliissigkeitsmolekiile herriihre, zuerst von Wi e n er 4), viel praziser von D el

saulx undCarbonelle 8), sowie von Gouy5), abel' ohne allgemeinenEindruck 

zu machen. Es scheint sich hier auch eine Schwierigkeit zu ergeben, da das, 

was man alB Geschwindigkeit miJ3t, viel kleiner ist als die Groile, die man 

nach del' kinetischen Theorie erwartet, wie F.lII. Exner 9 ) hervorgehoben hat, 

del' die Temperaturabhangigkeit untersuchte. 

1) G. Bredig, Zeitschr. f. Elektroch. 4, 514, 1898; Anorganische Fermente. 
Leipzig 1901. 

2) J. Perrin, Compt. rend. 146, 967, 1908; 147, 475, 530, 594, 1908; Ann. de 
Chim. et Phys. 18, 1, 1909. Auch deutsch "Die Brownsche Bewegung und die 
wahre Existenz del' Molekiile". Dresden 1910. Ferner Theorie del' Strahlung und 
del' Quanten (Solvay Kongre./J 1911), deutsch von A. Eucken, Halle 1914, S. 125. 

3) R. Brown, Phil. Mag. 4, Hil, 1828; 6, 161, 1829; 8, 41, 1830. 
4) ChI'. Wiener, Pogg. Ann. lIS, 79, 1863. 
5) M. Gouy, Journ. d. Phys.7, 561, 1888; Com pt. rend. 109, 103, 1889. 
6) G. Cantoni, Nuov. Cim. 27,156, 1867; Rendic. 1st. Lomb. 1, 56, 1868; 22, 

152, 1889. 
7) S. Exner, Wien. Bel'. 56, 116, 1867. 
8) J. Delsaulx, Nature 16, 135, 1877; Rev. des Quest. scientif. 2, 319, 1877; 

Carbonelle nach Thil'ion, Rev. des Quest. scientif. 7, 5, 1880. 
9) F. M. Exner, Ann. d. Phys. 2, 843, 1900. 
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Die quantitative Theorie aber, die von Einstein 1) und Smo
luehowski 2) aufgestellt wurde, hat sieh bei der darauf folgenden Prufung 
besonders dureh Perrin gut bestatigt, so daJ3 heute nieht mehr daran zu 
zweifeln ist, daJ3 die Brownsche Bewegung einfach die Warmebewegung der 
als grol.le Molekule aufzufassenden kolloidalen Teilchen ist3).~ 

§ 3. Die Energie kolloidaler Teilchen, ihr Druck. Als wir in 
E:ap. I die Eigenschaften der Gase besprachen, haben wir von ihnen nur 
vorausgesetzt, daJ3 sie aus Molekulen aufgebaut sind, die aufeinander nur 

bei fast unmittelbarer Beruhrung Krafte ausubenj uber die GroIle dieser 
Molekule war nichts vorausgesetzt. Dann haben wir bewiesen, daJl bei 
Mischung zweier Gasarten iin Laufe der Zeit infolge der Zusammenstone 
der beiden Molekularten jedes Molekul, unabhii.ngig von seiner GroJle, 

3 
im Zeitmittel diesel be Energie der fortsehreitenden Bewegung, 2" k T, an-

nehmen musse. Wenn wir nun in ein "gewohnliehes Gas" eine Anzahl N 
kleiner Kugeln bringen und uns zuerst einmal die Schwerkraft weggeschafft 
denken, dann gilt all das auch fur die StOlle zwischen "gewohnlichen" 
Gasmolektilen und diesen Kugeln, denn diese unterscheiden sich von "gewohn
lichen" Gasmolekulen nur durch ihre Grone 4) und erhalten daher eine 

kinetische Energie des Schwerpunkts von ebenfalls : k T im Zeitmittel. 

Naturlieh bedeutet das eine verhaltnismaJlig kleine Gesehwindigkeit. Eine 

Kugel aus Gold von ~ 10-5 cm Durchmesser oder 10-15 ghat ein "Molekular-

gewicht" von 1,6:90~;~-24 = 6,2. lOB, also eine mittlere thermische Ge-

schwindigkeit von y1869 • ~Ol cm/sec V'I 10,6 cm/see, ein "Mol" dieser Kugeln 
6,2.108 

2,016 
wurde 6,2. lOB g = 620 Tonnen wiegen. Wir konnen auch sofort ableiten, 
dan sie auch der Gasgleichung p V = R T genugen werden, wenn sie in so 
geringer Zahl vorhanden sind, daJl der von ihnen eingenommene Raum klein ist 
gegenuber dem freien Raum, so daJl man sie als ideales Gas behandeln kann. 
Man kann das entweder direkt wie in dem Rap. I, § 1 bis 4 oder statistisch 
wie in Kap. III beweisen. Freilich wird unter normalem Umstand der Druck 
sehr klein sein, denn wenn etwa 1 mg Gold in 1 Liter enthalten ist, bedeutet das 
bei der angenommenen Teilchengrol.le (dem' angenommenen Molekulargewicht 
der Teilchen), daJ3 1 Mol, d. h. 6,06 .102s Teilchen, erst in 6,2.1011 Litern vor-

hand en sind, d. h. bei T = 2730 ist der Druck 6,22~~~1l = 3,6.10-11 Atm. 

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 549, 1905; 19, 371, 1906. 
2) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys.21, 756, 1906. Dort weitel'e Literatur. 
S) S. aueh G. L. de Haas-Lorentz, Die Brownsche Bewegung. Braun-

schweig 1913. 
4) In Losungen lii..l3t sieh eine ganz kontinuierliehe Reihe, anfangend mit 

lonen von einem Durehmesser rv 10-B em uber Eiwei.l3molekiile 3. 10-7 em zu 
kolloidalen Goldteileben von einigen 10-6 em und gro:l3er herstellen. 

Mll11er-Pouillet III. 11. Auf!. 21 
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Auch wenn wir uns die Kugeln jetzt nicht in Luft, sondern in irgend einer 

Fliissigkeit denken, werden sie nach den allgemeinen statistischen Uber

legungen die gleiche mittlere kinetische Energie annehmen. Und auch die 

Giiltigkeit der Gasgleichung konnen wir ohne weiteres wie bei gel osten nge

wohnlichen" Molekiilen fiir den osmotischen Druck (gegen eine halbdurch

liissige Wand) ableiten, ja bei kleineren Teilchen, wo bei gegebener Gewichts

menge die allein maJ.\gebende Molzahl groJ.\er ist, hat er sich sogar mit einer 

halbdurchliissigen Membran aus Kollodium oder Pergament direkt messen 

lassen 1). Allerdings kommt man hier leicht in das Gebiet "konzentrierter 

Losungen" . 

§ 4. Hohenverteilung im Schwerefeld. a) In G asen. Am deut

lichsten kann man die Giiltigkeit un serer Uberlegungen zeigen, wenn mall 

eine Suspension kleiner Teilchen im Schwerefeld betrachtet. Ein TeilcheIl, 

das sich in der Hohe x iiber dem Boden befindet, hat die potentielle Energie 
3 

cp = mgx; wenn es im Mittel die kinetische Energie 2 kl' hat, dann kann 

man auf dem in Kap. I, § 7 oder in Kap. II, § 7 beschriebenen Wege, am ein

fachsten durch die Betrachtung des Druckgleichgewichts, ableiten, dall die 

Hohenverteilung wie bei einem "gewohnlichen" Ga~ durch die Barometer

formel gegeben ist. mgx 

C = Co e "kT- ... (344) 

Nur aind jetzt die Hohen x, innerhalb deren die Dichte auf den e-Teil sinkt 

viel kleiner, weil das Molekiilgewicht m viel groGer ist; die Dicbte sinkt scbon 

in 1 mm Hobe iiber dem Boden bei Zimmertemperatur auf den e-ten Teil fiir 

eine Masse m 

m. 103 .10-1 = k T = 1,3.10- 16 .300, m = 4.10- 16, 

d. h. fiir die im vorigen Paragraph besprochenen Goldteilchen schon in 0,4 mm. 

Andererseits konnen feine Sandteilchen oder \Vasserbliischen, auch von Luft

stromungen abgesehen, schweben bleiben. 

b) In Fliissigkeiten. Genau die gleiche Formel gilt auch in Fliissig

keiten, wo die Versuche leichter durchzufiihren sind; nur ist zu beachten, daJ.\ 

die potentielle Energie in der Fliissigkeit nicht 'I'll q x ist, sondern urn den 

Auftrieb vermindert werden mull; in (344) ist also fiir 'I'll g, das Gewicht eines 

Teilchens in der FliiBsigkeit, 'I'll' fI ZU schreiben, wo m' = 'I'll (1'1: Q~ fif und (IT: 

die Dichte des 'feilchens, (If die del' Fliissigkeit bedeutet. Wenn man diese 

letzten beiden GroGen nahe gleich wiihlt, so kann man erzielen, daJ.\ die Ab

nahme mit der Hohe auch bei grolleren Teilchen klein ist. Fiir gleiche Dichte 

1) J. Duclaux, Cornpt. rend. 140, 1468, 1544, 1905; Journ. de chim. phys.l), 
29, 1907; 7,430, 1909; W. Biltz u. A. v. Vegesack, Zeitschr. f. physik. Chern. 
6,!, 357, 1909; 73, 481, 1910; G. H iifner u. E. Gan ss er, Engelmanns Arch. f. 
Phys., PhysioL Aht.209, 1907; R. Zsigmondy, E. Wilke -Diirfurt und A. 
v. Galecki, Ber. d. D. chern. Ges. 41), 57~, 1912. 
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Q .. = Qf ist rn' Null, d. h. die Teilehen schweben, fiir Q .. < Qf nimmt ihre 
Zahl nach oben zu, nieht ab, sie werden eine "Atmosphare" von der Ober

flaehe naeh unten bilden, statt vom Boden naeh aufwarts. 

Die Teilehen von Gummigutt, mit denen Perrin 1) experimentiert hat, 
hatten z. B. in einem bestimmten Faile einen Radius von 3,66. 10- 5 em, eine 
Diehte von 1,1967, daraus folgt m' = 40,5.10- 15 g. MiJlt man die Hohen
abnahme der Dichte, so kann man daraus k und · hierau8 NL bereehnen, 

man findet 6,82. 1028 • Perri n bestimmt die Hohen-

abnahme so, daJl er in einen horizontalen Objekttrager 

in eine Hohlung von 1/ 10 mm einen Tropfen Emulsion 
bringt und nun mit einem (vertikalen) Mikroskop beob

aehtet, dessen Objektiv eine moglichst kleine Tiefen-

8charfe hat, so da13 man nur die Teilehen scharf sieht, 

die in einer etwa 1/1000 mm dicken Schieht liegen. Hebt 

man nun mittels Mikrometerschraube das Mikroskoprohr, 

80 stellt man auf immer hOhere Sehiehten ein. Das Bild, 

das Beobaehtung eines vertikalen Troges mit horizon

talem Mikroskop bietet, · zeigt Fig. 42. Mit einer solchen 
Anordnung hat Westgren 2) beobachtet und an Gold
solen systematiseh nachgesucht, ob (344) bei Variation 
von m' (im Verhaltnis 1: 8) zum selben Wert von k bzw. 

NL fiihrt, was sieb auch ergab. 
Wenn man sicb nun eine einigermaJlen hohe Saule, 

etwa einige Zentimeter, einer kolloidalen Losung ber- · 
stellt, so wiirde naeh (344) folgen, daJl am Boden eine 

sehr bohe Konzentration berrscht, wahrend im oberen 

Teile praktiseh keine Teilchen vorkommen. (Fiir die vor
ber besproebenen Goldteilehen soUte bei 4 em Hobe das 

C 
Verhaltnis - = e- 100 V'\ lO-43 sein.) In Wirklichkeit 

Co 

Fig. 42. 

.'1· 

... ..... ~ 

. . .$ . 

. : ~ .' : 
',: 

....... 
.... :.: :- ' .. 

. ':.'4\':,: 

findet man (344) nur im oberen Teile bei den iiblichen GroJlen der Teilcben 
auf Bruchteilen von Millimetern erfiillt, dann folgt nach einem Ubergang 
nabe konstante Konzentration im unteren Teile. Perrin S) hat dies darauf 
zuriickgefiihrt, daJl hier Abweichungen vom Gesetz der verdiinnten Losungen 
vorliegen und hat versucht, hierauf die van der Waalssche Formel an-
zuwenden 

( p + -~ ) (V - b) = R T. 

Die Anwendung von (22) ergibt bier 

Vo-b (1 1) (1 1 ) RTln ---+bRT -~--- --2a -- --r =-mgxNL . 
V - b V - b Vo - b V J 0 

1) Anm. 2) der S. 320. 
i) A. Westgren, Zeitschr. f. anorg. Chern. 93, 151, 1915. 
s) J. Perrin, Compt. rend. loS, 1169, 1914. 

21 * 
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Die Ausmessung durch Costantin1) hat dann ergeben, da13 sich fiir 

gro13e V, wo die beiden letzten Ausdriicke zu R T (~ -~) (b - -~) 
V Vo RT 

2a 
zusammengefa13t werden konnen, b - R T gro13er als das direkt aus den 

Teilchendimensionen berechnete b ergibt (etwa fiinfmal so gro13), was auf 

negative a, d. h. Absto13ungskrafte deutet. Zwar ist die van der Waalssche 

}j'ormel unter der Annahme abgeleitet, dall die Grolle a positiv ist (Anziehungs
kriifte). Mail kann die Ableitung aber ohne weiteres auf negative a (Ab
stollung) iibertragen. Es sei llochmals daranerinnert, da.13 der Nenner V 2 

nicht von der Art der Abnahme der Kriifte mit der Entfernung abhangt. 

Zur Erklarung der Abstollung wird daran erinnert, dall nach Gouyi) urn 
jedes der durch:Adsorption von Ionen (Kap. VI, § 7) geladenen Kolloidteilchen 

ein Hof entgegengesetzter Ladung sich bildet, genau so wie wir es bei Ionen 

gesehen haben (Kap. VI, § 10), und dall sich diese Hofe absto13en. Co stan tin 
fand z. B. in einem bestimmten FaIle, da13 (344) fiir die ersten 0,025 mm 

gut erfiillt war, im Abstand von 0,075 von der Oberflache aber c nur 1/6 des 

"idealen Wertes" hatte S). 

In weiteren Versuchen haben Burton und Currie gezeigt 4), dall in 

Rohren von iiber einem Meter Lange, die gegen schnelle Temperaturanderung 

geschiitzt aufgestellt waren, die Konzentration wenigstens von einigen Zenti
metern unter der Oberflache an iiber 1,25 m konstant hleibt. Daraus folgt 
das Bestehen von Absto13ungskriiften, die abel' offenbar nicht der Form 
a V s geniigen, sondern wie eine (eventuell temperaturabhiingige) Vergro13erung 

von b wirken 5). Die Erkliirung von Perrin diirfte zutreffen, so da13 man 
das b der van der Waalsschen Gleichung gro13er ansetzen mu.ll, als aus der 

direkt gemessenen Teilchengro.lle folgt. 

§ 5. Die Brownscbe Bewegung. a) Allgemeines. Unsere bis

herigen Uberlegungen haben gezeigt, da13 die mittlere kinetische Energie 
3 

eines Teilchens dieselbe ist wie bei einem Gasmolekiil, niimlich 2 k T6). Diese 

1) R. Costantin, Compt. rend. 158, U7l, 1914. 
2) M. Gouy, Journ. d. Phys. 9, 457, 1910. A. Gyemant, Zeitschr. f. phys. 

Chern. lOll, 260, 1923. 
3) Man sehe auch E. F. Burton u. Bishop, Proc. Roy. Soc. 100, 414, 1922; 

A. W. Porter u. J. J. Hedges, Phil. Ma~. 44, 641, 1!l22. 
4) E. F. Burton u. J. E. Currie, Phil. Mag. 47. 721, 1924. Die Autoren 

kennen eLensowenig wie Porter die letztzitierten Arbeiten von Perrin und 
Costantino 

5) Offenbar weil ihre Reichweite nicht gro.13 genug ist, urn eine del' van del' 
Waalsschen Ableitung fiir Anziehungskrafte analoge Berechnung diesel' Ab
st.o.l3ungskrafte zu rechtfertigen, und die Temperatur nicht hoch genug (die Krafte 
zu stark sind), urn nach der Debyescben Ableitung die Teilchen einander ge
niigend oft geniigend nahe kommen zu lassen (Kap. nI, § 4). 

6) Wenn ein Teilchen aus N' Atomen besteht, also im ganzen 3 N' Freiheits
grade hat, so werden davon drei fur die fortschreitende Bewegung als Ganzes, 
drei fur die Drebung als Ganzes verbraucbt, es bleiben also 3 N' - 6 fur innere 
Bewegungen. Man kann auch in einem festen Korper beliebig N' Atome zu einem Teil
chen zusammenfassen, dessen Schwerpunkt mit del' kinetischen Energie ~ k T schwankt, 
wahrend die innel'en 8chwingungen nul' mehr 3 N' -3 Freiheitsgrade hahen. 



§ 5. Die Bro wnsche Bewegung. 325 

Energie wird ihm durch StoJ3e iibermittelt. Hier hat man zwei Fehlschliisse 
entgegengesetzter Art zu vermeiden; der erste bestitnde darin zu sagen: Ein 
so gro13es Teilchen wird im Mittel von rechts eben so viele und ebenso starke 
StoLle erhalten wie von links, folglich wird es in Ruhe bleiben. DaJ3 es im 
Zeitmittel ebenso viel BewegungsgroJ3e von rechts wie von links bekommt, 

ist richtig, wir werden das auch gleich bei unserer Rechnung benutzen; in 
einem gegebenen Moment aber ist es nicht richtig, da wird es bald von links, 

bald von rechts heftiger gestoJ3en, und das Resultat dieser unregelmaJ3ig ab
wechselnden StoJ3e ist gerade die Brownsche Bewegung. Denken wir I>n 
ein gewohnliches momentan ruhendes Gasmolekiil. Wiirde dieses stets gleich
zeitig von links und von rechts durch gleichstarke Stolle getrofl'en, so bliebe 
es in Ruhe; es erhalt seine Bewegung dadurch, dall die StoJ3e bald von links, 
bald von rechts kommen. 

Das konnte nun den entgegengesetzten FehlschluLl hervorrufen, daJ3 man 
sagt: Das groJ3e Teilchen wird von viel mehr Molekiilen getroffen als das 
eben betrachtete Gasmolekiil, folglich wird seine kinetische Energie auch ent
sprechend groJ3er werden. Das ware richtig, wenn aIle von links kommenden 
Molekiile auf einmal und dann aIle von rechts kommenden Molekiile auf einmal 
auftreffen wiirden. Das ist aber nicht der Fall, die StoJ3e sind ganz unregel

maLlig. Die UnregelmaJ3igkeit hat zur Folge, daLl die kinetische Energie 
gerade eines Gasmolekiils herauskommt, wie sich auf Grund der allgemeinen 
Statistik (in der iibrigens dieses Resultat iiber die lmpulsschwankungen schon 
enthalten ist) des Kap. II ergibt. 

b) Wahrscheinlichkeitstheoretische Vorbereitung. Wir be-
trachten folgenden idealisierten Fall. Eine Kugel (ein kolloidales Teilchen) 
kann sich nur eindimensional bewegen, sie sei etwa mit einer Durchbohrung 
auf einen unendlich langen geraden Draht aufgereiht. Wir messen die 
Lange von einem willkiirlichen Nullpunkt an, in dem die Kugel zur Zeit 0 
sei. Nun wollen wir die Kugel jedesmal nach der Zeit At um das feste 
Stiick Llx verschieben, aber ob wir sie nach rechts oder links verschieben, 
soll ganz unabhangig davon sein, wo die Kugel momentan ist und wie wir 
sie vorher verschoben haben, die Richtung soIl z. B. davon abhangen, ob wir 
bei gleichzeitigem Wiirfeln eine gerade oder ungerade Augenzahl werfen. 1m 

Mittel wird LI X also verschwinden, weil wir im Mittel ebensooft gerade oder 
ungerade weden, bzw. eben so oft nach links wie nach rechts verschieben. Sei 
nun die Lage der Kugel nach der n-ten Verschiebung, also zur Zeit nLlt, Xn' 

Dann wird sie zur Zeit (n + l)At durch den Wert Xu + A Xu gegeben sein, 
wo AXn = + iLixi ist. Also 

Xn + 1 = xn + Axn · ......•..•. (345) 

Wir quadrieren nun und mitteln 

x~ + 1 = x~ + 2 Xn A Xu + A x~, } 

x~ + 1 = x~ + A x! = x! + (A X)2 

...... (346) 

weil A Xn ebensooft positiv wie negativ ist, also A Xn verschwindet (xn ist 
als feste Zahl vorgegeben gedacht). Mit der Mittelung ist gemeint, daIS man 
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sehr oft, ausgehend von der festen Lage X,,, die Versehiebung vornehmen 
soll, dann wird diese gleieh oft naeh gro13eren wie naeh kleineren X erfolgen, 

aber zu x~ + 1 tragen die vom Mittelpunkt wegfiihrenden Versehiebungen 
mehr bei. Denkt man sieh jetzt aueh iiber x~ gemittelt, und Gleiehung (346) 
von 1l = 0 (xn = 0) an hingesehrieben, so ergibt sieh 

" (Ll X)2 
Xn = n(Llx)2 = t--.LJt- (t = nAI) 

oder 
(Ll X)2 

At 
konst . . . . . . . . . . (347) 

Die mittlere Entfernung waehst also mit der Wurzel aus der Zeit, 

Xn selbst ist natiirlieh 0, weil Xn ebensooft positiv wie negativ ist; rx:- waehst 
lallgsamer als die Zeit selbst, weil die Bewegullg nicht bestandig nach einer 
Seite geht, sonderll oft umkehrt. Wenn man die Moglichkeiten am Anfang 
verfolgt, wird dies noch deutlicher (Fig. 43)., 

Es hat daher hier gar keinen Sinn, von einer mittleren Geschwindigkeit 
zu reden; wohl kann man das wahrend der Zeiten Ll t, wenn wir das Teilehen 

gleiehmallig mit der Geschwindigkeit ~{JJ verschieben. Aber iiber grtil.lere 
ilt 

Zeitintervalle hat das keinen Sinn, es ist ja 

X:+n: -XI~ 
--~- .. 

tn + ,,' -tn 
also 

v x~ ~_~-=-V x~ __ 
fn +- n' - tn 

wird also immer kleiner. 

(Ll X)2 

At' 

Gehen wir nun zu einer zweidimensionalen Bewegung iiber. Wenn die 
Kugel, die anfangs im Koordinatenursprung war, zur Zeit til = n Ll t im 
Punkt Xn, Yn ist, so solI sie urn die feste Strecke Ll r verschoben werden, die 
aber ganz willkiirlich liegen soIl, d. h. 

A Xn = Ll r cos tpn, Ll!ln = A r sin tpn, 

wo rpn ganz beliebig sei; dann ist 1) 

X" + 1 = Xn + A r cos rpm 

x~;~ = x~ + 1/2 (Ll r)2, 

;:~~- = r! + (Llr)2 

und allgemein 

Y .. + 1 = Yn + A r sin rpn, 1 
g~ ;.~ = 1i~ + 1/2 (A r)2, I (348) 

x! _ 1/ (A r)9 
t - 2 LIt ' 

9: (Llr)2 
-11 t - 2 Li7,-' 

r~ (Ll r)2 
- Ai-- ... (349) 

1) Weil 
2... 2", 2", 2", 

S COS rp d rp = J sin rp d rp = 0; f C082 rp d rp = r sin2 rp d rp = %. . . 
" 0 o 0 
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Ubrigens ist auch das Quadrat des mittleren Abstandes zweier Punkte 

(Xn - xmF + (Yn - !lm)2 

(Ll r)2 
----:3t (tn - tm) 

durch 

gegeben. 

Die entsprechenden GIeichungen erhiilt man auch fiir den Raum, nur 

mit dem Faktor I/ S fiir jede Koordinate statt 1/2, 

Fig. 43. 
Mt IIH 211 t 311t 

2L1x 

1L1:.: 

OLlx 

- llIx 

- 211:.: 

- 3L1. 

c) Ubertragung auf die Brownsche Bewegung, /Iongenaherte 
Uberlegung I ). Wenll wir die Brownsche Bewegung durch einen Vor
gang wie den obenbehandelten idealisieren wollen, dann kiinnen wir das etwa 

folgendermallen tun: Das kolloidale Teilchen erhalt zur Zeit n Ll t = tn einen 

Stoll, der ibm die Geschwindigkeit lUo in irgend einer Richtung erteilt. Diese 

Bewegung wird nun durch die Reibung der umgebenden Fliissigkeit ab

gedampft, und zwar nach dem Stokesschen Gesetz, so daJl die Anderung der 
Geschwindigkeit gegeben ist durch 

dIU 
mcft = -61t1JrIU 

oder 
.. . .... (350) 

Der zuriickgelegte Weg ist 

( 
_ 6_:n:_7J~ t) m 

S=IU l-e m -- _ . 
o 61t1Jr 

t) Nach Smoluchowski, etwas abgeandert, Ann. d. PhY8.21, 456, 1906. 
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Nach Ablauf der Zeit At, wo ein neuer StoJ3 erfolgen 8011, ist alBo der 
zuriickgelegte Weg, den wir A r genannt haben, 

A r = ltJo (1 _ e - 631';':- .d
t
) 61i~-r . . . . . . (351) 

Die mittlere kinetische Energie wahrend dieser Zeit ergibt sich leicht zu 

2 12.1t1},·.dt 
m -- m ltJo ( - -- ----) m 
2 1tJ2 = -2- 1 - e '" 12ifjr-dt- . . . (352) 

und Boll gleich 3/2 k T sein, was zur Bestimmung von ltJo dient. 

Bildet man nun aus (351) (~~)2 und setzt (352) ein, so ergibt sich 

Wie die genauere Rechnung zeigen wird, ist der Faktor 

_ 6.1t1}r .dt 

1- e m 
3 -

_ 6.1t1}r .dt 

l+e m 

durch 1 zu ersetzen (s. S. 335), was (mit der Dichte Q .. eines Teilchens) auf 

At = 0,693 m = 0,154 Q .. r2 

6%1)r 1) 
oder mit 

1) = 0,01 (Wasser) und r' = 10- 5 r 
auf 

fiihrt. 

Die wirkliche Bewegung andert demnach ihre Richtung und GroJ3e inner
halb sehr kurzer Zeiten immer wieder. 

Die Bewegung, die wir beobachten, sieht offen bar aus physiologischen 

Griinden ausgeglichen aus 1). Auch mit kinematographischen Aufnahmen 2) 
kommt man nicht annahernd an die wirkliche Bahn heran, denn bei Zeiten 

von der GroJ3enordnung 10-8 fiir die wahren Zeiten zwischen merklichen 

Bewegungsanderungen und ungefahren Langen von 

A r = 8.10- 9 VQ .. r' em 

iet es gleichgiiltig, ob man mit dem Auge 0,1 oder mit dem Apparat 

0,03 sec beobachtet. Das, was man wirklich genau beobachten kann, sind 

dabei eben nur die Punktlagen zu bestimmten Zeiten. Ein Resultat solcher 

Beobachtungen, in dem die aufeinanderfolgenden Punktlagen willkiirlicb 
durch Gerade verbunden sind, gibt Fig. 44. 

1) G. L. de Haas-Lorentz, 1. c., S.81. 
2) V. Henri, Com pt. rend. 146, 1024, 1908. 
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Eine Quadratseite entspricht etwa 0,0003 cm, die Mastixteilchen hatten 
Durchmesser von 5,3.10- 5 cm, die Zeitabstande zwischen den Beobachtungen 
waren 30 sec. 

Zuerst Seddig 1), dann Perrin (1. c.) und seine Schiiler haben die 

Formel (353) (mit dem Faktor 1) nachgepriift, und zwar letzterer so, daU die 
Massen (Gummigutt bzw. Mastixkugeln mit Radien von 2 bis 55.10-' em) ') 

im Verhii.ltnis 1: 15000, der Reibungskoeffizient der Fliissigkeit (Wasser und 

Fig. 44. 

--' [::0:1-.... 

.. '" 
r '-t: ~I 

~ t-. ]1:7 .1"4 

I\,- !V '" V II .. ~ 
'Lf# ~ ~. V 1\ 1--1 "I 

v \ .. , \ :i c 
f' l'C I~ 

II r:, V " N 
1-. '{ ~ 

~ 1.-'1 I'-, ~ 
V/ V lA l\ 
"- f'. / ,\ 

'\ !.-~ U~ V 
"\ V ~ 
~ V r--I-- 1'\ , V ll--~ t-- r-\ 

T:V i4.3 ~ 1:::- ...... 1-
: ..... 

wasserige Losungen von Harnstoff, Zucker uncI Glycerin) im Verhaltnis 1: L25 

variierten. Es wurde die Loschmidtsehe Zahl ausgerechnet, die· We~t~ 
schwanken zwischen NL = 6,44 und 8,0.1028 (wobei eine Serie mit un
genauer Temperaturmessung unberiicksicbtigt bleibt). 

Bei Gasen tritt an Stelle des Stokesschen Widerstandes 6 1l rJ r nach 
(92) (m:> m') die Gro/3e 

~v~:~', 
so da/3 sich fiir die rechte Seite von (349) 

~r)2 _ ~ l/kT~ _.1_ 
L1 t - 4 V 2 m' N L e' 1l r2 

. (354) 

ergibt, wobei sich die gestrichenen Grollen auf das Gas beziehen 8). Ehren

haft ') hat die entsprechende Brownsche Molekulal'bewegung in Gasen zuerst 

1) M. Seddig, Phys. Zeitschr. 9, 465, 1908. 
2) Die groJ3en Korner werden so hergestellt, dall man in die alkoholische 

Harzlosung Wasser langsam (in feinem Strahl) zufiie/3en lallt. In der Mischungs
zone bilden sich die I": ugeln langsamer und werden daher griiJ3er. 

3) Del' Zahlenfaktor ist wegen (92) etwas andel's als bei Smoluchowski. 
4) F. Ehrenhaft, Wien. Bel'. 116, 1145, Hl07. 
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uutersucht uud qualitativ mit (354) in Ubereinstimmung gefunden, indem er 

Zigarrettenraueh oder durch elektrische Zerstaubung erzeugten Silberstaub 

im Ultramikroskop beobachtete. 

1m Gas ist infolge der kleineren Reibung natiirlich unter soust gleichen 

U mstanden die Bewegung viel lebhafter als in Fliissigkeiten. 
Die Masse des bewegteu rreilchens kommt in der Formel nicht vor, weil 

es zwar bei groJ3erer Masse eine kleinere Geschwindigkeit bekommt, diese 
aber langer beibehalt. 

Es sei nun noch eiu Punkt besprochen, der in der obigen Rechnung 
manchmal Bedenken erregt. Dieser bstrifft die An wendung del' gewohn

lichen Widerstandsformeln, ein Verfahren, dessen Aualogon Ofters benutzt 
wird. Fiir die Abweichuugen in del' gleichma13igen Verteilung del' StoLl

zahl, die auf das Teilchen Impuls iibertragen, kommt es nicht darauf all, 

ob das Teilchen sich bewegt oder nicht (solauge die Bewegung langsam ist), 

sie riihren von ungleichmaLliger Verteilung del' Molekiile her; dane ben abel' 

ist del' gewohnliche Widerstand gegen Bewegung des Teilcheus VOl' hand en, 

del' von den im Mittel gleichma1.lig verteilteu Molekiilen herriihrt und durch 

die geringe, :gleichzeitig vorhandene UnregelmiWigkeit nicht beeiutluBt wird 

(deren Hauptwirkung ja schon als "StoLl" fiir sieh augesetzt ist). 
Dagegen kann es natiirlich zweifelhaft erscheinen, wie weit trotz del' 

unregelmalligen Bswegung ein del' Geschwindigkeit proportionaler Widerstand 
wie der StokesBche oder wie (92) angesetzt werden darf 1). 

§ 6. B row n sche Bewegung und Diffusion. Wir haben in 

§ 5 b die mittlere :Eutfernnng berechnet, die eine eindimensional bewegte 
Kugel nach n willkiirlich positiv oder negativ gewahlten Verschiebungen 
einnimmt. Wir wollen nun unter den gleichen Voraussetzungen die Ver

teilung der Lagen berechnen, die man erhalt, wenn man den Versuch sehr 

oft, z. B. Nmal, macht; d. h. man schiebt die Kugel jedesmal nach der 

Zeit n.d t in den Nullpunkt zuriick und notiert jedesmal, bis zu welcher 

Stelle x~ die Kugel nach n.d t Sekunden gelangt ist. 

Wir wollen fragen, wie oft unter den sehr zahlreichen Versuchen die 
Kugel am SchluJ.l in der Lage 

x~ = n'.dx 

ist. Hier kaun n' natiirlieh nieht gro1.ler sein als n, die Anzahl del' Ver
sehiebungen .d x, und muJ3 sieh darstellen als die Differenz der positiven und 
negativen Versehiebungen, denn die p positiven Versehiebungen geben p.d x, 
die q negativen - q .d x unabhangig von der Reihenfolge. Nun ist eine 
positive Versehiebung ehenso wahrseheinlieh wie eine negative, hat also die 

1 
Wahrseheinliehkeit "2' Wiirden wir die Reihenfolge, in der bei einem he-

1) G. L. de Haas-Lorentz, I. C., S. 56; G. Jager, Wien. Bel'. 128, 1278, 1919, 
wo Beispiele untersucht sind. Doeh hat eine Untersuchung von R. Fiirth, Ann. 
d. Phys. 60, 77, l!J19; 63, 521, 1920 (annahernde) Konstanz des Widerstandes bei 
tTberlagerung von konstanten und oszillierenden Kraften ergeben. 
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stimmten Versuch positiv und negativ einzutrefl'en haben, fest vorschreiben 
und nach der Haufigkeit dieser Reihenfolge fragen, so ware die Wahr
scheinlichkeit dafiir eillfach [Kap. II, § 5 (133)] 

da 

die Gesamtzahl der Verschiebungen ist, wahrend 

p-q = n' 

ist. Aber die Reihenfolge ist fiir das Resultat gleichgiiltig, es kommt nur 
auf die Gesamtzahlen der p und q an, wir erhalten also das Teilchen an 
derselben Stelle, wenn wir die Reihenfolge beliebig vertauschen und aHe 
FaIle zusammenzahlen, wo p und q dieselben \Verte haben. Die Anzahl 
dieser Vertauschungen, d. h. der gleich haufigen Wege, auf denen das 
Teilchen nach x~ gelangen kann, ist nach (134) 

also 

1'1! 
p!q! 

( 1)" n! W = - - ............ (355) 
2 p!q! 

Nun wird wieder logarithmiert und die Stirlingsche Formel angewandt, 
und zwar etwas genauer als in Kap. II, § 5: 

1nx! = (x+~)lnx-x+~ln2n, 
2 2 

also 
1 1 

1n W = n In 1'1 - n + 2 1n 2 n + '21n n - p 1n p - q 1n q + p + q -11'1 2n 

1 
- '21n p q - n 1n 2 

n 1 n 1 = n 1n - - p In p - q 1n q + -11'1 - - -In 2 :II'. 
2 2 pq 2 

Wir fiihren jetzt 

n' =p-q, 
n+n' 

P=-2--' 
n-n' 

q=--
2 

ein und erhalten nach leichter Umformung 

n 1'1' n' 11 + 1'1' 1 2 n 
1n W = -In --- - - Zn --+ -In ----:---::----,:-:-

2 n2-n'2 2 n-n' 2 n(n2-n'2) 
(356) 

Nun sieht man leicht, da13 die Wahrscheinlichkeit sehr klein wird, wenn 
nicht n' sehr klein gegen n ist j d. h. im allgemeinen ist die Zahl der positiven 
Verschiebungen nahe ebenso gro13 wie die der negativen, 6S kommt sehr 
selten vor, da13 11' so groLl wird wie n (so da13 z. B. fast nur positive Ver-
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schiebungen aneinanderkommen), nach (347) ist ja n'2 = n. Wir schreiben 

daher (356) urn in 
11' 

n ( n'2) n' 1 + n 1 2 1 ( n'2) lnW = --In 1-- -·~·7n--·--+-7n---ln 1--
2 n2 2 n' 2 :n:n 2 n2 

1- -
n 

11 n'2 n' n' n' n' 1 2 1 n'2 n'2 1 2 
= --~------ + -1n-+--"- --+-In-j 

2 1/2 2 n 2 n 2 :11:11 2 n2 2 n 2 :1I:n 

W = V :n e-~ ............ (357) 

und wenn wir, A x sehr klein annehmend, nach der Wahrscheinlichkeit 
fragen, daJl unser Teilchen zwischen 

Xn' und Xm' = X .. ' + dx 

sitzt, so konnen wir die Wahrscheinlichkeiten fur die zwischen m' und n' 
liegenden Werte als gleich annehmen, also (357) mit 

, , dx 
m-n=L1x 

multiplizieren. Setzen wir ferner fUr 

, X .. t .. (A X)2 
n : Ax' fur n: At und fUr At 

die Abkurzung 2 D ein, so wird (357) 

....... (358) 

das bedeutet: Wenn wir N Teilchen etwa iibereinander anordnen (x = 0), 
so da13 sie an parallelen, horizontalen Drahten in der vorhin beschriebenen 
Weise bewegt werden konnen und wir warten genugend lange (so da13 
t . 

At = n sehr gro13 ist), so ist der Bruchteil der Teilchen, der gerade zwischen 

x und x + d x sitzt, durch (358) gegeben. Die gleiche Formel wurde man 
aber auch erhalten, wenn man formal die Diffusion nach den gewohnlichen 
Gleichungen fur den Fall berechnen wiirde, daB die diffundierende Substanz 
anfangs in einer vertikalen Ebene verteilt ware und nun von t = 0 an mit 
dem Diffusionskoeffizienten D in der x-Rich tung nach beiden Seiten diffun
dierte. Tatsachlich konnen wir aus den hier benutzten Vorstellungen die 
Diffusionsgleichungen auch ohne weiteres ableiten, wie E ins t e in zuerst 
gezeigt hat. 

Es sei eine Verteilung der Teilchen vorhanden, die (der Einfachheit 
halber) nur von der x-Richtung abhange und gegeben sei durch c (x). Wir 
betrachten eine Schicht (d x) an der Stelle x und beziehen alles auf 1 emS 
Flache (in der '!I 8-, der vertikalen Ebene). Die Zahl der Teilchen ist dann 

NLc(x)dx. 

Diese andert sich dadurch, da13 durch die linke Seite Teilchen mehr aus- als 
eintreten j und zwar kommen im Mittel von links her Teilchen aus einer im 
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Ax ( AX) Mittel urn -2-- entfernten Schicht, die NL C x - -2~ Teilchen enthalt; von 

diesen wandert aHe At Sekunden die HaUte im Mittel nach rechts, die Halfte 

nach links. 

Sekunde 

Folglich treten durch 1 cm2 der linken Schichtbegrenzung pro 

NL~C(X- A2J;)~~ 
Teilchen ein. Durch die gleiche linke Begrenzung 

treten von rechts her die Teilchen aus , die im Mittel 

aus der Schicht 

kommen, das sind 

Ax 
x + 2 

NL 1 (; (x + 4 X) 4~x 
2 2 Lit 

F ig. 45. 

dx 

dx dx 

Teilchen. Der UberschuB der durch die linke Schichtbegrenzung einwandern
den tiber die auswandernden Teilchen ist also (bei Reihenentwicklung) 

N L ~ ~~ [C (x - ~ X) - C (x + ~ X)] = - NL 2 ~-t ~_(~ X)2~~ . 
Entsprechend treten an der rechten Grenze, die an der Stelle x + d x 

liegt, mehr Teilchen aus wie ein in der Zahl 

und die Gesamtzunahme ist gegeben durch 

odel' 
ac (AX)202C 
iii = -2At ax2 ' . . . (359) 

Das ist die Diffusionsgleichung mit der Diffusionskonstante 

(A X)2 
D---· . .... 

- 2At . .. (360) 

Ein mechanisches Modell, das die Entstehung del' Diffusion ver

anschaulicht, liefert das nGaltonsche Brett". Es besteht aus einem Brette, 

das schachbrettformig mit Nageln beschlagen ist und schief auf eine Rante 

gestellt werden kann. Ferner braucht man Rugeln von einem Durchmesser, 
der etwas kleiner als der Abstand zwischen zwei Nageln ist, so daLl sie 
zwischen zwei Nageln gerade durchfallen konnen. Liillt man die Rugeln von 
oben herabfallen, so treffen sie nahe zentral auf einen Nagel, und die Wahr

scheinlichkeit, nach links oder rechts abgelenkt zu werden, ist gleich. Am 
unteren Rande des Brettes sind Rasten zum Auffangen der Rugeln an-



334 Theorie del' Schwankungen. Rap. VII. § 6. 

gebracht; die Verteilung der Kugeln in diesen Kasten entspricht der Ver

teilung der Molekule nach langerer Diffusion; laLlt man aIle Kugeln von 
derselben Stelle aus fallen, so haben wir Diffusion von einem Punkte aus, 
wie in Formel (358) angenommen ist. 

Wir sehen, wie wir das schon fruher behauptet haben (z. B. S. 197,230), 
dal.l die einseitige Diffusion nicht deshalb zustande kommt, weil etwa ein Teilchen 

sozusagen wei 1.1, da13 rechts weniger Molekiile sind; auch in einem Diffusions
gefalle gehen (von links nach rechts etwa) von den Teilchen, die von einer 
Schicht ausgehen, eben so viele nach rechts wie nach links, von den Teilchen, 

die durch diese Schicht durchgehen, gehen aber mehr nach rechts, weil sie 

von links herkommen und dort die Dichte graLler ist, also dort nach allen 

Seiten mehr Teilchen ausgehen wie aus rechts befindlichen Schichten. Die 

Fig. 43 zeigt so am deutlichsten, wie die Diffusion entsteht. 

Andererseits kann man aber auch die Diffusion noch anders auffassen 1). 
Man kann sagen, da13 in einer Schicht L1 x auf die linke Grenzflache der 

osmotische Druck P, auf die rechte der Druck 
oP 

-P(x + Llx) = -P(X)--0-Llx 
ox 

wirke, dail also jedes der N L C L1 x Teilchen durch die schein bare Kraft 

1 01' 
~ = - NLc i7x 

getrieben werde und dabei die Geschwindigkeit 

IlJ=B~=_~oP 
NLc ox 

annehme. Die Beweglichkeit B ist dabei als die Geschwindigkeit definiert, 

die das Teilchen in dem reibenden Medium unter dem Einflul.I der Kraft 1 

annimmt und ist z. B. fUr Flussigkeiten nach Stokes (Kap. I, § 24). 

1 

6n1/r 

Dann iiberlegt man weiter, wie es bei der Ableitung der "Kontinuitats
gleichung" in der Hydrodynamik geschieht und wie wir es auf S. 58, Fig. 21 
gemacht haben, dal.l bei eindimensionalem Gefalle gilt 

OC C 02p 
N L - = --(NLCIlJ) = B-" ct ox OX2 

oder mit P = R T c 

d. h. 
D = Bkl'. 

Dal.l man den osmotischen Druck wie eine am Einzelteilchen angreifende 
Kraft behandeln kann, d. h. B denselben Wert wie bei einer solchen erteilen 

kann, hat Einstein 2) so gezeigt, dal.l er den Fall betrachtet, wo sich unter 

1) W. Nernst, Zeitschr. f. phys. Chern. 2, 613, 1888. 
2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 11,549, 1905. 
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dem Einflul3 der Schwere ein Konzentrationsgefalle herstellt. Dann wiirde 

die mittlere Geschwindigkeit nach unten unter dem Einflul3 der Schwere 

-B'mg 

sein, die unter dem Einfluf3 des Druckgefalles nach oben 

B dP 
NLC dx 

1m stationaren Zustand ist dann 
, B dP 

+Bmg=----, 
NLc dx 

andererseits folgt aus der Barometerformel oder der Betrachtung des hydro
statischen Druckes 

also 

und darauf folgt weiter, dal3 

dP 
NLcmg = --, 

dx 

B'=B 

(Li~: __ 2D _- ~~ (36 ) . . . . . . . . .. 1 
Lit 311: 1p· 

wie in den Bemerkungen zu (353) schon vorausgenommen war. 
Un sere Uberlegungen haben also zu dem Schlu13 gefiihrt, da13 man den 

osmotischen Druck so behandeln kann als ware er eine auf das EinzeIteilchen 
wirkende Kraft. In Wirklichkeit ist er das aber nicht, das Einzelteilchen 

spiirt keinerlei Wirkung, sondern die Betrachtung der auf ein Volumen
element scheinbar wirkenden Druckkrafte 1) gibt eine Zusammenfassung der 

wirklich nach den Wahrscheinlichkeitsgesetzen erfolgenden B r 0 wn schen 
Bewegung 2). 

Man kann Bich im folgenden, wenn man etwa eine Menge kolloidaler 

Teilchen in eine beliebige Anfangsverteilung bringt und wissen mochte, wie 

nach einiger Zeit die Verteilung im Mittel aussieht, die Arbeit dadurch er
leichtern, da13 man nicht im einzelnen die Wahrscheinlichkeitsiiberlegung 

macht, sondern direkt das Diffusionsproblem lost 3). Fig. 46 zeigt die Ver

teilung der wahrend der Zeit Li t von einem Gummigutteilchen zuriickgelegten 
Wege. Diese sind aus Fig: 44 entnommen, Fig.146 sollte gleichzeitig das 
Diffusionsbild einer Anzahl Kugeln aus dem Mitielpllnkt heraus sein und 
stimmt damit auch iiberein. 

L. Brillouin 4) hat versucht, den Diffusionskoeffizienten einer Gummi
guttemulsion zu messen, indem er die Emulsion in Glycerin herstellte. Hier 

, bleiben die Teilchen an der Wand kleben und aus der Zahl der sich ab-

scheidenden Teilchen lie13 sich die Diffusionskonstante berechnen. Bei 

1) Die Bich Bichtbar macben ]jellen, wenn man das Volumenelement durch 
beweglicbe, halbdurchlassige Wande abgrenzen und aus ihm aile Teilchen ent
fernen wiirde. 

2) Siehe fiir ein ahnliches Beispiel auch P. Debye, Phys. Zeitschr. 18, 
144, 1917. 

3) D. h. mathematisch, man setzt die Li:isung der Differentialgleichung 
nquellenma13ig" aUB den Einzellosungen (358) zusammen. 

4) L. Brillouin, Ann. chim. phys. 27, 412, 1912. 
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Kenntnis der Teilchenradien kann man k aus D berechnen. Es ergibt sich 

aber ein k, das etwa 1/3 des richtigen Wertes hat, was man nach Smolu-

Fig. 46. 

c how ski I) darauf zuriickfiihren mu13, da13 in der Wandniihe B kleiner ist, 

als es der Stokesschen Formel entspricht, vielleicht auch darauf, da13 nicht 
aIle Teilchen hiingenbleiben. 

§ 7. Diffusion in echten Losnngen. a) Losungen neutraler 
Molekiile. Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen kann man ohne 

wei teres anf (nicht zu konzentrierte) Losungen gewohnlicher Molekiile iiber
tragen, die Art, wie die Diffusion zustande kommt, ist genau die gleiche; 

auch die Diffusionskonstante D bleibt das Produkt von k T und der Beweg
lichkeit B. Es tritt aber nun die Frage auf, welcher Wert dieser Gro13e zu 

erteilen ist. Rier hat znerst Jiiger2), dann besonders Einstein S) den 

Gedanken durchgefiihrt, die fiir (gegen die Losungsmittelmolekiile) gro13e 

Kugeln giiltige Stokessche Formel auch auf gewohnliche geloste Molekiile 
zu iibertragen. 

Das ergibt zwei Folgerungen: Erstens mu(3 die Diffusionskonstante der 
inneren Reibung des Mediums umgekehrt proportional sein, zweitens lii13t 
sich ein "Radius" des Molekiils ausrechnen. Die erste Behauptung hat be
sonders Dummer') genauer gepriift, indem er dieselbe Substanz in ver
schiedenen organischen Losungsmitteln diffundieren lie13. Es ergab sich bei 
einer Anderung von 'YJ im Verhaltnis 1: 7 zwar keine genaue Konstanz 

. von D 'YJ, aber immerhin nul' eine Anderung im Verhaltnis 1: 1,5. Formal 

1) M. v. Smoluchowski, Wien. Bel'. 124, 263, 1915. 
2) G. Jager, Wien. Bel'. Ha, 108, 54, 1899. 
3) A. Einstein, Ann. d. Phys. 19, 239, 1906; Zeitschr. f. Koll. 27, 137, 1920. 
4) E. Dummer, Zeitschr. f. anorg. Chem. 109, 31, 1920. 
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fiihrt er die Rechnung so, da1l er aus den gemessenen Diffusionskonstanten 

den Radius des Molekiils r nach der Formel 

kl' 1,842 . 10-10 T 

fJ D(cm;~) . 
Tag 

1'-----
- 6 1€ r; JJ -- --~cm 

293 

ausrechnet und sieht, ob derselbe konstant ist. So findet er fur Athyl

benzoat als diffundierende Substanz 

Losungsmittel II Benzotrichlorid I Nitrobelizol I Methylalkohol\ Athylacetat Aceton 

'I'} 

II 
0,0236 0,0218 0,00658 

I 
0,00466 I 0,00336 

l' 1,69 1,8 2,1 2,46 2,06.l0- 8 cm 

Cohen I) hat untersucht, ob bei Temperaturanderung sich die Anderung 

T 
von D durch die von - allein darstellen liillt, d. h. ob sich r konstant er-

fJ 
gibt. Er findet fiir Tetrabromathan in Tetrachloriithan 

-----
I' I 

T 
1
1273,1 283,1 288,1 \298,1 308,1 

'I'} I 0,026557 0,021471 0,019524 0,016374 0,013985 
r Ii 2,152 2,15, 2,16, 2,171 2,186 

I 

323,1 
0,01 1326 

O-scm 2,21 3 .1 

Dieser kleine Gang ist nicht iiberraschend, denn tatsacblicb stellt ja das 

geloste Molekiil keine Kugel dar, an der die Losungsmittelmolekiile in einem 
gegen den Kugelradius verscbwindenden Abstand anliegen, wie es in der 
Formel vorausgesetzt ist. Eine genauere Gleichung kann nur eine voll
standigere Fliissigkeitstheorie bringen, der vorderband die mathematischen 
Scbwierigkeiten entgegenstehen. So gibt das berecbnete r nur an, wie gro1l 
der Radius einer Kugel sein miillte, die in einer kontinuierlichen FliiBsigkeit 
von der Ziihigkeit fJ ebenso schnell diffundieren wiirde wie das geloste 
Molekiil in der wirklichen Fliissigkeit, r wird auch von der GroJ3enordnung 

des Abstandes der Mittelpunkte: gelostes Molekiil - benachbartes Losungs
mittelmolekiil sein, aber man kann noch nicht sagen, welcber molekularen 
Groi3e es genau entspricht 2). Die Stokessche Formel wird desto genauer 

anwendbar sein, je groLler die gelOsten Molekiile sind; fiir ungefiihre Ab
schatzungen ist sie durchaus geeignet; hierfiir hat sie bei groLlen Teilchen 

zuerst Herzog 3) ausfiihrlich angewandt. Auch auf in Quecksilber geloste 
Metalle sind diese Formeln iibertragen worden '). 

b) lonen. Die gleichen Betrachtungen kann man auch auf lonen aus
dehnen. Hier laJ3t sich die Beweglichkeit B, die Geschwindigkeit unter dem 

I) K Cohen und H. R. Bruins, Zeitschr. phys. Chern. 103,404, 1923. 
2) P. Lenard, AIjn. d. Phys. 61, 665, 1920, iet del' Meinung, dall in diesem 

Gebiet besser die gaskinetischen Formeln des Kap. 1, § 24a anzuwenden sind, doch 
heruhen seine Schliisse auf del' Theorie del' "idealen Fliissigkeit", die zu stark zu 
idealisieren scheint, 80 da/3 80 weitgehende Folgerungen uDsicher sind. 

3) R. O. Herzog, Zeitschr. f. Elektr. 16, 1003, 1910. 
4) G. Mc. Ph. Smith, Zeitschr. f. anorg. Chern. 68, 381, 1908; 88, 161, 

1914; R. Lorenz, Zeitschr. f. Phys. 2, 175, 1920. 
MlIller-Pouiliet III. 11. Auf!. 22 
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EinfiuJ3 del' Kraft 1 Oyn pro Ion, besonders leicht aus den nabsoluten Wande

rungsgeschwindigkeiten" unter dem Einfiull del' Kraft 1 Volt gewinnen (siehe 
cm 

Miiller-Pouillet, 10. Aufi., Bd. IV, S.512, und zwar durch Division 
mit 1,59.10-12 ([e] = 4,77.10-10 est. E., 1 Volt = 1/800 est. E.). Dann 
kann man daraus die nlonenradien" berechnen. 

Die Proportionalitiit del' Beweglichkeit von bestimmten (grolleren) lonen 

mit .~ hat Walden 1) in zahlreichen organischen Losungsmitteln (deren 1] im 
1] . 

Verhiiltnis 1: 7 verschieden war) bis auf 5 Proz. bestiitigt gefunden, nul' in 
Wasser ist bei kleinen lonen die Beweglichkeit groller als erwartet. Die Ab
hiingigkeit des berechneten Radius yom Bau ist bei organischen Ionen hiiufig 
diskutiert worden 2). 

Bei den einfachsten lonen ergibt sich nun die Schwierigkeit, dall man 
aus den Beweglichkeiten fiir die Radien auf folgende Reihenfolge schliellen 
miillte: 

Li+ >Na+ > Ag+:>K+ >Cl->J->Br->H+, 

wahrend man fiir die wirklichen 6rollen aus unseren Atombaukenntnissen mit 
Sicherheit folgende Reihenfolge feststellen kann: 

J- >Br->Cl-> K+ > Na+ >Li+. 

Man kann dies entweder so erklaren, dall man (Lenard, Walden) annimmt, 
das Ion habe eine feste, n chemisch gebundene", mit ihm wandernde Wasser
hiille, deren ii. ullerer Radius mit del' wahren Ionengrolle nichts zu tun habe 
(dann erscheinen abel' die so berechneten Radien sehr klein), odeI' man versucht 
[zuerst Sutherland)S) eine elektrische Erklarung, die man nach Born 4) folgen
dermallen geben kann: Wir haben in Kap. VI, § 4 gesehen, daJ3 ein in Wasser 
gelostes Ion die umgebeuden Wassel'dipole so richtet, dall im Mittel ihl'e Achsen 
auf das Ion zu gerichtet sind; bewegt sich nun das Ion, so werden die Achsen 
dem Ion nachgedreht; beim Drehen del' Dipole rei ben sich die Wassermolekiile 
aneinander. Man sieht so, dall das Ion zweierlei Reibungsarbeiten zu leisten 
hat: erstens die Stokessche, die im Auseinanderschieben der'\Vassermolekiile, 
in einer Bewegung ihrer Schwerpunkte, besteht; zweitens eine elektrische, die 
in del' bei del' Drehung derselben entwickelten Reibungswiirme sich iiuLlert. 
Oiese letztere ist desto groller, je starker das Feld, also je kleiner das Ion ist, 
die Stokessche dagegen desto groller, je mehr das Wasser verschoben wird, 
je groller das Ion ist. Die Summe del' beiden wird daher bei bestimmter 
10nengroJ3e ein Minimum haben. Bei Ionen, die kleiner sind als dem Minimum 

1) P. Walden, Zeitschr. f. phys. Chern. 55, 207, 1906; 'i'8, 257,1912; Zeitschr. 
f. anorg. Chern. 11S, 85, 113, 1920. 

2) W. Ostwald, Zeitschr. f. phys. Chern. 2,840, 1888; G. Bredig, ebenda13, 
191, 1894; R. Lore nz, ebenda 'i'S, 252, 1910; Zeitschr. f. anorg. Chern. 105, 175, 1919; 
111, 148, 1920; Raumerfiillung und Ionenbeweglichkeit, Leipzig 1922; R. Loren z 
u. J. Posen, Zeitschr. f. anorg. Chern. 94, 265, 1916; 96, 81, 217, 1916; R. Weg
scheider, Wien. Monatshefte 23. 609, 1902. 

3) W. Sutherland, Phil. Mag. (VI) 14, 7, 1907. 
4) M. Born, Zeitschr. f. Phys. 1, 221, 1920; Zeitschr. f. Elektrochem. 26, 401, 

1920; H. Schmick, Zeitschr. f. Phys. 24, 56, 1924. 
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entspricht, iiberwiegt die elektrische Reibung; die Gesamtreibung nimmt zu, 
wenn die GraUe abnimmt; das ware der Fall in der Reihe 

Br Cl K Na Li, 

ist dagegen das Ion groIler als dem Radius beim minimalen Widerstand ent

spricht, so wiirde der Widerstand mit dem Radius zunehmen, wie es in der 

Reihe 
Br J grolle organische Ionen 

statthat. Bei H + (und 0 H -) liegen ungeklarte Verhaltnisse vor. 

Eine Schwierigkeit fiir diese Theorie liegt darin, daIl in organischen 

Losungsmitteln (mit kleineren Dipolen) die verkehrte Reihenfolge der Beweg

lichkeiten auch auftritt und die scheinbaren Radien noch gro13er sind. 

c) Innere Reibung von Losungen. Einstein 1) hat die innere 

Reibung kolloidaler Losungen theoretisch untersucht. Er denkt sich eine 

Fliissigkeit zwischen zwei Platten genau so, wie wir es in Kap. I, § 18 fur 
Gase gemacht haben, dann erfolgt (durch einen bei Flussigkeiten nicht im 
einzelnen verfolgbaren Mechanismus) ein Tratlsport von Bewegungsgrolle von 

oben nach unten, dem eine innere Reibung 110 entspricht. Nun seien in der 
Flussigkeit starre Kugeln vom Radius r, und zwar im Volumen V deren N 
suspendiert. Dann kann man sich klarmachen, daIl der Transport der Bewegungs

grolle erhoht wird, denn wahrend ein einzelnes Molekiil der Fliissigkeit die Be
wegungsgroIle nur urn die in der Fliissigkeit sehr geringe freie Weglange A 
transportiert, also zwischen zwei Stellen mit dem Geschwindigkeitsunterschied 

A 0 lln, herrscht zwischen dem oberen und dem unteren Pol einer Kugel der 
6z 

oilli 
(sehr viel grOIlere) Geschwindigkeitsunterschied 2 r az' Anders gesagt: Es 

wird sich die obere Halfte der Kugel langsamer, die untere schneller bewegen 
als sich die Fliissigkeit ohne Vorhandensein der Kugel an dieser Stelle bewegt 
hatte, und daher wird mehr Reibungswarme entwickelt. Man mull nun rein 

hydrodynamisch die gestorte Fliissigkeitsbewegung und die von ihr herruhren
den Krafte berechnen; E ins t e i n gelangt so (unter Verbesserung eines zuerst 
vorgekommenen Rechenfehlers) zu 

( 10nN) 
11 = 110 1 + -3- V r S , 

vorausgesetzt, dall der zweite Summand klein gegen 1 ist. Diese Formel ist 
von Bancelin 2) an kolloidalen Losungen gut bestatigt worden. Einstein 

hat sie auch zur Berechnung des Radius von in Wasser gelosten Zucker
molekiilen verwendet und gefunden, dall diese in der Losung 1,5 mal soviel 

Raum einnehmen als im festen Zustand. Eine weitere Durcharbeitung der 

zahlreichen Messungen iiber innere Reibung von Losungen nach dieser Formel 
steht noch aus. 

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 19, 289, 1906; 34, 591, 1911; Zeitechr. f. Koll. 
27, 137, 1920. 

2) M. Baneelin, Compt. rend. 152, 1382, 1911. 

22* 
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§ 8. Theorie der Kosgulation. Wir wollen nu!!. mit Smoluchowskil) 

uutersuchen, wie oft es vorkommt, da6 zwei Teilchen zusammenstollen und 

wollen vorderhand annehmen, dall sie beim Zusammenstoll auch aneinander 

hangenbleiben. Diese Frage hat fiir die nKoagulation" Bedeutung. Wahrend 
namlich eine kolloidale Losung, wie in § 4 beschrieben, stabil sein kann, 
kann man sie durch Elektrolytzusatz zur Koagulation bringen. Man deutet 
dies so, dall vorher durch adsorbierte lonen die Kolloidteilchen elektrisch ge

laden waren und diese elektrische Ladung verhindert hat, dall bei Zusammen

stoll die Teilchen aneinander hangenbleiben; Elektrolytzusatz entlii.dt sie 
(durch Adsorption entgegengesetzt geladener lonen), jetzt konnen zwei Teilchen 

sich vereinigen, dadurch ist ein Teilchen der Masse 2 m entstanden, die kine

tische Energie des Schwerpunkts ist aber nicht mehr 2. 3/ 2 k T, sondern nur 
8/2 k T, die Emulsion wird gegen den Boden geprellt und fiillt ganz aus, wenn 

gentigend viel Teilchen zusammengebackt sind. 

Wir betrachten nun ein bestimmtes Teilchen und fragen, wieviel andere 

in der Zeiteinheit mit ihrem Mittelpunkt bis an eine Kugel mit dem Radius r' 
herankommen. Die Teilchen, die herankommen, bleiben hangen und scheid en 

dsher aus, d. h. in dem Diffusionsproblem ist an der Kugel r' die Dichte c 
gleich Null zu setzen. Es ergibt sich· als Zahl der pro Zeiteinheit heran
diffundierenden Teilchen 2) 

1) M. v. Smoluchowski, Phys. Zeitechr. 16, 593, 1916; Zeitschr. f. pbys. 
Cbem. 92, 129, 1917. 

2) Die Diffusionsgleichung bei Kugelsymmetrie heiJ.lt 

undo hat die Losung 

ac D a2 (rc) 
at - r dr2 

r-r' 

2V Dt 

C = Co (1 - l' + 2!" f e -." d z) ; 
r I'Y n 

o 
die urspriinglicb iiberall gleicbmaJ.lig konzentrierte Emulsion (co) bekommt urn das 
Teilcben einen sieb immer weiter ausbreitenden, verarmten Hof; die Zahl del' in 
del' Zeit d t berandiffundierenden Teilcben ist dureh die Flaebe 4 n I,'i multipliziert 
mit del' dureb den Quadratzentimeter diffundierenden Menge 

gegeben, also gleicb 
XLdtD(~~)r=,., 

NL 4nDl l co(l+ .~~)dt; 
l'nilt 

fiir die bis zu del' Zeit t im ganzen herandiffundierte Menge erbiilt man 

NL 4nD1' Co [t+ 21" Y Jr~} 
anfangs ist die berankommende Menge groJ.ler, weil die Konzentration im ersten 
Moment bis an die Kugel beran Co ist; mit Ausbildung des Hofes stellt sieh bald 

(sobald --- ~'-- ~ 1 ist, d. h. fiir Wasser und r' = 10-5 nach 10-2 sec, diese Zeit 
Y nlJt 

gebt mit 1-'3) ein stationarer Zustand ein, del' dureh den ersten Summanden 
gegeben ist. 
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Da aber nieht nur die anderen Teilehen, sondern aueh das betraehtete sieh 

bewegen, ist an Stelle von D die Summe beider Diffusionskonstanten zu setzen. 

Nehmen wir zur Verallgemeinerung gleieh an, es handle sieh um zwei Arten 

von Teilehen, so wird die Zahl der ZusammenstoI3e pro Sekunde in 1 ems ge-

geben sein dureh 

bzw. bei Einsetzen der Werte von D naeh dem Stokessehen Gesetz 

4'1tNL RT (-~ +~-) r'c1 c2 •••••••• (362') 
6'1t1] r1 r2 

Fiir gleiehe Teilehen kommt noeh ein Faktor 1/2\ dazu, um doppel~e Zahlung 
zu vermeiden. Smoluehowski hat seine Formel aueh fiir die weitere 
Koagulation (Zusammentritt eines weiteren Teilehens mit dem nun entstandenen 

Doppelteilehen) ausgebaut und mit Messungen von R. Zsigmondyl) an Gold

teilehen vergliehen; die Ubereinstimmung ist in Anbetraeht del' MesBungs
sehwierigkeit geniigend, 1"j l' ergibt sich bei versehiedenen Versuehsreihen zu 

2,63, 3,12, 1,4. 
Interessant wird die Ubertragung der Formel auf therrnisehe Reaktionen 

zwischen zwei geloBten Molekiilen; wiirde jeder ZusarnrnenstoJ3 zur Verbindung 

fiihren, so ergabe sieh die Gleiehung 

d~ =~~!' (~ + ~) 1" C1 c2, 
dt 3 1] \ 1'1 1'2 

d. h. bei 1/10 normalen Losungen (c1 = C2 = 10-4), und wenn 1'1' 1'2' 1" von 
der gleiehen GroI3enordnung sind, ein Ablauf del' Reaktion naeh ,....., 1,5.10- 7 sec. 

§ 9. Brownsche Bewegung im Schwerefeld. Wenn man eil! 
kleines Teilehen im reibenden Medium fallen laJ3t, so iiberlagert sieh bei Aus

sehaltung von Konvektionsstromen iiber die gewohnliche, geradlinige Fall
bewegung von der Gesehwindigkeit IDo = Bmg (363) ein von del' Brown

sehen Bewegung herriihrendes Zittern, und zwar kann man (wenn man mit 
einem horizontalen Mikroskop beobaehtet und die in der Bliekrichtung er

folgende Bewegung nieht beriieksiehtigt) zwei Effekte unterseheiden: Ersten s 

wird das Teilehen unregelmaJ3ig von der geraden Linie abweichen (horizontale 

Brownsehe Bewegung), zweitens wird seine Fallgesebwindigkeit urn den "Tert 
(363) herum schwanken, ja es kann entgegenseiner mittleren von del' Scbwer
kraft verursaehten Bewegung manehmal aueh aufsteigen (vertikale Br ow n sehe 

Bewegung). Die erstere hat zuerst Svedberg 2) verfolgt, indem er den Weg 
von im Ultramikroskop beleuehteten fallenden Teilehen naehzeichnete. Die 
folgenden Forscher verfahren dann meist so, daJ3 sie die Zeit abstoppen, 
die ein Teilchen braucht, urn die Strecke zwischen zwei (vertikalen bzw. hori
zontalen) Streifen eines Quadrats zuriiekzulegen. Rier muJ3 man abel' zwei 

verschiedene Beobachtungsmethoden unterscheiden. Die erste, die fiir die 

1) R. Zsigrnondy, Zeitschr. f. phys. Chern. 32, 600, 1917. 
2) Th. Svedberg, Ark. f. kern., min. och geol. 2. No. 29 u. 34,1907. Zeitschr. 

f. phys. Chem. 71, 571, 1910. Th. Svedberg u. K. Inouye, Kolloid. Zeitschr. 1, 
Nr.7, 1910. 
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Vertikalbewegung allein in Betracht kommt, stoppt ab, wenn das Teilchen 
nach Passieren eines Streifens zum e r s ten Male den nachst darunterliegenden 

passiert; alle anderen (erneuten) Durchschreitungen dieses Streifens, wenn ihn 

das Teilchen einmal passiert hat und nochmals zuriickkehrt, werden nicht mit

gezahlt (mittlere einseitige Erstdurchgangszeit nach Fiirth). Bei horizontaler 

Bewegung dagegen fragt man zweckma13iger, wann das von einem (vertikalen) 

Streifen ausgehende Teilchen den nachsten links oder rechts liegenden zum 

ersten Male passiert (mittlere doppelseitige Erstdurchgangszeit). 1st der Ab

stand zweier Streifen x', so findet man fiir die einseitige Beobachtung ein
fach durch Mitteln von (347), unter Beriicksichtigung (361) 

X'2 (~) = 2D ............. (364) 

1 
Hier ist also fiir jede Beobachtung t auszurechnen und erst iiber diese Werte 

zu mitteln. Kommt nun noch die konstante Bewegung ltlo hinzu, so gilt 

x' 
lu= .............. (365) 

wo also die t selbst zu mitteln sind. 

Urn jetzt die in (364) vorkommende Mittelung iiber lit auszufi'thren, 

geht man folgendermaIJen vor. 

Nennt man die Strecke, die bei einem bestimmten Versuch allein durch 

die Brownsche Bewegung in der Zeit t zuriickgelegt worden ware, x", so ist 

dann x' = x" + lt1ot, X'2 = X"2 + 2X"lt1ot + lt102t2 ; nun dividiere man durch 
t und erhalt 

I 1 X"2 " 
X 2 -- = -"-- + 2 x It1 + IUo2 t . 

t to' 

mittelt man nun, so wird der Ausdruck links X'2 (+), der erste Ausdruck 

rechts nach (347), (361): 2 D, der zweite Ausdruck verschwindet, da x" ebensooft 
X'2 

positiv wie negativ ist, der letzte Summand wird IUo 2 t bzw. nach (365) -:::.-. 
t 

Einsetzen in (364) ergibt also 1) 

X/2[(~)-fJ=2D .. """'" (366) 

DaIJ iibrigens die Formel (364) und die daraus abgeleitete (366) fiir die Erst
durchgangszeiten gilt, ist nicht selbstverstandlich und erst auf Grund langerer 
Rechnung nachzuweisen 2), indem man S) die Zahl der an eine Platte (den Strich) 
diffundierenden Teilchen sucht, wenn eine konstante Stromung iiberlagert ist. 
Hierbei sollen aIle Teilchen, die an die Platte kommen, ausscheiden (weil es 
sich urn Erstdurchgangszeiten handelt und ein Teilchen, das einmal den 

1) E. Weiss, Wien. Ber. 120, 1021, 1911; Phys. Zeitschr. 12, 630, 1911; 
H. Fletcher, Phys. Rev. 3:1, 81, 1911 (uicht ganz richtig). 

2) E. Schrodinger, Phys. Zeitschr. 16, 289, 1915; M. v. Sm 01 uchowski, 
ebenda 16, 318, 375, 1915; R. Furth, Ann. d. Phys. 53, 177, 1917. 

3) Siebe S.335. 
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Strich iiberschritten hat, nicht mehr gezahlt wird), d. h. es soil an der Platte 
die Konzentration Null herrschen. Von denjenigen Teilchen, die zur Zeit 

t = 0 in X sind, trifft wahrend des Zeitabschnitts zwischen t und t + dt 
der Bruchteil 

X _ (x- 1\10t)2 

dW = -= e 4Dt dt···.· .. · (367) 
2V TC DtS 

auf die Platte auf. Aus dieser GroLle kann man 
t 

f~) =~ f +d~~ dt 
o 

ausrechnen und.(366) bestatigen, ebenso fiir die mittleren doppelseitigen Erst
X'2 

durchgangszeiten .-=- = 2 D (fiir 1110 = 0) finden. Die Formeln (366) sind 
t 

13ehr haufig zur Bestimmung von D und daraus zur Bestimmung der Beweg

lichkeit B (und weiter zur Bestimmung von 1V L) benutzt worden 1). Hierbei 
haben sich zwei Anomalien gezeigt: Erstens fand sich die Beweglichkeit, aus 
der Vertikalbewegung berechnet, kleiner wie aus der horizontalen 2). Fiirth 

hat in der letzten unter 2) zitierten Arbeit3) gezeigt, dall infolge der geringen 

Zahl von Beobachtungen die verhaltnismaLlig seltenen klein en Zeiten zu wenig 

vertreten sind, diese aber bei der Bildung von (~) eine wesentliche Rolle 

13pielen, nicht aber bei der Bildung von t. So wird die linke Seite von (366) 

zu klein. Er gibt eine Korrekturformel, die die Umrechnung gestattet und 

dann Ubereinstimmung fiir horizontale und vertikale Bewegung liefert. 
Zweitens hat Ehrenhaft4) gefunden, daJ3 sich behn Vergleich der aus 

den Fallversuchen nach der Widerstandsformel berechneten Beweglichkeit 
mit der aus der Brownschen Bewegung bestimmten die erstere bei Metall
partikeln groLler, bei Oltropfchen kleiner findet. Ob das ganz durch die Ab
weichungen des benutzten Widerstandsgesetzes erklart wird 5), ist noch nicht 
untersucht. Die sich aus (367) ergebende Verteilung der Zeitwerte hat (aller
dings infolge einer falschen Formel von Fletscher nicht genau) Kon

stantinowsky4) nachgepriift. 

§ 10. Schwankungen der TeilchenzahI 6). Wir haben in dem Kap. II, 
§ 1 bis 6 besprochen, daLl die im Mittel (bei Abwesenheit auLlerer Krafte und 

1) Literatur bei E. Schrodinger, 1. c.; F. Ehrenhaft, Ann. d. Phys. 56, 
1, 1918. 

2) R. v. Neumann-Ettenreich, Wien. Bel'. 121, 1163, 1912; R. Fiirth, 
Ann. d. Phys. 53, 177, 1917; 59, 409, 1919. 

3) Siehe auch R. Fiirth, Phys. Zeitschr. 22, 625, 1921. 
4) Siehe z. B. F. Eh ren h aft, Ann. d. Phys. 56,19,1919; D. Konstan tinows.ky, 

Ann. d. Phys. 46, 261, 1915. 
5) R. Bar, Phys. Zeitschr.22, 615, 1921 und die darauf folgende Diskussion. 

Siehe auch E. Schmid, Wien. Ber.129, 813, 1920. 
6j Siehe die Zusammenfassuugen bei M. v. Smol uch 0 wski, Phys. Zeitschr.17, 

557, 585, 1916; R. Fiirth, ebenda 20. 303, 332, 350, 375, 1919 u. "Schwaukungs
el'scheinungen in del' Physik". Braunschweig 1920. 
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im stationaren Zustande) gleichmiiBige Verteilung der Molekule es durchaus 
nicht im einzelnen Moment ist und haben daran anschliel3end hervorgehoben, 
dal3 die Abweichungen relativ desto starker werden, je weniger Molekeln vor
handen sind. Denken wir uns etwa ein Gefal3 yom V olumen V in zwei Teile 
VI und v~ geteilt, so ist in Erweiterung von (355) nach (133) die Wahr
scheinlichkeit dafur, dal3 sich von den N Molekeln NI bestimmte in t'], N2 
bestimmte in V2 befinden 

wenn wir aber auf die Individualitat der Molekule nicht achten, sind noch 
N! 

N , N , VertauBchungen moglich und die Wahrseheinlichkeit daher 

l' 2' (~)' Nl'(V2)N2 N! 
V V N]! N2! 

Die hitufigste Verteilung ist dann, wie wir wissen, die gleiehmal3ige mit 

........ "" Vs N2 = N - N] = - N; 
V 

in dieser Bezeiehnung gesehrieben heil3t die Formel 

= (NI)Nl(N - ~)N-Nl N! 
W N, N 1VI!(N-N])! .... (368) 

Wir wollen nun annehmen, dal3 N und N - NI jlldenfalls grol3 genug zur 
Anwendung del' StirIingschen Formel seien, vonNI selbst setzen wir es noeh 

N 
nicht voraus, aber jedenfalls soil }/ sohr klein sein, dann gibt eine Rechnung, 

ganz analog der zu (357) fuhrenden, 

e-Nl NINt 
W - ---.---

- NI! . (369) 

Bemerkenswert ist, dal3 hier N ganz versehwunden istj das besagt, dal3 die 
Grol3e des an v] ansehliel3enden Raumes gleichgultigist, wenn er nur so viel 
Molekule N - Nt enthalt, dal3 die Verminderung keine Rolle spielt, die durch 
die in VI vorhandenen Molekule verursaeht ist. Diese Poissonsche Formel 
hat Smoluchowskj1) auf die Sehwankung der Molekulzahl in einem kleinen 
Raume, der mit einem sehr viel gro13eren verbunden ist, zuerst angewandt. 
Naeh ihr ergeben Bieh fur die Molekulzahlen 0, 1, 2 ... die Wahrseheinlich-
keiten 

Man kann dann als Gl'ol3e, die' die .Starke der Schwankullg mil3t (ganz so wie 
man bei einer MesBungsreihe den mittleren quadratischen Fehler bildet), fur 
jede Zahl NI das Quadrat (urn vom Vorzeiehen unabhangig zu sein) 

"" (Nl - N1)2 bilden, jaden diesel' Ausdriicka mit der Wahrseheinliehkeiit (368) 

I) M. v. Smoluehowski, Boltzmannfestschrift, Leipzig 1904, S.626. 
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seines Vorkommens multiplizieren und uber aBe Nl summieren. So bekommt 
man allgemein die mittlere quadratische Abweichung vom l'Iittelwertl) 

'" N! (Nl)Nt (N - N:)N-NI (5'2 = :g (Nl - ]v 1)2 ~----- ~ --;-.-Nt Nl!(N-Nl)! 1'1 lv 

N;(N~N;) 
N 

(370) 

und wenn N: < N ist 
~12 = Nl .............. (370') 

das Quadrat der relativen Abweichung wird 

"') 1 Nl 1 '" (1- Ii bzw. ~ ...... (371) 
I'll ~l 

- ( (5')2 i5 2 = '" = 
I'll 

Die mittlere A bweichung selbst mit Berucksichtigung des Vorzeichens, 

(Nl - N1 ), wird naturlich 0, denn so ist Nl gerade definiert. 
Die. Formel (369) ist durch Messungen an kolloidalen Losungen von 

Sved berg 2) so gepruft worden, daLl er durch einen schmalen Lichtkegel nur 
ein bestimmtes Gebiet beleuchtete, und zwar stoLlweise, und die bei jedem 
solchen Lichtblitz gerade vorhandenen Teilchen zahlte. Wahrend bei kleinen 
Konzentrationen (369) genau erfullt war, zeigten sich bei hiiheren Ab· 
weichungen, die abel', wie Westgren3) bewies, durch unscharfe Begrenzung 

1) Die Rechnung erfolgt auf Grund des Umstandes, doLl 

(u + lJ)N = Z aNI b N~Nl -:-,_ N~ ____ " 
N I • (N-N1)· 

(binomischer Lehrsatz), also 

(1\11 N - N1)N _ 
N +-~N~ -

man hnn (370) schreiben 

Z N2 (A\)Nl (N~~)N-NI ___ N! 
IS, K NI! (N-Nl)! 

""-' ""-' ~ 

_ (2 N _ I) N~l.E (Nl)Nl-l (l'{~- N1)N-I-Nt + 1 ________ J!i_- 1)! --~ 
1 N N N (Nl -I)! (N - 1 - Nl + I)! 

+ N2 - N(N-l) 11,2 -(2N -l)N + N' _ ~(N-N..J. 
I - N2 1 1 I - N 

2) Th. Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chern. 73, 547, 1910; Th. Svedberg 
und K. lnouye, ebenda 77, 145, 1911. 

3) A. Westgren, ebenda 83, 151, 1913. Zeitschr. f. anorgan. Chern. 93, 231, 
H1l5; 95, 39, 1916. Ark. f. Mat. Astr. och Fys. 8, 14, 1916. Siehe auch R. Lorenz 
und W. Eitel, Zeitschr. f. anorg. Chern. 87, 357, 1914. 
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des Lichtstrahls bedingt waren. Bei Vermeidung dieses Fehlers fand letzterer 

dann auch bei hOheren Konzentrationen (369) sehr gut bestiitigt, wie folgende 

Tabelle beweist: 

N) 0 
I 

2 3 4 5 6 7 

Haufigkeit {~eob. 383 568 
I 

357 175 i 67 28 5 2 
er .. 380 542 384 184 66 19 5 2 

6 2 = 0,743 
1 

0,700. 
"-' 
Nl 

Die Frage nach del' Giiltigkeit von (369) bzw. (370) ist deshalb sehr 

interessant, weil zu ihrer Ableitung die gleiche Voraussetzung del' Unab

hangigkeit del' Teilchen voneinander gemacht ist wie bei del' Ableitung del' 

Gasgleichung; in del' Tat hat SmoluchowskP) gezeigt, daJ3 man aus den 

Abweichungen del' einen Gleichung auf die del' anderen schlieJ3en kann (siehe 

den nach8ten Paragraphen). Die Versuche Westgrens haben in 11ber

einstimmung mit den in § 4 erwahnten solche Abweichungen erst bei 

Konzentrationen gezeigt, wo die Teilchenabstande nul" mehr das 10fache der 

Durchmesser betragen 2). 1m iibrigen hat Formel (371) eine 8ehr viel all

gemeinere Bedeutung, sie gilt z. B. fiir aIle Erscheinungen, wo in del' Zeit

einheit im Durchschnitt (abel' nicht genau) Nl voneinander unabhangige, 

d urch W ahrscheinlichkei tsgesetze bedingte Ereignisse auftreten, so z. B. beim 

radioaktiven Zerfall. Hier hat v. Schweidler 3) zuerst darauf hingewiesen, 

dall die Zahl del' pro Sekunde zerfallenden Atome und damit die Starke del' 

Ionisationsstrome Schwankungen von del' GroJ3e (370) unterworfen sein miiJ3te, 

und die Messung diesel' "Schweidlerschen Schwankungen" ist dann Kohl

rausch 4) gel un gen. Die Theorie ist sehr ausfiihrlich von Schrodinger 

bearbeitet worden 6). Auch die Vertailung del' einzelnen Emissionen nach 

(369) hat sich nachweisen lassen 6). Andere Anwendungen sehe man in dem 

zitierten Buche von Fiirth. 

1st die durchschnittliche Molekiilzahl Nl in dem baobachtetan Raumteil 

groll genug, daJ3 man auch auf sie die Stirlingsche Formel anwenden kann, 

so kann man die Veranderung von N), die in Wirklichkeit immer urn 1 

erfolgt, als kontinuierlich ansehen, d. h. N) = N.. (l + ~) setzen und erhalt 

1) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 25, 205, 1908. 
2) R. C ostantin, Compt. rend. 158, 1341, 1914. 
3) E. v. Schweidler, Congr. Int. de Radiol., Liittich 1905; siehe auch 

N. Campbell, Phys. Zeitschr. 11,826, 1910. 
4) K. F. W. Kohlrausch, Wi en. Ber. 115,673, 1906; E. Meyer, Berl. Ber. 

1910, S.617; weitere Literatur St. Meyer und E. v. Schweidler, Radioaktivitat. 
Leipzig 1916. 

5) E. Schrodinger, Wien. Ber.128, 177, 1919. 
6) E. Regener, Verh. d. D. Phys. Ges. 10, 78, 1908; Berl. Bel'. 1909, S. !H8; 

E. Rutherford und H. Geiger, Proc. Roy. Soc. 81, 141, 1908; Th. Svedberg, 
Zeitschr. f. phys. Chern. 74, 738, 1910. 
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als Wahrscheinlichkeit einer relativen Abweichung vom Mittelwert von einem 
Betrag zwischen ~ tmd ~ + d ~ in Analogie zu (357) 

V ~ NIN 62 
dW = NIN -N~N-I ------- e 1 d ~ 

2 '1'l(N -N1 ) 

. . . . . . (372) 

dW __ ~/~ _N162 

- e 2 d 8 . . . . . . . . . . . (372') 
2'1'l 

Schwieriger ala die Frage nach der GrOlle der Schwankung ist die Frage 
nach der Geachwindigkeit der Schwankung zu beantworten, weil bei ihr im 
Gegensatz zur ersteren der Mechanismus eine Rolle spielt (analog wie beim 
Verhaltnis von chemischem Gleichgewicht und Reaktionsgeschwindigkeit). 

Auch diese Untersuchung verdankt man Smoluch6wskP). Hierbei 
sind zwei Falle zu unterscheiden, die wir uns am besten wieder bei Be
trachtung der bei momentaner Beleuchtung in einem Raumgebiet vorgefundenen 
Teilchenzahlen klarmachen. Wenn wir die Abstande der einzelnen Beob

achtungen sehr groLl wahlen, so ist im allgemeinen zu erwarten, daLl kein 
Teilchen sich bei einer Beobachtung noch vorfindet, das auch schon bei der 
friiheren da war (nkeine Nachwirkung"). Dann konnen die Teilchenzahlen der 
beiden Beobachtungen Nl und N; als unabhangige GroLlen angesehen werden. 
Die Geschwindigkeit der Anderung von einer Beleuchtung zur anderen iet 
N{ - N1 ; natiirlich ist diese GroJ3e ebeneooft positiv wie ~egativ, man be-

rechnet daher als MaLl der Anderungsgeschwindigkeit V(N{ - Nl)2; das kann 
man so umschreiben: 

............ ~ rov """ 
= (N; - NI)2 - 2 (Nl - NI ) (N; - NI) + (NI - NI )2. 

Da die beiden Faktoren des mittleren Ausdrucks voneinander unabhangig 
gleich oft positiv wie negativ sind, verschwindet der Mittelwert, der erste und 

"'- "" 
letzte Ausdruck ist aber nach (370) jeder gleich NI (N;; N1); folglich ergibt 

sich die Wurzel aus der mittleren quadratischen Schwankungsgeschwindig-
keit zu 

Bei kurzerer Beobachtung findet Nachwirkung statt, man hat dann die Wahr
scheinlichkeit zu berechnen, dafl nach einer Beobachtung mit Nl Teilchen 
bei der um t spateren Beobachtung N; Teilchen zu finden sind. Nun kann 
(z. B. bei N{ > N I ) dieses Resultat so erzielt werden, daB aIle friiheren 
Teilchen im Beobachtungsraum bleiben und N{ - NI weitere eintreten, oder 

1) M. v. Smoluchowski, Wien. Ber. 123, 2381, 1914; Phys. Zeitschr. 16, 
321, 1915; 17, 557, 1916. 
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es kann eines der urspriinglichen Teilchen aus- und dafiir N; - N1 + 1 andere 

eiutreten usw. Diese einzelnen \Vahrscheinlichkeiten lassen sich durch Be
trachtung der Brown schen Bewegung der Teilchen ausrechnen und sind zu 

addieren und ergeben so die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer ge

gebeneu Differenz N{ - N I • 1st die mittlere Wahrscheinlichkeit dafiir, da13 
ein Teilchen in der Zeit taus dem Beobachtungsvolumen austritt, W', so ergibt 

sich, da13 man (373) mit VW' zu multiplizieren hat. 

Smoluchowski hat die Formeln an Svedbergs 1) Messungen gepriift, 

Fiirth2) hat eine ahnliche Rechnung fiir folgendes noch einfarhere Beispiel 

ausgefiihrt: Er beobachtet die FuJ3ganger, die sich gleichzeitig in einem be
stimmten Stra13enabschnitt befinden; hier ist klar, da13 bei so kurzen Beob
achtungszwischenraumen, da13 die Zwischenzeit zum Durchschreiten des 
Strallenstiickes nicht reicht, grollere Menschengruppen, die sich bei einer 

Beobachtung gezeigt, auch bei der nachsten noch zu einer hohen Zahl Anlal3 
geben und so durch Nachwirkung die "Anderungsgeschwindigkeit" vermindprJi 
[aber nicht die mittlere Schwankung (370)]. 

Die Grol3e W' hangt natiirlich von der Form des betrachteten Volumens 
abo Die sich theoretisch ergebende Formel stimmt bei vllrschiedenen GefiiJ.l

formen nach Westgren S) und Buchwald 4) gut mit der Erfahrung iiberein. 
Letzterer hat die Uberlegungen Smoluchowskis erweitert, indem er 

(s. S. 342) die Wahrscheinlichkeiten unterschied, das ein Teilchen nach Ablauf 

einer gewissen Zeit iiberhaupt das betrachtete Volumen verlassen hat, und 

dall es zum ersten Male das Volumen verlassen hat. Hierbei kann das erst
malige Passieren der Grenze auf die nachfolgenden Ereignisse einwirken. 

§ 11. Allgemeine Schwankungen. In Entwicklung einer all
gemeinen Idee Einsteins 5) dem Vorgang Smoluchowskis 6 ) folgend, be
trachien wir ein Gefiil3 mit (eventuell nicht ideal em) Gas, welches einen 
zylindrischen Ansatz tragt, der mit Gas von der gleichen Dichte gefiillt ist. 
Das restliche GefiiJ3 soIl von dem (im iibrigen geschlossenen) Ansatz durch 
einen beweglichen Stempel getrennt sein. \Vir wollen die Dichteschwankungen des 
Gases in dem Ansatz untersuchen, wobei wir sie als bedingt durch Brownsche 
Bewegung des Stempels ansehen. Der Stempel solI verhiiltnismii13ig schwer 

sein, so dall wir den Vorgang der Kompression als reversibel behandeln 

konnen (d. h. so rechnen, als iibe das Gas von N 1 Molekiilen, wenn sein Volumen v 
betriigt, den diesem Volumen nach der Zustandsgleichung entsprechenden Druck p 
auf den Stempel aus). 1st das Volumen des angrenzenden GefiiJ3es groll genug, 
dal.l in ihm die Dichte durch die Bewegung des Stempels nicht merklich ge

iinderl wird, so erfiihrt der Stempel den einseitigen Druck p - Po, wenn er das 
Gas im Ansatz durch Kompression auf das Volumen v von seinem urspriing-

1) Th. Svedb erg u. K. Inouye, Zeitschr. f. phys. Chern. 77, 145, 1911. 
2) R. Fii rth, Phys. Zeitschr. 19, 421, 1918; 20, 21, 1919. 
3) A. Westgren, Ark. f. Mat. Svensk. Vet. Ak. 11, 14, 1916 u. 13, 14, 1918. 
4) E. Buchwald, Phys. Zeitschr. 21, 329, 1920; Ann. d. Phys. 66, 1, 1921. 
5) A. Einstein, Ann. d. Phys.19, 373, 1906. 
6) M. v. Smoluchowski, ebenda 25, 20\ I!lOS. 
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lichen Wert Vo zusammendriickt. Wir fiigen nun zwei entgegengesetzte gleiche 
Krafte vom Betrag 0 [p (v) - P (vo)] auf den Stempel hinzu, so daJ3 die eine 

dem Gasiiberdruck gerade das Gleichgewicht halt, wahrend die andere aUein 
iibrigbleibende als von einer potentiellen Energie ableitbar erscheint 

v 

"", - - otp Nl J 
,n; - , tp = NL (p - Po) d V, ox 

Vo 

wo Nl die Molekiilzahl des Gases, V das zu v gehorige Molvolumen = i: v und 

v = 0 x ist, endlich x die Lage des Stempels angibt. 

Dann wird nach den allgemeinen Gesetzen der Statistik die Brownsche 

Bewegung, die die Platte ausfiihrt, gegeben sein durch die Wahrscheinlichkeit, 

daJ3 ihre Lage zwischen x und d x, d. h. das a bgeschlossene Volumen zwischen 

Nl Nl . 
- -- V und --(V + d V) hegt: 

NL NL 
y 

- :~ f (p - Pol d v 
dW=Ae fo dV· ... ····(374) 

wobei A vom momentanen Volumen natiirlich unabhangig ist. Setzt man nun 

P = Po + Yo ~(O]_) (V - Yo) + ... = Po _}_ (V =-y~, 
Vo 0 Vo Xo Vo 

so wird 

(374') 

wo d wieder die relative Verdichtung ist. Fur den Boyle-Mariotteschen 

Wert Xo = + Ii, stimmt dies mit (372') (unabhangige Bewegung der 

Teilchen) iiberein, im allgemeinen ergibt sich 

-- RI'Xo 
~2 =--- ..... _ ....... (375) 

VoNl 

Man kann also aus der Grolle der mittleren Schwankungen der Teilchen
zahlen die Kompressibilititt Xo berechnen und so auf Abweichungen vom 
Boyle-Mariotteschen Gesetz schlieLlen. 1st XO groller als nach diesem, so 

werden auch die Schwankungen groJ3, es tritt "Schwarmbildung" ein, indem 
eine besonders dichte, schon vorhandene Molekiilgruppe infolge der Anziehungs
krafte (die sich ja in der Verkleinerung von Xo ausdriicken) noch weitere 
Molekiile anzuhaufen sucht 1). Besonders stark mull das am kritischen Punkt 

eintreten, wo ~: und :2-0 verschwinden 2); dann mull man die Entwicklung 

von p bis zum Gliede mit (V - V 0)8 fortsetzen und erhalt im Exponenten von 

(374) - :;,~ :~ (:S:S)K ~4; ganz ahnlich wie hier besprochen liegen die 

Verhaltnisse auch, wenn man eine Flussigkeit in einer anderen gelost hat; 

1) L. S. Ornstein und F. Zernike, Arnst. Proc. 17, 793,1914-; 19,1321, 19IG; 
Phys. Zeitschr. 19, 134-, 1918; F. Zernike, ebenda 18, 1520, 1916. 

2) Siehe erste Bandhii.lfte Kap. VI, § 19. 
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auch hier sind die Molekiile im Mittel gleichmaIlig verteilt, ihre Dichte· unter

liegt aber Schwankungen, die fiir weit von der Sattigung entfernte Losungen 
wieder durch (374) gegeben sind (xo bezieht sich dann auf den osmotischen 
Druck) und die bei der »kritischen Entmischungstemperatur" besonders groll 
werden. Die Grolle dieser relativen Schwankungen iet nach (345) desto groJ3er, je 
kleiner Nl ist; sie ist daher bei wenigen kolloidalen Teilchen leicht zu bestimmen, 

1~ 1/ 1 1 
in 1 cm3 eines normalen Gases dagegen nur yd9 = r 2,7-:1019 "'5- 10- 9• 

Aber auch diese kleine Unregelmiilligkeit macht sich durch Zerstreuung des 
Lichtes beim Durchgang durch geniigend lange Schichten bemerkbar, ihr ist 
das blaue Licht des Himmels zu verdanken 1). Besonders stark miissen nach 
obigem die Erscheinungen in der Nahe des kritischen Punktes bzw. (bei 
Mischungen) des kritischen Entmischungspunktes sein; hier ist die Opaleszenz 
schon lange bekannt. Die quantitative 'rheorie der Erscheinung, die Ei n s tei n 2) 
gegeben hat, ist in beiden Fallen gut bestatigt worden 3). Auch die blaue 
Farbe des Meeres wird hierauf zuriickgefiihrt 4). Es sei hervorgehoben, dall 
diese Opaleszenzerscheinungen nur molekulartheoretisch e~klart werden konnen, 
was sich auch darin au.f3ert, dall aus ihnen die Loschmidtsche Zahl berechnet 
werden kann (Rap. X, § 1). 

Auch die gewohnliche Zerstreuung des Lichtes in Fliissigkeiten hangt mit 
Abweichungen von der gleichma.f3igen Verteilungzusammen 5). 

Die freie Oberflache einer Fliissigkeit wird »molekulare Rauhigkeit" 
zeigen, weil sich infolge der Energieschwankungen Teile der Fliissigkeit ent
gegen (der Schwerkraft und) der Oberflachenspannung iiber die mittlere 
Ruhelage erheben, bzw. unter sie herabsinken werden. Eine solche Oberflache 
wird diffuse Reflexion des Lichtes zeigen. Die Erscheinung ist besonders 
deutlich an der Grenzflache zwischen zwei Fliissigkeiten nahe der Temperatur, 
wo die beiden sich vollkommen mischen, da dort die Oberflachenspannung 
besonders klein ist 6). 

Aus (374) erkennt man, daJ.l nur jene Dichteschwankungen eine merkliche 
V 

Haufigkeit haben, zu deren reversibler Erzeugung eine Arbeit :;, j (p - Po) d V 

Vo 

von der Grollenordnung k T aufgewendet werden mull, und diese aIle sind von 
nahe derselben Haufigkeit; ist dagegen die Arbeit z. B. 10 k T, so ist die 

Haufigkeit nur mehr der e-10-te '" ~. 10-4-te Teil; das entspricht genau 

den Verhaltnissen beim M a x we 11 schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz; es 
gilt aber viel allgemeiner. 

I) Siehe .K Buchwald. Ann. d. Phys. 52, 775., 1917. 
2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33, 1275, 1910. 
3) W. H. Keesom und H. Kamerlingh Onnes, Leid. Comm. No. 104, ]908. 
4) C. V. Raman, Proc. Roy. 80c. 101, 64, 1922. 
5) R. Gans, Zeitschr. f. Phys. 17, 353; 18, 238, 1923. 
6) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 25, 225, 1908. L. Mandelstam, 

ebenda 41, 609, 1913. R. Gans, ebenda 74, 231, 1924. 
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Wir wollen nun Formel (374) verallgemeinern und betrachten nun ein 

beliebiges sehr grolles System, das aus mehreren, der Natur nach verschiedenen 

Teilen bestehen kann. Einen solchen Teil wollen wir spezielI herausgreifen 

und ihn als eigentliches Objekt unserer Untersuchung wahlen, wahrend der Rest 

als "Warmebad" oder "Thermostat" bezeichnet werde. Dann wird sich das 
herausgegriffene System im wesentlichen so verhalten, wie die im II. Kapitel 
allgemein behandelten, mit dem einzigen Unterschied, dall seine Energie nicht 

mehr genau konstant ist, sondern schwankt, weil es nicht abgeschlossen ist; 

wollen wir etwas iiber die Grolle dieser Schwankungen erfahren, dann konnen 
wir es formal so machen, dall wir das ganze Teilsystem als ein grolles Molekiil 

ansehen; die Wahrscheinlichkeit, dall seine Koordinaten innerhalb eines Phasen

raumelements d V Hegen, ist dann 
-E' 

. . . . . . . (376) 

wo E' die Gesamtenergie unseres grollen "Molekiils" ist. 

Von diesem allgemeineren Standpunkt aus gesehen, konnen wir aIle die 

Verteilungsformeln, die wir bisher behandelt haben, durchaus auch als 
Schwankungsformeln oder Formeln fiir die Brownsche Bewegung ansehen. 
Die barometrische Hohenverteilung, die wir in (344) fiir kolloidale Teilchen 
gegeben haben, ist ebensogut eine Formel dafiir, wie wahrscheinlich es ist, dall 
die Lage eines Teilchens von seiner wahrscheinlichsten am Boden abweicht. 

Die Formel fiir die Verteilung del' Lagen quasielastischer gebundener Teilchen, 
aus welcher dann die von potentieller Energie herriihrende spezifische Warme 
folgt, ist auch als Formel fiir die Schwankungen urn die thermodynamisch 

zu erwartende Ruhelage deutbar. Und endlich lallt sich auch das Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz als durch die Schwankungen del' Stolle urn 

die gleichmallige Verteilung bedingte Fehlerformel auffassen. 
Wenn wir nun (376) zur Ausrechnung wirklicher Beispiele benutzen 

wollen, erweist sich wieder der Kunstgriff zweckmaJ3ig, einen das "System" 
vom Bad trennenden Mechanismus (Stempel) einzufiihren, der unter dem Ein

Hull des "Bades" eine Brownsche Bewegung ausfiihrt und weiter auf das 
System einwirkt. Die Lage des Mechanismus soll durch irgend einen Para
meter IX beschrieben werden, z. B. war es bei (374) das Volumen. Wenn 
wir IX andern, haben wir gegeniiber dem System eine Arbeit zu leisten, die 
A (IX) heille, und die gleich ist F(rx) - F(O), wobei F(rx) die freie Energie des 

Systems in Abhangigkeit von IX sei und mit rx = 0 del' Durchschnittszustand 
bezeichnet sei, der del' Ruhelage des Verbindungsmechanismus entspricht. 
Das System wird also einer Veranderung von rx eine Kraft 

of 
~=-- ... 

orx 
. . . . . . (377) 

entgegensetzen. Wir fiihren nun wieder auf den Verbindungsmechanismus 

entgegengesetzt gleiche Krafte von diesem Betrag ein, deren eine die Riick

wirkung des Systems gerade aufhebt, wahrend un tel' dem EinHull del' anderen 
iibrigbleibenden die Brownsche Bewegung des Verbindungsmechanismus so 
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erfolgt, als hiitte er ei ne potentielle Energie F (a) - F (0), d. h. die Wahr
scheinlichkeit einer Lage zwischen a und a + d a ist durch 

F(a)-F(O) 
e--kP--da 

-",,-i'TaFF(Of- .......... (378) 

J e- kT tla 

d\V 

-oc 

gegeben. Man sieht, dall nur solche Werte F(a) - F(O) hiiufiger vorkommen, 
die nicht sehr groll gegen k T sind. Kann man F(a) - F(O) entwickeln, so 
ergibt sich 

1 /I 

F(a)-F(O) = 2 F a 2 + ... 
(wegen F' (0) = 0, Definition von a = 0 als Gleichgewicht!) 

und es wird 
1/F"(O) _F"(O)CC2 

dW = r 2kTn e 2kT da . ....... (379) 

1m besonderen kann a gleich den Schwankungen der Temperatur des 

Systems sein 1), a = T - To; dann wird 

F= E-TS, 
'OF 
af=S, 

F . t d fi 't' ,," '0 SOb' 0 d" . 'fi h erner IS e m IOnsgema ... '0 T - 1" wo el leJemge "spezl sc e 

Warme" ist, die bei der betrachteten Anderung auf tritt, Also wird 

'02F 0 

also 
I 0 (T- TO)2 

dW = 1! ___ e 2k-T2 G dT .. , .. , . (380) r 2 k T2n 

Daraus berechnen sich die mittleren relativen Temperaturschwankungeu zu 

Wir sehen auch hier, da!3 die Abweichungen von der GroJlenordnu,ng kT 
bleiben. Das Entscheidende bei unseren Ansatzen ist, dall die Grolle einer 
Schwankung nicht durch Kopplung mit weiteren Systemen geandert wird, 
wenn nul' das erste System geniigend gro1l ist. 

§ 12. Irreversibilitat. Wir gehen nun, nachdem wir im II. Kapitel 
gezeigt haben, dall die Molekulartheorie die auf umkehrbare V organge 
beziiglichen Behauptungen des zweiten Hauptsatzes erklaren kann, dazu 
iiber, zu untersuchen, wie sie sich zur Existenz 'nichtumkehrbarer Vorgange 
stellt. Die hier fiir die mechanische Erklarung vorliegende Schwierigkeit, 

1) F. v. Hauer, Ann. d. Phys. 47, 365, 1915; M. v. Laue, Phys. Zeitschr.18, 
542, 1917. 
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deren Kern in del' prinzipi~llen Umkehrbarkeit aIler mechanischen Vorgange 1) 
Iiegt, hat seinerzeit vielfach zur Ablehnung del' Molekulartheorie del' Warme 
gefiihrt, andererseits Boltzmann seine Ansicht immer schader herausarbeiten 
lassen. Endlich wurden die Schwierigkeiten in zweiEinwanden formuliert: 

L Loschmidtscher Umkehreinwand 2): Nehmen wir an, ein System mache 

momentan eine irreversible Zustandsanderung durch, bei del' natiirlich die 
Entropie zunimmt; nun denke man sich die Geschwindigkeitsrichtungen aller 

Molekiile umgekehrt. Die neue Bewegung ist mechanisch moglich; da abel' 
dann del' ganze urspriingliche Vorgang nach riickwarts ablauft, nimmt dabei 
die Entropie von selbst ab, im Widerspruch mit dem zweiten Hauptsatz. 

n. Poincare-Zermeloscher 3) Wiederkehreinwand: Wenn die Koordi
naten und Impulse des Systems nie unendlich werden, del' dem System im r-Raum 
zur Verfiigung stehendePhasenrauminhalt also endlich ist, mull nach Poincare 
das System (fast) jedem einmal passierten Punkt nach gewissen "Quasiperioden" 
wieder unendlich nahe kommen. Wenn folglich das System von einem Zu
stand kleiner Entropie ausgegangen ist, muLl es, so schliellt Zermelo, den
selben nach einiger Zeit von selbst wieder ann ehmen, im Widerspruch mit 
dem zweiten Hauptsatz. 

Was sagt darauf die Theorie? Nach den Boltzmanns Uberlegungen 
klarstellenden und prazisierenden A usfiihrungen von E h I' en f est 4) und 
Smol uchowski 5) sind die positiven Behauptungen del' beiden Einwande als 
richtig anzuerkennen, die Behauptung des Widerspruchs mit dem zweiten 
Hauptsatz aLer zu modifizieren. 

Hierbei ist del' Charakter del' Formel (378) maJ3gebend, del' zeigt, dall 
die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes, del' vom durchschnittlichen Verhalten 
um die Energie .d U abweicht, ungeheuer schnell mit steigendem L1 U abnimmt. 
Wir haben demnach. zwei Gebiete von Schwankungen zu unterscheiden: 
Erstens diejenigen, in denen sich die Energie nul' urn die Grollenordnung k T 
von ihrem mittleren Wert unterscheidet. Sie sind von merklich del' gleichen 
Haufigkeit untereinander und sind bei del' Berechnung des Phasenvolumens 
des mittleren Zustandes (del' Entropie) schon mitgezahlt; wiirde man auch 
sie ausschliellen und als Zustand grollter Entropie nul' streng die wahr
scheinlichste Verteilung rechnen, ohne irgendwelche Abweichungen zu ge
statten, so wiirde man iiberhaupt nul' einen verschwindenden Bruchteil del' 
Zustande bekommen, die das System von selbst durchlauft; man mull del' 
Verteilung einen gewissen Spielraum lassen, del' allerdings relativ desto engel' 

1) Diese hat ihren Grund darin, da.6 in . den rein mechanischen GIeichungen 
die Zeit nur im Quadrat vorkommt (sei es im zweiten DifferentiaJquotienten bei 
del' Beschleunigung, sei es imGeschwindigkeitsquadrat). 

2) J. Loschmidt, Wien. Bel'. 73, 139, 1876; 71),67,1877. 
3) E. Zermelo, Wied. Ann. 67, 485, 1896; H. Poincare, Acta math. 13, 

67, 1890. 
4) P .. u. T. Ehl'enfest, Enz. d. math. Wiss. IV, S.32. 
b) M. v. Smoluchows ki: in "Vortl'age iiber die kin. Theorie del' Mat.", Leipzig 

1914, S.89; Phys. Zeitschr. 17, 557, 1916. 
]\tilU.,·-P ouillet III. 11. Aufl. 23 
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gezogen werden kann, je groller die Molekelzahl ist (die Gesamtenergie darf 
UIII einige k T sehwanken). Andererseits haben wir gar kein Mittel, diese 
Entropiesehwankungen technisch auszunutzen, denn auch un sere Apparate 
schwanken ebenso (vgl. spater). DaJ3 ,aber bei diesen Schwankungen die 
Molekulartheorie der Wirklichkeit entspricht, hat dieses Kapitel gelehrt. 

Gehen wir andererseits zum Gebiet groJ3erer Energie-und Entropiedifferenzen 
iiber, so bemerken wir ein sehr starkes Abnehmen del' WahrscheinIichkeit. 
Zeichnen wir uns etwa den Verlauf der Energiedifferenzen als Funktion del' 
Zeit auf, und betraehten wir zwei Streifen, der eine begrenzt von den Energie

differenzen gegen den Normalwert U1 und U1 + L1 U, der zweite benachbarte 

von den Werten U1 + L1 U und ('I + 2 L1 U, so halt sich das System im 
letzteren (wenn L1 U > kT) viel kiirzer auf als im ersteren; das heWt abel', 
daJ3 die Kurve, die den Verlauf darstellt, wenn sie das Gebiet des ersten 
Streifens einmal betreten hat, meist umkehrt, bevor sie noch in den zweiten 
hoher liegenden kommt. 

Damit ist die Antwort auf die Behauptung innerer Widerspriiche und 
auf einen Teil des Loschmidtschen Umkehreinwandes gegeben: 'Venn ieh 
im Verlauf der Kurve in einem Moment zunehmender Entropie die Bewegungs
riehtungen umkehre, dann wird zwar zuerst die Entropie abnehmen, aber fast 
immer nur unbeobachtbar kurze Zeit, urn dann sofort nach Uberscbreitung 
des Umkehrpunktes wieder zuzunehmen I). 

Allerdings gibt es einzelne Stellen, an denen die Entropie merklich ab
nimmt, die Stellen, die zu sehr stark von den normalen abweichenden Zustands
verteilungen fiihren. Dieselben sind aber im ungestorten Ablauf ein verschwin
den del' Bruchteil; wenn man fiir gewohnlich eine zunehmende Entropie hat, 
dann ist der Ausgangszustand nicht von selbst entstanden, sondern man hat 
sich sozusagen kiinstlich auf eine abnorm hohe Stelle der Abweichungskurve 
gesetzt, von der es selbstverstandlich (fast) immer nur Wege nach abwiirts 
gibt, weil man nach dem vorigen (fast) immer in der Nahe eines Maximums ist. 

Die von selbst auftretenden merkliehen Abweichungen miissen wir zwar 
erwarten, da sie bei kleiner Abweichung genau nach den Formeln beobachtet 
wurden, aber so ungeheuer selten, da13 wir sie bei der praktischen Formulierung 
des zweiten Hauptsatzes nicht einzubeziehen haben. 

Smoluchowski hat das noch naher ausgefiihrt, indem er an dem ganz 
durchsichtigen ~eispiel der Zahlen kolloidaler Teilehen eine "mittlere Wieder
kehrzeit" bestimmter Teilchenzahlen berechnete und zeigte, wie sehr sie bei ' 
grollen Teilchenzahlen in die Hohe geht; so ist die Zeit, innerhalb deren man 
erwarten kann, da.ll sich in 1 cms einer Mischung gleicherTeile O2 und N2 zwischen 
denzw.ei Half ten de!! Gefiilles eine Entmischung von 1 Proz. von selbst herstellt, 
"" 101014 sec; bei einem Volumen von 2.10- 5 em Seite ist die Zeit 10- 9 sec! 
Er zeigte aueh, dal.l, wenn N eine Zahl iiber der normalen Teilchenzahl ist, 
die Wahrscheinlichkeit (im ganzen Verlauf der Kurve betrachtet) dieselbe ist, 

1) Siehe hieran auch die Darstellung bei Cl. Schaefer, Einfiihrung in die 
the01·. Physik II, 1. Berlin] 921. 
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daJ3 die Kurve von N nach N+ lV' geht, wie daJ3 sie von N + lV' nach .Y 
herabsteigt (sie muJ3 ja ebensooft hinab- wie hinaufgehen), dall aber die 
Wahrscheinlichkeit, von N nachN + N' zu kommen, viel kleiner ist als die, 
von N nach N - N' zu kommen (auch dieses noch groJ3er als die Normalzahl 

]if vorausgesetzt). 
Man kann sich die im vorstehenden geschilderten Verhiiltnisse an unserer 

Fig. 43, die das Entstehen del' scheinbar irreversiblen Diffusion durch lauter 
reversible Einzelvorgange erlautert, nochmals klarmachen. Man erkennt, 
wie ungeheuer selten es ist, da.l3 aus der Endverteilung (3 LI t) die urspriing
liche Anhaufung wieder entsteht, weil d~zu nur ganz wenige Bahnkombinationen 
unter den vielen vorhandenen eintre:ffen diirfen. 

Wenn man die relative Haufigkeit des Diffusionsprozesses in der "irre
versiblen" Richtung (0 _ 3L1t nach del' Figur) im Laufe des Verhaltens des 
Systems wahrend sehr langeI' Zeit betrachtet, dann kommt del' Ablauf mit 
Entropiezunahme (in del' Richtung 0 - 3 LIt del' Figur) ebensoselten VOl' 
wie del' entgegengesetzte, weil die Anhiiufung aller Molekiile im Ausgangs
punkt so selten vorkommt. Nur wenn man die Haufigkeit, mit del' die Entropie
zunahme erfolgt, wenn im System einmal aIle Molekiile versammelt sind, mit. 
del' Haufigkeit vergleicht, daJ3 Entropieabnahme erfolgt, wenn die Molekiile 
irgendwie verteilt sind (was einen unvergleichlich wahrscheinlicheren Zustand 
vorstellt), findet man die erste Zahl verschwindend klein. 

M~n kann die Sachlage auch nochmals andel'S mit den Worten formu
}jeren: Bei Betrachtung des ungestorten Ablaufs findet· deshalb ebensooft 
Entropiezunahme wie Entropieabnll.hme statt, weil zur Berechnung del' 

Haufigkeit del' letzteren die iiberwiegende Haufigkeit del' Zustiinde mit groller 
Entropie zu multiplizieren ist mit del' sehr kleinen Wahrscheinlichkeit, daJ3 
ein Zustand groJ3er Entropie in einen solchen kleiner iibergeht; die gleich 
groJ3e Hiiufigkeit del' Entropiezunahme erhalt man dagegen durch Multipli
kation der sehr klein en Hiiufigkeit von Zustiinden kleiner Entropie mit del' 
sehr groJ3en Wahrscheinlichkeit, daJ3 ein solcher in einen Zustand groller 
Entropie iibergeht. 

Fragt man nun, ob es moglich ist, den zweiten Hauptsatz zu umgehen, 
d. h. die besprochenen Schwankungen zu wirklicher Arbeitsleistung auszunutzen, 
so ist dies fiir die "kleinen Schwankungen" zu verneinen. Man konnte nam
lich an automatische Vorrichtungen denken, die etwa ein kolloidaies Teilchen, 
wenn es aufsteigt, auffangen und nicht zuriickfallen lassen, odeI' an Ventile, 
die besonders schnelle Molekiile allein durchlassen. Abel' diese Vorrichtungen 
werden selbst Schwankungen vom gleichen mittleren Energiebetrag ausfiihren, 
und zwar nicht im Takt mit den en, die sie ausniitzen sollen und werden daher 
im entscheidenden Moment nicht wirken, was einfach auf den im vorigen 
Paragraphen erwahnten Satz hinauskommt, daJ3 man Schwankungen nicht 
dadurch verstiirken kann, daJ3 man zwei Systeme koppelt. Auch menschliche 
Mitwirkung nutzt nichts, denn entweder erfordert die zu betiitigende Vor
richtung (z. B. einer Trennungswand) Arbeiten, die groll gegen k T sind, dann 
ist kein Gewinn zu verzeichnen, oder die Arbeiten sind", k T, dann wird die 

23* 
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Vorrichtung durch die Molekularbewegung des Fingers gegen unseren Willen 
betatigt. Was die groDen Schwankungeri betrifft, so scheint mir bezuglich der 
automatischen Vorrichtungen das gleiche zu geIten. Bezuglich menschlicher 
Mitwirkung dagegen scheint mir prinzipiell eine Ausnutzung moglich, wenn 
man die GroDe und den Augenblick der Abweichung vorausberechnen wiirde 
(aus den Zustanden jedes einzelnen Molekuls) und diesen Augenblick abpassen 
konnte. Wegen der letzteren Unmoglichkeit und der Zeitraume ist aber 
naturlich auch das ohne Bedeutung, und der zweite Hauptsatz bleibt in seiner 
Planckschen Fassung: "Es kann kein Perpetuum mobile zweiter Art geben" 
deshalb richtig, weil die klein en Entropieschwankungen prinzipiell nicht 
ausgenutzt werden konnen, und die groJlen Entropieabweichungen praktisch 
nur kunstIich erzeugt werden konnen. 



Achtes Rapitel. 

Q 1l ant en the 0 r i e. 

§ 1. Die Unstimmigkeiten der klassischen Theorie. Wir habell ge
sehen, dall wir auf Grund un serer Uberlegungen die spezifischen Warmen vieler 

Rorper berechnen konnen, wir sind beim Vergleich mit der Erfahrung in 
vielen Punkten auf uberraschende Ubereinstimmung, in anderen aber auf 
prinzipielle Abweichungen gestollen. Wir wollen nochmaIs das Wesentliche 
zusammenstellen. 

1. Fur ideale einatomige Gase ist nach Theorie und Erfahrung Cv = s/2R. 
2. Fur feste Rorper fordert die Theorie je 3/2 R als Anteil der kinetischen 

und potentiellen Energie, also in Summe 3 R = 5,955 entsprechencl dem 
Dulong-Petitschen Gesetz. Fur hohere Tempetaturen darf dieser Wert sich 
andern entsprechend den Abweichungen vom Hookeschen Gesetz bei starkeren 
Dehnungen (Auftreten hoherer als quadratischer Glieder in der potentiellen 
Energie bei groLlen Schwingungsweiten), das ergibt auch die Erfahrung 1) .. 
Dagegen sind kleinere Werte als 312 R bei tiefen Temperaturen nicht moglich, 
denn jedem kinetischen Freiheitsgrad, der uberhaupt vorhanden ist, mull 
(aufs Mol gerechnet) eine spezifische Warme 1/2 R zukommen; wenn eine fixe 
Ruhelage der Atome beim absoluten Nullpunkt moglich sein soIl, mull die 

potentielle Energie als niederste von der Elongation abhangige Potenz min
destens die zweite haben, also mul3 die der potentiellen Energiezukommende 
spezifische Warme bei tiefen Temperaturen konstant und kann nicht negativ 
sein, bei hohen Temperaturen kann sie (in Ubereinstimmung mit der Er
fahrung) sich andern. Tatsachlich ist bei vielen Rorpern bei Zimmertempe
ratur das Dulong-Petitsche Gesetz Cu = 6 erfullt, aber eillige (besonders 
harte, aus leichten Atolllen aufgebaute) Rorper bilden Ausnahmen (Cv = 1,8 
bei Diamant, 3,5 bei Bor); bei sinkender Temperatur nimmtdie spezifische 
Warme aller Rorper ab, desto spater, je weicher und von je hOherem Atom
gewicht der Rorper ist, je kleiner also sein v ist 2), und in der Nahe des ab
soluten Nullpunktes wird die spezifische Warme aller kristallisierten Rorper 
verschwindend klein. Der Versuch einer Erklarung durch Verschwinden von 

1) Siehe erste Bandhiilfte, Kap. VII, § 29. 

2) v "'V 1/Kraft . r Masse 
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Freiheitsgraden (Bildung starrer Komplexe aus immer mehr Atomen) scheitert 
daran, daLl sieh die GroLlenordnung der Zusammendriickbarkeit bei fallender 
Temperatur nicht andert. 

3. Zweiatomige Gase. Deren Molekiilesollten, entstanden aus je 
2 Atomen von je 3 Freiheitsgraden, ebenfalls 6 Freiheitsgrade (3 Translation, 
2 Drehung, 1 Schwingung) haben, also als kinetischen Anteil Cv = 6/2 R und 
dazu noch als potentiellen der Schwingung 1/2 R. In Wirklichkeit- haben sie 
bei normaler Temperatur nur 5/2 R, als ob die Schwingullg fehlte; sie verhalten 
sich also ahnlich wie kristallisierte Korper bei tiefer Temperatur, wo die 
Schwingungen nicht den berechneten Energieinhalt haben. Bei Temperatur
steigerung nimmt die spezifische Warme gegen den Wert 7/2 R hin zu, und 
zwar desto friiher, je lockerer die Bindung ist (z. B. bei J 2 ), wahrend bei sehr 
fest gebundenen Molekiilen N2 davon wenig zu spiiren ist. Also auch hier 
ist das Verhalten der Schwingung ahnlich wie bei festen Stoffen. Die klassische 
Theorie konnte mit Boltzmann den Wert "/2 R dadurch erklaren, daO sie 
die Atome als starr verbunden annahm; sie kann aber nicht den allmahlichen 
Ubergang erklaren, denn fiir sie gibt es bei einer Schwingung nur die Extreme 
vollstandiger Starrheit (Ov = 0) oder Cv = R bei beliebiger Harte der 
Bindung. Auch der Ausweg, anzunehmen, daLl bei groLler aber nicht voll
standiger Starrheit die Gleichgewichtseinstellung sehr lange Zeit braucht, wird 
dadurch verschlossen, daLl sich nie ein ZeiteinfluLl (bei Zeiten von normaler 
Dauer; bei sehr klein en konnte ein solcher vorhanden sein, hier handelt es 
sich aber urn sehr groUe) bei Messung spezifischer Warmen hat feststellen 
lassen. 

Aber damit nicht genug. Eucken 1) hat auch gefunden, daLl bei Wasser
stoff sogar die Anteile der Rotation bei sinkender Temperatur schwinden, und 
bei - 1930 C sich dieses Gas wie ein einatomiges verhalt. Auch taucht hier 
gleich die Frage auf, warum sich denn iiberhaupt die freien Atome (z. B. Queck
silberdampf) in dieser Beziehung als Punkte auffassen lassen und nicht wie 
grone Kugeln 2) auch noch spezifische Warme der Rotation zeigen (diesich bei 
zweiatomigen "Hantelmolekiilen" dann als Rotation urn die Verbindungslinie 
der beiden Atome, als weiterer Rotationsfreiheitsgrad, auUern wiirde). Dazu 
kommt noch, daLl die Spektralanalyse i m Atom selbst zahlreiche Bewegungs
moglichkeiten zeigt, die sich (bei normaler Temperatur) in der spezifischen 
Warme in keiner Weise auJ3ern. Die Sch wierigkeiten haben sogar Lord K e 1 vi n 8) 
veranlaUt, an den Grundlagen der Theorie zu zweifeln. 

4. Noch augenfalliger ist eine Schwierigkeit, die - oberfliichlich ge
sprochen - darin besteht, daLl jedes elektrisch geladene schwingende Gebilde eine 
zu seiner Schwingungsenergie proportion ale Lichtstrahlung seiner Schwingungs-

1) A. Eucken, Ber!. Bel'. 1912, S.141; K. Scheel und W. Heuse, Ann. d. 
Phys. 40, 473, 1913. 

2) Z. B. groJ3en Molekfilen oder kolloidalen Teilchen, bei denen die Energie 
der Rotation sich bestimmen Hi/H. 

3) Lord Kelvin, Vorlesungen fiber Molekulardynamik, deutsch von B. Wein
stein, Leipzig 1909, S. 419 f. "Wolken fiber der kinetischen Theorie". 
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fr!lquellz auss.ellden mtiJUe. Ftihrt man die Rechuung unter der Annahme 
durch, da./3 die Schwingungsenergie-J. Tistt so '8rgibtsieh fur-aUe FreqUeDzen 
(Farben) eine Helligkeit proportjop,al X, und zwar von solchem absqluten 
Wert, daB bei normaler Temperatur.alle Karper hell leuchten miiJ3ten. Tat
sachlich haben die langsamen Schwingungen (langwelligen Warmestrahlen) 
die richtige Intensita~ kurzwelligere (z. B. Licht-)Strabl~n/l&winnen sie aber 
erst bei viel haherer Temperatur, und zwar desto haberer; j~ graDer v ist, 
wieder ganz entsprechend dem Verhalten der anderen erwahnten Abweichungen. 
Alle Versucpe, die frtiherbe~onders von Jeans 1) gemacht wurden, dies auf 
mangelndes Gleichgewicht zuriickzufiihren, mu./3ten aufgegebjln werden . 

. ,~~sammenfassend seben wir, daB tiberall dort die spezifiscbe Warme 
unter dem klassisch berechneten Wert bleibt, wo hohe Schwingungsfrequenzen 
oder (be~ kleinen, Energiewerten) hohe Umdrehungszahlen auftreten 2), und 
daB sich .bei steigender Temperatur Alles dem klassiscben Wert nabert. 

Nun ist zweifellos an dem Enel·gieansatz nicbts falsch; bei der Rotation is1 
nur die kinetische Energie vorhandeD, bei Fa!1eD, wo z. B. das elastische oder 
das optiscbe Verhalten mit Sicherheit auf Schwingungen hiDweist, daneben noch 
eine in den Amplituden quadratische potentielle. Es kann daher nur der in 
Kap. II, § 8 gemachte Gleicbhaufigkeitsansatz versagen, der sich ja andererseits 
in anderen FalltlD (Translationsbewegung oder hoheTemperatur) gut bewiihrt. 
Wir wollen jetzt untersuchen, was an seine; Stelle zu treten ha.t. Die nQuanten
theorie\ die hier einsetzt, kanDten wir nunaxiomatischin der Form ein;' 
fiibren, wie sie sich in zwischen bei der Erforschung anderer ,Gebie,tey. ins
beso_nQ;et:e' der Theorie der Spek_tren, ausgebiJdet hat 8). Wir zieben es abet 
vor, un.s naher an die historische Entwicklung anzuschlieJ3en. und wiihlen 
8ine Darstellung, die im Kern, wenn auch nicht in der Form, dem Vll eg ent
spricht, auf dem M. Planck die Quantentheorie ')gefunden hat. 

§2. 'Die Energie eines Os~illators. a) Empirischer Wert der 
mittleren Energie und Folgerungen daraus. Wire fassen die experi
mentellen Ergebnisse fiber die Energie eines Bchwingungsfahigen (quasi
.elastisch gebundenen) Gehildes von der Scbwingungszahl v pro Sekunde 
(Oszillators) in die Formel zusammen: 

hv 
E = hv- . . . . . . . . . . . . . (381) 

ekT -1 

Diese Formel liiBt sieh am gen8uesten. aus der Helligkeit der Strahlung als 
Funktion von Frequenz und Temperatur und dem frtiher erwahnten Zu-

1) ZUlli Beispiel J~ H. Jeans, Phys. ZeitBchr.9, 853, 1908. 

2) Wie hei den Atomen, wo nach der Formel e = r~] v2 (s. S. 37) infolge des 

kleinen Trii.gheitsmomentes rJ] zu nicht sehr groBen e Behr groBe v'"gehiiren. 
8) Siehe Muller-Pouillet, Lehrb. der Physik; 11, Aufi., Braunschweig 1925, 

Bd. II. F. Reiche, Die Quantentheorie,. Berlin 1921; insbesolldere A. Som mer
feld, Atombau uud .Spektrallillien, 4. Aufi., Braunschweig.1924. 

4) M. Planck, Verh. d. D .. Phys. Ges.2, 202, 237, 1900. 



360 Quantentheorie. Kap. VIII. 

sammenhang dieser Grolle mit der Energie des Strahlers gewinnen, sie ist 
aber aueh bei allen Messungen von spezifisehen Warmen bestiitigt worden, 
nur ist es hier iufolge des Auftretens versehiedener Frequenzen (Kap. IV, § 10) 
notig, den Anteil der verschiedenen. Freiheitsgrade an der Gesamtenergie 

zu bestimmen. In (381) bedeutet h, "das Planeksehe Wirkungsqualltum", 
eine Konstante 

h = (6,545 + 0,009)10- 27 erg sec. 

Ihre Dimensionen sind Arbeit X Zeit odeI' Masse X (Geschwindigkeit)2 X Zeit 
oder Masse X Geschwindigkeit X Lange odeI' die Dimensionen einer Flache 

in unserer Phasenebene mit den Koordinaten Bewegungsgrolle (m~) und 

Lange. Dementsprechend ist h v, da v eine reziproke Zeit ist, eine Energie, 

wie es auch sein mull, denn im Exponenten mull eine dimensionslose Grolle 

stehen und k T ist eine Energie. 'Fur Frequenzen, wie sie etwa als Grenz

frequenz in den elastischen Eigenschwingungen eines Kochsalzkristalls vor-
ltv 

kommen (v""'-' 6.10 12), ist hv,,-,4.10- 14 erg, 7;" wofur man aueh {3v 

schreibt, also --... 300; fur grunes Licht von del' Wellenlange 5000 A.-E. ist 

3. 1010 

V = 5006-:-10-8 =6.1014, h v ""'-' 4. 10-12, {3 V "-' 30000. 

Die Formel (381) el'klart tatsachlich die im vorigen Paragraphen besproehenen 

Tatsachen, denn fur tiefe Temperaturen ist h v > k T, also der ExponenthT~ 
k 

groll gegen 1, damit aueh die Potenz groll gegen 1, mall kann dies im Nenner 
daneben vernachlassigen und erhalt 

I'V 

E = hvc kT •.•..••...•• ' (381') 

eine Funktion, die fur kleine T asymptotisch nach Null geht. 

Fur grolle T hingegen wird der Exponent klein, und die e-Potenz ist 
nur wenig groller als 1, so dall der Nenner des Bruches in (381) klein, diesel' 
selbst also groll ist. Zur Auswertung entwiekelt man in eine Reihe 

~;: _ hv 1 (hV)2 ... 
e - 1 + k l' + 2 1.1' 

(381") 

und erhalt so, wenn man die hoheren Potenzen vernachlassigt, den von del' 
klassischen Theorie geforderten Wert k T. 

Wenn wir nun fragen, welchen Haufigkeitsansatz wir zu machen haben, 
urn zu (381) zu kommen, so berechnen wir mit Ehrenfestl), der zuerst die 
-------. 

1) P. Ehrenfest, Ann. U. Phys.36, 103, 1911; K. F. Herzfeld, Wien. Bel" 
121, 1449, 1912. 
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Eindeutigkeit dieses Weges bewiesen hat, die freie Energie mit Hilfe der 

Gibbs-Helmholtzschen Gleichung zu 
7' 7' 

-J' _13 d '}' = -J' hv ell' 1'2 .. h~ 1'2 
e kT -1 

f 
T 

II 

(382) 

wobei wir noch eine fiir un sere jetzige A bsicht bedeutungslose Konstante 
addieren konnten. Daraus folgt dann 

f 
e kT = I .......... (382') 

statt des klassischen Wertes 

V2 :1lmkl' . .. V!2:1lk'l' 
. 'in 

-----""-------- -- -.-. --- ---

[It] 2:1lV 

k1' 

[h]1I ' 
wohei wir vorderhand noch nichts von einem Zusammenhang der heiden 

mit h und [h] bezeichneten Gro/3en wissen. Fur hohe Temperaturen wird auch 

(382') ~~, wie man wieder durch Entwicklung zeigt. 

Nun haben wir Kap.lI, § 12 gesehen, da.13 ein Gebilde, in dessen Phasen
ebene verschiedene Teile .d .Q,r mit der Energie Er als gleich haufig fiir nn
endlich hohe Temperatur zu geIten haben, die freie Energie 

_ f '"" .d.Q,r _ ."r 
e kT = 4-1 [h] C kT ... (383) 

besitzt. Die einzige Artl), wie sich der Ausdruck (382') auf diese Form 
hv 

hringen la.l3t, besteht darin, daLl man ihn in eine Potenzreihe nach e - kT ent
wickelt; es ist 

1 
hv 2hv Shv 

hv = I + e- kT + e- kl' + e--kT .•• (383') 

I - e- k'C 

1 
ehen80 wie -.- = 1 + x + x 2 + x 3 ••. ist. 

I-x 

1) Man nennt Reihen von der Form (383) Riemannsche 6-Funktionen; die 
betreffenden Entwicklungen sind eindeutig. Siehe auch A. Smekal, Enz. d. math. 
Wiss. V, 26. 
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Das bedeutet also: Wir durfen die Phasenebene nicht in beliebige ge
formteund beliebige gro13e- Gebiete teiien, dann dannkOnllten wit' ja disse 

Gebiete so klein wahlen, dall die Summe in ein Integral ubergeht und wir den 
klassischen Wert bekommen. Die Wahl der moglichen Einzelgebiete ist im 
Gegenteil genau vorgeschrieben. Es sind nur diejenigen Bewegungen des 
Oszillators moglich, die als Energie die Energiequanten 

Eo = 0, E1 = h V, E2 = 2 h V, Es = 3 h v, ••• 

haben. Diese Bewegungen haben aber untereinander die gleiche a prlOrI
Hii.ufigkeit, was wir daran erkennen, da13 die zu ihnen gehorenden e-Potenzen 
alle den gleichen Faktor 1 haben. 

Die weitere Untersuchung geht in zwei Richtungen: 1. Wie sehen diese 
allein erlaubten Bewegungen aus? 2. Wieso kommt es zustande, dall durch 
das Alleinvorhandensein der getrennten Energiewerte Eo, El , ••• statt einer 
kontinuierlichen Verteilung die spezifische W~rme bei tiefen Temperaturen 
so stark herabgesetzt wird? 

b) Die Quantenbahnen in der Phasenebene. Del' Oszillator hat 

kinetische Energie vom Betrage ~ ~2 = 2 ~ (m ~)2 und potentielle vom 

m 
Betrage 2 4n2 v 2 x2. Wenn er sich ungestort, also mit konstanter Energie 

bewegt, so gilt del' Energiesatz 

1 m 
const = E = - (m ~)2 + - 4 n2 '1'2 X2 • • • • • • • (384) 

2m 2 

In der Phasenebene mit m ~ als Ordinate und x als Abszisse beschreibt 
also del' Bildpunkt des Systems eine Ellipse, wenn del' Os~illator gerade 
eine volle Schwingung macht (x einmal hin und her geht). Die eine Achse 

1/2 E 

del' Ellipse hat die Gro13e y 2 mE, die andere die Gro13e Y2 m_, wie man 
11:'1' 

sofort erkennt, wenn man die obige Energiegleichung in die gewohnliche 

Form der ElIipsengleichung umschreibt. Die Flii.che, die innerhalb del' Ellipse 
von der Energie E liegt, ist 11: mal dem Produkt beider Achsen, also 

V2E 
nV2 m E __ 11_' = ~ . ... . . ...... (385) 

211:'1' V 

In der klassischen Theorie waren ane Energiewerte moglich, die Phasenebene 
ware dicht erfiillt von solchen Ellipsen, Bahnkurveu, deren Energie vom 
Koordinatenanfangspunkt nach au13en kontinuierlich zunimmt. Die relative 
Haufigkeit del' Bahnen, deren Energie zwischen E und E'+.d E liegt, ist, ab
gesehen von der e-Potenz, proportional der Fliiche, welche die zugehorigen 

LIE 
Bahnen bedecken, also da diese Flache nach (380) -- ist, proportional 

v 

.dE -~ 
- e kT ••••••••••••• (385') 
v 
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Nach der Quantentheorie hingegen verIiiuft zwar die ungestorte Bewegung 
genau so wie eben beschriebeu, die -Bahnkurven sind' -genau solche -Ellipaen, 
aber essind nicht mehr aIle Ellipsen erlaubt, die Phasenebene ist nicht mehr 
dicht mit Bahnkurven bedeckt, sondern es liegen in ihr nur die Ellipsen mit 

V2nhv 
der Energie Cn = nhv, d. h. mit den Achsen V2nhvm, ~n:~~ , getrennt 

durch leerbleibende elIiptische Ringe. Da die Fliiche, die innerhalb der n-ten 
. nhv 

Bahn mit der Energie Cn = n h v liegt, nach (385) glelch ~- = n h ist, 
v 

so liegt zwischen der n-ten und der n + I-Bahn die Fliiche (n + 1) h - n h = It 
undwir finden: Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden nerlaubten" 
Quantenbahnen liegt in der Phlj.senebene -die gleiche Fliiche h 

(Fig. 47). Wir konnen dies in Zusammenhang bringen mit der fruher er
wiihnten Tatsache, dall die einzelnen Quanten bahnen die gleiche a priori-

Hiiufigkeit haben; denn nachder klassi- Fig. 47. 

schen Theorie haben gerade gleich grolle p 

Flachen der Phasenebene gleiche a priori

Hiiufigkeit, wiihrend g a n z bestimmte 
Bahnen, wie es unsere Quantenbahnen sind, 
klassisch nur verschwindend selten sein 
soUten, weil sie eben bloll Iineare Gebilde 
ohne' Flacheninhalt sind. Wir konneu also 
sagen: Fur die statistischen a priori-
Haufigkeiteu wird die gauze, in Wirkli.chkeit Ieerbleibende Flache 
zwischen zwei Quantenbahnen der einen von Ihnen zugerechnet; 
welcher von beiden Grenzen, der auJleren oder inneren, kann man bei Be
trachtung der innersten Bahn, d. h. hier derjenigen mit Co = 0, die naturlich 
ein Punkt jst, entscheiden; diese hat keine Flache in sich, sondern liegt in 
der Mitte des ersten Ringes. Tritt die Ba.hn 1'0 = 0, d. h. die Ruhelage des 
Systems auf, was hier der Fall ist, so kann ma.n ihr daher nul' den ersten 
Ring zuordnen und daraus folgt dann, wenn man weiter nach aullen gebt, 
dall jeder Ring zu del' Bahn gehOrt, die ihn inn en begrenzt. 

Mit der Erkenntnis, da13 nul' Flacheneinheiten von der Grolle h auf
treten, haben wir ein naturliches Mall fur die Einheit der Phasenebene ge
funden und werden fortan die bisher willkurliche Einheit, die wir schon fruher 
mit [h] bezeichnet baben, dem Planckschen Wirkungsquantum gleichsetzen. 

Wir heben zum Schlull noch hervor, dall in der klassischen Theorie 
nicht nur die Grolle der Gebiete beli~big war, in die wir die Phasenebene 
zerlegen konnten, sondern auch ihre Form; wir konnten ohne weiteres z. B. 
Quadrate wahlen, wodurch die einzelnen Bahnkurven der Bildpunkte in der 
Phasenebene zerschnitten werden, so daJl in jedem Gebiet (unendlich) viele 
Bahnkurvenstucke, aber keine Bahn ganz liegt. In der Quanthentheorie hin
gegen sind 'die Gebiete nach Grolle und Form fest vorgeschrieben, so da/l 
zu jed em Gebiet nur eine Bahnkurve, diese abel' ganz gehort. 
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c) Anschauliche Darstellung des Einflusses auf die Energie. 
Wir gehen nun an die Beantwortung der zweiten Frage, wie es kommt, da13 
die spezifische Warme bei tiefen Temperaturen dadurch· so viel kleinerwird, 
da13 an die Stelle der kontinuierlich verteilten1) Bahnkurven eine Schar ge
trennter 2) tritt. Wir benutzen einen Vergleich und denken uns eine grolle 
Stadt, von der eine Bahnstrecke ausgeht, die zu Austiiigen viel benutzt wird. 
An del' Strecke Hegen sehr zahlreiche Stationen (kontinuierlich verteilte 
Bahnku-rven). Die Einwohner (Oszillatoren) dehnen nun ihre Austiiige je 
nach der Hohe ihres Einkommens verschieden weit (zu B!l-hnkurven. verschieden 
hoher Energie) aus. Die mittlere Entfernung dieser Austiiige (mittlere 
Energie) wird proportional dem Durchschnitt aller Einkommen (der Tem
peratur) sein. Nun schafft plotzlich die Eisenbahnverwaltung alle kleinen 
Stationen ab und lallt nur z. B. jede fiinfte bestehen(getrennte Bahnkurven 
del' Quantentheorie). Die Folgen, die das fiir die Austiiige hat, werden sehr 
verschieden ' sein, je nachdem die durchnittliche Einkommenshohe grol1' iet, 
oder klein ist. 1st die durchschnittliche EinkommenshOhe groll, sagen wir so 
hoch, da13 vor der Stationseinsparung die Austiiige iill 'Mittel his zur 32. Station 
gingen, so werden jetzt alle die Leute, die bisher Austiiige bis zur30., 31., 
32., 33., 34. Station machten, nur mehr solche bis zur (friiher) 30. machen, 
da die Zwischenstationen weggefallen sind und sie die Fahrt bis zur niichsten, 
der 35., nicht mehr zahlen konnen, aIle Leute, die hisher zur 20. bis 24. 
fuhren, fahren nur mehr bis zur 20. usw. Die mittlere Reiseentfernung 
nimmt daher im allgemeinen urn 21/2 Stationsentfernungen ab, aber das ist 
prozentisch nicht sehr viel und wir konnen noch immer angenahert die Reise
entfernung proportional den inittleren Einkommen setzen. (Das heillt also, 
bei hoher Temperatur behiilt die mittlere Energie nahe ihren klassischen 
Wert proportional der Temperatur. Uber die konstante Abnahme, die den 
21/2 Stationen entspricht, vgl. spater.) Anders bei kleinem mittleren Ein
kommen. Da ist die Wirkung der Abschaffung der nahen Station en sehr 
bedeutend. Denn wenn die Mehrzahl der Leute nur ein Einkommen hat, 
das ihnen einen Austiug bis zur 4., 3., 2. oder 1. Station ermoglichte, so ist 
ihnen jetzt jeder Ausflug iiberhaupt unmtiglich gemacht, und nur die wenigen, 
die zur 5., 6., 7., 8. oder 9. Station fahren konnten, konnen jetzt wenigstens 
bis zur 5. Station fahren. Die Zahl derer,die bis zur 10. und dariiher hinaus 
gelangen konnen, wollen wir vernachlassigen. So ist jetzt die mittlere Lange 
tier Austiiige unvergleichlich stark gesunken, die meisten Einwohner machen 
nur Austiiige von der Lange Null und driicken dadurch den Durchschnitt so 
stark herab. Welches Einkommen sie dabei haben, ist gleichgiiltig, solange 
es nicht reicht, urn his zur jetzt ersten, ·friiher fiinften Station zu kommen. 
Eine Erhohung des mittleren Einkommens hat daher nur insofern Bedeutung, 
als es die Zahl derjenigen erhOht, die bis zur (Iriiher) IiinIten Station fahren 
konnen. Die mittlere Reiseentfernung ist gar nicht mehr proportional dem 

1) Mathematisch gesprochen "iiberall dicht liegender" oder "nicht abzahlbar 
unendlich vieler". 

2) Abziihlbar unendlich vieler. 
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mittleren Einkommen. Genau so verhalt es sich mit dem Energieinhalt bei 
flehr tiefen Temperaturen. Daselbst haben praktisch fast alle Oszillatoren die 
{Temperatur-)Energie Null (abgesehen natiirlich von einer eventuellen hinzu
:kommenden potentiellenEnergie) und nur einige wenige die Energie c1' 

wahrend die Zahl derjenigen mit noch hoherer Ellergie gp,nz zu vernach
lassigen ist. Die gesamte Energie der Warmebewegung sitzt also in den Oszilla-

"1 
-. kT 

toren mit der Energie c1; ihre Zahl pro Mol ist N1 = NL ~e_ ----, wahrend 
"t 

1 + e-i.T 

1 
die Zahl der ruhenden Oszillatoren No = N L, ---- betragt. Die Gesamt-

"t 
1 + e- kT 

.energie ist daher 

[ 
1 e~;~] ce-~ -~ 

U = NL O· ---~--, ., + c --- , = NL-1~ c". "'-' NLc C kT. 
81 1 B1 8, 1 

1 + e - kT 1 + e - kT , 1 + e - kT 

d) Die Nullpunktsenergie. Die Analogie im Verhalten der Energie 
.eines Oszillators mit dem obigen Beispiel geht so weit, daG sogar die Tat
sache und das ~<\usmall del' (konstanten) Energieverminderung auch bei hohen 
Temperaturen sich wiederfindet. Wenn man namlich etwas genauer rechnet, 
so zeigt sich, dall bei hohen Temperaturen die Energie nach der Quanten-

. ltv 
theorie urn den halben Wert des Energ1esprunges, also urn 2 (entsprechend 

% Stationen) hinter dem klassischen Wert zuriickbleibt. Wir hatten namlich 
fUr hohe Temperaturen als Energie gefunden: 

k1' 
c = 1 hv 1 (hV)2 ....... (381") 

1+ 2k 'l'+6kl' + ... 
Das lallt sich in die Form umschreiben 

, [ 1 h v 1 (h V)2] , . h v 1 It v ( ''') 
c = k T 1 - 2" k T + 12 k l' _ = ld - -2 + 12 It v Fi' 381 

Prozentuell nimmt die Abweichung von k T mit steigender Temperatur ab, 
absolut bleibt sie aber konstant. DaJl kT nicht erreicht wird, ist schon 
daraus klar, dall die quantentheoretische spezifische Warme stets unterhalb 
der klassischen bleibt, uud daher der Wert der klassischen Energie nicht 
erreicht werden kann, da beide Kurven von demselben (Null-)Punkt ausgehen. 
In Fig.48 stellt Kurve I die klassische Energie k1', III die nach (381) 
aus der Quantentheorie folgend dar. 

Stellt man die Forderung auf, daLl bei hoher Temperatur der klassische 
Wert nicht nur prozentuell, sondern absolut immer genauer angenommen 

hv 
wird, so mull man die Kurve III urn -- hoher legen 1), wie es in Kurve II ge-

2 

1) M. Planck, Ann. d. Phys. 37, 653, 1912. 
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zeichnet ist, d. h. man mul.l annehmen, dal.l die Kurve nicht vom Nullpunkt 

ausgeht, sondern daLl eine "Nullpunktsenergie" h2V bei l' = 0 vorhanden ist 

und bei allen Temperaturen zu dem Wert von Formel (381) dazukommt. 

E 

t 

Fijr. 4 • Dann ist bei jeder Temperatur der quanten
theoretische Energieinhalt II hoher als der 
klassische (in unserem Beispiel wurde gleich

zeitig mit der Stationsabschaffung eine Gratis

beforderung fUr die 2 1/ 2 fache ursprungliche 
Stationsentfernung eingefUhrt), Kurve II 
niihert ~ich del' Kurve I von oben. Bei 

Messungen der _spezifischen 'Viirme, bei denen 

nul' l' variiert wird, die Nullpunktsenergie 

also ungeiindert bleibt, kann man nichts uber 
~ T deren Anwesenheit erfahren (die spezifische 

Wiirme ist ja durch die Neigung del' Kurve definiert, die bei II und III 
gleich·ist), sondern nul' durch Anderung von v (z. B. Verdampfen). 

§ 3. Die spezifische Warme fester Korper. Den Gedanken, die 

ursprunglich nur fur die Strahlung abgeleitete Plancksche Formel auf die 
spezifische Wiirme fester Korper auszudebnen, hat zuerst Einstein!) aus
gesprochen, nachdem schon N ernst2) das Gll'ichwerden (aber nicht das Ver

scliwinden) a11er Ov fUr l ' = 0 verlangt hatte. Durch Differentiation von (381) 
ergibt sich (bei einfacber Addition der Beitriige aner 3 Nr Freiheitsgrade) 

G;Y e~-; 
0" = 3R -- . ......... (386) 

(t~; -lY 
Fur tiefe Temperaturen ist das 

fiir bobe 

(
h V)2 __ hv 

0,) = 3 R - - e k'r . . 
1.-1' 

= 3R[1 - fiGiY + ... J 

(386') 

Jedenfalls ergibt sich der Verlauf als Funktion von :;, a11ein; bezeichnet man 

hv 
die GroBe - ,- , die die Dimension einer Temperatur hat, mit@,sohiingtder 

,e 
T 

Verlauf nur von @ ab, d. h. man muJH.e aIle experimentellen Kurven fiir die 

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 22, 180,800, 1907. 
2) W. Nernst, Gott. Nachr. S.l, 1906. 
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spezifischen Warmen zur Deckung bringen konnen, indem man fur jede den 

TemperaturmaLlstab geeignet wahlt, denn fur gleiche Werte del' "reduzierten 
l' l' 

Temperatur" ® ist auch Cv gleich. Fur ® = 2 ist Cv = 3 R. 0,979, fUr 

TTl T 1 
""H = 1: 3R. 0,921, fiir Cu = "" = ~.: Cu = 3R.0,134, fUr "" = -: C" 
~ .>; 5 . .>; 10 

= 3 R. 4,54.10- 3• ® geht dabei von 85 (Ar) bis 1860 (Diamant). 
Genauerer Vergleich 1) mit den zahlreichen von N ernst und seinen 

Schulern durchgefuhrten Messungen zeigt, daLl die Formel zwar bei vielen 
einfachen Korpern recht gut stimmt, daLl abel'· bei ganz tiefen Temperaturen 
die wahren Werte stets Mher Hegen. Hier paLlt sich die empirische Formel 
von Nernst und Lindemann 2)denMessttngenbesser·an, nach del' gilt 

ltv 

U = 3 H(~- ~h~~ + _~_ 2. ~)'. 
2 ~v 2 --.!'.~ 

ekT -1 e kT_l 

In diesem Ausdruck bewirkt del' zweite Summand dadurch, daLl fUr ein he-
2k1' . kT 

stimmtes (kleines) l' -h-- groJ3er 1St als -,-, einen langsameren AMall. Die 
V tV 

Autoren sprachen die Vermutung aus, daLl es sich hierbei urn halhe Quanten 
handeln konne. 

Die richtige Erklarung liegt abel' darin, daLl wir einem festen Kiirper 
nicht eine einheitliche Schwingungszahl zuschreiben diirfen S). Fiir hohe 
Temperaturen spielt das keine Rolle, die Abhangigkeitvon del' Temperatur 
bleibt dieselhe. 

Wenn wir in der Formel (381"') einfach dieSumme iiber alleSchwingungs
zahlen hilden, so erhalten wir 

R 1, It '" 1 '<' h v2 1 ( ,,1/ 
U = 3 - 2 "'-' v + 12"'-' k T' . . . . . . 381 ) 

also 

es tritt einfach del' Mittelwert von v 2 auf, und wir konnen durch geeignete 
Wahl dieses Mittelwertes denexperimentellen Verlauf darstellen und formal 
e i 11 V einfiihren: 

hv 

Anders· bei tiefen Temperaturen, bei denen infolgedes Faktors e - kT die 
klein en v-vVerte stark bevorzugt werden; sie liefern einenunverhaltnisma13ig 
hohenBeitrag zur Summe und auf ihre Verteilung kommt es besonders an. 

Nahezu gleichzeitig sind, wie wir schon (Kap. IV, § 10) beschrieben haben, 
zwei \Vege zu ihrer Auffindung beschritten worden. Debye 4) ersetzt den wirk-

1) E. Schriidinger, Phys. Zeitschr. 20, 420, 450, 474, 497, 523, 19'19, wo 
weitere Literatur und g-euanere Angaben zn finden sind. 

2) W. Nernst und F. A. Lindemann, Herl. Ber. 1911, S.494. 
3) A. Einstein, Ann. d. Phys.36, 679, 1911. 
4) P. Dehye, Ann. d.Phys. 39,789, 1912. 



368 Quantentheorie. Kap. VIII. § 3. 

lichen Korper durch ein Kontinuum, bei dem zwischen den Frequenzen v und 

v + L1 v 4 % V v2 L1 v (~ + ~) Eigenschwingungen liegen, und beruck-
\1Jt·· \1Jz . 

sichtigt die molekulare Struktur dadurch, daJ3 er das Spektrum mit del' 

3 N-ten Eigenschwingung abbricht. Einer Bolchen Eigenschwingung von del' 
Frequenz v ist dann die Energie (381) zuzuschreiben. Fur alle Eigen
schwingungeh von NL Teilchen ergibt sich dann bei Ersetzung del' Summation 
durch ein Integral 

J
vmait v 

2 1 ]v 
U = 4 7l V (~ + -,,) k -hv 

I1.1t 11.1/--
v 2 d v· . . .. . (387) 

o ekT _1 

Mit Berucksichtigung von (267) lii.J3t sich das schreibell 

U = 9 R l'J'~:~;, ": v 
--- Vmax 

o ell'_1 

d' .. h v h Vma" @Deb 
un mIt den Abkurzungen :r = kT' Xmax =kT- = -T 

Xmax 

U = 3RT·· .. ~ J' x3 d.x 
x3max eX - 1 

. . . . (387') 

o 

Auch hier hii.ngt del' Faktor, mit dem del' klassische Wert zu multiplizieren 

. kT T (£.71 hVmax) 1St, nul' von h--= iii' ""Deb = --. - abo Fiir grolle T (kleine xmax) 
Vmax ~Deb lv 

kann IIIan entwickeln und erhalt 

U = 3 R I' - -~- Nr h v + ~ R h2 V~,ax (387") 1:3 J max 20 k2 T ..... 

Fur kleine Temperaturen hingegen ist, wie schon erwahnt, die ganze Energie 
praktis()h in den niederen Schwingungszahlen konzentriert, die Energie del' 
Eigenschwingungen mit groJ3em v ist trotz ihrer groJ3eren Anzahl infolge del' 
in (387') auftretenden e-Potenz verschwindend. Infolgedessen ist es gleich
gultig, ob wir das Spektrum bei del' 3 NL-ten Eigenschwingung abbrechen 
odeI' ins U nendliche erstrecken, da die schnellen Eigenschwingungen doch nichts 
beitragen. Mathernatisch heiJ.lt das, daJ.l wir das Integral atatt bis zu dern 
sehr grollen Wert Xmax bis ins Unendliche erstrecken. Dann ist es aber eine 
b10lle Zahl, namlich 6,495; es ergibt sich 1) 

U = 3R T. 19,485 (~y ......... (387"') 

Ov = 3 R 77,95 (:y .......... (387"") 

(fiir T < ~ mit etwa 1 Proz. Genauigkeit). 

1) Unsere Formeln beziehen sich auf NL Teilchen im ganzen! 
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Der Vergleich mit der Erfahrung zeigt bei chemisch einfach gebauten 
Korpern mit regularer Symmetrie vorziiglichen Anschlu/l an die Messungen, 
besonders bei tiefen Temperaturen, wo, wie schon mehrfach erwahnt, die 
langen Wellen die Hauptrolle spielen, die iiber die Molekularabstande glatter 

hinwegstreichen, wahrend sich bei hoheren Temperaturen (mit dem aus dem 
Wert fiir kleine T entnommenen @) die feineren Bauunterschiede fur die 
dann iiberwiegenden kurzen Wellen bemerkbar machen. Bei einfachen Salzen 
haben Hopf und Lechner 1) die Abhiingigkeit der Schallgeschwindigkeit \tJ 

von der Orientierung in Rechnung gezogen. 

Debye hat auch gezeigt, daJ3 die Nernst-Lindemannsche Formel eine 
Anuaherung an seine eigene darstellt. 

Planck und Cl. Schaefer 2) haben endlich darauf aufmerksam gemacht, 
da/l fur ganz tiefe Temperaturen die Gesetze (387"') versagen; sob aid man 
namlich zu so extrem tiefen Temperaturen iibergeht, da/l fUr die ganz lang-

hv 
samen Schwingungen, die Grund- und die ersten Oberschwingungen, e - kT 

schon klein gegen 1 wird, verhalten sich benachbarte Schwingungen schon 
merkbar verschieden, und man darf nicht mehr die Verteilung derselbenals 
kontinuierlich ansehen und die Summe durch ein Integral ersetzen. Dann 
nimmt die spezifische Warme wieder wie bei der Einsteinschen Formel ab, 
aber diese ganz langsamen Schwingungen sind gar nicht mehr blo/l von der 
Menge der Atome, sondern auch von der Form des Korpers abhangig, hier 
verliert die Trennung in Volumen- und Oberflachenenergie und damit der 
Begriff der Molekularwarme seine Bedeutung, doch macht sich das erst fiir 
T < 10-6 Grad bemerkbar. 

Fiir komplizierter gebaute Substanzen hat man versucht, die Schwin
gungen der Molekiile als Ganzes durch De bye sche Ausdriicke, die Schwin
gungen der einfachen, von verschiedenen Teilchen besetzten Gitter gegenein
ander (Schwingungen innerhalb des Molekiils, s. Kap. IV, § 10) durch additive 
Einsteinfunktionen auszudriicken, und dabei Erfolg erzielt 3). 

Verfeinerungen, die nicht vollkommeno ') Ubereinstimmung durch Beriick
sichtigung einer Temperaturabhangigkeit von @ zu verbessern, sind versucht 
worden 5), haben aber mangels geniigender Daten fiir einheitliche Kristalle 
keinen Erfolg gehabt. Es kommt disse Temperaturabhangigkeit von @ (also 
V m ",,) auf die in Kap. IV, § 11 behandelten A bweichungen yom H 0 0 k e schen 
Gesetz hinaus. 

Es ist nun noch die Frage zu besprechen, wie weit sich @ oder V max 

aus anderen GroLlen berechnen lassen. 

l)L. Hopf und G. Lechner, Verh. d. D. Phys. Ges.I6, 643, 1914. 
2) M. Planck, Theorie der Wiirmestrahlung, 4. Aufi., Leipzig 1921, S. 217; 

Cl. Schaefer, Zeitschr. f. Phys. 7, 287, 1921. 
3) W. Nernst, in: Vortriige iiber die kinetische Theorie der Materie, 

Leipzig 1914, S. 79, 81. 
') W. Nernst und F. A. Lindemann, Berl. Ber. 1912, S. 1160; W.Keesom 

und H. Kamerlingh Onnes, Arnst. Proc. 17,894,1915; 18,484, 1916. 
5) A. Eucken, Verh. d. D. Phys. Ges. 16,571, 1913. 

Miiller·Pouillet III. 11. Aufl. 
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Wir haben schon in Kap. IV, § 10 gesehen, da13 die Schwingungszahl mit 
den elastischen Konstanten zusammenhiingt, und Debye hat die strenge Formel 

aus der Kontinuumstheorie der Elastizitiit abgeleitet. In Wirklichkeit aber 
handelt es sich urn kristallinische oder mikrokristallinische Stoffe (wie die 

Metalle), und hier sind zur Rechnung mehr als die von Debye fur isotrope 

Korper allein eingefuhrten Gro13en Kompressibilitiit und Querkontraktion bei 
Dehnung notig, aber meist nicht bekannt (siehe jedoch die Rechnung von 

Hop! und Lechner). Die hierher gehorigen Rechnungen sind von Forster

ling!) verfeinert und in bessere Ubereinstimmung mit der Erfahrung gebracht 

worden. Auf den Zusammenhang mit Reststrahlfrequenzen ist eben falls schon 

in Kap.IV, § 10 hingewiesen. Endlich kommt noch die Lindemannsche 

Schmelzpunktsformel (Kap. IV, § 8) in Betracht, sowie die Beziehung von 
Gruneisen. 

Wesentlich tiefer dringt, wie wir schon einma} (Kap. IV ~ 10) besprochen 
haben, im Prinzip die Born-Karmansche Auffassung 2) ein, die die Eigen

schwingungen des Korpers aus den Kriiften zwischen den Teilchen und der 
Gitterstruktur abzuleiten versucht. Bier sind es die gro13en mathematischen 
Schwierigkeiten, die einer weiteren Ausbildung hemmend in den Weg treten. 

Nur in den einfachsten Fiillen konnten sie fur nicht zu tiefe Temperaturen 
(bei sehr tiefen kann man ohne weiteres nach Deb y e rechnen, da die dann 

ma13gebenden langen Wellen uber die Gitterstruktur hinweggehen) uber
wunden werden, und zwar wurde die Rechnung von Born 3) fur Diamant 

und von Thirring 4) fur Alkalihalogenide und Kupfer sowie Flu13spat und 

Pyrit durchgefuhrt. 

1m allgemeinen unterscheiden sichdie Resultate von den Debyeschen 

Ansiitzen - abgesehen davon, da13 bei nicht kubischen Kristallen fur ver

schiedene Richtungen verschiedene Konstanten in Betracht kommen - darin, 
da13 fur die kurzen \Vellen Dispersion eintritt, d. h. die Fortpflanzungs

geschwindigkeit nimmt mit der Wellenliinge ab; fur kubische Kristalle wird 
man zwar in Annaherung mit einer De h y e schen Funktion rechnen konnen, 
dagegen mussen wir bei nichtregularen Korperu fiir jede der drei Haupt
richtungen eine verschiedene Grenzfrequenz ansetzen. 

Fur mehratomige Korper sind, wie schon erwahnt, fur ein (chemisches) Mol 

neben dem eben beschriebenen Spektrum, das wir als die Schwingung der NL 
Elementarparallelepipede des Gitters 5) deuten konnen, nocha - 1 (fur a Atome 

im Elementarparallelepiped, was hochstens a Atome im Molekul bedeutet) 
andere davon verschiedene Spektren vorhanden, die sich als Schwingungen 

der entsprechenden einfachen Gitter gegeneinander (als Schwingungen der 

1) K. Forsterling, Ann. d. Phys. 61, 577, 1920; Zeitschr. f. Phys. 3,9, 1920; 
8, 251, 1922. 

2) M. Born und Th. v. Kannan, Phys. Zeitschr.13, 297, 1912; 14,15,65, 
1913; M. Born, ebenda 15, 185, 1914; D. A. Goldhammer, ebenda 14, 1185, 
1913; M. Brillouin, Ann. de phys. (9) 1, 433, 1914. 

3) M. Born, Ann. d. Phys. 44, 605, 1914. 
4) H. Thirring, Phys. Zeitschr. 14,867, 1913; 15, 127, 180, 1!l14. 
5) Siehe Kap. IV, § 2. 
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Atome im Molekiil) auffassen lassen, und deren jedes bei genugend stark ver
schiedenen Atommassen aus NL in del' Frequenz gleichen Schwingungen 
bestehtj so wird del' vorhin erwahnte Ansatz von Nernst gerechtfertigt, del' 
die spezifische Warme aus einer Debyefunktion fur die Schwingung des 
ganzen Molekuls und Einsteinfunktionen fur die Schwingung del' Atome 
innerhalb desselben darstellt. Doch ist auch daB naturlich nul' eine Naherung, 
wie man daran erkennt, dal3 bei nahe gleichen Atomen, z. B. bei K el, sich 
del' Kristall von NL Molekulen nahe so verhalten mull wie ein Kristall von 
2 Mol eines einatomigen Elements (2 N L gleiche Atome). 

§ 4. Verallgemeinerung der Quantentheorie auf Rotation bei 
einem Freiheitsgrad. Wenn wir nun die Uberlegungen von einem gewohn
lichen schwingenden Gebilde auf ein rotierendes ubertragen wollen, so mussen 
wir zuerst nach del' dort geltenden Form del' Quantengesetze, nach den dann 
erlaubten Bahnen fragen. Riel' hat sich herauegestellt 1), dal3 gerade die 
Formulierung, die die Verhaltnisse in del' Phasenebene beschreibt, die all
gemein geeignete ist. Wenn wir mit einem eindimensionalen Gebilde zu tun 
haben, dessen momentane Bewegung sich also durch die Angabe einer Ko
ordinate und einer Geschwindigkeit beschreiben und demnach ineinerPhasen
ebene zeichnerisch darstellen lallt, so sind die erlaubten oder Quanten
bahnen so zu wahlen, da.f3 in del' Phasenebene zwischen je zwei 
benachbarten die Flache h liegt. Dabei mussen wir nul' die Koordinaten 
del' Phasenebene so aussuchen, dall das moglich ist, d. h. dall sich die Dimen
sion Energie mal Zeit ergibt. Das geschieht, wenn wir die Angabe del' Lage 
willkurlich wahlen (z. B. statt des Ausschlags x bei del' Schwingung im Fall 
del' Rotation den Drehungswinkel cp), dadurch, da.f3 wir als zweite Koordinate 
nieht die Geschwindigkeiten, sondern, wie wir es auch bisher schon getan 
haben, die sogenannten Impulse wahlen. Diese erhalt man folgendermal3en: 
Nennen wir die gewahlte Koordinate allgemein q und die zugehorige Geschwin-

digkeit ~~ = 1. z. B. sei ein schwerer Punkt gegeben, del' sich an einem 

masselosen Stab von del' Lange r um eine feste Achse bewegen kann, wie 
wenn er am Ende eines Uhrzeigers salle. Die momentane Lage bezeichnen 
wir durch den Winkel cp von einer bestimmten Ruhelage aus, die zugehOrige 
Winkelgeschwindigkeit, die dem allgemeinen q entspricht, ist cp. Nun bildet 
man die kinetische Energie Ckin, die die Geschwindigkeiten q enthalt und 
differentiert partiell nach 1. Diesen partiellen Differentialquotienten nennt 
man das zu q gehorige Moment oder den zu q gehorigen Impuls p, 

C Ckin 

p = -01 ' 
und benutzt ihn in del' Phasenebene als zweite Roordinate neben q statt Ii. 

In unserem Faile ist 

m 
C - r2cp' 2, kin --2 

1) M. Planck, Ann. d. Pbys. 50, 385, 1916. 

24* 
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Hier ist P<p diejenige GroBe, die man das Impulsmoment der Rotation 
nennt und fur die der Flachensatz gilt 1). 

Bei dieser Wahl ergibt sich tatsachlich die Phasenebene von der richtigen 
Dimension, denn ein rechteckiges Flachenstuck ist proportional dem Produkt 
der beiden Koordinaten, also von der Dimension [p J [q], wo die eckigen 
Klammern Dimensionen bedeuten. Nun folgt aus der Formel fur die Dimen-

Energie d .. ,[ J [d q] [ J ['J Z' I d' sion von p: ~' an ererselts 1st q = -d t t = q elt, a so Ie 

Dimension des Produktes p. q tatsachlich Energie X Zeit. In unserem 
spezieUen Fall ist die Dimension des Impulsmomentes (der Winkel ist dim en
sionslos, cjJ daher von der Dimension t-I) ml2 t-t, die Koordinate cp ist 

Fig, 411. 

~. "'1 ' 
T -{~ t-------i 

dimensionslos, also die Flache ml2 t- I = m l2t- 2 • t, wie es 
sein muB. Hatten wir statt des ,Impulses als zweite Koordi-
nate der Phasenebene etwa die (Linear-)Geschwindigkeit r cjJ 

gewahlt, so hatten wir fur die Flache It-I bekommen. 
Das war auch der Grund, warum wir seinerzeit schon immer 

m ~ und nicht ~ selbst als zweite Koordinate in der Phasen-
ebene wiihlten. 

Das Impulsmoment mr2 cp kann man auch [J] cp 
schreiben, wo [J], wie in Kap. III, § 7, das Tragheitsmoment 
bedeutet, und diese Formel bleibt, wie man sich leicht uber-

__ 2" zeugt, auch bestehen, wenn man ein "Hantelmolekul" der dort 

beschriebenen Form urn eine Achse senkrecht zur Verbindungslinie der beiden 
Atome rotieren laLlt. Wie sieht hier die Bahnkurve in der Phasenebene aus? 
(Fig. 49.) Es ist keine potentielle Energie vorhanden, infolgedessen bleibt 
bei ungestorter Bewegung die kinetische Energie fiir sich aUein konstapt 

und damit auch das Moment (denn es ist Ckin = 2~~j). was man auch als 

Folge des Flachensatzes auffassen kann. Der Winkel selbst geht von 0 

bis 2n. Infolgedessen ist die "Bahnkurve" in der Phasenebene eine horizon
tale Gerade mit der Ordinate Prp, die von cp = 0 bis cp = 2n reicht. 
(Man kann sie auch langer ziehen und muLl dann nur berucksichtigen, daB 
das Stiick von 2 n bis 4n ein nochmaliges Durchlaufen derselben Bahn 
bedeutet, so, als wenn wir beim Oszillator zweimal urn die Ellipse herum
gehen wiirden; oder man kann sich auch den Streifen 0 bis 2n zum Zylinder 
zusammengebogen den ken, so daLl sich 2n wieder an 0 anschlieLlt.) 

Die Flache, die zwischen einer Bahnkurve und der A bszissenachse liegt, 
ist ein Rechteck von der Flache 

prp.2n .............. (388) 

Wenn zwischen der n-ten und der n + I-ten erlaubten Quantenbahn 
gerade h liegen soIl, so muLl geIten 

oder 
(p<p, n + I - P<p, n) 2 n = h, 

h 
P<p = n - . . . . . . . . . (389) 
, 2n 

1) Siehe M iiller-Pouillet, Band I (Mechanik). 
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Das ist die bekannte Gleichung fur das gequantelte Rotationsmoment, 
die in der Bohrschen Theorie eine so groBe Rolle spielt. 

Ais mogIiche Energiestufen ergeben sich 

...... (390) 

Dieselben sind also nicht ganze Vielfache eines Energiequantums. 
Wenn man die mittlere Energie berechnen willI), so mull man beachten, 

daB ein bestimmter Wert En zu zwei Zustanden gehoren kann, namlich zu 
einer Rotation im Sinne des Uhrzeigers (p negativ) oder zu einer Rotation 

1,0 

o 

Fig. 50. 

I i I_t-t-: 
I 

:~--~~--~--~~~~~~~~~~~-~ 100 150 200 250 300 350 450 500 

entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers; zu jeder dieser beiden Zustiinde 
gehOrt die gleiche Flache h, zusammen also 2h. Nur fiir die Ruhelage 
11 = 0 hat man diese Unterscheidung nicht zu . machen, sie kommt also 
a priori nur halb so hii.ufig vor als die anderen Energiewerte. Man erhii.lt so 

81 '8\ 8( n2 

cl' 2 e- 1cT + 4E1 2e- kT '" + n2 E1 2e- kT· ••• 
U - ------

- 81 '81 81 n2 ' 

1 +2e- 1cT +2e- 1cT + .,. 2e- W ... 
wo 

ist. Fur hohe Temperaturen ergibt sich der klassische Wert, denn dort 
kann man statt der Summation uber n die Integration setzen, fur tiefe ergibt 
sich ein ii.hnlicher Verlauf wie beim Resonator, nur mit dem doppelten Wert, 
namlich 

81 

u= 2E1 e- kT; 

Den Verlauf der spezifischen Warme erkennen wir an der von Ehren
f est gezeichneten Kurve (Fig. 50); das merkwiirdige Maximum iet zu beach ten. In 
der Natur kommen eindimensionale rotierende Gebilde nicht vor. 

1) P. Ehrenfeat, Verh. d. D. PhYB. GeB. 16, 451, 1913. 
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§ 5. Die freie Ellergie eilles Oszillators nach der Quanten
theorie. Gasgleichgewichte. Klassisch haben wir fUr die freie Energie 
eines eindimensionalen OszilJators erhalten 

e-/T = ~JJe-~!~md~ Ie-%41t~~X2 clx I 
-00 -00 \ 

-- I .... (391) 
11-2_~kT I 

1 ---r m 
= [Ii] V 2 n: m k T -2-;t--;, I 

Die quantentheoretische Formel ergibt sich zu 

_ .L 1 n=<x> -t! hv 1 
e kT = [h] 2: It e kT =---=-~- ....... (392) 

"=0 1 - e kT 

in Ubereinstimmung mit (382'), wobei die dort stillschweigend weggelassene 
Integrationskonstante sich tatsachlich zu Null ergibt (infolge un serer Wahl 
der Einheit ·der Phasenebene, die wir dem quantentheoretischen It gleichgesetzt 
haben). 

Vergleichen wir (391) mit (392), so sehen wir zuerst, daJ3 die letztere 

Formel nicht ohne weiteres in ein Produkt, dessen Faktoren sich auf Ge
schwiudigkeit und Lage beziehen, zerlegt werden kaun. Das Jiegt daran, daJ3 
im klassischen Fall die Gestalt der Stucke, in die wir die Phasenebene zer
legen, ganz willkurlich ist und daher auch rechteckig gewahlt werden kann. 
~ei dieser Wahl, die die Flache als Produkt Ordinate ( = m;) und Abszisse (x) 
darstellt, kommt zum Ausdruck, daJ.\ die Verteilung z. B. uber die Ge
schwindigkeiten ganz unabhangig von der Verteiiung uber die Lagen ist, daJl 
z. B. die gleiche Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fur die Gesamtheit 
aller Oszillatoren gilt, wie fur diejenige Teilmenge, die gerade einen Aus
schlag zwischen Xo und Xo + dxo hat (S.137). Das ist im Quantenfall 
anders; hier ist die Form der Gebiete fest vorgegeben, und zwar nicht als 
Quadrate, sondern als Ringe, begrenzt von den Bahnkurven. 

Zwar kommen auch hier alle Geschwindigkeitswerte vor, denn auf jeder 
Bahnkurve (bei jedem Energiewert) kommen aile Geschwindigkeiten zwischen 
Null und einem Maximalwert vor, aber diese Verteilung ist jetzt viel kOlll
plizierter und ist auch nicht dieselbe fur die verschiedenen oben erwahnten 
Teilmengen mit gegebenem Ausschlag, weil eben die Phasenebene von den 
moglichen Bahnkurven nicht erfullt wird. 

Fur hohe Temperaturen laLlt sich annahernd so rechnen, weil dann die 
Verteilung der Bildpunkte uber die verschiedenen Bahnkurven gleichmaJ3iger 
ist undo das von Bildpunkten erfullte Stuck der Phasenebene so groJl ist, 
(soviel Elementargebiete It hineinfallen), daJl man es doch in rechtwinklige Stucke 
teilen kann, deren jedes groJl gegen It ist, so daJ.\ man die in der Quanten
vorschrift liegende Struktur nicht zu berucksichtigen braucht. 

Es ist so, als wenn man die Phasenebene mit ihren schwarzen auf 
weiJ3es Papier gezeichneten Bahnkurven aus groJ3er Entfernung anblickt und 
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sie dann gleichmii.l3ig grau sieht. Naturlich muJ3 aber, damit man aus dieser 
Entfernung iiberhaupt etwas sieht, ein genugend groJ3es Stuck der Ebene 
bedeckt, also die Temperatur hoch sein. 

Bei tiefer 'femperatur, wenn nur die Bahnen kleiner Energie in Betracht 
kommen, muJ3 man so nahe herangehen, urn uberhaupt etwas zu sehen, dall 
die Quantenstruktur bemerkbar wird. 

FormelmiiJlig wird bei hoher Temperatur (Entwicklung nach :;) 

f = kln[hV _~(h~)2 + ... J = kIn ~1J_~~~+ ... (392') 
T kT 2 k T kT 2 l' 

hv hv 
f = kTln kT.-T 

bzw. f . hv 
-kT _ 7eT +2kT 

e - hv· e (392") 

Der erste Faktor entspricht durchaus dem klassischen Wert. Dem 
zweiten gegenuber kann man zwei verschiedene Standpunkte. einnehmen. 
Entweder man sagt, daJ3 auch der Energieinhalt selbst fur hohe Temperaturen 

hv 
hinter dem klassischen Wert urn die konstante GraJ3e -2 zuriickbleibt und 

wundert sich dann nicht, da13 dies auch fur die freie Energie gilt. Oder man 
verlangt 1), daJ3 die klassischen Ausdriicke nicht nur mit relativ steigender 
Genauigkeit, sondern mit absoluter bei steigender Temperatur erreicht werden, 

hv 

und kompensiert dann die e-Potenz durch einen Faktor e- 2k T, der von der 
durch diese Auffassung geforderten Nullpunktsenergie herriihrt. 

Geht man nun mit der Temperatur hinunter, so wird klassisch, ent
sprechend der konstanten spezifischen Warme, Ov = 1 R, das mittlere Phasen-

volumen proportional T kleiner, und verschwindet fiir T = 0 ganz, ; wird 

logarithmisch unendlich j dementsprechend wird thermodynamisch fiir konstante 

spezifische Warme die Entropie S = U TIl' bei '1' = 0 negativ unendlich. 

Quantentheoretisch nimmt fur hohe Temperatur (d. h. solange C" praktisch 
konstant ist) das Phasenvolumen eben so abo Sobald aber 01) kleiner zu 
werden beginnt, wird auch die Abnahme des Phasenvolumens langsamer und 
sobald praktisch Ot' verschwindet, wird auch das mittlere Phasen volumen 
praktisch konstantj der Wert, dem es sich nahert, ist nicht Null, sondern im 

eGS-System It bzw. in unseren Einheiten 1. Dementsprechend nahert sich 1'1' 
dem Wert In 1 oder Null (bzw. wenn man das Energiellullniveau anders legt, 

dem 'Vert kE~) und S dem Wert Null2). Allgemein muJ3 fiir beliebige 

1) o. Stern, Phys. Zeitsch!". 14, 629, 1913, 
2) Die Quantentheorie verlangt also, da./3 sich fiir l' = 0 S einem konstanten, 

endlichen Wert nahert. DaJ3 dieser 0 sein soll, ist willkiirlich und nur durch 
un sere Einheitenwahl bedingt. 
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eindimensionale Systeme fiir hohe Temperaturen das mittlere 
Phasenvolumen den klassischen Wert, fiir die Temperatur. 0 den 
Wert h bzw. 1 haben. Die speziellen Quantengesetze haben nur 
einen EinfluI.l darauf, wie der Ubergang erfolgt, d.h. wie fiir mittlere 
·Temperaturen Cv verlauft. Andererseits muG man von allen empirischen 
Gesetzen fiir die spezifische Warme verlangen, dall sie das Phasenvolumen 
vom Wert h bzw. 1 in den klassischen Wert fiir das betreffende Modell 
iiberfiihren. 

Man kann das zusammenfassend auch so sagen: Wir messen das 
mittlere Phasenvolumen in Einheiten von der GroI.le h, es ist daher gegeben 
durch die urn 1 vermehrte mittlere Quantenzahl (Durchschnitt der Quanten
zahlen, die sehr viele Resonatoren in einem Augenblick haben oder die einer 
in sehr langer Zeit annimmt). Diese ist natiirlich im allgemeinen keine ganze 
Zahl, steigt mit der Temperatur und ist im speziellen Fall des Oszillators 
definiert durch 1 

hv' 

l-e kT 

wahrend ihre £edeutung allgemein durch dasmittlere Phasenvolumen 

f Eo 
e- Pr = (n + 1) e- kT • • • • . • • • (393) 

bestimmt ist. Fiir hohe Temperaturen ist im Fall des Oszillators 

_ kT I 
n + 1 =-- ............ (393) 

hv 

bei abnehmender Temperatur nimmt n ab und erreicht fur T = 0 allgemein 
den Minimalwert nmin = O. Die mittlere Energie berechnet sich im Fall des 
Oszillators zu u = hV'fb, 

wie man durch Einsetzen leicht sieht. It + 1 steht deshalb in der Formel 
fur d,iefreie Energie, weil auch der Quantenzahl 0 ein Stiick der Phasenebene 
von der gleichen GroI.le h zugehort wie allen anderen Quantenzahlen. 

Die Anwendung der Quantenformeln auf die Formeln fiir die Gasdisso
ziation ergibt sich nun von selbst. Wir hatten jedem Freiheitsgrad der 
Schwingung das mittlere Phasenvolumen (jetzt in CGS-Einheiten gemessen) 

kT _ 
-=(n+l)h 
v 

zugeschrieben. Auch jetzt bleibt das Phasenvolumen (il + l)h, nur ist der 
Wert dieser GroDe h 

(n + 1) h = -~-h-v' 

und insbesondere fur T = 0: h. 
Es heillt also die Formel fiir 

beliebige Temperaturen (solange 
Wert hat): 

1- e kT 

das Gleichgewicht .A + B ~ .A B fiir 
die Rotationsenergie den klassischen 

. . . (246") 
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An und fiir sich ist die direkte Ableitung fiir tiefe Temperaturen sogar 
noch einfacher als fiir hohe, denn im ersteren Fall brauchen wir nicht ein
mal zu wissen, daLl es sich urn quasielastische Krafte handelt, sondern konnen 
das Phasenvolumen ohne weiteres zu h bzw. 1 ansetzen (siehe auch § 7). 
Bemerkenswert ist noch, daLl fiir die Zahlenabschatzung, die wir in Kap. ITr, § 8 
vorgenommen ha ben, der Ubergang zu. Temperaturen, bei denen die Schwingung 
neingefroren" ist, nicht sehr viel ausmacht, denn ltv ist bei den in Betracht 
kommenden Kraften von solcher GroJlenordnung, daJl 

~ kT. 
n+l =-

hv 

nicht sehr groLl gegen 1 ist (d. h. '; = (3 v ist v{)n der Grol.lenordnung 

einiger Hundert). Wenn man also von etwa 10000 abs. zu 60 0 abs. iibergeht, 
80 andert sich n + 1 z. B. von 3 auf 1, weil es nicht kleiner werden kann 
als 1, wahrend in der klassischen Theorie (wo nicht 1 addiert wird) das 
Phasenvolumen auf den zwanzigsten Teil, von 2 h auf 1/10 h, herabginge. 

§ 6. Mehrere Freiheitsgrade. a) Die Energie zerfallt in 
Summand en, deren jeder nur von einem Freiheitsgrad abhangt. 
Wenn wir zu Gebilden iibergehen, die mehrere Freiheitsgrade besitzen, so ist 
der in der Uberschrift genannte Fall der einfachste. Ein solcher liegt z. B. 
bei dreidimensionalen Resonatoren vor, also z. B. bei Atomen, die, an feste 
Ruhelagen durch quasielastische Krafte gebunden gedacht, mit den drei 
Schwingungszahlen VI' v 2 , Va nach der x-, g-, z-Richtung schwingen konnen. 
Zur Beschreibung der Bewegung ist ein sechsdimensionaler Phasenraum 
notig; in der Koordinatenebene, die durch die x- und die m~-Achse gelegt ist, 
haben wir als Projektion der Bahnkurve eine solche Ellipse, wie beim ein
dimensionalen Oszillator, von der Form 

1 In 
(m~)2 + - 4:n:2v 2a;2 = /i(l) 2m 2 1 , 

entsprechend in der Ebene durch die y- und mfj-Achse eine Ellipse 

~ (m'1})2 + m 4:n:2v;y2 = /i(2) 
2m 2-

und eine entsprechende dritte Gleichung. /i(I), /i(2), /itS) sind die Energien der 

einzelnen Schwingungen, aUB denen sich additiv die Gesamtenergie 

/i = f(1) + f(2) + /i(S) 

zUBammensetzt; die drei Bahnen werden in ungleichen Zeiten (namlich 

1 ,!_, ~) durchlaufen (in der x-, g-Ebene ergibt sich eine sogenannte 
VI v2 Vs 

Lissajous-Figur); die Energien konnen unabhangig voneinander die Werte 

E~) = hVl n(I), E(2) = hv2 n(2), fs = hvsn(S) •.•. (394) 

ann ehmen, die Gesamtenergie also 

f = hv1·n(1) + hv2 n(2) + hVsn(S) ...•... (396) 
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wo n(I); n(2), n(S) drei beIiebige ganze Zahlen sind. Man kann sich nun die 

verschiedenen mogIichen Energiewerte ihrer Gr0J3e nach geordnet denken (wir 
wollen del' Einfachheit hal bel' ann ehmen, daJ3 die v nicht in rationalem Ver
haltnis stehen, so daJ3 man einen bestimmten moglichen Energiewert E nul' 
durch eine einzige Wahl del' ganzen Zahlen n(l) , n(2), n(S) erreichen kann). Unsere 
nachste Frage ist nun, welches Volumen des Phasenraumes man einem be
stimmten Energiewert, d. h. einem bestimmten Quantenzuatand, charakterisiert 
durch die drei Quantenzahlen n(1), n(2) , n(S) , zuzuschreiben hat. 

In der x-, m~-Ebene liegt naturIich zwischen benachbarten Quanten
bahnen, d. h. solchen mit den Quantenzahlen n(l) und n(l) + 1, die Flache h. 
Ebenso liegt in del' '1h m7J-Ebene zwischen benachbarten Bahnen (mit den 
Quantenzahlen n(21 undn(2) + 1) die Fliiche h. 

Wir werden dann jedem Zustand, charakterisiert durch die d l' e i 
Quantenzahlen n(l) , n(2) , n(S), das (leere) Phasen volumen hS zUBchreiben. 

AnschauIicher kann man sich das machen, wemi man die Koordinaten deB 
Raumes auf die Halfte reduziert, indem man nicht x und m ~ fur Bich, 
sondern schon die Flachen zwischen benachbarten Bahnen auftriigt. 1m ein
dimensionalen Fan sieht das folgendermallen aus: Wir haben bloJ3 eine Ko
ordinatenachse, auf del' wir als Koordinate, die eine Bahn charakterisierti}, die 
Flache auftragen, die zwischen dieser Bahn und dem Nullpunkt liegt. 1m 

E 
Fan des Resonators ist das einfach -, aber wir konnen und werden diese 

v 

Darstellung im 4:Lllgt'meinen wahlen. Fur die klassische Theorie ist dann die 
a priori - Haufigkeit einer. bestimmten Bahngruppe einfach proportional der 
Lange, die die Bildpunkte del' Bahngruppe auf del' KoordinateDlichse erfullen, 
denn wir haben diese Lange ja proportional del' Flache im Phasenraum ge
wahlt, welche durch die Bahngruppe bedeckt wird. 

In der Quantentheorie ist die Achse nun nicht kontinuierlich mit Bahn
kurven bedeckt, sondern moglich sind nul' die Punkte mit den Koordinaten 
nh, die in gleichen Abstanden h voneinandel' liegen.Zu jedem Punkte 
rechnet man nun fur die Wahrscheinlichkeitsbestimmung das ganze leere 
Stuck h, das zwischen ihm und dem (rechten) Nachbar liegt. 

1m dreidimensionalen FaIle gehen wir entsprechend vor; wir braucheD 
drei Achsen; auf del' ersten zeichnen wir fur jede Bahn diejenige Flache auf, 
die in der x-, m~-Ebene zwischen ihr und dem Nullpunkt liegt u;;w. 

Dann bekommen wir den ganzeD Raum (genauer den ersten Oktanten) 
ausgefullt durch ein kuhlsches Gitter. Dem Quantenzustand mit den Quanten
zahlen n(l), n(2), n(S) entspricht del' Punkt mit den Koordinaten n(l) h, n(2) h' 
n(S) h; denD in der $-, m~-Ebene ·liegt innerhalb der Ellipse, die del' Bahn
kurve dieses Quantenzustandes entspricht, die Flache n(l) It, innerhalb der
jenigenEllipse in der y -, m 7J - Ebene, die die betreffende y - Schwingung dar
stellt, die Flache n(2) h usw. 

I) Wir stellen hier a180 die ganze .Bahn durch eineD PUDkt dar und ver
zichten darauf, die momentane Lage des Punkte8 auf del' Bahn anzugeben. 
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vVir konnen uns nun den ganzen Oktanten aus Wiirfeln von del' 
Grolle kS aufgebaut denken. 1m klassischen Fall waren diese Wiirfel konti

nuierlich erfiillt von den Punkten, welche alle moglichen Bahnkurven mit 
allen moglichen Energien darstellen. 

1m Quantenfall gehOrt zu jedem. Wiirfel nul' ein 1) Eckpunkt, del' eine 
mogliche Bahn darstellt, wahrend del' iibrige Wiirfel leer ist, abel' mit seinem 
Volumen (odeI' "Gewicht") diesel' einzigen moglichen Bahn zuge.rechnet wird, 
wenn man die a priori-Haufigkeit berechnen will. Dementsprechend gehort 
also tatsachlich zu jedem Quantenzustand e i n Wiirfel k 3• Die freie Energie 
eines solchen dreidimensionalen Gebildes wird dementsprechend 

( 8n (I)' n(2), ,,(S) 

C - k-T = /i3 ::g ::g ::g e - -----'k'i'--. . . . . . . (396) 
Its ,.<I) n(2) ,,(a) 

Nun konnen wir schreiben 

(1) + (2) (3) 
E,,(1), ,,(2), n(3) = En(l) E,,(2) + En(8), 

und dann kann man, wie leicht ersichtlich, die dreifache Summe in ein Pro
dukt von drei einfachen Summen zerlegen 2), 

e(l) 8(2) 8(3) 
( " n n 

e- kT = (~e-kT) (Ee- kT) (2:e--FT ) . (396') 

denn in (396') tritt jede Kombination der drei Quantenzahlen auf. 
Das bedeutet abel', da/3 man die freie Energie in drei Summa-nden zer

legen darf, deren jeder nul' vou einem Freiheitsgrad abhangt: 

(1) 8;:) 8(2) 
f2 • n 

f = f(l) + f(21 + f(3), e k-'f' = l: e- kT e- kT = ~ e - k T usw. (397) 

und damit setzen sich auch alle anderen thermodynamischen GroJlen (Gesamt
energie, spezifische Warme, Entropie) additiv aus unabhangigen Beitragen del' 
einzelnen Freiheitsgrade zusammen. 

Ebenso wie jede einzelne Summe nimmt auch das Prodnkt fiir hohe 
Temperaturen den klassischen Wert an (eventuell bis auf die Faktoren 
+ !' v 

e 2k T, die durch Nullpunktsenergiezu kompensieren sind), wahrend es sich 

bei 8ehr tiefer Temperatur statt auf den klassischen Wert 0 auf 1 ver
mindert, denn dann kommt nul' die niedrigst mogliche Energie vor, zu del' 
ein Wiirfel del' GroJle k 3 gehort. Del' Ubergang von letzterem 'Vert zum 
klassischen erfolgt nach del' thermodynamischen Formel 

T T 

f (f\ lfdT\' 
leT = kT)T=O - R 1'2. CdT, 

o 0 

1) Ein Bckpunkt, nicht acht, weil an jeden Eckpunkt wieder acht Wiirfel 
stoJ3en; man kann daher jedem W iirfel statt acht Achteleckpunkte. einen g-anzen 
zuschreiben, so wie wir in del' Ebene dem Ring h, del' zwei Grenzlinien hat, die 
er abel' jede mit einem anderen Ring teilt, eine ganz zuordnen kiinnen. 

2) In dieser Formulierung tritt das Problem zuel'st bei F. Haseniihrl, Phys. 
Zeitschr. 12, 931, 1911 auf. 
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wo der letztere Summand wie stets die Zunahme des Logarithmus des Phasen
volumens angibt. 

b) Die Energie zerfallt nicht in Summanden. Der nachst kom
plizierte Fall liegt dann vor, wenn man die Energie nicht in Sum men zer
legen kann, die nur je einem Freiheitsgrad zukommen. (Fur die kinetische 
Energie allein hingegen la13t sich das immer machen, und darum konnten wir 
in der klassischen Theorie den Satz uber die Verteilung der Energie auf die 
Freiheitsgrade allgemein aussprechen. In der Quantentheorie hingegen muO 
man in der Statistik kinetische und potentielle Energie zusammenfassen, weil 
man bei der Einteilung der Phasenebene den Bahnkurven folgen mun.) Dieser 
Fall liegt z. B. bei der (relativistischen) Bewegung eines Elektrons in einer 
fest en Ebene urn einen positiv geladenen Kern vor. Bier beschreibt man 
(zweidimensional!) die Bewegung durch zwei Quantenzahlen 1), siehe § 10, 
aber diese beiden kommen in dem Energieausdruck fur einen bestimmten 
Zustand (c = Lichtgeschwindigkeit, [e 1 Elektronenladung) 

=moc2!_1+ll+ _____ 4::;~]4 J-~lJ (398) l (n' + Vnll2 - 4::~:Yr 
in einer Weise vor, die ein Trennen in zwei Summanden, deren erster nul' 
von n', deren zweiter nur von nil abhangt, unmoglich macht. In unserem 

"reduzierien" Phasenraum, del' diesmal nur zwei Dimensionen hat, Hegen 
aber die Verhaltnisse noch eben so wie fruher. Es ist auch jetzt jeder Zu
stand durch Quantenzahlen n', nil eindeutig charakterisiert und jeder Kombi
nation solcher (positiveI') ganzer Zahlen entspricht eindeutig ein Zustand; 
die moglichen Zustande werden daher wieder durch die Eckpunkte eines (im 
zweidimensionalen Fall ebenen quadratischen) Netzes dargestellt, zu jedem 
Zustand ist das Volumen h8 (hier die Fliiche des zugehOrigen Quadrates h2) 

zu rechnen. Die freie Energie wird 

_ L h2 "'" "'" _ en' nil 

e kT=2~~e kT ......... (399) 
h h' It" 

aber diese Doppelsumme laJ3t sich jetzt nicht in ein Produkt von zwei ein
fachen Summen zerlegen und dementsprechend sind auch die thermodynami
schen Gronen Ji; U, Cv , S nicht aus unabhiingigen Beitriigen der einzelllen 
Summand en aufzubauen. 

c) Entartete Systeme. Eine weitere Schwierigkeit tritt bei bestimmten 
Eigentumlichkeiten der mechanischen Eigenschaften des Systems auf, die lllan 
"Entartung" nennt. Urn uns das klarzumachen, betrachten wir das Bei
spiel einer ebenen Schwingung, z. B. eines Knopfes, del' an einer (auf Biegung 
zu beanspruchenden) Stange sitzt, wie er zur Darstellung der Lissajousschen 
Schwingungsfiguren benutzt wird. 1st die Stange rechteckig oder elliptisch, 

1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51, 1, 1916; Atombau und SpektraUinien, 
Braunschweig, 4. Aufi., 1924, S.417. 
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so hat del' Korper zwei getrennte, senkrecht aufeinanderstehende Schwin
gungen mit den Schwingungszahlen VI und 1'2 als Freiheitsgrade; in del' 
Quantentheorie hat jeder von dies en eine bestimmte Quantenzahl n(I), n(21, und 
das Netz del' moglichen Zustande kann in del' reduzierten Phasenebene (Ebene, 
da die Bewegung zweidimensional) genau so gezeichnet werden wie in a). 
Wird dagegen die schwingende Stange kreisrund und damit die beiden 
Fre'quenzen gleich (VI = v s), so ist die Lage del' Achsen, nach denen man 
die Schwingung zerlegen muB, nicht mehr fest; man kann in del' Phasen

abene· das Koordinatenkreuz mitsamt allen Punkten beliebig verdrehen. 
Entsprechend ist im Energieausdruck, in welch em zu jedem moglichen Ener-

giewert 

friiher eindeutig eine ganz bestimmte Kombination von Quantenzahlen 
n(I), n(2) gehort hat, jetzt im entarteten Fall 

E (1) (2) = h V (i~(I) + n(2»), n ,n 

durch den Energiewert nul' die Summe del' beiden Quantenzahlen festgelegt, 
ohne daB man sagen konnte, wie groIl die einzelnen Werte sind; man kann 
aine bestimmte Quantensumme n = n(1) + n(2) auf n + 1 verschiedene Arten 
bekommen, namlich durch 

nil) = 0, n(2) = n; n(I) = 1, n(2) = n - 1; 

... nil) = n, n(2) = O • 

Bo hI' vertritt den Standpunkt 1), daJ3 in solchen Fallenuberhaupt nul' die 
Quantensumme physikalische Bedeutung hat, man also einfach zu schreiben hat 

E,,=hvn, 

wie bei eindimensionaler Schwingung. 
Weil abel' zu diesem Energiewert jetzt n + 1 verschiedene Quanten

kombinationen geboren, hat man ihm in der Phasenebene n + 1 Quadrate 
von del' Flache hi zuzuordnen, also das "Gewicht" n + 1 zu erteilen; die 
freie Energie wird dann 

f II-~-= 'T.J En 

e-/'l' =:8 (n+ l)e- kT . . . . . (400) 
n:=O 

Dasselbe kommt in diesem speziellen Fall auch heraus, wenn man statt 
del' einen Sum me das Produkt zweier Summen schreibt (was hier infolge del' 
Formel En = E(I) + E(2) = hvn(I) + hvn(2) geht), 

_.1,. ( _ .hVn(I») ( _ hVn(2») 
e kT = :8.e kT :8 e kT 

n(1) n(2) 

ausmultipliziert und alle Glieder zusammenfaIlt, die denselben Exponenten 

En 
k l' haben. Fur einen dreidimensionalen Resonator ergibt sich durch eine 

.ahnliche Uberlegung, daJ3 die Energie en = hvn = hv(n(I) + n(2) + n(S») 

1) N. Bohr, Abh. libel' Atombau, BrauDschweig 1921, S. XV. 
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auf (n + 2)2(n + 1) verschiedene Arten zustanrle kommen kann 1). Daher 

wird die freie Energie 

f ( Sn 
C - k T =:2 n + 2) (11 + 1) c - /; T . . . . . . . . (401} 

2 

was man auch in der Form darstellen kann 

In diesem Fall andert die Entartung nichts an der additiven Berechnung der 

thermodynamischen Funktionen aus Beitragen der einzelnen Freiheitsgrade. 

Ein komplizierterer Fall ist derjenige der allgemeinen Keplerbewegung. 

den wir im vorigen Absatz b) ktinstlich zu einem nichtentarteten dadurch 

gemacht haben, daJl wir die Lage der Bahn in einer festen Ebene vorgeschrieben 
haben. 1m Raum aber brauchen wir eine dritte Quantenzahl 1'1(31, urn die 
Orientierung dieser Ebene festzulegen (s. § 10). 

Als diese Fragen noch in Entwicklung begriffen waren, wuJlte man 

nicht 2), daLl man stets bei entarteten Problem en einfach die Zahl der Moglich
keiten zusammenzuzahlen hat, die in dem entsprechenden nichtentarteten Fall 

geIten, wie wir es oben getan haben, daJl man also das zu einem bestimmten 
Zustand gehorige Volumen im reduzierten Phasenraum stets aus Wurfeln 
zusammenzusetzen hat. In dem fruher besprochenen Fall des zweidimensionalen 

Resonators gehoren, wie erwahnt, zu c. = hvn die n + 1 Quadrate, an deren 
linker unterer Ecke jeweils die Punkte 1'1(1) = 0, n(2) = 1'1 bis 1'1(11 = n. 
n(2) = 0 liegen. Statt dessen hatte man damals eventuell dieser Energie die 

Flache zugeordnet, die zwischen den beiden Viertelkreisen mit dem Radius 

en tl <) 2 en + 1 
- =hn = h fn(l)- + n(2) und -- = hen + 1) gelegen ware, also die 
v v 

:n: 
Flache 4 h2(2n + 1). Der allgemeine Gang ist derselbe, aber die Zahl-

faktoren sind verschieden. 

d) Spezifische Warme der Rotation. Ein wichtiges Beispiel, wo 

diese Fragen auftreten, ist die raumliche Rotation eines "Hantelmolekuls". 
N ernst 3) hatte schon vorausgesagt, daJl sich auch bei den Anteilen der 

'lpezifischen Warme zweiatomiger Gase, die der Rotation zuzuschreiben sind, 

1) Fiir die Quantenzahl n(3) = 0 gibt es n + 1 verschiedene Verteilungen auf 
n(l) und n(2); fiir die Quantenzahl n(3) = 1 bleibt fiir die Summe n(l) + 1'1(2) der 
Wert n -1 iibrig, also n verschiedene Faile usw.; endlich fiir n(3) = n gibt es 
nur die eine Moglichkeit n(l) = 11(2) = 0; also hat man im ganzen 

~ n/ = (n + 2) (n + 1). 
o 2 

2) Siehe z. B. K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51, 261, 1916; Phys. Zeitschr. 
18,389,1917; A. Sommerfeld, Miinch. Ber. 1917, S.83; N. Bohr, Abhandl. iiber 
Atomhau, Braunschweig 1921, S. 140 ff. 

3) W. N ernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 17, 265, 1911. 



§ 6. l\Iehrere Freiheitsgrade. 383 

bei tiefer Temperatur ein Quantenabfall zeigen musse, und Eucken 1) hat 

das am Wasser stoff aufgefunden und mess end verfolgt. Die Theorie verlauft 

folgendermal3en: Wenn wir die ungestorte Rotation einer solchen frei im 
Raum schwebenden Hantel betrachten, so kann es sich auch hier nul' urn eine 
Rotation mit konstanter Geschwindigkeit urn eine Achse handeln, die senk
recht zur Verbindungslinie del' beiden Atome liegt 2). Wir haben also als 

einzigen Unterschied gegenuber del' Rotation bei einem Freiheitsgrad, da13 die 

Ebene del' Rotation nicht von vornherein festgelegt ist (und damit auch nicht 
die darauf senkrechte Rotations~chse odeI' die Richtung des "Vektors des 

Drehimpulses"). Dagegen iet die Gro13e des Drehirnpulses genau so wie bei 
einem Freiheitsgrad durch h 

p = n 2-71: ............. (389') 

und die Energie durch 

_ 1 ~ _ 1 (h)2 2 ' 
En - 2[i]P" -- 2[J] 2% n ........ (390) 

gegeben. 

Nun ist die Erage, welch en Phasenraum wir dem Zustand zuordnen 
wollen, del' del' (Gesamt-) Quantenzahl n, d. h. dem Drehimpuls (389') odeI' 
del' Energie (390') entspricht. 1m ebenen Fall war die Berechnung leicht, 
abel' hier ist zu berucksichtigen, dal3 die Drehachse noch verschiedene Lagen 

im Raum annehmen kann. Nach del' klassischen Rechnung erhalt man als 
Phasenraum eines Rotators, dessen Drehimpuls zwischen den Grenzen p und 

p + dp liegt 3), 8 %2 pdp, 

1) A. Eucken, Berl. Bel'. 1912, S.14l. . 
2) Hierbei ist vorausgesetzt, daJ3 das nichtrotierende Molekiil nicht infolge 

innerer (d. h. Elektronenbewegungen) schon selbst Kreiseleigenschaften hat. In 
diesem Fall ware namlich die Beweg-ung des Molekiils als Ganzes keine ein
fache Rotation mehr (s. hierfli.r F. Kriiger, Ann. d. Phys. 00, 346, 1916; 51, 450, 
19Hi; A.Kratzer, ebenda 67,127,1922; 71, 7'2,1923; H.A.Kramers, Zeitschr.f. 
Phys.13, 343,1923; H. A. Kramers nnd W. Pauli jr., ebenda 13,351.19:13; M. Born 
und W.Heisenberg, Ann. d. Phys. 74,1,1924). SolcheElektronenbewegungenmit 
resultierendem Kreiselmoment erzeugen abel' auch ein magnetisches Moment, machen 
also ein Gas paramagnetisch und sind daher bei dem diamagnetischen Wasserstoff 
ausg-eschlossen . 

. 3) nie Rechnung verlauft folgendermaJ3en: Nach (238) ist del' Phasenraum, 
del' einer Rotation mit den Winkelgeschwindigkeiten iJ, rp uud den momentanen 
Lagen fJ und f{J zukommt, [J)2diJrlfJsin 2 fJdipilf{J. Nun wollen wir die an Stelle 
von fJ, ip den Drehimpuls p und spine Richtung einfiihren. Aus dem Vergleich 
von (236) und (390') folgt 

p2 _ . 2 .. Q '2 
[jJ2 - Sin {)f{J- + {j , 

d. h. man kann graphisch [i1 darstellen als die Resultante zweier aufeinander 

senkrechter Komponenten iJ und sin {jrp. In del' entsprechenden Zeichnung (Ko
ordinatenebene des Phasenl'aums) kann man daher als Koordinaten ZUI' B~schreibung 

des Impulses seine GroJ3e bzw. [~] und seine Richtung lJl einfiihren, definiert durch 

P . {j' p. {j' tJ1 C08lJl = BP1 f{J, [J] sm lJl = . 
Fii~ das Flachenelement der Impulsebene erhiilt man so statt d iJ sin 1~ d rp 

r:'] dlJld r:'l und fiir das Element des ganzenPhasenraums [J)2 [~ld t.rl dlJlsinfJdfJdf{J. 
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und der Phasenraum, der zwischen den Impulsen Pn + ) und p" liegt, ist demnach 

4n2(p~+1-P~) = 4ni(~iy[(n+ 1)!I-n2] = h2(2n+ 1) (402) 

bzw. in Einheiten von der GroJ3e h2 gemessen 2 n + 1. Das gabe fiir die 
freie Energie 

J 
e kT 

81 n2 

~(2n + 1)e- T 'f- ••...•••• (403) 

Fiir bohe Temperaturen laJ3t sich die Summe durch ein Integral ersetzen und 
Iiefert den klassischen Wert (238), die zwei Freiheitsgrade, d. h. die Pro
portionalitat zu T, kommt durch das mit n ansteigende Gewicht der hoheren 

Quantenzablen zustande. Fiir tiefe Temperaturen aber ergibt sich in der 
Kurve fiir die spezifische Warme im Gegensatz zur Erfahrung ein Maximum, 

wenn man die Summation bei n = 0 anfangen liWt; dieses verschwindet, 
wenn man n = 0, den rotationslosen Zustand, ausschlieJ3t. Aber auch in 
diesem Fall werden die Messungen nicht genau wiedergegeben. Um die Be

trachtung zu verfeinern, gehen wir noch tiefer auf den Sinn von (403) ein. 

Wenn ein Atom, dessen Elektronen im ganzen einen Drehimpuls bei ihrer 

Bewegung urn eine gemeinsame Achse liefern, das also eben so wie unser 

rotierendes Hantelmolekiil sich wie ein Kreisel verhalt, in ein auJ3eres Feld 

gebracht wird (z. B. ein magnetisches), so zeigt die Quantentheorie 1), daJ3 nicht 
nur der gesamte Drehimpuls durch eine Gleichung von der Form (389') ge-

F i/? 51. geben ist, sondern auch die Projektion PH dieses 
Impulsvektors auf die Feldrichtung durch eine 
analoge Gleichung 

It 
PH = 111 •••••• (404) 2n 

Das bedeutet natiirlich, da./3 nur bestimmte 
Winkel zwischen Impulsvektor und Feldrichtung 

erlaubt sind, deren Gleichung durch 

PH n1 
COS {}- = = .... (405) 

P n 

gegebim ist (Fig. 51 fiir n = 3). 
Zahlt man nun die moglichen Faile &b, so sieht man, da13 es genau 

2 n + 1 gibt, namlich n verschiedene Lagan, bei denen derWinkel zwischen 
p und der Feldrichtung ein spitzer ist, eine Lage, wo P senkrecht auf dem 
Feld steht, und n weitere mit stumpfem Winkel, die aus den ersten n hervor

gehen, wenn man die Richtung des Feldes (oder die von P, d. h. die Dreh
richtung) umkehrt. Da13 die Verhaltnisse bei Atomen tatsachlich so liegen, 
erkennt man an, den Erscheinungen des Zeemaneffekts 2). 

Integriert man nun iiber die Orientierung' des Impulses p (d. h. 'IjJ von 0 bis 2.n), 
ferner wie in (238) liber {) von 0 bis .n und iiber qJ von 0 bis 2.n, so erhiilt 
man den Phasenraum, der zu einem Impuls zwischen p und p + dp gehort, zu 
p.dp.2.n.2.2.n. 

1) Niiheres s. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braunschweig 
1924, 4. Aufl. Kap. VIII, § 3. 

2) Niiheres hei Sommerfeld, 1. c. 
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Molekiile werden sich in Feldern ahnlich verhalten. Tatsachlich steht 
jedesMolekiil stets unter dem Einflu.ll des von seinen Nachbarn herriihrenden 
Feldes, das zwar so schwach ist, da.ll es keine merkliche gegenseitige Energie 

bedingt, die quantenma.llige in einem bestimmten Moment mogliche Richtung 
aber doch festlegt. Natiirlich wird sich diese Feldrichtung im Raum mit der 
Zeit langsam (d. h. gegen die Zeit einer Umdrehung langsam) verandern. 

So kommt dann der klassisch erhaltene nGewichtsfaktor" 2 n + 1 quanten
theoretisch als die Zahl der gleichberechtigten, zur Gesamtquantenzahl n 
gehorigen Orientierungen heraus. Nun konnte man annehmen, daB die beiden 
Orientierungen, die sich nur durch den Umlaufssinn unterscheiden (PH nach 
oben oder unten), als eine zu zahlen sind, das gabe dann n + 1 statt 2 n + 1. 

1,0 li' ig. 52. 
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Endlich ware es noch moglich, daB Rotationen senkrecht zur Feldrichtung 
(PH horizontal) ausgescblossen sind, dann waren 2 n bzw. bei einfacher Zahlung 
der beiden Umlaufsrichtungen n Faile moglich, was als freie Energie 

f 81 nZ 

e-'Pr = ~ 2ne-k"T . . . . . . . (406) 
o 

bzw. 

. . (406') 

liefern wiirde. Die letzten beiden FaIle ergeben gleiches Cv , doch ergeben 
die Gewichte n bzw. n + 1 fiir hohe Temperaturen nur den halben Wert (238), 
was sich bei chemischen Gleichgewichten auBern wiirde (ein Summand R Tln 2 

in der freien Energie des Mols). Reiche 1) hat die aus den verschiedenen 
Moglichkeiten der Gewichtswahl sich ergebende Temperaturabhangigkeit von 
Ov gepriift und gefunden, daJ3 die Wahl (406) bei hohen und tjefen Tem
peraturen den besten Anschlu.ll gibt, bei - 800 aber zu hohe Werte lieferl 
(Fig. 52). 

1) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58, 657, 1919. 
MlIlIer-Pouillet III. 11. Aufl. 25 
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Diese Rechnung ist von Kemble und van Vleck 1) verfeinert worden. 

Bei hiiheren Temperaturen steigt namlich die spezifische Warme des Wasser
stoffs iiber 5/2 R, den Wert, den man als Summe der Beitrage von Translation 

(% R) und Rotation des starren Molekiils (R) klassisch erwarten soUte. Man 
wird dies natiirlich als Auftreten der Schwingung der zwei Atome gegen

einander deuten. Dann darf man aber das Molekiil nicht mehr als starr 

rotierend auffassen; die Zentrifugalkraft wird entgegen den Anziehungs

kraften zwischen den Atomen, die durch die Atomschwingungszahl V gemessen 

werden, die Atome auseinander treiben, so dall mit steigender Umdrehungszahl 

auch das Tragheitsmoment zunimmt. Ferner wird aber auch die. Schwil1gung 
(Atome bald nahe, bald weit) die Drehbewegung und auch umgekehrt die 

letztere die Schwingul1g, wenn man die Anziehungskrafte nicht rein quasi
elastisch ansetzt (s. Kap. IV, § 11), beeinflussen. Es wird sich also die inn ere 
Energie eines Molekiils nicht additiv nach 

1 (h)2 
C = 2Pj 2; n2 + n'hv 

aus Rotations- und Schwingungsanteil zusammensetzen. Kratzer hat diese 
Uberlegungen durchgefiihrt (fiir die Theorie del' Bandenspektren) und die 

Energie in Reihen entwickelt (s. Bd. II, Optik). Kemble und van Vleck 

wahlen einen Kraftansatz, fiir den sich die Gleichungen integrieren lassen 

und finden 

Der statistische Ansatz ist derselbe wie bei Reiche (2n), das Tragheits
moment, mit dem die Erfahrung am besten wiedergegeben wird, etwas kleiner 
([J] = 1,975.10-41 gcm2 gegen 2,095; d. h. del' Kernabstand 0,488 .lO-8 cm 
gegen 0,506). Den Vergleich mit del' Erfahrung 2) zeigt die Tabelle 

Bei tiefen Temperaturen stimmt die Reichesche Forme1 4) fast besser, die 
neue stimmt bei hohen Temperaturen sehr gut, beide zeigen eine starke Ab-

1) E. C. Kemble und J. H. van Vleck, Phys. Rev. 21, 653, 1923. 
2) Nach A. Eucken, Berl. Ber. 1912, S. 141; K. Scheel und W. Heuse, Ann. 

d. Phys. 40, 473, 1913; W. Escher, ebenda 42, 761, 1913, und einer Interpolations
formel von Kemble und van Vleck fur die Measungen von M. Pier, Zeitschr. 
f. Elektrochem. 15, 356, 1909. 

3) Offenbar MeJ.lfehler; bei 500 schon 0,03. 
4) Siehe auch Schriidingel', Zeitschr. f. Phys.30, 341, 1924, der die Quanten 

halbzahlig nimmt. 
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weichung bei 1960• Der dort gemessene Wert pallt in gar keine glatte Kurve 
gut, ist andererseits aber von zwei Autoren gemessen. 

§ 7. Der Dampldruck bei tiefen Temperaturen. Wir hatten Kap.IV, 
§ 5 bei hoher Temperatur die Dichte des (der Einfachheit halber einatomigen) 
Dampfes, der mit einem festen Korper im Gleichgewicht ist, so erhalten, da1.i 
wir entweder formal die freien Energien (bei konstantem Druck) gleichsetzten 
oder den Umstand beachteten, daLl die Teilchenzahlen in den beiden Phasen sich 
verhalten wie die entsprechenden Phasenraume, korrigiert durch den Faktor 

Eo+pV 

e- -RT- mit Riicksicht auf den Energieunterschied. Wollen wir jetzt zu 

tiefen Temperaturen iibergehen, dann konnen wir entweder thermodyna
misch rechnen 1), da der Verlauf der spezifischen Warmen bekannt ist, und 
zwar nach der Formel, die aus der Integration der Clausius-Clapeyronschen 
Gleichung folgt: 

T T 

_ Q3 (1 1 ) 5 T j' d TJ lnp-Inpo--If 'i-To +2lnT~- T2 CpdT, (407) 
To 0 

oder wir konnen, tiefer eindringend, gleich die Bedeutung dieser Formel an
geben, indem wir wieder die Molekiilzahlen proportional den mittleren Phasen
raumen setzen und dabei daran erinnern, dall die letzten beiden Ausdriicke 
der obengenannten Formel die Logarithmen der Verha ltnisse dieser Grollen 

fiir T und To angeben, und zwar bezieht sich ~ R In TT auf das Gas (bei 
2 0 

konstantem Druck), der letzte Ausdruck auf den festen Korper. Fiir das Gas 

gilt allgemein als mittleres Phasenvolumen 

V21tmk T3 r, 

fiir den festen Korper ist diese GrOBe bei hoher Temperatur 

(
Y21t k T)3 

N./21tmk1,3. ~_ =(k_T)3~ e f 2 1t v v e ...... (408) 

wird bei beliebiger Temperatur 2) 

k3 (_1_ h~)3 ~ ........... (408') 

\1- e kT 

N 
urn bei tiefer 'l'emperatur in den Wert --ks iiberzugehen, letzteres sogar 

e 
unabhangig von der Voraussetzung, da1.i rein harmonische Schwingungen 

moglich sein sollen. 

1) O. Stern, Phys. Zeitschr. 14, 629, 1913. 
. . N L ~---::---

2) Fiir ein einheitliches v; allgemein itS 1 III ~ _1}W . 

r 3NL 1- e- W 

25* 
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Bei diesen tiefen Temperaturen kann man dann die Dampfdruckformel 
ebenso direkt, ja mit noch weniger Voraussetzungen ableiten wie bei hohen. 
Es ist _ Qg t- R1' 

e -}i1.'- ........ (409) 

oder mit c = -NNg 
v L 

........ (409') 

1-~~-3 QO 
RTl'211:mkT --.q 

p = ---·-----e RT " •••..• (410) 
NLhs 

Das stimmt mit der aus (407) durch Einsetzen der spezifischen Warme ge
wonnenen Formel genau iiberein und ergibt die sogenannte wahre chemische 
Konstante j, die definiert ist durch 

T l' 

logp = .. --Q~ -_ ... +5/2109T--._l--J~:JCPfdT+j (411) 
2,3 ... R T 2,3 ... R 1 -

o 
zu 

(2 11:)312 k512 

j = log NL312h3 + 3/270g JYI = - 1,587 + 1,510g M ... (412) 

(siehe S.225). Fiir mehratomige Dampfe ist entsprechend der Dampfdruck 
abzuleiten, wenn man iiber die Schwingungen im Kondensat Bescheid weiU. 

Auf einen Punkt ist noch aufmerksam zu machen: Geht man von der 
Formel, die fiir hohe Temperaturen giiltig ist, aus und integriert iiber die 

shv 

spezifischen Warmen nach (407), so erhiilt man zu (410) noch den Faktor e"ik-f, 

den man als Nullpunktsenergie zu deuten hat; dann ist die wirkliche aufzu
wenden de Sublimationswarme beim absoluten Nullpunkt gleich der zu leistenden 
Arbeit gegen die potentielle Energie weniger der Nullpunktsenergie, die dabei frei 

• 0 3 hv 
wlrd, also Qg - 2-' Halt man andererseits an (381) fest, so bekommt die 

3hv 

Formel bei hohen Temperaturen den Faktor e 2k1' dazu, d. h. die Sublimations
warme bei hoher Temperatur berechnet sich aus der Sublimationswarme beim 
absoluten Nullpunkt, die in diesem Fall Q~ ist, zu 

Q~= Qg-(3RT-3NL~~)+32Rl', 

weil dann im Gegensatz zur klassischen Theorie die Energie der Warme-
hv 

bewegung des festen Korpers nicht 3 R T, sondern nur 3 RT - 3 NL2 - be-

triigt. Eine definitive Entscheidung zwischen beiden Moglichkeiten ist noch 
nicht gefallen, doch scheint die erste Alternative wahrscheinlicher 1). 

1) Siehe z. B. K. Bennewitz und F. Simon, Zeitschr. f. Phys. 16, 183,1923. 
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§ 8. Dampfdruck von Isotopen 1). Isotope sind Elemente mit der 
gleichen Ordnungszahl (Kernladung), aber verschiedenem Atomgewicht. In
folge der gleichen Kernladung haben sie auch die gleiche Elektronenhiille und 
iiben demgemii.l3 auch die gleichen Krafte nach auJ.len aus, denn die Unterschiede, 
die von der verschiedenen Kernstruktur herriihren, sind fiir die bisherigen 
experimentellen Mittel zu vernachlassigen. Man wird also zu erwarten hahen, 
dall die Krafte, die Atome zweier Isotope aufeinander ausiiben, gleich sind, 
dementsprechend auch der potentielle Energieunterschied zwischen festem und 
gasformigem Stoff2). Wenn wir nun fragen, was das fiir die Verdampfungs
erscheinungen zur Folge hat, mussen wir den Effekt fiir die Verdampfungs
geschwindigkeit und den fiir das Gleichgewicht unterscheiden. Die eratere 
ist, wie schon in Kap. IV, § 9 ?esprochen, beim leichteren Atom groller, 

und zwar rv ~, weil die Geschwindigkeit der Warmebewegung entsprechend 
Vm 

groller ist. Der Dampfdruck dagegen ist nach der klassischen Theorie fiir 
Isotope gleich, weil es hier nicht auf die Molekiilgeschwindigkeit, sondern 
auf die Molekiilenergie ankommt, die fiir beide Isotope gleich ist; die Ver
dampfungswarme ist ja ebenfalls gleich. Man kann es auch so formulieren, 
dall man sagt, beim leichteren Atom sind Verdampfungs- und Kondensations
geschwindigkeit im gleichen Verhaltnis durch die vergrollerte Molekular
geschwindigkeit vergrollert. 

Formelmallig kommt dies so heraus, dall beim Vergleich der Phasen
volumina von Gas und Kondensat sich der bei beiden Gasen identische Anteil 
der kinetischen Energie V2:It m k T S fiir die Gleichgewichtsfrage heraushebt; 

es bleiben noch die "gewohnlichen" Riiume V und (f~')3; infolge der 
\ 2:n:v 

Gleichheit der Krafte ist aber bei den beiden Isotopenarten die Schwingungs
zahl v verschieden, und zwar schwingt das leichtere Atom schneller nach der 

V 12 m2 
Formel-- = -. Das heillt aber: 

V 22 m1 

. . . . . . . . . . . . (413) 
1'1 v;~ = v 2 V~~ 

1 1 

und daher ist fiir die beiden A tomarten 

1/~:n:~1~ r rill 
-- -

V2:: T 

2 :n:v2 

damit ist also die Gleichheit des Dampfdrucks bewiesen. 

....... (413') 

Anders wird das, wenn wir die Quantentheorie einfiihren; dann kann 
sich die Verschiedenheit der v geltend machen. Wir wollen nun zuerst die 
Verhaltnisse qualitativ iiberlegen. 

1) F. A. Lindemann und F. W. Aston, Phil. Mag. 37, 523; 38, 173, 1919. 
2) K. Fajans, Elster-Geitel-Festschrift, Braunschweig 1915, S.623; siehe auch 

K. Faj ans, Radioaktivitat. 4. Aufl., Braunschweig 1922, Kap. XI. 
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Bei hoher Temperatur ist ohne NullpunktBenergie die kinetische 
Energie der Teilchen im fest en Karper kleiner als im klassischen Fall, und 

zwar (relativ) um Glieder erster Ordnung in :~; es ist dieser Mangel an 

kinetischer Energie desto graJler, je graJler v, also (bei gleichen Kraften) je 
leichter das Teilchen ist. Dementsprechend ist auch der Dampfdruck kleiner 

als im klassischen Fall, und zwar ist die Korrektur in erster Ordnung von : ;; 

der Dampfdruck des leichteren Isotops weicht mehr von dem klassischen Wert 
ab und ist darum niedriger als der des schweren Isotops. 

Mit N u 11 pun k t sen erg i e liegt die kinetische Energie des festen Karpel's 
iiber der klassischen, sie schlieJlt sich aber der klassischen asymptotisch an, 

die Abweichungen sind quadratisch in :;; auch hier ist die Abweichung also 

desto graJler, je haher v, je leichter das Atom ist, nur liegen sie in der entgegen
gesetzten Richtung. Dar Dampfdruck ist hier haher als der klassische Wert; 

wie ohne Nullpunktsenergie ist die Abweichung vom klassischen Wert beim 
leichteren Isotop gra./3er, aber infolge der umgekehrten Lage gegen die 
klassische Theorie bedeutet dies, da./3 das leichtere Isotop den haheren Dampf
druck hat. Bei tiefer Temperatur ist ohne Nullpunktsenergie die kinetische 
Energie der beiden Isotope gleich Null (der relative Unterschied ist von der 

hV) 
Gra!3enordnung e - k T, der Dampfdruck des leichteren allerdings graJler 
[s. Formel (416)], dagegen hat bei Nullpunktsenergie dasjenige Isotop, das 
eine hahere Schwingungszahl hat, also das leichtere, eine grO.l3ere Energie als 
das andere und damit einen wesentlich hahel'en Dampfdruck. Die beiden 
Dampfdrucke stehen im Verhii.ltnis . _ 

3 h Vt (1 _ 11 mt ) 
+ 3h_("'1:::-V2) + ____ Ym2_ 

e 2kT = e kT • 

Infolge der geschilderten Verhii.ltnisse ist die zu messende Verdampfungs
warme (unter der Annahme gleicher Krafte) bei hoher Temperatur mit Null
punktsenergie gleich (und zwar gleich dem klassischen Wert), ohne diese beim 

leichteren Isotop graJler urn 3 :L h (VI - V2) = 3:L hVl (1 - V::). Bei 

tiefen Temperaturen ist sie mit Nullpunktsenergie fiir das leichtere um diesen 
Betrag kleiner als fiir das schwere Isotop, ohne Nullpunktsenergie fiir 

beide gleich. 
In Formeln lautet das folgendel'maJlen, wenn wir logarithmieren: Es ist 

der Dampfdruck 

lnp = - :~ + {! :;}+ 31n (l-e - ~;) + ln (2nl~~k T)5:~ + 3/2lnm (414) 

wo bei das geschwungen Eingeklammel'te mit Nullpunktsenergie zu setzen, ohne 

solche zu streichen ist. Wir haben nun den Summanden + 31n (l-e- :;) 
zu beachten. 
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Dieser gibt, bei hoher Temperatur entwickelt, 

+ 3ln [:; - 1/2 G;Y + 1/6 G;Y] = + 3ln ~i 
[ 

_ I' ltv 1 (~V)2] _ ') ~~ _ 3/ ltv 1/ (hV)2 
+ 31n 1 /2kT+ /6 kT - vlnk'l' 12kT+ 8 kT ' 

und unsere Formel wird jetzt 

lnp = -~{, + 3ln :T+ 3lnvV~ + {8/2~;} - 8/2:;] 
. . (415) 

l' (hv)2 (2 n/12(kT)5/2 
+ /8 leT + In h8 

Wir sehen nun: Das in der chemischen Konstante vorkommende m 

wird gerade durch das "klassische" Tn v kompensiert, denn es ist ja v V; bei 
gleichen Kraften gleich. Ohne Nullpunktsenergie ist daDn der Auedruck 

3hv 
- 2 k T maLlgebend, der erster Ordnung und negativ iet, naturlich desto 

mehr, je groLler v. Nullpunktsenergie kompensiert gerade diesen Einflull 

und der erste dann stehengebliebene EinfluLl der verschiedenen Massen steckt 

1 (ltV)2 in dem quadratischen, positiven -8 kT . Messungen sind an festen Korpern 

noch nicht angestellt und infolge der sofort eintretenden Entmischung 
wohl auch nur an reinen Isotopen anzuBtellen. Fur Flussigkeiten ist die 
Theorie des Dampfdrucks nicht entwickelt. Hier haben Untersuchungen von 
H. G. Grimm ergeben, daLl sich beim Siedepunkt der Dampfdruck von zwei 

Tetrachlorkohlenstoffarten, deren Molekulargewicht urn zwei Einheiten ver
schieden ist (z. B. C 3 CIs; 1 CI37 und C 2 C1 35 2 C1 37 ), urn hOchstens 1/20 mm 
Hg unterscheidet. 

Bei tiefen Temperaturen heiLlen die Formeln 

__ Qg f3hv\ (2n/12(kTt!2 31 •• (416) 
In p - R T + l2 k T f + In hS + 12 In m 

§ 9. Zustandsgleichung des festen Korpers 1). Wir wahlen als 
idealisierten Fall den einer einheitlichen Frequenz, die Verallgemeinerung ist 
leicht. Die freie Energie lautet 

f cp ( V) ( _ '!V) 
k'i=--,?i,+31n 1-e kT ••••.•.. (417) 

Den Druck bekommen wir nach (283) zu 

--N of =-N ocp_3c_l:' _hN~_ (418) 
P - L 0 V L a v a V""_ 

ekT - 1 

Es tritt also einfach an Stelle des klassischen Wertes kT in (283), (284) 
der Quantenwert (381). 

1) S. Ratnowsky,> Ann. d. Phys. 38, 637, 1912; Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 
75, 1913; L. S. OrnsteIn, Arnst. Proc. 14, 983, 1912; P. Debye, Phys. Zeitschr. 
14,259, 1913; M. Born, Enz. d. math. Wiss. V, 25, Nr.29. 
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Da nach den zu (287) fuhrenden Entwicklungen die bei Temperatur

anderung beim Druck 0 erfolgende Ausdehnung hier durch 

1 olnv io (V - Yo) = - 3NL8 cln V [8 nach (381)] 

gegeben ist, gilt der Gruneisensche Satz 

"V olnv -- = - -~- '" konst . . . . . . . . . . . (287') 
Xo Ov oln V 

auch hier, wo die spezifische Warme nach der Quantentheorie den Wert 3 R 
wesentlich unterschreitet. 

* 10. A.nwendungen auf Elektronen 1). Das einfachste Atom, des sen 
Bewegung wir allein vollstandig beherrschen, ist das Wasserstofi'atom, bestehend 
aus einem einfachen geladenen positiven Rem und einem Elektron, das urn ihn 
herumlauft, und zwar nach den Keplerschen Gesetzen fur Planetenbahnen, 

denn die Coulombsche Kraft geht wie die Newtonsche mit!i' Die ein-
r 

fachst mogliche Bahn ist die Kreisbahn, aber hier sind nicht aIle Werte des 

Radius moglich; genau wie bei dem auf einer Kreisbahn umlaufenden Atom 
eines Hantelmolekuls nur diejenigen, die das Impulsmoment 

, It , 
m r2p = p =-n 

'P 2n 

geben (m' Elektronenmasse). 

Zen trifugalkraft 

Mit der Gleichsetzung von Coulombscher und 

([~~ = m'r p2) 

gestattet diese Gleichung die Berechnung aIler interessierenden GroDen, vor 
aIlem der Energie _ 2n2 m'[e]' _ 81 

8 .. _- , _- ••. 
h2 n 2 n'2 

.. (419) 

Aber neben Kreisbahnen sind noch Ellipsenbahnen moglich; genauere 
Rechnung giht, daJl diese gruppenweise fast dieselbe Energie haben wie je 
eine der Kreisbahnen; der Unterschied macht sich erst bemerkbar, wenn man 
berucksichtigt, daJl die mittlere Geschwindigkeit auf den letzteren etwas 
anders ist als auf den Kreisbahnen; es ist daher' nach der Relativitats

theorie auch die Masse des Elektrons etwas verschieden. Nun sind nicht alIe 

Ellipsenbahnen erlaubt, sondern nur solche, deren Achsenverhaltnis den Wert 

" -,-!'-" hat, wo nil eine andere ganze Zahl ist (fur den Kreis nil = 0). Die 
n +n 
Energie wird 

8 = _2n2 m'[e]'{1 +~n2[e~(~+~')+ ... } . (398') 
n h2 n2 h202 4 n 

Hier ist n' + nil = n, der Hauptquantenzahl nach Bohr, gesetzt, von ihr 

hangt die Energie in erster Linie ah; sie bestimmt die groJle Hauptachse der 

1) Naheres siebe bei A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., 
Braunschweig 1924, Kap. 2, § 3, 6, 8; Rap. 6, § 1. 2. 
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Ellipse. Die nazimutale Quantenzahl" n' fiir sich geht nur in ein Korrektur

glied ein, denn die GroCe 4 :: ~~:t ist nur 5,315. 10-5• So kann, wenn 

wir von den kleinen Differenzen absehen, ein Energiewert E.. durch n 
verschiedene Bahnen, d. h. durch n verschiedene Kombinationen von Quanten
zahlen n', nil dargestellt werden; es sind nur n, weil n' = 0 eine "Pendel
bahn" gabe, die mit dem Kern zusammenstollen wiirde und daher ausge
schlossen ist. Das gilt, wenn wir die Betrachtung auf die Ebene beschranken. 
Aber fiir den Raum sind noch mehr FaIle moglich. Da lehrt die 1\nwendung 
des schon in § 6 daIs Hilfsmittel eingefiihrten Richtfeldes, dall wieder nur 
die ausgezeichneten Lagen moglich sind, in denen die Projoktion des Vektors 

des Drehimpulses I k 
p", = n 2n 

auf die Feldrichtung ein ganzes Vielfaches n l von 2hn ist, d. h. in denen 

zwischen Feld und Normaler auf die Bahnebene der Winkel .fJ' besteht, wo 

nl cos.f}=,· 
n 

Die Bahn mit nl = n' steht senkrecht auf der Bahnrichtung, doch ist 
auch nl = - n' moglich, was eine Umkehrung des Umlaufssinnes bedeutet; 
dagegen scheint die Bahn nl = 0, bei der das richtende Feld in der Bahn
ebene lage, nicht vorzukommen. 

So . ergeben sich zu jeder azimutalen Quantenzahl n' eine Anzahl von n' 
bzw. 2 n' (wenn man die beiden Umlaufsrichtungen getrennt zii.hlt) Bahn
lagen; da zu jeder Hauptquantenzahl n alle n' Werte zwischen 1 und n 
moglich sind, ergeben sich zu jeder Hauptquantenzahl n im ganzen 

±nl = (n+l)n 
1 2 

Quantenzahlenkombinationen, d. h. Entstehungsmoglichkeiten, deren jeder 
das Phasenvolumen hS zukommt; der Energie En kommt also das Phasen-

volumen (n ~ I)n hSI), bzw. (n + 1) nks bei Beriicksichtigung beider Umlaufs

richtungen zu 9). Wir wollen die letztere Annahme machen, ohne die andere 
fUr ganz ausgeschlossen zu halten. Es ist dann (n + 1) n das "Quanten
gewicht" der Hauptquantenzahl n. Man kann die Rechnung auch klassisch 
fiihren, doch ist sie kompliziert. Schreibt man nun die freie Energie hin 8), 

f 00 ~ 

e- kT = :g (n + l)n e- ii2k-T ••••••••• (420) 
1 

2 n2m' [e]4 
cl = - -~- = - Rydbergfrequenz . Ii, 

-------
I) K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51, 261, 1916; Phys. Zeitschr. 18, 389, 

1917; A. Sommerfeld, Munchn. Ber.I83, 1917; N. Bohr, 3 Aufsiitze uber Atombau. 
9) W. Sohottky, Phys. Zeitschr.22, 1, 1921; 23,9,148,1922; R. Becker. 

ebenda 24, 485, 1923; Zeitschr. t Phys. 18, 325, 1923. 
8) M. Planck, Ann. d. Phys. 76, 673, 1924. 
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so bemerkt man, daLl die Reihe nicht konvergiert, was bedeutet, daLl infolge 

del' langsamen Zunahme del' Energie nach au.LIen die Elektl'onen fast stets 
auf weit entfernten Bahnen sitzen wiirden. In \Virklichkeit ist das abel' 
nicht del' Fall, da die Bahnen mit so groLlem n, die sich vom Kern sehr weit 
entfernen, durch die Gefa.l3wande oder andere Molekiile unmoglich gemacht 
werden. 1m Ansatz mu.LI man das so beriicksichtigen, daLl man fiir gro.LIe n 

13 
im Energieausdruck zu ~ noch ein stark ansteigendes Wechselwirkungsglied 

119 

addiert 1) 2). Dann kann man fiir nicht zu groLle n die Reihe irgendwo 

praktisch abbrechen. Fiir tiefe Temperaturen iiberwiegt daB erste Glied aIle 
anderen, d. h. aIle Elektronen laufen praktisch auf del' innersten Bahn. Fiir 

hohere Temperaturen erscheint in del' zweiten Bahn del' Bruchteil 

81 - 82 

3.2 e- /,-,1' 

81- 82 

2 + 3.2 e-TI-

(bei 50000 8. 10-10, bei 100000 5. 10-5, bei 200000 weniger als 0,01) Elek
tronen. Del' steigenden Zahl an Elektronen in den Aul3enbahnen entspricht 
dann ein hoherer Energieinhalt, d. h. eine von Null verschiedene 'spezifische 

\Varme, die fiir nicht zu hohe Temperaturen 

(
313 )2 _ 3_(-et) 

3R 4kT e 4kT 

betragt. Diesel' nach del' Quantentheorie in endlichen Spriingen zunehmende 
Betrag an Umlaufsenergie des Elektrons entspricht genau del' Rotations

energie del' zweiatomigen Molekiile (hier ist das "Molekiil" aus den zwei 

"Atomen" Kern und Elektron aufgebaut; del' Unterschied in del' Form des 

Gesetzes besteht darin, da.LI hier blo.LIe Zentrifugalkrafte an Stelle del' ab

stoLlen den Kriifte zwischen gewohnlichen Atomen treten und daher kein festes 
Tragheitsmoment vorliegt). Infolge del' kleinen Elektronenmasse wird die spezi

fische Warme erst bei sehr hohen Temperaturen merkbar. Darum braucht bei 
norm aIel' Tempel'atur keine Rotation des Atoms (8.188) beriicksichtigt zu werden. 

Betrachtet man nun die Ionisierung, d. h. die Dissoziation des Atoms in 
Kern uud Elektron, so kann man sich zur Vereinfachung zuerst auf den 
Fall beschranken, da.LI aIle nicht ganz abdissoziierten Elektronen auf del' 

innersten Bahn sitzen [das hat deshalb einen Sinn, weil die Arbeit, die zum 
Entfernen des Elektrons bis zur zweiten Bahn notig ist, schon 3/4 del' Ioni
sierungsarbeit (13 1) betragt und das dem abdissoziierten Elektron zur Ver
fiigung stehende Volumen wesentlich grol3er ist]. Nimmt man farner die 
Temperatur so hoch, daJ3 man das Gemisch aus Kernen und Elektronen als 

ideales Gas behandeln kann [wann das del' Fall ist, lehrt die hie1'her iiber-

1) Siehe A. Smekal, Phys. Zeitschr. 19, 137, 1918. 
2) Die vom Verfasser zue1'st gewiihlte Form, das "Gewicht" beeinflu8sen zu 

lassen, widerspricht, wie J. H. Burgers, Diss. Leiden 1918, ~ 42 bemerkt hat. 
den Vorschriften del' Statistik (Kap. II, § 5, 6, 7). Fur die Einfiihrung del' Energie 
siehe H. C. Urey, Astrophys. Journ. 59,1,1924; E. Fermi, Zeitschr. f. Phys. 
26, 54, 1924. 
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tragbare Theorie der starken Elektrolyte 1), Kap. VI, § 10], so erhii.lt man als 
Verhii.ltnis der freien Elektronen N. zur Zahl der gehundenen, d. h. der Atome, 
NA bis auf die e-Potenz das Verhiiltnis der zur Verfugung stehenden Riiumej 

diese betragen: fur die freien Elektronen VY2nm' kT s, fur die zu bin
denden an jedem freien Kerne fur jede Umlaufsrichtung eine Hahn mit n = 1, 

2hs NK 
also --- das gibt die Gleichung 

e 
---s 

No VV2nm'kT +~~ N = 2hsNK -e ........ (421) 
A 

1/ '.. 3 81 
CoCK _ -,,2nm k'!_ekT . .......... (421') 

CA - 2hs NL 

oder 

Das hiitte man auch erhalten, wenn man in der ublichen Dissoziationsformel 

die gewohnliche Formel fur die chemische Konstante auf Elektron, Atom 
und Kern angewandt hiitte 2). Nul' der Faktor 2 weicht ab, auf ihn kommen 
wir noch zu sprechen. 

Berucksichtigt man nun noch die anderen (hOheren) moglichen Bahnen, 
so ist das so anzusetzen, daJ3 noch andere Moglichkeiten de.r Bindung be
stehen, es tritt zum Nenner von (421) bzw. (421') als Faktor die Reihe 

CX) 81- en ::s (n + l)n e- kii 
I 2 

(der Faktor 2 ist nach vorn genommen), die genau dem thermodynamischen 
EinfluLl der zunehmenden spezifischen Warme des Atoms entBpricht. 

Geht man nun zu anderen Atomen uber, so liegen bei Ihnen die Energie
werte gleicher Gesamt-, abel' verschiedener azimutaler Quantenzahl nicht mehr so 
nahe beieinander j die Terme verschiedener "8pektralserien" unterscheiden sich 
gerade durch n'. Man muJ3 daher jede Energie durch zwei Quantenzahlen charak
terisieren, I.i (n, n') j die Art, wie die Energie von diesen abhiingt, liiJ3t sich 
allgemein formelmaJ3ig nicht angeben. Ja, neben dies en beiden Quantenzahlen 
tritt noch eine dritte auf, die "innere Quantenzahl" nt! und diese scheint fur 
den Gesamtdrehimpuls und daher auch fur die Anzahl der Einstellungsmoglich
keiten im Feld, d. h. auch fur daB Quantengewicht, ma13gebend zu sein. 

lIan hat also als freie Energie anZllsetzen 
f Bnn,", 

e- kT = 2 ::S::S::S '/'I,e--kT ...... (422) 
n n' n t 

[bei ungeraden n, statt 2 n,: (2 '/'I, + 1)]; 

die Hiiufigkeit einer Hahn ist (-en l1/u t 

2 '1'1, e k T •••••.•••••• (423) 
bzw. (-Snn'J1" 

(2'1'1,+1)e kT 

1) Siehe W. Wessel, Phys. Zeitschr. 26, 270, 1924. 
2) K. F. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 16, 354, 1915; A. H. Fowler hat darauf 

aufmerksam gemacht, daJl die Massen von Atom und Kern nicht genau gleich sind, 
( m-m')312 weshalb noch der Faktor __ m- zu (421) hinzukommt, was man auch durch 

Beriicksichtigung der Kernmitbewegung direkt ableiten kann. 
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Das, was uber die Haufigkeit hoherer Bahnen fUr Wasserstoff gesagt 

wurde, gilt auch hier, doch kann es hier vorkommen, dal3 zwei verschiedene 

Energiewerte so nahe liegen, dal3 sie auch bei maJ3iger Temperatur mit ver

gleichbarer Haufigkeit vorkommen. Entsprechend gilt als Dissoziations

gleichgewicht zwischen Elektron, Ion und Atom 
----3 

CeCK t/2 'It m' k T k8 T • " - = ~--~--- e bzw. 2n,+ 11m Nenner ., (421 ) 
CA 2n,1t3 

wo - E die Ionisierungsarbeit, d. h. die negative Energie der energiearmsten 
Bahn, der "Grundbahn", bedeutet. Diese Formel (ohne 2 n,) hat M. N. Saha 
im Anschlul3 an Uberlegungen von Eggert 1) mit sehr grol3em Erfolg auf 
astrophysikalische Probleme angewandt 9), indem er in der Sonne und in 

Sternen das Dissoziationsgleichgewicht zwischen Elektronen, den ver
schiedenen anwesenden Atomen und lonen untersuchte und mit seinen 

Resultaten erklarte, warum im Spektrum sehr heWer Sterne die Absorptions
linien der Atome (die "Bogenlinien") bei leicht dissoziierbaren Atomen nicht 

auftreten, dafur die Linien der positiven lonen (die "Funkenlinien") und 

wie sich diese Verhaltnisse bei kiilteren Sternen quantitativ iindern. 

§ 11. Verfeinerung der Gleichgewichtsbetrachtungen S). Wir 
haben in dem § 5 das Dissoziationsgleichgewicht, in § 7 das Dampfdruck

gleichgewicht besprochen und dabei den Begriff der chemischen Konstante 
benutzt und diese Grolle berechnet. Nun haben wir im vorigen Paragraphen 
einen. in den damaligen Formeln fehlenden Faktor 2 erhalten und das bIingt 
uns auf die Frage, ob wir seinerzeit (Kap. III, § 8; Kap. IV, § 5) nicht Resultate 

der Quantentheorie schon stillschweigend angewendet haben. Diese Frage 
mul3 bejaht werden. Wenn wir niimlich zur Dampfdruckberechnung das 
Phasenvolumen fur das Gasatom zu 

VV2 'ItmkT", 
fUr das feste zu 

'y2:k'L' ___ S 

(.- ----~-~ V2 'It m k T) . 2'Itv 
angesetzt hahen, so haben wir nur auf die Bewegung des Atomschwerpunktes 

Rucksicht genom men ; wir haben also jedenfalls vorausgesetzt, daLl keine 
kinetische Energie der Rotation existiert; genauer gesagt, wir haben voraus
gesetzt, daLl diejenigen Koordinaten des Phasenraumes, die den inneren Atom-. 
bewegungen entsprechen und als Faktor auftreten (bei s Elektronen also VOll 

der Dimension kS S sind), in beiden Zustanden in gleicher Weise auftreten 
und sich also beim Bilden des Bruches (bzw. beim Bilden der Differenz der 
freien Energien, wobei logarithmiert wird) herausheben. Wenn dies auch im 

1) J. Eggert, Phys. Zeitschr. 20, 570, 1919. 
2) M. N. Saha, z. B. Zeitschr. f. Phys. 6, 40, 1921; Phil. Mag. 40, 472, 1920; 

41, 267, 1921; Proc: Roy. Soc. 99, 135, 1921; H. N. Russel, Astrophys. Joum. 
55, 121, 1921. 

3) W. Schottky, Phys. Zeitschr. 22,1,1921; 23, 9, 448,1922. 
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allgemeinen zutrifft, so mull doch untersucht werden, ob nicht ganzzahlige 
Faktoren stehenbleiben. Betrachten wir zuerst den festen Zustand, so 
haben wir zu beach ten, dall im Kristallgitter die A tome auch in bezug auf 
die Elektronenumlaufsrichtungen orientiert sein werden; wir haben hier zwei 
Moglichkeiten zu unterscheiden: Infolge gegenseitiger Einwirkung konnen 
auch die Umlaufsrichtungen aller Atome eines einheitlichen Kristalles so ge
koppelt sein, dall sie nur gemeinsam umgeklappt werden konnen. Dann ist 
die bisherige Berechnung der freien Energie des festen Korpers unverandert 
beizubehalten, denn die Moglichkeit des gemeinsamen Umklappens bedeutet 
nur fur den ganzen Phasenraum (r-Raum) des festen Korpers den Faktor 2, 
fur seine ganze freie Energie also den Summanden - k T In 2 (der neb en 
den anderen Gliedern von der Grollenordnung Nk T verschwindet), bzw. fur 
ein Atom k 

- jiTln2. 

Oder es kann jedes einzelne Atom fur sich 2, allgemein s verschiedene gleich
wertige Lagen annehmen, wofur die Theorie des Paramagnetismus spricht 1), 
dann bekommt der /L-Raum den Faktor s, die freie Energie jedes Atoms 
den Summanden - k TIn s, und infolge der vermehrten Zustandsmoglich
keiten des festen Korpers sinkt hierbei der Dampfdruck auf den s-ten Teil 2). 

Gehen wir nun zur Betrachtung des Dampfes uber, und zwar zuerst bei 
.einatomigen Gasen, so haben wir hier nach den Uberlegungen des vorigen 
Paragraphen im allgemeinen zu dem Phasenvolumen des Atomschwerpunktes 
noch den Faktor 2 n, fur gerade n" 2 n, + 1 fur ungerade zu setzen, wenn 
die innere Quantenzahl n, den Gesamtimpuls des Atoms charakterisiert, so 
daJl infolge der vermehrten Orientierungsmoglichkeiten des Gasatoms der 
Dampfdruck um diesen Faktor steigt. Es wird also zur Dampfdruckformel 
noch der Faktor 

2n, 2n, + 1 --- bzw. - ----
s s 

hinzukommen, bzw. zu der aUB dem Dampfdruck in iiblicher Weise be
rechneten chemischen Konstanten der Summand 

2n, 
log - - bzw. 

s 
1 2 fl., + 1 
og s . 

Nun hat die Messung ergeben S), daJl bei Na und K die chemische Konstante 
-um rv 0,3 = log 2 iiber dem ursprunglich erwarteten Wert liegt. Da hier 
zweifellos n, = 1 ist, hat man s = 1 zu setzen (gegen diese Auffassung 
ist allerdings vorzubringen, daLl festes Natrium und Kalium paramagnetisch 
·sind, man miiJlte daher zur Erklarung dieser Tatsache an das Umklappen 
grollerer Komplexe denken). Blli Ar, Hg, Zn, Cd ergibt sich 4) nahezu der 

1) W. Lenz, Phys. Zeitschr. 21, 613, 1920. 
2) Bei ganz tiefen Temperaturen werden allerdings die gegenseitigen Ein

-wirkungen eine einheitliche Orientierung erzwingen, sogar die aller. Atome eines 
Kristalles gegen seine Umgebung. Vgl. die iihnlichen Dberlegungen Kap. VI, § 2d . 

.. Es tritt daun im Dbergaugsgebiet nUmwandlungswarme" auf. 
S) R. Ladenburg und R. Minkowski, Zeitschr. f. Phys. 8, 137, 1922. 
4) F. Simon, Zeitschr. f. phys. Chern. 110, 572, 1924. 
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ursprunglich erwartete Wert. 

2 n, + 1 = 1, also s = 1. 

Bei diesen Substanzen ist 11, = 0, daher 
Dagegen findet Simon bei anderen Stoffen 

eine merkwurdige Zunahme mit der Verdampfungswarme, die aber wahr
scheinlich auf hohe Werte von 11, zuruckzuftihren ist. 

Geht man nun zu mehratomigen Molekulen, so sind zwei Dinge zu 
unterscheiden: Die bei so hohen Temperaturen, dall die Rotationswarme 
den klassischen Wert hat, in den Nenner kommenden (also den Dampf,druck 

vermindernden) Symmetriezahlen s' (siehe S.190) und die im Zahler auf
tretende Grolle 2 n, bzw. 2 n, + 1 fiir das Impulsmoment, das von der 
Elektronenbewegung im Molekiil herriihrt. Bei so tiefen Temperaturen, daB 
die Rotation nur mehr die niederste Quantenzahl hat, fallt die nSymmetrie
zahl" fort, denn dann ist das Phasenvolumen jedenfalls h, und die Fraga, ob 
schon nach einer halben Umdrehung die ursprungliche Lage wieder erreicht, 
spielt nur in der Zerlegung von h in das Produkt: Drehimpuls Y Winkel
bereich eine Rolle. Es kommt nur der von den beiden Umlaufsrichtungen 
berriihrende Faktor 2 hinzu. 

Beim diamagnetischen Wasserstoff ist n, = 0, also 2 n, + 1 = 1, del' 

Summand zum Dampfdruck daher log ~; er ergibt sich ~ O. 
s 

Fiir die Vereinigung von Atomen zu Molekulen geIten ganz ahnliche 
Uberlegungen, und zwar fur das Molekiil das, was wir hier iiber den festen 
Korper sagten, fur die Atome das, was wir hier von den Gasatomen be

baupteten (siehe den iibernachsten Paragraph en). Jedenfalls ist hier experi
mente]] und theoretisch noch viel Arbeit zu leisten. 

§ 12. Gasentartung. In diesem Paragraphen wollen wir die Frage 
erorlern, ob sich auch bei der Translationsbewegung einatomiger Gase die 
Quantentheorie irgendwie bemerkbar macht. Die Erscheinungen, die zu er
warten sind, wenn man diese Frage bejaht 1), bezeichnet man als nGas-
entartung" 2). Sie lassen sich qualitativ nach Nernst 3) folgendermallell' 
formulieren: 

Jedes Gas gelangt bei Abkuhlung unter konstantem Volumen in einell' 
Zustand verschwindender Warmekapazitat, wenn es gelingt, Konden
sation zu vermeiden. Der AMaH von Ov beginnt bei desto hOherer 
Temperatur, je groJler die Konzentration ist. 

Wendet man die Quantenregeln zuerst auf ein neindimensionales" Gas 
an, so wird man wieder anzusetzen haben, dall der von einer Bahn um
schlossene Flaeheninhalt der Phasenebene n h ist. Man kann im einfaehsten 
Faile die Bewegung eines Molekiils als geradlinige Bewegung mit dem Impuls m ~ 
von Ort a; = 0 bis zum Ort a; = lund dann zuriick mit dem Impuls - m ~ 
ansehen. Die umschloBsene Flache ist ein Rechteek von der Lange lund 

1) D. Enskop, Ann. d. Phys. 72, 821, 1923, verneint sie zum Beispiel. 
2) Hier hat das Wort nEntartung" also eine ganz andere Bedeutung wie in 

Kap. VIII, § 6e, wo es sieh auf den mechanischen Charakter der Bahn bezog .. 
3) W. Nernst, Zeitsehr. f. Elektrochem. 20, 357, 1914. 
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del' Hohe 2 m g (die Grenzlinien Hegen im Abstand + m g und - m g von· del' 

Abszissenachse). Also ist 
2mgn l = nh· ......... (424) 

In h2 2 E =_g2 = -----n = k@n2 ........ (425) 
n 2 S m 12 

mit del' Abkiirzung 
C1 h2 1 1,89.10-13 

@ = -- = ------ - = ...... (426) 
k Smk 12 Ml2 

Die freie Energie wird 1) 

f en 2 r 
e- kT = .!-:dB c-- T - j 

-NL n 

L 
Der Faktor f kommt hinzu, weil auf del' ganzen dem Molekiil zur Verfiigung 

stehenden Strecke L die Zahl der fiir die Quantelung mallgebenden Stiicke 

~ ist. Fiir hohe Temperaturen (~ < 1) kann man die Summation iiber n 

durch eine Integration iiber eine kontinuierliche Variable n ersetzen und erhalt 

y% --. - = --VS%mk yTe--1/- yT eLl -- 1/- L 
@ NL I It NL 

Das Hauptproblem besteht nun in der Bestimmung der Strecke I. Je 
groller diese wird, desto kleiner werden die Geschwindigkeitsunterschiede auf
einanderfolgender .Quantenzustande, desto naher kommt man daher dem Ver
halten des Gases nach der klassischen Theorie mit ihrer kontinuierlichen 
Veranderlichkeit von 1t1, bei desto tieferer Temperatur treten daher die Ab
weichungen auf. 

Bevor wir auf diese Frage eingehen, wollen wir abel' erst die Formeln 
fiir dan dreidimensionalen Fall ableiten. Die Quantelungsbedingung und 
damit die Grolle der Energiewerte bleibt unverandert. Dagegen geboren 

jetzt zur Quantenzahl n nicht mehr ~, sondern fs- Raumgebiete; ferner aber 

gehort zu diesel' Quantenzahl zwar ein Geschwindigkeitsbetrag, aber mehrere 
mogliche Geschwindigkeitsrichtungen, deren Orientierung im Raume aller
dings nicht festgelegt ist, denn hier handelt es sich urn ein in mechanischer 
Beziehung entartetes Problem in bezug auf die Richtung. 

Urn die Zahl der Richtungen festzulegen, die (bei Festlegung der drei 
Achsen) moglich sind, wenn del' Betrag del' Geschwindigkeit gegeben ist, gehen 

4% 
wir ganz ahnlich vor wie auf S.239 und finden 8 n2 als Zahl der Gitter-

punkte in dem Kugelschalenoktanten zwischen den beiden Flachen It1 = ttJ,,-l 

und It1 = It1n • (Es ist nur der Oktant zu nehmen, weil wir Hin- und Riick
gang als ei ne Qua~tenbahn gezahlt, also je zwei entgegengesetzte Ge-

1) Die folgende DarsteJIung etwas geiindert Dash E. Schrodinger, Phys 
Zeitechr. 21>, 41, 1924. 
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schwindigkeitsrichtungen zusammengefal3t haben.) Es ergibt sich demnach 
als Zustandssumme 

_!'-'- 4:n:Ve Bn2 
e kT = - 2:n2e- -1' ..•••••• (427) 

8 /3 NL 

wobei die Summe bei 1 beginnt. Fur hohe Temperaturen kann man die 
Summe durch. ein Integral ersetzen 

L n2e-I:j-:;~ = (_~)3/2 r:2e-x2dX = yn (T)3!2 = yn (8mI2kT)3!2 
,® . 4 ® 4 kS 

(428) 

o 

was bei Einsetzen in (427) mit dem klassischen Wert ubereinstimmt. 
Fur tiefere Temperaturen kann man (427) nach Planck 1) folgender

mal3en auswerten: Man schreibt erstens 
B n2 Bn2 

2: n 2 e - --1' = - T -~ .E e - T . 
d® 

Das Integral f: -0{ d n ergibt ~;T, V!, Die kontinuierliche Kurve, deren 

o 
Flache durch die Integration bestimmt wird, ist bei del' Summation durch 
eine Treppenkurve zu ersetzen; die Differenzen del' Flachen kann man in 

B n2 B (n + 1)2 

Naherung als Dreiecke von del' Rohe e- kT - e -~ auffassen, deren 

Grundlinie n + 1 - n = 1 ist. Summiert man die Fliichen aller diesel' 
1 _12. 

Dreiecke, so erhalt man: - e T. Ferner fallt del' gauze erste Streifen 
2 

weg und die Summe wird in erster Naherung 

d (y;T,l/T 1 -~) y;T,(T)3/2 1 -~-
-T d ® Ty®-1- 2 e T =4 @ -2-e T •. (429) 

und die freie Energie wird 

- fv = - kTln {C :n::kTr2~: [1- ~(~r2e- ;J} .. (430) 

2 k _.B 1,89. 10-13 
= - fv kla •• + t/- ®3/2 e T, ® = ---,:n: T Ml2 

o fv 2 k (3 ®) -Ii 0 e 
P = - oV = Pklasl + y:n: T 2- -f! e T ®1/2 iff .. (431) 

Nun bleibt noch die Wahl von I zu erledigen. Hier sind drei Mog

lichkeiten gegeben: 
3 

a) 2): I = Yv. I wird von del' Grol3enordnung em, ® unmellbar klein. 
Gegen diese Wahl spricht, dall dann die freie Energie nicht nul' von del' 

Konzentration, sondern vom Absolutbetrag vou V abhangt. 

1) M. Planck, Berl. Ber., Februar 1925, S.49. 
2) P. Scherrer, Gott. Nachr. 159, 1916; E. Brody, Zeitschr. f. Phys. 6, 

79, 1921. 
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b) l=A, derfreien Wegliinge. Diesen VorschlagmachtSchrodinger(l.c.). 
Beim Normalvolumen wird e '" 10. 

VI-
c) l,...., V ~. Dies ist die meist vertretene Form. Nur bei ihr gilt 

das Nernstsche 'Vitrmetheorem ~uch fiir Gase. Denn fiir sehr tiefe 
Temperatur wird 

_ f,. = - k(H) +kTln (n Ye) . ....... (432) 
2 lSNL 

k (H) spielt die Rolle einer N ullpunktsenergie, der Logarithmus verschwindet, wenn 

gewiihlt wird. Hier wird e verhiiltnismiUlig groll. Die Erfahrung erlaubt 
noch keine eindeutige Entscheidung 1). Plan ck (1. c.) halt diese Quantelung 2) 
fUr die aUein sachgemiille, weil nur bei ihr die Zustiinde a~s nicht unter
scheidbar angesehen wurden, bei denen individuelle Molekule untereinander 
vertauscht werden (s. S. 150, 411), wiihrend die Quantelung a) sich auf ein 
System beziehe, in dem NL Molekule in NL getrennten Gefiillen yom Volumen 
V entbalten sind. 

U nter allen drei Annahmen wird (H) ,...., ;2/3' Mac h e 3) hat gezeigt, da13 

dann und nur dann der "Gruneisensche Satz" (287') uher die ·Propor
tionalitiit von Ausdehnungskoeffizient und Cp besteht. 

Einige andere Ansiitze seien noch kurz erwahnt: 

Nernst4.) macht die Annahme, dall bei tiefer Temperatur die geradlinige 
Bewegung der Gasmolekule in eine kreisformige ubergehe. Eine andere 6) 
Gruppe von Untersuchungen ubertragt die beim festen Korper bewiihrte 
Methode der elastischen Schwingungen aufdas Gas. 

Beide Ansiitze fuhren zu c). 

Endlich hat Einstein 6) eine Theorie der Gasentartung entwickelt, deren 
statistische Grundlagen von den in dies em Buche angenommenen abweichen. 

§ 13. Das N ern s hehe Wii.rmetheorem. Wir wollen nun noch 
versuchen, das N ernstsche Wiirmetheorem und die Aussagen, die es uber 
das Verhalten der Korper bei tiefen Temperaturen macht, zu verstehen. 

1) Siehe dagegen z. B. W. Nernst, Die Grundlagen des neuenWarmesatzes, 
1. Aufi., S.170, Halle 1918. 

9) In Wirklichkeit rechnet P I a n c k anders, inderil er die Gesamt.energie quantelt. 
Sein 8 unterscheidet sich von unserem nur durch den Faktor 32/S, dagegen sind 
in der Zustan.dssumme die Exponenten nicht en9, sondern 8n2/3 ; die Faktoren 
der e-Potenzen sind entsprechend gleich 1, ebeneo iet das Resultat anders. . 

8) H. Mache, Zeitschr. f. Phys. 9, 363, 1921. 
4) W. Nernst, Verh. d. D. Phys. Ges. 18,83, 1916. 
6) W. H. Keesom, PhIS. ZeitBchr.14, 669, 1913; H. Tetrode, ebenda, S. 214; 

A. Sommerfeld und W. Lenz, in Vortriige iiber die kinetische Theorie der 
Materie, S. 125. Leipzig 1914.· . 

6) A. Einstein, BerL Ber., S.261, 1924,. . 
lIlf111sr-Pouillet III. 11. Aull. 26 
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Wir betrachten dazu die freie Energie im festen Zustand nach der 

klassischen Theorie 
--'- 1 e kT = 

k 3 
( kT)3 -~ V e kT ••••••• . . (434) 

eo 

und sehen, daJ3, abgesehen von dem Fa.ktor e - kT, der Phasenraum sich bei 

sinkender Temperatur zu Null zusammenzieht, entsprechend der konstanten 

spezifischen Warme (konstanten Potenz von T). Das bedeutet, da 
T 

Co + S 3 k d l' - f 
E-F 0 - ----'----
RT kT 

8 
R 

ist, das logarithmische Unendlichwerden der Entropie. Vergleichen wir 

ferner ein Atom in verschiedenen festen Zustallden, z. B. Kohlenstoff ill ver
schiedenen Modifikation oder Natrium im Metallgitter und im Kochsalzgitter, 

so mage sich f nach (434) auf die eine Form, dagegen f' (434') auf die andere 
beziehen. 

fl k T 3 e'o 
-- 1 ( ) --~ e kT = ---. e kT 

k3 v' 
. . . . . . . . (434') 

Division liefert f - f' , eo - eo' 
e-kT- = (: Y e-/i-T- ..... (434") 

Bis auf die e- Potenz, ist das Verhii.ltnis der beiden Phasenvolumina 
temperaturunabhangig (gleiche Potenz von T, d. h. gleiches Cv), aber von 1 

verschieden. In anderen Worten 

J Co + f 3 k d T - f co + I 3le d T - t" 1 
R \ 0 kT . - -_O-7~T----( = 8 - 8', (435) 

die Differenz der .Entropien, ist zwar wegen der gleichen spezifischen Warmen 

endlich, aber nicht Null, sondern wie Einsetzen von (434") in (435) zeigt, 

v' 
S - 8' = 3 R In -, bzw. allgemein 

v 

da 

T T 

8 - 8' = f; d T + 80 - J .; d T - 80, ..... (436) 

o 0 

Cv 

T 
............ (437) 

ist [siehe erste Bandhalfte Kap. IV, Gl. (66 a)]. 
Wenn wir die beiden Forderungen des erweiterten N ernstschen Theorems: 

N ichtunendli ch werden der Einzelentropie fiir T = 0 und Versch winden 
aIler Entropiedif'ferenzen 1) erreichen wollen, miissen wir die Phasen
~olumina so' einrichten, daLl sie erst-ens fiir T = 0 endlich werden, zweitens 
dieser endliche Wert fiir alleZustande und Verbindungen, die ein Atom in 

festen ungemischten IGkpern annehmen kann, der gleiche ist. 

1) Fiir das gleiche Atom in verschiedenen Zustanden bei ungemischten 
festen Korpern. 
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Beiden Forderungen geniigt die Quantentheorie 1); del' ersten, indem sie 
das Phasenvolumen nicht unbeschriinkt abnehmen, sondern sich bei sinkender 
Temperatur dem Wert 11/ fur s Freiheitsgrade bzw. bei del' Messung in Ein
heiten hS dem Wert 1 niihern liif3t; der zweiten, insofern alB dieser Wert uni
versell ist; dabei sind die Einheiten so gewiihlt, daf3 er gerade 1, del' Logarith
mus, niimlich die Entropie, also Null wird (s. § 5, 6a). Daf3 man allen rein en 
festen Korpern fiir T = 0 die Entropie N uIl zuschreiben kann, beruht demnach 
darauf, daf3 beim absoluten Nullpunkt und in seiner Nahe nach der Quanten
theorie nur eine einzige Anordnung im Phasenraum moglich ist 2). Zwar 
haben wir in den vorigen Paragraphen gesehen, daf3 bei etwas hoherer Tempe

ratur moglicherweise zu der Zahl 1 noch ein ganzzahliger Faktor durch 
verschiedene Orientierungen hinzukommt, aber bei ganz tiefer Temperatur 
miissen sich die Energieunterschiede zwischen den verschiedenen ZUBtiinden 
bemerkbar maehen und einen einzigen Zustand, den energieiirmsten, aus
zeichnen. 1m Ubergangsgebiet wird dann b6lim Abkiihlen Warme frei, die 
spezifische Warme des Korpers ist hoher als iiber und unter diesem Temperatur
gebiet. Ahnliches gilt, wie die Betrachtungen des Kap. II, § 2 d lehren, auch 
von Mischungen, die bei tieferTemperatur den Mischungscharakter verlieren 
bzw. sich entmischen und dann eine einzige Anordnung haben. Auch hier zeigt 
sich dann eine (von der Konzentration abhiingige) Erhohung der spezifischen 
Wiirme im TJbergangsgehiet. Allerdings liegt schein bar dieses Gebiet manch
mal bei extrem tiefen Temperaturen 3), so daf3 Schottky f) die Frage er

ortert, ob man nicht nehen der prinzipiellen Giiltigkeit des N erns t schen 
Theorems bei allen kondensierten System en von einer fiir praktische An
wendungen beschriinkten Giiltigkeit sprechen solIe. 

Hiel'bei sei hervorgehoben, daf3 die im vorigen Paragraphen hesprochenen 
Abweichungen der experimentell bestimmten Konstanten von den anfangs be
rechneten, d. h. die Einfiigung von Zahlfaktoren im Phasenvolumen, nichts 
mit der Giiltigkeit des N ern s t schen Theorems zu tun haben; dieses jst 
erfullt, wenn ein Atom in allen fest en Formen (sei es aIs freies Element, 
sei es in einem Ionengitter oder in einem Gitter, das aus vorher gebildeten 
Molekiilen aufgebaut ist) gleichviel Orientierungen hat. Wieviel Orien
tierungsmoglichkeiten es im gasformigen, mehratomigen Molekiil hat, be
einfluf3t nicht die Giiltigkeit des Theorems, sondern nur den Zahlenwert 
der chemischen Konstante des Molekiils (das Phasenvolumen, das ihm zur 
Verfiigung steht). 

1) Zuel'st von A. Sackur, Ann. d. Phys. 34, 455, 1911 bemerkt. 
2) Fiir Fliissigkeiten scheint das nicht zu gelten, so daB auf solohe das 

Nernstsche Theorem wohl nicht anwendbaar ist (G. N. Lewis und G. E. Gibson, 
Journ. Am. Chern. Soc. 42,1529,1920; G. E. Gi bson, G. S. Parks u. W. M. Latimer, 
ebenda 8.1542). N ernst selbst (Die Grundlagen des neuen Wiirmesatzes, 2. Auff., 
Halle 1924) und M. v. Laue (Handb. del' Radiologie VI, 8.453, Leipzig 1925) schein en 
die Giiltigkeit des Theorems auch auf l'eine Fliissigkeiten auszudehnen. 

3) G. E. Gibson, G. 8. Parks und W. H. Latimer, Journ. ArneI'. Chern. Soc. 
42, 1542, 1920; F. Simon, nach freundl. Mitteilung. 

') W. 8chottky, Ann. d. Phys. 68, 481, 1922. 

26* 
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Nun hat Euckeu 1) in allerletzter Zeit gezeigt, daJ3 man beirn Vergleich 

der Dampfdruckdaten mit solchen fur Gasgleichgewichte zu Widerspruchen 

gegen das Nernstsche Theorem zu kommen scheint. Berechnet man nam

lich die multiplikative Konstante der Dampfdruckformel (8.225) und ver
gleicht sie mit derjenigen aus Gasgleichgewichten (8.196), so ergeben sich 
Abweichungen, wie Tabelle 2 auf 8.197 zeigt. 

Versucht man diese Tatsache zu erklaren, so Hegen, wenn die Grundlage 
der Theorie richtig ist, daJ3 fiir extrem tiefe Temperatur das Phasenvolumen 
pro Freiheitsgrad h wird, folgende zwei Moglichkeiten vor: Das zusammen

gesetzte Molekiil hat irn festen Zustand bei der tiefsten Temperatur, bis zu 

der sich die Messung erstreckt, noch mehrere Lagemoglichkeiten. Un ter
scheiden dieselben sich auch noch so wenig in der Energie, so mull bei 

noch tieferer Temperatur die spezifische Warme nochmals steigen (Umwand

lungswarme), bevor die Orientierung eindeutig wird, und die Entropie wird 

dann erst unterhalb dieser Umwandlungstemperatur Null, genau so, wie wir 

es vorher besprochen haben. 

Dagegen miillte man im zweiten Fall genauer Energiegleichheit ver
schiedener Zustande von prinzipieller Ungiiltigkeit des Nernstschen 
Theorems sprechen. Die bisherige Priifung an den Messungsergebnissen 

erlaubt noch keine endgiiltige Entscheidung zwischen beiden Moglichkeiten. 
Mit den obigen Uberlegungen ist auch die Frage beantwortet, ob das 

Theorem fUr ganz tiefe Temperaturen bei Gasen giiltig sein kann j man 
sieht, daJ3 dies nur dann der Fall ist, wenn die Gasmolekiile ganz bestimmte 

Zustande annehmen (bis auf die N! Vertausehungen untereinander), d. h. 
sieh statistisch wie ein Kristall verhalten. 

1) A. Eueken, F. Fried und C. Karwat, Zeitsehr. f. Phys. 29, 1, 36, 1924. 
F. Simon (Zeitsehr. f. Phys. 31, 224, 1925) bringt diesem Befund Zweifel ent
gegen, hiergegen nehmen A. Eueken und F. Fried (ebenda 32, Heft 2, 1925) 
SteHung. 



N eun tes Kapitel. 

Weiterbihlung der statistischen lUethode. 

§ 1. Die 6 i b b s sehe Methode. Wir wollen hie I' noch eine Methode Le
sprechen, die zwar schon von Boltzmann 1) eingefiihrt, aber besonders von 
Gi b b R 2) weiter ausgebildet wurde. Sie zeichnet sich durch grolle mathematische 
Einfachheit aus, aber ihre physikalische Bedeutung ist weniger durchsichtig als 
bei un serer Behandlungsart. 

Die Gibbssche Methode arheitet mit dem in § 3 des Kapitels III ein
gefiihrten T-Raum. Sie ist nieht auf Systeme beschrankt, die aus sehr vielen 
gleichen Teilen zusammengesetzt sind. Es sei allgemein del' Zustand des 
Systems dureh 3 N Koordinaten festgelegt, die wir mit qi '" qs N bezeichnen; im 
Faile eines Gases waren das etwa die 3 N rechtwinkligen Koordinaten aller 
Molekiile Xl ••• Z N' Diese 3 N Koordinaten fixieren also die momentane Lage aller 
Bestandteile des Systems. Urn auch ihre Bewegungen zu beschreiben, benutzen 
wir nicht die zugehorigen Geschwindigkeiten q, sondern die Impulse PI .. , Ps N. 

Diese sind ebenso zu fixieren wie wir es in ~ 4 des Kapitels VHI gemacht haben. 
Man bildet namlich die kinetische Energie des ganzen Systems als Funktion der 
'I und (1 und definiert dann die Gro.Llen P dureh die Gleichung 

() };; 
11" = a;-'j . 

1m Faile eines Gases hiitten die Impulse also die Bedeutung 

. . . . . . (438) 

III = d~l (~ S.2 + ... ) = in ~ •.•...•.• (439) 

Ala Koordinaten im T-Raum henutzen wir jetzt die 6 N Gro.l.len q und 'J!. Del' 
momentane Zustand des Systems, d. h. die La/l'e und die Bewegungen aller seiner 
Bestandteile ist dann durch die Lage des "BiJdpunktes" jm T-Raum vollkommen 
festgelegt. Wenn sich der Zustand des Systems, sei es durch die natiirliehe Be
wegung seiner Bestandteile, sei es dureh au.Llel'e Einfiiisse andert, so besehreibt 
der Bildpunkt im T-Raum eine Bahn, die Phasenbahn, so, da.Ll stets seine 6 N Ko
ordinaten den momentanen Zustand des Systems angeben. Nun betrachtet die 
Gi b b s sehe Methode nicht einen einzelnen Bilrlpunkt, sondern eine ganze Menge 
von nahe beieinander befindlichen Bildpunkten. Jeder diesel' Bildpunkte fiir sich 
steUt in seiner Bewegung die Aufeinanderfolge del' Zustiinde eines bestimmten 
Systems dar. Die verschiedenen Bildpunkte und damit die verschiedenen Systeme 
sind aher vollstandig unabhangig voneinander und stehen auch nicht etwa in 
irgend einem EnergieaustauBch miteinander. Jeder Bildpunkt bewegt sieh so, als 
ob die anderen nicht. vorhanden waren. Die gleichzeitige Betrachtung vel'schiedener 
unabhangiger Systeme konnen wir auf ·zweierlei Weise rechtfertigen. Entweder 
sagen wir, da.Ll wir bei einem bestimmten in del' Natur vorhandenen System nicht 
wissen konnen, welches die augenblickliehen wirkliehen Lagen und Geschwindig
keiten seiner Bestandteile sind, doll wir also, wenn wir etwa aus einer grolleren 
Menge Gases einen Liter absehliefien, nicht wissen, welche der zahlreichen denk
baren Lagen des betreffenden Bildpunktes den im Moment del' Ahschlie.Llung vor
handenen Zustand des Gases darstellt. Aus diesem Grunde betrachten wir aIle 

1) L. Boltzmann, Wien. Bel'. 63, 679, 1871-
2) J. W. Gibbs, Elementary Principles in statistical mechanics, New Haven 

1!l02, deutsch von E. Zermelo. Leipzig 1905. 



406 Weiterbildung der statistischen Methode. Rap. IX, § 2. 

moglichen Lagen des Bildpunktes, also eine ganze Reihe verschiedener Systeme, 
iVeil wir nicht wissen, welchem speziellen dieser Systeme unser herausgegriffenes 
System entspricht, und suchen nach dem gemeinsamen Verhalten aller dieser. 
Oder wir sagen, daD wir die verschiedenen gleichzeitig vorhandenen voneinander 
unabhangigen Systeme als Abbilder der von einem System in aufeinanderfolgenden 
Zeitabschnitten eingenommenen Zustande ansehen. 

Jedenfalls wolfen wir aber voraussetzen, daD die verschiedenen voneinander 
unabhangigen Systeme vollkommen gleichgebaut sind; auch die Gleichungen, die 
die Zustandsveranderungen beherrschen, sind natiirlich gleich, nur die Konstanten 
der Bewegung unterscheiden sich fiir die verschiedenen Einzelsysteme. 

§ 2. Der Llouvillesche Satz 1). Wir wollen nun eineReihe von System en 
betrachten, die in einem gegebenen Moment to nahe gleiche Lagen- und Impuls
koordinaten haben, d. h. deren Bildpunkte im r - Raum nahe beieinander liegen 
Sie sollen innerhalb eines kleinen 6 N-dimensionalen Parallelepipeds liegen, d. h. 
es solI die erste Koordinate Werte haben, die zwischen ql und ql + d ql liegen, 
die zweite Roordinate aller Systeme zwischen q2 und 'I2 + d q2 usw.; entsprechend 
sollen die Impulse zwischen PI und PI + d PI liegen usw. Das Parallelepiped hat 
demnach das Volumen 

elV = d'I.dq2'" dq3NdPldP2'.' dP3N . ..•• , . (440) 

Infolge der Bewegung andern sich die Koordinaten jedes einzelnen Bild
pllnktes. Da wir aber annehmen, da./l die Art der Bewegung stetig von den Ko
ordinaten des Ausgangspunktes bzw. den Anfangsgeschwindigkeiten abhangt, 
werden diejenigen Bildpunkte, die anfangs nahe beieinander lagen, auch nach der 
Zeit d t Date beieinander liegen, d. h. all die Bildpunkte, die zur Zeit to in dem 
Parallelepiped d V lagen, werden zur Zeit to + d t wieder beisammen in einem 
kleinen Volumelement liegen, dessen GroDe wir jetzt berechnen wollen. Dazu 
miissen wir die Koordinaten und Impulse derjenigen Systeme berechnen, die zur 
Zeit to an den Grenzen des urspriinglichen Volumelementes lagen. Bei einem 
System, dessen erste Koordinate zur Zeit to den Wert 'II hatte, hat diese zur Zeit 
to + dt den Wert 'II + 1[1 d t und entsprechendes gilt fiir die anderen Koordinaten. 
Bei demjenigen System, das an der anderen Seite des urspriinglichen Volum
elementes lag, und des sen erste Koordinate daher anfangs den Wert ql + d ql 
hatte, ist dieser jetzt 'II + d'Il + (iII + d ql) d t. Entsprechendes gilt dann fiir 
die Impulskoordinaten. Es Hegen demnach aIle Systempunkte jetzt innerhalb eines 
Volumelementes so, da./l die erste Roordinate zwischen den Werten 'II + iII d t und 
1[1 + el 'II + (iII + el (/1) d t liegt und entsprechendes gilt fiir die anderen Koordinaten, 
wah rend die Impulse zwischen PI + PI d t und PI + d PI + (PI + d PI) d t sein 
miissen. Das neue Volumelement hat daher die Gro./le 

dV' = (dl[l+clihdt)(dI[2+diI2dt) ... (dPl+dPldt) .. · 

Werm wir ausmultiplizieren, behalten wir wegen del' Kleinheit von d t nul' die 
linearen Glieder bei und erhalten also fiir die Gro13e des neuen Volumelementes 

0' 0 o· 
d V' = d ql (1 + -I{! d t) d q2 (1 + ~ L1 t) ... cl PI (1 + ~ ,it) ... 

01[1 0 '12 0 PI 

[ (Oih+0'i2 OPI )] = d V 1 + d t 01[1 01[2 + ... Fl!;' + . . . ..... (440') 

Nun gilt abel' nach den sogenannten Ham il ton Behan Gleichungen der Mechanik 

P. = oE 1 
..........•.. 4 - aq.- J ( 41) 

Daraus folgt aber 

o ct. 02 E 0 P. 
Oq. = 01[ oP.' oP. 

Setzt man dies in Formel (440') 
ergibt sich 

iJE 

iJ P. 

02E OiI. Ol). 
- -- iF + (j-- 7-:: O .... (442) 

iJP.O'I.' 'I. }I. 

ein, so rant der Faktor von d t weg und es 

cl V' = d V . (443) 

1) J. Liouville, Journ. de Math. 3, 348, 1838. 
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'd. h. also, daU bei der Bewegung der Bildpunkte im r-Raum die GriiUe des Volum
elementes,' welches von bestimmten nahe beieinanderliegenden Systempunkten ein
genommen wird, ungeandert bleibt. Wenn wir das in einem einfachen Faile an
schaulich darstellen wollen, so heiUt das folgendes: Wenn wir in irgend eine 
striimende Fliissigkeit etwa einen Tropfen Tusche fallen lassen, dann ma(lht dieser 
die Bewegun~ mit und ""ird wah rend der Bewegung in seiner Form irgendwie 
verzerrt. Sem Voluminhalt aber bleibt unverandert. Wenn wir., den Begriff der 
Di(lhte e im r-Raum einfiihren und darunter die Zahl der Bildpunkte verstehen, 
die in einem bestimmten Volumelement liegen, dividiert durch die GriiJ3e dieses 
V olumelements, so kiinnen wir unseren zuerst von L i 0 u viII e aufgefundenen 
Satz auch so formulieren, daJ3 jeder bestimmte Wert der Dichte die Striimung 
langs der Bahnkurve mitmacht. Wenn wir wiinschen, daU an einem bestimmten 
Orte der Bahnkurve die Dichte in der Zeit konstant bleibt, so miissen wir un sere 
Systeme auf der Rahnkurve so verteilen, daJ3 in einem gegebenen Moment die 
Di(lhte auf der Ba.hnkurve gleichmiiJ3ig ist. Dann garantiert unser Satz, da/3 sie 
gleichma.l3ig bleibt und si(lh a.uch ihrem Absolutwert nach mit der Zeit nicht 
andert. Ein einfaches BeispieP) fiir dieses Verhalten haben wir schon in § 7 des 
ersten Kapitels kennengelernt, als wir die Bewegung einer Gruppe von Molekiilen 
entgegen der Schwerkraft berechnet haben. Hier zeigte es sich, daJ3 die Breite 
der Geschwindigkeitsstreuung beim Aufsteigen dieser Molekiile, also mit abnehmender 
Geschwindigkeit, immer groUer wurde. Dagegen wurden sie im Raume immer meh.r 
zusammengedrangt, so daJ3 das Produkt aus del' Breite der Geschwindigkeits
streuung dill und der Breite des Raumteils d x, iiber den sie sich erstreckten, 
konstant blieb. Eine spezielle Form dieses allgemeinen Satzes haben wir auf S.57 
benuzt, als wir zeigten, daU die GroJ3e der Geschwindigkeitsstreuung beim Stol3 
zweier Molekiile nicht geandert wird. - Vorderhand haben wir nur eine Aussage 
iiber das Verhalten der Dichte auf der Bahnkur.ve gemacht. Wir konnen aber 
natiirlich nicht die Dichte auf verschiedenen Bahnkurven vergleichen, deDIl :w~r 
haben ja kein Mittel, dieselben ineinander iiberzufiihren. Die auf S. 118, 132 er
wahnte Quasiergodenhypothese macht nun folgende Annahme: Es ist klar, da/3 
fiir jedes unserer Systeme die Ellergiegleichung gilt, weil wir dem System ja keine 
Energie zu- oder abfiihren. Es: besteht demnach zwischen den Koordinaten und 
Impulsen dieses Systems also m:indestens eine Beziehung, namlich die Energie
gleichung 

wo E* der Zahlwert der Energiekonstante ist. 
Diese Beziehung bedeutet geometrisch im· 6 N - dimensionalen r -Raum ein 

6 N-l dimensionales Gebilde, die "Energieflache". Auf dieser muU die Bahnkurve, 
die natiirlich ein eindimensionales Gebilde ist, verlaufen. Wir machen nun die 
Annahme, welche den Inhalt der Quasiergodenhypothese bildet, daJ3 die Bahnkurve 
diese Energiefiache di cht erfiillt. Werm wir dann annehmen wollen, daB die 
Dichte der Phasenpunkte eine stetige Funktion des Ortes im r-Raum ist, so 
folgt, daJ3 sich ein bestimmter Wert der Dichte im Laufe der Bewegung iiber die 
ganze Energieflache fortpfianzt und,' wenn wir die Dichte an einem bestimmten 
Punkte unabhangig von der Zeit haben wollen, so .haben wir die Dichte auf der 
gesamten Energieflache konstant zu wahlen 2). Dann ist also die Zahl der 

1) Andere einfache Falle in dem auf S. 1 zitierten Buche von A. Waasmuth 
nach G. Bryan, Phil. Mag. 39, 531, 1895. 

2) Wir wollen hier noch klar machen, daB es kein Widerspruch ist, wenn wir 
einerseits behaupten, daJ3 gleichviel Systeme in gleich groL\imHebieten des Phasen
raums liegen und andererseits nach dem M a x well Bohen Geschwindigkeits
verteilungsgesetz aehr schnelle Molekiile selten sind. Der Unterschied liegt darin, 
da/3 wir bei der letzteren Behauptung keine Riicksicht auf die Geschwindigkeit der 
anderen Molekiile nehmen, wahrend in der ersten AUBsage Angaben iiber den 
gleichzeitigen Zustand alle1' Molekiile gelllacht werden. Betrachten wit etwa ein 
8ystem, das aUB nur drei eindimensional be\yegten Gasmolekiilen besteht,' und 
nehmen wir auf die Lagenkoordinaten keine Riicksicht. Dann haben wir einen 
dreidimensionalen Impulsraum, die Energieflache 

E- m (Ji:2+Ji:2+.t2)_ 1 (2+ 2+ 2)-E* = 2 111 ~. b. - 2 m PI P. Pa -

ist eine Kugelflache. Der AU8sage, die wir im Texte gemacht hahan, entspricht 
hier die Behauptung, daJ3 gleich groUe Flachenstiicke dieser Kugelflache '.gleich 
haufig vorkommen. Das iat vereinbar mit dem Maxwe11schen Gesetz, denn dieses 
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Systeme, deren Koordinaten und Impulse in einem gegebenen Moment innerhalb 
des Volumelements d V liegen, gleich einer Konstanten mal del' Grolle dieses 
Volumelements. Dieses Resultat war es, das uns in § 8 des Kapitels Il veranlallte, 
gleich grolle Gebiete des Phasenraums als gleich wahrscheinlich anzusetzen. 

§ 3. Die mikrokanonische Verteilung. Wir haben bisher unter del' Dichte 
del' BiJdpunkte (Qr) die Raumdichte verstanuen. Wenn wir nurSysteme betrachten 
wollen, die die gleiche Energie hahen, also aIle auf derselben EnergieBache liegen 
- und das mussen wir, wenn wir die Gesamtheit unserer Systeme als Reprasen
tanten del' zeitlich aufeinanderfolgenden Zustande ein und desselben isolierten 
:::lystems ansehen wollen -, so mussen wir zur Fliicbendichte QE ubergeben. Um 
das zu tun, denken wir uns 7.uerst zwei Energieilachen, bei denen sicb del' Zahlen
wert E* der Energiekonstanten um einen kleinen Betrag 0 E* unterscheidet, del' 
Abstand diesel' beiden Encl'giefiachen ist naturlich nicht konstant, sondern wie die 
Flachentheorie lehrt, gegcben durch 

oE* = d. 
\/ d E)2 d E)2 (0 E)2 (- +(- + ... + - + ... o Yl iJIJ2 apl 

Denken wir uns nun ein Volumelement von del' Grolle d V zwischen den beiden 
Energieflachen, dann besteht zwischen del' Flachengrolle dO, die dieses Volum
element auf del' EnergieBiiche ausschneidet, seiner Hohe Ii und seinem Volum
inhalt folgende Beziehung 

dV = dO.L1, (!l'dV= QEdOOE* . . (445) 

Wir bekommen demnach filr die Flachendichte del' Bildpunkte auf del' Energie
Bache die Gleichung 

1 
. . . . (446) 

(!E = y(O E)2 (0 E)2 ~ (0 l!J)2 X canst . . - + -~ + ... - + ... 
OfJ.l oQ2 oF! 

wie wir schon S. 172 erwahnt haben. 
Wir wollen im folgenden 

y(O l!J)2 (0 E 2 (0 E)2 iV'Ei= - + -)+ ... -- + ... ° ql ° Q2 ° PI 
. . . . . (447) 

als Abkiirzung schreiben. 
Es soIl nun berechnet werden, wie grol.l die Wahrscheinlichkeit ist, dal.l die 

Koordinaten und Geschwindigkeiten aIle I' Teilchen des Systems innerhalb von 
Grenzen hegen, die beliebig vorgegeben sind. Wir wollen zur Abkiirzuug den be
treffenden Zustand, del' durch den erwahnten Spielraum del' Bestimmungsgrollen 
P und q definiert ist, den Zustand A nennen. Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben 
durch das Verhaltnis del' Zahl jener Punkte, die innerhalb del' verlangten Grenzen 
liegen, zur Gesamtzahl aller Punkte. Zur Berechnung fiihren wir zuerst eine Hilfs
grolle ein, die wir V (}1,*) nennen und so definieren, dall sie gleich dem InhaIt 
aller derjenigen Gebiete unseres r-Raumes ist, die von del' EnergieBacbe 

E(PI '" 9.) = E* 
eingeschlossen werden. Wenn wir als Beispiel die Berechnung diesel' Grolle fiir 
ein gewohnliches einatomiges Gas durchfiihren, so ergibt sich folgendes: Die 
Energieflacbe hat die Gleichung 0 , 

1 ""\ 
E :::c 2;;:; ~ p: = E*, 

1 

ferner soli angenommen werden, dal.l die Ga&molekiile in den Volumen v enthalten 
sind. Dann sind die Lagenkoordinaten jedes Molekuls uber das Volumen v zu 

verlangt, dal.l grolle Geschwindigkeiten, z. B. des Molekiils 3, selten sind. Eine be
stimmte Geschwindigkeit des Molekuls 3 ohne Riicksicht auf die Geschwindigkeiten 
del' anderen Molekiile bedeutet abel', dall del' Bildpunkt innerhalb eines Kreisrings 
liegt, del' den Abatand Ps von del' PIP2-Ebene hat. Nun sieht man aofort, dal.l 
diesel' Kreisring fUr grol.le Geschwindigkeiten nahe dem oberen Pole del' Kugel, fiil' 
kleine Geschwindigkeiten nabe ihrem Aquator liegt und daher im ersteren FaIle 
eine viel kleinel'e Flache hat. 
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integl'ierenj das Integral iiber die Impulskoordinaten ist iiber das Innere del' von 
del' Energieflache eing-eschlossenen' 3 N-dimensionalen Kugel zu erstrecken, deren 
Radius gleich V2 m E* ist. Das Volumen dieser Kugel ergibt sich I) zu 

demilach wird die GroBe 

3N 

:If 2 ---SN 

(3-)- V2 m E* .. 
2N! 

. . . . . . . . . . (4~8) 

. . . (449) 

Wir erhalten demnach das Volumen im Phasenraum, daa zwischen den beiden 
Energieflachcn. mit dem Zahlenwert der Energiekonstante E* und E* + {) E* 
liegt, zu 2) 

S!(E*) {) E* - av (E*) .. E* 
- iJE* U 

. (450) 

Das Verbaltnis der Zahl derjenigen Bildpunkte, die im Zustand A sind, zur Ge
samtzahl derjenigen, die zwischen den beiden Energiefiachen E* und E* + {) E" 
liegen, ist also nach (445), (446) geg-eben durch den Ausdruck 

1 j dO 
W = IV E I S!(E*) ............ (451) 

Hierbei ist das Integral im Zahler iiber denjenigen 'feil del' Energiefiache zu er
strecken, die dem Zustand A. entspricht. 

Wir wollen nun weiter von unserem Gcsamtsystem, das durch 3 N GroDen p 
und 3 N GroDen '1 bestimmt wird, einen Teil abgrenzen, der Bohr viel weniger 
Bestimmungsstiicke erfordert, etwa 3 N' GroLlen p und 3 N' GroBen '1, wo N' ~ N 
sein solI, und fragen, wie groB die Wahrscheinhchkeit ist, daD dieses Teilsystem 
in einem bestimmten Zustand sich befindet, den wir B nennen wollen und del' 
dadurch definiert sein moge, daB die auf das Teilsystem heziiglichen Koordinaten 
und. Geschwindigkeiten (sie seien mit I)' und p' bezeichnet) innerhalb bestimmter 
Grenzen liegen, ohne Riicksicht darauf, welche Werte diejenigel' Koordinaten 
haben, die sich nicht auf das Teilsystem beziehen. Nul' die Bedingung fur die 
Gesamtenergie soIl natiirlich gewahrt bleiben. Die physikalische Deut\lng dieser 
Fragestellung kann z. B. darin bestehen, daB wir als Gesamtsystem ein Gebilde 
betrachten, welches aus dem Korper besteht, fiir welchen wit' uns im Grunde 
interessieren, und aus einem Warmebad, in welches dieser Korper zur Konstant
haltung der Temperatur gehangt wh'd, wobei das Gesamtsyatem nach auLlen hin 
isoliert iet, so daB die Gesamtenergie konstant bleiht. Dasjenige Gebiet der Energie
fiache, welches dem Zustand B entspricht, ist dann so zu berechnen, daB die 
Koordinaten p' und '1' innerhalb del' vorgeschriebenen Grenzen bleiben, wahrend 
die anderen Koordinaten aIle diejenigen Werte annehmen konnen, die unter dies en 
Umstanden moglich sind, ohne daB die Ener/!"iefliiche verlassen wird. Es iet also 
dann fiir die Koordinaten des Reetsystems, die wir p" und '1" nennen wollen (so 
daB die p', q' und die pIt, q" zusammen die Gesamtmenge der friiheren p und q 
ausmachen), das gesamte Gebiet el'laubt, das der Energie E* - E*' entspricht, 
wenn E*' die Energie des Teilsystems im Zustand B iet. Wir erhalten demnach 
die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand B zu 3) 

jd '1'1 d'1'2 . " dp'l '" dPSN' 
W' = - - ~- S!(E*) ---- !l."(E* -E*') .. (452) 

1) H. A. Lorentz, Ges. Abh. I, S. 151, Leipzig 1907j A. Sommerfeld, Ann. 
d. Phys. 33, ,663, 1910. 

I) Die GroDe !l. ist durch (450) definiert und hat nichts mit dem auf S. 143 
eingefiihrten Volumenelement des ,u-Raumee dS! zutun. 

3) Siehe z. B. P. Hertz, Repertorium d. Physik 12, S. 500. 
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Hiel'bei ist das Integral iiber denjenigen Spielraum del' p' und q' zu erstrecken, 
der den Zustand B definiert.. Ferner hat QII die Bedeutung 

nIl _dV" 
.. ~ - dE' 

wo V" die auf das Restsystem bezogene Funktion V (E*) ist, also Q" den Phasen
raum miJ3t, del' dem Restsystem zur Verfiigung steht. Als Energiewert des Rest
systems ist dabei E* - E*' einzusetzen. 

Man kann nun den Ausdruck Q" (E* - E*') in eine Reihe entwickeln, wenn 
E*' < E*, also die Energie des Teilsystems klein gegen die.Gesamtenergie ist. 

Q" (E* - E*') = Q"(E*).- ~ ~'; E*' + ~ ~2;: (E*')2 + .. (453) 

Wenn nun Q" von del' Form ist, die sie bei eioem 
zusammengesetzten System hat: 

aus 1>." gleichen Teilen 

QII (E*) = (E*tN".Q . . • • . . (454) 

wo :Q irgend eine Funktion z. B. von l' ist, abel' E* nicht enthalt, und a irgend 
eine Konstante bedeutet (die nicht klein gegen 1 sein darf), so ist 

dQ" _ aN" II. d2Q" _ (aN"-I) dQ". d3 QII _ (/ }I\"- 2 d2S~II 
-dE - ----pJ Q , d l!, 2- - ---y--- -it E' It E3 - ----y.;---- d E2 ' 

undkann man wegen del' GroJ3e von aN angenahert schreiben 

dn Q" a'N" dn --I Q" 

dEn - -X- dE n - l -

Dann wird abel' die Reihe (443) 

odeI' ... (455) 

Q" (E* - E*') = Q"(E*) {~ aN~:~*' + ~ (a rv;;~:y + ... } f1 

QI'(E*)e E* = QII(E*)e- -rj" 

• (453') 

. E* E*" 
mIt B =a N;i f'V aN"; dies~ GroJ3e hangt nul' vom "Warmebad" abo Einsetzen 

in (452) ergibt 
EO/<' • 

_ S~"(E*) --8 j , 
W - Q(E*) e dql ... dp'l . . (452') 

Das ist die Formel, die zuerst von Boltzmann!) abgeleitet wurds und auf die 
wir auf S. 172 schon hingedeutet haben. 

Von del' Betrachtung des Teilsystems gehen wir wieder zuI' Betrachtung des 
Gesamtsystems zuriick. Die GriiJ3e Q (E*) {) E* miJ3t den gesamten Phasenraum, 
del' dem System zur Verfiigung steht, wenn seine Energie zwischen den Werten 
E* und E* + {) E* liegt und entspricht daher dem Ausdruck Wth von S. 122. 
Wir konnen daher als Formel fiir die Entropie in Analogie zu Gleichung (219') 
hinschreiben 

S = k ln Q (E*) + (k In {) E") + canst • . . • . . . (456) 

A uch diese Formel steht schon bei B 0 It z mao n, ist dann von G i b b s wieder ab
geleitet und wird als die dritte Gibbssche Entropiedefinition bezeichnet. 
Setzt man den vorher fiir das einatomige Gas abgeleiteten Ausdruck .ein, so erhalt 
man die richtige Abhangigkeit von Energie und Volumen. 

In einem solchen speziellen FaIle, in welchem das Gesamtsystem aus sehr vielen 
gleichen Teilen (Molekiilen) besteht. ist noch ein Punkt zu beachten: Unter den 
Gebieten auf del' Energieflache giht es verschiedene, die sich nul' dadurch unter
scheiden, daJ3 die Koordinaten und Geschwindigkeiten, welche in dem einen Gebiet 
einem bestimmten Molekiil, z. B. dem Molekiil 1 zukommen, in dem anderen Gebiet 
dem Molekiil 2 zukommen und umgekehrt, so da.J3 die betreffenden Gebiete ihre 
Rolle vertauschen, wenn man die beiden Molekiile ihre Rolle vertauschen laJ3t, und 
zwar haben, wie eine leichte 'Oberlegung lehrt, die meisten Stellen auf del' Energie-

1) L. Boltzmann, Wien. Bel'. 63, 679, 1871, Ges. Abh. I, 285; A. Einstein, 
Ann. d. Phys.9, 422,1902; 11, 175, 1903; P. Hertz, I. c. S.510 fiir das idealeGas 
W. Lenz, Phys. Zeitschr.ll, 1175, 1260, 1910. 
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Hache .Y! - 1 anderer solcher Stell en (kongruenter Stellen), in welche sie dadurch 
ubergehen kiinnen, dal3 ie zwei Molekiile ihre Rolle tausehen. E hrenfest be
zeichnet darum den Phasenraum als T-Stern, weil er so wie ein Stern durch 
Drehung urn einen bestimmten Winkel in eine kongruente Lage iibergeht. PI anekI) 
ist nun der Meinung, dal3 man zur Berechnung der Entropie nach Formel (456) 
alIe diese N! kongruenten SteIlen nur einmal rechnen diirfte,da ihre Unter
scheidung nicht unterscheidbaren Zustanden entspreche, so dal3 die Formel fiir die 
Entropie eines aus N gleichen Molekiilen bestehenden Gases 

S = kIn Q ~*) ............ (-1.57) 

zu lauten hatte, wahrend 
S = kln!2 (E*) 

die Entropie eines Systems ware, in dem jedes Molekiil fiir sich in einem Gefa.13 
mit dem Volumen v eingesehlossen ist. --:- Fiirein System von sehr viel Freiheitsgraden 
i~t neben der so eben eingefiihrten Gi b bsschen dritten Entropiedefinition noch 
eine andere moglich, die man als die zweite Gibbssche bezeichnet, obgleich 
auch sie sich schon bei Boltzmann findet. Es ist namlieh bei einem geome
trischen Gebilde von sehr hoher Dimensionszahl del' Logarithmus des V olumens 
von der gleichen Griil3enordnung wie del' Logarithmus einer Schale an seiner Ober
fiache, d. h. in unserem speziellen FaIle ist der Logarithmus von V (E*) von der
selben Grol3enordnung, wie der Logarithmus von !2 (E*). Das liegt daran, dal3 
sich del' Hauptanteil von V desto mehr gegen die Oberflache zu anhauft, ie mehr 
Dimensionen das Gebilde hat, Man sieht es direkt am Beispiel des vorhin be
handelten Gases, wo sich ergibt 

In!2 (E*) = Nln v + 3:- In:n: + In 2 'In + (3;' - 1) In (2 'In E*) -In (~N - I)! 
2E* 

lnV(E*) = In!2(E*> + In-if}{' 

Man kann demnach auch mit genugender Genauigkeit folgende Gleichung hin
schreiben: 

S = k In V (E*) + const . . . . . . . . . . . (458) 

§ 4. Die kanonische Verteilung. Die eben besprochene mikrokanonische 
Verteilung ist zur Rechnung nicht sehr bequem, wie wir ia auch schon gesehen 
haben, weil sie auf eine Flache beschrankt ist. Die kanonische Verteilung Bueht 
die Reehnung zu erleiehtern, indem sie nicht nul' Systeme betrachtet, die eine vor
gegebene Energie haben, sondern die Systeme uber den ganzen Phasenraum ver
teilt, abel' so,. da.13 sie sieh bei einem bestimmten Energiewert sehr stark anhaufen. 
Danll tragen bei Bereehnung von Mittelwerten uber alle ~ysteme nul' die Systeme 
dieses ausgezeichneten Energiewertes Merkliches bei. Die Verteilung, die G i b b s 
hierbei wahlt und die kanonische nennt, ist dadurch definiert, daB in ein Gebiet d V 
des Phasenraums eine Zahl von Bildpunkten 

1p-E 

e e dV 
faUt. Hierbei sind die Grol3en 'I.Jl und 6 so zu definieren: 6 bestimmt diejenige 
Energie, bei welcher eich die Systeme haufen (siehe das Folgende), wahrend die 
GroBe 'I.Jl so gewahlt iet, da.13 sie den absoluten Betrag der Punktdichte mil3t und 
dafiir sorgt, daB die Gesamtzahl aIler Punkte richtig herauskommt. Wenn wir 
die jetzt hingeschriebene Formel mit der Formel (199) vergleichen, so sehen wir, 
da.13 sieh in unserer Gesamtheit von unabhangigen isolierten System en die Grol3en 
'I.Jl und 6 so verhalten wie fruher die freie Energie fund das Produkt k T in 
ein em System, das aus zahlreichen gleiehen Molekulen besteht. Dementspreehend 
lassen sich auch fur die Grii.l3en 'I.Jl. e und die mittlere Energie del' Gesamtheit 
dieselben Beziehungen ableiten, wie wir es in Kapitel II fur die freie Energie, die 
(mit Ii multiplizierte) Temperatur T und die Energie eines einzigen Systems ab-

geleitet hatten. Del' Ausdruek - 'I.Jl -6 E, welchen G i b b s den Wahrseheinlichkeits

exponenten nennt, verhalt sieh daher entsprechend del' (mit k multiplizierten) 

Entropie eines Systems, dessen Temperatur ~ ware (erste Gibbssche Entropie
definition). 

1) M. Planck, Ann. d. Phys. 66, 365, 1922, siehe auch S.150. 
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DaJ3, wie fruher behauptet wurde, sich die Bildpunkte sehr stark bei einem 
bestimmten Werte del' Energie haufen (und zwar bei demjenigen Werte der 

kinetischen Energie, del' durch E kin = 3; e gegeben ist), kann man erstens durch 

direkte Rechnung zeigen. Wir konnen es abel' auch in Analogie zu den in ~ 8 
des ersten Kapitels behandelten Fallen erschlieJ3en. Dort hatte die Kurve fiir aie 
Energieverteilung fiir einen Freiheitsgrad kein Maximum, bei zwei Freiheitsgraden 
trat das Maximum schon auf und sprach sich bei drei Freiheitsgraden scharfer 
aus und so geht das bei steigender Zahl der Freiheitsgrade immer weiter; zugleich 
riickt das Maximum immer naher an die Stelle heran, die dem oben erwahnten 
Werte entspricht. 

Alle die Rechnungen, die wir im Hauptteil des Buches durchgefiihrt haben, 
lassen sich auch unter Zugrundelegung del' Gi b b s schen Methode, und zwar 
mathematisch meist eiufacher, durchfiihren. Das Zustandsintegral, das zur Be
rechnung del' freien Energie dient, nimmt dann z. B. die Form an: 

~ = J e-!dV . . . .. . .... (459) 

§ 5. Die Methode von Darwin und Fowler 1). Del' mathelllatische 
Apparat, del' zu den Formeln des Kapitels II fiihrte, kann wesentlich verbessert 
werden, wie Darwin und Fowler zeigten; wir hatten das durchschnittliche Ver
halten des betrachteten Korpers bestimmt, indem wir seinen wahrscheinlichsten 
Zustand aufsuchten und mit del' Begriindung, daJ3 er im Durchschnitt iiherwiegend 
haufig sei, die dem wahrscheinlichsten Zustand entsprechenden GroJ3en als Mittel
werte fiir das gesamte Verhalten ansetzten. Hierbei war die bedenkliche Benutzung 
del' Stirlingschen Formel notig. 

Wenn es verschiedene Zustande mit den a priori-Wahrscheinlichkeiten 
lI) .. , g(S) gibt, so ist nach S.121 die thermodynamische WahrscheinIichkeit einer 
bestimmten Verteilung 

W th ___ ly __ ! ___ y(I)N, . ,/s)Ns ..... (460) 
- ;VI! N2! N s ! .. oJ •• 

Darwin und Fowler haben nun bemerkt, da1.l dieser Ausdruck ein Summand in 
dem Polynom ist, das hei del' Ausrechnung von 

VI) + ... g(s»N 

resultiert. J ede mogliche Verteilung liefert einen Summanden. 
Nun Reien zwei Systeme von Planckschen Resonatoren gegeben, die wir durch 

einen und zwei Striche unterscheiden wollen, eben so die Gesamtenergie 

E = eI '(l. N I ' + 2. N2' + .. ) + cI"(l.NI " + 2 .N2" + ... ) ... (461) 

Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Verteilung ist 

W N! N"! 
fh = NI'! N{! ... ~Y/, fIN'! ... ....... (460') 

Die Gesamtzahl aBel' Verteilungen, die del' Zustandssumme entspricht und mit 

e fj bezeichnet werde, ist 

e e = }; -="77'N~'~! 0---

NI'! N 2'! NI "! N 2"! 
N"! . . . . . . . . (462) 

summiert uber aIle mit (461) vertraglichen Verteilungen. 
Wenn man nun die folgende Potenzreihe betraehtet 

(1 +- X E1' + X 2E('+ ... )N·(l + XE1" + a,2E," 

so ist der Kueffizient del' Potenz x",'(N1' + 2N2' + ... J + El"(Nl" + 2N2" +"'J, del' sich beim 
Ausmultiplizieren und Umordnen ergibt, gerade W 1h nach (460'). Beim Zusammen
ziehen aUer der Glieder mit dem gleichen Exponenten (abel' mit verschiedener 

1) C. S. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44, 450, 823, 1922; Proc. 
Camb. Phil. Soc. 21, 262, 1922; 392, 730, 1923; R. H. Fowler, Phil. Mag. 45, I, 
497, 1923. 
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Unterteilung auf Nt', N~') E (nach (461), wird der Koe£fizient von x E gerade der 
in (462) rechts stehende Ausdruck. Zur Berechnung dieses Koeffizienten aber kann 
man nach dem Cauchyschen Lehrlatz der Funktionentheorie das komplexe Integral 
verwenden 

e- t = 2~{ f ~~~I (1 + X 61' + X 201' ., .)N'(1 + X 01" + X 28t" + .. . )N". 

1m allgemeinen Fall~ [mogliche Energiewerte e(r>, a priori - Gewichte g(r)] bildet 

man die Funktion (' = .~ g<') x8 (r>, wo die g, e sich auf das gestrichene System 
beziehen, nnd erhalt 

F - ~) 1! d x N' N" 
e = ~ nt- j' ;:iti+l f' (.1'). (" (x) •.•.••.. (463) 

Die mittlere Energie folgt dann aus 
F 

e e "it, :...-- 1 J. !.~!} .. _ [x Ii (I" N'(X»J . (" (.1') ... 
2ni j' X E +1 d~' 

Die AUBwertung dieser Integrale erfolgt nach der Methode "of steepest descents" 
oder Methode der Sattelpunkte I); d. h. nur gewisse Stellen des Integranden tragen 
zum Integral merklich bei und das sind gerade .diejenigen, die der haufigsten Ver-

I 

teilun~ entsprechen. Fur sie ist dann x = e - 8; e = k T, 'j1 "" gleich der freien 
EnergIe. Die Autoren haben Bach ihren Methoden in eleganter und gleichzeitig 
strenger Weise die zahlreichen Rechnungen durchgefuhrt. 

I) P. Debye, Math. Ann. 67,535,1910. 



Zehntes Kapite!. 

Zahlenwerte. Geschichtliches. 

§ 1. Methoden zur Bestimmung der Loschmidtschen Zabl .NL • 

Eine der hauptsachlichsten Stiitzen der Atomtheorie besteht darin,. daLl die 
Zahl der Molekiile in einem Mol (also z. B. in 32 g 02)' die sogenannte 
Loschmidtsche Zahl (auch manchmal Avogadrosche Zahl genannt), sich 
nach sehr verschiedenen Methoden bestimmen laLlt und dabei innerhalb der 

Fehlergrenze sich stets dasselbe Resultat ergibt. Diese Methoden seien prinzipieU 

zusammengestellt: 
1. Eine der einfachsten und genauesten Methoden besteht in der Be

stimmung der GroLle der Elementarladung [des Elektrons] 1) : 
Man erzeugt in einem Gas, in dem kleine Kiigelchen schweben (Wasser-, 

besser Oltropfchen oder Metallkugeln; Radius 10-~ bis 10-5 em; hervor

gebracht durch Zerstaubung bzw. Lichtbogen), lonen, von denen bald jede 

Kugel eines oder mehrere aufnimmtj man bestimmt nun die Kraft, die auf 

ein Teilchen wirkt, durch seine Geschwindigkeit bei der durch Reibung ver

zogerten Bewegung durch das Gas nach dem S t 0 k e s schen Gesetz (S.86). 
LaLIt man nur die Schwerkraft wirken, so erhalt man den Radius des 
Teilchens aus der Gleichung 

4 Ttrs 
~ = --3-~ Q 9 = 6 Tt 1] r W, 

wenn die Dichte Q bekannt ist. Schaltet man nun ein entgegengesetztes 
elektrisches Feld ~ ein, so kommt eine Kraft [e] n ~ hinzu, also 

4 Ttr3 
[e] ~ n - -3--- Q 9 = 6 Ttl] ,·IU'. 

Die Zahl der Ladungen n bestimmt man aus dem kleinsten gemeinsamen 

Teiler verschiedener Ladungen [e] n. Aus dem elektrochemischen Aquivalent, 

der Ladung eines Mols, 

[F] = 96494 Coulomb = NL [e], 
erhalt man somit 

[e] = 1,591.10-19 Coulomb NL = 6,06.10232). 

1) Nach dem Vorbild von J. J. Thomson (1903), von Ehrenhaft und be
sonders R. Millikan seit 1909 ausgebildet. 

2) Die Zahl nach R. A. Millikan, DaB Elektron. Braunschweig 1924. 
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Die Methoden 2, 3 und 4 beruhen darauf, daIl man weiIl, daIl die von 
radioaktiven Stoffen ausgesandten a-Teilchen doppelt positiv geladene Helium
atome (-kerne) sind. Ferner kann man durch Messung der Intensitat ihrer 
Strahlung bequem auch der Grollenordnung nach verschiedene Mengen der
selben radioaktiven Substanz miteinander vergleichen. Nun nimmt man 
zuerst eine so geringe Menge, daIl man direkt (durch Szintillation oder durch 
Verstarkung der Ionisationswirkung) die Zahl der vom Praparat (z. B. Ema
nation) entsandten a-Teilchen zahlen kann. Dann wahlt man eine viel 
groIlere direkt wagbare Menge, deren a-Teilchen viel zu zahlreich sind, um 
direkte Zahlung zu gestatten; doch lallt sich diese Zahl d urch Vergleich der 
Intensitaten bestimmen. 

2. Man schlieIlt die Emanation in eine so diinne Glaskugel, dall sie 

die o.:-Strahlen noch durchlaJ3t, aber natiirlich kein Gas und bringt diese in 
ain weiteres Gefall. Die o.:-Strahlen bleiben im Zwischenraum, es sammelt 
sich eine in Kubikmillimeter meJ3bare Heliummenge, von der man weiIl, aus 
wieviel a-Teilchen sie entstanden ist (1 gRa erzeugt im Jahre 167mm3 He). 

Das gibt NL = 6,13.10231). 

3. Drittens kann man im hochsten Vakuum die Aufladung bestimmen, 
die in bestimmter Zeit erfolgt, daraus [e] und wie unter 1. NL berechnen 2). 

NL= 6,2.102 :1• 

4. Durch Vergleich der Halbwertszeit (der Zerfallgeschwindigkeit) mit 
der Zahl der von einer meIlbaren Menge Substanz entsandten a-Teilchen 
kann man die Gesamtmenge a-Teilchen berechnen, die diese Substanz bis zum 
vollstandigen Zerfall aussenden wiirde. Die letzte Messung 8) ergibt 6,6.1023• 

Die folgenden Methoden benutzen schon Resultate der kinetischen Gas
theorie. 

5. Loschmidt selbst nahm an, daIl in Fliissigkeiten die Molekiile den 
Raum nahe ausfiillen. Man erhalt so aus dem Volumen von einem Mol 

wo a> 1, aber nicht sehr groIl ist; andererseits kann man aus der inneren 
Reibung (Kap.I, § 18) den Querschnitt der Molekiile eines Mols NLnr2 berechnen. 
Die beiden Zahlen kombiniert ergeben NL und r; statt des Molvolumens 
lassen sich die kritischen Daten verwerten. NL = 5,95 - 6,8.1028 '). 

Eine Abart bildet die Untersuchung von Einstein 6), der aus der 
Diffusion von Zuckermolekiilen in wasseriger Losung nach der Stokesschen 
Formel das Produkt von Loschmid tscher Zahl und Molekiilradius, aus der 
Erhohung der inneren Reibung der Losung das Produkt aus NL und dem 
Molekiilvolumen ermittelt und so NL zu 6,56. 102s findet (Rap. VII, § 7 c). 

1) Die Zah! nach F. Paneth und G. v. Hevesy, Radioaktivitat, Leipzig 
1924, S.19. 

i) E. Rutherford und H. Geiger, Phys. Zeitschr. 10,42,1909. 
3) V. F. Hessund R. W. Law son, Wien. Ber. 127, 405, 1918. 
') A. Eucken, Phys. Zeitschr. 14, 324, 1913. 
6) A. Einstein, AnD. d. Phys. 19,289, 1906; 34, 591, 1911. 
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Die folgenden Methoden (6 bis 8) stiitzen sich auf den Gleichverteilungs

satz Rap. I, §§ 4,16; Rap. II, § 15 bzw. seine Erweiterung S. 359, nach dem jedes 
selbstanilig bewegliche Teilchen die gleiche kinetische Energie hat, namlich 

32k T, unabhangig von seiner Grolle; nun kennt man aus Messungen del' 

spezifischen Warmen oder des Gasdruckes die Energie eines Mols 

~- R T = NE (~- Iv T) ; 

kann man also die Energie eines Molekiils bestimmen, EO ist auch N L be
kannt. (6. und 7. zuerst von Perrin.) 

6. Direkte Messung der Rohenverteilung del' Teilchen einer kolloidalen 
Losung (S. 322). Die Teilchen einer kolloidalell Losung liegen infolge ihrer 
Warmebewegung nicht ruhig am Boden; die Rohe, bis zu der sie aufsteigen, 

ist bestimmt durch das Verhaltnis del' kinetischen Energie zur potentiellen 
del' Schwerkraft. Die Dichte nimmt auf dem e-ten Teile in der Rohe z ab, 
die gegeben ist durch m' gz = k T (m', die um den Auftrieb vermillderte Masse. 
kann durch direkte Messung des Radius bestimmt werden). NL = 6,05.10 23 

[Au in Wasser] 1) bzw. 6,42). 
7. Man kann die kinetische Energie nach Einstein und Smolu

chow ski auch aus del' Entfernung finden, die ein Teilchen ohne Einwirkung 
auEerer Rrafte, nul' unter dem Einflull del' Warmebewegung, in einer be
stimmten Zeit zuriicklegt. Hier gilt die Formel 

Z2 k T --= -- (Rap. VII, § 6). 
t 31t1Jr· 

Rier schwanken die Resultate starker: 

NL = 6,09 3); 5,94; 6,83; 9,00.10234). 

8. Ubertragt man den Begriff des Freiheitsgrades auf die Eigen
schwingungen eines Rohlraums, so kommt auf jede Eigenschwingung del' 
Schwingungszahl v die Energie 

f3v 
kT.-------'!'..-

/lv 

eT -l 

Die im zweiten Faktor auftretende Ronstante f3 kann man aus del' 
Frequenz- odeI' Temperaturabhangigkeit der Energie leicht Jindell. MiJlt 
man dann die Intensitat eines Spektralbezirkes, so laJ3t sich der Beitrag einer 
Eigenschwingung berechnen, da eine einfache Beziehung allgibt, wie viele 
Eigenschwingungen in einell bestimmten Frequenzbereich fallen. Die 
neuesten Messungen ergeben bei dieser zuerst 1900 von Planck benutzten 
Methode 5) NL = 6,0.10 23• 

1) A. Westgren, Zeitschr. f. snorg. Chern. 93, 231, 1915. 
2) R. Fiirth, Ann. d. Phys. 53, 177, 1917. 
3) A. Westgren, Ark. f. Mat., Astr. och Fys. 13,414, 1918. 
4) A. Furth, Ann. d. Phys. 59, 40lJ, 1919. 
5) Nach Landolt-Bornstein, S. 798, 1923. 
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9. Rayleigh (1899) hat darauf aufmerksam gemacht, daJ3 man das von 
der Atmosphare zerstreute Sonnenlicht, das " Himmelsblau ", als von den 
Luftmolekiilen selbst zerstreut ansehen konne (wenigstens in groJ3erer Hohe, 
wo kein Staub und Wasserdampf mitwirkt). Waren nun die Luftmolekiile 
vollstandig regelmaJ3ig in Gittern angeordnet wie in einem idealen Kristall, 
so wiirde gar kein Licht zerstreut, da die vom einzelnen Molekiil abgebeugten 
Wellen durch Interferenz vernichtet wiirden. Die Zerstreuung kommt erst 
dadurch zustande, dall sich infolge der vollkommen unregelma13igen Bewegung 
der Gasmolekiile stellenweise "Schwarme" bilden 1). Diese Schwarmbildung 
aber hangt von der absoluten Teilchenzahl ab· und ist ihrer Wurzel pro
portional, ebenso die resultierende Lichtamplitude, die Intensitat also der 
Teilchenzahl selbst. Die von einem Teilchen abgebeugte Lichtmenge laJ3t 
sich aus dem Brechungsexponenten erschlieJ3en und gestattet so aus dem 
Vergleieh der Helligkeit des Himmelsblaues mit der direkten Sonnenstrahlung 
in staubfreier Rohe N L zu bereehnen. Man findet 2) (Kap. VII, § 11) 

NL = 6,43.1023• 

10. Eine Modifikation dieser Methode benutzt die Intensitatsmessung der 
Streustrahlung, die nach Einstein von Fliissigkeiten nahe am' kritischen 
Punkt emittiert wird, wo die "Schwarmbildung" besondtn"s stark ist. So 
ergeben sieh Zahlen 8) zwischen 6,2 bis 7,7. 1023, doch gehen hier noch 
andere, nieht sehr genau gemessene GroJ3en in die Rechnung ein (Kap. VII, § 11). 

11. Eine sehr genaue Bestimmung gestattet die Bohr-Sommerfeldsche 
Theorie der Spektrallinien; die sogenannte Rydbergzahl, die in den Spektral
gesetzen auftritt und aueh die lonisierungsspannung des Wasserstoffatoms 
regelt, ist nam1ieh 

2 n 2 m' [e]4 
h3 

wo m' die Elektronenmasse bedeutet. Die "Feinstrukturkonstante", die vom 
re1ativistisehen Energieunterschied auf Ellipsen- und Kreisbahnen herriihrt 
und dureh den Komponentenabstand einer Linie gegeben wird (S.380), ist 

2n[e]2 
he 

(e Lichtgeschwindigkeit). Ihre Kombination gestattet m' und (sei es wieder 

spektroskopiseh, sei es unter Benutzung der [e] - Bestimmung an Kathoden
m 

strahlen) NL zu 6,07.1028 zu bereehnen 4). 

12. Prinzipiell, wenn aueh praktiseh viel zu ungenau, ware auch fo1-
gendes Verfahren mog1ieh: Bei einem Steinsalzkristall gestatten die Aus
messungen der Rontgeninterferenzbilder direkt den Abstand je zweier lonen 
zu bestimmen, wenn die \Vellen1ange der Rontgenstrahlen bekannt ist. Diess 

1) Die genauel'e TheOl'ie bei E. Buchwald, Ann. d. Phys. 1)2, 775, 1917. 
2) H. Dember, Ann. d. Phys. 49, 590, 1916. 
3) Zah!en nach Landolt·Bornstein, S.798, 1923. 
4) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braunschweig 1924,4. Aufl.) 

S. 475; siehe auch L. Flamm, Phys. Zeitschr. 18,515, 1917. 
M1iller-Pouillet III. 11. Auf!. 27 
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liUlt sich abel', wenn auch sehr ungenau, aus den Beugungsbildern an einem 
keilformigen Spalt ermitteln 1). 

13. Eine Reihe von alteren Methoden beruht auf del' Bestimmung del' 
feinst moglichen Unterteilung del' Materie, z. B. del' Dicke del' feinsten her
stellbaren Fliissigkeitshautchen oder Glimmerschichten. Sie fiihren auf die 
richtige Gro1.lenordnung, Bollen abel' hier nicht naher angefiihrt werden 2), 
ebenso solche Methoden, die sich auf spezielle Vorstellungen iiber den Bau del' 
Fliissigkeiten griinden S). (Die letzteren geben NL = 6,12 bzw. 6,85.10 23). 

§ 2. Absolute Dimensionen der MoIekiile 4). Im folgenden sollen 
Zahlenwerte fiir molekulare -Gro1.len gegeben werden, hierbei sind die experi
mentellen Daten. den Tabellen von Landolt-Bornstein, 5. Auflage, Berlin 
1923, entnommen. 

Die erste Tabelle gibt freie Weglangen von Gasmolekiilen, berechnet 
aus del' inneren Reibung nach del' Formel (76'). Fiir 00 C lautet sie zahlen-
ma1.lig 

Am = 0,1867 V~ bei 1 Atm. Druck . . . . . .. (464) 

Die erste Spalte enthalt das Gas, die zweite 'Y/27S, die vierte A273 in Zentimetern. 
Nach S.48 ist abel' diese freie Weglange durch Anziehungskrafte verkiirzt; 
die freie Weglange, die bei geradliniger Bahn vorhanden ware, findet man 

hieraus durch 

Aoo = A 273 ( 1 + 27~,1)' 
wo a die Sutherlandsche Konstante iat. Aoo ware die freie Weglange bei 
T = 00 und del' Gasdichte, die bei 273,1 0 den Druck 1 Atm. giht (V = 22390), 

wenn man die Gasmolekiile wirklich als unendlich harte Kugeln auffassen 
konnte. In del' dritten Spalte findet man den benutzten a-Wert, in del' 

fiinften den Faktor 1 + ~3 ' in del' sechsten Aoo. 
27 ,1 

Gas 

II 
'1)273' 107 

I 
0 An3 ·105 

I 
+ 0 

I 
A"" .105 1 --

273,1 

H2 • • 849 83 1,116 1,304 1,456 
N2 • • 1678 118 0,592 1,432 0,848 
O2 , • 1920 138 0,634 1,505 0,954 
HOl. 1379 - 0,426 - -
CO 1672 100 0,590 1,366 0,806 
COg 1380 239,7 0,389 1,877 0,7.~0 
He 1879 70 1,753 1,256 2,201 
Ne 2981 56 1,238 1,205 1,492 
AI' 2102 142 

I 
0,622 

I 
1,520 0,945 

Kr 2334 188 0,478 ],688 0,807 
X. 2107 252 0,345 ],923 0,664 

I) B. Walter und R. Pohl, Ann. d. Phys. 2o, 715, 1!J08; 29, 331, 1909; 
P. P. Koch, ebenda 38,507, 19l:!; A. Sommerfeld, ebenda 38,473, 1912. 

2) Siehe z. B. die Zusammenstellung bei K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. 
und El. 19, 259, 1922. 

8) G. Jager, Wien. Bel'. 120, 635, 1911; G. Bakker, Zeitschr. f. phys. 
Chern. 89, 1, 1914. 

4) Siehe den Bericht K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. u. El. 19, 259, 1922. 
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Aus Aop kann man dann den Molekiildurchmesser nach del' Formel find en 

a2 = ~ __ . 1 = 8,323.10- 21 

V2 ~ NL C A ( 1 +~) 

V'M 1 
= 4,561 . 10-20 • - • --7) 

1)278 1 + ---
273,1 

1 

... (465) 

Hierbei ist so gerechnet, als ob die Molekiile kugelformig waren. Fiir 
mehratomige Molekiile, deren Daten in del' folgenden Tabelle zusammen
gestellt sind, hat Ran kine 1) Annahmen iiber die Form gemacht (z. B. Ro
tationsellipsoide bestimmter Exzent.rizitat fiir zweiatomige Elemente) und so 
gerechnet, als ware in (76') del' Querschnitt del' Kugel durch einen mittleren 
Querschnitt des Ellipsoids zu ersetzen. Wir geben aber in der zweiten SpaIte 
der folgenden Tabelle die Zahlen so, als ob die Molekiile kugelformig waren. 
In den nachsten beiden Spalten ist a aus der van der Waalsschen Grolle b 
berechnet nach 

as=~, 
2 7T NL 

s_ 
a = Vb 0,9234.10- 8 cm. 

Die GroJle b ist aber infolge del' nicht genauen Giiltigkeit der van der Waals
schen Gleichung nicht eindeutig berechenbar (siehe erste Bandhalfte Kap. VI). 

. Vk M RTk 
Man kann sle entweder aus - = -- berechnen oder aus b = --; das 

3 3 Qk 8 Pk 

erste ist bei del' Berechnung del' dritten, das andere bei der Berechnung der 
vierten SpaIte geschehen. In del' fiinften SpaIte finden sich die Durchmesser, 
die aus der Annahme dichtester' Kugelpackung im verHiissigten Gase folgen 
wiirden. Hierbei ist als Dichte diejenige bei der tiefsten gemessenen Tem-
peratur eingesetzt: 

dS = 6 M 0,74 a = 131M 1,3.26.10-8 cm, 
~Qi NL r Q! 

0,74 ist die Raumerfiillung der dichtesten Kugelpackung, die Temperatur ist 
zugefiigt 2). 

H2 . 
Ns . 
O2 • 
HeI 
CO. 
CO2 

Mehratomige Molekiile, Dimensionen in 10-8 em. 

d aus 'YJ II d aus b II d aus V bei t Oc .. \1 Kernabstand 
b aus Pk, 1~ ! b aus V k 

! ", aus [J] opt 

II I 

~-=-il=-== 

2,39 2,81 2,50 3,9+- 258 !I 0,48 
3,13 3,18 2,86 4,23-202 I, 1,10 
2,96 

I 

3,00 2,45 3,88-227 i' 0,85 

II 

3,25 2,1:)5 4,18- 83 Ii 1,28 
3,22 3,22 2,b6 4,25-205 

II 

1,14 
3,39 3,29 2,92 4,60- 34 1,95 

1) A. O. Rankine, Proc. Roy. Soc. London 98,360,369,1921; 99, 331,1921. 
2) Die Zahlen der entsprechenden Zeile in der zitierten Arbeit, Jahrb. f. Rad. 

3_ 
u. El. 19, 290, 291, 1922, sind urn den konstanten Faktor 1,585 = Y 4 zu groUt 

1)- * ~, 



420 Zahlenwerte. Gescbichtlicbes. Rap. X. ~ 3. 

In der sechsten Spalte findet sich der Abstand der Kerne, berechnet aus 
dem optischen bestimmten Tragheitsmoment nach der Formel 

[J] = d'2 m1 m2 oder logd' = ~ log [J] + ~10gM1 +M2 + 11,89131. 
rill + m2 2 2 M1 M2 

Hierbei ist CO2 ,als stabformig mit dem O-Atom in der Mitte zwischen den 
beiden O-Atomen gerechnet, es ist der Abstand zwischen den O-Atomen 
gegeben. 

In der folgenden Tabelle sind Zahlen fiir einatomige Gase zusammengestellt, 
die ersten vier Spalten haben dieselbe Bedeutung wie bei den zweiatomigen 
Gasen, die fiinfte Spalte ergibt sich aus derjenigen GroIle b, welche die Dis
kussion der Isothermen bei hOherer Temperatur nach Zwicky (Kap. III, § 5) 
liefert, wobei fiir He der gegeniiber langsamen Molekiilen wirksame Durch
messer eingesetzt ist. Die sechste Spalte entspricht der fiinften aus obiger 
Tabelle, die siebente gibt den Abstand der Atommittelpunkte im festen Gitter 
de,s kondensierten Gases 1). Die letzte Spalte endlich zeigt die Abstande der 
lonenmittelpunkte bestimmter Salze, deren lonen nach Bohr den gleichen 
Bau haben wie das betreffende Edelgas (also z. B. Na+ und F- denselben 
Bau wie Ne), wobei aber das positive Ion (z. B. Na+) unter dem Einflu.ll 
seiner urn eins gro.lleren Kernladung (11 gegen 10 bei Ne) etwas kleiner ist 
als dieses, das negative F- infolge seiner etwas kleineren Kernladung (9) 
etwas groIler ist, da die Elektronen bahnen weniger zusammengezogen werden 2). 

Einatomige GaBe, din 1O-8 cm. 

d aus b d aus dem 
daus'T} d aus Vz Glttel'abstand lonen-

b aus p T I b aus V I nacb bei to C in festem abstand 
k, " " Zwicky Zustand 

He 1,88 2,71 2,52 2,78 4,00 -271,5 - Salz 
Ne 2,36 2,43 - - - - NaF 2,322 
Ar 2,97 3,00 2,92 2,42 4,04-189 3,84 K CI 3,140 
Kr 3,23 3,22 - - 4,48-146 - RhBr3,441 
X 3,54 3,21 ! 3,10 - 4,43-102 - CsJ 3,94 

§ 3. Entwicklung der Atomhypothese S). Die Annahme, daIl die 
Materie aus kleinen, harten, unveranderlichen, in dauernder Bewegung be
griffeneri Korperchen aufgebaut sei, wurde zuerst, soweit wir wissen, von 
dem griechischen Philosophen Leukipp 4) aufgestellt, dann von Demokrit 6) 

ausgebaut und von Epikur 6) weiter entwickelt. Die von den griechischen 

1) It'. Simon und Cl. v. Simson, Zeitschr. f. Phys. 25, 160, 1924. 
2) Siehe z. B. H. G. Grimm, Zeitschr. f. phys. Chem. 98, 1190, 1921. 
S) Ais Quellen fiir die /lriechische Philosophie dienten: Th. Gomperz, Grie

chische Denker, Leipzig 1902 bis 1904; fiir die Zeit bis Newton: K. Lasswitz, 
Gescbicbte der Atomistik, Berlin 1890. Fiir die biographischen Daten: J. E. Poggen
dorff, Handworterbuch, Leipzig 1863. 

4) Geboren urn 500 v. Uhr. zu Milet, hielt eine Schule zu Abdera. 
0) Geboren 470 v. Chr. zu Abdera, Nachfolger seines Lehrers Leukipp als 

Schnlhaupt. 
6) Geboren 342 v. Chr. 'in der Nii.he von Athen, hielt dort Schule, ge-

storben 270. ' 



Entwicklung der Atomhypothese. 421 

Phil080phen schon lange verhandelte Frage, zu deren Beantwortung diese 
Anschauung dienen sollte, ging nach der Vereinbarkeit der scheinbar ent
gegengesetzten, aber gleichzeitig sich aufdrangenden Prinzipien der Erhaltung 
des Stoffes und seiner standigen Anderung und Verwandlung. Heute glauben 
wir, in der Atomistik, befreit von allzu scharfen Begriffsbestimmungen, tat
sachlich ein geeignetes Mittel zur Erklarung zahlreicher Erscheinungen der 
unbelebten Natur zu besitzen, das nicht in hoherem Grade hypothetischen 
Charakter hat als die Behauptung, die Sonne sei ein Ball aus gliihender 
Materie. Damals aber war die Atomhypothese eine kiihne Spekulation, die 
Tatsachen zu ihrer Begriindung im einzelnen waren nicht bekannt oder 
falsch gedeutet. Zudem haben ihre Vater in der bei solchen Fallen haufigen 
Art den Giiltigkeitsbereich der Theorie weit iiberspannt und alles ausnahms
los auf die Bewegungen der Atome zuriickfiihren wollen j die Atomtheorie 
reicht aber desto weniger aus, je mehr man sich vom Unbelebten entfernt 
und dem Menschen nahert. Gerade dieser letztere aber, sein mora1isches und 
soziales Verhalten, stand im Mittelpunkt des Interesses derjenigen philo
sophischen Richtung, die von den Sophisten und Sokrates gepflegt, damals 
iiberragte, und blieb neben dem Interesse am Begriffe, nicht am Korper, 
auch fiir Plato und - wenn auch weniger - fiir Aristoteles die Haupt~ 
sache. So schwand -das Verstandnis fiir die Atomistik, wobei noch logische 
Einwande des Aristoteles gegen die prinzipielle Moglichkeit des vollkommen 
leeren Raumes und die Unteilbarkeit der Atome eine Rolle spielten. 

In noch hoherem Malle standen im Mittelalter die Fragen, die sich auf 
theologische und allgemein auf geistige Dinge erstreckten, im Mittelpunkt der 
Gedankentatigkeit, naturwissenschaftliche desto weniger, je weiter ab ihr 

Gegenstand vom Menschen lag - so sind die zoologisch-botanischen Kennt
nisse und Leistungen Alberts d:es GroJlen wesentlich groJler als seine 
physikalischen ~, ~nd gerade hierfiir ist die Atomlehre ungeeignet, die noch 
durch die materialistischen, die Selbstandigkeit des Geistigen leugnenden 
Systeme ihrer Urheber MiJltrauen erweckte. Mit der Frage, ob em Kon
tinuum vom begrifflichen Standpunkt aus aus unteilbaren Einheiten auf
gebaut zu denken sei, hat sich aber die mittelalterliche Philosophie be
schaftigt. Der erste, der wieder mit Betonung von Atomen spricht, ist der 
Kardinal Nikolaus von Cues 1). 

Mit dem Beginn der Renaissance a ber wendet sich die allgemeine Ge
dankenrichtung wieder der Naturforschung mehr ZUj so sehr auch der 
materialistische Geist als solcher die Menschheit in die Irre fiihrt, so hat er 
doch auf seinem eigensten Gebiet, dem Gebiet der Materie, der Erkenntnis 
neue Antriebe gegeben und auch die Atomtheorie neu belebt. Doch sind 
hier zwei Formen zu unterscheiden, deren eine nur allgemeiner den Aufbau 
der Korper aus kleineren Teilchen lehrt, die in Bewegung sind und deren 
Mischung die verschiedenen Korpereigenschaften bedingt, wahrend die andere 
scharfer ihre Unzerstorbarkeit und Unteilbarkeit betont. 

1) Geboren 1401, Bischof von Brixen, gestorben 1464. 
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Zuerst wurde die Atomlehre von einer Reihe von Arzten aufgenommen 

[G. Cardano, 1501 bis 1576, der die Warme als Bewegung auffaBt; 

D. Sennert 1), der die Verdampfung dt's Wassers atomistisch deutet; Lubin, 

D. v. Goorle, S. Basso], ferner sind die Chemiker v. Helmont, Baco von 
Verulam, Magnesius zu erwahnen. Auch fiir Galilei ist die Warme 
eine Bewegung; er ftihrt den Gegensatz zwischen fest und fiiissig darauf 
zuriick, _ daB in der Fliissigkeit die Teilchen unbegrenzt teilbar sein soUten. 

Giordano Bruno hatte den Atomismus in seiner extremen Form auf

genom men und ihn mit pantheistischen Vorstellungen verkniipft und so 
neuen Widerstand dagegen wachgerufen. Eine konsequente Durchfiihrung 

einer kinetischen Physik versuchte dann R. Descartes~) - nicht einer 
atomistischen, denn er verwarf den leeren Raum und lie!3 die unbegrenzte 

Teilbarkeit zu; die schon bei Demokrit wichtige Wirbelbewegung spielt bei 

ihm eine groBe Rolle. Zur Durchsetzung der eigentlichen Theorie un

teilbarer Atome mit leeren Zwischenraumen trugen die Schriften von 

Pierre Gas sendiS) wesentlich bei, der sorgfaltig die ITbertreibung dieser Auf

fassung durch Beschrankung auf das rein Materielle zu vermeiden wuBte, 

hier abel' das ganze damalige Gebiet umfaBte. Die Warme ist zwar fUr ihn 
an besondere, besonders kleine und runde \Varmeatome gebunden, aber deren 
Bewegung ist es erst, die fiir die wirkliche Warme maBgebend ist. Dieselbe 
weise Einschrankung finden wir bei dem Chemiker R. Boyle 4), der die 

Korpuskulartheorie besonders zur ErkJarung der Tatsache benutzte, da!3 die 
chemischen Bestandteile einer Verbindung sich aus ihr stets wieder gewinnen 
lassen. R. Hookes 5) Untersuchungen haben dann den neuen Gedanken ge

bracht, da13 die Raumerfiillung nicht blo13 durch die Undurchdringlichkeit 
der starren Atome alB solche, sondern da13 sie auch durch ihre Schwingungen 

mitbedingt sein kannte. ChI'. Huyghens 6) endlich hat die Theorie in 

mathematische Formen gefa13t und die RegelmaJ3igkeit des Kristallaufbaues 
mit Atomeigenschaften verbunden, ein Gedanke, den Hauy7)'1784 nach IDeh

reren Vorlaufern (C. F. G. H. Westfeld 1767, T. Bergman 1773) in der 

Form eines liickenlosen Aufbaues der Kristalle aus polyedrischen Molekeln 
benutzt hat. 

1) Geboren 1572 in Breslau, gestorbell als Professor der Medizin in Witten
herg 1637. 

2) Geboren 1596 in La Haye, war Soldat, lebte dann in Frankreich und 
Holland, die letzten zwei Jahre in Stockholm, gestor ben 1650. 

3) Geboren 1592 in del' Provence, trat in den geistlichen Stand, wurde Kano
nikus und Propst von Digne in del' Nahe seines Geburtsortes, war dann Professor 
del' Mathematik zu Paris, gestor ben 1655. 

4) R. Boyle, siebenter Sohn des Grafen von Cork, lebte ala Privatmann 
nach gro13en Reisen in England, zuletzt in London, Praaident del' Royal Soc., viele 
Jahre auch einer del' Direktoren del' ostind. Homp., geboren 1627, gestorben 
1691. 

5) GebOI'en 1635 auf del' lnsel Wight, Assistent von Boyle, dann an del' Roy. 
Soc. und Professor in London, gestor ben 1703. 

6) Christian Huyghens, geboren 1629 im Haag, wo er 1695 starb, lebte 
1666 bis 1681 in Paris als Mitglied ,del' Akademie. 

7) R. J. Hauy, Abbe, Lehrer am College des Hard. Lemoine in Paris, dann 
an del' Ecole normale und am Musee d'hist. nat., geboren 1743, gestorben 1822. 
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Inzwischen war durch Newton del' Gedanke del' Fernkrafte in die 

Physik eingefUhrt worden. Ihn benutzte del' Jesuit R. G. Boscovich 1) 
zu einer einheitlichen Theorie des Aufbaues del' Materie aus Atomen; diese 

soBten abel' keine starren Korper sein, sondern Punkte, die mit Zentral

kraften aufeinander einwirken. Er nahm so auch im einzelnen viele Resultate 

del' neuesten Forschung voraus. 
1m ubrigen war die philosophische Stromung des Aufkliirungszeitalters 

del' Atomlehre naturlich sehr gunstig, ohne daJ3 abel' tatsachliche Fortschritte 

erzielt worden waren. Diese kamen erst Anfang des 19. Jahrhunderts von 
del' Chemie, als J. Dalton 2) 1808 das Gesetz del' multiplen Proportionen 
durch die Annahme erklarte, daJ3 jedes Element aus untereinander gleichen 

Atomen aufgebaut sei, und daJ3 jede Verbindung dadurch zustande kame, 

daO sich jeweils zahlreiche, untereinander gleiche Gruppen (Molekule), 
durch die Vereinigung (weniger) Atome del' verschiedenen Elemente bilden. 

Nachdem Gay-Lussac S) 1808 die Beziehungen del' Volumenverhaltnisse 

del' Gase zu dies\m Verbindungsgewichten dargelegt hatte, brachte (1811) 

die Hypothese von Avogadro 4) Klarheit, nach welcher auch bei Elementen 

zwischen den chemisch nicht weiter trennbaren Atomen und den aus ihnen 

zusammengesetzten, sich als Ganzes bewegenden Molekulen unterschieden 
wurde und die Zahl del' letzteren pro Volumeneinheit als aUein fUr den 
Druck bei gegebener Temperatur maJ3gebend betrachtet wurde 0). 

Gleichzeitig mit diesel' chemischen Entwicklung wird in del' im ersten 
Drittel des Jahrhunderts aufbluhenden Lehre von del' Elastizitat - gefordert 

durch die elastische Lichttheorie - die Ableitung von deren Grundgleichungen 
stets aus molekularmechanischen Vorstellungen angestrebt, eine Richtung, 

wie sie von Hooke und Huyghens begrundet und von Boscovich aus
gebaut war. Auch hier bei sollten die Molekule Fernkritfte ausuben und sich 
selbst nach den Regeln del' analytischen Mechanik bewegen. Hier sind be

son del's Laplace (1821), Navier 6), S. D. Poisson 7) und A. L. Cauch y 8) 

zu nennen. Doch sind diese Uberlegungen nul' aus prinzipiellen Grunden 

angesteUt, die Gleichungen lassen sich im allgemeinen auch aus del' Konti-

1) Geboren 1711 in Ragusa, Professor del' Math. und Phil. in Rom, machte 
groBe Reisen, dann Professor in Pavia, lebte dann in Paris und Mailand, ge
storben 1787. Naheres siehe bei W. Thomson, Vorlesungen tiber Molekular
dynamik, Leipzig 1909. 

2) Geboren 1766 in armlichen VerhiHtnissen, erst Hilfslehrer in Kendal, 
spater Lehrer fUr Math. am New.-Coll. zu Manchester, gestorben 1844. 

B) L. J. Gay-Lussac, geboren 1778, Professor del' Chemie an del' Ec. polyt. 
und am Jardin des PI antes, Professor del' Physik an derSorbonne, gestorben 1850. 

4) Graf Amedeo Avogadro, geboren 1776 in Turin, Professor del' hoheren 
Physik all del' dortigen Universitat, gestorben 1856. 

5) In del' Chemie ist eigentlich erst durch Cannizaro 1860 Klarheit in die 
Schreibweise del' chemischen Formeln gekommen. 

6) C. L. M. H. Navier, geboren 1785, Brtickenbauingenieur, Professor an del' 
Ec. des ponts-et-chaussees und Ec. polyt., gestor ben 1836. 

7) Geboren 1781, Professor an del' Ec. polyt., von Napoleon zum Pair ernannt, 
gestor ben 1840. 

8) Geboren 1789, Professor del' Math. an del' Ec. polyt., Chefingenieur fill' 
Briicken- und StraJ3enbau, nach 1820 als Erzieher in Osterreicb, spater Mathematik
lehrer am Jesuitenkolleg ill Paris, gestorben 1857. 
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nuumsvorstellung ableiten, nur einzelne Relationen zwischen den Elastizitiits

koeffizienten sind fiir die Zentralkrafttheorie charakteristisch. 
Wesentlich neue Gesichtspunkte ergaben sich erst wieder aus dem 

Studium der Gase. Deren Widerstand gegen Zusammendriicken hatte man 

damals fast allgemein auf dieselbe U rsache wie bei festen Korpern 

zuriickgefiihrt, man sprach damals von der nelastischen Spannkraft" der 
Dampfe, womit sich die Vorstellung einer potentieUen Energie wie bei einer 

gespaunten Fe:ler verband. Dat:l im Gegensatz hierzu beim Gas keine poten

tielle abstoLlende Energie, keine statischen Krafte, sondern eine rein kinetische 
Wirkung vorliege, hatten zwar schon Bernoulli 1) (1738 in seiner Hydro
dynamik), W. Herapath 2) 1821 und Waterstone (dessen 1845 ein
gereichte Abhandlung einen grof3en Teil der kinetischen Gastheorie enthielt, 
aber von der Roy. Soc. in London nicht gedruckt und erst von Rayleigh 

1892 veroffentlicht wurde) sowie 1851 Joule vermutet, aber erst die 1857 
erschienenen Untersuchungen von A. Kronig 3) und R. Clausius 4) fanden 

allgemeine Anerkennung. Den grof3ten Triumpf, der ihr zu allgemeiner 
Anerkennung verhalf, bestand in der durch Maxwell 5) erfolgten und dann 
experimentell bestatigten Voraussage del' Unabhangigkeit der inneren 

Reibung vom Druck (1860). Von Clausius, Maxwell, Boltzmann 6) 

wurde damals die kinetische Theorie zur Erklarung und Vorausberechnung 

zahlreicher Erscheinungen benutzt. J. Loschmidt 7) gelang die erste Be

rechnung der Zahl der Molekiile pro Raumeinheit. 
DaLl die Warme in der Bewegung der Molekiile bestehe, unterlag ja seit 

der Aufstellung des Energieprinzips durch R. J. Mayer, Helmholtz, Joule 
seit 1848 keinem Zweifel. Aber es galt nun die Frage, wie es mit del' Er
klarung des zweiten Hauptsatzes stiinde, dessen Behauptung iibe; Nichtum
kehrbarkeit bei der stets moglichen Umkehrung mechanischer Vorgange eine 
Erklarung durch diese auszuschlieLlen schien. Mit dieser Frage hat Boltz

mann sein ganzes Leben lang gerungen, er ist zahlreichen Einwanden gegen
iiber immer weiter zur Klarheit vorgedrungen, aber seine Meinung haben erst 
seine N achfolger zum Gemeingut gemacht. Inzwischen waren namlich die 
Zeiten fiir die kinetische Theorie wieder ungiinstig geworden; sie hatte keine 

neuen auffallenden Leistungen aufzuweisen, die allgemeine philosophische Stro

mung - die Energetik - verdammte sie in iibertriebenem Phanomenalismus 

als Metaphysik, und als Wichtigstes: die wesentlich von Maxwell begriindete 
Feldtheorie der elektrischen und magnetischen Erscheinungen war durchaus 

1) D. Bernoulli, geboren 1700, Professor in St. Petersburg, dann in Basel, 
gestorben 1782. 

2) W. Hera pat h, Professor der Chemie in Bristol, geboren 1796, gestorben 18G7. 
3) Geboren 1822, Realschulprofessor in Berlin, gestorben 1879. 
4) Geboren 1822, Professor in Wiirzburg, dann Bonn, gestor ben 1888. 
5) J. C1. Maxwell, geboren 1831 in Edinburgh. 1856 bis 1857 Professor in 

Aberdeen, 1860 bis 1865 in London, 1871 in Cambridge, gestorben 1879. 
6) L. Boltzmann, geboren 18H in Wien, 1869 bis 1873 und 1876 bis 1889 

Professor in Graz, 1873 bis 1876, 1894 bis 1900, 1902 bis 1906 in Wien, 1889 bis 
1894 in Miinchen, 1900 bis 1902 in Leipzig, gestorben 1906. 

7) Geboren 1821 in Pntschirnin Bohmen, erst Professor an einer Realschule, 
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auf das Kontinuum zugeschnitten, die von ihrem Urhebe1' und von Boltz
ma n n aufgestellten mechanischen Modelle versagten eben so wie alIe anderen 
Versuche del' mechanischen Erklarung. 

Abel' gerade aus demselben Gebiet, del' Elektrizitatslehre, kam die Neu
belebung, zwar nicht von del' Lehre uber die elektrischen Felder, abel' von 
del' Lehre uber die elektrischen Ladungen, die Trager des Feldes. Hier hatte 
Helmholtz schon 1888 aus dem Faradayschen Gesetz der Elektrolyse in 
Analogie del' Dalton schen Deutung den Satz ausgesprochen, dall die Ladungen 
ebenso atomistisch aufgebaut sein mullten wie die chemischen Elemente. Dnd 
nun war eine grolle Verfeinerung del' Mellmethoden moglich; mankonnte durch 
ein eillzelnes Molekul merkliche Wirkungen erzielen, denn infolge seiner 
Ladung konnte man ihm durch technisch leicht erreichbare Spannungen so 
grolle Energien erteilen, dall ein einzelnes Molekul nachgewiesen· werden 
konnte. Das Gebiet del' Gasentladungen, hauptsachlich von Lenard, 
J. J. Thomson und J. Stark 1890 bis 1910 bearbeitet, erwies sich so als 
ein solches, wo sich die atomistische Hypothese aufs beste bewahrte. Noch 
mehr gilt das fur die sich anschliellenden radioaktiven Entdeckungen. Hier 
fand man noch starkere Energiemengen auf ein einzelnes Teilchen kon
zentriert. Abel' nun mu13te sich die Atomtheorie einen wesenlichen Eingriff 
gefallen lassen, es zeigte sich namlich, da13 die chemischen Atome meist zwar 
praktisch, nicht abel' prinzipiell unteilbar sind, denn einige, die radioaktiven, 
zerfallen von selbst in Teile, andere konnte Rutherford durch Anwendung 
del' hohen von den radioaktiven Strahlen gelieferten Energien zersprengen. 
Ja, da13 die Atome uberhaupt aus Teilen, und zwar elektrischen Ladungen 
zusammengesetzt sind, zeigte schon die Erscheinung del' Gasentladungen, welche 
Auffassung sich in den Atommodellen von J. J. Thomson, Lenard und 
Rutherford ausdruckt; die Ladungen lassen sich den Atomen zum Teil ver
haltnismal3ig leicht entreillen, kehren abel' bei del' nachsten Gelegenheit wieder 
zuruck, das Atom wieder herstellend. Fur nichtelektrische Mittel allerdings 
sind die Atome innerhalb sehr weiter Temperaturgrenzen nicht zerstorbar. 

Abel' auch auf dem eigentlichen \Varmegebiet kamen fur die kinetische und 
atomistische Theorie bessere Zeiten. Angebahnt durch die Auffindung des 
Temperatul'sprungs durch Smoluchowski 1) 1898, begann die neue Wert
schatzung derselben, als Einstein 1905 und Smoluchowski 1906 zeigten, 
dal.l die altbekannte Brownsche Bewegung, eine Zitterbewegung kleiner in 
Flussigkeit schwebender Teilchen, nichts anderes sei als die von del' Theorie 
geforderte Warmebewegung. Das Studium solche1' kleiner "kolloidaler" 
Teilchen ergab dann weitere sichtbare Bestatigung. An sie schlo13 sich all
gemein die Untersuchung von Schwankungserscheinungen, d. h. solcher, die 
dem zweiten Hauptsatz zu widersprechen scheinen, abel' aus del' kinetischen 
Theorie, wie sie B 0 1 t z man n und unabhangig von ihm G i b b s 2) in noch 

1) M. Smoluchowski, Ritter von Smolan, geboren 1872 bei Wien, Pro
fessor in Lemberg und Krakau, gestorben 1916 bei einer Ruhrepidemie. 

2) J. W. Gibbs, gebOl"en 1839, seit 1871 Professor an del' Universitat New 
Haven, gestorben 1903. 
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groLlerer Allgemeinheit ausgebildet haben, mit Notwendigkeit folgen. Dies 
und der von Ehrenfest und Smoluchowski, die aus der Wiener Schule 
stammen, verstandlich gemachte Nachweis, daJ3 die Boltzmann-Gibbssche 
Auffassung des zweiten Hauptsatzes logisch widerspruchsfrei sei, hat der 
kinetischen Theorie zum endgiiltigen Siege verholfen. Sie hat dann in den 
Hiinden von M. Planck der Atomistik ein nenes Anwendungsgebiet, das 
Mittel zur Erkliirung der Wiirmestrahlung, geliefert und die Existenz einer 
neuen Atomistik, die Quantenthe.orie, erschlossen, durch die Einstein noch 
vorhandene Schwierigkeiten in der Theorie der spezifischen ,Varmen behob. 
Andererseits heginnt, besonders von Born gefordert, die vor 100 Jahren ge

pRegte Theorie des festen Korpers wieder aufzubliihen und Friichte zu tragen. 
Endlich ist der Aufbau det' Kristalle aus gitterartig angeordneten Atomen, 
welcher aus der von Hauy begriindeten, von Sohnke, Fedorow und Schon
flies mathematisch durchgefiihrten Theorie folgt, durch die Entdeckung von 
Laue, Friedrich und Knipping 1912 ebenso deutlich sichtbar gemacht 
worden wie irgend ein mikroskopisches Bild. 

So sind die kinetische Theorie der \Viirme und die Atomtheorie fUr die 
heutige Physik keine Hypothese mehr, andererseits sind sie auch nicht genau 
das, was sie vom philosophischen Standpunkt fiir ihre Urheber waren, und 
zwar haben sie gerade diejelligen Ziige verloren, gegen welche Aristoteles 
und die groDen Scholastiker mit logischen Griinden kiimpften. Wir wissen, 
daJ3 die Atome nur fiir schwache Kriifte unteilbar sind, fur starkere aber 
nicht - wieweit das auch fiir Elektronen oder Wasserstoffkerne gilt, ist 
allerdings ganz unbekannt -, und auch die durch leere Zwischenraume ge
trennte Lagerung ist nur eine praktische, aber ungenaue Ausdrucksweise, 
denn jedes der aus elektrischen Ladungen aufgebauten Atome hat urn sich 
sein elektrisches Feld, das sich mit abnehmender Starke nach auDen erstreckt, 
das prinzipiell vom Atom nicht zu trennen ist und die Felder der anderen 
Atome durchdringt. Wenn wir irgend eine Grenze eines Atomil festsetzen, 
so ist das die willkurliche, rein praktisch bedingte Festsetzung einer Stelle, 
wo das Feld so schwach ist, daJ3 wir es nicht mehr als wesentlich ansehen 
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Dielektrikum 180. 
Dielektrizi liitskol1stante 290, 291, 317. 
Diffusion 74, 79, 105, 236, 278, 319, 

332, 333, 334, 335, 336, 340, 416. 
- "in sich" nach Maxwell 106. 
- bei Temperaturgefiille 110. 
Diffusionskonstante 106, 108, 109, 110, 

333, 337, 341, 343. 
Diffusionsluftpumpe 111. 
Dipol 177, 179, 180, 229, 292, 339. 
Dispersionsgrad 319. 
Dissoziation 198, 394. 
Dissoziationsgleichgewicht 190, 224, 396. 
Doppelschicht , He 1 mho It z sche 312, 

313. 
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Drehachse 205. 
Drehimpuls 383, 384, 393, 395. 
Drehung 205. 
Druck im Temperaturgefalle 90, 97. 
-, kinetischer :.l58. 
-, osmotis"her 284, 285, 304, 305, 308, 

340. 
-, statischer 250. 
-,thcrmischer 6,52,53,174,175,250, 

259, 261, 262, 263, 307, 309, 522, 
334, 335. 

Dl'uckkorrektur bei nicht idealen Gasen 
172. 

Druckkrafte, Unabhangigkeit von del' 
Natur del' Wand 175. 

J<~ffusion 78. 
-, tliermische 96. 
Eigenschwinguug 237, 240, 241, 370. 
- eines Hohlraums 416. 
Einsteinsche Beziehung 203. 
Elastische Kugeln 11 (~. a. starre Kugeln). 
Elektronenaffinitat 254. 
Elektronenstrahl, Durchgang durch ein 

Gas 44. 
Elementarparallelepiped 20t!, 209, 370. 
Elementarwiirfel 239, 255. 
Emission von Molekiilen 75 f., 88. 
Energiebedingung 128. 
Energieflache 407, 408, 409. 
Energieinhalt von Gasen 16. 
Energiequantum 362, 373. 
Entartung 380. 
Entropie 113,163,375,402,403,410,411. 
Entropieanderung, Zusammenhang mit 

del' Haufigkeit del' Zustiinde 164. 
Entropievermehrung 113, 355. 
Erstdurchgangszeit 342. 343. 
Erwarmung dUl'ch innere Reibung 66. 

)<'ehlerintegral <P von Gau!l 27. 
Fehlerverteilung von Gaufi, Modell 40, 

333. 
Feste Karpel' 130, 152. 204. 
Festigkeitspro blem 257. 
Flachendichte 408. 
Fliissigkeit. ideale 25R ff. 
Freie Energie 148, 152, 153. 226. 249, 

275, 276, 285, 293, 295, 301, 305, 
316, 375. 384, 387, 393, 399, 402,411. 

- - bei konstantem Druck 154, 156. 
- - - - Volumen 154, 156. 
- - im Gleichgewicht 155. 
- - eines Oszillators 374. 
Freiheitsgrad 149. 152, 159, 160,161,186, 

237, 358, 376, 377, 379, 384. 

4'; a It 0 n sches Brett 40, 333. 
Gamma·Funktion 150. 

Gas, eindimensionales 5,16, 27,151,159. 
-, zweidimensionales 5, 16, 29. 
-, dreidimen<!ionales 32, 152, 165. 
Gasdichtebestimmung nach Bunsen 74. 
Gasdissoziation 225, 313, 376. 
Gasdruck 5. 
Gasental'tung 398, 399. 
Gasgleichgewicht 190, 374. 
Gasgleichung 286, 321, 346, 399 f. (siebe 

aurh Boyle-MariottescbesGesetz). 
Gaskern 174. 
Geschwindigkeit 55. 
-, hiiufigste 32. 
-, mittlere 23, 29, 321. 
-, statistiscbe 131. 
Geschwindigkeitspunkt 134. 

Geschwindigkeitsraum 22, 33, 55, 135, 
144, 223. 

Geschwindigkeitsspektrum 23, 36. 

Geschwindigkeitsstreuung 24, 407. 

Geschwindigkeitsverteilungsgesetz bei 
Temperaturgefalle 102. 

-, Beriicksichtigung der Relativitats
theorie 60. 

-, experimenteller Nacbweis 36. 
- von Maxwell 20, 23, 26, 54, B9, 

136, 165, 351, 374, 407. 
- - Maxwell-Bol tzmann 40, 201. 

Gesetz del' rational en Indizes 207, 219. 
- von Dulong-Petit 160, 357. 
- - Eotvos 264. 
- - Henry 285, 287. 

Gestaltungskraft 266, 272. 
Gewicht, statistisches 132, 360 f., 377 f., 

392 f., 396 f., 412. 
Gitter, zusammengesetztes 211. 
Gitterabstand 216, 217, 219, 228, 255, 

2B2. 283, 391. 
-, Additivitat 219, 220. 
Gitterebene 210, 211. 
Gitterenergie 252, 253, 254, 283, 290, 

297, 314. 
Gittergerade 210. 
Gitterkonstante 72, 217, 244. 
Gitterpunkt 211, 213. 
Gleichgewicht, dynamische~ 230. 
-, kinetisches 197. 
Gleicbgewichtsbedillgung 154, 191, 198, 

223, 260, 276. 
Gleichmalligkeit del' Anordllung von 

Molekiilen 114, 115, 117. 

Gleichung von Clausius-Clapeyron 
225, 387. 

- - Gibbs-Helmholtz 158, 169, 
296, 316, 361. 

Gleichverteilungssatz 162, 188, 416. 
GleiehwMhrscbeinlichkeit 6, 115, 118, 

132, ;062. 
Gleitung 69. 
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Gleitungskoefftzient 71, 81, 87. 
Gl"undgleichung der Gastheorie 60. 
r- Raum 168, 171, 270, 286, 287, 315, 

353, 397. 405, 407, 408. 
r-Stern 411. 
Griineisenscher Satz 370, 392, 401. 

Hantelmodell 188. 
Hantelmolekiil 190. 205, 211, 358. 372, 

382. 384. 392. 
Hiiuftgkeit, a priori 140. 165, 363, 378. 
-. relative 281. 
Hlmmelsblau 350, 417. 
Hitzdrahtmanometer 95. 
Hof von Molekiilen 280, 292, 317. 324. 
Hohanverteilung 416, siehe auch Baro-

meterformel. 
Homogenitiit 205, 208. 
Hookesches Gesetz 130, 243, 250, 369. 
H-Theorem von Bol tzmann 63. 
Hydratationswiirme 289, 290, 292, 294, 

295, 297, 312, 317. 
Hydratisierung 292. 
Hypothese der molekularen Unordnnng 

114. 

Impuls 144, 371, 397. 398, 405 (siehe 
auch BewegungsgroJle). 

Impulsmoment .372, 392' (siehe auch 
BewegungsgroJle ). 

Impulsraum 144 (s. a. Bewegungsgro1!e). 
Impulsvektor 7 (s. a. Bewegungsgro1!e). 
Indizes, Millersche 207.211. 
IntE'gration bis Unendlich 131, 134, 221, 

232. 
Inversion 206. 
Ionenatmosphare 316, 317. 
Ionengitter 213, 215, 241, 403. 
Ionenradius 291, 338. 
Ionenstarke 316, 317. 
Ionisierung 21~. 394. 
Ionisierungsarbeit 394, 396. 
Irreversible Ausdehnung von Gasen 113. 
Isotope 236. 312, 389, 390. 

Kanalstrahlen 44. 
Kapillarschicht 293, 295, 309. 
Kinetische Energie als Summe von 

Quadraten 161. 
- -, Ausgleich im Gasgemisch 36. 
- - der Rotation 37. 
~ -, mittlere 24, 28, 32, 34, 35, 321, 

358, 362, 398. 
Knoten 239. 
Koagulation 340. 
Kohiisionsdruck 52, 53, 258, 259, 263, 

309, 310. 
Kolloid 215 ff. 
Komplexion 115, 120, 125, 128, 274. 

Mf111er-Pouillet III. 11. Autl.. 

Kompressibilitiit 182, 247, 250, 258, 259, 
283, 349, 358, 370. 

Kondensationswiirme 233. 
Konftgurationspunkt 134. 
Konflgurationsraum 134. 135. 
Konstante " von Madelung 252. 
- a und b von van der Waals 49, 

54, 180, 182, 324, 419. 
- G von Sutherland 48, 54, 66, 67, 

180, 418. 
- j, chemische 195,197, 225, 388, 391, 

396, 397. 403. 
Kontinuitatsgleichung 61. 
Kosinusgesetz von Lambert 72. 
Kraft, innermolekulare 214. 
-, van der Waalssche 176, 297, 324. 
-, zwischenmolekulare 214. 
Kraftlinie 177. 
KreisprozeJl 253. 
Kristalle 204 f. 
-. ftieJlende 265, 266, 268, 272. 
-, ftiissige 265, 266, 268, 272. 
-, pillstischa 265, 268. 
-. spiegelbildlich isomere 226. 
-. Wachstum bei Quecksi1ber 235. 
Kristalloid 31 P. 
Kugel, unendlich harte 418 (siehe auch 

starre Kugeln). 
Kugelpackung, dichteste 52, 216, 218, 

220, 255. 419. 

Liouvillescher Satz 132, 406. 
Lissajous-Figur R77, 380. 
Loschmidtsche Zah1191. 329,350,415. 
Loslichkeit 278, 289, 312. 
Losung 274 f. 
-, feste 279. 
Losungsvolumen, makroskopisches 287. 
Losungswiirme 276. 279, 287, 288, 289, 

290. 297, 317. 

l!Iagnetinduktion 179. 
Magneton 176. 
Manometer, absolutes 103. 
Massenwirkungsgesetz von Guldberg-

Waage 192, 197. 313. 
Metsstabilitii.t 227. 
Mischkristall 268, 274, 275, 276, 279. 
Mischungswiirme 276, 279. 
Mittelwertsbildung 6. 117. 
Mittelwert, riiumlicher 8. 
-, zeitlicher 9, 114. 
- iiber das Geschwindigkeitsquadrat 16. 
Mittlerer Winkel 36. 
Molekiildurchmesser 42. 51, 56, 67, 94, 

110, 229, 304, 337, 341, 418 f. 
p,- (Molekiil-) Ebene 131. 
Molekiilgitter 214, 215. 
Molekiilgrenze 200. 
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Molekulargewichtsbestimmung kleiner 
Gasmengen 70. 

Molekularluftpumpe 83. 
Molekulal'refraktion 213. 
MOlekularstromung 75. 
Molekularvolumen 209. 
Molenbruch 275 f. 
Moment 371. 
Momentoid 161. 
.u -Raum 168, 170, 397. 
Multiplikator, unbestimmter 126. 

Nebenbedingung 125, 126. 
Nullniveau der Energie 279. 
NUllpunktsenergie 365, 375, 388, 390, 

391, 401. 

Oberfliichenenergie 293, 369. 
Oberfliichenhaut 174. 
Oberfliichenspannung 256, 264, 266, 279, 

292, 293, 295, 296, 350. 
Opaleszenz, kritische 269, 350, 417. 
Orientierung del' Atome 196, 385, 397, 

399, 403, 404. 
Oszillator 359, 36~, 364, 365, 374. 

Paradoxon von Gib bs 165. 
Parameter 145. 
Partialdruck IS, 73, 79, 277, 307. 
Phasenbahn 405. 
Phasenebene 131, 199, 362, 363, 371. 

374, 380, 381, 398. 
Phasenintegral 168. 
Phasenraum 134, 135, 151, 157, 377, 

378, 382, 383, 387, 403, 409, 410. 
Phasenvolumen 152, 156, 159, 192, 224, 

226, 313, 353, 375, 376, 37~ 982, 
389, 393, 397, 398, 404. 

Photophorese 100. 
Physikalisch unendlich kleine GroBe 

8, 22. 
Platten, po rose 78. 
Poissonsche Formel 344. 
Poi sse u i 11 e sches Gesetz del' Stro-

mung 80. 
Polarisierbarkeit 180. 
Polymorphie 218, 227, 266. 
Potential, chemisches 155. 
-, thermodynamisches 148. 
Potentielle Energie 40, 127, 128, 136 i., 

143, 151 i., 162, 172, 232, 242 t, 248, 
260, 270, 284, 314, 316, 351, 357. 

Prinzip vonBraun·Le Chatelier 156, 
194, 195. 

ProzeB, chemischer 282. 

Quadrupol 177, 179, 180. 
Quantenbahn 362, 363, 371, 378. 
Quantengesetze del' Rotation 371. 

Quantengewicht 393, 395. 
Quant~ntheorie 188, 190, 359 f. 
Quasielastische Krafte 138, 246, 263, 

377 (s. auch Hookesches Gesetz). 
Quasiergodenhypothese 132, 407. 
Querschnitt del' Molekiile 416. 

Radikalionengitter 215. 
Radiometer 99 . 
Rauhigkeit 350. 
Raumerfiillung 216, 261, 416. 
Raumgesamtheit 118. 
Raumgitter 72, 208 f., 268. 
Raumgruppe 212. 
Reaktionsgeschwindigkeit 197. 341. 
Reaktionsisochore von van 't Hoff 195, 

22ii. 
Reflexion 89, 95, 104, 235. 
- an einer bewegten Wand 17. 
Reflexionskoeffizient 233, 234. 
Reibung, iiuBere 71, 81, 87. 
- der Fliissigkeiten 261, 264. 
-, elektrische 338. 
- in Gasgemischen 67. 
-, innere del' Gase 64, 416, 418. 
-, Unabhiingigkeit VOn del' Dichte 66. 
- von Losungen 339. 
Reichweite dpr Kriifte 54. 172i., 244, 293, 

296, 299, 302, 311, 324. 
Relative Masse 227. 
Relativgeschwindigkeit von Gasmole-

kiilen 3;" 45. 
Reststrahlen 240, 370. 
Reversibilitiit 147. 
Richteffekt 180, 181, 269, 272, 292. 
Richtkriiite 268, 273. 
Rotation 91, 191, 262, 394. 
- zweiatomiger Moleklile 37, 186, 189. 
Rotationsenergie 394, 396. 
Rotationssymmetrie 273. 

Salze, biniire 282. 
Sattigung 299. 
Schalliortpflanzung in Gasen 62. 
- in festen Korpern 239 t, 369. 
Schmelzproblem 228. 
I:lchmelzpunktsformel 229, 370. 
Schwankungen 117, 344, 346, 348, 349. 
- der Dichte durch Brownsche Be-

wegung 348, 350. 
- - Temperatur 352. 
-, Sch weidlersche 346. 
Schwankungsiormel del' Bro wnschen 

Bewegung 351. 
Schwankungsgeschwindigkeit 347. 
Schwarmbildung 49, 174, 179, 258, 269, 

282, 315, 316, 349, 417. 
Schwerefeld im Gas 21 i., 130, 147, 157, 

159, 322. 
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Schwerefeld in einer kolloidalen Losung 
335. 

Schwingung del' Atome 37, 91, 189, 
191, 213, 262, 381, 386. 

-, quasielastische 387. 
Sehwingungsamplitude 228. 
Schwingungsfreiheitsgrad 196. 
Sehwingung'raum 280. 
Sehwingungszahl, mittlere 227, 240, 

243, 359, 389. 
-, Temperaturabhiingigkeit 249. 
Sieden 236. 
Solvationswiirme 289. 
Spaltebene 205. 
Spektrum 238. 
Spezifisehe Wiirme bei konstantem Druck 

130, 157, 162, 223, 226, 249, 250, 
260, 288, 289, 304, 351, 359, 362, 
364, 365, 376, 394, 395, 402, 404. 

-, Abhangigkeit vom mittleren Phasen-
volumen 157. 

-, Additivitat derselben 159. 
- bei konstantem Volumen 15, 186. 
- del' Rotation freier Atome 358, 382. 
- fester Korper 366. 
Spiegelung 206. 
Spiegelungsebene 206. 
Starre Kugeln 11, 47,229, 258, 263, 418. 
Stirlingsehe Formel 122, 270, 275, 

. 331, 412. 
Stokesscbe Widerstandsformel 86, 327, 

330, 336, 337, 415. 
Storungen, konische 273. 
Stoilgesetz 11. 
Stoilzahl del' Gasmolekiile 201, 325. 
~ untereinander 42,46.47,49, 56f., 262. 
-, wirksame gegen eine Wand 5, 10, 

29, 230 f., 261, 277, 300. 
Stoilzahlansatz 165. 
Strahluildun!\" 72. 
Streuung del' Gesehwindigkeiten 12, 24, 

407. 
Stromung bei Temperaturgefalle 98, 101. 
- dureh kleine Offnungen 72. 
- dureh Rohren 75. 
- in diinnem Spalt 82. 
Stromungsgeschwindigkeit 64. 
Sublimationswiirme 223, 224. 
Symmetrie 205. 
- del' Ladungsverteilung 177. 
Symmetrieebene 206. 
Symmetrieelement 205. 
Symmetrieklasse 212. 
Symmetriezahl 190, 196, 398. 
Symmetriezentrum 206. 

Teilmenge 128. 
Teilsystem 172, 351, 409. 
Teilvolumen 120. 

Temperaturdefinition 12, 138. 
Temperaturkoeffizient del' Loslichkeit 

288. 
Temperatursprung 94, 246. 
Theorie del' starken Elektrolyse 395. 
Tragheitskraft 183. 
TragheitsmomPDt 37, 187, 188, 196, 

359, 372, 386, 394, 420. 
Translation 191, 256, 268, 398. 
Translationsgitter 209, 215, 216. 
Transpiration 101. 

Umkehrrinwand von Losehmidt 353, 
354. 

Umordnung del' Molekiile 146, 147, 330. 
Umwandlungspunkt 227, 228, 271. 
Umwandlungswarme 284, 404. 
Unterseheidbarkeit del' Molekiile 165, 

401. 

Verbindung, polargebaute 244,251,252. 
Verdampfung, Zusammenhang mit dem 

Verteilungsgesetz 36. 
Verdampfungsgeseh windigkeit 229, 237, 

389. 
Verdampfungswarme 36, 226, 260, 262, 

289, 390. 
Verdiinnungswarme 279, 304, 316, 317. 
Vergiftungserscheinung 300 . 
Versuch von Gay-Lussac 17. 
Vertauschungsmoglichkeit von Mole-

kiilen 281, 410. 
Verteilung des Losungsmittels in del' 

verdiinnten Losung 294. 
-, gleichmailige 344, 350, 380. 
- im Phasenraum 143. 
-, wahrseheinlichste 166, siebe auch 

Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. 
Verteilungsfunktion 55. 
Volumen, makroskopisches 286, 287. 
-, mikroskopiscbes 286, 287. 
Volumenkorrektur 50, 167, 261. 

\Vahrscheinliebkeit als Bruchteil del' 
Beobachtungszeit 117. 

- a priori 119, 141, 165. 
- a posteriori 119. 
-, Einfluil auilerer Krafte 125. 
-, innere Zustandsverteilung 120, ,331, 

344, 348, 355, 408. 
-, thermodynamiscbe 122, 275, 410. 
Wahrscheinlichkeitsexponent 411. 
Warme 145, 146, 147, 245, 251. 
Warmeausdehnung von Gasen 13. 
Warmebad 172, 351, 409,410. 
Warmeleitfahigkeit von Gemischen 93. 
Warmeleitung 89, 166, 246. 
Warmetheorem von Nernst 401 f. 
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Wasserstoffatom 392. 
Weehselfeld 183. 
WechsE'lwirkungsglied 394. 
Weglange, freie 42, 277, 258, 307, 339, 

401, 418. 
Wegliinge, freie, Abhiingiglreit von del' 

Temperatur 47. 
-, -, Messungen 44. 
Wegverkiirzung 51. 
Welle, elastische 246. 
WeUengeschwindigkeit 239, 241, 247, 

siehe auch Schallfortpflanzung. 
Wellenlange 241. 
Widerstand 84. 
Wiederkehreinwand von Poi n car e

Zermelo 353. 
Wirkungsquantum 360, 363 f. 
Wirkungssphiire 173, 255. 

Ziihigkeit 337. 
Zahligkeit 205. 
Zeitgesamtheit 118. 
Zentralkraft 47, 49, 54. 
Zentrifugalkraft 386. 
Zentrilillie 11. 
Zusammendriickbarkeit siehe Kompres

sibilitiit. 
ZusammenstoB 11, 14, 42, 46, 47, 49, 

50, 55t. 65 f., 69, 75, 84, 91, 93, 102, 
106, 228, 234, 236, 246. 

Zustiinde1 hiiufigste 123. 
-, korrespondierende 183. 
Zu.tand, mikroskopiseher 115, 125. 
Zustandsintegral 148, 153, 167, 179, 

186, 187, 189, 190, 412. 
Zustandssumme 148. 
Zwischensubstanz 266. 

Berichtigungen. 
S. 253 soll die letzte Ubersehrift in der Tabelle del' Gitterenergien J statt F 

heiBen. 
S. 290. Die Hydrlltationswiirmen sind mit einer Dissoziationswiirme des Wasser

stoffs von 90 Kcal gerechnet, wiihrend fiir die Gitterenergien auf S. 253 84 Kcal 
verwendet wurde. Es ist daher die Hydratationswarme del' zweiwertigen Ionen 
urn 3, die del' einwertigen urn 2 Keal zu erhohen, nur die von H+ um ebensoviel 
zu erniedrigen. Entspreehend sind die Radien auf S.291 um 1 bis 3 Proz. zu 
verkleinern. 

Die auf S. 300, Zeile 11 bis 14 von oben angefiihrte Uberlegung scheint mir 
nieht mehr beweisend. 

Die Angaben iiber Quantengewichte in Kap. VIII, § 10, 11 sind nieht gam: 
riehtig. Wiihlt man die '11., naeh Sommerfeld, Atombau, 4. Aufl. (ganz- oder 
halbzahlig), so ist das Gewicht stets (auBer bei H) 2 '11., + 1. Wiihlt man tI, stets 
ganzzahlig und gleich dem Index in del' jetzt iiblich werdenden Termbezeichnung 
(z. B. 1 in einem Term P1), so ist da; Gewicht 2 n, bei Seriensystemen mit gerader 
Multiplizitiit (Na, K mit Duplettserien), 2 n, + 1 in Systemen mit ungerader Multi
plizitiit (wie den S.397 letzte Zeile angefiihrten Elementen). 




