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MEINER FRAU GEWIDMET 



Aber ins l\Iondlicht steigen heraut die zerbrochenen Saulen 
Und die Tempeltore, die einst der furchtbare traf, der geheime 
Geist der Unruh, cler in der Brust der Erd und der 1Ienschen 
Ziirnet und g~irt, der Unbezwungne, der alte Eroberer. 
Der die Stadte wie Lammer zerrel.Gt, der einst den Olympus 
Stiirmte, der in den Bergen sich regt und Flamm en herauswirft, 
Der die Walder entwurzelt und durch den Ozean hinfahrt, 
Und die Schiffe zerschliigt, und doch in der ewigen Ordnllog 
NiemaIs irre dich macht, auf der Tafel deiner Gesetze 
Keine Silbe verwischt, cler auch dein Sohn, 0 Natur, ist, 
mit clem Geiste der Ruh aus Einem Schone geboren. 

H51derlil1 Die Mulle. 



Vorwort zur fiinften Auflage. 

Mit der Einsteinschen Re1ativitatstheorie hat das menschliche Denken 
uber den Kosmos eine neue Stufe erklommen. Es ist, als ware pltitzlich 
eine Wand zusammengebrochen, die lms von cler Wahrheit trennte: nun 
liegen Weiten uncl Tiefen vor unserm Erkenntnisblick entriegelt cla, deren 
Moglichkeit wir vorher nicht einmal ahnten. Der Erfassung cler Vernunft, 
weIche dem physischen Weltgeschehen innewohnt, sind wir einen gewaltigen 
Schritt naher gekommen. 

Dies Buch ging aus Vorlesungen hervor, clie ich im Sommersemester 
1917 an der Eidgenossischen Technischen Hochschule Zurich gehalten 
habe, und erschien zum ersten Male Fruhjahr 1918. Es lockte mich, 
an dies em groBen Thema ein Beispiel zu geben fUr clie gegenseitige Durch
dringung philosophischen, mathematischen und physikalischen Denkens. 
Damals war die Re1ativitatstheorie nur erst im Kreise der Zunft, derer, 
die Uiglich mit Integral und Fe1dsUirke umgehen, bekannt. Seither ward 
sie popular wie seIten eine wissenschaftliche Theorie und zum Gegenstand 
leidenschaftlicher, nicht immer sachlichen Grunden entspringencler Partei
nahme. Trotz mancher minder schonen Zuge, die dabei in Erscheinung 
traten, und ohne naher zu untersuchen, wie weit das wirkliche Verstandnis 
geht, auf welches die Relativitatstheorie in der »offentlichen Meinung« 
gestoBen ist, scheint es mir im ganzen doch eine auBerordentlich erfreuliche 
Tatsache zu sein, daB tiefe Erkenntnisprobleme bei unsern vielverschrieenen 
Zeitgenossen so lebendiges Interesse zu erregen vermochten. Der Theorie 
hat weder. ihre Popularitat noeh die Kritik geschadet; beide haben nur 
clazu geflihrt, ihren gedanklichen Aufbau immer einfacher lmd deutlieher 
herauszustellen. Die Literatur uber Relativitatstheorie ist in den letzten 
Jahren ins Unubersehbare gewachsen; an guten Darstellungen fUr aIle 
Stufen der mathematisch-physikalischen Vorbildung ist heute kein Mangel. 
Ich erwiihne hier nur von Werken deutscher Spraehe das an einen breiteren 
Kreis sich wendende prachtvoIle Buch von Born »Die Relativitatstheorie 
Einsteins und ihre physikalischen Grundlagen« (in 3. Auflage 1922 erschienen 
uei Julius Springer) und den meisterhaften Artikel in der Encyklopaclie 
cler Mathematischen Wissenschaften (V 19) von W. Pauli jr. Daneben, 
hoffe ich, wird auch cliese Darstelhmg flir das systematische Studinm 
weiter ihren Wert behalten und ihre Leser finden, obschon sie vor den 
GenuB der Erkenntnisfrucht den SchweiB des Tensorkalktils gesetzt hat. 

An dieser Anordnung habe ich auch' in der neuen Ausgabe nichts 
geandert. War es doch meine Absicht gewesen, nicht bloB eine DarsteIlung 
der Relativitatstheorie zu geben, sondern das ganze Problem von Raum 
und Zeit zu entrollen, wie es sich in der Geschichte von Mathematik 
und Physik entwickelt hat; und da ist die Mathematik vorangegangen! 
So ist namentlich das II. KapiteI nicht mehr aIs Vorbereitung zu betrachten. 
sondern steht schon mitten im Thema selbst. AuBerdem soIl ten hier aUe 



VI Vorwort. 

Mittel an die Hand gegeben werden, die notig sind, urn auf Sehritt und 
Tritt den Ubergang voHziehen zu konnen von den allgemeinen Ideen zur 
begrifflieh strengen Fassung der Theorie und zur konkreten Anwendung 
auf Einze1probleme. Trotzdem verleugnet das Bueh nieht seine philo
sophisehe GrundeinsteHung: auf die gedankliche Analyse kommt es 
ihm an; die Physik liefert die Enfahrungsgrundlage, die Mathematik das 
seharfe Werkzeug. In der neuen Ausgabe ist diese Tendenz noeh ver
stiirkt worden; zwar das Geranke der Spekulation wurde besehnitten, aber 
die tragenden Grundgedanken wurden ansehaulieher, sorgfaltiger und voH
standiger herausgearbeitet und zergliedert. So erwahne ieh: den neu 
eingefUhrten § 12 iiber Paralle1versehiebung und Kriimmung; die genaue 
Analyse der Grundlagen der speziellen und der allgemeinen Relativitats
theorie in § 23 und § 29. Vor aHem ist die Meehanik ganz anders zur 
Geltung gekommen (§§ 27 und 37, 38). Endlich habe ieh versueht, sovie1 
Klarheit in das Bewegungsproblem zu bringen, als es bei dem heutigen 
Stand unserer Kenntnisse moglieh ist (§§ 36, 39). Es erseheint mir ver
fehlt, die allgemeine Relativitatstheorie von Ursprung her unloslieh mit 
einer Kosmologie zu verquieken, welche die Weltmassen fUr die Tragheit 
verantwortlieh maeht. Denn das ist eine Hypothese, deren DurehfUhrbarkeit 
heute durehaus nieht erwiesen ist. Aueh hat man nieht immer geniigend 
beaehtet, daJ3 auf dem Standpunkt der allgemeinen Relativitat der Begriff 
der relativen Hewegung zweier Korper zueinander nieht minder bedeutungslos 
ist als der der absoluten Bewegung eines einzigen. Den eigentliehen 
physikalisehen Inhalt der Einsteinsehen Theorie moehte ieh so formulieren: 
Die Bewegung eines Korpers kommt dynamiseh zustande dureh den Kampf 
~wisehen Kraft und Fuhrung; das Fiihrungsfeld ist eine mit der Materie 
in Weehselwirkung stehende Realitat; die Gravitation gehort zur Fiihrung 
und nieht zur Kraft. Meine Auffassung d~s VerhaItnisses von Feld und 
Materie, welche Raum sehafft fUr die quantentheoretiseh-statistisehe Physik 
der Materie, habe ieh konsequenter der Miesehen Feldtheorie gegeniiber
gestellt, als es in der 4. Allflage geschehenwar; die Benutzung .fingierter 
Felder« zur AusfUllung des Gebietes, in dem ein materielles Teilchen sich 
befindet, erweist sich als eine bequem zu handhabende und durchsehlagende 
Methode (§ 38). Die gruppentheoretische Untersuchung der Raumstruktur 
ist in Kapitel II nur fliichtig beriihrt worden; in dieser Hinsieht verweise 
ich zur Erganzung auf meine spanisehen Vorlesungen iiber die • Mathe
matische Analyse des Rallmproblems c , welche von dem Institut d'Estlldis 
Catalans (Barcelona) herausgegeben werden (sie werden wahrscheinlich aneh 
in deutscher Sprache erscheinen). 

Von der 4. Auflage dieses Huches ist eine franzosische und eine englisehe 
Ubersetzung herausgekommen. Die erste ist allerdings stellenweise so »frei«, 
daB ieh mich genotigt sehe, fUr ihren Inhalt jede Verantwortung abzulehnen. 

Ziirieh, Herbst 1922. H. Weyl. 
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Einleitung. 

Wir pflegen Zeit und Raum als die Existenzjormen der realen Welt, 
die Matene als ihre Substanz aufzufassen. Ein bestimmtes Materiestiick 
erfiillt in einem bestimmten Zeitmoment . einen bestimmten Raumteil: in 
der daraus resultierenden· Vorstellung der Bewegunggehen jene drei 
Grundbegriffe die innigste Verbindung ein. Von Descartes wurde es als 
Programm der exakten Naturwissenschaft aufgestellt, alles Geschehen von 
diesen Grundbegriffen aus zu konstruieren und damit auf Bewegung zu
riickzufiihren. - Die tiefe Ratselhaftigkeit des Zeitbewufttseins, des zeit
lichen Ablaufs der Welt, des Werdens, ist vom menschlichen Geist, seit 
er zur Freiheit erwachte, immer empfunden worden; in ihr liegt eines 
jener letzten metaphysischen Probleme, urn dessen Klarung und Losung 
Philosophie durch die ganze Breite ihrer Geschichte unablassig gerungen 
hat. Der Raum ward durch die Griechen zum Gegenstand einer Wissen
schaft von hochster Klarheit und Sicherheit. An ihm hat sich in der 
antiken Kultur die Idee der rein en Wissenschaft entfaltet, die Geometrie 
wurde zu einer der machtigsten Kundgebungen des jene Kultur beseelen
den Prinzips der Souveranitat des Geistes. An die Geometrie hat sich, 
als die kirchlich-autoritative Weltanschauung des Mittelalters in die Briiche 
ging und die Wogen des Skeptizismus alles Feste hinwegzureiJ3en drohten, 
der Wahrheitsglaube wie an einen Fels geklammert; und es konnte als 
das hochste Ideal aller Wissenschaft aufgestellt werden, .more geometrico« 
betrieben zu werden. Was endlich die Matene betrifft, so glaubten wir 
zu wissen, daB aller Veranderung eine Substanz, eben die Materie, zu
grunde liegen miisse, daJ3 jedes Stiick der Materie als ein Quantum sich 
messen lasse und ihr Substanzcharakter seinen Ausdruck finde in dem 
Gesetz von der Erhaltung des in allen Veranderungen sich gleich blei
benden Materiequantums. Dieses unser bisheriges Wissen von Raum uncl 
Materie, durch die Philosophie vielfach als apriorische Erkenntnis von un
bedingter Aligemeinheit und Notwendigkeit in Anspruch genommen, ist 
heute vollstandig ins Wanken geraten. Nachdem die Physik unter den 
Randen Faradays und Maxwells der Materie als eine Realitat anderer 
Kategorie das Feld gegeniibergestellt hatte, nachdem auf der andem Seite 
die Mathematik durch ihre logische Minierarbeit im letztvergangenen Jahr
hundert in aller Reimlichkeit das Vertrauen in . die Evidenz der Eukli
dischen Geometrie untergraben hatte, kam in unsem Tagen der revolu
tionare Sturm zum Ausbruch, der jene Vorstellungen iiber Raum, Zeit 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Auf!. 



2 Einleitung. 

und Materie, welche bis dahin als die festesten Stiitzen der Naturwissen
schaft gegolten hatten, stiirzte; doch nur, um Platz zu schaffen flir eine 
freiere und tiefere Ansicht der Dinge. Diese Umwruzung wurde im we
sentlichen vo11zogen durch die Gedankenarbeit eines einzigen Mannes, 
Albert Einstein. Reute scheint die Entwicklung, was die Grundideen 
betrifft, zu einem gewissen AbschluB gekommen zu sein; doch einerlei 
ob wir bereits vor einem neuen Definitivum stehen oder nicht - auf 
jeden Fall mu13 man sich mit dem Neuen, das da emporgekommen ist, 
auseinandersetzen. Auch gibt es kein Zuriick; die Entwicklung des wissen
schaftlichen Gedankens mag iiber das jetzt Erreichte aberrnals hinaus
gehen, aber eine· Riickkehr zu dem alten engen und starren Schema ist 
ausgeschlossen. 

An den Problemen, die hier aufgeworfen werden, haben Philosophie, 
Mathematik und Physik ihren Anteil. Uns solI aber vor aHem die mathe
matisch-physikalische Seite der Fragen beschaftigen; auf die philo
sophische werde ich nur ganz nebenher eingehen, aus dem einfachen 
Grunde, weil in dieser Richtung etwas irgendwie Endgiiltiges bisher nicht 
vorliegt und ich seIber auch nicht imstande bin, auf die hergehOrigen 
erkenntnistheoretischen Fragen solche Antworten zu geben, die ich vor 
meinem Erkenntnisgewissen voll verantworten konnte. Die Ideen, welche 
es hier darzustellen gilt, sind nicht aus einer spekulativen Versenkung 
in die Grundlagen physikalischer Erkenntnis hervorgegangen, sondern 
haben sich im Ausbau der lebendig vorwarts drangenden Wissenschaft, 
der die alte Schale zu eng wurde, an konkreten physikalischen Problemen 
entwickelt; eine Revision der Prinzipien wurde jedesmal erst nachtraglich 
vollzogen und nur so weit, als es gerade die neu aufgetauchten Ideen er
heischten. Wie die Dinge heute liegen, bleibt den Einzelwissenschaften 
nichts anderes iibrig, als in diesem Sinne dogma tisch zu verfahren, d. h. 
in gutem Glauben den Weg zu gehen, auf den sie durch verniinftige, 
im Rahmen ihrer eigentiimlichen Methoden emporkommende Motive ge
drLingt werden. Die philosophische Klarung bleibt eine groBe Aufgabe 
von vollig anderer Art, als sie den Einzelwissenschaften zufallt; da sehe 
nun der Philosoph zu; mit den Kettengewichten der in jener Aufgabe 
liegenden Schwierigkeiten behange und behindere man aber nicht das 
V o'rwartsschreiten der konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Wissen
schaften. 

Gleichwohl beginne ich mit einigen philosophisclzen Erorterungen. Als 
Menschen in der natiirlichen Einstellung, in der wir unser tagliches Leben 
fiihren, stehen uns in Akten der Wahrnehmung leibhaftig wirkliche Korper
dinge gegeniiber. Wir schreiben ihnen reale Existenz zu und wir nehmen 
sie hin als prinzipiell so beschaffen, so gestaltet, so gefarbt usw., wie 
sie uns da in der Wahrnehmung erscheinen (prinzipiell, d. h. vorbehalt
lich aller als moglich zugegebenen Sinnestauschungen, Spiegelungen. 
Traume, Ralluzinationen usf.). Sie sind umgeben und durchsetzt von 
einer ins Unbestimmte verschwimmenden Mannigfaltigkeit analoger Wirk-



Einleitung. 
-------" 

lichkeiten, die sich aIle zusammenfiigen zu einer einzigen, immerdar vor
handenen raumliehen Welt, zu der ieh seIber mit meinem Einzelleib 
gehore. Es handle sich hier nur urn diese korperlichen Dinge, nicht 
urn all die GegensUindlichkeiten andrer Art, die wir als natiirliche Men
schen sonst noch uns gegeniiber haben: Lebewesen, Personen, Gebrauchs
gegenstande, Werte, solche Wesenheiten wie Staat, Recht, Sprache u. dgl. 
Wohl bei jedem theoretisch gerichteten Menschen beginnt die philo
sophische Selbstbesinnung damit, daB er irre wird an dieser Weltanschau
ung des naiven Realismus, auf die ich da eben kurz hingewiesen habe. 
Man sieht ein, daB eine solche Qualitat wie etwa >griin« nur als Kor
relat der Griin-Empfindung an dem in der Wahrnehmung sich gebenden 
Gegenstande Existenz besitzt, daB es aber sinnlos ist, sie als eine Be
schaffenheit an sich daseienden Dingen an sidz anzuhiingen. Diese Er
kenntnis von der Sltbjektivitat der Simzesqualitaten tritt bei Galilei (\Vie 
bei Descartes und Hobbes) in engster Verbindung auf mit dem Grund
satz der mathematisch-konstruktiven Methode unserel' lzeutigen qualitats
losen Physik, nach der z. B. die Farben »in Wirklichkeit« Atherschwin
gungen, also Bewegungen sind. Erst Kant voIlzog innerhalb der Philo
sophie mit volliger Klarheit den weiteren Schritt zu der Einsicht, daB 
nicht nur die sinnlichen Qualitaten, sondern auch der Raum und die 
raumlichen Merkmale keine objektive Bedeutung im absoluten Sinne be
sitzen, daB auch del' Raum nul' cine Form ltlzserer Anschauung ist. Inner
halb der Physik ist es vielleicht erst durch die Relativitatstheorie ganz 
deutlich geworden, daB von dem uns in der Anschauung gegebenen 
Wesen von Raum und Zeit in die mathematisch konstruierte physikalische 
Welt nichts eingeht. Die Farben sind also »in Wirklichkeit« nicht ein
mal Atherschwingungen, sondern mathematische Funktionsverlaufe, wobei 
in den Funktionen, den drei Raum- und der einen Zeitdimension ent
sprechend, vier unabhangige Argumente auftreten. 

In prinzipieller AIlgemeinheit: die wirkliche Welt, jedes ihrer Be
standstiicke und aIle Bestimmungen an ihnen, sind und konnen nur ge
geben sein als intention ale Objekte von BewuBtseinsakten. Das schlecht
hin Gegebene sind die BewuBtseinserlebnisse, die ich habe - so wie 
ich sie habe. Sie bestehen nun freilich keineswegs, wie die Positivisten 
vielfach behaupten, aus einem bloBen Stoff von Empfindungen, sondern 
in einer Wahrnehmung z. B. steht in der Tat leibhaft flir mich da ein 
Gegenstand, auf welchen jenes Erlebnis in einer jedermann bekannten, 
aber nicht naher beschreib baren, vollig eigentiimlichen Weise bezogen 
ist, die mit Brentano durch den Ausdruck »intmtionales Objekt« be
zeichnet sein soIl. Indem ich wahrnehme, sehe ich etwa diesen Stuhl, 
ieh bin durchaus auf ihn gerichtet. Ich »!zabe« die Wahrnehmung, aber 
erst wenn ieh diese Wahrnehmung seIber wieder, wozu ich in einem 
freien Akt der Reflexion imstande bin, zum intentionalen Objekt einer 
neuen, inneren \Vahrnehmung mache, »weiJ1« ieh von ihr (und nicht 
bloB von dem Stuhl) etwas und stelle dies fest, was ich da eben gesagt 



4 Einleitung. 

habe. In diesem zweiten Akt ist das intentionale Objekt ein i11l11lanentes, 
namlich wie der Akt selber ein reelles Bestandsttick meines Erlebnis
stromes; in dem primaren Wahmehmungsakt aber ist das Objekt trans
zendent, d. h. zwar gegeben in einem BewuBtseinserlebnis, aber nicht 
reeHes Bestandsttick. Das Immanente ist absolut, d. h. es ist genau das, 
als was ich es da habe, und dieses sein Wesen kann ich mir eventuell 
in Akten der Refiexion zur Gegebenheit bringen. Hingegen haben die 
transzendenten Gegenstande nur ein phiino11lenales Sein, sie sind Erschei
nendes - in mannigfaltigen Erscheinungsweisen und »Abschattungen«. 
Ein und dasselbe Blatt sieht so oder so groB aus, erscheint so oder so 
gefarbt, je nach meiner SteHung und der Beleuchtung; keine dieser Er
scheinungsweisen kann fUr sich das Recht beanspruchen, das Blatt so zu 
geben, wie es .an siche ist. - In jeder Wahmehmung liegt nun weiter 
unzweifelhaft die Thesis der Wirklichkeit des in ihr erscheinenden Ob
jekts, und zwar als Teil und inhaltliche Fortbestimmung der General
thesis einer wirklichen Welt. Aber indem wir von der nattirlichen zur 
philosophischen Einstellung tibergehen, machen wir, tiber die Wahmeh
mung refiektierend, diese Thesis sozusagen nicht mehr mit; wir kon
statieren ktihl, daB in ihr etwas als wirklich »vemleint« ist. Der Sinn 
und das Recht dieser Setzung wird uns jetzt gerade zum Problem, 
das von dem BewuBtseins-Gegebenen aus seine Losung finden muE. 
Ich meine also keineswegs, daB die Auffassung des Weltgeschehens als 
eines vom Ich produzierten BewuBtseins - Spiels gegentiber dem naiven 
Realismus die hohere Wahrheit enthalte; im Gegenteil. Nur darum han
delt es sich, daB man einsehe, das BewuBtseins - Gegebene ist der Aus
gangspunkt, in den wir uns steHen mtissen, urn Sinn und Recht der 
Wirklichkeitssetzung auf eine absolute Weise zu begreifen. Analog steht 
es auf logischem Gebiet. Ein Urteil, das ich faIle, behauptet einen 
Sachverhalt; es setzt diesen Sachverhalt als wahr. Auch hier entsteht 
die philosophische Frage nach dem Sinn und Recht dieser Wahrheits
thesis; auch hier leugne ich nicht die Idee der objektiven Wahrheit, 
aber sie wird zum Problem, das ich von dem absolut Gegebenen aus zu 
begreifen habe. - Das .reine BewuBtseinc ist der Sitz des philosophi
schen a priori. Hingegen muB und wird die philosophische Klarung 
der Wirklichkeitsthesis ergeben, daB keiner jener erfahrenden Akte der 
Wahmehmung, Erinnerung usw., in denen ich Wirklichkeit erfasse, ein 
letztes Recht dazu gibt, dem wahrgenommenen Gegenstande Existenz 
und die wahrgenommene Beschaffenheit zuzuschreiben; dieses Recht kann 
von einem auf andere Wahmehmungen usw. sich sttitzenden immer wieder 
tiberwogen werden. Es liegt im Wesen eines wirklichen Dinges, ein Un
erschopfliches zu sein an Inhalt, dem wir uns nur durch immer neue, 
zum Teil sich widersprechende Erfahrungen und deren Abgleich un
begrenzt nahem konnen. In diesem Sinne ist das wirkliche Ding eine 
Grenzidee. Darauf beruht der empirische Charakter aller Wirklichkeits
erkenntnis '). 



Einleitung. 5 

Die Urform des BewuBtseinstromes ist die Zeit. Es ist eme Tat
sache, sie mag so dunkel und ratselhaft filr die Vernunft sein wie sie 
will, aber sie laBt sich nicht wegleugnen und wir mussen sie hinnehmen, 
daB die BewuBtseinsinhalte sich nicht geben als seiend schlechthin (wie 
etwa Begriffe, Zahlen u. dgl.) , sondern als jetzt-seiend, die Form des 
dauernden Jetzt erfilllend mit einem wechselnden Gehalt; so daB es nicht 
heiSt: dies ist, sondern: dies ist jetzt, doch j etzt nicht mehr. ReiSen 
wir uns in der Reflexion heraus aus diesem Strom und stellen uns seinen 
Gehalt als ein Objekt gegenuber, so wird er uns zu einem zeitliclten 
Ablauj, des sen einzelne Stadien in der Beziehung des jriiher und spider 
zueinander stehen. 

Wie die Zeit die Form des BewuBtseinstromes, so, darf man mit 
Fug und Recht behaupten, ist der Ratotl die Form der korperlichen 
Wirklichkeit. AIle Momente korperlicher Dinge, wie sie in den Alden 
auBerer \Vahrnehmung gegeben sind, Farbe z. B., haben das Auseinander 
der raumlichen Ausbreitung an sich. Aber erst indem sich aus allen 
unseren Erfahrungen eine einzige zusammenhangende reale Welt aufbaut, 
wird die in jeder Wahrnehmung gegebene raumliche Ausbreitung zu einem 
Teil des einen und selben Raumes, der alle Dinge umspannt: Dieser 
Raum ist Form cler AuBenwelt; das will sagen: jedes korperliche Ding 
kann, ohne irgendwie inhaltlich ein anderes zu sein als es ist, ebenso
gut an jeder anderen Raumstelle sein als gerade an dieser. Damit ist 
zugleich die Homogenitiit des Raumes gegeben, und hier liegt die eigent
liche Wurzel des Kongrue1Zzbegrijfs. 

Ware es nun so, daB die Welt des BewuBtseins und der transzen
denten Wirklichkeit vollig voneinander geschieden sind oder vielmehr 
nur das stille Hinblicken der Wahrnehmung die Brucke zwischen ihnen 
spannt, so bliebe es wohl dabei, wie ich es eben dargestellt habe: auf 
der einen Seite das in der Form des dauernden Jetzt sich wandelnde, 
aber raumlose BewuBtsein, auf der andern die raumlich ausgebreitete, 
aber zeitlost' Wirklichkeit, von der jenes nur ein wechselndes Phanomen 
enthalt. Ursprunglicher aber als alle Wahrnehmung ist in uns das Er
leben von Streben und Widerstand, des Tuns und Leidens *). Fur einen 
in naturlicher Aktivitat lebenden Menschen dient die Wahrnehmung vor 
aHem dazu, ihm den bestimmten Angriffspunkt seiner gewollten Tat und 
den Sitz ihrer Widerstande in bildhafter Klarheit vor das BewuBtsein zu 
rucken. 1m Erleben des Tuns und Erleidens werde ich selbst mir zu 
einem einzelnen Individuum von psychischer Realitat, geknupft an einen 
Leib, der unter den korperlichen Dingen der AuSenwelt seine Stelle im 
Raum hat und durch den hindurch ich mit andern Individuen m~ines
gleichen in Verbindung stehe; wird das BewuBtsein, ohne doch seine 
Immanenz preiszugeben, zu einem Stuck der Wirklichkeit, zu diesem be-

*) Unsere Grammatik hat nur die Verbformen des activum und passivum; es gibt 
keine Zllm Ausdruck eines Geschehens, geschweige denn eines Sachverhalts. 



6 Einleitung. 

sonderen Menschen, der ich bin, der geboren ward und sterben wird. 
Anderseits spannt aber dadurch auch das BewuBtsein seine Form, die 
Zeit, tiber die Wirklichkeit aus: in ihr selber ist darum Veranderung. 
Bewegung, Ablauf, Werden und Vergehen; und wie mein Wille durch 
meinen Leib hindurch als bewegende Tat in die reale Welt wirkend hin
tibergreift, so ist sie selber auch wirkende (wie ihr deutscher Name • Wirk
lichkeit. besagt), ihre Erscheinungen stehen in einem durchgangigen 
Kaltsalzusammenhang untereinander. In der Tat zeigt sich in der Physik, 
daB kosmische Zeit und Kausalitat nicht voneinander zu trennen sind. 
Die neue Weise, in der die Relativitatstheorie das Problem der Verkopp
lung von Raum und Zeit in der Wirklichkeit lOst, fallt zusammen mit 
einer neuen Einsicht in den Wirkungszusammenhang der Welt. 

Der Gang unserer Betrachtungen ist damit klar yorgezeichnet. Was 
iiber die Zeit fiir Sic!l zu sagen ist und tiber ihre mathematisch-begriff
liche Erfassung; mage noch in dieser Einleitung Platz finden. Weit aus
fiihrlicher mtissen wir dann vom Raume handeln. Das I. Kapitel ist dem 
Eztklidischm Raume gewidmet und seiner mathematischen Konstruktion. 
1m II. Kapitel werden die 1deen entwickelt, welche tiber das Euklidische 
Schema hinausdrangen und im allgemeinen Begri.fl des metrischen Konti
nuullls (Riemannschen Raumbegriff) ihren AbschluB finden. Darauf wird 
in einem III. Kapitel das eben erwahnte Problem der Verkopplztng ZIOll 

Raztm lmd Zeit in del' Welt zu erartern sein; von hier ab spielen die 
Erkenntnisse der Mechanik und Physik eine wichtige Rolle, weil dieses 
Problem seinem \Vesen nach, wie bereits betont, an die Auffassung der 
Welt als einer wirkenden gekntipft ist. Die Synthese der im II. und 
III. Kapitel enthaltenen Gedanken wird uns dann in dem abschlieBenden 
Kapitel IV zu Einsteins allgemeiner Relativitatstlleorie ftihren, in der in 
physikalischer Hinsicht eine neue Theorie der Gravitation enthalten ist. 
und zu einer Erweiterung derselben, welche neben der Gravitation die 
elektromagnetischen Erscheinungen mitumfaBt. Von den Umwalzungen, 
die unsere Vorstellungen von Raum und Zeit darin erfahren, wird der 
Begriff del' Materie sozusagen zwangslaufig mitergriffen werden; so daB, was 
dartiber zu sagen ist, an der geharigen Stelle im III. und IV. Kapitel zm 
Sprache kommen solI. -

Um an die Zeit mathematische Begriffe heranbringen zu kannen, mtissen 
wir von der ide ellen Maglichkeit ausgehen, in der Zeit mit beliebiger 
Genauigkeit ein punktuelles Jetzt zu setzen, einen Zeitpunkt zu fixieren. 
Von je zwei verschiedenen Zeitpunkten wird dann immer der eine der 
friihere, der andere der spatere sein. Von dieser .Ordnungsbeziehung« 
gilt qer Grundsatz: 1st A frtiher als B und B frtiher als C, so ist A 
frtiher als C. Je zwei Zeitpunkte AB, von denen A der frtihere ist, be
grenzen eine Zeitstrecke; in sie hinein fallt jeder Punkt, der spater als A, 
friiher als B ist. DaB die Zeit Form des Erlebnisstromes ist, kommt in 
der Idee der Gleicltheit zum Ausdruck: der Erlebnisgehalt, welcher die 
Zeitstrecke A B erftillt, kann an sich, ohne irgendwie ein anderer zu sein 
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als er ist, in irgend eine andere Zeit fallen; die Zeitstrecke, die er dart erfUllen 
wurde, ist _ der Strecke A B gleich. In der Physik ergibt sich daraus fUr 
die Gleichheit von Zeitstrecken der objektiven Zeit, unter Hinzuziehung des 
Kausalitatsprinzips, das folgende objektive Kriterium. Kehrt ein vollstandig 
isoliertes (keine Einwirkung von auBen erfahrendes) physikalisches System 
einmal genau zu demselben Zustand zuruck, in dem es sich bereits in einem 
fruheren Moment befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeitliche 
Zustandsfolge, und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches System 
nennen wir allgemein eine Uhr. Jede Periode hat die gleiche Zeitdauer. 

Auf diese beiden Relationen, fruher-spater und gleich, stutzt sich die 
mathematische Erfassung der Zeit durch das Messen. Wir versuchen, das 
Wesen des Messens kurz anzudeuten. Die Zeit ist homogen, d. h. ein 
einzelner Zeitpunkt kann nur durch individuelle Aufweisung gegeben 
werden, es gibt keine im allgemeinen Wesen der Zeit grundende Eigen
schaft, welche einem Zeitpunkt zukame, einem andern aber nicht; insbe
sondere: jede auf Grund der erwahnten beiden Urrelationen rein logisch 
zu definierende Eigenschaft kommt entweder allen Zeitpunkten oder keinem 
zu. Ebenso steht es noch mit den Zeitstrecken oder Punktepaaren: es 
ist ausgeschlossen, daB eine auf Grund jener beiden Urrelationen definierte 
Eigenschaft nicht fUr jedes Punktepaar AB (A fruher als B) erfUllt ist, 
wenn sie fUr ein solches besteht. Anders wird die Sache aber, wenn wir 
zu drei Zeitpunkten ubergehen. Sind irgend zwei Zeitpunkte 0 E, von 
den en 0 der fruhere ist, gegeben, so ist es moglich, weitere Zeitpunkte P 
relativ zu der Einheitsstrecke OE auf begriffliche Weise festzulegen. Dies 
geschieht dadurch, daB rein logisch aus den Urrelationen eine Beziehung f 

zwischen drei Punkten konstruiert wird, fur weIche folgendes gilt: zu je 
zwei Punk ten 0 und E, von denen 0 der fruhere ist, gibt es einen 
und nur einen Punkt P, so daB zwischen 0, E und P die Beziehung f 

statthat, in Zeichen: 
OP= f· OE. 

(Z. B. bedeutet OP = 2' OE die Relation OE = EP.) Die Zahl ist 
nichts anderes als ein zusammengedrangtes Symbol fUr eine derartige 
Relation t und ihre logische Definition auf Grund der Urbeziehungen. 
P ist der »Zeitpunkt mit der Abszisse t im Koordinatmsystem (relativ zu 
der Einheitsstrecke) 0 E«. Zwei verschiedene Zahlen t, t * fUhren not
wen dig im selben Koordinatensystem immer zu zwei verschiedenen Punkten; 
denn sonst kame wegen der Homogenitat des Kontinuums aller Zeit-
strecken die durch 

t·AB=t*·AB 
erklarte Eigenschaft, wie der Zeitstrecke A B = 0 E, so jeder Zeitstrecke 
zu; und die Gleichungen 

AC= t ·AB und AC= t* ·AB 
druckten beide dieselbe Relation aus, d. h. es ware t = t*. - Die Zahlen 
geben lllS die Moglichkeit, relativ zu einer Einheitsstrecke OE aus dem 
Zeitkontinuum einzelne Zeitpunkte auf begriffliche und daher objektive 
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und vollig exakte Weise herauszulOsen. Aber diese Objektivierung durch 
Ausschaltung des Ich und seines unmittelbaren Lebens der Anschauung 
gelingt nicht restlos, das nur durch eine individuelle Bandlung (und nur 
approximativ) aufzuweisende Koordinatensystem bleibt als das notwendige 
Residuum dieser Ich-Vernichtung. 

Durch diese prinzipielle Formulierung des Messens, meine ich, wird 
es begreiflich, wie die Mathematik zu ihrer Rolle in den exakten l\atur
wissenschaften kommt. Fiir das Nessen 1£Iesentlic!t ist der Untenc!lied 
ZWiSc!ZClZ dem »Geben« eines Gegenstandes durc!t indiziiduelle Aufweisung 
einerseits, auf begrijflic!um Wege anderseits. Das letzte ist immer nur 
relativ zu Gegenstanden moglich, die unmittelbar aufgewiesen werden 
miissen. Deshalb ist mit dem Messen immer eine Relativitdtstlleorie yer
kniipft. Ihr Problem stellt sich allgemein flir ein beliebiges Gegenstands
gebiet so: I) Was muE aufgewiesen werden, urn relativ dazu auf begriff
lichem Wege einen einzelnen, bis zu jedem beliebigen Grad der Genauig
keit wiIlkiirlichen Gegenstand P aus dem in Frage stehenden, kontinuierlich 
ausgebreiteten Gegenstandsgebiet herauslOsen zu konnen? Das Aufzuwei
sende heiEt das Koordinatmsystcm, die begriffliche Definition die Koordinate 
(oder Abszisse) von P in jenem Koordinatensystem. Zwei verschiedene 
Koordinatensysteme sind objektiv vollig gleichwertig, es gibt keine begriff
lich zu erfassende Eigenschaft, welche dem einen zukame, dem andern nicht; 
denn dann ware zu viel unmittelbar aufgewiesen. 2) Welcher gesetzmaEige 
Zusammenhang findet zwischen den Koordinaten eines und desselben wiIlkiir
lichen Gegenstandes P in zwei verschiedenen Koordinatensystemen statt? 

Bier im Gebiet der Zeitpunkte beantwortet sich die erste Frage dahin: 
das Koordinatensystem besteht aus einer Zeitstrecke 0 E (Anfangspunkt 
und MafleinheitJ; die zweite aber durch die Transformationsformel 

t = at' + b (a> 0), 

in welcher a, b Konstante sind und t, t' die Koordinaten desselben will
kiirlichen Punktes P in einem ersten, »ungestrichenen«, und einem zweiten, 
»gestrichenen« Koordinatensystem. Dabei konnen als charakteristische 
Zahlen a, b der Transformation flir aIle moglichen Paare von Koordinaten
system en aIle moglichen reellen Zahlen auftreten, mit der Beschrankung, 
daB a stets positiv ist. Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet, 
wie das im Wesen der Sache liegt, eine Gruppe,. d. h. 

I) die »Identitat« t = t' ist in ihr enthalten; 
2) mit jeder Transformation tritt ihre Inverse in der Gruppe auf, 

d. h. diejenige, welche die erstere gerade wieder riickgangig macht. Die 
Inverse der Transformation (a, b): 

t=at'+b 

ist (~, - ~): 
, I b 

t =-t-
a a 
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3) mit zwei Transformationen ist in der Gruppe auch immer diejenige 
enthalten, welche durch HintereinanderausfUhrung jener beiden Trans
formationen hervorgeht. In der Tat: durch HintereinanderausfUhrung der 
beiden Transformationen 

t = at' + b, t' = a't" + b' 

entsteht 
t = a* t" + b* , 

wo 
a* = a· a', b* = (ab') + b 

ist; und wenn a und a' positiv sind, ist auch ihr Produkt positiv. 
Die in Kap. III und IV behandelte Relativitatstheorie wirft das Re

lativitatsproblem auf nicht bloB fUr die Zeitpunkte, sondern fUr die ge
samte physische Welt. Es stellt sich aber heraus, daB es gelost ist, sobald 
es einmal fUr die Formen dieser Welt, ~aum und Zeit, seine Losung 
gefunden hat: ,auf Grund eines Koordinatensystems fUr Raum und Zeit 
laJ3t sich auch das physikalisch Reale in der Welt nach allen seinen Be
stimmungen begrifflich, durch Zahlen, festlegen. -

AIle Anfange sind dunkel. Gerade defI1 Mathematiker, der in seiner aus
gebildeten Wissenschaft in strenger und formaler Weise mit seinen Begriffen 
operiert, tut es not, von Zeit zu Zeit daran erinnert zu werden, daB die 
Ursprlinge in dunklere Tiefen zurlickweisen, als er mit seinen Methoden 
zu erfassen vermag. Jenseits alles Einzelwissens bleibt die Aufgabe, zu 
begreijen. Trotz des elltmutigenden Hin- und Herschwankens der Philo
sophie von System zu System konnen wir nicht darauf verzichten, wenn 
sich nicht Erkenntnis in ein sinnloses Chaos verwandeln solI. 



1. Kapitel 

Der Euklidische Raum: seine mathematische Forma
lisierung und seine Rolle in der Physik. 

§ I. Herleitung der elementaren Raumbegriffe 
aus dem der Gleichheit. 

Wie wir in der Zeit ein punktuelles Jetzt gesetzt haben, so ist in 
der kontinuierlichen raumlichen Ausbreitung, die ebenfalls unendlicher 
Teilung fahig ist, das letzte einfache, mit jeder beliebigen Genauigkeit 
zu fixierende Element ein Hier: der Raumpunkt. Der Raum ist nicht 
wie die Zeit ein eindimensionales Kontinuum, die Art seines kontinuier
lichen Ausgebreitetseins laBt sich nicht auf das einfache Verhiiltnis von 
friiher und spater zuriickfiihren; wir lassen dahingestellt, in was fiir Re
lationen diese Kontinuitat begrifflich zu erfassen ist. Hingegen ist der 
Raum wie die Zeit Form der Erscheinungen, und damit ist die Idee der 
Gleichheit gegeben: identisch derselbe Gehalt, genau dasselbe Ding, welches 
bleibt, was es ist, kann so gut an irgend einer andern Raumstelle sein 
als an der, an welcher es sich wirklich befindet; das von ihm dann ein
genommene Raumstiick @)' ist demjenigen @) gleich oder kongruent, welches 
es wirklich einnimmt. Jedem Punkt P von @) entspricht ein bestimmter 
homologer Punkt p' in @)', der nach jener Ortsversetzung von demselben 
Teile des gegebenen Gehalts bedeckt sein wiirde, der in Wirklichkeit P 
bedeckt. Diese »Abbildung«, vermoge deren dem Punkte P der Punkt P' 
entspricht, nenne ich eine kongruente Abbildung. Bei Erfiillung geeigneter 
subjektiver Bedingungen wiirde uns jenes Materiale nach seiner Ortsver
setzung genau so erscheinen wie das tatsachlich gegebene. Es ist der 
Glaube verniinftig zu rechtfertigen, daB ein als starr erprobter Korper -
d. i. ein solcher, der, wie wir ihn auch bewegen und bearbeiten mogen, 
uns immer wieder genau so erscheint wie er vorher war, wenn wir uns 
selber zu ihm in die richtige Situation bringen - in zwei Lagen, die 
wir ihm erteilen, diese Idee gleicher Raumstiicke realisiert. Den Begriff 
der Gleichheit will ich neben dem schwer zu analysierenden des konti
nuierlichen Zusammenhangs dem Aufbau der Geometrie zugrunde legen 
und in einer fliichtig hingeworfenen Skizze zeigen, wie auf diese aIle geo
metrischen Grundbegriffe zuriickgefiihrt werden konnen. Dabei schwebt 
mir als eigentliches Ziel vor, unter den kongruenten Abbildungen die Trans
lationen herauszuheben; erst von dies em Begriff aus soIl dann eine strenger 
gefiihrte axiomatische Begriindung der Euklidischen Geometrie anheben. 

Zunachst die gerade Linie! Ihre Eigentiimlichkeit ist, daB sie durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt ist; jede andere Linie kann noch unter Fest-
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haltung zweier ihrer Punkte durch kongruente Abbildung in eine andere 
Lage gebracht werden (Linealprobe). Also: sind A, B zwei verschiedene 
Punkte, so gehort zu der geraden Linie g = AB jeder Punkt, der bei 
allen kongruenten Abbildungen in sich iibergeht, die A und B in sich 
iiberflihren (die gerade Linie >weicht nach keiner Seite aus«). Kinematisch 
ausgedriickt, kommt das darauf hinaus, daB wir die gerade Linie als Ro
tationsachse auffassen. Sie ist homogen und ein Linearkontinuum wie die 
Zeit: sie zerfallt durch einen be1iebigen ihrer Punkte A in zwei Teile, 
zwei »Halbgeraden«. Gehoren B und C je einem dieser beiden Teile 
an, so sagt man, A liege zwischen B und C; die Punkte des einen 
Teils liegen rechts, die des andern links von A (dabei wird willkiirlich 
bestimmt, weIche Halfte die linke und we1che die rechte heiBen solI). 
Die einfachsten Grundtatsachen. weIche flir diesen Begriff des »zwischen« 
gelten, lassen sich in soIcher Vollstandigkeit, wie es flir den deduktiven 
Aufbau der Geometrie notig ist, exakt formulieren. Daher sucht man 
in der Geometrie (unter Verkehrung des wahren anschaulichen Verhalt
nisses) auf den Begriff des »zwischen«, auf die Relation »A gehort der 
Geraden BC an und liegt zwischen B und C«, aIle Kontinuitatsbegriffe 
zuriickzuflihren. Sei A I ein Punkt rechts von A. Durch A' zerfallt die 
Gerade g gleichfalls in zwei Stiicke; wir nennen dasjenige, dem A an
gehort, das linke. Liegt hingegen A' links von A, so dreht sich die 
Sache um. Bei dieser Festsetzung gelten dann analoge Verhaltnisse nicht 
nur hinsichtlich A und A', sondern irgend zweier Punkte der geraden 
Linie. Durch das links und rechts sind die Punkte der Geraden genau in 
der gleichen Weise geordnet wie die Zeitpunkte durch das friiher und spater. 

Links und rechts sind gleichberechtigt. Es gibt eine kongruente Ab
bildung, die A fest laBt, jedoch die beiden Halften, in weIche die Gerade 
durch A zerfallt, vertauscht; jede Strecke AB laBt sich verkehrt mit sich 
zur Deckung bringen (so daB B auf A und A auf B rallt). Hingegen laBt 
eine kongruente Abbildung, die A in A iiberflihrt und aIle Punkte rechts 
von A in Punkte rechts von A, aIle Punkte links von A in Punkte links 
von A, jeden Punkt der Geraden fest. Die Homogenitat der geraden 
Linie kommt darin zum Ausdruck, daB man die Gerade so mit sich zur 
Deckung bringen kann, daB irgend einer ihrer Punkte A in irgend einen 
andern A' iibergeht, die rechte Halfte von A aus in die rechte Halfte 
von A' aus und ebenso die linke in die linke (Translation der Geraden). 
Fiihren wir flir die Punkte der Geraden die Gleichheit AB = A' B' 
durch die Erklarung ein: sie besagt, daB AB durch eine Translation 
der Geraden in A'B' iibergeht, so finden hinsichtlich dieses Begriffs die 
gleichen Umstande statt, wie sie flir die Zeit galten. Sie ermoglichen 
die Einfiihrung der Zahl und durch die Zahl die exakte Fixierung von 
Punkten auf der geraden Linie unter Zugrunde1egung einer Einheits
strecke OE. 

Betrachten wir die Gruppe der kongruenten Abbildungen, weIche die 
Gerade g fest lassen (d. h. jeden Punkt von g in einen Punkt von g 
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liberflihren)! "Cnter ihnen haben wir die Rotationen als diejenigen her
vorgehoben, welche nicht nur gals Ganzes, sondern jeden Punkt von g 
einzeln an seiner Stelle lassen. Wie konnen wir in dieser Gruppe die 
Translationen von den Schraubungen unterscheiden? 1ch will hier einen 
ersten \Veg einsehlagen, der auf einer rotativen Auffassung nicht nur 
der Geraden, sondern aueh der Ebene beruht. 

Zwei von einem Punkt 0 ausgehende Halbgerade bilden einen Winkel. 
Jeder Winkel kann verkehrt mit sich zur Deckung gebracht werden, so 
daB der eine Schenkel auf den andern fallt und umgekehrt. Ein rechter 
Winkel ist mit seinem Nebenwinkel kongruent. 1st also heine Gerade. 
die in A auf g senkreeht steht, so gibt es eine Rotation urn g (Um
klappung), welche die beiden Halften, in die It dureh A zerfallt, ver
tauseht. Alle auf g in A senkreeht stehenden Geraden bilden die Ebene E 
dnrch A senkreeht zu g. Je zwei dieser senkrechten Geraden gehen 
auseinander durch Rotation urn g hervor. Bringt man g irgendwie mit 

sich verkehrt zur Deckung, so daB A 
in A libergeht, die beiden Halften, 
in die g durch A zerfallt, aber 

+----g' miteinander vertanscht werden, so 

:;c--+---g kommt dabei die Ebene E notwen-
dig mit sich selbst zur Deckung. 
Auch clurch diese Eigenschaft zu
sammen mit der Rotationssymmetrie 
!aBt sich die Ebene erklaren: zwei 

Fig. 1. kongruente rotationssymmetrische 
Tische sind eben, wenn ich dadurch, 

daB ich den einen mit vertikaler Achse verkehrt auf den andern sWIpe, 
die beiden Tischplatten zur Deckung bringe. Die Ebene ist homogen. 
Der Punkt A auf E, der hier zunaehst als »Zentrum« erseheint, ist in 
keiner Weise vor ihren librigen Punkten ausgezeiehnet; durch jeden von 
ihnen, A', geht eine gerade Linie g' hindurch von der Art, daB E aus 
allen Geraden dur,ch A' senkreeht zu g' besteht. Die aus den samtliehen 
Pnnkten A' von E in dieser Weise hervorgehenden senkreehten Geraden g' 
lJilden eine Schar para/leler Geraden; in ihr ist die Gerade g, von der 
\"ir ausgingen, in keiner YVeise ausgezeichnet. Die Geraden der Schar 
erflillen den ganzen Raum, so daB durch jeden Raumpunkt eine und nur 
eine Gerade der Schar hindurchgeht. Sie ist unabhangig davon, an 
welcher Stelle A der Geraden g die obige Konstruktion ausgeflihrt wird: 
ist A* irgend ein Punkt von g, so schneidet die auf g in A* errichtete 
Kormalebene nicht nur g, sondern alle Geraden der Paralle1enschar senk
recht. Diese aus den samtlichen Punkten A* von g entstehenden Normal
ebenen E* bilden eine parallele Schar von Ebenen; aueh sie erflillen 
den Raum einfach und llickenlos. Es bedarf nur noeh eines kleinen 
Schrittes, urn von dem so gewonnenen Raumgerlist zum rechtwinkligen 
Koordinatensystem zu gelangen. Hier benutzen wir es jedoch, urn den 



§ 1. Herleitung der elementaren Raumbegriffe aus dem der Gleichheit. 13 

Begriff der raumlichen Translation festzulegen: die Translation ist eine kon
gruente Abbildung, die nicht nur g, sondern jede Gerade der Parallelenschar 
in sich tiberflihrt. Es gibt eine ufld nur eine Translation, we1che den be1ie
bigen Punkt A von g in den beliebigen Punkt A* derselben Geraden tiberftihrt. 

Ich will noch einen zweiten Weg angeben, urn zum Begriff der Trans
lation zu gelangen. Das Hauptkennzeichen der Translation ist, daB in 
ihr alle Punkte gleichberechtigt sind, daB von dem Verhalten eines Punktes 
bei der Translation nichts Objektives ausgesagt werden kann, was nicht 
auch flir jeden andern gelte (so daB auch bei gegebener Translation die 
Punkte des Raumes nur durch individuelles Aufweisen [.dieser da«] von
einander unterschieden werden konnen, wahrend z. B. in einer Rotation 
sich die Punkte der Achse durch die Eigenschaft, daB sie an ihrer Stelle 
bleiben, vor allen tibrigen auszeichnen). Indem wir dieses Kennzeichen 
in den Vordergrund stellen, ergibt sich die folgende Erklarung der Trans
lation, die von dem Begriff der Rotation ganz unabhangig ist. Bei 
einer kongruenten Abbildung I gehe der be1iebige Punkt P in p' tiber; wir 
wollen P p' ein Paar zusammengehoriger Punkte nennen. Hat eine zweite 
kongruente Abbildung II die Eigenschaft, daB sie jedes Paar (nach I) 
zusammengehoriger Punkte wiederum in ein so1ches Paar tiberflihrt, so soIl 
sie mit der ersten vertauschbar genannt werden. Eine kongruente Abbildung 
heiBt eine Translation, wenn es mit ihr vertauschbare kongruente Ab
bildungen gibt, we1che den beliebigen Punkt A in den beliebigen Punkt B 
tiberflihren. - paB zwei kongruente Abbildungen I, II miteinander ver
tauschbar sind, besagt, wie man sofort auf Grund der Erklarung beweist, 
daB die durch Hintereinanderausflihrung der Abbildungen I, II ent
stehende kongruente Abbildung mit derjenigen identisch ist, die durch 
Hintereinanderausftihrung dieser beiden Abbildungen II, I in umgekehrter 
Reihenfolge hervorgeht. Es ist eine Tatsache, daB eine Translation (und 
zwar, wie sich gleich zeigen wird, nur eine) existiert, welche den be1ie
bigen Punkt A in den beliebigen B tiberftihrt. Es ist eine Tatsache, 
<laB, wenn ~ eine Translation ist, A und B irgend zwei Punkte, nicht 
bloB (laut Definition) tiberhaupt eine mit:t vertauschbare kongruente Ab
bildung existiert, die A in B tiberftihrt, sondern daB insbesondere diejenige 
Translation, welche A nach B bringt, die geforderte Eigenschaft besitzt. 
Eine Translation ist daher mit allen Translationen vertauschbar; und eine 
kongruente Abbildung, die mit allen Translationen vertauschbar ist, not
wendig seIber eine Translation. Daraus folgt, daB diejenige kongruente 
Abbildung, die durch Hintereinanderausflihrung zweier Translationen ent
steht, und ebenso die »Inverse« einer Translation (d. i. diejenige Abbil
<lung, we1che die Translation gerade wieder rtickgangig macht) eine Trans
lation ist: die Translationen bilden eine »Gruppe c • Es gibt keine Trans
lation, die den Punkt A in A tiberflihrt, auBer der Identitat, die jeden 
Punkt festlaBt. Denn wenn eine solche Translation P in p' tiberftihrt, 
so muB es nach Definition eine kongruente Abbildung geben, die A in 
P und gleichzeitig A in p' verwandelt; mithin muB p' mit P identisch sein. 
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Es kann daher auch nicht zwei verschiedene Translationen geben, welche 
A in einen anderen Punkt B iiberflihren. 

1st so der Begriff der Translation unabhiingig von dem der Rotation 
begriindet, so lath sich ~er obigen rotativen Auffassung von Gerade und 
Ebene eine translative gegeniiberstellen. Sei a eine Translation, die den 
Punkt Ao in A, iiberflihrt. Diese selbe Translation wird A, in einen 
Punkt A 2, A2 in A3 iiberflihren usf.; durch sie wird Ao aus einem ge
wissen Punkt A_l hervorgehen, A_I aus A_. usf. Damit erhalten wir 
zwar noch nicht die Gerade, aber eine Folge aquidistanter Punkte auf 
ihr. Nun existirt jedoch, wenn n eine natiirliche Zahl ist, eine Trans-

lation a, die bei n-maliger Wiederholung a ergibt. Verwenden 
n 

vom Punkte Ao unsern Ausgang nehmend, ~~ in der gleichen Weise 
11 

Wlr, 

wle 

eben a, so erhaIten wir eine n-mal so dichte Punkterflillung der zu kon
struierenden Geraden. Nehmen wir hier flir n aIle moglichen ganzen Zahlen, 
so wird diese Erflillung, je groJ3er n wird, urn so dichter werden, und aIle 
Punkte, die wir erhalten, verflieJ3en zu einem Linearkontinuum, in das sie 
sich unter Aufgabe ihrer selbstandigen Existenz einbetten (ich appelliere hier 
an die Anschauung der Kontinuitat). Die gerade Linie, konnen wir sagen, 
entsteht aus einem Punkte durch immer wiederhoIte Ausflihrung derselben 
infinitesimalen Translation und ihrer 1nversen. Eine Ebene aber entsteht 
durch Translation einer Geraden g an einer andern h: sind g, h zwei 
verschiedene, durch den Punkt Ao gehende Gerade, so iibe man auf g 
alle Translationen aus, welche h in sich iiberflihren; die samtlichen so 
aus g entstehenden Geraden bilden die Verbindungsebene von g und h. 

Es kommt erst Ordnung in den logischen Aufbau der Geometrie, 
wenn man den allgemeinen Begriff der kongruenten Abbildung zunachst 
zu dem der Translation verengert und diesen als Grundstein des axio
matischen Fundaments verwendet (§§ 2, 3). Doch kommen wir dadurch 
nur zu einer rein translativen, der »afjim1z« Geometrie, in deren Rahmen 
hernach der allgemeine Begriff der Kongruenz wieder eingeflihrt werden 
muB (§ 4). Nachdem die Anschauung uns die notigen Unterlagen ge
liefert hat, treten wir mit dem nachsten Paragraphen in die Domane der 
deduktiven Mathematik hiniiber. 

§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie. 
Eine Translation oder Verschiebung a des Raumes wollen wir bis auf 

weiteres als einen Vektor bezeichnen; spater freilich werden wir mit diesem 
N amen eine allgemeinere V orstellung verbinden. DaJ3 bei der Ver
schiebung a der Punkt P in Q iibergeht, werde auch so ausgedriickt: Q 
ist der Endpunkt des von P aus aufgetragenen Vektors a. Sind P und Q 
irgend zwei Punkte, so gibt es eine und nur eine Verschiebung a, die 
P in Q iiberflihrt; wir nennen sie den durch P und Q bestimmten Vektor 

~ 

und bezeichnen ihn mit PQ. 



§ 2 Grundlagen der affinen Geometrie. IS 

Diejenige Translation c, die durch Hintereinanderausflihrung zweier 
Translationen a und Ii entsteht, werde als die Summe von a und Ii be
zeichnet: c = a + Ii. Aus der Definition der Summe ergibt sich I) die 
Bedeutung der Multiplikation (Wiederholung) und der Teilung eines Vektors 
durch eine ganze Zahl; 2) der Sinn der Operation -, welche den Vektor a 
in den inversen - a verkehrt; 3) was unter dem Vektor 0 zu verstehen 
ist, namlich die aIle Punkte festlassende »ldentitat«. Es ist a + 0 = a, 

ma 
a + (- n) = o. Weiter folgt daraus die Bedeutung des Symbols +

n 
= ), n, in welchem m und n irgend zwei natlirliche Zahlen sind und }, 

den Bruch + m_ bezeichnet. Durch die Forderung der Stetigkeit ist 
n 

damit auch festgelegt, was unter dem Vektor I a zu verstehen ist, wenn X eine 
beliebige reelle Zahl. Wir stellen folgendes einfache Axiomensystem der 
affinen Geometrie auf. 

I. Vektoren. 

Je zwei Vektoren a und Ii bestimmen eindeutig einm Vektor a + Ii als 
ihre »Summe<; eine Zahl }~ und ein Vektor a bestimmm eindeutig einen 
Vektor In, das »l-jache von a« (Multiplikati01l). Diese Operatiomn ge
niigm folgende1Z Gesetzen. 

a) Addition. 
I. a + Ii = Ii + a (kommutatives Gesetz). 
2. (a + Ii) + c = a + (Ii + c) (assoziatives Gesetz). 
3. Sind a und C irgend zwei Vektoren, so gibt es einen ltlld nul' eimn 1;, 

fur welchm die Gleichung a + 1; = c gilt. Er hei(Jt die Differenz C - a 
von C und a. (Moglichkeit der Subtraktion.) 

(1) Multiplikation. 
l. (I + ,u) a = (J~ a) + ell a) (erstes distributives Gesetz). 
2. X(rla) = (lrl)a (assoziatives Gesetz). 
3. I a = a. 
4. I (a + Ii) = (Ia) + (IIi) (zweites distributives Gesetz). 
Die Gesetze (J) folgen flir rationale Multiplikatoren I, [1 aus den 

Additionsaxiomen, falls wir die Multiplikation mit solchen Faktoren wie 
oben aus der Addition erkliiren. Gemalil dem Prinzip der Stetigkeit 
nehmen wir sie auch flir beliebige reelle Zahlen in Anspruch, formu
lieren sie aber ausdrlicklich als Axiome, da sie sich in dieser Allge
meinheit rein logisch nicht aus den Additionsaxiomen herleiten lassen. 
lndem wir darauf verzichten, die Multiplikation auf die Addition zurlick
zuflihren, setzen sie uns in den Stand, aus dem logischen Aufbau der 
Geometrie die schwer zu greifende Stetigkeit ganz zu verbannen. 4. falilt 
die Ahnlichkeitssatze zusammen. 

y) Das »Dimensionsaxiom«, das hier seine Stelle im System findet, 
werden wir erst hernach formulieren. 
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II. Punkte und Vektoren. 

I. Je zwei Punkte A und B bestimmen einen Vektor a; in Zeichen ,..... 
AB = a. Ist A irgend ein Punkt, a irgend ein Vektor, so gibt es einen ,..... 
und nur eitzen Punkt B, fur welchen AB = a ist. ,.....,..... ,..... 

2. Ist AB = a, BC= b, so ist AC= a+ b. 
In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstanden auf, 

die Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, namlich diejenigen, 
welche durch die Symbole ,..... 
(I) a+b=c, b = Aa, AB=a 
ausgedrtickt werden. Aile Begriffe, die sich aliein mit ihrer Rtilfe rein 
logisch definieren lassen, gehoren zur affinen Geometrie; aile Satze, welche 
sich aus diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehr
gebaude der affinen Geometrie, das somit auf der hier gelegten axio
matischen Basis deduktiv errichtet werden kann. Ubrigens sind unsere 
Axiome nicht aile logisch unabhiingig voneinander, sondern die Additions
axiome fiir Vektoren (Ia, 2. und 3.) folgen aus denen, (II), welche die 
Beziehung zwischen Punkten und Vektoren regeln. Es lag uns aber daran, 
da13 die Axiome I tiber Vektoren fUr sich schon ausreichen, urn alle Tat
sachen, welche nur die Vektoren (und nicht die Beziehungen zwischen 
Punkten und Vektoren) betreffen, aus ihnen zu folgern. 

Aus den Additionsaxiomen Ia laBt sich schlidlen, da13 ein bestimmter 
Vektor 0 existiert, der fUr jeden Vektor a die Gleichung a + 0 = a ,..... 
erftillt; aus den Axiomen II ergibt sich weiter, daB AB dann und nur 
dann dieser Vektor 0 ist, wenn die Punkte A und B zusammenfallen. 

1st 0 ein Punkt, e ein von 0 verschiedener Vektor, so bilden die End
punkte P alier Vektoren OP von der Form ;e (§ eine beliebige reelle 
Zahl) eine Gerade. Durch diese Erklarung wird die translative Auffassung 
der Geraden in eine exakte, nur die Grundbegriffe des affinen Axiomen
systems benutzende Definition gekleidet. Diejenigen Punkte P, fUr welche 
die Abszisse ; positiv ist, bilden die eine Ralfte, diejenigen, fUr welche 
g negativ ist, die andere Ralfte der Geraden von 0 aus. Schreiben wir 
eI statt e und ist e. ein weiterer Vektor, der nicht von der Form gel ist, -so bilden die Endpunkte P alier Vektoren OP von der Form ;1 ex + ;. c. 
eine Ebene (translative Entstehung der Ebene durch Verschiebung einer 
Geraden langs einer andern). Verschieben wir endlich die Ebene E langs 
einer durch 0 hindurchgehenden, aber nicht in E gelegenen Geraden, so 
durchstreicht sie den ganzen Raum. 1st mithin c3 ein Vektor, der nicht 
unter der Form ;x ex + g. e. enthalten ist, so kann jeder Vektor auf eine 
und nur eine Weise als eine lineare Kombination 

;x ex + ;. e. + ;3 e3 
von e., e,., e3 dargestellt werden. Es ergeben sich hier naturgemaB 
folgende Begriffsbestimmungen. 



§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie. 

Eine endliche Anzahl von Vektoren e., e., ... , e" heiBt linear ltll

abhiingig, wenn 

nur dann = 0 ist, falls samtliche Koeffizienten S verschwinden. Unter 
dieser Voraussetzung bilden, wie wir uns ausdriicken wollen, die samt
lichen Vektoren von der Form (2) eine h-dimensionale lineare Vektor
Mannigfaltigkeit, und zwar diejenige, welche von den Vektoren eI , e., 
... , e" »aufgespannt« wird. Eine h-dimensionale lineare Vektor-Mannig
faltigkeit IDl kann, unabhangig von der besonderen »Basis« ei, folgender
maBen gekennzeichnet werden: 

I. Die beiden Grundoperationen: Addition zweier Vektoren und Mul
tiplikation eines Vektors mit einer Zahl fiihren nicht aus der Mannigfaltig
keit heraus; d. h. die Summe zweier zu IDl gehorigen Vektoren wie auch 
das Produkt eines zu IDl gehOrigen Vektors mit einer beliebigen reellen 
Zahl liegt stets wieder in IDl. 

2. Es existieren in IDl wohl h linear unabhangige Vektoren, aber je 
h + I sind voneinander linear abhangig. 

Aus der 2. Eigenschaft (die aus unserer urspriinglichen Definition mit 
Hiilfe der elementarsten Satze iiber line are Gleichungen folgt) entnehmen 
wir, daB die Dimensionszahl h fiir die Mannigfaltigkeit als solche charakte
ristisch ist und nicht abhangig von der spe~iellen Vektorbasis, durch 
welche wir sie »aufspannen«. 

Das in der obigen Tabelle der Axiome noch ausge1assene Dimensions
axiom kann jetzt so formuliert werden: 

Es gibt n linear unabhiingige Vektoren, aber je n + I sind voneinander 
linear abhiingig, 
oder: die Vektoren bilden eine n-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit. 
Das fiihrt fiir n = 3 auf die affine raumliche Geometrie, fiir n = 2 auf 
die ebene, fiir n = I auf die Geometrie der Geraden. Bei der deduk
tiven Behandlung der Geometrie wird es aber zweckmaJilig sein, den Wert 
von n unbestimmt zu lassen und so eine »n-dimensionale Geometriec zu 
entwicke1n, in welcher die der Geraden, der Ebene und des Raumes als 
die spezieIlen FaIle n = I, 2, 3enthalten sind. Denn wir sehen (hier 
fiir die affine, hernach fiir die vollstandige Geometrie), daB in der mathe
matischen Struktur des Raumes nichts liegt, was uns notigt, bei der 
Dimensionszahl 3 stehen zu bleiben. Gegeniiber der in unsern Axiomen 
ausgedriickten mathematischen GesetzmaJiligkeit des Raumes erscheint seine 
spezielle Dimensionszahl 3 als eine Zufalligkeit, iiber die wir in einer 
systematischen deduktiven Theorie hinwegschreiten miissen. Auf die damit 
gewonnene Idee einer n-dimensionalen Geometrie kommen wir noch im 
nachsten Paragraphen zuriick"). Zunachst miissen wir die begonnenen Er
klarungen vervollstandigen. 

1st 0 ein beliebiger Punkt, so erfiillen die samtlichen Endpunkte P 
der von 0 aus aufgetragenen Vektoren einer h-dimensionalen linearen 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. s. Auf!. 2 
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Vektor-Mannigfaltigkeit 9)1, wie sie durch (2) dargestellt ist, ein h-dimensio
nales lineares PlInktgebilde; wir sagen, es werde vom Punkte 0 aus durch 
die Vektoren C1 , C2 , ••• , ek aufgespannt. (Das eindimensionale Gebilde 
heiBt Gerade, das zweidimensionale Ebene.) Der Punkt 0 spielt auf dem 
linearen Gebilde keine ausgezeichnete Rolle; ist 0' irgend ein Punkt des-

»-+ 

selben, so durchlauft O'P, wenn fUr P aIle moglichen Punkte des linearen 
Gebildes eintreten, die gleiche Vektor-Mannigfaltigkeit 9)1. Tragen wir 
die samtlichen Vektoren der Mannigfaltigkeit 9)1 einmal von einem Punkte 0, 
ein andermal von einem beliebigen andem Punkte 0' auf, so nennen wir 
die beiden entstehenden linearen Punktgebilde zueinander parallel. Darin 
liegt insbesondere die Definition paralleler Geraden und paralleler Ebenen. 
Derjenige Teil des durch Abtragen aller Vektoren (2) von 0 aus ent
standenen h-dimensionalen linearen Gebildes, den wir erhalten, wenn wir 
die ; der Beschrankung 

unterwerfen, werde das von 0 aus durch die Vektoren ell e., ,eh 
aufgespannte h-dimensionale Parallelepiped genannt. (Das eindimensionale 
Parallelepiped heiBt Strecke, ein zweidimensionales Parallelogramm. - AIle 
diese Begriffe tragen die Beschrankung auf den uns anschaulich gegebenen 
Fall n = 3 nicht in sich.) 

Einen Punkt 0 zusammen mit n linear unabhangigen Vektoren ell e2, 
... , en nennen wir ein Koordinatensystem (Q:). Jeder Vektor ~ kann 
auf eine und nur eine Weise in der Form 

dargestellt werden; die Zahlen ;i nennen wir seine Komponenten III dem 
»-+ 

Koordinatensystem (Q:). 1st P ein beliebiger Punkt und 0 P gleich dem 
Vektor (3), so heiBen die ;i auBerdem die Koordinaten von P. Aile 
Koordinatensysteme sind in der affinen Geometrie gleichberechtigt: es 
gibt keine affingeometrische Eigenschaft, durch we1che sich das eine von 
dem andem unterschiede. 1st 

0'; e:, e'~, ... , e~ 

em zweites Koordinatensystem, so werden Gleichungen gelten 

" , ~~ e· = ak·ek l ..... Z , 

k=1 

in denen die (tki ein Zahlsystem bilden, das wegen der linearen Un
abhiingigkeit der e:. eine von 0 verschiedene Determinante besitzen muB. 
Sind ;i die Komponenten eines Vektors ~ im ersten, Sz· im zweiten Ko
ordinatensystem, so besteht der Zusammenhang 

n 

(5) §,. =~ aik;k, 
k=1 
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wie man findet, indem man die Ausdriicke (4) in die Gleichung 

:2 gi e,- =:2 f;e~ 
i z· 
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einsetzt. a" a., ... , an seien die Koordinaten von 0' im ersten Ko
ordinatensystem. Sind x,- die Koordinaten eines beliebigen Punktes 1m 
ersten, x;· im zweiten Koordinatensystem, so gelten die Gleichungen 

n 

(6) x,- .2 a'-kxk + ({i. 
R=' 

Denn Xi - a,- sind die Komponenten von 
lIO-+ ...... ...... 

O'P=OP-OO' 

im ersten, x:. im zweiten Koordinatensystem. Die Transformationsformeln (6) 
flir die Koordinaten sind also linear; diejenigen (5) flir die Vektorkompo
nenten entstehen aus ihnen einfach dadurch, daB die von den Variabeln 
freien konstanten Glieder a,- gestrichen werden. - Es ist eine analytische 
Behandlung del' affinen Geometrie moglich, bei der jeder Vektor durch 
seine Komponenten, jeder Punkt durch seine Koordinaten reprasentiert 
wird. Die geometrischen Beziehungen zwischen Punkten und Vektoren 
driicken sich dann aus als solche zwischen ihren Komponenten bzw. Ko
ordinaten bestehende Zusammenhiinge, die durch beliebige lineare Trans
formation nicht zerstort werden. 

Die Formeln (5), (6) lassen noch eine andere Deutung zu: sie konnen 
als die Darstellung einer afftnen AMildung in einem bestimmten Ko
ordinatensystem aufgefal3t werden. Eine Abbildung, d. i. ein Gesetz, das 
jedem Vektor ~ einen .Bild«-Vektor t, jedem Punkt P einen .Bild«
Punkt.P zuordnet, heiBt linear oder affin, wenn durch die Abbildung die 
affinen Grundbeziehungen (I) nicht zerstort werden - wenn also das 
Bestehen von (I) die gleichen Relationen flir die Bild-Vektoren und Punkte 
zur Folge hat: 

lIO-+ 

a' + b' = c', b' = la', A'B' = a' -
und wenn auJ3erdem das Bild keines von 0 verschiedenen Vektors = 0 

ist, oder anders ausgedriickt: wenn aus zwei Punkten nur dann der gleiche 
Bildpunkt hervorgeht, falls sie seIber identisch sind. Zwei Figuren, die 
durch affine Abbildung auseinander hervorgehen, sind affin. Sie sind vom 
Standpunkt der affinen Geometrie einander vollig gleich; es kann keine 
affine Eigenschaft geben, welche der einen zukame, der andern aber nicht. 
Der Begriff der linearen Abbildung spielt also ftir die affine Geometrie 
die gleiche Rolle wie die Kongruenz in der vollstandigen Geometrie; 
daraus geht seine prinzipielle Bedeutung hervor. Linear unabhiingige 
Vektoren gehen durch affine Abbildung wieder in linear unabhiingige iiber; 
ein h-dimensionales lineares Gebilde in ein ebensolches Gebilde; parallele 
in parallele; ein Koordinatensystem 0 I e., e., ... , en in ein neues Ko
ordinatensystem 0' ~ e~, e~, ... , e~. Die Zahlen aM, at" mogen die gleiche 

2* 
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Bedeutung haben wie oben. Der Vektor (3) verwandelt sich durch die 
affine Abbildung in 

t' = ;1 e~ + g. e: + ... + ;"e:,. 
Setzen wir die Ausdrticke von ei ein, benutzen zur Darstellung der affi
nen Abbildung das ursprtingliche Koordinatensystem 0 I e1 , e., "', en 
und verstehen unter ;; die Komponenten irgend eines Vektors, unter 
g; die seines Bildvektors, so ist also 

" 
(5') g;. =:2 aik;k. 

k=1 ...... ....... 
Geht P tiber in P', so der Vektor OP in O'.P'; daraus folgt: sind Xi 

die Koordinaten von P, xi die von .P', so gilt 
n 

(6') xi :2 aikXk + ai· 
k=1 

In der analytischen Geometrie pflegt man die linearen Gebilde durch 
lineare Gleichungen fUr die Koordinaten des ,laufenden Punktese zu 
charakterisieren. Darauf werden wir im nachsten Paragraphen genauer 
eingehen; hier finde nur noch der Grundbegriff »lineare Forme, auf dem 
diese Darstellung beruht, seinen Platz. Eine Funktion L (t) - deren 
Argument t alle Vektoren durchlauft, deren Werte aber reelle Zahlen 
sind - heU3t eine Linearjorm, wenn sie die Funktionaleigenschaften besitzt: 

L(a + v) = L(a) + L(v); L(la) = A.. L(a). 
In einem Koordinatensystem e1 , e., "', en ist jede der n Vektorkompo
nenten ;i von t eine soIche Linearform. Ftir eine be1iebige Linearform L 
gilt, wenn t durch (3) definiert ist, 

L(t) = ;1 L(Cr) + ;.L(e.) + ... + ;"L(en); 

setzen wir also L(ei) = ai, so erscheint die Linearform, in Komponenten 
dargestellt, unter der Gestalt 

a1 ;. + ag ;. + ... + an;n ; 

die ai sind ihre konstanten Koeffizienten. Umgekehrt wird durch jeden 
Ausdruck dieser Art eine Linearform gegeben. Mehrere Linearformen 
LIl L., "', L" sind linear unabhangig, wenn keine Konstanten A.; existieren, 
fUr weIche identisch in t die Gleichung 

A.1 L.(t) + i.. L. (t) + ... + i.kLk (tl = 0 

besteht, auBer }'i = o. n + I Linearformen sind stets linear abhiingig 
voneinander. 

§ 3. Idee der n-dimensionalen Geometrie. Lineare Algebra. 
Quadratische Formen. 

Um die Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie zu 
erfassen, mtissen wir von der besonderen Dimensionszahl n = 3 ab
strahieren. Es hat sich nicht nur in der Geometrie, sondern in noch er-
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staunlicherem MaBe in der Physik immer wieder gezeigt, daB, sobald wir 
die N aturgesetze, von denen die Wirklichkeit beherrscht ist, erst einmal 
vollig durchdringen, diese sich in mathematischen Beziehungen von der 
durchsichtigsten Einfachheit und vollendetsten Harmonie darstellen. Den 
Sinn flir diese Einfachheit und Harmonie, den wir heute in der theo
retischen Physik nicht missen konnen, zu entwickeln, scheint mir eine 
Hauptaufgabe des mathematischen Unterrichts zu sein; sie ist ftir uns eine 
Quelle hoher Erkenntnisbefriedigung. Die analytische Geometrie, in so 
gedrangter und prinzipieller Form vorgetragen, wie ich es hier versuche, 
gibt einen ersten, aber noch unzulanglichen Begriff davon. Doch nicht 
nur urn solcher Zwecke willen mtissen wir uns tiber die Dimensionszahl 
n = 3 erheben, sondern wir benotigen flir spatere konkrete physikalische 
Probleme', wie sie die Relativitatstheorie mit sich bringt, in der die Zeit 
zum Raum hinzutritt, die vierdimensionale Geometrie. 

Man braucht keineswegs die Geheimlehren der Spiritisten zu Rate zu 
ziehen, urn sich den Gedanken einer mehrdimensionalen Geometrie an
schaulich naher zu bringen. Betrachten wir z. B. homogene Gasgemische 
aus Wasserstoff, Sauerstoff, Stick stoff und Kohlensaure. Ein beliebiges 
Quantum eines solchen Gemisches ist charakterisiert durch die Angabe, 
wieviel Gramm jedes Gases in ihm enthalten sind. Nennen wir jedes 
solche Quantum einen Vektor (Namen konnen wir geben, wie wir wollen) 
und verstehen unter Addition die Vereinigung zweier Gasquanten im 
gewohnlichen Sinne, so sind die samtlichen auf Vektoren beztiglichen 
Axiome I un seres Systems mit der Dimensionszahl n = 4 erflillt, wenn 
wir uns erlauben, auch von negativen Gasquanten zu red en. I gr reinen 
Wasserstoffs, I gr Sauerstoff, I gr Stickstoff und I gr Kohlensaure sind 
vier voneinander unabhangige , Vektoren«, aus denen sich aIle andern 
linear zusammensetzen lassen, bilden also ein Koordinatensystem. - Oder 
ein anderes Beispiel: Auf jeder von 5 parallelen Stangen ist eine kleine 
Kugel verschiebbar. Ein bestimmter Zustand dieser primitiven »Rechen
maschinec ist gegeben, wenn die Stelle, an der sich jede der 5 Kugeln 
auf ihrer Stange befindet, bekannt ist. Nennen wir jeden solchen Zustand 
einen »Punkt« und jede simultane Verschiebung der 5 Kugeln einen 
»Vektor«, so sind unsere samtlichen Axiome erftillt mit der Dimensions
zahl n = 5. - Man sieht schon hieraus: es lassen sich anschauliche 
Gebilde mancherlei Art konstrnieren, die bei geeigneter Namengebung 
unseren Axiomen gentigen. 

Viel wichtiger aber als diese etwas spielerischen Exempel ist das 
folgende, welches zeigt, daB jene Axio11le die Operatiollsbasis fur die 
Theorie der linearC1l Gleichungen charakterisierelz. Sind (Xi und (X gegebene 
Zahlen, so nennt man bekanntlich 

eme homogene, 

(8) (XI XI + (X2 X 2 + ... + (X"X" = (X 
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eine inhomogene lineare Gleichung flir die Unbekannten Xi. Zur Behand
lung der Theorie del' linearen homogenen Gleichungen ist es gut, flir ein 
Wertsystem der Variabeln Xi einen kurzen Namen zu habenj wir bezeichnen 
es als ~ Vektar«. Mit diesen Vektaren sall sa gerechnet werden, daB unter 
der Summe der beiden Vektoren 

der Vektor 
(aI' a., "', an) und (bI , b., ... , bll) 

(aI + bI , a. + b., .... , an + bn ) 

verstanden wird und unter dem X-fa chen des ersten der Vektar 

(la I , ).a., "', Xan ). 

Dann sind die Axiame I liber Vektaren erflillt mit der Dimensianszahl 11. 

eI = (I, 0, 0, "', 0), 
e. = (0, I, 0, "', 0), 

e,,= (0, 0, 0, "', I) 
bilden ein System unabhangiger Vektaren; die Kampanenten eines be
liebigen Vektars (XI' X. "', xn) in dies em Kaardinatensystem sind die 
Zahlen Xi seIber. Der Hauptsatz liber die Losung linearer hamagener 
Gleichungen laBt sich jetzt sa aussprechen: Sind LI (t), L. (t), "', L" (~) 
h linear unabhangige Linearfarmen, sa bilden die Losungen t der Glei
chungen 

LI(t) = 0, L.(t) = 0, ,L"(t) = 0 

eine (n - Ii )-dimensianale lineare Vektar-Mannigfaltigkeit. 
In der Theorie del' inhomogenen linearen Gleichungen wallen wir em 

Wertsystem der Variablen Xi lieber als einen ~Punkt. bezeichnen. Sind 
Xi und X;· zwei Losungssysteme der Gleichung (8), sa ist ihre Differenz 

x; - XI , x: - x2 , ,x~ - Xn 

eine Losung der entsprechenden hamagenen Gleichung (7). Wir wallen 
deshalb diese Differenz zweier Wertsysteme der Variablen Xi einen »Vektar< 
nennen, und zwar den durch die beiden .Punkte« (Xi) und (xi) bestimmten 
Vektor, und liber die Additian van Vektaren und ihre Multiplikatian mit 
einer Zahl die abigen Verabredungen treffen. Dann gelten die samtlichen 
Axiome. Flir das besandere Kaardinatensystem, das aus den aben an
gegebenen Vektaren ei besteht und dem .Anfangspunkt« 0 = (a, a, "', a), 
sind die Kaardinaten eines Punktes (Xi) die Zahlen Xi seiber. Der Haupt
satz liber lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte, welche h unab
hangigen linearen Gleichungen genligen, bilden ein (n - h)-dimensianales 
lineares Punktgebilde. 

Sa wlirde man auch ahne Geametrie van der Thearie der linearen 
Gleichungen her auf die natlirlichste Weise nicht nur zu unsern Axiamen 
gefiihrt werden, sandern auch zu den weiteren Begriffsbildungen, die wir 
an sie angeschlassen haben. Ja es ware sagar in mancher Hinsicht 
zweckmaBig (wie namentlich die Farmulierung des Satzes liber hamagene 
Gleichungen zeigt) , die Thearie der linearen Gleichungen aufaxiamatischer 
Basis in der Weise zu entwickeln, daB man die hier van der Geametrie 
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her gewonnenen Axiome an die Spitze stellt. Sie wiirde dann giiltig sein 
fiir irgend ein Operationsgebiet, das jenen Axiomen genligt, und nicht 
bIoS fiir die • Wertsysteme von n Variablenc. Freilich ist der "Obergang 
von einer solchen mehr begrifflichen zu der liblichen, von vomherein 
mit Zahlen Xi operierenden mehr formalen Theorie ohne weiteres dadurch 
zu vollziehen, daJ3 man ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde legt 
und nun statt der Vektoren und Punkte ihre Komponenten und Koor
dinaten benutzt. 

Aus aile dem geht hervor, daJ3 die ganze affine Geometrie liber den 
Raum nur dieses lehrt (man wird uns ohne genauere Erklarung verstehen), 
daJ3 er ein dreidimensionales lineares GrOjJengebiet ist. AIle die anschau
lichen EinzeItatsachen, deren in § I Erwahnung geschah, sind nur Ver
kleidungen dieser einen einfachen Wahrheit. 1st es nun auf der einen Seite 
auSerordentlich befriedigend, fiir die vielerlei Aussagen liber den Raum, 
raumliche Gebilde und raumliche Beziehungen, aus denen die Geometrie 
besteht, diesen einen gemeinsamen Erkenntnisgrund angeben zu konnen, 
so muB auf der andem Seite betont werden, daB dadurch aufs deutlichste 
hervortritt, wie wenig die Mathematik Anspruch darauf machen kann, das 
anschauliche Wesen des Raumes zu erfassen: von dem, was den Raum 
der Anschauung zu dem macht, was er ist in seiner ganzen Besonderheit 
und was er nicht teilt mit .Zustanden von Rechenmaschinenc und .Gas
gemischen« und .Losungssystemen linearer Gleichungenc, enthalt die Geo
metrie nichts. Dies» begreiflich« zu machen oder ev. zu zeigen, warum 
und in welchem Sinne es unbegreiflich ist, bleibt der Metaphysik liber
lassen. Wir Mathematiker konnen stolz sein auf die wunderbare Durch
sichtigkeit der Erkenntnis vom Raume, welche wir gewinnen; aber wir 
mlissen uns zugleich sehr bescheiden, da unsere begrifflichen Theorien 
nur imstande sind, das Raumwesen nach einer Seite hin, noch dazu seiner 
oberfiachlichsten und formalsten, zu erfassen. -

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen 
zur vollstandigen metrischen Geometrie liberzuleiten, noch einige Begriffe 
und Tatsachen notig, die sich auf bilineare und quadratische Formen 
beziehen. Eine Funktion Q(~t») zweier willklirlicher Vektoren ~ und t) 
heillt, wenn sie eine line are Form sowohl in ~ wie in t) ist, eine Bilinear
form. Sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems gi die 
Komponenten von ~, 'li die von t), so gilt eine Gleichung 

" 
Q(~t») =2 alkg;'lk 

i,k=I 

mit konstanten Koeffizienten aik. Wir wollen die Form .nicht-ausgeartet< 
nennen, wenn sie fiir einen Vektor ~ identisch in t) nur dann verschwindet, 
falls t = 0 ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die homo
genen Gleichungen 

n 

:2 aikg; = 0 

z"=f 
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die einzige Losung §i = 0 besitzen oder wenn die Determinante I aik I ::j= 0 

ist. Aus der Erklarung geht hervor, daE diese Bedingung des Nicht-Ver
schwindens der Determinante bei beliebiger linearer Transformation erhalten 
bleibt. Die Bilinearform heiBt symmetrisch, wenn Q(~~) = Q(~~) ist; an 
den Koeffizienten gibt sich das durch die Symmetrie-Eigenschaft aM = aik 

kund. Aus jeder Bilinearform Q(~~) entsteht eine nur von einem variablen 
Vektor ~ abhangige quadratische Form 

n 

Q(~) = Q(H) =:2 aik§i§k. 
i, =1 

Auf diese Weise entsteht jede quadratische Form insbesondere aus einer 
und nur einer symmetrischen Bilinearform. Die eben gebildete quadratische 
Form Q(~) kann namlich auch durch 1dentifizierung von ~ und ~ erzeugt 
werden aus der symmetrischen Form 

HQ(~~) + Q(~~)}. 
DaB aus zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen nicht dieselbe 
quadratische Form hervorgehen kann, ist bewiesen, wenn man zeigt, daB 
eine symmetrische Bilinearform Q(~~I, die identisch in ~ der Gleichung 
Q (nj = 0 geniigt, identisch verschwinden muB. Dies geht aber aus der 
fiir jede symmetrische Bilinearform giiltigen Relation 

(9) 

hervor. 1st Q(~) das Zeichen flir eine beliebige quadratische Form, so 
bedeutet Q(~~) immer, ohne daB wir es jedesmal erwahnen, diejenige 
symmetrische Bilinearform, aus welcher Q(~) entsteht. DaB eine quadratische 
Form nicht-ausgeartet sei, solI bedeuten, daB jene symmetrische Bilinear
form nicht-ausgeartet ist. Eine quadratische Form Q(~) ist positiv-dejinit, 
wenn sie der Ungleichung Q(~) > 0 flir jeden Vektor ~ ::j= 0 geniigt. Eine 
solche ist gewill nicht-ausgeartet; denn fiir keinen Vektor ~:j= 0 kann 
dann Q (~~) identisch in ~ gleich 0 sein, da es flir ~ = ~ positiv ausflillt. 

§ 4. Grundlagen der metrischen Geometrie. 

Urn den Ubergang von der affinen zur metrischen Geometrie zu be
werkstelligen, miissen wir noch einmal aus dem Born der Anschauung 
schopfen. 1hr entnehmen wir (fiir den dreidimensionalen Raum) die Er
kHirung jener GroBe, die man als das skalare Produkt zweier Vektoren 
a und 0 bezeichnet. Nach Wahl eines bestimmten Einheitsvektors messen 
wir die Lange von a und die (mit dem richtigen Vorzeichen zu ver
sehende) Lange der senkrechten Projektion von 0 auf a und multiplizieren 
diese beiden MaEzahlen miteinander. Dabei sind also nicht bloB, wie in 
der affinen Geometrie, parallele Strecken ihrer Lange nach· zu vergleichen, 
sondern solche von beliebiger Richtung gegeneinander. Fiir das skalare 
Produkt gelten folgende Rechengesetze: 

).a· 0 = A(a . 0), (Il + a'). 0 = (a· 0) + (a'· 0) , 
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und das analoge in bezug auf den zweiten Faktor; auBerdem das kom
mutative a· D = D • a. Das skalare Produkt von a mit sich selbst, 
a . a = aZ

, ist stets positiv, auBer wenn a = 0, und gleich dem Quadrat 
der Lange von a. Diese Gesetze besagen: das skalare Produkt zweier 
willkiirlicher Vektoren ~ . ~ ist eine symmetrische Bilinearform, und die 
aus ihr entstehende quadratische Form ist positiv-definit. Man erkennt 
also: nicht die Lange, sondern das Quadrat der Lange eines Vektors 
hil'ngt in einfacher, rationaler Weise von dem Vektor selbst ab, ist namlich 
eine quadratische Form; das macht den eigentlichen Inhalt des Pytha
goreischen Lehrsatzes aus. Das skalare Produkt ist nichts anderes als die 
symmetrische Bilinearform, aus welcher diese quadratische Form entsteht. 
Wir formulieren demnach folgendes 

Metrische Axiom: Nacft Wahl eines von 0 verschiedenen Einheitsvektors e 
bestimmen je zwei Vektoren ~ und ~ eindeutig eine Zahl (~ . ~) = Q(~~); 
sie ist in ihrer Abhiingigkeit von den beiden Vektoren eine symmetrische 
Bilinearform, die aus ihr entstehende quadratische Form (~.~) = Q (~) 
positiv-deftnit. Q(e) ist = I. 

Q nennen wir die metrische Fundamentalform. Jetzt gilt: Eine affine 
Abbildung, die allgemein den Vektor ~ in ~' uberfuhrt, ist eme kongruente, 
wenn sie die metrische Fundamentaifonn invariant lii(Jt: 

Q(~') = Q(~) ; 
zwei Figuren, die durclz kongruente Abbildung ineinander iibergejuhrt werden 
konnen, sind kongruent*). Bei unserm axiomatischen Aufbau deftnieren 
wir durch diese Aussagen den Begriff der Kongruenz. Liegt irgend ein 
Operationsbereich vor, in welchem die Axiome des § 2 erfiillt sind, so 
konnen wir eine beliebige positiv-definite quadratische Form in ihm wahlen, 
sie zur metrischen Fundamentalform »ernennen« und auf Grund ihrer den 
Begriff der Kongruenz so definieren, wie es eben geschehen ist: dann ist 
durch jene Form in den affinen Raum eine Metrik eingetragen, und zwar 
gilt jetzt die gesamte Euklidische Geometrie. Wieder ist die Formulierung, 
zu der wir gelangt sind, nicht an eine spezielle Dimensionszahl gebunden. 
Aus (10) folgt mittels der Relation (9) des § 3, daB flir eine kongruente 
Abbildung allgemeiner 

Q({~') = Q(~~) 
gilt. 

Da der Begriff der Kongruenz durch die metrische Fundamentalform 
definiert ist, so ist es kein Wunder, daB diese in aIle Formeln eingeht, 
welche die MaBe geometrischer GroEen betreffen. Zwei Vektoren a und a' 
sind dann und nur dann kongruent, wenn 

Q(a) = Q(a'). 
Wir konnten daher Q(a) als MaBzahl des Vektors a einflihren; wir be-

*) Wir unterdriicken hier den Unterschied zwischen direkter und spiegelbildlicher 
Kongruenz. Er findet schon fUr affine Abbildungen, und zwar im n-dimensionalen so 
gut wie im dreidimensionalen Raume, statt. 
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nutzen aber statt dessen die positive Quadratwurzel aus Q(n) und 
nennen diese die Lange des Vektors a (das ist jetzt Definition), dam it 
die weitere Bedingung erflillt ist, daB die Lange der Summe zweier paral
leler und gleichgerichteter Vektoren gleich der Summe der Langen der 
beiden Einzelvektoren ist. Sind a, b ebenso wie a', b' je zwei Vektoren 
von der Lange I, so ist die von den beiden ersten gebildete Figur dann 
und nur dann kongruent mit der aus den beiden letzten bestehenden, wenn 

Q(a, b) = Q(n', b') 
ist. Wieder aber flihren wir nicht diese Zahl Q (n, b) selbst als MaBzahl 
des Winkels ein, sondern eine Zahl {t, weIche mit ihr durch die trans
zendente Funktion cos zusammenhangt: 

cos -U = Q ( a, b), 
damit der Satz gilt, daB sich bei Aneinanderlegung zweier Winkel in der 
gleichen Ebene die MaBzahlen der Winkel addieren. Der von zwei be
liebigen Vektoren n und b (::f: 0) gebildete Winkel ,9- berechnet sich dann aus 

(II) cos -:J = Q(n, b) 
11 Q(aa)· Q(bb) 

Insbesondere heillen zwei Vektoren n, b senkrecht zueinander, wenn 
Q(nb) = 0 ist. Diese Erinnerung an die einfachsten metrischen Formeln 
der analytischen Geometrie mag gentigen. 

DaB der durch (I I) definierte Winkel zweier Vektoren immer reell 
ist, beruht auf der ftir jede quadratische Form Q, die flir aIle Argument
werte ;;::::: 0 ist, gtiltigen Ungleichung 
(12) Q2(ab) <: Q(n) • Q(b). 

Sie ergibt sich am einfachsten, wenn man bildet: 
Q(I,n + flb) = ).2Q(n) + 2 }"ll Q(ab) + fl' Q(b) :> 0 . 

Da die hier hingeschriebene quadratische Form von }, und fl nicht 
Werte beiderlei Vorzeichens annimmt, kann ihre » Diskriminante« 
Q2(nb) - Q(Il) . Q(b) unmoglich positiv sein. 

n unabhangige Vektoren ei bilden ein Cartesisches Koordinalensystelll, 
wenn flir jeden Vektor 

I; = XI eI + X 2 CO + ... + X" en 
Q(I;) = X~ + x~ + ... + x~ 

ist, d. h. wenn 

{
I (i=k) 

Q(ei, Ck) = 0 (i :f: k) 

ist. AIle Cartesischen Koordinatensysteme sind vom Standpunkt der me
trischen Geometrie aus gleichberechtigt. Den sich aufs engste an die 
geometrische Anschauung anschlieBenden Beweis, daB soIche Systeme 
existieren, wollen wir sogleich nicht bloB fUr eine definite, sondern eine 
beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form erbringen, da spater in der 
Relativitatstheorie gerade der indefinite Fall von entscheidender Wichtigkeit 
wird. Wir behaupten: 



§ 4. Grundlagen der metrischen Geometrie. 

Zu einer nieht-ausgearteten quadratischen Form Q kann man em solches 
Koordinatensystem ei einfuhren, daft 

(14) Q(~)=C,X:+C2X~+"'+c"x~ (ci=+I) 
wird. 

Beweis: Wir wahlen einen beliebigen Vektor ell fUr den Q (e,) ::j= 0 

ist; indem wir ihn mit einer geeigneten positiven Konstanten multipli
zieren, konnen wir noeh erreiehen, daB Q(e,) = --+- 1 ist. Einen Vektor ~, 
fUr den Q(e,~) = 0 ist, wollen wir aueh hier zu e, orthogonal nennen. 
1st ~* ein zu e, orthogonaler Vektor, X, eine beliebige Zahl, so gilt fUr 

(I 5) ~ = X, e, + ~* 
der »Pythagorelsehe Lehrsatz«: 

Q(~) = x~ Q(e,) + 2X, Q(e, ~*) + Q(~*) = + x~ + Q(~*) . 
Die zu e, orthogonalen Vektoren bilden eine lineare (n - I )-dimensio

nale Mannigfaltigkeit, in welcher Q (~) eine nieht-ausgeartete quadratisehe 
Form ist. Da unser Satz fiir die Dimensionszahl n = 1 selbstverstandlieh 
ist, diirfen wir annehmen, er gelte fUr n - I Dimensionen (SehluB von 
n - I auf n). Danaeh existieren n - 1 zu e, orthogonale Vektoren eo, 
.. " en derart, daB fUr 

~* = X 2 e. + ... + Xn en 
die Formel gilt 

Q(~*) = +x~ + ... +x;;, 

und daraus erhalten wir fUr Q (~) die gewiinsehte Darstellung. Es ist 

Q(ei) = ci, Q(ei, ek) = 0 (i::j= k). 

Da£ die ei alle voneinander linear unabhangig sind und sieh jeder 
Vektor ~ in der Gestalt (13) darstellen laBt, ist eine Folge dieser Rela
tionen; sie lief ern 

Xi = Ci . Q(ei, ~). 

Fiir den indefiniten Fall ist ein wiehtiger Zusatz zu maehen: Die AIl
zahlm r und s der positiven und negativen unter den Vorzeichen Ci si1ld 
durch die quadratisehe Form eindeutig bestimmt; ieh will sagen, sie habe 
r positive und s negative Dimensionen. (Man pflegt s den Tragheits
index der quadratisehen Form zu nennen, und der eben behauptete Satz 
ist unter dem Namen des Tragheitsgesetzes bekannt. Auf ihm beruht 
z. B. die Klassifizierung der Flaehen 2. Ordnung.) Wir konnen die An
zahlen r und s in folgender Weise invariant eharakterisieren: Es gibt r 
wechselseitig zueinander orthogonale Vektoren e, fur die Q (e) > 0 ist,. aber 
fur einen zu diesen orthogonalen, von 0 verschiedenen Vektor ~ gilt not
wendig Q(~) < 0 - so daft mehr als r derartige Vektoren e nieht existieren 
konnen. Entspreehend fur s. 

r Vektoren von der gewiinsehten Art werden dureh diejenigen r Grund
vektoren ei des der Darstellung (14) zugrunde liegenden Koordinaten" 
systems geliefert, denen die positiven Vorzeiehen Ci korrespondieren; die zu-
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gehorigen Komponenten Xi (i= I, 2,'· ,r) sind bestimmte Linearformen von ~ 
[vergl. (16)]: Xl = Li(~). 1st nun ei(i= 1,2,' ·,r) irgend ein System von 
Vektoren, die wechselseitig zueinander orthogonal sind und der Bedingung 
Q(ei) > 0 geniigen, und ~ ein zu diesen ei orthogonaler Vektor, so konnen 
wir eine lineare Kombination 

~ = A, eI + ... + Ar er + !l~ 
mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten bestimmen, welche den r 
homogenen Gleichungen geniigt 

L, (~) = 0 , Lr (~) = 0 • 

Dann [aUt, wie aus der NormaldarsteUung hervorgeht, Q(~) negativ aus, 
es sei denn, daB ~ = 0 ist. Mittels der Formel 

Q(~) - {A: Q(e, ) + ... + ).;Q(er )} = !t2Q(~) 

folgt jetzt die Beh;l.Uptung Q(~) < 0, auBer ffir den Fall, daB ~ = 0; 
AI = ... = Ar = 0 wird; dann aber muB nach Voraussetzung fl =1= 0, 

also ~ = 0 sein. . 
In der Relativitiitstheorie wird der Fall einer quadratischen Form von einer nega

tiven und n-I positiven Dimensionen von Bedeutung. 1m dreidimensionalen Raum ist 
bei Benutzung affiner Koordinaten 

- x~ + x~ + x~ = 0 

die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Nullpunkt, der aus zwei durch das ver
schiedene Vorzeichen von XI unterschiedenen Miinteln besteht, die nur im Nullpunkt 
miteinander zusammenhiingen. Diese Trennung in zwei Miintelliefert in der Relativitiits
theorie den Gegensatz von Vergangenheit und Zukunft; wir wollen sie hier statt durch 
Kontinuitiitsmerkmale auf elementarem Wege analytisch zu beschreiben versuchen. -
Sei also Q eine nicht-ausgeartete quadratische Form von nur einer negativen Dimension. 
Wir wiihlen einen Vektor e, fur welchen Q(e) = - I is!. Die von 0 verschiedenen Vek
toren 1;, fiir welche Q(I;)~o ist, mogen ~negative Vektorenc genannt werden. Nach 
dem eben gefiihrten Beweis des Triigheitssatzes kann kein negativer Vektor der Glei
chung Q(e1;) = 0 geniigen. Sie zerfallen daher in zwei getrennte Klassen oder >Kegelc 
gemiill der Fallunterscheidung: Q (e1;) < 0 oder >0; e selbst gehOrt dem ersten, - e demo 
zweiten Kegel an. Ein negativer Vektor I; liegt >im Innemc oder >auf dem Mantelc seines 
Kegels, je nachdem Q(1;) < 0 oder= 0 ist. Urn zu zeigen, dill die beiden Kegel un
abhiingig sind von derWahl des Vektors e, mtill man beweisen: Aus Q(e)=Q(e')=-I, 

Q(1;) ~o folgt, da~ das Vorzeichen von QQ((e'1;) gleich dem von - Q(ee') ist. 
e1;) 

J eden Vektor 1; kann man in zwei Summanden zerlegen 

1; = xe+l;* 

derart, da~ der erste proportional, der zweite 1;* orthogonal zu e ·ist. Man hat zu 
diesem Zwecke nur X = - Q(e1;) zu nehmen, und es wird dann 

Q(I;) = - x2 + Q(1;*). 

Q(1;*) ist, wie wir wissen, notwendig ==- 0; schreiben wir dafiir Q*, so zeigt die Gleichung 

Q* = x2 + Q(1;) = Q'(el;) + Q(1;) , 

da~ Q* eine quadratische Form von I; ist (iibrigens eine ausgeartete), die der iden
tischen Ungleichung Q*(I;) ==- 0 geniigt. Wir haben jetzt 
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Q(~) = -x"+ Q*(~):=S 0, 
{x = - Q(e~)} 

Q(e') = - e'2+ Q*(e') < o. 
{e'= - Q(ee')} 

Aus der auf Q* anwendbaren Ungleichung (12) folgt 

{Q*(e'~)}2:=S Q*(e') . Q.(~) < e"x'; 
mithin hat 

- Q(el~) = e' x - Q*(e'~) 

das Vorzeichen des ersten Summanden e'.x. 

29 

Wir lenken zu dem uns gegenwartig interessierenden Fall einer positiv
definiten metrischen Grundform zuriick. Benutzen wir zur Darstellung ~iner 
kongruenten Abbildung ein Cartesisches Koordinatensystem, so werden 
die Transformationskoeffizienten aik in Formel (5'), § 2 so beschaffen sem 
miissen, da/3 identisch in den g die Gleichung 

;~ ~ + g~ • + ... + g~ 2 = g: + g: + ... + g; 
besteht. Das liefert die .Orthogonalitatsbedingungenc 

V . {I(z"=j) 
{17) ~ ariarj = 0 (z" =l= j) • 

Sie besagen, daB beim Ubergang zur inversen Abbildung die Koeffizienten a,.,. 
:sich in aki verwandeln: 

n 

g .. -:2 aki;". 
k=x 

Daraus folgt noch, daB die Determinante d = I aik I einer kongruenten 
Abbildung mit der ihrer inversen identisch ist, und da ihr Produkt = I 

:sein muB, demnach d = -I- 1 wird. (Das eine oder d.as andere Vor
zeichen wird eintreten, je nachdem es sich urn eigentliche oder spiegel
bildliche Kongruenz handelt., 

Fiir die analytische Behandlung der metrischen Geometrie ergeben 
:sich zwei Moglichkeiten. Entweder man unterwirft das zu benutzende 
.affine Koordinatensystem keiner Einschrankung; dann gilt es, eine Theorie 
-der Invarianz gegeniiber beliebigen linearen Transformationen zu ent
wickeln, in welcher aber zum Unterschied von der affinen Geometrie ein 
-fiir allemal eine bestimmte invariante quadratische Form, die metrische 
<Grundform 

n 

Q(~) =:2 g"kg .. gk 
i,k=:r. 

:als absolutes Datum zur Verfiigung steht. Oder aber man benutzt von 
vornherein nur Cartesische Koordinatensysteme; dann handelt es sich urn 
-eine Theorie der Invarianz gegeniiber orthogonalen Transformationen, 
-d. h. solchen linearen Transformationen, deren Koeffizienten die Neben-
bedingungen (17) erfiillen. Wir miissen hier, urn spatere Verallgemeine
Tungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfiihren, daran ankniipfen 
zu konnen, den ersten Weg einschlagen. Er erscheint auch algebraisch 
von vornherein als der einfachere, da es leichter sein wird, einen Uber-
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blick tiber diejenigen Ausdrticke zu gewinnen, die bei allen linearen 
Transformationen ungeandert bleiben, als tiber diejenigen, welche sich 
nur gegentiber den orthogonalen Transformationen invariant verhalten 
(einer Klasse von Transformationen, die durch nicht leicht zu beherrschende 
Nebenbedingungen eingeschrankt sind). Wir . werden hier die Invarianten
theorie, als »Tensorrechnungc , in solcher Gestalt entwickeln, da13 sie uns 
die sachgemaJ3e mathematische Fassung nicht nur der geometrischen, 
sondern auch aller physikalischen Gesetze ermoglicht 3). 

§ 5. Tensoren. 

Zwei lineare Transformationen 

(18) 

(18') 

der Variablen g bzw. T) in die Variablen §, fj heiJ3en kontragredient zu
einander, wenndabei die bilineare Einheitsform 21] .. gi in sich tibergeht: 

.. 

Das Verhaltnis der Kontragredienz ist daher ein wechselseitiges. Gehen 

durch ein erstes Paar kontragredienter Transformationen A, A die Va-

riablen g, 1] in §, ~ tiber, diese durch ein zweites Paar B, jj in g;~, so 
folgt aus . 

da13 die beiden zusammengesetzten Transformationen, welche g direkt 

in §, bzw. 1] in ~ tiberflihren, gleichfalls zueinander kontragredient sind. 
Die Koeffizienten zweier kontragredienter Substitutionen gentigen den 
Bedingungen 

(20) V ,:Yk_ ~~_ {I(i=k). 
~ a, a .. - u, - 0 (i =1= k) 

Setzt man m der linken Seite von (19) nur flir die g ihre aus (18) zu 

entnehmenden Ausdrticke in g ein, so erkennt man, dal3 die Gleichungen 
(18') durch Auflosung aus 

(21) Yj; -:2a:T)k 
k 

hervorgehen. Zu einer linearen Transformation gibt es also eine 
nur eine kontragrediente. Aus demselben Grunde wie (21) gilt 

g; =:2 Cc~gk. 
k 

und 
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Durch Einsetzen dieser und der Ausdrlicke (2 I) in (19) ergibt sich, daB 
die Koeffizienten auBer (20) auch den Bedingungen 

r 

genligen. Eine orthogonale Transformation ist eine solche, die zu sich 
seIber kontragredient ist. Unterwirft man eine Linearform der Variablen 
~i einer be1iebigen linearen Transformation, so transformieren sich die 
Koeffizienten kontragredient zu den Variablen, oder sie verhalten sich, 
wie man auch zu sagen pflegt, kontravariant zu diesen. 

Re1ativ zu einem affinen Koordinatensystem 0; e" e2 , ••• , en hatten 
wir bis jetzt eine Verschiebung !: durch diejenigen eindeutig bestimmten 
Komponenten gi charakterisiert, die sich aus der Gleichung 

!: = gte, + g·e. + '" + gnen 

ergeben. Gehen Wlr zu emem andern affinen Koordinatensystem 

0; e" e., .. " en liber, wobei 

e; = 2atek 
k 

sei, so erfahren die Komponenten von t, wie aus der Gleichung 

hervorgeht, die Transformation 

gi = 2a~tk; 
k 

sie transformieren sich also kontragredient zu den Grundvektoren des 
Koordinatensystems, verhalten sich kontravariant zu diesen und magen 
daher genauer als kontravariante Komponenten des Vektors !: bezeichnet 
werden. 1m metrischen Raum kannen wir eine Verschiebung aber auch 
re1ativ zum Koordinatensystem durch die Werte ihres skalaren Produkts 
mit den Grundvektoren ei des Koordinatensystems charakterisieren: 

gi = (!:. ei) . 

Bei Ubergang zu einem andernKoordinatensystem transformieren sich 
diese GraBen - das ist aus ihrer Definition sofort ersichtlich - wie 
die Grundvektoren seIber, .kogredient« zu den Grundvektoren, d. i. nach 
den Gleichungen 

- V k gi = .:;. ai gk; 
k 

sie verhalten sich »kovariant«, und wir nennen sie die kovarianten Kom
ponenten der Verschiebung. Der Zusammenhang zwischen den kovarianten 
und den kontravarianten Komponenten wird durch die Formeln vermittelt 
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DzW. nach den dazu inversen (durch Auflosung hervorgehenden) 

(22') ;z' = ~ g'·kgk. 
k 

In einem Cartesischen Koordinatensystem stimmen die kovarianten Kom
ponenten mit den kontravarianten iiberein. - Es sei noch einmal be
tont, daJ3 uns im affinen Raum nur die kontravarianten Komponenten 
zur Verfiigung stehen, und wo deshalb in der Folge von Komponenten 
·einer Verschiebung ohne Zusatz die Rede ist, sind darunter immer wie 
friiher die kontravarianten zu verstehen. 

Es wurden schon im vorhergehenden Linearformen einer oder zweier 
willkiirlicher Verschiebungen ins Auge gefaBt. Von 2 konnen wir zu 3 
und mehr Argumenten iibergehen; nehmen wir beispielsweise eine Tri
linearform A (~~ 31. Stellt man in einem beliebigen Koordinatensystern 
<lie zwei Verschiebungen ~, ~ durch ihre kontravarianten, 3 durch ihre 
Kovarianten Komponenten dar, gi, r/ bzw. Si, so driickt sich A alge
braisch als eine Trilinearform dieser drei Reihen von Variablen mit be
'Stimmten Zahlkoeffizienten aus: 

~ ikgi1')kSI' 
ikl 

Die analoge Darstellung in einem andern, iiberstrichenen Koordinaten
'System sel 

~a:kgir?~l' 
ikl 

Zwischen den beiden algebraischen Trilinearformen (23) und (23') besteht 
<lann der Zusammenhang, daJ3 die eine in die andere iibergeht, wenn 
man die beiden Variablenreihen g, 1') kontragredient, die Variablenreihe S 
.aber kogredient zu den Grundvektoren transformiert. Auf Grund dieses 
Zusammenhangs kann man, wenn die Koeffizienten ik bekannt sind und 
die Transformationskoeffizienten (x7 des einen in das andere Koordinaten

system, die Koeffizienten a~k von A im zweiten Koordinatensystem be
Technen. Hiermit sind wir zu dem nicht auf die metrische Geometrie 
beschriinkten, sondern nur den affinen Raum voraussetzenden Begriff des 
»r-jach kovarianten, s-jach kontravarianten Tensors (r + s)-ter Stujee ge
langt, dessen Erklarung wir jetzt in abstracto angeben wollen; um der ein
facheren Ausdrucksweise willen spezialisieren wir aber die Anzahlen r und s 
·etwa wie in dem eben angefiihrten Beispiel: r = 2, S = I, r + s = 3. 

Eine vom Koordinatensystem abhiingige Trilz'nearjorm dreier Reihen 
von Variablen heijlt ein zwiejach kovarianter, einjach kontravarianter 
Tensor 3. Stuje, wenn jene Abhiingigkeit von jolgender Art ist: die Aus

.drUcke der Lz'nearjorm z'n irgend zwei Koordinatensystemen 

~a:kgi1')kSI' ~a:kgi~k~l 

,gehen inez'nander uber, wenn man zwei der Variablenreihen (narnlich die 
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ersten beiden, g, r;) kontragredient, die dritte kogredient (sc. ZZt den Grund
vektoren des Koordinatensystems) transformiert. Die Koejflzientm der Li
llearform heij3en die Komponenten des Tensors in dem betr. Koordinatm
system; . Ztnd zwar nennen wir sie kovariant in den Indizes ik, die mit den 
kontragredient Ztt transformiermden Variablen verknitpft sind, kontravariant 
in £1m andern, hier dem einen Index l. 

Die Terminologie rechtfertigt sich dadurch, daE die Koeffizienten 
einer U nilinearform sich kovariant verhalten, wenn man die Variablen 
kontragredient transformiert, kontravariant, wenn man sie kogredient 
transformiert. Kovariante Indizes werden dem Koeffizientenzeichen immer 
unten, kontravariante oben angehangt. Variable mit unteren Indizes sollen 
stets kogredient, so1che mit oberen Indizes stets kontragredient zu den 
Grundvektoren des Koordinatensystems transformiert werden. Ein Tensor 
ist vollstandig bekannt, wenn seine Komponenten in einem Koordinaten
system gegeben sind (vorausgesetzt naturlich, daE das Koordinatensystem 
selber gegeben ist); diese aber konnen willkiirlich vorgeschrieben werden. 
Aufgabe der Tensorrechnung ist es, Eigenschaften und Relationen von 
Tensoren aufzustellen, die unaqhangig sind yom Koordinatensystem. I1Il 
iibertragmm Sinne werden wir in Geometrie lind Physik eine Grojle als 
Tensor bezeichnen, wentz sie eindeutig und ohne TlVillkiir eine vom Koordi
llatensystem in der gescllilderten Weise ablziingige algebraische Linearforlll 
bestimmt, dllrch derm Angabe die Grojle selbst vollstiindig cllarakterisiert 
ist. So haben wir oben eine Funktion dreier Verschiebungen, die homo
gen-linear von jedem ihrer Argumente abhangt, als einen Tensor 3. Stufe, 
und zwar als einen zwiefach kovarianten, einfach kontravarianten dar
gestellt. Dies war moglich im metrischm Raum, wie es denn dart iiber
haupt in unserm Belieben steht, jene GroEe durch einen nullfach, ein
fach, zweifach oder dreifach kovarianten Tensor zu reprasentieren; im 
affinen Raum hatten wir sie jedoch nur in der letzten Weise, als einen 
kovarianten Tensor 3. Stufe ausdriicken konnen. 

Erlautern wir die allgemeine Erklarung sogleich durch einige Bei
spiele, wobei wir noch auf dem rein affinen Standpunkt verharren. 

I) Stellen wir eine Verschiebttng a in einem beliebigen Koordinaten
system durch ihre (kontravarianten) Komponenten a i dar und ordnen ihr 
mit Bezug auf dieses Koordinatensystem die Linearform 

a'g, + a 2;2 + ... + angn 

der Variablen gi zu, so entsteht ein kontravarianter Tensor I. Stufe. 
Fortan gebrauchen wir das Wort »Vektorc nicht mehr synonym flir 
» Verschiebung«, sondern flir »Tensor I. Stufe«, so daE wir sagen: die 
Verschiebttng ist ein kontravarianter Vektor. - Das Gleiche gilt flir die 
Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes; denn diese entsteht, 
wenn man die unendlichkleine Verschiebung, we1che der sich bewegende 
Punkt wahrend des Zeitelements dt erfahrt, durch dt dividiert (im Limes 
flir dt = 0). Der jetzige Gebrauch des Wortes Vektor ist mit dem 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 3 
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tiblichen in Einklang, nach welchem es nicht bloB eine Verschiebung 
deckt, sondern jede GroBe, die (ev. nach Wahl einer MaBeinheit) ein
deutig und ohne Willktir durch eine Verschiebung reprasentiert werden 
kann. . 

2) Man pflegt gewohnlich den geometrischen Charakter der Kraft 
darin zu erblicken, daB sie eine derartige Reprasentation gestattet. Dieser 
Darstellung der Kraft tritt aber eine andere gegentiber, von der wir he ute 
glauben, daB sie dem physikalischen Wesen der Kraft besser gerecht 
wird, weil sie auf dem Begriff der Arbeit beruht, der in der neueren 
Physik statt des Kraftbegriffs immer deutlicher als der entscheidende und 
primare in den V ordergrund getreten ist. Wir fiihren als Komponenten 
einer Kraft in einem Koordinatensystem 0; ei diejenigen Zahlen p; ein, 
welche angeben, eine wie groBe Arbeit die Kraft bei jeder der virtuellen 
Verschiebungen ei ihres Angriffspunktes leistet. Durch diese Zahlen ist 
die Kraft vollstandig charakterisiert; ihre Arbeit bei der willktirlichen 
Verrtickung 

~ = §'e, + ~2e. + ... + ~"e" 
ihres Angriffspunktes ist dann = 2Pi §i. Es folgt daraus, daB m zwel 

i 

verschiedenen Koordinatensystemen 

gilt, falls die Variablen §i (ihrer Behaftung mit oberen Indizes gemaB) 
kontragredient zum Koordinatensystem transformiert werden. Danach ist 
die Kraft ein kovarianter Vektor. Der Zusammenhang dieser Darstellung 
mit der tiblichen durch eine Verschiebung wird zur Sprache kommen, 
wenn wir von dem gegenwartig eingenommenen Standpunkt der affinen 
Geometrie zur metrischen tibergehen. Die Komponenten eines kovarianten 
Vektors transformieren sich bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten
system kogredient zu den Grundvektoren. 

Zwischenbemerkungen. Da die Transformationen der Komponenten ai 
eines kovarianten und bi eines kontravarianten Vektors kontragredient zu-

einander sind, ist 2 ai bi eine durch diese beiden Vektoren unabhangig 
i 

yom Koordinatensystem bestimmte Zahl. Hier haben wir das erste Bei
spiel einer invarianten Tensoroperation vor uns. In das System der Ten
soren reihen sich die Zahlen oder Skalare als Tensoren oter Stufe ein. 

Es ist schon frtiher erklart worden, wann eine Bilinearform zweier 
Variablenreihen symmetrisch heillt und wann eine symmetrische Bilinear
form nicht-ausgeartet ist. Schiejsymmetrisch ist eine Bilinearform F(§ I)), 
wenn sie bei Vertauschung der beiden Variablenreihen in ihr Negatives 
umschlagt: 

an ihren Koeffizienten aik gibt sich das durch die Gleichungen aki = - aik 
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kund. Diese Eigenschaften bleiben erhalten, wenn die beiden Variablen
reihen derselben linearen Transformation unterworfen werden. Es ist also 
eine yom Koordinatensystem unabhangige Eigenschaft von kovarianten 
oder kontravarianten Tensoren 2. Stufe, schiefsymmetrisch zu sein oder 
symmetrisch oder (symmetrisch und) nicht-ausgeartet. 

Da durch kontragrediente Transformation zweier Variablenreihen die 
bilineare Einheitsform in sich iibergeht, gibt es unter den gemischten 
(d. i. einfach kovarianten, einfaeh kontravarianten) Tensoren 2. Stufe einen, 
den »Einheitstensor«, der in jedem Koordinatensystem die Komponenten 
.\'.k _ I (i = k) h 
u, - 0 (i =l= k) at. 

3) Die in einem Euklidisehen Raum herrschende Metrik weist je zwel 
Versehiebungen 

t) = '2'liei 
z· 

eine yom Koordinatensystem unabhangige Zahl als ihr skalares Produkt zu: 

Die reehts stehende Bilinearform hangt daher yom Koordinatensystem in 
so1cher Weise ab, daJ3 dureh sie ein kovarianter Tensor 2. Stufe gegeben 
ist, der metrische Fundamentaltmsor. Dureh ihn ist die Metrik vollstandig 
charakt!!risiert. Er ist symmetrisch und nieht-ausgeartet. 

4) Durch dne »lineare Vektor-Abbildung« wird jeder Versehiebung ~ 
eine V ersehiebung ~' in linearer Weise zugeordnet, d. h. so, daJ3 der 
Summe ~ + t) die Summe ~' + t)', dem Produkt l~ das Produkt It 
entsprieht. So1che lineare Vektor-Abbildungen wollen wir, urn uns eines 
kurzen eharakteristisehen Namens bedienen zu konnen, Matrizen nennen. 
Gehen die Grundvektoren ei eines Koordinatensystems dureh die Ab
bildung in die Vektoren 

e;· = '2atek 
k 

tiber, so verwandelt sie allgemein die beliebige Verschiebung 

m 

Wir konnen die Matrix daher 111 dem gewahlten Koordinatensystem durch 
die Bilinearform 

V k1;· ,.;;;,; ai !>")k 
lk 

kennzeichnen. Aus (24) geht hervor, daJ3 flir zwei Koordinatensysteme 
(unter Verwendung der frtiheren Bezeiehnungen) der Zusammenhang 

~at giek = '2 at g'-ek (= t) 
lk ik 

besteht, wenn 
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ist; also wird 

~a:gi~k = 2lgi 'lk, 
ik ik 

falls die 'Ii kogredient, die ;i kontragredient zu den Grundvektoren trans
formiert werden (diese Zusatzbemerkung tiber die Transformation cler 
Variablen versteht sich nachgerade von selbst, so daB wir sie in Zukunft in 
ahnlichen Fallen einfach fortlassen). Auf solche Art ist die Matrix als cin 
gemischter Tensor 2. Stufe dargestellt. Insbesondere entspricht der .Iden
titat«, die jeder Verschiebung ~ sie seIber zuordnet, der Einheitstensor. 

Wie die Beispiele von Kraft und Metrik zeigen, tritt in den Anwen
dungen haufig der Fall ein, daB die Darstellung der geometrischen oder 
physikalischen GroBe durch einen Tensor erst moglich ist nach vorher
gegangener Wahl einer Majleinheit, einer Wahl, die nur individuell, durch 
Aufweisung vollzogen werden kann; bei Abanderung der MaBeinheit mul
tiplizieren sich die darstellenden Tensoren mit einer universellen Kon
stanten, dem Verhaltnis der beiden MaBeinheiten. 

Der Erklarung des Begriffes Tensor ist offenbar das folgende Kriterium 
aqui valent: cine vom Koordinatensystem abhiingige Linearform mehrerer 
Variablenreihen ist ein Tensor, wenn sic immer dadurch einen vom Koordi-
11atensystem unabhiingigen Wert annimmt, dajl man fur jede kontragrediente 
Variablenrez'he die Komponenten ez'nes 'willkurlichen kontravarianten Vektors 
einsetzt, fur cine kogrediente aber die Komponenten eines beliebigen kovarianten 
Vektors. 

Kehren wir jetzt von der afJinen zur metrischen Geometrie zuriick, so 
sinkt, wie die Ausfiihrungen zu Anfang des Paragraphen lehren, der Unter
schied von kovariant und kontravariant, der in der affinen Geometrie die 
Tensoren seIber betrifft, zu einem bloBen Unterschied der Darstellungs
weise herab. Statt von kovarianten, gemischten und kontravarianten Ten
soren wird man hier also lieber nur von den kovarianten, gemischten und 
kontravarianten Komponenten eines Tensors sprechen. Es laBt sich dieser 
Ubergang zwischen den Tensoren verschiedenen Kovarianzcharakters nach 
dem Obigen einfach so formulieren: Deuten wir in einem Tensor die 
kontragredienten Variablen als kontravariante Komponenten einer willkiir
lichen Verschiebung, die kogredienten als kovariante Komponenten einer 
willktirlichen Verschiebung, so verwandelt er sich in eine yom Koordinaten
system unabhangige Linearform mehrerer willktirlicher Verschiebungen; 
indem wir nun die Argumente nach Gutdtinken durch ihre kovarianten 
oder kontravarianten Komponenten reprasentieren, gehen wir zu anderen 
Darstellungen desselben Tensors tiber. Rein algebraisch vollzieht sich 
die Verwandlung eines kovarianten Index in einen kontravarianten, indem 
man in der Linearform die betreffenden Variablen ;i nach (2 2) durch 
neue i;i ersetzt; die invariante Natur dieses Prozesses beruht auf dem 
Umstand, daB diese Substitution kontragrediente Variable in kogrediente 
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iiberflihrt. Der umgekehrte ProzeB wird nach den inversen Gleichungen (22') 
vollzogen. An den Komponenten seIber geschieht (wegen der Symmetrie 
der gik) der Ubergang von kontravariant zu kovariant, das »Herunter
ziehen des Index«, stets nach dem Schema: 

ai wird ersetzt durch ai = ;Eg(;Oai , 
i 

einerlei ob die Zahlen a'· noch mit weiteren Indizes behaftet sind oder 
nicht; das Heraufziehen des Index durch die inversen Gleichungen. 

Wenden wir das Gesagte insbesondere auf den metrischen Funda
mental tensor an, so erhalten wir 

;Eg;k~i ']k = ;E §i ']i = ;E§k,]k = ;E gik ;i']k. 
ik i k ik 

Seine gemischten Komponenten sind also die Zahlen o~, seine kontra
varianten die Koeffizienten gik der zu (22) inversen Gleichungen (22'). 
Aus der Symmetrie des Tensors ergibt sich, daB auch diese wie die gik 
der Symmetrie-Bedingung gki = gik geniigen. 

Hinsichtlich der Bezeichnung werde flir immer die Verabredung ge
troffen, daB wir die kovarianten, gemischten und kontravarianten Kom
ponenten desselben Tensors mit dem gleichen Buchstaben kennzeichnen 
und durch die Stellung des Index oben oder unten angeben, ob die 
Komponenten hinsichtlich dieses Index kontra- oder kovariant sind, wie 
es das folgende Beispiel eines Tensors 2. Stufe zeigt: 

2aikglr;k = 2ikgir;k - 2a/ girlk = ;Eaik;ir;k 
~ ~ ~ ~ 

(wobei die Variablen mit unteren und mit oberen Indizes durch (22) 
gekoppelt sind). 

1m metrischen Raum entfallt nach dem Gesagten der Unterschied 
zwischen einem kovarianten und einem kontravarianten Vektor; hier konnen 
wir eine Kraft, die nach unserer Auffassung von Hause aus ein kovarianter 
Vektor ist, auch als einen kontravarianten, durch eine Verschiebung, 

reprasentieren. Denn hatten wir sie oben durch die Linearform 2Pigi 
i 

mit den kontragredienten Variabeln gi dargestellt, so konnen wir diese 
jetzt durch (22') in eine solche mit den kogredienten §i verwandeln: 

2jigi. Dann gilt 
i 

die reprasentierende Verschiebung .\J ist· also dadurch bestimmt, daB die 
Arbeit, welche die Kraft bei einer willkiirlichen Verschiebung ~ leistet, 
gleich dem skalaren Produkt der Verschiebungen 1J und ~ isL 

In einem Cartesiscllf1l Koordinatensystem, in ,yelchem:der Funda-' 
mentaltensor die Komponenten 
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{
I (i = k) 

gik = 0 (i =F k) 

hat, lauten die Koppelungsgleichungen (22) einfach: gi = gi. Beschranken 
wir uns auf den Gebrauch Cartesischer Koordinatensysteme, so fallt 
nicht nur flir die Tensoren, sondern auch flir die Tensorkomponenten 
der Unterschied zwischen kovariant und kontravariant dahin. - Es ist 
aber zu erwahnen, daB die bisher auseinandergesetzten Begriffe hin
sichtlich des Fundamentaltensors gik nur voraussetzen, daB er symme
trisch und nicht-ausgeartet ist, wahrend der Einfiihrung eines Carte
sis chen Koordinatensystems der weitere Umstand zugrunde liegt, daB die 
korrespondierende quadratische Form positiv-definit ist. Das ist nicht 
gleichgliltig. In der Relativitatstheorie tritt zu den drei Raumkoordinaten 
als vierte gleichberechtigt die Zeitkoordinate hinzu, und die MaBbestim
mung, die in dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit gilt, beruht nicht 
auf einer definiten, sondern einer indefiniten Form (Kap. III). In dieser 
Mannigfaltigkeit werden wir also, wenn wir uns auf reelle Koordinaten be
schranken, kein Cartesisches Koordinatensystem einflihren konnen; aber 
die hier entwickelten Begriffe, die auf die Dimensionenzahl n = 4 zu 
spezialisieren sind, behalten ihre volle Anwendbarkeit. AuBerdem spricht 
die Rlicksicht auf die algebraische Einfachheit des Kalkiils, wie schon 
am SchluB von § 4 erwahnt wurde, gegen die ausschlieBliche Benutzung 
Cartesischer Koordinatensysteme. Endlich und vor allem aber ist es flir 
spatere Erweiterungen, die liber die Euklidische Geometrie hinausflihren, 
von groBer Wichtigkeit, daB schon hier der affine Standpunkt selbstandig 
und unabhangig von dem metrischen zu voller Geltung gebracht wird. 

Die geometrischen und physikalischen GrojJen sind Skalare, Vektoren 
und Tensoren: darin spricht sich die 11lathematische Beschaffenheit des Raullles 
aus, in weldlem diese Groj1en existieren. Die dadurch bedingte mathe
matische Symmetrie ist keineswegs auf die Geometrie beschrankt, sondern 
kommt im Gegenteil erst in der Physik recht zur Geltung: weil die Natur
vorgange in einem metrischen Raum sich abspielen, ist die Tensorrechnung 
das natiirliche mathematische Instrument zum Ausdruck der GesetzmaBig
keit, welche diese Vorgange beherrscht. 

§ 6. Tensoralgebra. Beispiele. 

Addition von Tensoren. Durch Multiplikation einer Linearform, Bi
linearform oder Trilinearform . . . mit einer Zahl, ebenso durch Addition 
zweier Linearformen oder zweier Bilinearformen . . . entsteht immer wie
derum eine derartige Form. Vektoren und Tensoren kann man also mit 
einer Zahl (einem Skalar) multiplizieren und zwei oder auch mehrere 
Tensoren der gleichen Stufe addieren. Diese Operationen werden an den 
Komponenten durch Multiplikation mit der betr. Zahl, bzw. durch Addi
tion ausgefiihrt. 1m Gebiete der Tensoren jeder Stufe gibt es einen 
ausgezeichneten Tensor 0, dessen samtliche Komponenten yerschwinden: 
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zu einem be1iebigen Tensor der gleichen Stufe addiert, andert er diesen 
nicht. - Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch die 
Angabe der Werte gewisser Skalare und Tensoren beschrieben; daJ3 ein 
aus ihnen durch mathematische Operationen gebildeter invarianter (d. h. 
nur von ihnen, nicht aber von der Wahl des Koordinatensystems abhangiger) 
Tensor = 0 ist, darin besteht allgemein die Aussage eines Naturgesetzes. 

Bet'spiele. Die Bewegung eines Punktes wird analytisch in der Weise 
dargestellt, daB man den Ort des beweglichen Punktes, bzw. dessen 

Koordinaten Xi als Funktionen der Zeit t angibt. Die Ableitungen d;; 
sind die kontravarianten Komponenten ui des Vektors »Geschwindigktt't«. 
Durch Multiplikation mit der Masse m des bewegten Punktes, einem Skalar, 
der die Tragheit der Materie zum Ausdruck bringt, erhalt man den »Impuls c 

(oder »Bewegungsgroj3e«). Durch Addition der Impulse mehrerer Massen
punkte, bzw. aller derer, aus denen man sich in der Punktmechanik 
einen starren Karper zusammengesetzt denkt, erhalt man den Gesamt
Impuls des Punktsystems oder des starren Karpers. Bei kontinuierlicher 
Massenausbreitung sind die Summen durch Integrale zu ersetzen. Das 
Grundgesetz der Bewegung lautet, wenn Gi die kontravarianten Kom
ponenten des Impulses eines Massenpunktes, pi die der Kraft sind: 

(25) 
dGi . 
Tt=P'; 

Da nach unserer Auffassung die Kraft von Hause aus ein kovarianter 
Vektor ist, ist dieses Grundgesetz nur in einem metrischen, nicht in einem 
rein affinen Raum maglich. Dasselbe Gesetz gilt fUr den Gesamtimpuls 
eines starren Karpers und die an ihm angreifende Gesamtkraft. 

Multplt'kation von Tensoren. Durch Multiplikation zweier Linearformen 
.:E ai g", .:E bi r/ der Variablen g und 1] erhalt man eine Bilinearform 

i l 

und damit aus den beiden Vektoren a und b einen Tensor 2. Stufe c: 

(26) 

Durch die Gleichung (26) wird ein invarianter Zusammenhang zwischen den 
Vektoren a und b und dem Tensor c dargestellt; d. h. bei Ubergang zu 
einem neuen Koordinatensystem gelten fUr die (iiberstrichenen) Komponenten 
dieser GraBen im neuen Koordinatensystem genau dieselben Gleichungen 

7i i bk = Cik. 

In derselben Weise laBt sich z. B. die Multiplikation eines Tensors 1. Stufe 
mit einem Tensor 2. Stufe (allgemein eines Tensors beliebiger Stufe mit 
einem Tensor beliebiger Stufe) vollziehen; durch Multiplikation von 
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worin die griechischen Buchstaben, je nachdem sie ihre Indizes oben oder 
unten tragen, kontragredient oder kogredient zu transformierende Variable 
bedeuten, entspringt die trilineare Form 

~ aibi;iYJk ~l 
ikl 

und somit durch Multiplikation der beiden Tensoren I. und 2. Stufe ein 
Tensor c der 3. Stufe: 

An den Komponenten ist diese Multiplikation, wie man sieht, einfach da
durch auszufiihren, daB jede Komponente des einen Tensors mit jeder 
Komponente des andern multipliziert wird; die Indizes mussen dabei vollig 
getrennt gehalten werden. Es ist noch zu beachten, daB beispielsweise die 
in bezug auf den Index I kovarianten Komponenten des soeben gebildeten 
Tensors 3. Stufe 

c~ = albi durch Cikl = a1bkl 

gegeben sind. In solchen Multiplikationsforme1n ist es also ohne wei teres 
gestattet, irgend einen Index auf beiden Seiten der Gleichung von unten 
nach oben oder von oben nach unten zu schaffen. 

Beispiele schiejsymmetnscher und symmetrischer Tensoren. Aus zwei 
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten ai, bi entsteht durch 
Multiplikation in der einen und andern Reihenfolge und nachfolgende 
Subtraktion ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe c mit den kontra
varianten Komponenten 

In der gewohnlichen Vektorrechnung tritt dieser Tensor auf als .vekto
rielles Produkt« der beiden Vektoren a und b. Zeichnet man im drei
dimensionalen Raum einen bestimmten Schraubungssinn aus, so ist es 
namlich moglich, eine einfache umkehrbar-eindeutige Korrespondenz 
zwischen diesen Tensoren und den Vektoren herzustellen, die es gestattet, 
den Tensor c durch einen Vektor zu reprasentieren. (1m vierdimensio
nalen Raum ist dies schon deshalb ausgeschlossen, weil dort ein schief
symmetrischer Tensor 2. Stufe 6 unabhangige Komponenten besitzt, 
ein Vektor aber nur 4; ebenso in Raumen von noch hoherer Dimensions
zahl. Filr die Dimensionszahl 3 aber beruht die erwahnte Darstellung 
auf folgendem.) Benutzen wir lediglich Cartesische Koordinatensysteme 
und fiihren neben a und b noch eine willkilrliche Verschiebung g ein, 
so multipliziert sich beim Ubergang vo n einem Cartesischen Koordinaten
system zu einem andern die Determinante 

a[ a 2 a 3 

b[ b2 b3 =C23;1+C31;2+C";3 
;1 g2 ;3 

mit der Determinante der Transformationskoeffizienten. Filr eine ortho-
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gonale Transformation ist aber diese Determinante = -+- I. Beschranken 
wir uns auf die • eigentlichen« orthogonalen Transformationen, fur welche 
diese Determinante = + list, so bleibt jene Linearform der g also 
ungeandert; demgemiiB ist durch die Formeln 

C23 = c~, C31 = c:, cI2 = c~ 

mit dem schiefsymmetrischen Tensor c ein Vektor c* in einer Weise 
verkniipft, die invariant ist gegeniiber eigentlichen orthogonalen Trans
formationen. Der Vektor c* ist senkrecht zu den beiden Vektoren a und 
b, und seine GroBe ist (nach elementaren Formeln der analytischen Geo
metrie) gleich dem Flacheninhalt des von den Vektoren a und b aufge
spann ten Parallelogramms. -- Die Ersetzung der schiefsymmetrischen 
Tensoren durch Vektoren in der iiblichen Vektorrechnung mag im In
teresse der Bezeichnungsokonomie gerechtfertigt sein. Sie verdeckt aber 
in mancher Hinsicht das Wesen der Sache und gibt z. B. in der Elektro
dynamij{ zu den beriichtigten Schwimmregeln AnlaB, die keineswegs ein 
Ausdruck daflir sind, daB in dem Raum, in dem sich die elektrody
namischen V Ol:gange abspielen, ein ausgezeichneter Schraubungssinn 
herrscht, sondern nur notwendig werden, weil man die magnetische Feld
starke als Vektor betrachtet, wahrend sie in Wahrheit (wie das sog. 
vektorielle Produkt zweier Vektoren) ein schiefsymmetrischer Tensor ist. 
Ware uns eine Raumdimension mehr beschert, so hiitte es niemals zu 
einem solchen Irrtum kommen konnen. 

In der ¥echanik tritt das schiefsymmetrische Tensorprodukt zweier 
Vektoren auf I) als Drehimpuls (Impulsmomentj urn einen Punkt .0: Befindet 
sich in P ein Massenpunkt und sind gr, g', g3 die Komponenten von ...... 
OP, ferner ui die (kontravarianten) Komponenten der Geschwindigkeit 
jenes Punktes im betrachteten Moment, m seine Masse, so ist der Drehimpuls 
definiert durch 

Lik = m (Ui~k _ uk~i). 

Der Drehimpuls eines starren Korpers urn einen Punkt 0 ist die Summe 
der den einzelnen Massenpunkten des Korpers zugehorigen Drehimpulse. 
2) tritt es auf als Drehmoment einer Kraft. Greift diese im Punkte P 
an und sind pt ihre kontravarianten Komponenten, so ist dasselbe definiert 
durch 

q~k = pi~k _ pk ;i. 
Durch Addition erhiilt man daraus das Drehmoment eines Kraftesystems. 
Fiir einen Massenpunkt wie auch flir einen frei beweglichen starren Korper 
gilt neben (25) das Gesetz 

fiir Drehung eines starren Korpers urn den festgehaltenen Punkt 0 gilt 
allein das Dreh-Gesetz (:2 7) •. 

Ein weiteres Beispiel .eines schiefsymmetrischen Tensors ist die Dreh-
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geschwindigkeit eines starren Korpers urn den festen Punkt O. Geht bei 
einer Drehung urn 0 allgemein der Punkt P tiber in p', so entsteht der ........... ..... 
Vektor 0 p', also auch P p' durch eine lineare Abbildung aus 0 P. ....... ..... 
Sind gl die Komponenten von 0 P, 'a gi die von P pI, v~ die Kompo-
nenten jener linearen Abbildung (Matrix), so gilt 

(28) a;i =:2 v~gk. 
k 

Wir fassen hier lediglich unendlichkleine Drehungen ins Auge; sie sind 
unter den infinitesimalen Matrizen durch die weitere Eigenschaft ausge
zeichnet, daB identisch in ; 

wird, und das liefert 

Setzen Wlr die Ausdrticke (28) ein, so kommt 

2V~;igk 2Vikgl;k = o. 
ik ik 

Das muB identisch in den Variablen gi gelten, und daher ist 

Vkl+ Vik = 0; 
der Tensor mit den kovarianten Komponenten Vik ist also schief
symmetrisch. 

Bei der Bewegung eines starren Korpers erfahrt der Korper wahrend 
der unendlichkleinen Zeit at eine unendlichkleine Drehung. Wir brauchen 
den eben gebildeten infinitesimalen Drehungstensor v nur durch at zu 
dividieren, urn (im Limes fUr at = 0) den schiefsymmetrischen Tensor 
• Winkelgeschwindigkeit c zu erhalten, den wir wiederum mit v bezeichnen 
wollen. Die Formeln (28) gehen dabei, wenn u i die kontravarianten, Ui 

die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes P be
deuten, tiber in die Grundformel der Kinematik des starren Korpers: 

U·- VV'kl:k 
t-~, ~. 

k 

Die Existenz der »momentanen Drehaxe« folgt aus dem Umstand., daB 
die linearen Gleichungen 

IVikgk = 0 

k 

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten ViR im Faile n = 3 stets 
Losungen besitzen, die von der trivialen ;' = g2 = ;3 = 0 verschieden 
sind. - Auch die Winkelgeschwindigkeit pflegt meistens als ein Vektor 
dargestellt zu werden. 

Endlich bietet das bei der Drehung eines Korpers auftretende Tragheits
moment ein einfaches Beispiel fUr einen symmetrischen Tensor 2. Stufe. 
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Befindet sich im Punkte P, zu dem yom Drehpunkt 0 aus der Vektor OP 
mit den Komponenten gi fiihrt, ein Massenpunkt von der Masse m, so 
nennen wir den symmetrischen Tensor, dessen kontravariante Komponenten 
durch mgi§k gegeben sind (Multiplikation!), die .Rotationstragheit« des 
Massenpunktes (fiir den Drehpunkt 0). Die Rotationstragheit Tik eines 
Punktsystems oder Korpers ist definiert als die Summe dieser fiir seine 
einzelnen Punkte P zu bildenden Tensoren. Die Definition weicht von 
der iiblichen ab; sie ist aber die richtige, wenn man Ernst damit macht, 
die Rotationsgeschwindigkeit als einen schiefsymmetrischen Tensor und 
nicht als einen Vektor aufzufassen (wie wir alsbald sehen werden). Fiir 
Drehung urn 0 spielt der Tensor Tik die gleiche Rolle wie der Skalar m 
fiir Translationsbewegung. 

Verjungung. Sind c~ die gemischten Komponenten eines Tensors 

2. Stufe, so ist :£ c:: eine Invariante. Sind also c7 die gemischten Kom
i 

ponenten desselben Tensors nach Ubergang zu emem neuen Koordinaten
system, so ist 

Vi V-i 
..,;;;. Ci =..,;;;. Ci. 

i i 

Beweis: Die Variablen gi, r; i der Bilinearform 

:2cf §ir;k 
ik 

sind den kontragredienten Transformationen 

;i =:2a~gk, 
k 

zu unterwerfen, urn Sle 111 

iiberzufiihren. Daraus ergibt sich 

und das ist wegen (20') 

-r V k i vr 
Cr = ..,;;;. Ci a r Ctk, 

ik 

Die aus den Komponenten l einer Matrix gebildete Invariante :S c; 
i 

heiBt die Spur der Matrix. 
Wir konnen aus diesem Satz sogleich eine allgemeine Rechenoperation 

fiir Tensoren, die »Verjiingung«, herleiten, die als zweite neben die 
Multiplikation tritt. Indem wir in den gemischten Komponenten eines 
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, 
Tensors emen bestimmten oberen mit einem bestimmten unteren Index 
zusammenfallen lassen und nach ihm summieren, erhalten wir aus dem 
gegebenen Tensor einen neuen, von einer urn 2 geringeren Stufenzahl; 

z. B. aus den Komponenten ai7k eines Tensors 5. Stufe die Komponenten 

(30) 
r 

emes Tensors 3. Stufe. Der durch (30) dargestellte Zusammenhang ist 
invariant, d. h. driickt sich in der gleichen Weise nach dem Ubergang 
zu em em neuen Koordinatensystem aus: 

(3 r) V-Ir -I 
~ aMr = c/ti. 

r 

Wir brauchen, urn das einzusehen, nur zwei willkiirliche kontravariante 
Vektoren g:, r/ und einen kovarianten ~i zu Hiilfe zu nehmen, mittels 
ihrer die Komponenten 

V 1m I:ltnil..~ _ j'" 
.-;;.; ahikS "/ .I - k 
!til 

eines gemischten Tensors 2. Stufe zu bilden und auf ihn unsern eben 
bewiesenen Satz 

anzuwenden; dann ergibt sich, wenn wir die C durch (30), die c durch 
(31) definieren, die Formel 

V 1 I:h ')- V-I ;:h-i):. 
.-;;.; Chi':> r;'SI =.-;;.; C/tiS 'f) s,z· 
!til hit' 

Es sind also in der Tat ct im neuen Koo rdinatensystem die Komponenten 

desselben Tensors 3. Stufe, dessen Komponenten im alten = cL sind. 
Beispiele fiir diese Operation der Verjiingung sind uns im vorigen 

schon in Hiille und Fiille begegnet. Immer wo nach gewissen Indizes 
summiert wurde, trat in dem allgemeinen Summenglied der Summations
index doppelt, einmal unten und einmal oben auf; jede solche Summation 
ist die Ausfiihrung einer Verjiingung. So z. B. in Formel (29): aus Vik 

und ;i kann man durch Multiplikation den Tensor 3. Stufe Vik;1 bilden; 
indem man dann k mit 1 zusammenfallen HiBt und iiber k summiert, 
ergibt sich der verjiingte Tensor I. Stufe 11i. Fiihrt eine Matrix _I die 
beliebige Verschiebung t in t' = A (t), eine zweite Matrix IJ diese t' in 
t" = B(t') iiber, so entspringt aus beiden Matrizen eine zusammengesetzte 
B A, welche direkt t in (= 11 A (t) iiberfiihrt. Hat A die Komponenten 

a~, B die Komponenten bt, so sind die Komponenten der zusammen
gesetzten Matrix R A : 

.k _ Vbra" 
(,.j -".;;;;;; i y. 

r 

Auch hier handelt es sich urn Multiplikation mit nachfolgenderVerjiingung.-
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Der ProzeJ3 der Verjtingung kann gleichzeitig fUr mehrere Indexpaare vor
genommen werden. Aus den Tensoren I., 2., 3., ... Stufe mit den ko
varianten Komponenten ai, aik, aikl, ... erhiilt man so insbesondere die 
Invarianten 

V 'k 
... aik a ' , 
ik 

Wenn, wie wir hier annehmen, die dem metrischen Grundtensor ent
sprechende quadratische Form positiv-definit ist, sind diese Invarianten 
a.lle positiv; denn in einem Cartesischen Koordinatensystem stellen sie 
sich direkt als die Quadratsummen der Komponenten dar. Die Quadrat
wurzel aus diesen Invarianten mag, wie im einfachsten Falle des Vektors, 
.als der Betrag oder die GroJ3e des Tensors I., 2., 3., ... Stufe be
.zeichnet werden. 

Wir treffen jetzt und fUr aIle Zukunft die Verabredung: wenn in eim~m 
mit Indizes behafteten F ormelglied, das die Komponenten eines Tensors 
bedeutet, ein Index doppelt, oben und unten vorkommt, so ist stets ge
meint, daJ3 tiber ihn summiert werden soIl, ohne daB wir es fUr notig 
finden, ausdrticklich ein Summenzeichen davor zu setzen. 

Die Operation en der Addition, Multiplikation und Verjtingung setzen 
nur die affine Geometrie voraus; ihnen liegt kein .metrischer Fundamental
tensor« zugrunde. Dies ist allein fUr den ProzeJ3 des Ubergangs von ko
varianten zu kontravarianten Komponenten und seine Umkehrung der Fall. 

Die Ettlerschen Kreiselglez'chungen. Zur Eintibung der Tensorrechnung 
wollen wir die Eulerschen Gleichungen der kriiftefreien Bewegung eines 
starren Korpers urn einen festen Punkt 0 herleiten. In einem zum An
fangspunkt 0 gehorenden, aus den Einheitsvektoren e" f2' "', en be
stehenden affinen Koordinatensystem bilden wir die »vektoriellen Produkte« 
Lei ek] = eik· Ftir zwei verschiedene Indizes ik ist eik derjenige schief
symmetrische kontravariante Tensor 2. Stufe, fUr we1chen die Komponente 
~ik = + I, §ki = - I, aIle tibrigen Komponenten 0 sind; wenn aber 
i = kist, verschwindet eik mit allen seinen Komponenten. Der Dreh
impuls unseres starren Korpers ist der Tensor 

£ = ~Likeik. 

1st Hik gleich der tiber aIle Massenpunkte zu erstreckenden Summe 

m 

so konnen wir auch setzen 

£ = Hik eik • 

Das mechanische Drehgesetz sagt aus, daB dieser Drehimpuls £ zeitlich 
konstant ist, d. h. daB seine Komponenten Lik in einem rau111fcstell Ko
ordinatensystem ei sich im Laufe der Zeit nicht iindern. Verwenden \Vir 
aber jetzt statt des im Raume ein in dem sich drehenden Korper festes 
Koordinatensystem ei, so lautet das Drehgesetz so: 
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dB dHii;: il.- deik 
dt - ~dt - . eik + H .. dt = 0 • 

Fiir die zeitliehe Ableitung von eik, die jetzt nieht mehr verse hwindet, 
erhalten wir den Ausdruek 

d;~k =[~i, ek] + rei, ~;l 
1st 

dei r 
dt = Vi er , 

so sind v~ die gemisehten Komponenten der Drehgesehwindigkeit, deren 
kovariante Komponenten gkr v~ = ilki sehiefsymmetriseh sind. Wir finden 

Hik. deik = Hrk [der ek ] + Hir [e. der] 
dt dt ' " dt 

»>+ 

Der naeh dem Massenpunkt P hinfiihrende Vektor OP = t = ~iei hat 
in dem korperfesten Koordinatensystem konstante Komponenten ~l. Daher 
ist die Gesehwindigkeit von P: 

u = d ~t _ I:r ~er _ 1:r z/ e. 
dt -"' dl -" r " 

und wlr haben 

wo Tik die (im korperfesten Koordinatensystem konstanten) Komponenten 
des Tragheitstensors bedeuten. Mit Beniitzung dieser Ausdriieke findet 
man, daB in (33) der zweite Term versehwindet; denn 

His vk = v l vk ps 
s r s 

ist symmetriseh In i und k, weil T'·s symmetrisch ist In r und s; und 
es bleibt 

{~~.~ pk + (ZIlI)i pk} eik = 0 • 
dt r 

Dabei bedeutet (vv) den Tensor mit den Komponenten 

(vv)~ = v~ v~; 

seIne kovarianten Komponenten sind symmetrisch: 

(VV)ik = Vls vA, = - Vsi v~, = - gsr v~ vA, . 

Zerspalten wir in Komponenten, so lauten unsere Gleichungen schlieBlich 

_r + (vv)l pI.- _r + (vv)k f dVi } {dVk } 
1 dt r dt r 

Tri = o. 
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Es ist bekanntlich moglich, ein Cartesisches Koordinatensystem, be
stehend aus den »Haupttragheitsachsen«, einzuflihren, so da13 darin 

{
I (i = k) 

gik = 0 (i ::j:: k) und Tik = 0 (fiir i ::j:: k) 

ist. Schreiben wir dann 1'x anstelle von T' I, analog flir die iibrigen 
Indizes und heben die Unterscheidung der oberen und unteren Indizes 
auf, welche jetzt iiberfliissig geworden ist, so gewinnen in diesem Koor
rlinatensystem unsere Gleichungen die einfache Gestalt 

Das sind die Differentialgleichungen flir die Komponenten Vik der un
bekannten Winkelgeschwindigkeit - Gleichungen, die sich bekanntIich 
durch elliptische Funktionen von t losen lassen. Die hier auftretenden 
Haupttragheitsmomente T,. hangen mit den sich nach den iiblichen Defini
tionen ergebenden T/ durch die Gleichungen zusammen 

Ti= T.+T3' T:= T3+T" T;= T.+T •. 
Die von uns gegebene Behandlung des Rotationsproblems liil3t sich 

im Gegensatz zu der iiblichen Wort flir Wort von dem dreidimensionalen 
auf mehrdimensionale Raume iibertragen. Das ist ja freilich in praxi 
vollig belanglos. Aber erst die Befreiung von der Beschrankung auf eine 
bestimmte Dimensionszahl, die Formulierung der Naturgesetze in solcher 
Gestalt, da13 ihnen gegeniiber die Dimensionszahl als etwas Zufiilliges 
erscheint, biirgt uns daflir, da13 ihre mathematische Durchdringung voll
standig gelungen ist. -

Das Eindringen in den Tensorkalkiil hat - abgesehen von der Angst 
vor Indizes, die iiberwunden werden muB - gewiB seine begrifflichen 
Schwierigkeiten. Formal ist aber die Rechenmethodik von der auBersten 
Einfachheit, viel einfacher z. B. als der Apparat der elementaren Vektor
rechnung. Zwei Operationen: Multiplikation und Verjiingung: Neben
einanderschreiben der Komponenten zweier Tensoren mit lauter ver
schiedenen Indizes - Identifizierung zweier Indizes oben und unten, 
dann (stillschweigend) Summation nach ibm. Es ist vielfach versucht 
worden, in unserm Gebiet eine solche invariante, mit den Tensoren selbst 
und nicht mit ihren Komponenten arbeitende Bezeichnungsweise aus
zubilden, wie sie in der Vektorrechnung besteht. Was aber dort am Platze 
ist, erweist sich flir den viel weiter gespannten Rahmen des Tensorkalkiils 
als auBerst unzweckmaBig. Es werden eine solche Fiille von Namen, 
Bezeichnungen und ein solcher Apparat von Rechenregeln notig (wenn 
man nicht doch immer wieder auf die Komponenten zuriickgreifen will), 
daB damit ein Gewinn von sehr erheblichem negativem Betrag erreicht 
wird. Man mtiB gegen diese Orgien des Formalismus, mit dem man 
heute sogar die Techniker zu belastigen beginnt, nachdriicklich protestieren. 
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§ 7. Symmetrie-Eigenschaften der Tensoren. 
Aus den Beispielen des vorigen Paragraphen geht mit aller Deutlich

keit hervor, daB die symmetrischen und die schiefsymmetrischen Tensoren 
2. Stufe, wo sie in den Anwendungen auftreten, vollig verschiedene 
GroBenarten darstellen. Der Charakter einer GroBe ist demnach im all
gemeinen noch nicht vollstandig durch die Angabe beschrieben, sie sei ein 
Tensor so und sovie1ter Stufe, sondern es treten Symmetrie-Merkmale hinzu. 

Eine Linearform mehrerer Variablenreihen heiBt symmetrisch, wenn sie 
sich bei Vertauschung irgend zweier dieser Variablenreihen nicht andert; 
schiejsymmetrisch, wenn sie durch dies en ProzeB stets in ihr Negatives 
umschlagt. Eine symmetrische Linearform andert sich nicht, wenn man 
die Variablenreihen irgendwie untereinander permutiert; eine schiefsymme
trische andert sich nicht, wenn man mit den Variablenreihen eille gerade 
Permutation vornimmt, sie nimmt das entgegengesetzte Vorzeichen an, wenn 
jene einer ungeraden Permutation unterworfen werden. Die Koeffizienten 
aw einer symmetrischen Trilinearform (urn die Anzahl 3 wiederum als 
Beispiel zu gebrauchen) geniigen den Bedingungen 

aikl = akN = alik = akil = alki = aUk, 

von den Koeffizienten einer schiefsymmetrischen Trilinearform konnen nur 
die mit drei verschiedenen Indizes behafteten =l= 0 sein, und. sie erfiillen 
die Gleichungen 

aikl = akli = alik = - akil -= - alki = - aUk· 

Es kann also im Gebiet von n Variablen keine (nicht-verschwindenden) 
schiefsymmetrischen Formen von mehr als n Variablenreihen geben. Wie 
eine symmetrische Bilinearform vollstandig ersetzt werden kann durch die 
quadratische Form, we1che aus ihr durch Identifizierung der beiden Va
riablenreihen hervorgeht, so ist auch eine symmetrische Trilinearform ein
deutig bestimmt durch die kubische Form einer einzigen Variablenreihe 
mit den Koeffizienten Cfikl, we1che aus der Trilinearform durch den gleichen 
ProzeB entsteht. Nimmt man in einer schiefsymmetrischen Trilinearform 

F = :2 aw;ir/~l 
ikl 

die 3! Permutationen der Variablenreihen g, 1), ~ vor, versieht die so ent
stehenden Formen jeweils mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, 
je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist, so steht sechsmal 
die urspriingliche Form da. Addiert man alles, so erhalt man fiir diese 
die folgende Schreibweise: 

gi I:k ;1 
"' 

F= ;,:2 aw 1)i 1)k r/ 
~i ~k ~l 

Die Eigenschaft einer Linearform, symmetrisch oder schiefsymmetrisch 
zu sein, wird nicht zerstOrt, wenn jede Variablenreihe der gleichen linearen 
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Transformation unterworfen wird. 1nfolgedessen hat es einen Sinn, von 
symmetrischetl und schiejsymmetrischen kO'llarianten oder kontravarianten Ten
soren zu spreehen. 1m Gebiete der gemisehten Tensoren aber haben diese 
Ausdrlieke keinen Sinn. Die symmetrisehen Tensoren geben zu keinen 
weiteren Bemerkungen AnlaB; etwas ausflihrlicher mlissen wir bei den 
sehiefsymmetrischen kovarianten Tensoren verweilen, weil diese eine ganz 
besondere Bedeutung haben. 

Dureh die Komponenten §i einer Verschiebung wird die Riehtung 
einer Geraden samt Riehtungssinn und GroBe festgelegt. Sind :;i, I)i irgend 
zwei voneinander linear unabhangige Versehiebungen, so wird. von ihnen, 
wenn man sie von einem beliebigen Punkt 0 auftragt, eine Ebene auf
gespannt. Die GroBen 

§iy;k _ §k l/ = §ik 

bestimmen durch ihr Verhaltnis in der gleichen Weise die »Stellung« 
dieser Ebene (eine • Flaehenriehtung«1, wie die ~i durch ihr Verhaltnis 
die Riehtung einer Geraden (eine »Linienrichtung«) bestimmen. Die gil; 
sind dann und nur dann aIle = 0, wenn die beiden Verschiebungen 
§i,r;i linear abhangig sind und also keine zweidimensionale Mannig
faltigkeit aufspannen. Mit zwei linear unabhangigen Verschiebungen :; 
und r; ist in der aufgespannten Ebene ein Drehungssinn verknlipft: der 
Sinn derjenigen Drehung in der Ebene urn 0, welche die Riehtung von :; 
dureh einen Winkel < 180 0 in die Richtung vonr; liberflihrt; und auBer
dem eine bestimmte MaBzahl (GroBe), namlich der Flaeheninhalt des 
von ~ und r; aufgespannten Parallelogramms. Tragt man zwei Versehie
bungen g,r; von einem beliebigen Punkt 0, zwei Verschiebungen :; *' r; >I

von einem beliebigen Punkt 0* ab, so sind diese dem einen und dem 
andern Paar zugehorigen Dinge: Ebenenstellung, Drehsinn und GroBe 
dann und nur dann miteinander identiseh, wenn die gik des' elnen und 
andern Paares miteinander libereinstimmen: 

§ir;k - §kl)i = §~r;: - §:r;~. 

Wie also die §i die Riehtung einer Geraden samt Richtungssinn und 
GroBe bestimmdn, so die §ik die SteHung einer' Ebene samt Umlaufssinn 
und GroBe; man sieht die volle Analogie. 

Urn ihr Ausdruek zu geben, konnte man das erste Gebilde ein ein
dimensionales, das zweite ein zweidimensionales Raumelement nennen. Wie das 
Quadrat der GroBe eines eindimensionalen Raumelements durch die 1nvariante 

§igi = gik;igk = Q(§) 

gegeben wird, so das Quadrat der GroBe des .zweidimensionalen Raum
elements naeh den Formeln der analytischen Geometrie durch 

Itik'= . 
'2 ~ ~lk, 

man kann dafUr aueh, sehreiben 

§i r;1; (§i1)k ~ §k'I'/) ~ (~i§i) (I):I'/)k) - (§4) (§krjk) 
~ Q(;). Q('1J - Q·(:;I,). 

W ey I, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 4 
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In dem gleichen Sinne sind die aus drei unabhangigen Verschiebungen 
~, 1), ; entspringenden Determinanten 

;1 gk ;1 
;w = 1)iTjk 1)1 

;i 1? ~l 

die Komponenten eines dreidimensionalen Raumelements, dessen GroBe 
durch die Quadratwurzel aus der Invariante 

~I;W;W 
gegeben ist. 1m dreidimensionalen Raum ist diese Invariante 

= ;"3 ; 123 = gllg.kg31;lkl;I'3, 

und da §Ikl = + §1'3 ist, je nachdem ikl eine gerade oder ungerade 
Vertauschung von 123 ist, so bekommt sie den Wert 

g. (;123)", 
wo g die Determinante der Koeffizienten glk der metrischen Fundamental
form ist. Das Volumen des Parallelepipeds wird somit 

;1 ;2 ;3 
= V g . abs. 1) 1 r; 2 r; 3 

~I ;2 ~3 

Das befindet sich in Ubereinstimmung mit elementaren Formeln der 
analytischen Geometrie. - In einem mehr als dreidimensionalen Raum 
konnen wir dann weiter zu vierdimensionalen Raumelementen iibergehen, usf. 

Wie nun ein kovarianter Tensor I. Stufe jedem eindimensionalen Raum
element (jeder Verschiebung) in linearer, yom Koordinatensystem unab
hiingiger Weise eine Zahl zuordnet, so ein schiefsymmetrischer kovarianter 
Tensor 2. Stufe jedem zweidimensionalen Raumelement, ein schiefsymme
trischer kovarianter Tensor 3. Stufe jedem dreidimensionalen Raumelement 
usf.; das geht aus der Schreibweise (36) unmittelbar hervor. Aus diesem 
Grunde halten wir uns fUr berechtigt, die kovarianten schiefsymmetrischen 
Tensoren schlechtweg als lineare Tcnsorcn zu bezeichnen. Von Operationen 
im Gebiet der linearen Tensoren erwiihnen wir die beiden folgenden: 

aibk - akbi = Cik, 

albkl + akb/i + alblk = cw; 
die erste erzeugt aus zwei linearen Tensoren I. Stufe einen solchen 
2. Stufe, die zweite aus einem linearen Tensor I. und einem 2. Stufe 
einen solchen 3. Stufe. 

Zuweilen treten komplizicrtcrc Symmctrie-Bedingungcn auf als die bisher 
betrachteten. So spielen im Gebiet der Quadrilinearformen F (§ r; ;' Tj') 

diejenigen eine besondere Rolle, welche den Bedingungen geniigen: 

(391) F(Tj;;'r/) = F(§r;r;' s) = - F(;r;§'Tj'); 
(39.) F(§' Tj' ;r;) = F(;r; g' r;'); 
(393 ) F(;r;;'Tj') + F(H'r;'r;) + F(;Tj'r;s) = o. 
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Es zeigt sich namlich, daB zu jeder quadratischen Form eines willkiirlichen 
zweidimensionalen Raumelements 

gik = gi'fjk _ ~kr/ 

eine und nur eine diesen Symmetriebedingungen geniigende Quadrilinear
form F gehort, aus der durch 1dentifizierung des zweiten Variablenpaares 
;' Yj' mit dem ersten g 'fj jene quadratische Form entsteht. Kovariante 
Tensoren 4. Stufe mit den Symmetrie-Eigenschaften (39) hat man demnach 
zur Darstellung von Funktionen zu benutzen, die quadratisch von einem 
Flachenelement abhangen. 

Die allgemeinste Gestalt der SY1ll11letriebedingung ftir einen Tensor F 
der 5. Stufe - wir halten uns an ein bestimmtes Beispiel - dessen I., 2. 

und 4. Variablenreihe kontragredient, dessen 3. und 5. kogredient zu 
transformieren ist, lautet so: 

;EesFs= 0; 
s 

darin bedeutet Salle Permutationen der 5 Variablenreihen, bei denen die 
kontragredienten untereinander vertauscht werden und ebenso die kogre
dienten, Fs diejenige Form, die durch die Permutation S aus F entsteht, 
es ein System bestimmter Zahlen, die den Permutationen S zugeordnet 
sind. Die Summation erstreckt sich iiber aIle Permutationen S. Der Symme
triecharakter einer bestimmten Art von Tensoren driickt sich in einer oder 
mehreren solchen Symmetriebedingungen aus. 

§ 8. Tensoranalysis. Spannungen. 

Gro13en, die den von Ort zu Ort wechselnden Zustand eines raumlich 
ausgebreiteten physikalischen Systems beschreiben, haben nicht einen Wert 
schlechthin, sondern nur »in jedem Punkte c; sie sind, mathematisch aus
gedriickt, :oFunktionen des Orts«. Je nachdem es sich urn einen Skalar, 
Vektor oder Tensor handelt, sprechen wir von einem skalaren, Vektor
oder Tensor-Feld. Ein solches ist also gegeben, wenn jedem Punkte des 
Raumes oder eines bestimmten Raumgebietes ein Skalar, Vektor oder 
Tensor der betr. Art zugeordnet ist. Benutzen wir ein bestimmtes Ko
ordinatensystem, so erscheinen dann der Wert der skalaren GroBe, bzw. 
die Werte der Komponenten der vektoriellen oder tensoriellen Gro13e 
in diesem Koordinatensystem als Funktionen der Koordinaten eines in 
dem betreffenden Gebiete variablen Raumpunktes. 

Die Tensoranalysis lehrt, wie durch Differentiation nach den Raum
koordinaten aus einem Tensorfeld ein neues in einer vom Koordinaten
system unabhangigen Weise hergeleitet werden kann. Sie ist wie die 
Tensoralgebra von au13erster Einfachheit: sie kennt nur eine Operation, 
die Differentiation. 

1st 
(p = f(xx x" ... x,,) = fix) 
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ein gegebenes Skalarfeld, so ist die einer infmitesimalen Verruckung des 
Argume11tpunktes, bei welcher des sen Koordinaten Xi die Anderung dXi 
erfahren, entsprechende Anderung von If' gegeben durch dag, totale Diffe
rential 

of af of 
df= ,-dx, +-dX2 + ... +-~dx". 

UX1 OX2 uX" 

Der Sinn dieser Formel ist der, daE, wenn d Xi zunachst die Kompo
nenten einer endlichen Verrlickung sind und d f die zugehorige Anderung 
yon f, cler Unterschied zwischen 

df und ~~~i dXi 
z 

mit den Verrlickungskomponenten nicht nur absolut zu 0 herabsinkt, sondern 
relativ zu der GroBe der Verrlickung, die etwa durch I d XI ! + ! d X 2 + ... 
+ d x,,! gemessen wercie. Wir ordnen diesem Differential die Linearform 

der Variablen ;i zu. Flihren wir die ganze Konstruktion 110ch in einem 
andern, Uberstricht;nen Koordinatensystem durch, so geht aus der Be
deutung des Differentials hervor, daB die erste Linearform in die zweite 
Ubergeht, wenn die gi der zu den Grundvektoren kontragredienten Trans
formation unterlVorfen werden. Es sind daher 

of 

ax" 

die kovarianten Komponenten eines Vektors, der aus dem Skalarfeld If 

in einer yom Koordinatensystem unabhangigen Weise entspringt. In der 
gewohnlichen Vektbrrechnung tritt er als Gradient auf und wird durch 

»>-+ 

das Symbol grad (pbezeichnet. - Da das Linienelement P pi, das nm 
einem festen Punkt P mit den Koordinaten Xi nach dem unendlich be
liachbarten Punkt pi mit den Koordinaten Xi + dXi hinliberflihrt, ein 
Vektor ist mit den k011travarialltm 'Komponenten dXi, werden wir oft. 
urn mit un serer Konvention liber die Stellung der Indizes in Einklang 
zu bleiben, das Zeichen dXidurch (dx)i ersetzen. 

Diese Operation laBt sich so fort von einem skalaren auf ein beliebiges 
Tensorfeld libertragen. Seien z. B. f!k(x) die in bezug auf i, k kovarianten, 
in bezug auf II kontravarianten Kompone11ten eines Tensorfeldes 3. Stufe; 
dann ist 

eme Invariante, wenn wir unter den ~" die Komponenten eines willklir
lichen, aber konstanten, d. h. vom Orte unabhangigen kovarianten Vektor~ 
\'erstehen, unter 1/, ';i die E.omponenten jeeines cbensolchen kontr01-
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varianten Vektors. Die einer infinitesimalen Verriickung mit den Kom
ponenten (dx)i entsprechende Anderung dieser Invariante ist gegeben durch 

und folglich sind 

~; g"I'l,k(dxjl, 

" It 
j '" ~ Ufik 
ikl--~ 

i'lxl 

die Komponenten eines Tensorfe1des 4. Stufe, das in einer yom Koordi
natensystem unabhangigen Weise aus dem gegebenen entspringt. Das 
ist der Prozej1 der Differentiation; durch ihn wird, wie man sieht, die 
Stufenzahl des Tensors urn I erhoht. Es ist noch zu bemerken: wegen 
der Unabhangigkeit des metrischen Fundamentaltensors yom Ort erhalt 
man z. B. die in bezug auf den Index k kontravarianten Komponenten 
des eben gebildeten Tensors, indem man unter dem Differentiations-

." i'lj~k 
zeichen den Index k nach oben schafft: ~; die Verwandlung von 

" uXl 

kovariant in kontravariant und die Differentiation sind vertauschbar. Die 
Differentiation kann' rein formal so ausgefiihrt werden, als ob der betr. 
Tensor mit emem Vektor multipliziert wiirde, des sen kovariante Kom-
ponenten 

IIf sind; dabei wird der Differentialquotient ... als symbolisches Produkt 
II Xi 

von f mit ,-11_ behandelt. Den symbolischen Vektor (40) findet man in 
UXi 

der Literatur ofter mit dem geheimnisvollen Namen »Nabla-Vektor« belegt. 
Beispiele. Aus dem Vektor mit den kovarianten Komponenten iti ent

II tti 
springt der Tensor 2. Stufe ,,- = ltik. Daraus bilden wir insbesondere 

uXk " 

attk lIui 
IIxi - IIxk' 

Diese GroJ3en sind die kovarianten Komponenten eines linearen Tensors 
2. Stufe; in der gewohnlichen Vektorrechnung tritt er als Rotation (rot 
oder curl) auf. Hingegen sind die GroJ3en 

~(IIUi + IIUk) 
i)xk II Xi 

die kovarianten Komponenten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe. Bedeutet 
der Vektor tt die Geschwindigkeit kontinuierlich ausgebreiteter, sich be
wegender Materie als Funktion des Orts, so gibt das Verschwinden dieses 
Tensors an einer Stelle kund, dai3 die unmittelbare Umgebung der Stelle 
sich wie ein starrer Korper bewegt; er verdient daher, als »Verzerrungs-
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TClZsor« bezeichnet zu werden. Endlich aber entsteht aus z/~ durch 
V erj ungung der Skalar 

o zti 

OXi' 

m der Vektorrechnung als Diverge71z (div) bekannt. 
Aus einem Tensor z. Stufe mit den gemischten Komponenten s7 

entspringt durch Differentiation und Verjungung der Vektor 

OS/ 
OXk 

Sind Vik die Komponenten eines linearen Tensorfeldes z. Stufe, S(I 

entsteht entsprechend der Formel (38), in der wir b durch v und a durch 
den symbolischen Vektor »Differentiation « ersetzen, aus ihm der line are 
Tensor 3. Stufe mit den Komponenten 

OZlkl OVli OZlik 

OXi + OXk + 0-;; . 
Der Tensor (41), rot, verschwindet, wenn zti Gradient eines Skalarfeldes 
ist: der Tensor (42) verschwindet, wenn Vik die rot eines Vektors lIi ist. 

:3pa711Zzt71gm. Ein wichtiges Beispiel fUr ein Tensorfeld bilden die 
Spannungen in einem elastischen Karper; von dies em Beispiel her haben 
die Tensoren ihren Namen erhalten. In einem elastischen Karper, an 
dessen Oberflache Zug- oder Druckkrafte angreifen, auf dessen Inneres 
auBerdem irgendwelche an den einzelnen Teilen der Materie angreifende 
»Volumkrafte« (z. B. die Schwerkraft) wirken, stellt sich ein Gleich
gewichtszustand her, in dem die durch die Verzerrung beanspruchten 
Kohasionskrafte der Materie jenen eingepragten Kraften das Gleichgewicht 
halten. Schneiden wir ein beliebiges StUck J der Materie in Gedanken 
aus dem Karper heraus, lassen es erstarren und entfernen die ubrige 
Materie, so werden die eingepragten Volumkrafte fUr sich an diesel11 
StUck der Materie sich nicht das Gleichgewicht halten; sie sind aber ins 
Gleichgewicht gesetzt durch die auf die Oberflache Q des Stuckes J 
wirkenden Druclokrafte, die von dem weggeschnittenen Teil der Materie 
auf J ausgeubt werden. In der Tat haben wir uns, wenn wir auf die 
atomistische Feinstruktur der Materie nicht eingehen, vorzustellen, daB 
die Kohasionskrafte nur in der unmittelbaren Beruhrung wirksam sind. 
so daB also die Einwirkung des weggeschnittenen Materieteils auf J durch 
solche oberflachlichen Druckkrafte muB ersetzt werden kannen; und zwar 
darf, wenn 6do die auf ein Oberflachenelement do wirkende Druck
kraft ist, 6 also den Druck pro Flacheneinheit bedeutet, 6 nur abhangen 
von der Stelle, an der sich das Flachenelement do befindet und yon der 
ins Innere von J gerichteten N'orl11alen 1/ dieses Flachenelements (welche 
die »Stellungc yon do charakterisiert). Fur 6 schreiben wir, urn die 
letztere Abhangigkeit auszudrucken, 6". Bedeutet - Jl die der N' orl11ale 



§ 8. Tensoranalysis. Spannungen. 55 

1l entgegengesetzte Normalenrichtung, so folgt aus dem Gleichgewicht fiir 
eine kleine, unendlich diinne Scheibe, daB 

(43) 
sein muB. 

Wir benutzen Cartesische Koordinaten x,, x., x3 • Die Druckkrafte 
pro Flacheneinheit an einer Stelle, welche gegen ein Flachenelement 
daselbst wirken, des sen innere Normale in die Richtung der positiven x" 
bzw. x., bzw. x3-Achse falit, mogen mit So S., S3 bezeichnet werden. 
Wir wahlen irgend drei positive Zahlen a" a., a3 und eine positive Zahl E, 

die gegen 0 konvergieren soU (wahrend die :ai festbleiben). Wir tragen 
vom betrachteten Punkt 0 aus in Richtung der positiven Koordinaten-
achsen die Strecken 

OP, = Ea" OP. = 8a., OP3 = Ea3 
ab und betrachten das infinitesimale Tetraeder 0 P'P'P3 mit den» Wanden« 
OP.P3 , OP3PO Op.p. und dem »Dachc PI P.P3 • 1st j der Flachen
inhalt des Daches und a" a., a~ die Richtungskosinusse seiner inneren 
Normalen n, so sind die Flacheninhalte der Wande 

-j.al(=~8'a.a3)' -j·a., -j-a3. 

Der Druck auf die Wande und das Dach betragt also insgesamt bei un
endlich kleinem 8: 

j{Sn - (a, @5, + a. @5. + a 3@53)}. 

jist von der Gro!3enordnung 8'; die auf das Tetraedervolumen wirkende 
Volumkraft ist aber nur von der Gro!3enordnung 8 3• Daher muE zufolge 
der Gleichgewichtsbedingung 

@5n = a I @5, + a.@5. + a 3 @53 

sein. Mit Hilfe von (43) iibertragt sich diese Formel unmittelbar auf 
den Fall, da£ das Tetraeder in einem der iibrigen 7 Oktanten ge1egen 
ist. Nennen wir die Komponenten von @5i in bezug auf die Koordinaten
achsen Sil, Si2, S"3 und sind gi, 1); die Komponenten zweier beliebiger 
Verschiebungen von der Lange I, so ist 

die in die Richtung von 1) fallende Komponente derjenigen Druckkraft, 
die gegen ein Flachene1ement mit der inneren Normale g stattfindet. 
Die Bilinearform (44) hat also eine vom Koordinatensystem unabhiingige 
Bedeutung, und Sik sind die Komponenten eines Tensorfeldes »Spannung«. 
Wir operieren hier auch weiter mit rechtwinkligen Koordinatensystemen, 
so daB wir zwischen kovariant und kontravariant nicht zu unterscheiden 
brauchen. 

Wir bilden den Vektor @5i mit den Komponenten SIl, S2i, S3i • 

Die in die Richtung der inneren Normale n eines Flachenelements fallende 
Komponente von @5: ist dann gleich der x, -Komponente von @5n. Die 
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x,-Komponente der Gesamt-Druekkraft, die auf der Obertlaehe Q des 
herausgesehnittenen Materiestiieks J liegt, ist daher gleieh dem Ober
flaehenintegral der normalen Komponente von @5'" und das ist naeh dem 
GauBsehen Satz gleieh dem Volumintegral 

- !div@5; ·dV; 
:, 

das gleiehe gilt fUr die x. - und x3 -Komponente. Wir haben also den 
Vektor tJ mit den Komponenten 

dSk ; 
Pi=-2~ 

k dXk 

zu bilden (das ist, Wle Wir wissen, ein invariantes Bildungsgesetz); einer 
Volumkraft von der Riehtung und Starke tJ pro Volumeinheit sind die 
Druekkrafte @5 in dem Sinne aquivalent, daB fUr jedes herausgegriffene 
Shick Materie J 

fe"do =fpdV 
!! J 

ist. 1st f die eingepragte Kraft pro V olumeinheit, so lautet die erste 
Gleichgewichtsbedingung fUr das erstarrt gedachte Materiestiiek 

f(tJ + f)dV= 0, 

J 

und da dies fUr jeden Teil J zutreffen mnB: 

Wahlen Wir emen be1iebigen Anfangspunkt 0 und bedeutet r den 
»>-+ 

Radiusvektor 0 P naeh dem Argumentpunkt P, die eckige Klammer das 
»vektorielle« Prodnkt, so lautet die zweite Gleiehgewiehtsbedingung, die 
Momentengleichung: 

f[r, @5,,] do +.fL r, fJ d V = 0, 

$I J 

uncl da allgemein (46) gilt, mnE also a~ll~er (45) auch noch 

fIr, @5,,] do =f[r,~] d V 
!: J 

sein. Die xI-Komponente von [r, @5,,] ist gleieh der in der Riehtnng n 
genommenen Komponente von x. @5; - x3 @5'.; daher ist naeh dem GanB
seben Satz die x,-Komponente der linken Seite 

= - fdiv(x.@5; -x3@5~)dV, 
J 

und es kommt die Gleiehung 

div (x. @5; -,- x3 @5~) = - (X.P3 .,-- x3P.)· 
Die linke Seite ist aber 
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§ 9. D as stationiire elektromagnetiscbe Feld. 

= (x. div S~ - X3 div S~) + (S~ . grad x. - s: . grad x3 ) 

= - (x.P3 - x3P.l + (S.3 - S3.)· 

57 

Demnach ergibt diese Gleichgewichtsbedingung, wenn wir auBer der X1 -

noch die x.- und x3 -Komponente bilden: 

S23 = S32' S3 1 = SI3 ' Su = S., , 

d. h. die Symmetrie des Spannungstensors S. Flir eine beliebige Ver
schiebung mit den Komponenten gi ist 

2 Sikgigk 

2glkgi gk 

die in die Richtung von g fallende Komponente der Druckkraft pro 
Flacheneinheit, we1che gegen ein senkrecht zu dieser Richtung gestelltes 
Flachene1ement wirkt. (Hier darf nun wieder ein beliebiges affines Koor
dinatensystem benutzt werden.) Die SPannungen sind einer Volumkraft 
vollstiindig iiquivalent, deren Dichte p sich naclz den invananten Formeln 

~Sl 
(47) - Pi = ~Xk 

berechnet. 1m FaIle emes allseitig gleichen Drucks p ist 

~p 
f;= ----. 

~Xi 

Durch das Vorige hat nur der Begriff der Spannung seine exakte 
Formulierung und mathematische Darstellung gefunden. Zur Aufstellung 
der Grundgesetze· der Elastizitatstheorie ist es weiterhin erforderlich, die 
Abhangigkeit der Spannung von der durch die eingepragten Krafte be
\virkten Verzerrung der Materie zu ermitte1n .. Wir haben keinen AnlaB, 
hier darauf naher einzugehen. 

§ 9. Das stationare elektromagnetische Feld. 
Wo bisher von mechanischen oder physikalischen Dingen die. Rede 

war,geschah es zunachst zu dem Zweck, zu zeigen, worin, sich deren 
raumliche Natur kundgibt: namlich darin, daB sich ihre Gesetze als .. in
variante Tensorre1ationen ausdriicken. Wir ratten dadurch aber ~ugl!;ich 
Ge1egenheit, die Bedeutung der Tensorrechnung an konkreten Beispielen 
klar . zu machen und spatere Auseinandersetzungen vorzubereiten, d~e !iich 
grlindlicher mit physikalischen Theorien - urn ihrer selbst willen und 
wegen ihrer· Bedeutung flir das Zeitproblem - befassen werden.. In 
die~er Hinsicht wird nun namentIich die Theone des elektromagnetischen 
Feldes, das vollkommenste Stiick Physik, das wir heute kennen, von groBter 
Wichtigkdt werden. Hier betrachten wir sie nur insofern, als \fie Zeit 
noch nicht in Frage kommt, .d. h. wir beschranken uns auf zei.t;Li:ch un
veranderliche stationare Verhaltnisse. 
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Das Coulombsche Gesetz der Elektrostatik laBt sich folgenderrnaBen 
aussprechen: Sind im Raum irgendweIche Ladungen mit der Dichte e 
verteilt, so iiben sie auf eine Punktladung e die Kraft 

(48) ~ = e· (i 
aus, wonn 

(i=-f~dV. 
41Er3 

...... 
Hier bedeutet r den Vektor OP, der vom »Aufpunkt« 0, in weIchem (i 
bestimmt werden solI, zum Argument- oder »Quellc-Punkt P fiihrt, nach 
dem integriert wird; r seine Lange; d V das Volumelement. Die Kraft 
setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen, der Ladung e des klein en 
Probekorpers, die nur von dessen Zustand abhiingt, und der »Feldstarkec 
(i, weIche im Gegenteil allein durch die gegebene Ladungsverteilung im 
Raum bestimmt ist. Wir machen uns die Vorstellung, daB auch dann, 
wenn wir an keinem Probekorper die Kraft ~ beobachten, durch die im 
Raume verteilten Ladungen ein »elektrisches FeId c hervorgerufen wird, 
das durch den Vektor (i beschrieben ist; an einer hereingebrachten 
Punktladung e gibt es sich durch die Kraft (48) kund. (i konnen wir 
aus einem Potential ableiten nach der Formel 

(So) (i = - grad1p, 41EP=J~ dV. 

Daraus folgt, I) daB (i wirbeIfrei ist, und 2) daB der FluB von (i durch 
irgend eine geschlossene Oberflache gleich den von dieser Oberflache 
umschlossenen Ladungen ist, oder daB die Elektrizitat Quelle des elek
trischen Feldes ist; in Forrneln 

(S I) rot(i = 0, div (i = e. 
Aus diesen einfachen Differentialgesetzen geht riickwiirts wieder das 
Coulombsche Gesetz hervor unter Hinzunahme der Bedingung, da13 das 
Feld (i im Unendlichen verschwindet. Machen wir namlich zufolge der 
ersten dieser Gleichungen (S I) den Ansatz (i = - grad p, so ergibt sich 
aus der zweiten zur Bestimmung von p die Poissonsche Gleichung 
d p = - fl, deren Losung durch (So) geliefert wird. 

Das Coulombsche Gesetz ist ein Fernwirkungsgesetz: in ihm erscheint 
die Feldstarke an einer Stelle abhangig von den Ladungen an allen 
andem Stellen, den nachsten und fernsten, im Raum. 1m Gegensatz 
dazu driicken die viel einfacheren Formeln (SI) Nahewirkungsgesetze aus: 
da zur Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion an einer 
Stelle die Kenntnis ihres WertverIaufs in einer beliebig kleinen Umgebung 
dieser Stelle gentigt, sind durch (SI) die Werte von e und (i an einer 
Stelle und deren unmittelbarer Umgebung miteinander in Zusammenhang 
gebracht. Diese Nahewirkungsgesetze fassen wir als den wahren Ausdruck 
des in der Natur bestehenden Wirkungszusammenhanges auf, (49) aber 
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nur als eine daraus sich ergebende mathematische Konsequenz; auf Grund 
der Gesetze (5 [), die eineso einfache anschauliche Bedeutung haben, 
glauben wir zu verstehen, woher das Coulombsche Gesetz kommt. GewiB 
folgen wir hier vor allem einem erkenntnistheoretischen Zwang; schon 
Leibniz hat die Forderung der Kontinuitat, der Nahewirkung als ein 
allgemeines Prinzip formuliert und sich aus dies em Grunde mit dem 
Newtonschen Fernwirkungsgesetz der Gravitation, das ja dem Coulomb
schen vollig entspricht, nicht befreunden konnen. Daneben kommt aber 
die mathematische Durchsichtigkeit und der einfache anschauliche Sinn 
der Gesetze (5 I) in Betracht; immer wieder machen wir in der Physik 
die Erfahrung, daB, wenn wir erst einmal dazu gelangt sind, die Gesetz
maBigkeit eines bestimmten Erscheinungsgebietes vollig zu durchdringen, 
sie sich in Formeln von vollendeter mathematischer Harmonie ausspricht. 
SchlieBlich legt, was das Physikalische betriift, die Maxwellsche Theorie 
in ihrer Weiterentwicklung bestandig Zeugnis davon ab, von wie unge
heurer Fruchtbarkeit der Schritt von der alten Fernwirkungsvorstellung 
zu der modernen der Nahewirkung war. 

Das Feld iibt auf die Ladungen, welche es erzeugen, eine Kraft aus, 
deren Dichte pro Volumeinheit durch die Formel 

(52) 

gegeben ist: so werden WIr die Gleichung (48) in strenger Weise zu 
deuten haben. Bringen wir einen geladenen Probekorper in das Feld 
hinein, so gehort auch seine Ladung mit zu den felderzeugenden La
dungen, mid die Formel (48) wird nur dann zur richtigen Bestimmung 
des vor dem Hineinbringen des Probekorpers herrschenden Feldes Q; 
dienen konnen, wenn die Probeladung e so schwach ist, daB sie das Feld 
nur unmerklich verandert. Es ist das eine Schwierigkeit, die sich durch 
die ganze experimentelle Physik hindurchzieht: daB wir durch das Herein
bringen des MeBinstruments die urspriinglichen Verhaltnisse, welche ge
messen werden sollen, storen; daher stammen zum guten Teil die Fehler
quellen, auf deren Elimination der Experimentator so viel Scharfsinn 
verwenden muB. 

Das Grundgesetz der Mechanik: Masse X Beschleunigung = Kraft 
lehrt, was fiir eine Bewegung der Massen unter dem EinfluB gegebener 
Krafte (bei gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten) eintritt. Was aber Kraft 
ist, lehrt die Mechanik nicht; das erfahren wir in der Physik. Das Grund
gesetz der Mechatlik ist ein offenes Schema, das einen konkreten Inhalt 
erst gewinnt, wenn der in ihm aujtretende Krajtbegriff durch die Physik 
ausgejullt wird.· Die ungliicklichen Versuche, die Mechanik als eine ab
geschlossene Disziplin fiir sich zu entwickeln, haben sich daher auch 
niemals anders zu helfen gewuBt als dadurch, daB sie das Grundgesetz 
zu einer Worterklarung machten: Kraft bedeutet Masse X Beschleunigung. 
Hier in der Elektrostatik erkennen wir aber fiir ein besonderes physika
lisches Erscheinungsgebiet, was Kraft ist und wie sie sich gesetzmaBig 



60 Der Euklidische Raum. 

durch (52) aus den Zustandsgroj1en Ladung und Feld bestimmt. Sehen 
wir die Ladungen als gegeben an, so lief ern die Feldgleichungen (5 I) 
den Zusammenhang, durch welchen die Ladungen das von ihnen erzeugte 
Feld determinieren. Was aber die Ladungen betrifft, so weiB man, daB 
sie an die Materie gebunden sind. Die moderne Elektronentheorie zeigte, 
daB das in einem ganz strengen Sinne verstanden werden kann: die 
Materie besteht aus Elementarquanten, den Elektronen, die eine vollig 
bestimmte unveranderliche Masse und dazu eine vollig bestimmte unver
anderliche Ladung besitzen. W 0 immer wir das Auftreten neuer Ladungen 
beobachten, beruht dies lediglich darauf, daB positive und negative Ele
mentarladungen, die vorher so nahe beieinander waren, daB sie sich in 
ihrer Fernwirkung vollstandig kompensierten, auseinandertreten; es »ent
steht« daher bei solchen Prozessen auch immer gleichviel positive und 
negative Elektrizitat. Damit schlieBen sich die Gesetze zu einem Zykel: 
die Verteilung der mit ein flir allemal festen Ladungen versehenen Ele
mentarquanten der Materie und (wie man bei nicht-stationaren Verhalt
nissen hinzufligen muB) ihre Geschwindigkeiten bestimmen das Feld; das 
Feld iibt auf die geladene Materie eine durch (52) gegebene pondero
motorische Kraft aus; die Kraft bestimmt nach dem Fundamentalgesetz 
der Mechanik die Beschleunigung und damit die Verteilung und Ge
schwindigkeit der Materie im nachsten Mom~nt. Erst dieser game theo
retische Zusammenhang ist einer experimentellen Nachpriifung fiihig -
wenn wir annehmen, daB die Bewegung der Materie das ist, was wir 
direkt beobachten konnen (was iibrigens auch nur bedingt zugegeben 
werden kann); nicht aber ein einzelnes, aus diesem theoretischen Geflige 
herausgerissenes Gesetz! Der Zusammenhang zwischen der unmittelbaren 
Erfahrung und dem, was die Vemunft begrifflich als das hinter ihr 
steckende Objektive in einer Theorie zu erfassen sucht, ist nicht so ein
fach, daB jede einzelne Aussage der Theorie flirsich einen unmittelbar 
in der Anschauung zu verifizierenden Sinn besaBe. Wir werden im 
folgenden immer deutlicher sehen, daB Geometrie, Mechanik und Physik 
in dieser Weise eine unlOsbare theoretische Einheit bilden, etwas, das 
man immer als Ganzes vor Augen haben muB, wenn man danach fragt, 
ob jene Wissertschaften die in allem subjektiven BewuBtseins:-Erleben sich 
bekundende, dem BewuBtsein transzendente Wirklichkeit verniinftig deuten: 
die Wahtheit bildet ein System. - 1m iibrigen ist das hier in seinen 
ersten Ziigen geschilderte physikalische Weltbild charakterisiert durch den 
Dualismus von Materie und Feld, die sich in gegenseitiger Wechselwirkung 
befinden; wir werden spater zu untersuchen haben, ob und wie sich dieser 
Dualismus iiberwinden liiBt. 

Die ponderomotorische Kraft im elektrischen Feld ist schon von Faraday 
auf Spannungm zurlickgeflihrt worden. Benutzen wir ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem XI' X. , x3 ' in welchem E I , Eo, E3 die Komponenten 
der elektrischen Feldstarke sind, so ist die xi-Komponente der Kraft
dichte 
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(~E~ ~ E2 ~ E3) 
Pi=(!Ei=Ei -+-+~ .. 

. ~x, ~x. ~X3 

Durch eine einfache, die Wirbellosigkeit von ~ beriicksichtigende Umrech
mmg findet man daraus, daJ3 die Komponenten Pi der Kraftdichte sich nach 
den Formeln (47) aus einem Spannungstensor ableiten, dessen Komponenten 
Sik in dem folgenden quadratischen Schema zusammengestellt sind: 

HE~ + E~ - E~) ) - E, E2 , - E, E3 
(53) - E2 E" ~(E; + E: - E:), - E2E3 

E E E E 2-(E2 + EO - E') - 3 " - 3" 0 1 2·3, 

Wir sehen, daB die Symmetriebedingung Ski = Sfk erfiillt ist. Vor allem 
ist aber von Wichtigkeit, daB die Komponenten des Spannungstensors 
an einer Stelle nur von der elektrischen Feldstarke an dieser Stelle ab
hangen. (Sie hangen zudem nur von dem Feld, nicht auch von der 
Ladung ab.) Immer wenn eine Kraftp sich nach (47) auf Spannungen S, 
die einen symmetrischen Tensor 2. Stufe bilden, zuriickfiihren laBt, welcher 
nur von den Werten der den physikalischen Zustand beschreibenden Zustands
graBen an der betreffenden Stelle abhangt, werden .wir diese Spannungen 
als das Primare, die ~raftwirkungen als ihre Folge zu betrachten haben. 
Mathematisch erhellt die B~rechtigung dieser Auffassungsweise dar~us, 

daB die Kraft P sich aus der Spannung durch Differentiation ergibt; die 
Spannungen liegen also gegeniiber den Kraften sozusagen urn eine Diffe
rentiationsstufe weiter zuriick und hangen trotzdem nicht, wie es fiir ein 
beliebiges Integral der Fall ware, von dem ganzen Verlauf der Zustands
graBen, sondern nur von ihrem Welt a~ der betr. Stelle abo Physikalis~h 
ist eine solche Darstellung in erster Linie darum bedeutungsvoll, weil 
sie in Evidenz setzt, daB die resultierende Gesamtkraft wie auch das re
sultierende Drehmoment, das ein System geladener Massen auf sich selber 
ausiibt, verschwindet. Denn die t~e Komponente Ki der Gesamtkraft ist 
gleich dem FluB, welchen der Vektor 

@ii = (Si', Si.,· Si3) 

durch eine das Karpersystem einschlieBende Flache n hindurchschickt. 
Weil im ladungsfreien RaUIll div @if verschwindet, ist dieser FluB nach 
dem GauBschen Satz unabhangig davon, wie im iibrigen die einschlieBende 
Flache n gewahlt wird. Nehmen wir fiir Q eine Kugel von unendlich 
gro8em Radius, so ergibt sich K," = O. Bei der Berechnung des resul
tierenden Drehmoments hat marl,'-:d.en Vektor @if zu ersetzen durch sein 
vektorielles Produkt [r @ii] mit dem vom Drehpunkt 0 zum variablen 

~ 

Aufpunkt P im Felde hinfiihrenden »Hebelarmc r = OP. Diebeiden 
so gewonnenen »Impulssatze« besagen,' daB ein abgeschlossenes System 
geladenerMassen sich,wennes arifangs ruht, nicht aus sich selbst her
aus als Ganzd in translatorische oder rotatorische Bewegling versetzen 
kann. Legt man die im leeren Raum verlaufende Flache !!.. so, daB sie 
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einen Teil M' der geladenen Massen von den tibrigen M" trennt, so 
liefern die Fltisse von Si, bzw. [r Si] durch .Q hindurch die Kraft, bzw. 
das Kraftmoment, welches M' auf M" austibt; wiederum kommt es 
bei der Berechnung auf den genaueren Verlauf von .Q nicht an, wenn 
diese FHiche nur M' von M" trennt. Diese Darstellung lehrt, daB die 
Kraft, bzw. das Kraftmoment, welches M" auf M' austibt, entgegen
gesetzt gleich ist der Kraft, bzw. dem Kraftmoment, mit welchem cler 
Teil M' auf M" wirkt: Prinzip der Gleichheit von actio und reactio. 
AuBerdem geht aus ihr hervor: Andert man die Verteilung der geladenen 
Massen M' und M" so ab, daB das zwischen ihnen sich erstreckende 
elektrische Feld erhalten bleibt, so iindert sich die Kraft nicht, welche 
.ll£' auf M" austibt; ebensowenig das Kraftmoment. 

Der Tensor (53) ist nattirlich unabhangig von der Wahl des Koordi
natensystems. Ftihren Wir das Quadrat des Betrages der Feldstarke ein 

. Elz = EiEi, 
so ist in der Tat 

das sind die kovarianten Spannungskomponenten nicht nur in einem Cartesi
schen, sondern in einem beliebigen affinen Koordinatensystem, wenn die 
E; die kovarianten Komponenten der Feldstarke sind. Die anschauliche Be
deutung der Spannungen ist tiberaus einfach. Benutzen wir an einer Stelle 
rechtwinklige Koordinaten, deren XI -Achse in die Richtung von & weist, 

EI = 1 E 1 , E z = 0, E3 = 0 , 

so finden wir: sie bestehen aus einem Zug von der Starke ~ IE: 2 in 
Richtung der Kraftlinien und einem Druck von der gleichen Starke 
senkrecht zu ihnen. 

Die elektrostatischen Grundgesetze konnen wir in invariall!er Tensorgestalt 
jetz! so zusammenjassen: 

I (I) (II) 

(III) 

?lEk ?lEi 
~-~=o, 

?lx; ()Xk 
b E,.-- _ ocp . zw. , 

?lx; 
?lEi 
~=(,J; 
ox; 

Stk = ~gik I E 12 - EiE/r • 
:e:inem System 

potentielle Energie 
einzelner Punktladungen eI , e2 , e3 , ••• kommt die 

u = _1_,2 eiek 
8 7C it:.t r;k 

zu; rik bedeutet die Entfernung der beiden Ladungen ei und ek. Dies 
besagt, daB die virtuelle Arbeit, welche die an den einzelnen Punkten 
angreifenden (von den Ladungen der tibrigen Punkte herrtihrenden) Krafte 
bei einer infinitesimalen Verrtickung der Punkte leisten, ein totales Diffe
rential, namlich = 0 U ist. Ftir kontinuierlich verteilte Laclungen geht 
diese Formel tiber in: 
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u=jjrrq(p)(!(P') dVdV'; 
J 8nrpp' 

beide V olumintegrationen nach P und P' erstrecken sich 
Raum, r pp' ist die Entfernung dieser beiden Punkte. 
des Potentials p konnen wir daflir schreiben 

u= ~J(!(pdV. 

Der Integrand ist p . div @. Zufolge der Gleichung 

div (rp@) = p' div@ + @·grad p 

tiber den ganzen 
Unter Benutzung 

und des GauBschen Satzes, nach dem das tiber den gesamten Raum 
erstreckte Integral von div ((p @) gleich 0 wird, ist 

f(! (p dV = - J(@.grad p) dV= JI E i2 dV; 

~SS) U=JfI E I2 dV. 
Ohne Benutzung der Fernwirkungsformeln erhalt man dieses Resultat 

auch auf folgendem Wege. Will man zu den vorhandenen Ladungen, die 
ein Feld mit dem Potential p erzeugen, in einem Volumelement die 
unendlichkleine Ladung 0' e hinzufligen, etwa dadurch daB man sie aus 
dem Unendlichen an den Ort des Volumelements bringt, so ist dazu die 
Arbeit p. 0' e zu leisten. Urn an der vorhandenen Ladungsverteilung 
eine unendlichkleine Veranderung vorzunehmen, bei welcher die Dichte (! 

den Zuwachs 0 (! erfahrt, ist demnach die Arbeit 

0' U = ! PD(!' dV 

erforderlich ; 0' U ist der durch jene Anderung bedingte Zuwachs an 
Energie. Es ist aber 

O'(! = o(div@) = div(o@), 

wo o@ die zugehorige Feldanderung bezeichnet; ferner 

div(cp . o@) = p' div(o@) + gradp. o@ = cp. D(! - @' D@. 

Da das Raumintegral einer Divergenz verschwindet, gilt daher 

O'U= !(@.O@)dV. 

Vas ist in der Tat nichts anderes als die Variation des Integrals (55). 
Die damit von neuem gewonnene Formel (55) setzt unmittelbar in Evi

denz, daB die Energie einen positiven Betrag besitzt. Ftihren wir die Krafte 
auf Spannungen zurtick, so mtissen wir uns vorstellen, daB diese Spannungen 
(wie die Spannungen des elastischen Korpers) tiberaH mit positiver poten
tieHer Spannungsenergie verbunden sind; der Sitz der Energie wird also 
im Felde zu suchen sein. Dartiber gibt die Formel (55) voHig befrie
digende Rechenschaft; sie lehrt, daB die mit der Spannung verbundene 
Energie pro Volumeinheit ~: E 12 betragt, also genau gleich dem Zug 
und Druck ist, welche in Richtung und senkrecht zu den Kraftlinien 
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stattfinden. Wieder ist es natiirlieh entseheidend flir die ZuHissigkeit 
dieser Auffassungsweise, daB die erhaltene Energiediehte nur von dem 
Werte der das Feld eharakterisierenden ZustandsgroBe @ an der betr. 
Stelle abhangt. Es kommt jetzt nieht nur dem Gesamtfeld, sondern 
aueh jedem Stiiek des Feldesein bestimmter potentieller Energieinhalt 
J fiE I 2 d V zu. In der Statik spielt nur die Gesamtenergie eine Rolle; erst 
wenn wir hernaeh zur Betraehtung veranderlieher Felder iibergehen, werden 
sieh unzweifelhafte Bestatigungen der Riehtigkeit dieser Auffassung einstellen. 

Auf Leitern sammeln sieh im statisehen Feld die Ladungen auf der 
Oberfiaehe, und im Innern der Konduktoren herrseht kein elektrisehes 
Feld. Dann reiehen die Gleiehungen (5 I) aus, um das elektrisehe Feld 
im leeren Raum, im »Ather«, zu bestimmen. Befinden sieh aber Nieht
Leiter, Dielektrika, im Felde 1 so ist die Erseheinung der diiilektrischen 
Polarisation zu beriieksiehtigen. ~ Zwei an den Stellen ~ und p. be
findliehe Ladungen + e und -'- e, ein »Quellpaar«, wie wir kurz sagen 
wollen, erzeugen ein Feld, das aus dem Potential 

4~-(~ - ;~) 
entspringt, 111 welchem r l und ro die Entfernungen der Punkte PI' Po 

. »>-+ 

vom Aufpu.nkt 0 bedeuten. Das Produkt aus .e und dem Vektor POPI 

heille das Moment des Quellpaares. Lassen wir die beiden Ladungen 
an einer Stelle P in bestimmter Riehtung zusammemiieken, indem wir 
dabei die Ladung gleiehzeitig so waehsen lassen, daB das Moment ~ 
konstant bleibt, so entsteht im Limes die» Doppelquellec vom Moment ~, 
deren Potential dureh 

\l3 I - . O"radp ~.-
4TC" r 

gegeben ist. In einem Dielektrikum hat nun ein elektrisehes Feld zur 
Folge, daB in den einzelnen Volumelementen desselben derartige Doppel
q uellen entstehen; diesen Vorgil.11g bezeichnet man als Polarisation. 1st ~ 
das elektrisehe Moment .der Doppelquellen pro Volumeinheit, so gilt dann 
fiir das Potential statt (50) die Formel 

(56) 4mp = J~ d V + j~ .gradp : . dV. 

Vom Standpunkt der Elektronentheorie konnen wir dies en V organg ahne 
weiteres verstehen. St-ellen wir uns etwa vor, daB ein Atom' aus ' einem 
ruhenden, positiv geladenen »Kern. best-eht, urn den ein Elektron von 
derentgegengesetzten Ladung in einer Kreisbahn rotiert. 1m Zeitmittel 
fiir einen vollen Umlauf des Elektrons wird dann die mittlere Lage des 
Elektrons mit der des Kerns zusammenfallen und das Atom naeh auBen 
als'vollig 'neutral erseheinen. 'Venn aber ein elektiisches Feld wirkt, so 
iibt dieses auf das negative Elektron eine' Kraft aus, die zur Folge haben 
wird;' daB seine Bahllzum Atomkern exzentriseh liegt, etwa eine Ellipse 
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wird, in deren einem Brennpunkt der Kern sich befindet. 1m Mittel flir 
solche Zeiten, die groB sind gegenliber der Umlaufszeit des Elektrons, 
wird das Atom dann wirken wie ein ruhendes Quellpaar; oder wenn wir 
die Materie als kontinuierlich behandeln, werden wir in ihr kontinuierlich 
verbreitete Doppelquellen annehmen mlissen. Schon vor einer genaueren 
atomistischen Durchflihrung dieses Gedankens werden wir sagen konnen, 
daB wenigstens in erste! Annaherung dabei das Moment pro Volumeinheit 
\13, die »Polarisition«, der erregenden elektrischen Feldstarke GS: propor
tional sein wird: \13 = :It GS:, wo :It eine Materialkonstante bedeutet, die von 
der chemischen Beschaffenheit der Substanz, namlich dem Bau ihrer Atome 
und Molekiile, abhangt. Da 

div (~) = \13. grad ~ + di~~ 
r. r r 

ist, konnen WIr die Gleichung (56) ersetzen durch 

I e - div\13 
4 7rcp = --r-~dV. 

Flir die Feldstarke GS: = - grad p ergibt sich darans 

div GS: = e - div \13. 

Fiihren wir also die »elektrische Verschiebung c 

~=GS:+\13 
ein, so lauten die Grundgleichungen jetzt 

(57) rotGS:=o, div~=e· 

Sie entsprechen den Gteichungen (5 I); in der einen von Ihnen tritt aber 
jetzt die Feldstarke GS:, in der andern die elektrische Verschiebung ~ auf; 
die Ladnngen sind die Quelle der elektrischen Verschiebung. Bei der 
obigen Annahme \13 = :It GS: erhalt man, wenn man die Materialkonstante 
lo = I + :It, die sog. Dielektrizitatskonstante einflihrt, das Materialgesetz 

. (58) ~ = lOGS:. 
Durch die Beobachtung bestatigen sich diese Gesetze aufs beste. Der 
von Faraday experimentell nachgewiesene Einflu6 des Zwischenmediums, 
der sich in dies en Gesetzen kundgibt, ist, wie man weill, flir die Aus
bildung der Nahewirkungstheorie von groBer Bedeutung gewesen. - Auf 
eine entsprechende Erweiterung der Formeln fiir Spannung, Energie und 
Kraft konnen wir hier verzichten. 

Ohne Benutzung der Fernwirkungsvorstellung ergeben sich die Grund
gleichungen flir Dielektrika nach H. A. Lorentz in der folgenden Weise. 
Wir unterscheiden das in Wahrheit vorhandene »mikroskopischec Feld 
von dem beobachtbaren »Inakroskopischen c , das man aus jenem gewinnt, 
indem man den Mittelweit bildet liber einen Raumbereich, der groB ist 
gegeniiber den Ausdehnungen der regellosen atomistischen Unebenheiten 
des mikroskopischen Feldes, welcher aber bei der tatsachlichen Messung 
der physikalischen ZustandsgroBen keine weitere Trennung in qualitativ 

Weyt, Raum, Zeit, Materic. 5. Auf!. 5 
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verschiedene Teile mehr gestattet. Bezeichnet @: die makroskopische 
Feldstarke und ~ die makroskopische Ladungsdichte, so ergibt sich zu
nachst durch Mittelung aus den Gleichungen (5 I) : 

rot @: = 0, div @: = (! . 

Die wahren Ladungen bestehen einerseits aus den freien Elektronen, an
drerseits aus den polarisierten Atomen. Die aus den freien Elektronen 
entspringende gemittelte Ladungsdichte l! ist diejenige, welche wir ma
kroskopisch als wirkliche Ladung beobachten: f l! d V ist die Ladungs-

v 
summe der freien Elektronen im Volumen V. Wir bestimmen zweitens 
die Summe der von den polarisierten Atomen herrlihrenden Ladungen im 
1nnern von V. 1st f der Vektor in dem zum Dipol gewordenen Atom, 
welcher von der negativen Ladung - e zu der positiven + e hinfiihrt, 
so ist ef sein Moment und, wenn N die Zahl der polarisierten Atome 
pro Volumeinheit ist, N ef = $ die Polarisation. Betrachten wir ein 
(makroskopisches) Element do der das Volumen V umgrenzenden Ober
fiache .Q; am Ort dieses Elements mage etwa der Vektor f nach au.i3en 
weisen. Wlirde V von jedem Dipol Quelle und Senke gleichzeitig ent
halten, so wlirde die gesuchte Ladungssumme = 0 sein. Nun durch
schneidet aber die Oberfiache .Q gewisse Dipole derart, da.i3 die eine 
Ladung innerhalb, die andere auBerhalb von .Q liegt. Die von do in 
dieser Weise zerschnittenen Dipole sind diejenigen, deren positive Ladung 
in einem Zylinder liegt, dessen Grundfiache do, dessen Mantellinie i ist. 
Sein Volumen ist do· fn (in die nach der au.i3eren Normale genommene 
Komponente von f), die Anzahl der positiven' Dipolladungen in ihm 
Ndo· fn, die Summe dieser Ladungen selbst Nefndo = $ndo. Die 
Summe derjenigen Ladungen au.i3erhalb .Q, welche jeweils mit einer ent
gegengesetzten Ladung innerhalb .Q zu einem Dipol zusammengekoppe1t 
sind, der Ladungen also, welche von den Dipolen aus V»herausgesteckt« 
werden, ist daher = f$ndo, und die von den Dipolen herrlihrende Gesamt-

52 

ladung des Gebietes V: 

(59) = - f$ndO = - fdiv$. dV. 
Q V 

Wenn die Polarisation nicht liber das ganze Gebiet hin gleichma.i3ig ist, 
liefert das im allgemeinen einen von 0 verschiedenen Beitrag. Wir er
halten von neuem 

div@: = e - div$. 

Es versteht sich aus dieser Herleitung, daJ3 (57), (58) keine streng 
gtiltigen Gesetze sind, sondern sich auf Mittelwerte beziehen, zu bilden 
fiir Raume, die viele Atome enthalten, und fiir Zeiten, die gro.i3 sind 
gegenliber den Umlaufszeiten der Elektronen im Atom. Als die exakten 
Naturgesetze sehen wir nach wie vor (51) an. Unser Absehen hier und 
im folgenden ist durchaus auf die exakten Naturgesetze gerichtet. Es 
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bilden aber, wenn man von den Erscheinungen ausgeht, solche »phano
menologischen c Gesetze wie (57), (58) den notwendigen Durchgangspunkt 
von dem, was die Beobachtungen direkt ergeben, zu der exakten Theorie. 
1m allgemeinen konnen wir erst von ihnen aus uns eine derartige 
Theorie erarbeiten. Diese wird sich dann als giiltig erweisen, wenn es 
ge1ingt, unter Zuhilfenahme bestimmter Vorstellungen tiber die atomi
stische Konstitution der Materie von ihr aus durch Mittelwertbildung 
wieder zu den phanomenologischen Gesetzen zu gelangen. Es mtissen 
sich dabei, wenn der Atombau bekannt ist, zugleich die Werte der in 
diesen Gesetzen auftretenden Materialkonstanten ergeben (in den exakten 
Naturgesetzen kommen keine solchen Konstanten vorl. Da die Giiltigkeit 
der Materialgesetze wie (58), die den EinfluB der Materie nur in Bausch 
und Bogen berticksichtigen, bei Vorgangen, fiir welche die feinere Struktur 
der Materie nicht gleichgtiltig ist, sicher versagt, mtissen sich aus einer 
solchen atomistischen Theorie ferner die Grenzen der Gtiltigkeit der 
phanomenologischen Theorie ergeben und diejenigen Gesetze, welche 
jenseits dieser Grenzen an ihre Stelle treten. Die Elektronentheorie hat 
in alle dem groBe Erfolge aufzuweisen, wenn sie auch wegen der Schwierig
keit, tiber den feineren Aufbau des Atoms und die Vorgange im 1nnern 
desselben AufschluB zu erhalten, noch lange nicht zum AbschluB ge
kommen ist. -

Der Magnetismus scheint nach .den ersten Erfahrungen an permanenten 
Magneten nur eine Wiederholung der Elektrizitat: auch hier das Cou
lombsche Gesetz! Sogleich aber macht sich ein charakteristischer Unter
schied geltend: man kann positiven und negativen Magnetismus nicht 
voneinander trennen; es gibt keine Quellen, sondern nur Doppe1quellen 
des Magnetfeldes; der Magnet besteht aus unendlichkleinen Elementar
magneten, deren jeder schon positiven und negativen Magnetismus in sich 
tragt. De facto ist aber die Magnetismusmenge in jedem Materiesttick 
= 0, und das heiBt denn doch: es gibt in Wahrheit gar keinen Magne
tismus. Die Aufklarung brachte die Entdeckung der magnetischen Wirkung 
des elektrischen Stromes durch Orsted. Die im Biot-Savartschen Gesetz 
niedergelegte genaue quantitative Formulierung dieser Wirkung fiihrt ebenso 
wie das Coulombsche auf zwei einfache Nahewirkungsgesetze: bedeutet £l 
die Dichte des elektrischen Stroms, .p die magnetische Fe1dstarke, so gilt 

(60) rot.p = £l, div.p = 0 • 

Die zweite Gleichung sagt die Nicht-Existenz von Quellen des Magnet
feldes aus. Die Gleichungen (60) sind ein genaues Seitenstiick zu (5 I) 
unter Vertauschung von div und rot. Diese beiden Operationen der 
Vektoranalysis entsprechen sich in derselben Weise, wie in der Vektor
algebra skalare und vektorielle Multiplikation (div ist skalare, rot vektorielle 
Multiplikation mit dem symbolischen Vektor »Differentiation«). Die im 
Unendlichen verschwindende Losung der Gleichungen (60) bei gegebener 
Stromverteilung lautet daher auch ganz entsprechend zu (49): 

5* 
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das ist eben das Biot-Savartsche Gesetz. Man kann diese Losung aus 
emem »Vektorpotentialc f ableiten nach den Fonneln 

.p = rotf, 

SchlieBlich lautet die Formel fUr die Kraftdichte des Magnetfeldes ganz 
analog zu (52): 

(62) 13 = [soP]· 
Es ist kein Zweifel, daB wir durch diese Gesetze die Wahrheit tiber den 
Magnetismus erfahren. Sie sind keine Wiederholung, aber ein genaues 
Seitenstiick der elektrischen; sie entsprechen ihnen wie das vektorielle 
Produkt dem skalaren. Es laBt sich aus ihnen mathematisch beweisen, 
daB ein kleiner Kreisstrom genau so wirkt wie ein kleiner, senkrecht 
durch den Kreisstrom hindurchgesteckter Elementarmagnet. Das ma
gnetische Moment eines solchen Kreisstroms wird seiner GroBe nach ge
geben durch das Produkt aus Stromstarke und Flacheninhalt des yom 
Strom umgrenzten Flachenelements; seiner Richtung nach fallt es zusam
men mit der Normale dieses Flachenelements. Wir haben uns infolge
dessen nach Ampere vorzustellen, daB die magnetische Wirkung magne
tisierter Korper auf Molekularstromen beruhe; nach der Elektronentheorie 
sind diese ohne weiteres gegeben durch die im Atom umlaufenden 
Elektronen. 

Auch die Kraft 13 des Magnetfeldes kann auf Spannungen zurtick
gefUhrt werden, und zwar ergeben sich fUr die Spannungskomponenten 
genau die gleichen Werte wie im elektrostatischen Felde: man braucht 
nur @; durch .p zu ersetzen. Wir werden infolgedessen fUr die Dichte 
der im Felde enthaltenen potentiellen Energie hier genau den entsprechen
den Ansatz ~.p2 machen; seine volle Rechtfertigung findet er erst in der 
Theorie der zeitlich veranderlichen Felder. 

Aus (60) folgt, daB der Strom quellenfrei verteilt ist: div s = 0. Das 
Stromungsfeld kann daher in lauter in sich zurticklaufende Stromrohren 
zerlegt werden; durch alle Querschnitte einer einzelnen Stromrohre flieBt 
derselbe Gesamtstrom. Aus den Gesetzen des stationaren Feldes geht in 
keiner Weise hervor und es kommt fUr sie in keiner Weise in Betracht, 
daB dieser Strom elektrischer Strom im wortlichen Sinne ist, d. h. aus 
bewegter Elektrizitat besteht; dies ist aber zweifellos der Fall. 1m Lichte 
dieser Tatsache besagt das Gesetz div S = 0, daB Elektrizitat weder 
entsteht noch vergeht. Nur darum, weil der FluB des Stromvektors § 

durch eine geschlossene Oberflache Null ist, kann die Dichte der Elektrizitat 
allerorten unverandert bleiben - es handelt sich jetzt ausschlieBlich urn 
stationare Felder! -, ohne daB Elektrizitat entsteht oder vergeht. - Das 
oben eingeftihrte Vektorpotential f gentigt ebenfalls der Gleichung div f = o. 
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5 ist als elektrischer Strom ohne Zweifel ein Vektor im eigentlichen 
Sinne des Worts. Dann geht aber aus dem Biot-Savartschen Gesetz hervor, 
daB 4'> nicllt ein Vektor, sondern ein linearer Tensor 2. Stufe ist, dessen 
Komponenten in irgend einem (Cartesischen oder auch nur affinen 
Koordinatensystem) Hik heiBen mogen. Das Vektorpotential fist ein 
wirklicher Vektor. Sind Pi seine kovarianten Komponenten und Si die 
kontravarianten der Stromdichte (der Strom ist von Hause aus wie die 
Geschwindigkeit ein kontravarianter Vektor), so enthalt die folgende Tabelle 
die endgliltige (von der Dimensionszahl unabhangige) Form der Gesetze 
des llfagnetjeldes cines stationiiren elcktriscllen Stromes: 

(63, I) ?JHkl + oHti + a!:'ik _ 0 H, 0 rpk '0 (pi 
OXi OXk OXl -, bzw. ik = OXi - OXk 

und 

Die Spannltngen bestimmen sich aus 

wo H I den Betrag des Magnetjeldes bedeutet: 

I Hi 2 = ~HikHik. 

Der Spannungstensor ist symmetrisch, da 

HlrHI; = Hi Hkr = grs HirH"s. 
Die Komponenten del' Kraftdichte sind 

(63, IV) 

die Energiedichte 

pi= HikSk, 

=~IH2. 2 , 

Das sind die Gesetze, wie sie flir das Feld im leeren Raum gelten; 
wir betrachten sie wie im elektrischen Fall als die allgemein giiltigen 
exakten Naturgesetze. Flir eine phanomenologische Theorie muB aber 
wieder die der dielektrischen Polarisation analoge Erscheinung der Magneti
sierung beachtet werden; hier tritt dann wie ~ neb en Gl: die »Magnet
induktion« ~ neben der Feldstarke 4'> auf, es gelten die Feldgesetze 

rot 4'> = 5, div ~ = 0 

und das Materialgesetz 

(64) 

die Materialkonstante fl heiBt magnetische Permeabilitat. Ubrigens ist 58. 
nicht 4'> zu identifizieren mit dem Mittelwert der Feldstarke des mikro
skopischen magnetischen Feldes; die Magnetinduktion ~ ist also eine 
physikalisch einfache GroBe, wahrend die makroskopische Feldstarke 4'> 
nach der Forme! 4'> = ~ - 9)1 aus ~ und der »Magnetisierung« 9)1, 
dem magnetischen Moment pro Volumeinheit, zusammengesetzt ist. Die 
mittlere Dichte aller vorhandenen Strome besteht namlich aus zwei Teilen: 
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zu der Dichte 9 des makroskopisch beobachtbaren Stroms fligen die 
molekularen Kreisstrome das Glied rot m hinzu. Der Beweis verlauft 
ganz analog wie die Ableitung der Formel (59) flir die Dipolladungen. 
Statt der Dipolladungen in einem Volumsttick V hat man hier die Mo
lekularstrome zu betrachten, die ein berandetes Flachenstiick durchsetzen; 
wie dort nur diejenigen Dipole einen nichtverschwindenden Beitrag lie
ferten, welche VOLl der Oberflache des V olumstiicks durchschnitten wur
den, so hier nur diejenigen Molekularstrome, welche die Randkurve um
schlingen .• - Bin wichtiger Unterschied ist zu bemerken: Wahrend das 
einzelne Atom durch die Wirkung der elektrischen Feldstarke erst po
larisiert (zu einer Doppelquelle) wird, und zwar in Richtung der Feld
starke, ist das Atom wegen der in ibm befindlichen rotierenden Elek
tronen von vornherein ein Elementarmagnet. Aber aIle diese Elementar
magnete heben ihre Wirkungen gegenseitig auf, solange sie ungeordnet 
sind und aIle Stellungen der Elektronen-Kreisbahnen im Durchschnitt gleich 
oft vorkommen. Die einwirkende magnetische Kraft hat hier lediglich die 
Funktion, die vorhandenen Doppelquellen zu richten. In welchem MaBe 
ihr das gclingt, hiingt von der Starke der molekularen Warmebewegung 
ab, welche die molekulare Unordnung immer wiederherzustellen bestrebt 
ist. Damit hiingt es offenbar zusammen, daB die magnetische Permeabi
litat von der Temperatur abhiingig ist und der Geltungsbereich der Glei
chung (64) ein viel engerer ist als der der entsprechenden Gleichung (58). 
Ihm sind vor allem die permanenten Magnete und die ferromagnetischen 
Korper (Eisen, Nickel, Kobalt) nicht unterstellt. Ubrigens ist der hier 
hervorgehobene Unterschied zwischen Elektrizitat und Magnetismus lange 
nicht so schroff, wie wir es eben hingestellt haben. In Wahrheit kommt 
bei den dia11lagnetischen Korpern der Hauptanteil der Magnetisierung 
dadurch zustande, daB das Feld die vorher unmagnetischen Atome (ihre 
Elektronenstrome haben die Momentensumme 0) zu Magneten macht; und 
umgekehrt spielen bei der Polarisation der Dielektrika fertige Dipole und 
Quadrupole, welche durch das Feld nur gerichtet, nicht erzeugt werden, 
neben dem durch das Feld erzeugten elektrischen Moment eine ent
scheidende Rolle. 

Zu den bisherigen tritt in der phiinomenologischen Theorie als weiteres 
das Ohmsche Gesetz 

9 = a ~ (0' = Leitfahigkeit); 
es sagt aus, daB der Strom dem Potentialgefalle folgt und ihm bei ge
gebener Leitersubstanz proportional ist. In der atomistischen Theorie 
entspricht dem Ohmschen Gesetz das Grundgesetz der Mechanik, nach 
welchem die auf die »freien« Elektronen wirkende elektrische und ma
gnetische Kraft deren Bewegung bestimmt und so den elektrischen Strom 
erzeugt. Infolge der ZusammenstOBe mit den Molekiilen wird dabei 
keine dauernde Beschleunigung eintreten, sondern (wie bei einem schweren 
fallenden Korper infolge des Luftwiderstandes) sich alsbald eine mittlere 
Grenzgeschwindigkeit herausbilden, die man wenigstens in erster Annahe-
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rung der treibenden elektrischen Kraft @ proportional setzen kann; 50 
wird das Ohmsche Gesetz verstandlich. 

Wird der Strom durch ein galvanisches Element oder einen Akkumulator 
erzeugt, so wird durch den sich abspielenden chemischen Proze£ zwischen 
Anfang und Ende der Drahtleitung eine konstante Potentialdifferenz auf
recht erhalten, die .elektromotorische Krafte. Da die Vorgange, die sich 
in dem Stromerzeuger abspielen, offenbar nur von einer atomistischen 
Theorie verstanden werden konnen, ist es phanomenologisch am ein
fachsten, ihn durch einen Querschnitt im geschlossenen Leitungskreis zur 
Darstellung zu bringen, tiber den hinliber das Potential einen Sprung 
erleidet, welcher gleich der elektromotorischen Kraft ist. 

Dieser kurze Uberblick tiber die Maxwellsche Theorie des stationaren 
Feldes wird uns fUr das Folgende genligen. Auf Einzelheiten und konkrete 
Anwendungen konnen wir uns hier natiirlich nicht einlassen. 

II. Kapitel 

Das metrische Kontinuum. 

§ ro. Bericht fiber Nicht-Euklidische Geometrie I). 

Der Zweifel an der Euklidischen Geometrie scheint so alt zu sem 
wie diese selbst und ist keineswegs erst, wie das von unsern Philosophen 
meist angenommen wird, eine Ausgeburt moderner mathematischer 
Ryperkritik. Dieser Zweifel hat sich von jeher an das V. Postulat des 
Euklid gekniipft. Es besagt im wesentlichen, daB in einer Ebene, in 
der eine Gerade g und ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben 
sind, nur eine einzige Gerade existiert, welche durch P hindurchgeht 
und g nicht schneidet; sie hei£t die Parallele. Wahrend die librigen 
Axiome des Euklid ohne wei teres als evident zugestanden wurden, haben 
sich schon die altesten Erklarer bemliht, dies en Satz auf Grund der iibrigen 
Axiome zu beweisen. Reute, wo wir wissen, daB das gesteckte Ziel nicht 
erreicht werden konnte, miissen wir in diesen Betrachtungen die ersten 
Anfange der »Nicht-Euklidischen« Geometrie erblicken, d. h. des AufbaU5 
eines geometrischen Systems, das zu seinen logischen Grundlagen die 
samtlichen Axiome des Euklid mit Ausnahme des Parallelenpostulats an
nimmt. Wir besitzen von Proklus (5. Jahrh. n. Chr.) einen Bericht iiber 
derartige Versuche. Proklus warnt darin ausdriicklich vor dem Mi£brauch, 
der mit Berufungen auf Evidenz getrieben werden kann, (man darf nicht 
mlide werden, diese Warnung zu wiederholen; man darf aber auch nicht 
miide werden, zu betonen, daE trotz ihres vielfachen Mi£brauchs die Evi
denz letzter Ankergrund aller Erkenntnis ist, auch der empirischen) und 
besteht auf der Moglichkeit, daB es .asymptotische Gerade« geben konne. 

Dazu mag man sich folgendes Bild machen. In einer Ebene sei eine 
feste Gerade g, ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben und eine 
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durch P hindurchgehende, urn P drehbare Gerade s. In ihrer Ausgangs
lage moge sie etwa senkrecht aufg sein. Drehen wir jetzt s, so gleitet 
der Schnittpunkt von s und g auf g entlang, z. B. nach rechts hiniiber, 
und es tritt ein bestimmter Moment ein, wo dieser Schnittpunkt gerade 

g--------------~------

Fig. 2. 

ins Unendliche entschwunden ist: dann 
hat s die Lage einer »asymptotischen« 
Geraden. Drehen wir weiter, so nimmt 
Euklid an, daB im se1ben Moment schon 
ein Schnittpunkt von links her auftritt. 
Proklus dagegen weist auf die Moglich
keit hin, daB man vielleicht erst durch 
einen gewissen Winkel weiter drehen 

muB, ehe ein Schnittpunkt auf der linken Seite zustande kommt. Dann 
hatten wir zwei »asymptotischec Gerade, eine nach rechts s' und eine 
nach links s". Liegt die Gerade s durch P in dem Winkelraum zwischen 
s" und s' (bei der eben geschilderten Drehung), so schneidet sie g; liegt sie 
zwischen s' und s", so schneidet sie nicht. -- Eine nicht-schneidende 
muB mindestens existieren; das folgt aus den iibrigen Axiomen Euklids. 
Ich erinnere an eine aus dem ersten Elementarunterricht in der Geometrie 

C' 'A' 
g' 

9 

Fig. 3. 

8' 

B 

vertraute ebene Figur, bestehend aus der Ge
raden h und h und zwei Geraden g und g, die 
It in A und A' unter gleichen Winkeln schnei
den. g und g werden beide durch ihren Schnitt 
mit h in eine rechte und eine linke Halfte 
zerlegt. Hatten nun g und g etwa einen auf 
der rechten Seite von h ge1egenen Schnittpunkt 
S gemein, so wiirde sich, da (s. Fig. 3) BAA' B' 

kongruent zu C' A' AC ist, auch auf der linken Seite ein so1cher Schnitt
punkt S* ergeben; dies ist aber unmoglich, da durch zwei Punkte S und 
S* nur eine einzige Gerade hindurchgeht. 

Die Versuche, das Euklidische Postulat zu erweisen, setzen sich unter 
den Arabern und unter :den abendlandischen Mathematikern des Mittel
alters fort. Wir nennen nur, sofort in die neuere Zeit hiniiberspringend, 
die Namen ~der letzten bedeutendsten IVorlaufer der Nicht-Euklidischen 
Geometrie: den Jesuitenpater Saccheri (Beginn des 18. Jahrh.), die Mathe
matiker Lambert und Legendre. Saccheri weiLl, daB die Frage der Giiltig
keit des Parallelenpostulats der andern aquivalent ist, ob die Winkelsumme 
im Dreieck gleich oder kleiner als 180° ist. 1st sie in einem Dreieck 
= 180°, so ist sie es in jedem, und es gilt die Euklidische Geometrie; 
ist sie in einem Dreieck < 180°, so ist sie in jedem Dreieck < 180°. 
DaB sie > 180° ausfallt, ist aus dem gleichen Grunde ausgeschlossen, 
aus dem eben gefolgert wurde, daB nicht alle Gerade durch P die feste 
Gerade g schneiden konnen. Lambert entdeckte, daB unter der Voraus
setzung einer Winkelsumme < 1800 in der Geometrie eine ausgezeichnete 
Lange existiert: es hiingt das eng mit der schon von Wallis gemachten 
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Bemerkung zusammen, da13 es in der Nicht-Euklidischen Geometrie (ganz 
so wie in der Geometrie auf einer festen Kugel) keine ahnlichen Figuren 
verschiedener GroBe gibt: wenn es also so etwas gibt wie Gestalt un
abhangig von GroBe, so besteht die Euklidische Geometrie zu Recht. 
AuBerdem leitete Lambert eine Formel fUr den Dreiecksinhalt her, aus 
welcher hervorgeht, daB dieser Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie 
nicht tiber alle Grenzen wachsen kann. Es scheint, daB sich durch die 
Untersuchungen dieser Manner allmahlich in weiteren Kreisen der Glaube 
an die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats Bahn gebrochen hat. Die 
Frage hat damals viele Gemtiter bewegt; d'Alembert bezeichnete es als 
einen Skandal der Geometrie, daB sie noch immer nicht zur Entscheidung 
gebracht sei. Die Autoritat Kants, dessen philosophisches System die 
Euklidische Geometrie als apriorische, den Gehalt der reinen Raum
anschauung in adaquaten Urteilen wiedergebende Erkenntnis in Anspruch 
nimmt, konnte den Zweifel nicht auf die Dauer unterdrticken. 

Auch GauB ist ursprtinglich noch darauf aus gewesen, das Parallelen
axiom zu beweisen; doch hat er bald die Uberzeugung gewonnen, daB 
dies unmoglich sei, und hat die Prinzipien einer Nicht-Euklidischen 
Geometrie, in welcher jenes Axiom nicht erfUllt ist, bis zu einem solchen 
Punkte entwickelt, daB von da ab der weitere Ausbau mit der namlichen 
Leichtigkeit vollzogen werden kann wie der der Euklidischen Geometrie. 
Er hat aber tiber seine Untersuchungen nichts bekannt gegeben; er 
fUrchtete, wie er spater einmal in einem Privatbriefe schrieb, das »Ge
schrei der Booter«; denn es gabe nur wenige, welche versttinden, worauf 
es bei diesen Dingen eigentlich ankame. Unabhangig von Gau3 ist 
Schweikart, ein Professor der Jurisprudenz, zu vollem Einblick in die 
Verhaltnisse der Nicht-Euklidischen Geometrie gelangt, wie aus einem 
knapp gehaltenen, an GauB gerichteten Notitzblatt hervorgeht. Er hielt 
es wie GauB fUr keineswegs selbstverstandlich und ausgemacht, daB in 
unserm wirklichen Raum die Euklidische Geometrie gilt. Sein Neffe 
Taurinus, den er zur Beschaftigung mit dies en Fragen anregte, war zwar 
im Gegensatz zu ihm ein Euklid-Glaubiger; ihm verdanken wir aber 
die Entdeckung, daB die Formeln der spharischen Trigonometrie auf einer 
Kugel yom imaginaren Radius Y - 1 reell sind und durch sie auf ana
lytischem Wege ein geometrisches System konstruiert ist, das den Axiomen 
des Euklid auBer dem V. Postulat, dies em aber nicht gentigt. 

Vor der Offentlichkeit mtissen sich in den Ruhm, Entdecker und Er
bauer der Nicht-Euklidischen Geometrie zu sein, teilen der Russe Nikolaj 
Iwanowitsch Lobatschejskij (1793-1856), Professor der Mathematik in 
Kasan, und der Ungar Johann Bolyai (1802-1860), Offizier der oster
reichischen Armee. Beide kamen mit ihren Ideen um 1826 ins Reine; 
die Hauptschrift beider, die der Offentlichkeit ihre Entdeckung mitteilte 
und eine Begrtindung der neuen Geometrie im Stile Euklids darbot, 
stammt aus den Jahren 1830/31. Die Darstellung bei Bolyai ist besonders 
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durchsichtig dadurch, daB er die Entwicklung so weit als moglich fUhrt, 
ohne iiber die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit des V. Postulats eine Annahme 
zu machen, und erst am SchluB aus den Satzen dieser seiner .absoluten< 
Geometrie, je nachdem ob man sich fUr oder wider Euklid entscheidet, 
die Theoreme der Euklidischen und der Nicht-Euklidischen Geometrie 
herleitet. 

Wenn so auch das Gebaude errichtet war, so war es noch immer 
nicht definitiv sichergestellt, ob sich schlie1Uich nicht doch einmal in der 
absoluten Geometrie das Parallelenaxiom als ein Folgesatz herausstellen 
wiirde; der strenge Beweis der Widerspruchslosigkeit der Nicht-Euklidischen 
Geometrie stand noch aus. Er ergab sich aber aus der Weiterentwicklung 
der Nicht-Euklidischen Geometrie fast wie von selbst. Der einfachste 
Weg zu diesem Beweis wurde freilich, wie das oft geschieht, nicht zuerst 
eingeschlagen; er ist erst von Klein urn 1870 aufgefunden worden und 
beruht auf der Konstruktion eines Euklidischen Modells fUr die Nicht
Euklidische Geometrie '}. Beschranken wir uns auf die Ebene! In einer 
Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y zeichnen 
wir den Kreis U vom Radius 1 urn den Koordinatenursprung. Fiihren 
wir homogene Koordinaten ein, 

XI X. X=-, y=-
X3 X3 

(so daJ3 also die Lage eines Punktes durch das Verhaltnis von drei Zahlen 
XI : x. : X3 charakterisiert ist), so lautet die Gleichung des Kreises 

- x: - x~ + x; = O. 

Die auf der linken Seite stehende quadratische Form werde mit .Q (x) 
bezeichnet, die zugehorige symmetrische Bilinearform zweier Wertsysteme 
Xi, xi mit ,Q (xx'). Eine Abbildung, die jedem Punkt x einen Bildpunkt 
x' durch die linearen Formeln 

zuordnet, heiJ3t bekanntlich eine Kollineation (die affinen Abbildungen 
sind spezielle Kollineationen). Sie fiihrt jede Gerade Punkt fiir Punkt 
wieder in eine Gerade iiber und laBt das Doppelverhaltnis von 4 Punkten 
auf einer Geraden ungeandert. Wir stellen jetzt ein Lexikon auf, durch 
das die Begriffe der Euklidischen Geometrie in eine fremde Sprache, die 
»Nicht-Euklidische c , iibersetzt werden, deren Worte wir durch AnfUhrungs
striche kennzeichnen. Das Lexikon besteht nur aus drei Vokabeln. 

,Punktc heiJ3t jeder Punkt im Innern von U. 
»Gerade c heiBt das innerhalb U verlaufende Stiick einer Geraden. 

Unter den Kollineationen, welche den Kreis U in sich iiberfUhren, gibt 
es zwei verschiedene Arten: solche, welche den Umlaufssinn auf lj 

nicht andern, und solche, welche ihn in sein Gegenteil verkehren. Die 
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Kollineationen der ersten Art nennen wir .kongruente« Abbildungen und 
zwei aus .Punkten« bestehende Figuren »kongrttentc , wenn sie durch eine 
solche Abbildung ineinander iibergefiihrt werden konnen. FUr diese 
» Punkte c und » Geraden « und fiir diesen 
Begriff der »Kongruenze gelten die samtlichen B.1c._r--_ 
Axiome Euklids mit Ausnahme des Parallelen
postulats. In Fig. 4 ist ein ganzes Biischel von 
»Geraden c durch den .Punktc gezeichnet, die 
aIle die eine »Gerade« g nicht schneiden. Die 
Widerspruchslosigkeit der Nicht-Euklidischen 
Geometrie ist damit erwiesen; denn es sind Dinge 
und Beziehungen aufgewiesen, fiir welche bei ge
eigneter Namengebung die samtlichen Satze 
jener Geometrie erfiillt sind. - Die Dbertragung 
des Kleinschen Modells auf die raumliche 
Geometrie ist offenbar ohne weiteres moglich. 

Fig. 4. 

Wir wollen in diesem Modell noch die Nicht-Euklidische Entfernung 
zweier »Punkte « 

A' (""') = Xl' x 2 • X3 

bestimmen. Die Gerade AA' schneide den Kreis U in den beiden Punk ten 
B I , B 2 • Die homogenen Koordinaten Yi jedes dieser beiden Punkte 
haben die Form 

11i = AXi +).,' xi, 
und das zugehorige Parameterverhaltnis A: A' ergibt sich aus der Glei
chung Q (y) = 0: 

A - Q(xx') ± Y Q2(XX') - Q(x)Q(x') 
A'= Q(x) 

Das Doppelverhaltnis der VIer Punkte AA' BI B2 ist daher 

[AA'] = Q(xx') + YQ"7~Q(x)Q(x'). 
Q(xx') - YQ 2 (xx') - Q(x)Q(x') 

Diese von den beiden willkUrlichen »Punktenc A, A' abhangige GroBe 
andert sich nicht bei einer »kongruenten c Abbildung. Sind A A' A" irgend 
drei, in der hingeschriebenen Reihenfolge auf einer • Geraden« ge1egene 
.Punkte<, so ist 

[AA"] = [AA'] . [A' A"]. 
Die GroBe 

~lg[AA'] = AA' = r 

hat also die Funktionaleigenschaft 

AA' + A'A" = AA". 

Da sie auBerdem fiir .kongruente« Strecken AA' den gleichen Wert hat, 
ist sie als die Nicht-Euklidische Entfernung der beiden Punkte AA' an-
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zusprechen. lndem wir unter 19 den naturlichen Logarithmus verstehen, 
erhalten wir in Einklang mit der Erkenntnis Lamberts eine absolute Fest
legung der MaBeinheit. Die Definition laBt sich einfacher so schreiben: 

0;01 r = Q(xx') 
Y!.!(x) . Q(x') 

(0;01 = Cosinus hyperbolicus.) 

Diese MaBbestimmung ist unter Zugrundelegung eines beliebigen reellen 
oder imaginaren Kegelschnitts Q (x) = 0 vor Klein bereits von Cayley 
als ,.projektive MaBbestimmung« aufgestellt worden 3); aber erst Klein er
kannte, daB sie fUr einen reellen Kegelschnitt zur Nicht-Euklidischen 
Geometrie fUhrt. 

Man mnB nicht wahnen, das Kleinsche Modell zeige, daB die Nicht
Euklidische Ebene endlich sei. Vielmehr kann ich, Nicht-Euklidisch ge
messen, auf einer • Geraden« dieselbe Strecke unendlich oft hintereinander 
abtragen; nur im Euklidischell Modell Euklidisch gemessen, werden die 
Abstande dieser .aquidistanten« Punkte immer kleiner und kleiner. Fur 
die Nicht-Euklidische Ebene ist der Grenzkreis U das unerreichbare 
Unendlichferne. 

Die Cayleysche MaBbestimmung fUr einen imaginaren Kegelschnitt 
fUhrt auf die gewohnliche spharische Geometrie, wie sie .auf einer Kugel 
im Euklidischen Raum Geltung hat. Die groBten Kreise treten darin 
an Stelle der geraden Linien, es mnB aber jedes aus zwei sich diametral 
gegenuberliegenden Punkten bestehende Punktepaar als einzelner ,.Punktc 
betrachtet werden, damit sich zwei »Geradenc nur in einem ,.Punktec 
schneiden. Wir projizieren die Kugelpunkte durch geradlinige Strahlen 
vom Zentrum auf die in einem Kugelpunkte, dem Sudpol, gelegte Tan
gentenebene: in dieser Bildebene fallen alsdann je zwei diametral gegen
uberliegende Punkte zusammen. Die Ebene muss en wir aber wie in der pro
jektiven Geometrie mit einer unendlich fernen Geraden ausstatten, die das 
Bild des Aquatorkreises ist. Wir nennen zwei Figuren in dieser Ebene 
jetzt »kongruentc, wenn ihre durch die Zentralprojektion auf der Kugel 
entstehenden Bilder im gewohnlichen Euklidischen Sinne kongruent sind. 
Unter Anwendung dieses :oKongruenz«-Begriffs gilt dann in der Ebene 
eine Nicht-Euklidische Geometrie, in der aIle Axiome Euklids erfUllt sind 
mit Ausnahme des V. Postulats. An dessen Stelle tritt aber hier die 
Tatsache, daB je zwei Gerade ohne Ausnahme sich schneiden, und in 
Ubereinstimmung damit ist die Winkelsumme > I800. Das scheint mit 
einem oben erwahnten Euklidischen Beweis in Widerspruch zu stehen. 
Die Antinomie lOst sich dadurch, daB in der jetzigen, »spharischen« 
Geometrie die Gerade eine geschlossene Linie ist, wahrend Euklid, ohne 
es allerdings in den Axiomen auszusprechen, stillschweigend voraussetzt, 
daB sie eine offene Linie ist, namlich durch jeden ihrer Punkte in zwei 
Ralften zerfallt. Nur unter dieser Vorraussetzung ist der in seinem Be
weis gezogene SchluB zwingend, daB der auf der ,.rechten c Seite gelegene 
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hypothetische Schnittpunkt S von dem auf der »linken« Seite gelegenen 
S* verschieden ist. 

Wir benutzen im Raum ein Cartesisches Koordinatensystem XI X. x 3 ' 

dessen Nullpunkt im Kugelzentrum liegt, des sen X3 -Achse in die Verbindungs
linie Nord-Stidpol fallt und welchem als MaBeinheit der Kugelradius zu
grunde liegt. Sind x,, X 2 , X3 die Koordinaten irgend eines Kugelpunktes: 

Q(x) _ x~ + x: + x~ = I, 

XI X 2 so sind -, - die erste und zweite Koordinate des Bildpunktes in 
X3 X3 

unserer Ebene x3 = I; XI: x. : X3 ist also das Verhaltnis der homo
genen Koordinaten des Bildpunktes. Kongrl1ente Abbildungen der Kugel 
sind lineare Transformationen, welche die quadratische Form Q (x) in
variant lassen; die »kongrl1enten< Abbildungen der Ebene im Sinne 
unserer »spharischen« Geometrie sind also durch solche lineare Trans
formationen der homogenen Koordinaten gegeben, welche die Gleichung 
Q (x) = 0, die einen imaginaren Kegelschnitt bedeutet, in sich tiberftihren. 
Damit ist unsere Behauptung betreffs des Zusammenhanges der spharischen 
Geometrie mit der Cayleyschen MaBbestimmung bewiesen. 1m Einklang 
damit lautet die Formel flir die Entfernung r zweier Punkte A, A' hier 

Q(xx') 
(2) cos r = .. 

V.Q(x) .Q(x') 
Zugleich haben wir die Entdeckung des Taurinus bestatigt, daB die Nicht
Euklidische Geometrie identisch ist mit der spharischen auf einer Kugel 

vom Radius Y - I. Denn auf einer Kugel vom Radius a ist in der 
r -... -----

Gleichung (2) r zu ersetzen durch -; flir a = V - I geht die so mo-
a 

difizierte Gleichung (2) tiber in (I). DaB die Vorzeichen der quadrati
schen Form Q in (I) andere sind als in (2), ist unwesentlich; dies besagt 

lediglich, daB wir auf der Kugel vom Radius V - I diejenigen Punkte 
als >reell« betrachten wollen, flir welche x,, x. rein imaginar sind und 
x3 reell. 

Zwischen die Bolyai-Lobatschefskysche und die spharische Geometric 
schiebt sich als Grenzfall die Euklidische ein. Lassen wir namlich einen 
reellen Kegelschnitt durch einen ausgearteten in einen imaginaren tiber
gehen, so verwandelt sich die mit der zugehorigen Cayleyschen MaBbe
stimmung ausgestattete Ebene von einer Bolyai-Lobatschefskyschen durch 
eine Euklidische hindurch in eine spharische. 

§ II. Riemannsche Geometrie. 

Die ftir uns vor allem bedeutsame Weiterentwicklung der Idee der 
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Riemann kntipft an die Grundlagen 
der Infinitesimalgeometrie, insbesondere der Flachentheorie an, wie sie von 
GauB in seinen Disquisitiones circa superficies curvas gelegt worden sind. 
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Die urspriinglichste Eigenschajt des Raumes ist die, daji seine Punkte 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit bilden. Was verstehen wir darunter? 
Wir sagen z. B., daB die Ellipsen (nach GroBe und Gestalt, d. h. wenn 
man kongruente Ellipsen als gleich, nicht-kongruente als verschieden be
trachtet) eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, weil die einzelne 
Ellipse innerhalb dieser Gesamtheit durch zwei Zahlangaben, den Wert 
der halben groBen und kleinen Achse, festgelegt werden kann. Die Gleich
gewichtszustande eines idealen Gases, deren Verschiedenheit etwa durch 
die Unabhangigen: Druck und Temperatur charakterisiert werde, bilden 
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, ebenso die Punkte auf einer Kugel 
- oder die einfachen Tone nach 1ntensitat und Qualitat. Die Farben 
bilden gemaB der physiologischen Theorie, nach der die Farbwahrnehmung 
bestimmt ist durch die Kombination dreier chemischer Prozesse auf der 
Retina, des Schwarz-WeiB, Rot-Grlin und Gelb-Blau-Prozesses, deren jeder 
in einer bestimmten Richtung mit bestimmter 1ntensitat vor sich gehen 
kann, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit nach Qualitat und 1ntensitat, 
die Farbqualitaten jedoch nur, eine zweidimensionale; es findet dies seine 
Bestatigung durch die bekannte Maxwellsche Konstruktion des Farb
dreiecks. Die moglichen Lagen eines starren Korpers bilden eine sechs
dimensionale Mannigfaltigkeit, die moglichen Lagen eines mechanischen 
Systems von n Freiheitsgraden allgemein eine 1l-dimensionale. Fur eine 
tz-dimensionale Mannigfaltigkeit ist charakteristisch, daji man das einzelne 
zu ihr gehOrige Element (in unsern Beispielen: die einzelnen Punkte oder 
Zustande, Farben oder Tone) jestlegen kann durclz die Angabe der Zalzl
werte von n GrOjien, den »Koordinaten c , die stetige Funktionett innerhalb 
der Mannigfaltigkeit sind. Dabei ist aber nicht erforderlich, zn verlangen, 
daB die ganze Mannigfaltigkeit mit allen ihren Elementen umkehrbar
eindeutig und stetig in dieser Weise durch die Wertsysteme von n Koor
dinaten reprasentiert werde (z. B. ist das ausgeschlossen fUr die Kugel, 
n = 2), sondern es kommt nur darauf an, daB, wenn P ein beliebiges 
Element der Mannigfaltigkeit ist, jedesmal eine gewisse Umgebung der 
Stelle P umkehrbar-eindeutig und stetig auf die Wertsysteme von n Koor
dinaten abgebildet werden kann. 1st Xi ein System von 1l Koordinaten, 
XI irgend ein anderes, so werden die Koordinatenwerte Xi und xi des
selben Elementes allgemein durch Relationen 
(3) Xi = f,·(x:x! • . X:) (i = I, 2, .•. , n) 
miteinander verkntipft sein, die nach den XI auflosbar sind und in denen 
die ji stetige Funktionen ihrer Argumente bedeuten. Solange wir von 
der Mannigfaltigkeit nichts weiter wissen, sind wir nicht imstande, irgend 
ein Koordinatensystem vor den andern auszuzeichnen. Zur analytischen 
Behandlung beliebiger stetiger Mannigfaltigkeiten wird also eine Theorie 
der 1nvarianz gegentiber beliebigen Koordinatentransformationen (3) notig, 
wahrend wir uns im vorigen Kapitel zur Durchfiihrung der affinen Geo
metrie auf die viel speziellere Theorie der 1nvarianz gegentiber linearen 
Transformationen stlitzten. 
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Die Infinitesimalgeometrie beschaftigt sich mit dem Studium von Kurven 
und Flachen im dreidimensionalen Euklidischen Raum, der auf die Cartesi
schen Koordinaten x, y, z bezogen werde. Eine Kurve ist allgemein eine 
eindimensionale Punktmannigfaltigkeit; ihre einzelnen Punkte konnen durch 
die Werte eines Parameters u voneinander unterschieden werden. Befindet 
sich der Kurvenpunkt u an der Raumstelle mit den Koordinaten xyz, so 
werden x, y, z bestimmte stetige Funktionen von u sein: 

X=X(u), y=y(u), z = z(u), 

und (4) ist die ,.Parameterdarstellungc der Kurve. Deuten wir u als 
Zeit, so gibt (4) das Gesetz der Bewegung eines Punktes, welcher die 
gegebene Kurve durchlauft. Durch die Kurve selbst ist aber die Parameter
darstellung (4) nicht eindeutig bestimmt; vielmehr kann der Parameter u 
noch einer beliebigen stetigen Transformation unterworfen werden. 

Eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit heiSt Fliiche; ihre Punkte 
konnen durch die Werte zweier Parameter u" u. unterschieden werden, 
und Sle besitzt daher eine Parameterdarstellung der Art: 

(5) y =y(u,u2 ), 

Wieder konnen die Parameter u,' u. noch einer beliebigen stetigen Trans
formation unterworfen werden, ohne daB die so dargestellte Flache sich 
andert. Wir wollen annehmen, daB die Funktionen in (5) nicht nur stetig, 
sondern auch stetig differentiierbar sind. Von dieser Darstellung (5) einer 
beliebigen Flache geht GauB in seiner allgemeinen Theorie aus; die Para
meter u" u. bezeichnet man daher als GauBsche (oder krummlinige) 
Koordinaten auf der Flache. - Ein Beispiel: Projizieren wir wie im 
vorigen Paragraphen die Punkte der Einheitskugel yom Zentrum (dem 
Nullpunkt des Koordinatensystems) auf die Tangentenebene z = I im Siidpol, 
nennen x y z die Koordinaten eines beliebigen Kugelpunktes und u" u. 
die x- und y-Koordinate des Projektionspunktes in dieser Ebene, so ist 

(6) y = ,/ • .' r 1 + u, + u. 

Das ist eine Parameterdarstellung der Kugel; sie erfaBt jedoch nicht die 
ganze Kugel, sondern nur eine gewisse Umgebung des Siidpols, namlich 
die siidliche Halbkugel bis zum Aquator, aber mit AusschluB desselben. 
Eine andere Parameterdarstellung der Kugel, gleichfalls giiltig flir die ganze 
siidliche Halbkugel, erhalten wir, wenn wir den willkiirlichen Kugelpunkt 
senkrecht auf die Aquatorebene projizieren und als GauBsche Koordinaten 
XI X. des Kugelpunktes die Cartesischen Koordinaten seines Spurpunktes 
verwenden; dann haben wir einfach 

(6') X = XI' Y = X., 
,/--- . 

z = Y I - x~ - x: . 
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Eine dritte Parameterdarstellung lief ern die geographischen Koordinaten 
Lange und Breite. 

In der Thermodynamik benutzen wir zur graphischen Darstellung eine 
Bildebene mit einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz, in der wir den 
etwa durch Druck p und Temperatur :J gegebenen Zustand eines Gases 
reprasentieren durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten p, f}. 

Das gleiche Verfahren konnen wir hier anwenden: dem Punkt Uz U. auf 
der Flache ordnen wir in einer »Bildebenec den Bildpunkt mit den recht
winkligen Koordinaten u, u. zu. Die Formeln (5) stellen dann nicht nur 
die Flache, sondern gleichzeitig eine bestimmte stetige Abbildung dieser 
Flache auf die Uz u. - Ebene dar. Beispiele soIcher ebenen Abbildungen 
krummer Flachenstlicke sind jedermann in den geographischen Karten 
gelaufig. Eine Kurve auf der Flache ist mathematisch gegeben durch 
eme Parameterdarstellung 

(7) Uz = tt. (t), U. = u. (t), 

ein Flachenstlick durch ein »mathematisches Gebietc in den Variablen UzU., 

das mittels Ungleichungen zwischen Uo u. charakterisiert werden mu13; 
graphisch gesprochen also: durch die Bildkurve, bzw. das Bildgebiet in 
der UI u. - Ebene. Bedeckt man die Bildebene nach Art des Millimeter
papiers mit einem Koordinatennetz, so libertragt sich dieses vermoge der 
Abbildung auf. die krumme Flache als ein aus kleinen parallelogram
matischen Maschen bestehendes N etz, das von den beiden Scharen von 
»Koordinatenlinienc u. = konst., bzw. u. = konst. gebildet wird. Wird 
dies Raster hinreichend fein genommen, so ermoglicht es einem Zeichner, 
jede in der Bildebene gegebene Figur auf die krumme Flache zu liber
tragen. 

Der Abstand ds zweier unendlichnaher Punkte auf der Flache: 

(uz ' u.) und (uI + dUI , u. + du.) 
bestimmt sich aus 

ds' = dx' + dy' + dz', 

wenn man darin 
~x ~x 

(8) dx = -.,.-du, +-~-du. 
uUI uu. 

und entsprechende Ausdrlicke flir dy, dz einsetzt. Es ergibt sich flir 
ds' eine quadratische Differentialform 

2 

ds· = :E gikduiduk (gr..' = gik) , 
t",k=x 

deren Koeffizienten 

gik=~~+~~+~~ 
~Ui~Uk ~Ui~Uk ~Ui~Uk 

im alrgemeinen keine Konstante, sondern Funktionen von UI , 11. sind. 
Flir die Parameterdarstellung (6) der Kugel findet man z. B. 
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d 2 _ (I + U~ + U~) (du~ + du~) - (U I du, + U2 du2)" 
S - (1 + U~ + U~)" 

Fiir die Parameterdarstellung (6') hingegen finden wir, da aus der Kugel
gleichung 

fUr ein Linienelement auf der Kugel die Beziehung 

folgt: 
2 2 • 2 2 • (XI d X, -f- X. d x.) 2 

ds = dx + dx + dz = dx + dx + .---.. ---.' -.' 
I 2 I 2 Z2 , 

d. i. 

d 2=d "+d 2+ (xI dxI +x2 dx2 )2. 
S XI X 2 2 2 

1 -XI -x 2 

Die beiden quadratischen Differentialformen (I 0), (10') gehen ineinander 
iiber durch diejenige Koordinatentransformation, welche den Zusammen
hang zwischen den beiden GauBschen Koordinatensystemen UI U 2 , X, X 2 

auf der Kugel vermittelt, namlich: 

XI = V I + u~ + u~ , 

oder invers geschrieben: 

u2 

X 2 == --, 
VI + u~ + u~ 

GauB erkannte, daB die metrische Fundamentalform bestimmend ist fUr 
die Geometrie auf der Fliiche. Kurvenlangen, Winkel und die GroBe 
gegebener Gebiete auf der Flache hangen aIle in von ihr ab; die Geo
metrie auf zwei Flachen ist also dieselbe, wenn fiir sie bei geeigneter 
Parameterdarstellung die Koeffizienten gik der metrischen Fundamental
form iibereinstimmen. Beweis: Die Lange einer beliebigen durch (7) 
gegebenen Kurve auf der Flache wird geliefert durch das Integral 

fdS = f V ~;ik c;;-d:: . dt. 
Fassen Wlr einen bestimmten Punkt po = (u~, u~) auf der Flache ins 
Auge und benutzen fUr dessen unmittelbare Umgebung die relativen 
Koordinaten 

Ui-U'l = dUi; X - XO = dx, y - yO = dy) z - ZO = dz, 

so gilt urn so genauer, je kleiner dundu., die Gleichung (8), in der die 
Werte der Ableitungen an der Stelle po zu nehmen sind; wir sagen, sie 
gilt fUr >unendlichkleinec Werte du, und duo. Fiigen wir die analogen 
Gleichungen fiir dy, dz hinzu, so driicken sie aus, da/3 die unmittelbare 
Umgebung von po eine Ebene ist und du" duo affine Koordinaten 111 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Auff. 6 
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ihr*). Demnach konnen wir in der unmittelbaren Umgebung von po 
die Formeln der affinen Geometrie anwenden. Wir finden flir den Winkel () 
zweier Linienelemente oder infinitesimaler Verschiebungen mit den Kompo
nenten dUn du2 , bzw. aU" ou2 , wenn wir die zu (9) gehorige sym
metrische Bilinearform 

bezeichnen: 

;EgikduiOUk mit Q(do) 
ik 

cos () = Q~-. 
V Q(dd) Q(oo) , 

und flir den Flacheninhalt des unendlichkleinen Parallelogramms, das von 
diesen beiden Verschiebungen aufgespannt wird, 

I v_, du, 
g I S uu, 

dU2 

au. 

wenn g die Determinante der gik bedeutet. Der Inhalt eines krummen 
Flachenstticks ist demnach gegeben durch das tiber das Bildgebiet zu 
erstreckende Integral 

!!Vgdu, du •. 

Uamit ist die Gau.Bsche Behauptung erwiesen. Die Werte der erhaltenen 
Ausdrticke sind nattirlich unabhangig von der Wahl der Parameter
darstellung; diese ihre Invarianz gegentiber beliebigen Transformationen 
der Parameter kann analytisch ohne weiteres bestatigt werden. Aile geo
metrischen Verhaltnisse auf der Flache konnen wir im »Bilde c verfolgen; 
die Geometrie in der Bildebene fallt mit der Geometrie auf der krummen 
Flache zusammen, wenn wir nur tibereinkommen, unter dem Abstand ds 
zweier unendlich naher Punkte nicht den durch die Pythagoreische Formel 

ds 2 = du~ + du: 
gelieferten Wert zu verstehen, sondern (9). 

Die Geometrie auf der Flache handelt von den inneren MaBverhalt
nissen der FHiche, die ihr unabhangig davon zukommen, in welcher Weise 

*) Dabei machen wir die Voraussetzung, daB die zweireihigen Determinanten, 
welche aus dem Koeffizientenschema dieser Gleichungen gebildet werden konnen, 

Ox ay oz 
() u, au, au, 
ax ay oz 

aU2 3th au. 
nicht aile drei verschwinden; diese Bedingung ist fiir die regularen Punkte der FHiche, 
in denen eine Tangentenebene existiert, erfiillt. Die drei Determinanten sind dann 
und nur dann identisch 0, wenn die Flache in eine Kurve ausartet, namlich die 
Funktionen x, y, z von u, und U2 in Wahrheit nur von einem Parameter, einer Funktion 
von u, und U2, abhangen. 
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Sle m den Raum eingebettet ist; es sind diejenigen Beziehungen, welche 
durch JV[essClZ auf der Fliiclle selbst festgestellt werden konnen. GauB 
ging bei seinen fiachentheoretischen Untersuchungen von der praktischen 
geodatischen Arbeit der Hannoverschen Landesvermessung aus. DaB die 
Erde keine Ebene ist, kann durch die Vermessung eines hinreichend groBen 
Stucks der Erdoberfiache selbst ermittelt werden; wenn auch das einzelne 
Dreieck des Triangulationsnetzes so klein genommen wird, daB an ihm 
die Abweichung von der Ebene nieht in Betracht [allt, so konnten sich 
doch die einzelnen Dreiecke nicht in der Weise in der Ebene zu einem 
~etz zusammenschlieBen, wie sie es auf der Erdoberfiaehe tun. Urn das 
noch etwas deutlicher darzutun, zeichne man auf einer Kugel yom Radius I 

(der Erdkugei) einen Kreis t mit dem auf der Kugel gelegenen Mittel
punkt P; femer die Radien dieses Kreises, d. h. die von P ausstrahlenden 
und an der Kreisperipherie end end en Bogen groBter Kreise auf der Kugel 

(sie seien < ~ ) . Durch Messen auf der Kugel kann ich nun fest

stellen: diese naeh allen Richtungen ausgehenden Radien sind die Linien 
kleinster Lange, welche yom Punkte P zu der Kurve f fiihren; sie haben 
alle die gleiche Lange r; die Lange der geschlossenen Kurve fist = S. 

Lage nun eine Ebene vor, so folgte daraus, daB die »Radien« gerade 
Linien sind, die Kurve f also ein Kreis, und es muBte s = 2 nr sein. 
Statt dessen aber findet sich, daB s kleiner ist, als es dieser Formel ent
spricht, namlich = 211: sin r. Damit ist durch Messung auf der Kugel 
festgestellt, daB sie keine Ebene ist. Nehme ich hingegen ein Papier
blatt, auf das ich irgendwelche Figuren zeichne, und rolle es zusammen, 
so werde ich durch Ausmessen der Figuren auf dem zusammengerollten 
Blatt die gleichen Werte finden wie vorher, wenn das Zusammenrollen 
mit keinen Verzerrungen verbunden war: auf ihm gilt genau die gleiche 
Geometrie wie in der Ebene; durch seine geodatische Vermes sung bin 
ich auBerstande, festzustellen, daB es gekrummt ist. So gilt allgemein 
auf zwei Flachen, die durch Verbiegung ohne ;Verzerrung auseinander 
hervorgehen, die gleiche Geometrie. 

DaB auf der Kugel nicht die Geometrie der Ebene gilt, besagt, ana
lytisch ausgedruckt: es ist unmoglich, die quadratische Differentialform (10) 
dureh irgendeine Transformation 

auf die Gestalt 

II, = tt, (u; It:) 

112 = It. (u; u!) 
u; = u; (u, 1t2 ) 

u! = u! (1£, 112 ) 

zu bringen. Zwar wissen wir, daB es an jeder Stelle moglich ist, dureh 
eme lineare Transformation der Differentiale 

(II) (i = I, 2) 
6* 
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dies zu erzielen; aber es ist ausgeschlossen, die Transformation der 
Differentiale dabei an jeder Stelle so zu wahlen, daB die Ausdriicke (I I) 
flir du;, du: totale Differentiale werden. 

Krummlinige Koordinaten werden nicht nur in der Flachentheorie, 
sondern auch zur Behandlung raumlicher Probleme venvendet, namentlich 
in der mathematischen Physik, wo man haufig in die Notwendigkeit ver
setzt ist, sich mit dem Koordinatensystem vorgegebenen Korpern an
zupassen; ich erinnere an die Zylinder-, Kugel- und elliptischen Ko
ordinaten. Das Quadrat des Abstandes ds' zweier unendlich benachbarter 
Punkte im Raum wird bei Benutzung beliebiger Koordinaten X 1 X 2 X 3 stets 
durch eine quadratische Differentialform 

3 

2gikdxidX k 
i~k=I 

ausgedriickt. Glauben wir an die Euklidische Geometrie, so sind wir 
iiberzeugt, daB jene Form sich durch Transformation in eine solche Gestalt 
iiberfiihren laBt, daB ihre Koeffizienten Konstante werden. 

N ach diesen V orbereitungen sind wir imstande, die Riemannschen 
1deen, die von ihm in seinem Habilitationsvortrag »Uber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zugrunde liegenc 4) in vollendeter Form entwickelt 
wurden, voll zu erfassen. Aus Kap. list zu ersehen, daB in einem vier
dimensionalen Euklidischen Raum auf einem dreidimensionalen linearm 
Punktgebilde die Euklidische Geometrie gilt; aber krumme dreidimensio
nale Raume, die im vierdimensionalen Raum ebensogut existieren wie 
krumme Flachen im dreidimensionalen, sind von anderer Art. 1st es 
nicht moglich, daB unser dreidimensionaler Anschauungsraum ein solcher 
gekriimmter Raum ist? Freilich: er ist nicht eingebettet in einen vier
dimensionalen; aber es konnte sein, daB seine inneren MaBverhaltnisse 
solche sind, wie sie in einem .ebenen« Raum nicht stattfinden konnen; 
es konnte sein, daB eine sorgfa:Itige geodatische Vermessung unseres 
Raumes in der gleichen Weise wie die geodatische Vermessung der Erd
oberflache ergabe,daB er nicht eben ist. - Wir bleiben dabei, daB er 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist; wir bleiben dabei, daB sich 
unendlichkleine Linienelemente unabhangig von ihrem Ort und ihrer 
Richtung messend miteinander vergleichen lassen und daB das Quadrat 
ihrer Lange, des Abstandes zweier unendlich benachbarter Punkte bei Be
nutzung beliebiger Koordinaten Xi durch eine quadratische Differential
form (12) gegeben wird. (Diese Voraussetzung hat in der Tat allgemein 
ihren guten Sinn; denn da jede Transformation von einem auf ein anderes 
Koordinatensystem lineare Transformationsformeln flir die Koordinaten
differentiale nach sich zieht, geht dabei eine quadratische Differentialform 
immer wieder in eine quadratische Differentialform iiber.) Was wir aber 
nicht mehr voraussetzen, ist, daB sich diese Koordinaten insbesondere 
als »lineare« Koordinaten so wahlen lassen, daB die Koeffizienten gik der 
Fundamentalform konstant werden. 
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Der trbergang von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie 
beruht im Grunde auf dem gleichen Gedanken wie die Nahewirkungs
Physik. Durch die Beobachtung stellen wir z. B. fest (Ohmsches Gesetz), 
daB der in einem Leitungsdraht flieBende Strom proportional ist zu der 
Potentialdifferenz am Anfang und Ende der Leitung. Aber wir sind tiber
zeugt, daB wir nicht in diesem auf einen langen Draht sich beziehenden 
Messungsergebnis das allgemein gtiltige exakte Naturgesetz vor uns haben, 
sondern dieses aus jenem sich herleitet, indem wir das Ohmsche Gesetz, 
so wie es aus den Messungen abgelesen wird, auf ein unendlichkleines 
Drahtsttick anwenden. Dann kommen wir zu jener Formulierung (Kap. I, 
S. 70), die der Maxwellschen Theorie zugrunde gelegt wird. Aus dem 
Differentialgesetz folgt rtickwarts auf mathematischem Wege unter Voraus
setzung uberall homogener Verhiiltnisse das Integralgesetz, das wir direkt 
durch die Beobachtung feststellen. Genau so hier: Die Grundtatsache 
der Euklidischen Geometrie ist, daB das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte eine quadratische Form der relativen Koordinaten der beiden 
Punkte ist (Pythagoreischer Lehrsatz). Sehen wir aber dieses Gesetz nur 
dann als streng giiltig all, wenll jene beidell Punkte unendlich benachbart 
sind, so kommen wir zur Riemannschen Geometrie; zugleich sind wir damit 
einer genaueren Festlegung des Koordinatenbegriffs tiberhoben, da das so 
gefaBte Pythagoreische Gesetz invariant ist gegentiber beliebigen Trans
formationen. Es entspricht der trbergang von der Euklidischen »Fern.
zur Riemannschen »Nahe«-Geometrie demjenigen von der Fernwirkungs
zur Nahewirkungs-Physik; die Riemannsche Geometrie ist die dem Geiste 
der Kontinuitat gemaB formulierte Euklidische, sie nimmt aber durch 
diese Formulierung sogleich einen viel allgemeineren Charakter an. Die 
Euklidische Fern-Geometrie ist geschaffen fUr die Untersuchung der geraden 
Linie und der Ebene, an diesen Problemen hat sie sich orientiert; sobald 
man aber zur Infinitesimalgeometrie tibergeht, ist es das Nattirlichste und 
Verntinftigste, den infinitesimalen Ansatz Riemanns zugrunde zu legen: 
es wird dadurch keine Komplikation bedingt, und man ist vor unsach
gemaBen, fern-geometrischen trberlegungen geschtitzt. Auch im Riemann
schen Raum ist eine Flache als zweidimensionale Mannigfaltigkeit durch 
eine Parameterdarstellung x,' = x;(uI u2 ) gegeben; setzen wir die daraus 
sich ergebenden Differentiale 

- ox,- ox,-
dx; = -- dtt + - dtt 

OttI IOU. • 

111 die metrische Fundamentalform (12) des Riemannschen Raumes ein, 
so bekommen wir fUr das Quadrat des Abstandes zweier unendlich be
nachbarter Flachenpunkte eine quadratische Differentialform von dUll duo 
(wie im Euklidischen Raum): die Metrik des dreidimensionalen Riemann
schen Raums tibertragt sich unmittelbar auf jede in ihm gelegene Flache 
und macht sie damit zu einem zweidimensionalen Riemannschen Raum. 
Wahrend also bei Euklid der Raum von vornherein von viel speziellerer 
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Natur angenommen ist als die in ihm moglichen FHichen, namlich als 
eben, hat bei Riemann der Raumbegriff gerade denjenigen Grad der 
Allgemeinheit, der notig ist, urn diese Diskrepanz vollig zum Verschwin
den zu bringen. - Das Prinzip, die Welt altS ihrem Verhaltm im UlI
endlichkleinm Zit verstehm, ist das treibende erkenntnistheoretische Moth' 
der Nahewirkungsphysik wie der Riemannschen Geometrie, ist aber auch 
das treibende Motiv in dem iibrigen, vor allem auf die komplexe Funk
tionentheorie gerichteten grandiosen Lebenswerk Riemanns. Reute er
scheint uns die Frage nach der Giiltigkeit des »V. Postulats«, von dem 
die historische Entwicklung, an die Euklidischen »Elemente« ankniipfend, 
ausgegallgen ist, nur als ein bis zu einem gewissen Grade zufalliger An
satzpunkt. Die wahre Erkenntnis, zu der man sich erheben muBte, um 
iiber den Euklidischen Stimdpunkt hinauszugelangen, glauben wir, ist uns 
von Riemann aufgedeckt worden. 

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, daB die Bolyai-Lobatschefsky
sche Geometrie so gut wie die Euklidische und die spharische (auf die 
als eine Nicht-Euklidische Moglichkeit iibrigens erst Riemann hingewiesen 
hat) als spezielle Falle in der Riemannschen enthalten sind. In der Tat, 
benutzen wir als Koordinaten eines Punktes der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Ebene die rechtwinkligen Koordinaten u, u. jenes Bildpunktes, der ihm 
in dem Kleinschen Modell entspricht, so ergibt sich flir den Abstand d s 
zweier unendlich benachbarter Punkte aus (J): 

(13) _ ds' = (- I + u~ + It~) (du: + du:) - (uJu[ + U.dU.)2. 
(- I + u~ + u~) 2 

Der Vergleich mit (10) bestatigt wiederum den Satz von Taurinus. Die 
metrische Fundamentalform des dreidimensionalen Nicht- Euklidischen 
Raumes lautet genau entsprechend. 

Wenn wir im Euklidischen Raum eine krumme Flache herstellen 
konnen, flir die bei Benutzung geeigneter GauBscher Koordinaten 11, 11. 

die Formel (13) giiltig ist, so besteht auf ihr die Bolyai-Lobatschefsky
sche Geometrie. Solche Flachen kann man sich in der Tat 
verschaffen; die einfachste ist die Umdrehungsflache der 
Traktrix. Die Traktrix ist eine ebene Kurve von der neben
stehenden Gestalt, mit einer Spitze und einer Asymptote; sie 
ist geometrisch dadurch charakterisiert, daB die Tangente 
vom Beriihrungspunkt bis zum Schnitt mit der Asymptote 
eine konstante Lange besitzt. Man lasse sie urn ihre Asym
ptote rotieren: auf der entstehenden Drehflache gilt die Nicht
Euklidische Geometrie. Dieses durch seine Anschaulichkeit 

F · aus!!ezeichnete Euklidische Modell derselben ist zuerst von Ig. 5· ~ 
Beltrami angegeben 5). Es leidet freilich an gewissen Ubel-

standen; es ist erstens (in dieser anschaulichen Form) auf die zweidimen
sionale Geometrie beschrankt, und zweitens realisiert jede der beiden 
Ralften der Umdrehungsflache, in welche sie durch ihre scharfe Kante 
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zerfallt, nur einen Teil der Nicht-Euklidischen Ebene. Von Hilbert wurde 
streng bewiesen, da£ eine singularitatenfreie Flache im Euklidischen 
Raum, welche die ganze Lobatschefskysche Ebene realisiert, nicht vor
handen sein kann 6). Beide Ubelstande besitzt das elementargeometrische 
Kleinsche Modell nicht. 

Bislang sind wir rein spekulativ vorgegangen und ganz in der Domane 
des Mathematikers geblieben. Ein anderes ist aber die Widerspruchs
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie, ein anderes die Frage, ob sie 
oder die Euklidische im wirklichen Raume Gitl#gkeit besitzt. Schon GauS hat 
zur Prlifung dieser Frage das Dreieck Inselsberg, Brocken, Hoher Hagen 
(bei Gottingen) mit groBer Sorgfalt gemessen, aber die Abweichung der 
Winkelsumme von 180 0 innerhalb der Fehlergrenzen gefunden. Loba
tschefsky schlo£ aus dem geringen Betrag der Fixsternparallaxen, da£ 
die Abweichung des wirklichen Raumes yom Euklidischen auSerordentlich 
gering sein mlisse. Auf philosophischer Seite ist der Standpunkt ver
treten worden, da£ durch empirische Beobachtungen die Gliltigkeit oder 
Ungliltigkeit der Euklidischen Geometrie nicht erwiesen werden konne. 
Und in der Tat muB zugestanden werden, da£ bei allen solchen Beob
achtungen wesentlich physikalische Voraussetzungen, wie etwa die, daB 
die Lichtstrahlen gerade Linien sind, und dgl., eine Rolle spielen. Wir 
finden damit aber lediglich eine schon oben gemachte Bemerkung be
statigt, da£ nur das Ganze von Geometrie und Physik einer empirischen 
Nachprlifung fahig ist. Entscheidende Experimente sind also erst dann 
moglich, wenn nicht nur die Geometrie, sondern auch die Physik im 
Euklidischen und im allgemeinen Riemannschen Raum entwickelt ist. 
Wir werden bald sehen, da£ es auf sehr einfache und vollig willklirlose 
Weise gelingt, beispielsweise die Gesetze des elektromagnetischen Feldes, 
die zunachst nur unter der V oraussetzung der Euklidischen Geometrie 
aufgestellt sind, auf den Riemannschen Raum zu libertragen. 1st dies 
aber geschehen, so kann sehr wohl die Erfahrung darliber entscheiden, 
ob der spezielle Euklidische Standpunkt aufrecht zu erhalten ist oder ob 
wir zu dem allgemeineren Riemannschen libergehen mlissen. Wir sehen 
aber, da£ fUr uns an dem Punkte, an dem wir jetzt stehen, diese Frage 
noch nicpt spruchreif ist. 

Zum SchluB stellen wir noch einmal die Grundlagen der Riemann
schen Geometrie in geschlossener Formulierung und unter Abstreifung 
der speziellen Dimensionszahl n = 3 vor Augen. 

Ein n-dimensionaler Riemannscller Raum ist eine n-dimensionale iVLml1lig
faltigkeit; aber nicht eine beliebige, sondern eine solche, der durch eine positiv
definite quadratische Differentialjorm eine Maj1bestimmung aufgepragt is!. 
Die Hauptgesetze, nach den en jene Form die MaSgro£en festlegt, sind die 
folgenden (die Xi bedeuten irgendwelche Koordinaten): 

1. 1st g die Determinante der Koeffizienten der Fundamentalform, 
so ist die GroBe irgend eines Raumstlicks gegeben durch das Integral 

(14) !igdx1dxz ••• dxn , 
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das zu erstrecken ist iiber dasjenige mathematische Gebiet der Variablen Xi, 
welches dem Raumstiick entspricht. 

2. Bedeutet Q(do) die der quadratischen Fundamentalform entspre
chende symmetrische Bilinearform zweier an derselben Stelle befindlichen 
Linienelemente d und 0, das >skalare Produkt« von d und 0, so ist der 
von ihnen gebildete Winkel () zu berechnen aus 

(I5) cos 0 = Q(do) 
YQ(dd).Q(oo) 

3. Eine in dem n-dimensionalen Raum R liegende m-dimensionale 
.Ylannigfaltigkeit R", (I <::: 1Jl < n) ist gegeben durch eine Parameterdar
stellung: 

Xi = Xi (U,U • ... U"') (i = I, 2, ••. , n), 

welche jedem Punkt (u) von Rm den Ort (x) anweist, an welchem er 
sich in R befindet. Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes 
entsteht durch Einsetzen der Differentiale 

Ox' OX~ OXi 
dXi = -' du, + --' duo + ... + -- dUm 

OUt (}U. OU", 

die metrische Fundamentalform dieser m-dimensionalen Mannigfaltigkeit; 
sie ist damit seIber ein Riemannscher m-dimensionaler Raum, und die 
Berechnung der GroBe eines beliebigen Stiicks von ihr geschieht nach 
der auf sie iibertragenen Formel (14). So kann die Lange von Linien
stiicken (m = I), der Inhalt von Flachenstiicken (m = 2) usw. ermittelt 
werden. 

§ 12. Parallelverschiebung und Krtimmung. 
Um die Riemannsche Geometrit weiter zu entwickeln, kehren Wir zu

nachst zur Flachentheorie im Euklidischen Raum zuriick. Die zu be
trachtende Flache sei gegeben durch die Parameterdarstellung r = r (x, x.), 
welche jedem Flachenpunkt (x, x.) als seinen Ort im Raum denjenigen Punkt 
P anweist, zu welchem von einem fest im Raum angenommenen Anfangs-

~ 

punkt 0 der Vektor OP = r hinfiihrt. In einem beliebigen Flachenpunkt 
konstruieren wir die Tangentenebene, welche aufgespannt wird .von den 
beiden Vektoren 

or 
e = und , ox, 

Die Flachenvektoren im Punkte P sind 
legenen, von P ausgehenden Vektoren. 
eindeutig darstellen in der Form 

or e = ~---

• ox. 
die in dieser Tangentialebene ge

Ein Flachenvektor la13t sich also 

l; = gte, +,~ze. ; 
~ I, gz sind seine kontravarianten Komponenten in dem benutzten Ko
ordinatensystem. Mit den Koordinaten (x, x.), auf welche die Flache 
bezogen ist, verkniipft sich so von seIber im Punkte P ein bestimmtes 
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Koordinatensystem C, e2 fUr den (zweidimensionalen) Vektork6rper in P, 
die lineare Mannigfaltigkeit der Flachenvektoren in P. Die kovarianten 
Komponenten (~ . ei) = ~i hangen mit den kontravarianten zusammen durch 
die Gleichungen 

\Vir verschieben den FHlchenvektor ~ in P = (x, x2 ) parallel mit sich 
im Raum nach dem zu P unendlich benachbarten Flachenpunkt P' = 
(x, + dx" x 2 + dx2 ). Dadurch geht ein im allgemeinen die Flache nicht 
tangierender Vektor ~ in p' hervor; ihn k6nnen wir aber eindeutig spalten 
in eine die Flache tangierende und eine (unendlichkleine) zur Flache 
normale Komponente ~ = ~ + ~n' Mit Levi-Civita 7) kommen wir iiberein, 
von dem Flachenvektor "i in p' zu sagen, daJil er durch »Parallelver
schiebung auf del' Fliiche« aus dem Flachenvektor ~ in P hervorgeht. 
Die Bedeutung dieses Begriffs beruht vor allem auf den folgenden beiden 
Tatsachen: 

I. Durch inJinitesimale Parallelverschiebung auf del' Fliiche erjahren wedel' 
die Langen del' Vektoren noch die Winkel zwischen ihncn eine Anderung; sie 
bewirkt eine kongruente Verpflanzung des Vektork6rpers von P nach P'. Denn 
die am Flachenvektor ~ hervorgebrachte Anderung d~ ist laut Definition 
normal zur Flache; infolgedessen gilt fUr das skalare Produkt irgend zweier 
Flachenvektoren ~ und ~ in P: 

d (~ • ~) = (d~ . ~) + (~ . d~) = o. 

II. Del' ProzefJ hangt nul' ab von del' metrischen Fundamcnta/form del' 
Flache; aus ihr allein kann von jedem durch seine Komponenten ~i ge
gebenen Flachenvektor in P bestimmt werden, in we1chen Vektor er durch 
Parallelverschiebung nach dem unendlich benachbarten Punkte P' iibergeht. 

Beweis. Kennzeichnen wir durch Uberstreichen die tangentielle Kom
ponente eines Vektors im Flachenpunkte P, so ist die infinitesimale Par
allelverschiebung eines Vektors in P auf der Flache dadurch charakteri-

siert, daJil er I) Flachenvektor bleibt und 2) d~ = 0 ist. Schreiben wir, 
um die erste Tatsache auszunutzen, ~ = ~iei, so bekommen wir aus der 
zweiten: 

( 16) 

Darin bedeutet d ~i die Anderung der Komponente ~i des Vektors bei 
Parallelverschiebung auf der Flache von P = (Xi) nach P' = (Xi + dXi), 
dei aber den Unterschied des Vektors ei in den beiden zueinander unend
lich benachbarten Punkten P, P'. Es ist also, wenn wir die Ableitung 
nach Xi durch einen unten angehangten Index bezeichnen, 

Setzen wir 

so ergibt (16): 
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(17) 

rid~i = - g<iea = - §arafldx(1 = - r~fl§adxil' ri, 

I d§i = - r~(3§(1 (dx)fl /. 

Damit haben wir den PrazeB der ParaIlelversehiebung in eine Formel ge
faBt: sie lehrt, daB die Zuwaehse der Vektorkomponenten §i bei infinite
simaler ParaIlelversehiebung auf der Flaehe sowohl vom versehobenen 
Vektor (;') als auc;h von der vorgenommenen Versehiebung mit den Kom-

ponenten (dX)i linear abhangen; die dabei auftretenden Koeffizienten r;,,1 
genugen auBerdem der Symmetriebedingung 

r~a = r~ii' 
Urn von emem Raumvektor 11 im Flaehenpunkt P die tangentielle 

Komponente 
a = a x ex + a 2 e2 

zu finden, mussen wir ausdrueken, daB 11 - a normal zur Flaehe ist; das 
gesehieht dureh die beiden Gleiehungen 

(a . ei) = (11 • ei) (i = I, 2). 
Wir erhalten so 

gijei = (11 • ei) . 

Wenden wir diese Regel insbesondere auf den Vektor rafl an und setzen 

(r"fl·ri) = ri,a,~, 

so bekommen wlr die Formeln 

(18) g . -ri "- r· J lJ Up - 1, (/.,)' 

weIche uns in den Stand setzen, die in (17) auftretenden Koeffizienten r:~.; 
aus der Flaehengleiehung r = r(xr x 2 ) zu bereehnen. Urn zu zeigen, daB 
sie in Wahrheit nur von den gik abhangen, differentiiere man die De
finitionsgleiehung 

naeh Xl: 

Ieh setze die Gleiehungen darunter, weIche aus ihr dureh zyklisehe Ver
tausehung der drei Indizes ik I entstehen: 

ogkl 
-~-- = rk, Ii + r l, ki, 
ux£ 

ogz; 
-~- = r/, ik + ri , Ik· 
uXk 

Addiert man von diesen drei Gleiehungen die erste und dritte, subtrahiert 
die zweite, so zerstoren sieh reehts, weil die r symmetriseh sind in ihren 
beiden hinteren Indizes, aIle Terme bis auf die beiden 
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ri , kl + rio Ik = 2 rio kl, 
und man bekommt 

(20) ri kl = I. (Ogik + Ogil _ ~gkl). 
, 2 OXI OXk OXi 

In der Literatur treten die durch (20) definierten GraBen meist unter der 

Christoffe1schen Bezeichnung [~IJ, die daraus nach (18) entspringenden 

GraBen r~, unter der Bezeichnung I ~.z) auf; sie heiBen Cilristoifelschc 
Drriintiizes-Symbo!c. Nur gelegentlich werden wir uns hier dieser Klammer
symbole bedienen, da sie gegen unsere Konvention iiber Indexsteftung 
verstoBen. 

Wir erwahnen noch eine dritte Eigenschaft unseres Begriffs. 
nL Zit eillcllt zJorgegebenell Pltnkt P auf tier Fliic!te gellort stets eill die 

Umgebltng ZIOll P betierkmdes KlilirtiillatCllsp;tem (x, x 2 ), fitr 7£lelc!les die 

slimt!ic!lf11 GrofJc71 rfk ill P vrru/twilltil'tl. In einem solchen »geodiitisc!lC1Z« 
Koordinatensystem gilt also flir einen bdiebigen Vektor in P bei Parallel
verschiebung auf der Flache nach einem beliebigm zu P unendlich benach
barten Punkte p' die einfache Gleichung d~i = o. Auf geometrischem 
Wege erhalt man ein geodatisches Koordinatensystem in P am einfach
sten durch die folgende Konstruktion. Man zeichnet die Tangentenebene E 
der FJache in P und projiziert die Flache senkrecht auf E; flir eine ge
wisse Umgebung des Punktes P ist diese Projektion eine umkehrbar ein
deutige Korrespondenz zwischen Flache und Tangentenebene. In E ver
wenden wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, x 2 mit Pals Ursprung, 
und als Koordinaten eines beliebigen Flachenpunktes fungieren die Ko
or dina ten x, X 2 seines Spurpunktes in E. Urn sich von der geodatischen 
Natur dieser Flachenkoordinaten in P zu iiberzeugen, verwende man im 
Raum Cartesische Koordinaten, die in E mit x, X 2 zusammenfallen. Die 
Parameterdarstellung der Flache lautet dann 

und infolgedessen 

x == XI' )' == X 2 , Z === Z (Xl x 2 ), 

02I 
haben die Komponenten von Ii" = ~-~ die Werte: 

uXiuXk 

Xik = 0, )'ik == 0, 

1m Punkte P ist der Vektor Iik also normal zur Flache, ti" = ° und 

damit auch r;:k = 0. - Die Wahl eines geodatischen Koordinatensystems 
hat fUr die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform zur Folge, daB 
sie in clem betreffenclen Punkte statiol1iin: Werte annehmen; denn die Glei-

chungen r;,'" = 0 haben nach (19) zur Folge, daB die Ableitungen 

verschwinden. 
Levi-Civitas Erklarung setzt ohne weiteres in Evidenz, daB die l'ar

alle1verschiebung in der Flache unabhangig ist von dem auf der Flache 
verwendeten Koordinatensystem (.'\', x 2 ); sie macht von einem solchen Ko
ordinatensystem iiberhaupt keinen Gebrauch. Darauf lehrt die Rechnung, 
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welche zu den Formeln (17), (18), (20) flihrt, daB dieser Begriff nur von 
der Metrik der Flache abhangt, nicht aber von der Art, wie sie in einen 
dreidimensionalen Euklidischen Raum eingebettet ist. Will man den Be
griff ganz von dem Euklidischen Einbettungsraum ablbsen, so wird man 
ihn umgekehrt durch die Gleichungen (I,), (18), (20), ohne Benutzung 
des Einbettungsraumes, dcjillierm. Man hat dann die Aufgabe, zu zeigen, 
daB er eine invariante Bedeutung hat, d. h. daB diese Erklarung unab
hangig ist von dem verwendeten Koordinatensystem (X'.X'2)' Dies gelingt, 
wenn auch ein wenig miihsam, durch rechnerische Ausflihrung der Trans
formation von einem Koordinatensystem (XI .X'2) auf ein beliebiges anderes. 
Aber auch dieses Vorgehen, das aus lauter Formeln statt Gedanken und 
Anschauungen besteht, ist offenbar wenig befriedigend; hinter den For
meln steht doch sic her ein einfacher und natiirlicher Begriff, den es ge
lingen muB so herauszuschalen, daB weder vom Einbettungsraum noch 
von einem speziellen Koordinatensystem Gebrauch gemacht wird. Bevor 
wir dies aber leisten kbnnen, miissen wir zunachst den Begriff des Vektors 
selbst vom Einbettungsraum ablbsen. 

Es handelt sich hier offen bar urn einen geometrischen Hilfsbegriff, der 
dazu eingeflihrt wird, urn die Tatsache zum Ausdruck zu bringen, daB 
die unendlichkleine Umgebung eines Punktes P in einer beliebigen stetigen 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit als eben gelten kann, daB flir ein 
solches unendlichkleines Gebiet die affin-lineare Geometrie gilt; man er
setzt die Linienelemente in P durch die Vektoren, urn nicht bestandig 
mit unendlichkleinen GrbBen operieren zu miissen. Unwesentlich ist es 
von diesem Standpunkt aus, daB die betrachtete Flache und ihre Tangenten
ebene in einen gemeinsamen dreidimensionalen Euklidischen Raum ein
gebettet sind; es hat flir uns z. B. keine Bedeutung, ob und wo sich 
Flache und Tangentenebene fern vom Beriihrungspunkte P sonst noch im 
Raume schneiden mbgen. Die Tangentenebene ist ein mit einem Zentrum 0 
versehener zweidimensionaler linearer Raum im Sinne von Kap. I; das 
Zentrum 0 fallt mit dem Flachenpunkt P zusammen, und die unendlich
kleine Umgebung von 0 in der Tangentialebene deckt sich mit der un- ' 
endlichkleinen Umgebung von P auf der Flache~ Wir kbnnen uns vor
stellen, daB wir die Tangentenebene von der Flache abheben und neben 
sie legen; wir miissen dann nur das mit P urspriinglich in Deckung be
findliche Zentrum 0 der Tangentenebene auf ihr markieren und die Be
ziehung oder Abbildung angeben, vermbge deren die unmittelbare Um
gebung von 0 in der Tangentenebene mit der Umgebung von P auf der 
Flache zur Koinzidenz gebracht wird; diese Abbildung ist eine affin
lineare. So kommen wir zu der folgenden, vom einbettenden Raum un
abhangigen Definition, die nicht an die Dimensionszahl 2 gebunden ist: 

Der zum Punkte P einer gegebenen n-dimcnsionalm Mallnigfaltigkeit ge
Itorige Vektorkorper (Vektorrau11l) ist eine n-dimertsionale lineare Vektor
mannigfaltigkeit (oder, was das gleiche besagt, ein n-dime1lsionaler, mit einem 
Zentrum 0 vcrschener li1tearer Ra1t11l), worin die umnittelbare Umgebung 
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tics Zmtru1IlS 'Z!(rmittds cincr a/pn-li1ll'ann Beziehl!1Zg mit tier unl1littelbari'1l 
Umgebung zion P in tier MaJl1zigjaltigkeit zur Koinzidenz gebracht ist; dabei 
deckt sidt 0 mit P. Auf Grund der Koinzidenz-Beziehung gehort zu 
jedem die Umgebung des Punktes P bedeckenden Koordinatensystem Xi 
in der Mannigfaltigkeit ein bestimmtes lineares, aus 1l Vektoren bestehendes 
Koordinatenkreuz eI eo ... en des Vektorkorpers von solcher Beschaffenheit, 
daB ein beliebiges von P = (Xi) ausgehendes Linienelement, das nach 
dem Punkte P' = (Xi + dXi) flihrt, koinzidiert mit dem infinitesimalen 

Vektor .£ tixi' ei im Vektorraum. \Vir sagen kurz, das Koordinatensystem 
i 

auf der Mannigfaltigkeit induziert ein Koordinatensystem im Vektorraum. 
Das alles ist noch unabhiingig davon, daB die Mannigfaltigkeit als eine 
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Metrik ausgestattet ist. Die Metrik 
im Punkte P libertragt sich eindeutig auf den Vektorraum in solcher Weise, 
daB die Koinzidenzbeziehung der unendlichkleinen Umgebungen von P 
bzw. 0 eine kongrtte7zte Abbildung wird. Wenn gik(dx)i(dx)k die metri
sche Fundamentalform im Punkte P ist, ist gik~iYJk das skalare Produkt 
zweier Vektoren mit den Komponenten r, 1/ im zugehorigen Vektorraum. 

Urn ferner zu der gewlinschten independenten Erklarung der infinite
simalen Parallelverschiebung von Vektoren zu gelangen, welche formel
maBig durch die G leichungen (I7) und (19) definiert ist, haben wir uns 
zu fragen: 1) Was bedeu tet es, daB dieser ProzeB, d urch welchen der 
Vektorkorper in P auf bestimmte Weise libergeflihrt wird in den zu P' 
gehOrigen Vektorkorper, sich durch eine Gleichung von der Gestalt (17) 
ausdrlickt? d. h. daB die Anderungen d~i der Komponenten ~i eines 
Vektors linear von ihm selbst und von der vorgenommenen Verschiebung 

abhangen, mit Koeffizienten r;;", die symmetrisch sind in a und tJ. 
2) Was bedeutet es, daB die K~effizienten r durch die Relationen (19) 
mit den Koeffizienten gik der metrischen Fundamentalform verbunden 
sind? Die Antwort lautet 8) : I) ist nur ein anderer Ausdruck flir die 
oben unter III. erwahnte Tatsache, daB es ein in P geodatisches Koordi
natensystem gibt; und 2) besagt, daE bei infinitesimaler Parallelverschie
bung die Lange der Vektoren ungeandert bleibt. Die Beweise daflir werden 
wir spater, in § IS und in § 17, genau ausflihren. Die Sachlage ist 
demnach die folgende. Wir haben a priori keinen AnlaB, irgendeinem Ko
ordinatensystem vor einem anderen den Vorzug zu geben. Zu jedem die 
Umgebung von P bedeckenden Koordinatensystem gehort ein moglichrr 
BegriJf del' Parallelversdlirbltllg des Vektorkorpers in P nach allen zu P 
unendlich benachbarten Punkten P': Transport der Vektoren ohne Ande
rung ihrer Komponenten. Tragt unsere Mannigfaltigkeit als Riemannsche 
Mannigfaltigkeit eine MaBbestimmung, so wird durch die Metrik unter 
den eben erwahnten, an sich moglichen und miteinander konkurrierenden 
Begriffen von Parallelverschiebung ein einziger ausgezeichnet durch die 
Forderung, daB der PrazeB die Lange der Vektoren ungeandert lassen 
soll. rch betrachte diese Tatsache geradezu als die Grlmdtatsadle dfr 
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Illjinitesimalgeometrie. Die damit gewonnene independente Erkliirung litBt 
die prinzipielle Bedeutung unseres Begriffs vie1 besser hervortreten als die 
urspriingliche, von Levi-Civita herriihrende, die sich des einbettenden Eukli
dischen Raums bedient; erst jetzt sehen wir, wie natiirlich dieser Begriff 
gebildet ist und daB er mit vollem Recht den Namen der infinitesimalen 
Parallelverschieb1l11g verdient. - Eine Mannigfaltigkeit, deren Natur den 
ProzeB der infinitesimalen Paralle1verschiebung (unter den an sich mog
lichen) eindeutig determiniert, nenne ich eine a/fin zltsa1Jl1JlCllhange1Zile 
ilfa1l11igjaltigkeit. Ein Riemannscher Raum ist also eine affin zusammen
hangende Mannigfaltigkeit. Wie es sich aber in der linearen Geometrie 
als zweckmiiBig erwies, die affine Geometrie selbstandig neb en der metri
schen auszubilden, so werden wir auch in der Infinitesimalgeometrie die 
allgemeinere Theorie der affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit der spe
zielleren des Riemannschen metrischen Raumes vorausschicken. 

An den Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung schlieBt sich so
gleich eine Reihe weiterer geometrischer Begriffe an; so vor allem der der 
gerade1l (oder geodatischen) Linie. Darunter ist eine Linie zu verstehen, 
deren Richtung sich nicht andert, deren Tangente langs der Kurve von Punkt 
zu Punkt eine infinitesimale Parallelverschiebung erfahrt. Allgemeiner kann 
man einen im Punkte P gegebenen Vektor langs einer beliebigen vom Punkte P 
ausgehenden Kurve so verschieben, daB er von Punkt zu Punkt eine infinite
simale Parallelverschiebung erfahrt, und auf diese Weise den Vektor in 
P nach einem beliebigen Punkte p* der Mannigfaltigkeit durch Parallel
verschiebung iibertragen liillgs cines P mit P* verbindendel1 TVeges. Hier 
erhebt sich aber sofort die Frage: ist dieser ProzeB vom Wege un
abhangig? Ge1angen wir. wenn wir denselben Vektor vom Punkte P auf 
zwei verschiedenen Wegen nach P* transportieren, beidemal in p* zu 
dem gleichen Endvektor? Die Frage ist offenbar der andem aquivalent: 
Kehrt ein Vektor, der langs einer geschlossenen Kurve so herumgefiihrt wird, 
daB er in jedem Augenblick eine infinitesimale Paralle1verschiebung erfiihrt, 
zu seiner Ausgangslage zuriick oder nicht? Wir konnen statt des einze1nen 
Vektors auch den ganzen Vektorko1"per betrachten. Nimmt ein sich be
liebig in der Mannigfaltigkeit bewegender Punkt P den zu ihm gehOrigen 
Vektorkorper ~p bei der Bewegung so mit, daB er in jedem Augenblick eine 
infinitesimale Parallelverschiebung erHihrt, so wollen wir ~p als KompaBkorper 
bezeichnen. Kehrt der KompaBkorper, nachdem er eine geschlossene 
Reise vollendet hat, wieder zu seiner alten Lage zuriick? A priori steht 
fest, da die Parallelverschiebung eine kongruente Verpflanzung des Vektor
korpers ist, daB die Anfangs- in die Endlage an Ort und Stelle durch 
eine Drchung des Kompasses iibergefiihrt werden kann. Wir wollen hier 
sogleich an einem einfachen Beispiel zeigen, daB im allgemeinen in der 
Tat der KompaBkorper nach Zuriicklegung eines geschlossenen Weges 
nicht in seine Ausgangsstellung zuriickkehrt. 

Auf der Kugel vom Radius a (im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum) sind die GroBkreise die geodatischen Linien. Beim Fortschreiten 
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auf dem GroBkreis ist die Anderung dt des Tangentenvektors t von der 
Lange I normal zur Tangente t seIber; denn aus (t· t) = I folgt (t· dt) = o. 
AuBerdem liegt dt in der durch den Kugelmittelpunkt gehenden Ebene, 
we1che den GroBkreis ausschneidet. Infolgedessen hat dt die Richtung 
der Kugelnormale; d. h. t erfahrt beim Fortschreiten langs der Kurve eine 
Parallelverschiebung auf der Flache. Wir betrachten ein aus GroBkreisen 
bestehendes Dreieck ABC auf der Kugel und wollen die Drehung be
stimmen, we1che der KompaBkorper erfahren hat, nachdem sein Zentrum 
den Umfang des Dreiecks durchlaufen hat. a, (1,. I' seien die AuBen
winkel des Dreiecks. Wir gehen etwa aus von einem Vektor ~ im Punkte 
A, der die Richtung der Seite AB besitzt; bei Parallelverschiebung langs 
AB bleibt er bestandig Tangente, weil AB geodatische Linie ist. 1m 
Endpunkt B angelangt, bildet er also mit der Seite B C den Winkel (1. 
Wir nehmen einen Vektor ~ in B zu Hilfe, 
der in die Richtung der Seite B C weist. 
Bei Parallelverschiebung langs B C bleibt ~ 
bestandig Tangente und der Winkel zwi
schen ~ und ~ konstant; bei seiner Ankunft 
in C bildet ~ also mit der Seite B C noch 
immer den Winkel (1, mit der Seite CA den 

.4 Winkel (1 + y. Schieben wir ihn endlich 
von C nach A zuriick langs der Seite C A, Fig. 6. 
so erhalt sich dieser Winkel aus demselben 
Grunde wie bei der Verschiebung langs B C, und er kommt in A mit 
einer Richtung an, die den Winkel 

oder (a + (1 + 1') - 2 JC 

mit der Linie AB bildet. Urn diesen Winkel muB man die Endlage in 
A drehen, urn sie wieder in die Anfangslage zuriickzufiihren ~ dabei ist 
der Drehsinn so gewahlt, daB die vollzogene Umlaufung des geodatischen 
Dreiecks eine so1che im positiven Sinne ist. Der Winkel, urn welchen 
ich den KompaBkorper in seiner Anfangslage in A drehen muB, urn ihn an 
Ort und Stelle in die Endlage iiberzufiihren, betragt also 27C - (a + (1 + 1'), 

I 
d. i. = 2" mal dem Flacheninhalt des umfahrenen Dreiecks. 

a 
Auf einer Flache, will sagen: in einer zweidimensionalen Riemann

schen Mannigfaltigkeit hangt der Winkel d l<J (G), urn den sich der KompaB
korper gedreht hat, nachdem er die Berandung eines Gebietes G umfuhr, 
additiv vom Gebiete G ab; d. h. zerlegt man G irgendwie in zwei Teil
gebiete G, + Ga , so gilt 

dw (G, + Gal = dw (GIl + dw (Go). 

Daraus geht hervor, daB sich d w (G) mit Hilfe einer gewissen Orts
funktion K in der Form eines Integrals 

(21) d l<J (G) = f Kdo 
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darstellen lassen muB; do bedeutet das Flachenelement, die Integration 
erstreckt sich tiber das Gebiet G. K findet man an einer Stelle Pals 
Quotient aus dem unendlich kleinen Winkel L1 w, urn den sich der KompaB
korper gedreht hat, nachdem er ein an der Stelle P befindliches Flachen
element d (J umfuhr, und der GroBe L1 (J des umfahrenen Flachenelements 9). 
(In Wahrheit handelt es sich nattirlich urn den Limes eines Quotienten; 
beim Grenztibergang zieht sich d (J auf P zusammen. Es ist gleichgiiltig, 
welcher Drehsinn in Pals positiver fixiert wird, wenn wir nur das Element 
L1 (J im selben Sinne. umfahren, in welchem die Drehung positiv gerechnet 
wird.) Nach ihrer Definition muB sich die »Kriimmungc K offenbar aus 
den die infinitesimale Parallelverschiebung bestimmenden Koeffizienten r~k' 
den Christoffelschen Dreiindizes-Symbolen durch Differentiation berechnen 
lassen; in § 16 gehen wir darauf ausfUhrlich ein. Diese Invariante der 
metrischen Fundamentalform - Kist ein mit dem metrischen Felde in
variant verkniipfter Skalar - ist zuerst von GauB entdeckt worden. Die 
Verallgemeinerung auf eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit 
ergibt sich aus unseren Darlegungen ohne weiteres; doch wird die analy
tische Darstellung komplizierter, wei! in drei und mehr Dimensionen I) eine 
Drehung sich nicht mehr durch einen einzigen Drehwinkel kennzeichnen 
laBt und 2) in einem Punkte Flachenelemente von unendlich vielen ver
schiedenen Stellungen existieren. 

Nach der oben am spharischen Dreieck durchgefUhrten Betrachtung 
ist die GauBsche Kriimmung K der Kugel vom Radius a an jeder 

I 
Stelle = ". Es ist wegen der Homogeneitat der Kugel von vornherein 

a 
klar, daB die Kriimmung iiber die ganze Kugel hin konstant sein muE. 
Nach der Formel (2 I) folgt daraus fUr jedes Gebiet G auf der Kugel: 

I 
L1 w (G) = -z mal Flacheninhalt von G. 

a 

Es ist vielleicht eine niitzliche Obung, diese Beziehung elementar noch 
fUr andere einfach begrenzte Kugelgebiete zu bestatigen, z. B. fUr eine 
Kugelkalotte. Hier kommt man sehr rasch durch folgende anschauliche 
Oberlegung zum Ziel. Wir konstruieren den Kegel, welcher die Kugel 
langs des die Kalotte begrenzenden Kreises @; beriihrt (in der Figur ist 
links der Meridianschnitt gezeichnet). Nach der Erklarung von Levi
Civita kommt es auf das gleiche hinaus, ob wir den Vektorkorper durch 
Parallelverschiebung langs @; auf der Kugel oder auf dem beriihrenden 
Kegel herumfUhren. Den Kegel aber konnen wir ohne Anderung seiner 
MaBverhii.ltnisse und daher auch ohne Anderung seines affinen Zusammen
hangs auf die Ebene abwickeln, nachdem wir ihn langs einer Mantellinie 
aufgeschnitten haben. Nach der Abwicklung gewahren der Kreis @; und 
ein langs @; parallel verschobener Vektor ~ den Anblick, welchen der 
rechte Teil der Figur zeigt: der Vektor ~ bleibt parallel mit sich seiber 
in der Ebene. Bedenkt man nun, daB auf dem unzerschnittenen Kegel 
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die Tangente im Endpunkt B mit der Tangente im Anfangspunkt A zu
sammenfallt, so erkennt man, daB der in der Figur mit d w bezeichnete 

S 

AUJ s 

Fig. 7. 

Winkel derjenige ist, urn welchen sich der Vektorkarper nach Ausfiihrung 
der Parallelverschiebung liings ~ gedreht hat. Man berechnet daraus 
sofort 

dw = 2 ir (I - COS u) = 
I 

2 mal dem Flacheninhalt der umfahrenen Kalotte. 
a 

Die Art und Weise, wie GauB zuerst die KrUmmung in die Flachen
theorie eingefUhrt hat, weicht vollstandig von der hier gegebenen ab: sie 
benutzt den die Flache einbettenden dreidimensionalen Euklidischen Raum. 
DarUber mage man sich in den LehrbUchern der Flachentheorie infor
mieren 10). Auch die von Riemann gefundene, nur mit den MaBverhalt
nissen der Flache operierende geometrische Deutung, die er in seinem 
oben zitierten Habilitationsvortrag beschreibt, ist komplizierter und weniger 
natUrlich. - Wir haben es hier mit der Theorie der krummen Fhichen 
im Euklidischen Raum nur insoweit zu tun, als wir aus ihr, dem Gang 
der historischen Entwicklung folgend, die independenten, eine Riemann
sche Mannigfaltigkeit betreffenden Begriffe herausdestillieren wollten. Nach
dem einmal diese independenten Begriffe gewonnen sind, wird man, 
systematisch vorgehend, die Theorie der einzelnen (nicht eingebetteten. 
Mannigfaltigkeit als das Einfachere und Grundlegende an den Anfang 
stellen, die Theorie der Raume geringerer Dimensionszahl aber, die in 
einen vorgegebenen Riemannschen oder Euklidischen Raum eingebettet 
sind, in zweite Linie rticken lassen. Der zweite Teil: Untersuchung 
zweier Mannigfaltigkeiten in ihrer durch die Einbettung gestifteten Be
ziehung zueinander, liegt abseits unseres Weges "). 

In der Riemannschen Geometrie ist, wie wir sahen, anders als in der 
Euklidischen, ein direkter Fernvergleich von Vektoren, der Vektoren an 
zwei verschiedenen Orten des Raums, nicht maglich. An seine Stelle tritt 
vieIm~hrdie Ubertragung durch infinitesimale ParalleIverscl,1iebung langs 
eines Weges. Immerhin kannen auch noch in der Riemannschen Geometrie 

We y I, Raum, Zeit, ~raterie. s. Aufl. 7 
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die Liingm von Vektoren, die sich an verschiedenen Orten befinden, un
mittelbar miteinander verglichen werden; es ist dies die erste Grund
voraussetzung, welche Riemann macht, daB sich zwei an derselben oder 
an verschiedenen Stellen befindliche Linienelemente aneinander messen 
lassen. Hierin liegt offenbar eine Inkonsequenz; in einer reinen Nahe
geometrie kann die Mtiglichkeit eines solchen Fernvergleichs ebensowenig 
fiir die VektorHingen, die Strecketz zugestanden werden wie fiir die Vektoren 
seIber. Es ist nur ein Prinzip zulassig, das die Ubertragung einer MaB
strecke von einem Punkte nach den unendlich benachbarten ermtiglicht. 
Man muB dann darauf gefaBt sein, daB die Ubertragung derselben MaB
strecke in P auf zwei verschiedenen Wegen nach einem entfernten Punkte 
p* zu verschiedenen Endstrecken fiihrt. Ich glaube also, daB die Riemann
sche Geometrie das Ideal einer reinen Infinitesimalgeometrie erst zur 
Halfte erreicht; es ist ntitig, dieses letzte ferngeometrische Element aus
zuscheiden, das ihr von ihrer Euklidischen Vergangenheit her noch an
haftet IO). - Eine andere Erweiterung tritt hinzu, die uns schon aus dem 
1. Kapitel ge1aufig ist: urn der Anwendung auf die vierdimensionale We1t 
willen, zu der Raum und Zeit sich verbinden, mtissen wir auch den Fall 
zulassen, daB die metrische Fundamentalform indefinit ist. Immer aber 
werden wir an der Voraussetzung festhalten, daB sie nicht-ausgeartet 
ist; und daB die Zabl ihrer positiven und ihrer negativen Dimensionen 
allerorten die gleiche ist. Die zweite Annahme folgt tibrigens aus der 
Stetigkeit der Koeffizienten gik der metrischen Fundamentalform und dem 
Umstande, daB die Determinante der gil. nirgendwo verschwindet. 

§ 13. Die Homogeneitatsfrage. Das Wesenhaft-Absolute und 
das Veranderlich-Zufallige an der Raumstruktur. 

Kein Zweifel: die Riemannsche Geometrie. deren Plan wir eben in 
den Grundztigen entwarfen, verspricht eine mathematische Theorie von 
groBer Schtinheit zu werden. Aber kann man im Ernst erwarten, daB 
diese Theorie fiir den wirklichen Raum in Betracht kommt? Der Raum 
ist Form der Erscheinungen und, sofern er das ist, notwendig Ilomogm. 
Nun ist aber der allgemeine Riemannsche Raum keineswegs von homo
gener metrischer Strukturj sondern ein homogenes metrisches Fe1d be
sitzen allein die drei schon in § 10 angefiihrten Geometr!en: die Eukli
dische, die spharische und die Bolyai - Lobatschefskysche. Zur naheren 
Orientierung tiber diese Frage sehen wir ab von den beiden im letzten 
Absatz des vorigen Paragraphen eingefiihrten Verallgemeinerungen, halten 
uns also an die eigentliche Riemannsche Geometrie, die auf einer positiv
definiten quadratischen Differentialform beruht, und fassen zunachst die 
niederste Dimensionszahl n = 2 ins Auge (der Fall n = I hat gar kein 
Interesse). Die Natur der Metrik im Punkte P ist fiir aIle Punkte P 
die gleiche; denn welches auch die Stelle P sein mtige, immer kann ich 
durch Einfiihrung eines geeigneten Koordinatensystems erreichen, daB die 
metrische Grundform in P die Gestalt besitzt: dx: + dx:. Ebenso 
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ist der affine Zusammenhang von P mit den Punkten seiner Umgebung 
an allen Orten P von der gleichen Natur; denn wo auch der Punkt 
P liegen moge, immer konnen wir seine Umgebung mit einem solchen 
Koordinatensystem bedecken, daB flir aIle Vektoren (§i) in P b~i Parallel
verschiebung nach den zu P unendlich benachbarten Punkten die Glei
chung d §i = 0 besteht. In beiderlei Hinsicht ist die Mannigfaltigkeit 
also a priori homogen. Die Metrik an einer Stelle ist bestimmt durch 
die Werte der gik, der affine Zusammenhang durch die Werte ihrer 
ersten Ableitungen daselbst; darum konnen wir auch sagen: es herrscht 
Homogeneitat auf der oten und der I ten Differentiationsstufe. Es herrscht 
hingegen keine Homogeneitat mehr auf der 2ten Differentiationsstufe; die 
Krii1Jl11Zltng, die ihrerseits wieder durch Differentiation aus dem affinen 
Zusammenhang entspringt, wechselt im allgemeinen von Ort zu Ort auf 
der Flache. SolI aber die Mannigfaltigkeit metrisch homogen sein, solI 
es nicht moglich sein, irgendeine metrische Aussage liber sie an einer 
Stelle zu machen, die nicht auch an jeder anderen giiltig ist, so muB die 
Krlimmung eine Konstante A sein. Eine zweidimensionale Riemannsche 
Mannigfaltigkeit von der konstanten Krlimmung A hat aber, wie man zeigen 
kann, stets die folgende metrische Fundamentalform (geeignete Wahl der 
Koordinaten X I .1"2 vorausgesetzt): 

(d .2 + d 2) + .l.. (XI dX1 + X2 dx2) 2 

XI X2 I _ .l.. (X~ + X:) 

Das Ergebnis laBt sich auf mehr Dimensionen libertragen. SolI das Gesetz, 
nach welchem ein Flachenelement die Drehung bestimmt, die der KompaB
korper durch Umfahren des Flachenelements erleidet, solI dieses Gesetz 
unabhangig sein von Ort und Ste11ung des Flachene1ements, so lautet die 
metrische Fundamentalform der n-dimensionalen Riemannschen Mannig
faltigkeit, bei geeigneter Wahl der Koordinaten, notwendig so: 

.l..(x, dx)2 
(22) (dx,dx)+ A( )' 

I - XX 

). ist eine Konstante, (X, y) zur Abklirzung geschrieben flir XIYI + X2 )'2 + 
... + xny". .l.. = 0 liefert die Euklidische, .l.. > 0 die spharische, A < 0 

die Bolyaische Geometrie. Unter diesen Umstanden haben nicht nur die 
Liniene1emente eine von Ort und Richtung unabbangige Existenz, sondern 
eine beliebige, endlich ausgedehnte Figur kann kongruent ohne Anderung 
ihrer MaBverhaltnisse an einen beliebigen Ort verpflanzt und in eine be
liebige Richtung gestellt werden. Damit kehren wir zu dem Begriff der 
kongruenten Abbildung zurlick, von dem unsere Betrachtungen liber den 
Raum in § I ihren Ausgang nahmen. Es ist leicht, die Gruppe GA 
aller kongruenten Abbildungen des Riemannschen Raumes mit der me
trischen Fundamentalform (22) anzugeben, das ist die Gruppe aller Trans
formationen, welche die Form (22) invariant lassen.. Innerhalb der drei 
moglichen FaIle ist der Euklidische dadurch charakterisiert, daB sich aus 
der Gruppe der kongruenten Abbildungen die Gruppe der Translationen 

7* 
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mit den besonderen, in § I auseinandergesetzten Eigenschaften heraus
hebt. - Der eben formulierte »Homogeneitatssatz c wurde schon von 
Riemann in seinem Habilitationsvortrag ausgesprochen; er ist von Beltrami: 
Lipschitz, F. Schur eingehender begriindet worden 1 3). 

Von eiitem tieferen, gruppentheoretischen Gesichtspunkt aus hat Helm
holtz zuerst die Homogeneitatsfrage gestellt 1 4). Helmholtz setzt nicht die 
Giiltigkeit des Pythagoreischen Lehrsatzes im Unendlichkleinen, ja nicht 
einmal die Mel3barkeit der Linienelemente voraus; er spricht allein von 
dem wahren Grundbegriff der Geometrie, der Gruppe G der kongruenten 
Abbildungen des Raumes. Seine Orts-Homogeneitat driickt sich darin 
aus, dal3 zu G eine Abbildung gehoren muJ3, we1che den Punkt P in 
einen beliebigen andern vorgegebenen Punkt p* iiberfiihrt. Die Gleich
artigkeit aller von einem Punkte P ausstrahlenden Richtungen kommt 
ferner darin zum Ausdruck, daB unter den kongruenten Abbildungen, 
we1che P festlassen, eine so1che existiert, die eine von P ausgehende 
Richtung in eine beliebige andere vorgegebene verwandelt. Von den 
Richtungselementen oter und Iter Stufe (Punkt und Linienrichtung) kann 
man zu Richtungselementen hoherer Stufe (Flachenrichtung usw.) iiber
gehen. Man kommt so zu der folgenden Formulierung des Homoge
neitatspostulats im n-dimensionalen Raum: Es soIl moglich sein, mit 
Hilfe einer zur Gruppe G gehOrigen Abbildung ein System ~ inzidenter 
Richtungselemente der oten bis (n - I )ten Stlife in ein gleichartiges, be
liebig vorgegebenes System;S' iiberzufiihren; aber die Identitat soIl unter 
den Abbildungen von G die einzige sein, we1che ein derartiges System 2,' 

inzidenter Richtungselemente festlaBt. Es ist eine wunderbare gruppen
theoretische Tatsache, die von Helmholtz, strenger und allgemeiner von 
S. Lie bewiesen wurde 1 5), dal3 die einzigen dieser Bedingung geniigenden 
Gruppen G die Gruppen G). sind; d. h.: eineGruppe von der geschil
derten Art laBt notwendig eine gewisse positiv - definite quadratische 
Differentialform ds 2 invariant; der Form ds 2 kann durch geeignete Wahl 
der Koordinaten die Gestalt (22) erteilt werden. 

Damit scheint es, als ob aus der ganzen Fiille der moglichen Geo
metrien, we1che der Riemannsche Begriff umfaJ3t, von vornherein nur die
jenigen in Betracht kamen, we1che durch die metrische Fundamentalform 
(z 2) definiert werden, aIle iibrigen aber als bedeutungslos unbesehen fallen 
gelassen werden miiBten. (Wegen der unbestimmten Konstanten j, sind 
darin drei vollstandig festgelegte individuelle Geometrien enthalten, ent
sprechend den Werten ), = 0, + I, - 1.) Ja nach der Helmholtzschen 
Untersuchung scheint es sogar, als ob der Durchgang durch die all
gemeine Riemannsche Geometrie sich als ein Umweg erweist, der durch 
die Natur der Sache nicht gefordert ist. Riemann selbst dachte dariiber 
anders; von einer ganz anderen Auffassung aus hat er seine allgemeine 
Infinitesimalgeometrie mit ihrem inhomogenen metrischen Felde entworfen. 
Die Schlul3worte seines Vortrags geben dariiber Auskunft. Sie konnten von 
seinen Zeitgenossen in ihrer Tragweite nicht verstanden werden und sind 
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damals so gut wie ungehort verhallt (nur aus den Schriften von W. K. Clifford 
klingt uns ein einsames Echo entgegen). Erst heute, nachdem uns Einstein 
durch seine Gravitationstheorie die Augen geoffnet hat, sehen wir, was 
eigentlich dahinter steckt. Zu ihrem Verstandnis bemerke ich vorweg, 
daB Riemann dort den kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten die diskreten, 
aus einzelnen isolierten Elementen bestehenden gegeniiberstellt. Das MaE 
eines jeden Teiles einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch die Anzahl der 
zu ihm gehorigen Elemente gegeben. So tragt eine diskrete Mannigfaltig
keit zufolge des Anzahlbegriffs das Prinzip ihrer MaRbestimmung, wie 
Riemann sagt, a priori in sich. Nun zu Riemanns eigenen Worten: 

»Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie 
im Unendlichkleinen hangt zusammen mit der Frage nach dem innern 
Grunde der MaRverhaltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl 
noch zur Lehre vom Raum gerechnet werden darf, kommt die obige 
Bemerkung zur Anwendung, daR bei einer diskreten Mannigfaltigkeit 
das Prinzip der MaBverhaltnisse schcm in dem Begriffe dieser Mannig
faltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher. hinzu
kommen mutt Es muE also entweder. das dem Raume zugrunde liegende 
Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der 
MaRverhaltnisse auBerhalb, i1t darauf wirkendm bindenden Krilften, gesucht 
werden. 

»Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem 
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewahrten Auffassung der 
Erscheinungen, wozu Newton den Grund ge1egt, ausgeht und diese, durch 
Tatsachen, die sich aus ihr nicht erklaren lassen, getrieben, allmahlich 
umarbeitetj solche Untersuchungen, welche wie die hier gefiihrte von 
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, daR diese 
Arbeit nicht durch die Beschranktheit der Begriffe gehindert und der 
Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch iiber
lieferte Vorurteile gehemmt wird . 

• Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in 
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung 
nicht zu betreten erlaubt.« 

Sehen wir von der ersten Moglichkeit ab, es konnte »das dem Raume 
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden« -
obschon wir es durchaus nicht abschworen wollen, heute im Angesicht 
der Quantentheorie weniger denn je, daB darin vielleicht einmal die 
endgiiltige Losung des Raumproblems gefunden werden kann -, so 
leugnet Riemann also, was bis dahin immer die Meinung gewesen war, 
daB die Metrik des Raumes von vornherein unabhangig von den physi
kalischen Vorgangen, deren Schauplatz er abgibt, festgeiegt sei und das 
Reale in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne ein
ziehe; er behauptet zJielmehr, dajJ der Raum an sich mlr eine formlose 
dreidilllC1Zsionale ilEannigfaltigkeit ist und erst der dm Raum eifullende 
materiale Gehalt ihll gestaltet lI1ul seine ilEaflverhilltnisse bestimmt. Es 
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bleibt die Aufgabe, zu ermitteln, nach welchen Gesetzen dies geschieht: 
jedenfalls aber wird sich die metrische Fundamentalform im Laufe der 
Zeit andem, wie sich das Materiale in der Welt andert. Die Moglich
keit der Ortsversetzung eines Korpers ohne Anderung seiner MaBverhalt
nisse ist zurlickgewonnen, wenn der Korper das von ihm erzeugte metri
sche Feld (welches durch die metrische Fundamentalform dargestellt wird) 
bei der Bewegung mitnimmt. Ein biegsames Blech, das sich einer ge
gebenen Flache vollkommen anschmiegt, kann im allgemeinen liber die 
Flache hin nicht so bewegt werden, daB es bestiindig in seiner ganzen 
Ausdehnung aufliegt; aber es gewinnt seine freie Beweglichkeit zurlick, 
wenn die Flache nicht festgehalten wird, sondem von dem Blech in seiner 
Bewegung mitgenommen wird. So auch hier, wo der metrische Raum an 
die Stelle der Flache tritt. Oder, urn ein anderes Bild zu gebrauchen: 
eine Masse, die unter dem EinfluB eines von ihr selbst erzeugten Kraft
feldes eine Gleichgewichtsgestalt angenommen hat, mliBte sich deformieren, 
wenn man das Kraftfe1d festhalten und die Masse an eine andere Stelle 
desse1ben schieben konnte; in Wahrheit aber behalt sie bei (hinreichend 
langsamer) Bewegung ihre Gestalt, da sie das von ihr selbst erzeugte 
Kraftfeld mitflihrt. 

1m Riemannschen Raum laBt sich an einer be1iebigen Stelle P durch 
geeignete Koordinatenwahl der metrischen Fundamentalform die Euklidisch
Pythagoreische Gestalt 

dx: + dx: + ... + dX 2 

erteilen; hierin gibt sich kund, daB die Metrik allerorten von der gleichen 
lVatur ist. Das Koordinatensystem aber, in welchem diese Normalform 
sich einstellt, ist, wie wir uns ausdrlicken wollen, charakteristisch flir die 
Orientiertt1lg der Metrik. Die Metriken in den verschiedenen Punkten 
unterscheiden sich nicht durch ihre Natur, sondem nur durch ihre Orien
tierung voneinander. Eines analogen Sprachgebrauchs bedienen wir uns in 
der ebenen Euklidischen Geometrie mit ihren Cartesischen Koordinaten
systemen, wenn wir sagen: AIle Quadrate sind von der gleichen Natur, 
da sich bei geeigneter Wahl der Cartesischen Koordinaten x)' ein vor
gegebenes Quadrat stets durch diesel ben Ungleichungen 

(23) o~x:=;; I, o<y~ I 

dastellen laBt; sie unterscheiden sich jedoch durch ihre Orientierung: das 
Koordinatensystem, in welchem das Quadrat die N ormaldarstellung (23) 
besitzt, ist von Quadrat zu Quadrat ein anderes. Mit Hilfe dieser Unter
scheidung zwischen Natur und Orientierllng konnen wir die neue Rie
mannsche Auffassung so schildem. Die Natllr der Metrik kennzeichnet 
das apriorische Wesen des Raumes in metrischer Hinsicht; sie ist eille, 
darum auch absolut bestimmt und nicht teilhabend an der unaufhebbaren 
Vagheit dessen, was eine veranderliche Stelle in einer kontinuierlichen 
Skala einnimmt. Nicht durch das Wesen des Raumes bestimmt, sondem 
a posteriori, d. h. zufallig, an sich frei und beliebiger virtueller Verande-
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rungen fwig, ist die gegenseitige Orientierung der Metriken in den ver
schiedenen Punkten; in der Wirklichkeit steht sie in kausaler Abhangig
keit von der Materie und kann, teilhabend an der Vagheit der kontinuierlich 
veranderlichen GroBen, auf rationalem Wege niemals exakt, sondern immer 
nur naherungsweise und auch niemals ohne Zuhilfenahme unmittelbarer 
anschaulicher Hinweise auf die Wirklichkeit festgelegt werden. Man sieht: 
die Riemannsche Auffassung leugnet nicht die Existenz eines apriorischen 
Elements in der Raumstruktur; nur die Grenze zwischen dem a priori 
und dem a posteriori ist verschoben. Fiir den Physiker ergibt sich daraus 
die folgende Problemstellung: I) die Gesetze zu erforschen, nach denen 
das metrische Feld auf die Materie einwirkt (eine solche Einwirkung ist 
sicher vorhanden; denn wir benutzen ja das physikalische Verhalten von 
starren Korpern und Lichtstrahlen, urn aus ihnen das metrische Feld ab
zulesen; also muB ihr Verhalten wesentlich durch das metrische Feld be
dingt sein); 2) zu priifen, ob die an den Korpern beobachteten Erschei
nungen zufolge ihres unter I) festgestellten Zusammenhangs mit dem me
trischen Feld eine Veranderlichkeit des metrischen Feldes verraten; und 
wenn ja, die Naturgesetze aufzustellen, welche die Veranderungen des 
metrischen Feldes in ihrer Abhangigkeit von der Materie regeln. Durch 
Ausflillung dieses Programms hat Einstein dem Riemannschen Gedanken 
zum Siege verholfen (ohne freilich direkt durch Riemann beeinfluBt zu 
sein); seine neue fundamentale, iiber Riemann hinausgehende physikalische 
Erkenntnis war die, daB sich in den Erscheillttngen der Gravitation die 
Veriinderlichkcit des metriscltelz Feides kundgibt. Von dem durch Einstein 
gewonnenen Standpunkt riickschauend aber erkennen wir, daB aus Rie
manns Gedanken eine giiltige Theorie erst entspringen konnte, nachdem 
die Zeit als vierte zu den drei Raumdimensionen'in solcher Weise hinzu
getreten war, wie es die sog. spezielle Relativitatstheorie lehrt. Der Ent
wicklung von Einsteins spezieller und allgemeiner Relativitatstheorie widmen 
wir das III. und IV. Kapitel dieses Buchs. Aber auch flir die mathe
matische Analyse entspringt aus der Riemannschen Auffassung ein neues 
Raumproblem. Solange die metrische Raumstruktur flir etwas Einmaliges, 
Absolutes galt, muBte man versuchen, diese eine, dem wirklichen Raum 
eigentiimliche Struktur rational, aus prinzipiellen Forderungen heraus zu 
begreifen. Ich glaube, jeder wird zugeben, daB diese Aufgabe durch die 
Helmholtz-Liesche Theorie so gelOst ist, daB nichts zu wiinschen iibrig 
bleibt. Stellen wir uns aber auf den Riemann-Einsteinschen Standpunkt, 
so kann natiirlich nicht mehr die Rede davon sein, das metrische Feld 
in seinem zufalligen quantitativen Verlauf rational zu begreifen; nur flir 
die eine, allerorten gleiche Phythagoreische Natur der Metrik kann man 
sich diese Aufgabe noch steUen. Die Helmholtzsche Homogeneitatsforde
rung, die mit der alten Auffassung yom Wesender Raummetrik steht und 
raUt, muE dann durch ein ganz anders geartetes Postulat ersetzt werden. Das 
neue Raumproblem, das sich hier erhebt, ist yom Verfasser formuliert nnd 
gelOst worden; dariiber soU am SchluB dieses Kapitels Bericht erstattet werden. 
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Die geclanklichen Grundlagen sind gelegt, und wir dtirfen jetzt nicht 
langer saumen, mit clem systematischen Aufbau der »reinen 1nfinitesimalgeo
metriec zu beginnen 16), der sich natmgemaB in drei Stockwerken vollziehen 
wird: yom jeder nitheren Bestimmung baren Kontinuum tiber die alJhz zu
sammenhiingende Mannigfaltigkeit zum metrischen Raum. Diese Theorie, in 
der, wie ich glaube, eine groBe Gedankenentwicklung ihr Ziel erreicht und 
das Ergebnis derselben seine endgtiltige Gestalt gewonnen hat, ist eine 
wirkliche Geometrie, eine Lehre yom Raum selbst, und nicht bloB wie 
die Geometrie des Euklid und fast alles, was sonst unter dem Namen 
Geometrie betrieben wird, eine Lehre von den im Raume moglichen Ge
bilden. Mit der Entwicklung der Geometrie ,lassen wir in unserer Dar
stellung die Entwicklung des Tensorkalktils Hand in Hand gehen. 

~ 14. Tensoren und Tensordichten in einer beliebigen Mannig
faltigkeit. 

ll-dimetlsiollale Mannigfaltigkeit. Dem eben skizzierten Aufbau gemaB 
setzen wir yom Raume zunachst nm voraus, daB er ein n-dimensionales 
Kontinuum ist. Er laBt sich danach auf n Koordinaten x, x~ ... Xn be
ziehen, deren jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten 
Zahlwert besitzt; verschiedenen Punkten entsprechen verschiedene Wert
systeme der Koordinaten. 1st XI X • •.. Xn ein zweites System von Koordi
naten, so bestehen zwischen den x- und den x-Koordinaten desselben 
willktirlichen Ptmktes Beziehungen 

(i = I, 2, ... , n), 
die durch gewisse Funktionen Ii vermittelt werden; von ihnen setzen wir 
nicht nm v~rausJ daB sie stetig sind, sondem auch, daB sie stetige Ableitungen 

z' ~fi 
a" = ~x" 

besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung 
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendlichkleinen die affine Geo
metrie gilt, damit namlich zwischen den Koordinatendifferentialen in beiden 
Systemen umkehrbare lineare Beziehungen statthaben: 

(25) dXi = 2a~dxk' 
" Wir sind also in unserer Mannigfaltigkeit nicht imstande, gerade Liniell 

von krummen zu unterscheiden, wohl aber besteht der Unterschied zwischen 
»glatten« Kurven mit stetiger Tangente und solchen »ttnendlich krausen« 
Kmven ohne Tangente, wie sie zuerst WeierstraB konstruiert hat. Den 
anschaulichen Sinn unserer Voraussetzung konnen wir demnach etwa dahin 
beschreiben, daB die Mannigfaltigkeit seIber nicht nur stetig, sondem 
auch »glatt« (nicht unendlich kraus) sein soll. Die Existenz und Stetig
keit hoherer Ableitungen nehmen wir an, wo wir ihrer im Laufe der 
Untersuchung bedtirfen. Auf jeden Fall hat also der Begriff der stetigen 
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und stetig differentiierbaren Ortsfunktion, ev. auch der z, 3, ... mal stetig 
differentiierbaren einen invarianten, vom Koordinatensystem unabhangigen 
Sinn; die Koordinaten selber sind derartige Funktionen. 

Begrijf des Tensors. Die relativen Koordinaten dXl eines zu dem 
Punkte P = (Xl) unendlich benachbarten Punktes pi = (Xi + dXl) sind 
die Komponenten eines Linienelementes in P oder einer injinitesimalen Ver-

....... 
schiebung P pi von P. Bei Ubergang zu einem anderen Koordinaten-

system gelten flir diese Komponenten die Formeln (z5), in denen a~ die 
Werte der betreffenden Ableitungen im Punkte P bedeuten. Die infini
tesimalen Verschiebungen werden flir die Entwicklung des Tensorkalkiils 
die gleiche Rolle iibernehmen wie die Verschiebungen in Kap. 1. Es ist 
aber zu beachten, daB hier tim Verschiebung wesentlich an einen Punkt 
P gebunden ist, daB es keinen Sinn hat, von den infinitesimalen Verschie
bungen zweier verschiedener Punkte zu sagen, sie seien gleich oder un
gleich. Man konnte ja freilich auf die Festsetzung verfallen, infinitesimale 
Verschiebungen zweier Punkte gleich zu nennen, wenn sie dieselben Kom
ponenten haben; aber aus dem Umstand, daB die a~ in (z5) keine Konstante 
sind, geht hervor, daB, wenn dies in einem Koordinatensystem der Fall 
ist, es in einem and ern Koordinatensystem keineswegs zu gelten braucht. 
Wir konnen demnach nur von der infinitesimalen Verschiebung eines 
Punktes, nicht aber wie in Kap. 1. des ganzen Raumes sprechen; infolge
dessen auch nicht von einem Vektor oder Tensor schlechthin, sondern 
von einem Vektor oder Tensor in einem Punkte P. Ein Tensor in P 
ist eine vom Koordinatensystem, auf das man die Umgebung von P be
zieht, abhangige Linearform mehrerer Reihen von Variablen, 'wenn jene 
Abhangigkeit von folgender Art ist: die Ausdriicke der Linearform in 
irgend zwei Koordinatensystemen X und x gehen ineinander iiber, wertn 
man gewisse der Variablenreihen (die mit oberen Indizes) kogredient, die 
and ern (mit untern Indizesl kontragredient zu den Differentialen dXi trans
formiert, die ersteren also nach der Gleichnng 

(z6) gi = 2 a~ ~k, die zweiten nach §i = 2 at gk. 
k • k 

Unter u~ sind dabei die Werte dieser Ableitungen im Punkte P zu ver
stehen. Die Koeffizienten der Linearform heiBen die Komponenten des 
Tensors in dem betreffenden Koordinatensystem; sie sind kovariant in 
denjenigen Indizes, die zu den mit oberen Indizes behafteten Variablen 
gehoren, kontravariant in den iibrigen. - Die Moglichkeit des Tensor
begriffs beruht auf dem Umstande, daB der Ubergang von einem zum 
andem Koordinatensystem flir die Differentiale in einer linearen Trans
formation sich ausdriickt. Es wird hier Gebrauch gemacht von dem iiber
aus fruchtbaren mathematischen Gedanken, ein Problem durch Riickgang 
aufs Unendlichkleine zu .linearisieren«. Die ganze Tensoralgebra, durch 
deren Operationen lediglich Tensoren im selben pzmkte P miteinander zu 
verkniipfen sind, kamz ietzt ziollig ungedndert aus Kap. I. heriibergen'ommen 
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werden. Auch hier wollen wir Tensoren I. Stufe Vektoren nennen; es 
gibt kontravariante und kovariante Vektoren. Wo das Wort Vektor ohne 
naheren Zusatz gebraucht wird, ist darunter stets ein kontravarianter Vektor 
zu verstehen; dem Umstande entsprechend, daB der Vektor im geome
trischen Sinne, dessen Erklarung schon auf S. 92 gegeben wurde, sich 
unter diesen allgemeinen Begriff der Tensorrechnung subsumiert. Die 
dem Koordinatensystem entsprechenden geometrischen Einheitsvektoren in 
P werden mit ei bezeichnet. Aus ihnen laBt sich jeder Vektor ~ in P 
linear zusammensetzen; denn sind ;i seine Komponenten, so gilt 

~ = ; x ex + ;2 e2 + ... + ;" e" . 
Die Einheitsvektoren ei eines andern Koordinatensystems x gehen aus den 
ei nach den Gleichungen hervor 

ei=2a;ek. 
k 

Die Moglichkeit des Ubergangs von kovarianten zu kontravarianten Kom
ponenten eines Tensors kommt natlirlich hier nicht in Frage. Je zwei 
(voneinander linear unabhiingige) Linienelemente mit den Komponenten 
(dx)i, (oxY spannen ein Fliichenelement auf mit den Komponenten 

(dx)'" (ox)~ - (dx)k (oxY = (d xyk, 

je drei solche Linienelemente ein dreidimensionales Raumelement, usf. 1n
variante Differentialformen, die von einem willklirlichen Linienelement, 
bzw. Flachenelement, usw. in linearer Weise abhangen, sind .lineare 
Tensoren« (= kovariante schiefsymmetrische Tensoren, siehe § 7). Die alte 
Festsetzung tiber das Fortlassen von Summenzeichen wird beibehalten. 

Begrijf der Kurve. 1st jedem Wert eines Parameters s ein Punkt 
P = Pis) in stetiger Weise zugeordnet, so ist, wenn wir s als Zeit deuten, 
damit eine »Bewegung« gegeben; wir wollen diesen Namen in Ermanglung 
eines andern Ausdrucks in rein mathematischem Sinne auch dann an
wenden, wenn wir uns einer solchen Deutung des Parameters s enthalten. 
Bei Benutzung emes bestimmten Koordinatensystems :erhalten Wlf eme 
Darstellung . 
(27) X,· = Xi(S) 

der Bewegung durch n stetige Funktionen Xi(S), von denen wir annehmen, 
daB sie nicht nur stetig, sondern stetig differentiierbar sind. Beim Uber
gang yom Parameterwert s zu s + d s erfiihrt der zugehorige Punkt P 
eine infinitesimale Verschiebung mit den Komponenten dXi. Dividieren 
wir diesen Vektor in P durch d s, so erhalten wir die »Geschwindigkeit«, 
. .. d dXi. 

emen Vektor m P mIt en Komponenten ds = u'. Zugleich ist (27) 

eine Parameterdarstellung der"'Bahnkurve der Bewegung. Zwei Bewegungen 
beschreiben dann und nur dann dieselbe Kurve, wenn die eine Bewegung 
aus der andern dadurch hervorgeht, daB man auf den Parameter seine 
Transformation auslibt s = ((/ (s), die durch eine stetige (und stetig diffe-
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rentiierbare) monotone Funktion (() vermittelt wird. Flir die Kurve sind 
in einem Punkte nicht die Geschwindigkeitskomponenten seIber, sondern 
nur ihr (die Richtung der Kurve kennzeichnendes) Verhaltnis ist bestimmt. 

Tensoranalysis. Ein Tensorjeld gewisser Art ist in einem Raumgebiet 
gegeben, wenn jedem Punkt P dieses Gebiets ein Tensor del' betreffenden 
Art in P zugeordnet ist. Relativ zu einem Koordinatensystem erseheinen 
die Komponenten des Tensorfeldes als bestimmte Funktionen der Koordi
naten des variablen »Aufpunktes« P; wir setzen sie als stetig und stetig 
differentiierbar voraus. Die in Kap. I, § 8 entwicke1te Tensoranalysis 
la£t sich auf ein beliebiges Kontinuum nieht ungeandert libertragen. Bei 
Konstruktion des allgemeinen Prozesses der Differentiation benutzten wir 
namlich damals willklirliche kovariante und kontravariante Vektoren) deren 
Komponenten vom Orte lttlabhangig waren. Diese Bedingung ist wohl 
gegenliber linearen, nicht aber gegenliber beliebigen Transformationen in
variant, da bei solchen die a~ keine Konstante sind. In einer beliebigen 
Mannigfaltigkeit laBt sich infolgedessen, wie wir jetzt zeigen wollen, nur 
die Analysis del' linearen Tensorjelder begrlinden. Aus einem Skalarfeld j 
entspringt auch hier, unabhangig yom Koordinatensystem, dureh Diffe
rentiation ein lineares Tensorfe1d I. Stu fe mit den Komponenten 

(28) 
oj. 

ji = --, 
OXi 

aus einem linearen Tensorfeld I. Stufe ji em solches 2. Stufe: 

o/k oji. jik = ---- - --, 
OXi ox" 

aus einem solchen 2. Stufe jik ein lineares Tensorfe1d 3. Stufe: 

jikl = ojkt + ojti + Ojik ; 
OXi ox" OXt 

usf. 
1st Ip ein gegebenes Skalarfe1d im Raum und bedeuten Xi und Xi 

irgend zwei Koordinatensysteme, so wird in dem einen und and ern das 
Skalarfe1d sich durch eine Funktion der Xi bzw. Xi darstellen: 

(p = j(x, X2 ••• X,,) = }(x, x2 ••• xn ). 

Bilden wir den Zuwaehs von Ip bei einer infinitesimalen Verschiebung-
des Argumentpunktes, so kommt _ 

dip =2 >.o~ dXi = 2 ~-t.. dXi. 
t." uXz i UX z 

Daraus geht hervor, da£ "oj die Komponenten eines kovarianten Tensor-
UXi 

fe1des I. Stufe bilden, das in einer von jedem Koordinatensystem un
abhangigen Weise aus dem Skalarfe1d cp entspringt. Hier haben WIr 
ein einfaches Beispiel zumBegriff Vektorfeld; zugleieh zeigt sieh, daB 
die Operation »grad« invarianten Charakter tragt nieht nur gegenliber 
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linearen, sondern beliebigen Koordinatentransformationen, Wle Wir be
hauptet hatten. 

Um zu (29) zu gelangen, mae hen wir folgende Konstruktion. Vom 
Punkte P = Poo ziehen wir die beiden Linienelemente mit den Kom
ponenten dx; und OXi, die zu den unendlieh benaehbarten Punkten P IO 
und POI fiihren. Wir versehieben (variieren) das Linienelement dx in 
irgend einer Weise so, daB sein Anfangspunkt die Streeke POOPOI be-

J»T-> 

sehreibt; in seiner Endlage sei es tibergegangen in POI P II • Diesen ProzeE 
bezeiehnen wir als die Versehiebung a. Die Komponenten dXi magen 
dabei die Zuwaehse adxi empfangen haben, so daB 

adXi = {Xi (PI I ) - Xi(POI )} - {Xi (PI 0) - x;(Poo)} 

ist. Jetzt vertausehen wir d und o. Dureh eine analoge Verschiebung d 
des Linienelements a x an der Streeke POO PI 0 entlang, bei der es sehlieB

~ 

lieh in die Lage PIO P; I tibergeht, erfahren die Komponenten desselben 
den Zuwaehs 

dox; = {x;(P,,) - Xi(PIO )} - {Xi(Po,) - Xi(Poo )}· 

Daraus folgt 

Dann und nur daIm, wenn die beiden Punkte PII und P'II zusammcn
fallen, wenn also die beiden Linienelemente dx und ax bei ihren Ver
sehiebungen a bzw. d das gleiehe unendlichkleine »Parallelogramm< tiber
fahren - und so wollen wir den PrazeB leiten -, gilt 

dax; - adxi = 0. 

1st nun ein kovariantes Vektorfeld mit den Komponenten jf gegeben, so 
bilden wir die Anderung der 1nvariante d j = ji dXi bei der Versehiebung (J: 

odj = Ojidxi + f;adxi. 

Vertauschen Wir d mit a und subtrahieren, so kommt 

dj = (do - ad)j = (dj,·axi - ajidxi) + j;(dOXi - OdXi) , 

und wenn beide Versehiebun gen das gleiehe infinitesimale Parallelogram III 
durehfegen, insbesondere 

) ~t S S (o/k ?ij;) .\' I (?ij k Oj~) )'~ (26 dj=d/kuXk-ujidxi= -- ... - dXiUXk='-' - -- (.1:1"'. 
ox; ?iXk 2 OXi ox;, 

Traut man diesem vielleicht allzu gewagten Operieren mit unendlich
kleinen GraBen nieht, so ersetze man die Differentiale dureh Differential
quotienten. Da sieh ein unendlichkleines Flaehenelement nur als Teil 
(oder genauer: als Limes des Teils) einer beliebig kleinen, aber endlieh 
ausgedehnten Flache fassen laBt, lautet die Uberiegnng dann so. Es sei 
jedem 'Vertepaar zweier Parameter s, t (in einer gewissen Umgebung von 
s = 0, t = 0) ein Punkt (st) unserer Mannigfaltigkeit zugeordnet; die 
Fnnktionen Xi = Xi(S t), weiche diese Ctiber eine Flaehe sieh verbreitencle) 
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»zweidimensionale Bewegung« in irgendeinem Koordinatensystem Xi dar
stellen, seien zweimal stetig differentiierbar. In jedem Punkte (s t) ge
horen dazu die beiden Geschwindigkeitsvektoren mit den Komponenten 

~ d~ . ds un dt· Wir konnen die Zuordnung so wahlen, daE slch fiir 

s = 0, t = ° ein vorgeschriebener Punkt P = (00) ergibt und jene 
beiden Geschwindigkeitsvektoren in ihm mit zwei willkiirlich vorgegebenen 
Vektoren ui, Vi zusammenfallen (es geniigt ja dazu, die Xi als lineare 

Funktionen von s und t anzusetzen). d bedeute die Differentiation~, 
d 

Jaber d t" Dann ist 

Dnrch Vertauschung von 0 und d und nachfolgende Subtraktion 

df= dof- odf= (~_ ?Jf ,·) dXi dXk . 
?JXi ?JXk ds dt 

kommt 

Indem wir s = 0, t = 0 setzen, erhalten wir zum Punkte P die von 
zwei willkiirlichen Vektoren tt, ZI daselbst abhangige Invariante 

(?lfk _ ?!f,.) uiV i . 

?JXi ?lXk 

Der Zusammenhang mit der infinitesimalen Betrachtung besteht darin, 
daS diese hier in strenger Form fiir die unendlichkleinen Parallelogramme 
durchgefiihrt wird, in welche die Flache x,. = Xi (st) durch die Koordi
natenlinien s = konst. und t = konst. zerlegt ist. 

Ich erinnere in diesem Zusammenhang an den Stokesschen Satz. Das 
invariante lineare Differential fidxi heiSt integrabel, wenn sein Integral 
langs jeder geschlossenen Knrve, der »Integralwirbel«, = ° ist (was, 
wie man weiS, nur flir ein totales Differential der Fall ist). Man spanne 
in die geschlossene Knrve eine beliebige Flache ein, zu geben dnrch 
-eine Parameterdarstellung Xi = Xi(S tl, und zerlege sie dnrch die Koordi
natenlinien in infinitesimale Parallelogramme. Der Wirbel urn die Be
,grenzung der ganzen Flache laSt sich dann znriickfiihren auf die einzelnen 
Wirbel urn diese kleinen Flachenmaschen herum, deren Wert fiir jede 
Masche durch unsern (mit dsdt zu multiplizierenden) Ausdruck (33') ge
liefert wird. So kommt eine differentiale Zerlegung des Integralwirbels 
zustande, und der Tensor (29) ist an jeder Stelle das MaE flir die dort 
vorhandene »Wirbelstarke«. 

Auf die gleiche Weise steigt man znr nachst hoheren Stufe (30) auf. 
Statt des infinitesimalen Parallelogramms wird man dabei ein dnrch· drei 
Linienelemente d, 0, b aufgespanntes dreidimensionales Parallelepiped zu 
benutzen haben. Die Rechnung sei knrz angedeutet: 

,(34) b (fikdxiOXk) = ~ik dXioxkbxl + fik(bdxi· OXk + bOXk. dXi). 
. UXI 
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Wegen fki = - fik ist der zweite Summand rechts 

(34') = flk(bdxi· OXk - bOxi· dXk). 

Nimmt man in (34) die drei zyklischen Vertauschungen von d, 0, b vor 
und addiert, so zerstOren sich die aus (34') entspringenden 6 Glieder Zll 

je zweien wegen der Symmetriebedingungen h2). 

Begriff der Tensordichte. 1st j'!J3 dx - ich schreibe kurz dx flir das 
Integrationselement d XI dXa ... d X" - eine Integralinvariante, so ist '!J3 
eine GroBe, die vom Koordinatensystem in der Weise abhangt, daB sie 
sich bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten 
Betrag der Funktionaldeterminante multipliziert. Fassen wir jenes In
tegral als MaB eines das Integrationsgebiet erflillenden Substanzquantums 
auf, so ist '!J3 dessen Dichte. Eine GroBe der beschriebenen Art moge 
deshalb als skalare Dichte bezeichnet werden. Das ist ein wichtiger Be
griff, der gleichberechtigt neben den des Skalars tritt und sich durchaus 
nicht auf ihn reduzieren laBt. In einem analogen Sinne wie von einer 
skalaren konnen wir auch von einer tensoriellen Dichte sprechen. Eine 
vom Koordinatensystem abhangige Linearform mehrerer Reihen von Vari
ablen, die teils mit oberen teils mit unteren Indizes behaftet sind, ist 
eine Tensordichte im Punkte P, wenn aus dem Ausdruck dieser Linear
form in einem ersten Koordinatensystem ihr Ausdruck in einem beliebigell 
anderen, dem iiberstrichenen Koordinatensystem durch Multiplikation mit 
dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante 

I k' d = abs. ai I 
und Transformation der Variablen nach dem alten Schema (26) hervor
geht. Der Gebrauch der W orte Komponenten, kovariant, kontravariant, 
symmetrisch, schiefsymmetrisch, Feld usw. wie bei Tensoren. Mit der 
Gegeniiberstellung der Tensoren und Tensordichten glaube ich den 
Unterschied, zwischen Quantitiit und Intensitiit, soweit er physikalische 
Bedeut:ung hat, in strenger Weise erfaBt zu haben: die Tensoren sind die 
Inte1lsitats-, die Tensordichtm die Quantitatsgrojien. Die gleiche ausge
zeichnete Rolle, welche unter den Tensoren die kovarianten schiefsym
metrischen spielen, kommt unter den Tensordichten den kontravariantell 
schiefsymmetrischen zu, die wir darum kurz als lineare Tensordiclltm 
bezeichnen wollen. 

Algebra der Tmsordichten. Wie im Gebiet der Tensoren habell wir 
hier die folgenden Operationen: 

I. Addition von Tensordichten der gleichell Art, Multiplikation einer 
Tensordichte mit einer Zahl; 

2. Verjiingung; und 
3. (nicht etwa Multiplikation zweier Tensordichten miteinander, son

dern) Multiplikation eines Tensors mit einer Tensordichte. Denn durch 
Multiplikation zweier skalaren Dichten z. B. wiirde ja nicht wieder eine 
skalare Dichte entstehen, sondern eine GroBe, die sich beim Obergang 
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von einem zum anderen Koordinatensystem mit dem Quadrat der Funk
tionaldeterminante multipliziert. Multiplikation eines Tensors mit einer 
Tensordichte liefert aber stets eine Tensordichte (deren Stufenzahl gleich 
der Summe der Stufenzahlen der beiden Faktoren ist); so geht z. B. aus 
einem kontravarianten Vektor mit den Komponenten fund einer ko
varianten Tensordichte mit den Komponenten Wik in einer vom Koordi
natensystem unabhangigen Weise eine gemischte Tensordichte 3. Stufe 
mit den Komponenten f" Wkl hervor. 

Die Analysis der Tensordic!tten laBt sich in einer beliebigen Mannig
faltigkeit nur fUr lineare Felder begrlinden. Sie fUhrt zu folgenden diver
genzartigen Prozessen: 

o Illi --- = III 
OXi ' 

Durch (35) wird aus einem linearen Tensordichte-Feld Wi der I. Stufe 
ein skalares Dichtefeld W erzeugt, durch (36) aus einem linearen Feld 
2. Stufe (Wki = - Wik) ein solches der I. Stufe usf. Die Operationen 
sind vom Koordinatensystem unabhangig. Von einem Feld I. Stufe Wi, das 
aus einem Feld 2. Stufe Wik nach (36) entsteht, ist die Divergenz (35) 
= 0; analog fUr die hoheren Stufen. Den Beweis der 1nvarianz von (35) 
erbringen wir durch folgende Betrachtung, die aus der Theorie der Be
wegung von kontinuierlich ausgebreiteten Massen bekannt ist. 

1st gi ein gegebenes Vektorfeld, so wird durch 

Xi = Xi + gi . 0 t 

eine inflnt'tesimale Verschiebung der Punkte unseres Kontinuums erklart, 
bei welcher der Punkt mit den Koordinaten Xi in den Punkt mit den 
Koordinaten Xi libergeht; den konstanten infinitesimalen Faktor 0 t mag 
man als das Zeitelement deuten, wahrend dessen diese Deformation vor 
sich geht. Die Abweichung der Abbildungsdeterminante 

A = --' von list = 0 t . - . l
OX., ogi 
OXk OXi 

Durch die Verrlickung gehe ein Teilstlick @ des Kontinuums, dem bei 
der Darstellung durch die Koordinaten Xi das mathematische Gebiet I 
der Variablen Xi entspricht, in das unendlich wenig davon verschiedene 
Gebiet @ liber. 1st 5 ein skalares Dichtefeld, das wir als Dichte einer 
das Kontinuum erfUllenden Substanz auffassen, so ist das in @ vor
handene Substanzquantum 

= t: ~(x) dx, 
l 
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das @ erfilllende Quantum aber 

/5 (x) dx /5 (i) A dx. 
l: 

wo In dem letzten Ausdruck filr die Argumente Xi von 5 die Werte (37) 
einzusetzen sind. (Ich verschiebe hier das Volumen gegen die Substanz; 
man kann statt des sen natlirlich auch die Substanz durch das V olumen 
stramen lassen; dann ist 5;i die Stromstarke.) Flir den Zuwachs an 
Substanz, den das Gebiet @ durch die Verschiebung gewonnen hat, er
gibt sich das nach den Variablen Xi liber I zu erstreckende Integral von 

5 (x) . A - 5(X), 

flir den Integranden aber findet sich 

(_ (A ) {(-) ()} _~ ( ~;i ~ 5 ):.) .t ~ (5 gi) 5 x) - I + 5 x - 5 x = ut ~-- +---::.' = ul· --. 
~Xi ~Xi ~Xi 

Folglich wird durch die Formel 

~ (5~i) ------ = tv 
~Xi 

ein invarianter Zusammenhang hergestellt zwischen den beiden skalaren 
Dichtefeldern 5, tv und dem kontravarianten Vektorfeld mit den Kom
ponenten ;i. Da sich nun jede Vektordichte tvi in der Form S;i dar
stellen laJ3t - denn definiert man in einem bestimmten Koordinatensystem 
eine skalare Dichte S und ein Vektorfeld ~ durch 5 = I, ;i = tvi, so gilt 
in jedem die Gleichung tvi = S;i -, ist der gewlinschte Beweis erbracht. 

Wir sprechen im AnschluB an diese Uberlegung das spater oft zu 
benutzende Prinzip der partiellen Integration aus: Verschwinden die Funk
tionen tvi am Rande eines Gebietes @, so ist das Integral 

r~~dX = o . 
. ~x· 
OJ ' , 

Denn dieses Integral, mit 0 t multipliziert, bedeutet die Anderung, welche 

das , Volumen« /dx jenes Gebiets bei einer infinitesimalen Deformation 

erleidet, deren Komponenten = 0 t . tvi sind. 
1st des Divergenzprozesses (35) Invarianz erkannt, erheben wir uns 

von da aus leicht zu den haheren Stufen, zunachst zu (36). Wir nehmen 
ein kovariantes Vektorfeld ii zu Hilfe, das aus einem Potential i ent-

springt: ii = ~~i , bilden die lineare Tensordichte 1. Stufe IU ik ii und 
UXi 

deren Divergenz 
~ (tv'"k ii) ~ tv ik 
-~~-=ii~-
~Xk ~Xk 

Die Bemerkung, daB die ii in einem Punkte P willklirlich vorgeschriebene 
Werte annehmen kannen, schlieBt den Beweis abo Auf gleiche Art er
steigen wir die 3. Stufe usf. 
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§ IS. Affin zusammenhangende Mannigfaltigkeit. 
Begriff des afjinen Zusammenhangs. Der Punkt P einer Mannigfaltig

keit hiingt mit seiner Umgebung affin zusammen, wenn von jedem Vektor 
in P feststeht, in welchen Vektor in P' er durch Parallelverschiebullg 
von P nach.P iibergeht; dabei bedeutet .P einen beliebigen der zu P 
unendlich benachbarten Punkte. Von diesem Begriff verlangen wir ni.cht 
mehr und nicht weniger, als daB er aIle diejenigen Eigenschaften besitzt, 
die ihm in der affin~n Geometrie des Kap. I zukamen, d. h. wir postu
lieren: Es gibt ein Koordinatensystem (fiir die Umgebung von P), bei 
dessen Benutzung die Komponenten eines jeden Vektors in P durch injinite
simale Parallelverschiebung nicht geiindert werden. Diese Forderung kenn
zeichnet das Wesen der Parallelverschiebung als einer Verpflanzung, von 
der wir mit Recht behaupten diirfen, daB sie die Vektoren ungeiindert 
la/3t. Ein solches Koordinatensystem heillt geodiitisch in P. Was folgt 
daraus fUr ein beliebiges Koordinatensystem Xi? In ihm habe der Punkt P 
die Koordinaten xi, P' die Koordinaten xi + dXi, gi seien die Kompo
nenten eines beliebigen Vektors in P, g" + dgi die Komponenten des 
aus ihm durch Parallelverschiebung nach P' hervorgehenden Vektors. Da 
erstens durch die Parallelverschiebung von P nach P' die samtlichen 
Vektoren in P auf die samtlichen Vektoren in P' linear oder affin abge
bildet werden, muB d gi linear von den gi abhiingen: 

(3 8) dgi = - dyirgr. 

Zweitens ergibt sich aus der an die Spitze gestellten Forderung, daB die 
dyi .. Linearformen der Differentiale dXi sind: 

(3 8') dyir = Frs (dx)' , 

deren Zahlkoeffizienten r, 
der Symmetriebedingung 

die »Komponenten des afjinen ZusalJllllenhangs«, 

(3 8") 

geniigen. 
Urn dies zu beweisen, sei Xi ein in P geodatisches Koordinatensystem; 

es gelten Transformationsformeln (24), (25). Aus der geodatischen Natur 
des Koordinatensystems Xi folgt, daB bei ParaIlelverschiebung 

(39) dgi = d(a!gr) = da! . gr 
ist. Fassen wir die gi als Komponenten OXi eines Linienelements in P 
auf, so muB demnach 

d i ~ - ~2fi ~- d- ",.ux,. - ,,_ ,,_ ux" x, 
uXr uXs 

sein (fUr die 2. Ableitungen sind natiirlich deren Werte an der Stelle P 
zu setzen). Daraus geht die Behauptung hervor, und zwar bestimmt sich 
die symmetrische Bilinearform 

( ) ri ~ d ~2f,' x- -
40 - "suX" Xs aus "'_ "'_ ux,.dxs ux,.UXs 

Weyl, Raum Zeit, M:aterie. s. Auft. s 
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durch Transformation nach (25). - Die Konsequenzen sind damit voll
standig erschopft. Das will sagen: sind rirs beliebig vorgegebene Zahlen, 
welche der Symmetriebedingung (38") geniigen, und definieren wir den 
affinen Zusammenhang durch (38), (38'), so gewinnen wir damit einen 
moglichen Begriff der Parallelverschiebung im Sinne von § 12. Es liefern 
namlich die Transformationsformeln 

em Koordinatensystem Xi, in welchem der so definierte ProzeB der Par

allelverschiebung durch die Gleichungen d~i = ° beschrieben wird. In 
der Tat wird in P: 

-
Xi === 0, dXi = dXi (((~ = o~), 

o2f; i 
,_ ,=- = - r rs ; 
uX"uxs 

infolgedessen besteht in P die Beziehung (40), und wir brauchen unsere 
Uberlegungen nur riickwarts zu durchlaufen, um daraus auf die Formel (39) 

oder d~i = ° zu schlieBen. Der schon in § 12 versprochene Beweis, daB 
die Gleichungen (38), (38'), (38") mit der Existenz eines geodatischen 
Koordinatensystems gleichbedeutend sind, ist damit geliefert. 

Die Formeln, nach denen sich die Komponenten des affinen Zusammen
hangs P·,.s bei Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem trans
formieren, sind aus der obigen Betrachtung leicht zu entnehmen; wir 
werden aber von ihnen keinen Gebrauch zu machen haben. Jedenfalls 
sind die r nicht die Komponenten eines (in i kontra-, in r und s kovari
anten) Tensors im Punkte P; wohl besitzen sie dies en Charakter gegeniiber 
linearer, verlieren ihn jedoch gegeniiber einer beliebigen Transformation. 
Denn in einem geodatischen Koordinatensystem verschwinden sie samtlich. 
Doch ist jede virtuelle Anderung des affinen Zusammenhangs [P'rs ], mag 
sie endlich oder unendlichklein sein, ein Tensor. Denn es ist 

der Unterschied der beiden Vektoren, welche durch die beiden Parallel
verschiebungen des Vektors ~ von P nach pi entstehen. 

Was unter Parallelverschiebung eines kovarianten Vektors ;i im Punkte P 
von dort nach dem unendlich benachbarten Punkte pi zu verstehen ist, 
ergibt sich eindeutig aus der Forderung, daB bei der simultanen Parallel
verschiebung dieses Vektors ;i und eines beliebigen kontravarianten I;i das 
invariante Produkt ;i~,i ungeandert bleibe: 

d(;4) = (d;i' r/) + (;rdr() = (dgi - d,rig,.) r/ = 0, 

daher 

d/:· - V d'J r . c 
~l - ~ I Z,=,Y-

r 

Ein kontravariantes Vektorfeld;i werden wir im Punkte P stationar 
nennen, wenn die Vektoren in den zu P unendlich benachbarten Punk ten pi 
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aus dem Vektor in P durch ParalleIverschiebung hervorgehen, wenn also 
in P die totalen Differentialgleichungen 

. . . ~ ( ~ gi r' ~ ) d;' + dr'r;r = 0 oder - + ' ~r - 0 oXs rs~-

erflillt sind. Es gibt offenbar ein derartiges VektorfeId, das im Punkte P 
selbst beIiebig vorgeschriebene Komponenten besitzt (eine Bemerkul1g, 
von der bei einer spateren Konstruktion Gebrauch zu machen sein wird). 
Der gleiche Begriff ist flir ein kovariantes VektorfeId aufzustellen. 

Wir beschaftigen uns fortan mit einer afftnen Mannigfaltigkeit; in ihr 
steht jeder Punkt P mit seiner Umgebung in afftnem Zusammenhang. Bei 
Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems sind die Komponenten rz~s 
des affinen Zusammenhangs stetige Funktionen der Koordinaten Xi. 

Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann ich die P~s wohl 
an einer einzelnen Stelle P zum Verschwinden bringen; es ist aber im 
allgemeinen nicht moglich, das Gleiche simultan flir alle Punkte der 
Mannigfaltigkeit zu erzielen. Es gibt keine Unterschiede unter den ver
schiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit hinsichtlich der Natur ihres 
affinen Zusammenhangs mit der Umgebung; in dieser Hinsicht ist die 
Mannigfaltigkeit homogen. Auch gibt es keine verschiedenen, nach der 
Natur des iiberall in ihnen herrschenden affinen Zusammenhangs zu unter
scheidende Arten von Manl1igfaltigkeiten. Die von uns an die Spitze 
gestellte Forderung la13t eben nur eine bestimmte Natur des affinen Zu
sammenhangs zu. 

Geodiitische Linie. Fiihrt ein Punkt bei seiner Bewegung einen (irgend
wie veranderlichen) Vektor mit, so erhalten wir zu jedem Wert des Zeit
parameters s nicht nur einen Punkt 

P = (s) : Xi = x;(s) 

der Mannigfaltigkeit, sondern auBerdem einen Vektor in diesem Punkte 
mit den von s abhangigen Komponenten Vi = Vi (s). Der Vektor bleibt 
im Momente s stationar, wenn 

dv i + ri (J dXi~ _ 
ds· ,,(1 V ds - 0 

ist. (Hier atme aut~ wem immer das Operieren mit Differentialen un
sympathisch ist; hier haben sie sich gliicklich in Differentialquotienten 
verwandelt.) Bei beliebiger Mitflihrung des Vektors besteht die linke 
Seite Vi von (42) aus den Komponenten eines mit der Bewegung invariant 
verkniipften Vektors in (s), der angibt, in welchem MaJ3e sich der Vektor 
z'; an dieser Stelle pro Zeiteinheit andert. Denn beim Ubergang vom 
Punkte P = (s) zu P' = (s + ds) geht der Vektor Vi in P iiber in den 
Vektor 

. dv" 
Z'Z + -ds 

ds 
8* 
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in P'. Verschieben WIr aber 7./ ungeandert von P nach P', so erhalten 
wir dort 

Vi + d'v i = V,. - rz-a~vadx~. 

Der Unterschied dieser beiden Vektoren in P', die Anderung von v 
wahrend der Zeit ds, hat demnach die Komponenten 

dv" ,. . 
dsds-d v'= V'ds. 

Verschwindet V flir alle s, so gleitet der Vektor V bei der Bewegung 
mit dem Punkte P an der Bahnkurve entlang, ohne sich zu andem. 

]ede Bewegung flihrt den Vektor ihrer Geschwindigkeit 
mit sich; flir diesen besonderen Fall ist V der Vektor 

U · du" r' - " d'Xi + r- dxu dx~ , - +' UaU!" - t I • - ds a~ - ds' afJ TsTs' . 

dXi 
1/ = 

tis 

die B;schleunigung, welche die Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit
einheit miBt. Eine Bewegung, in deren Verlauf die Geschwindigkeit 
bestandig ungeandert bleibt, heiBt eine Translation; die Bahnkurve einer 
Translation, eine Kurve also, die ihre Richtung ungeandert beibehalt, 
eine gerade oder geodatische Linie. Beruht doch gerade in dieser Eigen
schaft gemaB der translativen Auffassung (vergl. Kap. I, § I) das Wesen 
der geraden Linie. 

Die Analysis der Tensoren und Tensordichten laBt sich in einer affinen 
Mannigfaltigkeit ebenso einfach und vOllstandig wie in der linearen Geo
metrie des Kap. I entwickeln. Sind beispielsweise ff die in i kovarianten, 
in k kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen 
wir im Punkte P zwei willkiirliche Vektoren, einen kontravarianten ~ und 
einen kovarianten 1) zu Hilfe, bilden die Invariante 

fl ;i1)k 

und ihre Anderung bei einer unendlich kleinen Verriickung d des Argument
punktes P, bei welcher ; und f] parallel mit sich verschoben werden. 
Es ist 

also sind 
k 

k i)fi r" k rk r fil=-,,-- ilf .. + rtf,. 
uXI 

die in i I kovarianten, in k kontravarianten Komponenten eines Tensor
feldes 3. Stufe, das aus dem gegebenen Tensorfeld 2. Stufe in einer yom 
Koordinatensystem unabhangigen Weise entspringt. Charakteristisch sind 
hier die Zusatzglieder, welche die Komponenten des affinen Zusammenhangs 
enthalten und in denen wir spater mit Einstein den EinfluB des Gravitations
feldes erkennen werden. Nach der angegebenen Methode kann in jedem 
Fall der ProzeB der Differentiation an einem Tensor vollzogen werden. 
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Wie in der Tensoranalysis die Operation :ograd« als die urspriingliche 
auf tritt, aus der aIle iibrigen sich herleiten, so liegt der Analysis der 
Tensordichten die durch (35) erklarte Operation »div« zugrunde. Sie 
flihrt zunachst flir die Tensordichten aIler Stufen zu Prozessen ahnlichen 
Charakters. Will man z. B. die Divergenz einer gemischten Tensordichte 
IV; 2. Stufe bilden, so nimmt man ein in P stationares Vektorfeld §i zu 
Hilfe und konstruiert von der Tensordichte §itvt die Divergenz: 

~Wtvt)_ = ~§r tv! + §i~tv; = §i (_ P'iktv: + ~tv;). 
~~ ~~ ~~ ~~ 

Diese Gra13e ist eine skalare Dichte, und demnach, da die Komponenten 
eines in P stationaren Vektorfeldes daselbst be1iebige Werte annehmen 
kannen, 

eine kovariante Tensordichte I. Stufe, die aus tvt in einer von jedem 
Koordinatensystem unabhangigen Weise entspringt. 

Aber man kann nicht nur durch Divergenzbildzmg einer Tensordichte 
zu einer so1chen von einer urn I geringeren Stufenzahl herabsteigen, 
sondem auch durch Differentiation aus ihr eine Tensordichte bilden, deren 
Stufenzahl urn I haher ist. Bedeutet S zunachst eine skalare Dichte, so 
rufe man wiederum ein in P stationares Vektorfe1d §l zu Hilfe und bilde 
die Divergenz der Stromstarke S§i: 

~(e§z) = ~ §i + e ~ §l = (~_ rrre) §i; 
~Xi ~Xi ~xz' ~Xi 

dann erhalt man III 

:e _ r!rs 
UXi 

die Komponenten einer kovarianten Vektordichte. Urn die Differentiation 
von der skalaren auf eine beliebige Tensordichte, z. B. die gemischte 
tv; von 2. Stufe auszudehnen, bedient man sich in nun schon ge1aufiger 
Weise zweier in P stationarer Vektorfelder §i und 1];, von denen dieses 
kovariant, jenes kontravariant ist, und differentiiert die skaIare Dichte tvt §i 1jk. 
Verjiingung der durch Differentiation entsprungenen Tensordichte nach 
dem Differentiationsindex und einem kontravarianten flihrt zur Divergenz 
zuriick. 

§ 16. Krummung. 
Sind P und P* zwel durch eine Kurve verbundene Punkte, in deren 

erstem ein Vektor gegeben ist, so kann man diesen parallel mit sich 
langs der Kurve von P nach P* schieben. Die Gleichungen (42) flir 
die unbekannten Komponenten Vi des in bestandiger Parallelverschiebung 
begriffenen Vektors gestatten namlich bei gegebenen Anfangswerten von 
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Vi eine und nur eine Losung. Die so zustande kommende Vektor
itbertragung ist jedoch im allgemeinen nicht integrabel; d. h. der Vektor, 
zu dem man in P* gelangt, ist abhangig von dem Verschiebungswege, 
auf dem die Dbertragung vollzogen wird. Nur in dem besonderen Fall, 
wo Integrabilitat stattfmdet, hat es einen Sinn, von dem gleichen Vektor 
in zwei verschiedenen Punkten P und p* zu sprechen; es sind darunter 
soIehe Vektoren zu verstehen, die durch Parallelverschiebung auseinander 
hervorgehen. Alsdann heiBe die Mannigfaltigkeit Euklidisch-affin. Erteilt 
man allen Punk ten einer derartigen Mannigfaltigkeit eine unendlichkleine 
Verschiebung, jedoch so, daB die Verschiebung eines jeden durch den 
»gleichell( infinitesimal en Vektor dargestellt wird, so ist mit dem Raume 
eine infinitesimale Gesamt- Translation vorgenommen. Mit ihrer Hilfe 
lassen sich gemaB dem Gedankengang des Kap. I (wir verzichten hier 
darauf, den Beweis strenge durchzuflihren) besondere, »lineare« Koordi
natensysteme konstruieren, die dadurch ausgezeichnet sind, daB bei ihrer 
Benutzung gleiche Vektoren in verschiedenen Punkten gleiche Kompo
nenten besitzen. In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die 
Komponenten des affinen Zusammenhangs identisch. Je zwei soIehe 
Systeme hangen durch Iineare Transformationsformeln zusammen. Die 
Mannigfaltigkeit ist ein affiner Raum im Sinne von Kap. I: die Integra
bilitiit del' Vektoriibertraglmg ist die/enige in/initesimalgeometrische Eigen
scllaft, durch we/clze die »linearen« Riiufne linter den affin ZltSammfll
hiingenden ausgezeichnet sind. 

Doch ist jetzt die Aufmerksamkeit auf den allgemeinen Fall zu lenken; 
da durfen wir nicht erwarten, daB ein Vektor, durch Parallelverschiebnng 
an einer geschlossenen Kurve herumgeflihrt, in seine Ausgangslage zuruck
kehrt. Wie beim Beweise des Stokesschen Satzes spannen wir in die 
geschlossene Kurve eine Flache ein und zerlegen sie durch die Para
meterlinien in unendlich kleine Parallelogramme. Die Anderung eines 
beliebigen Vektors beim Umfahren der Flache wird zuruckgeflihrt auf 
die Anderung beim Umfahren jedes soIehen von zwei Linienelementen 
dXi und OXi in einem Pnnkte P aufgespannten infinitesimalen Parallelo
gramms; sie gilt es jetzt zu bestimmen. Wir werden konstatieren, daR 
der Znwachs /I.,; = (/I gil, den dabei ein Vektor .,; = (gil erfahrL aus .,; 
durch eme lineare Abbildnng, eine Matrix /IF hervorgeht: 

1st /IF = 0, so ist die Mannigfaltigkeit an der Stelle P in der \,on 
unserm Flachenelement eingenommenen Flachenrichtung • eben«; trifft 
dies flir alle Elemente einer endlich ausgedehnten Flache zu, so kehrt 
jeder Vektor, der langs des Flachenrandes parallel verschoben wird, zu 
seiner Ausgangslage wruck. - /I F hangt linear von dem Flachene1e
ment ab: 
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Die hier auftretende Differentialfonn charakterisiert die Kritnzmung, die 
Abwejchung der Mannigfaltigkeit von der Ebenheit an der Stelle P in 
allen moglichen Fllichenrichtungen; da ihre Koeffizienten keine Zahlen, 
sondern Matrizen sind, konnte von einem »linearen Matrix-Tensor 2. Stujec 
gesprochen werden, und es wiirde dadurch die Grofilennatur der Kriim
mung in der Tat am besten bezeichnet. Gehen wir aber von den Ma
trizen auf ihre Komponenten zuriick - es seien Fl~ik die Komponenten 
von Fik oder auch die Koeffizienten der Form 

so ergibt sich, wenn ei die zum Koordinatensystem gehorigen Einheits
vektoren in P sind, die Formel 

Daraus geht hervor, datil F'!Nk die in a kontra-, in/Jik kovarianten Kom
ponenten eines Tensors 4. Stufe sind. Ihr Ausdruck durch die Kom
ponenten r~s des affinen Zusammenhangs lautet: 

" (~ r~k ~ r~i) ret rr ret rr) Filik = -~-. - -~- + ( ri ilk - rk iii. 
uX, UXk 

Sie erfiillen danach die Bedingungen der »schiefen« und der »zyklischen« 
Symmetrie: 

(49) FI~ki = - F~ik; F~ik + Fu-(J + Fkili = o. 

Das Verschwinden der Kriimmung ist das invariante Differentialgesetz, 
durch welches sich die Euklidischen Rliume ;unter den affinen im all
gemeinen Sinne der Infinitesimalgeometrie auszeichnen. 

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen bedienen wir uns 
desselben Verfahrens der doppelten Durchfegung eines unendlichkleinen 
Parallelogramms, das wir auf S. 108 zur Herleitung des Wirbeltensors 
benutzten; wir verwenden die damaligen Bezeichnungen. 1m Punkte Poo 
sei ein Vektor ~ = ~(Poo) mit den Komponenten gi gegeben. 1m End
punkte ~o des Linienelements dx bringen wir denjenigen Vektor ~(Pyo) 
an, der aus ihm durch Parallelverschiebung llings des Linienelementes 
hervorgeht; heifilen seine Komponenten ;i + dgi, so ist also 

d;" = - dy~~I~ = - r~igil dXi. 

Bei der vorzunehmenden Verschiebung 0 des Linienelements dx (die 
keineswegs eine Parallelverschiebung :zu sein braucht) bleibe der Vektor 
im Endpunkt immer durch die angegebene Bedingung an den Vektor im 
Anfangspunkt gebunden; dann erleiden die d g" bei der Verschiebung 
den Zuwachs 

rug" = - or~idxigl~ - r~iodxi;iI- dy:o;r. 

Bleibt insbesondere der Vektor im Anfangspunkt des Linienelements 
wlihrend der Verschiebung zu sich selbst parallel, so ist hier 0;" durch 
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»>+ 

- cJr~ §fl zu ersetzen j in der Endlage POI PIX des Linienelements er-
halten wir dann im Punkte POI denjenigen Vektor! (POI)' der aus !(Poo ) 

»>+ 

durch Parallelverschiebung langs POOPOI hervorgeht, in P,. den Vektor 
!(PII ), in welchen !(POI ) durch Parallelverschiebung langs POIPII uber
geht, und es ist 

od;a = {ga(PIIl - ga(POI )} - ga(p,o) - ga(Poo)}. 
»>+ 

HeiBt der aus !(P,o) durch Parallelverschiebung langs PIOP'I zustande 
kommende Vektor !*(Pn ), so erhalt man durch Vertauschung von d und 
o einen analogen Ausdruck fUr 

dog" = g~(PII) - ga(PIO )} - (ga(Po,l - ga(Poo )}· 

Durch Subtraktion bildet man 

dga = doga - odga 

= _ {+ dr~kOXk - or~dr~ + r~idOXi} g(1. 
- or~idx,· + dr~or~ - rpiodxi 

Hier zerstOren sich wegen dOXi = OdXi die beiden hinteren Terme auf 
der rechten Seite, und es bleibt 

dga = - dP;:. ;,1; 
dabei sind d gu die Komponenten eines Vektors d! in P", der Differenz 
der beiden Vektoren ! und !* z"m selben Punkte: 

d;a = g~(PII) - ga(p,,). 

Da im Limes PIt mit P = Pea zusammenHillt, sind damit unsere Be
hauptungen erwiesen. 

Die infinitesimale Oberlegung verwande1t sich in einen strengen Be
d 

weis, sobald wir Wle fruher d und 0 im Sinne der Differentiationen 
d ds 

und d t deuten. Urn die Schicksale des Vektors ! bei dem infinitesi-

malen SchiebungsprozeB wiederzugeben, empfiehlt sich folgende Kon
struktion. Es sei jedem Wertepaar s, t nicht nur ein Punkt P = (st), 
sondern auBerdem ein kovarianter Vektor mit den Komponenten firs t) 
in diesem Punkte zugeordnet jist gi ein beliebiger Vektor in P, so ver-

stehen wir unter d(f,·gi) denjenigen Wert von d(.t;}i) , der sich ergibt, 

wenn gi beim Obergang yom Punkte (st) zum Punkte (s + ds, t) unge
andert mitgenommen wird. d(ji;i) ist se1bst wieder ein Ausdruck von 
der Form fi;i, nur daB jetzt statt fi andere Funktionen fi von s und t 
stehen. Wir konnen deshalb auf ihn von neuem den gleichen ProzeB 
oder den analogen 0 anwenden. Tun wir das letztere, wiederholen den 
ganzen Vorgang in umgekehrter Reihenfolge und subtrahieren, so be
kommen wir zunachst 
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und darauf wegen 
r?fi r?f,' . 

odfi = dtds= dsdt = dofi. 

d(fi;i) = (do - ot!) (fi;') = fiLl ;i. 

Dabei ist d;i genau der oben gefundene Ausdruck. Die erhaltene 1n
variante lautet im Punkte P = (00) 

F;,"k/a;tJ ui v1< ; 

sie hangt von einem willkiirlichen kovarianten Vektor mit den Komponenten 
fi daselbst ab und von drei kontravarianten;, u, v; die 11;1< sind demnach 
die Komponenten eines Tensors 4. Stufe. 

§ 17. Der metrische Raum. 

Begriff der metrischen Mannigfaltigkeit. Eine Mannigfaltigkeit tragt 
im Punkte Peine Majlbestimmung, wenn die Linienelemente in P sich ihrer 
Lange nach vergleichen lassen; wir nehmen dabei im Unendlichkleinen 
die Giiltigkeit der Pythagoreisch-Euklidischen Gesetze an. Es bestimmt 
dann jeder Vektor ~ in Peine Strecke; und es gibt eine nicht-ausgeartete 
quadratische Form ~2 (mit einer bestimmten Anzahlp positiver und einer 
bestimmten Anzahl q negativer Dimensionen, p + q = n), derart, dajl zwei 
Vektoren ~ und ~ dann und nur dann dieselbe Strecke bestimmen, wenn ~ 2 = t) 2 

ist. Durch diese Forderung ist die quadratische Form nur bis auf einen von 0 
verschiedenen Proportionalitatsfaktor bestimmt. 1ndem man ihn festlegt, wird 
die Mannigfaltigkeit im Punkte P geeicht. Die Zahl ~2 nennen wir alsdann die 
MaJ3zahl des Vektors ~ oder, da sie nur von der durch 1: bestimmten Strecke 
abhangt, die Majlzahll dieser Strecke. Ungleiche Strecken haben verschiedene 
MaBzahlen; die Strecken in einem Punkte P bilden daher eine eindimen
sionale Gesamtheit. Ersetzen wir die Eichung durch eine andere, so geht 
die neue MaJ3zahl I aus der alten I durch Multiplikation mit einem von 
der Strecke unabhangigen konstanten Faktor ).. =l= 0 hervor: T = V. Die 
Verhaltnisse zwischen den MaJ3zahlen der Strecken sind von der Eichung 
unabhangig. Wie also die Charakterisierung eines Vektors in P durch 
ein System von Zahlen (seine Komponenten) von der Wahl eines Koordi
natensystems abhangt, so ist die Festlegung einer Strecke durch eine Zahl 
von der Eichung abhangig; und wie die Komponenten eines Vektors beim 
Ubergang zu einem andern Koordinatensystem eine lineare homogene 
Transformation erleiden, so auch die MaJ3zahl einer willkiirlichen Strecke 
bei »Umeichen c. - Zwei Vektoren ~ und t) in P, fiir welche die zu 1: 2 

geharige symmetrische Bilinearform 1:' t) verschwindet, nennen wir zu
einander senkrecht; diese Wechselbeziehung wird von dem Eichfaktor nicht 
beeinflu8t. DaB die Form ~2 definit sei, ist fiir alle unsere mathe
matischen Entwicklungen gleichgiiltig; doch mage man im folgenden' in 
erster Linie immer an diesen Fall denken. Urn die Zahl der positiven und 
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der negativen Dimensionen auszudriicken, sagen wir kurz, die Mannigfaltig
keit sei in dem betreffenden Punkte (p + q)-dimensional. 1st p =f q, wie 
wir weiterhin annehmen wollen, so muB das Eichverhaltnis A positiv sein, 
damit die Anzahlen p und q erhalten bleiben (und sich nicht miteinander 
vertauschen). Nach Wahl eines bestimmten Koordinatensystems und Fest
legung des Eichfaktors sei fUr jeden Vektor ~ (mit den Komponenten gil: 

(50) t = ;Egik gi gk (gki = gik). 
ik 

Wir nehmen jetzt an, unsere Mannigjaltigkeit trage in jedem Punkte 
eine Majibestimmung; die Anzahlen p und q sollen allerorten die gleichen 
sein. Eichen wir sie iiberall und legen in sie ein System von n Koordi
naten Xi hinein - das muB geschehen, um alle vorkommenden GraBen durch 
Zahlen ausdriicken zu kannen -, so sind die gik in (50) vallig bestimmte 
Funktionen der Koordinaten Xi; wir nehmen an, daB sie stetig und stetig 
differentiierbar sind. 

Damit eine Mannigfaltigkeit ein metrischer Raum sei, geniigt es nicht, 
daB sie in jedem Punkte eine MaBbestimmung tragt, sondem es muS 
auBerdem jeder Punkt mit seiner Umgebung metrisch zusammenhangen. 
Der Begriff des metrischen ist analog dem des affinen Zusammenhangs; 
wie dieser die Vektoren betrifft, so jener die Strecken. Ein Punkt P hangt 
also mit seiner Umgebung metrisch zusammen, wenn von jeder Strecke 
in P feststeht, we1che Strecke aus ihr durch kongruente Verpflanzung von 
P nach dem beliebigen zu P unendlich benachbarten Punkte P' hervor
geht. Die einzige Forderung, we1che wir an diesen Begriff stellen (zu
gleich die weitgehendste, die iiberhaupt maglich ist), ist diese: Die Um
gebung von P laBt sich so eichen, daB die MaBzahl einer jeden Strecke 
in P durch kongruente Verpflanzung nach den unendlich benachbarten 
Punkten keine Anderung erleidet. Die Eichung heiBt dann geodatisch in 
P. - 1st aber die Mannigfaltigkeit irgendwie geeicht, ist femer I die 
MaBzahl einer beliebigen Strecke im Punkte P, I + d I die MaBzahl der 
aus ihr durch kongruente Verpflanzung nach dem unendlich nahen Punkte 
P' entstehenden Strecke in P', so gilt notwendig eine Gleichung 

(51) dl=-ldcp, 

wo der infinitesimale Faktor dcp von der verpflanzten Strecke unabhangig 
istj denn jene Verpflanzung bewirkt eine ahnliche Abbildung der Strecken 
in P auf die Strecken in P'. dcp entspricht den dr~ def Vektorver
schiebungs-Formel (38). Wird die Eichung gemaB der Forme1 1= Al in 
P und den Punkten seiner Umgebung abgeandert (das Eichverhaltnis A ist 
eine positive Ortsfunktion), so kommt statt dessen 

__ d), 
dcp = dcp - T wo 

ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, daB sich dp, 
durch geeignete Wahl von },' im Punkte P identisch mit Bezug auf die 
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infinitesimale Versehiebung PP' = (dXi) zu Null maehen HHlt, ist offenbar 
die, daB d if! eine lineare Differentialform ist: 

(5 r') dp = pi(dx)i. 
Mit (jI), (51') sind die Konsequenzen der an die Spitze gestelltenFordenmg 
ersehapft. - (In der Tat: die (pi sind im Punkte P bestimmte Zahlen. Hat 
P die Koordinaten Xi = 0, so braueht man nur etwa 19 A gleieh der linearen 
Funktion ~PiXi zu nehmen, urn zu erzielen, daB dort dfjJ = 0 wird.) -
AIle Punkte der Mannigfaltigkeit gleiehen einander vollstandig hinsiehtlieh 
der in ihnen herrsehenden MaBbestimmung und der Natur ihres metrisehen 
Zusammenhangs mit der Umgebung. Doeh gibt es, je naehdem n gerade 

d d · n b n + I h' d . h o er ungera e 1St, - + I, zw. -- verse Ie ene Arten metnse er 
z z 

Mannigfaltigkeiten, die sieh dureh den Tragheitsindex der metrisehen 
Fundamentalform voneinander unterseheiden. Die eine Art, die wir hier 
vorzugsweise im Auge haben, entsprieht dem FaIle p = n, q = 0 (oder 
p = 0, q = n); daneben sind die FaIle maglieh: p = n - I, q = I (oder 
P=I, q=n-I);p=n-2, q=z (oderp=z, q=n-z); usw. 

Wir fassen zusammen. Die Metrik einer Mannigjaltz'gkeit wird re
lativ zu einem Bezugssystem (= Koordinatensystem + Eiehung) charakte
risiert durch zwci Fundamentalformen, cine quadratische Differentialform 
Q = ;Egik(dx)i(dx)" ltnd eine lineare dp = ;EPi(dx)"; sie verhalten sich 

a i 

invariant bei Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem; bei Abiinderung 
der Eichung nimmt die erste einen Faktor A an, der eine positive stetig
differentiierbare Ortsfunktion ist, die zweite vermindert sich um das Dit!e
rential von 19 A. In aIle GraBen oder Beziehungen, welche metrisehe Ver
haltnisse analytiseh darsteIlen, miissen demnaeh die Funktionen gik, Pi in 
solcher Weise eingehen, dati Invarianz stattfindet I. gegeniiber beliebiger 
Koordinatentransformation (» Koordinaten -Invarianz«) und 2. gegeniiber der 
Ersetzung von g,'k, Pi dureh 

letzteres, was flir eine posItIve Funktion der Koordinaten /, auch sem 
mag (~Eich-Invarianz«). 

Wie wir in § [6 die Anderung eines Vektors bestimmten, der, sich 
selbst parallel bleibend, ein unendlichkleines, von den Linienelementen 
dXi, OXi aufgespanntes Parallelogramm umfahrt, so haben wir hier die 
Anderung LI I der MaBzahl I einer Streeke bei dem analogen ProzeB zu 
berechnen und finden daflir aus d I = - l d P : 

odl = - oldp -lodp = lOCfdp -lodp, also 

(53) Lll = dol- odl = -ILlp, wo 
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ist. Der lineare Tensor 2. Stufe mit den Komponenten fik kann demnach 
in Analogie zu der in § 16 herge1eiteten »Vektorkrummung« des affinen 
Raums als »Streckenkrumlllzmg« des metrischen Raums bezeichnet werden. 
Die Gleichung (52) bestatigt analytisch, daB er von der Eichung unab
hangig ist; er geniigt den invariante~ Gleichungen 

d~Z + dfzi + dfik = o. 
d Xi ?JXk ?JXI 

Sein Verschwinden ist die lzotwendige und Izinreichelzde Bedingung dafitr, 
dajJ sich jede Strecke von ihrem Ursprungsort in einer vom Wege unab
Iziingigen Weise nach allen Punkten des Raumes verpflanzen liiflt. Dies 
ist der von Riemann allein ins Auge gefaBte Fall; ist der metrische Raum 
ein Riemannscher, so hat es einen Sinn, von der gleichen Strecke in den 
verschiedenen Punkten des Raumes zu sprechen, die Mannigfaltigkeit laBt 
sich so eichen (. Normaleichung«), daB d rp identisch verschwindet. (In 
der Tat folgt aus fik = 0, daB d rp ein totales Differential, Differential 
einer Funktion 19), ist; durch Umeichen mittels des Eichverhaltnisses ), 
laBt sich dann drp iiberall zu Null machen.) Bei Normaleichung ist im 
Riemannschen Raum die metrische Fundamentalform Q bis auf einen 
willkiirlichen konstanten Faktor bestimmt, den man durch einmalige Wahl 
einer Streckeneinheit (gleichgiiltig an welcher Stelle, das Normalmeter laBt 
sich iiberallhin transportieren) festlegen kann. 

AffineI' Zusammenhang eines 11letrischm Raums. Und nun kommen 
wir zu jener Tatsache, ich habe sie schon oben die Grundtatsadle der 
hzfinitesimalgeometrie genannt, welche den Aufbau der Geometrie zu einem 
wunderbar harmonischen AbschluB bringt. In einem metrischen Raume 
laBt sich der Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung auf eine und 
nur eine Weise so fassen, daB er auBer unserer friiheren Forderung noch 
die erfiillt: bei Parallelverschiebung eines Vektors soli auch die durch ih1Z 
bcstimmte Strecke ungeandert bleiben. Das der metrischen Geometrie zu
grundeliegende Prinzip der infinitesimalen Strecken- odeI' Liingeniiber
tragung bringt also ohne wei teres ein solches der Richtungsubertragzmg 
mit sich; ein metrisdler Raum tragt von Natur einen affinen ZUSam11Ze1l
liang. 

Beweis: Wir legen ein Bezugssystem zugrunde. Bei allen GraBen 
ai, die (vielleicht neben anderen) einen oberen Index, i, tragen, definieren 
wir das Herunterziehen des Index durch die Gleichungen 

ai = ;Egijai 

i 

und den umgekehrten ProzeB des Heraufziehens durch die dazu inversen 
Gleichungen. SolI der Vektor ~i im Punkte P = (Xi) durch die zu er
klarende Parallelverschiebung nach p' = (Xi + dXi) in den Vektor ~i + dgi 

in P' iibergehen: 
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so muf3 dabei flir die Maf3zahl 

1= gikSiSk 

nach der aufgestellten Forderung die Gleichung gelten 

dl= -ldrp, 
und das ergibt 

2 Sid Si + SiSk dgik = - (gik SiSk) d rp . 
Der erste Term links ist 

= - 2;i;kdy'i. = - 2;i§kdYik = - Si;k(dYik + dYki); 

also kommt 

oder 
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Nehmen Wir m dieser Gleichung mit den Indizes ikr die drei zyklischen 
Vertauschungen vor, addieren die beiden letzten und subtrahieren davon 
die erste, so ergibt sich unter Berlicksichtigung des Umstandes, daB die 
r in ihren beiden hinteren Indizes symmetrisch sein mlissen, das Resultat 

r I (i)gir i)gkr i)glk) I ( (55) r,lk =" -,. - + ~---:- --,. + 2" g,'rrpk + gkrrpl - glkrpr) , 
uXk uX, UXr 

und daraus bestimmen sich die P'ik gemaB der Gleichung 

(56) rr,lk = grsrSik oder aufgelost rrik = grsrs,ik. 

Diese Komponenten des affinen Zusammenhangs aber erfiillen aIle auf
gestellten Forderungen. Mit dem durch sie gegebenen affinen Zusammen
hang ist der metrische Raum »von Nature ausgestattet; und es libertragt 
sich dadurch auf ihn die ganze Analysis der Tensoren und Tensordichten 
samt allen frliher entwickelten Begriffen wie geodatische Linie, Krlim
mung usw. Verschwindet die Krlimmung identisch, so ist der Raum ein 
metrisch-Euklidischer im Sinne des Kap. 1. Damit haben wir nun auch 
das zweite in § 12 gegebene Versprechen eingelOst; die Formeln (Ig) 
oder allgemeiner (54), zeigten wir, sind der Ausdruck daflir, daB die Parallel
verschiebung der Vektoren langentreu ist. 

Zusatze. I) Flir die » Vektorkriimmungc haben wir hier noch eine wichtige 
additive Zerlegung herzuleiten, durch welche die Streckenkrlimmung als ein 
in ihr enthaltener Bestandteil nachgewiesen wird. Das ist ja nur natlirlich, 
da die Vektorlibertragung automatisch die Streckenlibertragung mitvoll
zieht. Mit dem Ubergang des Vektors (;i) in (Si + LlSi) beim Umfahren 
eines Flachenelements erleidet seine MaBzahl I = (;l S') die Anderung: 

(53) dl=-ldrp. 

Indem wir den Ubergang an Ort und Stelle vollziehen, finden wir 

d I = LI (glk ;i Sk) = gik d s" . Sk + gik Si . d Sk = 2 s" LI S"; 
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und die Gleichung (53) liefert dann folgendes Ergebnis: setzt man flir 
den Vektor ~ = (gz): 

d~ = *d~-~'~J(P, 
so erscheint d~ in eine zu ~ senkrechte und eine zu ~ parallde Kom
ponente * d~ bzw. - ~ . ~d (P zerspalten. Damit geht eine analoge Zer
legung des Krummungstensors Hand in Hand: 

F li *F" + I 0"-1" Ijik = {iik "2 riJ ik • 

Hier wird man den ersten Bestandteil * F als »Ric!dullgskrilmlllulIg« be
zeichnen; sie ist erklart durch 

* d~ = - ~ * E;;'ik e" ;:1 (d x)ik. 

DaB * d ~ senkreeht zu ~ ist, spricht sich in der Formel aus: 

* F",8ik ga ~(1 = * F a(1ik ga g(1 = o. 

Das System der Zahlen * FU:jik ist also nicht bloB in bezug 
sondern auch in dem Indexpaar ((, t1 schiefsymmetrisch. 
noeh, daB insbesondere 

ist. 

auf i und k, 
Daraus folgt 

2) Wahlt man Koordinatensystem und Eiehung in der Umgebung 
eines Punktes P so, daB sie in P geodatiseh sind, dann gilt dort <Pi = 0, 

fr ik = 0 oder, was nach (54) und (55) auf dasselbe hinauskommt, 

<'Jgik 
(fi = 0, -,- = 0: 

UXr 

die Linearform dip verschwindet in P und die Koeffizienten der quadra
tisch en Fundamentalform werden stationar; mit andern Worten, es treten 
im Punkte P diejenigen Verhaltnisse ein, die sich im Euklidischen Raum 
durch ein einziges Bezugssytem simultan fur alle Punkte erreichen lassen. 
Es ergibt sich daraus noeh folgende explizite Erklarung der Parallelver
sehiebung eines Vektors im metrischen Raum: Ein geodatisehes Bezugs
system in P erkennt man daran, daB relativ zu ihm die (fi in P ver
sehwinden und die gik stationare Werte annehmen. Ein Vektor wird yom 
Punkte P naeh dem unendlichen benaehbarten P' parallel mit sieh ver
schoben, indem man seine Komponenten in einem zu P gehorigen geo
datischen Bezugssystetll ungeandert laBt. (Es gibt stets geodatische Bezugs
systeme; die Willkur in der Wahl eines solchen hat auf den Begriff der 
Parallelverschiebung keinen EinfluB.) 

3) Da bei einer Translation Xi = Xi (s) der Gesehwindigkeitsvektor 

1/ = ~:i parallel mit sich fortwandert, gilt flir sie in der metrischen 

Geometrie: 

(5 i) 
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Raben in einem Moment die u,. solche Werte, daB UiU" = 0 ist (ein Fall, 
der eintreten kann, wenn die quadratische Fundamentalform Q indefinit 
ist) , so bleibt diese Gleichung wahrend der ganzen Translation erhalten; 
die Bahn einer derartigen Translation bezeichnen wir als geodiitische 
Nullinie. Die geodatischen Nullinien andern sich, wie eine kurze Rechnung 
zeigt, nicht, wenn man, die MaBbestimmung in jedem Punkte festhaltend, 
den metrischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit irgendwie andert. 

4) Durch die beiden von uns an der Riemannschen Geometrie vor
genommenen Erweiterungen (metrische Grundform nicht positiv-definit, 
Streckentibertragung nicht integrabel) ist die Moglichkeit einer mit den 
MaJilgroJilen von Linien-, Flachen- und Raumstiicken operierenden MaB
geometrie verloren geg~ngen. Der indefinite Charakter der metrischen 
Grundform macht namlich die am SchluJil von § I 1 unter 2. angegebene 
Formel (15) fiir die Winkelmessung unbrauchbar, und auJilerdem fallt das 
unter 3. benutzte Prinzip dahin, daB eine in unsern metrischen Raum ein
gebettete Mannigfaltigkeit R.,. von geringerer Dimensionszahl wiederum ein 
metrischer Raum ist; denn die durch Einsetzen erhaltene quadratische 
Grundform von Rm kann stellenweise oder tiberall auf Rm eine ausge
artete Form werden. Die Nicht-Integrabilitat der Streckeniibertragung 
aber zerstort die a. a. O. unter I. definierte Volummessung, da das In
tegral (14) nicht eichinvariant ist. Fiir diesen Verlust, der dem Geometer 
schmerzlich genug sein mag, werden wir aber in Kap. IV entschadigt 
werden: an Stelle der MaJilgeometrie tritt die Feldphysik, an Stelle des 
Volumens die Integralinvariante der »WirkungsgroJile«. 

Tensorkalkul. Zum Begriffe des Tensors gehort es, daB seine Kom
ponenten nur vom Koordinatensystem, nicht von der Eichung abhangig 
sind. In tibertragenem und erweitertem Sinne wollen wir aber von einem 
Tensor auch dann sprechen, wenn eine von Koordinatensystem und Eichung 
abhangige Linearform vorliegt, die sich beim Ubergang von einem zum 
andern Koordinatensystem in der alten Weise transformiert, bei Abande
rung der Eichung aber den Faktor ).,e annimmt (A = Eichverhaltnis); wir 
sagen dann, er sei vom Gewichte e. So sind die gik die Komponenten 
eines symmetrischen kovarianten Tensors 2. Stufe vom Gewichte I. Wo 
von Tensoren ohne naheren Zusatz die Rede ist, versteht es sich von 
selbst, daJil diejenigen vom Gewichte 0 gemeint sind. Die in der Tensor
analysis besprochenen Beziehungen sind von Eichung und Koordinaten
system unabhangige Relationen zwischen Tensoren und Tensordichten 
in diesem eigentlichen Sinne. Den erweiterten Tensorbegriff wie auch den 
analogen der Tensordichte vom Gewichte e sehen wir nur als einen 
Hilfsbegriff an, den wir lediglich urn seiner rechnerischen Bequemlich
keit willen einfiihren. Diese Bequemlichkeit aber beruht darauf, daJil 
I) erst in diesem erweiterten Reich das »Jonglieren mit Inaizes« moglich 
ist: durch Herabziehen eines kontravarianten Index an den Komponenten 
eines Tensors vom Gewichte e entstehen die hinsichtlich dieses Index kovari
anten Komponenten eines Tensors vom Gewichte e + I; und umgekehrt. 
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2) Es bedeute g die Determinante der gik, noeh mit dem V orzeiehen + 
oder - versehen, je nachdem die Anzahl q der negativen Dimensionen gerade 

oder ungerade ist, und vi die positive Wurzel aus dieser positiven Zahl g: 

dann mtsteht aus jedem Tensor durch Multiplikation mit vi eine Tensor

dic/zte, deren Gewicht um ~ hoher ist; aus einem Tensor vom Gewichte - : 
insbesondere eine Tensordichte im eigentlichen Sinne. Der Beweis be-

ruht auf der sofort einieuchtenden Tatsaehe, daB Yi seIber eine skalare 

Dichte vom Gewichte ~- ist. Die Multiplikation mit Vi deuten wir stets 
dadurch an, daB wir den zur Bezeichnung einer GroBe verwendeten la
teinischen Buchstaben in den entsprechenden deutschen verwandeln. -
Da in der Riemannschen Geometrie durch Normaleichung die quadratische 
Fundamentalform Q vollstandig bestimmt ist (von dem willkiirlichen kon
stanten Faktor braucht nicht weiter die Rede zu sein), fallt hier der 
Unterschied des Gewichts von Tensoren hinweg; da sich dann jede GroBe, 
die durch einen Tensor darstellbar ist, auch durch diejenige Tensordiehte 

reprasentieren laBt, die aus ihm durch Muitiplikation mit Yi entspringt, 
verwischt sich dort der Unterschied zwischen Tensoren und Tensor
dichten (ebenso wie der zwischen kovariant und kontravariant). Daher ist 
es verstandlich, wenn lange Zeit das Eigenrecht der Tensordichten neben 
den Tensoren nicht zur Geltung gekommen ist. 

§ lB. Beispiele zur Tensorrechnung. Kiirzeste Linien im 
Riemannschen Raum. 

Der Tensorrechnung bedienen wir nns in der Geometrie hauptsachlich 
zum intertzen Gebranch, d. h. zur Herstellung von Feldern, die invariant 
aus der Metrik selber entspringen. Dafiir ein paar Beispiele, die spater 
von groBer Wichtigkeit werden! Aus dem Kriimmungstensor erhalt man 
durch Verjiingung zunachst 

Die zugehOrige Form ~j,.k(d x)'"k gibt an, wie sich das Volumen V eines 
Parellelepipeds in P beim Herumfahren urn das Flachenelement mit den 
Komponenten (d x)ik andert: 

dV= 

(Unter Volumen ist hier die Determinante der Komponenten der 11 Vek
toren zu verstehen, welche das Parallelepiped aufspannen.) 1m metrisehen 

Raum ist naeh S. 126, wie sich iibrigens von selbst versteht, jik = !l fik, 
2 

im Riemannschen jlk = o. Eine andere Art der Verjiingung liefert den 
Tensor 2. Stufe 
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Durch abermalige Verjiingung erhalt man in 

F= gikFik 

einen Skalar vom Eichgewichte - I. In einem Gebiet, in welchem 
F =1= 0, etwa F> 0 ist, kann man daher durch die Gleichung F = const. 
eine Langeneinheit festsetzen: man miBt die Strecken in P mit Hilfe des 
.Kriimmungsradius« der Mannigfaltigkeit in P. Das ist merkwiirdig, da 
es in einem gewissen Gegensatz steht zu der urspriinglichen Auffassung 
der Langeniibertragung im allgemeinen metrischen Raum, nach welcher 
ein direkter Fernvergleich von Langen nicht maglich sein soIl; man be
achte aber, daB das hier erwahnte LangenmaB abhangig ist von den 
Kriimmungsverhaltnissen der Mannigfaltigkeit. (1m Grunde ist die Existenz 
einer solchen ausgezeichneten einheitlichen Eichung ebensowenig ver
wunderlich wie die Maglichkeit, in einem Riemannschen Raum gewisse 
auf Grund der Metrik ausgezeichnete Koordinatensysteme einzufiihren.) 
Das mit dieser Langeneinheit gemessene • Volumen« wird durch das in
variante Integral 

(58) Jy g. F"dx 
dargestellt. 

1m vierdimensionalen Raum ist die aus der Streckenkriimmung jik 
entspringende lineare Tensordichte 

fik = -Vi.!'k 
yom Gewichte 0 und daher 
(59) ! = f.fik Vk 

die einfachste skalare Dichte im eigentlichen Sinne, die sich aus seinem 
metrischen Felde bilden laBt, J!dx die einfachste Integralinvariante. Aus 
fik kanne'll wir noch durch Divergenzbildung die Stromstarke (Vektordichte\ 

erzeugen. 

Wk . 

OXk =1' 

Im Riemannschen Raum treten, wenn wir die Normaleichung verwenden 
(fIJi = 0), die gik als die einzigen Fundamentalgro1len auf. lndem wir hier die 
Christoffelschen Dreiindizes-Symbole verwenden, notieren wir fiir splitere Rechnungen 
die folgenden Formeln 

(60) ~_OJ,t~_{ir} =0, 
yg oXi r 

(60') 
I (ilYi·gik) _{rs} 

Yi il x k + i grs = 0 , 

(60") 
Yi 

3(Vi'gik) +{Ir} k+{lr} . {lr} .,_ ~ . gr erTl _ a'ln; = o. 
U Xl t k" r" 

Sie gelten, weil Yi eine skalare, Yi· gik eine Tensordichte ist und daher nach den 
Regeln der Tensordichten-Analysis die mit l/i multiplizierten linken Seiten dieser 
Gleichungen ebenfalls Tensordichten sind. Benutzen wir aber ein illl Punkte P geo-

dlitisches Koordinatensystem (0::: = 0), SO wird alles zu Null; folglich gel ten die 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. s. Aufl. 9 
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Gleichungen wegen ihres invarianten Charakters auch in jedem andern Koordinaten
system. Ferner ist 

(61) 

Denn das totale Differential einer Determinante von It' (unabhangig veranderlichen) 
Elementen gik ist = Gik dgik , wo Gik die zum Element gik gehorige Unterdetermi-

nante bedeutet. - 1st tik (= tk'j irgendein symmetrisches System von Zahlen, so 
ist stets 
(62) 
Denn aus 

folgt 
gij dgik = - gik dgij' 

?lIultipliziert man diese Gleichungen mit t~ (die Bezeichnung ist nicht miLlzuverstehen, da 

tik=gk/til=gkltli = tki) , 

so ergibt sich die Behauptung. Insbesondere kann man statt (61) auch schreiben 

'6') ~ d" II -= -gik g'". g 
Die kovarianten Krummungskomponenten Ra~ik geniigen im Riemannschen Raurn, 

in welch em wir den Buchstaben R statt F verwenden, den Symmetriebedingungen: 

Ra~ki = - Ra~ik' R(Jaik = - Ra(Jik' 

R"~i/.+Raik(J+R"k~i= 0, 

(denn die .Streckenkriimmung c verschwindet). Es ist leicht zu zeigen, daLl aus ihnen 
noch die weitere folgtI7) 

Rika~ = Ra~ik' 
Diese Bedingungen zusammen lehren nach einer Bemerkung auf S. 51, dall> der 
Kriimmungstensor vollstandig charakterisiert werden kann durch die von einem will
kiirlichen Flachenelement (LI xlik abhangige quadratische Form 

fRa(Jik (Llx)a~ (Llx)ik. 

Dividiert man sie durch das Quadrat der GroLle des Flachenelements, so hangt der 
Quotient nur von dem Verhaltnis der (LI x)ik, d. i. der Stellung des Flachenelements 
ab; diese Zahl nennt Riemann die Kriimmung des Raumes an der Stelle P in der 
betreffenden Flachenrichtung. Sie hat eine einfache geometrische Bedeutung. Wir 
betrachten die Drehung, welche der Kompillkorper beim Umfahren des Flachen
elements ..J (1 mit dem Komponenten (..J xJik erleidet, lediglich in der Eoene des lIm

Jalzrenen Elements. D. h. wir fassen die zweidimensionale .Ebene< E des Kornpall>
korpers ins Auge, die aus allen in der Ebene von .d (1 gelegenen Vektoren ); besteht; 
erleidet ein solcher Vektor ); durch Parallelverschiebung urn .d (1 herum die Anderung 
..Jr;, so zerspalten wir dr; in eine zu E gehorige und eine zu Enormale Komponente: 
d t = :di. + dn); und abstrahieren weiter von der letzteren. Der Ubergang );---l>);+.dl; 

ist eine infinitesimale Drehung der Ebene E. Bedeutet d w ihren Drehwinkel, so ist 
die Riemannsche Kriimrnung gleich dem Quotienten aus d w und der Groll>e des 
Flachenelements d (1. - In der Einsteinschen Gravitationstheorie wird der verjiingte 
Tensor 2. Stufe 
(62) 
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der im Riemannschen Raum symmetrisch ist, von Wichtigkeitj seine Komponenten 
lauten 

R . =_~ { i k} __ ~_ { i r } + { i k} {r s } _ { i r} {k S } • 
,k 0 Xy r 0 x k r r s s r 

Nur der zweite Term auf der rechten Seite liiJ],t hier die Symmetrie in bezug auf i 
und k nicht unmittelbar erkennen; er ist aber nach (60) 

r 02 (Igg) =. DXiOXk • 

Der Kriimmungskalar F des allgemeinen metrischen Raumes mit den beiden Funda
mentalformen 

gik (dx)i (dx)k, CPi (dx)i 

drlickt sich durch den Krlimmungskalar R des Riemannschen Raumes mit den Grund-
formen 

gik (dx)i (dx)k , 0 

folgendermaJ],en aus (man muJ], die einfache Rechnung Schritt flir Schritt durchflihren) : 

F= R- (n- 1) 1_ 0 (Vgcp'") _ (tt-I) (n-z) (cp.rpi). 
Vg ox,. 4 ' 

Die allgemeine Tensoranalysis ist bereits in der Euklidischen Geo
metrie von groBem Nutzen, wenn man Rechnungen nicht in einem Car
tesischen oder affinen, sondern in einem krummlinigen Koordinatensystem 
durchzufiihren hat, wie das in der mathematischen Physik haufig der Fall 
ist. Urn diese Verwendung des Tensorkalklils zu illustrieren, wollen wir 
die Grundgleicllungen fiir das elektrostatische .F'eld 1l1ld das Magnetjeld 
statiollarer Strome hier in allgemeillC1l krummlilligen Koordinaten hinschreiben. 

Es seien zunachst Ei die Komponenten der elektrischen Feldstarke 
in einem Cartesischen Koordinatensystem; indem man die von der Wahl 
des Cartes is chen Koordinatensystems XI Xa X3 unabhangige quadratische und 
lineare Differentialform 

ds· = dx~ + dx~ + dx;, bzw. Er dx, + P2dx2 + E3dx3 

auf beliebige krummlinige (wiederum mit Xi bezeichnete) Koordinaten 
transformiert, mogen sie iibergehen in 

ds· = gikdxidxk und Eidxi. 

Dann sind Ei in jedem Koordinatensystem die Komponenten desselben 
kovarianten Vektorfeldes. Aus ihm bilden \Vir eine Vektordichte mit den 
Komponenten 

Das Potential rp transformieren wir als einen Skalar auf die neuen Ko
ordinaten; die Dichte (! der Elektrizitat aber definieren wir durch die 
Festsetzung, daB die in irgendeinem Raumstiick enthaltene elektrische 

Ladung = /~dXldx.dx3 sei: dann ist (! kein Skalar, sondern eine ska

lare Dichte. Die Gesetze lauten: 

9* 
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(65) 

l - ~x;' 
bzw. 

~~i _ • 

~Xi - ~, I E--- ~rp 

und @57 = E; ~k - ~ 07 @5 , 

~Ek ~E; 
-----=0, 
ox; OXk . 

wo @5 = Ei~i, 

sind die Komponenten einer gemischten Tensordichte 2. Stufe, der Span
nung. - Zum Beweise genUgt die Bemerkung, daB diese Gleichungen, 
so wie wir sie hingeschrieben haben, absolut invarianten Charakter be
sitzen, fUr ein Cartesisches Koordinatensystem aber in die frUher auf
gestellten Grundgleichungen Ubergehen. 

Das Magnetfe1d stationarer Strome hatten wir in den Cartesischen 
Koordinatensystemen durch eine invariante schiefsymmetrische Bilinear
form HikdxiOXk charakterisiert. Indem wir sie auf be1iebige krummlinige 
Koordinaten transformieren, erhalten wir in Hik die gegenUber be1iebigen 
Koordinatentransformationen kovarianten Komponenten eines linearen Ten
sorfeldes 2. Stufe, des > Magnetfe1des«. Ahnlich ermitteln wir die Kom
ponenten rpi des Vektorpotentials, als eines kovarianten Vektorfeldes, in 
einem beliebigen krummlinigen Koordinatensystem. AuBerdem flihren wir 
eine lineare Tensordichte 2. Stufe ein durch die Gleichungen 

Sjik = Vi. gia gkfJ Haft. 

Die Gesetze lauten dann 

(66) 

H,k _ orp" _ Orpi 
l - OXi ~Xk' 

bzw. OHkl + 0 Hli + OHik _ 
--- ------ -- - 0, 

OX; OXk OXt . 
~ ~ik 
_'!.'- - 5;' 
OXk - , 

"""-! -N,. ~k,. _~.x'-!""" 
'\::)~ - lY W 2 U z ~, 

5i sind die Komponenten einer Vektordichte, der »e1ektrischen Strom
starke«; die Spannungen @57 haben den gleichen Invarianzcharakter wie 
im elektrischen Felde. - Man spezialisiere diese Formeln z. B. flir den 
Fall der Kugel- und Zylinderkoordinaten; das ist ohne weitere Rech
nungen moglich, sobald man den Ausdruck von ds", des Abstandsquadrats 
zweier Nachbarpunkte, in jenen Koordinaten besitzt, den man durch eine 
einfache infinitesimal-geometrische Betrachtung gewinnt. 

Von groBerer prinzipieller Wichtigkeit ist aber dies, daB wir in (65) 
und (66) die Grundgesetze des stationaren e1ektromagnetischen Feldes 
bereit haben flir den Fall) daB wir aus irgendwelchen GrUnden genotigt 
waren, die Euklidische Geometrie flir den physikalischen Raum aufzugeben 
und durch eine Riemannsche Geometrie mit anderer metrischer Fundamental
form zu ersetzen. Denn auch unter solchen allgemeineren geometrischen 
Verhaltnissen stellen unsere Gleichungen wegen ihrer invarianten Natur 
»objektive«, von jedem Koordinatensystem unabhangige Aussagen Uber 
den gesetzmaBigen Zusammenhang zwischen Ladung, Strom und Feld dar. 
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DaB sie die nattirliche Ubertragung der im Euklidischen Raum gtiltigen 
Gesetze des stationaren elektromagnetischen Feldes sind, dartiber ist kein 
Zweifel moglich; ja, es ist geradezu wunderbar, wie einfach und zwanglos 
diese Ubertragung sich aus dem allgemeinen Tensorkalklil ergibt. Die 
Frage, ob der Raum Euklidisch ist oder nicht, ist vollig irrelevant fUr 
die Gesetze des elektromagnetischen Feldes. Die »Euklidizitat« drtickt 
sich in allgemein-invarianter Form durch Differentialgleichungen 2. Ordnung 
fUr die gill aus (Verschwinden der Krtimmung), in diese Gesetze gehen aber 
nur die gik und deren I. Ableitungen ein. - Eine derartig einfache Uber
tragung ist aber, wohlgemerkt, nur fUr die Nahewirkungsgesetze moglich. 
Die Herleitung der dem Coulombschen und dem Biot-Savartschen ent
sprechenden Femwirkungsgesetze aus diesen Nahewirkungsgesetzen ist eine 
rein mathematische Aufgabe, die im wesentlichen auf Folgendes hinaus
kommt: An die Stelle der gewohnlichen Potentialgleichung LIp = 0 tritt 
in der Riemannschen Geometrie als ihre invariante Verallgemeinerung -
siehe (65) - die Gleichung 

_<l_(Yi.gZ'k~) = 0; 
<lx; <lxk 

d. i. eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Koeffizienten 
aber keine Konstanten mehr sind. Von ihr ist die an einer beliebig vor
gegebenen Stelle unendlich werdende "GrundlOsungc zu ermitteln, welche 

der GrundlOsung ~ der Potentialgleichung entspricht; deren Bestimmung 
r 

ist ein schwieriges mathematisches Problem, das in der Theorie der par
tiellen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung behandelt wird. Die
selbe Aufgabe stellt sich auch schon bei Beschrankung auf den Euklidi
schen Raum ein, wenn man statt der Vorgange im leeren Raum die in 
einem inhomogenen Medium (z. B. in einem Medium mit ortlich verallder
licher Dielektrizitatskonstante) Zll untersuchen hat. - Die Ubertragung der 
elektrornagnetischen Gesetze auf einen metrischen, nicht-Riemannschen 
Raum ist, wie sich zpater zeigen wird, ohne Interesse, weil das metrische 
Feld eines solchen Raumes das elektromagnetische schon mitenthalt. 

Kiirzeste Linie im Riemannschen Raum. 1m metrischen Raum gilt 
fUr zwei Vektoren gi, r;i bei Parallelverschiebung 

d(;ir;i) + (;ir/) dp = 0, 

im Riemannschen fant das zweite Glied weg. Daraus folgt, daB sich 
im Riemannschen Raum die Parallelverschiebung eines kontravarianten 
Vektors ; in den GroBen ;i = gikgk genau so ausdrtickt wie die Parallel
verschiebung eines kovarianten Vektors in seinen Komponenten ;i: 

d;i - e;} dxu {a = 0 oder d;i - [i;] dx"giJ = o. 

Ftir eine Translation gilt demnach 

du! _ .! <lgaiJ u"uiJ = 0 
ds 2 <lX; 

( . dXi k) 
u' = ds' Ui = gik tt ; 



--------------- -------------

134 Das metrische Kontinll1lll1. 

denn es ist - Gl. (19) 

ria] + [ifJ] = OgCli~ 
(J a hi 

und daher flir irgendein symmetrisehes System von Zahlen ta,1: 

(68) ~0.sr':,~ . tar = ria] tal~ = {ia} t~ 
2 0 Xi (3 (J i' 

Da die MaBzahl des Gesehwindigkeitsvektors wahrend der Translation 
ungeandert bleibt, gilt 

dXi dXk . 
gik ---- = Ui u' = konst. 

ds ds 

Setzen wir die metrisehe Fundamentalform der Einfaehheit halber als 
positiv-definit voraus, so kommt jeder Kurve Xi = Xi (s) [a <:::::: s <:::::: bJ eine 
(von der Parameterdarstellung unabhangige) Liinge zu: 

b 

jYQds 
a 

Benutzt man die Bogenlange selbst als Parameter, so wird Q = I. Die 
Gleiehung (69) sagt aus, daB eine Translation ihre Bahnkurve, die geo
datisehe Linie, mit konstanter Gesehwindigkeit durehlauft, daB namlieh 
der Zeitparameter s der Bogenlange proportional ist. Die geodatisehe 
Linie besitzt im Riemannsehen Raum nieht nur die Differentialeigensehaft, 
ihre Riehtung unverandert beizubehalten, sondern aueh die Integraleigen
schaft, dajJ jedes Stiick von ihr kurzeste Verbindungslinie seines Anjangs
und Endpunktes ist. Doeh ist diese Aussage nieht ganz wortlieh zu yer
stehen, sondern in demselben Sinne, wie wir etwa in der Meehanik sagen, 
daB im Gleiehgewieht die potentielle Energie ein Minimum ist, oder von 
einer Funktion f(xy) zweier Variablen sagen, sie habe dort ein Minimum. 
wo ihr Differential 

of of df=-dx+--dy ox oy 
identiseh in dx, dy versehwindet; wahrend es in Wahrheit heiBen muH, 
daB sie dort einen .stationaren« Wert annimmt, der sowohl ein Minimum 
wie ein Maximum wie aueh ein »Sattelwert« sein kann. Die geodatisehe 
Linie ist nieht notwendig eine Kurve klirzester, wohl aber eine Kurve 
stationarer Lange. Auf der Kugeloberflaehe z. B. sind die groBten Kreise 
die geodatisehen Linien; nehmen wir auf einem solchen Kreis zwei Punkte 
A und B an, so ist der klein ere der beiden Bogen A B zwar in der Tat 
klirzeste Verbindungslinie von A und B; aber aueh der andere Bogen 
ist eine geodatisehe Verbindungslinie von A und B, er hat nieht klirzeste, 
sondern stationare Lange. - Wir benutzen diese Gelegenheit, um In 

strenger Form das Prinzip der unendliehkleinen Variation darzulegen. 
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Gegeben sei eine beliebige Kurve in ParameterdarsteIlung 
Xi = X;(s) , (a <:::: s <:::: b) 

die »Ausgangskurve«. Urn sie mit Nachbarkurven zu vergleichen, be
truchten wir ferner eine beliebige einparametrige Kurvenschar 

Xi= x;(s;e) (a <:::: s <:::: b). 

Der Parameter e variiert in einem IntervaIl urn e = 0; Xi(S; e) soIlen 
Funktionen sein, die sich flir e = 0 auf x,.(s) reduzieren. Da aIle Kurven 
der Schar den gleichen Anfangspunkt mit dem gleichen Endpunkt ver
binden soIlen, sind xi(a; e) und xi(b; e) unabhiingig von e. Die Lange 
einer solchen Kurve ist gegeben durch 

6 

L(e) JVQds. 
a 

Wir nehmen noch an, daB s flir die Ausgangskurve die Bogenlange be-

d . Q '., D' R' h k dXi fOO eutet, somlt = lIst .iir e = o. Ie lC tungs omponenten ds ur 

die Ausgangskurve e = ° mogen mit u i bezeichnet werden. Wir setzen 
ferner 

e. (dXi) = gi(S) 0 OXi; 
de '=0 

das sind die Komponenten der »unendlich kleinen« Verschiebung, durch 
welche die Ausgangskurve in die einem unendlich kleinen Wert von e 
entsprechende »variiertec Nachbarkurve iibergeht; sie verschwinden an 
den Enden. 

e. (dL) = oL 
de '=0 

ist die zugehorige Variation der Lange. oL = ° ist die Bedingung da
flir, da3 die Ausgangskurve in der Kurvenschar stationiire Lange besitzt. 
Wenden wir das Zeichen 0 Q im gleichen Sinne an, so ist 

6 0 6 

(70) OL=J2V~dS=~foQdS, 
a a 

da flir die Ausgangskurve Q = list. Es gilt 

dQ = ~ga{J dXidxadx{J + 2 ik dXk d'Xi 
de ~Xi de ds ds g ds deds 

und also (im zweiten Glied werden »Variation« und »Differentiation«, 
d. h. die Differentiationen nach e und s vertauscht) 

o Q =~ga{J ua ufl g" + 2gik uk dgi . 
~Xi ds 

Setzen wir dies in (70) ein und formen das zweite Glied durch eine 
partieIle Integration urn unter Beriicksichtigung des Umsta,ndes, daB die 
gi an den Enden des Integrationsintervalls verschwinden, so kommt 
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b 

oL =J'(~ ~g(t~ uCt uf1 _ dUi) gids. 
2 ~Xi ds 

a 

Die Bedingung oL = ° ist demnach dann und nur dann fUr jede be
liebige Kurvenschar erfUllt, wenn (67) gilt. In der Tat, ware fUr einen 
Wert s = So zwischen a und b einer dieser Ausdrlicke, z. B. der erste 
(i = I) von ° verschieden, etwa > 0, so kann man urn So ein so kleines 
Intervall abgrenzen, daB in ihm jener Ausdruck durchweg > 0 bleibt. 
Wahlt man fUr g" eine nicht-negative Funktion, welche auBerhalb dieses 
Intervalls verschwindet, aIle tibrigen gi aber = 0, so kommt ein Wider
spruch zu der Gleichung 0 L = ° zustande. 

Aus dem Beweise geht noch hervor, daB eine Translation unter allen 
denjenigen Bewegungen, welche wahrend derselben Zeit a <:: s <:: b yom 
selben Anfangspunkt zum selben Endpunkt fUhren, durch die Eigenschaft 

b 

ausgezeichnet ist, dem Integral J Q ds einen stationaren Wert zu erteilen. -
a 

Es wird manchen (trotz redlicher Bemtihungen des Verfassers urn 
anschauliche Klarheit) entsetzt haben, von welcher Sintflut von Formeln 
und Indizes :hier der leitende Gedanke der Infinitesimalgeometrie liber
schwemmt wurde. Es ist gewiB bedauerlich, daB wir uns urn das rein 
Formale so ausfUhrlich bemtihen und ihm einen solchen Platz einraumen 
mtissen; aber es laBt sich nicht vermeiden. Wie jeder Sprache und Schrift 
mtihsam erlernen muE, ehe er sie mit Freiheit zum Ausdruck seiner Ge
danken gebrauchen kann, so ist auch hier der einzige Weg, den Druck 
der Formeln von sich abzuwalzen, der, das Werkzeug der Tensoranalysis 
so in seine Gewalt zu bringen, daB man sich durch das Formale unbe
hindert den wahrhaften Problemen zuwenden kann, die uns beschaftigen: 
Einsicht in das Wesen von Raum, Zeit und Materie zu gewinnen, sofern 
sie am Aufbau der objektiven Wirklichkeit beteiligt sind. Ftir den, der 
auf solche Ziele aus ist, mtiBte es eigentlich heiBen: das Mathematische 
versteht sich immer von selbst. Bevor .wir nun, nach langwierigen V or
bereitungen und been deter Ausrlistung, die Fahrt antreten ins Land der 
physikalischen Erkenntnis, auf den Wegen, die das Genie Einsteins uns 
gewiesen hat, wollen wir noch zu einer vertieften Auffassung der Raum
metrik vorzudringen suchen. Es handelt sich darum, die innere Notwen
digkeit und Einzigartigkeit der metrischen Struktur, wie ·sie im Pytha
goreischen Gesetz zum Ausdruck kommt, zu begreifen. 

§ I9. Gruppentheoretische Auffassun~ der Raummetrik. 

Wahrend die Natur des affinen Zusammenhangs uns keine Riitsel mehr 
aufgibt -- die an den Begriff der Parallelverschiebung gestellte Forderung 
auf S. 113, welche sie als eine Art ungeiinderter Verpflanzung charakterisiert, 
bestimmt diese Natur vollig eindeutig -, haben wir hinsichtlich der 
Metrik noch keinen Standpunkt tiber der Erfahrung gewonnen. DaB sie 
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gerade durch eine quadratische Differentialform beschrieben wird, war als 
Tatsache hingenommen, aber nicht verstanden. Schon Riemann wies 
darauf hin, daB als metrische Fundamentalform, zunachst mit demselben 
Recht, eine homogene Funktion 4. Ordnung der Differentiale oder auch 
irgendeine anders gebaute Funktion erwartet werden konnte, die nicht 
einmal rational von den Differentialen abzuhangen brauchte. Aber selbst 
da diirfen wir noch nicht Halt machen. Das, was urspriinglich und all
gemein die Metrik in einem Punkte P bestimmt, ist die Grujje der 
Drehungen; die metrische Beschaffenheit der Mannigfaltigkeit im Punkte P 
ist bekannt, wenn man weiB, welche unter den linearen Abbildungen des 
Vektorkorpers (d. i. der Gesamtheit aller Vektoren) iill Punkte P auf sich 
selbst kongruente Abbildungen sind. Es gibt so viele verschiedene Arten 
von MaBbestimmungen, als es wesentlich verschiedene Gruppen linearer 
Transformationen gibt (wobei wesentlich verschieden solche Gruppen 
sind, die sich nicht bloB durch die Wahl des Koordinatensystems von
einander unterscheiden). Fiir die bisher allein untersuchte Pythagoreische 
Metrik besteht die Gruppe der Drehungen aus allen linearen Transfor
mationen, welche die quadratische Fundamentalform in sich iiberfiihren. 
Aber an sich brauchte die Drehungsgruppe iiberhaupt keine Invariante 
(d. i. eine, von ~inem einzigen willkiirlichen Vektor abhangige Funktion, 
die bei allen Drehungen ungeandert bleibt) zU besitzen. 

Ubedegen wir uns, welche Forderungen wir natiirlicherweise an den 
Begriff der Drehung zu stellen haben! In einem einzelnen Punkte konnen, 
solange die Mannigfaltigkeit noch keine MaBbestimmung tragt, nur die 
n-dimensionalen Parallelepipede ihrer GroBe nach miteinander verglichen 
werden. Sind ai(i = I, 2, ... , n) beliebige Vektoren, die sich aus den 
zugrunde gelegten Einheitsvektoren ei nach den Gleichungen 

ai = a;ek 
bestimmen, so ist die Determinante der a7, welche nach GraBmann zweck
maBig mit 

[01 02 ••• an] 
reI e2 ... en] 

bezeichnet wird, definitionsgemaB das V olumen des von den n Vektoren ai 
aufgespannten Parallelepipeds. Bei Wahl eines andern Systems von Ein
heitsvektoren ei multiplizieren sich aIle V olumina mit einem gemeinsame n 
konstanten Faktor, wie aus dem »Multiplikationssatz der Determinanten« 

[0 1 02 '" an] [0,02 '" an] [c,C2 '" C,,] 
[e~~.-:e,J = [e, e2 ••• e~r [el C2 ••• en] 

hervorgeht; die V olumina sind also nach Wahl einer MaBeinheit eindeutig 
und unabhangig yom Koordinatensystem bestimmt. Eine Drehung mujJ 
offenbar, da sie den Vektorkorjer .nicht veriimlernc soli, eine volumtreue 
Abbildung sein. Die Drehung, durch welche der Vektor ~ = (gil all
gemein iibergeht in ~ = (ti), werde dargestellt durch die Gleichungen 

Cj = a; ek oder gi = a~gk. 
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Die Determinante der Drehungsmatrix (a~) wird dann gleich I ausfallen. -
Betrifft diese Forderung die einzelne Drehung, so haben wir von ihrer 
Gesamtheit zu verlangen, daB sie eine Gruppe bilden. Es handelt sich 
dabei urn eine kontinuierliche Gruppe, d. h. die Drehungen sind die Ele
mente einer mehrdimensionalen stetigen Mannigfaltigkeit. 

Gehen wir in der Darstellung einer linearen Vektorabbildung durch 
ihre Matrix A = (a~) von einem Koordinatensystem (ei) zu einem andern (ei) 
tiber vermoge der Gleichungen 

so verwandelt sich' A in VAV-1 (V-1 bedeutet die Inverse zu V, VV-I 
und V-I V sind gleich der Identitat E). In eine gegebene Matrixgrtippe @ 

kann also jede soIche Gruppe durch geeignete Abanderung des Koordinaten
systems tibergefUhrt werden, weIche aus @ dadurch entsteht, daB man auf 
jede Matrix G von @ die Operation VGV-I anwendet (mit demselben V 
fUr aIle G); von einer derartigen Gruppe V@V-I wollen wir sagen, sie 
sei von der gleichen Art wie @, oder sie unterscheide sich von @ nur 
durch ihre Orientierung. 1st @ die Gruppe der Drehungsmatrizen in P 
und V@V-I identisch mit @ (keineswegs braucht dabei jedes einzelne G 
durch die Operation VGU-I wieder in G tiberzugehen, sondern es ist 
nur gefordert, daB mit G immer auch VGV-I zu @ gehort), so drtickt 
sich die Metrik in zwei Koordinatensystemen (7 I), die durch V ausein
ander hervorgehen, in der gleichen Weise aus; V ist eine Abbildung des 
Vektorkorpers auf sich se1bst, weIche aIle metrischen Beziehungen unge
andert laBt. Das ist der Begriff der iihnlichen Abbildung. @ ist in der 
Gruppe @* der ahnlichen Abbildungen als \Untergruppe enthalten. 

Von der Metrik im einzelnen Punkte kommen wir jetzt zum »metrischen 
Zusammenhangc. Der metrische Zusammenhang des Punktes Po mit seiner 
unmittelbaren Umgebung ist bekannt, wenn man weiB, wann eine lineare 
Abbildung des Vektorkorpers in Po = (xf) auf den Vektorkorper in irgend
einem unendlich benachbarten Punkte P = (x7 + d Xi) eine kongruente 
Verpj!anzung ist. Wird die Gruppeneigenschaft auch auf den metrischen 
Zusammenhang ausgedehnt, so liegen in ihr die folgenden Forderungen: 

I) Ftir die kongruenten Verpflanzungen von Po nach einem bestimmten 
zu Po unendlich benachbarten Punkte P: aIle diese Verpflanzungen A ent
stehen aus einer von ihnen, Ao , indem wir dem Ao eine beliebige Dre
hung Go in Po voraufgehen lassen: A = Ao Go, wo Go die Drehungs
gruppe @o in Po durchlliuft. Betrachten wir ferner den zum Zentrum Po 
gehorigen Vektorkorper in zwei zueinander kongruenten Lagen, so werden 
diese durch dieselbe kongruente Verpflanzung Ao in zwei kongruente 
Lagen in P tibergehen; daher ist die Drehungsgruppe @ in P gleich 
Ao@oAo -I. - Aus dem metrischen Zusammenhang ergibt sich also, 
daB die Drehungsgruppe in P sich von der in Po nur durch die Orien
tierung unterscheidet. Und wenn wir stetig vom Punkte Po zu irgend
einem Punkte der Mannigfaltigkeit tibergehen, so erkennen wir daraus 
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we iter , daB die DrehungsgTUppen in allen Punkten der Mannigfaltigkeit 
von der gleichen Art sind; in dieser Hinsicht herrscht also Homogenitat. 

2) Flir den metrischen Zusammenhang von Po mit allen Punkten seiner 
unmittelbaren Umgebung: nimmt man hintereinander eine infinitesimale 
kongruente Verpflanzung des Vektorkorpers durch die Verschiebung dXi vor 
[d. h. vom Punkte Po = (xY) nach der Stelle P = (xi + dXi)] und eine 
zweite solche Verpflanzung durch die Verschiebung OXi, so muB eine 
durch die resultierende Verschiebung dXi + OXi bewirkte infinitesimale 
kongruente Verpflanzung zustande kommen. - Eine kongruente Verpflan
zung ist infinitesimal, wenn die Anderungen d gi der Komponenten gi eines 
beliebigen Vektors von der gleichen GroBenordnung unendlich klein sind 
wie die Komponenten dXi der vorgenommenen Verschiebung des Zentrums. 
1st also 

I ;:; < ~~I\i;:k 
{:,"= C''':' kIS 

k 

eine beliebige infinitesimale kongruente Verpflanzung in Richtung der 
ersten Koordinatenachse, nach dem Punkte (x~ + 13, x~, ... J x~), und 

haben 1\~2' ... , 1\~1t eine analoge Bedeutung flir die zweite bis nte Ko
ordinatenachse (13 ist eine infinitesimale Konstante), so liefert die Formel 

(72) dgi = I I\~rgk (dxr 
kr 

ein >System infinitesimaler kongruenter Verpflanzungen« nach den samt
lichen Punkten der Umgebung von z;,. 

Endlich erinnere ich daran, daB nach § 12 zu jedem Koordinaten
system ein moglicher Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung ge
hort, ein mogliches System von Parallelverschiebungen des Vektorkorpers 
in Po nach allen zu Po unendlich benachbarten Punkten. 

Was wir bisher ausgeflihrt haben, war eine bloBe Begriffsanalyse, Ex
plikation dessen, was in den Begriffen lI:fetrik, 17letrischer Zusam11lcnhallg 
und Parallelverschiebll1Zg als solchen liegt I8). 1ch komme jetzt zum »syn
thetischenc Teil im Kantischen Sinne. Unter den verschiedenen Arten 
metrischer Raume wollen wir durch innere einfache Eigenschaften die 
eine kennzeichnen, zu welcher nach Pythagoras-Riemann der wirkliche 
Raum gehort. Die mit dem art sich nicht verandernde Art der Drehungs
gruppe charakterisiert das metrische Wesen des Raumes. Durch das Wesen 
des Raumes nicht bestimmt ist aber der metrische Zusammenhang von Punkt 
zu Punkt *) und damit die gegenseitige Orientierung der Drehungsgruppen in 
den verschiedenen Punk ten der Mannigfaltigkeit. Dieser ist vielmehr abhangig 
von der materiellen Erflillung, an sich also frei und beliebiger virtueller Ver
anderungen fahig. U nsere erste Forderung lautet geradezu (Postulat der Freiheit) : 

I. Das Wesen des Raullles liijJt jeden llloglichen llletrischen ZUSallllllC1l- . 
hang zu; in dem Sinne, daB bei gegebener Drehungsgruppe in Po immer 
noch ein solcher metrischer Zusammenhang von Po mit den Punkten P 

*) Obschon auch er, wie sich hernach zeigen wird, liberal! von der gleichen Art ist. 
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seiner Umgebung moglich ist, bei ~elchem die Formel (72) ein System 
kongruenter Verpfianzungen nach diesen Nachbarpunkten darstellt bei be
lie big vorgegebenen Zahlen A~r. 

Die zweite, tiber die blo.Be Begriffsanalyse hinausgehende Forderung, 
welche wir aufstellen, betrifft die Beziehung, welche zwischen kongruenter 
Verpfianzung und Parallelverschiebung besteht; sie ist identisch mit jenem 
Sachverhalt, den wir oben als Fundamentalsatz der Infinitesimalgeometrie 
ausgesprochen hatten, und besagt: Welche quantitative Bestimmtheit auch 
der nach I. an sich freie metrische Zusammenhang haben mag - wenn 
er einmal fixiert ist, gibt es zmter den moglichen Systemen von Parallel
verschiebu1zge1l ein einziges, welches zugleich eitl System kongrue1lter Verpjla1l
Zltnge1l ist. Unter den infinitesimalen kongruenten Verpfianzungen des 
Vektorkorpers in Po nach einem beliebigen Nachbarpunkte P ist also eine 
ausgezeichnet, die Translation, welche mit der Identitat zusammenfallt, 
wenn P = r;, ist. Wir drticken diese Forderung auch kurz so aus: 

II. Der metrische Zusammenhang bestimmt eindeutig den affinen. 
Unsere Forderungen enthalten gewisse invariante, yom Koordinaten

system unabhangige Aussagen tiber das System der infinitesimalen Dre
hungen im Punkte Po. Zu beweisen ist, da.B, aus ihnen die Existenz einer 
nichtausgearteten quadratischen Form folgt, welche bei den infinitesimalen 
Drehungen ungeandert bleibt. Tatsachlich ist es mir gelungen, den Be
weis fUr diesen gruppentheoretischen Satz zu erbringen; ich erblicke in 
seiner Gtiltigkeit eine Bestatigung der hier vertretenen Gedankeneinstellung 
zum Raumproblem durch die Logik. Die Wiedergabe des sehr kompli
zierten Beweises wtirde uns aber hier viel zu weit fUhren I9). 

Ich mache lieber zum Schlu.B noch auf zwei Punkte aufmerksam. 
Erstens: es steht mit dem Axiom I, wie wir sahen, keineswegs im Wider
spruch, da.B nach II nicht nur die Metrik, sondern auch der metrische 
Zusammenhang an' jeder Stelle von der gleichen Art ist - namlich von 
der einfachsten, die tiberhaupt denkmoglich ist: zu jedem Punkt gibt es 
ein geodatisches Koordinatensystem derart, da.B der Transport aller Vek
toren daselbst mit ungeanderten Komponenten an eine Nachbarstelle stets 
eine kongruente Verpfianzung ist. Zweitens: trifft un sere Analyse das Rich
tige, so wird der ausgezeichnete; Charakter der Pythagoreischen Metrik 
erst dadurch verstandlich, da.B wir uns die Orientierung, die quantitative 
Bestimmtheit und Zusammenkntipfung der Metriken in den verschiedenen 
Punkten als frei verii1lderlich denken und nicht von vornherein jene be
sondere Verkntipfung als starr gegeben annehmen, welche fUr die Eukli
dische Ferngeometrie charakteristisch ist. »Naturc und »Orientierung« 
trennen sich dabei so, da.B die (pi und die giN frei veranderlich sind unter 
der einen Einschrankung, da.B die quadratische Form mit den Koeffi
zienten giN nicht-ausgeartet ist und den durch die Natur des Raumes vor
geschriebenen Tragheitsindex besitzt. 

Die im II. Kap. angestellten Untersuchungen tiber den Raum schein en 
mir ein gutes Beispiel fUr die von der phanomenologischen Philosophie 
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(Husserl) angestrebte Wesensanalyse zu sein; ein Beispiel, das typisch ist 
fUr solche FaIle, wo es sich urn nicht-immanente Wesen handelt. Wir sehen 
da an der historischen Entwicklung des Raumproblems, wie schwer es uns 
in der Wirklichkeit befangenen Menschen wird, das Entscheidende zu 
treffen. Eine lange mathematische Entwicklung, die groBe Entfaltung der 
geometrischen Studien von Euklid bis Riemann, die physikalische Durch
dringung der Natur und ihrer Gesetze seit Galilei mit all ihren immer 
erneuerten AnstOJ3en aus der Empirie, endlich das Genie einzelner groJ3er 
Geister - Newton, GauJ3, Riemann, Einstein - war erforderlich, urn 
uns von den auJ3erlichen, zufalligen, nicht wesenhaften Merkmalen loszu
reiBen, an denen wir sonst hlingen geblieben waren. Freilich: ist einmal 
der wahre Standpunkt gewonnen, so geht der Vernunft ein Licht auf, 
und sie erkennt und anerkennt das ihr aus-sich-selbst-Verstandliche; den
noch hatte sie (wenn sil) natiirlich auch in der ganzen Entwicklung des 
Problems immer ,.dabei ware) nicht die Kraft, es mit einem Schlage zu 
durchschauen. Das muJ3 der Ungeduld der Philosophen entgegengehalten 
werden, die da glauben, auf Grund eines einzigen Aktes exemplarischer 
Vergegenwartigung das Wesen adaquat beschreiben zu konnen; sie haben 
prinzipiell recht, menschlich aber so unrecht. Das Beispiel des Raumes 
ist zugleich sehr lehrreich fUr diejenige Frage der Phanomenologie, die 
mir die eigentlich entscheidende zu sein scheint: inwieweit die Abgrenzung 
der dem BewuJ3tsein aufgehenden Wesenheiten eine dem Reich des Ge
gebenen selbst eigentiimliche Struktur zum Ausdruck bringt und inwieweit 
an ihr bloJ3e Konvention beteiligt ist. 

III. Kapitel 

Relativitat von Raum und Zeit. 

§ 20. Das Galileische Relativitiitsprinzip. 

Schon in der Einleitung ist besprochen worden, in welcher Weise 
wir mittels einer Uhr die Zeit messen und nach Wahl eines beliebigen 
Anfangspunktes in der Zeit und einer Zeiteinheit jeden Zeitpunkt durch 
eine Zahl t charakterisieren konnen. Aber in der Verbindung von Ralt11t 
und Zeit liegen neue schwierige Probleme, welche den Gegenstand der 
Relativitatstheorie bilden; ihre Losung; eine der groJ3ten Taten der mensch
lichen Geistesgeschichte, kniipft sich vor allem an die Namen Kopernikus 
und Einstein I). 

Fiir die Zeit konnen willkiirlich angenommen werden: der Anfangs
punkt der Zeitrechnung und die Zeiteinheit. Andert man den einen oder 
die andere ab, so andert sich die Zeitkoordinate t eines beliebigen Zeit
punktes nach der Transformationsformel 

(I) t = t' + a; bzw. t = at' (a und a Konstante, a> 0). 
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Vom RaulIl setzen wir in dies em Kapitel wieder voraus, daB er ein Enkli
discher sei. Dann konnen im Raum willktirlich angenommen werden: 
der Anfangspunkt, die Streckeneinheit und die Orientierung des Carte
sis chen Koordinatensystems. Bei Abanderung je eines dieser Dinge er
leiden die Raumkoordinaten XI X. X3 eines beliebigen Raumpunktes die 
Transformation 
(I) Xi = X;· + ai; bzw. Xi = IX;', 

bzw. eme lineare homogene Transformation 

(I) Xi=~aikX/', 
k 

welche die quadratische Form x~ + x~ + x; invariant laBt (ai, (lik, I' sind 
Konstante, r> 0). Macht man sich tiber die Verbindung von Raum und 
Zeit keine Gedanken, behandelt den Raum flir sich und die Zeit flir sieh, 
so besteht also das Koordinatensystem, dessen man bedarf, urn beliebige 
Ereignisse nach Raum und Zeit zahlenmaBig zu lokalisieren, urn ihre Stelle 
in Raum und Zeit durch Zahlangaben fixieren zu konnen, aus den oben 
aufgezahlten Elementen. Je zwei derartige Koordinatensysteme sind aber 
gleichberechtigt, durch keine inneren Eigenschaften unterschieden. Infolge
dessen sind die Naturgesetze in ihrer mathematischen Formulierung, in 
welcher die Raum- und Zeitkoordinaten als unabhangige Variable anf
treten, invariant gegentiber den angeflihrten Transformationen und allen, 
welche sich aus ihnen zusammensetzen; diese Transformationen bilden 
das, was wir die elementare Gruppe in Raum und Zeit nennen wollen. 

Urn der Moglichkeit der graphischen Darstellung willen unterdrticken 
wir eine Raumkoordinate; wir beschranken uns also auf die Vorgange, 
die sich in einer Ebene abspielen. Ein bestimmtes Koordinatensystem 
XI X., t in Raum und Zeit sei gewahlt. Wir verfertigen nns ein gra
phisches Bild, indem wir in einem Bildraum mit einem rechtwinkligen 
Achsenkreuz die Raum-Zeit-Stelle oder, wie wir kurz sagen wollen, die 
Weltstelle, welche durch die folgende Beschreibung gegeben ist 

,Ort: der Raumpunkt mit den Koordinaten X, X 2 , Zeit: t< 

durch den Punkt mit den Koordinaten X, x. t im Bildraum zur Darstellnng 
bringen. Die Zeitachse sei etwa vertikal gewahlt. Von allen sich bewegenden 
Massenpunkten konnen wir dann in diesem Bilde den .graphischen Fabr
plan« konstruieren; die Bewegung eines jeden wird dargestellt durch eine 
• Weltlinie«, deren Richtung bestandig eine positive Komponente in Rich
tung der t-Achse besitzt. Die Weltlinien ruhender Massenpunkte sind 
Gerade parallel zur t-Achse; die Weltlinie eines in gleichformiger Trans
lation begriffenen Massenpunktes ist eine Gerade. In einem Schnitt t = 
konst. kann die Lage aller Massenpunkte im gleichen Moment t abgelesen 
werden. Zwei Korper treffen sich, wenn ihre Weltlinien sich schneiden. 
Gleichzeitige Ereignisse geschehen in Weltpunkten, die in einer und der
selben Horizontalebene gelegen sind. Die Koordinaten x', x'" t' jeder 
Welt stelle in einem and ern gleichberecbtigten Koordinatensystem in Raum 
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und Zeit stimmen iiberein mit den Koordinaten des Bildpunktes in bezug 
auf ein affines Koordinatenkreuz im Bildraum, das dadureh aus dem ur
spriinglichen entsteht, daB man I) den Anfangspunkt andert, 2) das Car
tesisehe Aehsenkreuz in der Horizontalebene dureh ein anderes ersetzt 
und 3) den MaBstab auf der Zeitaehse andert, ohne jedoeh ihre Riehtung 
zu modifizieren. Der Bildraum liefert also offenbar ein affintreues Abbild 
der Welt, gibt aber ihre metrisehe Struktur nieht riehtig wieder; als gleieh
berechtigt treten nieht aile Cartesisehen Koordinatensysteme im Bildraum 
auf, sondern alle so1chen affinen, we1che durch die eben gesehilderten Ab
anderungen auseinander hervorgehen. 

Hat man an diesem graphisehen Bilde einmal gelernt, nieht :tim 
Raum« und nieht "in der Zeit c , sondern "in der Welte, in Raum-Zeit 
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Fig. 8. 

zu denken, so wird man bald gewahr, daB die von uns vollzogene Ver
sehmelzung von Raum und Zeit an einer Voraussetzung prinzipieller Art 
hiingt: wir haben angenommen, daB es einen objektiven, in der Struktur , 
der Welt begriindeten Sinn hat, von zwei Ereignissen zu sagen, daB sie 
an derselben Raumstelle gesehehen (wenn auch zu versehiedenen Zeiten) 
oder daB sie zur gleiehen Zeit geschehen (wenn aueh an versehiedenen 
Orten). Jedes raum-zeitlieh streng lokalisierte Ereignis, wie etwa das Auf
blitzen eines sofort wieder verlosehenden Fiinkehens, gesehieht in einem 
bestimmten Raum-Zeitpunkt oder Weltpunkt: hier-jetzt. Nur das Zu
sammenfallen, bzw. das unmitte1bare Benaehbartsein zweier Ereignisse in 
Raum-Zeit hat einen unmittelbar evidenten Sinn, nieht aber das zeitliehe 
Zusammenfallen zweier Ereignisse an verschiedenen Orten noch das ort
liehe Zusammenfallen zweier Ereignisse zu versehiedenen Zeiten. Durch 
eine Uhr werden unmittelbar nur die zeitliehen Verhaltnisse so1cher Er
eignisse festgelegt, die jeweils gerade dort geschehen, wo sich die Uhr 
befindet; nur mit Hilfe der Idee der absoluten Gleichzeitigkeit kann ieh 
diese Zeit auf die ganze Welt ausdehnen. Die Raumkoordinaten von Er
eignissen konnen wir festlegen in bezug auf ein bestiindig vorhandenes reeht~ 
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winkliges Achsenkreuz, die Ecke eines Gebaudes z. B. Aber die Wahl 
dieses Achsenkreuzes in einem Moment bestimmt das Achsenkreuz flir 
aIle folgenden Zeiten nur dann, wenn es einen objektiven Sinn hat, von 
ihm zu verlangen, daB es ruhe. Die erwahnte Annahme, durch welche 
der Welt eine Struktur beigelegt wird, die in unserm Abbild durch die 
Schar der parallel en Horizontalebenen und die Schar der vertikalen Ge
raden dargestellt wird - man konnte sie als eine Schichtung verbunden 
mit einer quer dazu verlaufenden Faserung beschreiben -, bezeichnen wir 
als die Annahme der absoluten Zeit 'und des absoluten Raumes. Ihr 
gegentiber kann man sich auf drei verschiedene Standpunkte stellen. 

Der erste Standpunkt ist der, den die meisten Menschen einnehmen: 
man bemerkt tiberhaupt nicht, daB eine besondere, nicht selbstverstand
liche Hypothese vorliegt. Der zweite Standpunkt ist derjenige, auf dem 
Newton in seiner Mechanik steht: das Vorhandensein jener Struktur gilt 
flir a priori gewiB; es entsteht aber die Aufgabe, praktisch anwendbare 
Kriterien flir die Gleichzeitigkeit und die Gleichortigkeit von Ereignissen 
zu find en. Newton halt am absoluten Raum fest, obwohl sich nach den 
Gesetzen seiner Mechanik herausstellte, daB diese Aufgabe unlOsbar ist, 
daB es kein mechanisches Kriterium geben kann, vermoge des sen sich 
Ruhe von gleichformiger Translation unterscheiden lieBe. Drittens aber 
kann man ohne Voreingenommenheit prtifen, ob und wie weit sich in den 
Erscheinungen eine Weltstruktur bekundet, die Raum und Zeit vonein
ander zu trennen gestattet; so wollen wir hier vorgehen. 

Kein Zweifel: def Glaube an die objektive Gleichzedigkezl beruht ur
sprtinglich darauf, daB jedermann mit voller Selbstverstandlichkeit die 
Dinge, die er sieht, in den Zeitpunkt ihrer Wahrnehmung setzt. So dehne 
ich meine Zeit tiber die ganze Welt aus, die in meinen Gesichtskreis rtickt. 
Wenn nun auch dieser naiven Ansicht durch die Entdeckung der end
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes der Boden entzogen ist, 
so gibt es doch wohl noch immer einige Grtinde daflir, an der objek
tiven Gleichzeitigkeit festzuhalten. Die durch einen Weltpunkt 0 laufende 
Horizontalebene in unserer graphischen Darstellung scheidet die Zukunft 
und die Vergangenheit von 0 aus; was heiSt das? SchieBe ich von 0 
aus in allen Richtungen, mit allen moglichen Geschwindigkeiten Kugeln 
ab, so erreichen sie aIle Weltpunkte, die spater als 0 sind; in die Ver
gangenheit aber kann ich nicht schieBen. Ebenso ist ein in 0 statt
findendes Ereignis nur auf das, was in spateren Weltpunkten geschieht, 
von EinfiuB, wahrend an der Vergangenheit .nichts mehr geandert werden 
kann«. Aus dieser Beschreibung geht die objektive Bedeutung jener Hori
zontalebene flir den Wirkungszusammenhang der Welt hervor. Eine 
rhomentane ZeitUbertragung zwischen zwei Orten A und B ist z. B. da
durch moglich, daB man einer von A nach B reichenden starren Stange 
in A oder B einen Ruck erteilt. Eine andere Methode der Zeittibermittlung 
ist die: ich schicke jemanden mit einer Taschenuhr von A nach B. Sie 
fiihrt zu einem eindeutigen Resultat, wenn sie yom Wege unabhiingig ist; 
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d. h. wenn zwei Leute mit zwei richtig und gleich gehenden Taschenuhren, 
die sie bei ihrem Zusammensein im WeltpunkteA verglichen haben, bei einem 
spateren Zusammentreffen im Weltpunkt B find en , daB ihre Uhrzeiten 
noch immer iibereinstimmen. Die Erfahrungen des taglichen Lebens und 
der messenden Physik bestatigen mit erheblicher Genauigkeit, daB sich 
dem so verhalt. So wollen wir denn zunachst an der These der objek
tiven Gleichzeitigkeit nicht riitteln; sie ist in der Tat von niemandem 
vor Einstein in Zweifel gezogen worden, ja sie war vor ihm iiberhaupt 
von niemandem als besondere Voraussetzung bemerkt worden. 

Ganz anders steht es mit dem Glauben an die objektive Bedeutung 
der Ruhe. Es gehort nur eine geringe Besinnung dazu, um sich klar zu 
machen, daB diese Annahme jeden Fundamentes entbehrt *). Wenn ich 
mit jemandem eine Verabredung treffe, wir wollen uns morgen an .der
selben« Stelle wieder treffen wie heute, so heiBt das: in derselben mate
riellen Umgebung, an dem gleichen Gebaude in der gleichen StraBe (die 
nach Kopernikus morgen ganz wo anders im Weltenraum sich befindet 
als heute); und das hat seinen guten Sinn zufolge des gliicklichen Um
standes, daB wir hineingeboren sind in eine wesentlich stabile Umwelt, in 
der alle Veranderung sich anschlieBt an einen viel umfassenderen Be
stand, der seine (teils unmittelbar wahrgenommene, teils erschlossene) 
Beschaffenheit unverandert oder fast unverandert bewahrt. Die Hauser 
stehen still; das Schiff fahrt mit soundsoviel Knoten Geschwindigkeit: das 
verstehen wir im taglichen Leben immer relativ zu der »dauernden wohlge
griindeten Erde«. Betrachten wir wiederum nur die Vorgange in einer 
Ebene. Ein Teil dieser Ebene sei eine starre Platte, der Rest leerer 
Raum. Die Platte sei mit qualitativ voneinander unterschiedenen Marken 
besat. Die Ortsangabe eines Ereignisses auf der Platte geschieht dann 
durch Bezeichnung der Marke, bei welcher das Geschehnis stattfand. 
Diese direkte Ortsangabe konnen wir vorteilhaft durch eine indirekte mit 
Hilfe von Zahlangaben ersetzen; wir haben dann statt der vielen Marken 
nur ein in die Platte eingeritztes Koordinatenkreuz und einen starren 
MaBstab notig, der uns die Langeneinheit gibt. AuBerdem setzt uns 
dieses Verfahren in den Stand, dauernde zur Ortsangabe geeignete Marken 
ideell auch in den leeren Raum zu setzen. Immer aber haben wir einen 
starren Korper als Basis notig. Objektive Bedeutung haben nur die Be
wegungen der Massen relativ zu einem solchen Bezugskorper. Der Zu
sammenhang der Koordinaten desselbell willkiirlichen Weltpunktes mit 
Bezug auf den einen und den andern zweier solcher Bezugskorper wird 
immer noch durch unsere alten Formeln (I) geliefert; nur diirfen jetzt 
darin die ai beliebige stetige Funktionen der Zeitkoordinate t sein, die aik 

beliebige stetige Funktionen von t, welche identisch in t den Orthogona
litatsbedingungen geniigen. r jedoch muB eine Konstante bleiben. Ein 
starrer MaBstab dauert; ist er in einem Augenblick als Streckeneinheit 

*) Dariiber war bereits Aristoteles vollig im klaren, wenn er .Ort« (rono,) als 
Beziehung eines Korpers zu den Korpern seiner Umgebung bezeichnet. 

We y 1, RauIDJ Zeit, Materie. s. Auff. 10 
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gewahlt, SO legt er das LangenmaB flir aile Zeiten fest. Die eben be
schriebene, viel umfassendere Gruppe von Transformationen der Raum
Zeit-Koordinaten wollen wir die kinematische Gruppe nennen. Tragen wir 
die Flachen t' = konst. sowie x~ = konst. und x'. = konst. in unsere 
graphische Darstellung ein, so sind zwar die Flachen der ersten Schar 
wiederum Ebenen, die mit den Ebenen t = konst. zusammenfallen, hin
gegen die beiden andern sind krumme Fllichen; die Transformations
formeln sind nicht mehr linear. 

Vnter diesen Vmstanden kann es sich bei der Vntersuchung der Be
wegung eines Systems von Massenpunkten, etwa der Planeten, nur darum 
handeln, das Koordinatensystem so zu wahlen, daB die Funktionen Xi(t) , 

welche die Raumkoordinaten der Massenpunkte in Abhangigkeit von 
der Zeit darstellen, moglichst einfach werden oder doch moglichst ein
fachen Gesetzen genligen. Dies war die von Kepler auBerordentlich 
vertiefte Entdeckung des Kopernikus, daB in der Tat ein Koordinaten
system existiert, flir das die Gesetze der Planetenbewegung eine ungeheuer 
vie! einfachere und durchsichtigere Form annehmen, als wenn man sie 
auf die ruhende Erde bezieht. Die Tat des Kopernikus wurde vor ailem 
dadurch zur Weltanschauungswende, daB er sich V01l dem Glauben an die 
absolute Bedeutung der Erde frei machte. Seine Betrachtungen wie auch 
die Keplers sind rein kinematischer Natur. Newton kronte ihr Werk, 

'indem er den wahren Grund flir die kinematischen Keplerschen Gesetze 
in dem dynamischen Gnmdgesetz der Mechanik und dem Attraktions
gesetz auffand. Man weil3, wie gllinzend sich diese Newtonsche Mechanik 
am Himmel und auf Erden bestatigt hat. Da ihr, wie wir liberzeugt 
sind, universelle, nicht auf das Planetensystem beschrankte Geltung zu
kommt, ihre Gesetze aber keineswegs invariant gegenliber der kinema
tischen Gruppe sind, so wird durch sie in absoluter, von jedem Hinweis 
auf individueile Gegenstandlichkeit unabhangiger Weise eine viel vollstan
digere Festlegung des Koordinatensystems moglich als auf Grund der zu 
der kinematischen Gruppe flihrenden rein kinematischen Auffassung. 

An der Spitze der Mechanik steht das Galileische Tragluitsprinzip: Ein 
Massenpunkt, der sich kraftefrei, ohne jede Einwirkung von auBen bewegt, 
flihrt eine gleichfOrmige Translation aus. Seine Weltlinie ist mithin eine 
Gerade, die Raumkoordinaten Xi des Massenpunktes lineare Funktionen 
der Zeit t. Einen starren Bezugskorper, relativ zu welchem dieses Prin
zip gliltig ist, wollen wir als berechtigten Bezugskorper bezeichnen. Die 
auf einen gegebenen berechtigten Bezugskorper sich stlitzenden Koordi
natensysteme (bestehend aus einem in den Korper eingeritzten rechtwink
ligen Achsenkreuz, einem Anfangsmoment, einer Langen- und Zeiteinheit) 
sind durch Transformationen der elementaren Gruppe miteinander ver
bunden. Irgend zwei berechtigte Bezugskorper K, K' brauchen aber 
keineswegs relativ zueinander zu ruhen, sondern der eine wird in bezug 
auf den andern eine gleichfOrmige Translation ausflihren. In der Tat: 
sind Xi und xi auf K und K' sich stlitzende Raumkoordinaten, so sind 
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Xi und xi jedenfalls durch eine Transformation der kinematischen Gruppe 
miteinander verbunden; aber es miissen auEerdem die Xi in lineare Funk
tionen von t iibergehen, wenn man flir x;· lineare Funktionen von t ein
setzt. Daraus folgt, daE die aik Konstante und die ai lineare Funktionen 
von t sein miissen. Zu den Transformationen der elementaren Gruppe 
treten also neu hinzu lediglich die Transformationen von der Gestalt 

(1) Xl = xi + {l;t', t = t'; 
die Konstanten tJ,. sind darin die Komponenten der Translationsgeschwin
digkeit von K' in bezug auf K. Die durch Hinzufligung der Transforma
tionen (1) erweiterte elementare Gruppe heiEe die Galilei-Gruppe. In unserm 
graphischen Bild sind X;" t' = t die Koordinaten in bezug auf ein gerad
liniges Achsenkreuz, bei welchem die xi-Achsen mit den xi-Achsen zu
sammenfallen, hingegen die neue t'-Achse eine irgendwie geanderte Rich
tung hat. 

Dnd nun zeigt sich umgekehrt: gilt das Tragheitsprinzip und die New
tonsche Mechanik auf K (d. h. wenn unter »Bewegungc Bewegung relativ 
zu K verstanden wird), so gilt sie auch auf K'. In der Tat: es ist noch 
niemals eine Erscheinung beobachtet worden, die sich nicht genau so ab
spielte, wenn man allen dabei beteiligten Korpern eine und dieselbe ge
meinsame Translation aufpragt. Alle Vorgange spielen sich in einem mit 
gleichformiger Geschwindigkeit auf geradliniger. Strecke dahinfahrenden 
Eisenbahnzug ebenso ab wie im ruhenden Zuge. Die Gesetze der Physik 
miissen also invariant sein gegeniiber der Galilei-Gruppe. Die Masse ist 
in der Newtonschen Mechanik ein vom Bezugskorper unabhiingiger Skalar. 
Ferner ist wegen der aus (1) sich ergebenden Transformationsformeln 

dXi . dxi 
dF= dt' +{li, 

d'Xi da,.;· 
dt' - dt" 

zwar nicht die Geschwindigkeit, wohl aber die Beschleunigung em vom 
Bezugskorper unabhiingiger Raumvektor. Demnach hat das Grundgesetz 
»Masse mal Beschleunigung = Kraft« die behauptete invariante Be
schaffenheit, wenn die Kraft gleichfalls ein vom Bezugskorper unabhiingiger 
Raumvektor ist. D. h.: die Krafte, mit denen irgendwelche Korper auf
einander wirken, andern sich nicht, wenn man den Korpern eine gemein
same gleichformige Translation erteilt. Die Newton sche Mechallik ver
langt zur Ausflillung ihres Kraftbegriffs eine dieser Forderung geniigende 
Physik. Die Gravitationskraft ist nach dem Newtonschen Attraktions
gesetz in der Tat von der geforderten Art. 

Nach der Newtonschen Mechanik bewegt sich der Schwerpunkt jedes 
abgeschlossenen, keiner Einwirkung von auEen unterliegenden Massen
systems in gleichfOrmiger Tnmslation. Betrachten wir die Sonne mit 
ihren Planeten als ein solches System, so hat es also keinen Sinn, zu 
fragen, ob der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht oder sich in gleich
formiger Translation befindet. Wenn die Astronomen trotzdem behaupten, 
daE die Sonne sich auf einen Punkt im Sternbild des Herkules zu bewege, 

10* 
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so stiitzen sie diese ihre Behauptung auf die statistische Beobachtung, 
daB die Sterne in jener Gegend sich im Durchschnitt von einem gewissen 
Zentrum aus zu entfernen scheinen - so wie eine Baumgruppe auseinander 
tritt, der ich mich nahere; daraus folgt ihre Aussage, wenn es sidler ist, 
daB die Sterne im Durchschnitt ruhen, d. h. daB der Schwerpunkt des 
Fixsternhimmels ruht: es handelt sich also um eine Aussage tiber die relatiye 
Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensystems zu dem des Fixsternhimmels. 

Nach allem Gesagten ist es unmoglich, ohne Auf1RJeisung individueller 
Gegenstiindlichkeiten linter den fur die Mechanik gleichberechtigten Bezugs
systemen, von denen je z1RJei durch cine Transformation der Galilei-Gruppe 
verknupft sind, cine engere Aus1RJahl zu tre.flen (Galilei-Newtonsches Rela
tivitiitsprinzip). Es wird durch diese Gruppe in genau dem gleichen Sinne 
die Geometrie der vierdimmsionalett Welt festgelegt, wie durch die Gruppe 
der Ubergangssubstitutionen, die zwischen zwei Cartesischen Koordinaten
systemen vermitteln, die Euklidische Geometrie des dreidimensionalen 
Raumes festgelegt wird: eine Beziehung zwischen Weltpunkten hat dann 
und nur dann eine objektive Bedeutung, wenn sie durch solche arithme
tische Relationen zwischen den Koordinaten der Punkte definiert ist, die 
invariant sind gegentiber den Transformationen der Galilei-Gruppe. Yom 
Raume sagt man, er sei homogen in allen Punkten und in jedem Punkte 
homogen in allen Richtungen; diese Behauptungen sind aber nur Teile 
der vollstandigen Homogeneztatsaussage, daB alle Cartesischen Koordi
natensysteme gleichberechtigt sind. Ebenso wird durch das Relativitats
prinzip festgestellt, in welchem genauen Sinne die Welt (= Raum-Zeit 
als -Form. der Erscheinungen, nicht ihrem >zufalligen«, inhomogenen 
materialen Gehalt nach) homogen ist. 

An den Transformationen der Galilei-Gruppe heben wir zunachst nur 
ihre Linearitat hervor: sie besagt, daB die T,velt ein vierdimetZsionaler affin!'r 
Raum ist. Zur systematischen Darstellnng ihrer Geometrie benutzen wir 
demnach neben den Weltpnnkten die vVelt- Vektorell oder Verschiebnngen. 
Eine Verschiebung der Welt ist eine Abbildung, die jedem Weltpunkt P 
einen Weltpunkt .P' znordnet; aber eine Abbildung von besonderer Art, 
namlich eine solche, die sich in einem zulassigen Koordinatensystem durch 
Gleichungen 

x~· == Xi + ai (i = 0, I, 2, 3) 
ausdrtickt; dabei bedeuten Xi die vier Zeit-Raum-Koordinaten von P (es 
ist Xo an Stelle von t geschrieben), xi diejenigen von p' in jenem Ko
ordinatensystem, die ai sind irgendwelche Konstanten. Der Begriff ist 
unabhangig von der Wahl des zulassigen Koordinatensystems. Die Ver-

schiebung, welche P in p' tiberfilhrt, wird mit;;P' bezeichnet. Es gelten 
filr die Welt-Punkte und -Verschiebungen die samtlichen Axiome der 
affinen Geometrie mit der Dimensionszahln = 4. Das Galileische Tragheits
prinzip ist ein affines Gesetz; es sagt, dnrch welche Bewegungen die 
geraden Linien unseres vierdimensionalen affinen Raums »Welt« realisiert 
werden, namlich durch die kraftefrei sich bewegenden Massenpunkte. 
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Von dem afjinen Standpunkt gehen wir zum 1Iletrischen tiber. Aus 
unserer graphischen Darstellung, die (mit Unterdrtickung einer Koordinate) 
ein affines Bild der Welt entwarf, lesen wir ihre wesentliche metrische 
Struktur ab, die ganz anders ist als die des Euklidischen Raumes: die 
Welt ist »geschichtetc; die Ebenen t = konst. in ihr haben eine absolute 
Bedeutung (die »Faserungc ist hingegen durch das Relativitiitsprinzip in 
Fortfall gekommen). Nach Wahl einer MaBeinheit flir die Zeit kommt je zwei 
Weltpunkten A, B ein bestimmter Zeitunterschied zu, die Zeitkomponente ...... 
des Vektors A B = ~; sie ist, wie allgemein die Vektorkomponenten in 
"einem affinen Koordinatensystem, eine lineare Form t(~) des willkiirlichen 
Vektors~. Der Vektor ~ weist in die Vergangenheit oder die Zukunft, 
je nachdem t(~) negativ oder positiv ist. Von zwei Weltpunkten A, B 
ist A frtiher, gleichzeitig oder spater als B, je nachdem , ...... 

t(AB) > 0, = 0 oder < 0 

ausfallt. - In jeder »Schichtc aber gilt die Euklidische Geometrie; 
sie beruht auf einer definiten quadratischen Form, die jedoch hier nur 
definiert ist flir diejenigen Weltvektoren ~, die in einer Schicht liegen, d. h. 
der Gleichung t(~) = 0 gentigen (denn es hat nur einen Sinn, von dem 
Abstand der gleichzeitigm Lagen zweier Massenpunkte zu reden). Wahrend 
also der Euklidischen Metrik eine positiv-definite quadratische Form zu
grunde liegt, berttht die Galileische Metrik 

I. auf ez'ner Linearform t(~) des willkitrlichen' Vektors ~ (der :oZeitdauerc 
der Verschiebung ~), und 

2. einer nur innerhalb der dreidimensionalen" linearen Mannigjaltigkeit 
aller Vektoren~, welche der Gleichung t(~) = 0 genitgen, dejinierten positiv
dejiniten quadratis.chm Form (n) (dem Quadrat der .Lange« von ~). -

In einem schwingungsfahigen homogenen Medium breitet sich, wenn 
es durch einen periodischen Vorgang an einer Stelle 0 zu einer Wellen
bewegung angeregt wird, die erzeugte Welle in konzentrischen Kugeln mit 
gleichfOrmiger Geschwindigkeit nach allen Seiten aus. Die Fortpflanzungs
geschwindigkeit ist durch die Natur des Mediums bestimmt, unter Um
standen auBerdem abhiingig von der Frequenz der erzeugten Schwingung. 
Von besonderer Wichtigkeit ist flir uns die Ausbreitung des Lichtes. Die 
(von der Frequenz unabhiingige) Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum 
werde, wie tiblich, mit c bezeichnet. In unserer graphischen Darstellung 
wird (wiederum mit Unterdrtickung einer Raumkoordinate) die Aus
breitung eines im Weltpunkt 0 gegebenen Lichtsignals durch den in Fig. 8 
eingetragenen geraden Kreiskegel mit der Gleichung 
(2) c2 t 2 - (x~ + x:) = 0 

abgebildet: jede Ebene t = konst. schneidet den Kegel in dem Kreis 
derjenigen Punkte, bis zu denen im Momente t das Lichtsignal gelangt 
ist; der Gleichung (2) (mit dem Zusatz t> 0) gentigen aile und nur die 
Weltpunkte, in denen das Lichtsignal eintrifft. Wieder entsteht die Frage, 
was ftir ein Bezugskorper dieser Beschreibung des Vorganges zugrunde liegt. 
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Die Aberration del' Fixsterne zeigt, daB die Erde relativ zu ihm sich so be
wegt, wie es nach der Newtonschen Theorie der Fall ist, d. h. daB er mit 
einem zulassigen Bezugskorper im Sinne der Newtonschen Mechanik zu
sammenfallt. Nun ist die Ausbreitung in konzentrischen Kugeln aber gewiR 
nicht invariant gegeniiber den Galilei-Transformationen; denn eine schief 
gezeichnete t'-Achse schneidet in unserer Figur die Ebenen t = konst. in 
Punkten, die exzentrisch zu den Ausbreitungskreisen liegen. Trotzdem 
ist dies kein Einwand gegen das Galileische Relativitatsprinzip, wenn 
gemaE den Vorstellungen, wekhe die Physik lange beherrscht haben, die 
Fortpflanzung des Lichtes in einem materiellen Trager geschieht, dem Licllt
ather, des sen einzelne Teile gegeneinander bewegbar sind. Es verhalt sich 
dann mit dem Licht genau so, wie mit den konzentrischen Wellenkreisen 
auf einer Wasserflache, die durch eineh hineingeworfenen Stein erzeugt 
werden; aus diesem Phanomen kann gewiR nicht der SchluE gezogen werden, 
daB die hydrodynamischen Gleichungen dem Galileischen Relativitats
prinzip widerstreiten. Denn das Medium seIber, das Wasser bzw. der 
Ather, dessen einzelne Teile, von den verhaltnismaBig kleinen Schwin
gungen abgesehen, gegeneinander ruhen, ist mit in Rechnung zu ziehen 
und gibt denjenigen Bezugskorper ab, auf wekhen sich die Aussage der 
konzentrischen Ausbreitung bezieht. 

Zur weiteren Diskussion dieser Frage wollen wir die Optik in den
jenigen theoretischen Zusamrnenhang einfligen, in den sie seit Maxwell 
unlOsbar hineingehort: die Theorie zeitlich veranderlicher elektromagne
tischer Felder. 

§ 2 I. Elektrodynamik zeitlich veranderlicher Felder. 
Lorentzsches Relativitatstheorem. 

Der Ubergang von den stationaren elektromagnetischen Feldern (§ 9) 
zu zeitlich veranderlichen hat folgendes gelehrt. 

I. Der sog. elektrische Strom besteht tatsachlich aus bewegter Elek
trizitat: ein geladener rotierender Drahtring erzeugt ein Magnetfeld nach dem 
Biot-Savartschen Gesetz. 1st die Ladungsdichte (I, die Geschwindigkeit tJ, 
so ist die Stromdichte 5 dieses Konvektionsstromes offenbar = (I tJ; doch 
muE sie, damit das Biot-Savartsche Gesetz genau in der alten Form 
giiltig bleibt, in einer andern MaEeinheit gemessen werden; es ist also 

(ltJ •• 11 K d D' . zu setzen ~ = -, wo c eme umverse e onstante von er ImenSlOn 
c 

einer Geschwindigkeit ist. Das schon von Weber und Kohlrausch an
gestellte, spater von Rowland und Eichenwald wiederholte Experiment 
ergab flir c einen Wert, der innerhalb der Beobachtungsfehler mit der 

Lichtgeschwindigkeit iibereinstimmt 2). Man bezeichnet !{ = (I' als das 
c 

elektromagnetische MaE der Ladungsdichte und, damit auch in elektro
magnetischen MaReinheiten die elektrische Kraftdichte = (I'~' ist, ~' = c~ 
als das elektromagnetische MaR der Feldstarke. 
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2. Durch ein veranderliches Magnetfeld wird in einem homogenen 
Draht ein Strom induziert. Er kann auf Grund des Materialgesetzes 
5 = a@i und des Faradayschen Induktionsgesetzes bestimmt werden, welches 
aussagt, daB die induzierte elektromotorische Kraft gleich der zeitlichen 
Abnahme des durch den Leiter hindurchtretenden magnetischen Induktions
flusses ist; es gilt also 

f@i'dt = - ~fB"dO 
(links steht das Linienintegral tiber eine geschlossene Kurve, rechts das 
Oberflachenintegral der normalen Komponente der Magnetinduktion 58, 
erstreckt tiber eine in diese Kurve eingespannte Flache). Der Induktions
fluB ist durch die Leiterkurve eindeutig bestimmt, weil 

(4') div 58 = 0 

ist (es gibt keinen wahren Magnetismus). Der Stokessche Satz ergibt aus 
(3) das Differentialgesetz 

J i\58 
rot @i + - ~ = o. 

c ut 

Die im statischen FaIle giiltige Gleichung rot @i = 0 erweitert sich also 
durch das auf der linken Seite hinzutretende, nach der Zeit differentiierte 

Glied ~ i\ 58. Auf ihm beruht unsere ganze Elektrotechnik, und die 
c i\t 

Notwendigkeit seiner Einflihrung ist daher durch die Erfahrung auf das 
beste gestiitzt. 

3. Hypothetisch war hingegen zu Maxwells Zeit dasjenige Glied, durch 
welches Maxwell die magnetische Grundgleichung 

(5) rot.p=~ 

erweiterte. In einem zeitlich veranderlichen Feld, etwa bei der Entladung 
eines Kondensators kann nicht div 5 = 0 sein, sondern es muB statt 
dessen die »Kontinuitatsgleichungc 

(6) I i\(! d· ca7+ lV 5 = 0 

gelten, in der die Tatsache, daB der Strom aus bewegter Elektrizitat be
steht, zum Ausdruck kommt. Da (! = div Sil ist, wird mithin nicht ~, 

wohl aber 5 + ~ i\~Sil quellenfrei sein, und es liegt demnach sehr nahe, 
c ut 

die Gleichung (5) im zeitlich veranderlichen Fe1d durch 

I i\ Sil 
rot .p - -c- Tt = £I 

zu ersetzen. Daneben gilt nach wie vor 

div Sil = (!. 

Aus (7) und (7') folgt jetzt umgekehrt die Kontinuitatsgleichung (6). 
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I ()~ 
Auf dem nach der Zeit differentiierten Zusatzgliede ~ (dem Maxwell-

c ut 
schen »Verschiebungsstrom«) beruht es, daE elektromagnetische Erregungen 
im Ather mit der endlichen Geschwindigkeit c sich ausbreiten; es bildet 
also die Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie, weIche die 
optischen Erscheinungen in so wunderbarer Weise hat deuten konnen, 
und findet in den bekannten Hertzschen Versuchen und der modernen 
drahtlosen Telegraphie eine direkte experimentelle Bestatigung (und tech
nische Ausnutzung). Danach ist es auch klar, daE dies en Gesetzen der
jenige Bezugsraum zugrunde liegt, in weIchem der Satz von der kon
zentrischen Ausbreitung des Lichtes giiltig ist, der »ruhende« Lichtather. 
-- Zu den Maxwellschen Feldgleichungen (4) und (4'), (7) und (7') 
treten die Materialgesetze 3). 

Wir wollen aber hier nur die Zustande 1m Ather betrachten; da ist 

und die Maxwellschen Gleichungen lauten 

1 
rot (t + 2.- ()~ = 0 c ()t , 

rot ~ __ :_ 0 (t = ~ 
c ()t , 

div ~ = 0; 

div (t = e. 

Die atomistische Elektronentheorie betrachtet sie als die allgemein giiltigen 

exakten Naturgesetze. Sie setzt auEerdem ~ = e b, wo b die Geschwindig
c 

keit der Materie bedeutet, an der die elektrische Ladung haftet. 
Die auf die Massen wirkende Kraft besteht aus dem vom elektrischen 

und yom Magnetfeld herriihrenden Bestandteil; ihre Dichte ist 

(9) fJ = e(t + [~~J. 
Da ~ zu b parallel ist, ergibt sich flir die pro Zeit- und Volumeinheit 
an den Elektronen geleistete Arbeit der Wert 

fJ' b = e(t· b = c(~(t) = ~. (t'. 

Sie wird zur Erhohung der kinetischen Energie der Elektronen verwendet, 
die sich durch die ZusammenstOEe zum Teil auf die neutralen Molekiile 
iibertragt. Phanomenologisch tritt diese verstarkte molekulare Bewegung 
1m Innern des Leiters als Joulesche Wiirme in Erscheinung. In der Tat 
lehrt ja die Beobachtung, daE ~. (t' die pro Zeit- und Volumeinheit 
yom Strom erzeugte Warmemenge ist; dieser Energieverbrauch muE durch 
die stromerzeugende Maschine gedeckt werden. Multiplizieren wir die 
Gleichung (8,) mit -~, die Gleichung (8u ) mit (t und addieren, so 
kommt 

- c· div[(t~J - :t (~(t2 + f~2) = c(i8(t). 

Setzen Wlr 
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und integrieren tiber irgend ein Volumen V, so lautet diese Gleichung 

- ~f WdV + cfSndO fC(~~)dV; 
v Po v 

das zweite Glied links ist das tiber die begrenzende Oberflache Q. von V 
erstreckte Integral der nach der inneren Normale genommenen Kompo
nente Sn von @). Auf der rechten Seite steht hier die im Volumen V 
pro Zeiteinheit geleistete Arbeit; sie wird kompensiert durch die Abnahme 
der in V enthaltenen Feldenergie fWd V und durch die von auEen dem 
Raumsttick V zuflieEende Energie. Unsere Gleichung enthalt also das 
Energiegesetz; durch sie bestiitigt sich endgiiltig unser frUherer Ansatz fur 
die Dichte W der Feldenergie und ergibt sich ferner, daE c@), der sog. 
Poyntingsche Vektor, den Energiestrom darstellt. . 

Die Fe1dgleichungen (8) sind von Lorentz unter der Voraussetzung, 
daB die Verteilung der Ladungen und des Stromes bekannt ist, in folgender 
Weise integriert worden. Der Gleichung div ~ = 0 wird durch den Ansatz 

(10) ~ = rot f 
(f = Vektorpotential) gentigt. Durch Einsetzen in die erste Gleichung 

'b . h d d 0 rr:. I ~f . b If .. erg! t SIC ann, a", \i!- + - ~ wlr e reI 1st, und also kann man setzen 
c ut 

(II) ~ + ~ ~f = -grad p 
c ~t 

(p das skalare Potential). Die Willktir, mit der die Bestimmung von 
f behaftet ist, konnen wir zur Erftillung der Nebenbedingung 

~ ~cP + div f = 0 
c M 

ausnutzen, die sich hier als die zweckmaEige erweist (wiihrend wir im 
stationaren Feld div f = 0 nahmen). Ftihren wir die Potentiale in die 
beiden letzten Gleichungen ein, so liefert eine einfache Rechnung 

I ~2p 

(12) -7 ~t2 + Lip = - fl, 

(12') 

Eine Gleichung von der Form (12) zeigt eine Wellenausbreitung mit der 
Geschwindigkeit c an. In der Tat: wie die Poissonsche Gleichung 

dcp=-fl 
die Losung hat 

41tcp !: dV, 

so lautet die Losung von (12): 

4 '''I' t (t r:) dV; 
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hier steht auf der linken Seite der Wert von (f in einem Punkte 0 zur 
Zeit t; r ist die Entfernung des Quellpunktes P, iiber den integriert 
wird, vom Aufpunkt 0, und unter dem Integral tritt der Wert von (! im 

Punkte P zur Zeit t - ~ auf. Ebenso ist die Losung von (12') 
C 

I s (t -~-) 
47Tf = --y .... - dV. 

Das Feld in einem Punkte hangt also nicht ab von der Ladungs- und 
Stromverteilung im gleichen Moment, sondern maBgebend ist fiir jede 

Stelle der Augenblick, der urn so viel ( :) zuriickliegt, als die mit der 

Geschwindigkeit c sich ausbreitende Wirkung gebraucht, urn vom Quell
punkt bis zum Aufpunkt zu gelangen. 

Wie der Potentialausdruck (in Cartesischen Koordinaten) 
d _ iI'(p iI'cp iI'cp 
CP-".+".+". ux, UX. uX3 

invariant ist gegeniiber linearen Transformationen der Variablen X, X. X" 

welche die quadratische Form 
x~ + x: +x; 

in sich iiberfiihren, so ist der beim Ubergang vom statischen zu emem 
zeitlich veranderlichen Feld an seine Stelle tretende Ausdruck 

.~ .. iI'rp (j'(P + iI'(p + iI' rf 
c' ilt' + ilx: ilx: ilx~ 

invariant gegeniiber solchen linearen Transformationen der vier Koordinaten 
t, x, X. x 3 ' den sog. Lorentz-Transformationen, welche die indefinite Form 
(13) -c't'+x~+x~+x; 
in sich iiberfiihren. Lorentz und Einstein erkannten, daB nicht nur die 
Gleichung (12), sondern das ganze System der elektromagnetischen Gesetze fiir 
den Ather diese Invarianzeigenschaft besitzt, dajJ sie sich niimlich ausdrucken 
durch invariante Relationen zwischen Tensoren in einem vierdimensionalen af.ftnen 
Raum mit den Koordinaten t, x, X. x3 ' in den durch die Form (13) eine 
(indejinitt;J Metrik eingetragen ist: Lorentz-Einsteinsches Relativitiitstheorem. 

Zum Beweise and ern wir die MaBeinheit der Zeit, indem wir setzen 
ct = XO. Die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform sind dann 

gik = ° (i =1= k); gil = 13i, 

WO 130 = - I, 13, = 13, = 133 = + list. Beim Ubergang von den in 
bezug auf einen Index i kovarianten zu den kontravarianten Komponenten 
eines Tensors ist die i te Komponente also lediglich mit dem Vorzeichen l3i 

zu multiplizieren. Die Kontinuitatsgleichung der Elektrizitat (6) gewinnt 
die gewiinschte invariante Form 

3 ilsi I-=o, 
i=o ilXi 
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wenn Wir 
sa = (!; S" S2, S3 gleich den Komponenten von ~ 

als die vier kontravarianten Komponenten eines Vektors in jenem vier
dimensionalen Raum einfiihren, des »Viererstroms«. Parallel damit -
vgl. (IZ), (12') - mtissen wir 

rp 0 = rp und die Komponenten von f: rp" rp., rp 3 

zu den kontravarianten Komponenten eines vierdimensionalen Vektors 
vereinigen, den wir als elektromagnetisches Potential bezeichnen; von 
seinen kovarianten Komponenten ist die ote (Po = - f{!, die drei andern 
(f'r, rp2' rp3 sind gleich den Komponenten von f. Dann lassen sich die 
Gleichungen (10), (rI), durch welche die Fe~dgro13en )B und @ aus den 
Potentialen entspringen, in der invarianten Form schreiben 

wo 
@ = (~o, P.o' F30 ) , )B = (F23 , F3I' P'2) 

gesetzt ist. In dieser Weise hat man also elektrische und magnetische 
Feldstarke zu einem einzigen linearen Tensor z. Stufe F, dem .Felde«, 
zusammenzufassen. Aus (14) ergeben sich die invarianten Gleichungen 

(15) 

und dies ist das erste System der Maxwellschen Gleichungen (8,). Den 
Umweg tiber die Lorentzsche Losung mit Hilfe der Potentiale haben wir 
lediglich eingeschlagen, urn naturgema13 auf die richtige Art der Zusammen
fassung der dreidimensionalen Gro13en zu vierdimensionalen Vektoren und 
Tensoren gefiihrt zu werden. Bei Ubergang zu kontravarianten Kompo-
nenten ist 

Das zweite System der Maxwellschen Gleichungen lautet jetzt in invarianter 
vierdimensionaler Tensorschreibweise: 

~Fik . :2-=s'. 
k ~Xk 

(16) 

Ftihren Wir den vierdimensionalen Vektor mit den kovarianten Kompo
nenten 

(17) 

(und den kontravarianten 
pi = File Sle ) 

ein - nach frtiherem Brauch lassen wir die Summenzeichen wieder fort -, 
so ist pO die »Leistungsdichte«, die Arbeit pro Zeit- und Volumeinheit: 
pO = (~ @) [die Zeiteinheit ist hier dem neuen Zeitma13 Xo = ct anzu
pass en], und p', p., P 3 sind die Komponenten der Kraftdichte. 
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Damit ist das Lorentzsehe Relativitatstheorem vollstandig bewiesen. 
Zugleicll aber bemerken wir, daft die erhaltenen Cesetze getlau so lauten 
wie die Cesetze des statiotliiren Magmtjeldes [§ 9, (63)J, nur vom drei
dimensionalen auf den vierdimensionalen Raum ubertragen. Es ist kein 
Zweifel, daB in der vierdimensionalen Tensorformulierung ihre wahre 
mathematisehe Harmonie, die nieht vollkommener sein konnte, zutage tritt. 

Daraus ergibt sieh noeh weiter, daB wir genau wie im dreidimensio
nalen Fall die »Viererkraft« Pi aus einem vierdimensionalen symmetrisehen 
.Spannungstensor« S herleiten konnen: 

0.1 -Pi=- oder 
OXk 

. oSik 
Pz_ 

- - OXk' 

S~ - D. pk,. _ ~ s~ I Fl' 
l - 1'zr 2 V z ! • 

Das (hier nieht notwendig positive) Quadrat des Feldbetrages ist 

I FI' = ~FikFik. 

Wir wollen die Formel (18) dureh direktes Ausreehnen bestatigen. Es ist 

~ = Fi,. oFk,. + Fkr o Fir _ ~Fkr OFkr . 
OXk OXk OXk OXi 

Der erste Term reehts ergibt 
- FirSr = - Pi; 

der zweite wird, wenn 
metriseh sehreibt, 

man den Faktor von Fkr gleiehfalls sehiefsym-

= ~Fk,.(OFi" _ OFik) 
, OXk OX,. 

und liefert mit dem dritten vereinigt 

_ ~Fk,,(O!ik + OFk,. + OFri); 
ox,. OXi OXk 

der dreiteilige Ausdruek in der Klammer ist naeh (15) = o. 
FI' ist = )82 - ~2. Sehen wir ZU, was die einzelnen Komponenten 

von Sik bedeuten, indem wir gemaB der Seheidung in Zeit und Rauill 
-den Index 0 von den tibrigen I, 2, 3 trennen. 

soo ist = der Energiediehte W = ~(~2 + )82), 
SO; = den Komponenten von @5 = [~)8], (i, k = I, 2, 3) 
Sik = den Komponenten des Maxwellsehen Spannungstensors, 

Jer sieh aus dem in § 9 angegebenen elektrisehen und magnetisehen Be
standteil zusammensetzt. Die ote der Gleiehungen (18) enthalt demnaeh 
das Energiegesetz. Die I., 2., 3. haben eine vollig analoge Gestalt. 

Bezeiehnen wir einen Augenbliek die Komponenteen des Vektors ~@5 mit 
c 

C" Co, C3 und verstehen unter WJ den Vektor mit den Komponenten 

SiI, Si2, Si3 , 
so haben Wlr 

" oCi . ("J - l' = '01 + dlV t z " (. \ 
Z = I, 2, 3, 
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Die Kraft, welche auf die in einem Raumgebiet V enthaltenen Elektronen 
wirkt, erzeugt eine ihr gleiche zeitliche Zunahme des Bewegungsimpulses 
derselben. Diese Zunahme wird nach (19) ausgeglichen durch eine ent-

sprechende Abnahme des im Felde mit der Dichte @) ver~eilten Feld-
e 

impulses und den Zustrom des Feldimpulses von au.6en. Der Strom der 
£ten Impulskomponente ist gegeben durch t(i), der Impulsstrom seIber ist 
demnach nichts anderes als der Maxwellsche Spannungstensor. Der Satz 
von der Erhaltung der Energie ist nur die eine, die Zeitkomponente eines 
gegeniiber Lorentztransjormationen invarianten Gesetzes, dessen Raumkom
ponenten die Erhaltung des Impulses aussagen. Die gesamte Energie so
wohl als der gesamte Impuls bleiben ungeandert; sie stromen nur im 
Felde hin und her und verwandeln sich aus Feldenergie und Feldimpuls 
in kinetische Energie und kinetischen Impuls der Materie et vice versa. 
Das ist die einfache anschauliche Bedeutung der Formeln (18). Ihr ge
ma.6 werden wir in Zukunft von dem Tensor S der vierdimensionalen 
Welt als dem Energie-Impuls-Tensor oder kurz Energietensor sprechen. Aus 

der Symmetrie desselben hat sich ergeben, da.6 die Impulsdiehte =!, mal 
e 

dem Energiestrom ist; der Feldimpuls ist daher sehr schwach, er konnte 
.aber als Druck des Lichtes auf eine spiegelnde Flache nachgewiesen 
werden. -

Eine Lorentztransformation ist linear, sie kommt daher (wenn wir in 
unserer graphischen Darstellung wiederum eine Raumkoordinate unter
driicken) auf die Einfiihrung eines andern affinen Koordinatensystems 
hinaus. Uberlegen wir uns, wie die Grundvektoren e~, e'l' e~ des neuen 
Koordinatensystems lieg'en zu denen des alten eo, ell e., d. i. zu den 
Einheitsvektoren in Richtung der Xo (oder t), Xl' X. Achse! Da fiir 

~ = xoeo + x1e, + x.e. = x~e~ + x:e; + x~e;: 
- x~ + x~ + x~ = - x~ • + x;· + x~ • [ = Q (~)J 

sein solI, ist Q(e~) = - I. Der von 0 aus aufgetragene Vektor e~ oder 
die t' -Achse liegt demnach im Innern des Kegels der Lichtausbreitung, 
die Parallelebenen t' = konst. liegen so, da.6 sie aus dem Kegel Ellipsen 
ausschneiden, deren Mittelpunkte auf der t'-Achse liegen (s. Fig. 8), die 
x'" x'. Achse haben die Richtung konjugierter Durchmesser dieser Schnitt
dlipsen, so da.6 die Gleichung jedei: von ihnen 

X: 2 + x~ • = konst. 
lautet. 

Solange man an der V orstellung des materiellen, schwingungsfiihigen 
Athers festhalt, kann man in dem Lorentzschen Relativitatstheorem nur 
eine merkwiirdige mathematische Transformationseigenschaft der Max
wells chen Gleichungen erblicken; das wahrhaft giiltige Relativitatstheorem 
bleibt das Galilei-Newtonsche. Es entsteht aber die Aufgabe, nicht nur 
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die optischen Erscheinungen, sondern die gesamte Elektrodynamik und 
ihre Gesetze als die Konsequenz einer dem Galileischen Relativitatsprinzip 
geniigenden Athermechanik zu deuten, indem man die Feldgrotlen in 
einen bestimmten Zusammenhang mit Dichte und Geschwindigkeit des 
Athers bringt. Vor Maxwells elektromagnetischer Lichttheorie hat man 
diese Aufgabe bekanntlich flir die optischen Erscheinungen mit teilweisem, 
aber niemals endgiiltigem Erfolg zu lOs en versucht; flir das umfassende 
Gebiet, in das nach Maxwell die optischen Erscheinungen eingeordnet 
sind, hat man diesen Versuch kaum mehr unternommen. Vielmehr be
gann sich die Vorstellung des im leeren Raume existierende11 Feides, das 
keines Triigers bedatj, allmahlich durchzusetzen; ja schon Faraday hatte 
in klaren Worten die Auffassung ausgesprochen, datl sich nicht das Feld 
auf die Materie stiitzen miisse, sondern umgekehrt die Materie nichts 
anderes sei als Stellen des Feldes von besonderem singularen Charakter. 

§ 22. Das Einsteinsche Relativitiitsprinzip. 

Wie ist es moglich gewesen, die Lichtgeschwindigkeit zu messen r 
Denken wir uns auf einer starren Platte zwei Punkte A und B markiert. 
Urn die Zeit zu messen, weIche das Licht gebraucht, urn von A nach B 
zu gelangen, miissen wir zunachst die Zeit von A nach B iibertragen. 
Wir haben dafUr in § 20 verschiedene Methoden angegeben. Die eine, 
welche darin besteht, Korper mit allen moglichen Geschwindigkeiten von 
A nach B zu schleudern, versagt hier praktisch, weil es noch niemandem 
gelungen ist, einem Korper eine grotlere Geschwindigkeit als die des 
Lichtes zu erteilen; die Methode ist demnach so, ungenau, datl sie c nicht 
von 00 zu unterscheiden gestattet. Mit andern Wirkungsiibertragungen 
steht es nicht besser; und auch die» Uhrenmethode« (zwei Uhren werden 
in A gleichgestellt; die eine bleibt in A, die andere wird nach B gebracht) 
hat sich praktisch nicht mit soIcher Genauigkeit durchfUhren lassen, daB sie c 
von 00 zu unterscheiden erlaubt. Roemer (1675) erschloB Endlichkeit und 
Wert von c aus der scheinbaren UnregelmaBigkeit in der Umlaufszeit der 
Jupitermonde, weIche genau die Periode eines Jahres aufwies; denn es er
schien absurd, einen Wirkungszusammenhang zwischen Erde und Jupitermond 
anzunehmen, der die Periode des Erdumlaufs als eine Storung von so er
heblicher Grotle auf die Jupitermonde iibertragt. Fizeaus Methode der 
direkten irdischen Messung beruht auf dem einfachen Gedanken, die 
Empfangsstation mit der Sendestation A zusammenfallen zu lassen und 
den Lichtstrahl von A nach B durch Spiegelung in B nach A zuriick
zuleiten. Es stellt sich hera us , datl die zwischen Abgang und Ankunft 
des Lichtsignals in A verflossene Zeit T proportional zur Entfernung A B 
ist; der konstante Proportionalitatsfaktor c dieses Gesetzes 

2' :AB~ 
T= (20) 

c 
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ist die Lichtgeschwindigkeit. Auf diesem Wege erhalten wir nun eme 
Zeitregulierung, die auBerordentlich viel genauer funktioniert als die vor
hin diskutierten Methoden. Wir schicken in dem Augenblick, wo die in 
A befindliche Uhr die Zeit t zeigt, ein Lichtsignal nach B ab und stellen 
die Uhr in B so, daJ3 sie bei der Ankunft des Lichtsignals die Zeit 

t + I AB I zeigt. So konnen wir mit Hilfe von Lichtsignalen oder Si-
c 

gnalen der drahtlosen Telegraphie, die vom Zentrum A aus gegeben 
werden, die Zeit von A nach allen anderen Orten unserer Platte tiber
tragen. Stellen wir uns vor, daJ3 die Platte mit lauter Ttirmen besat ist, 
die eine Uhr tragen, so konnen wir, nachdem diese Regulierung vom 
Zentralturm A aus vollzogen ist, Ort und Zeit eines beliebigen Ereig
nisses dadurch angeben, daJ3 wir sagen, bei welchem Turm es stattfand 
und welche Zeit die am Ort des Ereignisses bejindliche Uhr zeigte. 

Halten wir zunachst noch an der Athervorstellung fest! Die eben ge
schilderte Regulierung laJ3t sich durchfiihren, wenn unser Bezugskorper 
im Lichtather ruht. Bewegt er sich jedoch relativ zum Ather, so ist eine 
neue Uberlegung notig. Jedenfalls muJ3 es moglich sein, die Bewegung 
eines Korpers, z. B. der Erde, relativ zum ruhenden Ather zu konsta
tieren. Die Aberration leistet das nichtj durch sie wird vielmehr nur 
dargetan, daJ3 jene relative Bewegung im Laufe des Jahres wechselt. 
Es seien AI 0 A. drei feste Punkte der Erde , welche ihre Bewegung 
mitmachen; sie mogen in gerader Linie, und zwar in der Bewegungs
richtung der Erde, in gleichem Abstand AI 0 = 0 A. = I aufein
anderfolgen, und v sei die Translationsgeschwindigkeit der Erde durch 

den Ather; ~ = q ist (voraussichtlich) sehr klein. Ein in 0 aufgegebenes 

Lichtsignal ~ird in A. nach Ablauf der Zeit .. - L -, in Al nach Ablauf 
I c-v 

der Zeit -- eintreffen. Leider kann man diesen Unterschied nicht 
c+v 

konstatieren, wegen der Schwierigkeit der direkten Zeittibertragung. Wir 
helfen uns durch den Fizeauschen Gedanken: wir bringen in AI und A. je 
einen kleinen Spiegel an, der den Lichtstrahl nach 0 reflektiert. Wird 
im Momente 0 das Lichtsignal in 0 gegeben, so wird das vom Spiegel 
A. reflektierte zur Zeit 

I I 2lc 
c - v + c + v = c· - v· 

m 0 wieder eintreffen, das vom Spiegel AI reflektierte aber zur Zeit 

I + I 2lc 
c + v c - v = c· - v·· 

Jetzt ist kein Unterschied mehr vorhanden. Nehmen wir aber einen dritten, 
die Translationsbewegung durch den: Ather gleichfalls mitmachenden Punkt A 
auf der Erde an, so daJ3 OA = list, aber die Richtung 0 A mit der 
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Bewegungsrichtung einen Winkel .{} einschlieBt! In der Figur sind 0, 0', 
0" die sukzessiven Orte des Punktes 0 zur Zeit 0, wo das Lichtsignal 
abgeschickt wird, im Augenblick t', in welchem es von dem an der Stelle A' 
befindlichen Spiegel A refiektiert wird, und schlie13lich zur Zeit t' + t", wo es 

o 

wieder in 0 eintrifft. Aus der 
Figur geht die Proportion hervor 

OA': O"A'= 00':0"0'; 
folglich sind die beiden Winkel 
bei A' einander gleich: der refiek
tierende Spiegel muJ3, wie im FaIle 
der Ruhe, senkrecht zu der starren 
Verbindung 0 A gestellt werden, Fig. 9. 
damit der Lichtstrahl nach 0 

zurtiekkommt *). Eine elementare trigonometrische Reehnung liefert ftir 
die scheinbare Fortpjlanzungsgeschwindigkeit in der Richtung .{}: 

21 c2 _ v~ 
, ,,= . 

t + t Yc 2 _ vS sin 2 ,9-
(21) 

Sie ist also keine Konstante wie im FaIle der ruhenden Erde, sondern 
abhangig von dem Richtungswinkel .{}; durch ihre Beobachtung mu/3 sich 
Richtung und GroJ3e von v feststellen lassen. 

Die Ausftihrung dieser Beobaehtung ist der bertihmte Michelsonsche 
Versuch 4). Es werden zweI mit 0 starr verbundene Spiegel A, A* in den 

A* Entfernungen I, l* angebracht, der eine in der T Bewegungsriehtung, der andere senkrecht zu 

!
~ ihr. Die ganze Montierung ist urn 0 drehbar. 

l* Mittels einer halbdurehlassigversilberten, den 

4=------------- A r~chdt~n WOin~eILb~ihO halhbli~rende~ GlaSpllatte 
B .. lmchkr ,iii:' l WIr m em Ie tstra m zweI gespa ten, 

deren einer auf A, deren anderer auf A * zu-
lauft; dort werden sie refiektiert und bei ihrer 

! Ankunft in 0 mittels jener halbversilberten 
*' Lichfquelle G lasplatte wieder in eine einzige Strahlen-

Fig. 10. richtung vereinigt. Es tritt Interferenz ein 
(I und 1* sind nahezu einander gleich) wegen der aus (21) sich ergebenden 
Wegdifferenz 21 2/* 

---2-
I - q -VI q2 

Dreh~ man jetzt das Gertist langsam urn 90°, bis A* in die Bewegungs
richtung fallt, so geht diese Wegdifferenz stetig tiber in 

21 2/* 
-V I _ q2 - I _ q2' 

*) Dies ist nicht ganz exakt, da fiir den bewegten Spiegel das gewohnliche Re
fiektionsgesetz nicht streng giiltig ist; doch ist die Abweichung des Winkels von 
einem rechten nur von der GroLlenordnung q 2 • 
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es tritt demnach eine Verminderung urn 

2 (I + 1*) (_1_. _ I ),.-...J (I + 1*) q' 
1- q VI _ q' 

ein. Damit muB eine Verschiebung der Interferenzstreifen verbunden sein. 
Obwohl die numerischen Verhiiltnisse so liegen, dajl noch 1 % der zu er-
1fJartenden Verschiebung im Michelsonschen Interferometer wahrgenommen 
werden mujite, zeigte sich bei Ausjuhrung des Experiments keine Spur davon. 

Von Ritz und anderen 5) ist der Versuch gemacht worden, dem Di
lemma durch die Annahme zu entgehen, daJ3 die Geschwindigkeit des 
von einer bewegten Lichtquelle entsandten Lichtes in der Bewegungs
richtung = c + v, in der entgegengesetzten = c - v, allgemein in der 
durch den raumlichen Einheitsvektor e charakterisierten Richtung = c + (eb) 
ist. Dies Verhalten ware analog dem eines Geschiitzes, das nach allen 
Seiten Geschosse abfeuert, die rela#v zu ihm die Geschwindigkeit c be
sitzen; hingegen laJ3t es sich mit der Vorstellung der Wellenfortpflanzung 
in einem Medium, dessen Natur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit be
stimmt, nicht in Einklang bringen. Die Ritzsche Annahme - we1che 
natiirlich den negativen Ausfall des MicheIsonversuchs erklart - steht 
abet nicht bloJ3 mit unsem theoretischen Vorstellungen iiber die optischen 
Erscheinungen in Widerspruch, sondem auch mit den optischen Erschei
nungen seIber. Diese beweisen mit groJ3er Sicherheit die Giiltigkeit des 
~olgenden Prinzips, das wir als das Prinzp von der Konstanz der Licht
geschwindigkeit bezeichnen: Die Lichtgeschwindigkeit ist unabhiingig vom 
Bewegungszustand der Lichtquelle. Andemfalls wiirde namlich das Spek
trum zweidimensional sein miissen; auBer den Unterschieden der Frequenz 
wiirden noch davon unabhangig die Unterschiede der Fortpflanzungsge
schwindigkeii: existieren. Keine unserer optischen Erfahrungen zeigt aber, 
daB es qualitativ verschiedenes Licht der gleichen Frequenz gibt. Die 
Frequenz legt vieImehr eindeutig aIle Eigenschaften des Lichtes (sein Ver
halten bei Brechung, Interferenz usw.) fest; niemals ist es gelungen, Licht 
von bestimmter Frequenz noch wieder in einfachere, qualitativ vonein
ander unterschiedene Bestandteile zu spalten. Aus der Beobachtung von 
Doppelstemen - der Wechsel der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des von 
dem Trabanten entsandten Lichtes wahrend des Umlaufs miiBte eine Ver
zerrung des beobachteten zeitlichen Verlaufs gegeniiber dem tatsachlichen 
hervorbringen - hat de Sitter schlieJ3en konnen 6), daB die durch die Ge
schwindigkeit v der Lichtquelle bewirkte Anderung der Lichtgeschwindig
keit kleiner'sein muB als der tausendste Teil von v. 

Lorentz suchte das Ergebnis von Michelson durch die kiihne Hypothese 
zu erklaren, daB ein starrer Korper durch seine Bewegung relativ zum 
Ather in der Bewegungsrichtung eine Kontraktion im Verhaltnis I : V I _ q 2 

erflihrt. In der Tat wiirde dies den negativen Ausfall des MicheIsonscheI'I 
Experiments erklaren. Denn dann hat in der ersten Lage OA in Wahr
heit die Lange rJl I - q', 0 A* die Lange 1*; in der zweiten Lage 

Weyi, Raum, Zeit, Materie. 5. Auf!. II 



-------------- "--" --"---

Relativitat von Raum und Zeit. 

aber OA die Lange I, hingegen OA* die Lange 1* VI - q2, und der 
2(1-1*) 

Gangunterschied ergabe sich in beiden Fallen = --===. Auch er-
}/l _ q2 

hielte man bei Drehung eines starr mit 0 verbundenen Spiegels in allen 
Richtungen die gleiche scheinbare Fortpflanzungsgeschwindigkeit V c2 - v 2 

und keine Abhangigkeit von der Richtung wie nach (2 T). Immerhin er
schiene es theoretisch noch moglich, an der gegentiber c verminderten 
scheinbaren Fortpfianzungsgeschwindigkeit V c2 - v· die Bewegung zu 
konstatieren; aber wenn der Ather die MaBstabe in der Bewegungsrich
tung im Verhaltnis I : V I - q2 zusammendrtickt, so braucht er den Gang 
der Dhren - nur noch im gleichen Verhaltnis zu verlangsamen, urn auch 
diesen Effekt zu zerstOren. Tatsiichlich hat nicht nur der Michelsonsche, 
sondern haben eine ganze Zahl weiterer Versuche, einen Einfluji der Erd
bewegung auj kombinierte mechanisch-elektromagnetische Vorgiinge jestzu
stellen, ein negatives Ergebnis gehabt 7). Es ware also die Aufgabe der 
Athermechanik, nicht nur die Maxwellschen Gesetze zu erklaren, sondern 
auch diese merkwtirdige Wirkung auf die Materie, die so erfolgt, als hatte 
der Ather sich ein flir allemal vorgenommen: Ihr verfiixten Physiker, 
mich sollt ihr nicht kriegen! 

Die einzig verntinftige Antwort aber auf die Frage: Wie kommt es, 
daB eine Translation im Ather sich nicht von Ruhe unterscheiden laBt? 
war die, welche Einstein gab: weil er nicht existiert! (Der Ather ist immer 
eine vage Hypothese geblieben, und noch dazu eine, die sich so schlecht 
als moglich bewahrt hat.) Dann aber liegt die Sache so: flir die Mechanik 
hat sich das Galileische, flir die Elektrodynamik das Lorentzsche Rela
tivitatstheorem ergeben. Hat es damit wirklich seine Richtigkeit, so heben 
sie sich gegenseitig auf und bestimmen einen absoluten Bezugsraum, in 
welchem die mechanischen Gesetze die Newtonsche, die elektrodyna
mischen die Maxwellsche Form haben. Die Schwierigkeit, den negativen 
Ausfall alIer Experimente zu erklaren, die darauf aus sind, Translation 
von Ruhe zu unterscheiden, wird nur dann tiberwunden, wenn man flir 
die gesamten Naturerscheinungen eines dieser beiden Relativitatsprinzipe 
als gtiltig ansieht. Das Galileische geht dadurch aus dem Lorentzschen 
hervor, daB man die Konstante c gegen 00 konvergieren laBt; die am 
SchluB von § 2 I gegebene geometrische Konstruktion laBt das ohne 
weiteres erkennen. Die Elektrodynamik konnte also nur dadurch in Ein
klang mit dem Galileischen Relativitatsprinzip gebracht werden, daB man 
in ihren Gesetzen c durch 00 ersetzte; das kommt nicht in Frage: es 
gabe keine Induktion, es gabe kein Licht und keine drahtlose Telegraphie, 
ja - es gabe tiberhaupt keine magnetischen Krafte zwischen elektrischen 
Stromen. Hingegen laJ3t die Lorentzsche Kontraktionshypothese schon 
vermuten, die Newtonsche Mechanik lasse sich derart modifizieren, daB 
sie dem Lorentz-Einsteinschen Relativitatstheorem gentigt, die dabei auf-

tretenden Abweichungen aber nur von der GroBenordnung (:). werden; 
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dann liegen sie flir alle irdischen und planetarischen Geschwindigkeiten V 

weit unter der Grenze der Beobachtungsmoglichkeit. Unsere mechanischen 
Erfahrungen sind nicht genau genug, urn c von 00 unterscheiden zu 
konnen. In der Elektrodynamik ist zwar auch die magnetische Kraft, 
mit der zwei bewegte Ladungen (Geschwindigkeiten V, und v2 ) aufein
ander wirken, gegeniiber der elektrostatischen nur von der GroBenord-

V, v. 
nung -7' Aber die Werte der Elektronengeschwindigkeiten und die 

Summierung der magnetischen Krafte, welche sie aufeinander ausiiben, 
bringen es mit sieh, daB die dureh ein endliches c bewirkten Modifika
tionen hier zu den kraftigsten und handgreiflichsten Erscheinungen An
laB geben. 

Das ist die Losung Einsteins 8), welche mit einem Schlage alle Schwie
rigkeiten behob: die Welt ist ein vierdi11lensionaler affiner Raum, dem 
durch eine indefinite quadratische Form 

Q(~)=(H) 

von einer negativen und drei positiven Dimensionen eme lI£ajJbestimmung 
aufgepragt ist. Die einfache konkrete Bedeutung der Form Q(~) ist 
die, daB ein in dem Weltpunkt 0 abgeschicktes Lichtsignal in allen und 

»>+ 

nur den Weltpunkten A ankommt, flir welche ~ = OA dem einen der 
beiden durch die Gleichung Q(~) = 0 definierten Kegelmantel (vgl. § 4) 
angehort. Dadurch ist der .in die Zukunft geoffnete« der beiden Kegel 
Q (~) <:::: 0 vor dem in die Vergangenheit geoffneten in objektiver Weise 
ausgezeichnet. Wir konnen Q(~) durch Einfiihrung eines geeigneten 'nor
malen« Koordinatensystems, bestehend aus dem Nullpunkt 0 und den 
Grundvektoren ei auf die Normalform bringen 

~ >l>-+ 

(OA, OA)=-x~+x~+x~+x; 

(Xi die Koordinaten von A); dabei solI noch der Grundvektor eo dem in 
die Zukunft geoffneten Kegel angehoren. D1tter diesen normalen Koordi
natensystem lajJt sich in objektiver Weise keine engere Auswahl treffcn, 
sie sind alle gleichberechtigt. Legen wir irgend eines von ihnen zu
grunde, so ist Xo als die Zeit, sind X, X 2 X 3 als Cartesische Raumkoordinaten 
anzusprechen, und alle ~auf Raum und Zeit sich beziehenden gelaufigen 
Ausdriicke sind in dies em Bezugssystem wie sonst zu verwenden. - Die 
adaquate mathematische Formulierung der Einsteinschen Erkenntnis ist 
iibrigens erst durch Minkowski 9) gegeben worden; ihm verdanken wir die 
Vorstellung der vierdimensionalen W eltgeometrie, die hier von vorn her
ein zugrunde gelegt wurde. 

Mathematisch ist das Einsteinsche Relativitatsprinzip ersichtlich von 
viel groBerer Einfachheit und Durchsichtigkeit als das Galileische; die 
\Veltgeometrie ist durch Einstein-Minkowski der Euklidischen Raumgeo
metrie viel naher geriickt worden. In anschaulicher Hinsicht aber mutet es 
ltns zu, dm Glauben an die objektive Bedeutung der Gleicllzeitigkeit abzulegen; 

rr* 
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in der Bejreiung von diesem Dogma liegt die grojle erkenntnistheoretische Tat 
Einsteins, die seinen Namen neben den des Kopernikus riickt. Die am 
SchluJ3 des vorigen Paragraph en gegebene graphische Darstellung zeigt ohne 
weiteres, daJ3 die Ebenen Xo = konst. nicht mehr mit den Ebenen Xo = konst. 
zusammenfallen. J ede Ebene x~ = konst. tragt zufolge der in der WeIt 
herrschenden, auf Q(t) beruhenden Metrik ihrerseits eine soIche MaB
bestimmung, daB die Ellipse, in der sie den »Licht-Kegel« schneidet, ein 
Kreis ist, und in ihr gilt die Euklidische Geometrie. Ihr DurchstoJ3punkt 
mit der x~-Achse ist der Mittelpunkt der Schnittellipse. So wird auch 
im gestrichenen Bezugssystem der Vorgang der Lichtausbreitung zu einem 
in konzentrischen Kreisen sich vollziehenden. Durch geeignete Wahl des 
normalen Koordinatensystems laJ3t sich offenbar jede Ebene durch 0, weIche 
den Lichtkegel nur in 0 schneidet und somit die beiden Kegelhiilften 
voneinander trennt, zur Ebene Xo oder t = konst. machen. Daher folgt 
mit Notwendigkeit aus dem Einsteinschen Relativitatsprinzip, daJ3 kein in 
o gegebenes Signal einen Weltpunkt A erreichen kann, der au.l3erhalb der 
in die Zukunft geaffneten Kegelhiilfte liegt; mit andem Worten: c ist 
die obere Grenze aller Karpergeschwindigkeiten und der Ausbreitungs
geschwindigkeiten aller physikalischen Wirkungen. Das zeigt am besten 
die absolute Bedeutung der Lichtgeschwindigkeit c. Tatsachlich hat man 
an den Elektronen Geschwindigkeiten beobachten kannen, die bis auf 
1 0 / 0 der Lichtgeschwindigkeit nahe kommen; niemals wurde sie jedoch 
iiberschritten. 1m Gegenteil bemerkt man, daJ3 bei Anniiherung an die 
Lichtgeschwindigkeit der Tragheitswiderstand der Karper ins Unendliche 
wachst. 

Leicht kannen wir jetzt die Schwierigkeiten beheben, die fiir unsere 
Anschauung, unser inneres Erleben von Raum und Zeit in dem von Ein
stein herbeigefiihrten U msturz des Zeitbegriffs zu liegen scheinen! Der 
von 0 ausgehende Lichtkegel iibernimmt die Rolle, weIche nach dem 
Galileischen Relativitatsprinzip die durch 0 gehende Schichtebene t = 0 

spielt: Vergangenheit und Zukunft voneinander zu scheiden. Die Welt
richtung alIer in 0 geschleuderten Karper muJ3 in den vorderen, der Zu
kunft geaffneten Kegel hineinweisen (so auch die Richtung der Weltlinie 
meines eigenen Leibes, meiner »Lebenslinie«, wenn ich mich in 0 befinde): 
nur auf die Ereignisse in soIchen WeItpunkten, die im Innem diese~ 

vorderen Kegels liegen, kann das, was in 0 geschieht, von EinfluJ3 sein; 
die Grenze wird von der durch den leeren Raum erfolgenden Ausbreitung 
des Lichtes gegeben. Befinde ich mich in 0, so teilt 0 meine Lebens
linie in Vergangenheit und Zukunft; daran ist nichts geandert. Was aber 
mein VerhiiItnis zur WeIt betrifft, so liegen in dem vorderen Kegel ane 
diejenigen WeItpunkte, auf weIche mein Tun und Lassen in 0 von Ein
fluB ist, auBerhalb desselben aIle die Ereignisse, die abgeschlossen hinter 
mir liegen, an denen .jetzt nichts mehr zu andem ist«: der Mantel des 
vorderen Kegels trennt meine aktive Zukunft von meiner aktiven Vergangen
heit. Hingegen sind im Innern des hinteren Kegels aIle die Ereignisse 
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lokalisiert, die ich entweder leibhaftig miterlebt (mitangesehen) habe, oder 
von denen mir irgendeine Kunde gekommen sein kann, nm diese Ereignisse 
haben moglicherweise EinfluB auf mich gehabt; auBerhalb desselben aber 
liegt alles, was ich noch miterleben werde oder doch miterleben wtirde, 
wenn meine Lebensdauer unbegrenzt 

~~~ge:n~Ol:;!~ ~~~c~a~~~r~~s ~!.:= ~,~~~.=~ ~;;iv;;~~-
teren Kegels scheidel meine passive Ver
gangenheit von meimr passivcn Zukunjt. 
Auf dem Mantel liegt das, was ich 
augenblicklich sehe oder sehen konnte; 
er ist also eigentlich das Bild meiner 
raumlichen Urn welt. Man ersetze nur AI 

das abstrakte Schema der Gleich-
zeitigkeit durch den konkreten Wir-

Fig. I I. 

kungzusammen}/ang, und aIle anschaulichen Schwierigkeiten verschwinden! 
DaB man in dem erorterten Sinne zwischen aktiver und passiver Ver
gangenheit und Zukunft unterscheiden muB, darin liegt die eigentliche 
grundsatzliche Bedeutung des Einsteinschen Relativitatsprinzips; wie auf 
Grund der in den Lichtkegeln zum Ausdruck kommenden Weltstruktur, 
die den Wirkungszusammenhang bestimmt, am zweckmaBigsten das Welt
kontinuum auf Koordinaten zu beziehen ist und weIche Transformations
formeln zwischen den verschiedenen gleichberechtigten Koordinatensystemen 
vermitteln, das ist demgegentiber eine mehr technische Angelegenheit von 
sekundarem Interesse. 

Urn yom Einsteinschen Standpunkt die Lorentz-Kontraktion anschau
lich zu verstehen, denken wir uns folgenden ebenen Vorgang. In einem 
normalen Koordinatensystem t, XI' X 2 (unter Unterdrtickung einer Raum
koordinate), auf das sich die im folgenden gebrauchten Raum-Zeit
Ausdrticke beziehen, ruhe ein ebenes Papierblatt (mit den recht
winkligen Koordinaten x,, x 2 ), auf das eine geschlossene Kurve Q: ge
zeichnet ist. AuBerdem habe man eine kreisfOrmige Platte, die einen 
urn den Mittelpunkt drehbaren st~lIren Zeiger tragt; dreht man diesen 
langsam herum, so bes<zhreibe die Zeigerspitze den Rand der Platte: 
so erweist sich, daB sie in der Tat ein Kreis ist. Die Platte bewege 
sich nun auf dem Papierblatt in gleichfOrmiger Translation; rotiert wahrend
des der Zeiger langsam, so wird seine Spitze bestandig den Rand der 
Platte durchlaufen: in diesem Sinne ist sie auch in der Translation eine 
Kreisscheibe. In einem bestimmten Moment falle der Rand der Scheibe 
genau mit der Kurve Q: zusammen. Messen wir Q: mittels ruhender MaB
stabe aus, so finc1en wir, daB Q: kein Kreis, sondern eine Ellipse ist. 
Der Vorgang ist in der Figur graphisch dargestellt. Es ist dasjenige 
Koordinatensystem t' X'I x: hinzugefiigt, in weIchem die Scheibe ruht. Der 
Schnitt einer Ebene t' = konst. mit dem Lichtkegel ist in diesem Be
zugssystem ein »augenblicklich vorhandener Kreis«; der tiber ihm in 
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Richtung der t' - Achse errichtete Zylinder stellt einen im gestrichenen 
System ruhenden Kreis dar, grenzt demnach das Weltgebiet ab, das nm 
unserer Kreisscheibe bestrichen wird. Der Schnitt dieses Zylinders mit 
der Ebene t = 0 ist in der Figur kein Kreis, sondern eine Ellipse; 
der tiber ihr in Richtnng der t- Achse errichtete gerade Zylinder ist die 
dauernd vorhandene, auf dem Papierblatt gezeichnete Kurve. Die Lorentz
Kontraktion ist demnach eine Art "Geschwindigkeits - Perspektive": Wie 

eine kreisrunde Scheibe uns als Elli pse 
erscheint, wenn wir von fernher unter 
einem schiefen Winkel auf sie blicken, 
so erscheint sie auch als Ellipse, 
wenn sie am Beobachter vorliber
fahrt. Ais wahre Gestalt betrachten 
wir dabei die Ruh-Gestalt, die durch 
Ausmessen in demjenigen normalen 
Koordinatensystem ermittelt wird, in 
we1chem die Scheibe ruht. N"ach 

,""'---,:7""'---o-x, Einstein ist es aber ebenso unbe---------
Fig. 12. rechtigt zu sagen, daB die Kreis-

scheibe sich infolge der Relativ
bewegung zum Beobachter kontrahiere, wie es unberechtigt ist zu sagen, 
daB sie sich zu einer Ellipse abplattet, wenn sie einen schiefen Winkel mit 
dem Sehstrahl des Beobachters bildet. Die beobachtete Gestalt eines 
Korpers hangt >auBer von ihm seIber auch von seinem Yerhaltnis, 
insbesondere seinem Bewegungsverhaltnis zum Beobachter ab. 

§ 23. Analyse des Relativitatsprinzips. Die Zerspaltung der Welt 
in Raum und Zeit als Projektion. 

Wir wollen uns mit aller Sorgfalt Rechenschaft darliber zu geben ver
suchen, auf we1chen Voraussetzungen und Tatsachen die Gliltigkeit des 
Einsteinschen Relativitatsprinzips beruht. Der Michelsonsche Versuch zeigt, 
daB auf einem beliebigen in gleichformiger Translation begriffenen Bezugs
korper K (den wir uns wieder als ebene Platte vorstellen) die Proportio
nalitatsgleichung (20) mit einem konstanten c gliltig ist. Sind A und B 
zwei Stellen auf K, so geht eine Uhr in B synchron mit der Uhr in A. 
wenn ein Lichtsignal, das zn irgendeiner Zeit t in A abgeschickt wirel, 

zur Zeit t + : A B; in B ankommt; das ist die Definition von »synchron«. 
c 

Die zngrunde gelegte Tatsache zeigt, daB dann anch nmgekehrt die Uhr 
in A synchron mit der Uhr in B geht (oder kurz, daB A gleichgeht mit B). 
Wir haben aber weiter die Tatsache notig, daB, wenn B mit A nnd C 
mit B gleichgeht, anch C mit A gleichgeht; was bedeutet das? Denken 
wir nns in A zwei Uhren anfgestellt, richten die Uhr in B durch Licht
signale synchron mit der erst en Uhr in A, die Uhr in C synchron mit B 
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und die zweite Uhr in A synchron mit C, so behaupten wir, zeigen die 
beiden Uhren in A bestandig dieselbe Zeit. Nach Definition zeigt aber 

die zweite Uhr 111 A die Zeit t + !-_, wenn ein Lichtsignal, das zu der 
c 

auf der erst en Uhr in A abge1esenen Zeit t von A abgeschickt ist uncl 
den gebrochenen Weg AB CA von der Lange L durchlaufen hat, wieder 
in A ankommt. Unsere Behauptung besagt also, daB die Zeit, weIche 

zwischen Abgang und Ankunft jenes Lichtsignals in A verstreicht, = List. 
c 

Es wird verniinftig sein, diese Tatsache nicht bloB flir das »Zweieck« ABA, 
das Dreieck AB CA zu statuieren, sondern flir einen be1iebigen polygo
nalen Weg. Wir sprechen also als erste Erfahnmgstatsache aus: 

LiijJt mati auf einem in gleiclifonniger Translation begriffenen Bezugs
Rorper K das Licllt einen geschlossenen PolygOJl1ug von der Lange L dllrrl/
laltfen, so vergeht zwischen Abgang und Ankunft des Liclztsig/lals eine Zeit r, 

/. . L . I' L ,ze Zit proportzolla 1St: T = -- . 
c 

Infolgedessen ist es moglich, auf dem Bezugskorper allerorten eine 
Zeit t = Xo einzuflihren; die Uhren, weIche sie angeben, gehen alle mit
einander synchron. Sie konnen von einer Zentraluhr aus durch Licht
signale gerichtet werden; diese Regulierung ist unabhangig vom gewahlten 
Zentrum. Wir bemerken ausdriicklich, daB dabei stets Lichtquellen zu 
verwenden sind, weIche auf K ruhen. Wir kannen und wollen die Langen
und Zeiteinheit so aneinander binden, daB c = I wird. Nach Regulierung 
der Uhren flihrt natiirlich das Auffangen eines an irgendeiner Stelle ge
gebenen Lichtsignals zu dem Resultat, daB es sich nach allen Seiten mit 
der Geschwindigkeit I fortpflanzt. Zwei zum selben Bezugskorper X ge
horige Koordinatensysteme sind durch eine Transformation miteinancler 
verbunden, die sich zusammensetzt aus den Operationen 

(22) x;'=xi+a;(i=o, I, 2,3); 

(23) x;, = aXi [a> oj 
und den orthogonalen Transformationen der Raumkoordinaten x, , x. , X3 bei 
ungeanderter Zeit Xo (ai und a Konstante). Eine friihere Terminologie 
leicht modifizierend, wollen die wir durch diese Transformationen konstituierte 
Gruppe die elementare Gruppe nennen. Jede Transformation derse1ben 
flihrt von einem auf X gegriindeten Koordinatensystem zu einem gleich
berechtigten and ern ; dies gilt insbesondere flir die Operation (22). 

Die zweite Erfahrungstatsache ist das Galileische Tragheitsprinzip: Bill 
kriiftejrei sicll bewegender Massenpunkt beschreibt auf K eillt' gerade Li1!ic 
mit konstanter Geschwilldigkeit. Das bedeutet in genauerer anschaulicher 
Formulierung: Die Bahn eines Massenpunktes, der jeder Einwirkung durch 
andere Karper entzogen ist, ist eine Gerade auf X; markieren wir auf 
ihr eine Reihe aquidistanter Punkte A, , A. , A3 ... und lesen allgemein an 
der in Ai befindlichen Uhr die Zeit ti ab, zu welcher der Massenpunkt 
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die Stelle Ai passiert, so sind tI , t., t3 ... aquidistante Zeitwerte. Unsere 
beiden Aussagen sind eigentlich so zu verstehen, daB durch sie der »be
rechtigte c , der in gleichfOrmiger Translation begriffene Bezugskorper 
charakterisiert wird; die behauptete Tatsache ist die, daB es moglich ist, 
die Vorgange [in der Welt auf einen derartigen Korper (der nicht wirk
lich zu existieren braucht, sondern von den wirklichen Korpern aus ideell 
konstruiert werden muB) zu beziehen. 

Die Aufgabe ist jetzt die, flir irgend zwei berechtigte Bezugskorper 
K, K' und zwei auf sie sich stiitzende Koordinatensysteme Xi, xi den 
gesetzmliBigen Zusammenhang zwischen den Koordinaten zu finden. Urn 
sie in physikalisch Ubersichtlicher Weise zu lOsen, machen wir zunachst 
noch einen Zusatz zum Galileischen Tragheitsprinzip. Wir denken uns 
mit dehl kraftefrei sich bewegenden Massenpunkt m eine Uhr verbunden, 
die er bei seiner Bewegung mitflihrt, und behaupten, daB die an dieser 
Uhr abgelesene » Eigenzeit« s fUr die Durchlaufung gleichlanger Strecken 
gleichgroB ist. Da vermoge der Abbildung Xi = Xi + d ai, in welcher 
d ai die relativen Koordinaten zweier Punkte auf der Weltlinie von m 

bedeuten, aus unserem auf K sich stUtzenden Koordinatensystem Xi ein 
gleichbetechtigtes entsteht und zugleich der in Rede stehende Vorgang 
in sich Ubergeht, mUssen die an der mitgeflihrten Uhr abgelesenen Zeit
dauern flir solche Teile des Vorgangs Ubereinstimmen, die durch diese 
Abbildung auseinander hervorgehen; das ist ein evidenter ~ Homogeneitats
schluB«. Wir konnen also sagen, daB flir unsere Bewegung die vier 
Weltkoordinaten Xi lineare Funktionen der Eigenzeit s sind. 

Infolgedessen mUssen die zu einem andern berechtigten Bezugskorper 
gehorigen Koordinaten xi mit Xi so verbunden sein, daB sie in lineare 
Funktionen von s Ubergehen, wenn man flir die Xi lineare Funktionen 
von s einsetzt. Daraus folgt aber sogleich, daB die Transformations
formeln linear sind, also nach Abspaltung einer Transformation von der 
Gestalt (2:Z) so aussehen: 

3 

xi = .2) aik Xk 

k=o 
(i=o, I, 2,3). 

Das zeigt, daB K' selber sich relativ zu K in gleichfOrmiger Translation 
befindet. Die weitere Grundtatsache, welche wir nun verwerten mUssen, 
ist das »Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit«: Die Welt
punkte, welche ein in 0 abgesandtes Lichtsignal passiert, sind unabhiingig 
von dem Bewegungszustand der Lichtquelle allein durch 0 bestimmt. Ein 
in 0 (Xi = 0) von einer auf K ruhenden Lichtquelle abgesandtes Licht
signal passiert aIle und nur die Weltpunkte, flir welche 

- x~ + (x~ + x: + x;) = 0 , Xo > 0 

ist; ein im selben Weltpunkt 0 (xi = 0) von einer auf K' ruhenden Lichtquelle 
ausgesandtes Lichtsignal passiert alle und nur die Weltpunkte, flir welche 

_ ," + (x'" + x'· -I- x'") = 0 Xo I 2 3 , 
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ist. Nach jenem Prinzip miissen diese beiden Kegel iibereinstimmen. Das 
ist dann und nur dann der Fall, wenn (24) sich zusammensetz~ aus einer 
bloBen MaJ3stabsiinderung (23) und einer Lorentz-Transformation, d. h. 
einer Transformation (24), welche die quadratische Form 

- x~ + (x: + x: + x~) 
invariant liiJ3t, und in welcher der Koeffizient aoo > 0 ist. (Betreffs der 
ergiinzenden Umgleichung beachte man, daB infolge der Invarianz von (25) 

darum a~o::> I, aoo notwendig =1= 0 ist.) Die Gruppe derjenigen Trans
formationen, welche sich aus Operationen (22), (23) und den Lorentz
Transformationen zusammensetzen, nennen wir die Lorentz-Einsteinsche 
Groppe. 

Endlich folgt die eigentliche Relativitiitsaussage: Jeder Korper K't 
der sich relativ zu einem berechtigten K in gleichformiger Translation be
tindet, ist auch ein berechtigter Bezugskorper. Aile Naturerscheinungen 
spielen sich relativ zu K' genau in der gleichen Weise ab wie relativ zu K. 
Daraus geht hervor, daB mit der Aufstellung der Lorentz-Gruppe unsere 
Aufgabe gelOst list, daB keine weiteren Bedingungen mehr hinzutreten. 
Denn die Operationen der elementaren Gruppe sind die einzigen Trans
formationen der Lorentz-Einsteinschen Gruppe, welche die Zeitachse fest 
lassen. 

Aus diesem Erfahrungszusammenhang heraus erwachst das Einsteinsche 
Relativitatsprinzip mit Notwendigkeit. In der so gewonnenen Formulie
rung ist nun aber das Prinzip selbst noch mit Aussagen iiber das Ver
halten von starren Korpern und Uhren verkniipft, die an sich nichts mit 
ihm zu tun haben; wir wollen die beiden Bestandteile aus dieser Ver
fiechtung befreien. Unsere Entwicklungen lassen schon erkennen, daB 
man nur die Ausbreitung des Lichtes und die kriiftefreie Bewegung von 
Uhren notig hat, um. die normalen Koordinatensysteme von allen andern 
zu lunterscheiden: wenn der Kegel aller Weltpunkte x,', welche das im 
Punkte 0 = (xn abgesandte Lichtsignal erreicht, durch die Beziehungen 

(26) -(xo- X~)2+(XI-X~)2+(X2-X~)2+(X3-X~)2= 0, xo-x~>o 

beschrieben wird und beim zweiten Vorgang die Weltkoordinaten Xi als 
lineare Funktionen der Eigenzeit erscheinen, ist das Koordinatensystem Xi 
normal. Wir zeigten oben, daB zwei Koordinatensysteme, die in diesem 
Sinne normal sind, durch eine Transformation der Lorentz-Einsteinschen 
Gruppe zusammenhiingen. Die starren MaBstiibe sind damit schon aus
geschaltet. Zu dem Kunstgriff, mit dem in kraftefreier Bewegung be
griffenen Massenpunkt eine Uhr zu verbinden, nahmen wir aber auch nur 
unsere Zufiucht, urn die mathematischen Uberlegungen moglichst einfach 
und durchsichtig durchfiihren zu konnen; im Grunde ist die Uhr ebenso 
iiberfliissig. Wir bezeichnen in der wirklichen Welt den Kegel der siimt
lichen Weltpunkte, den ein in 0 gegebenes Lichtsignal passiert, als den 
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von 0 ausgehenden Nullkegel, die Weltlinie eines Massenpunktes, auf den 
keine anderen Massen einwirken, als zeitartige Gerade. Durch EinfUhrung 
von Koordinaten Xi wird di~ wirkliche Welt abgebildet auf den vier
dimensionalen Zahlenraum,· d. i. das Kontinuum aller reellen Zahlen
quadrupel (XO X,X2 X 3 ). 1m Zahlenraum verstehen wir unter dem yom 
Punkte (x7) ausgehenden Nullkegel das durch die Beziehungen (26) de
finierte Gebilde, unter »zeitartiger Gerade« jenes eindimensionale Konti
nuum, das man erhalt, wenn man die Xi als lineare Funktionen eines 
Parameters s ansetzt: 

Xi= xi+ liS, 

mit Richtungszahlen Ii, fUr welche 

- i~ + (I~ + y~ + y~) < 0 

ist. Die Erfahrungstatsache, auf die wir uns letzten Endes bernfen, ist 
die: Es lassm sidl in der VVclt vier Koordillatm Xi SO eillfiillren, mall 
kaml die T¥elt auf dm vierdimmsionaletz Zahlenraum so abbilden, daft die 
Nullkegel in die Nullkegel, die zeitartigen Geraden in die zeitartigen Gc
raden iibergeJlen. Jedes System von Koordinaten, das aus einem solchen Xi 

durch eine Lorentz· Transformation hervorgeht, geniigt den gleichen Be
dingungen. Aber es ist eine mathematische Wahrheit, daB durch diese 
Bedingungen die Koordinaten Xi auch bis auf eine Transformation der 
Lorentz-Gruppe vollstandig festgelegt sind. Auf Grund des sog. Funda
mentalsatzes der projektiven Geometrie kann man zeigen, daB die einzigen 
Abbildungen des vierdimensionalen Zahlenraumes auf sich selber, welche 
die Nullkegel in Nullkegel, die zeitartigen Geraden in die zeitartigen Ge
raden verwandeln, die Transformationen der Lorentz-Einsteinschen Gruppe 
sind '"). Dabei ist die Abbildung jeweils so zu verstehen, daB sie sich 
nur auf ein beschranktes Gebiet der Welt, bzw. des Zahlenraumes zu er
strecken braucht; es ist nicht notig, mit der Welt in ihrer ganzen A us
dehnung zu operieren. So sieht man, daB die folgenden beiden einfachen 
Naturgesetze: 

1. »das Licht breitet sich in konzentrischen Kugeln mit der Ge
schwindigkeit 1 aus; 

2. ein Korper, auf den keine Krafte wirken, beschreibt eine gerad-
linige Bahn mit konstanter Geschwindigkeit« 

bereits ausreichen, urn die normalen Koordinatensysteme von allen andern 
zu unterscheiden. Unter ihnen aber laBt sich keine engere Auswahl treffen, 
welche andern Naturgesetze wir auch noch zu Hilfe nehmen mogen: alle 
Naturgesetze lauten genau so in dem einen wie in dem andern von irgend 
zwei normalen Koordinatensystemen. 

Damit gewinnen wir die Weltgeometric: die Welt ist eine vierdimensio
nale affine Mannigfaltigkeit im Sinne von Kap. I, behaftet mit einer Metrik, 
die auf einer quadratischen Grundform ([. [) mit drei positiven und einer 
negativen Dimension beruht. Die Grundform selbst ist noch abhangig 
von der willkiirlichen Wahl einer Einheit; objektive Bedeutung besitzt aber 
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die Streckengleichlteit zweier Weltvektoren [ und t), ausgedriickt durch die 
Gleichung 

([ . [) = (~ . ~) , 

und das Senkrechtste!lC1l zweier Vektoren [ und ~ oder ihrer Richtungen, 
ausgedriickt durch die zu der quadratischen Grundform gehorige sym
metrisch-bilineare Beziehung 

([.~) = o. 

Die Vektoren, fUr weIche ([. [) positiv ist, nennen wir rauma1'tige, die
jenigen, fUr weIche ([. [) negativ ist, zeita1'tige Vektoren. 

Eine auf einem berechtigten Bezugskorper abgegrenzte Strecke be
schreibt in der Welt einen Parallelstreifen, dessen Richtung zeitartig ist. 
Die Lange I dieser Strecke ist die Breite des Parallelstreifens: 

r= ([. [), 
wo [ der Vektor ist, weIcher senk1'ecllt zu der Richtung des Streifens yon 
einem Rand zum andern fUhrt (er ist notwendig raumartigJ. Zwei gleiche 
Strecken auf demselben Bezugskorper beschreiben zwei parallel begrenzte 
Streifen von der gleichen Breite. Auch oben haben wir nur Strecken 
miteinander verglichen auf demselbetz Bezugskorper; wir haben ruhende 
MaBstabe auf K untereinander verglichen, ebenso ruhende MaBstabe auf 
einem andern Bezugskorper K', der sich zu K in gleichformiger Trans
lation befindet. Wir haben aber nicht gefragt, was aus einem starr en 
MaBstab wird, wenn wir ihn von K nach K' hiniiberreichen. Doch ist es 
jetzt auch leicht, diese Frage zu beantworten: seine »Rultliinge<, d. i. die 
Breite des Weltst1'eifens, welelun e1' beselzreibt, ist nacll dml Ube1'gang die 
gleiche wie vorite1'. Das Verhaltnis ), zwischen der Ruhlange vor und 
nach der Uberfiihrung kann namlich nur von der Relativgeschwindigkeit v 
des Bezugskorpers K' in bezug auf K abhiingen: /. = }. (v). Reichen wir 
nun aber den MaBstab spater wieder von K' nach K zuriick, so andert 
sich abermals die Ruhlange im Verhaltnis l(ZI), da die Relativgeschwindig
keit von K in bezug auf K' ebenfalls = v ist (wie wir im nachsten Para
graphen ausrechnen werden). Also ist das Verhaltnis der Lange des nun 
wieder auf K zur Ruhe gekommenen MaBstabes zu seiner urspriinglichen 
Lange = ). "(il). Durch den Transport eines MaBstabes von einer Stelle 
des Bezugskorpers K zur andern, den wir etwa mit Hilfe des »Schlittens« K' 
vollziehen konnen, ist aber physikalisch die Streckengleichheit auf K de
finiert. Also muB l2(ZI) = I, ltv) = I sein. Damit haben wir in prak
tisch ausreichendem MaBe festgelegt, wie die starren Korper auf die Welt
metrik reagieren. 

Der Begriff des starren Korpers ist in der Einsteinschen Relativitats
theorie mit gewissen Schwierigkeiten behaftet. StaB en wir einen zunachst 
ruhenden starren Korper in einem und demselben Augenblick an ver
schiedenen Stellen an, so werden sich diese Stellen in Bewegung setzen; 
aber da die Wirkung sich hOchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten 
kann, wird die Bewegung erst allmahlich den ganzen iibrigen Korper in 
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Mitleidenschaft ziehen. Solange die urn die einzelnen Stol3punkte mit 
Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Kuge1n sich noch nicht iiber
decken, bewegen sich die mitgerissenen Umgebungen der Stol3punkte voll
stan dig unabhangig voneinander. Daraus geht hervor, dal3 es starre Karper 
im alten Sinne gemal3 der Re1ati vitatstheorie nicht geben kann; d. h. es 
gibt keinen Karper, der bei allen Einwirkungen, denen man ihn aussetzt, 
obje~tiv immer derse1be bleibt. Wie kannen wir aber trotzdem unsere 
Mal3stabe zur Raummessung verwenden? Ich gebrauche ein Bild. Er
hitzen wir ein im Gleichgewicht befindliches, in ein Gefal3 eingeschlossenes 
Gas an verschiedenen Stellen gleichzeitig durch Stichflammen und iso
lieren es dann adiabatisch, so wird es zunachst eine Folge komplizierter 
Zustande durchlaufen, die den Gleichgewichtssatzen der Thermodynamik 
nicht geniigen. SchlieBlich aber wird es zur Ruhe kommen in einem 
neuen Gleichgewichtszustand, der seiner jetzigen, durch die Erwarmung 
erhahten Energie entspricht. So kannen wir also auch von einem starren 
Mal3stab sagen: immer wieder, wenn er in einem berechtigten Bezugs
raum zur Ruhe gekommen ist, wenn er sich hinreichend lange in gleich
farmiger Translation befindet, besitzt er dieselbe RuhHinge, der von ihm 
beschriebene We1tstreifen diese1be Breite. Was mit ihm wahrend des 
Ubergangs von dem einen in den andern Bewegungszustand geschieht, 
dariiber brauchen wir uns keine Gedanken zu machen. Immerhin, wenn 
wir (in dem angezogenen Vergleich) das Gas hinreichend langsam, streng 
genommen: unendlich langsam erwarmen, wird es eine Folge thermo
dynamischer Gleichgewichtszustande durchlaufen; wenn wir die Mal3stabe 
nicht zu stiirmisch bewegen, werden sie in jedem Augenblick ihre Ruh
lange bewahren. Offenbar sind die Beschleunigungsgrenzen, innerhalb 
deren diese Annahme ohne merklichen Fehler gemacht werden darf, sehr 
weit gesteckt. Endgiiltiges und Exaktes dariiber kann aber erst eine auf 
den physikalischen und mechanischen Gesetzen beruhende durchgefiihrte 
Dynamik des starren Korpers ergeben. 

Eine Uhr beschreibt bei gleichfOrmiger Translation eine zeitartige Ge
rade; ist der von ihr wahrend einer Periode cIurchmessene Weltvektor !;, 
so ist die aus 

T 2 =_ (!;.!;) 

zu bestimmende posltrve Zahl T die EigenperiocIe der Uhr. Eine U/zr 
besitzt immer wieder, wenn sie in ei1Zem bertelltigten Bezugsrazl1Jl Zllr Ruhc 
gekommen ist, dieselbe Eigenperiode; darauf beruht ihre Verwendung zur 
Zeitmessung. Fiir eine besonders einfach gebaute Uhr, die Einsteinsche 
»Lichtuhr«, bestehend aus zwei einander gegeniibergestellten, starr ver
bundenen kleinen Spiegeln, zwischen denen ein Lichtstrahl hin- unci 
widerlauft (die Periode ist der Bin- und Bergang des Lichtes), folgt die 
Giiltigkeit dieser Behauptung offenbar aus dem Verhalten der starren 
Karper (und der Unabhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit vom Bewegungs
zustand derjenigen Karper, welche das Licht emittieren oder reflektieren). 
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Es muE das Gleiche aber auch fUr jede Uhr zutreffen, deren Verhalten 
im Ruhzustand gleichfOrmiger Translation nur durch ihre Konstitution, 
nicht durch ihre Vorgeschichte bedingt ist. Mit besonderer Genauigkeit 
wissen wir das von den .Atumulzren«, deren Perioden wir an den Fre
quenzen des von den Atomen ausgestrahlten Lichtes ablesen: zwei Wasser
stoffatome z. B., welche nebeneinander ruhen, zeigen mit groBer Scharfe 
die gleichen Spektrallinien, wie verschieden auch ihre Geschichte gewesen 
sein mag. 

Zur anschaulichen Darlegung physikalischer Verhaltnisse konnen wir 
die Zel'spaltung del' Welt i12 Raum und Zeit nicht entbehren, wie sie von 
jedem berechtigten Bezugskorper aus vollzogen werden kann. AUe Stellen 
des Bezugskorpers beschreiben zueinander parallele Gerade in der Welt; 
jene Zerspaltung hangt allein ab von der Richtung e dieser Geraden: Welt
punkte, die auf derselben Geraden der Richtung e liegen, faUen in den
selben Raumpunkt. Es handelt sich also, geometrisch gesprochen, urn 
nichts anderes als den Vorgang der Pal'allelprojektioll. Zum Zwecke 
einer angemessenen Forml1lierung schicke ich darliber einige geometrische 
Erorterungen voraus, die sich auf einen, »Welt« genannten, beliebigen 
n-dimensionalen affinen Raum beziehen. Knlipfen wir im Interesse der 
Anschaulichkeit zunachst an den Fall 11 = 3 an. Es sei in der Welt eine 
Schar von Geraden gezogen, die dem Vektor e (oF 0) parallel sind. Blic kt 
jemand in Richtung dieser Strahlen in die Welt hinein, so WerdelJ flir 
ihn alle diejenigen Weltpunkte zusammenfaUen, die in Richtung einer 
solchen Geraden hintereinander liegen; dabei ist es durchaus nicht notig, 
eine Ebene zu geben, auf die projiziert wird. Wir definieren also: 

Es sei gegeben ein von 0 verschiedener Vektor e. Von zwei Weltpunkten 

A und A', fUr die JA' ein Multiplum von e ist, werde gesagt, sie fallen 
in ein und denselben Punkt A des durch e bestimmten Raums. Wir 
konnen .A darsteUen durch die zu e parallele Gerade, auf der aUe jene 
im Raum zusammenfallenden Weltpunkte A, A', ... liegen. Da jede Ver
schiebung [ der Welt eine zu e parallele Gerade wieder in eine solche liber
fiihrt, ruft [ eine bestimmte Verschiebnng ~ des Raums hervor; aber je 
zwei Weltverschiebungen [, [' fallen im Raum zusammen, wenn ihr Unter
schied ein Multiplum von e ist. Der Ubergang zum Raum, die »Projektion 
in Richtung von e«, werde an den Symbolen fUr Punkte und Verse hie
bungen durch Fettdruck gekennzeichnet. Durch Projektion gehen 

»>-+ »>-+ 

A[, [+ ~, AB liber in A~, ~ +~, AB; 

d. h. die Projektion tragt affinen Charakter, und im Raum gilt die affine 
Geometrie mit einer urn I geringeren Dimensionszahl als in der Welt. 

1st die Welt metrisclt im Euklidischen Sinne, d. h. liegt ihr als me
trische Fundamentalform eine nicht-ausgeartete quadratische Form (H) 
zugrunde - flir die Anschauung halte man sich zunachst an den positiv
definiten Fall, die AusfUhrungen gelten aber allgemein -, so werden wir 
den beiden Punkten des • Raums«, als die wir zwei zu e parallele Gerade 
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erblicken, wenn wir in der Richtung von e in die Welt hineinschauen, 
offenbar einen Abstand gleich dem senkrechten Abstand der beiden Ge
raden zuschreiben. Das werde analytisch formuliert. Vorausgesetzt ist: 
(ee) = e =F 0. ]ede Verschiebung ~ kann in eindeutig bestimmter Weise 
III zwel Summanden gespalten werden 

(27) ~ = § e + ~* , 
deren erster proportional, deren zweiter orthogonal zu e ist: 

(~*e) = 0, '- I ( ) ; = - ~e . 
e 

Wir nennen § die »Zeitdauer« der Verschiebung ~ (den Zeitunterschied von 
..-+ 

A und B, wenn ~ = AB). Es gilt 

(29) (H) = ego + (~*~*). 
~ kann vollstandig charakterisiert werdendurch Angabe seiner Zeitdauer ~ 
und der durch ~ im Raum hervorgerufenen Verschiebung ~; wir schreiben 

~ = gl~· 
Die Welt ist • zerspalten« in Zeit und Raum, der • Lageunterschied« ~ 
zweier Punkte in der Welt in den Zeitunterschied § und Lageunter
schied ~ im Raum; nicht nur die Behauptung des Zusammenfallens zweier 
Punkte in der Welt hat einen Sinn, sondern auch die Aussage: zwei 
Punkte fallen im Raum zusammen, bzw. befinden sich zur gleichen Zeit. 
]ede Verschiebung ~ des Raums wird durch eine und nllr eine zu e ortho
gonale W eltverschiebung ~* hervorgerufen; die Beziehung zwischen ~* und 
~ ist umkehrbar-eindeutig und affin. Durch die Definitionsgleichung 

(H) = (~*~*) 

erteilen wir dem Raum eine auf der quadratischen Fundamentalform (~~) 

beruhende Metrik. Dann geht (29) tiber in die Pythagoreische Fundamental-
gleichung 
(30) 
die sich flir zwel Verschiebungen bei einer ohne weiteres verstandlichen 
Bezeichnung zu 
(30') (~~) = e§r; + (~~) 
verallgemeinern lath. 

In der wirklichen Welt haben wir flir e stets einen in die Zukunft 
weisenden zeitartigen Vektor zu nehmen, den wir zweckmaBig durch die 
Bedingung (e e) = - I normieren; so daR in unsern Formeln e = - I 

zu setzen ist *). Der Zeitunterschied und der raumliche Abstand zweier 
Ereignisse, wie sie sich aus dieser Zerspaltung der Welt in Raum und 
Zeit ergeben, stimmen iiberein mit den Angaben, welche die MaBstabe 

*) Will man auf die tradition ellen Einheiten des CGS-Systems gefiihrt werden, 
so muJ), man die Normierung (e e) ~ - I ersetzen durch (ee) = - c·, und es ist 
e = - c2 zu nehmen. 
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und synchron regulierten Uhren auf einem gewissen berechtigten Bezugs
kbrper K liefern: auf demjenigen Bezugskbrper namlich, dessen verschie
dene Punkte zu e parallele Gerade beschreiben, der in dem durch Pro
jektion nach e entstehenden Raum Re ruht. 

Nachdem wir die gedanklichen Grundlagen der speziellen Relativitats
theorie genau analysiert haben, schreiten wir jetzt zur Entwicklung der 
Theorie und ihrer wichtigsten physikalischen Konsequenzen. 

§ 24. Relativistische Geometrie, Kinematik und Optik. 

Wir werden im folgenden mehrere Zerspaltungen der Welt nach den 
Vektoren e, e', . . . nebeneinander zu betrachten haben; immer solI dabei 
e (ohne oder mit Index) einen in die Zukunft weisenden, zeitartigen, der 
N ormierungsbedingung (e e) = - I geniigenden Weltvektor bezeichnen. 

Sei K ein Kbrper, der in R e, K' ein Kbrper, der in R e, ruhe. K' fiihrt 
in Re eine gleichfbrmige Translation aus. 1st in R e, d. h. also bei Zer
spaltung nach dem Vektor e: 

(3 I) e' = h I h l.l , 

so erfahrt K' in Re wahrend der Zeitdauer h die Raumverschiebung h U ; 

es ist demnach U die Geschwindigkeit von K' in Re ;oder die Relativ
geschwindigkeit von K' in bezug auf K. Ihre Grbtle v bestimmt sich aus 
v 2 = (Uu). Nach (28) ist 

(32) h = - (e'e); 

anderseits gilt nach (30) 

I = - (e'e') = h 2 - r(l.ll.l) = h 2 (I - v'), 
also 

I 
h=---

VI - v 2 

Erfahrt K' zwischen zwei Augenblicken seiner Bewegung die Weltver
schiebung d s . e', so zeigt (3 I), datl h· d s = d t die Zeitdauer dieser 
Verschiebung in Be ist; zwischen Eigenzeit d s und Zeitdauer d t der 
Verschiebung in Re besteht demnach die Beziehung 

(34) ds = dtYI - v 2
• 

Da (32) symmetrisch in e und e' ist, lehrt (33), 
datl die Groj1e der Relativgeschwindigkeit von K' 
in bezug auf K gleich derjenigen von K in bezug 
auf K' ist; die vektoriellen Relativgeschwindig
keiten selber lassen sich nicht miteinander ver- b 
gleichen, da die eine im Raum R e, die andere F' 19. I3· 
im Raum Re' liegt. In der Sprache der gewbhn-

a 

lichen Geometrie heitlt das folgendes: bezeichnen wir als die »Neigung« 
einer Richtung e' gegen eine andere e das Verhaltnis der beiden aus der 
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Figur ersichtlichen Katheten, V = ~, so ist die Neigung v von e' 

gegen e der N eigung von e gegen e' gleich. 
Betrachten wir drei Zerspaltungen, nach e, eI , e.. K" K. seien zwel 

Korper, die bzw. in Bell Be. ruhen. In" Be sei 

e. = It. I It. U. j 

Dann ist 

I 
It = . ',/ . r I-V 2 

Bilden also die Geschwindigkeiten \11 und \1. von KI und K. in B .. , 
deren GroBe vI) v. ist, den Winkel :f miteinander und ist Vu = VOl die 
Gro13e der Relativgeschwindigkeit von K. in bezug auf KI (oder um
gekehrt), so gilt die Forme! 

I - VI V. cos:f I 

,/ • ,/ • = ,/ 2 ' r I - VI r I-V. 1'1 - VI. 

gemiijl der siclt die Re!ativgescltwindigkeit zweier Korper' aus ihren Ge
scltwindigkeiten bestimmt. In der Sprache der gewohnlichen Geometrie 
haben wir hier aus der Neigung 7), von eI gegen e, der Neigung V. von 
e. gegen e und dem Winkel :J, den die Ebenen [eI eJ, [r. e J miteinander 
bilden, die N eigung von e, und e. gegeneinander zu ermitte1n. Es han
delt sich also urn die trigonometrischen Formeln flir die dreiseitige Eckej 
wegen der indefiniten Natur der metrischen Grundform gilt aber hier flir 
die von einem Punkte ausgehenden Strahlen nicht die spharische, sondern 
die Bolyai-Lobatschefskysche Trigonometrie. In der Tat, setzen wir dieser 
Auffassung entsprechend flir jede der Geschwindigkeitsgro13en V « I) unter 
Benutzung des Tangens hyperbolicus: 

V = ~gu, 

so erhalten wir anstelle von (35) den »Kosinussatz«: 

<rof Ux <rof u. - @)in U I @)in u. cos:f = <rof U I 2 • 

Neben den Zusammenhang (34) zwischen Zeit und Eigenzeit stellt sich 
·der zwischen Lange und Ruhlange. Wir legen den Bezugsraum Be zu
grunde. In einem bestimmten Moment mogen sich die einzelnen Massen
punkte des Korpers K' in den Weltpunkten 0, A, ... befinden; die 
Raumpunkte 0, A, ... von Be, in denen sie liegen, bilden eine Figur 
in Be, der wir Dauer verleihen konnten, wenn der Korper in dem 
betrachteten Momente einen »Abdruck« im Raum Be hinterlie13e, wie dies 
durch das am Schlu13 des vorletzten Paragraphen besprochene anschauliche 
Beispiel illustriert wird. Fallen anderseits in dem Raum Be', in welchem K' 
ruht, die Weltpunkte 0, A, . .. in die Raumpunkte 0', A', . . ., so 
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bilden 0', A', ... die Ruhgestalt des Korpers K' (man vergleiche die 
Figur, in der »orthogonalec Weltrichtungen als senkrechte gezeichnet sind). 
Zwischen demjenigen Teil von Be, den der Abdruck 
einnimmt, und der Ruhfigur des Korpers in Be' be
steht eine Abbildung, durch weIche aIlgemein die 
Punkte A, A' einander zugeordnet sind; sie ist offenbar 
affin (es handelt sich in der Tat um nichts anderes als 
um orthogonale Projektion). Da die Weltpunkte 0, A 
glez'chzeitig sind bei Zerspaltung nach e, so ist 

~ "..... 

OA = ~ = ° I ~ in Be; l=OA. 

Nach der Grundformel (30) ist 

OA' = (~~) = (n), 

O'A" = (H) + (~e')'. 
Bestimmen WIT aber nach (30') (~e') in Be, so kommt 

(~e') = h(lU); 
also wird 

0' . .4!" = (l~) + (~U)~. 
I-V 

'0 

0' 

Fig. 14. 

Benutzen wir in Be ein Cartesisches Koordinatensystem x,, X., X3 mit 0 
als Anfangspunkt, dessen x,-Achse in die Richtung der Geschwindigkeit lJ 

raIlt, und sind x,, X., X3 die Koordinaten von A, so haben wir 

OA 2 = x~ + X: + x~ , 
X' 

0' A" = __ 1_ + X' + x~ = X' 2 + X' • + X~ 2 I _ v 2 2 ::J I 2 ::J , 

wenn man 

setzt. Indem man in Be jedem Punkt mit den Koordinaten (Xl' X., x 3 ) 

den Punkt mit den aus (36) sich ergebenden Koordinaten (x'" x~, x~) 
zuordnet, ftihrt man eine Dilatation des Abdrucks in Richtung der Korper-

bewegung im Verhaltnis I: -V I - V' durch. Unsere Formeln besagen, 
daB dadurch der Abdruck in eine zur Ruhgestalt des Korpers kon
gruente Figur tibergeht: das ist die Lorentz-Kontraktion. Insbesondere be
steht zwischen dem Volumen V, das der Korper K' in einem bestimmten 
Augenblick im Raum Be einnimmt, und seinem Ruhvolumen Vo die Be
ziehung 

V= v., VI - Va. 

AIle optischen Winkelmessungen durch Anvisieren stelIen die Winkel 
zwischen Lichtstrahlen in demjenigen Bezugsraum fest, in weIchem das 
(aus starrem Material gebaute) MeBinstrument ruht. Diese U7inkel sind 

Weyi, Raum, Zeit, Materie. 5. Auf!. 12 
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cs aucil, wenn wzr das Mejlinstrument durch das Auge ersetzetz, weiche 
maj3gebend sind fur die von einem Beobachter ansclzaulich erfaj3te Gestalt 
der in seinem Gesichtsfeld bejindlichen Gegenstande. Urn den Zusammen
hang zwischen Geometrie und Beobachtung geometrischer GroBen herzu
stellen, mlissen wir daher noch auf optische Verhaltnisse eingehen. 

Die einem Lichtstrahl entsprechenden Losungen der Maxwellschen 
Gleichungen haben sowohl im Ather wie in einem homogenen Medium, 
das in einem zuHissigen Bezugsraum ruht, diese Form, daB die Kompo
nenten der ZustandsgroBen (bei komplexer Schreibweise) alle 

= konst. e21li6J (PJ 

sind, wo 0 = 0 (P), die durch diesen Ansatz nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmte »Phase«, eine Funktion des als Argument auftretenden 
We1tpunktes ist. Nach Ausftihrung irgendeiner linearen Transformation der 
Weltkoordinaten werden die Komponenten im neuen Koordinatensystem 
abermals die gleiche Gestalt besitzen, mit derse1ben Phasenfunktion 0. 
Die Phase ist demnach eine Invariante. Flir eine ebene Welle ist sie 
eine lineare und, wenn wir absorbierende Medien ausschlieBen, reelle 
Funktion der Weltkoordinaten von P und die Phasendifferenz in zwei 
beliebigen Punkten 0(B) - 0(A) mithin eine Linearform der willklir-

»>+ 

lichen Verschiebung ~ = AB, also ein kovarianter Weltvektor. Stellen 
wir diesen durch die korrespondierende Verschiebung 1 dar (wir sprechen 
kurz von dem »Lichtstrahl 1<), so ist also 

0(B) - 0(A) = (1~). 

Geometrisch kennzeichnet man den V organg am besten durch die Schar 
der zueinander paralle1en »Phasenebenen« 

0=0, -+-1, -+-2,···. 

Spalten WIr nach emem zeitartigen Vektor e in Raum und Zeit und setzen 

1/ 
l=1/!-a 

q 

in solcher Weise, daB der Raumvektor Q in Be die Lange I besitzt, 

~=Llt!~, 
so ist die Phasendifferenz 

Daraus geht hervor, daB 1/ die Frequenz bedeutet, q die Fortpflanzungs
geschwindigkeit und Q die Richtung des Lichtstrahls im Raume Be. q miBt 
zugleich die Neigung von e gegen die Phasenebene E, unter »Neigung« 

wieder das Kathetenverhaltnis ; (s. d. Figur; a -.L E, b liegt in E) ver-
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standen. 1m Ather ist, wie sich noch aus den Maxwellschen Gleichungen 
ergibt, die F ortpflanzungsgeschwindigkeit q = I oder 

(11)=0. 

Spalten wir die Welt auf zweierlei Art, 
einmal nach e, ein andermal nach e', in 
Raum und Zeit und unterscheiden die auf 
die eine und andere Spaltung bezuglichen 
GraBen durch den Akzent, so ergibt sich 
nun so fort aus der Invarianz von (U) das Gesetz 

(3 8) v' (t. - I) = v f2 c~ 2 - I) . 

Fig. 15. 

Fassen wir zwei Lichtstrahlen 1" 12 mit den Frequenzen v,, V2 und den 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten q" q. ins Auge, so ist 

(1, 12 ) = 1', v2 {ta, ".) - I} . 
q, q. 

Bilden jene also den Winkel (/) miteinander, so gilt 

JCOS(/) } ,,(cosw' 
VI VZl-- - I == V r 1J z )-,-,-

q,q. lq,q2 

Fur den Ather lauten diese Gleichungen 
, 

q = q'(= I), 1/ v sin 2 ~ ". 2 L() 
,. 2 = V I l' 2 sm --;-. 

Um endlich den Zusammenhang zwischen den Frequenzen v und v' an
zugeben, nehmen wir einen Karper an, der in Be' ruht; er habe im 
Raum Be die Geschwindigkeit \J, so daB wie fruher 

( 3 I ) e' = hill II in Be 

zu setzen ist. Aus (3 I) und (37) folgt 

1/' = - (le') = vh {I _ (aqll)} . 

Bildet demnach die Richtung des Lichtstrahls in Be mit der Geschwin
digkeit des Karpers den Winkel {}, so ist 

, 
l' 

v cos {} 
1----

---:=".=q=
VI - v' 

(41) ist das Dopplersche Prinzp. Da beispielsweise ein Natrium
moleklil, in einem zulassigen Bezugsraum ruhend, immer objektiv das
selbe sein wird, so besteht dieser Zusammenhang zwischen der in einem 
ruhenden Spektroskop beobachteten Frequenz v' eines ruhenden undv 
eines mit der Geschwindigkeit v sich bewegenden Natriummoleklils; {} ist 
der Winkel, welchen die Bewegungsrichtung des Moleklils mit dem in 

12* 
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das Spektroskop eintretenden Lichtstrahl bildet. Denn der an der Be
wegung des zweiten Molekiils teilnehmende Bezugsraum hat die Geschwin
digkeit \l im zugrunde gelegten Ruhraum, jenes Molekiil selber die Fre
quenz v im Ruhraum, v' im mitbewegten Raum. - Setzen wir (41) in (38) 
ein, so bekommen wir eine Gleichung zwischen q und q': sie gestattet, 
aus der Fortpflanzungsgeschwindigkeit q' des Lichtes in einem ruhenden 
Medium, z. B. in Wasser, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q ill bewegten 
zu'.;'berechnen; v ist jetzt die\Stromungsgeschwindigkeit des Wassers, .[} der 
Winkel, den die Stromungsrichtung des Wassers mit dem Lichtstrahl ein
schlieJ3t. Rier handelt es sich in der Sprache der gewohnlichen Geometrie 

urn eine Ebene E, die Phasenebene, 
und zwei von einem Punkte der 
Ebene ausgehende Richtungen e, e' 
(Fig. 16). Gegeben ~ie Lage von e' 
gegen die Ebene E, welche e lot
recht auf E projiziert, d. i. der Win--=
kel Jf, den die Ebene [e' eJ mit E 

L __________ --:E:.,/ bildet, und die Neigung v von e' 
Fig. 16. gegen e; aus der Neigung q' von e' 

gegen E die N eigung q von e gegen E 
zu bestimmen. Die Aufgabe ist also eine andere als die Zusammensetzung 
der Geschwindigkeiten. Nur in dem FaIle, wo e e' in einer gemeinsamen 
Ebene E lotrecht zu E liegen, handelt es sich urn dieselbe Figur wie bei 
der Zusammensetzung gleichgerichteter Geschwindigkeiten. In diesem Fane 
lautet die Formel also - wie iibrigens auch unsere Rechnung ergibt -

q' +v 
q=I+q'V' 

oder, indem wir hohere Potenzen von v vernachlassigen (das ja III prak
tischen Fallen sehr klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit), 

q = q'+V(I _ q'2). 
I 

Nicht mit ihrem vollen Betrage v, sondern nur mit dem Bruchteil I - -. 
11 

desselben (n = ;, _ der Brechungsindex des Mediums) addiert sich die 

Geschwindigkeit des Mediums zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Dieser 
I 

.ll£i!fuhrungskoejjizz'ent< I - ---. war bereits lange vor der Relativitats-
n 

theorie von Fizeau experimentell dadurch festgestellt worden, daJ3 er zwei 
der gleichen Lichtquelle entstammende Strahlen, deren einer durch ruhen
des, deren anderer durch flieJ3endes Wasser lauft, zur Interferenz brachte"). 
DaJ3 die Relativitatstheorie dieses merkwiirdige Resultat erklart, zeigt, 
daJ3 sie flir die Optik und Elektrodynamik bewegter Medien Geltung hat 
(und daJ3 in solchen nicht etwa, wie man nach der in ihnen giiltigen 
Wellengleichung vielleicht vermuten konnte, ein Relativitatsprinzip gilt, 
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das aus dem Lorentz-Einsteinschen hervorgeht, wenn man c durch q er
setzt). Die Formel (39) endlich wollen wir fiir den Ather q = q' = I 

spezialisieren - vgl. (40): 

• 2 (rJ (I - V cos {f,) (I - V cos..9-2 ) • 2 Wi 
sm -2- = I _ V 2 sm -2' 

1st der Bezugsraum Be derjenige, auf welchen sich die Planetentheorie 
bezieht (und in dem der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht), der 
Karper die Erde (auf der sich. das Beobachtungsinstrument befindetl, 
v ihre Geschwindigkeit in Be, (rJ der Winkel in Be, den die zum Sonnen
system gelangenden Strahlen zweier unendlichentfernter Sterne miteinander 
bilden, {l" .:J2 die Winkel, welche diese Strahlen mit der Bewegungs
rich tung der Erde in Be' einschlieBen, so bestimmt sich der Winkel (rJ1, 

unter dem die Sterne von der Erde aus beobachtet werden, durch diese 
Gleichung. lu kannen wir freilich nicht messen, aber wir beobachten die 
mit den Anderungen von .:JT und .:J2 im Laufe des Jahres verbundenen 
Anderungen von lUi (Aberration). -

Die Formeln fiir den Zusammenhang zwischen Zeit und Eigenzeit, 
Volumen und Ruhvolumen gelten auch fiir ltllgieichjiJrmige Bewegung. 1st 
dl; die unendlichkleine Verschiebung, welche ein sich bewegender Massen
punkt in einem unendlichkleinen Zeitraum in der Welt erfahrt, sowird durch 

dl; = ds . u , (u u) = - I , ds > 0 

Eigenzeit d s und Weltrichtung U dieser Verschiebung erkHirt. Das iiber 
irgendein Stiick der Weltlinie erstreckte Integral 

.r ds =.r Y - (dl:, dl;) 

ist die wahrend dieses Teiles der Bewegung verfliej~ende »Eigenzeit«; sie 
ist unabhangig von jeder willkiirlichen Zerspaltung der Welt in Raum 
und Zeit und wird bei nicht zu stiirmischer Beschleunigung durch eine 
mit dem Massenpunkt verbundene Uhr angegeben werden. Benutzen wir 
irgendwelche lineare Koordinaten Xi in der Welt und die Eigenzeit s als 
Parameter zur analytischen Darstellung der Weltlinie (so wie wir in der 
dreidimensionalen Geometrie die Bogenlange gebrauchen), so sind 

dXi . 
~=lt' 
ds 

die (kontravarianten) Komponenten von u, und es ist ;ElfiZ/ = - 1. 

i 

Zerspalten wir die Welt nach e III Raum und Zeit, so gilt 

I 
U = .-....=c=.:= 

VI - v 2 

u 
---- In Be, 
YI-V" 

wo \) die Geschwindigkeit des Massenpunktes ist, und zwischen der wah
rend der Verschiebung til; verflieBenden Zeit dt in Be und der Eigen
zeit tis besteht der Zusammenhang 
(42) tis = titY~--=-V2. 
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Liegen zwei Weltpunkte A, B so zueinander, daB A B ein in die Zukunft 
gerichteter zeitartiger Vektor ist, so kann A mit B durch We1tlinien 
verbunden werden, deren RichtUllg iiberall gleichfalls zeitartig ist; es 
konnen also in A abgehende Massenpunkte nach B gelangen. Die 
von ihnen dazu benotigte Eigenzeit ist abhangig von der We1tlinie 
(darum ist es unmoglich, durch den Transport von Uhren die Zeit von 
einem Ort iiberall hin unabhangig vom Wege zu iibermitte1n); sie ist 
am langsten fiir einen Massenpunkt, der in gleichfOrmiger Translation 
von A nach B fliegt. Denn zerspalten wir so in Raum und Zeit, 
daB A und B in den gleichen Raumpunkt fallen, so ist diese Bewegung 
die Ruhe, und die Behauptung geht aus der Formel (42) hervor, welche 
lehrt, daB die Eigenzeit s hinter der Zeit t zuriickbleibt. - Der Lebens
prozeB eines Menschen kann sehr wohl mit einer Uhr verglichen werden. 
Von zwei Zwillingsbriidern, die sich in einem We1tpunkt A trennell, bleibe 
der eine in der Heimat (d. h. ruhe dauernd in einem tauglichen Bezugs
raum) , der andere aber unternehme Reisen, bei denen er Geschwindig
keiten (relativ zur »Heimatc) entwicke1t, die der Lichtgeschwindigkeit 
nahekommen; dann wird sich der Reisende, wenn er dereinst in die 
Heimat zuriickkehrt, als merklich jiinger herausstellen denn der SeBhafte. 

Ein Massenelement dm (eines kontinuierlich ausgedehnten Korpers), 
das sich mit einer Geschwindigkeit von der GroBe v bewegt, nimmt in 
einem bestimmten Moment ein Volumen d Vein, das mit seinem Ruh
volumen dv" durch die Formel zusammenhangt: 

dV= dVa VI - v'. 

F . h dlll d Ruhd· h dm ·1 dId· Gl· h iir DIC te d V= fl un IC te dV = 'la gi t emnac 1 Ie eic ung 
a 

fla = fl -V I-V' . 

flo ist eine Invariante, ,uou mit den Komponellten flou'- also ein durch 
die Bewegung der Masse unabhangig vom Koordinatellsystem bestimmter 
kontravarianter Vektor, der »materielle Strom«. Er geniigt der Kon
tinuitatsgleichung 

Ii)(fla U '-) = o. 
i i)Xi 

Dieselben Bemerkullgen fmdell Anwelldung auf die Elektrizitat: haftet Sle 
an der Materie und ist de die elektrische Ladung des Massenelementes 

. de d· h de d dm, so besteht zWIschen Ruhdichte f!o = dV un DIC te f! = dV er 
o 

Zusammenhang 
f!a = f! -V I - v' , 

und 
Si = f!a ui 

sind die kontravariallten Komponenten des »elektrischen (Vierer-)Stroms«; 
das entspricht genau dem Ansatz in § 2 I. In der phanomenologischell 



§ 25. Elektrodynamik bewegter Kiirper. 

Maxwellschen Theorie der Elektrizitat wird die verborgene Bewegung der 
Elektronen als Bewegung der Materie nicht mit beriicksichtigt, folglich 
haftet dort die Elektrizitat nicht an der Materie. Die einem Stiick Materie 
zukommende Ladung kann dann nicht anders erklart werden als: die
jenige Ladung, welche sich gleichzeitig in demselben Raumstiick befindet, 
das in dem betr. Moment von der Materie eingenommen wird; daraus 
geht hervor, daB sie nicht wie in der Elektronentheorie eine dUrch das 
Materiestiick bestimmte Invariante ist, sondern abhangig von der Zer
spaltung der Welt in Raum und Zeit. 

§ 25. Elektrodynamik bewegter Korper. 
Mit der Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit ist eine Zerspaltung 

aller Tensoren verbunden; wie diese geschieht, wollen wir zunachst rein 
mathematisch betrachten, urn sie dann auf die Hedeitung der elektro
dynamischen Grundgleichungen ffir bewegte Karper anzuwenden. Es 
handle sich urn einen n-dimensionalen metrischen Raum, den wir als 
»Welt« bezeichnen, mit der metrischen Grundform (g). Sei e ein Vektor 
in ihm, flir welchen (ee) = e =F 0 ist: nach ibm spalten wir in bekannter 
Weise die Welt in Zeit und Raum Be. ex, e2 , ••• , e,,-x mage irgend
ein Koordinatensystem im Raum Be sein und e" e., ... , en- I diejenigen 
zu e = eo orthogonalen Verschiebungen der Welt, welche ell e., ... , 
en - I in Be hervorrufen. In dem » zu Be geharigen« Koordinatensystem 
e.-(i = 0, I, 2, ... ,n-I) flir die Welt hat das Schema der kovarianten 
Komponenten des metrischen Fundamentaltensors die Gestalt 

e o o 

o gIl g;2 (n = 3). 
o g21 g22 

Wir fassen als Beispiel einen Tensor 2. Stufe ins Auge, der in dies em 
Koordinatensystem die Komponenten T'-k besitze. Er spaltet, wie wir be
haupten, in einer durch e allein bestimmten Weise nach dem folgenden 
Schema 

~o I· Tal ~2 

T,o 7., 7.2 
T.o T.I T.2 

in einen Skalar, zwei Vektoren und einen Tensor 2. Stufe in Be, die 
hier durch ihre Komponenten im Koordinatensystem e.-(i = I, 2, ... , n- I) 
charakterisiert sind. 

Spaltet namlich die beliebige Weltverschiebung 1; nach e wie folgt: 

1; = gil, 
und gilt bei Zedegung 111 einen zu e proportionalen und einen zu e ortho
gonalen Summanden 

1;= ge+1;*, 
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so ist, wenD. ! die Komponenten gi hat: 
n-I H-I n-I 

! =2giei, g = go, !* =2gie;, ~ =2giei. 
i=o '-=1 i=I 

Ohne Benutzung eines Koordinatensystems laSt sich daher die Zerlegung 
des Tensors so darstellen. Sind!, ~ zwei willklirliche Verschiebungen 
der Welt und setzen wir 

so daS !* und ~* orthogonal zu e sind, so ist die zum Tensor 2. Stufe 
gehorige Bilinearform 

T(!~) = g1] T(ee) + 1] T(!* e) + g T(e~*) + T(!* ~*) . 

Wir bekommen also, wenn wir flir zwei be1iebige Verschiebungen des 
Raumes ~, " unter !*, ~* die zu e orthogonalen Verschiebungen der Welt 
verstehen, welche sie hervorrufen, 

1. einen Skalar T(ee) = J = J, 
2. zwei Linearformen (Vektoren) im Raum Be, definiert durch 

L(~) = T(!* e) , L' (~) = T(e!*) , 

3. eme Bilinearfonn (Tensor) im Raum Be, definiert durch 

T(~~) = T(!* ~*) . 
Sind !, ~ be1iebige We1tverschiebungen, welche l, bzw. " in Be hervor
rufen, so muJ3 man in diesen Definitionen !*, ~* nach (43) durch ! - ge, 
1:) - r; e ersetzen, wo 

Setzen wir noch 
T(!e) = L(!) , 

so erhalten wir dann 

I . 

1] = - (~e). 
e 

J L(~) = L(!) - J (!e) , L'(~) = L'(!) - J (!e); 
e e 

l T(~~)=T(!~)-~(~e)L(!)-~(!e)L'(~)+ ~(!e)(~e). e e e 

Die auf der linken Seite stehenden Linear- und Bilinearformen (Vektoren 
und Tensoren) in Be konnen durch die auf der rechten Seite stehenden, 
aus ihnen eindeutig sich bestimmenden Vektoren und Tensoren der Welt 
reprasentiert werden. In der obigen Komponentendarstellung kommt das 
darauf hinaus, daB z. B. 

i' / reprasentiert wird durch .. o T=/ 

o 

o 

Man sieht sofort ein, daB in allen Rechnungen die Tensoren des Raumes 
durch die reprasentierenden Welttensoren ersetzt werden konnen; doch 
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werden wir hier nur davon Gebrauch machen, daJ3, wenn ein Raumtensor das 
A. fache eines andern ist, das gleiche fUr die reprasentierenden Welttensoren gilt. 

Legen wir dem Rechnen mit Komponenten ein beliebiges Koordinaten
system zugrunde, in welchem 

e = (eO, e" ... , en-I), 
so ist die Invariante 

J = Tikle'< und e = eiei. 
Die beiden Vektoren und der Tensor in Be aber haben gemaJ3 (44) zu 
Reprasentanten in der Welt die beiden Vektoren und den Tensor mit 
den Komponenten 

L: Li - J ei, Li = Tikek , e . 

L': L;· - J ei, Li = Tkiek; 
e 

. T. ekLi + e,·L',. + J T. ,'k - .eiek. 
e e 

1m Falle eines schiefsymmetrischen Tensors wird J = 0 und L' = - L; 
uns ere Formeln reduzieren sich auf 

L: Li = T;kek 

T: 
e·Lk - ekL-T;k+ ' , 

e 

Ein linearer Welttensor 2. Stufe spaltet im Raum In emen Vektor und 
einen linearen Raumtensor 2. Stufe. -

Die Maxwellschen Feldgleichungen fUr ruhende Korper sind In § 2 J 

zusammengestellt worden. Von H. Hertz rtihrt der erste Versuch her, sie 
in allgemein giiltiger Weise auf bewegte Korper auszudehnen. Das Fara
daysche Induktionsgesetz lautet: Die zeitliche Abnahme des von einem 
Leiter umschlossenen Induktionsflusses ist gleich der induzierten elektro
motorischen Kraft: 

Dabei muJ3, wenn sich der Leiter bewegt, das Flachenintegral links er
streckt werden tiber eine in den Leiter eingespannte Flache, die sich 
irgendwie mit dem Leiter mitbewegt. Da das Faradaysche Induktions
gesetz experimentell gerade an solchen Fallen geprtift wird, wo die zeit
liche Anderung des vom Leiter umschlossenen Induktionsflusses durch die 
Bewegung des Leiters bewirkt wird, war Hertz nicht im Zweifel dartiber, daB 
auch im Falle eines bewegten Leiters dieses Gesetz zu postulieren ist. Die 
Gleichung div ~ = 0 bleibt bestehen; die Vektoranalysis lehrt, daJ3 man, 
sie berticksichtigend, das Induktionsgesetz (45) in die differentielle Formel 

I i}~ I 
(46) rot@ = - c~ + c rot [b~] 
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~m 
kleiden kann, in der ?;i den nach der Zeit an einer [esten Raumstelle 

genommenen Differentialquotienten bedeutet und tI die Geschwindigkeit 
der Materie. 

Gleichung (46) hat merkwurdige Konsequenzen. Denken wir uns 
(Wilsonscher Versuch) zwischen zwei Kondensatorplatten ein homogenes 
Dielektrikum, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit tI von der 
GroBe v zwischen ihnen bewegt; die beiden Kondensatorplatten seien 
leitend verbunden, und es herrsche ein homogenes Magnetfeld H parallel 
den Platten, senkrecht zu tI. Das Dielektrikum denken. wir uns durch 
einen schmalen, leer en Zwischenraum von den Kondensatorplatten getrennt, 
dessen Dicke wir aber im Limes = ° annnehmen. Aus (46) ergibt sich, 

I 
daB in dem Raum zwischen den Platten @; - - [tim] sich aus einem 

c 
Potential ableitet; da dieses an den leitend verbun
denen Platten = ° sein muB, folgt leicht 

Es entsteht also senkrecht zu den Platten em homo
genes elektrisches Feld von der Starke 

E = J!... vH 
c 

(fl = PermeabiliUit). 

Foiglich muB auf den Platten eine statische Ladung 
mit der Oberflachendichte 

ell 
-'- vH (e = Dielektrizitatskonstante) 
c 

Fig. 17. 

auftreten. 1st das Dielektrikum ein Gas, so muBte dieser Effekt auch 
bei beliebiger Verdunnung sich zeigen, da bei unendlicher Verdunnung 
E fl nicht gegen 0, sondern gegen I konvergiert. Dies hat nur einen 
Sinn, wenn man an den Ather glaubt; dann heiBt das, daB der Effekt 
auftritt, wenn der Ather zwischen den Platten sich relativ zu ihnen und 
dem auBerhalb der Platten ruhenden Ather bewegt. Zur Erklarung der 
1nduktion aber muBte man annehmen, daB der Ather bei der Bewegung 
des Leitungsdrahtes von dies em mitgerissen wird *). Die Beobachtung, der 
Fizeausche Versuch der Lichtfortpflanzung im stromenden Wasser und 
der Wilsonsche Versuch seIber I2) zeigen aber die Unrichtigkeit dieser An-

nahme; wie bei Fizeaus Versuch der Mitfuhrungskoeffizient I - -; auftritt, 
n 

so ist bei der gegenwartigen Anordnung nur eine Aufladung von der GroBe 

Ell - I 
-'--vH 

c 

*) Und tJ in (46) bedeutete nicht die Geschwindigkeit der Materie, sondern des 
Athers, aber relativ wozu? 
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beobachtet worden, welche verschwindet, wenn c ,it = I wird. Das scheint 
in unlosbarem Widerspruch zur Tatsache der Induktion des bewegten 
Leiters zu stehen. 

Die Relativitatstheorie bringt hier die volle Aufkllirung. Setzen wir 
wieder, wie in § 2 I, ct = Xo und fassen, wie dort @ und m zum Felde F, 
so auch ~ und .f> zu einem schiefsymmetrischen Tensor 2. Stufe H zu
sammen, so lauten die Feldgleichungen 

Sie gelten, wenn wir die Fik als die kovarianten, Hik als die kontra
varianten Komponenten je eines Tensors 2. Stufe auffassen, die Si aber 
als kontravariante Komponenten eines Vektors in der vierdimensionalen 
Welt, wegen ihres invarianten Charakters m einem beliebigen linearen 
Koordinatensystem. Die Materialgesetze 

~=c@, m=(-l.f>, ~=(j@ 

aber besagen: spalten wir die Welt derart in Raum und Zeit, daB die Materie 
ruht, und spaltet dabei F in @ I ~, H in ~ I .f> und s in (! I ~, so gelten 
jene Beziehungen. Benutzen wir nunmehr ein beliebiges Koordinaten
system und hat in ihm die Weltrichtung der Materie die Komponenten ui, 

so formulieren sich diese Tatsachen nach unsern obigen AusfUhrungen so: 

wo 

ist; 

(48', tt) 
und 

(48, a) 

H/" = cF;*, 

Das ist die invariante Form jener Gesetze. Fur die Durchrechnung ist es noch 
bequem, (48', ttl durch die unmittelbar daraus sich ergebenden Gleichungen 

(48, tt) FklUi + FUUk + jt~'kUI = (-l {HklUi + HZiUk + HikUI} 

zu ersetzen. Sie gel ten ihrer Herleitung nach nur fUr Materie, die in gleich
formiger Translation begriffen ist; wir durfen sie aber auch als gultig be
trachten fUr einen in gleichformiger Bewegung befindlichen Einzelkorper, 
der durch leeren Raum von andern, sich mit andern Geschwindigkeiten 
bewegenden Korpern getrennt ist *); endlich auch fUr beliebig bewegte 

*) Das ist in den meisten Anwendungen der springende Punkt; dadureh, dan. wir 
auf ein Gebiet, bestehend aus je einem Korper K und dem ihn umgebenden leeren 
Raum, in demjenigen Bezugssystem, in welehem K ruht, die Maxwellsehen Ruhgesetze 
anwenden, kommen wir von den versehiedenen, gegeneinander bewegten Korpern 
her nieht zu Diskrepanzen im leeren Raum, weil in ik11l das Relativitiitsprhtzip gilt. 
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Materie, wenn deren Geschwindigkeit zeitlich und ortlich nicht zu rasch 
veranderlich ist. 

Nachdem wir so die invariante Gestalt gewonnen haben, konnen wir 
jetzt nach einem beliebigen e spalten; in Be mogen die MeBinstrumente, 
die zur Messung der ponderomotorischen Wirkungen des Feldes benutzt 
werden, ruhen. Wir verwenden ein zu Be gehoriges Koordinatensystem 
und setzen also 

(P'o, F.o, F 30 ) = (EI' E 2 , E 3 ) = ~ 
(F. 3 , FjI' P,.) = (B2 3 , B3I' B I.) = ~ 
(9,0' N.o, ~o)= (DI' D., D 3 ) = ~ 
(N. 3 , !!31 ,_ H I2 ) = (H. 3 , H3I' HI.} = ~ 

( I 2 3) (" I 2 3) R. S,S,S =8,8,8 =", 

I 
lt° === - ----=------------==-=--=-= ; -V I - V' 

(vt, v\ v 3) u 
(u" u', u 3) = '/--2 = -y-----'-C--;;, 

rI-V I-V 

dann ergeben sich zunachst wiederum die Maxwellschen .li'eldgleichungm, 
die somit nicllt nur fur ruhende, sondern auch fur bewegte Materie in 
zmveranderter Form gultig sind. VerstbBt aber das nicht aufs krasseste 
gegen die Induktionsbeobachtungen, die doch ein Zusatzglied wie in (46) 
zu fordern scheinen? Nein; denn durch diese Beobachtungen wird in 
Wahrheit nicht die Feldstarke G: bestimmt, sondern der im Leiter flieBende 
Strom; der Zusammenhang zwischen beiden ist aber fUr bewegte Korper 
ein anderer, namlich durch die Gleichung (48, a) gegeben. 

Schreiben wir von den Gleichungen (48, c und a) die den Indizes i = 1,2,3 
entsprechenden Komponenten hin, von (48, fl) die, welche 

(ikl) = (230), (310), (120) 

korrespondieren (die andern sind iiberschiissig), so ergibt sich, wie man 
ohne weiteres iibersieht, folgendes. Wird 

gesetzt, so ist 

~+[U~J = ~*, 
~- [U~] = ~*, 

~* = c~*, 

~+[U~] = ~*, 
.p - [U~J = ~* 

18* = fl~*. 
Zerlegen wir auBerdem ~ in den > Konvektionsstrom« C und »Leitungs
strom« ~*: 

s = C + s*; 

c = (,!*U, (l* = gl _1::) = (l - (Us*), 

so ist ferner 
a~* s* = - -------. 

Y"I _ v' 
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Jetzt klart sich alles auf: der Strom ist teils Konvektionsstrom, riihrt her 
von der Bewegung der geladenen Materie, teils Leitungsstrom, bestimmt 
durch die Leitfahigkeit a der Substanz. Der Leitungsstrom berechnet 
sich aus dem Ohmschen Gesetz, wenn die elektromotorische Kraft nicht 
durch das Linienintegral von 6:, sondern von 6:* definiert wird. Fiir 
6:* aber gilt genau die zu (46) analoge Gleichung 

~$ 
rot ~* = - ~ + rot[u$] 

{.C ist jetzt durchgangig = I genommen) oder, integral geschrieben wie (45), 

- ~jBndO = jfi*dr. 

Damit ist die Faradaysche 1nduktion in bewegten Leitern vollkommen 
erklart. Was den Wilsonschen Versuch betrifft, so gilt nach der jetzigen 
Theorie rot 6: = 0, und es wird demnach 6: = 0 sein zwischen den 
Platten. Daraus ergibt sich aber fUr die konstanten Betrage der einzelnen 
Vektoren (von denen die elektrischen senkrecht zu den Platten, die magne
tischen parallel den Platten senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet sind): 

E* = vB* = v[lH* = [lv(H + vD) 
D =D*-vH= I3E*-vH. 

Setzen Wlr den Ausdruck von E* aus der ersten Gleichung ein, so kommt 
D = v {(13[(- 1) H + l3[(vD} , 

D = 13[(- I vH. 
1- l3[lV2 

Das ist der Wert der flachenhaften Ladungsdichte, die sich auf den 
Kondensatorplatten herstellt; er stimmt mit den Beobachtungen iiberein, 
da wegen der Kleinheit von v der Nenner in unserer Formel au/3er
ordentlich wenig von I verschieden ist. 

Die Grenzbedingungen an der Grenze der Materie gegen den Ather 
ergeben sich daraus, da/3 die Feldgro/3en Fund H keine sprunghafte 
Anderung erleiden werden, wenn man mit der Materie mitgeht; wohl 
aber werden sie im allgemeinen an einer festen, zunachst im Ather ge
legenen Raumstelle einen Sprung in dem Momente erleiden, wo sich die 
Materie iiber diesen Punkt hiniiberschiebt. 1st s die Eigenzeit eines 
Materieelements, so mu/3 also 

dFik ~Fik I 
--·=--u 
ds ~Xl 

iiberall endlich bleiben. Setzen wir 

~Fik = _ (~Fkl + ~Fli) , 
~Xl ~Xi ~Xk 

so sieht man, da/3 dieser Ausdruck 
~Fr ~Fk 

= ~Xk - ~Xi 
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ist. ij;* kann folglich keine Flachenwirbel besitzen (und ~ keine Flachen
divergenz). 

Die Grundgleichungen fUr bewegte Korper sind in der hier gegebenen 
Form im wesentlichen schon von Lorentz vor der Entdeckung des Relativitats
prinzips aus der Elektronentheorie hergeleitet worden. Das ist aber kein 
Wunder, da ja die Maxwellschen Grundgesetze fUr den Ather dem Relativitats
prinzip geniigen und die Elektronentheorie durch Mittelwertbildung aus 
diesen Gesetzen die fUr die Materie giiltigen herleitet. Der Fizeausche, 
der Wilsonsche und noch ein analoger, der Rontgen-Eichenwaldsche 
Versuch 13) beweisen, daB fUr das elektromagnetische Verhalten der Materie 
das Relativitatsprinzip Geltung besitzt; die Probleme der Elektrodynamik 
fUr bewegte Korper waren es, die Einstein zu seiner Aufstellung fUhrten. 
Minkowski verdanken wir die klare Einsicht, daB die Grundgleichungen 
fUr bewegte Korper durch das Relativitatsprinzip eindeutig festgelegt sind, 
wenn man die Maxwellsche Theorie fUr ruhende Materie zugibt; von ihm 
riihrt die endgiiltige Formulierung her 1 4). 

Es handelt sich jetzt endlich darum, die Mechanik, die in ihrer 
klassischen Form dem Prinzip nicht Geniige leistet, ihm zu unterwerfen 
und zu untersuchen, ob sich die dazu notigen Modifikationen in Einklang 
mit der Erfahrung befinden. 

§ 26. Grundgesetz der Mechanik. Hamiltonsches Prinzip. 

Als maBgebend fUr die ponderomotorische Wirkullg des elektromagneti
schen Feldes haben wir in der Elektronentheorie einen Weltvektor p ge
fund en, des sen kovariante Komponenten 

Pi = FikSk = (!o FikUk 

sind. Er erfUllt also die Gleichung 

(49) Piui = (pu) = ° ; 
u ist die Weltrichtung der Materie. Spalten Wir irgendwie 111 Raum 
und Zeit 

(5°) { u = hi hlJ 
p=lllJ, 

so ist ~ die Kraftdichte und, wie aus (49) oder 

h {l- (lJlJ)} = ° 
hervorgeht, l die Leistungsdichte. , 

Das Grundgesetz der dem Einsteinschen Relativitatsprinzip gemaBen 
Mechanik erhalten wir durch die gleiche Methode wie im vorigen Para
graphen die elektromagnetischen Grundgleichungen ffir bewegte Korper: 
wir nehmen an, daB das Newtonsche Gesetz in demjenigen Bezugsraum, 
in welchem die Materie ruht, seine Giiltigkeit behalte. Wir fassen die 
Materiestelle m ins Auge, die sich in einem bestimmten Weltpunkt 0 
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befindet, undspalten nach ihrer Weltrichtung u in Raum und Zeit. m ruht 
momentan in Bu. [10 sei in .Ru die Dichte der Materie im Punkte O. 
Nach Verlauf der unendlichkleinen Zeit ds habe m die Weltrichtnng u + duo 
Aus (u u) = - I folgt 

(u.dU) = 0; 
mithin gilt bei der Spaltung nach u: 

u = I I 0 , du = 0 I d'U , 
Aus 

u + du = 1 I d'U 

geht hervor, daB dabei du die von m (in Bu) wahrend der Zeit ds ge
wonnene Relativgeschwindigkeit ist. Es kann kein Zweifel sein, daB das 
mechanische Grundgesetz lautet: 

d'U 
[10 ds = tJ· 

Darans folgt aber sofort die von jeder Zerspaltung unabhangige invariante 
Form du 
(51) [10 ds = lJ; 

[to ist die Ruhdichte, ds die wahrend der unendlichkleinen Verschiebung 
des Masseteilchens, bei welcher seine Weltrichtung den Zuwachs du er
fahrt, verflie13ende Eigenzeit. 

Die Zerspaltung nach u ware eine solche, die wahrend der Bewegung 
des Masseteilchens wechselt. Spalten wir aber jetzt in Raum und Zeit 
nach irgendeinem festen zeitartigen, in die Zukunft weisenden, der nor
mierenden Bedingung (ee) = - I geniigenden Vektor e, so zerlegt sich 

(51) nach (50) m d( 1 ) 

[10 ds V I-V' = A. , 
(52) 

[10 :s (V I 'U ;;) = tJ . 

Bedeutet bei der jetzigen Zerspaltung t die Zeit, dV das Volumen und 
dVo das Ruhvolumen des Masseteilchens in einem bestimmten Augen
blick, m = flodv;, aber dessen Masse, 

tJdV= ~, A.dV= A 
die auf das Masseteilchen einwirkende Kraft und deren Leistung, so liefem 
unsere Gleichungen durch Multiplikation mit dV, wenn man noch be
achtet, daB d ~/-- d d 

[I dV·- =m" 1- v'·- = m·-
o ds ds dt 

ist, und daB die Masse m wahrend der Bewegung erhalten bleibt: 

(530) ~(Ylm v.)=A, 
(53) 1t(Vlm'UV')=~' 
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Das sind die me chan is chen Gleichungen flir den Massenpunkt. Die Impuls
gleichung (53) hat gegentiber der Newtonschen nur die Anderung erfahren, 
daB der kinetische Impuls des Massenpunktes 

mU 
nicht = mU, sondern = -==--= 

VI - v 2 

ist. Die Energiegleichung (530) mutet zunachst fremd an; entwickelt man 
aber nach Potenzen von v, so ist 

m mv 2 

-==m+-+···, VI - v 2 2 

und Wlr werden unter Vernachlassigung der hbheren Potenzen von v und 
mv 2 

des konstanten Gliedes auf den klassischen Ausdruck flir die kine-
2 

tische Energie zurtickgeflihrt. 
Wie man sieht, sind die Abweichungen von der Newtonschen Mechanik, 

wie wir vermuteten, nur von der GrbBenordnung des Quadrats der an 
der Lichtgeschwindigkeit gemessenen Geschwindigkeit des Massenpunktes; 
bei den kleinen Geschwindigkeiten, mit denen wir es in der Mechanik 
stets zu tun haben, wird daher experimentell kein Unterschied festzustellen 
sein. Er wird erst bei Geschwindigkeiten merklich werden, die der Licht
geschwindigkeit nahekommen; bei diesen nimmt der Tragheitswiderstand 
der Materie gegen die beschleunigende Kraft in solcher Weise zu, daB 
die Lichtgeschwindigkeit niemals erreicht wird. In den freien negativen 
Elektronen, die sich in den Katllodenstrahlen und der von einem radio
aktiven Kbrper ausgehenden (j-Strahlung bewegen, haben wir Korpuskeln 
kennen gelernt, deren Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit vergleich
bar ist; flir sie ist nun in der Tat durch Versuche von Kaufmann, Bucherer, 
Ratnowsky, Hupka u. a. das von der Relativitatstheorie geforderte Ver
halten bei longitudinaler Beschleunigung durch ein elektrisches und trans
versaler Beschleunigung durch ein Magnetfeld experimentell festgestellt 
worden. Eine weitere Bestatigung, welche die Bewegung der im Atom 
umlaufenden Elektronen betrifft, hat sich neuerdings aus der Feinstruktur 
der vom Atom ausgestrahlten Spektrallinien ergeben 1 5). 

Erst wenn wir denjenigen Grundgleichungen der Elektronentheorie, 
die wir in § 2 I auf eine dem Relativitatsprinzip gentigende invariante 
Form gebracht haben, die Gleichung s" = (?o u", die Aussage, daB die 
Elektrizitat an der Materie haftet, und die mechanischen Grundgleichungen 
hinzugefligt haben, erhalten wir einen zyklisch geschlossenen Gesetzes
zusammenhang, in dem eine wirkliche, von Bezeichnungskonventionen 
unabhangige Aussage tiber den Verlauf von Naturerscheinungen enthalten 
ist. Erst jetzt also kbnnen wir eigentlich behaupten, flir ein gewisses 
Gebiet, das der elektromagnetischen Vorgange, die Gtiltigkeit des Rela
tivitatsprinzips nachgewiesen zu haben. 
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Zwingend ergibt sich jetzt auch aus der physikalischen Definition der 
verschiedenen GroBen, insbesondere der Feldstarken, wie sie zu vier
dimensionalen Vektoren und Tensoren zusammengefaBt werden mlissen; 
der in § 21 zunachst eingeschlagene heuristische Weg war nicht frei von 
Willklir. Die dabei zu befolgende Anordnung ist diese: J edem Elementar
teilchen der Materie kommt eine gewisse unveranderliche Masse m zu, 
unabhangig vom Koordinatensystem; und damit ein Energie-Impuls-Vektor 
mit den Komponenten Ji = mUi. Seine Ableitung nach der Eigenzeit 

d.f,· _ p. 
ds - l 

ist die Viererkraft. Bei gegebenem Feld hangt sie allein vom Ladungs
und Geschwindigkeitszustand des Teilchens ab, und zwar in linearer Weise, 
der Formel entsprechend: 
(55) P£ = Fik . euk 

(der »Strom« sk = euk ist vom Felde unabhangig, wahrend umgekehrt 
die .Feldkompo:ti.entenc F£k vom Zustand des Teilchens nicht abhangen). 
Wegen der aus· der Definition (54) hervorgehenden Identitat (PiZ!'") = 0, 

d. i. nach (55): 
FikZ/ztk = ° 

mlissen die Fik schiefsymmetrisch sein. Bei Zerspaltung . nach Raum und 
Zeit setzen wir 

(j,.) = ( VI-11l_;;, {Energie und Impuls} 

(Pi) {A Leistung, ~ Kraft} 

(Fik) = (@, .p). 
Aus (54) und (55) ergibt sich 

d3 dt =~, ~ = e(@ + [U~J). 
~ ist demnach die ponderomotorische Kraft, @ die Kraft auf die ruhende 
Einheitsladung oder die »elektrische Feldstarke«, ~ die Kraft, welche auf 
den Strom etl wirkt, oder die »magnetische Feldstarke«. Es war nicht 
Willklir, daB wir elektrische und magnetische Feldstarke zu einem schier
symmetrischen Tensor in der vierdimensionalen Welt zusammenfaBten, 
sondern ihrer physikalischen Definition gemaB entspringen sie aus einem 
solchen durch Zerspaltung. - Das elektromagnetische Feld Fik wirkt 
nicht nur auf Ladung und Strom, sondern es wird auch von ihnen er
zeztgt nach den Maxwellschen Gesetzen, die wir in ihrer vierdimensionalen 
Formulierung nicht noch einmal hierher zu setzen brauchen. 

Dieses ganze System von Gesetzen konnen wir in ein einziges 
Variationsprinzip, ein Hamiltonsches Prinzp, zusammenfassen 16). Die 
Materie, die sich bewegende Substanz haben wir als ein dreidimensionales 

WeyI, Rauffi, Zeit, Materie. 5. Auf!. 
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Kontinuum zu betrachten (das freilich nicht aus einem einzigen zusammen
hangenden Stlick besteht); das Kontinuum der Substanzstellen kann also 
in stetiger Weise auf die Wertsysteme von drei Koordinaten a f5 y be
zogen werden. Wir denken uns die Substanz in infinitesimale Elemente 
zerlegt; jedem Substanze1ement kommt dann eine bestimmte unverander
liche positive Masse dm und eine unveranderliche e1ektrische Ladung de 
zu; ihm korrespondiert als Ausdruck seiner Geschichte eine mit Durch
laufungssinn versehene Weltlinie, oder besser gesagt, ein unendlich dlinner 
» Weltfaden«. Teilen wir diesen in kleine Abschnitte und ist 

ds = -V-~-gil<d;idxk 

die Eigenzeit-Lange eines solchen Abschnitts, dw aber sem vierdimen
sionales Volumen (das Volumelement ist durch 

dw = Ygdxodx1 dx2 dx3 

gegeben, - g die Determinante der gik), so fiihren wir durch die invariante 
Gleichung 
(56) dmds = Iuodw 

die Raum-Zeit-Funktion flo der Ruhmassendichte em. Das liber em 
Weltgebiet I erstreckte Integral 

.fIU~dW = J dmds = J(dm J V -gikdx;dxk) 
x 

nenne ich die Substanzwirkung der jliasse. 1m letzten Integral bezieht 
sich die innere Integration liber denjenigen Teil der We1tlinie eines be
liebigen Substanze1ements von der Masse dm, der dem Gebiete I ange
hort, die auBere bezeichnet Summation liber aIle Substanze1emente. Rein 
mathematisch stellt sich dieser Ubergang von Substanz-Eigenzeit- zu ge
wohnlichen Raum-Zeit-Integralen folgendermaBen dar. Wir fiihren zu
nachst die "Substanzdichte« v der Masse durch die Gleichung ein: 

dm = vdadf3di 

,gegenliber be1iebigen Transformationen der Substanzkoordinaten a f3 y ver
halt sich v wie eine skalare Dichte). Auf jeder Weltlinie einer Substanz
stelle (Ct f3 y) zahlen wir die Eigenzeit s von einem bestimmten Anfangs
punkt aus (der aber natlirlich von Substanzstelle zu Substanzstelle stetig 
variieren soIl). Dann sind die Koordinaten Xi des Weltpunktes) in welchem 
sich die Substanzstelle (a f5 y) im Augenblick s ihrer Bewegung (nach 
Verlauf der Eigenzeit s) befindet, stetige Funktionen von a f5 y s, deren 
Funktionaldeterminante 

o (XOxJX2 X 3 ) A o (a f5 r s) den absoluten Betrag LJ 

besitze. Die Gleichung (56) besagt dann 

- v 
u Vg= --- . 
• 0 d 
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Auf analoge Art ist die Ruhdichte (!o der elektrischen Ladung zu er
klaren. Das elektromagnetische Feld charakterisieren wir durch sein Potential 
CPi; nur die vier Komponenten (pi betrachten wir als unabhangige und 
frei zu variierende ZustandsgroBen, das Feld Fik dejinieren wir durch 
die Gleichungen 

Als Substallzwirkung der Elektrizitiit setzen wir an: 

wo die aul~ere Integration sich wieder tiber alle Substanzelemente, die 
innere aber jeweils tiber denjenigen Teil der Weltlinie eines mit der 
Ladung de behafteten Substanzelementes erstreckt, der im Innern des 
Weltgebiets I verlauft. Wir konnen daftlr auch schreiben 

Jd eds· (piUi .[(20 ui (pidw j>'Pidw , 

. dXi . . 
wenn u' =-- (he Komponenten der Weltrichtung sind und s' = (20 u; 

ds 
die Komponenten des Viererstroms (reiner Konvektionsstrom). Endlich 
tritt neben der Substanz- auch eine .Feldwirkung der Elektrizitiit auf, flir 
welche die Maxwellsche Theorie den einfachen Ansatz 

macht. Das Hamiltonsche Prinzip, welches die Maxwell- Lorentzschen 
Gesetze zusammenfaEt, lautet dann wie folgt: 

Die Gesamtwirkung, d. i. die Summe alls Feld- mid Substanzwirkung 
der Elektrizitiit plus der SlIbstanzwirkung der Masse erleidet bei einer be
liebigen u1lendlichkleinen (aujlerhalb eines endliclzen Gebiets verschz£Iindenden) 
Variation des Feldzustandes (der (f i) und einer ebensolclzen raul1lzeitlichen 
Verschiebung der von den einzelnen Substanzstellen beschriebenen Weltlinien 
keine Anderttng. 

Nehmen wir an den (pi die infinitesimale Anderung V (pi vor, wo V CPi 
stetige und stetig differentiierbare Funktionen der Weltkoordinaten Xi sind, 
welche auBerhalb eines endlichen Gebiets I verschwinden, so finden wir 
erstens flir die Feldwirkung der Elektrizitat: 

V (-,- F,. Fik) - '- Fik (} F. = _ Fik d (v (Pi) 
4 Ik - 2,k ~Xk ' 

daher nach dem Prinzip der partiellen Integration (S. I 12) : 

Vf~FikFik dIU = _!FikO(V(Pi) dw j'dFik. VIP;' dIu. 
• ~Xk dXk 
:t :t :t 
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Zweitens ist die an der Substanzwirkung der Elektrizitat m der ganzen 
We1t hervorgerufene Anderung 

= - !(d~/~(Pi' dXi) = _!(SiOrpi)' dw. 
3; 

Durch Variation der qJz" erhalten wir also zunachst 

(57) !(~:;: -S')O(Pi' dw = 0, 

und darum muE 
~Fik . . 
~Xk = s' = (!o tt' 

sem. Denn ware z. B. an einer Stelle 
~pok 
-~- - SO =l= 0, etwa > 0, 
uXk 

so konnen wir urn diese Stelle eine Umgebung abgrenzen, m der jene 
Differenz durchweg positiv ist. Wahlen wir dann flir ° cpo eine nicht
negative Funktion, die auBerhalb der erwahnten Umgebung verschwindet, 
und 0 If'I = 0 CPo = 0 CP3 = 0, so ergibt sich ein Widerspruch zu der 
Gleichung (57). 

Halten wir hingegen die (fi fest und variieren die Weltlinien der Sub
stanze1emente, so bekommen wir, indem wir (wie in § 18 bei Bestim
mung der kurzesten Linien) Differentiation und Variation vertauschen und 
darauf partiell integrieren: 

0fCPidxi !t0rpidxi + qidoXi) !(OcpidXi - oXidc!'i) 

!(~_({'i _ ~ (Pk) OXk' dXi. 
~Xk OXi 

Dabei sind OXi die Komponenten der infinitesimalen Verschiebung, welche 
die einzelnen Punkte der Weltlinie erfahren. Demnach ist 

- 0f(defcpidx,) =.r deds· FikUiOXk - !(!oFikUiOXk' dw. 

Variieren wir ebenso die Substanzwirkung der Masse (diese Rechnung 
wurde in § 18 schon allgemeiner, flir variable gik durchgeflihrt), so gehen 
die mechanischen Gleichungen hervor, welche zu den Feldgleichungen 
hinzutreten : 

An dem eben formulierten Wirkungsprinzip fallt auf, daB neben die 
Substanzwirkung der Masse nicht ebenso eine Feldwirkung tritt, wie das 
bei der Elektrizitat der Fall ist; diese Lucke wird im nachsten Kapitel 
ausgeflillt werden, wo sich das Gravitationsjeld als dasjenige zeigen wird, 
was der Masse in der gleichen Weise entspricht wie das elektromagnetische 
Feld der elektrischen Ladung. 
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1m elektromagnetischen Feld leitet sich der ponderomotorische Vektor 
p,. ab aus einem nur von den lokalen Werten der ZustandsgroJ3en ab
hangigen Tensor S,"k nach den Formeln 

~S~ 
Pi= ---' . 

~Xk 

Auch die linke Seite der mechanischen Gleichungen 

du,. 
!to ds = p,. 

kann ohne weiteres auf einen >kinetischen« Energie-Impuls-Tensor zuriick
geflihrt werden: 

Es ist namlich 

Das erste Glied auf der rechten Seite ist = 0 wegen 
du,. 

gleichung der Materie, das zweite = !'o ds wegen 

k ~u,· ~Ul dXk du,. u -=--= - . 
~Xk ~Xk ds ds 

der Kontinuitats-

DemgemiijJ besagen die mechanischen Gleichungen, dajJ der gesamte Energie
Impuls- Tensol 

Tik = Vik + Slk , 

zusammengesetzt aus dem kinetischen V und dem potentie/len S, den Er
haltungssatzen genitgt: 

~ T;k 
-- =0. 
~Xk 

§ 27. Impuls, Energie und Masse. 

Bisher haben wir uns vorgestellt, daJ3 die Korper ims einer Substanz 
bestehen; flir den Substanzbegriff sind zwei Umstande wesentlich: I) daB 
es einen Sinn hat, von derselben Substanzstelle zu verschiedenen Zeiten 
zu sprechen, daJ3 es prinzipiell moglich ist, dieselbe Substanzstelle im 
Laufe der in der Welt sich vollziehenden Substanzbewegung immer wieder
zuerkennen. Die Geschehnisse in der Welt stellen sich danach so dar, 
daJ3 sich das vierdimensionale Kontinuum der Weltpunkte faserartig ordnet 
zu einem dreidimensionalen Kontinuum von Weltlinien, der von den 
einzelnen Substanzelementen beschriebenen Weltlinien. 2) ]edes Stiick 
der dreidimensional ausgedehnten Substanz laBt als ein Quantum sich 
mess en (Substanzquantum = Masse). Diese Vorstellung war im Grunde 
schon durch Galilei iiberwunden worden; denn flir Galilei ist die Masse 
nicht ein Substanzquantum, sondern ein dynamischet Koeffizient, zu 
welchem die StoBwucht, der > Impetus« oder Impuls eines mit gegebener 



Relativitat von Raum und Zeit. 

Geschwindigkeit dahinfliegenden Karpers proportional ist. Verwenden wir 
Korper, die beim ZusammenstoB aneinander haften bleiben, so haben 
zwei Karper die gleiche Masse, wenn keiner von beiden den andern uber
rennt, falls man sie mit gleichen, aber entgegengesetzten Geschwindig
keiten gegeneinanderjagt. Um weiter festzusteilen, wie der Impuls mit 
wachsender Geschwindigkeit zunimmt, prufen wir, mit welcher Geschwindig
keit wir einen Karper von der Masse I gegen einen Karper jagen mussen, 
der aus zwei Teilen von der Masse I besteht und sich mit der Ge
schwindigkeit v bewegt, um ihn gerade zum Stillstand zu bringen; der 
Versuch ergibt 2V. Dies zeigt., daB der Impuls zur Geschwindigkeit 
proportional ist, und wir gelangen zu der Formel 

3 (Impuls) = m v (Masse mal Geschwindigkeit). 
Der Begriff des Impulses erscheint hier primar gegenuber dem der Masse. 

Wie die Erfahrung der Unmaglichkeit des Perpetuum mobile zum 
Energieprinzip, so fiihrt die grundlegende Erfahrung, daB ein ruhendes 
Korpersystem sich nicht aus eigener Kraft in eine einseitig fortschreitende 
Bewegung zu setzen vermag, zum I mpulsprinzip: Jedem Korper kommt 
ein Impulsvektor 3 zu, der gleichgerichtet mit seiner GeschZi.lindigkeit v 
ist; bei der Einwirkung mehrerer Korper aufeinander hat die Summe ihrer 
Impulse nach der Reaktion den gleichen Wert wie vor der Reaktion. 
Definieren wir die Masse m als den Proportionalitatsfaktor in der Formel 
3 = mU, so zeigen die obigen Dberlegungen, wie man auf Grund des 
Impulsgesetzes die Massen von Karpern dadurch aneinander messen kann, 
daJ3 man sie zur Reaktion bringt. Die Mechanik untersucht solche Karper, 
die ohne Veranderung ihres inneren, von einem mitbewegten Beobachter 
zu beurteilenden Zustandes verschiedener Geschwindigkeiten fahig sind; 
fiir einen derartigen Karper von konstantem inneren Zustand kann der 
Massenfaktor m lediglich eine Funktion der absoluten GraBe der Ge
schwindigkeit v sein: m = m(v). Aber es ist' weder se1bstverstandlich, 
daB m von v unabhangig ist, noch daB die Funktion m(v) die gleiche 
bleibt, wenn der innere Zustand des Karpers, etwa infolge Erwarmung 
oder in seinem Innern sich abspielender chemischer Reaktionen, sich ver
andert hat. Wie es damit bestellt ist, daruber gibt das Relativitiits
prinzip AufschluB. Betrachten wir wiederum den oben geschilderten Vor
gang, bei welchem zwei vallig gleich beschaffene Karper kI' k2 mit ent
gegengesetzten Geschwindigkeiten -I- U zu einem einzigen, notwendig 
ruhenden Karper k sich vereinigen *); betrachten wir aber jetzt den V organg 
von einem Bezugskarper K aus, relativ zu dem k die Geschwindigkeit u 
besitzt. v', U" seien die relativen Geschwindigkeiten der beiden Karper 
vor der Vereinigung kI , k2 in bezug auf K; die Gilltigkeit des Impuls
satzes auf K fordert, daB der Vektor 

its. 
m(v')U'+m(v")U" parallel zu It 

*) Statt dessen kann man sich auch vorstellen, dlill kr und k. gleichzeitig in ein 
ruhendes widerstehendes Medium eindringen, in dem sie gebremst werden. 
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Akzeptieren WIr zunachst die Galileische Kinematik, so ist 

tI' + i,l" = 2 1t parallel zu u; 

und infolgedessen muB m (v') = m (v") sein,~d. h. m (v) ist unabhiingig von ZI. 

Die nm vom innern Zustand des Korpers abhangige Konstante m(v)=l11 
nennen wir seine Masse. Nachdem diese Erkenntnis gewonnen ist, untersuchen 
wir einen beliebigen Reaktionsvorgang. In die Reaktion mogen mehrere 
Korper mit verschiedenen Massen m und Geschwindigkeiten i,l eintreten: 

aus der Reaktion gehen andere Korper mit anderen Massen m und 
-. 

anderen Geschwindigkeiten i,l hervor. Der Impulssatz behauptet. daB 

(58) ~ml.J = ~mi,l 

ist. In bezug auf K aber lautet der Impulssatz: 

~m(U + i,l) = ~m(u + ~). 
Darin liegt neben dem Impulssatz (58) noch das Gcsetz von del' Er
haltung del' Masse eingeschlossen: 

~'1ll = ~m, 
oder die Aussage, daB die Gesamtmasse eines Korpersystems durch innere 
Reaktionen nicht verandert wird. Zum Energieprinzip gelangt man hier 
aber nicht. In der Tat ist es ja auch in seiner .rein mechanischen« 
Form 

(60) 

fUr die von uns betrachteten Vorgange, weIche thermische und chemische 
Veranderungen nicht ausschlieBen, ungiiltig. 

Legen WIr hingegen die Einsteinsclle Kinematik zugrunde, so ist 
(c = I) 

i,l' i,l" ,/ __ ,,, + --=:---,;; parallel zu tt, 
rI-V VI-V 

und infolgedessen ergibt sich jetzt 
m 

m (v) = :;;=~_, 
r I -v' 

wo m einen nm durch den inneren Zustand des Korpers bestimmten, 
aber von der Geschwindigkeit v unabhangigen Proportionalitatsfaktor be
deutet. Hinsichtlich der Bezeichnung herrscht in der Literatur nich t 
durchweg Einigkeit dariiber, ob man m(7)) oder dies en konstanten Faktor 
m die iVlasse des Korpers nennen solI; wir entscheiden uns fiir das 
letztere. - In beiden Fallen, dem der Galileischen und dem der 
Einsteinschen Kinematik, hat sich gezeigt, daB m(v) aus einem Faktor 
m besteht, der von der Geschwindigkeit unabhangig ist, und einem 
Faktor, der eine universelle Funktion Ip (v) der Geschwindigkeit ist 

( 
I ' 

q;(v) = I bzw. --==); das bedeutet, daB das Galileische Kriterium 
VI - v 2 
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flir Massengleichheit m, (ZI) = m2 (v) unabhiingig ist von der Geschwindig
keit, die man den beiden zu vergleichenden Karpern lund 2 erteilt. -
Kennzeichnen wir den Bewegungszustand eines Karpers statt durch seine 
Geschwindigkeit U durch den in die Richtung seiner Weltlinie fallen den 
Vektor e) der durch (e e) = - I normiert ist) so besagt fUr einen be
liebigen Reaktionsvorgang der Impulssatz) daB die Raumkomponente des 
Weltvektors 

b = ~me -~me 
verschwindet, d. h. daB b parallel der Zeitachse ist. Da der Impulssatz 
auf jedem berechtigten Bezugskarper gliltig sein solI, so folgt daraus, 
wenn wir zwei Zerspaltungen in Raum und Zeit nach zwei voneinander 
unabhangigen zeitartigen Richtungen verwenden, daB b liberhaupt = 0 

sein muB. Zum Impulssatz 

(58') 

tritt so als Zeitkomponente der Erhaltungssatz fitr die Energie hinzu: 

(61) 

Es ist wichtig, daB als Energie dabei die GraBe 
YI _v 2 

111 
auftritt 

(v···m C2 v-=-;' , wenn die MaBeinheiten fUr Raum und Zeit nicht durch 

1- c 2 

C = I normiert werden) und nicht etwa die Differenz m ( I - I) . 
YI _v 2 

Flir den oben betrachteten besonderen Vorgang, wo zwei Karper von der 
Masse 111 mit einander entgegengesetzten Geschwindigkeiten von der GraBe 

v sich zu einem einzigen ruhenden Karper von der Masse m vereinigen, 
lautet unser Energiegesetz 

2m 
m=-;==. 

YI _v 2 

Man sieht also, daB die Masse nach der Vereinigung graBer ist als die 
Summe der vereinigten Einzelmassen, und zwar urn 

dm=;-2m= 2m(_I 2- 1). 
YI -7J 

Denkt man sich die beiden Einzelmassen durch Zerschneiden eines Karpers 
k von der Masse 2 m entstanden, so haben wir eine Art KreisprozeB, der 
k in k zuruckverwandelt. Aber der inn ere Zustand von khat sich doch 
verandert: der Karper hat sich erwarmt; kein Wunder also, daB seine 
Masse eine andere geworden ist! Da die Masse eines Karpers nur durch 
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seinen inneren Zustand bestimmt ist, unabhangig von seiner Vorgeschichte7 

so muJil diese Erwarmung, wie sie auch zustande kommen moge, immer mit 
der gleichen Massenanderung d m verbunden sein; folglich liefert d m ein 
Energiemaji flir jene thermische Zustandsanderung. Durch soIche Be
trachtungen erkennt man, daB in (6 I) nicht bloB das phiinomenologische 
Energiegesetz fiir beliebige Reaktionen von Korpern aufeinander enthalten 
ist, sondern dariiber hinaus in ihm die Aussage steckt: die trage Masse 
eines Korpers verandert sich, wenn ihm Energie zugejuhrt oder entzogen 
'l£·ird; und zwar ist der Zuwaclls der Masse dinkt gleich der dem ruhenden 
Korper zugejuhrten Energie (oder, bei Verwendung der MaBeinheiten des 

[ 

CGS-Systems: ZuwacJls del' Masse = -2 mal del' zugejuhrten Energie). 
c 

Diese neue und iiberraschende Verkniipfung zweier physikalischer Grund
begriffe bezeichnen wir mit Einstein als das Gesetz von der Trag/teit der 
Energie. 

Fiihren wir seinen Inhalt noch etwas genauer aus! Das phanomeno
logische Energieprinzip kniipft an die Tatsache an, daB man, urn an 
einem Korpersystem k eine Veranderung V hervorzubringen, k im all
gemeinen mit andern Korpern ko reagieren lassen mufl, in denen nach 
der Reaktion gleichfalls eine gewisse Veranderung Va zuriickbleibt; wir 
sagen, daB die Veranderung V die Veranderung v~ erzeugt. Immer aber 
kann man den ProzeB so leiten, daB Va Multiplum einer ein flir allemal 
fest vorgegebenen »Einheitsanderung c ist. Nehmen wir als Einheits
anderung z. B. die Erwarmung von »1 g Wasser« - darunter verstehe 
ich hier ein bestimmtes Quantum Wasser in bestimmtem (ruhenden) Zustand -
urn 1 0 C, so solI Va darin bestehen, daB »n g Wasser« diese oder die 
inverse Zustandsanderung dmchmachen. + n bzw. - n ist dann der 
Energiewert der Anderung v. Das Energieprinzip aber besagt: durch 
weIche Zwischenstufen hindurch auch Vein MUltiplum Vo gleich + n mal 
der Einheitsanderung erzeugen mag, immer entsteht dasselbe Vo. - Nor
mieren wir die Einheit der Masse so, daB die Massenanderung von »1 g 
Wasser« bei der Erwarmung urn 1 0 C den Wert I bekommt, so folgt 
aus der Gleichung (6 I), angewendet auf das aus den Korpern k und ka 
kombinierte System, daB die dem Korpersystem k allein entsprechende 

m' 
Differenz der GroBe V ---== vor und nach der Veranderung V gleich 

'::'YI_V 2 

der Differenz der Masse des Wasserkalorimeters vor und nach der Anderung 
Vo' d. h. = + n ist. So zeigt sich, daB das Energieprinzip in seiner 
phiinomenologischen Formulierung in der Tat in unserer Gleichung (6 I) 
drin steckt; und zwar ist der Energiewert einer Anderung gleich dem 

Zuwachs der ZustandsgroBe"" m ,die wir daher als Zustands-
..... YI -v· 

emrgie bezeichnen. Darin liegen, iiber das Energieprinzip hinaus, die 
folgenden beiden Erkenntnisse: r) Energie kommt von Natur nicht einer 
Zustandsveranderung, sondern einem Zustand zu - in der Weise, daB 
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der Energiewert einer Anderung gleich der Differenz der Energiewerte flir 
Anfangs- und Endzustand ist. Friiher hatte sich uns schon in zwingender 
Weise ein Ansatz flir die Energie des elektromagnetischen Feldes ergeben, 
nicht bloB eine Formel flir den mit einer Feldanderung verkniipften 
Energiezuwachs; zu derselben Feststellung, daB es eine :tbsolute Energie
hOhe gibt und nicht bloB Energiedifferenzen, gelangen wir hier flir die 
ponderablen Karper. 2) Die Energie eines mit der Geschwindigkeit 7,/ 

sich bewegenden Karpers von der Masse mist ;; m • Diese Formel 
Y I - v' 

spricht den Zusammenhang zwischen Masse und Energie in universell 
giiltiger Weise aus. Insbesondere erhalt man daraus auch den Wert flir 
die kinetische Energie, d. h. den Energiewert des Ubergangs eines Karpers 
von Ruhe auf die Geschwindigkeit v ohne Anderung seines inneren Zu-
standes: 

kinetische Energie = m ( __ 1 - - I) . 
V I -v' . 

Eine wichtige Art der Reaktion zwischen Karpern ist der sog. 
elastische StofJ, der dadurch charakterisiert ist, daB alle Karper aus der 
Reaktion in ungeandertem inneren Zustand wieder hervorgehen. Zu dem 
Energie- und Impulsprinzip (6 I) und (58') treten flir den elastischen StoR 
also die Gleichungen 

(62) m, = m" m. = m., .... 
In der Galilei - N ewtonschen Mechanik liegen die Verhaltnisse weniger 
iibersichtlich. Hier wird eine der Gleichungen (62) zufolge des vorweg
genommenen Satzes von der Erhaltung der Masse (s9l iiberschiissig; an 

t B 
ihre Stelle tritt neu hinzu das Gesetz von der Er
haltung der kinetischen Energie in der Form (60). 
W oher dieses Gesetz stammt, begreift man viel besser 
von der Einsteinschen Mechanik aus durch Grenz
iibergang zu c = 00. - Beim elastischen StoB zweier 
Karper bestimmen die Massen ·der Karper und ihre 

C Geschwindigkeiten vor dem StoB ihre Geschwindig-
keiten nach dem StoB eindeutig, wenn der »StoB

--"!:'''-------l( durchmesser< bekannt ist, d. h. wenn eine Richtung x 
F· 8 im Raume gegeben ist von solcher Art, daB die Im-Ig. I . 

puIskomponenten senkrecht zu x flir jeden der beiden 
Karper einzeln ungeandert bleiben, ein Impulsaustausch nur in der Rich
tung x stattfindet. Abstrahieren wir von den Raumrichtungen senkrecht zu x, 
so haben wir es nur mit einer zweidimensionalen Welt zu tun; die neb en
stehende Figur zeigt, wie man in ihr aus den beiden Energie-Impuls-..... . ..... 
Vektoren AC = lund CB = 2 vor dem StoB die Energie-Impuls-Vektoren 

~, ~ nach dem StoB findet. Dabei hat (im Sinne der Minkowskischen 
Geometrie) I die gleiche Lange wie I (m, = m,), ; die gleiche Lange wie 
2 (;n. = m.), oder das Dreieck ABC ist kongruent zu ABC I 7). 
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Die in diesem Paragraphen gegebene, von der Elektrodynamik unab
hangige Begriindung der Mechanik kniipfte, dem historischen Ursprung 
der Mechanik folgend, an das Impulsprinzip an. Es ist in ahnlicher 
Weise moglich, wie Langevin in sehr eleganter Weise in einigen Friih
jahr I 922 in Ziirich gehaltenen Vortragen bewies, die Mechanik allein 
mit Hilfe des Relativitats- und des Energieprinzips zu begriinden; viel
leicht verdient die Langevinsche Methode den Vorzug wegen der groi3eren 
Bedeutung des Energieprinzips fUr die gesamte Physik und wegen seiner 
breiteren Erfahrungsgrundlage. Ubrigens ist auch die hier gegebene Dar
stellung unter dem unmittelbaren Eindruck der Langevinschen Vortrage 
niedergeschrieben worden. 

In der phanomenologischen Elektrodynamik geniigt die Kraftdichte Pi 
nicht der Gleichung (pilti) = 0, weil da die Elektrizitat nicht an der 
Materie haftet. Das hat zur Folge, daB an einem ruhenden Leiter von 
der Masse mo , in dem ein stationarer Strom fiieBt, eine Arbeit geleistet 
wird, obwohl die auf ihn wirkende resultierende Kraft = 0 ist; die Ar
beit erscheint als Joulesche Warme. 1st die entwickelte Warmemenge pro 
Zeiteinheit = _L10 , so haben wir in einem Bezugsraum, relativ zu welchem 
der Leiter die Geschwindigkeit iI besitzt, 

die Leistung A = Ao und die Kraft ~ = Ao iI. 

Trotz dieser resultierenden Kraft auf den Leiter behalt er seme Ge
schwindigkeit bei. Die Bewegungsgleichung 

d ( moil _) = ~ 
dt VI _ v 2 

ist deshalb unvertraglich mit einem konstanten mo , fiihrt vielmehr zu der 
Beziehung 

(to die Zeit im Ruhraum) 

Auch das ist ein instruktives Beispiel dafiir, daB Warmeentwicklung inner
halb eines Korpers mit einer parallel gehenden ErhOhung seiner tragen 
Masse verbunden ist. 

Bisher haben wir Reaktionen zwischen Korpern untersucht unter der 
Annahme, daB dabei keine Ausstrahlung stattfindet. Die Maxwellsche 
Theorie hat aber gezeigt, daB auch dem Strahlungsfeld Energie und 
Impuls zukommen und bei ihrer Beriicksichtigung die Erhaltungssatze 
allgemein giiltig bleiben. So erfahrt ein Korper, der in einer Richtung 
Licht ausstrahlt, einen RiickstoI~; er bekommt einen 1mpuls, entgegen
gesetzt gleich dem Impuls des ausgesandten Lichtstrahls. Ebenso tritt 
bei der Reflexion von Licht -an einem Spiegel der Unterschied zwischen 
1mpuls der einfallenden und der reflektierten Welle als mechanischer Im
puIs des Spiegels (Lichtdruck) zutage. Wir wollen zunachst Energie und 
Impuls irgendeines raumlich begrenzten (und mit Lichtgeschwindigkeit 
sich ausbreitenden) Strahlungszustandes bestimmell. Dazu haben wir eine 
mathematische Hilfsbetrachtullg notig. 
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In einem vierdimensionalen affinen Raum sei eine Vektordichte !3 i ge-

b d D· (l!3i·d · h h . d h d . ge en, eren lvergenz ~ I entlsc versc Wll1 et, wa ren SIe seIber 
UXi 

wenigstens auBerhalb eines gewissen Kanals Null ist. Die Koordinaten 
Xi, weIche wir benutzen, seien von soIcher Art, daB jede dreidimensionale 
»Ebene« Xo = const. den Kanal in einem endlichen Schnittbereich durch
sehneidet. Das tiber den Sehnittbereieh erstreekte Integral 

e =.f!3°dxr dx2 dx3 

ist eine Funktion von Xo = t allein. Aus dem Verschwinden der Diver
genz erhalt man durch Integration sofort 

tie 
tit = 0; 

m Wahrheit ist e also eine aueh von t unabhiingige Konstante. Naeh 
dem GauBschen Satz kann e berechnet werden als der FluB der Vektor
dichte !3 i durch irgendeine den Kanal durchsetzende dreidimensionale 
Flache hindureh (der GauBsche Satz ist anzuwenden auf das Stiiek des 
Kanals, das durch eine Ebene Xo = const. und diese Flache abgegrenzt 
wirdJ; e ist demnaeh eine Invariante, unabhiingig von der speziellen Wahl 
des Koordinatensystems Xi. 

Diese Uberlegung wird uns spater flir den Begriff der Ladung eines 
abgesehlossenen Systems ntitzlich sein; hier tibertragen wir sie von der 
Vektordiehte !3 i auf eine beliebige Tensordichte 6t, deren Divergenz 

(l6; 
-- = 0 

(lxk 

ist, wahrend sie selber auBerhalb des Kanals verschwindet. Wir wahlen 
einen willktirlichen ortsunabhangigen Vektor mit den konstanten Kompo
nenten ~; und bilden 

!3 k = 6;~i. 

Dann gelten die oben flir eine Vektordiehte 5; gewonnenen Resultate: 
Bilden wir die tiber eine beliebige den Kanal durchsehneidende Ebene 
Xo = const. erstreckten Integrale 

Ji =.f 67 dx, dX2 dX3 , 

so sind diese GraBen aueh von Xo unabhiingig, 

dJ,· 
di=o; 

auBerdem ist Jigi ein vom Koordinatensystem unabhiingiger Skalar, Ji also 
ein kovarianter ortsltnabhiingiger Vektor. 

Zum elektromagnetischen Feld im leeren Raum gehart der symmetrisehe 
Energietensor Sik. Bei Verwendung eines normalen Koordinatensystems 
ist die Energiediehte SOo tiberall positiv, wo tiberhaupt ein Feld vorhanden 
ist. Unser Beweis ist anwendbar auf die zugehorige Tensordichte 6; in 
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einem beliebigen normalen Koordinatensystem, wenn das Feld sich nicht 
ins Unendliche erstreckt. Wir kommen zu dem Ergebnis, daJil es eine 
konstante Energie Jo und einen konstanten Impuls (j;, J2' J3 ) besitzt, 
die zusammen einen vom Koordinatensystem unabhangigen kovarianten 
Weltvektor bilden. Ubrigens kann dieser Vektor unmoglich raumartig 
sein. Denn dann wiirde ein normales Koordinatensystem existieren, in 
welchem .fo verschwindet; wegen der positiven Energiedichte kann das 
nur eintreten, wenn das Feld selber vollstandig verschwindet. Es ist 
demnach notwendig 

(Jif) <: o. 

Der Grenzfall (= 0) tritt em flir ein begrenztes Stiick einer einzigen 
homogenen ebenen Welle. 1m allgemeinen wird aber das Ungleichheits
zeichen gelten, und dann laSt sich die Welt in Raum und Zeit so zer
spalten, daS der Impuls = 0 wird. 

Schickt ein ruhender Korper k eine Lichtwelle aus, deren Impuls = 0 

und deren Energie = Eo ist - z. B. eine Kugelwelle oder zwei gleich 
starke Lichtstrahlen nach entgegengesetzten Seiten -, so gelten nach dem 
eben gewonnenen Resultat, nach welchem sich Energie E und Impuls ~ 
einer Lichtwelle zu einem vom Bezugskorper unabhangigen Weltvektor 
vereinigen, relativ zu einem Bezugskorper, in welchem k die Geschwindig
keit " besitzt, die folgenden Formeln: 

Energie und Impuls des Korpers k sind aber in diesem Bezugsraum 

m 
-YI_;-2' bzw. 

Da die Geschwindigkeit des Korpers sich bei der Ausstrahlung nich t 
andert, geht daraus hervor, daS die Masse m eine Anderung dm gleich 
der ausgestrahlten Energie Eo erleiden muS. An diesem Beispiel ent
deckte Einstein zuerst das Gesetz von der Tragheit der Energie. 18) 

Interessant ist es auch, den Grenzfall einer einzigen ebenen Welle zu 
betrachten (wo der Impuls des Lichtes in keinem moglichen Bezugsraum 
verschwindet). 1st E wieder die Energie des ausgestrahlten Lichtes, so 
ist sein Impuls in der Ausstrahlungsrichtung ebenfalls ...:...- E. 1st 111 die 
Masse des ruhenden Korpers vor der Ausstrahlung, 111' seine Masse und v 
seme Geschwindigkeit nach der Ausstrahlung, so haben wir also 

111' 
---=-~ = III - E, 
V 1- v 2 

11l'V _ = E. 
VI - v 2 

Der RiickstoS verleiht dem Korper demnach die Geschwindigkeit 

cE 
v = c.;i=- E· 
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============================================ 
Aus der Symmetrie des Energietensors im Strahlungsfe1de flieBen 

weitere Erhaltungssatze. Zunachst findet man in bekannter Weise, daB 
die drei Komponenten des Drehimpulses £, 

LI = J (X2!S~ - x3!S~)dxI dX2 dx3 , L 2 , L 3 , 

konstant bleiben. Hinzukommen, infolge der Gleichberechtigung der Zeit
koordinate Xo mit den Raumkoordinaten, die drei GraBen 

ilf, = J (xo!S~ - XI !S~)dXI dx. dx 3 , il1., lW;, 

die Komponenten eines Raumvektors IDl. Man wird den Raumpunkt mit 
den Koordinaten Xi = ai, weIche so definiert sind: 

J!S~xidx1 dX2 dX3 = aiJIS~dxI dx. dx3 , (i = I, 2, 3) 

den Energiemittelpztnkt (oder »Schwerpunkt«) des Strahlungsfeldes nennen. 
Er liegt, da !S00 positiv ist, notwendig im 1nnern des von Strahlung 
erfUllten Raumes (genau gesprochen: im 1nnern jedes konvexen Bereichs, 
der das strahlungserfUllte Raumgebiet einschlieBt). 1st \l seine Geschwindig-

k . . d· Gl· h dID! ·d· h . -elt, so 1st Ie eic ung dt = 0 I entIsc mIt 

3 = E\l, 

wo E die Energie, 3 den 1mpuls bedeutet. Auch hier ist der 1mpuls 
also der Geschwindigkeit parallel, wenn unter Geschwindigkeit des 
Strahlungsfeldes die Geschwindigkeit seines Energiemittelpunktes ver
standen wird. E ist nicht unabhangig yom Bezugskarper; ist aber 

II ! = v < I (und nicht = I), so ist die durch die Gleichung E = Eo z 
VI - v 

eingefiihrte GraBe Eo ein koordinaten-unabhangiger Skalar. Es hat kein 
Bedenken, ihn als Masse des Strahlungsfeldes zu bezeichnen. Fiir Energie 
und 1mpuls des Strahlungsfe1des gelten dann genau die gleichen Forme1n 
wie fUr einen ponderablen Karper 19). 

Auch bei den Reaktionen zwischen ponderablen Karpern kannen wir, 
wenn wir die Reaktionen ins einzelne verfolgen wollen, nicht bei der 
Gesamtenergie und dem Gesamtimpuls stehen bleiben, sondern miissen 
Energie und 1mpuls I) in jedem Aztgenblick ins Auge fassen und 
2) riiztmlich lokalisieren. So kommen wir zu dem Begriff der Energiedichte, 
der .lmpztlsdichte, des Energiestroms und des .lmpulsstroms. Man mache 
sich das etwa im einzelnen klar an den Bewegungs- und Warmevorgangen 
in Gasen und e1astischen Karpern. Die erwahnten GraBen bilden zu
sammen eine Tensordichte :t7, fUr weIche die Divergenzgleichungen 

o:t7 
(64) ~= 0 

OXk 

giiltig seIll werden. Wir nehmen ferner an, daB der korrespondierende 
Tensor Tik symmetrisch und TOO in jedem berechtigten Bezugsraum 
positiv ist (d. h. :t~eiek > 0 fUr jeden zeitartigen Weltvektor ell Dann 
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ergeben sich daraus alle bisher besprochenen Gesetze: die Erhaltung von 
Energie und Impuls; die Tatsache, dal3 Energie und Impuls zusammen 
einen vom Bezugsraum unabhangigen Weltvektor bilden, der niemals raum
artige Richtung besitzt; die Erhaltung des Drehimpulses; die Formel (63), 
in der \) die Geschwindigkeit des Energiemittelpunktes bezeichnet; die 
Tatsache, dal3 dieser Punkt innerhalb der kleinsten konve~en HUlle liegt, 
welche das physikalische System einschliel3t, und die Ungleichung 
I \) i <::: I. Insbesondere hat man bei der Herleitung der Erhaltungssatze 
so zu verfahren, dal3 man die miteinander 
in Reaktion tretenden Systeme als ein einziges 
Gesamtsystem betrachtet. In der Figur ist der 
Fall zweier Systeme dargestellt; in dem un
schraffierten Weltgebiet verschwindet der Energie
tensor; es sindzwei Querschnitte t = const. 
vor und nach der Reaktion eingetragen. So
wohl vorher wie nachher ist der Energie
Impuls-Vektor des Gesamtsystems gleich der 
Summe der zu den beiden Einzelsystemen Fig. 1 9. 

gehOrigen Energie - Impuls -Vektoren. FUr die 
Masse m, die mit Energie E und Impuls 3 durch die quadratische 
Gleichung verbunden ist 

gilt dieses einfache Additionsgesetz aber nicht! Die Mechanik im engeren 
Sinne bezieht sich nur auf solche Korper, zu denen in jedem Augenblick 
ein berechtigter Bezugsraum gehort , in welchem ihr Zustand immerfort 
quantitativ der gleiche bleibt. Nur dann ist die flir die Mechanik grund
legende Scheidung zwischen innerem Zustand und Bewegungszustand 
moglich. Wir sehen jedoch, dal3 ihre Grundgesetze allgemeinere Bedeutung 
besitzen; die Geschwindigkeit eines Korpers ist dabei allgemein als Ge
schwindigkeit seines Energiemittelpunktes zu prazisieren. Nur bei einem 
kleinen Korper ist eine solche Prazisierung der Bedeutung von \) nicht 
erforderlich ; fiir einen klein en Korper gilt aul3er der Impulsformel (63 ) die 
Gleichung 

£l = [t3J, 

welche den Drehimpuls £l als vektorielles Produkt von »Hebelarm « t und 
Impuls 3 darstellt. 

Wir kommen damit zu einer neuen, rein dynamischen Auffassung von 
der Materie, wie sie eigentlich langst durch die Galileische Grundlegung 
der Mechanik gefordert war*). Wie wir uns von dem Glauben haben 
befreien mUssen, dal3 wir einen Raumpunkt zu verschiedenen Zeiten 

*) Auch Kant lehrte in den .Metaphysischen Anfangsgrlinden der Naturwissen
schaftc, da~ die Materie einen Raum erflillt nicht durch ihre blolle Existenz, sondern 
durch repulsive Krafte aller ihrer Teile. 
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wiedererkennen konnen, so hat es jetzt auch keinen Sinn mehr, von .der
selbenc Stelle der Materie zu verschiedenen Zeiten zu sprechen. Das Elektron, 
das man sich frUher wohl als einen substantiellen Fremdkorper im sub
stanzlosen elektromagnetischen Felde vorstellte, erscheint uns nunmehr 
als ein gegen das Feld keineswegs scharf begrenzter kleiner Bezirk, in 
welchem die F~ldgroBen und die elektrische Dichte enorm hohe Werte 
annehmen. Ein solcher .Energieknoten« pflanzt sich durch den leeren 
Raum nicht anders fort, wie eine Wasserwelle Uber die Seeflache fort
schreitet; es gibt da nicht »ein und dieselbe Substanz«, aus der das 
Elektron zu allen Zeiten besteht. Nicht das Feld bedarf zu seiner Existenz 
der Materie als seines Tragers, sondern die Materie ist umgekehrt eine 
Ausgeburt des Feldes. Die Atomkerne und Elektronen sind keine letzten 
unveriinderlichen Elemente, an welchen die Naturkrafte nur von au13en 
anpacken, sie hin und her schiebend; sondern sie sind selber kontinuierlich 
ausgebreitet und in i~ren feinsten Teilen feinen flieBenden Veranderungen 
illlterworfen. Es ist die Aufgabe der Feldtheorie, zu erklaren, warum das 
Feld eine derartige kornige Struktur besitzt und jene Energieknoten sich 
im Hin- und Herstromen von Energie und Impuls dauernd erhalten (wenn 
auch natiirlich nicht vollig unveranderlich, so doch mit einem auBerordent
lich hohen Grad von Genauigkeit): darin besteht das Problem der Materie. 
Offenbar sind die Feldgesetze von solcher Art, daB sie nur einm Gleich
gewichtszustand oder wenige, durch keinen kontinuierlichen Ubergang ver
bundene Gleichgewichtszustande von Energieknoten ermoglichen; der 
einzige uns wirklich bekannte ist reprasentiert durch das Elektron. Des
lzalb haben aIle Elektronen dieselbe, zeitlich unveranderte Ladung und 
Masse; deshalb unterscheiden wir an der Energie oder tragen Masse 
eines zusammengesetzten Korpers die nicht auflosbare Energie seiner 
letzten materiellen Elementarbestandteile von der auflOsbaren Energie ihrer 
wechselseitigen Bindung. - Dm das Problem der Materie lOs en zu konnen, 
muB die Maxwellsche Feldtheorie natiirlich eine Modifikation oder gar 
eine Erweiterung durch Hinzufiigung neuer ZustandsgroBen erfahren. Die 
in einem Elektron zusammengedrangte negative Ladung wiirde, den 
Coulombschen Fliehkraften folgend, explodieren, wenn sie nicht irgendwie 
zusammengehalten wiirde. Nach der »Substanzauffassung« wird der Zu
sammenhalt dadurch erzwungen, daB man das Elektron als eine starre 
substantielle Kugel mit einer starr an sie gebundenen Ladungsverteilung 
betrachtet; nach der neuen Auffassung kann er nur dynamisch, durch 
gegenwirkende Krafte zustande kommen. 

Auf jeden Fall werden wir anzunehmen haben, daB mit dem Feld 
eine Tensordichte :tJ, die tensorielle Energiedichte, verbunden ist, welche 
den Divergenzgleichungen (64) geniigt. Sie bilden in der Feldtheorie der 
Materie die Grundlage flir die integralen Erhaltungssatze. Sie sind, 
wenn die :t~ durch die urspriinglichen ZustandsgroBen des Feldes aus
gedriickt sind, Beziehungen zwischen den FeldgroBen; die mechanischen 
Grundgesetze erscheinen also, weil die Materie ein Feldphanomen ist, als 
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Folgerungen aus den Feldgesetzen. FUr einen beliebig abgegrenzten 
Volumteil V des Feldes lief ern sie die Gleichungen 

d/i _ K · 
Tt- " 

wo 
(i= 0, I, 2,3) 

Energie und Impuls dieses Gebietes bedeuten und Ki die auf das Teil
gebiet wirkende Viererkraft. Nach dem GauBschen Satz ist Ki gleieh 
dem FluB der Vektordiehte (~:-, ~~, ~?) durch die Oberfiache Q von V; 
die Kraft hangt also nicht ab von dem Feldzustand im Innenz von Q. 
In diesem allgemeineren Fall, wo .Q nicht im feldfreien Raum verlauft, 
sind aber im allgemeinen J,: nicht die Komponenten eines vom Bezugs
raum unabhangigen Weltvektors. 

Die GraBen~: stehen in unmittelbarem Zusammenhang mit dem, 
wovon wir durch unsere Sinne Kunde erhalten. Fal'se ich ein StUck Eis 
an, so nehme ich den an der BerUhrungsstelle zwischen jenem Karper und 
meinem Sinnesleib fiieBenden Energiestrom als Warme, den Impulsstrom als 
Druck wahr; der optische Energiestrom an der Oberfiache des Sinnesepithels 
meines Auges bestimmt die optischen Wahrnehmungen, die ich habe. 
Hinter dieser uns durch die Sinnesorgane direkt offenbarten »Materie« 
verborgen aber steckt das Feld. FUr die Aufdeckung seiner eignen Ge
setzmaBigkeit und der Gesetze, nach welchen es die EnergiegraBen be
stimmt, ist die Maxwellsche Theorie der erste glanzende Anfang. 

Schon vor Aufstellung der Relativitatstheorie wurde die Traglleit des 
Elektrons aus der Energie des mitgefiihrten elektromagnetischen Feldes 

erklart '0). Die Energie des aus dem Potential __ e - entspringenden elektro-
4 7(1' 

statischen Feldes ist im AuJ;Jenraum einer Kugel yom Radius a 

CD 

I f~ c2 
2 e2 

= 8;;, 1'4· r dr = 8 na· 
a 

Betrachtet man das Elektron als eine Kugel yom Radius a mit der 
Ladung e und zieht nltr die Energie des aztfJeren Fe/des in Betracht, so 
kommt man auf die beobachtete trage Masse m des Elektrons, wenn 
man a aus 

(65) 
e' 

m= 8 naco 

bestimmt; das gibt einen Wert von der GraBenordnung 10- 13 em. 
In denjenigen phanomenologischen Theorien, in denen wir von der 

atomistischen Struktur der Materie absehen, denken wir uns die in den 
Elektronen, Atomen usw. aufgespeicherte Energie stetig Uber den Karper 
verteilt; wir haben sie einfach dadurch zu beriicksichtigen, daB wir in den 
Energie-Impuls-Tensor das am SchluB von § 26 aufgestellte »kinetische«, 

Weyl, RauID, Zeit, Materie. 5. Aufl. 
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die Ruhmassendichte flo enthaltende Glied f'oUitt k einftihren; aber dieser 
Ansatz ist nur berechtigt im Groben, riicht fUr die Volumelemente der 
Atome und Elektronen seIber. Bezogen auf ein Koordinatensystem, in 
welchem die Materie ruht, besteht dieser Tensor aus der einzigen Kom
ponente TOO = ,to, wiihrend alle tibrigen verschwinden. So haben wir 
z. B. in der Hydrodynamik bei Beschriinkung auf adiabatische Vorgiinge 
zu setzen 

o p 0 0 

o o p 0 

o o 0 p 

P ist der allseitig gleiche Druck; der Energiestrom ist bei adiabatischen 
Vorgiingen o. Urn die Komponenten dieses Tensors in einem beliebigen 
Koordinatensystem hinzuschreiben, setze man noch flo = ,0* - p; dann 
erhiilt man die invarianten Gleichungen 

(66) Tl = fL* UiUk + pot 
oder 

Die Ruhmassendichte ist 

Tik uittk = 'L* - P = ~o, 
und sie (nicht It *) ist also bei inkompressibeln Fltissigkeiten konstant zu 
setzen. Wirkt auf die Fltissigkeit keine Kraft, so lauten die hydrodyna
mischen Gleichungen 

Auf iihnliche Weise, wie es soeben mit der Hydrodynamik geschah, 
kann auch der Elastizitiitstheorie eine dem Relativitiitsprinzip entsprechende 
Form gegeben werden 21). Es bliebe endlich noch tibrig, das Gesetz der 
Gravitation, das in seiner Newtonschen Form durchaus an das Newton
Galileische Relativitiitsprinzip gebunden ist, dem Einsteinschen anzupassen. 
Sie birgt aber ihre besonderen Riitsel in sich, auf deren Lasung wir im 
letzten Kapitel zu sprechen kommen. 

§ 28. Die Miesche Theorie. 

Von Mie ist der Versuch gemacht worden, zu einer Feldtheorie der 
Materie zu gelangen, ohne den Kreis der bekannten elektromagnetischen 
ZustandsgraBen zu tiberschreiten. Wir wollen die Grundlagen seiner 
Theorie hier kurz entwickeln - als Beispiel einer den neuen Ideen tiber 
die Materie vallig konformen physikalischen Theorie, das uns hernach 
noch gute Dienste leisten soIl, und urn an ihr zugleich das Problem der 
Materie genauer zu formulieren. 
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Wir halten daran fest, daB die in Betracht kommenden Zustands
gr6Ben sind: r) die vierdimesionale Vektordichte des Stromes §, die 
»Elektrizitat«, und 2) der lineare Tensor 2. Stufe F, das »Feld«. Ihre Eigen
gesetzlichkeit ist ausgesprochen in den Gleichungen 

o §i 
r) -- = 0 

OXi ' 

2) 

Die Gleichungen 2) sind erflillt, ,,-enn F sich aus emem Vektor (pi ab
leitet nach den Formeln 

es folgt umgekehrt aus 2), daB ein Vektor (P existieren muB derart, daB 
die G leichungen 3) bestehen. Ebenso ist I) erflillt, wenn §i sich aus 
einer linearen Tensordichte 2. Stufe .pik in folgender Weise ableitet: 

es folgt umgekehrt aus I), daB eine diesen Relationen geniigende Tensor
dichte .pik notwendig existiert. 4) stimmt formal mit dem zweiten System 
der Maxwellschen Gleichungen iiberein. Lorentz nahm an, daB allgemein, 
nicht bloB im Ather, sondern auch im Gebiet der Elektronen, .pik = iYik 
ist. Wir mach en nach Mie die allgemeinere V oraussetzung, daB.p keine 
bloBe RechengroBe ist, sondern eine reale Bedeutung hat und seine Kom
ponenten daher universelle Funktionen der urspriinglichen ZustandsgroBen 
§ und F sind. Konsequenterweise miissen wir aber dann die gleiche 
Voraussetzung auch hinsichtlich rp machen! Die entstehende Gr6Bentabelle 

(£_L!!_ 
>3 l.p 

enthalt in der ersten Zeile die Intensitatsgr6Ben, Sle sind durch die 
Differentialgleichungen 3) miteinander verkniipft; in der zweiten Zeile die 
Quantitatsgr6Ben, flir welche die Differentialgleichungen 4) gelten. Spalten 
wir in Raum und Zeit und wenden die schon in § 2 r verwendeten Be
zeichnungen an, so haben wir die wohlvertrauten Gleichungen vor uns 

I) 
o (l . -- + dlV >3 =0, ot 

o~ 
(div l8 = 0), 2) ilt +rot@ = 0 

3) 
ot - + arad (P = - @ ot b 

(rot t = ~), 

4) 
o~ 

- rot SJ -~ (div ~ = (l). 
iJt 

14* 
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Kennen wir die universellen Funktionen, welche rp und.p durch ~ und F 
ausdriicken, dann haben wir in den nicht eingeklammerten Gleichungen, 
jede Komponente besonders gezahlt, 10 »Hauptgleichungen c vor uns, 
durch welche die Ableitungen der 10 ZustandsgroBen nach der Zeit in 
Abhangigkeit von diesen selbst und ihren raumlichen Ableitungen gesetzt 
werden; also jene Form der Naturgesetze, welche durch das Kausalitiits
prinzip gefordert wird. Das Relativitatsprinzip aber, das hier in einen 
gewissen Gegensatz zum Kausalitatsprinzip tritt, fordert, daB die Haupt
gleichungen von den eingeklammerten .Nebengleichungenc begleitet werden, 
in denen keine nach der Zeit differentiierten Glieder auftreten. Die Ver
sohnung des Widerstreits liegt darin, daB die Nebengleichungen iiber
schiissig sind. Aus den Hauptgleichungen 2) und 3) folgt namlich 

() 
~i (~ - rot f) = 0, 

aus I) und 4) 

Ein Vergleich der Mieschen mit den Lorentzschen Grundgleichung.~n 
der Elektronentheorie ist lehrreich. Bei Lorentz treten I), 2) und 4) 
auf, und das Gesetz, nach welchem.p durch die urspriinglichen Zustands
groBen sich bestimmt, lautet einfach ~ = Q:, ~ =18. Hingegen werden 
dort If und f durch die Gleichung 3) rechnerisch definiert, und es fehlt 
ein Gesetz, das die Abhangigkeit dieser Potentiale von den Zustands
groBen des Feldes und der Elektrizitat festlegt. An dessen Stelle tritt 
die Formel fiir die Dichte der ponderomotorischen Kraft und das mecha
nische Grundgesetz fUr die Bewegung der Elektronen unter demo EinfluB 
dieser Kraft. Da nach unserer neuen Auffassung aber das mechanische 
Gesetz sich aus den Feldgleichungen ergeben muB, ist eine Erganzung 
notig, die von M'ie eben in der Annahme, daB cp und f eine reale Be
deutung in dem angegebenen Sinne haben, gefunden wurde. Wir konnen 
die Miesche Gleichung 3) in einer ganz analogen Form aussprechen 
wie das Grundgesetz der Mechanik. Der dort auftretenden pondero
motorischen Kraft stellen wir hier die .elektrische Krajt« Q: gegeniiber. 
1m statischen FaIle besagt 3), daB 

~+gradlp = 0 

ist, d. h. daB der elektrischen Kraft Q: durch einen .elektrischen Drllck« - cp 
im Ather das Gleichgewicht gehalten wird. Allgemein aber entsteht eine 
resultierende elektrische Kraft, welcher nun nach Gleichung 3) die GroBe - f 
als .. elektrischer Impulse zugehort. Es ist wunderbar zu sehen, wie in 
der Mieschen Theorie die Grundgleichung der Elektrostatik (67), die am 
Anfang der Elektrizitatslehre steht, plOtzlich eine viel anschaulichere Be
deutung gewinnt, indem das Potential als elektrischer Druck auftritt; das 
ist der gesuchte Kohasionsdruck, welcher das Elektron zusammenhalt, 
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Das Bisherige gibt nur ein leeres Schema, das seine Ausflillung finden 
muE durch die noch unbekannten universellen Funktionen, welche die 
Quantitats- mit den IntensitatsgroEen verkniipfen. Ihre Ermittlung kann 
bis zu einem gewissen Grade noch rein spekulativ geschehen durch die 
Forderung, daE flir die tensorielle Energiedichte der Erhaltungssatz (64) giiltig 
sein muE. Denn das ist gewi13 eine notwendige Bedingung, damit sich 
iiberhaupt ein Zusammenhang der Theorie mit der Erfahrung herstellen 
laEt. Das Energiegesetz muE die Form haben 

oW d' t:!!!. 
-~t+ IV\:;> = 0, 

wo vv die Energiedichte, ($ der Energiestrom ist. In der Maxwellschen 
Theorie findet man es, indem man 2) mit ~, 4) mit ~ multipliziert und 
addiert: 

( 68) 

In dieser Beziehung tritt auf der rechten Seite noch die Arbeit auf, welche 
zur Erhohung der kinetischen Energie der Elektronen oder nach unserer 
jetzigen Auffassung zur Erhohung der potentiellen Energie des Feldes im 
Gebiet der Elektronen verwendet wird. Hier muE dieses Glied also sich 
gleichfalls noch zusammensetzen lassen aus einem nach der Zeit differen
tiierten Term und einer div. Behandeln wir aber die Gleichungen I) und 3) 
ganz analog, wie wir eben mit 2) und 4) verfahren sind, d. h. multipli
zieren I) mit rp und 3) skalar mit ~, so kommt 

(69) p. ~~~ + ~ ~! + div (rp~) = - (~~). 
Die Subtraktion von (68) und (69) ergibt das Energiegesetz; es muB dem
nach der Energiestrom 

sein und 
($ = [~~J - rp~ 

-(po(j-~of+~o~+~o~= oW 

das totale Differential der Energiedichte. DaB flir den Energiestrom zu 
dem im Ather gtiltigen Glied [~~J noch ein zu B proportionaler Term (p~ 
hinzutritt, ist ohne wei teres verstandlich; denn mit dem sich bewegenden 
Elektron, welches den Konvektionsstrom ~ erzeugt, stromt des sen Energie
inhalt. 1m Ather wird das Glied [~~J von ($ iiberwiegen, im Elektron 
aber behauptet das andere rp~ bei weitem den Vorrang. In der Formel 
flir das totale Differential der Energiedichte treten als unabhiingig variierte 
ZustandsgroEen (j, f; $, ;l) auf. Urn da Ordnung zu schaffen, flihren 
wir an Stelle von (j und ;l) bzw. rp und ~ als Unabhangige ein; damit 
wird erreicht, daE die samtlichen IntensitatsgroEen als unabhiingige Variable 
fungieren. Man hat zu bilden 

.2 =W- ~~+ (j(P; 
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dann ist 
02 = (~MB - ~o@) + (f!(J'rp - ~of). 

Kennt man 2 als Funktion der IntensitatsgroBen, so sind durch diese 
Gleichung die QuantitatsgroBen als Funktionen derselben bestimmt. Statt 
der zehn unbekannten universe/len Funktio1zen Izabm wir jetz! 1lur noell 
eine, 2; das ist die Leistung des Energieprinzips. 

Kehren Wir zur vierdimensionalen Schreibweise zurlick, so ergibt sich 

Daraus geht hervor, daB 02, mithin 2, eine invariante skalare Oichte 
ist. Die einfachsten Invarianten, welche sich von einem Vektor mit den 
Komponenten (pi und einem linearen Tensor z. Stufe mit den Komponenten 
Fi" bilden lassen, sind die ins Quadrat erhobenen Betrage 

des Vektors rfi: 

des Tensors Fi": 

rpirpi, 

zLo = ~Fi"Fik, 

des linearen Tensors 4. Stufe mit den Komponenten :s -+- Fil,FIIll (die 
Summation erstreckt sich liber die 24 Permutationen der Indizes iklm: 
fUr die geraden Permutationen gilt das obere, fUr die ungeraden das 
untere Vorzeichen); und endlich 

des Vektors Fi"'f/'. 

Wie in der dreidimensionalen Geometrie der wichtigste Kongruenzsatz 
aussagt, daB ein Vektorpaar cr, b im Sinne der Kongruenz vollstandig 
charakterisiert ist durch die Invarianten a 2, a b, b Z, so laBt sich in der 
vierdimensionalen Geometrie leicht zeigen, daB die eben angegebenen 
Invarianten die aus einem Vektor (P und einem linearen Tensor z. Stufe F 
bestehende Figur im Sinne der Kongruenz vollstandig festlegen. Jeele 
Invariante, insbesondere die Hamiltollselze FUllktion L (L ist der zu def 
Dichte 2 gehorige Skalar, 2 = L Vg), muE sich mithin durch jene vier 
GroBen algebraisch ausdrlicken lassen. Auf die Bestimmung dieses Aus
drucks reduziert die Miesche Theorie das Problem der Materie. Die 
Maxwellsche Theorie des Athers, nach der freilich Elektronen nicht moglich 
sind, ist in ihr als der Spezialfall L = L ° enthalten. Orlickt man auch 
W und die Komponenten von IS vierdimensional aus, so erkennt man. 
daB sie die (negative) ote Zeile in dem Schema 

bilden. Die 't7 sind also die Komponenten der Energie-Impuls-Oichte, 
welche nach unseren Rechnungen dem Erhaltungssatz (64) fUr i = 0 uncl 
demnach auch fUr i = I, 2, 3 genligt. Der Beweis, daB die kontra
varianten Komponenten des zugehorigen Tensors cler Symmetriebedingung 
T"i = Tik genligen, wircl im nachsten Kapitel nachgeholt werden. 

Die Feldgesetze konnen in ein sehr einfaches Variationsprinzip, das 
Hamiltonsc/lc PrilZZip, zusammengefaBt werden. Wir betrachten als unab-
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hangige ZustandsgroBe wieder allein das Potential mit den Komponenten (Pi 

und dejinieren das Feld dureh die Gleiehung 

F O.IJ>I< 0 (pi 
ik = --=--- --. 

~Xi OXic 

In die Gesetze geht die invariante Hamiltonsehe Funktion L ein, welche 
yom Potential und Feld abhangt. Wir dejinieren die Stromdiehte iJJi und die 
lineare Tensordiehte .pik dureh (7 I). 

Das liber irgendein Weltgebiet erstreekte invariante Integral 

heiBt die in dem betr. Gebiet enthaltene Wirkungsgrofle. Das Hamiltonsehe 
Prinzip behauptet, daB die Anderung der gesamten WirkungsgroBe bei 
jeder infinitesimalen Variation des Feldzustandes, welche auBerhalb eines 
endliehen Bereiehs versehwindet, Null ist: 

o !fJdx = !OfJdx = o. 

Das Integral ist hier liber die ganze Welt zu erstreeken, oder, was das
selbe besagt, liber ein endliehes Gebiet, auBerhalb dessen die Zustands
variation versehwindet. Diese wird dargestellt dureh die infinitesimalen 
Zuwaehse 0 (pi der Potentialkomponenten und die damit verknlipfte un
endlieh kleine Anderung des Feldes 

OFik = O(Olpk) _ ~(~(f'l~; 
OXi OXk 

Setzen WlI fUr a fJ den Ausdruek (7 I) ein, so kommt 

SO_ is. (";ikO(Olpi; 
- u<.; - iJJ UlJ>i+W -- , 

OXk 

und es ist demnaeh 

'j' [{ O.pik .} a fJdx = -- - i3' 0Pi' dx. 
• • OXk 

Wahrend 3) dureh Definition siehergestellt ist, liefert somit das Hamilton
sche Prinzip die Feldgleiehungen 4). I) und 2) folgen aus 3) und 4). 

So drangt sich denn schliejJlich die Miesche Elektrodynamik in das 
einfache Wirkungsprinzip (73) zusammen - ganz analog, wie aueh die 
Entwieklung der Meehanik sehlieBlieh im Wirkungsprinzip gipfelte. Wah
rend aber in der Meehanik zu jedem vorgegebenen meehanisehen System 
eine bestimmte Wirkungsfunktion L gehort, die es aus dessen Konstitution 
zu ermitteln gilt, haben wir es hier mit einem einzigen System, der Welt, 
zu tun. Das eigentliehe Problem der Materie hebt damit erst an: es 
handelt sieh darum, die der Welt zukommende Wirkungsfunktion, die 
• Weltfunktion« L zu bestimmen; ihm stehen WIr vorerst noeh ratIos 
gegenliber. Wahlen wir in willklirlieher Weise ein L. so erhalten wir 
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eine von dieser Wirkungsfunktion beherrschte »mogliche« Welt, in der 
wir uns (wenn uns nur die mathematische Analysis nicht im Stiche laBt) 
vollstandig lauskennen - besser als in der wirklichen. Es kame aber 
natiirlich darauf an, unter all diesen moglichen Welten die einzige exi
stierende wirkliche herauszufinden; nach allem, was wir von den Natur
gesetzen wissen, muB das ihr zukommende L durch einfache mathema
tische Eigenschaften ausgezeichnet sein. Wieder scheint die Physik, heute 
als Feldphysik, auf dem Wege, die Gesamtheit der Naturerscheinungen 
auf ein einziges Naturgesetz zuriickzuflihren, ein Ziel, dem sie schon einmal, 
als die durch Newtons Principia begriindete mechanische Massenpunkt
Physik ihre Triumphe feierte, nahe zu sein glaubte. Doch ist auch heut 
dafiir gesorgt, daB unsere Baume nicht in den Himmel wachsen. Vor
laufig wissen wir nicht, ob wir mit denjenigen ZustandsgroJ3en, welche der 
Mieschen Theorie zugrunde liegen, zur Beschreibung der Materie ausreichen, 
ob sie tatsachlich rein »elektrischer« Natur ist. Vor allem aber hangt die 
dunkle Wolke aller jener Erscheinungen, mit denen wir uns heute not
diirftig verrnittels des Wirkungsquantums auseinandersetzen, iiber dem Land 
der physikalischen Erkenntnis, wer weiJ3 welch neuen Umsturz drohend. 

Versuchen Wir es einmal mit dem folgenden Ansatz flir L: 

(w ist das Zeichen flir eine Funktion einer Variablen), der sich zunachst 
als der einfachste, iiber die Maxwellsche Theorie hinausgehende darbietet, 
- obschon durchaus kein Grund vorliegt, anzunehmen, daB die Welt
funktion in Wirklichkeit diese Gestalt .besitzt. Wir beschranken uns auf 
die Betrachtung statischer Losungen, fiir die 

~=~=o, ~=f=o 
ist. Wir haben 

~ = - grad rp , div ~ = (! 

~ =~, (! = -w'(p) 

(der Akzent bedeutet die Ableitung). Gegeniiber der gewohnlichen Elektro
statik im Ather ist hier das Neue, daB die Dichte (! eine universelle 
Funktion des Potentials, des elektrischen Drucks cp ist. Es ergibt sich 
als »Poissonsche Gleichungc 

LIp = w' (p). 

1st w(p) keine gerade Funktion von p, so bleibt diese Gleichung beim 
Ubergang von p zu - p nicht erhalten; das wiirde die Wesensverschie
denheit der positiven und negativen Elektrizitiit verstandlich machen. Frei
lich flihrt das flir nichtstatische Felder zu einer merkwiirdigen Schwierig
keit. Sollen da Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens auftreten, so 
muJ3 die Wurzel in (74) an verschiedenen Stellen des Feldes verschiedene 
Vorzeichen haben; es muJ3 also Feldstellen geben, wo (Pi/fi verschwindet. 
In der Nahe eines solchen Punktes nimmt dann aber pipi notwendig 
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positive wie negative Werte an (dieser SchluJ3 versagt im statischen Fall, 
weil 0 das Minimum der Funktion cp~ von CPo ist). Die Losungen unserer 
Feldgleichungen miiBten also strichweise imaginar werden. Was ein solcher 
Zerfall des Feldes in einzelne Teile bedeutet, die je nur Ladungen eines 
Vorzeichens enthalten und welche voneinander getrennt sind durch die 
Gegenden, wo das Feld imaginar wird, ist schwer zu sagen. 

Eine (im Unendlichen verschwindende) Losung der Gleichung (7 S) stellt 
einen moglichen elektrischen Gleichgewichtszustand, ein mogliches fUr 
sich existenzfahiges Korpuskel in der Welt dar, die wir jetzt konstruieren. 
Das Gleichgewicht wird nur dann stabil sein konnen, wenn die Losung 
Kugelsymmetrie hat. In diesem Fall lautet die Gleichung, unter l' den 
Radius vector verstanden, 

I!!...( .dCP) = '(1) 1"d1' l' d1' W p. 

SolI (76) eine bei l' = 00 regulare Losung 

(77) 

besitzen, so findet man durch Einsetzen dieser Potenzentwicklung in das 
erste Glied der Gleichung, daB die Entwicklung von w' (cp) mit der 
Potenz 1'-4 oder einer noch hoheren negativen beginnt, daB folglich xv (x) 
fUr x = 0 mindestens von ster Ordnung 0 sein muJ3. Unter dieser Voraus
setzung hat aber die Gleichung 00 I bei l' = 0 und 00 I bei l' = 00 regu
lare Losungen. Man wird (als »allgemeinen c Fall) erwarten di.irfen, daB 
diese beiden eindimensionalen Losungsscharen (innerhalb der zweidimen
sionalen Gesamtschar aller Losungen) eine endliche oder jedenfalls eine 
diskrete Anzahl von Losungen gemein haben. Diese wlirden die ver
schiedenen moglichen Korpuskeln (Elektronen und Elemente des Atom
kerns?) darstellen. Es ist freilich nicht ein Elektron oder ein Atomkern 
allein auf der Welt; aber die Abstande zwischen ihnen sind im Vergleich 
zu ihrer eigenen Ausdehnung doch so groB, daB durch ihre gegenseitige 
Einwirkung der Feldverlauf im Innern des einzelnen Elektrons oder Atom
kerns nicht wesentlich modifiziert wird. 1st cp die ein solches Korptiskel 
darstellende Losung (77) von (76), so ist die Gesamtladung desselben 

= - 4n" (w'(cp)1"d1' = 4n"· 1'· d
d

qJ 
II = 4n"eo ' J'j r r= 00 

o 

seine Masse aber berechnet sich als das Integral der Energiedichte 
die aus (70) hervorgeht: 

'" 
Masse = 4n" jG(grad cp)'+ w(cp) + cpw'(qJ)}1"d1' 

o 

'" 
= 47ffiw(cp) + ~qJw'(p)}r·d1'. 

o 

w , 
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Wir konnen also alts den NaturgesetzC1l die Masse zmd Ladung des Elt-ktrol!.i. 
die Atonlgewichte und Atomladungm del' einzclnen existicrendcn E!OIlClltt: 
berechnen, wahrend wir bisher diese letzten Bausteine der Materie immer 
als etwas mit seinen numerischen Eigenschaften Gegebenes hingenommen 
haben. Zwar bleibt das einstweilen nur ein Program711, solange wir die 
Weltfunktion L nicht kennen; der eben zugrunde gelegte spezielle An
satz (74) sollte nur dazu dienen, klar zu machen, ein wie tiefes und 
grlindliches, auf Gesetze basiertes Verstandnis fUr die Materie und ihre 
Konstitution uns die Kenntnis der Wirkungsfunktion eroffnen wUrde. 1m 
Ubrigen kann die Diskussion derartiger willkUrlich gewahlter Ansatze nicht 
weiter fUhren, sondern es werden neue physikalische Einsichten und Prin
zipien notig sein, die uns den richtigen Weg zur Bestimmung der Hamilton
schen Funktion weisen. 

Die groBe Erkenntnis, zur der wir in diesem Kapitel gelangt sind, 
ist die, daB der Schauplatz der Wirklichkeit nicht ein dreidimensionaler 
Euklidischer Raum ist, sondern die vierdimensionale Welt, in del' Raulll 
und Zeit in unloslicher Weise miteinander verbunden sind. So tief die 
Kluft ist, welche fUr unser Erleben das anschauliche Wesen von Raum 
und Zeit trennt - von dies em qualitativen Unterschied geht in jene 
objektive Welt, welche die Physik aus der unmittelbaren Erfahrung her
auszuschalen sich bemliht, nichts ein. Sie ist ein vierdimensionales Kon
tinuum, weder "Raum« noch »Zeit«; nur das an einem StUck dieser Welt 
hinwandernde BewuBtsein erlebt den Ausschnitt, welcher ihm entgegen
kommt und hinter ihm zurUckbleibt, als Gescllichte, als einen in zeitlicher 
Entwicklung begriffenen, im Raume sich abspielenden ProzeB. 

Diese vierdimensionale Welt ist me/risch, wie der Euklidische Raum; 
aber die quadratische Form, welche die Metrik bestimmt, ist nicht positiv
definit, sondern hat eine negative Dimension. Dieser Umstand ist zwar 
mathematisch belanglos, aber fUr die Wirklichkeit uncl ihren Wirkungs
zusammenhang von tiefer Bedeutung. Es war notig, den in mathema
tischer Hinsicht so einfachen Gedanken cler metrischen° vierdimensionalen 
Welt nicht nur in isolierter Abstraktion zu erfassen, sondern ihn in seine 
wichtigsten Konsequenzen fUr die Auffassung der physikalischen Vorgange 
zn verfolgen, urn zu einem lebendigen Verstandnis seines Inhalts und 
seiner Tragweite zu gelangen; das sollte hier in aller Klirze versucht 
werden. Es bleibt merkwUrdig, daB die clreidimensionale Geometrie der 
statischen Welt, die schon von Euklid in ein vollendetes axiomatisches 
System gebracht wurde, fUr nns einen so einleuchtenden Charakter besitzt, 
wahrend wir uns der vierdimensionalen erst in zahem Ringen und im 
AnschluB an ein ausgedehntes physikalisch-empirisches Material haben 
bemachtigen konnen. Erst mit der Relativitatstheorie ist unsere Natur
erkenntnis (darf man sagen) der Tatsache der Bewegung, der Veranderung 
in der Welt vollstandig gerecht geworden. 
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IV. Kapitel. 

Allgemeine Relativitatstheorie. 

§ 29. Relativitat der Bewegung, metrisches Feld und 
Gravitation I). 

In so vollendeter Weise auch immer das Einsteinsche Relativitats
prinzip, das wir im vorigen Kapitel entwickelt haben, den aus der Er
fahrung gewonnenen, den Wirkungszusammenhang der Welt prazisierenden 
Naturgesetzen gerecht wird - es gibt eine groGe Schwierigkeit, um derent
willen wir uns nicht mit ihm zufrieden geben konnen. Wir sehen mit voller 
Evidenz ein, daB von Bewegung eines Korpers /lUI' relativ zu eitze1Jl anderll 
die Rede sein kann. Es gibt keine absoluten Unterschiede zwischen den 
verschiedenen moglichen Bewegungszustanden eines starren Korpers. Greifen 
wir noch einmal auf den Anfang des vorigen Kapitels zuriick und abstrahieren 
einen Augenblick wieder von der Relativierung der Gleichzeitigkeit! Zwei 
physikalische Zustandsverlaufe sind objektiv in keiner Weise voneinander 
verschieden, wenn die Funktionen der Raum-Zeit-Koordinaten, welche die 
ZustandsgroBen flir den einen Verlauf darstellen, in die den andern Verlauf 
darstellenden Funktionen iibergehen durch eine Transjormation del' kim
matischen Crt/ppe. Es miissen also auch die Naturgesetze in dem einen 
System von Raum-Zeit-Koordinaten genau die gleiche Form besitzen wie 
in dem andern. Freilich: die Tatsachen der Dynamik scheinen jener 
Forderung ins Gesicht zu schlagen, und unter dem Zwange dieser Tat
sachen hat man sich seit Newton dazu entschlieGen miissen, nicht der 
Translation, wohl aber der Rotation eine absolute Bedeutung zuzuschreiben ; 
doch hat die Vernunft dieses ihr durch die Wirklichkeit zugemutete Ab
strusum niemals recht verdauen konnen (trotz aller philosophischen Recht
fertigungsversuche, vgl. z. B. Kants »Metaphysische Anfangsgriinde der 
Naturwissenschaften«), und das Problem der Zentrifugalkraft ist immer 
wieder als ungelostes Ratsel empfunden worden oJ. Uberlegen wir uns den 
Sachverhalt etwas genauer! 

Das Galileische Tragheitsgesetz zeigt, daB in der Welt eine Art 
zwangsweiser Fiihrung vorhanden ist, welche einem Korper, der in be
stimmter Weltrichtung losgelassen ist, eine ganz bestimmte natiirliche Be
wegung aufnotigt, aus der er nur durch auBere Krafte herausgeworfen 
werden kann; und zwar geschieht das vermoge einer von Stelle zu Stelle 
infinitesimal wirksamen Beharrungstendenz, welche die Weltrichtung r des 
Korpers im beliebigen Punkte P .parallel mit sich« nach demjenigen zu P 
unendlich benachbarten Punkte P' transportiert, welcher in der Richtung r 
von P aus liegt. Uber die im Tragheitsgesetz ausgesprochene Tatsache 
hinausgehend, nehmen wir an, daB das »Fiihrungsjeld« nicht bloB die 
infinitesimale Parallelverschiebung von Richtungen in sich seIber, sondern 
auch der Vektoren im Punkte P nach allen zu P unendlich benachbarten 
Punkten bestimmt; damit gewinnen wir den AnschluB an den Aufbau der 
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Infinitesimalgeometrie in Kapitel II. Das Fiihrungsfeld ist das gleiehe, 
was ieh dort mit einem mathematisehen Terminus als affinen Zusammen
hang bezeiehnet habe. Die Weltlinie eines sieh selbst iiberlassenen Massen
punktes ist eine geodatische; beziehen wir zum Zwecke der analytischen 
Darstellung das vierdimensionale Kontinuum der Weltpunkte in irgendeiner 
Weise auf vier Koordinaten Xi, so geniigt jene Linie, bei geeigneter Wahl 
des die verschiedenen Stadien der Bewegung voneinander unterscheidenden 
Parameters s (der »Eigenzeit«), den Gleichungen 

(I) 

Man denke sieh etwa Xi als die Zeit- und Raumkoordinaten, die zu einem 
in be1iebiger Bewegung begriffenen Bezugskorper gehoren in solcher Weise, 
daB X, X 2 X3 den Ort auf diesem Bezugskorper festlegt. Die einzige For
derung, welche wir an den Begriff der infinitesimalen Parallelversehiebung 
von Vektoren gestellt hatten, war die, daB in einem gewissen zum Welt
punkt P gehorigen Koordinatensystem, dem geodatischen, die Komponenten 
der Vektoren im Punkte P bei diesem ProzeB sich nicht andern oder aIle 
r~ (I verschwinden. Das besagt in unserer jetzigen Terminologie, daB sich 
der Bezugskorper flir die unmittelbare Umgebung einer Weltstelle so wahlen 
laBt, daB relativ zu ihm die unbeeinfluBten Massenpunkte, welche jene 
Weltstelle passieren, sich in gerader Linie mit konstanter Geschwindigkeit 
bewegen, oder, wie wir kurz sagen wollen, das Fiihrungsfeld ein Galilei
sches ist. Ohne Zweifel zeigen die Erfahrungen, welche dem Galileischen 
Tragheitsgesetz zugrunde liegen, daB diese Forderung flir das Fiihrungsfeld 
der Welt zu Recht besteht. Benutzen wir aber einen beliebigen Bezugs
korper (z. B. die Erde), ein beliebiges Koordinatensystem, so vollzieht sich 
relativ zu ihm die Be\\Oegung nicht nach dem Galileischen Tragheitsgesetz, 
sondern so, wie wenn der Korper aus seiner gleichfbrmigen Translation 
abge1enkt wiirde durch eine Kraft. Aus der Gleichung (I) lesen wir die 
Komponenten dieser »Tragheitskraft« pro Masseneinheit ab; sie sind gleich 

- r~~ UU u(l, 

. dXi d' . h' k' 
it Z = -1-- Ie Weltnc tung des Massenpun tes kennzelclmet. 

t s 
wo der Vektor 

Die auf einen Korper wirkende Tragheitskraft (Zentrifugal-, Coriolis-Kraft) 
ist selbstverstandlich seiner Masse proportional; auBerdem bringt unsere 
Forme1 ihre Abhangigkeit von der Geschwindigkeit zum Ausdruck. 

Die tatsachliche Bewegung eines Korpers kommt durch den Kampf 
zweier Einwirkungen zustande, des Fiihrungsjeldes, das die We1triehtung 
des Korpers von Moment zu M.oment iibertragt, und der Kraft, die den 
Korper aus dieser natiirlichen Bewegung ablenkt. Fragt man, warum 
z. B. bei einem ZugzusammenstoB der Zug in Triimmer geht und nieht 
der Kirchturm, an welchem er voriiberfahrt, obwohl er doch relativ zum 
Zuge einen ebenso starken Bewegungsruck erfahrt wie der Zug relativ zum 
Kirchturm, so ist darauf ganz einfach zu antworten: weil der Zug dUTCh 
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die beim ZusammenstoB wirksam werden den Molekularkrafte aus der durch 
das Flihrungsfeld bestimmten natlirlichen Bewegung herausgerissen wird, 
nicht aber der Kirchturm; man kann sich das bis in aIle Details hinein 
klar machen. Man sieht: der Widerspruch zwischen dem Prinzip von der 
Relativitat der Bewegung und der Existenz der Tragheitskrafte ist nur 
vorhanden, wenn man die Welt als eine strukturlose Mannigfaltigkeit be
trachtet; sobald man aber davon Notiz nimmt, daB sie mit einem Flihrungs
feId, einem affinen Zusammenhang begabt ist, verschwindet die Schwierigkeit. 
Oder vielmehr, wir entdecken ihren wahren Kern: wenn das Flihrungsfeld 
sich in den mechanischen V organgen als eine mit den Kraften in Kampf 
liegende wirkende Potenz von einer unter Umstanden erschlitternden Gewalt 
offenbart, so mlissen wir dieses Feld als etwas Reales betrachten; es kann 
nicht, wie die Newtonsche Mechanik und die spezielle Relativitatstheorie 
annahmen, eine formale, schlechthin vorgegebene, von der erflillenden 
Materie und ihren Zustanden unabhiingige Beschaffenheit der Welt sein, 
sondern es mujl seinerseits Wirkungen von der Materie erleiden, durch die 
Materie bestimmt werden lind mit ihren Zustiinden siclz vtriindem, ahnlich 
wie das elektrische Feld von den Ladungen erzeugt wird und mit ihnen 
sich verandert. So kommen wir mit Notwendigkeit zu der dynamischen 
Auffassung Riemanns. 

Sind aber in der Natur Anzeichen daflir vorhanden, daB das Flihrungs
feld von WeItsteIle zu Weitstelle variiert und von der Materie beeinfluBt 
wird? - Zwei eng miteinander zusammenhangende Umstande sind flir 
die relativ zu einem bestimmten Bezugskarper (in einem bestimmten Koor
.dinatensystem) auftretenden • Tragheitskrafte c charakteristisch. Erstens: 
sie sind der tragen Masse des bewegten Karpers proportional; zweitens: 
sie lassen sich .wegtransformierenc, d. h. in einem geeignet angenommenen 
Koordinatensystem verschwinden sie. Die erwahnten beiden Umstande treffen 
nun aber erfahrungsgemaB zu flir die Gravitationskrajt. Darin, daB ein ge
gebenes GravitationsfeId jeder Masse, die man in das Feld bringt, die gleiche 
Beschleunigung erteilt, liegt ja gerade das eigentliche Ratsel der Schwerkraft. 
1m elektrostatischen Felde wirkt auf ein schwach geladenes Probekarperchen 
.die Kraft e . a:, wo die elektrische Ladung e nur yom Probekarper, die elek
trische FeIdstarke a: nur yom Felde abhangt. Wirken keine weiteren Krafte, 
so erteilt diese Kraft dem Probekarper von der tragen Masse m eine 
Beschleunigung Ii, weIche sich durch die Grundgleichung der Mechanik 
m6 = ea: bestimmt. 1m Gravitationsfeld gilt etwas ganz Analoges. Die am 
Probekarper angreifende Kraft ist = g~, wo g, die .Gravitationsladung«, 
nur yom Probekarper, ~ aber nur yom Felde abhangt; die Beschleunigung 
bestimmt sich auch hier durch die Gleichung mli = g~. Nun stellt sich 
aber die merkwlirdige Tatsache heraus, daB die »Gravitationsladungc oder 
.schwere Masse« g gleich der .triigen Masse« mist. Von Eatvas ist die empi
rische Geltung dieses Gesetzes in neuerer Zeit aufs genaueste geprlift worden 3). 
Die einem Karper an der Erdoberflache durch die Erddrehung erteilte Zentri
fugalkraft ist der tragen, sein Gewicht der schweren Masse proportional. 
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Die Resultierende aus beiden, die scheinbare Schwere, wiirde flir ver
schiedene Karper verschiedene Richtung haben miissen, wenn nicht durch
weg Proportionalitat zwischen schwerer und trager Masse bestiinde. DaB 
eine soIche Richtungsverschiedenheit nicht stattfindet, konstatiert EotYas 
an dem empfindlichsten Instrument, der Drehwage; es wird dadurch die 
trage Masse eines Karpers mit derselben Genauigkeit gem essen , mit der 
wir durch eine Prazisionswage sein Gewicht bestimmen. Die Proportionalitat 
zwischen schwerer und trager Masse gilt auch in soIchen Fallen, wo ein 
Massenverlust nicht durch Entweichen von Substanz im alten Sinne, sondern 
durch Abgabe von radioaktiver Energie stattfindet. - Die Gravitations
krafte geniigen auch der zweiten Forderung, da/3 sie an einer Raum-Zeit-Stelle 
durch Einflihrung eines geeigneten Koordinatensystems zum Verschwinden 
gebracht werden kannen. Ein geschiossener Kasten, ein Lift, dessen Seil 
gerissen ist und der reibungslos im Schwerefeld der Erde abstiirzt, ist ein 
anschauliches Beispiel eines soIchen Bezugssystems. AIle frei fallen den 
Karper werden in diesem Kasten zu ruhen scheinen, die Vorgange 
werden sich trotz der wirkenden Schwerkraft relativ zu clem Kasten 
genau so abspielen, als wenn der Kasten ruhte und kein Schwerefeld 
vorhanden ware (. Aquiz1aletlzprimip«). 

An soIchen Beispielen macht man sich kIar, daB die Bewegung cler 
Karper im Gravitationsfeld gar keinen physikalischen Anhaltspunkt dafiir 
bietet, die Gravitation von der Tragheit, dem Fiihrungsfeide abzusondern. 
Wir kommen damit zu der Annahme, daB die Gravitation unablOsbar neben 
der Tragheit in der Beharrungstendenz des Fiihrungsfeldes mit enthalten ist, 
daB sie nicht als .Kraft« in dem oben erklarten Sinne zu betrachten ist, 
weIche die Karper aus ihrer natiirlichen durch das Fiihrungsfeld vorgezeich
neten Bewegung ablenkt. Die Einfiihrung einer besonderen .Schwerkraft« 
neben der Tragheit ist iiberfliissig zur Erklarung der Erscheinungen. Diese 
Auffassung lOst mit einem Schlage das Ratsel der Schwerkraft, laBt uns ver
stehen, warum die schwere Masse der tragen gieich ist, und erflillt zugleich 
die oben aufgestellte Forderung eines veranderungsfahigen und mit der 
Materie in Wechselwirkung stehenden Fiihrungsfeldes: ill den ErscheilZltllgen 
der Gravitation tritt der Eilljluji der Maierie auf das Fiihrullgsjeld ziltage. Das 
ist der Kernpunkt von Einsteins neuer Theorie der Gravitation. Ihr Sinn 
wird vielleicht noch faBbarer durch eine historisch bedeutungsvolle Analogie. 
Nach Ansicht der Alten gibt es im Raum eine absolute Richtung oben -unten; 
die wirkliche Fallrichtung der Karper setzt sich aus dieser absoluten Normal
richtung und einer durch materielle Einfliisse (ZusammenstoBe der Atome 
bei Demokrit) bedingten Abweichung davon zusammen. Wir haben gelernt, 
die Fallrichtung ais eine Einheit zu betrachten, in ihrer Ganzheit materiell 
bedingt durch die Anziehungskraft der Erde, und glauben, daB im Raume 
an sich aIle Richtungen gleichwertig sind. Genau so hier: nach Galilei
Newton haben wir das homogene »Galileische Fiihrungsfeld«, das eine 
a priori vorgegebene, formal-geometrische Struktur der Welt ist, und eine 
Abweichung davon, genannt Gravitation; nur die Ietztere ist materiell be-
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dingt. Nach Einstein bilden beide eine unlOsbare Einheit; in der Welt 
an sich sind alle Eewegungszustande gleichberechtigt. Diese Ansicht verlangt 
aber offenbar zu ihrer Durchfiihrung, daB nicht bloB die als Gravitation 
bekannte leichte Fluktuation des Flihrungsfeldes, sondern das Flihrungsfeld 
als Ganzes in der Materie verankert wird. Das besagt, daB die Gesetze, 
welche die Wechselwirkung zwischen dem Flihrungsfeld einerseits, der Materie 
und den librigen physikalischen ZustandsgroBen andererseits regeln, unab
hangig sein mlissen von der Wahl des Koordinatensystems; sie mlissen 
invariant sein gegenliber beliebigen stetigen Transformationen der Welt
koordinaten (.allgemeines Relativitiitsprinzip«). 

Vielleicht nimmt man AnstoB daran, daB wir die Unabhangigkeit vom 
Eewegungszustand des Eezugskorpers sofort umdeuten in die Unabhangig
keit von dem willklirlich zu wahlenden Koordinatensystem. Aber die Trans
formationen der kinematischen Gruppe sind jedenfalls in der Zeitkoordinate 
nicht-linear, die darin auftretenden Funktionen der Zeit sind beliebige stetige 
Funktionen. Durch die spezielle Relativitatstheorie ist nun die ausgezeichnete 
Rolle der Zeitkoordinate und ebenso die Vorstellung eines starren Korpers 
mit einer beschrankten Anzahl von Freiheitsgraden hinfallig geworden. Es 
bleibt also offenbar nichts anderes librig, als beliebige stetige Transformationen 
der vier Weltkoordinaten zuzulassen. Damit fiilIt die Existenz einer von der 
Physik unabhangigen Geometrie im alten Sinne. Der .starre Eezugskorper« 
erweist sich liberhaupt als eine Krlicke, die man wegwerfen kann, wenn 
man gelernt hat, die Struktur der Welt nicht vermittels ausgezeichneter 
Koordinatensyteme, sondern durch Zustandsfelder (affmer Zusammenhang, 
metrisches Feld) auszudrlicken. Durch Messung ermittelt werden die Werte 
cler physikalischen ZustandsgroBen, nicht die Koordinaten; diese werden 
vielmehr a priori in willklirlicher Weise den Weltpunkten zugeordnet, um 
die Darstellung der in der Welt ausgebreiteten ZustandsgroBen durch mathe
matische Funktionen (von vier unabhangigen Variablen) zu ermoglichen. 
So darf man behaupten, daB erst der jetzt von uns eingenommene Stand
punkt der allgemeinen Relativitat dem Umstande vOllig gerecht wird, daB 
Raum und Zeit dem materialen Gehalt der Welt als Formm der Erschei
nungen gegenlibertreten. 

Flir die Ermittlung des Gesetzes, nach welchem die Materie das Flihrungs
feld bestimmt und das in der Einsteinschen Theorie an die Stelle des 
Newtonschen Attraktionsgesetzes tritt, bieten uns die bekannten Feldgesetze 
(cler Maxwellschen Theorie) keinen Anhaltspunkt. Trotzdem gelang es 
Einstein, dies Problem in zwingender Weise zu lOsen und zu zeigen, 
daB sich der Ablauf der Planetenbewegungen aus dem gefundenen Gesetz 
ebensogut erklart wie aus dem alten Newtonschen, ja daB sich die einzige, 
bisher nicht befriedigend erklarte Unstimmigkeit, welche das Planetensystem 
gegenliber der Newtonschen Theorie aufweist, ein Vorrlicken des Merkur
Perihels um den Eetrag von etwa 43" pro Jahrhundert, quantitativ richtig 
aus seiner Gravitationstheorie ergibt. 

In frtiherer Zeit wurde die Frage yiel c1iskutiert, ob die Zentrifugalkraft 
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eine wirkliche oder nur eine scheinbare Kraft, eine blo13e Rechengro13e sel. 
Vereinigen wir, wie das der Einsteinsche Standpunkt mit sich bringt, die 
Gravitation mit den Tragheitskraften, so lautet die Antwort: sie sind scheinbar, 
sofern man an einer einzelnen Weltstelle stets ein derartiges Koordinaten
system einfiihren kann, relativ zu dem das Ftihrungsfeld ein Galileisches ist; 
sie sind wirklich, sofern es im allgemeinen nicht moglich ist, fur ein 
ausgedehntes Weltgebiet ein derartiges Koordinatensystem anzugeben. 
(Z. B. herrscht yom sttirzenden Lift aus beurteilt, an der Stelle, wo er 
sich befindet, kein Schwerefeld, wohl aber bei den Antipoden.) 

Wir haben hier die Grundgedanken der Einsteinschen Gravitationstheorie 
dargelegt, ohne Rticksicht darauf zu nehmen, da13 das Ftihrungsfeld, der 
affine Zusammenhang, in einer tieferen Beschaffenheit der Welt, ihrer Metn'k 
fundiert ist. Die MaJilstabe und Uhren verraten uns das V orhandensein 
eines metrischen Feldes. Gleichbeschaffene Uhren mit unendlichkleiner 
Periode, welche den Weltpunkt 0 passieren, legen wahrend einer Periode 

~ 

von 0 ab gerechnet zeitartige Weltstrecken 0 P = (d x i) zurtick, welche ein-
ander streckengleich sind. 1m Einklang mit der speziellen Relativitatstheorie 
nehmen wir an, da13 aIle diese Weltstrecken einer Gleichung 

ds 2 = gik dx i dx k = const. 

gentigen, auf deren linker Seite eine nicht-ausgeartete quadratische Form 
von einer positiven und drei negativen Dimensionen steht *). Die metrische 
Fundamentalform ist durch diese Beschreibung nur bis auf einen willktirlich 
bleibenden positiven Proportionalitatsfaktor bestimmt. Nun mach en wir 
aber weiter die folgende Erfahrung: Raben zwei Uhren - etwa zwei Atom
uhren, deren Periode wir an den Spektrallinien ablesen - beim Passieren 
einer Weltstelle 0 die gleiche Frequenz und treffen sie, nachdem sie ver
schiedene Wege in der Welt durchlaufen haben, in einem andern Welt
punkt 0' wieder zusammen, so haben sie auch dort die gleiche Frequenz. 
Infolgedessen tibertragen sie die Ma13einheit von 0 nach 0' unabhangig 
yom Wege: die Majlgeometrie der Welt ist eine Riemannsche. 

Urn weiter auf physikalischem Wege den Zusammenhang zwischen dem 
MaBfeld und dem Ftihrungsfeld herzustellen, denken wir uns, indem wir 
einen schon im vorigen Kapitel verwendeten Kunstgriff wieder aufnehmen, 
mit einem kraftefrei sich bewegenden Massenpunkt eine Uhr verbunden. 
Wir fiigen dem Galileischen Tragheitsgesetz die Erganzung hinzu, daB, 
wahrend der Massenpunkt die der Gleichung ([) gentigende gerade Linie 
beschreibt, die damit verbundene Uhr die Werte des in jener Gleichung 
auftretenden Parameters s anzeigt. Oder besser umgekehrt: Durch eine sich 
.selbst uberlassene Uhr dejinieren wir physikalisch den ProzeJ1 del' Parallel ver-

* Wir lassen gegenuber dem vorigen Kapitel die Anderung eintreten, daLl wir 
die metrische Fundamentalform mit dem entgegengesetzten Vorzeichen verse hen. Die 
frlihere Festsetzung war die bequemere zur Darstellung der Zerspaltung der Welt in 
Raum und Zeit, fur die allgemeine Theorie erweist sich die gegenwiirtige als die 
z weckmiiLIigere. 
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schiebung eines Vektors. Wahrend der an der Uhr abzulesenden Eigenzeit ds legt 

sie ein yom Weltpunkt P ausgehendes Linienelement (dXi) zuriick; §i = d/Xi 
{ S 

ist der Vektor ihrer »W eltgeschwindigkeit«. Sie iibertragt diesen Vektor yom 
Punkte p= (Xi) nach dem unendlich benachbarten Punkte pi = (Xi+ dXi) 
in ihrer Bewegungsrichtung; die Weltgeschwindigkeit der Uhr im Punkte pi 
habe die Komponenten §i + d;i. Es gibt ein Koordinatensystem in P, 
in welchem dieser V organg fiir jede von P ausgehende Bewegungsrichtung 
durch die Gleichung dg i = 0 charakterisiert wird. Sein Ausdruck 111 emem 
beliebigen Koordinatensystem ist daher (§ 15) der folgende 

dl: i = _ r i >=a I:r ds (ri = ri). 
" "rJ:' " ra ,"(,! 

In einer yom Koordinatensystem unabhangigen Weise ist damit der ProzeE 
der infinitesimalen Parallelverschiebung eines beliebigen Vektors (§,) in P 
nach einem beliebigen zu P unendlich benachbarten Punkte pi = (Xi+ dXi) 
verbunden, gemaE der Formel 
(2) d§i= - r~r g"(dx)il. 

So legt die sich selbst iiberlassene Uhr den affinen Zusammenhang der 
Welt fest. Die Weltstrecken, welche die Uhr wahrend jeder unendlich
kleinen Periode zuriicklegt, sind nach Definition zueinander streckengleich; 
d. h. bei infinitesimaler Parallelverschiebung des zeitartigen Vektors gi in 
sidz selbst, von P nach demjenigen Nachbarpunkte pi, der in der Richtung 
des Vektors (§i) von P aus liegt, bleibt seine MaEzahl 

gik §i gk 

ungeandert. Fiihren wir also in der Welt zum Zwecke einer mathematischen 
Hilfskonstruktion noch denjenigen affinen Zusammenhang r;;i ein, der nach 
§ 17 eindeutig durch ihre Metrik bestimmt ist, so filllt der durch die r 
definierte ProzeE der infinitesimalen Parallelverschiebung eines (zeitartigen) 
Vektors mit dem ProzeE (2) uberein, wenn die Verschiebung in Richtung 
des Vektors selber geschieht, d. h. es ist 

r:r get gr = r~j~ §a §rJ 

fiir jeden zeitartigen Vektor g in P, und daher gilt wegen der Symmetrie 
in den Indizes a und fi iiberhaupt 

r;p = r~j1' 
Der affine Zusammenhang, das Fuhrungsfeld der Welt ist mit ihrem metrisdlen 
Felde so verbunden, wie wir es in Kap. II dargestellt haben. 

Die obigen Uberlegungen lassen klar erkennen, welchen physikalischen 
Sinn die von Einstein vollzogene, auf den ersten Blick so befremdliche 
Synthese von MajJgeometrie und Gravitation hat. Wir kbnnen diese geniale 
Verkniipfung zweier Erkenntnisgebiete, die bis dahin in der historischen 
Entwicklung vollig getrennt verlaufen waren, durch das Schema andeuten: 

Pythagoras Newton 

Einstein 
We y 1, Raum, Zeit, Materie. s. Auff. IS 



226 Allgemeine Relativitiitstheorie. 

Auch sieht man, wie der physikalische Zusammenhang der Begriffe genau 
ihrem in Kap. II entwickelten mathematischen Zusammenhang parallellauft 4). 

Durch ein einfaches anschauliches Beispiel kann man sich klar machen, 
wie die geometrischen Verhaltnisse durch Bewegung in Mitleidenschaft 
gezogen werden. Man versetze eine ebene Scheibe in gleichfOrmige 
Rotation. Ich behaupte, wenn in demjenigen Bezugsraum, relativ zu dem 
hier von gleichformiger Rotation gesprochen wird, die Euklidische Geo
metrie gilt, sie auf der rotierenden Scheibe, wenn diese mittels mitbe
wegter MaBstabe ausgemessen wird, nicht mehr gilt. Man betrachte 
namlich einen um das Rotationszentrum beschriebenen Kreis auf der 
Scheibe. Sein Radius hat den gleichen Wert, ob ich ihn mittels ruhen
der oder mitbewegter MaBstabe messe; denn die Bewegungsrichtung ist 
senkrecht zu der Langserstreckung des an den Radius angelegten MaB
stabes. Hingegen ergibt sich fiir die Kreisperipherie mittels der mit
bewegten MaBstabe wegen der Lorentz-Kontraktion, welche sie erfahren, 
ein groBerer Wert. Auf qer rotierenden Scheibe gilt somit nicht mehr 
das Euklidische Gesetz, daB der Umfang des Kreises = 2 nmal dem 
Radius ist 5). 

Die Gleichungen 

vermoge deren die Metrik den affinen Zusammenhang bestimmt, zeigen, 
daB das 1Jletrische Feld das Potmtial des Fithrungsjeldes ist. Der eine Teil 
des Newtonschen Attraktionsgesetzes ist damit bereits iibertragen: wie nach 
Newton die Schwerkraft ein Potential besitzt, so leitet sich auch das 
Fiihrungsfe1d aus einem Potential, dem metrischen Felde, abo Der Ausdruck 
fiir die Viererkraft, welche das Fiihrungsfeld auf eine sich bewegende 
Masse 11l ausiibt, 

(4) - m· r i tt U uP up 

(lti die Weltgeschwindigkeit des Korpers) ist vo1lig analog dem Ausdruck 
fiir die Kraft, mit welcher das elektromagnetische Fe1d auf eine Ladung e 
wirkt *), 

Wahrend diese die Geschwindigkeit linear enthalt, ist jene quadratisch von 
der Geschwindigkeit abhangig. - In der Newtonschen Gravitationstheorie 
ist die Kraft unabhangig von der Geschwindigkeit der Masse, auf welche 
die Kraft wirkt. Es war aber von vornherein wahrscheinlich, daB in einer 
Nahewirkungstheorie der Gravitation eine von der Geschwindigkeit abhangige 
Korrektur auftreten wiirde wie in der Elektrodynamik die von der Ge
schwindigkeit abhangige, durch das Magnetfeld ~ auf eine bewegte Ladung 
ausgeiibte .Lorentzsche Krafte e [\I ~]. Die Einsteinsche Theorie fiihrt 

*) Anderung des ·Vorzeichens wegen Anderung des Vorzeichens der metrischen 
Fundamentalform! 
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insbesondere dazu, diese Korrektur qlladratisch von der Geschwindigkeit 
abhangen zu lassen. Dadurch ist es bedingt, daB das Fiihrungs- oder 
Gravitationsfe1d r~(J nicht bloB 3 oder, bei Hinzuziehung der Zeit als vierter 

Weltkoordinate, 4 Komponenten besitzt, sondern 4 . 4 . 5 = 40. Die Art 
2 

der Abhangigkeit von der Geschwindigkeit steht im besten Einklang damit, 
daB sich das e1ektromagnetische Fe1d aus einem Potential ableitet, dessen 
Komponenten I/,i die Koeffizienten einer invarianten linearC1l Differential
form (pi(dx)i bilden: 

(5) Fik = O!fk _ oep,' 
ox': OXk' 

wahrend die Komponenten des Potentials des Fiihrungsfe1des sich zu der 
quadratischell Differentialform 

(6) ds' = gik (dx)i (dx)k 
zusammenfiigen. 

Elektrodynamik. Auch das zweite System der Maxwellschen Gleichungen, 
das neben (5) tritt und im Ather 

oijik • 
(7)--=0 

OXk 

lautet, hat ohne wei teres die geforderte allgemein invariante Gestalt. Der 
schon durch die Bezeichnung angedeutete Zusammenhang zwischen den 
GraBen Fik und ij"k ist der folgende 

gia gk(l ij a(J = F,'k yg: ; - g = det. (gik). 

Die Maxwellsche WirkungsgroBe 

(8) 

ist eine Integralinvariante gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen. 
In der Lorentzschen Theorie tritt die Materie als Substanz auf; da es an
gemessen ist, die QuantitatsgroBen durch skalare und Tensordichten statt 
durch Skalare und Tensoren zu reprasentieren, definieren wir in ihr die 
Massen- und Ladungsdichte !1- und (! durch die Gleichungen 

dm ds = fL dx, de tis = (! dx 

[statt durch Formel (56), § 26], wahrend die Eigenzeit langs der Weltlinie 
sich aus (6) bestimmt. Lorentz beriicksichtigt die Materie, indem er die 
homogenen Gleichungen (7) durch die inhomogenen 

o ijik , 
(9) -=18' 

OXk 

ersetzt, auf deren rechter Seite die Vierer-Stromdichte !3 i auftritt, und fiir 
die Stromdichte den Ansatz macht 

u'=- . ( , dX i ) 

tis 

I5* 
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Man sieht, wie mtihelos die Ubertragung der Gesetze des elektromagnetischen 
Feldes von der speziellen in die allgemeine Relativitatstheorie sich vollzieht 
(vgl. tibrigens § 18). 

Die geodatischen Linien mit zeitartiger Richtung, die von einem Welt
punkt 0 ausgehen, erflillen einen »Doppelkegel« mit Knotenpunkt in 0, 
der von 0 aus in zwei einfache Kegel zerfallt, den in die Zukunft und 
den in die Vergangenheit geoffneten. Der erste enthalt alle Weltpunkte, 
die zur .aktiven Zukunjt« von 0 gehoren, der andere alle Weltpunkte, 
welche die »passive Vergangenheit« von 0 ausmachen. Der begrenzende 
Kegelmantel wird von den geodatischen Nullinien gebildet; auf seiner 
.zuktinftigen« Halfte liegen alle Weltpunkte, in denen ein in 0 gegebenes 
Lichtsignal eintrifft, allgemeiner die strengen »Einsatzpunkte c einer jeden 
in 0 ausgeli:isten Wirkung. Die metrische Fundamentalform bestimmt 
demnach allgemein, welche Weltpunkte untereinander in WirkungszusaI)1men
hang stehen. Statt durch MaBstabe und Uhren konnen wir das metrische 
Feld auch durch die Beobachtung der Ankunft von Lichtsignalen und die 
Bewegung sich selbst tiberlassener Massenpunkte bestimmen. Sind dXi die 
relativen Koordinaten eines zu 0 unendlich benachbarten Weltpunktes 0', 

Fig. 20. 

so wird 0' von einem in 0 aufgegebenen 
Lichtsignal dann und nur dann passiert, 
wenn gikdxidxk = 0 ist. Durch Beobachtung 
der Lichtankunft in den zu 0 benachbarten 
Punk ten konnen wir also das Verhaltnis der 
Werte der gik im Punkte 0 feststellen; und 
wie in 0, so in jedem andern Punkt. Mehr 
aber laliH sich aus dem Vorgang der Licht
ausbreitung tiberhaupt nicht entnehmen; denn 
es geht aus einer Bemerkung auf S. 127 hervor, 

daJ3 die geodatischen Nullinien nur von dem Verhaltnis der gik abhangig 
sind. - Das optische Richtungsbild, das ein Beobachter (den wir uns zu 
einem »Punktauge« vereinfachen) in einem Augenblick z. B. vom Sternen
himmel empfangt, ist folgendermaJ3en zu konstruieren. Yom Weltpunkt 0, 
in dem sich der Beobachter befindet, sind diejenigen geodatischen Nullinien 
(Lichtlinien) auf dem rtickwartigen Kegel zu konstruieren, welche die Welt
linien der Sterne schneiden. Die Richtung jeder Lichtlinie in 0 ist zu 
zerlegen in eine Komponente, welche in die Richtung e der Weltlinie des 
Beobachters hineinfallt, und eine dazu senkrechte ~ (was »senkrecht« be
deutet, ist ja durch die Weltmetrik festgelegt, s. S. 121; ~ ist die raumliche 
Richtung des Lichtstrahls). Innerhalb der dreidimensionalen linearen 
Mannigfaltigkeit der zu e senkrechten Linienelemente in 0 ist - ds 2 

eine positiv-definite Form; die aus ihr als metrischer Fundamentalform 
sich ergebenden Winkel - zu berechnen nach § II, Formel (IS) -
zwischen den raumlichen Richtungen ~ der Lichtstrahlen sind es, welche 
die vom Beobachter wahrgenommene Lage der Sterne zueinander be
stimmen. Nicht nur die Wirkung der physischen Dinge aufeinander, 
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sondern auch die psycho-physische Wechselwirkung wird von dem Gesetz 
der Kontinuitat beherrscht: die Richtung, in der wir Gegenstande wahr
nehmen, ist nicht durch deren Ort bestimmt, sondern durch die Richtung 
des von ihnen auf der Netzhaut auftreffenden Lichtstrahles; also durch 
den Zustand des optischen Feldes in der unmittelbaren Beriihrung mit 
dem Leibe jenes ratselhaften Realen, in dessen Natur es liegt, dal3 ihm 
eine gegenstandliche Welt in Bewul3tseinserlebnissen »erscheint«. 

Der Proportionalitatsfaktor in den gik, der aus dem Vorgang der Licht
ausbreitung nicht entnommen werden konnte, lal3t sich durch die Bewegung 
von Massenpunkten ermitteln; es ist dabei nicht nbtig, mit dem Massen
punkt eine Uhr zu verkniipfen 6). 

§ 30. Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 
Nach der Newtonschen Theorie wird der Zustand der Materie durch 

einen Skalar, die Massendichte fl, charakterisiert, und auch das Gravitations
potential ist ein Skalar (j); es gilt die Poissonsche Gleichung 

(IO) d(j) = 47Cktl (d = div grad; k die Gravitationskonstante). 

Dies ist das Gesetz, nach welchem die Materie das Gravitationsfeld 
bestimmt. Nach der Relativitatstheorie kann die Materie im strengen 
Sinne nur durch einen symmetrischen Tensor 2. Stufe Tik, oder besser 
noch, durch die zugehbrige gemischte Tensordichte :t: zureichend be
schrieben werden, und im Einklang damit besteht auch das Potential des 
Gravitationsfeldes aus den Komponenten eines symmetrischen Tensors gik. 
An Stelle der einen Gleichung (I 0) wird also in der Einsteinschen Theorie 
ein System von Gleichungen zu erwarten sein, deren linke Seiten Diffe
rentialausdriicke 2. Ordnung in den gik sind und auf deren rechter Seite 
die Komponenten der Energiedichte :t auftreten; dies System muB 
natiirlich invariant gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen sein. 
Urn das Gravitationsgesetz zu finden, kniipfen wir am besten an das in 
§ 26 formulierte Hamiltonsche Prinzip an. Da bestand die WirkungsgrbBe 
aus drei Teilen, der Substanz- und Feldwirkung der Elektrizitat und der 
Substanzwirkung der Masse oder Gravitation. Hier fehlt ein vierter Term: 
die Feldwirkung der Gravitation, welche wir jetzt zu ermitteln haben. 
Bevor dies aber geschieht, wollen wir noch die Anderung berechnen, 
welche die Summe der uns schon bekannten drei ersten Terme erfahrt, 
wenn wir die Potentiale CjJi des elektromagnetischen Feldes und die Weltlinien 
der Substanzelemente ungeandert lassen, aber die gik, die Potentiale des metri
schen Fe/des, einer unendlichkleinen virtuellen Variation 0 unterwerfm; eine 
Mbglichkeit, die sich ja erst in der allgemeinen Relativitatstheorie darbietet. 

Die Substanzwirkung der Elektrizitat erleidet dabei keine Anderung, 
die Anderung des in der Feldwirkung auftretenden Integranden 

f6 = fFikg:lk 
ist 
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Hier ist der erste Summand 111 der geschweiften Klammer = 'JrsoFrs, 
und daflir findet man wegen 

Frs = gri gsk Fik 
sogleich den Wert 

2 Vg FirhY ogik; 

der zweite Summand ist nach § I 8, (6 1') 

= - 6gikOgik. 

Es ergibt sich also schlie1llich flir die Variation der Fe1dwirkung 

- J~6ik 0 gik dx = J~6ik 0 gik dx 

[vergl. § 18, (62)], 
(II) 

wenn 

6~ - ~6o~ - R '?t:kr z - 2 l zru 

die Komponenten der Energiedichte des e1ektromagnetischen Feldes sind*;. 
Pli:itzlich begreifen wir (aber erst hier, wo uns die Variation der Welt
metrik ermoglicht ist), woher eigentlich die komplizierten Ausdrlicke (I I) 
flir die Energie-Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes kommen.-
Flir die Substanzwirkung der Masse erhalten wir ein entsprechendes 
Resultat; es ist 

.1' ,/. • _ I dXidXk Ogik _ I i k.1' . 
u r g,kdx,dXk - - - 2dsu It ug,k, 

2 ds 
also 

of(dm,f -V gikdX;dXk) J~ fl u" uk Ogik dx . 

Flir die Gesamtanderung des uns schon bekannten Teils der Wirkungs
groBe bei Variation des metrischen Feldes kommt demnach 

(12) i ' C"r-ik.1' I .2"1.- ugil,tX, 

wo :t; die Tensordichte der Gesamtenergie bedeutet. 
Das noch fehlende vierte Glied der WirkungsgroJle, die FeltlwirkuJZg 

der Gravitation, wird ein invariantes Integral,f@dx sein mlissen) dessen 

Integrand @ aus den Potentialen gik und den Feldkomponenten {z;} 
des Gravitationsfe1des (aus den gik und ihren Ableitungen I. Ordnung 

()g'k ) ~~r = gik, r aufgebaut ist; nur dann, soUte man meinen, werden sich 

als Gravitationsgesetze Differentialgleichungen von keiner hoheren als der 
2. Ordnung ergeben. 1st das totale Differential jener Funktion 

(13) o@ = ~@ik Ogik + ~@ik,r ogik,r (@kl = @ik, @ki,r = @ik,r), 

*) Das entgegengesetzte Vorzeichen wie in Kap. III wegen Anderung des V or
zeichens der metrischen Fundamentalform! 
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so erhalt man flir eine infinitesimale Variation 0 gik, die auBerhalb eines 
endlichen Gebiets verschwindet, durch eine partielle Integration 

(14) 

wo die »Lagrangeschen Ableitungen« [@]ik, die symmetrisch 111 den i 
und k sind, aus der FormeI 

[@]ik = @ik _ o@ik,r 
()xr 

zu berechnen sind. So werden denn die Gravitationsgleichungen 111 der 
Tat die von vornherein vorausgesehene Form 

(IS') [@]7 = - ~7 
annehmen; und es wundert uns nun auch gar nicht mehr, daB durch 
Variation der gik an den ersten drei Bestandteilen der Wirkungsgro.13e 
nach (12) gerade die Energie-Impulskomponenten als Koeffizienten her
ausspringen. - Leider existiert aber eine skalare Dichte @, wie wir sie 
wiinschen, liberhaupt nicht; denn man kann ja an jeder vorgegebenen 

Stelle durch geeignete Wahl des Koordinatensystems alle {i;} zum Ver

schwinden bringen. Wohl aber haben wir im Skalar R der Riemannschen 
Krlimmung eine Invariante kennen gelernt, welche die 2. Ableitungen 
der gik nur linear enthalt; es lie.13e sich sogar zeigen, daB sie die einzige 
Invariante dieser Art ist *). Dnd infolge jener Linearitat lassen sich in dem 

invarianten Integral fiRYgdx durch partielle Integration die Ableitungen 

2. Ordnung herausschaffen. Wir bekommen dann 

jfRYgdx = j@dX 

+ einem Divergenzintegral, d. h. einem Integral, dessen Integrand die 

Gestalt ~ llJi besitzt; hier hangt nun @ nur von den gik und deren 
UXi 

1. Ableitungen abo Flir Variationen 0 g,"k, die auBerhalb eines endlichen 
Bereichs verschwinden, ist daher 

oj~RYgdX = O/@dX, 

weil nach dem Prinzip der partiellen Integration 

j O(OllJi ) dx = 0 

OXi 

ist. Nicht j@dx seIber, wohl aber die Variation oj@ dx ist eme In

variante, und darauf kommt es ja in dem Hamiltonschen Prinzip allein 

an. Wir brauchen daher keine Bedenken Zit tragen,j@dx als die U/irkungs-

*) Der Beweis ist im Anhang 1 durchgefiihrt. 
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grojie des Gravitati01zsjeldes einzujiihren; und dieser Ansatz ist der einzige, 
der sich als moglich herausstellt. Nur miissen wir @ noeh mit einer uni-

versellen Konstanten ~ multiplizieren, da @ nieht dieselbe Dimension 
z 

hat wie die andern Teile der Wirkungsdiehte. (Die Koordinaten, die 
willkiirlieh in die Welt hineingelegt werden, hat man als dimensions
lose Zahlen zu betraehten, in die Festlegung von ds 2 geht aber eine 
willkiirlieh zu wahlen de Ma1ileinheit, die Lange (I), ein; ds 2 hat die 
Dimension r, ebenso die Koeffizienten gil, dieser Form. Als zweite 
Ma1ileinheit fungiert die Masse (m). Die ersten drei Teile der Wirkungs
gro1ile (z. B. dnz ds) haben danaeh die Dimension ml, wahrend R vi 
offenbar von der Dimension r ist. Die Konstante x hat folglieh die 
Dimension 1m- I • Ihren Wert in em und g werden wir im naehsten 
Paragraphen bestimmen; ebendort wird sieh herausstellen, da1il x positiv 
ist, weil gravitierende Massen sieh anziehen und riieht absto1ilen.) Die 
eindeutig bestimmten Gravitationsgleiehungen (IS'), zu denen wir so 
zwangslaufig gefiihrt wurden, sehreiben wir jetzt, indem wir den Faktor z 
in Evidenz setzen, in der Form 

(IS) [@]7 = - x~; . 
Aus ihnen geht herVor, daJil jede Art von Energie gravitierend wirkt; 
nieht blo1il die in den Elektronen und Atomen konzentrierte Energie, die 
Materie im engeren Sinne, sondern aueh die diffuse Feldenergie (denn 
~: sind die Komponenten der Gesamtenergie). 

Bevor wir die Reehnungen durehfiihren, welche notig sind, urn die 
Gravitationsgleiehungen in expliziter Form hinsehreiben zu konnen, wollen 
wir zunaehst noeh priifen, ob wir im FaIle der Mieschen Theorie zu ana-

logen Resultaten gelangen. Die in ihr auftretende WirkungsgroBe f 53 dx 

ist eine Invariante nieht nur gegeniiber linearen, sondern beliebigen Trans
formationen; denn 53 ist rein algebraiseh (ohne Tensoranalysis) zusammen
gesetzt aus den Komponenten CfJi eines kovarianten Vektors (des elektro
magnetisehen Potentials), den Komponenten Fik eines linearen Tensors 
2. Stufe (des elektromagnetisehen Feldes) und den Komponenten gik des 
metrisehen Fundamentaltensors. Wir setzen das totale Differential dieser 
Funktion 

053 = ~~ikogik + 00 53, 
(~ki= ~ik, 

00 53 = f.pikoFik - ~iOCf!i 
.pki = _ .pik) 

und bezeiehnen alsdann die Tensordiehte ~: als Energie oder Masse. 
Wir bringen dadureh nur wiederum zum Ausdruek, daJil sieh das metrisehe 
Feld (mit den Potentialen gik) zu der Masse (~ik) ebenso verhalt wie das 
elektromagnetisehe Feld (mit den Potentialen Cf!i) zum elektrisehen Strom 
W). Wir haben aber jetzt die Verpfliehtung, naehzuweisen, daJil die gegen
wartige Erklarung genau zu den in § 28, (72) angegebenen Ausdriieken 
flir Energie und Impuls flihrt; damit wird dann aueh der damals noeh 
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schuldig gebliebene Bewei~ fUr die Symmetrie des Energietensors erbracht. 
Wir konnen nun hier nicht mehr, wie es oben im besonderen Falle der 
Maxwellschen Theorie geschah, das Geforderte durch direkte Rechnung 
erreichen, sondern bedienen uns dazu der folgenden schonen Uberlegung, 
deren Keime bei Lagrange zu finden sind, die aber in vollkommenster 
Form von F. Klein auseinandergesetzt wurde 7). 

Mit dem Weltkontinuum nehmen wir eine infinitesimale Deformation 
vor, durch weIche allgemein der Punkt (Xi) in den Punkt (Xi) iibergeht: 

(17) Xi = Xi+ 8· gi(XoXrX,X3) 
(8 ist der konstante infinitesimale Parameter, dessen hohere Potenzen in 
allen Rechnungen zu streichen sind). Wir stellen uns vor, daB die Zu
standsgroBen von der Deformation mitgenommen werden, so daB also 
nach Ausfiihrung der Deformation die neuen CPi (wir nennen sie pi) soIche 
Funktionen der Koordinaten sind, daB zufolge (17) die Gleichung besteht: 

(IS) cp;{X) dXi = p;(x) axi 
und im gleichen Sinne auch die symmetrische und schiefsymmetrische 
bilineare Differentialform mit den Koeffizienten gik, bzw. Fik ungeandert 
bleibt. Die Anderungen p;{x) - cpi(X), weIche die GroBen CPi an einer 
festen Weltstelle (Xi) durch die Deformation erfahren, bezeichnen wir mit ° CPi; entsprechende Bedeutung haben 0 gik und ° Fik. Setzen wir in die 
Funktion 53 an Stelle der alten GroBen cpi usw. die durch die Deformation 
daraus entstandenen pi... ein, so moge die Funktion £" = 53 + 053 her
vorgehen; dabei ist 053 durch (16) gegeben. Ferner sei I ein beliebiges 
Weltgebiet, das durch die Deformation in I tibergeht. Durch die Defor
mation erleidet die WirkungsgroBe 

.[53dx eine Anderung o'j53dx 
I I 

gleich dem Unterschied des Integrals von £" tiber i und des Integrals 
von 53 tiber I. DaB die WirkungsgroBe eine Invariante ist, drtickt sich 
in der Gleichung aus: 

(19) o'j53dx = o. 
); 

Jene Differenz zerlegen WIT nattirlicherweise in zwei Teile: I) die Differenz 
des Integrals von IT und 53 tiber I, 2) die Differenz des Integrals von 
53 tiber ! und I. Ftir den ersten Teil konnen wir, da i nur infinitesi
mal von I verschieden ist, setzen 

oj53dx f053dx, 
I I 

der zweite ist auf S. I I 2 ZU 

bestimmt worden. 

8 .J~(53gl") dx 
~X· I l 
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Urn die Betrachtung durchzuflihren, mlissen wir jetzt zunachst die 
Variationen a CPi, a gik, 0 Fik berechnen. Wenn wir einen Augenblick 
p;(X) - cp;(X) = 0' CPi setzen, gilt wegen (18): 

und da 

a'CPi' dXi+ 8cp,.dgr = 0, also 
~gr 

0' CPi = - 8 • cpr - , 
~Xi 

~ ~, {r.:.) - ()}~' ~ (f; ,-UCPi = U CPi - pi\X - IPi X = U CPi - 8' -~ - ~r UXr 

ist, mit Unterdrlickung des selbstverstandlichen Faktors 8: 

~gr ~(P_ - a (pi = (fr - + -' gr _ 
3Xi 3 X,. 

Ebenso kommt 

(20') 

(20") 

Dabei ist 
3 rpk ~ cP,- 3 (a rpk) ~ (a CPi) 

wegen Fik=----- auch (21) aFik= -------; 
~ Xi ~Xk ~Xi ~Xk 

denn weil die erste Relation invarianter Natur ist, folgt aus ihr 

Fik(X) = ~q>~(x) _ ~q>~(x), also auch F;k(X) = ~q>k(X) _ ~pi(X). 
~Xi ~Xk ~Xi ~Xk 

Durch Einsetzen findet man 

_ 0.9 = (~: + ,prk Fri _ sk (Pi) ~gi + (~~afl ~!afl + +) gi_ 
uXk UXi 

Beseitigen wir die Ableitungen der gi durch partielle Integration und 
setzen zur Abklirzung 

~: = ~: + F,-r ,pkr - CPi gk - a:.9 
so erhalten wir eine Formel von folgender Gestalt: 

(22) - a'f.9dx .r3(~;gi) dx + f(t;gi) dx = o. 
I I k I 

Nun folgt daraus zunachst in bekannter Weise, wenn wir die gi geeignet 
wahlen, nnd zwar so, daB sie auBerhalb eines endlichen Gebiets ver
schwinden, und flir I eben dieses Gebiet wahlen: daB an jeder Stelle 

(23) t,- = 0 

ist. Mithin ist in (22) auch der erste Summand = 0; die so entstandene 
Identitat gilt flir beliebige GraBen ;i und jedes endliche Integrations
gebiet I. Also muB, da das Integral einer stetigen Funktion liber jedes 
Gebiet nur dann verschwindet, wenn die Funktion seIber = 0 ist, 

3(~:gi) =~: ~gi + ~~:;i = 0 

3Xk ~Xk ~Xk 
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sem. 
"_' 0 gi 

Hier konnen nun an einer Stelle ;' und -, - be1iebige Werte anuXk 
nehmen; infolgedessen ist 

m k 
;OJ == 0, 

Damit sind wlr zu dem gewlinschten Re sultat gelangt: 

:t7 = £ 01 - F,,. Sjk,. + Pi~,k . 
Diese Uberlegung liefert uns aber zugleich die Erlzaltungssiitze fur 

Energie und Impuls, die wir in § 28 durch Rechnung gefunden hatten: 
sie sind in den Gleichungen (23) enthalten. Flir die Anderung der Wir
kungsgroBe der ganzen Welt bei einer, auBerhalb eines endlichen Welt
gebiets verschwindenden, unendlichkleinen Deformation finden wlr 

(24) jO£dx !f:tikOgikdx +JOo£dX = 0, 

Hier fallt infolge der Gleichungen (2 I) und der Giiltigkeit des Hamilton
schen Prinzips 

(25) 

(den Maxwellschen Gleichungen) der zweite Teil weg; der erste aber ist, 
wie wir schon oben berechnet haben, 

= -j(:t1 ogi + f o~a(1 :ta,iJgi) dx !(o:t1 _ f oga(1 :tatf) gidx, 
o Xk OX; OXk OX; 

So ergeben sich 
die mechanischen 

(26) 

als eine Folge der Gesetze des elektromagnetisclze1Z Fe/des 
Gleichungen 

k O!i _ ,~~gai~:tai~ = 0. 

OXk 2 OXi 
(Wegen des durch die Gravitation bedingten Zusatzgliedes konnen diese 
Gleichungen in der allgemeinen Relativitatstheorie nicht mehr gut als 
Erhaltungssatze bezeichnet werden; die Frage, ob sich wirkliche Erhal
tungssatze aufstellen lassen, wird erst in § 37 geprlift werden.) 

Aus dem durch Hinzufugung der U7irkungsgrojle des Gravitationsfeldes 
erganzten Hamiltonschen Prinzip 

(27) ojCx£+@)dx=o, 
in welchem nun elektromagnetischer It1ld Gravitatio1ls-Feldzustand unab
hangig voneinander virtuellen unendlichkleinen Veranderungen unter
worfen werden dlirfen, entspringen neben den elektromagnetischen Ge
setzen noch die Gravitationsgleichungen (IS). Wenden wir die obige zu 
(26) flihrende Uberlegung auf @ statt auf £ an - es gilt ja flir die 
durch unendlichkleine, auBerhalb eines endlichen Bezirks verschwindende 
Deformation des We1tkontinuums bewirkte Variation o' auch hier 

oj@dX = ojiRVgdx = ° - , 



so flieJ~en daraus die 
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zu (26) analogen mathematischen 

~[@J~ _!. ?Jga(t [@Ja{t = o. 
~Xk 2 ~Xi 

I dentitiiten : 

Der Umstand, daB @ auBer den gik noch deren Ableitungen enthiilt, 
macht dabei gar nichts aus. Die mechanisclzen Gleichungen (26) sind 
demnach ebensowohl eine Folge der Gravitationsgleichungen (IS) wie der elek-

. tromagnetischen Feldgesetze. 
Die wunderbaren Zusammenhiinge, welche sich hier zeigen, ktinnen, 

unabhangig von der Frage nach der Giiltigkeit der Mieschen Elektro
dynamik, folgendermaBen formuliert werden. Der Zustand eines physi
kalischen Systems wird re1ativ zu einem Koordinatensystem beschrieben 
durch gewisse raumzeitlich variable Zustandsgrojlen cp (das waren oben 
die (fi). AuBer ihnen kommt das durch seine Potentiale gik zu charak
terisierende metrische Feld in Betracht, in welches das System eingebettet 
ist. Die GesetzmiiBigkeit der V organge im System wird beherrscht von 
einer Integralinvariante j£dx; die skalare Dichte £ ist dabei eine Funk
tion der (f' und ihrer Ableitung 1., eventuell haherer Ordnung; auBerdem 
der gik, doch gehen nur diese GrtiBen seIber, nicht auch ihre Ableitungen 
in £ ein. Wir bilden das totale Differential der Funktion £, wobei wir nur 
denjenigen Teil explizite hinschreiben, welcher die Differentiale Ogik enthalt: 

o£ = f~;ikogik + oo~L 
Dann ist 'itt die Tensordichte der mit dem physikalischen Zustand des 
Systems verkniipften Energie. Die Bestimmung ihrer Komponenten ist 
damit ein flir allemal auf die Bestimmung der Hamiltonschen Funktion £ 
zuriickgeflihrt; nur die allgemeine Relativitiitstheorie, welche die Variation 
der Weltmetrik ermoglicht, fuhrt zur wahren Definition der Energie. 
Die Zustandsgesetze ergeben sich aus dem »partiellen« Wirkungsprinzip 
(25), in welchem nur die ZustandsgraBen Ip zu variieren sind; es 
flieBen daraus so viele Gleichungen her, als GraBen cp vorhanden sind. 
Die hinzutretenden 10 Gravitationsgleichungen (IS) flir die 10 Potentiale 
gik ergeben sich, wenn man das partielle zum totalen Wirkungs
prinzip (27) erweitert, in welchem nun auch die gik mitzuvariieren sind. 
Die mechanischen Gleichungen (26) sind sowohl eine Folge der Zustands
wie der Gravitationsgesetze; man ktinnte sie als die Eliminante aus beiden 
bezeichnen. In dem System der Zustands- und Gravitationsgesetze sind 
daher vier iiberschiissige Gleichungen enthalten. In der Tat muB die allge
meine Ltisung vier willkiirliche Funktionen enthalten, da die Gleichungen 
ja zufolge ihrer invarianten Natur das Koordinatensystem der Xi vollstandig 
unbestimmt lassen und mithin durch willkiirliche stetige Transformation 
dieser Koordinaten aus einer Lasung der Gleichungen immer wiederum 
Ltisungen hervorgehen (die aber objektiv denselben Weltverlauf darstellen). 
Die alte Einteilung in Geometrie, Mechanik und Physik muB in der Ein
steinschen Theorie durch die Gegeniiberstellung von 'physikalischem Zu
stand und metrischem oder Gravitationsfeld ersetzt werden. 
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Der Vollstandigkeit halber kehren wir noch einmal zu dem Hamiltoll
schen PrillZip der Maxwell-Lorentzschen Theone zuruck. Variation der 
(pi liefert die e1ektromagnetischen, Variation der gik die Gravitationsgesetze. 
Da die WirkungsgroJ3e eine 1nvariante ist, ist die unendlichkleine Ande
rung, we1che an ihr eine infinitesimale Deformation des Weltkontinuums 
hervorruft, = 0; dabei sollen e1ektromagnetisches und Gravitationsfeld 
sowie die Weltlinien der Substanzelemente von der Deformation mitge
nommen werden. Jene Anderung besteht aus drei Summanden: denjenigen 
Anderungen, die durch die betreffende Variation des elektromagnetischen 
und des Gravitationsfe1des und der Substanzbahnen je flir sich hervor
gebracht werden. Die beiden ersten Bestandteile sind 0 zufolge der 
elektromagnetischen und der Gravitationsgesetze; also verschwindet auch der 
dritte Bestandteil, und es ergeben sich so die mechanischen Gleichungen als 
eine Folge der beiden eben erwahnten Gesetzesgruppen. Fruhere Rechnungen 
rekapitulierend, konnen wir diese Herleitung im einzelnen so bewerk
stelligen: Aus den Gravitationsgesetzen folgen die Gleichungen (26) oder 

{2S) 
k 

{ ~6i I ~ga{t t:!:!. iI} ftu'· + u·lVl = - - _ - - I:::}"j' • 

" ~Xk' ~Xi ' 

darin ist 6~ die Tensordichte der elektromagnetischen Feldenergie, 

u,. = dUi _!. ~ga{t u"u(/ 
ds • ~Xi 

und 1Vl die linke Seite der Kontinuitatsgleichung der Materie: 

1Vl = ~ (flui ) • 

~Xi 

Zufolge der Maxwellschen Gleichungen ist in (2S) die rechte Seite 

= Pi = - Fik~k (~i = (!U i ) • 

Multipliziert man darauf (2S) mit ui und summiert nach i, so kommt 
M = 0 j und somit sind wir bei der Kontinuitatsgleichung der Materie 
und den mechanischen Gleichungen in ihrer gewohnlichen Form ange1angt. 

1st jetzt der volle Uberblick daruber gewonnen, wie sich die ,Ein
steinschen Gravitationsgesetze in das Geflige der ubrigen physikalischen 
Gesetze einordnen, so bleibt uns zum SchluB noch die Aufgabe, den 
expliziten Ausdruck der [@J7 zu berechnen 8). Die virtuelle Anderung 

{ i k} or~k = a r = r~k 

der Komponenten des affinen Zusammenhangs ist, wie wir wissen (S. 114), 
ein Tensor. Benutzen wir an einer Stelle ein geodatisches Koordinaten
system, so ergibt sich aus der Forme1 flir Rik [§ IS, (63)] ohne weiteres 

~r" ~r1' 
ORik = -.!!! - ~ 

~x1' ~Xk' 
~r1' ~rk 

IkoRik = Ik -.!!! - 11' ~. 
~X1' ~x1' 



Setzen Wir 

so ist also 
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. bwr 
g,koR,"k =-, 

bXr 

oder in einem beliebigen Koordinatensystem, da Wi ein kontravarianter 
Vektor ist, 

oR = RikOgik + ~ b(Vgwr). 
V g bXr 

Bei der Integration fallt die Divergenz fort, und wir erh,alten daher, weil 
nach Definition 

oj RVgdx =J[@)ikogikdx = -J[@JikOgikdx 
sein soll und die Rik im Riemannschen Raum symmetrisch sind: 

[@];k= Vi(f gik R - Rik) = ~gikm - mik , 
[@J: = ~o:m - m:. 

Die GravitationsgleichungC1Z aber lauten 

Man beachte in mathematischer Hinsicht, daB die exaktC1Z Gravitatiolls
gesetze nicht linear sind; wenn auch linear in den Ableitungen der Feld-

komponenten {i rk}, so doch nicht in diesen selbst. Verjlingen wir die 

Gleichungen (29), d. h. setzen k = i und summieren nach i, so kommt 
- m = i(~ = i(~:'; deshalb kann man flir (29) auch schreiben 

(30) m: = i«(~: - fo:~). 

In der ersten Arbeit, in welcher Einstein, noch nicht geleitet vom 
Hamiltonschen Prinzip, die Gravitationsgleichungen aufstellte, fehlte rechts 
das Glied - fo:~; erst hernach erkannte er, daB es durch den Energie
Impulssatz gefordert wird 9). Der ganze hier dargestellte, vom Hamilton
schen Prinzip beherrschte Zusammenhang ist erst in weiteren Arbeiten 
von H. A. Lorentz, Hilbert, Einstein, Klein und dem Verf. zutage ge
treten ro). 

Flir das Folgende ist auch noch die Berechnung von @ erwlinscht. 
Urn durch partielle Integration (Abspaltung einer Divergenz) 

JR Vidx in 2J@ dx 
zu verwandeln, hat man zu setzen 

Vi gik b!r {i:} = ~!r (V i g"k [i:} ) - { t:} b!; (V g gik) , 

Vggik b {ir}~_b (VggikJir})_{ir}_~(vigik); 
~Xk r bXk l r r ~Xk 
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also ist 

2@={iS}_O(V-·k\I_{ik}_O(V- ik)+({ik}{rS}_{ir}{kS})V- ik. S OXk \ gg' j r oXr gg r S S r gg 
Naeh § 18 (60'), (60") sind aber die beiden erstenGlieder reehts, unter 
Fortlassung des Faktors Jig, 

= _ { l~S } { kir} gkr + 2 { irk} {r/ } gsk _ {l~k} { rss } gik 

=(- {r/}r:} + 2 rrk}{:i} - {irk} rsS}) g'·k 
= 2gik(C:}{krS} - rrk}{rsS}). 

Mithin kommt sehlieBlieh 

Damit haben wir die Grundlagen der Einsteinsehen Gravitationstheorie 
entwiekelt. Jetzt fragt es sieh, ob die Erfahrung diese rein spekulativ 
gewonnene Theorie bestatigt, vor allem, ob die Planetenbewegung aus ihr 
ebensogut (oder noeh besser) wie aus dem N ewtonsehen Attraktions
gesetz erklart werden kann. §§ 31-35 handeln vo~ der Lasung der 
Gravitationsgleiehungen; die Weiterfiihrung der allgemeinen Theorie wird 
erst im § 36 wieder aufgenommen. 

§ 3 I. Statisches Gravitationsfeld. Zusammenhang mit der 
Erfahrung. 

Urn den Zusammenhang mit den am Planetensystem gewonnenen Er
fahrungen herzustellen, spezialisieren wir zunaehst die Einsteinsehen Gesetze 
auf den Fall des statisehen Gravitationsfeldes "). Dieser ist dadureh 
eharakterisiert, daB bei Benutzung geeigneter Koordinaten, der »statisehen 
Koordinaten«, die Welt sieh In Raum und Zeit zerspaltet, daB also fiir 
die metrisehe Grundform 

3 

ds 2 = j2 dt2 - da2, da2 =:E Yik dXidxk 
i~k=I 

gilt: 
gOO=j2; goi=gio=O; gik=-Yik (i,k=I,2,3); 

und daB dabei die auftretenden Koeffizienten j, Yik nur von den Raum
koordinaten X'X2X3 ' nieht von der Zeit t = Xo abhangen. da2 ist eine 
positiv-definite quadratisehe Differentialform, welche die Metrik des Raumes 
mit den Koordinaten X, X 2 X 3 bestimmt; jist offenbar, wenn die Koordinate t 
als ZeitmaB gewahlt wird, die Liehtgesehwindigkeit. Von besonderen 
Fallen abgesehen, ist die statisehe Koordinate t dureh die aufgestellten 
Forderungen bis auf eine lineare Transformation festgelegt; willktirlich 
bleiben also allein der Anfangspunkt der Zeitreehnung und die Zeiteinheit, 
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und es sind die statischen Raumkoordinaten bestimmt bis auf eine be
liebige stetige Transformation dieser drei Koordinaten untereinander. 1m 
statischen Fall liefert die Weltmetrik also auJ3er der MaBbestimmung des 
Raumes noch ein Skalarfeld f im Raum. Und wir befinden uns im 
Einklang mit den Festsetzungen des sog. absoluten MaBsystems: wir 
haben eine MaJ3einheit, das cm, zur Messung von d soder d a, und eine 
MaJ3einheit, die sec, zur Messung von t. 

Bezeichnen wir die auf die ternare Form da" beziiglichen Christoffel
schen Dreiindizes - Symbole durch einen angehangten * und durchlaufen 
die Indexbuchstaben i, k, I bloJ3 die Ziffern I, 2, 3, so folgt aus der 
Definition leicht: 

Darin sind fi = :f die kovarianten Komponenten des dreidimensionalen 
UXi 

Gradienten, f = ~p. fk die zugehorigen kontravarianten; Vrf = fi sind 
die Komponenteri einer kontravarianten Vektordichte im Raum. Fiir die 
Determinante y der Yik gilt Yg = fVr. Setzen wir ferner 

~fi {ik}* ~"f {ik}*V 
fik = ~Xk - r / .. = ~Xi~Xk - r ~x .. 

(auch der Summationsbuchstabe r durchlauft nur die drei Ziffern I, 2, 3) und 

df= W (df=Vi./f), 
. ~Xi 

so erhalten wir zwischen den Komponenten Rik und P ik des Kriim
mungstensors 2. Stufe, der zur quadratischen Fundamentalform ds 2 bzw. 
da 2 gehort, durch eine einfache Rechnung die Beziehungen: 

fik R·L= P·L--· 
Zn; z~ f' 

Rio = R oz· = 0 ; 

df 
Roo =f· Vr (m~ = df)· 

Fiir ruhende inkoharente (nicht durch Spannungen aufeinander ein
wirkende) Materie ist ~~ = fL die einzige von 0 verschiedene Kompo
nente der tensoriellen Energiedichte; es ist daher auch ~ = fl. Ruhende 
Materie erzeugt ein statisches Gravitationsfeld. Von den Gravitations-

gleichungen (30) interessiert uns vor allem die (:re
; sie liefert 
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. Nehmen wir an,daf3 ds' (bei geeigneter Wahl der Raumkoordinaten 
X I X"X3 ) unendlich wenig von 

(33) c' dt' - (dx~ + dx: + dx;) 
abweicht - daiu miissen die das Gravitationsfeld erzeugenden 
unehdlich schwach sein -, so ergibt siGh, wenn wir 

setzen ((]) unendlich klein): 

(]) 
f=c+c 

i)'(]) i)"(]) i)2([) 
(10) d(])=~+~+~=~XCfl, 

uXI ux. uX3 

Massen 

und fl. ist dasc-fache der Massendichte in den gewohnlichen Maf3einheiten. 
Tatsachlich trifft diese Annahme nach allen unsern geometrischen Erfah
rungen innerhalb des Planetensystems mit groBer Anniiherung zu. 

Da die Massen der Planeten gegeniiber der felderzeugenden, als ruhend 
zu betrachtenden Sonnenmasse sehr klein sind, konnen wir jene wie 
.Probekorper«, die in das Gravitationsfeld der Sonne eingebettet sind, 
behandeln. Die Bewegung eines jeden von ihnen ist dann (von den gegen
seitigen StOrungen abgesehen) durch eine geodatische Weltlinie in diesem 
statischen Gravitationsfeld gegeben. Sie geniigt als solche dem Variations-
prinzip 

ofds= 0, 

wobei die Enden des betreffenden Weltlinienstiicks fest bleiben. 1m sta
tischen Falle ergibt sich dafiir 

ofYf"- v"dt = (" 
wo 

das Quadrat der Geschwindigkeit ist. Dies ist ein Variationsprinzip von 
derselben Form wie das der klassischen Mechanik;· als »Lagrangesche 
Funktion« tritt 

L =V/'-v' 
auf. Machen wir die gleiche Anniiherung wie soeben und bedenken noch, 
daf3 bei unendlich schwachem Gravitationsfeld auch die auftretenden Ge
schwindigkeiten unendlich klein (gegeniiber e) sein werden, so ist 

Yf'-v' = Ye" + 2(]) - v' = e + -~ (fD - '!'v'; 
C 2 I' 

und da jetzt 
. V (dXi)' V·, v =..:.. - = ... Xi 

i=I dt t· 

gesetzt werden darf, ergibt sich 

0f{~ ~ xl- (])} dt = 0 ; 

We y 1, Raum, Zeit, Materie. s. Auf!. 16 
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d. h. der Planet von der Masse m bewegt sich nach den Gesetzen der 
klassischen Mechanik, wenn man annimmt, daB eine Kraft mit dem 
Potential m (]J auf ihn einwirkt. Damit ist der vollstiindige Anschlujl an 
die Newtonsche Theone erreicht: (]J ist das Newtonsche Potential, das der 
Poissonschen Gleichung (10) geniigt, k = c~x/871; die Newtonsche Gravi
tationskonstante. Fiir x ergibt sich aus dem bekannten numerischen Wert 
der Newtonschen Konstante k der Zahlwert 

8uk 
x = -~- = 1,87 • 10-07 em. g-l • 

C 

Die Abweichung der metrischen Fundamentalform von der »Eukli
dischenc (33) ist also immerhin so betrachtlich, daB sich die geodatischen 
Weltlinien in dem MaBe, wie die Planetenbewegung es zeigt, von der 
geradlinig-gleichfOrmigen Bewegung unterscheiden - obwohl die im Raume 
gilltige, auf duo beruhende Geometrie in den Abmessungen des Planeten
systems nur ganz unerheblich von der Euklidischen abweicht (die Winkel
summe in einem geodatischen Dreieck von diesen Abmessungen ist nur 
sehr wenig von 180° verschieden). Es liegt das vor allem daran, daB 
der Radius der Erdbahn etwa 8 Lichtminuten betragt, die Dauer des Erd
umlaufs hingegen ein ganzes Jahr! 

Wir wollen die exakte Theorie der Bewegung eines Massenpunktes 
und der Lichtstrahlen im statischen Gravitationsfeld noch etwas weiter 
verfolgen '0). Die geodatischen Weltlinien konnen nach § 18 durch die 
beiden Variationsprinzipe 

(35) ojy Qds = 0 oder ojQds = 0, 

gekennzeichnet werden. Das zweite setzt voraus, daB der Parameter s 
in geeigneter Weise gewahlt ist. Fiir die »Nullinienc, die der Bedingung 

. Q = 0 geniigen und das Fortschreiten eines Lichtsignals angeben, kommt 
nur das zweite in Betracht. Die Variation muB so vorgenommen werden, 
daB die Enden des betrachteten Weltlinienstiicks ungeandert bleiben. Unter
werfen wir nur Xo = t einer Variation, so ist im statischen Fall 

(36) oj Qds = [2f~ ~o OXo] - 2j'~ (!.d~o) oxods. 

Also gilt dx 
fO dso = konst. 

Bleiben wir zunachst beim Fall des Lichtstrahls stehen, so konnen wir, 
indem wir die MaBeinheit des Parameters s geeignet wahlen - bis auf 
eine willkiirliche MaBeinheit ist s durch das Variationsprinzip selbst 
normiert -, die rechts auftretende konst. = I machen. Nehmen wir 
jetzt die Variation allgemeiner so vor, daB wir die raumliche Bahnkurve 
des Strahles unter Festhaltung der Enden abiindern, hinsichtlich der Zeit 
aber die Nebenbedingung, daB flir die Enden oXo = 0 sein solI, fallen 
lassen, so lautet das Prinzip, wie aus (36) hervorgeht, 

ojQds = 2[Ot] = 20jdt. 
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Wird die variierte Bahn insbesondere 
Lichtgeschwindigkeit durchlaufen, so 

Q=o, 
und wir erhalten dann 

gleichfalls wie die urspriingliche mit 
gilt auch flir die variierte Weltlinie 

da=fdt, 

oJdt = cJf~a = o. 

Durch diese Gleichung wird nur die raumliche Lage des Lichtstrahls fest
gelegt; sie ist nichts anderes rals das Fermatsche Prinzip der raschesten 
Ankunft. In der letzten Formulierung ist die Zeit ganz eliminiert; sie 
gilt ftir ein beliebiges Stiick der Bahn des Lichtstrahls, wenn dieses im 
Raum irgendwie unter Festhaltung seiner Enden unendlich wenig ver
lagert wird. 

Benutzt man flir ein statisches Gravitationsfeld irgendwelche Raum
koordinaten xIX"X3' so kann man sich zur graphischen Darstellung eines 
Euklidischen Bildraums bedienen, indem man den Punkt mit den Koordi
naten XIX"X3 durch einen Bildpunkt mit den Cartesischen Koordinaten 
XI X,. X3 zur Darstellung bringt. Tragt man in diesen Bildraum den art 
zweier ruhender Sterne SI' S,. und eines ruhenden Beobachters B ein, 
so ist der Winkel, unter welchem die Sterne dem Beobllchter erscheinen, 
nicht gleich dem Winkel: der geraden Verbindungslinien B SI , B S,. , 
sondern man mulil B mit SI' S" durch die aus (37) sich ergebenden 
gekriimmten Linien kiirzester Ankunft verbinden und den Winkel, den 
diese in B miteinander bilden, durch eine weitere Hilfskonstruktion yom 
Euklidischen Malil auf das durch die metrische Grundform da" bestimmte 
Riemannsche Malil [vgl. § II, Formel (IS)J transformieren. Die so be
rechneten Winkel sind es, welche die anschaulich erfalilte Lage der Gestirne 
zueinander bestimmen, sie sind es, die an dem Teilkreis des Beobachtungs
instrumentes abgelesen werden. Wahrend B, SI' S. unverriickt ihre 
Stelle im Raum behalten, kann dieser 4. SI B S,. sich andern, wenn 
gr08e Massen in die Nahe des Strahlengangs gelangen. In dem erorter
ten Sinne ist die Behauptung zu verstehen, dali\ durch das Gravitations
feld die Lichtstrahlen gekrommt werden. Diese Kriimmung der Lichtstrahlen 
findet insbesondere in dem Gravitationsfeld der Sonne statt. Legen wir 
der griLphischen Darstellung Koordinaten XI X.X3 zugrunde, flir welche im 
Unendlichen die Euklidische Formel 

da" = dx: + dx: + dx; 
gilt, so ergibt die numerische Rechnung flir einen unmittelbar an der 
Sonne voriibergehenden Lichtstrahl eine Ablenkung von I~'74 (siehe § 34). 
Das bedeutet eine durchaus melilbare Verriickung des arts von Fixsternen: 
die in nachster Nahe der Sonne stehen. Solche Sternorte konnen natiir
lich nur wahrend einer totalen Sonnenfinsternis beobachtet werden. Die 
in Betracht kommenden Sterne miissen hinreichend hell sein, moglichst 
zahlreich, so nahe an der Sonne, dalil der Effekt einen merklichen Betrag 
besitzt und doch weit genug yom Sonnenrand entfernt, urn nicht von 

16* 
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der Korona iiberstrahlt zu werden. Der giinstigste Tag dafiir ist der 
29. Mai; und ein gliicklicher Zufall wollte es, daB am 29. Mai 1919 eine 
totale Sonnenfinsternis stattfand. Zwei englische Expeditionen wurden in 
die Totalitatszone zur Feststellung der Einsteinschen Strahlenablenkung 
entsandt, die eine nach Sobral in Nordbrasilien, die andere nach der 
lnsel Principe im Golf von Guiriea. Die Erscheinung in der vorans
gesagten GroBe wurde bestatigt; die endgiiltigen Mel3resultate ergaben fUr 
Sobral 1:'98 + 0:'12, fiir Principe 1:'61 ± 0:'30'3). 

Ein anderer, durch die Einsteinsche Gravitationstheorie geforderter 
optischer Effekt im statischen Feld, der unter giinstigen Umstanden viel
leicht gerade noch der Beobachtung zuganglich ist, beruht auf dem an 
einer festen Raumstelle zwischen der kosmischen Zeit dt und der Eigen
zeit ds bestehenden Znsammenhang 

ds =/dt. 

Sind zwei rnhende Natriumatome objektiv einander gleich, so mul3 der 
Vorgang in ihnen, der zu den optischen Wellen der D-Linie AnlaB gibt, 
in beiden die gleiche Frequenz, gemessen in Eigenzeit, besitzen. Auf diese 
Weise haben wir iiberhaupt gleiche Eigenzeitlangen physikalisch definiert. 
Zwischen den Frequenzen 'VI' 1'2 in kosmischer Zeit besteht daher, wenn 
/ an den betreffenden Stellen, an denen sich die Atome befinden, die 
Werte /I , /2 hat, der Zusammenhang 

/I /. 
Andrerseits haben die Maxwellschen Gleichungen im statischen metrischen 
Felde eine Losung, fUr welche die Abhangigkeit von der Zeit durch den 

Faktor e y~ vt mit einer beliebigen konstanten Frequenz l' zum Ausdruck 
gebracht wird. Es ist natiirlich, sie als maBgebend zu betrachten fUr den 
Vorgang der Wellenausbreimng, der von einer im statischen Felde ruhenden 
Lichtquelle ausgelost wird. Dieser Ansatz hat sich bereits in der speziellen 
Relativitatstheorie bewahrt, wo er zu dem mit der Erfahrung in Einklang 
stehenden Dopplerschen Prinzip fiihrt. Die von einem ruhenden Atom 
ausgehenden Lichtwellen haben demnach im ganzen Raum, in der kos
mischen Zeit t gem essen , iiberall die gleiche Frequenz. lndem man 
also das Licht der Natrium-D-Linie, das von einem Stern groBer 
Masse herkommt, mit dem von einer irdischen ausgesandten in dem
selben Spektroskop vergleicht, muB jene Linie gegeniiber dieser eine 
kleine Verschiebung nach dem Rot hin zeigen , da / in der Nahe 
groBer Massen einen etwas kleineren Wert besitzt als fern von ihnen. 
Das Verhaltnis, in welchem die Frequenz herabgedriickt wird, hat nach 
unserer Naherungsformel (34) in der Entfernung r von einer Masse 11Z0 

den Wert I - Z11Zo. An der Oberflache der Sonne macht das fUr eine 
r 

Linie im Elau von der Wellenlange 4000 A eine Verschiebung um 
0.008 A aus. Das liegt an der Grenze des Beobachtbaren; es kommen 
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hinzu: die Vermischung mit dem Dopplereffekt, die Unsicherheit des 
irdischen Vergleichsmaterials und gewisse unregelmiililig schwankende Ver
schiebungen der Sonnenlinien, deren Ursachen nur teilweise aufgekllirt sind j 
endlich die gegenseitige StOrung der dicht gedrangten Sonnenlinien durch 
Uberlagerung ihrer Intensitaten (wodurch unter Umstanden zwei Linien 
zu einer einzigen, mit einem einzigen Intensitatsmaximum, verschmelzen 
konnen). Beriicksichtigt man dies, so scheint das vorliegende Beobachtungs
material I4) eine Rotverschiebung von dem angegebenen Betrage im ganzen zu 
bestatigen. Aber die Frage kann noch nicht als vollstandig abgeklart gelten. 

Eine dritte Moglichkeit der Kontrolle durch die Erfahrung ist diese. 
Nach Einstein ist die Newtonsche Planetentheorie nur leine erste An
naherung; es fragt sich, ob die Abweichungen der strengen Einsteinschen 
Theorie von dieser groB genug sind, um einen mit unsern heutigen Hilfs
mitteln wahrnehmbaren EinfluB hervorzubringen. Offenbar werden in dieser 
Hinsicht die Chancen filr den sonnennachsten Planeten, den Merkur, am 
giinstigsten liege:t;l. In der Tat hat Einstein, indem er die Approximation 
einen Schritt weiter fortsetzte, und Schwarzschild IS), indem er in alIer 
Strenge das von einer ruhenden Masse erzeugte kugelsymmetrische Gravi
tationsfeld und die Bahnkurve eines Massenpunktes von unendlichkleiner 
Masse in diesem Felde bestimmte, gefunden, daji die Bahnellipse des 
Merkur (auBer den von den iibrigen Planeten hervorgebrachten StOrungen) 
in Richtung der Bahnbewegung eine langsame Drthung erjahren muji, 
welche pro Jahrhundert 43" ausmacht. Seit Leverrier ist ein Betrag 
von dieser GroBe in den sakularen Storungen des Merkurperihels bekannt, 
der durch die SWrungstheorie nicht erklart werden konnte; es wurden 
die mannigfachsten Hypothesen ersonnen, Um diese Diskrepanz zwischen 
Theorie und Beobachtung zu beseitigen 16). - Auf die von Schwarz
schild angegebene strenge Losung kommen wir in §§ 33, 34 zuriick. 

Wir sehen: so radikal die Umwalzung ist, welche die Einsteinsche 
Gravitationstheorie filr unsere Vorstellungen von Raum und Zeit bedeutet, 
so ~inzig sind die tatsachlichen Abweichungen, welche sie filr die be
obachtbaren Erscheinungen mit sich bringt. Die meBbaren unter ihnen 
haben sich bisher bestatigt. Ihre eigentliche Stiitze findet aber die Theorie 
zweifellos weniger in der Erfahrung als in ihrer eigenen inneren Folge
richtigkeit, durch welche . sie der klassischen Mechanik ganz erheblich 
iiberlegen ist, und darin, daB sie in einer die Vernunft aufs hochste be
friedigenden Weise das Ratsel der Relativitat der Bewegung und der Gra
vitation auf einen Schlag lOst. 

Nach der gleichen Methode wie filr den. Lichtstrahl konnen wir auch 
filr die Bewegung eines Massenpunktes im statischen: Gravitationsfeld ein 
nur die raumliche Bahnkurve betreffendes Minimalprinzip, das demFermat
schen der kiirzesten Ankunft entsprlcht, aufstellen. 1st der Parameter s 
die Eigenzeit, so wird 

Q= I, und 
• dt . J 

f - = const. = -
ds E 
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ist das Energieintegral. Jetzt benutzen wir das erste der beiden Variations
prinzipe (35) und verallgemeinern es wie oben in der Weise, daB wir die 
raumliche Bahnkurve unter Festhaltung ihrer Enden, Xo = t aber ganz 
beliebig variieren. Es lautet dann 

Urn die Eigenzeit zu eliminieren, dividieren wir die erste der Gleichungen 
(38) durch die ins Quadrat erhobene zweite; es kommt 

; {r-(~;n = E', 
wo 

U= ;2 -E". 
(40) liefert das Geschwindigkeitsgesetz, nach welchem der Massenpunkt 
seine Bahn durchmiBt. Variieren wir insbesondere so, da/3 auch die 
variierte Bahnkurve nach dem gleichen Gesetz mit der gleichen Konstante 
E durchlaufen wird, so folgt aus (39): 

oj~ = ojVr - (~~rdt= ojErdt, d. i. 

oj.rUdt= 0 

oder schlieJ3lich, indem wir dt durch das raumliche Bogenelement da 
ausdriicken und so die Zeit ganz eliminieren: 

ojr'Uda = o. 

Nachdem hieraus die Bahnkurve des Massenpunktes ermittelt ist, ergibt 
sich der zeitiiche Ablauf der in dieser Bahnkurve vonstatten gehenden 
Bewegung aus (40): 

da 
d t = ------= . rVU 

Fiir E = 0 kommen Wlr auf die Gesetze des Lichtstrahls zuriick. 

§ 32. Gravitationswellen. 
Es ist Einstein gelungen 1 7), unter der Voraussetzung, daJ3 das er

zeugende Energiefeld ~: unendlich schwach ist, die Gravitationsgleichungen 
allgemein zu integrieren. Die gik werden unter diesen Vmstanden bei 
geeigneter Wahl der Koordinaten sich von konstanten Werten ;ik nur 
urn unendlichkleine Betrage rik unterscheiden. Wir betrachten dann die 
Welt als eine .Euklidischec mitder metrischen Fundamentalform 

(41) iik dx;dxk 

und rik als die Komponenten eines symmetrischen Tensorfeldes 2. Stufe 
in dieser Welt. Die im folgenden auszufiihrenden Operationen sind immer 
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solche, denen die metrische Fundamentalform (41) zugrunde liegtj wir be
finden uns augenblicklich wieder auf dem Boden der speziellen Relativi
tatstheorie und schreiben nur die unendlichkleine Abweichung Yik, nicht 
aber den homogenen Untergrund gik des metrischen Feldes dem EinfiuB 
der Materie zu. Das Koordinatensystem denken wir uns als ein »normales c 

gewiihlt, so daB gik = 0 ist ftir i oF k und 
o 0 0 0 

goo = I, gIl =gu =g33 = - I. 

Xo ist die Zeit, X I X2 X3 sind Cartesische Raumkoordinatenj die Licht
geschwindigkeit ist = I genommen. 

Wir flihren die GroBen 
k k.tk i tfJi = Yi - YUi (y = ;'y •. ) 

ein und behaupten zuniichst, daB es keine Einschriinkung enthiilt, anzu
nehmen, es sei 

~ tfJr 
--=0. 
~Xk 

1st dies niimlich nicht von vornherein der Fall, so konnen wir das ge
wiihlte Koordinatensystem unendlich wenig so abiindern, daB (42) besteht. 
Die zum neuen Koordinatensystem x hiniiberflihrenden Transformations
formeln 

Xi = Xi + S"(xo Xl X2 X3) 

enthalten die unbekannten Funktionen Si, welche unendlichklein der gleichen 
GroBenordnung sind wie die y. Wir bekommen neue Koeffizienten gik, 
fUr die nach frUheren Formeln 

- i)S'" i)g" i)gik 
gik(x1 - gik(X) = gi .. -", - + gk,. -,. - + ~ g,. 

uXk UXi ux,. 

ist, also hier 

() _ () 0 Si 0 gk 
Yill X - Yik X = -", -+-",-, 

UXk UXi 

i) <:i 
y(x) - r(x) = ~ .. = E, 

i)Xi 
und es kommt 

'" k ",-k '" .... '" "'- "'_r:: ~_~=OSi+u..t:: ~_~=_u. 
i)xk i)xk OXi' i)xi 0 Xi ~Xi 

Dabei bedeutet 0 ftir eine beliebige Funktion f den Differentialoperator: 

i) (OR V) i)2f (i)2f i)2/ i)2/) 
0/= OXi g' i)Xk =b~ - i)x~+ OX:+OX; • 

Die gewiinschte Bedingung wird also im neuen Koordinatensystem reali
siert sein, wenn man die Sf aus den Gleichungen 

k 

o Si = OtjJi 
OXk 

bestimmt, die sich durch retardierte Potentiale lOsen lassen (vgl. Kap. III, 
S. 153). Dadurch ist dann das Koordinatensystem, wennman die 
linearen Lorentz-Transformationen frei gibt, nicht nur bis auf Unendlich-
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kleines I., sondern sogar 2. Ordnung genau festgelegt; es ist sehr be
merkenswert, daB eine solche invariante Normienmg maglich ist. 

Jetzt berechnen wir die Krlimmungskomponenten Rik; da die Feld-

graBen {i:} unendlichklein sind, kommt hier bei Beschrankung auf die 

Glieder 1. Ordnung: 

~ {ik} ~ {ir} R'k-- --
• - ~ xr r 0 Xk r . 

Es ist 

[ikJ = ~ (orir + Orkr _ Orik) , also 
r OXk OXi ox,. 

{ik} = ~ (ori + ~k __ g1',Orik) . 
r OXk OXi ox, 

Daraus ergibt sich, wenn wir die Gleichungen (42) oder 
k 

0ri or -
~Xk OXi 

heranziehen: 

Ebenso kommt 

Das Resultat ist 
Rik = - ~Drik' 

Infolgedessen gilt R = - 0 r und 

R~ - .!.o~ R = -'-.!.O "'~ 'Z 2 t. 2 "t'z' 

Die Gravitationsgleichungen aber lauten 

( ) IDle Tk 43 "2 lfi = - Xi, 

die sich sofort durch retardierte Potentiale integrieren lassen (vgl. S. 153; 
wir gebrauchen hier dieselben Bezeichnungen): 

vl= _!XT:(t- r) dV, 
2'lCr 

Jede Anderung der Materieverteilung bringt demnach eine Gravitations
wirkung hervor, die sich im Raum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. 
Schwingende Massen erzeugen Gravitationswellen. Freilich kommen in 
der yon uns zu liberblickenden Natur nirgendwo so starke Massen
schwingungen Yor, daB die daraus resultierenden Gravitationswellen der 
Beobachtung zuganglich sind. 

Die Gleichungen (43) entsprechen vollstandig den elektromagnetischen 

Dq/ = Si, 
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und wie die Potentialerpi des elektrischen Feldes der Nebenbedingung 
?Jrpi -- = 0 zu geniigen haben, weil der Strom sl diese Beziehung erfullt: 
?JXi 

?Jsi 
-=0, 
?Jx,' . 

so waren hier die Nebenbedingungen (42) fUr das System der Gravitations
potentiale til einzufUhren" weil sie fiir den Materietensor bestehen: 

?JTt 
--=0. 
?JXk 

1m materiefreien Raum konnen sich ebene Gravitationswellen fort
pflanzen; diese erhalten wir durch den analogen Allsatz wie in der Optik: 

k k ( .1--1/Ji = ai·e 110 ... 0+a ..... +112 ... 2+113 ... 3)'-'. 

Die at und at' sind Konstante; die letzteren geniigen der Bedingung 
aiai = o. ao = v ist die Frequenz der Schwingung, a. x. + a,.x.+ a3x3 = konst. 
sind die Ebenen konstanter Phase. Die Differentialgleichungen 0 tfJ~ = 0 

sind identisch erfiillt, die Nebenbedingungen (42) verlangen 
k alak = o. 

1st die x.-Achse die Fortschreitungsrichtung der Welle, so haben Wlr 

a,. = a3 = 0, 

und die Gleichungen (44) besagen 

ai = at oder aoi = - a,i. 

Es geniigt demnach, den Raumteil des konstanten symmetrischen Tensors a: 

an au a' 3 

a2 • a2 ,. all 3 

.a3• a32 a33 

anzugeben, da die a mit eineni Index 0 nach (45) sich aus diesem be
stimmen; der Raumteil aber unterliegt keiner Einschrankung. Er spaltet 
seinerseits nach der Fortschreitungsrichtung der Welle in drei Summanden: 

an 0 0 loa.,. a. 3 0 0 0 

o 0 0 + a21 0 0 + 0 au a,. 3 

o 0 0 a31 0 0 0 a32 a33 

Die Tensorschwingung laBt sich demnach in drei voneinander unabhiingige 
Bestandteile zerspalten: eine longitudinal-longitudinale, eine longit~dinal-
transversale und eine transversal-transversale Welle. - .. 

Von der naherungsweisen Integration der Gravitationsgleichungen hat 
H. Thirring zwei interessante Anwendungen gemacht'8). Er hat mit ihrer 
Hilfe den EinfluB der Rotation einer groBen schweren Hohlkugel auf die 
Bewegung von Massenpunkten in der Nahe des Kugelmittelpunktes unter
sucht und dabei, wie .zu erwarten war, eine Kraftwirkungvon der gleichen 
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Art wie die Zentrifugalkraft festgestellt. Daneben tritt aber noch eme 
Kraft auf, die nach dem gleichen Gesetz den Korper in die .i\.quator.:. 
ebene der Rotation hineinzuziehen sucht, wie die Zentrifugalkraft ihn von 
der Achse zu entfernen strebt. Zweitens hat er (zusammen mit J. Lense) 
den Einflul3 der Eigenrotation der Zentralkorper auf ihre Planeten bzw. 
Monde studiert; fUr den 5. Jupitermond erreicht die durch die Rotation 
des Jupiter hervorgerufene StOrung einen solchen Betrag, daB vieIleicht 
ein Vergleich mit der Beobachtung moglich ist. 

Nachdem wir in §§ 31, 32 uns mit der naherungsweisen Integration 
der Gravitationsgleichungen beschiiftigt haben, die durch Beschrankung 
auf die linearen Glieder zustande kommen, wollen wir jetzt versuchen, 
strenge Losungen zu ermitteln; dabei fassen wir aber nur die Gravitations
statik ins Auge. 

§ 33. Das statische kugelsymmetrische Feld im leeren Raum 1 9). 

Ftir ein statisches Gravitationsfeld ist 

ds~ =.r dx~ - da', 

wo da' eine positiv-definite quadratische Form der drei Raumvariablen 
X1X~X3 ist; die Lichtgeschwindigkeit f hangt gleichfalls nur von diesen 
abo Das Fe1d ist kugelsymmetrisch, wenn die Raumkoordinaten sich so 
wahlen lassen, wenn der wirkliche Raum sich auf einen mit einem Zen
trum 0 versehenen Cartesischen Bildraum so abbilden la.Bt, daB I) f als 
eine Funktion der im Bildraum gemessenen Entfernung 

r = Y x; + x: + x; 
des Aufpunktes yom Zentrum erscheint und 2) das lineare VergroBerungs-

verhaltnis dd a , Quotient der Lange d a eines Lienienelements und der 
ao 

Lange dao des korrespondierenden Linienelements im Cartesischen Bildraum 

(da~ = dx~ + dx: + dx;) , 
einen festen Wert hat fiir alle radial gesteIlten Liniene1emente dao im 
Bildraum, die sich in der gleichen Entfernung r vom Zentrum befinden, 
und ebenso fUr aIle tangential, senkrecht zu den Radien gestellten Linien
e1emente d a 0 in dieser Entfernung. Daraus folgt, daB d a' die Gestalt 
besitzen mu.B 
(46) k (dx: + dx: + dx;J + l(xt dX 1 + X. dx. + X3 dx 3 )', 

WO k und I Funktionen von r aIlein bedeuten. Denn diese beiden Funk
tionen gentigen, um fiir das radiale II und das tangentiale 1. Vergro.Berungs
verhaltnis irgend eine vorgegebene Abhangigkeit von r herauszubekommen: 

(::J 11= Yk + lr' , (:~)-L = Vk. 

Indem man tiber die Ma8skala fUr die Entfernung r geeignet verfiigt, kann 
man offenbar erreichen, da.B z. B. das tangentiale Vergro.Berungsverhaltnis, 
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daB k gleich I wird. Analytisch heiBt das: man kann, ohne die Normal
form (46) zu zersWren, die Raumkoordinaten Xi einer Transformation 

r* 
x~ == - Xi 

r 

unterwerfen, in welcher r* eine willktirliche monotone Funktion von r ist; 
durch geeignete Verfligung tiber diese Funktion erhalt man neue Koordi
naten xi, flir welche das tangentiale VergraBerungsverhaltnis = I wird 
(man braucht namlich nur r* = f dr Yk zu nehmen). Diese Normierung 
wollen wir hier unseren Rechnungen zugrunde legen. Wir haben dann also: 

ds'=j"(r)dt" - da", 
da 2 = (dx~ + dx~ + dx~) + I(r) (x, dx, + X2 dx. + X3 dX3)2 

oder mit den Bezeichnungen von § 3 I 

"/ik = - gik = Oik + IXiXk (i, k = 1,2,3)· 

Bezeichnen wir noch das radiale VergraBerungsverhaltnis mit It, so ist 

h" = 1+ Ir". 

Es soll jetzt dieses kuge1symmetrische Fe1d so bestimmt werden, daB es 
den homogenen Gravitationsgleichungen gentigt, welche dort ge1ten, wo die 
Energiedichte ~: verschwindet. Jene Gleichungen sind zusammengefaBt 
in dem Variationsprinzip 

oJ@dx= o. 

Wir werden so das Gravitationsjeld jinden, welclles ruhende Massen umgibt, 
die kugelsymmetrisch um ein Zentrum ver/eilt sind. Wir nutzen das Wirkungs
prinzip zunachst nur teilweise aus, indem wir annehmen, daB bei der 
Variation die zugrunde gelegte Normalform (48) des ds" nicht zerstart 
wird; statt alle 10 Komponenten gik unabhangig voneinander zu variieren, 
erteilen wir also nur den GraBen j und I unendlichkleine, nur von r ab
hangende Zuwachse. Bei solcher eingeschrankten Verwendung gentigt es, 
das Integral f@dx flir jene Normalform zu berechnen. Bedeutet der 
Akzent Ableitung nach r, so bekommen wir 

(\ rik , XIX .l> .l> -).- = I -,XiXk + I(UaiXk + UakXi) 
uX" r 

und daher 
[ ik] , X" , • .l> - a = 0: --;:- I XiXk + I Uik Xa (i, k, a = I, 2, 3i' 

Da aus 

wie man sich durch 

folgt, ist mithin 

3 

Xc< =:2 "/a{tX,1t 
{t=, 

Einsetzen tiberzeugt, 
I 

X" = h2Xa, 
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Es gentigt, die Berechnung von @ flir den Punkt X, = 1', X. = 0, X3 = ° 
durchzuflihren. An dieser Stelle sind von den eben berechneten Drei
indizes-Symbolen 

rII}={, {2/}=PI3}=~, 
alle tibrigen = 0. Von den ° enthaltenden Dreiindizes-Symbolen sind 
nach § 31 

{00}=1f' 
1 h 2 , 

aIle andern = 0. Von den gik sind die in der Hauptdiagonale stehenden 
(i = k) gleich 

10, - h 2 , - I, - I, 

die seitlichen (i =l= k) sind 0; ftir die in der Hauptdiagonale stehenden 
Elk findet man daher die Werte 

1 I 

12 , - h" - I, - I , 

flir die seitlichen 0. Die Definition (31) von @ liefert daher hier: 

_ 2_@= 

h' 

- I 

- I 

Vg 

{ °1° }( roO} + { 1/ }) - 2 {0o I} {Ol ° } 

rl I} (roO} + rll}) - {10°} roO} - r/} { \ I} 
{2/}( roO} + {\ I}) 
{3/}({loO}+{III}) . 

Die in der ersten und zweiten Zeile stehenden Glieder ergeben zusammen 

III diesem Produkt ist aber der zweite Faktor = 0. Da [§ 18, Gl. (60)J 

~ {I.i} = LI' ... - (LI = Vi= Itl), 
i=o z LI 

ist die Summe der III der dritten :und vierten Zeile stehenden Terme 

211' LI' 
-It" LI . 

Erstrecken wir das We1tintegral @ nach der Zeit Xo tiber ein festes Inter
vall, nach dem Raum tiber eine von zwei Kugelflachen begrenzte Schale, 
so lautet, da das Integrationselement 

dx = dxo • dQ· r 2 dr (dQ = raumlicher Winkel) 
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ist, die zu lOsende Variationsgleichung 

o/@r'dr = 0; 
also, wenn wlr 

setzen, 

ofwd'dr = o. 

Darin diirfen wir d und w als die unabhangig zu variierenden Funktionen 
betrachten. 

Indem wi! w variieren, ergibt sich 

d' = 0 , d = const. ; 

bei geeigneter Wahl der MaBeinheit der Zeit also 

d = hj= I. 
Partielle Integration liefert 

fWd' dr = [wd] -J dw' dr. 

Daher kommt, wenn wir d variieren, 

w' = 0, w = konst. = 2m. 

Aus der Definition von w und d = I folgt nunmeru 

2m 
j'=I-7' h' = ;.1. 

Man kann sich durch Einsetzen davon iiberzeugen, daB das so gewonnene 
Feld allen Gravitationsgleichungen geniigt. Doch fUhrt auch die folgende 
Uberlegung ohne Rechnung zu der Einsicht, daB die freie Variation aller 
10 Komponenten gik zu keinen weiteren Bedingungsgleichungen fUhrt. 
Zunachst hat nach § 3 I der in dem Ausdruck von . 

OJ@dx = - :fi@]ikOgikdX 

auftretende Kriimmungstensor Rz'k gleichfalls die statische Form: es ist 
Rio = 0 (fUr i = I, 2,3) und alle Komponenten sind unabhangig von Xo= t. 
Zweitens folgt aus der Invarianz des Tensorfeldes g,'k (i, k = I, 2, 3) gegen
iiber den Euklidischen Drehungen des Bildraums urn 0 die gleiche Invarianz
-eigenschaft fiir das eindeutig aus den gik bestiminte Tensorfeld Rik; d. h. 

Rz'k = KOik + LXiXk (i, k = I, 2, 3), 
'1lnd Roo, K, L hangen nur von r ab. Infolgedessen geniigt es, die 
Variation von j, k, I - in der Normalform (46) - vorzunehmen. Nimmt 
·man mit dem Bildraum eine unendlichkleine Deformation so vor, daB die 
Punkte auf der Kugel vom Radius r in radialer Richtung hiniiberwandern 
:auf die Kugel vom Radius r + or (or eine Funktion von r allein) , so 
wird jene Normalform nicht zersWrt, es erfahren nur j, k, I gewisse von 
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Or abhangige Anderungen of, 0 k, 0 I. FUr diese aber ist, wenn 0 r nur 
in einem endliehen Intervall des Radius r von 0 versehieden ist, stets 

weil Reine Invariante ist. Infolgedessen genUgt es, unter der Ein
sehriinkung 0 k = 0 zu variieren. 

Wir haben unsere Aufgabe also vollstiindig gelOst. Die MaIileinheit 
der Zeit wurde so gewahlt, daIil die Liehtgesehwindigkeit im Unendliehen 
= I ist. Die GroIile m von der Dimension einer Lange bezeiehnen wir 
als den Cravitationsradius der das Feld erzeugenden Mass~n; sie miIilt 
die Intensitat der von diesen Massen ausgehenden StOrung des metrisehen 
Feldes. Wahlen wir em und sec als MaIileinheiten, so wird die Lieht
gesehwindigkeit fern von den stOrenden Massen nieht = I, sondern = c; 
dann mUssen wir in unseren Formelnf dureh cf ersetzen. In Entfernungen r, 
die groIil sind gegeniiber m, ist 

(/) 
cf= c+-, 

c 

Mit der in dem Newtonsehen Gesetz 
M 

Gravitationspotential (/) = - -
r 

auftretenden GroIile M hangt unser m also dureh die Gleiehung zusammen: 
M = c2 m. Die Beobaehtung der Gestirnbewegungen gestattet nur, auf 
die Werte dieser .gravitationsfeld-erzeugenden Masse- Moder m zu 
sehlieIilen; z. B. ist fUr die Sonne m ungefahr = 1,47 km, fUr die Erde 
m = 5 mm. Um aber dem Prinzip zu geniigen, daIil die von einem 
Korper I auf einen Korper 2 ausgeiibte Gravitationskraft derjenigen gleieh 
ist, mit welcher 2 auf I wirkt (Gleiehheit von Aktio und Reaktio), setzte 
Newton hypothetiseh die GroIile M der tragen Masse proportional. In § 37 
werden wir allgemein auf Grund der Einsteinsehen Theorie den Zu
sammenhang der gravitationsfeld - erzeugenden mit der tragen Masse fest
stellen. - Da f2 nicht negativ werden kann, zeigt sieh iibrigens, daIil bei 
Verwendung der hier eingefUhrten Koordinaten fUr das von Materie freie 
Raumgebiet iiberall r > 2 m sein muIil. 

Statt der eben zugrunde gelegten Normierung des Bildraumes durch 
die Bedingung: tangentiales Vergro.6erungsverhiiltnis = I, ist es zuweilen 
zweekma.6ig, andere Normierungen zu verwenden. Besonders einfaeh ist 
die Normierung 1= 0: der wirkliehe Rauill erseheint dann konform auf 
den Cartesisehen Bildraum bezogen, das tangentiale VergroIilerungsverhaltnis 
ist gleieh dem radialen. Fiir die :0 Umnormierung« (47) ist offenbar 

( dao ) dr 
da: II = dr* , 
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Entspricht der x-Raum unserer alten Normierung 

(::JII=h(r), (:~)-L = I, 

SO gelangen Wir also zum konformen Cartesischen Bildraum mit den 
Koordinaten x*, wenn wir dafiir sorgen, daB 

dr r 
h(r) dr* = r* 

wird. Das liefert, auf (49) angewendet, die Differentialgleichung 
dr dr* 

~=:==== = -*-; 
Yr(r-2m) r 

die Integration ergibt 

~-m~ = -;-(ar* + a:*)· 

Damit im Unendlichen das VergroBerungsverhiiltnis = I bleibt, wahlen wir 
2 

die Konstante a (d. i. die Ma.I3einheit fiir die neue Entfernung r*) =
m 

und erhalten 
m 2 

r = r* + m + --* , 
4r 

f"=r-2m 
r 

~=(I+ In __ )', 
r* 2 r* 

(r* - m/2)2 
r* +m/2 

Damit wird im neuen Koordinatensystem, wenn wir den Sternakzent wieder 
fortlassen, 

das lineare Vergro!lerungsverhiiltnis h = ddtJ = (I + ~)" 
tJo 2r 

1 -m/2r 
und die Lichtgeschwindigkeit. . .. f - . . - I+m/2r 

Bringt man einen unendlichkleinen starren Ma!lstab an verschiedene 
StelIen des unser Massenzentrum umgebenden Gravitationsfeldes, so kommt 
ihm immer die gleiche Lange d tJ zu. Denn wir hatten die Metrik nach 
Einstein mit Hilfe der MaBstabe und Uhren physikalisch dejiniert; d tJ ist 
die Brefte des Weltstreifens, welchen der ruhende Ma!lstab beschreibt, 
ausgemessen mit der metrischen Grundform ds' senkrecht zur Streifen
rich tung. Die auf die direkten Ma!langaben starrer Stabe gegriindete 
»natiirliche Geometriec ist in der Umgebung einer Masse also nicht die 
Euklidische, sondern weicht von ihr in der aus unseren Formeln ersicht
lichen Weise abo Freilich ist es moglich, diesen Sachverhalt auch folgender
maBen darzustelIen: In Wahrheit gilt die Euklidische Geometrie; das 
Gravitationsfeld wirkt aber auf die Ma!lstabe so ein, daB ein radial ge
stelIter MaBstab, der sich in der (wahren) Entfernung r yom Gravitations
zentrum befindet, eine Kontraktion im Verhiiltnis 

VI- 2~: I 
r 
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erfahrt, wahrend an einem tangential, senkrecht zu den Radien gestellten 
Ma.J3stab das Gravitationsfeld keine Langenanderung hervorruft. Dann ist 
nicht da, sondern das (unserer ersten Normierung entsprechende) dao die 
wahre Lange eines Stabcbens, und darum gilt nach Anbringung der durch 
die Kontraktion bedingten Korrektur die Euklidische Geometrie. - Messen 
wir eine ungleichformig erwarmte Platte, die sich in stationarem Temperatur
zustand befindet, mit Hilfe von ruhenden MaJ3staben aus, die an jeder 
Stelle der Platte im Warmegleichgewicbt die dort herrschende Temperatur 
angenommen haben, so konstatieren wir abnliche (iibrigens weit erheblichere) 
Abweichungen der »natiirlichen Geometriec von der Euklidischen wie im 
Gravitationsfe1d. Trotzdem behauptet niemand, daJ3 auf der Platte die 
Euklidische Geometrie nicht gelte, sondern man scbreibt diese Abweichungen 
der Warmeausdehnung der benutzten MaJ3stabe zu. 1st es nicht aucb im 
Falle des Gravitationsfeldes viel einfacher und verniinftiger, die Euklidische 
Geometrie beizubehalten und anzunehmen, da.J3 die Ma.J3stabe im Gravitations
feld sicb kontrahieren? GewiJ3 ist eine solche Schilderung des Sachverhalts 
moglich. Aber - auch abgesehen davon, daJ3aufderungleicbmaJ3ig erwarmten 
Platte die Kontraktion yom Material abhangig ist, aus dem die Stabe her
gestellt sind, ini Gravitationsfeld dagegen nicht - es ist ein wichtiger Unter
schied vorhanden. 1m Gravitationsfeld konnen wir, unserer zweiten Normie
rung entsprechend, die Euklidische Geometrie auch dadurch retten, da.J3 wir 
annehmen, alle Ma.J3stabe, die tangential wie die radial gestellten, erfabren 
in der Entfernung r yom Gravitationszentrum die Kontraktion (I + m/2 r)·. 
So gibt es hier offenbar unendlichviele gleichmogliche und gleichberechtigte 
Vorschriften zur Korrektur der an den MaJ3staben direkt abgelesenen Langen, 
deren jede zur Euklidischen als der wahren Geometrie fiihrt; kein Anhalts
punkt ist da, um eine von ihnen im Gegensatz zu allen anderen als die 
allein richtige auszuwahlen. Nur durch Sanktion eines reinen Willkiiraktes 
konnte das geschehen; die Einsteinsche Auffassung vermeidet es, ein solches 
zugleich willkiirliches und iiberfliissiges Element in die Beschreibung der 
konkret vorliegenden Verhaltnisse hineinzutragen. Ganz anders im Falle 
des Temperaturfeldes: da haben wir eine einzige physikalisch absolut aus
gezeicbnete Korrekturvorschrift, die Reduktion auf konstante Temperatur. 

Um uns die Abweichungen von der Euklidischen Geometrie in der 
Nahe eines Massenzentrums anschaulich zu machen, geniigt es, eine durch 
das Zentrum hindurchgehende Ebene ins Auge zu fassen; wir konstruieren 
eine Rotationsflache im Euklidischen Raum, auf welcher die gleichen Ma.J3-
verhaltnisse statthaben wie in einer solchen Ebene. Seien XI X. z Cartesische 
Koordinaten im Euklidischen Raum, die z-Achse die Rotationsachse der 
gesuchten Flache, r der Abstand eines willkiirlichen Punktes von der z-Achse 
und z = F(r) die Gleichung der Flache. Bilden wir sie auf die xlx.-Ebene 
durch orthogonale Projektion ab, so ist offenbar das tangentiale Ver
groJ3erungsverhaltnis = I, und das radiale h berechnet sich aus 

• (dZ)' h = 1+ dr . 
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Um Ubereinstimmung mit (49) zu erzielen, mlissen wir F(r) so annehmen, 
daB 

tis , -V 2 m -= F (r) = -----
dr r- 2m 

wird; das liefert 
z = F(r) = V8 mF=211lJ: 

Die Geometrie in jener Ebene is! also die gleiche, wie sie tm Euklidischen 
Raum auf der Rotationsjliiche einer Parabel 

z = V8m(r =-~mj 
gilt. 

Wir gehen zu dem Fall liber, daB die kugelsymmetrisch um ein 
Zentrum 0 verteilten Massen elektrisch geladen sind; natlirlich soIl die 
Ladungsverteilung gleichfalls kugelsymmetrisch sein. 

Eine geladene Kugel erzeugt autler dem kugelsymmetrischen Gravi
tationsfeld auch ein ebensolches elektrostatisches Feld; da sich beide 
Felder gegenseitig beeinflussen, konnen sie nur simultan bestimmt werden 20). 
In dem von Massen und Ladungen freien Gebiet lautet das Integral, 
das flir den Gleichgewichtszustand einen stationaren Wert annimmt: 

If ' x cpl"y"} l wd - 2 ---:1- dr. 

Die Bezeichnungen sind dieselben wie oben) (f ist das elektrostatische 
Potential. Als Wirkungsfunktion des elektrischen Feldes ist gemaB der 
klassischen Theorie das Quadrat des Feldbetrages zugrunde gelegt. Die 
Variation von w ergibt, ebenso wie im ladungslosen Fall, 

d'=o, 

Variation von rp aber: 

d = con st. = I , 

!L (y2 cpl) = ° 
dy d und daraus (50) 

e cp=-;:' 
Flir das elektrostatische Potential erhiilt man demnach die gleiche Formel 
wie ohne Beriicksichtigung der Gravitation; die Konstante 471: e ist die das 
Feld erzeugende elektrische Ladung. Variiert man endlich d, so kommt 

und daraus 

(50) 
x e' 

w=2m--;-y' 
I • 2 m x e' 

h' = f = I - ---;:- + 2 r" 

Die Konstante 111 werden wir wieder als Gravitationsradius des Zentral
korpers bezeichnen. Das elektrische Zusatzglied, das in dieser Formel 
auftritt, rlihrt her von der gravitierenden Wirkung der elektrischen Feld
energie. 

Weyl, Ranm, Zeit, Materie. 5. Anfi. 17 
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§ 34. Lichtstrahlen und Planet en im Gravitationsfeld der Sonne. 

Unsere Formeln (49) oder (49*) wenden wir insbesondere auf das 
Gravitationsjeld der Sonne an. Urn die Ablenkung eines an der Sonne 
vorbeigehenden Lichtstrahls zu berechnen, ist es am zweckmaBigsten, die 
konjorme Abbildung auf einen Cartesischen Bildraum, Formel (49*), zu
grunde zu legen. Die Lichtbahn ist dann dadurch charakterisiert, daB 
sie· dem Integral 

emen stationaren Wert erteilt, wo 

11 = ; = (I + m/up: (1 - 1nj2r) 

gesetzt ist; Das Gravitationsjeld 7£Jirkt danach genau so auj die Licht
strahl en wie ein die Sonm umgebendes brechmdes Medium, dessen Brechullgs
exponent n nach dem eben angegebenen Gesetz mit dem Abstand r von der 
Sonne variiert. Da auf allen Teilen der Lichtbahn der Abstand r vom 
Sonnenmitte1punkt sehr groB ist gegeniiber 1ll, konnen wir mit hinreichender 
Annaherung schreiben: 

2111 
n= I +_. 

r ' 

Der Ablenkungseffekt riihrt, wie man sieht, zur Halfte her von dem EinfluB 
des Gravitationszentrums auf die Lichtgeschwindigkeit (oder das statische 
Gravitationspotential) j, zur Halfte von seinem EinfluB auf die Raum
geometrie (auf h). Berechnet man die Bahn des Lichtstrahls nach der 
Newtonschen Theorie unter Beriicksichtigung der Schwere des Lichts, 
namlich als die Bahn eines Korpers, der im Unendlichen die Licht
geschwindigkeit c besitzt, so tritt nur der erste Teil des Effektes auf, 
und darum liefert das Newtonsche Attraktionsgesetz eine halb so groBe 
Ablenkung wie das Einsteinsche. Das Wirkungsprinzip fiir einen Korper, 
der sich unter dem EinfluB eines Potentials (j) bewegt und dessen Ge
schwindigkeit im Unendlichen, wo (/) verschwindet, = c ist, lautet in der 
Tat nach der Newtonschen Mechanik 

ofl/~-=- 2C~' da o = o. 

Wiederum ist es ein Integral von der Form fn dao ' das zum Extremum 
gemacht werden solI; nur ist diesmal 

2 2(/) 2m 
1Z = I - -c. = I + -- . 

r 

Bestatigt sich der Einsteinsche Wert in der Erfahrung, so ist das also em 
Be1eg dafiir, daB die gravitierende Masse in der von Einstein behaupteten 
Weise auf das MaBfeld des sie umgebenden Raumes wirkt. 
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Um jetzt die Bahn des Lichtes wirklich zu bestimmen, setzen wir 
einen Augenblick d(J = ndao ; es handelt sich dann um die zu der 
quadratischen Form d (J 2 = It 2 d (J~ gehorigen geodatischen Linien. Ihre 
Differentialgleichungen lauten 

r£ (n2 {IXi) = ~ on 2 . ~ (dxa)2 
da da 2 OX; a da 

oder 

d (dXi) on tin Xl 
d7i;, n dl50 = OX~ = tir .;: . 

Man erhalt daraus in bekannter Weise die drei Gleichungen, welche den 
»Flachensatz« enthalten: 

... , n (XI dX2 _ X dXI ) = const. 
duo 2 duo 

Aus ihnen geht hervor, daB der Lichtstrahl in einer Ebene liegt, die wir 
zur Koordinatenebene X3 = 0 wahlen konnen. Fiihren wlr in ihr Polar
koordinaten 1', (p em, so lautet die Flachengleichung 

2 d(fJ R nr _r_ = const. = 
dao 

oder 

Benutzen wir statt r die reziproke Entfernung e = ,so kommt 
r 

(5 I) (de)' , n 2 

dcp+e=R'· 

Da im Unendlichen n = list, bedeutet R den Abstand der beiden 
Asymptoten des Lichtstrahls yom Sonnenmittelpunkt oder die • scheinbare 
Entfernung« des Licht aussendenden Sternes von 0 (denn bei einer 
beliebigen Kurve wird der Asymptotenabstand yom Ursprung gegeben 

durch den Wert von dcp flir e = 0). Nach der Newtonschen Theorie ist de 
streng, nach der Einsteinschen mit hinreichender Annaherung 

lt2 = I + ae; a = 2m (Newton), C! = 411Z (Einstein). 

Nach (5 I) beschreibt unter diesen Umstanden das Licht eine Hyperbel, 

und als Ablenkungswinkel ergibt sich leicht der Wert ~. Er ist dem

nach umgekehrt proportional der Entfernung R des Sternes yom Sonnen
mittelpunkt und nach Einstein doppelt so groB wie nach Newton. Die 
Beobachtungen von Sobral und Principe entscheiden die Frage deutlich 
zugunsten von Einstein gegen Newton. 

Um die Planetenbewegung im Gravitationsfeld zu berechnen, verwenden 
wir die erste Normierung und aIle ihr entsprechenden Bezeichnungen von 
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§ 33. Der Planet beschreibt eine geodatische Weltlinie. Von deren vier 
Gleichungen 

~2Xi+ {Cltf} dXa dXI~ = 0 

ds 2 i ds ds 

liefert die dem Index i = 0 entsprechende im statischen Gravitationsfeld, 
wie wir oben sahen, das Energieintegral 

oder, da 

dx 
/. __ 0 = const. 

ds 

(t~ds° r = I + ( ~;r 

f[I +(~~rJ = const. 

Die den Indizes i = I, 2, 3 entsprechenden Gleichungen liefern flir ein 
kugelsymmetrisches Feld, wie die in § 33 angegebenen Werte der Drei
indizes-Symbole ohne wei teres erkennen lassen, die Proportion 

d2xI . d 2x • . d2X3 .. 
ds2 . ds2 . ds. = XI 'X2 ,X3 

und damit den Flachensatz: 
dx dXI 

XI -' - x. -d = con st. ds s 

Gegenliber der Newtonschen Theorie besteht hinsichtlich dieses Satzes nur 
der Unterschied, daB nicht nach der kosmischen Zeit, sondern der Eigen
zeit s des Planeten differentiiert werden muB. Wegen des Flachensatzes 
erfolgt die Bewegung in einer Ebene, die wir zur Koordinatenebene X3 = 0 

wahlen konnen. Flihren wir in ihr Polarkoordinaten ein: 

XI = r cos,! ' 
so lautet das Flachenintegral 

x. = r sinrp , 

(52) 2 drp 
r _. = canst. = b. 

ds 

Flir das Energieintegral aber kommt, da 

du· = It 2dr" + r2 drp2 ist: 

2 { 2 (dr)2 2 (dCP)2} 
/ .1 + II ds + r ds- = con st. 

Wegen / It = I folgt durch Einsetzen des Wertes von /2 

2 m (dr)2 (drp)2 --+ . - + r(r·- 2 m) . __ . - = - E = const. 
r ds ds 

Diese Gleichung zeigt gegenliber der Energiegleichung in der Newtonschen 
Theorie nur den einen Unterschied, daB im letzten Gliede links der eine 
Faktor r durch r - 2 m ersetzt ist. 
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Die weitere Behandlung geschieht genau wie in der Newtonschen 

Theorie. Wir setzeil ~ aus (52) in (53) ein: 

('I.':). _ 2m _ E _ b2(r~ 2m) 
ds - r r 3 ' 

. I 
oder statt r die rezlproke Entfernung (I =- benutzend, 

r 

('~(I_)2= 21110 _ E _ b2n'(I _ 211l0) 
o'ds ' <; , • , 

Wollen wir die Planetenbahn errnitteln, so elirninieren wir die Eigenzeit, 
indern wir diese Gleichung durch die quadrierte Gleichung (52) dividieren: 

( d(l)· 2m E 2 

dIp =P(l-b.-(I + 217Z(l3. 

In der Newtonschen Theorie fehIt das letzte Glied rechts. Flir die 
nurnerischen VerhaItnisse, die bei einern Planeten vorliegen, hat das 
Polynorn 3. Grades in (I auf der rechten Seite drei positive Wurzeln 
r!o > (I, > fl. und ist also 

= 2m((lo - (1)((1, - (1)((1 - (I.); 

(I bewegt sich zwischen (I, und fl.. Die Wurzel flo ist sehr groB gegen
tiber den beiden andern. Wir set zen wie in der Newtonschen Theorie 

I 
= alI - e), 

flI 

I 
-=a(r +e) 
r!, 

und nennen a die halbe groSe Achse und e die Exzentrizitat; dann ist 

2 

(II + (I. =a( r --=~2T . 
Vergleichen WII die Koeffizienten von (!' rniteinander, so kornrnt 

If' drlickt sich durch (! rnittels eines elliptischen Integrals r. Gattung aus, 
daher ist fl urngekehrt eine elliptische Funktion von IT. Die Bewegung 
hat genau den gleichen Typus wie die des spharischen Pendels. Urn ein
fache Naherungsforrneln Zll finden, rnachen wir die gleiche Substitution, 
wie sie zur Bestirnrnung der Keplerschen Bahnellipse in der Newtonschen 
Theorie benutzt wird: 

(! _ I?I+ ~ = €~.=..~, cosO. 
2 2 

Dann ist 
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Das Perihel ist eharakterisiert dureh die Werte 0 = 0, 2%, ... ; der 
Zuwachs des Azimuts p fiir einen vollen Umlauf von Perihel zu Perihel 
wird also dureh das obige Integral, genommen in den Grenzen von 0 

bis 2 %, geliefert. Mit bei weitem ausreiehender Genauigkeit ist er 

21C 

denn entwiekelt man den Integranden naeh Potenzen der kleinen GroBe 

((1, - (12) cos 0 
2(10 - ((1, + (12) , 

so versehwindet bei der Integration der Beitrag der ersten Potenz, wegen 
2Jl 

}'cos 0 . dO = 0 • 
o 

Wir finden aber 

(10 - (II ~ (12 = ((10 + (1, + (12) - ~((1, + (12) = ;~ - ~(~3 e2)' 

Infolgedessen ist jener Zuwaehs 

V~ _2=~6ii-_~~' 2% {I + a-d~e2)} 
a(r - e2 ) 

und das Vorrucken des Perihels pro Bahnumlauf 

6nm 
a r~7)' 

m, der Gravitationsradius der Sonne, kann naeh dem dritten Keplersehen 
Gesetz noeh dureh die Umlaufszeit T des Planeten und die halbe groBe 
Aehse a ausgedriiekt werden: 

Einen mit den feinen astronomisehen Beobaehtungsmitteln sic her kon
statierbaren Betrag erreieht dieses Vorriieken des Perihels nur flir den 
sonnennaehsten Planeten, den Merkur 2I). -- Aus der Formel (54) kann 
man natiirlieh aueh von neuem die Ablenkung eines Liehtstrahls bereehnen. 

§ 35. Weitere strenge Losungen des statischen Gravitations
problems. 

Das im Innern massiver Korper herrsehende Gmvitationsfeld ist naeh 
der Einsteinsehen Theorie erst bestimmt, wenn die dynamisehe Kon
stitution der Korper vollstandig bekannt ist; in den Gravitationsgleiehungen 
sind ja die meehanisehen, also im statisehen Fall die Gleiehgewiehts
bedingungen mit enthalten. Die einfaehsten Verhaltnisse, welehe wir ins 
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Auge fassen konnen, liegen vor, wenn die Korper aus einer homogenen 
inkompressiblen Flussigkeit bestehen. Der Energietensor einer Fliissigkeit, 
auf we1che keine Volumkrafte wirken, wird nach § 27 durch die Gleichungen 
geliefert 

Tik = !t*UiUk - pg.e, 
in denen die Ui die kovarianten Komponenten der Weltrichtung der 
Materie sind (UiUi = I), der Skalar p den Druck bedeutet und !t* sich aus 
der konstanten Dichte flo durch die Gleichung !t* = flo + P bestimmt. 
Wir flihren die GroBen 

,U*Ui = Vi 

als Unabhangige ein und setzen 

I --. 
L = --= 53 = flo - V Vi V' • 

Jig 
Dann ist, wenn WIr nur die gik variieren, hingegen die Vi nicht: 

(HI = - ~ ~i"ogik. 

Foiglich konnen wir die Gravitationsgleichungen in die auf diese Art der 
Variation sich beziehende Formel zusammenfassen 

(),f(x, 53 + @)dx = o. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB dieses Prinzip, wenn in ibm die Vi als 
Unabhiingige variiert werden, nicht die richtigen hydrodynamischen Glei

Vi 
chungen ergibt (statt dessen kame-___ : = 0, womit nun gar nichts an-

YViV' 

zufangen ist). Diese, d. s. die ErhaItu~gssatze flir Energie und Impuls, 
sind ja aber bereits in den Gravitationsgleichungen mitenthaIten. 

1m statischen Fall ist v, = v2 = V3 =~o und aile GroBen sind unab
hangig von der Zeit; wir setzen Vo = V und verwenden das Variations
zeichen 0 in dem gleichen Sinne wie in § 30 flir eine Anderung, die 
durch infinitesimale Deformation hervorgerufen wird, wobei wir uns aber 
auf eine rein raumliche Verschiebung beschranken. Dann ist 

wobei ov nichts anderes bedeutet als den Unterschied von v an zwei 
Raumstellen, die durch die infinitesimale Verschiebung auseinander her
vorgehen. Indem wir jetzt den SchluB, durch den wir in. § 30 den 
Energieimpulssatz gewannen, umkehren, folgern wir aus der Giiltigkeit 
jenes Gesetzes, d. i. 

.!~i"Ogik·dx = 0, 

und der Gleichung, we1che die invariante Natur des Weltintegrals von £ 
zum Ausdruck bringt: 

!O£.dx=o, 
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daB Jv = 0 ist. Und das bedeutet, daB v in eimm zusal1Z11lenhii1zgemien, 
von Flussigkeit erjullten Rau11lgebiet einelZ kOlZstanten Wert besitzt. Das 
Energiegesetz ist identisch erfUllt, und das Impulsgesetz dl'iickt sich am 
einfachsten in diesel' Tatsache aus. 

Eine einzige im Gleichgewicht befindliche FlUssigkeitsmasse wil'd hin
sichtlich Massenvel'teilung und Feld Kugelsymmetrie besitzen. Speziali
sieren wir auf diesen Fall, so haben wir fiir ds 2 den gleichen, die drei 
unbekannten Funktionen k, I, j enthaltenden Ansatz zu mach en wie zu 
Beginn des § 33. Setzen wir von vornherein k = I, so entgeht uns 
diejenige Gleichung, welche dnrch Variation von k entspringt. Fiir sie 
ist offenbar jene. Gleichung ein voller Ersatz, welche die Invarianz der 
WirkungsgroBe bei infinitesimaler raumlicher Verschiebung in radialer Rich
tung aussagt, d. h. der Impulssatz ZI = const. Das zu 16sende Variations
problem lautet jetzt 

J!{d'w + zr2!lod - zr 2 vlz}dr = 0; 
dabei sind d und II zu variiren, 

wist = (I - ~) r. 
112 

Beginnen wlr mit der Variation von d; es kommt 

7U = Z.Llo 1'3 

3 ' 

Die Fliissigkeitskugel habe den Radius r = 1'0' Wir sehen, daB er notwenclig 

<a=V- 3 
Z!lo 

bleiben muB. Fiir eine Wasserkugel ist jene obere Grenze beispielsweise 
4 . 10 8 km = 22 Lichtminuten. AuBerhalb der Kugel gelten unsere friiheren 
Formeln, insbesondere ist dort 

I 2m 
h 2 = 1-7' 

Die Grenzbedingungen verlangen, daB II und j stetig tiber die Kugel
oberf1ache hintibergehen und der Druck p daselbst verschwindet. Aus 
der Stetigkeit von II ergibt sich zunachst fUr den Gravitationsradius m 
der Fltissigkeitskugel 

Die zwischen 1'0 und /'0 bestehende Ungleichung zeigt, daB der Radius 1'0 

groBer sein muB als 2 l1Z. Bevor wir also, aus dem Unendlichen kommend, 
an die fruher erwahnte singulare Kugel r = 2 m gelangen, geraten wlr 111 

die FlUssigkeit hinein, und in ihr gelten andere Gesetze. Da 
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eine Konstante ist und an der KugeloberfHiche den Wert ~e annimm t, 
he 

wo Ito. den aus (55) zu entnehmenden Wert von h daselbst bedeutet, so 
ist im ganzen Innern 

(57 ) v = Clle+p)f= 
lIo 
lIe 

Die Variation von II liefert 

2d' 
h3- + zrv = o. 

Da aus (55) 
h' = zPo r 
h 3 3 

{olgt, findet man so fort 
"V 

d =~) - II + konst. 
2/'0. 

Zieht man noch den Wert (57) der Konstanten ZI heran und ermittelt 
den Wert der auftretenden Integrationskonstanten durch die Randbedingung 
d = I auf der Kugeloberfiache, so kommt 

Endlich ergibt sich aus (57) jetzt 

lie - II I 
3h - he I· 

Damit sind die metrische Fundamentalform des Raumes 

(58) d Z = (d 2 + d 2 + d.) (X, dx, + x 2 dx. +X3 dx.Y 
(j X, X. X3 + 2 2 , a -r 

das Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit, j, und das Druck
feld p bestimmt. 

Fiihren wir im Raum eine iiberschiissige Koordinate 

z=Va 2 -r2 

ein, so ist 

( 59) 
darum 

X,dx,+x2 dx2 +x3 dx3 +zdz= 0, 

und (58) verwandelt sich in 
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Im ganzen Innern der Flitssigkeitskugel giit die riiztmliche sphiirische Geo
metrie, nii11l1ich tiieselbe wie auf der »Splliire« (59) im z;ierdimensionalen 
Eztklidisclzen Raum mit den Cartesischen Koordinaten XI X 2 X3 z. Die Fliissig
keit bedeckt eine Kalotte dieser Sphare; der Druck in ihr ist eine lineare 
gebrochene Funktion der »vertikalen Rohe« z auf der Sphare: 

p 
,(/0 3zo - z 

Ubrigens geht aus cler Formel noch hervor, da der Druck p nicht auf 
einer Breitenkugel z = konst. durchs Unendliche hindurch von positiven 
zu negativen Werten iibergehen darf, daB 3Zo > a sein muB, und die 
oben gefunclene Schranke a flir den Radius der Fliissigkeitskugel ver-

zaVz 
kleinert sich dementsprechend auf --" . 

3 
Diese Ergebnisse iiber die Fliissigkeitskugel sind zuerst von Schwarz

schild gewonnen worden"). Nachdem die wichtigsten Falle des kugel
~ymmetrischen statischen Gravitationsfeldes erledigt waren, gelang es dem 
Verfasser, das allgemeinere Problem des rotations-(zylinder-)s}1llmetrischen 
statischen Feldes zu Ibsen '3). Wie sich aus den Gravitationsgleichungen 
ergibt, laBt sich in cliesem Falle der metrischen Fundamentalform, unter 
Einflihrung gewisser Raumkoordinaten r, 0, z, der kanonisclte11 Zylinder
koordinate71, die folgende Gestalt geben: 

, 2' • 2 2 (' 2) r' dO' 
ds = f dt - d(J , d(J = II dr + dz + ---.-

f ° ist ein Winkel, der mod. 2 n zu nehmen ist; d. h. Werten von 0, 
welche sich urn ganzzahlige Vielfache von z lC unterscheiden, entspricht 
derselbe Punkt. Auf der Rotationsachse wird r = o. h und f sind 
Funktionen von r und z. Wir bilden den wirklichen Raum auf einen 
Euklidischen ab, in welchem r,O,z Zylinderkoordinaten sind. Das kano
nische Koordinatensystem ist eindeutig bestimmt bis auf eine Verschiebung 
in Richtung der Rotationsachse: z' = z + konst. Wenn h = f = list, 
stimmt d (J' mit der metrischen Grundform des Euklidischen Bildraums 
iiberein. Das Gravitationsproblem kann in ebenso einfacher Weise wie 
nach der Newtonschen Theorie geIbst werden, wenn die Massenverteilung 
im kanonischen Koordinatensystem bekannt ist. Ubertragt man namlich 
die Massen in unsern Bildraum, d. h. bringt in ihm eine solche Massen
verteilung an, daB die in irgend einem Stiick des wirklichen Raums ent
haltene Masse gleich der Masse in dem lkorrespondierenden Stiick des 
Bildraums ist, und ist dann (f) das Newtonsche Potential dieser Massen
verteilung im Euklidischen Bildraum, so gilt einfach 19 f = (j). Die 
andere unbekannte Funktion II = ei bestimmt sich, wie Levi-Civita 24) 
bemerkt hat, aus dem Differential 

dy = 2 o,? ~W tiz + r {(OW)' _ (OW)'} til'. or oz or oz " 
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das wegen der Gliltigkeit der Potentialgleichung d (j) = 0 ein totales 
Differential ist. Nun ist aber von vomherein klar, daB mehrere urn eine 
Achse zylindersymmetrisch verteilte Korper zufolge der Gravitations
anziehung nicht in Ruhe bleiben werden, wenn sie nicht durch stlitzende 
Spannungen festgehalten werden. Ein zylindersymmetrisches System von 
Spannungen besteht aus einer azimutalen Hauptspannung und zwei zu
einander senkrechten Hauptspannungen in der Meredianebene, die aIle 
von dem Azimut f) unabhangig sind. Sollen trotz der vorhandenen 
Spannungen die kanonischen Zylinderkoordinaten existieren, so mlissen 
die beiden Hauptspannungen in der Meridianebene einander entgegen
gesetzt gleich sein. Ich konnte beweisen: wie auch im iibrigen diese 
Spannungen angenommen sein mogen, immer hind em sie die Korper mit 
der gleichen, in Richtung der Achse wirkenden Kraft f{ der Gravitations
anziehung zu fc1lgen; dieses f{, welches gegeben ist aIs der FluB des 
Spannungsfe1des durch eine die Korper voneinander trennende FHiche, 
darf man daher mit einigem physikalischen Grund aIs die Gravita#ons
kraft bezeichnen, mit der siclt die f{ijrper anzieltetl. Rechnungen von 
R. Bach '5) ergaben den Wert dieser Kraft flir zwei Massenpunkte mit den 
Gravitationsradien m und 111', die im kanonischen Bildraum den Abstand 
2 d besitzen, zu: 

f{- 2C'lt l (d+11l)(d+~') 
- :it g d(d+m+m') . 

Sind 1It und lIl' klein gegeniiber d, so kommt, wie zu erwarten, in erster 
Annaherung der Newtonsche Wert 

8ltc' m11l' 
~·(2d)'· 

Die physikalische Bedeutung dieses Resultats wird man nicht iibertreiben 
diirfen; flir die Losung des wir)clichen Zweikorperproblems, die Be
stimmung der Bewegung zweier sich anziehender schwerer Massen, ist 
damit nichts gewonnen. 

Eine Reihe weiterer schoner Untersuchungen iiber statische Gravitations
probleme riihrt von Levi-Civita her '4). Seine Schiiler haben neben dem 
statischen genauer auch den »stationarenc Fall studiert, der dadurch 
charakterisiert ist, daB aIle gik von der Zeitkoordinate Xo unabhangig 
sind, wahrend die »seitlichenc Koeffizienten gal' go., g03 nicht .zu ver
schwinden brauchen .6). Am interessantesten aber erscheint mir in dieser 
Richtung eine Arbeit von Herm Bach' 5), in welcher er das Fe1d in der 
Umgebung eines langsam rotierenden kugelfOrmigen Korpers von beliebiger 
Masse berechnet. Die Losung enthalt zwei wesentliche Konstante, die 
man als Masse m und Drehmoment 0 zu deuten hat. Herr Bach be
trachtet 0 als eine unendlich kleine GroBe und ermittelt die Losung nur 
bis auf Glieder von der Ordnung 0' inklusive. Eine Zedegung von 0 
in zwei Faktoren: Tragheitsmoment mal Winke1geschwindigkeit ist aus 
dem umgebenden Gravitationsfe1d nicht abzulesen. 
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Abermals sprechen wir hier, wie am SchluB von § 32, von einem 
rotierenden Karper im Gegensatz zu einem ruhenden nnd stellen dariiber 
Rechnungen an; wir schalten einige grundsatzliche Bemerkungen clariiber 
ein, mit welch em Recht und in welchem Sinne das geschieht. 

§ 36. KompaB und Rotation. 

Zunachst stellen \Vir fest, daB do- Begriif del' Relativbewegung ,zzL'eier 
Korper gegeneinander ill der allge/lleim1Z Relativitiitstheorie ebensowetzig ('illC1i 
Sinn hat 7(lie der Begriif der absollttm Bewcglll1g cines einzigen. Solange 
man noch den starren Bezngskarper zur Verfiigung hatte uncl an die 
Objektivitat der Gleichzeitigkeit glauben konnte, anf dem Stanclpunkte 
Machs etwa, nnter der Herrschaft der .kinematischen Gruppe« gab es 
eine relative Bewegung; aber in der allgemeinen Relativitatstheorie hat 
sich das Koordinatensystem so »erweicht«, daB auch davon nicht mehr 
clie Rede sein kann. Wie die beiden Karper sich auch bewegen magen, 
immer kann ich durch Einfiihrung eines geeigneten Koordinatensystems 
sie beide zusammen auf Ruhe transformieren. 

Aber schon am Beispiel cles ZngznsammenstoBes haben wir die ein
fache Aufklarung gegeben: an die Stelle des Unterschiedes zwischen Ruhe 
und Bewegung im absoluten Raull1 bei Newton, an Stelle des Unter
schiedes zwischen gleichfarmiger Translation und beschleunigten Be
wegungen in der speziellen Rebtivitatstheorie tritt hier der Unterschied 
zwischen einer Bewegung, weIche dem Fiihrungsfeld folgt, und einer 
soIchen, weIche aus dieser »natiirlichen Bahn« herausgerissen ist. \venn 
wir also von Rotation eines Karpers urn 0 sprechen, so meinen wir 
Rotation in bezug auf einen durch die Bewegung von 0 mitgenommenen 
» TriigheitskompafJ«; diesen TragheitskompaB batten wir schon in Kap. II, 
§ 12 unter dem Namen KompaBkarper eingefiihrt. Schildern wir seine 
Konstruktion noch etwas genauer 1 0 beschreibt eine Weltlinie; zu jedem 
Punkt P dieser Linie konstrnieren wir seine • unendlichkleine raumliche 
Umgebung« Bp, bestehencl aus allen von P ausgehenden Linienelementen, 
weIche senkrecht sind zur (zeitartigen) Richtung r (P) cler Weltlinie in P. 
Verpflanzen wir jeden zu Rp geharigen Vektor durch infinitesimale Parallel
verschiebung nach clem unendlich benachbarten Punkte P' auf der Welt
linie, so wircl er dort im allgemeinen nicht mehr zur Weltlinie orthogonal 
sein; nach Levi-Civita spalten wir ihn dort in eine Komponente, weIche 
in clie Richtnng r (P') fallt, uncl eine senkrecht clazu. Inclem wir nm die 
letztere beibehalten, bekommen wir eine kongruente Abbildung von Bp 
auf R p '; unci cliese Ubertragung ist es, durch weIche wir den Tragheits
kompaB definieren. Venvirklichungen cles Tragheitskompasses sind die 
Ebene cles Foucaultschen Pendels und der KreiselkompaB. Nach cliesem 
Prinzip kann man z. B. mit Herrn Fokker 27) clie schwache Prazessions
bewegung berechnen, weIche das Gravitationsfelcl cler Sonne cler Erdacbse 
aufpragt (Anhang II). 



§ 36. Kompal1 und Rotation. 

Man fasse als konkretes Beispiel etwa den Fall der rotierenden 
Fllissigkeitskugel ins Auge. Es ist gar kein Zweifel darliber, wie dies 
Problem rechnerisch anzusetzen ist, wenn wir es auch nicht in so elemen
tarer Weise integrieren konnen wie das Problem der ruhenden Fllissigkeits
kugel nach Schwanschild; und es ist klar, daB die Losung des einen 
und des andern Problems nicht aquivalent sind: sie lassen sich nicht 
durch eine Koordinatentransformation ineinander liberflihren. 1m einen 
Fall ruht, im andern rotiert die Kugel in bezug auf den zu ihrem Mittel
punkt 0 gehorigen TragheitskompaB. Wir konnen das auch so aus
drlicken. 0 beschreibt eine geodatische Weltlinie; in einem Punkte Po 
dieser Weltlinie konstrnieren wir den Raum Bio und zeichnen die durch 
seine Punkte senkrecht zu BFo hindurchgehenden geodatischen Linien, 
welche eine dlinne Rohre bilden. 1m einen Fall sind diese Linien die 
Weltlinien der zu 0 benachbarten Teile der Fllissigkeitskugel, im andern 
Fall beschreiben jene Teilchen Weltlinien, welche sich schraubenfOrmig 
um die Rohre herumwickeln. Ebenso zeigt die am SchluB von § 32 er
wahnte Untersuchung von Thirring einer groBen schweren Hohlkugel K, 
in deren Mittelpunkt eine kleine Massenkugel k sich befindet, daB es 
etwas anderes ist, ob K ruht und k rotiert oder umgekehrt; »Ruhec und 
»Rotation« in unserem Sinne verstanden. In demselben Sinne rotiert die 
Erde und nicht der Fixsternhimmel. Die ~Veljansicht, jiir welche Galilei 
gekiimpjt hat, wird durch die allgemeine Relativitiitstlleorie nicht kritisch 
zersetzt, sondenz im Gegenteil kOllkreter gedeutet. 

Der alteste KompaB ist der gestirnte Himmel. Da die Sterngeschwindig
keiten nicht groBer sein konnen als die Lichtgeschwindigkeit, sind wir 
durch die Beobachtung unendlich ferner Sterne in den Stand gesetzt, 
eine Richtung im Raume genau festzuhalten. Wohl ist es unberechtigt 
zu sagen, daB die Erde sich relativ zu den Fixsternen drehe; aber sie 
dreht sich in bezug auf denjenigen Korper, der am Ort 0 der Erde selbst 
gebildet wird von den Lichtstrahlen, die in 0 von den Fixsternen her 
zusammenkommen. Das ist ein wesentlicher Unterschied, weil die Licht
strahlen abhiingig sind von dem metrischen Felde, das zwischen der Erde 
und den Fixsternen herrscht. Wir wollen auch diesen SternenkompcifJ 
genau beschreiben. In zwei gegebenen Weltpunkten 0, 0' konstruieren 
wir die in die Vergangenheit geoffneten Nnllkegel sr (0), sr ( 0'). 0' ge
hore der aktiven Zukunft von 0 an. Wir fassen eine Mal1tellinie I von 
sr (0) ins Auge und auf ihr einen Punkt P, der weit von 0 entfernt ist 
und den wir im Limes ins Unendliche rlicken lassen. Ein Stern, der 
P passiert, kann spater sich nur an solchen WeItstellen be.finden, die 
inl1erhalb des von P ausgehenden, in die Zukunft geoffneten Nullkegels 
Sr(P) liegen. ~(P) berlihrt sr(O) langs 1. Derjenige Teil von sr(O'), der 
innerhalb ~(P) liegt, wird abgegrenzt durch den Schnitt dieser beiden 
Kegelmantel. Unter den Verhiiltnissen der speziellen Relativitatstheorie 
und bei Reduktion der Dimensionszahl auf 3 bekommen wir eine Kegel
haube, abgegienzt c1urch eine Ellipse Ep; c1urchlauft P die Mantellinie I, 
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so durchlauft Ep eine Schar vOn lauter Ellipsen auf sr ( 0'), die sich in 
demjenigen Punkte A berlihren, in welchem die liber 0 hinaus verlangerte 
Mantellinie I den Kegel sr(O') trifft (AufriB Fig. 21). Die Ellipsen dieser 

0 ' 

Fig. 21. 

Schar ziehen sich, wenn P auf I ins Un
endliche abwandert, immer gestreckter 
werdend in einer bestimmten Richtung 
ins Unendliche hinaus, namlich in der 
Richtung der zu I parallelen Mantel
linie l' auf sri 0'). l' ist also die ein
zige Mantellinie aufsr (0'), deren Schnitt
punkt mit der Ellipse Ep ins Unendliche 
hinauswandert, wahrend Pins Unend
liche lauft. 1m Falle der allgemeinen 

Relativitatstheorie ergibt sich qualitativ das gleiche Bild: Ep sind jetzt 
ellipsenartige Kurven, die sich alle im Punte A berlihren ; Ep, schlieBt 
Ep ein, wenn P, auf I we iter von 0 entfernt liegt als P . . Nahert sich 
das metrische Feld im Unendlichen asymptotisch dem Zustande, welchen 
die spezielle Relativitatstheorie annimmt, so gibt es eine einzige geo
datische Nullinie l' auf sr(O'), die Ep in einem Punkte schneidet, der 
gleichzeitig mit Pins Unendliche rlickt. (Wenigstens eine solche NulI
linie gibt es unter allen Umstanden; wenn man versucht, die Aussage 
invariant zu formulieren, daB sich im Unendlichen der Zustand des 
metrischen Feldes dem indefinit- Euklidischen asymptotisch nahert, wird 
man gerade auf die Forderung einer einzigen solchen Nullinie l' als einen 
wesentlichen Teil dieser Aussage stoBen.) So entspricht nun jeder Mantel
linie 1 auf sr ( 0) eine Mantellinie I' auf sr (0') . Durch die Erhbhung 
der Dimensionszahl auf 4 versagt zwar die zeichnerische Darstellung, aber 
an der Sachlage andert sich nichts. 1st uns noch in 0 eine zeitartige 
Richtung r gegeben, so zerspalten wir die Richtung jeder Nullinie in 0 
in eine zu r parallele und eine dazu senkrechte, in Ro gelegene. 1st das 
Gleiche in 0' der Fall, so bekommen wir auf diesem Wege eine Korrespon
denz zwischen den Richtungen in Ro und in Ro'. Dieses Prinzip der 
Richtungslibertragung, das, wie man sieht, sich lediglich des metrischen 
Feldes bedient, ist das des Himmelskompasses. Es liefert ilbrigens einen 
direkten Fernvergleiclt der Richtungen in 0 und in 0' . Oem steht der 
Nachteil gegenliber, daB der Winkel, den zwei Richtungen in 0 bilden, 
im allgemeinen dem Winkel nicht gleich ist, den die korrespondierenden 
Richtungen in 0' bilden; der KompaB bleibt nicht kongruent zu sich 
selbst. Das metrische Feld schiebt sich zwischen den Beobachter und 
die Gestirne ein und verzerrt das Richtungsbild des gestirnten Himmels. 
(Die allgemeine Relativitatstheorie lehrt, daB es wilIklirlich ist, diese von 
den verschiedenen Weltorten 0 aus gewonnenen »verzerrten« Bilder auf 
ein einziges »wahres« zurlickzuflihren. ) 

An dem Beispiel von Tragheits- und HimmelskompaB kann man sich 
gut den Unterschied VOll Beharrung und Einstellung klar machen. Trag-
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heitskompasse, wie das Foucaultsche Pendel und der Kreisel, iibertragen 
die Richtung durch eine von Augenblick zu Augenblick wirksame Be
harrungstendenz; ihre Anfangsrichtung aber kann man ihnen willkurlich 
erteilen, sie ist nicht durch die Konstitution des Kompasses bestimmt. 
1m Gegensatz dazu stellt sich der HimmelskompaB auf die von den 
Stemen herkommenden Lichtstrahlen, die Magnetnadel auf das magnetische 
Feld ein; die Richtung der Magnetnadel ist nicht willkiirlich, sondem 
bestimmt sich in jedem Augenblick, unabhangig von ihrem Zustand in 
den vorhergehenden Augenblicken, durch das Feld, in das sie eingebettet 
ist. Die Obertragung einer Richtung mit Hilfe eines Einstellkompasses 
ist selbstverstandlich unabhangig von clem Obertragungswege; nicht so 
bei einem BeharrungskompaB. Von einer Verpflanzung, die durch eine 
infinitesimal wirksame Beharrungstendenz zustande kommt, haben wir 
a priori keinen Grund anzunehmen, daB sie integrabel sei. Aber sei das 
auch der Fall, wie z. B. fiir die Rotationsachse des Kreisels im Euklidischen 
Raum; es werden dennoch zwei Kreisel, die von demselben Punkte mit 
gleicher Achsenstellung ausgingen und sich nach Verlauf einer sehr langen 
Zeit wieder treffen, beliebige Abweichungen der Achsenstellung aufweisen, 
da sie ja niemals vollstandig gegen jede Einwirkung isoliert werden konnen. 
Nicht bloB auf die Richtungsiibertragung, sondem auch auf das Problem 
der Langeniibertragung lliBt sich diese Unterscheidung zwischen Be
harrung und Einstellung anwenden; wir werden darauf spater zuriick
kommen. -

Unsere Obedegungen hier betrafen immer das Ganze von Materie 
+ Fuhrungsjeld; das dynamische Verhaltnis beider Bestandteile bedarf 
weiterer Aufklarung, namentlich wenn man das Prinzip zur Durchfiihrung 
bringen will, daB die Materie das Fiihrungsfeld erzeugt und darum ein
deutig bestimmt. Erst wenn hieriiber Klarheit geschaffen sein wird, wird 
man von einer wirklichen Losung des Bewegungsproblems sprechen konnen. 

§ 37. Gravitationsenergie. 
Schwere und gravitationsfelderzeugende Masse. 

Ein isoliertes System durchfegt im Laufe seiner Geschichte einen »Welt
kanal«; auBerhalb desselben, nehmen wir an, verschwindet die Strom
dichte ~i (wenn nicht exakt, so doch in soIcher Starke, daB die folgende 
Uberlegung ihre Giiltigkeit behalt). Aus der Kontinuitatsgleichung 

(60) 

folgt, daB der FluB der Vektordichte ~i <lurch jede den Kanal durch
setzende dreidimensionale »Flache« denselben Wert Co besitzt. Damit 
Co auch dem Vorzeichen nach bestimmt ist, werde im Kanal als Richtungs
sinn der von der Vergangenheit in die Zukunft fiihrende festgelegt. Die 
Invariante Co ist die Ladung llnseres Systems. Erfiillt das Koordinaten
system die Bedingungen, daB jede »Ebene« Xo = konst. den Kanal in 
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einem endlichen Bereich durchschneidet unddiese Ebenen, nach wachsen
dem Xo geordnet, in der Richtung Vergangenheit -+ Zukunft aufeinander 
folgen, so konnen wir eo durch die Gleichung berechnen: 

J~OdXldx.dx3 = eo, 

wobei sich die Integration iiber eine beliebige der Ebenen .:\,,, = konst. 
erstreckt. Dieses Integral eo ist demnach von der »Zeit« Xo unabhiingig, 
wie sich auch unmittelbar aus (60) durch Integration nach den »Raum
koordinatenc X1 X,X3 ergibt. Das Gesagte gilt allein auf Grund der 
Kontinuitiitsgleichung (60); die Substanzvorstellung und der auf ihr be
ruhende Ansatz der Lorentzschen Theorie ~i = (! ui kommen daflir gar 
nicht in Frage. 

Gilt ein iihnlicher Erhaltullgssatz fiir Energie und Impuls;~ Die Gleichung 
(26), § 30 liiBtdas wegen des flir die Gravitationstheorie charakteristischen 
Zusatzterms jedenfalls nicht erkennen. Es gelingt nun aber, auch diese1l Zu
satzterm in Gestalt einer Divergenz zu schreiben. Wir legen ein bestimmtes 
Koordinatensystem zugrunde und nehmen mit dem Weltkontinuum eine 
infinitesimale Verschiebung im eigentlichen Sinne vor, d. h. wir wahlen 
die Deformationskomponenten gi in § 30 als Konstante. Dann ist selbst
verstiindlicherweise flir irgend ein endliches Gebiet I 

oJ@dx = 0 

l: 

(das gilt flir jede Funktion der gik und ihrer Ableitungen, mit Invarianz
eigenschaften hat das gar nichts zu tun; 0' bezeichnet wie in § 30 die 
durch die Verschiebung bewirkte Variation). Es ist also flir die Ver
schiebung 

f~(~gk) dx + jO@dx = o. 
l: k l: 

Setzen WIr nach Friiherem 

so liefert eine partielle Integration 

/ ' f~(@apo) fr 
2, o@dx = - ~X gafJ dx +./ [@]afJogafJdx. 
l: l: k l: 

Nun ist hier, wo die g konstant sind: 

Fiihren WIr die GroBen 
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ein,so besteht demnach die Gleichung 
k 

f{~ - H@Ja~ fJ gafJ } gz'dx = O. 
fJXk fJXi 

I 

Da dies ftir ein beliebiges Gebiet I gilt, mu3 der Integrand verschwinden. 
In ihm bedeuten die gz' willktirliche konstante Zahlen; also erhalten wir 
VIer Identitaten: 

Nach den Gravitationsgleichungen ist hier die linke Seite 

= _-=~"fJfJgafJ 
2 fJXz' ' 

und die mechanischen Gleichungen (26') gehen infolgedessen tiber In 

fJU7 
--=0, 
()Xk 

k k I k 
wo Uz' = ~i +-t," 

it 

Es zeigt sich: wenn wir die nur von den Potentialen und Feldkomponenten 

der Gravitation abhangigen Grotlen ~t; als die Komponenten der Energie-
it 

dichte des Gravitationsjeldes ansprechen, bekommen wir fUr die gesamte, 
mit »physikalischem Zustand« und »Gravitation« verkntipfte Energie reine 
Divergenzgleichungen. 

Dennoch scheint es physikalisch sinnlos zu sein, die t7 als Energie
komponenten des Gravitationsfeldes einzufUhren; denn diese Grotlen bilden 
weder einen Tensor noch sind sie symmetrisch. In der Tat konnen durch 
geeignete Wahl eines Koordinatensystems aile t: an einer Stelle stets zum 
Verschwinden gebracht werden; man braucht dazu das Koordinatensystem 
nur als ein geodatisches zu wahlen. Und auf der andern Seite bekommt 
man in einer »Euklidischenc, vollig gravitationslosen Welt bei Benutzung 
eines krummlinigen Koordinatensystems t:, die verschieden von 0 sind, 
wo doch von der Existenz einer Gravitationsenergie nicht wohl die Rede 
sein kann. Sind daher auch die Differentialrelationen (62) ohne wirkliche 
physikalische Bedeutung, so entsteht doch aus ihnen durch Integration 
iiber ein isoliertes System ein invarianter Erhaltungssatz 28). 

Ein isoliertes System mitsamt seinem Gravitationsfelde durchfegt wahrend 
seiner Bewegung in der Welt einen Kanal. AuBerhalb des Kanals, in 
der leeren Umwelt des Systems, verschwindet, wie wir annehmen, die 
Tensordichte ~: und das Gravitationsfeld. Wir konnen dann solche Koor
dinaten Xo = t, X1 X2 X3 benutzen, daB die metrische Fundamentalform dort 
konstante Koeffizienten bekommt, insbesondere die Gestalt annimmt 

dt 2 - (dx~ + dx~ + dx;) . 

Die Koordinaten sind dadurch auBerhalb des Kanals bis auf eine lineare 
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Anft. IS 
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(Lorentz-) Transformation festgelegt, und es versehwinden dart auch die it. 
Wir nehmen an, daB jede der »Ebenen« t = konst. mit dem Kanal nm 
einen endliehen Sehnittbereieh gemein hat. Integrieren wir die Gleiehungen 
(62) naeh X 1 X 2 X 3 tiber eine solche Ebene, so ergibt sieh, daB die GraBen 

(63) J,: !U7dx1 dx2 dx3 

. . dJi W· ] I' unabhiingIg sind von der ZeIt: dt = o. Ir nennen '0 (Ie Energie, 

J 1 J2 J3 die Impulskomponentm des Systems. 
Diese GraBen haben eine vom Koordinatensystem unabhiingige Be

deutung. Ieh behaupte zunaehst, daB sie ihren Wert behalten, wenn das 
Koordinatensystem imzcrhalb des Kanals irgendwie abgeandert wird. Seien 
Xi die neuen, auBerhalb des Kanals mit den alten tibereinstimmenden 
Koordinaten. Ieh lege zwei »Flachen« 

Xo = konst. = a, bzw. Xo = konst. = a (a =1= a), 
welche sieh im Kanal nicht schneiden (es gentigt dazu offenbar, a und 

. a hinreichend verschieden voneinander zu wahlen). Ich kann dann ein 
3. Koordinatensystem Xl konstruieren, das in der Umgebung der ersten 
Flache mit den Xi, in der Umgebung der zweiten Flache mit den xi und 
auBerhalb des Kanals mit beiden tibereinstimmt. Formulieren wir die 
Tatsaehe, daB die Energie-Impulskomponenten J! in dies em System flir 
x~ = a und x~ = a die gleichen Werte annehmen, so ergibt sich clas 
behauptete ResuItat J i = J, .. 

Infolgedessen braueht das Verhalten der J,. nur noch bei linearer Koor
dinatentransformation untersucht zu werden; das haben wir schon auf 
S. 204 durehgeflihrt. Unser Resultat ist: Die vier Zahlen J,. sind die 
Komponentelz cines konstantm kovarianten Vektors in del' »Euklidischm« 
Umwelt des Systems. 

Die Gleichung (62) ist, wie aus (26) und (61) hervorgeht, eine mathe
matisehe Identitat, wenn wir U7 durch die Gleichungen 

(64) U7 = - [@J;~ + tt = m7 - cl- J7m + t~ 
definieren. Bei dieser Festsetzung ist in der Gleichung (63) links cler 
Faktor Z hinzuzufligen. 1m statischen Fall ist /, = h = h = 0 uncI z.lc, 
gleich dem Raumintegral von 

m~ - f m + t~ = m~ - f m + @. 
Ais wir in § 30, S. 239 durch partielle Integration das Integral Vall ~ 9t 
in das Integral von @ umwandelten, stellten wir die Differenz dieser beiden 
GraBen als eine Divergenz dar: 

f m - @ =fO~i Vi (gal' t!} ~ gia {~f}) 
AuBerdem ist nach § 31 im statisehen Fall 

mo=~t. 
o ox;' 



darum, in den Bezeichnungen von § 3 lund § 33, xJo gleich dem FlztjJ 
del' (uneigentlichen, weil nicht invarianten) riizt17z1iclten Vektordiclztc 

(ialJ = I, 2, 3). 

1st das Feld zudem kugelsymmetrisch, so findet man, bei Zugrunde
legung der Normalform (48), an der Stelle x, = 1', x, = x3 = 0: m' = m 3 

=0 und 
I I (' I It' 2 11' 1 hi) lr m = - pz -- . - + ' --- - = Pi . - . 

, h 2 Iz II' It 2 h h 2 

mi ist demnach ein radialer FluB von der Starke 

Pi (1 _ 1
2
), 

r h, 

Im Gravitationsfeld, das einen ungeladenen Zentralkorper umgibt, ist das 

1 - ./' 21ll 

r 1'2 , 

der FluB selber also unabh~{ngig von r gleich 8 JTJll. Del' (;'ravitatiotls
radius, die »gravitaiionifeld-cr::;mgellde Masse« m des Zmtralkorpers ist 
desllalb seinem Energicgehalt odeI' seiner tragCll iJ-fasse Jo = mo proportional: 

(65) I 81f17l = xJo I 
Die Masse ist nicht bloB (als schwere oder passive Masse) Allgriffspunkt 
des Gravitationsfeldes, sondern auch seine Ursache; neben das Gesetz, dafl 
die trage mit del' schweren Masse iibcreinstz"mmt, stellt sich das andere del' 
ProportiolZalitat von aktiver und passiveI' iJ-fasse. Es ist in der Einsteinschen 
so gut wie in der Newtonschen Theorie streng giiltig. Beispiel: die trage 
Masse 1110 der in § 35 untersuchten Fliissigkeitskugel hat, da ihr Gravi
tationsradius durch (56) gegeben ist, den Wert 

47[r~ 
1Il=1I' --. 

o ,0 3 

Der zweite Faktor ist das Volumen der Fliissigkeitskugel, gemessen in dem 
durch un sere Behandlung des Problems eingeflihrten kanonischen Bildraum 
(nicht ihr »natiirliches« Volumen). Damit hat man erst die prLizise Be
deutung del' Konstanten ,Ito in Handen '9). 

Da flir irgend ein isoliertes System das umgebende Feld in Entfer
nungen, die groB sind gegenlibel' den Linearclimensionen des Systems, 
stets Kugelsymmetrie besitzen wird, hat der Zusammenhang zwischen trager 
und gravitationsfeld-erzeugender Masse universelle Geltung. 

1st der Zentralkbrper geJaden, so ist die Starke des radialen Flusses 
mi gleich 

1 - /2 
r 

2 lIt 

18* 



:~7!! __ ~c==~_=_~._.~==A=ll=ge=m=e=i=ne=R=e=la=t=iv=it=ii.=ts=th=e=o=ri=e. 
Die Kugel vom Radius r umschlie.l3t daher das Energiequantum 

8rrm 2 J( e' 
x r 

Als gesamte trage Masse ergibt sich wiederum, in Einklang mit der 
Formel (65), mo = 8 rrm/K. Aber auch die Bedeutung des Zusatzgliedes ist 
klar: 2 :n:e 2 Jr ist die au.l3erhalb der Kugel vom Radius r befindliche elektro-

•• • I e2 

statische Feldenergie, dIe mIt der Dichte .. -4 verteilt ist: 
r 

r 

Da.13 hier neben der elektrischen keine Gravitationsenergie im Felde auf
tritt, ist freilich nur durch die Wahl des Koordinatensystems bedingt. 
Bei der Verwendung des »konformen « Cartesischen Bildraums wlirde die 
Energie, welche sich innerhalb der urn das ungeladeneMassenzentrum im 
Abstand r geschlagenen Kugel befindet, sich nicht konstant = 8 nm/x, 
sondern 

= 8 rrm (1 + ~)4 (1 _1Jl._) 
x 2r 21' 

ergeben; was einer Energiedichte des Gravitationsfeldes ungefahr vom 
Betrage - 3m2/xr4 entspricht. Weil die Vektordichte mi eine uneigent
liche ist, hat der Begriff der Energie eben nur flir ein abgeschlossenes 
System streng einen Sinn. Gegenliber der eindeutigen Lokalisierbarkeit 
der Energie im Maxwellschen elektromagnetischen Felde mag das als ein 
Mangel erscheinen. Vielleicht trifft aber gerade hierin die Einsteinsche 
Theorie die physikalische Wahrheit; vielleicht sollte man versuchen, durch 
Abiinderung der Maxwellschen Theorie diese Willklir der Energie-Lokali
sation auch in das elektromagnetische Feld hineinzutragen. Verstehen 
wir doch heute auf Grund der Maxwellschen, Energie-Lokalisation im 
Strahlungsfelde absolut nicht, wie beim lichtelektrischen Effekt die Energie
konzentration an einzelnen Stellen der Wellenfront zustande kommt, welche 
zur Ausl6sung der Elektronen notig ist - obschon die Energiebilanz im 
Ganzen zweifellos stimmt! - Historisch sei bemerkt: Direkte Ubertragung 
der elektrostatischen Feldansatze auf die Gravitation flihrt zu der negativen 
Energiedichte - ~ (grad ([J)" weil gleichartige Massen sich anziehen, 
wahrend gleichartige Ladungen sich absto£en. Dieses negative Vorzeichen 
war bei allen vor Einstein unternommenen Versuchen, eine Gravitations
theorie nach dem Muster der Theorie des elektromagnetischen Feldes 
aufzubauen, der schwerste Stein des Ansto£es gewesen. Einsteift gibt das 
Prinzip der eindeutigen Lokalisation fur die Gravitationsenergie preis. 

Die Feldformel des geladenen Zentralkorpers wenden wir insbesondere 
auf das Elektron an. Man hat dem Elektron· einen endlichen Radius 
zugeschrieben, urn nicht auf eine unendliche Gesamtenergie des von ihm 
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erzeugten e1ektrostatischen FeIdes und damit auf eine unendlich groBe 
trage Masse zu kommen. In unserer Feldformel tritt aber eine endliche 
(gravitationsfeld-erzeugende) Masse m auf, ganz unabhangig davon, bis zu 
einem wie kleinen Wert von r herab wir diese Formel als giiltig ansehen. 
Dieses Paradoxon lOst die Darstellung der Masse durch einen FeldfluB. 
Wie nach Faraday die Ladung des Elektrons der FluB des elektrischen 
Feldes ist, den es durch eine umhiillende Flache .Q hindurchschickt, so 
gewinnen wir damit auch flir die Masse eine von den hypothetischen FeId
zustanden im Innern des Elektrons unabhangige Definition. Erst dadurch 
werden wir in den Stand gesetzt, die Mechanik so zu begriinden, daB 
nur von den bekannten Feldgesetzen auBerhalb der Materie, nicht von 
Hypothesen liber ihr Inneres Gebrauch gemacht wird. Sie gestattet uns, 
die Masse wie im vorliegenden Fall auch dann zu bestimmen, wenn die 
Extrapolation des auBeren Feldes nach innen hinein dort zu einer Singu
laritat flihrt und infolgedessen die liber das Innere sich erstreckenden 
Raumintegrale ihren Sinn verlieren. Die physika#sche Bedeutung des Elek
tronenradilts 

ist lediglich die, daE in den Entfernungen r von der GroEenordnung 1) 

die gravitierende Wirkung des eIektrischen Feldes neben der der Grund
masse m mit in Betracht rallt. LaEt man nur positive Energiedichte zu, 
so muB, wenn r von 00 bis zu 0 abnimmt, spatestens von r = 1) ab die 
klassische Theorie modifiziert werden; aber irgend ein Zwang zur Annahme 
einer positiven Energiedichte besteht natiirlich bei Berlicksichtigung der 
Gravitation nicht mehr. - Sehr se1tsam ist das numerische Verhiiltnis von 
Elektrizitiit und Gravitation am Elektron; der Gravitationsradius seiner 
Masse mist etwa 10 - 40 mal so klein wie sein Radius 'Y); d. h. die elek
trische AbstoEung zweier Elektronen ist 10 40 mal so stark wie ihre Gravi
tationsanziehung. Flir jeden Versuch, die Konstitution des Elektrons ein
deutig aus allgemeinen Feldgesetzen herzuleiten, ist dieses M~Everhaltnis 

ein boses Fragezeichen. 

§ 38. Die mechanischen Grundgesetze. Feld und Materie. 
Wir wollen jetzt vor allem die mechanischen Grundgesetze herleiten, 

ohne von den hypothetischen Feldern im Innern der materiel len Elementar
teilchen Gebrauch zu machen. Dabei werden die Maxwell-Einsteinschen 
Fe1dgesetze zugrunde gelegt: 

(66)1 
i)~ik 
--=0; 
i)xk 

( ~Jli - .!.Oi 9t\ = j!@)i(@)i=.!.@)ok_Fe"l::kr@)=.!.Fek"l::ik) k 2 k / • k k 2 i .r D, 2' D • 

Wir wissen, daB sie gliltig sind auBerhalb der Materie, d. i. auBerhalb 
gewisser enger, die Welt in eindimensional unendlicher Erstreckung durch
ziehender Schlauche. 
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Beginnen wir mit der Definition der Ladlt1Zg und dem Erhaltungssatz 
flir die Ladung! Das im AuBern herrschende Potentialfeld CPi dehnen 
wir rein jiktiv irgendwie in stetiger reguHirer Weise tiber das Innere eines 

Schlauches aus und bilden damit das jingierte Feld Fik = ~"CPk - ~-'" und 
UXi U.Yk 

die jingierte Stromdichtc 

Sie wird im allgemeinen innerhalb des Kanals nicht verschwinden; aber 
flir sie gilt zufolge ihrer Definition als eine mathematische Identitat die 
Divergenzgleichung (60). Daraus schlieBen wir wie im vorigen Parapraphen, 
wenn das Koordinatensystem so liegt, daB jede Ebene Xo = t = konst. 
den Kanal in einem endlichen (von der Htille Q begrenzten) Bereich 
durchschneidet, daB das tiber dies en Bereich erstreckte Integral 

Co = J ~o do"'I dx. dX3 

I) k01lstant ist, d. h. unabhangig von t und 2) 1l1labhiingig von del' U~,hl 
des Koordinatellsyste17ls. Wir behaupten aber weiter, es ist auch lt1zab
hiingig von denz eingifiihrten ./itlgierfen Feld; denn zufolge seiner Definition 
ist eo gleich dem FluB der raumlichen Vektordichte 

(~o r, IYo., ~03) 

durch die Flache Q, und auf Q stimmt das fingierte Feld mit dem wirk
lichen tiberein. Die Ausflillung des Schlauchs mit einem fingierten Felde 
ist nur ein mathematischer Kunstgriff, urn von diesem FluB eo zu zeigen, 
daB er in zwei Querschnitten t = konst. des Schlauchs den gleichen Wert 
hat und tiberdies eine Invariante ist. In aller Strenge ist damit aus den 
Feldgesetzen heraus bewiesen: Jeder Korper besitzt eine bestimmte invariallte 
Ladung eo. Bei del' Reaktion mehrerer Korper atifeinander (wo Schliluche 
ineinanderfliejJel1 Wid sich trenl1en) ist die SlI11Ime der Ladu1zgClZ der rca
gierendm Korper vorher lind nachher die gleiche. - Die Felddichte des 
Stroms ~i ist eine Fiktion, die Ladung eine Realitat. 

Ahnlich erhalt man den Ellergie-Impuls-Satz /iiI' cin einziges isolicrtcs 
;:'ystelll, das il1 eim,. hOJllogenm Euklidischen 1l1ld feltifreim Umgebullg 
schwimmt. Wiederum wird das Innere des Kanals unter Wahrung des 
regularen stetigen Anschlusses nach auBen durch ein fingiertes metrisches 
gik-Feld ausgeflilIt; man bildet nach (6-l) die GroBen Ui und aus ihnen 
die Integrale 
(69) xJ,: =JU7 dx, dx. dx3 , 

die sich tiber einen Kanalquerschnitt Xo = t = konst. erstrecken. Durch 
Integration der identisch bestehenden Divergenzgleichungen (62) beweist 
man die zei tliche Konstanz von Energie Jo und Impuls (J,., h, ~): 
dji dt = o. Von den FeIdgesetzen wird tiberhaupt kein Gebrauch gemacht. 



------ - -----------
§ 38. Die mechanischen Grnndgesetze. Feld nnd lVIaterie. 

Der Nachweis daflir, daB die Energie-Impuls- Komponenten des ganzt!n 
Systems lflzablliingig sind von der ftngierten Ausjiillung, gelingt auf dieselbe 
Weise wie der Nachweis der Unabhangigkeit vom Koordinatensystem. 
Sind 2( und 12\.' irgend zwei fingierte Ausflillungen, so kann man immer 
eine dritte 2(* konstruieren, weIche in der Gegend des Querschnitts 
Xo = konst. = a mit 2(, in der Gegend eines weit davon entfernten Quer
schnitts Xo = konst. = a' mit 12\.' tibereinstimmt. Unterscheiden wir die 
mit Hilfe der verschiedenen Ausftillungen definierten Energie-ImpulsgroBen 
durch dieselben Indizes, so gilt flir die A usfLillung 2(* der Erhaltungssatz: 

dJ:' * 
dx

o
- = 0, daher Jt" (a') = J7 (a), d. i. Ji (a') = I(a) . 

Ji(Xo) ist aber flir aIle Xo konstant = J,., Ji (xo) konstant = J;.; somit 
folgt J,. = J: .. 

Es entspricht unserer jetzigen Anschauungsweise, den i7Z1lCrell ZlIstalld 
cines Korpers Zit clzarakterisieren durclz das ihn ltmgebende Ji'eld. Der denk
bar einfachste Korper ist derjenige, dessen umgebendes Gravitationsfeld 
(bei geeigneter Wahl der Koordinaten) das in § 33 bestimmte statische 
kugelsymmetrische ist; ein elektrisches Feld sei tiberhaupt nicht vorhanden. 
Einen soIchen Korper bezeichnen wir als neutralm .:1£assenpullkt, und yom 
zugehorigen Koordinatensystem sprechen wir als seinem Rulz-Koordinaten
system. In der Theorie der Planetenbewegung nahmen wir an, daB die 
Sonne ein Massenpunkt in dies em Sinne ist. Naturlich meint unsere Vor
aussetzung nur, daB in einer hinreichend grofJen Entfernung r jener Feld
zustand herrscht. Urn Energie und Impuls des Massenpunktes zu bestimmen, 
umgeben wir ihn in soIcher Entfernung mit einer Hiille .Q und flihren 
im Innern von .Q ein nach auBen stetig sich anschlieBendes fingiertes 
statisclles Feld em. Dann finden wir wie oben 

87T1Jl 
h = 12 = ~ = 0, Jo = mo = -;-- . 

Durch lineare Transformation erhalten wir daraus die Formeln flir Energie 
lind Impuls des jlfassenpunktcs, wenn er sich in einenz beliebigen llOlZwgencn 
Grazniationsjeld 

(gik Konstante) 

bewegt; wegen der Invarianzeigenschaften ist namlich dann 

~. === moui, 

wo ui die konstante Weltrichtung des Korpers charakterisiert (N ormierung 
Z/Ui = I). 1st insbesondere in den verwendeten Koordinaten das auBere 
Feld ein statisches: 

ds 2 =f2 dt'- du\ (i, k = I, 2, 3), 
dXl, . 

und bezeichnen wir den kovarianten GeschwindibO"keitsvektor 'V.,. --- mIt 
I"~ dt 

v (= - /I" - it" - 1t3 ), das Quadrat seines Betrages "/ikZ/Uk mit v', 
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den kovarianten raumlichen Impulsvektor (- Jr., -,h, - /3) mit J, 
die Energie Jo mit E, so gilt 

(iO') 

Die Abhangigkeit, in welcher Energie und Impuls eines Korpers von seiner 
Geschwindigkeit V stehen, ist in Kap. III, § 27 ausfUhrlich besprochen 
worden; wie ihre physikalische Bedeutung erst hervortritt, wenn Korper 
in verschiedenem Geschwindigkeitszustand miteinander reagieren, so kommt 
auch die in den Formeln (70') statuierte Abhangigkeit YOm einbettenden 
Gravitationsfe1d (j, Yik) natiirlich nur zur Geltung, wenn man zwei oder 
mehrere Korper zur Reaktion bringt, die auf verschiedenem »Gravitations
niveau« sich befinden. Die Landschaft des Gravitationsfeldes bestehe 
etwa aus einer Tiefebene und einer Hochebene (Ebene heiBt: gik = konst.), 
zwischen denen ein Abhang vermittelt. Auf jeder der beiden Ebenen 
befinde sich ein Korper. Nachdem sie irgendwie miteinander in Reak-:
tion getreten sind oder den Abhang passiert haben, mogen sich wieder 
zwei Korper in jeder der beiden Ebenen ergeben haben. Dann ist die 
Energiesumme der Korper nach der Reaktion die gleiche wie vorher -
vorausgesetzt dafJ das Gravitationsfeld ungeiindert aus der Reaktion her
vergeht; ebenso die Impulssumme. Bezeichnet man den Skalar, mit welchem 
man V multiplizieren muB, urn J zu bekommen, als trage Masse, so lauten 
die Formeln (70') fUr den ruhenden Korper: 

lit 
Energie = mof, trage Masse = f 

Bringt man einen Korper auf ein tieferes Gravitationspotential (legt man 
ihn z. B. yom Tisch auf den FuBboden), so sinkt seine Energie, hingegen 
wachst seine trage Masse 30 ). 

Bei Beriicksichtigung der Elektrizitat ist der einfachste Korper der
jenige, dessen umgebendes Feld (bei geeigneter Wahl der Koordinaten) 
gemaB den Gleichungen (50), § 33 mit wachsendem r in die feldfreie 
Euklidische Umgebung ausklingt (geladener Massenpunkt). Dann tritt die 
weitere Aussage hinzu, daB die Ladung eo unabhangig ist von der Ge
schwindigkeit des geladenen Massenpunktes und von dem einbettenden 
homogenen Gravitationsfeld, und daB bei einer Reaktion die Ladungssumme 
der reagierenden Korper sich nicht andert. Obschon der » ge1adene 
Massenpunkt« nur der einfachste, keineswegs der einzig mogliche Korper
typus ist - ein anderer Typus ist z. B. der Korper, der nach auBen als 
statischer Dipol oder als Hertzscher Sender wirkt - seheint es doch 
sieher zu sein, daB die letzten Elementarbestandteile der Materie, insbeson
dere die Elektronen, geladene Massenpunkte sind. 

Die Erhaltungsprinzipe fur Ladung, Energie und Impuls von Korpern, 
die in einer Euklidischen feldfreien Umgebung sith bejinden, sind, wie unsere 
Uberlegungen zeigen, noch ganz unabhiingig von irgendwelchen Ji'eldgesetzen; 
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das entspricht der grundiegenden Bedeutung dieser Prinzipe. Ich stelle 
hier noch einmal die Gieichungen zusammen, mit Rilfe deren dabei die 
Begriffe Ladung und Energie-Impuls zu definieren sind: 

U'; - ro~ _ ~ ~~ro + t':'· }i fuod 1 I , - til, 2 U, til l , Z i = i XI t X 2 ~ X3 • 

Anders wird es, wenn wir Korper betrachten, die durch ein Feld mitein
ander verbunden sind. Was zunachst die Elektrizitat betrifft, so besagen 
die Maxwellschen Gieichungen §Y = 0, daB der Raum zwischen den Ele
mentarbestandteilen der Materie Iadungsfrei ist, und darum gilt das Prinzip 
von der Erhaltung der Ladungssumme reagierender Korper, wie wir es 
zu Anfang dieses Paragraphen bewiesen, ohne jede Einschrankung. Mit 
Energie und Impuls ist es aber darin anders bestelltj das Feid ist im 
allgemeinen nicht energiefrei; die Gravitationsgleichungen besagen nicht, 
da13 U~; verschwindet. An Stelle der Konstanz von Energie und Impuls 
treten die mechanzschen Bewegungsgesetze; zu den bisherigen Begriffen ge
sellen sich: Arbeit und Kraft. 

Durch Integration der Gleichungen (62) tiber einen von der Rlille n 
begrenzten Kanalquerschnitt Xo = t = konst. - wiederum sind die ut mit 
Rilfe eines den Kanal ausfiillenden fingierten Feldes zu bilden - bekommt 
man allgemein 

d[; • ---- - k· 
tit - " 

x f(,. ist gieich dem Flu13 der raumlichen Yektordichte 

(m, Ui, Ul) 

durch Q. Nach dieser Definition sind die Gro13en K,., die Komponenten 
der Viererkrajt, von der fingierten Ausfiillung unabhangig. Daraus folgt 
durch unsere aite Uberlegung das Gleiche fiir den Viererimpuls Ji. Ver
wenden wir wieder die drei fingierten Innenfelder 2(, 2(', ~(* nebeneinander, 
so bekommen wir namlich 

a a 

Ji(a') - J~(a) =fK;dt und Ji(a') -}i·(a) = Jt(a') - Jt(a) =fKidt , 
a' n' 

mithin Ji(a) = }iota). 

So weit kommen wir in strenger Allgemeinheit und ohne die Feldgesetze 
heranzuziehen. Die genauere Ausfiillung des allgemeinen Schemas (71) 
der mechanischen Gleichungen durch die Ausdrlicke von Impuls und Kraft 
la13t sich aber nur naherungsweise und unter Berufung auf die Feldgesetze 
durchfiihren. In der Tat muE man offenbar bei einem in ein Feid ein
gebetteten Teilchen einen KompromiB schlie13en tiber die Lage der Rlille n, 
we1che die Energie des Teilchens abtrennen solI von der Energie des 
iiujleren FeMes. Fassen wir insbesondere das Elektron ins Auge! Wir 
nehmen an, da13 zu ihm in seinem augenblicklichen Bewegungszustand ein 
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»Ruh-Koordinatensystem« gehort, in welch em das gik-Feld in das ~iuBere 

Feld g~k so ausliiuft, wie es die Schwarzschildschen Formeln flir den Massen
punkt besagen; und zwar sollen diese asymptotischen Formeln gliltig sein 
sowohl flir die Potentiale gik wie auch flir die damus durch einmalige 

Differentiation entspringenden FeldgroBen r:}. Das Koordinatensystem 

ist also ein geodiitisches flir das auBere Feld. Die Entfernungen r, in 
denen die asymptotische Darstellung des Feldes gliltig ist (> Auslaufzone. ), 
sind, wie aus (50) hervorgeht, graB gegenuber dem Elektronenradius I;. 
Auf der anderen Seite steht unsere Annahme nur dann nicht im Wider-

spruch mit den Gravitationsgleichungen, \Venn 111 ~ groB ist gegenliber cler 
Z1'O 

Energiedichte VV des wirksamen elektrischen Feldes. Wir mlissen also 
e2 

voraussetzen, daB diese Energiedichte klein ist gegenliber -~4-' dann ist Y, 
durch die Bedingungen 

die Auslaufzone charakterisiert. In ihr sOll die Hlille .Q verlaufen; clamit 
ist in praktisch ausreichendcm MaSe die Energietrennung zwischen Feld 
und Teilchen vollzogen. Das Innere von .Q flillen wir mit einem fingierten 
statischen gik-Feld aus und finden dann in bekannter Weise, daB im Ruh
Koordinatensystem der Impuls verschwindet und die Energie = 1110 = 
8Jr1JliZ ist. 

Zweitens haben wir die Invarianzeigenschaften von Ji notig. Wir 
bilden mit Hilfe irgendwelcher Koordinaten Xi die Welt auf einen vier
dimensionalen affinen Bildraum ab; ist x;· ein Koordinatensystem, das aus 
Xi durch liman Transformation hervorgeht, so konnen wir die x'z. als affine 
Koordinaten im selben Bildraum deuten. Sind 0 = (Ji) und 0' = un 
die zu diesen beiden Koordinatensystemen gehorigen Viererimpulse des 
gegebenen Weltkanals an zwei Stellen Xo = a, bzw. x~ = a', so WEt sich 
nach der Beweisflihrung des § 37 dei Unterschied dieser beiden Vektoren 
im affinen Bildraum - der eine ist durch seine Komponenten Ji im 
Koordinatensystem Xi charakterisiert, der andere durch seine xi-Kompo
nenten Ji - ausdrlicken als ein Integral liber denjenigen Teil des Kanal
mantels, der zwischen den beiden Querschnitten Xo = a und x'o = a' 

liegt. Aus jenem Ausdruck geht in unserem Falle hervor, daB 0 mit 
der Genauigkeit, mit der es iiberhaupt bei der Unsicherheit der Lage von 
.Q definiert ist, sich nicht andert, wenn man die Ruh-Koordinaten durch 
solche ersetzt, die aus ihnen durch eine lineare Transformation hervorgehen. 
In jedem derartigen Koordinatensystem werden also die Gleichungen (70) 
gelten. Das genligt uns aber nicht; wir mlissen dieselben Gleichungen auch 
noch in einem nicht-geodatischen Koordinatensystem als giiltig nachweisen, 

in welchem ein von Null verschiedenes iiujieres Feld {i:} auftritt. (Nur 
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die Auslaufzone brauchen wir zu betrachten, da wir ja schon wissen, daB 
die Ji sich bei beliebiger Deformation des Koordinatensystems im Innern 
von Q gar nicht andern) wenn nur der regulare AnschluB nach auEen 
gewahrt wird; denn Deformation des Koordinatensystems ist eine besondere 

Art von Abanderung des Innenfeldes.) Aus dem Bau von ut, in dessen 
einzelnen Termen die Feldkomponenten entweder undifferenziert, aber 
,!uadratisch, oder differenziert und linear vorkommen, geht hervor, daf~ 

die Uberlagerung eines auEeren Feldes keinen merklichen EinfluB auf die 
Werte von Ji ausiibt, wenn I. die Wertunterschiede der Feldkomponenten 
des auBeren Gravitationsfeldes in der Auslaufzone wesentlich geringer 

. III 
smd als -2 (d; h. als die Wertunterschiede des Innenfeldes), und wenn 

r 

2. die Quadrate der Feldkomponenten klein sind gegeniiber -;~- . Die 

letzte Bedingung ist in der Natur stets in auBerordentlich hohem Grade 
erflillt; die erste, welche bereits daflir notwendig ist, daB es iiberhaupt 
ein Ruh-Koordinatensystem und eine Auslaufzone gibt, konnte bedenklich 
erscheinen, weil der Gravitationsradius m so auBerordentlich klein ist gegen
iiber dem Elektronenraclius; dennoch trifft auch sle in der Natur in aus
reichendem MaBe zu. 

Unsere Annahme ist also jetzt die, die Welt sei auf ein Koordinaten
system Xi bezogen, in welchem iiberall langs des Kanals das Gravi
tationsfeld und das elektrische Feld den aufgezahlten Bedingungen geni.igen. 
Dann gilt 

tz 

Ji(tz ) - ;;·(t,) = -JKitlt, 
tr 

und ;;. kann iiberall in hinreichender Annaherung = nto It; gesetzt werden. 
Die Bedeutung des Begriffes Geschwindigkeit ist dabei klar; wenn wir 
{/ = ti Xi! d s setzen, so ist das natiirlich so zu verstehen, daB die Diffe
rentiale » physikalisch unendlichkleine« GroBen sind, von der GroBenordnung 
des Durchmessers der Biille Q, und tis z die zum auBeren metrischen Felde 
gehorige quadratische Form ist. In demselben Sinne konnen wir die 
Integralgleichung (72) ersetzen durch die Differentialgleichung 

d(moui) 
~=-Ki' 

Wir sc~eiten zur Berechnung von Ki. Auf der Oberfiache des Kanals 
gelten die Gravitationsgleichungen, und dort ist also 

. Uk . (r r;,: s" L' C1::kr) + tk 
It i ~ Z 20Ui - .L'irU i. 

Wir verwenden wiederum an einer Stelle t = to das Ruh-Koordinaten

system. In ihm ist der Gravitationsanteil tt (auf der Oberflache Q) ganz 
zu streichen, und in dem Ausdruck flir den Maxwellschen Energie-Impuls-

strom ®;: sind die gik durch die konstanten ilk zu ersetzen. Es bleibt 
dann also lediglich der nach den Maxwellschen Formeln zu berechnende 
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vierdimensionale Impuls, welcher durch die Rtille Q hindurchtritt. Konnen 
wir das elektromagnetische Feld in der Auslaufzone in zwei Bestandteile 

zerlegen: daB auBere Feld Fi" und das statische, zum Potential·c gehorige 
r 

Eigenfeld ji", von denen der erste in jenem Bereich wesentlich schwacher 
variiert als del' zweite und darum konstant gesetzt werden kann, so zerfallt 
der Maxwellsche Energie- und Impulsstrom nach der fUr jeden quadratischen 
Ausdruck gtiltigen Formel 

(F+ j)2=F2 + 2FJ+ J2 

in drei Terme. Von ihnen liefert der erste, weil er kon~tant ist, keinen 
Beitrag zum FluB durch die geschlossene Oberflache Q; ebensowenig der 
Zetzte, wie aus den Elementen der Maxwellschen Theorie bekannt und 
tibrigens leicht nachzurechnen ist. Den Beitrag des mittleren finden wir 
clurch abermalige Anwendung unseres mathematischen Kunstgriffs, das 
Innere von n mit einem fingierten statischen Eigenfeld 

° (P" 0CPi 
Ji" = ~~. - ~~-,; (1/'r = CP2 = CP3 = 0) 

auszufiillen. Indem wir unter Fik, gi" die betreffenden A.-otlstanten ver
stehen, verwandelt sich dann das Oberflachenintegral nach GauB 111 em 
Volumintegral tiber das Innere von .Q: 

f ° {, (Frs +" ) -~" F i"r +" F"r ld . d d ~Xk"2 JYS Vi - ir -Jir 1 Xl X 2 X 3 ° 

Hierin darf die Summation nach k auch tiber k = 0 ausgedehnt werden, 
da aIle auftretenden GroBen von Xa unabhangig sind (wenn Fi" nicht die 
vielleicht von der Zeit abhiingigen Komponenten des AuBenfeldes bedeuten, 
sondern Kotlstante, die im betrachteten Augenblick mit jenen Komponenten 
tibereinstimmen). Der Integrand geht durch die auf S. 156 ausgefiihrte 
Rechnung tiber in 

~F"r (OJi" + ykr + oJri) _ Fir oj"r = _ Firo!'"r = _ Fia '01"u 
'Ox,. OXi ox" ox" 'Ox" 'Ox" 

Jetzt konnen wir das Volumintegral zurtickverwande1n in ein Oberflachen
integral und bekommen: Fia mal dem FluB, den das Eigenfeld (f0" J0", 
j 03) durch Q schickt. Dieser FluB ist die Ladung eo = 4ffe. Damit 
haben wir schlieBlich 

(73) 

Die 0 te der so gewonnenen Gleichungen 

d(moui) 
d[=eaFoi 
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liefert die Konstanz der Ruhmasse: d;;o = o. Die Gleichungen (73) sind 

gtiltig im Momente t =to, wenn das Koordinatensystem, auf welches die 

Welt bezogen ist, im Augenblick to ein Ruh-Koordinatensystern flir das 

Elektron ist. In einem be1iebigen Koordinatensystem aber gilt 

Denn die Beziehungen (74) sind invariant gegentiber Koordinatentrans

formation und stimrnen flir das normale Koordinatensystem mit (73) tiberein. 

Damit sind wir bei den meclzanischen Gleichungen in ihrer klassischen 

Form angelangt. Klar treten die Voraussetzungen hervor, an welche ihre 

Gtiltigkeit gebunden ist. Sie ersclleinen als notwendige Bedingungen dajur, 

dafJ sich das von einem Massenpunkt erzeugte Eigenjeld in den aujJerhalb 

des Kanals herrschenden Feldverlauj, welcher den Gesetzen (66) genitgt, 

einpassen kann. Diese Auffassung der mechanischen Grundgesetze wurde 

schon von Mie in dem 3., von »Kraft und Tragheit« handelnden Teil 

seiner bahnbrechenden »Grundlagen einer Theorie der Materie« vertreten 3 1). 

Die Formeln flir das Eigenfe1d enthalten zwei flir das Teilchen charakte

ristische Konstante, r und ttl, »Ladung« und »Masse« 

( cp =;-, f = I _ z;n) 

Die Feldgesetze fordern, daB e und ttl konstant sind und die Weltrich

tung 1/ nach der Gleichung variiert 

Diese »mechanischen Gleichungen« lehren, daB die » gravitationsjeld-erzeu

gende« Masse ttl zugleich trage und schwere Masse ist, die »jelderzeugende« 

Ladung e oder vie1mehr das dazu proportionale xe/2 zugleich Angriffs

punkt der elektrischen Feldkrajt ist. 50 verstehen wir jetzt auch prinzipiell 

die Gleichheit von trager und gravitationsfe1d-erzeugender Masse. Die 

Masse ist ihrettl Wesen nach eine Lange. Die Grundeinheiten, welche wir 

zu wahlen haben, sind die Langen- und die Ladungseinheit. In diesern 

CE-5ystem (cm und elektrostatische Einheit el; es liegt in der Tat jetzt 

kein Grund rnehr vor, die Heavisidesche, tiber den Faktor 47f anders 

verfligende Wahl zu bevorzugen) ist der Wert von x: 

Z= 1,49' 10- 28 crn 2 e1- 2 • 

Unsere Voraussetzungen bringen es mit sich, daB der Fall der quasi

stationaren Bewegung vorliegt, d. h. daB die (durch einen Winkel zu 

messende) Ablenkung aus der vom Ftihrungsfe1d vorgezeichneten Bahn 

wahrend der Zeit, die das Licht (mit seiner Normalgeschwindigkeit c) 

braucht, urn den Elektronendurchmesser zu durchlaufen, sehr klein ist. Nur 

in diesem Fall ist auch der Ansatz flir das elektrische Feld urn das Elektron 
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herum berechtigt. 1m Rahmen der speziellen Relativitatstheorie existiert 
die Lienard-Wiechertsche Forme1, welche das Eigenfe1d eines beliehig 
beschleunigten Elektrons angeben will; sie sagt aus, daB auf dem in die 
Zukunft geoffneten Nullkege1, der von dem Punkte 0 der Weltlinie de~ 
Elektrons ausgeht, 

CUi 

'Pi = (U,. . .d ;rj 
ist, wo If' die Weltrichtung des Elektrons in 0 angibt und d Xi der Vektor 
ist, der vom Punkte 0 zu dem auf dem Nullkegel ge1egenen Aufpunkt P 
fiihrt. Sie liefert fiir ein beschleunigtes Elektron Altsstrallltmg und wider
spricht den Tatsachen der Atomistik. Unter den Physikern ist heute die 
Meinung allgemein herrschend, daB sie eine notwendige Folge der Max
wells chen Gleichungen sei. DaB dies nicht zutreffen kann, geht aber 
schon daraus hervor, daB in ihr eine ausgezeichnete Zeitrichtung auftritt 
(in die Zuklmjt geoffneter Nullkegel; Ausstrahlwlg, nicht Einstrahlung), 
in den Maxwellschen Gleichungen hingegen nicht 3 2

). 

Von der feinen tiefen Furche, welche die Eahn des Elektrons in das 
metrische Antlitz der Welt gTabt, sehen wir nUT die Randboschung; un
bekannt ist uns, was ihre Tiefe birgt. Es kann sein, wie Mie annahm, 
daB die ganze Furche von einem qualitativ dem auBeren gleichartigen Feld 
ausgefiillt ist; eO' l<ann aber auell sein, daft der Abgrund bodenlos ist. Die 
Miesche Auffassung lOst die Materie im Felde auf, die andere entrlickt 
sie sozusagen dem Felde; nach ihr ist die Ma!erie ein jdd-bestimmendes 
Agens, das seiber nichts Rau1llliches, Extensives ist, sondern llur in cineI' 
bestim1llten raumlichen U1tl/{ebung drin steck!, von der seine Feldwirkungen 
ihren Ausgang nehmen. Wir konnen nicht sagen: lzil'r ist Ladu71g, sondern 
nur: diese Flache schliejJt Laliulll: rin. i-Jach der Mieschen Auffassung 
mliBte der Zustand des Fe1des ink!. der Materie in einem Augenblick (in 
einem dreidimensionalen Querschnitt der Welt) willkii:rlich sein; die Natnr
gesetze wlirden lediglich bestimmen, wie sich daraus die Folgezustande 
(und die vergangenen) des ganzen Systems gesetzmaBig entwicke1n. Unsere 
Erfahrungen sprechen aber mit groBer Deutlichkeit daflir, daB die Materii' 
das .FeU erzeugt lind eindelltig bestimmt. Unser willentliches Handeln muB 
primar stets an der Materie angreifen, und nm durch sie hindurch sind 
wir imstande, das Feld zu verandern. Tatsachlich haben wir denn auch 
zweierIei Art von Gesetzen notig zur Erklarung der Naturerscheinungen: 
I. die Feldgesetze, gewisse Eindungen des inneren differentiellen Zusammen
hangs der maglichen Fe1dzustande, vermoge deren das Feld allein zm 
Wirkungsubertragung fahig ist; und 2. die Gesetze, nach denm die Materie 
das FeU erregt. Unsere Eeschreibnng des Feldes, das ein Elektron um
gibt, ist erste stammelnde Formulierung derartiger Gesetze. Hier ist das 
Arbeitsfeld der modernen Physik der Materie, zu welcher vor allem die 
Tatsachen und Ratsel des Tf/irku71gsquantu71Zs gehoren. Flir das Kausa
litatsprinzip in dem Sinne, daB der Zustand der Welt in einem Querschnitt 
'<'0 = konst. Vergangenheit und Zukunft determiniert, liefert die heutige 
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Physik, das muE einmal klipp und klar gesagt werden, keinen Beleg mehr. 
Die GesetzmaEigkeit, nach welcher die Materie Wirkungen auslOst, ist, 
soweit wir heute beurteilen konnen, nur statistisch zu besehreiben. - Der 
Erfahrung, daB die Materie daB Feld erzeugt, entspricht es besser, wenn 
wir sie im Gegensatz zu Mie als eine jenseits des Feldes liegende Realitat 
ansetzen. Dieses Agens nennen wir »Materie«, sofern wir es als Ursache 
der Zustande des FeIdes betrachten, jenes extensiven Mediums, das aIle 
die verschiedenen materiellen Individnen zu dem Wirkungsganzen einer 
AuEenwelt zusammenbindet; naeh seinem inneren Wesen mag es eben
sowohl Leben und Wille wie »Materie« sein 33). 

Ratte die Miesche Ansehauung recht, SQ dnrften wir im Felde die 
objektive Wirklichkeit schlechthin erblicken, und die Physik schien dem 
Ziel nicht mehr ferne zu sein, wo sie uns das Wesen der physischen Welt, 
der Materie und der Natnrkrafte, so vollstandig begreifen lehrte, daE sich 
aus dieser Einsicht mit vernunftmiiBiger Notwendigkeit die Gesetze ein
deutig ergeben muBten, welche den Ablauf der Naturvorgange regeln. 
So klihner Roffnungen mlissen wir uns wohl jetzt flirs erste entschlagen. 
Aber gerade darin liegt nieht cler geringste Vorteil der Agens-Auffassung, 
daB sie neben dem streng funktionalen FeIdgesetz Raum lii3t flir die 
Quantenstatistik der Materie. Die Physik der Materie wird uns aueh Auf
schluE zu geben haben liber die ausgezeiclmete Ablaujsl'iclltung del' Zeit: 
Vel'gangenheit--,;Zul.:u!7jt: diese fundamentale Tatsache, die offenbar mit 
der Idee der Verursachung aufs engste verbunden ist, kann innerhalb 
der Feldphysik wegen der Invarianz der Feldgesetze nicht zur Geltung 
kommen. So ist im Ather ebensogut eine einlaufende wie eine auslaufende 
elektromagnetische Kugelwelle moglich; aber nur der letztere Vorgang kann 
durch ein im Zentrum liegendes Atom, das bei einem Bohrschen Elektronen
sprung Energie abgibt, ausgelOst werden. 

§ 39. Uber die Zusammenhangsverhiiltnisse der Welt im GroBen 
(Kosmologie). 

Schon in der Elektrostatik und in der Newtonschen Gravitationstheorie 
zeigt sich, daB die Nahewirkungsgesetze, die zusammengefaBt sind in der 
Poissonsehen Gleichung d cp = - (!, die Tatsachen nicht erklaren konnen, 
wenn nicht eine Ralldbedingung im Unendlichm hinzugenommen wird. Denn 
sonst bleibt es uns bei gegebenem (! freigestellt, zu der richtigen Potential
funktion 

If f-LdV 
4 7rr 

eine beliebige harmonisehe Funktion. Losung cler homogenen Gleichung 
d cp = 0, additiv hinzuzufligen. Bei Beschrankung auf kugeIsymmetrische 
Felder wird dieser Tatbestand freilich dadurch verdunkelt, daE die homogene 
Potentialgleichung keine andere regulare l.:ugelsymmetrisclte Losung besitzt 
als die Konstante. In der Einsteinschen Gravitationstheorie liegen ganz 
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analoge Verhaltnisse VOr. Zwar konnte es in § 33 so scheinen, als ob 
die Fe1dgesetze zwangsweise dafiir sorgten, da£ in groBer Entfernung vom 
Massenzentrum das ungestOrte metrische Feld der speziellen Relativitats
theorie sich einstellt. Sobald wir aber zwei Massenpunkte im selben Raum 
betrachten, liegt ebensowenig ein Grund vor, warum in ihrer Auslaufzone 
die Lichtgeschwindigkeiten c tibereinstimmen sollen, wie etwa fiir die 
Ubereinstimmung ihrer beiden charakteristischen Konstanten m. Die Ur
sache fiir das gemeinsame, nahezu homogene metrische Fe1d, das alle 
Korper einbettet, liegt offenbar nicht in den Korpern, geht nicht von den 
inneren Fe1dsaumen aus, sondern von dem unendlich fernen Saum; von da 
her legt sich eine ungeheure Macht beruhigend auf das Weltgeschehen. Den 
Prinzipien der allgemeinen Relativitatstheorie widerspricht das nicht, wohl 
aber der Forderung, daB die Materie alleinige Ursache des Feldes sein 
solI. Urn ihr zu gentigen, ist es notig, daB man den Raum als geschlossen 
annimmt und nicht als einen offenen, sich ins Unendliche erstreckenden. 
In der offenen Ebene hat die Potentialgleichung unendlich viele Lasungen, 
auf der geschlossenen Kuge1£lachc hingegen ist die Konstante ihre einzige 
Lasung. Die allgemeine Re1ativitatstheorie gewahrt die Maglichkeit, den 
offenen durch einen geschlossenen Raum zu ersetzen. 

In der Tat laBt sie es durchaus dahingestellt, ob die We1tpunkte in 
umkehrbar-eindeutiger und stetiger Weise durch die Werte von 4 Koor
dinaten Xi dargestellt werden konnen. Sie setzt lediglich voraus, daB 
die Umgebung eines jeden Weltpunktes eine umkehrbar-eindeutige stetige 
Abbildung auf ein Gebiet des vierdimensionalen .Zahlenraumes« ge
stattet (wobei unter »Punkt des vierdimensionalen Zahlenraumes« jedes 
Zahlenquadrupe1 verstanden ist); tiber den Zusammenhang der Welt 
im ganzen macht sie von vornherein keine Annahmen. - Wenn wir in 
der Flachentheorie von einer Parameterdarstellung der zu untersuchenden 
Flache ausgehen, so bezieht sich diese auch immer nur auf ein Flachen
sttick, nicht aber auf die ganze Flache, die im allgemeinen keineswegs 
eindeutig und stetig auf die Euklidische Ebene oder ein ebenes Gebiet 
abgebildet werden kann. Von denjenigen Eigenschaften der Flachen, die 
bei allen eineindeutigen stetigen Abbildungen erhalten bleiben, handelt 
die Analysis situs; die Geschlossenheit ist z. B. eine derartige Analysis
situs-Eigenschaft. Jede Flache, die aus der Kugel durch stetige Defor
mation hervorgeht, ist auf dem Standpunkt der Analysis situs von der 
Kugel nicht verschieden, wohl aber z. B. der Torus. Auf dem Torus 
gibt es namlich geschlossene Linien, we1che den Torus nicht in mehrere 
Gebiete zerlegen, auf einer Kugel existieren derartige Linien nicht. Aus 
der Geometrie auf der Kugel ging jene .spharische Geometrie«, we1che 
wir in § 10 mit Riemann der Bolyai-Lobatschefskyschen gegentiberstellten, 
dadurch hervor, daB wir je zwei einander diametral gegentiberliegende 
Kugelpunkte identifizierten. Die so entstehende Flache lJ ist von der 
Kugel gleichfalls im Sinne der Analysis situs verschieden, und zwar durch 
diejenige Eigenschaft, we1che man als ihre Einseitigkeit bezeichnet. Denkt 
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man sich ein kleines, auf einer Flache liegendes, bestandig im gleichen 
Sinne rotierendes Radchen wahrend der Rotation ilber diese Flache hin
bewegt, wobei der Mittelpunkt eine geschlossene Bahn beschreibe, so 
sollte man erwarten, wenn das Radchen wieder an seinen Ausgangsort 
zurilckkehrt, so rotiere es hier im gleichen Sinne wie im Anfang seiner 
Bewegung. Ist dies der Fall, welche geschlossene Kurve der Mittelpunkt 
des Radchens auch auf der Flache beschrieben haben mag, so heiBt sie 
zweiseitig; im andern FaIle aber einseitig. Da8 es einseitige Flachen gibt, 
ist zuerst von Mobius bemerkt worden. Die oben erwahnte Flache ~ 
ist einseitig, wahrend die Kugel natilrlich zweiseitig ist. Man sieht das 
ohne wei teres ein, wenn man den Mittelpunkt des Radchens einen gro8ten 
Kreis durchlaufen la.J3t; auf der Kugel muB der ganze Kreis durchlaufen 
werden, ehe diese Bahn sich schlieBt, auf ~ jedoch nur der halbe. -
Ganz analog wie eine zweidimensionaIe kann nun auch eine vierdimen
sionaIe MannigfaItigkeit sehr verschiedenerlei Analysis-situs-Beschaffenheit 
besitzen. Aber auf jeder vierdimensionaIen Mannigfaltigkeit la.J3t sich die 
Umgebung eines Punktes gewiB in stetiger Weise durch 4 Koordinaten 
darstellen derart, daB verschiedenen Punkten dieser Umgebung immer 
verschiedene Koordinatenquadrupel korrespondieren. Genau in diesem 
Siime ist die Benutzung der 4 Weltkoordinaten zu verstehen. 

Die Schwierigkeiten, welche die unendliche Ausdehnung des Raumes 
mit sich bringt, sind schon frilher oft diskutiert worden. Sind die Massen 
im Raum durchschnittlich gleich dicht verteilt, so ergibt sich nach Newton 
an jeder Stelle ein unendlich hohes Gravitationspotential; nicht die niichsten 
groBen Massen, die Erde, der Mond, die Sonne zogen uns an, sondern 
gerade die entjerntesten Massen hatten das absolute Ubergewicht. Aus dem
selben Grunde milBte der Himmel unendlich hell sein. Die Vorstellung 
aber, daB nur in einer gewissen begrenzten Gegend der Raum in merk
licher Dichte mit Materie bevolkert ist, die Vorstellung der Sterneninsel 
hat entschieden etwas sehr Unbefriedigendes. Als Ausweg aus diesem 
Dilemma boten sich Modifikationen des Newtonschen Attraktionsgesetzes 
dar*). Vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie erscheint es am einfachsten, 
die Potentialgleichung d (/) = 0 filr das Gravitationspotential (/) durch 
eine Gleichung d (/) - ). (/) = 0 zu ersetzen, in der ). eine positive Kon..:. 
stante bedeutet. Ihre GrundlOsung - entsprechend der GrundlOsung Ijr 
der Potentialgleichung - ist bekanntlich e-rYJ:jr. Die exponentielle Ab
nahme mit der Entfernung r lischt die Wirkung aIlzu ferner Massen aus. 

Einstein libertrug diesen Gedanken auf seine Gravitationstheorie 34). 
In def Tat haben wir in § 30 bei der Herleitung der Gravitationsgleichungen 
eine kleine Unterlassungssilnde begangen. Es ist nicht R die einzige von 

*) In anderer Richtung liegen die auf einem Grundgedanken vou Lambert be
ruhenden Versuche, die Schwierigkeiten durch die Annahme einer Hierarchie von 
Systemen unbegrenzt wachsender Gro~enordnung zu iiberwinden; sie sind neuerdings 
namentlich von C. V. L. Charlier weitergefiihrt worden (vgl. Ark. fOr Mat. Astr. och 
Fys. Bd. 16 [1922J, Nr. 22). 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 19 
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gik, ihren I. und 2. Differentialquotienten abhangige und in den letzteren 
lineare Invariante, sondern die allgemeinste Invariante dieser Art hat die 
Gestalt a R + fJ, wo a und (J numerische Konstante sind. Wir sind also 
genotigt, das Integral von & + ), Vg als WirkungsgroBe des Gravitations
feldes anzusetzen; aber es war ungerechtfertigt, daB wir. der Konstanten ), 
von vornherein den Wert 0 erteilten. Behalten wir jetzt das Glied mit ), 
bei, so lauten die Gravitationsgleichungen - von der Elektrizitiit, die im 
Haushalt des Kosmos offenbar keine Rolle spielt, sehen wir jetzt ganz ab -: 

Sie haben also ein ganz analoges Zusatzglied erhalten, wie wir es oben 
der Potentialgleichung in der Newtonschen Theorie anhangen wollten. 

Wir finden ihre zu einem Zentrum 0 gehOrigen statischen kugel
symmetrischen Losungen wie in § 33, Ansatz (48). Mit den dort ver
wendeten Bezeichnungen lautet das Variationsprinzip 

oj(wd"+ L1r~) dr = o. 

Die Variation von w ergibt wie fruher d = I; die Variation von d hin
gegen 

Verlangen wir Regularitiit bei r = 0, so folgt daraus 
), 

w=-r3 , 
3 

(a·= 1). 
Nehmen wir also ), als positiv an, so kommen wir in der Tat auf einen 
geschlossenen Raum; du~ ist die metrische Fundamentalform einer drei
dimensionalen Kugel (Sphare) im vierdimensionalen Euklidischen Raum: 

(76) x~ + x: + x; + z~ -:- a", du· = dx~ + dx: + dx; + dz'. 
o nennen wir den Pol, z = 0 den .i\quator des Raumes. Vom Pol bis 
zum .i\quator nimmt die Lichtgeschwindigkeit nach dem einfachen Gesetz 

(7 6') f = z/a 

von Ibis 0 abo Die metrische Fundamentalform der Welt wird also auf 
dem .i\quator singular. Einstein schloB daraus, daB notwendig in der Welt 
Massen vorhanden sein miisscn, wenn man die :tkosmologischenc Gravitations
gleichungen (75) mit einem positiven ), akzeptiert. Dnd tatsiichlich stellt 
sich heraus, daB eine gewisse gleichmiiBige Verteilung von Materie im Raum 
in statischem Gleichgewicht sich befindet. Wir ersetzen die aus inko
hiirenten Teilen (den Sternen) bestehende Masse, kosmische MaBstiibe an
legend, durch eine kontinuierliche Flussigkeit von der konstanten Dichte !to 
und werden insbesondere eine Losung find en , bei welcher der Druck p 
identisch verschwindet. Das Variationsprinzip ist genau das gleiche wie 
in § 35, S. 264; nur hat man X!lo durch X!lo+), zu ersetzen. Man bekommt 
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deshalb wiederum einen spharischen Raum, des sen Radius b sich aus 

b2- 3 
- xf10 + A 

bestimmt, und dazu die Gleichungen 

(Ho + p) j = v = konst. (Impulssatz), 
3 xv konst. 

j= 2{xf1o +.1-.) +-h-' 

SolI p = 0 werden, so muB j = konst. sein; das ist auch ohne Rechnung 
klar, da sich sonst die Materie unter dem EinfiuB des Gravitationspotentialsj 
in Bewegung setzen wiirde. Mit j = I bekommen wir dann v = flo, 

3XV=2{xf1o+A), d.i. xf1o=2A. 

Rechnet man als Gesamtmasse j)£ das ,tlo fache des natiirlichen Volumens 

der Sphare yom Radius b = l/J/I, so findet man flir den Gravitations
radius von M: 

(77) 
2n;2 4n;' 

Xi)£= A3/2 • 2), = VI' 

eine Zahl also von derselben GroBenordnung wie der Radius der Weltkugel. 
Diese ungeheure Masse iibernimmt nach der Einsteinschen Kosmologie die 
Rolle, welche der unendlich ferne Horizont bisher spielte: sie erzeugt den 
homogenen Ulltergrund des Fiihrzmgsjeldes,. sie halt z. B. die Ebene des 
Foucaultschen Pendels fest, so daB sie der Umdrehung des Sternenhimmels 
folgt. 

Bin geschlossener RaltllZ, in welch em die Sterne im gatlZen ruhend Ulld 
gleichmiifJig verteilt sind, das ist danach der ideale Gleichgewichtszustand, 
in welch em sich die wirkliche Welt nahezu befindet; aus demselben Grunde 
und in demselben statistischm Sinne, wie ein Gas, das in einen ruhenden 
Kasten eingeschlossen ist, fast immer im Zustand des thermodynamischen 
Gleichgewichts sich befindet, in welchem seine Molekiile den Raum gleich
formig erflillen, an jeder Stelle im Durchschnitt ruhen und ihre Geschwindig
keiten die bekannte Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung aufweisen. 
Damit solI zugleich eine Erklarung daflir gewonnen sein, wie es kommt, 
daB die relativen Sterngeschwindigkeiten klein sind gegeniiber der Licht
geschwindigkeit und unser Fixsternsystem nicht langst in die Unendlichkeit 
auseinander gestoben ist. Die Schwierigkeit, welche darin liegt, daB die 
zufallig in der Welt vorhandene Gesamtmasse in einem genau abgestimmten 
Verhaltnis zu der im Gravitationsgesetz auftretenden Konstanten .I-. stehen 
muB, kann man beheben, wenn man annimmt, daB die Naturgesetze den 
Wert der Konstanten A nicht festlegen; wenn man das Gravitationsgesetz 
so formuliert: flir jede auBerhalb eines endlichen Bereichs verschwindende 
unendlich kleine Variation des metrischen Feldes, bei welcher das Volumen 
ungeandert bleibt 

oIVgdx = 0, gilt auch oJ@ dx = 0 

19* 
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(Variationsprinzip mit Nebenbedingung). - Ubrigens bleibt die Frage offen. 
ob die »Spharec ein umkehrbar eindeutiges Abbild des wirklichen Raumes 
ist oder ob man in ihr je zwei diametral gegeniiberliegende Punkte mit 
einem und demselben Raumpunkt zu identifizieren hat. 

Auch wenn man die Masse in der Gegend des Raumaquators konzen
triert, kommt man, wenn die Singularitat des metrischen Feldes am Aquator 
beseitigt werden soll, stets auf eine Gesamtmasse, die den eben errechneten 
Betrag (77) nicht unterschreiten kann und von der gleichen Gro/3enordnung 
ist. 35) Das befindet sich zugleich in gutem Einklang mit der Untersuchung 
von Thirring iiber die Wirkung, we1che eine rotierende schwere Hohlkugel 
auf Massen in ihrem Zentrum ausiibt. Sie ruft eine ahnliche Kraft wie 
die Zentrifugalkraft hervor; nur tritt ein kleiner Faktor hinzu, das Ver
haltnis des Gravitationsradius der Hohlkugelmasse zum geometrischen 
Radius der Hohlkugel. Fiir die Weltkugel erreicht dieser Faktor eine 
Gro/3e r--J I: der Gravitationsradius ihrer Masse ist ebenso gro/3 wie ihr 
eigener Durchmessoc. - Das statische kugelsymmetrische Gravitationsfeld~ 
das einen in 0 befindlichen neutralen oder geladenen Zentralkorper um
gibt, la/3t sich nach der hier befolgten Methode unter Beriicksichtigung des 
kosmologischen ). - Gliedes gleichfalls sofort berechnen; immer stellt sich 
die Notwendigkeit heraus, einen Massenhorizont von der Machtigkeit (7iJ 
anzubringen. 

So verlockend nach dem Allen die Einsteinsche Kosmologie erscheinen 
mag, es stehen ihr doch schwere Bedenken entgegen. Zunachst die Tat
sachen. Auf Grund der spektroskopischen Befunde schreibt man den 
Stemen ein Alter zu; und es ist darum gar nicht gesagt, da/3 das Fixstem
system sich nicht auflosen wird wie eine Rauchwolke. Nur im Augenblick 
ist es noch viel zu jung dazu, als da/3 ihm das schon widerfahren sein 
konnte. Alle Erfahrungen iiber Stemverteilung zeigen, da/3 der gegenwiirtige 
Zustand des Sternenhimmels nichts mit eine11l »statistischen Endzustandc Zlt 

tun hat. 36). Die kleinen Stemgeschwindigkeiten beruhen viel eher auf einem 
gemeinsamen Urprung als auf einem Ausgleich; und iibrigens scheint es 
auch, je weiter voneinander entfemte Gebilde man betrachtet, urn so gro/3ere 
Geschwindigkeiten findet man im Durchschnitt. Statt zu der gleichma/3igen 
Massenverteilung fiihren die astronomischen Tatsachen eher zu der Ansicht, 
da/3 einzelne Stemwolken in wei ten leeren Raumen dahinziehen. 

Zweitens haben nach einer Bemerkung von de Sitter 37) Einsteins kos
mologische Gravitationsgleichungen eine sehr einfache regulare Losung; 
eine massenleere Welt ist also doch mit ihnen vertriiglich, das ist die metrisch 
homogene Welt von nicht-verschwindender Kriimmung. 1st Q (x) eine 
nicht-ausgeartete quadratische Form von 5 Variablen x. bis Xs mit kon
stanten Koeffizienten, so ist der .Kegelschnittc Q (x) = a 2 im fiinfdimen
sionalen Euklidischen Raum mit der metrischen Grundform ds 2 = - Q(dx) 
eine metrisch homogene vierdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. 
Soll sie eine positive und drei negative Dimensionen besitzen, so hat man 
fiir Q eine Form mit vier positiven und einer negativen Dimension zu 
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nehmen; also 
Q (x) = x~ + x~ + x~ + x: - x~. 

Der zugehorige Kriimmungstensor 4. Stufe lautet 

R;afi = - ~ (O~gk,~ - O;gka) ; 
a 

daher ist 
i 12 

R=Ri= --;>, 

und die Gleichungen (75) sind erfiiIlt mit)' = 3/a2. Diese Losung stellen 
wir der EinsteitlSchen .Zylinderwelt« - die gegeben ist durch einen in 
Richtung der t-Axe iiber einer dreidimensionalen Sphare im fiinfdimen
sionalen Euklidischen Raum mit den Koordinaten XI X 2 X3 Z t errichteten 
Zylinder - als de Sittersche Hyperbelwelt gegeniiber. 

Mit der ~Zylinderlosung. (76), (76') steht sie in engstem Zusammen
hang. Wenn man namlich 

setzt, so kommt 

t 
x.= z· ~of - , 

a 
rr::.' t 

xs=z·~m
a 

Q(X) = x~ + x~ + x~ + Z 2 = a", 

- ds 2 = Q(dx) = (dx~ + dx~ + dx~ + dz 2) _ (: )2dt2; 

und das stimmt genau mit (76), (76 ' ) iiberein. Doch bringen die so 
eingefiihrten statischen Koordinaten XI x2 X 3 ' t nur den keilformigen Aus
schnitt x: - x~ > 0 des de Sitterschen Hyperboloids zur Darstellung. 
Man kann sich den Sachverhalt anschaulich klar machen, wenn man 
zwei Raumkoordinaten (XI x 2 ) unterdrlickt. Die Schneide des Keils (auf 
dem gleichzeitig x. = 0 , X5 = 0 wird) ist die X3 - Achse. Die durch sie 
hindurchgehenden Ebenen X4 /XS = konst. 
schneiden aus dem HyperbolOid die Linien 
aus, die auf dem Zylinder in t = konst. 
libergehen; insbesondere gehen die Keil
rander x 4 - Xs = 0 und x. + Xs = 0 

liber in die beiden unendlichfernen Saume 
t = + oc des Zylinders. Hingegen werden 
die beiden DurchstoBpunkte S der Schneide 
mit dem Hyperboloid (x. = Xs = 0, 

X3 = + a) je zu einer Mantellinie des Zy
linders auseinander gezogen. - Ubrigens 
konnen wir vor Anwendung der Substi- Fig. 2 2. 

tution (78) die Koordinaten XI bis Xs einer beliebigen homogenen linearen 
Transformation unterwerfen, we1che die Form .Q (xl invariant laEt. Es 
gibt also im gegenwartigen Fall unendlich viele verschiedene Systeme 
statischer Koordinaten; freilich bringt jedes von ihnen einen andern keil
fOrmigen Ausschnitt des ganzen Gebildes zur Darstellung. 
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Die de Sittersche Lasung, die als Ganzes nicht statisch ist, zwingt uns, 
die einseitig statische Denkweise aufzugeben und uns zu iiberlegen, was 
die Forderung der raumlichen Geschlossenheit eigentlich fiir die Analysis 
situs der vierdimensionalen Welt bedeutet. Wahrend der vierdimensionale 
Zahlenraum einen einzigen zusammenhangenden unendlichfernen Saum tragt, 
solI diese Forderung erzwingen, daB die Welt zwci getrennte Siiume bekommt, 
die unendlichferne Vergangenheit (- 00) und die unendlichferne Zukunft 
(+ 00); sowohl der Zylinder wie das Hyperboloi'd haben diesen Charakter. 
Schon durch die Analysis-situs-Beschaffenheit der Welt, nicht erst durch 
ihre metrische Struktur ist dann dafiir gesorgt, daB sie sich erstreel;! von 
Ewigkrit zu Ewigkeit. In einer Welt vom Zusammenhang des vierdimen
sionalen Zahlenraums ist es leicht, ein metrisches Feld so zu konstruieren, 
daB der von einem Punkte 0 ausgehende Kegel der passiven Vergangenheit, 
wenn man ihn hinreichend weit riickwarts verfolgt, schlieBlich mit seinem 
Innern den Punkt 0 selber iiberdeckt; daraus wiirden die grausigsten 
Maglichkeiten von Doppelgangertum und Selbstbegegnungen entspringen. 
Tragt aber die Welt zwei Saume, so kannen wir durch das einfache Postulat, 
daB alle geodatischen Nullinien in einem Sinne gegen den Saum - 00, 
im andern gegen den Saum + 00 laufen, dies verhindern und dafiir sorgen, 
daB jeder solchen Linie (und damit auch jeder Linie mit durchweg zeitartiger 
Richtung) ein cindeutig bestimmter Durchlauflmgssinn (von - 00 nach + 00) 

zUfallt. - Den doppelten Saum von Vergangenheit und Zukunft haben 
Zylinder und Hyperboloi'd gemeinsam. In der massenerfiillten Zylinderwelt 
aber (in welcher f = list) iiberschlagt der nach riickwarts verlangerte 
Vergangenheitskegel sich selbst unendlich oft (er wird, bei Unterdriickung 
zweier Raumdimensionen, von den beiden Schraubenlinien auf dem Zylinder 
begrenzt, welche die Mantellinien unter + 45 0 schneiden); so kann es 
geschehen, daB wir von demselben Stern am Himmel mehrere Bilder er
blicken, welche uns den Stern in Epochen zeigen, die durch ungeheuere 
Zeitraume (wahrend welcher das Licht einmal rund um den Raum lauft) 
voneinander getrennt sind. In dieser Welt gehen die »Gespenster« des 
Langstvergangenen unter uns um. Wenn man annimmt, daB sie zu diffus 
sind, um wahrgenommen zu werden, so miiBte das entstehende diffuse Licht 
doch so stark sein, daB die Sterne im Durchschnitt gleichviel Licht ab
sorbieren wie emittieren; es miiBte ein Strahlungsgleichgewicht sich ein
stellen wie in einem schwarzen Hohlraum. Anders auf dem Hyperboloi'd 
(wo der Nullkegel gebildet wird von den durch 0 laufenden gerndlinigen 
Erzeugenden); die de Sittersche Hyperbelwelt vereinigt beides miteinander: 
sie verleiht der Welt den doppelten Sau11l der Vergangenheit und Zukunjt, 
aber vermeidet die Selbstiiberdeckung der i'lullkegel. In ihr ist viel mehr 
Platz und Weite als in der Zylinderwelt. Damit hiingt eine andere wunder
bare Eigenschaft des Hyperboloi'ds zusammen. Seine geodatischen Linien 
werden von den Ebenen ausgeschnitten, welche durch den Nullpunkt laufen 
(wir unterdriicken wieder die beiden Koordinaten X, x., operieren also im 
dreidimensionalen Euklidischen Raum mit der metrischen Grundform 
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- ds' = dx~ + dx: - dx~); die zeitartigen unter diesen Linien sind 
Hyperbelaste, welche sich von - 00 bis + 00 erstrecken. Die von den 
Punkten einer solchen geodatischen Linie { ausstrahlenden, in die Zukunft 
geoifneten Nullkegel bedecken nur einen Teil des Hyperboloi'ds, welcher 
begrenzt wird von zwei zueinander parallelen geradlinigen Erzeugenden. 
Nach unten zu (- 00) wird das Gebiet im Vergleich zum ganzen Umfang 
des Hyperboloi'ds unendlich schmal, nach oben zu umfaBt es nahezu voll
standig die Rundung der Flache. (In der Figur ist das Bild im AnfriB 
gezeichnet; { liegt in der Zeichenebene.) Dieses» Wirkungsgebiet« hat I 
gemeinsam mit 00 3 andern geodatischen 
Linien, weIche ein gegen die Zukunft hin 
divergierendes (gegen die Vergangenheit 
konvergierendes) Biindel bilden. Es exi
stieren 00 3 solcher durch ihre Konvergenz
rich tung sich unterscheidende BUndel -
so wie es im gewohnlichen unendlichen 
vierdimensionalen Raum 00 3 BUndel von 
je 00 3 zueinander parallelen Geraden gibt. 
Hier stehen aber nur solche Materie-Ek ... 
mente, deren Weltlinien dem gleichen 
BUndel angehoren, von Anfang an in 
Wirkungszusammenhang miteinander; ver- Fig. 23. 
schiedene derartige Systeme beginnen erst 
im Laufe ihrer Geschichte sich kausal zu durchdringen. Es ist die Hypo
these naheliegend, daB die Himmelskorper, welche wir kennen, alle einem 
einzigen solchen System angehoren; das wUrde die klein en Sterngeschwin
digkeiten als eine Folge ihres gemeinsamen Ursprungs verstandlich machen. 
(Uber eine interessante astronomische Konsequenz dieser Kosmologie siehe 
Anhang III.) 

Wahrend de Sitters Losung den Zwang ZUI MassenerfUlIung dahinfallen 
liiBt, ist endlich auch an der Begriindung der Einsteinschen Kosmologie 
Kritik zu Uben, nnd da liegt vielleicht der entscheidendste Einwand. Der 
Grund dafUr, 'daB ein ruhender geladener Korper von einem statischen 

Feld mit dem Potential .!...- umgeben ist, liegt gar nicht in der Bindnng 
r 

durch eine Randbedingung im raumlich-Unendlichen. Auch hier muB man 
sich von der einseitigen >statischen« Einstellung los machen. Wenn ein 
System von Ladungen im leeren Raum sich bis vor einer Stunde irgendwie 
bewegt hat, aber seither in Ruhe verharrte, so herrscht das Coulombsche 
Feld im Umkreis von» I Lichtstunde = ca. I09 km< urn das System herum. 
Das Gleichgewicht stellt sich keineswegs erst her, wenn der seit einer 
Stunde in Ausbildung begriifene statische Feldzustand, der sich mit Licht
geschwindigkeit ausbreitet, den Raumhorizont erreicht, die Raumkugel 
durchlaufen hat. An die Stelle der Frage, warum das statische Potential 
die raumlichen Randwerte 0 besitzt, tritt die andere, 1eJoher die in den 
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retardierten Potentialen zutage trdende ausgezeichnete Ridtung des Zeitablaufs 
stammt. Betrachten wir etwa den folgenden Vorgang: Von einem neutralen 
Karper lOst sich eine Ladung ab und kommt fern vom Mutterkarper zur 
Ruhe; spater kehrt sie auf dieselbe Weise zu ihm zuriick, wie sie sich 
von ihm abgelast hat. DaB durch dies en Vorgang ein mittels retardierter 
Potentiale darzustellendes Feld ausgebildet und ausgesendet wird, ergibt sich 
aus den Feldgesetzen, wenn man die Annahme hinzufiigt, daB vor seinem 
Beginn der Rau11l feldfrei ist; die Feldgesetze selber haben zur Folge, 
daB dann die Felderregung nie11lals wieder erlischt. (Wiirde man umgekehrt 
annehmen, daB der Raum nach Beendigung des Vorgangs feldfrei ist, so 
wiirde man ein einstraldendes und sich rUckbildendes Feld erhalten.) Wenn 
auch diese Beschreibung nur auf die grob beobachtbaren Korper anwend
bar ist - z. B. auf eine Sendestation, deren felderregende Wirkung in 
einem gewissen Moment einsetzt und die dann wieder verstummt; nicht 
aber auf ein Elektron, des sen Wirkung ohne Anfang in der Zeit ist -, 
so geht daraus wohl doch mit Sicherheit hervor, daB die Bindung, welche 
erklart werden solI, nic!zt Izerko1ll11lt,von dem riiumlich-Unendlichen, sondern 
von der u1Ztndlichen Vergangenlzeit, die hinter uns liegt, von dem Weltsaum - 00. 

Da dieser auch in der Einsteinschen Kosmologie beibehalten wird, scheint 
es mir ausgeschlossen, daB es ihr gelingen wird, die Tragheitsfiihrung der 
Korper in den groBen fernen Massen zu verankern. 

Das Prinzip, daB die Materie das metrische Feld erzeugt, laBt sich 
nicht in dem Sinne durchfiihren, daB .fern von aller Materie, oder wenn 
aIle Materie vernichtet ist, kein Fiihrungsfeld da ist., d. h. das Feld un
besti11lmt wird. Konsequenterweise miiBte man, wenn man dies fiir not
wendig erachtet, dasselbe Postulat fiir das elektromagnetische Feld aufstellen. 
Jedermann nimmt aber an, daB mit verschwindender Materie das elektro
magnetische Feld Null wird. Doch besagen die Gleichungen fJ'i = 0 ja 
nicht, daB iiberhaupt »kein elektromagnetisches Feld da ist., sondern sie 
schildern einen bestimmten, besonders ausgezeichneten, den > Ruh-Zustand« 
des Feldes, der sich· stetig in aIle andern maglichen Zustande einpaBt. 
Der Rulz-Zustand des metrischell Feldes aber ist die II01Jlogene Metrik, wie 
sie auf dem de Sitters chen HyperboloId herrscht. Ich nehme also im 
Einklang mit der Erfahrung an, daB fern ,}Oil aller Materie diescr homoge1le 
Zwta11d IlCrrsclit. (Die im einfiihrenden § 29 herangezogene Analogie zur 
Frage der absoluten Raumrichtung oben-unten ist danach in einem wesent
lichen Punkte nicht stichhaltig.) Es wird gut sein, hier die alte Vorstellung 
des Atllers wieder zu Ehren kommen zu lassen. Nicht als substantielles 
Medium tritt er von neuem auf den Plan, sondern in dem Sinne, daB 
unter Zustal1d des Athers das herrschende metrische und elektromagnetische 
Feld zu verstehen ist 38). Das Verhaltnis von Materie und Ather ist nicht 
das von Erzeuger und· Erzeugtem; sondern, wie Schiffe auf einer glatten 
Seefiache, erregt die Materie lediglich den Ather, der von Hause aus im 
Zustande der Ruhe sich befindet. Auf dem de Sitterschen HyperboloId 
wird nach dem Saum der unendlichen Vergangenheit - 00 hin der Bereich, 
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in weIchem der Ather in seinem Ruhe-Zustand der Homogenitat sich be
findet, immer umfassender, werden die isolierten StOningsbereiche ihm 
gegeniiber von immer geringerer Ausdehnung; gegen den Saum der un
endlichen Zukunft jedoch greifen alle Storungsbereiche iibereinander und 
erfiillen das All. In der Hyperbelwelt konnen wir so die Auffassung, welche 
wir oben an den in der Zeit beginnenden Erregungen des elektrischen 
Feldes auseinandersetzten, auch auf die von Ewigkeit her bestehende 
Felderregung durch die letzten Elementarbestandteile der Materie aus
dehnen. Die Welt ist geboren aus der ewigen Ruhe; aber erregt von dem 
»Geist der Unruh«, der im Agens der Materie zu Hause ist, wird sie 
niemals wieder zur Ruhe kommen. Die Vergangenheit liegt abgeschlossen 
hinter uns; niemand entrinnt ihrer bindenden Kraft. In die Zukunft + 00 

hinein aber liegt die Welt offen und unvoraussehbar vor uns; Verwegenheit, 
nach dort hin ihr eine »Randbedingung« aufzuerlegen! 

Physikalisch durchflihren konnen wir zur Zeit weder die Einsteinsche 
noch die de Sittersche Kosmologie; eine endgiiltige Entscheidung mu.6 
also noch vertagt werden. Sowie man in die Einsteinsche Welt einen 
Massenpunkt, einen einzelnen Zentralkorper hineinsetzt, zieht er die be
nachbarten Weltmassen an; es ist schwer, den richtigen phanomenologischen 
Ansatz flir den Widerstand zu finden, der die Massen an dem Hineinstiirzen 
in den Zentralkorper hindert. Die Einflihrung eines Gegendrucks wie in 
einer inkompressiblen Fliissigkeit reicht dazu nicht aus, wie die Rechnung 
lehrt. Aber auch in der de Sitterschen Welt sind die einem Massenpunkt 
entsprechenden Losungen (die mit verschwindender Masse in das homogene
Hyperboloid iibergehen mii.6ten) bisher nicht bekannt. In der Physik 
miissen wir deshalb iiberall den Grenziibergang zu ). = 0 vornehmen. 
Trotzdem mu.6ten diese Fragen besprochen werden, weil sie mit dem 
Grundproblem von der Herkunft des Galileischen Fiihrungsfeldes aufs 
engste zusammenhangen. Auf die Frage, warum der TriigheitskolllpaJi 
utld der Himmelskompaj1 fast genau zusammengehen, wei.6 ich keine andere 
Antwort zu geben als die: well die Materie die Ruhe des ,.Vaters Ather« 
nur in geringem Grade zu stOren vermocht hat; je weniger Materie vor
handen ware, um so genauer wiirde diese Ubereinstimmung sein. Trotz
dem mag es sein, daB die Intensitat, mit der ein Korper ablenkenden 
Kraften widersteht, sein Tragheitskoeffizient mix abhangig ist von den 
iibrigen Massen. Es kann sein, daJ3 weder der Wert von x bedingt ist durch 
die allgemeine Gesetzlichkeit des Athers noch der Gravitationsradius m 
eines Elektrons durch die Natur des Elektrons allein bestimmt ist; sondern 
beide Zahlen konnten z. B. abhangen von der zufalligen Anzahl von Elek
tronen, die in der Welt vorhanden sind. Legen die seltsamen nume
rischen Verhaltnisse am Elektron einen solchen Gedanken vielleicht nahe, 
so sind das doch Spekulationen, denen vorlaufig jede Grundlage fehlt. 
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§ 40. Das elektromagnetische Feld als Bestandteil des metrischen. 
Wenn wir zu Anfang dieses Kapitels mit Einstein die Malilbestimmung 

im Ather mit Hilfe von MaBstaben und Vhren dejinierten, so kann man 
das nur als eine vorlaufige Ankniipfung an die Erfahrung gelten lassen, 
wie etwa auch die Definition der elektrischen Feldstarke als ponderomoto
rische Kraft auf die Einheitsladung. Es ist nOtig, den Kreis zu schlielilen; 
nachdem einmal die physikalischen Wirkungsgesetze aufgestellt sind, mu13 
man beweisen, da13 hier die geladenen Korper unter dem Einflu13 des 
elektromagnetischen Feldes, dort die MaBstabe unter dem EinfluB des me
trischen Feldes zufolge der Wirkungsgesetze jenes Verhalten zeigen, das 
wir anfanglich zur physikalischen Definition der FeldgroBen benutzt haben. 
Es ist heute sicher, daB wir dazu der Ansatze der Quantentheorie be
dUrfen. Die Bohrsche Atomtheorie 39) zeigt, da13 die Radien der Kreis
bahnen, welche die Elektronen im Atom beschreiben und die Frequenzen 
des ausgesendeten Lichts sich unter BerUcksichtigung der Konstitution 
des Atoms bestimmen aus dem Planckschen Wirkungsquantum, aus La
dung und Masse von Elektron und Atomkern. Ahnlich wie mit jenen 
Radien wird es sich mit den Gitterabstanden in einem kristallinischen 
Medium verhalten und infolgedessen auch mit der Liinge eines gegebenen 
starren MaBstabs. Die Iieueste Entwicklung der Atomphysik hat es wahr
scheinlich gemacht, daB die Vrbestandteile alIer Materie das Elektron und 
der Wasserstoffkern sind;alle Elektronen haben die gleiche Ladung und 
Masse, ebenso aIle Wasserstoffkerne. Daraus geht mit alIer Evidenz her
vor, daB sich die Atommassm, Uhrperiodm und Majistabliingen nicht durclt 
irgendeine Beharrungstendenz erhaltm; sondern es handelt sich da um 
einendurch die Konstitution des Gebildes bestimmten Gleichgewichts
zustand, auf den es sich sozusagen in jedem Atigenblick neu einstellt. 
Das erklart die' folgende grundlegende Tatsache, .von der wir bei der De
finition des metrischen Feldes ausgingen (ich spreche sie, statt flir die 
geometrischen Radien der Atombahnen, lieber, fiir die Atommassen aus, 
die offenbar etwas physikalisch Vrspriinglicheres sind): Ein Wasserstofi'.,. und 
ein Sauerstoffatom mogen jetzt, wo sie sich nebeneinander an der gleichen 
FeldstelIe P befinden, ein bestimmtes Massenverhiiltnis 1,008: 16,000 be
sitzen; sie bewegen sich getrennt voneinander wahrend langer Zeit in der 
Welt und treffen in einem viel spateren Weltpunkte P' von neuem zu
sammen; wir Jinde!Z daselbst genau das gleiche Massenverhiiltnis wie in P. 
Dies Massenverhiiltnis stelIt sich nicht in P' ein, weil es in P geherrscht hatte, 
sondern weil es durch die Konstitution des Wasserstoff- Rnd des Sauer
stoff atoms erzwungen ist. Die Wiederkehr des gleichen Massenverhiiltnisses . 
mu13 also darauf beruhen, da13 sich jede Atommasse einzeln auf ein be
stimmtes Verhiiltnis einstelIt zu dem an der betr. FeldstelIe herrschenden Wert 
einer gewissenFeldgrojie, welche die Dimension einerLange(=Masse) besitzt. 

Vnd wenn wir fragen, welches diese unbekannte Feldgro13e ist, so 
gestattet die Einsteinsche Theorie in ihrer letzten kosmologischen Fassung 
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darauf die Antwort zu geben: der Kriimmungsradius des Fe/des. Aus den 
allgemeinen Feldgleichung.en 

(\Hi - ~ di \H) - Aoi Vi ~ It ®i, ®i = ~ ®o~ - Fkr g:ir 

folgt namlich durch Verjiingung 

I R = - 4 A = const. \ 

Mit dieser Einsicht fallt nun aber der Zwang fort, der Physik cine 
Riemannsche Geometrie als Weltgeometrie zugrttnde zu legen. Auch in der 
allgemeinen metrischen Infinitesimalgeometrie haben wir einen Kriimmungs
skalar F; und wir brauchen nur anzunehmen, daB die zur Messung ver
wendeten Korper sich auf diese FeldgroBe einstellen, urn mit der eben 
von neuem hervorgehobenen grundlegenden Erfahrungstatsache iiber das 
Messen in Einklang zu kommen. Ja, wir erhalten ·erst so eine Darstellung 
des Sachverhalts, bei der die Begriffe in ihrer natiirlichen Ordnung rangieren. 
Wenn die urspriingliche Struktur des Athers metrischer Natur sein soIl, 
so muB die in der kraftefreien Bewegung eines Korpers zutage tretende 
Beharrungstendenz von Weltrichtungen begriindet sein auf einer Beharrungs
tendenz fUr Strecken. Verbinden wir aber mit dem isolierten Massenpunkt 
eine Uhr, so konnen wir an ihr vielleicht die Parallelverschiebung der 
Richtungen abIes en, nicht aber der Langen, da diese durch die Uhrangaben 
»verfalscht«, namlich durch die Einstellung auf die Weltkriimmung ersetzt 
wird. Infolgedessen besteht ein Unterschied zwischen der urspriinglichen 
Athergeometrie und der an den MeBkorpern abgelesenen, sog. »natiirlichen 
Geometrie«; die zweite entsteht aus der ersten, indem man die infini
tesimale kongruente Verpflanzung der Strecken ersetzt durch ihre Ein
steHung auf die Kriimmung. 

Wir erheben uns damit zu einer letzten Synthese 40). Urn den physi
kalischen Zustand der Welt an einer Weltstelle durch Zahlen charakte
risieren zu konnen, muB nicht nur die Umgebung dieser Stelle auf ein 
Koordinatensystem bezogen, sondern miissen auBerdem gewisse MaBein
heiten festgelegt werden. Es gilt, eine ebenso prinzipielle Stellungnahme 
zu diesem zweiten Punkt, der Willkiirlichkeit' der MaBeinheiten, zu ge
winnen, wie sie die in den vorigen Paragraphen dargestellte Einsteinsche 
Theorie hinsichtlich des ersten Punktes, der Willkiirlichkeit des Koordi
natensystems, einnimmt. Eben dieser Gedanke bewirkte, auf die Geometrie 
und den Begriff der Strecke angewendet, in Kap. II, nachdem der Schritt 
von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie voHzogen worden, den 
endgiiltigen Durchbruch zur reinen Infinitesimalgeometrie. Wir sind zu 
diesem weiteren Schritt durch das Prinzip von der Relativitat der GrOjie 
ebenso notwendig gezwungen wie zu dem ersten durch das Prinzip von 
der Relativitat der Bewegung. Wir bekommen also jetzt neben der qua
dratischen noch eine linean Differentialform q>i(dx)i zur Charakterisierung 
des metrischen Feldes. Neben die vier willkiirliche Funktionen mit sich 
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bringende Koordinateninvarianz der Feldgesetze tritt als filnfte die Eiclt
invarianz: die Gesetze miissen in sich iibergehen, wenn man die Funk
tionen Pi und gik ersetzt durch 

WO T eine willkiirliche positive Ortsfunktion in der Welt ist. Wir haben 
friiher gesehen, in welcher innigen Beziehung die Koordinateninvarianz zu 
den differentiellen Erhaltungssatzen filr Energie und Impuls steht. Wir 
diirfen erwarten, daB die Eichinvarianz in der gleichen Weise mit dem 
5. Erhaltungssatz, der Erhaltung der elektrischen Ladung, verkniipft ist. 

Urn zunachst von dem neuen Standpunkt zu den alten Resultaten zu 
gelangen, setzen wir als WirkungsgroBe W das .natiirlich gemessene« 
Volumen an. Von ihm war bereits auf S. 129 die Rede. Indem wir die 
Voraussetzung machen, . daB die skalare Kriimmung F des metrischen Feldes 
negativ ist, schreiben wir F= - 4A, 

w=jA 2 vidx, 
OW=j{2AO().vi) - A'ovil dx. 

Wir normieren die Darstellung des Feldes durch die Bedingung A = konst.; 
die virtuelle Variation jedoch bleibe frei und solI nicht an diese Bedingung 
gebunden sem. Dividieren wir durch die Konstante -)., so bleibt als 
Integrand 

Hvi - 0(2). vi). 
Unter dem Variationszeichen haben wir nach dem § 18, Formel (64) elll
zusetzen 

I d D· d .. k ()(OOi) n em Wir Ivergenzaus rue e von der Form -- weglassen, da sie bei 
()Xi 

der Integration Null ergeben, kommen wir zu dem Wirkungsprinzip 

oj)8dx = 0 mit )8 = @ + A yg - ~ (pi'll) vi. 
Hierin bedeutet jetzt ). eine nicht zu variierende Konstante. Die Variation 
von rpi liefert die Gleichungen 

(80) q'i= 0; 

die Variation der gik darauf die kosmologischen Gravitationsgleichungen, 
die enthalten sind in 

oj(@ + ). vi) dx = o. 

Es ist jetzt kein Wunder, sondern selbstverstandlich, daB Sle uns zu der 
Gleichung 

R = - 4 A = konst. 
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zuriickfiihren. Bei eichinvarianter Formulierung ist diese Beziehung iibrigens 
mit den Gleichungen (80) zu vereinigen: 

~}, , 
~ - "pi= o. 
UXi 

Gleichung (81) bedeutet, "daB die Ubertragung einer Strecke durch kon
gruente Verpflanzung zufolge der Wirkungsgesetze genau so vor sich geht 
wie durch Einstellung auf den Kriimmungsradius. So kommen wir zu 
den alten Gesetzen zuriick; aber wir gewinnen sie auf einem Wege, der 
das wahre Verbaltnis der Begriffe besser zum Ausdruck bringt, und aus 
einem einfacheren und einheitlich gebauten Wirkungsprinzip (79) heraus. 
Au/3erdem sind wir jetzt genotigt, das kosmologische Glied hinzuzujiigen, 
das in der Einsteinschen Theorie eine durch die Theorie nicht geforderte, 
sondern ad hoc gemachte Annahme war. 

Neben dem Gravitationsfeld existiert in der Natur nur noch das elektro
magnetische. Seine vier Potentialkomponenten bilden die Koeffizienten 
eiller invarianten linearen Differentialform. Da die allgemeine Injinitesimal
ge{lmetrie uns neben der quadratischen eine solche lineare Differentialform 
cpi(dx)i zur Veifugung stellt, ist es sehr nahelifgend und verlockend, sie mit 
dem elektromagnetischen Potential zu identijizieren. Die Streckenkriimmung 

jik = ~CPk _ ~ Pi 
3Xi ~Xk 

liefert uns dann das elektromagnetische Feld. Die lineare metrische Funda
mentalform hat genau wie die e1ektromagnetische Potentialform die Eigen
schaft, daB sie unbestimmt ist bis auj ein willkurliches totales Differential, 
das additiv hinzutreten kann. Das I. System der Maxwellschen Gleichungen 

(82) bjik + ~/kl + 3j/i = 0 

~Xl ~x" ~Xk 

ist, wenn unsere Auffassung yom Wesen des e1ektromagnetischen Fe1des 
zutrifft, ein Wesensgesetz, dessen Giiltigkeit noch vollig Unabhangig davon 
ist, welche Naturgesetze den Wertverlauf der physikalischen Zustandsgro/3en 
in der Wirklichkeit beherrschen. Die Maxwellsche WirkungsgrOjle aber, 
aus der das 2. System der Maxwellschen Gleichungen entspringt, ware 
das Integral 

und das ist in der Tat in einer vierdimensionalen Mannigjaltigkeit eine 
Integralinvariante des metrischen Feldes, die am einfachsten gebaute, welche 
iiberhaupt existiert! In Mannigfaltigkeiten von anderer Dimensionszahl 
ist dafiir kein Analogon vorhanden. Ganz allgemein verliert in der all
gemeinen metrischen Geometrie eine nach bestimmtem Gesetz aus dem 
metrischen Felde gebildete Gro/3e, die bei einer Dimensionszahl eine skalare 
Dichte ist, diesen Charakter fiir andere Dimensionszahlen, wegen der mit 
der Eichinvarianz verkniipften Forderung, daB das Eichgewicht = 0 sein 
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muJ3. Zum erstenmal eroffnet darum diese Theorie ein Verstandnis fUr 
die Besonderlleit der Dimensiollszahl 4 der wirklichm Wel!'P). 

Trifft un sere Hypothese zu, so haben wir es nicht mehr mit zwei in 
keinem innern Zusammenhang nebeneinander bestehenden Feldern zu tun, 
sondern der Ather, der die verschiedenen materiel/en Individuen zu einem 
FVirkul1gsganzen verbindet, ist ein (3 + I )-dimensionales extensives Medium 
von metrischer Struktur. Der Gegensatz von .physikalischem Zustand« 
und .Gravitation«, der in § 30 aufgestellt wurde und alle unsere Entwick
lungen beherrschte, wird durch die neue Auffassung tiberwunden und ein 
vollig einheitlicher und in sich folgerichtiger Standpunkt gewonnen. Der 
Traum des Descartes von einer rein geometrischen Physik scheint in 
wunderbarer, von ihm selbst freilich gar nicht vorauszusehender Weise in 
Erfiillung zu gehen; wenigstens innerhalb desjenigen Teiles der Physik, 
welcher von dem kontinuierlichen Medium des Feldes handelt. Scharf 
sondern sich die Intensitats- von den QuantitatsgroJ3en. - Der einzige 
homogene vierdimensionale metrische Raum ist, wie man beweisen kann 
(vgl. § 13), der Kegelschnitt iin fiinfdimensiona1en Euklidischen Raum. 
Das ist der »Ruh-Zustand« des Athers, welchen wir fern von der Materie 
annehmen; er ist gegeben durch das de Sitter'sche ds' zusammen mit den 
Gleichungen f/Ji = o. 

Die Eichinvarianz der Maxwellschen Gesetze im Ather ist im Rahmen 
der speziellen Relativitatstheorie schon frtiher bemerkt worden 4'). Wir 
kommen auf die spezielle Relativitatstheorie zurtick, wenn sich Koor
dinaten und Eichung so wahlen lassen, daJ3 

ds' = dx~ - (dx~ + dx~ + dx~) 
wird. Sind Xi, Xi zwei Koordinatensysteme, fUr welche sich diese' Normal
form von ds' erzielen laSt, so ist der Dbergang von Xi zu Xi eine kon
forme Transformation, d. h. es ist 

dx~ - (dx~ + dx~ + dx;) bis auf einen Proportionalitatsfaktor 
= dx~ - (dx~ + dx: + dx;). 

Die konformen Transformationen der vierdimensionalen Minkowskischen 
Welt fallen zusammen mit den Kugelverwandtschaften 43), d. h. denjenigen 
Abbildungen, welche jede .Kugel- der Welt wieder in eine Kugel ver
wandeln. Eine Kugel wird dargestellt durch eine lineare homogene Glei
chung zwischen den homogenen »hexaspharischen« Koordinaten 

(xx) + I (xx) - I 
U o : ztl : zt. : 1t3 : 1t4 : zts = Xo : Xl : x. : X3 : 2 : 2 ' 

[(xx) = x~ - (x~ + x: + x;)], 

welche an die Bedingung 

gebunden sind. Die Kugelverwandtschaften drticken sich daher aus als 
solche linearehomogene Transformationen der Ui, welche diese Bedingungs-
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gleichung invariant lassen. Die Maxwellschen Gleichungen im Ather, wie 
sie in der speziellen Relativitatstheorie gelten, sind daher nicht blo/3 in
variant gegeniiber der lo-parametrigen Gruppe der linearen Lorentz-Trans
formationen, sondern sogar gegeniiber der umfassenderen 15-parametrigen 
Gruppe der Kugelverwandtschaften. 

Von der neuen Auffassung gewinnen wir offenbar den AnschluJ3 an 
die alten Feldgesetze, wenn wir als Wirkungsgro/3e Weine lineare Kom
bination des natiirlich gemessenen Volumens und der Maxwellschen Inte
gralinvariante (83) benutzen: 

w=fl).'Yi- al}dx; 

a ist eine numerische Konstante. Fiihren wir die N ormierung I., = konst. = f 
ein, so konnen wir das Wirkungsprinzip durch ein anderesersetzen, dessen 
Integrand 

~ = (@ + al) + f Yi {I - 3 (tpilJiJ) 

lautet H ). Unsere Normierung bedeutet, da/3 wir mit kosmischen Ma/3-
staben messen. Wahlen wir auch die Koordinaten Xi so, da/3 Weltstellen, 
deren Koordinaten sich um Betrage von der Gro/3enordnung I unterscheiden, 
kosmische Entfernung haben, so werden wir annehmen diirfen, da/3 die 
gik und tpi von der Gro/3enordnung I werden. Durch die Substitution 
Xi = 28X;· fiihren wir Koordinaten der gewohnlich benutzten Gro/3enordnung 
ein (Gro/3enordnung des menschlichen Korpers); 8 ist eine sehr kleine 
Konstante. Die gik li.ndern sich bei dieser Transformation nicht, wenn wir 
gleichzeitig diejenige Umeichung vornehmen, welche ds' mit 1/48' multi
pliziert. 1m neuen Bezugssystem ist dann 

g'ik =gik, q/i= 28Pi, 1.,' = - 8'. 

~ ist demnach, in menschlichem MaJ3e, der Kriimmungsradius der Welt. 
8 

Behalten gik, Pi ihre alte Bedeutung, verstehen wir aber jetzt unter Xi die 
bisher mit xi bezeichneten Koordinaten, so wird 

~ = (@ + all + 8~ -Vi {[ - 3 (pipi)}. 

Unter Vernachliissigung der winzigen kosmologischen Terme von der GrOjJen
ordnung 8 2 erhalten wirhier also in der Tat genau die klassische Maxwell
Einsteinsche Theone der Elektrizitiit und Gravitation. Und mit der gleichen 
Vernachlassigung bekommen wir die 1I1echanischen Gleichungen, aus denen 
die ponderomotorische Wirkung des elektromagnetischen Feldes in Einklang 
mit der Erfahrung hervorgeht; endlich auch noch die Tatsache, daB sich 
MajJstabliingen und FrequenzC1l der Atomuhren bei Zugrtmdelegung der 
natiirlichen Eichung erhalten, sich also in der Tat durch Einstellung auf 
den Kriimmungsradius bestimmen. Bei Herleitung der mechanischen 
Gleichungen ist die Vernachlassigung der kosmologischen Terme nicht 
blo/3 wegen ihrer Kleinheit statthaft, sondern sie ist geradezu geboten, wei! 
die Masse eines Korpers iiberhaupt nur mit derjenigen Genauigkeit definiert 
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ist, mit der man das ihn umgebende Feld als ein Euklidisehes ansehen 
kann. DaG die den jl/aturgesetzen gemaG verlaufende Bewegung eines 
Korpers und die Dbertragung der Uhrperioden nieht dem affinen Zusammen
hang des Athers folgt, geht tibrigens schon rein formal aus dem Vergleieh 
der WirkungsgroBe mit den Komponenten des affinen Zusammenhangs 

(85) 

hervor: naeh den aus dem Wirkungsprinzip entspringenden Naturgesetzen 
hat eine Verwandlung von rp in - rp keinen EinfluG, wahrend naeh (85) 
dadureh der affine Zusammenhang im Ather geandert wird. 

Unsere Theorie, insbesondere die zunachst reeht grotesk anmutende 
Deutung der Ifi als elektromagnetiseher Potentiale bewahrt sieh also in 
diesem Sinne: Die durch das Prinzip der Eichinvarianz erzwungene Er
weiterung der TVeltgeometn'e fiihrt, bei Zugrundelegung eines in einfacher 
rationaler rVeise ails den Zustandsgrojlen des metrischen Feldes aufgebauten 
Wirkungsprinzips, Zlt Folgerungen, die mit der Erfahrung im Einklang 
stehen, und macht ein bis dahin neben der Metrik angenommenes physika
lisches Zustandsfeld wie das elektromagnetische iiberjliissig. Genau so steht 
es mit dem Einsteinschen Prinzip der allgemeinen Koordinateninvarianz, 
zu des sen Annahme die Relativitat der Bewegung drangt. Seine physika
lische Bewahrung liegt einzig und allein darin, das ein einfaehes koordi
nateninvariantes Wirkungsprinzip ftir einen freien, keinen Kraftewirkungen 
unterliegenden Massenpunkt diejenige Bewegung ergibt, weIehe uns die 
Erfahrung an den Planeten zeigt, ohne ein besonderes Gravitationsfeld 
neben dem metrisehen zu benotigen. 

Dennoch bleibt hier ein Unbehagen zurUck. Bei Einstein laGt sich 
der Zusammenhang zwischen der Richtung erhaltenden Tragheit und der 
Gravitation an der Gleichheit von sehwererund trager Masse oder dem 
»Aquivalenzprinzip c ohne weiteres anschaulich demonstrieren; wo ist eine 
entspreehende anschauliche Basis flir den hier behaupteten Zusammenhang 
zwischen kongruenter Verpflanzung und elektromagnetischem Feld? Es 
ist zuzugeben, daB eine soIehe anschauliche Basis fehIt; aber wir konnen 
wenigstens verstehen, warum sie fehlen muG. I. Sehen wir von der geo
metrischen Einkleidung ab, so bleibt als der eigentliche Kern un serer 
Theorie dies: daG durch den physikalischen Zustand der Welt das Gravi
tationspotential ds' = gikdxidxk und das elektromagnetisehe drp = (Pidxi 

nicht festgelegt sind, sondern durch r· ds', drp - ~~ (r eine willkUrliche 
r 

positive Ortsfunktion) ersetzt werden konnen. Aus den FeldgroGen fi" falIt 
dieses willkUrliche r aber glatt hera us, so daB die vom elektromagnetischen 
Feld auf einen geladenen Korper ausgeUbte ponderomotorisehe Wirkung 
gar nicht mit der Eichung gekoppelt ist. 2. DaG eine soIehe Feldkraft auf
tritt, ist natUrlich dadurch bedingt, daB in unser Wirkungsprinzip die nicht 
wegzutransformierenden KrUmmungsgroBen ji" in wesentlicher Weise ein-
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gehen (daher der Gegensatz von )Beharrung« und »Kraft«). Wlirde man 
in der Einsteinschen Gravitationstheorie eine WirkungsgroBe annehmen, 
welche nicht bloB die ersten Ableitungen der gik, sondern auch die Krlim

mung wesentlich enthalt (z. B. f R,.k'iRik dx), so erhielte man auch dort 
neben der Gravitation nicht-massenproportionale Krafte, deren Zusammen
hang mit dem Flihrungsfeld durch kein Aquivalenzprinzip sich plausibel 
machen lieBe. Die Elektrizitat ist nicht etwa das Analogon der Gravitation, 
ebenso die Veranderlichkeit des metrischen Zusammenhangs in der Welt 
anzeigend wie die Gravitation die Veranderlichkeit des affinen Zusammen
hangs. In der Wirkungsdichte is, Formel (84), ist dies Analogon zur 
Gravitation, &, vielmehr das kosmologische Glied; seine AuBerungen sind 
von der Grol3enordnung c 2 und aus der Erfahrung daher nicht zu belegen. 
Die Elektrizitat, I, ist ein Begleitphanomen (hoherer Difi"erentiationsstufe), der
gleichen bei dem affinen Zusammenhang zufolge des besonderen Baus der 
Wirkungsgrol3e nicht vorkommt; darum tritt in der Welt als einzige ursprling
liche Kraft, welche sich dem Flihrungsfeld entgegenstemmt, die elektro
magnetische auf. 3. Bei der Normierung ), = konst. kennzeichnen die Poten
tiale epi - sie genligen infolge der Eichnormierung librigens, wie wir 

gleich sehen werden, der Lorentzschen Gleichung ~ (~~,~pi) = 0 - die 

Abweichung, welche zwischen kongruenter Verpfianzung und Einstellung 
auf den Krlimmungsradius, zwischen Ather- und Korpergeometrie besteht. 
Auf das Mal3verhalten der Korper und ihre Bewegung sind sie also von 
keinem Einfiul3. 

Die einzige Modifikation, welche unsere Theorie mit sich bringt, ist 
die, daB bei Wirksamkeit elektromagnetischer Potentiale Einsteins kosmo
log£sches Gl£ed 

c' Yi ersetzt wird durch c2 Vg {I - 3 ((Piepi)). 
Urn seine Bedeutung zu liberblicken, schreiben wir zunachst die Feld
gleichungen explizite hin. Variation der epi liefert 

(86) ~F' + 3 C2 epiYi= 0 
~Xk a ' 

Variation der gik: 

(87) 'iR: - f'iRo: = a (lot - j"r fkr) + c' Yi (( I - 3 epr (pr) 07 + 6 ep,.epk) • 
Die elektromagnetischen Gleichungen (86) zeigen, da/3 die Potentia Ie epi der 
normierenden Bedingung 

(88) ~(Vg(Pl') = 0 

~Xi 

genligen. Dies folgt librigens in doppelter Weise aus den Feldgleichungen, 
es kann auch aus den Gravitationsgleichungen (87) hergeleitet werden; sie 
ergeben namlich durch Verjlingung 

(89) -R-48'(I-~epiepi)=o. 
We y 1, Raum, Zeit, Materie. s. Aufl. 20 
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Zufolge der Eichnormierung ist aber 

I i)(Vglpi) . 
-F= - R + 613' ---= ---+ 6e'(pirp') = 413'; 

Vg i)Xi 

darum besagt (89) das gleiche wie (88). 
Wir sahen in § 37, daB im Felde eines geladenen ruhenden kugel

symmetrischen Korpers der FluB der Gravitations-Vektordichte mi durch 
eine Kugel vom Radius r abhangig ist von r; der Unterschied flir zwei 
Werte von r ist = I!X mal der in dem Zwischenraum zwischen den beiden 
Kugeln enthaltenen elektromagnetischen Energie. Das bedeutet Aquivalenz 
zwischen (gravitationsfeld-erzeugender) Masse und Energie mit dem Aqui
valenzkoeffizienten x. Ein Korper, der Energie ausstrahlt, verliert an Masse 
um den aquivalenten Betrag; die ausgestrahlte Energie berechnet sich, 
indem man den FluB des Energiestroms, welcher durch eine den Korper 
umgebende Hiille Q hindurchtritt, nach der Zeit integriert. 1m Gegen
satz dazu ist im Felde des geladenen ruhenden Korpers der FluB der 
elektrischen Vektordichte (fOI, fO., f03) unabhangig vom Radius: das Feld 
ist ganz ladungsfrei. In der jetzt diskutierten Theorie treten Korrekturen 
hinzu, die freilich nur von der GroBenordnung e' sind, von kosmischer 
Kleinheit. Prinzipiell 'loird dadurch aber das Verhalten der Ladung ganz 
analog zu dem der Masse: es besteht Aquivalenz zwischen Ladung und 

Potential mit dem Aquivalenzkoeffizienten 3 e'. Dadurch, daB ein Korper 
a 

,Potentiale ausstrahlt, nimmt seine Ladung um den entsprechenden Betrag 
abo Das ausgestrahlte Potential wird berechnet, indem man den FluB 
des raumlichen Vektorpotentials 

(rp IVg, p'Vg, lp3}! i), 
welcher durch Q hindurchtritt, nach der Zeit integriert. (So wenig wie 
mit dem Massenverlust eines Korpers durch Energieausstrahlung eine 
Massenanderung seiner letzten materiellen Elementarbestandteile verbunden 
ist, so wenig geschieht natiirlich auch dieser Ladungsverlust auf Kosten 
jener Elemente.) 

Die Potentialform Pi (dx)i, welche die kongruente Verpflanzung charak
terisiert, ist nicht abhangig von der willkiirlichen Wahl einer MaBeinheit; 
es gibt also in unserer Theorie eine absolute Elektrizitiitseinheit. Ebenso 
wird durch die Eichnormierung /... = I eine absolute Langeneinheit ein
geflihrt. (Damit ist die Feldmoglichkeit flir die Einstellung des Elektrons 
auf eine bestimmte Ladung und Masse gegeben.) Beide Einheiten sind 
aber von kosmischer GroBe, wir kennen sie nicht. Wir konnen nur sagen, 

wenn die absolute Langeneinheit in cm gleich ~, die absolute Elektrizitats-
13 

einheit in elektrostatischen gemessen =~ ist, so ist e' = a/x. Immerhin 
13 

ist es bedeutungsvoll, daB die Wirkungsgrojle eine reine Zahl ist. Beim 
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Grenziibergang ZU 8 = 0 geht uns nicht nur die absolute Langeneinheit, 
sondern auch die Elektrizitatseinheit verloren; der numerische Wert von a 
wird damit illusorisch; sein EinfluB auf die Naturvorgange ist demnach 
nur von kosmischer Kleinheit. Da es formal unbefriedigend ist, daJ3 
unsere WirkungsgroBe aus zwei Teilen additiv mit Hilfe einer numerischen 
Konstante zusammengesetzt ist, wird man gerne annehmen - und damit 
greifen wir einen am SchluB von § 39 geauBerten Gedanken wieder auf -, 
daB der Wert von a nicht durch die GesetzmiU3igkeit des Feldes, 
sondern etwa durch die gesamte in der Welt vorhandene Materie, z. B. 
durch die Anzahl der Elektronen bestimmt wird. Das universelle Wirkungs
gesetz sprechen wir danach so aus: Fur jede aujJerhalb eines endlichen 
Bereichs verschwindende virtuelle Veranderung des metrischen Feldes, welche 
das naturlich gemessene Gesamtvolumen ungeandert lajit: 

djA 2 "Vgdx = 0, 

bleibt auch die Maxwellsche Wirkung ungeandert: 

djldx= o. 

Man sollte vielleicht hinzufiigen: vergroBert oder verkleinert die virtuelle 
Veranderung das Volumen, so vergroBert bzw. verkleinert sie auch die 
Maxwellsche Wirkung. Dieser Zusatz driickt aus, daB a notwendig 
positiv ist. 

Der statische Fall liegt vor, wenn sich Koordinatensystem und Eichtmg 
so wahlen lassen, daJ3 die lineare Fundamentalform = cp dxo wird, die 
quadratische 

= j"dx~ - du 2 ; 

dabei sind cp und f von der Zeit Xo nicht abhangig, sondern nur von 
den Raumkoordinaten X I X.X3 ' duo ist eine positiv-definite quadratische 
Differentialform in den drei Raumvariablen. Diese besondere Gestalt 
der Ftmdamentalform wird (von ganz speziellen Fallen abgesehen) durch 
Koordinatentransformation und Umeichen nur dann nicht zerstOrt, wenn 
Xo fiir sich eine lineare Transformation erleidet, die Raumkoordinaten 
gleichfalls nur unter sich transformiert werden und das Eichverhaltnis 
eine Konstante ist. 1m statischen Fall haben wir also einen dreidimen
sionalen Riemannschen Raum mit der metrischen Fundamentalform du 2 

und zwei Skalarfelder in ihm: das elektrostatische Potential cp und das 
Gravitationspotential oder die Lichtgeschwindigkeit f. Die statische Welt 
ist somit von Hause aus geeicht; es fragt sich, ob fiir diese ihre Eichung 
A = konst. ist. Die Antwort lautet bejahend. Eichen wir niimlich die 
statische Welt urn auf die Forderung A = I und kennzeichnen die da
durch hervorgehenden GroBen durch Uberstreichung, so ist 

Ai aA pi = - T, WO Ai = --~ gesetzt ist (i = I, 2, 3), /\, ax,-
- ~ -·k gik ,/= 2,r 
gik = /\,gik, also g' = T' r g = A r g, 
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und die Gleichung (88) liefert 

~ b Vi }J = ° . 
i=1 b Xi 

Daraus folgt aber A = konst. *) 
Es steHt sich heraus, daB die Feldgesetze statische kugelsymmetrische 

Losungen besitzen, we1che auf dem »Raumaquator« regular bleiben, ohne 
daB dort ein Massenhorizont angebracht werden muB. Auch lassen sich 
bemerkenswerte qualitative Aussagen tiber den Verlauf der Losung machen 
wie z. B. die, daB cp 2 eine abnehmende Funktion von r ist. Mit dem 
Grenztibergang zu 8 = 0 wird man aus ihnen die FeldlOslmgen (50) er
halten, we1che flir einen geladenen Massenpunkt im unendlichen Raume 
charakteristisch sind. Vom Standpunkt der Einsteinschen Kosmologie 
wtirde das besagen, daB unsere Feldgesetze einem Korper von beliebiger 
Ladung und Masse die Existenzmoglichkeit gewahren. Vom Standpunkt 
der de Sitterschen Kosmologie ware das Problem freilich anders zu stellen. 

Die Theorie gibt keinen AufschluB tiber die Ungleichartigkeit von positiver 
und negativer Elektrizitiit. Das kann ihr aber nicht zum Vorwurf gemacht 
werden. Denn jene Ungleichartigkeit beruht ohne Zweifel darauf, daB 
von den beiden Urbestandteilen der Materie, Elektron und Wasserstoffkern, 
der positiv geladene mit einer andern Masse verbunden ist als der negativ 
ge1adene; sie entspringt aus der Natur der Materie und nicht des Feldes. 

Halt man sich vor Augen, ein wie vollkommenes, in sich notwendiges 
und abgeschlossenes Gebaude die »reine Infinitesimalgeometrie c ist, vor 
aHem zufolge ihrer in § 19 besprochenen gruppentheoretischen Fundierung, 
so darf man wohl behaupten, daB hier eine theoretisch sehr befriedigende 
Zusammenfassung und Interpretation unseres gesamten feldphysikalischen 
Wissens vorliegt, die durch in sich konsequente und plausible kosmo
logische Ansatze erganzt wird. 

§ 4r. Die Invarianzeigenschaften und die differentiellen 
Erhaltungssatze. 

Der Zusammenhang zwischen der Koordinateninvarianz und den diffe
rentiellen Erhaltungssatzen flir Energie-Impuls tritt in seiner einfachsten 
Form bei der in § 32 gegebenen naherungsweisen Integration der Ein
steinschen Feldgesetze zutage: die Freiheit in der Wahl der Koorditlaten 

*) Dieser SchluLl ist zunacht nur berechtigt, wenn der Raum geschlossen ist. 
Berucksichtigt man die Singularitaten der Materie, so konnte an sich in der Umgebung 

b 
einer sol chen Singularitat I. als Potentialfunktion die Gestalt haben a + -; aber hier 

r 
muLl die Konstante b = 0 sein, weil sonst die Ladung eine zeitliche Abnahme erlitte 

proportional zu b, dem FluB der Vektordichte (Ai Vii) durch eine das Teilchen um
schlieLlende Hulle. Die Ladung erhiilt sich aber durch Einstellung. Unter Hinzu
fugung dieser in der Natur des Elementarteilchens liegenden Forderung kommt man 
unter allen Umstanden auf die Gleichung I. = konst. 
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bringt es mit sich, daB man die Gravitationspotentiale tfJ7 parallel mit den 
Energie-Impuls-Komponenten der Bedingung (42) unterwerfen kann. Schon 
dort ist hingewiesen auf die Analogie zu den elektromagnetischen Glei
chungen: durch Ausnutzung der Eichinvarianz kann man bewirken, daB 
die elektromagnetischen Potentiale parallel mit dem Strom der Neben-

(}qi 
bedingung -,. - = 0 gentigen. Die Eichinvarianz siehl demnach in ganz 

uX,' 

analoger Beziehung zum Erhaltungssatz der Elekln'zitiit wie die Koordinaten
inz1arianz zum Erhaltungssatz fur Energie-Impuls. 

1m Grunde handelt es sich hier urn rein mathematische Zusammen
hange, welche gtiltig sind fur jede Integralinvariante f~dx des metrischen 
FeIdes. In dieser Allgemeinheit wollen wir sie hier entwickeIn, nach der 
schon in § 30 angewendeten Kleinschen Methode, die erst jetzt zu voller 
Auswirkung geIangen wird. Urn der Ubersichtlichkeit willen beschranken 
wir uns auf den Fall, daB ~ ein Ausdruck 2. Ordnung ist, d. h. aufgebaut 
einerseits aus den gi,. und deren Ableitungen I. und 2. Ordnung, ander
seits aus den Pi und deren Ableitungen I. Ordnung. Das einfachste Bei
spiel ist die Maxwellsche Wirkungsdichte r. 

I. Erteilen wir den die Metrik relativ zu einem Bezugssystem be
schreibenden GroBen pi, gi,. beIiebige unendliche kleine Zuwachse 0Pi, 
o gi,. und bedeutet I ein endliches WeItgebiet, so ist es der Effekt der 
partiellen Integration, daB das Integral der zugehOrigen Anderung 0 ~ 
von ~ tiber das Gebiet I in zwei Teile zerlegt wird: ein Divergenz
integral und ein Integral, dessen Integrand nur noch eine lineare Kom
bination von op; und Ogi,. ist: 

(go) !O~dX = !(}~:'O")dX+ !(toiOPi+ fjllY"Ogik)dx. [~ki=~i"J 
:<: :<: k ::E . 

Dabei sind toi die Komponenten einer kontravarianten Vektordichte, ~7 
aber die einer gemischten Tensordichte 2. Stufe (im eigentlichen Sinne). 
Die 0 '0" sind lineare Kombinationen von 

UPa, ogait und oga(t, i 

Wlr deuten das durch die Formel an: 

0'0"·= (ka) 0Pa + (ka{J) oga(t + (kiafl) Oga(t,i. 

Die 0'0" sind durch die Gleichung(90) erst dann eindeutig bestimmt, 
wenn die normierende Bedingung hinzugeftigt wird, daB die Koeffizienten 
(kia{J) symmetrisch in den Indizes k und i sind; bei dieser Normierung 
sind 0'0" die Komponenten einer Vektordichte (im eigentlichen Sinne), 
wenn man 0Pi als die Komponenten eines kovarianten Vektors yom Ge
wichte 0, Og;k als die Komponenten eines Tensors yom Gewichte I auf
faBt. (Nattirlich steht nichts im Wege, an Stelle dieser Normierung eine 
andere, im gleichen Sinne invariante zu verwenden.) 
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Wir driicken zuvorderst aus, daB f fffidx eine Eichinvariante ist, sich 
I 

also nicht andert, wenn die Eichung der Welt infinitesimal abgeandert 
wird. 1st das Eichverhaltnis zwischen der abgeanderten und der urspriing
lichen Eichung 7: = I + 1t, so ist 1t ein den Vorgang charakterisierendes 
infinitesimales Skalarfeld, das willkiirlich vorgegeben werden kann. Bei 
diesem ProzeB erfahren die FundamentalgroBen die folgenden Zuwachse 

~7T 
(91) Ogik = 1tgik, OCPi = - -. 

~Xi 

Substituieren Wir diese Werte in obk , so mogen die Ausdriicke 

(9 2 ) 
~7T 

~k(7T) = n. ~k +~. f)ka 
~xa 

hervorgehen; sie sind die Komponenten einer von dem Skalarfeld 1t 
~n 

linear-differentiell abhangigen Vektordichte. Daraus folgt noch, da ;;--
uX" 

die Komponenten eines aus jenem Skalarfeld entspringenden kovarianten 
Vektorfeldes sind: ~k ist eine Vektordichte, f)ka eine kontravariante Ten
sordichte 2. Stufe. Die Variation (90) des Wirkungsintegrals muB wegen 
seiner Eichinvarianz fUr (9 I) verschwinden: 

f ~0k(n) dx +1(- tvi ~_n: + ~fffi~1t) dx = ° . 
~Xk ~x·' 

I I ' 

Formt man den ersten Term des zweiten Integrals noch durch partielle 
Integration urn, so kann man statt dessen schreiben: 

f~(~k(n) =_.':'tvk) dx +fn (~tvi + ~fffi~) dx = ° . 
~Xk ~X·' 

I I' 

Daraus ergibt sich nun zunachst die Identitat 

~~i + .! fffi~ = ° 
~Xi 2, 

in der aus der Variationsrechnung bekannten Weise: Ware die auf der 
linken Seite stehende Ortsfunktion an einer Stelle (Xi) von ° verschieden, 
etwa positiv, so kann man eine so kleine Umgebung I dieser Stelle ab
grenzen, daB jene Funktion in ganz I positiv bleibt. Wahlt man in (93) 
fiir I dieses Gebiet, fUr 1t aber eine auBerhalb I verschwindende Funk
tion, welche innerhalb I durchweg > ° ist, so verschwindet das erste 
Integral, das zweite aber raIlt positiv aus - im Widerspruch mit der 
Gleichung (93). Nachdem dies erkannt, liefert (93) die Gleichung 

f~(0k(1t) - nWk) dx = 0. 

~Xk ' 
I 
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sie gilt bei gegebenem Skalarfeld n flir jedes endliche Gebiet x, und in
folgedessen muB 

~ Win) - 1Ctuk ) 
~~----:---. ---=0 

~Xk -
(95) 

sein. Setzen wir (92) ein und beachten, daB an einer Stelle die Werte von 
;)n ~21C • 

1C - ~.-.- behebig vorgegeben werden konnen, so zerspaltet sich 
, ~Xi' ~Xi~Xk 

diese eine Formel in die folgenden Identitaten: 

Nach 
ist in 

ist. 

~!3k ~ tuk 
--=--; 
~Xk ~Xk 

der dritten ist l}ik eine lineare Tensordichte 2. Stufe. Die erste 
Anbetracht der Schiefsymmetrie von 1) eine Folge der zweiten, da 

~'l}a,cJ 
---=0 
~Xa~X~ 

II. Wir nehmen mit dem Weltkontinuum eine infinitesimale Deforma
tion vor, bei welcher der einzelne Punkt eine Verrlickung mit den Kom
ponenten gi erfahrt; die Metrik werde von der Deformation ungeandert 
mitgenommen. 0 bezeichne die durch die Deformation bewirkte Ande
rung irgendeiner GroBe, wenn man an derselben Raum-Zeit-Stelle bleibt, 
0' ihre Anderung, wenn man die Verschiebung der Raum-Zeit-Stelle mit
macht. Dann ist nach (20), (20'), (91) 

- op .. = (CPr~t 
~Xi 

~Pi l:r) ~1C 
+-~ +-, 

~Xr ~Xi 

Darin bedeutet 1C ein durch unsere Festsetzungen noch willklirlich ge
lassenes infinitesimales Skalarfeld. Die Invarianz der WirkungsgroBe gegen
liber Koordinatentransformation und Abanderung der Eichung kommt III 

der auf diese Variation sich beziehenden Formel zum Ausdruck: 

Will man nur die Koordinateninvarianz zum Ausdruck bringen, so hat 
man n = 0 zu wahlen; aber die so hervorgehenden Variationsformeln 
(96) haben keinen invarianten Charakter. In der Tat bedeutet diese Fest
setzung: es sollen durch die Deformation die beiden Fundamentalformen 
so variiert werden, daB die MaBzahl I eines Linienelements ungeandert 
bleibt: 0'1 = o. Nun driickt aber nicht diese Gleichung den ProzeB der 
kongruenten Verpfianzung einer Strecke aus, sondem 

0' I = -l(pio'x,~ = -l(pigi). 
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Wir mlissen demnach in (96) nicht 'lC = 0, sondern 'lC = - (tpigi) wahlen, 
damit invariante Formeln zustande kommen, namlich die folgenden: 

1
- Orpi =/ir§r, 

( o;r o;r) (Ogik ) r 
- Ogik = gir ox~ + gkr ~Xi + oXr + giktpr ; • 

Die durch sie dargestellte Anderung der beiden Fundamentalformen ist 
eine solche, daLl die Metrik von der Deformation ungeandert mitgenommen 
und jedes Lilliellelement kOllgrumt verpflanzt erscheint. Auch analytisch 
erkennt man leicht den invarianten Charakter; an der zweiten Gleichung 
(98) insbesondere, indem man den gemischten Tensor 

~;i + ri ;r = e 
OX;, kr -k 

einflihrt, sie lautet dann 
- Ogik = ;ik + gki. 

Nachdem die Eichinvarianz unter 1. ausgenutzt ist, konnen wir uns in 
der Formel (96) darauf beschranken, flir n die eben besprochene, vom 
Standpunkt der Invarianz allein mogliche Wahl zu treffen. 

Flir die Variation (9~) sei 

~gk + obk = @5k(;). 

@5k (;) ist eine linear-differentiell von dem willklirlichen Vektorfeld ;i ab
hangige Vektordichte; ich schreibe explizite 

o 1:i 02 <::i 
@5k(;)=@5gi + ~;a -=-- + ~.p7a~ ___ '=---

OXa OXa OX,~ 

(der letzte Koeffizient ist natlirlich symmetrisch in den Indizes a (:J). 
Darin, daB @5k (;) eine von dem Vektorfeld ;i abhangige Vektordichte 
ist, spricht sich am einfachsten und vollstandigsten der Invarianzcharakter 
der in dem Ausdruck von @5k @ auftretenden Koeffizienten aus, und ins
besondere geht daraus hervor, daLl S7 nicht die Komponenten einer ge
mischten Tensordichte 2. Stufe sind; wir sprechen hier von einer »Pseudo
Tensordichte«. Flihren wir in (97) die Ausdrlicke (90), (98) ein, so ent
steht ein Integral, dessen Integrand lautet 

Wegen 

und der Symmetrie von ~,,~ ist 
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Uben WIT auf das letzte Glied unseres Integranden noch eine partielle 
Integration aus, so erhalten wir daher 

f~(~lj;l=-VJ3tgi) dx+.{[ ... ],.gidx = o. 
Z ~XI Z 

Nach der oben angewendeten SchluBweise entspringen daraus die Iden-
titaten: 

(~~~ ) [ ... J,., d. i. ~x; - r~1~~ + filro k = 0 und 

~(~I(g) - ~Ni) =0. 
~XI 

(100) 

vier: 

"",!~r + ",,~Y" + ""r.,,~_ 'biZ "biZ '!tit - o. 

Ersetzt man in (3) nach ~) 

.pra~ durch 

so geht daraus hervor, daB 

_ "",!~l' _ ",,~"r 
~z Wt, 

~ ""a~y 
~i~ __ u'lr'_'_' _ = .p~~ 

~Xy , 

schiefsymmetrisch ist in den Indizes a fl. Flihren wir .pi~ statt ~i~ ein, 
so enthalten (3) und (4) also lediglich Symmetrie-Aussagen, (.) aber geht 
liber in 

~""ak ~.""a~1 
~7 + _'lr'_i_ + __ '!.'_i _ = ~: . 

~xa ~Xaax~ 
(101) 

Daraus folgt (,), weil wegen der Symmetriebedingungen 

Beispiel. Flir die Maxwellsche Wirkungsdichte gilt, wie man sofort 
einsieht, 

infolgedessen: 

~i = 0, ~ik = fil ; ~~ _ 1.1~ _ +. f,a 
~, - lU z jza , 

Unsere Identitaten liefem also 

~roi 
-=0, 
~Xi 

die GroBen .p = 0 • 
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(3 €f)! _ ~ 3ga(J €f)a tl ) + jia I) ftl" = ° . 
()Xk 3Xi I)X(J 

Die in der letzten Zelle stehenden beiden Formeln haben wir friiher, die 
erste auf S. 230, diezweite auf S. 156 durch Rechnung gefunden; die 
letzte driickte damals aus, daJ3 zwischen der Maxwellschen Tensordichte 
€f): der Feldenergie und der ponderomotorischen Kraft der geforderte Zu
sammenhang besteht. 

Feldgesetze und Erhaltungssiitze. Nimmt man in (90) fiir «J eine be
liebige Variation, die aul3erhalb eines endlichen Gebiets verschwindet und 
fiir I die ganze Welt oder ein solches Gebiet, au8erhalb dessen «J = 0 

ist, so kommt 

j«J'lSdx fiWi«Jcp,.+ ~'lSik«Jgik)dx. 

1st f'lS dx die Wirkungsgro8e, so erkennt man daraus, daJ3 in dem Ha
miltonschen Prinzip die folgenden invarianten Gesetze enthalten sind: 

k 
'lSi = 0, 

von denen wir die ersten als die elektromagnetischen, die zweiten als 
die Gravitationsgesetze zu bezeichnen haben. Zwischen den linken Seiten 
dieser Gleichungen bestehen 5 1dentitaten, die unter (94) und (99) auf
gefiihrt sind. Es sind also unter den Feldgleichungen 5 iiberschiissige 
enthalten, entsprechend' dem von 5 willkiirlichen FUilktionen abhangigen 
Obergang von einem Bezugssystem zu einem beliebigen anderen. 

Nach (952) haben die elektromagnetischen Gesetze, im Einklang mit der 
Maxwellschen Theorie, die folgende Gestalt: 

() ~'"k • 
--=~. 
I)xk 

1m besonderen Falle 'lS = [ ist, wie es sein mul3, ~."k = fik, ~i = o. 
Wie die ~i die Viererdichte des Feldstroms konstituieren, so wird das 
Schema der €f): als die Pseudotensordichte der Energie zu deuten sein; 
im einfachsten Falle 'lS = r stimmt diese Erklarung mit den Maxwell
schen Ausdriicken iiberein. Es gel ten allgemein nach (9 51) und (1001) 
die Erhaltungssiitze 

()~ .. 
-·'-0 ()x .. - , 

Und zwar folgen die Erhaltungssiitze auf doppelte Weise aus den Feld
gesetzen. Es ist namlich nicht nur 

3~i _ ()W,' _ 1 an". 
~ = ~, sondern auch = - "i;Wi I 
uXi uXi 
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Die Gestalt der Gravitationsgleichungen geht aus (101) hervor. Die Feld
gesetze und die zu ihnen gehOrigen Erhaltungssatze lassen sich nach (95) 
und (100) iibersichtlich zusammenfassen in die beiden Gleichungen 

~~i(ll) M5i (;) 
--=0, --=0. 
~Xi ~Xi 

Flir den in der Natur allem Anschein nach realisierten, im vorigen 
Paragraphen behandelten Fall ist die Gegenuberstellung von » Triigheit c lind 

»Kraftc charakteristisch, die nur zum Ausdruck kommt, wenn man unter 
Einflihrung der normierten Eichung A. = const. den Teil A. 2 Jig der Wir
kungsdichte in die Gestalt bringt: 

& + 8" Jli {I - 3 (qJigi)}; 
er ist dann aufgebaut lediglich aus GraBen, denen man lokal mit Benutzung 
eines geeigneten Koordinatensystems die ein fur allemal iesten Werte 

g'k- {O (i =1= k) ~gik - 0 (I'i= 0 
'-Ei=+I(i=k)' ~x .. -' I 

erteilen kann. Die nicht wegzutransformierenden KriimmungsgroBen treten 
nur in dem andern Bestandteil I auf, und dieser allein gibt darum AniaB 
zu einer der Tragheit sich entgegenstemmenden, nicht massenproportionalen 
Kraft. Die Willkiir, welche im allgemeinen Fall nach einer oben gemachten 
Bemerkung in der Bestimmung von duk enthalten ist, fliIlt bier fort, weil 
die 2. Ableitungen der gik in der Wirkungsdichte m! nicht mehr vor
kommen. Dafiir hat sie allerdings ihre Eich- und Koordinateninvarianz 
eingebiiBt. Trotzdem bleiben die allgemeinen Uberlegungen im wesentlichen 
erhalten, sofern man sich auf das Glied niedrigster Ordnung in 9k (n), 
bzw. 5 k (;) beschrankt, namlich auf »Feldstrom c 13k und »Feldenergie» 57. 

Die Gleichungen (86) zeigen, daB man 

zu setzen hat; und wirklich entspringt. der zugehorige differentielle Er
haltungssatz (88), wie wir im vorig~n Paragraphen feststellten, in doppelter 
Weise: nicht bloB aus den elektromagnetischen Gleichungen Wi = 0 durch 
Divergenzbildung, sondern auch aus den Gravitationsgleichungen m!7 = 0 

durch Verjiingung. Die Gleichung 

d'fm!dx = 0 

gilt f1ir eine Variation d', die durch eine Verschiebung im eigentlichen 
Sinne hervorgebracht wird lFormeln (96) mit gi = const., n = 0], ganz 
unabhangig von allen Invarianzeigenschaften. Sie liefert 

~ (*<57 gi) . 
'" = 0 mIt 
UXk 

*5~ = m!d~ -.!. ~g«~ &«(1, k + a ~tpr fkr 
• z" ~Xi ~Xi • 
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Diese Art des Vorgehens hatten wir in § 37 verwendet, urn die Kom
ponenten der tensoriellen Energiedichte des Gravitationsfeldes zu ermitteln. 
Wir sehen hier, daE sie fiir den elektromagnetischen Bestandteil nicht zu 
den richtigen Energiekomponenten fiihrt. In der Tat miissen wir ja auch 
nach unsern allgemeinen Uberlegungen, urn zu diesen GraBen zu kommen, 
die Maxwellschen Gleichungen in der Form schreiben 

~ (7t~" + ~ 7t fik) 
()Xk --------- -- - = 0, 

~Xi 

darin 7t = - (pi~i) setzen und die so hervorgehende Gleichung mit a 
multipliziert zu (102) addieren. Dann kommt in der Tat 

~ (1$1 ~,) =0, 

und es treten in I$f auf: die Maxwellsche Energiedichte des elektro
magnetischen Feldes 

die Gravitationsenergie 

und die kosmologischen Zusatzterme. Erst so kommen wir zu dem rich
tigen Ausdruck der Energie. Die virtuelle Deformation des Weltkontinuums, 
we1che dazu fiihrt, muB Metrik und Linienelemente in unserm und nicht 
im Einsteinschen Sinne ungeiindert mitnehmen. 

Freilich geht aus alledem hervor, daE es mancherlei verschiedene 
»differentielle Erhaltungssatze« im Felde gibt. Das eigentliche Energie
gesetz ist unter diesen physikalisch durch seine Verbindung mit den mecha
nischen Grundgleichungen del' Materieteilchen ausgezeichnet. Diese Ver
bindung beruht auf einer FiiIle von Eigentiimlichkeiten der EnergiegraJ3en 
des Feldes und des zugrunde gelegten Wirkungsprinzips. 

Alle rationalen Integralinvarianten del' 2. Ordnung, d. h. aIle diejenigen, 

deren Integrand gleich -Vi mal einem ganzen rationalen Ausdruck der 
gik und ihrer Ableitungen bis zur 2., der Pz' und ihrer Ableitungen 1. Ord
nung ist, sind von R. Weitzenback bestimmt worden 45). Es ergaben sich 
deren sechs, von denen zwei allerdings in ihrem Vorzeichen abhangen 
von einem in der Welt anzunehmenden Sehraubungssinn. R. Baeh hat 
gezeigt 46), daB die Variation dieser beiden identisch verschwindet; das
selbe gilt nach seinen Rechnungen auch fiir eine gewisse numerische 
Kombination der iibrigen vier. Demnach kommt neben den bisher be
nutzten Invarianten im Wirkungsprinzip nur noch eine weitere in Frage. 
Entgegen friiher geauBerter Meinung glaube ieh jetzt dessen ziemlich sieher 
zu sein, daE sie in der Natur keine Rolle spielt. Denn wenn wir sie mit 
heranziehen, kommen wir auf Feldgesetze 4. Ordnung; die statische 
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kugelsymmetrische Lasung derselben enthalt - wenn wir annehmen, dats 
kein elektromagnetisches Feld vorhanden ist und von den kosmologischen 
Termen absehen, dafiir aber eine bestimmte Malileinheit der Lange zu
grunde legen - nach einer Untersuchung von Pauli ~7) nicht nur tine 
willkurliche Konstante, die Masse, sondern deren zwei. Vor allem aber 
scheint es ganz unmaglich, von einem solchen Wirkungsprinzip aus zu 
den mechanischen Gleichungen zu gelangen und zu dem Zusammenhang, 
welcher zwischen der quadratischen Grundform ds 2 und dem Verhalten 
der Malilstabe und Uhren besteht. Stichhaltige Grunde dafiir, warum die 
Natur die Benutzung der dritten Invariante verschmaht hat, weiB ich 
nicht anzugeben; aber schon die Beschrankung der Differentiationsordnung 
auf 2 ist offenbar ein viel zu formaler Gesichtspunkt, als daB man darin 
den entscheidenden inneren Zwang flir die Auswahl der WirkungsgroBe er
blicken durfte. 

1m Anhang IV ist ein kurzer Bericht hinzugefligt uber eine von Edding
ton kiirzlich entworfene geometrische Theorie des Feldes 4 8), die aber bis
her zu keinem Kontakt mit der Erfahrung gelangt ist; sie geht nicht von 
der Metrik, sondern von dem affinen Zusammenhang als der urspriing
lichen Struktur des Kthers aus. Hinweise auf andere Versuche von Bach, 
Einstein selber und Kaluza schlieBen sich an. 

Wir sind an dem Punkte angelangt, wo wir Halt machen mussen, wenn 
wir uns nicht im Nebel der Spekulation vollends verlieren wollen; gefahr
den wir dadurch nicht, was wir an wertvollen Ergebnissen gewonnen haben! 
Die Rolle, welche Raum und Zeit, das extensive Medium der AuBenwelt 
und seine Struktur, im Aufbau der Wirklichkeit spielen, hat sich uns 
fortschreitend geklart. Wer auf den durchmessenen Weg zuriickschaut, der 
uns von der Euklidischen Metrik zu dem beweglichen, von der Materie 
abhangigen metrischen Felde flihrte, das die Felderscheinungen der Gravi
tation und des Elektromagnetismus mit einschlieBt, wer in einem einzigen 
Blick das Ganze zu umspannen sucht, was nur sukzessive und in ein 
gegliedertes Mannigfaltige aufgelost zur Darstellung kommen konnte, muB 
von dem Geflihl errungener Freiheit iiberwaltigt werden - ein festgefligter 
Kafig, in den das Denken bisher gebannt war, ist gesprengt. Ein paar 
Grundakkorde jener Harmonie der Spharen sind in unser Ohr gefallen, 
von der Pythagoras und Kepler traumten. - Wir haben un sere Analyse 
von Raum und Zeit nicht durchflihren kannen, ohne uns zugleich ein
gehend mit der Materie zu befassen. Hier stehen wir aber noch vor 
Ratseln, deren Auflasung nicht von der Feldphysik zu gewartigen ist 
In dem Dunkel, welches das Problem der Materie annoch umhullt, ist 
vielleicht die Quantentheorie das erste anbrechende Licht. 
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Invarianten der Riemannschen Geometrie. 

Beweis des Satzes, dajJ im Riemannscken Raul1l R die einzige Invariante ist, welcke 
die Ableitungen der gik nul' bis sur :1. Ordnung entkalt, die der 2. Ordnung aber linear. 

Die Invariante Jist nach Voraussetzung aus den Ableitungen 2. Ordnung 

o2gik 
gik, rs = 3x3X 

r s 
so zusammengesetzt: 

J = .2: Aik, rsgik, rs + A . 

Die A bedeuten Ausdriicke in den gik und deren I. Ableitungen; sie geniigen den 
Symmetriebedingungen 

Aki, rs = Aik, rs , 

In dem Punkte 0, in welchem wir die Invariante betrachten, fiihren wir ein ortho
gonales geodiitisches Koordinatensystem ein; so daB dort 

ogik 
gik = r1f , .. ~ ~ = 0 

uXr 

ist. Die A gehen durch Eintragen dieser Werte in absolute Konstante iiber. Der aus
gezeichnete Charakter des Koordinatensystems wird nicht zerstiirt: 

I) durch lineare orthogonale Transformation; 
2) durch eine Transformation 

1 i 
xi = xi +"6 akrsx'kx',. X. , 

welche keine qlladratischen Glieder enthillt; die Koeffizienten a sind symmetrisch in 
k r s, im iibrigen aber willkiirlich. 

Betrachten wir .also in einem Euklidisch-Cartesischen Raum (in welchem beliebige 
orthogonale lineare Transformationen zuliissig sind) die von zwei Vektoren x = (Xi), 
Y = (Yi) abhiingige biquadratische Form 

G=gik, rsxixkYrYs 

mit willkiirlichen in i und k, ebenso in I' und s symmetrischen Koeffizienten gik, rs , 
so mull 

I) Aik, r,gik, rs eine Invariante 

dieser Form sein. Da femer bei der Transformation 2) die Ableitungen gik, rs sich, 
wie man leicht ausrechnet, nach der Gleichung verwandeln 

1 i k 
~k,rs =gik, rs + 2" ((tkrs + air,)' 

mu~ 

2) 

sein fiir jedes in den drei Indizes krs symmetrische System von Zahlen a. 
Wir operieren weiter im Euklidisch-Cartesischen Raum; (xy) bedeutet das skalare 

Produkt XlYl + X2y2 + ... + xnYn ' Es geniigt, fUr G eine Form der folgenden be
sonderen Gestalt zu verwenden: 
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wo a und b zwei willkiirliche Vektoren sind. Schreiben wir hemach wieder x und y 
statt a und b, so liefert I) die Forderung, dan 

I*) A = Ax == l:aik, "sxixkY"Y. 

eine Orthogonal-Invariante der beiden Vektoren x, Y ist. In 2) geniigt es, 

a~s = Xi· YkY"Ys 

zu wahlen; dann lautet diese Bedingung, dan die aus Ax durch Verwandlung eines 
x in Y entstehende Form 

2*) Ay == l:aik, ",XiY"Y"Y. identisch verschwindet. 

(Man gewinnt sie aus Ax, indem man zunllchst diejenige - von Y quadratisch ab
hllngige - symmetrische BiIinearform Axx in x, x' bildet, welche bei Identifizierung 
der Variablenreihe x' mit x in Ax iibergeht, und darauf x' durch Y ersetzt.) Ich be
haupte: aus I*) folgt, dan A die Form hat 

(I) A=a(xx)(yy)-~(xy;', 
aus 2*): 
(II) a=~. 

Damit wird aIles ededigt sein. Denn nun haben wir 

J = a(gii, kk - gik, ik) + a, 
oder, da in einem orthogonal-geodlltischen Koordinatensystem der Riemannsche Kriim
mungsskalar 

ist: 
(*) J=-aR+L 

Beweis von (I) : Wir konnen ein Cartesisches Koordinatensystem so einfiihren, 
dan x in die I. Koordinatenachse fliUt, Y in die (I2)te Koordinatenebene: 

x = (XI, 0, 0, .··,0), Y = (YI, Y" 0, .··,0); 

A = x~ (ay~ + 2bYIY' + cy~). 
Dabei kann der Richtungssinn der ·2. Koordinatenachse noch willkiirlich gewllhlt 
werden; wei! A von dieser Wahl nicht abhiingen darf, mlill b = 0 sein: 

A = cxHy~ + Y:) + (a - C)(XIYI)2 = c(xx)(yy) + (a - c) (xy)2 . 

Beweis von (II): Aus dem unter (I) angegebenen A = Ax entstehen die Formen 

Axp == a (xx') (yy) - ~(xy)(x'y), 

A)' = (a -~) (xy) (YY). 

SolI Ay verschwinden, so mlill IX = ~ sein. -
Wir haben stillschweigend angenommen, dan die metrische Fundamentalform des 

Riemannschen Raums positiv-definit ist; im FaIle eines andem Triigheitsindex ist im 
~Beweis von (I)e eine geringe Modifikation erforderlich. - Damit im Volumintegral 
von J durch partielle Integration die Ableitungen 2. Ordnung herausgeworfen werden, 
ist iibrigens erforderlich, dan die aik r. nur von den gik, nicht von ihren Ableitungen 
abhiingen; das brauchte im Beweise' aber gar nicht benutzt zu werden. - Uber die 
physikaIische Bedeutung der Moglichkeit, nach (*) zu einem Multiplum von R noch 
eine universeUe Konstante a additiv hinzuzuftigen, vgl. § 39; zu dem hier bewiesenen 
Satze: Vermeil, Nachr. d. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen, 1917, S.334-3# -
Auf die gleiche Art kann man auch beweisen, da~ gik' Rgi" , Rill die einzigen Ten
soren 2. Stufe sind, welche die Ableitungen der gik nur bis zur 2. Ordnung und diese 
linear enthaIten. 
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Anhang II. 
(Zu Seite 268.) 

Geodatische Prizession. 

Ein Massenpunkt, der sich im statischen Gravitationsfeld der Sonne - Formeln (48), 
(49) - bewegt, fiihre, wahrend er seine Weltlinie beschreibt, einen Weltvektor (;'J mit sich, 
der in jedem Augenblick eine Parallelverschiebung erf!l.hrt. 1st in einem Moment W) senk
recht zur Weltrichtung des Massenpunktes, so bleibt diese Beziehung wahrend der Bewe
gung dauemd erhalten. Ein solcher Vektor gibt nach unserer Annahme die Schicksale der 
Rotationsachse eines Kreisels wieder - vorausgesetzt natiirlich, daB die Ausdehnung des 
Kreisels als punktformig betrachtet werden kann und seine Masse genau rotationssymme
trisch um die Achse verteilt ist. Wir beschranken uns auf den Fall, wo die Bahn des Krei
sels kreisformig ist. Wenden wir unser Resultat auf die Errie an, so vemachlassigen wir 
also sowohl die Ausdehnung d.es Erdkorpers wie die Exzentrizitat der Erdbahn. 

r, rp seien die Polarkoordinaten in derxlx.-Ebene, in welcher die Bewegung 
mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit vonstaUen geht. 1m Augenblick, wo das 
Azimut rp der Erde = 0 ist, gilt fur ihre Weltrichtung: 

dxo = dt, dXI = 0, dx. = rdrp, dX3 = 0, 

und die auf S. 252 gegebenen Ausdriicke fur die Dreiindizes-Symbole lief em die fol
genden Formeln fUr die infinitesimale Parallelverschiebung in dieser Richtung: 

f' If' 1r2 deo == _ - ~Idt d tI = - - ~Odt - - t'dm d t • == ° d~3 = 0. 
!; I ,\i It. It. s T' 5" , 

Statt ;:I und ~. fuhren wir die radiale und die tangentiale Komponente ex und ,. ein, 
welche freilich an der Stelle rp = ° mit ~I bzw. ~. zusammenflf.llt. Jedoch ist fUr die 
Ableitungen ebendort: 

d,I = d~I + ~2drp, d'. = d;' - ~Idrp. 

Bezeichnen wir noch die konstante Winkelgeschwindigkeit ~~ mit w und setzen der 

Gleichformigkeit wegen ;0 = ,"", ~3 = ,3, so haben wir 

(*) d,"" =_L 'I d'I = ~,"_II' '"" d" = _ 'I 
drp wi' drp It" wk" drp , 

und diese Gleichungen gelten jetzt langs der ganzen Bahnlinie, nicht bloB flir rp = o. 
Wir benutzen sie zunilchst, um w zu bestimmen. Unsere Gleichungen miissen 

namlich insbesondere erfiillt sein fiir den Tangentenvektor m der (geodatischen!) Welt
linie, welche die Erde beschreibt, d. h. fiir die konstanten GroBen 

,",,=1, ,I=O, "=rw, ,3=0. 
Daraus ergibt sich die Beziehung 

+/' rw ==J_~ 
w ' 8J 

Fiir kreisfOrmige Planetenbahnen gilt also genau das 3. Keplersche Gesetz, wenn wir 
Bahnradien und Umlaufszeiten in den unserer Berechnung zugrunde liegenden kano
nischen Koordinaten bestimmen. 

Die yom momentanen Weltort der Erde ausgehenden Vektoren, welche dort 
senkrecht sind zur Richtung t ihrer Weltlinie, spannen den .Erdraumc auf, in dessen 
Zentrum die Erde steht. Befinden wir uns an der Stelle rp = 0 der Bahn, so lautet 
die Orthogonalitatsbedingung 

I,~odt - r~'drp = 0, ~o:~. = rw :/'. 
Fiihren wir neben I noch die GroBe e ein durch die Gleichung 

3m 
e2=I'- (rw)'= 1 -r' 
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so bilden die drei Vektoren 
CI = (0,.1, 0, 0), 

( roo 
C2 = .Ie' 0, ~, 0), 
r3 = (0, 0, 0, I) 

ein Cartesischcs Achsenkreuz im Erdraum; sie sind in der Tat nicht nur zueinander 
und zu r orthogonal, sondern auch so normiert, dall ihre aus der metrischen Funda
mentalform zu bestimmende Eigenllinge = 1 ist. Da C3 senkrecht steht zur Ebene 
der Ekliptik, ist die Koordinatenebene leI e2] als die Ekliptik im Erdraum anzusprechenj 
die in ihr liegende Achse CI weist nach der Sonne. Indem wir von der Erde aus 
beobachtete rliumliche Geschehnisse auf dieses Koordinatensystem beziehen, sprechen 
wir von dem »nach der Sonne orientierten Erdraum«. 1st die Erdachse b gegeben durch 

so haben wir 
b = 7j t e, + ?j"e. + 7j3C3' 

;0= roo r,' 
.Ie ' 

~. = .Ir,t, 

Fiihren wir statt der ~ die neuen dazu proportionalen Grofien 7j in die Gleichungen (*) 
ein, so fallen in der Tat die I. und die 3. Gleichung. zusammen, und wir bekommen 

d7jt d'i2 dr,3 
drp = e7j", drp = - eTj', drp = o. 

Ihre Losung konnen wir so fort hinschreiben: 

7jI = cos (erp). r,' = - sin (erp), '13 = konst. 

lnd anschaulich deuten: 
In de11l nach der Son/Ie orimtierten E,'drau11I besch/'eibt die Erdachse mit gleich

fdrmiger Geschwindigkeit ruckliiujig einen geraden Kreiskegel, der mit seiner Spitze senk
reckt au.l der Ebene der Ekliptik au.lstekt. Diese periodische Bewegung liullert sich 
bekanntlich als der Weehsel der Jahreszeiten; ihre Periode ist das »tropisehe Jahre, 
wlihrend das .siderisehe Jahre die Zeit ist, in der die Erde einmal ihre Kreisbahn 
durehmillt. Wlihrend eines sideris chen Jahres wliehst daher rp um 21f, wlihrend eines 

tropischen wliehst erp um 21f, rp also um ~: d~s tropiscke Jalzr ist ~ mal so grojJ 
e e 

wie das sideriscke. Naeh Ablauf eines siderisehen Jahres ist die Erdaehse noeh nieht 
wieder in ihre alte Lage zuriickgekehrt, sondern ihre Projektion auf die Ekliptik hat 
sieh im positiven Sinne um den Winkel 

21f (I - e) = 0': 019 (in Bogensekunden) 

gedreht. Das siderische Jahr ist ansehaulieh eharakterisiert durch die Riiekkehr der 
Sonne in die gleiche Stellung unter den Fixsternen; sehen wir von den Eigenbewe
gungen der Fixsterne ab, so hat das einen ganz klaren Sinn, da naeh Ablauf eines 
siderischen Jahres auch der Fixsternhimmel dem irdischen Beobachter wiedemm genau 
den gleichen Anblick bietet. Infolgedessen ist die berechnete Priizession direkt als 
eine Verlagemng der Polachse gegen die Fixsterne zu konstatieren. Den gleichen Sach
verhalt kannman auch dadurch kennzeichnen, dall der .Friihlingspunktc (in welehem 
sieh die Erde befindet, wenn 'it = 0, '/' = 1 ist) von Mal zu Mal um den Winkel 

2 n (+ - I) auf der kreisfOrmigen Erdbahn vorwlirts riickt. 

Der hier berechnete Effekt geht fur die Beobachtung unter in den iibrigen Sto
mngen der Erdaehse und kann daher empirisch vorerst nicht kontrolliert werden. 1st 
doch die gewohnliche Prlizession - herriihrend von dem Drehmoment, welches Sonne 
und Mond auf den ausgedehnten ellipsoidisehen Erdkorper ausiiben - zwei- bis drei
tausendmal so groll und aufierdem abhlingig von der nicht genau bekannten Massen
verteilung des Erdkorpers. 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. s. Autl. 21 
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Anhang III. 
(Zu Seite 244 und 295.) 

Rotverschiebung und Kosmologie. 

Die auf S. 244 gegebene Vorschrift, daLl im statischen Gravitationsfeld die von 
einem ruhenden Atom ausgestrahlte Lichtwelle in der ~statischen Zeit. konstante 
Frequenz besitzt, tragt rein formnlen Charakter und scheint auLlerdem vieldeutig, da 
es unter Umstanden - so z. B. im FaIle der leeren Hyperbelwelt - verschiedene 
statische Zeiten gibt, die nicht durch lineare Transformation auseinander hervorgehen. 
Hinter dieser Vorschrift steckt aber, wie ieh hier naehtraglieh bemerken moehte, die 
folgende einfaehe (nicht auf das .statisehe Feld besehrankte) physikalisehe Tatsaehe: 
Fur eine punktformige Liehtquelle werden die (dreidimensionalen) Flaehen konstanter 
Phase in der Welt gebildet von den in die Zukunft geoffneten Nullkegeln, die VOIl 

den versehiedenen Punkten der Weltlinie der Liehtquelle ausgehen *). Aus dem Rhyth
mus des Phasenwechsels auf dieser Linie erhalt man so den von irgendeinem Beobaehter 
wahrgenommenen Verlauf des Phasenweehsels, indem man darauf nehtet, wie seine 
Weltlinie die sukzessiven Phasenfiaehen durehsehneidet. Es sei s die Eigenzeit der 
Lichtquelle, a die des Beobaehters. Jedem Punkt s auf der Weltlinie der Liehtquelle 
entsprieht ein Punkt 11 auf der Weltlinie des Beobachters: a = a(s), der Durehsehnitt 
mit dem von s ausgehenden (vordern) Nullkegel. 1st der von der Liehtquelle aus
geloste Vorgang am Ort der Quelle ein rein periodischer, und zwar von unendlich 
kleiner Periode, so ist aueh der Phasenweehsel, der uber den Beobaehter hinstreieht, 

periodiseh; nber die Periode ist im Verhiiltnis (t = ~: vergroLlert (selbstverstandlieh 

wird auf jeder der beiden Weltlinien mit der ihr zukommenden Eigcnzeit gemessen). 
Fuhrt der Beobachter eine Liehtquelle von der gleichen physikalisehen Besehaffenheit 
\Vie die beobaehtete mit sieh, so entsprieht jeder Spektrallinie der mitgefuhrten Licht
quelle von der Frequenz v eine Spektrallinie der fernen Lichtquelle von der Frequenz 
vja; die einen erscheinen gegen die andern verschoben. 

In der so gewonnenen Gestalt setzt unser Prinzip uns in den Stand, etwas al1S
zusagen uber die Spektrallinien, welche wir an fernen Gestirnen wahrnehmen mussen, 
wenn die T17elt ein de Sittersckes Hyperboloid ist. Wir nehmen an, daLI wir es mit 
einer einzigen, von Ursprung her zusammenhangeuden Wirkungswelt zu tun haben 
und daLI die Massenverteilung so dunn ist, daLI wir im groLlen von der gravitierenden 
Wirkung der einzelnen Sterne absehen konnen. Die Weltlinien der Sterne gehoren 
dann zu einem einzigen divergenten .Biindel. von 00 3 geodatischen Linienj ihr 
Divergieren gegen die Zukunft hin legt Zeugnis ab von einer universellen auseinander
strebenden Tendenz der Materie, welehe im kosmologischen Glied des Wirkungs
prinzips ihren Ausdruck findet. Es ist der geschilderte, durch die Gravitation nur 
leicht gestOrte Normalzustand in Parnllele zu setzen mit dem Normalzustand, den die 
dementare Kosmologie annimmt: unendlicher Euklidischer Raum, unendlich dunne Ver
teilung ruhender Massen, die Weltlinien der Sterne zugehorig zu einem Bunde! von 003 

parallelen Weltgraden; und ebenso mit dem Normalzustand der Einsteinsclte1l Kosmologie: 
geschlossener Raum mit einer gleichfonnigen Massenverteilung von solcher Dichte. daB 
ihre gravitierende Wirkung die universelle Flieh-Tendenz kompensiert, die auf dem 
kosmologischen Glied beruht, die Weltlinien der Sterne zugehorig jenem BUndel 
von 003 Linien, die durch das Konstantbleiben der statisehen Raumkoordinaten 
charakterisiert sind. 

*) Es erledigt sich damit aueh die Kritik, die ich an der in Rede stehenden Vor
schrift in meinem Bericht tiber die NauheimerRelativitats-Sitzung rJahresber. D. Math.
Vereinig. 1922, S. 54; auLIerdem Physik. Zeitschr. Bd. 22 (1921), S.478] geubt habe. 
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In unserer Hyperbelwelt bekommt ein Beobachter von unendlicher Lebensdauer, 
der auf einem Stern des Systems lebt, von dem materiellen Kosmos, d. i. jener Welt
halfte, welche der StOrungsbereich des materieIlen Systems bedeckt, nur einen solchen 
keiWirmigen Ausschnitt zu Gesicht, der sich nach Einstein auf statische Koordinaten 
beziehen liiLlt; .fiir ihnc ist die Welt also statisch, und es ist danach klar, was von 
seinem Standpunkt aus unter Raum und Zeit zu verstehen ist. Der riiumliche Abstand 
der iibrigen Sterne von ihm ist in bestandiger VergriiLlerung begriffen, und zwar 
/liehen sie aIle in radialer Richtung von ihm fort. Diese Beschreibung gilt, welcher 
Stern des Systems auch als Sitz des Beobachters angenommen wird. AuLlerdem zeigen 
die SpektralIinien der Gestime Rotverschiebungen, die um so griiLler sind, je ferner 
die beobachteten Sterne. Die Rechnung laLlt sich nach unserm Prinzip ohne Schwierig
keit durchfuhren; ich komme zu dem Ergebnis, daLl die Frequenz v sich erniedrigt 
auf Pja, wo 

(/= I +tg-"-
a 

is!. r ist die Entfernung, die der Stem im Augenblick der Beobachtung vom Beob
achter in dessen statischem Raum besitzt, a der konstante Kriimmungsradius der Welt. 

TatsiichIich zeigen die SpektralIinien der Spiralnebel - sie sind wahrscheinlich die 
einzigen sichtbaren Himmelsobjekte, welche nicht mehr unter dem Ein/luLl der MilchstraLIe 
stehen - systematisch starke Rotverschiebungen, entsprechend Radialgeschwindigkeiten 
von der GriiLlenordnung 1000 km/sec; schon de Sitter hat versucht, sie kosmologisch zu 
deuten. Es ist bemerkenswert, daLI weder die elementare noch die Einsteinsche Kosmo
logie zu einer derartigen Rotverschiebung fuhrt. Man kann natiirlich heute noch nicht 
behaupten, daLl unsere Erkliirung das Richtige trifft, zumal auch die Ansichten iiber die 
Natur und Distanz der Spiralnebel noch sehr der Abkliirung bediirfen; aber es ist notig, 
solche Miiglichkeiten wie die hier besprochene ins Auge zu fassen. Setzt man die Distanz 
der griiLleren Spiralnebel naeh neueren hypothetischen Parallaxebestimmungen am Andro
medanebel (Lundmark u. a.) auf Ibis 10 Millionen Licht jahre an, so kommt man fur den 
Weltradius a auf eine GriiLlenordnung von 10 9 Lichtjahren. Es muLl bemerkt werden, 
daLI der so abgeschiitzte Weltradius das gleiche Verhaltnis (1040) zum Elektronenradius 
hat wie dieser selbst zum Gravitationsradius seiner Masse. Das verstarkt die Vermutung, 
daLI der abnorme Wert von lC seinen Grund hat in dem MiLlverhiiltnis zwischen Elektron 
und v,r eltall oder letzten Endes in der groLlen Anzahl der vorhandenen Elektronen. 

Anhang IV. 
(Zu Seite 317.) 

WeItgeometrische Erweiterungen der Einsteinschen Theorie. 

Eddington geht von dem Gedanken aus, daLl die Unveriinderlichkeit eines kleinen 
MaLlstabs auf Einstellung beruht, nicht bloLl wenn ich ihn an einen andern Ort trans
portiere, sondern auch wenn ich ihn an Ort und Stelle um den Anfangspunkt drehe. 
Wie in der im Haupttext dargesteIlten Theorie die skalare Gleichung F = const. zur 
.Definiuonsgleichung derjenigen Eichnormierung wird, welche durch die starren MaLI
stiibe wiedergegeben wird, so miichte er in den Gleichungen Fik = 'Agik (mit kon
stantem 'A) die .Definition der MaLlgroLlen gik fiir aIle Richtungen erbIicken. In der 
kosmologischen Theorie besteht in der Tat, wenn man das elektromagnetische Feld 
vernachliissigt, diese Proportionalitiit zwischen dem Kriimmungstensor 2. Stufe und dem 
metrischen Grundtensor gik' Als urspriingliche Beschaffenheit des Weltathers wird 

demgemiiLI von Eddington der affine Zusammenhang, das Fiihrungsfeld r~k zugrunde 
gelegt. Aus ihm entspringt ein Kriimmungstensor 2. Stufe Fik' dessen Ausdruck in 
einem geodiitischen Koordinatensystem lautet: 

() r~"k a r,' 
Fik = aXk - 3xk' wo ri = ri,. 

21':' 
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Er liillt sich zerspalten in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Teil: 

~(ilYk_ 31';). 
2 OX,. ilxk 

Den ersten identifiziert Eddington mit dem Mal1feld, den zweiten mit dem elektro
magnetischen Feld. Dariiber hinaus, dal1 wir so aus dem affinen Zusammenhang einen 
symmetriscken Tensor erhalten und einen sckiifsymmetriscken, der in gleicher Weise 
wie die elektromagnetischen Feldkomponenten aus einem Potential entspringt, ergibt 
sich jedoch kein naherer Zusammenhang mit der Erfahrung. Um ihn zu gewinnen, 
ist es unbedingt erforderlich, die mechanischen Grundgleichungen so herzuleiten, dal1 
daraus die Gleichheit von trager und gravitationsfeld-erzeugender Masse hervorgeht. 
Eddington verzichtet aber einstweilen iiberhaupt noch auf die Aufstellung von Feld
gesetzen. Die Beziehung zwischen dem Kriimmungstensor 2. Stufe und den gik be
steht iibrigens auch nur zu Recht, wenn kein elektromagnetisches Feld vorhanden 
ist; sonst tritt die tensorielle Euergiedichte des Maxwellschen Feldes hinzu, und dieses 
charakteristische, durch die Erfahrung einigermal1en sicher belegte Zusatzglied miil1te 
irgendwo in der Theorie wieder zum Vorschein kommen. Jede Theorie, welche die 
gik aus anderen, urspriinglicheren Zustandsgrol1en ableitet, hat ein grol1es Bedenken 
gegen sich: wie solI sie erklaren, dal1 die mit den g,.k gebildete quadratische Form 
niemals ausartet und iiberall den gleich<;n Tragheitsindex besitzt? Bei un serer Auf
fassung zeigt die gruppentheoretische Untersuchung, dal1 diese Forderung im Wesen 
der Metrik liegt: die auf einer ausgearteten Form beruhende Metrik ist von der anf 
einer nicht ausgearteten beruhenden, trotz der Analogie der formalen Darstellung, 
durch einen Abgrund geschieden. Beraubt man die Metrik ihres urspriinglichen Charak
ters, so gibt meines Erachtens die Erfahrung auch keinen Anhalt mehr dafiir, der 
Welt einen affinen Zusammenhang zuzuschreiben. Die Tragheitsbewegung weist ledig
lich auf eine »projektive Beschaffenheit. hin, darauf, daB ein Proze!)' der infinitesimalen 
Parallelverschiebung von Ricktungen in sic" selber existiert. Der Grundgedanke Edding
tons verliert wohl auch seine physikalische Uberzeuguugskraft, wenn man bedenkt, 
da!), diejenige materielle GroBe von der Dimension einer Lange, die sich offenbar ur
sprunglick durch Einstellung bestimmt, die richtungslose Masse und nicht der gerichtete 
Mal1stab ist. (Das einfachste physikalische Modell fUr Langengleichheit in verschie
denen Richtungen ist die kreisformige Quan'tenbahn des Elektrons im Wasserstoffatom.; 
Aus allen diesen Griinden scheint mir, solange keine genauere Durchfiihrung vorliegt, 
der Eddingtonsche Ansatz undiskutierbar. 

Bach und Einstein49) haben gepriift, ob man nicht, unter Verzicht auf den metri
schen Zusammenhang und natiirlich auch unter Verzicht auf die Erklarung des Elektro
magnetismus, allein mit der konformm Besckaffenkeit der Welt, ihrem Wirkungszusammen
hang auskommen kann, der durch die Gleichung gik (dx)" (dx)k = 0 vollstandig beschrieben 
wird; namentlich hat Herr Bach die Konsequenzen des dann allein moglichen Wir
kungsprinzips rechnerisch entwickelt. Diese Auffassung ordnet sich unserer Theorie 
des metrischen Feldes unter; man hat nach einer koordinaten- und eichinvarianten 
Wirkungsgrol),e des metrischen Feides zu such en , welche die cp,. gar nicht enthalt. 
Eine solche ist, bei Beschrankung auf die Differentiationsordnung 2, in der Tat vor
handen; aber sie enthalt die 3. Weitzenbocksche Integralinvariante, und damit ist dieser 
Theorie wohl auch ihr Urteil gesprochen. 

Endlich ist noch ein Versuch von Kaluza zu erwahnen50 ), der einen funfdimen
sionalen Riemannschen Raum zugrunde legt und die dadurch neu hinzukommenden 
Koeffizienten 

g04' gI4' g24' g34 
mit den elektromagnetischen Potentialen identifiziert; besondere Annahmen sorgen 
fiir die Unwirksamkeit des gw 
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Impulsstrom 157, 206 (vgl. Energiedichte). 
Induktion, magnetische 69. 
Induktionsgesetz 15 I, 18 S, 189. 
Infinitesimalgeometrie §§ 14-17. 
infinitesimale Verschiebung 105, 118. 
- - eines Vektors 89, II3. 
inhomogene lineare Gleichnngen 2 I. 

in tegrabel 109, Il8. 
Integralinvariante 232, 309, 316. 
IntensitatsgroJ1en 110. 
Joulesche Warme 152, 203. 
invariant, Invarianten 29, 78, 154, 214, 

223, 318. 
Invarianzeigenschaften und Erhaltungssatze 

§ 41. 

Kathodenstrahlen 192. 
Kausalitatsprinzip 2 I 2, 286. 
Kinematik 42, 17S, 199. 
kinetische Energie 192, 202. 
-r Energie-Impulstensor 197. 
kogrediente Transformation 31. 
kommutatives Gesetz IS. 
KompaJ1 94, 268. 
Komponenten, kovariante und kontravari

ante, einer Verschiebung 3 I. 
eines Tensors (in einer linearen Mannig
faltigkeit) 33; (allgemein) 105. 
eines Vektors 18. 
des affinen Zusammenhangs I 13. 

kongruent 10, 102, 137. 
kongruente Abbildung 2S, 137. 
- Verpflanzung 122, 138. 
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit 161, 

168. 
Kontinuitatsgleichung der Elektrizitat lSI, 

211, 271, 314. 
- der Masse 182, 237. 
Kontinuum 78, 104, 288. 
kontragrediente Transformation 30. 
Kontraktion (Lorentzsche) 161, 165; (im 

Gravitationsfeld) 255. 
kontravariante Tensoren 32; (allgemein) 105. 
Konvektionsstrom 150, 188. 
Koordinaten (in einer linearen Mannig

faltigkeit) 18; (allgemein) 78; (geoda
tische) II3; (hexasphiirische) 302. 

Koordinatensystem 8, 18, 78. 
-, Cartesisches 26. 

, geodatisches II 3. 
-, normales 163. 
-, Ruh-, 279. 
Kosmologie § 39; 299, 305; Anhang III. 
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kovariante Tensoren 32; (allgemein) 105. 
Kraft 34, 49, 209, 28 I; (im Gegensatz zur 

Triigheit) 220, 305. 
-, ponderomotorische (des elektromagne

tischen Feldes) 58, 68, 152, 226; (des 
Fiihrungsfeldes) 226. 

-, Gravitations- 267. 
Kreisel 45; (als Kompill) 268; (Prlizession) 

Anhang II. 
Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravi

tationsfeld 243, 258. 
-, GauUsche 96. 
-: Richtungskr. 126; Streckenkr. 124; 

Vektorkr. II9. 
-, Riemannsche 97, 130. 
Kriimmungs-Skalar 129, 131. 
kugelsymmetrisches Gravitationsfeld 250. 
Kugelverwandtschaft 302. 
Kurve 79, 106. 

Ladung 58; (substantiell aufgefaUt) 194; 
(allgemein) 272, 278, 285. 

Leistung 191, 193. 
Leitfahigkeit 70, 187. 
Leitungsstrom 188. 
Lichtiither ISO. 
Lichtstrahl 178, 228; (kriimmt sich im 

Gravitationsfeld) 243, 258. 
Lichttheorie, elektromagnetische 152. 
Lichtuhr 172. 
Linearform 20. 
lineare Gleichung 21. 
-s Punktgebilde 18. 
-r Tensor 50, 106. 
- Tensordichte 110. 
- Vektorabbildung 35. 
- Vektormannigfaltigkeit 17. 
linear unabhangig 17. 
Linie, gerade (in der Euklidischen Geo

metrie) 10, 16; (allgemein = geodii
tische Linie) II 6, 134; (vgl. Kurve). 

Linienelement (in der Euklidischen Geo
metrie) 49; (allgemein) 105. 

Lobatschefskysche Geometrie § 10. 
Lorentz-Einsteinsches Relativitlitstheorem 

154· 
Lorentz-Kontraktion 161, 165. 
- -Transformation 154, 157, 169. 

Magnetinduktion 69. 
magnetische Feldstiirke 67, 193. 
- Permeabilitiit 69. 
Magnetisierung 69. 
Magnetismus 67. 
Mannigfaltigkeit 78. 

Mannigfaltigkeit, aflin zusammenhangende 
§ IS· 

-, metrische § 17. 
Masse 198, 199, 207, 280. 
- des Elektrons 209, 277. 
-., gravitationsfelderzeugende 254, 275· 
-, triige und schwere 221, 285. 
Massenpunkt 279, 280. 
Millbestimmung (in einemPunkte) 121, 137. 
-, Cayleysche 76. 
Milleinheit 36; (ihre Relativitiit) 299. 
-, elektrostatische und elektromagnetische 

ISO. 
Milluhl einer Strecke 121. 
Materie 197, 208, 218, 286, 296. 
Matrix 35. 
Maxwellsche Spannungen 61, 68, 156. 
- Theorie (stationiirer Fall) § 9; (allge

mein) § 21; (bewegte Karper) § 25; 
CUbertragung der stationaren Glei
chungen auf den Riemannschen Raum) 
131; (im Rahmen der allgemeinen 
Relativitatstheorie) 227; (zugrunde lie
gendes Wirkungsprinzip) 195; (Herlei
tung aus der Weltmetrik) 301,303,314. 

- Wirkungsdichte 227, 301, 313. 
mechanisches Grundgesetz (Newtonsches) 

39, 59; (in der speziellen Relativitiits
theorie) 191, 209; (in der allgemeinen) 
285. 

Mechanik §§ 26, 27, 37, 38. 
Messen 7. 
metrisches Feld 102, 224, 255, 298. 
- Fundamentalfonn (tensor) 25, 80, 87, 

123. 
- Zusammenbang 122, 138. 
Metrik 25; (allgemein) 121, 137. 
Michelsonscher Versuch 160. 
Miesche Theorie § 28; 232. 
Minkowskische Geometrie 163, 170. 
Multiplikation eines Tensors mit einer 

Zah138. 
- von Tensoren 39. 
- einer Tensordichte mit einer Zahl 110. 
- - - - einem Tensor 110. 
- eines Vektors mit einer Zahl IS. 

Negative und positive Elektrizitiit 216,308. 
Newtonsches Gravitationsgesetz 229. 
nicht-ausgeartete Bilinearform und quadra-

tische Form 23. 
Nicht-Euklidische Ebene (Beltramisches 

Modell) 86; (Kleinsches Modell) 74; 
(metrische Fundamentalform) 83. 

- Geometrie § 10. 
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Normaleiehung des Riemannschen Raums 
124. 

normales Koordinatensystem 163. 
Nullinien, geodatisehe 127, 228. 

Ohmsehes Gesetz 70, 188. 
Orientierung 102. 

parallel 12, 18. 
Parallelenpostulat 7 I. 

Parallepiped 18. 
Parallelogramm 18. 
Parallelprojektion 173. 
Parallelversehiebung', infinitesimale 89, 93, 

113· 
partielle Integration (Prinzip derselben) I 12. 
passive Vergangenheit und Zukunft 165, 

228. 
Perihelbewegung des Merkur 245, 262. 
Permeabilitat, magnetisehe 69. 
Phase 178, 322. 
Planetenbewegung 259. 
Polarisation 64. 
ponderomotorische Kraft des elektrischen, 

des magnetisehen und des elektro
magnetisehen Feldes 58, 68, 152, 226. 
- des Gravitationsfeldes 226, 267. 

positiv-definit 24. 
positive und negative Elektrizitat 216,308. 
Potential, elektromagnetisches 155, 301. 
-, elektrostatisches 58. 
- des Gravitationsfeldes 226; (statisehes) 

250 • 

-, retardiertes 153, 248, 286, 296. 
-, Vektor- 68. 
potentieller Energie-Impulstensor 197. 
Poyntingscher Vektor 153. 
Produkt, skalares 24. 

eines Tensors mit einer Zahl 38. 
- von Tensoren 39. 

einer Tensordiehte mit einer Zahl 110. 
- - - mit einem Tensor 110. 
- eines Vektors mit einer Zahl 15. 
-, vektorielles 40. 
Projektion 173. 
Punktgebilde, lineares 18. 
Pythagoreischer Lehrsatz 25, 85. 
-e Millbestimmung 137, 225. 

quadratische Form 24. 
Quantentheorie 216, 286, 298, 317. 
QuantitatsgroLlen 110. 

Radins des Elektrons 209, 277. 
der Welt 290, 323. 
W ey 1, Raum, Zeit, Materic. 5. Auf!. 

Raum (als Form der Erscheinungen) 5; 
(als Projektion der Welt) 173, 228, 239, 
268. 
Euklidischer §§ 1-4. 
metrischer § 17. 
n-dimensionaler 21. 

, Riemannscher 87, 129. 
raumartiger Vektor I 7 I. 
Raumelement 50, 106, 137. 
reehter Winkel 12, 121. 

i Relativgeschwindigkeit 163. 
Relativitat der Bewegung 145,219,268,297. 
- - GroBe 299. 
Relativitatsprinzip,Einsteinsebes (spezielles) 

§§ 22. 23; (allgemeines) 223. 
! -, Galileisehes 148. 
I Relativitatstheorem, Loreutz-Einsteinsches 
. 154· 

retardiertes Potential 153, 248, 286, 296. 
Ricbtungskriimmung 126. 
Riemannsche Geometrie § II; 124,129, 133. 
- Kriimmung 97, 130. 
-r Raum 87, 129. 
Rotation (rot l 53; (allgemein) 107. 

(im geometrischen Sinn e) 12, 137; (im 
kinematisehen) 42; (eines Kreisels) 45, 
320; (Relativitat derselben) 268. 

rotierender Karper 249, 267, 269 (vgl. 
auch Kreisel). 

Rotverschiebung der Spektrallinien 244, 
322 . 

Ruhe 145 Is. auch Relativitat der Bewe-
gung). 

Ruhdichte 182, 194, 227. 
Ruhkoordinaten 279. 
Ruhlange 171, 177. 
Ruhvolumen 177. 

schiefsymmetrisch 34, 48. 
schwere Masse 221, 275. 
senkreeht 12, 26; (allgemein) 121. 
Skalar 34. 
skalare Diehte 110. 
-s Produkt 24. 
Skalarfeld 5 I. 
spater 6, 164, 228. 
Spaltung von Tensoren naeh Raum und 

Zeit 183. 
- von Vektoren 173. 
Spannungen, elastisehe 54. 
-, Maxwellsehe 61, 68, 156. 
Sphii.re 266, 290. 
spharische Geometrie 77, 95, 99; (in der 

Fliissigkeitskugel) 266; (in del' Welt) 
290. 
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Spur einer Matrix 43. 
starrer Korper 171. 
stationare Bahnen im Atom 298. 
stationares Feld (elektromagnetisches) § 9; 

(Gravitation) 267. 
stationarer Vektor I 15. 
statisches Gravitationsfeld § 31; 307. 
Sternenkompa~ 269. 
stetiger Zusammenhang 78, 104. 
Streeke (in der Euklidischen Geometrie) 

18; (allgemein) 121. 
Streckenkriimmung 124. 
Stokesscher Satz 109. 
Strom, elektris'cher 67, 150, 188, 278; (Lei-

tullgsstrom) 188. 
Stufe von Tensoren 32. 
Substanz 194, 197. 

Vektordichte IIO. 

Vektorfeld 51, 107. 
Vektorkriimmung 119. 

, Vektormannigfaltigkeit, lineare 17. 
I Vektorpotential 68. 

vektorielles Produkt 40. 
Vergangenheit, aktive und passive 164, 228. 
Verjiingung von Tensoren 43, 105. 
- - Tensordichten 110. 
Verpflanzung, kongruente 122, 138. 
Verschiebung des Raumes 12, 118. 
-, elektrische 65. 
-, infinitesimale, eines Punktes 105. 
- -, eines Vektors 89, II 3. 
Verschiebungsstrom 152. 
Verzerrungstensor 53. 

Substanzwirkung der Elektrizitat una Gravi- I 

Viererkraft 156, 193. 
Viererstrom 155, 182, 193. 
Volumen 50, 87, 128, 129, 137. tation 194, 195. 

Subtraktion von Vektoren 15. 
Summe von Vektoren 15. 
- - Tensoren 38. 
- - Tensordichten 110. 
symmetrisch 24, 48. 

Tensor (im linearen Raum) 32; (allge-
mein) 105. 

Tensordichte 110. 

Tensorfeld 51; (allgemein) 107. 
trage Masse 39, 198, 221, 275. 
Tragheit des Elektrons 209, 277. 
- der Energie 20I. 
Tragheitsgesetz der quadrntischen Formen 

27· 
Tragheitsindex 27. 
Tragheitskraft 220. 
Tragheitsmoment 42. 
Tragheitsprinzip, Galileisches 146, 167, 

219· 
Traktrix 86. 
Tran>lation (im geometrischen Sinn) 116; 

(kinematisch) 146, 169. 
- des Raumes 12, 118. 

Uhr 7, 172,224,298 ; (Atomuhr) 173,298; 
(I.ichtuhr) 172. 

unabhangige Vektoren 17 .. 

Vektor 14, 33, 92 , 105. 
Vektorabbildung, lineare 35. 

Welt (= Raum-Zeit) 143. 
Weltgeometrie 148, 163, 170, 224, 299. 
Weltpunkt 143. 
Wilsonscher Versuch 186. 
Winkel 12; (Winkelmessung) 26, 88,181, 

228. 
-, reehter 12, 121. 
Wirklichkeit 4, 6. 
Wirkungsgro~e 195, 215, 227, 230, 232, 

290, 300, 30 3, 314. 
Wirkungsprinzip (vgl. Hamiltonsch.Prinzip). 
Wirkungsquantum 216, 286, 298, 317. 

Zahl 7. 
Zeit 5, 144, 165, 173· 
zeitartiger Vektor 17 I. 
Zentrifugalkraft 220. 
Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit 

173, 228, 239. 
Zukunft, aktive und passive 164, 228. 
Zusammenhang, affiner II3, 124; (derWelt) 

225· 
-, metriseher 122, 138. 
-, stetiger 78, 104. 
Zusammenhangsverhaltnisse einer Manni go 

faltigkeit im Gronen 288. 
- der Welt 291, 293, 323. 
zweiseitig 289. 
zwischen I I. 

Zylinderwelt 293 .. 




