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MEINER FRAU GEWIDMET



Aber ins Mondlicht steigen heraut die zerbrochenen Saulen

Und die Tempeltore, die einst der furchtbare traf, der geheime

Geist der Unruh, der in der Brust der Erd und der Menschen

Ziirnet und giirt, der Unbezwungne, der alte Eroberer.

Der die Stidte wie Limmer zerreifit, der einst den Olympus

Stiirmte, der in den Bergen sich regt und Flammen herauswirft,

Der die Wilder entwurzelt und durch den Ozean hinféhrt,

Und die Schiffe zerschligt, und doch in der ewigen Ordnung

Niemals irre dich macht, auf der Tafel deiner Gesetze

Keine Silbe verwischt, der auch dein Sohn, o Natur, ist,

mit dem Geiste der Ruh aus Einem Schofie geboren.
Héolderlin Die MuBe.



Vorwort zur flinften Auflage.

Mit der Einsteinschen Relativititstheorie hat das menschliche Denken
iiber den Kosmos eine neue Stufe erklommen. FEs ist, als wire plotzlich
eine Wand zusammengebrochen, die uns von der Wahrheit trennte: nun
liegen Weiten und Tiefen vor unserm Erkenntnisblick entriegelt da, deren
Moglichkeit wir vorher nicht einmal ahnten. Der Erfassung der Vernunft,
welche dem physischen Weltgeschehen innewohnt, sind wir einen gewaltigen
Schritt niher gekommen.

Dies Buch ging aus Vorlesungen hervor, die ich im Sommersemester
1917 an der Eidgenéssischen Technischen Hochschule Ziirich gehalten
habe, und erschien zum ersten Male Friihjahr 1918. Es lockte mich,
an diesem groBen Thema ein Beispiel zu geben fiir die gegenseitige Durch-
dringung philosophischen, mathematischen und physikalischen Denkens.
Damals war die Relativititstheorie nur erst im Kreise der Zunft, derer,
die tiglich mit Integral und Feldstirke umgehen, bekannt. Seither ward
sie populir wie selten eine wissenschaftliche Theorie und zum Gegenstand
leidenschaftlicher, nicht immer sachlichen Griinden entspringender Partei-
nahme. Trotz mancher minder schonen Ziige, die dabei in Erscheinung
traten, und ohne ndher zu untersuchen, wie weit das wirkliche Verstindnis
geht, auf welches die Relativititstheorie in der »o6ffentlichen Meinung«
gestoBen ist, scheint es mir im ganzen doch eine auBerordentlich erfreuliche
Tatsache zu sein, daB tiefe Erkenntnisprobleme bei unsern vielverschrieenen
Zeitgenossen so lebendiges Interesse zu erregen vermochten. Der Theorie
hat weder ihre Popularitit noch die Kritik geschadet; beide haben nur
dazu gefiihrt, ihren gedanklichen Aufbau immer einfacher und deutlicher
herauszustellen. Die Literatur iiber Relativititstheorie ist in den letzten
Jahren ins Uniibersehbare gewachsen; an guten Darstellungen fiir alle
Stufen der mathematisch-physikalischen Vorbildung ist heute kein Mangel.
Tch erwihne hier nur von Werken deutscher Sprache das an einen breiteren
Kreis sich wendende prachtvolle Buch von Born »Die Relativititstheorie
Iiinsteins und ihre physikalischen Grundlagen« (in 3. Auflage 1922 erschienen
bei Julius Springer) und den meisterhaften Artikel in der Encyklopidie
der Mathematischen Wissenschaften (V 19} von W. Pauli jr. Daneben,
hoffe ich, wird auch diese Darstellung fiir das systematische Studium
weiter thren Wert behalten und ihre Leser finden, obschon sie vor den
GenuB der Erkenntnisfrucht den Schweif des Tensorkalkiils gesetzt hat.

An dieser Anordnung habe ich auch' in der neuen Ausgabe nichts
geiindert. War es doch meine Absicht gewesen, nicht blof eine Darstellung
der Relativitdtstheorie zu geben, sondern das ganze Problem von Raum
und Zeit zu entrollen, wie es sich in der Geschichte von Mathematik
und Physik entwickelt hat; und da ist die Mathematik vorangegangen!
So ist namentlich das II. Kapitel nicht mehr als Vorbereitung zu betrachten,
sondern steht schon mitten im Thema selbst. AuBerdem sollten hier alle
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Mittel an die Hand gegeben werden, die nétig sind, um auf Schritt und
Tritt den Ubergang vollziehen zu kénnen von den allgemeinen Ideen zur
begrifflich strengen Fassung der Theorie und zur konkreten Anwendung
auf Kinzelprobleme. Trotzdem verleugnet das Buch nicht seine philo-
sophische Grundeinstellung: auf die gedankliche Analyse kommt es
ihm an; die Physik liefert die Enfahrungsgrundlage, die Mathematik das
scharfe Werkzeug. In der neuen Ausgabe ist diese Tendenz noch ver-
stirkt worden; zwar das Geranke der Spekulation wurde beschnitten, aber
die tragenden Grundgedanken wurden anschaulicher, sorgfiltiger und voll-
stindiger herausgearbeitet und zergliedert. So erwihne ich: den neu
eingefithrten § 12 iiber Parallelverschiebung und Kriimmung; die genaue
Analyse der Grundlagen der speziellen und der allgemeinen Relativitits-
theorie in § 23 und § 29. Vor allem ist die Mechanik ganz anders zur
Geltung gekommen (§§ 27 und 37, 38). Endlich habe ich versucht, soviel
Klarheit in das Bewegungsproblem zu bringen, als es bei dem heutigen
Stand unserer Kenntnisse moglich ist (§§ 36, 39). Es erscheint mir ver-
fehlt, die allgemeine Relativititstheorie von Ursprung her unléslich mit
einer Kosmologie zu verquicken, welche die Weltmassen fiir die Trigheit
verantwortlich macht. Denn das ist eine Hypothese, deren Durchfithrbarkeit
heute durchaus nicht erwiesen ist. Auch hat man nicht immer geniigend
beachtet, daf auf dem Standpunkt der allgemeinen Relativitit der Begriff
der relativen Bewegung zweier Korper zueinander nicht minder bedeutungslos
ist als der der absoluten Bewegung eines einzigen. Den eigentlichen
physikalischen Inhalt der Einsteinschen Theorie méchte ich so formulieren:
Die Bewegung eines Korpers kommt dynamisch zustande durch den Kampf
zwischen K7raft und Fiilrung;, das Fiihrungsfeld ist eine mit der Materie
in Wechselwirkung stehende Realitit; die Gravitation geh&rt zur Fithrung
und nicht zur Kraft. Meine Auffassung des Verhiltnisses von Feld und
Materie, welche Raum schafft fiir die quantentheoretisch-statistische Physik
der Materie, habe ich konsequenter der Mieschen Feldtheorie gegeniiber-
gestellt, als es in der 4. Auflage geschehen war; die Benutzung »fingierter
Felder« zur Ausfiillung des Gebietes, in dem ein materielles Teilchen sich
befindet, erweist sich als eine bequem zu handhabende und durchschlagende
Methode (§ 38). Die gruppentheoretische Untersuchung der Raumstruktur
ist in Kapitel II nur fliichtig beriihrt worden; in dieser Hinsicht verweise
ich zur Ergdnzung auf meine spanischen Vorlesungen iiber die »Mathe-
matische Analyse des Raumproblems«, welche von dem Institut d’Estudis
Catalans (Barcelona) herausgegeben werden (sie werden wahrscheinlich auch
in deutscher Sprache erscheinen).

Von der 4. Auflage dieses Buches ist eine franzosische und eine englische
Ubersetzung herausgekommen. Die erste ist allerdings stellenweise so »freic,
daB ich mich genétigt sehe, fiir ihren Inhalt jede Verantwortung abzulehnen.

Ziirich, Herbst 1922, H. Weyl
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Einleitung.

Wir pflegen Zeit wund Rawm als die Existenzformen der realen Weit,
die Materie als ihre Substanz aufzufassen. Ein bestimmtes Materiestiick
erfiillt in einem bestimmten Zeitmoment einen bestimmten Raumteil: in
der daraus resultierenden - Vorstellung der Bewegung gehen jene drei
Grundbegriffe die innigste Verbindung ein. Von Descartes wurde es als
Programm der exakten Naturwissenschaft aufgestellt, alles Geschehen von
diesen Grundbegriffen aus zu konstruieren und damit auf Bewegung zu-
riickzufithren. — Die tiefe Ritselhaftigkeit des Zeitbewufitseins, des zeit-
lichen Ablaufs der Welt, des Werdens, ist vom menschlichen Geist, seit
er zur Freiheit erwachte, immer empfunden worden; in ihr liegt eines
jener letzten metaphysischen Probleme, um dessen Klirung und Losung
Philosophie durch die ganze Breite ihrer Geschichte unablidssig gerungen
hat. Der Rawum ward durch die Griechen zum Gegenstand einer Wissen-
schaft von hochster Klarheit und Sicherheit. An ihm hat sich in der
antiken Kultur die Idee der reinen Wissenschaft entfaltet, die Geometrie
wurde zu einer der michtigsten Kundgebungen des jene Kultur beseelen-
den Prinzips der Souverdnitit des Geistes. An die Geometrie hat sich,
als die kirchlich-autoritative Weltanschauung des Mittelalters in die Briiche
ging und die Wogen des Skeptizismus alles Feste hinwegzureiien drohten,
der Wahrheitsglaube wie an einen Fels geklammert; und - es konnte als
das hochste Ideal aller Wissenschaft aufgestellt werden, »more geometrico«
betrieben zu werden. Was endlich die Materie betrifft, so glaubten wir
zu wissen, daB aller Veridnderung eine Substanz, eben die Materie, zu-
grunde liegen miisse, daB jedes Stiick der Materie als ein Quantum sich
messen lasse und ihr Substanzcharakter seinen Ausdruck finde in dem
Gesetz von der Erhaltung des in allen Verdnderungen sich gleich blei-
benden Materiequantums. Dieses unser bisheriges Wissen von Raum und
Materie, durch die Philosophie vielfach als apriorische Erkenntnis von un-
bedingter Allgemeinheit und Notwendigkeit in Anspruch genommen, ist
heute vollstindig ins Wanken geraten. Nachdem die Physik unter den
Hinden Faradays und Maxwells der Materie als eine Realitit anderer
Kategorie das Zeld gegeniibergestellt hatte, nachdem auf der andern Seite
die Mathematik durch ihre logische Minierarbeit im letztvergangenen Jahr-
hundert in aller Heimlichkeit das Vertrauen in die Evidenz der Eukli-
dischen Geometrie untergraben hatte, kam in unsern Tagen der revolu-
tiondre Sturm zum Ausbruch, der jene Vorstellungen iiber Raum, Zeit

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl, 1



2 Einleitung.

und Materie, welche bis dahin als die festesten Stiitzen der Naturwissen-
schaft gegolten hatten, stiirzte; doch nur, um Platz zu schaffen fiir eine
freiere und tiefere Ansicht der Dinge. Diese Umwilzung wurde im we-
sentlichen vollzogen durch die Gedankenarbeit eines einzigen Mannes,
Albert Einstein. Heute scheint die Entwicklung, was die Grundideen
betrifft, zu einem gewissen AbschluB gekommen zu sein; doch einerlei
ob wir bereits vor einem netuen Definitivum stehen oder nicht — auf
jeden Fall muB man sich mit dem Neuen, das da emporgekommen ist,
auseinandersetzen. Auch gibt es kein Zuriick; die Entwicklung des wissen-
schaftlichen Gedankens mag iiber das jetzt Erreichte abermals hinaus-
gehen, aber eine Riickkehr zu dem alten engen und starren Schema ist
ausgeschlossen.

An den Problemen, die hier aufgeworfen werden, haben Philosophie,
Mathematik und Physik ihren Anteil. Uns soll aber vor allem die mathe-
matisch-physikalische Seite ~der Fragen beschiftigen; auf die philo-
sophische werde ich nur ganz nebenher eingehen, aus dem einfachen
Grunde, weil in dieser Richtung etwas irgendwie Endgiiltiges bisher nicht
vorliegt und ich selber auch nicht imstande bin, auf die hergehérigen
erkenntnistheoretischen Fragen solche Antworten zu geben, die ich vor
meinem Erkenntnisgewissen voll verantworten konnte. Die Ideen, welche
es hier darzustellen gilt, sind nicht aus einer spekulativen Versenkung
in die Grundlagen physikalischer Erkenntnis hervorgegangen, sondern
haben sich im Ausbau der lebendig vorwirts dringenden Wissenschaft,
der die alte Schale zu eng wurde, an konkreten physikalischen Problemen
entwickelt; eine Revision der Prinzipien wurde jedesmal erst nachtriglich
vollzogen und nur so weit, als es gerade die neu aufgetauchten Ideen er-
heischten. Wie die Dinge heute liegen, bleibt den Einzelwissenschaften
nichts anderes iibrig, als in diesem Sinne dogmatisch zu verfahren, d. h.
in gutem Glauben den Weg zu gehen, auf den sie durch verniinftige,
im Rahmen ihrer eigentiimlichen Methoden emporkommende Motive ge-
driingt werden. Die philosophische Klidrung bleibt eine groBe Aufgabe
von vollig anderer Art, als sie den Einzelwissenschaften zufillt; da sehe
nun der Philosoph zu; mit den Kettengewichten der in jener Aufgabe
liegenden Schwierigkeiten behidnge und behindere man aber nicht das
Vorwirtsschreiten der konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Wissen-
schaften.

Gleichwohl beginne ich mit einigen philosophischen Exrorterungen. Als
Menschen in der natiirlichen Einstellung, in der wir unser tigliches Leben
fiihren, stehen uns in Akten der Wahrnehmung leibhaftig wirkliche Korper-
dinge gegeniiber. Wir schreiben ihnen reale Existenz zu und wir nehmen
sie hin als prinzipiell so beschaffen, so gestaltet, so gefirbt usw., wie
sie uns da in der Wahrnehmung erscheinen (prinzipiell, d. h. vorbehalt-
lich aller als moglich zugegebenen Sinnestiuschungen, Spiegelungen.
Triume, Halluzinationen usf.). Sie sind umgeben und durchsetzt von
einer ins Unbestimmte verschwimmenden Mannigfaltigkeit analoger Wirk-
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lichkeiten, die sich alle zusammenfiigen zu einer einzigen, immerdar vor-
handenen rdumlichen Welt, zu der ich selber mit meinem Einzelleib
gehére. Es handle sich hier nur um diese korperlichen Dinge, nicht
um all die Gegenstindlichkeiten andrer Art, die wir als natiirliche Men-
schen sonst noch uns gegeniiber haben: Lebewesen, Personen, Gebrauchs-
gegenstinde, Werte, solche Wesenheiten wie Staat, Recht, Sprache u. dgl.
Wohl bei jedem theoretisch gerichteten Menschen beginnt die philo-
sophische Selbstbesinnung damit, daB er irre wird an dieser Weltanschau-
ung des naiven Realismus, auf die ich da eben kurz hingewiesen habe.
Man sieht ein, daB eine solche Qualitit wie etwa »grin« nur als Kor-
relat der Griin-Empfindung an dem in der Wahrnehmung sich gebenden
Gegenstande Existenz besitzt, daB es aber sinnlos ist, sie als eine Be-
schaffenheit ez sics daseienden Dingen an sick anzuhingen. Diese Er-
kenntnis von der Subjektivitdt der Sinnesqualititen tritt bei Galilel (wie
bei Descartes und Hobbes) in engster Verbindung auf mit dem Grund-
satz der mathematisch-konstruktiven Methode unserer rheutigen qualitits-
losen Physik, nach der z. B. die Farben »in Wirklichkeit« Atherschwin-
gungen, also Bewegungen sind. Erst Kant vollzog innerhalb der Philo-
sophie mit volliger Klarheit den weiteren Schritt zu der Einsicht, da$
nicht nur die sinnlichen Qualititen, sondern auch der Raum und die
riumlichen Merkmale keine objektive Bedeutung im absoluten Sinne be-
sitzen, daB auch der Rawm nur eine Form unserer Anschauung ist. Inner-
halb der Physik ist es vielleicht erst durch die Relativititstheorie ganz
deutlich geworden, daB von dem uns in der Anschauung gegebenen
Wesen von Raum und Zeit in die mathematisch konstruierte physikalische
Welt nichts eingeht. Die Farben sind also »in Wirklichkeit« nicht ein-
mal Atherschwingungen, sondern mathematische Funktionsverliufe, wobei
in den Funktionen, den drei Raum- und der einen Zeitdimension ent-
sprechend, vier unabhingige Argumente auftreten.

In prinzipieller Allgemeinheit: die wirkliche Welt, jedes ihrer Be-
standstiicke und alle Bestimmungen an ihnen, sind und koénnen nur ge-
geben sein als intentionale Objekte von BewuBtseinsakten. Das schlecht-
hin Gegebene sind die BewuBtseinserlebnisse, die ich habe — so wie
ich sie habe. Sie bestehen nun freilich keineswegs, wie die Positivisten
vielfach behaupten, aus einem bloBen Stoff von Empfindungen, sondern
in einer Wahrnehmung z. B. steht in der Tat leibhaft fir mich da ein =
Gegenstand, auf welchen jenes FErlebnis in einer jedermann bekannten,
aber nicht niher beschreibbaren, vollig eigentiimlichen Weise bezogen
ist, die mit Brentano durch den Ausdruck »>ntentionales Objekt< be-
zeichnet sein soll. Indem ich wahrnehme, sehe ich etwa diesen Stuhl,
ich bin durchaus auf ihn gerichtet. Ich »/abe« die Wahrnehmung, aber
erst wenn ich diese Wahrnehmung selber wieder, wozu ich in einem
frelen Akt der Reflexion imstande bin, zum intentionalen Objekt einer
neuen, inneren Wahrnehmung mache, »weif« ich von ihr (und nicht

bloB von dem Stuhl) etwas und stelle dies fest, was ich da eben gesagt
I>l<
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habe. In diesem zweiten Akt ist das intentionale Objekt ein Zmmanentes,
nimlich wie der Akt selber ein reelles Bestandstick meines Erlebnis-
stromes; in dem primdren Wahrnehmungsakt aber ist das Objekt zrans-
zendent, d.h. zwar gegeben in einem BewuBtseinserlebnis, aber nicht
reelles Bestandstiick. Das Immanente ist ebso/uf, d. h. es ist genau das,
als was ich es da habe, und dieses sein Wesen kann ich mir eventuell
in Akten der Reflexion zur Gegebenheit bringen. Hingegen haben die
transzendenten Gegenstinde nur ein phdnomenales Sein, sie sind Erschei-
nendes — in mannigfaltigen Erscheinungsweisen und »Abschattungenc.
Ein und dasselbe Blatt sieht so oder so groB aus, erscheint so oder so
gefirbt, je nach meiner Stellung und der Beleuchtung; keine dieser Er-
scheinungsweisen kann fiir sich das Recht beanspruchen, das Blatt so zu
geben, wie es »an siche ist. — In jeder Wahmehmung liegt nun weiter
unzweifelhaft die Z%esis der Wirklichkeit des in ihr erscheinenden Ob-
jekts, und zwar als Teil und inhaltliche Fortbestimmung der General-
thesis einer wirklichen Welt. Aber indem wir von der natiirlichen zur
philosophischen Einstellung iibergehen, machen wir, iiber die Wahrneh-
mung reflektierend, diese Thesis sozusagen nicht mehr mit; wir kon-
statieren kiihl, daB in ihr etwas als wirklich »vermeint« ist. Der Sinn
und das Recht dieser Setzung wird uns jetzt gerade zum Problem,
das von dem BewuBtseins-Gegebenen aus seine Losung finden mubB.
Ich meine also keineswegs, daB die Auffassung des Weltgeschehens als
eines vom Ich produzierten BewuBtseins-Spiels gegeniiber dem naiven
Realismus die hohere Wahrheit enthalte; im Gegenteil. Nur darum han-
delt es sich, daB man einsehe, das BewuBtseins-Gegebene ist der Aus-
gangspunkt, in den wir uns stellen miissen, um Sinn und Recht der
Wirklichkeitssetzung auf eine absolute Weise zu begreifen. Analog steht
es auf logischem Gebiet. Ein Urteil, das ich fille, behauptet einen
Sachverhalt; es setzt diesen Sachverhalt als wahr. Auch hier entsteht
die philosophische Frage nach dem Sinn und Recht dieser Wahrheits-
thesis; auch hier leugne ich nicht die Idee der objektiven Wahrheit,
aber sie wird zum Problem, das ich von dem absolut Gegebenen aus zu
begreifen habe. — Das »reine BewuBtsein« ist der Sitz des philosophi-
schen a priori. Hingegen muB und wird die philosophische Klirung
der Wirklichkeitsthesis ergeben, daB keiner jener erfahrenden Akte der
Wahrnehmung, Erinnerung usw., in denen ich Wirklichkeit erfasse, ein
letztes Recht dazu gibt, dem wahrgenommenen Gegenstande Existenz
und die wahrgenommene Beschaffenheit zuzuschreiben; dieses Recht kann
von einem auf andere Wahrnehmungen usw. sich stiitzenden immer wieder
iberwogen werden. Es liegt im Wesen eines wirklichen Dinges, ein Un-
erschopfliches zu sein an Inhalt, dem wir uns nur durch immer neue,
zum Teil sich widersprechende Erfahrungen und deren Abgleich un-
begrenzt nihern konnen. In diesem Sinne ist das wirkliche Ding eine
Grenzidee. Darauf beruht der empirische Charakter aller Wirklichkeits-
erkenntnis ).
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Die Urform des BewuBtseinstromes ist die Ze#. Es ist eine Tat-
sache, sie mag so dunkel und ritselhaft fiir die Vernunft sein wie sie
will, aber sie liBt sich nicht wegleugnen und wir miissen sie hinnehmen,
daB die BewuBtseinsinhalte sich nicht geben als seiend schlechthin (wie
etwa Begriffe, Zahlen u. dgl), sondern als jetst-seiend, die Form des
dauernden Jetzt erfiillend mit einem wechselnden Gehalt; so daB es nicht
heit: dies 7zs¢, sondern: dies is# jetzt, doch jefzt nicht mehr. ReiBen
wir uns in der Reflexion heraus aus diesem Strom und stellen uns seinen
Gehalt als ein Objekt gegeniiber, so wird er uns zu einem z¢itlichen
Ablauf, dessen einzelne Stadien in der Beziehung des friker und spiter
zueinander stehen.

Wie die Zeit die Form des BewuBtseinstromes, so, darf man mit
Fug wund Recht behaupten, ist der ARawm die Form der koérperlichen
Wirklichkeit. Alle Momente korperlicher Dinge, wie sie in den Akten
duBerer Wahrnehmung gegeben sind, Farbe z. B., haben das Auseinander
der rdumlichen Ausbreitung an sich. Aber erst indem sich aus allen
unseren Erfahrungen eine einzige zusammenhingende reale Welt aufbaut,
wird die in jeder Wahrnehmung gegebene rdumliche Ausbreitung zu einem
Teil des einen und selben Raumes, der alle Dinge umspannt. Dieser
Raum ist Form der AuBenwelt; das will sagen: jedes korperliche Ding
kann, ohne irgendwie inhaltlich ein anderes zu sein als es ist, ebenso-
gut an jeder anderen Raumstelle sein als gerade an dieser. Damit ist
zugleich die Homogenitit des Raumes gegeben, und hier liegt die eigent-
liche Wurzel des Kongruenzbegriffs.

Wire es nun so, daB die Welt des BewuBtseins und der transzen-
denten Wirklichkeit vollig voneinander geschieden sind oder vielmehr
nur das stille Hinblicken der Wahrnehmung die Briicke zwischen ihnen
spannt, so bliebe es wohl dabei, wie ich es eben dargestellt habe: auf
der einen Seite das in der Form des dauernden Jetzt sich wandelnde,
aber raumlose BewuBtsein, auf der andern die rdumlich ausgebreitete,
aber zeitlose Wirklichkeit, von der jenes nur ein wechselndes Phinomen
enthilt. Urspriinglicher aber als alle Wahrnehmung ist in uns das Er-
leben von Streben und Widerstand, des Tuns und Leidens*). Fiir einen
in natiirlicher Aktivitit lebenden Menschen dient die Wahrnehmung vor
allem dazu, thm den bestimmten Angriffspunkt seiner gewollten Tat und
den Sitz ihrer Widerstinde in bildhafter Klarheit vor das BewuBtsein zu
riicken. Im Erleben des Tuns und Erleidens werde ich selbst mir zu
einem einzelnen Individuum von psychischer Realitdt, gekniipft an einen
Leib, der unter den korperlichen Dingen der AuBenwelt seine Stelle im
Raum hat und durch den hindurch ich mit andern Individuen megines-
gleichen in Verbindung stehe; wird das BewuBtsein, ohne doch seine
Immanenz preiszugeben, zu einem Stiick der Wirklichkeit, zu diesem be-

*) Unsere Grammatik hat nur die Verbformen des activum und passivum; es gibt
keine zum Ausdruck eines Geschehens, geschweige denn eines Sachverhalts.
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sonderen Menschen, der ich bin, der geboren ward und sterben wird.
Anderseits spannt aber dadurch auch das BewuBitsein seine Form, die
Zeit, tber die Wirklichkeit aus: in ihr selber ist darum Verdnderung,
Bewegung, Ablauf, Werden und Vergehen; und wie mein Wille durch
meinen Leib hindurch als bewegende Tat in die reale Welt wirkend hin-
iibergreift, so ist sie selber auch wirkende (wie ihr deutscher Name » Wirk-
lichkeit« besagt), ihre FErscheinungen stehen in einem durchgingigen
Kausalzusammenhang untereinander. In der Tat zeigt sich in der Physik,
daB kosmische Zeit und Kausalitit nicht voneinander zu trennen sind.
Die neue Weise, in der die Relativititstheorie das Problem der Verkopp-
lung von Raum und Zeit in der Wirklichkeit 1ost, fillt zusammen mit
einer neuen Einsicht in den Wirkungszusammenhang der Welt.

Der Gang unserer Betrachtungen ist damit klar vorgezeichnet. Was
liber die Zesit fiir sich zu sagen ist und iiber ihre mathematisch-begriff-
liche Erfassung, moége noch in dieser Einleitung Platz finden. Weit aus-
fiihrlicher miissen wir dann vom Raume handeln. Das I. Kapitel ist dem
Euklidischen Raume gewidmet und seiner mathematischen Konstruktion.
Im II. Kapitel werden die Ideen entwickelt, welche iiber das Euklidische
Schema hinausdringen und im allgemeinen Begriff des metrischen Konti-
nuwms (Riemannschen Raumbegriff) ihren Abschluf finden. Darauf wird
in einem III. Kapitel das eben erwihnte Problem der Verkopplung von
Raum und Zeit in der Welt zu erdrtern sein; von hier ab spielen die
Erkenntnisse der Mechanik und Physik eine wichtige Rolle, weil dieses
Problem seinem Wesen nach, wie bereits betont, an die Auffassung der
Welt als einer wirkenden gekniipft ist. Die Synthese der im II. und
III. Kapitel enthaltenen Gedanken wird uns dann in dem abschlieBenden
Kapitel IV zu Einsteins allgemeiner Relativititstheorie fithren, in der in
physikalischer Hinsicht eine neue Theorie der Grawvitation enthalten ist,
und zu einer Erweiterung derselben, welche neben der Gravitation die
elektromagnetischen Erscheinungen mitumfa8t. Von den Umwilzungen,
die unsere Vorstellungen von Raum und Zeit darin erfahren, wird der
Begriff der Materie sozusagen zwangsliufig mitergriffen werden; so daB, was
dariiber zu sagen ist, an der gehorigen Stelle im III. und IV. Kapitel zur
Sprache kommen soll. —

Um an die Zei# mathematische Begriffe heranbringen zu kénnen, miissen
wir von der ideellen Moglichkeit ausgehen, in der Zeit mit beliebiger
Genauigkeit ein punktuelles Jets# zu setzen, einen Zeitpunkt zu fixieren.
Von je zwei verschiedenen Zeitpunkten wird dann immer der eine der
frithere, der andere der spitere sein. Von dieser »Ordnungsbeziehung«
gilt der Grundsatz: Ist 4 frither als B und B frither als C, so ist 4
frither als C. Je zwei Zeitpunkte 4B, von denen 4 der frithere ist, be-
grenzen eine Zeitstrecke; in sie hinein fillt jeder Punkt, der spiter als A,
frither als 2 ist. DaB die Zeit Form des Erlebnisstromes ist, kommt in
der Idee der Gleichheit zam Ausdruck: der Erlebnisgehalt, welcher die
Zeitstrecke 4 B erfiillt, kann an sich, ohne irgendwie ein anderer zu sein
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als er ist, in irgend eine andere Zeit fallen; die Zeitstrecke, die er dort erfiillen
wiirde, ist der Strecke 4B gleich. In der Physik ergibt sich daraus fiir
die Gleichheit von Zeitstrecken der objektiven Zeit, unter Hinzuziehung des
Kausalititsprinzips, das folgende objektive Kriterium. Kehrt ein vollstindig
isoliertes (keine Einwirkung von auBen erfahrendes) physikalisches System
einmal genau zu demselben Zustand zuriick, in dem es sich bereits in einem
fritheren Moment befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeitliche
Zustandsfolge, und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches System
nennen wir allgemein eine U%7. Jede Periode hat die gleicke Zeitdauer.
Auf diese beiden Relationen, frijher-spiter und gleich, stiitzt sich die
mathematische Erfassung der Zeit durch das Messen. Wir versuchen, das
Wesen des Messens kurz anzudeuten. Die Zeit ist homogen, d. h. ein
einzelner Zeitpunkt kann nur durch individuelle Aufweisung gegeben
werden, es gibt keine im allgemeinen Wesen der Zeit griindende Eigen-
schaft, welche einem Zeitpunkt zukime, einem andern aber nicht; insbe-
sondere: jede auf Grund der erwihnten beiden Urrelationen rein logisch
zu definierende Eigenschaft kommt entweder allen Zeitpunkten oder keinem
zu. Ebenso steht es noch mit den Zeitstrecken oder Punktepaaren: es
ist ausgeschlossen, daB eine auf Grund jener beiden Urrelationen definierte
Eigenschaft nicht fiir jedes Punktepaar 4B (A friher als B) erfillt ist,
wenn sie fiir ein solches besteht. Anders wird die Sache aber, wenn wir
zu drei Zeitpunkten iibergehen. Sind irgend zwei Zeitpunkte OZ, von
denen O der frithere ist, gegeben, so ist es moglich, weitere Zeitpunkte 7
relativ zu der Einheitsstrecke O auf begriffliche Weise festzulegen. Dies
geschieht dadurch, daB rein logisch aus den Urrelationen eine Beziehung #
zwischen drei Punkten konstruiert wird, fiir welche folgendes gilt: zu je
zwei Punkten O und Z, von denen O der frithere ist, gibt es einen
und nur einen Punkt 2, so daB zwischen O, £ und 2P die Beziehung ¢

statthat, in Zeichen:
OP =1¢-0F.

(Z. B. bedeutet OP = z- OF die Relation OF = EP.) Die Zahl ist
nichts anderes als ein zusammengedringtes Symbol fiir eine derartige
Relation # und ihre logische Definition auf Grund der Urbeziehungen.
P ist der »Zeitpunkt mit der Abszisse ¢ im Koordinatensystem (relativ zu
der Einheitsstrecke) OZ«. Zwel verschiedene Zahlen ¢, ¢#* fijhren not-
wendig im selben Koordinatensystem immer zu zwei verschiedenen Punkten;
denn sonst kime wegen der Homogenitit des Kontinuums aller Zeit-
strecken die durch
t-AB = t* - 4B
erkldrte Eigenschaft, wie der Zeitstrecke 4B = OFE, so jeder ZLeitstrecke
zu; und die Gleichungen
AC=1¢t-AB und AC=1t*-4RB

driickten beide dieselbe Relation aus, d. h. es wire ¢ = ¢*. — Die Zahlen
geben uns die Moglichkeit, relativ zu einer Einheitsstrecke O£ aus dem
Zeitkontinuum einzelne Zeitpunkte auf begriffliche und daher objektive
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und vollig exakte Weise herauszulosen. Aber diese Objektivierung durch
Ausschaltung des Ich und seines unmittelbaren Lebens der Anschauung
gelingt nicht restlos, das nur durch eine individuelle Handlung (und nur
approximativ) aufzuweisende Koordinatensystem bleibt als das notwendige
Residuum dieser Ich-Vernichtung.

Durch diese prinzipielle Formulierung des Messens, meine ich, wird
es begreiflich, wie die Mathematik zu ihrer Rolle in den exakten Natur-
wissenschaften kommt. /Fir das Messen wesentlich ist der Unterschied
swischen dem »>Geben« ceines Gegenstandes durch individuelle Aufweisung
einerseits, auf begrifflichem Wege anderseits. Das letzte ist immer nur
relativ zu Gegenstinden moglich, die unmittelbar aufgewiesen werden
miissen. Deshalb ist mit dem Messen immer eine Relativititstheorie ver-
kniipft. Thr Problem stellt sich allgemein fiir ein beliebiges Gegenstands-
gebiet so: 1) Was muB aufgewiesen werden, um relativ dazu auf begriff-
lichem Wege einen einzelnen, bis zu jedem beliebigen Grad der Genauig-
keit willkiirlichen Gegenstand 2 aus dem in Frage stehenden, kontinuierlich
ausgebreiteten Gegenstandsgebiet herauslosen zu kénnen? Das Aufzuwei-
sende heiBt das Koordinatensystem, die begriffliche Definition die Koordinate
(oder Abszisse) von 2 in jenem Koordinatensystem. Zwei verschiedene
Koordinatensysteme sind objektiv vollig gleichwertig, es gibt keine begriff-
lich zu erfassende Eigenschaft, welche dem einen zukdme, dem andern nicht;
denn dann wire zu viel unmittelbar aufgewiesen. 2) Welcher gesetzmiBige
Zusammenhang findet zwischen den Koordinaten eines und desselben willkiir-
lichen Gegenstandes # in zwei verschiedenen Koordinatensystemen statt?

Hier im Gebiet der Zeitpunkte beantwortet sich die erste Frage dahin:
das Koordinatensystem besteht aus einer Zeitstrecke OZ (Anfangspunkt
und MaBeinheit); die zweite aber durch die Transformationsformel

t=at' 4 b (@ > o),

in welcher @, & Konstante sind und # #' die Koordinaten desselben will-
kiirlichen Punktes /2 in einem ersten, »ungestrichenen«, und einem zweiten,
»gestrichenen« Koordinatensystem. Dabei konnen als charakteristische
Zahlen a, 4 der Transformation fiir alle moglichen Paare von Koordinaten-
systemen alle moglichen reellen Zahlen auftreten, mit der Beschridnkung,
daB @ stets positiv ist. Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet,
wie das im Wesen der Sache liegt, eine Gruppe; d. h.

1) die »Identitit« # = ¢' ist in ihr enthalten;

2) mit jeder Transformation tritt ihre Inverse in der Gruppe auf,
d. h. diejenige, welche die erstere gerade wieder riickgingig macht. Die
Inverse der Transformation (a, 4):

t=at' '+ b
ist [—, — ")
a a



3) mit zwei Transformationen ist in der Gruppe auch immer diejenige
enthalten, welche durch Hintereinanderausfilhrung jener beiden Trans-
formationen hervorgeht. In der Tat: durch Hintereinanderausfithrung der
beiden Transformationen

t=al'+ 0, t'=dadt" + &
entsteht
t = a*t" -+ 0¥,
WO
a*t =a-d, o* = (ab)+ &

ist; und wenn @ und @’ positiv sind, ist auch ihr Produkt positiv.

Die in Kap. IIT und IV behandelte Relativititstheorie wirft das Re-
lativititsproblem auf nicht bloB fiir die Zeitpunkte, sondern fiir die ge-
samte physische Welt. Es stellt sich aber heraus, daB es gelost ist, sobald
es einmal fiir die Formen dieser Welt, Raum und Zeit, seine Losung
gefunden hat: auf Grund eines Koordinatensystems fir Raum und Zeit
4Bt sich auch das physikalisch Reale in der Welt nach allen seinen Be-
stimmungen begrifflich, durch Zahlen, festlegen. —

Alle Anfinge sind dunkel. Gerade dem Mathematiker, der in seiner aus-
gebildeten Wissenschaft in strenger und formaler Weise mit seinen Begriffen
operiert, tut es not, von Zeit zu Zeit daran erinnert zu werden, daB die
Urspriinge in dunklere Tiefen zuriickweisen, als er mit seinen Methoden
zu erfassen vermag. Jenseits alles Einzelwissens bleibt die Aufgabe, zu
begreifen. Trotz des entmutigenden Hin- und Herschwankens der Philo-
sophie von System zu System konnen wir nicht darauf verzichten, wenn
sich nicht Erkenntnis in ein sinnloses Chaos verwandeln soll.



I Kapitel

Der Euklidische Raum: seine mathematische Forma-
lisierung und seine Rolle in der Physik.

§ 1. Herleitung der elementaren Raumbegriffe
aus dem der Gleichheit.

Wie wir in der Zeit ein punktuelles /Jefs# gesetzt haben, so ist in
der kontinuierlichen riumlichen Ausbreitung, die ebenfalls unendlicher
Teilung fihig ist, das letzte einfache, mit jeder beliebigen Genauigkeit
zu fixierende Element ein Azer: der Raumpunkt. Der Raum ist nicht
wie die Zeit ein eindimensionales Kontinuum, die Art seines kontinuier-
lichen Ausgebreitetseins 148t sich nicht auf das einfache Verhiltnis von
friilher und spéter zuriickfilhren; wir lassen dahingestellt, in was fiir Re-
lationen diese Kontinuitit begrifflich zu erfassen ist. Hingegen ist der
Raum wie die Zeit Form der Erscheinungen, und damit ist die Idee der
Gleichheit gegeben: identisch derselbe Gehalt, genau dasselbe Ding, welches
bleibt, was es ist, kann so gut an irgend einer andern Raumstelle sein
als an der, an welcher es sich wirklich befindet; das von ihm dann ein-
genommene Raumstiick &’ ist demjenigen & gleich oder Zongruent, welches
es wirklich einnimmt. Jedem Punkt 2 von & entspricht ein bestimmter
homologer Punkt P’ in @&’, der nach jener Ortsversetzung von demselben
Teile des gegebenen Gehalts bedeckt sein wiirde, der in Wirklichkeit 7
bedeckt. Diese »Abbildung«, vermoge deren dem Punkte 2 der Punkt 7’
entspricht, nenne ich eine kongruente Abbildung. Bei Erfiilllung geeigneter
subjektiver Bedingungen wiirde uns jenes Materiale nach seiner Ortsver-
setzung genau so erscheinen wie das tatsichlich gegebene. Es ist der
Glaube verniinftig zu rechtfertigen, daB ein als starr erprobter Kérper —
d. i. ein solcher, der, wie wir ihn auch bewegen und bearbeiten mégen,
uns immer wieder genau so erscheint wie er vorher war, wenn wir uns
selber zu ihm in die richtige Situation bringen — in zweil Lagen, die
wir ihm erteilen, diese Idee gleicher Raumstiicke realisiert. Den Begriff
der Gleichheit will ich neben dem schwer zu analysierenden des konti-
nuierlichen Zusammenhangs dem Aufbau der Geometrie zugrunde legen
und in einer fliichtig hingeworfenen Skizze zeigen, wie auf diese alle geo-
metrischen Grundbegriffe zuriickgefiihrt werden koénnen. Dabei schwebt
mir als eigentliches Ziel vor, unter den kongruenten Abbildungen die Z7ens-
lationen herauszuheben; erst von diesem Begriff aus soll dann eine strenger
gefiihrte axiomatische Begriindung der Euklidischen Geometrie anheben.

Zunichst die gerade Linie! Thre Eigentiimlichkeit ist, daB sie durch
zwei ihrer Punkte bestimmt ist; jede andere Linie kann noch unter Fest-
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haltung zweier ihrer Punkte durch kongruente Abbildung in eine andere
Lage gebracht werden (Linealprobe). Also: sind 4, B zwei verschiedene
Punkte, so gehort zu der geraden Linie ¢ = 4B jeder Punkt, der bei
allen kongruenten Abbildungen in sich iibergeht, die 4 und 5 in sich
iiberfithren (die gerade Linie »weicht nach keiner Seite aus<«). Kinematisch
ausgedriickt, kommt das darauf hinaus, daB wir die gerade Linie als Ro-
tationsachse auffassen. Sie ist homogen und ein Linearkontinuum wie die
Zeit: sie zerfillt durch einen beliebigen ihrer Punkte 4 in zwei Teile,
zwei »Halbgeraden«. Gehéren B und C je einem dieser beiden Teile
an, so sagt man, 4 liege zwischen B und C; die Punkte des einen
Teils liegen rechts, die des andern links von A (dabei wird willkiirlich
bestimmt, welche Hilfte die linke und welche die rechte heiBen soll).
Die einfachsten Grundtatsachen, welche fiir diesen Begriff des »szwisc/en«
gelten, lassen sich in solcher Vollstindigkeit, wie es fir den deduktiven
Aufbau der Geometrie notig ist, exakt formulieren. Daher sucht man
in der Geometrie (unter Verkehrung des wahren anschaulichen Verhalt-
nisses) auf den Begriff des »zwischene«, auf die Relation ».4 gehort der
Geraden BC an und liegt zwischen B und C«, alle Kontinuititsbegriffe
zuriickzufithren. Sei A4’ ein Punkt rechts von 4. Durch 4’ zerfillt die
Gerade g gleichfalls in zwei Stiicke; wir nennen dasjenige, dem 4 an-
gehort, das linke. Liegt hingegen A’ links von A4, so dreht sich die
Sache um. Bei dieser Festsetzung gelten dann analoge Verhiltnisse nicht
nur hinsichtlich 4 und A’, sondern irgend zweler Punkte der geraden
Linie. Durch das links und rechts sind die Punkte der Geraden genau in
der gleichen Weise geordnet wie die Zeitpunkte durch das frither und spiter.

Links und rechts sind gleichberechtigt. Es gibt eine kongruente Ab-
bildung, die A fest 148t, jedoch die beiden Hilften, in welche die Gerade
durch A4 zerfillt, vertauscht; jede Strecke 4B liBt sich verkehrt mit sich
zur Deckung bringen (so daB B auf 4 und 4 auf B fillt). Hingegen 148t
eine kongruente Abbildung, die A in A iiberfithrt und alle Punkte rechts
von A in Punkte rechts von A, alle Punkte links von A in Punkte links
von -4, jeden Punkt der Geraden fest. Die Homogenitit der geraden
Linie kommt darin zum Ausdruck, daB man die Gerade so mit sich zur
Deckung bringen kann, daB irgend einer ihrer Punkte A in irgend einen
andern A4’ iibergeht, die rechte Hilfte von 4 aus in die rechte Hilfte
von A’ aus und ebenso die linke in die linke (Translation der Geraden).
Fiihren wir fiir die Punkte der Geraden die Gleichheit 48 = 4'B’
durch die Erklirung ein: sie besagt, daB 4B durch eine Translation
der Geraden in A4'B’ iibergeht, so finden hinsichtlich dieses Begriffs die
gleichen Umstinde statt, wie sie fiir die Zeit galten. Sie ermoglichen
die Einfithrung der Zahl und durch die Zahl die exakte Fixierung von
Punkten auf der geraden Linie unter Zugrundelegung einer Einheits-
strecke O .

Betrachten wir die Gruppe der kongruenten Abbildungen, welche die

Gerade g fest lassen (d. h. jeden Punkt von g in einen Punkt von g
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{iberfilhren)! Unter ihnen haben wir die Rotationen als diejenigen her-
vorgehoben, welche nicht nur g als Ganzes, sondern jeden Punkt von g
einzeln an seiner Stelle lassen. Wie konnen wir in dieser Gruppe die
Translationen von den Schraubungen unterscheiden? Ich will hier einen
ersten  Weg einschlagen, der auf einer rotativen Auffassung nicht nur
der Geraden, sondern auch der Ebene beruht.

Zwei von einem Punkt O ausgehende Halbgerade bilden einen Winkel.
Jeder Winkel kann verkehrt mit sich zur Deckung gebracht werden, so
daB der eine Schenkel auf den andern fillt und umgekehrt. Ein reciter
Winkel ist mit seinem Nebenwinkel kongruent. Ist also /% eine Gerade,
die in A4 auf g senkrecht steht, so gibt es eine Rotation um g (Um-
klappung), welche die beiden Hilften, in die 4 durch A zerfilit, ver-
tauscht. Alle auf g in 4 senkrecht stehenden Geraden bilden die Ebene E
durch 4 senkrecht zu g. Je zwel dieser senkrechten Geraden gehen

auseinander durch Rotation um g hervor. Bringt man g irgendwie mit
sich verkehrt zur Deckung, so daB 4

in A iibergeht, die beiden Hilften,
2 in die g durch 4 zerfillt, aber

4’ miteinander vertauscht werden, so
kommt dabei die Ebene E notwen-
dig mit sich selbst zur Deckung.
Auch durch diese Eigenschaft zu-
sammen mit der Rotationssymmetrie
148t sich die Ebene erkldren: zwei

Fig. 1. kongruente  rotationssymmetrische

Tische sind eben, wenn ich dadurch,

daB ich den einen mit vertikaler Achse verkehrt auf den andern stiilpe,
die beiden Tischplatten zur Deckung bringe. Die Ebene ist homogen.

Der Punkt 4 auf E, der hier zunichst als »Zentrume« erscheint, ist in

keiner Weise vor ihren iibrigen Punkten ausgezeichnet; durch jeden von

ihnen, 4’, geht eine gerade Linie g’ hindurch von der Art, da8 E aus
allen Geraden durch A’ senkrecht zu g besteht. Die aus den sidmtlichen

Punkten 4’ von E in dieser Weise hervorgehenden senkrechten Geraden g’

bilden eine Schar paralleler Geraden; in ihr ist die Gerade g, von der

wir ausgingen, in keiner Weise ausgezeichnet. Die Geraden der Schar
erfilllen den ganzen Raum, so daB durch jeden Raumpunkt eine und nur
eine Gerade der Schar hindurchgeht. Sie ist unabhingig davon, an
welcher Stelle 4 der Geraden g die obige Konstruktion ausgefithrt wird:
ist A% irgend ein Punkt von g, so schneidet die auf g in A4* errichtete

Normalebene nicht nur g, sondern alle Geraden der Parallelenschar senk-

recht. Diese aus den sidmtlichen Punkten 4* von g entstehenden Normal-

ebenen E* bilden eine parallele Schar von Ebenen; auch sie erfiillen
den Raum einfach und liickenlos. Es bedarf nur noch eines kleinen

Schrittes, um von dem so gewonnenen Raumgeriist zum rechtwinkligen

Koordinatensystem zu gelangen. Hier benutzen wir es jedoch, um den
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Begriff der rdumlichen Translation festzulegen: die Translation ist eine kon-
gruente Abbildung, die nicht nur g, sondern jede Gerade der Parallelenschar
in sich iiberfithrt. Es gibt eine uhd nur eine Translation, welche den belie-
bigen Punkt 4 von g in den beliebigen Punkt 4* derselben Geraden iiberfiihrt.

Ich will noch einen zweiten Weg angeben, um zum Begriff der Trans-
lation zu gelangen. Das Hauptkennzeichen der Translation ist, daB in
ihr alle Punkte gleichberechtigt sind, daB von dem Verhalten eines Punktes
bei der Translation nichts Objektives ausgesagt werden kann, was nicht
auch fiir jeden andern gelte (so daB auch bei gegebener Translation die
Punkte des Raumes nur durch individuelles Aufweisen [>dieser da<] von-
einander unterschieden werden konnen, wihrend z. B. in einer Rotation
sich die Punkte der Achse durch die Eigenschaft, daB sie an ihrer Stelle
bleiben, vor allen iibrigen auszeichnen). Indem wir dieses Kennzeichen
in den Vordergrund stellen, ergibt sich die folgende Erkldrung der Trans-
lation, die von dem Begriff der Rotation ganz unabhingig ist. Beil
einer kongruenten Abbildung 7 gehe der beliebige Punkt 2 in 2’ iiber; wir
wollen 2P’ ein Paar zusammengehoriger Punkte nennen. Hat eine zweite
kongruente Abbildung 77 die Eigenschaft, daB sie jedes Paar (nach /)
zusammengehoriger Punkte wiederum in ein solches Paar iiberfithrt, so soll
sie mit der ersten vertauschbar genannt werden. Eine kongruente Abbildung
heit eine Translation, wenn es mit ihr vertauschbare kongruente Ab-
bildungen gibt, welche den beliebigen Punkt 4 in den beliebigen Punkt 5
iiberfiihren. — DaB zwei kongruente Abbildungen 7, 77/ miteinander ver-
tauschbar sind, besagt, wie man sofort auf Grund der Erklirung beweist,
daB die durch Hintereinanderausfilhrung der Abbildungen 7/, /7 ent-
stehende kongruente Abbildung mit derjenigen identisch ist, die durch
Hintereinanderausfithrung dieser beiden Abbildungen /7, / in umgekehrter
Reihenfolge hervorgeht. Es ist eine Tatsache, daf eine Translation (und
zwar, wie sich gleich zeigen wird, nur eine) existiert, welche den belie-
bigen Punkt A4 in den beliebigen A iberfithrt. Es ist eine Tatsache,
daB, wenn & eine Translation ist, 4 und B irgend zwei Punkte, nicht
bloB (laut Definition) iiberhaupt eine mit T vertauschbare kongruente Ab-
bildung existiert, die 4 in B iiberfithrt, sondern daB insbesondere diejenige
Translation, welche 4 nach B bringt, die geforderte Eigenschaft besitzt.
Eine Translation ist daher mit allen Translationen vertauschbar; und eine
kongruente Abbildung, die mit allen Translationen vertauschbar ist, not-
wendig selber eine Translation. Daraus folgt, daB diejenige kongruente
Abbildung, die durch Hintereinanderausfithrung zweier Translationen ent-
steht, und ebenso die »Inverse« einer Translation (d. i. diejenige Abbil-
dung, welche die Translation gerade wieder riickgingig macht) eine Trans-
lation ist: die Translationen bilden eine »Gruppe«. Es gibt keine Trans-
lation, die den Punkt 4 in A iiberfithrt, auBer der Identitit, die jeden
Punkt festldBt. Denn wenn eine solche Translation 2 in 2’ iiberfiihrt.
so muB es nach Definition eine kongruente Abbildung geben, die 4 in
P und gleichzeitig 4 in 2’ verwandelt; mithin muB 2’ mit 2 identisch sein.
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Es kann daher auch nicht zwei verschiedene Translationen geben, welche
A in einen anderen Punkt A iiberfiihren.

Ist so der Begriff der Translation unabhingig von dem der Rotation
begriindet, so ldBt sich der obigen rotativen Auffassung von Gerade und
Ebene eine translative gegeniiberstellen. Sei a eine Translation, die den
Punkt A4, in A4, iiberfihrt. Diese selbe Translation wird 4, in einen
Punkt 4,, 4, in A4, iberfihren usf.; durch sie wird 4, aus einem ge-
wissen Punkt 4_, hervorgehen, A_, aus 4., usf. Damit erhalten wir
zwar noch nicht die Gerade, aber eine Folge dquidistanter Punkte auf
thr. Nun existirt jedoch, wenn 7 eine natiirliche Zahl ist, eine Trans-

lation -, die bei n-maliger Wiederholung a ergibt. Verwenden wir,
7
a . . . .
vom Punkte 4, unsern Ausgang nehmend, — in der gleichen Weise wie
n”

eben a, so erhalten wir eine 7z-mal so dichte Punkterfiillung der zu kon-
struierenden Geraden. Nehmen wir hier fiir 7 alle moglichen ganzen Zahlen,
so wird diese Erfiillung, je groBer » wird, um so dichter werden, und alle
Punkte, die wir erhalten, verflieBen zu einem Linearkontinuum, in das sie
sich unter Aufgabe ihrer selbstindigen Existenz einbetten (ich appelliere hier
an die Anschauung der Kontinuitit). Die gerade Linie, kénnen wir sagen,
entsteht aus einem Punkte durch immer wiederholte Ausfithrung derselben
infinitesimalen Translation und ihrer Inversen. Eine Ebene aber entsteht
durch Translation einer Geraden g an einer andern /%: sind g, /4 zwel
verschiedene, durch den Punkt 4, gehende Gerade, so iibe man auf g
alle Translationen aus, welche /% in sich iiberfilhren; die sdmtlichen so
aus g entstehenden Geraden bilden die Verbindungsebene von g und /4.

Es kommt erst Ordnung in den logischen Aufbau der Geometrie,
wenn man den allgemeinen Begriff der kongruenten Abbildung zunichst
zu dem der Translation verengert und diesen als Grundstein des axio-
matischen Fundaments verwendet (§§ 2, 3). Doch kommen wir dadurch
nur zu einer rein translativen, der »affinen« Geometrie, in deren Rahmen
hernach der allgemeine Begriff der Kongruenz wieder eingefithrt werden
muB (§ 4). Nachdem die Anschauung uns die nétigen Unterlagen ge-
liefert hat, treten wir mit dem nichsten Paragraphen in die Domine der
deduktiven Mathematik hiniiber.

§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie.

Eine Translation oder Verschiebung a des Raumes wollen wir bis aut
weiteres als einen Vekfor bezeichnen; spiter freilich werden wir mit diesem
Namen eine allgemeinere Vorstellung verbinden. DaBl bei der Ver-
schiebung a der Punkt 2 in Q iibergeht, werde auch so ausgedriickt: Q
ist der Endpunkt des von /2 aus aufgetragenen Vektors a. Sind 2 und ¢
irgend zwei Punkte, so gibt es eine und nur eine Verschiebung a. die
P in Q iiberfithrt; wir nennen sie den durch 2 und Q bestimmten Vektor

P>
und bezeichnen ihn mit 2PQ.
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Diejenige Translation ¢, die durch Hintereinanderausfiihrung zweier
Translationen a und b entsteht, werde als die Summe von a und b be-
zeichnet: ¢ = a 4 0. Aus der Definition der Summe ergibt sich 1) die
Bedeutung der Multiplikation (Wiederholung) und der Teilung eines Vektors
durch eine ganze Zahl; 2) der Sinn der Operation —, welche den Vektor a
in den inversen — a verkehrt; 3) was unter dem Vektor o zu verstehen
ist, namlich die alle Punkte festlassende »Identitit«. Es ist a 4+ o = g,

a4 (—a) = o. Weiter folgt daraus die Bedeutung des Symbols + 78

n
= Aa, in welchem = und » irgend zwei natiirliche Zahlen sind und 4
den Bruch == 7:; bezeichnet. Durch die Forderung der Stetigkeit ist

damit auch festgelegt, was unter dem Vektor 4a zu verstehen ist, wenn A eine
beliebige reelle Zahl. Wir stellen folgendes einfache Axiomensystem der
affinen Geometrie auf.

1. Vektoren.

Je zswei Vektoren a und b bestimmen eindeutig cinen Vektor a -+ b als
thre »Summe«<;, cine Zahl L und cin Vekior a bestimmen cindeutiy einen
Vektor ha, das »A-facke von a« (Multiplikation). Diese Operationen ge-
niigen folgenden Gesetzen.

a) Addition.

1. a + b = b+ a (kommutatives Gesetz).

2. (a4 0) 4 c = a4 (b+ ) (assoziatives Gesets).

3. Sind a und ¢ irgend swei Vektoren, so gibt es einen und nur einen §,
Siir welchen die Gleichung 0 + ¢ = ¢ gilt. Er heift die Differenz ¢ — a
von ¢ und a. (Miglichkeit der Subtraktion.)

B) Multiplikation.

1. (A 4+ w)a = (ha) -+ (wa) (erstes distributives Gesets).

2. Mua) = (Au)a (assosiatives Gesetz).

3. 1a = a.

4. A{a =4 B) = (Aa) 4 (AD) (sweites distributives Gesets).

Die Gesetze (3) folgen fiir rationale Multiplikatoren A, g aus den
Additionsaxiomen, falls wir die Multiplikation mit solchen Faktoren wie
oben aus der Addition erkliren. GemidB dem Prinzip der Stetigkeit
nehmen wir sie auch fiir beliebige reelle Zahlen in Anspruch, formu-
lieren sie aber ausdriicklich als Axiome, da sie sich in dieser Allge-
meinheit rein logisch nicht aus den Additionsaxiomen herleiten lassen.
Indem wir darauf verzichten, die Multiplikation auf die Addition zuriick-
zufithren, setzen' sie uns in den Stand, aus dem logischen Aufbau der
Geometrie die schwer zu greifende Stetigkeit ganz zu verbannen. 4. faBt
die Ahnlichkeitsséitze zusammen.

v) Das »Dimensionsaxiom«, das hier seine Stelle im System findet,
werden wir erst hernach formulieren.
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II. Punkte und Vektoren.
1. Je zwei Punkte A und B bestimmen einen Vektor a; in Zeichen
b d
AB = a. Ist A irgend ein Punkt, a irgend cin Vektor, so gibt es cinen
>
und nur cinen Punkt B, fir welchen AB = a ist.
D> > . >
2. Ist AB=uqa, BC=0, so ist AC=a-b.
In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstinden auf,

die Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, nimlich diejenigen,
welche durch die Symbole
(1) a+b=c, b= ia, AB =
ausgedriickt werden. Alle Begriffe, die sich allein mit ihrer Hiilfe rein
logisch definieren lassen, gehdren zur affinen Geometrie; alle Sitze, welche
sich aus diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehr-
gebdude der affinen Geometrie, das somit auf der hier gelegten axio-
matischen Basis deduktiv errichtet werden kann. Ubrigens sind unsere
Axiome nicht alle logisch unabhingig voneinander, sondern die Additions-
axiome fiir Vektoren (/«, 2. und 3.) folgen aus denen, (77), welche die
Beziehung zwischen Punkten und Vektoren regeln. Es lag uns aber daran,
daBl die Axiome [ iiber Vektoren fiir sich schon ausreichen, um alle Tat-
sachen, welche nur die Vektoren (und nicht die Beziehungen zwischen
Punkten und Vektoren) betreffen, aus ihnen zu folgern.

Aus den Additionsaxiomen ¢ 148t sich schlieBen, daB ein bestimmter
Vektor o existiert, der fiir jeden Vektor a die Gleichung a 4~ o =a

b

erfiillt; aus den Axiomen /7 ergibt sich weiter, daB 4% dann und nur
dann dieser Vektor o ist, wenn die Punkte 4 und B zusammenfallen.
Ist O ein Punkt, e ein von o verschiedener Vektor, so bilden die End-
punkte 2 aller Vektoren O2 von der Form &e (§ eine beliebige reelle
Zahl) eine Gerade. Durch diese Erklirung wird die translative Auffassung
der Geraden in eine exakte, nur die Grundbegriffe des affinen Axiomen-
systems benutzende Definition gekleidet. Diejenigen Punkte 2, fiir welche
die Abszisse § positiv ist, bilden die eine Hilfte, diejenigen, fiir welche
& negativ ist, die andere Hilfte der Geraden von O aus. Schreiben wir
¢, statt e und ist e, ein weiterer Vektor, der nicht von der Form &e, ist,

so bilden die Endpunkte 2 aller Vektoren OP von der Form e + &e
eine Ebene (translative Entstehung der Ebene durch Verschiebung einer
Geraden lings einer andern). Verschieben wir endlich die Ebene E lings
einer durch O hindurchgehenden, aber nicht in E gelegenen Geraden, so
durchstreicht sie den ganzen Raum. Ist mithin e, ein Vektor, der nicht
unter der Form & e, -+ &, e, enthalten ist, so kann jeder Vektor auf eine
und nur eine Weise als eine lineare Kombination

gl € —+ §2€2 + '§3e3
von ¢, e,, e dargestellt werden. Es ergeben sich hier naturgemi
folgende Begriffsbestimmungen.
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Eine endliche Anzahl von Vektoren e , e,, :--, e, heiBt Znear wn-
abhingig, wenn
(2) Se e 4+ he
nur dann == o ist, falls simtliche Koeffizienten § verschwinden. Unter

dieser Voraussetzung bilden, wie wir uns ausdriicken wollen, die simt-
lichen Vektoren von der Form (2) eine /-dimensionale lineare Vektor-
Mannigfaltigheit, und zwar diejenige, welche von den Vektoren e, e,,
-+, ey »aufgespannt< wird. Eine /-dimensionale lineare Vektor-Mannig-
faltigkeit I kann, unabhingig von der besonderen »Basis« e;, folgender-
maBen gekennzeichnet werden:

1. Die beiden Grundoperationen: Addition zweier Vektoren und Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Zahl fiihren nicht aus der Mannigfaltig-
keit heraus; d. h. die Summe zweier zu I gehorigen Vektoren wie auch
das Produkt eines zu I gehorigen Vektors mit einer beliebigen reellen
Zahl liegt stets wieder in IN.

2. Es existieren in M wohl % linear unabhingige Vektoren, aber je
/ —+ 1 sind voneinander linear abhingig.

Aus der 2. Eigenschaft (die aus unserer urspriinglichen Definition mit
Hiilfe der elementarsten Sitze iiber lineare Gleichungen folgt) entnehmen
wir, da die Dimensionszahl % fiir die Mannigfaltigkeit als solche charakte-
ristisch ist und nicht abhingig von der speziellen Vektorbasis, durch
welche wir sie »aufspannenc.

Das in der obigen Tabelle der Axiome noch ausgelassene Dimensions-
axiom kann jetzt so formuliert werden:

Es gibt n linear unabhingige Vektoren, aber je n -+ 1 sind voneinander
linear abhingig,
oder: die Vektoren bilden eine z-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit.
Das fithrt fiir » = 3 auf die affine riumliche Geometrie, fiir » = 2 auf
die ebene, fiir » = 1 auf die Geometrie der Geraden. Bei der deduk-
tiven Behandlung der Geometrie wird es aber zweckmiBig sein, den Wert
von z unbestimmt zu lassen und so eine »z-dimensionale Geometrie« zu
entwickeln, in welcher die der Geraden, der Ebene und des Raumes als
die speziellen Fille » = 1, 2, 3 ‘enthalten sind. Denn wir sehen (hier
fir die affine, hernach fiir die vollstindige Geometrie), da8 in der mathe-
matischen Struktur des Raumes nichts liegt, was uns nétigt, bei der
Dimensionszahl 3 stehen zu bleiben. Gegeniiber der in unsern Axiomen
ausgedriickten mathematischen GesetzmiBigkeit des Raumes erscheint seine
spezielle Dimensionszahl 3 als eine Zufilligkeit, iiber die wir in einer
systematischen deduktiven Theorie hinwegschreiten miissen. Auf die damit
gewonnene Idee einer z-dimensionalen Geometrie kommen wir noch im
nichsten Paragraphen zuriick®?). Zunichst miissen wir die begonnenen Er-
klirungen vervollstindigen.

Ist O ein beliebiger Punkt, so erfilllen die s@mtlichen Endpunkte 2
der von O aus aufgetragenen Vektoren einer /4-dimensionalen linearen

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 2
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Vektor-Mannigfaltigkeit MM, wie sie durch (2) dargestellt ist, ein %-dimensio-
nales lLneares Punkigebilde; wir sagen, es werde vom Punkte O aus durch
die Vektoren e,, e,, ---, e, aufgespannt. (Das eindimensionale Gebilde
heiBt Gerade, das zweidimensionale Ebene.) Der Punkt O spielt auf dem
linearen Gebilde keine ausgezeichnete Rolle; ist 0" irgend ein Punkt des-
selben, so durchliuft 37 P, wenn fiir 7 alle moglichen Punkte des linearen
Gebildes eintreten, die gleiche Vektor-Mannigfaltigkeit 98. Tragen wir
die simtlichen Vektoren der Mannigfaltigkeit 3t einmal von einem Punkte O,
ein andermal von einem beliebigen andern Punkte O’ auf, so nennen wir
die beiden entstehenden linearen Punktgebilde zueinander parallel/. Darin
liegt insbesondere die Definition paralleler Geraden und paralleler Ebenen.
Derjenige Teil des durch Abtragen aller Vektoren (z) von O aus ent-
standenen /Z-dimensionalen linearen Gebildes, den wir erhalten, wenn wir
die & der Beschrinkung

o=L =1, o=§=1, -, o I

I
1A

Sa
unterwerfen, werde das von O aus durch die Vektoren e, €, -+, €
aufgespannte 4-dimensionale Parallelepiped genannt. (Das eindimensionale
Parallelepiped heiBt Strecke, ein zweidimensionales Parallelogramm. — Alle
diese Begriffe tragen die Beschrinkung auf den uns anschaulich gegebenen

Fall # = 3 nicht in sich.)
Einen Punkt O zusammen mit # linear unabhingigen Vektoren e, e,
.-, ¢, nennen wir ein Koordinatensystem (€). Jeder Vektor y kann

auf eine und nur eine Weise in der Form
(3) E=§xex+§nez+"'+§nen
dargestellt werden; die Zahlen &; nennen wir seine Komponenten in dem
b

Koordinatensystem (€). Ist 2 ein beliebiger Punkt und O gleich dem
Vektor (3), so heifen die & auBerdem die Koordinaten von P. Alle
Koordinatensysteme sind in der affinen Geometrie gleichberechtigt: es
gibt keine affingeometrische Eigenschaft, durch welche sich das eine von
dem andern unterschiede. Ist

0’; e;> e‘;1 T €

ein zweites Koordinatensystem, so werden Gleichungen gelten
7

, r 7

'4) e; ——;}, gk,

in denen die «z; ein Zahlsystem bilden, das wegen der linearen Un-
abhingigkeit der €; eine von o verschiedene Determinante besitzen muS.
Sind &; die Komponenten eines Vektors ¢ im ersten, & im zweiten Ko-
ordinatensystem, so besteht der Zusammenhang

(5) &= anli,

k=1
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wie man findet, indem man die Ausdriicke (4) in die Gleichung
Dl ke =&

einsetzt. «,, «,, -+, ¢, seien die Koordinaten von O’ im ersten Ko-
ordinatensystem. Sind x; die Koordinaten eines beliebigen Punktes im
ersten, x; im zweiten Koordinatensystem, so gelten die Gleichungen

(6) x; =2 apxy - o
A=1

Denn x; — «; sind die Komponenten von

P> P> >

O'P=0P—00'
im ersten, x; im zweiten Koordinatensystem. Die Transformationsformeln (6)
fir die Koordinaten sind also linear; diejenigen () fiir die Vektorkompo-
nenten entstehen aus ihnen einfach dadurch, daB die von den Variabeln
freien konstanten Glieder ¢, gestrichen werden. — Es ist eine analytische
Behandlung der affinen Geometrie méglich, bei der jeder Vektor durch
seine Komponenten, jeder Punkt durch seine Koordinaten reprisentiert
wird. Die geometrischen Beziehungen zwischen Punkten und Vektoren
driicken sich dann aus als solche zwischen ihren Komponenten bzw. Ko-
ordinaten bestehende Zusammenhinge, die durch beliebige lineare Trans-
formation nicht zerstort werden.

Die Formeln (5), (6) lassen noch eine andere Deutung zu: sie kénnen
als die Darstellung einer affinen Abbildung in einem bestimmten Ko-
ordinatensystem aufgefaBt werden. Eine Abbildung, d. i. ein Gesetz, das
jedem Vektor r einen »Bild«-Vektor z’, jedem Punkt 2 einen »Bild¢-
Punkt 7/ zuordnet, heiBt linear oder affin, wenn durch die Abbildung die
affinen Grundbeziehungen (1) nicht zerstort werden — wenn also das
Bestehen von (1) die gleichen Relationen fiir die Bild-Vektoren und Punkte
zur Folge hat:

P>
a4 =", V=4aa, A'B'=a —
und wenn auBlerdem das Bild keines von o verschiedenen Vektors = o
ist, oder anders ausgedriickt: wenn aus zwei Punkten nur dann der gleiche
Bildpunkt hervorgeht, falls sie selber identisch sind. Zwei Figuren, die
durch affine Abbildung auseinander hervorgehen, sind affin. Sie sind vom
Standpunkt der affinen Geometrie einander vollig gleich; es kann keine
affine Eigenschaft geben, welche der einen zukidme, der andern aber nicht.
Der Begriff der linearen Abbildung spielt also fiir die affine Geometrie
die gleiche Rolle wie die Kongruenz in der vollstindigen Geometrie;
daraus geht seine prinzipielle Bedeutung hervor. Linear unabhingige
Vektoren gehen durch affine Abbildung wieder in linear unabhingige iiber;
ein /-dimensionales lineares Gebilde in ein ebensolches Gebilde; parallele
in parallele; ein Koordinatensystem Ole,, e,, --+, ¢, in ein neues Ko-
ordinatensystem O''el, e., - -, ¢,. Die Zahlen az;, «; mégen die gleiche
2%
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Bedeutung haben wie oben. Der Vektor (3) verwandelt sich durch die
affine Abbildung in

2/=§IE;+§ge’g+"'+§ne1’t-
Setzen wir die Ausdriicke von e; ein, benutzen zur Darstellung der affi-
nen Abbildung das urspriingliche Koordinatensystem O|e,, e,, -+, ¢,
und verstehen unter & die Komponenten irgend eines Vektors, unter
&: die seines Bildvektors, so ist also

(5) & =2am§k.
k—_—l

»H> >
Geht 2 iiber in 7', so der Vektor OP in O'P'; daraus folgt: sind x;
die Koordinaten von 2, x; die von P, so gilt

n
(6") & =Dagx+ .

k=1
In der analytischen Geometrie pflegt man die linearen Gebilde durch
lineare Gleichungen fiir die Koordinaten des »laufenden Punktes« zu
charakterisieren. Darauf werden wir im nichsten Paragraphen genauer
eingehen; hier finde nur noch der Grundbegriff »lineare Forme, auf dem
diese Darstellung beruht, seinen Platz. Eine Funktion Z () — deren
Argument p alle Vektoren durchliuft, deren Werte aber reelle Zahlen
sind — heifit eine Linearform, wenn sie die Funktionaleigenschaften besitzt:

L(a+b) = L(a) 4 L(b); L(ia) = A-L(a).
In einem Koordinatensystem e, , e,, ---, e, ist jede der » Vektorkompo-

nenten & von ¢t eine solche Linearform. Fiir eine beliebige Linearform Z
gilt, wenn g durch (3) definiert ist,
L) =& L&)+ & L(e,)+ - + 5. L(e);
setzen wir also Z(e;) = a;, so erscheint die Linearform, in Komponenten
dargestelit, unter der Gestalt
dx§:+aa§g+ +an'§n7

die @; sind ihre konstanten Koeffizienten. Umgekehrt wird durch jeden
Ausdruck dieser Art eine Linearform gegeben. Mehrere Linearformen

L., L, ---, Ly sind linear unabhingig, wenn keine Konstanten 4; existieren,
fir welche identisch in g die Gleichung

AL ()42, L&)+ +Mlit)=o0

besteht, auBer 4; = o. -4 1 Linearformen sind stets linear abhingig
voneinander.

§ 3. Idee der n-dimensionalen Geometrie. Lineare Algebra.
Quadratische Formen.

Um die Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie zu
erfassen, miissen wir von der besonderen Dimensionszahl » = 3 ab-
strahieren. Es hat sich nicht nur in der Geometrie, sondern in noch er-
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staunlicherem MaBe in der Physik immer wieder gezeigt, daB, sobald wir
die Naturgesetze, von denen die Wirklichkeit beherrscht ist, erst einmal
vollig durchdringen, diese sich in mathematischen Beziehungen von der
durchsichtigsten Einfachheit und vollendetsten Harmonie darstellen. Den
Sinn fiir diese Einfachheit und Harmonie, den wir heute in der theo-
retischen Physik nicht missen konnen, zu entwickeln, scheint mir eine
Hauptaufgabe des mathematischen Unterrichts zu sein; sie ist fiir uns eine
Quelle hoher Erkenntnisbefriedigung. Die analytische Geometrie, in so
gedringter und prinzipieller Form vorgetragen, wie ich es hier versuche,
gibt einen ersten, aber noch unzulinglichen Begriff davon. Doch nicht
nur um solcher Zwecke willen miissen wir uns iiber die Dimensionszahl
n = 3 erheben, sondern wir bendtigen fiir spitere konkrete physikalische
Probleme', wie sie die Relativitdtstheorie mit sich bringt, in der dle Zeit
zum Raum hinzutritt, die vierdimensionale Geometrie.

Man braucht keineswegs die Geheimlehren der Spiritisten zu Rate zu
ziehen, um sich den Gedanken einer mehrdimensionalen Geometrie an-
schaulich ndher zu bringen. Betrachten wir z. B. homogene Gasgemische
aus Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und Kohlensidure. Ein beliebiges
Quantum eines solchen Gemisches ist charakterisiert durch die Angabe,
wieviel Gramm jedes Gases in ihm enthalten sind. Nennen wir jedes
solche Quantum einen Vektor (Namen konnen wir geben, wie wir wollen)
und verstehen unter Addition die Vereinigung zweier Gasquanten im
gewthnlichen Sinne, so sind die sdmtlichen auf Vektoren beziiglichen
Axiome 7 unseres Systems mit der Dimensionszahl » = 4 erfiillt, wenn
wir uns erlauben, auch von negativen Gasquanten zu reden. 1 gr reinen
Wasserstoffs, 1 gr Sauerstoff, 1 gr Stickstoff und 1 gr Kohlensiure sind
vier voneinander unabhingige »Vektoren«, aus denen sich alle andem
linear zusammensetzen lassen, bilden also ein Koordinatensystem. — Oder
ein anderes Beispiel: Auf jeder von 5 parallelen Stangen ist eine kleine
Kugel verschiebbar. Ein bestimmter Zustand dieser primitiven »Rechen-
maschine« ist gegeben, wenn die Stelle, an der sich jede der 5 Kugeln
auf ihrer Stange befindet, bekannt ist. Nennen wir jeden solchen Zustand
einen »Punkt« und jede simultane Verschiebung der 5 Kugeln einen
»Vektore, so sind unsere simtlichen Axiome erfiillt mit der Dimensions-
zahl # = 5. — Man sieht schon hieraus: es lassen sich anschauliche
Gebilde mancherlei Art konstruieren, die bei geeigneter Namengebung
unseren Axiomen geniigen.

Viel wichtiger aber als diese etwas spielerischen Exempel ist das
folgende, welches zeigt, daB jeme Axiome die Operationsbasis fiir die
Theorie der linearen Gleichungen charakterisieren. Sind a; und o gegebene
Zahlen, so nennt man bekanntlich

(7) a, x, o, x, 4 -0+ tyx, =0

eine /komogene,

(8) a, % o, %, + -+ tnx, =«
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eine inkomogene lineare Gleichung fiir die Unbekannten x;. Zur Behand-
lung der Zheorie der lincaren homogenen Gleichungen ist es gut, fiir ein
Wertsystem der Variabeln x; einen kurzen Namen zu haben; wir bezeichnen
es als »Vektor«. Mit diesen Vektoren soll so gerechnet werden, daB unter
der Summe der beiden Vektoren

der Vektor (a, y @yy <0ty @) und (b, éz? ey by
(ax_"bx;dg—‘-bz) ""yan"i—ﬁn) -
verstanden wird und unter dem A-fachen des ersten der Vektor
‘ (Aa,y La,, -, La,).

Dann sind die Axiome 7 iiber Vektoren erfiillt mit der Dimensionszahl 7.

e, = (1, 0, 0, -+, o),

ea=(°7 1, o, -+, 0,

¢x= (0, 0, 0, +++, 1)

bilden ein System unabhingiger Vektoren; die Komponenten eines be-
liebigen Vektors (x,, x, .-+, x,) in diesem Koordinatensystem sind die
Zahlen x; selber. Der Hauptsatz iiber die Losung linearer homogener
Gleichungen 148t sich jetzt so aussprechen: Sind Z, (x), Z, (&), -++, Zx(z)
/% linear unabhiingige Linearformen, so bilden die Losungen g der Glei-
chungen
Lt) =0, L,t)=o, -, Lift)=o

eine (n — /)-dimensionale lineare Vektor-Mannigfaltigkeit.

In der Zheorie der inhomogenen linearen Gleichungen wollen wir ein
Wertsystem der Variablen x; lieber als einen »Punkt« bezeichnen. Sind
x; und 7 zwei Losungssysteme der Gleichung (8), so ist ihre Differenz
x;_‘xx7 x;___x2’ ty x;t'_‘xn
eine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung (7). Wir wollen
deshalb diese Differenz zweier Wertsysteme der Variablen x; einen »Vektor«
nennen, und zwar den durch die beiden »Punkte« (x;) und (x}) bestimmten
Vektor, und iiber die Addition von Vektoren und ihre Multiplikation mit
einer Zahl die obigen Verabredungen treffen. Dann gelten die simtlichen
Axiome. Fiir das besondere Koordinatensystem, das aus den oben an-
gegebenen Vektoren e; besteht und dem »Anfangspunkt« O = (o, o, ---, 0),
sind die Koordinaten eines Punktes (x;) die Zahlen x; selber. Der Haupt-
satz iiber lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte, welche % unab-
hingigen linearen Gleichungen geniigen, bilden ein (z — /%)-dimensionales
lineares Punktgebilde.

So wiirde man auch ohne Geometrie von der Theorie der linearen
Gleichungen her auf die natiirlichste Weise nicht nur zu unsern Axiomen
gefiihrt werden, sondern auch zu den weiteren Begriffsbildungen, die wir
an sie angeschlossen haben. Ja es wire sogar in mancher Hinsicht
zweckmiBig (wie namentlich die Formulierung des Satzes iiber homogene
Gleichungen zeigt), die Theorie der linearen Gleichungen auf axiomatischer
Basis in der Weise zu entwickeln, daB man die hier von der Geometrie
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her gewonnenen Axiome an die Spitze stellt. Sie wiirde dann giiltig sein
fir irgend ein Operationsgebiet, das jenen Axiomen geniigt, und nicht
bloB fiir die »Wertsysteme von z Variablen«, Freilich ist der Ubergang
von einer solchen mehr begrifflichen zu der iiblichen, von vornherein
mit Zahlen x; operierenden mehr formalen Theorie ohne weiteres dadurch
zu vollziehen, daB man ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde legt
und nun statt der Vektoren und Punkte ihre Komponenten und Koor-
dinaten benutzt.

Aus alle dem geht hervor, daB die ganze affine Geometrie iiber den
Raum nur dieses lehrt (man wird uns ohne genauere Erklirung verstehen),
daB er e dreidimensionales lineares Grifiengebiet ist. Alle die anschau-
lichen Einzeltatsachen, deren in § 1 Erwihnung geschah, sind nur Ver-
kleidungen dieser einen einfachen Wahrheit. Ist es nun auf der einen Seite
auBerordentlich befriedigend, fiir die vielerlei Aussagen iiber den Raum,
rdumliche Gebilde und rdumliche Beziehungen, aus denen die Geometrie
besteht, diesen einen gemeinsamen Erkenntnisgrund angeben zu kénnen,
so muB auf der andern Seite betont werden, daB dadurch aufs deutlichste
hervortritt, wie wenig die Mathematik Anspruch darauf machen kann, das
anschauliche Wesen des Raumes zu erfassen: von dem, was den Raum
der Anschauung zu dem macht, was er zs# in seiner ganzen Besonderheit
und was er nicht teilt mit »Zustinden von Rechenmaschinen« und »Gas-
gemischen« und »Losungssystemen linearer Gleichungen«, enthilt die Geo-
metrie nichts. Dies »begreiflich« zu machen oder ev. zu zeigen, warum
und in welchem Sinne es unbegreiflich ist, bleibt der Metaphysik iiber-
lassen. Wir Mathematiker kénnen stolz sein auf die wunderbare Durch-
sichtigkeit der Erkenntnis vom Raume, welche wir gewinnen; aber wir
miissen uns zugleich sehr bescheiden, da unsere begrifflichen Theorien
nur imstande sind, das Raumwesen nach einer Seite hin, noch dazu seiner
oberflichlichsten und formalsten, zu erfassen. —

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen
zur vollstindigen metrischen Geometrie iiberzuleiten, noch einige Begriffe
und Tatsachen nétig, die sich auf diincare und quadratische Formen
beziehen. Eine Funktion Q(ry) zweier willkiirlicher Vektoren ¢ und p
heiBt, wenn sie eine lineare Form sowohl in ¢ wie in { ist, eine Bilinear-
form, Sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems &; die
Komponenten von g, n; die von ¥, so gilt eine Gleichung

7
Z,
Q(xy) :2 aix&ine
i, k=1
mit konstanten Koeffizienten @i, Wir wollen die Form »nichit-ausgeartet«
nennen, wenn sie fiir einen Vektor g identisch in f) nur dann verschwindet,
falls x = o ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die homo-

genen Gleichungen
2’ e =o

=1
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die einzige Losung & = o besitzen oder wenn die Determinante |a;z| = o
ist. Aus der Erkldrung geht hervor, daB diese Bedingung des Nicht-Ver-
schwindens der Determinante bei beliebiger linearer Transformation erhalten
bleibt. Die Bilinearform heiBt symmetrisch, wenn Q(yr) = Q(ry) ist; an
den Koeffizienten gibt sich das durch die Symmetrie-Eigenschaft az; = @iz
kund. Aus jeder Bilinearform Q(r}) entsteht eine nur von einem variablen
Vektor ¢ abhingige quadratische Form

QW) = Qer) = aunbiba.
Auf diese Weise entsteht jede quadratische Form insbesondere aus einer
und nur einer symmetrischen Bilinearform. Die eben gebildete quadratische
Form Q(r) kann nimlich auch durch Identifizierung von ¢ und 1) erzeugt
werden aus der symmetrischen Form

H{oky) + Q)

Dafl aus zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen nicht dieselbe
quadratische Form hervorgehen kann, ist bewiesen, wenn man zeigt, daB
eine symmetrische Bilinearform Q(ty), die identisch in ¢ der Gleichung
Q(tr) = o geniigt, identisch verschwinden muB. Dies geht aber aus der
fir jede symmetrische Bilinearform giiltigen Relation

(9) Qlt—+1y, t+19) = Qr) + 2Qy) + C(yy)

hervor. Ist Q(r) das Zeichen fiir eine beliebige quadratische Form, so
bedeutet Q(ry) immer, ohne daB wir es jedesmal erwihnen, diejenige
symmetrische Bilinearform, aus welcher Q(r) entsteht. DaB eine quadratische
Form nicht-ausgeartet sei, soll bedeuten, daB jene symmetrische Bilinear-
form nicht-ausgeartet ist. Eine quadratische Form Q(x) ist positiv-definit,
wenn sie der Ungleichung Q(r) >> o fiir jeden Vektor ¢ 3 o geniigt. Eine
solche ist gewiB nicht-ausgeartet; denn fiir keinen Vektor ¢ =F o kann
dann Q(ry) identisch in Y gleich o sein, da es fiir §j = g positiv ausfillt.

§ 4. Grundlagen der metrischen Geometrie.

Um den Ubergang von der affinen zur metrischen Geometrie zu be-
werkstelligen, miissen wir noch einmal aus dem Born der Anschauung
schopfen. Ihr entnehmen wir (fir den dreidimensionalen Raum) die Er-
klirung jener GroBe, die man als das skalare Produkt zweier Vektoren
a und b bezeichnet. Nach Wahl eines bestimmten Einheitsvektors messen
wir die Linge von a und die (mit dem richtigen Vorzeichen zu ver-
sehende) Linge der senkrechten Projektion von b auf a und multiplizieren
diese beiden MaBzahlen miteinander. Dabei sind also nicht blo8, wie in
der affinen Geometrie, parallele Strecken ihrer Linge nach-zu vergleichen,
sondern solche von beliebiger Richtung gegeneinander. Fiir das skalare
Produkt gelten folgende Rechengesetze:

la-b=~4(a-b), (e4a)-b=(a+0)~4(a' ),
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und das analoge in bezug auf den zweiten Faktor; auSerdem das kom-
mutative a-b="50-a. Das skalare Produkt von a mit sich selbst,
a-a = a’ ist stets positiv, auBer wenn a = o, und gleich dem Quadrat
der Linge von a. Diese Gesetze besagen: das skalare Produkt zweier
willkiirlicher Vektoren g - Y ist eine symmetrische Bilinearform, und die
aus ihr entstehende quadratische Form ist positiv-definit. Man erkennt
also: nicht die Linge, sondern das Quadrat der Linge eines Vektors
hingt in einfacher, rationaler Weise von dem Vektor selbst ab, ist nimlich
eine quadratische Form; das macht den eigentlichen Inhalt des Pytia-
goreischen Lehrsatzes aus. Das skalare Produkt ist nichts anderes als die
symmetrische Bilinearform, aus welcher diese quadratische Form entsteht.
Wir formulieren demnach folgendes

Metrische Axiom: Nackh Wahi eines von o verschiedenen Einheitsvektors e
bestimmen je swei Vektoren t und Y) emndeutig eine Zakhl (¢ - 19) = Q(rY);
sie ist in ihrer Abhingigkeit von den beiden Vektorem eine symmetrische
Bilinearform, die aus ihr entstehende gquadratische Form (¢ -t) = Q(x)
positiv-definit.  Q(e) ist = 1.

Q nennen wir die metrische Fundamentalform. Jetzt gilt: Zine affine
Abbildung, die allgemein den Vektor ¢ in ¥ iberfiikrt, ist cine kongruente,
wenn sie die metrische Fundamentalform invariant lipt:

(10) o) =Qlv;
zwei Figuren, die durch kongruente Abbildung ineinander iibergefiilirt werden
kinnen, sind kongruent™). Bei unserm axiomatischen Aufbau definieren
wir durch diese Aussagen den Begriff der Kongruenz. Liegt irgend ein
Operationsbereich vor, in welchem die Axiome des § 2 erfiillt sind, so
kénnen wir eine beliebige positiv-definite quadratische Form in ihm wihlen,
sie zur metrischen Fundamentalform »ernennen« und auf Grund ihrer den
Begriff der Kongruenz so definieren, wie es eben geschehen ist: dann ist
durch jene Form in den affinen Raum eine Metrik eingetragen, und zwar
gilt jetzt die gesamte Euklidische Geometrie. Wieder ist die Formulierung,
zu der wir gelangt sind, nicht an eine spezielle Dimensionszahl gebunden.
Aus (10) folgt mittels der Relation (g9) des § 3, daB fiir eine kongruente
Abbildung allgemeiner

QE'Y) = Qlxy)
gilt.

Da der Begriff der Kongruenz durch die metrische Fundamentalform
definiert ist, so ist es kein Wunder, daB diese in alle Formeln eingeht,
welche die MaBe geometrischer GroBen betreffen. Zwei Vektoren a und o
sind dann und nur dann kongruent, wenn

Qla) = Q(a').
Wir konnten daher Q(a) als MaBzahl des Vektors a einfiihren; wir be-

*) Wir unterdriicken hier den Unterschied zwischen direkter und spiegelbildlicher
Kongruenz. Er findet schon fiir affine Abbildungen, und zwar im z-dimensionalen so
gut wie im dreidimensionalen Raume, statt.
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nutzen aber statt dessen die positive Quadratwurzel aus Q(a) und
nennen diese die Linge des Vektors a (das ist jetzt Definition), damit
die weitere Bedingung erfiillt ist, daB die Linge der Summe zweier paral-
leler und gleichgerichteter Vektoren gleich der Summe der Lingen der
beiden Einzelvektoren ist. Sind a, b ebenso wie a’, ¥’ je zwei Vektoren
von der Linge 1, so ist die von den beiden ersten gebildete Figur dann
und nur dann kongruent mit der aus den beiden letzten bestehenden, wenn
Q(a, b) = Q(a’, V')
ist. Wieder aber fiihren wir nicht diese Zahl Q(a, b) selbst als MaBzahl
des Winkels ein, sondern eine Zahl %, welche mit ihr durch die trans-
zendente Funktion cos zusammenhingt:
cos ¥ = Qfa, b),
damit der Satz gilt, daB sich bei Aneinanderlegung zweier Winkel in der
gleichen Ebene die MaBzahlen der Winkel addieren. Der von zwei be-
liebigen Vektoren a und b (3= o) gebildete Winkel ¢ berechnet sich dann aus

Qfa, b)
I1 ' 19 _ =
) = Y 0a)- oY)

Insbesondere heiBlen zwei Vektoren a, b semkrecht zueinander, wenn
Q(ab) = o ist. Diese Erinnerung an die einfachsten metrischen Formeln
der analytischen Geometrie mag geniigen.

DaB der durch (ri) definierte Winkel zweier Vektoren immer reell
ist, beruht auf der fiir jede quadratische Form Q, die fiir alle Argument-
werte = o ist, giiltigen Ungleichung
(12) 0*(at) = Qo) - Q).

Sie ergibt sich am einfachsten, wenn man bildet:

Olha + ub) = 2*Q(a) + 224 Q(ab) + u Q(B) = o .
Da die hier hingeschriebene quadratische Form von . und g nicht
Werte beiderlei Vorzeichens annimmt, kann ihre »Diskriminante«
Q*(ab) — Q(a) - Q(b) unmoglich positiv sein.

n unabhingige Vektoren e; bilden ein Cartesisches Koordinalensystem,
wenn fiir jeden Vektor
(13) g—_“xzex +x2e2+"'+xfzeiz

Q) =1+ + -+,
ist, d. h. wenn
1(i=14%)

Qe e =1} i T
ist. Alle Cartesischen Koordinatensysteme sind vom Standpunkt der me-
trischen Geometrie aus gleichberechtigt. Den sich aufs engste an die
geometrische Anschauung anschlieBenden Beweis, daB solche Systeme
existieren, wollen wir sogleich nicht blo8 fiir eine definite, sondern eine
beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form erbringen, da spiter in der
Relativitatstheorie gerade der indefinite Fall von entscheidender Wichtigkeit
wird. Wir behaupten:
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Zu einer nicht-ausgearteten quadratischen Form Q kann man ein solches
Koordinatensystem e; einfithren, daf
(14) Q) =&t +ega+ - +eax  ([a=*1
wird.

Beweis: Wir wihlen einen beliebigen Vektor e,, fir den Qfe,) & o
ist; indem wir ihn mit einer geeigneten positiven Konstanten multipli-
zieren, konnen wir noch erreichen, daB Q(e ) = == 1 ist. Einen Vektor g,
fir den Q(e,r) = o ist, wollen wir auch hier zu e, orthogonal nennen.
Ist £* ein zu e, orthogonaler Vektor, x, eine beliebige Zahl, so gilt fiir
(15) r=uxce +r*
der »Pythagoreische Lehrsatz«:

Q) = #1Q(e) + 22, Qe 2¥) + Q%) = F 27 + Q") -

Die zu e, orthogonalen Vektoren bilden eine lineare (» — 1)-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit, in welcher Q(g) eine nicht-ausgeartete quadratische
Form ist. Da unser Satz fiir die Dimensionszahl » = 1 selbstverstindlich
ist, diirfen wir annehmen, er gelte fiir » — 1 Dimensionen (SchluB von
n — 1 auf #). Danach existieren » — 1 zu ¢, orthogonale Vektoren e,,
--, e, derart, daB fir

g*=x262 + +xne”
die Formel gilt
Q") = *x; =+ £,
und daraus erhalten wir fiir Q(r) die gewiinschte Darstellung. Es ist
Qle) =&,  Qle;, ea) =o (FF4).

DaB die e; alle voneinander linear unabhingig sind und sich jeder
Vektor ¢ in der Gestalt (13) darstellen liBt, ist eine Folge dieser Rela-
tionen; sie liefern
(16) 3= e Qler, 1)

Fiir den indefiniten Fall ist ein wichtiger Zusatz zu machen: Die An-
zaklen r und s der positiven und negativen unter dem Vorseichen & sind
durch die quadratische Form cindeutig bestimmi; ich will sagen, sie habe
7 positive und s negative Dimensionen. (Man pflegt s den Trigheits-
index der quadratischen Form zu nennen, und der eben behauptete Satz
ist unter dem Namen des Triigheitsgesetzes bekannt. Auf ihm beruht
z. B. die Klassifizierung der Flichen 2. Ordnung.)- Wir koénnen die An-
zahlen » und s in folgender Weise invariant charakterisieren: Zs gibt r
wechselseiti zucinander orthogonale Vektoren e, fiir die Q(e) > o ist; aber
fiir einen zu diesen orthogonalen, von o wverschiedenen Vektor ¥ gilt not-
wendig Q(t) < o — so daff mehr als r derartige Vektoren e nicht existicren
kinnen. Entsprechend fiir s.

7 Vektoren von der gewiinschten Art werden durch diejenigen » Grund-
vektoren e; des der Darstellung (14) zugrunde liegenden Koordinaten-
systems geliefert, denen die positiven Vorzeichen &; korrespondieren; die zu-
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gehorigen Komponenten x; (=1, 2, -,7) sind bestimmte Linearformen von g
[vergl. (16)): x; = Z;(x). Ist nun e;(; = 1,2,--,7) irgend ein System von
Vektoren, die wechselseitig zueinander orthogonal sind und der Bedingung
Q(es) >> o geniigen, und g ein zu diesen e; orthogonaler Vektor, so kénnen
wir eine lineare Kombination

l)=)“1ex +"'+)-rer+.ug

mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten bestimmen, welche den
homogenen Gleichungen geniigt

Lz("))zoy R} Lr(t))=°'

Dann fillt, wie aus der Normaldarstellung hervorgeht, Q(y) negativ aus,
es sei denn, daB y = o ist. Mittels der Formel
Q) — {27 Q&) + -+ + 22Q(e)} = 1”Qfy)
folgt jetzt die Behauptung Q(x) <o, auBer fir den Fall, daB Y = o;
A, «++ == A, = o wird; dann aber muB nach Voraussetzung u ¥ o,
also r = o sein.
In der Relativititstheorie wird der Fall einer quadratischen Form von einer nega-

tiven und »-1 positiven Dimensionen von Bedeutung. Im dreidimensionalen Raum ist
bei Benutzung affiner Koordinaten
—xi+ax;+xf=o0

die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Nullpunkt, der aus zwei durch das ver-
schiedene Vorzeichen von wxr unterschiedenen Minteln besteht, die nur im Nullpunkt
miteinander zusammenhingen. Diese Trennung in zwei Mintel liefert in der Relativitiits-
theorie den Gegensatz von Vergangenheit und Zukunft; wir wollen sie hier statt durch
Kontinuititsmerkmale auf elementarem Wege analytisch zu beschreiben versuchen., —
Sei also Q eine nicht-ausgeartete quadratiscﬁe Form von nur einer negativen Dimension.
Wir wihlen einen Vektor e, fiir welchen Q(¢) = — 1 ist. Die von o verschiedenen Vek-
toren g, fir welche Q(r) = o0 ist, mdgen »negative Vektoren< genannt werden. Nach
dem eben gefiihrten Beweis des Trigheitssatzes kann kein negativer Vektor der Glei-
chung Q(eg) = o geniigen. Sie zerfallen daher in zwei getrennte Klassen oder >Kegel<«
gemil der Fallunterscheidung: Q(er)<Co oder >>0; e selbst gehtrt dem ersten, —e demr
zweiten Kegel an. Ein negativer Vektor ¢ liegt »im Innern«< oder »auf dem Mantel« seines
Kegels, je nachdem Q(r)< o oder = o0 ist. Um zu zeigen, dal die beiden Kegel un-

abhingig sind von der Wahl des Vektors ¢, mull man beweisen: Aus Q(e) =Q(¢/)=—1,
!
Q(r) = o folgt, dab das Vorzeichen von %e;)) gleich dem von — Q(ee/) ist.
Jeden Vektor ¢ kann man in zwei Summanden zerlegen
r=xe4r*
derart, dafl der erste proportional, der zweite t* orthogonal zu e«st. Man hat zu
diesem Zwecke nur x = — Q(ex) zu nehmen, und es wird dann

Q) = — =+ QY.
Q(r*) ist, wie wir wissen, notwendig = o; schreiben wir dafiir 0%, so zeigt die Gleichung
Q* =224 Q) = @2(ed) + Q)
dal Q* eine quadratische Form von [ ist (iibrigens eine ausgeartete), die der iden-
tischen Ungleichung Q*(r) = o geniigt. Wir haben jetzt
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Q) = —az 4 Q*t) = o, Q) = —24 Q¥e) <o.
= — Q! {'=—Qle)}

Aus der auf Q¥ anwendbaren Ungleichung (12) folgt
{Q* (D)) = Q*(¢)) - Q% (1) T e'2a2;
— Q'Y =¢x— Q¥

das Vorzeichen des ersten Summanden ¢’ x.

mithin hat

Wir lenken zu dem uns gegenwirtig interessierenden Fall einer positiv-
definiten metrischen Grundform zuriick. Benutzen wir zur Darstellung einer
kongruenten Abbildung ein Cartesisches Koordinatensystem, so werden
die Transformationskoeffizienten ¢;z in Formel (5), § 2 so beschaffen sein
miissen, daB identisch in den &§ die Gleichung

S8+ -+ =84+ 04 -+
besteht. Das liefert die »Orthogonalititsbedingungen«

Swn=[147)

r=1

Sie besagen, daB beim Ubergang zur inversen Abbildung die Koeffizienten a
sich in oz; verwandeln:
n
§z' = 2, ak;‘§’k-
k=1

Daraus folgt noch, daB die Determinante 4/ = | «;z| einer kongruenten
Abbildung mit der ihrer inversen identisch ist, und da ihr Produkt = 1
sein muB, demnach 4 = == 1 wird. (Das eine oder das andere Vor-
zeichen wird eintreten, je nachdem es sich um eigentliche oder spiegel-
bildliche Kongruenz handelt.)

Fir die analytische Behandlung der metrischen Geometrie ergeben
sich zwei Moglichkeiten. ZEntweder man unterwirft das zu benutzende
.affine Koordinatensystem keiner Einschrinkung; dann gilt es, eine Theorie
«der Invarianz gegeniiber beliebigen linearen Transformationen zu ent-
wickeln, in welcher aber zum Unterschied von der affinen Geometrie ein
fiir allemal eine bestimmte invariante quadratische Form, die metrische
‘Grundform

7
Q@ =2gz'k§z‘§/e

k=1
als absolutes Datum zur Verfiigung steht. Oder aber man benutzt von
vornherein nur Cartesische Koordinatensysteme; dann handelt es sich um
eine Theorie der Invarianz gegeniiber orthogonalen Transformationen,
d. h. solchen linearen Transformationen, deren Koeffizienten die Neben-
bedingungen (17) erfiillen. Wir miissen hier, um spitere Verallgemeine-
tungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfijhren, daran ankniipfen
zu konnen, den ersten Weg einschlagen. Er erscheint auch algebraisch
won vornherein als der einfachere, da es leichter sein wird, einen Uber-



blick iiber diejenigen Ausdriicke zu gewinnen, die bei al/en linearen
Transformationen ungeéindert bleiben, als iiber diejenigen, welche sich
nur gegeniiber den orthogonalen Transformationen invariant verhalten
(einer Klasse von Transformationen, die durch nicht leicht zu beherrschende
Nebenbedingungen eingeschrinkt sind). Wir werden hier die Invarianten-
theorie, als » Zensorrechnunge«, in solcher Gestalt entwickeln, daB sie uns
die sachgemiBle mathematische Fassung nicht nur der geometrischen,
sondern auch aller physikalischen Gesetze ermoglicht 3).

§ 5. Tensoren.

Zwel lineare Transformationen

(18) gf.—_-;’a;g_k, (|ak] % o)
(18') i =;’&f77k ([ @] o)

der Variablen & bzw. 5 in die Variablen &, 0 heien ‘ontragredient zu-

einander, wenn dabei die bilineare Einheitsform 3'7;& in sich iibergeht:
(19) , 2’7:‘?‘ =Zﬁi§?-

Das Verhiltnis der Kontragredienz ist daher ein wechselseitiges. Gehen

durch ein erstes Paar kontragredienter Transformationen .4, 4 die Va-

I
"

» 1, SO

Uy

riablen & 7 in g",ﬁ iiber, diese durch ein zweites Paar B, B in

folgt aus ~

s =3 0f =30k,
daB die beiden zusammengesetzten Transformationen, welche & direkt
in S, bzw. 1 in ﬁ iiberfilhren, gleichfalls zueinander kontragredient sind.

Die Koeffizienten zweier kontragredienter Substitutionen geniigen den
Bedingungen

ro E_[1(i=24)
- Sadmit= 10T

Setzt man in der linken Seite von (19) nur fiir die & ihre aus (18) zu

entnehmenden Ausdriicke in & ein, so erkennt man, daB die Gleichungen
(18') durch Auflésung aus

— £
(z1) he =2 di i
2
hervorgehen. Zu einer linearen Transformation gibt es also eine und
nur eine kontragrediente. Aus demselben Grunde wie (21) gilt

§ =i,
k
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Durch Einsetzen dieser und der Ausdriicke (21) in (19) ergibt sich, da8
die Koeffizienten auBler (20) auch den Bedingungen
(20') iy = 0%
r

geniigen. Eine orthogonale Transformation ist eine solche, die zu sich
selber kontragredient ist. Unterwirft man eine Linearform der Variablen
& einer beliebigen linearen Transformation, so transformieren sich die
Koeffizienten kontragredient zu den Variablen, oder sie verhalten sich,
wie man auch zu sagen pflegt, kontravariant zu diesen.

Relativ zu einem affinen Koordinatensystem O; e, e,, -- -, ¢, hatten
wir bis jetzt eine Verschiebung r durch diejenigen eindeutig bestimmten
Komponenten & charakterisiert, die sich aus der Gleichung

r=>5% +8%, + -+ 5
ergeben. Gehen wir zu einem andern affinen Koordinatensystem

O; ¢e.,¢e,, -, e, iiber, wobei
- 2 £
e, = o; Cx
£
sei, so erfahren die Komponenten von g, wie aus der Gleichung
=28 =%
z 5
hervorgeht, die Transformation
T
§ =&
®

sie transformieren sich also kontragredient zu den Grundvektoren des
Koordinatensystems, verhalten sich kontravariant zu diesen und mégen
daher genauer als kontravariante Komponenten des Vektors ¢ bezeichnet
werden. Im metrischen Raum konnen wir eine Verschiebung aber auch
relativ zum Koordinatensystem durch die Werte ihres skalaren Produkts
mit den Grundvektoren e; des Koordinatensystems charakterisieren:

Si=(tr-e).
Bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem transformieren sich
diese GréB8en — das ist aus ihrer Definition sofort ersichtlich — wie

die Grundvektoren selber, »kogredient« zu den Grundvektoren, d. i. nach

den Gleichungen B
§z’ = 2, o‘z}f g/e;
%

sie verhalten sich »kovariant<, und wir nennen sie die kovarianten Kom-
ponenten der Verschiebung. Der Zusammenhang zwischen den kovarianten
und den kontravarianten Komponenten wird durch die Formeln vermittelt

(22) & =Z(ei - ez) §F =2gz‘k§k:
£ £
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bzw. nach den dazu inversen (durch Auflésung hervorgehenden)

’ P —" . P
(227) §’=23’k§k-
%
In einem Cartesischen Koordinatensystem stimmen die kovarianten Kom-
ponenten mit den kontravarianten iiberein. — Es sei noch einmal be-

tont, daB uns im affinen Raum nur die kontravarianten Komponenten
zur Verfiigung stehen, und wo deshalb in der Folge von Komponenten
einer Verschiebung ohne Zusatz die Rede ist, sind darunter immer wie
frither die kontravarianten zu verstehen.

Es wurden schon im vorhergehenden Linearformen einer oder zweier
willkiirlicher Verschiebungen ins Auge gefaBt. Von 2 konnen wir zu 3
und mehr Argumenten iibergehen; nehmen wir beispielsweise eine Tri-
linearform A(rYhj. Stellt man in einem beliebigen Koordinatensystem
die zwei Verschiebungen g, y durch ihre kontravarianten, 3 durch ihre
kovarianten Komponenten dar, &, n bzw. {;, so driickt sich A alge-
braisch als eine Trilinearform dieser drei Reihen von Variablen mit be-
stimmten Zahlkoeffizienten aus:

(23) Zafk?'nké'z.

ixl
Die analoge Darstellung in einem andern, iiberstrichenen Koordinaten-
system sel
(23") STanEtl.

ikl
Zwischen den beiden algebraischen Trilinearformen (23) und (23’) besteht
dann der Zusammenhang, daB die eine in die andere iibergeht, wenn
man die beiden Variablenreihen &, 1 kontragredient, die Variablenreihe £
aber kogredient zu den Grundvektoren transformiert. Auf Grund dieses
Zusammenhangs kann man, wenn die Koeffizienten i bekannt sind und
die Transformationskoeffizienten o des einen in das andere Koordinaten-
system, die Koeffizienten @ von A im zweiten Koordinatensystem be-
rechnen. Hiermit sind wir zu dem nicht auf die metrische Geometrie
beschrinkten, sondern nur den affinen Raum voraussetzenden Begriff des
sr-fack kovarianten, s-fack kontravarianten Tensors (v - s)-ter Stufe< ge-
langt, dessen Erklirung wir jetzt in abstracto angeben wollen; um der ein-
facheren Ausdrucksweise willen spezialisieren wir aber die Anzahlen » und s
etwa wie in dem eben angefiihrten Beispiel: » =2, s =1, » + s = 3.

Eine vom Koordinatensystem abhéingige ITrilinearform dreier Reihen
won Variablen heifit ein zwiefach kovarianter, einfack rkontravarianter
Tensor 3. Stufe, wenn jene Abhingigheit von folgender Art ist: die Aus-
driicke der Linearform in irgend zwei Koordinatensystemen

Zafk §nkL,, 255% E’.?_?k L

gehen incinander iiber, wenn man zwei der Variablenveihen (ndmlich die
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ersten beiden, &, v) Zontragredient, die dritte kogredient (sc. su den Grund-
vektoren des Koordinatensystems) transformiert. Die Koeffizienten der Li-
nearform heifien die Komponenten des Tensors in dem betr. Koordinaten-
system; und swar nemnen wir sie kovariant in den Indizes ik, die mit den
kontragredient zu transformicrenden Variablen verkniipft sind, kontravariant
in den andern, hier dem cinen Index I

Die Terminologie rechtfertigt sich dadurch, daB die Koeffizienten
einer Unilinearform sich kovariant verhalten, wenn man die Variablen
kontragredient transformiert, kontravariant, wenn man sie kogredient
transformiert. Kovariante Indizes werden dem Koeffizientenzeichen immer
unten, kontravariante oben angehéingt. Variable mit unteren Indizes sollen
stets kogredient, solche mit oberen Indizes stets kontragredient zu den
Grundvektoren des Koordinatensystems transformiert werden. Ein Tensor
ist vollstindig bekannt, wenn seine Komponenten in einem Koordinaten-
system gegeben sind (vorausgesetzt natiirlich, daB das Koordinatensystem
selber gegeben ist); diese aber konnen willkiirlich vorgeschrieben werden.
Aufgabe der Tensorrechnung ist es, Eigenschaften und Relationen von
Tensoren aufzustellen, die unabhingig sind vom Koordinatensystem. J/m
ibertragenen Sinne werden wir in Geometrie und Physik eine Grifie als
Tensor bezeichnen, wenn sie eindentig und ohne Willkiir eine vom Koordi-
natensystem in der geschilderten Weise abhingige algebraische Linearform
bestimmt, durch deren Angabe die Grofie selbst vollstindig charakterisiert
ist. So haben wir oben eine Funktion dreier Verschiebungen, die homo-
gen-linear von jedem ihrer Argumente abhingt, als einen Tensor 3. Stufe,
und zwar als einen zwiefach kovarianten, einfach kontravarianten dar-
gestellt. Dies war moglich im metrischen Raum, wie es denn dort iiber-
haupt in unserm Belieben steht, jene GroBe durch einen nullfach, ein-
fach, zweifach oder dreifach kovarianten Tensor zu reprisentieren; im
affinen Raum hitten wir sie jedoch nur in der letzten Weise, als einen
kovarianten Tensor 3. Stufe ausdriicken kénnen.

Erlintern wir die allgemeine Erklirung sogleich durch einige Bei-
spiele, wobei wir noch auf dem rein affinen Standpunkt verharren.

1) Stellen wir eine Verschicbung a in einem beliebigen Koordinaten-
system durch ihre (kontravarianten) Komponenten ¢ dar und ordnen ihr
mit Bezug auf dieses Koordinatensystem die Linearform

a1§x + a2§g+ cce + aﬂgn

der Variablen §; zu, so entsteht ein kontravarianter Tensor 1. Stufe.
Fortan gebrauchen wir das Wort » Vekfor< nicht mehr synonym fiir
»Verschiebunge, sondern fiir »Tensor 1. Stufe«, so daB wir sagen: die
Verschiebung ist ¢in kontravarianter Vektor. — Das Gleiche gilt fiir die
Geschwindigheit eines sich bewegenden Punktes; denn diese entsteht,
wenn man die unendlichkleine Verschiebung, welche der sich bewegende
Punkt wihrend des Zeitelements &# erfihrt, durch J# dividiert (im Limes
fir d# = o0). Der jetzige Gebrauch des Wortes Vektor ist mit dem

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 3
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iiblichen in Einklang, nach welchem es nicht bloB eine Verschiebung
deckt, sondern jede GroBe, die (ev. nach Wahl einer MaBeinheit) ein-
deutig und ohne Willkiir durch eine Verschiebung reprisentiert werden
kann. ' A

2) Man pflegt gewéhnlich den geometrischen Charakter der Kraft
darin zu erblicken, daB sie eine derartige Reprisentation gestattet. Dieser
Darstellung der Kraft tritt aber eine andere gegeniiber, von der wir heute
glauben, daB sie dem physikalischen Wesen der Kraft besser gerecht
wird, weil sie auf dem Begriff der Ardeit beruht, der in der neueren
Physik statt des Kraftbegriffs immer deutlicher als der entscheidende und
primidre in den Vordergrund getreten ist. Wir fithren als Komponenten
ciner Kraft in einem Koordinatensystem O; e; diejenigen Zahlen p; ein,
welche angeben, eine wie groBe Arbeit die Kraft bei jeder der virtuellen
Verschiebungen e; ihres Angriffspunktes leistet. Durch diese Zahlen ist
die Kraft vollstindig charakterisiert; ihre Arbeit bei der willkiirlichen
Verriickung

L= §'e, ST, 4 o - e

ithres Angriffspunktes ist dann :2’_75; §.  Es folgt daraus, daB in zwei

verschiedenen Koordinatensystemen
2 & 22}315
Z Z

gilt, falls die Variablen & (ihrer Behaftung mit oberen Indizes gemiB)
kontragredient zum Koordinatensystem transformiert werden. Danach ist
die Kraft ein kovarianter Vektor. Der Zusammenhang dieser Darstellung
mit der iblichen durch eine Verschiebung wird zur Sprache kommen,
wenn wir von dem gegenwirtig eingenommenen Standpunkt der affinen
Geometrie zur metrischen iibergehen. Die Komponenten eines kovarianten
Vektors transformieren sich bei Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system kogredient zu den Grundvektoren.

Zwischenbemerkungen. Da die Transformationen der Komponenten a;
eines kovarianten und #° eines kontravarianten Vektors kontragredient zu-

einander sind, ist Zal-bi eine durch diese beiden Vektoren unabhingig

vom Koordinatensystem bestimmte Zahl. Hier haben wir das erste Bei-
spiel einer invarianten Tensoroperation vor uns. In das System der Ten-
soren reihen sich die Zahlen oder Skalare als Tensoren o*” Stufe ein.

Es ist schon frither erklirt worden, wann eine Bilinearform zweier
Variablenreithen symmetrisck heiBt und wann eine symmetrische Bilinear-
form nicht-ausgeartet ist.  Schiefsymmetrisch ist eine Bilinearform #(&n),
wenn sie bei Vertauschung der beiden Variablenreihen in ihr Negatives
umschligt: ,
Flng) = — FlEn);

an ihren Koeffizienten a; gibt sich das durch die Gleichungen az; = — ay;
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kund. Diese Eigenschaften bleiben erhalten, wenn die beiden Variablen-
reihen derselben linearen Transformation unterworfen werden. Es ist also
eine vom Koordinatensystem unabhingige Eigenschaft von kovarianten
oder kontravarianten Tensoren z. Stufe, schiefsymmetrisch zu sein oder
symmetrisch oder (symmetrisch und) nicht-ausgeartet.

Da durch kontragrediente Transformation zweier Variablenreihen die
bilineare Einheitsform in sich iibergeht, gibt es unter den gemischten
(d. 1. einfach kovarianten, einfach kontravarianten) Tensoren 2. Stufe einen,
den »Einheststensor<, der in jedem Koordinatensystem die Komponenten
0 =T (l: = Z)
o F 4

3) Die in einem Euklidischen Raum herrschende Metrik weist je zwel

Verschiebungen
Y -7 i
p=2%e, =2
Z Z
eine vom Koordinatensystem unabhingige Zahl als ihr skalares Produkt zu:

k-9) = Dlgalin®,  gu= (e es).
ik

hat.

Die rechts stehende Bilinearform hingt daher vom Koordinatensystem in
solcher Weise ab, da8 durch sie ein kovarianter Tensor 2. Stufe gegeben
ist, der metrische Fundamentaltensor. Durch ihn ist die Metrik vollstindig
charakterisiert. Er ist symmetrisch und nicht-ausgeartet.

4) Durch eine »Zneare Vektor-Abbildung« wird jeder Verschiebung g
eine Verschiebung ¢’ in linearer Weise zugeordnet, d.h. so, daB der
Summe g -+ y die Summe ' =4 Y, dem Produkt Ay das Produkt Ay’
entspricht. Solche lineare Vektor-Abbildungen wollen wir, um uns eines
kurzen charakteristischen Namens bedienen zu koénnen, Matrizen nennen.
Gehen die Grundvektoren e; eines Koordinatensystems durch die Ab-

bildung in die Vektoren
e = E df ez
&

tiber, so verwandelt sie allgemein die beliebige Verschiebung
. . - 5 osas
(24) X :2’ &e; in r =2;‘e} =2¢z;§lek.
z z ik
Wir konnen die Matrix daher in dem gewihlten Koordinatensystem durch
die Bilinearform
B
L
ik

kennzeichnen. Aus (24) geht hervor, daB fiir zwei Koordinatensysteme
{unter Verwendung der frilheren Bezeichnungen) der Zusammenhang

ke £
e = ai Fer (= 1)
TE TE

besteht, wenn
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2 e ==y ‘

z H

— k- N £~
Ztlf Sy = 2 a; &0,
ik

ik

ist; also wird

falls die n; kogredient, die & kontragredient zu den Grundvektoren trans-
formiert werden (diese Zusatzbemerkung iiber die Transformation der
Variablen versteht sich nachgerade von selbst, so daB wir sie in Zukunft in
dhnlichen Fillen einfach fortlassen). Auf solche Art ist die Matrix als ein
gemischter Tensor 2. Stufe dargestellt. Insbesondere entspricht der »Iden-
titit«, die jeder Verschiebung r sie selber zuordnet, der Einheitstensor.

Wie die Beispiele von Kraft und Metrik zeigen, tritt in den Anwen-
dungen hiufig der Fall ein, daB die Darstellung der geometrischen oder
physikalischen GroBe durch einen Tensor erst méglich ist nach vorher-
gegangener Wahl einer Mafeinhest, einer Wahl, die nur individuell, durch
Aufweisung vollzogen werden kann; bei Abinderung der MaBeinheit mul-
tiplizieren sich die darstellenden Tensoren mit einer universellen Kon-
stanten, dem Verhiltnis der beiden MaBeinheiten.

Der Erklidrung des Begriffes Tensor ist offenbar das folgende Kriterium
dquivalent: eme vom Koordinatensystem abhingige Linearform mehrerer
Variablenreihen ist ein Tensor, wenn sie immer dadurch einen vom Koordi-
natensystem unabhingigen Wert annimmt, dafi man fir jede kontragrediente
Variablenreihe die Komponenten eines willkirlichen kontravarianten Vektors
einsetst, fiir cine kogrediente aber die Komponenten cines beliebigen kovarianten
Verktors.

Kehren wir jetzt von der affinen zur metrischen Geometrie zuriick, so
sinkt, wie die Ausfiihrungen zu Anfang des Paragraphen lehren, der Unter-
schied von kovariant und kontravariant, der in der affinen Geometrie die
Tensoren selber betrifft, zu einem bloBen Unterschied der Darstellungs-
weise herab. Statt von kovarianten, gemischten und kontravarianten 7ezn-
soren wird man hier also lieber nur von den kovarianten, gemischten und
kontravarianten Komponenten eines Tensors sprechen. Es 4Bt sich dieser
Ubergang zwischen den Tensoren verschiedenen Kovarianzcharakters nach
dem Obigen einfach so formulieren: Deuten wir in einem Tensor die
kontragredienten Variablen als kontravariante Komponenten einer willkiir-
lichen Verschiebung, die kogredienten als kovariante Komponenten einer
willkiirlichen Verschiebung, so verwandelt er sich in eine vom Koordinaten-
system unabhingige Linearform mehrerer willkiirlicher Verschiebungen;
indem wir nun die Argumente nach Gutdiinken durch ihre kovarianten
oder kontravarianten Komponenten repridsentieren, gehen wir zu anderen
Darstellungen desselben Tensors iiber. Rein algebraisch vollzieht sich
die Verwandlung eines kovarianten Index in einen kontravarianten, indem

man in der Linearform die betreffenden Variablen & nach (22) durch

neue & ersetzt; die invariante Natur dieses Prozesses beruht auf dem

Umstand, daB diese Substitution kontragrediente Variable in kogrediente
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iiberfiihrt. Der umgekehrte ProzeB wird nach den inversen Gleichungen (22")
vollzogen. An den Komponenten selber geschieht (wegen der Symmetrie
der gi) der Ubergang von kontravariant zu kovariant, das »Herunter-
ziehen des Index«, stets nach dem Schema:

@’ wird ersetzt durch «; =2g,-jaf,
7
einerlei ob die Zahlen @’ noch mit weiteren Indizes behaftet sind oder
nicht; das Heraufziehen des Index durch die inversen Gleichungen.
Wenden wir das Gesagte insbesondere auf den metrischen Funda-
mentaltensor an, so erhalten wir

o T T h N e
Dgndint =D& = Depnt = D&
ik z % ik

Seine gemischten Komponenten sind also die Zahlen %, seine kontra-
varianten die Koeffizienten g% der zu (22) inversen Gleichungen (22).
Aus der Symmetrie des Tensors ergibt sich, daB auch diese wie die g
der Symmetrie-Bedingung g% = g¢#* geniigen.

Hinsichtlich der Bezeichnung werde fiir immer die Verabredung ge-
troffen, daB wir die kovarianten, gemischten und kontravarianten Kom-
ponenten desselben Tensors mit dem gleichen Buchstaben kennzeichnen
und durch die Stellung des Index oben oder unten angeben, ob die
Komponenten hinsichtlich dieses Index kontra- oder kovariant sind, wie
es das folgende Beispiel eines Tensors z. Stufe zeigt:

(wobei die Variablen mit unteren und mit oberen Indizes durch (22)
gekoppelt sind).

Im metrischen Raum entfillt nach dem Gesagten der Unterschied
zwischen einem kovarianten und einem kontravarianten Vektor; hier kénnen
wir eine Kraft, die nach unserer Auffassung von Hause aus ein kovarianter
Vektor ist, auch als einen kontravarianten, durch eine Verschiebung,

repriasentieren. Denn hatten wir sie oben durch die Linearform E pist
-

mit den kontragredienten Variabeln & dargestellt, so kénnen wir diese
jetzt durch (22") in eine solche mit den kogredienten &; verwandeln:

N7 .
2 p*&;. Dann gilt
i
ig — o ER oop pl &
P s gz/zp s = (,zkj) s = f)zs s
3 ik ik z

die reprisentierende Verschiebung ) ist also dadurch bestimmt, daf die
Arbeit, welche die Kraft bei einer willkiirlichen Verschiebung p leistet,
gleich dem skalaren Produkt der Verschiebungen p und p ist.

In einem Cartesischen Koordinatensystem, in welchem' der -Funda-
mentaltensor die- Komponenten



38 Der Euklidische Raum.

1= 24
= { (@ + 4

hat, lauten die Koppelungsgleichungen (22) einfach: §;= &. Beschrinken
wir uns auf den Gebrauch Cartesischer Koordinatensysteme, so fillt
nicht nur fiir die Tensoren, sondern auch fiir die Tensorkomponenten
der Unterschied zwischen kovariant und kontravariant dahin. — Es ist
aber zu erwihnen, daB die bisher auseinandergesetzten Begriffe hin-
sichtlich des Fundamentaltensors g;z nur voraussetzen, daBl er symme-
trisch und nicht-ausgeartet ist, wihrend der Einfilhrung eines Carte-
sischen Koordinatensystems der weitere Umstand zugrunde liegt, daB die
korrespondierende quadratische Form positiv-definit ist. Das ist nicht
gleichgiiltig. In der Relativitdtstheorie tritt zu den drei Raumkoordinaten
als vierte gleichberechtigt die Zeitkoordinate hinzu, und die MaBbestim-
mung, die in dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit gilt, beruht nicht
auf einer definiten, sondern einer indefiniten Form (Kap. III). In dieser
Mannigfaltigkeit werden wir also, wenn wir uns auf reelle Koordinaten be-
schrinken, kein Cartesisches Koordinatensystem einfilhren konnen; aber
die hier entwickelten Begriffe, die auf die Dimensionenzahl z = 4 zu
spezialisieren sind, behalten ihre volle Anwendbarkeit. AuBerdem spricht
die Riicksicht auf die algebraische Einfachheit des Kalkiils, wie schon
am SchluB von § 4 erwihnt wurde, gegen die ausschlieBliche Benutzung
Cartesischer Koordinatensysteme. Endlich und vor allem aber ist es fiir
spitere Erweiterungen, die iiber die Euklidische Geometrie hinausfiihren,
von groBer Wichtigkeit, daB schon hier der affine Standpunkt selbstindig
und unabhingig von dem metrischen zu voller Geltung gebracht wird.

Die geometrischen und physikalischen Grifien sind Skalare, Vektoren
und Tensoren: darin spricht sich die mathematische Beschaffenheit des Raumes
aus, in welchem diese Griofien existieren. Die dadurch bedingte mathe-
matische Symmetrie ist keineswegs auf die Geometrie beschrinkt, sondern
kommt im Gegenteil erst in der Physik recht zur Geltung: weil die Natur-
vorginge in einem metrischen Raum sich abspielen, ist die Tensorrechnung
das natiirliche mathematische Instrument zum Ausdruck der GesetzmiBig-
keit, welche diese Vorginge beherrscht.

§ 6. Tensoralgebra. Beispiele.

Addition von Tensoren. Durch Multiplikation einer Linearform, Bi-
linearform oder Trilinearform ... mit einer Zahl, ebenso durch Addition
zweier Linearformen oder zweier Bilinearformen . . . entsteht immer wie-
derum eine derartige Form. Vektoren und Tensoren kann man also mit
einer Zahl (einem Skalar) multiplizieren und zwei oder auch mehrere
Tensoren der gleichen Stufe addieren. Diese Operationen werden an den
Komponenten durch Multiplikation mit der betr. Zahl, bzw. durch Addi-
tion ausgefithrt. Im Gebiete der Tensoren jeder Stufe gibt es einen
ausgezeichneten Tensor o, dessen sidmtliche Komponenten verschwinden:
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zu einem beliebigen Tensor der gleichen Stufe addiert, 4dndert er diesen
nicht. — Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch die
Angabe der Werte gewisser Skalare und Tensoren beschrieben; daB ein
aus ihnen durch mathematische Operationen gebildeter invarianter (d. h.
nur von ihnen, nicht aber von der Wahl des Koordinatensystems abhingiger)
Tensor == o ist, darin besteht allgemein die Aussage eines Naturgesetzes.

Bezspiele. Die Bewegung eines Punktes wird analytisch in der Weise
dargestellt, daB man den Ort des beweglichen Punktes, bzw. dessen

X:

Koordinaten x; als Funktionen der Zeit # angibt. Die Ableitungen

sind die kontravarianten Komponenten #’ des Vektors » Geschwindigheit«.
Durch Multiplikation mit der Masse »2 des bewegten Punktes, einem Skalar,
der die Trigheit der Materie zum Ausdruck bringt, erhilt man den » Zmpuls«
(oder »Bewegungsgrifie<). Durch Addition der Impulse mehrerer Massen-
punkte, bzw. aller derer, aus denen man sich in der Punktmechanik
einen starren Korper zusammengesetzt denkt, erhilt man den Gesamt-
Impuls des Punktsystems oder des starren Korpers. Bei kontinuierlicher
Massenausbreitung sind die Summen durch Integrale zu ersetzen. Das
Grundgesetz der Bewegung lautet, wenn G? die kontravarianten Kom-
ponenten des Impulses eines Massenpunktes, p* die der Kraft sind:

a6 . . .
= = p*; G = mu.

(25)

Da nach unserer Auffassung die Kraft von Hause aus ein kovarianter
Vektor ist, ist dieses Grundgesetz nur in einem metrischen, nicht in einem
rein affinen Raum moglich. Dasselbe Gesetz gilt fiir den Gesamtimpuls
eines starren Korpers und die an ihm angreifende Gesamtkraft.
Multiplikation von Tensoren. Durch Multiplikation zweier Linearformen
Za,- &, 2&,— n? der Variablen & und % erhilt man eine Bilinearform
z z

> aitnt
ik
und damit aus den beiden Vektoren ¢ und & einen Tensor 2. Stufe ¢:
(26) a;:0r = cip.
Durch die Gleichung (26) wird ein invarianter Zusammenhang zwischen den
Vektoren ¢ und 4 und dem Tensor ¢ dargestellt; d. h. bei Ubergang zu
einem neuen Koordinatensystem gelten fiir die (iiberstrichenen) Komponenten
dieser GroBen im neuen Koordinatensystem genau dieselben Gleichungen
3;77;; = Cip.
In derselben Weise 148t sich z. B. die Multiplikation eines Tensors 1. Stufe

mit einem Tensor 2. Stufe (allgemein eines Tensors beliebiger Stufe mit
einem Tensor beliebiger Stufe) vollziehen; durch Multiplikation von

R . Eo:
2o mit ol
7 - ik
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worin die griechischen Buchstaben, je nachdem sie ihre Indizes oben oder
unten tragen, kontragredient oder kogredient zu transformierende Variable
bedeuten, entspringt die trilineare Form
L

Satksin

7
und somit durch Multiplikation der beiden Tensoren 1. und 2. Stufe ein
Tensor ¢ der 3. Stufe:

/
a; - bi = Cip

An den Komponenten ist diese Multiplikation, wie man sieht, einfach da-
durch auszufithren, daB jede Komponente des einen Tensors mit jeder
Komponente des andern multipliziert wird; die Indizes miissen dabei villig
getrennt gehalten werden. Es ist noch zu beachten, daB beispielsweise die
in bezug auf den Index /kovarianten Komponenten des soeben gebildeten
Tensors 3. Stufe

/
Cip = a;bi durch Cikl = d[bkz

gegeben sind. In solchen Multiplikationsformeln ist es also ohne weiteres
gestattet, irgend einen Index auf beiden Seiten der Gleichung von unten
nach oben oder von oben nach unten zu schaffen.

Beispiele schiefsymmetrischer und symmetrischer Tensoren. Aus zwel
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten af, & entsteht durch
Multiplikation in der einen und andern Reihenfolge und nachfolgende
Subtraktion ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe ¢ mit den kontra-
varianten Komponenten

't = bt — aF .
In der gewohnlichen Vektorrechnung tritt dieser Tensor auf als »vekto-
rielles Produkt« der beiden Vektoren @ und 4. Zeichnet man im drei-
dimensionalen Raum einen bestimmten Schraubungssinn aus, so ist es
nidmlich méglich, eine einfache umkehrbar-eindeutige Korrespondenz
zwischen diesen Tensoren und den Vektoren herzustellen, die es gestattet,
den Tensor ¢ durch einen Vektor zu repridsentieren. (Im vierdimensio-
nalen Raum ist dies schon deshalb ausgeschlossen, weil dort ein schief-
symmetrischer Tensor 2. Stufe 6 unabhingige Komponenten besitzt,
ein Vektor aber nur 4; ebenso in Riumen von noch héherer Dimensions-
zahl. Fiir die Dimensionszahl 3 aber beruht die erwihnte Darstellung
auf folgendem.) Benutzen wir lediglich Cartesische Koordinatensysteme
und fithren neben @ und & noch eine willkiirliche Verschiebung & ein,
so multipliziert sich beim Ubergang von einem Cartesischen Koordinaten-
system zu einem andern die Determinante
lLa' a® a3
= g B
&g g

mit der Determinante der Transformationskoeffizienten. Fiir eine ortho-

Y

I

> R
Sl
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gonale Transformation ist aber diese Determinante = == 1. Beschrinken
wir uns auf die »eigentlichen« orthogonalen Transformationen, fiir welche
diese Determinante = -~ 1 ist, so bleibt jene Linearform der & also
ungedndert; demgemiB ist durch die Formeln

= = =

mit dem schiefsymmetrischen Tensor ¢ ein Vektor ¢* in einer Weise
verkniipft, die invariant ist gegeniiber eigentlichen orthogonalen Trans-
formationen. Der Vektor ¢* ist senkrecht zu den beiden Vektoren @ und
b, und seine GroBe ist (nach elementaren Formeln der analytischen Geo-
metrie) gleich dem Flicheninhalt des von den Vektoren ¢ und & aufge-
spannten Parallelogramms. -— Die Ersetzung der schiefsymmetrischen
Tensoren durch Vektoren in der iiblichen Vektorrechnung mag im In-
teresse der Bezeichnungsskonomie gerechtfertigt sein. Sie verdeckt aber
in mancher Hinsicht das Wesen der Sache und gibt z. B. in der Elektro-
dynamik zu den beriichtigten Schwimmregeln AnlaB, die keineswegs ein
Ausdruck dafiir sind, daB in dem Raum, in dem sich die elektrody-
namischen Vorginge abspielen, ein ausgezeichneter Schraubungssinn
herrscht, sondern nur notwendig werden, weil man die magnetische Feld-
stirke als Vektor betrachtet, wihrend sie in Wahrheit (wie das sog.
vektorielle Produkt zweier Vektoren) ein schiefsymmetrischer Tensor ist.
Wire uns eine Raumdimension mehr beschert, so hitte es niemals zu
einem solchen Irrtum kommen kénnen.

In der Mechanik tritt das schiefsymmetrische Tensorprodukt zweier
Vektoren auf 1) als Drefimpuls (Impulsmoment) um einen Punkt -O: Befindet
sich in 7 ein Massenpunkt und sind &% &°, &3 die Komponenten von

5}’, ferner # die (kontravarianten) Komponenten der Geschwindigkeit
jenes Punktes im betrachteten Moment, 7 seine Masse, so ist der Drehimpuls
definiert durch
Lz'/e — m (uz';‘k — u/e ;‘z').

Der Drehimpuls eines starren Koérpers um einen Punkt O ist die Summe
der den einzelnen Massenpunkten des Korpers zugehorigen Drehimpulse.
2) tritt es auf als Drehmoment einer Kraft. Greift diese im Punkte P
an und sind p? ihre kontravarianten Komponenten, so ist dasselbe definiert
durch

714/: __]y:s‘/e _Pkgl-

Durch Addition erhilt man daraus das Drehmoment eines Kriftesystems.
Fiir einen Massenpunkt wie auch fiir einen frei beweglichen starren Korper
gilt neben (25) das Gesetz

AL N
(27) =%

fir Drehung eines starren Korpers um den festgehaltenen Punkt O gilt
allein das Dreh-Gesetz (27)..
Ein weiteres Beispiel eines schiefsymmetrischen Tensors ist die Dre-
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geschwindigkeit eines starren Korpers um den festen Punkt O. Geht bei
einer Drehung um O allgemein der Punkt P iiber in 2’, so entsteht der

Vektor O»}" also auch PP durch eine lineare Abblldung aus OP

Sind & die Komponenten von OP 0§ die von PP 2%, die Kompo-
nenten jener linearen Abbildung (Matrix), so gilt

(28) & —~2’vk§k

Wir fassen hier lediglich unendlichkleine Drehungen ins Auge; sie sind
unter den infinitesimalen Matrizen durch die weitere Eigenschaft ausge-
zeichnet, daB identisch in &

(58] =0 (Feus) =
wird, und das liefert 2 z
2§i(5§i = o.

Setzen wir die Ausdriicke (28) ein, so kommt
Sehss = Soast =

Das muB identisch in den Variablen &’ gelten, und daher ist

Vi + Vip = o}
der Tensor mit den kovarianten Komponenten wz; ist also schief-
symmetrisch.

Bei der Bewegung eines starren Korpers erfihrt der Korper wihrend
der unendlichkleinen Zeit d# eine unendlichkleine Drehung. Wir brauchen
den eben gebildeten infinitesimalen Drehungstensor » nur durch ¢ zu
dividieren, um (im Limes fiir 0/ = o) den schiefsymmetrischen Tensor
» Winkelgeschwindigkeit« zu erhalten, den wir wiederum mit » bezeichnen
wollen. Die Formeln (28) gehen dabei, wenn #‘ die kontravarianten, w;
die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes 2 be-
deuten, iiber in die Grundformel der Kinematik des starren Korpers:

(29) u; =Zv,-k $&,
/3

Die Existenz der »momentanen Drehaxe« folgt aus dem Umstand, daf
die linearen Gleichungen
S Uik ==

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten v m Falle n = 3 stets
Losungen besitzen, die von der trivialen §* = §* = &% = o verschieden
sind. — Auch die Winkelgeschwindigkeit pflegt meistens als ein Vektor
dargestellt zu werden.

Endlich bietet das bei der Drehung eines Korpers auftretende Zragheits-

moment ein einfaches Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor 2. Stufe.
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Befindet sich im Punkte 7, zu dem vom Drehpunkt O aus der Vektor 51_5
mit den Komponenten & fithrt, ein Massenpunkt von der Masse =, so
nennen wir den symmetrischen Tensor, dessen kontravariante Komponenten
durch m&&* gegeben sind (Multiplikation!), die »Rotationstrégheit« des
Massenpunktes (fiir den Drehpunkt O). Die Rotationstrigheit 7% eines
Punktsystems oder Korpers ist definiert als die Summe dieser fiir seine
einzelnen Punkte # zu bildenden Tensoren. Die Definition weicht von
der iiblichen ab; sie ist aber die richtige, wenn man Ernst damit macht,
die Rotationsgeschwindigkeit als einen schiefsymmetrischen Tensor und
nicht als einen Vektor aufzufassen (wie wir alsbald sehen werden). Fiir
Drehung um O spielt der Tensor 7% die gleiche Rolle wie der Skalar 7
fir Translationsbewegung.

Verjiingung. Sind & die gemischten Komponenten eines Tensors

. . . . -k - .
2. Stufe, so ist 3'c; eine Invariante. Sind also ¢/ die gemischten Kom-
l‘ .

ponenten desselben Tensors nach Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system, so ist

N —7

2 ;= €.

i z

Beweis: Die Variablen &, 7; der Bilinearform
% o
2 e Eng
ik
sind den kontragredienten Transformationen

P Pl r ke —
&= S'akgk, ni= Sai Nk
%

k

zu unterwerfen, um sie in
— s —
E S,
ik
iiberzufiihren. Daraus ergibt sich
-7 k7 or
— E Ci 0, O,
ik
- k 7o
E o = E (cz- (xrozk),
7 ik »
und das ist wegen (20')
;
= S i
5
Die aus den Komponenten ¢; einer Matrix gebildete Invariante 3’ P
. i

heiBt die Spwr der Matrix.

Wir konnen aus diesem Satz sogleich eine allgemeine Rechenoperation
fir Tensoren, die »Verjiingunge«, herleiten, die als zweite neben die
Multiplikation tritt. Indem wir in den gemischten Komponenten eines
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Tensors einen bestimmten oberen mit einem bestimmten unteren Index
zusammenfallen lassen und nach ihm summieren, erhalten wir aus dem
gegebenen Tensor einen neuen, von einer um 2 geringeren Stufenzahl;

lm . .
z. B. aus den Komponenten az;z eines Tensors 5. Stufe die Komponenten
/ J
(30) ahzr Chi

eines Tensors 3. Stufe. Der durch (30) dargestellte Zusammenhang ist
invariant, d. h. driickt sich in der gleichen Weise nach dem Ubergang

zu einem neuen Koordinatensystem aus:
(3 [) 2”/;17/ c‘lzz .

Wir brauchen, um das einzusehen, nur zwel willkiirliche kontravariante
Vektoren &', r/ und einen kovarianten {; zu Hiilfe zu nehmen, mittels

2' Zm ;5 72
a;, C/ ‘[‘:lzf/e

il

ihrer die Komponenten

eines gemischten Tensors z. Stufe zu bilden und auf ihn unsern eben

bewiesenen Satz
77
=27
” r
anzuwenden ; dann ergibt sich, wenn wir die ¢ durch (30), die ¢ durch
(31) definieren, die Formel

thz rtz—‘zthz‘hﬁ b_

feil hil

: : oy =L - : s
Es sind also in der Tat ¢;; im neuen Koo rdinatensystem die Komponenten

desselben Tensors 3. Stufe, dessen Komponenten im alten = o sind.
Beispiele fiir diese Operation der Verjingung sind uns im vorigen
schon in Hiille und Fiille begegnet. Immer wo nach gewissen Indizes
summiert wurde, trat in dem allgemeinen Summenglied der Summations-
index doppelt, einmal unten und einmal oben auf; jede solche Summation
ist die Ausfithrung einer Verjiingung. So z. B. in Formel (29)' aus i
und & kann man durch Multiplikation den Tensor 3. Stufe 7 &’ bilden;
indem man dann 4 mit / zusammenfallen 148t und iiber 4 summiert,
ergibt sich der verjingte Tensor 1. Stufe #;. Fiihrt eine Matrix ./ die
beliebige Verschiebung ¢ in t' = .4(g), eine zweite Matrix I3 diese ¢’
¢’ = B(¢) iiber, so entspringt aus beiden Matrizen eine zusammengesetzte
B4, welche direkt ¢ in " = DB _.4(x) iiberfiithrt. Hat .4 die Komponenten

E . b . .
a;, B die Komponenten ¢;, so sind die Komponenten der zusammen-

gesetzten Matrix I3 :
ck :-—2 ¥ ak.
7

Auch hier handelt es sich um Multiplikation mit nachfolgender Verjiingung. —
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Der ProzeB der Verjingung kann gleichzeitig fiir mehrere Indexpaare vor-

genommen werden. Aus den Tensoren 1., 2., 3., ... Stufe mit den ko-
varianten Komponenten @;, @, @i, ... erhilt man so insbesondere die
Invarianten
NT i ir 7
2 a:a, Zaile‘l ) Zaikla )
i ik ikl

Wenn, wie wir hier annehmen, die dem metrischen Grundtensor ent-
sprechende quadratische Form positiv-definit ist, sind diese Invarianten
alle positiv; denn in einem Cartesischen Koordinatensystem stellen sie
sich direkt als die Quadratsummen der Komponenten dar. Die Quadrat-
wurzel aus diesen Invarianten mag, wie im einfachsten Falle des Vektors,
als der Betrag oder die GroBe des Tensors 1., 2., 3., ... Stufe be-
zeichnet werden.

Wir treffen jetzt und fiir alle Zukunft die Verabredung: wenn in einem
mit Indizes behafteten Formelglied, das die Komponenten eines Tensors
bedeutet, ein Index doppelt, oben und unten vorkommt, so ist stets ge-
meint, daB iiber ihn summiert werden soll, ohne daB wir es fiir notig
finden, ausdriicklich ein Summenzeichen davor zu setzen.

Die Operationen der Addition, Multiplikation und Verjiingung setzen
nur die affine Geometrie voraus; ihnen liegt kein »metrischer Fundamental-
tensor« zugrunde. Dies ist allein fiir den ProzeB des Ubergangs von ko-
varianten zu kontravarianten Komponenten und seine Umkehrung der Fall.

Die Eulerschen Kreiselgleichungen. Zur Eintibung der Tensorrechnung
wollen wir die Eulerschen Gleichungen der kriftefreien Bewegung eines
starren Korpers um einen festen Punkt O herleiten. In einem zum An-
fangspunkt O gehorenden, aus den Einheitsvektoren e, e,, -+, ¢, be-
stehenden affinen Koordinatensystem bilden wir die »vektoriellen Produkte«
[e; ez] = €. Fiir zwei verschiedene Indizes 74 ist e; derjenige schief-
symmetrische kontravariante Tensor 2. Stufe, fiir welchen die Komponente
Sk = L1, ¥ = — 1, alle iibrigen Komponenten o sind; wenn aber
i = % ist, verschwindet ¢; mit allen seinen Komponenten. Der Dreh-
impuls unseres starren Korpers ist der Tensor

Q= LL%ey.
Ist A gleich der iber alle Massenpunkte zu erstreckenden Summe
7% = S’ &, L = H — gt

7z
so konnen wir auch setzen
Q= Hikey, .
Das mechanische Drehgesetz sagt aus, daB dieser Drehimpuls € zeitlich
konstant ist, d. h. daB seine Komponenten Z% in einem raumfesten Ko-
ordinatensystem ¢; sich im Laufe der Zeit nicht #ndern. Verwenden wir

aber jetzt statt des im Raume ein in dem sich drehenden Kérper festes
Koordinatensystem ¢;, so lautet das Drehgesetz so:
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a8  dH* . dey
— == e . ¢ Hl/f._z=

(32) dr = ar T dt

Fiir die zeitliche Ableitung von e;, die jetzt nicht mehr verschwindet,

erhalten wir den Ausdruck

dei de; deg
it "[zzz ) “k] + [el’ ;7] '

de;
L Z/;er ,

at

Ist

so sind 27 die gemischten Komponenten der Drehgeschwindigkeit, deren
kovariante Komponenten gz, 7; = vz; schiefsymmetrisch sind. Wir finden

de, . de,
rk r .
=H [dt , ek]—l—b’ [el, di]
= (H7* v, + H" ) e .

i O
(33) at

>
Der nach dem Massenpunkt 2 hinfilhrende Vektor O2 = p = &’e; hat
in dem korperfesten Koordinatensystem konstante Komponenten & Daher
ist die Geschwindigkeit von 2:

dy e, r ; .
w= g == e, W=ag,
und wir haben

(34) At =uv, ;’m &&=l T,

wo 77 die (im korperfesten Koordinatensystem konstanten) Komponenten
des Trigheitstensors bedeuten. Mit Beniitzung dieser Ausdriicke findet
man, daB in (33) der zweite Term verschwindet; denn

s ok —— o Lk s
H*of = v of T7

ist symmetrisch in 7 und %, weil 7 symmetrisch ist in » und s; und
es bleibt

Aot .
35) P prb g (o) 74 e = o
dt
Dabei bedeutet (v7) den Tensor mit den Komponenten
(o), = vl v};

seine kovarianten Komponenten sind symmetrisch:
(00)ir = v vy = — VeV, = — gor V] U},

Zerspalten wir in Komponenten, so lauten unsere Gleichungen schlieBlich

12 %
{”i”r + (w)g} Tk {‘i”r 4 (w)/;} o
at dt
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Es ist bekanntlich moglich, ein Cartesisches Koordinatensystem, be-
stehend aus den »Haupttrigheitsachsene, einzufiihren, so daB darin

. _‘[I(iz,é)
glk—_[o(z'#k)

ist. Schreiben wir dann 7, anstelle von 7''", analog fiir die iibrigen
Indizes und heben die Unterscheidung der oberen und unteren Indizes
auf, welche jetzt iiberfliissig geworden ist, so gewinnen in diesem Koor-

dinatensystem unsere Gleichungen die einfache Gestalt

und 7% = o (fir 7 F %)

dvy

(Z: + T%) ¥z,

= (Tp — 7)) (v0)iz -

Das sind die Differentialgleichungen fiir die Komponenten z; der un-
bekannten Winkelgeschwindigkeit — Gleichungen, die sich bekanntlich
durch elliptische Funktionen von # lésen lassen. Die hier auftretenden
Haupttrigheitsmomente 7; hingen mit den sich nach den iiblichen Defini-
tionen ergebenden 77* durch die Gleichungen zusammen

T*=T,+7,, T‘=T1T,+7, Ti=7,+7,.

Die von uns gegebene Behandlung des Rotationsproblems liBt sich
im Gegensatz zu der iiblichen Wort fiir Wort von dem dreidimensionalen
auf mehrdimensionale R#iume iibertragen. Das ist ja freilich in praxi
vollig belanglos. Aber erst die Befreiung von der Beschrinkung auf eine
bestimmte Dimensionszahl, die Formulierung der Naturgesetze in solcher
Gestalt, daB ihnen gegeniiber die Dimensionszahl als etwas Zufdlliges
erscheint, biirgt uns dafiir, daf ihre mathematische Durchdringung voll-
stindig gelungen ist. —

Das Eindringen in den Tensorkalkiil hat — abgesehen von der Angst
vor Indizes, die iiberwunden werden muB — gewi seine begrifflichen
Schwierigkeiten. Formal ist aber die Rechenmethodik von der duBersten
Einfachheit, viel einfacher z. B. als der Apparat der elementaren Vektor-
rechnung. Zwei Operationen: Multiplikation und Verjiingung: Neben-
einanderschreiben der Komponenten zweier Tensoren mit lauter ver-
schiedenen Indizes — Identifizierung zweier Indizes oben und unten,
dann (stillschweigend) Summation nach 1thm. Es ist vielfach versucht
worden, in unserm Gebiet eine solche invariante, mit den Tensoren selbst
und nicht mit ihren Komponenten arbeitende Bezeichnungsweise aus-
zubilden, wie sie in der Vektorrechnung besteht. Was aber dort am Platze
ist, erweist sich fiir den viel weiter gespannten Rahmen des Tensorkalkiils
als #uBerst unzweckmiBig. Es werden eine solche Fiille von Namen,
Bezeichnungen und ein solcher Apparat von Rechenregeln nétig (wenn
man nicht doch immer wieder auf die Komponenten zuriickgreifen will),
daB damit ein Gewinn von sehr erheblichem negativem Betrag erreicht
wird. Man muB gegen diese Orgien des Formalismus, mit dem man
heute sogar die Techniker zu beldstigen beginnt, nachdriicklich protestieren.
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§ 7. Symmetrie-Eigenschaften der Tensoren.

Aus den Beispielen des vorigen Paragraphen geht mit aller Deutlich-
keit hervor, daB die symmetrischen und die schiefsymmetrischen Tensoren
2. Stufe, wo sie in den Anwendungen auftreten, vollig verschiedene
GroBenarten darstellen. Der Charakter einer Grofe ist demnach im all-
gemeinen noch nicht vollstindig durch die Angabe beschrieben, sie sei ein
Tensor so und sovielter Stufe, sondern es treten Symmetrie-Merkmale hinzu,

Eine Linearform mehrerer Variablenreihen heiBit symmetrisch, wenn sie
sich bei Vertauschung irgend zweier dieser Variablenreihen nicht édndert;
schiefsymmetrisck, wenn sie durch diesen ProzeB stets in ihr Negatives
umschligt. Eine symmetrische Linearform &indert sich nicht, wenn man
die Variablenreihen irgendwie untereinander permutiert; eine schiefsymme-
trische dndert sich nicht, wenn man mit den Variablenreihen eine gerade
Permutation vornimmt, sie nimmt das entgegengesetzte Vorzeichen an, wenn
jene einer ungeraden Permutation unterworfen werden. Die Koeffizienten
a;; einer symmetrischen Trilinearform (u® die Anzahl 3 wiederum als
Beispiel zu gebrauchen) geniigen den Bedingungen

Cipl == Qrii == Qrip == Akil = ki = Qg
von den Koeffizienten einer schiefsymmetrischen Trilinearform kénnen nur

die mit drei verschiedenen Indizes behafteten == o sein, und.sie erfiillen
die Gleichungen
il == Qpii == Quik == — @il = — Qi == — itk -
Es kann also im Gebiet von 7 Variablen keine (nicht-verschwindenden)
schiefsymmetrischen Formen von mehr als 7 Variablenreihen geben. Wie
eine symmetrische Bilinearform vollstindig ersetzt werden kann durch die
quadratische Form, welche aus ihr durch Identifizierung der beiden Va-
riablenreihen hervorgeht, so ist auch eine symmetrische Trilinearform ein-
deutig bestimmt durch die kubische Form einer einzigen Variablenreihe
mit den Koeffizienten @;z;, welche aus der Trilinearform durch den gleichen
ProzeB entsteht. Nimmt man in einer schiefsymmetrischen Trilinearform
Yo zzdlhginkgz
7

die 3! Permutationen der Variablenreihen &, n,  vor, versieht die so ent-
stehenden Formen jeweils mit dem positiven oder negativen Vorzeichen,
je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist, so steht sechsmal
die urspriingliche Form da. Addiert man alles, so erhilt man fiir diese
die folgende Schreibweise:

§[ Ck &l
s s ‘
(36) F=i a0 gk o

gk gz:

Die Eigenschaft einer Linearform, symmetrisch oder schiefsymmetrisch
zu sein, wird nicht zerstort, wenn jede Variablenreihe der gleichen linearen
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Transformation unterworfen wird. Infolgedessen hat es einen Sinn, von
symmetrischen und schiefsymmetrischen kovarianten oder kontravarianten Ten-
soren zu sprechen. Im Gebiete der gemischten Tensoren aber haben diese
Ausdriicke keinen Sinn. Die symmetrischen Tensoren geben zu keinen
weiteren Bemerkungen AnlaB; etwas ausfiihrlicher miissen wir bei den
schiefsymmetrischen kovarianten Tensoren verweilen, well diese eine ganz
besondere Bedeutung haben.

Durch die Komponenten & einer Verschiebung wird die Richtung
einer Geraden samt Richtungssinn und GroBe festgelegt. Sind &, 5 irgend
zwel voneinander linear unabhingige Verschiebungen, so wird. von ihnen,
wenn man sie von einem beliebigen Punkt O auftrigt, eine Ebene auf-
gespannt. Die Grofen

— &ky |
bestimmen durch ihr Verhiltnis in der gleichen Weise die »Stellungs«
dieser Ebene (eine »Flichenrichtung«), wie die & durch ihr Verhiltnis
die Richtung einer Geraden (eine »Linienrichtunge<) bestimmen. Die &%
sind dann und nur dann alle == o, wenn die beiden Verschiebungen
& n? linear abhinglg sind und also keine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit aufspannen. Mit zwel linear unabhingigen Verschiebungen §
und n ist in der aufgespannten Ebene ein Drehungssinn verkniipft: der
Sinn derjenigen Drehung in der Ebene um O, welche die Richtung von &
durch einen Winkel < 180° in die Richtung von 7 iiberfithrt; und auBer-
dem eine bestimmte MaBzahl (GroBe), niamlich der Flicheninhalt  des
von § und 1 aufgespannten Parallelogramms. ‘Trigt man zwei Verschie-
bungen & 7 von einem beliebigen Punkt O, zwei Verschiebungen &, n,
von einem beliebigen Punkt O, ab, so sind diese dem einen und dem
andern Paar zugehorigen Dinge: Ebenenstellung, Drehsinn und GroBe
dann und nur dann miteinander identisch, wenn die §%* des éinen und
andern Paares miteinander ﬁbereinstimmen:
$nf — §hnf = Sk — Sk

Wie also die & die Richtung einer- Geraden samt Richtungssinn und
GroBe bestimmen, so die §# die Stellung einer: Ebene samt Umlaufssinn
und GroBe; man sieht die volle Analogie.

Um ihr Ausdruck zu geben, kénnte man das erste Gebilde ein ¢in-
dimensionales, das zweite ein sweidimensionales Raumelement nennen. Wie das
Quadrat der GroBe eines eindimensionalen Raumelements durch die Invariante

55t = gu$'§* = Q(8)
gegeben wird, so.das Quadrat der GroBe des zweidimensionalen Raum-

elements nach den Formeln der analytlschen Geometrie durch
T ttk < )

S od

,tz',‘k Syl —— Sik
s =5

man kann dafiir auch. schreiben
Eina(Sint — EFyi) = (&E) (¥ na) — (Eor) (§414)
= Q(8)- Q(n) — Q*(§1)-

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 4
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In dem gleichen Sinne sind die aus drei unabhingigen Verschiebungen
&, 1, L entspringenden Determinanten

E o
§z/cl == | 772 ,nk 771 ‘w
| vk

die Komponenten eines dreidimensionaler Raumelements, dessen GroBe
durch die Quadratwurzel aus der Invariante
x§1u~z}:l
gegeben ist. Im dreidimensionalen Raum ist diese Invariante
= $103 877 = guiguguEHE™,

und da §# = = £**3 ist, je nachdem 7%/ eine gerade oder ungerade
Vertauschung von 123 ist, so bekommt sie den Wert

&5,
wo g die Determinante der Koeffizienten g;z der metrischen Fundamental-
form ist. Das Volumen des Parallelepipeds wird somit

) £ & 8
=Vg-abs. | n* * 73
rrog g

Das befindet sich in Ubereinstimmung mit elementaren Formeln der
analytischen Geometrie. — In einem mehr als dreidimensionalen Raum
kénnen wir dann weiter zu vierdimensionalen Raumelementen iibergehen, usf.

Wie nun ein kovarianter Tensor 1. Stufe jedem eindimensionalen Raum-
element (jeder Verschiebung) in linearer, vom Koordinatensystem unab-
hingiger Weise eine Zahl zuordnet, so ein schiefsymmetrischer kovarianter
Tensor z. Stufe jedem zweidimensionalen Raumelement, ein schiefsymme-
trischer kovarianter Tensor 3. Stufe jedem dreidimensionalen Raumelement
usf.; das geht aus der Schreibweise (36) unmittelbar hervor. Aus diesem
Grunde halten wir uns fiir berechtigt, die kovarianten schiefsymmetrischen
Tensoren schlechtweg als Zneare Tensoren zu bezeichnen. Von Operationen
im Gebiet der linearen Tensoren erwihnen wir die beiden folgenden:

(37) @by — arb; = ciz,

(38) ;b arby + @by = cins;

die erste erzeugt aus zwel linearen Tensoren 1. Stufe einen solchen
2, Stufe, die zweite aus einem linearen Tensor 1. und einem 2. Stufe

einen solchen 3. Stufe.
Zuweilen treten kompliziertere Symmetrie-Bedingungen auf als die bisher

betrachteten. So spielen im Gebiet der Quadrilinearformen # (§ n &' 1)
diejenigen eine besondere Rolle, welche den Bedingungen geniigen:

(39:) FEE') = F(Eqyn'E) = — F(En&'y');
(39.) _ F(E ) = FEnE'n');
(395) FEqs'y )+ FEE Y y) + FlEnE) =
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Es zeigt sich nidmlich, daB zu jeder quadratischen Form eines willkiirlichen
zweidimensionalen Raumelements
g = Eigk — Shpi

eine und nur eine diesen Symmetriebedingungen geniigende Quadrilinear-
form 7 gehort, aus der durch Identifizierung des zweiten Variablenpaares
& 1’ mit dem ersten § u jene quadratische Form entsteht. Kovariante
Tensoren 4. Stufe mit den Symmetrie-Eigenschaften (3¢9) hat man demnach
zur Darstellung von Funktionen zu benutzen, die quadratisch von einem
Flichenelement abhingen.

Die allgemeinste Gestalt der Symmetriebedingung fiir einen Tensor
der 5. Stufe — wir halten uns an ein bestimmtes Beispiel — dessen 1., 2.
und 4. Variablenreihe kontragredient, dessen 3. und 5. kogredient zu
transformieren ist, lautet so:

—
2 esFs = o;
S

darin bedeutet .S alle Permutationen der 5 Variablenreihen, bei denen die
kontragredienten untereinander vertauscht werden und ebenso die kogre-
dienten, Fs diejenige Form, die durch die Permutation .S aus /' entsteht,
¢s ein System bestimmter Zahlen, die den Permutationen .S zugeordnet
sind. Die Summation erstreckt sich iiber alle Permutationen .S. Der Symme-
triecharakter einer bestimmten Art von Tensoren driickt sich in einer oder
mehreren solchen Symmetriebedingungen aus.

§ 8. Tensoranalysis. Spannungen.

GroBen, die den von Ort zu Ort wechselnden Zustand eines riumlich
ausgebreiteten physikalischen Systems beschreiben, haben nicht einen Wert
schlechthin, sondern nur »in jedem Punkte«; sie sind, mathematisch aus-
gedriickt, »Funktionen des Orts«. Je nachdem es sich um einen Skalar,
Vektor oder Tensor handelt, sprechen wir von einem skalaren, Vektor-
oder Tensor-F¢/d. Ein solches ist also. gegeben, wenn jedem Punkte des
Raumes oder eines bestimmten Raumgebietes ein Skalar, Vektor oder
Tensor der betr. Art zugeordnet ist. Benutzen wir ein bestimmtes Ko-
ordinatensystem, so erscheinen dann der Wert der skalaren GroBe, bzw.
die Werte der Komponenten der vektoriellen oder tensoriellen Grofie
in diesem Koordinatensystem als Funktionen der Koordinaten eines in
dem betreffenden Gebiete variablen Raumpunktes.

Die Tensoranalysis lehrt, wie durch Differentiation nach den Raum-
koordinaten aus einem Tensorfeld ein neues in einer vom Koordinaten-
system unabhingigen Weise hergeleitet werden kann. Sie ist wie die
Tensoralgebra von #uBerster Einfachheit: sie kennt nur eine Operation,
die Differentiation.

Ist

P = flx, x5, - x,) = f()
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ein gegebenes Skalarfeld, so ist die einer infinitesimalen Verriickung des
Argumentpunktes, bei welcher dessen Koordinaten x; die Anderung &x;
erfahren, entsprechende Anderung von ¢ gegeben durch das, totale Diffe-
rential

zz’f__m]: ix, + 3 fzz’ I v bf - dx,.

Der Sinn ‘dieser Formel ist der, da8, wenn 4 x; zunichst die Kompo-
nenten einer endlichen Verriickung sind und 4/ die zugehorige Anderung
von £, der Unterschied zwischen

af wad XY

mit den Verriickungskomponenten nicht nur absolut zu o herabsinkt, sondern
relativ zu der GroBe der Verriickung, die etwa durch | x, | - | A, + -
+ Adx, | gemessen werde. Wir ordnen diesem Differential die Linearform

,6f ()
dax;”

der Variablen & zu. Fiihren wir die ganze Konstruktion noch in einem
andern, iiberstrichgnen Koordinatensystem durch, so geht aus der Be-
deutung des Differentials hervor, da8 die erste Linearform in die zweite
iibergeht, wenn die & der zu den Grundvektoren kontragredienten Trans-
formation unterworfen werden. Es sind daher

of bf of

0x, dx,' 7 dx,
die kovarianten Komponenten eines Vektors, der aus dem Skalarfeld «
in einer vom Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt. In der
gewohnlichen Vektorrechnung tritt er als Gradient auf und wird durch

das Symbol grad ¢ “bezeichnet. — Da das Linienelement ]’»?" das von
einem festen Punkt 2 mit den Koordinaten x; nach dem unendlich be-
nachbarten Punkt 2’ mit den Koordinaten x; 4 Zx; hiniiberfiihrt, ein
Vektor ist mit den Aontravarianten "Komponenten Jx;, werden wir oft.
um mit unserer Konvention {iber die Stellung der Indizes in Einklang
zu bleiben, das Zeichen dx; durch (dx)? ersetzen.

Diese Operation lifit sich sofort von einem skalaren auf ein beliebiges
Tensorfeld iibertragen. Seien z. B. f%(x) die in bezug auf 7, 2 kovarianten,
in bezug auf % Lontravarnnten I\omponenten eines Tensorfeldes 3. Stufe;
d"tllll ist

RIS
eine Invariante, wenn wir unter den &, die Komponenten eines willkiir-

lichen, aber konstanten, d. h. vom Orte unabhingigen kovarianten Vektors
verstehen, unter rf, ¢ die Komponenten je -eines ebensolchen kontra-
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varianten Vektors. Die einer infinitesimalen Verriickung mit den Kom-
ponenten (dx)¢ entsprechende Anderung dieser Invariante ist gegeben durch

ik e s
L b LA,
und folglich sind
f/L . afzﬁk

ikl dx;

die Komponenten eines Tensorfeldes 4. Stufe, das in einer vom Koordi-
natensystem unabhingigen Weise aus dem gegebenen entspringt. Das
ist der Prozefp der Differentiation; durch ihn wird, wie man sieht, die
Stufenzahl des Tensors um 1 erhoht. Es ist noch zu bemerken: wegen
der Unabhingigkeit des metrischen Fundamentaltensors vom Ort erhilt
man z. B. die in bezug auf den Index % kontravarianten Komponenten
des eben gebildeten Tensors, indem man unter dem Differentiations-
ik
*_s die Verwandlung von
dxy
kovariant in kontravariant und die Differentiation sind vertauschbar. Die
Differentiation kann' rein formal so ausgefiihrt werden, als ob der betr.
Tensor mit einem Vektor multipliziert wiirde, dessen kovariante Kom-
ponenten

zeichen den Index £ nach oben schafft:

. Ve
40 dx, ' dx,’ T dx,

sind; dabei wird der Differentialquotient als symbolisches "Produkt

37
., 0 . ’ .
von f mit S behandelt. Den symbolischen Vektor (40) findet man in
. %
der Literatur ofter mit dem geheimnisvollen Namen »Nabla-Vektor« belegt.
Beispiele. Aus dem Vektor mit den kovarianten Komponenten #; ent-

. d1; . ..
springt der Tensor 2. Stufe 6—1 = u;;. Daraus bilden wir insbesondere
Xk
/ ) buk au;
I 77777 —
4 ‘ ox; d0xz

Diese GroBen sind die kovarianten Komponenten eines linearen Tensors
2. Stufe; in der gewdhnlichen Vektorrechnung tritt er als Rofation (rot
oder curl) auf. Hingegen sind die GréBen

: (6_21 + bﬁ)

2\xz  dx;
die kovarianten Komponenten eines symmetrischen Tensors 2. Stufe. Bedeutet
der Vektor # die Geschwindigkeit kontinuierlich ausgebreiteter, sich be-
wegender Materie als Funktion des Orts, so gibt das Verschwinden dieses

Tensors an einer Stelle kund, da8 die unmittelbare Umgebung der Stelle
sich wie ein starrer Korper bewegt; er verdient daher, als » Verzerrungs-
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Zensor« bezeichnet zu werden. Endlich aber entsteht aus u; durch
Verjiingung der Skalar
ot
dx;’
in der Vektorrechnung als Divergens (div) bekannt.
Aus emem Tensor 2. Stufe mit den gemischten Komponenten St
entspringt durch Differentiation und Verjiingung der Vektor

d.SF
dxz

Sind @; die Komponenten eines linearen Tensorfeldes 2. Stufe, so
entsteht entsprechend der Formel (38), in der wir & durch # und @ durch
den symbolischen Vektor »Differentiation« ersetzen, aus ihm der lineare
Tensor 3. Stufe mit den Komponenten

(42) bilil 0v; . dvVa
- d0a;

dxz = Ox7

Der Tensor (41), rot, verschwindet, wenn #; Gradient eines Skalarfeldes
ist; der Tensor (42) verschwindet, wenn z;; die rot eines Vektors z; ist.

Spannungen. Ein wichtiges Beispiel fiir ein Tensorfeld bilden die
Spannungen in einem elastischen Kérper; von diesem Beispiel her haben
die Tensoren ihren Namen erhalten. In einem elastischen Kérper, an
dessen Oberfliche Zug- oder Druckkrifte angreifen, auf dessen Inneres
auBerdem irgendwelche an den einzelnen Teilen der Materie angreifende
»Volumkrifte« (z. B. die Schwerkraft) wirken, stellt sich ein Gleich-
gewichtszustand her, in dem die durch die Verzerrung beanspruchten
Kohisionskrifte der Materie jenen eingeprigten Kriften das Gleichgewicht
halten. Schneiden wir ein beliebiges Stiick / der Materie in Gedanken
aus dem Korper heraus, lassen es erstarren und entfernen die iibrige
Materie, so werden die eingeprigten Volumkrifte fiir sich an diesem
Stiick der Materie sich nicht das Gleichgewicht halten; sie sind aber ins
Gleichgewicht gesetzt durch die auf die Oberfliche £ des Stiickes /
wirkenden Druckkrifte, die von dem weggeschnittenen Teil der Materie
auf / ausgeiibt werden. In der Tat haben wir uns, wenn wir auf die
atomistische Feinstruktur der Materie nicht eingehen, vorzustellen, da8
die Kohisionskrifte nur in der unmittelbaren Beriihrung wirksam sind,
so daB also die Einwirkung des weggeschnittenen Materieteils auf / durch
solche oberflichlichen Druckkrifte muB ersetzt werden koénnen; und zwar
darf, wenn &do die auf ein Oberflichenelement o wirkende Druck-
kraft ist, & also den Druck pro Flicheneinheit bedeutet, & nur abhingen
von der Stelle, an der sich das Flichenelement do befindet und von der
ins Innere von J gerichteten Normalen 7 dieses Flichenelements (welche
die »Stellung« von do charakterisiert). Fiir & schreiben wir, um die
letztere Abhingigkeit auszudriicken, €,. Bedeutet — » die der Normale
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n entgegengesetzte Normalenrichtung, so folgt aus dem Gleichgewicht fiir
eine kleine, unendlich diinne Scheibe, daB

(43) C.=—6,
sein muB.

Wit benutzen Cartesische Koordinaten x,, x,, x,. Die Druckkrifte
pro Flidcheneinheit an einer Stelle, welche gegen ein Flichenelement
daselbst wirken, dessen innere Normale in die Richtung der positiven x,,
bzw. x,, bzw. x,-Achse fillt, mégen mit &,, &,, &, bezeichnet werden.
Wir wihlen irgend drei positive Zahlen «,, @,, @, und eine positive Zahl &,
die gegen o konvergieren soll (wihrend die '@; festbleiben). Wir tragen
vom betrachteten Punkt O aus in Richtung der positiven Koordinaten-
achsen die Strecken

OP, = ¢a,, OPF, = ¢a,, OPF, == ¢a,
ab und betrachten das infinitesimale Tetraeder 0.7, 7, P, mit den »Winden«
O~P,, OP,P, OF, P, und dem »Dach« P, P, P,. Ist f der Flichen-
inhalt des Daches und ¢, «,, «, die Richtungskosinusse seiner inneren
Normalen 7, so sind die Flicheninhalte der Winde

—f.ax (= %824243), __f'a27 —f'Cl3.
Der Druck auf die Winde und das Dach betrigt also insgesamt bei un-
endlich kleinem ¢:

G, — (¢, 8, + ,8, + «,€,)}.
f ist von der GroBenordnung &”; die auf das Tetraedervolumen wirkende

Volumkraft ist aber nur von der GroBenordnung &3. Daher muB zufolge
der Gleichgewichtsbedingung
6, =¢6 +a¢,6, 4,6,

sein. Mit Hilfe von (43) iibertréigt sich diese Formel unmittelbar auf
den Fall, da§ das Tetraeder in einem der iibrigen 7 Oktanten gelegen
ist. Nennen wir die Komponenten von &; in bezug auf die Koordinaten-
achsen Sy, Sw, S; und sind &, n? die Komponenten zweier beliebiger
Verschiebungen von der Linge 1, so ist

(44) D' Sukint
ik

die in die Richtung von 7 fallende Komponente derjenigen Druckkraft.
die gegen ein Flichenelement mit der inneren Normale § stattfindet.
Die Bilinearform (44) hat also eine vom Koordinatensystem unabhingige
Bedeutung, und S;; sind die Komponenten eines Tensorfeldes » Spannunge.
Wir operieren hier auch weiter mit rechtwinkligen Koordinatensystemen,
so daB wir zwischen kovariant und kontravariant nicht zu unterscheiden
brauchen.

Wir bilden den Vektor &; mit den Komponenten Si;, S.:;, S
Die in die Richtung der inneren Normale # eines Flichenelements fallende
Komponente von &’ ist dann gleich der x,-Komponente von &,. Die
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x,-Komponente der Gesamt-Druckkraft, die¢ auf der Oberfliche 2 des
herausgeschnittenen Materiestiicks / liegt, ist daher gleich dem Ober-
flichenintegral der normalen Komponente von €', und das ist nach dem
GauBschen Satz gleich dem Volumintegral

— [dive; -7,
¥

das gleiche gilt fiir die x,- und x,~-Komponente. Wir haben also den
Vektor p mit den Komponenten

zu bilden (das ist, wie wir wissen, ein invariantes Bildungsgesetz); einer
Volumkraft von der Richtung und Stirke p pro Volumeinheit sind die
Druckkrifte € in dem Sinne &quivalent, daB fiir jedes herausgegriffene
Stiick Materie /

(45) J&.do= [paV
& ¥

ist. Ist f die eingeprigte Kraft pro Volumeinheit, so lautet die erste
Gleichgewichtsbedingung fiir das erstarrt gedachte Materiestiick

Jio+0dv=o,
7
und da dies fiir jeden Teil / zutreffen muB:

(46) p + fF— o.
Wihlen wir einen beliebigen Anfangspunkt O und bedeutet t den

>
Radiusvektor O nach dem Argumentpunkt 2, die eckige Klammer das
»vektorielle« Produkt, so lautet die zweite Gleichgewichtsbedingung, die
Momentengleichung:

JIt, ©.do+ [[r,81dV = o,
2 F

und da allgemein (46) gilt, muB also auBer (45) auch noch
[it, ©,] do =[x, 3] av
[ ¥

sein. Die x,-Komponente von [r, &,] ist gleich der in der Richtung #
genommenen Komponente von x, &, — x,&); daher ist nach dem GauB-
schen Satz die x,-Komponente der linken Seite

= — [div(x,&, — x,8,)d 7,
Cank

und es kommt die Gleichung
div (x, & — %, &) = — (1,5, — 2,2,).
Die linke Seite ist aber
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= (x, div & — x, div €;) 4 (& - grad x, — &/, - grad x,)
= — (xng - ngz) -+ (523 - 532) .

Demnach ergibt diese Gleichgewichtsbedingung, wenn wir auBer der x,-
noch die x,- und x,-Komponente bilden:

573 = S3a’ 531 = Sx3 ’ Sie = S,

d. h. die Symmetrie des Spannungstensors S. Fiir eine beliebige Ver-
schiebung mit den Komponenten & ist

2’ Sip £ ER

DenkE
die in die Richtung von & fallende Komponente der Druckkraft pro
Flicheneinheit, welche gegen ein senkrecht zu dieser Richtung gestelltes
Flichenelement wirkt. (Hier darf nun wieder ein beliebiges affines Koor-

dinatensystem benutzt werden.) Die Spannungen sind éiner Volumbkraft
vollstindig dquivalent, derven Dichte p sich nack den invarianten Formeln

(47) —pr= 25
47 ]jt - bxk
berechnet. — Im Falle eines allseitig gleichen Drucks p ist
07
Sk=p-0#, p=—2L.
.p ’ p bxi

Durch das Vorige hat nur der Begriff der Spannung seine exakte
Formulierung und mathematische Darstellung gefunden. Zur Aufstellung
der Grundgesetze der Elastizititstheorie ist es weiterhin erforderlich, die
Abhingigkeit der Spannung von der durch die eingeprigten Krifte be-
wirkten Verzerrung der Materie zu ermitteln. - Wir haben keinen AnlaB,
hier darauf niher einzugehen.

§ 9. Das stationire elektromégnetische Feld.

Wo bisher von mechanischen oder physikalischen Dingen die . Rede
war, geschah es zunichst zu dem Zweck, zu zeigen, worin sich deren
riumliche Natur kundgibt: nimlich darin, da8 sich ihre Gesetze als. in-
variante Tensorrelationen ausdriicken. Wir hatten dadurch aber zugléich
Gelegenheit, die Bedeutung der Tensorrechnung an konkreten Beispielen
klar zu machen und spitere Auseinandersetzungen vorzubereiten, die sich
griindlicher mit physikalischen Theorien — um ihrer selbst willen und
wegen ihrer- Bedeutung fiir das Zeitproblem — befassen werden. In
dieser Hinsicht wird nun namentlich die Zheorie des elektromagnetischen
Feldes, das vollkommenste Stiick Physik, das wir heute kennen, von gréBter
Wichtigkeit werden. Hier betrachten wir sie nur insofern, als die Zeit
noch nicht in Frage kommt, d. h. wir beschrinken uns auf zeitlich un-
verdnderliche stationire Verhiltnisse. ‘
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Das Coulombsche Gesetz der Elektrostatik 148t sich folgendermaBen
aussprechen: Sind im Raum irgendwelche Ladungen mit der Dichte ¢
verteilt, so {iben sie auf eine Punktladung ¢ die Kraft

(48) R=¢-C
aus, worin

. ot
(49) €= —f4m3d V.

Hier bedeutet r den Vektor 0»;’, der vom »Aufpunkt« O, in welchem €
bestimmt werden soll, zum Argument- oder »Quell«-Punkt 2 fiihrt, nach
dem integriert wird; » seine Linge; ZF das Volumelement. Die Kraft
setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen, der Ladung ¢ des kleinen
Probekorpers, die nur von dessen Zustand abhingt, und der »Feldstirke«
€, welche im Gegenteil allein durch die gegebene Ladungsverteilung im
Raum bestimmt ist. Wir machen uns die Vorstellung, daB auch dann,
wenn wir an keinem Probekérper die Kraft & beobachten, durch die im
Raume verteilten Ladungen ein »elektrisches Felde hervorgerufen wird,
das durch den Vektor & beschrieben ist; an einer hereingebrachten
Punktladung ¢ gibt es sich durch die Kraft (48) kund. € konnen wir
aus einem Potential ableiten nach der Formel

(50) € = — gradyp, 47TQP =f£; V.

Daraus folgt, 1) daB € wirbelfrei ist, und 2) daB der FluB von € durch
irgend eine geschlossene Oberfliche gleich den von dieser Oberfliche
umschlossenen Ladungen ist, oder daf die Elektrizitit Quelle des elek-
trischen Feldes ist; in Formeln

(51) rot € = o, divE=p¢.

Aus diesen einfachen Differentialgesetzen geht riickwirts wieder das
Coulombsche Gesetz hervor unter Hinzunahme der Bedingung, daB das
Feld € im Unendlichen verschwindet. Machen wir némlich zufolge der

ersten dieser Gleichungen (51) den Ansatz & = — grad ¢, so ergibt sich
aus der zweiten zur Bestimmung von ¢ die Poissonsche Gleichung
A @ = — g, deren Lésung durch (50) geliefert wird.

Das Coulombsche Gesetz ist ein Fernwirkungsgesets: in ihm erscheint
die Feldstirke an einer Stelle abhingig von den Ladungen an allen
andern Stellen, den nichsten und fernsten, im Raum. Im Gegensatz
dazu driicken die viel einfacheren Formeln (51) Nakewirkungsgesetze aus:
da zur Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion an einer
Stelle die Kenntnis ihres Wertverlaufs in einer beliebig kleinen Umgebung
dieser Stelle geniigt, sind durch (51) die Werte von ¢ und € an einer
Stelle und deren unmittelbarer Umgebung miteinander in Zusammenhang
gebracht. Diese Nahewirkungsgesetze fassen wir als den wahren Ausdruck
des in der Natur bestehenden Wirkungszusammenhanges auf, (49) aber
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nur als eine daraus sich ergebende mathematische Konsequenz; auf Grund
der Gesetze (51), die eine so einfache anschauliche Bedeutung haben,
glauben wir zu wverstehen, woher das Coulombsche Gesetz kommt. Gewi§
folgen wir hier vor allem einem erkenntnistheoretischen Zwang; schon
Leibniz hat die Forderung der XKontinuitit, der Nahewirkung als ein
allgemeines Prinzip formuliert und sich aus diesem Grunde mit dem
Newtonschen Fernwirkungsgesetz der Gravitation, das ja dem Coulomb-
schen vollig entspricht, nicht befreunden kénnen. Daneben kommt aber
die mathematische Durchsichtigkeit und der einfache anschauliche Sinn
der Gesetze (51) in Betracht; immer wieder machen wir in der Physik
die Erfahrung, daB, wenn wir erst einmal dazu gelangt sind, die Gesetz-
miBigkeit eines bestimmten Erscheinungsgebietes vollig zu durchdringen,
sie sich in Formeln von vollendeter mathematischer Harmonie ausspricht.
SchlieBlich legt, was das Physikalische betrifft, die Maxwellsche Theorie
in ihrer Weiterentwicklung bestindig Zeugnis davon ab, von wie unge-
heurer Fruchtbarkeit der Schritt von der alten Fernwirkungsvorstellung
zu der modernen der Nahewirkung war.

Das Feld iibt auf die Ladungen, welche es erzeugen, eine Kraft aus,
deren Dichte pro Volumeinheit durch die Formel

(52) . p=2¢C

gegeben ist: so werden wir die Gleichung (48) in strenger Weise zu
deuten haben. Bringen wir einen geladenen Probekdrper in das Feld
hinein, so gehort auch seine Ladung mit zu den felderzeugenden La-
dungen, und die Formel (48) wird nur dann zur richtigen Bestimmung
des vor dem Hineinbringen des Probekérpers herrschenden Feldes €
dienen konnen, wenn die Probeladung ¢ so schwach ist, daB sie das Feld
nur unmerklich verindert. Es ist das eine Schwierigkeit, die sich durch
die ganze experimentelle Physik hindurchzieht: daB wir durch das Herein-
bringen des MeBinstruments die urspriinglichen Verhiltnisse, welche ge-
messen werden sollen, stéren; daher stammen zum guten Teil die Fehler-
quellen, auf deren Elimination der Experimentator so viel Scharfsinn
verwenden muB.

Das Grundgesetz der Mechanik: Masse >< Beschleunigung = Kraft
lehrt, was fiir eine Bewegung der Massen unter dem EinfluB gegebener
Krifte (bei gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten) eintritt. Was aber Kraf¢
ist, lehrt die Mechanik nicht; das erfahren wir in der Physik. Das Grund-
gesetz der Mechanik ist ein offenes Schema, das cinen konkreten Inhalt
erst gewinnt, wenn der in ihm auftretende Kraftbegriff durch die Physik
ausgefillt wird. Die ungliicklichen Versuche, die Mechanik als eine ab-
geschlossene Disziplin fiir sich zu entwickeln, haben sich daher auch
niemals anders zu helfen gewuBit als dadurch, daB sie das Grundgesetz
zu einer Worterkldrung machten: Kraft bedenter Masse >< Beschleunigung.
Hier in der Elektrostatik erkennen wir aber fiir ein besonderes physika-
lisches Erscheinungsgebiet, was Kraft ist und wie sie sich gesetzmiBig
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durch (52) aus den Zustandsgrifien Ladung und Feld bestimmt. Sehen
wir die Ladungen als gegeben an, so liefern die Feldgleichungen (51)
den Zusammenhang, durch welchen die Ladungen das von ihnen erzeugte
Feld determinieren. Was aber die Ladungen betrifft, so weiB man, da8
sie an die Materie gebunden sind. Die moderne Elektronentheorie zeigte,
da das in einem ganz strengen Sinne verstanden werden kann: die
Materie besteht aus Elementarquanten, den Elektronen, die eine voéllig
bestimmte unveridnderliche Masse und dazu eine vollig bestimmte unver-
dnderliche Ladung besitzen. Wo immer wir das Auftreten neuer Ladungen
beobachten, beruht dies lediglich darauf, daB positive und negative Ele-
mentarladungen, die vorher so nahe beieinander waren, daB sie sich in
ihrer Fernwirkung vollstindig kompensierten, auseinandertreten; es »ent-
steht« daher bei solchen Prozessen auch immer gleichviel positive und
negative Elektrizitit. Damit schlieBen sich die Gesetze zu einem Zykel:
die Verteilung der mit ein fiir allemal festen Ladungen versehenen Ele-
mentarquanten der Materie und (wie man bei nicht-stationdren Verhilt-
nissen hinzufiigen muB) ihre Geschwindigkeiten bestimmen das Feld; das
Feld iibt auf die geladene Materie eine durch (52) gegebene pondero-
motorische Kraft aus; die Kraft bestimmt nach dem Fundamentalgesetz
der Mechanik die Beschleunigung und damit die Verteilung und Ge-
schwindigkeit der Materie im nichsten Moment. Zrst dieser ganse theo-
retische Zusammenhang ist eciner experimentellen Nachpriifung fahig —
wenn wir annehmen, daBf die Bewegung der Materie das ist, was wir
direkt beobachten konnen (was iibrigens auch nur bedingt zugegeben
werden kann); nicht aber ein einzelnes, aus diesem theoretischen Gefiige
herausgerissenes Gesetz! Der Zusammenhang zwischen der unmittelbaren
Erfahrung und dem, was die Vernunft begrifflich als das hinter ihr
steckende Objektive in einer Theorie zu erfassen sucht, ist nicht so ein-
fach, daB jede einzelne Aussage der Theorie fiir sich einen unmittelbar
in der Anschauung zu verifizierenden Sinn besiBfie. Wir werden im
folgenden immer deutlicher sehen, daB Geometrie, Mechanik und Physik
in dieser Weise eine unlosbare theoretische Einheit bilden, etwas, das
man immer a/s Ganzes vor Augen haben muBf, wenn man danach fragt,
ob jene Wissenschaften die in allem subjektiven BewuBtseins-Erleben sich
bekundende, dem BewuBtsein transzendente Wirklichkeit verniinftig deuten:
die Wahrheit bildet ein Systemz. — Im iibrigen ist das hier in seinen
ersten Ziigen geschilderte physikalische Weltbild charakterisiert durch den
Dualismus von Materie und Feld, die sich in gegenseitiger Wechselwirkung
befinden; wir werden spdter zu untersuchen haben, ob und wie sich dieser
Dualismus iiberwinden l4ft.

Die ponderomotorische Kraft im elektrischen Feld ist schon von Faraday
auf Spannungen zuriickgefihrt worden. Benutzen wir ein rechtwinkliges
Koordinatensystem x,,x,, x;, in welchem Z,, Z,, Z, die Komponenten
der elektrischen Feldstirke sind, so ist die x;-Komponente der Kraft-
dichte
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VE, VE,
pi=eli= E(a, bx2 bx)

Durch eine einfache, die Wirbellosigkeit von € beriicksichtigende Umrech-
nung findet man daraus, daB die Komponenten p; der Kraftdichte sich nach
den Formeln (47) aus einem Spannungstensor ableiten, dessen Komponenten
Si in dem folgenden quadratischen Schema zusammengestellt sind:

%(52+E§—E3)7 _ExE27 _Eng
(s3) — B, B, (B +L—E), —EE
- B, — L, GE+E—E)
Wir sehen, daB die Symmetriebedingung Sz; = Sy erfiillt ist. Vor allem

ist aber von Wichtigkeit, daB die Komponenten des Spannungstensors
an einer Stelle nur von der elektrischen Feldstirke an dieser Stelle ab-
hingen. (Sie hidngen zudem nur von dem Ze¢/d, nicht auch von der
Ladung ab.) Immer wenn eine Kraft p sich nach (47) auf Spannungen S.
die einen symmetrischen Tensor 2. Stufe bilden, zuriickfithren li8t, welcher
nur von den Werten der den physikalischen Zustand beschreibenden Zustands-
grofen an der betreffenden Stelle abhingt, werden wir diese Spannungen
als das Primire, die Kraftwirkungen als ihre Folge zu betrachten haben.
Mathematisch erhellt die Berechtigung dieser Auffassungsweise daraus,
daB die Kraft p sich aus der Spannung durch Differentiation ergibt; die
Spannungen liegen also gegeniiber den Kriften sozusagen um eine Diffe-
rentiationsstufe weiter zuriick und hingen trotzdem nicht, wie es fiir ein
beliebiges Integral der Fall wire, von dem ganzen Verlauf der Zustands-
groBen, sondern nur von ihrem Wert an der betr. Stelle ab. Physikalisch
ist eine solche Darstellung in erster Linie darum bedeutungsvoll, weil
sie in Evidenz setzt, daB die resultierende Gesamtkraft wie auch das re-
sultierende Drehmoment, das ein System geladener Massen auf sich selber
ausiibt, verschwindet. Denn die /¢ Komponente K; der Gesamtkraft ist
gleich dem FluB, welchen der Vektor -
S = (Si17 Sz'z,l Si3)

durch eine das Korpersystem einschlieBende Fliche £ hindurchschickt.
Weil im ladungsfrelen Raum div&; verschwindet, ist dieser FluB nach
dem GauBschen Satz unabhingig davon, wie im {ibrigen die einschlieBende
Fliche £ gewihlt wird. Nehmen wir fiir £ eine Kugel von unendlich
groBem Radius, so ergibt sich A= o. Bei der Berechnung des resul-
tierenden Drehmoments hat man-den Vektor &; zu ersetzen durch sein
vektorielles Produkt [v&;] mit ‘dem vom Drehpunkt O zum variablen

Aufpunkt 2 im Felde hinfilhrenden »Hebelarm« 1t = 5} Die beiden
so gewonnenen »Impulssidtze« besagen, daB ein abgeschlossenes System
geladener Massen sich, wenn es anfangs ruht, nicht aus sich selbst her-
aus als Ganze$ in translatorische ‘oder rotatorische Bewegung versetzen
kann. Legt man die im leeren Raum verlaufende Fliche £2 so, daB sie
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einen Teil M’ der geladenen Massen von den iibrigen A/” trennt, so
liefern die Fliisse von &;, bzw. [t&;] durch £ hindurch die Kraft, bzw.
das Kraftmoment, welches A’ auf M" ausiibt; wiederum kommt es
bei der Berechnung auf den genaueren Verlauf von £ nicht an, wenn
diese Fliche nur A’ von M" trennt. Diese Darstellung lehrt, daB die
Kraft, bzw. das Kraftmoment, welches M” auf M’ ausiibt, entgegen-
gesetzt gleich ist der Kraft, bzw. dem Kraftmoment, mit welchem der
Teil M’ auf M" wirkt: Prinzip der Gleichheit von actio und reactio.
AuBerdem geht aus ihr hervor: Andert man die Verteilung der geladenen
Massen M’ und M" so ab, daB das zwischen ihnen sich erstreckende
elektrische Feld erhalten bleibt, so 4ndert sich die Kraft nicht, welche
M' auf M" ausiibt; ebensowenig das Kraftmoment.

Der Tensor (53) ist natiirlich unabhingig von der Wahl des Koordi-
natensystems. Fiihren wir das Quadrat des Betrages der Feldstirke ein
| = E:E*,

so ist in der Tat

Sit = 38 | E | — E:Ep:
das sind die kovarianten Spannungskomponenten nicht nur in einem Cartesi-
schen, sondern in einem beliebigen affinen Koordinatensystem, wenn die
E; die kovarianten Komponenten der Feldstirke sind. Die anschauliche Be-
deutung der Spannungen ist iiberaus einfach. Benutzen wir an einer Stelle
rechtwinklige Koordinaten, deren x,-Achse in die Richtung von € weist,

Er=iEJ7 Ez=°7 E3=°7
so finden wir: sie bestehen aus einem Zug von der Stirke ;| Z * in
Richtung der Kraftlinien und einem Druck von der gleichen Stirke
senkrecht zu ihnen.
Die elektrostatischen Grundgesetze konnen wir in invarianter Tensovgestall
jetst so zusammenfassen:

bEk bE; 6(
I S —bx;,=o’ bzw. E‘___—bf ;
(5 AE!
(54 (I1) S O
(III) Siz = 28 I E 12 — E:E: .
Einem System einzelner Punktladungen ¢, ¢,, ¢,, ... kommt die
potentielle Energie
I €:CE
U= -
8 T

zu; 7; bedeutet die Entfernung der beiden Ladungen ¢; und e¢z. Dies
besagt, daB die virtuelle Arbeit, welche die an den einzelnen Punkten
angreifenden (von den Ladungen der iibrigen Punkte herrithrenden) Krifte
bei einer infinitesimalen Verriickung der Punkte leisten, ein totales Diffe-
rential, ndmlich = 0 U ist. Fiir kontinuierlich verteilte Tadungen geht
diese Formel iiber in:
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U=ff%§)7"ggww';

beide Volumintegrationen nach 2 und 2’ erstrecken sich iiber den ganzen
Raum, 7pp ist die Entfernung dieser beiden Punkte. Unter Benutzung
des Potentials ¢ konnen wir dafiir schreiben

U= 1feqpadV.
Der Integrand ist ¢ - div€. Zufolge der Gleichung
div (p€) = ¢ -div€ 4 € - grad ¢

und des GauBschen Satzes, nach dem das iiber den gesamten Raum
erstreckte Integral von div (¢ €) gleich o wird, ist

JopdV=—[(€ grndg)dV=[|E|"dV;
’55) U= [ E|*dV.

Ohne Benutzung der Fernwirkungsformeln erhilt man dieses Resultat
auch auf folgendem Wege. Will man zu den vorhandenen Ladungen, die
ein Feld mit dem Potential ¢ erzeugen, in einem Volumelement die
unendlichkleine Ladung de hinzufiigen, etwa dadurch daB man sie aus
dem Unendlichen an den Ort des Volumelements bringt, so ist dazu die
Arbeit @-de zu leisten. Um an der vorhandenen Ladungsverteilung

eine unendlichkleine Verinderung vorzunehmen, bei welcher die Dichte ¢
den Zuwachs 0 erfihrt, ist demnach die Arbeit

(5(]=f(p69-dV

erforderlich; JU ist der durch jene Anderung bedingte Zuwachs an
Energie. Es ist aber
do = 0(divE) = div(d€),
wo d€ die zugehorige Feldinderung bezeichnet; ferner
div(ep - 0€) = ¢ - div(d€) + gradgp - € =@ - dop — €- €.

Da das Raumintegral einer Divergenz verschwindet, gilt daher
azf:f(@-a@) av.

Das ist in der Tat nichts anderes als die Variation des Integrals (55).
Die damit von neuem gewonnene Formel (55) setzt unmittelbar in Evi-
denz, daB die Energie einen positiven Betrag besitzt. Fiihren wir die Krifte
auf Spannungen zuriick, so miissen wir uns vorstellen, da8 diese Spannungen
(wie die Spannungen des elastischen Korpers) iiberall mit positiver poten-
tieller Spannungsenergie verbunden sind; der Sitz der Energie wird also
im Felde zu suchen sein. Dariiber gibt die Formel (55) vollig befrie-
digende Rechenschaft; sie lehrt, daB die mit der Spannung verbundene
Energie pro Volumeinheit £ Z|® betrigt, also genau gleich dem Zug

2

und Druck ist, welche in Richtung und senkrecht zu den Kraftlinien
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stattfinden. Wieder ist es natiirlich entscheidend fiir die Zuldssigkeit
dieser Auffassungsweise, daB die erhaltene Energiedichte nur von dem
Werte der das Feld charakterisierenden ZustandsgroBe € an der betr.
Stelle abhingt. Es kommt jetzt nicht nur dem Gesamtfeld, sondern
auch jedem Stiick des Feldes ein bestimmter potentieller Energieinhalt
f 3| £|? 4V zu. In der Statik spielt nur die Gesamtenergie eine Rolle; erst
wenn wir hernach zur Betrachtung veridnderlicher Felder iibergehen, werden
sich unzweifelhafte Bestitigungen der Richtigkeit dieser Auffassung einstellen.

Auf Leitern sammeln sich im statischen Feld die Ladungen auf der
Oberfliche, und im Innern der Konduktoren herrscht kein elektrisches
Feld. Dann reichen die Gleichungen (51) aus;, um das elektrische Feld
im leeren Raum, im »Ather«, zu bestimmen. Befinden sich aber Nicht-
Leiter, Diélektrika, im Felde, so ist die Erscheinung der diélektrischen
Polarisation zu beriicksichtigen, — Zwei an den Stellen 2, und 2, be-
findliche Ladungen - ¢ und — ¢, ein »Quellpaar«, wie wir kurz sagen
wollen, erzeugen ein Feld, das aus dem Potential

¢ ( I 1
47T\ 7y 72
entspringt, in welchem 7, und 7, die Entfernungen der Punkte 7, /7,

vom Aufpunkt O bedeuten. Das Produkt aus ¢ und dem Vektor P:?’,
heiBe das Moment des Quellpaares. Lassen wir die beiden Ladungen
an einer Stelle 7 in bestimmter Richtung zusammenriicken, indem wir
dabei die Ladung gleichzeitig so wachsen lassen, daB das Moment P
konstant bleibt, so entsteht im Limes die »Doppelquelle« vom Moment B,
deren Potential durch .
| 2 - grad pL
47C r . .
gegeben ist. In einem Diélektrikum hat nun ein elektrisches Feld zur
Folge, daB in den einzelnen Volumelementen desselben derartige Doppel-
quellen entstehen; diesen Vorgang bezeichneét man als Polarisation. Ist P
das elektrische Moment der Doppelquellen pro Volumeinheit; 'so gilt dann
fir das Potential statt (50) die Formel

_[e . L.
(5'6)‘ amy —fra’V—i‘—fiBAgradp‘r av.

Vom Standpunkt der Elektronentheorie kénnen wir diesen Vorgang ohne
weiteres verstehen. Stellen wir uns etwa.vor, daB ein Atom aus’einem
ruhenden, positiv geladenen »Kerne¢ besteht, um den ein Elektron  von
der -entgegengesetzten Ladung in einer Kreisbahn rotiert. Im Zeitmittel
fir eineh vollen Umlauf des Elektrons wird dann die mittlere Lage des
Elektrons mit der des Kerns zusammenfallen und -das Atom nach auBen
als 'véllig neutral erscheinen. Wenn aber ein elektrisches Feld wirkt, so
iibt dieses auf das negative Elektron eine" Kraft aus, die zur Folge haben
wird,' daB seine Bahn zum Atomkern exzentrisch liegt, etwa eine Ellipse
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wird, in deren einem Brennpunkt der Kern sich befindet. Im Mittel fiir
solche Zeiten, die groB sind gegeniiber der Umlaufszeit des Elektrons,
wird das Atom dann wirken wie ein ruhendes Quellpaar; oder wenn wir
die Materie als kontinuierlich behandeln, werden wir in ihr kontinuierlich
verbreitete Doppelquellen annehmen miissen. Schon vor einer genaueren
atomistischen Durchfithrung dieses Gedankens werden wir sagen konnen,
dafl wenigstens in erster Anniherung dabei das Moment pro Volumeinheit
B, die »Polarisition«, der erregenden elektrischen Feldstirke & propor-
tional sein wird: =€, wo % eine Materialkonstante bedeutet, die von
der chemischen Beschaffenheit der Substanz, ndmlich dem Bau ihrer Atome
und Molekiile, abhingt. Da

B 1 div

div(®) = B.erad L 4+ VA

N(r) B gra . -+ B
ist, konnen wir die Gleichung (56) ersetzen durch

R dv®
7
Fiir die Feldstirke € = — grad ¢ ergibt sich daraus
div € = ¢ — div B.

Fiihren wir also die »elektrische Verschiebung«

D= G+ P
ein, so lauten die Grundgleichungen jetzt
(57) rot € = o, div® = o.

Sie entsprechen den Gleichungen (51); in der einen von ihnen tritt aber
jetzt die Feldstirke €, in der andern die elektrische Verschiebung ® auf;
die Ladungen sind die Quelle der elektrischen Verschiebung. Bei der
obigen Annahme P = «€ erhdlt man, wenn man die Materialkonstante
¢ =1 «, die sog. Diélektrizititskonstante einfiihrt, das Materialgesetz
"(58) D = €.

Durch die Beobachtung bestitigen sich diese Gesetze aufs beste. Der
von Faraday experimentell nachgewiesene Einfluf des Zwischenmediums,
der sich in diesen Gesetzen kundgibt, ist, wie man weiB, fiir die Aus-
bildung der Nahewirkungstheorie von groBer Bedeutung gewesen. — Auf
eine entsprechende Erweiterung der Formeln fiir Spannung, Energie und
Kraft kénnen wir hier verzichten.

Ohne Benutzung der Fernwirkungsvorstellung ergeben sich die Grund-
gleichungen fiir Diélektrika nach H. A. Lorentz in der folgenden Weise.
Wir unterscheiden das in Wahrheit vorhandene »mikroskopische« Feld
von dem beobachtbaren »makroskopischen«, das man aus jenem gewinnt,
indem man den Mittelwert bildet iiber einen Raumbereich, der groB ist
gegeniiber den Ausdehnungen der regellosen atomistischen Unebenheiten
des mikroskopischen Feldes, welcher aber bei der tatsichlichen Messung
der physikalischen ZustandsgroBen keine weitere Trennung in qualitativ

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl, 5
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verschiedene Teile mehr gestattet. Bezeichnet € die makroskopische

Feldstirke und o die makroskopische Ladungsdichte, so ergibt sich zu-

ndchst durch Mittelung aus den Gleichungen (51):

ot€ =o, div€=y.

Die wahren Ladungen bestehen einerseits aus den freien Elektronen, an-

drerseits aus den polarisierten Atomen. Die aus den freien Elektronen

entspringende gemittelte Ladungsdichte ¢ ist diejenige, welche wir ma-

kroskopisch als wirkliche Ladung beobachten: f odV ist die Ladungs-
v

summe der frelen Elektronen im Volumen ». Wir bestimmen zweitens
die Summe der von den polarisierten Atomen herrithrenden Ladungen im
Innern von 7. Ist I der Vektor in dem zum Dipol gewordenen Atom,
welcher von der negativen Ladung — ¢ zu der positiven -}~ ¢ hinfiihrt,
so ist ¢l sein Moment und, wenn /V die Zahl der polarisierten Atome
pro Volumeinheit ist, Vel =B die Polarisation. Betrachten wir ein
(makroskopisches) Element do der das Volumen 7 umgrenzenden Ober-
fliche £2; am Ort dieses Elements moge etwa der Vektor [ nach auBen
weisen. Wiirde 7 von jedem Dipol Quelle und Senke gleichzeitig ent-
halten, so wiirde die gesuchte Ladungssumme = o sein. Nun durch-
schneidet aber die Oberfliche £ gewisse Dipole derart, daB die eine
Ladung innerhalb, die andere auBerhalb von £ liegt. Die von 4o in
dieser Weise zerschnittenen Dipole sind diejenigen, deren positive Ladung
in einem Zylinder liegt, dessen Grundfliche 4o, dessen Mantellinie [ ist.
Sein Volumen ist do-Y, (I, die nach der &uBeren Normale genommene
Komponente von [), die Anzahl der positiven® Dipolladungen in ihm
Ndo -1, , die Summe dieser Ladungen selbst Nel,do = PB,do. Die
Summe derjenigen Ladungen auBerhalb (2, welche jeweils mit einer ent-
gegengesetzten Ladung innerhalb 2 zu einem Dipol zusammengekoppelt
sind, der Ladungen also, welche von den Dipolen aus 7 »herausgesteckt«
werden, ist daher = f L. do, und die von den Dipolen herrithrende Gesamt-
Q2

ladung des Gebietes 7
(59) =~ [Pudo=— [divg-ar.
e v

Wenn die Polarisation nicht iiber das ganze Gebiet hin gleichmiBig ist,
liefert das im allgemeinen einen von o verschiedenen Beitrag. Wir er-
halten von neuem

div€ = ¢ — div'B.

Es versteht sich aus dieser Herleitung, daB (57), (58) keine streng
giiltigen Gesetze sind, sondern sich auf Mittelwerte beziehen, zu bilden
fir Rdume, die viele Atome enthalten, und fiir Zeiten, die groB sind
gegeniiber den Umlaufszeiten der Elektronen im Atom. Als die exakten
Naturgesetze sehen wir nack wie vor (51) an. Unser Absehen hier und
im folgenden ist durchaus auf die exakten Naturgesetze gerichtet. Es
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bilden aber, wenn man von den Erscheinungen ausgeht, solche »phino-
menologischen« Gesetze wie (57), (58) den notwendigen Durchgangspunkt
von dem, was die Beobachtungen direkt ergeben, zu der exakten Theorie.
Im allgemeinen konnen wir erst von ihnen aus uns eine derartige
Theorie erarbeiten. Diese wird sich dann als giiltig erweisen, wenn es
gelingt, unter Zuhilfenahme bestimmter Vorstellungen iiber die atomi-
stische Konstitution der Materie von ihr aus durch Mittelwertbildung
wieder zu den phinomenologischen Gesetzen zu gelangen. Es miissen
sich dabei, wenn der Atombau bekannt ist, zugleich die Werte der in
diesen Gesetzen auftretenden Materialkonstanten ergeben (in den exakten
Naturgesetzen kommen keine solchen Konstanten vor). Da die Giiltigkeit
der Materialgesetze wie (38), die den EinfluB der Materie nur in Bausch
und Bogen beriicksichtigen, bei Vorgingen, fiir welche die feinere Struktur
der Materie nicht gleichgiiltig ist, sicher versagt, miissen sich aus einer
solchen atomistischen Theorie ferner die Grenzen der Giiltigkeit der
phinomenologischen Theorie ergeben und diejenigen Gesetze, welche
jenseits dieser Grenzen an ihre Stelle treten. Die Elektronentheorie hat
in alle dem groBe Erfolge aufzuweisen, wenn sie auch wegen der Schwierig-
keit, iiber den feineren Aufbau des Atoms und die Vorginge im Innern
desselben Aufschluf zu erhalten, noch lange nicht zum AbschluB ge-
kommen ist. —

Der Magnetismus scheint nach den ersten Erfahrungen an permanenten
Magneten nur eine Wiederholung der Elektrizitit: auch hier das Cou-
lombsche Gesetz! Sogleich aber macht sich ein charakteristischer Unter-
schied geltend: man kann positiven und negativen Magnetismus nicht
voneinander trennen; es gibt keine Quellen, sondern nur Doppelquellen
des Magnetfeldes; der Magnet besteht aus unendlichkleinen Elementar-
magneten, deren jeder schon positiven und negativen Magnetismus in sich
tragt. De facto ist aber die Magnetismusmenge in jedem Materiestiick
= o, und das heit denn doch: es gibt in Wahrheit gar keinen Magne-
tismus. Die Aufklidrung brachte die Entdeckung der magnetischen Wirkung
des elektrischen Stromes durch Orsted. Die im Biot-Savartschen Gesets
niedergelegte genaue quantitative Formulierung dieser Wirkung fiihrt ebenso
wie das Coulombsche auf zwei einfache Nahewirkungsgesetze: bedeutet 3
die Dichte des elektrischen Stroms, § die magnetische Feldstirke, so gilt

(60) rotH = 3, div) =o.

Die zweite Gleichung sagt die Nicht-Existenz von Quellen des Magnet-
feldes aus. Die Gleichungen (60) sind ein genaues Seitenstiick zu (51)
unter Vertauschung von div und rot. Diese beiden Operationen der
Vektoranalysis entsprechen sich in derselben Weise, wie in der Vektor-
algebra skalare und vektorielle Multiplikation (div ist skalare, rot vektorielle
Multiplikation mit dem symbolischen Vektor »Differentiation<). Die im
Unendlichen verschwindende Losung der Gleichungen (60) bei gegebener
Stromverteilung lautet daher auch ganz entsprechend zu (49):

5*
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(61) p=[Lar,

47T
das ist eben das Biot-Savartsche Gesetz. Man kann diese Losung aus
einem »Vektorpotential« { ableiten nach den Formeln

. 8
9 =rotf, 4ﬁf=f7dV.

SchlieBlich lautet die Formel fiir die Kraftdichte des Magnetfeldes ganz
analog zu (52): :

(62) p = [39)].

Es ist kein Zweifel, daB wir durch diese Gesetze die Wahrheit iiber den
Magnetismus erfahren. Sie sind keine Wiederholung, aber ein genaues
Seitenstiick der elektrischen; sie entsprechen ihnen wie das vektorielle
Produkt dem skalaren. Es 1dBt sich aus ihnen mathematisch beweisen,
daB ein kleiner Kreisstrom genau so wirkt wie ein kleiner, senkrecht
durch den Kreisstrom hindurchgesteckter Elementarmagnet. Das ma-
gnetische Moment eines solchen Kreisstroms wird seiner GréBe nach ge-
geben durch das Produkt aus Stromstirke und Flicheninhalt des vom
Strom umgrenzten Flichenelements; seiner Richtung nach fillt es zusam-
men mit der Normale dieses Flichenelements. Wir haben uns infolge-
dessen nach Ampére vorzustellen, daB die magnetische Wirkung magne-
tisierter Korper auf Molekularstrémen beruhe; nach der Elektronentheorie
sind diese ohne weiteres gegeben durch die im Atom umlaufenden
Elektronen.

Auch die Kraft p des Magnetfeldes kann auf Spannungen zuriick-
gefithrt werden, und zwar ergeben sich fiir die Spannungskomponenten
genau die gleichen Werte wie im elektrostatischen Felde: man braucht
nur € durch § zu ersetzen. Wir werden infolgedessen fiir die Dichte
der im Felde enthaltenen potentiellen Energie hier genau den entsprechen-
den Ansatz 9* machen; seine volle Rechtfertigung findet er erst in der
Theorie der zeitlich verinderlichen Felder.

Aus (60) folgt, daB der Strom quellenfrei verteilt ist: div 8 = o. Das
Stromungsfeld kann daher in lauter in sich zuriicklaufende Stromréhren
zerlegt werden; durch alle Querschnitte einer einzelnen Stromrohre flieft
derselbe Gesamtstrom. Aus den Gesetzen des stationdren Feldes geht in
keiner Weise hervor und es kommt fiir sie in keiner Weise in Betracht,
daB dieser Strom elektrischer Strom im wértlichen Sinne ist, d. h. aus
bewegter Elektrizitidt besteht; dies ist aber zweifellos der Fall. Im Lichte
dieser Tatsache besagt das Gesetz div3 = o, daB Elektrizitit weder
entsteht noch vergeht. Nur darum, weil der FluB des Stromvektors &
durch eine geschlossene Oberfliche Null ist, kann die Dichte der Elektrizitit
allerorten unverindert bleiben — es handelt sich jetzt ausschlieBlich um
stationdre Felder! —, ohne daB Elektrizitit entsteht oder vergeht. — Das
oben eingefiihrte Vektorpotential | geniigt ebenfalls der Gleichung div j = o.
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8 ist als elektrischer Strom ohne Zweifel ein Vektor im eigentlichen
Sinne des Worts. Dann geht aber aus dem Biot-Savartschen Gesetz hervor,
daB O nicht ein Vektor, sondern ein lincarer Tensor 2. Stufe ist, dessen
Komponenten in irgend einem (Cartesischen oder auch nur affinen
Koordinatensystem) Az heiBen mogen. Das Vektorpotential | ist ein
wirklicher Vektor. Sind ¢; seine kovarianten Komponenten und s’ die
kontravarianten der Stromdichte (der Strom ist von Hause aus wie die
Geschwindigkeit ein kontravarianter Vektor), so enthilt die folgende Tabelle
die endgiiltige (von der Dimensionszahl unabhingige) Form der Gesetse
des Magnetfeldes cines stationdren elektrischen Stromes:

0w | VHi | 3Hu IRYTRY”
(63, 1) dx; + dxz e b M= dx;  dxz
und ‘
d H % .
(63, 1) dap st

Die Spannungen bestimmen sich aus
(63, 111) S# = Hy H* — 307 H ',

wo | H| den Betrag des Magnetfeldes bedeutet:
| |* = S Hu H*.
Der Spannungstensor ist symmetrisch, da
[{er/; == H;Hkr = ng-HirH/es .

Die Komponenten der Kraftdichte sind
(63, 1V) pi = Hizs®,
die Energiedichte =i H|

Das sind die Gesetze, wie sie fiir das Feld im leeren Raum gelten;
wir betrachten sie wie im elektrischen Fall als die allgemein giiltigen
exakten Naturgesetze. Fiir eine phinomenologische Theorie muB aber
wieder die der diélektrischen Polarisation analoge Erscheinung der Magneti-
sierung beachtet werden; hier tritt dann wie © neben € die »Magnet-
induktion« B neben der Feldstirke § auf, es gelten die Feldgesetze

rot) = 3, divB = o

und das Materialgesetz
(64) B = ud;
die Materialkonstante u heift magnetische Permeabilitit. Ubrigens ist B,
nicht § zu identifizieren mit dem Mittelwert der Feldstirke des mikro-
skopischen magnetischen Feldes; die Magnetinduktion B ist also eine
physikalisch einfache GroBe, wihrend die makroskopische Feldstirke £
nach der Formel § =B — MM aus B und der »Magnetisierung« IR,

dem magnetischen Moment pro Volumeinheit, zusammengesetzt ist. Die
mittlere Dichte aller vorhandenen Stréme besteht ndmlich aus zwei Teilen:
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zu der Dichte 8 des makroskopisch beobachtbaren Stroms fiigen die
molekularen Kreisstrome das Glied rot @ hinzu. Der Beweis verlduft
ganz analog wie die Ableitung der Formel (59) fiir die Dipolladungen.
Statt der Dipolladungen in einem Volumstiick /7 hat man hier die Mo-
lekularstréme zu betrachten, die ein berandetes Flichenstiick durchsetzen;
wie dort nur diejenigen Dipole einen nichtverschwindenden Beitrag lie-
ferten, welche vom der Oberfliche des Volumstiicks durchschnitten wur-
den, so hier nur diejenigen Molekularstréme, welche die Randkurve um-
schlingen. . — ZJn wichtiger Unterschied ist zu bemerken: Wihrend das
einzelne Atom durch die Wirkung der elektrischen Feldstirke erst po-
larisiert (zu einer Doppelquelle) wird, und zwar in Richtung der Feld-
stirke, ist das Atom wegen der in ihm Dbefindlichen rotierenden Elek-
tronen von vornherein ein Elementarmagnet. Aber alle diese Elementar-
magnete heben ihre Wirkungen gegenseitig auf, solange sie ungeordnet
sind und alle Stellungen der Elektronen-Kreisbahnen im Durchschnitt gleich
oft vorkommen. Die einwirkende magnetische Kraft hat hier lediglich die
Funktion, die vorhandenen Doppelquellen zu 7ic/ifen. In welchem MaBe
ihr das gelingt, hingt von der Stirke der molekularen Wirmebewegung
ab, welche die molekulare Unordnung immer wiederherzustellen bestrebt
ist. Damit hingt es offenbar zusammen, da8 die magnetische Permeabi-
litit von der Temperatur abhingig ist und der Geltungsbereich der Glei-
chung (64) ein viel engerer ist als der der entsprechenden Gleichung (58).
Ihm sind vor allem die permanenten Magnete und die ferromagnetischen
Korper (Eisen, Nickel, Kobalt) nicht unterstellt. Ubrigens ist der hier
hervorgehobene Unterschied zwischen Elektrizitdit und Magnetismus lange
nicht so schroff, wie wir es eben hingestellt haben. In Wahrheit kommt
beli den dJdiamagnetischen Korpern der Hauptanteil der Magnetisierung
dadurch zustande, daB das Feld die vorher unmagnetischen Atome (ihre
Elektronenstrdme haben die Momentensumme o) zu Magneten macht; und
umgekehrt spielen bei der Polarisation der Diélektrika fertige Dipole und
Quadrupole, welche durch das Feld nur gerichtet, nicht erzeugt werden,
neben dem durch das Feld erzeugten elektrischen Moment eine ent-
scheidende Rolle.

Zu den bisherigen tritt in der phinomenologischen Theorie als weiteres
das Okmsche Gesets

8 = 0€ (0 = Leitfshigkeit);

es sagt aus, daB der Strom dem Potentialgefille folgt und ihm bei ge-
gebener Leitersubstanz proportional ist. In der atomistischen Theorie
entspricht dem Ohmschen Gesetz das Grundgesetz der Mechanik, nach
welchem die auf die »freien« FElektronen wirkende elektrische und ma-
gnetische Kraft deren Bewegung bestimmt und so den elektrischen Strom
erzeugt. Infolge der ZusammenstoBe mit den Molekiilen wird dabei
keine dauernde Beschleunigung eintreten, sondern (wie bei einem schweren
fallenden Korper infolge des Luftwiderstandes) sich alsbald eine mittlere
Grenzgeschwindigkeit herausbilden, die man wenigstens in erster Annihe-
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rung der treibenden elektrischen Kraft € proportional setzen kann; so
wird das Ohmsche Gesetz verstindlich.

Wird der Strom durch ein galvanisches Element oder einen Akkumulator
erzeugt, so wird durch den sich abspielenden chemischen ProzeB zwischen
Anfang und Ende der Drahtleitung eine konstante Potentialdifferenz auf-
recht erhalten, die »elektromotorische Kraft«. Da die Vorginge, die sich
in dem Stromerzeuger abspielen, offenbar nur von einer atomistischen
Theorie verstanden werden konnen, ist es phinomenologisch am ein-
fachsten, ihn durch einen Querschnitt im geschlossenen Leitungskreis zur
Darstellung zu bringen, iiber den hiniiber das Potential einen Sprung
erleidet, welcher gleich der elektromotorischen Kraft ist.

Dieser kurze Uberblick iiber die Maxwellsche Theorie des stationiren
Feldes wird uns fiir das Folgende geniigen. Auf Einzelheiten und konkrete
Anwendungen konnen wir uns hier natiirlich nicht einlassen.

II. Kapitel

Das metrische Kentinuum.

§ ro. Bericht iiber Nicht-Euklidische Geometrie®).

Der Zweifel an der Euklidischen Geometrie scheint so alt zu sein
wie diese selbst und ist keineswegs erst, wie das von unsern Philosophen
meist angenommen wird, eine Ausgeburt moderner mathematischer
Hyperkritik. Dieser Zweifel hat sich von jeher an das V. Postulat des
FEuklid gekniipft. Es besagt im wesentlichen, daB in einer Ebene, in
der eine Gerade g und ein nicht auf ihr gelegener Punkt 2 gegeben
sind, nur eine einzige Gerade existiert, welche durch 2 hindurchgeht
und g nicht schneidet; sie heiBt die Parallele. Wéihrend die iibrigen
Axiome des Euklid ohne weiteres als evident zugestanden wurden, haben
sich schon die iltesten Erkldrer bemiiht, diesen Satz auf Grund der iibrigen
Axiome zu beweisen. Heute, wo wir wissen, daB das gesteckte Ziel nicht
erreicht werden konnte, miissen wir in diesen Betrachtungen die ersten
Anfinge der »Nicht-Euklidischen« Geometrie erblicken, d. h. des Aufbaus
eines geometrischen Systems, das zu seinen logischen Grundlagen die
simtlichen Axiome des Euklid mit Ausnahme des Parallelenpostulats an-
nimmt. Wir besitzen von Proklus (5. Jahrh. n. Chr.) einen Bericht iiber
derartige Versuche. Proklus warnt darin ausdriicklich vor dem Mifibrauch,
der mit Berufungen auf Evidenz getrieben werden kann, (man darf nicht
miide werden, diese Warnung zu wiederholen; man darf aber auch nicht
miide werden, zu betonen, daB trotz ihres vielfachen MiBbrauchs die Evi-
denz letzter Ankergrund aller Erkenntnis ist, auch der empirischen) und
besteht auf der Moglichkeit, daB es »asymptotische Gerade« geben konne.

Dazu mag man sich folgendes Bild machen. In einer Ebene sei eine
feste Gerade g, ein nicht auf ihr gelegener Punkt 2 gegeben und eine
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durch 2 hindurchgehende, um /2 drehbare Gerade s. In ihrer Ausgangs-
lage moge sie etwa senkrecht auf g sein. Drehen wir jetzt s, so gleitet
der Schnittpunkt von s und g auf g entlang, z. B. nach rechts hiniiber,
und es tritt ein bestimmter Moment ein, wo dieser Schnittpunkt gerade
. ins Unendliche entschwunden ist: dann
. hat s die Lage einer »asymptotischen«
>f< Geraden. Drehen wir weiter, so nimmt
s" s Euklid an, daB im selben Moment schon
ein Schnittpunkt von links her auftritt.
Proklus dagegen weist auf die Moglich-
Fig. 2. keit hin, daB man vielleicht erst durch
einen gewissen Winkel weiter drehen
muf}, ehe ein Schnittpunkt auf der linken Seite zustande kommt. Dann
hitten wir zwel »asymptotische« Gerade, eine nach rechts s’ und eine
nach links s”. Liegt die Gerade s durch 2 in dem Winkelraum zwischen
5" und s’ (bei der eben geschilderten Drehung), so schneidet sie g; liegt sie
zwischen 5" und s”, so schneidet sie nicht. — Zize nicht-schneidende
muB mindestens existieren; das folgt aus den iibrigen Axiomen Euklids.
Ich erinnere an eine aus dem ersten Elementarunterricht in der Geometrie
vertraute ebene Figur, bestehend aus der Ge-
raden # und /4 und zwei Geraden g und ¢/, die
% in A und 4" unter gleichen Winkeln schnei-
den. g und ¢ werden beide durch ihren Schnitt
mit /~ in eine rechte und eine linke Hilfte
zerlegt. Hitten nun g und g’ etwa einen auf
Fig. 3. der rechten Seite von / gelegenen Schnittpunkt
S gemein, so wiirde sich, da (s. Fig. 3) B4A4'B’
kongruent zu C'A4'AC ist, auch auf der linken Seite ein solcher Schnitt-
punkt S* ergeben; dies ist aber unméglich, da durch zwei Punkte .S und
S* nur eine einzige Gerade hindurchgeht.

Die Versuche, das Euklidische Postulat zu erweisen, setzen sich unter
den Arabern und unter den abendlindischen Mathematikern des Mittel-
alters fort. Wir nennen nur, sofort in die neuere Zeit hiniiberspringend,
die Namen /der letzten bedeutendsten [Vorldufer der Nicht-Euklidischen
Geometrie: den Jesuitenpater Saccheri (Beginn des 18. Jahrh.), die Mathe-
matiker Lambert und Legendre. Saccheri weif, daB die Frage der Giiltig-
keit des Parallelenpostulats der andern fiquivalent ist, ob die Winkelsumme
im Dreieck gleich oder kleiner als 180° ist. Ist sie in emmem Dreieck
= 180°% so ist sie es in jedem, und es gilt die Euklidische Geometrie;
ist sie in esmwem Dreieck < 180° so ist sie in jedem Dreieck < 180°,
DaB sie >> 180° ausfillt, ist aus dem gleichen Grunde ausgeschlossen,
aus dem eben gefolgert wurde, daB nicht alle Gerade durch 2P die feste
Gerade g schneiden kénnen. Lambert entdeckte, daB unter der Voraus-
setzung einer Winkelsumme < 180° in der Geometrie eine ausgezeichnete
Linge. existiert; es hingt das eng mit der schon von Wallis gemachten
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Bemerkung zusammen, daB es in der Nicht-Euklidischen Geometrie (ganz
so wie in der Geometrie auf einer festen Kugel) keine dhnlichen Figuren
verschiedener GroBe gibt: wenn es also so etwas gibt wie Gesfalt un-
abhingig von GroBe, so besteht die Euklidische Geometrie zu Recht.
AuBerdem leitete Lambert eine Formel fiir den Dreiecksinhalt her, aus
welcher hervorgeht, daB dieser Inhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie
nicht iiber alle Grenzen wachsen kann. Es scheint, daB sich durch die
Untersuchungen dieser Méinner allméhlich in weiteren Kreisen der Glaube
an die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats Bahn gebrochen hat. Die
Frage hat damals viele Gemiiter bewegt; d’Alembert bezeichnete es als
einen Skandal der Geometrie, daB sie noch immer nicht zur Entscheidung
gebracht sel.  Die Autoritit Kants, dessen philosophisches System die
Euklidische Geometrie als apriorische, den Gehalt der reinen Raum-
anschauung in adiquaten Urteilen wiedergebende Erkenntnis in Anspruch
nimmt, konnte den Zweifel nicht auf die Dauer unterdriicken.

Auch Gauf} ist urspriinglich noch darauf aus gewesen, das Parallelen-
axiom zu beweisen; doch hat er bald die Uberzeugung gewonnen, daB
dies unmoglich sei, und hat die Prinzipien einer Nicht-Euklidischen
Geometrie, in welcher jenes Axiom nicht erfiillt ist, bis zu einem solchen
Punkte entwickelt, daB von da ab der weitere Ausbau mit der ndmlichen
Leichtigkeit vollzogen werden kann wie der der Euklidischen Geometrie.
Er hat aber iiber seine Untersuchungen nichts bekannt gegeben; er
fiirchtete, wie er spiter einmal in einem Privatbriefe schrieb, das »Ge-
schrei der Booter«; denn es gibe nur wenige, welche verstiinden, worauf
es bei diesen Dingen eigentlich ankdme. Unabhingig von GauB ist
Schweikart, ein Professor - der Jurisprudenz, zu vollem Einblick in die
Verhiltnisse der Nicht-Euklidischen Geometrie gelangt, wie aus einem
knapp gehaltenen, an GauB gerichteten Notitzblatt hervorgeht. FEr hielt
es wie GauB fiir keineswegs selbstverstindlich und ausgemacht, daB in
unserm wirklichen Raum die Euklidische Geometrie gilt. Sein Neffe
Taurinus, den er zur Beschiftigung mit diesen Fragen anregte, war zwar
im Gegensatz zu ihm ein Euklid-Gliubiger; ihm verdanken wir aber
die Entdeckung, da8 die Formeln der sphirischen Trigonometrie auf einer

Kugel vom imaginiren Radius ¥ — 1 reell sind und durch sie auf ana-
lytischem Wege ein geometrisches System konstruiert ist, das den Axiomen
des Euklid auBer dem V. Postulat, diesem aber nicht geniigt.

Vor der Offentlichkeit miissen sich in den Ruhm, Entdecker und Er-
bauer der Nicht-Euklidischen Geometrie zu sein, teilen der Russe Nzkolaj
Twanowitsch Lobatschefskij (1793—1856), Professor der Mathematik in
Kasan, und der Ungar Jokann Bolyai (1802—1860), Offizier der Oster-
reichischen Armee. Beide kamen mit ihren Ideen um 1826 ins Reine;
die Hauptschrift beider, die der Offentlichkeit ihre Entdeckung mitteilte
und eine Begriindung der neuen Geometrie im Stile Euklids darbot,
stammt aus den Jahren 1830/31. Die Darstellung bei Bolyai ist besonders
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durchsichtig dadurch, daB er die Entwicklung so weit als moglich fiihrt,
ohne iiber die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit des V. Postulats eine Annahme
zu machen, und erst am SchluB aus den Sitzen dieser seiner »absoluten«
Geometrie, je nachdem ob man sich fiir oder wider Euklid entscheidet,
die Theoreme der Euklidischen und der Nicht-Euklidischen Geometrie
herleitet.

Wenn so auch das Gebidude errichtet war, so war es noch immer
nicht definitiv sichergestellt, ob sich schlieBlich nicht doch einmal in der
absoluten Geometrie das Parallelenaxiom als ein Folgesatz herausstellen
wiirde; der strenge Beweis der Widerspruchslosigkeit der Nicht-Euklidischen
Geometrie stand noch aus. Er ergab sich aber aus der Weiterentwicklung
der Nicht-Euklidischen Geometrie fast wie von selbst. Der einfachste
Weg zu diesem Beweis wurde freilich, wie das oft geschieht, nicht zuerst
eingeschlagen; er ist erst von Klein um 18470 aufgefunden worden und
beruht auf der Konstruktion eines Ewklidischen Modells fiir die Nicht-
Euklidische Geometrie®). Beschrinken wir uns auf die Ebene! In einer
Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y zeichnen
wir den Kreis & vom Radius 1 um den Koordinatenursprung. Fiihren
wir homogene Koordinaten ein,

I 2
x:*, - —
x5 3

(so daB also die Lage eines Punktes durch das Verhiltnis von drei Zahlen
%t %, x, charakterisiert ist), so lautet die Gleichung des Kreises

— 7 —x +x; = o.
Die auf der linken Seite stehende quadratische Form werde mit £ (x)
bezeichnet, die zugehorige symmetrische Bilinearform zweier Wertsysteme

x;y x; mit 2 (xx'). Eine Abbildung, die jedem Punkt x einen Bildpunkt
x' durch die linearen Formeln

3
x; =2'az'kxk (| aix| F o)
k=1

zuordnet, heiBt bekanntlich eine Kollineation (die affinen Abbildungen
sind spezielle Kollineationen). Sie fithrt jede Gerade Punkt fiir Punkt
wieder in eine Gerade iiber und 148t das Doppelverhiltnis von 4 Punkten
auf einer Geraden ungeiindert. Wir stellen jetzt ein Lexikon auf, durch
das die Begriffe der Euklidischen Geometrie in eine fremde Sprache, die
»Nicht-Euklidische«, iibersetzt werden, deren Worte wir durch Anfiihrungs-
striche kennzeichnen. Das Lexikon besteht nur aus drei Vokabeln.

» Punkte heiBt jeder Punkt im Innern von U,

» Gerade« heifit das innerhalb U verlaufende Stiick einer Geraden.
Unter den Kollineationen, welche den Kreis U in sich iiberfiihren, gibt
es zwel verschiedene Arten: solche, welche den Umlaufssinn auf U
nicht dndern, und solche, welche ihn in sein Gegenteil verkehren. Die
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Kollineationen der ersten Art nennen wir »kongruente« Abbildungen und
zwel aus »Punkten« bestehende Figuren »/Zongruent«, wenn sie durch eine
solche Abbildung ineinander iibergefiihrt werden koénnen. Fir diese
>Punkte« und »Geraden« und fiir diesen
Begriff der »Kongruenz« gelten die simtlichen
Axiome Euklids mit Ausnahme des Parallelen-
postualats. In Fig. 4 ist ein ganzes Biischel von
»Geraden« durch den »Punkt« gezeichnet, die
alle die eine »Gerade« g nicht schneiden. Die
Widerspruchslosigkeit der Nicht-Euklidischen
Geometrie ist damit erwiesen; denn es sind Dinge
und Beziehungen aufgewiesen, fiir welche bei ge-
eigneter Namengebung die sdmtlichen Sitze
jener Geometrie erfiillt sind. — Die Ubertragung
des Kleinschen Modells auf die rdumliche Fig. 4.
Geometrie ist offenbar ohne weiteres moglich.

Wir wollen in diesem Modell noch die Nicht-Euklidische Entfernung
zweler »Punkte«

A= (x,:%,:%x,), A= :x,:)
bestimmen, Die Gerade A4 schneide den Kreis U in den beiden Punkten
B., B,. Die homogenen Koordinaten y; jedes dieser beiden Punkte
haben die Form
vy = lx; + }u’x;‘,
und das zugehorige Parameterverhiltnis A: A’ ergibt sich aus der Glei-
chung £ (y) = o:

L — OQ(xx) £ VR (xa) — Q%) ()

Das Doppelverhiltnis der vier Punkte 44" 5 B, ist daher
) = o) V) — 2R
Dxx') — VR (xx') — 2(x) 2(x')

Diese von den beiden willkiirlichen »Punkten« A, 4 abhingige GroBe
dndert sich nicht bei einer »kongruenten« Abbildung. Sind 4 4’ 4" irgend
drei, in der hingeschriebenen Reihenfolge auf einer »Geradenc« gelegene
»Punkte<«, so ist

[44") = [44'] - [4 4"].
Die GroBe

lg[dd] = A4 =~
hat also die Funktionaleigenschaft

A4 + A4 = 44"
Da sie auBerdem fiir »kongruente« Strecken 44" den gleichen Wert hat,
ist sie als die Nicht-Euklidische Entfernung der beiden Punkte 44" an-
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zusprechen. Indem wir unter lg den natiirlichen Logarithmus verstehen,
erhalten wir in Einklang mit der Erkenntnis Lamberts eine absolute Fest-
legung der MaBeinheit. Die Definition 148t sich einfacher so schreiben:

.Q(x?c')

(1) Cof r = 17[7(;) : .Q(x) - (€of = Cosinus hyperbolicus.)

Diese MaBbestimmung ist unter Zugrundelegung eines beliebigen reellen
oder imaginiren Kegelschnitts f2(x) = o vor Klein bereits von Cayley
als »projektive Mafibestimmung« aufgestellt worden 3); aber erst Klein er-
kannte, daBl sie fiir einen reellen Kegelschnitt zur Nicht-Euklidischen
Geometrie fiihrt.

Man muB nicht wihnen, das Kleinsche Modell zeige, daB die Nicht-
Euklidische Ebene endlich sei. Vielmehr kann ich, Nicht-Euklidisch ge-
messen, auf einer »Geraden« dieselbe Strecke unendlich oft hintereinander
abtragen; nur im FEwuklidischen Modell Euklidisch gemessen, werden die
Abstinde dieser »idquidistanten« Punkte immer kleiner und kleiner. Fiir
die Nicht-Euklidische Ebene ist der Grenzkreis U das unerreichbare
Unendlichferne.

Die Cayleysche MaBbestimmung fiir einen imagindren Kegelschnitt
fiihrt auf die gewdhnliche sphirische Geometrie, wie sie auf einer Kugel
im Euklidischen Raum Geltung hat. Die groBten Kreise treten darin
an Stelle der geraden Linien, es muB aber jedes aus zwei sich diametral
gegeniiberliegenden Punkten bestehende Punktepaar als einzelner »Punkte
betrachtet werden, damit sich zwei »Geraden« nur in einem »Punktec
schneiden. Wir projizieren die Kugelpunkte durch geradlinige Strahlen
vom Zentrum auf die in einem Kugelpunkte, dem Siidpol, gelegte Tan-
gentenebene: in dieser Bildebene fallen alsdann je zwei diametral gegen-
tiberliegende Punkte zusammen. Die Ebene miissen wir aber wie in der pro-
jektiven Geometrie mit einer unendlich fernen Geraden ausstatten, die das
Bild des Aquatorkreises ist. Wir nennen zwel Figuren in dieser Ebene
jetzt »kongruent«, wenn ihre durch die Zentralprojektion auf der Kugel
entstehenden Bilder im gewéhnlichen Euklidischen Sinne kongruent sind.
Unter Anwendung dieses »Kongruenz«-Begriffs gilt dann in der Ebene
eine Nicht-Euklidische Geometrie, in der alle Axiome Euklids erfiillt sind
mit Ausnahme des V. Postulats. An dessen Stelle tritt aber hier die
Tatsache, daB je zwei Gerade ohne Ausnahme sich schneiden, und in
Ubereinstimmung damit ist die Winkelsumme > 180° Das scheint mit
einem oben erwihnten Euklidischen Beweis in Widerspruch zu stehen.
Die Antinomie 16st sich dadurch, daB in der jetzigen, »sphirischen«
Geometrie die Gerade eine geschlossene Linie ist, wihrend Euklid, ohne
es allerdings in den Axiomen auszusprechen, stillschweigend voraussetzt,
daB sie eine offene Linie ist, ndmlich durch jeden ihrer Punkte in zwei
Hiilften zerfillt. Nur unter dieser Vorraussetzung ist der in seinem Be-
weis gezogene SchluBl zwingend, daB der auf der »rechten« Seite gelegene
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hypothetische Schnittpunkt .S von dem auf der »linken« Seite gelegenen
S* verschieden ist.

Wir benutzen im Raum ein Cartesisches Koordinatensystem x, x, x,
dessen Nullpunkt im Kugelzentrum liegt, dessen x,-Achse in die Verbindungs-
linie Nord-Siidpol fillt und welchem als MaBeinheit der Kugelradius zu-
grunde liegt. Sind x,, x,, x, die Koordinaten irgend eines Kugelpunktes:

D)=+ x, +x; =1,

so sind =%, =2 die erste und zweite Koordinate des Bildpunktes in
x, x
3 3

unserer Ebene x, == 1; x,:x,:x, ist also das Verhiltnis der homo-

genen Koordinaten des Bildpunktes. Kongruente Abbildungen der Kugel
sind lineare Transformationen, welche die quadratische Form £ (x) in-
variant lassen; die »kongruenten« Abbildungen der Ebene im Sinne
unserer »sphirischen« Geometrie sind also durch solche lineare Trans-
formationen der homogenen Koordinaten gegeben, welche die Gleichung
£ (x) = o, die einen imaginiren Kegelschnitt bedeutet, in sich tiberfiihren.
Damit ist unsere Behauptung betreffs des Zusammenhanges der sphirischen
Geometrie mit der Cayleyschen MaBbestimmung bewiesen. Im Einklang
damit lautet die Formel fiir die Entfernung » zweier Punkte A, A’ hier
’
(2) cos 7 = —-@Eﬁ)wf .
VQ(x) 2(x')

Zugleich haben wir die Entdeckung des Taurinus bestitigt, daB die Nicht-
Euklidische Geometrie identisch ist mit der sphirischen auf einer Kugel

vom Radius ¥ — 1. Denn auf einer Kugel vom Radius ¢ ist in der
. 7 — .
Gleichung (2) » zu ersetzen durch —; fiir @ = ¥V — 1 geht die so mo-
a

difizierte Gleichung (2) iiber in (x). DaB die Vorzeichen der quadrati-
schen Form £ in (1) andere sind als in (2), ist unwesentlich; dies besagt

lediglich, daB wir auf der Kugel vom Radius ¥V — 1 diejenigen Punkte
als »reell« betrachten wollen, fiir welche x,, x, rein imaginir sind und
x, reell.

Zwischen die Bolyai-Lobatschefskysche und die sphirische Geometrie
schiebt sich als Grenzfall die Euklidische ein. Lassen wir nimlich einen
reellen Kegelschnitt durch einen ausgearteten in einen imaginiren iiber-
gehen, so verwandelt sich die mit der zugehorigen Cayleyschen MaBbe-
stimmung ausgestattete Ebene von einer Bolyai-Lobatschefskyschen durch
eine Euklidische hindurch in eine sphirische.

§ 11. Riemannsche Geometrie.

Die fiir uns vor allem bedeutsame Weiterentwicklung der Idee der
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Riemann kniipft an die Grundlagen
der Infinitesimalgeometrie, insbesondere der Flichentheorie an, wie sie von
GauB in seinen Disquisitiones circa superficies curvas gelegt worden sind.
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Die urspriinglichste Eigenschaft des Raumes ist die, daff seine Punkic
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit bilden. Was verstehen wir darunter?
Wir sagen z. B., daB die Ellipsen (nach GréBe und Gestalt, d. h. wenn
man kongruente Ellipsen als gleich, nicht-kongruente als verschieden be-
trachtet) eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, weil die einzelne
Ellipse innerhalb dieser Gesamtheit durch zwei Zahlangaben, den Wert
der halben groBen und kleinen Achse, festgelegt werden kann. Die Gleich-
gewichtszustinde eines idealen Gases, deren Verschiedenheit etwa durch
die Unabhingigen: Druck und Temperatur charakterisiert werde, bilden
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, ebenso die Punkte auf einer Kugel
— oder die einfachen Toéne nach Intensitit und Qualitit. Die Farben
bilden gemif der physiologischen Theorie, nach der die Farbwahrnehmung
bestimmt ist durch die Kombination dreier chemischer Prozesse auf der
Retina, des Schwarz-WeiB, Rot-Griin und Gelb-Blau-Prozesses, deren jeder
in einer bestimmten Richtung mit bestimmter Intensitdt vor sich gehen
kann, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit nach Qualitit und Intensitit,
die Farbqualititen jedoch nur eine zweidimensionale; es findet dies seine
Bestdtigung durch die bekannte Maxwellsche Konstruktion des Farb-
dreiecks. Die moglichen Lagen eines starren Korpers bilden eine sechs-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die mdoglichen Lagen eines mechanischen
Systems von 7z Freiheitsgraden allgemein eine 7-dimensionale. /Ziir eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist charakteristisch, daff man das einzelne
zu ihr gehirige Element (in unsern Beispielen: die einzelnen Punkte oder
Zustinde, Farben oder Tone) festlegen kann durch die Angabe der Zakl-
werte von n Grifien, den > Koordinaten<, die stetige Funktionen innerhalb
der Mannigfaltigkeit sind. Dabei ist aber nicht erforderlich, zu verlangen,
daB die ganze Mannigfaltigkeit mit allen ihren Elementen umkehrbar-
eindeutig und stetig in dieser Weise durch die Wertsysteme von 7z Koor-
dinaten reprisentiert werde {z. B. ist das ausgeschlossen fiir die Kugel,
n = 2), sondern es kommt nur darauf an, daB, wenn 2 ein beliebiges
Element der Mannigfaltigkeit ist, jedesmal eine gewisse Umgebung der
Stelle 2 umkehrbar-eindeutig und stetig auf die Wertsysteme von 7z Koor-
dinaten abgebildet werden kann. Ist x; ein System von 7z Koordinaten,
xf irgend ein anderes, so werden die Koordinatenwerte x; und xf des-
selben Elementes allgemein durch Relationen
(3) xp = filxiag e ah) ((=1,2-2)
miteinander verkniipft sein, die nach den x¥ auflsbar sind und in denen
die f; stetige Funktionen ihrer Argumente bedeuten, Solange wir von
der Mannigfaltigkeit nichts weiter wissen, sind wir nicht imstande, irgend
ein Koordinatensystem vor den andern auszuzeichnen. Zur analytischen
Behandlung beliebiger stetiger Mannigfaltigkeiten wird also eine Theorie
der Invarianz gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen (3) nétig,
wihrend wir uns im vorigen Kapitel zur Durchfiihrung der affinen Geo-
metrie auf die viel speziellere Theorie der Invarianz gegeniiber /iearen
Transformationen stiitzten.
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Die Infinitesimalgeometrie beschiftigt sich mit dem Studium von Kurven
und Flichen im dreidimensionalen Euklidischen Raum, der auf die Cartesi-
schen Koordinaten x, y, z bezogen werde. Eine Kwrve ist allgemein eine
eindimensionale Punktmannigfaltigkeit; ihre einzelnen Punkte konnen durch
die Werte eines Parameters # voneinander unterschieden werden. Befindet
sich der Kurvenpunkt # an der Raumstelle mit den Koordinaten xyz, so
werden x, y, z bestimmte stetige Funktionen von # sein:

(4) x = x(u), y=yw), z = 5(u),

und {4) ist die »Parameterdarstellung« der Kurve. Deuten wir » als
Zeit, so gibt (4) das Gesetz der Bewegung eines Punktes, welcher die
gegebene Kurve durchlduft. Durch die Kurve selbst ist aber die Parameter-
darstellung (4) nicht eindeutig bestimmt; vielmehr kann der Parameter =
noch einer beliebigen stetigen Transformation unterworfen werden.

Eine zweidimensionale Punktmannigfaltigkeit heit Flicke; ihre Punkte
kénnen durch die Werte zweier Parameter #,, u», unterschieden werden,
und sie besitzt daher eine Parameterdarstellung der Art:

(5> x:x(ul uﬂ)’ .y:.y(ul u?)’ Z=Z(”Iu2)'

Wieder konnen die Parameter #,, #, noch einer beliebigen stetigen Trans-
formation unterworfen werden, ohne daB die so dargestellte Fliche sich
dndert. Wir wollen annehmen, daB die Funktionen in (5) nicht nur stetig,
sondern auch stetig differentiierbar sind. Von dieser Darstellung (5) einer
beliebigen Fliche geht Gauf in seiner allgemeinen Theorie aus; die Para-
meter #,, #, bezeichnet man daher als GauBsche (oder krummlinige)
Koordinaten auf der Fliche. — Ein Beispiel: Projizieren wir wie im
vorigen Paragraphen die Punkte der Einheitskugel vom Zentrum (dem
Nullpunkt des Koordinatensystems) auf die Tangentenebene z= 1 im Siidpol,
nennen xyz die Koordinaten eines beliebigen Kugelpunktes und u,, #,
die x- und y-Koordinate des Projektionspunktes in dieser Ebene, so ist

#, #, 1
O = yivexe T Vivese T Vitesa
Das ist eine Parameterdarstellung der Kugel; sie erfaBt jedoch nicht die
ganze Kugel, sondern nur eine gewisse Umgebung des Stidpols, nimlich
die siidliche Halbkugel bis zum Aquator, aber mit Ausschluf desselben.
Eine andere Parameterdarstellung der Kugel, gleichfalls giiltig fiir die ganze
siidliche Halbkugel, erhalten wir, wenn wir den willkiirlichen Kugelpunkt
senkrecht auf die Aquatorebene projizieren und als GauBsche Koordinaten
x, 2, des Kugelpunktes die Cartesischen Koordinaten seines Spurpunktes
verwenden; dann haben wir einfach

(6') x=ux, y=2x,, s=ViI—2x" —2a°.
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Eine dritte Parameterdarstellung liefern die geographischen Koordinaten
Linge und Breite.

In der Thermodynamik benutzen wir zur graphischen Darstellung eine
Bildebene mit einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz, in der wir den
etwa durch Druck p und Temperatur ¢ gegebenen Zustand eines Gases
reprasentieren durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten p, 9.
Das gleiche Verfahren kénnen wir hier anwenden: dem Punkt # #, auf
der Fliche ordnen wir in einer »Bildebene« den Bildpunkt mit den recht-
winkligen Koordinaten # #, zu. Die Formeln (5) stellen dann nicht nur
die Fliche, sondern gleichzeitig eine bestimmte stetige Abbildung dieser
Fliche auf die # u,-Ebene dar. Beispiele solcher ebenen Abbildungen
krummer Flidchenstiicke sind jedermann in den geographischen Karten
geldufig. Eine Kurve auf der Fliche ist mathematisch gegeben durch
eine Parameterdarstellung
(7) , = 1, (¢), w, = 1u,(t),
ein Flichenstiick durch ein »mathematisches Gebiet« in den Variablen #,,,
das mittels Ungleichungen zwischen #,, #, charakterisiert werden muB;
graphisch gesprochen also: durch die Bildkurve, bzw. das Bildgebiet in
der #,u,-Ebene. Bedeckt man die Bildebene nach Art des Millimeter-
papiers mit einem Koordinatennetz, so iibertréigt sich dieses vermoge der
Abbildung auf, die krumme Fliche als ein aus kleinen parallelogram-
matischen Maschen bestehendes Netz, das von den beiden Scharen von
»Koordinatenlinien« #, = konst., bzw. #, = konst. gebildet wird, Wird
dies Raster hinreichend fein genommen, so ermdéglicht es einem Zeichner,
jede in der Bildebene gegebene Figur auf die krumme Fliche zu iiber-
tragen.

Der Abstand &s zweier unendlichnaher Punkte auf der Fliche:

(s, ,) und (00, + duy y u, + du,)
bestimmt sich aus .
ds® = dx® -+ dy® + dz7,
wenn man darin
ox

o0x

und entsprechende Ausdriicke fiir dy; 4z einsetzt. Es ergibt sich fiir
ds® eine quadratische Differentialform

2

(9) ds* = Dgnduduy (g#: = gi#),
i, k=1
deren Koeffizienten
dx dx 0y ¥y | 3z ¥z

ik = du; dup Qu; dup  Ou; Quy

im allgemeinen keine Konstante, sondern Funktionen von #,, #, sind.
Fiir die Parameterdarstellung (6) der Kugel findet man z. B.
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(1 + #] +u]) (du] + du;) — (w, du, +u,du,)*
(x4 i 4 uy)?

Fiir die Parameterdarstellung (6) hingegen finden wir, da aus der Kugel-
gleichung '

(10) ds® =

x;+xlF2f =1
fir ein Linienelement auf der Kugel die Beziehung
x, dx, -+ x,dx, + 5dz = o
folgt:

ds® = dx}+ dx’+ dz° = dx* + dx? +(x dx, + x,dx,)’ 7

Z2

d. i
\2
(1) ds® = dx? + dx +(x dz; +A~dfc—~~

I — x _— x
Die beiden quadratischen Differentialformen (10), (10’) gehen ineinander
iiber durch diejenige Koordinatentransformation, welche den Zusammen-

hang zwischen den beiden GauBischen Koordinatensystemen u, #,, x, x,

auf der Kugel vermittelt, nimlich:

u, u,
2 — ! X = z | 2

Vi u? +u? Vi u® 4o

oder invers geschrieben:

X, =—

X, X,
I 2
1 — g ? “2 :
Vi—ax? — 22 Vi—a® —x?

GauB erkannte, daB die metrische Fundamentalform bestimmend ist fiir
die Geometrie auf der Flicke. Kurvenlingen, Winkel und die GroBe
gegebener Gebiete auf der Fliche hingen allein von ihr ab; die Geo-
metrie auf zwei Flichen ist also dieselbe, wenn fiir sie bei geeigneter
Parameterdarstellung die Koeffizienten gz der metrischen Fundamental-
form iibereinstimmen. Beweis: Die Lénge einer beliebigen durch (7)
gegebenen Kurve auf der Fliche wird geliefert durch das Integral

du; a’u;z
/‘h [Vzg”’ dt dt
Fassen wir einen bestimmten Punkt 2° = («%, #J) auf der Fliche ins
Auge und benutzen fiir dessen unmittelbare Umgebung die relativen
Koordinaten
;i — ui == du;; x—2°=dx, y —y° =dy, 5 — 3° = ds,
so gilt um so genauer, je kleiner dw,, du,, die Gleichung (8), in der die
Werte der Ableitungen an der Stelle 2° zu nehmen sind; wir sagen, sie
gilt fir »unendlichkleine« Werte d», und 4w,. Fiigen wir die analogen
Gleichungen fiir 4y, 4z hinzu, so driicken sie aus, daB die unmittelbare

Umgebung von P° eine Ebene ist und du,, du, affine- Koordinaten  in
Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. 6
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ihr*). Demnach kénnen wir in der unmittelbaren Umgebung von 2°
die Formeln der affinen Geometrie anwenden. Wir finden fiir den Winkel 6
zweier Linienelemente oder infinitesimaler Verschiebungen mit den Kompo-
nenten Adu,, du,, bzw. du,, du,, wenn wir die zu (9) gehorige sym-
metrische Bilinearform

Zgl'k a’u;& up mit Q (a’d)
ik

bezeichnen:

Q(dd)

0=
VQ(dd) Q(69)

und fiir den Flicheninhalt des unendlichkleinen Parallelogramms, das von
diesen beiden Verschiebungen aufgespannt wird,

du, du,

du, Odu, |’

wenn g die Determinante der gz bedeutet. Der Inhalt eines krummen
Flachenstiicks ist demnach gegeben durch das iiber das Bildgebiet zu

erstreckende Integral
f f VE du, du, .

Damit ist die GauBsche Behauptung erwiesen. Die Werte der erhaltenen
Ausdriicke sind natiirlich unabhingig von der Wahl der Parameter-
darstellung; diese ihre Invarianz gegeniiber beliebigen Transformationen
der Parameter kann analytisch ohne weiteres bestitigt werden. Alle geo-
metrischen Verhiltnisse auf der Fliche konnen wir im »Bilde« verfolgen;
die Geometrie in der Bildebene fillt mit der Geometrie auf der krummen
Fliche zusammen, wenn wir nur iibereinkommen, unter dem Abstand Js
zweier unendlich naher Punkte nicht den durch die Pythagoreische Formel

ds® = du® 4 du’
gelieferten Wert zu verstehen, sondern (g).

Die Geometrie auf der Fliche handelt von den inneren MaBverhilt-
nissen der Fliche, die ihr unabhingig davon zukommen, in welcher Weise

|
Ve |

*) Dabei machen wir die Voraussetzung, dal die zweireihigen Determinanten,
welche aus dem Koeffizientenschema dieser Gleichungen gebildet werden konnen,
Ox dy  dz
o EI_ aux
Ox dy 0z |’
du Ouz Ouz

nicht alle drei verschwinden; diese Bedingung ist fiir die reguliren Punkte der Fliche,
in denen eine Tangentenebene existiert, erfiillt. Die drei Determinanten sind dann
und nur dann identisch o, wenn die Fliche in eine Kurve ausartet, nimlich die
Funktionen x, y, z von #: und #, in Wahrheit nur von einem Parameter, einer Funktion
von #; und #., abhingen.
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sie in den Raum eingebettet ist; es sind diejenigen Beziehungen, welche
durch Messen auf der Fliche selbst festgestellt werden konnen. GauB
ging bei seinen flichentheoretischen Untersuchungen von der praktischen
geoditischen Arbeit der Hannoverschen Landesvermessung aus. DaB die
Erde keine Ebene ist, kann durch die Vermessung eines hinreichend groB8en
Stiicks der Erdoberfliche selbst ermittelt werden; wenn auch das einzelne
Dreieck des Triangulationsnetzes so klein genommen wird, daB an ihm
die Abweichung von der Ebene nicht in Betracht fillt, so konnten sich
doch die einzelnen Dreiecke nicht in der Weise in der Ebene zu einem
Netz zusammenschliefen, wie sie es auf der Erdoberfliche tun. Um das
noch etwas deutlicher darzutun, zeichne man auf einer Kugel vom Radius 1
(der Erdkugel) einen Kreis f mit dem auf der Kugel gelegenen Mittel-
punkt 7; ferner die Radien dieses Kreises, d. h. die von 2 ausstrahlenden
und an der Kreisperipherie endenden Bogen groSter Kreise auf der Kugel

<s1e seien < — ) Durch Messen auf der Kugel kann ich nun fest-

stellen: diese nach allen Richtungen ausgehenden Radien sind die Linien
kleinster Linge, welche vom Punkte 2 zu der Kurve f fiihren; sie haben
alle die gleiche Linge #»; die Linge der geschlossenen Kurve f ist = s.
Lige nun eine Ebene vor, so folgte daraus, daB die »Radien« gerade
Linien sind, die Kurve f also ein Kreis, und es miite s = 277 sein.
Statt dessen aber findet sich, daB s kleiner ist, als es dieser Formel ent-
spricht, ndmlich = 27z sin ». Damit ist durch Messung auf der Kugel
testgestellt, daf sie keine Ebene ist. Nehme ich hingegen ein Papier-
blatt, auf das ich irgendwelche Figuren zeichne, und rolle es zusammen,
so werde ich durch Ausmessen der Figuren auf dem zusammengerollten
Blatt die gleichen Werte finden wie vorher, wenn das Zusammenrollen
mit keinen Verzerrungen verbunden war: auf ihm gilt genau die gleiche
Geometrie wie in der Ebene; durch seine geoditische Vermessung bin
ich auBerstande, festzustellen, daB es gekriimmt ist. So gilt allgemein
auf zwel Flichen, die durch Verbiegung ohne ;Verzerrung auseinander
hervorgehen, die gleiche Geometrie. k

Dafi auf der Kugel nicht die Geometrie der Ebene gilt, besagt, ana-
lytisch ausgedriickt: es ist unmdoglich, die quadratische Differentialform (10)
durch irgendeine Transformation

u, = u, (wFuk) wt = wk(u, u,)

R
=
R
]
*
=
~
<
X
0
—
~
<
“
~
N
©
—

u,

auf die Gestalt
(du?)® + (dub)*

zu bringen. Zwar wissen wir, daB es an jeder Stelle moglich ist, durch
eine lineare Transformation der Differentiale

(11) A duf = opdu, 4 o, du, =1, 2)
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dies zu erzielen; aber es ist ausgeschlossen, die Transformation der
Differentiale dabei an jeder Stelle so zu wihlen, daB die Ausdriicke (11
fir du®, du} totale Differentiale werden.

Krummlinige Koordinaten werden nicht nur in der Flichentheorie,
sondern auch zur Behandlung rdwmlicher Probleme verwendet, namentlich
in der mathematischen Physik, wo man hiufig in die Notwendigkeit ver-
setzt ist, sich mit dem XKoordinatensystem vorgegebenen Korpern an-
zupassen; ich erinnere an die Zylinder-, Kugel- und elliptischen Ko-
ordinaten. Das Quadrat des Abstandes &s® zweier unendlich benachbarter
Punkte im Raum wird bei Benutzung beliebiger Koordinaten x,x,x, stets
durch eine quadratische Differentialform

(12) Zg;/cdx;{z’x;,.

i k=1
ausgedriickt. Glauben wir an die Euklidische Geometrie, so sind wir
iiberzeugt, dafl jene Form sich durch Transformation in eine solche Gestalt
iiberfithren 148t, daB ihre Koeffizienten Konstante werden.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Riemannschen
Ideen, die von ihm in seinem Habilitationsvortrag »Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde liegen<*) in vollendeter Form entwickelt
wurden, voll zu erfassen. Aus Kap. I ist zu ersehen, daf in einem vier-
dimensionalen Euklidischen Raum auf einem dreidimensionalen ZAnearen
Punktgebilde die Euklidische Geometrie gilt; aber krumme dreidimensio-
nale Riume, die im vierdimensionalen Raum ebensogut existieren wie
krumme Flichen im dreidimensionalen, sind von anderer Art. Ist es
nicht moglich, daB unser dreidimensionaler Anschauungsraum ein solcher
gekriimmter Raum ist? Freilich: er ist nicht eingebettet in einen vier-
dimensionalen; aber es konnte sein, daB seine inneren MaBverhiltnisse
solche sind, wie sie in einem »ebenen« Raum nicht stattfinden koénnen;
es konnte sein, daB eine sorgfiltige geoditische Vermessung unseres
Raumes in der gleichen Weise wie die geoditische Vermessung der Erd-
oberfliche ergibe, daB er nicht eben ist. — Wir bleiben dabei, daB er
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist; wir bleiben dabei, daB sich
unendlichkleine Linienelemente unabhingig von ihrem Ort und ihrer
Richtung messend miteinander vergleichen lassen und daf das Quadrat
ihrer Lange, des Abstandes zweier unendlich benachbarter Punkte bei Be-
nutzung beliebiger Koordinaten x; durch eine quadratische Differential-
form {12) gegeben wird. (Diese Voraussetzung hat in der Tat allgemein
ihren guten Sinn; denn da jede Transformation von einem auf ein anderes
Koordinatensystem Zneare Transformationsformeln fiir die Koordinaten-
differentiale nach sich zieht, geht dabei eine quadratische Differentialform
immer wieder in eine quadratische Differentialform iiber.) Was wir aber
nicht mehr voraussetzen, ist, daB sich diese Koordinaten insbesondere
als »lineare« Koordinaten so wihlen lassen, daB die Koeffizienten g;z der
Fundamentalform konstant werden.
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Der Ubergang von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie
beruht im Grunde auf dem gleichen Gedanken wie die Nahewirkungs-
Physik. Durch die Beobachtung stellen wir z. B. fest (Ohmsches Gesetz),
daB der in einem Leitungsdraht flieBende Strom proportional ist zu der
Potentialdifferenz am Anfang und Ende der Leitung. Aber wir sind iber-
zeugt, daB wir nicht in diesem auf einen langen Draht sich beziehenden
Messungsergebnis das allgemein giiltige exakte Naturgesetz vor uns haben,
sondern dieses aus jenem sich herleitet, indem wir das Ohmsche Gesetz,
so wie es aus den Messungen abgelesen wird, auf ein wnendlichkleines
Drahtstiick anwenden. Dann kommen wir zu jener Formulierung (Kap. I,
S. 70), die der Maxwellschen Theorie zugrunde gelegt wird. Aus dem
Differentialgesetz folgt riickwirts auf mathematischem Wege wunter Voraus-
setsung iiberall homogener Verhidltnisse das Integralgesetz, das wir direkt
durch die Beobachtung feststellen. Genau so hier: Die Grundtatsache
der Euklidischen Geometrie ist, daB das Quadrat der Entfernung zweier
Punkte eine quadratische Form der relativen Koordinaten der beiden
Punkte ist (Pythagoreischer Lehrsatz). Sehen wir aber dieses Gesetz nur
dann als streng giltig an, wenn jene beiden Punkte unendlich benachbart
sind, so kommen wir sur Riemannschen Geometrie; zugleich sind wir damit
einer genaueren Festlegung des Koordinatenbegriffs tiberhoben, da das so
gefaBite Pythagoreische Gesetz invariant ist gegeniiber beliebigen Trans-
formationen. Es entspricht der Ubergang von der Euklidischen »Fern«-
zur Riemannschen »Nahe«-Geometrie demjenigen von der Fernwirkungs-
zur Nahewirkungs-Physik; die Riemannsche Geometrie ist die dem Geiste
der Kontinuitit gemdB formulierte Euklidische, sie nimmt aber durch
diese Formulierung sogleich einen viel allgemeineren Charakter an. Die
Euklidische Fern-Geometrie ist geschaffen fiir die Untersuchung der geraden
Linie und der Ebene, an diesen Problemen hat sie sich orientiert; sobald
man aber zur Infinitesimalgeometrie iibergeht, ist es das Natiirlichste und
Verniinftigste, den infinitesimalen Ansatz Riemanns zugrunde zu legen:
es wird dadurch keine Komplikation bedingt, und man ist vor unsach-
gemiBen, fern-geometrischen Uberlegungen geschiitzt. Auch im Riemann-
schen Raum ist eine Fliche als zweidimensionale Mannigfaltigkeit durch
eine Parameterdarstellung x; = x;(v, #,) gegeben; setzen wir die daraus
sich ergebenden Differentiale

dx; = gjz du, + ;Z du,
in die metrische Fundamentalform {12) des Riemannschen Raumes ein,
so bekommen wir fir das Quadrat des Abstandes zweier unendlich be-
nachbarter Flichenpunkte eine quadratische Differentialform von du,, du,
(wie im Euklidischen Raum): die Metrik des dreidimensionalen Riemann-
schen Raums iibertridgt sich unmittelbar auf jede in ihm gelegene Flidche
und macht sie damit zu einem zweidimensionalen Riemannschen Raum.
Wihrend also bei Euklid der Raum von vornherein von viel speziellerer
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Natur angénommen ist als die in ihm moglichen Flichen, nimlich als
eben, hat bei Riemann der Raumbegriff gerade denjenigen Grad der
Allgemeinheit, der notig ist, um diese Diskrepanz véllig zum Verschwin-
den zu bringen. — Das Prinsip, die Welt aus ihrem Verhalten im Un-
endlichlkleinen zu verstehen, ist das treibende erkenntnistheoretische Motiv
der Nahewirkungsphysik wie der Riemannschen Geometrie, ist aber auch
das treibende Motiv in dem iibrigen, vor allem auf die komplexe Funk-
tionentheorie gerichteten grandiosen Lebenswerk Riemanns. Heute er-
scheint uns die Frage nach der Giiltigkeit des »V. Postulats<, von dem
die historische Entwicklung, an die Euklidischen »Elemente« ankniipfend.
ausgegangen ist, nur als ein bis zu einem gewissen Grade zufilliger An-
satzpunkt. Die wahre Erkenntnis, zu der man sich erheben muBte, um
iiber den Euklidischen Standpunkt hinauszugelangen, glauben wir, ist uns
von Riemann aufgedeckt worden.

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, daB die Bolyai-Lobatschefsky-
sche Geometrie so gut wie die Euklidische und die sphirische (auf die
als eine Nicht-Euklidische Moglichkeit iibrigens erst Riemann hingewiesen
hat) als spezielle Fille in der Riemannschen enthalten sind. In der Tat,
benutzen wir als Koordinaten eines Punktes der Bolyai-Lobatschefskyschen
Ebene die rechtwinkligen Koordinaten #, #, jenes Bildpunktes, der ihm
in dem Kleinschen Modell entspricht, so ergibt sich fiir den Abstand s
zweier unendlich benachbarter Punkte aus (1):

(= 1+ i 4 ) (dui + duf) — (w du, + w,du,)”
(— 1 4 a2 4 u2)*

Der Vergleich mit (10) bestitigt wiederum den Satz von Taurinus. Die
metrische Fundamentalform des dreidimensionalen Nicht-Euklidischen
Raumes lautet genau entsprechend.

Wenn wir im FEuklidischen Raum eine krumme Fliche herstellen
konnen, fir die bei Benutzung geeigneter GauBscher Koordinaten # #,
die Formel (13) giltig ist, so besteht auf ihr die Bolyai-Lobatschefsky-
sche Geometrie. Solche Flichen kann man sich in der Tat
verschaffen; die einfachste ist die Umdrehungsfliche der
Traktrix. Die Traktrix ist eine ebene Kurve von der neben-
stehenden Gestalt, mit einer Spitze und einer Asymptote; sie
ist geometrisch dadurch charakterisiert, daf die Tangente
vom Berithrungspunkt bis zum Schnitt mit der Asymptote
eine konstante Linge besitzt. Man lasse sie um ihre Asym-
ptote rotieren: auf der entstehenden Drehfliche gilt die Nicht-
Euklidische Geometrie. Dieses durch seine Anschaulichkeit
ausgezeichnete Euklidische Modell derselben ist zuerst von
Beltrami angegeben ). Es leidet freilich an gewissen Ubel-
stinden; es ist erstens (in dieser anschaulichen Form) auf die zweidimen-
sionale Geometrie beschrinkt, und zweitens realisiert jede der beiden
Hilften der Umdrehungsfliche, in welche sie durch ihre scharfe Kante

(13) —ds*=

Fig. 5.
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zerfillt, nur einen Teil der Nicht-Euklidischen Ebene. Von Hilbert wurde
streng bewiesen, daB eine singularititenfreie Fliche im Euklidischen
Raum, welche die ganze Lobatschefskysche Ebene realisiert, nicht vor-
handen sein kann ). Beide Ubelstinde besitzt das elementargeometrische
Kleinsche Modell nicht,

Bislang sind wir rein spekulativ vorgegangen und ganz in der Domine
des Mathematikers geblieben. Ein anderes ist aber die Widerspruchs-
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie, ein anderes die frage, ob sie
oder die Euklidische im wirklichen Raume Giiltigheit besitst. Schon Gauf hat
zur Priifung dieser Frage das Dreieck Inselsberg, Brocken, Hoher Hagen
(bei Géttingen) mit groBer Sorgfalt gemessen, aber die Abweichung der
Winkelsumme von 180° innerhalb der Fehlergrenzen gefunden. = Loba-
tschefsky schloB aus dem geringen Betrag der Fixsternparallaxen, daB
die Abweichung des wirklichen Raumes vom Euklidischen auBerordentlich
gering sein miisse. Auf philosophischer Seite ist der Standpunkt ver-
treten worden, daB durch empirische Beobachtungen die Giiltigkeit oder
Ungiiltigkeit der Euklidischen Geometrie nicht erwiesen werden koénne.
Und in der Tat muB zugestanden werden, daB bei allen solchen Beob-
achtungen wesentlich physikalische Voraussetzungen, wie etwa die, daf
die Lichtstrahlen gerade Linien sind, und dgl., eine Rolle spielen. Wir
finden damit aber lediglich eine schon oben gemachte Bemerkung be-
stitigt, daB nur das Ganze von Geometrie und Physik einer empirischen
Nachpriifung fihig ist. Entscheidende Experimente sind also erst dann
moglich, wenn nicht nur die Geometrie, sondern auch die Physik im
Euklidischen wzd im allgemeinen Riemannschen Raum entwickelt ist.
Wir werden bald sehen, daB es auf sehr einfache und vollig willkiirlose
Weise gelingt, beispielsweise die Gesetze des elektromagnetischen Feldes,
die zunichst nur unter der Voraussetzung der Euklidischen Geometrie
aufgestellt sind, auf den Riemannschen Raum zu iibertragen. Ist dies
aber geschehen, so kann sehr wohl die Erfahrung dariiber entscheiden,
ob der spezielle Euklidische Standpunkt aufrecht zu erhalten ist oder ob
wir zu dem allgemeineren Riemannschen iibergehen miissen. Wir sehen
aber, daB fiir uns an dem Punkte, an dem wir jetzt stehen, diese Frage
noch nicht spruchreif ist.

Zum SchluB stellen wir noch einmal die Grundlagen der Riemann-
schen Geometrie in geschlossener Formulierung und unter Abstreifung
der speziellen Dimensionszahl » == 3 vor Augen.

Ein n-dimensionaler Riemannscher Rawm ist eine n-dimensionale Mannig-
faltigheit, aber nicht eine beliebige, sondern eine solche, der durch eine positiv-
definite quadratische Differentialform ecine Mafbestimmung aufgepragt ist.
Die Hauptgesetze, nach denen jene Form die MaBgroBen festlegt, sind die
folgenden (die x; bedeuten irgendwelche Koordinaten):

1. Ist g die Determinante der Koeffizienten der Fundamentalform,
so ist die GroBe irgend eines Raumstiicks gegeben durch das Integral

(14) : fl/gdxldxz v dXy,,
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das zu erstrecken ist iiber dasjenige mathematische Gebiet der Variablen x;,
welches dem Raumstiick entspricht.

2. Bedeutet Q(4d) die der quadratischen Fundamentalform entspre-
chende symmetrische Bilinearform zweier an derselben Stelle befindlichen
Linienelemente # und 0, das »skalare Produkt« von # und d, so ist der
von ihnen gebildete Winkel # zu berechnen aus

(15) cos 0 = ‘_%_L .
VQ(dd)-Q(00)

3. Eine in dem #-dimensionalen Raum R liegende m-dimensionale
Mannigfaltigkeit R, (1 = m < #n) ist gegeben durch eine Parameterdar-
stellung :

xi= Xttty . . . Up) f=1, 2, ..., %),
welche jedem Punkt (#) von R, den Ort (x) anweist, an welchem er
sich in R befindet. Aus der metrischen Fundamentalform des Raumes
entsteht durch Einsetzen der Differentiale

0x; ; 5
* dul+b"‘_du2+...+bx

T g, du, st

die metrische Fundamentalform dieser m-dimensionalen Mannigfaltigkeit;
sie ist damit selber ein Riemannscher m-dimensionaler Raum, und die
Berechnung der GroBe eines beliebigen Stiicks von ihr geschieht nach
der auf sie iibertragenen Formel (14). So kann die Linge von Linien-
stiicken (m = 1), der Inhalt von Flichenstiicken (m = 2) usw. ermittelt
werden.

dx; dtty,

§ 12. Parallelverschiebung und Kriimmung.

Um die Riemannsche Geometrie weiter zu entwickeln, kehren wir zu-
nichst zur Flichentheorie im FEuklidischen Raum zuriick. Die zu be-
trachtende Fliche sei gegeben durch die Parameterdarstellung r = v (x, %,),
welche jedem Flichenpunkt (x, x,) als seinen Ort im Raum denjenigen Punkt
£ anweist, zu welchem von einem fest im Raum angenommenen Anfangs-

punkt O der Vektor é—i’z t hinfilhrt. In einem beliebigen Flichenpunkt
konstruieren wir die Tangentenebene, welche aufgespannt wird won den

beiden Vektoren
or . Vrbr

T T

Die Flichenvektoren im Punkte P sind die in dieser Tangentialebene ge-
legenen, von 2 ausgehenden Vektoren. Ein Flichenvektor liit sich also
eindeutig darstellen in der Form

t =5 +:8%,;
&%, &* sind seine kontravarianten Komponenten in dem benutzten Ko-

ordinatensystem. Mit den Koordinaten (x, x,), auf welche die Fliche
bezogen ist, verkniipft sich so von selber im Punkte P ein bestimmtes

4
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Koordinatensystem e, e, fir den (zweidimensionalen) Vektorkérper in 2,
die lineare Mannigfaltigkeit der Flichenvektoren in 2 Die kovarianten
Komponenten (g - ¢;) = &; hiingen mit den kontravarianten zusammen durch
die Gleichungen

g[ = &k ‘g‘k.

Wir verschieben den Flidchenvektor ¢ in 2 = (x, x,) parallel mit sich
im Raum nach dem zu 2 unendlich benachbarten Flichenpunkt 7’ =
(x, 4+ dx,, x, 4+ dx,). Dadurch geht ein im allgemeinen die Fliche nicht
tangierender Vektor ¢ in 2’ hervor; ihn kénnen wir aber eindeutig spalten
in eine die Fliche tangierende und eine (unendlichkleine) zur Fliche
normale Komponente f = g + t,. Mit Levi-Civita’) kommen wir iiberein,
von dem Flichenvektor ¥ in 2" zu sagen, daB er durch »Parallelver-
schiebung auf der Flicke« aus dem Flichenvektor ¢ in 2 hervorgeht.
Die Bedeutung dieses Begriffs beruht vor allem auf den folgenden beiden
Tatsachen :

L. Durch infinitesimale Parallelverschicbung auf der Fliche erfahren weder
die Langen der Vektoren nmock die Winkel zwischen ihnen eine Anderung; sie
bewirkt eine kongruente Verpflanzung des Vektorkérpers von Znach Z’. Denn
die am Flichenvektor ¢ hervorgebrachte Anderung 4t ist laut Definition
normal zur Fliche; infolgedessen gilt fiir das skalare Produkt irgend zweier
Flichenvektoren ¢ und Y in Z7:

d(x-y)=(dx-y)+ (& 2y = o.

II. Der Prozef hingt nur ab von der metrischen Fundamentalform der
Fliche; aus ihr allein kann von jedem durch seine Komponenten & ge-
gebenen Flichenvektor in 2 bestimmt werden, in welchen Vektor er durch
Parallelverschiebung nach dem unendlich benachbarten Punkte 7’ iibergeht.

Beweis. Kennzeichnen wir durch Uberstreichen die tangentielle Kom-
ponente eines Vektors im Fldchenpunkte 2P, so ist die infinitesimale Par-
allelverschiebung eines Vektors in 2 auf der Fliche dadurch charakteri-

siert, daB er 1) Flichenvektor bleibt und 2) dr = o ist. Schreiben wir,
um die erste Tatsache auszunutzen, £ = &%e;, so bekommen wir aus der
zweiten :

(16) A5 e; 4§ de;=o.
Darin bedeutet & die Anderung der Komponente & des Vektors bei
Parallelverschiebung auf der Fliche von P = (x;) nach P’ = (x; 4+ dx.),
de; aber den Unterschied des Vektors e; in den beiden zueinander unend-
lich benachbarten Punkten 7, 7'. Es ist also, wenn wir die Ableitung
nach x; durch einen unten angehingten Index bezeichnen,

e; = 1;, de,- = I‘;kdxk, T& = t;zdx;.
Setzen wir

v = lier, 4+ ey,

so ergibt (16):
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rds = — §de, = — §*tpdxg = — MepSedxy - 12,

(17) dE = — Topk(dx)?

Damit haben wir den Proze8 der Parallelverschiebung in eine Formel ge-
faBt: sie lehrt, daB die Zuwichse der Vektorkomponenten & bei infinite-
simaler Parallelverschiebung auf der Fliche sowohl vom verschobenen
Vektor (£ als augh von der vorgenommenen Verschiebung mit den Kom-
ponenten (dx)’ linear abhingen; die dabei auftretenden Koeffizienten Iy
geniigen auBerdem der Symmetriebedingung
Moo = Tag-
Um von einem Raumvektor a im Flichenpunkt 7 die tangentielle
Komponente
a=a'e, + a’e,
zu finden, miissen wir ausdriicken, daB a — a normal zur Fliche ist; das
geschieht durch die beiden Gleichungen
(a-e)=1(-¢) (=1, 2).
Wir erhalten so .
gy = (a-e).
Wenden wir diese Regel insbesondere auf den Vektor r,s an und setzen
(tap 1) = Ti ag,

so bekommen wir die Formeln

(18) 8ij r]a(i =T o3,
welche uns in den Stand setzen, die in (14) auftretenden Koeffizienten I_f,;g
aus der Flichengleichung t = t(x, x,) zu berechnen. Um zu zeigen, daB
sie in Wahrheit nur von den g;z abhingen, differentiiere man die De-
finitionsgleichung

gir = (t:-1z)
nach xy:

0g:
(19) aif =iz te) + (C:oted) = Ts 224 Th, a0.

Ich setze die Gleichungen darunter, welche aus ihr durch zyklische Ver-
tauschung der drei Indizes 7%/ entstehen:

)
*bgkl =Tz 04T,
X5
dgs;
8 — Vo in+Ti .
Oxz

Addiert man von diesen drei Gleichungen die erste und dritte, subtrahiert
die zweite, so zerstoren sich rechts, weil die [ symmetrisch sind in ihren
beiden hinteren Indizes, alle Terme bis auf die beiden
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Mo ke 4T 0o = 25 44y

und man bekommt

Ii(bgik dgir ngz).

(20) P o= 2 \oay dxr  Oay

In der Literatur treten die durch {20) definierten GréBen meist unter der
Christoffelschen Bezeichnung [k;l], die daraus nach (18) entspringenden
GroBen I, unter der Bezeichnung {k,l} auf; sie heiBen Christoffelsche
Dreiindizes-Symbole. Nur gelegentlich werden wir uns hier dieser Klammer-
symbole bedienen, da sie gegen unsere Konvention iiber Indexsteflung
verstoBen.

Wir erwdhnen noch eine dritte Eigenschaft unseres Begriffs.

L. Zu einem vorgegebenen Punkt P auf der Fliche gehiort stets ein die
Ummgebung von P bedeckendes Koordinatensystem (x_x,), fiir welches die
samtlichen Grofen Uiy in P vcrschwinden. In einem solchen »geodiitischenc
Koordinatensystem gilt also fiir einen Jeliebigen Vektor in P bei Parallel-
verschiebung auf der Fliche nach einem beliebigen zu P unendlich benach-
barten Punkte 7’ die einfache Gleichung #& = o. Auf geometrischem
Wege erhilt man ein geoditisches Koordinatensystem in 2 am einfach-
sten durch die folgende Konstruktion. Man zeichnet die Tangentenebene £
der Fliche in 2 und projiziert die Fliche senkrecht auf £; fiir eine ge-
wisse Umgebung des Punktes 7 ist diese Projektion eine umkehrbar ein-
deutige Korrespondenz zwischen Fliche und Tangentenebene. In £ ver-
wenden wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, x, mit 2 als Ursprung,
und als Koordinaten eines beliebigen Flichenpunktes fungieren die Ko-
ordinaten x, x, seines Spurpunktes in %Z. Um sich von der geoditischen
Natur dieser Flichenkoordinaten in 2 zu iiberzeugen, verwende man im
Raum Cartesische Koordinaten, die in £ mit x x, zusammenfallen. Die
Parameterdarstellung der Fliche lautet dann

x=a, ¥y=4,, =i1(x15,), ,

die Werte:

und infolgedessen haben die Komponenten von t;; = 353
X;OXfe

Xik = O, Yir = 0, Ziks
Im Punkte 7 ist der Vektor r;z also normal zur Fliche, T;z = o und

damit auch [{z = o. — Die Wahl eines geod:itischen Koordinatensystems
hat fiir die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform zur Folge, daB
sie in dem betreffenden Punkte sfationdrc Werte annehmen; denn die Glei-
bgik

chungen [}z = o haben nach (19) zur Folge, daB die Ableitungen Sr
i

verschwinden.

Levi-Civitas Erkldrung setzt ohne weiteres in Evidenz, daB die Par-
allelverschiebung in der Fliche unabhingig ist von dem auf der Fliche
verwendeten Koordinatensystem (x, x,); sie macht von einem solchen Ko-

ordinatensystem iiberhaupt keinen Gebrauch. Darauf lehrt die Rechnung,
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welche zu den Formeln (17), (18), (20) fiihrt, daB dieser Begriff nur von
der Metrik der Fliche abhiingt, nicht aber von der Art, wie sie in einen
dreidimensionalen Euklidischen Raum eingebettet ist. Will man den Be-
griff ganz von dem Euklidischen Einbettungsraum ablésen, so wird man
ihn umgekehrt durch die Gleichungen (17), (18), (20), ohne Benutzung
des Einbettungsraumes, definzeren. Man hat dann die Aufgabe, zu zeigen,
daB er eine invariante Bedeutung hat, d. h. daB diese Erklirung unab-
hingig ist von dem verwendeten Koordinatensystem (x, x,). Dies gelingt,
wenn auch ein wenig miithsam, durch rechnerische Ausfithrung der Trans-
fornfation von ¢inem Koordinatensystem (x, x,) auf ein beliebiges anderes.
Aber auch dieses Vorgehen, das aus lauter Formeln statt Gedanken und
Anschauungen besteht, ist offenbar wenig befriedigend; hinter den For-
meln steht doch sicher ein einfacher und natiirlicher Begriff, den es ge-
lingen muB so herauszuschilen, daB8 weder vom Einbettungsraum noch
von einem speziellen Koordinatensystem Gebrauch gemacht wird. Bevor
wir dies aber leisten konnen, miissen wir zunichst den Begriff des Vektors
selbst vom Einbettungsraum ablosen.

Es handelt sich hier offenbar um einen geometrischen Hilfsbegriff, der
dazu eingefiihrt wird, um die Tatsache zum Ausdruck zu bringen, daB
die unendlichkleine Umgebung eines Punktes 2 in einer beliebigen stetigen
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit als eben gelten kann, daB fiir ein
solches unendlichkleines Gebiet die affin-lineare Geometrie gilt; man er-
setzt die Linienelemente in 2 durch die Vektoren, um nicht bestindig
mit unendlichkleinen GréBen operieren zu miissen. Unwesentlich ist es
von diesem Standpunkt aus, daB die betrachtete Fliche und ihre Tangenten-
ebene in einen gemeinsamen dreidimensionalen Euklidischen Raum ein-
gebettet sind; es hat fiir uns z. B. keine Bedeutung, ob und wo sich
Fliche und Tangentenebene fern vom Berithrungspunkte /> sonst noch im
Raume schneiden moégen. Die Tangentenebene ist ein mit einem Zentrum O
versehener zweidimensionaler linearer Raum im Sinne von Kap. I; das
Zentrum O fillt mit dem Flichenpunkt 7 zusammen, und die unendlich-
kleine Umgebung von O in der Tangentialebene deckt sich mit der un-
endlichkleinen Umgebung von 2 auf der Fliche. Wir kénnen uns vor-
stellen, daB wir die Tangentenebene von der Fliche abheben und neben
sie legen; wir miissen dann nur das mit 2 urspriinglich in Deckung be-
findliche Zentrum O der Tangentenebene auf ihr markieren und die Be-
ziehung oder Abbildung angeben, vermége deren die unmittelbare Um-
gebung von O in der Tangentenebene mit der Umgebung von 2 auf der
Fliche zur Koinzidenz gebracht wird; diese Abbildung ist eine affin-
lineare. So kommen wir zu der folgenden, vom einbettenden Raum un-
abhingigen Definition, die nicht an die Dimensionszahl 2 gebunden ist:

Der zum Punkte P einer gegebenen n-dimensionalen Mannigfaltigkert ge-
horige Vektorkorper (Vektorraum) ist eine n-dimensionale lineare Vektor-
mannigfaltigheit (oder, was das gleiche besagt, ein n-dimensionaler, mit einem
Zentrum O versehener linearer Raum), worin die unmittelbare Umgebung
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des Zentrums vermittels ciner affin-linearen Besiehung it der unmittelbaren
Umgebung wvon P in der Mannigfaltigheit sur Koingidenz gebracht ist, dabe
deckt sich O mit P. Auf Grund der Koinzidenz-Beziehung gehort zu
jedem die Umgebung des Punktes 7 bedeckenden Koordinatensystem x;
in der Mannigfaltigkeit ein bestimmtes lineares, aus 2 Vektoren bestehendes

Koordinatenkreuz e, e, ... e, des Vektorkérpers von solcher Beschaffenheit,
daB ein beliebiges von 2 = (x; ausgehendes Linienelement, das nach
dem Punkte 7' = (x; + dx,) fiihrt, koinzidiert mit dem infinitesimalen

Vektor 2 dx; - ¢; im Vektorraum. Wir sagen kurz, das Koordinatensystem
-

auf der Mannigfaltigkeit induziert ein Koordinatensystem im Vektorraum.
Das alles ist noch unabhingig davon, daB die Mannigfaltigkeit als eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer Metrik ausgestattet ist. Die Metrik
im Punkte 2 iibertrigt sich eindeutig auf den Vektorraum in solcher Weise,
daB die Koinzidenzbeziehung der unendlichkleinen Umgebungen von /7
bzw. O eine kongruente Abbildung wird. Wenn g;z(dx) (dx)* die metri-
sche Fundamentalform im Punkte 2 ist, ist g;2&n* das skalare Produkt
zweier Vektoren mit den Komponenten &, 57 im zugehorigen Vektorraum.

Um ferner zu der gewiinschten independenten Erklirung der infinite-
simalen Parallelverschiebung von Vektoren zu gelangen, welche formel-
miBig durch die Gleichungen (17) und (19) definiert ist, haben wir uns
zu fragen: 1) Was bedeutet es, daB dieser ProzeB, durch welchen der
Vektorkorper in /7’ auf bestimmte Weise iibergefiihrt wird in den zu 2’
gehorigen Vektorkodrper, sich durch eine Gleichung von der Gestalt (r7)
ausdriickt? d. h. daB die Anderungen #& der Komponenten & eines
Vektors linear von ihm selbst und von der vorgenommenen Verschiebung

abhingen, mit Koeffizienten rﬁ;l,g, die symmetrisch sind in « und p.
2) Was bedeutet es, daB die Koeffizienten I durch die Relationen (19)
mit den Koeffizienten g;z der metrischen Fundamentalform verbunden
sind? Die Antwort lautet®): 1) ist nur ein anderer Ausdruck fiir die
oben unter III. erwihnte Tatsache, daB es ein in 2 geoditisches Koordi-
natensystem gibt; und 2) besagt, da8 bei infinitesimaler Parallelverschie-
bung die Linge der Vektoren ungeindert bleibt. Die Beweise dafiir werden
wir spiter, in § 15 und in § 17, genau ausfihren. Die Sachlage ist
demnach die folgende. Wir haben a priori keinen AnlaB, irgendeinem Ko-
ordinatensystem vor einem anderen den Vorzug zu geben. Zu jedem die
Umgebung von 2 bedeckenden Koordinatensystem gehort ein moglicker
Begriff der Parallelverschicbung des Vektorkorpers in 2 nach allen zu 7
unendlich benachbarten Punkten Z’: Transport der Vektoren ohne Ande-
rung ihrer Komponenten. Trigt unsere Mannigfaltigkeit als Riemannsche
Mannigfaltigkeit eine MaBbestimmung, so wird durch die Metrik unter
den eben erwihnten, an sich mdglichen und miteinander konkurrierenden
Begriffen von Parallelverschiebung ein einziger ausgezeichnet durch die
Forderung, daB der ProzeB die Linge der Vektoren ungeindert lassen
soll. Ich betrachte diese Tatsache geradezu als die Grundtatsache der
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Infinitesimalgeometrie. Die damit gewonnene independente Erklirung liSt
die prinzipielle Bedeutung unseres Begriffs viel besser hervortreten als die
urspriingliche, von Levi-Civita herriihrende, die sich des einbettenden Eukli-
dischen Raums bedient; erst jetzt sehen wir, wie natiirlich dieser Begriff
gebildet ist und daB er mit vollem Recht den Namen der infinitesimalen
Farallelverschicbung verdient. — FEine Mannigfaltigkeit, deren Natur den
ProzeB der infinitesimalen Parallelverschiebung (unter den an sich még-
lichen) eindeutig determiniert, nenne ich eine affin susammenhingende
Mannigfaltigheit. Ein Riemannscher Raum ist also eine affin zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit. Wie es sich aber in der linearen Geometrie
als zweckmiBig erwies, die affine Geometrie selbstindig neben der metri-
schen auszubilden, so werden wir auch in der Infinitesimalgeometrie die
allgemeinere Theorie der affin zusammenhingenden Mannigfaltigkeit der spe-
zielleren des Riemannschen metrischen Raumes vorausschicken.

An den Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung schliefit sich so-
gleich eine Reihe weiterer geometrischer Begriffe an; so vor allem der der
geraden (oder geoditischen) Zinie. Darunter ist eine Linie zu verstehen,
deren Richtung sich nicht dndert, deren Tangente lings der Kurve von Punkt
zu Punkt eine infinitesimale Parallelverschiebung erfihrt. Allgemeiner kann
man einen im Punkte 7 gegebenen Vektor lings einer beliebigen vom Punkte /2
ausgehenden Kurve so verschieben, daB er von Punkt zu Punkt eine infinite-
simale Parallelverschiebung erfihrt, und auf diese Weise den Vektor in
P nach einem beliebigen Punkte 7* der Mannigfaltigkeit durch Parallel-
verschiebung iibertragen /Zings cines P muit P* werbindenden Weges. Hier
erhebt sich aber sofort die Frage: ist dieser ProzeB vom Wege un-
abhingig? Gelangen wir, wenn wir denselben Vektor vom Punkte 2 auf
zwel verschiedenen Wegen nach A* transportieren, beidemal in A2* zu
dem gleichen Endvektor? Die Frage ist offenbar der andern #quivalent:
Kehrt ein Vektor, der lings einer geschlossenen Kurve so herumgefiihrt wird,
daB er in jedem Augenblick eine infinitesimale Parallelverschiebung erfihrt,
zu seiner Ausgangslage zuriick oder nicht? Wir konnen statt des einzelnen
Vektors auch den ganzen Vektorkorper betrachten. Nimmt ein sich be-
liebig in der Mannigfaltigkeit bewegender Punkt Z den zu ihm gehdrigen
Vektorkorper € p bei der Bewegung so mit, daB er in jedem Augenblick eine
infinitesimale Parallelverschiebung erfihrt, so wollen wir £ » als KompaBkorper
bezeichnen. Kehrt der KompaBkorper, nachdem er eine geschlossene
Reise vollendet hat, wieder zu seiner alten Lage zuriick? A priori steht
fest, da die Parallelverschiebung eine kongruente Verpflanzung des Vektor-
kérpers ist, daB die Anfangs- in die Endlage an Ort und Stelle durch
eine Dre/ung des Kompasses iibergefilhrt werden kann. Wir wollen hier
sogleich an einem einfachen Beispiel zeigen, daB im allgemeinen in der
Tat der KompaBkorper nach Zuriicklegung eines geschlossenen Weges
nicht in seine Ausgangsstellung zuriickkehrt.

Auf der Kugel vom Radius ¢ (im dreidimensionalen Euklidischen
Raum) sind die GroBkreise die geoditischen ILinien. Beim Fortschreiten
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auf dem GroBkreis ist die Anderung 4t des Tangentenvektors t von der
Léinge 1 normal zur Tangente t selber; denn aus (t-t) = 1 folgt (t- 4t) = o.
AuBerdem liegt #t in der durch den Kugelmittelpunkt gehenden Ebene,
welche den GroBkreis ausschneidet. Infolgedessen hat &t die Richtung
der Kugelnormale; d. h. t erfdhrt beim Fortschreiten lings der Kurve eine
Parallelverschiebung auf der Fliche. Wir betrachten ein aus GroBkreisen
bestehendes Dreieck 48 C auf der Kugel und wollen die Drehung be-
stimmen, welche der KompaBkérper erfahren hat, nachdem sein Zentrum
den Umfang des Dreiecks durchlaufen hat. «, @,.-7 seien die AuBen-
winkel des Dreiecks. Wir gehen etwa aus von einem Vektor ¢ im Punkte
4, der die Richtung der Seite 45 besitzt; bei Parallelverschiebung lings
APFB Dbleibt er bestindig Tangente, weil 4.5 geoditische Linie ist. Im
Endpunkt B angelangt, bildet er also mit der Seite BC den Winkel .
Wir nehmen einen Vektor ) in B zu Hilfe,
der in die Richtung der Seite B C weist.
Bei Parallelverschiebung lings B C bleibt y
bestindig Tangente und der Winkel zwi-
schen ¢ und %) konstant; bei seiner Ankunft
in C bildet ¢ also mit der Seite B C noch
immer den Winkel 8, mit der Seite C4 den
Winkel 4 7. Schieben wir ihn endlich
von C nach A zuriick lings der Seite C'4, Fig. 6.
so erhilt sich dieser Winkel aus demselben
Grunde wie bei der Verschiebung lings B C, und er kommt in 4 mit
einer Richtung an, die den Winkel

a+pB+4+y oder (a+g4y) —z2w
mit der Linie 45 bildet. Um diesen Winkel muB man die Endlage in
A drehen, um sie wieder in die Anfangslage zuriickzufithren; dabei ist
der Drehsinn so gewihlt, daB die vollzogene Umlaufung des geodétischen
Dreiecks eine solche im positiven Sinne ist. Der Winkel, um welchen
ich den KompaBkorper in seiner Anfangslage in 4 drehen muB, um ihn an
Ort und Stelle in die Endlage iiberzufiihren, betrigt also 2 7t — (a4 £+ y),

d. i = i,mal dem Flicheninhalt des umfahrenen Dreiecks.
a

Auf einer Fliche, will sagen: in einer zweidimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit hingt der Winkel A/ w (G), um den sich der KompaB-
korper gedreht hat, nachdem er die Berandung eines Gebietes G umfuhr,
additiv vom Gebiete G ab; d. h. zerlegt man G irgendwie in zwei Teil-
gebiete G, -+ G,, so gilt

do (G, + G, = Ao (G,) + o (G,).
Daraus geht hervor, daB sich 4w (G) mit Hilfe einer gewissen Orts-
funktion X in der Form eines Integrals

(21) dw(G) = [Kdo
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darstellen lassen muB; Zo bedeutet das Flichenelement, die Integration
erstreckt sich iiber das Gebiet . K findet man an einer Stelle 2 als
Quotient aus dem unendlich kleinen Winkel 4 w, um den sich der Kompa8-
korper gedreht hat, nachdem er ein an der Stelle 2 befindliches Flichen-
element 4 ¢ umfuhr, und der GréBe o/ o des umfahrenen Flichenelements ?).
(In Wahrheit handelt es sich natiirlich um den Zzmes eines Quotienten;
beim Grenziibergang zieht sich /o auf 7 zusammen. Es ist gleichgiiltig,
welcher Drehsinn in 2 als positiver fixiert wird, wenn wir nur das Element
A ¢ im selben Sinne, umfahren, in welchem die Drehung positiv gerechnet
wird.) Nach ihrer Definition muB sich die »Kriimmunge« & offenbar aus
den die infinitesimale Parallelverschiebung bestimmenden Koeffizienten 7,
den Christoffelschen Dreiindizes-Symbolen durch Differentiation berechnen
lassen; in § 16 gehen wir darauf ausfiihrlich ein. Diese Invariante der
metrischen Fundamentalform — X ist ein mit dem metrischen Felde in-
variant verkniipfter Skalar — ist zuerst von GauB entdeckt worden. Die
Verallgemeinerung auf eine #-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
ergibt sich aus unseren Darlegungen ohne weiteres; doch wird die analy-
tische Darstellung komplizierter, weil in drei und mehr Dimensionen 1) eine
Drehung sich nicht mehr durch einen einzigen Drehwinkel kennzeichnen
la8t und 2) in einem Punkte Flichenelemente von unendlich vielen ver-
schiedenen Stellungen existieren.

Nach der oben am sphirischen Dreieck durchgefiihrten Betrachtung
ist die GauBsche Kriimmung X der Kugel vom Radius ¢ an jeder

I . . .
Stelle = —;. Es ist wegen der Homogeneitit der Kugel von vornherein
a

klar, daB die Kriimmung iiber die ganze Kugel hin konstant sein muB.
Nach der Formel (z21) folgt daraus fiir jedes Gebiet G auf der Kugel:

Ao (G)= ;Ié mal Flicheninhalt von .

Es ist vielleicht eine niitzliche Ubung, diese Beziehung elementar noch
fiir andere einfach begrenzte Kugelgebiete zu bestitigen, z. B. fiir eine
Kugelkalotte. Hier kommt man sehr rasch durch folgende anschauliche
Uberlegung zum Ziel. Wir konstruieren den Kegel, welcher die Kugel
lings des die Kalotte begrenzenden Kreises € beriihrt (in der Figur ist
links der Meridianschnitt gezeichnet) Nach der Erklirung von Levi-
Civita kommt es auf das gleiche hinaus, ob wir den Vektorkérper durch
Parallelverschiebung lings € auf der Kugel oder auf dem beriihrenden
Kegel herumfithren. Den Kegel aber kénnen wir ohne Anderung seiner
MaBverhéltnisse und daher auch ohne Anderung seines affinen Zusammen-
hangs auf die Ebene abwickeln, nachdem wir ihn lings einer Mantellinie
aufgeschnitten haben. Nach der Abwicklung gewédhren der Kreis € und
ein lings @ parallel verschobener Vektor ¢ den Anblick, welchen der
rechte Teil der Figur zeigt: der Vektor g bleibt parallel mit sich selber
in der Ebene. Bedenkt man nun, daB auf dem unzerschnittenen Kegel
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die Tangente im Endpunkt B mit der Tangente im Anfangspunkt 4 zu-
sammenfillt, so erkennt man, daB der in der Figur mit 4w bezeichnete

D

Fig. 7.

Winkel derjenige ist, um welchen sich der Vektorkérper nach Ausfiihrung
der Parallelverschiebung lings @ gedreht hat. Man berechnet daraus

sofort
Adw = 2 (1 — cos «) =

——Ié mal dem Flicheninhalt der umfahrenen Kalotte.
a

Die Art und Weise, wie GauB zuerst die Kriimmung in die Flichen-
theorie eingefiihrt hat, weicht vollstindig von der hier gegebenen ab; sie
benutzt den die Fliche einbettenden dreidimensionalen Euklidischen Raum.
Dariiber moége man sich in den Lehrbiichern der Flichentheorie infor-
mieren*®).  Auch die von Riemann gefundene, nur mit den MaBverhilt-
nissen der Fliche operierende geometrische Deutung, die er in seinem
oben zitierten Habilitationsvortrag beschreibt, ist komplizierter und weniger
natiirlich. — Wir haben es hier mit der Theorie der krummen Flichen
im Euklidischen Raum nur insoweit zu tun, als wir aus ihr, dem Gang
der historischen Entwicklung folgend, die independenten, eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit betreffenden Begriffe herausdestillieren wollten. Nach-
dem einmal diese independenten Begriffe gewonnen sind, wird man,
systematisch vorgehend, die Theorie der einzelnen (nicht eingebetteten,
Mannigfaltigkeit als das Einfachere und Grundlegende an den Anfang
stellen, die Theorie der R#ume geringerer Dimensionszahl aber, die in
einen vorgegebenen Riemannschen oder Euklidischen Raum eingebettet
sind, in zweite Linie riicken lassen. Der zweite Teil: Untersuchung
zweier Mannigfaltigkeiten in ihrer durch die Einbettung gestifteten Be-
ziehung zueinander, liegt abseits unseres Weges ).

In der Riemannschen Geometrie ist, wie wir sahen, anders als in der
Euklidischen, ein direkter Fernvergleich von Vektoren, der Vektoren an
zwei verschiedenen Orten des Raums, nicht méglich. An seine Stelle tfit;
vielmehr die Ubertragung durch infinitesimale Parallelverschiebung lings
eines Weges. Immerhin kénnen auch noch in der Riemannschen Geometrie

Weyl, Raum, Zeit, Materie. s. Aufl. 7
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die Ldngen von Vektoren, die sich an verschiedenen Orten befinden, un-
mittelbar miteinander verglichen werden; es ist dies die erste Grund-
voraussetzung, welche Riemann macht, daB sich zwei an derselben oder
an verschiedenen Stellen befindliche Linienelemente aneinander messen
lassen. Hierin liegt offenbar eine Inkonsequenz; in einer reinen Nahe-
geometrie kann die Moglichkeit eines solchen Fernvergleichs ebensowenig
fir die Vektorlingen, die Strecken zugestanden werden wie fiir die Vektoren
selber. Es ist nur ein Prinzip zuldssig, das die Ubertragung einer MaB-
strecke von einem Punkte nach den unendlich benachbarten ermdoglicht.
Man muf dann darauf gefaBt sein, daB die Ubertragung derselben MaB-
strecke in 2 auf zwei verschiedenen Wegen nach einem entfernten Punkte
P* zu verschiedenen Endstrecken fiihrt. Ich glaube also, daB die Riemann-
sche Geometrie das Ideal einer reinen Infinitesimalgeometrie erst zur
Hiilfte erreicht; es ist notig, dieses letzte ferngeometrische Element aus-
zuscheiden, das ihr von ihrer Euklidischen Vergangenheit her noch an-
haftet **). — Eine andere Erweiterung tritt hinzu, die uns schon aus dem
I. Kapitel geldufig ist: um der Anwendung auf die vierdimensionale Welt
willen, zu der Raum und Zeit sich verbinden, miissen wir auch den Fall
zulassen, daB die metrische Fundamentalform indefinit ist. Immer aber
werden wir an der Voraussetzung festhalten, daB sie nicht-ausgeartet
ist; und daB die Zahl ihrer positiven und ihrer negativen Dimensionen
allerorten die gleiche ist. Die zweite Annahme folgt iibrigens aus der
Stetigkeit der Koeffizienten g;z der metrischen Fundamentalform und dem
Umstande, daB die Determinante der gz nirgendwo verschwindet.

§ 13. Die Homogeneititsfrage. Das Wesenhaft-Absolute und
das Verinderlich-Zufillige an der Raumstruktur.

Kein Zweifel: die Riemannsche Geometrie, deren Plan wir eben in
den Grundziigen entwarfen, verspricht eine mathematische Theorie von
groBer Schonheit zu werden. Aber kann man im Ernst erwarten, daB
diese Theorie fiir den wirklichen Raum in Betracht kommt? Der Raum
ist Form der Erscheinungen und, sofern er das ist, notwendig /omogen.
Nun ist aber der allgemeine Riemannsche Raum keineswegs von homo-
gener metrischer Struktur; sondern ein homogenes metrisches Feld be-
sitzen allein die drei schon in § 10 angefiihrten Geometrien: die Eukli-
dische, die sphirische und die Bolyai-Lobatschefskysche. Zur niheren
Orientierung iiber diese Frage sehen wir ab von den beiden im letzten
Absatz des vorigen Paragraphen eingefiihrten Verallgemeinerungen, halten
uns also an die eigentliche Riemannsche Geometrie, die auf einer positiv-
definiten quadratischen Differentialform beruht, und fassen zunichst die
niederste Dimensionszahl 7z = 2 ins Auge (der Fall ~ = 1 hat gar kein
Interesse). Die Natur der Metrik im Punkte 2 ist fiir alle Punkte /7
die gleiche; denn welches auch die Stelle 2 sein mdge, immer kann ich
durch Einfithrung eines geeigneten Koordinatensystems erreichen, -daB die
metrische Grundform in 2 die Gestalt besitzt: Zx? -+ dx.. Ebenso
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ist der affine Zusammenhang von 7 mit den Punkten seiner Umgebung
an allen Orten 2 von der gleichen Natur; denn wo auch der Punkt
P liegen mége, immer konnen wir seine Umgebung mit einem solchen
Koordinatensystem bedecken, daB fiir alle Vektoren (&) in 7 bei Parallel-
verschiebung nach den zu 2 unendlich benachbarten Punkten die Glei-
chung @& = o besteht. In beiderlei Hinsicht ist die Mannigfaltigkeit
also a priori homogen. Die Metrik an einer Stelle ist bestimmt durch
die Werte der gz, der affine Zusammenhang durch die Werte ihrer
ersten Ableitungen daselbst; darum konnen wir auch sagen: es herrscht
Homogeneitit auf der ot*" und der 1" Differentiationsstufe. Es herrscht
hingegen keine Homogeneitit mehr auf der 2zt Differentiationsstufe; die
Kriimmung, die ihrerseits wieder durch Differentiation aus dem affinen
Zusammenhang entspringt, wechselt im allgemeinen von Ort zu Ort auf
der Fliche. Soll aber die Mannigfaltigkeit metrisch homogen sein, soll
es nicht moglich sein, irgendeine metrische Aussage iiber sie an ezner
Stelle zu machen, die nicht auch an jeder anderen giiltig ist, so muf} die
Kriimmung eine Konstante A sein. Eine zweidimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit von der konstanten Kriimmung 4 hat aber, wie man zeigen
kann, stets die folgende metrische Fundamentalform (geeignete Wahl der
Koordinaten x,x, vorausgesetzt):
. o Ax dx, - x, dx,)”

(dx? + dx3) + 1 — A (x4 %7 :
Das Ergebnis 148t sich auf mehr Dimensionen iibertragen. Soll das Gesetz,
nach welchem ein Flichenelement die Drehung bestimmt, die der KompaB-
korper durch Umfahren des Flichenelements erleidet, soll dieses Gesetz
unabhingig sein von Ort und Stellung des Flichenelements, so lautet die
metrische Fundamentalform der 7-dimensionalen Riemannschen Mannig-
faltigkeit, bei geeigneter Wahl der Koordinaten, notwendig so:
Mx, dx)?
1 —Axx)
/ ist eine Konstante, (x, y) zur Abkiirzung geschrieben fiir x, y, + x,, +
<o+ 4 x,y,. A=o liefert die Euklidische, 4 > o die sphirische, 1 <o
die Bolyaische Geometrie. Unter diesen Umstinden haben nicht nur die
Linienelemente eine von Ort und Richtung unabhingige Existenz, sondern
eine beliebige, endlich ausgedehnte Figur kann kongruent ohne Anderung
ihrer MaBverhiltnisse an einen beliebigen Ort verpflanzt und in eine be-
liebige Richtung gestellt werden. Damit kehren wir zu dem Begriff der
kongruenten Abbildung zuriick, von dem unsere Betrachtungen iiber den
Raum in § 1 ihren Ausgang nahmen. Es ist leicht, die Gruppe G
aller kongruenten Abbildungen des Riemannschen Raumes mit der me-
trischen Fundamentalform (22) anzugeben, das ist die Gruppe aller Trans-
formationen, welche die Form (22) invariant lassen. Innerhalb der drei
moglichen Fille ist der Euklidische dadurch charakterisiert, daB sich aus
der Gruppe der kongruenten Abbildungen die Gruppe der Translationen

7*

(22) (dx, dx)+
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mit den besonderen, in § 1 auseinandergesetzten Eigenschaften heraus-
hebt. — Der eben formulierte »Homogeneititssatz« wurde schon von
Riemann in seinem Habilitationsvortrag ausgesprochen; er ist von Beltrami,
Lipschitz, F. Schur eingehender begriindet worden *3).

Von einem tieferen, gruppentheoretischen Gesichtspunkt aus hat Helm-
holtz zuerst die Homogeneititsfrage gestellt ). Helmholtz setzt nicht die
Giiltigkeit des Pythagoreischen Lehrsatzes im Unendlichkleinen, ja nicht
einmal die MeBbarkeit der Linienelemente voraus; er spricht allein von
dem wahren Grundbegriff der Geometrie, der Gruppe G' der kongruenten
Abbildungen des Raumes. Seine Orts-Homogeneitit driickt sich darin
aus, daB zu G eine Abbildung gehéren muB, welche den Punkt 7 in
einen beliebigen andern vorgegebenen Punkt P* iiberfiihrt. Die Gleich-
artigkeit aller von einem Punkte /2 ausstrahlenden Richtungen kommt
ferner darin zum Ausdruck, daB unter den kongruenten Abbildungen,
welche 2 festlassen, eine solche existiert, die eine von /7 ausgehende
Richtung in eine beliebige andere vorgegebene verwandelt. Von den
Richtungselementen ot** und 1'** Stufe (Punkt und Linienrichtung) kann
man zu Richtungselementen hoherer Stufe (Flichenrichtung usw.) iiber-
gehen. Man kommt so zu der folgenden Formulierung des Homoge-
neititspostulats im #-dimensionalen Raum: Es soll moglich sein, mit
Hilfe einer zur Gruppe G- gehérigen Abbildung ein System = inzidenter
Richtungselemente der o*™ bis (z — 1)t** Stufe in ein gleichartiges, be-
liebig vorgegebenes System X' iiberzufiihren; aber die Identitit soll unter
den Abbildungen von G die einzige sein, welche ein derartiges System 2
inzidenter Richtungselemente festliBt. Es ist eine wunderbare gruppen-
theoretische Tatsache, die von Helmholtz, strenger und allgemeiner von
S. Lie bewiesen wurde *5), da8 die einzigen dieser Bedingung geniigenden
Gruppen G' die Gruppen G sind; d. h.: eine .Gruppe von der geschil-
derten Art liBt notwendig eine gewisse positiv - definite quadratische
Differentialform &s” invariant; der Form &s® kann durch geeignete Wahl
der Koordinaten die Gestalt (22) erteilt werden.

Damit scheint es, als ob aus der ganzen Fiille der moglichen Geo-
metrien, welche der Riemannsche Begriff umfait, von vornherein nur die-
jenigen in Betracht kdmen, welche durch die metrische Fundamentalform
(22) definiert werden, alle iibrigen aber als bedeutungslos unbesehen fallen
gelassen werden miiften. (Wegen der unbestimmten Konstanten 4 sind
darin drei vollstindig festgelegte individuelle Geometrien enthalten, ent-
sprechend den Werten 2 = o, -+ 1, — 1.) Ja nach der Helmholtzschen
Untersuchung scheint es sogar, als ob der Durchgang durch die all-
gemeine Riemannsche Geometrie sich als ein Umweg erweist, der durch
die Natur der Sache nicht gefordert ist. Riemann selbst dachte dariiber
anders; von einer ganz anderen Auffassung aus hat er seine allgemeine
Infinitesimalgeometrie mit ihrem inhomogenen metrischen Felde entworfen.
Die SchluBworte seines Vortrags geben dariiber Auskunft. Sie konnten von
seinen Zeitgenossen in ihrer Tragweite nicht verstanden werden und sind
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damals so gut wie ungehért verhallt (nur aus den Schriften von W. K. Clifford
klingt uns ein einsames Echo entgegen). Erst heute, nachdem uns Einstein
durch seine Gravitationstheorie die Augen geoffnet hat, sehen wir, was
eigentlich dahinter steckt. Zu ihrem Verstdndnis bemerke ich vorweg,
daB Riemann dort den ZAontinuieriichen Mannigfaltigkeiten die diskreten,
aus einzelnen isolierten Elementen bestehenden gegeniiberstellt. Das MaB
eines jeden Teiles einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch die 4nzakl der
zu ihm gehorigen Elemente gegeben. So trigt eine diskrete Mannigfaltig-
keit zufolge des Anzahlbegriffs das Prinzip ihrer MaBbestimmung, wie
Riemann sagt, a priori in sich. Nun zu Riemanns eigenen Worten:

»Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie
im Unendlichkleinen hidngt zusammen mit der Frage nach dem innern
Grunde der MaBverhiltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl
noch zur Lehre vom Raum gerechnet werden darf, kommt die obige
Bemerkung zur Anwendung, daB bei einer diskreten Mannigfaltigkeit
das Prinzip - der MaBverhiltnisse schon in dem Begriffe dieser Mannig-
faltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hinzu-
kommen muB. Es muB also entweder das dem Raume zugrunde liegende
Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der
MaBverhiltnisse auBerhalb, i darauf wirkenden bindenden Kriften, gesucht
werden.

»Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewidhrten Auffassung der
Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch
Tatsachen, die sich aus ihr nicht erkldren lassen, getrieben, allmihlich
umarbeitet; solche Untersuchungen, welche wie die hier gefithrte von
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, daB diese
Arbeit nicht durch die Beschrinktheit der Begriffe gehindert und der
Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch iiber-
lieferte Vorurteile gehemmt wird. ‘

»Es fithrt dies hiniiber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung
nicht zu betreten erlaubt.«

Sehen wir von der ersten Moglichkeit ab, es konnte »das dem Raume
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden< —
obschon wir es durchaus nicht abschwéren wollen, heute im Angesicht
der Quantentheorie weniger denn je, dafl darin vielleicht einmal die
endgiiltige Losung des Raumproblems gefunden werden kann —, so
leugnet Riemann also, was bis dahin immer die Meinung gewesen war,
daB die Metrik des Raumes von vornherein unabhiingig von den physi-
kalischen Vorgingen, deren Schauplatz er abgibt, festgelegt sei und das
Reale in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne ein-
ziehe; ¢r behauptet vielmehr, daff der Raum an sich nur eine formlose
dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist und erst der den Raum erfiillende
materiale Gehalt iln gestaltet wnd seine Mafiverhiltnisse bestimmt. Es
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bleibt die Aufgabe, zu ermitteln, nach welchen Gesetzen dies geschieht:
jedenfalls aber wird sich die metrische Fundamentalform im Laufe der
Zeit #andern, wie sich das Materiale in der Welt #ndert. Die Moglich-
keit der Ortsversetzung eines Korpers ohne Anderung seiner MaBverhlt-
nisse ist zurlickgewonnen, wenn der Korper das von ihm erzeugte metri-
sche Feld (welches durch die metrische Fundamentalform dargestellt wird)
bei der Bewegung mitnimmt. Ein biegsames Blech, das sich einer ge-
gebenen Flidche vollkommen anschmiegt, kann im allgemeinen tiber die
Fliche hin nicht so bewegt werden, daB es bestindig in seiner ganzen
Ausdehnung aufliegt; aber es gewinnt seine freie Beweglichkeit zuriick,
wenn die Fliche nicht festgehalten wird, sondern von dem Blech in seiner
Bewegung mitgenommen wird. So auch hier, wo der metrische Raum an
die Stelle der Fliche tritt. Oder, um ein anderes Bild zu gebrauchen:
eine Masse, die unter dem EinfluB eines von ihr selbst erzeugten Kraft-
feldes eine Gleichgewichtsgestalt angenommen hat, miiite sich deformieren,
wenn man das Kraftfeld festhalten und die Masse an eine andere Stelle
desselben schieben konnte; in Wahrheit aber behilt sie bei (hinreichend
langsamer) Bewegung ihre Gestalt, da sie das von ihr selbst erzeugte
Kraftfeld mitfiihrt.

Im Riemannschen Raum 148t sich an einer beliebigen Stelle 2 durch
geeignete Koordinatenwahl der metrischen Fundamentalform die Euklidisch-

Pythagoreische Gestalt
dx? - dxl ...+ dxe

erteilen; hierin gibt sich kund, daB die Metrik allerorten von der gleichen
Natur ist.  Das Koordinatensystem aber, in welchem diese Normalform
sich einstellt, ist, wie wir uns ausdriicken wollen, charakteristisch fiir die
Orientierung der Metrik. Die Metriken in den verschiedenen Punkten
unterscheiden sich nicht durch ihre Natur, sondern nur durch ihre Orien-
tierung voneinander. Eines analogen Sprachgebrauchs bedienen wir uns in
der ebenen Euklidischen Geometrie mit ihren Cartesischen Koordinaten-
systemen, wenn wir sagen: Alle Quadrate sind von der gleichen Natur,
da sich bei geeigneter Wahl der Cartesischen Koordinaten x1 ein vor-
gegebenes Quadrat stets durch dieselben Ungleichungen

(23) o=x=1, oOo=y=1

dastellen 14B8t; sie unterscheiden sich jedoch durch ihre Orientierung: das
Koordinatensystem, in welchem das Quadrat die Normaldarstellung (23]
besitzt, ist von Quadrat zu Quadrat ein anderes. Mit Hilfe dieser Unter-
scheidung zwischen Nafur und Orientierung kénnen wir die neue Rie-
mannsche Auffassung so schildern. Die Nafur der Metrik kennzeichnet
das apriorische Wesen des Raumes in metrischer Hinsicht; sie ist ez,
darum auch absolut bestimmt und nicht teilhabend an der unaufhebbaren
Vagheit dessen, was eine verdnderliche Stelle in einer kontinuierlichen
Skala einnimmt. Nicht durch das Wesen des Raumes bestimmt, sondern
a posteriori, d. h. zufillig, an sich frei und beliebiger virtueller Verinde-
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rungen fihig, ist die gegenseitige Orientierung der Metriken in den ver-
schiedenen Punkten; in der Wirklichkeit steht sie in kausaler Abhingig-
keit von der Materie und kann, teilhabend an der Vagheit der kontinuierlich
verdnderlichen GroBen, auf rationalem Wege niemals exakt, sondern immer
nur niherungsweise und auch niemals ohne Zubhilfenahme unmittelbarer
anschaulicher Hinweise auf die Wirklichkeit festgelegt werden. Man sieht:
die Riemannsche Auffassung leugnet nicht die Existenz eines apriorischen
Elements in der Raumstruktur; nur die Grenze zwischen dem a priori
und dem a posteriori ist verschoben. Fiir den Physiker ergibt sich daraus
die folgende Problemstellung: 1) die Gesetze zu erforschen, nach denen
das metrische Feld auf die Materie einwirkt (eine solche Einwirkung ist
sicher vorhanden; denn wir benutzen ja das physikalische Verhalten von
starren Korpern und Lichtstrahlen, um aus ihnen das metrische Feld ab-
zulesen; also muB ihr Verhalten wesentlich durch das metrische Feld be-
dingt sein); 2) zu priifen, ob die an den Korpern beobachteten Erschei-
nungen zufolge ihres unter 1) festgestellten Zusammenhangs mit dem me-
trischen Feld eine Verinderlichkeit des metrischen Feldes verraten: und
wenn ja, die Naturgesetze aufzustellen, welche die Veridnderungen des
metrischen Feldes in ihrer Abhingigkeit von der Materie regeln. Durch
Ausfiillung dieses Programms hat Einstein dem Riemannschen Gedanken
zum Siege verholfen (ohne freilich direkt durch Riemann beeinfluft zu
sein); seine neue fundamentale, iiber Riemann hinausgehende physikalische
Erkenntnis war die, daB sick in den Erscheinungen der Gravitation die
Verdnderlichkeit des metrischen Feldes kundgibt. Von dem durch Einstein
gewonnenen Standpunkt riickschauend aber erkennen wir, daff aus Rie-
manns Gedanken eine giiltige Theorie erst entspringen konnte, nachdem
die Zeit als vierte zu den drei Raumdimensionen ‘in solcher Weise hinzu-
getreten war, wie es die sog. spezielle Relativititstheorie lehrt. Der Ent-
wicklung von Einsteins spezieller und allgemeiner Relativitdtstheorie widmen
wir das III. und IV. Kapitel dieses Buchs. Aber auch fiir die mathe-
matische Analyse entspringt aus der Riemannschen Auffassung ein neues
Raumproblem. Solange die metrische Raumstruktur fiir etwas Einmaliges,
Absolutes galt, muBte man versuchen, diese eine, dem wirklichen Raum
eigentiimliche Struktur rational, aus prinzipiellen Forderungen heraus zu
begreifen. Ich glaube, jeder wird zugeben, daB diese Aufgabe durch die
Helmholtz-Liesche Theorie so gelost ist, daB nichts zu wiinschen iibrig
bleibt. Stellen wir uns aber auf den Riemann-Einsteinschen Standpunkt,
so kann natiirlich nicht mehr die Rede davon sein, das metrische Feld
in seinem zufilligen quantitativen Verlauf rational zu begreifen; nur fiir
die eine, allerorten gleiche Phythagoreische Nafur der Metrik kann man
sich diese Aufgabe noch stellen. Die Helmholtzsche Homogeneititsforde-
rung, die mit der alten Auffassung vom Wesen .der Raummetrik steht und
fallt, muB dann durch ein ganz anders geartetes Postulat ersetzt werden. Das
neue Raumproblem, das sich hier erhebt, ist vom Verfasser formuliert und
gelost worden; dariiber soll am SchluB} dieses Kapitels Bericht erstattet werden.
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Die gedanklichen Grundlagen sind gelegt, und wir diirfen jetzt nicht
ldnger siumen, mit dem systematischen Aufbau der »reinen Infinitesimalgeo-
metrie« zu beginnen *¢}, der sich naturgemiB in drei Stockwerken vollziehen
wird: vom jeder niheren Bestimmung baren Kontinuum iiber die affin zu-
sammenhdngende Mannigfaltigheit zam metrischen Raum. Diese Theorie, in
der, wie ich glaube, eine groBe Gedankenentwicklung ihr Ziel erreicht und
das Ergebnis derselben seine endgiiltige Gestalt gewonnen hat, ist eine
wirkliche Geometrie, eine Lehre vom Rawum selbst, und nicht bloB wie
die Geometrie des Euklid und fast -alles, was sonst unter dem Namen
Geometrie betrieben wird, eine Lehre von den im Raume méglichen Ge-
bilden. Mit der Entwicklung der Geometrie lassen wir in unserer Dar-
stellung die Entwicklung des Tensorkalkiils Hand in Hand gehen.

§ 14. Tensoren und Tensordichten in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit.

n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dem eben skizzierten Aufbau gemiB
setzen wir vom Raume zundchst nur voraus, daB er ein z-dimensionales
Kontinuum ist. Er liBt sich danach auf # Koordinaten x,x,...x, be-
ziehen, deren jede in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen bestimmten
Zahlwert Desitzt; verschiedenen Punkten entsprechen verschiedene Wert-
systeme der Koordinaten. Ist x x,...x, eln zweites System von Koordi-
naten, so bestehen zwischen den x- und den x-Koordinaten desselben
willkiirlichen Punktes Beziehungen

(24) X = fi(%, Xy 0. . Xn) (=1, 2, ..., n)
die durch gewisse Funktionen f; vermittelt werden; von ihnen setzen wir
nicht nur voraus, daB sie stetig sind, sondern auch, da8 sie stetige Ableitungen

ofi

x4

LA—
o =

besitzen, deren Determinante nicht verschwindet. Die letzte Bedingung
ist notwendig und hinreichend, damit im Unendlichkleinen die affine Geo-
metrie gilt, damit ndmlich zwischen den Koordinatendifferentialen in beiden
Systemen umkehrbare lineare Beziehungen statthaben:

/ NT P =
(25) dx; = Z o dxp .
, %

Wir sind also in unserer Mannigfaltigkeit nicht imstande, gerade Linien
von krummen zu unterscheiden, wohl aber besteht der Unterschied zwischen
»glatten« Kurven mit stetiger Tangente und solchen »unendlich krausen«
Kurven ohne Tangente, wie sie zuerst WeierstraB konstruiert hat. Den
anschaulichen Sinn unserer Voraussetzung koénnen wir demnach etwa dahin
beschreiben, daB die Mannigfaltigkeit selber nicht nur stetig, sondern
auch »glatt« (nicht unendlich kraus) sein soll. Die Existenz und Stetig-
keit hoherer Ableitungen nehmen wir an, wo wir ihrer im Laufe der
Untersuchung bediirfen. Auf jeden Fall hat also der Begriff der stetigen
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und stetig differentiierbaren Ortsfunktion, ev. auch der 2, 3, ... mal stetig
differentiierbaren einen invarianten, vom Koordinatensystem unabhingigen
Sinn; die Koordinaten selber sind derartige Funktionen,

Begriff des Tensors. Die relativen Koordinaten Jx; eines zu dem
Punkte 2 == (x;) unendlich benachbarten Punktes 7’ = (x; -}- dx;) sind
die Komponenten eines ZLinienclementes in P oder einer infinitesimalen Ver-

P> .
schiebung PP’ von P. Bei Ubergang zu einem anderen Koordinaten-

system gelten fiir diese Komponenten die Formeln (25), in denen o die
Werte der betreffenden Ableitungen im Punkte 2 bedeuten. Die infini-
tesimalen Verschiebungen werden fiir die Entwicklung des Tensorkalkiils
die gleiche Rolle iibernehmen wie die Verschiebungen in Kap. I. Es ist
aber zu beachten, daB hier ezne Verschiebung wesentlick an einen Punkt
P gebunden ist, daB es keinen Sinn hat, von den infinitesimalen Verschie-
bungen zweier verschiedener Punkte zu sagen, sie seien gleich oder un-
gleich. Man koénnte ja freilich auf die Festsetzung verfallen, infinitesimale
Verschiebungen zweier Punkte gleich zu nennen, wenn sie dieselben Kom-
ponenten haben; aber aus dem Umstand, daB die o in (25) keine Konstante
sind, geht hervor, daB, wenn dies in einem Koordinatensystem der Fall
ist, es in einem andern Koordinatensystem keineswegs zu gelten braucht.
Wir konnen demnach nur von der infinitesimalen Verschiebung eines
Puntktes, nicht aber wie in Kap. I. des ganzen Raumes sprechen; infolge-
dessen auch nicht von einem Vektor oder Tensor schlechthin, sondern
von einem Vektor oder Zensor in einem Punkte P. Ein Tensor in P
ist eine vom Koordinatensystem, auf das man die Umgebung von 2 be-
zieht, abhingige Linearform mehrerer Reihen von Variablen, ‘wenn jene
Abhingigkeit von folgender Art ist: die Ausdriicke der Linearform in
irgend zwei Koordinatensystemen x und x gehen ineinander iiber, wenn
man gewisse der Variablenreihen (die mit oberen Indizes) kogredient, die
andern (mit untern Indizes) kontragredient zu den Differentialen 4x; trans-
formiert, die ersteren also nach der Gleichung

. ; =k . . =
(26) &= Ea}?; , die zweiten nach § = Safgk.
£ &

Unter «} sind dabei die Werte dieser Ableitungen zm Punkte P zu ver-
stehen. Die Koeffizienten der Linearform heiBen die Komponenten des
Tensors in dem betreffenden Koordinatensystem; sie sind kovariant in
denjenigen- Indizes, die zu den mit oberen Indizes behafteten Variablen
gehoren, kontravariant in den iibrigen. — Die Moglichkeit des Tensor-
begriffs beruht auf dem Umstande, daB der Ubergang von einem zum
andern Koordinatensystem fiir die Differentiale in einer Znearen Trans-
formation sich ausdriickt. Es wird hier Gebrauch gemacht von dem iiber-
aus fruchtbaren mathematischen Gedanken, ein Problem durch Riickgang
aufs Unendlichkleine zu »linearisieren<. Die ganze Zenmsoralgebra, durch
deren Operationen lediglich Tensoren zm selben Punkle P miteinander zu
verkniipfen sind, 4aenn ietst villig ungeindert aus Kap. 1. heritbergenommen
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werden. Auch hier wollen wir Tensoren 1. Stufe Vekforen nennen; es
gibt kontravariante und kovariante Vektoren. Wo das Wort Vektor ohne
niheren Zusatz gebraucht wird, ist darunter stets ein kontravarianter Vektor
zu verstehen; dem Umstande entsprechend, daB der Vektor im geome-
trischen Sinne, dessen Erklirung schon auf S. g2 gegeben wurde, sich
unter diesen allgemeinen Begriff der Tensorrechnung subsumiert. Die
dem Koordinatensystem entsprechenden geometrischen Einheitsvektoren in
P werden mit e; bezeichnet. Aus ihnen 14Bt sich jeder Vektor ¢ in 2
linear zusammensetzen; denn sind & seine Komponenten, so gilt

L= §Ie1 + §2e2+ tee + §”en~
Die Einheitsvektoren &; eines andern Koordinatensystems x gehen aus den
e; nach den Gleichungen hervor

&= afes
k

Die Méoglichkeit des Ubergangs von kovarianten zu kontravarianten Kom-
ponenten eines Tensors kommt natiirlich hier nicht in Frage. Je zwei
(voneinander linear unabhdngige) Linienelemente mit den Komponenten
(dx)?, (0x) spannen ein Flickhenelement auf mit den Komponenten
(@) (0x)* — (dx)* (dx) = (4 x)*,

je drei solche Linienelemente ein dreidimensionales Raumelement, usf. In-
variante Differentialformen, die von einem willkiirlichen Linienelement,
bzw. Flichenelement, usw. in linearer Weise abhingen, sind »lineare
Tensoren« (== kovariante schiefsymmetrische Tensoren, siche § 7). Die alte
Festsetzung iiber das Fortlassen von Summenzeichen wird beibehalten.

Begriff der Kurve. Ist jedem Wert eines Parameters s ein Punkt
P = P(s) in stetiger Weise zugeordnet, so ist, wenn wir s als Zeit deuten,
damit eine »Bewegung« gegeben; wir wollen diesen Namen in Ermanglung
eines andern Ausdrucks in rein mathematischem Sinne auch dann an-
wenden, wenn wir uns einer solchen Deutung des Parameters s enthalten.
Bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems erhalten wir eine
Darstellung
(27) xi = x;(s)
der Bewegung durch 7 stetige Funktionen xy(s), von denen wir annehmen,
daB sie nicht nur stetig, sondern stetig differentiierbar sind. Beim Uber-
gang vom Parameterwert s zu s -+ Js erfihrt der zugehérige Punkt 2
eine infinitesimale Verschiebung mit den Komponenten Zx; Dividieren
wir diesen Vektor in 2 durch Js, so erhalten wir die »Geschwindigheit«,

einen Vektor in £ mit den Komponenten ;,;: u'.  Zugleich ist (27)
eine Parameterdarstellung der Baknkurve der Bewegung. Zwei Bewegungen
beschreiben dann und nur dann dieselbe Kurve, wenn die eine Bewegung
aus der andern dadurch hervorgeht, daB man auf den Parameter s eine

Transformation ausiibt s = «w(s), die durch eine stetige {und stetig diffe-
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rentiierbare) monotone Funktion «w vermittelt wird. Fiir die Kurve sind
in einem Punkte nicht die Geschwindigkeitskomponenten selber, sondern
nur ihr (die Ricktung der Kurve kennzeichnendes) Verhiltnis ist bestimmt.
Tensoranalysis. Ein Tensorfeld gewisser Art ist in einem Raumgebiet
gegeben, wenn jedem Punkt 7 dieses Gebiets ein Zensor der betreffenden
Art in P zugeordnet ist. Relativ zu einem Koordinatensystem erscheinen
die Komponenten des Tensorfeldes als bestimmte Funktionen der Koordi-
naten des variablen »Aufpunktes< P; wir setzen sie als stetig und stetig
differentiierbar voraus. Die in Kap. I, § 8 entwickelte Tensoranalysis
148t sich auf ein beliebiges Kontinuum nicht ungeindert iibertragen. Bei
Konstruktion des allgemeinen Prozesses der Differentiation benutzten wir
namlich damals willkiirliche kovariante und kontravariante Vektoren, deren
Komponenten wom Orte unabhingig waren. Diese Bedingung ist wohl
gegeniiber linearen, nicht aber gegeniiber beliebigen Transformationen in-
variant, da bei solchen die «} keine Konstante sind. In einer beliebigen
Mannigfaltigkeit 148t sich infolgedessen, wie wir jetzt zeigen wollen, nur
die Analysis der lincaren Tensorfelder begrinden. Aus einem Skalarfeld /
entspringt auch hier, unabhingig vom Koordinatensystem, durch Diffe-
rentiation ein lineares Tensorfeld 1. Stufe mit den Komponenten

of .
(2 8) ﬁ - bxi P
aus einem linearen Tensorfeld 1. Stufe f; ein solches 2. Stufe:
_ 0 0,
(29) ﬁk_bx; axki

aus einem solchen z. Stufe f;z ein lineares Tensorfeld 3. Stufe:

8w , Ofu | Ofue
(30) Jire = 3 Tome T om0
usf.
Ist ¢p ein gegebenes Skalarfeld im Raum und bedeuten x; und Z;
irgend zwel Koordinatensysteme, so wird in dem einen und andern das

Skalarfeld sich durch eine Funktion der x; bzw. x; darstellen:

Q= flr,x, ... %) = f(X, %, ... %).
Bilden wir den Zuwachs von ¢ bei einer infinitesimalen Verschiebunyg
des Argumentpunktes, so kommt

dip =2’:—xf dx; =2:§ d%.

of .. .. . .
Daraus geht hervor, daB / die Komponenten eines kovarianten Tensor-

dx;
feldes 1. Stufe bilden, das in einer von jedem Koordinatensystem un-
abhingigen Weise aus dem Skalarfeld ¢ entspringt. Hier haben wir
ein einfaches Beispiel zum Begriff Vektorfeld; zugleich zeigt sich, daB
die Operation »grad « invarianten Charakter tréigt nicht nur gegeniiber
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linearen, sondern beliebigen Koordinatentransformationen, wie wir be-
hauptet hatten.

Um zu (29) zu gelangen, machen wir folgende Konstruktion. Vom
Punkte P = P, ziehen wir die beiden Linienelemente mit den Kom-
ponenten dx; und dx;, die zu den unendlich benachbarten Punkten 7,
und 2., fithren. Wir verschieben (variieren) das Linienelement Zx in

irgend einer Weise so, daB sein Anfangspunkt die Strecke 7,7, be-

—
schreibt; in seiner Endlage sei es iibergegangen in 7, 7,,. Diesen ProzeB
bezeichnen wir als die Verschiebung J. Die Komponenten #x; mdogen
dabei die Zuwichse ddx; empfangen haben, so daB

Jﬂ’xi = {xi(—PII) - xi(—PQI)} - {xi(})lo) - xf(])ao\)}
ist. Jetzt vertauschen wir & und J. Durch eine analoge Verschiebung &
des Linienelements dx an der Strecke 2, Z,, entlang, bei der es schlief-

—>
lich in die Lage 2, .2,  iibergeht, erfahren die Komponenten desselben
den Zuwachs
[del' = {xl(-Pi x) - xi(Plo)} - {xi(Pox) - xi(Poo)}'

Daraus folgt

(31) ddx; — 0dx; = x;(PL,) — xi( Py ).

Dann und nur dann, wenn die beiden Punkte 2, und 2., zusammen-
fallen, wenn also die beiden Linienelemente dx und dx bei ihren Ver-

schiebungen ¢ bzw. 4 das gleiche unendlichkleine »Parallelogramm« iiber-
fahren — und so wollen wir den ProzeB leiten —, gilt

(32) ddx; — 0dx; = o.

Ist nun ein kovariantes Vektorfeld mit den Komponenten f; gegeben, so
bilden wir die Anderung der Invariante df = f; dx; bei der Verschiebung d:
0df = 0fidx; + f:0dx;.

Vertauschen wir 4 mit ¢ und subtrahieren, so kommt

Af = (d0 — 0d)f = (df;0x; — O fidx;) + filddx; — ddxy),
und wenn beide Verschiebungen das gleiche infinitesimale Parallelogramm
durchfegen, insbesondere

(26) Af = df05p— 0 frdox; = (bf £ bffi) ;0= (9]-[’»‘ — 94“) ()%,

ax; - a“xk 2 b-xi bx;,

Traut man diesem vielleicht allzu gewagten Operieren mit unendlich-
kleinen GroBen nicht, so ersetze man die Differentiale durch Differential-
quotienten. Da sich ein unendlichkleines Flichenelement nur als Teil
(oder genauer: als Limes des Teils) einer beliebig kleinen, aber endlich
ausgedehnten Fliche fassen liBt, lautet die Uberlegung dann so. Es sei
jedem Wertepaar zweier Parameter s, ¢ (in einer gewissen Umgebung von
s = o0, t=o0) ein Punkt (s#) unserer Mannigfaltigkeit zugeordnet; die
Funktionen x; == x;(s#), welche diese (iiber eine Fliche sich verbreitende)
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»zweidimensionale Bewegung<« in irgendeinem Koordinatensystem x; dar-
stellen, seien zweimal stetig differentiierbar. In jedem Punkte (s#) ge-
héren ‘dazu die beiden Geschwindigkeitsvektoren mit den Komponenten
dx; dx; . . .

s * und 7; Wir konnen die Zuordnung so wihlen, daB sich fiir

s

s=o0, t=o ein vorgeschriebener Punkt P == (oo) ergibt und jene
beiden Geschwindigkeitsvektoren in ihm mit zwei willkiirlich vorgegebenen

Vektoren #, ¢* zusammenfallen (es geniigt ja dazu, die x; als lineare
Funktionen von s und # anzusetzen). & bedeute die Differentiation

d
O aber —. Dann ist
dt
. adx; 0f: dx; dxp,
=g =5 as +fla’td:
Durch Vertauschung von ¢ und 4 und nachfolgende Subtraktion kommt

, h) O :\dx; d
(33') Af = dif — ddf = (b{f af,;) Z_ %‘

Indem wir s == o, # = o setzen, erhalten wir zum Punkte 2 die von
zwei willkiirlichen Vektoren #, # daselbst abhingige Invariante

(6fk M) wok.

dx;  O0xz

Der Zusammenhang mit der infinitesimalen Betrachtung besteht darin,
daB diese hier in strenger Form fiir die unendlichkleinen Parallelogramme
durchgefithrt wird, in welche die Fliche x;= x;(s#) durch die Koordi-
natenlinien s = konst. und # = konst. zerlegt ist.

Ich erinnere in diesem Zusammenhang an den Stokesschen Satz, Das
invariante lineare Differential f;dx; heiBt infegrabel, wenn sein Integral
lings jeder geschlossenen Kurve, der »Integralwirbel«, = o ist (was,
wie man weiB, nur fiir ein totales Differential der Fall ist). Man spanne
in die geschlossene Kurve eine beliebige Fliche ein, zu geben durch
eine Parameterdarstellung x; = x;(s#, und zerlege sie durch die Koordi-
natenlinien in infinitesimale Parallelogramme. Der Wirbel um die Be-
grenzung der ganzen Fliche 14Bt sich dann zuriickfithren auf die einzelnen
Wirbel um diese kleinen Flichenmaschen herum, deren Wert fiir jede
Masche durch unsern (mit #sd# zu multiplizierenden) Ausdruck (33') ge-
liefert wird. So kommt eine differentiale Zerlegung des Integralwirbels
zustande, und der Tensor (29) ist an jeder Stelle das MaB fiir die dort
vorhandene »Wirbelstirke«.

Auf die gleiche Weise steigt man zur nichst hoheren Stufe (30) auf.
Statt des infinitesimalen Parallelogramms wird man dabei ein durch drei
Linienelemente 4, d, b aufgespanntes dreidimensionales Parallelepiped zu
benutzen haben. Die Rechnung sei kurz angedeutet:

{34) b (fir dx; 6x;,) bf a’xzax/ebxz + fiar(ddx; - Oxp + 00 - dx;).
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Wegen fr;= — fir ist der zweite Summand rechts
(34') = fur(dDdx;- Oxp — DOx: dxg).

Nimmt man in (34) die drei zyklischen Vertauschungen von 4, d, d vor
und addiert, so zerstéren sich die aus (34') entspringenden 6 Glieder zu
je zweien wegen der Symmetriebedingungen (32z).

Begriff der Tensordichte. lIst f W dx — ich schreibe kurz dx fiir das
Integrationselement dx, dx, ...dx, — eine Integralinvariante, so ist
eine GroBe, die vom Koordinatensystem in der Weise abhidngt, daB sie
sich bei Ubergang zu einem andern Koordinatensystem mit dem absoluten
Betrag der Funktionaldeterminante multipliziert. Fassen wir jenes In-
tegral als MaB eines das Integrationsgebiet erfiillenden Substanzquantums
auf, so ist W dessen Dichte. Eine GroBe der beschriebenen Art moge
deshalb als skalare Dichte bezeichnet werden. Das ist ein wichtiger Be-
griff, der gleichberechtigt neben den des Skalars tritt und sich durchaus
nicht auf ihn reduzieren 14Bt. In einem analogen Sinne wie von einer
skalaren konnen wir auch von einer femsoriellen Dichte sprechen. Eine
vom Koordinatensystem abhingige Linearform mehrerer Reihen von Vari-
ablen, die teils mit oberen teils mit unteren Indizes behaftet sind, ist
eine Tensordichte im Punkte 7, wenn aus dem Ausdruck dieser Linear-
form in einem ersten Koordinatensystem ihr Ausdruck in einem beliebigen
anderen, dem iberstrichenen Koordinatensystem durch Multiplikation mit
dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante

d:abs.‘aﬂ

und Transformation der Variablen nach dem alten Schema (26) hervor-
geht. Der Gebrauch der Worte Komponenten, kovariant, kontravariant,
symmetrisch, schiefsymmetrisch, Feld usw. wie bei Tensoren. Mit der
Gegeniiberstellung der Tensoren und Tensordichten glaube ich den
Unterschied zwischen Quantitit und Intensitit, soweit er physikalische
Bedeutung hat, in strenger Weise erfaBt zu haben: die Zensoren sind die
Intensitats-, die Tensordichten die Quantititsgrofen. Die gleiche ausge-
zeichnete Rolle, welche unter den Tensoren die kovarianten schiefsym-
metrischen spielen, kommt unter den Tensordichten den kontravarianten
schiefsymmetrischen zu, die wir darum kurz als Zneare Zensordiciten
bezeichnen wollen.

Algebra der Tensordichten. Wie im Gebiet der Tensoren haben wir
hier die folgenden Operationen:

1. Addition von Tensordichten der gleichen Art, Multiplikation einer
Tensordichte mit einer Zahl;

2. Verjiingung; und

3. (nicht etwa Multiplikation zweier Tensordichten miteinander, son-
dern) Multiplikation eines Tensors mit einer Tensordichte. Denn durch
Multiplikation zweier skalaren Dichten z. B. wiirde ja nicht wieder eine
skalare Dichte entstehen, sondern eine GroBe, die sich beim Ubergang
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von einem zum anderen Koordinatensystem mit dem Quadrat der Funk-
tionaldeterminante multipliziert. Multiplikation eines Tensors mit einer
Tensordichte liefert aber stets eine Tensordichte (deren Stufenzahl gleich
der Summe der Stufenzahlen der beiden Faktoren ist); so geht z. B. aus
einem kontravarianten Vektor mit den Komponenten f und einer ko-
varianten Tensordichte mit den Komponenten vz in einer vom Koordi-
natensystem unabhingigen Weise eine gemischte Tensordichte 3. Stufe
mit den Komponenten f* 1z hervor.

Die Analysis der Tensordichten 1iBt sich in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit nur fiir /neare Felder begriinden. Sie fithrt zu folgenden dsver-
genzartigen Proszessen:

( -) agl — 1w
35 o !
d* .

6 2wyl
(3 ) bxk i b

Durch (35) wird aus einem linearen Tensordichte-Feld ¢ der 1. Stufe
ein skalares Dichtefeld v erzeugt, durch (36) aus einem linearen Feld
2. Stufe (0% = — %) ein solches der 1. Stufe usf. Die Operationen
sind vom Koordinatensystem unabhiingig. Von einem Feld 1. Stufe w?, das
aus einem Feld 2. Stufe W™ nach (36) entsteht, ist die Divergenz (35)
= o; analog fiir die hoheren Stufen. Den Beweis der Invarianz von (35)
erbringen wir durch folgende Betrachtung, die aus der Theorie der Be-
wegung von kontinuierlich ausgebreiteten Massen bekannt ist.
Ist & ein gegebenes Vektorfeld, so wird durch

(37) %= x; + &0t

eine infinitesimale Verschiebung der Punkte unseres Kontinuums erklart,
bei welcher der Punkt mit den Koordinaten x; in den Punkt mit den
Koordinaten x; iibergeht; den konstanten infinitesimalen Faktor J¢ mag
man als das Zeitelement deuten, wihrend dessen diese Deformation vor
sich geht. Die Abweichung der Abbildungsdeterminante

e 08
0xs Ox;

A = von I ist = d¢-

Durch die Verriickung gehe ein Teilstick & des Kontinuums, dem bei
der Darstellung durch die Koordinaten x; das mathematische Gebiet X
der Variablen x; entspricht, in das unendlich wenig davon verschiedene
Gebiet @ iiber. Ist 8 ein skalares Dichtefeld, das wir als Dichte einer
das Kontinuum erfiillenden Substanz auffassen, so ist das in & vor-
handene Substanzquantum

= /'2 8(x) dx,
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das @ erfiillende Quantum aber
= [8(3) dx = / 8(x)Adx.

wo in dem letzten Ausdruck fiir die Argumente x; von 8 die Werte (37)
einzusetzen sind. (Ich verschiebe hier das Volumen gegen die Substanz;
man kann statt dessen natiirlich auch die Substanz durch das Volumen
stromen lassen; dann ist 8§ die Stromstirke.) Fiir den Zuwachs an
Substanz, den das Gebiet @ durch die Verschiebung gewonnen hat, er-
gibt sich das nach den Variablen x; iiber ¥ zu erstreckende Integral von

8(%) - A — 8(x),
fir den Integranden aber findet sich
— 3) 0 03 d(8&
3(x)(A4 — 1)+ {3(x) }—dz‘( & +h;\-§)_6t' (bxé)
Folglich wird durch die Formel
0(85) __
T

ein invarianter Zusammenhang hergestellt zwischen den beiden skalaren
Dichtefeldern %, v und dem kontravarianten Vektorfeld mit den Kom-
ponenten &, Da sich nun jede Vektordichte w’ in der Form 8&’ dar-
stellen 148t — denn definiert man in einem bestimmiten Koordinatensystem
eine skalare Dichte 8 und ein Vektorfeld & durch 8 = 1, & = w?, so gilt
in jedem die Gleichung w/= 8& —, ist der gewiinschte Beweis erbracht.

Wir sprechen im AnschluB an diese Uberlegung das spiter oft zu
benutzende Prinzip der partiellen Integration aus: Verschwinden die Funk-
tionen 1’ am Rande eines Gebietes ®, so ist das Integral

A’

Denn dieses Integral, mit d# multipliziert, bedeutet die Anderung, welche
das »>Volumen« f dx jenes Gebiets bei einer infinitesimalen Deformation
erleidet, deren Komponenten == d¢# - f? sind.

Ist des Divergenzprozesses (35) Invarianz erkannt, erheben wir uns

von da aus leicht zu den héheren Stufen, zunichst zu (36). Wir nehmen
ein kovariantés Vektorfeld f; zu Hilfe, das aus einem Potential / ent-

. 9 . L . :
springt: fi:b:{’ bilden die lineare Tensordichte 1. Stufe W™ f; und

deren Divergenz
d(W*f) bml’{
dxz Y

Die Bemerkung, daB die f; in einem Punkte 7 willkiirlich \orgeschrlebene
Werte annehmen konnen, schlieft den Beweis ab. Auf gleiche Art er-
steigen wir die 3. Stufe usf.
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§ 15. Affin zusammenhingende Mannigfaltigkeit.

Begrifff des affinen Zusammenhangs. Der Punkt P einer Mannigfaltig-
keit hingt mit seiner Umgebung affin zusammen, wenn von jedem Vektor
in P feststeht, in welchen Vektor in 2’ er durch Parallelverschicbung
von P nach 7 iibergeht; dabei bedeutet 7' einen beliebigen der zu 7
unendlich benachbarten Punkte. Von diesem Begriff verlangen wir nicht
mehr und nicht weniger, als daB er alle diejenigen Eigenschaften besitzt,
die ihm in der affinen Geometrie des Kap. I zukamen, d. h. wir postu-
lieren: Es gibt ein Koordinatensystem (fir die Umgebung von P), bei
dessen Benutsung die Komponenten cines jeden Vektors in P durch infinite-
simale Parallelverschicbung nicht geindert werden. Diese Forderung kenn-
zeichnet das Wesen der Parallelverschiebung als einer Verpflanzung, von
der wir mit Recht behaupten diirfen, daB sie die Vektoren wngeindert
14Bt. Ein solches Koordinatensystem heiBt geoddtisck in P. Was folgt
daraus fiir ein beliebiges Koordinatensystem x;? In ihm habe der Punkt 7
die Koordinaten xf, 7’ die Koordinaten xf -+ dx;, & seien die Kompo-
nenten eines beliebigen Vektors in 2, & -+ 4§ die Komponenten des
aus ihm durch Parallelverschiebung nach P’ hervorgehenden Vektors. Da
erstens durch die Parallelverschiebung von 2 nach 2’ die simtlichen
Vektoren in 2 auf die sédmtlichen Vektoren in 2’ linear oder affin abge-
bildet werden, muB Z& linear von den &’ abhingen:

(38) d§ = — dy', &

Zweitens ergibt sich aus der an die Spitze gestellten Forderung, daB die
dy’, Linearformen der Differentiale dx; sind:

(38") dyy =T (da),
deren Zahlkoeffizienten I, die » Komponenten des affinen Zusammenlhangs-«,
der Symmetriebedingung

(3 8”) ’ r[xr == rl.rx
geniigen.
Um dies zu beweisen, sei x; ein in 2 geoditisches Koordinatensystem;

es gelten Transformationsformeln (24), (25). Aus der geoditischen Natur
des Koordinatensystems x; folgt, daB bei Parallelverschiebung

(39) d§ = d(F) = da. - F
ist. Fassen wir die & als Komponenten dx; eines Linienelements in 2
auf, so muB demnach
, 0°fi -
—_ d 1r6 y — ‘:‘—‘ra > s
¥ r0x. 3505 X, A%
sein (fiir die 2. Ableitungen sind natiirlich deren Werte an der Stelle 2

zu setzen). Daraus geht die Behauptung hervor, und zwar bestimmt sich

die symmetrische Bilinearform
2

) ¥ o
(40) - rr.raxrdxs aus m 0%, dx;

Weyl, Raum Zeit, Materie. 5. Aufl. 8
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durch Transformation nach (25). — Die Konsequenzen sind damit voll-
stindig erschopft. Das will sagen: sind [, beliebig vorgegebene Zahlen,
welche der Symmetriebedingung (38”) geniigen, und definieren wir den
affinen Zusammenhang durch (38), (38'), so gewinnen wir damit einen
moglichen Begriff der Parallelverschiebung im Sinne von § 12. Es liefern
ndmlich die Transformationsformeln

X;— xzc', = x; — %rir:;cr}s
ein Koordinatensystem x;, in welchem der so definierte ProzeB der Par-

allelverschiebung durch die Gleichungen Z% = o beschrieben wird. In
der Tat wird in 27
Y,

B LN

Fr=o0, dxi= dx;(dp =0},

infolgedessen besteht in 2 die Beziehung (40), und wir brauchen unsere
Uberlegungen nur riickwirts zu durchlaufen, um daraus auf die Formel (39)
oder % = o zu schlieBen. Der schon in § 12 versprochene Beweis, daB
die Gleichungen (38), (38’), (38") mit der Existenz eines geoditischen
Koordinatensystems gleichbedeutend sind, ist damit geliefert.

Die Formeln, nach denen sich die Komponenten des affinen Zusammen-
hangs [%. bei Ubergang von einem zum andern Koordinatensystem trans-
formieren, sind aus der obigen Betrachtung leicht zu entnehmen; wir
werden aber von ihnen keinen Gebrauch zu machen haben. Jedenfalls
sind die [ #ickt die Komponenten eines (in 7 kontra-, in » und s kovari-
anten) Tensors im Punkte 7; wohl besitzen sie diesen Charakter gegeniiber
linearer, verlieren ihn jedoch gegeniiber einer beliebigen Transformation.
Denn in einem geoditischen Koordinatensystem verschwinden sie simtlich.
Doch ist jede virtuelle Anderung des affinen Zusammenhangs [T7%.], mag
sie endlich oder unendlichklein sein, ein Tensor. Denn es ist

(@8] =[] 57 (dx)
der Unterschied der beiden Vektoren, welche durch die beiden Parallel-
verschiebungen des Vektors & von 2 nach 2’ entstehen.

Was unter Parallelverschiebung eines kovarianten Vektors §; im Punkte 2
von dort nach dem unendlich benachbarten Punkte P’ zu verstehen ist,
ergibt sich eindeutig aus der Forderung, daB bei der simultanen Parallel-
verschiebung dieses Vektors &; und eines beliebigen kontravarianten r? das
invariante Produkt &) ungeiindert bleibe:

d(&mt) = (@& - ) + (&, dy7) = (d5; — dy":5 )y = o,
daher
(41) as = D' dy ik,

Ein kontravariantes Vektorfeld & werden wir im Punkte P stationir
nennen, wenn die Vektoren in den zu 2 unendlich benachbarten Punkten 2’
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aus dem Vektor in P durch Parallelverschiebung hervorgehen, wenn also
in P die totalen Differentialgleichungen

. dE -
d3f + dyhE = o (oder Si + 8§ = 0>

erfiillt sind. Es gibt offenbar ein derartiges Vektorfeld, das im Punkte 7
selbst beliebig vorgeschriebene Komponenten besitzt (eine Bemerkung,
von der bei einer spiteren Konstruktion Gebrauch zu machen sein wird).
Der gleiche Begriff ist fiir ein kovariantes Vektorfeld aufzustellen.

Wir beschiftigen uns fortan mit einer affimen Mannigfaltigkeit; in ihr
steht jeder Punkt P mit seiner Umgebung in affinemn Zusammenhang. Bei
Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems sind die Komponenten [
des affinen Zusammenhangs stetige Funktionen der Koordinaten x;.
Durch geeignete Wahl des Koordinatensystems kann ich die [, wohl
an einer einzelnen Stelle 2 zum Verschwinden bringen; es ist aber im
allgemeinen nicht moglich, das Gleiche simultan fiir alle Punkte der
Mannigfaltigkeit zu erzielen. Es gibt keine Unterschiede unter den ver-
schiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit hinsichtlich der Natur ihres
affinen Zusammenhangs mit der Umgebung; in dieser Hinsicht ist die
Mannigfaltigkeit homogen. Auch gibt es keine verschiedenen, nach der
Natur des iiberall in ihnen herrschenden affinen Zusammenhangs zu unter-
scheidende Arten von Mannigfaltigkeiten. Die von uns an die Spitze
gestellte Forderung 148t eben nur eine bestimmte Natur des affinen Zu-
sammenhangs zu.

Geoditische Linie. Fiihrt ein Punkt bei seiner Bewegung einen (irgend-
wie veridnderlichen) Vektor mit, so erhalten wir zu jedem Wert des Zeit-
parameters s nicht nur einen Punkt

P = (s): x; = x:(5)

der Mannigfaltigkeit, sondern auBerdem einen Vektor in diesem Punkte
mit den von s abhingigen Komponenten #° = #?(s). Der Vektor bleibt
im Momente s stationdr, wenn

dz’i 3 « dxlj' —_
(42) = + o =0
ist. (Hier atme auf, wem immer das Operieren mit Differentialen un-
sympathisch ist; hier haben sie sich gliicklich in Differentialquotienten
verwandelt.) Bei beliebiger Mitfiihrung des Vektors besteht die linke
Seite 7? von (42) aus den Komponenten eines mit der Bewegung invariant
verkniipften Vektors in (s), der angibt, in welchem MaBe sich der Vektor
o' an dieser Stelle pro Zeiteinheit dndert. Denn beim Ubergang vom
Punkte P = (s) zu P = (s + ds) geht der Vektor #/ in 2 iiber in den
Vektor
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in P'. Verschieben wir aber ¢ ungeindert von 2 nach P’ so erhalten
wir dort . .. . .

v 4 d'v' = v — [pv“dxg.
Der Unterschied dieser beiden Vektoren in 2’, die Anderung von v
wihrend der Zeit s, hat demnach die Komponenten

%a’s d'v' = Vds.
Verschwindet 7 fiir alle s, so gleitet der Vektor z bei der Bewegung

mit dem Punkte P an der Bahnkurve entlang, okne sick zu andern.
[in

Jede Bewegung fithrt den Vektor ihrer Geschwindigkeit #f =
mit sich; fiir diesen besonderen Fall ist 77 der Vektor

lz’u d*x; ;A a’x,.
wutul = ds® + s ds ds’

die Beﬂsc/zzlezmz;grzmg7 welche die Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit-
einheit mift. Eine Bewegung, in deren Verlauf die Geschwindigkeit
bestidndig ungeindert bleibt, heit eine Z7ranslation; die Bahnkurve einer
Translation, eine Kurve also, die ihre Richtung ungeindert beibehilt,
eine gerade oder geoddtische Linze. Beruht doch gerade in dieser Eigen-~
schaft gemiB der translativen Auffassung (vergl. Kap. I, § 1) das Wesen
der geraden Linie.

Die Analysis der Tensoren und Tensordichten 138t sich in einer affinen
Mannigfaltigkeit ebenso einfach und vollstindig wie in der linearen Geo-
metrie des Kap. I entwickeln. Sind beispielsweise /% die in 7 kovarianten,
in /% kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 2. Stufe, so nehmen
wir im Punkte 2 zwei willkiirliche Vektoren, einen kontravarianten § und
einen kovarianten v zu Hilfe, bilden die Invariante

&
und ihre Anderung bei einer unendlich kleinen Verriickung & des Argument-
punktes 2, bei welcher & und 7 parallel mit sich verschoben werden.
Es ist

U=

. 3E " ,
ﬂ’(ff§"7k)=bimé"7kdxz — fEnadyi & 4 frEdyin,

also sind

= f—z — Tt 4 Th

die in ¢/ kovarianten, in 4 kontravarianten Komponenten eines Tensor-
feldes 3. Stufe, das aus dem gegebenen Tensorfeld 2. Stufe in einer vom
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt. Charakteristisch sind
hier die Zusatzglieder, welche die Komponenten des affinen Zusammenhangs
enthalten und in denen wir spiter mit Einstein den EinfluB des Gravitations-
feldes erkennen werden. Nach der angegebenen Methode kann in jedem
Fall der ProzeB der Differentiation an einem Tensor vollzogen werden.
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Wie in der Tensoranalysis die Operation »grad« als die urspriingliche
auftritt, aus der alle iibrigen sich herleiten, so liegt der Analysis der
Tensordichten die durch (35) erklirte Operation »div« zugrunde. Sie
fiihrt zunichst fiir die Tensordichten aller Stufen zu Prozessen dhnlichen
Charakters. Will man z. B. die Divergenz einer gemischten Tensordichte
wf 2. Stufe bilden, so nimmt man ein in 2 stationires Vektorfeld &’ zu
Hilfe und konstruiert von der Tensordichte &w; die Divergenz:

Aewh)  dE” 3 ? 310}
dx O dx Ex—)
Diese GroBe ist eine skalare Dichte, und demnach, da die Komponenten
eines in 2 stationdren Vektorfeldes daselbst beliebige Werte annehmen
konnen,
) dmwf
bxk

s s V4
mf + §l = ;l ('— rrz'/emr +

{

43 - rrz's m:

eine kovariante Tensordichte 1. Stufe, die aus w} in einer von jedem
Koordinatensystem unabhingigen Weise entspringt.

Aber man kann nicht nur durch Divergensbildung einer Tensordichte
zu einer solchen von einer um 1 geringeren Stufenzahl herabsteigen,
sondern auch durch Differentiation aus ihr eine Tensordichte bilden, deren
Stufenzahl um 1 hoher ist. Bedeutet 8 zunichst eine skalare Dichte, so
rufe man wiederum ein in P stationdres Vektorfeld & zu Hilfe und bilde
die Divergenz der Stromstirke 8&%:

3(8 &Y 08 agf__ 08 r o\ e
dx; rx;b + gbx;_ (bx;— rzrg>b ’
dann erhilt man in
03 "
a3

die Komponenten einer kovarianten Vektordichte. Um die Differentiation
von der skalaren auf eine beliebige Tensordichte, z. B. die gemischte
w? von 2. Stufe auszudehnen, bedient man sich in nun schon geldufiger
Weise zweier in P stationirer Vektorfelder & und 1, von denen dieses
kovariant, jenes kontravariant ist, und differentiiert die skalare Dichte m?_&f" Nk
Verjiingung der durch Differentiation entsprungenen Tensordichte nach
dem Differentiationsindex und einem kontravarianten fithrt zur Divergenz
zuriick.

§ 16. Kriimmung.

Sind 2 und P¥* zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, in deren
erstem ein Vektor gegeben ist, so kann man diesen parallel mit sich
lings der Kurve von 2 nach P* schieben. Die Gleichungen (42) fiir
die unbekannten Komponenten 2’ des in bestindiger Parallelverschiebung
begriffenen Vektors gestatten nimlich bei gegebenen Anfangswerten von
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v’ eine und nur eine Losung. Die so zustande kommende Pektor-
itbertragung 1st jedoch im allgemeinen nicht integrabel; d. h. der Vektor,
zu dem man in /¥ gelangt, ist abhingig von dem Verschiebungswege,
auf dem die Ubertragung vollzogen wird. Nur in dem besonderen Fall,
wo Integrabilitit stattfindet, hat es einen Sinn, von dem gleicien Vektor
in zwei verschiedenen Punkten 2 und AP* zu sprechen; es sind darunter
solche Vektoren zu verstehen, die durch Parallelverschiebung auseinander
hervorgehen. Alsdann heiBe die Mannigfaltigkeit Euklidisch-affin. Erteilt
man allen Punkten einer derartigen Mannigfaltigkeit eine unendlichkleine
Verschiebung, jedoch so, daB die Verschiebung eines jeden durch den
»gleichen« infinitesimalen Vektor dargestellt wird, so ist mit dem Raume
eine infinitesimale Gesamt- Translation vorgenommen. Mit ihrer Hilfe
lassen sich gem#B dem Gedankengang des Kap. I (wir verzichten hier
darauf, den Beweis strenge durchzufiihren) besondere, »lineare« Koordi-
natensysteme konstruieren, die dadurch ausgezeichnet sind, daB bei ihrer
Benutzung gleiche Vektoren in verschiedenen Punkten gleiche Kompo-
nenten besitzen. In einem linearen Koordinatensystem verschwinden die
Komponenten des affinen Zusammenhangs identisch. Je zwei solche
Systeme hingen durch /Zneare Transformationsformeln zusammen. Die
Mannigfaltigkeit ist ein affiner Raum im Sinne von Kap. I: die Integra-
bilitit der Vektoriibertragung ist diejenige infinitesimalgeometrische Eigen-
schaft, durch welche die »>linearen< Rdaute unter den affin zusammen-
hingenden ausgeseichnet sind.

Doch ist jetzt die Aufmerksamkeit auf den allgemeinen Fall zu lenken;
da diirfen wir nicht erwarten, daB ein Vektor, durch Parallelverschiebung
an einer geschlossenen Kurve herumgefiihrt, in seine Ausgangslage zuriick-
kehrt. Wie beim Beweise des Stokesschen Satzes spannen wir in die
geschlossene Kurve eine Fliche ein und zerlegen sie durch die Para-
meterlinien in unendlich kleine Parallelogramme. Die Anderung eines
beliebigen Vektors beim Umfahren der Fliche wird zuriickgefiihrt auf
die Anderung beim Umfahren jedes solchen von zwei Linienelementen
dx; und dx; in einem Punkte 7 aufgespannten infinitesimalen Parallelo-
gramms; sie gilt es jetzt zu bestimmen. Wir werden konstatieren, daf
der Zuwachs Ay = (4&%), den dabel ein Vektor r = (&) erfihrt, aus g
durch eine lineare Abbildung, eine Matrix 4F hervorgeht:

(44) Ay = — AF();, 4§ = —AdF; &,

Ist #4F = o, so ist die Mannigfaltigkeit an der Stelle P in der von
unserm Flichenelement eingenommenen Flichenrichtung »ebene; trifft
dies fiir alle Elemente einer endlich ausgedehnten Fliche zu, so kehrt
jeder Vektor, der lings des Flichenrandes parallel verschoben wird, zu
seiner Ausgangslage zuriick. — /F hingt linear von dem Flichenele-
ment ab:

(45) AF = F,-;.a’x;éxk = %Fi}g(dx)ik (Fk[ = — ka).
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Die hier auftretende Differentialform charakterisiert die A7immung, die
Abweichung der Mannigfaltigkeit von der Ebenheit an der Stelle 2 in
allen moglichen Flichenrichtungen; da ihre Koeffizienten keine Zahlen,
sondern Matrizen sind, kénnte von einem »Zncaren Matrix-Tensor 2. Stufe«
gesprochen werden, und es wiirde dadurch die GréBennatur der Kriim-
mung in der Tat am besten bezeichnet. Gehen wir aber von den Ma-

trizen auf ihre Komponenten zuriick — es seien Zj die Komponenten
von F; oder auch die Koeffizienten der Form
(46) JF;; S ngkdxz-dxk —,

so ergibt sich, wenn e; die zum Koordinatensystem gehérigen Einheits-
vektoren in 2 sind, die Formel

(47) Ay = — Fhue. P dxdxz.

Daraus geht hervor, daB ng-;z die in « kontra-, in §74 kovarianten Kom-
ponenten eines Zensors 4. Stufe sind. Ihr Ausdruck durch die Kom-
ponenten M, des affinen Zusammenhangs lautet:

olpe Al

bx; bx/,.

(48) Fp = ( ) + (i — Al
Sie erfiillen danach die Bedingungen der »schiefen« und der »zyklischen«
Symmetrie:

(49) Fore = — Fiu; Foix + Fag + Figi = o.

Das Verschwinden der Kriimmung ist das invariante Differentialgesetz,
durch welches sich die Euklidischen Riume unter den affinen im all-
gemeinen Sinne der Infinitesimalgeometrie auszeichnen.

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen bedienen wir uns
desselben Verfahrens der doppelten Durchfegung eines unendlichkleinen
Parallelogramms, das wir auf S. 108 zur Herleitung des Wirbeltensors
benutzten; wir verwenden die damaligen Bezeichnungen. Im Punkte 2,
sei ein Vektor ¢ = r(7,,) mit den Komponenten & gegeben. Im End-
punkte 2, des Linienelements Zx bringen wir denjenigen Vektor r(Z,,)
an, der aus ihm durch Parallelverschiebung lings des Linienelementes
hervorgeht; heiBen seine Komponenten §° - d&, so ist also

d5% = — a’yﬁé’ﬂ = — Fﬁi’g‘ﬁa’xl—.

Bei der vorzunehmenden Verschiebung 0 des Linienelements Jx (die
keineswegs eine Parallelverschiebung 'zu sein braucht) bleibe der Vektor
im Endpunkt immer durch die angegebene Bedingung an den Vektor im
Anfangspunkt gebunden; dann erleiden die Z§% bei der Verschiebung
den Zuwachs

048" = — 0l gdx: & — (g 0dx; 50 — dy;057.

Bleibt insbesondere der Vektor im Anfangspunkt des Linienelements
wihrend der Verschiebung zu sich selbst parallel, so ist hier d&” durch
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>
— (37§ &F zu ersetzen; in der Endlage 2., 7,, des Linienelements er-
halten wir dann im Punkte 2., denjenigen Vektor ¢ (2,,), der aus ¢(2.,)

durch Parallelverschlebung lings 2, P hervorgeht, in 2,, den Vektor

0o or

t(2,), in welchen g(Z,,) durch Parallelverschiebung lings P . Py, iiber-
geht, und es ist

0a5e = {§*(Pr,) — §*(Por)} — (5 (Pro) — §°(Zo0l}-
HeiBt der aus g(Z,,) durch Parallelverschlebung lings PwP” zustande

kommende Vektor g4(P,), so erhilt man durch Vertauschung von & und
¢ einen analogen Ausdruck fiir

d6§u= {gg(Pxx)—b Io)}—{'ga ox)—§a( )}
Durch Subtraktion bildet man
A8 = dJE« — Jd&
. {—]— dl‘ﬁkdxk—dyfa’;/; -+ F(‘é‘,-a’dxi} £
— OTSidx: 4 dy2 oy — Taeddx:)
Hier zerstéren sich wegen ddx; = Jdx; die beiden hinteren Terme auf
der rechten Seite, und es bleibt
A5 = — AdFy; - 53
dabei sind #&“ die Komponenten eines Vektors A in 2,
der beiden Vektoren r und y, im selben Punkte:

dt‘a = “*( 11) - §a(Pxx)'
Da im Limes Z,, mit P = P,, zusammenfillt, sind damit unsere Be-

Ix
hauptungen erwiesen.

Die infinitesimale Uberlegung verwandelt sich in einen strengen Be-

der Differenz

xt)

weis, sobald wir wie frither & und ¢ im Sinne der Differentiationen a5
d . . . o
und 7 deuten. Um die Schicksale des Vektors g bei dem infinitesi-

malen SchiebungsprozeB wiederzugeben, empfiehlt sich folgende Kon-
struktion. Es sei jedem Wertepaar s, ¢ nicht nur ein Punkt P = (s#),
sondern auBerdem ein kovarianter Vektor mit den Komponenten fi(s¢)
in diesem Punkte zugeordnet; ist & ein beliebiger Vektor in 2, so ver-
a5
ds

stehen wir unter d(f;&) denjenigen Wert von , der sich ergibt,

wenn & beim Ubergang vom Punkte (s#) zum Punkte (s 4 ds, #) unge-
indert mitgenommen wird. d(f;&) ist selbst wieder ein Ausdruck von
der Form f£;%, nur daB jetzt statt f; andere Funktionen f; von s und ¢
stehen. Wir konnen deshalb auf ihn von neuem den gleichen ProzeB
oder den analogen ¢ anwenden. Tun wir das letztere, wiederholen den
ganzen Vorgang in umgekehrter Reihenfolge und subtrahieren, so be-
kommen wir zunichst

Jad(filf) = 0dfs- & + dfid§ + 0fidE + fi0dE
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und darauf wegen

PR fi
Vofi = Gias = war = 2%

A(£:5) = (dd — 0d) (/i§)) = fid &
Dabei ist 4& genau der oben gefundene Ausdruck. Die erhaltene In-
variante lautet im Punkte P = (00)

F;,},fa EBuivk,
sie hidngt von einem willkiirlichen kovarianten Vektor mit den Komponenten

f+ daselbst ab und von drei kontravarianten §, #, v; die Fg,-k sind demnach
die Komponenten eines Tensors 4. Stufe.

§ 17. Der metrische Raum.

Begriff der metrischen Mannigfaltigheit. Eine Mannigfaltigkeit #rdgt
im Punkte P eine Mafbestimmung, wenn die Linienelemente in 2 sich ihrer
Linge nach vergleichen lassen; wir nehmen dabei im Unendlichkleinen
die Giiltigkeit der Pythagoreisch-Euklidischen Gesetze an. Zs bestimmt
dann jeder Vektor t in P eine Strecke;, und es gibt eine nichi-ausgeartele
quadratische Form ¥° (mit einer bestimmten Anzahl p positiver und einer
bestimmten Anzahl ¢ negativer Dimensionen, p 4~ ¢ = #), derart, daf swei
Vektoren ¥ und Y dann und nur dann dieselbe Strecke bestimmen, wenn ¢* = 1*
ist. Durch diese Forderung ist die quadratische Form nur bis auf einen von o
verschiedenen Proportionalititsfaktor bestimmt. Indem man ihn festlegt, wird
die Mannigfaltigkeit im Punkte P geeickt. Die Zahl g® nennen wir alsdann die
MaBzahl des Vektors g oder, da sie nur von der durch g bestimmten Strecke
abhingt, die Mafzall [ dieser Strecke. Ungleiche Strecken haben verschiedene
MaBzahlen; die Strecken in einem Punkte 2 bilden daher eine eindimen-
sionale Gesamtheit. Ersetzen wir die Eichung durch eine andere, so geht
die neue MaBzahl / aus der alten / durch Multiplikation mit einem von
der Strecke unabhingigen konstanten Faktor A 3= o hervor: /= A/ Die
Verhiltnisse zwischen den MaBzahlen der Strecken sind von der Eichung
unabhingig. Wie also die Charakterisierung eines Vektors in 2 durch
ein System von Zahlen (seine Komponenten) von der Wahl eines Koordi-
natensystems abhingt, so ist die Festlegung einer Strecke durch eine Zahl
von der Eichung abhingig; und wie die Komponenten eines Vektors beim
Ubergang zu einem andern Koordinatensystem eine lineare homogene
Transformation erleiden, so auch die MaBzahl einer willkiirlichen Strecke
bei »Umeichen«. — Zwei Vektoren ¢ und y in 2, fiir welche die zu ”
gehorige symmetrische Bilinearform g -1 verschwindet, nennen wir zu-
einander senkrecht; diese Wechselbeziehung wird von dem Eichfaktor nicht
beeinflufit. DaB die Form ¢® definit sei, ist fiir alle unsere mathe-
matischen Entwicklungen gleichgiiltig; doch mdge man im folgenden-in
erster Linie immer an diesen Fall denken. Um die Zahl der positiven und
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der negativen Dimensionen auszudriicken, sagen wir kurz, die Mannigfaltig-
keit sei in dem betreffenden Punkte (p + ¢)-dimensional. Ist p & ¢, wie
wir weiterhin annehmen wollen, so muf das Eichverhiltnis 4 positiv sein,
damit die Anzahlen p und ¢ erhalten bleiben (und sich nicht miteinander
vertauschen). Nach Wahl eines bestimmten Koordinatensystems und Fest-
legung des Eichfaktors sei fiir jeden Vektor ¢ (mit den Komponenten &):

(50) g2 - Egﬂv‘ bt[ gk (gkz' - gz'k)-
ik

Wir nehmen jetst an, unsere Mannigfaltigheit trage in jedem Punkte
eine Mafibestimmung; die Anzahlen p und ¢ sollen allerorten die gleichen
sein. Eichen wir sie iiberall und legen in sie ein System von » Koordi-
naten x; hinein — das muB geschehen, um alle vorkommenden Gréfen durch
Zahlen ausdriicken zu kénnen —, so sind die giz in (50) vollig bestimmte
Funktionen der Koordinaten x;; wir nehmen an, daB sie stetig und stetig
differentiierbar sind. .

Damit eine Mannigfaltigkeit ein metrischer Raum sei, geniigt es nicht,
daB sie in jedem Punkte eine MaBbestimmung trigt, sondern es muf}
auBerdem jeder Punkt mit seiner Umgebung metrisch susammenhingen.
Der Begriff des metrischen ist analog dem des affinen Zusammenhangs;
wie dieser die Vekforen betrifft, so jener die Strecken. Ein Punkt 2 hingt
also mit seiner Umgebung metrisch zusammen, wenn von jeder Strecke
in P feststeht, welche Strecke aus ihr durch kongruente Verpflanzung von
P nach dem beliebigen zu 2 unendlich benachbarten Punkte 2’ hervor-
geht. Die einzige Forderung, welche wir an diesen Begriff stellen (zu-
gleich die weitgehendste, die iiberhaupt mdglich ist), ist diese: Die Um-
gebung von 2 1iBt sich so eichen, daB die MaBzahl einer jeden Strecke
in P durch kongruente Verpflanzung nach den unendlich benachbarten
Punkten keine Anderung erleidet. Die Eichung heiBt dann geoditisch in
P. — Ist aber die Mannigfaltigkeit irgendwie geeicht, ist ferner / die
MaBzahl einer beliebigen Strecke im Punkte 2, /- &7/ die MaBzahl der
aus ihr durch kongruente Verpflanzung nach dem unendlich nahen Punkte
P’ entstehenden Strecke in 7', so gilt notwendig eine Gleichung

(51) di=—ldg,

wo der infinitesimale Faktor d¢ von der verpflanzten Strecke unabhingig
ist; denn jene Verpflanzung bewirkt eine #hnliche Abbildung der Strecken
in P auf die Strecken in 7’. d¢ entspricht den a’yi der Vektorver-
schiebungs-Formel (38). Wird die Eichung gemiB der Formel /= ./ in
P und den Punkten seiner Umgebung abgeindert (das Eichverhiltnis 4 ist

eine positive Ortsfunktion), so kommt statt dessen

4l = — ldg, wo  (s2) dk;):d(p—fé;'

ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich 4,
durch geeignete Wahl von 4, im Punkte 2 identisch mit Bezug auf die
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infinitesimale Verschiebung 2/ = (dx;) zu Null machen l48t, ist offenbar
die, daB 4 eine lineare Differentialform ist:
(51') dp = @i(dx).

Mit (51), (51’) sind die Konsequenzen der an die Spitze gestellten Forderung
erschopft. — (In der Tat: die ¢, sind im Punkte 2 bestimmte Zahlen. Hat
£ die Koordinaten x; = o, so braucht man nur etwa g2 gleich der linearen
Funktion Se;x; zu nehmen, um zu erzielen, da dort ¢ = o wird.) —
Alle Punkte der Mannigfaltigkeit gleichen einander vollstindig hinsichtlich
der in ihnen herrschenden MaBbestimmung und der Natur ihres metrischen
Zusammenhangs mit der Umgebung. Doch gibt es, je nachdem » gerade
n—+ 1

. n . .
oder ungerade ist, — - 1, bzw. verschiedene Arten metrischer
2

Mannigfaltigkeiten, die sich durch den Trigheitsindex der metrischen
Fundamentalform voneinander unterscheiden. Die eine Art, die wir hier
vorzugsweise im Auge haben, entspricht dem Falle p = n, ¢ = o (oder
p=o0, ¢ =n); daneben sind die Fille moglich: p =7z — 1, ¢ = 1 (oder
p=1,9=n—1), p=n—2, g=2 (oder p=12, g =n — 2); usw.

Wir fassen zusammen. Die Metrik einer Mannigfaltigheit wird re-
lativ su einem Bezugssystem (= Koordinatensystem — Eichung) ckarakte-
risiert durch swei Fundamentalformen, eine quadratische Differentialform

Q —:Zgl-k(dx)"((lx)k und cine lincare d g =2(pl~(a’x)i ; sie verhalten sich
ik i

invariant bei Ubergang su einem neuen Koordinatensystem; bei Abinderung
der Eichung nimmt die erste einen Faktor A an, der eine positive stetig-
differentiierbare Ortsfunklion ist, die sweite vermindert sich um das Diffe-
rential von 1g A. In alle GroBen oder Beziehungen, welche metrische Ver-
hiltnisse analytisch darstellen, miissen demnach die Funktionen giz, ¢: in
solcher Weise eingehen, daB Invarianz stattfindet 1. gegeniiber beliebiger
Koordinatentransformation (» Koordinaten-Invarianz<) und 2. gegeniiber der
Ersetzung von gy, ¢: durch

g s — ~ 3.

v ik y P: 7 d x,-’
letzteres, was fiir eine positive Funktion der Koordinaten 4 auch sein
mag (» Eich-Invarians«).

Wie wir in § 16 die Anderung eines Vektors bestimmten, der, sich
selbst parallel bleibend, ein unendlichkleines, von den Linienelementen
dx;, 0x; aufgespanntes Parallelogramm umfihrt, so haben wir hier die
Anderung A/ der MaBzahl / einer Strecke bei dem analogen ProzeB zu

berechnen und finden dafiir aus 4/ = — /d¢:
0dl = —0ldgp — 10dp = Idqpdep — Iddep, also
(53) Al = ddl—0dl=—1d¢, wo
Adp = (d0 — 3d) p = fa(dx)%, fz‘k—%— Oep:

T dxs dxp
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ist. Der lineare Tensor z. Stufe mit den Komponenten f;z kann demnach
in Analogie zu der in § 16 hergeleiteten » Vektorkriimmung« des affinen
Raums als »Streckenkriimmung« des metrischen Raums bezeichnet werden.
Die Gleichung (52) bestitigt analytisch, daB er von der Eichung unab-
hingig ist; er geniigt den invarianten Gleichungen

Ve | e | Ve _

0 x; Bx/e 0xy

Sein Verschwinden ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dafp sich jede Strecke wvon ihrem Ursprungsorl in einer vom Wege unab-
hingigen Weise nach allen Punkten des Raumes verpflanzen l3ft. Dies
ist der von Riemann allein ins Auge gefaBte Fall; ist der metrische Raum
ein Riemannscher, so hat es einen Sinn, von der gleichen Strecke in den
verschiedenen Punkten des Raumes zu sprechen, die Mannigfaltigkeit 1iBt
sich so eichen (»Normaleichunge), daB 4¢ identisch verschwindet. (In
der Tat folgt aus f;z==o0, daB J¢ ein totales Differential, Differential
einer Funktion 1g 4 ist; durch Umeichen mittels des Eichverhiltnisses A
148t sich dann J¢ iiberall zu Null machen.) Bei Normaleichung ist im
Riemannschen Raum die metrische Fundamentalform Q@ bis auf einen
willkiirlichen Zonstanten Faktor bestimmt, den man durch einmalige Wahl
einer Streckeneinheit (gleichgiiltig an welcher Stelle, das Normalmeter LiBt
sich iiberallhin transportieren) festlegen kann.

Affiner Zusammenhang eines metrischen Rauwms. Und nun kommen
wir zu jener Tatsache, ich habe sie schon oben die Grundtatsache der
Infinitesimalgeometrie genannt, welche den Aufbau der Geometrie zu einem
wunderbar harmonischen Abschluf bringt. In einem metrischen Raume
laBt sich der Begriff der infinitesimalen Parallelverschiebung auf eine und
nur eine Weise so fassen, daB er auBer unserer fritheren Forderung noch
die erfilllt: bei Parallelverschicbung eines Vektors soll auch die durch ihn
bestimmte Strecke ungeindert bletben. Das der metrischen Geometrie zu-
grundeliegende Prinzip der infinitesimalen Strecken- oder Langeniiber-
tragung bringt also ohne weiteres ein solches der Ricktungsiibertragung
mit sich; ein metrischer Raum trigt von Natur cinen affinen Zusammen-
hang.

Beweis: Wir legen ein Bezugssystem zugrunde. Bel allen GréBen
@, die (vielleicht neben anderen) einen oberen Index, Z, tragen, definieren
wir das Herunterziehen des Index durch die Gleichungen

a; = Sgl-jaf
7

und den umgekehrten Prozel des Heraufziehens durch die dazu inversen
Gleichungen. Soll der Vektor & im Punkte P = (x;) durch die zu er-
klirende Parallelverschiebung nach 2’ = (x; -+ dx;) in den Vektor & 4- 2&
in 7’ iibergehen:

(lgz- _ [l’yi/egk, dyik J— rikr(dx)r’
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so muB dabei fiir die MaBzahl
{ = gunk'8
nach der aufgestellten Forderung die Gleichung gelten
dl=—ldgp,
und das ergibt
2§:d8 + §Fdgn = — (gu§'8)dy.
Der erste Term links ist
= — 2§58 dy = — 285 dyp = — 5 (dya + dyw);
also kommt

dyir + dyr = dgiz + gude

oder
0giz
(54) rz,kr_l— rk,zr——- bx,

+ gz s

Nehmen wir in dieser Gleichung mit den Indizes 747 die drei zyklischen
Vertauschungen vor, addieren die beiden letzten und subtrahieren davon
die erste, so ergibt sich unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die
I in ihren beiden hinteren Indizes symmetrisch sein miissen, das Resultat
Y [ O O
N\« dx; dx,

(55) T o= ) + 3lgrpr + Lo : — g ),

und daraus bestimmen sich die ”;; gemiB der Gleichung
(56) [,z = g-2 oder aufgelost [ = g, .

Diese Komponenten des affinen Zusammenhangs aber erfiillen alle auf-
gestellten Forderungen. Mit dem durch sie gegebenen affinen Zusammen-
hang ist der metrische Raum »von Natur« ausgestattet; und es iibertrigt
sich dadurch auf ihn die ganze Analysis der Tensoren und Tensordichten
samt allen frilher entwickelten Begriffen wie geoditische Linie, Kriim-
mung usw. Verschwindet die Kriimmung identisch, so ist der Raum ein
metrisch-Euklidischer im Sinne des Kap. I. Damit haben wir nun auch
das zweite in § 12 gegebene Versprechen eingeldst; die Formeln (1g)
oder allgemeiner (54), zeigten wir, sind der Ausdruck dafiir, daB die Parallel-
verschiebung der Vektoren lingentreu ist.

Zusitze. 1) Fiir die » Vektorkriimmung« haben wir hier noch eine wichtige
additive Zerlegung herzuleiten, durch welche die Streckenkrimmung als ein
in ihr enthaltener Bestandteil nachgewiesen wird. Das ist ja nur natiirlich,
da die Vektoriibertragung automatisch die Streckeniibertragung mitvoll-
zieht. Mit dem Ubergang des Vektors (§9) in (§ - 4 &) beim Umfahren
eines Flichenelements erleidet seine MaBzahl /= (&&) die Anderung:

(53) Adl= —1id¢.
Indem wir den Ubergang an Ort und Stelle vollziehen, finden wir
A= Agu §8) = gu A+ § + g §- AF = 254,



126 Das metrische Kontinuum.

und die Gleichung (53) liefert dann folgendes Ergebnis: setzt man fiir
den Vektor ¢ = (&)

Ay = *dy —y -39,
so erscheint A4y in eine zu y senkrechte und eine zu Y parallele Kom-
ponente *At bzw. — ¢ - 24 ¢ zerspalten. Damit geht eine analoge Zer-
legung des Kriimmungstensors Hand in Hand:

Fhiw = *Fai + 305 fire
Hier wird man den ersten Bestandteil * 7 als >>Rw/zz‘u/zgsl’rzxm//zng« be-
zeichnen; sie ist erklirt durch
Ay = — 3 Fw e § (A2
DaBl *A4y senkrecht zu y ist, spricht sich in der Formel aus:
B 8 §F = *Foapir §« & = o.

Das System der Zahlen *E,‘ﬁ;e ist also nicht bloB in bezug auf 7 und £,
sondern auch in dem Indexpaar «, § schiefsymmetrisch, Daraus folgt
noch, daB insbesondere

* i = 0
ist.

2) Wihlt man Koordinatensystem und Eichung in der Umgebung
eines Punktes 7 so, daB sie in 2 geoditisch sind, dann gilt dort ¢; = o,
[";z = o oder, was nach (54) und (55) auf dasselbe hinauskommt,
dgik

" dx,

(ﬁl- == 0O

die Linearform ¢ verschwindet in 2 und die Koeffizienten der quadra-
tischen Fundamentalform werden stationidr; mit andern Worten, es treten
im Punkte 2 diejenigen Verhiltnisse ein, die sich im Euklidischen Raum
durch ein einziges Bezugssytem simultan fiir alle Punkte erreichen lassen.
Es ergibt sich daraus noch folgende explizite Erklirung der Parallelver-
schiebung eines Vektors im metrischen Raum: Ein geodaitisches Bezugs-
system in 2 erkennt man daran, daB relativ zu ihm die ¢; in P ver-
schwinden und die gz stationire Werte annehmen. Ein Vektor wird vom
Punkte 2 nach dem unendlichen benachbarten 2’ parallel mit sich ver-
schoben, indem man seine Komponenten iz eimem zu P gehirigen geo-
ditischen Bezugssystem ungedndert 148t. (Es gibt stets geoditische Bezugs-
systeme; die Willkiir in der Wahl eines solchen hat auf den Begriff der
Parallelverschiebung keinen EinfluB.)

3) Da bei einer Zranslation x; = x;(s) der Geschwindigkeitsvektor

W = 7—’ parallel mit sich fortwandert, gilt fiir sie in der metrischen
Geometrie:

d ;1) . .
“m AT (24:24 ) —
(57) g, T wad) (ga) = o.
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Haben in einem Moment die #’ solche Werte, daB ;4 = o ist (ein Fall,
der eintreten kann, wenn die quadratische Fundamentalform  indefinit
ist), so bleibt diese Gleichung wihrend der ganzen Translation erhalten,
die Bahn einer derartigen Translation bezeichnen wir als geoddtische
Nullinie. Die geoditischen Nullinien dndern sich, wie eine kurze Rechnung
zeigt, nicht, wenn man, die MaBbestimmung in jedem Punkte festhaltend,
den metrischen Zusammenhang der Mannigfaltigkeit irgendwie dndert.

4) Durch die beiden von uns an der Riemannschen Geometrie vor-
genommenen Erweiterungen (metrische Grundform nicht positiv-definit,
Streckeniibertragung nicht integrabel) ist die Moglichkeit einer mit den
MaBgroBen von Linien-, Flichen- und Raumstiicken operierenden MaB-
geometrie verloren gegangen. Der indefinite Charakter der metrischen
Grundform macht ndmlich die am SchluB von § 11 unter 2. angegebene
Formel (15) fiir die Winkelmessung unbrauchbar, und auBerdem fillt das
unter 3. benutzte Prinzip dahin, daB eine in unsern metrischen Raum ein-
gebettete Mannigfaltigkeit I?,, von geringerer Dimensionszahl wiederum ein
metrischer Raum ist; denn die durch Einsetzen erhaltene quadratische
Grundform von R, kann stellenweise oder iiberall auf R, eine ausge-
artete Form werden. Die Nicht-Integrabilitit der Streckeniibertragung
aber zerstort die a.a. O. unter 1. definierte Volummessung, da das In-
tegral (14) nicht eichinvariant ist. Fiir diesen Verlust, der dem Geometer
schmerzlich genug sein mag, werden wir aber in Kap. IV entschidigt
werden: an Stelle der MaBgeometrie tritt die Feldphysik, an Stelle des
Volumens die Integralinvariante der »Wirkungsgrofiee«.

Tensorkalkiil. Zum Begriffe des Tensors gehort es, daB seine Kom-
ponenten nur wom Koordinatensystem, nicht von der Eichung abhingig
sind. In iibertragenem und erweitertem Sinne wollen wir aber von einem
Tensor auch dann sprechen, wenn eine von Koordinatensystem wnd Eichung
abhingige Linearform vorliegt, die sich beim Ubergang von einem zum
andern Koordinatensystem in der alten Weise transformiert, bei Abénde-
rung der Eichung aber den Faktor 4¢ annimmt (A = Eichverhiltnis); wir
sagen dann, er sei vom Gewichte e. So sind die g; die Komponenten
eines symmetrischen kovarianten Tensors 2. Stufe vom Gewichte 1. Wo
von Tensoren ohne niheren Zusatz die Rede ist, versteht es sich von
selbst, daB diejenigen vom Gewichte o gemeint sind. Die in der Tensor-
analysis besprochenen Beziehungen sind von Eichung und Koordinaten-
system unabhingige Relationen zwischen Tensoren und Tensordichten
in diesem ceigentlichen Sinme. Den erweiterten Tensorbegriff wie auch den
analogen der Tensordichte vom Gewichte ¢ sehen wir nur als einen
Hilfsb