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Kapitel 1. 

Ursprung und Entwicklung der älteren 
Quantentheorie. 

Von 

A. RUBINOWICZ, 'Lemberg. 

Mit 3 Abbildungen. 

I. Die. Quantentheorie des harmonischen 
Oszillators. 

1. Die Begründung der Quantentheorie durch MAx PLANCK. Die Ent
stehung der Quantentheorie verdanken wir der Beschäftigung PLANCKS mit 
dem Problem der Energieverteilung im Spektrum der schwarzen Strahlung. 
Durch eine glückliche Interpolation zwischen der WIENsehen und der RAYLEIGH
schen Strahlungsformel fand er zunächst sein, das PLANCRsehe Strahlungsgesetzl, 
das auch heute noch unerschüttert und fester begründet dasteht denn.je. "Nach 
einigen Wochen der angespanntesten Arbeit seines Lebens" 2 gelang es ihm dann, 
sein Strahlungsgesetz theoretisch abzuleiten 3 und damit zu den Fundamenten 
der Quantentheorie, und zwar gerade an einer der unzugänglichsten, dicht mit 
statistischen Überlegungen überwucherten Stelle vorzudringen. 

Zwischen der spektralen Raumdichte e (v, T) der schwarzen Strahlung (be
zogen auf die Einheit des Frequenzintervalles) und der mittleren Energie U eines 
mit ihr in Wechselwirkung stehenden, von PLANCK als Modell einer Lichtquelle 
verwendeten linearen HERTzsehen Oszillators von der Eigenfrequenz v besteht 
auf Grund der klassischen Elektrodynamik nach PLANCK 4 die Beziehung 

8.ny2-
e(v, T) = - 3 u. (1) ( c 

Das Problem der Bestimmung von e reduziert sich somit auf das der Ermittlung 
von V. Diese letztere Aufgabe löste PLANCK mit Hilfe der Methoden der statisti
schen Mechanik, indem er, ausgehend vom BoLTZMANNschen Prinzip 

S = kln W, (2) 

die Entropie S der Oszillatorengesamtheit aus ihrer thermodynamischen Wahr
scheinlichkeit W ( = Zahl der Realisierungsmöglichkeiten des betreffenden Zu-

1 Vorgetragen in der D. Phys. Ges. in Berlin am 19. Okt. 1900; vgl. Verh. d. D. Phys. 
Ges. Bd. 2, S. 202. 1900. 

2 Den Werdegang seiner Entdeckung schildert PLANCK in seinem Nobelvortrag (Leipzig 
1920). Wiederabdruck in M. PLANCK, Phys. Rundblicke. Leipzig 1922. 

3 Vorgetragen in der D. Phys. Ges. in Berlin am 16. Dez. 1900; vgl. Verh. d. D. Phys. 
Ges. Bd. 2, S. 237. 1900; Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 553. 1901. 

' M. PLANCK, Ann. d. Phys. Bd. 1, S. 69. 1900. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 



2 Kap. 1. A. RuBrNowrcz: Ursprung und Entwicklung der älteren Quantentheorie. Ziff. 1. 

standes) berechnete. k ist hier die von PLANCR in die statistische Mechanik 
eingeführte "BoLTZMANNsche Konstante", die auf ein einzelnes Molekül bezogene 
Gaskonstante R, so daß k = R/L, wenn L die LoscHMIDTsche Zahl ist. Aller
dings mußte PLANCR, um sein Strahlungsgesetz zu gewinnen, seinen statistischen 
Überlegungen die der klassischen Mechanik vollständig widersprechende Annahme 
zugrunde legen, daß die Energie des Oszillators stets nur ein ganzes Vielfaches 
eines "Energiequants" betrage. Dieses ergab sich aus dem WIENsehen Ver
schiebungsgesetz zu hv, wo h eine neue Konstante bedeutet, die PLANCR mit 
Rücksicht auf ihre Dimension (Energie· Zeit) als Wirkungselement bezeichnete. 
Für U erhielt er den Ausdruck 

U = hv 
hv (3)i 

ekT- 1 

der zusammen mit (1) das PLANCRsehe Wärmestrahlungsgesetz 

n (v T) = 8nhv3 __ 1_ 1 ( 
~ , ca ""- 4) 

ekT- 1 

darstellt. Als Grenzfälle für : ~ ~ 1 bzw. :::}> 1 sind in dem PLANCRsehen Strah

lungsgesetz seine beiden Vorläufer: das RAYLEIGHsche Strahlungsgesetz 
8nv2 

e(v,T)=· 3 kT, (4a) 
c 

und das WIENsehe Strahlungsgesetz 
3 hv 

(! (v' T) = Snc:~ e-kT ' (4b) 

enthalten. 
Aus seiner Formel (4) und den damals vorliegenden Strahlungsmessungen 

bestimmte PLANCR 1 überraschend genau h zu 6,55 · 10- 27 ergsec. Die sozusagen 
als Nebenresultat miterrechnete BoLTZMANNsche Konstante k ergab mit Hilfe 
der Gaskonstanten R einen Zahlenwert für die LoscHMIDTsche Zahl und diese 
in Verbindung mit der FARADAYschen Konstanten einen solchen für das elek
trische Elementarquantum; diese Bestimmungen waren dabei viel genauer als 
die damals vorliegenden. 

PLANCRS Energiequanten sind der Ursprung aller Quantentheorie. Auf dem 
Wege über sie fanden doch erst der Begriff des Quantenzustandes und die Kon
stante h, das Wahrzeichen der Quantentheorie überhaupt, Eingang in die Physik. 
Allerdings zeigte es sich später, daß auf den Energiequanten zwar eine Ableitung 
des Strahlungsgesetzes aufgebaut werden kann, sie aber nicht tragfähig genug 
sind, um die notwendige Grundlage für die Weiterentwicklung der Quanten
theorie abzugeben. Eine solche wurde erst durch die 1906 von PLANCR 2 ent
deckten Wirkungsquanten geschaffen, die die Energiequanten nur als etwas 
Sekundäres, als Folge eines tieferliegenden und allgemeineren Gesetzes erscheinen 
lassen. Die Schwingungen eines PLANCRsehen Oszillators von der Masse m des 
schwingenden Teilchens sollen durch seine Elongation q und durch den ihr 
kanonisch zugeordneten Impuls p = mq beschrieben werden. Es durchläuft 
dann der seinen Momentanzustand in dem GIBBSschen Phasenraume (hier Phasen
ebene p, q) darstellende Phasenpunkt p, q während einer vollen Schwingung 
eine Ellipse mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Ihr Flächeninhalt 

1 M. PLANCK, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 564. 1901. 
2 M. PLANCK, Vor!. über die Theorie d .. Wärmestrahlung, 1. Auf!.,§ 150. Leipzig 1906. 
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wird durch J J dp dq = Ujv gegeben, wenn U die Energie des Oszillators und v 
seine Eigenfrequenz bezeichnet. PLANCRs Energiequantenhypothese, die Forde
rung, daß der Oszillator sich nur in Zuständen mit der Energie n · hv befinden 
könne, ist somit gleichbedeutend mit der Forderung, daß der Flächeninhalt 
des von der Phasenbahn eines Quantenzustandes in der GIBBSschen Phasenebene 
umschlossenen Gebietes gleich sei einem ganzen Vielfachen des "Wirkungs-

quants" h: J jdpdq = jpdq = nh (n = 0, 1, 2, ... ). (5) 

Für den Spezialfall eines harmonischen Oszillators stellt diese Relation zunächst 
nur eine Umdeutung des Energiequantenpostulates dar, führt aber für andere 
mechanische Systeme (von einem Freiheitsgrad) im allgemeinen zu einer anderen 
Festlegung der Quantenzustände als der Energiequantenansatz (vgl. Ziff. 2). 

PLANCRs "erste", vorhin dargestellte Ableitung des Wärmestrahlungs
gesetzes krankt an einem inneren Widerspruche: Bei der Ableitung der Gleichung 
( 1) wird ja angenommen, daß der Energieaustausch zwischen Strahlung und 
Oszillator nach der klassischen Elektrodynamik erfolgt, also die Amplitude des 
Oszillators und mithin auch seine Energie stetig veränderlich sind. Die statisti
schen Überlegungen zur Begründung der Gleichung (3) werden dagegen unter 
der Annahme durchgeführt, daß die Oszillatorenenergie nur die diskreten Energie
quantenwerte nhv annehmen könne. In der Absicht, diesen Widerspruch zu 
vermeiden, hat PLANCR1 eine "zweite" Theorie seiner Strahlungsformel ent
wickelt, in der die Absorption der Strahlung klassisch kontinuierlich und nur 
die Emission quantenhaft diskontinuierlich erfolgt. Bezüglich der Emission 
wird dabei weiter vorausgesetzt, daß sie nur in solchen Augenblicken einsetzen 
kann, wo die Oszillatorenenergie nhv beträgt. Ob in einem wlchen Falle eine 
Emission stattfindet oder nicht, wird durch ein Wahrscheinlichkeitsgesetz be
stimmt. Wenn sie aber erfolgt, dann wird dabei die ganze momentane Oszil
latorenenergie nhv in Strahlung umgesetzt. Unter diesen Annahmen ergibt 
sich die mittlere Oszillatorenenergie U um ein halbes Energiequant hv/2 größer 
als in (3), was durch eine entsprechende Änderung des Ausdruckes (1) kompen
siert wird. Da U in (3) für T = 0 verschwindet, so besitzt der Oszillator in der 
zweiten Theorie beim absoluten Nullpunkt eine mittlere Nullpunktsenergie vom 
Betrage h v /2. 

Späterhin hat PLANCR 2 auch diese Theorie mehrmals umgestaltet. Aber 
weder sie noch ihre Abänderungen haben für die Weiterentwicklung der Quanten
theorie die Bedeutung von PLANCRS erster Theorie erreicht, durch deren be
wußte und sinngemäße Verallgemeinerung BoHRs Quantentheorie der Atome 
entstand. 

2. Das weitere Vordringen der Quantentheorie in der kinetischen Theorie 
der Wärme. Wir verfolgen zunächst die Konsequenzen, die sich aus der PLANCR
sehen Quantentheorie für die kinetische Theorie der Wärme ergaben. Nach 
dem BOLTZMANNschen Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Mecha
nik beträgt die mittlere Gesamtenergie eines harmonischen Oszillators pro Frei
heitsgrad 

U=kT, (6) 
also die spezifische Wärme c. für ein Grammolekül eines aus solchen Oszillatoren 
aufgebauten Festkörpers mit n Atomen im Molekül: 

0 
Cv = fJT 3nLk T = 3nR 

1 M. PLANCK, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 13, S. 138. 1911; Ann. d. Phys. Bd. 37, 
S. 642. 1912. 

2 M. PLANCK, Berl. Ber. 1913, S. 350; 1914, S. 918; 1915, S. 512. 

1* 
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(DULONG-PETITsche und NEUMANN-KüPPsche Regeln). Dieses Ergebnis stand mit 
der Wirklichkeit insofern nicht in Übereinstimmung, als in einigen Fällen die 
damals bekannten empirischen Werte die theoretischen erheblich unterschritten 
und sich überdies stark temperaturabhängig zeigten (z. B. Diamant, Bor und Sili
zium). Außerdem war es theoretisch unbefriedigend, daß man im Festkörper die 
Elektronenfreiheitsgrade vollständig unberücksichtigt lassen mußte, um nicht viel 
zu große, mit der Erfahrung gar nicht übereinstimmende c.-Werte zu erhalten. 

EINSTEIN 1 war es nun, der als erster die Quantentheorie zur Lösung dieser 
Schwierigkeiten heranzog. Er identifizierte die Atom- und Elektronenoszillatoren 
eines Festkörpers mit den Oszillatoren PLANCKs, benützte also für ihre mittlere 
Energie den Ausdruck (3). Da dieser nur für kleine hvfkT-Werte in den 
klassischen Ausdruck (6) übergeht, so wird damit der Gleichverteilungssatz als 
allgemeingültige Behauptung aufgegeben und ihm nur als Grenzgesetz für hohe 
Temperaturen T und locker gebundene Elektronen (kleines v) ein beschränkter 
Geltungsbereich zugewiesen. Für große hvfkT-Werte wird das PLANCKsche U 
unmerklich klein. Bei gegebener Temperatur werden hier also, was ihren Beitrag 
zur inneren Energie betrifft, die Freiheitsgrade sozusagen gewogen und nicht, 
wie in der klassischen statistischen Mechanik, nur gezählt2. Die Molekularwärme 
ergibt sich nach EINSTEIN demnach zu 

(7) 

wobei die Summation über alle in einem "Molekül" des Festkörpers enthaltenen 
Atom- und Elektronenoszillatoren zu erstrecken wäre. Die letzteren liefern 
jedoch nach (7) bei mittleren und tiefen Temperaturen (große hvjkT-Werte) 
praktisch keinen Beitrag zu Cv, so daß das Verhalten der spezifischen Wärme 
in diesem Temperaturbereiche nur durch die ultraroten Atomeigenschwingungen 
bestimmt wird. Je nach ihrer Lage im lang- bzw. kurzwelligen Ultrarot erhält 
man bei gegebener Temperatur normale bzw. unternormale Molekularwärmen. 
Schließlich muß nach (7) die spezifische Wärme aller Festkörper mit sinkender 
Temperatur abnehmen und bei Annäherung an den absoluten Nullpunkt ver
schwinden. 

Die obigen Erwartungen wurden im allgemeinen durch die Erfahrung be
stätigt. Die EINSTEINsehe Theorie versagte jedoch ausnahmslos bei den tiefsten 
Temperaturen, wo sie einen viel zu raschen (exponentiellen) Abfall der spezifi
schen Wärme ergab. Aber auch vom theoretischen Gesichtspunkte aus mußte 
man gegen die EINSTEINsehen Annahmen gewichtige Bedenken erheben. Ein 
Festkörper besteht ja nicht aus einzelnen, miteinander nicht in Wechselwirkung 
stehenden Molekülen oder Atomen, sondern die ihn aufbauenden Atome stellen 
in ihrer Gesamtheit ein gekoppeltes System von Massenpunkten dar. Die Elek
tronenfreiheitsgrade können dabei nach dem Obigen vollständig vernachlässigt 
werden. Die Anzahl der Eigenschwingungen eines solchen gekoppelten Systems 
ist gleich der Zahl seiner Freiheitsgrade. Da diese dreimal so groß ist wie die 
Anzahl N seiner Atome, so wird man also für die innere Energie eines Festkörpers 
den Ansatz 

n=l k7' e -1 

1 A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 180. 1907. 
2 A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1057. 1911. 

(8) 
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zu machen haben, wenn man in konsequenter Verallgemeinerung der ErNSTEIN
sehen Auffassung der Energie einer Eigenschwingung mit der Frequenz Vn den 
PLANCRsehen Ausdruck (3) zuordnet. Von diesem Gedanken sind DEBYE1 sowie 
BoRN und KARMAN 2 bei der weiteren Gestaltung der Theorie der spezifischen 
Wärme ausgegangen. 

DEBYE wandte zur praktischen Auswertung der Gleichung (8) ein außer
ordentlich kühnes, aber ebenso einfaches wie erfolgreiches Verfahren an. Er 
bemerkte, daß die langsamsten Eigenschwingungen des Systems von Massen
punkten, das den Festkörper darstellt, mit den elastischen Eigenschwingungen 
des letzteren zu identifizieren sind. Daraufhin ersetzte er das ganze Spektrum 
der Eigenschwingungen des Punktsystems durch das des Festkörpers und ließ 
das letztere bei der 3N ten Eigenschwingung abbrechen, um der richtigen Zahl 
der Freiheitsgrade des Punktsystems Rechnung zu tragen. Dadurch erreichte er 
zweierlei: Für die genaue Darstellung der spezifischen Wärme Cv bei den tieferen 
Temperaturen sorgt die gute Approximation der hier für den numerischen Wert 
von (8) vor allem ausschlaggebenden langsamsten Eigenschwingungen, für den 
Anschluß von Cv an den klassischen Wert bei den mittleren und höheren Tem
peraturen [wo der PLANCRsehe Energieausdruck (3) in den klassischen (6) über
geht] sorgt die strenge Berücksichtigung der Zahl der Freiheitsgrade. DEBYE 
erhielt so für das Cv der Festkörper einen Ausdruck, der nur von einer einzigen 
aus den Elastizitätskoeffizienten berechenbaren Konstanten mit der Dimension 
der Temperatur abhängt. Die DEBYEsehe Theorie wurde von der Erfahrung in 
weitem Umfange, insbesondere bei den Elementen und einigen einfachen Ver
bindungsklassen, gut bestätigt. 

BoRN und. KARMAN gingen von vornherein in der Richtung einer konse
quenten Berücksichtigung der Raumgitterstruktur der Festkörper. Während 
die Stärke des DEBYEsehen Verfahrens in seiner Einfachheit und .Eleganz liegt, 
besteht der Vorteil des von BoRN und KARMAN eingeschlagenen Weges in der 
Möglichkeit, auch die feineren individuellen Unterschiede im Aufbau der Fest
körper zu berücksichtigen und so die Theorie weitgehend auszubauen 3. 

Die Erfolge der Quanten in der Theorie der spezifischen Wärme der Fest
körper legten ihre Anwendung auch auf Gase nahe, die aktuell wurde, als EucREN 4 

experimentell feststellte, daß die spezifische Wärme des Wasserstoffes mit 
sinkender Temperatur gegen den klassischen Wert für ein einatomiges Gas ab
nimmt. Ein solches Verhalten läßt sich als ein "Absterben" der Rotationsfrei
heitsgrade des Gasmoleküls deuten und wurde auf Grund der Quantenvorstel
lungen zuerst von NERNST 5 gefordert. Der erste Versuch einer konsequent 
durchgeführten Theorie dieser Erscheinung stammt von EHRENFEST 6• Diese 
Arbeit ist auch insofern bemerkenswert, als sie eine Quantisierung des um eine 
feste Achse beweglichen Rotators enthält, die zwar mit der PLANCRsehen Quan
telungsvorschrift (5) vom Jahre 1906 und damit auch mit der Theorie der Periodi
zitätssysteme in ihrem Endergebnis übereinstimmt, sie aber nicht direkt benützt. 
EHRENFEST schlägt vielmehr folgenden Weg ein. Bezeichnet man mit 2:nv die 
Winkelgeschwindigkeit und mit K das Trägheitsmoment des Moleküls, so wird 

die Energie des Rotators (2:nv) 2 ~ (wohl mit Rücksicht auf das Fehlen der poten

tiellen Energie) der Hälfte eines ganzen Vielfachen des Energiequants, also n hv, 
---------------- 2 

1 P. DEBYE, Arch. de Geneve, März 1912, S. 256; Ann. d. Phys. Bd. 39. S. 789. 1912. 
2 M. BoRN u. TH. v. KARMAN, Phys. ZS. Bd. 13, S. 297- 1912. 
3 V gl. ds. Handb. XXIV /2, Kap.4 (M. BoRN u. M. MAYER-GÖPPERT) und Kap. 5 (A. SMEKAL). 
4 A. EucKEN, Bcrl. Ber. 1912, S. 141. 
5 W. NERNST, Berl. Ber. 1911, S. 65; ZS. f. Elektrochern. Bd. 17, S. 265 u. 817. 1911. 
6 P. EHRENFEST, Vcrh. d. D. Phys. Gcs. Bd. 15, S. 451. 1913. 
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gleichgesetzt. Es sind dann für den n ten Quantenzustand 
quenz Vn, Energie En bzw. Impuls Pn gegeben durch 

h h2 
••-n E-·n2 
'n- 4n2K' n- Sn2K' 

des Rotators Fre-

Als Aufgaben, deren Erledigung von der Quantentheorie zu erwarten war, 
wurde bald das Problem der Gasentartung und das der Bestimmung der NERNST
schen chemischen Konstante erkannt und auch zu lösen versucht. Das Problem 
der Gasentartung wurde dabei zunächst vom Standpunkte des NERNSTschen 
Wärmesatzes formuliert. Man ging von der Fragestellung aus, wie die Gasgesetze 
abzuändern wären, falls man die Gültigkeit dieses Satzes auch für die Gase 
postulierte. Auf den Zusammenhang der Gasentartung mit der Quantentheorie 
hat zuerst NERNST1 hingewiesen, und fast gleichzeitig damit wurde von mehreren 
Forschern 2 eine theoretische Bestimmung der chemischen Konstante versucht. 

Das Verschwinden der spezifischen Wärme beim absoluten Nullpunkt sowie 
andere aus der Quantentheorie, nicht aber aus der klassischen statistischen 
Mechanik fließenden Folgerungen ergaben sich auch aus dem NERNSTschen 
Wärmesatze, insbesondere wenn man ihn in der PLANCRsehen Fassung 3 zugrunde 
legte. Die Ursache dafür wurde klar, als es sich herausstellte, daß der NERNSTsche 
Wärmesatz eine Folge der Quantenstatistik ist 4• Den prinzipiellen Zusammenhang 
ergibt nach PLANCK das BoLTzMANNsche Prinzip (2). Die thermodynamische 
WahrscheinlichkeitWund mit ihr dieEntropieSeines gegebenen thermodynami
schen Modells werden nämlich erst durch die Zelleneinteilung des GmBsschen 
Phasenraumes eindeutig festgelegt. Eine solche liefert aber in der Quanten
theorie ganz naturgemäß die Quantisierung des betreffenden Systems; beim 
harmonischen Oszillator z. B. sind es die Ellipsen in der p, q-Ebe"ne (vgl. Ziff. 1). 

3. Die ErNsTErNsehe Lichtquantenhypothese. In den Arbeiten PLANCKs 
offenbarten sich die Quanten als Energiequanten des harmonischen Oszillators, 
also als Energiequanten der Materie. EINSTEIN fand die Lichtquanten, die 
Energiequanten des Äthers. In einer Arbeit .,Über einen die Erzeugung und Ver
wandlung des Lichtes betreffenden heuristischen Gesichtspunkt" 5 zeigte er, daß 
die mit Hilfe des BoLTZMANNschen Prinzips (2) aus der Entropie berechenbare 
thermodynamische Wahrscheinlichkeit der Strahlung sich im Geltungsbereiche 
des WIENsehen Strahlungsgesetzes (hvjkT;:y 1) so verhält, als ob die Strahlung 
korpuskularer Natur wäre, als ob die Strahlung von der Frequenz v sich zu 
räumlich eng begrenzten Energiebeträgen s = hv zusammenballte. Diese Licht
quantenhypothese verwendete EINSTEIN vor allem zur Erklärung einer von 
LENARD 6 entdeckten grundlegenden Erscheinung beim Photoeffekt. Nach der 
klassischen Auffassung ist es plausibel, daß die kinetische Energie der Photo
elektronen mit der Intensität der auftreffenden Strahlung wächst. LENARDs 
Untersuchungen ergaben hingegen, daß die kinetische Energie der schnellsten 
Elektronen linear mit der Frequenz v des einfallenden Lichtes ansteigt und von 
seiner Intensität nicht abhängt; diese ist allein für die Zahl der Photoelektronen 

1 W. NERNST, Phys. ZS. Bd. 13, S. 1064. 1912. 
2 Erste Arbeiten über die theoretische Festlegung der chemischen Konstanten: 

0. SACKUR, Ann. d. Phys. Bd. 36, S. 958. 1911; Nernst-Festschr. 1912, S. 405; Ann. d. Phys. 
Bd. 40, S. 67. 1913; H. TETRODE, Ann. d. Phys. Bd. 38, S. 434. 1912; ebenda Bd. 39, S. 255. 
1912; Phys. ZS. Bd.14, S. 212. 1913.; 0. STERN, Phys. ZS. Bd. 14, S. 629. 1913. 

3 M. PLANCK, Vorl. über Thermodynamik. 1. Aufl. Leipzig 1911. 
4 W. NERNST, Berl. Ber. 1911, S. 65; 0. SACKUR, Ann. d. Phys. Bd. 34, S. 455. 1911; 

F. JüTTNER, ZS. f. Elektrochem. Bd. 17, S. 139. 1911; M. PLANCK, Phys. ZS. Bd. 13, 
s. 165. 1912. 

5 A.ErNSTEIN, Ann.d.Phys. Bd.17, S.132. 1905. 
6 P. LENARD, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 149. 1902. 
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maßgebend. Nach der Lichtquantenhypothese ist dieses Verhalten der Photo
elektronen eine einfache Folgerung aus dem Energiesatz. Ist nämlich P die für 
einen Körper charakteristische Arbeit, die ein Elektron leisten muß, um ihn zu 
verlassen und wird beim Photoeffekt die ganze Energie hv des Lichtquants vom 
Elektron übernommen, so wird die kinetische Energie Ekin des Elektrons nach 
dem V erlassen des Körpers 

Ekin = hv- P (9) 

betragen. Die Zahl der Photoelektronen ist nach dieser Auffassung gleich der 
Anzahl der absorbierten Energiequanten, also proportional der Intensität des 
Lichtes. Als ein weiterer Beleg für die Richtigkeit der Lichtquantenhypothese 
ist nach EINSTEIN die STOKESsehe Regel anzusehen, nach der die Schwingungs
zahl v. des phosphoreszenzerregenden Lichtes größer ist als die Schwingungs
zahl vp11 des emittierten Phosphoreszenzlichtes. Diese Beziehung wird klar, wenn 
man annimmt, daß bei der Phosphoreszenzerregung die Energie nur verloren
gehen kann, also die Energie hv. des erregenden Lichtes größer sein muß als die 
Energie hvp11 des reemittierten. Schließlich zeigte EINSTEIN, daß die Licht
quanten eine Abschätzung für die Ionisierungsarbeit I eines Atoms liefern. 
Unter der Annahme, daß ein Lichtquant hv die Ionisierung bewirkt, muß hv >I 
sein, da die Energie des Lichtquants nicht nur dazu verwendet wird, das Elektron 
aus dem Atomverbande zu entfernen (d. h. die Ionisierungsarbeit zu leisten), 
sondern im allgemeinen ihm auch noch eine gewisse kinetische Energie erteilen 
wird. Durch diese EINSTEINsehe Überlegung wird schließlich das photochemische 
Grundgesetz gegeben, das zur primären Zersetzung eines Grammäquivalentes 
durch einen photochemischen Vorgang die absorbierte Strahlungsenergie Lhv 
(L = LoscHMIDTsche Zahl) fordert!. 

Übrigens gewannen WIEN 2 und STARK 3 durch Anwendung der EINSTEIN
sehen Gleichung (9) auf die von den Röntgenstrahlen erzeugten schnellsten 
Sekundärelektronen eine erste quantentheoretische Abschätzung der Wellenlänge 
der Röntgenstrahlen, die in Übereinstimmung stand mit den damals vorliegenden 
beugungstheoretischen Schätzungen von HAGA und WIND 4• WIEN und STARK 
machten auch auf die Anwendbarkeit dieser Relation auf die Umkehrung des 
Photoeffektes aufmerksam, d. h. auf die Erzeugung von Röntgenstrahlen (kurz
wellige Grenze des kontinuierlichen Spektrums) durch Elektronen, die auf die 
Antikathode auftreffen. 

Diesen Erfolgen der Lichtquanten auf einem Gebiete, wo die Wellentheorie 
des Lichtes versagte, stand ihre Oh11macht der Beugung, Interferenz und Dis
persion gegenüber, bei denen die Wellentheorie ihre hervorragendsten Erfolge 
zu verzeichnen hatte. EINSTEIN selbst glaubte einen Ausweg in der Tatsache 
zu sehen, "daß sich die optischen Beobachtungen auf zeitliche Mittelwerte, 
nicht aber auf Momentanwerte beziehen", ohne jedoch ein detailliertes Bild 
einer solchen Erklärungsmöglichkeit zu entwerfen. 

In der Folge brachte EINSTEIN 5 zur Stütze der Lichtquantenhypothese 
weitere Argumente vor. Wenn die Energie eines PLANCKschen Oszillators von 
der Schwingungszahl v nur ganze Vielfache des Energiequants hv betragen darf, 
so ist es am einfachsten, anzunehmen, daß der Oszillator nur die Energiebeträge hv 
emittieren und absorbieren kann. Um eine möglichst hypothesenfreie Klärung 

1 Vgl. auch J. STARK, Phys. ZS. Bd. 9, S. 889. 1908. Eine thermodynamische Begrün-
dung gab A. EINSTEIN später: Ann. d. Phys. Bd. 37, S. 832. 1912; Bd. 38, S. 881. 1912. 

2 W. WIEN, Göttinger Nachr. 1907, S. 598. 
a J. STARK, Phys. ZS. Bd. 8, S. 881. 1907. 
4 H. HAGA u. C. H. WIND, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 305. 1903. 
6 A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd. 10, S. 185 u. 817. 1909. 
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der dem PLANCKschen Strahlungsgesetze zugrunde liegenden Annahmen zu er
zielen, fragt EINSTEIN nach den Folgerungen, die auf Grund der Prinzipien der 
statistischen Mechanik aus dem PLANCKschen Strahlungsgesetz erfließen, dieses 
als empirisch gegeben vorausgesetzt. Zu diesem Zwecke untersucht er die Schwan
kungen der Energiedichte und des Strahlungsdruckes. Die ersteren berechnet 
er durch Betrachtung zweier miteinander kommunizierender, von vollkommen 
diffus reflektierenden Wänden eingeschlossener Räume mit dem Volumen V 
bzw. v (V~ v) . E sei die in einem bestimmten Zeitmomente in v enthaltene 
Strahlungsenergie des Spektralintervalles v, v + dv. Ist E der zeitliche Mittel
wert von E und e = E- E, so ergibt die statistische Mechanik für das mittlere 
Schwankungsquadrat 82 den Ausdruck1 

2 = kT2dE 
8 dT' 

Nun ist aber in unserem Falle E = evdv, so daß für das PLANCKsche Strah
lungsgesetz (4) leicht 

_ ( es ) _ es (:E)2 
s2 = hve + -8 s 2 e 2 vdv = hvE + -8 2 -d 

;n V :nv V V 
(10) 

folgt. Vorausgesetzt, daß die Ursachen für die in den beiden Gliedern in (10) zum 
Ausdruck kommenden Schwankungen voneinander statistisch unabhängig sind, 
genügt es, um eine Interpretation von (10) zu finden, jedes der beiden hier auf
tretenden Glieder für sich als ein mittleres Schwankungsquadrat zu deuten. 
Die Summe zweier solcher Schwankungsquadrate ergibt nämlich, wie man leicht 
sieht, das mittlere Schwankungsquadrat der bei gleichzeitiger Anwesenheit der 
beiden Schwankungsursachen stattfindenden Schwankungen. Das zweite Glied 
in (10) kann man nun, was EINSTEIN durch eine Dimensionsbetrachtung wahr
scheinlich macht 2, Energieschwankungen zuordnen, die im Sinne der Undulations
theorie des Lichtes durch Interferenz der einander durchkreuzenden Wellenzüge 
bewirkt werden. Das erste Glied ist auf Grund der Wellentheorie des Lichtes 
nicht verständlich, kann aber mit Hilfe der Lichtquanten gedeutet werden. Es 
stellt die prinzipiell mit den Dichteschwankungen eines Gases identischen Energie
schwankungen des Lichtquantengases dar. Ist nämlich n die Anzahl der Licht
quanten hv in V' so wird E = n. hv und E = n . hv (n = Mittelwert von n). 
Setzen wir 'Yi = n- n, so ist s = E- E = (n- n)hv und 82 = if(hv) 2• Da 
nun für ein Gas 1)2 = n wird, so ergibt sich schließlich 82 = n(hv) 2 = hvE. 

Auch die Schwankungen des Strahlungsdruckes (d. h. der Bewegungsgröße 
der Strahlung) führen zum Ergebnis, daß der schwarzen Strahlung eine Wellen
und gleichzeitig eine davon unabhängige Korpuskularstruktur zuzuschreiben 
ist. Eine Theorie der Strahlung hätte somit nach EINSTEIN den beiden Strukturen 
der Strahlungsfelder gleichzeitig Rechnung zu tragen. 

Diese EINSTEINsehe Deutung der Strahlungsschwankungen ist jedoch ganz 
unannehmbar, da die beiden Standpunkte, von denen aus die Erklärung der 
beiden Glieder erfolgt, sich gegenseitig vollständig ausschließen und jeder von 
ihnen nur einen Teil der Schwankungen erfaßt. Um zu einer einwandfreien 
Interpretation der Strahlungsschwankungen zu gelangen, müßte man die beiden 
Glieder in der Gleichung (10) von einem einheitlichen Gesichtspunkte aus ver
stehen können. Dies ist erst der neueren Quantenmechanik gelungen. 

1 Der Ableitung dieser Gleichung liegt die Annahme zugrunde, daß K nur von einem 
einzigen Zustandsparameter ( T) abhängt. Dies trifft zwar bei der schwarzen Strahlung, 
nicht aber im allgemeinen zu. 

2 Exakter Nachweis bei H. A. LoRENTZ, Les theories statistiques en thermodynamique, 
S. 114. Leipzig 1916. 
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Es sei noch bemerkt, daß bei Zugrundelegung des WIENsehen bzw. des 
RAYLEIGHschen Strahlungsgesetzes nur die Lichtquanten- bzw. die Wellenfeld
schwankungen auftreten. Das steht im Einklange mit der Tatsache, daß EIN
STEIN in seinen ersten Lichtquantenarbeiten, wo er sich ausschließlich auf das 
WIENsehe Strahlungsgesetz stützt, nur auf Lichtquanten geführt wird. 

4. DEBYES Ableitung des PLANcKschen Wärmestrahlungsgesetzes. Im 
Gegensatz zur Auffassung EINSTEINs, der dem Lichte gleichzeitig eine Korpus
kular- und Wellenstruktur zuschreibt, konnte DEBYE1 zeigen, daß man schon 
bei alleiniger Berücksichtigung der Wellenstruktur der Strahlung auf einem 
vollständig in sich widerspruchsfreien Wege zum PLANCKschen Strahlungsgesetze 
gelangen kann. Er ging von der Tatsache aus, daß jedes in einem vollkommen 
blanken Hohlraume vorhandene elektromagnetische Feld durch eine Super
position von Eigenschwingungen darstellbar ist. 'Einem vorgegebenen Anfangs
zustande der Strahlung entsprechen dabei bestimmte Amplituden und Phasen 
der einzelnen Eigenschwingungen. Die Zahl der auf ein Frequenzintervall v, v + d v 
entfallenden Eigenschwingungen eines kubischen Hohlraumes vom Volumen V 
läßt sich leicht zu 8 2 

N(v)dv= n; Vdv (11) 
c 

berechnen. Diese Zahl gilt übrigens asymptotisch für einen beliebig gestalteten 
Hohlraum, wenn der der Eigenschwingungsfrequenz entsprechende "Wellen
längenkubus" klein wird, gegenüber dem Volumen V des betrachteten Hohl
raumes. 

Um von (11) aus das Wärmestrahlungsgesetz zu erhalten, kann man für 
statistische Betrachtungen mit RAYLEIGH 2 und jEANS 3 die Eigenschwingungen 
des Hohlraumes als harmonische Oszillatoren ansehen. Vom Standpunkte der 
klassischen Theorie ist dann nach dem Gleichverteilungssatz jeder Eigenschwin
gung die mittlere Energie Ev = k T zuzuschreiben, weil sie einen kinetischen 
(magnetischen) und einen potentiellen (elektrischen) Freiheitsgrad besitzt. Da 

E N(v)dv 
offenbar e(v, T) dv = v V und daher nach (11): 

8nv2 -
n (v T) = -·-- E 
r;: ' ca v ( 12) 

zu setzen ist, so ergibt sich auf diesem Wege die RAYLEIGHsche Strahlungs
formel (4a). Nimmt man jedoch mit DEBYE an, daß die Energie jeder Eigen
schwingung von der Frequenz v einem ganzen Vielfachen des Energiequants hv 
gleichzusetzen ist, so zeigt eine statistische Untersuchung, daß 

E = hv 
v hv 

ekT- 1 

wird und daher aus (12) das PLANCKsche Strahlungsgesetz resultiert. 
Es sei noch bemerkt, daß sich nach LORENTZ 4 eine Hohlraumstrahlung 

formell durch kanonische Variable beschreiberl läßt, die den einzelnen Eigen
schwingungen zugeordnet sind und den HAMILTONschen kanonischen Differential
gleichungen genügen. Die HAMILTONsche Funktion wird dabei durch eine Summe 
von Quadraten der kanonischen Variablen und ihrer konjugierten Impulse 
gegeben, besitzt also formell die gleiche Gestalt wie die mit Benutzung von 

1 P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd. 33. S. 1427. 1910. 
2 Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd. 49, S. 539. 1900. 
3 J. H. }EANS, Phil. Mag. Bd. 10, S. 91. 1905. 
4 H. A. LORENTZ, Solvay-Kongreß 1911. 
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Normalkoordinaten hingeschriebene HAMILTONsche Funktion eines Systems 
elastisch gebundener Massenpunkte. Von dieser Tatsache ausgehend, konnte 
LORENTZ auch zeigen, daß das PLANCRsehe Strahlungsgesetz auf Grund der 
Voraussetzungen der klassischen statistischen Mechanik nicht gewonnen werden 
kann. 

II. Di_e Quantentheorie der mehrfach periodischen 
Systeme. 

5. Die grundlegenden Annahmen der BoHRSehen Theorie. Die Theorie 
der in diesem Abschnitte zu besprechenden mehrfach periodischen Systeme 
verdankt ihre Entstehung den Arbeiten NIELS BoHRs1 und entwickelte sich 
vor allem in der Richtung einer Quantentheorie des Atom- und Molekülbaues 
und der Atom- und Molekülspektren. Der vorher besprochene Entwicklungs
abschnitt bot hierfür so gut wie keine direkten Ansätze. BJERRUMs 2 quanten
theoretische Erklärung der molekularen Rotationsbartden im nahen Ultrarot 
mußte beim weiteren Ausbau der Theorie verlassen werden. Eine Theorie der 
Serienspektren, die alle den Atomen zuzuschreiben sind, war aber auch geradezu 
unmöglich, da sich die Vorstellungen der Physiker über den Aufbau der Atome 
in unrichtigen Bahnen bewegten. Erst als im Jahre 1911 RuTHERFORD 3 aus 
seinen Versuchen über die Weitwinkelstreuung von tX-Teilchen die Existenz 
der Atomkerne erschloß, war die Grundlage für die moderne Atomphysik ge
schaffen. Nach RuTHERFORD besteht das Atom aus einem positiv geladenen 
Kerne, der von einer "Elektronenwolke" umgeben ist. Der Kern ist gegenüber 
den Atomdimensionen sehr klein (Größenordnung des Atomdurchmessers 10- 8 cm, 
des Kerndurchmessers 10- 12 bis 10- 13 cm) und umfaßt bis auf die praktisch 
fast zu vernachlässigende Masse der Elektronen die gesamte Masse des Atoms. 
Da das Atom als Ganzes neutral ist, so muß die Ladung des Kernes so vielen 
positiven elektrischen Elementarquanten gleichgesetzt werden, als das Atom 
Elektronen enthält4. Nach einer Annahme von VAN DEN BRoEK 5 wird sie durch 
die Ordnungszahl Z des betreffenden Elementes im periodischen System der 
chemischen Elemente gegeben. Die Ladungen der Atomkerne von H, He, Li usf. 
werden somit durch Z = 1, 2, 3, ... positive Elementarquanten ausgedrückt. 

Dieses RuTHERFORDsche Atommodell war aber vom Standpunkte der klas
sischen Physik nicht annehmbar. Ein RuTHERFORDsches Wasserstoffatom z. B. 
besteht aus einem Kern und einem ihn umlaufenden Elektron, das vom Kerne 
nach dem _CouLOMBschen Gesetze angezogen wird. Nach der klassischen Elektro
dynamik müßte ein solches Atom durch Strahlung unaufhörlich Energie ver-

1 Die im folgenden besonders häufig anzuführenden Arbeiten von N. BOHR sollen 
folgendermaßen abkürzend bezeichnet werden: Abh. = Abhandlungen ü. Atombau aus 
den Jahren 1913-16. Braunschweig 1921. Aufs.= Drei Aufsätze ü. Spektren u. Atom
bau. Brall.nschweig 1922. Q. d. L. = Über die Quantentheorie der Linienspektren. Braun
schweig 1923. Grundpost. =Über die Anwendung der Quantentheorie auf den Atombau: 
I. Die Grundpostulate der Quantentheorie. ZS f. Phys. Bd. 13, S. 117. 1923. Atombau = 
Linienspektren und Atombau. Ann. d. Phys. Bd. 71, S. 228. 1923. 

2 N. BJERRUM, Nernst-Festschr., S. 90. Halle 1912. Auf ein Eingehen auf die Quanten
theorie der Moleküle und ihrer Spektren mußte hier mit Rücksicht auf den knappen zur 
Verfügung stehenden Raum verzichtet werden. 

3 E. RuTHERFORD, Phi!. Mag. Bd. 21, S. 669. 1911. 
4 Durch ein merkwürdiges Zusammentreffen der Umstände hat C. G. BARKLA (Phi!. 

Mag. Bd. 21, S. 648. 1911) die erste zuverlässige Schätzung der Anzahl der Elektronen 
in den Atomen der leichteren Elemente in dem gleichen Heft des Phi!. Mag. gegeben, 
das auch die angeführte grundlegende Arbeit von RUTHERFORD enthält. 

5 A. VAN DEN BROEK, Phys. ZS. Bd. 14, S. 32. 1913. 
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Iieren, sein Elektron infolgedessen sich in immer engeren und immer rascher durch
laufenen Bahnen um den Kern bewegen und schließlich in den Kern hineinfallen. 
Das Spektrum eines solchen Wasserstoffatoms müßte also vollständig kontinuier
lich sein. Wie die Erfahrung zeigt, befindet sich aber ein Wasserstoffatom, wenn 
es zum Leuchten nicht besonders angeregt wird, in einem strahlungslosen Zu
stande, und wenn es strahlt, so enthält sein Spektrum auch scharfe Spektrallinien, 
z. B. die Balmerserie. Wollte man also das RUTHERFORDsche Ato·mmodell 
retten, so mußte man mit den Annahmen der klassischen Physik brechen. Und 
in der Tat zeigte im Jahre 1913 BöHRl, wie man durch eine Verallgemeinerung 
der PLANCK-EINSTEINschen Quantenansätze unter Zugrundelegung des RUTHER
FORDschen ·Atommodells eine große Fülle von Erscheinungen erklären kann. 
Wir überspringen vorläufig die geschichtliche Entwicklung und geben gleich, 
zunächst nur in groben Umrissen, BoHRs Standpunkt etwa vom Jahre 1923 2 

an. Die Grundannahmen seiner Theorie faßte BoHR in zwei Postulate zusammen, 
die wir in der nachstehenden Weise formulieren: 

I. Ein abgeschlossenes Atomsystem kann nicht dauernd in jedem nach der 
klassischen Mechanik möglichen Zustande bestehen, sondern nur in einer Folge 
von "stationären" (="Quanten"-) Zuständen. Diese mechanisch nicht weiter 
erklärbare Stabilität der stationären Zustände äußert sich darin, daß jede blei
bende Änderung eines solchen Zustandes in einem vollständigen Übergange 
des Systems aus einem Quantenzustande in einen anderen besteht. Die statio
nären Zustände werden durch die später (Ziff. 6) anzugebenden Quantenbedin
gungen festgelegt und lassen sich durch ganze Zahlen, die "Quantenzahlen", 
unterscheiden. Das Stattfinden der Übergänge wird durch Wahrscheinlichkeits
gesetze geregelt. Die Obergangswahrscheinlichkeiten lassen sich dabei aus den 
kinematischen Eigenschaften der stationären Zustände nach dem "Korrespondenz
prinzip" (Ziff. 9) abschätzen, das aber auch exakte Aussagen darüber zu machen 
gestattet, ob ein Übergang überhaupt stattfinden kann oder nicht. ("Auswahl
regeln"). 

II. Eine nicht durch eine äußere Einwirkung veranlaßte, spontane Emission 
elektromagnetischer Strahlung kann nur bei einem Übergange des Atoms von 
einem Quantenzustande höherer Energie Ea nach einem solchen niederer Ener
gie E. erfolgen. Dabei wird eine monochromatische Strahlung ausgesendet, deren 
Frequenz v durch die BoHRsehe Frequenzbedingung: 

hv = Ea- E. ( 1) 
gegeben wird, die im wesentlichen mit der ErNSTEINsehen Gleichung (9) aus 
Ziff. 3 identisch ist. Weiter wird verlangt, daß, falls ein abgeschlossenes Atom
system unter dem Einflusse elektromagnetischer Strahlung aus einem Quanten
zustande in einen anderen übergeführt wird, auch in diesem Falle die Frequenz 
des wirksamen Lichtes der Frequenzbedingung entspreche. Findet die Über
führung in einen Zustand höherer Energie statt, so erleidet die einfallende Strah
lung einen Energieverlust und wir sprechen von der Absorption der Strahlung 
oder auch von positiver Einstrahlung im Gegensatze zur negativen Einstrahlung 
beim Übergange des Atoms in einen Quantenzustand niederer Energie unter 
dem Einflusse einer äußeren Strahlung. 

Wir haben die beiden BoHRsehen .Grundpostulate zunächst für ein "ab
geschlossenes Atomsystem" formuliert. Darunter soll ein System von elektrisch 
geladenen Massenpunkten verstanden werden, die sich unter dem Einflusse der 
gegenseitigen elektrischen (CouLOMBschen) und magnetischen (BroT-SAVARTschen) 

1 N. BoHR, Abh. S. 1. BoHRs erste Arbeit ist in Phil. Mag. Bd. 26, S. 1. 1913, erschienen. 
2 N. BoHR, Q. d. L. und Grundpost. 
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Kräfte so bewegen, daß ihre relativen Abstände stets unter einer endlichen 
Schranke bleiben. Strahlungskräfte sollen als nicht vorhanden angesehen werden, 
so daß die Bewegungsgleichungen des betrachteten mechanischen Systems ein 
Energieintegral besitzen. Die Verallgemeinerung der Grundpostulate auf nicht 
abgeschlossene Systeme soll im Laufe der weiteren Überlegungen dargestellt 
werden (Ziff. 9). 

Der Widerspruch zwischen der klassischen Physik und den beiden Grund
postulaten der Quantentheorie ist offenbar. Nach der klassischen Elektro
dynamik müßten Strahlungskräfte wirksam sein, das System also dauernd 
Energie verlieren, so daß stationäre Zustände von solcher Stabilität, wie sie I 
fordert, nicht auftreten könnten. Weiter würden "klassisch" nur die Frequenzen 
emittiert werden, die sich aus einer harmonischen Analyse der Bewegungen 
in den stationären Zuständen ergeben und die im allgemeinen mit den Frequenzen 
aus der Frequenzbedingung (1) nicht übereinstimmen. Unverständlich vom 
Standpunkte der klassischen Naturbeschreibung erscheint auch die Forderung, 
daß die Frequenz v in (1) nicht nur vom Anfangs-, sondern auch vom Endzustande 
des Atoms abhänge. 

Es seien nun einige einfache Folgerungen aus den beiden Grundpostulaten 
angeführt, deren experimentelle Bestätigung als eine kräftige Stütze für die 
Richtigkeit der BoHRsehen Annahmen angesehen werden kann. 

Setzt man bei den optischen Spektren (mit Rücksicht darauf, daß die 
Energiewerte der stationären Zustände bei der üblichen Normierung negativ 
sind) E 

T= -h' (2) 

so müssen sich sämtliche Spektrallinien eines Elementes in der Form 

v = T.- Ta (3) 

durch eine für das betreffende Atom charakteristische Folge von Spektraltermen T 
darstellen lassen. Diese Auflösbarkeit des gesamten Spektrums eines Elementes 
in Spektralterme bildet den Inhalt der BoHRsehen Verallgemeinerung des RITZ
sehen Kombinationsprinzips. Ihr Geltungsbereich umfaßt das ganze bekannte 
Spektrum vom Ultrarot bis ins Röntgengebiet. Sie ist ausnahmslos als exaktes 
Naturgesetz bestätigt worden. Insbesondere folgt aus (3) die ursprüngliche 
RITzsehe Vorschrift!: Durch Addition oder Subtraktion der Schwingungszahlen 
zweier Spektrallinien (mit einem gemeinsamen Spektralterm) kann man die 
Schwingungszahl einer dritten neuen Spektrallinie berechnen (vgl. dazu jedoch 
Ziff. 9). Die Spektralterme eines bestimmten Elementes sind nach (3) nur bis 
auf eine gemeinsame additive Konstante bestimmt. Die gleiche Unbestimmt
heit weisen aber auch die EnergiewerteE der stationären Zustände auf. Über 
die Normierung von E bei den optischen Spektren vgl. Ziff. 10 u. 14. Die 
Definition und Normierung der Röntgenspektralterme wird in Ziff. 15 angegeben. 

Unter den stationären Zuständen eines Atoms spielt der Zustand mit der 
kleinsten Energie E, der als der Normal- oder Grundzustand des Atoms bezeichnet 
wird, eine ausgezeichnete Rolle. Es ist dies der Zustand, in den ein Atom schließ
lich gelangt, falls jede äußere Anregung (Zusammenstöße oder Strahlung) fehlt. 
Bei nicht zu hohen Temperaturen sind praktisch alle Atome eines Gases in ihrem 
Normalzustande. Das hat zur Folge; daß im Absorptionsspektrum eines solchen 
Gases nur jene Linien auftreten, die als Emissionslinien durch Übergänge in 
den Normalzustand entstehen. Bei den Alkalimetallen z. B. erscheint in der 
Absorption nur die Hauptserie. Zum Unterschiede vom Normalzustande be-

1 W. RITz, Astrophys. Journ. Bd. 28, S. 237. 1908 oder Ges. Werke, S. 162. Paris 1911. 
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zeichnet man alle übrigen stationären Zustände eines Atoms als "angeregte" 
Zustände. 

Gelangt ein mit monochromatischem Lichte von einer Frequenz v bestrahltes 
Atom aus demNormalzustandeN in solch einen angeregtenZustandA, aus dem 
die Auswahlregeln nur eine Rückkehr in den Normalzustand gestatten, so muß 
diese unter Emission einer Strahlung von der Frequenz v des einfallenden Lichtes 
auch tatsächlich erfolgen (Resonanzlinie). Es findet hier also eine Zerstreuung 
des einfallenden Lichtes statt. Nach Woon spricht man in einem solchen Falle 
von einer Resonanzstrahlung. Anders liegen die Verhältnisse, wenn der Zu
stand A, in den das Atom durch einfallendes Licht gebracht wird, so gelegen 
ist, daß von ihm aus nicht nur spontane Übergänge nach dem Grundzustand N, 
sondern auch nach anderen Zuständen B, C, . . . möglich sind. Die in einem 
solchen Falle beobachtete Streustrahlung wird als Fluoreszenzstrahlung bezeichnet. 
Sie enthält außer der Frequenz des einfallenden Lichtes auch noch Frequenzen, 
die den Übergängen vom Zustande A nach den Zuständen B, C, ... entsprechen 
und überdies auch solche, die den Übergängen von B, C, . . . nach weiteren 
stationären Zuständen zugeordnet sind. Bezeichnet man mit Ep die Energie 
des Quantenzustandes P, so muß offenbar EA > EB, E0 , .•. > EN sein. Daraus 
folgt aber nach der Frequenzbedingung (1), daß die Frequenzen des Streulichtes, 
die nicht mit der Frequenz v des einfallenden Lichtes identisch sind, stets kleiner 
als v sein müssen, womit Inhalt und Erklärung der STOKESsehen Regel für den 
obigen Spezialfall gewonnen sind. 

Bemerkenswert ist ein zuerst von FücHTBAUER1 durchgeführter Versuch, 
der vom BoHRsehen Standpunkte aus als Beweis für die endliche Lebensdauer 
der angeregten stationären Zustände anzusprechen ist. Wird ein Gas gleichzeitig 
mit zwei Frequenzen v AN und vBA bestrahlt, von denen v AN die Atome des Gases 
vomNormalzustandeN in den Zusta)ld A und VBA die Atome vom Zustande A 
in den Zustand B bringen kann, so gelangt tatsächlich ein Teil der Atome durch 
diese stufenweise Anregung in den Quantenzustand B, da, wie der Versuch zeigt, 
in der Streustrahlung sowohl alle Spektrallinien erscheinen, für die B Anfangs
niveau ist, als auch all jene, deren Anfangsniveaus vom Zustande B aus durch 
spontane Übergänge erreichbar sind. Fehlt jedoch die Strahlung VAN• die den 
Übergang vom Grundzustande N nach dem Zustande A vermittelt, so bleibt 
die ganze Erscheinung aus. 

Bei allen bisher besprochenen Erwägungen wird selbstverständlich eine 
hinreichende Verdünnung des bestrahlten Gases vorausgesetzt, so daß die Atome 
einander praktisch nicht beeinflussen. Es träten sonst Komplikationen auf, 
deren Berücksichtigung hier, wo es uns nur auf die prinzipiellen Bestätigungs
möglichkeiten ankommt, zu weit führen würde. 

Eine direkte experimentelle Verifizierung der Quantenpostulate kann man 
auch erhalten, wenn die Atome statt durch Licht durch Elektronenstoß angeregt 
werden. Der diesbezügliche klassische Versuch rührt von FRANCK und HERTZ2 

her. Sie zeigten zunächst im Falle des Quecksilbers, daß eine Resonanzlinie 
von der Schwingungszahl v durch freie Elektronen erst dann angeregt werden 
kann, wenn sie die durch eV = hv gegebene Mindestspannung V durchlaufen 
haben. Diese und weitere Versuche brachten den Nachweis, daß die Elektronen 
von einem Atom im Grundzustande vollkommen elastisch reflektiert werden, 

1 C. FüCHTBAUER, Phys. ZS. Bd. 21, S. 635. 1920. Oben wurden die Verhältnisse ein 
wenig schematisiert dargestellt; vgl. A. SoMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien, S. 416. 
5. Aufl. 

2 J. FRANCK u. G. HERTZ, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 457 u. 512. 1914. Die 
richtige Deutung dieses Versuches hat zuerst N. BOHR IAbh. S. 118) gegeben. 
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falls ihre kinetische Energie kleiner ist als der Energiebetrag, der notwendig ist, 
um das Atom aus dem Grundzustande in einen angeregten stationären Zustand 
überzuführen. Nur wenn die kinetische Energie diesen Energiebetrag erreicht 
oder übersteigt, kann eine Anregung des Atoms erfolgen, wobei die überschüssige 
kinetische Energie dem Elektron erhalten bleibt. Dieses Verhalten der Atome 
widerspricht vollständig der klassischen Mechanik, nach der ja das Atom jeden 
Energiebetrag vom stoßenden Elektron übernehmen könnte, ist aber mit der 
BoHRsehen Theorie in vollem Einklang. Hat sich nämlich das Elektron vom 
Atom nach dem Zusammenstoß vollständig entfernt, so besteht zwischen den 
beiden Stoßpartnern keine Wechselwirkung mehr und das Atom muß sich wieder 
in einem Quantenzustand befinden. 

Eine prinzipielle Bedeutung besitzt auch ein von PASCHEN 1 beschriebener 
V ersuch, da es FRANCK und REICHE 2 gelang, aus ihm die Existenz der meta
stabilen Zustände zu erschließen. Dies sind Zustände, die zwar eine größere 
Energie als der Normalzustand besitzen, von denen aus aber, nach den Aus
wahlregeln, keine spontanen Übergänge nach anderen stationären Zuständen, 
insbesondere also auch nicht nach dem Normalzustande, möglich sind (vgl. jedoch 
Ziff. 9). Da ein Atom einen solchen metastabilen Zustand nur bei Anregung 
verlassen kann, werden diese Zustände eine verhältnismäßig lange Lebensdauer 
besitzen. Es werden sich daher in einem verdünnten und irgendwie angeregten 
Gase die Atome in solchen metastabilen Zuständen anreichern. Bei He tritt 
nun der interessante Fall ein, daß es ein Energieniveau gibt, von dem aus ein 
spontaner Übergang nur nach dem metastabilen Zustande möglich ist. Dieser 
Zustand ist also beim He ein Ausgangszustand für eine Resonanzstrahlung. 
PASCHENs Versuch entspricht nun vollkommen dieser Überlegung. In einem 
von schwachen elektrischen Strömen durchflossenen, mit He gefüllten Rohr 
beobachtete er eine Resonanzstrahlung an einer ultraroten Linie, deren End
niveau dem metastabilen Zustande entspricht. 

Als ein direkter, nichtspektroskopischer Nachweis für die Existenz der 
stationären Zustände sind schließlich die Versuche von STERN und GER
LACH3 anzusehen, die gezeigt haben, daß Silber- und andere Atome in einem 
Magnetfelde nur gewisse durch die Quantentheorie geforderte diskrete Lagen 
einnehmen können (Richtungsquantelung, Ziff. 7 u. 23). In einem inhomogenen 
magnetischen Felde~ erfährt nämlich ein Atom vom magnetischen Momente im 
die Kraftwirkung sr = (imgrad)~. Könnte nun, wie nach der klassischen Auf
fassung zu erwarten steht, ein Atom und somit auch sein Moment alle denkbaren 
Lagen gegenüber dem Felde ~einnehmen, so würde ein paralleles Atomstrahlen
bündel von Ag-Atomen z. B. hier zu einem kontinuierlichen Fächer entfaltet 
werden. In Wirklichkeit zeigt aber das Experiment eine Aufspaltung des ursprüng
lichen Bündels in mehrere diskrete Bündel und beweist somit, daß das magnetische 
Moment des Atoms gegenüber dem magnetischen Felde ~ nur gewisse diskrete 
Lagen einnimmt, so wie es die Quantentheorie prophezeit. 

6. Stationäre Zustände mehrfach periodischer Systeme. Es sollen nun die 
Quantenbedingungen angegeben werden, die die stationären Zustände fest
legen. Wir betrachten ein mechanisches System von f Freiheitsgraden, dessen 
Bewegungen den HAMILTONschen Differentialgleichungen 

dh BH dqk BH 
Tt -Bqk' -dT=ah (k= 1 •2 , ... ,/) 

1 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd. 45, S. 625. 191-4. 
2 J. FRANCK u. F. REICHE, ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 154. 1920. 
3 Erste grundlegende Arbeiten: 0. STERN, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 249. 1921; W. GER

LACH u. 0. STERN, ebenda Bd. 8, S. 110. 1922. 
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entsprechen und durch die generalisierten Koordinaten q" und die ihnen kanonisch 
zugeordneten Impulse P~c beschrieben werden. Die Impulse P~c und die HAMILTON
sche Funktion H = H (h, q~c) sind durch 

t 

und H(pk> qk) = ~ P~c4~c- L (4) 

gegeben, wenn L (qk, qk) die LAGRANGEsche Funktion des Systems bezeichnet. 
Werden statt pk> qk neue kanonische Veränderliche ]k, wk mittels einer Be
rührungstransformation 

t 

~ (P~cdq"- fkdw~c) = dW, 
k~l 

d. h. (5) 

eingeführt, so gelten in den neuen Veränderlichen ]k, wk wieder die HAMILTON
schen Gleichungen 

d]k 
Tt -8iv~' 

oH aH 
(k = 1' 2' ... 'f) (6) 

und zwar mit der ursprünglichen HAMILTONschen Funktion H (]k, w~c) = H (P~c, q~c), 
falls in W = W (qk> wk) die Zeit nicht explizit enthalten ist. Tritt in H die Zeit 
nicht explizit auf, so ist H (pk> q~c) = konst. ein Integral der HAMILTONschen 
Gleichungen. In vielen Fällen hat H die Bedeutung der Energie; so z. B., wenn 
L die Form L = T- U (U und T =potentielle und kinetische Energie) be
sitzt und die qk einem "ruhenden" Koordinatensystem entsprechen, wodurch T 
in qk rein quadratisch wird. 

Als mehrfach periodisch oder kurz als ein Periodizitätssystem bezeichnen 
wir nun ein System von Massenpunkten, dessen Energie in ruhenden Koordinaten 
durch die HAMILTONsche Funktion H (pk> qk) gegeben wird und für das man 
mit Hilfe einer zeitfreien Berührungstransformation (5) ein System von Uni
formisierungsvariablen J k, wk in der nachstehenden Weise einführen kann: 

1. Die "Intensitätskonstanten" oder "Wirkungsvariablen" ] 1 , ••. , ] 1 sind 
f Integrationskonstante, so daß H (]k, wk) nach (6) nur von den ]k, nicht aber 
von wk abhängt; die "Winkel variablen" w" sind dann nach (6) lineare Funk
tionen der Zeit, lassen sich also in der Form wk = vkt + lh darstellen, wobei 
die "mittleren Bewegungen" vk durch 

(6a) 

gegeben werden. Die fl~c bezeichnet man als Phasenkonstante. 
Die Winkelvariablen w" sollen dabei so gewählt werden, daß zwischen ihren 

mittleren Bewegungen keine Kommensurabilitäten, d. h. keine Beziehungen von 
der Form: 

(rk = ganze Zahlen) 

bestehen. Falls jedoch für gegebene Winkelvariable, l solcher Kommensurabili
täten ("lfach entartetes System") auftreten, so sind durch eine stets ausführbare, 
homogene, lineare und ganzzahlige Transformation der wk mit der Determinante 
±1 neue Veränderliche w"' fk einzuführen, so daß die neuen Winkelvariablen 
W8 +1, ... , w1 (s = f ---' l) die mittleren Bewegungen Null haben, also nur durch 
die Phasenkonstanten fls+ 1 , ••. , fl1 dargestellt werden und zwischen den mitt
leren Bewegungen v1 , ... , v, keine Kommensurabilitäten mehr bestehen. Aus 
(6) folgt dann, daß die HAMILTONsche Funktion (=Energie) nur von den neuen 
] 1 , ... , ], abhängt. 
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2. Es wird vorausgesetzt, daß die pk> q" und daher auch die kartesischen 
Koordinaten der einzelnen Systempunkte Funktionen der w1 , ••• , w, mit der 
Periode 1 sind und sich durch mehrfache Fourierreihen von der Form 

(7) 

darstellen lassen, wo die C,,, ... , '• von den w1 , .•. , w, unabhängig sind. s wird 
als der Periodizitätsgrad des Systems bezeichnet. Im Falle s = 1 spricht man 
von einem einfach periodischen System. 

3· Die Funktion W in (5) soll, in ihrer Abhängigkeit von w~c, h betrachtet, 
in den w1e die Periode 1 besitzen1. 

Die so definierten Wirkungsvariablen ] 1 , ••• , J, sind im wesentlichen ein
deutig2, d. h. bis auf eine homogene, lineare und ganzzahlige Transformation 
mit der Determinante ±1 festgelegt. 

Die Bedingung 3 wird von BOHR 3 durch die aus ihr unmittelbar folgende 
Forderung ersetzt, daß die Wirkungsgröße 

t t 

s = f 1:P~edq~e 
to k=l 

(die Integration ist über eine wirkliche mechanische Bahn des Systems zu er
strecken) für jede Bewegung des Systems sich von der "uniformisierten" Wir
kungsgröße 

t 8 8 s 

S' = J 1: f~edwk = ,1: ]k(wle- w~) = (t- t0 ) ,1: J~cvle 
to k=l k=l k=l 

nur um zeitlich periodische Glieder unterscheide. w2 bedeutet hier W1e zur Zeit t0 • 

Nach (5) werden die h mit Rücksicht auf die Bedingung 3 durch 

1 t f 

f~e= Jdw~e2Pn~!: = ~2Pndqn (k = 1, 2, ... , s) (8) 
0 n=l Ck n=l 

gegeben. Die Integration ist dabei im Lagenraume der qk über eine geschlossene 
Kurve C~e zu erstrecken, die einer Änderung der zu h gehörigen Winkelvariablen 
w" von 0 bis 1 bei festgehaltenen Werten der übrigen Winkelvariablen ent
spricht. 

Im Falle einfach periodischer Systeme, für die L in der Form L = T- U 
darstellbar, die kinetische Energie T eine rein quadratische Form der i;,1e ist 
und bei denen schließlich die potentielle Energie U nur von den Lagenkoordi
naten q1e abhängt, kann das in diesem Falle vorhandene einzige J sehr einfach 

ausgedrückt werden. Es ist ja dann h = ~~, so daß nach dem EULERschen 
f Uh 

Satze 1: Pd~c = 2 T wird und daher nach (8) 
le=l 

f= 2T 
y 

(9) 

ist, wenn T den zeitlichen Mittelwert von T und v die Frequenz der einfach 
periodischen Bewegung bezeichnet. 

1 Auch als Funktion von qk, wk aufgefaßt, muß W die Periode 1 besitzen, da ja auch 
die qk in den wk periodisch mit der Periode 1 sind. 

2 M. BoRN, Vor!. üb. Atommechanik, S. 108. Berlin 1925. 
a N. BOHR, Grundpost. 
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Von großem Einflusse auf die Entwicklung der Quantentheorie war die 
spezielle Klasse von mehrfach periodischen Systemen, die sich durch Separation 
der Variablen in der HAMILTON-jACOBischen partiellen Differentialgleichung 
lösen lassen. In diesem Falle können die Variablen qk so gewählt werden, daß 
die Wirkungsfunktion S in eine Summe von f Funktionen zerfällt, deren jede 
nur von einer einzigen Koordinate qk sowie von f Integrationskonstanten 

t 
1X1 , ••• , 1Xt abhängt: S =1: Sk(qk; 1X1 , ••• , 1X1). Jeder Impuls hläßt sich dann 

k=l 
als Funktion der zugehörigen Lagenkoordinate qk allein, sowie der 1X1 , ••• , 1Xt in 

der Form h = -f-~ = ~Sk darstellen. Der Ausdruck (8) für die ]k vereinfacht 
uqk uqk 

sich in diesem Falle zu 

!Tc=~ plcdqlc = ~ ~!: dqk (10) 

und kann als ein Schleifenintegral in der komplexen q1c-Ebene ausgewertet 
werden. Bei nichtentarteten Systemen erhält man so ohne weiteres Uniformisie
rungsvariable, die unseren Forderungen entsprechen. Bei entarteten Systemen 
muß man die~o erhaltenen Winkelvariablen, wie unter 1. ausgeführt wurde, noch 
einer linearen Transformation mit ganzen Koeffizienten und der Determinante 
±1 unterwerfen. Solche entartete Systeme lassen sich auch im allgemeinen in 
mehreren Koordinatensystemen separieren. 

Nach diesen Vorbereitungen können nun die Quantenbedingungen für mehr
fach periodische Systeme angegeben werden. Aus der Mannigfaltigkeit aller der 
Mechanik nach möglichen Bewegungen eines gegebenen mechanischen Systems 
werden durch die Forderung, daß die s Intensitätsgrößen / 1 , ••• , J, ganzen 
Vielfachen des PLANCKschen Wirkungsquantums h gleich, d. h. 

/ 1 = n1h, / 2 = n2h, .. . ,/, = n,h (11) 

sein sollen, gewisse Zustände als stationäre hervorgehoben. In (11) sind gerade 
die Intensitätsgrößen enthalten, die in den Ausdruck für die Energie eingehen, 
so daß durch die Gleichung (11) die Energiewerte der stationären Zustände ein
deutig festgelegt werden. Dies findet trotz der Tatsache statt, daß die in 
Gleichung (11) auftretenden Intensitätskonstanten nur bis auf eine homogene, 
lineare und ganzzahlige Transformation mit der Determinante ±1 bestimmt 
sind; die durch eine solche Transformation erhaltenen neuen J 1 , ••• , J, sind ja 
wieder ganze Vielfache von h, genügen also wieder den Quantenbedingungen ( 11). 
Eine solche Transformation ändert daher nur die physikalische Bedeutung der 
Quantenzahlen. 

Allgemein kann man behaupten, daß durch die Quantenbedingungen (11) 
für die einzelnen stationären Zustände nur solche physikalische Eigenschaften 
festgelegt werden, die durch die / 1 , ••• , J, entweder direkt oder wenigstens als 
gewisse Mittelwerte bestimmt sind. Als Beispiele wären, abgesehen von der 
Energie, zu nennen: das Impulsmoment, das magnetische und elektrische Moment 
der von äußeren Kräften nicht beeinflußten Atome und die Amplituden und 
Frequenzen der Fourierentwicklung der Lagekoordinaten der einzelnen Teilchen. 
Damit wird aber selbstverständlich noch nicht behauptet, daß alle diese Größen 
beobachtbar sind. So ist es z. B. nicht gelungen, die Fourierfrequenzen zu messen, 
und das Bestreben, sie aus der Quantentheorie zu verbannen, war für REISEN
BERG mit ein Beweggrund, die Quantenmechanik zu formulieren. 

Wie schon erwähnt, sind in den mechanischen Bewegungsgleichungen bei den 
zu quantisierenden Systemen nur die gegenseitigen CouLOMBsehen und BIOT-

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIVft. 2 
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SAVARTschen, nicht aber die Strahlungskräfte zu berücksichtigen. Es besäße 
ja sonst das System kein Energieintegral, die Energie der Quantenzustände wäre 
nicht festlegbar. Überdies ist der Ausschluß der Strahlungskräfte auch deshalb 
geboten, weil die quantenmäßige Ausstrahlung bei einem Übergange zwischen 
zwei stationären Zuständen in ganz anderer Weise erfolgt als die klassische und 
daher hier auch der Dämpfung in anderer Weise Rechnung zu tragen ist (vgl. 
Ziff. 9). 

Zur Geschichte der Formulierung der Quantenbedingungen bemerken wir: Der 
Quantenansatz (11) ist aus der PLANCRsehen Quantenbedingung [Gleichung (5), 
Ziff. 1] vom Jahre 1906 für harmonische Oszillatoren mit einem Freiheitsgrad 
hervorgegangen. Für andere mechanische Systeme von einem Freiheitsgrad 
(anharmonischer Oszillator) hat zuerst DEBYE1 den PLANCRsehen Ansatz ver
wendet. Für ein nichtrelativistisches Wasserstoffatom, das ein einfach peri
odisches System von drei Freiheitsgraden darstellt, hat BoHR 2 schon gleich in 
seiner ersten Abhandlung eine in diesem Falle mit (9) äquivalente Quanten
bedingung benutzt. Diese selbst wird als allgemeingültige Relation zur Fest
legung der Quantenzustände einfach periodischer Systeme zuerst im Jahre 1915 
von SoMMERFELDs und dann im Jahre 1916 von BoHR 4 verwendet. Für den Fall 
einer Kreisbahn eines ebenen Zentralkraftproblems reduziert sich die PLANCR
sehe Quantenbedingung auf die Forderung, daß das Impulsmoment des Elek
trons gleich sei einem ganzen Vielfachen von hj2:n: und wird in dieser Form als 
Quantenbedingung insbesondere für Elektronenringe in BoHRs ersten Arbeiten 
benutzt 5• 

Der entscheidende Anstoß zur Aufstellung der Quantenbedingungen mehr
fach periodischer Systeme ging 1915 von den Arbeiten PLANCRs 6 und vor allem 
SoMMERFELDs 7 aus. PLANCR betrachtet das Problem vom Standpunkte einer 
Zelleneinteilung des Phasenraumes. SoMMERFELDs Lösung war im wesentlichen 
mit der PLANCRsehen identisch, übte jedoch auf die Entwicklung der Quanten
theorie einen weit größeren Einfluß aus, weil sich mit ihr einer der glänzendsten 
Erfolge der älteren Quantentheorie, die Erklärung der Feinstruktur der Wasser
stofflinien und die Theorie der Röntgenspektren verband. SoMMERFELDS An
satz entspricht in seinem Endergebnis der Separation der HAMILTON-JACOBI-

1 P. DEBYE, Göttinger Wolfskehlvorträge 1913, S. 27. 
2 N. BoHR, Abh. S. 5. In einem CouLOMBsehen Felde ist die Gesamtenergie E bis auf 

das Vorzeichen gleich dem Mittelwert der kinetischen Energie, so daß in diesem Falle nach 

(9) mit BoHR gesetzt werden kann -E = v] = n h v . In dieser Form bildet diese Quanten-
2 2 

bedingung den Ausgangspunkt der ersten BOHRsehen Quantenarbeit. Als Sprungbrett zu 
ihrer Aufstellung diente jedoch BoHR (vgl. Aufs. S. 14) die allgemeine Relation (9), ohne 
daß er sie jedoch damals zur Grundlegung seiner Theorie gewählt hätte. BoHR hebt 
(Abh. S. 4) ausdrücklich hervor, daß die in Rede stehende Bedingung auch auf elliptische 
Elektronenbahnen angewendet werden kann. 

3 A. SoMMERFELD, Münchener Ber. 1915, S. 425; vgl. insbes. S. 454. 
4 N. BOHR, Abh. S. 125. . 
5 Diese Bedingung wird schon vor BoHR von J. W. NrcHOLSON (Month. Not. Roy. 

Astr. Soc. Bd. 72. S. 677. 1912) angewandt bei einem Versuch zur Deutung der Spektren der 
Sternnebel und der Sonnenkorona. NrcHOLSON führt die Anregung zu ihrer Formulierung 
auf die damaligen quantentheoretischen Gesichtspunkte von A. SoMMERFELD zurück. 

6 M. PLANCK, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17, S. 407 u. 438. 1915; Ann. d. Phys. Bd. 50, 
s. 385. 1916. 

7 A. SoMMERFELD, Münchener Ber. 1915, S. 425 u. 459; Ann. d. Phys. Bd. 51, S. 1. 
1916. Zur Geschichte der Quantenbedingungen vgl. A. SoMMERFELD, Naturwissensch. Bd.17, 
S. 481. 1929. Etwa einen Monat früher als SoMMERFELD hat W. WILSON (Phi!. Mag. Bd. 31, 
S. 156. 1916) die Quantenbedingungen (12) für ein nichtrelativistisches Wasserstoffatom 
angegeben, sie jedoch nur zur Ableitung einer mit (46) äquivalenten Bedingung für die 
Gestalt einer gequantelten Keplerellipse verwendet. 
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sehen Differentialgleichung für das 
r, ({! und lautet somit nach (10): 

Keplerproblem in ebenen Polarkoordinaten 

jp,dr=n,h, (12) 

EPSTEIN 1 hat dann im Anschluß daran, anläßlich seiner Theorie des Starkeffektes, 
die Forderung aufgestellt, daß die Quantenbedingungen (10) in jenen Koordinaten 
hinzuschreiben seien, die sich bei der Separation der Variablen in der HAMILTON
]Acomschen Differentialgleichung ergeben. 

Die Formulierung der Quantenbedingungen mit Hilfe der Uniformisierungs
variablen fk, wk gab ScHWARZSCHILD 2 in seiner Arbeit über den Starkeffekt 
im wesentlichen in der oben dargestellten Form. Insbesondere betonte er die 
Notwendigkeit, daß bei entarteten Systemen die Zahl der Quantenbedingungen 
dem Periodizitätsgrade des Systems gleich zu wählen ist. Die Bedingung 3, bei 
deren Fehlen die fk nur bis auf additive Konstanten festgelegt sind, rührt von 
BuRGERS 3 her. Bei ScHWARZSCHILD wird die Normierung der h durch Be
trachtung der Grenzen des Phasenraumes bewerkstelligt. 

Die Quantenbedingungen ( 11) werden, was insbesondere BoHR hervorgehoben 
hat, durch das Adiabaten- und das Korrespondenzprinzip (vgl. Ziff. 8 u. 9) 
nahegelegt. Die obige Formulierung ist sozusagen die einfachste, die den beiden 
genannten Forderungen entspricht. 

7. Störung durch zeitlich konstante äußere Felder. Bei den Anwendungen, 
z. B. beim Zeeman- oder Starkeffekt, kommt man in der Quantentheorie öfter 
in die Lage, die durch äußere zeitlich konstante Felder veranlaßten Änderungen 
der Energieniveaus eines Atomsystems zu berechnen. Werden die stationären 
Zustände des ungestörten Atoms als bekannt und das äußere Feld als schwach 
vorausgesetzt, so führt die Anwendung der Störungsrechnung am raschesten zum 
Ziele. Verwendet man für das ungestörte System die Uniformisierungsvariablen 
fk, wk> so wird sich die HAMILTONsche Funktion des gestörten Systems in der 

Gestalt: H = Ho(J1, ... ' ],) + eH1(]1, ... ' ft; w1, ... ' w,) 

darstellen lassen, wo H 0 die HAMILTONsche Funktion des ungestörten Systems 
und e H 1 die Störungsfunktion bedeutet. Der Parameter e dient dabei nur zur 
Markierung der Größenordnung der Störungsfunktion. 

Betrachtet man zunächst den Fall eines nichtentarteten Systems (s = f), 
so zeigt es sich, daß in erster Näherung die Energie der Quantenzustände durch 
H = H 0 + eH1 gegeben wird, wenn H1 den Mittelwert von H 1 bezüglich aller 
wk bezeichnet. Die Energieniveaus der stationären Zustände erfahren also, 
wenn nicht H1 = 0 ist, eine zur "Störung" proportionale Verschiebung. Im 
allgemeinen wird das Störungsfeld auch noch zur Folge haben, daß in erster 
Näherung die Amplituden C,, ... , •• gewisser ohne Störungsfeld nicht vorhandener 
Partialschwingungen in der Fourierentwicklung (7) der Lagenkoordinaten qk 
nun in einer zur Störung proportionalen Stärke auftreten. 

Ist das ursprüngliche System entartet, das gestörte System aber noch immer 
mehrfach periodisch, so wird der Periodizitätsgrad s1 des gestörten Systems bei den 
praktischen Anwendungen im allgemeinen größer sein als der des ungestörten (s). 
] 1 , ••. , ] 8 bleiben dann konstant bis auf kleine periodische Schwankungen, 
deren Perioden nahe bei denen der ursprünglichen Bewegung liegen. Sie erleiden 
keine "säkulären" Änderungen, sie sind stabil. Das gleiche gilt von den mittleren 
Bewegungen y1 , ••. , Y8 der ihnen entsprechenden Winkel variablen. Die Störungen 

1 P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 489. 1916. 
2 K. SCHWARZSCHILD, Berl. Ber. 1916, S. 548. 
3 J. M. BuRGERS, Het Atoommodel van Rutherford-Bohr. Leideuer Diss. Haarlern 1918. 

2* 
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der übrigen Uniformisierungsvariablen sind aber säkulär und lassen sich in erster 
Näherung aus den HAMILTONschen Gleichungen für ein System mit (f-s) Freiheits-

graden t!_Jf=-s~f~, ~~"'=s~!J: (k=s+1, ... ,f) (13) 

ermitteln, wobei hier Ji1 die über w1 , •.. , w,, also über die entartete Bewegung 
gemittelte Störungsfunktion bedeutet. Führt man nun in (13) nach Ziff. 6 
neue Uniformisierungsvariable ein, so wird sich im allgemeinen herausstellen, 
daß ihr Periodizitätsgrad (s1 -- s) kleiner ist als die Zahl der Freiheitsgrade 
(f- s) von H1 • Bei der Quantisierung sind dann die neuen Wirkungsvariablen 
fs+ 1 , ••• , J 8, ganzen Vielfachen von h gleichzusetzen. Da nun 

H = H0(Jl, ... , ],) + sfil (Jl, · · · ,]., fs+l• · · ., J.,) 
wird, so tritt jetzt eine zur Störung proportionale Aufspaltung der ursprüng
lichen Energieniveaus ein. Die den nicht mehr konstanten Winkelvariablen 
w,+l, ... , w,, entsprechenden mittleren Bewegungen erweisen sich der Stärke 
der Störung proportional, so daß man auch von einer Aufspaltung der mittleren 
Bewegungen sprechen kann. Ebenso wie im nichtentarteten Falle treten auch 
hier in der Fourierentwicklung (7) neue zur Störung proportionale Amplituden 

s 
auf, die anderen Linearkombinationen ~ 7:k wk entsprechen, als sie ursprünglich 
in (7) auftraten. k=l 

Im speziellen soll hier die Richtungsquantelung näher besprochen werden. 
Für ein feldfreies Atom ist, abgesehen von gewissen Entartungsfällen, das ge
samte 2nfache Impulsmoment P eine Wirkungsvariable, so daß im allgemeinen 
nach den Quantenbedingungen (11): 

p-·}t_ 
-12n (14) 

zu setzen istl. Die 2nP entsprechende Winkelkoordinate Wrp = vrt + (J'P bewirkt 
dann eine gleichförmige Präzession des ganzen. Systems um die Achse des Impuls
momentes P mit der Winkelgeschwindigkeit 2nYrp. Führt man ein kartesisches 
Koordinatensystem x, y, z ein, dessen z-Achse die Richtung von P hat und dessen 
x, y-Achsen in der invariablen Ebene liegen, so lassen sich demnach die Koordi
naten der einzelnen Teilchen des Atomsystems darstellen in der Form: 

+oo l X+ iy = ""'A e2ni(TtWt+ .. ·+r,_,w,_,+wrp) 
..:;",. 'Z"l,•••,TB-1 1 

r1 , ••• ,T1 -t=-oo 

+oo 
z = ""'B e2ni(TtWt+ .. ·+r,_,w,_,) • 

..::""; 'Tlt•••,7:s-1 
Tl,•••:Ta-1= -oo 

( 15) 

Wirkt auf ein ursprünglich isotropes Atomsystem ein äußeres axialsymmetri
sches elektrisches Feld (bei dem die HAMILTONsche Funktion invariant ist gegen
über einer Drehung um eine feste Raumrichtung), so ist dann nur die zur Feld
achse parallele Impulsmomentkomponente p'P (im allgemeinen nicht aber P) 
konstant und 2np<P eine Wirkungsvariable des Systems 2• Tritt sie unter den 
Uniformisierungsvariablen der Ziff. 6 auf, so ist nach den Quantenbedingungen 
(11): h 

P'P = m 2; (16) 

1 Die Tatsache, daß 2n P eine Wirkungsvariable ist, erinnert daran, daß die Wirkung 
und das Impulsmoment die gleichen Dimensionen besitzen. 

2 Ein Beispiel für ein System, wo zwar 2nP'P, nicht aber zugleich 2n P als Uniformi
sierungsvariable auftritt, ist ein nichtrelativistisches Wasserstoffatom in einem homogenen 
magnetischen Felde. Bei Zugrundelegung der relativistischen Mechanik sind jedoch in einem 
schwachen Felde beide Größen Wirkungsvariable. 
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zu setzen. Besondere Verhältnisse ergeben sich, wenn im feldfreien Falle überdies 
2nP als Uniformisierungsvariable auftritt. In einem schwachen Felde erleidet 
dann P nach dem vorher Gesagten keine säkulären Störungen, so daß hier gleichzeitig 
auch noch (14) gilt. Bezeichnet man den Winkel von P mit der Feldachse mit{}, 
so wird p"' = Pcos{} und daher: 

cos{} = ~ . (17) 
1 

In schwachen Feldern erhalten wir somit eine "Richtungsquantelung" 1 : Der 
Vektor des gesamten Impulsmomentes P kann gegenüber der Feldachse nur 
bestimmte, durch (17) gegebene Lagen einnehmen. Aus (17) folgt, daß stets 
\ m I :::; f ist, und daß man für m sowohl positive als auch negative Zahlenwerte 
zulassen muß, um dem Variabilitätsbereich von cos{} Rechnung zu tragen. 

Die Fourierzerlegung der Bewegung eines Teilchens läßt sich hier auch 
in der Gestalt ( 15) darstellen, wenn man z in die Richtung der Feldachse verlegt. 
Zu p"' gehört jetzt die Winkelvariable w"' = l'cpt + {)"'. Es bedeutet dabei v"' 
die Frequenz einer gleichförmigen Präzession des ganzen Systems um die Feld
achse und ist nach dem oben Vorgebrachten proportional zur Größe der Störung, 
also klein gegenüber den übrigen l'k· 

Im Falle eines axialsymmetrischen magnetischen Feldes tritt an Stelle von 
p'P eine verwandte Größe, die mit verschwindendem magnetischen Felde adia
batisch (vgl. Ziff. 8) in die Impulsmomentkomponente p"' übergeht. Für ein 
homogenes magnetisches Feld besitzt siez. B. die Bedeutung des Impulsmomentes 
in einem mit der Larmorfrequenz rotierenden Koordinatensystem (vgl. Ziff. 13). 

8. Das EHRENFEsTsehe Adiabatenprinzip. Wird ein in einem Quanten
zustande befindliches System einer vorübergehenden äußeren Einwirkung unter
worfen, so folgt aus dem ersten BoHRsehen Postulat, daß nach ihrem Aufhören 
sich das System wieder in einem Quantenzustande befinden muß2. Äußere 
Eingriffe an gequantelten Systemen werden sich im allgemeinen also auch nicht 
annähernd mit Hilfe der mechanischen Gesetze beschreiben lassen. Dennoch 
läßt sich aber an Beispielen der Nachweis führen, daß unter besonderen Be
dingungen sich die Änderungen stationärer Zustände doch mit Hilfe der Mechanik 
ermitteln lassen. Als z. B. LoRENTZ auf dem Solvaykongreß3 im Jahre 1911 die 
Frage aufwarf, ob ein gequanteltes Fadenpendel bei einer Änderung der Faden
länge in einem gequantelten Zustande verbleibe, gab EINSTEIN zur Antwort, 
daß dies der Fall sei, falls die Änderung der Fadenlänge unendlich langsam er
folge. Um zum EHRENFESTsehen 4 Adiabatenprinzip zu gelangen, braucht man 
nun bloß diese Problemstellung zu verallgemeinern: 

Gegeben sei ein mehrfach periodisches System vom Periodizitätsgrad s in 
einem durch die Wirkungsvariablen ] 1 , •.• , ], charakterisierten Zustande. Die 
Parameter a1 , a2 ... , die das System mitbestimmen, z. B. die elektrische Ladung 
der Systempunkte oder die Intensität eines äußeren Feldes, sollen nun von ge
gebenen Anfangswerten ausgehend sich mit der Zeit ändern. Auf Grund der 
Mechanik kann man dann stets die Änderung der Wirkungsvariablen ] 1 , ••• , ], 

berechnen. Wir stellen zunächst die Frage: Unter welchen Bedingungen werden 
die Wirkungsvariablen ] 1 , ••. , ]. ihre ursprünglichen Werte beibehalten? 

1 A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916; P. DEBYE, ebenda S. 507. 
2 N. BOHR, Abh. s. 19. 
3 A. EucKEN, D. Th. d. Strahlung u. d. Quanten, S. 364. Halle (Saale) 1914. 
4 P. EHRENFEST, Proc. Amsterdam Bd. 16, S. 591. 1914; Ann. d. Phys. Bd. 51, S. 327. 

1916. Der Ausgangspunkt für die Überlegungen, die EHRENFEST zur Formulierung des 
Adiabatenprinzips führten, war eine Untersuchung der statistischen Grundlagen des PLANCK
schen Wärmestrahlungsgesetzes. Zur Geschichte des Adiabatenprinzips vgl. P. EHRENFEST, 
Naturwissensch. Bd. 11, S. 543. 1923. 
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Nach den Untersuchungen von EHRENFEST, BURGERS 1 und KRUTKOW 2 

tritt dies bei den von EHRENFEST als adiabatische Transformationen bezeichneten 
Änderungen des Systemes ein. Darunter werden solche Einwirkungen auf das 
System verstanden, die zwar seine in der HAMILTONschen Funktion auftretenden 
Parameter (die beim Fehlen der in Rede stehenden Einwirkung konstant sind), 
nicht aber direkt seine Koordinaten pk> qk beeinflussen, unendlich langsam ver
laufen und schließlich in keinem systematischen Zusammenhange mit der Be
wegung des Systemes stehen. Das Adiabatenprinzip läßt sich somit in der Form 
aussprechen: Die "nichtentarteten" Wirkungsvariablen ] 1 , ••• , ]. sind adia
batische Invarianten. Mit Rücksicht auf die Quantenbedingungen (11) folgt 
daraus: Durch eine adiabatische Transformation werden stationäre Zustände 
wieder in stationäre Zustände übergeführt. 

Zu beachten ist noch, daß während der adiabatischen Beeinflussung sich 
der Periodizitätsgrad des Systems im allgemeinen nicht ändern darf. Die Forde
rung des unendlich langsamen Verlaufes der Beeinflussung bezieht sich nämlich 
auf die den Frequenzen T 1 Y1 + · · · + 'l'8 Y 8 entsprechenden Perioden der Bewegung 
und wird im Falle der Entartung unerfüllbar, wo eine solche Periode unendlich 
groß wird, d. h. die entsprechende Frequenz verschwindet. Diese Tatsache würde 
zunächst die Gültigkeit des Adiabatenprinzips überhaupt in Frage stellen. Wegen 
der Abhängigkeit der 1'k von den Parametern an wird ja nämlich die Beziehung 

8 J: 'l'k'Vk = 0 (rk = ganzzahlig), wie BURGERS 3 bemerkt hat, bei jeder noch so 
k=l 
kleinen adiabatischen Änderung im allgemeinen unendlich oft erfüllt. Glück
licherweise konnte jedoch LAUE 4 zeigen, daß dennoch das Adiabatenprinzip gilt, 
falls nur die Kommensurabilitäten hinreichend schwach sind, d. h. im Grenz-

• 
falle an= o an der Kommensurabilitätsstelle a~: ~ rkyk = m + 1 A.(an- a~,)m 

~ 2-n 
k=l 

für an>: a~ ist, wo m eine ganze Zahl und A. eine Konstante bedeutet. Damit 
ist die Gültigkeit des Adiabatenprinzips praktisch hinreichend allgemein sicher
gestellt, mit Ausnahme der Fälle, wo eine Kommensurabilität für einen endlichen 
Wertebereich der Parameter an stattfindet 5• Solche Fälle treten z. B. auf, wenn 
man ein die Entartung aufhebendes äußeres Feld von bestimmter Richtung 
verschwinden läßt, um es dann wieder in einer anderen Richtung anwachsen 
zu lassen. Mit BoHR 6 muß man annehmen, daß in solchen Fällen sich die richtigen 
Werte der Wirkungsvariablen ] 1 , ••• , ]. durch einen typisch unmechanischen 
Vorgang einstellen. 

Die Tatsache, daß sich die Kommensurabilitätsschwierigkeiten überwinden 
ließen, forderte geradezu dazu auf, nach einem Beweis des Adiabatenprinzips zu 
suchen, in dem sie überhaupt nicht auftreten. Es ist tatsächlich LEVI-CIVITA7 

gelungen, ein solches Beweisverfahren anzugeben, allerdings schon zur Zeit, als 
die ältere Quantentheorie durch die neuere bereits überwunden war. LEVI-CIVITA 
umgeht den formalen Ursprung der Kommensurabilitätsschwierigkeiten der 
älteren Beweise- Fourierzerlegung bei nachfolgender Integration nach der Zeit-

1 J. M. BuRGERS, Versl. Amsterdam Bd. 25, S. 849, 918 u. 1055. 1917; Ann. d. Phys. 
Bd. 52, S. 195. 1917. 

2 G. KRUTKOW, Versl. Amsterdam Bd. 27, S. 908. 1918. 
a J. M. BuRGERS, Diss. S. 244. 
4 M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd. 76, S. 619. 1925. 
6 Zum gleichen Ergebnis gelangt auf einem anderen Wege P. A. M. DIRAC [Proc. Roy. 

Soc. London (A). Bd. 107, S. 725. 1925]. 
8 N. BoHR, Abh. S. XV-XVI; Q. d. L. S. 31; Grundpost. S. 132 u. 146. 
7 T. LEVI-CIVlTA, Abh. aus, d. math. Sem. d. Harnburgischen Univ. Bd. 6, S. 323. 1928. 
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dadurch, daß er gestützt auf die Quasiergodenvoraussetzung die Integration 
nach der Zeit durch eine Mittelwertsbildung im Phasenraume ersetzt und ge
langt schließlich zum Ziele durch eine geschickte Verwendung des P, HERTZ
sehen Satzes von der adiabatischen Invarianz des Phasenvolumens1 . 

Für die Grundlegung der älteren Quantentheorie ist nach BoHR 2 dem 
Adiabatenprinzip eine ganz prinzipielle Bedeutung einzuräumen. Mittels einer 
geeigneten adiabatischen Transformation kann man ja zunächst jeden stationären 
Zustand eines gegebenen mehrfach periodischen Systems durch eine kontinuier
liche Folge von solchen Zuständen hindurch in jeden anderen stationären Zu
stand desselben Periodizitätssystems überführen. Auf diese Weise wird es mög
lich, die für die physikalischen Anwendungen maßgebenden Energiedifferenzen 
stationärer Zustände eines Atoms vollständig auf Grund der Mechanik fest
zulegen 3• Für den logischen Aufbau der Theorie ist dies grundlegend, da die 
quantenhaften Übergänge zwischen den stationären Zuständen keine Handhabe 
dafür bieten. 

Eine andere wichtige Anwendung des Adiabatenprinzips liegt in der Tat
sache, daß es eine weitgehende, physikalisch begründete Einschränkung für die 
Wahl der Quantenbedingungen bei den Periodizitätssystemen liefert. Kann man 
nämlich durch eine geeignete adiabatische Transformation, ohne den Geltungs
bereich des Adiabatenprinzips zu verlassen, das Kraftfeld eines gegebenen 
mechanischen Systems unter Berücksichtigung seines Periodizitätsgrades und 
seiner Freiheitsgrade in ein spezielles, etwa ein geeignetes quasielastisches Kraft
feld überführen und nimmt man weiter die Quantenbedingungen für dieses 
letztere als gegeben an, dann gelten auf Grund des Adiabatenprinzips formell 
die gleichen Quantenbedingungen auch für das ursprüngliche mechanische System. 
So folgt, um das einfachste Beispiel anzuführen, die Quantenbedingung für einen 
anharmonischen Oszillator direkt aus dem ursprünglichen PLANCKschen Ansatz 4• 

Zuletzt soll noch auf die Bedeutung hingewiesen werden, die dem Adiabaten
prinzip bei der Festlegung der statistischen Gewichte der stationären Zustände 
zukommt. Bei der Ableitung der wahrscheinlichsten Zustandsverteilung geht 
BoLTZMANN, gestützt auf das LrouvrLLEsche Theorem, von der Annahme aus, 
daß gleich große Gebiete des Phasenraumes a priori als gleich wahrscheinlich 
anzusehen sind, d. h. gleiches Gewicht besitzen. Vom Standpunkte der BoHRsehen 
Quantentheorie sind aber nur die stationären Zustände als existenzfähig anzusehen, 
und der Phasenraum ist daher mit einer diskontinuierlichen Gewichtsverteilung zu 
belegen: mit einem Gewicht, das im allgemeinen von Null verschieden ist in den 
Punkten des Phasenraumes, wo die Quantenbedingungen (11) erfüllt sind und 
mit dem Gewichte Null in allen übrigen Punkten. Zur Erledigung der Frage, 
welches Gewicht den einzelnen stationären Zuständen beizulegen ist, kann man 
sich hier nicht des LrouvrLLEschen Theorems bedienen, da von einem Punkte 
des Phasenraumes zum anderen im allgemeinen keine stetigen Übergänge möglich 
sind. Hier dient nun als ein natürlicher Wegweiser ein Satz, der sich aus EHREN
FESTs6 Untersuchung der Voraussetzungen ergibt, die für die statistische Be
gründung des zweiten Hauptsatzes notwendig sind: das Gewicht jedes stationären 
Zustandes ist eine adiabatische Invariante 6• Dadurch läßt sich zunächst das 

1 R. H. WEBER u. R. GANS. Repertorium d. Phys. Bd. I, 2, S. 534. Leipzig 1916. 
2 N. BOHR, Grundpost. S. 133. . 
3 Über die Durchführungsmöglichkeit dieses Gedankens vgl. N. BoHR, Q. d. L. S.10u. 32. 
4 Diese Anwendung des Adiabatenprinzips geht auf P. EHRENFEST zurück. 
5 P. EHRENFEST, Phys. ZS. Bd. 15, S. 657. 1914. Eine Verallgemeinerung und Kritik 

der EHRENFESTsehen Überlegungen gibt A. SMEKAL, Phys. ZS. Bd. 19, S. 137 U. 200. 1918. 
6 A. EINSTEIN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 820. 1914; N. BoHR, Q. d. L. S. 11, 

35-37, 107 u. 133; Grundpost. S. 135 u. 139. 
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Problem der Bestimmung der apriorischen Wahrscheinlichkeiteil eines gegebenen 
Periodizitätssystems in vielen Fällen auf die Ermittlung der Gewichte besonders 
einfacher Systeme zurückführen. Als solche bieten sich Systeme mit quasi
elastischen Kräften dar, für die bei fehlender Entartung die Annahme gleicher 
Gewichte aller stationärer Zustände naheliegend ist. Diese Festsetzung benutzt 
schon PLANCK bei der Herleitung der mittleren Energie eines harmonischen 
Oszillators, und in der Folge wird sie von anderen Autoren in der Theorie der 
spezifischen Wärme der festen Körper verwendet (vgl. Ziff. 1 u. 2). Danach muß 
man also die Gleichheit der Gewichte für alle stationären Zustände aller jener 
Periodizitätssysteme annehmen, die ohne Durchgang durch Entartungsstellen 
sich adiabatisch in ein System überführen lassen, das einem nichtentarteten 
System harmonischer Oszillatoren äquivalent ist. Verallgemeinernd gelangt man 
so zu dem Ergebnis, daß bei nichtentarteten Periodizitätssystemen alle Quanten
zustände das gleiche Gewicht besitzen. Im Falle der Entartung führt dann ein 
"Stabilitätspostulat" zum Ziele; es zwingt zur Annahme, daß das Gewicht 
eines entarteten stationären Zustandes gleich der Summe der Gewichte aller aus 
ihm bei vollständiger Aufhebung der Entartung hervorgehenden Zustände ist. 
Wäre dies nämlich nicht der Fall, so würde offenbar ein noch so kleines die Ent
artung aufhebendes Kraftfeld die Entropie um einen endlichen Betrag ändern. 

Die Gewichte der stationären Zustände sind nicht nur für die statistischen 
Probleme von Bedeutung; sie sind auch an sich eine wichtige Eigenschaft der 
stationären Zustände. Ist man etwa bei einem Atom gezwungen, einem bestimm
ten Quantenzustande ein Gewicht Null zuzuschreiben, ihn also auszuschließen, 
so müssen in den Spektren des betreffenden Atoms alle Linien fehlen, für die 
der betreffende Zustand als Anfangs- oder Endzustand in Frage kommt. Aus
zuschließen sind offenbar alle stationären Zustände, die zwar den Quanten
bedingungen entsprechen, aus mechanischen Gründen jedoch unmöglich sind. 
Beim Wasserstoffatom z. B. muß man allen Quantenzuständen das Gewicht 
Null beilegen, in denen das Elektron durch den Kern hindurchgehen oder ihm 
wenigstens beliebig nahekommen könnte. Nach Ziff. 10 sind das die Pendel
bahnen, bei denen die Quantenzahl k des gesamten Impulsmomentes den Wert 
Null besitzt. Aus dem gleichen Grunde muß man ferner bei einem in einem 
homogenen elektrischen Felde befindlichen Wasserstoffatom (Starkeffekt) alle 
Quantenzustände als nicht existenzfähig ansehen, für die die Quantenzahl m 
des Impulsmomentes um die Feldachse verschwindet (vgl. Ziff. 12). Wegen 
der adiabatischen Invarianz der Gewichte folgt dann daraus, daß die Bahnen 
mit m = 0 auch in einem homogenen magnetischen Felde nicht auftreten. Man 
kann ja parallel zum elektrischen Felde ein magnetisches langsam anwachsen 
und das elektrische verschwinden lassen, ohne, wie eine nähere Diskussion zeigt, 
durch Entartungsstellen hindurchzugehen. Der Ausschluß der k = 0- und m = 0-
Bahnen wird durch den Ausfall der betreffenden Komponenten in der Feinstruk
tur der Wasserstofflinien bzw. in ihrer Starkeffektaufspaltung erfahrungsgemäß 
bestätigt. Die Ausschließungsregel m = 0 wird außerdem durch die Tatsache 
gestützt, daß nur, wenn sie erfüllt ist, das gleiche statistische Gewicht für ein 
entartetes feldfreies Wasserstoffatom erhalten wird, falls der feldlose stationäre 
Zustand einmal von einem homogenen elektrischen, das andere Mal von einem 
homogenen magnetischen Felde ausgehend hergestellt wird1. 

Wenn oben die Fälle angeführt wurden, bei denen sich die Folgerungen aus 
der adiabatischen Invarianz der Gewichte bewährt haben, so müssen andererseits 
auch jene Fälle hervorgehoben werden, in denen sie versagten. So ist es möglich, 

1 N. BoHR, Q. d. L. S. 107 u. 133. 
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eine Pendelbahn des feldfreien Wasserstoffatoms durch eine adiabatische Trans~ 
formationohne Durchgang durch Entartungsstellen in einen zulässigen Quanten
zustand des dreidimensionalen isotropen harmonischen Oszillators überzuführen1• 

Ebenso lassen sich mit Hilfe gekreuzter elektrischer und magnetischer Felder 
die Zustände des Wasserstoffatoms mit m = 0, die nach dem obigen beim Zeeman
und Starkeffekt auszuschließen wären, durch eine Entartungsstellen vermeidende 
adiabatische Transformation in früher erlaubte und auch empirisch sichergestellte 
stationäre Zustände überführen 2• Eine Lösung dieser Schwierigkeiten wurde 
in der älteren Quantentheorie nicht gefunden. Wie PAuu 3 betont hat, schienen 
sie auf die Notwendigkeit grundsätzlicher Änderungen in den Fundamenten 
der älteren Quantentheorie hinzuweisen. 

Dieneuere Quantentheorie hat in der Tat auch diese Schwierigkeiten restlos 
beseitigt, da hier stationäre Zustände, die den Pendelbahnen entsprechen würden, 
von vornherein ausgeschlossen sind. 

9. Das BoHRSehe Korrespondenzprinzip. Wenn es in der Physik im Laufe 
der Zeit klar wird, daß eine auf einen größeren Tatsachenkomplex gestützte, 
allgemein anerkannte Theorie gewissen Tatsachen nicht gerecht werden kann 
und durch eine neue abgelöst werden muß, so bleibt sie, selbst wenn man ihr 
auch vielleicht vom neuen Standpunkte aus keinen "Wahrheitsgehalt" mehr 
zuschreiben kann, immer noch ein taugliches Hilfsmittel zur formalen Beschrei
bung von Erscheinungen in einem allerdings durch die neue Theorie nun ein
geschränkten Geltungsbereich. Eine solche Einschränkung der formalen Ver
wendbarkeit der mechanischen Gesetze innerhalb der Quantentheorie wird bei 
zeitabhängigen Parameteränderungen durch das Adiabatenprinzip gegeben. 

Das im folgenden zu besprechende Korrespondenzprinzip begrenzt den 
formalen Geltungsbereich der in der klassischen Physik als gültig angenommenen 
Zusammenhänge zwischen der Kinematik der emittierenden Teilchen und der 
Beschaffenheit des emittierten Lichtes. Es ist jedoch nach BOHR als ein rein 
quantentheoretisches Gesetz anzusehen und nicht etwa als eine Brücke zwischen 
der klassischen Physik und der Welt der Quanten. Es spielte in der Entwicklung 
der älteren Quantentheorie eine ganz hervorragende Rolle; insbesondere hat 
es sich hier als ein wertvolles Hilfsmittel zur Entscheidung subtiler Fragen er-: 
wiesen auch in jenen Fällen, wo die Theorie der Periodizitätssysteme versagte. 
Ausgehend vom Korrespondenzprinzip und den mit seiner Hilfe gewonnenen Er
kenntnissen entwickelte schließlich HEISENBERG 4 seine Quantenmechanik. Auch 
heute noch ist die Kraft des Korrespondenzprinzips nicht erloschen. Selbst der 
neuen Quantentheorie dient es ja bei vielen Problemen als zuverlässiger Führer. 

Zum Ausgangspunkt der Begründung des Korrespondenzprinzips wählt 
BoHR 5 den Grenzfall der stationären Zustände mit großen Quantenzahlen, wo 
im allgemeinen alle Eigenschaften der stationären Zustände, insbesondere auch 
ihre Energiewerte, sich in ihrer Abhängigkeit von den Quantenzahlen relativ 
nur langsam ändern. Wir betrachten hier zwei solche stationäre Zustände Q', Q", 
bei denen die Quantenzahlen n~ des einen sich von den entsprechenden Quanten
zahlen nr des anderen nur wenig unterscheiden. Die bei einem spontanen Über
gange ausgestrahlte Frequenz Yqu wird nach der Frequenzbedingung durch 

hYqu = E(n~)- E(nr) 

1 N. BoHR, Abh. S. 129; H. GEPPERT, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 208. 1924; W. PAULI, 
ds. Handb., 1. Aufl., Bd. XXIII, S. 124. 

2 W. PAULI, 1. c. S. 144; M. BORN, Vorl. üb. Atommechanik, S. 276. Berlin 1925. 
3 W. PAULI, 1. c. S. 124 u. 145. 
' W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925. 
5 N. BOHR, Q. d. L. 
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~egeben, so daß in erster Näherung mit Rücksicht darauf, daß nach (6a) vk = ~~ 
1St, 8 s 

~ iJE ( ' ") "'' ( ' ") 'Pqu ""'~ o]k nk- nk = ~ 'Pk nk- nk ( 18) 
k=l k=l 

wird1• In dem betrachteten Grenzfalle kann man dabei die 'Pfc der Anfangs
oder Endbahn oder auch einer dazwischenliegenden Bahn zuordnen. Auf Grund 
der klassischen Physik würde dagegen das Atom nach (7) die Frequenzen 

• 
'Pfcl = 2: 'Pfc 'l'k 

k=l 
(19) 

ausstrahlen. Daraus folgt zunächst, daß im Grenzfalle großer Quantenzahlen 
das quantentheoretisch emittierte Spektrum Yqu mit dem klassisch ausgestrahlten 
Y~ce übereinstimmt. Weiter wird aber durch (18) und (19) jedem Übergang n~~n~ 
eine ganz bestimmte ("korrespondierende") harmonische Schwingung in der 
Fourierzerlegung der einzelnen Elektronenkoordinaten des Atoms zugeordnet, 
nämlich jene, für die die T~c durch 

(k=1,2, ... ,s) (20) 
gegeben werden. 

Von diesem Zusammenhange ausgehend, stellt dann BoHR die Forderung 
auf, daß auch die unbekannten Quantengesetze, die die Intensitäten und die 
Polarisationsverhältnisse der ausgestrahlten Spektrallinien regeln, für große 
Quantenzahlen asymptotisch in die entsprechenden Gesetze der klassischen 
Physik übergehen, trotz des grundsätzlich verschiedenen Charakters unserer 
Vorstellungen über den Liehtemissionsvorgang in den beiden Fällen. "Klassisch" 
wird die mittlere von einem elektrischen Dipol ausgestrahlte Energie durch 

dE 2 ~ 
-dt = 3cs $ (21) 

bestimmt, wenn $ den Vektor des gesamten elektrischen Dipolmomentes des 
Atoms bezeichnet und durch den Querstrich die zeitliche Mittelwertbildung 
angedeutet wird. Da die Koordinaten der einzelnen Teilchen im Atomsystem 
sich in der Form (7) darstellen, so wird auch $ sich durch eine Fourierentwick
lung in harmonische Komponenten 

+oo 
111-1~(\f e2niv t +' - "'2"~ .U-r1, .•• , ts 'ft, ••• , r, (22) 

Tt, , , , , Ts = -00 

zerlegen lassen. Dabei entsprechen die beiden Amplitudenvektoren m,,, ... , ,, 
und W-.,, ... ,-., derselben Frequenz v.,, ... , •• und sind als konjugiert komplex 
anzusehen, damit $ im ganzen reell ist. Die mittlere in der Zeiteinheit seitens 
einer Partialschwingung von der Frequenz v,,, ... , ,, ausgestrahlte Energie ergibt 
sich dann nach (21) zu 

- (dE) = (2.nv.,, ... ,.,)4f W f2. 
dt rt, ... ,-r, 3ca l"t, ••• ,r, (23) 

Eine aus (22) herausgegriffene harmonische Komponente 
111 -~(GY e2niv t+GY e-2niv t) 
-tf'l't,•••tT• -l!" Zlrt,•••t7:& l't, ••. ,r, Zl-rt,•••t -T• Tt, ... ,r, (24) 

stellt eine in einer im Raume fixen Ebene stattfindende elliptische Schwingung 
dar. Diese bestimmt nach der klassischen Elektrodynamik durch ihre Projek-

1 Diese Relation findet sich für den Spezialfall des Wasserstoffatoms schon in BoHRS 
erster Abhandlung (vgl, Abh. S. 13). 
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tion \ßt, ... , ,, auf die zur Blickrichtung senkrechte Ebene die Polarisation des 
ausgesandten Lichtes, und zwar liegt der Vektor @ der elektrischen Feld-
stärke stets paralleil zu \ßt, ... ,... Einer linearen Schwingung (24) ent
spricht daher in jeder Blickrichtung eine linear polarisierte Lichtwelle. Eine 
zirkulare Schwingung (24) ergibt in der Blickrichtung senkrecht zur Schwingungs
ebene eine zirkular polarisierte, in einer in der Schwingungsebene verlaufenden 
Blickrichtung eine linear, sonst aber eine elliptisch polarisierte Lichtwelle. 

Nach dem Korrespondenzprinzip wird nun im Grenzgebiete großer Quanten
zahlen für einen Übergang von Q' nach Q" die Intensität und Polarisation der 
ausgesandten Strahlung nach (23) bzw. (24) zu berechnen sein, wobei die 7:~.: 
durch (20) bestimmt sind. Es handelt sich hier aber bloß um eine asymptotische 
Übereinstimmung der Endresultate, keineswegs aber um ein allmähliches Ver
schwinden der Unterschiede zwischen der klassischen und der quantentheoreti
schen Beschreibung der Ausstrahlungsphänomene. Nach der klassischen Auf
fassung erfolgt die Ausstrahlung kontinuierlich; quantenhaft soll dagegen nach 
BoHR und EINSTEIN die Emission der Energiebeträge hv in einzelnen diskreten 
voneinander unabhängigen Elementarakten erfolgen, deren Eintreten nur durch 
Wahrscheinlichkeitsgesetze bestimmt wird. Dementsprechend wird nach BoHR 
in der Quantentheorie eine harmonische Komponente in 1,ß mit den Eigenschaften 
der Strahlung nicht durch kausale, sondern nur durch statistische Gesetze ver
knüpft. Bezeichnet man mit A~, die spontane Übergangswahrscheinlichkeit, 
d. h. die Anzahl der in der Zeiteinheit spontan auftretenden Übergänge Q' ---+ Q", 
so ist quantentheoretisch die linke Seite von (23) als hvquA~:. zu deuten: 

h A Q' - (2.nv.u)' I%'( 12 
'Vqu Q"- -v- ~'l,••·,l'a (25) 

Für das Gebiet der kleinen Quantenzahlen ist es nicht geglückt, unmittel
bar mit Hilfe des Korrespondenzprinzips eine exakte allgemeine Formulierung 
der Quantengesetze (bez. der Weiterentwicklung vgl. jedoch Ziff. 20 u. 23) für 
die Übergangswahrscheinlichkeiten und die Polarisationsverhältnisse abzuleiten. 
BoHR hat hier als Richtschnur die Tatsache angesehen, daß nach KRAMERS2 eine 
quantentheoretische Frequenz Vqu als ein gewisser Mittelwert klassischer :frequen
zen vk1 = v,,, ... , •• darstellbar ist, die Vqu korrespondenzmäßig in den zwischen 
Anfangs- und Endzustand liegenden "Zwischenzuständen" entsprechen. Daraus 
wurde dann von BoHR 3 und KRAMERS der Schluß gezogen, daß auch die quanten
theoretischen Gesetze für die Übergangswahrscheinlichkeiten und Polarisationen 
aus den entsprechenden klassischen Gesetzen durch eine Mittelwertbildung über 
die Zwischenzustände zu erhalten sind, ohne daß es jedoch gelungen wäre, diese 
Mittelwertbildung anzugeben. Im allgemeinen begnügte man sich daher, zur 
Schätzung der Intensitäts- und Polarisationsverhältnisse der emittierten Strah
lung Mittelwerte von %'(,,, ... , ,, der Anfangs- und Endbahn zu verwenden. Trotz 
seiner Unbestimmtheit liefert jedoch das Korrespondenzprinzip in speziellen 
Fällen ganz präzise Aussagen. Spontane Übergänge zwischen zwei Quanten
zuständen können z. B. sicher nicht stattfinden, wenn die Amplitude der korre-

1 Diese Richtungsverteilung der Polarisation und Intensität in der Kugelwelle eines 
Dipols ist für den letzteren charakteristisch. Sie wird beobachtbar, falls die Schwingungs
ellipse im Raume festliegt, wie z. B. beim Zeemaneffekt. Man kann daher wohl behaupten, 
daß der erste direkte experimentelle Nachweis für die Existenz der Dipolstrahlung in der 
klassischen Optik durch die Entdeckung des Zeemaneffektes und die Untersuchung der hier 
auftretenden Richtungsverteilung dieser beiden Bestimmungsstücke der ausgestrahlten 
Kugelwelle gegeben wurde. 

2 H. A. KRAMERS, Diss. Abh. d. Kopenhagener Akad. 8. Reihe, Bd. 3, S. 285. 1919. 
3 N. BOHR, Q. d. L, 
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spondierenden harmonischen Schwingungskomponente von ~ in allen mechani
schen Bewegungszuständen unseres Atoms verschwindet. Ebenso ist im Falle, 
wo die Amplituden der korrespondierenden harmonischen Schwingungskompo
nente in ~ für alle Bewegungszustände dieselbe Schwingungsform besitzen, z. B. 
linear oder zirkular sind, für den betreffenden Übergang die entsprechende Pola
risation zu erwarten. Auf diese Weise gelangt man mit Hilfe des Korrespon
denzprinzips zur Formulierung von Auswahlregeln. 

Zur Geschichte des Korrespondenzprinzips sei bemerkt, daß hierhergehörige 
Betrachtungen sich schon in den ersten BoHRsehen Quantenarbeiten an vielen 
Stellen vorfinden. So begegnet man der Wurzel des Korrespondenzprinzips, 
dem asymptotischen Zusammenfallen von '~~kl und 'Vqu, für den Sonderfall eines 
Wasserstoffatoms bereits in der ersten BoHRsehen Abhandlung 1 • Diese Tat
sache wird auch schon im Entstehungsjahr der BoHRsehen Theorie (1913) von 
BoHR2 zu einer. sehr eleganten Ableitung der Serienformel des Wasserstoff
spektrums verwendet. Noch bevor ihm die von SoMMERFELD, EPSTEIN und 
ScHWARZSCHILD begründete Quantentheorie der mehrfach periodischen Systeme 
bekannt war, hat BoHR3 zu Beginn des Jahres 1916 das Korrespondenzprinzip 
für einfach periodische Systeme in klaren Umrissen formuliert. Die endgültige, 
allgemeine Fassung fand und belegte BOHR4 durch die wichtigsten Anwendungs
beispiele im Jahre 1917. Den Nachweis, daß man mit Hilfe des Korrespondenz
prinzips auch die relativen Intensitäten der Feinstruktur- und Starkeffektkom
ponenten des Wasserstoff- und Heliumfunken-Spektrums quantitativ schätzen 
kann, führte dann schließlich KRAMERS 5 im Jahre 1919. 

Das einfachste Beispiel für die Anwendung des Korrespondenzprinzips ist 
der lineare harmonische Oszillator. Die Fourierzerlegung des elektrischen Momen
tes enthält hier nur ein einziges Glied, das mit der klassischen Oszillatorschwin
gung identisch ist. Infolgedessen kann sich hier die Quantenzahl nur um eine 
Einheit ändern, und die Strahlung ist linear polarisiert. Da die Energieniveaus 
der Quantenzustände hier durehE = n · hv gegeben sind, so ist nach der Frequenz
bedingung die Frequenz der ausgesandten Strahlung dem klassischen v gleich. 

Auch die Auswahlregel für die azimutale Quantenzahl eines feldfreien Atoms 
kann man korrespondenzmäßig herleiten. Das dem gesamten Impulsmoment 
2;n;P entsprechende 'Vq; tritt in der Fourierentwicklung des Momentes ~ nach 
(15) nur mit -r = 0, ±1 auf. Nach (20) kann sich daher j bei einem spontanen 
Quantenübergange stets nur um 

Aj = o, ±1 (26) 

ändern. Eine Polarisation der Strahlung ist hier im feldfreien Falle praktisch 
nicht feststellbar, da stets nur die Strahlung sehr vieler Atome mit allen mög
lichen Orientierungendes Impulsmomentes zur Beobachtung gelangt. Aus (15) 
folgt jedoch, daß L1 j = 0 einer linearen und L1 j = ± 1 einer zirkularen Schwin
gung des elektrischen Momentes entspricht. Beim Wasserstoffatom oder bei 
einem starren zweiatomigen Molekül ("Hantelmodell") gilt nur die Auswahl
regel Aj = ± 1, da die Bewegung eben ist und die z-Komponente von ~ ver
schwindet. 

1 N. BoHR, Abh. S. 13. 2 N. BoHR, Aufs. S. 13. 
3 N. BoHR, Abh. S. VII und 135. 4 N. BoHR, Q. d. L. 
6 H. A. KRAMERS, 1. c. Zur Zeit, als BoHR das Korrespondenzprinzip formuliert hatte, 

lag die allgemeine Fourierauflösung der Elektronenbewegung beim Starkeffekt des Wasser
stoffatoms (die erst von KRAMERS gegeben wurde) noch nicht vor. Daher war BoHR, 
als er das Korrespondenzprinzip nachträglich auch am Starkeffekt verifizieren wollte, zu
nächst auf die von K. ScHWARZSCHILD (Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 20. 1914) ge
gebene Fourierauflösung angewiesen, die aber nur Keplerellipsen mit kleinen Exzentrizi
täten in Betracht zieht. 
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Ebenso schließt man im Falle eines axialsymmetrischen Feldes für die 
Quantenzahl m nach Ziff. 7 auf die Auswahlregel: Llm = 0, ±1. Die Polari
sation der Strahlung ist hier, wo das Koordinatensystem x, y, z der Gleichung 
(15) im Raume eine feste Lage hat, beobachtbar. Llm = 0 entspricht nach (20) 
einer linearen Schwingung in der Richtung der Feldachse und Llm =±1 einer 
rechts- oder linkszirkularen Schwingung in der Ebene senkrecht zur Feldachse. 
In einer zur Feldachse senkrechten Blickrichtung beobachtet man daher bei den 
Übergängen LI m = 0 bzw. LI m = ± 1 linear polarisiertes Licht, das von einem 
zur Feldachse parallel bzw. senkrecht schwingenden Elektron herrührt. Die 
Auswahl- und Polarisationsregel lautet somit hier: 

Llm = 0 n-Komponente, } 

Llm = ±1 a-Komponente. 
(27) 

In der zur Feldachse parallelen Blickrichtung erscheinen die a-Komponenten 
zirkular polarisiert, während die n-Komponenten nicht beobachtet werden, da 
hier der Dipol in der Blickrichtung schwingt. In den Zwischenlagen besitzen 
die a-Komponenten eine elliptische Polarisation, während die n-Komponenten 
immer linear polarisiert bleiben. 

Der Bedingung der Ziff. 7, daß v'P klein ist gegenüber den übrigen 'llb ent
spricht korrespondenzmäßig offenbar der Tatsache, daß die durch das äußere 
Feld hervorgerufene Termaufspaltung klein ist gegenüber den Termabständen 
des ungestörten Atoms. 

Die vorstehenden Schlüsse stützen sich auf einen Vergleich der Quanten
emission eines Atoms mit der klassischen Strahlung eines elektrischen Dipols1• 

Durch einen solchen werden aber vom Standpunkte der klassischen Elektro
dynamik die Strahlungseigenschaften eines Atoms nur in erster Näherung be
schrieben, nur wenn die Amplitude des Dipols klein ist gegenüber der Wellen
länge des ausgesandten Lichtes. Im allgemeinen wird aber wegen der endlichen 
Amplituden der sich im Atom bewegenden Teilchen neben der Dipol- noch in 
nächster Näherung die Quadrupolstrahlung zu berücksichtigen sein. Daraus 
~olgt sogleich, daß die Übergangsverbote der Quantentheorie, die korrespondenz
mäßig auf der Dipolstrahlung basieren, aufgehoben werden können, falls die 
Quadrupolstrahlung der Atome herangezogen wird. Die nähere Untersuchung 2 

zeigt, daß ein spontaner quadrupolmäßiger Übergang zwischen zwei Quanten
zuständen erlaubt ist, wenn es noch einen dritten Quantenzustand gibt derart, 
daß zwischen ihm und den beiden ersteren spontane dipolmäßige Quantenüber
gänge möglich sind 3• Bei den Quadrupolübergängen können sich somit die 
Quantenzahlen i und m um 0, ±1, ±2 ändern. Die Übergangswahrscheinlich
keiten der Quadrupolübergänge ergeben sich im optischen Gebiet im allgemeinen 
etwa 10- 6mal kleiner als die der Dipolübergänge. Die Begriffsbildungen und 
Überlegungen (z. B. metastabile Zustände, Resonanzstrahlung), die auf den 

1 Über die Rolle des magnetischen Dipols vgl. die Anm. 1 auf S. 78. 
2 I. I. Pr.ACINTEANU, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 276. 1926; J. FRANCK u. P. JoRDAN, ds. 

Handb., 1. Aufl., Bd. XXIII, S. 702. 
3 Aus dieser Regel sowie der von LAPORTE (Ziff. 23) folgt unmittelbar, daß Quadrupol

übergänge nur zwischen geraden und geraden oder zwischen ungeraden und ungeraden 
Spektraltermen stattfinden können. Der Vergleich mit der LAPORTESchen Regel für die 
Dipolstrahlung zeigt dann, daß Dipol- und Quadrupolübergänge einander ausschließen. 
Nun sieht man auch, daß von den dreien im RITzsehen Kombinationsprinzip auftretenden 
Frequenzen nicht alle Dipolübergängen entsprechen können. Kombiniert man zwei Dipol
frequenzen, so erhält man eine Quadrupolfrequenz. Dies erklärt die Tatsache, daß die Korn
binationslinien nur verhältnismäßig selten beobachtet werden. Mit dem Obigen wäre hingegen 
vereinbar, daß im RITzsehen Kombinationsprinzip drei Quadrupolfrequenzen auftreten. 
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Auswahlregeln für die Dipolübergänge basieren, sind zwar mit Rücksicht auf das 
Vorhandensein der Quadrupolübergänge prinzipiell fast immer anfechtbar, wegen 
der Kleinheit der Quadrupolübergangswahrscheinlichkeiten praktisch aber meist 
zulässig1• Ob eine Spektrallinie, die als spontaner Dipolübergang wegen der 
entsprechenden Auswahlregeln verboten ist, einer spontanen Quadrupolstrahlung 
entspricht oder unter dem Einfluß der Störungsfelder benachbarter Atome als 
"erzwungener" Dipolübergang (vgl. Ziff. 12 u. 20) zustande kommt, konnte in 
der älteren Quantentheorie nicht entschieden werden, da die Intensitäten in 
den beiden Fällen nicht angehbar waren. Die Entscheidung brachte hier erst 
die auf Grund der neuen Quantenmechanik entwickelte Theorie des Zeeman
effektes der Quadrupollinien. Eine solche Theorie hätte allerdings, wenn auch 
nicht vollständig, schon vom Standpunkte der LORENTzschen Theorie des Zee
maneffektes und somit auch vom Standpunkte der älteren Quantentheorie ent
wickelt werden können, ist aber niemals angegeben worden. Im folgenden wer
den wir unsere Überlegungen, wenn wir es nicht besonders betonen, auf Di
polübergänge beschränken 2• 

Über die Stellung des Korrespondenzprinzips zu den Quantenbedingungen 
bringen wir die folgenden Bemerkungen: Das Korrespondenzprinzip postuliert 
eine eindeutige Abbildbarkeit der Quantenübergänge auf die Fourierkomponenten 
der mechanischen Bewegungen von Atomsystemen. Eine solche ist aber nur dann 
möglich, wenn der Periodizitätsgrad s des Atomsystems gleich ist der Anzahl 
der Quantenzahlen, d. h. der Quantenbedingungen. Damit erscheint zunächst 
die Festlegung der Zahl der Quantenbedingungen gerechtfertigt. Das Vorhanden
sein einer diskontinuierlichen Folge stationärer Zustände wird durch das Korre
spondenzprinzip an die Auflösbarkeit der Bewegung in eine Fourierreihe geknüpft. 
Dadurch wird die bevorzugte Stellung der Periodizitätssysteme bei der Formu
lierung der Quantenbedingungen verständlich. Ist ein System nicht mehr streng 
mehrfach periodisch, so kann es jedenfalls in der Näherung, in der es noch als 
ein solches anzusehen ist, den Quantenbedingungen unterworfen werden. Da 
nach dem Korrespondenzprinzip eben nur Periodizitätssysteme gequantelt 
werden können, so sind in solchen Fällen nach BoHR die Quantenzustände nur 
mit jener Genauigkeit festgelegt, mit der die Bewegungen des Atoms als mehr
fach periodisch angesehen werden können.. Die "Unschärfe" solcher stationärer 
Zustände tritt als eine Verbreiterung der Spek~rallinien zutage, in denen die 
unscharfen Quantenzustände die Rolle eines Anfangs- oder Endzustandes spielen. 
Ist die Bewegung eines Atoms nicht mehr durch eine Fourierreihe darstellbar, 
sondern geht sie in bezug auf eine oder mehrere Winkelvariable in ein Fourier
integral über (vgl. z. B. die Hyperbelbahnen in Ziff. 10), so wird man in Ver
allgemeinerung unserer Überlegungen dem "klassischen" kontinuierlichen Spek
trum korrespondenzmäßig ein ebensolches quantentheoretisches zuzuordnen 
haben. Daraus folgt aber, wenn die Frequenzbedingung noch weiterhin als 
gültig angenommen wird, daß in diesem Falle die Energiewerte der Atom
zustände kontinuierlich veränderlich sein müssen. Eine Festlegung diskreter 
Energiewerte durch Quantenbedingungen ist dann aber auch nicht mehr durch
führbar. 

1 A. F. STEVENSON [Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 137, S. 298. 1932] berechnet 
neuerdings mit Hilfe der Quantenmechanik die Lebensdauer des metastabilen Zustandes 
15 0 in 0 III bzw. N II zu 0,10 bzw. 0,11 sec und die des Zustandes 1D 2 in den beiden 
Spektren zu 26 bzw. 181 sec. 

2 Eine zusammenfassende Darstellung der Eigenschaften der Quadrupolstrahlung auch 
von dem uns hier interessierenden Standpunkte der klassischen Physik und der älteren 
Quantentheorie enthält der Bericht von A. RuBINOWICZ u. J. BLATON, Ergebn. d. exakt. 
Naturwissensch. Bd. XI, S. 176. 1932. 
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Was die Frage betrifft, inwieweit die Form der Quantenbedingungen durch 
das Korrespondenzprinzip festgelegt wird, ist zu bemerken, daß zufolge dem 
Korrespondenzprinzip und der Frequenzbedingung nach ( 18) und ( 19) für große 
Werte der Quantenzahlen nk die Wirkungsvariablen h asymptotisch mit 
(nk + !Xk) h (!Xk = konst.) übereinstimmen müssen. 

Zuletzt sei noch darauf hingewiesen, daß das Korrespondenzprinzip zu der 
Auffassung führt, die Quantenzustände müßten aus prinzipiellen Gründen wegen 
des korrespondenzmäßigen Analogons zur Strahlungsdämpfung der klassischen 
Physik eine gewisse Unschärfe aufweisen1. Infolge des Energieverlustes durch 
Strahlung nimmt in der klassischen Physik die Energie E eines sich selbst über
lassenen harmonischen Oszillators von der Eigenfrequenz Y 0 , der aus einem 
quasielastisch gebundenen Elektron von der Ladung -e und der Masse m 0 

besteht, exponentiell mit der Zeit ab: 
2e2 

E = E 0 e- rt, wo y = - 3- (2:n:Y0) 2 
3c m0 

die Dämpfungskonstante darstellt. Dabei setzen wir jetzt und für das Folgende 
voraus, daß die Dämpfung schwach, d. h. Yo 5> 2:n:y, ist. Das Dipolmoment tJ 
dieses Oszillators wird, in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß seine Energie 
proportional ist dem Amplitudenquadrate, durch 

_]'_t (28) 
tJ = tJ0 e 2 cos (2:n:Y0 t + 00 ) 

gegeben. Die von ihm emittierte Spektrallinie ist nicht monochromatisch, sondern 
besitzt eine "natürliche" Breite. Die Intensitätsverteilung innerhalb der ver
breiterten Linie erhält man aus einer Fourieranalyse von (28): 

tJ = _!__jtJ(Y) cos(2:n:Yt + Ö(Y)) dY, (29a) 
2n 

0 

wo, unter der Voraussetzung, daß die gedämpfte Schwingung zu einer endlichen 
Zeit beginnt und die Dämpfung schwach ist, (tJ (Y)) 2 in der Umgebung von Yo durch: 

( h (Y)) 2 - V~ (29b) 
t' - )'2j4 + (2.n(Y - Y0)) 2 

gegeben wird. Die Halbwertsbreite LI v dieser Spektrallinie, das Frequenzinter
vall, innerhalb dessen die Intensität nicht unter ihren halben Maximalwert 
herabsinkt, wird somit gleich 

LJy=L. 
2n 

Um die entsprechenden Verhältnisse in der Quantentheorie zu erfassen, 
fragen wir zunächst nach der Abnahme der Anzahl N n der im n ten Quanten
zustande befindlichen Atome, die unter dem Einfluß der spontanen Quanten
übergänge stattfindet und etwa in dem Abklingen des Leuchtens eines Bündels 
ungestörter Kanalstrahlen zutage tritt. Ist A~, die Wahrscheinlichkeit für einen 
spontanen Übergang aus dem n ten in den m ten Quantenzustand, so wird die 
Gesamtzahl der pro Zeiteinheit aus dem n ten Quantenzustande ausscheidenden 
Atome durch Nn'L,A;:, (En > E"J gegeben. Da demnach 

m 

dNn N ~A" -dt = n~ rn 

m(En>Em) 
ist, so wird schließlich 

Nn = Nn,o e-rnt, wo Yn = 'L, A~,. (30) 
m(En>Em) 

1 N. BoHR, Q. d. L. S. 94; Grund post. S. 152. 
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In Anlehnung an den Sprachgebrauch in der Theorie der radioaktiven Zerfalls

erscheinungen kann man T,. =~mit Rücksicht auf (30) als die mittlere Lebens

"" dauer des n ten stationären Zustandes bezeichnen. 
· Die Tatsache, daß die Übergangsprozesse die regelmäßigen Bewegungen 

in den stationären Zuständen unterbrechen, bewirkt eine Unschärfe in der Defini
tion der Frequenzen vr,, ... , r, [ vgl. (22)], die in den stationären Zuständen der 
Atome auftreten. Die Sachlage ist hier die gleiche wie in der LüRENTzschen 
Theorie der Stoßdämpfung. Das zur harmonischen Schwingungskomponente 
mit der Frequenz vr,, ... , r, gehörige Dipolmoment ist hier in der Gestalt (29a, b) 
darstellbar, wenn man v0 durch 'l'r,, ..• , r, und y durch y,. ersetzt. Die Halb-

wertsbreite der Frequenzen vr, r, ergibt sich somit hier zu LI v = 1.!t._, ist also , ... , 2n 

für alle Frequenzen vr,, ... , r, eines stationären Zustandes die gleiche. Dies 
legt die Vermutung nahe, daß das ins Auge gefaßte Energieniveau eine Unschärfe 

aufweist, deren Halbwertsbreite LI E = hLI v = h "" beträgt. Daraus kann man 
2.n-

folgem1, daß die natürliche Halbwertsbreite Llv einer beim Übergang zwischen 
dem n ten und m ten Quantenzustande entstehenden Spektrallinie durch 

bestimmt wird. 

1 
Llv = 2 .n- (y,. + Ym) 

Aus dieser Erkenntnis fließen einige einfache Folgerungen. Der Grund-
7;UStand ist vollkommen scharf bestimmt, da hier offenbar y,. = 0 ist. Die meta
stabilen Zustände besitzen eine viel geringere Unschärfe als die übrigen angeregten 
Quantenzustände; von ihnen aus sind ja keine Dipol-, also bestenfalls Quadrupol
übergänge möglich, denen viel kleinere Übergangswahrscheinlichkeiten ent
sprechen, so daß die y,. der metastabilen Zustände sehr klein werden. Daher 
sind bei Quadrupolübergängen Spektrallinien mit einer extrem kleinen natür
lichen Halbwertsbreite nur dann zu erwarten, wenn sie durch einen Übergang 
von einem metastabilen Zustand in einen ebensolchen oder in den Grundzustand 
entstehen. · 

Diese Unschärfe der stationären Zustände führt nach BoHR auch zur nach
stehenden Folgerung: Wird die Unschärfe so groß, daß LI E bereits die Größen
ordnung der Energieunterschiede zweier benachbarter Quantenzustände erreicht 
(in diesem Falle wird die Periode des bei einem Quantenübergange zwischen diesen 
beiden stationären Zuständen emittierbaren Lichtes der Größenordnung nach 
gleich der mittleren Lebensdauer dieser Quantenzustände), so verliert die Fest
legung diskreter Energieniveaus durch die Quantenbedingungen jeden Sinn. 
Ein solcher Fall tritt z. B. beim harmonischen Oszillator für große Quanten
zahlen ein. Dies ist auch ohne Rechnung korrespondenzmäßig verständlich, 
wenn man bedenkt, daß großen Quantenzahlen große Amplituden und daher 
"klassisch" eine stärkere Ausstrahlung entspricht. Solche Verhältnisse sind 
auch immer anzutreffen, wenn ein entarteter stationärer Zustand durch schwache 
Störungsfelder, die die Entartung aufheben, aufgespalten wird. Solange das 

störende Feld so klein ist, daß die Aufspaltung kleiner ist als LI E = h "", ist die 
Quantelung illusorisch. 2 .n-

10. Das feldfreie Einelektronenatom. Diese und die drei folgenden Ziffern 
bringen vor allem die Anwendung der Quantentheorie der Periodizitätssysteme 
auf das Wasserstoffatom. Um uns gleich die notwendige Allgemeinheit für die 

1 R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 173. 1924: J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 25, 
s. 395· 1925. 



Ziff.10. Das feldfreie Einelektronenatom. 33 

späteren Anwendungen und Überlegungen zu sichern, behandeln wir das nach
stehende "Einelektronenproblem": Um einen Kern mit der Ladung E = Z · e 
und der Masse M bewege sich ein Elektron mit der Ladung -e und der Masse m0 • 

Kern und Elektron werden als punktförmig vorausgesetzt. Zwischen ihnen 
wirken nur CouLOMBsehe Anziehungskräfte. Unsere Betrachtungen führen wir 
zunächst im Geltungsbereiche der vorrelativistischen Mechanik durch. Die Auf
gabe, der wir da gegenüberstehen, entspricht vollständig dem aus der Theorie 
der Planetenbewegung bekannten Zweikörperproblem. Bezeichnen wir mit t 
den Radiusvektor vom Kern zum Elektron und mit tJ = t die Geschwindigkeit 
des Elektrons relativ zum Kerne, so wird die kinetische Energie des Systems 
unter der Voraussetzung, daß der Systemschwerpunkt ruht, gegeben durch: 

Ekin = ~ 02, J 

die resultierende Masse bezeichnet. 

m0 M 1 wo ~t=---mo+M 
Die potentielle Energie ist hier 

eE 
Epot=--., (31) r 

Die Bewegung ist eben und die Bahn besitzt die Gestalt eines Kegelschnitts, 
in dessen einem Brennpunkte sich der Kern befindet. Je nachdem die Gesamt
energie W = Ekin +Epot > 0, = 0 oder <O ist, haben wir es mit einer Hyperbel, 
Parabel oder Ellipse zu tun. Nur in dem letzten Falle ist das System abgeschlos
sen und einfach periodisch, also quantisierbar. Verwendet man zur Beschreibung 
der Bewegung ebene Polarkoordinaten r, ({J mit dem Ursprung im Kern, so wird 

Ekin = ~ fi 2 + Y2 tj?2), = 2
11-' (p; + ?~), wenn Pr = ft ·, pq; = pr2 ip (32) 

die zu r und qJ konjugierten Impulse sind. pq; hat die Bedeutung des Impuls
momentes des Systems und ist konstant. Die gesamte Energie ( = HAMILTONsche 
Funktion) wird dann durch p• 

W = 2~ (P~ + r~) - ~~ ' (33) 

bestimmt. Im Aphel nimmt r seinen Maximum-, im Perihel seinen Minimum
wert, Ymax bzw. Ymin• an, Und da hier Y = 0 und daher Pr= 0 wird, SO sind diese 
beiden Größen durch die quadratische Gleichung 

W = ...!_ p~ - e E (34) 
2t-t r 2 r 

bestimmt. Bezeichnet man mit a und b die große und die kleine Halbachse der 
Keplerellipse und beachtet, daß - wie einfachste elementargeometrische Über-
legungen ergeben - 2a = Ymin + Ymax und b = frminYmax ist, so folgt aus (34) 

2 eE b __ 1/~ P~ (3S) a=-w, v-2,uW" 

Die Gesamtenergie wird daher W=-eE 
2a 

und hängt somit nur von der großen Achse der Ellipsenbahn ab. 

(36) 

Die Umlaufsfrequenz v der Bewegung berechnet sich mittels der aus dem 
Flächensatz unmittelbar folgenden Relation 

!r2tj? = vF, wo F = na • b 

den Flächeninhalt der Ellipsenbahn bezeichnet. Wegen (32) und (35) ergibt sich: 

(37) 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV/I. 3 
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Zwischen den zeitlichen Mittelwerten Ekin und Epot gilt die leicht zu be
weisende Relation 1 : 

Ekin = -i Epot• 

so daß 
Ekin= -W (38) 

wird. 
Da wir es hier mit einem einfach periodischen System zu tun haben, so 

genügt uns zur Festlegung der stationären Zustände die Gleichung (9). Mit Hilfe 
von (37) und (38) erhält man sodann aus der Quantenbedingung J = nh für 
die Energie Wn des "n-quantigen" stationären Zustandes 

(39) 

n = 1 entspricht hier dem Grundzustande des Atoms, da ja mit wachsendem n 
die Energiewerte W n zunehmen. Aus (36) und (39) ergibt sich für die große 
Achse 2an der Bahnellipse im n-quantigen Zustande des Atoms 

h2 
2al = -2 2 2 = 1,058 • 10-8 cm 

:n; 11- e wobei (40) 

die große Halbachse des Normalzustandes des Wasserstoffatoms (Z = 1) be
deutet. Ihr numerischer Wert liegt in der Größenordnung gaskinetischer Atom
dimensionen. Hervorzuheben ist auch, daß hier, im Gegensatz zur relativistischen 
Behandlung des Problems (Ziff. 11), durch die Quantenbedingungen das Impuls
moment nicht bestimmt und daher auch nach (35) nur die große, nicht aber 
auch die kleine Achse der Keplerellipse festgelegt wird. 

Die Normierung von Wn wird hier durch die von (33) bestimmt. Der Energie
wert Null entspricht dem vollständig ionisierten Atom, dessen Elektron im 
Unendlichen ruht. 

Das Spektrum, das ein solches Atom bei einem Übergang aus dem n-quantigen 
in den n 0-quantigen stationären Zustand emittiert,· wird nach der Frequenz-
bedingung durch ( 1 1 ) 2 :ns11-e' 

'JI = RMZ2 no2- n2 ' RM = ha- (41) 

gegeben. Insbesondere gilt für das Wasserstoffspektrum, wenn Z = 1 und für M 
die Masse des Wasserstoffkernes MH gesetzt wird, die BALMERsche2 Formel: 

R (. 1 1) R 2:n2 ,uHe4 • m0 MH ( ) 
Y = H noz- ns ; H = ha ' /-lH = mo + MH. 41a 

Die Tatsache, daß das gesamte Spektrum des Wasserstoffatoms durch diese 
Formel wirklich umfaßt wird, und daß der obige Ausdruck für die "RYDBERG
sche Konstante" RH auch zahlenmäßig 3 mit ihrem empirischen Werte überein
stimmt, war der erste große Erfolg der BoHRsehen Theorie. In (41) war aber 
auch eine wichtige Voraussage enthalten. Für Z = 2 liefert ja diese Relation 
das Spektrum des ionisierten He-Atoms, wenn M der Masse des Heliumkernes 
M He gleichgesetzt wird: 

2 2 4 R _ :n; .UHee • 
He- ha • 

moMHe /-lHe = ---- - • 
mo+ MHe 

(41b) 

1 Vgl. N. BoHR, Abh. S. 24; A. SoMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien, 5. Aufl., 
S. 654. 

2 J. BALMER, Wied. Ann. Bd. 25, S. 80. 1885. 
a N. BOHR, Abh. S. 9. Bis auf einen Zahlenfaktor wurde der obige Ausdruck für die 

Rydbergkonstante von A. E. HAAS (Wiener Ber. Abt. IIa, Bd. 119/1, S. 119. 1910) angegeben. 
HAAS stützte sich jedoch auf das THOMSONsche Atommodell und auf Vorstellungen, die mit 
der BOHRsehen Quantentheorie nicht vereinbar sind. 
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Da RH und RHe sich nur sehr wenig voneinander unterscheiden, so fallen die 
Linien, die geraden n- und n 0-Werten in (41 b) entsprechen, mit den H-Linien 
beinahe vollständig zusammen. Sobald aber n oder n 0 ungerade wird, erhält 
man aus (41 b) Linien, die bis auf den geringen Unterschied zwischen RH und 
RHe, einer Balmerformel mit halbzahligen n- bzw. n 0-Werten, entsprechen. 
Alle diese Spektrallinien wurden ursprünglich dem Wasserstoff zugeschrieben. 
Erst BoHR1 machte auf den Unterschied zwischen der Rydbergkonstanten im 
Falle des H- und He-Spektrums aufmerksam und zeigte, daß der empirische 

Wert für RH: RHe mit dem theoretischen RH: RHe = ( 1 + ;:J ( 1 + .Z:) voll

ständig übereinstimmt. Spätere sehr exakte Messungen von FoWLER 2 und 
PASCHENahaben den BoHRsehen Standpunkt voll bestätigt. Es zeigte sich auch, 
daß die He+-Linien in reinem Helium zu erhalten sind, also dem Wasserstoff 
nicht zugeschrieben werden dürfen. Für Z = 3, 4 und 5 gibt (41) die Darstellung 
der Spektren von Li++, Be+++ und B++++. Linien, die diesen Spektren an
gehören, sind von EDLEN und ERICSON 4 beobachtet worden. Der letzte Erfolg 
der von BoHR entdeckten Abhängigkeit der Rydbergschen Konstanten von der 
Kernmasse ist die spektroskopische Auffindung des Wasserstoffisotops von der 
doppelten Protonenmasse 5• R z2 

Anschließend an die Grenzen v = ~ der durch (41) gegebenen Spektral-
no 

serien tritt ein kontinuierliches Spektrum auf, das sich in der Richtung höherer 
Frequenzen erstreckt. Es entsteht nach BoHR 6 und DEBYE 7 beim Übergange 
des Elektrons aus einer Hyperbelbahn (W > 0 !) in den Quantenzustand mit 
der Quantenzahl n0 (vgl. Ziff. 9). 

Noch im Jahre 1913, also in demselben Jahre, in dem BoHR seine Theorie 
veröffentlichte, hat MosELEY 8 Gleichung (41) zur Erklärung der Röntgenspektren 
herangezogen und damit auch die theoretische Röntgenstrahlenspektroskopie 
begründet (vgl. Ziff. 15 und 24). 

Schließlich sei noch bemerkt: Da die Genauigkeit, mit der die RYDBERG
schen Konstanten RH und RHe auf spektroskopischem Wege bestimmt werden 
können, unvergleichlich größer ist als die der physikalischen Grundkonstanten, 
die in sie eingehen, benutzt man seit PASCHEN 9 die empirischen RH- und RHe
Werte, um diese Grundkonstanten genauer festzulegen. 

11. SoMMERFELDS Theorie der. relativistischen Feinstruktur. Einen Wende
punkt in der Entwicklung der älteren Quantentheorie bedeutete SoMMERFELDs10 

Behandlung des Einelektronenproblems auf Grund der relativistischen Mechanik. 
Es war dies die erste Anwendung der Quantentheorie auf ein mehrfach (hier 
zweifach) periodisches System. Setzt man voraus, der Kern ruhe, so wird nun 
die kinetische Energie des Elektrons ( = gesamte kinetische Energie) durch 

Ekin = moc2 (.r 1 ~ - 1) ' ß = vc 
. r1- ß2 

1 N. BOHR, Abh. S. 70; vgl. auch S. 10 u. 37. 
2 A. FowLER, Trans. Roy. Soc. London (A) Bd. 214, S. 225. 1914. 
3 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 901. 1916. 
4 BENGT EDLEN u. ALGOT ERICSON, Nature Bd. 125, S. 233. 1930; ZS. f. Phys. Bd. 59, 

S. 656. 1930; BENGT EDLEN, Nature Bd. 127, S. 405. 1931. 
6 H. C. UREY, F. G. BRICKWEDDE u. G. M. MURPHY, Phys. Rev. Bd. 40, S. 1. 1932. 
8 N. BOHR, Abh. s. 17; Q. d. L. S. 141. 
7 P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 18, S. 428. 1917. 
8 H. G. J. MosELEY, Phil. Mag. Bd. 26, S. 1024. 1913; Bd. 27, S. 703. 1914. 
9 F. PASCHEN, 1. C. 

10 A. SoMMERFELD, Münchener Ber. 1915, S. 425 u. 459; 1916, S. 131; Ann. d. Phys. 
Bd. 51, S. 1. 1916. 

3* 
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gegeben, wo m0 die Ruhmasse des Elektrons bedeutet. Für Epot gilt der frühere 
Ausdruck (31). In einem System ebener Polarkoordinaten r, cp sind die konju
gierten Impulse bestimmt durch 

p, = mr, p"' = mr2 (p, 

so, daß man für die HAMILTONsche Funktion H, die auch hier numerisch gleich 
ist der gesamten Energie W = Ekin + Epot. erhält: 

(V 1 . P~P ) eE H = m c2 1 + -- (P 2 + - -) - 1 - - . o mo2c2 r r2 r (42) 

Da nach den HAMILTONschen Gleichungen p"' konstant bleibt, wird durch (42) p, 
allein als Funktion der Variablen r gegeben, so daß r, cp Separationsvariable 
unseres Problems darstellen. Die Quantenbedingungen lauten daher nach (12) 

<J) p,dr = n,h. 

Die erste, die "azimutale" Quantenbedingung ergibt unmittelbar 
h 

p'P = k21t {43) 

und legt somit die Werte des Impulsmomentes p"' mittels der "azimutalen" Quan
tenzahl k fest. Aus der zweiten, der "radialen" Quantenbedingung ergibt sich 
dann für die Energie eines stationären Zustandes W = Wn,k> wenn k + n, = n 
gesetzt wird, der Ausdruck: 

{[ 1X2 Z2 1 - ~ } 
W -mc2 1 -1 

n,lc- o + (n-k+Yk2-IX2Z2)2j ' 
(44) 

wo 2ne2 
<X=--.= 0 729·10- 2 

hc ' 

eine dimensionslose Konstante, die SoMMERFELDsehe Feinstrukturkonstantel, dar
stellt. Für kleine Kernladungszahlen Z kann man (44) nach Potenzen von .x2 Z2 

entwickeln und erhält so die Näherungsformel 

RZ2 RZ'( 1 3) w ~c=-h--ho.:2- ---n, n2 na k 4n ' (44a) 

Für die Bahn findet man auf dem gleichen Wege, der auch beim Zweikörper
problem zur Bahngleichung führt, die Relation 

a(1- e2) r = ----c-'------'---
1 + B COS)'!p ' 

(45) 

die für y = 1 eine Ellipse mit der großen Halbachse a und der Exzentrizität e 
darstellt. Da aber in unserem Falle y < 1, so wird hier ein Ausgangs-r-Wert 

erst erreicht, wenn cp um LI cp = 2rn > 2n gewa,chsen ist. Die Bewegung kann 

somit als eine Keplerbewegung mit fortschreitendem Perihel bezeichnet werden. 
Im Grenzfalle c = oo geht (42) in die HAMILTONsche Funktion des nicht

relativistischen Einelektronenproblems und (44) in die entsprechenden Energie
niveaus (39) über. Gleichzeitig wird aus (45) eine Keplerellipse, bei der nicht 
nur die große, sondern auch die kleine Halbachse "gequantelt" ist. Gleichung 

1 Die anschauliche Bedeutung der SoMMERFELDsehen Feinstrukturkonstanten IX be
steht darin, daß sie das Verhältnis der (konstanten) Geschwindigkeit des Elektrons im Normal
zustande des Wasserstoffatoms zur Lichtgeschwindigkeit darstellt. 
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(35) ergibt nämlich jetzt mit Rücksicht auf (39) und die Quantisierung des 
Impulsmomentes (43): b k 

(46) a n 

Daraus folgt sofort, daß k < n sein muß. k = n stellt dabei eine Kreisbahn dar. 
Mit abnehmendem k erhält man bei konstant gehaltenemnimmer exzentrischere 
Ellipsen, bis für k = 0 eine Pendelbahn resultiert, die aber nach Ziff. 8 aus
zuschließen ist. Der Grundzustand ist einfach, da für n = 1 nur die Kreis
bahn n = k = 1 möglich ist. Im Falle n = 2 treten zwei stationäre Zustände 
auf, nämlich n = k = 2 und n = 2, k = 1 , die einer Kreis- bzw. einer Ellipsen
bahn entsprechen. In Abb. 1 sind alle Bahnen für n = 1 bis n = 4 dargestellt. 
Die ihnen entsprechenden Quantenzahlen n, k werden dabei nach BOHR durch 
das Symbol nk gekenn
zeichnet. Es sei hier noch 
bemerkt, daß sich aus (40) 
und (46) der Parameter 
( = Länge der halben 
Sehne, die durch den 
Brennpunkt geht und auf 
der großen Achse senk-

b2 
recht steht) p = - der 
Keplerellipse zu a 

p = -i· k2 (47) 

ergibt. Er hängt also nur 
von k, nicht abervon n ab, 
wie das auch aus der Abb.1 
deutlich hervorgeht. 

Abb. t. Quantenbahnen des relativistischen H·Atoms nach SoMMERFELD. (Aus 
N. BoHR, Naturwissensch. Bd.tt, S. 606. 1923.) 

Da die relativistischen Bahnen als Keplerbahnen mit Periheldrehung auf
gefaßt werden können, ergibt das Korrespondenzprinzip nach Ziff. 9 die Aus
wahlregel L1 k = ± 1, während die Änderungen von n durch das Korrespondenz
prinzip keine Einschränkungen erfahren. Eine theoretische Abschätzung der 
Intensitäten hat auf Grund des Korrespondenzprinzips KRAMERs 1 gegeben. Für 
den Vergleich mit der Erfahrung eignen sich die Heliumfunkenlinien besser als 
die Balmerlinien, da bei ihnen (Z = 2) nach (44a) die Aufspaltung 16m2l so 
groß ist. Weiterwerden siewegen der höheren Kernladung des He+-Atoms durch 
die atomaren elektrischen Felder weniger beeinflußt. Wegen der Langsamkeit 
der Periheldrehung beim Wasserstoffatom sind schwache elektrische Felder schon 
hinreichend, um die Auswahlregel für das feldfreie Atom außer Kraft zu setzen 
und das Auftreten neuer Linien zu bewirken (vgl. Ziff. 12). Besonders genau 

hat PASCHEN 2 die Feinstruktur der He+-Linie v = 4R (~2 - ; 2) (). = 4686 A), 

und dies in enger Fühlungnahme mit SüMMERFELD, zur Zeit, als dieser seine 
diesbezügliche Theorie entwickelte, untersucht. Die korrespondenzmäßigen 
Intensitätsschätzungen von KRAMERS stehen mit den PASCHENsehen Messungen 
im großen und ganzen im Einklange, bis auf eine sehr markante Ausnahme, auf 
die GounsMIT und UHLENBECK 3 sowie LANDE 4 hingewiesen haben. Die Kompo-

1 H. A. KRAMERS, Abh. d. Kopenh. Akad., 8. Reihe, Bd. 3. S. 285. 1919. 
2 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 901. 1916; Bd. 82, S. 689. 1927. 
3 S. GOUDSMIT U. G. E. UHLENBECK, Physica Bd. 5, S. 266. 1925. 
4 A. LANDE, briefliche Mitteilung an W. PAULI, vgl. ds. Handb., 1. Auf!., Bd. XXIII, 

S. 128. 
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nente 41 ~ 31 ist nach der Auswahlregel LI k = ±1 (Ziff. 9) verboten, auf den 
PASCHENsehen "Gleichstrombildern" aber doch vorhanden. Eine Erklärung 
ihres Auftretens durch einen beginnenden Starkeffekt ist ausgeschlossen, da 
nach KRAMERS in diesem Falle die Komponente 43 ~ 31 stärker sein müßte 
als 41 -+ 31 , was aber nicht zutrifft. Ganz analog kann man im Balmerspektrum 
bei H"' nach HANSEN 1 das beobachtete Auftreten der dem Auswahlprinzip wider
sprechenden Komponenten 31 -+ 21 durch einen Starkeffekt nicht erklären, da 
diese Erklärungsmöglichkeit von HANSEN durch besondere Versuche aus
geschlossen wurde. Wir werden auf dieses Versagen der Theorie noch in Ziff. 22 
zurückkommen. 

Die Größe der Feinstrukturkonstanten cx kann aus den Feinstrukturauf
nahmen ermittelt werden. Die oben angeführten Beobachtungen von PASCHEN 
bei den He-Linien und die von HANSEN bei den Balmerlinien stimmen mit (44a) 
vollständig überein. 

Wir wollen noch den Nachweis von GLITSCHER 2 erwähnen, daß die PASCHEN
sehen Feinstrukturaufnahmen ni.cht erklärt werden können, wenn statt der 
relativistischen Abhängigkeit der Masse von der Geschwindigkeit die ABRAHAM
sehe, dem starren Elektron entsprechende vorausgesetzt wird. 

Schließlich sei hier die glänzende Anwendung der SoMMERFELDsehen Fein
strukturformel (44) auf die Theorie der Röntgenspektren angeführt (vgl. Ziff. 24). 
Da die Röntgenspektren in der Nähe der hochgeladenen Kerne entstehen, wird 
hier die Feinstrukturaufspaltung nach (44a) wegen des Faktors Z4 riesig ver
größert. Beim Uran wird so eine etwa 70000000fache Vergrößerung gegenüber 
der H-Aufspaltung erreicht. Wir haben es hier demnach mit einer physikalischen 
Relation von einer fast beispiellosen Spannweite zu tun! 

12. Starkeffekt. Im Jahre 1913 entdeckte STARK die Aufspaltung der 
Spektrallinien durch ein elektrisches Feld. Insbesondere für die Balmerlinien 
des Wasserstoffs, die durch ein elektrisches Feld außerordentlich leicht beeinflußt 
werden, hat er sehr detaillierte und klare Aufspaltungsbilder erhalten können. 
Vom Standpunkte der älteren Quantentheorie wurde diese Erscheinung im Jahre 
1916 gleichzeitig und unabhängig voneinander von EPSTEIN 3 und ScHWARZ
SCHILD4 theoretisch erfaßt. Beide Arbeiten waren für die Formulierung der 
Quantenbedingungen von besonderer Bedeutung (vgl. Ziff. 6). EPSTEIN ent
wickelte an diesem Beispiele die Methode der Separation der Variablen, während 
ScHWARZSCHILD hier zum ersten Male die Uniformisierungsvariablen zur Quanti
sierung verwendete. Die Lösung des Problems gelang beiden Autoren dadurch, 
daß nach Einführung parabolischer Koordinaten die HAMILTON-jACOBische 
Differentialgleichung des Problems eine Separation der Variablen zuläßt. 

Im folgenden soll kurz skizziert werden, wie der Starkeffekt eines Ein
elektronenatoms nach BoHR 5 mit Hilfe der Störungsrechnung behandelt werden 
kann. Vorausgesetzt wird die vorrelativistische Mechanik und ein ruhender 
Kern. Wenn wir rechtwinklige kartesische Koordinaten x, y, z mit dem Ursprung 
im Kern benutzen, und die positive z-Achse in der Richtung des äußeren elek
trischen Feldes wählen, so wird die Störungsfunktion (vgl. Ziff. 7) durch die 
potentielle Energie Q des Elektrons im äußeren Felde, d. h. durch 

Q = ezC (48) 

1 G. HANSEN, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 558. 1925; vgl. auch N. A. KENT, L. B. TAYLOR 
u. H. PEARSON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 266. 1927. 

2 K. GLITSCHER, Ann. d. Phys. Bd. 52, S. 608. 1917. 
3 P. S. EPSTEIN, Phys. ZS. Bd. 17, S. 148. 1916; Ann. d. Phys. Bd. SO, S. 489. 1916. 
4 K. SCHWARZSCHILD, Berl. Ber. 1916, S. 548. 
5 N. 130HR, ~;. d. L. s. 98. 
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gegeben, wo C die Feldstärke bedeutet. Die weitere Behandlung des Problems 
wird dann durch den über die ungestörte Bewegung genommenen Mittelwert Q 
von !J bestimmt. Aus Symmetriegründen kann lJ nur von der Projektion des 
Feldes auf die Richtung der großen Achse abhängen. Bezeichnet{} den Winkel 
zwischen der Richtung des Feldes und der der großen Achse a (von Perihel zum 
Aphel) und s die numerische Ekzentrizität der Keplerellipse, so ergibt sich 

lJ = eCcos{}-~as. 

Diese potentielle Energie besitzt ein Elektron, das sich auf der großen Achse in 
der Mitte zwischen dem vom Kerne nicht besetzten Brennpunkt und dem Mittel
punkt der Ellipse befindet. Dieser Punkt wird als der elektrische Schwerpunkt 
der Bahn bezeichnet. Da lJ nach den Prinzipien der Störungsrechnung für d!e 
gestörte Bewegung konstant ist, so verbleibt der elektrische Schwerpunkt auf 
einer zum elektrischen Felde senkrechten Ebene. Die Gesamtenergie wird durch 
W = W 0 + lJ gegeben, wo W 0 die Energie des Atoms bei Abwesenheit des 
Feldes bedeutet. Da W 0 = konst. ist, so wird nach (36) und (37) die große 
Achse 2a und die mittlere Bewegung v durch das elektrische Feld in erster Nähe
rung nicht verändert. 

Die Störungsquantelung wird nach BoHR am einfachsten ohne Benutzung 
der Uniformisierungsvariablen in der folgenden Weise durchgeführt. Sind X, Y, Z 
die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes, so gilt zunächst nach dem 
soeben Gesagten: x2 + y2 + z2 = (tsa)2. z = konst. (49) 

Bezeichnet man weiter die Komponenten des Impulsmomentes p'P mit Px, Py, P., 
so wird nach (35), (36) und (37), da b = a y1 - s2 , 

Px2 + Pv2+ P.2 = (1- s2) (2nm0 a2 v) 2 , wobei P. = konst. (50) 

ist, wegen des achsensymmetrischen Charakters des gesamten Feldes. 
Da der Vektor des Impulsmomentes senkrecht auf der Bahnebene steht, 

wird X Px + YPy + ZP. = 0. {51) 

Weil aber nach dem Drehimpulssatz 

Px = eCY, 

ist, so gibt die Differentiation von (49) und (50) nach der Zeit 

(52) 

XX+ YY = -K2(PxPx+ PyPy) = -eCK2(YPx-X Py), K = 3 . {53) 4.nm0 va 
Diese Relation liefert aber zusammen mit der Gleichung 

PxX + PyY = o, 
die mit Rücksicht auf {52) aus (51) durch Differentiation nach der Zeit folgt, 
die Differentialgleichungen: 

X = e C K 2 P y , Y = - e C K 2 P x , 

welche mit Hilfe von (52) in die Bewegungsgleichungen für den isotropen ebenen 
harmonischen Oszillator übergehen: 

X= -e2C2K2X, y = -e2(]2K2Y. 

Seine Frequenz wird somit für einen durch die Quantenzahl n charakterisierten 
stationären Zustand des ungestörten Einelektronenproblems nach (36), (37), (40) 
und (53) gegeben durch * _ 3hn p 

V - 8 2Z--o. n em0 
{54) 
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Unter dem Einflusse des elektrischen Feldes vollführt also der elektrische 
Schwerpunkt der Keplerellipse in einer Ebene senkrecht zur Feldrichtung eine 
harmonische Schwingung wie ein ebener isotroper harmonischer Oszillator. 
Die Frequenz dieser Schwingung v* wird nach (54) eindeutig durch die Quanten
zahl n des ungestörten stationären Zustandes festgelegt. Daraus kann man. 
schließen, daß die Zusatzenergie Q hier in gleicher Weise wie bei einem harmoni
schen Oszillator durch Q- = shv* ( ± ± ) s = 0, 1, 2, ... 

bestimmt wird. Für die Energieniveaus W",, eines durch die beiden Quanten
zahlen n, s charakterisierten stationären Zustandes erhalten wir somit 

(55) 

Die Quantenzahl s besitzt eine sehr anschauliche Bedeutung. Nach (40) 

und (54) wird nämlich lJ = la".!_ec, so daß durch Vergleich mit (48) sich 
2 n 

der Abstand des Kernes von der zur Feldrichtung senkrechten Ebene, in der sich 

der elektrische Schwerpunkt befindet, gleich !5 = l a" .!_ ergibt, wobei !5 eben-
2 n 

so wie z positiv in der Feldrichtung zu nehmen ist. Da ~ a" die größtmögliche 

Entfernung des elektrischen Schwerpunktes vom Kerne bedeutet, so muß somit 
der Abstand der genannten Ebene vom Kerne ein ganzes Vielfaches s des n ten 
Teiles des Maximalabstandes betragen. Positive s entsprechen dabei Bahnen, 
deren elektrischer Schwerpunkt in der Richtung des äußeren Feldes liegt und 
negative s solchen, bei denen er sich in entgegengesetzter Richtung befindet. 
Aus der obigen anschaulichen Deutung folgt, daß I s I < n sein muß, und daß 
durch n und s noch keine Quantisierung des Impulsmomentes um die Feldachse 
gegeben ist. Eine solche ergibt sich erst, wenn man die Energiewerte in den 
stationären Zuständen einschließlich des Gliedes mit C2 bestimmt!. 

Die Auflösung der stationären Bewegungen in harmonische Komponenten 
hat KRAMERS 2 angegeben. Mit ihrer Hilfe kann man feststellen, daß Übergänge, 
bei denen sich die Summe n + s um eine gerade bzw. ungerade Zahl ändert, 
parallel bzw. senkrecht zum Felde polarisierten Komponenten entsprechen: 

A (n + s) =gerade: n-Komponente, 

Ll(n + s) =ungerade: a-Komponente. } (56) 

Stützt man sich auf den Energieausdruck einschließlich des Gliedes mit C2 und 
bezeichnet die dann auftretende, dem Impulsmoment um die Feldachse ent
sprechende Quantenzahl mit m, so geht (56) in die Auswahlregel (27) für ein 
achsensymmetrisches Feld über. Da aber (56) sich auf die erste und (27) sich 
auf die zweite Näherung stützt, so ist (56) insofern vorzuziehen, als selbst in 
dem Falle, wo durch ein weiteres Störungsfeld die auf der zweiten Näherung 
basierende Quantisierung außer Kraft gesetzt wird, (56) immer noch als gültig 
angesehen werden kann. 

Die Übereinstimmung der Auswahlregeln (56) und (27) mit den Beob
achtungen am Wasserstoff ist im allgemeinen ziemlich befriedigend, wenn auch 
einzelne Aufspaltungskomponenten erscheinen, die nach diesen Auswahlregeln 
verboten sind. Auch die von KRAMERS mit Hilfe des Korrespondenzprinzips 
geschätzten Intensitäten der Aufspaltungskomponenten geben im allgemeinen 

1 P. S. EPSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 51. S. 168. [1916. 
2 H. A. KRAMERS, 1. c. S. 300; vgl. auch R. T. BIRGE, Phys. Rev. Bd. 17, S. 589. 1921. 
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die scheinbar ganz unregelmäßige Intensitätsverteilung in den Aufspaltungs
bildern gut wieder, wenn auch hier Ausnahmen vorkommen, die durch Beob
achtungsfehler nicht erklärt werden können. Die Aufnahmen zeigen ganz deut
lich, daß die Bahnen mit m = 0 nicht auftreten. Das ist selbstverständlich, 
da dies Pendelbahnen sind, die durch den Kern hindurchgehen. Über die daraus 
für die ältere Quantentheorie entstehenden Schwierigkeiten vgl. Ziff. 8. 

Wie aus (55) und der Frequenzbedingung folgt, sind die Aufspaltungsbilder 
in erster Näherung zur ursprünglichen Linie symmetrisch. Aus dem Korrespon
denzprinzip ergibt sich die gleiche Symmetrie für die Intensitäten. Im Gegensatz 
dazu zeigt der Starkeffekt an Wasserstoff-Kanalstrahlen eine ausgesprochene 
Intensitätsdissymmetrie. Im Falle, daß die Flugrichtung der Kanalstrahlen mit 
der Richtung des äußeren Feldes übereinstimmt, sind die langweiligeren, im 
Falle entgegengesetzter Richtungen die kurzwelligeren Komponenten die inten
siveren. Aus dieser Tatsache kann man mit Hilfe von (55) leicht schließen, 
daß in den Kanalstrahlen diejenigen Bahnen häufiger strahlen, bei denen, 
in der Flugrichtung gesehen, der elektrische Schwerpunkt hinter dem Kerne 
liegt!. 

Der oben angegebene Ausdruck für den Starkeffekt "erster" Ordnung (55) 
wird von der neuen Quantenmechanik vollständig bestätigt. Hingegen ergibt 
diese letztere für den Starkeffekt zweiter Ordnung, d. h. für die mit tl2 proportionale 
Zusatzenergie einen Ausdruck, der sich von dem entsprechenden, durch die 
ältere Quantentheorie gegebenen etwas unterscheidet. Die Erfahrung ent
scheidet zugunsten der neueren Quantenmechanik 2• 

Die obigen Resultate gelten nur, wenn die Feinstrukturaufspaltung klein 
ist gegenüber der durch das elektrische Feld bewirkten; anderenfalls muß das 
Problem auf Grund der relativistischen Mechanik behandelt werden. Ein rela
tivistisches Wasserstoffatom in einem äußeren elektrischen Felde ist jedoch nicht 
mehr ein streng mehrfach periodisches System und kann daher insbesondere nicht 
nach der Methode der Separation der Variablen behandelt werden 3• Wohl kann 
man es aber in erster Näherung als ein Periodizitätssystem auffassen. Das ent
sprechende Störungsproblem wurde von KRAMERS 4 gelöst. Im Falle eines sehr 
schwachen elektrischen Feldes (Feinstrukturaufspaltung groß gegenüber Stark
effektaufspaltung) ist es zunächst anschaulich klar, daß in der Zusatzenergie das in 
tl lineare Glied verschwindet. Hier kann ja als Ausgangssystem das ungestörte 
relativistische Einelektronenproblem benutzt werden. Infolge der Periheldrehung 
der Keplerbahn wird dann aber der elektrische Schwerpunkt auf einem Kreise 
herumgeführt, so daß die Störungsenergie in erster Näherung verschwindet. Die 
Starkeffektaufspaltung wird daher, wie die Rechnung zeigt, proportional zu tl2• 

Da ferner im Ausgangssystem das Impulsmoment quantisiert ist, so ergibt sich 
hier nach Ziff. 7 eine Richtungsquantelung. Außerdem treten nun aber unter 
dem Einflusse des elektrischen Feldes neue Schwingungskomponenten in der 
Bewegung des Atoms auf, die korrespondenzmäßig Übergängen mit Llk = 0, ±2 
entsprechen und daher das Erscheinen neuer Feinstrukturkomponenten (vgl. 
Ziff. 9) bewirken, die der Auswahlregel Ll k = ±1 widersprechen. Im Grenzfalle 
eines starken äußeren Feldes erhält man in erster Näherung die Aufspaltung 
des nichtrelativistischen Atoms, in zweiter Näherung eine vom Felde unabhängige 

1 N. BoHR, Abh. S. 112; A. SoMMERFELD, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 17, S. 417. 1921; 
A. RuBrNowrcz, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 331. 1921. 

2 P. S. EPSTEIN, Science Bd. 64, S. 621. 1926; H. RAUSCH V. TRAUBENBERG u. R. GE
BAUER, ZS. f. Phvs. Bd. 54, S. 307. 1929; Bel. 56, S. 254. 1929. 

3 A. SoMMEJiFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916. Vgl. insbesondere S. 506. 
4 H. A. KRAMERS, ZS. f. Phys. Bd. 3, S. 199. 1920. 
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Verschiebung der einzelnen Komponenten von der Größenordnung der Fein
strukturaufspaltung, so daß das ganze Aufspaltungsbild nun nicht mehr streng 
symmetrisch ist. 

13. Zeemaneffekt. Die Quantentheorie des Zeemaneffektes haben unab
hängig voneinander SoMMERFELD 1 und DEBYE 2 mit Hilfe der Methode der Sepa
ration der Variablen entwickelt. Das Problem läßt sich sogleich für ein Atom 
mit mehreren Elektronen lösen. Um dessen HAMILTONsche Funktion anzugeben, 
gehen wir von seiner LAGRANGEschen Funktion aus. Das äußere Magnetfeld S) 
sei zeitlich konstant und sein Vektorpotential sei 12(, so daß S) = rotll( ist. Da 
auf ein Elektron von der Geschwindigkeit tJ und der Ladung - e die LoRENTzsche 
Kraft e Sl: = - -- [tJ S)] 

c 

wirkt, so lautet die LAGRANGEsche Funktion L des Problems bei Anwesenheit 
des äußeren Magnetfeldes - wie man leicht etwa in kartesischen Koordinaten 
verifizieren kann -

L = L 0 - ~ ~ (tJkll(), (57) 
k 

wo L 0 die LAGRANGEsche Funktion des Atoms bei Abwesenheit des Feldes be
deutet. Die kanonischen Impulse werden dann nach (4) durch 

oL o ~ e 
Pi = oqi = Poi- a q; ...:::.,; c (ok m) 

k 

(58) 

bestimmt, wenn wir mit Poi = o:JL·o die kanonischen Impulse ohne äußeres Feld 
uq; 

bezeichnen. Man kann dann leicht zeigen, daß die nach (4) gebildete HAMILTON
sche Funktion H (p, q) exakt die Bedeutung der Gesamtenergie des Systems beim 
Vorhandensein des äußeren Magnetfeldes besitzt, und daß weiterhin bei Ver
nachlässigung von quadratischen Gliedern in IJ.( 

H(p, q) = H0 (P, q) + ~ ~ (tJkiJ.() (59) 
k 

wird, wobei H 0 (p, q) mit der HAMILTONschen Funktion des ungestörten Systems 
identisch ist. 

Für ein homogenes Magnetfeld S) wird speziell: 

m = HS)rJ, 

so daß man für das in L und H [Gleichung (57) und (59)] auftretende Zusatz
glied erhält: 

e 
)U=2--S). 

m 0c 
(60) 

Man kann nun zeigen, daß in einem Koordinatensystem, das mit der Winkel
geschwindigkeit tu um eine durch den Kern hindurchgehende Achse rotiert, 
die Bewegungsgleichungen - bei Vernachlässigung der Glieder mit tu 2 - mit 
den Bewegungsgleichungen im ruhenden Koordinatensystem bei Abwesenheit 
des Feldes S) identisch werden. Denkt man sich nämlich "ruhende" Zylinder
koordinaten (!k, (/Jk> zk gegeben, deren z-Achse durch den Kern hindurchgeht 

1 A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916. 
2 P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 17, S. 507. 1916. 
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und die Richtung von SJ besitzt, und drückt L in den um diese Achse mit der 
Winkelgeschwindigkeit tu "rotierenden" Zylinderkoordinaten 

eA: = e~c. IJ?k = IJ?k -ltuJt, zA, = zk 

aus, so wird, da die potentielle Energie des Systems nur von den relativen Azimuten 
f/Jk - rp;.. = rpA, - rp';. abhängt, L (eA,, rpA,, zA,) bis auf Glieder mit tu 2 gleich L0 (e~c, f/Jk, z~c). 

Daraus kann man aber auf das LARMORsche Theorem1 schließen: Vernach
lässigt man kleine, dem Quadrat der Feldstärke proportionale Größen, so unter
scheiden sich die möglichen Bewegungen eines isotropen Elektronensystems in 
einem äußeren homogenen magnetischen Felde SJ von den möglichen Bewegungen 
bei Abwesenheit des Feldes nur um eine gleichförmige Drehung des ganzen 
Systems, die um eine zu SJ parallele und durch den Kern hindurchgehende Achse 
mit der Winkelgeschwindigkeit tu erfolgt. 

Darüber hinausgehend hat LANGEVIN 2 gezeigt, daß bei adiabatischer Her
stellung eines homogenen magnetischen Feldes infolge des dabei auftretenden 
elektrischen Feldes eine solche Bewegung resultiert, daß einfach über die Be
wegung des Systems, die ohne Magnetfeld stattfinden würde, in jedem Augen
blick sich die LARMORsche Drehung tu überlagert. 

Führt man nun neben rp1 die relativen Azimute f/Jk - rp1 = rpZ (k = 2, 3, ... ) 
als neue Variable ein, so ist der zu rp1 kanonisch konjugierte Impuls p'P nach 
(58) und (60) durch 

P'P = Poq; -JtuJl:,'moei = l:,'moe~(<P~c -JtuJ) 
k k 

gegeben, wo Poq; = 'L,m0e~lflc das Impulsmoment um SJ im ruhenden System 
ohne Feld bezeichnet. p'P entspricht daher im rotierenden System der Impuls
momentkomponente des Atoms um die Feldachse. Das Zusatzglied (60), das 
I tu IPoq; darstellt, kann daher, wenn wir konsequent auch weiterhin Glieder mit 
tu 2 vernachlässigen, durch I tu IP'P ersetzt werden. Wir erhalten dann nach (59) 
und (60) I I H(p, q) = H0 (P, q) + tu Pq;· (61) 

Da rp1 wegen der axialen Symmetrie unseres Problems in H (p, q) nicht auftritt, 
ist p'P konstant. 

Die Quantelung von (61) liefert nun in erster Näherung, d. h. in Anwendung 
auf H 0 (p, q), die gleichen Energiewerte für die stationären Zustände wie im 
feldfreien Falle. Die Quantelung des Zusatzgliedes in (61) ergibt dann nach (16) 
die Änderung der Energie des Atoms unter dem Einflusse des magnetischen 
Feldes: h e 

L1W= ltuJm2n=m4ncmolSJJh. (62) 

Da nach dem Korrespondenzprinzip für die azimutale Quantenzahl m die 
Auswahlregel (27) gilt, so ergibt (62) bei transversaler Beobachtung für das 
Aufspaltungsbild ein linearpolarisiertes LORENTZsches Triplett mit der normalen 

Aufspaltung LI 'l'norm = _e_l SJ J , bei longitudinaler Beobachtung das ent-4ncm0 
sprechende zirkular polarisierte Dublett, und zwar mit Rücksicht auf den Zu
sammenhang (60) zwischen SJ und tu mit dem richtigen Polarisationssinn. 

Das obige Ergebnis beansprucht seiner Ableitung nach eine allgemeine Gültig
keit für alle Atomspektren und steht somit im krassesten Widerspruch mit der 
Erfahrung, die im allgemeinen "anomale" Zeemaneffekte mit viel komplizierteren 
Aufspaltungsbildern liefert. Wie in Ziff. 23 näher ausgeführt wird, ist dieses 

1 J. J.LARMOR, Phil.Mag. Bd. 44, S. 503. 1897; AetherandMatter, 8.341. Cambridge 1900. 
2 P. LANGEVIN, Ann. de chim. et phys. Bd. 5, S. 70. 1905. 
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vollständige Versagen von (62) vor allem auf die Nichtberücksichtigung des 
Elektronenspins in den obigen Überlegungen zurückzuführen. Dieser macht sich 
auch schon im Wasserstoff- und Heliumfunken-Spektrum bemerkbar. SoMMER
FELD 1 zeigte nämlich durch Behandlung des Einelektronenproblems auf Grund der 
relativistischen Mechanik, daß die einzelnen Feinstrukturkomponenten im 
Magnetfeld unabhängig voneinander in ein LoRENTzsches Triplett aufgespalten 
werden sollten. Während zunächst H. M. HANSEN und J ACOBSEN 2 im Helium
funkenspektrum eine Übereinstimmung mit SoMMERFELDs Theorie insbesondere 
bei kleinen Feldstärken fanden, ergaben dann weitere sehr präzise Untersuchungen 
von ÜLDENBERG 3 sowie von FöRSTERLING und G. HANSEN 4 , daß bei der H"'-Linie 
im Gegensatz zu SoMMERFELDs Ergebnis ganz entschieden ein Paschen-Back
Effekt festzustellen ist. Nach GouDSMIT 5 zeigt eine nähere Diskussion der Ver
suche von H. M. HANSEN und jACOBSEN, daß sie den Ergebnissen der zuletzt 
angeführten Arbeiten nicht direkt widersprechen. 

LIW kann auch als die Energie eines magnetischen Dipols im Felde Sj auf
gefaßt werden. Wird das Dipolmoment mit Wl bezeichnet, so gilt 

LIW =- (Wl&j). (63) 
Eine elementare Betrachtung zeigt nun, daß zwischen Wl und dem gesamten 
Impulsmoment des Atoms 0 in Übereinstimmung mit (62) und (63) die Beziehung 

e 
Wl=~- 0 ~ 2m0 c 

besteht. Ein Atom, dessen Impulsmoment 0 den kleiastmöglichen Wert hj2n 
aufweist, besitzt somit ein magnetisches Moment vom Betrage 

M -~ (65) 0 - 4.nm0 c' 

das als BoHRsches Magneton bezeichnet wird. 
Von besonderer Bedeutung war für die ältere Quantentheorie (vgl. Ziff. 8) 

der Fall, wo gleichzeitig ein homogenes elektrisches und ein ebensolches magneti
sches Feld auf ein Einelektronenatom einwirken. Wir gehen auf die allgemeine 
Behandlung dieses Problems, die von EPSTEIN, KLEIN und LENZ 6 gegeben wurde, 
nicht ein, sondern besprechen nur kurz den Fall, wo auf das Wasserstoffatom 
ein magnetisches Feld Sj und ein dazu senkrecht stehendes schwaches elektrisches 
Feld @ gleichzeitig einwirken. Da durch das magnetische Feld der elektrische 
Schwerpunkt der Keplerbahn in einem Kreise herumgeführt wird, der in einer 
durch @ gehenden Ebene liegt, verschwindet in erster Näherung die vom elek
trischen Felde herrührende Zusatzenergie, und die Aufspaltung ist die gleiche 
wie beim einfachen Zeemaneffekt. Das Vorhandensein des elektrischen Feldes 
äußert sich aber im Auftreten von neuen Fourierkomponenten, deren Amplituden 
zu I Q; I proportional sind und die korrespondenzmäßig bei den n-Komponenten 
LI m = ± 1 und bei den a-Komponenten LI m = ± 2 entsprechen. Für stärkere Fel
der Q; sind noch weitere Aufspaltungskomponenten zu erwarten. In der Tat konnte 
BoHR 7 auf der Reproduktion einer von PASCHEN und BACK erhaltenen Aufnahme 
des Wasserstoff-Zeemaneffektes, bei der eine senkrecht zum magnetischen Felde 

1 A. SOMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916. 
2 H. M. HANSEN u. ]. C. JACOBSEN, Math. Fys. Medd. (Kopenhagen) Bd.3, Nr.11. 1921. 
a C. ÜLDENBERG, Ann. d. Phys. Bd. 67, S. 253. 1922. 
4 K. FöRSTERLING u. G. HANSEN, ZS. f. Phys. Bd. 18, S. 26. 1923. 
5 S. GouDSMIT, vgl. W. PAULI, ds. Handb., 1. Aufl., Bd. XXIII, S. 155. 
6 P. S. EPSTEIN, Phys. Rev. Bd. 22, S. 202. 1923; 0. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd. 22, 

S. 109. 1924; W. LENZ, ebenda Bd. 24, S. 197. 1924; vgl. W. PAULI, 1. c. S. 162, Anm. 1. 
7 N. BOHR, Q. d. L. S. 140. 
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stehende Geislerröhre verwendet wurde, das Vorhandensein von Linien mit der 
doppelten normalen Aufspaltung erkennen. Auf den Originalaufnahmen sind 
sogar die Komponenten mit der dreifachen normalen Aufspaltung zu sehen 1• 

14. Die optischen Spektren der Atome mit mehreren Elektronen. Die 
Ermittlung der exakten Energiewerte der stationären Zustände von Atomen mit 
mehreren Elektronen auf Grund der in Ziff. 6 dargestellten Quantenbedingungen 
stellt ein mathematisch sehr kompliziertes Problem dar. Empirisch lassen sich 
jedoch die Energieniveaus der optischen Spektren sehr einfach darstellen. Für 
ein (N- 1)fach ionisiertes Atom gilt nach RYDBERG und Rnz die empirische 

Darstellung 2 E = -h RN2. n* = n' + (J + i~~_ + . . . (66) 
n n* 2 ' 1 n'2 

R ist die RYDBERGsche Konstante, n* wird als die effektive Quantenzahl, n' als 
die Laufzahl und schließlich die Konstanten Cl1 bzw. Cl 2 als die Rydberg- bzw. 
Ritzkorrektion bezeichnet. Die Tatsache, daß (66) mit den Energiewerten des 
Wasserstoffatoms eine große Ähnlichkeit zeigt, führte BoHR 3 zu der später in 
der weitaus überwiegenden Mehrheit der Fälle bestätigten Vermutung, bei der 
Entstehung der optischen Spektren komplizierterer Atome spiele ein einzelnes 
Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle. Er nimmt an, dieses Elektron 
befinde sich während des größten Teiles seiner Umlaufszeit weit weg von den 
übrigen Elektronen des Atoms, die zusammen mit dem Kerne als der Atomrest 
oder Atomrumpf bezeichnet werden. Hier steht es dann in erster Näherung 
unter dem Einfluß einer CouLOMBsehen Kraft, die einer punktförmigen im Kern 
konzentrierten Ladung +Ne entspricht. Auf diese Weise wird das Auftreten 
der RYDBERGschen Konstante in Gleichung (66) sowie die Abhängigkeit des En 
vom Ionisierungszustande des Atoms verständlich. 

Des näheren muß man jedoch mit BOHR 4 zwei Typen von Bahnen des 
Leuchtelektrons unterscheiden: Außen- und Tauchbahnen oder, in BoHRs Be
zeichnung: Bahnen erster und zweiter Art. Bei den Außenbahnen verbleibt 
das Leuchtelektron stets außerhalb des Atomrumpfes, bei den Tauchbahnen 
dringt es in den letzteren ein. Bei beiden Bahntypen kann man annehmen, daß 
die Wirkung des Atomrumpfes auf das Leuchtelektron in erster Näherung durch 
ein Zentralfeld beschrieben wird. In diesem Falle ist die Bewegung des Leucht
elektrons eine ebene, und wegen der Symmetrie des Problems werden die Quanten
bedingungen wie beim relativistischen Wasserstoffatom durch (12) gegeben. 
Ein stationärer Zustand wird also durch zwei Quantenzahlen n, und k oder durch 
die "Hauptquantenzahl" n = n, + k und die "Nebenquantenzahl" k festgelegt, 
wobei k nach (12) das Impulsmoment des Leuchtelektrons bestimmt. Die 
Energiewerte der stationären Zustände En, 1c und damit auch die ihnen nach (2) 
zugeordneten Spektralterme Tn,lc = -En~cfh kann man nun mit Rücksicht 
darauf, daß alle Quantenzahlen positiv sind und daher k < n sein muß, in das 
Schema ordnen: T T T T T 

11' 21' 31 ' 41 ' 61 ' • • • 

T22· Ta2• T42• Ts2• · · · 
Taa• T4a• Tsa• · · · 

T4,, Ts4• · · · 
Ts:;• · · · 

1 Vgl. A. SoMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien, 3. Auf!., S. 370, Anm. 1. 

(67) 

2 Auf die Abhängigkeit der Spektralterme von der "effektiven Ladung" N des Rumpfes 
wurde zuerst von N. BoHR (Abh. S. 115) hingewiesen. Spektren, die der effektiven Ladung N 
entsprechen, bezeichnet BOHR als Spektren Nter Art. Das Spektrum zweiter Art von Li 
ist z. B. das Spektrum von Li+ und wird abgekürzt als das Li !I-Spektrum bezeichnet. 

3 N. BOHR, Abh. s. 11, 80 u. 115; Q. d. L. s. 144. 
4 N. BoHR, Nature Bd. 107, S. 104. 1921; Aufs. S. 107. 
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Da nach dem Korrespondenzprinzip für ein Zentralfeld bei ebenen Bahnen 
die modifizierte Auswahlregel (26) LI k = ± 1 gilt, so kombinieren miteinander 
bei Nichtvorhandensein äußerer Kraftfelder stets nur die Spektralterme zweier 
aufeinanderfolgender Zeilen. Das Termschema (67) wird nach dem Obigen bei 
jedem Zentralfeld auftreten. Beim Vergleich von (67) mit den empirisch gegebenen 
Termschemen ist jedoch Vorsicht geboten. Insbesondere darf bei den Tauch
bahnen die empirische Laufzahl n' nicht mit der Hauptquantenzahl n identifi
ziert werden. 

Bei den Außenbahnen kann man mit SoMMERFELD1 annehmen, daß das 
Potential des Zentralfeldes, in dem sich das Leuchtelektron bewegt, nur wenig 
von dem CouLOMBsehen Potential -Ne2fr verschieden ist. Das Zusatzfeld 
kann man dann als eine nach absteigenden Potenzen von r verlaufende Potenz
reihe ansetzen, und erhält so in entsprechender Näherung die RYDBERG-Rnz
schen Energieniveaus (66). Dabei besitzt n' in (66) die Bedeutung der Haupt
quantenzahl der ungestörten, dem CouLOMBsehen Potential- N e2fr entsprechenden 
Keplerbahn und die Korrektionen <51 und <'l 2 erweisen sich nur von der Quanten
zahl k, nicht aber von n abhängig. Im Falle einer Außenbahn kann man daher 
die empirisch gegebenen mit s, p, d, f bezeichneten Spektraltermfolgen der Reihe 
nach mit den Termfolgen der einzelnen Zeilen in (67) identifizieren. Es beginnen 
dann der Erfahrung entsprechend die Termfolgen s, p, d, . . . der Reihe nach 
mit den Laufzahlen 1, 2, 3 ... , und es kombinieren bei Abwesenheit von Störungs
feldern stets nur zwei in der Reihe s, p, d, ... aufeinanderfolgende Termfolgen 
miteinander. 

Die zur CouLOMBsehen Kraft hinzutretende Zusatzkraft rührt nach BoHR 2 

hauptsächlich davon her, daß das Leuchtelektron auf den Rumpf eine polari
sierende Wirkung ausübt. Bedeutet lX die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes, 
d. h. das Dipolmoment, das in dem Atomrumpf eine elektrische Feldstärke 1 
induziert, so wird das Feld efr2 des Leuchtelektrons ein Dipolmoment M = lXejr2 
des Rumpfes hervorrufen. Da der positive Pol dieses Momentes gegen das Leucht
elektron hin gerichtet ist, so wird das letztere mit der Kraft 2M efr3 = 2lXe2fro 
angezogen. Wird die Quantisierung unter Zugrundelegung dieser Störungskraft 
durchgeführt, so findet man nach BoRN und HEISENBERG 3 in erster Näherung 

(66a) 

wo a1 den Radius der einquantigen Wasserstoffbahn bezeichnet. Die empirischen 
Korrektionen der Spektralterme, insbesondere die der Alkalimetalle, sprechen im 
großen und ganzen zugunsten der obigen Auffassung. 

Es sei hier noch auf eine Bemerkung von ScHRÖDINGER 4 hingewiesen. In 
einem elektrostatischen Felde sollte sich die Polarisierbarkeit lX als eine positive 
Größe ergeben. In Wirklichkeit ist aber der Atomrumpf dem Wechselfelde des 
umlaufenden Elektrons ausgesetzt, und es ist daher für lX hier ebenso wie unter 
dem Einflusse von Lichtwellen, eine Dispersion zu erwarten. Für kleine erregende 
Frequenzen des Leuchtelektrons sollte sich lX als positiv erweisen, bei der An
näherung an die Resonanzstelle stark anwachsen und dann hier in einen großen 
negativen, mit wachsender Frequenz des Leuchtelektrons immer kleiner werden
den Wert umschlagen. Ein solcher Tatbestand findet sich nach ScHRÖDINGER 
im AI+-Spektrum, aber doch mit einem sehr charakteristischen Unterschiede. 

1 A. SoMMERFELD, Münchener Ber. 1916, S. 131. 
s N. BOHR, Atombau. 
3 M. BORN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 23, S. 388. 1924. 
4 E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 77, S. 43. 1925. 
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Es macht sich hier nämlich eine Resonanz zwischen zwei Übergangsfrequenzen 
bemerkbar zwischen der Frequenz, die das Leuchtelektron bei einem Übergang 
aus einem f- in den 3d-Zustand emittiert und der Frequenz, die das Leucht
elektron des Rumpfes beim Übergang von dem 2p- in den 1 s-Zustand aussendet. 
Dabei kann das Rumpfspektrum angenähert mit dem von Al++ identifiziert 
werden. Wir haben es hier also mit einem klassischen Beispiel für das prinzipielle 
Versagen der Mechanik bei der Festlegung stationärer Zustände zu tun. Ent
scheidend sind für die Resonanz nicht die klassischen Umlaufs-, sondern die 
quantentheoretischen Übergangsfrequenzen. Vgl. übrigens die analogen Ver
hältnisse bei der Dispersion der Lichtwellen Ziff. 20. 

Bei den Tauchbahnen, deren Theorie zuerst von ScHRÖDINGER1 entwickelt 
wurde, steht das Elektron, solange es sich außerhalb des Atomrumpfes befindet, 
genau wie bei den Außenbahnen unter dem Einflusse einer nur wenig gestörten 
CouLOMBscl~en Kraft Ne 2 jr 2• Dringt aber das Leuchtelektron in den Atomrumpf 
ein, so ist es hier angenähert den gleichen Kräften wie ein Elektron des Atom
rumpfes ausgesetzt. Außerhalb des Rumpfes wird daher die Bahn des Leucht
elektrons nahezu als ein Teil einer Keplerellipse aufzufassen sein, im Inneren 
aber im allgemeinen von einer Keplerbewegung ziemlich stark abweichen. Wie 
der innere Teil der Bahn aber auch beschaffen sein mag, jeder einzelne Durchgang 
des Leuchtelektrons durch den Rumpf verdreht die äußere Bahnschlinge des 
Elektrons um ein und denselben Winkel. Da wir das Kraftfeld hier als ein Zentral
feld schematisieren, gelten die Quantenbedingungen (12), die jeder Bahn eine 
Hauptquantenzahl n = n, + k und eine Nebenquantenzahl k zuordnen. Es 
entsteht nun die Frage nach dem Zusammenhange zwischen der Hauptquanten
zahl n der Bahn und ihrer empirisch nach (66) gegebenen effektiven Quanten
zahl n*. Teilt man die gesamte Bahnschlinge, über die die Integration in dem 
radialen Wirkungsintegral J p,dr zu erstrecken ist, in zwei Teile: in eine äußere 
Schlinge Sa und eine innere S;, so kann man nach BoHR 2 die beiden Teilintegrale in 

jp,dr + jp,dr = (n- k)h (68) 
Sa S; 

leicht abschätzen. Das erste Integral ist nur wenig kleiner als das radiale Wir
kungsintegral über die zu einem vollen Umlauf ergänzte äußere Keplerellipse. 
Dieses letztere berechnet sich aber zu 

(n*- k)h, (68a) 

weil wir es hier außerhalb des Rumpfes mit einer Keplerellipse zu tun haben, 
der nach (66) die (nichtganzzahlige) Hauptquantenzahl n* zuzuordnen ist. Das 
zweite Teilintegral über die innere Bahnschlinge S; wird nur wenig größer sein 
als das radiale Wirkungsintegral 

(n(i)- k)h, (68b) 

der größten noch ganz innerhalb des Rumpfes verlaufenden Quantenbahn eines 
Rumpfelektrons mit der gleichen Nebenquantenzahl k. Diese Annahme wird 
dadurch nahegelegt, daß die beiden in Rede stehenden Bahnen ungefähr dem 
gleichen Variabilitätsbereich von r entsprechen und die p,-Werte bei gleichen k 
nur wenig verschieden sind. Aus (68), (68a) und (68b) folgt aber 

n* "'n- (n(i)- k). (66b) 

Die effektive Quantenzahl n* einer Tauchbahn unterscheidet sich also von 
ihrer Hauptquantenzahl n um die radiale Quantenzahl (n<i) - k) der größten 

1 E. ScHRÖDINGER, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 347. 1921. 
2 Vgl. M. BoRN, Vorl. üb. Atommechanik Bd. I, S. 198. Berlin 1925. 
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ganz im Inneren des Atomrumpfes verlaufenden Bahn eines Rumpfelektrons 
mit der gleichen Nebenquantenzahl k. Da die radiale Quantenzahl (n(i) - k) 
stets positiv ist, ist die effektive Quantenzahl n* einer Tauchbahn stets kleiner 
als ihre Hauptquantenzahl n. Bahnen mit der azimutalen Quantenzahl k, deren 
Hauptquantenzahl n kleiner ist als (n(i) - k) müßten ganz im Innern des Atom
rumpfes verlaufen. Im Falle der Tauchbahnen wird also ein Teil der Quanten
bahnen des Leuchtelektrons und damit auch ein Teil des optischen Term
schemas (67) vom Atomrumpfe sozusagen verschluckt. Es sei hier noch bemerkt, 
daß n(i) im allgemeinen keine ganze Zahl ist, also nur einer mechanisch, nicht 
aber quantentheoretisch möglichen Bahn entsprechen muß. 

Die Dimensionen und die Gestalt einer Außenbahn des Leuchtelektrons 
sowie die der äußeren Schlinge einer Tauchbahn kann man leicht abschätzen. 
Da das Leuchtelektron in diesen beiden Fällen sich in einem nahezu CouLOMB

sehen Felde bewegt, kann die Bahn als eine Keplerellipse aufgefaßt werden, 
die durch die Hauptquantenzahl n* und die Nebenquantenzahl k festgelegt 
wird. Ihre große Halbachse a und ihr Parameter p werden dann nach (40) und 
(47) zu 

bestimmt. 

a = ~1 n*2 N ' 
p = ~lk2 

N (69) 

(69) kann als Kriterium zur Entscheidung der Frage dienen, ob ein be
stimmter Spektralterm einer Außen- oder einer Tauchbahn entspricht. Der 
Perihelabstand des Leuchtelektrons, der bei nicht allzu stark exzentrischen 
Keplerellipsen praktisch gleich dem halben Parameter p ist, muß offenbar bei 
den Außenbahnen größer, bei den Tauchbahnen kleiner sein als der Radius 
des Atomrumpfes, der z. B. mittels der Gittertheorie der Festkörper abgeschätzt 
werden kann. Weitere Kriterien ergeben sich aus einem detaillierteren Aufbau 
der Theorie der Außen- und Tauchbahnen, worauf wir hier nicht näher eingehen 
können1• 

Beim Starkeffekt der soeben behandelten optischen Serienspektren 2 sind im 
allgemeinen ähnliche Verhältnisse wie beim Starkeffekt des relativistischen 
Wasserstoffatoms (Ziff. 12) zu erwarten. In schwachen elektrischen Feldern 
wird ein quadratischer, in starken ein linearer Starkeffekt auftreten. Mit Rück
sicht auf die Schnelligkeit der Periheldrehung (ihr entspricht ja korrespondenz
mäßig die Serienstruktur, die Aufspaltung eines Wasserstoffterms in die s-, p-, 
d-, ... Terme) kommt aber praktisch nur der quadratische Starkeffekt in Frage 
(vgl. auch Ziff. 20). 

Wir haben bisher angenommen, daß die Spektrallinien bei einem Übergange 
zwischen zwei stationären Zuständen des Atoms entstehen, die sich im wesent
lichen nur durch den Quantenzustand eines einzigen Elektrons, des Leucht
elektrons, unterscheiden. Es kann aber vorkommen - um den nächst kompli
zierteren Fall ins Auge zu fassen-, daß außer dem Leucht- auch noch ein Rumpf
elektron angeregt wird und nun bei einem Quantenübergang beide Elektronen 
ihre Quantenzustände ändern. Wird nur das Leuchtelektron angeregt, so konver
gieren alle Termfolgen gegen ein und denselben Grenzwert, der offenbar dem 
ionisierten Zustande des Atoms entspricht. Bei der von uns benutzten Nor-

1 Vgl. auch A. TH. VAN URK, ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 268. 1923; A. SOMMERFELD u. 
G. WENTZEL, Handb. d. Radiologie Bd. VI, S. 189; s. fernerE. FuEs (ZS. f. Phys. Bd. 11, 
S. 364. 1922) und G. WENTZEL (ebenda Bd. 19, S. 53. 1923), wo "partiell eindringende" 
Bahnen untersucht werden. Von solchen Bahnen spricht man in dem Falle einer Termserie 
(z. B. beim Al oder Hg), deren erste Glieder Außen-, deren weitere aber Tauchbahnen ent
sprechen. 

2 R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 332. 1922; W. THOMAS, ebenda Bd. 34, S. 586. 1925: 
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mierung der Energieniveaus z. B., die der beim Einelektronenproblem (Ziff. 10) 
und auch der RYDBERG-Rnzschen Darstellung der Termwerte entspricht, 
konvergieren die Terme gegen den Grenzwert Null. Wird aber auch ein 
Rumpfelektron in bestimmter Weise angeregt, dann müssen offenbar die ent
sprechenden Folgen der Energiewerte gegen einen Grenzwert gehen, der um 
die Anregungsenergie des Rumpfelektrons größer ist als der entsprechende 
Grenzwert bei alleiniger Anregung des Leuchtelektrons. Die Spektralterme mit 
einem angeregten Rumpfelektron werden daher sehr anschaulich als verschobene 
Terme oder im Anschluß an die Autoren, die sie zuerst gefunden haben, als 
gestrichene Terme bezeichnet. Übergänge zwischen einem verschobenen und einem 
nichtverschobenen Energieniveau finden, wie man korrespondenzmäßig plausibel 
machen kann, nur dann statt, wenn die Quantenzahl k des einen angeregten 
Elektrons sich um L1 k = ± 1, die des anderen um L1 k = 0, ± 2 ändert!. Diese 
Bedeutung der verschobenen Terme wurde, nachdem schon vorher GROTRIAN 2 

ein ähnliches Vorkommnis beim Ne festgestellt hatte, im Falle der Erdalkalien 
von WENTZEL 3 sowie von RUSSEL und SAUNDERS 4 gefunden. 

Die Voraussetzung der Überlegungen dieser Ziffer, der summarischen Ersatz 
der Einwirkung der Rumpfelektronen auf das Leuchtelektron durch ein zentral
symmetrisches Feld, bedingt, daß für das Leuchtelektron exakt die Gesetze der 
Erhaltung von Energie und Impulsmoment gelten. Vom Standpunkte der 
Mechanik ist das für einen einzelnen Massenpunkt eines Mehrkörperproblems 
sicher nicht der Fall. Andererseits ermöglicht diese Idealisierung, die Zustände 
des Leuchtelektrons durch die beiden Quantenzahlen n, k festzulegen, was sich 
auch in der Theorie der Röntgenspektren und des periodischen Systems der 
Elemente durchaus bewährt hat. Eine solche Zuordnungsmöglichkeit der Quan
tenzahlen zu einzelnen Elektronen im Atom ist durch die Quantisierungsvor
schriften der Periodizitätssysteme (Ziff. 6), die ja nur den Zustand des Atom
systems als Ganzes charakterisieren, nicht gegeben. BoHR 5 sieht daher in dem 
Auftreten der individuellen Elektronenquantenzahlen ein Anzeichen für das 
prinzipielle Versagen der mechanischen Gesetze bei der Beschreibung der gegen
seitigen Wechselwirkungen von Elektronen in Mehrelektronensystemen, ganz 
analog wie uns die gewöhnliche Mechanik bei der Beschreibung des Zusammen
~Stoßes eines freien Elektrons mit einem Atomsystem (FRANCK-HERTZscher Ver
such, Ziff. 5) im Stiche läßt. 

Am auffallendsten zeigte sich das Versagen der gewöhnlichen Mechanik bei 
der Behandlung des einfachsten hierhergehörigen Problems, beim He-Atom. So 
war es trotz vieler darauf abzielender Versuche nicht möglich, ein Modell dieses 
Atoms im Normalzustande anzugeben, das die gemessene Ionisierungsspannung 
liefern würde 6• Ebenso ergaben die mittels der Störungstheorie durchgeführten 
Berechnungen der angeregten Energieniveaus 7 Spektralterme, die mit den em
pirisch gegebenen gar nicht übereinstimmten. 

Nach den obigen Überlegungen sind alle Spektralterme als einfach anzu
sehen. In Wirklichkeit sind sie aber im allgemeinen mehrfach (Multiplettstruktur). 
Dieser Widerspruch hat seine Ursache vor allem in der Nichtberücksichtigung 
des Elektronenspins, worauf wir noch in Ziff. 21 und 23 zurückkommen werden. 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 841. 1925; vgl. auch die'LAPORTEsche Regel 
(Ziff. 23). 

2 W. GROTRIAN, ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 116. 1922. 
3 G. WENTZEL, Phys. ZS. Bd. 24, S. 104. 1923; Bd. 25, S. 182. 1924. 
4 H. N. RussEL u. F. A. SAUNDERS, Astrophys. Journ. Bd. 61, S. 38. 1925. 
5 N. BOHR, Grundpost. S. 134. 
6 H. A. KRAMERS, ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 312. 1923. 
7 M. BORN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 16, S. 229. 1923; Bd.25, S. 175. 1924. 

Handbuch der Physik. 2, Auf!, XXIV/I. 4 
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15. Röntgenspektren. Die optischen Spektren können uns nach den Dar
legungen der vorigen Ziff. 14 über die Zustände der Rumpfelektronen keine 
Auskunft erteilen. Für diesen Zweck bewähren sich die Röntgenspektren als 
zuverlässige Wegweiser. Im folgenden sei aber nur eine ganz summarische Über
sicht dieses Gebietes gegeben. 

Seit den Untersuchungen von BARKLA war es bekannt, daß die chemischen 
Elemente zwei in der Härte scharf sich unterscheidende Arten von charakte
ristischen Röntgenstrahlen emittieren, von denen BARKLA die härtere als die K
und die weichere als die L-Strahlung bezeichnete. Als MoSELEY (vgl. Ziff. 10) zuerst 
systematisch eine Reihe von im periodischen System aufeinanderfolgenden 
Elementen röntgenspektroskopisch untersuchte, fand er in der K- und L-Strah
lung je zwei offenbar als Anfangsglieder von Serien aufzufassende Linien, deren 
Schwingungszahlen sich innerhalb der Genauigkeitsgrenzen seiner Messungen 
durch den Ausdruck 

(70) 

darstellen ließen, wenn Z die Ordnungszahl des betreffenden Elementes und R 
die Rydbergkonstante bedeutet. Für die K-Linien ist dabei n 0 = 1 und n = 2, 3 
und für die L-Linien n 0 = 2 und n = 3, 4 zu setzen. Die "Abschirmungszahlen" 
a erwiesen sich als annähernd konstant. Schon hier tritt uns einer der charakte
ristischen Unterschiede zwischen Röntgen- und optischen Spektren entgegen: 
Die Röntgenlinien der einzelnen Elemente besitzen nach (70) die gleiche An
ordnung und sind nur von der Kernladungszahl Z der Elemente, nicht aber von 
ihrer Lage im periodischen System abhängig. Später wurden noch weitere Serien 
entdeckt, die man mit M, N, ... bezeichnete. 

Auf Grund dieses experimentellen Befundes hat MosELEY den Schluß ge
zogen, daß wir es hier mit Elektronenübergängen in der Nähe des Zfach ge
ladenen Kernes zu tun haben, dessen hohe Ladung den Einfluß der Wechsel
wirkungskräfte zwischen den Elektronen bei weitem überwiegt. Dieser letztere 
kommt nur in der Abschirmungszahl a zum Ausdruck. Es ist klar, daß in je 
größerer Kernnähe die Elektronenbahn verläuft, um so weniger die Einwirkung 
der übrigen Elektronen zur Geltung kommen kann und a daher um so kleiner 
wird. So fand MosELEY bei den K- und L-Linien für a die Werte 1 bzw. 7,4. 

Grundlegend für die Weiterentwicklung des Gebietes wurden die Vorstel
lungen, die KossEL1 über das Zustandekommen der Röntgenspektren ent
wickelte und die vor allem die Erklärung ihrer charakteristischen Unterschiede 
gegenüber den optischen Serienspektren zum Ziele hatten. So treten z. B. bei 
den Röntgenstrahlen im Absorptionsspektrum die Emissionslinien als Absorp
tionslinien nicht auf. Hier markieren sich nur die Seriengrenzen durch eine 
sprunghafte Vergrößerung des Absorptionskoeffizienten beim Fortschreiten zu 
den höheren Frequenzen. Um diese Tatsache zu verstehen, nimmt 'man an, daß 
im Atom die Elektronen in Gruppen angeordnet sind, die man sich anschaulich 
ursprünglich als Elektronenringe und später als Elektronenschalen vorstellte; 
diese Gruppen sollten im Normalzustande des Atoms eindeutig bestimmt und 
voll besetzt sein, so daß in ihnen kein weiteres Elektron Platz finde. Die Energie, 
die notwendig ist, um ein Elektron aus einer dieser mit K bzw. L, M, ... be
zeichneten Schalen eines Atoms im Normalzustande zu entfernen, wird in grober 
Näherung (abgesehen von der weiteren Aufspaltung der Terme, Ziff. 24) durch 

(71) 

l W KosSEL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 898 u. 953. 1914; Bd. 18, S. 339. 1916. 
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gegeben, wo n = 1 bzw. 2, 3, ... zu setzen ist. Aus den obigen Annahmen folgt, 
daß nur bei gänzlicher Entfernung eines inneren Elektrons eine Röntgenstrahlen
absorption stattfinden kann, und daß die dazu notwendige Minimalfrequenz 
durch Gleichsetzung des Ausdruckes (71) mit hv zu berechnen ist. v = Enfh 
stellt somit die Lage der "Absorptionskanten" im Absorptionsspektrum der 
Röntgenstrahlen dar. Emissionslinien können nur dann auftreten, wenn ein 
Elektron in einer Schale, z. B. der K-Schale, fehlt und ein Elektron aus einer 
anderen höherquantigen Schale, z. B. der L- oder M-Schale, seinen Platz ein
nimmt, wobei die freiwerdende Energie nach der Frequenzbedingung ausgestrahlt 
wird. En stellt hier die auf den Normalzustand des nichtionisierten Atoms als 
Nullpunkt bezogene Energie-des Atoms dar, dem ein Elektron aus der n-quantigen 
Schale entzogen wurde. Fehlt also ein Elektron in der n 0-quantigen Schale, so 
wird die ausgestrahlte Frequenz in genügender Übereinstimmung mit (70) und 
abgesehen von der Struktur der Terme nach der Frequenzbedingung durch 

V = R ((Z - an,)2 - (Z- a.)2) 
no2 n2 (72) 

gegeben. Die Gesamtheit der durch (72) dargestellten Linien bildet bei festem n0 
eine Serie, die mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet wird wie die Schale, aus 
der das Elektron entfernt werden muß, damit sie zustande kommt. Man entnimmt 
aus (71) und (72) unmittelbar die obenerwähnte Tatsache, daß die Seriengrenzen 
mit den Absorptionskanten zusammenfallen. (72) kann auch so gedeutet werden, 
daß die Schwingungszahl v jeder Emissionslinie durch die Differenz der Schwin
gungszahlen zweier Absorptionskanten darstellbar ist. Die Schwingungszahlen 
v = Enfh der Absorptionskanten sind somit die Spektralterme der Röntgen
spektren. 

Man beachte, daß die Spektralterme im Röntgen- und im optischen Gebiet 
verschieden definiert werden. Hier bei den Röntgenspektren werden sie auf das 
ganze nichtionisierte Atom im Grundzustande bezogen und besitzen das gleiche 
Vorzeichen wie die Atomenergie. 

Mit Rücksicht auf die komplizierte Aufspaltung der Röntgenterme und die 
Tatsache, daß die Schwingungszahlen der Emissionslinien viel präziser meßbar 
sind als die der Absorptionskanten, war die Auflösung des Röntgenspektrums 
in Spektralterme trotz dieses klaren Leitgedankens eine schwierige Aufgabe, die 
schließlich in grundlegenden Untersuchungen von SMEKAL1, CosTER 2 und 
WENTZEL 3 durchgeführt wurde. 

16. Die BoHRsehe Theorie des periodischen Systems der Elemente. Für 
die chemischen Eigenschaften der Elemente sind offenbar die äußeren Elek
tronen des Atoms, die sog. Valenzelektronen, verantwortlich zu machen und 
man kann daher aus diesen Eigenschaften wichtige Schlüsse über den Aufbau 
der äußersten Elektronenhülle ziehen. Im Anschlusse an die ersten Arbeiten 
BoHRs hat zuerst KossEL 4 in einer umfassenden Untersuchung die Ergebnisse 
der Chemie diesem Zwecke dienstbar zu machen versucht. Als Ausgangspunkt 
gilt hier der Grundsatz, daß ähnliche chemische Eigenschaften, wie sie z. B. die 
Elemente einer Gruppe des periodischen Systems aufweisen, auf eine weitgehende 
Übereinstimmung in dem Aufbau der äußeren Elektronenhülle schließen lassen. 

1 A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 91 u. 121. 1921. 
2 D. CosTER, ZS. f. Phys. Bd. 5. S. 139. 1921; Bd. 6, S. 185. 1921; Phi!. Mag. Bd. 43, 

S. 1070. 1922; Bd. 44, S. 546. 1922. 
3 G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 84. 1921. 
4 W. KossEL, Ann. d. Phys. Bd. 49, S. 229. 1916; vgl. auch G. N. LEWIS, Journ. 

Amer. Chem. Soc Bd. 38, S. 762. 1916; I. LANGMUIR, ebenda Bd. 41, S. 868. 1919. 

4* 
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Weiter scheint es plausibel, den Edelgasen, die sich durch eine ausnehmend 
große chemische Trägheit auszeichnen, eine besonders stabile äußere Elektronen
konfiguration, die "Edelgasschale", zuzuschreiben. Die auf die Edelgase folgenden 
Alkalimetalle enthalten nun ihrer Ordnungszahl entsprechend ein Elektron mehr 
als die vorangehenden Edelgase. Mit Rücksicht auf die Stabilität der äußeren 
"Edelgasschale" liegt nun die Annahme nahe, daß sie kein weiteres Elektron 
mehr aufnimmt, das bei den Alkalimetallen hinzutretende Elektron also außerhalb 
der Edelgasschale angelagert wird. Bei den Erdalkalien würden dann zwei 
äußere Elektronen auftreten usf. Diese den Anfangsperioden des natürlichen 
Systems zugehörigen Elemente können leicht ihre Valenzelektronen abgeben 
und besitzen daher einen elektropositiven Charakter. Hingegen wird der elektro
negative Charakter der den Edelgasen vorangehenden Gruppen, z. B. der Halo
gene, durch die noch nicht vollständig ausgebildete Edelgasschale erklärt, die 
durch anderen Atomen entzogene Elektronen sich zu vervollständigen strebt. 
Auf die Ähnlichkeit in dem Aufbau der äußersten Elektronenschale bei den 
Atomen der einzelnen Gruppen kann man übrigens auch aus der von KAYSER 
und RUNGE1 sowie von RYDBERG 2 betonten Ähnlichkeit der Spektren (Multiplett
struktur vgl. Ziff. 21) der Elemente der einzelnen Gruppen schließen. 

Eine Theorie des periodischen Systems der Elemente, die Bestimmung aller 
Atomeigenschaften in ihrer Abhängigkeit von der Ordnungszahl, ist prinzipiell 
gegeben, falls eine "richtige" Quantentheorie der Atome vorliegt. Die ältere 
Quantentheorie schien jedoch zunächst infolge der rechnerischen Schwierigkeiten 
einer solchen Aufgabe nicht gewachsen; in der Folge stellte es sich aber heraus, 
daß sogar ihre Prinzipien versagen. Von um so größerer Tragweite war daher 
der Nachweis von BoHR3, daß die Umkehrung des Problems lösbar ist, daß man 
aus dem chemischen Verhalten der Elemente sowie aus ihren optischen und 
Röntgenspektren den Aufbau ihrer Atome erschließen kann. Wir geben hier 
BoHRs Gedankengänge nur in groben Umrissen wieder. 

Eine Übersicht über die Eigenschaften der Elemente, die wie z. B. ihr 
chemisches und optisch-spektroskopisches Verhalten vor allem durch die äußere 
Elektronenhülle bedingt werden, in ihrer Abhängigkeit von der Ordnungszahl Z, 
gibt das MENDELEJEFF-LOTHAR MEVERsehe periodische System der Elemente, 
das in der zuerst von Juuus THOMSEN vorgeschlagenen Anordnung im An
schlusse an BOHR Abb. 2 darstellt. Die Perioden sind hier in Kolonnen vertikal 
angeordnet und die ihrem chemischen und physikalischen Verhalten nach homo
logen Elemente durch Striche miteinander verbunden. Das Problem, das sich 
BOHR stellte, war die Frage, wie sich die Z Elektronen eines Atoms von der 
OrdnungszahlZ auf die einzelnen durch die verschiedenenWerte der Hauptquanten
zahlen n charakterisierten Schalen (K, L, M, ... ) verteilen und wie sich diese letz
teren weiter in "Untergruppen" gemäß der Nebenquantenzahl k unterteilen. Es 
handelt sich also um die Angabe der nk-Klassifikationen sämtlicher Elektronen
bahnen. Um eine solche zu geben, denkt sich BoHR das ins Auge gefaßte Atom 
so entstanden, daß der Kern die einzelnen Elektronen eines nach dem anderen 
einfängt und bindet. In welcher nk-Bahn das pte Elektron dabei gebunden wird, 
läßt sich aus dem Spektrum des (Z- p) fach ionisierten Atoms entnehmen, 
das unmittelbar den Grundzustand des Leuchtelektrons abzulesen gestattet. 
Dabei nimmt BoHR an, daß bei der Bindung eines neuen Elektrons die nk-Klassifi
kation aller übrigen schon vorher gebundenen Elektronen unverändert bleibt 
und nennt diese Forderung: das Postulat von der Invarianz und Permanenz 

1 H. KAYSER u. C. RuNGE, Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1890-1893. 
8 J. R. RYDBERG, Svenska Vetens. Akad. Hand!. Bd. 23, S. 11 u. 1555. 1890. 
3 N. BoHR, Aufs. S. 70; Atombau. 
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der Quantenzahlen1• Ein solches Verhalten ist nach den Prinzipien der älteren 
Quantentheorie nicht zu erwarten und wird nach BoHR durch das in Ziff. 14 
besprochene Versagen dieser Prinzipien verständlich. Da die Spektren hoch
ionisierter Atome im allgemeinen nicht bekannt sind, muß BoHR sich öfter auf 
die Tatsache stützen, daß in zwei Atomen mit der gleichen Anzahl von Elektronen, 
aber mit verschiedenen Kernladungen im allgemeinen im Normalzustande die 
einzelnen Elektronen sich in den gleichen nk-Bahnen befinden. Diese Annahme 
läßt sich in vielen Fällen durch den Vergleich der' 'entsprechenden Spektren 
bestätigen. 

Die Zahl der Elek- ~!~c;., --;;Ii 
tronen in einer vollständig 57 a--8/J A~ 

'8 e 90Th 
abgeschlossenen n-quan- Pr 91 Pa 
tigen Schale beträgt nach 6oM gz U 

61lt 
BoHR 2n2• Dafür spre- A1!J/(--37Hb 6Z r-l 
chen schon die Längen der zoca--aesr 6.3Ei 1 1 

.a c 39Y 6~ I ersten Perioden (2, 8, 8, 2271. wZr 65Tb I 
18, ... ) im natürlichen 231/ 91Nb 660s I I 

d d. · d , 3 Lt-11 M Z'ICr '12Mo 67Ho I I 
System, un Ies wir "/ '18e-t2Mt/, lßAia 6'8Er 1 1 
von BoHR auch durch eine " sB-13AZ~,\ MFe 'I'IRu 6!/Tu 1 I 

· · · · 1H{ 6C-f'IS.I27Co '1:5Rh 70Yb 1 I detaillierte DiskussiOn de.:; &He', 7N--15 p~\ 211 • '1'6Pd nc,. 1 I 

ganzen periodischen Sy- ~' 8 O--f6S 'zs --'I?Rgi7ZHf 1 I . .. '!JF--t7Cl ".JoZn--"'r1Cd 7.JTa I 
stems emgehend begrun- 10Ne--18A ~o31Ba--'19.ln.I7'1W 1 I 
det. Eine theoretische ~6e--;50Sn 75Rt: L--
R h f · d" A '43As--stSb 760s ec t erhgung Ieser n- . '3'1Se--szTe 77Jr 
nahme ergibt aber erst "JS8r--SJJ. ?l Pt 

das unmittelbar die Be- tff'll 
setzungszahlen der Unter- ~;~ 
gruppen liefert. Es fordert 8'1Po 
nämlich, daß die Anzahl :.Em--·118_ 
der Elektronen in einer 
durch die Nebenquanten

Abb. 2. Das periodische System der Elemente nach N. BOHR (Aufs.). 

zahl k charakterisierten Untergruppe, unabhängig von ihrer Hauptquanten
zahl n, gleich 2(2k- 1) sei, daß also die Untergruppen mit den Nebenquanten
zahlen k = 1, 2, 3, ... entsprechend 2, 6, 10, 14, ... Elektronen besitzen. Zu 
diesem Ergebnis gelangten übrigens auf Grund röntgenspektroskopischer bzw. 
chemischer Tatsachen noch vor Aufstellung des Pauliprinzips STONER 2 und 
MAIN SMITH 3• Die Anzahl der Elektronen in einer abgeschlossenen, durch die 
Hauptquantenzahl n charakterisierten Schale berechnet sich daraus in Über· 

... 
einstimmung mit BoHR zu ~2(2k- 1) = 2n2• 

k=l 
Die Elektronen werden an die Atome im allgemeinen so angelagert, daß die 

Schalen in der durch die Hauptquantenzahl n gegebenen Reihenfolge und inner
halb einer Schale ihre Untergruppen in der Reihenfolge der k-Werte komplettiert 
werden. Dies ist aus energetischen Gründen verständlich. Ein Elektron wird näm
lich im allgemeinen um so fester gebunden, je kleiner seine Hauptquantenzahl n 
und je kleiner seine Nebenquantenzahl k wird [vgl. (66) u. (66a, b)]. Im allgemei
nen ist der Einfluß von n größer als der von k, so daß die Ausbildung der Schalen 
und ihrer Untergruppen in der oben angegebenen Reihenfolge erfolgt. Dies findet 

1 N. BoHR, Grundpost. S. 133; Atombau S. 256. 
2 E. C. STONER, Phi!. Mag. Bd. 48, S. 719. 1924. 
3 J. D. MAIN-SMITH, Chemistry and Atomic-Structure. London 1924. 
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insbesondere am Beginn des periodischen Systems bis A (Z =18) statt (vgl. Abb. J). 
Besondere Verhältnisse werden geschaffen, wenn einmal der Einfluß von k den 
von n überwiegt. Der Ausbau der Schale stockt dann an der Stelle, wo bei gleich
bleibendem n eine neue Untergruppe mit einem größeren k beginnen sollte und 
das Elektron wird dann in der nächsten (n + 1)-quantigen Schale in der Unter
gruppe k = 1 angelagert. Ein solches Ereignis tritt zum ersten Male bei dem 
auf A folgenden Element K (Z = 19) ein, wo das neu dazukommende Elektron 
nicht in einer J 3-, sondern in einer 41-Bahn gebunden wird. Bei dem darauf 
folgenden Ca (Z = 20) wird die 4cUntergruppe durch zwei Elektronen voll 
besetzt. Beim Sc (Z = 21) und den zunächst folgenden Elementen bis Ni (Z = 28) 
gewinnt dann wieder der Einfluß von n die Oberhand und die neuen Elektronen 
werden dann weiter nicht mehr in der 42-, sondern in der Ja-Untergruppe unter
gebracht. Bezüglich des Sc kann dieser Tatbestand direkt aus den Spektren 

71Cp 

BBRa 

Ac 87-
nrt/nler

lj grvppe 

fl Schale 
Abb. 3. Übersicht über die Besetzung der Elektronengruppen in den Normalzuständen der Atome. (Besetzungszahlen 

nach L. PAULING u. S. GouosMIT, The Structure of Line Spektra, New York 1930. S. 148.) 
Die Verteilung der Elektronen auf die einzelnen Untergruppen wird durch den von der Ordnungszahl Z = 1 bis zur 
Ordriungszahl Z des betrachteten Atoms verlaufenden Linienzug wiedergegeben. Diese Darstellung kann naturgemäß 
nur eine Folge von Atomen umfassen, in der die Elektronenkonfigurationen bei Atomen mit niedrigeren Ordnungs~ 
zahlen sich bei höheren Ordnungszahlen wiederholen. Ein Fragezeichen bei Z bedeutet, daß die angegebenen Be .. 
setzungszahlen bei den äußeren Elektronen nicht sicher sind. Atome, deren Ordnungszahlen nicht eingetragen sind, 

fügen sich in dieses Schema nicht ein. Betreffs ihrer Besetzungszahlen vgl. Kap. 5 des zweiten Halbbandes. 

von K, Ca+ und Sc++, die alle einem Atomsystem mit der gleichen Anzahl (19) 
von Elektronen entsprechen, abgelesen werden. Während der Grundzustand 
von K und Ca+ einer 41-Bahn entspricht, wird er bei Sc++, dessen Spektrum 
von GIBBS und WHITE1 analysiert wurde, durch eine Ja-Bahn dargestellt. Von 
BoHR, dem diese Analyse noch nicht zur Verfügung stand, wurde dieser Tat
bestand auf Grund einer Extrapolation der Spektralterme von K und Ca+ auf 
die von Sc++ vorausgesehen. Die Ausbildung der tiefergelegenen Ja-Untergruppe 
bei schon vorhandener äußerer 4cUntergruppe läßt uns die wichtigsten physi
kalischen und chemischen Eigenschaften der Elemente zwischen Sc und Ni 
(in Abb. 2 eingerahmt) verstehen: z. B. die zum Teil sehr weitgehende chemische 
Ähnlichkeit etwa der Eisenmetalle oder das stark paramagnetische Verhalten 
der Ionen dieser Elemente in Lösung. Das letztere ist so zu erklären, daß diese 
Ionen nicht abgeschlossene Elektronengruppen enthalten, die im Gegensatze 
zu den abgeschlossenen Gruppen ein resultierendes magnetisches Moment er
geben (vgl. Ziff. 24). 

1 R. C. GIBBS u. H. E. WHITE, Proc. Nat. Acad. Amer, Bd. 12, S. 598. 1926; Phys. 
Rev. Bd, 29, S. 359. 1947. 
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Bei dem auf Ni folgenden Element Cu (Z = 29) ist die dreiquantige Schale 
voll ausgebildet (während die 4cUntergruppe nur mit einem Elektron besetzt 
istl), und der Ausbau der 42-Untergruppe der vierquantigen Schale erfolgt von 
da ab bis zu ihrem Abschluß im nächstgelegenen Edelgas Kr (Z = 36) normal. 
Bei dem darauf folgenden Alkalimetall Rb (Z = 37) wird aber der Aufbau der 
vierquantigen Schale, in der noch die beiden Untergruppen mit den 43- und 44-

Bahnen fehlen, nicht weiter fortgesetzt, sondern das neue Elektron in einer 
51-Bahn gebunden. Dadurch werden in der mit Rb beginnenden Periode ganz 
ähnliche Verhältnisse wie in der vorigen mit K beginnenden geschaffen, und das 
Ausfüllen der 43-Untergruppe veranlaßt das Auftreten der Elemente zwischen 
Y (Z = 39) und Pd (Z = 46), die zu den Elementen zwischen Sc und Ni homolog 
sind. Von da ab erfolgt bis zum nächsten Edelgas X (Z = 54) der weitere Ausbau 
der 52-Untergruppe, während die Untergruppe mit den 44-Bahnen auch noch 
beim X leer bleibt. 

Das auf X folgende Alkalimetall Cs (Z = 55) enthält in einer 61-Bahn ein 
Elektron mehr als X. Es sind also hier sowohl in der vier- als auch in der fünf
quantigen Schale vollständig leere Untergruppen (mit den 44~ bzw. 53-, 54-, 55-

Bahnen) vorhanden. Ihre Ausfüllung in der in Rede stehenden Periode erfolgt 
demgemäß in einer komplizierteren Weise als bei den vorangehenden Perioden. 
Beim Erdalkali Ba (Z = 56) wird das neue Elektron zur Komplettierung der 
6cUntergruppe verwendet, beim folgenden Element La (Z = 57) in der tieferen 
52-Untergruppe untergebracht und von da ab wird zwischen Ce (Z = 58) und 
Cp (Z = 71) die tiefste noch leere 44-Untergruppe vollständig ausgebaut. Da 
es sich hier um die Vervollständigung einer sehr tiefliegenden Untergruppe bei 
gleichbleibender Konfiguration zweier nachfolgender Schalen handelt, sind diese 
Elemente, die seltenen Erden, einander chemisch noch weit ähnlicher als,in den 
analogen Fällen bei den früheren Perioden. Nach Ausbau der 44-Untergruppe 
veranlaßt der zwischen Hf (Z = 72) und Pt (Z = 78) erfolgende weitere Ausbau 
der 53-Untergruppe das Auftreten von Elementen, die ebenso wie die Elemente 
zwischen Y und Pd wieder zu den Elementen zwischen Sc und Ni homolog sind. 
Von da ab erfolgt bis zum nächsten Edelgas Ern (Z = 86) wieder die Anlagerung 
der neuen Elektronen in der sechsquantigen äußeren Schale, und zwar in der 
62-Untergruppe. Zur Zeit als BoHR seine Theorie des periodischen Systems ver
öffentlichte (1921), war das Element mit der Ordnungszahl Z = 72 noch nicht 
bekannt. Während man es bis dahin vielfach unter den seltenen Erden suchte, 
bemerkte BoHR, daß bei Cp (Z = 71) die vierquantige Schale voll besetzt ist 
und folgerte daraus, daß das Element mit der Ordnungszahl Z = 72 nicht mehr 
den seltenen Erden angehören könne und daher ein zu Zr homologes Element 
sein müsse. Auf Grund dieser Vermutung gelang es dann v. HEVESY und CosTER, 
das Hf in Zr-haltigen Mineralien aufzufinden. 

Bei den Elementen der letzten Periode wird bei dem noch unbekannten 
Ekazäsium (Z = 87) und beim Ra (Z = 88) die 71-Untergruppe ausgefüllt und 
sodann bei den restlichen bekannten Elementen des periodischen Systems von 
Ac (Z = 89) bis Ur (Z = 92) der Bau der 63-Untergruppe begonnen. Ausführlich 
konnte hier die Begründung für die oben angegebenen Besetzungen der einzelnen 
Schalen nicht gegeben werden. Es sei diesbezüglich auf Kap. 5 des zweiten 
Halbbandes verwiesen. 

17. ErNSTEINS Theorie des Strahlungsgleichgewichtes und die korpus
kulare Natur des Lichtes. Bei der Formulierung der beiden BoHRsehen Postulate 
wurde bereits hervorgehoben, daß das Stattfinden der Übergangsprozesse durch 

1 Daher fehlt die Atomnummer 29 in der Abb. 3. 
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Wahrscheinlichkeitsgesetze geregelt wird. Bei den bisher behandelten Problemen 
spielte jedoch diese Auffassung noch keine besondere Rolle. Ihre Bedeutung 
tritt erst hervor, wenn man zur Betrachtung der EINSTEINsehen Theorie des 
Strahlungsgleichgewichtes1 übergeht, die die eigentliche Wurzel dieser Auf
fassung ist. Diese Theorie führt uns deutlich vor Augen, daß es bei der Behand
lung dieses Problems vollständig überflüssig ist, die Elementarprozesse der 
Emission und Absorption des Lichtes als kausal streng determiniert anzusehen. 
Insbesondere kann man mit EINSTEIN im Rahmen der BoHRsehen Theorie zur 
PLANCRsehen Wärmestrahlungsformel auf Grund der nachstehenden statistischen 
Auffassung der Strahlungsvorgänge gelangen. Den beiden Quantenzuständen Qn 
und Qm eines Atomsystems sollen die Energieniveaus En und Em entsprechen; 
Nn und Nm seien die Anzahlen der Atome in diesen beiden Quantenzuständen. 
Ferner sei etwa En > Em, so daß nach der Frequenzbedingung bei einem spon
tanen Übergang Qn ~ Qm eine Strahlung von der Frequenz 

hv=En-Em (73) 
emittiert wird. EINSTEIN nimmt dann an, daß zunächst eine Wahrscheinlichkeit 
A~, für einen spontanen Übergang Qn ~ Qm besteht (vgl. Ziff. 5). Weiter sollen 
aber auch unter dem Einflusse eines äußeren Strahlungsfeldes induzierte Über
gänge stattfinden. Nach der klassischen Physik wird ja ein äußeres Strahlungs
feld, dessen Frequenz v mit der Eigenfrequenz eines Oszillators übereinstimmt, 
je nach dem Phasenunterschied der beiden Schwingungsvorgänge an dem Oszil
lator eine positive oder negative Arbeit leisten; der Oszillator wird also aus dem 
äußeren Strahlungsfelde der Frequenz v Energie aufnehmen oder an dieses 
Strahlungsfeld Energie abgeben. Diese Energieaufnahme und -abgabe ist pro
portional dem Amplitudenquadrat, d. h. der Energiedichte der einfallenden 
Strahlung. Das Korrespondenzprinzip führt dementsprechend zur Annahme, 
daß durch das äußere Strahlungsfeld von der durch (73) bestimmten Frequenz 
Übergangsprozesse veranlaßt werden, und zwar solche aus dem Zustande Qm 
in den Zustand Qn, und umgekehrt. Bei den Übergangsprozessen Qm ~ Qn wird 
seitens des Atoms Energie aus dem Strahlungsfelde aufgenommen (positive Ein
strahlung), bei den Übergängen Qn ~ Qm aber eine solche an das Strahlungsfeld 
abgegeben (negative Einstrahlung). Die Übergangswahrscheinlichkeiten dieser 
induzierten Übergänge wird man dabei der spektralen Strahlungsdichte e pro
portional anzunehmen und sie daher eB': bzw. eB';. gleichzusetzen haben. 
B;: und B';. sind Konstante. 

Nehmen wir nun an, daß die schwarze Strahlung sich mit den Atomen im 
Wärmegleichgewicht befindet, so muß offenbar, damit dieses nicht gestört 
werde, in der Zeiteinheit die Zahl der Übergänge Qn ~ Qm gleich sein der Anzahl 
der inversen Übergangsprozesse Qm ~ Qn, woraus unmittelbar die Relation 

Nn(A~, + eB~,) = NmeB;;• (74) 
folgt. Für die Anzahl NP der Atome im Quantenzustande Qp wird man für den 
Fall des thermodynamischen Gleichgewichtes in naturgemäßer Verallgemeinerung 
des MAXWELL-BoLTZMANNschen Verteilungsgesetzes den Ansatz 

_ _Ep 
NP= gPCe kT 

machen, wo gP das statistische Gewicht des Zustandes Qp bedeutet. 
(74) und (75) folgt dann An /Bn e(v, T) = __ m_m_ 

Bm hr 
gm n ek1._1- 1 

gnB';. 

1 A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd. 18, S. 121. 1917. 

(75) 

Aus (73), 

(76) 
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hv 

Für ;~ <{:: 1 kann man aber ekT = 1 + ;~ setzen, und da in diesem Falle das 

RAYLEIGH-]EANSsche Strahlungsgesetz resultieren muß, so kann (76) nur be
stehen, wenn zwischen den drei Größen A~ .. B;:, und B"; die beiden Relationen 

(77) 

gelten. Ist aber (77) erfüllt, so wird (76) mit der PLANCKschen Strahlungsformel 
identisch. Damit ist sie auf einem Wege von faszinierender Einfachheit her
geleitet. 

Um sich über den Impulsaustausch zwischen Atom und Strahlung Klarheit 
zu verschaffen, betrachtet ErNSTEIN die Impulsschwankungen der Atome, die 
hier als frei beweglich vorausgesetzt werden. Er denkt sich die auf ein Atom 
einfallende Strahlung in Strahlenbündel aller möglichen Richtungen zerlegt und 
macht die Annahme, daß ein induzierter Übergang stets nur durch ein einzelnes 
Strahlenbündel bewirkt wird. Dabei soll das Atom die gleiche Impulsänderung 
erleiden wie in der klassischen Elektrodynamik bei einer einfallenden ebenen 
Welle. Ihr Betrag ist also durch hvjc (hv = ausgetauschte Energie) gegeben, 
und das Atom erhält bei einer induzierten Absorption bzw. Emission eine Impuls
änderung in der Richtung der einfallenden Welle bzw. in der entgegengesetzten 
Richtung. Unter diesen Voraussetzungen kann nach EINSTEIN die MAXWELLsehe 
Geschwindigkeitsverteilung der Gasatome nur dann bestehen, wenn auch jede 
Spontanemission eine Impulsänderung des Atoms vom Betrage hvjc nach einer 
zufälligen Richtung bewirkt. Dies besagt aber, daß die gesamte Energie nur 
in einer Richtung ausgestrahlt wird ("Nadelstrahlung"), weil jede Zersplitterung 
der Energie nach verschiedenen Richtungen eine kleinere als die maximale 
Impulsänderung hvfc ergäbe. Dieses Resultat ist eine starke Stütze für die 
Lichtquantenhypothese und widerspricht vollständig der klassischen Auffassung 
der Ausstrahlung in einer Kugelwelle, die keine Impulsänderung des strahlenden 
Atoms bewirkt. 

Um zum Wärmestrahlungsgesetz zu gelangen, untersucht EINSTEIN die 
Wechselwirkung zwischen Strahlung und Atom. Es ist aber auch möglich, durch 
Betrachtung der Vorgänge im Äther allein das Strahlungsgesetz zu erhalten. 
Vom Standpunkte der Wellenauffassung des Lichtes hat schon DEBYE (Ziff. 4) 
eine solche Ableitung gegeben, auf Grund der korpuskularen Auffassung hat sie 
BosE1 gewonnen, der damit den Grundstein für die erst inderneueren Quanten
theorie zur vollen Geltung gelangten BosE-EINSTEINschen Statistik gelegt hat. 

In den obigen. Überlegungen EINSTEINs macht sich der durch die Licht
quanten bewirkte Rückstoß nur statistisch bemerkbar. Eine experimentelle 
Möglichkeit, ihn unmittelbar zu erfassen und damit auch eine Bestätigung der 
korpuskularen Natur des Lichtes brachte erst die Entdeckung des Compton
effektes. Es handelt sich hier nach der von CoMPTON 2 und bEBYE 3 gegebenen 
Theorie dieser Erscheinung um eine Streuung von Lichtquanten (Röntgen- oder 
y-Strahlen) an freien Elektronen. Denken wir uns, daß ein Lichtquant hv von 
der durch den Einheitsvektor e bestimmten Einfallsrichtung mit einem ruhenden 
Elektron zusammenstößt. Dadurch erhält das Elektron eine Geschwindigkeit b, 
und da das Lichtquant nun einen Teil seiner Energie und seiner Bewegungsgröße 
an das Elektron abgegeben hat, so besitzt es nach dem Zusammenstoß eine 

1 S. N. BosE, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 178. 1924. 
2 A. H. CoMPTON, Phys. Rev. Bd. 21, S. 483. 1923. 
ll P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 24, S. 161. 1923. 



58 Kap.1. A. RUBINOWICZ: Ursprung und Entwicklung der älteren Quantentheorie. Ziff.17. 

andere Frequenz v' und bewegt sich wohl auch in einer anderen Richtung e'. 
Die bloße Anwendung der Sätze von der Erhaltung der Energie und des Im
pulses liefert, abgesehen von den Polarisations- und Intensitätsfragen, schon 
eine vollständige Theorie der Erscheinung. Wird nämlich für das Elektron die 
relativistische Mechanik zugrunde gelegt, so folgt aus diesen beiden Sätzen: 

hv = hv' + m0 c2 (~ pa - 1) , I ß = ~ (7S) 

e .!!.!'._ = e' hv' + mob ' c 
c c V1-ßa 

daß die Wellenlänge cfv' des gestreuten Lichtquants sich von der Wellenlänge cfv 
des einfallenden Lichtquants um 

Lli. = ..E.. - ..E.. = ...!.._ 2sin2~ (79) v v' m0 c 2 

unterscheidet. {} bezeichnet hier den Winkel zwischen der Einfallsrichtung e 
und der Streurichtung e' des Lichtquants, so daß (ee') = cosff. Die Konstante 
hfm0 c = 0,0242 A hat die Dimension einer Länge und ist numerisch gleich 
der Wellenlänge eines Lichtquants, dessen Masse mit der Elektronenmasse 
übereinstimmt. Nach (79) ist die Wellenlängenänderung LU unabhängig von 
der Wellenlänge des einfallenden Lichtes. Der Rückstoßwinkel f9, den das 
gestoßene Elektron mit der Richtung des einfallenden Lichtes bildet, ist nach 
(78) aus e cotg-&/2 

tg-=-- (80) 
2 1+~ 

moca 

zu berechnen. Das Elektron besitzt also stets eine positive Bewegungskomponente 
in der Fortpflanzungsrichtung des Lichtes. 

Die Abhängigkeit der Wellenlänge des gestreuten Lichtes von der Streu
richtung wurde zuerst von CaMPTON bei den Röntgen- und y-Strahlen in weitem 
Umfange bestätigt. Dagegen ist im optischen Spektralgebiete ein solcher Nach
weis nicht gelungen. Dies liegt daran, daß die obige Theorie exakt nur für freie 
Elektronen gilt und bei gebundenen mit wachsender Stärke der Bindung auch 
das restliche Atom sich immer mehr am Impuls- und Energieaustausch beteiligt. 
Durch Versuche konnte auch die Rückstoßgeschwindigkeit b des Elektrons 
nachgewiesen werden. Ja es ist BoTHE und GEIGER1 sogar gelungen, zu zeigen, 
daß ein "gestoßenes Elektron" stets gleichzeitig mit einem gestreuten Lichtquant 
auftritt. Die Versuche von CaMPTON und SIMON 2 ergaben überdies, daß die 
Richtungen, in denen das Lichtquant und das Elektron gestreut werden, in 
einem gesetzlichen Zusammenhange stehen, wie ihn Gleichung (80) fordert. 
Diese Versuche sprechen eindeutig dafür, daß die Streuung des Lichtquants 
und die Auslösung des Rückstoßelektrons in einem Elementarakt durch einen 
elastischen Zusammenstoß erfolgt. 

Daß der Comptoneffekt eine rein quantenmäßige Erscheinung ist, beweist 
schon das Auftreten der PLANCRsehen Konstante in der Comptonverschiebung 
(79). Nach der klassischen Elektrodynamik sollte ein Elektron, das unter dem 
Einfluß einer Lichtwelle eine harmonische Bewegung ausführt und dabei Licht 
zerstreut, infolge des Lichtdruckes einen Bewegungsantrieb exakt in der Einfalls
richtung des Lichtes erhalten. Schon allein diese Tatsache steht im Widerspruch 
mit den Versuchsergebnissen, die mit (80) im Einklange sind. Dennoch kann 

1 ·w. BOTHE u. H. GEIGER, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 639. 1925. 
2 A. H. CoMPTON u. A. W. SIMON, Phys. Rev. Bd. 26, S. 289. 1925. 
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die Camptonverschiebung in verschiedener Weise mit der Dopplerverschiebung 
eines klassisch strahlenden Elektrons in Verbindung gebracht werden. Nach 
CaMPTON ist sie z. B. gleich der Dopplerverschiebung eines Elektrons, das sich 
mit der konstanten Schwerpunktsgeschwindigkeit des Systems "Elektron+ Licht
quant" bew.egt. Nach BREIT 1 kann die Camptonverschiebung als ein geeigneter 
Mittelwert klassischer Dopplerverschiebungen aufgefaßt werden. Diese letztere 
Auffassung war wichtig, weil sie korrespondenzmäßig zu einem mit der Erfahrung 
übereinstimmenden und später auch quantenmechanisch bestätigten Ausdruck 
für die Intensität der CaMPTONsehen Streustrahlung geführt hat. 

Aus (79) ist noch zu entnehmen, daß ein Photoeffekt an freien Elektronen 
mit dem Energie- und Impulssatz nicht vereinbar ist. Eine fast restlose 
Übertragung der Energie des stoßenden Lichtquants an das gestoßene Elektron 
(v' ~ v) findet ja nach (79) nur statt, wenn die Wellenlänge des stoßenden Licht
quants mit der CaMPTONsehen Grenzwellenlänge hfm0 c vergleichbar wird, d. h. 
wenn das stoßende Lichtquant eine Masse von der Größenordnung der Elek
tronenmasse besitzt. 

18. Wellentheoretische Auffassung der Strahlung im Rahmen der älteren 
Quantentheorie. Bei der allgemeinen Tendenz der älteren Quantentheorie, die 
Prinzipien der klassischen Physik nur im äußersten Notfalle durch neue An
nahmen zu ersetzen, darf es nicht wundernehmen, daß sie die bei allen Inter
ferenzerscheinungen im weitesten Sinne des Wortes bewährte Wellentheorie des 
Lichtes nicht ohne Zögern preisgegeben hat. Schon allein die Tatsache, daß 
ohne Interferenzerscheinungen die Frequenz des Lichtes, die ja auch in der 
Lichtquantenhypothese für die Festlegung der Energie des Lichtquants hv von 
ausschlaggebender Bedeutung ist, sich experimentell nicht ermitteln läßt, war 
für BoHR 2 ein schwerwiegendes Argument gegen den Vorstellungskreis der Licht
quantentheorie. Man suchte die Wellentheorie des Lichtes für die ältere 
Quantentheorie von zwei verschiedenen Standpunkten ausgehend zu verwerten, 
die sich nach BoHR 3 durch die beiden Schlagworte: Korrespondenzprinzip und 
Koppelungsstandpunkt charakterisieren lassen. 

Das Korrespondenzprinzip, das bei allen bisherigen Überlegungen uns als 
Leitstern diente, sucht durch eine Gegenüberstellung der Ansätze, die der Quanten
theorie zugrunde liegen und der empirisch gesicherten Ergebnisse der Wellen
theorie des Lichtes Schlüsse über die Eigenschaften der Quantenprozesse zu 
ziehen. Vor allem richtet sich die Aufmerksamkeit des Korrespondenzprinzips 
auf die Emission und Absorption der Strahlung, deren quantenmäßiges Auf
treten von dem Vorhandensein korrespondierender harmonischer Schwingungs
komponenten in der Fourierauflösung der Bewegung des Atoms abhängig ge
macht wird. Insbesondere wird dabei die Beschaffenheit des emittierten Lichtes 
nach der Strahlung eines Dipols beurteilt, der ebenso schwingt wie die korre
spondierende Bewegungskomponente des elektrischen Atommomentes. 

Aus dem Korrespondenzprinzip lassen sich, wie wir bisher gesehen haben, 
sehr detaillierte Schlüsse über die Eigenschaften der Übergangsprozesse ziehen, 
insbesondere Auswahl- und Polarisationsregeln angeben. Ein Teil der letzteren 
konnte auch auf einem anderen Wege, der aber, wie BüHR3 betont, durchaus 
dem Gedankenkreis des Korrespondenzprinzips angehört, gewonnen werden. 
EINSTEINs Begründung der Lichtquantentheorie (vgl. Ziff. 3 u. 17) hat die 
dominierende Rolle, die die Sätze von der Erhaltung der Energie und des Im
pulses in der Quantentheorie innehaben, ins hellste Licht gesetzt. Es war daher 

1 G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 27, S. 362. 1926. 
2 N. BoHR, Grundpost. S. 157. 
3 N. BoHR, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 1. 1921. 
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die Frage naheliegend, welche einschränkenden Bedingungen der bisher noch 
nicht verwendete Satz von der Erhaltung des Impulsmomentes der quanten
mäßig emittierten Strahlung auferlegt!. Nimmt man an, daß die quantenmäßige 
Lichtemission durch die Strahlung eines harmonisch schwingenden Dipols von 
der Frequenz v des ausgesandten Lichtes beschrieben wird, so kann man 
nach den von HEINRICH HERTZ und von ABRAHAM 2 angegebenen Relationen 
die zeitlichen Mittelwerte AE und All) der von diesem Dipol ausgestrahlten 
Beträge an Energie und Impulsmoment angeben. Wird das Dipolmoment in 
der Form .):1 = a cos2:n:vt + b sin2:nvt dargestellt, so ergibt sich für das Verhältnis 
dieser beiden Größen 3 LI 'V 2 [ a 0] 

LIE 2.nva2+IJ2' (81) 

Es werde nun ein feldfreies Atom betrachtet, dessen gesamtes Impulsmoment 
quantenmäßig festgelegt und seinem Absolutbetrage nach im Anfangs- bzw. 

Endzustande durch j 1 !!__ und f2 !!__ gegeben ist. Bezeichnet man mit {} den 
2.n 2.n 

Winkel zwischen den Richtungen der beiden Impulsmomente, so wird ihre Ände
rung bei der Ausstrahlung ihrem Absolutbetrage nach durch 

h ,, . 2 + . 2 • • _Q 

2.n f h 12 - 21!12 COS'U' (82) 

bestimmt, während die Energieänderung dabei nach der Frequenzbedingung hv 
beträgt. Setzt man nun voraus, daß die Energie- und Impulsmomentänderung 
des Atoms von der ausgestrahlten Welle übernommen wird, so ist nach (81) 

und (82) ,1. 2 + . 2 . . _n _ 21 [ab] 1 ( ) 
Jh . 12 - 21112 COS'U' - a2 + IJ2 • 83 

Da aber aus geometrischen Gründen stets 

I ft - i2l < fft2 + i22 - 2jtj2 cos# (84a) 

und 
(84b) 

ist, so muß I j1 - i2l < 1 oder 
it- i2 = 0, ±1 (85) 

sein. Damit sind wir zur Auswahlregel (26) gelangt, und zwar auf einem Wege, 
der uns besonders deutlich zeigt, daß diese Auswahlregel für eine Dipollicht
quelle strenge Gültigkeit beansprucht. 

Doch auch über die hier allerdings nicht beobachtbaren Polarisations
verhältnisse (vgl. Ziff. 9) der ausgesandten Strahlung können wir einigen Auf
schluß gewinnen. Von den drei Möglichkeiten (85) betrachten wir zunächst die 
beiden Fälle f1 - f2 = ± 1, die ersichtlich nur dann bestehen können, wenn in 
den beiden Ungleichungen (84a, b) die Gleichheitszeichen gelten. Aus (84b) 
folgt dann 21 [ab] I = a2 + b2, d. h. daß die beiden Vektoren a und b ihrem 
Absolutbetrage nach gleich sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Polari
sation der Strahlung ist hier also die gleiche wie bei einem zirkular schwingenden 
Dipol. (84a) ergibt dann, daß {} = 0 wird, die Impulsmomente des Anfangs
und Endzustandes also die gleiche Richtung besitzen. Während in den be
trachteten Fällen sich die Polarisationsverhältnisse zwangsläufig ergeben, sind 

1 A. RuBINOWICZ, Phys. ZS. Bd. 19, S. 441 u. 465. 1918; N. BoHR, Q. d. L. S. 47; 
vgl. auch A. SOMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien, 5. Aufl., S. 684. 

2 M. ABRAHAM, Phys. ZS. Bd. 15, S. 914. 1914. 
3 Eine ganz einfache Ableitung dieser Relation findet man bei H. A. LoRENTZ (Handb. 

d. Radiologie Bd. VI, S. 150. Leipzig 1925 ). 
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sie im Falle j1 - j 2 = 0 vollständig unbestimmt, wenn keine weitere Annahme 
eingeführt wird. Es liegt nahe, als solche die im vorigen Falle von selbst erfüllte 
Forderung zu stellen, daß das Impulsmoment des Atoms während der Ausstrah
lung seine Richtung nicht ändere. Diese Annahme bedingt, daß 1J = 0 wird, 
und aus (83) folgt dann das Verschwinden von\ [ab]\, was einem linear schwingen
den Dipol entspricht. Unbestimmt bleibt aber immer noch die Orientierung des 
Dipolmomentes in bezugauf das Atom. Auf dem gleichen Wege kann man auch 
ein Atom in einem achsensymmetrischen Felde behandeln und gelangt zwangs
läufig zur Auswahlregel (27) und zur Polarisationsregel für die O'-Komponenten1• 

Die Auswahlregel (85) gilt nur für eine Dipolstrahlung. Eine Quadrupol
lichtquelle kann der emittierten Strahlung bei gleicher Energie mehr Impuls
moment2 mitgeben als eine Dipollichtquelle, so daß sich in diesem Falle j in 
Übereinstimmung mit Ziff. 9 bei einem Quantenübergang auch um zwei Ein
heiten ändern kann. 

Der Koppelungsstandpunkt macht sich die Tatsache zunutze, daß die 
Strahlung in einem von vollkommen spiegelnden Wänden umschlossenen Hohl
raume als ein Periodizitätssystem angesehen und Quantenbedingungen unter
worfen werden kann 3• Es ergibt sich so, daß die Energie jeder Eigenschwingung 
von der Frequenz v durch ein ganzes Vielfaches des Energiequantums hv gegeben 
wird, wie dies DEBYE (Ziff. 4) bei der Ableitung des Wärmestrahlungsgesetzes 
voraussetzt. Denkt man sich nun ein Atom in Wechselwirkung mit einer Hohl
raumstrahlung, so ist es möglich, Atom und Hohlraumstrahlung als ein ge
koppeltes, mehrfach periodisches System aufzufassen, das als Ganzes quantisier
bar ist. Es liegt dann die Annahme nahe, daß vor und nach jedem Energie
austausch zwischen Atom und Hohlraumstrahlung das ganze System sich in 
einem stationären Zustande befindet. Stellt man sich vor, daß bei einer Wechsel
wirkung zwischen Atom und Strahlung immer nur eine Eigenschwingung mit 
einem einzigen Energiequant hv beteiligt ist, so gelangt man mit Hilfe des Energie
satzes zu einer Zurückführung der Frequenzbedingung auf die Quantenbedin
gungen 4• Im allgemeinen bedeutet aber der Koppelungsstandpunkt für die ältere 
Quantentheorie nicht mehr als ein unausgeführtes Programm. 

19. Versuche zur Überbrückung der Gegensätze zwischen der korpus
kularen und der wellentheoretischen Auffassung des Lichtes. In Ziff. 17 und 18 
haben wir gesehen, daß es Erscheinungen gibt, für deren Erklärung entweder die 
quantenmäßig-korpuskulare oder die klassisch-wellentheoretische Auffassung des 
Lichtes zunächst als die naturgemäße erscheint. Da diese beiden extrem gegen
sätzlichen Auffassungen miteinander nicht vereinbar sind, mußte man, um die 
Einheitlichkeit des theoretischen Standpunktes zu wahren, nach einem Ausweg 
suchen. Die einfachste Lösung des Dilemmas, quantenhafte Nadelstrahlung oder 
klassische Kugelwelle, wäre wohl der Nachweis gewesen, daß einer dieser beiden 
Gesichtspunkte imstande ist, alle hierhergehörigen Erscheinungen zu erklären. 
Vom korpuskularen Standpunkte aus ließen sich bereits (Ziff. 3 u. 17) die mit 
der Entstehung und Absorption des Lichtes verknüpften Erscheinungen ver-

1 Für ein Atom in einem magn. Felde vgl. die Betrachtungen bei H. A. LoRENTZ, I. c. 
S. 163ff. Nach einer Bemerkung von W. WESTPHAL (Jahrb. d. Radioakt. Bd. 18, S. 81. 
1921) bildet die Tatsache, daß die Auswahlregeln für i und m erfahrungsgemäß bestätigt 
werden, gleichzeitig den einzigen empirischen Nachweis für die Existenz des Impulsmomentes 
der elektromagnetischen Strahlung. 

2 A. RUBINOWICZ, Sommerfeld-Festschrift, S. 123. Leipzig 1928; Phys. ZS. Bd. 29, 
s. 817. 1928. 

3 W. WILSON, Phil. Mag. Bd. 29, S. 795. 1915; A. RUBINOWICZ, Phys. ZS. Bd. 18, 
S. 96. 1917; ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 343. 1921; N. BOHR, ebenda Bd. 6, S. 1. 1921. 

4 L. FLAMM, Phys. ZS. Bd. 19, S. 116. 1918; W. WILSON, l. c. 
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stehen. Es waren daher die Bestrebungen verständlich, nach der allein noch 
fehlenden korpuskularen Theorie der Ausbreitungserscheinungen des Lichtes zu 
suchen, insbesondere auch derjenigen Phänomene, die ursprünglich als die eigent
liche Domäne der Wellentheorie angesehen wurden. So z. B. zeigten ScHRÖDINGER 1 

und SoMMERFELD 2, daß der Dopplereffekt mit Hilfe der Lichtquanten verstanden 
werden kann. Besonders interessant waren die Bestrebungen von DUANE 3 , 

CoMPTON 4 sowie EPSTEIN und EHRENFEST5, die Beugungserscheinungen auf dieser 
Grundlage zu erklären. Bei der Behandlung der Beugung an einem unbegrenzten, 
reflektierenden Strichgitter von der Gitterkonstante d geht DuANE von der 
Tatsache aus, daß man eine in der Gitterebene senkrecht zu den Strichen er
folgende Translationsbewegung des Gitters quantisieren kann. Eine solche Be
wegung kann als periodisch mit der räumlichen Periode d aufgefaßt werden. 
Bezeichnet man mit P den Impuls und mit x die Verschiebung des Gitters bei 

d 

dieser Bewegung, so folgt aus der Quantenbedingung: J Pdx = n'h, daß der 

Impuls P des Gitters bei einer solchen Bewegung nur di~ diskreten Werte n' ~ 
annehmen kann. Fällt nun ein Lichtquant hv auf das Gitter auf, so wird es von 
diesem wieder als ein Lichtquant der gleichen Frequenz v reflektiert, da ein 
Energieaustausch zwischen Lichtquant und Gitter mit Rücksicht auf die große 
Masse des letzteren nicht stattfindet. Das reflektierte Lichtquant besitzt daher 
auch den gleichen Gesamtimpuls hvjc wie das einfallende, wenn auch bei der 
Reflexion seine Richtung und damit auch seine Komponenten geändert werden 
können. Da das Gitter in der Richtung der oben angegebenen Translations
bewegung an Impuls nur ein ganzes Multiplum von hjd aufnehmen kann, so 
muß die Relation 

h V • _Q h V • _QI h ( ± ± ) 
t;Slll'U' = --;;smv· + nd n = 0, 1, 2, ... 

bestehen, wenn {} und {}' den Einfalls- bzw. Reflexionswinkel des Lichtquants 
bezeichnet. Diese Beziehung ist aber mit der Gittergleichung der Wellentheorie 

• .Q • _QI ). 
Sln 'U' - Sln 'U' == n -

d 
(n = 0, ±1, ±2, ... ) 

identisch. Ebenso kann man auch die Beugung an einem unendlichen räumlichen 
Kristallgitter behandeln. Hingegen lassen sich die FRESNELschen Beugungs
erscheinungen vom Standpunkte der Lichtquanten nicht erklären. EPSTEIN und 
EHRENFEST versuchten zwar eine korrespondenzmäßige Umdeutung des FRESNEL
KrRCHHOFFschen Ansatzes zu geben, scheiterten aber vor allem an der Un
möglichkeit, Phasen- und Kohärenzeigenschaften den Lichtquanten in befriedigen
der Weise beizulegen. An der gleichen Schwierigkeit zerschellt auch die Erklärung 
der einfachsten Interferenzerscheinungen. Zusammenfassend muß man somit 
feststellen, daß von den Beugungs- und Interferenzerscheinungen nur der Extrem
fall des unbegrenzten Gitters mit Hilfe der Lichtquanten erledigt werden konnte. 
Auf Grund der Lichtquanten ist es also keineswegs geglückt, zu einer lückenlosen 
Beschreibung der Ausbreitungserscheinungen der elektromagnetischen Strahlung 
zu gelangen. Andererseits beantwortete zwar die klassische elektromagnetische 
Wellentheorie des Lichtes alle Ausbreitungsfragen, versagte aber, wie mehrfach 

1 E. SCHRÖDINGER, Phys. ZS. Bd. 23, S. 301. 1922. 
2 A. SoMMERFELD, Atombau u. Spektrallinien, 4. Auf!., S. 52. 
3 W. DUANE, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. ~' S. 158. 1923. 
4 A. H. CoMPTON, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 9, S. 359. 1923. 
6 P. S. EPSTEIN u. P. EHRENFEST, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 10, S. 133. 1924; Bd. 13, 

s. 400. 1927. 
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schon betont wurde, bei allen mit der Entstehung und Vernichtung des Lichtes 
verknüpften Problemen. 

Als ein Ausweg kam somit nur eine Synthese der Quanten- und Wellen
theorie des Lichtes in Frage. Der bedeutendste dahinzielende Versuch im Rahmen 
der älteren Quantentheorie wurde von BoHR, KRAMERS und SLATER1 unter
nommen. Ein im stationären Zustande Qn befindliches Atom sollte danach ein 
"virtuelles", also nicht direkt beobachtbares elektromagnetisches Feld besitzen, 
das aus Kugelwellen aller jener Frequenzen besteht, die nach der Frequenz
bedingung allen spontanen Übergängen aus Qn noch den stationären Zu
ständen kleinerer Energie entsprechen. Diese virtuellen Kugelwellen sollten 
nun Wahrscheinlichkeiten für die verschiedenen atomaren Vorgänge indu
zieren, sowohl in dem ins Auge gefaßten Atome selbst als auch in allen 
im Bereiche seines virtuellen Strahlungsfeldes liegenden anderen Atomen. 
Nur diese atomaren Prozesse, nicht aber die Vorgänge im Vakuum gelten als 
beobachtbar. Die quantenhaften Übergangsprozesse sowie die Streuung der 
Strahlung sind von einem Impulsrückstoß begleitet, genau als wenn Licht
quanten emittiert würden, ohne daß aber im Vakuum ihre Existenz voraus
gesetzt würde. Da alle atomaren Vorgänge nur statistisch, nicht aber individuell 
kausal miteinander verknüpft sind, besitzt auch· der Impuls- und Energiesatz 
nur eine statistische Bedeutung. Daraus erwachsen zunächst theoretische Be
denken, weil unter dieser Annahme die Energieschwankungen, wie insbesondere 
ScHRÖDINGER2 betont, mit der Zeit ansteigen, was einen ernstlichen Konflikt 
mit den Prinzipien der statistischen Wärmetheorie bedeutet. Diese Anschauungen 
konnten auch durch die in Ziff. 17 erwähnten Versuche von GEIGER und BoTHE 
sowie die von SIMON und CaMPTON experimentell widerlegt werden, die deutlich 
zeigen, daß beim Comptoneffekt der Energie- und Impulssatz schon bei einem 
einzelnen elementaren Zusammenstoß zwischen Lichtquant und Elektron und 
nicht nur statistisch erfüllt ist. 

Die Überlegungen der letzten drei Ziffern zeigen die schwierige Lage der 
älteren Quantentheorie bei der Erklärung der Vorgänge der Lichtausbreitung. 
Es gibt Erscheinungen, die deutlich für die physikalische Realität der Licht
quanten sprechen und andere, die nur auf Grund der Wellenvorstellung zu ver
stehen sind; es war jedoch nicht möglich, zwischen den beiden einander wider
streitenden Gedankenkreisen eine Entscheidung zu treffen oder sonstwie eine 
befriedigende Theorie des Lichtes zu schaffen. 

20. Dispersionserscheinungen und Smekal-Raman-Effekt. Eine direkte 
Anwendung der Störungsrechnung auf die BoHRsehen Atommodelle führte zu dem 
Ergebnis, daß bei Einwirkung einer Lichtwelle die Resonanzstellen der Atome 
mit den Frequenzen t'1 '1'1 + · · · + 'l'8 V8 der Bewegungskomponenten der statio
nären Zustände zusammenfallen sollten 3• Die Erfahrung, insbesondere die Ver
suche von W oon4 und BEV AN5, forderten jedoch ein Zusammenfallen der Resonanz
stellen mit den Übergangsfrequenzen. Den Ausweg suchten und fanden KRAMERS 6 

sowie KRAMERS und REISENBERG 7 in einer korrespondenzmäßigen Übertragung 

1 N. BoHR, H. A. KRAMERS u. J. C. SLATER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924; Phil. 
Mag. Bd. 47, S. 785. 1924. 

2 E. ScHRÖDINGER, Naturwissensch. Bd. 12, S. 720. 1924. 
3 P. DEBYE, Münchener Ber. 1915, S. 1; C. DAVISSON, Phys. Rev. Bd. 8, S. 20. 1916; 

A. SOMMERFELD, Elster-Geitel-Festschrift 1915, S. 549; Ann. d. Phys. Bd. 53, S. 497. 1917; 
P. S. EPSTEIN, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 92. 1922. 

4 R. W. Woon, Phil. Mag. Bd. 8, S. 293. 1904. 
ö P. V. BEVAN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 84, S. 209. 1910. 
6 H. A. KRAMERS, Nature Bd. 113, S. 673. 1924; Bd. 114, S. 310. 1924. 
7 H. A. KRAMERS u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925. 
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der klassischen Dispersionsformel in die Sprache der Quantentheorie. Sie haben 
dadurch nicht nur die diesbezüglichen Ergebnisse der neueren Quantentheorie 
vorweggenommen, sondern auch der Entdeckung der letzteren die Wege geebnet. 

Liegt ein nichtabsorbierendes Medium vor, so wird nach der Elektronen
theorie sein Brechungsindex n durch 

1"!2~- 4n N 
n 2 + 2- 3 tX 

gegeben, wenn N die Zahl der Atome in der Volumeinheit bezeichnet. Die Kon
stante x, die Polarisierbarkeit, stellt den Zusammenhang zwischen der auf ein 
Atom wirkenden gesamten äußeren elektrischen Feldstärke Cf und dem unter ihrem 
Einflusse im Atom entstehenden Dipolmoment WC dar, und zwar so, daß 

WC=x@ (86) 
wird. Zur Rechtfertigung dieser Annahme diene die Tatsache, daß unter der 
Voraussetzung, WC werde durch ein im Atom quasielastisch gebundenes Elektron 
von der Eigenfrequenz y0 erzeugt, für WC die Differentialgleichung 

- ~ WC + (2nv0 ) 2 WC = - Cf (87) 
mo 

gilt, wenn m 0 und e Masse und Ladung des Elektrons bezeichnen. Eine Dämp
fungskonstante tritt in (87) nicht auf, da ein nichtabsorbierendes Medium voraus
gesetzt wird. Ist y die Frequenz des auf das Atom wirkenden Feldes, kann also 

Cf = e e2nivt (88) 
gesetzt werden (wo e ein konstanter Vek.~or mit komplexen Komponenten ist), 
so folgt aus (86), (87) und (88) wegen WC = - (2nv) 2 tX Cf 

e2 1 
tX = 4n-2mo ;.o2 ---;;2. (89) 

Enthält ein Atom mehrere, etwa I 0 Dispersionselektronen von der gleichen Eigen
frequenz v0 , so ist (89) offenbar mit lo zu multiplizieren. Nehmen wir an, daß 
jedes Atom Elektronen von verschiedenen Eigenfrequenzen, und zwar etwa 
Ii Elektronen von der Eigenfrequenz Yi, enthält, so wird 

e2 f, 
tX - -------- ----------

- 4n2mo "'2 - y2 . 
i 

(89a) 

Um nun zur quantentheoretisch richtigen Dispersionsformel auf dem Wege 
über das Korrespondenzprinzip zu gelangen, kann man zum Ausgangspunkt 
der Betrachtungen nicht die quasielastisch gebundenen Elektronen wählen, 
sondern muß den Überlegungen als Modell ein Periodizitätssystem zugrunde 
legen. Das unter dem Einfluß eines Störungsfeldes 1 ffi(Cf) = ffi(ee2 "'i•t) im Atom 
entstehende Dipolmoment WCkz kann dann mit Hilfe der Störungsrechnung er
halten werden. Wir setzen voraus, daß bei Nichtvorhandensein der Störung das 
elektrische Dipolmoment des Atoms durch 

+oo m = .l ,., a e2ni(r,w, + ... + r,w,) 
2 .:;". 1:1, ••• , Ts (w, = v,t + ö,) 

T1, ••• ,Ts= -CX) 

bestimmt wird, wobei für die von ] 1, .. ·, ls abhängigen Amplituden 2 a,,, ... ,r, 
= o~,, .... , _,, gilt. Benutzen wir nun die Abkürzungen 

W = T1 Y1 + .. · + T8 Y., W 1 = TiY1 + .. · + -r;Y8 , l 
T~=-r,+-r~, w0 =w+w'=-r~v1 + ··· +-r?v,, Ö0 =-r~Ö1 + ··· +-r~ö., 
----- Ur== Or1 , ••• ,r:,, al"' == 0-r~, ... ,r; 

(90a) 

1 ffi deutet die Bildung des reellen Bestandteiles an. 
2 Durch den Stern * wird die Bildung des konjugiert-komplexen Wertes angezeigt. 
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und führen die Operatoren 
cl iJ iJ 

elf= TliJjl + ... + T"iJj,' (90b) 

ein, so läßt sich Wlkl in der Form 

an =ffi{~ 2ni(<roo+VJt+do) ~_!__(lla. (ea.-)- j_ (ea,•))} 
kl ~ e ~ 4 cl ]' ro' + v a. d] ro' + v (91) 

rY, •.• , 7:~ t'1t ••• , 1:, 

darstellen. Die Summation ist hier über alle positiven und negativen ~ und T, 
zu erstrecken. In Wlkz treten im allgemeinen nur solche Frequenzen w' in den 
"Resonanznennern" auf, die auch in dem Ausdrucke für das Dipolmoment m 
des ungestörten Atoms tatsächlich vorhanden sind. In Wlkz wird ja jedes w' 
von dem in m ihm zugeordneten a,• begleitet. Es verschwinden daher alle Glieder 
in Wlkl• die solchen Frequenzen w' entsprechen, deren zugehörige a.· in m für 
einen Wertebereich der Jr verschwinden. Da die Frequenzen w' auch negativer 
Werte fähig sind, gilt die Darstellung (91) für Wlkz mit Rücksicht auf die Nenner 
w' + 'JI offenbar nur so lange, als die Frequenz 'JI der Störungskraft mit keiner 
Fourierfrequenz w' der ungestörten Bewegung zusammenfällt. Der Ausdruck 
(91) für Wlkz stellt bereits eine Fourierentwicklung dar. Über die hier auftreten
den Fourierfrequenzen ist folgendes zu bemerken: Für 7!l = · · · = ~ = 0 
und nur für diese 7:~-Werte wird w 0 = 0, CJ 0 = 0, und das entsprechende Glied 
in Wlkz schwingt kohärent mit der Frequenz 'JI der äußeren Kraft Q:. Nur dieses 
Glied, es heiße WCv, tritt bei quasielastisch gebundenen Elektronen auf. Außerdem 
sind in Wlkz Kombinationsschwingungen enthalten, deren Frequenzen sich als 
Summen oder Differenzen von 'JI und I w 0 I darstellen lassen. I w 0 I ist dabei eine 
Frequenz, die keinesfalls in dem ungestörten Dipolmoment m direkt auftreten 
muß. Sie ist aber nach (90a) stets als Summe oder Differenz zweier solcher 
Frequenzen I w I und I w' I darstellbar und entspricht daher nach Ziff. 9 einer 
Quadrupolfrequenz. Die Kombinationsschwingungen 'JI + w 0 sind naturgemäß 
inkohärent, da die CJ, und daher nach (90a) auch die CJ 0 vom Anfangszustande 
der Bewegung des Atoms abhängen. Dieser klassischen inkohärenten Streu
strahlung entsprechen in der Quantentheorie die "Smekalsprünge", deren 
Existenz SMEKAL1 vorausgesagt hat und die dann von RAMAN 2 und fast gleich
zeitig von LANDSBERG und MANDELSTAM 3 experimentell gefunden wurden. 
SMEKAL betrachtet den Fall, wo ein Lichtquant h'JI auf ein Atom im Quanten
zustande Q auftrifft und als Lichtquant hP' gestreut wird, wobei gleichzeitig das 
Atom in den Quantenzustand P übergeht. Wegen der großen Masse des Atoms 
kann man die bei einem solchen Streuprozesse stattfindende Änderung seiner kine
tischen Energie vernachlässigen. Der Energiesatz ergibt dann hier die Relation 

hP + EQ = hP' + Ep. (92) 

Da nach der Frequenzbedingung bei einem spontanen Quantenübergange zwi
schen den beiden Energieniveaus Q und P die Frequenz hPPQ = Ep - EQ oder 
hPQP = EQ- Ep emittiert wird, je nachdem Ep > EQ oder EQ > Ep ist, so 
folgen aus (92) die Frequenzrelationen: 

I 
')I ='JI-'JipQ für Ep>EQ, 

p' = 'JI + 'l'QP für EQ>Ep. 

1 A. SMEKAL, Naturwissensch. Bd. 11, S. 873. 1923. 

(93a) 

(93 b) 

2 C. V. RAMAN, lnd. Journ. of Phys. Bd. 2, S. 387. 1928; C. V. RAMAN u. K. S. 
;KRISHNAN, Nature Bd. 121, S. 501. 1928; Bd. 122, S. 12. 1928. 

3 G. LANDSBERG u. L. MANDELSTAM, Naturwissensch. Bd. 16, S. 557. 1928; ZS. f. 
Phys. Bd. 50, S. 769. 1928. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 5 
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Im ersten Falle geht das Atom unter dem Einflusse der Strahlung in einen statio
nären Zustand höherer Energie über und das gestreute Lichtquant besitzt eine 
kleinere Frequenz als das einfallende; im zweiten Falle findet dagegen ein Über
gang in einen stationären Zustand geringerer Energie statt, und die gestreute 
Frequenz ist größer als die einfallende (normale bzw. antistokessehe Linien). 
Jedem Quantenübergange entsprechen somit zwei Smekalsprünge, je nachdem 
das Lichtquant auf das Atom im Anfangs-· oder im Endzustande des betreffenden 
Quantenüberganges auftrifft. 

Um nun die der Gleichung (91) korrespondenzmäßig entsprechende quan
tentheoretische Beziehung anzugeben, ordnen KRAMERS und REISENBERG den 
hier auftretenden "klassischen" Größen, in der nachstehenden Weise die ent
sprechenden quantentheoretischen zu. Die klassischen Dipolfrequenzen w und w' 
werden durch die ihnen nach dem Korrespondenzprinzip zugeordneten quanten
theoretischen Übergangsfrequenzen 

(94) 

ersetzt, und zwar so, daß die in wund w' enthaltenen -r, bzw. ·~den entsprechenden 
Quantenzahlendifferenzen der beiden Quantenzustände P und Q gleich sind. 

Weiter wird im Sinne des Korrespondenzprinzips angenommen, daß die 
klassischen Dipolamplituden aT durch quantentheoretische Dipolamplituden aPQ 
derart zu ersetzen sind, daß die Strahlung, die quantenhaft beim Übergange 
P-->- Q emittiert wird, im Mittel die gleichen Intensitäts- und Polarisationseigen
schaften aufweist, wie sie ein klassischer Dipol vom Momente apQe2"'i"PQt besitzt. 
Insbesondere soll nach (25) zwischen der spontanen Übergangswahrscheinlich
keit A~ und der quantentheoretischen Amplitude apQ der Zusammenhang 

(95) 

bestehen. Analog zur Relation a-T = ai ist hier aQP = a;Q zu setzen. 
Um nun noch die quantentheoretische Bedeutung des Operators 15/15] zu 

finden, bemerken wir, daß er auf die Energie E angewendet, nach (6a) und (90b) 

dE ~ 
d J =,.;;;;,. t"r'l'r = W • 

r=l 

(96) 

d. h. die Fourierfrequenzen der Bewegung in den stationären Zuständen liefert. 
Quantentheoretisch entspricht somit in diesem Falle dem Operator 15/15 J die 
Bildung des Differenzenquotienten (94). Allerdings wird in (91) der Operator 
15/15 J auf Amplituden und Frequenzen angewendet, also auf Größen, die von T, 

und -r~ abhängen und deren quantentheoretische Analoga durch zwei stationäre 
Zustände bestimmt sind. Eine Anleitung zur Behandlung eines solchen Falles 

wird erhalten, wenn man d~ noch einmal auf (96) anwendet: :~ = d~ (~~). Da 
der einmaligen Anwendung des Operators 15/15 J in der Quantentheorie der Diffe
renzenquotient (94) entspricht, liegt es nahe, seiner zweimaligen Anwendung 
in der Quantentheorie einen zweiten Differenzenquotienten 

f(x + Lfx)- 2/(x) + f(x- Lfx) (f(x + Lfx)- /(x))- (/(x)- f(x- Ax)) 
(Llx)2 (Lix)2 

(der beim Grenzübergang 82 f f8 x2 ergibt) zuzuordnen. Man wird dann in der Quan-
• dro (Ep- EQ)- (EQ- E ) v - v tentheone für- das Auftreten von R - PQ QR erwarten dj . h2 - h • 

P, Q und R sind dabei drei stationäre Zustände, deren Energiewerte fallend 



Ziff. 20. Dispersionserscheinungen und Smekal-Raman-Effekt. 67 

geordnet (E P > EQ > ER) so gelegen sind, daß die Quantenzahlendifferenzen 
der stationären Zustände P, Q und Q, R den ir-Werten des Operators b fb] 

gleich sind. Man wird somit allgemein l!lJ]F' durch FPQ ~ FQR zu ersetzen haben. 

Wir geben zunächst das quantentheoretische Analogon zu dem mit der 
Frequenz v der Störungskraft mitschwingenden Teile ?.mvkl von ?.mkz an. In diesem 
Falleisti]l = ... =r~ = 0, d.h. ir = -r~,worausw' = -wundbfb]' = -b/b] 
folgt. Es wird dann 

+= 
?.m. = m{e2:tivt ~ _!__ ~ (a,(ea;)) = ffie2"ivt ~ _!__ -~- (a,(ea;) + a;(ea,))}' (97) 

kl ~ 4 lJ J w - y ~ 4 lJ J w - y w + y 
Tl,···,r8=-oo r1, ... ,rs 

(w>O) 

wobei die zweite Form von ?.mvkl aus der ersten durch Zusammenfassung der 
Glieder mit w und - w bei der Summation hervorgeht und daher die letzte 
Summe nur über solche ir-Werte zu erstrecken ist, für die die w > 0 sind. Quan
tentheoretisch entspricht aber ?.mvkl für ein Atom im Zustande Q nach unserem 
obigen klassisch-quantentheoretischen Wörterbuche der Ausdruck 

?JJ1vqu(Q) = ffi{e2nivt ~ __!__ [UpQ(ea1-Q) + a1-Q(eaPQ)] 
~4h YpQ-Y YpQ+Y_ 

P(VPQ>O) 

_ ~ __!__ [aQR (e OQR) + OQR (e UQR)l} • 
~ 4 h YQR - Y YQR + Y 

R(VQR>O) 

(98) 

Die erste bzw. die zweite Summe enthält hier nur Glieder, die Übergängen aus 
dem Quantenzustande Q nach einem höheren Energieniveau P bzw. tieferen R 
entsprechen. 

Um die Diskussion von (98) nicht zu komplizieren, betrachten wir den ein
fachen Fall, wo die Entartung durch ein achsensymmetrisches Feld aufgehoben 
wird und das einfallende Licht linear, und zwar parallel zur Feldachse polarisiert 
ist. Dann sind e sowie die apQ und aQR alle zur Feldachse parallel und können 
als reell angenommen werden, so daß ?.mvqu (Q) ebenfalls zur Feldachse parallel 
wird. Setzt man nun analog zu (86): ?.mvqu(Q) = cx:QQ:, so wird tXQ darstellbar 
in der gleichen Gestalt wie cx: in (89a): 

tXQ = 4:22mJ ~ v'p~P~ y2 - ~ y~ ~Q!:_ v2]' fPQ = 2~:';'0 VpQ [ UpQ [2 · (99) 
LP(VPQ>O) R(VQR>O) 

Die dimensionslosen Konstanten f, die hier als die Oszillatorenstärken oder 
auch als die /-Zahlen bezeichnet werden, stehen in einem einfachen, zuerst von 
LADENBURG1 angegebenen Zusammenhange mit den Übergangswahrscheinlich
keiten A~. Aus (95) und (99) folgt nämlich 

8n2 e2 9 
A~ = YPQ. fPQ• wobei YPQ = 3camo v-pQ 

die Dämpfungskonstante eines linearen Oszillators von der Frequenz VpQ ist. 
Der Unterschied zwischen der quantentheoretischen Dispersionsformel (98) und 
der klassischen (89a) besteht vor allem darin, daß in der ersteren in der Summe 
über die Zustände R "negative" Dispersionsglieder auftreten, die in der letzteren 
fehlen. Diese Glieder entsprechen EINSTEINs induzierten Emissionsprozessen, 
also Übergängen aus dem stationären Zustande Q nach dem tieferliegenden 

1 R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 451. 1921; R. LADENBURG u. F. REICHE, 
Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923. Wegen der exp. Bestätigung vgl. R. LADENBURG, 
ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 1 S. 1928. 

S* 
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Niveau R. Ihr Auftreten ist somit nur für angeregte Zustände zu erwarten, 
wo sie von LADENBURG 1 und seinen Mitarbeitern experimentell sichergestellt 
wurden. Für ein Atom im Normalzustande fallen sie fort, so daß dann Gleichung 
(89a) und (98) miteinander formell identisch werden. 

Man darf jedoch nicht an den verschiedenen Ursprung der f-Zahlen in den 
beiden Dispersionsformeln vergessen. In der klassischen Formel (89a) sind sie 
modellmäßig gleich der Anzahl der quasielastisch gebundenen Elektronen, müßten 
daher immer durch ganze Zahlen darstellbar sein. In der quantentheoretischen 
Formel (99) gehen die f-Zahlen korrespondenzmäßig aus Gliedern in (97) hervor, 
bei denen die ganzen Zahlen keine ausgezeichnete Rolle spielen. Man kann daher 
nicht erwarten, daß in (99) die f durch ganze Zahlen darstellbar seien. Volle 
Klarheit hat hier zuerst der von THOMAS 2 und KUHN 3 ausgesprochene !-Summen
satz gebracht, der auch historisch als ein Hinweis auf das Bestehen der HErSEN
BERGsehen Vertauschungsrelationen bei der Begründung der Quantenmechanik 
von Bedeutung war. Für ein Einelektronensystem vom Periodizitätsgrad 1 
können die Überlegungen dieser Autoren im wesentlichen in folgender Form 
reproduziert werden. In diesem Falle wird das Dipolmoment durch m = et 
gegeben, wenn t den Radiusvektor des Elektrons bezeichnet. Da jetzt 

+= 
m = t 2'a,,e2nir,(v,t+o,) 

zu setzen ist, so wird die mittlere lebendige Energie T gegeben durch 
1/v1 

T = mo _!__ tit2 = mo V!_!__ (2niv )2 ~ ~ T (] a a e2ni(r,+a,)(v,t+o,)dt 
2 e2 2 e2 1 4 1 .::;.,. .::;.,. 1 1 r, "• 

0 'Z"t 0'1 

+= 
- mo:n:2v12 ~ 2 
- 2T ~ T1 a,,a-r,· 

l't=-00 

Nach (9) lautet somit in diesem Falle die Wirkungsvariable 
- 00 

I - 2 T - 2:n:2mo ~ 2 [ [2 
1 - ~ - -e-2- .:::.,. Tl V1 ar, · 

r 1=0 

(100) 

Durch die Differentiation nach ] 1 folgt aber daraus, da hier blJJ = T 1818 ist, die 
Relation oo 1 

2:n:2m 0 ~ lJ r [ 2 _ 
-e2-.::;.,. lJ] Tl v1 I a,, - 1. 

"Z't=O 

(101) 

Setzt man nun in (97) voraus, daß a, parallel ist zu e und nimmt weiter an, daß v 
gegenüber w = T 1 v1 sehr groß ist, daß also sozusagen Röntgenstrahlen einfallen, 
deren Wellenlänge aber immer noch größer ist als die Atomdimensionen, so erhält 
man beim Grenzübergange mittels (101) aus (97) 

Wlkt=iR{ee2"'i•'~--1 i_w[a [2}=m{---{!2--@} (102) 
v .::;.,. 2v2 lJ] r, 4:n:2v2mo • 

'Z"t=Ü 

Der Sachverhalt in der klassischen Mechanik ist somit der folgende: Aus der 
Relation (100), die nur als Definitionsgleichung der Wirkungsvariablen ] 1 , nicht 

1 H. KoPFERMANN u. R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 167. 1930; R. LADEN
BURG u. S. LEVY, ebenda Bd. 65, S. 189. 1930. 

2 W. Tt!OMAS, Naturwissensch. Bd. 13, S. 627. 1925; F. REICHE u. W. THOMAS, ZS. f. 
,Phys. Bd. 34, S .. 510. 1925. 

3 W. KuHN, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 408. 1925. 
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aber als Quantenbedingung gebraucht wird, folgt das Bestehen der Rela
tion ( 101), welche uns die Gewähr bietet, daß für große Schwingungszahlen des 
einfallenden Lichtes ID'lvkl in die Gleichung (102) übergeht, die nichts anderes 
als das Moment et darstellt, das ein freies Elektron (infolge der Bewegungs
gleichung m0 'i; = eQ:) unter dem Einflusse einer harmonischen Welle Q; annimmt. 
Das korrespondenzmäßige Analogon zur Gleichung (101) ist nun nach unserem 
Umdeutungsverfahren mit den Bezeichnungen der Gleichung (99) der /-Summen-
satz: ""'! ""'! - 1 ..t::,., PQ- ..t::,., RQ- · 

p R 

Er sichert uns, daß für große v auch das quantenmäßige Dipolmoment imvqu (Q) 
unter unseren Voraussetzungen den gleichen Wert annimmt, wie er einem freien 
Elektron in der klassischen Theorie entspricht!. 

In einfachen Fällen (z. B. für einen harmonischen Oszillator, wo jede der 
beiden im f-Summensatz auftretenden Summen höchstens eine /-Zahl enthält) 
ist es möglich, aus dem f-Summensatz die /-Zahlen zu berechnen und daher 
auch mit Rücksicht auf den Zusammenhang zwischen den /-Zahlen und den 
Übergangswahrscheinlichkeiten auch die letzteren anzugeben2• Da die beiden 
in Rede stehenden Relationen auch in der Quantenmechanik gelten, so sind die 
so erhaltenen Resultate auch mit der neueren Quantentheorie im Einklange. 

Das quantenmäßige Analogon zur allgemeinen in (91) enthaltenen klassischen 
Kombinationsstreuung kann auf ähnlichem Wege wie (98) gewonnen werden 
und lautet: 

im u(Q) = ffi ~ { ~ e2ni[(VPQ+v>t+<IPQ] __!_ [aPR(eaRQ) _ (eaPR) aRQ]l 
q ..::;.; ..::;.; 4 h VRQ +V VpR +V 

R P(VQP>•> (103) 
+ ~ e2ni[("QP+•> t+<lQPl ___!___ [aQR(eaRP) _ (eaQR) aRP]} • 

..::;.; 4h VRP +V VQR +V 
P(">"PQ) 

Ebenso wie bei der klassischen Kombinationsstreuung entsprechen auch hier 
beim Smekal-Raman-Effekt die Frequenzen 'llpQ und '~~QP Quadrupolübergängen 
(vgl. Ziff. 9). Es dürfen ja immer die Dipolamplituden aPR oder aRP einerseits 
und gleichzeitig UQn oder URQ andererseits nicht verschwinden, damit diese Fre
quenzen eine von Null verschiedene Amplitude besitzen. Außer den beiden 
Smekalfrequenzen (93a, b), die in der zweiten Zeile von (103) auftreten, enthält 
(103) in der ersten Zeile auch noch eine Streustrahlung von der Frequenzs 

v" = 'IIQP - v (vQP > v > 0). 
Eine solche Streustrahlung kann nur zugleich mit der Emission eines Doppel
quants (hv, hv) auftreten. In diesem Falle lautet ja in Übereinstimmung mit 
der letzten Frequenzrelation die zu (92) analoge Energiebilanz: 

hv + EQ = hv"+ Ep + 2hv. 

Fordert man, daß (98) und (103) auch noch im Grenzfalle v = 0 gilt, so 
gelangt man zu einer sehr originellen Anwendung dieser beiden Relationen, 
auf die PAULI 4 hingewiesen hat. Wir haben es hier ebenso wie bei den Gleichungen 
(98) und (103) mit einem Erraten der richtigen Quantengesetze zu tun. Geht 

1 Über die allgemeine Formulierung des /-Summensatzes vgl. die angeführte Literatur 
sowie Kap. 3, Ziff. 40, und Kap. 5, Ziff. 27, ds. Halbb. 

2 F. REICHE u. W. THOMAS, I. c. 
3 Daß eine solche Streufrequenz v" auftritt, erkennt man, wenn man den Zeitfaktor 

e2 "'i[(vPQ+,.lt+<lPQ] im Falle vQp>v>O in der Form e-2ni[tvQp-v)t+<lQP] schreibt. 
4 W. PAuLI, Det Danske Vid. Selsk. Bd. 7, Nr. 3. 1925; ds. Handb., 1. Aufl., Bd. XXIII, 

s. 95, 146 u. 247. 
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man nämlich von einer linear polarisierten Lichtwelle aus (e reell) und läßt v 
verschwinden, so erhält man im Grenzfalle ein zeitlich konstantes homogenes 
elektrisches Feld. (98) geht dann in den Ausdruck für das elektrische Moment 
ffi1oqu (Q) über, das in einem Atom im Quantenzustande Q beim Starkeffekt 
induziert wird. Damit ist aber die Zusatzenergie beim quadratischen Starkeffekt 
gegeben, da sie ja durch LIEQ = -i (ffi1oqu (Q) e) bestimmt istl. Derselbe Ausdruck 
für die Zusatzenergie konnte übrigens auch durch direktes korrespondenzmäßiges 
Analogisieren der Störungsrechnung gewonnen werden2• (103) ergibt für v = 0 
offenbar das Dipolmoment, das für die dipolmäßige Ausstrahlung einer Linie im 
elektrischen Felde maßgebend ist, die ohne Feld einem Quadrupolübergang ent
spricht, als Dipollinie also verboten ist. PAULI hat auf diesem Wege die Irrten
sitäten der verbotenen Linien beim Starkeffekt des Hg abschätzen können. 

111. Die Komplexstruktur der Spektralterme. 
21. Die Neigungsauffassung der Komplexstruktur. Im vorigen Abschnitt 

wurde von der Tatsache abgesehen, daß die Spektralterme im allgemeinen nicht 
einfach, sondern mehrfach sind, eine Komplexstruktur besitzen. So tritt bei 
den Bogenspektren der Alkalimetalle ein Dublettermsystem auf, bei dem nur 
der s-Term einfach, die p-, d-, ... Terme aber doppelt sind. Die Bogenspektren 
der Erdalkalien besitzen hingegen zwei Termsysteme. Ein Singulettsystem mit 
durchwegs einfachen Termen und ein Triplettsystem, bei dem nur der s-Term 
einfach, alle anderen Terme aber dreifach sind. Im allgemeinen findet man 
Singulett-, Dublett-, ... , Oktettermsysteme. Ein solches Termsystem ist immer 
so aufgebaut, daß die Niveauzahl der s-, p-, d-, ... Termfolgen von der Niveau
zahl 1, bei den s-Termen beginnend, stufenweise im allgemeinen um zwei Ein
heiten ansteigend, bei den p-, d- . .. Termen anwächst, bis die "permanente" 
Niveauzahl erreicht ist, nach der die Komplexstruktur ihren Namen trägt. Bei 
einem Sextett z. B. wird die Niveauzahl der s-, p- ... Terme durch 1, 3, 5, 6, 6, ... 
gegeben. Hier findet nur einmal knapp vor dem Erreichen der permanenten 
Niveauzahl 6 beim Übergange von den d- zu den /-Termen ein Anwachsen der 
Niveauzahl um eine Einheit statt. Eine analoge Erscheinung findet sich bei 
allen geradzahligen Termsystemen. 

Die durch Kombination zweier solcher Termsysteme entstehenden Spektral
liniengruppenbezeichnet man nach CATALAN 3 als Multipletts. In einem solchen 
der Kombination eines p- und d-Termes z. B. entsprechenden Multiplett treten 
jedoch nicht alle nach dem RITzsehen Kombinationsprinzip möglichen Spektral
linien auf. SoMMERFELD 4 sah darin einen Hinweis auf das Bestehen einer Aus
wahlregel. Er konnte sie formulieren, indem er zeigte, daß man jedem Spektral
term eine "innere" Quantenzahl j zuweisen kann, für die die Auswahlregel 
LI j = 0, ± 1 gilt. Es ist üblich geworden, nach einem Vorschlage von SoMMER
FELD diese inneren Quantenzahlen zur Unterscheidung der einzelnen Niveaus 
den betreffenden Termsymbolen als unteren Index anzufügen, also s1 , p1 , ... 

zu schreiben. Die Hauptquantenzahl n eines Spektralterms wird dann vor ein 
solches Termsymbol gesetzt; 5 s3 bedeutet also einen s-Term mit der Haupt
quantenzahl 5 und der j-Quantenzahl 3. Wie sich später herausstellte, ist die 

1 Vgl. auch W. THOMAS, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 586. 1925. 
2 M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 379. 1924. 
3 M. CATALAN, Trans. Roy. Soc. Bd. 223, S. 127. 1922. Bis 1922 waren bloß Singu

lett-, Dublett- und Tripletterme bekannt. 
4 A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 63, S. 221. 1920. 
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innere Quantenzahl j im Einklange mit ihrer Auswahlregel als die Quantenzahl 
des gesamten Impulsmomentes des Atoms anzusprechen (vgl. Ziff. 9 u. 18). 

Der Zeemaneffekt solcher Multipletts erwies sich im allgemeinen als anomal. 
Der erste Vorstoß in dieser Richtung gelang VAN LoHUIZEN 1 und SoMMERFELD 2, 

die zeigen konnten, daß die anomale magnetische Zerlegung der Multiplettlinien 
mit Hilfe des Kombinationsprinzips auf eine entsprechende Zerlegung der Mul
tipletterme zurückgeführt werden kann. Daraufhin vermochte LANDE 3, die 
magnetische Termaufspaltung in grundlegenden Untersuchungen sehr vollständig 
zu beschreiben. 

Die bei den Multipletts und ihren Zeemaneffekten entdeckten Gesetzmäßig
keiten suchte man zunächst nach LANDE 4 und SoMMERFELD 6 so zu erklären, 
daß man dem Atomrumpf ein durch eine Quantenzahl s 6 gegebenes Impuls-

moment s _!!_zuschrieb, welches sich mit dem Impulsmoment des Leuchtelektrons 
2:n: 

vektoriell zum Gesamtimpulsmoment j !!_ des Atoms zusammensetzt. Da mit 
' 2:n: 

dem Impulsmoment ein magnetisches Moment verknüpft ist, so tritt in unserem 
Modell zu der in Ziff. 14 allein berücksichtigten elektrischen Wechselwirkungs
energie auch noch eine magnetische hinzu, die dem skalaren Produkt der beiden 
magnetischen Momente proportional ist und eine Aufspaltung, eine Komplex
struktur der in Ziff. 14 beschriebenen Spektralterme bewirkt. Eine einfache Über
legung zeigt aber, daß eine solche "Neigungsauftassung" der Komplexstruktur sich 
nur dann aufrechterhalten läßt, wenn man sich zu schweren Opfern auf Kosten der 
im vorigen Abschnitte dargestellten Theorie der Periodizitätssysteme entschließt. 
Die Impulsmomente des Atomrumpfes, des Leuchtelektrons und das gesamte 
Impulsmoment des Atoms (in Einheiten von hj2n gemessen) seien durch die 
Vektoren 5, l und j gegeben, deren Absolutbeträge gleich den entsprechenden 
Quantenzahlen sind. Es muß dann offenbar j = 5 + l sein, so daß für j die 
Ungleichung 11 _ si < j < z + s (1) 

besteht. Nehmen wir zunächst an, daß j, l und s ganze Zahlen sind, so kann 
die Quantenzahl j bei gegebenen l- und s-Werten r = l + s -ll- s I + 1 
verschiedene Werte annehmen. Die Niveauzahl r eines Spektraltermes mit 
gegebenem. l und s beträgt somit 

r = 2I + 1, wenn l<s, } (1 a) 
r = 2s + 1, wenn I>s. 

Solangel < s ist, wächst also die Niveauzahl mit wachsendem I; man kann daher 
in diesem Falle aus der Anzahl r = 21 + 1 der s-, p-, ... Niveaus unmittelbar 
den Zahlenwert ihrer I-Quantenzahl ablesen. Während man aber modellmäßig 
nach Ziff. 14 für die Impulsmomentquantenzahl des Leuchtelektrons l = k 
erwartet, ergibt die Erfahrung das überraschende Resultat, daß I= k- 1 
gesetzt werden muß. Da z. B. die Singuletterme alle einfach sind, so ist bei ihnen 
l = 0 zu setzen, während hier k = 1 ist. Im allgemeinen hat man bei einer 
gegebenen Hauptquantenzahl n die I-Quantenzahlen 0, 1, ... (n - 1). Aus der 

1 T. VAN LOHUIZEN, Proc. Amsterdam Bd. 22, S. 190. 1919. 
2 A. SoMMERFELD, Naturwissensch. Bd. 8, S. 61. 1920; Ann. d. Phys. Bd. 63, S. 221. 1920. 
3 A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 5. S. 231. 1921; Bd. 7, S. 398. 1921; Phys. ZS. Bd. 22, 

s. 417. 1921. 
4 A. LANDE, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S. 585. 1919-. 
5 A. SOMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 70, S. 32. 1923; Bd. 73, S. 209. 1924. 
6 Es besteht wohl keine .Gefahr der Verwechselung der Quantenzahl s mit dem Term

symbol s. 
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permanenten Niveauzahl r = 2s + 1 kann dagegen der Zahlenwert der Rumpf
quantenzahl s entnommen werden. Schließlich liefert die Ungleichung (1) die 
j-Werte, die für die einzelnen Niveaus der s-, p-, . .. Terme in Betracht kommen. 
Für einen s-Term ist insbesondere l = 0 und daher nach (1) i gleich der Rumpf
quantenzahl s zu setzen. Die Voraussetzungen unserer obigen Überlegungen, 
insbesondere die, daß j und s ganz sind, treffen aber nur bei den Spektraltermen 
mit ungerader permanenter Multiplizität zu. Bei den Spektraltermen mit gerader 
permanenter Multiplizität r muß aber die Impulsmomentquantenzahl s und hiermit 
auchdiej-Quantenzahlder s-Terme halbzahlig angenommen werden. Wegen der 
Auswahlregel LI j = 0, ± 1 ergeben sich dann auch diej-Werte allerübrigen Terme 
halbzahlig. Man erkennt aber leicht, daß auch in diesem Falle die Relationen (1) 
und (1 a) und alle Folgerungen aus ihnen in Geltung bleiben. Bezüglich der 
Mannigfaltigkeit der Termniveaus erhält man so in allen Fällen eine Überein
stimmung mit der Erfahrung. Das Modellleistet aber noch weit mehr! Werden 
Zusatzannahmen über das magnetische Verhalten des Rumpfes gemacht und 
empirische Korrektionen als zulässig hingenommen, so kann es uns als Weg
weiser für die Ermittlung der Aufspaltungen beim anomalen Zeemaneffekt 
dienen und leistet bei Heranziehung des Korrespondenzprinzips wichtige 
Dienste bei der Ermittlung der Intensitäten der Multiplettlinien (vgl. Ziff. 23). 
Die Annahme der obigen Folgerungen, die Halbzahligkeit der beiden Quanten
zahlen s und j und die Tatsache, daß die Quantenzahl des Leuchtelektrons 
l = k- 1 gesetzt werden muß, sind jedoch vom Standpunkt der Quantentheorie 
der Periodizitätssysteme vollständig unverständlich. Man kann 1 daher wohl 
behaupten, daß die auf Grund der Neigungsauffassung erzielten Erfolge eher in 
einer Beschreibung der Tatsachen als in ihrem theoretischen Verstehen gipfelten. 
Andererseits muß man aber auch betonen, daß diese Beschreibung in vielen Fällen 
so vollständig war, daß sie von der neuen Quantenmechanik restlos bestätigt werden 
konnte. Aus der Neigungsauffassung ergaben sich jedoch auch Widersprüche 
mit der Erfahrung, die deutlich darauf hinwiesen, daß die der Quantenzahl s 
beigelegte Bedeutung nicht richtig sein kann. So müßte man z. B., wie PAULI 2 

betont hat, nach der obigen Neigungsauffassung der Multiplettstruktur bei den 
Singulett- und Triplettermen der Erdalkalien dem Atomrumpf verschiedene 
s-Quantenzahlen, also verschiedene Quantenzustände zuschreiben. Dies würde 
aber zur Folge haben (vgl. Ziff. 14), daß die Singulett- und Tripletterme ver
schiedene Seriengrenzen besitzen, die sich um die Energiedifferenz der beiden 
Quantenzustände des Rumpfes unterscheiden. Dies trifft aber in Wirklichkeit 
nicht zu. Weiter ergaben sich auf Grund unseres Modells bei jenen Alkalimetallen, 
die am Anfange des periodischen Systems stehen, zahlenmäßig viel zu große 
Dublettaufspaltungen. Man erhält sie jedoch in der richtigen Größenordnung, 
wenn man ihnen einen relativistischen Ursprung zuschreibt und den Rumpf als 
impulslos ansieht. Diese Tatsache legte PAULI den Gedanken nahe, daß die 
Quantenzahl s bei den Alkalimetallen gar nicht den Zustand des Atomrumpfes, 
sondern den des Leuchtelektrons charakterisiert. Zu den drei Quantenzahlen, 
die das Verhalten eines Elektrons im Magnetfelde nach der Theorie der Periodizi
tätssysteme beschreiben, tritt nach P AULI noch eine vierte Quantenzahl s dazu. 
s kann bei den Alkalimetallen nur die beiden Werte ±! annehmen, da ja hier 
j = I l ± i I ist. P AULI sieht das als einen Fingerzeig dafür an, daß die vierte 

1 Insbesondere bedeutet die Annahme, daß das Impulsmoment der Umlaufsbewegung 
des Elektrons durch l = k -1 gegeben wird, einen vollständigen Verzicht auf eine anschau
liche Deutung von l, die bei k unmittelbar gegeben war. 

2 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 373. 1925; vgl. auchds. Handb., 1. Aufl., Bd. XXIII, 
s. 219. 
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Quantenzahl s der Elektronen immer nur einem der beiden Werte ±i gleich
zusetzen ist. Unter Zugrundelegung dieser Annahme hat PAULI weittragende 
Schlüsse gezogen, ohne jedoch eine modellmäßige Begründung für das Auftreten 
von s zu geben. Diese wurde erst von GoUDSMIT und UHLENBECK 1 gefunden, 
die in zwei kurzen Noten die Auffassung überzeugend begründeten, daß die 
Quantenzahl s der Rotationsquantisierung des Elektrons entspricht. Danach 
hat man dem Elektron außer einer elektrischen Ladung noch ein mechanisches 
Impulsmoment und infolgedessen auch ein magnetisches Dipolmoment zuzu
schreiben. Um den Tatsachen, vor allem dem anomalen Zeemaneffekt, gerecht 
zu werden, muß man dabei die Größe des magnetischen Momentes einem ganzen 
BoHRsehen Magneton gleichsetzen, trotzdem die Impulsmomentquantenzahl des 
rotierenden Elektrons nur die Werte ±i annehmen kann. Das Verhältnis des 
magnetischen Momentes zum Impulsmoment des Elektrons ist daher doppelt 
so groß, wie bei einem ein Anziehungszentrum umlaufenden Elektron. 

22. Das Einelektronenproblem mit Berücksichtigung des Spins. Wir 
wollen uns nun darüber klar werden, in welcher Weise sich der Elektronenspin 
beim Einelektronenproblem bemerkbar macht. Als ungestörter Zustand werde 
die nichtrelativistische Keplerbahn angenommen. Sie wird dann durch zwei 
Einflüsse gestört: dadurch, daß die gewöhnliche Mechanik durch die relativistische 
zu ersetzen ist, und durch den Elektronenspin. Im Ausdrucke für die Energie
niveaus werden demnach drei Glieder zu unterscheiden sein: der Balmer-, der 
Relativitäts- und der Spinterm. Der Balmerterm entspricht der Quantisierung 
des nichtrelativistischen Einelektronenproblems, die durch die Hauptquanten
zahl n die große Achse der Keplerellipse festlegt. Eine befriedigende Berück
sichtigung der beiden Störungen ist jedoch im Rahmen der älteren Quanten
theorie nicht möglich. Zunächst ist es klar, daß der Elektronenspin eine Störungs
energie liefert. Dem elektrischen Felde des Kernes entspricht ja im Ruhsystem 
des Elektrons ein magnetisches Feld! das auf das magnetische Moment des 
Elektrons einwirkt. Die Störungstheorie der Periodizitätssysteme zeigt, daß das 
entsprechende Glied von ähnlichem Bau und gleicher Größenordnung ist wie 
die Relativitätskorrektion der Feinstrukturformel Ziff. 11, Gleichung (44a). Faßt 
man jedoch diesen Spinterm mit der Relativitätskorrektion zusammen, so erhält 
man ein offenbar unrichtiges Resultat. Die SoMMERFELDsehe Relativitäts
korrektion allein stellt ja schon die richtigen Zusatzenergieniveaus des Ein
elektronenproblems dar, während die beiden Störungsglieder zusammen ein 
anderes Resultat ergeben. Man muß daher annehmen, daß beide Zusatzterme zu 
ändern sind. Das richtige Endergebnis kann man sich im Anschluß an GouDSMIT 
und UHLENBECK1 in der nachstehenden Weise plausibel machen. Als Quantenzahl 
der Umlaufsbewegung des Elektrons um den Kern soll nach den Erfahrungen 
mit der Neigungsauffassung l = k - 1 (l = 0, 1, ... , (n - 1)) angesehen werden. 
l soll gleichzeitig die Gestalt, also z. B. den Parameter der Keplerbahn festlegen. 
Nimmt man nun an, daß sich l mit s in der gleichen Weise zu f zusammensetzt 
wie bei der Neigungsauffassung, so erhält man bei fehlender Entartung die in 
den ersten drei Zeilen der nachstehenden Tabelle enthaltene Übersicht über die 
Quantenzahlen 1. und l der stationären Zustände. Das= ±i ist, so steht s ebenso 
wie l senkrecht auf der Bahnebene. Der Spin verursacht daher eine Perihel
drehung der Keplerellipse, die sich der relativistischen überlagert. Da nach 
Ziff. 11, Gleichung (44a) die resultierenden Energieniveaus außer durch n nur 
noch durch eine einzige weitere Quantenzahl (k) bestimmt werden, haben wir es 
hier beim CouLOMBsehen Einelektronenproblem offenbar mit einer Entartung zu 

1 S. GounsMrT u. G. E. UHLENBECK, Naturwissensch. Bd. 13, S. 953. 1925; Nature 
Bd. 117, S. 264. 1926. 
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tun. Die Frage, in welcher Weise hier k durch die neuen Quantenzahlen auszu
drücken ist, wird von GouDSMIT und UHLENBECK durch den Ansatz k = j + ! 
beantwortet. Die Spektralterme der Feinstrukturformel lauten dann 

V=-EnJ =RZ2 +rx2 RZ!_(~ _ _l_)+ ... 
h n 2 n 3 V+ t 4n 

Übersicht über die stationären Zustände des Einelektronenproblems 
bei Berücksichtigung des Spins. 

n (Balmerterm) 1 2 3 
--

l ( + Relativ.-Term) 0 0 I 1 0 I 1 I 2 

(2) 

---

f ( + Spinterm) 1 t I 
I 

I " 1 
I 

1 
I 

:l 

I 
:J 

I 
r. 

2 2 '2 2 2 -:[ -:r -,[ 

k (azim. Quant.-Zahl) 1 1 I 2 1 I 2 I 3 

Optisches Termsymbol . 1 251 --z-2s '-122Pl_I22PJJ. 3 2St 13 2P~ 13 2P~ 13 2D 1§ 13 2D~ y 2 2 2 

Rön tgenspektr. Termsym-

~-l!III I I Mwl Miv I bol. KI LI 1'vf1 Mu Mv 
-~--

Abschirmungs- u. relativ. ----"....-----"....- ..____._"_..~._"_.. 

Dubletts A R A R A R 

Wie aus der obigen Übersicht zu entnehmen ist, sind mit Rücksicht auf j = Jl ± ! J 
unsere entarteten Energieniveaus im allgemeinen zweifach. Zur Begründung 
von (2) sei mit GouDSMIT und UHLENBECK nachstehendes angeführt: Wie bei 
der Besprechung der Alkalispektren klar wird, müssen auch beim Wasserstoff
und Heliumfunken-Spektrum die Auswahlregeln in der Gestalt der Ziff. 21 

L1l = ± 1 ' L1 j = 0' ± 1 (3) 
vorausgesetzt werden. Sie beheben sofort die in Ziff. 11 erwähnten Schwierig
keiten, die der älteren Auffassung der Feinstrukturformel durch das Auftreten 
der "verbotenen" L1 k = o-Komponenten in den Gleichstrombildern im Wege 
standen. k entspricht ja nunmehr j + ! und nach den Auswahlregeln (3) ist 
nun das Auftreten dieser Komponenten gestattet. Noch vor der Entdeckung 
des Elektronenspins wurde die obige Klassifikation der Feinstrukturterme von 
GouDSMIT und UHLENBECK1 sowie von SLATER 2 befürwortet. 

Viel eindringlicher sprechen zugunsten der obigen Auffassung die Alkali
spektren. Noch vor der Entdeckung des Elektronenspins lenkten LANDE 3 sowie 
MILLIKAN und BoWEN 4 die Aufmerksamkeit auf die Tatsache, daß sich mit 
Hilfe der Feinstrukturformel die Dublettweiten der Alkalimetalle sowie die der 
gleichgebauten Ionen anderer Elemente darstellen lassen, wenn man in (2) in 
den beiden hier auftretenden Gliedern Z durch zwei verschiedene effektive Kern
ladungszahlen (Z - a) bzw. (Z- s) ersetzt, also für die Spektralterme den 

Ansatz macht: v = R (Z _ a) 2 + IX2 R (Z =~ (-. _1 ___ _1_) + ... 
n2 na 1 + ~· 4n (4) 

Um nun die empirische Bestätigung von (4) anzugeben, bemerken wir, 
daß die Abschirmungszahlen a und s sicherlich von l abhängen; denn Bahnen 
mit verschiedenen l besitzen ja eine verschiedene Gestalt. Vernachlässigt man 

1 S. GouDSMIT u. G. E. UHLENBECK, Physica Bd. 5, S. 266. 1925. 
2 J. C. SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 11, S. 732. 1925; vgl. auch A. SoMMERFELD 

u. A. UNSÖLD, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 259. 1926; Bd. 38, S. 237. 1926. 
3 A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 88. 1924; Bd. 25, S. 46. 1924. 
4 R. A. MILLIKAN u. I. BOWEN, Phys. Rev. Bd. 23, S. 1. 1924; Bd. 24, S. 209 u. 223. 

1924; Bd. 25, S. 295. 591 u. 600. 1925; Phil. Mag. Bd. 49, S. 923. 1925; Bd. 4, S. 561. 1927. 



Ziff. 23. Die RUSSEL-SAUNDERSche Koppelung. 75 

in erster Näherung die durch das zweite Glied in (4) dargestellte Komplexstruktur, 
so wird: 

(5) 

Da ebenso wie bei den Röntgenspektren a für einander entsprechende optische 
Spektralterme (gleiches l und n) einer Folge von gleichgebauten Atomen (z. B. 
Li I, Be II, B III, C IV) den gleichen Wert besitzt, so besteht nach (5) für 
solche Spektralterme eine lineare Beziehung zwischen Vvf R und Z, die als das 
MoSELEYsche Gesetz bezeichnet wird. Das M oseleydiagramm, die graphische 
Darstellung der Abhängigkeit dieser beiden Größen, ist somit eine Gerade, deren 
Neigungswinkel die Hauptquantenzahl n und deren Schnittpunkt mit der Z-Achse 
die Abschirmungszahl a bestimmt. Zwei solche Gerade, die zu gleichen n-, aber 
verschiedenen l-Quantenzahlen gehören, sind somit parallel. Für sie ist ja 

Ll 1/-~ = - L1a 'R n 
unabhängig von Z. Betrachtet man insbesondere zwei Spektralterme, die 
gleichen n- und f-, aber um 1 verschiedenen l-Quantenzahlen entsprechen (also 
z. B. nsi- und npt), so spricht man bei Erfülltsein der letzten Relation in An
lehnung an den Sprachgebrauch der Röntgenspektroskopie (vgl. Ziff. 24) von einem 
irregulärenoder Abschirmungsdublett. Zwei Terme, diesichnurdurchdie Orientierung 
der Spinrichtung unterscheiden, d. h. zwei Terme mit gleichem n und l, jedoch um 1 
verschiedenem f, also z. B. npJ. und np,., besitzen die gleichen Abschirmungs-

2 y 

zahlen a, da diese von der Spinorientierung in erster Näherung wohl unabhängig 
sind. Der Frequenzabstand zweier solcher Terme wird jetzt, da das erste Glied 
in (4) sich nun weghebt, durch 

(6) 

bestimmt. Auch die Abschirmungszahl s erweist sich bei den Atomen der Alkali
metalle und den gleichgebauten Ionen anderer Elemente als von Z annähernd 
unabhängig, so daß die Dublettweiten der entsprechenden Spektren durch (6) 
leidlich wiedergegeben werden. In diesem Falle spricht man von relativistischen 
oder regulären Dubletts1• Die obige Darstellung entspricht dabei dem von 
MILLIKAN und BowEN eingenommenen Standpunkt, denen wir auch das zur 
Begründung dieser Anschauungen notwendige experimentelle Material ver
danken. LANDE bevorzugt eine andere Darstellung der relativistischen Dubletts, 
die der Tatsache Rechnung zu tragen sucht, daß bei den Tauchbahnen das 
Leuchtelektron innerhalb und außerhalb des Atomrumpfes unter dem Einflusse 
verschiedener Kernladungszahlen steht. 

23. Die RussEL-SAuNDERsche Koppelung. Haben wir es mit einem Atom 
mit mehreren Elektronen zu tun, so erscheint das allgemeine Problem der theo
retischen Voraussage der Komplexstruktur ihrer Spektralterme hoffnungslos 
kompliziert. Gewisse Grenzfälle lassen sich jedoch einfach behandeln und führen 
zu übersichtlichen und praktisch wichtigen Resultaten. Wir versuchen zunächst 
Klarheit über die Zusammensetzung der Umlaufsmomente l; und der Spin
momente s; der einzelnen Elektronen zu gewinnen. Beim Einelektronenproblem 

1 Von dem dargelegten Standpunkte aus wäre eigentlich die Bezeichnung Spindubletts 
konsequenter, da die Relativitätskorrektion nur von der Gestalt der Bahn, d. h. nur von l 
abhängt, also für die beiden Terme eines relativistischen Dubletts die gleiche ist. Die ursprüng
liche (auf den Vorstellungen der Ziff. 11 beruhende) SoMMERFELDsehe Bezeichnung relativisti
sche Dubletts ist jedoch im Hinblick auf die DmAcschen Gleichungen gerechtfertigt, die 
den Spin als ein relativistisches Phänomen erscheinen lassen. 
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entstand aus s und l durch Vektoraddition das gesamte Impulsmoment f. Haben 
wir es aber mit zwei oder mehreren Elektronen zu tun, so lassen sich ihre li und 
s, in sehr verschiedener Weise zu einem Gesamtimpuls zusammensetzen. Wie dies 
erfolgt, dafür sind die Koppelungskräfte zwischen den einzelnen Vektoren li 
und si entscheidend. Wir betrachten vor allem den praktisch wichtigsten Fall 
der sog. normalen oder RussEL-SAUNDERschen Koppelung 1, der insbesondere 
bei den Atomen am Anfange der ersten Perioden des natürlichen Systems sehr 
weitgehend realisiert ist. Hier wird vorausgesetzt, daß die magnetische Wechsel
wirktmg zwischen den Vektoren l, untereinander und den s, untereinander alle 
anderen Wechselwirkungskräfte stark überwiegt 2• Es werden sich dann einerseits 
die li und andererseits die s, zu den resultierenden Vektoren B und 6 (mit den 
Absolutbeträgen L und S) zusammensetzen. In nächster Näherung ist noch 
die Wechselwirkung zwischen Bund 6 in Betracht zu ziehen, die ihre Zusammen
setzung nach den Regeln der Ziff. 21 zu einem resultierenden Gesamtimpuls
moment ,S bewirkt. Formell ergeben sich somit auch hier alle Folgerungen der 
Neigungsauffassung bezüglich der Vielfachheit und Ordnung der Energieniveaus. 
Nur die Bedeutung von Bund 6 ist hier eine andere als die von I und 5 in Ziff. 21. 
B und@:) entsprechen jetzt den Resultierenden der Umlaufs- bzw. Spinmomente der 
einzelnen Elektronen, während I und 5 früher die Bedeutung des Umlaufsmomentes 
des Leuchtelektrons bzw. des Impulsmomentes des Rumpfes besaßen. Dabei 
ist aber noch folgendes zu berücksichtigen: die abgeschlossenen Schalen werden 
nun als impulslos sowohl hinsichtlich der Resultierenden der Umlaufs- als auch 
der Spinmomente angesehen (vgl. Ziff. 24). Bei der obigen Zusammensetzung 
sind also nur die Elektronen in den nichtabgeschlossenen Schalen zu berück
sichtigen, die kurz auch als die Außenelektronen bezeichnet werden. Die l, setzen 
sich dabei vektoriell zu einer ganzzahligen Resultierenden B zusammen. Die 
Zusammensetzung der s, erfolgt aber algebraisch, so daß sich bei einer geraden 
Anzahl von Außenelektronen stets nur eine ganzzahlige und bei einer ungeraden 
Anzahl stets nur eine halbzahlige Resultierende @:) ergibt. 

Aus dem soeben Angeführten läßt sich sogleich eine ganze Reihe von Folge
rungen ziehen: Da eine abgeschlossene Schale stets nur eine gerade Anzahl von 
Elektronen enthält, so besitzen die Atome mit gerader bzw. ungerader Ordnungs
zahl Z stets nur Terme von gerader bzw. ungerader permanenter Vielfachheit (ver
allgemeinerter RYDBERGscher Wechselsatz). Entsprechend den verschiedenen Mög
lichkeiten der algebraischen Zusammensetzung der s, zu einer Resultierenden S 
werden bei einem vorgegebenen Atom im allgemeinen mehrere Termsysteme von 
verschiedener, aber stets nur gerader oder nur ungerader permanenter Multiplizität 
r = 25 + 1 auftreten. Bein Außenelektronen wird das maximaleS durch Smax = n/2 
und daher die maximale permanente Multiplizität durch rmax = 2Smax + 1 = n + 1 
gegeben3• Da die Struktur der Spektralterme bei normaler Koppelung nur von 
der Anzahl der Außenelektronen abhängt, so gilt im allgemeinen (vgl. Ziff. 16) 
der Verschiebungssatz von KassEL und SoMMERFELD4 : Das Funkenspektrum N ter 
Ordnung eines bestimmten Atoms entspricht seiner Struktur nach dem Spektrum 
des Elementes, das im periodischen System ihm um N Stellen vorangeht. 

Im Anschluß an RussEL und SAUNDERS hat sich für normale Multipletts 
die Bezeichnungsweise •sJ, 'PJ, •DJ eingebürgert. Dabei bedeutet r die perma-

1 H. N. RussEL u. F. A. SAUNDERS, Astrophys. Journ. Bd. 61, S. 38. 1925. 
2 S. GounSMIT, ZS. f. Phys. Bd. 32, S. 794. 1925; W. HEISENBERG, ebenda S. 841. 
3 0. LAPORTE, Naturwissensch. Bd. 11, S. 779. 1923. Ein Ansteigen der maximalen 

Multiplizität findet jedoch in Wirklichkeit nur zu Beginn der einzelnen Perioden statt. Das 
Absinken ergibt sich aus dem FAULischen Lückensatz (Ziff. 24). 

4 W. KosSEL u. A. SoMMERFELD, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S. 240. 1919. 
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nente Multiplizität des betreffenden Termes und J das gesamte Impulsmoment, 
während die Buchstaben S, P, D, ... der Reihe nach den resultierenden Um
laufsmomenten L = 0, 1 , 2, . . . entsprechen. In einem Atom mit mehreren 
Außenelektronen werden im allgemeinen mehrere energetisch verschiedene Terme 
auftreten, die durch ein und dasselbe RussEL-SAUNDERSsche Symbol z. B. 3P 2 
zu charakterisieren sind. Sie unterscheiden sich dann durch die Zustände der 
einzelnen Außenelektronen. Diese Zustände werden durch kleine Buchstaben 
gekennzeichnet und den RussEL-SAUNDERSschen Symbolen meist in Klammern 
vorangestellt. So findet man z. B. beim Ca I, das zwei Außenelektronen besitzt, 
die nachstehenden verschiedenen 3PrTerme (] = 0, 1, 2): 

(4smp) 3PJ, (3d md) 3PJ und (3d mp) 3PJ. 

Aus dem Obigen ersieht man die Möglichkeit, für den Fall der normalen 
Koppelung aus der möglichen Mannigfaltigkeit der Zustände der Außenelek
tronen auf die entsprech~nde Mannigfaltigkeit der spektroskopischen Terme zu 
schließen. Doch erst die Reduktion dieser Mannigfaltigkeit auf Grund des 
Pauliprinzips und ihre Sichtung mit Hilfe einer von SLATER1 entwickelten Regel 
ermöglichten HuNn2 eine vollständige Systematik der Multiplettspektren des 
periodischen Systems. Auf das Pauliprinzip kommen wir in Ziff. 24 zurück. 
Die SLATERsche Regel besagt, daß unter den Termen, die bei gegebenen li und si 
der einzelnen Elektronen gebildet werden können, diejenigen die tieferen sind, 
die den größeren S, und unter solchen mit gegebenem S diejenigen, die den 
größeren L entsprechen. 

Die Auswahlregeln für die Kombinationen der normalen Terme lassen sich 
korrespondenzmäßig begründen. Es gilt zunächst 

A]= o, ±1*, AL=0,±1. 
Weiter muß aber bei der RussEL-SAUNDERsschen Koppelung für die 5-Quanten-
zahl die Auswahlregel A s = o 
vorausgesetzt werden. Sie verbietet das Auftreten von Interkombinationslinien, 
d. h. von Kombinationen der Terme verschiedener Vielfachheit. Ihre korrespon
denzmäßige Begründung liegt darin, daß wegen der Kleinheit der Koppelungs
kräfte zwischen 2 und ~ die ~ entsprechenden Spinfrequenzen in der Fourier
zerlegung der Bewegung gar nicht auftreten. Schließlich stellten LAPORTE 3 und 
RussEL 4 auf Grund des empirischen Materials eine Auswahlregel auf, die die 
REISENBERGsehe Auswahlregel für gestrichene Terme aus Ziff. 14 als Spezialfall 
in sich schließt und folgendermaßen formuliert werden kannö: Unterscheidet 
man "gerade" und "ungerade" Terme, je nachdem für den betreffenden Zustand 
2J• gerade . oder ungerade ist, so finden Dipolübergänge stets nur zwischen 
Termen statt, die zwei verschiedenen von diesen beiden Termgruppen angehören. 

Nun wenden wir uns der Besprechung derZeemaneffekt-Aufspaltung normaler 
M ultipletterme zu. Wir betrachten zunächst den Fall 6, wo das magnetische Feld SJ 
schwach ist, d. h. die magnetische Aufspaltung klein ist gegenüber der Komplex
struktur des betreffenden Termes. Infolge der Richtungsquantelung stellt sich 

1 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 28, S. 291. 1926. 
2 F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 345. 1925; ausführliche Darstellung: Linienspektren 

u. periodisches System. Berlin 1927. 
* Nach LANDE sind jedoch die Übergänge A] = 0 im Falle ] = 0 verboten. 
3 0. LAPORTE, ZS. f. Phys. Bd. 23, S. 135. 1924. 
4 H. N. RussEL, Science Bd. 69, S. 512. 1924. 
6 A. SoMMERFELD, Three Lectures on Atomic Physics, S. 43. London 1926. 
6 A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 19, S. 112. 1923; W. PAULI, ebenda Bd. 20, S. 371. 1923. 
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dann das Atom im Felde S) so ein, daß die Projektion seiner Impulsmoment
quantenzahl S' auf die Richtung von S) durch m gegeben wird: 

(S'SJ) = mH, - J ~ m < J. 
In Verallgemeinerung der Vorschriften der Periodizitätssysteme soll dabei an
genommen werden, daß m gleichzeitig mit J ganz- oder halbzahlig ist. Die 
durch S) bewirkte Energieänderung wird nach Ziff. 13, Gleichung (63), durch 

L1 w =- (WCSJ) (7) 

bestimmt, wenn WC das magnetische Moment des Atoms bezeichnet und durch den 
Querstrich die Mittelwertsbildung angedeutet wird. WC setzt sich nun aus zwei 
Komponenten zusammen. Die Resultierende ~ der Umlaufsmomente ergibt 

nach Ziff. 13, Gleichung (64) und (65), die Komponente -M0~ (M0 = _!!!____ 
4ncm0 

= BOHRsches Magneton, vgl. Ziff. 13) und die Spinresultierende ® die Kompo
nente -2M0 ®. Der letztere Ansatz folgt daraus, daß beim Elektronenspin 
das Verhältnis zwischen dem magnetischen und dem Impulsmoment doppelt 
so groß ist wie bei der Umlaufsbewegung. Im ganzen erhält man somit 

WC = -(~ + 2®)M0 = -(S' + ®)M0 • 

Daraus erkennt man zunächst, daß die Richtungen von S' und WC miteinander 
nicht zusammenfallen. Da aber® um das im Raume festeS' präzessiert, so wird 
zunächst im feldlosen Falle der Mittelwert von WC die Richtung von S' besitzen 
und durch - - ( s ') 

WC = -(S' + ®)M0 = -S' 1 + Tcos (ISS') M0 

gegeben werden1• 

so daß 
Aus~= S'- ®folgt nun aber V= f2 +52- 2] Scos(®S'), 

J2+52-L2 
WC = -gM0 S', g = 1 + ~-2- (8) 

wird. Im schwachen magnetischen Felde präzessiert S' umS), und zwar langsamer 
als 15 um S', da ja die magnetische Aufspaltung klein ist gegenüber der Komplex-
struktur der Terme. Man wird daher WCS) = WCS) setzen können, so daß w1r 
nach (7) und (8) erhalten: 

L1W=gmM0H=mg~4 e Hh. 
ncm0 

(9) 

Um eine Übereinstimmung mit der Erfahrung zu erzielen, ist nach LANDE der 
Aufspaltungsfaktor g in der Weise zu ändern, daß die Quadrate ] 2 • , • durch 
die Produkte J (] + 1) ... ersetzt werden, so daß man erhält 

= 1 +J(]+1)+5(5+1)-L(L+1) 
g 2](] + .1) (10) 

(8) und (9) sind als eine Verallgemeinerung der normalen Zeemanaufspaltung 
Ziff.13, Gleichung (62), aufzufassen. (10) ergibt ja für Singuletterme (S = 0, L =]) 
g = 1 und (9) wird dann mit Gleichung (62) der Ziff. 13 identisch. Die durch 

1 Bezüglich der magnetischen Dipolstrahlung sei nun folgendes bemerkt: Bei Nicht
berücksichtigung des Elektronenspins ist im konstant, und es treten daher keine Übergänge 
auf, die der Strahlung eines magnetischen Dipols entsprechen. Bei Berücksichtigung des 
Spins besteht jedoch nach dem Obigen bei normaler Koppelung die Fourierzerlegung von 
im aus der konstanten zu 0 parallelen Komponenten im und einer zu 0 senkrechten zirkularen 
Komponenten im1 = -(6 - 6)M0 , die mit der gemeinsamen Präzessionsgeschwindigkeit 
von 2 und 6 um 0 herumläuft, Korrespondenzmäßig sind danach hier magnetische Dipol
übergänge zu erwarten, bei denen sich nur J um eine Einheit, alle übrigen Quantenzahlen 
aber überhaupt nicht ändern (H. C, BRINKMAN, Diss. Utrecht 1932). Bei solchen Übergängen 
tritt wegen der LAPORTEschen Regel (vgl. S. 77 u. 29, Anm. 3) immer zugleich auch eine 
Quadrupolstrahlung auf. 
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Kombinationzweier Singuletterme entstehenden Spektrallinien besitzen also stets 
einen normalen Zeemaneffekt, wenn man noch in Betracht zieht, daß auch hier 
für m die Auswahlregeln Ziff. 9, Gleichung (27), schon mit Rücksicht auf die Er
haltung des Impulsmomentes (Ziff.18) in Geltung bleiben1. Da L1W von der Haupt
quantenzahl n nicht abhängt, müssen alle Terme einer Serie im Geltungsbereiche 
der obigen Überlegungen die gleiche magnetische Aufspaltung und daher auch alle 
Linien einer Serie den gleichen Zeemaneffekt aufweisen (PRESTONsche Regel). 

Läßt man das äußere Feld anwachsen, so steht zu erwarten, daß davon zu
nächst die schwächste Koppelung, die zwischen ,13 und e, betroffen und die gleich
förmige Präzession dieser beiden Vektoren um 3 gestört wird. Korrespondenzmäßig 
entspricht dies einer Durchbrechung der Auswahlregel für die ]-Quantenzahl, so 
daß nun neben den Übergängen L1]=0, ±1 zunächst auch solche mit L1]=±2 
auftreten werden. So erklärt sich die von PASCHEN und BACK 2 gefundene 
magnetische Vervollständigung der Multiplettstruktur in mittleren Feldern. 

Wird schließlich das äußere Feld so stark, daß die Koppelung zwischen ,13 
und e keine Rolle mehr spielt, so werden diese beiden Vektoren sich nicht mehr 
zu einer Resultierenden 3 zusammenfügen, sondern unabhängig voneinander um 
S) gleichförmig präzessieren, und zwar wird die Präzession von ,13 mit der nor
malen, dem Larmortheorem entsprechenden Winkelgeschwindigkeit iU und die 
von e mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit 2tu erfolgen. Dieser Bewegung 
entspricht nach dem Korrespondenzprinzip eine unabhängige Richtungsquante
lung der beiden Vektoren ,13 und e. Bezeichnet man ihre Projektionen auf die 
Feldachse mit m L und m8 , so ist als Variabilitätsbereich dieser beiden magnetischen 
Quantenzahlen -L<mL<L, -S<m8 cs::S 
anzusehen. Für die Zusatzenergie im magnetischen Felde ergibt sich dann ebenso 
wre m Ziff. 13 der Ausdruck 

h h 
L1W=\ro\-(mL+2ms)+konst.=lro\- (m+ms)+konst. (11) 

2n 1 2n 

m = mL + m8 ist die dem gesamten Impulsmoment um die Feldachse ent
sprechende Quantenzahl. Die Konstante in (11) ist von S) unabhängig und be
deutet den Mittelwert der Koppelungsenergie zwischen ,13 und e bei der jetzt 
stattfindenden Bewegung. Da e nun keine merkliche Wirkung auf die Umlaufs
bewegungen der Elektronen ausübt, tritt die Spinfrequenz (=doppelte Larmor
frequenz) in der Fourierzerlegung des Dipolmomentes nicht auf, und das ganze 
Atom präzessiert um S) mit der normalen Larmorfrequenz so, als ob die Elek
tronen keinen Spin besäßen. Hier gelten dann die Überlegungen der Ziff. 13 
ohne jede Einschränkung. Für mL gilt somit die Auswahlregel (27) aus Ziff. 9, 
während wegen des Fehleus der Spinfrequenz im Dipolmoment für m8 die Aus
wahlregel LI m8 = 0 anzunehmen ist. ( 11) ergibt daher eine normale Zeeman
effektaufspaltung, wie sie in Ziff. 13 beschrieben wurde, nur daß wegen der hier 
noch auftretenden Konstanten eine Feinstruktur der normalen Zeemaneffekt
komponenten vorhanden ist. Diese Verwandlung des Aufspaltungsbildes wird 
nach ihren Entdeckern als der Paschen-Back-Effekt3 bezeichnet 4• 

1 Ausgenommen sind jedoch im Falle !l] = 0 die Übergänge m1 = 0---.. m2 = 0. 
2 F. PASCHEN u. E. BAcK, Physica Bd. 1, S. 261. 1921. 
3 F. PASCHEN u. E. BACK, Ann. d. Phys. Bd. 39. S. 897. 1912; Bd. 40, S. 960. 1913. 
4 Man bemerkt, daß in der obigen Darstellung noch keine Beschreibung der Zwischen-

stufen des Paschen-Back-Effektes enthalten ist. Eine solche hat im Rahmen der älteren 
Quantentheorie für den Fall der Dublettlinien A. SoMMERFELD (ZS. f. Phys. Bd. 8, S. 257. 
1922) gegeben durch eine korrespondenzmäßige Umdeutung der VorGTschen Theorie 
(W. VOIGT, Ann. d. Phys. Bd. 41, S. 403; Bd. 42, S. 210. 1913; vgl. auch die Vereinfachung 
der VorGTschen Theorie durch A. SOMMERFELD, Göttinger Nachr. März 1914), des Paschen
Back-Effektes für Spektrallinien vom Typus der D-Linien des Natriums. 
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Nun wird auch der Zeemaneffekt der Wasserstoff- und Heliumfunkeu-Linien 
verständlich, der entgegen den Erwartungen der Theorie der Periodizitätssysteme 
(Ziff. 13) nicht normal ist. Diese Spektren sind ja vom Standpunkte der obigen 
Ergebnisse als entartete Dublettspektren aufzufassen, bei denen Terme mit glei
chen n und y-Werten wie z. B. 25! und 2Pt miteinander zusammenfallen 1 • 

Es ist jedoch zu betonen, daß die obige Theorie des Zeemaneffektes auch 
vom Standpunkte der Neigungsauffassung, die überhaupt die wesentlichen Züge 
der RussEL-SAUNDERschen Koppelung wiedergibt, durchführbar ist und von 
da aus auch zuerst entwickelt wurde. Durch ähnliche Überlegungen ließ sich 
schon eine ziemlich weitgehende Beschreibung der normalen Multipletts er
reichen. Als Beispiel sei nur die Bestimmung der relativen Intensitäten der nor
malen Multiplettkomponenten 2 sowie die ihrer Zeemanaufspaltungen 3 erwähnt. 

Daß der Grenzfall der idealen RussEL-SAUNDERSschen Koppelung nicht 
immer realisiert ist, erkennt man an dem nicht völligen Erfülltsein oder an dem 
sogar völligen Nichterfülltsein der für sie charakteristischen Eigenschaften, z. B. 
an dem Auftreten von Interkombinationslinien oder anderer Aufspaltungs
faktoren g als der LANDEschen. Symbolisch kann die normale Koppelung durch 

[{l1 l 2 ••• ) (s1 s2 ••. )] = [L5] = 1 
dargestellt und daher auch kurz als die (L, 5)-Koppelung bezeichnet werden. 
Ein anderer wichtiger Grenzfall ist~ die sog. (j, j)-Koppelung, die sich durch 

[(llsl) (l2s2) · · .] = [jlj2 · · .] = 1 
symbolisieren läßt. Hier muß angenommen werden, daß die Koppelungsenergie 
zwischen dem l und dem s des gleichen Elektrons alle anderen Wechselwirkungs
energien überwiegt. Es schließen sich daher zunächst die li, si der einzelnen 
Elektronen zu Resultierenden ji zusammen, die sich dann in zweiter Näherung 
zu einer Gesamtresultierenden 1 zusammenfügen. Dieser Grenzfall ist ins
besondere bei den hohen Funken- und bei den Röntgenspektren zu erwarten. 
Die Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden Vektoren li und si eines Elek
trons ist ja nach Ziff. 22 von gleicher Größenordnung wie der relativistische 
Zusatzterm in der Feinstrukturformel (44a) in Ziff. 11, wächst also proportional 
zu Z 4 an, während alle anderen Koppelungsenergien schwächer mit Z ansteigen. 

Zum Schlusse sei noch hervorgehoben, daß der schwache Punkt, der in 
dieser Ziffer dargestellten Überlegungen in der Tatsache liegt, daß die Größe 
der Wechselwirkungsenergie zwischen den si, die vom Standpunkte unseres 
Modells als Wechselwirkungsenergie magnetischer Dipole anzusetzen ist, quanti
tativ nicht hinreicht, um die Größenunterschiede der Terme verschiedener Multi
plizitäten zu erklären, für die sie in erster Reihe verantwortlich ist. Die Quanten
theorie hat auch diese Schwierigkeit überwunden. Allerdings ist dabei an Stelle 
der magnetischen Wechselwirkung der Spinmomente eine für dieneuere Quanten
theorie charakteristische Resonanzerscheinung (Austauschresonanz 4) getreten. 

24. Das Pauliprinzip. Um dieses Prinzip zu formulieren, denken wir uns 
ein Atom der adiabatischen Einwirkung eines magnetischen Feldes unterworfen 
und lassen dieses schließlich zu einer solchen Stärke anwachsen, daß es alle 

1 A. SoMMERFELD u. A. UNSÖLD, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 259. 1926; Bd. 38, S. 237. 1926. 
2 A. SoMMERFELD u. H. HöNL, Berl. Ber. 1925, S. 141; R. KRONIG, ZS. f. Phys. Bd. 31, 

S. 885. 1925; H. N. RussEL, Nature Bd. 115, S. 835. 1925; Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 11, 
S. 314. 1925. 

3 H. HöNL, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 340. 1925; R. KRONIG, l. c.; S. GouDSMIT u. R. KRo
NIG, Naturwissensch. Bd. 13, S. 90. 1925. 

4 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 411. 1926; Bd. 39, S. 499. 1926; Bd. 41, 
S. 239. 1926; P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 112, S. 661. 1926. 
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Koppelungskräfte zwischen den einzelnen Elektronen im Atom vollständig über
tönt. Die Elektronen sind dann einzeln zu quanteln und der Quantenzustand 
des i ten Elektrons durch vier Quantenzahlen n; , 1;, m1; , ms; festzulegen, da ins
besondere auch die Koppelung zwischen dem 1i l}nd dem si eines individuellen 
Elektrons durch das Magnetfeld aufgehoben wird und diese beiden Vektoren 
sich daher hier unabhängig voneinander einstellen. Das Pauliprinzip 1 fordert 
nun: In einem Atom dürfen niemals zwei Elektronen dieselben vier Quanten
zahlen ni, 1i, mzu m8; aufweisen. Oder anders ausgedrückt: Innerhalb eines Atoms 
kann ein bestimmter durch die vier Quantenzahlen n;, 1i, m1P m8; charakterisier
ter Quantenzustand nur durch ein Elektron besetzt werden. 

Für alle Abzählungsfragen kann der tatsächlich vorhandene Quantenzustand 
durch den oben angegebenen aus ihm durch eine adiabatische Transformation 
hervorgehenden ersetzt werden. Als eine unmittelbare Folge des Pauliprinzips 
ergibt sich so die Behauptung, daß es höchstens 2 (21 + 1) Elektronen in einem 
Atom geben kann, die in den Werten der beiden Quantenzahlen n und 1 überein
stimmen. Die Zahl der möglichen m1;-Werte beträgt ja bei gegebenem 1: (21 + 1), 
und jeder m1;-Wert kann mit m8; = +! oder = -! auftreten. Damit ist wegen 
1 = k- 1 die Begründung für die maximale Besetzungszahl 2(2k- 1) der 
k-Untergruppe einer Atomschale (vgl. Ziff. 16) gegeben. 

Ferner kann nun behauptet werden: Jede abgeschlossene Untergruppe ist 
impulslos (] = 0) und im speziellen bei der normalen Koppelung impulslos 
sowohl in bezugauf ihre Umlaufs- als auch in bezugauf ihre Spinmomente. Der 
Beweis ergibt sich daraus, daß in einer Untergruppe (fixes n und 1), wenn sie 
abgeschossen ist, 1: m1; als auch 1: m8; verschwindet. In diesem Falle ist ja 
2Emli = 1 + (1- 1) + · · ·- (1- 1) -1 = 0, und die Werte m8; =+!und -! 
kommen in Lms; gleich oft vor. Verschwinden aber@) und .s:l, so verschwindet 
damit auch das gesamte magnetische Moment. Wir können somit behaupten: 
Jede abgeschlossene !Jntergruppe besitzt ein verschwindendes magnetisches 
Moment, ist also diamagnetisch. 

Aus der letzten Behauptung folgt schließlich unmittelbar der FAULische 
Lückensatz: Werden aus einer abgeschlossenen Untergruppe p Elektronen ent
fernt, so ist die Zahl und der Charakter (RusSEL-SAUNDERSsches Symbol bei 
normaler Koppelung z. B.) der stationären Zustände, die die verbleibenden 
Elektronen bilden können, mit der Zahl und dem Charakter der stationären 
Zustände identisch, die aus den p entfernten Elektronen entstehen können. 
Denn bei p in einer Untergruppe fehlenden Elektronen gelten ja nach dem Pauli
prinzip die gleichen Beschränkungen wie bei p existierenden Elektronen. Oder 
dasselbe für den Spezialfall normaler Koppelung etwas anschaulicher ausgedrückt: 
Sowohl die .s:l- als auch die @)-Vektoren der beiden Elektronenanordnungen 
müssen einander entgegengesetzt gleich sein, da die beiden Anordnungen zu
sammengefügt eine abgeschlossene, also impulslose Untergruppe ergeben. Jedem 
Zustande der verbleibenden Elektronen entspricht so eindeutig ein Zustand der 
entfernten Elektronen vom gleichen Charakter. 

Das Pauliprinzip legt den stationären Zuständen der Mehrelektronenatome 
unabhängig von den übrigen Prinzipien der Quantentheorie eine neue, aus ihnen 
nicht ableitbare Beschränkung auf, die sich in einer Redu~tion der Zahl der 
sonst möglichen Quantenzustände äußert. Die empirische Begründung für dieses 
Prinzip besteht in einer ausnahmslosen Bestätigung sämtlicher, vor allem spek
troskopischer, Folgerungen, die sich aus ihm ergeben haben. Sein Geltungs
bereich ist aber nicht nur auf die Elektronenwolke eines Atoms beschränkt, 
sondern es kann auch auf jedes Elektronengas angewendet werden, wenn dieses 

1 W. PAuLI, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 765. 1925. 
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als ein einziges quantisierbares System aufgefaßt werden kann. -z. B. auf die 
Elektronen in einem Metallstück Die Beschränkung der Besetzungsmöglich
keiten der einzelnen Quantenzustände durch die Elektronen ist für die Statistik 
eines solchen Gases, die von FERMI1 entwickelt wurde, von ausschlaggebender 
Bedeutung. Eine eindrucksvolle Bestätigung hat die FERMisehe Elektronen
statistik durch SoMMERFELD 2 erfahren, der sie der Elektronentheorie der Metalle 
zugrunde legte. 

Eine einfache, aber sehr wichtige Anwendung des Lückensatzes liefern die 
Röntgenspektren. Wird ein Elektron aus einer Untergruppe entfernt, so ist 
die Anzahl der Spektralterme, die den in der Untergruppe verbleibenden Elek
tronen entspricht, die gleiche wie bei einem einzelnen Elektron. Die Röntgen
terme lassen sich so den optischen Dublettermen zuordnen (vgl. die Übersicht 
in Ziff. 22). Daraus ergibt sich sofort die maximale Anzahl der Röntgenspektral
terme, die den K-, L-, M-, ... Schalen entsprechen. Sie ist einfach gleich der 
Anzahl der optischen Dubletterme mit den Hauptquantenzahlen n = 1, 2, 3, ... , 
die sich durch Abzählung zu 1, 3, 5, 7, ... ergibt. Man unterscheidet die einzelnen 
Röntgenterme durch römische Ziffern, schreibt also K; L 1 , L 11 , Lm; M 1 , M 11 , 

Mm, M 1v, Mv; ... Aber nicht nur die Anzahl, auch das sonstige Verhalten der 
Röntgenterme entspricht genau den optischen Dublettermen. Ordnet man den 
Röntgentermen die aus der Übersicht auf S. 74 zu entnehmenden j- und l-Quanten
zahlen zu3, so lassen sie sich ziemlich genau mittels der durch Einführungzweier Ab
schirmungszahlen a und s modifizierten SoMMERFELDsehen Feinstrukturformel (4) 
darstellen. Es treten demnach auch hier relativistische4 und Abschirmungsdubletts5 

auf, und es muß bemerkt werden, daß sie hier im Röntgengebiete zuerst gefunden 
und erst nachher bei den optischen Spektren festgestellt wurden. Eine Zuordnung 
der Röntgenterme zu den Elektronen einer Atomschale ist von STONER 6 angegeben 
worden, der die Elektronen in einer durch l(= k- 1) bestimmten Untergruppe 
noch weiter nach ihren j-Werten unterteilte, indem er annahm, daß die Anzahl 
der Elektronen mit einem gegebenen Werte von j gleich sei dem statistischen 
Gewicht 2j + 1 des betreffenden stationären Zustandes. Da nun ein Elektron 
mit der Quantenzahlt die j-Quantenzahlen l-! und l +-! besitzen kann, so 
zerfällt jede l-Untergruppe in zwei Teilgruppen mit 2l und 2l + 2 Elektronen 
(nur die Untergruppe mit l = 0 wird nicht weiter unterteilt). Da 2l + (2l + 2) 
= 2 (2l + 1), so sind die STONERschen Besetzungszahlen mit den FAULischen 
im Einklange. Die l = 0, 1, 2, ... entsprechenden Untergruppen mit 2, 6, 10, ... 
Elektronen zerfallen somit nach dem Schema 2, 2 + 4, 4 + 6, ... in Teilgruppen. 
Diese Zerlegung der Untergruppen darf auch vom Standpunkte des Pauliprinzips 
für die inneren Atomschalen insofern als gerechtfertigt angesehen werden, als 
man hier mit Rücksicht auf die hohe Kernladung (vgl. Ziff. 23) den einzelnen 
Elektronen individuelle j-Werte zuschreiben kann. In diesem Falle läßt sich 
nämlich, da alle Abzählungsergebnisse wegen der adiabatischen Invarianz der 
Gewichte von der Koppelung unabhängig sind, der Zustand eines Elektrons 
durch die vier Quantenzahlen ni, li, ji, mi charakterisieren, und man kann die 
Forderung stellen, daß es nicht zwei Elektronen im Atom mit den gleichen 
Zahlenwerten für alle diese vier Quantenzahlen geben darf. 

1 E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 902. 1926. 
2 A. SoMMERFELD, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 1. 1928; vgl. Kap. 3. Bd. XXIV/2 ds. Handb. 
3 Statt i und l sollten hier konsequent eigentlich große Buchstaben ] und L zur Be-

zeichnung der Quantenzustände verwendet werden, da nun diese Vektoren den in der Schale 
verbleibenden Elektronen entsprechen. 

4 A. SoMMERFELD, Münchener Ber. 1915, S. 459. 
• G. HERTZ, ZS. f. Phys. Bd. 3, S. 19. 1920. 
6 E. C. STONER, Phil. Mag. Bd. 48, S. 719. 1924. 



Kapitel 2. 

Die allgemeinen Prinzipien der 
Wellenmechanik. 

Von 

W. PAULI, Zürich. 

A. Unrelativistische Theorie. 
1. Unbestimmtheitsprinzip und Komplementarität!. Die letzte entschei

dende Wendung der Quantentheorie ist erfolgt durch DE BROGLIES Entdeckung 
der Materiewellen 2, REISENBERGs Auffindung der Matrizenmechanik 3 und 
ScHRÖDINGERs 4 allgemeine wellenmechanische Differentialgleichung, welche 
die Verbindung zwischen diesen beiden Ideenkreisen herzustellen ermöglichte. 
Durch REISENBERGS Unbestimmtheitsprinzip 5 und die an dieses anschließenden 
prinzipiellen Erörterungen BoHRs 6 kamen dann die Grundlagen der Theorie zu 
einem vorläufigen Abschluß. 

Diese Grundlagen betreffen direkt die teilchen- und wellenartige Doppel
natur von Licht und Materie und führen zur lange vergeblich gesuchten Lösung 
des Problems einer widerspruchslosen vollständigen Beschreibung der hiermit 
zusammenhängenden Erscheinungen. Diese Lösung wird erkauft durch einen 
Verzicht auf die eindeutige Objektivierbarkeit der Naturvorgänge, d. h. auf die 
klassische raum-zeitliche und kausale Naturbeschreibung, die wesentlich auf der 
eindeutigen Trennbarkeit von Erscheinung und Beobachtungsmittel beruht. 

Um an die bekannten Schwierigkeiten, die der gleichzeitigen Benutzung 
des Lichtquanten- und des Wellenbegriffes entgegenstehen, zu erinnern, be
trachten wir als Beispiel eine punktförmige, annähernd monochromatische Licht
quelle, die einem Beugungsgitter (dessen Auflösungsvermögen der Einfachheit 
halber als unendlich groß angenommen werde) gegenübersteht. Nach der Wellen
theorie wird dann das durch das Gitter abgebeugte Licht nur an ganz bestimmte 
Stellen gelang~n können, die einem Gangunterschied von einer ganzen Zahl 

1 Vgl. W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie. Leipzig 
1930; N. BoHR, Atomtheorie und Naturbeschreibung (im folgenden zitiert als A. u. N.). 
Berlin 1931; Solvay-Kongreß 1927; L. DE BROGLIE, Introduction a l'etude de Ia mecanique 
ondulatoire. Paris 1930 (in deutscher Übersetzung Leipzig 1929); E. ScHRÖDINGER, Vor
lesungen über Wellenmechanik, Berlin 1928. 

2 L. DE BRoGLIE, Ann. d. phys. ( 10) Bd. 3, S. 22. 1925 (Theses. Paris 1924); vgl. auch 
A. ErNSTEIN, Berl. Ber. 1925, S. 9. 

3 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879- 1925; vgl. auch M. BoRN u. P. JoRDAN, 
ebenda Bd. 34, S. 858. 1925; M. BoRN, W. HErSENBERG u. P. ]ORDAN, ebenda Bd. 35, S. 557. 
1926; P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 109, S. 642. 1925. 

4 E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 79, S. 361, 489, 734. 1926; Bd. So, S. 437. 
1926; Bd. 81, S. 109. 1926. Zusammengeiaßt in Abhandlungen zur Wellenmechanik. 
Leipzig 1927. 

0 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 172. 1927. 
6 N. BoHR, Naturwissensch. Bd. 16, S. 245. 1928 (auch abgedruckt in A. u. N. als 

Aufsatz II). 

6* 
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von Wellen des von den einzelnen Strichen des Gitters ausgehenden Lichtes 
entsprechen. Wir können auf Grund des durch ein überaus großes Erfahrungs
material gestützten Superpositionsprinzips annehmen, daß dieses Ergebnis der 
Wellentheorie der Wirklichkeit entspricht, und zwar, was für derartige Phänomene 
typisch ist, auch für beliebig schwache Intensitäten der einfallenden Strahlung, 
also auch für ein einziges leuchtendes Atom. Vom korpuskularen Standpunkt 
aus wird nun dieser Vorgang so dargestellt, daß erst im leuchtenden Atom ein 
Emissionsprozeß stattfindet, sodann (nach der betreffenden Ausbreitungszeit des 
Lichtes) am Beugungsgitter ein mit einem beobachtbaren Rückstoß verbundener 
Streuprozeß stattfindet und endlich an der angegebenen Stelle ein Absorptions
prozeß erfolgt. Daß das Licht hinter dem Gitter nur an solche Stellen gelangen 
kann, die bestimmten diskreten (wellentheoretisch berechenbaren) Richtungen 
des abgebeugten Quants entsprechen, hängt vom Vorhandensein aller Atome 
des Beugungsgitters ab. Führt man nun die Annahme ein, daß es möglich wäre, 
auch die Stelle des Beugungsgitters festzustellen, an welcher es vom Lichtquant 
getroffen wird, ohne den Charakter der Beugungserscheinung zu verändern, so 
wird man auf unüberwindbare Schwierigkeiten geführtl. Das Verhalten eines 
Lichtquants müßte in jedem Zeitmoment von den Lagen aller überhaupt existie
renden Atome mitbestimmt sein, vor allem aber würde in diesem Fall die Angabe 
eines klassischen Wellenfeldes nicht mehr ausreichen, um das weitere statistische 
Verhalten des Quants vorherzusagen. Es gibt nämlich, wie sogleich noch zu 
erläutern sein wird, kein Wellenfeld mit der Eigenschaft, daß seine Intensität 
an allen Stellen des Gitters mit Ausnahme eines einzigen Gitterstriches verschwin
det, und daß außerdem noch nur bestimmte Richtungen der gebeugten Strahlen 
in ihm vertreten sind. Es ist nur möglich, entweder die eine oder die andere Eigen
schaft durch ein Wellenfeld zu realisieren. Um Widersprüche mit dem Super
positionsprinzip zu vermeiden, muß deshalb notwendig gefordert werden: Jede 
Feststellung, daß ein bestimmter Strich des Gitters vom Lichtquant getroffen 
wurde, und daß die übrigen Striche von diesem Quant bestimmt nicht getroffen 
wurden, eliminiert den Einfluß der übrigen Striche auf die hinter dem Gitter 
beobachtete Beugungserscheinung; diese wird dann dieselbe sein müssen, wie 
wenn nur der eine getroffene Strich vorhanden wäre. 

Diese Forderung ist natürlich nicht an die spezielle Form des herangezogenen 
Beugungsversuches gebunden, sondern läßt sich für jeden möglichen Interferenz
versuch verallgemeinern. Ein solcher beruht ja immer darauf, daß die Licht
wellen, die verschiedene Wege durchlaufen haben und deshalb einen Phasen
unterschied aufweisen, an einer Stelle wieder zusammentreffen. Zu postulieren 
ist, daß die Feststellung, das Lichtquant habe in einem bestimmten Falle einen 
dieser Wege eingeschlagen, die anderen Wege dagegen nicht, jede darauf folgende 
Beobachtbarkeit der wellentheoretischen Interferenzfigur ausschließt. (Vgl. hier
zu Ziff. 16.) 

Wie bereits erwähnt, ist diese Forderung in einer anderen allgemeineren 
enthalten, die wir folgendermaßen formulieren können: Alle (evtl. nur statistischen) 
Eigenschaften anderer (früherer oder späterer) Messungsergebnisse an einem Licht
quant, die aus der Kenntnis eines bestimmten Messungsergebnisses gefolgert werden 
können, sollen durch Angabe eines bestimmten, zu diesem Messungsergebnis ge
hörigen Wellenfeldes eindeutig bestimmt sein. Von diesem Wellenfeld ist zu for
dern, daß es stets durch Superposition ebener Wellen verschiedener Richtung 
und Wellenlänge erzeugt werden kann. Man spricht daher auch von einem 
Wellenpaket. Bereits ohne die möglichen Messungsergebnisse an einem Licht-

1 Vgl. die erste Auflage dieses Bandes, Kap. 1, S. 82. 
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quant genauer zu analysieren, können wir sagen, daß die Kenntnis, das Licht
quant befinde sich in einem gewissen raumzeitlichen Gebiet, in dem ihm zu
geordneten Wellenpaket darin zum Ausdruck kommen muß, daß die Wellen
amplituden nur innerhalb des betreffenden raumzeitlichen Gebietes merklich 
von Null verschieden sind. Wir bezeichnen nun die komplex geschriebene 
Phase einer ebenen Welle mit ei(~k;xi-wt)' 

( 1) 
->-

worin der Vektor k mit den Komponenten k; die Richtung der Wellennormale 
und den Betrag 2n dividiert durch die Wellenlänge A besitzt (im folgenden wird 
er stets als Ausbreitungsfaktor der Welle bezeichnet), während w oder Y die 
"Kreisfrequenz" oder 2nmal die Schwingungszahl bedeuten. Die Frequenz w ist 
eine durch die Natur der Wellen eindeutig bestimmte Funktion von k1 , k2 , k3 , 

und zwar ist bei elektromagnetischen Wellen im Vakuum einfach 

(2) 

worin c die universelle Vakuumlichtgeschwindigkeit bedeutet. Es ist aber wichtig 
zu bemerken, daß die folgenden Schlüsse von der speziellen Form der Funktion 
w (k1 , k2 , k3) unabhängig sind. Im allgemeinsten Wellenfeld kann dann jede 
Komponente irgendeiner Feldstärke dargestellt werden durch 

u(x;, t) = J A(k)ei(~k;x;-wtldk1 dk2 dk3 , (3) 

worin A (k) eine Funktion von k1 , k2 , k3 bedeutet. Durch elementare Über
legungen läßt sich nun zeigen: Wenn u (x;, t) für ein festes t nur innerhalb eines 
räumlichen Gebietes mit den Dimensionen bzw. LI x1 , LI x2 , LI x3 , und gleichzeitig 

~ ~ 

A (k) nur innerhalb eines Gebietes des "k-Raumes" mit den Dimensionen 
ilk1 , Llk2 , Llk3 merklich von Null verschieden ist, so können die drei Produkte 
LI x; LI k; nicht beliebig klein sein, müssen vielmehr mindestens von der Größen-
ordnung 1 sein LI X; LI k; ~ 1 . (4) 

Von einer quantitativen Verschärfung dieses Satzes und seinem Beweis wird 
später die Rede sein. Ein analoger Satz gilt ferner für die Ausdehnung LI t des 
Zeitintervalles, innerhalb dessen u(x;, t) für einen festen Raumpunkt x1 , x2 , x3 
merklich von Null verschieden ist und der Ausdehnung des Intervalles LI w der 

~ 

Frequenzen, die zu dem erwähnten Gebiet des k-Raumes gehören, in welchem A (k) 
im wesentlichen liegt. Es gilt auch hier wieder 

LI w LI t ·'--· 1 . (4') 

Aus der Bedingung (4) folgt unmittelbar, daß bei einem Wellenpaket von 
der Breite des Abstandes zweier Gitterstriche, die Winkelbreite des gebeugten 
Strahlenbündels so groß ist, daß es (mindestens) zwei aufeinanderfolgende 
Beugungsmaxima umfaßt, die Beugungserscheinung also in der Tat ganz ver
wischt wird. 

Da die Messungen an einem Lichtquant stets mit Hilfe seiner Wechsel
wirkung mit materiellen Körpern erfolgt, lassen sich aus den Bedingungen (4), 
( 4'), die für die widerspruchslose Durchführung der korpuskularen Darstellungs
weise bei den Interferenzerscheinungen wesentlich sind, Rückschlüsse über 
die materiellen Körper ziehen. Der Lichtquantenbegriff wurde zu dem Zweck' 
eingeführt, um dem Austausch von Energie und Bewegungsgröße zwischen 
Licht und Materie R.echnung zu tragen. Unter der Voraussetzung, daß die Er-' 
haltungssätze von Impuls und Energie für diesen Austausch strenge Gültigkeit 
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besitzen - und nur durch diese Erhaltungssätze sind ja Energie und Impuls 
überhaupt definiert -, wird dieser Austausch nämlich bekanntlich richtig be-

-+ 
schrieben, wenn dem Lichtquant ein Impuls p in seiner Fortpflanzungsrichtung 

vom Betrag 'Ii ~ und eine Energie vom Betrag 'Ii • w zugeschrieben wird, worin c 
die universelle Konstante 'Ii PLANCKs Konstante h dividiert durch 2n bedeutet. _. 
Mit Rücksicht auf die Definition des Vektors k und die Beziehung (2) läßt sich 
dies auch schreiben -+- .... 

p ='lik; E='liw. (I) 

Die Relationen (4), (4') haben dann zur Folge, daß der Ort des Lichtquants 
(zu einer bestimmten Zeit) nicht zugleich mit einem Impuls, die Energie des 
Lichtquants nicht zugleich mit dem Zeitpunkt, bei welchem dieses einen be
stimmten Ort passiert, bestimmt sein kann, und zwar gilt 

L1 p, L1 x, ""' 'Ii; L1 E L1 t ""' 'Ii . (II) 

Dies sind die zuerst von REISENBERG aufgestellten Unsicherheitsrelationen; ihre 
hier gegebene Ableitung rührt von BoHR her. Nun kann z. B. bei einem Streu
prozeß eine Wechselwirkung des Lichtquants mit einem materiellen Körper statt
finden, sobald sie räumlich-zeitlich zusammenfallen, wobei also L1 x und L1 t für 
beide die gleichen sind. Könnte man p, und E des materiellen Körpers vor und 
nach der Wechselwirkung genauer messen, als es der Bedingung (II) entspricht, 
so könnte man mittels der Erhaltungssätze sich auch für das Lichtquant eine 
genauere Kenntnis von Llp; und L1E verschaffen, als es der Bedingung (II) ent
spricht. Will man also diese Bedingung fü"' das Lichtquant und außerdem die Er
haltungssätze von Energie und Impuls für seine Wechselwirkung mit materiellen 
Körpern streng aufrechterhalten, so müssen diese Unsicherheitsrelationen allgemein 
gelten, nicht nur für die Lichtquanten, sondern auch für materielle Körper jeder 
Art (sowohl für Elektronen und Protonen als auch für makroskopische Körper). 

Die einfachste Interpretation dieser allgemeinen Begrenzung der Anwend
barkeit des klassischen Partikelbildes, zu der man auf diese Weise geführt wird, 
besteht in der Annahme, daß auch die gewöhnliche Materie wellenartige Eigen
schaften besitzt, wobei auch hier Ausbreitungsvektor und Frequenz der Welle 
durch die nun als universell postulierten Beziehungen (I) bestimmt sind. Das 
Vorhandensein des Dualismus von Wellen und Teilchen und der Gültigkeit von (I) 
auch bei der Materie bildet eben den Inhalt von DE BROGLIEs Annahme der 
Materiewellen, die inzwischen eine so glänzende experimentelle Bestätigung 
durch Versuche über die Beugung von (geladenen und ungeladenen) Materie
strahlen an Kristallgittern erfahren hat. 

Die Notwendigkeit der Universalität des Welle-Korpuskel-Dualismus für 
die allgemeine widerspruchsfreie Beschreibung der Erscheinungen läßt sich gut 
an dem oben diskutierten Beispiel der Beugung des Lichtquants an einem Gitter 
illustrieren. Man könnte nämlich zunächst daran denken, die Stelle, an der das 
Lichtquant das Gitter trifft, auf folgende Weise annähernd zu bestimmen. Man 
denke sich gewisse Teile des Gitters gegeneinander beweglich angeordnet und 
stelle fest, welcher dieser Teile den Rückstoß durch das Lichtquant erfährt; 
dieser Teil wäre dann als der vom Lichtquant getroffene anzusehen. Eine solche 
Versuchsanordnung ist in der Tat möglich, aber es ist nicht richtig, daß die 
Beugungserscheinung dann noch dieselbe sein wird wie in dem Falle, wo die 
Teile des Gitters starr miteinander verbunden sind. Zunächst muß der Im
puls der in Frage kommenden Gitterteile, bevor das Lichtquant sie trifft, sicher 
mit ~iner ~eringeren Unbestimmtheit behaftet sein, als der Rückstoßimpuls 
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LI A durch das Lichtquant beträgt, damit letzterer beobachtbar ist. Nun kommt 
die Wellennatur der Gitterteile zur Geltung, und aus ihr folgt gemäß (II) eine 

Unbestimmtheit LI xi > LI~~ der Lage der beweglichen Gitterteile gegeneinander. 

Diese ist gerade von solcher Größe, daß die resultierende Beugungserscheinung 
dieselbe wird, wie wenn nur der getroffene Teil des Gitters allein vorhanden wäre. 

Alles, was bisher über die Beugung von Lichtquanten gesagt wurde, gilt 
auch für die Beugung von Materiewellen. Nur der Zusammenhang zwischen 
Frequenz und Wellenzahl, der bei den Lichtquanten durch (2) gegeben war, 
ist bei den Materiewellen ein anderer. Gemäß der relativistischen Mechanik eines 
Massenpunktes besteht für diesen zwischen Energie und Impuls die Beziehung 

worin m die Ruhmasse des Teilchens bedeutet. 

mit 

Gemäß (I) folgt daraus für die Weilen 

mc 
Wo=----,;-· 

(5) 

(5') 

(6) 

Die Verknüpfung (I) zwischen Energie-Impuls- und Frequenz-Ausbreitungsvektor 

ist relativistisch-invariant, da sowohl (p, i ~) als auch (!, i ;) die Kompo

nenten eines Vierervektors bilden; ebenso sind die Beziehungen (5) und (5') 
invariant. Für m = 0 gehen (5), (5') über in die entsprechenden Gesetze für 
Energie und Impuls eines Lichtquants. 

Nicht nur Energie und Impuls eines Teilchens lassen sich mit einfachen 
charakteristischen Größen der ihm zugeordneten Welle in Verbindung bringen, 
sondern auch die Geschwindigkeit des Teilchens; diese ist nämlich (wie DE BROGLIE 
gezeigt hat) gleich der Gruppengeschwindigkeit der Welle. In der Tat ist erstere 
bestimmt durch 1 

oder 

letztere durch 

dE = 2:v;dpi 
i 

iJE 
V;= iJ p,, 

ow 
Vi = iJki ' 

(7) 

(7') 

und beide Ausdrücke stimmen gemäß (I) überein. Dieser Umstand ist wesentlich 
dafür, daß in Fällen, wo Beugungseffekte vernachlässigt werden können, die 
Wellenpakete sich längs der klassisch mechanischen Bahnen, im hier betrachteten 
kräftefreien Fall also geradlinig bewegen (vgl. Ziff. 4). Im Falle des Gesetzes (5) 
folgt übrigens 

(5 a) 

1 Es sei hier bemerkt, daß dieser Ausdruck für die Gruppengeschwindigkeit auch den 
richtigen Zusammenhang zwischen Phasengeschwindigkeit und Strahlgeschwindigkeit im 
Falle dispergierender Kristalle liefert. Da Wellennormale und Strahl hier nicht dieselbe 

..... ->-
Richtung haben, ist hier auch v nicht mehr parallel zu k, aber die Relation (7') ist auch hier 
gültig. 



88 Kap. 2. W. PAULI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. 

E 
also Pi = c2 vi und durch Einsetzen in (5) 

E2 (1- !C) = m2c2 c2 c2 , 

E = mc2 
f1- v2fc2' 

p.- mvi 
'- f1-v2fc2 

Ziff. 1. 

(5 b) 

das sind die wohlbekannten Ausdrücke für Energie und Impuls durch die 
Geschwindigkeit. 

Im unrelativistischen Fall, wo IP I~ mc, der für das Folgende sehr wichtig 

ist, folgt E ( 1 ~ ) - = fm2 c2 + ~ p2 = m c 1 + -- p~ 
c i ' 2m2 c2 • • 

• 
oder 

also auch 

E = mc2 + -1- ""P~ 2m~'' (8) 

(8') 

Wir bemerken noch, wovon in Abschnitt B, Ziff. 2 ausführlich die Rede sein 
wird, daß wir hier in Übereinstimmung mit der Erfahrung beim Ausziehen der 
Quadratwurzel das positive Vorzeichen von E und w vorausgesetzt haben, daß 
aber 

(9) 

auch eine formale Möglichkeit gewesen wäre. Beschränken wir uns aber auf die 
erstere, so ist es zweckmäßig, durch Verlegung des Nullpunktes der Energie 

einzuführen. Dann gilt 

also 

E'=E-mc2 ; w' =w- w0 

E' = _1 ""p2 
2m~'' 

i 

' - ___!!__ ""k2 w- 2m~ ;, 

p, nk, 
Vi=m=m' 

i\ = 2.n = 2.nli 
lkl mv' 

(10) 

(11) 

(12) 

wenn v den Betrag der Geschwindigkeit bedeutet. Dies ist die berühmte von 
DE BROGLIE aufgestellte Formel für die Wellenlänge der Materiewellen. 

Die Unsicherheitsrelationen (II) für die Materie zeigen, daß schon im kräfte
freien Fall die klassische Kinematik für die materiellen Teilchen nicht un
beschränkt angewendet werden kann. Denn diese Relationen enthalten die Aus
sage, daß jede genaue Kenntnis des Teilchenortes zugleich eine prinzipielle 
Unbestimmtheit, nicht nur Unbekanntheit des Impulses zur Folge hat und 
umgekehrt. Die Unterscheidung zwischen (prinzipieller) Unbestimmtheit und Un
bekanntheit und der Zusammenhang beider Begriffe sind für die ganze Quanten
theorie entscheidend. Dies möge näher erläutert werden am Beispiel einer 
Versuchsanordnung, bei welcher ein Lichtquant die Möglichkeit hat, durch 
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zwei Löcher zu treten und auf einem dahinterliegenden Schirm (im statistischen 
Mittel bei oftmaliger Wiederholung des Versuches) eine Beugungsfigur zu er
zeugen. In diesem Fall ist es unbestimmt, durch welches Loch das Lichtquant 
geflogen ist. Wenn dagegen eine Versuchsanordnung vorliegt, bei der sicher 
nur ein Loch für das Lichtquant geöffnet ist, bei der aber nicht festgestellt 
ist, welches der beiden Löcher das offene ist, dann sagen wir: es ist unbe
kannt, durch welches Loch das Lichtquant geflogen ist. Offenbar besteht 
die Beugungsfigur im letzteren Fall in der Addition der (evtl. noch mit Ge
wichtsfaktoren zu versehenden) Intensitäten in den Beugungsfiguren für ein 
einzelnes Loch. Verallgemeinernd können wir sagen: Bei Unbestimmtheit einer 
Eigenschaft eines Systems bei einer bestimmten Anordnung (bei einem bestimmten 
Zustand des Systems) vernichtet jeder Versuch, die betreffende Eigenschaft zu messen, 
(mindestens teilweise) den Einfluß der früheren Kenntnisse vom System auf die 
(evtl. statistischen) Aussagen über spätere mögliche Messungsergebnisse. Deshalb ist 
es berechtigt, zu sagen, daß in diesem Fall die Messung das System in einen 
neuen Zustand überführt. Dabei bleibt übrigens ein Teil der vom Meßapparat 
auf das System übertragenen Wirkungen selbst wieder unbestimmt. 

So müssen, um den Ort eines Teilchens zu bestimmen und um seinen Impuls 
zu bestimmen, einander ausschließende Versuchsanordnungen benutzt werden. 
Bei ersteren sind stets räumlich fixierte Apparatteile (Maßstäbe, Uhren, Blenden) 
vorhanden, auf die ein unbestimmter Betrag von Impuls übertragen wird; 
letztere machen eine genaue raumzeitliche Verfolgung der Teilchen unmöglich. 
Es würde auch nichts nützen, wenn man diesen Ort früher bestimmt hätte. Die 
Beeinflussung des Systems durch den Messungsapparat für den Impuls (Ort) 
ist eine solche, daß innerhalb der durch die Ungenauigkeitsrelationen gegebenen 
Grenzen die Benutzbarkeit der früheren Orts- (Impuls-) Kenntnis für die Voraus
sagbarkeit der Ergebnisse späterer Orts- (Impuls-) Messungen verlorengegangen 
ist. Wenn aus diesem Grunde die Benutzbarkeit eines klassischen Begriffes 
in einem ausschließenden Verhältnis zu der eines anderen steht, nennen wir 
diese beiden Begriffe (z. B. Orts- und Impulskoordinaten eines Teilchens) mit 
BoHR komplementär. In Analogie zum Terminus "Relativitätstheorie" könnte man 
die moderne Quantentheorie daher auch "Komplementaritätstheorie" nennen. 

Man wird sehen, daß diese "Komplementarität" kein Analogon in der klas
sischen Gastheorie besitzt, die ja auch mit statistischen Gesetzmäßigkeiten 
operiert!. Diese Theorie enthält nämlich nicht die erst durch die Endlichkeit 
des Wirkungsquantums geltend werdende Aussage, daß durch Messungen an 
einem System die durch frühere Messungen gewonnenen Kenntnisse über das 
System unter Umständen notwendig verlorengehen müssen, d. h. nicht mehr 
verwertet werden können. (Diese Aussage bedingt übrigens auch den wesent
lichen Unterschied der neuen Theorie gegenüber der früheren Theorie von 
BoHR, KRAMERS und SLATER.) Wie bereits erwähnt, geht hierdurch die ein
deutige Objektivierbarkeit der physikalischen Phänomene und damit auch die 
Möglichkeit ihrer kausalen raumzeitlichen Beschreibung verloren. Wenn diese 
Vorgänge überhaupt beschrieben werden sollen, so muß eine außerhalb des zu 
beschreibenden (beobachteten) Systems stehende, durch Beobachtung vollzogene 
Wahl gesetzt werden, wobei es willkürlich ist, an welche Stelle die Trennung 
von Beobachtungsmittel und Erscheinung gelegt wird. (Siehe hierzu Ziff. 9.) 

1 Andererseits weist N. BoHR, Faraday lecture [Journ. Chem. Soc. 1932, S. 349, 
insbes. S. 376 u. 377] darauf hin, daß auch in der klassischen statistischen Mechanik, 
freilich in einem etwas anderen Sinne, von Komplementarität der Kenntnis der mikro
skopischen Molekularbewegung einerseits, der makroskopischen Temperatur des Systems 
andererseits, gesprochen werden kann. 
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Im fo1genden soll dargelegt werden, wie bei dieser Sachlage in widerspruchs
freier Weise statistische Charakterisierungen der Zustände und statistische Ge
setzmäßigkeiten aufgestellt werden können. 

2. Orts- und Impulsmessung. Zur näheren Charakterisierung des Zustandes 
eines materiellen Teilchens ist es vor allem nötig, zu untersuchen, wieweit dem 
Ortsbegriff und dem Impulsbegriff des Teilchens auch außerhalb des Gültigkeits
bereiches der klassischen Mechanik ein Sinn zukommt. Was zunächst den Ort 
des Teilchens betrifft, so braucht man zu seiner Festlegung eine Wirkung des 
Teilchens, die dieses nur ausüben kann, wenn es sich an einem bestimmten Ort 
befindet. Glücklicherweise besitzen wir in der Zerstreuung des Lichtes eine 
solche Wirkung, die übrigens sowohl von den elektrischen Elementarteilchen 
als auch von makroskopischen Körpern ausgeübt wird. Denken wir uns z. B. 
die (x, y)-Ebene beleuchtet, und zwar mittels eines Wellenzuges einer begrenzten 
Länge, so daß ein bestimmter Punkt x0 y0 dieser Ebene zu einer bestimmten 
Zeit t0 beleuchtet wird. Diese Zeit hat einen Spielraum At, der nicht kleiner 
sein kann als 1/v, wenn v die mittlere Frequenz des Lichtes ist. Durch Ver
wendung möglichst kurzwelligen Lichtes kann At jedoch zunächst möglichst 
klein gemacht werden. Wir können ferner die Intensität des Lichtes uns so groß 
denken, daß praktisch mit Sicherheit mindestens ein Lichtquant vom Teilchen 
gestreut wird, falls es das Lichtbündel passiert. Man kann nun irgendeine 
optische Vergrößerungsvorrichtung (Camera obscura, Lupe, Mikroskop) benutzen, 
um durch eine grobe makroskopische Ortsbestimmung der Wirkung eines ge
streuten Quants eine feine Ortsbestimmung des materiellen Teilchens zu er
reichen. Und zwar genügt es zu diesem Zweck, ein einziges Lichtquant zu beob
achten. Für die Genauigkeitsgrenzen der Ortsbestimmung sind dabei stets die 
Grenzen der optischen Abbildung maßgebend, wobei letztere durch die von der 
klassischen Wellenoptik beschriebenen Beugungseffekte bedingt sind. So ist be
kanntlich z. B. beim Mikroskop die Genauigkeitsgrenze A x der Abbildung ge
geben durch ).' 

Ax=-.-, s1ne (13) 

wobei l' die Wellenlange der gestreuten Strahlung bedeutet, die von der der 
einfallenden Strahlung verschieden sein kann, während 13 den halben Öffnungs
winkel des Objektivs bedeutet. Die Richtung des gestreuten Quants muß dabei 
als innerhalb dieses Winkels 13 prinzipiell unbestimmt betrachtet werden, also 
wird die Komponente des Impulses des materiellen Teilchens in der x-Richtung 
nach dem Stoß unbestimmt um 

Apz =:, sins, (14) 

woraus zunächst eme Bestätigung der Ungenauigkeitsrelation 

APzAX""' n 
" resultiert. Wir wollen aber außerdem diskutieren, mit welcher Genauigkeit 

durch das in Rede stehende Gedankenexperiment eine Ortsbestimmung überhaupt 
möglich ist. Offenbar ist es gemäß (13) hierfür günstig, die Wellenlänge der ge
streuten Strahlung möglichst klein zu machen. Wäre die Wellenlänge der ge
streuten Strahlung gleich derjenigen der einfallenden Strahlung, so könnte die 
Genauigkeit der Ortsmessung beliebig gesteigert werden dadurch, daß diese 
Wellenlänge beliebig klein gemacht werden kann. Gleichzeitig damit könnte 
dann, wie bereits oben erwähnt, auch der Zeitpunkt der Ortsbestimmung in 
ein beliebig kleines Intervall eingeschlossen werden. Gemäß dem Compton
effekt findet aber eine Änderung der Frequenz der gestreuten Strahlung statt, 
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die durch Energie und Impulssatz bestimmt ist. Diese hat zur Folge, daß 

selbst im Limes v ___.., oo (;. = ~---->- 0) die Frequenz v' der gestreuten Strahlung einen 

endlichen Wert nicht überschreiten kann. Sind p und E = c V m2 c2 + p2 

Impuls und Energie des materiellen Teilchens vor dem Streuprozeß, so wird 
in diesem Limes, der für v' ein Maximum, für .?.' = cjv' also ein Minimum be
deutet, 

( 15) 

(Dabei sind sehr kleine Streuwinkel außer Betracht gelassen, da sie aus geo
metrischen Gründen zur Ortsbestimmung ungeeignet sind1 .) Für die maximale 
Genauigkeit einer Ortsbestimmung mit Hilfe des hier diskutierten Experimentes 
der Streuung eines Lichtquants durch ein optisches Instrument folgt also 

(16) 

Letzteres folgt daraus, daß die Zeitdauer des Streuprozesses, d. h. die Zeit, 
innerhalb der eine Wechselwirkung zwischen Lichtquant und materiellem 
Teilchen stattfinden kann, niemals wesentlich kleiner sein kann als die Licht
perioden der einfallenden und gestreuten Strahlung. Diese Zeitdauer der 
Ortsmessung ist deshalb wichtig, weil sie die Benutzbarkeit des Messungs
resultates für die Voraussage späterer Ortsmessungen mitbestimmt. Eine 
Wiederholbarkeit der Ortsmessung zu einem späteren Zeitpunkt ist nämlich 
in folgendem Sinne vorhanden. Bestimmt man den Ort nach Ablauf der 
Zeit -r noch einmal, so wird das Resultat dieser Bestimmung zwar im Einzel
fall nicht voraussagbar sein, im Mittel, bei vielen wiederholten Versuchen, wird 
man aber eine gewisse mittlere Lage x (t0 + -r) mit einem gewissen mittleren 

Fehler L1 =V (LI x) 2 finden. Es wird dann sowohl x (t0 + -r) - x (t0), als auch 
L1 (t0 + -r) - L1 (t0) durch Verkleinerung von T beliebig klein gemacht werden 
können. Wäre der Zeitpunkt der ersten Ortsbestimmung gänzlich unbestimmt 
geblieben, so würde sie sich zur Vorhersage des Resultates einer anderen Orts
bestimmung nicht verwenden lassen und wäre in diesem Sinne physikalisch nicht 
von Interesse. 

Die in (16) gegebene Genauigkeitsgrenze für Ortsbestimmungen ist zunächst 
höchstens für Atomkerne und Elektronen von Belang, da bereits für Atome als 
Ganzes ihre Dimension im allgemeinen größer als ihr hjmc ist. Ob ferner dieser 
Grenze für die erstgenannten Teilchen eine prinzipielle Bedeutung zukommt 2 

1 Für den Fall, daß die einfallende Strahlung der ursprünglichen Bewegungsrichtung 
des Teilchens entgegengesetzt gerichtet ist, während die gestreute Strahlung ihr parallel ist, 
folgt z. B. aus Energie- und Impulssatz 

also für hY ::}> E 

Y' = Y ______!!_ + c p _x___ -
2hY- cpx + E' 

1/ 00 ~11-"- =} (1 + :x) ;~ y1 - 1 v2jc2 

2 Dieser Standpunkt wird von L. LANDAU u. R. PElERLS (ZS. f, Phys. 
19:31) vertreten. 

Bd. 69, S. 56. 
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oder ob sie durch indirekte Methoden umgehbar ist, läßt sich durch elementare 
Überlegungen nicht von vornherein entscheiden und hängt ganz davon ab, auf 
welchen Grundlagen eine relativistische Quantenmechanik erfolgreich ausgebaut 
werden kann. Überdies wurde hier, um das Problem nicht zu sehr zu kompli
zieren und den Bereich unserer gegenwärtigen Kenntnisse nicht überschreiten 
zu müssen, die atomistische Konstitution der Maßstäbe und Uhren selbst noch 
nicht besonders berücksichtigt; deshalb wurden hier auch die möglichen Be
schränkungen der Existenz beliebig kleiner Blenden, Linsen oder Spiegel mit 
Absicht noch außer Betracht gelassen. Wir legen hier zunächst Wert auf 
die positive Feststellung, daß dem Begriff des Ortes eines materiellen Teilchens 
zu einer bestimmten Zeit auch außerhalb des Geltungsbereiches der klassischen 
Mechanik ein Sinn zukommt. Die Ortsbestimmung ist nämlich jedenfalls mit 
einer größeren Genauigkeit möglich, als die Wellenlänge der Materiewellen 

h h 1/ - v2 

Am = TPT = mv V 1 - C2 
beträgt, da nach (16) 

(17) 

Mindestens in der unrelativistischen Quantentheorie, wo v < c gilt, ist also die 
folgende Grundannahme natürlich. In jedem Zustand eines Systems, zunächst 
bei einem kräftefreien Teilchen, existiert in jedem Zeitmomentteine Wahrscheinlich
keit W (x1 , x2 , x 3 ; t) dx1 dx2 dx3 dafür, daß das Teilchen sich innerhalb des Spiel
raums dx1 , dx2 , dx3 am Ort x1 , x2 , x 3 befindet. 

Diese Grundannahme ist weder selbstverständlich noch eine direkte Folge 
aus den Unsicherheitsrelationen (II). Dies erhellt daraus, daß - wie später noch 
genauer erörtert werden wird (vgl. Abschnitt B, Ziff. 6d) - beim Lichtquant eine 
solche Ortsangabe außerhalb der Grenzen der klassischen geometrischen Optik 
nicht in sinnvoller Weise möglich ist. Der Lichtquantenort kann nicht genauer 
bestimmt werden, als die Wellenlänge des Lichtes beträgt, und dies in einer Zeit, 
die nicht kleiner sein kann als die Lichtperiode. Es gibt deshalb keine Licht
quantendichte mit analogen Eigenschaften wie die Dichte der Materieteilchen1. 

Überhaupt reicht die Analogie zwischen Licht und Materie, wie aus dem folgenden 
noch deutlicher werden wird, nicht so weit, als es ursprünglich schien. Sie er
schöpft sich vielmehr völlig in den fundamentalen Beziehungen (I) zwischen 
Energie-Impuls und Frequenz-Wellenzahl, die sowohl für Lichtquanten als auch 
für Materieteilchen Geltung haben. 

In der Formulierung der Grundannahme ist eine Auszeichnung des Ortes vor 
der Zeit enthalten, da die Ortskoordinaten nur bis auf einen Spielraum dxi, die 
Zeitkoordinate aber exakt festgelegt gedacht ist 2• In Wahrheit ist, wie wir 
gesehen haben, dieser Zeitpunkt nicht genauer fixierbar als L1 t = L1 xjc, wenn 
die Größenordnung des Fehlers der Ortsbestimmung L1 x beträgt. Nur im Grenz-

1 In der Literatur, sogar in einigen Lehrbüchern, finden sich darüber vielfach unrichtige 
Angaben. 

2 Auf diesen Umstand ist besonders von E. ScHRÖDINGER (Berl. Ber. 1931, S. 238) 
hingewiesen worden. In diesem Zusammenhang wird dort auch betont, daß eine ideale, 
d. h. die Zeit exakt angebende Uhr, eine unendlich große Energieunsicherheit, also auch 
eine unendlich große Energie besitzen würde. Nach unserer Meinung bedeutet das allerdings 
nicht, daß die Benutzung des gewöhnlichen Zeitbegriffes in der Quantenmechanik wider
spruchsvoll sei, da eine solche ideale Uhr beliebig angenähert werden kann. Man denke sich 
z. B. einen sehr kurzen (im Limes unendlich kurzen) Lichtwellenzug, der (infolge des Vor
handenseins geeigneter Spiegel) einen geschlossenen Weg beschreibt. (Dabei bleibt aller
dings, wie im Text bereits hervorgehoben, die Frage der Existenz solcher Spiegel noch 
außer Diskussion.) 
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fall der unrelativistischen Quantentheorie, in der sozusagen c als unendlich groß 
betrachtet wird, erscheint es eine sinnvolle ldealisation, bei festem Llx die Länge 
Ll t der Zeitstrecke zu vernachlässigen, also mathematisch gleich Null zu setzen. 

Wir kommen nun zur Frage der Impulsbestimmung des Teilchens. Auch 
hierfür kann nach BoHR die Streuung eines Lichtquants durch das Teilchen 
benutzt werden, da der Dopplereffekt in einer bestimmten Richtung der ge
streuten Strahlung (zusammen mit Frequenz und Richtung der einfallenden 
Strahlung) einen Rückschluß auf die Geschwindigkeit des Materieteilchens zu
läßt. Da die Genauigkeit der Bestimmung von v' durch die endliche Zeitdauer T 
der Wechselwirkung zwischen Licht und Materie gemäß 

Llv' = ~ (18) 

begrenzt wird, ist es in diesem Fall- umgekehrt wie bei der Ortsbestimmung -
günstig, diese Zeitdauer groß zu wählen. Betrachten wir der Einfachheit halber 
näher den Fall, daß das materielle Teilchen sich vor dem Prozeß in der + x-Rich
tung bewegt, daß also bereits bekannt sei, daß py = Pz = 0 ist, und daß in der 
-:X-Richtung Strahlung auf das Teilchen auffällt, die in der + x-Richtung ge
streut wird, so daß gilt 

oder 

und 

- h: + p., = p~ + h:' 
PI = p - !!:!... - !!!:._ 

X X C C 

hv - hv' = E' - E . 

(19) 

(20) 

Da v gegeben ist, würde aus einer genauen Kenntnis von v' hieraus eine genaue 
Kenntnis von p., (und p~) folgen. Um die Verknüpfung der Ungenauigkeit iJ p., 
von p., mit der Ungenauigkeit Llv' von v' zu finden, haben wir aus (20) zunächst 
ov'jop., zu berechnen, wobei p~ gemäß (19) als Funktion von p., und v' zu denken 
und v festzuhalten ist. Mit Rücksicht auf 

BE' 
V I • 

-Bp~ = XI 

BE a=v., 
Px 

(welche Relation auch im relativistischen Fall gültig ist) findet man 

Bv' ( h Bv') -h Bpx = v~ 1- c Bpx - v.,; Bv' ( v') h iJ Px 1 - Cx = Vz - V~ • 

Für die Ungenauigkeiten folgt daraus zunächst 

hLlv' = (vx- .v~) Llp.,. 
1- Vx/C 

Nun ist für kleine v v~ nahezu gleich Vx, für wachsende v nimmt es ab, wird 
schließlich negativ und geht für sehr große v endlich über in -c. Der Nenner 

1 - v~ wächst also hierbei von 1 - 2 bis 2 und größenordnungsmäßig gilt immer 
c c 

h Ll v' "' (v., - v~) Ll g, (21) 
also nach ( 18) auch 

h 
Ll p., = -( --,--) T . 

V.e -- Vx 
(22) 

Andererseits gilt für die prinzipielle Unbestimmtheit der Lage des Teilchens 
nach dem Prozeß 

Llx = (v.,- v~) T, 
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da es unbestimmt bleiben muß, in welchem Zeitpunkt innerhalb des Inter
valles T das Teilchen seine Geschwindigkeit ändert. Wir finden auf diese Weise 
die Unbestimmtheitsrelation 

iJ p., LJ X cv h 

wieder bestätigt. Die Gleichung (22) zeigt darüber hinaus, daß der Impuls des 
Teilchens sogar in beliebig kurzer Zeit bestimmt werden könnte, wenn die (be
stimmte) Geschwindigkeitsänderung des Teilchens beim Prozeß beliebig groß 
werden könnte. In Wahrheit kann sie aber nicht größer werden als 2c, so daß 
der Größenordnung nach gilt 

(23) 

Hierin ist jetzt L1 t an Stelle von T geschrieben, um damit anzudeuten, daß T 
zugleich die Unbestimmtheit des Zeitpunktes angibt, in welchem der Wert p., 
realisiert war. Die Resultate (22), (23) sind übrigens als untere Grenze des 
Fehlers L1 p., von den speziellen Voraussetzungen über Richtung des Licht
strahles und der Geschwindigkeit der Materie unabhängig. 

Im Falle kräftefreier Teilchen ist die Beschränkung der Genauigkeit der 
Impulsmessung durch die Zeitdauer T nicht wesentlich, da die Impulse des 
Teilchens hier zeitlich konstant sind. Wir werden also annehmen dürfen: In 
jedem Zustand eines Systems, zunächst bei einem kräftefreien Teilchen, existiert 
eine Wahrscheinlichkeit W (P1 , P2 , P3) d P1 d P2 d Ps dafür, daß der Impuls des 
Teilchens innerhalb des Spielraumes dp1 , dp2 , dp3 die Werte P1 , p2 , Ps besitzt. 
(Diese Annahme ist im Falle freier Strahlung offenbar auch für ein Lichtquant 
zutreffend.) 

Die Messungen des Impulses sind übrigens, auch abgesehen von ihrer Ge
nauigkeitsbegrenzung (22), im allgemeinen nicht "wiederholbar", da bei ihnen 
eine unter Umständen große, wenn auch bekannte Änderung des Impulses ein
tritt. Nur wenn die Zeitdauer T der Messung so lang gewählt wird, daß bei 
gegebenem L1 p., auch (p~ - p.,) klein gemacht werden kann (langweiliges ein
fallendes Licht), wird eine auf die erste Messung unmittelbar folgende zweite 
Impulsmessung wieder zum selben Resultat führen. In allen Fällen aber, auch 
bei kurzdauernden Messungen, ist das Resultat einer folgenden Impulsmessung 
auf Grund der vorangehenden voraussagbar. Dieser Sachverhalt ist wichtig für 
die Frage der Impulsmessung an gebundenen Teilchen, da, wie wir sehen werden, 
bei diesen nur eine begrenzte Zeitdauer für die Messung zur Verfügung steht. 

3. Wellenfunktion kräftefreier Teilchen. Es handelt sich nun darum, für 
die Wahrscheinlichkeiten W(x1 , x2 , x3) und W(p1 , p2 , p3) von Ort und Impuls 
eines Teilchens solche Grundannahmen einzuführen, die mit der Unsicherheits
relation (II) und dem Wellencharakter der Materie im Einklang sind. Dabei 
beschränken wir uns zunächst auf das unrelativistische Gebiet, wo die Ge
schwindigkeit der Teilchen klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist und die 

...... 
Schwingungszahl der Wellen mit ihrem Phasenvektor k in der Beziehung (8') 

(8') 

miteinander stehen. Durch die Beschränkung auf das unrelativistische Gebiet 
sind übrigens Lichtquanten von vornherein aus der Betrachtung ausgeschlossen. 
Auf die hiermit zusammenhängenden Fragen wird erst im folgenden Abschnitt 
eingegangen. Denken wir uns also wie in (3) Funktionen 

1 f ...... ++ tp(xi,t) = Y{2 n)3 A(k)ei[(kx)-wtldk1 dk2 dk3 (24) 
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gebildet, worin k und w stets der Beziehung (8') genügen, also stets positiv sind. 

Die Zweckmäßigkeit des Faktors ,r; 1 _ wird sich später ergeben. Ferner bilden 
r(2n)3 

wir die konjugiert komplexe Funktion 

VJ*(x;,t) =,;-- A*(k)e-i[(kx)-rotldk1 dk2 dk3 • 
1 f ~ ...... 

f (2n)3 
(24*) 

~ ~ ~ 

Führt man nach (I) in (24), (24*) statt k und w den Impuls p = nk und die 
Energie E = nw des Partikels ein, so läßt sich dies auch schreiben 

f i ...... 
1 ~ h[(px)-Et] 

VJ(x;, t) = ,;- A(p) e dp1 dp2 dp3 , 
r(2nh)3 

(24') 

(24'*) 

~ ...... 
[Es unterscheiden sich hierin A (p) und A (k) um einen solchen Zahlenfaktor, 
daß lA (p) l2 dP1 dp2 dp3 = lA (k) l2dk1 dk2 dk3 .] Setzen wir · 

~ - .i_Et 
q;(p) = A(p) e n (25) 

~ 

so daß also q; (p) der Gleichung 

_J;_orp=Eq;=(E + ~N)q; 
~ ot 0 ~2m 

i 

(26) 

genügt, so läßt sich dies auch schreiben 

f i ...... 
1 ~ -(p:x) .... 

1p(x;,t) = ,;- q;(p)en dp, 
r(2nh)3 

(24") 

1 .... -(p:X) ~ f i ...... 

tp*(x;,t) =f(2d)a q;*(p)eh dp. (24"*) 

Die Umkehr dieser Relationen lautet nach dem FouRIERsehen Integraltheorem 

f i ...... 
.... 1 --(px) 

q;(p) = ,;- 1p (x;, t) e 1i dV 
r (2nh)3 

(27) 

bzw. f i ...... 
Atp) = 1 (x· t) e-hl<pxJ -Etl dV 

V (2nh)3 1jJ •' 
(27') 

und 
A(k) = V(21n)3!1p(X;, t)e-H<k:J-rotldV. (27") 

Ferner gilt die Vollständigkeitsrelation 

I "P* 1jJ dV = f q;* q; dp = f A * A dp' (28) 

die auch den Grund für die Wahl des Zahlenfaktors in (24) und (24') darstellt. 
Es ist leicht zu sehen, daß vermöge (8') diese Funktionen den Differential

gleichungen genügen. 

- !;_ j_JJ._ = (E - ~L1) 111 
~ Ot O 2m T' (29) 

h o'l/1* ( 11,2 ) +....,...- = E - -L1 w* 
Z Ot O 2m T ' 

(29*) 
worin wie in ( 6) 

(6) 
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gesetzt ist, und L1 den LAPLACEschen Operator bedeutet. Umgekehrt ist (24) 
die allgemeine1 Lösung dieser Differentialgleichung (25), wenn für jede in (24) 
vorkommende Partialwelle die Beziehung (8') erfüllt ist. Diese Beziehung war 
gemäß (I) aus der Beziehung 

-I~ E = Eo + 2m..;;;;.. p;2 (8) 

zwischen Energie und Impuls eines Teilchens in der klassischen Partikelmechanik 
entstanden. Formal geht (25) direkt aus (8) hervor, wenn man die auf Raurn
Zeitfunktionen wirkenden Operatoren 

Ii 0 
E= -Tat; 

Ii 0 
Pi= T OX· . 

einführt und dann (8) durch die mit (25) identische Operatorgleichung 

(30) 

EVJ = ( E0 + 2:n; Pl) VJ (31) 

ersetzt. Diese ist dann überdies formal analog zu (26). 
Im folgenden werden wir es auch mit allgemeineren Operatoren zu tun 

haben, die aber alle die Eigenschaft der Linearität besitzen. Darunter ist zu 
verstehen, daß der betreffende Operator D der Bedingung genügt 

D(c1Vl1 + C2VJ2) = c1DVJ1 + c2DVJ2• (32) 

worin c1 und c2 zwei beliebige Konstante sind und 1p1 und 1p2 beliebige Funktionen 
irgendwelcher Variabler bedeuten. Diese Variablen können unter Umständen 
statt eines Kontinuums von Werten wie die Raurn-Zeitkoordinaten nur diskreter 
Werte oder sogar nur einer endlichen Anzahl von Werten fähig sein. Stets aber 
sind die Funktionen D1p als von denselben Varial:Jlen abhängig zu denken wie 
die Funktionen 1p. Zu den speziellen Operatoren (26) zurückkehrend, bemerken 
wir, daß die Zuordnung gerade dieser Operatoren zu den Energie- und Impuls
größen nur einen anderen Ausdruck für die Bildung des FouRIERsehen Inte
grals (24') beim Übergang von Raurn-Zeitfunktionen 1p (xi; t) aus Impuls-

-+ 
funktionen cp (p) darstellt. 

Eine physikalische Bedeutung bekommen die hier eingeführten Funktionen 
erst dadurch, daß sie mit den Wahrscheinlichkeiten W (ki) und W (p;) von Energie 
und Impuls des Teilchens in dem betreffenden Zustand in Verbindung gebracht 
werden. Hierbei ist wesentlich, zu beachten, daß erstens diese Wahrscheinlich
keiten W nie negativ sein können, und daß zweitens zu jedem Zeitpunkt 

J W(;) dx1 dx2 dx3 = 1 (33) 

f w(p)dpl dp2 dpa = 1 
und 

(33') 

gelten muß. Der einfachste Ansatz für W (x), der diesen Forderungen genügt, 
ist der, daß W(x) eine definite quadratische Form der Werte von (evtl. mehreren) 
Funktionen Vlf.!• 1p;, ... (e = 1, 2, ... ) ist, von denen jede den Gleichungen (25) 
bzw. (25*) genügt 

(34) 

1 Damit dieser Ausdruck auch den Fall umfaßt, daß 1p eine Summe über verschiedene 
..... 

ebene Wellen neben dem Integral enthält, müssen für die q>(k) gewisse Singularitäten zu-
gelassen und die Integrale dann im STIELTJESschen Sinn verstanden werden. 
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(Daß man ohne Formen vierten oder höheren Grades auskommt, kann natürlich 
nur der Erfolg lehren.) Um dann auch noch die zeitliche Konstanz von _,.. 
W(x)dx1 dx2 dx3 gemäß (25) und (25*) zu erreichen, muß notwendig 

Q(1Jle, 1p;) = 1:.Ce1Jlt1Jle (35) 
12 

gesetzt werden, worin C12 positive reelle Zahlen sind. Man erkennt dies sowohl 
aus. (24) mittels des FoURIERsehen Satzes, als auch aus (25) durch partielle 
Integration. Z. B. ergibt sich auf die letztere Weise zunächst 

_ _!__ !! _ _!)___ 2 n2 ~ a ( otp) n 
2 i iJt(1p) =Eo1J12 -2m..:;..8i:,11lax, +2m(grad1p) 2 , 

i 

aber 

also ist weder J 1p2 dV noch J 1p* 2 dV noch irgendeine Linearkombination von 
beiden zeitlich konstant, wohl aber (unter der Annahme, daß die durch partielle 
Integration über eine sehr große Kugel entstehenden Randintegrale im Limes 
eines unendlich großen Integrationsgebietes verschwinden) 

J 1p 1p* dV = konst. (36) 

Wir merken noch für spätere Anwendungen an, daß die letzte der angeschriebenen 
Differentialgleichungen die Form der Kontinuitätsgleichung 

0(! + d. ~ 7ft lVt=O (37) 

annimmt, wenn neben e = 1p* 1p 

(38) 

gesetzt wird. 
Wenn wir ausdrücklich festsetzen, die zeitliche Ableitung einer reellen Funk

tion als neue (zweite) Funktion zu zählen, können wir sagen: In (31) ist enthalten, 
daß eine einzige reelle Funktion nicht ausreicht, um aus Wellen derForm (24) eine nach 
Integration über das Volumen zeitlich konstante, nirgends negative Wahrscheinlichkeit 
aufzubauen1 ! Vielmehr sind dazu mindestens zwei reelle Funktionen oder eine 

1 Es hängt dies damit zusammen, daß dieser Realteil u = t (tp + tp*) von tp [für den 
1 

Imaginärteil v =---: (tp - tp*) gilt ganz Analoges] gemäß (25), (25*) keiner Differential-
2L 

gleichung, die hinsichtlich der zeitlichen Ableitung von erster Ordnung ist, genügt, sondern 
nur der "iterierten" Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(- _n_ ~ + !!':___ f1 - E 0) (+ _n_ ~ + !!':___ f1 - E ) u = o 
t iJt 2m t iJt 2m 0 

oder 

[ ()2 ( h2 )2] n2 iJ t2 + 2m f1 - Eo u = 0 . 

Ein aus u quadratisch gebildeter Ausdruck, dessen Volumintegral zeitlich konstant ist, 
müßte nicht nur u und seine räumlichen Ableitungen, sondern auch die erste zeitliche Ab
leitung enthalten. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 7 
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komplexe Funktion und ihre Konjugierte notwendig. Die Konstanten Cl! können 
offenbar in die "P miteinbezogen werden, so daß 

W(x)=L''IjJ:'IjJg=L'\"Pc\ 2 (35) 
I! 1.! 

der allgemeinste Ansatz für die Wahrscheinlichkeit W (x) ist. Wir werden später 
sehen, daß in der Tat mehrere l[f-Funktionen nötig sein können, und zwar dann, 
wenn es sich um Teilchen mit einem Drehimpuls handelt. Vorläufig wollen wir 
aber der Einfachheit halber hiervon absehen und nur mit einer komplexen 
l[f-Funktion oper:eren, so daß 

W(x) = \"P\ 2 = "P*"P (35') 

wird mit der Normierungsbedingung 

f "P*"PdV = 1. (36) 

Gemäß der Kontinuitätsgleichung (37) können wir nunmehr den Ausdruck 
(34) als statistische Stromdichte oder Wahrscheinlichkeitsstrom interpretieren. Es 

-+ 
gibt i (x) die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß durch die Flächeneinheit senkrecht 
zur x-Achse das Teilchen pro Zeiteinheit eher in der positiven als in der negativen 
x-Richtung hindurchtritt. _.. 

Nunmehr ist es leicht, auch die Wahrscheinlichkeitsdichte W (p) im Impuls
raum anzugeben, die übrigens im kräftefreien Fall zeitlich konstant sein wird 
(nicht nur ihr Integral), da hier der Teilchenimpuls konstant ist. Diese Wahr
scheinlichkeitsdichte ist gegeben durch 

-+ -+ 
W(p) = \A (p) \2 = A*A = rp*rp. (39) 

Man könnte vielleicht zunächst daran denken, W (p) durch 

-+ 
zu definieren, wo C (p) eine noch allgemeiner zu bestimmende positive Funktion 
wäre. Wegen der aus (24') folgenden Vollständigkeitsrelation (28) ist es jedoch 
notwendig, C (p) = 1 zu setzen, da aus 

notwendig 

folgen muß. 

jW(x)dx = 1 
-+ -+ f W(p)dp = 1 

Die Mittel zur statistischen Beschreibung irgendeines Zustandes eines 
materiellen Teilchens im kräftefreien Fall sind hiermit vollständig gegeben. Jeder 
solche Zustand ist beschrieben durch ein Wellenpaket "P (x, t) der Form (24), 

-+ 
aus welchem gemäß (39) eindeutig das "Paket" rp (p) im Impulsraum folgt. Diese 
Funktionen "P (x, t) und rp (p) - man nennt sie oft "Wahrscheinlichkeitsampli
tuden" - sind aber, was ihre Phase betrifft, nicht direkt beobachtbar; dies gilt 
vielmehr nur von den Wahrscheinlichkeitsdichten W (x, t) und W (p). Die 
komplexe Wellenfunktion selber hat somit einen nur symbolischen Charakter 
und dient dazu, den Zusammenhang zwischen W(x, t) und W(p) zu vermitteln1 . 

Aus den entwickelten Grundlagen lassen sich verschiedene einfache Folge
rungen ziehen, welche direkt mit dem Experiment verglichen werden können. 

-+ -+ 
Insbesondere kann man Mittelwerte über irgendwelche Funktionen von x oder p 

1 Die mathematische Frage, ob bei gegebenen Funktionen W(x) und W(p) die Wellen
funktion 1p stets eindeutig bestimmt ist, wenn es eine solche zugehörige Wellenfunktion 
überhaupt gibt [d. h. wenn W (x) und W (p) physikalisch vereinbar sind], ist noch nicht 
allgemein untersucht worden. 
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bilden und ihren Zusammenhang sowie ihre zeitliche Veränderung untersuchen. 
Z. B. ist 

Pz = f Pzcp*cpdp · (40) 

Ferner ist von Interesse die mittlere Ausdehnung der Pakete im gewöhnlichen 
Raum und im Impulsraum, die gegeben wird durch die "mittleren Querschnitte" 

(LI x;)2 = J (xz - "iW 7p* 7p dV; (ip~)2 = J (Pz- pz) 2 cp* cp dp. (41) 

Das Verhalten des Mittelpunktes eines Paketes ergibt sich aus der Um
formung gemäß (24) und (27") und durch partielle Integration 

x1 = - 1 jx1 7p* dVjcp (k) ei(k~ dk = - 1 .JVJ*dVjcp (k) ~ ~(eiik~l)dk 
]1(2n)3 Jl(2n)3 z fJ_k, 

- 1 f * j~. t [) ( ) ·~ (;;) --== 7p dV zn 8 p[cpp]e dp 
]1(2nn) 3 z 

1 f [) }. i_ (;;) f ~ [) 
= ]1(2 nn)3 ifi 8 p[cp(p)]dp 7p*e" dV = cp*(p)ifi 0 p1 [cp(p)]dp, 

Xz =I cp* (p) · ifi 0 ~~~) dp =I cp* (k) (i 8~1 ) cp (k) dk 
also 

(42) 

oder auch 
Xz =JA* (k) eiwt (i 0~ 1 ) [A (k) e-iwt] dk, 

also schließlich - - j" A* . oA dk f ow A* A dk Xz - . z Bk; + t Bk; . (43) 

Hierin ist enthalten, daß 

(44) 

was den Satz von der Gruppengeschwindigkeit darstellt. Aus der Kontinuitäts
gleichung (37) folgt andererseits leicht durch Multiplikation mit x1 und partielle 
Integration 

dx~_ = fi dV = ....!....f * (!':.-~ \ dV dt 1 m "P 2 ox1 } ' 
(45) 

also folgt durch Vergleich mit (44) weiter 

:Pz = J cp* (p) Pz cp (p) dp = j 7p* (; 8:, "P )dv, (46) 

was man auch leicht direkt verifiziert. Die Beziehungen (42) und (46) lassen 
~ 

sich weitgehend verallgemeinern. Sei F (x) irgendeine ganze rationale Funktion 
-+ 

der xi, F(p) irgendeine ganze rationale Funktion der pi, so gilt 

F(x1) = I"P* F(;) "P dV =I cp* F (in 8~J cp dp, (47) 

F(pz) = J 7p* F (; a:J 7p dV =I cp* F (Pz) cp dp, (47') 

wie unmittelbar durch partielle Integration unter Benutzung des FoURIERsehen 
Integraltheorems verifiziert werden kann1 . 

1 Über Verallgemeinerungen dieser Relation für andere als ganz-rationale F siehe 
Abschnitt B, Ziff. 2c) und 6b). 

7* 
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Es ist deshalb z. B. 

p2 = (cp* p2 rp dp = j"P* (- fi2 -02 VJ) dV = + h2 j il1p* . -~Y!- dV 
1 • - 1 ilxz iJx1 ilx1 ' 

-2-f * 2 dv-f *(- t2iJ2rp)d - t2rorp* iJrpd Xz - 'ljJ xt 'ljJ - rp - n {) pz p - + n " iJ Pz • fJ Pz p. 

Um entsprechende Beziehungen für (A x1) 2 und (A p1) 2 aufzustellen, ist nur eine 
geringe Modifikation dieser Gleichungen erforderlich. Diese ergeben sich am 
einfachsten, wenn wir den Übergang zu einem neuen Bezugssystem betrachten, 

x'=x-x0 -vt; t'=t, 

für den wir hier naturgemäß die Galileitransformation benutzen müssen, da die 
Relativitätskorrektionen vorläufig konsequent vernachlässigt werden. Da hier gilt 

P~ = Px - m v.,; E' = E - Px V + ~ v2 , 

müssen wir, um gemäß (26) das Bestehen der Gleichung 

_"!____ iJ rp' = E'rp 
i Bt 

zu erreichen, setzen 
i[m, 1 i/ - - - --V - Px V t -

rp'=rpe tt 2 1 eil 

worin 1 von t unabhängig so zu bestimmen ist, daß die Funktion 

( 
~ i ->;+, 

' = 1 ' (p') e n <P x l d p' 
"P Y(2nn)3 • rp 

die Eigenschaft hat ~ ~ 

W' (x') = W (x) 

oder -+---}>- -+-+ 
1p* '(x') 1p' (x') = 1p* (x) 1p (x) . 

Um dies zu erreichen, genügt es, I = PxXo zu setzen. Dann erhält man endgültig 

rp'(p') =rp(p)e-*[~v't-Px(xo+voJ, (48) 

1p'(x') = 1jJ(X) e -*[mv(x-x,)-~v't] (49) 

"P'(x', t') = 1jJ(x' + Xo + vt') e-*[mvx'+-iv•rJ. 
oder 

(49') 

Man verifiziert leicht, daß diese Funktion in der Tat der Gleichung 

n iJ1p' n2 , , 

- 7: 8t' = Eo - 2m A 'ljJ 

genügt. Für die Stromdichte (38) folgt daraus weiter 
~ ~ ~ 

i' = i- V'ljJ*'IjJ, (50) 

was offenbar eine unmittelbar anschauliche Bedeutung besitzt. 
Da nun der Mittelpunkt eines Wellenpaketes sich gemäß (43) mit konstanter 

Geschwindigkeit bewegt, können wir ein Bezugssystem K' einführen, welches 
sich mit dem Mittelpunkt des Paketes mitbewegt, so daß sich dieses dauernd 
im neuen Koordinatenursprung in Ruhe befindet. Wir haben dann in diesem 
neuen System x = 0; P=O 

p2 = (p--= p)2 = (A p)2. 
und 

x2 = (x- x) 2 = (Ax) 2 ; 
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Die vollständige Schreibweise wäre x{ = 0, ... usw.; um die Bezeichnung zu 
vereinfachen, soll im folgenden zunächst der eindimensionale Fall betrachtet 
und der Akzent weggelassen werden. Der letztere Mittelwert 

p2 = j p2q;*q;dp = Ji2J;:*. ~: dV 

ist zeitlich konstant, während 

zeitlich veränderlich ist. Und zwar folgt aus der letzten Form gemäß (25) 
sogleich 

x 2 = h2jt2_A* ·BA dp + intJBE(A*~A - A~1.:_)dp + t2J(BE)2A* A dp (51) Bp Bp Bp Bp Bp Bp 
oder 

2 = Ji2Ji)A*. BA dp + hitfp(A*BA- A BA*)dp + ~p2 
x B p B p m B p B p m 2 • 

(51') 

Der mittlere Querschnitt eines beliebigen Wellenpaketes nach jeder Koordinaten
richtung ist also im kräftefreien Fall eine quadratische Funktion der Zeit. Er wächst 
also (evtl. nach Durchlaufen eines Minimums) sowohl später als auch früher 
beliebig stark an. Es ist einfach, (51') in den Koordinatenraum umzuschreiben. 

Bezeichnet "Po den Wert von 1p für t = 0, (x2) 0 = J X1p~ "Po d V den Wert von 
~~· ~ h ~ 

(x2) zur Zeit t = 0, i 0 = - (1p* • grad "Po - "Po grad "P5) den Wert von i zur 
2m 

Zeit t = 0, so erhält man 

%2 = (x 2) 0 + 2t j (x i) dV + ~2 p2 (52') 

und im ungestrichenen Koordinatensystem (mit e = 1p*1p) 

Llx2 = -(Llx2)o + 2t J (x- x)(i- ~ p)dv + ~2 (Lip). (52) 

Dieses Resultat enthält nichts besonders für die Quantentheorie Charakte
ristisches, da sich für ein System von kräftefrei bewegten Punkten, die mit der 

~ 

Dichte (! und der Stromdichte i sowie mit dem mittleren Quadrat des Impulses 
(LI p2) verteilt sind, dasselbe ergeben würde. Es sei aber daran erinnert, daß 
die Stetigkeit von x und LI x als Funktion der Zeit [bei beliebig kleinem (LI x)[l 
für die Wiederholbarkeit der Ortsmessung wesentlich ist. Ebenso kann man im 
dreidimensionalen Fall die zeitliche Änderung des Mittelwertes LI Xz LI Xm der 
Produkte zweier Koordinaten berechnen. Es ergibt sich dann analog der in t 
quadratische Ausdruck 

LlxzLIXm = (LixzLIXm)o + tj[(xz- Xz)(im- ~Pm)+ (xm- Xm)(iz- ~Pz)] dV 

(53) 

Für die Quantentheorie charakteristisch ist aber der Umstand, daß zwischen 
den Werten {:1x) 2 und (Lip) 2 eine der Unsicherheitsrelation entsprechende Be
ziehung besteht, indem nämlich nicht beide Ausdrücke zugleich beliebig klein 
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gemacht werden können 1. Man erkennt dies am einfachsten durch Umformung 
der Ungleichung 

Es wird 
x2 x ( (hp* fhp) 01p 01p* 

D = 4 (%2)2 "P"P* + 2x2 "Pax + "P* a% + ox -o:. 

= : (~-r1p1p* + + 0~ (~~-1p1p*)- ~ -;f"P"P* + -~~ -~0:* 

= ! (;)2. [x2- 2x2] + oox (-~ "P"P*) + ~-~ oo:* , 
also integriert 

also 
p2 x2 = (Llp)2 (LI x)2 ~c: ~ 

Dies ist die quantitative Verschärfung der Unsicherheitsrelation. Das Gleich
heitszeichen in (54) gilt nur, wenn 

oder 

1 X O'lf' 
--=-'ljJ+-=0 

2 x2 ox 
1 x' 
4 -

1p=Ce "''. (55) 

Interessiert man sich für das Produkt (LI p12) (LI x12) nur für einen bestimmten 
Wert des Index l, so ist die Abhängigkeit von den übrigen Koordinaten gleich
gültig. Will man das Minimum für alle drei Koordinaten erreichen, so muß man 
setzen 

1 ("'•' x,' x,') -- -+-+-
"P = c e 4 "'•' x,' x} . (55') 

Während L1 p12 zeitlich konstant ist, ändert sich LI x12 mit der Zeit; wird das Mini-
------

mum von (LI p1) 2 (LI x1) 2 für t = 0 erreicht, so muß das in t lineare Glied in {52) 
verschwinden (was man auch unmittelbar verifiziert), für frühere oder spätere 
Zeiten wird also dann das in Rede stehende Produkt einen größeren Wert er
halten. Durch nachträgliche Messungen kann es zwar wieder verkleinert werden, 
aber niemals unter das Minimum. 

Die Impulsfunktion cp (p), welche diesem Minimum entspricht, ist, wie aus 
der vollen Symmetrie des Minimumproblems in bezugauf Px und x hervorgeht, 
ebenfalls die GAusssche Fehlerfunktion 

--~-_l!L_ 
4--

cp (p) = C e (A Px)' (56) 
bzw. 

- 1 [ __11L + _'{J.'__ + _'fJ.'__ l 
cp (p) = Ce 4 <J PJi <J p,)' (J p,)' , (56') 

wie man auch unmittelbar durch Nachrechnen gemäß (24") bestätigt. 

1 Vgl. hierzu H. WEYL, Gruppentheorie u. Quantenmechanik, 2. Aufl., Leipzig 1931, 
Anhang 1; W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie, S. 13. Leipzig 
1930. Für Verallgemeinerungen E. U. CONDON, Science 1929; H. P. ROBERTSON, Phys. 
Rev. Bd. 34, S. 163. 1929, und vor allem E.SCHRÖDINGER (Berl. Ber. 1930, S.296), wo Sätze 
der Form (51), (52) zum erstenmal allgemein bewiesen sind. 



Ziff. 3. Wellenfunktion kräftefreier Teilchen. 103 

Zum Schluß sei eine allgemeine Methode beschrieben, um die zeitabhängige 

Gleichung (29) zu lösen, wenn 1p für t = 0 als Raumfunktion "Po vorgegeben 
ist. Diese Frage kann sofort beantwortet werden, wenn es uns gelingt, eine 

"Grundlösung" U (x1 , x2 , x3 ; t) zu finden mit der Eigenschaft, daß U für t = 0 
singulär wird in solcher Weise, daß für jedes endliche Integrationsgebiet 

1m UdV= 1. J { 1, wenn der Nullpunkt in V liegt, 

HO 0, wenn der Nullpunkt außerhalb V liegt. 
(V) 

Wegen des linearen Charakters der Differentialgleichung ist dann nämlich 

1p(x;; t) =- ju(x;- x;; t) 1p(x;; o)dV} 
= jU(x;; t) 1p(x; + x;; O)dV 

die gesuchte Lösung. 

(57) 

(58) 

Um die Grundlösung U für den kräftefreien Fall der unrelativistischen 

Wellenmechanik zu finden, ist es zweckmäßig, sich an die formale Analogie der 

Differentialgleichung 
{hp - !!!_ LJ (59) ot -2m 1p 

mit der Wärmeleitungs- oder Diffusionsgleichung zu erinnern1. (Wir haben hier 
der Einfachheit halber E 0 = 0 gesetzt, da dies durch Abspaltung des Faktors 

i 

e -n.E,t aus der 1p-Funktion leicht erreicht werden kann.) Es ist hier aber für den 

Wärmeleitungskoeffizienten eine imaginäre Zahl einzusetzen. Unsere Grund

lösung entspricht dann der einem "Wärmepol" zugeordneten Lösung der Wärme
leitungsgleichung und lautet zunächst im eindimensionalen Fall 

C _im~ 
U(x, t) = Yte 2n t. 

Von dieser Funktion ist zunächst leicht zu verifizieren, daß sie der Differential

gleichung 

genügt. Sodann gilt dmz, 
.,, V2nti 

f U(x, t)dx = cy~ fei;td~. 
~;i 

Nun ist für I) 

lima->- + oo; limb->- + oo; limJei~'d~ = 0, 
a 

b 00 für 

lima->-- oo; lim b ->- + oo; limJei~'d~ = JeH'd~ = fiiein/4, 
a -oo 

also ist in der Tat, wie in (57) verlangt wird, 

!"'• {0, { außerhalb 
lim U dx = wenn der Nullpunkt x = 0 . des Intervalls (x1 x2) liegt, 
t~o 1, mnerhalb 

1 Auf diese Analogie ist besonders von P. EHRENFEST (ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 455. 1927) 

hingewiesen worden; vgl. für das Folgende auch L. DE BROGLIE, Wellenmechanik, Kap. 13. 
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sobald wir noch die Konstante C zu 

C = e-in/4}/ m 
2nh 

normieren. Wir haben also schließlich 

Ziff. 4. 

U (x t) = e-in/4 1 / m _! __ e~~ f (60) 
· V znn JIT • 

Für den dreidimensionalen Fall erhält man hieraus sofort durch Produktbildung 
3:r. im X11 +x2"'+xa8 

U(x1 ,x2 ,x3 ;t) =U(x1 ,t)U(x2 ,t)U(x3,t)=e-4•(m_")~~e2 1i t . (61) 
2nn t·2-

Einsetzen dieses Ausdruckes in (58) ergibt dann die allgemeine Lösung 

1p (x1 , x2 , x3 ; t) 

der Wellengleichung1. Beim Aufsuchen der Grundlösung U hätte man auch von 
ihrer Zerlegung in räumliche Fourierkomponenten gemäß (24), (27) unter Be
nutzung von (57) ausgehen können. 

4. Wellenfunktion im Fall eines Teilchens, das unter dem Einfluß von 
Kräften steht. Die Beschreibung der Zustände eines Systems von Teilchen, die 
Kräften unterworfen sind, durch statistische Begriffe und Gesetzmäßigkeiten, 
ist aus denen für kräftefreie Teilchen durch Verallgemeinerung entstanden. 
Offenbar müssen diese Begriffe und Gesetze in sich widerspruchsfrei sein und 
diejenigen der klassischen Punktmechanik als Grenzfall enthalten. Abgesehen 
von dieser allgemeinen Forderung kann nur der Erfolg über die Brauchbarkeit 
bestimmter Annahmen entscheiden. Man kann diese Annahmen, zunächst für 
den Fall eines einzigen Teilchens und immer mit Vernachlässigung der Relativi
tätskorrektionen, folgendermaßen formulieren: 

1. Die Wahrscheinlichkeit, zu einem bestimmten Zeitpunkt t die Orts
koordinaten X,; des Teilchens zwischen X,; und X,;+ dx,; zu finden, ist auch hier 
ein sinnvoller Begriff. Sie ist wieder gegeben durch 

(36) 

worin 1p (x1 ••• t) eine selbst nicht beobachtbare, im allgemeinen komplexe 
Wellenfunktion, und 1p* die dazu konjugierte komplexe Funktion bedeutet. Bei 
dieser Schreibweise ist 1p normiert gedacht gemäß 

f'lfJ'IfJ*dV = 1. 

Diese Annahme ist deshalb sehr naheliegend, weil die Ortsbestimmung in so 
kurzen Zeiten erfolgen kann, daß das Vorhandensein der Kräfte hierbei keine 
Rolle spielt. Aus (36) folgt bereits für die zeitliche Veränderung der 1p die Be-

dingung d j * _ 
dt 'lfJ'IfJ dV- o. 

Dies ist nur erfüllbar, wenn für jeden Zeitpunkt 81pjo t und 01p*jo t bei gegebenem 
1p und 1p* bereits mitbestimmt sind. (Über die Notwendigkeit, bei Teilchen mit 
Eigendrehimpuls mehrere Funktionen zu gebrauchen, vgl. Ziff. 13.) 

2. Wenn wir setzen 
11, ßlp ---z Bt = H(1p), (62) 

1 Spezielle Lösungen der Wellengleichung, insbesondere für den Fall, daß für 1p (x;; O) die 
GAusssche Fehlerfunktion (55) eingesetzt wird, findet man bei W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. 
Bd. 43, S. 172. 1927; E. H. KENNARD, ebenda Bd. 44, S. 326. 1927; C. G. DARWIN, Proc. 
Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 258. 1927. 
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so soll Hein linearer und kein allgemeinerer Operator sein. Wie bereits erwähnt, 
ist dies eine Zuordnung einerneuen Funktion H1p zur Funktion 1p mit der Eigen
schaft, daß für beliebige Konstanten c, die auch komplex sein können, gilt 

H(c1p) = cH(1p), 

und für zwei beliebige Funktionen 1p1 , 1p2 

H(1p1 + 1fl2) = H1p1 + H1fl2· 
[Aus diesen beiden Eigenschaften folgt übrigens, daß H(1p) nicht explizite von 
1p* abhängt.] 

Die Forderung der Linearität des Operators H kann als eine Verallgemeine
rung des Superpositionsprinzips angesehen werden, da sie ja, wie wir gesehen 
haben, im kräftefreien Fall direkt diesem der Wellenlehre entstammenden 
Prinzip Ausdruck gibt. Dieses Prinzip ist wesentlich für eine widerspruchslose 
Formulierung des Messungsbegriffes; sobald die Koppelung des Systems mit 
dem Meßapparat selbst quantentheoretisch beschrieben wird (vgl. Ziff. 9). 

Damit die Konstanz von j 1p1p* dV auf Grund von (62) erfüllt ist, muß H die 

Eigenschaft haben j[1p*H1p -1p(H1p)*]dV = O. (63) 

Hierbei ist von der Wellengleichung 

+ ~ a;;~ = (H1Jl)* (62*) 

Gebrauch gemacht. Dies muß zunächst gelten für alle regulären Funktionen, 
die im Unendlichen hinreichend rasch verschwinden. Einen Operator H, der 
diese Eigenschaft besitzt, nennt man hermitesch1• Wegen der Linearität von H 
folgt aus (63) für zwei beliebige Funktionen 

j[1Jl'fH1Jl2 - 1p2 (H1p1)*] dV = o. 
3- Der Zusammenhang (24"), (27) von 1p mit der gemäß (39) die Wahr

scheinlichkeit W (pi, t) dp1 dp2 dp3 für den Impuls bestimmenden "Amplitude" 
~ 

cp (p) wird auch hier beibehalten2 , nur ist diese Wahrscheinlichkeit jetzt nicht 
mehr konstant. (Über Impulsbestimmung an gebundenen Teilchen vgl. Ziff. 15, 
S. 127.) Die Sätze (46), (47) bleiben dann bestehen, ebenso die Vollständigkeits
relation (28). 

Vom Standpunkt der unrelativistischen Wellenmechanik aus ist der einzige 
Weg zur Auftindung des Operators Hbei einem bestimmten System der Vergleich 
des Verhaltens der allgemeinen Lösung der Gleichung (62) mit den Eigenschaften 
der mechanischen Bahnen desselben Systems in der klassischen Theorie in ge
eigneten Grenzfällen, wie es dem BoHRsehen Korrespondenzgedanken entspricht. 
Zwischen verschiedenen korrespondenzmäßigen Möglichkeiten für H kann zu
nächst nur die Erfahrung entscheiden. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein Teilchen in einem äußeren Kraft
feld mit der Potentialfunktion V(x1 x2 x3). Die klassische Hamiltonfunktion lautet 
hier ~ p,2 

H(p;, xi) = ..::;_; 2.m + V(x;). 
i 

1 Es sei hier bemerkt, daß aus (63) allein noch nicht die Linearität von H folgt. Z. B. 

hat auch der nichtlineare Operator H(1p) B i1p~~* (wobei (H1p)* =- i1p* ~)die Eigen

schaft (63), da 1p* H 1p - 1p (H1p)* = -- :;,- (1p 2 1p*). Es ist also nötig, das Superpositions-
2 vx 

prinzip als neue Annahme zu formulieren. 
2 Dies wurde allgemein zuerst von P. JORDAN (ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 80'). 1 ')27) 

bemerkt. 
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Im Hinblick darauf, daß der Erwartungswert von pi2 gemäß (47') 

p;2 = f p~ jrp(p) j2 dp = -n2f 7p* ~;~dV 
beträgt, liegt es nahe, mit SCHRÖDINGER1 die Wellengleichung in der Form 

1i 01jJ 1i2 

--zTt=-2mLl7f+V7f (64) 

anzunehmen. Wir wollen hieraus einige Folgerungen über Mittelwerte ziehen, 
die den in voriger Ziffer formulierten Sätzen über das Verhalten des Mittel
punktes und der Querschnitte der Wellenpakete analog ist. Zunächst folgt 
aus (64) wieder die Kontinuitätsgleichung 

0(! d" ~ 7ft+ 1V2 = 0 

mit (! = 7p*7p und dem ursprünglichen Ausdruck (38) 

. 1i (" *01jJ 01p*) 2k = 2mi 7p oxk - 7p fJxk· 

für die Stromdichte; denn bei der Berechnung von oufot fällt der Term mit 
V7p fort. 

Es folgen hieraus weiter sofort die in (44), (45), (46) angegebenen Zusammen
hänge 

d:t- = jikdV =~Pie= (~h). 
Wir erhalten jedoch etwas Neues, wenn wir die Änderung dpkfdt von Pk mit 
der Zeit berechnen, da diese ja im kräftefreien Fall verschwindet, während das 
nun nicht mehr zutrifft. Zu diesem Zweck bilden wir zunächst 

oik 1 01p o o1p* o m · -- =- (H7p)* 7"-- 7p*- (H7p) + (H7p) -- - 7p -- (H7p)* ot 2 dxk oxk oxk oxk 

= ft2_ [- (Ll7p*) 0 V' + 7p* ~ (Ll7p) - (LI7p) 0 V'* + 7p ~ Ll7p*] 
4m . oxk oxk oxk oxk 

1 [ 0 '+' 0 0 V'* 0 l + -- V 7p* - - 7p* -- (V 7p) + V 7p - - 7p - ( V 7p*) . 
2 oxk oxk oxk oxk 

Die zweite Klammer vereinfacht sich sofort zu -~V 7p* 7p. Die erste Klammer 
vxk 

ist wie folgt umzuformen. Es ist für beliebige Funktionen u, v 

V LI u - u L1 V = """' _ _()__ (v au_ - u a_7J_)' ' 
..::;.. ox1 OXz o Xz 

l 

Setzt man hierin einmal v = 7p*, u = ~'f/J, das andere Mal v = 1p, u = 8 11'* so 
vxk oV oH oxk' 

kommt mit Einführung der Kraft K 1 =--" ·· = -" vx1 vX1 

oik ""'VoTkz K * 
m Bt = -..:::... a Xz- + k 7p 7p (65) 

l 
mit 

(66) 

1 E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361. 1926. Auf die Notwendigkeit einer 
statistischen Deutung der Wellenfunktion hat besonders M. BoRN (ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 803. 
1926) hingewiesen, in seiner Behandlung der Stoßvorgänge (vgl. Kap. 5, Ziff. 11). 
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Man kann den Tensor Tkz, welcher übrigens die Symmetriebedingung 

Tkz = Tzk 
erfüllt, als Spannungstensor bezeichnen 1. Man erhält daraus zunächst 
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(66') 

fi2Pk = ~2 xk = foikdV =JK * dV = fr =-(ßV) =-(fJH) (67) dt m dt2 m ot k'lfJ 1jJ k oxk oxk ' 
was bedeutet, daß die zeitliche Ableitung des Mittelwertes von pk gleich ist 
dem Mittelwert der Kraft über das Wellenpaket 2• Letzterer ist im allgemeinen 
verschieden vom Wert der Kraft an der Stelle des Mittelpunktes Xk des Wellen
paketes. Nur wenn das Paket in Übereinstimmung mit den Unsicherheitsrela
tionen L1 pk L1 xk ""' Ii so gewählt werden kann, daß im Gebiet des Paketes die 
Kraft nur wenig variiert, erhält man ein Verhalten des Paketes, das dem eines 
klassischen Partikels ähnlich ist, dessen Bahn die Bewegungsgleichung 

d2 xk fJV 
m dt2 = -ifx~ 

erfüllt (vgl. Ziff. 12). 
Eine andere Folgerung aus (65) betrifft den Virialsatz3. Durch Multiplika

tion von (65) mit xk und partielle Integration ergibt sich nämlich zunächst 

a J . J . av m 8t xkzkdV=+ TkkdV-jxkfJx~1fl*1fJdV. 

Wegen (66) ergibt sich weiter für das erste Integral der rechten Seite durch 
partielle Integration 

also 
(68) 

Summiert man noch über den Index k, so erhält man das Analogon zum Virialsatz. 
Endlich kann man analog wie in (52) die zeitliche Veränderung des Quer

schnittes eines Wellenpaketes betrachten, wobei dieser gegeben ist durch 

(69) 

Nur wird es wegen der Wirksamkeit der Kräfte im allgemeinen jetzt nicht mehr 
möglich sein, den Verlauf von (L1 xk) 2 für endliche Zeiten anzugeben, vielmehr 
wird man statt dessen den ersten und zweiten Differentialquotienten von (L1 xk) 2 

nach der Zeit berechnen. Zunächst ergibt sich, da ja J (xk - ~) 1p* 1p d V = 0 :i (L1 xk) 2 = J (xk - ~) 2 (J~ (1p* 1p) d V 

und mit Anwendung der Kontinuitätsgleichung und partieller Integration 

:t (LI xk)2 = 2 J (xk - ~) ik d V, (70) 

ferner wegen 

1 Eine relativistische Verallgemeinerung hiervon bei E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. 
Bd. 82, S. 265. 1927; vgl. dazu auch Abschnitt B, Ziff. 2d dieses Artikels. 

2 P. EHRENFEST, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 455. 1927. 
3 A. SoMMERFELD, Wellenmech. Ergänzungsband zu Atombau u. Spektrallinien, 

Braunschweig 1929, Kap. II, § 9. 



108 Kap. 2. W. PAULI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. Ziff. 4. 

und mit Benutzung von (68) 

1 d2 -- h2 - (h)2 
2 dt2 (LI xk)2 = m -~- + (LI xk LI Kk) 

oder 

(71) 

Die Relationen (70) und (71) stellen die natürliche Verallgemeinerung von (52) dar. 
Bevor wir die Frage der Kopplung mehrerer Teilchen besprechen, sollen 

noch diejenigen Modifikationen der Wellengleichung angegeben werden, die bei 
Anwesenheit eines äußeren Magnetfeldes erforderlich sind. Sind lPk die Kompo
nenten des Vektorpotentials und ist e die Ladung des Teilchens, c die Licht
geschwindigkeit, so ist die magnetische Feldstärke gegeben durch 

H - a <P, - a if>k 1 

kl - oxk OXz ' 

die elektrische Feldstärke bekommt einen Zusatz 

E - _ _1_ ßif>k 
k- c at ' 

falls l])k explizite von der Zeit abhängt, und die Kraft wird 

Kk=_av +.!...(Ek+_1_ ~Hklxz) 
axk c c ~ 

l 

= _ av + .!_ [- a~ + "'(ai/>1 _ a<P")xz]. axk c iJt ~ axk ax, 
(l) 

Bekanntlich lassen sich die mechanischen Bewegungsgleichungen 

d2 xk 
m dt2 = Kk 

mit diesem Wert der Kraft in der kanonischen Form schreiben 2 

dxk ßH dpk ßH 
Tt=ah; d{=-axk' 

wenn 
H= ~ 2:n (Pk-: lPky + V(x). 

k 
Es wird dann 

. 1( e""') . en. xk = - Pk - - ""'k ; Pk = m xk + - ""'k; m c c 

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(75') 

der Zusammenhang zwischen Impuls und Geschwindigkeit wird also geändert. 
Der Umstand, daß die klassische Hamiltonfunktion (75) aus derjenigen 

ohne Magnetfeld dadurch hervorgeht, daß h durch h - _!!_. lPk ersetzt wird, c 
legt es nahe, daß die Wellengleichung des Teilchens im Magnetfeld aus der-

jenigen ohne Magnetfeld (64) dadurch entsteht, daß der Operator!!;.. -0° durch 
~ xk 

1 Wir bevorzugen die Schreibweise von Hals schiefsymmetrischer Tensor (Hk 1 = -H1k), 
so daß H 23 , H 31, H 12 bzw. die 1, 2, 3-Komponente von H bedeuten. Das vektorielle Produkt 

["t X if] hat dann die 1-Komponente x 2 H 12 - x3 H 31 , und dies ist wegen H 31 = H 13, H 11 = 0 
in der Tat gleich ~H11 x1 • 

m 
2 In historischer Hinsicht sei bemerkt, daß dies zuerst von L.o~.RMOR gezeigt wurde in 

dem Buch Aether and matter, Cambridge 1900. 
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den Operator !!__ "iJ_ - !_ c]Jk ersetzt wird. Man erhält dann an Stelle von (64) z oxk c · 
die allgemeinere Gleichung 

_ !!__ 8 1p = ~1 ~ (!;_ _j_ - !_ P~,;) (!;_ _j_ - !_ P~,;) 1fJ + V 1fJ = 0 (76) 
z 8t 2m~ z 8xk c z 8xk c ' 

/,; 

was man auch schreiben kann: 

Die Rechtfertigung für diesen Ansatz liegt darin, daß aus dieser Gleichung 
Sätze über die Mittelwerte von p.,, xk und den Gesamtstrom T" = J ikd V und 
ihre zeitlichen Ableitungen folgen, die den entsprechenden Bewegungsgleichungen 
der klassischen Mechanik analog sind. 

Zunächst gilt wieder eine Kontinuitätsgleichung 

(37) 

womit zugleich bewiesen ist, daß Hin der Tat ein HERMITEscher Operator ist. 
~ 

Für den Strom i gilt jetzt aber der neue Ausdruck 

. 1 [ * ( n 8 e n. ) ( n 8 + e n. ) *] ZJ,; =- 1p --c-~-- 'PJ,; 1p -· 1p --c- ~ - 'PJ,; 1p 
2m z 8xk c z 8xk c 

oder 

Bilden wir 

und 

dxk 8 f * d V f . d V ---- =- X~,;11l 11! = ZJ,; dt 8t r r ' 
so finden wir 

dx~ 1 (- e -;t::) -- = - Pk - - (pk 
dt m c ' 

was zu (75') analog ist. 
Ferner findet man analog zu (65), (66) 

8ik _ ·••;;;..:'18Tk 1 + ( 8V e 8Pk) * + e ~H . 
m75t- -~ -8xl - 8xk- cTt 1p 1p c ~ klzl 

m m 
mit 

(77) 

(77') 

(45') 

(75") 

(78) 
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so daß die Symmetriebedingung T1c 1 = T11c wieder erfüllt ist. Setzen Wir Im 
Hinblick auf (74) 

K~c= J[-(;~ +: a:ek)VJ*VJ+ :~H"1 i1]dv, (81) 
(!) 

so erhalten wir aus (78) wegen j ik d V = dd~k 
d2xk ---

m dt2 = K" (82) 

als Analogon zur Bewegungsgleichung. Ferner mit 

x1cK1c = J[ -xk (~:k + : 00~k) 1p*1p + : ~ Hklxkiz] dV (81') 
(!) 

ganz analog wie früher 

m :J x1ci1cdV = j TkkdV + x"K;,. 

Durch partielle Integration folgt aus (79) 

( T"" dV = h2 f(8'P"__ + ~!__ W"VJ*) (i11' - ~ W"VJ) dV 
.; m oxk hc oxk hc 

=-~~"-: w"Y=mx"2
• 

Die letzten beiden Ausdrücke können allerdings erst vom Standpunkt emes 
systematischen Operatorkalküls voll gerechtfertigt werden, der erst später be
sprochen wird. Mit diesem Vorbehalt erhalten wir 

m :tJ x"i"dV = mx"2 + x"K", (83) 

also das Analogon zum Virialsatz (68). Ebenso ergibt sich analog zu (70) und (71) 

:t (LI x")2 = 2 j (x" - :X,;) i1c d V, (84) 

(85) 

Bekanntlich ist es ein wichtiger Umstand, daß die Potentiale if>k nur bis 
auf einen zusätzlichen Gradienten bestimmt sind, da durch einen solchen die 
magnetischen Feldstärken H1c1 nicht verändert werden. Es ist also eine erlaubte 
Substitution, zu setzen 

(86) 

worin I eine beliebige Funktion der Raumkoordinaten ist. Ja es kann sogar I 
die Zeit explizite enthalten, nur hat man dann gleichzeitig zu setzen 

V'= V - !!_ of (86') 
c f) t ' 

um den Ausdruck (74) für die Kraft invariant zu erhalten. In der Tat wird dann 

Da in der Wellengleichung (76) nicht nur die magnetische und elektrische Feld
stärke und die Kraft, sondern auch die Potentiale V und if>k selbst eingehen, 
könnte es vielleicht zunächst scheinen, als ob die aus dieser Wellengleichung 
folgenden physikalischen Resultate auch von den Absolutwerten der Potentiale 
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abhingen. Dem ist aber nicht so; ist nämlich 1p eine Lösung der Wellenglei
chung (76) für die Potentiale V und (jjk, so erhält man eine Lösung 1p' für die 
durch (86), (86') gegebenen Potentiale V' und (jj/c durch die Substitution 

(86") 

Die durch (86), (86'), (86") definierte Gruppe von Substitutionen pflegt man 
als Eichgruppe zu bezeichnen, Größen, die gegenüber diesen Substitutionen sich 
nicht ändern als eichinvariante Größen1 . Das Bemerkenswerte ist, daß nicht nur 
die Wahrscheinlichkeitsdichte 1p1p*, sondern auch der durch (77) gegebene 

..... 
Strom i sowie der durch (79) definierte Spannungstensor Tkz eichinvariante 
Größen sind. Von diesem Gesichtspunkt aus muß die Wellengleichung (76), 
insbesondere die spezielle Wahl des Hamiltonoperators in dieser Gleichung, als 
eine sehr naturgemäße bezeichnet werden. Andererseits beruhte diese Gleichung 
wesentlich auf der Voraussetzung, daß die Feldgrößen V und (jjk selbst als klas
sische Größen (vorgegebene Raumzeitfunktionen) betrachtet werden können, 
derart, daß von einem etwaigen Einfluß des Wirkungsquantums auf die Defini
tion dieser Feldgrößen abgesehen werden kann (vgl. hierzu Abschnitt B, Ziff. 6). 

5. Wechselwirkung mehrerer Teilchen. OperatorkalküL Die Art und 
Weise, wie die aus mehreren Teilsystemen bestehenden Gesamtsysteme in der 
Quantentheorie beschrieben werden, ist für diese Theorie von fundamentaler 
Wichtigkeit und am meisten charakteristisch. Sie zeigt einerseits die Frucht
barkeit des ScHRÖDINGERschen Gedankens der Einführung einer 1p-Funktion, 
die einer linearen Gleichung genügt, andererseits den rein symbolischen Charakter 
dieser Funktion, die von den Wellenfunktionen der klassischen Theorie (Ober
flächenwellen von Flüssigkeiten, elastische Wellen, elektromagnetische Wellen) 
prinzipiell verschieden ist. 

Wenn ein System von mehreren Teilchen vorliegt, erhält man keine genügende 
Beschreibung des Systems durch die Angabe der Wahrscheinlichkeit dafür, eines 
der Teilchen an einem bestimmten Ort zu finden. Denken wir uns z. B. ein 
System bestehend aus zwei materiellen Teilchen, die sich in einem geschlossenen 
Kasten befinden. Dieser Kasten sei durch eine Trennungswand mit einer kleinen 
verschließbaren Öffnung in zwei Teile geteilt. Durch plötzliches Schließen der 
Öffnung und Auseinandernehmen der beiden Hälften läßt sich dann von jedem 
Teilchen feststellen, in welcher Hälfte des Kastens es sich im betreffenden Mo
ment befunden hat. Man kann nun nicht nur untersuchen, wie groß für jedes 
Teilchen die Wahrscheinlichkeit ist, sich in der einen bzw. in der anderen Hälfte 
zu befinden, sondern auch, wie häufig es ist, daß sich die Teilchen in derselben 
oder in verschiedenen Hälften des Kastens befinden. Statt der Trennungswände 
lassen sich auch "Mikroskope" mit kurzwelliger Strahlung verwenden, und statt 
einer Teilung eines endlichen Volumens in nur zwei Teile läßt sich dann eine 
beliebig feine Unterteilung des Raumes erreichen. Es seien also nunmehr N Teil
chen vorhanden und ihre Koordinaten seien xg>, x~>, ... , x~N>, wofür wir auch 
einfacher schreiben q1 ••• q1 , mit f = 3 N die Anzahl der Freiheitsgrade des 

1 Die Invarianz der Wellengleichung gegenüber der in Rede stehenden Gruppe von 
Substitutionen ist (im Falle einer relativistischen Verallgemeinerung dieser Gleichung) zuerst 
von V. FocK (ZS. f. Phys. Bd. 39. S. 226. 1927) angegeben worden. Die Analogie dieser 
Gruppe zur Eichgruppe in einer älteren Theorie von WEYL über Gravitation und Elektrizität 
wurde von F. LONDON (ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 375. 1927) angegeben. Von WEYL selbst 
(ebenda Bd. 56, S. 330. 1929) wurde der Zusammenhang dieser Gruppe mit dem Erhaltungs
satz für die Ladung bei Ableitung der Wellengleichung aus einem Variationsprinzip hervor
gehoben. Über die Eichgruppe in der relativistischen Wellengleichung vgl. Abschnitt B, 
Ziff. 2d. 
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Systems bezeichnend; ferner möge einfach dq für das mehrdimensionale Volum
element dq1 dq2 • •• dq1 geschrieben werden. Die Grundannahme für die Be
schreibung eines Systems mit mehreren materiellen Teilchen kann dann folgender
maßen formuliert werden: 

1. In fedem Zeitmoment t existiert eine Wahrscheinlichkeit 

W(q1 ••. q1 ; t) dq (87) 

dafür, zugleich die Koordinaten des ersten Teilchens im Bereich (qk> qk + dq~c) 
(k = 1, 2, 3), die des zweiten Teilchens in (qk, qk + dqk) (k = 4, 5, 6), die des 
Nten Teilchens in (qk> qk + dqk) (k = f- 2, f- 1, /) zu finden. 

Zur Erläuterung dieses Wahrscheinlichkeitsbegriffes ist zu bemerken, daß 
man hier zunächst die Unterscheidbarkeit der Teilchen vorausgesetzt hat; die 
Wahrscheinlichkeit, das erste Teilchen an der Stelle x~>, x~> + dx~> und das 
zweite an der Stelle xr;>, xf> + dx~> zu finden, wird im allgemeinen verschieden 
sein von der Wahrscheinlichkeit, das zweite Teilchen an der Stelle x~>, xr> + dx~> 
und das erste an der Stelle xr;>, xfi + dxr> zu finden oder, was dasselbe ist, es 
kommt auf die Reihenfolge der xi[> in den Argumenten q1 ••. q1 von W an. 
Eine solche Unterscheidbarkeit ist sicher vorhanden, wenn die beiden Teilchen 
verschiedenartig sind, z. B. verschiedene Masse haben (wie Elektron und Proton, 
oder wie die Kerne zweier verschiedener Isotopen). Die Existenz exakt gleich
artiger Individuen in der Natur, wie z. B. zwei Elektronen oder zwei Protonen 
oder zwei ~X-Teilchen, zwingt uns aber in diesem Fall zu einer besonderen Vor
sicht, die übrigens in den Grundlagen der jetzigen Quantentheorie noch nicht 
direkt zum Ausdruck kommt. Man kann bei gleichartigen Teilchen nur fragen 
nach der Wahrscheinlichkeit dafür, eines der Teilchen in (xZ>, xZ> + dx~>), ein 
anderes in (xk2l, x~> + dx12l), ein letztes in (x1N>, xj,N> + dxkN>) zu finden. Sind also 
mehrere unter sich gleichartige Teilchen vorhanden, so wird man nur solchen 
FunktionenWeinen Sinn zusprechen können, die in den Koordinaten der gleich
artigen Teilchen symmetrisch sind. Auf diesen Fall kommen wir in Ziff.14 aus
führlich zurück; vorläufig sehen wir hiervon ab. 

Durch Integration von W über die Koordinaten aller Teilchen bis auf eines 
gelangt man zu N neuen Funktionen 

welche die Wahrscheinlichkeit angeben, ein bestimmtes der Teilchen an einer 
bestimmten Raumstelle zu finden, wobei nicht gefragt wird, an welchen Raum
stellen sich die übrigen Teilchen befinden. Diese Funktionen sagen weniger über 
das System aus als die ursprüngliche Funktion von f Argumenten, in dem letztere 
offenbar nicht eindeutig aus ersteren gefolgert werden kann, sondern nur das 
Umgekehrte gilt. (Im obigen Beispiel des aus zwei Hälften bestehenden Kastens 
mit den beiden Teilchen folgt z. B. aus der Angabe "für jedes der Teilchen ist 
es gleich wahrscheinlich, in der ersten oder zweiten Hälfte des Kastens zu sein" 
noch nichts über die relativen Häufigkeiten der Fälle "beide Teilchen sind in 
derselben Hälfte" und "beide Teilchen sind in verschiedenen Hälften".) 

Nur in einem speziellen Fall ist die Kenntnis der Funktionen wl ... w N 

gleichwertig mit der Kenntnis der Funktion W(q1 q2 ••• q1), nämlich wenn diese 
Funktion W in ein Produkt zerfällt: 

In diesem Spezialfall sagen wir, daß die Teilchen statistisch unabhängig von
einander sind. 
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Die Existenz der Wahrscheinlichkeit W(q1 • •• q1 ; t) enthält die Aussage 
oder ist nur unter der Voraussetzung möglich, daß die Ortsmessungen der ver
schiedenen Teilchen einander nicht grundsätzlich stören, derartf daß die Benutz
barkeit der Ortskenntnis eines Teilchens für die Voraussage von anderen Mes
sungen (z. B. des Ortes dieses Teilchens in einer späteren Zeit) durch die Kenntnis 
des Ortes des anderen Teilchens nicht verlorengeht. Es hängt diese Sachlage 
sehr eng zusammen mit der Frage, inwiefern die Gleichzeitigkeit der Ortsmessungen 
der verschiedenen Teilchen für die Existenz der Wahrscheinlichkeit wesentlich 
ist. Dies soll besagen: unter welchen Umständen existiert eme Wahrschein
lichkeit 

W( ill till • i2l t12>. . IM tiNl)d d xk , , xk , , ... , xk , qt · · · qaN (88) 

dafür, daß das erste Teilchen zur Zeit t(1) im Raumelement x~1 , x~1 + dx~ 1 , 
ferner das zweite Teilchen zur Zeit t 21 im Raumelement x~1 , x~1 + dx~1 , ferner 
das NteTeilchen zur Zeit t 1NJ im Raumelement x1N1, x~N> + dx1M zu finden. Im 
allgemeinen, d. h. wenn irgendwelche Wechselwirkungskräfte zwischen den 
Teilchen vorhanden sind, ist die gegenseitige Störungsfreiheit der Messungen 
dann und nur dann garantiert, wenn für die Entfernung rab irgendeines Paares 
(a, b) von Teilchen und die zugehörigen Zeiten gilt 

lta-tbl<r•b. (89) 
c 

Die Veränderung der Kraftwirkung des Teilchens a auf das Teilchen b, die durch 
die Ortsmessung von a hervorgerufen wird, kann sich nämlich höchstens mit 
Lichtgeschwindigkeit c fortpflanzen. Insofern man in einer relativistischen 
Quantenmechanik überhaupt die Wahrscheinlichkeit W(x1 x2x3 ; t) dx1 dx2dx3 für 
den Ort eines Teilchens als existierend annimmt, muß man allgemein die Wahr
scheinlichkeit (88) als existierend annehmen, wenn die Argumentwerte die Be
dingung (89) erfüllen. In der unrelativistischen Wellenmechanik ist es konse
quent, c sozusagen als unendlich groß zu betrachten und sich daher auf den Fall 
zu beschränken, daß till = t 121 = ... = t1N1 = t. 

2. Als eine natürliche Verallgemeinerung der analogen Annahme bei einem 
Teilchen nehmen wir auch hier die Existenz einer Funktion1 

1p (ql ... q,; t) 
an, derart, daß 

w (ql ... q,; t) dq = "P*"P dq. (90) 

Diese Funktion 1p soll wieder einer Gleichung 

Ii iJ'I' 
--:; Tt = H1p (62) 

genügen, worin Hein linearer Operator ist. Die Funktion (H1p) (q1 ••• q1; t) ist 
dabei eindeutig bestimmt durch die Funktion 1p (q1 ..• q1; t) für den gleichen 
Zeitpunkt t, ohne daß die Kenntnis von 1p zu anderen Zeiten nötig wäre. Um 
die Bedingung 

:t f "P"P* dq = 0 

zu erfüllen, muß H ein HERMITEscher Operator sein, d. h. für zwei beliebige 
Funktionen 1p1 , 1p2 , die nur gewisse Regularitätsbedingungen erfüllen müssen, 
muß gelten 

(63') 

1 Über die Notwendigkeit mehrerer '!'-Funktionen für Teilchen mit Spin vgl. Ziff. 13. 
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3. In Verallgemeinerung von (24") und (27) nehmen wir auch an, daß 

1 f -_i_(p,q, + · · · + Prqr) 
cp(Pt • • ·Pt; t) = ,~ 'ljJ(ql ... qf; t) e n dq 

f (2nh)' 
(91) 

mit der Umkehrung 

1 f + i.(p,q, + · · · + Prqr) 
'ljJ(ql · · • qf; t) = ,1- 'lfJ(P1 •.• Pt; t) e n dp 

r (2nh)' 
(91') 

gemäß 
w (pl ... Pt; t) dp = cpcp* dp (92) 

die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, zur Zeit t die Impulse der Teilchen zwischen 
pk und h + dh zu finden. Es ist hierin dq = dq1 •. • dq1 und dp = dp1 . •. dPt 
gesetzt. Es gilt ferner die Vollständigkeitsrelation 

f cp*q;dp = f 'ljJ*'IjJdq. (93) 

Ganz analog zu (47), (47') folgert man daraus durch partielle Integration, wenn F 
eine ganze rationale Funktion von f Variablen bedeutet 

F(P1 ••• PJ) = fcp* Fq;dp = .r "P* [F(: 0~1 , .• • , ~- B~,)"P] dq, (94) 

F (qt ... qj) = f "P* F"P dq = f cp* [F(in 0~1 , ••. , in 0~,)cp] dp. (94') 

Auf die Bedeutung dieser Relationen kommen wir sogleich zurück. 
Was die Wahl des Hamiltonoperators Hbetrifft, so ist zunächst anzunehmen, 

daß in dem Fall, wo keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen stattfindet, 
diese aber beliebigen äußeren Kräften unterworfen sein können, der Rarnilton
operator in unabhängige Summanden zerfallen wird 

H = H<1l + H<2l + · · · + H(Nl, (95) 

derart, daß H 111 nur eine die Koordinaten des ersten Teilchens enthaltende 
Funktion "P (xZ1) verändert, eine nur die Koordinaten der an~eren Teilchen 
enthaltende Funktion aber in sich überführt. Überdies gilt datin 

HC1>['1jJ(qC1>)'1jJ(qC2> ••• qC"'1)] = {HCll['ljJ(qCll)]}'ljJ(qC2> •.. qCNl) 

und entsprechendes für die Operatoren H 121 ••• HcJ">. Sind dann also 

'ljJCll (qCll), •.. , 'ljJCNl (qCNI) 

irgendwelche Lösungen der Wellengleichungen 

Ii (J,pC•> - Ca> (") --iat-H "P ,a-1,2, ... N 

der isolierten Systeme, so ist 
'ljJ = "P(l), "PC2) ... "P(N) 

eine Lösung (allerdings nicht die allgemeinste Lösung) von 

-; ~~ = H'ljJ = [HCI) + HC2) + ... + HCN>]'IjJ. 

(96) 

Einer additiven Zerlegung des Hamiltonoperators in unabhängige Summanden 
entspricht also eine Produktzerlegung der Wellenfunktion in unabhängige Fak
toren. Dies ist im Einklang mit dem Umstand, daß bei statistisch unabhängigen 
Teilchen die Wahrscheinlichkeit W(q1 • •• q1; t) in ein Produkt zerfällt. Da "P für 
alle Zeiten eindeutig bestimmt ist durch seinen Verlauf für eine bestimmte 
Zeit t0 , können wir nämlich sagen: Wenn für ungekoppelte Teilchen die Wellen
funktion für einen bestimmten Zeitpunkt in ein Produkt zerfällt, so trifft dies 
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für alle Zeiten zu. Also gilt auch: Sind mechanisch ungekoppelte Teilchen für 
einen bestimmten Zeitpunkt t0 statistisch unabhängig, so sind sie dies für alle 
Zeiten. 

Auf Grund der vorigen Ziffer kennen wir also nun den Hamiltonoperator H 0 
für ungekoppelte Teilchen, die äußeren Kräften unterworfen sind. Er ist gegeben 
durch 

H = ~ [- _n'J_ ~ (-fJ- - j_ e'•> I]J(a) (xr~>))2 + v<a) (xr~>)J. (97) 
0 ...::;.. 2 m(u) ...::;.. fJ x~a) n c k k 

a=l k=l 

Wenn die Kräfte zwischen den Teilchen sich aus einem Potential ableiten lassen, 
das nur von ihren Lagekoordinaten abhängt und welches wir schreiben können 
V (q1 ... q1), ist es naheliegend, zu setzen 

(98) 

Unter diese Voraussetzung fallen die CouLOMBsehen elektrischen Kräfte zwischen 
geladenen Teilchen, deren Potential ja gegeben ist durch 

V= ~~ e.eb (99) 
...::;.. rab 
(a,b) 

[in der Summe ist a =f= b und jedes Paar (a, b) nur einmal zu nehmen]. Auf die 
Frage der magnetischen Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen soll erst bei 
der Besprechung der relativistischen Quantentheorie näher eingegangen werden. 

Die Ansätze (97), (98), (99) für die unrelativistische Wellengleichung des 
Mehrkörperproblems enthalten, abgesehen von einer notwendigen Ergänzung 
betreffend den Spin (vgl. Ziff. 13), die Grundlage für die rechnerische Behandlung 
des Atom- und Molekülbaues. Was ihre prinzipielle Stellung betrifft, so ist zu 
betonen, daß in ihr die Potentiale I]J(a)' v<a) I und V aus der klassischen Theorie 
übernommen werden; insbesondere gilt dies für das CouLOMBsehe Potential (99), 
das ja seinerseits wieder eine Konsequenz der MAXWELLsehen Gleichungen ist. 
So beruht die heutige Wellenmechanik auf zwei verschiedenen Grundannahmen. 
Erstens der Gleichung für die (nur symbolisch aufzufassenden) Materiewellen, 
welche logisch als eine dem Wirkungsquantum Rechnung tragende sinngemäße 
Verallgemeinerung der klassischen Partikelmechanik anzusehen ist. Zweitens 
den MAXWELLsehen elektrodynamischen Gleichungen, die allerdings ebenfalls 
einer quantentheoretischen Umdeutung bedürfen (vgl. Abschnitt B, Ziff. 6). Weit 
befriedigender wäre das Begreifen dieser beiden Arten von Gesetzen aus einem 
logisch einheitlichen Gesichtspunkt, der aber bisher nicht aufgefunden ist. Diese 
Frage dürfte mit dem noch ungelösten Problem der elektrischen Elementar
quanten zusammenhängen. 

In diesem Kapitel wollen wir jedoch die Potentiale einfach als vorgegebene 
Raum-Zeit-Funktionen betrachten. Es lassen sich dann zunächst die Kontinui
tätsgleichung (37) und die Gleichung (45') für die zeitliche Änderung des Stromes 
unmittelbar auf unseren Fall übertragen. Dabei ist es zweckmäßig, statt e'">, m'm, 
IJJ 1">(x~>), worin k = 1, 2, 3, (a) = 1 ... N, d1e Bezeichnung eb mk> I]Jk> •.. mit 
k = 1, 2 ... f einzuführen, so daß z. B. m1 = m2 = m3 = m'1J; m4 = m5 = m6 = m'2> 

Dann gibt es zunächst im /-dimensionalen Lagenraum einen Stromvektor ik 
mit f Komponenten (k = 1 ... f), dessen physikalische Bedeutung die ist, daß 
z. B. i 1 die Wahrscheinlichkeit, daß bei gegebenen Lagen aller Teilchen das erste 

1 Die ,,äußeren Kräfte" sind als ein Bilisbegriff anzusehen, dessen Anwendung dann 
praktisch ist, wenn die diese Kräfte erzeugenden Körper nicht in das betrachtete System 
mit einbezogen werden. Ihre Elimination wäre im Prinzip allgemein möglich, wenn eine Be
rücksichtigung der Retardierung der Kräfte in der Quantentheorie streng durchführbar wäre. 

8* 
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Teilchen eher in der I<ichtung von -x1 nach +x1 als in der umgekehrten durch 
~ 

die senkrecht auf x1 stehende Flächeneinheit hindurchtritt. Dieser Vektor i im 
/-dimensionalen Lagenraum ist gegeben durch 

(100) 

( 101) 

Ebenso ist jetzt auch der Spannungstensor im /-dimensionalen Raum zu nehmen 
und gegeben durch den zu (79) völlig analogen Ausdruck 

T"). = 4:;. [- tp*(aaq~- ~~ <P;.) (~~- i_/; <P" 1f!) 

_ 1j! (-()___ + i_e_;. <P;.) (i}_1p* + _i e" q> tp*) 
oq;. nc oq" nc " 

+ (jJ_V'_ _ ie,. q>" 1j!) (8 1p* + i_e_;. q> 2 tp*) 
oq" nc oq~o nc 

(79') 

+ (011'* + ~e_ .. qJ tp*) (-01j.! - i_!_~ lP;. tp)]. oq,. nc " oq;. nc 
Die Symmetriebedingung T";. = T;." gilt hier nur, wenn " und Ä zum selben 
Teilchen gehören. Analog zu (78) gilt dann 

m oi" = _ ~ar ~ + (- a(V+ ·P""I _ '" a•,) * I 
at ...:::.... oq;. oq,. c at 1f! 1f! 

;. 

+ e" ~(8<1>;.- o<P,.)i;.. 
c...:::.... oq" Bq;. 

;. 

(78') 

Nach unseren Annahmen über <Pk sind in der letzten Summe nur drei Terme 
(die auf dasselbe Teilchen bezüglichen) von Null verschieden. Ferner gilt wieder 

d![k J. dV 1 (- ek di.-) - = zk = ~ Pk - -- "Pk 
dt mk c ' 

(75') 

d2![k ~ 
m([i2 = Kk> (82') 

wenn Kk wie in (81) definiert wird. 
Die zuletzt erwähnten Relationen, die Bewegungsgleichungen, können sehr 

allgemein mittels des Operatorkalküls aus der Wellengleichung abgeleitet werden. 
Wirknüpfenzunächst an die Relationen (91), (91') an, aus denen die Beziehungen 
(94), (94') folgen, wennFeine ganze rationale Funktion bedeutet. Dies führt da
zu, den Impulsen und Koordinaten Operatoren zuzuordnen, die folgendermaßen 
wirken n a 

Pk 1f! (ql · · · qt) = --c- ?J--tp; z vqk 

P k11J(Pl ·. · Ptl = Pkcp(pl · · · Ptl; 

qktp(ql ... qt) = qktp; 
n a 

qkcp(pl ···Pt)=- T 8h cp · 

(102) 

( 102') 

Es folgen daraus die grundlegenden Vertauschungsrelationen (im folgenden als 
V.-R. abgekürzt) 

pkq,- q,pk = (Jlk : ((Jlk = { ~ 
PkPi - PiPk = 0, 

für l = k) I 
für l =I= k 

(103) 



Ziff. 5. Wechselwirkung mehrerer Teilchen. OperatorkalküL 117 

Z. B. ist 

Das gleiche hätte sich ergeben, wenn man die rp (p1 ••. p1) zur Verifikaticn der 
V.-R. benutzt hätte. Auf analoge Weise verifiziert man ferner die übrigen V.-R. 
(103). Diese Form der V.-R. ist nur ein anderer Ausdruck für den Zusammen
hang (91), (91') von rp(p) mit 1p(q). 

Es ist ferner zu betonen, daß die P~c und qlc HERMITEsche (lineare) Opera
toren sind. Solche waren ja definiert durch die Beziehung 

(63) 

die für beliebige Funktionen "Pr und 1p2 gültig sein muß, was man für die Opera
toren (102) leicht bestätigt. Wir erwähnen weiter, daß durch zweimalige An
wendung von (63) für zwei als hermitesch vorausgesetzte Operatoren folgt 

I (H11fJ1)* (H21fJ2) d V= f "P2 (H2 [Ht1fJJ])* d V' 

also 
f (H21p2)* (Ht1fJ1) d V = j 1p1 (Ht [H21p2])* d V, 

/1fJ2(H2[Ht1fJ1])*dV = f"P (H1[H21p2])dV. (104) 

Daraus folgt: Sind H 1 und H 2 HERMITEsche lineare Operatoren, so gilt dasselbe 
von 

und 
(105) 

( 105') 

Sind speziell H1 und H2 vertausch bar, so ist auch H1 H2 hermitesch, insbesondere 
ist jede ganze rationale Funktion von H 1 wieder hermitesch. Sind A, B zwei 
lineare Operatoren, so schreiben wir oft zur Abkürzung 

[A,B] = i(AB- BA). 
Dann gilt 

[A1A2, Aa] = A1[A2Aa] + [AtAa]A2, 

[[At, A2JAaJ + [[Aa, A1JA2] + [[A2, Aa]At] = 0. 

(106) 

(107) 

(108) 

Nun sei F ein beliebiger HERMITEscher linearer Operator, der d1e Zeit nicht 
explizite enthält, und H der Hamiltonoperator. Wir wollen die zeitliche Ände
rung des Mittelwertes ("Erwartungswertes") 

berechnen. Es 

also 

ergibt sich 
F = f "P* (F'IfJ) dV 

Ii ~~ = Ii fJ8~: (F1p) d V + Ii f 1p* (F ~~) d V 

= if(H1p)* (F'IfJ) dV- i I "P* (F[H1jJ]) d V 

== if 1p*[(HF)1p]dV- if 1fJ*[(FH)1fJ]dV, 

(109) 
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Nun gilt für jede Funktion F(p1 •.• p1) der p allein 
n iJF 

Fpk- pkF = 0; Fqk- qkF = i .äpk' ( 111) 

die letztere Formel ist richtig für F = p; und für F = q;; sie ist ferner für F 1 +F2 
und F 1 • F 2 richtig, wenn sie für F 1 und F 2 richtig ist, wie man aus (107) entnimmt. 
Daraus folgt die Behauptung für jede ganze rationale Funktion F der p. Ferner 

gilt gemäß der Definition pk = -~- -1-- für jede Funktion G (q1 ... q1) der q allein 
Z uqk 

n aa 
pkG- Gpk = --c- -:o-; qkG- Gqk = o. (112) z uqk 

Aus (111) und (112) zusammen folgt zunächst für jede Funktion 

H(p, q) = F(Pr ···Pt)+ G(qr · · · qt), . (113) 

worin F ganz rational und G beliebig, also 

H1p(q) = [F(~ 0~~, .. . , -~·/q;) + G(q1 ••• qt)]VJ, 

( 114) 

Schließlich ist es auf Grund der Definition der pk und qk auch leicht, diese Fcr
mel noch zu beweisen für eine Funktion der Form 

H= F(Pr· .. Pr)+ L[Ak(q)pk + PkAk(q)] + G(qr. ·. qtl· (113') 
k 

Von dieser Form ist die Hamiltonfunktion in kartesischen Koordinaten, die wir 
bisher benutzt haben. (Man beachte die Symmetrisierung der Reihenfolge der 
Faktoren Ak und pk, die gemäß (105) nötig ist, damit H hermitesch wird.) 

Durch Einsetzen von F = h bzw. F = qk in (110) folgt mit Rücksicht 
auf (114) zunächst 

d!tk = -(~~); 0f{·· = +(~~) (115) 

für die Mittelwerte der betreffenden Größen über die Wellenpakete einer be
liebigen Lösung der Wellengleichung. Dabei ist über das Bisherige hinausgehend 
benutzt, daß z. B. als Mittelwert eines Ausdruckes der Form 

der (stets reelle) Wert 

JVJ* [Adq) ~ -1-- + Ii,_ -~ (Ak(q) VJ)l dq 
z uqk Z uqk 

zu verstehen ist. Es ist dies eine Definition, die sich in vieler Hinsicht bewährte. 
Sodann folgt aus (110) für F = H wegen [H, H] = 0, daß für den Fall, daß H 
die Zeit nicht explizite enthält, gilt 

dH 
dt = 0; H = konst. {116) 

Hierin erblicken wir den Ausdruck für den Energiesatz, da H als Mittelwert 
der Energie über das Wellenpaket interpretiert werden kann. Ebenso folgt für 
den Gesamtimpuls 
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welcher Ausdruck verschwindet, wenn H explizite nur von den Differenzen der 
Koordinaten qk - q; abhängt. Ferner für den Drehimpuls, zunächst im Fall 
der Abwesenheit eines Magnetfeldes 

N 

J;k = L(qfa>p~a) _ q~a)p~a>). (];k = - hi; i, k = 1, 2, 3) (117) 
a=l 

[(a) = Teilchenindex, der von 1 bis N läuft] 

-- N 
d]ik __ """" [ ial 0 ~- _ Iai -~_!"-] 
dt - ~ qi oql•l qk ßqla) ' 

a=l k t 

(118) 

worin, wie in der klassischen Mechanik, die rechte Seite verschwindet, sobald 
die potentielle Energie des Systems invariant ist gegenüber einer starren Drehung 
des ganzen Systems im Raum. Im Fall der Anwesenheit eines Magnetfeldes 
folgt zunächst 

~j'- = ~ (Px- : (/),.) = J i,. dq, (119) 

wenn i" durch (100) definiert ist. Ferner folgt mit H";, = ~<!>;.-~<!>,.bei unserer 
Definition der Mittelwerte q" q;, 

also 

d2q" 
mdt2 

und mit 
N 

Jik = "2,m1al(q\alqJ"i _ q1aiiJ.l"i) l 
a=l 

N [ (a) ] =a?;_ (q\aip~a) _ p~a>qj"l) _ ~ (qj"i(/)~al _ qbal(/)j"i) , 
(117') 

N 
];k = ~m<a>j[q\">if'>- q~a>ijf<IJ dq' 

a=l 
( 117") 

d{J" = ~ ~[(q;a>KbUI- q1a1K\U1) + (K<g>q\a)- K)alqba>)], 
(<t) 

wenn unter K}.a) der Operator der betreffenden Kraftkomponente verstanden 
wird. Letzteres folgt auch direkt aus (78'). Die rechte Seite von (120) ver
schwindet wieder, sobald das System Rotationssymmetrie um die zur (x;xk)
Ebene senkrechte Achse besitzt (vgl. Ziff. 13). 

Es bleibt noch etwas zu sagen über den Fall, daß statt kartesischen andere 
Koordinaten benutzt werden. Da die klassische Hamiltonfunktion hier die all
gemeinere Form einer quadratischen Abhängigkeit von den p mit irgendwie von 
den q abhängigen Koeffizienten annimmt, treten hier im allgemeinen Zweideutig
keiten über die Reihenfolge der Faktoren f (q) und h auf. Diese Reihenfolge 
kann nicht anders als durch Umrechnen auf kartesische Koordinaten festgelegt 
werden 1 . Dagegen ist es möglich, eine rationale Vorschrift für die Bildung der 
partiellen Differentialquotienten nach den pk und qk eines solchen allgemeineren 
Ausdruckes zu geben 2• Man kann nämlich definitorisch festsetzen, daß all-

1 Vgl. B. PonoLSKY, Phys. Eev. Bd. 32, S. 812, 1928. 
2 M. BoRN, P. JoRDAN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 35. S. 557. 1926. 
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gemein für ein Produkt zweier Funktionen F 1 • F 2 einschließlich der Reihenfolge 
der Faktoren gelten soll: 

iJ iJF1 iJF2 
iJX (F1F2) = iJX F2 + F1 iJX, (121) 

woraus durch Induktion für ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren folgt 

iJ iJF1 iJF2 F F iJFn ( ' iJX(Fl ... FN)=axF2 ... FN+Ft(J){ 2···Fn+ .. ·+Ft ... n-liJX' 121) 

worin für X irgendeine der Variablen p1 ... q1 substituiert werden kann. In 
diesem Fall ist (114) allgemein richtig, wenn H ganz rational von den p und 
irgendwie von den q abhängt, und wegen (107) ist dann (115) wieder eine Konse
quenz der Wellengleichung. 

Wir können nun noch die Wellengleichung in beliebigen krummlinigen Koordinaten 
formulieren. Das Linienelement sei 

ds2 = g";. dq" dq;. 

(über doppelt vorkommende Indizes ist in den nächstfolgenden Gleichungen stets zu sum
mieren), worin g";. = g;.," beliebige Funktionen der q" sind, und der Massenfaktor in die g";. 
mit einbezogen zu denken ist. Die g><J. mögen die zu g";. reziproke Matrix bilden und D = Vlil 
sei die Quadratwurzel aus der Determinante I g I = I g";.l der g";.. Dann lautet in diesen 
Koordinaten die Wellengleichung 

_ ~ iJ1p = _1 _ _1__ ~~ _j_ + A")Dg><J.(~ _j_ + A;.) V'+ V V', 
z iJt 2 n \ z oq" z iJq;. , 

worin die A" die mit - e" multiplizierten Vektorpotentiale sind. Mit 
c 

gilt die Kontinuitätsgleichung 
iJe iJi" --+--O iJt iJq"- . 

(97*) 

Ein Operator F heißt jetzt wegen des Auftretens des Faktors D in der Dichtefunktion hermi
tesch, wenn 

jDVJ*(FVJ)dq = jD(FVJ)* 1pdq. 

Soll der Impulsoperator Px in diesem Sinne hermitesch sein und außerdem der V.-R. 

'Ii 

genügen, so muß 

Pxqx- qxPx = i 

1i 1 iJVD"P p 1p=------. 
X i yD iJq" 

Die Beziehungen dieses Operators zur Wellengleichung und zum Strom sind leicht auf
zustellen. 

Im Spezialfall räumlicher Polarkoordinaten ist 

ds 2 = m (dr2 + r2 d{}2 + r2 sin2{}dq'2), 

also 
1 1 

D = r2 sin{}, 
1 

grr = -, 
m 

{}{} 1 1 
g = m Yi' g'PT = m r2 sin2 U>' 

Für spätere Anwendungen ist in diesem Fall zu beachten, daß 

_1__ ~ (r2 d f'l = _1_ !:___ (r f) • 
r 2 dr dr) r dr2 
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Deshalb kann man gemäß (97*) mit 

n 1 d 
P .. 1fJ = i--:; dr (r1p) und 

2 ( 1 0 . 0 1 ()2 ) 
P2 =-n sin tf ()7} sm {} o{} + sin2{} ocp2, 

den Hamiltonoperator hier einfach schreiben 

H= -- p +- +V. 1 ( 2 P2) 
2m .. r 2 

121 

(97'*) 

(97"*) 

Diese Schreibweise wird in den älteren Arbeiten über Quantenmechanik oft benutzt. 

6. Stationäre Zustände als Eigenwertproblem. Von den Lösungen der all
gemeinen Wellengleichung 

_! 01p = n(_n __ 8__ q)"P 
2 ot 2 aq' (62) 

haben diejenigen ein besonderes Interesse, für welche sowohl die Dichte '!fJ*'!fJ 
als auch die Stromdichte zeitlich konstant sind. Dabei nehmen wir jetzt durch
weg an, daß die in H vorkommenden Feldgrößen V, <Pk die Zeit nicht explizite 
enthalten. Die betreffenden Lösungen entsprechen dann den sog. stationären 

Zuständen des Systems. Damit sowohl '!fJ*'!fJ als auch '!fJ* ~1fl - '!fJ ~1fl: von der 
uqk vqk 

Zeit unabhängig sind, muß '!fJ notwendig die Form haben 

"P = u(q)e-if(t), 

wonn u unabhängig von t, f unabhängig von den q ist. Aus (62) folgt dann 

'li~~u(q) = H[u(q)] 

und das ist offenbar nur möglich, wenn djjdt von der Zeit unabhängig ist. Wir 
können also setzen 

_j_Et 
"PE= u(q)e n 

H (; 0~ , q) u = Eu. 

(122) 

(123) 

Es handelt sich hier um eine homogene lineare Differentialgleichung, die einen 
Parameter enthält. Solche Differentialgleichungen haben bekanntlich nicht 
immer für alle Werte von E reguläre Lösungen und man spricht deshalb von 
einem Eigenwertproblem. Um die Regularitätsbedingungen des Problems fest
zulegen 1, gehen wir aus von der für zwei beliebige Funktionen u, v gültigen 
Gleichung 

J v* (Hu) dq = J u (Hv)*dq. (124) 

Von den als Lösung von (123) zugelassenen Funktionen ist zu verlangen, daß 
diese "Hermitezität" oder "Komplex-Selbstadjungiertheit" von H nicht durch 
singuläre Stellen gestört wird. Insbesondere soll (124) gelten, wenn eine der 
Funktionen regulär ist. Über den Wertebereich der q und den Funktionsbereich 
der u können sonst noch sehr allgemeine Annahmen gemacht werden. [Im all
gemeinen ist dann unter dq das Volumdifferential (! (q) dq1 ••• dq1 mit einer 
geeigneten Dichtefunktion (! (q) zu verstehen.] Z. B. kann es sich bei Drehungen 
starrer Körper um Winkelgrößen handeln, die nur von 0 bis 2n bzw. von 0 bis n 
variieren können. Oder es handelt sich um Funktionen eines beschränkten 
Intervalles [etwa (-1, +1)], die für -1 und +1 denselben Wert annehmen 

1 Vgl. dazu J. v. NEUMANN, Göttinger Nachr. 1927, S. 1. Später wurde diese Frage 
wieder diskutiert von G.] AFFE, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 770. 1930. Es scheint uns jedoch, daß 
in der zitierten Arbeit von NEUMANN die allgemeinste Beantwortung der Frage gegeben ist. 
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sollen, oder um Funktionen, die in dem Halbraum (0, oo) definiert sind und für 
q = 0 verschwinden müssen. Immer muß (124) erfüllt sein in dem durch die 
Rand- und Regularitätsbedingungen eingeschränkten Funktionsbereich. Dabei 
ist es nicht nötig, daß u und v überall regulär sind. Wegen der Bedeutung von 
1p1p* = uu* als Wahrscheinlichkeitsdichte ist es dagegen naheliegend, zu ver
langen, daß 

juu*dq ( 125) 

existiert (also endlich ist), wenn über den ganzen Bereich der q integriert wird. 
In vielen Fällen sind durch diese Forderung diskrete EigenwerteE ausgezeichnet. 
Indessen ist die Forderung (125) im Fall kontinuierlicher E-Werte etwas abzu
schwächen, wie aus dem Fall kräftefreier Teilchen zu ersehen ist. Eine Lösung 
von 

f,2 ' --L1u=Eu 
2m 

i . . h(p,q,+···+vrqr) . . rst dre ebene Welle Up1 ... Pr = e , wonn dre Pr, ... , p1 als 
Integrationskonstanten erscheinen. Offenbar ist für diese ebenen Wellen die 
Bedingung (125) nicht erfüllt. In der Tat stellen die ebenen Wellen physikalisch 
einen singulären Grenzfall dar, indem hier die Wahrscheinlichkeiten, ein Teilchen 
außerhalb eines bestimmten endlichen Volumens zu finden, unendlich vielmal 
größer ist als die Wahrscheinlichkeit, es innerhalb zu finden; nur der Quotient 
der Wahrscheinlichkeiten, ein Teilchen in zwei verschiedenen endlichen Raum
gebieten zu finden, hat einen bestimmten Wert!. Wie bereits in Ziff. 2 gezeigt 
wurde, verschwindet jedoch diese Singularität, sobald man Wellenpakete be
trachtet. Bildet man durch Integration über ein endliches, aber beliebig kleines 
Gebiet des p-Raumes 

" Pk 

iiv>.vJ:=/dPr ... dptuv .... vr• 
Pk 

so existiert das Integral von u u* über den ganzen q-Raum. Wir werden für 
den Fall, daß die Eigenfunktionen stetig von irgendwelchen Parametern Ar }, 2 ••• 
(kurz mit A ohne Index bezeichnet) abhängen, als Ersatz für (125) also zu fordern 
haben, daß für 

,!" 

ii;.',i." = ju;.(q)dA 
X' 

(worin dA als Abkürzung für dAr ... dAn eingeführt ist) 

jUf .. !." (q) U;:, X" (q) d q 

(126) 

(127) 

existiert. Nur für diese "Elementarpakete" Ü;:, ;:· braucht dann auch die Rela
tion (124) für den ganzen q-Raum zu gelten. 

Man gelangt zu einer einheitlichen Formulierung der diskreten und kontinuierlichen 
Eigenwerte, wenn man allgemein setzt 

). An 

u;. =.fu;,(q)dl + ~u.(q). (126') 
),, p=!., 

worin das Integral über die im Intervall (2 0 :cc;; }.' < }. liegenden kontinuierlichen Eigenwerte, 
die Summe über die in diesem Intervall liegenden diskreten Eigenwerte 21 ).2 ... An zu er-

1 Vgl. hierzu P. A. M. DIRAC, Quantenmechanik, S. 187. 
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strecken ist. Es kann sich dann also ü._ sprungweise mit 1 ändern. Jedoch existiert für jede 
stetige Funktion /(1.) das STIELTJESsche Integral 

A. A. ... 

jf(l.)dü._ = Jt(l.)u;_(q)dl. + ,l;uvf(l.p). 
Ä, l, p=l, 

Man kann nun (ganz unabhängig von der Existenz der ul) die mit ). evtl. sprungweise ver
änderliche Funktion Ü). charakterisieren durch die als Verallgemeinerung von (123) zu be
trachtende Gleichung 

l" l" 

(Hü;:•)- (Hü;:) = J[Hdü;.J = JE(I.)dul, ( 123') 
l l' 

worin dann die Werte von E an den Sprungstellen .J.1 .J.2 ••• von ül als diskrete Eigenwerte 
E 1 E 2 ••• erscheinen. 

Um die mit (124) verträglichen Singularitäten von u und v zu untersuchen, 
ist es nützlich, auf die Gleichung 

j[v*Hu- u(Hv)*]dq = cJ)iN(v*,u)df (128) 

zurückzugreifen, die bei Integration über ein endliches Volumen des q-Raumes 
aus der Kontinuitätsgleichung .... 

v*Hu- u(Hv)* = Divi(v*,u) 
.... .... 

folgt. Hierin ist i (VJ*, VJ) die gewöhnliche Stromdichte, aus der i (v*, u) durch 
die Substitution VJ*---+ v*, VJ---+ u formal entsteht; die Div ist im /-dimensio
nalen Raum zu verstehen (evtl. in krummlinigen Koordinaten), während das 
Flächenintegral auf der rechten Seite von (128), in welchem iN die Komponente .... 
von i in der Richtung der Normale nach außen bedeutet, über die geschlossene 
Begrenzungsfläche des Bereiches V zu erstrecken ist. Steht auf der linken Seite 
von (128) speziell ein eindimensionales Integral, so degeneriert die rechte Seite 
von (128) in die Differenz der Werte von i an den Integrationsgrenzen q1 , q2 • •• 

An Stellen, wo die in H auftretenden Potentialfunktionen singulär sind, ist 
dann zu verlangen, daß das bei Umrandung der Singularitäten auftretende 
Flächenintegral in (128) beliebig klein gemacht werden kann. 

Man folgert daraus leicht Aussagen für folgende Fälle: 
a) Es sei ein eindimensionales Problem mit der Hamiltonfunktion 

- ---o--- --- lfJ(x) + V(x) 1 ( Ii d e )2 
2m t dx c 

vorgegeben. An einer Stelle x0 seien c]J (x) oder V(x) oder beide Funktionen 
unstetig. Da hier 

i(v*,u) = 2~ [v*(~- ~:- : lfJ(x)u)- u(~ ~:* + : lfJ(x)v*)], 

ist zu verlangen 

du ilie . 
dx - -c- cp (x) u stetig, u stetig für x = x0 • (129) 

Dies muß für alle in Betracht zu ziehenden Funktionen gelten, also auch für v (x). 
b) Bei einem Teilchen im gewöhnlichen Raum sei V singulär. Das Integral 

cJ)iN d f über eine kleine Kugel um den Nullpunkt wird 

r 2 v* -.- - - - lfJ. u - u --:- -- - + - tP v d Q . /.[ ( Ii Bu e ) ( Ii ov* e *')] 
• , t Br c ' t or c r 
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Seien alle v, u von der Form vfriX, iifrcx, worin v, ii im Nullpunkt regulär sind (viel
leicht verschwinden, aber dies nicht notwendig zu tun brauchen), so sieht man, 
daß 2 - 2 cx > 0 also cx < 1 sein muß, damit dieser Ausdruck für alle regulären v, ii im limes r = 0 verschwindet, d. h. es müssen die u, v für r = 0 bestimmt 
schwächer unendlich werden als 1/r; eine Eigenfunktion, für die lim (ru) = A =j= 0, 

00 

ist nicht zulässig (obwohl für eine solche Funktion J u*ur 2 dr existiert). 
0 

Wir erhalten also nunmehr ein wohldefiniertes Eigenwertproblem und daher 
eine natürliche und willkürfreie Methode zur Bestimmung der diskreten oder 
kontinuierlichen möglichen Energiewerte eines Systems. Diese Methode stammt 
von ScHRÖDINGERl, der auch zugleich zeigen konnte, daß für ein Elektron mit 
der Ladung -e unter dem Einfluß eines festen Kernes der Ladung +Ze, also 

. d . ll E . V Z e2 d 'h f 11 W 11 mit er potentle en nerg1e = -- aus er von 1 m au geste ten e en-
gleichung [vgl. (98), (99)] r 

- 2n~L1u + (E + ~:~)u = o, 
die negativen diskreten Energie-Eigenwerte -Rh/1 2, -Rh/22, •.• , -Rhfn 2, •.. 

und dar an anschließend die kontinuierlichen positiven Eigenwerte (0 ~;E < + oo) 
folgen. Es ist dabei 

4 
R = me Z2 

4nn3 

die mit dem Quadrat der Kernladungszahl multiplizierte RYDBERGsche Kon
stante. (Daß hier ein diskretes und ein kontinuierliches Eigenwertspektrum ge
mischt auftreten, liegt wesentlich am Verhalten der Potentialfunktion r bei 
großen Entfernungen, ihrem langsamen Zunehmen von negativen Werten gegen 
Null. Dagegen ist die Singularität von V im Nullpunkt hierfür ganz unwesent
lich, da der punktförmige Kern ebensogut durch eine kleine geladene Kugel 
ersetzt werden könnte.) 

Das einfachste Beispiel für ein System mit nur diskreten Energiewerten ist 
der harmonische Oszillator, der im eindimensionalen Fall die potentielle Energie 

V= m w2x2 
2 ' 

im dreidimensionalen Fall, sobald noch Isotropie vorhanden ist, die potentielle 
Energie 

besitzt, wobei w die Kreisfrequenz des Oszillators bedeutet. Die Energiewerte 
sind 

En = (n + !) ftw n = 1, 2, 3, ... 
beim linearen, 

En = (n + :~) ftw n = 1, 2, 3, ... 
beim isotropen räumlichen Oszillator. In den hier betrachteten Fällen ist (ebenso 
wie im kräftefreien Fall) die Reihe der Energiewerte nach unten begrenzt, es 
gibt einen kleinsten Energiewert. Daß dies nicht immer der Fall zu sein braucht, 
zeigt das Beispiel 

V= -Fx, 
was einer konstanten Kraft in der +x-Richtung entspricht2. 

1 E. SCHRÖDINGER, Abhandlungen zur Wellenmechanik Dd. I. 
2 Hinsichtlich der Durchrechnung spezieller Deispiele sei auf Kap. 3 ds. Handb. ver

wiesen. 
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Als Beispiel der Umrechnung auf krummlinige Koordinaten sei hier speziell 
der Fall der Polarkoordinaten besonders durchgeführt, der auch bei dem er
wähnten Problem des Wasserstoffatoms vorliegt, da er für den Fall eines Teil
chens in einem Zentralfeld, d. h. in einem Feld, dessen potentielle Energie V(r) 
nur von der Distanz r des Teilchens von einem festen Zentrum abhängt, besonders 
wichtig ist. [Vgl. hierzu die Gleichungen (97'*), (97"*) auf S.121.] Der Operator LI 
nimmt in Polarkoordinaten r, {}, r:p die Form an 

1 d2 1 
Llu = 2 -d 2 (ru) + 2 ~u, r r r 

wonn 
1 CJ. {) 1 CJ2 

~=sinD> iJijsm{} {){} + sin2 0> CJ<p2 

in einfacher Weise mit dem Operator des Drehimpulses des Teilchens zusammen
hängt. Dessen Komponenten sind nämlich gegeben durch 

Pt = !.'; (x2 -1-- - X3 -1--), 
t ux3 ux2 

die übrigen durch zyklische Vertauschung. Das Quadrat des Drehimpulsvektors 

p2= p 12 + p 22 + p 32 

ist dann einfach 
p2 = -fi2~. 

Für den Fall des Zentralfeldes läßt sich die Wellengleichung ( 123) separieren gemäß 

u = f(r) Y({}, r:p), 
worin mit einer reinen Zahl A 

~Y=J.Y (130) 
und f (r) der Gleichung genügt: 

- 2'::[: ::z(rf) + :21] + V(r)f=Ef. 

Es ist nun wichtig, die Lösungen der Gleichung (130) und die Eigenwerte 
von ~ zu ermitteln. Die Antwort ist wohlbekannt!. Nur für 

J. = - l(l + 1), ( 130') 

worin eine nicht negative ganze Zahl (l > 0), existieren singularitätenfreie 
Lösungen von (130), und zwar sind dies die allgemeinen Kugelfunktionen der 
Ordnung l. Von diesen gibt es 2l + 1 lineare unabhängige. Die Eigenwerte von 
P2 sind also n2 ·l(l + 1). Man kann die Y1({}, r:p) so wählen, daß der Operator 

Ii iJ 
Pa= T iJ<p 

die Funktion Y 1 ({}, r:p) einfach mit seinem Eigenwert multipliziert. Dieser wird 
dann tim, worin die ganze Zahl m von -l bis +l läuft 

Yz,m({}, r:p) = Yz,m({})eimrp. 

Die Y1,m sind orthogonal wie für gleiche l und verschiedene m direkt ersicht
lich, für verschiedene l aber aus der Differentialgleichung folgt. In der Tat ist 
für zwei beliebige Funktionen Y1 und Y2 

sin-&(Y1~Y2- Y2~Y1) = :-u [sin{}(Y1 °0~2 - Y2 ~~1)] 

+ a:[si~D(Y2 °iJ:1 - Yl 0iJ:2 )]. 

1 R. CouRANT und D. HILBERT, Methoden der Math. Physik, S. 258. Berlin 1924. 
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woraus durch Einsetzen von Y 1m für Y1 , Yf-,m· für Y2 gemäß (130) 

folgt. 
jYt-,m' Ytmsin{}d{}dq; = 0 für l =1= l' 

In dieser Verbindung ist es von Interesse, die Möglichkeit mehrdeutiger 
Lösungen von (130) zu diskutieren. Man könnte nämlich im Zweifel sein, ob 
die Forderung der Eindeutigkeit der u eine notwendige ist, da ja nur die Dichte 

_.i_Et 
1p*1p der allgemeinen Lösung 1: c,.e n. u,. eine direkte physikalische Bedeutung 
hat. Wenn alle u,. des betrachteten Systems sich beim Umlauf gewisser ge
schlossener Wege mit demselben Faktor vom Betrag 1 multiplizieren, bleibt 
1p*1p immer noch eindeutig. Es zeigt sich aber, daß diese mehrdeutigen Lösungen 
stets solche Singularitäten ihrer Ableitungen an gewissen Stellen haben, daß die 
Orthogonalität des Funktionensystems nicht gewahrt bleibt, die Selbstadjungiert
heit des Hamiltonoperators dann also gestört wird (vgl. S. 123). Insbesondere 
ist dies der Fall. bei den halbzahligen Kugelfunktionen Y 1,m ({}, q;), in denen 
sowohl l wie m sich um 1/ 2 von einer ganzen Zahl unterscheiden. 

Die Lösungen der Differentialgleichung (97*) haben in diesem Fall die 
Eigenschaft, beim vollen Umlauf um einen Parallelkreis ihr Vorzeichen zu 
wechseln. Dies wäre noch kein Grund, diese Lösungen auszuschließen. Außer
dem haben sie aber die Eigenschaft, daß 

lim sin{} [Yt,m:{} YF-,m- Yt,m/-:& Yt,m] = Q(O) 
'17>-+0 

nicht Null, sondern endlich ist. Der entsprechend definierte Wert Q (n) ergibt 
sich gleich 

Q(n) = (-1)1+1'Q(o). 

Für l' = l sieht man, daß Y 1,m für halbzahlige l undmeiner polförmigen Quelle 
im Punkt {} = 0 und einer entsprechenden ebenso starken negativen Quelle 
(Senke) im Punkt {} = n entspricht, während für ung~rades l'- l keine Kom
pensation der Quellen stattfindet. Nach dem Kriterium auf S. 123 sind solche 
Funktionen als Eigenfunktionen nicht zulässig; in der Tat sind sie für l =1= l' 
nicht einmal orthogonal. Selbst von dem weiteren Standpunkt aus, der nicht 
die Eindeutigkeit der Eigenfunktionen von vornherein verlangt, folgt also die 
Ganzzahligkeit der Quantenzahlen l und m in unserem Falle. 

Die Eigenfunktionen haben eine wichtige Eigenschaft, die unmittelbar aus 
der zugrunde gelegten Gleichung (124) für den Operator H folgt, wenn wir 
hierin für v und u zwei zu verschiedenen Werten E,., Em der Energie gehörigen 
Lösungen u,., Um einsetzen. Dabei beziehen wir uns zunächst auf den Fall diskreter 
Eigenwerte, um diese Beziehung direkt auf die Eigenlösungen anwenden zu 
können. Dann folgt 1 

E,.ju!u,.dq = Emfu,. u!dq, 

ju!u,.dq=O für E,.=j=Em. (131) 
also 

Dies nennt man die Orthogonalität der Eigenfunktionen. Hier ist zu sagen, daß 
für denselben Energiewert E,. mehrere linear unabhängige Eigenfunktionen 
existieren können. Die allgemeinste Lösung für diesen Energiewert hat dann 
die Form 

1 Hierbei ist bereits vorausgesetzt, daß die E alle reell sind. Dies folgt aber aus (124) 
für v = u = u,., da diese Beziehung dann übergeht in 

E,.j u! u,. dV = E! j u,. u! dV; also E! = E,.. 
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worin die c1 ••. Cg willkürliche Konstante sind. Ihre Anzahl g, das Gewicht des 
Zustandes, ist gleich der maximalen Zahllinear unabhängiger Lösungen, die zu 
diesem Zustand existieren. (Im obenerwähnten Beispiel des Wasserstoffatoms 
hat der Zustand n das Gewicht nu, beim ebenen Oszillator das Gewicht n + 1, 
die Zustände des linearen harmonischen Oszillators sind einfach.) Man kann die 
Basis Un,l ••• Un,g der Lösungen von (123) mit dem vorgegebenen En dann 
stets orthogonalisieren, d. h. mittels Bildung geeigneter Linearkombinationen 
durch eine andere ersetzen, für welche die Bedingung (131) für alle voneinander 
verschiedenen Paare un, Um erfüllt ist, was wir im folgenden voraussetzen wollen. 
Da ein konstanter Faktor in jedem Un noch unbestimmt ist, können wir ferner 
diesen gemäß J u~ un dq = 1 normiert annehmen. Ein komplexer Faktor vom 
Betrag 1 bleibt dann in un immer noch unbestimmt. 

Es besteht nun für eine willkürliche Funktion I, für welche J \I J 2 dq existiert, 
die Möglichkeit einer Reihenentwicklung 

f "" a1 U 1 + · · · + an Un + · · · , 
worin, wie man durch Auflösen mittels der Orthogonalitätsrelation (131), (131') 
findet, 

(133) 

zu setzen ist. Das Zeichen = soll andeuten, daß die Reihe im allgemeinen nicht 
konvergent im gewöhnlichen Sinne, sondern nur konvergent im Mittel ist. D. h.: 
es ist 

(132') 

Dies ist besonders zu beachten, wenn I irgendwelche quadratintegrierbaren 
Singularitäten besitzt; diese müssen nämlich zur Erreichung der Konvergenz 
im Mittel von den Un keineswegs nachgeahmt werden und umgekehrt. Das 
Integral in der Relation (132) läßt sich umformen zu 

N N 
fll1 2 dq- ~aZjlu!dq- ~akjl*ukdq 

k-1 k-1 

N 

+ 2:aka; Jukufdq 
l, k-1 

oder mit Rücksicht auf (131), (131') und (133) 
N N 

J\l\ 2dq- 2~a;ak + 2:akak 
k=l k=l 

N 

= J\l\ 2dq- ~aZ ak. 
k=l 

Infolgedessen ist (132') äquivalent mit 

J \l\2 dq = faz ak, 
k=l 

(134) 

wobei sich zugleich die Konvergenz der auftretenden Reihe ergibt. Diese Rela
tion heißt auch Vollständigkeitsrelation, da sie ein Kriterium dafür ist, daß 
keine Funktion Un fehlt und keine neue linear unabhängige hinzugefügt werden 

* Über die Verdoppelung dieses Gewichtes infolge des Elektronenspins vgl. Ziff. 13. 
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kann. Da die Zuordnung zwischen den Funktionen f und den Koeffizienten an 
eine lineare ist, so folgt für zwei beliebige Funktionen 

g <"'0 bl Ul t- . . . + bn Un + . . . ; 
N 

J I* gdq= 2: a! bk; also auch 
k=l 

an= /fu:dq, 
bn = J gu:dq, 

N 

/fg*dq = ~akbk. 
k=l 

(134') 

Man erkennt dies daraus, daß (133) auch gelten muß, wenn man mit beliebigen 
Zahlen /., p, statt f substituiert J.f + p.g und statt ak 

J.ak + p,bk. 
Eine Verallgemeinerung der Orthogonalitätsrelationen (131) erhält man durch 

Einführung der durch (126) definierten Elementarpakete Ü;n." = Ü;."- Ü;.'. 
Die Anwendung der Relation (124) auf diese Funktionen ergibt dann 

J u!~;.;'Ü;.;;.;,dq = 0, wenn (J.~J.r) außerhalb (J.;m. (131') 

Wenn es sich ferner um ein rein kontinuierliches Spektrum handelt, existiert 
der Limes 

also J.+ AÄ 

juf,J.+A.J.UJ.,J.+,Hdq = jG(J.)dJ.. 
;. 

Man kann (131') und (135) zusammenfassen in die Gleichung 
)." 

Juf;;.;,u;.;;.;,dq = Jc(J.)dJ., 
).' 

(135) 

(136) 

wenn (/.', /.") das den Intervallen (J.~, !.?) und (J.~, /.2') gemeinsame Teilintervall 
darstellt. Die Funktionen ü bzw. u heißen in bezug auf den stetigen Para
meter J. normiert, wenn die Funktion G (J.) in ( 136) speziell gleich 1 wird. Dann 
gilt speziell 

juf;;.;'U;.;;.;-dq = (J."- J.'). (137) 

Führt man statt J. eine Funktion p, = f (I.) als neuen Parameter ein, so gilt für 
die in bezug auf p, normierten Funktionen 

Ä." 

- f11 dp, d-
uf'',p!' = V df u;:;., ( 137') 

).' 

oder grob gesprochen: die Eigenfunktionen u;. sind mit fdp,Jdl. zu multiplizieren. 
An Stelle der Reihenentwicklung (132) tritt hier ferner das Integral 

wobei 
I =Ja;. u;.dl. = J a;.dü;., (138) 

a.tG(J.) = jfufdq (139) 
bzw. 

a;. = jfufdq, ( 139') 

falls U,t gemäß (137) normiert ist. Die Vollständigkeitsrelation lautet 
;., 

oder lim Jlt- fa,tdu;.l 2 dq = 0, 
Ä1 -+-oo Ä 
.Ä.a4'--oo 1 
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was auf Grund der Orthogonalitätsrelationen äquivalent ist mit 

fl/] 2 dq = f]a.l] 2 dA 

bzw., wenn keine Normierung vorgenommen wurde, 

/l!] 2 dq = f]a"] 2 G(Jc)dJc 

und für zwer Funktionen f, g und ihre Entwicklungskoeffizienten a;., b" 

129 

(140) 

( 140') 

ftg*dq = faJ.btG(Jc)dJc. (140") 

Man kann nun diese Ergebnisse auch so formulieren, daß diskretes und kontinuierliches 
Spektrum oder wie man auch sagt, Punkt- und Streckenspektrum einheitlich erfaßt werden 1 . 

Es seien wieder u;. die in ( 126') definierten Funktionen, die mit 2 sprungweise veränderlich 
sein können, ferner möge zur Abkürzung 

U).' )." = U,!"- U;_• 

gesetzt werden, und es sei wieder, wenn in einer Gleichung die beiden Intervalle (2~ ).;') und 
(2~ ,i.~') vorkommen, das ihnen gemeinsame Teilintervall (das evtl. verschwinden kann) (2' }."). 
Unter Verzicht auf eine Normierung schreiben wir dann die Orthogonalitätsrelation 

ju1;!.;' u.<~;.;• dq = G(J.")- G(J.'), (136') 

worin G (}.) eine mit wachsendem 2 niemals abnehmende, stets positive, evtl. sprungweise 
veränderliche Funktion ist. Der Verzicht auf die Normierung hat übrigens den Vorteil, daß 
man der Entartung besser Rechnung tragen kann, indem zu u;. bei einem bestimmten }.-Wert 
evtl. auch ein ganzes Linearaggregat von Eigenfunktionen hinzutreten kann. Wenn wir 
ferner statt ( 139) schreiben 

)." 

Ja!.dG(J.) =ftul-;..,dq, ( 139') 
.!' 

so gilt dies ebenfalls sowohl für das diskrete als auch für das kontinuierliche Spektrum. 
Die Vollständigkeitsrelation schreibt sich sodann 

bzw. 

+oo 

fit[2dq = fia;.I2JG!. 

+oo 

Jtg* dq = J a.lbidG;.. 
-oo 

(141) 

(142) 

Nunmehr betrachten wir den Operator PJ.• welcher der willkürlichen Funktion f den 
bei ). abgeschnittenen Teil des zugehörigen Integrals ( 138) zuordnet: 

}. 

P;.f =Ja" du". 
-oo 

Diesen Operator nennt man einen Projektionsoperator, da er die Mannigfaltigkeit der a,\ 
auf eine Teilmannigfaltigkeit projiziert - diejenige, für die a.< außerhalb des Intervalles 
(- oo, ).) verschwindet. Offenbar hat jeder Projektionsoperator P die Eigenschaft 

P2 = P, (143) 
und wir wollen umgekehrt jeden Operator P mit dieser Eigenschaft einen Projektionsoperator 
nennen. In unserem Fall gilt, daß für )." > 2' der Operator 

P;." ;.• = P;." - P;: 

ebenfalls ein Projektionsoperator ist: 

(PJ:• J-')2 = (PJ." - PJ..')2 = P;." ;: für alle A11 > 2', (I) 
1 Vgl. hierzu J. v. NEUMANN, Göttinger Nachr. 1927, S. 1. 
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ferner ist 
P(--oo) = o; P(+oo) = 1 (II 

für l'>l und limY~ Je* gilt P~o·~ P;.. 

Nunmehr suchen wir die Beziehung zwischen dem OperatorHund den PJ .. Nach ( 123') war 
)." 

Hun" = JE(l)du;., 
).' 

also 
)." )." ;:· 

P;:~o"f = Ja1.du1.; 

i.' 

HPn"f = fa;.E~odü~o = JE(l)d(P;.·;.I), 

für).'= -oo, Je"= +oo geht dies über in 

+= 

Ä' lc' 

Hf= IE (Je) d (PJ.f)) 

was dasselbe bedeutet wie: für alle g gilt 

+= 
f(g*Hj) dq = f E(l.)d(fg*P._jdq). 

-= 

(144) 

(III) 

(III') 

Statt des beliebigen Parameters Je hätte man hier auch die Energie selbst einführen können. 
Durch die Forderungen (I), (II) und (III) ist das Eigenwertproblem in sehr allgemeiner Weise 
definiert. Auf die Frage seiner Lösbarkeit kommen wir in nächster Ziffer noch zu sprechen. 

Für die Rechnungen ist es oft bequem, die Integrale 

ju1u;.dq 

als uneigentliche Gebilde einzuführen. Sei 15 (J.) eine uneigentliche Funktion mit 
der Eigenschaft, daß für alle stetigen 

!!., {/(0) {innerhalb j(}.)I5(J.)dA= wennO (A1A2), 
~o, 0 außerhalb 

(145) 

so gilt 
J u1u1•• dq = G (J.) 15 (lc'- J.) bzw. = 15 (J.'- J.). (146) 

Später werden wir auch die Ableitung 15' der 15-Funktion gebrauchen, die defi
niert ist durch 

{ - f' (0) {innerhalb J f (J.) 15' (Ä) d}. = - J f' (J.) 15 (J.) d}. = wenn 0 (A1 Ä2). 
0 außerhalb 

(147) 

Diese Relationen sind als eine formal bequeme Abkürzung für (136), (137) zu 
betrachten. 

Zur allgemeinen Differentialgleichung (123) des Eigenwertproblems sei noch 
bemerkt, daß sie stets mit einem Variationsproblem 

~ J u* (Hu) dq = 15 J (Hu)*udq = 0 (148) 

mit der Nebenbeding{:mg 
ju*udq=1 (149) 

äquivalent istl. Hierin sind u und u* unabhängig voneinander zu varneren. 
Unter Umständen kann (148) noch durch partielle Integration umgeformt 

1 E. SCHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 361, 1926. 
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werden. Z. B. ist bei kartesischen Koordinaten und der Hamiltonfunktion 

H = - ""-~-- (ß- - ie_" cpk)2 + V (q)' 
..:::.. 2mk oqk h c 

k 

t511l ""--~:._ (~!!.* + i e_" C/Jk) (~'lt__ - ie_" C/Jk) + V u*ul dq = 0 ( 150) 
..:::.. 2mk oqk hc 0 qk hc 

k 

mit der Nebenbedingung (149). Der Wert des Integrals (150) für die extremale 
Funktion ist vermöge (123) eben gleich dem Energiewert. Dieses Variations
problem ist oft für die näherungsweise Integration der Differentialgleichungen 
nützlich, indem man der Funktion u spezielle Formen aufprägt und dann unter 
diesen Zusatzbedingungen das Problem zu lösen trachtet. Dabei werden die 
Werte des Variationsintegrals stets größer gefunden als die wahren Eigenwerte. 

Zwei allgemeine Sätze seien noch erwähnt. Für reelle Eigenfunktionen gehört, 
wenn eine solche existiert, stets die Eigenfunktion ohne Knotenflächen (Nullstellen) 
zum kleinsten Energiewert. Für reelle Eigenfunktionen einer einzigen Variablen 
entspricht die Ordnung der Eigenfunktionen nach wachsender Knotenzahl eben 
derjenigen nach wachsenden Eigenwerten. Die Knotenzahl erscheint dabei als 
"Quantenzahl" des Systems. 

7. Allgemeine Transformationen von Operatoren und Matrizen. Mit Hilfe 
der Vollständigkeitsrelation kann man einen wichtigen Zusammenhang zwi
schen den auf die un wirkenden Operatoren und ihnen zugeordneten Matrizen 
konstruieren. SeiFein linearer Operator, dann entspricht jeder Eigenfunktion Un 

eine Entwicklung 

(Fun)eo.ol;ukFkn mit Fkn=Ju~(Fun)dq. (151) 
k 

Ist F hermitesch, so ist 

also 
Ju~(Fun) dq = j(Fuk)*undq, 

( 152) 

die Matrix ist also dann hermitesch. Nun betrachten Wir zwei HERMITEsche 
Operatoren 

Fun""' 2: ukFkn; 
k 

Gum eo.ol; ukGkm; 
k 

Fkn = J u~ (Fun) dq, 

G~cm = jut(Gum) dq. 

Hierauf wenden wir die (für alle n, m gültige) Vollständigkeitsrelation (133') 
an, welche besagt 

j(Fun)*(Gum) dq = i:FtnGkm 
k~l 

und mit Benutzung der Hermitezität von F 

ju~ (FGum) dq = l;FnkGkm· 
k 

( 153) 

Auf Grund von (134) ist jedem Operator eine Matrix zugeordnet, jedem HERMITE
schen Operator eine HERMITEsche Matrix. Aus ( 15 3) folgt dann: Es ist dem 
Produkt der beiden Operatoren F · G das Produkt der Matrizen (F) · (G) zugeordnet, 
wenn letzteres nach der gewöhnlichen Regel für die Multiplikation der Matrizen ge
bildet wird. Letztere Regel lautet eben 

(FG)nm = l;FnkGkm· (153') 
k 

9* 
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Es ist zu beachten, daß hierbei nur die Hermitezität von Fund G nicht die von 
(F · G) und auch nicht die Vertauschbarkcit von Fund G vorausgesetzt wurde. 

Gehört nun zur beliebigen Funktion f die Entwicklung L: ak uk, so gehört 
k 

zu Ff die Entwicklung l:(Fuk)ak ="L:u1F1kak1. Es werden also durch F den 
k l,k 

Koeffizienten (a1 , a2 , •.• , am, .. . ) die anderen Koeffizienten (b1 , b2 , .•• , bn, .. . ) 
derart zugeordnet, daß 

(154) 

Die dem Operator F äquivalente Matrix vermittelt also eine lineare Abbildung 
in dem unendlich vieldimensionalen Vektorraum der Entwicklungskoeffizienten (a) 
unseres Funktionensystems. Die Hermitezität von F drückt sich darin aus, daß 

L: a~ bn = L: an b~, ( 15 5) 
n n 

dieses "skalare Produkt" also reell ist. 
In dem allgemeinen Ausdruck (151) für das Matrixelement Fkn ist ent

halten, daß das Diagonalelement 

Fnn=]u~(Fun)dq. (156) 
Wir haben in voriger Ziffer gesehen, daß in einfachen Fällen diesem Ausdruck 
die Bedeutung des Mittelwertes oder Erwartungswertes zukommt. Dabei sind 
wir ausgegangen von einem Ausdruck I tp (p) j 2 dp, der die Wahrscheinlichkeit 
dafür angibt, daß der Impuls p in dem betreffenden Zustand des Systems zwi
schen p und p + dp liegt. Dann folgte für den Mittelwert einer beliebigen ganz 
rationalen Funktion F von p, daß ihr Mittelwert 

jF(p)jcp(p)j 2 dP=jVJ*(q) [F(~ 8~)VJ(q)]dq 
wird. Ebenso ist für eine beliebige Funktion von q 

F(q) = ]VJ*F(q)VJdq, 
was wiederum mit (156) übereinstimmt, wenn wir unter F hier einfach die 
Multiplikation mit q verstehen. Hatten wir es endlich mit einer Funktion F zu 
tun, die von den p linear, von den q aber beliebig abhängt, 

F = !l:[Ak(q)h + pkAk(q)] 
k 

(bei Unterlassung der Symmetrisierung wäre F nicht hermitesch), so konnten 
wir bei kartesischen Koordinaten die zum Freiheitsgrad k gehörige Stromdichte ik 

1 Strenggenommen bedarf dies noch einer Rechtfertigung, da die Entwicklung ~akuk 
nicht zu konvergieren, sondern nur im Sinne der Konvergenz im Mittel mit I übereinzustim

N 
men braucht. Bezeichnen wir die N te Partialsumme ~ ak uk mit IN, so gilt aber 

1 

lim ]I I- IN l 2 dq = 0. 
N---+<Xl 

Nun verlangen wir vom OperatorF folgende Eigenschaft: Wenn es zur Folge FIN = gN ein g 
gibt, so daß lim ]I g- gNI 2 dq = 0, dann soll Fl = g gelten. Hierbei werden zwei Funk-

N-+oo 
tionen g, g' für die jlg- g'l 2 dq = o als grundsätzlich nicht verschieden betrachtet. In 

00 

unserem Fall ist die Existenz eines solchen g dann gesichert, wenn die Summe~ I bk 12 konver-

' giert (bk =2:Fk 1a1), und dies ist wiederum der Fall, wenn für alle k die Summen 
l 

~I Fkzl 2 = 2: I F,k 12 

' ' konvergieren. 
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einführen und erhielten dann wieder 

F = ~~ Ak(q) [mik + : wk] dV = ~~11'* ~ [Ak ~ ~;k + ~ a~k (Ak1J!)] dq. 
k k 

Da ferner der Erwartungswert der Summe zweier Größen gleich ist der Summe 
der Erwartungswerte der Größen und (156) im OperatorF linear ist, kann (156) 
auch für Größen als gültig betrachtet werden, welche gleich der Summe von 
Größen des betrachteten Typus sind. Insbesondere ist dies dann zutreffend, 
wenn für F die Hamiltonfunktion H des Systems eingeführt wird. 

Für solche Operatoren F, die in dieser Weise physikalischen Größen zu
geordnet werden - d. h. Eigenschaften des Systems, die durch Angabe von 
Zahlenwerten beschrieben werden können, wobei diese Zahlenwerte durch ge
eignete Versuchsanordnungen im Prinzip eindeutig ermittelt ("gemessen") werden 
können -, können wir sagen: Das Diagonalelement F,.,. ist gleich dem Erwar
tungswert der zugehörigen Größe F in dem durch die Eigenfunktion u,. charakteri
sierten Zustand des Systems. Welches die physikalischen Größen eines Systems 
sind und wie sie gemessen werden können, kann nur durch einen weiteren Aus
bau der Theorie an Hand von Erfahrungstatsachen entschieden werden1. Wir 
bemerken noch, daß auch für diese speziellen Operatoren F nur die Diagonal
elemente der Matrix F einen direkten physikalischen Sinn erhalten. Die Nicht
diagonalelemente sind nur indirekt mit möglichen Messungsdaten verknüpft, 
und zwar auf folgende Weise: Der Mittelwert einer beliebigen ganzen rationalen 
Funktion f (F) des Operators F, insbesondere derjenige aller seiner Potenzen, 
ist gegeben bzw. definiert durch das Diagonalelement [/ (F)],.,. von f (F). Setzt 
man andererseits für die formale Bildung von [f (F)],.,. das Multiplikationsgesetz 
der Matrizen voraus, so kann man zeigen, daß durch die Angabe der [f (F)],.,. 
auch die Nichtdiagonalelemente F,.m von F im allgemeinen eindeutig bestimmt 
sind. 

Bei dem allgemeinen durch die Beziehung (151) ausgedrückten Zusammen
hang zwischen Matrizen und Operatoren wurde über die Funktionen u1 , u2 , ••• , 

u,., ... nur vorausgesetzt, daß sie ein vollständiges orthogonales System bilden. 
Es ist nützlich zu untersuchen, wie die Matrizen sich ändern, wenn man von 
diesem System zu einem neuen System v1 , v2 , ••• , v,., ... übergeht, welches 
gleichfalls die Eigenschaft der Orthogonalität und Vollständigkeit besitzt. Zu
nächst entspricht jeder der Funktionen Vm eine Entwicklung 

Vm=2;u .. s,.m mit s .. m=fu~[Sum]dq=fu~vmdq. 
(n) 

(157) 

Die Matrix S,.m definiert einen linearen Operator S, der jeder Funktion 
f = a1 • u1 + a2 • u2 + · · · die Funktion g = a1 v1 + a2 v2 +···mit den gleichen 
Entwicklungskoeffizienten im neuen System zuordnet. Dieses S hat also die 
Eigenschaft 

für alle f. Dieser Operator S ist aber von grundsätzlich anderer Art als die 
früher betrachteten HERMITEschen Operatoren F, die physikalischen Größen 
entsprechen können. Wir nennen S einen Transformationsoperator. Da gemäß 
der Vollständigkeitsrelation gilt 

Jv~vmdq = ~Sf"Skm• 
k 

1 Dieser Standpunkt ist entgegengesetzt dem anderen, daß jedem HERMITEschen 
Operator eine Größe oder "Observable" des Systems entspricht, und daß es immer einen 
direkten physikalischen Sinn haben soll, von der Wahrscheinlichkeit dafür zu sprechen, daß 
diese Größe F im betreffenden Zustand bestimmte Werte hat (vgl. hierzu Ziff. 9). 



134 Kap. 2. W. PAuLI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. 

drückt sich die Orthogonalität und Normierung der Vn darin aus, daß 

""" {0 für n=J=m, .,;;;.,5'tn5km = 
k 1 für n = m. 

Da aus fc..::;~akuk; g=Lakvk> folgt: Liaki2 = Jifi 2 dq = Jigi 2 dq, 
k 

auch äquivalent mit der Forderung, daß für alle f gelten soll 

also für zwei beliebige f, g 
f1Sfi 2 dq = fifi 2 dq, 

j(Sf)*(Sg) dq = jf*gdq. 

Ziff. 7. 

(158) 

ist dies 

(159) 

( 159') 

Der OperatorS ist also nicht hermitesch, sondern hat gemäß (159) die Eigen
schaft "längentreu" zu sein, wenn wir J II 12 dq als Maß für die "Länge" einer 
Funktion, allgemeiner fit- gi 2 dq als Maß für die "Entfernung" zweier Funk
tionen benutzen. Sollen ferner die Vn = (S un) ein vollständiges Funktionen
system bilden, so muß die Mannigfaltigkeit der S f mit derjenigen der f über
einstimmen. D. h. es muß auch der zu 5 inverse Operator5-1 für alle I existieren. 
Diese Vollständigkeit des Systems der v ist gleichbedeutend damit, daß die Un 
sich auch nach den Vn entwickeln lassen gemäß 

Um= LvnS;;!-n; 
(n) 

5;;}-n = f V~ [S- 1 Vm] dq = f V~U11, dq, ( 15 7') 

durch Vergleich mit (157) folgt 
(160) 

Es ist also (5) keine HERMITEsche Matrix, sondern die zu (S) hermitesch-kon
jugierte Matrix S, die aus S durch Übergang zum konjugiert-komplexen und 
Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, ist mit der zu S reziproken Matrix 
identisch: 

s- 1 = 5. 
In der Tat ist (158) wegen S'tn = Snk gleichbedeutend mit 

55=1, 

(161) 

(158') 

wenn (141 ') die Einheitsmatrix bedeutet. Die Vollständigkeit des Funktionen
systems Vn bedeutet nun aber, wie aus ( 15 7') durch Anwendung der Vollständig
keitsrelation hervorgeht, daß auch 

oder gemäß (160) 

{ 
für n =!= m, 

+(Si:,!)*S;r~ = ~ für n = m, 

. { 0 ~'Snk5!k = 1 
für n =!= m, 
für n=m, 

was in der Matrixschreibweise bedeutet 

SS =I. 

(162) 

(163) 

( 163') 

Es ist wichtig zu betonen, daß (163') noch keine Folge von (158') darstellt, 
sondern dann und nur dann aus (158') folgt, wenn der zu S inverse Operator S-1 

für alle f existiert. Ein Operator S heißt unitär, wenn er neben der Eigenschaft 
der Längentreue [Gleichung ( 159)] noch die der ausnahmslosen Existenz des rezi
proken Operators besitzt; entsprechend heißt eine Matrix 5 unitär, wenn sie die 
beiden Relationen (158'), (163') erfüllt. Die Transformationsoperatoren sind solche 
unitäre Operatoren. Durch Zusammensetzung (Multiplikation) zweier unitärer 
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Operatoren (Matrizen) entsteht offenbar wieder ein unitärer Operator (eine 
unitäre Matrix). 

Es ist vielleicht nützlich, die Analogie zu diesen Verhältnissen für Größen zu betonen, 
die nur endlich vieler, sagen wir NWerte, fähig sind. In diesem Fall besteht das vollstän
dige Funktionensystem aus N orthogonalen (komplexen) Vektoren uk(1), ud2), .. . , uk(N), 
worin statt der q die Werte q1 , ... , qN der betreffenden Größe eingesetzt sind. Ein ortho
gonales System von Vektoren in einem endlichdimensionalen Raum ist dann und nur dann 
vollständig, wenn die Anzahl p der Vektoren des Systems mit der Dimensionszahl N des 
Systems übereinstimmt. Der Fall, daß eine Matrix S die Relation 

SS= I 

erfüllt, während S S * I tritt also ein, wenn S keine quadratische Matrix, sondern eine 
rechteckige Matrix S,.m (n = 1, 2, ... , N; m = 1, 2, ... , p) ist, deren Spaltenzahl p kleiner 
ist als deren Zeilenzahl N. Es ist klar, daß dann SS nicht die Einheitsmatrix ist, und daß 

N 

die zur Abbildung S, welche den Vektor f(r) = ~akuk(r); r = 1, ... , N überführt in 
p k=l 

[Sf(r)] =~akvdr), reziproke Abbildung s-l dann und nur dann für alle f(r) existiert, wenn 
t=l - -

p = N ist. Die Forderung, daß neben SS = I auch SS = I gelten soll, ist hier gleichbedeutend 
damit, daß S eine quadratische Matrix sein soll. Bei Matrizen S mit unendlich vielen Zeilen 
und Kolonnen kann aber die Vollständigkeit nicht durch eine einfache Abzählung festgestellt 
werden, und deshalb tritt die ausnahmslose Existenz desReziproken als neue Forderung neben 
die Relation SS =I. 

Wir können jetzt die Frage beantworten, wie die zum Operator F gemäß 
(151) zugeordneten Matrizen sich ändern, wenn man vom Funktionssystem u~c 
zum System V1c übergeht. Man hat gemäß (157) für 

F~".= jv!(Fvm) dq, } 

F~". = ~ ~JStnutS1 mF(u1) dq, 
Tc l 

also wegen 
Fkl = JutF(u1)dq, } 

F;,rn= ~SfnFklSlm * 
k,l 

oder in Matrixschreibweise 
(F') = SFS = S- 1FS, 

was die Umkehrung zuläßt 
(F) = SF'S- 1 = SF'S. 

( 151') 

(164) 

(164) 

(164') 

Man verifiziert leicht, daß F' wieder eine HERMITEsche Matrix ist, sobald F es 
ist. In der Operatorsprache bedeutet offenbar (164): Wenn F die Funktion f 
in die Funktion g überführt, so führt F' die Funktion Sf in die Funktion Sg 
über. Bei dieser Auffassung ist aber das "Koordinatensystem" der u1 .•. un 
fest gedacht und der Operator verändert, während wir davon ausgegangen 
waren, den Operator F fest zu lassen und das Koordinatensystem zu ändern. 

Die fundamentalen V.-R. (103) für die Operatoren p,., q1 gehen offenbar in 
entsprechende Matrizengleichungen über, wenn man die Funktionen f, auf 
welche diese Operatoren wirken, ersetzt durch die Folgen a1 , a2 , •.• , an, ... 
ihrer Entwicklungskoeffizienten nach einem beliebigen vollständigen Orthogonal
system v1 , v2 , ••• , Vn, •••• In der Tat bleiben diese V.-R. offenbar invariant 
gegenüber beliebigen unitären Transformationen der Form (164). 

Nunmehr können wir die speziellen Eigenfunktionen u1 , u2 , ••• , die der 
Gleichung · 

Hu=Eu 

* Bei dieser Ableitung haben wir von Konvergenzfragen abgesehen. Die Frage der 
Konvergenz der in (164} auftretenden Summationen ist im allgemeinen eine komplizierte. 
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genügen und den stationären Zuständen unseres Systems mit dem Rarnilton
operator H entsprechen, ~ehr einfach charakterisieren. Es sind diejenigen ortho
gonalen und normierten Funktionen u, für welche die gemäß (151) definierte 
Matrix der Hamittonfunktion (Energie) 

(Hnm) = J U~ (Hum) dq 
eine Diagonalmatrix wird : 

{
0 für H -

nm- En für 
n =!= m, 
n=m. 

(165) 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses kann man das Problem der Bestimmung der Eigen
werte En der Energie und der Matrizen p~~m• p~~rn auch ohne Kenntnis der Wellen
gleichung formulieren. Man schreibe erst die V.-R. mit Hilfe der Regel für die 
Multiplikation der Matrizen hin, sodann die Forderung, daß die Energienmatrix 
mit Hilfe eben dieser Regel durch die Matrixelemente der p(k) und q(k) ausgedrückt, 
eine Diagonalmatrix werden soll. Man erhält auf diese Weise unendlich viele 
Gleichungen zur Bestimmung der Matrixelemente der p und q sowie der Eigen
werte der Energie. Dies war der Ansatz der "Matrizenmechanik" HEISENBERGs, 
die historisch vor Aufstellung der Wellengleichung entstanden istl. Die prak
tische Auflösung dieser Gleichungen gelingt nur in wenigen Fällen, z. B. eeim 
harmonischen Oszillator. Im Falle des Wasserstoffatoms ist es eben noch mög
lich, die Energiewerte zu erhalten, die Ermittlung der Matrixelemente der p 
und q selbst gelingt nicht mehr. Es hängt dies damit zusammen, daß hier auch 
ein kontinuierliches Spektrum vorhanden ist, in welchem Falle die Matrix
rechnung sehr unübersichtlich wird. Wir kommen auf diesen Punkt sogleich 
zurück. Die Matrixrechnung ist dagegen oft bequem, wenn es sich um Teil
räume von endlicher Dimensionszahl handelt. Solche Teilräume treten z. B. 
bei entarteten Systemen auf, d. h. wenn zu einem bestimmten Energiewert 
mehrere, sagen wir g Zustände gehören. In diesem Fall kann man innerhalb 
des betreffenden g-dimensionalen Teilzustandsraumes noch eine beliebige uni
täre Transformation der Matrizen gemäß (164) vornehmen, ohne daß die zu 
lösenden Gleichungen verletzt werden, da in diesem Teilraum die Energiematrix 
gleich der mit der festen Zahl E multiplizierten Einheitsmatrix wird, was l::ei 
den betrachteten Transformationen erhalten bleibt. In der Wellenmechanik 
entspricht dem die Möglichkeit, die zu E gehörigen orthogonal und normiert 
gedachten Eigenfunktionen u1 , ... , Ug gemäß 

g 

u;,.= ~u,.Snm 
n=l 

(m=1,2, ... ,g) 

zu transformieren. Ist nämlich hierin S speziell eine unitäre g-reihige (quadra
tische) Matrix, so bleibt die Orthogonalität des Funktionensystems bei dieser 
Transformation erhalten. In der Matrixfassung kann das Eigenwertproblem 
auch noch ein wenig anders formuliert werden. Man setze für die p1 , qk irgend
welche Matrizen ein, welche die V.-R. erfüllen (sie können wellenmechanisch 
irgendeinem orthogonalen Funktionensystem entsprechen). Durch Anwendung 
der Multiplikationsregel der Matrizen erhält man dann für die Energie eine 
gewisse HERMITEsche Matrix Hmn· Die Aufgabe besteht dann darin, diese 
unitär auf Diagonalform zu bringen, d. h. die unendlich vielen linearen Glei
chungen S- 1 HS=E 
oder HS =SE; ~HnmSm= SnE (166) 

m 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925. 
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für jedes mögliche E zu lösen. Die Bedingung, daß S unitär ist, verlangt für 
die Koeffizienten die Normierung 

21Snl2 = 1. (166') 
n 

Für jeden möglichen Wert Ef! von E erhält man so ein Koeffizientensystem Sn,Q 
und es ist leicht zu sehen, daß dieses auf Grund von (148') von selbst unitär 
wird, falls H hermitesch ist. Auch diese Gleichungssysteme sind im allgemeinen 
praktisch nicht lösbar, wir werden jedoch sehen, daß sie in der Störungstheorie 
praktisch brauchbar werden1. 

Wir besprechen nunmehr die Verallgemeinerung dieser Resultate für kon
tinuierliche Spektren, und zwar ohne Rücksicht auf Konvergenzfragen. Sind 
die Eigenfunktionen u in bezug auf den Parameter ). oder auf die Parameter 
).1 , ... normiert, so können wir analog zu (151) bilden 

Fu;.""' Ju;.·Fn.d}.'; F;:;. = Ju!-(Fu;.) dq. (151') 

In den F;.·;.. und sogar schon in den u selbst können dann aber die durch (145) 
und (147) definierten 15-Symbole vorkommen. Z. B. kann man für die J. die 
Zahlenwerte der q, für die u die 15- Funktionen wählen Uq• (q) = 15 (q - q'), 
worin t5 (q - q') als Abkürzung für 15 (q1 - c(J) 15 (q2 - q~) ... 15 (q1 - qj) steht. 
Denn es ist dann 

Jut(q)uq"(q) dq = jl5(q- q')15(q- q") dq = t5(q'- q"); 

die Matrix der q wird 

oder 
qk(q'q") = jl5(q -q')qkl5 (q- q'') dq 

qk (q' q") = q~l5 (q'- q'')' 
ebenso 

Pk (q', q'') = J ~5 (q- q') ~ a~k 15 (q- q'') dq 

( , ") nSI.,(' ") Pk q , q = T uk. q - q , 
oder 

wenn der letztere Ausdruck als Abkürzung für 

!5(ift- qn ... 15(1&-~- q't-1)15'(q~- q'{)l5(q~+~- q't+t) ... 15(q;- q'f) 

gesetzt ist. Man bestätigt die formale Gültigkeit von 

j [Pk (q', q''') qk (q"', q") - qk (q', q"')Pk (q"', q'')] dq"' = ~ 15 (q'- q''). 

(167) 

(167') 

In Wirklichkeit haben alle diese Symbole erst Sinn, wenn vorher mit beliebigen 
Funktionen I* und g von q' und q" multipliziert und integriert ist, z. B. 

q~ q'/ q2 

j j I* (q') qk (q', q'') g (q'') dq' dq" = f I* (q) qkg (q) dq, 
q{ q'( ql 

wenn (q1 , q2) das den Intervallen (q{, q~); (q'{, q'2) gemeinsame Teilintervall dar
stellt. 

Ebenso gibt es formal analog zu ( 15 7) die Transformation von einem voll
ständigen System u;. zu einem anderen v,. gemäß 

mit 
v(!L; q) = ju(J.; q)S(I.,fL)dJ. 

S(J.,p.) = Ju*(l.; q)v(fL; q)dq, (157') 

1 Vgl. M. BoRN, P. JoRDAN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 35. S. 557. 1926. 
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worin S(J., p,) eine unitäre Matrix ist, die den zu (158) und (163) analogen Be
dingungen genügt 

j S* (J., p,) S (J., p,') dJ. = 15 (p, - p,'), 

j S (J., p,) S* (J.', p,) d p, = 15 (X- },) . 

Die Transformationsformel, die analog ist zu (164), lautet 

F (p,; p,') = j S* (J., p,) F (J., A') S (J.', p,') d J. dA'. 

( 158") 

( 163") 

( 164') 

Von besonderem Interesse ist der Fall, daß ein Index diskret, der andere kon
tinuierlich ist. Dann haben wir 

vn(q) = ju(J.; q)Sn(A) dJ.; 

Sn(A) = ju*(J.; q)vn(q) dq, 

u (J.; q) = 2:v: (q) s~ (J.), 
n 

j s: (J.) Sm (J.) dA = 15n,m; 2,' Sn (J.) s: (J.') = 15 (J. - A'), 
n 

(15n,m= 0 für n =J= m; 15n,m= 1 für n = m) 

(168) 

(169) 

(170) 

F",rn = jS;(J.)F(J., J.')Sm(l') dldA'; F(J., A') = 2:S"(J.)F11 ,",S,~,(J.'). (171) 
n,m 

Diese Formeln werden besonders einfach, wenn wir für u (J., q) speziell das 
System Uq• (q) = 15 (q- q') einsetzen. Dann wird offenbar 

Sn(q') = jl5(q- q')vn(q) dq = Vn(q'), (169') 

jv:(q)vm(q)dq=l5",m; 2:vn(q)v~(q')=l5(q-q'), (170') 
n 

Fn,m= jv:(q)F(q,q')vm(q')dqdq'; F(q,q') =2:vn(q)F11 , 111 1J;,(q'). (171') 
n,m 

Wir erhalten als wichtigstes Resultat, daß die Eigenfunktionen Vn (q) selbst als 
spezielle Transformationsfunktionen erscheinen, diejenigen von dem System 
15 (q- q') auf das System Vn (q) selbst. Wählen wir speziell für die Vn (q) solche Un (q), 
die einen bestimmten Hamiltonoperator H auf Diagonalform Hn,m = Enl5n,rn 
bringen, so können wir sagen, daß gemäß (169') die un(q) die Transformations
funktionen vom Operator q auf den Operator H sind. Denn q wird durch das 
System 15 (q - q'), H d 1rch das System Un (q) auf Diagonalform gebracht. Was 
die zweiten Relationen (170') betrifft, so sind sie nur ein anderer, symbolischer 
Ausdruck der Vollständigkeitsrelation. Durch Integration kommen wir nämlich 
für zwei beliebige Funktionen f, g zur "wirklichen" Gleichung 

2,'j f* (q) Vn (q) dq • J g (q') v; (q') dq' = J f* g dq, 
n 

die mit der Vollständigkeitsrelation (134') genau übereinstimmt. Insbesondere 
ist sie richtig, wenn f und g innerhalb eines bestimmten Gebietes (nicht not
wendig desselben Gebietes) gleich 1 sind und außerhalb des Gebietes verschwinden. 

8. Die allgemeine Form des Bewegungsgesetzes. Während wir als Grund
lage der Matrizenmechanik neben den V.-R. noch die Vorschrift eingeführt haben, 
daß die Energiematrix auf Diagonalform sein soll 

Hn,rn = Enl5n,m• (165) 

hat REISENBERG noch eine weitere Bestimmung hinzugefügt, welche die Ab
hängigkeit der Matrixelemente von der Zeit betrifft. Er setzte fest, daß das 
Matrixelement einer jeden die Zeit nicht explizite enthaltenen Größe in Ab
hängigkeit von der Zeit gegeben sein soll durch 

i. 
F () - F ( ) h u," -R,.)t. n,m t -- n,m 0 e (172) 
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oder mit Einführung der unitären Diagonalmatrix 
i 

() .i hEnt 
Un,m t = u11,me , 

F(t) = U(t}F(o) u- 1 (t) = U(t)F(o) fl(t). 

139 

(173) 

(174) 

Falls der Hamiltonoperator die Zeit nicht explizite enthält, ergibt die Anwen
dung von (174) auf F = H, daß (165) für alle t bestehen bleibt. Die Relation 
(172) kann man auch ersetzen durch die Differentialgleichung 

'Ii . 
-.-F,. m = F,. m(E,.- Em) z • ' (175) 

oder 
'Ii • 
--;F= HF-FH, (176) 

wenn unter H speziell die Diagonalmatrix (165) verstanden wird. Vermöge (165) 
folgt aus (176) die Form (172) zurück1• 

Die Relation ( 172) bedeutet nichts anderes, als daß in der Relation ( 1 51) 
zur Berechnung der Matrixelemente statt der u,. die Funktionen 

-~E .. t 
tp,.(t) = u,.en (177) 

eingeführt werden, die der Wellengleichung 

'Ii • H - --;"Pn= "Pn 
genügen. Denn dann ist 

F f * (F ) d ~ (Ek-En)tf * (F ) d * (Ek-E,.)t ( ) kn = 1Jlk 1Jln q = e uk u,. q = e Fk,n 0 . 

Wir können nun diesen Sachverhalt verallgemeinern, indem wir ein be
liebiges Orthogonalsystem cp,. als Basis der Matrizen einführen, ohne daß dieses 
notwendig die spezielle Gestalt (177) besitzt, indem wir aber die wesentliche 
Forderung aufstellen, daß alle diese cp,.(t) der Wellengleichung 

'Ii . H 
- -c- cp,. = cp,. z (178) 

genügen sollen. Zunächst folgt aus der Tatsache, daß für alle Lösungen von (178) 
jtp*1pdV zeitlich konstant ist, durch Anwendung. auf die Lösung c,.cp,. + Cmf{Jm 
für beliebige c,., cm, ... , daß 

:~~ cp:cpmdV = 0 (179) 

ist, d. h. daß die Orthogonalität und Normierung 
Lauf der Zeit bestehen bleibt. Sodann folgt aus 

des Funktionensystems im 

Fn,m = J cp~ (Fcpm) dq (180) 

durch Differentiation, die für jeden HERMITEschen, die Zeit nicht explizite ent
haltenden Operator F gültige Relation 

'Ii • f --;Fn,m= [(Hcp,.)*(Fcpm)- cp:(FHcpm)Jdq, 

= f[cp:(HFcpm)- cp::O(FHcpm)]dq, 

=(HF- FH)n,m• 

1 Gegenüber den älteren Darstellungen der Matrixmechanik sei betont, daß ( 176) 
keine Folge von (165) ist, es sei denn, daß (172) als besonderes Postulat vorausgesetzt wird. 
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also wieder die Gleichung ( 176) 

!F=HF-FH, 
~ 

Ziff. 8. 

(176) 

diesmal ohne spezielle Voraussetzung über die Matrizen. Vermöge dieser Regel 
bleibt jedes (miteinander verträgliche und die Zeit nicht explizite enthaltende) 
System von V.-R. im Lauf der Zeit bestehen, wenn es für t = 0 erfüllt war1• 

Nun führen wir (die bisher nicht notwendige) Voraussetzung ein, daß auch H 
die Zeit nicht explizite enthält. Dann ist vermöge (176) H von der Zeit unab
hängig. Also gibt es ein von der Zeit unabhängiges unitäres S, welches H auf 
Diagonalform bringt 

s- 1 HS = E. 

Es ist dasselbe S, welches gemäß 

"Pm= L 'PnSn,m 
n 

die 'Pn auf die spezielle Form der durch (177) gegebenen 1Jln bringt. Durch Vm
!:_Et 

transformieren erhalten wir dann aus (173) und (174), wenn wir unteren die 
i 

Diagonalmatrix /Jn,mehE,.t verstehen, mit diesem S 

F(t) = U(t)F(O}U- 1 (t) (177) 
mit 

!:._ Et 
U =Sen S- 1 

Hierin ist offenbar V unitär, da es durch Multiplikation unitärer Matrizen ent
steht. Wegen 

SES- 1 = H 
kann man auch schreiben 

.!:_Ht ~1(i )n ( it )N 
U(t) =en = ..::;;..n! --,;Ht = ~~"" 1 + NnH . 

n=O 

(175) 

Dies folgt auch direkt aus (176) ohne Bezugnahme auf die Diagonaldarstellung 
von E. Wir beweisen ferner, daß V, falls alle Potenzen von H für alle f zugleich 
existieren, unitär ist. Zunächst ist 

insbesondere 
U(t1) U(t2) = U (t1 + t2) 

U(t)U(-t) = U(o} =1, 
- !:._ Ht 

u- 1 (t) = U(- t) = e n. , 

(176) 

I In der älteren Literatur über Quantenmechanik findet sich an Stelle von ( 176) oft 
die Operatorgleichung 

Ii 
Hf - tH = -,-I, 

t 

die aus ( 176) formal durch Einsetzen von t für F entsteht. Es ist indessen im allgemeinen 
nicht möglich, einen HERMITEschen Operator (z. B. als Funktion der p und q) zu konstruieren, 
der diese Gleichung erfüllt. Dies ergibt sich schon daraus, daß aus der angeschriebenen V.-R. 
gefolgert werden kann, daß H kontinuierlich alle Eigenwerte von -00 bis +oo besitzt (vgl. 
DrRAC, Quantenmechanik, S. 34 u. 56), während doch andererseits diskrete Eigenwerte von H 
vorkommen können. Wir schließen also, daß auf die Einführung eines Operators t grund
sätzlich verzichtet und die Zeittin der Wellenmechanik notwendig als gewöhnliche Zahl ("c-Zahl") 
betrachtet werden muß (vgl. hierzu auch E. ScHRÖDINGER, Berl. Ber. 1931, S. 238). 
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wenn also U( -t) für dieselbe Funktionenmenge existiert wie U(t), ist die Be
dingung der Existenz des Inversen erfüllt. Sodann zeigt man, durch sukzessive 
Anwendung von 

j g* (Hnl) dq = j (Hng)* I dq 

für alle Potenzen (H)n von H, daß 

f g* (UI) dq = f (U-1g)* I dq' 

also insbesondere für g = Ul 

f ( u I)* ( u I) d q = f I* I d q , 

d. h. die Längentreue von U. Es genügt U der Differentialgleichung 
i . i . 

Ti U = HU; also T U- 1 = - U- 1 H, (177) 

womit man dann vermöge (174) leicht (176) verifiziert. Was die Bedeutung 
von Ul betrifft, so soll U, angewandt auf die Entwicklungskoeffizienten von I 
nach dem festen System cp1 (0), cp2 (0), ... 

diese in an (t) = :Z: U n,m (t) am (0) überführen. Man kann aber auch speziell das 
m 

System o (q - q') für die f[Jk (0) wählen. Dann führt U direkt die Funktion 1 (0) 
in I (t) über, so daß I der Wellengleichung genügt und für t = 0 mit der willkür
lichen Funktion I übereinstimmt. 

l(q, t) = U(t)l(q, o) = jU(q, q'; t)f(q',o) dq', (178) 

U (q, q'; o) = o (q- q'); --:- :t U(q, q'; t) = HV(q, q'; t). (179) 

Die Längentreue von U folgt unmittelbar aus der Kontinuitätsgleichung und ist 
gleichbedeutend mit 

ferner muß gelten 
f U (q, q'; t) U* (q, q"; t) dq = o (q'- q''), (180) 

U*(q',q; t) = U(q, q'; -t) = U- 1 (q, q'; t) 
und allgemein 

f u ( q' q' ; t2) u ( q'' q" ; t1) d q' = u ( q' q"; tl + t2) . 

(181) 

(182) 

Wir erkennen diese Funktion U als eine Verallgemeinerung der in Ziff. 2, Glei
chung (60) 

in: 1 /~ im (q-q')' 

U(q, q'; t) = U(q- q'; t) = e -4 V 2:h ;t eiti -t-

für den eindimensional bewegten kräftefreien Massenpunkt eingeführten Funktion, 
aus der durch Produktbildung gemäß (61) die U-Funktion für den dreidimensional 
bewegten kräftefreien Massenpunkt und analog auch für eine beliebige Zahl von 
Massenpunkten folgt. Für nicht kräftefreie Massenpunkte wird U im allgemeinen 
nicht nur von der Differenz (q - q') der Koordinaten abhängen und im allgemeinen 
nur auf dem Umweg über die Eigenlösungen Un (q) konstruierbar sein. Denn es ist 

__ i_Ent 
U(q,q'; t) =:Z:u!(q')e 1' Un(q), (183) 

n 

* Die Verallgemeinerung dieser Beziehung für ein kontinuierliches Eigenwertspektrum 
ist evident. 
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da dann gemäß (170') die Bedingungen (179) erfüllt sind. Die Eigenfunktionen Un 

sind charakterisiert durch 
- .i_Ent 

Uun = e n. u: (184) 

Die Existenz eines unitären U von der besprochenen Art muß aber als physi
kalisch notwendig postuliert werden. Denn sie besagt nur, daß die Wellen
gleichung für eine beliebige Anfangsfunktion f (q, 0) lösbar und zur Zeit t eine 
jede Funktion f(q, t) auch erreichbar sein soll. Letzteres besagt dasselbe, wie 
daß man jede Funktion von der Zeit t an mit Hilfe der Wellengleichung auch 
durch die Zeit zurückverfolgen kann. 

Mit diesem Sachverhalt hängt das Problem der Eigenwertdarstellung HERMITEscher 
Operatoren, das in Gleichung (III'), S. 130, exakt formuliert wurde, zusammen. Zunächst 
muß der Definitionsbereich des Operators Hin der Mannigfaltigkeit der Funktion f, für die 
{lfl 2 dq existiert, noch näher untersucht werden. Man wird offenbar nicht verlangen, daß 
Hf überall sinnvoll ist, da dies z. B. schon für den Operator der Multiplikation mit einem q 
nicht mehr zutrifft (es wird J q2 j f j 2 dq nicht für alle f existieren). Man kann aber verlangen, 
daß die Menge der Funktionen, für die Hf sinnvoll ist, überall dicht liegt, d. h. zu jedem f, 
soll'es ein g mit sinnvollem Hg geben, so daß außerdem J I f - g j2 d q beliebig klein ist. Außer
dem ist die lineare Abgeschlossenheit von H zu verlangen, d. h. aus lim [II- 1Nj2 dq = 0 

J ~~ 

und lim IF- H/Nj 2 dq = 0, soll Hf= F folgen. 
N-+oo 
In eingehenden Untersuchungen über solche HERMITEsche Operatoren hat J. v. NEu

MANN1 das merkwürdige Resultat gefunden, daß nicht alle derartigen Operatoren eine Eigen
wertdarstellungvon der Form (III') zulassen. Vielmehr ist für die Möglichkeit einer solchen 
Darstellung die Zurückführbarkeit von H auf einen unitären Operator U erforderlich, und 
zwar ist diese notwendig und hinreichend für die Existenz des Eigenwertspektrums. Ein 
unitärer Operator U läßt nämlich ausnahmslos eine Eigenwertdarstellung zu, welche die zu 
(III') analoge Form 

2n 

(Uf) = fe'Ed(PEf) {185) 
0 

hat2• Hierin sind die PE und PE- PE• wieder Projektionsoperatoren mit den Eigenschaften 
(I), (II). Die Eigenwerte eines unitären Operators haben übrigens immer den Betrag 1. Für 
unitäre Operatoren mit der Eigenschaft ( 1 76) kann die Eigenwertdarstellung sogar simultan 
für alle t umgeschrieben werden in der Form 

+oo .E 

U(t)f = Je-•lltd(PEf)... (185') 
-oo 

Zum Zwecke der Zurückführung von H auf ein unitäres U betrachtet NEUMANN speziell 
den Operator 

U= 1 +iH 
1- iH' 

wobei es dann darauf ankommt, daß dieses Uüberall sinnvoll ist. Diese spezielle Wahl von U 
dürfte wohl nicht wesentlich sein, es genügt z. B. auch die 

U(t) = lim 1 + ""tNH ( 
't )N 

N-+~ ,. 

zu betrachten, die der physikalischen Interpretation näherliegen 3. 

Nun hat sich, wie erwähnt, gezeigt, daß ein Ausnahmeoperator H existiert, der sich 
auf diese Weise nicht zu einem unitären fortsetzen läßt. Er soll hier kurz besprochen werden, 

1 J. v. NEUMANN, Math. Ann. Bd. 102, S. 49, 370. 1929; Journ. f. reine u. angew. 
Math. Bd. 161, S. 208. 1929, ferner M. H. STONE, Proc. Nat. Ac. Bd. 15, S. 198 u. 423. 1929. 

2 Außer den unter 1 zitierten Arbeiten vgl. A. WINTNER, Math. ZS. Bd. 30, S. 228. 
1929 sowie das Buch dieses Autors: Spektraltheorie der unendlichen Matrizen. Leipzig 1929. 

s Vgl. hierzu auch H. WEYL, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 1. 1927, und dessen Buch, Gruppen
theorie u. Quantenmechanik, 2. Aufl., bes. S. 36. Leipzig 1931. 
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da er keineswegs besonders "pathologisch" ist, sondern in einfacher Weise physikalisch 
interpretiert werden kann. Man betrachtet einen Massenpunkt, der längs der x-Achse be
weglich ist (eindimensionales Problem), der aber bei x = 0 von einer Wand vollkommen 
elastisch reflektiert wird, so daß ihm nur der Halbraum x > 0 zur Verfügung steht. D. h. 
man betrachte diejenigen Funktionen I als zugelassen, die für 0 < x < oo definiert sind, 

für die ji I ]2 dx existiert und die außerdem für x = 0 verschwinden I(O) = 0. In diesem 

k · -= . n ° . 1 . H h 0 t ( . t . K Fun honenraum 1st v p", = v 7 Cfx em zu äss1ger ERMITEsc er pera or v 1s eme on-

staute von der Dimension einer Geschwindigkeit, damit v p", die Dimension einer Energie 
hat), denn erstens ist sein Anwendungsbereich überall dicht, zweitens erfüllt er wegen I (0) = 0 
die Hermitizitätsbedingung. Es ist nämlich 

lg*(p"'l)dx- r(p"'g)*fdx = /g*]:;' = 0. 

0 ö 
Für diesen Operator existiert aber in dem betrachteten Raum keine Eigenwertdarstellung! 
Dies wird offenbar, wenn wir die Lösungen der Gleichung 

'Ii OlfJ !t OlfJ o1fJ OlfJ 
--;:8t=vp"''P=-;:vox oder 8t-=-vox 

betrachten; diese sind von der Form 

lp (x, t) = f (x - v t) • (186) 

Dies ist überdies im Zeitintervall 0 < t < r nur dann eine Lösung, wenn für alle t dieses 
Intervalles für x = 0 I= 0 ist. Es muß also /(~) für -vr ~ ~ < oo definiert sein und 
es muß außerdem gelten 

I(~)= 0 für -VT < ~ < 0, (186') 
d. h. 

lp(x,r) = 0 für 0 < x < vr; lp(x,r) = f(x- tl) für vr < x < oo. (186") 

In der Tat ist nur, wenn (186") erfüllt ist, vermöge~(186) 
00 00 

JilfJ(x,r)i2dx = filfJ(x,O)i2dx. 

0 0 

Die Abbildung U, welche die f (x) in die durch ( 186") definierten lp (x, r) überführt, ist zwar 
längentreu, aber nicht unitär. Denn die Mannigfaltigkeit der 'P (x, r) ist kleiner als die Mannig
faltigkeit der f (x) oder was dasselbe ist, der zu U universe Operator U- 1 existiert nicht für 
alle f(x), sondern nur für diejenigen f(x), die im Intervall O:C:::x<vr verschwinden; für die 
übrigen f existiert keine Lösung der Wellengleichung im Intervall -r < t < 0. Damit 
die N ersten Potenzen von Px im betrachteten Raum gleichzeitig sinnvoll sind, muß die 
ursprüngliche Funktion f um so mehr modifiziert werden, je größer N ist. Ein solcher Ope
rator wäre offenbar unzulässig als Hamiltonfunktion. Der Operator o 2 jox 2 zeigt dagegen 
in dem von uns betrachteten Raum ein normales Verhalten und hat die Eigenfunktionen 
sinkx; ebenso natürlich der Operator nji ojox im gewöhnlichen Raum -00 <X< + 00. 

Ganz wie der Operator nfi ofox im Halbraum verhält sich der radiale Impulsoperator 
n o 

Pr! = i~- 0 r (r f) im gewöhnlichen Raum. Er ist hermitesch, aber seine Matrizen können nicht 

auf Diagonalform gebracht werden. Wohl aber ist dies möglich für den in der Rarnilton

funktion auftretenden Operator Pr2t = - n2 _1_ ~22 (r f) mit den Eigenfunktionen sinkrfr. 
r ur 

9. Bestimmung des stationären Zustandes eines Systems durch Messung. 
Allgemeine Diskussion des Messungsbegriffs. Bevor wir auf die allgemeine 
Diskussion des Verhaltens von Systemen gegenüber äußeren Störungen ein
gehen, soll an Hand einiger typischer Beispiele angegeben werden, in welcher 
Weise die Feststellung eines stationären Zustandes eines Systems durch Messung, 
d. h. durch geeignete äußere Einwirkung erfolgen kann. Hierbei ist wesentlich, 
zu beachten, daß ein System, selbst wenn es nach außen abgeschlossen ist, sich 
nicht notwendig in einem stationären Zustand befinden muß oder, was dasselbe 
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ist, nicht notwendig einen einzigen Wert seiner Energie mit Sicherheit besitzen 
muß. Der allgemeinste Zustand des Systems war ja vielmehr gegeben durch 

(187) 
n 

mit zeitunabhängigen, aber sonst willkürlichen Koeffizienten Cn (0). (Falls ein 
kontinuierliches Eigenwertspektrum vorhanden ist, muß die Summe durch ein 
Integral ersetzt werden.) Im allgerneinen Fall wird erst durch den Messungs
apparat der stationäre Zustand des Systems erzeugt. Wir haben nun zu unter
suchen, wie dieser Vorgang durch den mathematischen Formalismus der Wellen
mechanik dargestellt wird. Dabei wird sich als Hauptresultat eine einfache 
statistische Deutung für die Koeffizienten Cn ergeben. 

Die einfachste Weise zur Untersuchung des Zustandes eines Systems (Atoms 
oder Moleküls) besteht darin, es in ein äußeres Kraftfeld zu bringen, auf welches 
Systeme in verschiedenen Zuständen verschieden reagieren. Bedeutet Q die 
Koordinate des Schwerpunktes des Moleküls oder Atoms, so kann zunächst 
eine beliebige Funktion "P(q, Q, t) in der Form geschrieben werden 

1p(q, Q; t) = 'J:,cn(Q, t)un(q,Q). 
n 

Hierin bedeuten q die Koordinaten der Teilchen des Systems relativ zu dessen 
Schwerpunkt, Un (q, Q) die Eigenfunktionen mit den Energiewerten En (Q), die 
zu den betreffenden Funktionen (jjk (q, Q) und V (q, Q) der äußeren Potentiale 
gehören und die zu (97) analogen Gleichungen erfüllen 

N 3 

- ~ 2 :<•I ~ [ (a:~~ - i;~~ (jjk (x<a) + Q)) 2 + V(a) (x(a) + Q) +V (q1, ... , qt)] Un (q, Q) 
a~1 k=l 

= En(Q)un. 
In diesen fungiert Q als äußerer Parameter. Wenn die äußeren Felder nur wenig 
innerhalb der Ausdehnung des Systems variieren, können (jjk (x(a) + Q) und 
v<aJ(x<aJ + Q) in eine Reihe entwickelt werden, die schon nach wenigen Termen, 
meistens sogar nach dem ersten Term, abgebrochen werden kann. 

:3 

(jjk (xCa) + Q) = (jjk(Q) + ~ ~~: x;a1 + · .. 
1=1 

3 

v<a) (x(a) + Q) = v<a) (Q) + ~ 8 v<•l xia) + ... 
..:::... oQz 
1=1 

Aus der gesamten Wellengleichung für 1p folgen dann für die cn(Q, t), abgesehen 
von hier fortgelassenen Zusatzgliedern, Wellengleichungen von der Form 

3 n oc,. n2 ~ fJ2c,. 
- tBt =-2M..:::_. BQ/· + En(Q)cn · 

1=1 

(188) 

Die physikalische Bedeutung dieser Wellengleichung ist die, daß der vom Ort 
des Systemschwerpunktes abhängige Eigenwert der inneren Energie des Systems 
einfach als potentielle Energie für die Schwerpunktsbewegung des ganzen Systems 
erscheint. 

Was die Natur der fortgelassenen Zusatzglieder betrifft, dieinZiff.11, S.162 
u. 163 noch näher diskutiert werden, so verhindern sie die Separierbarkeit der 
Wellengleichung nach den cn, indem sie von allen cn und ihren ersten Ableitungen 
abhängen. Ihre Wirkung ist klein, falls die Bewegung des Systems eine so lang-
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same ist, daß während der Zeit T = E ~ E die mittlere Ortsänderung 

A Q = Q (t + -r) - Q (t) des Systems die Bedingu~g 

~~,. AQ~En- Em (189) 

erfüllt. Eine besondere Vorsicht ist am Platze, wenn bei Abwesenheit des äußeren 
Kraftfeldes der betreffende Zustand des Systems entartet ist, so daß gewisse 
Energiedifferenzen (En - Em) der Intensität des äußeren Feldes proportional 
sind. Auch in diesem Fall ist die Ungleichung (189} die Bedingung der An
wendbarkeit der Wellengleichung (188). 

Wellengleichungen von diesem Typus bilden die Grundlage für alle Ver
suche, die Ablenkungen von Molekularstrahlen in äußeren Kraftfeldern betreffen. 
Um einen Fall zu haben, wo keine Entartung bei Anwesenheit des äußeren 
Kraftfeldes vorhanden ist, kann man zunächst an verschiedene Anregungs
zustände denken, die zum Gesamtdrehimpuls Null des Systems gehören und 
die durch ein äußeres elektrisches Feld getrennt werden sollen. Ist F die elek
trische Feldstärke am Ort Q, so wird hier im allgemeinen En (Q) die Form an
nehmen 

En(Q} =- lX; F2(Q), (190) 

worin 1Xn, ••• , 1Xm, ••• die Werte der elektrischen Polarisierbarkeit des Atoms 
oder Moleküls in den Zuständen n, m, . . . bedeuten. 

Bei der ursprünglichen Form des von STERN und GERLACH ausgeführten 
Molekularstrahlexperiments, bei welcher nicht verschiedene Anregungszustände 
des Atoms, sondern Zustände mit verschiedenen Richtungen seines Impuls
momentes getrennt werden, sind die Energien der betrachteten Zustände ge-
geben durch Em = Eo + fiom, (191) 

worin m die von -j bis +i laufende (halb- oder ganzzahlige) magnetische 
Quantenzahl und die zur äußeren magnetischen Feldstärke H proportionale 
Größe o gleich ist der mit einem Zahlenfaktor g (dem sog. LANDEschen Aufspal
tungsfaktor) multiplizierten Larmorfrequenzl: 

eH 
0 = g-. (192) 

2m0 c 

Die Bedingung (189) sagt hier aus, daß die Werte der Komponenten von H 
nach drei raumfesten Richtungen am Ort des Atoms sich im Laufe der Zeit 1/o 
relativ nur wenig ändern dürfen. 

Wir können nun unter Zugrundelegung der Wellengleichung (188) disku
tieren, unter welchen Umständen die Strahlen, die zu den Zuständen n und m 
gehören, durch das äußere Kraftfeld räumlich getrennt werden. Wir denken 
uns einen zylindrischen Strahl von der Querdimension d in der x-Richtung 
laufen. Gemäß (82) bewegt sich ja der Mittelpunkt eines Wellenpaketes längs 
einer zur Potentialfunktion En (Q) gehörigen klassischen Bahn, und gemäß (84), 
(85) und der Unbestimmtheitsrelation verändert sich die Ausdehnung eines 
solchen Wellenpaketes entsprechend dem notwendigen Vorhandensein eines An-

fangsimpulses von mindestens Pv"" ; in der Querrichtung zum Strahl. Diesen 

kann man sich auch entstanden denken durch Beugung des Strahles beim Durch-

1 Die Larmorfrequenz ist hier als Kreisfrequenz gemessen, also gegenüber der sonst 
öfters üblichen Schreibweise mit 2n multipliziert. Ferner ist zu bemerken, daß auch bei 
Berücksichtigung des Elektronenspins (vgl. Ziff. 13) die Wellengleichung (188) unter den 
angegebenen Bedingungen bestehen bleibt. 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV/1. 10 
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gang durch ihn begrenzende Blenden der Dimension d. Wir werden nun zu 
berechnen haben, einerseits die Ablenkungen y11 , ••• , Ym, ... des Strahles durch 
das Kraftfeld in der y-Richtung im Laufe der Zeit t, die den Zuständen n, m, ... 
entsprechen. Andererseits die Verbreiterung LI y des Strahles in der Querrich
tung durch den genannten Beugungseffekt in derselben Zeit t. Um zwei deut
lich getrennte Strahlen zu erhalten, muß gelten 

Yn-Ym:;}>Liy. {193) 
Nun ist 

also ergibt die Bedingung ( 193) 

{) (E,.- Em) t Ii . -ag-.- :;}> d' d {) (EäQ.Em) t :;}> Ii . 

Die zur Energiedifferenz (En - Em) gehörige Frequenz v11,m beträgt 

E,.-Em 
'Pn,m= --h-

(194) 

(195) 

Bezeichnen wir sodann mit tJf = d 88~. die Variation einer Größe längs der Quer

dimensionen eines Strahles, so gilt 
ttJvn, m :;}> 1 . (194') 

Auf jeden Fall gilt ferner CJVn,m < V11,m (in Wirklichkeit wird sogar CJ'Pn,m 
wesentlich kleiner sein als v11,m), so daß auch gilt 

tvn, m :;}> 1. ( 196) 

Die Feststellung, ob das System im Zustand n oder im Zustand m ist, kann nicht 
zn beliebig kurzer Zeit erfolgen, sondern erfordert eine Minimalzeit 

1 Ii 
t=- = ----. 

"n,m En-Em 
(196') 

Im Falle des ursprünglichen Stern-Gerlach-Experimentes, wo die Energiewerte 
durch (191) gegeben sind, beträgt demnach diese Zeit 1jo. Wir werden sehen, 
daß diese Minimalzeit 1/vn,m für alle Methoden zur Bestimmung des Zustandes 
des Systems gilt, nicht nur für die hier betrachtete1. 

Das Charakteristikum des Ablenkungsversuches besteht darin, daß nach 
seiner Ausführung das Molekül oder Atom praktisch mit Sicherheit in (evtl. von 
der Zeit abhängigen) vollständig getrennten Gebieten V11 , V 111 , ••• liegt, falls 
das Molekül anfangs mit Sicherheit in den Zuständen n, m, ... war. Wenn 
anfangs also c11 = 1, Cm = 0 für n =f= m, wird die Lösung nach dem Vorgang 

'1j111 (q,Q;t) = a11 (Q,t)u11 (q,Q). (197) 

Hierin sind die u11 (q, Q) für jedes feste Q in bezug auf q orthogonal und über
dies fällt die Abhängigkeit der u von Q fort, wenn die Atome sich in ein Raum
gebiet bewegt haben, wo das äußere Feld konstant ist. Als Folge der Kontinui
tätsgleichung ist ferner 

J a!andQ = 1; J a!amdQ = 0 für n =f= m (198) 

1 Die Relation (196') ist inhaltlich nicht gleich bedeutend mit der früher betrachteten 
Unbestimmtheitsrelation ,JE L1 t = Ii, da es sich dort um die Zeitdauer handelte, mit der 
ein Teilchen mit der bis auf L1 E bestimmten Energie sich an einem bestimmten Ort befindet. 
Hier dagegen ist außer von E und t von einer q-Größe nicht die Rede. 
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und wegen der postulierten Eigenschaft des Ablenkungsversuches 

a,.(Q,t) = 0 außerhalb V,.(t). (199) 

Die Linearität der Wellengleichung, die hier wesentlich herangezogen wird, 
bringt es nun weiter mit sich, daß für den Fall, wo wir es anfangs mit dem all
gemeinen inneren Zustand 2>,.u,.(q) des Systems zu tun haben, die Wellen

<n> 
funktion 1p (q, Q; t) nach dem Ablenkungsversuch die Form bekommt 

1p(q, Q; t) = L c,.1p,.(q, Q; t) = ;'E c,.a,.(Q, t)u,.(q, Q). (200) 
n n 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, gleichgültig welche Werte die q haben, den Ort Q 
im Gebiet (Q, Q + dQ) anzutreffen, ist dann nach den bereits entwickelten all
gemeinen Prinzipien gegeben durch 

W(Q) dQ = dQ J 1p*1p(q, Q; t) dq = .:f Jc,.J2Ja,.(Q, t) J2dQ. (201) 
(n) 

Wegen (199) finden wir dann weiter, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, das 
Atom im allgemeinen Fall im Gebiet V,. vorzufinden, gegeben ist durch 

jw(Q)dQ = Jc,.J2. (202) 
Vn 

Dies kann man durch Definition als gleichbedeutend mit folgender Aussage fest
setzen: Im allgemeinen Fall ist Jc,.J 2 die Wahrscheinlichkeit dafür, das System 
im Zustand E,. anzutreffen. 

Die Berechtigung für eine solche Festsetzung ergibt sich auch aus dem Er
gebnis für die Wahrscheinlichkeit, nach dem Ablenkungsversuch die q zwischen 
q und q + dq zu finden, gleichgültig, welche Werte die Q haben. Wir finden 
gemäß (200) und (198) 

w (q) d q = d q f 1p* 1p (q, Q; t) d Q = .:f 1 c,. J2 J u,. 12 d q . (2o3) 
(n) 

Hierbei ist angenommen, daß die u,. nachher nicht mehr von den Q abhängen, 
wie dies oben erläutert wurde. Ein genau entsprechendes Resultat folgt für 
die Wahrscheinlichkeit W(p) dp im Impulsraum. 

Wir können für den Atomschwerpunkt als speziellen "Meßapparat" betrach
ten (wobei es nur wesentlich ist, daß dieser neue Freiheitsgrade in das System 
mitbringt), die Energie E,. des inneren Zustandes aber als die zu messende Größe. 
An Stelle des Atomschwerpunktes könnte jeder andere Apparat genommen wer
den (wobei dann die Q etwa eine Zeigerstellung beschreiben), sofern nur festgestellt 
ist, daß dieser Apparat auf die verschiedenen Zustände E,. mit Sicherheit ver
schieden reagiert, wie es in der Gleichung (199) zum Ausdruck kommt. Das 
nachträgliche Absehen von den Freiheitsgraden des Apparates, dem formal 
durch Integration der Wahrscheinlichkeiten über die q Rechnung getragen wird, 
hat gemäß (203) zur Folge, daß die Phasen der Amplituden Cm die der zu messenden 
Größe zugeordnet sind, in das Resultat nicht mehr eingehen. Die Wahrscheinlichkeit, 
irgendeine das System charakterisierende Größe~ zwischen ~, ~ + d~ zu finden, 
ist dann gleich der Summe dieser Wahrscheinlichkeiten für die Fälle, wo die zu 
messende Größe einen bestimmten Wert hatte, multipliziert mit geeigneten Ge
wichtsfaktoren Je,. J2 

W(~)d~ = ~ Jc,.J2 W,.(~)d~ (~ Jc,.J2 = 1), (203') 

insbesondere gilt dies für die konjugierten Größen q und p, wo W,.(q) = Ju,.(q)J 2 ; 

Wn(P) = Jv,.(p) J 2• In diesem Fall nennt man die betrachtete Gesamtheit ein 
10* 
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Gemisch. Im Gegensatz dazu steht der reine Fall, für welchen die Wahrschein
lichkeit W(~) nicht gleichzeitig für alle Größen ~ (oder, was schon ausreichend 
ist, für zwei konjugierte Größen ~) durch Addition dieser Wahrscheinlichkeiten 
in an und für sich möglichen Fällen erzeugt werden kann. Die Ausführung der 
Messung der inneren Energie En des Systems einschließlich des darauf folgenden 
Abstrahierens von den Freiheitsgraden des Apparates erzeugt also aus einem 
reinen Fall, für den 

W(q)dq = IZ'cnun(q)l 2 dq; W(p) = IZ'cnvn(P)I 2 dp, 

im allgemeinen (d. h. wenn nicht gerade alle cn bis auf eines verschwinden) em 
Gemisch, für welches gilt. 

W(q)dq = Z' lcnl 2 lun(q) l2 dq; W(p)dp = ~ lcnl 2 lvn(P) 12 dp. 
n n 

Dieses Ergebnis, das aus den bisher eingeführten Annahmen ohne neue Annahme 
folgt und wesentlich auf der Linearität aller Wellengleichungen beruht, ist für die 
widerspruchsfreie Erfassung des Messungsbegriffes in der Wellenmechanik ent
scheidend. Denn es zeigt, daß man zu übereinstimmenden Resultaten gelangt, 
an welchen Stellen immer man den Schnitt zwischen dem zu beobachtenden, 
durch Wellenfunktionen beschriebenen System und dem Meßapparat zieht!. 

Der Umstand, daß ein bestimmter Meßapparat angewandt wurde, kann 
somit in dem mathematischen Formalismus der Wellenmechanik direkt zum 
Ausdruck gebracht werden. Anders ist es dagegen mit der Feststellung, die 
Messung habe ein ganz bestimmtes Resultat ergeben; in unserem Fall "der 
Atomschwerpunkt ist nach dem Versuch in dem Gebiet Vn"• "die Energie des 
Atoms hat also den Wert En und keinen anderen Wert". Eine solche Setzung 
einer physikalischen Tatsache durch ein nicht mit zum System gezähltes Meß
mittel (Beobachter oder Registrierapparat) ist vom Standpunkt des mathe
matischen Formalismus aus, der direkt nur Möglichkeiten (Wahrscheinlichkeiten) 
beschreibt, ein besonderer, naturgesetzlich nicht im voraus determinierter Akt, 
dem nachträglich durch Reduktion der Wellenpakete [in unserem Fall von L Cn Un (q) 
zu Un (q)] Rechnung zu tragen ist. Ganz analog verhält es sich bereits mit der 
Ortsmessung eines Teilchens. In diesem Fall ist statt L Cn un (q) die Funktion 
"P (q, t) und für Q der Ort des Lichtquants in der Brennebene des Okulars des 
y-Strahl-Mikroskops zu setzen. Wie bereits in Ziff. 1 erwähnt, ist die Notwen
digkeit eines solchen besonderen Aktes nicht verwunderlich, wenn man bedenkt, 
daß bei jeder Messung eine in mancher Hinsicht prinzipiell unkontrollierbare 
Wechselwirkung mit dem Meßapparat erfolgt. Hierbei ist wesentlich zu beachten, 
daß eine Ausdrucksweise, wonach unabhängig von deren Feststellung durch 
Messung das System notwendig eine bestimmte innere Energie En besitzt oder, 
was dasselbe ist, sich in einem bestimmten stationären Zustand befinden muß, 
leicht zu Widersprüchen Anlaß geben kann, insbesondere dort, wo die ältere 
Quantentheorie von "Übergangsprozessen" zwischen den verschiedenen statio
nären Zuständen des Systems spricht. 

Was hier von der Messung der Energie eines Systems gesagt wurde, pflegt 
in der Quantenmechanik gewöhnlich sogleich für die Messung einer "beliebigen 
physikalischen Größe" behauptet zu werden. Wir wollen dagegen diese Ver
allgemeinerung erst später diskutieren, und zwar deswegen, weil, wie wir ge
sehen haben, solche Messungen im allgemeinen eine endliche Minimalzeit er
f<;>rdern und dann noch eine besondere Berücksichtigung des Umstandes erforder
lich ist, daß die betreffenden Größen im Laufe der Zeit veränderlich sein können 

1 Vgl. J. v. NEUMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Berlin 1932, 
wo in Kap. VI diese Frage ausführlich erörtert wird. 
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(vgl. Ziff. 10). Bei der Messung der Energie eines Systems fällt dagegen diese 
Komplikation fort, weil diese zeitlich konstant ist. In der Tat war ja die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß die Energie des Systems En beträgt, gegeben durch 

- .i_Ent 
icnj 2, und da cn(t) =cn(O)e n , gilt 

I Cn (t) 12 = I Cn (0) 12 • (204) 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, einen gewissen Energiewert En eines abgeschlossenen 
Systems vorzufinden, ist unabhängig von der Zeit. Dies ist der allgemeinste Aus
druck des Energiesatzes. Der früher bewiesene Satz, daß der ErwartungswertE 
der Energie stets zeitlich konstant ist, ist hierin als Spezialfall enthalten, da dieser 
Erwartungswert 

(205) 

beträgt. 
Es ist nützlich, hier die zuerst von J. v. NEUMANN1 definierte (HERMITEsche) Dichte

matrix P einzuführen, die in bequemer Weise gestattet, die Erwartungswerte irgendeiner 
Größe in einem Zustand zu berechnen. 

Hat man einen Zustand, der der Eigenfunktion 

1p =Ic .. (0)1p,.(q,t) = Ic,.(O)e-+E"'u .. (q) .. .. 
entspricht, so definiere man in der Darstellung der Matrizen, für die H = E eine Diagonal

matrix ist, p m, "= c;t (t) cm (t) . (206) 
Dann ist der Mittelwert der Energie E gegeben durch 

E =IP ..... E .. =2;(PE) .... ,. .. 
der Mittelwert von q wegen 

ij = jq1p*1pdq =Ic~cmj q1p:1JJmdc =i:>:rmqn,m• 
n,m n,m 

ebenso der Mittelwert eines beliebigen Operators F durch 

F = J 1p* (F1p)dq = l;clt(t)cm(t)Fnm(O) = ~F,.m(O)Pmn= I(FP)nn. 
~m ~m n 

Nun ist die Spur einer Matrix X definiert als die Summe ihrer Diagonalglieder 

Spur (X) = l;X,.,,.. .. (207) 
Diese Spur hat die wichtige Eigenschaft, daß die Spur eines Produktes zweier Matrizen A 
und B kommutativ, d. h. unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren ist 

Spur (AB) = Spur (BA) . (208) 
Denn es ist 

Spur (AB) =l;A,.,mBm,n 
m,n 

symmetrisch in A und B. Setzt man in (208} A = S- 1 X; B = S, so ergibt sich die für 
das Folgende wichtige Beziehung 

Spur (s-1 XS) =Spur (X). (209) 
Insbesondere ist die Spur einer Matrix invariant gegenüber unitären Transformationen der 
Matrix. 

Unsere bisherigen Ergebnisse lassen sich dahin zusammenfassen, daß für den allgemeinsten 
Zustand _eines Systems die Dichtematrix P den Mittelwert eines Operators F bestimmt 
gemäß 

F =Spur (PF) =Spur (FP), (210) 
insbesondere ist es erlaubt, für F eine Ortskoordinate q oder eine Impulskoordinate p oder 
die Energie H des Systems einzusetzen. 

1 J. v. NEUMANN, Göttinger Nachr. 1927, S. 245; vgt auch P. A. M. DrRAC, Proc. 
Cambridge Phil. Soc. Bd. 25, S. 62. 1929. Ferner ebenda Bd. 26; S. 376. 1930 und Bd. 27, 
s. 240. 1930. 



150 Kap. 2. W. PAULI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. Ziff. 9. 

Dieser Ausdruck ist 
Darstellung der Matrizen. 

aber nun wegen (209) invariant gegenüber einer Änderung der 
Z. B. hat man, wenn q auf Diagonalform gebracht ist, 

also z. B. mit 
F = jP(q1,q11)F(q",q')dq'dq11 ' 

P (q' q") = 1p (q', t) 1p* (q", t); F (q' q11) = F (q') ~ (q11 - q') 

F(q) = j1Jl*(q,t)F(q)1Jl(q,t)dq, 

wie es sein muß. Ferner ist die Abhängigkeit des P von der Zeit so gewählt, daß bei Un
abhängigkeit der Matrizen von F von der Zeit die Abhängigkeit des Mittelwertes F von der 
Zeit richtig wird. Wir haben in der Tat nach (206) 

Ii . 
-;;Pm,fl= Pm,,.E,.-EmPm,n• 

also allgemein 
Ii . 
ip =-(HP- PH) 

und dies in (200) eingesetzt, ergibt richtig (im Einklang mit (176) 

F =Spur (PF) =-Spur (HPF) +Spur (PHF) 
= -Spur (P F H) + Spur (P HF) 
= -Spur (P, F H - HF) = "'(Hco-F~-~F"'H) . 

Man beachte, daß das Vorzeichen in (211) umgekehrt ist wie in (176). 

(211) 

Bisher haben wir nur reine Fälle betrachtet. Wie aus (206) hervorgeht, wird auch für 
den allgemeinsten reinen Fall die Matrix P, unitär auf Diagonalform gebracht, stets gleich 

P •. • ~ d,, •' ""' P ~ C 0 
• • t 0.) • Ein"'" Hgm~ri"m P i>t a/" t, di< übrigm dnd Null. 

Wir werden sehen, daß dies auch eine hinreichende Bedingung für den reinen Fall ist. 
Wie v. NEUMANN bemerkt hat, läßt sich nämlich die Matrix P so verallgemeinern, daß 

die Relationen (210) und (211) auch für Gemische zutreffen. Die Matrix P des allgemeinsten 
Gemisches entsteht nämlich durch lineare Zusammensetzung von möglichen Matrizen 
P1, P2, ... reiner Fälle gemäß 

P =:f:,P,.Pn, 
n 

worin }';,P,.=1; p,.>o. 
(n) 

Man sieht, daß wegen Spur (Pn) = 1, für alle Pn gemäß (212') allgemein folgt 

Spur (P) = 1. 

(212) 

(212') 

(213) 
Diese Relation ist nach (210) in der Tat notwendig, wie man erkennt, indem man für F die 
Einheitsmatrix einsetzt. Wir behaupten, daß P positiv definiert ist, d. h. daß alle Eigenwerte 
von P, welche nicht verschwinden, positiv sind. 

Negative Eigenwerte von P existieren nicht. (214) 

Diese Aussage ist gleichbedeutend mit der anderen, daß für alle (HERMITEschen) Opera
toren, die Quadrate sind, gelten soll 

Spur (PA2):::: o. (214') 

In der Tat ist P auf Diagonalform gebracht, so folgt aus (214') 

~P ..... ~I A,.,kf 2 :::: 0 
.. k 

für alle A,.,k, ·also P,.,,. > 0 für alle n. Hieraus folgt umgekehrt die Gültigkeit von (214') 
bei dieser speziellen Darstellung der Matrizen, also wegen der Invarianz der Spur allgemein. 
Aus (214'). ist nun zu erkennen: Die Summe zwei er positiv definiter Matrizen ist wieder positiv 
definit. Überdies kann die Summe mehrerer positiver Matrizen nur verschwinden, wenn 
alle Matrizen einzeln verschwinden. Da p.Pn positiv definite Matrizen sind, erkennen wir 
jetzt also, daß (214) in der Tat eine Folge von (212) ist. Umgekehrt kann die allge
meinste HERMITEsche Matrix, welche die Bedingungen (213) und (214) erfüllt, in der 
Form (212) dargestellt werden, wobei die Matrizen Pn, die zu reinen Fällen gehören, so
gar als vertauschbar angenommen werden können. Denkt man sich nämlich P auf Diago
nalform (P,.,.), so braucht man nur zu setzen p,. = P,.,,., während Pn nur an der Stelle n 
das Element 1, sonst aber überall Nullen hat, 
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Wir können jetzt auch die reinen Fälle unter den allgemeinen Matrizen P, welche nur 
die Bedingungen (213) und (214) zu erfüllen brauchen, in einfacher Weise charakterisieren, 
und zwar durch die Relation p2 = P. (215) 
Eine HERMITESche Matrix erfüllt nämlich dann und nur dann diese Relation, wenn alle ihre 
Eigenwerte sie erfüllten, d. h. wenn diese Eigenwerte -1, 0 oder + 1 sind. Die Möglichkeit 
eines Eigenwertes -1 wird durch (214) ausgeschlossen und aus (213) folgt dann, daß nur 
einer der Eigenwerte gleich 1 ist, die übrigen aber 0 sind. Im allgemeinen Fall ist P - P 2 
stets eine positive Matrix, da die Eigenwerte von P wegen (213) stets kleiner oder 
gleich 1 sind. 

Wir zeigen auch noch, daß durch Zusammensetzung zweier Gesamtheiten, zu denen 
die Dichtematrizen Q und R gehören mögen, gemäß 

p = pl Q + P2R; (0 <PI< 1, 0 < p2 <1; pl + p2 = 1) 

niemals wieder ein neuer reiner Fall entstehen kann, es sei denn, daß Q = R = P ist. Zu 
diesem Zweck bilden wir 

andererseits gilt 

also ergibt sich 

P2 = p~Q2 + p1 p2 (QR + RQ) + p:R2, 

(Q- R)2= Q2- (QR + RQ) + R2, 

P2 = P!Q2 + P2R2 - PIP2(Q- R) 2 

(dabei ist mit Rücksicht auf p 1 + p 2 = 1 bereits p~ + p 1 p2 = p1 , p~ + p 1 p 2 = p 2 gesetzt 
worden). Demgemäß finden wir 

auf der rechten Seite steht dann die Summe lauter positiver Matrizen. Soll P zu einem reinen 
Fall gehören, so folgt daher wegen P2 = P das Verschwinden aller Matrizen der rechten Seite 
einzeln, insbesondere 

(Q- R) 2 = o. 

Das Quadrat einer HERMITEschen Matrix kann aber nur verschwinden, wenn alle Elemente 
der Matrix selber verschwinden [man sieht dies z. B. aus (A 2)n,n = 2;: [Ank[ 2]. Also folgt 

• 
Q= R, w. z. b. w. 

Die Definition des reinen Falles als derjenigen Gesamtheit, für welche ein Eigenwert der 
Dichtematrix 1, die übrigen aber 0 sind, ist also äquivalent der anderen Definition, wonach 
ein reiner Fall nicht durch Mischung zweier verschiedener Gesamtheiten erzeugt werden 
kann. 

v. NEUMANN hat weiter gezeigtl, daß die Größe 

I:= Spur (P logP) (216) 
bis auf den Faktor 1/k (k = BoLTZMANNsche Konstante) die Rolle der zur Dichteverteilung P 
zugeordneten Entropie spielt. Für einen reinen Fall und nur für diesen verschwindet sie, 
da P .... logP.,,. = 0 sowohl für P .... = 0 als auch für P .... = 1 gilt. Setzen wir wie stets (213) 
und (214) voraus, so ist also 

Spur (P logP) = 0 (215') 
eine mit (215) äquivalente Bedingung. Diejenige Verteilung P, die bei gegebenem Mittelwert 

E = Spur(HP) 

der Energie, die Größe I zu einem Minimum macht, ist die kanonische Verteilung 

(217) 
worin @ eine Konstante ist, welche die Bedeutung der mit k multiplizierten Temperatur 
besitzt, während C aus der Normierungsbedingung (213) zu ermitteln ist. Die freie Energie 
ist dann gegeben durch 

(218) 

1 Die Behandlung der allgemeinen Quantenstatistik auf wellenmechanischer Grund
lage fällt außerhalb des Rahmens des vorliegenden Beitrages, bzw. Handbuchbandes. 
Vgl. etwa P. JoRDAN, Statistische Mechanik auf quantentheoretischer Grundlage. Braun
schweig 1933. 
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so daß (217) auch geschrieben werden kann 
p = 8(F-H)/f9. (217') 

Ist der Hamiltonoperator H auf Diagonalform gebracht, so wird auch P diagonal und 
Pn,n = e-Enfe, also nach {218) 

-Fte _ ""' -Ente e - ",;;;;,.,. e . (218') 
n 

Die Invarianz von (218) gegenüber der Darstellung der Matrizen ist aber in manchen Fällen 
nützlich1. 

Die bisher diskutierte Art der Messung der Energie des Systems hat die 
Eigenschaft, daß eine unmittelbare Wiederholung der Messung für die gemessene 
Größe denselben Wert ergibt wie die erste Messung. Oder mit anderen Worten: 
falls das Resultat der Anwendung des Messungsapparates nicht bekannt gegeben 
wird, sondern nur die Tatsache dieser Anwendung (in der Terminologie von 
Ziff. 1 ist in diesem Fall die gemessene Größe nach der Messung unbekannt, 
aber bestimmt), ist die Wahrscheinlichkeit, daß die gemessene Größe einen ge
wissen Wert hat, nach der Messung dieselbe wie vor der Messung. Wir wollen 
solche Messungen als von erster Art bezeichnen. Dagegen kann es auch vor
kommen, daß durch die Messung das System in kontrollierbarer Weise verändert 
wird - selbst dann, wenn im Zustand vor der Messung die gemessene Größe 
mit Sicherheit einen bestimmten Wert hat. Das Resultat einer wiederholte ' 
Messung nach dieser Methode ist dann nicht dasselbe wie das der ersten Messung. 
Dennoch kann ein eindeutiger Rückschluß aus dem Messungsresultat auf die zu 
messende Größe des betrachteten Systems vor der Messung möglich sein. Solche 
Messungen nennen wir von zweiter Art2• Bereits in Ziff. 2 hatten wir gesehen, 
daß die Impulsmessung erster Art nur in hinreichend langen Zeiten möglich ist, 
die Impulsmessung zweiter Art aber auch in kurzen Zeiten. 

Ein Beispiel für eine Energiemessung zweiter Art ist die Beeinflussung 
eines Atomsystems durch Stöße, wobei die Energie des stoßenden Teilchens 
nach dem Stoß gemessen wird. Ist zunächst zur Zeit 0 das zu messende System in 
einem Zustand n und hat das stoßende Teilchen die kinetische Anfangsenergie s, 
so findet man als Wahrscheinlichkeit dafür, daß zur Zeit t das gestoßene System 
sich im Zustand m befindet und das stoßende Teilchen die kinetische Energie s' 
zwischen s' und s' + ds' besitzt, einen Ausdruck der Form 

W (-')d '=A [~ -cosjEn+s-Em-s')t/n)]2d 1 

m e e n, m En + E - Em - e' e . (219) 

Diese Formel folgt aus dem allgemeinen Formalismus der Störungstheorie 
(Zitf. 10, bes. Gleichung (241 1) und S. 160). Dabei ist über die Richtungen der 
Anfangs- und Endimpulse bereits integriert zu denken und die kinetischen 

p2 P'2 Energien hängen mit den Impulsen gemäß den Relationen s =-, s' = -- zu-
2m 2m 

sammen. Die Klammergröße ist zur Zeit t nur merklich von Null verschieden, wenn 

Em- En- (e-s') =Iift, 
falls t>;> iE ~EI, wie in (196'), wird also der gemessene Wert von s-s' in 
der Nähe ein~r de; Differenzen E1 - En (für irgendein l) liegen, wenn das System 
im Zustand n war und in der Nähe von E1 - Em, wenn es im Zustand m war. 
Unter der genannten Bedingung für die Zeit werden nämlich die Intervalle 
von s - s', in denen W(s') merklich von Null verschieden ist, deutlich getrennt 
sein. Auf diese Weise kann entschieden werden, ob das System ursprünglich 
die Energie En oder Em besaß. 

1 Siehe Fußnote 1, S. 151. 
2 Vgl. hierzu L. LANDAU u. R. PEIERLS, ZS. f. Phys. Bd. 69, S. 56. 1931. 
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Dieser Versuch wird noch etwas einfacher, wenn durch den Stoß das System 
ionisiert wird, so daß die Energie Em kontinuierlich wird und man statt (219) 
schreiben kann: 

w (e', E') de' dE' = An (E') [ 1 -CO~~~-:-_:_;,-::; e'>t/h) r de dE'. (219') 

Es ist dann die Messung von e, e' und E' nach bekannten Methoden möglich 
und man findet E' + e'- e bis auf den Spielraum Iift sicher in der Nähe von En, 
wenn n der Zustand des Systems vor dem Stoß war. 

Bei dieser Betrachtung ist die Gültigkeit der Erhaltung der Energie bei 
Stoßprozessen wesentlich. Überdies hat sich gezeigt, daß innerhalb der Grenzen 
der Ungleichung (196') die Wechselwirkungsenergie der Systeme für die Energie
bilanz vernachlässigbar ist. Aufs neue rechtfertigt es sich in dieser Weise, die En 
als Energiewerte des Systems zu bezeichnen. 

Wir gehen nun dazu über, zu untersuchen, was aus dem Stoßversuch bei 
einem beliebigen Anfangszustand des Systems, der durch 

1p = I:cnUn 
gegeben sein möge, geschlossen werden kann. Ist die Ungleichung (196') erfüllt, 
so verschwinden die Produktterme der rechten Seiten von (219) oder (219'), 
falls sie für zwei verschiedene Indexwerte n und m gebildet werden, durchweg. 
Deshalb bekommt man durch Messung von e- e' bzw. e- e' und E' direkt 
ein Maß von lcni 2 An,m bzw. lcni 2An(E'). Die durch das Auftreten der Faktoren 
An,m bzw. An (E') gebildete Komplikation kann man dadurch vermieden denken, 
daß man das stoßende Teilchen lange Zeit hin und her reflektieren, also immer 
wieder stoßen läßt und seine schließliehe gesamte Energieänderung mißt. Diese 
wird dann in lcn 12 Fällen mit einem En- Em (m beliebig) übereinstimmen, bzw. 
im Fall der Ionisation und gleichzeitiger Messung von E' wird in lcn 12 Fällen 
E' - (e - e') mit En übereinstimmen. 

Nun können wir die Messung zweiter Art mittels der Eigenfunkticn 1p des 
zu messenden Systems und IJf des Meßapparates allgemein schematisieren. Die 
Zustände des Meßapparates, die festgestellt werden, mögen dem (crthogonalen 
vollständigen und normierten) Funktionssystem Uk entsprechen. In dem obigen 
Beispiel ist statt k die Energiedifferenz e - e' zu denken; da es keinen wesent
lichen Unterschied macht, ob k diskontinuierlich oder kontinuierlich ist, wollen 
wir die Bezeichnungen dem ersteren Fall anpassen und Summationen über k 
schreiben, auch wenn es sich tatsächlich um Integrale handelt. Ist 

1jJ =~ CnUn 

der Zustand des zu messenden Systems vor der Messung (die un sind orthogonal 
und vollständig), so ist 

der Zustand des Gesamtsystems nach der Messung, und es muß außerdem wegen 
der Linearität aller Hamiltonfunktionen "Pk linear von den Cn abhängen 

(220) 

Dabei ist ~Jiwkj2dQ = 1 für alle Cn, also ~Jivk">l2 dq = 1. Nach Ablesung 
k k 

eines bestimmten k-Wertes an dem "Apparat" modifiziert sich das Wellen
paket 1p bis auf einen konstanten Normierungsfaktor in das Wellenpaket Wk· 
Ein eindeutiger Schluß aus dem gemessenen Wert von k auf Cn ist dann und 
nur dann möglich, wenn zu jedem k nur ein einziges v%'> von Null verschieden 
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ist. (Zu verschiedenen k können dann aber auch dieselben n gehören.) Die Zu
stände klassensich dann in getrennte Gruppen zerlegen, derart, daß jede Gruppe 
zu einem bestimmten Wert von n gehört. Wir schreiben deshalb den Doppel
index n, m für k und statt (220) 

(220') 

worin für alle Cn aus L I Cn 12 = 1 
n 

2 J I 'Pn,m l
2 dQ = 1 

n,m 

folgen soll. Das ist gleichbedeutend mit 

J I Vn,m l2 dQ = 1. (221) 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, den Apparat nach der Messung in der Gruppe 
(n, m) mit festem n anzutreffen, muß gleich sein der Wahrscheinlichkeit, daß 
das System vor der Messung im Zustand n war. In Übereinstimmung damit 
findet man 

Man hätte natürlich auch die v11,m nach den Un entwickeln können 

Vn,m = L Tz; n,m Uz · 

Für jedes (n, m) gilt dann nach (220) 

LI Tz;n,ml 2 = 1. 
l,m 

(222) 

(223) 

Diese Bedingung ist offenbar viel schwächer als eine Orthogonalitätsbedingung. 
Bei den Messungen erster Art ist T speziell die Einheitsmatrix. Auch bei der 
allgemeineren Messung zweiter Art haben die speziellen Zustände, wo eines 
der Cn gleich 1, die übrigen 0 sind, die Eigenschaft, daß dann über den Ausfall 
der Messung eine gewisse Aussage mit Sicherheit gemacht werden kann. Näm
lich: das Meßergebnis k wird in eine bestimmte Gruppe (n, m) mit einem voraus
sagbaren n fallen. 

Kehren wir wieder zu unserem Beispiel der Energiemessung eines Systems 
durch Stoß zurück. Wenn es sich zunächst um die Anregung handelt, wollen 
wir annehmen, daß jede EnergiedifferenzEn - Em nur bei einem einzigen Paar 
von Zuständen vorhanden ist. Dann gibt zu jedem k, d. h. zu jedem s- s', 
ein einziges En. Überdies sind die Vn,m hier bis auf einen konstanten Faktor 
identisch mit den Um, also von n unabhängig. Im Falle des ionisierenden Stoßes 
denken wir uns die Energie E' des herausfliegenden Elektrons als ebenfalls von 
einem Apparat gemessen, e-s' und E' spielen zusammen die Rolle von k. Zu 
jedem k gibt es ein einziges n, bestimmt durch E' - (s - s') = En. während 
etwa E' die Rolle von m spielt, Vn,m ist hier wieder unabhängig von n die Eigen
funktion im kontinuierlichen Spektrum mit der Energie E'. 

10. Allgemeiner Formalismus der Störungstheorie. Für viele Anwendungen 
ist es wesentlich, eine Annäherungsmethode für die Lösung der Wellengleichung 
zu besitzen, die anwendbar ist, wenn die Matrixelemente der Energie zwar noch 
nicht ganz diagonal, die Nichtdiagonalelemente Hm,n aber klein sind gegen die 
Differenzen der Diagonalelemente 

Hm,n <:.. Hm,m- Hn,n · (224) 
Dabei beschränken wir uns zunächst auf den Fall, daß eine stationäre Lösung 
der Wellengleichung gesucht ist und denken uns bereits ein passendes vollstän-
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diges Orthogonalsystem v1 , v2 , ••• eingeführt, in welchem diese Bedingung er
füllt ist. In diesem System lautet die Wellengleichung für die stationären Zustände 

L Hm,nCn = CmE. (225) 
(n) 

Die zu E gehörige Eigenfunktion ist dann 

u(E) = l:cn (E) Vn, 
n 

da aus 

gemäß (225) in der Tat 
Hu=Eu 

folgt. Soll u normiert sein, so muß, wenn die Vn orthogonal und normiert waren, 

L I Cn 12 = 1 (226) 
n 

gemacht werden. Aus (225) folgt weiter, daß für verschiedene E stets gilt 

1: c;t' (E) Cn (E') = 0, wenn E =f E'. (226') 
n 

Sind die E diskret, d. h. ist (225) nur für die diskreten Energiewerte E1 , E2 , ••• , 

En, ... lösbar, so kann man statt Cn(E~c) auch schreiben 

Cn (E~c) = Snk> 
wobei dann gemäß (226), (226') die Sn,lc eine unitäre Matrix bilden. Wenn wir 
zulassen, daß k auch gewisse Wertebereiche (evtl. mehrdimensionale) stetig 
durchlaufen kann, wobei dann alle Summen über k durch Integration zu er
setzen sind, erhalten wir den allgemeinen Fall. 

Nun führen wir also zur näherungsweisen Lösung der Gleichungen (225) die 
Annahme ein, daß die Nichtdiagonalelemente von (225) klein gegen die Diagonal
elemente seien. Um dies formal zum Ausdruck zu bringen, denken wir uns die 
Nichtdiagonalelemente mit einem Zahlparameter 8 multipliziert, nach dessen 
Potenzen die Cn entwickelt werden sollen. Wir setzen 

Hn,n = E~ + 8Dn,n; Hm,n = 8Dm,n für n =f m, (227) 

ferner suchen wir jetzt speziell eine Lösung, die in der Nähe des Eigenwertes EZ 
liegen soll, d. h. ein Koeffizientensystem Cn, welches in nullter Näherung gleich 
<5n,/c ist: 

Ordnen nach 

E~c= E~1 + 8E~1 + e2E~1 + ... } 
Cn;/c = t5n,/c + 8C~:k + e2 c~k + · · · 

Potenzen von 8 ergibt 

Ei~c;~;,k + Dm,k = t5m;kE~1 + c~!,~cEr1 , 
E IOI 121 + ~ n 111 _ .~: El2i + 111 Elll + 121 E<OI } 

. "'.Crr:;k. ~ . .:;~~·~Cn~k~.u~,k. k • • C~"~ ~ . ~m;.k •k .. 

(228) 

Aus der ersten Gleichung (229) folgt zunächst für m = k 

E~1 = Qkk • (230) 

Die Änderung des kten Eigenwertes ist gleich dem Diagonalelement (Erwartungs
wert) der Störungsenergie Q in diesem Zustand. Sodann folgt für m =f k 

ci~!,k [E~1 - E~i] = Dm,k 
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Man sieht, daß der Wert von c1~1k unbestimmt bleibt. Wir haben aber noch die 
Normierungsbedingung (226) zu berücksichtigen, welche nach e entwickelt ergibt 

cn + cU1 = o (2321) 

4~ + ct[l·1 + ,2; I c~~ k 1
2 = 0 . (2322) 

n 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt dann, daß cn eine beliebige rein imagi
näre Zahl sein kann. Diese Unbestimmtheit entspricht dem Umstand, daß in 
der Lösung von {225) Phasenkonstanten stets willkürlich bleiben; ist Cn;k eine 
Lösung, so ist c;nk = Cn;kei•lk 

mit willkürlichem (jk wieder eine Lösung, und es ist ferner erlaubt, ohne mit 
dem Ansatz (228) in Konflikt zu kommen, 

(jk = e/J~I + e2(J~I + ... 
zu setzen, worin die /Jß, CJ~1 , ... völlig willkürlich sind. 

Gehen wir nun zur Diskussion der zweiten Näherung über, so folgt aus 
(2292) zunächst für m = k mit Rücksicht auf (2301) 

EC21 -~'Q 111 _ -:2'Qk.• Q,.,k _ -:2' I Qk ... l2 

k - k,nCn;k- Eo -E"- Eo-Eo' 
n k n k 

n n n 

Der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daß bei der Summation der Wert 
n = k auszulassen ist. Für den tiefsten Zustand k ist diese Eigenwertstörung 
stets negativ. Für m =J= k folgt aus (2292) 

c;;,l,~c[E~- E~] =- (Qm,m- Qkk) C~11 :k -l;'Qm,nC~1:k• 
n 

n=l=m 

c<21 = (Qm,m- Qu) Qm,k + ~' ___ Dm,nQn,_k__ für =i= k (231 2) 
m, k (E~- E2)2 .:::;_; (E~- E2) (E~ -· E~) m ' . 

n 
n=!=m 

c121 kommt in diesen Gleichungen nicht vor und muß nur die Bedingung (2322) 

erfüllen. Wir können diese Resultate noch etwas übersichtlicher formulieren, 
wenn wir die HERMITEsche Matrix T mit den Elementen 

Tkk = 0; 

einführen. Es wird dann 

T · {}m k 
m,k = $Eo 'E" 

m- k 
für m =l= k 

ci~:k = iT m,k für m =J= k, 

Ef1 = (T2)kk, 

cl21 = - i Qm,"._ - {}kk T - (T2) für =I= k 
m,k E~ _ E~ m,k m,k m , . 

(233) 

(231~) 

(232~) 

(2312) 

Wir merken hier noch den Satz an, daß eine infinitesimale unitäre Transforma
tion S stets durch eine mit der imaginären Einheit i multiplizierte HERMITEsche 
Matrix T dargestellt wird. Ist nämlich 

S = 1 + eiT, (234) 
so wird die Bedingung 

SS=SS=I 
unter Vernachlässigung höherer Potenzen von e äquivalent mit 

T=~ ~~ 
d. h. mit der Hermitezität von T (vgl. hierzu Ziff. 8). Dem entspricht es, daß 
gemäß (2321) und (231~) c~~ bis auf den Faktor i gleich einer HERMITEschen 
Matrix ist. 
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Aus der Form (231 1) von c~,k ist mit Rücksicht auf (227) zu sehen, daß 
die Bedingung (224) in der Tat entscheidend ist für die Brauchbarkeit unseres 
Entwicklungsverfahrens. Ist diese Bedingung verletzt, so genügt die Kleinheit 
von e nicht, um das Verfahren zu rechtfertigen, da ec~,k dann von der Größen
ordnung 1 wird. Insbesondere ist dies der Fall, wenn das betrachtete System 
entartet ist, d. h. wenn mehrere Energiewerte E~ exakt zusammenfallen. In 
diesem Fall ist es notwendig, den betreffenden endlich dimensionalen Teilraum 
zuerst gesondert zu betrachten und das Eigenwertproblem 

m = 1, 2, ... , g (225') 

in dem betreffenden g-dimensionalen Teilraum, in welchem E~- E~ von der
selben Größenordnung ist wie Qm,n• gesondert zu lösen. Dies ist ein rein alge
braisches Problem und stets lösbar, z. B. bestimmen sich die g neuen Eigen
werte E aus der Bedingung, daß die Determinante (die sog. "Säkulardetermi-
nante") 

Hn- E, H12• ... 'Hu 

H21, H22- E, ... ' H2u 
=0 (235) 

.. 0' Hgg- E 

verschwindet, welche Gleichung vom Grade g für E bei einem HERMITEschen Hn,r11 

stets g reelle Wurzeln besitzt. Nach Ausführung der Transformation 
Vm = .'1>n;mVn mit den aus (225') bestimmten, zu E = Em gehörigen Cn;m• die 

n 
als eine Adoptierung des Orthogonalsystems der Vn auf die Störungsfunktion Q 
bezeichnet werden kann, läßt sich dann das ursprüngliche Störungsverfahren 
wieder anwenden. Denn nach Ausführung dieser Transformation verschwinden 
die Qm,b wenn m und k beide in demselben Teilraum liegen, und (231 1) und 
(2302) sind wieder anwendbar, wenn die Bestimmungen m =f= k bzw. n =f= k so 
verallgemeinert werden, daß darunter verstanden wird: Die Zustände m und k 
bzw. n und k sollen zu weit verschiedenen ungestörten Energien gehören (in 
verschiedenen der oben betrachteten endlichen Teilräumen liegen), so daß für 
diese Paare von Zuständen die Ungleichung (224) nunmehr wieder erfüllt ist. 

Es sei hier noch kurz bemerkt, wie die hier betrachtete Störungsrechnung sich gestaltet, 
Wl,lnn der betreffende Energiewert im kontinuierlichen Spektrum liegt. Wir denken uns 
dann statt der Indizes n kontinuierliche Parameter n, so daß gilt 

u(k) = jc(n, k)v(n)dn, 

Hv(m) = jv(n)H(n, m)dn, 

jH(m,n)c(n,k)dn = c(m,k)E(k). 

Wie man E von k abhängen läßt, ist dabei noch weitgehend willkürlich und durch Zweck
mäßigkeitsgründe zu definieren. Anstatt (227) ist zu setzen 

H(m, n) = E~"(m- n) + eG(m, n), 

wobei jetzt die durch (145) definierte singuläre "-Funktion auftritt, ebenso 

c(n, k) = "(n- k) + ec!ll(n, k) + s2c;!8>(n, k) + .... 
(2291) nimmt die Form an 

[EO(m)- EO(k)]c!l>(m, k) = - [Q(m, k)- E!ll(k) "(m- k)]. 
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Wegen des Auftretens der ~-Funktion kann hier nicht ohne weiteres auf m = k spezialisiert 
werden und El11 (k) bleibt willkürlich. Falls ü(m, k) für m = k keine Singularität besitzt oder 

m+e 
präziser gesagt, falls J ü(m, k) dk fürs--+ 0 verschwindet, ist es sogar zweckmäßig, Eli: = 0 

m-e 
zu setzen. Wir setzen also 

ü(m, k)- El11(k)~(m- k) = !J'(m, k) 
und verlangen 

Dann wird 

m+e 

!im JQ'(m,k)dk=O. 
e-+0 m-e 

111( k)=- ü'(m,k) 
c m, Eo Eo 

(m)- (k) 

für m = k singulär. Eine nähere Diskussion zeigt, daß es stets erlaubt ist, für ein Integral 

k+a 

Jt(m)cl11(m, k)dm, 

k-a 

worin f(m) stetig, aber sonst willkürlich ist, den Hauptwert einzusetzen. Dieser ist definiert 
durch 

oder auch 
k+a k+a 

H JF(m, k)dm =! J[F(m, k) + F (2k- m, k)] dm, 

k-a k-a 

worin der Integrand jetzt regulär ist. Dies gilt sowohl für die Berechnung der u (k) aus den 
v(n) vermittels der c(n, k) als auch für die Berechnung von E121 (k) und cl21 (m, k). 

Wir kommen nun zur Betrachtung zeitabhängiger Störungen. Dabei suchen 
w1r bei gegebenem Anfangszustand (t = 0) eine Lösung der Gleichung 

(236) 
n 

worin die auf ein zeitunabhängiges Orthogonalsystem bezogenen Matrixelemente 
von H gegeben sind durch 

Hm,n = Enl5m,n + sDm,n(t), (237) 

wo die Abhängigkeit der Störungsmatrix Q von der Zeit also beliebig vorgegeben 
sei. Die ungestörte Lösung lautet demnach 

_j_E 0 t 
c~1 (t) = c~1 (0) e Ii n , 

und w1r suchen eine gestörte Lösung 

Cn (t) = c~1 (t) + sc~1 (t) + s2 c~1 (t) + 
mit vorgegebenen Werten von cn (0) = c~ (0), so daß also c~1 (0) = c~1 (0) 

_j_E~t 
= 0 werden soll. Es ist zweckmäßig, den Faktor e n aus cn abzuspalten 

und zu setzen 

_.i_E~·t 
Cn (t) = an (t) e Ii 

_i (Eo - Eo) t 
D;n,n (t) = Dm,n (t) e Ii m n • 

(238) 

(239) 
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Dann gilt nämlich 

also mit 
n 

n 

n . 121 - ~ rv ( ) (!) ( ) --{arn-~ ;:,~rn,n t an t . 
n 

Diese Gleichungen kann man unmittelbar integrieren 
t 

a(1) (t) = - ~ 2 a(O) (0) J Q'm,n (t) dt, 
n 0 

t 

a;;; (t) = - ~ ~ J Q;n,l (t) al11 (t) dt 
l 0 

t T 

= - };2 .2; a~1 (0) .2; J Q;n,z (r) dr J Ql,n ("r') dr'. 
n l o 0 
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(23 7') 

Ein wichtiger Spezialfall ist der, wo die Qm,n unabhängig von der Zeit sind, 
so daß nach (239) 

n 

[ 
i_(E"-E")t _i(E"-E")t ] h m n h m l 

a;}(t)= + .L;a;71(0) LQm,z(O)Qz,n(O) (;~-E~) (E?=~!:)- (;~-E?)(E?-=-~~) . (2412) 
n l 

Wenn in (241 1) speziellE~ = E~ wird, nimmt der betreffende Term die Form an 

a~ (0) Qm,n (0) ~ t 

und ist brauchbar, so lange I c II Qm,n (0) I ~ « 1 ist. Will man in diesem Fall, 

der dem Verschwinden eines Nenners entspricht (Resonanznenner), eine für 
längere Zeit gültige Lösung haben, so muß man das Störungsverfahren modifi
zieren, ganz analog wie dies im Falle der stationären Lösungen bei entarteten 
oder nahezu entarteten Systemen geschehen ist. 

Ein oft eintretender Fall ist der, daß ein einzelner diskreter Energiewert 
des ungestörten Systems in einem Bereich liegt, in welchem das System auch 
ein kontinuierliches Eigenwertspektrum besitzt (Prädissoziation, Augereffekt). 
Dann lassen wir in (241 1) den Index n diskret, während m kontinuierliche Werte 
durchlaufen möge und Qm,n das in bezug auf den Parameter m normierte Matrix
element sei. (Der Fall, daß mehrere Parameter m vorhanden sind, ist ganz analog.) 
Man kann dann nach der Wahrscheinlichkeit fragen, daß das System zur Zeit t 
in irgendeinem der Zustände m übergegangen ist, für die · 

E~ -LIE < EO(m) < E~ +LIE, 



160 Kap. 2. W. PAULI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. Ziff. 10. 

wenn es zur Zeit t = 0 mit Sicherheit im diskreten Zustand n war (a~, (0) = 1; 
a~(m; 0) = 0). Für diese Übergangswahrscheinlichkeit W(t) erhält man 

4sin2 [(EO(m)- E~) -;] 
W(t) = {ia(1)(m,t)i2dm = Idmi.Qm,n(O)i2 [EO(m)- E~]2 2' . 

Dabei ist das Integral über dasjenige Gebiet des m-Raumes zu erstrecken, welches 
dem Energieintervall (E~,- L1E, E~ + L1E) entspricht. Wenn 

LJEt "' 1 n ::?-- , (242) 

kann hierin bei Einführung von 

[EO(m)- E~]t 
2n = x 

als Integrationsvariable mit genügender Näherung I!Jm,n (0) 1 2 vor das Integral 
gezogen werden und das restierende Integral von - oo bis + oo in x erstreckt 
werden. Auf diese Weise ergibt sich 

+oo 
_ I.Q l2 t dm Jsin2x W(t) - m,n (0) 2n dEo (m) 4 ~ dx, 

-oo 

also, da das Integral den Wert n hat, 

W() _ 2nti.Q ( Jl 2 dm _ t -- n m,n 0 dEO(m). (243) 

Der Faktor dmjdE0 (m) bewirkt den Übergang von der Normierung des Matrix
elementes .Q in bezugauf m zur Normierung in bezugauf E 0 (m). Sind mehrere 
Parameter m, etwa m1 , m2 , m8 , vorhanden, so hat man das Volumelement der 
Energieschale E~- L1E < E (m1 , m2 , m3) < E~~ + L1E im m-Raum zu betrachten. 
Ist dieses gegeben durch 

jdm1 dm2dm3 = w(E~)2L1E, (E~- L1E < E (mvm2,m3) < E~ + L1E), 

so tritt dann der Faktor w (E~) an Stelle von d mjdE0 (m) in (243). 
Die in Ziff. 9, Gleichung (219), benutzten Aussagen über die Übergangswahr

scheinlichkeit beim Stoßvorgang sind ebenfalls in der allgemeinen Formel (241 1) 

enthalten. Es besteht in diesem Fall das ungestörte System aus zwei unab
hängigen Teilsystemen, wobei die in (241 1) eingehende Gesamtenergie des Systems 
gleich der Summe der Energien der beiden Teilsysteme wird, so daß E~ durch 
En + e, E0(m) durch Em + e' zu ersetzen ist, wenn sich jetzt En und Em auf 
das Atom allein, s und s' auf das stoßende Teilchen beziehen. 

So wie wir hier den diskreten Zustand als Anfangszustand betrachtet haben, 
hätte man auch vom kontinuierlichen Zustand als Anfangszustand ausgehen 
können. Es ergibt sich aus (241) wieder eine Formel vom Typus (243) 

( ) _ 2nt I.Q )l 2 dm Wn t - T n,m(O dEO(m) P(m0), (243') 

wenn P(m) dm die Dichte der Systeme im m-Raum bedeutet. Dies soll besagen, 
wir betrachten eine große Zahl von Systemen, von denen der Bruchteil P(m) dm 
einen m-Wert zwischen m und m + dm besitzt. Es bezeichnet ferner m0 speziell 
denjenigen Wert von m, für den E (m0) = E~ wird. Dabei ist aber über die 
Phasen von a~ (0) gemittelt und I a~ (0) 1

2 als im betrachteten Intervall von m 
unabhängig vor die Integration über m herausgezogen und gleich P (m0) ge
setzt. Wegen der Hermitezität von .Q gilt stets I!Jm,n (0) 12 = I!Jn,m (0) 12, und 
dies bedingt nach (243) und (243') eine für Betrachtungen über das Wärme-



Ziff. 11. Adiabatische und plötzliche Störungen eines Systems. 161 

gleichgewicht wichtige Beziehung zwischen den Häufigkeiten eines Überganges 
zu der des umgekehrten Überganges. 

Die hier betrachteten "Übergangsprozesse" stellen schon in der älteren 
Quantentheorie einen Fall dar, wo die kausale Naturbeschreibung nicht durch
führbar war, besonders sobald vom selben Anfangszustand aus mehrere ver
schiedene Übergänge möglich sind, zwischen denen anscheinend reiner Zufall eine 
Auswahl trifft. Die Quantenmechanik kennt streng genommen den Begriff des 
(diskontinuierlichen) "Prozesses" nicht, da alle zeitlichen Veränderungen des Zu
standes eines Systems stetig verlaufen. Erst die Beobachtung (Messung) stellt fest, 
in welchen Zustand das System tatsächlich übergegangen ist, und die durch die 
Endlichkeit des Wirkungsquantums bedingte Diskontinuität liegt ausschließlich 
in der bei der Trennung von beobachtetem System und Beobachtungsmittel 
notwendigen Reduktion der (symbolischen und das System nur statistisch be
schreibenden) Wellenpakete. 

11. Adiabatische und plötzliche Störungen eines Systems. Die allgemeinste 
Wahrscheinlichkeitsaussage der Quantenmechanik. Ein besonderer Fall von 
äußeren Beeinflussungen eines Systems ist derjenige, der durch Änderung von 
Parametern (äußere Feldstärken, Lage von Wänden usw.) beschrieben werden 
kann. In der alten Quantentheorie existierte hier bereits das bekannte EHREN
FESTsehe Adiabatenprinzipl, welches besagt, daß ein System, welches anfangs 
sich in einem bestimmten stationären Quantenzustand befindet, in diesem Zu
stand verbleibt, falls die Änderung der Parameter des Systems hinreichend 
langsam erfolgt. Daß ein solcher Satz auch in der Wellenmechanik besteht, 
wurde zum erstenmal von BoRN 2 formuliert und bewiesen. 

Wir denken uns also den Hamiltonoperator Habhängig von einem Para· 
meter a und denken uns das Eigenwertproblem für alle in Betracht kommenden 
Werte von a durch die EnergiewerteEn (a) und die Eigenfunktionen Un (a) gelöst. 
Diese erfüllen also identisch in a die Gleichungen 

H(p, q, a) Un (a) = En (a) Un (a) . (244) 

Durch Differenzieren nach a folgt hieraus 

(iJH) ( ) + HOUn iJEn ( ) E OUn !I·· Un a ......,---=......,---Un a + n-,-. ua p,q va ua da 
(244') 

Nun setzen w1r 
'Ii f * iJun d - k 7: Urn (j{i q - mn, (245) 

wonn kmn wegen der Orthogonalität und Normierung der u hermitesch ist. 
Es ist dann weiter wegen der Hermitezität von H 

'Ii f * (niJun) d - 'Ii j(H )* Bun d - 'Ii E k 7: Um 7Ja q - 7: Um 7Ja q - 7: m mn' 

also ergibt sich durch Multiplikation von (244') mit !!;_ u~ und Integration über z 
den q-Raum 'Ii (iJH iJE) 

7: 75a- 75a = kE- Ek. (246) 

1 P. EHRENFEST, Ann. d. Phys. Bd. 51, S. 327. 1916. Von BoHR wurde später besonders 
die Frage der Anwendbarkeit der klassischen Mechanik bei den adiabatischen (unendlich 
langsamen) Prozessen diskutiert. Vgl. Kap. 1 (A. RuBINowrcz), Ziff. 8. Diese Seite des 
Problems ist jedoch jetzt nicht mehr von Interesse, da die klassische Mechanik schon bei 
der Beschreibung der Quantenzustände selbst versagt. 

2 M. BoRN, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 167. 1926. Spätere Arbeiten über diesen Gegen
stand: E. FERMI u. F. PERSICO, Rend. Lincei (6) Bd. 4, S. 452. 1926; M. BoRN u. V. FocK, 
ZS. f. Phys. Bd. 51, S. 165. 1928; P. GüTTINGER, ebenda Bd. 73, S. 169. 1931. 
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Diese Gleichung ist als Matrixgleichung zu verstehen, in der E Diagonalmatrix 
ist. In diesem Fall verschwinden die Diagonalelemente der rechten Seite identisch, 
so daß insbesondere folgt (a~ __ BE .. 

Ba nn Ba 
und 

Ist 

k - 1 !!_(BI!'\ für t (E ± E) mn- E,.-Em i Ba)mn m n m ' n . 

a zeitlich veränderlich, so sucht man eine Lösung der Gleichung 

- !-.- ip = H(p, q, a (t)) 1p z 
und mit 

1j1 = 1; Cn (t) Un (a) : 
n 

- ; J u:,ipdq = J u:,H1pdq = Em(a).f u:,1pdq, 

-- ; Cm + ä ,2: kmnCn = Em(a)cm. 
n 

Eine nähere Diskussion dieser Gleichung zeigt!, daß 

Cm (T) - Cm (0) = äF, 

(246') 

(246") 

(2.47) 

(248) 

worin bei festem endlichen ä T = a (T) - a (0) und lim T -4- oo, also lim ä -4- 0 
F endlich bleibt. Dabei ist zunächst vorausgesetzt, daß während des Prozesses 
keine der Differenzen En- Em durch Null geht. Dieser Ausnahmefall ist be
sonders von BoRN und FocK diskutiert worden, wobei eine von LAUE 2 her
rührende Schlußweise eine wesentliche Rolle spielt. Auch in diesem Fall gilt für 
festes a(T)- a(O) lim (cm(T) _ Cm(O)) = 0. (248') 

t.i-+0 

Aus (248) folgt, daß I Cm (T) - Cm (0) [2 für kleine ä von der Größenordnung ä2 

wird. 
Insbesondere gilt im Falle cm(O) =0, daß [cm(T)[2 ""ä2• Die Häufigkeit 

der Übergänge von einem stationären Zustand zum anderen, die durch Änderung 
des Parameters a hervorgerufen werden ("Schüttelwirkung"), ist also proportio
nal zu ä2• 

Ein etwas allgemeinerer Fall als der bisher betrachtete ist der, daß durch den Parameter 
a neue Freiheitsgrade zum System hinzugebracht werden. Wenn z. B. ein Atom sich durch 
ein räumlich variables Kraftfeld hindurchbewegt, kann man in erster Näherung den Kern 
als unendlich schwer betrachten und das Eigenwertproblem für jede Stelle Q des Atom
schwerpunktes gelöst denken: 

H 0 (qQ)u,.(q,Q) = E,.(Q)u ... (249) 
Hier ist jedoch Q nicht zeitlich veränderlich zu denken, sondern es kommen neue Freiheits
grade hinzu, die diesem Q entsprechen. 

Man hat die Gleichung zu lösen 

Ti B'ljJ ( h2 ~ BZ ) -7 Bt = -2M~ BQks +Ho 1Jl(q,Q)' (250) 

worin Ho nur auf die q, nicht auf die Q wirkt. Dasselbe Problem tritt auch bei Molekülen 
auf, wenn die Kerne in erster Näherung fest gedacht werden (M = oo) und erst in zweiter 
Näherung ihre Bewegung (Schwingung und Rotation) berücksichtigt wird. Setzen wir 

1p(q,Q) = ~<j>,.(Q,t)u,.(q,Q), .. (251) 

1 Vgl. die in Anm. 1, S. 161 zitierten Arbeiten. 
2 M. v. LAUE, Ann. d. Phys. Bd. 76, S. 619. 1925. 
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so wird also nach {249) 

- :-~~~ru.(q,Q) = ~{[- ~~ ~~2;} + E.(Q)cp.] u.(q,Q) 

1i2 
[ ~O'Pn ou. ~82u"]} - lM 2 .of- Bijk- -{)Qk + 'Pn..:;.. BQ~2- . 

Führen wir die HERMITESchen Matrizen ein 

(252) 

so wird also, wenn wir als Abkürzung den Störungsoperator Sl, definieren, durch 

(253) 

(254) 

Insbesondere gibt es stationäre Lösungen 

für die 

n2 ~o2 v - -· -" ~ + Em(Q)vm + Slvm = Evm. 
2M k vQk 

(254') 

Hierin kann E sowohl ein diskretes als auch ein kontinuierliches Spektrum oder beides ge
mischt besitzen. 

Unter Umständen kann nun der Störungsoperator Sl, als klein betrachtet und auf (254) 
oder (254') das gewöhnliche Störungsverfahren angewendet werden, wobei man als nullte 
Näherung ausgeht von der Lösung der Gleichung 

__ n_ ~.cp_':n_ = __ n2. ~a2'P':n +E (Q)'P" 
i ot 2M~ 8Q•2 m m (255) 

k 
bzw. 

(255') 

Dieses Verfahren wird sowohl bei der Behandlung der Kernschwingung in einem Molekül 
als auch beim Durchgang eines Atoms durch ein äußeres Kraftfeld sowie auch bei anderen 
Problemen angewandt!. Man kann diese Näherung als die adiabatische bezeichnen, weil in 
dieser Näherung das System stets in demselben inneren Zustand m verbleibt und weil sie 
um so besser ist, je weniger sich die Pakete cp;:, im Laufe der Perioden nj[Em(Q)- E.(Q)] 
verändern; bzw. im diskreten Spektrum von (255'), je kleiner die Energiedifferenzen E' - E" 
dieses Spektrums sind, verglichen mit den Differenzen Em - E. des Spektrums der inneren 
Energie (Kleinheit der Kernschwingungsfrequenz relativ zu den Elektronenfrequenzen). 

Die Gleichungen (254) und (254') sind auch die Grundlagen für den Durchgang von 
Atomstrahlen durch Magnetfelder mit räumlich variabler Richtung2 . In diesem Fall genügt 
es, im Störungsoperator Sl, in (253) die endlich vielen der Richtungsquantelung entsprechenden 
Zustände zu berücksichtigen. Aus der strengen Existenz stationärer Lösungen gemäß (254') 
folgt hier übrigens, daß auch bei Berücksichtigung der Schüttelwirkung (sofern nur die 
äußeren Felder nicht zeitlich variabel sind), die Summe aus innerer Energie und Translations
energie konstant bleibt. 

Von besonderem Interesse ist neben dem Grenzfall des adiabatischen Pro
zesses der Fall der "plötzlichen" Änderung des Parameters a. Hierbei ist der 

1 Vgl. M. BORN u. J. R. ÜPPENHEIMER, Ann. d. Phys. Bd. 84, S. 457. 1927. Zur all
gemeinen Methode vgl. ferner J. FRENKEL, ZS. f. Phys. ZS. der Sowjetunion Bd. 1, 
S. 99. 1932. Ferner L. LANDAU, ebenda Bd. 1, S. 88 und Bd. 2, S. 46. 1932. 

2 Vgl. hierzu C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 258. 1927, bes. § 10. 

11* 
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Sinn der Angabe "plötzlich" dahin zu präzisieren, daß die relative Änderung 

von a während der in Betracht kommenden Perioden - 1- = E ~ E- groß sein 
soll: Vnm n m 

. E - E ( a-:?a----"---y;:_!'!_. 256) 

Dann kann man nämlich in der Gleichung 

-~ :t~ CnUn = ~ EmCmUm 
n m 

nach Integration über die Zeitdauer der Änderung 
t 

-7 ~ CnUn(a) ~~ = J ~ Emcmumdt 
n 0 m 

bei endlicher Änderung des Parameters a in erster Näherung alle zu t proportio
nalen Größen gleich Null setzen. Da dies von der rechten Seite dieser Gleichung 
gilt, muß es auch für die linke Seite der Fall sein, also gilt hier 

d. h. Stetigkeit 
meters a 

mit 

1: CnUn = 1: Cn (0) Un (0), 
n 

der Funktion 1p = l:cnun bei der plötzlichen Änderung des Para-

cm(t) = 1: SmnCn(O) (257) 
n 

Sind Hmn die Matrixelemente der neuen Hamiltonfunktion, die dem Parameter
wert a entspricht, in bezug auf das zu H(o) gehörige Funktionensystem 

so gilt 
Hmn = J u~ (0) H(a) Un (0) dq, (258) 

E(a) = SHS-t, (259) 
d. h. S bringt die Matrix der neuen Hamiltonfunktion auf Diagonalform. 

Nun können wir die allgemeine Wahrscheinlichkeitsaussage der Quanten
theorie diskutieren (wobei wir die Schreibweise der Einfachheit halber den 
Größen mit diskreten Eigenwerten anpassen). Diese pflegt in folgender Weise 
formuliert zu werden: Es wird gefragt nach der Wahrscheinlichkeit W(Fn; Gm) 
dafür, daß zu einem bestimmten Zeitmoment t1 eine gewisse Größe F den 
speziellen Wert Fn annimmt, wenn vorher, zu einer Zeit t0 = t1 - r, eine andere 
Größe G den Wert Gm angenommen hat. Wenn S die Transformationsmatrix 
ist, welche von der Darstellung der Matrizen, bei der F (t0) auf Diagonalform 
gebracht ist, zur Darstellung der Matrizen führt, in der G (t1) auf Diagonalform 
gebracht ist, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gegeben durch 

W(Fn; Gm)= I Snm 12 • (260) 
(Sie ist also überdies symmetrisch in bezug auf die Größen F, G.) Diese Aus
sage ist in unseren früheren Aussagen enthalten, wenn a) ·eine oder beide der 
Größen F und G Orts- oder Impulsvariable sind (evtl. für verschiedene Zeit
momente, vgl. Ziff. 3, 4, 5 und 9) oder b) eine oder beide der GrößenFund G 
mit der Hamiltonfunktion des Systems vertauschbar, also zeitlich konstant sind. 

Sind keine dieser beiden Möglichkeiten zutreffend, so kann man sich durch 
einen Trick helfen, der eine dritte Möglichkeit zur Messung der Größe bildet 
und auf der eben besprochenen "plötzlichen" Änderung der Hamiltonfunktion 
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beruht. Die Aussage (260) ist auch dann gültig, wenn c) es möglich ist, durch 
Änderung eines Parameters, z. B. Abschalten eines äußeren Feldes, die betreffen
den Größen "plötzlich" (im oben erläuterten Sinn) zeitlich konstant zu machen 
(d. h. die Hamiltonfunktion so abzuändern, daß die betreffende Größe mit ihr 
vertauschbar wird) ("Stopannahme"). In diesem Fall kann man nämlich zuerst 
zur Zeit t0 die Größe F zeitlich konstant machen und sie messen, sodann, nach 
Ablauf der Zeit r vom Ende der Messung an gerechnet, die Größe G zeitlich kon
stant machen und diese messen. Aus dem oben bewiesenen Resultat über die 
plötzliche Änderung zusammen mit dem in Ziff. 9 bewiesenen folgt dann in 
der Tat die Gültigkeit von (260) für diesen Fall. 

Es muß aber betont werden, daß diese Möglichkeit des plötzlichen Stoppens 
einer Größe nur in sehr beschränktem Umfang möglich ist. Z. B. ist es unmög
lich, die Kernladung des Protons plötzlich "abzuschalten" und so den Impuls 
des Elektrons im H-Atom plötzlich zeitlich konstant zu machen. In diesem 
Fall gelingt allerdings die Bestimmung der Eigenfunktion cpn (p) im Impulsraum 
durch eine Messung zweiter Art (deren unmittelbare Wiederholung ein ver
schiedenes Resultat geben würde) (Möglichkeit a). Es ist jedoch nicht allgemein 
bewiesen, daß jede Größe sich innerhalb beliebig kurzer Zeit messen läßt, selbst 
wenn man Messungen zweiter Art zuläßt. 

Aus diesem Grunde ziehen wir es vor, zum Unterschied von der dogma
tischen Begründung der Transformationstheorie die allgemeine Aussage (260) 
nicht als Axiom einzuführen. Letzten Endes läßt sich ja die Messung einer Größe, 
sofern sie möglich ist, auf die Ortsmessung an einem Apparat zurückführen. 
Ein Apparat mißt eine Größe F, wenn bei Zerlegung der 'ljJ-Funktion nach den 
normierten Orthogonalfunktionen Un des zu F gehörigen Operators F, der 
Apparat mit Sicherheit die "Zeigerstellung" Q1, bzw. Q2, ••• bzw. Qn ... aufweist, 
sobald "P vor der Messung speziell gleich u1, bzw. u2 , ••• bzw. Un war. Im all
gemeinen Fall ist dann die Wahrscheinlichkeit der Zeigerstellung Qn zu definieren 
als die Wahrscheinlichkeit, daß die Größe F vor der Messung den Wert Fn hatte. 
Aus der Bedeutung der 'ljJ-Funktion des Apparates und der Linearität aller 
Hamiltonoperatoren folgt dann, daß diese Wahrscheinlichkeit gleich ist dem 
Quadrat des Absolutbetrages des Entwicklungskoeffizienten Cn der 'ljJ-Funktion 
des zu messenden Systems (vor der Messung) nach der Funktion un(cn = J u!1flndq). 
Wird später an dem System mit neuen Apparaten, die durch neue "Zeigerstel
lungen" Q1 , Q2 , ••• beschrieben werden, eine neue Messung der anderen Größe G 
gemacht, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die neue Größe G einen ge
wissen Wert Gm hat, wenn früher die Größe F mit Sicherheit den Wert Fn hatte, 
definiert als identisch mit der Wahrscheinlichkeit dafür, daß der neue Apparat 
die Zeigerstellung Qm aufweist, wenn bekannt ist, daß der erste Apparat, der 
diesmal einen eindeutigen Schluß auf den Zustand nach der1 Messung zulassen 
muß (was bei Messungen zweiter Art nicht dasselbe ist wie der Zustand vor der 
Messung) mit Sicherheit die Zeigerstellung Qn hatte. Die letztere Aussage ist 
aber gleichbedeutend damit, daß der Zustand des zu messenden Systems nach 
der ersten Messung durch die Eigenfunktion Un beschrieben wird1. Sind v1 , 

v2 , ••• , Vm, ••. die Eigenfunktionen der Größe G, so ist also dann die Wahr
scheinlichkeit W(F1 , Gm) in der Tat gleich ISnml 2, worin Snm = Junv"!dq. 

1 Man hat zu bilden (_J_pj_q' Q,.) -)',wenn 1ji (q, Q,.) die Funktion des Gesamtsystems 
ilf(q,Q,.)J2dQ. 

nach der Messung ist. Durch die Wirkung des Apparates geht jede Rückerinnerung an frühere 
Zustände des Systems verloren, da die Phase von c" in unlwntrollierl;larer Weise beehrnußt 
winl. 
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Damit scheinen alle Aussagen über die beliebigen Größen F, G zurück
geführt auf die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsaussagen über die Zeiger
stellungen der Apparate, also auf Ortswahrscheinlichkeiten. Wir lassen es dabei 
aber offen, ob Apparate mit der postulierten Beschaffenheit für beliebige Größen F, G 
wirklich existieren. Denn dies ist wesentlich davon abhängig, welche Rarnilton
funktionen in der Natur wirklich vorkommen, und darüber kann die unrelati
vistische Wellenmechanik keine Aussagen machen. Ihre Begriffe und ihr Forma
lismus sind vielmehr konsequenterweise so allgemein, daß diese Theorie bei der 
Existenz beliebiger (HERMITEscher) Hamiltonoperatoren widerspruchsfrei bliebe. 

12. Grenzübergang zur klassischen Mechanik. Beziehung zur älteren 
Quantentheorie. Bereits in Ziff. 5 wurde eine Beziehung der wellenmechanischen 
Gleichung zur klassischen Mechanik angegeben, nämlich daß der Mittelpunkt 
eines Wellenpaketes sich stets so bewegt wie ein Massenpunkt, auf den eine 
Kraft wirkt, die mit dem Mittelwert der klassischen Kraft über das Wellen
p3.ket übereinstimmt. Dies bedeutet an sich noch keinen völligen Grenzüber
gang zur klassischen Mechanik, da ja die klassische Kraft längs des Wellen
paketes sehr stark variieren und daher der Mittelwert der klassischen Kraft von 
ihrem Wert an der Stelle des Paketmittelpunktes beliebig stark abweichen kann. 
Man erhält vielmehr nur dann Übereinstimmung mit den aus den klassisch 
mechanischen Bahnen abgeleiteten Eigenschaften des Systems, wenn man 
Pakete bauen kann, innerhalb deren die klassische Kraft nur wenig variiert 
und sie nur innerhalb solcher Zeiten zu betrachten braucht, während deren die 
Dimensionen des Paketes sich nur wenig verändern. Handelt es sich um statio
näre Zustände und periodische Bahnen, so muß man verlangen, daß diese Zeit 
mindestens mehrere Umlaufsperioden beträgt, damit die Eigenschaften der im 
Wellenpaket enthaltenen stationären Zustände, sofern sich diese untereinander 
relativ nur wenig unterscheiden, annähernd mit Hilfe von Bahnversteilungen 
beschrieben werden können. 

Der Grenzübergang von der Wellenmechanik zur klassischen Mechanik ist 
formal analog dem Übergang von der Wellenoptik zur geometrischen Optik 
(HAMILTON), und diese Analogie war sogar der Ausgangspunkt der Überlegungen 
von DE BROGLIE und ScHRÖDINGER, die zur Aufstellung der Wellenmechanik 
geführt haben. Er ergibt sich; wenn man in der allgemeinen Wellengleichung 

für 1p den Ansatz macht 

'Ii fJtp 
-ißt= H1p 

_is 
"P = en 

und dann S nach steigenden Potenzen von nfi entwickelt!: 

(261) 

(262) 

Setzen wir für den Hamiltonoperator, zunächst in kartesischen Koordinaten, an 
[vgl. (97), (98); wir wollen hier l:Va(x") in V(q1 ••• q1) mit einbezogen denken]: 

a 

1 Dieser Ansatz stammt von G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 518. 1926, und 
:):.., BRILLOUIN1 C, R Bd. 18~, S. 24. 1926. . 
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worin die Ak = - ~lc_(j>k und V beliebige (reelle) Funktionen der q sein können. 
c 

Dann wird gemäß (261) zunächst 

(n _i_ + Ak) e*8 = (~~ + Ak) e~ 8 , 
z oqk oqk 

(!;_ _i_ + Ak)2 e*s = [(-8~ + Ak)2 + ~ (~252 + fJAk)] e*s. 
z oqk a qk z oqk oqk 

Die Wellengleichung ergibt somit zunächst ohne Vernachlässigung mit Abspal
.is 

tung des Faktors e" 
fJS ""V 1 [(fJS )2 n fJ (fJS )] 

-7ft = ~ 2mk oqk + Ak + T oqk oqk + Ak + V, (263) 
k 

was vermöge der Reihenentwicklung (262) schließlich übergeht in die sukzessiven 

Gleichungen 050 1 (050 )2 ( 050 ) 

-- fJT = ~ 2mk fJqk + Ak + V= H oqk 'qk ' (264o) 
k 

d. h. es ist m der Hamiltonfunktion pk einfach durch o50joqk ersetzt, ferner 

ot ..:f 2mk oqk oqk oqk oqk (2641) 
- i}_:)_l = ""V- 1 - [2(8_~ + Ak) fJSl + _i_ (fJS~ + Ak)] ·j 
•••• 0 •• 0 ••••• 0 ••• 0 0 • 

Statt (2641) kann man auch schreiben 

- ~ ezs, = ""V _i_ [-1 (fJSo + Ak) e2s,]. (265) 
ot ~ oqk mk ,oqk 

k 

Die Gleichungen (264 0) und (265) haben eine einfache physikalische Bedeutung. 
Erstere ist die bekannte HAMILTON-J ACOBische partielle Differentialgleichung 
der Mechanik. Dabei ist zu beachten, daß die Lösungen dieser Gleichung in 
den Gebieten, die von der betrachteten Schar mechanischer Bahnen erreicht 
werden, reell sind. Nach (2641) ist dann auch 5 1 in diesen Gebieten reell. Unter 
der Voraussetzung des reellen Charakters von 5 0 und 5 1 ist nun (265) (bei Ver
nachlässigung von 5 2 .•• ) identisch mit der Kontinuitätsgleichung. In der Tat 
ist dann 

(! = 1p*1p = e2S,, 

ik = _1_ [11'*(!!;_ OIJl + Ak1fJ) + 1p(-! O'l/1~ + A~c1fJ*)] = _1_(85o + Ak)e2s,, 
2mk z oqk 1 oqk mk oqk 

Wegen 
. - fJ H - _1 (~So + A ) (266) 
qk - fJ Pk - mk fJ qk k 

gilt dann 
(267) 

und (265) nimmt die Form an1 

Be ""V a ( . ) 
7ft+~ oqk eqk = o, (265') 

k 

1 In dem Buch P. A. M. DrRAC, Quantenmechanik, Leipzig 1930, ist in Gleichung (14), 

S. 127, der Term, welcher in (265') die Form hat e ~ ~ ~:, versehentlich fortgelassen worden. 

k 
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was der Kontinuitätsgleichung entspricht. Konstruieren wir also durch die 
Punkte des q-Raumes, in denen S0 reell ist, gemäß (266) eine mechanische Bahn 
[wenn in der Lösung S0 von (2640) kein weiterer Parameter vorkommt, ist es 
eine mechanische Bahn, im allgemeinen Fall entspricht jeder Spezialisierung der 
in S0 vorkommenden Parameter 1X1 , 1X 2 , ••• durch bestimmte Zahlenwerte eine 
bestimmte mechanische Bahn], so bleibt die Dichte gemäß (265') längs dieser 
Bahn zeitlich konstant. In der betrachteten Näherung verhalten sich also die 
Wellenpakete genau wie eine Gesamtheit von Massenpunkten, die sich auf den 
klassischen mechanischen Bahnen bewegen. Daß diese Bahnen auch die zweite 
Hälfte . oH 

Pk =- oqk 

der· klassischen Bewegungsgleichungen erfüllen, ist, wie aus der HAMILTON
]ACOBischen Theorie bekannt, eine einfache Folge aus (2640) und (266). 

Was den Gültigkeitsbereich der in Rede stehenden Näherung betrifft, so 
kann man ihn nach (26)) dadurch charakterisieren, daß das mit 'liji multipli
zierte Glied in (26)) klein sein soll gegen das erste Glied, also mit der Abkürzung 

as A A . 
:nk = -" + k = Pk + k = mkq, (266a) uqk 

Im Falle der Abwesenheit 

""~onk ~ 2 
n ~ iJ qk ~ ~ llk . 

k k 

eines Magnetfeldes und 

h 
:nk = Pk = ;:- nk, 

(268) 

eines einzigen Teilchens ist 

wenn nk die Komponenten eines Einheitsvektors in der Bewegungsrichtung 
darstellen, so daß (268) hier die spezielle Form annimmt 

oder 

).2 ~ _j_ (nk) ~ 1 
~ oqk ;. 

k 

~ (;. on}'- nk jJ_J._) ~ 1. (268') 
~ oqk aq, 

k 

Im Falle eines eindimensionalen Problems, wo nk = ± 1 ist, wird dies schließ-
lich noch einfacher: I a;.l 

0 X ~ 1 · (268") 

Die Ungleichung (267) ist im allgemeinen verletzt an den Umkehrpunkten, wo 
eines der nk> also auch qk verschwindet, da dort fJnkjoqk unendlich groß werden 
kann, insbesondere ist dies immer der Fall bei einem eindimensionalen Problem. 
In der Nähe dieser Umkehrpunkte versagt also die klassische Mechanik, und 
für das Verhalten der Lösung in der Nähe dieser kritischen Punkte sind besondere 
Untersuchungen erforderlich, die sogleich besprochen werden sollen. Die Glei
chungen (264) bzw. (265) können jedoch auch in dem nach der klassischen 
Mechanik unerreichbaren Gebiet verwendet werden, wo S0 imaginär sind, da 
bei Aufstellung dieser Gleichungen über den Realitätscharakter der Funktionen 
noch nichts vorausgesetzt wurde. 

Für eine stationäre Lösung _i_Et 
'ljJ=e 1i U 

ist zu setzen 
S = -Et + S, 

i -s 
u = en , 
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worin jetzt S und u unabhängig von t sind. Mit 
- - fi -
S =50 + -o-51 + z 

wird dann (264) und (265) 

~-1- ( 8 :s-!!.. + Ak)2 +V= H(!!_So, qk) = E, 
~ 2mk 8~ 8~ 

k 

o = ~ _<'!__ [-1 (!!__5_o + Ak) e2s,] . 
~ 8qk mk 8qk 

k 

(262') 

(264ü) 

(264~) 

(265') 

Es ist leicht, die voranstehenden Überlegungen auf den Fall krummliniger Koordinaten 
zu verallgemeinern. Ist 

ds2 = 2: ~ gxl. dq" dq;. 
" !. 

das Linienelement und g'd die zu g";. reziproke Matrix (gxxg<"' = <5~), D gleich der Qua

dratwurzel aus der Determinante g = I gix I, so lautet die Wellengleichung nach Ziff. 5, 
S. 120, Gleichung (97*) 

fi 01fJ 1 ( fi 8 ) ><A ( fi 8 ) - --;- - = - --:- -~ + A" Dg · --o- -0 - + A;. 'fl + V'fl. 
z Bt 2D z 8q" z oq;. 

Dabei sind die Faktoren m" in die g";,mit einbezogen zu denken und es ist hier wie im folgenden 
über jeden zweimal vorkommenden Index stets zu summieren. Die Substitution (261) ergibt 
dann 

_ iJS = _!_ gx!. ( 85 + A") (~~ + A;.) + _!_ ..!._ !!_ ~- Dg";. (~~ + A;.) + V. (263*) 
8t 2 8q" ßq;. 2 V z 8q" Bq;, 

Einsetzen der Entwicklung (262) führt (unter Berücksichtigung von gxÄ. = gh) zu 

850 _ 1 xJ. (850 ) (8So ) _ (ilSo ) 
-7ft- 2 g 8q~ + A" 8q;. + A;. + V- H 8q", q" ' 

oder 

Für 

folgt aus der Wellengleichung allgemein die Kontinuitätsgleichung 

Be 8 . -- + --- z" = 0 
8t 8q" ' 

und für reelles 5 0 und 5 1 wird wieder in der betrachteten Näherung 

(2 = e2Sl 

q"= 8H =g" 2 (iJ~0 +A;.), 
8p" ßq;, 

i" = eiJ", 

(264f) 

(265*) 

(266*) 

(267*) 

woraus sich dann dieselben Folgerungen ziehen lassen wie früher bei kartesischen Koordinaten. 
Die Einführung krummliniger Koordinaten ist deshalb wichtig, weil bei geeigneter 

Wahl derselben bei speziellen Hamiltonfunktionen manchmal Separation der Variablen er
zielt werden kann. In diesem Fall zerfällt die stationäre Lösung u in ein Produkt aus Funk
tionen verschiedener Variabeln 
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und entsprechend zerfällt S additiv 

s = sl(ql) + ... + s,(q,). 
Jede dieser Funktionen 5" (q") genügt dann einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
dieser Variablen, in der aber neben der Energiekonstante noch f - 1 weitere Konstante 
<X2 , ••• , <Xr als Parameter vorkommen. Alles, was im folgenden über Systeme von einem 
Freiheitsgrad gesagt wird, gilt mutatis mutandis auch von der Bewegung jeder Separations
koordinate q" und der zugehörigen Eigenfunktion u" (q") eines separierbaren Systems. Ins
besondere ist dies für die radiale Bewegung eines Massenpunktes unter dem Einfluß einer 
Zentralkraft der Fall. 

Wir wollen nun den eindimensionalen Fall noch gerrauer l::etrachten. Hier
bei ist es konsequent, das Vektorpotential Null zu setzen, da es im eindimensio
nalen Fall zu keinem Magnetfeld Anlaß gibt. Suchen wir glei<::h die stationä!:_e 
Lösung und schreiben wir der Einfachheit halber jetzt S statt S0 und a statt e8', 
so daß in der betrachteten Näherung 

i_s 
u = aen 

so wird jetzt (2646) und (265') 

also mit 

-~(d5)2+ V(x) = E 
2m dx ' 

0 = _t!_ (a2 dS) 
dx dx ' 

dS 
p(x) = f2m(E- V(x)) = ±dx 

X 

S = ±jp(x)dx, 

(269) 

(270) 

(271) 

wobei wir über die untere Grenze des Integrals noch geeignet verfügen werden 
und dem doppelten Vorzeichen zwei verschiedene Partikularlösungen von (269) 
entsprechen. Sodann folgt 

dS 
a2 dx = konst. = c2 , 

c c 
a = ~p(;) = V2m(E- V<x>) • 

(272) 

Die allgemeine Lösung von (269) und (270) lautet also 
X X 

+ :.-Jp(x)dx - ~Jp(x)dx cl c2 
U = --.=__-----:::e Ut + -~e a2 

yjj(x) yp(x) (273) 

Sie versagt in der Nähe der Stellen, wo p (x) verschwindet. Auch in den Gebieten, 
wo E - V (x) negativ ist, p (x) also rein imaginär wird, die also von der klassisch
mechanischen Bahn nicht erreicht werden können, existiert eine Lösung der 
Form (273). Wir schreiben sie in diesem Gebiet der Deutlichkeit halber in der 
Form X X 

C' 
U= 1 

VIP(x) I 

- !jr p(x) 1 dx C' +i jr p(x) 1 dx 

e a, + -====·= e a, 
VTPTxl I 

(273') 

Die Betrachtung der Differentialgleichungen (269) und (270) der geometrischen 
Optik (klassischen Mechanik) allein ist nicht ausreichend, um die Partikular
lösungen (273) und (273') an den kritischen Stellen, den Umkehrstellen mit 
p (x) = 0 richtig zusammenzusetzen. Da hier unter "richtig" zu verstehen ist, 
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daß diese verschiedenen Partikularlösungen von (269), (270) dieselbe Partikular
lösung u (x) der strengen Wellengleichung 

d2 u 
fi2 dx2 +P2(x)u=O 

in den verschiedenen Gebieten, wo p2 (x) > 0 und p2 (x) < 0 approximieren 
sollen, ist es unerläßlich, die strenge Wellengleichung wenigstens in der Nähe 
der Umkehrpunkte heranzuziehen. 

Die hier aufgeworfene, nicht ganz einfache mathematische Frage ist von 
KRAMERS und seinen Schülern ausführlich untersucht worden1. Das Resultat 
ist folgendes: Wir nehmen an, daß V(x) beim Umkehrpunkt stetig ist (dies er
möglicht die Zuhilfenahme der komplexen Ebene beim Beweise). Es sei ferner 
rechts vom Umkehrpunkt x = a, d. h. für x > a, p2(x) > 0 für x < a dagegen 
p2(x) < o. Dann ist a 

C -*flp(x)ldx 

u (x) = V I p (x) I e z 
für x<a, 

(274) 

u(x) = yp~x) 2 cos[ ~ jp (x)dx- :] für x > a 

nach KRAMERS eine "richtige" Zuordnung. Allgemeiner entspricht 
a a 

C +kjlp(x)ldx 1 C --k-jlp(x)ld:~; 
u(x)=----e z +---'-=---==e x für x<a, 

i t'TJi(X)T 2 V I p (x) I 

C i[-k-]p(x)d:~;-:] 
U (x) = ---= e a für X > a. 

yp(x) 

(275) 

Bildet man von beiden Ausdrücken in (275) den reellen Teil, was erlaubt ist, 
so gelangt man zur Zuordnung (274) zurück. Durch Bildung des imaginären 
Teiles gelangt man ebenfalls zu einer richtigen Zuordnung. Es ist richtig, daß 
der zweite Term im ersten Ausdruck (275) so klein gegen den ersten ist, daß 
er innerhalb die Fehlergrenzen der ganzen asymptotischen Darstellung fällt 
und für viele Zwecke fortgelassen werden kann. Bei allen Fragen jedoch, wo 
nicht nur der Betrag von u(x), sondern auch die Phase von u(x) eine Rolle 
spielt, ist es berechtigt, ihn beizubehalten; insbesondere sorgt er dafür, daß der 
Strom, gebildet für x < a, gleich wird dem Strom für x > a, wie es die Kon
tinuitätsgleichung verlangt. 

Bei einem zweiten Umkehrpunkt b > a, der das erlaubte Gebiet zur Linken 
hat, gilt die zu (274) analoge Zuordnung 

für x> b, 
(275') 

für x< b. 

1 H. A. KRAMERS, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 828. 1926; A. ZwAAN, Dissert. Utrecht 1929, 
s. insbesondere Kap. III, § 2; K. F. NIESSEN, Ann. d. Phys. Bd. 85, S. 497. 1928; H. A. 
K~AM~RS u. G, P. h"rMANN, ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 217. 1929 bes, S. 221 und 222. 
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Wir können nun die Quantenbedingungen angeben, falls das Gebiet, in 
welchem p2 (x) > 0, für den betreffenden Energiewert E aus einem einzigen, 
nicht unterbrochenen Intervall a < x < b besteht. ~Diese Annahme führen wir 
ausdrücklich ein. Dann müssen, damit u (x) sowohl" für x =- oo als auch für 
x = +oo beschränkt bleibt, die exponentiell ansteigenden Partikularlösungen in 
den beiden Gebieten x < a und x > b fehlen und die (übrigens sehr steil) ab
fallenden Partikularlösungen dort allein vorhanden sein. Hierfür ist nach (275) 
und (275') notwendig, daß für alle x im Intervall a < x < b 

C cos [ ~ lp(x)dx- :] = C' cos[ ~ ip(x)dx- :] . 

Dies ist nur möglich, wenn die (konstante) Summe der beiden Phasen gleich 
ist einem Multiplum von n: 

b 

1 ;· Ii p(x)dx- ; = nn, 
a 

oder mit 
b 

J = 2 J p(x)dx = cfJ p(x)dx, (276) 
a 

(277) 
Überdies ist 

Dies stimmt damit überein, daß n die Anzahl der Knoten der Eigenfunktion be
deutet; in der Tat wächst die Phase 

X 

~~p(x)dx- ~-
a 

von - ~- bis ( n + ~) n - ; , wenn x von a bis b läuft, der Kosinus nimmt 
dabei also nmal den Wert Null an. 

Das Resultat (277) führt auf die Quantisierungsregel der älteren Quanten
theorie, aber mit "halbzahliger Quantelung", d. h. das Phasenintegral der älteren 
Quantentheorie wird ein halbzahliges Vielfaches von h. Es zeigt sich also, 
daß dies eine bessere Approximation an die Wellenmechanik darstellt, als wenn 
man ganzzahlig quantisieren würde. Nach dem früher Gesagten gilt dies auch 
von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden, sobald sie Separation der Variablen 
gestatten. Dabei ist jedoch besonders vorausgesetzt, daß der betreffende Frei
heitsgrad von oszillatorischem Typus ist, d. h. daß zu jedem Wert der betreffen
den Koordinate q in einem bestimmten Intervall zwei durch das Vorzeichen 
unterschiedene Werte der Geschwindigkeiten q des Teilchens gehören, so daß jeder 
Punkt im Laufe einer vollen Periode zweimal durchlaufen wird, während die 
q-Punkte außerhalb des betreffenden Intervalles von keiner mechanischen Bahn 
mit denselben Werten der Integrationskonstanten erreichbar sein sollen. Der 
Oszillatorische Typus eines Freiheitsgrades steht im Gegensatz zum rotatorisehen 
Typus, der z. B. bei einer zyklischen Winkelkoordinaten (Präzessionsbewegung 
um yine raumfeste Achse) vorliegt. Wir werden sehen, daß in diesem Fall (so
bald es sich um die Umlaufsbewegung eines Teilchens und nicht um den Spin 
handelt) die Wellenmechanik zur ganzzahligen Quantisierung führt. 
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Ist mehr als ein Intervall vorhanden, welches von klassischen Bahnen mit 
derselben Gesamtenergie erreichbar ist, so treten nach der Wellenmechanik eigen
artige Effekte ein, die darauf beruhen, daß nach (275) die Wellenfunktion in 
dem klassisch unerreichbaren Gebiet nicht exakt Null, sondern nur klein ist. 
Während klassisch zwei Gebiete für ein Teilchen bestimmter Gesamtenergie 
durch einen "Potentialberg" endlicher Höhe vollständig getrennt werden, kann 
die Wellenfunktion vom einen Gebiet in das andere "hindurchsickern", und die 
stationäre Lösung wird sogar in beiden Gebieten merklich gleiche Dichte haben1• 

Dieser Umstand ist von fundamentaler Bedeutung für zahlreiche Anwendungen 
der Quantentheorie (vgl. Kap. 6 (N. F. MoTT), sowie Bd. XXIV/2, Kap. 3 
(A. SoMMERFELD und H. BETHE) 2• Wir werden ihm übrigens in Abschn. B, 
Ziff. 5, bei der relativistischen Quantentheorie nochmals begegnen. 

Was die Bedingung (268") betrifft, so ist sie außer in der Nähe der Umkehr
punkte um so besser erfüllt, je größer die Quantenzahl n ist. Wir können nun 
unsere Eigenfunktionen normieren, wobei zu beachten ist, daß für große Quanten
zahlen die Phase X 

__!__}. p (x) dx - !!_ n 4 
a 

eine rasch veränderliche Funktion ist und solche Integrale, die eine rasch ver
änderliche Phase enthalten, zu vernachlässigen sind gegenüber anderen, die eine 
nur langsam oder gar nicht oszillierende Phase enthalten. In dieser Näherung 
sind die Eigenfunktionen auch orthogonal. Zur Normierung erhalten wir die 
Bedingung b x 

J" dx [ 1 J n l 4C2 -cos2 - p(x) dx- --- = 1 
p(x) 'Ii 4 

a a 

oder 

wenn [mit Rücksicht auf die Definition (276) des Phasenintegrals n. 
b b 

1 j·dx f dx /J] 
c;;= 2 T= 2 m V2m(E-V<x>)=/JE 

a a 

die Periode der klassischen Bewegung bezeichnet. Also wird 

un(x) = v;:~) 2cos[![Pn(x)dx- :] 

die normierte Eigenfunktion. Nun bilden wir die Matrix Xnm 

(278) 

(279) 

Xnm =I XUnUmdX = J X v;:~ Jl;:(;) 2\cos[! jPn(x) dx- ! jPm(x) dx] 
an. am 

+ cos[! jPn(x) dx + ! jPm(x) dx- ;]jdx. 
an am 

1 Ein direkter Nachweis des Teilchens auf dem Potentialberg durch Ortsbestimmung ist 
indessen immer mit einer solchen Unbestimmtheit der dem Teilchen zugeführten Energie 
verbunden, daß es nach dieser Energiezufuhr auch klassisch auf den Potentialberg gelangen 
könnte. 

2 Vgl. hierzu besonders auch E. ScHRÖDINGER, Berl. Ber. 1929, S. 668. 
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Da der zweite Term, der die Summe der Phasen enthält, viel rascher oszilliert 
als der erste Term, der die Differenz der Phasen enthält, kann er gegen diesen 
vernachlässigt werden. Ferner werden alle Größen relativ langsam mit der 
Quantenzahl variieren, so daß wir alle Differenzen der Form F,.- Fm durch 

Differentialquotienten ~~ (n - m) h ersetzen wollen, wenn J wieder das durch 

(276) definierte Phasenintegral bezeichnet. Die Differentiation nach der unteren 
X 

Grenze des Integrals J p (x) dx gibt keinen Beitrag, da der Integrand an ihr ver-
a 

schwindet. Auf diese Weise ergibt sich, wie DEBYE1 gezeigt hat, wenn 

7:=n-m (280) 
gesetzt wird : 

Nun ist 
iJp iJpjiJ] m . 
iJ] = iJE IJE = w p(x) = wjx, 

also 

somit 1/2w 1/w 

Xnm = 2fx (t) W COS (2:rt-rwt) dt = OJ f x(t) COS (2:rt'fwt) dt. 
0 0 

Zerlegen wir die klassische Bewegung nach FouRIER, wobei zur Zeit t = 0 
x = a sein soll, so wird "" 

und 

x = ~ ar cos2nTwt 
•=0 

1/w 

ar = 2w J x(t) cos(2nw.,;t)dt. 
0 

Wir erhalten also schließlich den Zusammenhang 

(281) 

im Grenzfall großer Quantenzahlen. Der Faktor ! ist korrekt, da die Summe 

richtig in 
a, cos2nTwt 

übergeht. Ebenso kann man statt der Koordinatenmatrix die Impulsmatrix 
berechnen. Durch diese Resultate ist auch zugleich der Zusammenhang mit 
der ursprünglichen Form des BoHRsehen Korrespondenzprinzips hergestellt. 

Durch Zusammensetzung von mehreren Eigenfunktionen zu einer Gruppe 
kann man im Gebiet großer Quantenzahlen leicht ein Paket bilden, welches in 
der Nähe der klassischen Bahn einen Umlauf vollführt. Es stellt einen Zustand 
dar, bei dem eine Teilchenbahn annähernd existiert2•3• Umfaßt das Paket die 

1 P. DEBYE, Phys. zs. Bd. 28, s. 170. 1927. 
2 P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 28, S. 170. 1927. 
8 C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 258. 1927, insbesondere § 8. 
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Zustände von n - k bis n + k, so hat die Zeit t, bei der das Paket an einer Stelle 
vorbeistreicht, eine Ungenauigkeit L1 t, gegeben durch 

wL1 t"" _!__ 
h ' 

BE 
da L1 E = 8 f L1 I = w k h, gilt dann 

L1EL1t00h, 

andererseits, wenn w t + b0 = w als Winkelvariable eingeführt wird, 

L1I L1wc-0h. 

(282) 

(282') 

Hierbei ist angenommen, daß das Wellenpaket eine größere Zahl von Zuständen 
umfaßt, da die Phase w sonst ihren Sinn gänzlich verliert. Es sei noch erwähnt, 
daß es bei Systemen der betrachteten Art möglich ist, zwar nicht w, wohl aber 
eiw als Operator (Funktion von p und q) zu definieren und ebenso I*. Hierin 
ist I hermitesch und eiw unitär. Die beiden Operatoren genügen den V.-R. 

oder Jeiw = eiw(J + h), (283 a) 

woraus durch Linksmultiplikation mit e- i w sowie Rechtsmultiplikation mit e- i w 
folgt 

oder Je-iw = e-iw(J- h). (283b) 

Wir werden jedoch diese Operatoren zu keinerlei Anwendungen benötigen. 
Wesentlich ist, daß die Kenntnis der Umlaufsphase des Teilchens und die

jenige des stationären Zustandes einander ausschließen. Die Umlaufsphase 
(Bahn) des Teilchens in einem einzigen stationären Zustand existiert nicht, da 
jeder Versuch, diese zu bestimmen, das System in einen anderen stationären 
Zustand wirft. Daß ferner eine Ähnlichkeit des zeitlichen Verlaufes der Dichte 
einer Wellengruppe aus mehreren stationären Zuständen mit einer klassischen 
Bahn nur im Grenzfall großer Quantenzahlen möglich ist, ergibt sich schon 
daraus, daß ein Wellenpaket im Phasenraum infolge der Unbestimmtheitsrelation 
mindestens die Fläche h einnimmt, während die klassische Bahn mit der Energie En 
des nten Zustandes im Phasenraum die Fläche n h umschließt. Nur wenn n 
eine große Zahl ist, ist diese Fläche groß gegen h, nur dann ist also ein wirklich 
umlaufendes Dichtepaket möglich. 

Wir müssen noch angeben, wie ein Paket von der betrachteten Art sich im 
Lauf längerer Zeiten verhält. Hierfür ist wesentlich, daß die in der Dichte des 
Paketes auftretenden Frequenzen 

En+T- En+a 
h 

worin -k < -r ;-~ +k, -k < a :-e:= +k im allgemeinen nicht genau den Vielfachen 
(-,;- a) w einer Grundfrequenz gleich sind, wie das bei der klassisch periodischen 
Bahn der Fall wäre, da die klassische Frequenz w im allgemeinen von dem 
Wert des Phasenintegrals abhängt. Wir können näherungsweise setzen 

1 - 1 ow 2 -h (En+T- En)- ?:W + 2h o] 1: , 

1 ) ( ) 1 h {) w ( 2 2) h(En+T-En+a = -r:-aw+2 87 i -a. 

* P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 111, S. 279. 1926. 
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Wie DARWIN zeigte, hat dies zur Folge, dal.l zur Unbestimmtheit 1/k der Phase 

noch die weitere Unbestimmtheit k h ~I t hinzutritt. Nach der Zeit 

Llt= 1 -
k h iJw_ (284) 

iJ] 

ist also das Paket über den ganzen Umfang der Bahn verschmiert und die Phase 
ist völlig verlorengegangen. Die Zahl N der Umläufe, nach denen dies eintritt, 

ist gegeben durch N = wLI t""' (~w • ( 284') 

khiJ] 

Nur bei speziellen Systemen, wie z. B. dem harmonischen Oszillator oder der 
Bewegung eines Elektrons in einer Ebene unter dem Einfluß eines auf dieser 
senkrechten homogenen Magnetfeldes, wo die Frequenz w in Strenge von dem 
Anfangsbedingungen unabhängig ist, hält das Wellenpaket dauernd zusammen. 
Im ersten Fall hat ScHRÖDINGER1, im zweiten KENNARD 2 und DARWIN 3 strenge 
Lösungen für Wellengruppen von dieser Beschaffenheit angegeben. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß die frühere Quantentheorie 
überhaupt nur im Sonderfall mehrfach periodischer Systeme zu Aussagen über 
die stationären Zustände gelangte, während das Eigenwertproblem der Wellen
mechanik stets eine Lösung besitzt. Auch in diesem allgemeinen Fall ist es, 
wie wir gesehen haben, stets möglich, Wellenpakete zu konstruieren, die sich 
längs der klassisch mechanischen Bahnen bewegen. Im Lauf der Zeit tritt aber 
stets eine Diffusion (Zerfließen) der Wellenpakete ein, und deshalb ist die Tat
sache, daß in der Dichte eines solchen Paketes nur diskrete Frequenzen auf
treten, nicht unmittelbar an ein einfaches periodisches Verhalten der klassisch 
mechanischen Bahnen in langen Zeiträumen geknüpft. Dieses letztere Ver
halten ist bekanntlich z. B. beim Dreikörperproblem in langen Zeiten sehr 
kompliziert und es ist ein Fortschritt der Wellenmechanik, daß es für die An
wendung auf die Atomsysteme ohne Bedeutung ist. 

13. Hamiltonfunktionen mit Transformationsgruppen. Impulsmoment 
und Spin 4, Wenn der Hamiltonoperator gegenüber einer gewissen Gruppe von 
Transformatoren der Variablen invariant ist, so folgt, daß aus einer Lösung 
un (q) der Wellengleichung durch Ausübung der Transformationen der Gruppe 
neue Lösungen der Wellengleichung erhalten werden. Ist Teine Transformation 
der Gruppe, H der Hamiltonoperator, feine beliebige Funktion, u (q) eine Lösung 
der Gleichung 

Hu(q) = Eu(q), 
so folgt aus der Gültigkeit von 

für alle f, daß auch 

die Gleichung 

T(Hf) = H(Tf) 

v(q) = Tu(q) 

Hv(q) = Ev(q) 

1 E. ScHRÖDINGER, Naturwissensch. Bd. 14, S. 664. 1926. 
2 E. H. KENNARD, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 326. 1927. 
3 C. G. DARWIN, 1. c. Anm. 3, S. 174. 
4 Über die Beziehungen der Wellenmechanik zur Gruppentheorie existieren ausführliche 

Lehrbücher: H. WEYL, Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Aufl., Leipzig 1931; 
E. WIGNER, Gruppentheorie und ihre Anwendungen auf die Quantenmechanik der Atome, 
Berlin 1931; B. L. VAN DER WAERDEN, Die gruppentheoretische Methode in der Quanten
mechanik, Berlin 1932. vVir geben hier nur eine sehr gedrängte Übersicht über den Gegen
stand und verweisen für alle Beweise und Detailfragen auf diese Lehrbücher. 
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befriedigt. Gehören zu dem betreffenden Energiewert nur endlich viele, etwa h 
Eigenfunktionen (hfache Entartung), so gibt es in dem h-dimensionalen Vektor
raum, der zum EigenwertE gehört, eine Basis u1 , u 2, .. . , uh, so daß jede Lö
sung v (q) der Gleichung 

Hv =Ev 
in der Form 

v = 2: ckuk 
k 

dargestellt werden kann. Die Transformationen T der Gruppe, angewandt auf 
u1 , ... , un, transformieren also diesen Vektorraum linear, derart, daß der Auf
einanderfolge zweier verschiedener Transformationen T die Aufeinanderfolge der 
zugeordneten linearen Abbildungen entspricht. Um mit dem Multiplikations
gesetz der Matrizen im Einklang zu bleiben, ist es dabei zweckmäßig, folgende 
Festsetzung zu treffen. Übt man auf die Variablen q der Funktion u (q) die 
Transformation T aus, definiert durch den Übergang zu neuen Variablen 
q~ = /g (q1 ••. q1), so ordnen wir dieser Transformation der Variablen q einen 
Operator T zu, der die Funktion u (q1 ••. qJ) in u' (q1 ... q1) verwandelt: 

Tu= u', 
wobei u' (q~ ... q_;) = u (q1 ••. q1) also 

u'(Tq) = u(q) 
oder u'(q) = u(T-lq) 
sein soll. Nur in diesem Fall ist nämlich die Zusammensetzung zweier Opera
toren in der Reihenfolge erst T 2 , dann T1 derselben Reihenfolge der Transforma
tion der Variablen q zugeordnet. In der Tat ist 

T2u(q) = u (q) = u(T21 q), 

und ersetzt man hierin die q durch T! 1 q, so erhält man richtig 

(Tt T2) u = u' (T! 1 q) = u(T21 T! 1 q) = u((T1 T2)- 1 q). 

In Matrixschreibweise ist also zu setzen 

Dann gilt nämlich 

bzw. in Matrixschreibweise 

h 
(Tuz) = 2,; ukckl. 

k~l 

m 

(285) 

(286) 

(286') 
Wir sagen dann, daß die zugehörigen linearen Abbildungen eine Darstellung der 
Gruppe bilden. Natürlich können verschiedenen Transformationen der Gruppe 
dieselben linearen Abbildungen in der Darstellung entsprechen. Hat die Deter
minante der neuen Variablen q~ = /g (q1 ... q1), welche durch die Transforma
tion T definiert werden, nach den alten q!! den Wert 1 und sind außerdem die q~ 
zugleich mit den q!! reell, dann folgt mit 

Tv (q1 •.. qJ) = v (/dq), /2 (q) ... fJ(q)), 
daß 

jvfvzdq = j(Tvk)*(Tvz) dq. 
In diesem Fall sind die Matrizen c (T) für alle T unitär, man nennt dann auch 
die Darstellung unitär. Es wird in diesem Fall ein normiertes Orthogonalsystem 
wieder in ein normiertes Orthogonalsystem übergeführt. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 12 
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Von wesentlicher Bedeutung ist der Begriff der Reduktion einer Darstellung. 
Eine Darstellung heißt reduzibel, wenn ein invarianter Teilraum von kleinerer 
Dimension als der ursprüngliche Darstellungsraum existiert. D. h. daß bei ge
eigneter Wahl der Basis die linear unabhängigen Funktionen u1 , •.. , ug (g < h), 
die nur einen Teil der gesamten Basis u1 ... Un bilden, bei den Transforma
tionen T nur unter sich transformiert werden. Die gesamte Matrix c (T) hat 
dann bei dieser Basiswahl die Gestalt 

C=(~ ~), (287) 

worin a g-dimensional und b (h- g)-dimensional ist. Gibt es keinen echten in
varianten Teilraum, so heißt die Darstellung irreduzibel. Änderung der Basis 
bedeutet eine Transformation c' = Sc S- 1 der Darstellungsmatrix, und zwei 
Darstellungen, die sich nur in dieser Weise unterscheiden, heißen äquivalent. 
Wenn c eine unitäre Matrix ist, folgt aus der Gestalt (287) der Matrix bereits, 
daß durch Änderung der Basis sogar r zum Verschwinden gebracht werden kann, 
d. h. die Darstellung c zerfällt. Für eine endliche Gruppe läßt sich beweisen, 
daß jede Darstellung einer unitären Darstellung äquivalent ist, daß also auch 
jede reduzible Darstellung zerfällt. Bei kontinuierlichen Gruppen ist dies nicht 
immer zutreffend, sondern nur bei einer bestimmten Klasse dieser Gruppen, den 
sog. halb-einfachen Gruppen. Die Drehgruppe ist eine solche, ebenso die Gruppe 
aller linearen Transformationen mit der Determinante 1, wobei aber die letztere 
Beschränkung wesentlich ist. Da man in der Quantentheorie es nur mit uni
tären Darstellungen zu tun hat, braucht man auf die Komplikationen im a)l
gemeinen Fall nicht einzugehen. 

Es zerfällt dann also jede Darstellung (D) einer Gruppe in irreduzible Dar
stellungen gemäß 

und zwar läßt sich zeigen, daß diese Zerlegung eindeutig ist. Die Entartung, 
die dem Grad der irreduziblen Darstellung entspricht, die zu dem betreffenden 
Eigenwert E der Energie gehört, kann durch stetige Änderung des Rarnilton
operators nicht aufgehoben werden, solange dieser gegenüber der betreffenden 
Gruppe invariant ist (im Gegensatz zu der nur zufälligen Entartung, die dem 
höheren Grad einer reduziblen Darstellung entspricht). Ändert man aber den 
Hamiltonoperator so ab, daß er nur mehr gegenüber einer Untergruppe der 
ursprünglichen Gruppe invariant ist, so werden gegenüber dieser kleineren 
Gruppe die Darstellungen im allgemeinen reduzibel werden. Die Abänderung 
der Basiswahl, um die Darstellungen zum Zerfallen zu bringen, die man auch 
als Ausreduzieren der ursprünglichen Darstellung in bezug auf die Untergruppe 
bezeichnet, entspricht (im allgemeinen) dem Zerfallen des ursprünglichen Energie
wertes E in verschiedene Energiewerte, sobald eine Störungsfunktion hinzu
gefügt wird, die nur mehr gegenüber der Untergruppe invariant ist. 

Aus zwei Darstellungen (D1) und (D2) der Grade h1 und h2 kann eine Pro
duktdarstellung (D1 x D2) vom Grade h1 • h2 in folgender Weise gebildet werden. 
Aus der Basis u~c (k = 1, 2, ... , h1) von (D1) und v1 (l = 1, 2, ... , h2) von (D2) 

bilde man die h1 • h2 Produkte u~cv1 • Wenn die u~c eine lineare Abbildung D1 (T) 
und die v1 eine lineare Abbildung D2 (T) erleiden, dann erleiden die uk v1 eben
falls eine lineare Abbildung, und diese wird als (D1 x D2) definiert. Speziell kann 
(D1) = (D2) sein. Natürlich ist (D1 X D 2) im allgemeinen reduzibel, selbst wenn 
(D1) und (D2) irreduzibel waren. Durch Änderung der Basiswahl des h1 h2-

dimensionalen Raumes kann dann also (D1 X D 2) zum Zerfallen gebracht werden, 
wobei die irreduziblen Bestandteile von (D1) und (D2) verschieden sein können. 
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Diese Produktbildung von Darstellungen tritt stets auf bei der Koppelung un
abhängiger Systeme. 

Bei einer kontinuierlichen Gruppe sind speziell die infinitesimalen Trans
formationen, die in der Nähe der Identität liegen, von Interesse. Denn diese 
bilden selbst eine lineare Mannigfaltigkeit, einen Vektorraum von so vielen 
Dimensionen, als die Gruppe unabhängige Parameter enthält (bei der Gruppe 
der Drehungen des dreidimensionalen Raumes also einen dreidimensionalen 
Vektorraum). In der Tat folgt aus T(O, .. . , 0) = 1 

T(e1 ,e2 , ... , er)= 1 + e1 Wt + e2 w2 + ··· + e,w.,, 

sobald die Abhängigkeit des T von den e eine stetige ist. Die w 1 , w 2 , ... , w., 
sind ebenso wie die T Operatoren, die auf die Variablen q der Eigenfunktionen aus
geübt werden. Die Tatsache, daß die betreffenden Transformationen eine Gruppe 
erzeugen, verlangt, daß die "Klammersymbole" [wp. wq] = WpWq- WqWp 
sich wieder durch die w selbst ausdrücken lassen mit Koeffizienten. die für die 
betreffende Gruppe charakteristisch sind 

r 
[wp, Wq] = l:cpq, 8 W8 • (288) 

8=1 

Diese Koeffizienten müssen nur gewisse Relationen erfüllen, die aus der Identität 

[[wp,Wq]w.,] + [[wq,w .. ]wp] + [[w.,wp]wq] _ 0 

entspringen. Bei der oben getroffenen Festsetzung über die Zuordnung der auf 
die Eigenfunktionen wirkenden Operatoren zu den Transformationen der Varia
blen genügen beide denselben V.-R., und es braucht in der Bezeichnung zwischen 
beiden nicht unterschieden werden. Die Tatsache, daß der Hamiltonoperator 
gegenüber der betrachteten Gruppe invariant ist, drückt sich darin aus, daß 
die w mit H vertauschbar sind 

wPH- Hwp = 0, 

wie dies auch beim Operator T der endlichen Transformation der Fall ist. Dies 
ist gleichbedeutend damit, daß die Wp als Matrizen zeitlich konstant, d. h. Inte
grale der Bewegungsgleichungen sind. Bis auf den Vektor i sind die Wp her
mitesch, wenn die T unitär sind (vgl. Ziff. 10, S. 74). Zu jeder Darstellung der 
Gruppe gehört ein System von Matrizen für die wk, welche die Relationen (288) 
erfüllen. 

z. B. ist bei der Gruppe der Translationen, die die Koordinaten x;.a> 
(k = 1, 2, 3) um Ak verschiebt, 

.4'a> = xj,a> + Ak> (A 1 , A 2 , A 3 kontinuierliche Parameter) 

wk = ~ a!~,. Dies entspricht bis auf den Faktor ; dem gesamten Impuls 
a 

des Systems. In der Tat ist die Invarianz der Hamiltonfunktion gegenüber dieser 
Gruppe gleichbedeutend damit, daß die potentielle Energie nur von den rela
tiven Koordinaten der Teilchen abhängt. 

Wir gehen nun dazu über, die Gruppe der Drehungen der Raumkoordinaten, 
simultan für alle Teilchen des Systems, zu betrachten. Man kann hier zwei 
verschiedene Methoden einschlagen. Entweder man stellt sich auf den infini
tesimalen Standpunkt, ermittelt die Form der zu den infinitesimalen Drehungen 
gehörigen Operatoren wk und auf Grund ihrer V.-R. auf rein algebraischem 
Wege die zugehörigen Darstellungsmatrizen. Oder man versucht auf dem Wege 
der Analysis die zu den endlichen Drehungen gehörigen Darstellungen zu finden. 

12* 
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Beide Methoden ergänzen einander. Wir beginnen hier zunächst mit der ersten 
Methode. 

Als die drei unabhängigen infinitesimalen Drehungen des dreidimensionalen 
Raumes wählen wir die Drehungen um die Koordinatenachsen 

c5x1 = 0, c5x2 = -e1 x3 , c5x3 = +e1 x2 , (289) 

wobei die beiden übrigen infinitesimalen Drehungen durch zyklische Vertauschung 
zu erhalten sind. Auf Grund einer elementaren kinematischen Betrachtung 
(Grenzübergang von endlichen zu infinitesimalen Drehungen) erhält man die 
für die infinitesimalen Drehungen charakteristischen V.-R. 

(290) 

wenn die Operatoren w oder die entsprechenden linearen Abbildungen so defi
niert sind, daß z. B. zur Transformation (289) der Operator 1 + e1 w1 ge
hört. Diese Relationen müssen dann auch von allen Darstellungen der Drehungs
gruppe erfüllt werden. Da wir später auch Spiegelungen der Raumkoordinaten 
untersuchen werden, ist hervorzuheben, daß die w sich ihnen gegenüber wie ein 
schiefsymmetrischer Tensor, nicht wie ein Vektor verhalten. Schreiben wir also 
mit wu. = -w,.i statt w 1 , w 2 , Ws nunmehr w23, Wst, w12, so schreibt sich (289) 

(290') 

(ö;k = 0 für l =F k und = 1 für i = k). Diese Form der V.-R. für die infinitesi
malen Drehungen ist auch in einem n-dimensionalen Raum richtig, wovon wir 
bei der Behandlung der Lorentzgruppe später Gebrauch machen werden. 

Gemäß unserer früheren Festsetzung gehört nun zur infinitesimalen Drehung 
(289) zunächst bei einem einzigen Teilchen der Operator 1 +ew1 (bzw.1 +ew23), 

der m 

überführt, also 
WtU = -(x2 ~u- x3 -~u)·. 

ox3 ux2 

Bei mehreren Teilchen müssen die Koordinaten aller Teilchen derselben Drehung 
unterworfen werden, und man erhält 

_ """( (r) OU Cr) OU) 
WtU--~ X2 ox~J- Xa oxrJ ' , 

worin über alle vorhandenen Teilchen zu summieren ist. Da der lineare Impuls 

PP durch den Operator ! -" a(r) repräsentiert wird, hängen die w in einfachster 
z uxk 

Weise mit dem gesamten Drehimpuls 

P = """x<r) p<r) - x<r) p<r) = !!:.__ ""(x'•·J _j__ - xC•·J _j___) (291) 
1 ~ 2 3 3 2 i ~ 2 oxi;) 2 ox~) ' 

r r 

zusammen, nämlich 
(292) 

wobei sich wiederum bestätigt, daß sich die w um den Faktor i von einem HER
MITEschen Operator unterscheiden. In der Tat folgt aus den V.-R. (103) für p,. 
und q,. n 

~~-~~=-~~- ~) z 

Es ist hier aber wichtig, darauf hinzuweisen, daß die Existenz der Integrale der 
drei Komponenten des Drehimpulses, die bis auf einen rein imaginären Faktor 
mit den zu den infinitesimalen Drehungen gehörigen Operatoren w übereinstimmen, 
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unabhängig von den V.-R. (103) gefolgert werden kann, wobei die V.-R. der w 
direkt aus der Kinematik der Drehungsgruppe entspringen. Dies gilt auch von 
den weiteren V.-R. 

[wk, C] = 0 bzw. [Pk, C] = 0 

für jeden Skalar C und 

bzw. 

..... 

(294) 

(295) 

(295') 

für die Komponente jedes Vektoroperators A. Dabei ist angenommen, daß C 
..... 

und A Funktionen der pkqk allein sind, während keine Vektoren, die gewöhn-
liche Zahlen sind, dabei verwendet werden. Diese V.-R. können aus den all
gemeineren, für endliche Drehungen gültigen Relationen 

TC= CT oder TCT- 1 = C (296) 
und 

TA~= AkT oder A~ = T- 1 AkT (297) 

durch Spezialisierung auf infinitesimale Drehungen erhalten werden. Die erste 
Relation besagt die Invarianz von C (wie beim Hamiltonoperator), die zweite 
die Kovarianz von A gegenüber Drehungen. Die Existenz einer solchen unitären 
Transformation T folgt schon daraus, daß die Gesamtheit der A~ dieselben 
Eigenwerte besitzt und dieselben V.-R. erfüllt wie die Ak. Auf Grund von (291) 
und der fundamentalen V.-R. (103) kann man verifizieren, daß aus ihnen eben
falls (296), (297) folgt. Insbesondere gelten diese Relationen für Ak = p~> oder 
Ak = q~>, ferner gilt (294) für C = P 2 = P12 + P 22 + P~, wie auch direkt 
aus (293) folgert, 

(298) 

Man entnimmt daraus, daß es möglich ist, P2 und eine der Komponenten Pk 
gleichzeitig auf Diagonalform zu bringen. 

Es ist leicht, auf elementarem algebraischem Wege alle endlichen HERMITE
schen Matrizen zu ermitteln, die die Relationen (293) erfüllen1. Bringt man p2 
und P 3 auf Diagonalform, so findet man: Die Eigenwerte von P 2 sind 

p2=fi2j(j+1), (299) 

worin j entweder eine nicht negative ganze Zahl ist (j = 0, 1, 2, ... ) oder eine 
solche um ! übertrifft (j = i, l, ... ), was wir kurz durch die Angabe aus
drücken, j sei halbzahlig. Zu einem gegebenen Eigenwert von P 2 gehören 2j + 1 
verschiedene Werte von P 3 , nämlich 

p3 = nm mit -j ~ m + j' (300) 

wobei m sich um Schritte von einer Einheit verändert und zugleich mit j halb
oder ganzzahlig ist. Die Matrizen von P 1 und P 2 werden dann für festes j 

(Pl + iP2lm+l m = n Y{(F+~1T=-m (m + 1) = n 1/(j- m) (j+ 1 + m),} 
' (301) 

(P1- iP2)m,m+1 = (Pl + iP2)rn+t,m; (P3)mm = mn. 
Alle übrigen Matrixelemente von {Pt- iP2) und (P1 + iP2) verschwinden. Für 
jedes j entsprechen die Matrizen (301) einer Darstellung der infinitesimalen 
Drehungen. Sie ist überdies irreduzibel. 

1 Vgl. z. B. l'II. BoRN u. P. JORDAN, Elementare Quantenmechanik. Berlin 1931. 
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~ 

Aus (295) folgt für jeden Vektor A (der nicht von Vektoren mit gewöhn-
lichen Zahlkomponenten abhängt), insbesondere für die Koordinatenmatrizen 1 

(At+ ~A2)J+1,m+l;jm = -AJ+!,j ~ + m + 2) (J: + m + 1), I 
(At- tA2)J+l,m-1,J,m = AJ+l,J f(J- m + 2) (J- m + 1), 

(As)J+l,m,J,m = AJ+l.i Y (j + m + 1) (j- m +1f 

(At+ ~A2)J,m+l;J,m: AJ,.J f(j' + m +. 1) (j- m), I 
(At- tA2)j,m-l;},m- Aj.j V (J + m) (J- m + 1), 

(As)j,m;j,m = A;,J m. 

(Al+ iA2lj-l,m+l, j m = Aj-1,1 rcr=-tr0v~ m ~~..:1)~ I 
(At- iA2)1- 1,m-I;j,m = -~ Aj- 1,1 ~ (j + m)y_ +~- 1)~ 

(As)j- 1,m;j,m = AJ-l.J V (J + m) (J -- m). 

(301' a) 

(301'b) 

(301' c) 

Für alle anderen Wertepaare von j, mim Anfangs- und Endzustand verschwinden 
die Matrixelemente. Hierin sind die Auswahl- und Intensitätsregeln für j und m 
enthalten 2 • 

Es sei hier endlich noch eine Bemerkung über die Zusammensetzung zweier 
Systeme mit den Drehimpulsen j 1 und j 2 angefügt. Zunächst denken wir uns 
die zugehörigen p~t) und P~2 l ebenfalls auf Diagonalform gebracht, den Eigen
werten m1 und m2 entsprechend, die bzw. von -j1 bis j1 und von -j2 bis j2 
laufen. Wir bilden nun den Gesamtimpuls Pr= p~ll + P~2 l und sein Quadrat 

3 
P 2 = L, P;. Es ist P 3 bereits auf Diagonalform, und jeder Eigenwert 

k=1 

m = m1 + m 2 

kommt so oft vor, als er durch Addition von Zahlen der Intervalle ( -j1 , +f2) 

bzw. (-j2 , +f2) erhalten werden kann. Setzen wir j 1> j 2 , so finden wir diese 
Anzahl Z ( m) gleich : für 

i1 - i2 < m < i1 + i2 
- U1- i2l :S:":: m < it- i2 
- (j1 + i2l < m < - (j1 - i2l 

Z (m) = j 1 + j 2 - m + 1 

Z(m)=2j2 +1 

Z(m) = j1 + j2+ m. 

Wenn wir nun für jedes m statt m1 und m2 einzeln P 2, also j, auf Diagonalform 
bringen 3, so wissen wir bereits, daß wir eine Reihe von Zuständen mit ver
schiedenem j erhalten werden, derart, daß zu jedem j der Wert m von -j bis 
+i läuft. Kommt der Wert j N (j) mal vor, so erhalten wir die Gesamtzahl 
der Zustände Z (m) mit bestimmtem m aus 

Z (m) = L, N (j) . 
j .=:_::~1n 

Dies ist richtig für m > 0, worauf wir uns beschränken können, da der Fall 
m < 0 nichts neues liefern würde. Daraus folgt weiter 

N (j) = Z (j) - Z (j + 1) . 
1 Über den Beweis vgl. z. B. M. BoRN u. P. JoRDAN, Elementare Quantenmechanik; 

P. A. M. DIRAC, Quantenmechanik. Leipzig 1930. 
2 Vgl. hierzu auch Kap. 3, Ziff. 39 u. 42 ds. Handb. 
3 Dies geschieht für jedes m durch eine unitäre Matrix S (m1 , j). Man kann sie explizite 

berechnen. Vgl. z. B. VAN DER WAERDEN, Die gruppentheoretische Methode in der Quanten
mechanik. Berlin 1932, §18; ferner H.A. KRAMERS u. H.C.BRINKMANN, Zitate in Anm. 2, 5.183. 
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Dies gibt in unserem Fall, daß alle um eine Einheit fortschreitenden f-Werte 
des Intervalles 1 i _ f2 1 :'.:; i:::; j 1 + j 2 (302) 

und nur diese vorkommen, und zwar jeder gerade einmal, was mit dem "Vektor
modell" der älteren Quantentheorie übereinstimmt. Für Darstellungen endlicher 
Drehungen folgt daraus, wie leicht einzusehen, mit der früher eingeführten 
Definition des Produktes von Darstellungen 

(302') 

Bisher war der Fall halb- und ganzzahliger f völlig gleichberechtigt. In Ziff. 6 
wurde jedoch bewiesen, daß für ein Teilchen in einem Zentralfeld die in diesem 
Fall statt mit f mit l bezeichnete Drehimpulsquantenzahl immer ganzzahlig 
sein muß. Aus (302) folgt dann dasselbe für mehrere Teilchen, woran auch die 
Einschaltung beliebiger Wechselwirkungskräfte zwischen den Teilchen .(wegen 
deren Stetigkeit) nichts ändern kann. Für die infolge des Spins nötige Ver
allgemeinerung ist es aber wesentlich, daß die V.-R. (293) der Drehimpulsmatrizen 
sowie auch die V.-R. (294) und (295) mit halbzahligen f und m verträglich sind. 
Erst aus der Definition (291) des Drehimpulses im Verein mit den V.-R. für 
Koordinaten und Impulse folgt die Ganzzahligkeit dieser Quantenzahlen1• Wir 
werden deshalb diese Definition (291) noch zu verallgemeinern haben. 

Wir wollen nun noch die irreduziblen Darstellungen der endlichen Drehungen 
angeben (zweite Methode), die den verschiedenen halb- und ganzzahligen Werten 
von f entsprechen 2• Dabei ist es jedoch zweckmäßig, statt von der Gruppe der 
Drehungen des dreidimensionalen Raumes zunächst auszugehen von der Gruppe U2 

der unitären Transformationen mit der Determinante 1 von zwei komplexen 
Veränderlichen ~1 ~2 . Diese haben die Gestalt 

mit 

~~ = ~1 iX - ~2ß* ' } 

~~ = ~2ß + ~2iX* 
iX <X* + ß ß* = 1 . 

Die zugehörige Transformation der a1, a2 , die die Linearform 

al ~~ + a2~2 
invariant läßt, ist 

a! = iX a1 + ß a2 , } 
I- ß* + * a2-- a1 iX a2• 

Gemäß (303) werden die v + 1 Potenzprodukte 

~i, ~i- 1 ~2' ... ' ~2 

(303) 

(304) 

(303') 

linear untereinander transformiert. Dies liefert eine Darstellung der betrachteten 
Gruppe vom Grad v + 1. Sie ist überdies irreduzibel. Wenn man 

~ - ~r-r~~ 
~.-,;---= 

vr!(v-r)! 
r = 0,1, ... , v (305) 

als neue Basisvektoren einführt, erhält man sogar eine unitäre Darstellung, da 
mit ~~ n + ~2 ~: auch (~1 ~* + ~2 ~:)• invariant ist und dies mit 2' E, a: über-, 

1 Über einen Beweis dieser Folgerung mittels der Matrixreclmung vgl. M. BoRN u. 
P. JORDAN, Elementare Quantenmechanik, S. 164. Berlin 1930. 

2 Neben den in Anm.4, S.t76 zitierten Lehrbüchern vgl. hierzu auch H. A. KRAMERS, Proc. 
Amsterdam Bd. 33. S. 953 1930, und H. C. BRINKMAN, Dissert. Utrecht 1932, wo besonders 
auch Anwendungen auf die Berechnung verschiedener Matrixelemente zu finden sind. 
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einstimmt. Setzt man v = 2 j und r = j - m, so wird der Anschluß an die 
früheren Bezeichnungen hergestellt. Man erhält so eine Darstellung Di vom 
Grade 2j + 1 der Gruppe der unitären Transformationen der Determinante 1. 
D0 ist die identische Darstellung, D112 sind die ursprünglichen Transformationen 
selber. 

Der Zusammenhang mit der Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen 
Raumes ergibt sich, wenn man D1 betrachtet. Für j = 1, v = 2 transformiere 
man c0 , c1 , c2 so, daß .lc t2+c 1:1: + lc 1:2 

2 0\>1 1\>1\>2 2 2"2 

invariant bleibt. Da die Transformation die Determinante 1 hat, bleibt dabei 
die Determinante 

invariant. Setzt man 
x+iy=c2, x-zy=-c0, z=c1, (306) 

so wird x2 + y2 + z2 = jx + iyjjx- iyj + z2 = c12- c0 c2 , 

mithin sind die Abbildungen D1 im (x, y, z)-Raume gewöhnliche Drehungen. 
Man zeigt leicht, daß diese x, y, z sich so transformieren wie 

a1 a~ + a2 aL i(a1a~- a2 af), a1ai- a2 aL 
wenn die a1 , a2 sich gemäß (303') transformieren. Da dies reelle Zahlen sind, 
handelt es sich also um reelle Drehungen. Zu einer Drehung mit den EuLER
schen Winkeln{}, rp, 'tjl gehören die in (303) und (303') eingehenden Transforma-
tionskoeffizienten i i 

{) ---(<p+~·) .. {) --(<p+>i•) 
a = cos- e 2 ß = - 2 sm- e 2 • (307) 2 2 

Für {}=O ergibt sich der Sonderfall der Drehung um die z-Achse um den Win
kel rp + 'tfl, wobei die Matrix diagonal wird. Der Identität bei den Raum
drehungen entspricht nicht nur die Identität der Transformationen (303), son
dern auch die Transformation 

~i = -~1• ~; = -~2· 

Daher sind die Drehungen eine ver kürzte Darstellung von U 2 und umgekehrt D1;2 
eine zweideutige Darstellung der Drehgruppe. Mit Hilfe von (307) kann man 
durch Betrachtung der Größen E,, die in (305) definiert sind, auch die allgemeinen 
Darstellungsmatrizen von Di als Funktion der Winkel {}, rp, 'tfl berechnen1. Sie 
sind nach der Untergruppe der Drehungen um die z-Achse bereits ausreduziert. 
Für halbzahliges j erhält man zweideutige, für ganzzahliges j eindeutige Dar
stellungen. Die Kugelfunktionen lter Ordnung transformieren sich nach D1 • 

Wir müssen noch bemerken, daß die Hamiltonfunktion auch invariant ist 
gegenüber der Spiegelung 

(308) 
am Schwerpunkt des Systems. Diese Spiegelung ist mit allen Drehungen ver
tauschbar. Deshalb muß sich jede Eigenfunktion bei dieser Spiegelung einfach 
mit einem Faktor multiplizieren. (Man kann sich auch durch ein äußeres Magnet
feld die von der Drehgruppe herrührende Entartung gänzlich aufgehoben denken, 
ohne die Invarianz der Hamiltonfunktion gegenüber dieser Spiegelung zu stören.) 
Da die zweimalige Spiegelung die Identität gibt, kann dieser Faktor, der defi-
niert ist durch u ( -q, ... , -qt) = 8 u (q, ... , q1) (309) 
nur gleich ±1 sein: 

e =±1. (310) 
1 P. GürTINGER, ZS. f. Phys. Bd. 73, S. 169. 1931. 
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Wir nennen diesen Faktor das Spiegelungsmoment oder die Signatur. Ein Term 
heißt gerade oder ungerade, je nachdem e = +1 oder e = -1. Für ein einziges 
Teilchen im Zentralfeld folgt aus den Eigenschaften der Kugelfunktionen, daß 

e = ( -1)l 

daher allgemeiner für mehrere Teilchen 
e = ( -1 )Z. +l. + · · · + lr • (311) 

Das gilt zunächst nur für ungekoppelte Teilchen, aber das Einschalten von 
Koppelungskräften kann wegen seiner Stetigkeit nichts daran ändern. Die Matrizen 
der Koordinaten der Teilchen sind nur dann von Null verschieden, wenn e im 
Anfangs- und Endzustand verschiedenes Zeichen hat (LAPORTEsche Regel). 

Mit diesen Hilfsmitteln gelingt es nun leicht, die verallgemeinerten Wellen
gleichungen für Teilchen mit Spin aufzustellen. Ursprünglich hat man dabei 
nur die Elementarteilchen (Elektronen und Protonen) im Auge gehabt!. Wir 
wollen jedoch unter Spin eines Teilchens allgemein ein Impulsmoment verstehen, 
das nicht auf die Translationsbewegung von Massenteilchen zurückgeführt wird 
und dessen Betrag (im Gegensatz zu seinen Komponenten) als feste Zahl betrachtet 
wird. Dieser Standpunkt erscheint notwendig, da wir beim jetzigen Stand der 
Quantentheorie nicht nur bei den Elementarteilchen, sondern bei jedem Atom
kern vor die Notwendigkeit gestellt sind, den Spin (falls er nicht Null ist) in 
dieser Weise zu behandeln. Denn es scheint nicht möglich zu sein, den Zustand 
eines Kernes durch Eigenfunktionen zu beschreiben, welche die Ortskoordinaten 
der im Kern vorhandenen Elektronen enthalten. Wohl aber kann man die 
Reaktion eines Kernes als Ganzes gegenüber äußeren Kräften, sofern er dabei 
in einem bestimmten Anregungszustand verbleibt, durch eine Wellenfunktion 
beschreiben, die neben den Kernkoordinaten noch eine Spinkoordinate als un
abhängige Variable enthält. 

Die Beschreibung des Spin beruht auf folgenden Annahmen. 1. Neben dem 
Bahnimpulsmoment 

(312) 

gibt es ein Spinmoment mit den Komponenten s1 , s2 , s3 , denen ebenfalls Opera
toren zugeordnet werden, die auf die Wellenfunktionen wirken. Diese Opera
toren sollen mit den Orts- und Impulskoordinaten des Teilchens vertauschbar 
sein. Dabei denken wir uns beide Impulsmomente in der Einheit n gemessen. 
2. Den infinitesimalen Drehungen mögen jetzt die Anwendung der Operatoren 

wk = -i(lk + sk) (313) 
auf die Eigenfunktionen entsprechen, so daß 

pk = n(lh + sh) (313') 
die Rolle des gesamten Drehimpulses spielt. In der Tat ist dann dieser gesamte 
Operator mit allen drehinvarianten Operatoren vertauschbar, und wenn die 
Hamiltonfunktion drehinvariant ist, ist er demnach zeitlich konstant. Ist die 
Hamiltonfunktion nur drehinvariant gegenüber den Drehungen um eine Achse, 
etwa die x3-Achse, so ist noch immer P 3 konstant. Aus dieser Annahme ·folgen 
rein kinematisch für die w1, die V.-R. (290), also, da die lh mit den sh vertausch
bar sind, die zu (293) analogen V.-R.2 

St s2 - s2s1 = isa . . . (314) 
-----

1 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 601. 1927. 
2 Ursprünglich "hatte man diese V.-R. einfach aus der Analogie zu denjenigen für lk 

begründet, welch letztere aus den kanonischen V.-R. für pk und qk deduzierbar sind. Auf die 
Möglichkeit der kinematischen Herleitung der V.-R. für die sk aus der Drehgruppe haben 
zuerst J. V. NEUMANN u. E. WIGNER (ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 203. 1927) hingewiesen. 
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Da wir 
s12 + s22 + sa2 

als eine ein für allemal gegebene Zahl ansehen, die, wie wir gesehen haben, 
gemäß (314) nur gleich s (s + 1) mit halb- oder ganzzahligen s sein kann: 

(315) 
können wir in die Wellenfunktion als unabhängige Variable neben den Teilchen
ortskoordinaten xk noch eine der Komponenten sk> etwa s3 einführen, so daß 
die Wellenfunktion von der Form 

1p (x, s3 ; t) (316) 
wird. Aber s3 ist, wie wir gesehen haben, nur derWerte -s, -(s-1), ... , +s 
fähig. Wir können also statt (316) auch schreiben 

1p(x, s3 ; t) =L;Cf'(s3)1pf'(x, t), 
f' 

worin die von x und t unabhängigen Cf' {s3) definiert sind durch 

{ 
1 für s3 = fl , 

c,,(sa) = 0 
sonst. 

Diese Cf'(s3) sind normiert und orthogonal, d. h. 

+• {1 für 
s, '!:_.C~ (sa) C,,. (sa) = 0 für 

es gilt 

fl=fl', 

fl + fl1
• 

(316') 

(317) 

(317') 

Für die Anwendungen ist übrigens die spezielle Wahl der C1, (s3) in Gleichung (317) 
nicht wesentlich, sondern nur die Relationen (317'), die bei Drehungen des 
Achsenkreuzes bestehen bleiben. 

Allgemein ist 1p~ "Pf' wieder die Wahrscheinlichkeit im Ort-Spin-Raum, 
die Dichte (! im Raum der Lagenkoordinaten allein ist also 

(} =L:'IfJ*(X, S3, f)1p(X, S3; t) =L:'IfJ.~(X, f)'lfJp(X, t). (318) 
• f' 

Ihr Volumintegral ist zeitlich konstant, also ist die Orthogonalitäts- und Nor
mierungsbedingung für die zu stationären Zuständen gehörigen Eigenfunktionen 

u(x, s3) =L;Cf'(s3)uf'(x), 
f' 

~fdxun(X, s3)um(x, s3) =~fdxu::f'(x)umf'(x)dx= { 1 
s, f' 0 

für 

für 

Von den Stromkomponenten wird in der relativistischen Theorie die Rede sein. 
Wie die Operatoren s1 , s 2 , s 3 auf die Wellenfunktionen wirken, geht am 

einfachsten aus ihrer zu (301) analogen Matrixdarstellung hervor, die lautet 

(sl + is2),n+I," = f(s ----_;:J (s + 1 + fl), j 
(s1- is2)f'-l,f' = f(s- fl + 1) (s + fl), (319) 

(sa)f'f' = fl· 
Wir haben dann allgemein 

(sk) "Pf' (x, t) = L; "Pf'' (sk)f'' f', (320) ,.-
wobei aber von den Matrixelementen (sk)f'', "höchstens zwei von Null verschieden 
sind. Z. B. ist 

St'lfJp = ! (s1 + is2) "Pf' + ! (s1 - is2) 'lfJp 

= t"P1•-1 f(s- fl + 1) (s + fl) + t"Pf'+l Y(s- fl) (s + 1 + fl), 
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wobei für p, = s der zweite, für p, = -s der erste Term der rechten Seite zu 
streichen ist. Andererseits ist einfach 

sstp,. = tp,.p,. 
Die Hamiltonfunktion wird im allgemeinen neben den x auch die sk enthalten. 
Z. B. wird sie in einem äußeren Magnetfeld mit den Komponenten H1 , H 2 , H 3 

den Zusatz K(s1H1 + s 2H 2 + s 3H3) enthalten, wenn der numerische Faktor K 
das Verhältnis von magnetischem Moment und Impulsmoment des Teilchens 
bedeutet. Im allgemeinen muß die Form des Hamiltonoperators in Analogie 
zur klassischen Theorie bestimmt werden. (Zu dieser Frage vgl. Kap. 3, Ziff. 22.) 

Gegenüber räumlichen Drehungen transformieren sich die c,. und tp1, in 
(316') wie die Koeffizienten c,. und Variablen 3 1, der invarianten Form 

wobei gemäß (305) mit v = 2s, r = s - p, 

~ .;f+".;:-1' 
.t:.,, = J0+--;)!(s -p.)! 

und ~v ; 2 gemäß (303) transformiert werden. Die Transformation der tp,. wird 
also direkt durch die Darstellung (D,) der Drehgruppe bestimmt, die ein- oder 
zweideutig ist, je nachdem s halb- oder ganzzahlig ist. Bei der Spiegelung (308) 
am Ursprung, der gegenüber die sb die eigentlich schiefsymmetrische Tensoren 
sind, Invarianz besitzen, können auch die Indizes der tp,. unverändert gelassen 
werden. Im Fall s = 1 transformieren sich tp1 , tp0 , tp_ 1 bei der Drehung D- 1 

ihrer Argumente wie -(x1 - ix2), x3 , x1 + ix2 bei der Drehung D, so daß 
geeignete Linearkombinationen der tp,. als Vektorkomponenten aufgefaßt werden 
können. 

Von besonderem Interesse ist jedoch der Fall s = !, weil er, wie die Er
fahrung zeigt, bei den Elementarteilchen (Elektron und Proton) vorliegt. Es 
wird hier gemäß (317) 

(St + is2)H,-i = (St- is2)-!,H = 1, 
also in Matrixschreibweise 

also mit 

(
0 1' 

St + i 82 = O O); ss = (~ 
(321) 

61 = (~ ~). 62 = (~: -~). 6s = (~ -~). (322) 

Schreibt man für "PH(x, t), "P-t(x, t) bzw. tpx(x, t), tpp(x, t) und für CH und 
C _ ! einfach C + und C _, so wird dann 

tp(x, s3 ; t) = C+tpx(x, t) + C_tpp(x, t). (316") 
Ferner erhält man auf Grund von (320) 

61 'ljJx = tpp, 61 'ljJß = 'lj}x • 
62tpx = 'ljJß. i, 62tpp = 'ljJx. (-i), 

6stpx = "Px, 6stpp = -tpp, 
und die "Dichtekomponenten des Spinmomentes" 

d1 = tp! (11 "Px + tpß (11 "PP = "P: "Pß + "PP "Px' l 
d2 = tp:a2 tpx + tppa2 tpp = i(tp:tpp- tpJtpiX), 

da= tp:aatpx + tpßaatpp = tp!tpx- tpptpp 
(323) 
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transformieren sich wie die Komponenten eines Vektors, während 

(! = 'IJl!'IJliX + 'ljlp'ljlß 

invariant ist. Diese Matrizen (Jk genügen den Relationen 

(Jl (J2 = - (J2 (Jl = i (J3' ... ' } 

(J12 = (J22 = (J32 = 1' 

Ziff.14. 

(318') 

(324) 

die spezieller sind als (314), (315) und bedeuten, daß die sich wie die mit i multi
plizierten Einheiten der Quaternionen multiplizieren. Gegenüber räumlichen 
Drehungen transformieren sich die "Po" 'ljlß wie die ~1 , ~2 , die in (303) eingeführt 
sind, also gemäß der Matrix 

(
<X, -ß*) 
ß * ' ' iX 

die aus (307) zu entnehmen ist. Wie bereits erwähnt, bestimmt dann 
. i 

wk = -~sk = - -i (Jk 

die Transformation der ("Po" 'ljlp) bei infinitesimalen Drehungen. 
Der Fall mehrerer Teilchen mit Spin, die miteinander in Wechselwirkung 

treten, ihre Anzahl sei N, läßt sich nun ohne weiteres erledigen. Man hat Eigen
funktionen 

(325) 

einzuführen, worin der Index r die Teilchen numeriert und von 1 bis N läuft. 
Dabei läuft jedes s,;1 von -s, bis +s,. In Indexschreibweise hat man die Eigen
funktionen 

'IJl(Xrk> Sr:!, t) = .J: C,u,(sd ... C,u)Syg)1jJ1,., ... . u.v(xu ... Xy3), (325') 
ftb ... tt.J..v 

worin Pr von -Sr bis +sr läuft. Im Falle lauter Elektronen kann jedes p nur 
die zwei Werte +! und -! annehmen, und durch (326) sind 2N Funktionen 
definiert. Ein Operator s".k wirkt nur auf den einen Index Pr mit derselben 
Nummer r, und zwar genau in der angegebenen Weise. 

Eine wesentliche Unterscheidung zwischen zusammengesetzten und elemen
taren Teilchen (Elektronen und Protonen) sowie eine Begründung für den 
Wert ! des Spins der letzteren ergibt sich erst in der relativistischen Wellen
mechanik (vgl. Abschn. B, Ziff. 2). 

14. Verhalten der Eigenfunktionen mehrerer gleichartiger Teilchen gegen
über Permutation1• Ausschließungsprinzip. Wenn wir es mit mehreren gleich
artigen Teilchen zu tun haben, treten besondere Verhältnisse ein, die daher 

1 Vgl. hierzu die in Anm.4, S.176 zitierten Lehrbücher. In historischer Hinsicht sei folgen
des bemerkt. Das Problem mehrerer gleichartiger Teilchen wurde wellenmechanisch zuerst 
behandelt von P.A.M.DIRAC, Proc. Roy. Soc. London(A)Bd. 112, S. 661. 1926 (hier noch 
ohne Spin), und W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 501. 1926 (hier findet sich zuerst 
die wichtige Anwendung auf das He-Spektrum, einschließlich Spin); in den beiden genannten 
Arbeiten findet sich auch die allgemeine wellenmechanische Formulierung des Ausschließungs
prinzips (W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 765. 1925). Die Statistik von Teilchen mit sym
metrischen Zuständen ist zuerst von S. N. BasE (ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 178. 1924) und 
A. ErNSTEIN (Berl. Ber. 1924, S. 261; 1925, S. 1), die von Teilchen mit antisymmetrischen 
Zuständen von E. FERMI {ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 902. 1926) und P. A. M. DrRAC (1. c.) auf
gestellt. Der allgemeine Fall von N Teilchen und sein Zusammenhang mit der Gruppen
theorie findet sich zuerst vollständig bei E. WIGNER, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 883. 1927. 
Anwendung auf Kerne finden sich bei W. HElSENBERG (ebenda Bd. 41, S. 239. 1927) und 
F. HuND (ebenda Bd. 42, S. 93. 1927). Der Beweis, daß die Protonen ebenso wie die Elek
tronen den Spin 1/2 haben und dem Ausschließungsprinzip gehorchen, wurde von D. M. DEN
NISDN [Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 115, S. 483. 1927] erbracht durch die Deutung des 
Abfalls der Rotationswärme des Wasserstoffes. Von N. F. MoTT [ebenda (A) Bd. 125, S. 222. 
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rühren, daß der Ramiltonoperator stets invariant ist bei irgendwelchen Ver
tauschungen der Teilchen. Wenn die Teilchen einen Spin haben, müssen hierbei 
auch die Spinkoordinaten s,ß mit den Ortskoordinaten Xrk (k = 1, 2, 3) zugleich 
vertauscht werden. Wenn der Ramiltonoperator nur die Ortsvariablen allein 
enthält, besteht allerdings schon Invarianz gegenüber den Vertauschungen der 
Ortsvariablen allein, und wenn der vom Spin abhängige Teil der Rarnilton
funktion relativ klein ist, so besteht die letztere Invarianz näherungsweise. 
Auf diesen Umstand kommen wir später zurück; zunächst betrachten wir die 
gleichzeitige Vertauschung der Spin und Ortsvariablen, der gegenüber exakte 
Invarianz besteht. Sei also P eine Permutation der N Ziffern 1, 2, ... , r, ... , N, 
welche die N gleichen Teilchen numerieren, so erhält man aus jeder Eigen
funktion 1p(x1 •.. xNß• s13 .•• sN 3 , t) durch Anwendung der Permutation P eine 
neue Eigenfunktion, die zum selben beobachtbaren Zustand des Systems gehört. 

1p'(x11 ••• sN 3 , t) = P1p(x11 ••• sN 3 , t). 

In der Tat hat dann jeder in den Teilchenvariablen symmetrische Operator, ins
besondere der Energieoperator, denselben Erwartungswert, wenn man ihn ein
mal mit 1p', das andere Mal mit 1p berechnet. Nur diese symmetrischen Opera
toren entsprechen aber bei gleichen Teilchen beobachtbaren Größen. Wegen der 
Nichtunterscheidbarkeit eines Teilchens vom anderen, hat es z. B. nur einen 
Sinn nach der Wahrscheinlichkeit dafür zu fragen, daß eines der Teilchen den 
Ort xu und den Spin s13 , ein anderes den Ort x2k und den Spin s23 usw. hat, 
nicht aber, daß das erste Teilchen den Ort und Spin XJk, s13 , das zweite den Ort 
und Spin x2 ko s13 hat. Die erstere Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch 

2 PI'!/) (x11 •.. sNs) i2dX 11 ... dxN:!, (326) 
1' 

wenn wir wie immer die Ortskoordinaten x,k bis auf den Spielraum dx,k be
stimmt denken und die Spinkoordinaten s3 , die Zahlen von -s bis +s (bei 
Elektronen die Zahlen -! und +!) durchlaufen. 

Aus den allgemeinen Sätzen der vorigen Ziffer geht hervor, daß die statio
nären Zustände des Gesamtsystems in verschiedene Systeme zerfallen müssen, 
die den verschiedenen irreduziblen Darstellungen der Permutationsgruppe ent
sprechen. Überdies sind bei einer symmetrischen Größe nur diejenigen Matrix
elemente von Null verschieden, bei denen Anfangs- und Endzustand zum selben 
Termsystem gehören. Ist die Darstellung vom Grade 1, so sind die Terme nicht 
entartet (zufällige Entartungen oder solche, die aus der Invarianz der Rarnilton
funktion gegenüber anderen Gruppen als der Permutationsgruppe entspringen, 
bleiben zunächst außer Betracht), die Eigenfunktion multipliziert sich bei An
wendung jeder Permutation mit einem Zahlfaktor. Ist allgemeiner die Dar
stellung vom Grade h, so ist der zugehörige Energiewert hfach entartet. Im 
zugehörigen h-dimensionalen linearen Vektorraum der Eigenfunktionen können 
wir eine Basis von zueinander orthogonalen und normierten Eigenfunktionen 
u1 , u2 , •.. , uh finden, die bei Anwendung der Permutation P, der linearen 
Abbildung c (P) der Darstellung entsprechend in die neuen Eigenfunktionen 

h 
Pu8 = :2: u,c,. (P) (327) 

r=l 

1929] und R. ÜPPENHEIMER (Phys. Rev. Bd. 32, S. 361. 1928) wurde gezeigt, daß die Sym
metrieklasse der Eigenfunktionen bei Stoßproblemen wesentlich ist. Anschließend an die 
von N. F. MoTT[Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 126, S. 259. 1929] ausgeführte Durchrechnung 
des Stoßes zweier gleicher Punktladungen ergab sich dann unter anderem empirisch, daß 
die He-Kerne (cx-Teilchen) symmetrische Zustände haben (vgl. hierzu Kap. 5, Ziff. 4, Kap. 6, 
Ziff. 5 ds. Handb.}. 
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übergeht. Da l:j u~ U 8 dx = l:j(Pu,)* (Pu8 ) dx, 
Sr 8r 

(es ist hierin jedes der vorkommenden s, 3 von -s bis +s zu summieren), sind 
auch die Pu8 orthogonal und normiert, wenn die u, es waren, und die Darstel
lung ist unitär. Aus einer beliebigen Funktion l(q1 . .. qN) (worin q, die x1, x2 , x3 , 

und s3 , zusammenfassen soll) erhält man eine spezielle Funktion v (q1 ••. qN), 
die sich gemäß der Darstellung (327) transformiert, durch Bildung von 

v(q1 ... qN) = l:Ap • Pf(q1 ••• qN), (328) 
p 

bei geeigneter Wahl der Zahlkoeffizienten Ap. 
Spezielle Darstellungen vom Grade 1 sind die zu symmetrischen und die 

zu antisymmetrischen Funktionen gehörigen. Im ersteren Fall ist 

Pu(q1 ••• qN) = u(q1 ... qN), (329) 

die Darstellung ist die identische, d. h. jedem Gruppenelement entspricht die 
Identität. Bei der antisymmetrischen Darstellung ist zwischen geraden und 
ungeraden Permutationen zu unterscheiden. Ist (jp = 1 für gerade, (jp = 1 für 
ungerade Funktionen, so gilt für eine antisymmetrische Funktion 

Pu (q1 ... qN) = 15p • u (q1 ... qN). (330) 
Da 

ist dies in der Tat eine Darstellung, und für die Gültigkeit von (328) ist es hin
reichend, daß u bei Vertauschung irgendzweierVariablen das Vorzeichen ändert. 
Man erhält aus der beliebigen Funktion I gemäß (326) eine symmetrische, wenn 
man alle A p gleich 1 setzt : 

Vsymm (ql ... qN) = L PI (q1 · .. qN), (328') 

eine antisymmetrische Funktion, wenn man Ap = 15p (also ±1) setzt: 

Vantis(ql · .. qN) = L(jPPI(q1 .. · qN). (328") 
p 

Sind nur zwei Teilchen vorhanden, so sind die symmetrische und die antisym
metrische die einzigen irreduziblen Darstellungen, die Energiewerte zerfallen 
deshalb einfach in diese beiden Systeme. 

Ist ein System von N-Teilchen einmal in einem bestimmten [zu einer ge
wissen irreduziblen Darstellung c (P) der Permutationsgruppe gehörigen] Term
system, so kann es durch keine äußere Wirkung (Kraftfeld, Strahlung) in ein 
anderes System gebracht werden, weil die Störungsenergie symmetrisch in den 
Teilchen ist und ihre Matrixelemente mit Anfangszuständen des betrachteten 
Systems und Endzuständen eines anderen Systems verschwinden. Auch bleibt 
zufolge der Wellengleichung für zeitabhängige Wellenfunktionen der Symmetrie
charakter, der zur Zeit 0 vorhanden war, für alle Zeiten bestehen. Man spricht 
deshalb auch von nicht kombinierenden Termsystemen. Dabei erfordert jedoch 
der Fall, daß die Zahl N der betreffenden Teilchensorte nicht konstant bleibt, 
z. B. das System mit einem weiteren Teilchen der betrachteten Art zusammen
stößt, eine besondere Überlegung. 

Es sei z. B. ein Atomsystem mit N Elektronen gegeben, und wir nehmen 
an, es sei in einem Zustand mit den Eigenfunktionen u" (q1 • •• qN) die zu einer 
bestimmten irreduziblen Darstellung D(N) der Gruppe EN der Permutationen 
von N Elementen gehören. Dann möge ein weiteres (N + 1) tes Elektron auf 
das Atom stoßen, und es seien die Eigenfunktionen u(! (q1 0. 0 qN. qN+1) des Ge
samtsystems vor dem Stoß so gewählt, daß sie zu einer bestimmten irreduziblen 
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Darstellung D(N+l) der Gruppe der Permutationen von (N + 1) Elementen ge
hören möge. Es hat dann Ue die Form 

u/2 = 2: AP,(! Pul (ql ... qN) V (qN+l). 
p 

worin v (qN + 1) die Eigenfunktion des stoßenden Elektrons ist und die Ap, e ge
eignete Zahlkoeffizienten sind. Die Darstellung DN von u muß in der Darstel
lung DCN+I) von U beim Ausreduzieren nach der Untergruppe EN von EN+I 
enthalten sein. Da außerdem die u in großer Entfernung R eines der Elek
tronen q1 ... qN rasch verschwinden, ergibt sich mit großer Annäherung 

ul! (ql ... qN,R) = All!ul (ql ... qN) V (R) . 

Nach dem Stoß erhält man eine neue Funktion 

U~(ql. · · qN+l) = L A~.ePu~ (ql. · · qN) v'(qN+I) 
p 

von analoger Beschaffenheit. Es wird dann U~ notwendig zur selben Darstel
lung DCN+l) vön EN+I gehören wie U 11 • Dagegen können die u' sich bei Anwen
dung der Permutationen P von El'l nach einer (unter Umständen reduziblen) 
Darstellung transformieren, die irgendwelche irreduziblen Darstellungen D(N) 
enthalten kann, die beim Ausreduzieren von D(N+I) nach der Untergruppe EN 
von EN+I auftreten. Dies sind im allgemeinen mehrere, und dann kann das Atom 
durch Stoß mit einem weiteren Elektron aus einem Zustand eines Systems in 
das eines anderen übergeführt werden. Nur in den zwei Spezialfällen, die bereits 
erwähnt wurden, tritt eine Vieldeutigkeit der D(N) nicht ein. Wenn wir es näm
lich mit einer symmetrischen oder einer antisymmetrischen Funktion U (q1 ••• qN +I) 
der N + 1 Teilchen zu tun haben, dann müssen, wie aus den Zerlegungen 

N+l 
u. (ql . .. qN+l) = 2: Pu (ql . .. qN) V (qN+l) = 2:, T N +l,k u.(ql . .. qN) V (qN+l) ' 

p k-l 
N+l 

Ua(ql ... qN+l) = 2: /Jpu(ql ... qN) v(qN+I) = 2: IJkTN+I,kua(ql. · · qN) v(qN+I), 
p k-l 

hervorgeht, die u-. und ua notwendig wieder symmetrisch bzw. antisymmetrisch 
in den N Variablen q1 . .. qN sein. Hierin bezeichnet T N+I,k die Vertauschung 
(Transposition) der zwei Ziffern N + 1 und k, T N+l,N+l, also die Identität; und 
es ist /J" = + 1 für k = N + 1 ; /J" = - 1 für 1 :;;; k < N. 

Die Erfahrung hat nun gezeigt, daß - sobald wir Spin und Ortsvariable 
simultan vertauschen - für jede Teilchensorte nur eine einzige Klasse von Zu
ständen vorhanden ist. Diese Klasse kann dann nur die symmetrische oder die 
antisymmetrische Klasse sein. Die Erfahrung zeigt weiter, daß bei den Elementar
teilchen (Elektron und Proton) es die antisymmetrische Klasse ist, welche allein in 
der Natur vorkommt. Bei anderen Teilchen, z. B. den He-Kernen (cx-Teilchen), 
kommt die symmetrische Klasse in der Natur vor. Der Umstand, daß die Wellen
mechanik mehr, und zwar korrespondenzmäßig gleichberechtigte Möglichkeiten 
liefert, als in der Natur vorkommen, ist sehr eigenartig, und es ist zu hoffen, 
daß eine künftige Theorie der elektrischen Elementarteilchen auch eine vertiefte 
Einsicht in das Wesen dieser engeren Auswahl der Natur bringen wird1. 

1 Es ist oft versucht worden, diese Einschränkung der Möglichkeiten dadurch zu er
zwingen, daß man geeignete Singularitäten in die Wechselwirkungsenergie zweier Elementar
teilchen einführt, im Fall, daß Ort und Spinkoordinaten der Teilchen koinzidieren. Es soll 
dann erreicht werden, daß nur die antisymmetrischen Eigenfunktionen regulär bleiben. In 
mathematisch korrekter Weise geschah dies durch G. }AFFE, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 748. 1930. 
Die Singularitäten sind jedoch von solcher Art, daß sie kaum der Wirklichkeit entsprechen 
dürften. 
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Die Eigenschaften der Symmetrieklassen treten deutlicher hervor, wenn man 
Teilchen betrachtet, die in erster Näherung ungekoppelt, d. h. frei von Wechsel
wirkungskräften sind. Sie können sich aber in einem äußeren Kraftfeld befinden. 
Es seien in diesem Fall u1 (q) ... uN (q) die Eigenfunktionen der Zustände, in 
denen sich die N Elektronen befinden, worunter aber auch gleiche Zustände vor
kommen können. Dann ist die symmetrische Eigenfunktion die Summe der 

Produkte U,(qi···qN)=~Pui(ql) ... uN(qN), (331) 
p 

worin die Permutationen bei festen Indizes 1 ... N der Zustände (unter denen 
auch gleiche vorkommen können) die Indizes der Teilchenkoordinaten permu
tieren sollen. (Zur Normierung von U, ist noch ein geeigneter Zahlfaktor hinzu
zufügen.) Ebenso findet man die antisymmetrische Eigenfunktion 

Ul (ql) UN (ql) 

Ua(q:..···qN)=~bpPui(qi) ... uN(qN)= u1 (q2) uN(q2) (332) 
p 

die auch als Determinante geschrieben werden kann. Die antisymmetrische 
Eigenfunktion verschwindet identisch, wenn zwei der Zustände übereinstimmen 
(u1(q) = uk(q) für k o::f= l). Bei Teilchen mit antisymmetrischen Zuständen kann 
es also niemals vorkommen, daß sich zwei Teilchen im selben Zustand befinden. 
Dies ist der Inhalt des Ausschließungsprinzips, das schon vor Aufstellung der 
Wellenmechanik für Elektronen formuliert wurde; daß es auch für Protonen 
gültig ist, ist eine spätere Erkenntnis. Aus der Gültigkeit des Ausschließungs
prinzips für eine bestimmte Gattung von Teilchen folgt umgekehrt, daß die 
Teilchen antisymmetrische Zustände haben. Denn nur die antisymmetrischen 
Eigenfunktionen haben die Eigenschaft, stets zu verschwinden, wenn zwei Teil
chen sich im selben Zustand befinden. 

Für die widerspruchsfreie Möglichkeit, alle Symmetrieklassen bis auf eine 
auszuschließen, ist es wesentlich, daß sich die Art der Symmetrieklasse inner
halb der Gültigkeit der klassischen Mechanik (geometrischen Optik) nicht be
merkbar macht. Betrachten wir der Einfachheit halber nur zwei Teilchen, so 
können wir sie z. B. immer dann mit Benutzung der Stetigkeit ihrer Ortsver
änderung prinzipiell unterscheiden, wenn ihre Wellenfunktionen "PI (q, t) und 
1p2 (q, t) sich niemals überdecken, d. h. in vollständig getrennten räumlichen Ge
bieten von Null verschieden sind. (Strenggenommen genügen getrennte Gebiete 
im Ort-Spin-Raum;wir schreiben fernerfürden Moment J dqstatt zJ dx1 dx2dx3 .) 

In diesem Fall ist nämlich *( ) ( ) •· 
'ljJ1 q,,t 'ljl2 q,,t = 0 r = 1,2 

im ganzen q-Raum und im ganzen in Betracht gezogenen Zeitintervall, und 
daher ist für den Erwartungswert eines beliebigen in den beiden Teilchen sym
metrischen Operators F (p1 , p 2 , q1 , q2) im symmetrischen und im antisym
metrischen Fall mit den normierten Funktionen 

'1', (q, q,t) = f~ [ ~' (q,, t) ~' (q,, t) + 'i'> (q,, I) 'I'• (q,, ~] '] 

Pa (ql q2t) - }72 ['IJli (ql, t) '1Jl2 (q2 • t) - '1Jl1 (q2 • t) '1Jl2 (ql' t)] • 
(331') 

F(t) = jP:"FlJf,dq1dq2 = j'l':FPadq1dq2 \ 
= f 'IJlf(ql' t) '1Jlf(q2, t) [F'ljll (ql, t) '1Jl2 (q2' t)] dql dq2 
= f'IJlf(q2, t)'IJlf(qt, t) [F'IJlt (q2, t)'IJl2(qt, t)]dqtdq2, 

(332') 
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da in diesem Fall (wenigstens wenn F ganz rational von den p abhängt) 

'lfJf(qt, t)'lfJ~(q2, t)[F"Pt(q2, t)"P2(qt, t)] = 0 · 

Man pflegt die Tatsache, daß die Elektronen das Ausschließungsprinzip erfüllen 
bzw. antisymmetrische Zustände haben, oft so-darzustellen, daß alle Elektronen 
"einen Vertrag miteinander schließen" oder "voneinander wissen" müssen, um 
diesem Prinzip zu genügen. Wir sehen aber, daß dieser "Vertrag", wenn man so 
sagen darf, automatisch erst in Wirksamkeit tritt, wenn die Wellenpakete der 
Elektronen einander überdecken, d. h. wenn die Möglichkeit, daß beide an der
selben Stelle des Ort-Spin-Raumes sind, nicht von vornherein (bereits ohne Be
rücksichtigung der Symmetrieklasse) ausgeschlossen ist. 

Wir wollen nun das Verhalten von mehreren Elektronen noch etwas genauer 
betrachten, hinsichtlich der Trennung von Orts- und Spinkoordinaten. In vielen 
Fällen ist es nämlich erlaubt, die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn, 
d. h. diejenigen Teile des Hamiltonoperators, die die Spinoperatoren enthalten, 
noch als klein zu betrachten gegen die Wechselwirkung der Elektronen. In 
nullter Näherung (jedes Elektron bewegt sich im gleichen äußeren Kraftfeld) 
hat dann der Hamiltonoperator die Form 

N 
H(O) = ......... H(O) 

~ .. ' 
r=l 

worin jedes H:~O) nur auf die Ortskoordinaten des rten Elektrons wirkt. In erster 
Näherung kommt eine Störung 

r, s 

hinzu, die symmetrisch ist in den Ortskoordinaten der Teilchen. Es ist dies die 
in (98), (99) bereits eingeführte CouLOMBsehe Wechselwirkungsenergie der Teil
chen. In zweiter Näherung tritt erst eine Wechselwirkungsenergie zwischen Spin 
und Bahn hinzu 

H< 2 > = V(xrk> S13) • 

Wenn H(2 l nicht nur als klein gegenüber H(0 l, sondern auch als klein gegen
über H(l) betrachtet werden darf, spricht man von Russell-Saunders-Koppe
lung. 

Das diesen Voraussetzungen entsprechende Verhalten der Eigenfunktionen 
möge nun zunächst im einfachsten Fall zweier Teilchen näher untersucht werden. 
Die im ganzen, d. h. in Spin- und Ortskoordinaten zusammen, antisymmetrischen 
Lösungen sind in nullter und erster Näherung (den Index k = 1, 2, 3 der drei 
Raumkoordinaten jedes Teilchens lassen wir fort) gemäß (326) 

mit 

u(x1 ,sJal = u(x)[a"'C+(s3) +aßC_(s3)],} 

v(x2 ,s23) = v(x)[b"C+(s3) + bßC_(s3)] 

U(xl, x2' sta, s2a) = u (xl, staJ v (x2' s2a) - u (x2, s2al v (xl' stal . 

033) 

Es ist hierin zum Ausdruck gebracht, daß in nullter und erster Näherung Spin
und Ortsvariablen separierbar sind; u (x) und v (x) sind die Ortseigenfunktionen 
eines einzigen Elektrons in einem der betrachteten Zustände. Sind beide hin
sichtlich der Ortskoordinaten im selben Zustand, so ist u (x) = v (x) zu setzen. 
Ist ursprünglich kein äußeres Kraftfeld vorhanden, der Hamiltonoperator also 
drehungsinvariant, was wir annehmen wollen, so erhalten wir bei einer beliebigen 
Wahl der a", aß, b", bß zulässige Eigenfunktionen. Es ist dann U (x1 x2 s13 s23) 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/1. 13 
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eine Linearkombination folgender vier (aufeinander orthogonaler und normierter) 
Eigenfunktionen 

U1 (x1, X2, s13 , s23) = ~ [ u (x1) v (x2) - u (x2) v (x1)] Am, ( s31 , s32) 

mit m, = -1, 0, +1 und 

Sodann 

A_l(sl3• S2s) = c_ (sla)C_ (s23)' 
1 

A0 = V"2 [C + (s13) C _ (s23) + C _ (s13) C + (s23)] , 

A+ = C+(s13)C+(s23). 

U1I(x1 , x2, s13 , s23) =V~ [u(x1)v(x2) + v(x1)u(x2)] • 

1 · V2 [C+ (s13)C_ (s23}- C_ (s13)C+ (s23)]. 

Man sieht, daß die Spineigenfunktionen, die als Faktoren hier vorkommen, im 
ersten Fall symmetrisch, im zweiten antisymmetrisch sind. Im zweiten Fall er
gibt die Anwendung irgendeines Operators sh = slh + s 2 h auf die Spineigen
funktion den Wert Null. Daraus folgt schon, daß sie invariant gegenüber Drehun
gen ist. Dies ist auch direkt zu sehen, da sie sich bei irgendeiner linearen Trans
formation, die ja auf die C + (s13) C _ (s13) bzw. C + (s23) C _ (s23) in gleicher Weise 
ausgeübt wird, mit der Determinante der Transformation multipliziert. Diese 
hat aber, wie wir gesehen haben, den Wert 1 bei den den Drehungen zugeord
neten Transformationen der C+, C_. Zu uu gehört also ein Term mit S = o 
(Singuletterm). Selbst wenn wegen der Invarianz des Hamiltonoperators gegen
über Drehungen mehrere u und mehrere v zum seihen Eigenwert gehören 1 (nicht 
verschwindendes resultierendes Impulsmoment L der Bahnbewegung), tritt hier 
bei Einschaltung der Störungsenergie H<2l keine weitere Aufspaltung der Terme 
ein. Im Fall u (x) = v (x) ist der erste N ormierungsfaktor in UII durch i zu er
setzen, so daß einfach u (x) · v (x) geschrieben werden kann. In erster Näherung, 
d. h. mit Vernachlässigung von H<2l, gehört zu UII die Termstörung 

worin 
L1Eu = fo + !1, (334a) 

] 0 = J Ju(x1) J2 Jv(x2) J2 V(x1 , x2)dx1 dx2 , } 
(335) 

] 1 = J u* (x1) u (x2) v* (x1) v(x2) V(x1 , x2) dx1 dx2 • 

J 1 ist das sog. AustauschintegraL 
Im ersten Fall, der zu den Eigenfunktionen U1 gehört, sind die Spineigen

funktionen symmetrisch. Die A _1 , A0 , A 1 transformieren sich bei Drehungen 
untereinander. Dies beruht letzten Endes darauf, daß die Drehungen und die 
Permutationen vertauschbar sind, der Symmetriecharakter der Eigenfunktionen 
bei Drehungen also nie geändert werden kann. Die Eigenfunktionen A_ 1 , A0 , A 1 

des Spins allein entsprechen dabei den Werten -1, 0, 1 der Quantenzahl m, der 
3-Komponente s3 = s13 + s23 des resultierenden Spinimpulses und dem Wert 
s = 1 der Quantenzahl des Betrages des resultierenden Spinimpulses. Die zu
gehörige Eigenwertstörung ist in erster Näherung 

(334 b) 

1 Es müssen dann geeignete Linearaggregate verschiedener u"(x1)v,t(x2) + u"(x2)v;.(x1) 

gebildet werden. 
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wenn ] 0 und ] 1 dieselben Integrale wie oben bedeuten. Ist L das Bahnimpuls
moment, so tritt infolge der Störungsenergie Ht2 l im allgemeinen eine weitere 
Aufspaltung des Terms em, indem die reduzible Darstellung 

D1 X D2 

der Drehungsgruppe in ihre irreduziblen Bestandteile 

DJ 

mit J = L + 1, L, L - 1 zerfällt. Für L = 0 (S-Term) tritt offenbar keine 
Aufspaltung ein. Wir haben es hier also mit einem TripleUsystem zu tun. Es 
ist zu beachten, daß für u (x) = v (x) die Eigenfunktion U1 identisch verschwindet. 

Das wesentliche Resultat ist folgendes: Das Ausschließungsprinzip bewirkt, 
daß bei zwei Elektronen die in den Ortskoordinaten allein symmetrischen Zustände 
zu Singulettermen, die in den Ortskoordinaten antisymmetrischen Zustände zu 
Triplettermen gehören. Bereits bei Vernachlässigung der Wechselwirkungskräfte 
zwischen Spin und Ortskoordinaten unterscheiden sich diese Terme energetisch um 
die Austauschintegrale. Bei den in der Natur nicht vorkommenden Zuständen 
der im ganzen symmetrischen Klasse wäre die Zuordnung der Multiplizität zur 
Symmetrieklasse in den Ortskoordinaten allein gerade die umgekehrte. 

Dies ist der wesentliche Inhalt der REISENBERGsehen Theorie des Helium
spektrums1. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen ist der Platz
wechsel zweier Elektronen prinzipiell niemals beobachtbar. Vom "Austausch" 
der Elektronen im He-Atom wäre im Prinzip höchstens beobachtbar, daß der 
Spin des äußeren und der des inneren Elektrons, falls sie entgegengesetzt gerichtet 
sind, im Lauf der Zeit Vertauschungen erfahren. 

Die Theorie kann von zwei auf eine beliebige Zahl N der Elektronen ver
allgemeinert werden 2• Wir gehen hier jedoch nicht auf die Beweise ein, sondern 
skizzieren nur die Resultate. Es empfiehlt sich dabei, nicht von der allgemeinen 
Theorie der Darstellungen der Permutationsgruppe auszugehen, da auch bezüg
lich der Symmetrie der Eigenfunktionen in den Ortskoordinaten allein infolge 
des Ausschließungsprinzips nur ein kleiner Teil aller möglichen Darstellungen 
tatsächlich vorkommen kann. Es empfiehlt sich, für die un (q) in die Determinante 
(332) Ausdrücke der Form (333) einzusetzen und den entstehenden Ausdruck 
geeignet zu ordnen. Es zeigt sich dabei, daß durch das Resultat der Anwendung 

:3 N 

des Operators s 2 = ~ 2' s;k auf die Spineigenfunktionen, das immer in ihrer 
k~lr=l 

Multiplikation mit einer Zahl der Fcrm s (s + 1) besteht, der Symmetriecharakter 
der Spin-, und damit wegen des Ausschließungsprinzips auch der Ortseigenfunk
tionen bereits eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt dann, daß bei Russell
Saunders-Koppelung (Kleinheit der Wirkung von H(2 l gegenüber derjenigen 
von H(ll) auch bei N Elektronen die Terme in verschiedene Multipletts aus
einandertreten, die sich energetisch durch Linearkombinationen von "Austausch
integralen" unterscheiden. 

Es sei noch bemerkt, daß die Anwendung der früheren Überlegungen über 
Stöße auf die Symmetrie der Eigenfunktionen bei Vertauschungen der Orts
koordinaten allein ergibt, daß selbst bei Vernachlässigung der Spinkräfte beim 
Stoß eines Elektrons auf ein Atom, dieses in einen Term mit verschiedener 

1 Vgl. Kap. 3, Abschn. B des Handb. 
2 Vgl. P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 123, S. 714. 1929; J. C. SLATER, 

Phys. Rev. Bd. 34, S. 1293. 1929; für zusammenfassende Darstellungen, Rapport du Congres 
de Solvay 1930, Referat PAULI, besonders I,§ 4; ferner M. BoRN, ZS. f. Phys. Bd. 64, S. 729. 
1930; Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 10, S. 387. 1931. 

13* 
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Multiplizität als der Ausgangsterm übergeführt werden kann. Denn es können 
hier außer der symmetrischen und der antisymmetrischen noch andere Symmetrie
klassen vorkommen. 

Es bleibt uns noch übrig, die statistischen Anwendungen zu besprechen, 
die für Systeme aus vielen gleichartigen Teilchen mit einer bestimmten Sym
metrieklasse (symmetrische oder antisymmetrische) charakteristisch sind. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns eine große Zahl von kräftefreien Teilchen in 
einem abgeschlossenen Volumen V, so daß die Eigenfunktionen stehende ebene 
Wellen sind. Die Anzahl der stationären Zustände eines Teilchens, die im Volum
element h, Pk + dpk (k = 1, 2, 3) des Impulsraumes liegen, ist dann 

1 
Z =V h3 dp1 dP2 dP3 • 

Für Teilchen mit Spin kommt noch der Gewichtsfaktor g= 2s + 1 hinzu (g = 2 
für Elektronen und Protonen), doch sehen wir der Einfachheit halber zunächst 
hiervon ab. Es ist dann zweckmäßig, nicht einen einzigen Zustand zu betrachten, 
sondern eine Gruppe von Z Zuständen der betrachteten Art, wobeiZeine große 
Zahl sein soll. Andererseits soll die Energie der Teilchen innerhalb der Gruppe 

E 

so wenig variieren, daß der Boltzmannfaktor e- k'l' für die Zustandsgruppe merk
lich konstant ist. Es ist dann die Frage nach der a priori Wahrscheinlichkeit W 
dafür, daß N Teilchen in dieser Zustandsgruppe liegen. Diese ist nach allgemeinen 
Prinzipien gegeben durch die Anzahl der stationären Zustände des Gesamt
systems von N-Teilchen, bei denen jedes Teilchen einen Impuls zwischen h 
und h + dh hat. Diese Zahl hängt ab von der Symmetrieklasse und ist ver
schieden von der a priori Wahrscheinlichkeit bei unabhängigen Teilchen, die 
einfach w = ZN (3 36) 

beträgt. Bei Teilchen mit symmetrischen Zuständen liegt die Sache wesentlich 
anders. Dem Fall, daß das erste Teilchen im Zustand 1, das zweite Teilchen 
im Zustand 2, und dem anderen, daß das zweite Teilchen im Zustand 1, das erste 
im Zustand 2 sich befindet, entspricht nur ein Zustand des aus zwei Teilchen 
bestehenden Systems, also ist es hier a priori gleich wahrscheinlich, daß von 
zwei vorhandenen Teilchen das eine im Zustand 1, das andere im Zustand 2 
ist, wie daß beide im selben Zustand 1 bzw. im selben Zustand 2 sind. Bei un
abhängigen Teilchen wäre dagegen die Wahrscheinlichkeit von jeder der letzteren 
Möglichkeiten nur halb so groß als die Wahrscheinlichkeit der ersteren. All
gemein ist bei N Teilchen jede symmetrische Eigenfunktion eindeutig dadurch 
charakterisiert, daß angegeben, wie viele von den N Molekülen in jedem der 
Z-Zustände der Gruppe sich befinden. Wir wollen eine solche Angabe ein "Zer
legungsbild" nennen. Man findet die Anzahl dieser Zerlegungsbilder als gleich 

W = (r:v~J ~ 1;)!~ (symmetrische Zustände). (336a) 

Im Falle der antisymmetrischen Eigenfunktionen (Ausschließungsprinzip) sind 
von diesen Zerlegungsbildern alle diejenigen zu streichen, in denen mehr als 
ein Teilchen im selben Zustand ist. Man findet dann 

W = N! (ZZ~ N)T (antisymmetrische Zustände), (336b) 

wobei notwendig N :::::=: Z sein muß. Hat man mehrere Gruppen von Zuständen 
des einzelnen Teilchens, so ist die Anzahl der entsprechenden Zustände des 
Gesamtsystems gleich dem Produkt der Zahlen W für die einzelnen Gruppen. 
(Bei unabhängigen Teilchen kommt dann noch der Faktor N!jN1 ! N 2 ! ... hinzu, 
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worin die Nn die Anzahlen der Teilchen in den einzelnen Gruppen bedeuten, 
während N = '2,Nn die Gesamtzahl der Teilchen ist. Für Teilchen mit Spin 

n 
sind diese W einfach in die Potenz g zu erheben, wenn unter N die Teilchen
zahl mit bestimmtem Spinzustand verstanden wird,) 

Vor Kenntnis der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen von N 
gleichen Teilchen schien besonders die den symmetrischen Zuständen ent
sprechende Zählweise als eine besondere hyPothetische Vorschrift. Sie wurde 
von BosE1 eingeführt, da sie bei der Auffassung der Strahlung als eines aus 
korpuskularen Lichtquanten bestehenden Gases zu richtigen Resultaten führt. 
(Wir kommen darauf in Abschn. B, Ziff. 6, zurück.) Von EINSTEIN1 wurde sie 
sodann auf materialle Gase übertragen. Man spricht deshalb auch oft von EIN
STEIN-BüSE-Statistik. Es handelt sich jedoch nicht um eine neue Art von Sta
tistik, da, wie wir jetzt wissen, die a priori Wahrscheinlichkeiten stets der An
zahl der betreffenden stationären Zustände des Gesamtsystems proportional sind. 
Wir sprechen daher lieber von der Statistik symmetrischer Zustände. Sie ist 
bei denjenigen materiellen Teilchen anzuwenden, die solche symmetrische Zu
stände besitzen, wie z. B. die cX-Teilchen. Für Teilchen, die das Ausschließungs
prinzip befolgen, wurden die entsprechenden statistischen Folgerungen von 
FERMI1 gezogen sowie unabhängig von ihm von DIRAC1, der seine Überlegungen 
bereits auf die antisymmetrischen Eigenfunktionen basiert hat. Man spricht 
daher auch oft von FERMI-DIRAc-Statistik, wir wollen es aber vorziehen, von 
Statistik antisymmetrischer Zustände zu sprechen 2• 

Von einer Anwendung dieser beiden Arten von Statistik soll noch gesprochen 
werden, da sie ohne Eingehen auf Wärmefragen formuliert werden kann. Es 
handelt sich bei der hier betrachteten Gesamtheit von N kräftefreien Teilchen 
eines bestimmten Geschwindigkeitsintervalles um die Schwankungen der Teilchen
zahl und der Energie in einem Teilvolum. Die Verhältnisse bei der Teilchenzahl 
sind einfacher und sollen zuerst besprochen werden. Ist x, eine Abkürzung für 
die drei Raumkoordinaten des nten Teilchens, so ist 

n(x1 ••• xN) ,~Jdxc)(x-x,) (337) 

" gleich der Anzahl derjenigen x" die im betrachteten Teilvolumen v liegen, über 
das zu integrieren ist. Es ist dann 

n = J n(xl ... xN) I U(xl ... xN) l2 dxl ... dxN, 

n2 = Jn2 (x1 ••• xN) I U(x1 ••• xN) l2dx1 ••• dxN, 

wenn U (x1 ... x,) die Eigenfunktion bedeutet. Die Integrale lassen sich aus
führen. Hat man mit der betrachteten Gruppe von Z Zuständen zu tun, worin Z 
eine große Zahl ist und jeder Zustand des Gesamtsystems in der Gruppe als 
gleich wahrscheinlich betrachtet wird, beschränkt man sich ferner der Einfach
heit halber auf den Fall, daß das Teilvolumen v klein ist gegen das Gesamt-

volum, so ergibt sich mit z = Z; das bekannte Resultat3 
------- -- n2 
(Lin)2 = n2- (n)2 = n + - für symmetr. Zust., (338a) 

z 
-- --- n2 
(LI n)2 = n2 - (n)2 = n - -- für antisymm. Zust., 

z (338b) 

1 L. c. Anm. 1, S. 188. 
2 Über die weiteren thermodynamischen Folgerungen und Anwendungen hiervon vgl. 

die Monographie von L. BRILLOUIN, Die Quantenstatistik. Berlin 1931; ferner P. JoRDAN, 
Statistische Mechanik auf quantentheoretischer Grundlage. Braunschweig 1933. 

3 Ich verdanke die Ausführung der Rechnung nach dieser Methode Herrn R. PEIERLS. 
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für unabhängige Teilchen ist dagegen bekanntlich (LI n) 2 = n. Es ist wichtig zu 
bemerken, daß hierin Größen von der relativen Ordnung 1/z zu den angeschriebe
nen Termen vernachlässigt sind. 

Bei der entsprechenden Frage der Energie in einem Teilvolum ist eine ge
wisse Vorsicht geboten, da ja die Kenntnis des Impulses der Teilchen nach sich 
zieht, daß der Ort nur mit einer gewissen Ungenauigkeit bekannt ist. Im Gegen
satz zur Messung der Teilchenzahl in einem Teilvolum - diese kann ja einfach 
so erfolgen, daß man die Orte aller Teilchen bestimmt, deren Zahlwerte in den 
verlangten Grenzen liegen - kann die Energie immer nur so bestimmt werden, 
daß man Wände (Potentialberge) oder analoge äußere Einflüsse einschaltet, 
welche die Abgrenzung der Teilvolumen bedingen. Die Energie in dem Teil
volumen nach diesem Eingriff ist dann im wesentlichen übereinstimmend mit 
der Energie, die vor dem Eingriff in einem Volumen war, dessen Grenzen um 
die Größenordnung der Wellenlänge der Materiewellen unbestimmt war. Nur 
wenn das Teilvolumen groß ist gegen diese mittlere Wellenlänge, hat die Frage 
nach der Energie im Teilvolumen überhaupt einen bestimmten Sinn. Nach 
HEISENBERG1 muß dies beachtet werden, wenn gewisse Singularitäten vermieden 
werden sollen, die zunächst auftreten, wenn man die Energie im Teilvolumen 
etwa in der Form ansetzt · 

E= 2~~p .. D(x,.)p,., D(x) = J c'J(x- x')dx'. 
r V 

Die Singularität verschwindet jedoch, wenn man die Funktion D (x) durch eine 
stetige Funktion ersetzt, d. h. eine Gewichtsfunktion einführt, die außerhalb 
des betrachteten Gebietes v zwar steil, aber kontinuierlich verschwindet, 

und 

.{ G (x') (j (x - x') dx' = G (x) 
V 

E = - 1 ""'p,.G(x,.)p .. 
2m~ 

r 

bildet. Es ergibt sich dann analog zu (338) 

(LIE)2 = E2- E2 = -1 p2 • E + E 2 für symm. Zust., (339a) 
2m z 

-- - -2 1 - E2 

(LIE)2 = E2- E = 2 mp2E- z für antisymm. Zust. (339b) 

Es muß hier eine eigenartige mathematische Methode besprochen werden, die von JORDAN 
und KLEIN2 (Fall symmetr. Zust.) und JoRDAN und WIGNER 3 herrührt und als nochmalige 
Quantelung von Wellen im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum bezeichnet werden kann. 
Diese Methode ist entstanden durch Betrachtung der Analogie zwischen Materieteilchen mit 
symmetrischen Zuständen einerseits und den Lichtquanten der Strahlung andererseits 
(vgl. Abschn. B, Ziff. 6). Es ist zweifelhaft, ob es sich dabei um eine wirklich tiefgehende 
physikalische Analogie handelt, und es ist auch erwiesen, daß alle Resultate der Wellen
mechanik auch ohne Anwendung dieser Methoden gewonnen werden können. Zum mindesten 
als Rechenmethoden müssen sie aber angeführt werden. 

In Ziff. 9 haben wir die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen in dem durch die 
Eigenfunktion un(x) beschriebenen Zustand sich befindet, durch c! Cn beschrieben. Führen 
wir nun (zeitabhängige) Operatoren (Matrizen) a: und an ein, die den V.-R. genügen, 

a a• - a• a = { 0 
n m m n 1 

während 

für n t m, 
für n = m, 

1 W. HEISENBERG, Leipziger Akad., math.-phys. Kl. Bd. 83, S. 3. 1931. 
2 P. JoRDAN u. 0. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd. 45. S. 751. 1927. 
3 P. JORDAN u. E. WIGNER, zs. f. Phys. Bd. 47. s. 631. 1928. 

(340) 

(340') 
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Hierbei soll a* stets den zu a hermitesch-konjugierten Operator bedeuten. Dann ist leicht 
zu sehen, daß die Eigenwerte von 

(341) 

die ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... sind. Schreibt man N.., als Diagonalmatrix, so werden die 
Matrizen von ait. und am 

( ,. ) { y:N:; für N'", = Nm - 1 , 
am IV N' = 

m m 0 sonst, 
(342a) 

( ) _ { jiNm +1 für N'", =Nm+ 1, 
a.., N N'-

m m 0 sonst. 
(342'a) 

Es führt also ait. als Operator, angewandt auf eine Funktion f (N ml diese in J'N:. + 1 f (Nm+ 1) 

über, ebenso führt amf(Nm) in fii:f • (Nm- 1) über. Setzen wir 

worin 

so wird also 

.. ,;- .. 
am = rNmLl..,, 

Ll/(Nm) =/(Nm+ 1),} 
Ll*/(Nm} =/(Nm- 1} • 

(343) 

(344a) 

(345a) 

Ganz ähnliche V.-R. lassen sich nach JoRDAN und WIGNER für die Teilchen mit antisym
metrischen Zuständen aufstellen, wo die Nn nur die Werte 0 und 1 haben können. Man kann 
hier nach diesen Verfassern setzen 

,. ,. { 0 für n =f m , 
anam + a..,an = 1 f·· ur n = m, 

wobei wieder 

Ferner werden die Matrizen jetzt 

(a!h.o = En, 

a!a!. + a!.a! = o für m =f n, 

(34üb) 

(34ü'b) 

(341) 

(342b) 

worin en = ±1 ein noch zu bestimmendes von n abhängiges Vorzeichen ist. Um dieses Vor
zeichen festzulegen, muß man die Zuständen in eine bestimmte Reihenfolge gebracht denken. 
Dann kann man setzen 

(346) 

es ist gleich +1 oder -1, je nachdem die Anzahl derjenigen besetzten Zustände, die vor dem 
betrachteten Zustand liegen, gerade oder ungerade ist. Dann hat man zu setzen 

a!f(Nl ... On .•. ): En(Nl ... On .. . )/(Nl ... 1n .. . ) I 
- -en(Nl ... 1n ... )f(Nl ... 1n ... ) , 

a!f(N1 ..• 1n ... ) = 0. 

anf(Nl ... On ... )= 0, I 
anf(Nl .. · 1n •• • ) = en(Nl ··.On.· .)f(Nl ... On ... ) 

=- en(Nl • • • 1n • • .)f(Nl • • • On • · .) • 

Von den an' a! kann man leicht zu den 1p-Funktionen selbst übergehen gemäß 

1/J (q) = ~ an(tl un (q); 1/J* (q) = ~ a! (t)u! (q) , 
n n 

(345 b) 

(345'b) 

(346) 

worin q Orts- und Spinkoordinaten zusammenfaßt und die un und u: gewöhnliche Zahlen 
sind und ein normiertes Orthogonalsystem bilden. Der letztere Umstand hat zur Folge, 
daß für die zu (342a, b} analogen V.-R. gelten 

1/J (q) 1/J* (q')=f 1/J* (q') 1/J (q) = ~ (q - q') 1 ' 

1/J* (q) 1/J* (q') =f 1/J* (q')'I/J* (q) = 0' 1/J (q) 1/J (q') =f 1/J (q') 1/J (q) = 0 ' 

(347) 

(347') 

worin das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem es sich um symmetrische oder 
antisymmetrische Zustände handelt. Es steht hierin ..l (q - q') für ..l (x - x') ..5,. 1,., wenn 
<l,uf'' das gewöhnliche ..I-Symbol für die diskreten Spinkoordinaten ist. 

----~~ _i_ (-Jm 

1 Man schreibt oft Llm = e ll , um (344a) identisch zu erfüllen. 
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Als Anwendung dieser Methode kann man zunächst wieder die Energie- und Dichte
schwankungen berechnen, wobei man zu bilden hat 

n = ~Jl/Jl/J*dx, 
•• V 

E = ~ f-11.__ _iJ'!J!. ~1/J"' 
,, 2m ox ox 

V 

und die Mittelwerte (Erwartungswerte) von n, n 2 bzw. E, E 2 über die betrachtete Gruppe 
von Zuständen zu bilden hat. Das Resultat ist dasselbe wie bei der Berechnung im Konfigura
tionsraum 1. 

Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Aquivalenz der Methode der quantisierten Eigen
schwingungen und der Methode des Konfigurationsraumes, die - wie die genannten Verfasser 
gezeigt haben - sich sogar auf das Problem von gleichen Teilchen mit Wechselwirkungskräften 
erstreckt. Es sei [ 02 l 

H=2~~ -1i.2ox,2+ ~V,(q,)+ ~Q(q.,q,) (348) 
,. r r<s 

der Hamiltonoperator. Hierin sind die äußeren Kräfte durch V (q,) dargestellt, während die 
von einem Paar von Teilchen abhängige Funktion Q die Wechselwirkung beschreibt. Bei 

e2 
den CouLOMBsehen elektrostatischen Kräften war ja H., =-; im Hinblick auf spätere 

r., 
Verallgemeinerungen, welchedie magnetische WechselwirkungderTeilchen betreffen, wollen wir 
zulassen, daß V und !:1 auch von den Spinkoordinaten abhängen. Würde man e (q) = tp* (q) tp (q) 
als klassische Ladungswolke denken, so würde man die Wechselwirkungsenergie der Teilchen 1· 

und s klassisch schreiben jjdq,dq,ü(q., q,)e(q,)e(q,). 

In Analogie hierzu hat man den Hamiltonoperator zu definieren durch 

H = 2 ~ ~I [n.2 oo~: ~~ + V (q,) 1/J"'l/J] dx, I 
Bar 

+ 1: f f 1/J* (q') 1/J"' (q) [) (q. q') 1/J (q') 1/J (q). 
Bsr, Ba1 

(348') 

worin 1/J*l/J die eben verwendeten Operatoren sind, die nach (346) durch die Operatoren 
a; at ausgedrückt werden können, di:e bei Entwicklung von tp nach einem passenden Ortho
gonalsystem entstehen. Führen wir die Anzahlen N n der Teilchen in den durch dieses System 
definierten Zuständen n als Variable einer Wellenfunktion ifJ (N1 , N 2 , ..• t) ein, auf welche 
der durch (348') definierte Operator wirkt, so können wir eine Wellengleichung aufstellen 
pmU no<P .. 

-Tat= H<P(Nl, N2, ... t). (349) 

Es zeigt sich, daß die Folgerungen aus dieser Wellengleichung vollständig übereinstimmen mit 
der Folgerung aus der Wellengleichung im Konfigurationsraum, zu welcher der Hamilton
operator (348) Anlaß gibt. Dies gilt sowohl für Teilchen mit symmetrischen als auch für 
Teilchen mit antisymmetrischen Zuständen 2• Für diese Übereinstimmung ist die Reihenfolge 
der Faktoren in (348') wesentlich. 

Sind mehrere verschiedene Teilchensorten vorhanden (z. B. Elektronen und Protonen), 
so kann man für jede Teilchensorte besondere 1/J-Operatoren einfü:hren, wobei die 1/J-Opera
toren, die zu verschiedenen Teilchensorten gehören, vertauschbar sind. 

Dies ist, kurz skizziert, die Methode der quantisierten Eigenschwingungen. Es ist zu 
betonen, daßtrotzder formalmathematischen Analogie ein wesentlicher physikalischer Unter
schied besteht zwischen dem Übergang von den Größen p, q der klassischen Punktmechanik 
zu den wellenmechanischen Operatoren p, q einerseits, von den Funktionen im gewöhnlichen 
Raum tp*, tp zu den Operatoren 1/J"'. 1/J andererseits. Denn schon die Funktionen tp*, tp sind 
symbolische Größen, die selbst nicht direkt beobachtbar sind und das Wirkungsquantum ent
halten. 

1 Bei dieser Methode wird die Energiedichte kräftefreier Massenpunkte formal analog 
zur Energiedichte einer schwingenden Saite mit quantisierten Eigenschwingungen. Dieses 
letztere System wurde schon von M. BoRN, W. HElSENBERG u. P. JoRDAN (ZS. f. Phys. 
Bd. 35, S. 557. 1925) auf seine Schwankungseigenschaften untersucht. 

2 Vgl. für den Beweis außer den zitierten Arbeiten auch V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 75, 
S. 622. 1932 sowie das Buch von W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der 
Quantentheorie. Leipzig 1930. 
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15. Korrespondenzmäßige Behandlung der Strahlungsvorgänge. Historisch 
hat bekanntlich der Vorgang der Lichternission bei der Begründung der HElSEN
BERGsehen Matrixtheorie eine wesentliche Rolle gespielt, indem die Matrix
elemente des elektrischen Momentes des Atoms in unmittelbarer Anlehnung an 
die klassische Elektrodynamik direkt mit den elektrischen Feldstärken des bei 
den zugeordneten Übergängen emittierten Lichtes in Verbindung gebracht 
wurden. Von BoRN, REISENBERG und joRDAN1 wurde dieser Formalismus so
dann auf Dispersionsphänomene ausgedehnt. Eine entsprechende wellenmecha
nische Behandlungsweise wurde von KLEIN 2 gegeben. Dabei zeigte es sich jedoch, 
daß bei dem Schluß von dem Moment des Atoms auf die ausgesandte Strahlung 
besondere Vorschriften eingeführt werden müssen, die anscheinend nicht aus den 
allgerneinen Prinzipien der Quantenmechanik gefolgert werden konnten. Es ist 
dies ein Mangel, der erst in der von DIRAC eingeführten konsequenten quanten
mechanischen Behandlung der Lichtwellen behoben wird. Da andererseits diese 
konsequente Theorie, die in Abschn. B, Ziff. 6 und 7, ausführlicher besprochen wird, 
zu besonderen, mit dem ungelösten Problern der Struktur des Elektrons selbst 
zusammenhängenden Schwierigkeiten führt, ist auch die ursprüngliche, sich in
folge des Verzichtes auf eine Quantelung des elektromagnetischen Feldes enger 
an die korrespondierende klassische Theorie anlehnende Behandlungsweise der 
Strahlungsvorgänge von besonderem Interesse. Wir wollen diese im folgenden 
so formulieren, daß die Übertragung der Überlegungen und Schlüsse in die 
DIRACsche Strahlungstheorie in möglichst direkter Weise geschehen kann. Da
bei sollen über die Anzahl der Elektronen im Atom und über das Verhältnis von 
Wellenlänge zu Atomdimensionen zunächst keine einschränkenden Voraus
setzungen eingeführt werden. 

Betrachten wir zunächst klassisch ein System von Teilchen, über die be
stimmte statistische Daten vorliegen, nämlich zu jeder Konfiguration der Lagen 
xY:1 (k = 1, 2, 3; a = 1, ... , N) der Teilchen mit ihrem Spielraum dx~1 eine 
Wahrscheinlichkeit e (x~ 1 , ••• , xt1; t) dieser Konfiguration und ein zugehöriger 
mittlerer Strom i~a1 (xju, ... , xjN>; t) des Teilchens (a). Es sind dann überdies 

ij(a) = fedVl ... dV<a-l)dV(a+l) ... dV(N), 

ha> = ji1a>dVl ... dV(a-l)dV(a+l) ... dV(N) 

der über die Lagen der übrigen Teilchen gernittelten Werte von Dichte und 
Strom des Teilchens (a) im Raumpunkt x~m zur Zeit t. Die mittleren Werte 
des skalaren Potentials f/J0 und des Vektorpotentials f/Jk im Aufpunkt P mit 
den Koordinaten Xp zur Zeit t sind dann nach der klassischen Elektrodynamik 
bekanntlich 

N J-·1•1( . t rpQ) 
f/Jk(xp; t) = ~ Zk xQ~PQ- ~c~ d V~>. 

Diese Ausdrücke vereinfachen sich, wenn wir Entfernungen des Aufpunktes P 
von den Quellpunkten Q betrachten, die groß sind gegen die Dimensionen des 
Gebietes, in denen ij(a) und il[;1 merklich von Null verschieden sind, kurz gesagt 

1 M. BoRN, W. REISENBERG u. P. JoRDAN, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 557. 1926. 
2 0. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 407. 1927. 
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gegen die Dimensionen des Systems. In der Wellenzone von P, auf deren Be
trachtung wir uns in dieser Ziffer grundsätzlich beschränken, können wir, unter 
Einführung der Entfernung Rp des Außenpunktes von einem festen Punkt 0 
im System, in bekannter Weise setzen 

_... ...... 
rPQ = Rp - (xQn), (352) 

_... ...... 
wenn n einen Einheitsvektor in der Richtung von 0 nach P, und xQ den Vektor 
von 0 nach Q bedeutet. Wir beschränken uns sodann in dieser Wellenzone 
konsequenterweise sowohl in den Ausdrücken für die Potentiale als auch in den 
aus ihnen folgenden für die Feldstärken auf die zu 1/RP proportionalen Terme. 
Aus (351) und (352) folgt dann 

N 

(/)0 (xp; t) = ~p~ j ij(a)(xQ; t- ~p + ! (~. ;))an1>, 
a=l 

N 
(353) 

n. ( t) 1 ~J1 -=ca>( t Rp + 1 (__,. -+))avca> 'Pk Xp; = Rp~ c ~k XQ; - -c c XQ, n Q. 

a=l 

Beim Übergang zu den Feldstärken haben wir zu beachten, daß bei den Diffe
rentiationen nach (xph in der hier betrachteten Näherung Rp konstant zu lassen 
ist und aus 

-0~jt(xQ; t - rpQ)a V Q = - _!___ j_jt(xQ; t - rpQ) orpQ d V Q 
OXk,P C C 0 t C 8Xk,P 

= + _!__ j_jt(x . t - rPQ) orPQ d V 
c ot Q• c oxk,Q Q 

in der Wellenzone gemäß (352) folgt 

o~.Pjt(xQ; t- r:Q)avQ = -nk+ :Jt(xQ; t- r:Q)avQ. 
Man erhält dann für die zu 1/RP proportionalen Anteile der Feldstärken 

E = -cifi- grad(})o = -c 7ft+ nc at' (354) 
->- 1 iJ $ 1 o "$ ->- 1 o .P0 1 
H = rotiP =- [;7, ! 00~]. 

_... _... ...... 
Während H auf n senkrecht steht, scheint E zunächst einen longitudinalen, 

...... 
d. h. zu n parallelen Teil zu enthalten. Auf Grund der Kontinuitätsgleichung 
für [(a) und (j(a) folgert man aber leicht die in der Wellenzone gültige Beziehung1 

_... 

_!__ o.Po = (; _!__ o.P) (355) 
c ot c ot • 

die nach (354) das Verschwinden des longitudinalen Teiles der Feldstärke 
...... _... 

(En) = 0 (3 55') 

1 Dies hängt damit zusammen, daß zufolge der Kontinuitätsgleichung die Ausdrücke 
(351) bekanntlich allgemein die Bedingung 

1 iJ .Po . -->-
---- +d1vrf> = 0 
c ot 

erfüllen, die in der Wellenzone in (355) übergeht. 
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-+-+ 

in der Wellenzone [d. h. daß (En) rascher als 1/Rp verschwindet] zur Folge hat. 
Unter Einführung der transversalen Komponente 

(356) 

des Vektorpotentials kann man daher gemäß (355) die Relationen (354) auch 
schreiben -+ -+ 

E =- : 88~tr; H =- [;, + 8 :et·] = [;, E]. (357) 

Der PoYNTINGsche Vektor wird 
-+ c-+-+ c~ c-+ 
S = -[E, H] = ---nE2 = -nH2. 

4.:n: 4.:n: 4.:n: (358) 

Wir kommen nun zu der Frage, wie diese Resultate der klassischen Theorie 
in die Quantenmechanik zu übertragen sind. In der Quantenmechanik ist ja 
jeder Zustand des Systems prinzipiell statistisch beschrieben, und zwar durch 
irgendeine Lösung 111 (x x . t) = '-.. c u (x x. · t) 

T 1 · · · 3N• .::.,., n n 1 • • · 3N• 
n 

der zugehörigen Wellengleichung, in der die Un irgendein normiertes Ortho
gonalsystem von speziellen Lösungen dieser Gleichungen bedeuten mögen. Zu-

-+ 
nächst könnte man vielleicht denken, daß man in den Ausdruck für den Strom i, 
der ja bilinear in 'IJl* und 'ljJ ist, gerade diesen Ausdruck für 'IJ1 einzusetzen und 

~ ~ ~ 

dann tPtr und E, H gemäß (356) und (357) zu bilden habe, welches den Mittel
wert (Erwartungswert) des Potentials und der Feldstärken an einer Stelle liefern 
würde. Die Messung der vom System emittierten Strahlung besteht aber niemals 
in einer Bestimmung des Erwartungswertes der Feldstärken. Dieser verschwindet 

-+ 
z. B. für einen stationären Zustand, wo i zeitunabhängig wird. Vielmehr handelt 
es sich stets um die Bestimmung des Erwartungswertes von in den Feldstärken qua
dratischen Ausdrücken. Später werden wir sogar sehen, daß bei Vorgängen 
geringer Lichtintensität, bei denen nur eine kleine und wohldefinierte Zahl von 
Lichtquanten eine Rolle spielt, die Feldstärken selbst stets als unmeßbar anzu
sehen sind (abgesehen von der trivialen Feststellung, daß das Zeitmittel ihres 
Erwartungswertes verschwindet). Allerdings ist es nicht nur möglich, das Zeit
mittel der Quadrate der gesamten Feldstärken an einer Raumstelle zu messen, 
sondern, da die photographischen Platten, Ionisationskammern, absorbierenden 
Atome usw., mit denen das Licht nachgewiesen wird, auf verschiedene Schwin
gungszahlen verschieden stark reagieren, auch die Zeitmittel der Amplituden-

~ ~ 

quadrate irgendwelcher Fourierschwingungen von E oder H. Hierbei ist an 
~ ~ 

eine zeitliche Fourierzerlegung von E und H gedacht, gemäß 
....... -+ ---). -+ 
E(xp; t) = ~E(w; Xp)eiwt; H(xp; t) = ~H(xp; w)eiwt, 

(w) (w) 

worin die Summe unter Umständen auch durch ein Integral zu ersetzen ist und 
-+ -+ -+ -+ 
E(-w) = E*(w); H( -w) = H*(w), 

d. h. für w und -w nehmen die Amplituden konjugiert komplexe Werte an. 
~ 

Wieweit die räumliche Abhängigkeit der Erwartungswerte von Eo,2 durch Mes-
sung bestimmt werden kann, brauchen wir zunächst nicht zu untersuchen, es 
kann jedenfalls unter Umständen in räumlichen Gebieten geschehen, die klein 
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gegen die Wellenlänge des Lichtes sind, wie man z. B. aus den bekannten Ver
suchen über stehende Lichtwellen weiß. 

-+ 
Da i bilinear in 'P und tp* ist, läßt sich der Erwartungswert jeder in den 

Feldstärkekomponenten linearen Größe F in der Form darstellen 

(359) 
n,m 

wenn Fn,m Matrixelemente sind, die durch Substitution von tp* = v! und tp = v"' 
-+ 

in i entstehen. Es ist dann der Erwartungswert von F 2 

(F2) = Z'c.~(F2)n,m(Xp; t)cm = 2;c*~Fn,z(Xp; t)Fz,m(Xp; t)cm, 
n,m n,m l 

wie in Ziff. 7 gezeigt wurde. Weiter wird der zeitliche Mittelwert des Erwartungs
wertes (F2): 

n l "' (360) 
(F2)=Z'c:Z'LFn,z(w; Xp)Fz,m(-w; Xp)Cm l 

= Z'c:Z' Z'[Fn,z(w; Xp)Fz,m( -w; Xp) +Fn,z( --w; Xp)Fz,m(w; Xp)]cm. 
n l w>O · 

An dieser Stelle tritt eine gewisse Zweideutigkeit der korrespondenzmäßigen 
Deutung auf, da die Fn,m (w; Xp) nicht hermitesch zu sein brauchen, sondern 
im allgemeinen nur gilt 

F~,rn(w) = Fm,n(w). (30') 

Sie wird durch eine besondere, von KLEIN formulierte Vorschrift behoben, deren 
Sinn bei dieser Betrachtungsweise nicht verständlich ist, die aber notwendig 
ist, um mit der Erfahrung, ja sogar nur mit der Gültigkeit des Energiesatzes bei 
einzelnen Emissions- oder Streuprozessen in Einklang zu bleiben. Für die Wellen
zone, d. h. außerhalb des emittierenden oder streuenden Systems selbst lautet 
diese Vorschrift folgendermaßen: V orschrijt I. Man teile jede betrachtete Größe F 
inF<+l und p(-) gemäß 

F<+> = ~F(w;xp)ei"'t; 
w>O 

also 

F = F<+> + F<-> *, (361) 

F(-) = Z'F(w; Xp)e+iwt = ~F( -w; Xp)e-iwt, (362) 
w<O w>O 

F:,rn= 2:Fn,m (w; Xp) eiwt; F;;,rn= ~Fn,m(w; Xp) ei"'t= Z'F n,m ( -w; Xp) e-iwt, (362') 
w>O w<O w>O 

und ersetze das Zeitmittel des Erwartungswertes der klassischen Größe F 2 durch 
das von 2F+ p-: 

und entsprechend 

F(w)F(-w) +F(-w)F(w) _.. 2F(w)F(-w) =2Z'c:Z'Fn,z(w)Fz,m(-w)cm. (363') 
n,m l 

Diese Vorschrift ist in gleicher Weise bei Emission und Streuung anzuwenden, 
wobei in ersterem Fall für Vn orthogonale Lösungen der Wellengleichung des 
ungestörten Systems, im zweiten Fall orthogonale Lösungen 1 des durch die 
äußere Strahlung gestörten Systems anzusetzen sind. Welches (zeitabhängige) 
Orthogonalsystem verwendet wird, bleibt vorläufig ganz beliebig. 

* Wir haben hier p(OJ = F fortgelassen, da uns statische Felder hier nicht interessieren. 
1 Auch für zeitabhängige Hamiltonfunktionen bleibt nach Ziff. 8 Orthogonalität und 

Normierung eines Lösungssystems der Wellengleichung im Lauf der Zeit bestehen, falls nur 
die Hamiltonfunktion reell ist. 
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Als Anwendung dieser allgemeinen Überlegungen betrachten wir die Licht
emission näher und wählen für die Vn die den stationären Zuständen des un
gestörten Systems entsprechenden Lösungen 

--~'!!t 
Un(Xl •.. X;1N) e ll , 

die exponentiell von der Zeit abhängen. Die Matrizen der transversalen Kom
ponente des Vektorpotentials des emittierten Lichtes werden dann nach (356) 

~ ivn,mt ...._y r~ -')P -----).-

((/) ) - ~---- (-e) ~ i'"l(u* u ) ei<kn.mx<alldV(a) 
tr n,m - R C ..::;_; . tr 11' m • 

a=l • 

Hierin ist die Emissionsfrequenz gesetzt 

-+ 

E. -Em 
Yn,m = -n-

und der Ausbreitungsvektor kn,m des emittierten Lichtes ist 

k = ""_ ... ; n,m C · 

(364) 

(365) 

Der Faktor ( -e) der Elektronenladung wurde hinzugefügt, weil bei Lösungen, 
->-

die auf 1 normiert sind, der früher angegebene Ausdruck für i den Teilchen-
strom bedeutet. Gemäß (77) und (100) gilt 

--{1m (u~, Um) l 
= 2~jdV(1ldV(2) ... dV(a-l)dV(a+l) ... dV(N): (u:~;~- um~;~), (366) 

wenn wir der Einfachheit halber kein statisches Magnetfeld als vorhanden an
nehmen. In der relativistischen Theorie wird ein anderer Ausdruck für den 
Strom zu benutzen sein, aber (364) bleibt auch dort bestehen. Durch Einsetzen 
von (366) in (364) folgt die Hermitezität der Matrix (<Ptr)n,m• wobei es wesent
lich ist, daß die transversalen Komponenten genommen werden. 

->-
Gemäß (364 )wird die Zerlegung von (/J in (/J+ und <P- sehr einfach, nämlich 

(cPtr);~;"= (~tr)n,m für Yn,m>O(En>Em); (~tr);tL,=O für Yn,m<O, 1 
(<'Ptr);,~;: = 0 für Yn,m > 0 (En > Em); (cPtr);,~;" = (~tr)n,m ) (367) 

für Yn,m < 0 (En < Em) . 
->-

Für die in der Richtung n pro räumlichen Winkel df) und Zeiteinheit aus-
gestrahlte Energie erhalten wir also nach (358), (364), (366), (367) auf Grund 
der Vorschrift (363) bei Einführung der Abkürzung 

N o 0 * Cn m = _!i__ i Yn mfd V(l) ... d V(N) ~ ikn, m;lal1._ (u~ ~::;~ - Urn 9 ~~a)) , ' 2m ' ..:::.,; ~ uXir CX"tr 
a=l 

-+ c ~ ->- ->- e2 1 ~ (S) = ~ 2[E(+l X HHJ.m·m = -3- 4 2 1Cnml12 • 4.n ' c ;r ' 
m m(Em<En) 

(364') 

(368) 

Dies ist die emittierte Energie, wenn anfangs nur der Zustand n vorhanden war. 
Daß nur über diejenigen Zustände m zu summieren ist, für die Em < En, rührt 
von der besonderen Vorschrift (363) her; hätte man auch [EH X H(+l] mit
genommen, so hätte man im Widerspruch mit dem Erhaltungssatz der Energie 
eine Emission bekommen, die Übergängen nach Zuständen größerer Energie 
als der des Ausgangszustandes entsprochen hätte. 
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Ist am Anfang nicht nur ein einziger stationärer Zustand, sondern ein all-
gemeines Wellenpaket ,.., ..::;_,c,.u,. 

(n) 

vorhanden, so hat man nach (354) zu bilden 

{S) = :: 41"" _L: 2 c! (_L: c,.,1C1,m) ei~ ... ".tcm mit E1 < E,.; E1 < Em. (369) 
n,m l 

Bei der Bildung des Zeitmittels verschwinden aber alle Terme, für die v,.,m =f= 0, 
also E,. und Em verschieden sind. Bei einem entarteten System können aller
dings mehrere Zustände mit derselben Energie E,. = Em vorhanden sein. 

Wir erwähnen noch, daß aus (364) eine einfache Auswahlregel folgt, die in 
Strenge für beliebig kurze Wellenlängen (Multipolstrahlung) gültig ist. Wenn 
nämlich sowohl im Anfangs- als auch im Endzustand die Eigenfunktionen dreh
invariant sind, was nach Ziff. 13 verschwindendem Impulsmoment entspricht, 
verschwindet C,.,m, und damit die Ausstrahlung. Dreht man nämlich das Ko-

-+ 
Ordinatensystem um die Achse parallel zu k,.,m, so behält in diesem Fall der 
Integrand seinen Wert und seine Form bei, andererseits transformiert er sich 

-+ 
wegen der Differentiation nach Xtr wie ein Vektor (ändert z. B. bei Drehung um 

-+ 
90° sein Vorzeichen), und beides zugleich ist nur möglich, wenn C,.,m verschwindet. 
Sprünge des Impulsmomentes J von 0 zu 0 unter spontaner Lichtemission sind 
also in Strenge ausgeschlossen. Man sieht leicht, daß dies auch bei Berücksichti
gung des Spins gilt (vgl. Ziff. 13), falls unter J das resultierende Impulsmoment 
aus Bahn und Spin verstanden wird. Für das resultierende Bahnmoment L 
allein gilt die Regel nur, soweit dessen Koppelung mit dem Spinmoment ver
nachlässigt werden kann. 

Bisher wurde noch keine Annahme über das Verhältnis der Dimensionen 
des Systems zur Wellenlänge des emittierten Lichtes gemacht. Ist dieses Ver-......... 
hältnis klein, so sind nur für kleine Werte von (k,.,mx) die Eigenfunktionen merk-
lich von Null verschieden und man entwickelt dann vorteilha.ft die Exponential-

.......... 
funktion e- i(kn,mxc•>> in eine Potenzreihe. Die einzelnen Terme dieser Entwick-
lung entsprechen der Dipol-, Quadrupol-, ... Strahlung. Insbesondere ergibt sich 

.......... 
die Dipolstrahlung, wenn man e-i(k,.,".x!•>> durch 1 ersetzt; dies ist damit gleich-

bedeutend, daß in (356) der Retardierungsterm _!__ (;Q;) im Zeitargument des 
c ..... 

Stromes ganz vernachlässigt wird. Da die Matrixelemente x,.,m der Koordinaten 
..... 

mit denen des Stromes i,.,m vermöge der Kontinuitätsgleichung in der Beziehung 
~~ffi + 

ivn,mXn,m = in,m 

[vgl. Ziff. 5. Gleichung (75')], kann man für die Dipolstrahlung (364') auch er-
setzen durch + ->-

(C,.,m)Dipoi = - 1'~,mXn,m, {370) 

also nach (368) 

welche Beziehung 
dient hat. 

S · ---2 v4 x 2 ->- e2 1 ~ + 
( )n,Dipol- c3 4 "" n,rn I tr,n,ml ' 

m(Em<En) 

REISENBERG ursprünglich zur Definition 

(371) 

der Matrizen ge-

In ähnlicher Weise läßt sich auch die Dispersion behandeln. Nur ist in 
diesem Fall zuerst eine Störungsrechnung nötig, um den Einfluß des äußeren 
Feldes auf die Eigenfunktion des Atoms zu ermitteln. Man kann diesen in Rech-
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nung setzen, als ob es sich um ein klassisches, zeitlich veränderliches elektro
magnetisches Feld von gegebenem zeitlichem Verlauf handeln würde, das durch 
sein Vektorpotential Wk{x, y, z; t) charakterisiert ist. Allerdings braucht das 
Feld der einfallenden Lichtwelle gar nicht klassisch meßbar zu sein, aber der 
Erfolg sowie auch die später zu besprechende Quantelung des Strahlungsfeldes 
rechtfertigen diese Behandlungsweise. Im Falle einer ebenen Welle ist 

~~ ~~ 

(j)k = (p!:ei(vt-kx) + g;;;e-i(vt-kx), 

wobei 
g;;; = (rpt)*' 

(372) 

(373) 

d. h. g;;; konjugiert komplex zu g;!: ist. Der zeitliche Mittelwert des Feldstärke

quadrates ist E 2 _ 2 + _ _ 21 12 (374) 
- Y 2<pk lfJk - 2 V lfJk . 

Bei Lichtwellen ist es stets zulässig, das skalare Potential Null zu setzen und 
das Vektorpotential gemäß 3 

k~l 

iJ <Pk -
~-0 
uxk 

zu normieren, d. h. es transversal anzunehmen. 
Operator der Störungsfunktion 1 

(372') 

Dann lautet nach (97) der 

S.!. = _1 ! ~je 2 ~ (j)k (x(a)) _iJ_ + _1 ~ ~ (j)k2 (x(a))J. 
2m z ~ c ~ iJx~l 2m c2 ~ 

a=l k~l k~l 

Ist 
~101 h 1 ( * iJ1p iJ1p*) 
Ia,k = 2m i 1jJ ox~a) - 1jJ OXk") 

der ungestörte Strom, so ist der zu Wk lineare Teil der 
geben hinsichtlich seiner Matrizen durch 

Störungsfunktion ge-

l N 3 I .Q(JI = e_ ~ ~ cp (x(a)) "t_a, 
~m C ~~ k k 

a~l k~ 1 n, m 

(373) 

~ 

Ferner kommt nach (100) zu i ein zu (j)k proportionales Störungsglied1 

~ e ~ 

i;J1 = mc W(x<a))1p*1p (374) 

hinzu. Beide Zusatzterme, der der Hamiltonfunktion und der des Stromes, 
geben zufolge (356) Anlaß zu Matrixelementen des Vektorpotentials des emit
tierten Lichtes, die zur Amplitude des einfallenden Lichtes proportional sind. 
Die Terme höherer Ordnung diskutieren wir hier nicht 2• [Es sei noch bemerkt, 
daß die Form (373) der Störungsfunktion auch in der relativistischen Theorie 
bestehen bleiben wird, obwohl der Stromoperator dort ein anderer ist; dagegen 
fällt (374) dort fort.] 

Die allgemeine Form der Matrixelemente der gestreuten Strahlung, die 
durch Anwendung der Störungsrechnung und der allgemeinen Formel (356) 
folgt, ist, soweit es sich um in den Wk der einfallenden Welle lineare Ausdrücke 
handelt, die folgende 

~ 3 --+ --+ 
( ffi )' - ,-.{m+ a ei(Yn m+Y)t + m- b ei(>•n m-Y)!} 

'-.Ptr n,tn- ,.:;". 'rk k;n,m ' 'Yk k;n,m ' • (359) 
k=l 

1 Wir ersetzen die dort eingeführte Ladung el•l bzw. ek durch die Elektronenladung ( -e). 
2 Bezüglich der Durchführung der Rechnung vgl. neben der zitierten Arbeit von KLEIN 

besonders für den Fall kurzer Wellenlängen: I. WALLER, Naturwissensch. Bd. 15, S. 969. 
1927; Phil. Mag. Bd. 4, S. 1228. 1927. 
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Der Akzent soll die gestreute Strahlung von der einfallenden unterscheiden, 
ferner ergeben sich die Feldstärken durch Differenzieren nach der Zeit (und 

-+ 
Division durch c). Die Matrix (tPtr);,,m ist wegen der Hermitezität des Rarnilton-
operators selbst hermitesch, also gilt [vgl. (373)] 

->- ->-

bk;n,m :::::= atll,11i' (360) 
->- -).- -).. 

in Worten: ak ist nicht hermitesch, sondern bk ist die zu ak hermitesch kon-
jugierte Matrix. 

Nun können wir die allgemeine Vorschrift (363) zur Bildung der ausgestrahl
ten Energie bilden. Ist der Anfangszustand n, so wird mit der Frequenz 
v' = Vn,m + v ausgestrahlt 

S -c '2 I 12_,. _.. -·· c '2, 121.... 12 n--V 2 CfJk ak·nmbk·nm- --V 21C[Jk ak·nm 
4n ' ' · ' 4n · ' ' 

falls 1/ = Yn,m + v > 0, l 
mit der Frequenz v' = Vn,m - v 

S - c '2 I 12..... _.. - c '2 I '21_.. 12 l n- 4-n V 2 CfJk bk; n,m ak; m,n - 4", V 2 CfJk, ak; rn,n 

falls v' = 1'n,m - 1' > 0. 

Hätten wir die besondere Trennungsvorschrift der Größen in solche mit Termen 
eiwt und solche mit Termen e-iwt (w >. 0) nicht angewandt, so wäre der Zu
stand m vor dem Zustand n gar nicht ausgezeichnet gewesen und wir hätten für 
beide Zustände die Ausstrahlung i (Sn + Sm) bekommen. In dem besonderen 
Fall n = m, v = v' liefert jedoch die in Rede stehende Vorschrift nichts Neues, 
so daß der Fall der Streustrahlung mit unveränderter Frequenz sich bereits 
ohne ihre Anwendung erledigen läßt. ..... 

Bezüglich der allgemeinen Form der Ausdrücke für ak;n,m und ihrer Dis
kussion verweisen wir auf Kap. 5 ds. Handb. Es möge hier nur wegen 
seiner prinzipiellen Bedeutung auf den Sonderfall hingewiesen werden, daß die 
Frequenz v der einfallenden Strahlung groß ist gegen die Abtrennungsarbeit 
eines Elektrons aus dem System. Es zeigt sich, daß dann die Terme in (359) 
den Ausschlag geben, die von dem Zusatzterm (374) des Stromes herrühren; 
während die von der Abänderung der Eigenfunktionen durch die äußere Störung 
herrührenden Terme in diesem Fall zu vernachlässigen sind. Die' ersteren Terme 
geben nach (356) zum Vektorpotential der gestreuten Strahlung den Beitrag 

N 
-+ e -+ ~! ->-+ ........ 

(tPtr)~,rn = mc-cp{;ei<vn,m+v)t~ e-i<Kx)<•l+i(ICx<•l)u~umdV(l) ... dVCNl, (376) 
a=l 

-+ ..... 
worin K und K' Ausbreitungsvektoren der einfallenden und gestreuten Licht-
welle sind. ----> 'I' -+ 

K=-n· 
c ' 

--+ v' --+ 
K ' ' - n - c . 

Betrachten wir etwas allgemeiner einfallendes Licht der Frequenz v, welches 
aus ebenen Wellen verschiedener Richtung irgendwie zusammengesetzt ist, und 
dessen Vektorpotential durch 

tP~c = t:Pt (xr, x2, Xa) eivt + tJJ,~ (xr, x2, Xa) e- il't 

gegeben sei, so erhält man statt (376) 
N 

(n.t)' =~ei(vn,m+v)t m+(x<aJ x<•J x<al)ei(K'x)u*"t dJl(l) dV(N) -+ e 2:}~--+ ~--+ 
Y-' r n,m, m C ':1-'tr 1 ' 2 ' :~ n "m · • · · 

a=l 
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Die gesamte in einer Richtung gestreute Lichtintensität aller Frequenzen v' 
...... 

zusammengenommen, kann dann bei Ersatz der verschiedenen K' durch einen 
einzigen Mittelwert vermöge der Vollständigkeitsrelation geschrieben werden 

S = __!_~!2_!~2~~~ ~1 {p+(x<a! x 1•! x<a!)ei(K';a)/u*u dV(1) dV(N) 4 n m2c2 ~ tr 1 ' 2 ' 3 1 n n . . . , 
a=l j 

(377) 

also für eine ebene auffallende Weile 

- 2 f N ->- -+ ->- 12 
S = 41n v'2 m~c2 2 . ~ ei(~K+K')xl•! I u,tundV(1) ... dV(N). (377') 

Da in diesem Ausdruck nur die Dichte u~ Un im Anfangszustand n, nicht 
aber die anderen Zustände eingehen, ist es innerhalb des Gültigkeitsbereiches 
dieser Formel im Prinzip möglich, z. B. durch Anwendung von konvergentem 
Licht, dessen Intensität an einer Raumstelle viel größer ist als an einer anderen, 
die Dichteverteilung der Teilchen in diesem Zustand zu messen. Ebenso ist es 
durch Untersuchung der spektralen Intensitätsverteilung des gestreuten Lichtes 
bei einfallenden ebenen Wellen unter Benutzung von (376) möglich, die Impuls
verteilung eines gebundenen Teilchens im Anfangszustand zu messen. Hiervon 
war in den Ziff. 2 und 11 bereits die Rede. Die Gültigkeit der angegebenen For
meln und damit auch die Möglichkeit einer einfachen und direkten Dichtebestim
mung eines Teilchens im Koordinaten- oder Impulsraum durch Untersuchung 
der Streustrahlung ist jedoch begrenzt durch die hier vernachlässigten Rela
tivitätskorrekturen. Sobald die Frequenz der gestreuten Strahlung mit mc 2fh 
vergleichbar wird, verliert aus vielen Gründen die Dichte und Stromverteilung 
in einem stationären Zustand ihre direkte Bestimmbarkeit (vgl. Abschn. B, Ziff. 5). 

In den bisherigen Überlegungen war nur von der Emission und Streuung 
von Licht die Rede gewesen, nicht aber von den sie begleitenden Änderungen 
der stationären Zustände der Atome. Es ist aber von einer vollständigen Theorie 
zu fordern, daß sie auch Rechenschaft gibt vom zeitlichen Anwachsen der Wahr
scheinlichkeit, das Atom bei Emission in einem weniger angeregten Zustand zu 
finden. Um festzustellen, wieweit dies möglich ist, untersuchen wir wieder den 
Einfluß einer einfallenden ebenen Welle auf das Atom auf Grund der Störungs
funktion (373), suchen aber in diesem Fall die zeitabhängige Lösung, die für 
t = 0 mit der ungestörten Lösung übereinstimmt. D. h. wir setzen für die ge-
störte Eigenfunktion E 

1p = 2:cn(t) e-i n"t Un 
n 

und entwickeln 

worin c~) zeitunabhängig, c;!1 linear, c~! quadratisch ist in der Amplitude der 
einfallenden Welle, a. o. f. ... und worin c~!, ... für t = 0 verschwinden (vgl. 
Ziff. 10). Es wird dann eil!= i ..._,T ci0! 

rn ~ m,n n.' (378) 
n 

worin die HERMITEsche Matrix T, wie die Durchrechnung zeigt (vgl. Kap. 5 
ds. Handb.), für eine ebene einfallende Welle mit den Feldstärken 

von der Form wird 
ei(-~n.m+~>t- 1 ...... .... e-i(~n.m+~)t- 1 ->- ->-

T = -----V E<+> + --V* EC-l (379) 
m,n (-vn.m + v) n,m (vn.m + v) n,m . 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 14 
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Die Matrix Vn,m ist hierin nicht notwendig hermitesch. Von besonderem Inter
esse ist hier das Verhalten der Lösung bei Resonanz, d. h. bei Stellen v, wo 
einer der beiden Nenner in (379) verschwindet (v = -Yn,m = Ym,n und 'II = '~~n,m)· 
Dies gibt in lc~(t) 12 zu solchen Termen Anlaß, die nach Summation über ein 
kleines Intervall v linear mit der Zeit anwachsen. Diese Terme sind (die anderen 
sind fortgelassen) 

I c;)i (t) 12 = c;:=. <1> (t) c;)i (t) = +",I ei<-·n.m+·>t_ 1 

~ -Vn.m+v 
n 

+~I e-i(vn,m+v)t- 1 \2 ~ ~ ~ ~ 
(Vn,mE(+)) (V~,mEH). 

~'n,m +V 
n 

(380) 

Wir bekommen für die Resonanzstelle v = '~~n m (Endzustand kleinere Energie 
als Ausgangszustand) nach Summation über ; 

I c~~i (t) 12 = t • B~,(!., 
wo B':;. noch von der Richtung und Polarisation der einfallenden Strahlung ab
hängt. Ebenso für 'II = Ym,n (Endzustand größere Energie als Anfangszustand) 

I C~ (t) 12 = t • B~' (!v , 

wenn (!v die Strahlungsdichte der einfallenden Strahlung ist. Der erste Fall 
entspricht der induzierten Emission, der zweite der Absorption. Die spontane 
Emission ergibt sich zunächst nicht. Um sie zu erhalten, muß man eine scheinbar 
willkürliche, der Vorschrift II analoge neue Vorschrift einführen. Vorschrift II. 
Man schreibe formal I c;)i (t) 12 mit der Reihenfolge der Faktoren c;:=. ill c;!] und 
achte auf die Reihenfolge der Faktoren E< + l und E<- l; wo E< +) vor EH steht [ vgl. 
(380)], ist kein Zusatzglied hinzuzufügen, während überall, wo EH vor E<+) zu 

2nv3 
stehen kommt, statt (!" geschrieben werden muß (!,. + - 3 • 

c 
Die Rechtfertigung der hier ad hoc eingeführten Vorschriften I und II 

ergibt sich erst aus der DIRACschen Quantelung des Strahlungsfeldes. Anderer
seits genügt die Vorschrift I bereits, um Interferenzversuche und Fragen der 
Kohärenz der Strahlung widerspruchsfrei diskutieren zu können. Dies soll in 
folgender Ziffer gezeigt werden. 

16. Anwendung auf Kohärenzeigenschaften der Strahlung!. Wir betrachten 
zunächst die spontane Emission des Lichtes und wollen untersuchen, wann das 
von zwei gleichartigen Atomen spontan emittierte Licht kohärent ist. Der An
fangszustand sei durch die Koeffizienten Cn bzw. tf". der Entwicklung der Wellen
funktionen der Atome nach ihren Eigenfunktionen beschrieben. Die Matrix
elemente der gesamten elektrischen Feldstärke im Raumpunkt P sind dann 
von der Form 

(381) 

Hierin sind n, m die Quantenzahlen des betrachteten Zustandspaares für das 
eine Atom, n', m' die für das andere Atom. Die Matrixelemente der vom ersten 
(zweiten) Atom emittierten Feldstärke sind diagonal in bezug auf die Quanten
zahlen des zweiten (ersten) Atoms. Sind die Atome gleichartig, so ist für korre
spondierende Übergänge an,m = an',m'; '~~n,m = '~~n',m'· Ferner sind Rp, R~ die 
Entfernungen der zunächst als fest gedachten Atome vom Aufpunkt. Für den 

1 Es handelt sich hier nur um einige prinzipielle Bemerkungen allgemeiner Art. Für 
weitere Einzelheiten und Literaturhinweise vgl. Kap. 5 ds. Handb. 
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Erwartungswert des gemäß der Vorschrift I modifizierten Quadrates der elek
trischen Feldstärke im Punkt P bekommen wir dann 

-+ -+ 
(E<+ JE(->) == L c;c~/ E~;~'; !,l'E!;t!;m,mCmC~,, 

n,n' 
m,m' 

= 1: cf;:->a,.,lal,mcmei~n.mt + 1: c;,a,.',l'al',m'Cm'ei~n',m't 
Ez< En Ev< Em' 
Ez<Em Ev<En' 

~ * *1 1 i[(vn,m+~n',m')t-~(vn,mRP+~n',m'RP)l + ..:",. Cn Cn' an,man',m'CmCrn,e 
Em<En 
En'<Em' 

~ * * 1 1 i[(~m.n+~m',n')t-~(~m,nRP+~m',n'RP)l + ..:::;"". CmCm am,nam',n'CnCn,e . 
Em<En 
En'<Em' 

Die ersten beiden Terme entsprechen dem alleinigen Vorhandensein des ersten 
bzw. zweiten Atoms, die beiden letzten sind die Interferenzterme, die uns hier 
interessieren. Mit Rücksicht darauf, daß a,.,m; a,.',m' HERMITEsche Matrizen 
sind, deren Diagonalelemente verschwinden, gestaltet sich die Bildung des zeit
lichen Mittelwertes sehr einfach, sobald wir von Entartungen absehen, was hier 
geschehen soll. In den beiden ersten Summen geben dann nur die Glieder mit 
m = n, m' = n' nicht verschwindende Beiträge, während in den beiden letzten 
Summen die Glieder mit m' = n; n' = m übrig bleiben. Die Intensität des 
Lichtes der Frequenz Yn,m im Punkt P wird dann also schließlich 

]( ) I 12{1 12 I I 12 * I I* -i~n,m(Rp-Rp) Vn,m = an,m c,. + Cn + c,. CmCnCm e c 

+ i Vn, m (R - R' )} * I* I p p + c,.crncn cme c • 

Man kann dies noch vereinfachen, indem man den geometrischen Gangunter
schied 

LI = v,.,m (Rp- R~) 
c 

und die Phasen der Wahrscheinlichkeitsamplituden der Atome einführt gemäß 

Dann wird 

c,. = I c,. Iei~ .. ; 
cl =I cl leio;,. 

n n ' 

C - I c leiöm· m- m ' CJ,.,m = (),. - ()m • 

cl = I cl I eirl;.. 
m m ' CJ~,m = ()~ - CJ;". 

] (vn,m) =I a,.,m 12 {I c,. 12 + I C~ 12+ 21 c,. II Cm II C~ II C~, I cos (CJ,.,m- ()~',m' + LI)}· (382) 
Man sieht daraus zunächst, daß keine Interferenzen auftreten, wenn anfangs 
von einem der beiden Atome mit Sicherheit nur der angeregte Zustand vor
handen war (cm = 0 oder c;,. = 0); ferner daß niemals die Phase (),. einer einzigen 
Eigenfunktion der Atome zur Beobachtung gelangen kann. Der Fall eines 
Paketes aus dem Grundzustand und einem angeregten Zustand bei beiden 
Atomen mit einer festen Phasenbeziehung CJ,.,m - ()~',m' ist herstellbar durch 
Anregung beider Atome mit demselben Licht. In diesem Sinne ist also die 
Resonanzstrahlung kohärent. 

Es ist lehrreich, noch diejenigen Modifikationen kurz zu betrachten, die 
eintreten, wenn man die Atome nunmehr als frei beweglich betrachtet. Wir 
haben dann neben den Zuständen n, m, ... der Elektronen des Atoms noch die 
Koordinaten Q seines Schwerpunktes einzuführen, so daß die Wahrscheinlich
keitsamplituden c,. jetzt Funktionen von Q werden. Um ferner zu entscheiden, 
wie die Matrixelemente der Feldstärken des emittierten Lichtes modifiziert 

14* 
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werden, gehen wir auf die Ausdrücke (352) der klassischen Theorie zurück. Um 
den Übergang zu der in (353) enthaltenen Retardierung durch ebene Wellen 
machen zu können, müssen wir annehmen, daß die Entfernung des Aufpunktes 
vom Atom auch groß ist gegen die Dimensionen der durch die cn (Q) beschriebenen 
Wellenpakete (d. h. gegen die Ungenauigkeit der Definition des Ortes des Atom
schwerpunktes), was unbedenklich geschehen kann. Ferner sind die Beiträge 
der Ströme der Atomkerne selbst zur Lichtemission stets vernachlässigbar klein. 
In den Ausdrücken (353) für die retardierten Ströme der Elektronen bleiben 
aber nach Integration über die Relativkoordinaten der Teilchen eben wegen der .... 
Retardierung die Schwerpunktskoordinaten noch stehen, und zwar in xQ, welches 
die Summe aus Relativ- und Schwerpunktskoordinaten darstellt. Im Matrix
element der emittierten Feldstärke nach den stationären Zuständen (n, m) des 
Elektronensystems, dessen Zeitabhängigkeit durch den Faktor ei'·n,mt be
schrieben ist, bleibt also schließlich der Faktor 

·v 1 (Q).--)o-) __,.. -:). 
e' n,mc n = ei(Kn,m(J) 

(mit Kn,m = ''•~m ~) stehen; in anderer Weise geht die Schwerpunktskoordinate 

des Systems nicht ein. An Stelle des Matrixelementes an,m 1m n-Raum tritt 
also jetzt überall das Matrixelement 

~ ~ 

an,m(Q, Q') = an,mei(Kn,miJ)o(Q- Q') (382) 

im (n, Q)-Raum. Es ist lehrreich, mittels 
i ~+ 

Cn (P) = J Cn (Q) e -l!(l'Q) dQ 

[vgl. Ziff. 3, Gleichung (27)] in den Impulsraum des Atoms überzugehen. In 
diesem wird __.. _.. .. 

an,m(P, P') = an,mO(-P + P' + fiKn,m)· (383') 

Dies bedeutet, daß mit der Emission des Lichtes ein Rückstoß verbunden ist, 
der gerade der Erhaltung des Impulses entspricht, wenn man dem emittierten 
Licht einen Impuls vom Betrag hvjcin seiner Fortpflanzung zuordnet, im Ein
klang mit dem von ErNSTEIN aus der Lichtquantenvorstellung abgeleiteten 
Resultat. Der Rückstoß bei der Lichtemission ist prinzipiell immer dann beob
achtbar, wenn die Ausdehnung des Paketes Cn (P) des Anfangszustandes im 
Impulsraum klein gegenüber h1•jc ist. Der Rückstoß muß sich auch in einem 
Dopplereffekt des emittierten Lichtes äußern, den wir aber hier vernachlässigen 
wollen, was auch insofern konsequent ist, als die Strahlungsdämpfung ebenfalls 
stets vernachlässigt wurde. Tut man dies, so ist die Gesamtintensität des von _,. . 

einem Atom im Anfangszustand cn (Q) in der Richtung n emittierten Lichtes 
wieder gegeben durch 

wenn unter [ Cn [ 2 jetzt 

verstanden wird. 
[cn[ 2 = j[cn(Q)[ 2 dQ = J]cn(P)i 2 dP (384) 

Die Anwendung auf die Intensität des von zwei gleichartigen Atomen 
emittierten Lichtes ergibt nun mit der Abkürzung 

~ ~ 

C = 1
1C [ e-ion,m = {c*(Q) eiUI:n.mQ)c (Q)dQ = -C* (385) n,n~ n,1n . u m m,n 

und analog für c;,,m an Stelle von (382) den Ausdruck 

](vn,m) = [an,m[ 2{[cn[ 2 + [c;} + 2]Cn,m[[C~,rn[cos(an,rn- On•,m• +LI)}, (382') 
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wenn in Ll = ''n,""_ (Rp- R~>) dieRund R' von festen Punkten aus [denselben wie 
c 

Q in (385) und Q' in der analogen Definition von c;,,mJ gezählt werden. Die Be
deutung des erhaltenen Resultates liegt darin, daß zur Kohärenz der Resonanz
strahlung nicht nur notwendig ist, daß im Anfangszustand beide Atome im Grund
zustand und im angeregten Zustand vorhanden sind, sondern auch, daß diese 
Zustände mit nicht verschwindender Wahrscheinlichkeit beim gleichen Ort des 
Atomschwerpunktes vorhanden sein können. Überdecken sich die Funktionen 
Cn (Q) und cm (Q) nicht, wie es der Fall ist, wenn die beiden Zustände durch 
äußere Felder völlig voneinander getrennt werden, dann verschwindet c;(Q)cm(Q) 
überall und damit auch das Interferenzglied in (382'). Dies ist ein Beispiel 
dafür, daß jede Anordnung, die festzustellen erlaubt, in welchem Zustand sich 
das Atom befindet, die Interferenzfähigkeit der von diesem mit der von anderen 
Atomen emittierten Strahlung aufhebt!. 

Endlich wollen wir noch die Frage der Kohärenz der von einem Atom in 
->- ->-

verschiedenen Richtungen, sagen wir in den Richtungen n 1 und n2 emittierten 
Strahlung prüfen, da diese Frage den früher oft diskutierten Gegensatz von 
"Nadelstrahlung" und "Kugelwelle" betrifft. Alle Anordnungen, die Inter
ferenzfähigkeit der Strahlung in diesen Richtungen zu prüfen, laufen darauf 
hinaus, die beiden Lichtbündel schließlich nach geeigneten Spiegelungen, Bre
chungen in einem Punkte P zu vereinigen. Dort wird also die klassische Feld-

-+ ->-
stärke eine Linearkombination von E (n1) und E (n2) sein, d. h. der Feldstärken 

-+ -+ 
der ursprünglich in den Richtungen n1 und n2 emittierten Bündel. Ist ] 0 die 
Summe der Intensitäten der in diesen Richtungen emittierten Bündel, wie sie 
im Punkt P bei Fehlen von Interferenzen beobachtet würde, so wird also für 
die wirkliche Intensität klassisch gelten 

->- -->-
] = ] 0 + konst.E(n1) E(n2). 

Wir werden also als Maß der Kohärenzfähigkeit der Bündel quantentheoretisch 
den Erwartungswert von 

~ -+ _,. -+ 
E(+l(n1)EC-l(n2) + EC+l(n2)EC-l(n1) 

zu berechnen haben. Dieser ist proportional zu 
-->- ->-

D = J dQ c! (Q) J an,m (n1 ; Q, Q") am,n (n2 ; Q", Q') dQ" Cn (Q') dQ' + 
oder auch 

-->- -->-
D = J dP c: (P) J an,rn (n1 ; P; P") am,n (n2 ; P", P') dP'' Cn (P') dP' + · · ·, 

-+ ->-

wobei mit + · · · der Term angedeutet ist, der durch Vertauschen von n1 und n 2 

aus dem angeschriebenen hervorgeht. Auf Grund (383), (383') ergibt sich sogleich 

oder auch 
D = 2 jlcn(Q)[ 2 cos''n~m ((~2 - ~1)Q)dQ (386) 

D = j{c; (P)cn(P + n";"" (n2 - n1)) + cn(P) c!(P + "!:!';·-"' (n2 - n1))}dP. (386') 

Aus diesen Ausdrücken ergibt sich, daß die Möglichkeit, durch eine Rückstoß-
_,. ·~ 

messung festzustellen, ob das Lichtquant in der Richtung n1 oder in der Richtung n2 

1 Vgl. hierzu W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 172. 1927; damals blieb die Frage 
des Zusammenhanges der Phasen der Eigenfunktionen im Atom mit den Eigenschaften des 
emittierten Lichtes noch ungeklärt. 
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emittiert worden ist, in einer ausschließenden Beziehung steht zu einer Anord-.... .... 
nung, welche zwischen den in den Richtungen n1 und n2 emittierten Lichtbündeln 
Interferenzen nachzuweisen erlaubt. Eine Rückstoßmessung der geforderten Art 
ist nämlich nur möglich, wenn der Impuls des Teilchensam Anfang genauer als 

liv~,m \n2 - n1 \ definiert ist. Dann wird aber c,.(P) nur in einem Gebiet LIP 

von Null verschieden sein dürfen, das kleiner als livn,m \n2 - n1 \ ist, und in diesem 
c 

Fall verschwindet D stets, wie aus (386') ersichtlich. Um andererseits den Gang-.... .... 
unterschied zwischen den nach n1 und n2 emittierten Bündeln klar definieren 
zu können, darf c,.(Q) nur in einem Gebiet LIQ von Null verschieden sein, das 

klein ist gegenüber ~c~ I 1 I Daß diese beiden Forderungen einander 
Yn,m n2- n1 

widersprechen, ist eine unmittelbare Folge der REISENBERGsehen Unsicherheits
relation, die ihrerseits in der hier durchgeführten Umrechnung von c,. (Q) auf 
c,. (P) bereits enthalten ist. 

Ähnlich wie es hier für die einfachsten Fälle der Lichtemission geschehen 
ist, kann auch die Kohärenz der von Atomen gestreuten Strahlung diskutiert 
werden. Es sei übrigens noch ausdrücklich betont, daß die hier gegebene Behand
lungsweise noch unvollständig ist, da sie die Strahlungsdämpfung unberück
sichtigt läßt. Dies kann erst mittels der in Abschn. B besprochenen DrRACschen 
Lichtquantentheorie geschehen. 

B. Relativistische Theorien. 
1. Prinzipielles über den gegenwärtigen Stand der relativistischen Quanten

mechanik. Im Gegensatz zur unrelativistischen Quantenmechanik, die als logisch 
abgeschlossen gelten kann, stehen wir im relativistischen Gebiet noch ungelösten 
prinzipiellen Problemen gegenüber, die in der Frage des Atomismus der elek
trischen Ladung, des Massenverhältnisses von Elektron und Proton und der
jenigen des Kernbaues gipfeln. Man kann sagen, daß wir heute nur Bruchstücke 
einer relativistischen Wellenmechanik besitzen. Es sind dies erstens die Quanten
theorie des relativistischen Einkörperproblems, die das Verhalten eines elek
trischen Elementarpartikels (Elektrons oder Protons, nicht das eines beliebigen 
makroskopischen Teilchens) in einem gegebenen äußeren elektromagnetischen 
Potentialfeld beschreibt. Zweitens eine Theorie des Strahlungsfeldes und seiner 
Wechselwirkung mit Materie, welche denjenigen Eigenschaften des Umsatzes 
von Energie und Impuls der Strahlung Rechnung trägt, die in der Lichtquanten
vorstellung zusammengeiaßt sind. Beide genannten Theorien, die von DIRAC 1 

herrühren, sind als prinzipielle Fortschritte der Wellenmechanik anzusehen, 
führen aber bei der weiteren Verfolgung ihrer Konsequenzen zu charakteristischen 
Schwierigkeiten. So führt die Theorie des Einkörperproblems zur Existenz von 
Zuständen negativer kinetischer Energie (negativer Masse) der Elektronen und 
zur Möglichkeit von Übergängen der Elektronen in diese Zustände von den 
gewöhnlichen Zuständen positiver Masse aus, sobald geeignete äußere Potential
felder angewandt werden sowie unter spontaner oder durch äußere Strahlung 
induzierter Lichtemission (Ziff. 5). Da die Erfahrung niemals Teilchen mit 
negativer Masse zeigt, muß diese Konsequenz als ein Versagen der Theorie an
gesehen werden. Unabhängig von dieser Schwierigkeit ist eine andere, die auf-

1 Theorie des Elektrons: P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 117, S. 610; 
Bd. 118, S. 31\1. 1928; Theorie des Strahlungsfeldes, ebenda Bd. 114, S. 243, 710. 1927; 
vgl. auch das Lehrbuch von P. A. M. DIRAC, Quantenmechanik. Leipzig 1930. 
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tritt, wenn die Theorie des Strahlungsfeldes auf die Wechselwirkung eines Elek
trons mit seinem eigenen Feld angewandt wird. Es existiert dann keine stationäre 
Lösung mit endlicher Energie des aus dem Elektron und dem quantisierten 
elektromagnetischen Feld bestehenden Gesamtsystems. Es liegt dies daran, daß 
der Teil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung des Teilchens mit dem 
äußeren Feld beschreibt, das korrespondenzmäßige Analogon zur klassischen 
Wechselwirkung eines punktförmigen Teilchens mit seinem eigenen Feld dar
stellt und die Selbstenergie eines solchen Teilchens auch nach der klassischen 
Theorie unendlich groß wird. Man kann zwar formal diese Unendlichkeit, aller
dings nicht ohne eine gewisse Willkür, vermeiden durch eine solche Abänderung 
der Hamiltonfunktion, daß diese korrespondenzmäßig der Wechselwirkung eines 
Teilchens von endlicher Ausdehnung mit dem Feld entspricht (Ziff. 8), jedoch 
würde hierbei die relativistische Invarianz der Theorie nicht aufrechterhalten 
werden können. Dieser Umstand verhindert den Ausbau der DIRAcschen Theorie 
des Strahlungsfeldes zu einer strengen und konsequenten relativistischen Be
handlung des Mehrkörperproblems. 

Bei dieser Sachlage ist es in manchen Fällen schwierig, den physikalischen 
Geltungsbereich der bisher vorliegenden Bruchstücke einer relativistischen 
Quantenmechanik genau abzugrenzen, sofern ihre Ergebnisse über die beiden 
bekannten Grenzfälle der unrelativistischen Quantenmechanik und der relati
vistischen klassischen Theorie hinausreichen. Ja, diese Abgrenzung dürfte bei 
unseren gegenwärtigen Kenntnissen kaum in allen Fällen in eindeutiger Weise 
möglich sein. Wir müssen uns im folgenden damit begnügen, die in Rede stehen
den Theorien so weit darzustellen, als sie zu neuen physikalischen Einsichten 
geführt haben und ihre Ergebnisse mit der Wirklichkeit übereinstimmen. In 
den Ziff. 2 bis 5 geschieht dies für die relativistische Theorie des Einkörper
problems, in den Ziff. 6 bis 8 für die Strahlungstheorie und die Vereinigung 
beider Theorien. 

2. DrRACS Wellengleichung des Elektrons. a) Kräftefreier Fall. Die funda
mentale Verknüpfung zwischen Impuls und Energie einerseits, Ausbreitungs
vektor und Frequenz der Welle andererseits, von der wir in Abschn. A, Ziff. 1, 
ausgegangen sind und die in der Relation 

-+ -+ 
p = fik; E = n1··, (A, I) 

ausgedrückt ist, besitzt bereits relativistische Invarianz. Es bilden nämlich 

(p, i :). (!, i ; ) beide einen Vierervektor, transformieren sich also bei Lorentz

transformationen in gleicher Weise. Es ist deshalb natürlich, diese Relationen 
als Grundlage in einer relativistischen Quantentheorie beizubehalten. Zwischen 
Energie und Impuls eines Partikels mit der Ruhmasse m besteht, wie bereits in 
Abschn. A, Gleichung (5), angegeben, in der klassisch-relativistischen Mechanik 
die Relation s 

E2 = m2c2 + ~p.2 
c2 .:::;. ~ ' ( 1) 

i=l 

welche nach (I) die entsprechende Relation 
y2 m2c2 ~ Yo2 ~ 

C2 = -Ji;i.~- + .::::. ki2 = C2 + .::::. ki2 (2) 

mll m~ 
1'o=T (3) 

zur Folge hat. Die allgemeinste Superposition von ebenen Wellen ....... 
1p(x1 x2x3 ; t) = jA(k)ei(kx-vt>dk, (4) 
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-+ 
in denen y und k stets durch (2) verknüpft sind, genügt der Differentialgleichung 

1 iJ21p m2c2 
-c2 7ft2 = L1v' - -fti-"P, (5) 

und umgekehrt ist (4) (im wesentlichen) die allgemeinste Lösung von (5). Dabei .... 
ist zu beachten, daß gemäß (2) zu gegebenem Wert von k zwei Werte von 'V 

gehören, ein positiver und ein negativer, 

und (2') 

und daß im allgemeinen beide in (4) vertreten sein können. Die Wellenglei
chung (5) ist relativistisch invariant, wenn 1p als ein Skalar behandelt wird. 

Bisher wurden nur die fundamentalen DE BROGLIEschen Relationen (I) und 
das wellentheoretische Superpositionsprinzip benützt. Wenn wir die entspre
chende Entwicklung der unrelativistischen Wellenmechanik weiter verfolgen, so 
sehen wir, daß der nächste Schritt in der Einführung einer Wahrscheinlichkeits
dichte W(x1 , x2 , x3) besteht, die angibt, wie wahrscheinlich es ist, das Teilchen 
zur Zeit tim Raumgebiet XI, XI+ dxi ... x3 , x3 + dx3 zu treffen. Falls eine 
solche Wahrscheinlichkeitsdichte W(x) sinnvoll existiert, muß sie erstens überall 
positiv (oder Null) sein W (x) :Ce; 0 (6) 

und muß zweitens als Folge der Wellengleichung der Bedingung 

:J W(x)dx = 0 (7) 

genügen, um gemäß JW (x) dx = 1 (7') 

normiert werden zu können. Es ist dann ferner noch die Invarianz dieser N or
mierung gegenüber Lorentztransformationen zu verlangen. 

jW(x)dx =Invariante. (8) 
Wenn wir nun versuchen, aus (5) einen Ausdruck zu bilden, der den Bedin
gungen (7) und (8) genügt, so werden wir zwangsläufig geführt auf 

--- * 1 01p 1 01p* 
e(x) = W(x) = -"P (;- 8t + "P-c- ßt· 

Denn mit Einführung des Vektors 
-+ 
i = c (1p* grad 1p - 1p grad 1p*) , (8') 

worin 1p* konjugiert komplex zu 1p ist, wird die Kontinuitätsgleichung 
0(! d" ~ 
ßt + lV~ = 0 

-+ 
erfüllt, und es läßt sich e und i zu einem Vierervektor s" mit den Komponenten 

( 1 ~ . ) 
s. = cz' Z(! V 

* iJ1p iJ1p* 
Sv= 1p ---- 1p-

0Xv iJx" 

gemäß 
(8") 

zusammenfassen, woraus (7) und (8) folgen 1• Dies entspricht der Theorie, wie 
sie ursprünglich von mehreren Verfassern versucht wurde 2• Da hierbei die 

1 Im folgenden bezeichnen wir stets mit griechischen Buchstaben von 1 bis 4, mit 
lateinischen von 1 bis 3 laufende Indizes, mit x 4 die imaginäre Zeitkoordinate x4 = i ct, 
mit x0 die reelle x0 = ct, so daß x4 = ix0 • 

2 E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 129. 1926; speziell § 6; 0. KLEIN, 
ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 895. 1926; V. FocK, ebenda Bd. 38, S. 242; Bd. 39, S. 226. 1926; 
J. KuDAR, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 632. 1926. Betreffend die Ausdrücke für den Viererstrom 
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Forderung (6) verletzt ist -es sind ja in einem bestimmten Zeitmoment 1p und 
Ol!Jjot gemäß (5) beide willkürlich wählbar -, ist der Ausdruck (8") für den 
Viererstrom physikalisch nicht zulässig 1. 

Auf Grund dieses Resultates kann man zunächst im Zweifel sein, ob in 
einer relativistischen Wellenmechanik die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teil
chens ein sinnvoller Begriff ist. Denn erstens enthält schon ihre Definition 
eine merkwürdige Auszeichnung der Zeit vor dem Raum, indem den Raum
koordinaten xk der Spielraum dxk gelassen wird, die Zeit dagegen exakt fest
gelegt wird; zweitens ist die Feststellung des Teilchenortes durch eine direkte 
Messung nicht mehr möglich, falls man Gebiete betrachtet, die klein gegen die 
Wellenlänge der Materiewelle sind und zugleich Teilchengeschwindigkeiten, die 
mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind [vgl. Abschn. A, Ziff. 2, GI. (16) 
und (17)]; drittens existiert eine den Forderungen (6), (7) und (8) genügende 
Wahrscheinlichkeitsdichte im Falle der Lichtquanten tatsächlich nicht, wie wir 
später sehen werden. 

Dennoch konnte DIRAC zeigen, daß ein den Forderungen (6), (7) und (8) 
genügender Ansatz für W(x) dann möglich ist, wenn man mehrere 1p-Funk
tionen, 1pl!, Q = 1, 2, ... einführt, die im kräftefreienFalle alle der Gleichung (5) 
genügen. Angesichts des großen Erfolges dieses Ansatzes, der darin besteht, 
daß er automatisch den Spin der elektrischen Elementarteilchen mitliefert, 
empfiehlt es sich zunächst, alle Konsequenzen dieses Ansatzes zu verfolgen und 
die Diskussion der erwähnten Bedenken erst wieder aufzunehmen, sobald man 
auf prinzipielle Schwierigkeiten (Zustände negativer Energie) der DIRACschen 
Theorie stößt. 

Der DrRACsche Ansatz besteht nun darin, am Ausdruck 

Q = W(x) = 2:, ~'t~a (9) 
a 

festzuhalten, der allein den positiv definiten Charakter von W(x) verbürgt. Da 

:tf ~ 1pt~adV = f(~;~;_1fJa + 1p':~ai~)dV = 0 (9') 

sein soll, können die o~afot und a~;jiJt in einem bestimmten Zeitmoment nicht 
willkürlich sein, die ~" müssen also Differentialgleichungen erster Ordnung in 
ojot genügen. Um später die relativistische Invarianz der Gleichungen erfüllen 
zu können, ist es dann notwendig, die Differentialgleichungen als auch in den 
räumlichen Differentialquotienten ojoxk linear anzusetzen. Wir machen also 
mit DIRAC den Ansatz 3 

-; ?(]~S_ + ~ ~ ( iX~a~~: + i 11]t- ß{!a~a) = 0 • (10) 
k=l (a) 

s. \V. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 11 7. 1926. Bei allen Autoren ist sogleich der allgemeinere 
Fall eines geladenen Teilchens in einem äußeren elektromagnetischen Feld betrachtet, der 
im Text erst später (s. unter Ziff. 2d) besprochen wird. 

1 Hätte man nicht die Forderung (8), sondern nur die Forderung (7) zugrunde gelegt, 
so wäre auch der Ansatz 1 [(0 )2 1112 c2 l 

(! = -- _11' + (grad tp) 2 + -- tp2 
2 ot h2 

möglich gewesen, da dann aus (5) 

d,_(!_ + di v (~tp_ grad tp) = 0 
dt ot 

folgt. Dieser Ansatz ist zwar deshalb bemerkenswert, weil man bei ihm mit einer einzigen 
reellen Funktion tp auskommt und die Forderung (6) für ihn erfüllt ist. Es erscheint dann 
aber J gdV als die 4-Komponente eines Vektors statt als Skalar. 
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Die Anzahl der Werte, die jeder der Indizes e und a annimmt, lassen wir dabei 
noch offen, ebenso die Zahlwerte tx~a und ßua· Damit (9') aus (10) folgt, genügt 
es anzunehmen ~*k ~ . ß* ß (11) 

""ea=""ae• qa= aq· 

Dann folgt nämlich aus (10) 
3 

1 81p* ~ ~(a'Pt k .mc ß* *) c Be+~~ Bxk txqa- ZT ea"PI! = 0. (10*) 
k=l (q) 

Multipliziert man (10) mit "P; und summiert über e (10*) mit 1p" und summiert 
über G, so ergibt sich die Kontinuitätsgleichung 

Be d' ~ {[i + lV~ = 0, (12) 

wenn 
(13) 

I! a 

gesetzt wird. Um die Schreibweise zu vereinfachen, namentlich um das An
schreiben der Indizes zu vermeiden, ist es zweckmäßig, die Bezeichnungsweise 
des Matrixkalküls einzuführen. Dabei erscheinen tx11 und ß als quadratische, 
HERMITEsche Matrizen - ihrer Hermitezität ist mit der Forderung (11) gleich
bedeutend -, während 1p als rechteckige Matrix mit einer einzigen Spalte (Ele
mente "Pe), 1p* als rechteckige Matrix mit einer einzigen Zeile aufzufassen ist 
(Elemente 1p:). Um gemäß der Multiplikationsvorschrift der Matrizen sinnvolle 
Bildungen zu erhalten, muß dann 1p* stets links von den Matrizen txk und ß, 
1p rechts von ihnen stehen. Es schreiben sich dann (10), (10*), (9) und (13) 
einfacher 3 

_!._ ~-1Jl_ + ~ txlc 8 '~' + i 1'fl,~ ß"P = 0 (10') 
c Bt ..::::.,; Bxk n ' 

k=l 

3 

_!._ 81p* +~~V'* txk- imc "P*ß = 0 
c at ..::::.,; axk Ii ' 

k=l 

(10*') 

(9) 

(13) 

So wie aus den MAXWELLsehen Gleichungen (erster Ordnung) für die Feld
stärken die Wellengleichungen (zweiter Ordnung) für jede der Feldstärken folgt, 
soll nun die Gleichung (5) 3 

- 1 ß21p + ~~2_'1'_- m2c21p = 0 (5) 
c2 8t2 ~ axz n2 

k=l 

für jede der Komponenten von 1p aus (10) folgen. Um dies zu prüfen, wenden 
wir auf (10) von links den Operator an 

- _!._ !__ + ~ txl -~- + i "! ~ 
. c a t ..::::.,; 8x1 Ii . 

l 

Dies ist nämlich die einzige Operation, die im Resultat die Terme erster Ord
nung in Bjat zum Fortfallen bringt. Es ergibt sich zunächst 

1 az'l' ~ ~ { l k ß21p } . mc ~ ( kß ß k 8'1' m2c2 ß2 -
-C2 (fi2 + ~~ tx tx axlaxk + Z-ii ~ tx + tx )axk- '/i2 1jJ- O, 

l k k 
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oder, indem man noch im zweiten Term in bezug auf l und k symmetrisiert, 

- _!__ iJ2"P + ~ ~ _1_ (cx."cx.l + cx.lcx.k) ~ + i mc ~ (cx."ß + ßcx.") O'IJ' 
C2 0 t2 .:::.,; .:::.,; 2 0 X k 0 X 1 n .:::.,; 0 X k 

l k 
m2c2 

- fi2ß2 '1f' = 0. 

Der Vergleich mit (5) zeigt, daß wir als notwendig und hinreichend für das 
Bestehen von (5) zu fordern haben 

(I) 

(wobei im letzten Term unter I die Einheitsmatrix zu verstehen ist). Die ersteren 
Relationen sind äquivalent mit 

(I') 

überdies sind die Relationen in bezug auf die vier Matrizen cx.k und ß ganz sym
metrisch, die letztere Matrix ist nicht ausgezeichnet. 

Es ist nun zu diskutieren, ob und auf wievielfache Weise die Relationen (I) 
und die Hermitezitätsforderung erfüllbar sind. Es zeigt sich, daß die Zeilenzahl 
der (I) erfüllenden Matrizen mindestens vier sein muß. Eine mögliche Lösung 
mit vierreihigen Matrizen ergibt sich sodann unter Benutzung der in der un- · 
relativistischen Spintheorie auftretenden zweireihigen Matrizen 

(o. 1) (o, -i) (1. o·) 
0"1 =\1,0; 0"2 = i, 0; O"a= 0,-1' (14) 

die den Relationen 
0"10"2 =- 0"20"1 = iaa, · · ·, } 

a12 =I' ... 
{14') 

genügen (durch ... ist angedeutet, daß die übrigen Relationen durch zyklische 
Vertauschung der angeschriebenen entstehen). Eine mögliche Lösung von (I), 
bei der übrigens ß diagonal ist, ist dann gegeben durch 

ß =(I, 0). 
0, -I 

( 15) 

Hierbei ist die "gespaltene" Schreibweise der vierreihigen Matrizen cx.k und ß 
verwendet; unter I ist die zweireihige Einheits-, unter 0 die zweireihige Null
matrix zu verstehen, und die vierreihigen Matrizen sind durch Ausschreiben der 
zweireihigen zu erhalten. Die angegebenen Matrizen befriedigen ferner die 
Hermitezitätsforderung. 

Was nun die weitere Frage nach der Existenz von anderen Lösungen der 
Gleichungen (I) betrifft, so ist jedenfalls eine Transformation 

cx.~ = S cx."S- 1 ; ß' = SßS- 1 {16) 

mit einer (um die Hermitezität zu wahren) unitären, aber sonst beliebigen 
Matrix S möglich, ohne die Gültigkeit der Relationen (I) zu ändern. Ferner ist 
eine triviale Erweiterung der angegebenen Matrizen cx.k zu mehrreihigen Matrizen 
möglich dadurch, daß man setzt 

(
cx.k, 0, 0 .. ") 

A" = 0, cx.k, 0 . . . ; 
0, 0, cx.k ... 

• • 0 ••• 

(
ß, 0, 0, 0 .. ') 

B = 0, ß, 0, 0 . . . , 

0, 0, ß, 0 ... 
0 •• 0 •• 
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wobei alle angeschriebenen Elemente ihrerseits wieder vierreihige Kästchen sind. 
Schließlich kann man diese A und B noch mit einer "großen" unitären Matrix S 
transformieren Al,= SAkS-1; B' = SBS-1. 

Den A' und B sieht man dann ihr Zerfallen in Teilchenmatrizen nicht mehr 
unmittelbar an. Man kann nun zeigen, daß es außer diesen trivialen Erweite
rungen der angegebenen Lösung keine anderen gibtl. 

Bisher haben wir zwar gezeigt, daß die zugrunde gelegten Gleichungen (10) 
mit dem Ansatz (9) und (13) für Dichte und Strom die Kontinuitätsgleichung 
erfüllen und daß die ursprünglichen Gleichungen (5) eine Folge von (9) sind. 
Wir müssen nun noch zeigen, daß die Gleichungen (10) auch relativistisch in
variant sind und daß Dichte und Strom sich zu einem Viererstrom zusammen
fügen. Aus dem letzteren Umstand folgt dann von selbst die in (8) geforderte 
Invarianz der Normierung der "Pe durch das Volumintegral Je dV. 

b) Relativistische Invarianz. Um die relativistische Invarianz des Gleichungs
systems {10) zu untersuchen, ist es zweckmäßig, es so umzuformen, daß die 
vier Koordinaten x,u (f-t = 1, ... , 4), wobei x4 = i c t, als gleichberechtigt erscheinen. 
Zu diesem Zweck multiplizieren wir (10) von links mit -i ß und erhalten (wegen 
ß2 = 1) 4 

'-' f' 01p + mc = 0 
..:::.... /' 0 X f' fi 1jJ ' 

(II) 
f'~1 

worin (17) 
also ß=r4 ; rxk=ir4 rk (17') 

gesetzt ist. Die Matrizen I'" sind zugleich mit den rx" und ß ebenfalls hermitesch 
und genügen auch als Folge von (I) den analogen Vertauschungsrelationen 

! (r''l'v + yvyt') = lJ",v. I. (I') 

Die Gleichung ( 1 O*) nimmt durch Einsetzen von ( 17') und kürzen durch i die 
Form an 

ij_1p* + ~ il1p* 1'4Yk _ t'!!~ 1p*y4 = o. 
ox4 ..:::.... oxk Ii 

k 
Setzt man also "P+ = i1p*y4; "P* = -i'ljJ+ y4' (18) 

so folgt 01p+ , mc 
-- 1'1 - --1p+ = 0. ax,, Ii 

f' 

Das Hinzufügen des Faktors i bei der Definition (18) von 1p+ ist deshalb zweck
mäßig, weil dann der Vierervektor sf' mit den Komponenten 

+ 

s,, = (-~, ie),, (19) 

nach (9) und (13) die Form annimmt 
s,, = "P+ Y~-'"P . (20) 

1 Es beruht dies, wie hier kurz angedeutet werden möge, auf folgendem: Die 16 linear 
unabhängigen Elemente 'Yf'• 'Yf' rv. 'Yf' rv 'Ye· 'Yl 'Y2 'Ya 'Ya (wobei p. V. (! untereinander ver
schieden sein mögen) bilden die Basis eines hyperkomplexen Zahlsystems, welches unter 
die Klasse der halbeinfachen Systeme fällt. Das Zentrum, d. h. die mit allen Elementen 
vertauschbaren Elemente, hat die nur aus einem einzigen Element bestehende Basis 1. 
Da allgemein die Anzahl der nicht äquivalenten irreduziblen Darstellungen eines halb
einfachen Systems mit der Anzahl der Basiselemente des Zentrums übereinstimmt, gibt 
es in unserem Fall nur eine irreduzible Darstellung. Das Quadrat ihres Grades 1 ist gleich 
der Anzahl n der Basiselemente 12 = n, also in unserem Fall I = 4. 
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Aus (li) und (li') ist 1p+ bei gegebenem 1p nur bis auf einen Faktor bestimmt, 
der dann durch (18) normiert wird. Die hier gebrauchte Schreibweise der DIRAC
seheu Gleichung ist zweckmäßig bei Untersuchung der relativistischen Invarianz
eigenschaften, während die früher gebrauchte den Vorzug besitzt, die Realitäts
eigenschaften der 1p-Funktion übersichtlicher zu machen. 

Wir betrachten nun die orthogonalen Koordinatentransformationen 

und setzen an 

afll!al'" = (Je", I 
aat• ae" = (Jfl" 

1f'l = (S,p), 

worin S eine noch aufzufindende vierreihige Matrix ist. Es soll aus 

~ iJ1p mc 
~ r~-' rTx-; + -tt-1f' = 0 

fl 
folgen 

oder 

oder 

Dies ist erfüllt, wenn L (S- 1 y~-'S)a,,." = r" 
f' 

oder 

Dann folgt überdies aus (li+) die Gültigkeit von 
iJ1p+ 1 mc 1 -ax{: ,,fl- _tt_1f'+ = o. 

wenn 

(21) 

(22) 

(A) 

gesetzt wird. Ebenso folgt, daß falls (A) gilt, die Ausdrücke (20) für s1, tat
sächlich einen Vierervektor bilden und daß 

J = (1p+1p) 

eine Invariante ist. Mittels einer elementaren Rechnung folgt dann ferner, daß 

M 1.v = -M"~-' = i1p+ yi'Y"1f' (fl =j= v) (24) 

ein schiefsymmetrischer Tensor zweiten Ranges 

K,,"(! = i1f'+r~-'r"re1f', (fl =l= e =l="' =l= fl) (25) 
ein in allen drei Indizes schiefsymmetrischer Tensor dritten Ranges und 

N = 1p+ y5 1J' (26) 
mit 

y5 = yly2y3y4, (27) 

ein Pseudoskalar ist. Es ist nämlich bei Koordinatentransformationen 

N 1 = N\a,u,.\, 
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wobei die Determinante I a1,p I der orthogonalen Transformation bei eigentlichen 
Drehungen +1, bei Spiegelungen -1 ist1 . Die Matrix r5 ist insofern bemerkens
wert, als sie die Relationen 

(r5)2 = 1 ; r5r'' + r''r5 = 0 (28) 

erfüllt. Es existieren also fünf unabhängige vierreihige Matrizen, welche die 
Relationen (I) erfüllen 2• 

Die Matrix S ist wegen des imaginären Charakters der vierten Koordinate 
nicht unitär, da die a4k und ak4 mit k = 1, 2, 3 rein imaginär und nur akz und 
a44 reell sind. Man muß deshalb die HERMITEsche KonjugierteS von S statt gleich 
S- 1 gleichsetzen 

oder (29) 
und dann gilt auch 

'lfJ*' = 'f'*s 
auch im neuen Koordinatensystem analog zu (18) 

'ljJ+ I= i'ljJ*I /'4• 

Nun kommt alles darauf an, nachzuweisen, daß für jede orthogonale Trans
formation (21) eine Matrix S als Funktion der a,.p existiert, welche (A) erfüllt. 
Da die Matrizen J:a,.prp als Folge von (21) denselben Relationen (I') genügen 

p 

wie die r,., folgt die Existenz eines solchen S bereits aus der S. 220 erwähnten 
Eindeutigkeit (bis auf Äquivalenz) der irreduziblen Darstellung der r,.. Einen 
zweiten unabhängigen Beweis erhält man unter Benützung der Gruppeneigen
schaft der orthogonalen Transformationen, indem man zeigt, daß die Glei
chung (A) für infinitesimale Transformationen erfüllbar ist. Eine solche ist ge
geben durch 

mit (30) 

wobei die schiefe Symmetrie der e,." für die Erfüllung der Orthogonalitäts
bedingungen sorgt. Für S machen wir den in den e" u linearen Ansatz 

(31) 
f' V 

worin die Tf<P Matrizen sind, die durch das Indexpaar numeriert werden. Nun 
haben wir (31) in (A) einzusetzen und nur Größen erster Ordnung in den e"." 
beizubehalten. Wir erhalten zunächst 

r"! "Y J:e;.PTI.P-! "Y J:e;."T;.p?'" = J:e,.prp = !J: :f:e.tP(<5.t1.r"- <5p,.r.t). 
'T'v 'T" v J.v 

Durch Vergleich der in den Indizes .A und Y bereits antisymmetrisch geschriebenen 
Koeffizienten von eh ergibt sich 

(A') 

1 Vgl. hierzu auch J. v. NEUMANN, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 868. 1928. 
2 Zwischen den Größen ] , Sp, M,. p, K,. p I!, N bestehen verschiedene quadratische 

Identitäten, wie 
-1:'(SP) 2 = J2 + N 2 = K~ 23 + K: 12 + K:u + K~ 34 , 

p 

K123 S4 + K 412 S3 + K 341 S2 + K 234 S1 = o. 

Vgl. hierzu V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 57, S. 261. 1929; C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. Lon
don Bd. 120, S. 621. 1928; G. E. DHLENBECK u. 0. LAPORTE, Phys. Rev. Bd. 37, S. 1380. 
1931. Diese Relationen, die unabhängig von einer speziellen Wahl der Matrizen gelten 
müssen, sind bisher nur mit Hilfe von speziellen Ansätzen für die rechnerisch verifiziert 
worden. Ihre bisherige Herleitung erscheint unbefriedigend und läßt ihren eigentlichen 
Sinn nicht hervortreten. 
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Diese Gleichung ist durch vierreihige Matrizen T!.v in der Tat erfüllbar und da
durch ist die relativistische Invarianz der DIRACschen Gleichung und der Vektor
charakter von s. bewiesen. Eine in }. und Y schiefsymmetrische Lösung von (A') 
ist nämlich T'• = iy!.;v" für ;. =l= 1'; (T!.v = 0 für ;. = v), (32) 

wie man auf Grund von (I") leicht verifiziert. 
Wir haben nun noch die die Realitätsverhältnisse festlegende Bedingung (29) 

zu prüfen. Sie ergibt -
"Ls;. T~-'• =-"Lr4 si,.T~-'•y4 • (33) 
~V ~y 

Mit Rücksicht darauf, daß s.a rein imaginär, <ik reell ist, sobald i, k von 1 bis 3 
laufen,folgt T-4k=+v4T4kv·1,. -.k 1 .k 1 (" k ) (33') .. I I T' = -)' T' y·. 1, = 1, 2, 3 
Da bei dem Ansatz (32) j!.v = - T>'- gilt, verifiziert man auf Grund von (I") 
leicht, daß (33') in der Tat erfüllt ist. 

Es ist leicht festzustellen, wie weit die Lösung von (A') und (33) eindeutig 
ist. Die Gleichung (A') läßt noch einen additiven Zusatzterm in den P• offen, 
der mit allen y·u vertauschbar ist. Ein solcher ist notwendig von der Form 

Ll!.v • J 

mit gewöhnlichen Zahlen Ll!.v· Die Gleichung (33) verlangt dann weiter, daß 

LI = 2.' s~.vLI!.v 
!.v 

rein imaginär ist. Da in Größen erster Ordnung 

1 + i 1 LII = ei 1
11 I , 

hat man es hier mit einem zusätzlichen (infinitesimalen) Phasenfaktor zu tun, 
der allen vier Komponenten von 'ljJ gemeinsam ist. Ein solcher ist in der Tat 
stets willkürlich. Seine Normierung durch den Ansatz (32) entspricht der Fest-
setzung, daß Spur(T"') = o, (34) 

wenn wie üblich unter Spur einer Matrix die Summe ihrer Diagonalelemente 
verstanden wird. Bei endlichen Transformationen hat dies zur Folge, daß 

Det. (S) = 1, (34') 
wobei unter Det. die zur Matrix gehörige Determinante verstanden wird. 

Wir bemerken noch, daß gemäß (32) die T!.' mit der durch (27) definierten 
Matrix y5 vertauschbar sind. 

y5 T'-•- T'•y5 = 0, (35) 

was bei endlichen Transformationen, die durch stetige Fortsetzung aus den 
infinitesimalen erzeugt werden können, 

s-lyss = y5 

zur Folge hat. Bereits oben wurde jedoch bemerkt, daß 

N = 'lfJ+Ys'lfJ 

em Pseudoskalar ist, was gleichbedeutend mit der aus (A) folgenden Aussage 
ist, daß 5-1yss = ±ys (36) 

mit dem positiven resp. negativen Vorzeichen für orthogonale Transformationen 
der Koordinaten mit der Determinante +1 bzw. -1. Letztere sind die Spiege
lungen. Betrachten wir z. B. die Spiegelung 

x~ = xk für k = 1, 2, 3; x~ = x4, (3 7) 
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so haben wir nach (A) ein S zu suchen, für welches gilt 

·ykS = -Syk für k = 1, 2, 3; y4 S = Sy4 • 

Hieraus folgt [mit Berücksichtigung der Zusatzbedingungen (29) und (34')J 

s = y4 • (37') 

Mit Hilfe der Lösung (32) von (A') ist es im Spezialfall einer Drehung in einer 
Koordinatenachse - bei der also nur zwei der Koordinaten verändert werden -
sogar möglich, die Lösung von (A) für eine endliche Drehung des Koordinaten
achsenkreuzes anzugeben1. Betrachten wir z. B. zuerst eine Drehung in der 
(x1 , x2)-Ebene, die gegeben ist durch 

x~ == x1 cosro - x2 sin w, 

x~ = x1 sin w + x2 cos w, 

so muß mit Rücksicht auf den Umstand, daß hier die Matrizen S (w) für alle 
Werte von w miteinander vertauschbar sind, nach (32) gelten 

dS = SP2 = S _1_" " dw 21112' 

Die Lösung dieser Differentialgleichung für die Matrix S ist mit Rücksicht auf 
S =I für W = 0: ro 

-r1Yz w . w 
S = e 2 = cos 2 + y1 y2 sm2 . (38) 

Die letztere Umformung beruht darauf, daß 

(rrl'2)2 = -I, 
denn in diesem Fall bleibt die Relation 

.w 
'l,-- w . 0 (J) 

e 2 = cos- + z sm --
2 2 

richtig, wenn i durch die Matrix y1 y2 ersetzt wird. Aus dem Resultat (38) 
geht hervor, daß bei vollem Umlauf (w = 2 .n) die Matrix S nicht zu ihrem 
Ausgangswert, der Einheitsmatrix, zurückkehrt, sondern in -(I) übergeht: 

S = -(I) für w = 2.n. (38') 

Es handelt sich also hier um eine zweideutige Darstellung der Drehungsgruppe 
des dreidimensionalen Raumes, wie wir sie bereits aus der unrelativistischen 
Spintheorie kennen. Auf den Zusammenhang der Matrizen T(ik) (i, k = 1, 2, 3) 
mit den Drehimpulsoperatoren kommen wir noch zurück. 

Analog ergibt sich das Transformationsgesetz der 'lfJ, d. h. die Matrix S bei 
den speziellen Lorentztransformationen, die einer Relativbewegung der Koordi
natensysteme in der xcRichtung entsprechen, also den Drehungen in der 
(x1 , x4)-Ebene. Wir haben nur x2 , y2 durch x4 , y4 zu ersetzen. Wollen wir die 
reelle Zeitkoordinate x 0 = ct statt x4 = ix0 betrachten, so haben wir noch den 
Drehwinkel w = i X mit reellem X zu setzen. Dann wird 

~ = x1 chx- x0 shx, tghx = vjc, 

dx~ = -dx x~, dx~ = -dx xJ., 
X • 
2'Y•Y• h X • h X e = c -~- - z" " s --2 1114 2 · 

1 Vgl. P. A. M. DrRAC, Quantenmechanik, S. 258 u. 259. 
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Zusammenfassend betonen wir nochmals, daß die Existenz eines Viererstromes 
mit den richtigen relativistischen Invarianzeigenschaften einerseits und einer positiv 
definiten Dichte andererseits ein wesentlicher Zug der DIRACschen Theorie ist. Bei 
einem Versuch, die DIRACsche Wellengleichung in Vektor- oder Tensorform um
zuschreiben, würde diese Eigenschaft der Theorie verlorengehen. 

Wir haben hier bei der Untersuchung des Verhaltens der tp gegenüber Lorentz
transformationen keine spezielle Repräsentation der Matrizen r"' eingeführt. Je nach dem 
zu behandelnden Problem können nämlich verschiedene Repräsentationen zweckmäßig 
sein. Um den Anschluß an die mathematische Literatur herzustellen, wählen wir jetzt 
eine solche Repräsentation, bei der r5 auf Diagonalform gebracht ist. [Sie ist verschieden 
von der in (15) angegebenen, bei der ß = r4 diagonal gewählt war.] In gespaltener Schreib
weise, bei der die angeschriebenen Größen selbst als zweireihige Matrizen anzusehen sind, 
können wir dann setzen 

k ( 0, i ok) f·· r = . ur k = 1, 2, 3; 
-tok, 0 

4 _ (0, I)· 
r- I, o' 

s={I, 0) 
r \O, -I· ( 15') 

[I= zweireihige Einheitsmatrix, ok durch (14) definiert.] Nun bemerken wir, daß nach (36) 
die die Transformation der x gemäß tp' = 5 tp 

bestimmende Matrix S für Koordinatentransformationen mit der Determinante + 1 mit r5 

vertauschbar ist. Daraus folgt sofort, daß für diese, die sog. eigentlichen Transformationen, 
S die Gestalt annimmt 

s = (:E, 0 ) 
0, :E' ' 

worin :E und :E' nun zweireihige Matrizen sind. Aus (29) folgt dann weiter mit dem in ( 15 ') 
angegebenen Wert von r4, daß :E' = 2-t ist. Also 

s = (:E' - 0) . (40) o, 2,'-1 

Die für die infinitesimalen Drehungen maßgebenden Tl-'" werden nach (32), (14') und (15') 

Tl,2 = ti (oa, o); .. . (41 a) 
0, o3 

Tl,4 = !i (01 ' 0 ); .. . (41 b) \0, -o1 

wobei die nichtangeschriebenen Matrizen durch zyklische Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 
zu erhalten sind. 

Man sieht hieraus, daß die vier Komponenten tp1 ... tp4 in zwei Paare zerfallen, die bei 
eigentlichen Lorentztransformationen sich nur je unter sich transformieren, und zwar trans
formiert sich das zweite Paarkontragradient zum konjugiert komplexen des ersten Paares, d. h. 

'll't 'll'a + 'II': 'II' 4 

ist eine Invariante. Unsere vierreihige Darstellung der eigentlichen (Determinante + 1) 
Lorentzgruppe, zerfällt in zwei zweireihige. Zweikomponentige Größen q;1 , q;2 , die sich bei 
Lorentztransformationen gemäß , v 

tp = -"fP (42) 
transformieren, heißen Spinoren oder auch Halbvektoren. Da die ok die Spur Null haben, 
haben die :E stets die Determinante 1. Der Untergruppe der dreidimensionalen Drehungen 
entspricht eine unitäre Matrix :E (wie dies auch in der unrelativistischen Spintheorie der 
Fall war), während bei den die vierte Koordinate x4 nicht unverändert lassenden Lorentz
transformationen wegen deren imaginärem Charakter :E nicht unitär ist. Durch Abzählung 
der Parameter zeigt man leicht, daß die allgemeinste zweireihige Matrix :E mit der Determi
nante 1 tatsächlich zu einer bestimmten Lorentztransformation gehört. 

Das Zerfallen der hier auftretenden vierreihigen Darstellung der Lorentzgruppe in zwei
reihige hört auf, wenn wir die Spiegelungen mit in Betracht ziehen. Speziell bei der früher 
betrachteten Spiegelung (37) 

X~=-Xk für k=1,2,3; X~=X4 , 
wo nach (37') 

'II'' = r4•p 
war, ergibt sich hier durch Benutzung der in (15') angegebenen Matrix für l'4 

'II'; = 'f/Ja ' tp~ = tp 4' 'II'~ = '11'1 ' tp~ = '11'2, 
d. h. die beiden Paare (tp1 , tp2) und (tp3 , tp4) werden einfach vertauscht. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 15 
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Das Rechnen mit Größen, die sich wie 1p1 , 1p2 bzw. wie 1p3 , 1p4 bei Lorentztransforma
tionen verhalten, ist von VAN DER WAERDEN 1 zu einem systematischen "Spiuorkalkül" aus
gebaut worden, der eine Erweiterung des gewöhnlichen Tensorkalküls darstellt und alle mög
lichen irreduziblen Darstellungen der Lorentzgruppe zu verwerten gestattet. Wir möchten hier 
bemerken, daß dieser Kalkül trotz seiner formalen Geschlossenheit nicht immer vorteilhaft 
ist, da die durch die Spezialisierung von y5 auf Diagonalform bewirkte Zerspaltung aller 
vierkomponentigen Größen in zwei zweikomponentige manchmal eine unnötige Komplikation 
der Formeln mit sich bringt und da für gewisse Probleme andere Spezialisierungen der yf' als 
die in (15') eingeführten- z. B. die in (15) gegebene, bei der y4 diagonal ist- sich als die 
zweckmäßigeren erweisen. 

Es möge noch kurz die Möglichkeit erwähnt werden, lorentzinvariante Gleichungen auf
zustellen, welche nur die soeben eingeführten zweikomponentigen Größen cp enthalten 2 • 

Diese beruht darauf, daß jede kovariante Größe, die nur aus mit y5 vertauschbaren Matrizen 
aufgebaut ist, kovariant bleibt, wenn man sie für ein einzelnes zweikomponentiges Paar 
allein anschreibt. Nun gehen wir wieder zurück auf die durch (17') definierten Matrizen 

fJ = "., 

die in unserem Fall gemäß ( 15) gegeben sind durch 

und auf die 

cxk = (ak, 
o, 

ursprüngliche Form 

der DrRACschen Gleichungen und des Stromes 

sk = ('P*IXk'P); 

fJ = ". = (o, I) 
I, 0 ' 

Man sieht zunächst, daß die allein aus den zweikomponentigen cp gemäß 

sk = (cp*akcp); s, = is0 = i(cp*cp) (43) 
gebildeten Größen die Komponenten eines Vierervektors bilden. Dieser erfüllt überdies 
identisch die Beziehung 3 

~=~~· ~1 
k=l 

Sodann sehen wir, daß die mit y5 nicht kommuticrbare, die Paare (1p1 , 1p2) und (1p3 , 1p4) 

vertauschende Matrix fJ in einer nur aus zwei Komponenten cp gebildeten kovarianten Wellen
gleichung nicht vorkommen darf. Das die Ruhmasse enthaltende Glied der Wellengleichung 
müßte also bei einer zweikomponentigen Gleichung fehlen. Streichung dieses Gliedes bedeutet 
physikalisch den Übergang zu Teilchen mit der Ruhmasse 0, die stets mit Lichtgeschwindig
keit c laufen und deren Energie E und Impuls in der Beziehung 

(44) 
k 

zueinander stehen, wie dies bei Lichtquanten der Fall ist. Die zweikomponentige Wellen-
gleichung lautet sodann 3 

_1_ ocp + ""'ak iJcp = 0. (45) 
c ot ~ iJxk 

k~l 

Sie ist relativistisch invariant und hat für den durch (43) definierten Vektor sk die Kon-
tinuitätsgleichung 4 

""' iJ Sv = O 
~ OXv 

zur Folge. Indnsen sind diese Wellengleichungen, wie ja aus ihrer Herleitung hervorgeht, nicht 
invariant gegenüber Spiegelungen (Vertauschung von links und rechts) und infolgedessen sind 
sie auf die physikalische Wirklichkeit nicht anwendbar. Das Fehlen der Invarianz der Wellen
gleichung gegenüber Spiegelungen äußert sich in einer eigentümlichen Koppelung zwischen 

1 B. L. VAN DER WAERDEN, Göttinger Nachr. 1929, S. 100. Weitere Anwendungen bei 
G. E. UHLENBECK u. 0. LAPORTE, Phys. Rev. Bd. 37, S. 1380. 1931. 

2 Hierauf wurde von H. WEYL (ZS. f. Phys. Bd. 56, S. 330. 1929) hingewiesen. 
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der Richtung des Spin-Drehimpulses und des Stromes, doch soll hierauf nicht näher ein
gegangen werden. Erwähnt sei noch, daß auch die Gleichungen (45) sowohl zu Zuständen 
positiver als auch zu Zuständen negativer Energie gehörige Eigenlösungen besitzen. Zu 
gegebenen Werten von Energie und Impuls, die (44) erfüllen, gibt es hier aber nur eine Eigen
lösung. 

c) Das Verhalten von Wellenpaketen im kräftefreien Fall. Ebenso wie in 
Abschn. A, Gleichungen (24") und (27), erhält man durch Fourierzerlegung aus 

~ ~ 

den Eigenfunktionen lf'e (x, t) des Koordinatenraumes die Eigenfunktionen fPe (p, t) 
des Impulsraumes gemäß 

i -++ 
~ 1 f ~ ---(px) 

fPc(p,t)=---_3 1f'e(x,t)e 1i dx1 dx2dx3 , 

(2d) 'i 
(46) 

~ 1 ;· ~ + _i_ r;;~) 
lf'e(x, t) = --" fPc(P, t)e 11 dp1 dp2dp3 , 

(2nn)' 
(46 a) 

.... 
W(Pr' P2, Pa) dpi dp2 dPa = 1:'1 fPe (p, t) 12 dpl dp2 dPa wobei (47) 

(! 

interpretiert wird als die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Impulskomponenten 
des Teilchens zwischen pk und pk + dh liegen. In der unrelativistischen Wellen
mechanik ist nun die Energie durch die Impulse eindeutig bestimmt, während 
in der relativistischen Mechanik, gemäß (5) die beiden durch das Vorzeichen 
unterschiedenen Energiewerte 

.!._E = ±l/m2c2 + L p,.2 (1') 
c V k 

möglich sind. Aus (10) folgt zunächst für die fPe(P), wenn wir hinsichtlich des 
Komponentenindex [! wieder zur Matrixschreibweise übergehen 

n 1 ocp ({, k ß) 
- -o-- · - = ~ ()(. h + mc rp. 

Z C iJt k~I 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung lautet 

- _i_ Ym•c• + 1:Pk' • ct l 
m = c<+>e 1i 
I(! (.! 

+-i· Ym•c• +:::.Pk'•ct + c<->e Ii 
I! ' 

worin q+1 und c~- 1 den Gleichungen genügen 

+-1/ m2c2 + ±Pk2C(+l = (±()(.kh + mcß) c<+l, 
r k-1 k-1 

(48) 

(49) 

- v~2c2 +k~pk2 c<-) = c~()(.kh + mcß) c<-l. (502) 

Jede dieser Gleichungen hat noch zwei linear unabhängige Lösungen. Wegen 
der Hermitezität der ()(.k gilt auch 

+ -v~~:2~-;:~ C*<+l = C*<+l c~ ()(.kpk + mcß), (SOf) 

--vm2c2 + 2:_pk2 C*<-l = C*<-l ( ± ()(.kpk + mcß). (son 
k-1 k-1 

Durch Multiplikation der Gleichung (501) von links mit C* (- l, der Gleichung (SOi) 
von rechts mit C(+) folgt die Orthogonalitätsbedingung 

(51) 

1 5* 
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Die Wahrscheinlichkeit W(p1 , p2 , p3) ist also zeitlich konstant: 

W(p 1 , P2 , P3) = ~{jc~+1 [ 2 + jc~- 1 ] 2}= konst. (52) 
I! 

Es sei hier bemerkt, daß die früher erwähnten Bedenken gegen die Existenz 
einer Wahrscheinlichkeitsdichte W(x1 , x 2 , x3) im Koordinatenraum die entspre
chende Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum nur in einem geringeren Maße 
treffen. Problematisch ist nur, ob der Impuls eines Teilchens in beliebig kurzer 
Zeit genau gemessen werden kann [vgl. Abschn. A, Ungleichung (23)], dagegen 
ist es sicher, daß er in hinreichend langer Zeit beliebig genau gemessen werden 
kann. Für ein kräftefreies Wellenpaket, wo die Impulse zeitlich konstant sind, 
ist also W(p1 , P2 , p3) exakt bestimmbar. Es gilt aber noch mehr: auch wenn ein 
freies Teilchen nur während eines endlichen Zeitintervalles irgendwelchen Kräften 
(Wechselwirkungen mit anderen Teilchen oder mit Strahlung) ausgesetzt ist, 
kann vor und nach der Wechselwirkung der Impuls des Teilchens beliebig genau 
gemessen werden. Die Geschwindigkeitsverteilung von Teilchen nach einem Stoß 
ist also auch in der relativistischen Quantentheorie ein exakter und in Strenge 
sinnvoller Begriff, ebenso wie wir später sehen werden, die Intensitätsverteilung 
der von einem Teilchen gestreuten Strahlung in ihrer Abhängigkeit von Frequenz 
und Richtung. 

Nach dieser Abschweifung untersuchen wir die Konsequenzen aus der Exi
stenz der Lösungen cp~- 1 , die zu negativer Energie gehören, für das Verhalten 
der Wellenpakete. Zunächst folgt, abweichend von der unrelativistischen Theorie, 
daß der Gesamtstrom ]k, der nach (13) und (46) gegeben ist, durch 

+]k= J('!f'*<X"''!f')dV= J(rp*xkcp)dp (53) 

nicht mehr zeitlich konstant ist. Er ist vielmehr nach (49) gegeben durch 

+h=j(q<+>xkq+>) dp + J(c;<->x"'cn dp 1 
/[ 

2iy ' • 2: • 2i ]!. ' ' ~ ' ] . (54) + (Ct<+>xkq->)eli mc+ Pk•ct+(CtHxkq+>)e-lt mc+ Pk•ct dp. 

Die beiden ersten Terme sind zeitlich konstant und entsprechen dem, was 
man in Analogie zur klassisch relativistischen Mechanik erwarten sollte. Man 
bestimmt ihre Größe durch Multiplikation von (50*) mit x 1 C von rechts, von (50) 
mit C* x 1 von links. Durch Addition ergibt sich mit Rücksicht auf die Ver
tauschungsrelationen (I) 

-~~-

ym2c2 + ~Pk2 (C*(+)xlC(+)) = Pz(C<+)*C(+)), 
k 

-ym2c2+ L,pk2(C<-)*x1C<-)) = Pz(C<-)*CH) 
k 

unter Einführung der Energie 
E = ±cym2c2 + ~h2 

k 

und der mit der Gruppengeschwindigkeit der Welle übereinstimmenden Teilchen
geschwindigkeit 

vk = oE = C_p-"' = ----=--±~--
oh E ym2c2+-:f,pk2' 

(55) 

folgt also für die konstanten Teile von J k 

]-; = j vk+> (p) (C*<+>C+1) dp + j vb- 1 (p) (C*HCH) dp. (54) 

Die darüber gelagerte Oszillation mit den Frequenzen 2l ~I wurden von ScHRÖ
DINGER als "Zitterbewegung" bezeichnet. Sie ist eine Folge der Interferenz der 



Ziff. 2. DrRACs Wellengleichung des Elektrons. 229 

zu positiven Energien gehörigen Teile des Wellenpaketes mit seinen zu negativen 
Energien gehörigen Teilen; in solchen Wellenpaketen, dienurdiezueinem Vorzeichen 
der Energie gehörigen Eigenfunktionen enthalten, fällt diese Zitterbewegung fort. 

Ebenso wie in dem Strom äußert sich die Zitterbewegung in dem durch 

xk = f xk W(x) dx =- ~-! L: cp; ~~e dp (56) 
e 

definierten Mittelpunkt des Wellenpaketes. Aus der Kontinuitätsgleichung (12) 
folgt nämlich unmittelbar 

(57} 

Daher entspricht dem konstanten Teil von fk eine gleichförmige Bewegung 
von xk, dem oszillierenden Teil auch eine Oszillation von xk. Man könnte zu
nächst daran denken, als Nebenbedingung in die Theorie einzuführen, daß nur 
solche Wellenpakete zugelassen werden sollen, die ausschließlich zu positiven 
Energien gehörige Eigenfunktionen enthalten. Dies ist in der Tat möglich, 
wenn man nur den kräftefreien Fall im Auge hat, läßt sich aber im Fall der 
Anwesenheit von Kräften nicht im Einklang mit der relativistischen Invarianz 
und mit der Korrespondenz zur klassisch-relativistischen Mechanik durchführen 
(vgl. Ziff. 5). 

Die mathematische Formulierung des Verhaltens der allgemeinen Wellenpakete und 
ihrer Eigenschaften im Laufe der Zeit gestaltet sich übersichtlicher, wenn man von den 
Wellenfunktionen zu den Operatoren übergeht'. Dieser Übergang geschieht genau so wie 
in der unrelativistischen Wellenmechanik, nur daß die Operatoren jetzt auch auf den Indexe 
wirken, der vier Werte durchläuft, und daß überall, wo über eine Orts- oder Impulskoordinate 
integriert wird, auch über e zu summieren ist. IstDein Operator, der auf Funktionen ue(x) 
wirkt, so ist 

(Du)g = ~DeuUu. 
u 

Der Operator ist hermitesch, wenn für beliebige Funktionen ue und v!! gilt: 

J f (Dv)~ ul!dx = J ~;v~ (Du)l!dx. (58) 

Die zeitliche Änderung des Operators ist definiert durch die Forderung, daß für zwei beliebige 
Lösungen "Pe (t), tp(J (t) der Wellengleichung gelten soll 

J f tp; (t) [D (0) tp' (t)]l? dx = J f tp; (0) [D (t) tp' (0)]1! dx. 

Dann ist 

also 

in der Tat ist: für 

i-Ht _!-_Ht 
D(t) = e 11 D(O) e Ii 

dD i 
dt = Ii (HD- DH), 

_!!_ otp'- H ' 
i iJt - tp' 

(59) 

worin H den Hamiltonoperator bedeutet, falls dieser hermitesch ist, mit Rücksicht auf (58) 

:e j 2 tp; Dtp~ dx = *I 2 tp; (HD - DH) tpl! dx. (59') 
(! (! 

Dabei ist angenommen, daß D die Zeit nicht explizite enthält. 

1 E. ScHRÖDINGER, Berl. Ber. 1930, S. 418; 1931, S. 63; V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 55, 
S. 127. 1929; Bd. 68, S. 527. 1931 (in dieser Arbeit auch Anwendungen auf den Fall der 
Anwesenheit von Kräften). Ferner die Diskussion. E. ScHRÖDINGER, ebenda Bd. 70, S. 808. 
1931; V. FocK, ebenda Bd. 70, S. 811. 1931. 
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Der Hamiltonoperator der kräftefreien Diracgleichung ist nun 

H= c( "f01.kpk + ßmc), 
k=l 

wobei die 01.k, ß mit den pk und xk vertauschbar sind und (I) befriedigen, und wobei ferner 
wieder gilt Ii 

P1c x,. - x,.p,. = i i5;k I. (60) 
Nun findet man 

Xk = * (Hxk- x,.H) = CIXk, (61 1) 

Pk = * (Hp,.- p,.H) = 0' (612) 

ä:k = * (Ha.:k- a.:kH) = ~i (cp,.- Oi.kH) = 2(Ha.:k- cp,.), 

. i 2i 
{J = Ii (H{J- {JH) = T (mc2 - {JH) = 2(H{J- mc2), 

letzteres wegen 
Hß + {JH = 2mc2. (62) 

Besonders bemerkenswert ist Gleichung (61 1), die zeigt, daß ca.:k formal die Rolle der Ge
schwindigkeiten spielen, und daß diese nicht wie in der klassischen Mechanik direkt mit 
den Impulsen verknüpft sind. Auf diesen Umstand wurde zuerst von BREIT1 hingewiesen. 
Die Gleichungen (61 3) bestimmen nach (59') die zeitliche Änderung des gesamten Stromes. 

Die Aufhebung des Zusammenhanges zwischen Geschwindigkeit und Impuls hängt 
eben mit der Möglichkeit von Zuständen negativer Energie aufs engste zusammen. Um dies 
einzusehen, führen wir mit ScHRÖDINGER zuerst die allgemeine Zerlegung eines Wellen
paketes in positive und negative Funktionen ein. Positiv heißt der ausschließlich mit den 
c~+> gebildete Bestandteil . , ~~ 

"P<+l =} c<+l(p)ehpx dp (63) 
I! I! 

ebenso 

Dabei genügen die c~+l und C~-l bzw. den Gleichungen (501) und (502). Nun führen wir den 
Operator A. ein, der definiert ist durch 

A. = Ol.kpk + {Jmc • 

ym2c2 + ~pka (64) 

Er ist zunächst definiert im Impulsraum, und es ist klar, wie er auf Funktionen cpe(P) wirkt. 
Es ist A hermitesch, das Quadrat von A. ist 1 : 

A.2 =1, (65) 
also ist A. zugleich unitär, ferner ist A. mit den pk und mit demHamiltonoperator vertausch
bar. Off~~bar führt A. jedes cp~+l in sich, jedes cp~-l in sein negatives über: 

~ <+l - <+l. Arn(-) - -tn(-) 
.Lll.(/11! - cpl! ' '1'(! - '1'(! ' (66) 

also 

(67) 

Es ist nun nicht schwer, A. auch im Koordinatenraum zu definieren. Der Operator pk ist ja 

einfach .!!;- :--, es kommt also nur darauf an, den Operator 1 zu definieren. 
~ uxk Vm2c2 + ~k pka 

Nun ist für die Funktion ; ~~ 

"Pe(x) = eti:px 

1 G. BREIT, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 14, S. 553. 1928; vgl. auch ebenda Bd. 17, 
S. 70. 1931. 
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dieser Operator bereits definiert. Also 

also wegen 

i ++ i +}1-

1 JA ( )ehP"' d =f Ae(P) ehP"' d f 2 2 .... ~ 2 I! p p V 2 II ~ 2 p ' mc+~~ mc+~~ 
~ . 

Ae(P) = --1-nf1Jl11 (x')e- ~ t:; dx' 
(2d)2 

mit Einführung der Funktion 

231 

Auf die nähere Auswertung der Funktion D (x) , die für r = 0 singulär ist, brauchen wir hier 
nicht einzugehen. Es soll vielmehr nur betont werden, daß A dann auch im Koordinaten
raum die Eigenschaft hat 

(66') 

Wir merken noch an, daß 
1 cxkpk + ßmc -1 

ym2c2_c_+~-:p~ A = nz2c2-+ ~-pkz =eH ' (68) 

da dieser Operator, mit ~ H multipliziert, die Identität ergibt. 
c 

Nun können wir mit Hilfe dieses A auch jeden Operator D in einen geraden und einen 
ungeraden Bestandteil zerlegen. Dabei ist ein gerader Operator ein solcher, der jede positive 
{bzw. negative) Funktion wieder in eine positive (bzw. negative) verwandelt, ein ungerader 
ein solcher, der jede positive (bzw. negative) in eine negative (bzw. positive) Funktion ver
wandelt. Da alle positiven Funktionen auf allen negativen orthogonal sind, haben die un
geraden Operatoren die Erwartungswerte Null in allen Zuständen, die durch Wellenpakete 
mit nur positiven oder nur negativen Energien dargestellt werden. Nun ist 

Also ist 

der gerade, 

ADA'IjJC+i = AD1jJC+I = (D1Jl(+I)C+I- (D1pC+I)C-1, 

ADA'IjJ(-) = -AD1jJ(-) = -(D1jJC-I)C+I + (D1Jl(-I)H. 

!(D + ADA) = tA(AD +DA)= g(D) 

t(D- ADA) = t(DA- AD)A = u(D) 

der ungerade Bestandteil von D, und durch die unitäre Transformation 

D~ADA 

wird D = g + u übergeführt in g- u. 
Nun ist es leicht, die geraden Bestandteile von cxk und ß zu ermitteln. Man findet 

(70) 
Die geraden Bestandteile von cxk und fJ haben also wieder den klassischen Zusammenhang mit 
Impuls und Energie, der bei den ursprünglichen Operatoren cxk und ß aufgehoben war. Ferner 
findet man mit Rücksicht auf 'Ii, iJ A 

x,.A- Ax,. = --:--
~ iJ P1c 

für den ungeraden Bestandteil von xk: 

'Ii, 'Ii, 
u(x,.) = --:cH-l(cxk-p,.cH-1) = --:cH-1u(cx,.) 

2~ 2~ 

in Übereinstimmung mit den von ScHRÖDINGER gefundenen Ausdrücken. 

(71) 



232 Kap. 2. vV. PAuLI: Die allgemeinen Prinzipien der Wellenmechanik. Ziff. 2. 

d) Die Wellengleichung für den Fall des Vorhandenseins von Kräften. In 
der klassischen relativistischen Punktmechanik erhält man die Hamiltonfunktion 
eines geladenen Teilchens unter dem Einfluß eines äußeren elektromagnetischen 
Feldes, indem man die Energie E durch E + e f/>0 , die räumlichen Impulse pk 

durch pk + e t;Pk ersetzt. Dabei ist die Ladung des Teilchens gleich -e gesetzt, c 
was für das Elektron bequem ist, und es ist tP0 das elektrische skalare, tPk das 
magnetische vektorielle Potential des äußeren Feldes. Faßt man ( 1Jk> i tP0) zum 

Vierervektor c]Jv des Potentials,- (Pk> i ~) zum Vierervektor p,. von Impuls und 
Energie zusammen, so kann man auch invariant formulieren, daß Pv durch 
Pv + [;_ c]Jv zu ersetzen ist. DIRAC behält diesen Ansatz auch in der Quanten-c 
theorie bei, setzt also für die Wellengleichung eines geladenen Teilchens unter 
dem Einfluß äußerer Kräfte in Verallgemeinerung von (II) 

4 

~ y~'(n -~ + e tP )1p- imCVJ = 0 
...:::;.; t i!x'" c '" 
p=l 

(III) 

oder 

~ ri"(CJ~.u + ~~ f[Jp)'ljJ + ~c 1jJ = o. (III') 
I' 

Für die durch (8) definierten Funktionen 1p+ gilt dann 

~ (-~ - i!_ $ ) 1jJ+ r'" - mc_1jJ+ = 0 . ...:::;.; i!xl" nc ,u n 
I" 

Die Definition (20) bzw. (9) und (13) des Vierervektors kann daher unverändert 
beibehalten werden, da ja dann auch hier die Kontinuitätsgleichung 

4 

~iJ.s" = 0 
...:::;.; i!xv 
v=l 

eine Folge der Wellengleichung ist. Auch an den Überlegungen über die relati
vistische Invarianz ändert sich nichts. 

Ein wichtiger Umstand ist der, daß nur die Feldstärken 

F _iJ<Pv_iJ<Pp (72) 
f"V iJ XI" OXv 

eine direkte physikalische Bedeutung haben, in den Potentialen daher ein addi
tiver Gradient einer willkürlichen Funktion f (x1 ••• x4) verfügbar bleibt. Ersetzt 
man (_[)'" durch , iJf 

tP'" = tP'" + "-, (73 a) ux,, 

so bleibt ja F 1, v ungeändert. Diese Substitution in (III) eingeführt, zeigt, daß 
beim Übergang von tP,u zu iP;, die Wellenfunktionen 1Jlc sich gemäß 

transformieren. Denn dann ist 

- _i.!_ ! 
1Jl~ = 1Jlz e nc 

(_j_ ie_ (_[)'). , = (·iJ je_(_[) ) 
ßx,, + nc I" tp i!x,, + nc I" 1jJ. 

(73 b) 

(74) 

Man nennt, im Hinblick auf eine ähnliche Situation in einer früheren von WEYL 
herrührenden Theorie von Gravitation und Elektrizität, die Transformationen 
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(73 a) und (73 b) auch Eichtransformationen, die Invarianz der Wellengleichung 
ihnen gegenüber Eichinvarianz1• 

Von den yv zu den rxk und ß übergehend, kann man die Wellengleichung (III) 
auch schreiben 

3 

-1ihp __ ien; +~rxk(·a.1!'+_i_e. ) mc 
'Y 1fJ · · Wk1fJ + i -~- ß1fJ = o, 

c ot nc 0 oxk nc " 
(75) 

k~l 

so daß der durch 

n a '" z ai + Hv; = o 
definierte Hamiltonoperator durch 

H = -e ifJ0 + c [~ rxk(pk + : wk) + mcß J (76) 

gegeben ist. Führt man ferner statt pk und H die eichinvarianten Operatoren 

ein, so gilt wieder 

nk = h + _e if>k = ~ · 0 · + _e_ if>k> 1 
c z oxk c 

:rr = _1!. + !__ ifJ = - "Ii_ !__ a_ + !__ ifJ J o c c o i c at c 0 ' 

. n (J e m 
n 4 = zn0 = -;- :;-· + c 'Y4 

2 ux4 

4 

2:r~'n1"1fJ- imc1p = o, 
p~l 

aber nf' erfüllen die Vertauschungsrelationen 

n e 
:rc,,:rtv- :rlv:rt,, = -{ cpf'v' 

während die pf' vertauschbar sind. 

(77) 

(III") 

(78) 

Die Forderungen der relativistischen Invarianz, der Eichinvarianz und der 
Korrespondenz bestimmen den Ansatz (III) allerdings noch nicht eindeutig. 
Es bliebe nämlich die Möglichkeit, diesen durch ein additives Zusatzglied 

1 ""T"'"1 v -~;- M....:......:.. F~',,y~'y 1p 

zu modifizieren, worin Fuv wieder die Feldstärken des äußeren Feldes und M 
eine reelle Konstante von: der Dimension Ladung mal Länge bedeutet. Es zeigt 
sich aber, daß man bereits ohne ein solches Zusatzglied in der Wellengleichung 
erster Ordnung auskommt und Übereinstimmung mit der Erfahrung erreicht. 
Und zwar ergibt sich dann von selbst auch der Spin des Elektrons (oder Protons) 
einschließlich der absoluten Größe ehj2mc seines magnetischen Momentes. Dies ist 
als ein wesentlicher Erfolg der DIRACschen Wellengleichung anzusehen. Dies 
ist bereits zu sehen, wenn man mittels derselben Operation, die im kräftefreien 
Fall zur Gleichung (5) geführt hat, von (III) zur Wellengleichung zweiter Ord
nung übergeht. Durch Anwendung des Operators 

4 

~ r·u(a~; + ;; w~')- ~~ 
p~l 

1 F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 37 S. 1927; H. WEYL, eben da Bd. 56, S. 330. 1929. 
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von links auf (III') folgt nämlich zunächst 

Hier trennen wir die Terme mit f.l = v und die Terme mit fl =!= v. Die ersteren 
geben im Einklang mit früheren relativistischen Theorien wegen (y~') 2 = 1 

die letzteren geben wegen Y.uYv = -yvy1, für {l =!= v 

__1__ """ """ y.u y {(--8- + !.!__ ([J ) (_j __ + !.!__ ([J ) - (__i)_ + i_! 1> ) (__i)_ + !.!__ ([J )} 1jJ 2....::::.,;....::::.,; V OX.u nc f' OXv nc V OXv nc V OX.u nc .u 
f' V 

= ~ ~ ~ y•uyv ~~ F.uv •1p, 

f' V 

worin die Feldstärken wieder durch (72) gegeben sind. Das Endresultat ist also 

r( iJ ie )2 m2c2] 1 ~~ ie l -+-{[J -- w+- yt•yv .... p w=O OXv n c V n2 ' 2 nc .uv' 

oder unter Einführung der Operatoren 

n a Pv = ---;-- "......- ; 
Z UXv 

f' V 

(79) 

(79') 

Daß in dem letzten charakteristischen Zusatzglied in der Tat die Spinwechsel
wirkungsenergie mit dem äußeren Feld enthalten ist, wird sich aus den Betrach
tungen der folgenden Ziffer ergeben, wo allgemein gezeigt wird, daß die un
relativistische Wellenmechanik des Spins, wie sie in Abschn. A, Ziff.13, entwickelt 
wurde, in der DrRACschen relativistischen Theorie als Näherung enthalten ist. 

Die korrespondenzmäßige Behandlung der Strahlungsvorgänge kann un
mittelbar auf die DmAcsche Theorie übertragen werden. Nur ist dann in den 
Formeln (A, 373) für die Störungsenergie der Strahlung als Strom der Ausdruck 

ik = ( -e) c (1jJ*iXk1jJ) 

statt des unrelativistischen Ausdruckes (A, 77) einzusetzen. Der Umstand, daß 
in der DrRACschen Theorie das Viererpotential im Strom gar nicht, im Rarnilton
operator nur linear eingeht, wirkt hierbei für manche Überlegungen und Rech
nungen gegenüber der unrelativistischen Theorie vereinfachend. 

Die wichtigsten Anwendungen der DIRACschen Theorie, die zu für diese 
Theorie charakteristischen, empirisch prüfbaren Folgerungen führen, sind erstens 
die exakten Eigenwerte eines Elektrons in einem CouLOMBsehen Zentralfeld, die 
sich als mit den früher von SoMMERFELD in seiner Theorie der relativistischen 
Feinstruktur ermittelten als identisch herausstellen!, zweitens die Formel von 
KLEIN und NISHINA 2 für die Intensität der Streuung von Strahlung kurzer 
Wellenlänge durch freie Elektronen. 

1 W. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 11. 1928; C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. 
London (A) Bd. 118, S. 654. 1928. Näheres s. Kap. 3 ds. Handb. 

2 0. KLEIN u. Y. NrsHINA, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 853. 1929; Y. NrsHINA, ebenda 
Bd. 52, S. 869. 1929; vgl. auch J. WALLER, ebenda Bd. 58, S. 75. 1929. Näheres s. Kap. 5 
ds. Handb. 
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Neben dem Erhaltungssatz der Ladung gibt es noch einen Energieimpulssatz. Freilich 
besagt dieser nicht einfach die Erhaltung von Energie und Impuls des Materiefeldes allein; 
dies trifft nur im kräftefreien Fall zu, während ja bei Anwesenheit eines elektromagnetischen 
Feldes Impuls und Energie auf das System übertragen wird. Allgemein existiert jedoch 
ein Energieimpulstensor T f'V, der die Relation 

4 

:E/):~v = .2: F,_.vs• = (-e).2; F,_.v(tp+yvtp) (75) 
v=l ,.. "' 

erfüllt. Durch eine elementare Rechnung bestätigt man in der Tat leicht diese Beziehung 
als Folge der Wellengleichung, wenn 

~ T,.v = ~{tp+y•• [~f' + 7 <P,.) tp]- [(p,_. -7 cp,_.) tp+ l yvtp} I 
1 1i ( f)tp ß,p+ ) e (76) 

=---;- tp+ yv --- -- yvtp + _ cp,_. (tp+ y•tp) 
2 z ax,_. OXu c 

gesetzt wird1. Der zweite Term ist hier zugefügt, um den Komponenten T f'V die richtigen 
Realitätseigenschaften zu geben. Hierbei wurde von den Vertaus<;lmngsrelationen der DIRAC
seheu Matrizen noch kein Gebrauch gemacht. Man kann diese jedoch dazu benutzen, um 
den Energieimpulstensor zu symmetrisieren. Um dies zu zeigen, multipliziert man zunächst 
die Wellengleichung (III) von links mit tp+ yf'yv, die Wellengleichung (III+) von rechts mit 
yl'yvtp und addiert. Dabei ergibt sich 

4 

,2: tp+ yf'yvye [~e + 7 <Pe) tp] + [(P!! -7 4ia) tp+] yayf'yvtp = 0. 

a=l 

Für uns ist nur der Fall p, =\= v von Interesse, was wir nun ausdrücklich voraussetzen. Dann 
trennen wir die Terme mit e = f.t und e = V einerseits, die Terme mit e =\= fl· e =\= V anderer
seits, wobei letztere durch einen Akzent am Summenzeichen charakterisiert sind. Mit Rück
sicht auf die Vertauschungsrelationen (I") der Matrizen yf' ergibt sich dann 

oder 

- ~ (T,.v- Tv,_.) + ,2:' tp+ yf'y•ye [(Pa+ 7 <Pa) tpl + [(Pa -7 <P!!) tp+] yf'yvyatp 
a=l=f' 
a=l=v 

~ (T,.v- Tv,.) = ~ ~~ --1- (tp+yf'yvyatp}. 
c z ~ vxa 

e=l=f' 
!.'=\=" 

(77) 

Daraus folgt aber, daß wegen der Antisymmetrie von yvya in e und v für e =\= v die Divergenz 
von T,.,.- T,.,_. verschwindet: 

(77') 

Bilden wir also den symmetrischen Tensor 

1 tic .2:' a B1,v = Bv,_. =- (T,.. + Tv,_.) = T,_.v- ---o ~ (tp+yf'y•yetp) 
2 4z vxa (78) 

e=l=f' 
e=l=• 

(f' '1= v) 

(für p, = v ist der 
Form (75) 

letzte Term zu streichen), so genügt er ebenfalls einer Beziehung der 
4 

_2: 8:~,. = .2: F,_.,.s,. = (-e) .2: F,_.v('ljJ+y•tp). 
v=l ,. 

1 In der früheren relativistischen Quantentheorie (vgl. Anm. 2, S. 216) wurde der Energie
impulstensor von E. ScHRÖDINGER (Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 265. 1927) eingeführt. Die 
analog verlaufende Rechnung für die DIRAcsche Theorie findet sich bei F. MöGLICH, ZS. f. 
Phys. Bd. 48, S. 852. 1928. Vollständiger ist die Behandlung der Frage bei H. TETRODE 
(ebenda Bd. 49, S. 858. 1928), wo die Möglichkeit der Symmetrisierung des Tensors gezeigt 
wird. 
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Als spezielle Anwendungen der Beziehungen (75) und (75') erwähnen wir den Impulssatz 
und den Drehimpulssatz. Durch Umformung mittels partieller Integration ergibt sich für 
k = 1, 2, 3 mit Rücksicht auf (18) 

h = ~~Tk<dV = .1 fek<dV = ~r(tp+y4 nktp) dV=j·(tp*nktp)dV (79) 
1 C 1'C 'I • 

und 
(80) 

Dies ist nach (59) gleichbedeutend mit der aus (76) direkt ableitbaren Operatorrelation 

d e iJrpk i ( ~ ) dt nh = -c 7ft+ T (Hnh- JthH) = (-e) Ek +..:::;. Fkzrxz . (80') 
1=1 

Ferner folgt aus (7 5') der Drehimpulssatz: Mit 

P 1 k = -Pk; = _;_J(x1Bu- xkBu)dV, (i, k = 1, 2, 3) (81) 
1C 

und 
d1 k = (-e)~ (x1Fkv- xkFtv)s" 

" bzw. als Operatorrelation 

gilt 

dih = (-e) [x;Ek- xkEi + ± (x1 Fk 1 - xkFil)rx 1] 
1=1 

(82) 

(82') 

(83) 
Bei der Herleitung der letzteren Relation aus (75') ist wesentlich von der Symmetrie des 
Tensors 8 1 k Gebrauch gemacht. 

Durch Einsetzen von (76) und (78) in (81) kann der Ausdruck für die Drehimpuls
komponenten noch umgeformt werden. Man erhält 

P;k = + J tp+y4 (x1 nk- xkn1)tpdV + ~-.r(tp+y'y1 yktp)dV 
oder nach ( 18) 

P;k = .r tp* [(x1nk- xkn;) + ~ (-+ rx1rxk)] tp dV. (84) 

Auch die Relation (83) kann dann als Operatorrelation 

(85) 

geschrieben werden, die auch direkt durch Vertauschung des linksstehenden Operators mit H 

ableitbar ist. Das Auftreten des Zusatztermes !!_ rx1rxk im Drehimpulsoperator ist eng ver-
2 

knüpft mit dem Verhalten der tpe gegenüber infinitesimalen Drehungen, für das nach (32) 
eben der Operator iy1yk = irx1rxk maßgebend ist. Man kann im Hinblick auf die unrelativisti
sche Theorie den ersten Teil x1nh- xkJri des Drehimpulsoperators als "Bahnmoment", den 

zweiten Teil _'Ii_ irx1rxk als "Spinmoment" interpretieren, muß aber stets beachten, daß in der 
2 

relativistischen Theorie dieser Zweiteilung des Drehimpulses kein direkt beobachtbarer 
physikalischer Sachverhalt entspricht. In einem zentralsymmetrischen elektrischen Feld 
verschwindet offenbar das Drehmoment d1k und der Drehimpuls bleibt zeitlich konstant. 

3. Die unrelativistische Wellenmechanik des Spins als erste Näherung. 
Um den Übergang zur unrelativistischen Theorie des Spins in erster Näherung 
für langsam bewegte Teilchen zu vollziehen, ist es zweckmäßig, die Matrizen cx1c 
und ß gemäß ( 15) zu spezialisieren, wobei ß auf Diagonalform gebracht ist. Es 
zeigt sich nämlich, daß dann zwei der Komponenten klein werden gegen die 
beiden anderen, sobald die Teilchengeschwindigkeiten klein gegen die Licht
geschwindigkeit sind. Um dies zu zeigen, führen wir zwei zweikomponentige 
Größen (ip1 t.p2) und (x1 X2) statt der einen vierkomponentigen Größe ('lf11 , 'lf12 , 'lf13 ,.'1fJ4) 
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ein, wobei übrigens, wie in der unrelativistischen Wellenmechanik üblich (vgl. 
---~mc2 t 

Abschn. A, S. 103 und Ziff. 4) der Faktor e n abgespalten wird, so daß gilt 

- .i.mc1 t 
"Pt= fPt e n 

--~mc1 t 
"Pa= Xt e n 

Dann wird aus (75) und (76) 
3 

Ii orp ~ (Ii ox e ) --;-- ·- el.P cp + cak--;- --- + -l.Pkx = o. 
2 ot 0 2 oxk c 

k=l 

3 

-2mc2x +! ~],_- e l.P x + ~ cak (! ~'P +_I!_ l.Pkcp) = o 
2 ot 0 .:::.,; 2 oxk c ' 

k=l 

(86) 

worin die ak wieder die durch (14) definierten zweireihigen Matrizen sind. Hier
bei ist es wesentlich, daß der aus der zeitlichen Differentiation des Exponential
faktors entstehende Term zusammen mit dem mit ß multiplizierten Massenterm 
sich bei den Größen cp aufhebt, bei den Größen X aber addiert. Dies bedingt 
die Möglichkeit, nach Potenzen der reziproken Lichtgeschwindigkeit 1/c zu ent
wickeln. Wenn die Größen cp dann als von nunter Ordnung betrachtet werden, 
so werden die Größen X von erster Ordnung. Führen wir wie in (77) die Opera-
toren Ii 0 e 

nk = --;- - + - l.Pk 
2 oxk c 

ein, so erhalten wir, zunächst bis zu Größen erster Ordnung 

1~ --- an X- 2 mc k kfP, 
k 

sodann eine Näherung weiter 

X = 2:c~ aknkcp + 4 ~2c3 ( ~ :t- e l.Po)~ aknkcp. (882) 
k ' k 

Dies in (871) eingesetzt, gibt mit Beibehaltung aller Größen bis zur Ordnung 1/c 2 

einschließlich : 

; ~t- e l.Pocp + 2~~ ~ akalnknlcp 
' k l 

+ 4 ~ac2~ ~aknk(; :t- e(/J0)atn1cp = 0. 
k l 

Durch Trennung der Terme mit k = l und k =!= l und Berücksichtigung der 
Relationen (78) und (14') folgt weiter 

( 1 + - 1--- ~ nk2) (! ~!!'_ - e l.P cp) + -1 ~ nk2 + { _e!i_ ~ (H · a·) 
4m2 c2 .:::.,; 2 o t 0 2m.:::.,; 2m c.:::.,; ' ' 

k k k 
(89) 

+ 2:::c ~ ~c (~(EX ;Jiai)- i 2:::c ~ ~c ~ Eini}cp = 0. 
i i 

Der Faktor, mit dem : ~~ multipliziert erscheint, entspricht der Korrektion 

wegen der Massenveränderlichkeit, sodann findet man den unrelativistischen 
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Spinterm im äußeren Magnetfeld mit dem richtigen Wert --~-n __ des magnetischen 
2mc 

Spinmomentes, den der Thomaskorrektion entsprechenden Term im äußeren 
elektrischen Feld mit dem richtigen Faktor t und endlich einen eigentümlichen 
Zusatzterm, der zuerst von DARWIN 1 angegeben wurde. Man kann übrigens 
diese Wellengleichung auch direkt durch Eintragen von (881) in die strenge 
Wellengleichung (79) der zweiten Ordnung erhalten. 

In diesem Resultat ist der Nachweis enthalten, daß für 

( ~ :t - e f/>0) fP <: 2mc2 q? (90) 

als erste Näherung die Wellengleichung der unrelativistischen Quantenmechanik 
des Spins aus der DIRACschen Wellengleichung folgt. Dies genügt z. B., wenn 
es sich um einen Vergleich der Eigenwerte der Energie in beiden Theorien handelt. 
Es ist jedoch wesentlich, daß auch die Folgerungen über die Größe der Über
gangswahrscheinlichkeiten bei Lichtemission in beiden Theorien in dieser Nähe
rung übereinstimmen. Diese Frage wird gemäß der korrespondenzmäßigen Be
handlungsweise der Strahlungsvorgänge zurückgeführt auf den Vergleich der 
Ausdrücke für den Stromvektor in beiden Theorien. 

Um diesen Vergleich durchzuführen, ist es zweckmäßig, den Stromvektor 

s" = 'lfJ+ y~' 1p 

zuerst in einer von GoRDON 2 herrührenden Weise umzuformen. Man ersetze 
hierin gemäß den Wellengleichungen (III), (III+) einmal 

'ljJ durch - ~c L) 'Yv (Pv + ~- f!>v) 'lfJ, 
y 

das andere Mal 

'ljJ+ durch +~C-L; [(Pv- : f!>v) 'lfJ+] 'YY 
y 

und addiere. Durch Trennung der Terme mit f--l = v und f--l =F v erhält man 

s!' = s~1 + s~1 , (91) 

S~1 = 2!0 c{[(P!'- ~ f/J!')'IfJ+] 'ljJ -lp+ (P,.+ ~ f/J!')'IfJ}, (92o) 

sill = _ _!!_____ ~ oM!'v (921) 
!' 2mc...:;;;.. oxv 

V 

mit 
(93) 

Hierin kann M !'Y als Flächentensor der Polarisation und Magnetisierung an
gesehen werden. Es ist bemerkenswert, daß 

1 C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 118, S. 654. 1928. 
2 W. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 50, S. 630. 1927. 
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so daß s~ und s.~> für sich die Kontinuitätsgleichung befriedigen. Durch Über
gang zu den 1p* erhält man für die räumlichen Komponenten der Stromdichte 

(926) 

und 
für k =I= l und k, l = 1, 2, 3] 

(93') 

Gehen wir wieder zur gespaltenen Schreibweise gemäß (86) und der Speziali
sierung der Matrizen IXk und ß gemäß (95) über, so sieht man, daß Mk 4 von der 
Ordnung 1/c 2 und Mkt, abgesehen von Termen der Ordnung 1jc 2 , gleich wird 

M12 = -M21 = (f[J*Gaf[J), · · · (95) 
Abgesehen von Termen dieser Ordnung stimmt i~> mit dem Stromausdruck der 
unrelativistischen Theorie in der Tat über ein. Der Zusatzterm 

_.. _.. 
i 11 > = rot(qJ*aT) (96) 

gibt nach A, (364) und (370) zwar nicht zu einer Dipolstrahlung Anlaß, da nach 
Ausführung der Volumintegration alle seine Matrixelemente verschwinden, wohl 
aber müßte er bei der Quadrupol- und höheren Multipolstrahlung berücksich
tigt werden. 

Es ist von Interesse, den Ausdruck (81), (84) für das Impulsmoment Pik 
mit dem Ausdruck 

Mik= (-e) {(xiik-xkii)dV= {lfJ*[(-e) (x;nk -xkni)ßl 
2c . . 2mc (97) 

+ (-e)n ~ (1X·1Xkß)] 'lfJdV 
2mc z • 

für das magnetische Moment zu vergleichen. Wegen des Auftretens der Matrix ß 
in dem letzteren sind die beiden Teile von Mik und Pik im allgemeinen nicht 
zueinander proportional. Dies ist nur für kleine Geschwindigkeiten des Teilchens 
der Fall, wo Größen der Ordnung v2jc 2 vernachlässigt werden können. In diesem 
Fall ist der Quotient aus magnetischem und mechanischem Moment für den ersten 
Teil gleich -ej2mc, für den zweiten Teil -ejmc, wie es die Erfahrung verlangt1. 

Für die korrespondenzmäßige Behandlung der Streuung der Strahlung hat 
WALLER 2 den Vergleich der Folgerungen aus der DIRACschen Wellengleichung 
mit denen aus der Wellengleichung der unrelativistischen Theorie im einzelnen 
durchgeführt. Bei der ersteren lautet der Störungsoperator der Hamiltonfunktion 

3 
einfach "J: e ( IXk t/Jk), wenn für t/Jk das Vektorpotential des äußeren Strahlungsfeldes 

k=l 
eingesetzt wird; dagegen sind im Gegensatz zur unrelativistischen Theorie keine 
zu l]Jk2 proportionalen Terme in der Störungsfunktion vorhanden. Da in der letz
teren Theorie, wie in Abschn. A, Ziff.15, erwähnt, für ein hv der einfallenden Strah
lung, das groß gegen die Ionisierungsarbeit des Systems und klein gegen mc 2 

1 Vgl. hierzu auch C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London Bd. 120, S. 621. 1928; über 
die Größe des magnetischen Momentes in wasserstoffähnlichen Atomen. G. BREIT, Nature 
Bd. 122, S. 649. 1928. 

2 I. WALLER, ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 75. 1929. 
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ist, gerade diese in f!Jk2 quadratischen Terme der Störungsfunktion den Haupt
beitrag zur Streustrahlung ergeben, konnte man im ersten Augenblick bezweifeln, 
ob die Resultate aus der DrRACschen Wellengleichung mit denen der unrelativi
stischen Theorie hier auch nur annähernd übereinstimmen. Indessen hat es sich 
gezeigt, daß diejenigen Matrixelemente von~ IXk f[Jk, die Übergängen vonZuständen 

k 
positiver zu Zuständen negativer Energie entsprechen, schließlich gerade die
jenigen Terme der Intensität der Streustrahlung ergeben, die in der unrelativi
stischen Theorie aus dem zu~f!Jk2 proportionalen Teil der Hamiltonfunktion ent-

k 
springen. Dies ist besonders von Wichtigkeit, da hieraus zu folgern ist, daß die 
Matrixelemente der Störungsfunktion, die zu den erwähnten Übergängen gehören, 
nicht einfach gestrichen werden können. Insbesondere erweisen sich diese Matrix
elemente als wesentlich für die Übereinstimmung der Ergebnisse über die Inten
sität der Streuung von Strahlung durch freie Elektronen im Fall hv ~ mc 2, wie 
sie einerseits aus der DrRACschen Wellengleichung, andererseits aus der klassischen 
Theorie (THOMSONsche Formel) folgen. 

4. Grenzübergang zur klassischen, relativistischen Partikelmechanik. Eine 
relativistische Quantentheorie muß in zwei Grenzfällen an bekannte Theorien 
anschließen, nämlich einerseits an die unrelativistische Wellenmechanik, anderer
seits an die klassische relativistische Partikelmechanik Man kann diese beiden 
Grenzfälle grob charakterisieren als lim c -+ oo einerseits, lim h-+ 0 andererseits. 
Der erste Fall wurde bereits in voriger Ziffer besprochen, während der zweite 
nun betrachtet werden soll. Er ist z. B. wichtig für die Diskussion der Ablenkungs
versuche von Elektronen mit Geschwindigkeiten, die mit der Lichtgeschwindigkeit 
vergleichbar sind, in äußeren elektrischen und magnetischen Feldern; bekanntlich 
haben solche Versuche zur Ermittelung der Abhängigkeit der Teilchenmasse von 
der Geschwindigkeit gedient. 

Die klassisch-relativistische Partikelmechanik eines Teilchens der Ladung 
( -e) und der Ruhmasse m beruht auf den aus der Hamiltonfunktion 

r---- 3 

H(pk>xk) = c V m2 c2 + J; (Pk + ~ f[Jkr- ePo 

entspringenden kanonischen Bewegungsgleichungen 
. oH . oH 
xk = () h' Pk = - äxk . 

Unter Einführung der Größen 

kann man dies auch schreiben 
• cnk 
xk = . ·-===-=--~=-= ' V m2c2 +.~ "'k2 

-+ -+ 

e 
nk = Pk + - ifJk c 

(98) 

(99) 

(100) 

wennE und H wieder die aus den Potentialen P0 , ljjk abgeleiteten Feldstärken sind. 
Um zu untersuchen, inwieweit diese Aussagen als Grenzfall aus der Wellen

gleichung gefolgert werden können, muß man einen Grenzübergang von Wellen
gleichung zu geometrischer Optik vollziehen, der analog ist zu demjenigen, der 
in Abschn. A, Ziff.12, für die unrelativistische Wellenmechanik besprochen wurde. 
Analog zur Relation [Abschn. A, Gl. (261)] mache man hier den Ansatz 

( 101) 
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und entwickle ae nach Potenzen von fiji: 
n 

ae = aoe + :; a1g + · · · (102) 

Es ist hierbei wesentlich und notwendig, daß die Wellenfunktion (das Eikonal) S 
vom Index e nicht abhängt, da sonst beim Eingehen in die Wellengleichung der 
Exponentialfaktor sich nicht fortheben und daher eine sinnvolle Entwicklung 
nach Potenzen von fi unmöglich würde. Nunmehr erhält man aus der Wellen
gleichung (75). (76) durch Einsetzen von (101) mit 

1 iJS e 
n 0 = - c 7ft + c <Po • (103) 

( 
3 ) ' 3 ) " n 1 iJa " iJa -n + ~ a n1c + ßmc a + ~(- -- + ~ iX -- = 0. o ...-...; t c iJt ...::::.,; iJxk 

k=l k=l 

(104) 

Hierbei sind die Indizes wieder fortgelassen so daß a (im Gegensatz zu S, n 0, nk) 
als einspaltige Matriz aufzufassen ist, wie früher 1.fJ. Durch Einsetzen der Ent
wicklung (102) für a erhält man ferner sukzessive die Gleichungen 

( -n0 + ~ nkak + mcß) a0 = 0, ( 105 0) 

( 
3 ) u k 1 iJa0 k iJa0 

( -no + ,L: nka + mcß) ai =- -c Bt + 2 a Bxk · 
k k=l 

Damit zunächst das homogene Gleichungssystem (105 0) Lösungen besitzt, müssen 
die n0, nk die Bedingung 3 

-~+~~+~~=0 0~ 
k=l 

erfüllen, die vermöge ( 103) mit der Hamilton-J acobischen partiellen Differential
gleichung der Partikelmechanik identisch ist. Die Diskussion der Gleichungen 
(105 1) ergibt sodann1, daß in den Gebieten, die nach der klassischen Mechanik 
vom Partikel erreichbar sind, d. h. wo n0 , nk reell sind, für 

e = (atao) 
die Kontinuitätsgleichung gilt 

Wegen 
iJH c:n:k 

iJ h =-;;;; 
und zufolge (106) bedeutet dies, daß sich die Partikellängs den durch (99) defi
nierten klassisch-mechanischen Bahnen fortpflanzen. Dieser Schluß ist ganz 
analog demjenigen der unrelativistischen Wellenmechanik, und auch hier gilt 
als Bedingung für die Kleinheit der a1 gegen die a 0 , daß der Gradient der Wellen
länge der Materiewellen numerisch klein sein muß. 

Ein für die relativistische Wellenmechanik charakteristischer Umstand ist 
aber der, daß die resultierenden Bahnen diejenigen eines Teilchens ohne Spin 
sind. Vom Spin herrührende Wirkungen auf den raumzeitlichen Verlauf von 
Dichte und Strom des Teilchens kommen erst in den Amplituden a1 zur Geltung, 

1 Für die Durchführung vgl. W. PAULI, Helv. Phys. Acta Bd. 5. S. 179, 1932. 
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die auch Beugungseffekte mitenthalten; in dieser nächsten Näherung versagt 
der Bahnbegriff überhaupt bereits. Es rührt dies daher, daß das magnetische 
Spinmoment dem Wirkungsquantum proportional ist und die vom Spin her
rührenden Effekte in der DIRACschen Theorie automatisch ohne Einführung eines 
neuen Zusatzgliedes mitbeschrieben werden. 

Dies bestätigt die These BoHRS 1 : Das Spinmoment des Elektrons kann nie
mals, vom Bahnmoment eindeutig getrennt, durch solche V ersuche bestimmt werden, 
auf die der klassische Begriff der Partikelbahn anwendbar ist. In der Tat zeigt die 
Diskussion eines jeden Versuches, das Spinmoment des freien Elektrons durch 
Ablenkung in geeigneten äußeren Kraftfeldern zu bestimmen (z. B. durch eine 
zum STERN-GERLACHsehen Molekularstrahlversuch analoge Anordnung) folgenden 
typischen Sachverhalt: Damit die Ablenkung nicht durch Beugungseffekte ver
wischt wird, müssen die Bündel hinreichend große Dimensionen erhalten. Dann 
macht aber andrerseits stets die Wirkung der von der Variation der Feldstärke 
innerhalb des Bündels herrührenden Lorentzkraft die Beobachtung der Ab
lenkung, die allein von der auf den Spin wirkenden Kraft bewirkt wird, un
möglich2. 

Dagegen sind andere Experimente zum Nachweis des Spins des freien Elek-
trons möglich, die keine Beziehung zur klassischen Mechanik und zum Bahnbegriff 
haben. Vor allem ist in dieser Hinsicht die Möglichkeit eines Nachweises von 
Polarisation der Elektronenwellen von Interesse. In Analogie zu dem bekannten 
Versuch in der klassischen Wellenoptik wird bei zweimaliger Streuung eines 
Elektronenstrahls an je einem Atom (oder Reflexion an je einem Spiegel) die In
tensität des Tertiärstrahles nicht nur abhängen von den Werten der Streuwinkel 
(Reflexionswinkel), sondern auch vom Winkel <P, den die Ebene durch Primär
und Sekundärstrahl mit der Ebene durch Sekundär- und Tertiärstrahl bildet. 
Und zwar ist, im Gegensatz zur klassischen Optik, wo die Intensität] des Tertiär
strahles nur von cos2 <P abhängt, im Fall der Elektronen diese Intensität bei 
festen Streuwinkeln linear in cos <P, also von der Form 

]=]0 (1 +bcos<P). 

Für den Fall der Streuung eines Elektrons an einem nackten Kern ist dieser 
Effekt von MüTT 3 berechnet worden. 

Eine andere Art von möglichen Polarisationseffekten kann durch Verwendung 
bereits gerichteter Atome erhalten werden 4• Wir gehen hierauf nicht näher ein, 
da bisher kein zweifelsfreies Experiment vorliegt, das einen eindeutigen Vergleich 
mit der Theorie gestattet. 

5. Übergänge zu Zuständen negativer Energie, Begrenzung der DIRAc
seheu Theorie. Wir haben bereits im kräftefreien Fall gesehen, daß die Wellen
gleichungen neben Eigenlösungen mit positiver Energie auch solche Eigen
lösungen besitzen, die zu negativer Energie gehören. Im Falle des Vorhanden
seins von Kraftfeldern kann dieser Umstand, wie zuerst von KLEIN 6 gezeigt 
wurde, zu eigentümlichen Paradoxien führen. 

1 N. BoHR, Atomtheorie und Naturbeschreibung. Berlin 1931. Einleitende Übersicht, 
S. 9; ferner dessen Faraday Lecture, J ourn. Chem. Soc. 1932, S. 349, insbes. S. 367 u. 368. 

2 Für eine nähere Diskussion vgl. N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 124, 
S. 425. 1929; C. G. DARWIN, ebenda Bd. 130, S. 632. 1930; ferner den Bericht über den 
Solvay-Kongreß 1930, Referat W. PAULI über das magnetische Elektron. 

3 N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 124, S. 425. 1929. 
4 Vgl. A. LANDE, Naturwissensch. Bd. 17, S. 634. 1929; E. FuEs u. H. HELLMANN, 

Phys. ZS. Bd. 31, S. 465. 1930; N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 125, S. 222. 
1929; ferner in den Anm. 2 zitierten Solvay-Bericht. 

5 0. KLEIN, zs. f. Phys. Bd. 53. s. 157- 1929. 
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Betrachten wir zunächst die klassische Theorie bei Vorhandensein von äußeren 
Kräften, so sehen wir, daß die partielle Differentialgleichung (106) von HAMILTON
J ACOBI auch hier die beiden Lösungen 

:n:o = +ym2c2 + ~ :n:k2 

und 
:n:o = -ym2c2 + .t:':n:k2 

zuläßt. Der letztere Fall entspricht einer negativen kinetischen Energie des 
Teilchens und der Hamiltonfunktion 

H = -c -v m2 c2 + + (Pk + : 1\r -e<P0 • (98') 

Die Bewegungsgleichung erhält man aus (100) ebenfalls durch Änderung des Vor
zeichens der Quadratwurzel, so daß bei unverändertem nk hier gilt 

(100') 

In diesem Fall ist also die Beschleunigung der Kraft entgegengesetzt gerichtet. Die 
Gebiete, die einem bestimmten Wert der Gesamtenergie (kinetische plus potentielle) 
nach (98) (positive kinetische Energie) entsprechen, und die Gebiete, die dem
selben Wert der Gesamtenergie nach (98') (negative kinetische Energie) ent
sprechen, sind räumlich stets durch endliche Zwischengebiete vollständig getrennt. 

Gehen wir nun zur Wellenmechanik über und betrachten den speziellen 
Fall eines eindimensionalen elektrischen Feldes (<Pk = 0, <P0 nur von x abhängig) 
und eine nur von x abhängige Wellenfunktion (Bewegung in der x-Richtung); es 
möge ferner <P0 mit wachsendem x stetig abnehmen. Bei gegebener Gesamt
energie E hat man dann drei Gebiete zu unterscheiden: 

1. x < a, mc2 < E + e<P0 (x), 
2. a < x < b, -mc2 < E + e<P0 (x) < mc2, 
J. b<x, E+e<P0 <-mc2. 

Der Punkt x = a entspricht dem Umkehrpunkt der im Gebiet 1 verlaufenden 
klassischen Bahn eines Teilchens mit positiver kinetischer Energie, der weiter 
rechts liegende Punkt x = b dem Umkehrpunkt der im Gebiet 3 verlaufenden 
Bahn eines Teilchens mit negativer kinetischer Energie und demselben WertE 
der Gesamtenergie. Das Gebiet 2 ist klassisch unerreichbar, es wird der Impuls 

(107) 

dort imaginär. 
In der Wellenmechanik ist dieses Zwischengebiet jedoch nicht völlig undurch

dringlich. Der Durchlässigkeitskoeffizient D ist unter sehr allgemeinen Be
dingungen gegeben durch 

(108) 

wenn b b 

W = ~~Jp(x)Jdx = ~~Vm2c2- [E+ec<Po(xTdx (109) 
a a 

16* 
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das durch Ti dividierte, über das Zwischengebiet erstreckte Wirkungsintegral 
bedeutet!. Dabei ist erstens vorausgesetzt, daß W eine sehr kleine Zahl ist, was 
praktisch stets erfüllt ist, und zweitens, daß das Potential rf> 0 stetig ist. Die ur
sprüngliche Rechnung von KLEIN bezieht sich auf den singulären Fall, wo <P0 (x) 
an einer Stelle unstetig springt, so daß das Gebiet 2 auf einen einzigen Punkt 
der x-Achse zusammengedrängt ist. In diesem Fall, der der direkten Integration 
der Wellengleichung leicht zugänglich ist, versagt die Relation (108). 

Die DrRACsche Theorie führt also zur Konsequenz, daß Teilchen mit positiver 
Ruhmasse mit endlicher Wahrscheinlichkeit durch das Zwischengebiet hindurch
treten und sich in Teilchen mit negativer Ruhmasse (unter Wahrung des Wertes 
der Summe aus kinetischer und potentieller Energie) verwandeln können. Offen
bar widerspricht diese Konsequenz der Theorie der Erfahrung, und es fragt sich 
nun, wie hierzu Stellung zu nehmen ist. Zunächst ist es allerdings richtig, daß 
bei allen praktisch herstellbaren Feldstärken die Wahrscheinlichkeit der kata
strophalen Übergänge ungeheuer klein ist. Da es sich hier aber um eine prin
zipielle Frage handelt, muß Jedoch wohl nicht nur die Kleinheit, sondern das 
exakte Verschwinden dieser Übergänge in einer richtigen Theorie gefordert werden. 
Für Feldstärken, bei denen das Integral in W in (109) Werte von der Größen
ordnung 1 erhält, würden die das Feld erzeugenden Atome nicht mehr stabil 
existenzfähig sein. Deshalb ist es von Interesse, ohne Einführung des Begriffes 
eines äußeren phänomenologisch gegebenen elektrischen Feldes zu untersuchen, 
bei welchen Wechselwirkungen von Elementarteilchen oder von Elementarteilchen 
mit Strahlung Übergänge von Zuständen positiver Energie zu Zuständen nega
tiver Energie nach der Theorie auftreten könnten. 

In dem einfachsten Fall, daß zwei Teilchen zusammenwirken, und zwar ent
weder beim Stoß zweier geladener Massenteilchen oder bei der Streuung eines 
Lichtquants an einem freien Massenteilchen, folgt schon ans dem Erhaltungs
satz von Energie und Impuls allein, daß keine Übergänge zu Zuständen negativer 
Energie auftreten können. Dies kann wie folgt abgeleitet werden. Es seien 

-+ -+ -+ -+ 
(E, P), (E', P') Energie und Impuls des einen, (E1 , P 1), (E', Pl) Energie und 
Impuls des anderen Teilchens vor und nach dem Stoß, so daß gilt 

E 2 ~ E'• ~ 
_1 __ p 2 = _ ' _ P'2 = m 2c2 

c2 1 c2 1 1 

-+ -+ ---+ -+ 
E + E 1 = E' + E~; P + P 1 = P' + P~. 

Daraus folgt durch Quadrieren der letzten beiden Gleichungen 

E El - (P p ) = E' E~ - (P' P') 
c2 1 c2 1 

oder -+ -+ -+ -+ 
E E 1 ( 1 _ '!_(P P 1)) = E' E', (1 _ '!__([>'_~~)) 

c2 EE1 c2 E'E~ . 

Nun sind die Klammern immer positiv, da wir voraussetzen, daß mindestens 

eines der Teilchen ein Materieteilchen ist, und für dieses gilt ~~ kjl < 1 und 

c~~;1 < 1, während für das zweite ~2~1 1 < 1 oder c2 ~1 1 = 1, je nachdem m1 > 0 

(Materieteilchen), oder m1 = 0 (Lichtquant). Also muß E' E; dasselbe Vor-

1 Vgl. W. PAULI, 1. c. Anm. 1, S. 241; für spezielle Potentialverläufe F. SAUTER, ZS. 
f. Phys. Bd. 69, S. 742. 1931; Bd. 73, S. 547. 1931. Für ein homogenes Feld der Stärke F 

:n; m2c3 
wird W = 2 neF. 
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zeichen haben wie E E 1 , also nach Voraussetzung das positive. Nach dem 
Energiesatz können ferner E', E~ nicht beide negativ sein, wenn E, E1 beide 
positiv sind, also folgt das positive Zeichen von E' und E~ einzeln1• 

Diese Überlegung hat aber keine prinzipielle Bedeutung, da bei der Wechsel
wirkung von mehr als zwei Teilchen die katastrophalen Übergänge zu Zuständen 
negativer Energie auf Grund der Erhaltungssätze bereits möglich sind. Es 
kommen folgende Arten von Prozessen in Betracht: 1. Drei geladene Teilchen 
stoßen zusammen, und eines (oder mehrere) von ihnen geht strahlungslos in 
einen Zustand negativer Energie über. Man kann auch zwei der Teilchen, nämlich 
ein Elektron und ein Proton, ursprünglich im gebundenen Zustand (H-Atom) 
annehmen und ein weiteres schnelles Elektron auf dieses stoßen lassen. Für 
solche Prozesse liegen noch keine quantitativen Berechnungen vor, aber es ist 
kein Zweifel, daß auf Grund der bisherigen Theorien diese Übergänge tatsächlich 
auftreten müssen. 2. Zwei Massenteilchen bei ihrer Wechselwirkung, z. B. ein 
H-Atom, emittieren spontan ein Lichtquant, und das System der zwei Teilchen 
bleibt in einem Zustand negativer Energie zurück. Es existiert auch hier neben 
der spontanen eine in!luzierte Lichtemission, die eintritt, wenn anfangs bereits 
ein Lichtquant mit derselben Frequenz wie das emittierte vorhanden ist 2• Nach 
einer Abschätzung von ÜPPENHEIMER 3 wäre die Lebensdauer des H-Atoms im 
Grundzustand nach der Theorie nur 10-10 sec. 3. Die Streuung eines Licht
quants durch zwei in Wechselwirkung befindliche Massenteilchen (z. B. H-Atom) 
unter Übergang des Systems in einen Zustand negativer Energie. 4. Die spontane 
Emission von zwei Lichtquanten eines freien Elektrons, wobei dieses in einen 
Zustand mit negativer Ruhmasse übergeht 4• Bei den letzteren Prozessen wird 
die Strahlungstheorie in höherer Näherung verwendet als bei der Herleitung der 
Klein-Nishina-Formel, während dies bei den früher erwähnten Prozessen nicht 
der Fall ist. 

Ein Versuch, die Theorie in ihrer bisherigen Form zu retten, scheint an
gesichts dieser Folgerungen von vornherein aussichtslos; andrerseits ist es schwie
rig, vorauszusagen, mit welcher quantitativen Genauigkeit die Resultate der 
bisherigen Theorie in einer zukünftigen, korrekten Theorie näherungsweise 
bestehen bleiben werden. Die bisher vorgeschlagenen Versuche zu einer Modi
fikation der Th~orie können nämlich kaum als befriedigend angesehen werden. 
Zunächst hat DIRAC 5 selbst einen solchen Versuch unternommen. Er denkt sich 
den leeren Raum so beschrieben, daß alle Elektronenzustände negativer Energie 
durch je ein Elektron besetzt sind. Infolge des Ausschließungsprinzips ist dieser 

1 Für die spontane Emission eines Lichtquants durch ein Elektron unter Übergang in 
einen Zustand negativer Energie wäre in den Formeln E 1 = P 1 = 0 zu setzen. Also folgte 
das Verschwinden der rechten Seite der letzten Gleichung. Dieses ist aber nur möglich, wenn 
E~ = P~ = 0, d. h. der betrachtete Übergang ist unmöglich. Er erfordert die Emission von 
mindestens zwei Lichtquanten. 

2 Manche Autoren bevorzugen die Diskussion des letzteren Vorganges, da hierfür bei 
der korrespondenzmäßigen Behandlung (Abschn. A, Ziff. 16) die erst durch die Lichtquanten
theorie gerechtfertigte Vorschrift li (S. 129) nicht benötigt wird. Die Verbindung zwischen 
spontaner und induzierter Emission sowie zwischen korrespondenzmäßiger und Lichtquanten
theorie scheint uns jedoch eine sehr enge zu sein, so daß es unzweckmäßig sein dürfte, an 
dieser Stelle eine prinzipielle Unterscheidung einzuführen. 

3 J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 35. S. 939. 1930. 
4 Die Häufigkeit dieser Prozesse ist berechnet bei J. R. ÜPPENHEIMER, l. c., und P. A. 

M. DIRAC, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 26, S. 361. 1930. DIRAC bevorzugt aus dem in 
Anm. 2 angegebenen Grund die Diskussion derjenigen induzierten Emission, bei der 
anfangs zwei Lichtquanten anwesend sind, deren Frequenzen mit denen der emittierten 
Quanten übereinstimmen. 

5 P. A. M. -DIRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 126, S. 360. 1931; vgl. auch ebenda 
Bd. 133. s_ 6o. 1931. 
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Zustand ein stabiler. Ferner wird die Zusatzannahme eingeführt, daß die unend
liche Ladung dieser Elektronen kein Feld erzeugt, sondern nur dasjenige elektro
statische Feld existiert, das von Abweichungen der Besetzung der Zustände von 
dieser Normalbesetzung herrührt. In diesem Fall verhalten sich die unbesetzten 
Zustände negativer Energie sowohl hinsichtlich des von ihnen erzeugten Feldes 
als auch hinsichtlich ihres Verhaltens in einem äußeren Feld wie Teilchen mit 
der Ladung +e und positiver Masse. Der Identifizierung dieser "Löcher" mit 
den Protonen steht jedoch entgegen, daß erstens die Masse der Teilchen der der 
Elektronen exakt gleich sein müßte, und daß zweitens eine Zerstrahlung von 
Elektron und Proton (z. B. des H-Atoms) nach dieser Theorie sehr häufig vor
kommen müßte. Neuerdings versuchte DIRAC deshalb den bereits von ÜPPEN
HEIMER diskutierten Ausweg, die Löcher mit Antielektronen, Teilchen der Ladung 
+e und der Elektronenmasse, zu indentifizieren. Ebenso müßte es dann neben 
den Protonen noch Antiprotonen geben. Das tatsächliche Fehlen solcher Teilchen 
wird dann auf einen speziellen Anfangszustand zurückgeführt, bei dem eben nur 
die eine Teilchensorte vorhanden ist. Dies erscheint schon deshalb unbefriedigend, 
weil die Naturgesetze in dieser Theorie in bezugauf Elektro~en und Antielektronen 
exakt symmetrisch sind. Sodann müßten jedoch (um die Erhaltungssätze von 
Energie und Impuls zu befriedigen mindestens zwei) 7•-Strahl-Protonen sich von 
selbst in ein Elektron und ein Antielektron umsetzen können. Wir glauben also 
nicht, daß dieser Ausweg ernstlich in Betr.acht gezogen werden kann. 

Eine andere Modifikation der Theorie wurde von ScHRÖDINGER1 versucht. 
Er schlägt vor, die Differenz -e tP0 + e 2/XIc rJJ1c des Hamiltonoperators im Fall 
von äußeren Kräften und im kräftefreien Fall so abzuändern, daß nur der gerade 
Bestandteil des Operators (s. Ziff. 2c) beibehalten wird. Bei einem Wellenpaket 
als Anfangszustand, welches, nach Eigenfunktionen der kräftefreien Gleichung 
zerlegt, nur Zustände mit positiver Energie enthält, behält dieses dann diese 
Eigenschaft stets bei, so daß Übergänge nach Zuständen negativer Energie nicht 
vorkommen könnten. Da jedoch die relativistische und die Eichinvarianz der 
Theorie bei diesem Eingriff verlorengehen, hat ScHRÖDINGER selbst diesen Weg 
wieder verlassen. Ferner würde bei dieser Modifikation der Theorie sich ein Wider
spruch ergeben zur THOMSONschen Formel der klassischen Theorie für die Streuung 
langwelligen Lichtes durch freie Elektronen. 

Es scheint also, daß die hier vorliegende Schwierigkeit eine wirklich tief
gehende ist, die weder weggeleugnet noch in einfacher Weise behoben werden 
kann. In dieser Verbindung kommen wir auf die Kritik des Begriffes der Wahr
scheinlichkeit des Elektronenortes oder des Elektronenimpulses zu einem scharf 
definierten Zeitpunkt zurück. In Abschn. A, Ziff. 2, wurde bereits darauf hin
gewiesen, daß, wie von LANDAU und PEIERLS 2 gezeigt, eine direkte Messung des 
Elektronenortes nur mit der Genauigkeit 

und für das Zeitintervall 

h v-~ hc Llx=- 1--=-* mc c8 E 

1 
Llt"" -Lix, c 

(110) 

(111) 

eine Impulsmessung im Zeitintervall LI t nur mit der Genauigkeit 
h 

Llp ""'cift (112) 

1 E. ScHRÖDINGER, Berl. Ber. 1931, S. 63. 
B L. LANDAU u. R. PEIERLS, zs. f. Phys. Bd. 69, s. 56. 1931. 
* Man sieht hieraus übrigens, daß eine universelle kleinste Länge sicher nicht existieren 

kann, wie dies auch aus Gründen der relativistischen Invarianz hervorgeht. 
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möglich ist. Von vornherein wäre allerdings eine widerspruchsfreie Theorie denk
bar, die auch nicht direkt beobachtbare Größen als Hilfsmittel benützt. Eben der 
Umstand aber, daß in der DIRACschen Theorie die Schwierigkeit der Zustände 
negativer Energie auftritt, ist nach unserer Meinung ein Hinweis dafür, daß diese 
Begrenzungen der Messungsmöglichkeiten in dem Formalismus einer künftigen 
Theorie mehr direkt zum Ausdruck kommen werden und daß mit einer solchen Theorie 
wesentliche und tiefgreifende Änderungen der Grundbegriffe und des Formalismus 
der 1"etzigen Quantentheorie verbunden sein werden1• Die Beschränkung der Ort
Zeitmessung an einem Teilchen, die durch ( 11 0) und ( 111) formuliert wird, ist 
nämlich von solcher Art, daß die Oszillationen des Mittelpunktes und des Ge
samtstromes in den (aus Zuständen positiver und negativer Energie zusammen
gesetzten) kräftefreien Wellenpaketen, wie sie in GI. (54) und (57) beschrieben 
wurden, unbeobachtbar sind. Die künftige Theorie wird aber zugleich auch, 
wie dies BoHR2 besonders nachdrücklich fordert, eine Verbindung herstellen 
müssen zwischen der Atomistik der elektrischen Ladung und der Existenz des 
Wirkungsquantums und damit auch zum Problem der Stabilität des Elektrons 
und des Massenverhältnisses von Elektron und Proton. 

6. Quantelung der freien Strahlung. a) Klassische Theorie. Bekanntlich 
haben die Eigenschwingungen eines würfelförmigen Hohlraumes mit der Kantel 
und dem Volumen V = l3 und vollkommen spiegelnden Wänden folgende Eigen
schaften: Die Komponenten k; des Ausbreitungsvektors der Welle, dessen Be
trag 2.n dividiert durch die Wellenlänge beträgt, haben die Eigenwerte 

k Si 
;=2.n2t' sl,s2,sa=1,2,3, ... 

worin die ganzen Zahlen s; auf positive Werte zu beschränken sind, da es sich 
um stehende Wellen handelt. Die Anzahl dN der Eigenschwingungen, deren k; 
zwischen k; und k; + dk, liegen, ist dann 

1 
dN = V· 2 • 8 • (2 n)a dk1 dk2 dk3 , 

wobei der erste Faktor 2 den beiden Polarisationsrichtungen der Wellen Rech
nung trägt, während der zweite Faktor 8 von dem Umstand herrührt, daß man 
sich bei stehenden Wellen auf den positiven Oktanten im k-Raum zu beschrän
ken hat. 

Für das Folgende ist es indessen bequemer, mit fortschreitenden Wellen 
zu operieren. Man erhält dieselbe Gesamtzahl der Eigenschwingungen eines be
stimmten Frequenzintervalles, wenn man dem Feld folgende Bedingung auf
erlegt: Das Feld soll in ieder der drei Raumkoordinaten periodisch sein mit der 
Periode l. Die Eigenwerte von k; sind dann 

k; = 2.n-J- mit s, = 0, ±1, ±2,... (113) 

und können jetzt positiv und negativ sein, die Anzahl der Eigenschwingungen 
zwischen k; und k; + dk; wird 

1 
dN = V· 2 (2 n)a dk1 dk2 dk3 , (114) 

wobei aber nunmehr der ganze k-Raum, nicht nur der positive Oktant aus-_.. _.. 
genutzt wird. Die elektrische und magnetische Feldstärke E (k, x) und H (k, x) 

-+ 
der nach k fortschreitenden Welle können zweckmäßigerweise unter Einführung 

1 Einen ähnlichen Standpunkt vertritt jetzt E. ScHRÖDINGER, Berl. Ber. 1931, S. 238. 
2 N. BoHR, Faraday Lecture. Journ. Chem. Soc. 1932, S. 349. 
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-+ 
eines einzigen komplexen Feldstärkevektors F(k) in folgender Weise geschrieben 
werden _,.. -+ ~~ -+ ~~ 

E(k, x) = F(k) ei(kx) + F*(k) e-i(i:x), (115) 
-+ 

H(k, x) = [
1

;
1

, E(k, x)]. (116) 

Hierbei gilt die Transversalitätsbedingung 
-+-~ -+ 4--

(kE(k, x)) = (k H(k, x)) = 0, (117) 
also auch 

-+-+ ........ 
(kF) = o, (kF*) = o. (118) 

-+ -+ 
Zwischen F(k), F(-k) und ihren konjugiert komplexen Werten bestehen sonst 

...... 
keine Beziehungen. Die Zerlegung von E (k, x) ist so vorgenommen, daß die 
Zeitabhängigkeit von F für alle k-Werte durch den Faktor e-i~t, die von F* 
durch den Faktor e+i~t gegeben ist: 

-+- ...... -+ -+-
F(k, t) = F(k, 0) e-i~t; F* (k, t) = F* (k, 0) e+i~t, (119) 

worin v die stets positive Zahl 
v=ciki (120) 

.... ...... 
bedeutet. Es gelten daher für F und F* die Differentialgleichungen 

...... 
dF . ...,.. 
Tt = -zcikiF, (119') 

-+ ...... 
Bei Ersatz von k durch -k in ( 115) und ( 116) erhält man die Feldstärken der 
in der entgegengesetzten Richtung fortschreitenden Welle . .... 

Neben der Zerlegung der Feldstärke E (k, x) in zwei Teile mit den Zeit
faktoren e-iPt bzw. e+ivt für jedes k ist es oft noch zweckmäßig, die gesamte 
Feldstärke räumlich nach FoURIER zu zerlegen gemäß 
4-- 4-- --> ~ ~ -+ ~+- -+- -+ 
E(k,x) +E(-k,x) =E(k)e'<h>+E(-k)e-i(kx); E(-k) =E*(k), (120a) 
-+ -+ -4-- +... ~ ++- -+ -+ 
H(k,x) +H(-k, x) =H(k)ei(kz) +H(-k)e-i(kz); H(-k) =H*(k). (120b) 

Es ist dann, wie durch Vergleich mit (115), (116) ersichtlich, 

E(k) =F(k) +F*(-k), H(k) = [
1

:
1 

,F(k) -F*(-k)], (121) 

woraus rückwärts folgt 

-+ 1 {....... [ t .... ]} F(k) = 2 E(k)- TkT' H(k) , 
..... 

F*( -k) = -i-{E(k) +[I: I 'H(k)]}· (122) 

Die Relationen (118), (119), (121) sind ein vollständiger Ausdruck für die MAX-_,. 
WELLschen Gleichungen. Kennt man zu einem bestimmten Zeitpunkt E (k, x) 

...... ..... -+ 
und E (- k, x) einzeln, so ist H (k, x) bereits mitbestimmt, dagegen folgt aus E (k) 

...... ...... 
und E(-k) in diesem Zeitpunkt der Wert von H(k) noch nicht. 

Die Energie E (k) der in der Richtung von k fortschreitenden Welle ist mit .... ...... 
Rücksicht auf H 2 (k, x) = E 2 (k, x) 

r....... -)1. -4>- ~ 

E(k) =! [E2(k, x) + H2(k, x)]dV = 2(F(k)F*(k)) V. (123) 
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Der Impuls 
-+ -+ 

-+ f 1 -->: -+ k !-+ k -+ -+ P (k) = 2 [ E (k, x), H(k, x)] dV = Cfkl- E2 (k, x) dV = CfkT 2F (k) F* (k) V. (124) 
-----)- --+ ----)>- ~ 

Man kann nun weiter F(k), F*(k) und damit auch E und H noch in zwei polari-
sierte Eigenschwingungen zerlegen. Man setze 

F(k) = ~-;(A, k)A (A, k) = ~-;(A, k}B(J., k)e-ivt, I 
F*(k) ~~;*(A, k)A*(},, k) <~l~;*(A, k}B*(A, k)eivt, (125) 

!. ~ 1,2 

worin erstens gemäß ( 119) für beide A-Werte 
~ ~ --+ _._.. 
(s(A,k)k)=O, alsoauch (s*k)=O 

und zweitens 
-+ -+ -+ ~ ) (s(1,k)s*(2,k)) = (s*(1,k)s(2,k)) =0, 
--+ -+ ----). --+ (126) 

(s(1, k) s*(1, k)) = (s(2, k) s*(2, k)) = 1. 
~ 

D. h. die s ( 1, k), B (2, k) sind zueinander und zu k orthogonale, im allgemeinen 
komplexe Einheitsvektoren. Dies hat nämlich zur Folge, daß nach (122) die 
Energie E (k) sich additiv zerlegt in 

E(k)=2[A(1,k)A*(1,k)+A(2,k)A*(2,k)]·V. (126') 
Sind speziell die drei Komponenten der B, abgesehen von einem evtl. gemein
samen Phasenfaktor, reelle Zahlen, so handelt es sich um linear polarisierte 
Eigenschwingungen. -+ 

Anstatt die Summe der Feldstärken, die den verschiedenen Eigenwerten k, 
-+ 

von k entsprechen, zu betrachten, ist es oft auch zweckmäßig, zum Limes V--+ oo 
überzugehen, wobei dann die Periodizitätsbedingung fortfällt und man es mit 

-+ 
kontinuierlich variierenden k, also Fourierintegralen zu tun hat. Wir haben dann1 

E (x) = --" E (k) eikx dk(3), E (k) = -----::1 E (x) e- ikx dx<3) (127) 
-+ 1 J'-->- +~ ~ 1 !~ ++ 

(2n)2 (2n) 2 

--+ --+ --+ -+ -+ 
ebenso für H(x) und F(x), wobei der Zusammenhang von E(k), H(k), F(k) der-
selbe bleibt, wie in (118a), (118b) angegeben. Gesamtenergie und Gesamtimpuls 
des Wellenpaketes sind dann gegeben durch 

-+ ---)>. -+ -+ 
E = ! f (P + H 2) dx<3> = 2 j F* (k) F (k) dk(3), (128) 

~ 

;, = (~ ci if] dx(3) = 3_f k_ F* (kJ J (kJ dk(3). 
. c ' c iki (129) 

Ebenso gewinnt man für den Drehimpuls D mit den Komponenten DiJ = -D1i 
durch partielle Integration mit Rücksicht auf die Transversalitätsbedingung ( 119) 
den Ausdruck 2 

3 

D·. = 1_ r[;[E H]] .. dx(3) = ~~f-1 - ""'(F* ~Frx k·- F* G__.f<~ k-) dk(3) 
' 1 c . '1 c I k I ..:::.,. " o k, 1 "' o kj ' x~l (130) 

+ 2 if_1_- (P F·- F'~' F·) dk<3l c ikl J ' • J • 

1 Wir schreiben dk<31 als Abkürzung für dk1 dk2 dk3 ebenso dx<31 als Abkürzung 
für dx1 dx2 dx3 . 

2 Vgl. C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 36. 1932. 
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Wir werden später sehen, daß diese Teilung des Drehimpulses in zwei Teile in 
gewisser Hinsicht analog zu derjenigen des Elektrons in Bahn- und Spinmoment 
[ vgl. (84)] ist. 

b) Quantisierung. Wir kommen nun zu der Frage, wie die Quantisierung 
des Strahlungsfeldes vorzunehmen ist. Dabei geht man aus von der Analogie 
einer (polarisierten) Eigenschwingung mit einem harmonischen Oszillator. Aus 
den Erfahrungen über das Wärmegleichgewicht ist ja bekannt, daß die Energie 

->-
einer solchen Eigenschwingung mit dem Wert k, und dem Polarisationsindex A. 
( = 1 ,2) die diskreten Eigenwerte 

-->- ->-
E = N(k, A.) fiv, = N(k, A.) fic jk,j (131) 

besitzt. Dabei ist bereits zum Ausdruck gebracht, daß verschiedenen Eigen
schwingungen unabhängige Quantenzahlen zugeordnet werden müssen. An dieser 
Stelle sei gleich bemerkt, daß es konsequenter ist, eine Nullpunktsenergie von 
·!1~"'• pro Freiheitsgrad hier im Gegensatz zum materiellen Oszillator nicht ein
zuführen. Denn einerseits würde diese wegen der unendlichen Zahl der Frei
heitsgrade zu einer unendlich großen Energie pro Volumeinheit führen, anderer
seits wäre diese prinzipiell unbeobachtbar, da sie weder emittiert, absorbiert 
oder gestreut wird, also nicht in Wände eingeschlossen werden kann, und da 
sie, wie aus der Erfahrung evident ist, auch kein Gravitationsfeld erzeugt. 

Ebenso wie früher die Quantelungsmethode des Phasenintegrals auf die 
Eigenschwingungen des Strahlungshohlraumes angewendet wurde, muß jetzt die 
wellenmechanische angewendet werden. Sie hat übrigens den Vorteil, daß sie 
auch auf fortschreitende Wellen anwendbar ist. Offenbar muß nach (123) bis 
( 126) nur ausgedrückt werden, daß die Energie 

E;. = 2 V At A;. (126') 

der polarisierten (A. = 1,2) fortschreitenden Welle die Eigenwerte Nfiv besitzt. 
Setzen wir 

A;. = 1/tiv a;. = 1/~~fkl a;.· AT= l!l.fi-v_ai = lfticlkl a* (132) V 2V V 2V ' 2V V 2V ). ' 

so soll also --+ -->- --+ 
a* (A., k) a(A., k) = N(A., k) 

die Eigenwerte 0, 1, 2, . . . erhalten. Dies ist der Fall, wenn die hermitesch 
konjugierten Größen a• und a den Vertauschungsrelationen 

--+ --+ -->- --+ { 0 für A. =f= A' oder r =f= s , 
a (A., k,) a• (A.', k,) - a• ().', k.) a (Ä, k,) = .. , 

1 fur A=Ä,r=s 
(133) 

genügen, während 
-+ 4- ~ ~ 

a(Ä, k,) a(A.', k.)- a(A.', k.) a(A., k,) = o 
und 

(134) 

[Vgl. Abschn. A, (340a) und (340a').J Die Nullpunktsenergie des Oszillators wird 
dadurch vermieden, daß wir die Reihenfolge der Faktoren zu (126') so festgesetzt 
haben, daß A * vor A steht. 

Der symmetrische Ausdruck 

2V · ~ (A! A" + A"A!} = n;. (a!a" + a"a!) 
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hätte die Eigenwerte (N + t) h v des materiellen harmonischen Oszillators. In 
der Tat sind die hermiteschen Größen 

/t.--; * p = y2~ (a + a ) , q = i 1/ n (a - a*) 
2v 

oder 
p = yv (A + A*), 

i -
q = - y'V (A - A*), 

1' 

die den Vertauschungsrelationen 
pq- qp =-in 

genügen, analog zu Impuls und Energie eines Oszillators. Und auch der Aus
druck für die um die Nullpunktsenergie vermehrte Energie 

E + nv = V(A*A + AA*) = __!_ (p2 + v2 q2) 
2 2 

nimmt dann dieselbe Form an, wie die eines harmonischen Oszillators mit der 
Masse 1 und der Kreisfrequenz v. Im folgenden ist es jedoch bequemer, direkt 
mit den Größen a und a* bzw. A und A *, statt mit den p, q zu rechnen. Die 
Gleichungen 

---+ ----).- ~ ___..... 
ä(},, k) = -icjkja(}., k); ä*(J., k) = +icjkja*(}., k) 

können mittels des Hamiltonoperators 
___..... --+ ---+ ---+ 

H=_L'_L'2VA*(A, kr)A(}., kr) = ~'_L'ncjkrja*(A, kr)a(A, kr) (135) 
,\ -->- !""'-+ 

kr kr 

m der üblichen Form 
-+ . -+ 

• 1 z 
a(A, kr) = -n- [H, a(A, kr)l; ä*(l, k,) = ~ [H, a*(l, k,)J (136) 

geschrieben werden. 
Auf eine Wellenfunktion rp(N(kr, A))- oder kurz rp(N), sobald es sich um 

eine einzige Eigenschwingung handelt - wirken die a und a*, als Operatoren 
aufgefaßt, in folgender Weise: 

a*rp(N) = yNrp(N- 1), 

oder in Matrizenform 

a(N, N -1) = yN, a*(N -1, N) = ·vN. 

die übrigen Matrixelemente verschwinden. 

(137) 

(138) 

Unter Einführung der Hilfsoperatoren Ll* und Ll, die der Bedingung 

Ll* Ll = 1 
genügen, gemäß 

a* = yN Ll*, 
erhält man 

Llrp(N) = rp(N + 1), 

[vgl. hierzu Abschn. A, (342) bis (345)]. 

a=LlVN, 

A*rp(N) = rp(N- 1) 

(139) 

(140) 

Durch die angegebene Quantelung des Strahlungsfeldes werden alle korpus
kularen Eigenschaften des Lichtes bereits wiedergegeben. Z. B. ist der Eigen
wert des Impulses einer fortschreitenden Welle nach (124) und (131) 

-+ -+ 
P(k) = Nhk, ( 131 ') 

sein Betrag also hvjc. Schreibt man also einem Lichtquant oder Photon einen 
-+ -+ 

Impuls hk und eine Energie hv zu, so kann die Quantenzahl N (A, k) gedeutet 
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werden als die Anzahl der Photonen mit gegebenem Impuls und gegebener Polari
sation. Auch die Schwankungen von Energie und Impuls der Strahlung in einem 
Teilvolumen werden durch den Formalismus der quantisierten Wellen richtig 
beschrieben, wie bereits in Abschn. A, Ziff. 15, erwähnt wurde. Einen klassisch 
mechanischen Bahnbegriff haben diese Photonen freilich nicht, aber die quanti
sierten Wellen sind inhaltlich völlig äquivalent mit wellenmechanisch in ihrem 
Konfigurations- oder Impulsraum beschriebenen Teilchen (Abschn. A, Ziff. 15 und 
die folgende Ziffer). 

Bevor wir hierauf eingehen, müssen noch einige formale Eigenschaften der 
quantisierten Wellen besprochen werden. Zunächst soll kurz ausgeführt werden, 
wie die Funktionen der Lichtquantenzahlen sich umrechnen, wenn man von 
einer Polarisationsart zu einer anderen übergeht. Dies entspricht einer Um
rechnung der Amplituden A in (125) gemäß 

A' (2) = ~ c(2, 2') A (A'), 
.l'= 1,2 

worin c unitär ist 

~c(2, A')c*(2", A') = !5u" also c(2, 1) = -c*(1, 2); c(2, 2) = c*(1, 1). 

->- ->-
Dem entspricht nämlich der Übergang von den Einheitsvektoren e(1), e(2) zu 

->- ->-
neuen Einheitsvektoren e' (1), e' (2) gemäß 

->- ->-
81 (2) = ~ c* (2', 2) s (A') , 

.l' 

die wieder aufeinander orthogonal sind [Gleichung ( 126)]. Sind N~, N~ die Licht-
-+ -+ 

quantenzahlen in bezugauf die Vektoren e' ( 1), e' (2) und q/ (N!, N~) die zugehörigen 
Eigenfunktionen, so ist nach der allgemeinen Transformationstheorie [ s. Abschn. A, 
Gleichung (151)] der Übergang von den alten Lichtquantenzahlen N 1 , N 2 und den 
zugehörigen Eigenfunktionen rp (N v N 2) zu den neuen durch die Relationen bestimmt 

rp'(N{, N~) = ~ rp(N1 , N 2) S(N1 , N 2 ; N{, N~), 
N,N, 

wobei nach Abschn. A, Gleichung (157) und (164) für alle N 1 , N 2 , N{, N~ und 
2 = 1,2 gelten muß: 

~ S(N1 , N 2 ; N{, N~) A'(2) (N{, N~; N{, N~) 
N{N; 

Einsetzen der Werte (137) für die Matrixelemente der A [der konstante Faktor, 
der die A (2) von den a (2) unterscheidet, fällt ja fort] ergibt die Rekursions
formeln 

S (N1 , N 2 ; N{, N~) yN{ = c(1, 1) fN1 S (N1 - 1, N 2 ; N~- 1, N~) 

+ c(1, 2) yN2 S(N1 , N 2 - 1; N{- 1, N~), 

S(N1 , N 2 ; Nf, N~lfN~ = c(2, 1}f1\T; S (N1 - 1, N 2 ; N{, N~- 1) 

+ c(2, 2) fN2 5(N1 , N 2 - 1; N{, N~- 1). 
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Man sieht leicht, daß die 5(N1 N 2 ; N;N;) nur dann von Null verschieden sind, 
wenn N 1 + N 2 = N1 + N~ = N. Da 5 unitär sein muß, gilt ferner offenbar 
5 (0, 0, 0, 0) = 1. Für ein Lichtquant bekommt man aus (141) sogleich 

also 

5(1, 0; 1, 0) = c(1, 1), 

5(1, 0; 0, 1) = c(2, 1), 

5(0, 1; 1, 0) = c(1, 2), 

5(0, 1; 0, 1) = c(2, 2), 

rp'(1, 0) = <p(1, 0) c(1, 1) + tp(O, 1) c(1, 2) '} 

cp'(o, 1) = rp(1, 0) c(2, 1) + rp(O, 1) c(2, 2), 
(142) 

d. h. die tp transformieren sich wie die A (Je) selbst. Im allgemeinen Fall von 
N Lichtquanten ist der Übergang von den N + 1-Größen tp(N1 , N- N1) 

(N1 = 0, 1, .. . , N) zu den (N + 1)-Größen rp'(N;, N- ND (N' = 0, 1, .. . , N) 

analog dem Ü~eq~ang von den (N + 1)-Ausdrücken vT~J Aff)' A~)-N, zu den 

gestrichenen V(~JA;k;A(2f-N;. Denn beide Transformationen bestimmen eine 

irreduzible unitäre Darstellung vom Grad N + 1 der Gruppe der linearen uni
tären Transformationen zweier komplexen Variablen (vgl. Abschn. A, Ziff. 13). 

Wir gehen weiter dazu über, die V.-R. der Komponenten der Vektoren 
~ --+ --+ -)o-

E (k), H (k) und F (k) zuerst von einem bestimmten Eigenwert von k aufzustellen. 
~ 

Aus (132), (133), (134) folgt zunächst für die F(k) gemäß (125), (126) und den 
aus (124) und der Transversalitätsbedingung folgenden Relationen 

2: I'; (A) Ef (A) = (Jij - ~~~; ' ( 126a) 
Je~ 1,2 

[Ff (k), Ff (k')] = 0, 

Wir wollen hier indessen gleich zur Darstellung durch kontinuierliche 
Spektren übergehen. Dann ist mit dem Hamiltonoperator 

f ~ ~ 

H= hcikl~a*(A, k)a(}., k)dk(3), 
}. ~ 1,2 

damit ( 136) bestehen bleibt, an Stelle von ( 13 3) zu setzen 
~ ~ 

a (Je, k) a* (}.', k') - a* (A', k') a (A, k) = Ju, (J (k - k'), 

worin der zweite J-Faktor, die in Abschn. A, (145) eingeführte, durch 

f ~ (·) {0, wenn k = 0 außerhalb 
CJ (k) dkB = 

v 1 , wenn k = 0 in V 

( 13 5') 

definierte uneigentliche Funktion ist. Die Relationen (133) bleiben bestehen, 
ebenso die erste Zeile der Relationen (143), und an Stelle der zweiten Zeile von 
(143) tritt 

[Fi (k), Fj (k')] = [Fi (k'), F{ (k')] = ~c ~ k I ( J;1 - ~~~;) (J (k- k'). ( 143') 
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Die früher mit N (Ä, k) bezeichnete Quantenzahl geht beim Grenzübergang zum 
-->-

kontinuierlichen Spektrum allerdings in die uneigentliche Zahl N (Ä, k) (J (k - k') 
über; man kann dann jedoch nach den Eigenwerten von 

J a*(Ä., k) a(Ä, k) = N(Ä, K 0) (Ä = 1, 2) (144a) 
K, 

und 

J 2F*(k) F(k) dk(3) = N(1, k0 ) + N(2, K 0) (146) 
K, 

fragen. Diese sind ganze Zahlen, die Anzahlen der Lichtquanten in dem mit K 0 

bezeichneten Intervall des k-Raumes, über das links integriert wird, und zwar 
bzw. mit bestimmter oder unbestimmter Polarisation. Natürlich gilt für die 
Summezweier Intervalle K 1 und K 2 identisch N(Ä.,K1)+N (Ä,K2)=N()., K 1+K2). 

Die Vertauschungsrelationen der Fourierkomponenten Ei und Hik = -Hki der 
elektrischen und magnetischen Feldstärken (die Schreibweise der letzteren als 
schiefsymmetrischer Tensor ist die zweckmäßigere) ergeben sich aus den ent
sprechenden Relationen (143), (143'), für die Fi gemäß (121) zu 

[Ei(k), EJ(k')J = 0, [HiJ(k), Hkl (k')] = 0, (1451) 

_.. _.. 
Man beachte, daß hier k + k' als Argument der c5-Funktion auftritt und nicht 

4- -->-
k - k', daß also die kritische Stelle k = -k' ist, ferner daß die den Betrag 
von (k) enthaltenden Faktoren hier fortgefallen sind im Gegensatz zu den V.-R. 

-->- -->-
für F und F*. Ferner sind die linken Seiten der Transversalistätsbedingungen 
( 117), ( 118) mit allen Größen vertausch bar, wie es sein muß. 

Dies erleichtert den Übergang zu den V.-R. für die als Raumfunktion ge
schriebenen Feldstärken. 

-->- 1 !-->- ...... E(x) = --3 E(k) eikx dk(a), 
{2n)2 

-->- 1 !_.. ...... F(x) = - 8 F(k)eikxdk(a), 
(2n) 2-

Da wir formal setzen können 

-- eikxdk(a) = lJ(x) 1 f ..... 4-

{2n)3 

(was einen eigentlichen Sinn erst nach Integration übet ein endliches Gebiet 
des x-Raumes im Integranden der linken Seite erhält), also 

-1 -Jk·eit~dk(a) = ~ ~c5(x) 
(2n)3 • z OXt ' 

so folgen zunächst für die Feldstärken die V.-R. 1 

[Ei(x), E1(x')] = 0, [Hi1(x), Hk 1(x')] = 0, 

1 Diese Relationen finden sich zuerst in einer etwas anderen, vierdimensional ge
schriebenen Form bei P. JoRDAN u. W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 151. 1927; in der 
hier verwendeten Form bei W. REISENBERG u. W. PAULI, ebenda Bd. 56. S. 1. 1927, II. Kap. 
§ 4 und 5. 
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Für eine entsprechende Formulierung der V.-R. für die Komponenten 

von Fund F* muß man erst einen Operatory -L:i und seinen inversen 1/i..:::_LI 
~"" 

definieren. Es sind lineare Operatoren, die den Funktionen eikx die:folgenden 
zuordnen ------ - ~+ -++ Y- LI ei k x = I k I ei k x' 

1 ~~ 1 -..~ 
---eikx = _ -eikx 
Y-L1 lkl 

Man sieht leicht, daß die beiden Operatoren hermitesch sind. Die zweimalige 
Anwendung von y_:___:Ll ergibt den negativen LAPLACEschen Operator -LI, woraus 
die Bezeichnungsweise sich erklärt. Hierdurch ist bereits implizit definiert, wie 

y::_LI und 1/y-J auf eine beliebige Funktion/(--;) wirken. Man führt die Funk-
tionen -+ --- -+ 1 J ~-.. 

D!(x) = y-Lib(x) = (2 ;;)3 ikl eikxdk(3), (1481) 

D (-+) -- _1_ .1: (-+) - _1_!_1 ;t;dk(3) - ~1-
-! x - V -LJ u x - (2.n)3 lkl e - (2.n)2r2 

ein, von denen die erste eine uneigentliche Funktion ist, von der erst das Integral 
über ein endliches Gebiet im x-Raum existiert. Dann istl 

1 ;·- -+-+ y-=.LJ f(x) = f(x') D_i (x- x') dx'<3l, 

und man hat nach (143), (143') 2 

[Ff (x), Ff (x')] = 0, 

Der Hamiltonoperator wird nach (128) 
-+ -+ 

H = 2 J F*(x) F(x) dx(3), ( 151) 
der Impuls nach (129) 

P· =- F* (x) --c- - ---== F(x) dx. 2;~- 1 () 1 -+ 

• c z axi y-LJ (152) 

Die Transversalitätsbedingungen sind einfach 
-+ -+ 

divF = divF* = 0, (153) 

sie sind mit dem Hamiltonoperator vertauschbar. Ferner gilt 

;* = {- [H, F] = -ic y -LI F, ;* = -~- [H, F*] = ic y -LIF*. (154) 

1 Vgl. L. LANDAU u. R. PEIERLS, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 188. 1930. 
2 Die Einführung der Größen F und F* zur Vermeidung der Nullpunktsenergie findet 

sich bei L. ROSENFELD U. J. SüLOMON, Journ. de phys. (7) Bd. 2, S. 139. 1931, sowie bei 
J. SoLO MON, These de doctorat, Paris 1931. Die dort angegebenen Vertauschungsrelationen 

-+ -zwischen Fund F* sind jedoch unrichtig, da sie mit der Bedingung div F = 0 und div F* = 0 
nicht vereinbar sind. 
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Das Auftreten der Operatoren l' -LI und 1/Y -.;d in den Vertauschungsrelationen 
ist wenig befriedigend, da diese Operatoren keinen infinitesimalen Charakter 
haben, d. h. ihr Wert an einer Stelle hängt vom ganzen räumlichen Verlauf der 
Funktion ab, nicht nur vom Verhalten der Funktion in der Nähe der ins Auge 

->- ->-
gefaßten Stelle. Dies bringt weiter mit sich, daß die Größen F (x) und F* (x), 

->- -+ 

die ja mit E und H gemäß (121), (122) durch die Relationen 
->- ->- ->- ->- 1 1 ->- -+ 
E(x) = F(x) + F*(x), H(x) = ;;-== -;- rot(F(x)- F*(x)), (121') 

r -.d ~ 

F(x) = __!__ (i(x) + i roti); F* (x) = _1_ (i(x) - __ i __ roti) (122') 
2 . V-L1 2 V-L1 

verbunden sind, sich gegenüber Lorentztransformationen gänzlich unübersicht
lich verhalten. 

Die Einführung der nicht sehr natürlich gebildeten GrößenFund F* dient 
nur dazu, um die Nullpunktsenergie zu vermeiden. Der Hamiltonoperator wird 
nämlich wegen 1 f -+ ->- r -+ ->- -+ -+ 

- (E2 + H2) dx(a) = (F* F + F F*) dx<al 
2 • 

nach ( 151 ) H = ~ J { (E2 + H2) + i [ E, V~ L1 rot H]} dx(a) . ( 15 5) 

Der Klammerausdruck des zweiten Terms dient dazu, um die unendlich große 
Nullpunktsenergie, die im ersten Term enthalten ist, wieder zu subtrahieren; 
er enthält ebenfalls den Operator 1/(-Lf. 

Der Grund für die formalen Komplikationen, die hier auftreten, besteht 
darin, daß die Erwartungswerte von Funktionen der Feldstärken an einem be
stimmten Raumpunkt (z. B. quadratische Funktionen) auch im Grenzfall großer 
Quantenzahlen im allgemeinen nicht in die Werte der klassischen Größen über
gehen und in vielen Fällen sogar unendlich groß werden. Dies liegt daran, daß 
wir es hier mit einem System von unendlich vielen Freiheitsgraden zu tun haben 
(wobei es nicht wesentlich ist, ob man abzählbar unendlich viele Freiheitsgrade 
oder ein Kontinuum von Freiheitsgraden annimmt). Z. B. konvergiert das un
endliche Produkt der Eigenfunktionen für die Fourierkomponenten der elek
trischen Feldstärken nicht, selbst wenn nur eine endliche Anzahl von Eigen
schwingungen angeregt ist. Die Anwendung des wellenmechanischen Formalis
mus scheint deshalb korrespondenzmäßig nur berechtigt, solange man sich auf 
eine endliche Anzahl von Freiheitsgraden beschränken kann. Z. B. kann man 
im k-Raum hinreichend hohe Eigenwerte von k ganz außer Betracht lassen; 
oder im gewöhnlichen Raum vor dem Grenzübergang zu hohen Quantenzahlen 
erst Mittelbildungen der Feldstärken über kleine, aber endliche Volumina aus
führen (wir werden sogleich sehen, daß dies bei tatsächlichen Messungen der 
Feldstärken stets von selbst geschieht); oder man kann bei Verwendung der 
Anzahlen N(k) der Photonen als Variable, was das am meisten naturgemäße ist, 
sich auf den Fall beschränken, wo nur eine endliche Anzahl von Lichtquanten 
vorhanden ist. Anwendungen der Theorie auf Fälle, wo die Betrachtung einer 
endlichen Anzahl von Freiheitsgraden nicht ausreicht, führen in der Tat auf 
Widersprüche mit der Erfahrung (Ziff. 8). 

c) Genauigkeitsgrenzen für die Messung von Feldstärken1• Es bleibt noch zu 
untersuchen, wieweit Feldstärken überhaupt gemessen werden können. Die 

1 Vgl. hierzu L. LANDAU u. R. PEIERLS, ZS. f. Phys. Bd. 69, S. 56. 1931; insbesondere 
§ 3 u. 4; W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie, Kap. 3, § 2. 
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elektrische Feldstärke ist definiert durch die Impulsänderung eines Probekörpers 
der Ladung e, während der Zeit (Jt gemäß 

-->- -+ ->-
eEot =P-P'. 

->-
Ist P vor der Feldstärkemessung genau bekannt und nach der Zeit ot mit der 

-+ 
Genauigkeit LIP während der Zeit LI t wiedergemessen, so ist 

-+ -+ 
ejLIE[ot>LIP. ( 156) 

Nun galt für die Impulsmessung eines beliebigen Körpers [Abschn. A, Gl. (22), (23)] 

LI PLI t > · ~h__ > !!... . (15 7) v- v' c 

Danach schiene es zunächst, als ob durch Verwendung von Körpern mit großem e 
die Feldstärkemessung beliebig genau gemacht werden könnte. Dies bestreiten 
nun LANDAU und PEIERLS auf Grund des folgenden Argumentes. Bei der Be
schleunigung des geladenen Körpers wird während der Impulsmessung eine 
Energie e2 (v'- v) 2 

LIE > · ··· - ---
c3 Ll t 

ausgestrahlt!. Dies gibt eine zusätzliche Impulsunbestimmtheit 

LIP>--Ll.E 
v'- v' 

also 
e2 

LIPLit> 3 (v'-v). c (158) 

An dieser Stelle hat das Argument von LANDAU und PEIERLS jedoch eine 
wesentliche Lücke, da der ausgestrahlte Impuls und die ausgestrahlte Energie 
einer exakten Messung zugänglich sind. Die durch diese bedingte Änderung 
von Energie und Impuls des geladenen Körpers kann deshalb nicht ohne wei
teres als unbestimmte Änderung angesehen werden. Infolgedessen haftet den 
weiteren Folgerungen eine wesentliche Unsicherheit an und die Frage nach der 
Genauigkeit der Feldstärkemessung muß als eine noch nicht geklärte angesehen 
werden. 

Aus (157) und (158) folgt durch Multiplikation 

LIPLit > !!...1/ e.
2 

c ~ h c ' 
also 

-+. Vhc 
I LIE · > (cLlt) 2 • 

Dieselbe Ungleichung gilt auch für die magnetische Feldstärke 

-+ t'hc 
I LI H I > (CM)2 . 

Und zwar wird dieser günstigste Fall erreicht, wenn 

t +LI t 

e2 
3 (v' - v) 2 "' h. c 

(159) 

( 159') 

1 E . t r . 2 A t > ( v' - V )2 
S lS • V LJ = -LJt- , wenn j t sowie Anfangs- und Endgeschwindigkeit vor-

t 
gegeben sind. 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV/1. 17 
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Da die mittlere Frequenz des ausgestrahlten Lichtes 1 j LI t beträgt, bedeutet 
dies, daß die mittlere Zahl der emittierten Lichtquanten mindestens bereits 
von der Ordnung 1 wird. Die Messung der Feldstärke ist mit einer endlichen 
und unbestimmten Änderung der Lichtquantenzahlen verbunden. Die Nullpunkts
energie derjenigen Wellen, deren Frequenz v kleiner als 1/Lit ist, entspricht 
gerade einem Feldstärkenquadrat 

~ v3 hv hc E2 ""' -- - ('.) ··---
c3 2 (cLit) 4 ' 

was mit dem Quadrat der rechten Seite von (159) übereinstimmt. Dieses wäre 
also nicht meßbar, falls (159) zutrifft. ~ ~ 

Eine weitere Überlegung zeigt, daß bei gleichzeitiger Messung von E und H 
im räumlichen Gebiet Lll gilt 

~ ~ hc 1 
1 LIE II LIH 1 > (cJ"f)2 • Wr, (160) 

was nur bei Lll<cLit schärfer ist als die Grenze hcj(cLit) 4, die aus Produkt
bildung von (159) und (159') folgt. Für Wellenfelder, d. h. in Abständen von 
den felderzeugenden Körpern, die groß sind gegen die Wellenlänge, sagt dies 
nichts Neues. Es gilt ferner 

für Llt < L'1_t_ 
c ' 

(160) 

was auch unmittelbar als Ausdruck der V.-R. (146) angesehen werden kann. 
Statische Felder sind offenbar beliebig genau meßbar1• 

Der Umstand, daß im klassischen Grenzfall die Feldstärke E und H hin
sichtlich ihres raumzeitlichen Verlaufes, also auch ihre Phasen meßbare Größen 
sind, hat notwendig zur Folge, daß die Lichtquanten symmetrische Zustände 
haben (der ErNSTElN-BüSE-Statistik gehorchen) müssen. Anders ist es bei der 
Materie, wo die 1p-Funktionen keine meßbaren Größen sind und wo der Fall 
der symmetrischen und der der antisymmetrischen Zustände mehrerer gleich
artiger Teilchen vom Korrespondenzstandpunkt aus gleichwertig sind. Auch 
eine Gesamtheit von materiellen Teilchen, die symmetrische Zustände haben, 
wie z. B. He-Kerne, sind nicht analog zu einer Gesamtheit von Lichtquanten, 
solange keine Prozesse vorkommen, bei denen sich die Teilchenzahl ändert. 
Denn solange dies nicht der Fall ist, gibt es für die 1p-Funktion (gemeint ist die 
q-Zahl 1p-Funktion im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum, vgl. Abschn. A, 
Ziff. 14, nicht die c-Zahl 1p-Funktion im Konfigurationsraum) kein Analogon 
zur Lorentzkraft, ihre Phase geht weder in den Hamiltonoperator noch in eine 
andere meßbare physikalische Größe ein, die 1p-Funktion ist unmeßbar. 

1 Die Ungenauigkeiten (159), (160) wurden unabhängig von der Frage betrachtet, 
auf welchen Raumteil eine bestimmte Ladung e zusammengedrängt werden kann. Für 
ein Elektron folgt bereits aus ( 156), ( 15 7) ohne Betrachtung der Ausstrahlung 

h vliC {hc 
LI E > U( LI t)i = 7 (cLJt)2 ' 

nc 
was wegen~""' 137 eine höhere Schranke ist als (159). Mit der Frage der Genauigkeit 

der Feldmessung mittels eines Elektrons befaßt sich auch noch eine Arbeit von P. JoRDAN 
u. V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 206. 1930. Sie finden die etwas verschiedene Relation 

vliC yliC 
I LIE I> -e- cXtLil" 
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d) Obergang zum Konfigurationsraum der Lichtquanten1. Ebenso wie bei der Materie 
im Fall mehrerer gleichartiger Teilchen ein Übergang möglich ist vom Konfigurationsraum 
zum Raum der Anzahlen der Teilchen in einem Votumelement des Orts- oder Impulsraumes 
(Abschn. A, Ziff. 14), kann man auch bei den Lichtquanten einen entsprechenden Zusammen
hang herstellen. Nehmen wir zunächst an, es sei ein Teilchen vorhanden, so ist dieser Zu
sammenhang trivial. Seien k1 k2 ... die zunächst diskret gedachten k-Werte, so wird hier 
im Raum der N ()., k,) (A. = 1, 2), <p { N ()., k)} nur von Null verschieden, wenn N (?.., k,) für eine 
gewisse Stelle k,, )., gleich 1, sonst 0 ist. D. h. die Eigenwerte von N (A., k,) sind 

~H, (j (k,- k,). 

Setzt man diesen Eigenwert für ein bestimmtes?., und k, in <p{N(J., k)} als Argument ein 
und bildet gemäß (125) -+ -+ 

f(k,) = e(?.,, k,) <p{~H, ~(k,- k,)}, 

-+ 
so kann der auf kJ senkrecht stehende Vektor f als Wellenfunktion des Lichtquants im 
Impulsraum betrachtet werden. Ähnlich ist es bei Vorhandensein von mehreren Licht
quanten. Bei N Lichtquanten sind die Eigenwerte von N (?.k,) 

~ ~;.;. ~ (k,- k,)' 

wobei über N-Stellen s zu summieren ist. Von diesen können auch e1mge mehrfach vor
kommen. Ist p1 die Zahl der einfachen, p2 die Zahl der zweifachen, PN die Zahl der N-fachen 
Stellen, so daß 

ist, so hat man noch den kombinatorischen Faktor 

C= N! 
(1 !)P1 (2!)P; ... (N!)PN 

zu bilden und zu setzen 

(161) 

-+ 
Es ist dann IN ein Vektor im 3N-dimensionalen Raum, hat also 3N-Komponenten; er steht 

-+ -+ 
auf allen k, senkrecht. Der kombinatorische Faktor ist notwendig, damit die Funktionen I 
normiert sind, falls <p{N(A., k)} normiert ist. Es erübrigt sich, näher auf die geringfügigen Mo
difikationen einzugehen, die erforderlich sind, wenn k als kontinuierliche Variable aufgefaßt ... 
wird. Die Funktionen I sind ihrer Definition nach symmetrisch in den Teilchenkoordinaten, 
entsprechend dem Umstand, daß die Lichtquanten der Einstein-Bose-Statistik gehorchen . ... 

Die Anwendung des Operators F; (k) auf die Wellenfunktionen I wird auf Grund von 
(137) und (161) sehr einfach. Wir haben eine Reihe von Funktionen 

-+-+ -----).. ----)-----).. -+ -+-i- ---).. 

fo, f1(k), f2(k1k2) · · ·fN(klk2 ... kN) • • •• 

die sich auf den Fall beziehen, daß kein, ein, ... N-Lichtquanten vorhanden sind. Dann 
-+ ... -+ 

führt Fi (k) die Funktion fN(k1 ... kN) über in 

...... 
Fi (k) IN;;,, ... , iN(kl - kN) = IN+!; i,, ... , iN, i (kill ... kiNl, k) . (163) 

F"' folgt als der zu F konjugierte Operator, ferner das Resultat der Anwendung der Feld-
-+ ... 

Stärkeoperatoren E(k), H(k) auf Grund von (121'). Man wird sehen, daß die unter b) durch-
geführte Umrechnung der Wellenfunktion <p{N (?.., k)} von einer Polarisationsart auf eine ... 
andere im Konfigurationsraum, d. h. für die IN trivial wird. 

Als Beispiel sei die Anwendung auf den Drehimpulsoperator ( 130) besprochen. Er 
genügt denselben V.-R. wie der Drehimpulsoperator von materiellen Teilchen [Abschn. A, 
Gleichung ( 13)], wie das ja auch notwendig der Fall sein muß, da sie ja allein aus der Dreh
gruppe folgen. Deshalb hat er auch dieselben Eigenwerte; jede Komponente DiJ hat die 
Eigenwerte mh und das Quadrat D2 =LD;/ die Eigenwerte j(j + 1). Für den Fall, daß 

i<J 

1 L, LANDAU U. R. PEIERLS, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 188. 1930; vgl. auch J. R. 0PPEN· 
REIMER, Phys. Rev. Bd. 38, S. 725. 1931. 

17* 
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-+ -+ 
ein Lichtquant vorhanden ist, wirkt der durch ( 130) definierte Operator auf /1 (k) folgender-

maßen: 2i {( iJ 8 ) } 
D;J/z(k) = CfkJ ok/J- k; Ok~ fz + (fljlt,- IJ;zfJ) . 

Für ein Lichtquant gilt speziell der Satz, daß infolge der Transversalitätsbedingung 

der Eigenwert j = 0 nicht vorkommt. In der Tat müßte für diesen gelten 

(a~k~ kj- -/~ k;) fz + (fl1 z/;- /J;z/1) = o 

für alle i, j, l. V/ir setzen l = j und summieren über j. Dann kommt 

~ [ 8 O/z] ...:::.... iJk. (kz/1) - k; (!Tz + 2/, = 0. 
l ' 

Dies ist aber unmöglich wegen der Transversalitätsbedingung. Denn zunächst folgt 

2/· = k- ~iJj, 
' '...:::.... 8k1 

l 
-+ 

und dann durch skalare Multiplikation mit k auch 

~~t=O, 
l 

-+ 
also/;= 0, d. h. alle Komponenten von f müssen verschwinden, w. z. b. w. Die in Abschn. A, 
Ziff. 15, S. 206, begründete Auswahlregel i = 0--+ j = 0 ist verboten bei Emission eines Licht
quants folgt hieraus und aus dem Erhaltungssatz für den Drehimpuls unmittelbar. 

Die Funktionen fN(kOI . .. kiNI) im Impulsraum bestimmen entsprechende Funktionen 
fN(x111 ... x1NI) im Koordinatenraum, gemäß 

--+ ....... --+ -~ ~ 

I ( 111 (NI)_ jf (kill ki"l) iklllx01+· .. +iklnlx1Nidk311\1 
NX ... X - N ... e . 

Diese haben aber keine unmittelbare Beziehung zur Teilchendichte. Z. B. bestimmt ja bei 
-+ 

Vorhandensein eines Lichtquants f* (x) f (x) die Energiedichte und nicht die räumliche Dichte 
des Photons. Diese könnte man zunächst durch 

oder mit 

durch 

-+ 1 -+ 
g= ,_j 

V-Ll 
->-->-
(g* g) 

zu definieren versuchen, wobei der letztere Ausdruck positiv definit ist. Eine solche Defini
tion wäre aber physikalisch willkürlich und würde (wie aus der später zu besprechenden 
Theorie der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie folgt) nicht dafür garantieren, 
daß das Quant an Raumstellen, wo die so definierte Dichte verschwindet, auch keine \Vir-

->- ->-
kung ausübt. Das Verschwinden von Funktionen wie f oder g an einer bestimmten Raumstelle 
hat keine unmittelbare physikalische Bedeutung. ... 

Sodann zeigt sich wegen des komplizierten Verhaltens der F gegenüber Lorentz
transformationen: Es gibt keinen Dichte-Strom- Vierervektor für ein Lichtquant, der der Kon
tinuitätsgleichung genügt und positiv definite Dichte hat. Nur eine der beiden Forderungen 
ließe sich formal erfüllen: entweder der Vektorcharakter von Dichte-Strom bei Lorentz
transformationen oder der positiv-definite Charakter der Dichte. Dies steht in striktem 
Gegensatz zur Beschreibung der Materialteilchen in der DmAcschen Theorie, bei der sich 
ja beide Forderungen erfüllen ließen. Der Nichtexistenz einer Dichte für die Lichtquanten 
entspricht es auch, daß dem Ort eines Lichtquants kein Operator im gewöhnlichen Sinne 
zugeordnet werden kann (der Lichtquantenort ist keine "Observable" im Sinne der Defini
tion der Transformationstheorie, Abschn. A, Ziff. 7 und 9). 



Ziff. 7. Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie. 

In der Tat zeigt die Diskussion der Messungsmöglichkeiten für den Ort eines Licht
quants1, daß dieser, falls E die Energie des Quants ist, nicht gerrauer als 

hc ILixl > -E- (165) 

bestimmt werden kann und in einer Zeit, die nicht kleiner ist als 

h 
Llt > E. (166) 

Dies bedeutet aber gerade den Geltungsbereich der geometrischen Optik, da bei einem Licht
quant hcfE gleich hfP oder gleich der Wellenlänge wird. [Bei einem materiellen Teilchen 
galten dieselben Ungleichungen, Abschn. A, Gleichung (16), (17), aber dort kann hcfE wesent
lich kleiner sein als die Wellenlänge der Materiewellen.] Nur soweit der klassische Strahl
begriff reicht, hat der Lichtquantenort einen physikalischen Sinn. 

Damit ist nicht zu verwechseln die Messung von zeitlichen Mittelwerten (über Zeiten, 
-->- ->-

die groß gegen die Lichtperiode sind) von E 2 oder H 2, die z. B. bei stehenden Lichtwellen 
auch in Raumgebieten gemessen werden können, die klein gegen die Wellenlänge sind. 

7. Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie. Die Theorie der 
Quantisierung des Strahlungsfeldes ist erst vollständig, wenn sie auch die 
Wechselwirkung mit der Materie beschreibt. Sind n materielle Teilchen vor
handen, so wollen wir jetzt Orts- und Impulskoordinaten dieser Teilchen (letztere 

-->- _.,. 
durch n dividiert) mit großen Buchstaben bezeichnen, also mit X1 ••• X" bzw. 
-+...... ...... -+-}oo-+ 

K 1 ••• Kn im Gegensatz zu den entsprechenden Größen x1 ••• xN. k1 ••• kN 
der Lichtquanten. Bevor wir die Frage der Wahl des Hamiltonoperators beant
worten, wollen wir die V.-R. der Operatoren und die Gleichungen diskutieren, 
welche deren zeitliche Abhängigkeit beschreiben. Um mit eichinvarianten Opera
toren auskommen zu können, ist es zweckmäßig, für jedes der n-materiellen 
Teilchen Operatoren :Jrk (k = 1, 2, 3) einzuführen, die analog sind zu den in.,.(77) 
eingeführten, also 

:Jf(s) = p(s) + !_ tfJ (X)=~- - 0 - + !_ t/Jk(X(•)) • 
k k c k 8 z 8Xk(s) c (167) 

Es ist hierin s ein das Teilchen numerierender Index, der von 1 bis n läuft, und 
in die Potentiale sind die Koordinaten des sten Teilchens einzusetzen. Zunächst 
wollen wir von dieser Definition der Operatoren .1r~> aber ganz absehen und 
nur ihre V.-R. und zeitlichen Änderungen betrachten. Erstere werden analog 
zu (78) 

:Jf(s) x(s') - x(s') :Jf(s) - {J {J. !!_ 
i k k i - ••• •k i ' 

letztere analog zu (80') 

dn~) { ->- 3 _.,. } 
-dt- = (-e) Ek(Xs) + 2: Hkz(Xs) cxf . 

l=l 
(169) 

Dabei gelten gemäß der DIRAcschen Theorie des Elektrons für die mit allen 
übrigen Operatoren vertauschbaren cx~l, ß:•>, die wir nunmehr für jedes Teilchen 
extra einführen, wieder die Relationen 

IX(s)IX(s') + IX(s')cx(s) _ 2 .~> .~>. IX(s)R(s') + R(s')cx(s) _ O I 
i k k i - u,,,u,k> i P P i - • 

(170) 
[cxls)J2 = [ß(s)]2 = 1. 

(171) 

1 L. LANDAU u. R. PEIERLS, 1. c. 
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Für die Feldstärken behält man die V.-R. (145) bzw. (146) der Vakuum
elektrodynamik unverändert bei: 

[Ei(x), E1 (x')] = 0, [H,1 (x), H~e 1 (x')] = 0, I 
[Ei(x), HJ,(x)] = Ii~ ((jiJ-1----- (jil-1----) CJ(;- -;). 

~ vx1 vx1 

(146) 

Ferner setzt man fest, daß die Feldstärken mit den Xi"l und lXi"l vertauschbar 
sein sollen. 

Die wichtigste Forderung ist die, daß die Feldstärkeoperatoren nunmehr 
die MAXWELLsehen Gleichungen für den Fall des Vorhandenseins von Ladungen 
erfüllen müssen: 

~ 

1 8H ~ c Tt + rotE= 0, 
-+ 

divH= 0, (172) 

n 
1 8E(x) -+ ~-+ -+ -+ - c Bt + rotH(x) = ( -e) ~ lX(8 )(j (x- X(sl), 

8=1 

~ n __..,. ·+ 
div E = ( -e) 2; Cl(x- Xl8 l). 

8=1 

Das Auftreten der Cl-Funktion entspricht der Annahme einer punktförmigen 
Ladung in der klassischen Theorie. Wir werden später die Annahme disku-

-+ -+ 
tieren, daß die Cl-Funktion durch eine beliebige Funktion D (x- Xl8 l) ersetzt 
wird, was einer endlichen Ausdehnung der Ladungen entsprechen würde. 

Die letztere Relation ist sehr bemerkenswert, weil sie keine zeitliche Ab
leitung enthält, also schon in einem bestimmten Zeitpunkt erfüllt sein muß; 
sie stellt eine Nebenbedingung dar. Ihre zeitliche Ableitung verschwindet ver
möge der Gleichungen (1731) und (171) identisch, was notwendig der Fall sein 
muß, damit die Theorie widerspruchsfrei ist. 

Was uns noch fehlt, sind die V.-R. der :1ri"l mit den Feldstärken. Diese 
sowie alle anderen V.-R. müssen den Bedingungen genügen, erstens untereinander 
verträglich zu sein, zweitens sich vermöge der zeitlichen Differentialgleichungen 
für die Operatoren im Lauf der Zeit von selbst fortzupflanzen, und drittens, daß 
alle Operatoren mit der Nebenbedingung (1732) vertauschbar sein sollen. 

Dies ist der Fall, wenn man ansetzt1 

[:7t~8 l, H11 (x)] = 0, 

Z. B. wird dann 
[ -+] fi{j-+-+ 
.11:~81, divE(x) = (-e)-z ox1 Cl(x- Xlsl) 

(174) 

im Einklang mit ( 1732) und ( 1682); ferne~; sind die zeitlichen Ableitungen der 
V.-R. (174) vermöge der übrigen Relationen von selbst erfüllt. · 

Man findet sodann die Existenz eines mit der Nebenbedingung (173 2) ver
tauschbaren Energieoperators 

1 In der Literatur sind diese Relationen abgeleitet aus (167) und der Annahme 
~ ~ 

[<f>1c (x) Ej (~')] = lifi ~ (~ - ~'), die wir aber nicht benutzen. 
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und eines Impulsoperators 
n 

Pi= 2: 3t111l + + j{[E X ih + Lli}dV. 
s=l 

(176) 

Die Zusatzgrößen .10 , Lli im Integranden, die wir nicht explizite angeschrieben 
haben, sind mit allen Operatoren vertauschbar (c-Zahlen) und dienen zum Fort
schaffen der Nullpunktsenergie [vgl. (155)]. Für jeden der verwendeten Opera
toren .?l(s) x(s) ,xls) ,~(8) • 

i' i' i'P'' Ei (x) , ll.J k (x) 

und sogar allgemeiner für jede (die Koordinaten xk und t nicht explizite ent
haltende) Funktion f dieser Operatoren gilt sodann 

(177) 

(178) 

Man hätte auch von der Forderung der Existenz des Hamilton- und des 
Impulsoperators ausgehen können und hätte die zeitlichen Differentialgleichungen 
aus ihm gemäß (177) ableiten können. Bemerkenswert ist das Fehlen des skalaren 
Potentiales in (175). Der Term ( -e)Ek auf der rechten Seite von (169) folgt 
jedoch bei der hier aufgestellten Theorie direkt aus der Vertauschung von 3rk 

-+ 
mit (E) 2• 

Wir kommen nun zur Frage der relativistischen Invarianz der aufgestellten Theorie. 
Betrachten wir eine orthogonale Koordinatentransformation 

(x4 = ict), 
also von 

zu 

so können 

n1s) (t) ' 

wir zunächst 

I 4 
xf' = ~af'vXv 

··=1 
die Operatoren 

x1sl(t), <Xls) (t)' {J(s) (t); 

im neuen Bezugssystem 

Ei(x,t), H1k(x, t) 

betrachten, 

n; (s) (t'), x;(s)(t'), <X; (s) (t')' fJ'(s) (t'); E~ (x', t'), Hjk(x, t) 

übergehen. In den auf ein Materialteilchen bezüglichen Größen ist hierbei für t' einzusetzen 
3 

ict'<•> = a44 ict + 2:; a4 ,X~8)(t). 
ro=l 

Dabei müssen sich die Feldstärken wie ein schiefsymmetrischer Tensor im vierdimensionalen 
Raum transformieren, die durch (17) definierten Größen r", nämlich (-i{J<Xk, {J), wie ein 

Vierervektor, die X(t) zusammen mit ict, endlich {nk,i(~1Xt:7tt+mc{J)} bilden zusammen 

einen Vierervektor. Ferner muß insbesondere ( Pk, f H) einen Vierervektor bilden. Auch 

müssen die V.-R. im gestrichenen System dieselbe Form haben wie im ungestrichenen System. 
Für die Verifikation ist es bequemer, statt den Weltpunkt festzulegen, ihn so zu verändern, 
daß die gestrichenen Koordinaten des neuen Weltpunktes dieselben Werte haben wie die 
ungestrichenen Koordinaten des alten Weltpunktes. D. h. man geht von den ungestrichenen 
Koordinaten über zu 

~(s) (t), X'(s) (t), IX~(s) (t), {J'(s) (t); E; (x, t), Hjk (x, t), 

wobei t bzw. x, t die Werte der gestrichenen Koordinaten sind. Wir wollen dies eine Trans
formation zweiter Art nennen, während die früher angegebene als von erster Art bezeichnet 
werden möge. Die relativistische Invarianz der Theorie ist bewiesen, wenn ein unitätrer Ope
rator 5 existiert, welche für jede der angeschriebenen Größen, also auch für jede Funktion f von 
ihnen die Transformation zweiter Art vermittelt, gemäß 

f' (t) = Sf(t) s-1 . (179) 
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Für den Nachweis genügt es, zu zeigen, daß dies für eine infinitesimale Koordinatentrans-
forrna tion 4 

X~= x,u + L fßV Xv, fftV = -ev,u 
v~l 

zutrifft, bei der nur Größen erster Ordnung in den epv beibehalten werden. An Stelle von 
( 179) tritt dann mit i 

S = 1 + fi- A , ( 180) 

f'(x, t) = f(x, t) + -~ [A, f(x, t)]. (181) 

Der Operator A hängt hier linear von den s1, v ab gemäß 

A =~At< V E,uv, (182) 
f"<v 

worin A,,v = -Avt•• wie wir sehen werden, die Komponenten eines schiefsymmetrischen 
Tensors bilden, die überdies zeitlich konstant, also Integrale der Feldgleichungen sind. Die 
infinitesimale Transformation erster Art der Größe f erhält man übrigens aus der infinitesi
malen Transformation zweiter Art auf folgende Weise. Für eine Funktion f der Feldstärken 
an einer bestimmten Raumstelle hat man hinzuzufügen 

~ ~~ ::k 8kvXv + i~ fs4kx+ 
für n(s) und x<s) hat man hinzuzufügen 

1 j 
3 

""'x(s) x<s) 
~ j f4k k ' 
k~l 

3 
,~_"_.(s) x<sl 
~··j E4k k • 
k~l 

Nun schreiben wir die A,,v für räumliche Drehungen und Lorentztransforrnationen getrennt 
hin. Man hat zu setzen 

A - ""'{x<s) Jt(s) - x<s) Jt(s) + 'Ii_ ~- tX(s) tX(s)\ + _t_j[;(E X H)l dV (1831) jk-~ j • k k • j 2 i j k J c 'jk . 

!_ A = ctP - ""'jx(sl ( ~ <X(s) n<s) + mcß(s)) + 'Ii_ <X(s)l i 4j j ..:::... 1 ..:::... k k 2 1 
' k=l (1832) 

- _1_[xj(E2 + H2 + Ll 0) dV. 
2c. 

Hierin ist Pj wieder die durch ( 176) gegebene Komponente des Impulses. Man erkennt in 
den Ajk die Drehirnpulsintegrale, und zwar die Summe aus den Anteilen (84) der Materie 
und ( 130) der Strahlung; ferner sind die AJJ die ergänzenden raum-zeitlichen Komponenten, 
die zusammen mit den Ajk einen schiefsymmetrischen Tensor bilden. vVie die Berechnung 
ihrer zeitlichen Ableitung zeigt, verschwindet diese, so daß sie ebenfalls Integrale der Feld-

gleichungen (Bewegungsgleichungen) sind. In den Termen_"!_ -\ tX(_s) <Xk(s); _'h_ tX(s), die sich zu 
'Ii 2 z 1 2 1 
- i'(s) i'(s) zusammenfassen lassen, erkennt man die nach ( 134) für die Transformation der 2 fL V 

DIRACschen Wellenfunktionen (hier der tXJ.sl, ß(s) selbst) maßgebenden Größen. Die Aus
rechnung der Klammersymbole von A mit allen vorkommenden Operatoren zeigt, daß diese 
sich richtig transformieren und daß Impuls und Energie einen Vierervektor bilden; hiermit 
ist der Beweis der relativistischen Invarianz der Theorie erbracht. 

Über die Quantisierung irgendwelcher klassischen Feldgleichungen und die Möglich
keit, die V.-R. aus einem kanonischen Schema abzuleiten, liegen allgerneine systematische 
Untersuchungen vor. Wir brauchen hier nicht näher darauf einzugehen, auch nicht auf den 
Zusammenhang mit der in Abschn. A, Ziff. 15, besprochenen Quantisierung der Materie
wellen, sondern verweisen diesbezüglich auf die Literatur 1. Es treten Besonderheiten auf, 

1 Zusammenfassende Berichte: L. RosENFELD, Mern. de l'Inst. Henri Poincare Bd. 2, 
S. 24. 1932; E. FERMI, Rev. of Mod. Physics Bd. 4, S. 87. 1932; Originalarbeiten: G. MIE, 
Ann. d. Phys. (4) Bd. 85, S. 711. 1928; W. REISENBERG u. W. PAULI, I, ZS. f. Phys. Bd. 56, 
S. 1. 1929; II, ebenda Bd. 59, S. 168. 1929 (Bemerkungen dazu: L. RosENFELD, ebenda 
Bd. 58, S. 540. 1929) und Bd. 63, S. 574. 1930; E. FERMI, Lincei Rend. (6) Bd. 9, S. 881. 
1929; Bd. 12, S. 431. 1930; L. RosENFELD, Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 113. 1930. 
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wenn die Hamiltonfunktion Invarianz gegenüber einer Gruppe besitzt, deren Transforma
tionen willkürliche Funktionen enthalten. Im Fall der Quantenelektrodynamik ist dies die 
Gruppe der Eichtransformationen. In der hier gegebenen Darstellung haben wir unter Ver
zicht auf Anwendung eines systematischen Verfahrens zur Auffindung der V.-R. nur eich
invariante Größen verwendet. Wenn man die Potentiale beibehalten will, ist wohl die Methode 
von FERMI die am meisten übersichtliche. Nach dieser setzt man als Strahlungsteil des 
Hamiltonopcrators 

iJ <Pk/O t und iJ <I>ojiJ t spielen die Rolle der zu <Pk und <I>o kanonisch konjugierten Impulse; im 
Materieteil des Harniltonoperators ist der Term -el; <I•o (x<sl) hinzuzufügen. Man muß dann 
die Nebenbedingungen ' 

""V iJ <P k 1 iJ <Po 
..::... iJ ;k + --;;- -i)t = 0 

und ihre zeitliche Ableitung, die sich auf die Form 

div 'E = Q = ~ a (x - x<s>) 
' bringen läßt, als gültig fordern. Beide Bedingungen sind vermöge ihrer eigenen Gültigkeit 

mit der Hamiltonfunktion vertauschbar, d. h. sie pflanzen sich im Lauf der Zeit von selbst 
fort, wenn sie zur Zeit t = 0 beide erfüllt sind. Die Nebenbedingungen schränken zwar die 
Eichtransformationen wesentlich ein, aber um die Invarianz der Theorie gegenüber Lorentz
transformationen einzusehen, ist die FERMisehe Methode sehr geeignet. Die Resultate sind 
identisch mit denen aus der hier gegebenen oder irgendeiner anderen widerspruchsfreien 
Darstellung der Quantenelektrodynamik. 

Um in einem bestimmten Bezugssystem Folgerungen aus den Grund-
~ 

gleichungen der Theorie zu ziehen, ist es zweckmäßig, die elektrische Feldstärke E 
in einen longitudinalen und einen transversalen Teil zu zerlegen: 

(184) 
Mit dieser Terminologie ist gemeint, daß bei räumlicher Fourierzerlegung 

----)o- -)- -+ --+ • 
von E, d. h. Übergang zum k-Raum, E(ll(k) parallel zu k, E<tr) dagegen senk-

~ ~ 

recht zu k wird. Im Koordinatenraum ist dies damit gleichbedeutend, daß E' 
~ 

wirbelfrei und E<tr) quellenfrei ist. 
_.. _.. 

rotE<1l = 0, div E<tr) = 0 . (185) 
~ 

Für E 1 folgt sogleich aus (173 2) 
-+ -+ 

->- 2: 1 ~ x - X8 E(ll = -grad(-e) - = -e ----, rs . r3 
8 8 s 

(186) 

wenn 

den Abstand des Aufpunktes vom Ort des sten Teilchens bedeutet1. In be-
kannter Weise folgt sodann (_.. _.. 

EUl Etr dV = 0 , 

1 ;· ->- 1 2: 2: e2 .... (E(Il) 2 dV = -- · -, 
2 2 ~~ 

s s' 
wenn _.. _.. 

Tss· = IX(s)- x<s')l 
_.. 

1 Wir nehmen immer an, daß E im Unendlichen hinreichend rasch verschwindet. 
Dann sind auch Felder, die sowohl wellen- als auch wirbelfrei sind, ausgeschlossen. 
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den Abstand des Teilchens s vom Teilchen s' bedeutet. Hierin sind für s = s' 
unendlich große Terme enthalten; es ist die unendlich große elektrostatische 
Selbstenergie der Teilchen (die offenbar schon im Falle eines einzigen Teilchens 
hier auftritt). Um mit der Theorie rechnen zu können, muß man 

durch 

ersetzen. Dadurch wird bereits die relativistische Invarianz der Theorie zerstört. 
Mit dieser Modifikation geht sodann der Hamiltonoperator (175) über in 

H' =<2/.J: IXL"l.:rrL"l + mcß!s)j + 2: r:2s' + ~j(E(tr)2 +H2 + L1o)dV. (187) 
-1 k K~ 

..... 
Hierin kann man nun wie in der Vakuumelektrodynamik Etr durch die Licht-
quantenzahlen ausdrücken, nur werden diese sich jetzt im Lauf der Zeit ver
ändern, während sie in der Vakuumelektrodynamik konstant sind. 

Wir führen nun eine Schrödingerfunktion 

..... ..... ..... 
'Pa.a •... a.(X<1l ... x<n); N()., k)) 

ein, die von den Spinindizes (jeder läuft von 1 bis 4) und den Ortskoordinaten 
der materiellen Teilchen einerseits, den Lichtquantenzahlen im Impulsraum 
andererseits abhängt. Das Quadrat des Absolutwertes dieser Funktion bedeutet 
die entsprechende Wahrscheinlichkeit. Wie die Operatoren IXL"l, ß(sJ, XL8 l, N(')., k) 
auf 'P wirken, ist klar, dagegen ist noch nicht eindeutig bestimmt, wie die Feld-

stärken E, H und die .:rr~l wirken. Denn in der Definition von 'P ist bis jetzt 
noch eine Phase eif(X(l)., .x<•J; N<t.,kJ) willkürlich und je nachdem, wie diese fest-

gelegt wird, wird die Anwendung der Operatoren E, H und .:rr~l auf 1Jf" ein ver
schiedenes Resultat geben. An sich ist jede Festsetzung darüber erlaubt, die 
mit den V.-R. im Einklang ist. __,. __,. 

Nun können wir zunächst festsetzen, daß Etr und H genau so wirken 
sollen wie in der Vakuumelektrodynamik, also nach (121), (125), (132) 

Etr = E(k) eikxdk(3) = (F(k) + F*(-k)) eikxdk(3) ..... ! .......... _,._,. f _,._,. 

a, a* wirken wie in (137) bis (140) angegeben. 
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Man erhält sodann folgende mit den V.-R. (168) und (174) verträgliche 
Festsetzung über die Wirkung der njsl 

! r 3 l n<sJ 'I' (x N (k)) = "fi;_ - 0- + _!___ J ""'""'iJ H1 k (x) dV 'I' 
j ' z iJ X 1' 1 c r, ,L.; iJxk 

J ,; k=l 

{ n iJ e -i ~ ~ * ~ } 
= ---; iJXI•) + c Y-LI [Fi(X') -Fi (X.)] 'I', 

oder im k-Raum geschrieben 

n}sl 'I' (X N (k)) = {-~ 0; 1,1 + -~ ( -i)fl ~I [F1 (k) - Ff ( -k)] e;tx1' 1 dkC3l} 1l', (1881) 

also auch 

Setzt 

wonn 

1 z iJXj c 2jkj (1882) 
n(s) 'I' (X N (k)) = {!L _al•l + e ( -i) l/ nc eikX<•I [sJ(A., k) a (,1., k) 1 

+ sj('A, -k)a*('A, -k)]dk(a)} 'l'. 

man dies in den Hamiltonoperator ein, so erhält man 

: ~f + {JN(k)hclkldkC3l + c j; J;(cxis1 ~- 0: 1,> + mcß<sJ) 1 
+ ""'""' e~ + H1} lf' = 0 , ,L.; Yss' 

s<s' 

{ 
3 {E_ n 

Htlf' = e( -i) j J.;l 2~Ji-1 J; ikX1' 1cx?:J.: [c;('A, k) a('A, k) 

+ sj(}., -k) a*('A, -k)] dk(a)}lf'. , 

~ 

(189) 

(190) 

Manchmal ist es bequem, statt der kontinuierlichen k-Werte diskrete einzuführen. 
Wäre der Term H 1lf' in ( 189) nicht vorhanden, so hätte man es mit materiellen 

Teilchen zu tun, die aufeinander elektrostatische Kräfte ausüben, und einem 
von diesen Teilchen unabhängigen Strahlungsfeld. Der Term H 1 lf' bestimmt 
also die Koppelung der Teilchen mit dem Strahlungsfeld und ist bestimmend 
für die Beschreibung der Emission, Absorption und Dispersion des Lichtes. 
Der Erfolg der im Abschn. A dargestellten Wellenmechanik beruht wesentlich auf 
der Annahme, daß die Koppelung mit dem Strahlungsfeld als eine relativ kleine 
Störung betrachtet werden kann. Im folgenden werden wir diskutieren, inwie
weit die vorliegende Theorie dieser Forderung entspricht. Es sei noch betont, 
daß die Gleichungen (189) im wesentlichen die Grundlage der ursprünglichen 
DIRACschen Theorie der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie bilden 1 . 

1 P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London Bd. 114, S. 243, 710. 1927. DIRAC ver
wendete erstens bei der Quantelung der Strahlung stehende Wellen und nicht fortschreitende, 
zweitens war damals seine Theorie des Elektrons noch nicht entstanden und er setzte des-

halb für jedes Teilchen entsprechend der unrelativistischen Wellenmechanik - 1- ~ Jt~ an 
2m i J 

Stelle von c ~ (<Xj n1 + mc fJ) im Hamiltonoperator ein. Dies ist für kleine Teilchengeschwin
digkeiten näherungsweise richtig. - Daß die Gleichungen (189), (190) aus der Quanten
elektrodynamik folgen, wurde von J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 3 5, S. 461. 1930 und 
E. FERMI, Lincei Rend. Bd. 12, S. 431. 1930, gezeigt. 
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Statt die N(k) als Argumente der '!'-Funktion zu verwenden, kann man mit LANDAU 
->-

und PEIERLS1 auch den k-Raum der Lichtquanten einführen. Man hat dann für jede Ge-
samtzahl N der vorhandenen Lichtquanten Funktionen 

.,. ____. 4- --+ --+ 
{'I . . (X<ll ... x<nJ, k<ll ... k<""l)' 

C1 • ··f2n, 1t·· .J .. v 

hierin läuft jeder der Spinindizes es der Materieteilchen von 1 bis 4, jeder der Lichtquanten
indizes j von 1 bis 3. Das Resultat der Anwendung des Hamiltonoperators auf diese Funk-
tionen ergibt sich gemäß (163) unmittelbar, wenn die Form (1881) des Operators :c)s) ver
wendet wird. 

Anwendungen. Die Anwendungen der auf der Quantisierung des Strah
lungsfeldes, d. h. des Photonenbegriffes, basierten Theorie der Wechselwirkung 
zwischen Strahlung und Materie beruhen alle darauf, daß die Koppelung von 
Strahlung und Materie also in (189) der Term mit H 1 als relativ kleine Störung 
betrachtet wird. Formal entspricht diese Störungsrechnung einer Entwicklung 
nach Potenzen der Ladung e. 

Bezüglich der Ergebnisse für die Phänomene der Emission, Absorption und 
Dispersion im allgemeinen verweisen wir auf Kap. 5 des Handbuches. Ein 
wesentlicher Fortschritt, den diese Theorie gebracht hat, besteht in der Mög
lichkeit, die Strahlungsdämpfung (also auch Fragen der Linienbreite) in korrekter 
Weise zu behandeln. 

Wir wollen hier noch kurz zeigen, wie die bei der korrespondenzmäßigen 
Behandlung der Strahlungsphänomene (Abschn. A, Ziff. 15) auftretenden, schein
bar willkürlichen Vorschriften I und II durch die Photonentheorie von selbst 
gerechtfertigt werden. Was zunächst die emittierte oder gestreute Strahlung 
betrifft, so ist es nicht nötig, den Hamiltonoperator direkt zu verwenden, sondern 
man kann auch mit HEISENBERG2 direkt die als Operatorgleichungen aufgefaßten 
MAXWELLsehen Gleichungen durch retardierte Potentiale integrieren. Dabei ist 
es zweckmäßig, statt der Elektronenorte die ungestörten stationären Zustände 

->- ->-
des Systems als Variable einzuführen, also die Funktion 1Jf(X1 ••. Xn, N(k, l), t) 
nach den Eigenfunktionen u1 (X1 •.. Xn) dieser Zustände zu zerlegen: 

~ --+ ____. ~ 

1Jf(X1 ... XnN(k, },)t) = L,cz(N(k, },)t) Uz(X1 •.. Xn)· 
l 

Die Berechnung der emittierten oder gestreuten Strahlung erfolgt dann 
genauso wie bei dem korrespondenzmäßigen Verfahren, nur daß die Operatoren 
bzw. Matrizen im allgemeinen auch auf die Lichtquanten wirken. 

Was nun die Vorschrift I betrifft, so folgt sie unmittelbar daraus, daß der 
Erwartungswert der Strahlungsintensität durch 2F* F, nicht durch F* F + FF* 
gegeben ist. Die Zerlegung der Feldstärken in einen zu e+i•·t und einen zu e-ivt 
proportionalen Teil, der in Abschn. A, Ziff. 15, durchgeführt wurde [s. Abschn. A, 
Gleichung (361)], entspricht aber genau der Zerlegung der Feldstärken nach (121) 
in einen nur F* bzw. nur F enthaltenden Teil. (Dies ist wenigstens an solchen 
Raumstellen der Fall, wo die Ladungs- und Stromdichte versr:;hwindet, was in 
größeren Entfernungen vom Atom zutrifft.) Das ganze Verfahren der Vorschrift I 
läuft in der Photonentheorie auf die Bildung des Erwartungswertes von F* F hinaus. 

Ganz ähnlich verläuft die Begründung der Vorschrift II, die notwendig 
war, um die Rückwirkung der Strahlung auf das Atom zu berechnen. Wir hatten 

1 L. LANDAU u. R. PEIERLS, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 188. 1930. 
2 W. HEISENBERG, Ann. d. Phys. (5) Bd. 9, S. 338. 1931. - Im Gegensatz zu REISEN

BERG verwenden wir hier nicht die Methode der Quantelung der Materiewellen; die Wechsel
wirkung zwischen den Elektronen des Atoms kann dann beliebig sein. 
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in Abschn. A, Gleichung (378) und (379), für die gestörten Zustandsamplituden c~ 
einen Ausdruck gefunden 

--)>- ~ --+ ""* 
c~> = L,Umn(t) E<+l + t:m(t) E<->). 

n 

Zunächst kann man stattE<+l undE<-lauch schreiben F*(k) und F(k), sodann 
ist zu beachten, daß die c~l Operatoren (bzw. Matrizen) sind, die auch auf die 
Lichtquantenzahlen wirken. Was man zu berechnen hat, ist .2'lc;:; (N', t) 12, 

also wegen c 111 (N' t) = '' c 10 (N' N) c 101 (N t.) · N' rn ' ..:.,_.rn ' rn '• 
N 

2: I c:,}; (N', N) 12' 
N' 

worin N die Lichtquantenzahl im Anfangszustand ist. Setzen wir 
-+ --+ --+ --+ 

c+lll = -i(Vf* (t) E(-) + f (t) E(+)) m ..:;._ mn nm ' 
n 

so ist 

also 
.2'1c~ (N',N) i2 = 2,' c;i; (N,N') cm(N',N) = (c;!;cm)N N. 
N' N' ' 

Man hat also in der Tat den Erwartungswert von c;!; c"' zu bilden, worin c;!; 
links von Cm steht. Sodann ist der Erwartungswert von 2F* F proportional 
zu lk/ N(k), der Erwartungswert von 2FF* zu lkl(N(k) + 1). Der Faktor 
2hv3 jc3 , der in Abschn. A angegeben wurde, folgt dann in bekannter Weise aus 
der Dichte der Eigenschwingungen. 

Bei Einführung der Lichtquantenzahlen als unabhängige Variable in die 
Wellenfunktionen werden also die beiden besonderen Vorschriften der korrespondenz
mäßigen Behandlung der Strahlungsvorgänge wieder auf die allgemeinen Prinzipien 
der Wellenmechanik zurückgeführt. 

Als ein anderes Problem, das sich mit Hilfe der Theorie leicht behandeln 
läßt, sei der GEIGER-BOTHEsche Versuch erwähnt, der beim Comptoneffekt die 
Koppelung der Zeitpunkte des Auftretens des gestreuten Elektrons und des 
beim selben Prozeß gestreuten Quants in den Zählern beweist. Aus der Theorie 
folgt ohne weiteres, daß diese Zeitpunkte innerhalb der Gültigkeitsgrenzen der 
geometrischen Optik und der aus der Ausdehnung der den Anfangszustand 
definierenden Wellenpakete sich ergebenden Grenzen übereinstimmen müssen1• 

8. Die Selbstenergie des Elektrons. Grenzen der jetzigen Theorie. Bereits 
bei der Berechnung der elektrostatischen Energie der Teilchen aus der Quanten
elektrodynamik haben wir gesehen, daß die elektrostatische Selbstenergie eines 
einzigen Teilchens sich als unendlich groß ergibt. Weiter zeigt sich aber, daß 
selbst nach Wegstreichen dieses unendlich großen Energiebetrages die resul
tierenden Gleichungen (189), (190) noch immer zu einer unendlich großen magne
tischen Selbstenergie führen. 

Entwickelt man in der Tat im Fall, daß ein einziges Teilchen vorhanden 
ist, nach der Ladung e des Teilchens, so erhält man nach der allgemeinen For
mel Abschn. A, Gl. (2302) der Störungsrechnung für einen stationären Zustand 
eine zu e2 proportionale Zusatzenergie: 

I H(l) !2 

LI E = """"-1~~- • ..:::::... Em-En+ticlkl 
n,k,l.. 

1 Vgl. hierzu auch \V. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantenmechanik, 
§ 2 d. Leipzig 1930. 
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Hierin ist H(l) der durch (190) definierte Operator, die Indizes m, n beziehen 
sich auf Anfangs- und Zwischenzustand des Teilchens, 0 und 1 + sind die Lieht-

u 
quantenzahlen im Anfangs- und Zwischenzustand. Geht man nämlich von 
einem Anfangszustand aus, wo kein Lichtquant vorhanden ist, so sind nur die
jenigen Matrixelemente von Null verschieden, wo im Zwischenzustand ein Licht
quant vorhanden ist. Einsetzen des Operators H(1) ergibt 

j E o·• ,, ~'! d i«'l 2 ;"i 1- E. - li: +t. C fk !, *' .!. !?; ~' u! lo0 "' "• (x) 

Im kräftefreien Fall kann 
++ 

Un (x) = al! eiKx 

gesetzt werden, worin (! der Spinindex ist und die Rolle des Index n durch K 
und die Spinzustände (zwei positiver und zwei negativer Energie) übernommen 
wird. Hat man es mit einem gebundenen Teilchen zu tun, so zeigt es sich, daß 
es auf den Bindungszustand nicht ankommt, sobald man sich nur dafür inter
essiert, in welcher Weise L1 E unendlich wird. Hierfür sind nämlich im kräfte
freien Fall die hohen Werte von K, im allgemeinen Fall die hochangeregten 
Quantenzustände maßgebend. Für diese ist aber in einem Gebiet, wo um (x) 
merklich von Null verschieden ist, un (x) durch die kräftefreie Eigenfunktion 
ersetzbar, wenn für K eine mittlere Wellenzahl des nten Zustandes im Gebiet 
des Anfangszustandes m eingesetzt wird. Es genügt also den kräftefreien Fall 
zu betrachten1. -+ 

Man hat nun erstens über A, zweitens über die bei gegebenem K möglichen 
-+ ->- + 

vier Zustände des materiellen Teilchens zu summieren und über x', x und K 
zu integrieren. Die Ausrechnung ergibt, wie W.ULER 2 und 0PPENHEIMER3 

->- -+ 
gezeigt haben, einen von k abhängigen Integranden, der für große k unendlich 
wird. Und zwar enthält L1 E zwei Terme, die nach Integration über die Rich-

-+ 
tungen von k von der Form werden 

00 

L1E = /1 (!Km!) fikl dk + /2(Km) f dk. 

Es ist für ein anfangs ruhendes Teilchen /1 von Null verschieden, während /2 

für kleine Km proportional 1Kml 2, also auch zum Quadrat der Geschwindigkeit 
wird. Der erste (positive) Term entspricht in gewisser Weise der Spinenergie, 
der zweite (negative) Term dem durch die Translationsbewegung erzeugten 
Magnetfeld. 

Ein direkter Zusammenhang zwischen der Schwierigkeit der unendlich großen 
Selbstenergie und der früher erörterten der Zustände negativer Energie besteht 
nicht. Denn auch in Theorien, die nur Zustände positiver Energie zulassen 

1 Ich verdanke diese Bemerkung Herrn R. PEIERLS. - Über den Fall der Selbst
energie beim harmonischen Oszillator vgl. auch L. RosENFELD, ZS. f. Phys. Bd. 70, 
S. 454. 1931. 

2 I. WALLER, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 673. 1930. 
3 J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 35, S. 461. 1930. 
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(Ausschließen der Zwischenzustände negativer Energie nach ScHRÖDINGER oder 

Ersatz des Hamiltonoperators ~IX,. :rr,. + mc fJ durch mc2 + -1-~ :rr,.2) resultiert 
k 2m k 

eine unendlich große Selbstenergie. 
Ferner ist zu betonen, daß die Schwierigkeit der unendlich großen Selbst

energie bereits in derselben Näherung (zu e2 proportionale Terme) auftritt, die 
in der Theorie der Dispersionserscheinungen erforderlich ist. Man vermeidet sie 
dort nur dadurch, daß man sich bei der Diskussion der zeitabhängigen Lösung 
für die l['-Funktion auf diejenigen Terme beschränkt, die einen Resonanznenner 
der Energie enthalten und im Lauf der Zeit stärker anwachsen. 

Wir sahen, daß die Schwierigkeit der Selbstenergie wesentlich von den 
kurzen Wellen des Strahlungsfeldes, also den kleinen Räumen herrührt. Und 
es fragt sich, ob eine solche Änderung der Theorie helfen würde, die der Ein
führung einer endlichen Ausdehnung des Elektrons in der klassischen Elektro
dynamik entsprechen würde. Dies ist formal zwar möglich, aber nur unter Ver
zicht auf die relativistische Invarianz der Theorie. 

Man kann nämlich, ohne den Hamiltonoperator (175) und den Impuls-
-+ -+ 

ausdruck (176) zu verändern, in die V.-R. der :n~1 untereinander und der :n:, mit 
-+ -+ 

der elektrischen Feldstärke E eine "Gestaltsfunktion" D (x) des Elektrons ein
s 

führen, die nur für x von der Ordnung des klassischen Elektronenradius d = ~ mc 
merklich von Null verschieden (sonst beliebig) istl. Es wären dann die V.-R. 
(168) und (174) zu ersetzen durch 

Die Nebenbedingung (173 2) wird ersetzt durch 

--}oo n -+ -+ 
divE = (-e)~D(x- x<sl), 

•=1 

und die Bewegungsgleichungen werden 

d~,. = (-e) f D(;- X8 ) {E,.(;) + + H,.,(;) 1X 1(s)}dx(3), 

die MAXWELLsehe Gleichung für den Strom wird endlich 

-+-+ n 
1 iJE(x) -+ -+ ~-+ -+ -+ -c {ft + rotH(x) = (-e) ~ IX(8 lD(x- x<sl). 

8=1 

{168') 

(174') 

Die Selbstenergie wird endlich, weil infolge der D-Funktion ein Faktor hinzu
kommt, der den Integranden im k-Raum für k :;}> 1/d praktisch zum Verschwinden 
bringt (Strukturfaktor des Elektrons). 

Da aber hierbei die relativistische Invarianz der Theorie ebenso wie bei 
dem entsprechenden Verfahren in der klassischen Theorie verlorengeht - im 
gestrichenen Koordinatensystem würde ja D die Zeit explizite enthalten -, 
scheint ein solches Verfahren als Lösung der Schwierigkeit kaum annehmbar. 

1 Vgl. hierzu M. BoRN u. G. RuMER, ZS. f. Phys. Bd. 69, S. 141. 1931. 
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Der Umstand, daß die Selbstenergie nach der Theorie unendlich groß resul
tiert, verhindert auch eine konsequente relativistische Behandlung des Mehr
körperproblems1. 

Es ist bemerkenswert, daß formal ganz analog zum Fall des Elektrons 
auch eine unendlich große Selbstenergie des von einem Lichtquant erzeugten 
Gravitationsfeldes auftritt, wenn letzteres quantisiert wird, obwohl hier in der 
klassischen Theorie keine Punktsingularität eingeführt wird 2• Es hängt dies 
damit zusammen, daß, wie bereits in Ziff. 7 betont, die Anwendung des wellen
mechanischen Formalismus auf Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden 
eine Überschreitung des korrespondenzmäßig Zulässigen darstellt. Wir möchten 
hierin einen Hinweis dafür erblicken, daß nicht nur der Feldbegriff, sondern auch 
der Raum-Zeit-Begriff im kleinen einer grundsätzlichen Modifikation bedarf. 

Über die nötigen Modifikationen des Feldbegriffes möge noch folgendes 
bemerkt werden: Die gegenwärtige Theorie beruht auf zwei logisch unabhängigen 
Fundamenten, denen in der klassischen Theorie die Punktmechanik und die 
MAXWELLsehe Theorie entsprechen; nämlich auf der Wellenmechanik des 
materiellen Teilchens und der Wellenmechanik (Photonentheorie) des Strahlungs
hohlraumes. Dem entspricht es, daß sie von der Atomistik der elektrischen Ladung 
nicht Rechenschaft gibt, da sie ja mit beliebig vielen und auch mit beliebig 
kleinen elektrischen Elementarladungen in Einklang zu bringen wäre. Dem 
entspricht auch ihr (mißglückter) Versuch, das ganze Eigenfeld eines bewegten 
Elektrons in Photonen aufzulösen, anstatt es als ein mit dem Elektron zusammen
bestehendes unteilbares Ganzes aufzufassen, das untrennbar geknüpft ist an 
einen bestimmten numerischen Wert der dimensionslosen Zahl e2 jnc. Hier wird 
eine künftige vollständige relativistische Quantentheorie eine tiefgehende Ver
einheitlichung der Grundlagen bringen müssen. 

1 Näherungsweise Ansätze für dieses liegen vor von G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 34, 
S. 553. 1929; Bd. 36, S. 383. 1930 (magnetische Wechselwirkung, aber ohne Retardierung), 
siehe Kap. 3, Ziff. 22, ds. Handb., und C. MraLLER, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 786. 1931 
(Stöße mit schwacher Wechselwirkung, retardiert behandelt), ferner Ann. d. Phys. Bd. 14, 
S. 531. 1932. Siehe hierzu Kap. 3, Ziff. 50, und Kap. 5, Ziff. 6, ds. Handb. Vgl. auch 
A. D. FoKKER, Physica Bd. 12, S. 145. 1932 und ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 386. 1929, wo 
ein Fall eines Zweikörperproblems mit teilweise retardierten, teilweise avancierten Poten
tialen behandelt wird, bei dem klassisch keine Ausstrahlung erfolgt. 

2 L. RosENFELD, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 589. 1930; J. SoLOMON, ebenda Bd. 71, 
s. 162. 1931. 



Kapitel 3· 

Quantenmechanik der Ein- und 
Zwei-Elektronenprobleme. 

Von 

H. BETHE, München. 

Mit 57 Abbildungen. 

Vorbemerkung. Eines der einfachsten Anwendungsgebiete der Quanten
mechanik ist die Theorie der Atome mit ein und zwei Elektronen. Für den 
Wasserstoff und die dazu analogen Ionen He+, Li++ usw. lassen sich die Rech
nungen exakt durchführen, für die Atome und Ionen mit zwei Elektronen H-, 
He, Li+, Be++ usw. hat man Näherungsverfahren, deren Genauigkeit (zum 
mindesten für den Grundzustand) ebenso groß ist wie die der spektroskopischen 
Messung. Auch das Verhalten der genannten Atome in äußeren Feldern läßt 
sich sehr weitgehend beherrschen, während die Feinstruktur des He und die 
Hyperfeinstruktur des Li+-Spektrums die einfachsten Beispiele darstellen, an 
denen sich theoretische Vorstellungen über die Wechselwirkung schnellbewegter 
Teilchen und über die magnetischen Momente der Kerne prüfen lassen. Über 
die in vorliegendem Artikel gebrauchten Bezeichnungen usw. ist folgendes zu 
sagen: 

1. Um uns von lästigen Zahlenfaktoren zu befreien, verwenden wir im all
gemeinen für alle Größen die von HARTREE eingeführten atomaren Einheiten1; 

Die Grundeinheiten sind: 
Einheit der Ladung = e =Ladung des Elektrons= 4,769 · 10- 10 e.s. E. 

= 1,5907 • 10- 20 * e.m. E., 
Einheit der Masse = m =Masse des Elektrons= 9,037 · 10· 28 g, 

Einheit der Länge = a = 4 : 2 
2 = Radius der innersten Kreisbahn im 

"me 
Wasserstoffmodell von BoHR= 0,5281 · 10- 8 cm. 

Davon abgeleitet: 2 4 2 4 

E . h · d E · · e n me d I I · · d lll elt er nerg1e a = -h-2- = oppe te OlllSlerungsspannung es 

Wasserstoffs = 4,307 · 10- 11 erg, 2 2 

Einheit der Geschwindigkeit v0 = nhe = - 3c = Geschwindigkeit des Elek-
1 7.3 

trons in der innersten Bahn im BoHRsehen Modell des Wasserstoffatoms 
= 2,183 ·108 cmjsec, ha 

Einheit der Zeit _!!:_ = -8 3 4 = 2,4188 · 10- 17 sec, v0 n me 

1 D. R. HARTREE, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 24, S. 89. 1928. 
* Die Bestimmungen aus der kurzwelligen Grenze des kontinuierlichen Röntgenspek

trums sowie aus den absoluten Messungen der Gitterkonstanten von Kristallen scheinen 
übereinstimmend einen höheren Wert zu fordern (ca. 4,79- 4,80 · w- 10 e.s. E.). 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXlV/1. 18 
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v 8.n3 me' 
Einheit der Frequenz ; = -h-3- = 4n Ry (Ry = Rydbergfrequenz) 

= 4,1342 · 10+ 16 sec-1, h 
Einheit der Wirkung 'Ii =- = 1,0418 · 10- 27 g cm2 sec- 1 (erg sec), 

2.n 4 2 3 

Einheit des elektrischen Potentials : = .n h";:e = 0,09030e.s.E. = 27,09Volt, 
e 16.n4 m2 e5 

Einheit der elektrischen Feldstärke {},2 = h' = 5,13 ~ 109 Voltfcm. 

In diesen Einheiten bekommt die Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom 
die Form ( 1) Llu + 2 E + r u = 0. 

r ist der Abstand des Elektrons vom Kern in atomaren Einheiten. Die Energie 
drücken wir bisweilen auch in Rydberg aus, also in halben atomaren Einheiten. 
In diesem Fall schreiben wir stets die Angabe "Ry" neben die Zahlenwerte. 

In der relativistischen Theorie von Wasserstoff und Helium sowie in der 
Strahlungstheorie haben wir zunächst nicht in atomaren, sondern in gewöhn
lichen Einheiten gerechnet. Dies ist geschehen in Ziff. 5. 7 bis Gleichung (7.13) 
einschließlich, Ziff. 8 bis Gleichung (8.13), Ziff. 9, 21, 22, 25 bis Gleichung (25.8) 
einschließlich, Ziff. 26, 27, ferner in der gesamten Strahlungs- und Stoßtheorie 
(Ziff. 38 bis 56). 

2. Wir benutzen stets normierte Kugelfunktionen Y1m (#, q;) (Normierungs
bedingung J IY1m 12 sin# d# dq; = 1), deren Beziehungen zu den gewöhnlichen 
Kugelfunktionen im Anhang (Ziff. 65) erläutert sind. Entsprechend sind die 
radialen Eigenfunktionen normiert durch die Bedingung 

j R2(r) r2 dr = 1. 

Unter d-c verstehen wir das Volumelement 

d-c = dxdydz = r2 drsin#d#dq;. 

3· Die in atomaren Einheiten hj2n gemessenen Momente des Bahndreh
impulses, des Spins und des Gesamtdrehimpulses bezeichnen wir mit f, ß, Wl, 
die entsprechenden Quantenzahlen mit l (Azimutalquantenzahl), s (Spinquanten
zahl), f (innere Quantenzahl). Die Quantenzahlen, welche die Komponenten der 
Drehimpulse in einer festen Richtung z angeben, nennen wir m1, m,, m, wenn es 
sich um die Theorie des Spinelektrons handelt, für das Elektron ohne Spin ver
wenden wir m an Stelle von m1 für die Quantenzahl des Bahndrehimpulses in 
der z-Richtung. - Daneben verwenden wir für den Spin noch den FAULischen 
S . ..... 

pmoperator a = 2ß. 

I. Die Atome ohne äußere Felder. 
A. Das Wasserstoffatom. 
1. Nichtrelativistische Theorie. 

1. Separation der Schrödingergleichung in Polarkoordinaten. Winkel
abhängige Eigenfunktionen und Drehimpulsmatrix. Die Schrödingergleichung 
für ein Elektron im Felde eines Z-fach geladenen Kerns lautet in gewöhnlichen 
Einheiten s 

Llu+ 8~2m(E+z:s)u=O, (1.1') 

in HARTREEschen atomaren Einheiten (vgl. Vorbemerkung 1) 

Llu + 2(E + ~)u = 0. (1.1) 
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Sie läßt sich in Polarkoordinaten separieren. Wir wählen als Zentrum unseres 
Polarkoordinatensystems den Atomkern, als Achse eine beliebige Richtung z. 
rihp seien . die Koordinaten des Elektrons. Den LAPLACEschen Operator L1 
schreiben wir explizit 1 

L1u = a2u ~ au _1_ ~(sin'!?au) __ 1_ a2u 8r2 + r ar + r2sinD an an + r2sin2D aq;2 · (1.2) 

Wir machen den Ansatz 
u = R(r) Y(D, rp) (1.3) 

und bekommen 

r 2 (d2R 2 dR ( Z) ) 1 ( 1 a ( . ay) 1 a2y) R dr2 +--ydr + 2 E +-;- R = Ä.=- y· sinDaD smß an.+ sin2D aq;2 · {1.4) 

Die linke Seite ist eine Funktion von r, die rechte von D und rp allein. l ist 
infolgedessen eine Konstante. Die rechte Hälfte der Gleichung (1.4) 

1 a ( . a y) 1 a2 y 
sinD an sm-8 an + sin2ß> aq;2 + Ä. y = 0 (1.5) 

ist nur lösbar, wenn 
l=l(l+1). l = 0, 1, 2, . . . (1.6) 

In diesem Fall hat sie 2l + 1 Lösungen 

1 . . vll-m! 21+1 m • Y1 =-. -Pl ({}) e•mcp= -- • --·P1 (cos#)e•mcp. 
m ~ m l+m! 4n ' m=-l, ... ,l-1,l (1.7) 

Y 1m ist eine Kugelflächenfunktion, P'(' die unnormierte zugeordnete Kugel
funktion, vgl. Anhang (Ziff. 65). 

Wir geben die ersten Kugelflächenfunktionen explizit an: 

1 
y 00 = ,r:.-= ' 

r4n 

Yn =V 83n sin '!? ei'P, 

Y 20 = 1fS (l cos2ß - _!__), Y 21 = 11815 sinD cos-8 ei'P, Y 22 = _!__1/.!.i sin2ß e2icp, r 4n 2 2 V n 4 V 2n 

Y30 =1,ii;(~ cos3#- ~ cos-8), Y31 =~ ffisinß(Scos2·& --1)ei'P, 

Y32 = _!__ 1/105 sin2D cos'l? e2i'P, 
4V~ 

Y -·v 9 (35 4-'l 15 2-<l+ 3) 40 - 4 n Scos ·u·- 4 cos ·u· S, 

y = l 1 rs sin2#(7 cos2{} - 1) e2i'P 42 4 V s;; , 

y =}_1/35 sin4ße4icp 
44 8 V Sn · 

(1.8) 

In Abb. 1 sind die normierten zugeordneten Kugelfunktionen P1m für l = 1 bis 3 
graphisch dargestellt (d. h. also die von der geographischen Breite D abhängigen 
Bestandteile der Kugelflächenfunktionen). Wie man sieht, hat die Kugelfunk-

1 Vgl. z. B. E. MADELUNG, Mathemat. Hilfsmittel des Physikers, S. 86. 

18* 
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tion P1m zwischen den Polen der Kugel jeweils l- lml Nullstellen. l- lml 
"Breitenkreise" der Kugel sind also Knotenlinien der Kugelflächenfunk-

a) m=O. 

1/"('.11 
1/ f\'<f'T 1'11 

I V y r\ 
jj L \ \ 
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c) m = 2 und 3. 
Abb. 1 a bis c. Die zugeordneten Kugelfunktionen. 

Abszisse {}, Ordinate normierte Kugelfunktion 'I'! m ({}). 

tion Yzm· .Der Realteil der Kugelflächen
funktionen, 

cos Ptm ({)) . mg; sm 

hat außer den eben genannten l - Im I 
Breitenkreisen noch Im I Meridiankreise 
zu Knotenlinien, insgesamt ist also die 
Anzahl der Knotenlinien gleich l. 

Unsere Eigenfunktionen 

u = R (r) Ytm ({), rp) 

haben eine enge Beziehung zum Dreh
impuls des Atoms. Es ist nämlich sowohl 
der Drehimpuls um die z-Achse wie der 

-~ o 2fJ 'lfl 60 80 100 721J T'lfl 1/JO 180 Gesamtbetrag des Drehimpulses eine 0 ~ V 
b) m= 1. Diagonalmatrix (quantisiert): d. h. wenn 

wir die entsprechenden Operatoren auf 
die Eigenfunktion u anwenden, entsteht einfach ein gewisses Vielfaches der 
Eigenfunktion. Der Operator des Drehimpulses um die z-Achse ist definiert 
durch1 

k = -i(x_i_- y_i_) = -i _i_. 
z iJy iJx iJq; (1.9) 

Anwendung auf unsere Eigenfunktion gibt 

kzu = -i 0°9' (R (r) Pzm ({)) }"~.n eimtp) = mu, ( 1.1 0) 

m mißt den Drehimpuls in der z-Richtung, es ist die "magnetischeQuantenzahl" 2• 

1 Wenn k., x, y in atomaren Einheiten gemessen werden. 
2 Vgl. Theorie des Zeemaneffekts, Ziff. 26ff. 
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Der Operator des Gesamtdrehimpulses ist definiert durch 

k2 u = - (x _i}__ - y _}__)2 u - (y _}____ - z ~0-)2 u - (; _}____ - x _}_)2 u oy ox oz oy ox oz 

= r2 (o2u + ~ ou- L1u) or2 r or ' 
Wie sich unschwer durch eine elementare Umrechnung ergibt. Mit Rücksicht 
auf (1.2 bis 6) wird daher 

k2u = r2(02 u _r_ ~- ou- L1u) = l(l + 1) u. (1.11) OY2 I Y OY 
Wir hätten uns die explizite Ausrechnung der winkelabhängigen Eigenfunktionen er

sparen können, indem wir die allgemeinen Sätze über den Drehimpuls benutzt hätten, welche 
besagen: 1. Für ein Elektron in einem beliebigen Zentralfeld sind die Komponenten des Dreh
impulses und sein absoluter Betrag Konstanten der Bewegung. 2. Die Eigenwerte des Quadrats 
des Betrages sind gleich l (l + 1), wo l eine ganze Zahl ist. 3. Die Eigenwerte der Kompo
nenten in einer festen Richtung sind ganze Zahlen m, welche alle Werte von -l bis +l an
nehmen können. 4. Einen Quantenzustand kann man durch Angabe des Betrags des Dreh
impulses und einer seiner Komponenten definieren, also durch die Quantenzahlen l und m. 
Mit der allgemeingültigen Formel ( 1.11) wären wir dann unmittelbar auf die Differential
gleichung für die radialabhängige Eigenfunktion 

d2R + ~ (]_!!__ + 2 (E + ~) R- l(l + 1) R = 0 
d r 2 r dr r r 2 

( 1.12) 

gekommen, welche mit der linken Hälfte von (1.4) identisch ist. 
Ehe wir an die Lösung dieser Gleichung gehen, berechnen wir noch die Matrixelemente der 

Drehimpulse kx und kv um die zur Polarachse z senkrechten Richtungen. Per definitionem ist 

k ·( 0 0) .. 0 . {} 0 l X=-~ y 75Z- zay = ~ smrp o{} + z ctg COS<p O<p' 

(1.13) 
k ·( 0 0) . 0 +. {}. 0 y = -z Z(f;- X Tz = -t COS<p o{} Z ctg Slll<p O<p. 

Also 

(kx+ ikv) Y 1m ({}, rp) = ei'P (88{} + i ctg{} 0°9') Y 1m ({}, rp) =- ]lu=mf(z=t::m + 1) Y 1,m+t ({}, rp), 

(kx- i kv) Y 1m ({}, rp) = -e~iq; (0°{}- ictg{} 0°'P)Yzm ({}, rp) =- j/(l +m) (l- m + 1) Y 1, m-t ({}, <p), 

mit Beachtung der Formeln (65.30, 31). Die Matrizen der Drehimpulskomponenten werden 

also (mlkx+ik.lm- 1) =JYrm({},rp)(kx+iky)Y1,m- 1 ({},rp)sin{}d{}drp } 

=- V(l + m)(l- m + 1) = (m- 1ikx- ikylm). (1·14) 
Die Elemente, welche Übergängen zwischen Zuständen mit verschiedener Azimutalquanten
zahl oder verschiedener radialabhängiger Eigenfunktion entsprechen würden, sind Null. 
Gerrau die Formeln (1.14) gewinnt man bekanntlich aus der allgemeinen Theorie (Artikel 
PAULI, Kap. 2), nur kann man dort das Vorzeichen der Quadratwurzel nicht festlegen. 

2. Ableitung der Balmerformeli. Wir behandeln nunmehr die Differential
gleichung für den von r abhängigen Bestandteil der Eigenfunktion 

d2R + _2_ t!__l!_ + (2E + ~~ _ l(l + 1))R = 0 . (2.1) 
dr2 r dr r r 2 

In dieser Gleichung entspricht das letzte Glied klassisch der Zentrifugalkraft 
des Elektrons, es ist um so größer, je größer der Drehimpuls des Elektrons ist. 

Wir nehmen zunächst an, die Energie E sei negativ. Da die potentielle 
Energie im Unendlichen verschwindet, entspricht E < 0 einem gebundenen Elek
tron, das nur vermöge der Anziehung des Kerns positive kinetische Energie besitzt. 

Wir berechnen zunächst das asymptotische Verhalten von R, indem wir 
alle niedrigeren Potenzen von r gegen die höheren streichen, dann bleibt 

d2 R 
dr2 + 2ER = 0, R = e±l'~2Er. (2.2) 

1 Vgl. z. B. A. SoMMERFELD, \Vellenmech. Erg.-Bd. S. 70 und die Originalarbeit von 
E. ScHRÖDINGER, Abhandlungen zur Wellenmechanik, S. [1). 
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Wenn R (oo) endlich bleiben soll, müssen wir das untere Vorzeichen wählen. 
Wir führen ein 

(2.3) 

und ergänzen die asymptotische Lösung (2.2) zu einer für aller gültigen Lösung 
durch den Ansatz R = e-'•l(r), (2.4) 

wobei I (r) eine im Unendlichen langsam veränderliche Funktion ist. Einsetzen 
von (2.4) in (2.1) gibt für I die Differentialgleichung 

/"+2(~ -s)f'+2(z~~-t(t;t" 1 l)I=O. (2.5) 

Wir entwickeln I in eine Potenzreihe 
00 

I= r?.~a"r" (2.6) 
v=O 

und setzen (2.6) in (2.5) ein 
00 

~a"[((A. + v)(A + v + 1) -l(l + 1 ))rJ·+"-2 - 2 (s(A. + v + 1)- Z)r?.+v-l] = 0. (2.7) 
v=O 

Hier muß der Faktor jeder einzelnen Potenz von r verschwinden. Nullsetzen 
des Faktors von r'- 2 (niedrigste Potenz von r) ergibt als Bestimmungsgleichung 

für l: J.(A + 1) = l(l + 1), 
woraus 

{+l 
l= 

-l-1. 
(2.8) 

Die Bedingung, daß I für r = 0 endlich bleiben muß, zwingt zur Wahl ). = l. 
Durch Nullsetzen des Faktors von rH"-2 bekommt man die Rekursionsformel 

<(l+v)-Z 
a" = 2 av-l (l + v)(l + v + 1) _ ..... l.,..,.(l--,+-1...,.) · (2.9) 

Wir verlangen nun, daß I ein Polynom in r ist, daß also die Reihe für I (etwa 
mit dem Glied an_z_ 1 r"- 1) abbrechen soll: 

Das ist erfüllt, wenn 
an-l = 0. 

z 
s=-:;· 

1 Z 2 

E=--2· 2 n 
Wenn wir diese Bedingung nicht stellen würden, so wäre für sehr große v: 

2a"_1 < (28/+v+l 
. avp:::!l+v+1F::::1C·l+v+t!' 

(2.10) 

(2.11) 

wo c eine Konstante ist; für große r würde sich dann f(r) wie e 2 " verhalten, also 

R = e-er f(r) wie e+er 
ansteigen. Infolgedessen ist das Abbrechen der Reihe für f notwendig, um die Endlichkeit 
der Eigenfunktion bei r = oo zu garantieren. 

(2.11) ist die bekannte BALMERsche Formel für die diskreten Energieniveaus 
des Wasserstoffs (Z = 1) und der Ionen mit einem einzigen Elektron He+, Li++. 
n ist die HauptquantenzahL Von den beiden anderen Quantenzahlen, l und m, 
hängt die Energie überhaupt nicht ab. Die Unabhängigkeit von der magnetischen 
Quantenzahl m rührt daher, daß alle Richtungen im Raum gleichberechtigt sind, 
und gilt (in Abwesenheit äußerer Felder) für alle Atome (Richtungsentartung). 
Daß dagegen die Energie auch von der Azimutalquantenzahl l nicht abhängt, 
ist eine Spezialität des Wasserstoffatoms, die dem exakt CouLOMBsehen Wechsel
wirkungspotential Zfr zu verdanken ist. Diese Entartung hat zur Folge, daß 
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Abb. 2. Termschema des Wasserstoffs. (Aus GROTRIAN, Graphtsche Darstellung der Spektren von Atomen.) 

das Wasserstoffatom besonders stark von äußeren elektrischen Feldern beeinflußt 
wird (Starkeffekt erster Ordnung, statt des üblichen Effekts zweiter Ordnung)!. 

Die Energieformel (2.11) ist durch spektroskopische Messungen außer
ordentlich genau bestätigt worden. Die beim Übergang des Atoms aus dem 

1 Die Alkaliatome, die dem Wasserstoff am verwandtesten sind, zeigen diese Entartung 
nicht: Zwar lassen sich ihre diskreten Energieniveaus noch mit guter Annäherung berechnen, 

wenn man nur die Bewegung ihres Leuchtelektrons im Feld der Ladungsverteilung der 
abgeschlossenen Schalen berücksichtigt, aber dieses Feld ist ein nichtcoulombsches Zentralfeld, 

und die Terme mit gleichem n und verschiedenem l haben ganz verschiedene Energien. 
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Abb. 3. Spektrum des Wasserstoffs. (Aus GROTRIAN, Graphische Darstellung der Spektren von Atomen.) 

Quantenzustand n zum Zustand n' ausgesandte Spektrallinie hat eine Fre
quenz von 'V= __!___ (E - E ·) = Z 2 (__!___ - __!___) atomaren Einheiten1 (2.12) 2n n n 4n n' 2 n 2 

z2 (__!___ - __!___) Ry. n'2 n2 

gleich 
(2.13) 

l Man beachte, daß die atomare Einheit der Wirkung h/2n ist, nicht h. Die Frequenz der Spektrallinien erhält man in CGS-Einheiten bekanntlich, indem man die Energiedifferenz von Anfangs- und Endzustand des Atoms mit h dividiert, in atomaren Einheiten entsprechend durch Division mit 2n. 
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Hier ist Ry die Rydbergkonstante für unendliche Kernmasse 1• 2 

2n2 me4 
Ry = --·Ji3c = 1097)7,43 ± 0,03 cm- 1, (2.14) 

sie ist die am genauesten bekannte von allen atomaren Konstanten, da die 
Wellenlängenmessungen mit einem relativen Fehler von weniger als 10- 6 behaftet 
sind. - Ebenfalls sehr genau ist der experimentelle Wert für die atomare Ein
heit der Frequenz 

V 
v0 = ao = 4ncRy = (4,13419 ± 0,00006) 1015 sec- 1, (2.15) 

der Hauptfehler kommt hier von der nicht ganz exakten Kenntnis der Licht
geschwindigkeit. Tabelle 1. Beobachtete und berechnete Wellen-

In Abb. 2 stellen wir das zahlen und Wellenlängen der Balmerserie. 
Termschema des Wasserstoffs 
dar, in Abb. 3 die Lyman-, 
Balmer-, Paschen- und Bracket
serie, deren Endniveaus die 
Quantenzahlen n' = 1, 2, 3, 4 
haben. Die Abbildungen sind 
aus dem Buch von GROTRIAN 
"Graphische Darstellung der 
Spektren von Atomen und 
Ionen" entnommen. Die Ly
manserie ist, wie man sieht, 
relativ viel mehr zusammen
gedrängt als die höheren Serien. 
Tabelle 1 zeigt die Überein
stimmung zwischen beobach
teten und theoretischen Werten 
der Wellenlängen der Linien der 
Balmerserie5 • 

3. Die radialen Eigenfunk
tionen des diskreten Spek
trums 6• Nunmehr wollen wiruns 
genauer mit den Eigenfunk
tionen beschäftigen. (2.9) in Ver
bindung mit (2.10) ergibt 

n-l-v 
av= -2caP-1V(2l+t+v)' (3.1) 

n 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

v ber. intn. 
Ä Luft her. 

intn. A 

15 233,01 6562,80 
20 564,57 4861,38 
23032,31 4340,51 
24372,82 4101,78 
25181,10 3970,11 
25 705,71 3889,09 
26065,37 3835.43 
26322,64 3797,93 
26512,99 3770,67 
26657,77 3750,18 
26770,44 3734,40 
26859,84 3721,97 
26931,96 3712,01 
26990,99 3703,89 
27039,91 3697,19 
27080,91 3691.59 
27115,60 3686,86 
27145,23 3682,84 
27170,72 3679,38 
27192,81 3676,39 
27212,09 3673,80 
27229,01 3671.51 
27243,94 3669,50 
27257,17 3667,72 
27268,97 3666,13 
27279,52 3664,71 
27289,01 3663.44 
27297,56 3662,29 
27 305,29 3661,25 

also R = c(2s)~ e-i(!(/F( -(n -l- 1), 2l + 2, e), 
wenn e = 2sr = 2Zrfn 

Intn. A 
Ä Luft beob. 

4861,33 Beob. von 
,,,",0 I 
4340,47 PASCHEN 3 

4101,74 
3970,064 

3889,00 
3835.38 
3797,92 
3770,65 
3750,18 
3734,38 
3721,91 
3711,98 
3703,86 
3697,15 
3691,56 
3686,86 
3682,78 
3679,36 
3676,40 
3673,76 
3671,32 
3669,44 
3667,75 
3666,07 
3664,64 
3663,44 
3662,21 
3661,21 

(3.2)7 

(3.3) 
1 Das eigentliche Maß der Frequenz im CGS-System ist sec- I, die Rydbergfrequenz 

ist (nach 2.12, 13) 1/4n der atomaren Frequenzeinheit, welche in (2.15) angegeben ist. Kon
ventionell wird statt der Frequenz der Spektrallinien im allgemeinen ihre Wellenzahl (reziproke 
\Vellenlänge) in cm - 1 gegeben, die sich von der Frequenz durch den Faktor 1/c unterscheidet. 

2 Bezüglich der Korrektur, welche wegen der endlichen Masse des Kerns anzubringen 
ist, vgl. Ziff. 5. 

3 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 935. 1916. 
4 Von Nr. 7 bis Schluß beob. von DvsoN. 
5 Aus PASCHEN-GÖTZE, Linienspektren. 
6 Vgl. W. GoRDON, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 1031. 1929. 
7 Der numerische Faktor (2s)~ ist nur der bequemeren Auswertung später zu berechnen

der Integrale wegen beigefügt. 
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definiert wird und 

ß --· <X <X(<X+1) 2 
F(rx, ,x)-1+ß. 11 x+ß(ß+1)· 21 x+ (3.4) 

die entartete hypergeometrische Funktion ist. c ist eine Konstante. 
Man kann die radialen Eigenfunktionen auch durch die zugeordneten LA· 

GURRREschen Funktionen ausdrücken, welche definiert sind durch 1 

d~ d. 
Lr = de~ L;.(e); L;.(e) =er! de;. (e-r!e<). (3.5) 

Durch Ausdifferenzieren erhält man nämlich 
.t 

L;.((!) = ~ (-1)"(~) ~~ e", (3.6) 
<>=0 

Durch Vergleich mit (3.2) findet man, daß 

R = -c n(~)~2 • 2l + 1! n- l- 1! e-h> e1 L~,~l (e). (3.8) 

Natürlich kann man auch direkt nachweisen, daß (3.8) die Differentialgleichung 
(2.1) befriedigt. 

Wir haben die Eigenfunktion jetzt zu normieren durch die Vorschrift 

J R2 r 2 dr = 1, (3.9) 
m.a.W. 

c2 2l + 1 !2 n- l- 1 !2! -(! 2l+2 (L2l+1( ))2d = 1 
n+l!4 e (! n+! (! e . {3.10) 

R ist dann die normierte Eigenfunktion. 
a) Auswertung von Integralen über Laguerrefunktionen2• Wir berechnen 

statt des Integrals in (3.10) gleich das allgemeine Integral 

00 

Ji"~ = ;.:2 J e-e e~+a ( Lf (e) )2 de. (3.11) 
0 

Zu diesem Zweck setzen wir für die eine Laguerrefunktion die Darstellung (3.5) ein: 

00 
(3 .12) 

f d. d~ + ( -1)~ ee- (e;. e-!?) - (e~+a e-e Lf (el) de . 
de.t de~ 

0 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: 
1. Wenn a nicht negativ ist, so verschwindet der integrü:rte Bestandteil mindestens 

1 Vgl. z. B. A. SoMMERFELD u. G. ScHUR, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 409. 1930. 
2 Spezialfälle z. B. bei E. SCHRÖDINGER, Abh. zur Wellenmechanik, S. [133]; I. WALLER, 

ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 635. 1926; L. PAULING, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 114, S. 185. 1927. 
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wie e an der unteren Grenze und wie e-e an der oberen. Dann bleibt das Integral zu be
rechnen. In diesem setzen wir für die Laguerrefunktion L ihre Potenzreihenentwicklung 
{3.7) ein und führen die pfache Differentiation aus: 

00 J.-1' I' 

j<ol = _.!._!_!!_ ( ). e-e) """ ( ). ) (- )" """ (- )Y ( .U) .U + a + IX! (!y+a+<X • 
).I' ). ! d(!). (! ..:::.. \p +IX IX! ..:::.. )' )' + <1 + IX! 

0 <X=O y=O 

Nochmalige ).fache partielle Integration gibt 

'!"" J.-1' ( ) ;. I' r+a+<X-J. ) J (a) = (-)). .U + <1 • ). 6-e d """ ( _ )" .U + <1 +IX ( ) ~( _ )Y (! (.U , 
;.~'- l! e e,.::;.. IX .u +IX ,.::;.. r+a+IX-l! r 

0 <X=O y=J.-a-<X 

wobei das Gliedle-e jeweils für das Verschwinden der integrierten Bestandteile sorgt. 
Nunmehr können wir endgültig nach e integrieren und erhalten 

).-!' I' 

Jia~= (-))..U +a! ~ (-)" t +:+IX)~~ IX)~ (-)Y(~)(" +~+IX). 
<X=O (=J.-a-<X 

Die Summe über r läßt sich elementar ausführen und gibt (-)I'(;, + IX); führen wir dann 
noch die Bezeichnung {J = IX - ). + .u + a ein, so wird · - .U 

J(a) = (-)a_l_l al ~ (-)ßfa) (). + fl) (). + {J- .U) • 
).!' l-.ul ..:::.. \ß 11 (J 

/1=0 

().13) 

2. Für negative a verschwindet umgekehrt das Integral, wie aus (3.13) hervorgeht, 
dafür sind die integrierten Terme in (3.12) an der unteren Grenze endlich (für e = oo ver
schwinden sie natürlich immer noch exponentiell). Man findet mit (3.7) 

dl'-ß-1 (ee.!!...(eJ.e-e)) =L~'--ß-1(0) = (-)1'-ß-1;.!( ;. ). 
de~'--P-1 de;. e=o ;. \p - {J- 1 

J.-1' 
!!._ (e-e i<+a L~') = ;. ! ( _ )fl-a """ ( fJ ) { ). ) IX + .U + a I • 
deß (! ). q=O ..:::.. IX+ .U + <1 \p + IX IX! 

<X=O 
Einsetzen in (3.12) gibt 

J.-1' 1'-1 

Ji~ =~~~IX) IX+ ~I+ a!~~- ~- 1) (-)1'-fl-a(.U +~+IX)· 
<X=O ß=O 

Die Summe über {J läßt sich elementar ausführen und gibt 

(-)"(;.- .u- (IX+ 11 + 1))· 
-(~X+a+1) 

Setzen wir noch -(a + 1) = s und s- IX= l'• so kommt 

8 (s) (;. - ,u + ") 
J (a) = __ l_! _ ""'(-)s-r l' s__ (3.14) 

;." l-.u!s+1!,.::;. t.u+s-r) (a=-O+s>s-1) 
y=O \ S + 1 

b) Diskussion der normierten Eigenfunktionen. Aus Formel (3.13) 
entnehmen wir das N armierungsintegral in (3 .1 0), indem wir setzen: Ä. = n + l, 
p, = 2l + 1, a = 1 

J<tJ n + 1 ! . 1 / n + 1 ! 1 
n+I, 2H1 = n- 1- 1! • 2n' c = V n- 1- 1! · 2n · 21 + 1! · (3.15) 

Also wird die normierte Eigenfunktion (vgl. 3.2, 8, 10) 
t Zr Rnl(r) = _ n -1 3- 1! (2~~ e -11 (2Zr)l L~~:? (2Zr) 

n + 1!• (2n)f n-} n n 
(3.16) 

Zr 
_ 1 v n+11 (2~"W -n-(2Zr)l ( 2Zr) 
- 21 + 1! n -1- 1! 2n. n} e ----n F - (n -l-1), 2l + 2, ----n .(3.17) 
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Wir geben im folgenden die expliziten Ausdrücke für die ersten radialen Eigenfunktionen des Wasserstoffs (Z = 1) 

(3.18) 

In Abb. 4 sind die Eigenfunktionen als Funktionen von e graphisch dargestellt. 
Abb. 5 stellt die zu den Eigenfunktionen korrespondierende Ladungsverteilung 

K n-1, l=O 

"11 n-8, l=O 

11.,1 n-3, l-o 

~1~2 n=S l-1 

0 
Abb. 4. Radiale Eigenfunktionen des Wasserstoffs. (Nach 
PAULING.) Abszisse I!= 2rfn, Ordinaten· Rnz(r). Den 
Knrven sind außer den Quantenzahlen nl auch die Be· 
zeichnungender entsprechenden Röntgenniveausheigefügt. 
(Statt der Bezeichnungen L 11 , L 01 , L,1 sind in der Rönt-

genspektroskopie L1, Lu, Lu1 üblich.) 

dar, und zwar ist r2R~ 1 (r) als Funk
tion von r aufgetragen, d. h. die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß sich das Elek
tron in der Kugelschale zwischen r und 
r + dr befindet. Man sieht, daß die 
Ladungsdichte ihr Maximum in um 
so größerem Abstand vom Kern erreicht, 
je größer die Hauptquantenzahl ist. Bei 
gleicher Hauptquantenzahl haben die 
Eigenfunktionen mit niedriger Azimu
talquantenzahl l relativ die größte 
Amplitude in der Nähe des Kerns. Die 
radialen Eigenfunktionen haben n-l-1 
Nullstellen, die totale Eigenfunktion 

u = Rnz(r) Pzm(cos#) ~f~mtp 

hat also n- 1 Knotenflächen, von 
denen n - l - 1 konzentrische Kugeln 
sind (r = konst.), l - m Kegelmäntel 
mit der Spitze im Nullpunkt ({) = konst.) 
und m Ebenen durch den Nullpunkt 
(tp = konst.)I. Ein besonders schönes 
Bild der Ladungsverteilung in den 

1 Vgl. S. 276. 



Ziff. 3· Die radialen Eigenfunktionen des diskreten Spektrums. 285 

verschiedenen Zuständen des Wasserstoffs geben die photographierten Modelle 
von WHITE 1 • 

1\ 

\, .... 
/ ,7 

~~ .. "'' 
0. 

0 

',dfl .J/J 

~ 
1--"' -----·_:-=:-1--c::::.::.,_ ------- r=::=::·····-

10 75 
lhfqrlien 

zo 

a) s·Zustände (l = 0). 

---75 zo 
II -l?trrlien 

b) P-Zustände (/= !). 

-----~----

.JO 

43.------r------.------.------,------,------~ 

c) d-Zustände (I= 2) und 4 !-Zustand. 

Abb. 5 a bis c. Ladungsverteilung in den ersten Zuständen des Wasserstoffs. Abszisse: r in Wasserstoffradien, Ordi
nate: Anzahl Elektronen in der Kugelschale zwischen y und y + dY (e • Y2 = R~ z (r) • r'). Die Kurven sind mit den 

betreffenden Quantenzahlen n l beziffert. 

c) Mittelwerte der Potenzen von r. 2 Besonders anschaulich werden 
die Unterschiede der verschiedenen radialen Eigenfunktionen, wenn wir die 
Mittelwerte der Potenzen des Abstandes des Elektrons vom Kern bilden 

(3.19) 

wo die Ji~ die in (3.13, 14) berechneten Größen sind. Einsetzen ergibt die 
expliziten Formeln 

1 H. E. WHITE, Phys. Rev. Bd. 37, S. 1416. 1931. 
2 Zitate vgl. a). 
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(3.20) 

- n2 
r2 = 2 z 2 (5n 2 + 1- 3l(l + 1)), (3.21} 

ra=s;a(35n2 (n2 -1)-30n2 (l+2)(l-1)+3(l+2)(l+1)l(l-1)), (3.22) 

f4 = 8~4 (63n4 - 35n2 (2l2 + 2l- 3) + 5l(l + 1)(3l2 + 3l- 10) + 12), (3.23} 

- z 
r-1 =

n2' 

Z2 
r-2 = na(l+!)' 

za 
r- 3 = n 8 (l + 1) (l + !)l' 

_ 4 _ Z 4 ·!·(3n2 -l(l+1l) 
r -n5 (l+~~)(l+t)(l+i)l(l-!)" 

(3.24} 

(3.25) 

(3.26) 

(3 .27) 

Für die ersten Zustände des Wasserstoffatoms sind die Mittelwerte in Tabelle 2 
verzeichnet. 

Tabelle 2. Numerische Werte der Mittelwerte von r". 

n=1 n=2 n=3 n=4 

1=0 1=0 I 1=1 1=0 1=1 1=2 1=0 I 1=1 I 1=2 I 1=3 

v=1 1! 6 5 13! 12! tOt 24 23 21 18 

2 3 42 30 207 180 126 648 600 504 360 

3 7! 330 210 3442! 2835 1 701 18 720 16800 13104 7920 

4 22! 2880 1680 61357! 49005 25 515 570240 497280 362880 190080 

1 1 1 -1 1 9 -
16 

1 1 2 2 2 1 1 1 1 -2 2 4 - 81 135 96 160 
-

12 27 32 224 

-3 
j 1 1 1 1 1 

00 00 - 00 81 00 
960 2688 24 405 192 

1 10 2 23 1 1 -4 00 00 - 00 
3645 

00 -
26880 24 729 3840 3840 

Die Mittelwerte der Potenzen mit positivem Exponenten werden im wesent
lichen durch die Hauptquantenzahl n bestimmt, während bei den Potenzen mit 
negativem Exponenten die Nebenquantenzahl l eine ausschlaggebende Rolle 
spielt. Das ist nur natürlich: Für große r, welche ja bei der Berechnung 
der erstgenannten Mittelwerte wesentlich in Frage kommen, verhält sich nach 
(3.7, 8) die Eigenfunktion wie (!n-1 e-e, für kleine r wie e1• Anschaulich 
gesprochen: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in großer Ent
fernung vom Kern ist für die Kreisbahnen (l = n - 1) und die exzentrischen 
Ellipsenbahnen (l klein) der BoHRsehen Theorie nahezu die gleiche, sie hängt 

2 

im wesentlichen von der Länge der großen Achse der BoHRsehen Ellipse a ; 

ab. Dagegen kommt das Elektron (bei festgehaltenem n) viel öfter in unmittel
bare Nähe des Kerns, wenn sein Quantenzustand einer exzentrischen BoHRsehen 
Bahn entspricht, als wenn es sich in einer Kreisbahn bewegt. (Für v <- 2l- 2 
hat sogar rv den Wert unendlich, der Mittelwert verliert also seinen Sinn.) 
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Der großen "Exzentrizität" der BoHRsehen Bahnen mit kleinem l korre
spondiert in der Quantenmechanik ein großes mittleres Schwankungsquadrat 
des Abstandes Kern-Elektron: 

z. B. 

----=---- - - n 9 (n9 + 2) -l9 (l + 1)2 
(r - r) 2 = r - r 2 = _,___:_-'--==---'--'----'--

4Z2 ' 

4Zs ur , I n2 (n2 + 2) f" l = 0 

i2-r2= n2(2n+1) f" l- 1 
~-ur -n-. 

(3.28) 

Besonders einfach ist nach (3.24) der Ausdruck für den Mittelwert von r- 1, 

Mit seiner Hilfe können wir unmittelbar den bekannten Satz1 verifizieren, daß 

der Mittelwert der potentiellen Energie V = - Z gleich der doppelten Gesamt-
energie E ist (Virialsatz) r 

- - zs 
V= - Zr-1 = - 2 = 2E (vgl. 2.11). n (3.29) 

d) Verhalten der Eigenfunktionen für große HauptquantenzahL 
Darstellung nach der Methode von WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN. Wenn 
man von der Normierung absieht, verhalten sich alle Eigenfunktionen mit fester 
Azimutalquantenzahll und verschiedener Hauptquantenzahl n in der Nähe des 
Kerns gleich, sobald nur n -;:p l ist. Das sieht man etwa aus der Formel (3.17), 
wenn man dort l neben n vernachlässigt, 

R nl (2Z)~ (2Zr)l _Zr ( 1 n-l-1 2rZ (n-l-1)(n-l-2) (2rZ)2 ) I 
nl~2l+1lf2 n n e n - 21+2 ·----n+ (21+2)(21+3)2! n +··· (3.30) 

· (Z)~· (2Zr) 1 ( 2rZ (2rZ)2 ) 
~ 2 n 21 + 11 1 - 21 + 2 + (2t + 2) (21 + 3). 21- · · · • 

oder noch einfacher direkt aus der Schrödingergleichung (2.1): Die Energie 1/2n2 

ist nämlich offenbar neben 1/r und neben l(l + 1)/r2 zu vernachlässigen, sobald 
n sehr groß, r aber von der Größenordnung 1 ist (genauer, solange r<.n2/Z). 
Dann geht (2.1) über in 

(3 .31) 

Die Differentialgleichung (3.31) enthält n nicht mehr, ihre Lösung ist daher 
ebenfalls von n unabhängig. Sie lautet 

Rooz = ,~12t+l (y8Zr), 
y2Zr 

(3.32) 

wobei 1 die BESSELsche Funktion und c eine Konstante ist2. Unter Benutzung 
der Potenzreihenentwicklung für 1 erhält man für R die Entwicklung (3.30) 
zurück. Für große r ergibt sich aus der asymptotischen Formel für die Bessel-
funktionen c (,,-- :n: 21 + 1 ) 

Rooz = · cos r8Zr--- --:n; (3.33) 
(2Zr)~ }in 4 2 ' 

wobei natürlich darauf zu achten ist, daß r ")}> n 2fZ bleiben muß. 
Wird r vergleichbar mit n 2JZ, so erhält man eine brauchbare Näherungs

formel für die radiale Eigenfunktion nach der WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUINschen 

1 Vgl. A. SoMMERFELD, Wellenmechan. Erg.-Bd. S. 292. 
2 Vgl. jAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, insbes. S. 166 (Differentialgleichung), S. 98 

(asymptotische Formel), S. 90 (Reihenentwicklung). 
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Methode (vgl. Ziff. 32). Man muß zunächst aus der Differentialgleichung (2.1) 
den ersten Differentialquotienten fortschaffen; zu diesem Zweck führt man 
v = Rr anstatt R ein. Dann gilt für v 

(3.34) 

Der Faktor von v stellt die kinetische Energie des Elektrons dar, er ist positiv 
für r1 < r < r2, wobei 

n2 n 
r1, 2 = z ± z fn2 - l (l + 1) (3.35) 

ist. r1 und r2 sind Perihel und Aphel der klassischen Bahn des Elektrons. Im 
Gebiet der klassischen Bahn r1 < r < r2 wird nun nach (32.3) die Eigenfunk
tion sehr angenähert dargestellt durch 1 

v = a (2Z - Z2- (l + j-)2)-!cos[ frv2Z - Z2- (l + W dn- !!....] 
r n2 y2 (! n2 (!2 o: 4 

r, 

(2Z z2 (1+1)2)-! [1/ Z2r2 
= a r - n2 - --;y1- cos V 2Z r - ~ - (l + !)2 

(3.36) 

Zr-n2 n Zr-(1+!) 2 "] +narcsin ync -(l+!)arcsin-z · y +(n-l-1)- . 
n n2-(t+t)2 r n2-(l-W 2 

Obwohl (3.36) recht kompliziert aussieht, ist die Formel in 
brauchbar. Für (l + i) 2 <::Zr<::n2 geht sie über in 

praxi doch gut 

V= a(2~r cos(f8Zr- (2l + 1) ~ - :) . 

Die eigentliche radiale Eigenfunktion R = vfr wird daher identisch mit 
wie es sein muß2, und die Konstanten stehen in der Beziehung 

c = f2nZ a. 

(3-37) 

(3-33), 

(3.38) 

Außerhalb des Gebiets der klassischen Bahn fällt v exponentiell ab (s. 32.4}. 
Wenn wir also z. B. das Normierungsintegral 

00 00 

jR;, 1 r2 dr = Jv2 dr = 1 
0 0 

berechnen wollen, brauchen wir nur das Gebiet r1 < r < r2 zu berücksichtigen. 
Außerdem können wir uns zunutze machen, daß der cos in (3.36) rasch ver
änderlich ist, verglichen mit dem anderen Faktor, und können daher cos2 durch 
den Mittelwert ! ersetzen. Dann wird 

(3-39) 

Die Eigenfunktion ist also für r <::: n 2/Z proportional 1/nt: Dies ist der einzige 
Faktor, durch den u von n abhängt. Natürlich ist die Normierung (3.39) für 

1 Vgl. Ziff. 32. 
2 Die asymptotische Formel der BESSELschen Funktionen kann danach als Spezialfall 

des W.K.B.-Verfahrens angesehen werden. 
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große n genau identisch mit der früher abgeleiteten: Setzt man c in (3. 32) ein 
und benutzt die Reihenentwicklung der BESSELschen Funktionen, wie sie z. B. in 
]AHNKE-EMDE, Funktionentafeln S. 90, angegeben ist, so erhält man genau (3.30}. 

e) Erzeugende Funktion der Laguerrefunktionen1 . Bisweilen ist 
eine andere Darstellung der LAGUERREschen Funktionen gegenüber (3.5) vor
zuziehen, besonders wenn es sich um die Berechnung von Übergangswahrschein
lichkeiten handelt 2• Die Funktionen lassen sich nämlich durch eine erzeugende 
Funktion definieren 1 : 

-~t__ 1 ~ tk 
e 1-t. 1- t = ~ LTc(x) k!. (3.40) 

Tc 

Beweis: Differentiation von {3.40} nach t und Nullsetzen des Koeffizienten 
von tk gibt 

L1c+ 1 - (2k + 1- x)Lk + k2 L1c_ 1 = o. 
Differentiation nach x 

L~ = k(L~_ 1 - L1c-1). 

Nach kurzer Rechnung folgt aus (3.41, 42) die Differentialgleichung 

x L~ + ( 1 - x) L~ + k L1c = 0. 

Setzt man k = n + l und differenziert 2l + 1 mal nach x, so kommt 

x(L~W)" + (2l + 2- x)(L~W)' + (n- l- 1)L~W = o. 

(3.41) 

(3 .42) 

(3.43) 

(3.44) 

Setzen wir hier x = e = 2er, so folgt für f = r1 • L~~~~ (2er) mit Rücksicht auf 
(2.10) unschwer die Differentialgleichung (2.5). 

Daß (3.40} auch in der Normierung mit (3.5) übereinstimmt, erkennt man 
durch Berechnung des von x freien Gliedes in Lk: 

dk ( -~ 1 ) ( k! ) 
Lk(x) = dtk e l-t. 1- t t=O = (1- tjk+l + x ... t=O = k! 

in Übereinstimmung mit (3.6). rmalige Differentiation von (3.40} nach x gibt noch 
xt (-1)' -- ~ tk-r 

(1- t)'+l e l-t = ~ Ll;(x) kT (3 .45) 

als Darstellung für die zugeordneten Laguerrefunktionen. 
4. Die Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums 3• Wir kommen 

zum Fall Energie E > 0. 
Hier wird die in (2.3) definierte Größe 

e = if2E = ik (4.1) 

rein imagmar, sonst ändert sich an der Ableitung in Ziff. 2 nichts bis zur Re
kursionsformel (2.9). Das Verhältnis avfav-l wird aber jetzt komplex, und wir 
können nicht mehr durch spezielle Wahl von e die Potenzreihe (2.6) zum Aus
brechen bringen. Das ist auch gar nicht nötig, weil nunmehr e+er für r = oo 
genau so gut endlich bleibt wie e-er. Wir haben also für fedes positive E eine 
Lösung; an die diskreten Niveaus mit negativer Energie schließt sich ein kontinuier
liches Spektrum von positiven Eigenwerten. 

1 Siehe z. B. E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 80, S. 131. 1926. 
2 Vgl. Ziff. 41 und vor allem W. GoRDON, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 1031. 1929. 
3 \Vir schließen uns an A. SoMMERFELD und G. SCHUR an (Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 409. 

1930); siehe außerdem E. FuEs, ebenda Bd. 87, S. 281. 1926; W. GoRDON, ebenda Bd. 2, 
S. 1031. 1929, und anderwärts. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 19 
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Für die Zustände des kontinuierlichen Spektrums sind die Eigenfunktionen 
nach (3.2), (3.4) durch hypergeometrische Funktionen ausdrückbar, da ja die 
Rekursionsformel (2.9) noch gilt. Nur ist 

z . z .z 
n =- = -t-== = -t-

s Y2E k 
(4.2) 

imaginär. 
Dementsprechend hat auch die Definition (3.5) der Laguerrefunktion keinen unmittel

baren Sinn mehr. Wir können aber unter Verwendung des CAUCHYschen Satzes 

d1f(x) = T(J.. -t__!lf f(z) dz 
dxA 2ni (z- x)A+l 

(4.3) 

aus (3.5) leicht eine für beliebige J.. gültige Darstellung der Laguerrefunktion 

L() r().+1) "f e-ZzA d T(2+1)J-x( + );. -(1+l)d 
A (2 =----e' Z=---.- e X (2 X X 
. 2ni (z- e)!·+l 2nt 

(4.4) 

gewinnen. In der zweiten Darstellung ist die Integrationsvariable z durch x + e ersetzt. 
Der Integrationsweg geht um die beiden Verzweigungspunkte des Integranden bei x = 0 
und x = -e in einer einfachen Schleife herum (Weg a, Abb. 6). Für die zugeordneten 
Laguerrefunktionen erhält man durch ,umalige Differentiation von (4.4) die Integraldar

b 

c 

Abb. 6. Integrationsweg für die 
kontinuierlichen Eigenfunktionen. 
Der Integrationsweg (a) umschließt 
die beiden Verzweigungspunkte 
; = +! (x = 0) und e = -! 
(x = -o) des Integranden. Integra. 
tion aufdem Weg b liefert asympto
tisch für große r die einlaufende 
Welle R 12l, auf dem Weg c die aus-

laufende Welle Rl1l. 

stellung (,u ist positiv und ganz) 

V'(e)= (T(l+ 1l) 2 Je-•(x+e)1-.ux-<A+I>dx, (4.5) 
1 2ntT(2- ,u + 1) 

und daraus bekommt man endlich, indem man 2 = n + l, 
,u = 2l + 1 setzt, mit e-1!12 r 1 multipliziert und alle konstan
ten Faktoren in die Konstante c hineinnimmt, die radialen 
Eigenfunktionen 

R=c (-te)'e-e/2. _1 __ J(x+e)n-z-1x _,._ z-1 e-xdx 
2nt (4.6) 

(t" )-Z-1 f ( 1 )n-Z-1( 1 )-n-Z-1 
=C (22 n · e-g; c;+-z c;- Z dc;. (4.7) 

Die Darstellung (4.7) erhält man aus (4.6) durch die Sub
stitution x = e(~-t), der Integrationsweg umläuft dann die 
beiden Verzweigungspunkte ~ = ± t im positiven Sinne. 
Man sieht aus (4. 7) unmittelbar, daß für rein imaginäre e 
und n die radiale Eigenfunktion rein reell wird. 

Durch Entwicklung von (4.6) nach Potenzen von e und 
Ausführung der Integrationen nach dem CAUCHYschen Satz erhält man die Darstellung (3.2) 
für die radiale Eigenfunktion (bis auf einen numerischen Faktor) zurück: 

R _ (- ie)'e-e/2 ~(n- l- 1) "'fe-•dx I 
nz(e) -c 2ni ..::::;. iX (2 x2'+2+"' 

= (-ie)'. _c__:_=e
0
-ef2 . F(-(n- l- 1) 2l + 2, e). 

2l + 1! , 

(4.8) 

Die Reihe für die hypergeometrische Funktion F [vgl. (3.4)] konvergiert für alle f!• jedoch ist 
die Konvergenz für große e sehr schlecht. Deshalb ist es notwendig, für große e eine asympto
tische Entwicklung zu suchen, welche nach fallenden Potenzen von e fortschreitet. Zu diesem 
Zwecke zerlegen wir den Integrationsweg a in Abb. 6 in zwei Schleifen (Integrationsweg b, c) 
welche, vom Unendlichen her kommend, die beiden Verzweigungspunkte einzeln, und jeden 
im positiven Sinne, umschließen. Auf dem Weg b entwickeln wir (x + e)n-Z- 1 nach fallenden 
Potenzen von e : 

(X+ Q)n-Z-1 = ~ (n- ~- 1) (!n-l-1-<Xz<X • 

<X 

Die Entwicklung divergiert für die entfernteren Teile des Integrationsweges (lxl > Iei). 
die entstehende asymptotische Entwicklung von Rnz wird daher nur semikonvergent. Wegen 
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der Ausführung der Integration verweisen wir auf die Arbeit von SoMMERFELD und SCHUR 
und geben hier nur das Resultat: Der Integrationsweg b liefert zur asymptotischen Dar
stellung der Eigenfunktion den Beitrag 

e-te-in(n+!l>+nlga ( 1 ) 
Rl21 = c G n + l, l + 1 - n , -- , 

I'(n + l + 1) · e (! 
(4.9) 

wo 

G( ß x)= 1 +rxßx+rx(rx+1)ß(ß+1)x•+··· 
!X' ' 1! 2! 

eine hypergeometrische Funktion istl. Auf dem Integrationsweg cersetzt man bequemerweise 
x wieder durch z [vgl. (4.4)] und bekommt dann als Beitrag zur asymptotischen Darstellung 
genau das konjugiert Komplexe von Rl21. 

Die gesamte Wellenfunktion wird asymptotisch, wenn man noch für e und n 
ihre Werte aus (3.3), (4.1), (4.2) einsetzt: 

wobei 

"'z 

R = jl'(l;; ~ i:jk)[krcos(kr + ~ lg2kr- ~ (l-1)- a1), 

Ot = argr(z + 1 + i~) 

(4.10) 

die komplexe Phase der F-Funktion ist. Die Eigenfunktionen gehen also asym
ptotisch in Kugelwellen über. 

Wir haben nunmehr die Eigenfunktion R zu normieren. Die Vorschrift für 
die Normierung von Eigenfunktionen im kontinuierlichen Spektrum lautet be
kanntlich 

= T+LlT J r 2 dr R1•1(r) J RT'z(r) dT' = 1. (4.11) 
0 'l'-LlT 

Dabei ist T irgendeine Funktion der Wellenzahl k, z. B. die Energie W = tk 2 

oder k selbst; LJT ist ein kleines Intervall. Wenn die Bedingung (4.11) erfüllt 
ist und die Eigenfunktionen Rnz des diskreten Spektrums in üblicher Weise 
normiert sind : 

J R;<~(r) r2dr = 1, 

so sind in der Entwicklung einer beliebigen Ortsfunktion nach Eigenfunktionen: 

f(r, if, g;) = '};m~Yzm(D, g;)c~«nzmRndr) ~fo~T(k)aTzmR7.z(x)) 
(4.12) 

= ~ «nzm Unzm(r, {}, g;) + J dT ~ «Tlm UTzm 
nlm lm 

die Entwicklungskoeffizienten gegeben durch 

n 2:l" 

«nzm = jr2drjsin{}d{}jdg;f(r, {}, g;)Rndr)Yirn({}, g;) = jdrfu:ftrn• 
0 0 0 

n 2n 
(4.13) 

«Ttrn = J r2drJ sin {} d{} J dg; f(r, {}, g;) RTz(r) Yirn ({}, g;). 
0 0 0 

1 Vgl. hierfür auch M. STOBBE, Ann. d. Phys. Bd. 7, S. 661. 1930, dort S. 713. 

19* 
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Wir nennen die Eigenfunktionen RTl "in der T-Skala normiert". Zwischen den 
in der T-Skala normierten und den in der k-Skala normierten Wellenfunktionen 
besteht die Beziehung 

(4.14) 

wie aus (4.11) ohne weiteres hervorgeht. 
Wir berechnen den Normierungsfaktor m der k-Skala, indem w1r gemäß 

(4.10) setzen 

R = ~ · cos(kr + ~ lgkr- o1), ( 4.15) 

b ist der zu bestimmende Normierungsfaktor, ö1 ist von r unabhängig. Es wird 

kf+Lik ( Z , ) ( Z ) sinLikr 
dk' cos ,k'r + -k-,lg2k r- ö = 2 cos kr + k lg2kr- ö -r--, (4.16) 

k-Lik 

wenn wir Größen der relativen Größenordnung 1/kr und L1 kfk fortlassen. Ein
setzen von (4.15), (4.16) in (4.11) mit T = k gibt 

2b2fsin:kr drcos2(kr + ~ lg2kr- o) = b2 • ~ = 1, 

0 

( 4.17) 

wenn wir den rasch veränderlichen cos 2 durch seinen Mittelwert i ersetzen. 
Also wird 

b- y'3: - ;n;' V21 ( z ;n; ) Rk = - ·- · cos kr +- -lg2kr-- (l- 1)- a1 :rc r k 2 
(4.18) 

oder auch bei Normierung in der Energieskala wegen 

w = ~ k2' dd u;. = k' •j 

Rw = 1/ ~- · _1_ • cos(kr + !__ lg2kr- ]I;_ (l + 1) + a1). :rck r k 2 

(4.19) 

Vergleichen wir nun die normierte Eigenfunktion ( 4.18) mit der asymptotischen 
Darstellung (4.10) für die unnormierte Eigenfunktion, so finden wir 

12 I ( Z)l "_!._ 
ck = V-;; k Ir l + 1 - i k I e 2 k ' (4.20) 

Von hier aus können wir durch Zurückgehen auf (4.6), (4.7) die Integraldarstellung 
für die normierte Eigenfunktion finden oder durch Einsetzen von (4.20) in (4.8) 
die Reihendarstellung für kleine Kernabstände. Es ist praktisch, dabei die 
F-Funktion noch durch ihre Rekursionsformel 

F(x + 1) = xF(x) 

und durch die bekannte Formel 

F(x)F(1- x) = ~-
Slnnx 

auf elementare Funktionen zurückführen: 
l 

IF(l + 1 -in') I= ynn' n y:Sz+ n' 2 (Sinnn')-t mit 
s~l 

' z ( n = k. 4.21) 
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Man erhält dann als endgültige Integraldarstellung 
- l 

Rw= (-)l+l f2Z ,IJys2+nl2,(2kr)-(l+1) 
V 1 - e2nn s=l 

• - e e;. ~ + - ~ -- s-1 f _ ( 1 )-in'-l-1( 1 )+in'-l-Jdl: 
2n 2 2 

oder auch in Reihenform 
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(4.22) 

Rw = Y2 Z IJ1 ys2 + n1 2 (2 kr)!, eikr F(in1 + l + 1, 2l + 2, 2ikr). (4.23) 
,/1 _ -2n;n' 2t + 1 • 
r e s=l 

Abb. 7 zeigt die kontinuier- AE=!(\ [\ /\ /\ /\ 
liehen Eigenfunktionen für V\J vv~ 
E =0, 0,25, 1. E-42S ~ ~ / 

5. Mitbewegung des ,__/'\+-_7 /'------T '\ __ 7 /'-------'1 '\.-----r---
Kerns. Wir haben bis jetzt VQV 
(s. Ziff.1) die Fiktion gemacht, · ~ 
daß der Atomkern unendlich <>'l-;;..E-o ~ 
schwer ist und daher in Ruhe ~ V\ / 1 '\.~ 
bleibt. Dies wollen wir nun- ._ o \b~o 
mehr korrigieren. Wenn wir V __.... r 
vorerst in CGS-Einheiten rech
nen, mag etwa der Kern die 
Masse M und die Koordinaten 
~1 'Y} 1 C"1 haben, während sich 

Abb. 7. Die kontinuierlichen Eigenfunktionen des Wasserstoffs für 
l = o. E = 0, 0,25 und 1 Rydberg. Abszisse r in Wasserstoffradien, Or· 
dinate r • Rso. Während für E = o die "Wellenlänge" und die Ampli· 
tude nach außen zu stark zunimmt, ist sie für E = 1 fast konstant. 

die Größen mit Index 2 auf das Elektron (Masse m) beziehen. Dann lautet die 
HAMILTONsche Funktion 

H- p~ + p~ Ze2 
_2M 2m-e 

und die Schrödingergleichung 

h2 LI I h2 LI I (EI Z e2) I (5 ) 
8.n2M 1u + S.n2m 2u + + e u = 0. . .1 

A 02 02 02 . d L h 0 . K f" . d LJ 1 = 0 ~~ + 8111 + 8 ~~ Ist er APLACEsc e perator Im on Igurahonsraum es 

Kerns, u' hängt von den 6 Koordinaten von Kern und Elektron ab. Wir führen 
die Koordinaten des Schwerpunkts 

X= M~1 + m~2 (Y, Z entsprechend) 
M+m 

und die Relativkoordinaten 

X= ~2- ~1 (y, z entsprechend, e = yx2 + y2 + z2) 

wo 
Mm 

f-l = M + m (5.2) 

die "effektive Masse" ist. (5.1) läßt sich dann separieren durch den Ansatz 

u 1 = u(x, y, z)u"(X, Y, Z), E 1 = E + E", (5-3) 
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wobei die Bewegung des Atomschwerpunkts durch 

L1 u'' + 8:~t2 (~2 + m) E" u" = 0 (5.4) 

geregelt wird und für die Relativbewegung des Elektrons die Differentialgleichung 

Llu + S:~t2 '' (E + Ze2
) u = 0 (5.5) h2 (! 

gilt. Sie unterscheidet sich von ( 1.1') nur dadurch, daß p an Stelle von m tritt. 
Um der Mitbewegung des Kerns Rechnung zu tragen, haben wir also nur die 
in der Vorbemerkung eingeführten atomaren Einheiten zu ändern; insbesondere 
multipliziert sich die Einheit der Energie mit 

p. M 1 
m M + m ---1-' (5.6) 

1 + 1824A 

wenn A das Atomgewicht des Kerns ist. Bei Einführung der so veränderten 
atomaren Einheiten bekommt dann die Schrödingergleichung wieder die alte 
Form (1.1). Die Energie des nten diskreten Zustands eines wasserstoffähnlichen 
Ions wird also in den neuen Einheiten wieder durch die Balmerformel (2.11) 
gegeben, in unseren alten atomaren Einheiten, die wir im allgemeinen beibehalten 
wollen, wird daher 

Z 2 M E-----
- 2n2 M + m · (5.7) 

Der Absolutwert der Energie wird nach (5.7) durch die Mitbewegung des Kerns 
um so mehr verkleinert, je leichter dieser ist. (Die Einheit der Länge a ist im 
Verhältnis mjp vergrößert, d. h. die Elektronen sind im Zeitmittel von einem 
leichten Kern weiter entfernt als von einem schweren gleicher Ladung.) 

Die Abhängigkeit der Energieniveaus vom Atomgewicht gestattet es, aus 
spektroskopischen Messungen das "Atomgewicht des Elektrons", d. h. das Ver
hältnis der Elektronenmasse m zur Masse des Wasserstoffatoms mH festzulegen. 
Wenn nämlich die Elektronenmasse Null wäre, so würde das nte Niveau des 
Wasserstoffs mit dem 2nten des ionisierten Heliums übereinstimmen, und es 
würde z. B. die Balmerlinie H"', die einem Übergang des H vom dritten zum 
zweiten Niveau entspricht, mit der beim Übergang vom sechsten zum vierten 
Eigenzustand emittierten Spektrallinie des He+ zusammenfallen. In Wirklich
keit ist die Frequenz der ersteren 

( 1 1) 5 "'H =RH· z2- 32 = 36RH, 
der letzteren 

'~'He= 4RHe u2- ~2) = :6 RHe• 

wenn wir in üblicher Weise die "Rydbergkonstanten für Wasserstoff und Helium" 
durch 

(5.8) 

definieren. Roo ist die Rydbergkonstante bei unendlicher Kernmasse, 
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mH ist die Masse des Protons, mHe die des ~X-Teilchens. Aus 

Vlie - VH mHe - mH m 

VH mHe + m mH 
(5.9) 

und dem bekannten Atomgewicht des He: mHe: mH = 3,9716 kann dann un
mittelbar mfmH berechnet werden. Es ist günstig, daß nur die Differenz der 
Frequenzen 'VHe- VH exakt gemessen zu werden braucht, was einfacher ist als 
eine genaue absolute Wellenlängenmessung. 

Die genauesten Messungen stammen von W. V. HousTON1 . Sie sind an 
den Linien H"' und Hp der Balmerserie (Übergang von n = 3 und 4 zu n = 2) 
und den entsprechenden He+-Linien mit Hilfe eines besonders konstruierten 
Interferometers ausgeführt, das großes Auflösungsvermögen mit hoher Dis
persion vereinigt. Beachtet werden muß die relativistische Feinstruktur der 
Linien; besonders bei den He+-Linien ist die Feinstrukturaufspaltung so groß, 
daß sich die verschiedenen Feinstrukturkomponenten einer Linie in verschie
denen Interferenzordnungen überdecken. Deshalb wurden die Wellenlängen der 
einzelnen Feinstrukturkomponenten bestimmt und mittels der theoretischen 
Formeln (Ziff. 10) auf die nichtrelativistischen Terme korrigiert. Das Resultat 
von HOUSTON ist 

RH = 109677,76 ± 0,03' l 
RHe = 109722,40 ± 0,03, 

mu = 1838 2 ± 1 8 m ' ', 

"Atomgewicht der Elektronen", bezogen auf 0 16 = 16, 

m · 1,00778 1 ------ = --- = 0 000548 
mH 1824 ' ' 

(5 .1 0) 

(5.11) 

Dabei ist das Atomgewicht 2 von H gleich 1,00778, von He gleich 4,00216 an
genommen, die Ungenauigkeit der Atomgewichte ist vernachlässigbar gegen 
den Fehler der Wellenlängenbestimmung. Da das Verhältnis e • 1;00778/mH 
= 9649,0 e.m. E. (FARADAYsche Konstante) aus Messungen bei der Elektrolyse 
sehr genau bekannt ist, wird durch die Messung des Abstandes der He+ von 
den entsprechenden Wasserstofflinien auch das Verhältnis 

ejm = e.s. E. = (1,7602 ± 0,0018) · 107 e.m. E. (5.12) 

bestimmt; man bezeichnet daher die HousTONschen Messungen im allgemeinen 
als spektroskopische ejm-Bestimmung. Der "spektroskopische Wert" (5.11) von 
efm stimmt mit den Ergebnissen der neuesten Messungen auf elektrischem Wege 
sehr gut überein a. 

Um noch einen Anhaltspunkt für die Größe des Effekts der Mitbewegung 
des Kerns zu geben, sei gesagt, daß der Abstand zwischen H"' (.A. = 6560 A) 
und der entsprechenden He+-Linie 2,62 A beträgt, also etwa halb so viel wie 
der Abstand der beiden D-Linien des Na. 

Neuerdings hat der Mitbewegungseffekt bei der Identifizierung des H-Isotops 
mit der Masse 2 durch UREY 4 eine große Rolle gespielt. 

1 W. V. HoUSTON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 608. 1930. 
2 Nach F. W. AsTON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 115, S. 487. 1927. 
3 F. KIRCHNER (Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 975. 1931; Bd. 12, S. 503. 1932) erhält 

1,758 · 107 e.m. E., C. T. PERRY u. E. L. CHAFFEE (Phys. Rev. Bd. 36, S. 904. 1930) be
kommen genau den spektroskopischen Wert (5.12). 

4 H. C. UREY, F. G. BRICKWEDDE u. G. M. MuRPHY, Phys. Rev. Bd. 40, S. 1 u. 464, 
ders. u. C. A. BRADLEY, ebda. S. 889. 1932. 
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6. Separation der Schrödingergleichung in parabolischen Koordinaten!. 
Die Separation der Schrödingergleichung für ein Elektron ist in Polarkoordi
naten immer möglich, wenn sich das Elektron in einem beliebigen Zentralfeld 
bewegt. Ist das Feld ein Coulombfeld, so ist außerdem auch eine Separation 
in parabolischen Koordinaten durchführbar. Diese Alternative hängt zusammen 
mit der Entartung der Eigenwerte mit gleicher Haupt- und verschiedener Azi
mutalquantenzahl, vgl. Ziff. 2. Die Separation in parabolischen Koordinaten 
erweist sich als nützlich für die Behandlung aller möglichen Störungsprobleme, 
bei denen durch äußere Kräfte eine bestimmte Richtung des Raumes ausge
zeichnet wird, z. B. Starkeffekt, Photoeffekt, Comptoneffekt, Elektronenstoß. 

a) Diskretes Spektrum. Die parabolischen Koordinaten ~,'I], rp sind 
definiert durch 2 

x = Y~'IJ cosg; 

y = Y~'IJ sinrp 

z = l (~- '1]) 

r =!(~+'I]). 

1J=Y-Z 
y rp = arctg-
X 

(6.1) 

Die Flächen ~ = konst. und 'I] = konst. sind Rotationsparaboloide mit z als 
Achse und dem Atomkern x = y = z = 0 als Brennpunkt. Das Koordinaten
system ist orthogonal, das Linienelement ist 

das Volumelement 
dT = i (~+'I]) d~ d'IJ d'. 

Aus (6.2) folgt der Ausdruck für den LAPLACEschen Operator 

L1 = ~ ~ '7 d~ ( ~ d~) + ~-t '7 dd'l ('I] 1~) + /-~ ::2 . 
In der Schrödingergleichung (1.1) machen wir den Ansatz 

u = u1 (~) u2 ('I]) e±im<p, z = z1 + z2 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(m > 0) (6.5) 

und bekommen nach Multiplikation der Differentialgleichung mit i (~ + l)) und 
Ausführung der Separation 

-- ~- + -E~ + Z1 -- u1 - 0 d ( du1) ( 1 m 2
) _ 

d~ d~ 2 4~ 
(6.6) 

und genau die entsprechende Gleichung für u2 ('IJ). Analog zu Ziff. 4 schließen 
wir, daß sich u1 für große ~ wie e-!e$, für kleine ~ wie ~im verhält und setzen 

und x = e;, (6.7) 
so daß d2 f1 df1 (Z1 m+1) _ x -- + (m + 1 - x) ·· ····· + - - ~- /1 - 0. dx2 dx e 2 

Durch Vergleich mit (3.45) stellen wir fest, daß die Lösungen dieser Gleichung 

/ 1 = L~:+m (x) 
sind, wobei 

(6.8) 

I Vgl. E. SCHRÖDINGER, Abhandlungen III, S. [85]. 
2 Vgl. z. B. E. SCHRÖDINGER, Abhandlungen, S. [105]. 
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(im Fall reeller e) eine nicht negative ganze Zahl sein muß, damit /1 für große ~ 
endlich bleibt. Ein entsprechendes Ergebnis erhält man für /2 • Setzen wir 
schließlich 

(6.9) 

so folgt durch Auflösung von (6.8) nach E unsere frühere Energieformel (2.10) 

1 1 Z 2 
E = - - e2 = -- -. 

2 2 n 2 
(6.10} 

Der Entartungsgrad des nten Eigenwertes ist, wie es sein muß, genau derselbe 
wie bei der früheren Rechnung in Polarkoordinaten: Bei festem m kann n1 die 
n- m Werte 0, 1, ... , n- m- 1 annehmen, m seinerseits kann von 0 bis n -1 
laufen, wobei die von Null verschiedenen Werte doppelt zu zählen sind, weil 
man in (6.5) noch das positive oder negative Vorzeichen in e±im<p wählen kann. 
Bei festem n bekommt man auf diese Weise gerade n 2 verschiedene Eigen
funktionen. 

Wir haben die Eigenfunktionen noch zu normieren. Da das Volumelement 
durch (6.3) gegeben ist, müssen wir also setzen 

00 00 2.:rr: 

!c2 J d~ J d'fJj dcpuH~) u~('f]) • (~ + 'f]) = 1. (6.11) 
0 0 0 

Der Wert des Integrals kann aus (3.16) entnommen werden. Die normierte Eigen
funktion wird 

e±im<p n 1! n 1! em+! 
Un,n,m = ,;- . 1 . ,~· · " e-!•(H'1) (~'f])lm L:::_+m(e~) L::!+m(E1J). (6.12) 

r.nn n1 + ml-2 n 2 + m!:r 

Die Eigenfunktionen sind im Gegensatz zu den Eigenfunktionen in Polar
koordinaten unsymmetrisch mit Bezug auf die Ebene z = 0. Wenn n1 > n2 , so 
liegt der größte Teil der Ladungsdichte des Elektrons auf der Seite positiver z, 
für n1 < n2 auf der Seite negativer z. Das erkennt man am besten, indem man 
die Eigenfunktionen für sehr große Abstände vom Kern betrachtet. Dann sind 
die Argumente der Laguerrefunktionen groß. Für große x verhält sich aber 
[vgl. (3.7)] L~(x) wie x<-,., also 

Un,n,m cxo eim<p ~n,+im 'f/n,+!me-!•(;+'1); 
lun,n,ml 2 = rn-l e-•r (1 + cosD)n,Hm (1 - cosD)n,Hm, 

wenn man die Definitionen (6.1) der parabolischen Koordinaten beachtet. Abb. 8 
gibt die Kurven gleicher Ladungsdichte für den Zustand n = 3, n1 = 2, 
n2 = m = 0 wieder, man erkennt die große Exzentrizität der Ladungsverteilung. 
- Die parabolischen Eigenfunktionen lassen sich natürlich aus den Eigen
funktionen in Polarkoordinaten additiv aufbauen, z. B. ist für n = 2, n1 = 1, 
n2 = m = 0: 

u = - 1-. (_1_ z)} (-1 + _1__zr (1 + cosD)) 
~ 2 2 

1 1 
=- ,r R2o (r) Yoo ('!?, cp) + -1- R21 (r) Ylo ('!?, cp) 

r2 12 

mit (3.7), (3.21), (1.8), (6.1). 
b} Kontinuierliches Spektrum. Für das kontinuierliche Spektrum 

wird wieder 
n = -in'= -iZJk (6.13) 
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rem imaginär und 

n1 = -! (m + 1)- !i (n' + J.); n2 = --! (m + 1)- !i (n'- J.) (6.14) 

komplex. A kann dabei kontinuierlich alle Werte von -oo bis +oo annehmen. 
Für die Laguerrefunktionen mit den komplexen Indizes n1 + m, n2 + m gilt 
wieder die Integraldarstellung (4.6, 7), aus der man eine zu (4.8) korrespondierende 

+X 
90 CLo 

-1/0 CLo 
--x 

Abb. 8. Ladungsdichte des Zustands n 1 = 2, n2 = 0, m = 1 bei parabolischer Quantisierung. (Nach F. G. SLACK.} Die 
Abbildung zeigt einen Querschnitt durch das Atom. Der Atomkern liegt im Ursprung des Koordinatensystems. Die Kur
ven geben Linien gleicher Ladungsdichte, wobei als Ladungsdichte die Ladung in einem Kreisring um die ausgezeich-

nete (z)-Achse verstanden ist. Man sieht die starke Konzentration der Ladung bei positiven z. 

Reihenentwicklung und eine asymptotische Darstellung entsprechend (4.10) ab
leiten kann. Wenn man die Normierung in der Skala derkund der J. vornimmt, 
erhält man 1 k 

UkJ.m = ,1-fHm(M)/k,-).,m(krj)e±imrp (6.15) 
yn 

Ve2 + Jc(n' + /.)2 
1 3 m-1 4 
II wenn m gerade, 

e=2'2' ... ,-2-

1 v-2- rr 1 ck, = . --
• ~-n(n'H) n' +I. m-1 Ye2 + l (n' + 1.)2' 

e=1,2, ... ,-2-

wenn m ungerade. 

1 Vgl. J. FISCHER, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 821. 1931, dort § 1; G. WENTZEL, ZS. f. 
Phys. Bd. 58, S. 348. 1929. 
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Der Integrationsweg in f läuft, genau wie in (4.7), in einer einfachen Schleife 
um die beiden Verzweigungspunkte 1; = ±i herum (vgl. Abb. 6). In großer 
Entfernung vom Atom verhält sich u wie eine Kugelwelle, d. h. es fällt wie 
1/r ab1• 

c) Eigenfunktionen, die sich asymptotisch wie ebene Wellen 
verhalten. RuTHERFORDsche Streuformel2• Für die Theorie der Streuung 
von Elektronen und anderen geladenen Teilchen an nackten Kernen ist es be
quem, eine Wellenfunktion zu konstruieren, die sich asymptotisch wie eine ein
fallende ebene Welle plus einer ausgehenden Kugelwelle verhält, welche also 
eine von r unabhängige Amplitude besitzt. Eine solche Wellenfunktion ist zuerst 
von GoRDON 2 angegeben worden. Um sie abzuleiten, gehen wir nach SoMMER
FELD am einfachsten zurück auf (6.6) und führen die unabhängigen Variablen 

X= -ik~, 
ein, dann wird für m = 0 

y = +ikr; (k2 = 2E) (6.16) 

(6.17) 

Damit die Wellenfunktion u 1 (-iM) · u2 (ikYJ) das gewünschte asymptotische 
Verhalten (ebene Welle plus auslaufende Kugelwelle) zeigt, muß man nach 
SoMMERFELD (1. c.) setzen: 

.zl 1 z- = --
k 2' 

also 

Dann ergibt sich durch Vergleich von (6.17) mit (6.6) bis (6.8) 

u 1 = e-tx= eHH, u 2 = e-!YLn(Y) = e-tiklJL_;n•(ikrJ). 

(618) 

(6.19) 

Normiert man die Wellenfunktion so, daß die Ladungsdichte in großer Ent
fernung vom Atom Eins wird, so gilt für u die Integraldarstellung 

V1-2:nn'- 1 J ( 1 )-in' ( 1 )in'-1 u = , • elik~. ~. d!;eik'l~ 1; + _ 1; __ 
1 - e - 2 l<n 2:n;Z 2 2 ' 

(6.20) 

wobei der Integrationsweg wieder, genau wie in (4.7), die beiden Verzweigungs
punkte 1; = +i und -i in einer einfachen Schleife umläuft. Asymptotisch für 
große r wird u gegeben durch [man beachte (6.1)] 

U = ei(kz-n'Igk(r-z)+an•) _ ~_z __ ei(kr+n'lgk(r-Z)-an•) (6.21) 
k 2 (r- z) ' 

wobei an• = argF(1 +in') die komplexe Phase der Gammafunktion ist. 
Der erste Summand in (6.21) ist eine ebene Welle, welche in der Richtung z 

einfällt, sie ist durch das Coulombpotential des Kerns etwas modifiziert: Die 
Amplitude der ebenen Welle hängt nicht vom Abstand r des Elektrons vom 
Kern ab. Die Amplitude des zweiten Terms ist dagegen umgekehrt proportio
nal r, d. h. das zweite Glied stellt eine Kugelwelle dar, und zwar eine auslaufende 
Kugelwelle, wie man sofort sieht, wenn man den Zeitfaktor e-iEt zu (6.21) 
hinzufügt. Diese Kugelwelle ist notwendig mit der einfallenden ebenen Welle 
verknüpft und repräsentiert die Streuung, welche durch den Kern verursacht 
wird. 

1 Vgl. z. B. G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 348. 1929, GI. (22). 
2 W. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 180. 1928; vgl. auch G. TEMPLE, Proc. Roy. Soc. 

London (A) Bd. 121. S. 673. 1928; A. SoMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 257. 1931, § 6. 
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Da die Amplitude der einfallenden Welle Eins ist und die Geschwindigkeit 
in atomaren Einheiten durch k gegeben ist, treten pro Zeiteinheit durch die 
Flächeneinheit einer weit vom Atom entfernten, senkrecht zur z-Achse liegenden 
Fläche gerade k Elektronen in den Wirkungsbereich des Kerns ein. Die Anzahl 
der Elektronen, die pro Zeiteinheit in den Winkelbereich dw gestreut werden, 
m. a. W. die Anzahl, die pro Zeiteinheit durch ein Flächenelement r 2 dw einer 
weit entfernten Kugel den Wirkungsbereich des Kerns verläßt, ist andererseits 
nach (6.21) gleich 

wobei {} = arccoszjr den Ablenkungswinkel der Elektronen durch die Streuung 
bedeutet. Der Streukoeffizient für die Streuung unter dem Winkel {} wird damit 

52 ({})= Anzahl der prc Zeiteinheit in den Winkelbereich d w gestreuten Teilchen! 
Anzahl der pro Zeiteinheit durch dieFlächeneinheit einfallenden Teilchen 

z2 dw . . (6.22) 
= k4 ( ff) 2 atomare Emhelten. 1- cos 

5 2 hat die Dimension einer Fläche und ist in atomaren Einheiten (a2) zu messen; 
gehen wir zu CGS-Einheiten über, so haben wir zu setzen 

k2 = EjRy, (6.23) 
(E =Energie der einfallenden Elektronen in CGS), also (vgl. Vorbem. Ziff. 1) 

52 ({})= !__2 sinffdffdf{J ·Rv2 a 2 = e4 Z 2 sinffdffd'P (6.24) 
P(1-cosff)2 ~ 16Psin4 tff 

Dies ist die wohlbekannte RuTHERFORDsche Streuformel (vgl. auch Ziff. 51). 
DieNormierung von ( 6.20), ( 6.21) wird vielfach zweckmäßig anders getroffen: Man normiert 

meist so, daß durch die Flächeneinheit pro Zeiteinheit gerade ein Teilchen einfällt, dann hat 
man (6.20), (6.21) mit 1/Vv zu multiplizieren, wo v die Geschwindigkeit ist ( = k atomare Ein
heiten). 

SoMMERFELD benutzt in seiner Theorie des kontinuierlichen Röntgenspektrum als 
Eigenfunktionen das System der Funktionen 

u = eii(kr+(!r)) ~~-- -·-n' , • _ 1 __ , ·fd!;. (!;+~)-in'(!;_ Wn'-le-i(kr-(fr))~ (6.25) 
I ' 1 _e-2"n (2n)2z · 

mit verschiedener Richtung und Größe des Vektors f. Die asymptotische Formel für u1 
für große r ist 

u = (2 n)-!{8i[(fr)-n'lg(kr-(fr)J+an'l _ ~-. 8i[kr+n'lg(kr-(!r))-an'l}. (6.26) 
I kr- (h) 

Das Funktionensystem u1 zeichnet sich durch besondere Anschaulichkeit aus, u1 ist einfach 
eine ebene Welle, die in der Richtung f einfällt, plus zugehöriger Streuwelle. Die Eigen
funktion (6.26) ist in der k-Skala normiert. Entwickelt man also eine beliebige Ortsfunktion 
nach dem Funktionensystem (6.26)' 

/(t) =fdkxdkydk,a1u 1(r) + L an,n,mun,n,m(r), (6.27) 
n1nz m 

so sind die Entwicklungskoeffizienten 

a1 = J u{ (r) f (r) d L (6.28) 

Endlich kann man noch u1 pro EnergieintervallE und Raumwinkelelement dw normieren, 
wobei dw das \Vinkelelement ist, in welches der Vektor f weist, und E = ~k 2 at. Einh., also 
d kx d ky d k, = V 2E dE d w. Diese Änderung der Normierung bedingt eine Division von 
(6.25), (6.26) mit y2:E = y'k. 

1 Natürlich muß man, um das System der u1 zu einem vollständigen System auszugestal
ten, die Eigenfunktionen des diskreten Spektrums Un,n,m hinzunehmen. 
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Ergänzung: Eigenfunktionen im Impulsraum sind für das Wasserstoff
atom von PonoLSKY und PAULING1 auf dem Umweg über die gewöhnlichen 
Eigenfunktionen im Koordinatenraum, von HYLLERAAS 2 auf direktem Wege 
aufgestellt worden. 

2. Relativistische Theorie 3• 

7. Allgemeines über die DIRAcsche Theorie. a) Die DIRAcsche 
Gleich~g. Wegen der relativistischen Veränderlichkeit der Elektronenmasse 
mit der Geschwindigkeit und wegen des Elektronenspins zeigen bekanntlich die 
Eigenwerte des Wasserstoffatoms eine Feinstruktur. Beide Einflüsse stecken in 
der relativistischen Wellengleichung von DIRAC, die wir unseren Betrachtungen 
zugrunde legen. Wir benutzen dabei bis zur Mitte von Ziff. 8 absolute (CGS)-Ein
heiten an·statt atomarer. 

Die DIRACsche Wellengleichung lautet 
3 

Hu = (E + eqJ + ßE0)u + ~ cx~c(ch + eAk)u = 0. 
k=O 

(7.1) 

Darin numeriert k die drei Richtungen des Raumes, 2( ist dasVektorpotential, rp das skalare 
Potential, p der Impulsoperator des Elektrons, also 

/1( fJ -r,_ 
Pk = 7."'· fJxk i (k = 1, 2, 3) 

E ist die Energie mit Einschluß der Ruhenergie 

E0 = mc2 , 

IX1 , IX2 , IX3 , ß = IX4 sind vierreihige Matrizen 

(
0 0 0 1) (0 0 0 0 1 0 . 0 0 

IXt = 0 1 0 0 ' IX2 = ~ -i 

1 0 0 0 ~ 0 

~-~)· IXa =(~ ~ 
0 0 0-1 

Sie erfüllen die Vertauschungsrelationen 

~-~)· ß=(~ ~ ~ ~)· 0 0 0 0-1 0 

0 0 0 0 0-1 

IX;IXk + IXkiX; = 2";k (i, k = 1, 2, 3. 4). 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 
u selbst darf man, wenn man die Differentialgleichung (7.1) befriedigen will, nicht als 

einfache Funktion auffassen, sondern muß es als Matrix mit einer Kolonne und vier Zeilen 
schreiben 

Dabei sind die Komponenten der Eigenfunktion, u 0 (a = 1 .. 4), noch Funktionen des Orts 
(im Gegensatz zu den Elementen der Matrizen tX1 • • tX4). Die Multiplikation eines IX-Opera
tors mit u erfolgt nach den gewöhnlichen Regeln der Matrizenmultiplikation, es ergibt sich 
dabei wieder eine Größe von der Natur der u, d. h. eine einreihige Matrix: 

Z.B. 

4 
(lX;U)I! = ~ (1X;)I! 0 U0 • 

o=l 

1 B. PonoLSKY u. L. PAULING, Phys. Rev. Bd. 34, S. 109. 1929. 
2 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 216. 1932. 
3 Vgl. P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 610; Bd. 118, S. 351. 

1928, sowie in sämtlichen Lehrbüchern. 
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Die Differentialgleichung (7.1) gilt natürlich für jede der vier Zeilen der Eigenfunktion ge
trennt, d. h. man hat ausgeschrieben: 

_!_ (E + E 0 + eip) u 1 + (.!!._ j_ + !_ A ) u4 - (.!!._ j_ + _e A) iu4 1 G t dX C X t dy C y 

(7.6) 
+ (.!!._ _8 + !_ A ) u3 = 0 

t 8z c ' 
und drei weitere Gleichungen von ähnlicher Bauart. 

Aus (7.6) und den drei entsprechenden Gleichungen für u2 , u3 , u4 kann man 
den wichtigen Schluß ziehen, daß die Komponenten u1 und u2 der Wellenfunk
tion klein sind gegenüber den Komponenten u3 , u4 , und zwar etwa im Verhältnis 
der Geschwindigkeit des Elektrons im Atom zur Lichtgeschwindigkeit. In)(7.6) 
z. B. ist der Faktor von u 1 ungefähr 2m c, da die Energie des Elektrons E bis 
auf Größen höherer Ordnung gleich der Ruheenergie E 0 = m c2 ist, die Faktoren 
von u3 und u4 dagegen sind von der Größenordnung des Elektronenimpulses 
p = mv. Man kann daher (zum mindesten solange keine übermäßige Genauig
keit verlangt wird) u~ und u~ neben u~ und u~ vernachlässigen. 

Es ist sowohl für die Anschaulichkeit wie für die Rechnung von Vorteil, 
von der DIRACschen Differentialgleichung erster Ordnung zu einer Differential
gleichung zweiter Ordnung überzugehen, indem man auf die DrRACsche Glei
chung den Operator 

+ (E + erp- ßE0)-~ iX"(: a:k + ~ Ak) 
k 

anwendet; dann erhält man bei Beachtung der Vertauschungsrelationen (7.5): 

c c c c ~ uxk 
.0 .0 k (7.7) 

{-; [(E + erp)2 - E~] + ft2Ll + 2i _e!i_ (~ grad) - ~ A2 + i .!!!__ ~ iX" ~'P I 
. ne ~ (uA, uAk)} + 2-c-~ iXkiXl 8xk - 8x, u = 0. 

k<l 

Wir definieren die neuen Matrizen 
ai = -i iX" iXt 

(die Indizes ikl sollen zyklisch aufeinander folgen), 

0 

0 
0 

0 

0 

0 

1 

0) (0 -i 0 i 0 
1 ' ay = 0 0 

0 0 0 

(i=1,2,3) 

0 
-1 

0 
0 

0 ~)· 
0 -1 

1 

0 

(7.8) 

(7.9) 

welche wir als Spinmatrizen bezeichnen. Mit a bezeichnen wir den Vektor mit 
den Komponenten a:~,ayaz, mit ~ den Matrixvektor <X1 <X 2 iX3 • Ferner beachten 
wir, daß - ~'P = @i die elektrische Feldstärke in der Richtung i bedeutet und 
~A_! - ~Ak di:i magnetische Feldstärke in dieser Richtung. Schließlich zerlegen uXk uX1 

wir die relativistischeEnergieEin Ruheenergie E 0 = mc 2 und nichtrelativistische 
Energie W und dividieren (7.7) durch 2m, dann kommt: 

(w + erp + 2n: L1 + 2 ~c2 (W + erp)2 + i ~: (~grad)- 2 :c2 A2 ] ( ) 

7.10 
- ~ (aSJ)- i _0 (~@))u = o. 2mc 2mc 
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Würde man in dieser Gleichung nur die drei ersten Glieder mitnehmen, so würde 
man die gewöhnliche Schrödingergleichung erhalten. Die nächsten drei Glieder 
sind der ScHRÖDINGERschen relativistischen Theorie eigentümlich, was man 
daraus erkennt, daß sie zwar die Lichtgeschwindigkeit, jedoch nicht die Opera
toren ; und -; enthalten: Das vierte Glied stellt die Korrektur dar, die wegen 
der Veränderlichkeit der Masse mit der Geschwindigkeit anzubringen ist, das 
fünfte und sechste Glied beschreiben den Einfluß eines äußeren Vektorpotentials 
auf das Elektron (vgl. Ziff. 26). Die beiden letzten Glieder in (7.10) endlich sind 
charakteristisch für die DrRAcsche Theorie: Das vorletzte läßt sich deuten als 
Wechselwirkung des Magnetfeldes mit einem magnetischen Moment 

-+ efi -+ 

~-'• = - 2mc a' (7.11) 

das sechste als Wechselwirkun~; des elektrischen Feldes mit einem elektrischen 
M . efi ..... 

oment -~ -- lX. 2mc 
b) Die Drehimpulse. Außer dem elektrischen und magnetischen Moment 

besitzt das Elektron auch ein mechanisches Eigenmoment (Impulsmoment). Es 
gilt nämlich in der DrRAcschen Theorie kein Erhaltungssatz für das Impuls
moment n f = [r-IJ] der räumlichen Bahn des Elektrons, sondern nur für das Ge
samtimpulsmoment 

(7.12) 

Man erkennt leicht, daß ffil' mit dem HAMILTONschen Operator der DrRAcschen Theorie 
vertauschbar ist, seine einzelnen Bestandteile dagegen nicht, z. B. ist: 

(7.13) 

_!_'Ii (Ha - a H) =- ifi ~ a:k_i_ (- __!_ ifia: a:) + __!_ ifia: a: (-ifi ""', a:k_i_) 2 z z ...:::.. OX 2 X y 2 X g ...:::.. öx 
k k k k 

wenn man die Vertauschungsrelationen der a:k berücksichtigt. Das zusätzliche Impulsmoment 
ifi 1i kann man sich anschaulich vorstellen als herrührend von einer Rotation des Elektrons 
um seine eigene Achse (spin) 1• 

Besonders einfach werden unsere Formeln, wenn wir die Drehimpulse von 
Bahn, Spin und Gesamtatom in atomaren Einheiten n messen: Wir definieren 
das Bahnmoment in atomaren Einheiten 

(7.14) 

den Spin m diesen Einheiten 

(7.15) 

1 In dieser Weise ist der Spin ursprünglich von GounsMIT und UHLENBECK eingeführt 
worden, um den anomalen Zeemaneffekt zu erklären. Dieser beruht (Ziff. 27) bekanntlich 
darauf, daß das Verhältnis des magnetischen zum mechanischen Eigenmoment des Elektrons 
doppelt so groß ( = efmc) ist wie für die entsprechenden Momente der Umlaufsbewegung. 
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und das Gesamtmoment in den gleichen Einheiten 

(7.16) 

Die Tatsache, daß das Bahnmoment keine Konstante der Bewegung mehr ist, muß 
sich in einer Änderung der Quantisierung äußern: Die Komponente k, des Bahnmoments 
in einer festen Richtung z kann nicht mehr gequantelt sein, d. h. wenn u die Eigenfunktion 
eines stationären Zustandes des Diracelektrons ist, so ist k,u nicht, wie beim SCHRÖDINGER
schen Elektron ohne Spin, ein einfaches Multiplum von u. An die Stelle von k, tritt der 
Gesamtimpuls in der z-Richtung, M, = m. Außerdem ist natürlich der Betrag des Gesamt
drehimpulses quantisiert: die Eigenwerte von M 2 sind 

M 2 = j(j + 1), (7.17) 
wo i als innere Quantenzahl bezeichnet wird und für das Spinelektron die entsprechende Rolle 
spielt wie die Azimutalquantenzahl l für das Elektron ohne Spin. Wie wir sehen werden, 
haben in den stationären Zuständen i und m halbzahlige Werte. 

Der Betrag des Bahndrehimpulses, k2, ist beim Spinelektron nahezu quantisiert, es ist 

k2 u = l(l + 1)u + (vfc) 2 w, (7.18) 
wo w orthogonal zur Eigenfunktion u ist und v von der Größenordnung der Elektronen
geschwindigkeit. Dagegen ist der Betrag des Spins iil 2 in Strenge quantisiert, ja sogar die 
Quadrate seiner einzelnen Komponenten: Bildet man nämlich die Quadrate der Matrizen 
in (7.9), so erhält man 

also ist 
(7.19) 

Unabhängig von dem speziellen Zustand des Elektrons ist also der Betrag des Spins in jeder 
Richtung des Raums auf 1/ 2 atomare Einheit festgelegt, dagegen nicht seine Richtung: Es 
besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit w dafür, in einem Experiment den Spin z. B. parallel 
zur z-Achse eingestellt zu finden, und entsprechend die Wahrscheinlichkeit 1 - w dafür, 
daß er sich im Experiment als antiparallel zu z erweist. Diese Wahrscheinlichkeiten findet 
man, indem man in üblicher Weise den Erwartungswert von s, berechnet: 

4 

s, = ~ J dru:s,uu. 
u=l 

Da man weiß, daß man im Experiment nur s, = ±! finden kann, ist 

s, = !w- !(1- w) = w- !· 
Im allgemeinen wird in den stationären Zuständen s, ebensowenig quantisiert sein wie kz, 
d. h. im allgemeinen wird w weder Null noch Eins sein: es läßt sich dann nicht von vornherein 
aussagen, welche Richtung des Spins im Stern-Gerlach-Experiment herauskommt. 

8. Die PAuusche Theorie des Spinelektrons1 • a) Reduktion der DIRAC
scben auf die FAULische Differentialgleichung. Wir werden uns nun 
zunutze machen, daß die zwei Komponenten u1 u2 der DIRAcschen Wellen
funktion klein sind gegen die beiden anderen u3 u4 [vgl. (7.6)]. Wir berechnen u1 

näherungsweise aus (7.6), indem wir die nichtrelativistische Energie W und die 
potentielle Energie eq; gegen die Ruheenergie E0 des Elektrons und das Vektor
potential~ gegen den Impuls des Elektrons vernachlässigen, dann w1rd (E0 = mc 2) 

u = i __!!____ (8u4 _ i iJu4 + iJu3) 
1 2mc iJx iJy iJz ' 

(8.1) 

u = i __!!____ (iJu3 + i iJu3 _ iJu4). 
2 2mc iJx iJy iJz (8.2) 

1 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 601. 1927. 
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Hiermit berechnen wir den Ausdruck (;~~) [vgl. (7.10)], es ist z. B. 

also 
;u = --1-(lJ + i[lJa])u + rp, 

2mc 
(8.4) 

wo f!Jz, (/Jy, f!Jz Funktionen sind, deren dritte und vierte Komponente verschwinden. 
(8.4) gestattet es, von der Gleichung (7.10), welche' die vier Komponenten u1 •• u4 

der DIRAcschen Wellenfunktion miteinander verknüpft, überzugehen zu 

[ 1i2 1 e 1i e2 
W + ef/J + -Lf + --2 (W + ef!J) 2 + i- (Wgrad)- --2 A2 

2m 2mc mc 2mc 

ien eh e'h ) + ---- {~h)- -- (a[~h]) --- (aC:.) u = 0. 
4m2 c2 t' 4m2 c2 t' 2mc 41 (8.5) 

Diese Gleichung sieht zwar komplizierter aus als (7.10), ist aber in Wirklichkeit 
einfacher, denn es ist bloß noch eine Gleichung zwischen den beiden großen 
Komponenten u3 u4 der Wellenfunktion1 . 

Sie ist natürlich nicht exakt wegen der bei der Ableitung von (8.1) begangenen Vernach
lässigungen: Diese laufen darauf hinaus, daß Glieder mit c4 im Nenner sowie Glieder der 
Größenordnung (~W)fc3 weggelassen sind. Was die anschauliche Bedeutung der Rarnilton
funktion in (8.5) anlangt, so sind die ersten sechs und das letzte Glied schon früher erklärt. 
Das vorletzte Glied rührt daher, daß ein elektrisches Feld für ein bewegtes Elektron äquivalent 
ist mit einem Magnetfeld 

1 1 
~0 = --- [~b] =- [~lJ]. 

c mc 

Wenn man dieses Magnetfeld zu dem äußeren Feld~ addiert, erhält man genau das Doppelte 
des vorletzten Summanden in (8.5), wegen des Faktors 2 vgl. die bekannte Arbeit von THo
MAS2. Das drittletzte Glied in (8.5) hat kein klassisches Analogon. 

b) Eigenwerte für das Elektron im Zentralfeld. Wir betrachten 
nun speziell ein Elektron im Zentralfeld, nehmen also an, daß das äußere magne

. tische Feld verschwindet und daß fP eine Funktion von r allein ist, dann wird 

~=-_.E_dtp 
r dr' 

(8.6) 

und aus (8.5) kommt [man beachte (7.14), (7.15)] 

[ 1i2 1 en2 dtp ( d 2 )] 
W + Cf!J +2m Lf + 2mc2 (W + Cf!J) 2 - 4m2c2 dr dr- r (g) u = O. (8·7) 

u ist hier anzusehen als eine Funktion mit zwei Komponenten u3 , u4 • 

Diese beiden Komponenten lassen eine anschauliche Deutung zu. Definieren wir 
nämlich 

V= SzU, 

so ist nach der Definition von s. [vgl. (7.9), (7.15)] 

1 Wenn a auf u 3 , u4 angewendet wird, entsteht ja wieder u 3 bzw. u 4 , während der 
Operator lX aus den großen Diracfunktionen die kleinen macht. 

2 L. H. THOMAS, Nature Bd. 107, S. 514. 1926; vgl. auch A. SoMMERFELD, Atombau, 
5. Aufl., S. 707. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /I. 20 
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Wenn bei der Funktion u also nur die dritte Komponente endlich ist, die vierte dagegen 
Null, so wissen wir, daß der Spin in der z-Richtung +! beträgt, also parallel zu z steht; 
ist u3 = 0, u 4 endlich, so ist der Spin antiparallel z. Im allgemeinen Fall gibt [ u 3(x, y, z) 1 2 

die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß das Elektron am Ort xyz ist und sein Spin parallel z 
steht, J[ u3 (x, y, z)[2 d~ die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Elektron sich irgend wo be
findet und sein Spin parallel zu z ist. Der Index a = 3.4 der Wellenfunktion spielt also 
die Rolle einer vierten Koordinate, welche die Spinrichtung angibt. 

Wir brauchen uns zunächst nicht um die explizite Abhängigkeit der Eigen
funktion von der Spinkoordinate a und von den Winkelkoordinaten {}, q; des 
Elektrons zu kümmern, sondern können unsere Differentialgleichung nach all
gemeinen matrizenmechanischen Sätzen auf eine Differentialgleichung in r allein 
zurückführen: Wir können nämlich von vornherein sagen, daß in den stationären 
Zuständen die Beträge von Bahndrehimpuls k und Gesamtdrehimpuls M quanti
siert sein müssen, da diese Größen, wie man leicht sieht, mit dem Energieoperator 
in (8.7) vertauschbar sind. Das bedeutet, daß k 2u und M 2u einfache Multipla 
von u sind, wenn u die Eigenfunktion eines stationären Zustandes ist; wir setzen 

k2 u = l(l + 1)u, M 2 u = j(j + 1) u, (8.8) 

wobei wir aus der nichtrelativistischen Theorie wissen, daß l ganzzahlig ist, 
während wir über f noch keine Aussage machen können. Wir können nun alle 
Bestandteile des Energieoperators in (8.7) durch Differentiationen nach r sowie 
durch die Operatoren k2, M 2, 52 ausdrücken und können dann für diese Opera
toren ihre Eigenwerte (8.8) einsetzen. Der Eigenwert von i3 2 ist ! [vgl. (7.19)], 
wir schreiben dafür der Symmetrie wegen s(s + 1), wo s =! die Quantenzahl 
des Spins bedeutet. Den Li-Operator haben wir schon in ( 1.11) umgeformt: 

o2 u 2 ou k 2 

Llu = :ii2 +-~ - 2 ~t. vr r vr r 

Das letzte Glied in (8.7) ist wegen der Definition von IDl (7.16) 

2(fi3) = M2- k2- i32. 

Einsetzen von (8.8), (8.9), (8.10) in (8.7) gibt 

[W+ n2 (d2 2 d l(l+1)~ 1 (W )2 
eq; +2m dr2 + r dr - r 2-, + 2mc2 + eq; 

_ ~ dq; (.!:__ _f(f+ 1) -l(l+ 1) -s(s+ 1))]R= O. 
4m2 c2 dr dr r 

(8.9) 

(8.10) 

1 (8.11) 

R ist nunmehr eine gewöhnliche Funktion von r allein (es hängt nicht mehr 
vom Spin ab, ist also nicht mehr eine Funktion mit mehreren Komponenten). 
Man kann durch Lösung von (8.11) die Funktion R bis zu Gliedern der Größen
ordnung v 2jc2 genau bekommen1 . Wir werden uns damit begnügen, die Energie 
bis zur Genauigkeit v2jc2 auszurechnen, da wir die exakten Werte für Energie 
und Eigenfunktion besser direkt aus der Dimegleichung entnehmen. Wir be
rechnen dementsprechend die Eigenfunktion nur in nullter Näherung, streichen 
also zu ihrer Berechnung alle relativistischen, d. h. mit 1jc 2 proportionalen 
Glieder in (8.11). Dann bleibt genau die radiale Schrödingergleichung 

[2m (W + e ) + !!..._ + l:_ _'!.._ _ l (l + 1)] R = 0 
'h2 q; dr2 r dr r 2 

(8.12) 

übrig [vgl. (2.1), man beachte, daß dort atomare, hier gewöhnliche Einheiten 
benutzt werden und daß damals für q; speziell das CouLOMBsehe Potential eZjr 
gesetzt war]. R ist also die radiale Schrödingerfunktion; die Energie nullt er 

1 Die Gleichung ist brauchbar für die Behandlung eines Elektrons im nichtcoulombschen 
Zentralfeld bei hoher Kernladung. 
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Näherung W0 ist der gewöhnliche ScHRÖDINGERsche Eigenwert. In erster Nähe
rung kommt zu der Energie die relativistische Korrektur 

W1 =- _1_2jR2 (Wo+ ecp)2r2dr ) 2mc 

eh2 f drp (dR R) (8.13) 
+ 4m2c2 R · dr · ir- [j(j + 1)- l(l + 1)- s(s + 1)]-y- r2dr 

hinzu. Gehen wir zu atomaren Einheiten über und führen wir dabei die SOMMER-
FELDsehe Feinstrukturkonstante 

(8.14) 

ein, so wird (V = Potentiall in atomaren Einheiten) 

W1 =- ~ 1X2(Wo + V)2 l (8.15) 

+ {- iX2j R~~ (dd~- [j(f + 1) -l(l + 1) -s(s + 1)] · ~)r2 dr. J 

Der Querstrich bedeutet Mittelung über die ungestörte Eigenfunktion. Die 
Formel (8.15) für die relativistische Korrektur der Energie gilt unabhängig von 
der speziellen Natur des Potentials V. Der erste Term bedeutet die eigentliche 
Relativitätskorrektur wegen der Änderung der Masse mit der Geschwindigkeit, 
der zweite bedeutet die Spinkorrektur. Setzen wir nun speziell für V das Coulomb-
potential V= Zjr, (8.16) 
so wird 

W =- _1__ iX2 (+ _1_ Z4 
- za. f=1 + Z 2 r- 2)- _1_ iX 2 jRz d:l!_ • dr) 1 2 4 n 4 n 2 4 dr 

+ ! iX2 [j(f + 1)- s(s + 1)- l(l + 1)] Z · r- 3 • 

(8.17) 

Das zweite Glied oo 

1 f dR 1 - 4 1X2Z R rir- dr = -8 1X2Z (R2(0)- R2(oo)) (8.18) 
0 

verschwindet, außer wenn die Azimutalquantenzahl l = 0 ist (s-Terme2). Für 
l =f= 0 erhalten wir, indem wir die ungestörte Energie W0 aus der Balmerformel 
(2.11), die Mittelwerte der r-Potenzen aus (3.26), (3.27), (3.28) einsetzen: 

W =- _1_iX2Z4. (-1-- _1_ + _1_ ~± 1) + l(l + 1)- j(j + 1)) (8.19) 
1 2 n3 l+! 4n · 2 (l+ 1)(l+t)t · 

1 Elektrostat. Potential, nicht potentielle Energie des Elektrons; also beim Zfach 
geladenen Kern Zfr, nicht -Zfr. 

2 5-Terme verhalten sich auch in der Beziehung singulär, daß der Mittelwert von r- 3 

unendlich wird [vgl. (3.26)]. Da für s-Terme j = 1/ 2 , s = 1 / 2 , l = 0 ist (vgl. Abschnitt c), 
erhält daher das letzte Glied in (8.1 7) die unbestimmte Form 0 · oo. Doch liegt das bloß 
daran, daß unsere Approximation in diesem Fall versagt: Wir haben bei der Berechnung der 
"kleinen" Dimefunktionen u 1 u 2 aus den "großen" in (8.1), (8.2) jeweils das Potential erp = Ze 2 fr 
gegen die Ruheenergie E 0 = mc2 vernachlässigt. Das ist aber für sehr kleine r nicht mehr 
zulässig. Berücksichtigt man das, so tritt in (8.7) (mc + e2Zfcr) 2 an die Stelle von m 2c2 

im Nenner des letzten Gliedes, so daß anstatt'j 

JR 2 dV - f R 2r2dr 1 dV f R 2dr 
(a) ---;;- dr r2dr= -Zr-a kommt: (b) (1 + e2Zjmc2r)2. r dr = -Z r(1 +e2Zjmc2r)2" 

Hier wird der Integrand nicht mehr unendlich für r = 0, so daß das Integral einen endlichen 
Wert hat. Der Faktor j(j + 1) -l(l + 1)- s(s + 1) bewirkt dann, daß das letzte Glied 
von (8.17) für s-Terme verschwindet. Für andere als s-Terme ist unsere Approximation 
durchaus gültig: (b) unterscheidet sich von (a) ja nur für r R:! e2Zfmc 2, dort ist aber für l =!= 0 
die radiale Eigenfunktion R"'"" r' schon sehr klein, so daß man stets (a) statt (b) verwenden 
kann. 

20* 
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Das erste und zweite Glied kommt dabei von der eigentlichen Relativitäts
korrektur, das dritte vom Spin. 

c) Werte der inneren Quantenzahl j. Wir haben jetzt die relativistische Energie 
als Funktion der Quantenzahlen n, l, j geschrieben und müssen nun sehen, welche Werte 
diese Quantenzahlen haben können. Dazu gehen wir zurück auf Gleichung (8. 7), in welcher u 
noch eine Funktion von r, {}, cp und der Spinkoordinate a ist. In nullter Näherung dürfen 
wir das Glied mit (f!S) vernachlässigen, dann wird die Differentialgleichung unabhängig 
von der Spinkoordinate: Die beiden Komponenten u3 , u 4 der Eigenfunktion sind in dieser 
Näherung gänzlich unabhängig voneinander und befriedigen jede für sich die Schrödinger
gleichung. Wir können speziell u 4 = 0 wählen, dann ist der Spin parallel z (s, = m, = tl 
[vgl. die Bemerkungen nach (8. 7)]. Für u 3 haben wir die Schrödingerfunktion 

Ua = Rnz(r) Ytm 1 (iJ, cp) (8.20) 
zu setzen, dann ist auch die z-Komponente des Bahndrehimpulses quantisiert und hat den 
Eigenwert k, = m1, wobei m1 bekanntlich jeden ganzzahligen Wert zwischen -l und +l 
annehmen kann. Wegen der Definition (7.16) des Gesamtdrehimpulses folgt dann, daß auch 
die Komponente des Gesamtdrehimpulses in der z-Richtung quantisiert ist: 

M,u = (k, + s,)u = (m1 + m,)u = (m 1 + t)u = mu. 
Ist andererseits die Eigenfunktion 

u = u4 = Rn 1(r) Yt,m,+l({}, tp), u3 = 0, 

so haben die z-Komponenten der Drehimpulse die Eigenwerte 

s, = -t; k, = m 1 + 1; M, = k, + s, = m 1 + t = m. 

(8.21) 

Der Eigenwert von M, ist also für die Eigenfunktion (8.20) der gleiche wie für die Eigen
funktion (8.21). Eine weitere, linear von den aufgeschriebenen unabhängige Eigenfunktion 
mit dem gleichen Eigenwert von M, gibt es nicht. Indem man m 1 alle möglichen Werte von 
-l bis +l durchlaufen und m, jeweils die Werte -t und +! annehmen läßt (also einmal 
u3 = 0, einmal u4 = 0 setzt), erhält man 

eine Eigenfunktion mit M, = m = l + t(m1 = l, m, = +!), 
je zwei Eigenfunktionen mit m = l- t, l- i, ... ,- (l- f) (m1 = m- !, m, = +t 

und m1 = m + !, m, = -!), 
eine Eigenfunktion mit m = - (l + !) (m1 = -l, m, = -!). 

Nun ist aber M, auch mit dem vollständigen HAMILTONschen Operator (8. 7) vertauschbar I, 
M, ist also auch für die stationären Zustände des Spinelektrons noch eine Quantenzahl. 
Außerdem wissen wir, daß der Betrag des Gesamtdrehimpulses M für die stationären Zustände 
quantisiert ist und den Wert j (j + 1) hat. Wenn aber für ein bestimmtes Energieniveau der 
Drehimpuls diesen Betrag hat, müssen zu dem Energieniveau 2j + 1 Eigenfunktionen ge
hören, welche charakterisiert sind durch die Werte des Drehimpulses um die z-Achse 

M, = -j, -j+1, ... ,j-1,j. (8.22) 

Daraus folgt unmittelbar, daß die oben angegebenen 2 (2l + 1) Eigenfunktionen, 
die sich bei gegebener Azimutalquantenzahl konstruieren lassen, zu zwei Energie
niveaus gehören müssen mit den inneren Quantenzahlen i = l - l und f = l + l; 
dann sind unsere Eigenfunktionen gerade aufgebraucht. Setzen wir diese Werte 
in (8.19) ein, so erhalten wir (s = l !) 

2(f5) = J.(J. + 1)- l(l + 1)- s(s + 1) = { l 
-(l + 1) für 

für i=l+l.} (8.23) 
i = l-l, 

wl = - ~ cx2 !: C· ~ 1 - 43n) für beliebige i und l. (8.24) 

Die Abhängigkeit von l fällt also vollkommen heraus, zwei Niveaus mit gleichem i 
und verschiedenem l (l = i ± l) sind miteinander entartet. 

Die s-Terme unterscheiden sich jetzt auch nicht mehr von den übrigen: Das zweite Glied 
in (8.17), welches bei s-Termen endlich ist und bei anderen Termen verschwindet, sorgt gerade 
dafür, die wegen f = 0 fehlende Wechselwirkung des Spins mit dem Bahndrehimpuls (f!3) 
zu ersetzen. Für s-Terme ist übrigens nur ein Wert für die innere Quantenzahl, j = +! 
möglich, j = -t scheidet aus. 

1 Im Gegensatz zu k, und s, . 
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Die Anzahl der Zustände (Eigenfunktionen), die zu einem bestimmten Niveau nj ge
hören, beträgt 2 (2j + 1): Denn l kann die beiden Werte j- t und j + t haben, und bei 
festem l kann m die sämtlichen in (8.22) angegebenen Werte durchlaufen. Nur j = n - t 
bildet eine Ausnahme: In diesem Fall muß l = j - t = n - 1 sein, es gibt also nur 2j + 1 
Eigenfunktionen. 

d) FAULische Eigenfunktionen. Die Eigenfunktionen der stationären Zustände 
lassen sich durch Angabe der vier Quantenzahlen nl jm charakterisieren. Natürlich sind sie 
nicht identisch mit den früher aufgebauten Eigenfunktionen, bei denen jeweils entweder u 3 

oder u4 verschwand, vielmehr ist jede Eigenfunktion nl jm ein Linearaggregat der beiden 
Eigenfunktionen (8.20), (8.21): 

(a Yt, m-j (fJ, rp)) 
Unljm = Rnz(r) bY l({} ) · l,m+, , rp 

Um die Koeffizienten a, b zu bestimmen, beachten wir, daß 

M 2 unljm = (k2 + 13 2 + 2<fs))unljm = f(j + 1)Unljm 

sein soll. Nun ist [vgl. (1.10), (1.14), (7.9), (7.15)] 

2(fs)u = [2k,s, + (kx + iku) (sx- isy) + (kx- iky) (sx + isy)] u 

(8.25)1 

= Rnz(r) ____ ' ' = (f<f+1>-l<l+1)-s(s+1>)u. ( (a(m-t)-bV(t + t)2- m2) Yt m-' ({}, rp)) 

(-aY(l+t)2-m2 -b(m+t)) Yt,m+! ({} ,rp) 

Damit diese Gleichung erfüllbar ist, muß j einen der Wertel + t, l - t haben, wie wir bereits 
im vorigen Abschnitt abgeleitet haben. Für die Koeffizienten a, b ergibt sich 

falls j = l + ~ : 

falls j = l - _1__ : 
2 

b = - v'l - m + t I 
2l + 1 ' 

b= Vl+m+t. 
2! + 1 

Die a, b sind so normiert, daß die Summe ihrer Quadrate Eins ist. 

Wir bekommen also endgültig für die Eigenfunktionen 

Unt,J~l+t,m---=== nl r , . _ 1 R ( )( Yl+m+!Yt,m-j({},<jJ)) 

V2l+1 -Vl-m+iYt,mHW,rp) 

Unt,f=l-Lm = 1 Rnz(r) (Yl- m + tYz,m-i({}, rp)). 
_ Y2l+1 Yl+m+tYt,mH({},rp) 

(8.26) 

(8.27) 

Die Näherungsmethode, die wir in dieser Ziffer zur Bestimmung der relati
vistischen Energieniveaus benutzt haben, wurde von FAuLI bereits vor der 

DIRACschen Theorie angegeben. Nur das Glied ~: ~; in der Differential

gleichung (8.11) ist nachträglich aus der DIRAcschen Theorie hinzugefügt. 
Die Energieniveaus, die sich aus (8.25) ergeben, sind in Übereinstimmung mit 
der Erfahrung und mit der SoMMERFELDsehen Feinstrukturformel; den Ver
gleich werden wir in Ziff. 10 durchführen. Die FAuLischen Eigenfunktionen 
(8.27) werden wir öfters verwenden, z. B. in der Theorie der Feinstruktur von 
Helium, der Theorie des anomalen Zeemaneffekts usw. Daneben geben uns die 
Eigenfunktionen einen Anhaltspunkt für den Ansatz, den wir für die exakten 
DIRACschen Eigenfunktionen zu machen haben: Sie müssen ja bis auf Glieder 
der Größenordnung 1X2 (1X = Feinstrukturkonstante) mit den beiden großen 
DIRAcschen Funktionen übereinstimmen, was sich auch in der Tat ergeben 
wird. Für die Rechnung mit FAuLischen Eigenfunktionen ist zu beachten, daß 
überall dort, wo in der ScHRÖDINGERschen Theorie eine Integration über den 
Raum vorzunehmen ist, in der FAULischen Theorie eine Summation über die 

1 Wir schreiben die beiden Komponenten u 3 und u4 der FAuLischen Eigenfunktion 
untereinander, entsprechend unserer Schreibweise der DIRACschen Eigenfunktionen. 
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beiden Spinrichtungen hinzutritt. Wenn man dies berücksichtigt, sieht man 
ohne weiteres, daß die Eigenfunktionen (8.27) zueinander orthogonal und 
normiert sind, falls letzteres für die Schrödingerfunktionen Rnz (r) Y 1m(f}, cp) gilt. 

Für die Theorie der komplizierteren Atome ist es oft bequem, die FAULI

schen Eigenfunktionen nicht als Matrizen mit zwei Zeilen und einer Kolonne 
zu schreiben, sondern besondere Spin-Eigenfunktionen <X und ß einzuführen: 
Die Spin-Eigenfunktion <X soll die Aussage enthalten, daß der Spin des Elek
trons parallel z ist, soll also Eins sein, wenn die Spinkoordinate s, = +!. und 
Null, wenn s, = -! ist. In unserer bisherigen Schreibweise ist 

.x(s,) = (~) = bsd• (8.28) 

ebenso definieren Wir 
ß(s,) = (~) = bs,,-!• 

ß bedeutet also Spin antiparallel zu z. Die Eigenfunktionen (8.20), (8.21), welche 
sich bei Vernachlässigung der Spinkräfte ergaben, werden dann einfach Pro
dukte einer von den räumlichen Koordinaten des Elektrons abhängigen Eigen
funktion mit einer der Spin-Eigenfunktionen, <X oder ß. Die richtigen Eigen
funktionen mit Berücksichtigung der Spinkräfte (8.27) sind Linearkombinationen 
solcher Produkte, z. B. 

(v1l + m + ! y'l- m + 1 ) 
Unt,j~lH,m=Rnz(r)• 21 + 1 Yt,m-!({},cp).x(a)- · :2~ Yt,mH(f},cp)ß(a) . 

e) Spinrichtung. Es hat noch ein gewisses Interesse, zu fragen, wie der Spin denn 
nun eigentlich gerichtet ist. Die Spinrichtung hängt natürlich ab von dem Ort, an dem sich 
das Elektron gerade befindet, sie stellt die Richtung dar, in welche man ein Magnetfeld legen 
muß, um mit Sicherheit den Spin parallel zum Feld zu finden, wenn man das Elektron gerade 
an dem betreffenden Ort r, {}, cp abfängt. Die Spinrichtung möge die Polarkoordinaten fJ, <P 
haben 1, es soll also sein 

(ax sin fJ cos <P + ay · sin fJsin <P + a, • cos fJ) u (r, {}, q;) = u (r, {}, cp). (8.29) 
Setzen wir zunächst allgemein 

u = uiX(r,{},q;) <X(s,) + uß(r,{},q;)ß(s,), 

so folgt mit (7.9) 
sin ee-i<P uß + cos fJ u = u ' 

IX IX 

. Ll i<P Ll 
Slnete UIX- COSCIU/i = Uß. 

Also nach uiX, uß aufgelöst 
u = u(r {} m) • cos fJ. e!i('l'-P) 

IX ' ''r 2 ' I (8.30) 
u = u(r {} m). sin (;;; eii<'P+'P). 

ß ' ''~' 2 

lJf ist eine beliebige Phase, u(r, {}, q;) eine beiden Komponenten gemeinsame Raum
funktion. Charakteristisch ist das Auftreten der halben Winkel in (8.30). Lösen wir (8.30) 
nach fJ <P auf, so kommt A . cp 

ctg 2 e-t' = u,,Juß (8.31) 

und mit unseren Eigenfunktionen (8.27) speziell 

wo 

<P = q;, 
A 'l'l, m-t ({}) 

ctg-- c.----
2 - ''l'l,mH(&)' 

C. = _ yz + m _+! - - wenn j = l + ~ , 
' l-m+!' 

cJ =+V~~-= fl wenn j = l-!. 

1 Nicht zu verwechseln mit den Polarkoordinaten if, q; des Elektronenortes. 

(8. 32) 
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Nach (8.32) liegt der Spin in einer Ebene mit dem Radiusvektor vom Kern zum Elektron 
und der ausgezeichneten Achse z (d. h. dem Magnetfeld, das notwendig ist, um den Zustand m 
von den übrigen Zuständen mit demselben l und j zu trennen). Die Beziehung zwischen 
der Spinrichtung und der Lage des Elektrons in dieser Ebene, also zwischen (9 und {}, ist 
dagegen recht kompliziert. 

9. Exakte Lösung der DrRAcschen Gleichung1 • a) Die Winkelabhängig
keit der Eigenfunktionen. Wir wollen nun die DmAcsche Differential
gleichung für ein Elektron im CouLOMBsehen Zentralfeld exakt lösen. Wir setzen 
also in (7.1) 

\):(= 0, cp = Zejr (9.1) 

und schreiben die DIRAcschen Gleichungen explizit für die vier Komponenten 
der Wellenfunktion hin: 

j_ (E + Z e2 + E ) u + ou:J + ou4 _ i ~u4 = 0 
fic r 0 1 oz ox oy ' 
_j_ (E + Z e2 + E ) u _ i9_~4 + o,u3 + i o u 3 = 0 
fic r O 2 OZ OX oy ' 
i (E Ze2 ) ou1 ou2 • ou2 fic + -;,-- Eo ua +Tz+ fix - 1 oy = 0 • 

(9.2) 

_j_ (E + Z e2 
_ E) u _ ou2 + ou1 + i ou1 = o. nc r 0 4 oz ox oy 

Um einen Ansatz für u zu finden, machen wir uns nun zunutze, daß wir die 
Komponenten u3 u4 der Wellenfunktion angenähert schon kennen [PAuLische 
Funktionen (8.27)]. Wir setzen für j = l +! an 

Ua = g (r) v1~_j Yt, m-! ({}, cp), ) (9.3) 

V1t- m+t 
U4 = -g(r) 21 + 1 Yz, mH ({},cp), 

was sich von (8.27) nur dadurch unterscheidet, daß wir die radialabhängige 
Eigenfunktion g (r) nicht gleich der Schrödingerfunktion Rnz (r) setzen, sondern 
noch willkürlich lassen. Mit Benutzung der Formeln (65.44) bis (65.46) erhält man, 
wenn man mit dem Ansatz (9-3) in die beiden ersten Diracgleichungen (9.2) 
eingeht, 

- i (E + z_e_2 + E ) u = vt + m + ~ (d_g_ - l L) Yz+I +~· nc r 0 2 21 + 3 dr r ,m • 

Wenn wir also setzen 

ul = v't it~~~ ·~ il(r) yl+l,m-!({}, cp)' ) 

l /l + m + ~. 
u 2 = I ~+31 I (r) Yr+I.mH ({},rp), 

(9.4) 

so l:::csteht zwischen g und I die Beziehung 

~ (E + z e2 + E ) I = d g - l ß_ . nc r 0 dr r (9.5) 

1 Vgl. C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 118, S. 654. 1928; W. GoRDON, 
ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 11. 1928. 
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Wenn man mit (9.4) nun in die dritte und vierte Diracgleichung (9.2) eingeht 
und wieder die Formeln (65.44) bis (65.46) benutzt, so erhält man zwei Glei
chungen, welche miteinander identisch und dann erfüllt sind, wenn zwischen 
den radialen Eigenfunktionen I und g die Gleichung 

1 ( Z e2 ) df I - E + - - E0 g = -- - (l + 2) -nc ' r . dr r 

besteht. Für j = l - ! erhalten wir 

1/l +m-!. 
U1 = y. 21 _ 1 ~l(r) Yt-l,m-i, 

u 2 =-~/I~~~~! il(r) Yt-1,m+!' 

Vl-m+!-
Ua= 21+1 g(r)Yt,m-!• 

1/l + m + !-
U4 = V 21 + 1 g(r) Yt, m+!' 

_!___ (E + Z e2 + E ) I = d g + (l + 1) §_ I nc r 0 dr r ' 

_!___ (E + z e:_ - E ) g = - !1_ + (l - 1) j_ . nc r 0 dr r 

Wenn wir eine neue Quantenzahl x einführen, indem wir setzen 

x =- (i + -!) =- (l + 1), wenn j = l +-!, } 
x = + (j + ! ) = + l , wenn j = l - L 

so können wir (9.5), (9.6) und (9.8) zusammenfassen in 

;c(E + z:2 +Eo)l- (~! + (1 + x)f) = 0, I 
n1c (E + z:2 

- E 0) g + (:~ + (1 - x) {-) = 0. 

(9.6) 

(9.7) 

(9.8) 

(9.9) 

(9.10) 

" ist also eine ganze, positive oder negative Zahl. " = 0 ist nicht möglich, denn 
wenn wir in (9.7) etwa l = 0, m =! setzen, so wäre einzig die in u3 enthaltene 
Kugelfunktion endlich, aber gerade für u3 verschwindet der Faktor l - m + ! : 
Die Eigenfunktion würde also identisch verschwinden. Für " =f= 0 gibt es, wie 
man an Hand von (9.3), (9.4, (9.7) leicht sieht, je 21" I Eigenfunktionen mit den 
magnetischen Quantenzahlen m = - (Iu I - -!), -Cl" I - ~) ... I x I - ~~, I ul - -! · 

Somit ist gezeigt, daß der Ansatz (9.3) für die großen Komponenten der 
Diracfunktion in der Tat zum Ziel führt. Das ließ sich nicht voraussehen, es 
hätte sich ja auch beim Einsetzen von (9.4) in die dritte und vierte Diracgleichung 
eine andere Winkelabhängigkeit von u3 , u4 ergeben können, als wir in (9-3) 
voraussetzten, oder die beiden Gleichungen für g hätten sich widersprechen 
können. 

b) Lösung der radialen Differentialgleichung. Wir gehen an die 
Lösung der radialen Differentialgleichung (9.1 0), wobei wir uns an die GoRDONsehe 
Behandlung1 anschließen. Wir führen zunächst statt f und g die Funktionen 

X1 = rl, X2 = rg (9.11) 
1 W. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 11. 1928. 
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ein, und setzen für E0 seinen Wert mc 2, dann wird 

dz1 _ u X1 = (mc (1 _ ~) _ IX Z) X2 1 
dr r n E 0 r ' 

dzs + U Xs = (mc (1 + ~) +IX Z) 
dr r n Eo r XI• . 

(9.12) 

e2 1 
wobei IX =nc = 137,3 die SoMMERFELDsehe Feinstrukturkonstante ist. Für 

große r hat (9.12) die asymptotische Lösung 

;. _ -!.r 1 _mcy E"] 
XI= aie- r, X2- a2e ' A- n 1E- Eo2'~ (9.13) 

ai = - a Jl 1 - : 0 , a2 = + a V 1 + Eo · J 

Zur Veranschaulichung sei bemerkt, daß 2nnjmc = 2,3 · 10-Io cm die "Comp
tonwellenlänge" ist. Sie ist gleich 2:n;IXmal dem BoHRsehen Wasserstoffradius. 
In atomaren Einheiten gemessen wird also 

(9.14) 

Dabei ist berücksichtigt, daß die Ruheenergie des Elektrons mc2 gleich 1/1X2 

atomaren Energieeinheiten ist, d. h. gleich 2/1X 2 :::::; 37 500mal der (nichtrelati
vistisch berechneten) Ionisierungsspannung des Wasserstoffs. 

Um (9.13) zu einem für alle r gültigen Ansatz auszugestalten, würde es 
vielleicht nahe liegen, die Konstante a durch eine Funktion von r zu ersetzen 
(vgl. Ziff. 2). Dadurch würden wir aber die sicher ungerechtfertigte Annahme 
machen, daß XI und x2 für aller das gleiche Verhältnis zueinander haben. Wir 
müssen vielmehr auch weiterhin zwei Funktionen von r zur Verfügung haben 
und setzen daher 

X1 = y1=8e-!.r(9'1- 9'2), X2 = f1 + ee-J.r(!fil + fP2) 
mit e = EJE0 • 

(9.15) 

(9.16) 

Für große r muß nach (913) 912 groß gegen q;1 und nahezu konstant werden. 
Ferner führen wir als unabhängige Variable 

e = 2/.r (9.17) 

ein, dann wird aus (9 12) zunächst 

1 (dx1 " ·) (1 1/~ z) x2 I Y1- e de-- e Xl = 2- V 1- e IX !! Y1 + e' 

1 (dxs " ) (1 l/1-e Z) X1 
f1 + e d(i + e x2 = 2 + V 1 + e IX -e, Y1- e 

(9.18) 

und mit Einführung von (9.15) 

(9.19) 

00 00 

ff!l = er~ a. e''' 9'2 =er~ b.e·. (9.20) 
•=0 v=O 
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Die Koeffizienten der Potenz e+•-1 müssen auf den beiden Seiten der Glei
chungen (9.20) gleich sein, also 

a.(v + y) = av-1- ~-av- (" + ()(.z ) bv, 1 Y 1 - e2 Y 1 - ,.2 

( ()(.z ) ()(.ez (9.21) 1 
b.(v+y)= -x+,;~ a.+;;-=-=b •. 

y 1 - e2 y 1 - e2 

Setzen wir insbesondere v = 0, so bekommen wir (da a_1 = 0) zwei homogene 
Gleichungen für a 0 und b0 • Damit diese lösbar sind, muß 

sein, also 

+ aeZ y --V1- e2 

aZ 
u---

j/1- e2 

aZ I "+ --==' j/1 - e2 . -o 
IXBZ 1-y-,= 

f1 - e2' 

(9.22) 

Die Funktionen rp1 und rp2 müssen aber, um Eigenfunktionen zu sein, quadrat
integrierbar sein, genauer gesagt muß 

j(l/12 + lgl2)r2dr = j(XI2 + X22)dr = Je-1.!(rpi2 - 2rplfP2 + fP2 2)dr 

existieren, daher muß in (9.22) das positive Vorzeichen der Wurzel gewählt 
werden. Für das Verhältnis der Koeffizienten a.fbv erhalten wir dann aus der 
zweiten Gleichung (9.21) 

-x +aZ/Jit_:_~ 
n'- v (9.23) 

wobei wir die Abkürzung 
()(.Z e aZ e ,1------

n' = ----=- Y = ;=-=- r"2- IX2Z2 j/1=. e2 V 1 - e2 
(9.24) 

eingeführt haben. Gehen wir mit (9.23) in die erste Gleichung (9.21) ein, so be
kommen wir die Rekursionsformel für die a.: 

n'- v (n'- 1) ... (n'- v) 
av = - V (2y + 0 av-1 = (- )• V! (2)' + 1) .. • (2y + v) aO' (9.25) 

und da aus (9.23) folgt 
bv b0 n' 

---

wird 
b __ ( _ )• n' . .. (n'- v + 1) b 
v- v!(2y+1) ... (2y+v) o· (9.26) 

Genau wie in Ziff. 3 für den nichtrelativistischen Fall, müssen wir auch hier 
für reelle Werte von A, d. h. für B < 1, E < E 0 (diskretes Spektrum) fordern, 
daß die Potenzreihen für rp1 und rp2 abbrechen, weil sonst die Eigenfunktionen X1 
und x2 für große r wie e+Ar ansteigen. Das Abbrechen der Reihen findet aber 
nur statt, wenn n' eine ganze, nichtnegative Zahl ist. Dann geht die Reihe 
für rp2 bis zur Potenz rn', die für rp1 bis yn'- 1 . 

1 Hier offenbart sich erst der Vorteil des Ansatzes (9.15) gegenüber einem Ansatz 
X;= e-J.r /; (r). Dadurch, daß für großer die Funktion rp2 nahezu konstant wird (drp2 /dg = rp2/e), 
enthält die zweite Gleichung (9.21) nur av und bv, dagegen nicht a._ 1 bv_1, so daß bv durch av 
ausgedrückt werden kann. 
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Der Fall n' = 0 erfordert eine gesonderte Betrachtung. Es muß dann nämlich a0 = 0 
werden, weil sonst nach (9.25) die höheren a,. nicht verschwinden. Nun ist nach (9.23) 

n' 
(9.27) 

und das verschwindet für n' = 0, falls der Nenner endlich bleibt. Nun gilt aber im Fall 
n' = 0 nach (9.24) 

e2 
y2 = x2 _ ~2z2 = ~2z2__ also 

1 - e2 ' 

Der Nenner in (9.27) bleibt also nur endlich, wenn x negativ ist (j = l + t. x = -(1 + 1)), 
in diesem Fall wird a0 = 0, b0 endlich und wir bekommen eine Lösung des Problems. Da
gegen verschwindet der Nenner, falls x positiv ist, und zwar proportional mit n', so daß a0 jb0 
einen endlichen Wert hat und die Reihe für cp1 nicht abbricht. Der Fall n' = 0, x = l ist 
also auszuschließen, n' = 0, x = - (l + 1) dagegen zulässig. n' vertritt die radiale Quanten
zahl nr = n - l - 1 der ScHRÖDINGERschen Theorie. 

Wir führen noch die Hauptquantenzahl 

n=n'+k, k=l"l=f+~ (9.28) 

em und lösen (9.24) nach dem gesuchten Eigenwert s auf: 
E 1 1 

s = E~ = l-/-1 +--~-2z_2 __ = -l/-:=;1=+=(===~=z~= )2. 
(n'+ y)2 n- k + Yk2- ~2Z2 

(9.29) 

(9.29) ist unsere endgültige Formel für die Energie E des Wasserstojfatoms. Die 
Energie hängt nur von k, d. h. von f, ab, dagegen nicht vom Vorzeichen von " 
[d. h. nicht von l, vgl. (8.24)]. Wegen der Kleinheit der Feinstrukturkonstante <X 
ist für leichte Atome (kleine Z) die Energie E nur um wenig kleiner als die Ruhe
energie E0 des Elektrons. Die genauere Diskussion der Energieformel verschieben 
wir auf Ziff. 10. 

c) Diskussion undNormierungder radialen Eigenfunktionen des 
Keplerproblems. Aus den Rekursionsformeln (9.25), (9.26) sieht man un
mittelbar, daß die Funktionen cp1 und cp2 im wesentlichen entartete hyper
geometrische Funktionen sind, nämlich 

CfJr = -c ,; n' erF(-n' + 1, 2y + 1, (}),I 
V -X+ ~z/(1- e2 

cp2 = cV-"+<XZ/V1-e2 erF(-n', 2y+1.(]). 

(9.30) 

Über die Konstante c dürfen wir noch verfügen und benutzen sie, um die Eigen
funktion u zu normieren. Die Normierungsvorschrift für die DIRACschen Eigen
funktionen lautet 

(9-31) 

Da die Kugelflächenfunktionen Y 1m normiert sind, gibt die Integration über 
die Winkel mit Rücksicht auf (9-3), (9.4), (9.7) einfach 

Jlul2 d-r = j(l/1 2 + lgl 2) r2 dr = j(x~ + x~) dr = 1, (9.32) 

und zwar sowohl für f = l +~wie für f = l- ~- Die etwas langwierigen Inte
grale sind von BECHERT1 ausgeführt worden, man erhält für die Konstante c 
in (9-30) 

(9-33) 

r K. BECHERT, Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 700 (1930). 
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Wir können die Formeln noch dadurch vereinfachen, daß wrr den expliziten 
Wert der Energie aus (9.29) einsetzen: 

1 - e2 = (~Z)2 = (~Z)2 • (9 34) 
(n' + y)2 + (~Z)2 na- 2n' (k- Yk2- ~az2) . 

Wir definieren sodann eine "scheinbare Hauptquantenzahl" 

N = Vn 2 - 2n'(k- yk2 - cx2 Z 2), (9-35) 
welche offenbar in die wirkliche Hauptquantenzahl n übergeht, wenn wir die 
Relativitätskorrektur vernachlässigen, d. h. cx = 0 und damit [ vgl. (9.22)] y = k 
setzen. Dann wird nach (9.13), (9.14) 

;. _ mc ~z _ 1 z 
-TN- a0 N' (9-36) 

wo a0 der Wasserstoffradius ist (atomare Längeneinheit). Führen wir dies in 
(9.11), (9.15), (9-30), (9-33) ein, so bekommen wir folgende explizite Ausdrücke 
für die normierten DrRAcschen Radialeigenfunktionen: 

t=-yr(2r+n't1)V 1-e (2z)~e-::.(?-z!..)r-1 
F(2y+1)Yn'! 4N(N-u) Na0 Na0 

[n' F( -n' + 1, 2y + 1, ~~) + (N- x)F( -n', 2y + 1, ~:)J, 

g = _ Y F(2y -tn'=ti) 1/ __!_±_e __ ( 2Z )~ e- ::. (2Zr)r-1 
F(2y+1)Yn'! V4N(N-u) Na0 Na0 

(9.37) 

[ -n' F( -n' + 1, 2y + 1, ~z~) + (N- x)F( -n', 2y + 1, ~~:)J. 
Definitionen: "siehe (9.9), y (9.22), e (9.16), (9.29), n' (?_.24), (9.28), N (9.35), k=l "I· 

Die Funktionen haben bereits äußerlich große Ahnlichkeit mit der SCHRÖ
DINGERschen Eigenfunktion (3.2o); es tritt nur im Argument aller Funktionen N 
an die Stelle der eigentlichen Hauptquantenzahl n, ferner " oder k an die Stelle 
von l. Wenn wir in (9-37) die Feinstrukturkonstante durchweg gegen Eins 
streichen, so ist l = k, N = n und e = 1 zu setzen [vgl. (9.22), (9.28), (9.34) (9-35)]. 
Dann verschwindet f wegen des Faktors 1 - e, und g geht, wie es sein muß, 
exakt in die normierte ScHRÖDINGERsche Eigenfunktion (3.17) über, wenn man 
nach (9.9) " durch l ausdrückt. 

Die relativistischen Eigenfunktionen für"= ±1, also j = !. l = 0 bzw. 1 
sind vor allen anderen dadurch ausgezeichnet, daß sie im Nullpunkt unendlich 
werden. Sie verhalten sich nämlich für kleine r wie rr-1 = rYr-.XOz•-1 R:i r-t "''z'. 
Das Unendlichwerden ist für Wasserstoff und andere leichte Atome sehr schwach, 
da cx sehr klein ist: Für die inneren Elektronen schwerer Atome wird es jedoch 
beträchtlich und ist von wesentlichem Einfluß auf die Hyperfeinstruktur1 und 
andere Vorgänge, die sich in der Nähe des Kerns abspielen. 

Eine schöne graphische Darstellung der relativistischen Eigenfunktionen 
findet sich bei WHITE2. 

10. Die Feinstrukturformet Wir wollen nunmehr die in (9.29) gewonnene 
Formel für die Energie der Wasserstoffniveaus diskutieren. Die Energie des 
Atoms mit Ausschluß der Ruhenergie des Elektrons ist 

mc2 
E - E0 = W = - mc2 v1 + (n- k + ~!2- ~2Z2r 

1 Vgl. Ziff. 25 und besonders G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 36, S. 385. 1930. 
2 H. E. WHITE, Phys. Rev. Bd. 38, S. 513. 1931. 

( 10.1) 
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e2 1 e4 m oder entwickelt nach cx Z wegen cx = - und - ~ = Ry · nc 2 1i2 • 

RyZ2 Ryrx2 Z' ( 1 3 ) W = - -----nz --ns- T- 4n - . . . (10.2) 

Die Feinstrukturformel (10.2) ist identisch mit dem Ergebnis unserer angenäherten 
Rechnung in Ziff. 8. [Formel (8.24) gab die Energie an, die infolge der Rela-

tivität zur ScHRÖDINGERschen Energie - __!__ z: hinzutritt.] 
2 n 

a) Vergleich mit der älteren Theorie und den Alkalispektren. 
Die Feinstrukturformeln (10.1), (10.2) sind in genau derselben Form schon aus der 
älteren Quantentheorie von SoMMERFELD abgeleitet worden. Die Quantenzahl k 
(Nebenquantenzahl) hatte allerdings eine etwas andere Bedeutung; sie ergab 
sich in der älteren Theorie als verknüpft mit dem Bahndrehimpuls des Elektrons 
(k = t + 1), während sie bei uns mit dem Gesamtdrehimpuls zusammenhängt 
(k = i + !). Dementsprechend ist auch die Zuordnung der Feinstrukturterme 
des Wasserstoffs zu den Spektraltermen der Alkalien in der neuen Theorie eine 
andere als in der alten: Die Azimutalquantenzahlt unterscheidet bekanntlich die 
verschiedenen Termserien voneinander (l =0, 1, 2, 3 usw. fürs, p, d,f-Terme usw.), 
während die innere Quantenzahl i die beiden Terme eines Dubletts unterscheidet 
(j = t ± !). Die ältere Quantentheorie ordnete also z. B. jedem Term nk des Was
serstoffs ein Dubtett im Alkalispektrum zu mit der Hauptquantenzahl n und der Azi
mutalquantenzahlt =k -1. Warum das Niveau nt des Alkalispektrums noch eine 
Dublettstruktur zeigte, mußte der älteren Theorie unverständlich bleiben. In der 
neueren Quantentheorie dagegen1 korrespondieren dem Term n k des Wasserstoffs die 
beiden Terme mit der Hauptquantenzahl n und der inneren Quantenzahl i = k- !, 
welche zwei verschiedenen Dubletts angehören (t = k- 1 und t = k). 

Daß diese beiden Niveaus bei den Alkalispektren voneinander getrennt, und zwar weit 
getrennt sind, während sie bei Wasserstoff zusammenfallen, ist ohne weiteres zu verstehen: 
Es rührt bekanntlich davon her, daß 
bei den Alkalien die auf das Leucht- ~% J"-618 ........ ...;k_-_a __ , ____ _j"-51.1 11% 
elektronwirkende Kernladung durch Z-2{ :;;:;p --:--~-;:--}l-2 
die Elektronen der inneren Schalen 11% J-% /' J"-% ~% k-2 / 
abgeschirmt wird, und daß diese Ab- 8P% J"-9fa --;;:?=----"'-"'--~.,,,j-3/ß ~.,., 
schirmung sehr stark von der Azimu- l-1{ / r.--.~r.:--}l-1 
talquantenzahl abhängt: Ein Elek- ~~ j-~ I.J"-'Ia '!ot 
tron mit niedrigem l (exzentrische 1 ~ 
Bahn) dringt sehr häufig in die / 
inneren Schalen ein und gelangt da- I 
durch in Gebiete hoher effektiver 8S,~ J·-~------ k~1 I . 1, z,. 

l 0 ---"'1....__~-· --- J-'la "~ Kernladung, ein Elektron mithohem l -
bleibt dauernd außerhalb der ab- li II U 
geschlossenen Schalen und wird da- '-----v----' 

her viel weniger fest gebunden. Zuurrlnun,gnocl!tler 
ollen Ruotiknlheorie 

Neue Zuortlnung 
(Spin-Elektron) 

l-0 

Es ist also bei den Alkalien 
die Trennung der Niveaus mit 

verschiedenem t ein Ab
schirmungseffekt, 

Abb. 9. Die dreiquantigen Wasserstoffniveaus und die Zuordnung 
der Feinstrukturterme zu den Alkalitermen. Links: Zuordnung 
nach. der alten Quantentheorie {k = l + 1). Rechts: Zuordnung 

nach der neuen Theorie (k = i + }). 

die Trennung der Niveaus mit verschiedenem i (Dublettaufspaltung) ein Rela
tivitäts- (Spin-) Effekt. 

Der letztere entspricht der Wasserstoff-Feinstruktur, der erstere hat bei Wasser
stoff kein Analogon. 

In Abb. 9 sind die dreiquantigen (n = 3) Wasserstoffniveaus aufgezeichnet 
und die Zuordnung zu den entsprechenden Niveaus des Li gemäß der neuen 
und gemäß der alten Quantentheorie dargestellt. 

1 D. h. seit Einführung des Spins durch GouDSMIT und UHLENBECK. 
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Die Gewichte g der Wasserstoffterme, d. h. die Anzahl der verschiedenen 
Zustände (Eigenfunktionen), welche zu dem betreffenden Term gehören, sind 
ebenfalls nach der neuen Theorie anders als nach der früheren. Nach Ziff. Sc, 
Ende, und 9a, Ende, ist g = 2 (2j + 1) = 2k, außer wenn k = n (i = n - -!); 
im letzteren Fall ist das Gewicht g nur 2j + 1 = 2k. In der alten Quanten
theorie dagegen war das Gewicht jedes Terms (auch k = n!) gleich 2(2k- 1). 

Wir geben noch eine Zusammenstellung der von verschiedenen Autoren 
benutzten Quantenzahlen für das relativistische Elektron: 

Term Wir DrRAc I GORDON DARWIN SoMMERFELD 1 BECHERT 

a) k=l+1 k -j -j' i+t k "(=k) 
(" = -k) l -(f+1) l k l-1 l 

b) k=l k i i' i+t -k "(=-k) 
(x =+k) l i l I k l l 

Die Niveaus mit l = 0, 1, 2 werden demnach wie folgt bezeichnet: 

Spektroskopisch 
Wir DIRAC GORDON DARWIN 

I 
SOMMERFELD BECHERT 

I k i i i' I i k k I k I " 
St 0 1 t -1 -1 0 1 0 1 1 1 1 0 

2 2 

PJ, 1 1 t 1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 
2 

2 

Pt 1 2 3 -2 -2 1 B 1 2 2 2 2 1 2 ~-

dn 2 2 -J 2 2 2 " 2 -2 2 2 -2 2 
:r 

.. 
d6 

~-
2 3 t -3 -3 2 ~- 2 3 3 3 3 2 

b) Diskussion der FeinstrukturformeL Die Größe der Feinaufspal
tung eines Terms eines wasserstoffähnlichen Atoms wächst mit steigender Kern
ladung und abnehmender Hauptquantenzahl, z. B. ist der Abstand der äußersten 
Feinstrukturkomponenten eines Terms 

E E -"E- 2Z4n-1R 
k=n - k=1 - LJ - IX ~ Y. (1 0.3) 

Dies Verhalten ist sehr verständlich, denn der wesentlichste Teil der relati
vistischen Korrektur beruht ja auf der Veränderlichkeit der Elektronenmasse mit 
der Geschwindigkeit: Je größer im Mittel die kinetische Energie, um so größer 
die relativistische Massenveränderung, der Mittelwert der kinetischen Energie 
ist aber bei Atomen mit nur einem Elektron gleich dem Termwert Z 2fn 2 selbst 
[vgl. (3.31)]. 

Die relativistische Feinstruktur ist bei tiefen Termen nicht nur absolut ge
nommen größer als bei hochangeregten, sondern auch relativ zur Gesamtenergie 
des Terms, E, es folgt nämlich aus (10.1) und der Balmerformel (2.11) 

iJEfE = ~X2E(n- 1). (10.4) 2 

Daher sind ultraviolette Linien - und in noch höherem Maße Röntgenlinien -
geeigneter zur Beobachtung der Feinstruktur als optische 3• 

Bei gleicher Gesamtenergie des Terms, also gleichem Zjn wiederum zeigen 
nach (10.4) die Terme die größte Feinstrukturaufspaltung, die eine möglichst 

1 A. SoMMERFELD, Wellenmechan. Erg.-Bd. S. 318ff. Die anderen Arbeiten haben 
wir bereits zitiert. 

8 Energie E in Rydberg gemessen. 
3 Ausgenommen sind die Linien der Lymanserie, da der Grundterm des Wasserstoffs 

überhaupt nicht aufgespalten ist. 
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große Hauptquantenzahl n haben. Wegen E = Z 2j2n 2 heißt das, daß wir zu 
möglichst schweren Elementen gehen müssen, um - bei gleichbleibender Fre
quenz der Spektrallinien - möglichst große Feinstrukturen zu beobachten. 
Dem ist natürlich eine Grenze dadurch gesetzt, daß unser Atom nur ein Elektron 
besitzen soll: dadurch ist man praktisch auf Wasserstoff und das positive Helium
ion angewiesen. 

Der Grundterm der Balmerserie des Wasserstoffs (Z = 1, n = 2) hat eine 
Feinaufspaltung 

14 
LIE = ~2 • 24 (2- 1) Ry = 0,365 cm- 1 , 

der vierte Term des Heliumions (Z = 2, n = 4), dessen Gesamtenergie genau 
so groß ist, besitzt eine dreimal so große Aufspaltung: 

24 
LIE = ~2 • 4' (4- 1) Ry = 1,095 cm- 1 • 

Da die Aufspaltung der höher angeregten Terme klein ist gegen die der tieferen, 
zeigen auch die Linien der Balmerserie und der vierten Heliumserie etwa die 
angegebenen Abstände zwischen den äußersten Feinkomponenten. Dabei wird 
der in der größeren Aufspaltung liegende Vorzug der Heliumlinien für die Beob
achtung von Feinstrukturen teilweise wieder kompensiert durch die verwickeltere 
Struktur dieser Linien: Denn Terme mit höherer Hauptquantenzahl besitzen 
eine größere Anzahl von Feinstrukturkomponenten als solche mit niedriger (die 
Anzahl ist gleich n), und das gleiche gilt für die von den Termen ausgehenden Spek
trallinien. Z. B. haben die Linien der Balmerserie theoretisch 5 Feinkompo
nenten, von denen 2 sehr schwach sind, die Heliumlinien der 4. Serie, welche 
in der Frequenz der Balmerserie entspricht, dagegen je 11 (davon 6 schwache). 

c) Vergleich mit der Erfahrung bei Wasserstoff und Helium1• 

Wir geben in Abb. 10a das Niveauschema 2 für die Spektrallinie Hex. An die 
einzelnen Terme sind links die Hauptquantenzahl n, rechts Azimutalquanten
zahl l und innere Quantenzahl i angeschrieben. Die jeweils zusammenfallenden 
Feinstrukturniveaus mit gleichem i und verschiedenem l sind sehr dicht über
einander, aber getrennt gezeichnet. Die Abstände der verschiedenen Fein
strukturniveaus voneinander sind im richtigen Maßstab aufgetragen, der Ab
stand der Niveaus n = 2 und n = 3 wäre natürlich in Wirklichkeit etwa 10000-
mal größer. Die möglichen Übergänge sind eingezeichnet, intensivere stärker. 
Die gestrichelten Linien entsprechen Übergängen, welche wegen der Auswahl
regel für die innere Quantenzahl LI i = ±1 oder 0 (vgl. Ziff. 42) verboten sind. 
Übergänge, welche der Auswahlregel für die Azimutalquantenzahl Al = ±1 
widersprechen, sind nicht eingezeichnet. Unter dem Termschema ist nochmals 
das zu erwartende Feinstrukturbild für die Linie Hex aufgetragen. Dies wird 
jedoch sehr stark modifiziert dadurch, daß die einzelnen Linien außerordentlich 
verschiedene Übergangswahrscheinlichkeiten besitzen. Abb. 10b gibt nach Be
rechnungen von SoMMERFELD und UNSÖLD die Intensitäten der einzelnen Fein
strukturkomponenten im richtigen Maßstab wieder (Länge der Linien = Inten
sität). (Über die Berechnung der relativen Intensitäten vgl. Ziff. 42.) Nur vier 
von fünf Komponenten haben nach der Rechnung überhaupt merkliche Inten
sität, und zwei davon (Ia und Ib) liegen so dicht benachbart (Abstand 0,036cm- 1), 

daß von einer experimentellen Trennung der Linien keine Rede sein kann. Es 
bleiben also drei Linien zu erwarten, von denen die mittlere (II c) sehr viel 

1 Vgl. A. SoMMERFELD u. A. UNSÖLD, ZS. f. Phys. Bd. 36, S. 259; Bd. 38, S. 237. 1926. 
2 Aus GROTRIAN, Graphische Darstellung der Spektren, dort Abb. I 8. 
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schwächer ist als die beiden äußeren. Experimentell geht infolgedessen die 
mittlere Komponente in der kurzwelligen (Ilb) unter, wie man aus der in 

l~d, n-J J 
J 
J 

p, 
p, 
s 

p 

,, 

,: ,, 
,, 
'I ,, 
,, ,, 
,, 
,, 
:I 
,, 
,, 
,, 
,' 

p ~ 
J: 

l2s Jlall~ JJc Ial~ Je 

i I I II I 
,.,__ßpH__,., 
LJl~t: 1 t1j=0,'!:1 

l j 
2 5/Za 

3/z b ~ 
1 
0 7/zc 

1 Jfz I 

J 
0 

1/z II 

Abb. 10c wiedergegebenen Mikrophotometer
kurve von G. HANSEN 1 sieht. Die mittlere 

Ho.:. 
Ia-

IIb 

LlvH-O,JBIIS 

0,3285 

Ilc 

a) Termschema des oberen und unteren Niveaus b) Aufspaltungsbild von H cx (Länge der Linien proportional ihrer mit eingezeichneten Übergängen. Intensität, die Abstände in cm- 1 sind eingezeichnet). 

c) Experimentelle Photometerkurve von G. HANSEN und Zerlegung in drei Komponenten (vgl. b). 

Abb. 10 a bis c. Die Feinstruktur der ersten Balmerlinie H IX. (Aus GROTRIAN, Graphische Darstellung der Spektren 
von Atomen.) 

Komponente deutet sich aber in Form einer starken Unsymmetrie der Intensi
tätsverteilung der kurzwelligen Komponente an. Um rein experimentell die 
genaue Lage und Intensität der einzelnen Feinstrukturkomponenten zu be
stimmen, kann man etwa annehmen, daß jede einzelne Spektrallinie eine Intensi
tätsverteilung proportional e-"'(v-v,)' zeigen würde (wie das z. B. der Fall wäre, 
wenn die Linienbreite lediglich vom Dopplereffekt herrühren würde), und kann 
die Photometerkurve in drei Einzelkurven vom Typ e-a'(v->'o)' zerlegen. Dann 
erhält man aus Messungen von HousToN 2 

1 G. HANSEN, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 558. 1925. 
2 W. V. HousTON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 608. 1927, Tabelle 1 und Abb. 1. 
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1. für den Abstand der beiden äußeren Komponenten: 0,329 cm- 1 . 

Theoretisch würde man erwarten: 
Abstand der Linie Ia von Ilb (-(!r-rh·) rx2 Ry = 0,3285 cm- 1 

Abstand der Linie Ib von Ilb n rx 2 Ry = 0,3645 cm- 1 

Mittel (mit Gewichten) 0,3 321 cm- I, 
d. i. etwas mehr als der gemessene Wert; He+ 

2. für das Intensitätsverhältnis :;\,='1686 

(durch Ausmessung der Flächen der Ilb 
zu den einzelnen Linien gehörigen In- ItL 

• IE 2LIVH "I tensltätskurven) 
I I 

IIb:IIc:Ia+Ib=7:1:10 I I 
gegen theoretisch 7,1: 1,1: 10,0. I I 

7 

:~; 
7 

z 

l j 
3 7/z a 
~ !lfz b 
~ Jfzc \: 

~ 1/z d 

I I 
I 1 

lllc 1 

0.60 
Jnt.'0,_31 

0,91 

I 
I 

zkti 

0,03 
O,fG 
0,19 

1,07 0,003 Z,BO 
1.fl.G 0,119 
J,DJ 0,122 

V+--

011'1 

b) Theoretisches Aufspaltungsbild. 

d J 

J 

3 
dz 
Pt 

Pl 
_/ 

J 

Js Ia 
JlTc Did Ilblli: .IlJklld 

I I 111111 ,,_, __ _ 
a} Termschema. 

z 5a I 
z 3/Zll 
1 

Abb. 11 a bis c. Die Feinstruktur der Linie .\ = 4686 A 
des He+ (Übergang vom Niveau n = 4 nach n = 3). 

(Nach GROTRIAN.) 

Dispersion 
'750 

O,lJ70A E/mm 

mc 

100 

O,OJ 

321 

O,OZ 
0,06 
0,08 

Je u.Iltl 

Die Übereinstimmung ist vorzüglich. -
Nicht ganz so gut stimmen bezüglich 
der Linienintensitäten die Aufnahmen 
einiger anderer Autoren, z. B. von HAN
SEN 1 und von KENT, TA YLOR und 
PEARSON 2 mit der Theorie überein (vgl. 
jedoch Ziff. 43). 

Die höheren Glieder der Balmer
serie bestehen praktisch aus einfachen 
Dubletts mit dem Abstand fs rx 2 Ry 
=0,3645 cm- 1, welcherder Aufspaltung 

1 Siehe Fußnote 1, S. 320. 
2 N. A. KENT, L. B. TAYLOR u. H. PEAR

SON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 266. 1927. 
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des zweiquantigen Niveaus entspricht, die Ausgangsterme dieser höheren Serien
glieder zeigen praktisch keine Feinstrukturaufspaltung. 

Vollständiger als für Wasserstoff läßt sich die Theorie der Feinstruktur 
für He+ prüfen, wie bereits oben bemerkt. Bequem für die Messung liegt z. B. 
die Linie 4686A des He+-Spektrums, welche beim Übergang vom Niveau n = 4 
nach n = 3 entsteht. Abb. 11 a gibt das Niveauschema für diese Linie, Abb. 11 b 
die theoretischen Intensitäten der Feinstrukturkomponenten; Abb. 11 c die 
Photometerkurve der Linie nach PASCHEN 1 . Wie man sieht, ist die Überein
stimmung vorzüglich, alle zu erwartenden Komponenten sind auch gefunden, 
soweit sie nicht sehr nahe an einer intensiveren Linie liegen (IIc, Ib). Auch 
die berechneten und beobachteten Werte der Wellenlängen der einzelnen Linien 
stimmen ausgezeichnet überein, sie sind unter der Abb. 11 c mitangegeben. 

d) Vergleichmit Rön tgenspektren2• Eineweitere Möglichkeit zur Prüfung 
der Feinstrukturformel ergibt sich aus den Röntgenspektren. Da die Kernladung 
dort sehr hohe Werte annimmt, wird die Feinstruktur zur Grobstruktur. Die 
beiden Terme Lu und Lw (Quantenzahlen n = 2, n = 1, i =! bzw. f), die 
beim Wasserstoff um 0,365 cm - 1 = 1/ 75000 ihres mittleren Termwertes getrennt 
sind, haben bei Uran (Z = 92) einen Abstand von 279 Rydberg =etwa 3 ·107 cm - 1 

=etwa 1/ 5 ihrer mittleren Ionisierungsspannung. Die Messung der Feinstruktur 
im Röntgengebiet ist also sehr einfach, aber leider läßt sich die theoretische Auf
spaltung nicht mit gleicher Sicherheit angeben wie für H und He+: Die Fein
strukturformel (9.29) kann nicht ohne weiteres übertragen werden, da die Wechsel
wirkung der Elektronen (Abschirmung der Kernladung) eine wesentliche Rolle 
spielt. Der Vergleich der Röntgenterme mit der Erfahrung bedeutet daher in 
erster Linie eine Prüfung des Ansatzes, mit dem man der Wechselwirkung der 
Elektronen des Atoms Rechnung trägt und erst in zweiter Linie eine Prüfung 
der FeinstrukturformeL 

Die Wechselwirkung der Elektronen beeinflußt die Röntgenterme in zweierlei Weise, 
durch ,.innere" und "äußere" Abschirmung: Die innere Abschirmung besteht darin, daß 
zwischen einem gegebenen Elektron i und dem Kern sich Teile der Ladungswolken anderer 
Elektronen befinden, und daß daher das Feld, das auf das Elektron i wirkt, nicht das Feld 
der vollen Kernladung Z ist, sondern in erster Näherung das einer abgeschirmten Kernladung 
Z- s1 • Für die Berechnung der Abschirmungszahlen s1 hat SLATER 3 Regeln angegeben, 
die aber im wesentlichen empirischer Natur sind, d. h. so gewählt, daß eben die Spektral
terme der Atome möglichst genau mit den gemessenen Termen übereinstimmen. Die effektive 
Kernladung bestimmt die Eigenfunktion des iten Elektrons, in der Weise, daß man für diese 
(in erster Näherung) die gewöhnliche Wasserstoffeigenfunktion ansetzen kann, wobei man 
für die Kernladung eben die effektive Kernladung Z - s1 einzuführen hat. Die effektive 
Kernladung Z - s1 bestimmt aber nicht die Ionisierungsarbeit, die notwendig ist, um Q.as 
Elektron i aus dem Atom zu entfernen, vielmehr muß hier noch die ,.äußere Abschirmung" 
berücksichtigt werden: Wenn man nämlich ein inneres Elektron aus dem Atom entfernt hat, 
so wirkt auf die äußeren Elektronen eine um eine Einheit vermehrte effektive Kernladung, 
die äußeren Elektronen ordnen sich dementsprechend um und werden fester gebunden. Bei 
diesem Umordnungsprozeß wird ein beträchtlicher Teil der Ionisierungsarbeit (Z - s1) 2 

Rydberg" zurückgewonnen, die Ionisierungsspannung des iten Elektrons (bzw. die Frequenz 
der entsprechenden Absorptionskante) ist viel niedriger, als man aus der Eigenfunktion 
erwarten sollte. Der Effekt der beschriebenen äußeren Abschirmung ist äußerst beträchtlich: 
Für Uran z. B. berechnet man aus der Frequenz der K-Absorptionskante unter Zugrunde
legung der relativistischen Feinstrukturformel eine scheinbare effektive Kernladung von 
86,5, also eine scheinbare Abschirmungszahl von 5,5, während die für die Eigenfunktion 
des K-Elektrons maßgebende Abschirmungszahl nach SLATER nur 0,3 beträgt. 

1 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 689. 1927. Die Figuren nach GROTRIAN, 
Graph. Darst. 

2 Vgl. vor allem A. SoMMERFELD, Atombau und Spektrallinien. 
3 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 36, S. 57. 1930. 
4 E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd.48, S. 73. 1928, und vor allem in FALKENHAGEN, Quanten

theorie und Chemie. 
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Um theoretisch die Röntgenterme aus den SLATERschen Abschirmungszahlen zu be
rechnen, müßten wir danach nicht bloß die Abschirmungszahl der gerade in Frage kommenden 
inneren, sondern auch die der äußeren Elektronen kennen, um angeben zu können, wie sich 
die Energie dieser äußeren Elektronen bei der Ionisierung der inneren Schale ändert. Die 
Rechnung wird dadurch sehr ungenau. Genauer und bequemer ist es, nach der FERMisehen 
Methode 1 zu rechnen. Dabei wird zur Berechnung der Eigenfunktion und des Eigenwertes 
des iten Elektrons dem Vorhandensein der übrigen Elektronen summarisch Rechnung ge
tragen, indem man annimmt, daß auf das ite Elektron das Potential des Kerns und der 
Ladungswolken der übrigen Elektronen wirkt. Das Potential der Elektronen, die sich weiter 
vom Kern entfernt befinden als das betrachtete ite, bewirkt dann die äußere Abschirmung: 
Es trägt zum elektrischen Feld, also zum Aussehen der Eigenfunktion, nichts bei, vermindert 
aber die Energie, die notwendig ist, um das Elektron i ins Unendliche zu entfernen. Aber 
auch hier ist natürlich die Berechnung der Röntgenterme gleichzeitig eine Prüfung der ge
machten Annahmen über das Potential und der FeinstrukturformeL 

Doch kann man ohne jede Rechnung rein qualitativ sagen: Äußere wie innere Abschir
mung müssen im Sinne einer starken Verminderung der Röntgenterme wirken. Für die 
K-Ionisierungsspannungen der schwersten Atome sind aber Werte beobachtet, die sogar 
eine Kleinigkeit höher liegen, als es die nichtrelativistische Energieformel ohne Berück
sichtigung der Abschirmung E = -Z2 Ry 

verlangen würde: Für Uran z. B. (Z = 92) gibt diese Formel eine Ionisierungsspannung von 
8460 Rydberg gegen einen beobachteten Wert von 8477 Rydberg. So wird zum mindesten 
qualitativ das Vorhandensein einer Korrektur gefordert, welche die Ionisierungsspannung 
erhöht, d. h. den Termwert vermindert, wie es die relativistische Korrektur tut. 

Am günstigsten liegen die Verhältnisse, wenn man statt der Absolutwerte 
der Röntgenterme die Abstände der Terme mit gleichem n und l, aber verschie
denem j, betrachtet, d. h. also die "Feinstruk
tur" im Röntgengebiet: Hier spielt offenbar 
die äußere Abschirmung überhaupt keine 
Rolle, weil sie für beide Terme die gleiche 
additive Konstante liefert, und auch die innere 
Abschirmung, d. h. die Abschirmungszahl si, 
muß nahezu den gleichen Wert für beide 
Terme haben (weil ja die nichtrelativistischen 
Eigenfunktionen identisch sind). 

Wir fassen speziell die Lu- und Lw-Terme 
ins Auge (spektroskopische Bezeichnung 2Pr 

2 
und 2p,,, Quantenzahlen n = 2, l = 1, j =! z 
bzw. t). Für diese gibt SLATER die Abschir-

Abb. 12. Aufspaltung des Röntgen·L·Dubletts. 
(Nach SaMMERFELD, Atombau und Spektral
linien.) Abszisse= Kernladung Z, Ordinate= be
obachtete Aufspaltung Lu·LIII relativ zur 
theoretischen Aufspaltung erster Näherung 
.1 v1 = -l"G" a.~(Z- s) 4 Ry. Man bemerkt, daß die 
experimentelle Aufspaltung rascher mit Z wächst 

als Jv1 . 

mungszahl s = 4,15. Aus dem empirischen Material hat SoMMERFELD eine Ab
schirmungszahl s = 3,5 erschlossen. Die Übereinstimmung ist recht gut. Es 
zeigt sich nun, daß der Abstand der beiden Niveaus Lu-Ln1 durch die angenäherte 
Feinstrukturformel (10.2) nur für kleine Kernladungszahlen, durch die exakte For
mel (10.1) dagegen auch für die schwersten Atome richtig wiedergegeben wird 
(vgl. Tabelle 3 und Abb. 12). 

Tabelle 3. Abstand der Röntgenterme Lu-Lm in Rydberg. 

Kernladung 20 30 40 50 

I 

60 70 so 92 
Atom. Ca Zn Zr Sn Nd Yb Hg u 

Beobachtet 0,3 1,7 6,2 16,8 37.7 76,2 142,5 278,8 
Berechnet aus ( 1 0.2) mit s = 4,15 0,21 1,5 5.5 14,7 32.5 62,8 110,5 197.5 
aus (10.2) mit s = 3.5 0,25 1,6 5.9 15,5 34.0 65.5 114 204 
aus (10.1) mit s = 3.5 0,25 1.65 6,2 16,7 38,0 76,8 142 275 

Diese Tatsache ist natürlich von größter Bedeutung für eine jede relativistische 
Theorie des Mehrkörperproblems: Es ist jede Theorie zu verwerfen, die nur die 

1 Siehe Fußnote 4, S. 322. 
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angenäherte Feinstrukturformel (10.2) liefert, dagegen in der nächsten Näherung 
(in Größen der Ordnung tx4 Z6 Ry) von der SoMMERFELDsehen Formel (10.1) 
abweicht. (Eine Abweichung von der Größenordnung tx6 Z8 wäre dagegen zu
lässig.) 

Es ist dabei keineswegs bedenklich, daß wir die genaue Übereinstimmung mit der ad hoc 
bestimmten empirischen Abschirmungszahl 3,5 statt mit der SLATERschen Zahl4,15 fanden: 
Erstens hängt der Abstand Lu-Lw sehr viel weniger von s ab als von der richtigen Wahl 
der Feinstrukturformel; für Uran z. B. würde man selbst ohne jede Abschirmung nur die 
Aufspaltung 236 Ry finden, wenn man die angenäherte Feinstrukturformel (10.2) benutzt. 
Und zweitens ist es sogar befriedigend, daß die SoMMERFELDsehe Abschirmungszahl kleiner 
ist als die SLATERsche: Die Feinstrukturaufspaltung wird ja durch die Wechselwirkung 
zwischen Spin und Bahn bestimmt, d. h. nach (8.17) im wesentlichen durch den Mittelwert 
von r- 3• Die SLATERschen Abschirmungszahlen dagegen sind aus dem Termwert entnommen, 
der ganz grob gesprochen durch den Mittelwert der potentiellen Energie Z r- 1 bestimmt 
wird. Für den Termwert sind also Gebiete ausschlaggebend, die viel weiter vom Kern ent
fernt sind als diejenigen, welche bei der Berechnung der Feinstrukturaufspaltung maßgebend 
sind. Da aber die Abschirmung der Kernladung nach außen zunimmt, ist es nur natürlich, 
daß SLATER aus dem Termwert eine größere Abschirmungszahl findet als SoMMERFELD aus 
der Feinstruktur. 

B. Helium. 
1. Nichtrelativistische Theorie. 

11. Die Schrödingergleichung für Atome mit zwei Elektronen lautet 

(11.1) 

r1 , r 2 sind die Abstände des ersten und zweiten Elektrons vom Kern, r12 ihr 
. ö2 ()2 ·()2 

gegenseitiger Abstand, L11 = ~ + ~ + ~ der LAPLACEsche Operator im ux1 uy1 uz1 

Raum des ersten Elektrons, u ist Funktion der sechs Koordinaten XIY1 z1 x2 y2 z2 • 

Die Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn die Koordinaten des 
ersten Elektrons mit denen des zweiten vertauscht werden, also gehorcht u (r2r1) 

der gleichen Differentialgleichung wie u(r1 r2). [u(r2 r1) geht aus u(r1 r2) hervor, 
indem überall x2 y2z2 eingesetzt wird, wo vorher XIY1 Z1 stand und umgekehrt.] 
Natürlich gelten für u (r2r1) auch die gleichen Randbedingungen: Endlichkeit, 
Stetigkeit, Eindeutigkeit wie für u(r1 r2). Daher muß gelten1 

u(r2 r1) = uu(r1 r2), (11.2) 

wo u einfach eine Konstante ist. Vertauschen wir jetzt in u(r2r1) nochmals 
die Koordinaten des ersten Elektrons mit denen des zweiten, so kommen wir 
offenbar zu u (r1 r 2) zurück, so daß 

u(r1 r2) = u2u (r1 r2); u = ±1; u (r2 r1) = ±u (r1 r2). (11.3) 

Die Eigenfunktionen eines Atoms mit zwei Elektronen bleiben bei Vertauschung 
der Koordinaten der beiden Elektronen entweder ungeändert oder sie wechseln dabei 
ihr Vorzeichen, sie sind "symmetrisch" oder "antisymmetrisch" in den Koordi
naten der beiden Elektronen. Wir nennen die Zustände mit symmetrischer Eigen
funktion Para-, die mit antisymmetrischer Orthozustände. 

Damit ist die Theorie der Atome mit zwei Elektronen aber noch nicht er
ledigt, denri wie wir wissen, besitzt jedes Elektron einen Spin. Wir können in 
guter Näherung für leichte Atome die Wechselwirkung zwischen Spin und Elek
tronenbahn, ebenso wie die relativistische Massenveränderlichkeit, zunächst ver
nachlässigen (vgl.. Ziff. 8). Dann hängt die Energie nicht von der Orientierung 

1 Außer für entartete Eigenwerte, bei denen die Eigenfunktionen aber .stets so gewählt 
werden können, daß ( 11.2) gilt. 
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des Spins relativ zum Bahnimpuls ab, und wir brauchen bloß (neben der räum
lichen Eigenfunktion) die Komponenten der Spins in einer festen Richtung z 
anzugeben, um das Atom vollständig zu beschreiben. Die vollständige Eigen
funktion des Atoms ist ein Produkt der räumlichen Eigenfunktion, welche der 
Gleichung (11.1) genügt, mit einer von den Spinkoordinaten abhängigen Funk
tion [vgl. (8.28)]. 

Die letztere ist allerdings eine Funktion besonders einfacher Natur: Sie enthält z. B. 
bloß eine Aussage etwa der Art, daß beide Spins parallel z gerichtet sind, in diesem Fall wäre 
die Funktion Eins, wenn s1 , = s2 , = +l, und Null in jedem anderen Fall. Wir setzen fest 
[wie in (8.28)], daß o.:(1) die Aussage bedeuten soll, daß der Spin des ersten Elektrons par
allel z steht, ß ( 1), daß er antiparallel zu z ist, also 

( { 1, wenn s 1 ,=+!. 
IX 1) = 

0, wenn S 1 z = -t. 
Wenn also beide Spins parallel z sind, ist die Spineigenfunktion o.: ( 1) o.: (2). 

Ersichtlich gibt es für zwei Elektronen vier verschiedene Spineigenfunktionen 
(jeder Spin kann parallel oder antiparallel z sein). Kombinieren wir diese vier 
Funktionen mit den räumlichen Eigenfunktionen, welche die Gleichung ( 11.1) 
befriedigen, so erhalten wir eine große Menge Eigenfunktionen, die beim Fort
schreiten zur nächsten Näherung - d. h. bei Berücksichtigung der Wechselwirkung 
zwischen Spin und Bahn - auch zu einer großen Menge Eigenwerte Anlaß geben. 

Die Anzahl der Eigenwerte wird aber eingeschränkt durch das FAuLische 
Prinzip, welches verlangt, daß die Eigenfunktion eines Atoms mit zwei Elek
tronen jedesmal ihr Vorzeichen wechselt, wenn man die Koordinaten der beiden 
Elektronen - und zwar gleichzeitig ihre räumlichen und ihre Spinkoordinaten -
miteinander vertauscht. Wechselt also die räumliche Eigenfunktion bei Ver
tauschung der Elektronen ihr Vorzeichen, so muß die Spineigenfunktion bei der 
Vertauschung ungeändert bleiben und umgekehrt. 

Wir wollen die Spineigenfunktionen auf ihr Verhalten bei Vertauschung der 
beiden Elektronen untersuchen. Die beiden Eigenfunktionen 

s+ = cX(1) cX{2) und S_ = ß(1)ß(2) (11.4) 

(beide Elektronenspins parallel bzw. beide antiparallel der z-Achse) sind offenbar 
symmetrisch in den Elektronen. Die beiden Spinfunktionen 

S'=cX(1)ß(2) und S"=ß(1)cX(2), 

welche je einem zu z parallelen und einem dazu antiparallelen Spin entsprechen, 
sind dagegen weder symmetrisch noch antisymmetrisch. Diese Forderung er
füllen jedoch die Linearkombinationen 

1 
S0 = ]lz (cX(1) ß(2) + ß(1) cX(2)), (11.5) 

1 
Sp = ]12. (cX(1) ß(2)- ß(1) cX(2)). ( 11.6) 

Der Faktor 1jj/2 steht zur Normierung: Das Quadrat der Spinfunktion, summiert über alle 
möglichen Werte der Spinvariablen S~z und s2 ,, muß Eins geben (vgl. Ziff. 8d). Das ist 
erfüllt, denn es ist z. B. 

S 0 = 0, und wenn 

1 
S 0 = j/z, wenn 

1 1 
Slz=+2' Sz,=-2, und wenn 

also +t +t 
~ ~ So2 = 1. 

8! ,~ -! 82 z= -! 
S 0 und S p sind orthogonal zueinander und zu S + , S _ . 
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Eine antisymmetrische räumliche Eigenfunktion kann also im Rahmen des 
FAULischen Prinzips mit den drei symmetrischen Spinfunktionen S +, S0 , S _ 
multipliziert auftreten. Das resultierende Spinmoment beider Elektronen zu
sammen um die z-Achse ist dabei beziehungsweise 

Sz=Slz+S2z=1,0,-1 für S+,S0 ,S_, 

der Absolutbetrag der Resultierenden beider Spins ist also s = 1. Wenn man 
nun die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn berücksichtigt, so kann sich s 
in drei verschiedenen Weisen zum Bahnimpuls einstellen, jedes nichtrelativistische 
Niveau des Orthoheliums mit der Azimutalquantenzahl l zerfällt daher bei Be
rücksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung in ein Triplett mit den inneren 
Quantenzahlen (vgl. Ziff. 23) 

j = l + 1' l, l- 1. 

j ist die Quantenzahl des Gesamt-Impulsmoments, d. h. der Resultierenden 
von s und l (vgl. Ziff. 7). 

Bei den Parazuständen dagegen gibt es nur eine mögliche Spinfunktion, 
nämlich die antisymmetrische Funktion Sp, wobei das Spinmoment um die 
z-Achse Sz = 0 ist. Der Gesamtspin bei den Parazuständen ist also ebenfalls 
s = 0, und auch bei Berücksichtigung der Wechselwirkung zwischen Spin und 
Bahn bleiben die Eigenwerte einfach (Singulettsystem). 

Das Heliumatom kann nicht unter Aussendung von Licht aus einem Triplett
zustand in einen Singulettzustand übergehen, wenigstens nicht in unserer Nähe
rung, d. h. so lange nicht, wie die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn 
(also eine Größe von der Ordnung des Quadrats der Feinstrukturkonstante a) 
vernachlässigt wird. Denn das beim Übergang vo~ einem Niveau des Parheliums 
mit der Eigenfunktion um(r1 r 2) Sm(s1 s2) zu einem Niveau des Orthoheliums mit 
der Eigenfunktion Un Sn emittierte Licht hat bekanntlich in der Polarisations
richtung parallel zur x-Achse eine Schwingungsamplitude (vgl. Ziff. 38) 

X= 1; 1;Sn*Sm J Un*(x1 •. . z2) um(X1 •• • z2) (x1 + x2) d7:1 dr2 , 
Sz 1 Sz 2 

(11.7) 

solange die Wellenlänge des Lichts groß ist gegen die Atomdimensionen (Dipol
strahlung). Vertauscht man die Integrationsvariablen XIY1 Z1 mit x2 y2z2 , so 
ändert sich die Eigenfunktion um des Parazustandes nicht, ebenso der "Operator 
des elektrischen Momentes" x1 + x2 ; die Eigenfunktion des Orthozustandes, Un, 
kehrt aber ihr Vorzeichen um und dasselbe tut daher auch das ganze Integral. 
Andererseits muß aber der Wert des Integrals unabhängig davon sein, wie man 
die Integrationsvariablen nennt, und etwas anderes haben wir ja nicht getan, 
als die Bezeichnungen der Variablen geändert: das Integral muß folglich Null 
sein. (Auch wenn das Integral endlich wäre, würde übrigens die Summation 
über die Spinkoordinaten die Übergangswahrscheinlichkeit zum Verschwinden 
bringen.) 

Wir fassen zusammen: 
Das Termschema des Heliums und der Ionen mit zwei Elektronen besteht 

aus zwei Termsystemen, einem System von Triplettermen (Orthohelium) und einem 
System von Singulettermen (Parhelium), die optisch nicht miteinander kombinieren. 

12. Übersicht über die Näherungsverfahren. Die Differentialgleichung ( 11.1) 
des Zwei-Elektronen-Problems läßt sich nicht separieren. Wir sind darum nicht 
in derselben glücklichen Lage wie bei Wasserstoff, wo wir Eigenfunktionen und 
Eigenwerte in geschlossener Form angeben konnten. Statt dessen sind wir auf 
Näherungsmethoden angewiesen, und zwar erweist es sich zweckmäßig, für tiefe 
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und für hochangeregte Terme verschiedene Verfahren anzuwenden. Es sei ge
stattet, die verschiedenen Approximationsverfahren hier kurz zu charakteri
sieren, ehe wir sie im einzelnen besprechen. 

a) Entwicklung nach Potenzen von 1/Z: Man streicht in der Diffe
rentialgleichung (11.1) die Wechselwirkung 1/r12 zwischen den Elektronen, dann 
bleibt die Differentialgleichung 

LllUO + L12UO + 2(Eo + z + z) Uo = 0 (12.1) 
. ~ ~ 

übrig. (12.1) ist separierbar, U0 wird ein Produkt zweier Wasserstoffeigenfunk
tionen 1, E0 eine Summe von zwei Wasserstoffeigenwerten: 

(12.2) 

Dann fügt man die Elektronenwechselwirkung 1/r12 hinzu und berechnet die 
dadurch verursachte "Störung" des Eigenwertes und der Eigenfunktion nach 
dem von ScHRÖDINGER gegebenen Verfahren sukzessiver Approximation. Die 
Störungsenergien erster, zweiter, dritter ... Näherung bilden dann eine Reihe 
nach fallenden Potenzen von Z, was natürlich für einen Vergleich der Terme der 
verschiedenen Ionen mit zwei Elektronen (H-, He, Li+, Be++ usw.) sehr bequem ist. 

Leider konvergiert das Verfahren sehr schlecht, und schon die Berechnung der 
zweiten Näherung ist außerordentlich mühsam. Das "Störungspotential" 1jr12 ist 
eben doch im Vergleich zum "ungestörten Potential" Zjr1 + Zfr2 reichlich groß. 

Nur für den Grundzustand ist es bisher HYLLERAAS2 geh.J.ngen, durch Kom
bination des hier skizzierten Verfahrens mit der RITzsehen Variationsmethode 
(vgl. Abschnitt c dieser Ziffer) ohne allzu große Mühe die Entwicklung des Eigen
wertes nach Potenzen von 1/Z zu berechnen (vgl. Ziff. 18). 

b) Abschirmungsverfahren: Um die Konvergenz der Störungsrechnung 
zu verbessern, ist es notwendig, die Wechselwirkungsenergie zwischen den bei
den Elektronen mindestens angenähert bereits im "ungestörten Potential" zu 
berücksichtigen. Man wird aber andererseits das ungestörte Potential so wählen, 
daß sich wenigstens die ungestörte Differentialgleichung separieren läßt. Das 
zwingt zum Ansatz V= y 1 (r1) + y 2 (r2), (12.J) 

d. h. das ungestörte Potential soll die Summe zweier Potentiale sein, die auf 
die beiden einzelnen Elektronen wirken. Für die Eigenfunktionen der einzelnen 
Elektronen gelten dann die Differentialgleichungen 

(iL1+Ei+Vi)cp;,=O. i=1,2 (12.4) 

Die Energie des Gesamtatoms wird in nullter Näherung E 1 + E 2 , für die Eigen
funktion ist man zunächst versucht zu setzen U = u1 (1) u2 (2). Von der Eigen
funktion nullter Näherung muß man aber verlangen, daß sie die gleiche Sym
metrie bezüglich der Koordinaten der beiden Elektronen besitzt wie die wirk
liche Eigenfunktion, welche approximiert werden soll, d. h. daß sie symmetrisch 
bzw. antisymmetrisch ist. Das führt auf den Ansatz 

U = u1 (1) u2 (2) ± u2 (1) u1 (2). (12.5) 

U ist dann allerdingsnicht mehr Lösung einer Differentialgleichung, sondern die bei
den Summanden von U genügen zwei verschiedenen Differentialgleichungen: 

(! (L11 + L1 2) + E1 + E 2 + V1 (r1) + V 2 (r2)) u1 (r1) u2 (r2) = 0,} (12.6) 
(! (L11 + L1 2) + E1 + E 2 + V2 (r1) + V1 (r2)) u2 (r1) u1 (r2) = 0. 

1 Gerrauer Eigenfunktionen des Einelektronenproblems mit Kernladung Z. 
2 E. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 209. 1930. 
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Die verschiedenen U, die man erhält, indem man u1 und u2 alle möglichen 
Lösungen von (12.4) durchlaufen läßt, bilden daher kein Orthogonalsystem, so 
daß die Voraussetzungen für die Anwendung des ScHRÖDINGERschen Störungs
verfahrens eigentlich nicht gegeben sind. Immerhin ist die Energie erster Nähe
rung genau so zu berechnen, wie wenn die ungestörten Eigenfunktionen ein 
Orthogonalsystem bilden würden, nämlich einfach durch Mittelung der Störung 
über die Eigenfunktion nullter Näherung. (Es läßt sich übrigens mit Hilfe des 
ScHRÖDINGERschen Variationsprinzips zeigen, daß man auf diese Weise stets 
einen zu hohen Eigenwert bekommt.) Man wird aber, wenn möglich, die Poten
tiale V1 und V2 einander gleich wählen, dann stimmen die beiden Gleichungen 
(12.6) überein, U befriedigt dieselbe Differentialgleichung, und die verschiedenen U 
bilden ein Orthogonalsystem. 

Von verschiedenen Autoren sind verschiedene Ansätze für die ungestörten 
Potentiale V1 V2 vorgeschlagen worden: 

IX} Das HARTREEsche Verfahren 1 (vgl. Ziff. 20) geht mit am weitesten in 
dem Versuch, das ungestörte Potential dem wirklichen Potential des He-Atoms 
anzunähern: Als potentielle Energie, die auf das erste Elektron wirkt, wird an
gesetzt das CoULOMBsehe Potentialfeld des Kerns plus dem Potential der Ladungs
verteilung des zweiten Elektrons, 

V 1 (r1) = _z1 +}dT2 u22 (2)·__1_. (12.7) 
r1 r12 

Es wird also die wirkliche potentielle Energie gemittelt über alle möglichen 
Lagen des zweiten Elektrons. Entsprechend wird die potentielle Energie V 2 (r 2) 

auf das zweite Elektron gewonnen. 
Die HARTREEsche Methode steht also am entgegengesetzten Ende wie das 

unter a) beschriebene Störungsverfahren: Die Eigenfunktion nullter und der 
Eigenwert erster Näherung stellen offenbar sehr gute Näherungen dar. Dafür 
läßt sich aber kein systematisches Störungsverfahren durchführen, da die Poten
tiale auf die beiden Elektronen V1 und V 2 verschieden sind und die Eigen
funktionen U daher kein Orthogonalsystem bilden; man kann also nicht durch 
Weiterführung der Approximation im Prinzip den exakten Eigenwert erreichen, 
was ja bei der Entwicklung nach 1/Z prinzipiell möglich war. Für den prak
tischen Gebrauch ist an der HARTREEschen Methode nachteilig, daß sie recht 
langwierige numerische Integrationen erfordert und daß die Eigenfunktionen 
und Potentiale, die die Bedingungen (12.4). (12.7) erfüllen, nur durch ein Ver
fahren sukzessiver Approximation gewonnen werden können. In bezug auf 
die Genauigkeit ist die HARTREEsche Methode allerdings wohl allen anderen 
Näherungsverfahren außer dem FocKsehen Ansatz ß) und den Variationsver
fahren überlegen; ein Vorteil gegenüber den letzteren ist, daß sie auf hochangeregte 
Terme genau so gut anwendbar ist wie auf tiefe. 

ß) Das FocKsehe Verfahren 2 (vgl. Ziff.16) geht noch weiter als das HARTREE
sche, indem es auch den Elektronenaustausch (Ziff. 14) schon im ungestörten 
Potential mitberücksichtigt. Wegen der Einzelheiten verweisen wir auf Ziff. 16. 
Die Schwierigkeiten der numerischen Berechnung sind noch wesentlich größer 
als bei der HARTREEschen Methode. 

Man wird also Ansätze für das ungestörte Potential suchen, die bis zu einem 
gewissen Grade die Elektronenwechselwirkung berücksichtigen, aber einfacher 
zu handhaben sind als der HARTREEsche und FocKsehe Ansatz. 

1 D. R. HARTREE, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 26, S. 89. 1928. 
2 V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 126. 1930. 
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y) HElSENBERGs Ansatz1 (vgl. Ziff. 13 bis 15): Wenn das Elektron 1 im 
Grundzustand ist, das Elektron 2 hochangeregt, so befindet sich normalerweise 
fast die ganze Ladungswolke des Elektrons 1 näher am Kern als das Elektron 2. 
Das Potential dieser Ladungswolke auf das Elektron 2 ist daher fast genau 1/r2 , 

das gesamte auf das Elektron 2 wirkende Potential [V2 von HARTREE, vgl. (12.7)] 

- Z - ___!_ • Die Wirkung des Elektrons 1 auf das Elektron 2 ist also genau so, 
r2 

wie wenn der Kern statt der Ladung Z nur die Ladung Z - 1 trüge; das Elek
tron 1 schirmt eine Einheit der Kernladung ab. (Andererseits ist der Beitrag 
der Ladungswolke des äußeren Elektrons zu dem Potential auf das innere nur 
eine belanglose additive Konstante.) 

Gleichzeitig mit der Ausnutzung dieser Überlegung macht REISENBERG das 
Potential symmetrisch in den Koordinaten der beiden Elektronen, um ein syste
matisches Störungsverfahren durchführen zu können (vgl. das oben Gesagte). 
Er setzt als "ungestörtes Potential" an: 

V = V (r1} + V (r2}, (12.8) 

r z- 1 l 
J- -----;; , wenn r > r0 , l 

V (r) =I z 1 r 
l- r + ro ' r < ro. J 

(12.9) 

Wählt man für den Grenzradius r0 einen mittleren Wert zwischen dem "Radius 
der Bahn" des inneren Elektrons und des äußeren, so bewegt sich das äußere 

praktisch im Potential - Z- 1 , das innere im Feld - Z + _!_, so daß die Eigen-r r r0 

funktionen nullter Näherung für beide Elektronen wasserstoffähnlich werden. 
(Der Grenzradius r0 fällt später aus den Rechnungen wieder heraus.) 

<5) Konstante Abschirmungszahl 2 (Grundterm) (vgl. Ziff. 17): Wenn beide 
Elektronen in der innersten BoHRsehen Bahn laufen, so haben sie - mit relativ 
geringen Schwankungen - beide etwa die gleiche Entfernung vom Kern. Es 
liegt nahe, für das auf jedes Elektron wirkende Potential den Ansatz 

Z-s 
V(r) = --- (12.10) 

rl 

mit konstanter (von r unabhängiger) Abschirmungszahl s zu machen: s bestimmt 
man dann am besten durch die Forderung, daß das ungestörte Potential im 
Mittel mit dem wirklichen übereinstimmen soll: 

f(z -_!_ + ~--=---!__) U02 dr: =J(z + z - __!__) U02 dr:. (12.11) 
rl r2 rl r2 r12 

U0 ist die Eigenfunktion nullter Näherung, die Bedingung (12.11) bedeutet 
also, daß die Energiestörung erster Näherung verschwinden soll. Die Energie 
nullter Näherung, Eo = _ (Z _ s)2, (12.12) 

stimmt dann mit der Energie erster Näherung überein, sie gibt, wenn man s 
aus (12.11) berechnet, eine überraschend gute Näherung (Ziff. 17). Der Ansatz 
ist auch für den Grundterm komplizierterer Atome brauchbar 2• Das ungestörte 
Potential Z-s Z-s V=------

rt r2 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 499. 1927. 
2 Siehe z. B. J. FRENKEL, Wellenmechanik, S. 292. Ausdehnung des Verfahrens auf 

kompliziertere Atome bei J. C. SLATER, Phys. Rev. (2) Bd. 36. S. 57. 1930; V. GuiLLEMIN 
n. C. ZENER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 199. 1930; C. EcKART, Phys. Rev. Bd. 36, S. 878. 1930. 
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ist symmetrisch in den beiden Elektronen, daher läßt sich ein systematisches 
Störungsverfahren durchführen. 

c) Variationsverfahren1 (vgl. Ziff.17 bis 19): Die genauesten Resultate 
für Eigenwerte und Eigenfunktionen gewinnt man mit Hilfe der RITzsehen 
Variationsmethode. Man wählt, von einfachen physikalischen Gesichtspunkten 
ausgehend, eine plausible Form für die Eigenfunktion und läßt im Rahmen 
dieser Form einige numerische Konstante, wie Abschirmungszahlen, Koeffizienten 
in Potenzreihenentwicklungen usw. zunächst willkürlich. Diese Konstanten 
werden dann so bestimmt, daß das ScHRÖDINGERsche Variationsintegral (Gesamt
energie) zum Minimum wird. Das Variationsproblem der SCHRÖDINGERschen 
Theorie wird dadurch reduziert auf ein gewöhnliches Minimumproblem. Indem 
man genügend viele Konstante in dem Ansatz für die Eigenfunktion willkürlich 
läßt und durch die Minimumbedingung bestimmt, kann man die Eigenfunktion 
und den Eigenwert beliebig genau annähern. Bei geschickter Wahl der Eigen
funktionsform konvergiert das Verfahren sehr rasch. Besonders wichtig ist für 
rasche Konvergenz die Wahl geeigneter unabhängiger Variablen. 

Leider ist das Verfahren nur für tiefe Terme verwendbar; die Eigenfunktion 
angeregter Terme muß nämlich stets orthogonal sein auf den Eigenfunktionen 
sämtlicher tieferen Terme, und dies bedeutet eine große Anzahl Nebenbedin
gungen für die angeregten Eigenfunktionen, welche das Variationsverfahren 
schwerfällig und schließlich ganz unbrauchbar machen (vgl. Ziff. 19). 

13. Nullte Näherung: Termschema des Heliums 2• Um die Differential
gleichung (11.1) des He-Problems zu lösen, zerlegen wir die potentielle Energie 

_z_~+__1_ 
r 1 r 2 r 12 

m das "ungestörte Potential" V und das "Störungspotential" W. V wählen 
wir so, daß die "ungestörte" Differentialgleichung 

(13.1) 

sich separieren läßt, d. h. wir setzen V gleich der Summe zwe1er Potentiale, 
die auf die einzelnen Elektronen wirken: 

V= V(r1) + V(r2). 

Für letztere machen wir mit REISENBERG den Ansatz: 

z V (r) = - - + v (r) , r 
v(r) ={1/ro 

1/r 
für 

für 

( 13 .2) 

(13.3) 

v (r) trägt der Abschirmung der auf ein Elektron wirkenden Kernladung durch 
das andere Elektron Rechnung, r0 ist etwa so zu wählen, daß im Zeitmittel ein 
Elektron innerhalb einer Kugel mit dem Radius r0 , eines außerhalb dieser Kugel 
sich befindet. (Über die nähere Begründung des Ansatzes vgl. Ziff. 12b, y.) 
Das Störungspotential, das wir vorläufig unberücksichtigt gelassen haben und 
dessen Wirkung auf Eigenwert und Eigenfunktion wir späterhin durch eine 
Störungsrechnung feststellen müssen, ist bei unserem Ansatz 

z z 1 1 W==----+-- V=--v(r1) -v(r2). (13..4) 
r 1 r 2 r 12 r12 

1 Z.B. E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 54, S. 347. 1929; G. KELLNER, ebenda 
Bd. 44, S. 91. 1927. 

2 Vgl. zu den drei nächsten Ziffern W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39. S. 498. 
1927. 
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Die "ungestörte" Differentialgleichung (13.1) läßt sich separieren durch 
den Ansatz 

Eo = E1 + E2, Uo = ul(rl{}lcpl) u2(r2{}2cp2) · (13.5) 

Für die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen gilt dann die Differential
gleichung 

(!LI+ Ei- V(r)) u;(r, {}, cp) = 0, i = 1, 2. (13.6) 

a) Berechnung der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen. In (13.6) 
ist Ll der gewöhnliche dreidimensionale LAPLACEsche Operator, bei den Argumenten der 
Eigenfunktion ui und des Potentials V haben wir den Index i fortgelassen. (13.6) läßt sich 
weiter in Polarkoordinaten separieren, der winkelabhängige Bestandteil von ui wird eine 
Kugelflächenfunktion Y 1m({}, cp). Die radialabhängige Eigenfunktion wird, ähnlich wie die 
Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms, bei kleiner HauptquantenzahP n beträchtliche Werte 
nur in der Nähe des Kerns (für r < r 0 ) haben, also in einem Gebiet, wo das Potential V(r) 
die Form 

z 1 
--+-r r 0 

( 13 .7) 

hat. Die Eigenfunktion wird also weitgehend übereinstimmen mit der Eigenfunktion eines 
Elektrons im Feld eines Zfach geladenen Kerns (Wasserstoffeigenfunktion mit Kernladung Z), 
wir bezeichnen diese als Eigenfunktion nullter Näherung unseres Elektrons. Die ent
sprechende Energie nullter Näherung ist 

1 z2 1 
E'---- + -- (13.8) o- 2 n2 ro. 

Gehen wir eine Näherung weiter und betrachten (13.7) als nullte Näherung für das Potential 
und 

z 1 1 
V(r)+---=--+ v(r) 

r r0 r0 

als kleine Störung 2, so wird in erster Näherung 

, 1 Z 2 1 1 
E, = -- 2 + -+v(r)- -. 

2 n r 0 r 0 
(13-9) 

Die Überstreichung bedeutet Mittelung über die ungestörte Eigenfunktion des Elektrons, 
also 

wenn R,. 1 der radiale Bestandteil der Eigenfunktion u,. 1m (r, {}, cp} ist. 
Für große Hauptquantenzahlen n dagegen erreicht die Eigenfunktion u,. 1m nennens-

werte Amplituden erst in großer Entfernung vom Kern (r ::}.> r 0), dort ist das Potential - Z- 1, 
r 

die Eigenfunktion wird also nahe übereinstimmen mit einer Wasserstoffeigenfunktion mit 
Kernladung Z - 1 . Die Energie des Elektrons wird in nullter Näherung 

E = _ (Z- 1)2 
..:...._2_n""""'2,-:- ' 

in erster 
(Z-1} 2 ---1 

E=- +v(r) --. 
2n2 r (13.10) 

1 Die Hauptquantenzahl n ist im allgemeinen Fall eines nichtcoulombschen Zentral
felds, wie er in (13.6) vorliegt, definiert als die um 1 vermehrte Anzahl der Knotenflächen 
der Eigenfunktion; n - l - 1 ist also die Anzahl der Knoten der radialen Eigenfunktion. 

2 Dieses Näherungsverfahren zur Berechnung der Energie der einzelnen Elektronen 
hat nichts zu tun mit dem Störungsverfahren, das durch die Zerlegung der potentiellen Energie 
in die Bestandteile (13.3), (13.4) notwendig gemacht wird und sich auf Eigenfunktion und 
Energie des Gesamtatoms bezieht, vielmehr bildet unsere jetzige Störungsrechnung nur die 
Vorstufe zur Berechnung der Eigenfunktion und Energie nullter Näherung des Atoms. 
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b) Die Eigenfunktion des Atoms. Enthält das Atom ein inneres Elek
tron mit der Hauptquantenzahl n1, ein äußeres mit der Hauptquantenzahl 
n2 ~ n1, so ist nach (13.5), (13.9), (13.10) seine Energie nullter Näherung 

E 0= --21 z:_ 2
1 (Z-2

1)2 +_1__+j.u:,z,m,(v-_1__)d-r+Ju:,t,m,(v-_1__)d-r. (13.11) 
n 1 n 2 r 0 r 0 r 

Zu diesem Eigenwert gehört die Eigenfunktion 

Uo' = Un,r.,m, (rl {}llfil) Un,l,m, (r2{}2fP2)' 

genau so gut aber auch die Eigenfunktion 

Uo" = Un,l,m, (rl {}1fP1) Un,l,m, (r2{}2lfi2)' 

(13.12) 

(13.13) 

in welcher die Quantenzahlen der beiden Elektronen miteinander vertauscht 
sind. Die Gleichberechtigung beider Elektronen verursacht also eine Entartung des 
Eigenwertes1 E0 • U0' und Uo" sind noch nicht die richtigen Eigenfunktionen 
nullter Näherung für das Heliumproblem, die Eigenfunktionen nullter Näherung 
müssen vielmehr die gleiche Symmetrie in den Koordinaten der beiden Elek
tronen besitzen wie die exakten Eigenfunktionen. Die Eigenfunktion nullter 
Näherung für einen Parheliumzustand muß also symmetrisch in den beiden 
Elektronen sein; diese Bedingung erfüllt 

U + = Y~ (Uo' + Uo") = Y~ (un,l1 m,(1) Un,l,m,(2) + Un,l,m,(1) Un,Ztm1 (2)) , (13.14) 

für einen Orthoheliumzustand muß man eine antisymmetrische Funktion wählen: 

U- = Y~ (Uo'- Uo") = ~~ (un,l,m,(1)Un,l,m,(2)- Un,l,m,(1)Un,Ztm,(2)). (13.15) 

"1" und "2" stehen abkürzend für die drei Koordinaten des ersten und zweiten 
Elektrons, der Faktor 1/Y2 ist zum Zweck der Normierung beigefügt. Wenn 
nämlich die Untm normiert sind: 

J u;1 m d 'f = 1 , 

so folgt dasselbe ohne weiteres für U + und U _, wenn man beachtet, daß die u 
mit verschiedenen Quantenzahlen zueinander orthogonal sind [als Lösungen ein 
und derselben Differentialgleichung (13.6), die zu verschiedenen Eigenwerten 
gehören]. 

c) Das Termschema. Der Zustand eines Heliumatoms ist gegeben, wenn 
man die Quantenzahlen beider Elektronen sowie das Termsystem (Ortho- oder 
Para-) angibt, dem der Zustand angehört. Dann läßt sich die Eigenfunktion 
nullter Näherung hinschreiben [(13.14) bzw. (13.15)] und von dieser Eigen
funktion ausgehend durch Störungsrechnung die richtige Eigenfunktion und der 
richtige Eigenwert finden2• Die Anzahl der möglichen Eigenwerte wird nun 
noch wesentlich dadurch eingeschränkt, daß beim Helium nur solche Zustände 

1 Daneben besteht natürlich noch die für unsere Betrachtungen unwesentliche Ent
artung bezüglich der magnetischen Quantenzahlen m1 und m2 • 

2 Dabei muß natürlich noch berücksichtigt werden, daß die "ungestörten Eigenwerte" 
E 0 in bezug auf die magnetischen Quantenzahlen m1 und m2 der beiden Elektronen entartet 
sind, und daß diese Entartung durch die "Störung" (Elektronen-Wechselwirkung) auf
gehoben wird. Als Eigenfunktion nullter Näherung hat man daher ein Linearaggregat von 
Funktionen des Typs (13.14) bzw. (13.15) mit verschiedenen m1 m2 zu nehmen. Doch kommt 
dies praktisch für He nicht in Frage, weil immer ein Elektron die magnetische Quanten
zahl m1 = 0 hat. Erst für schwerere Atome wird die m-Entartung wesentlich; vgl. J. C. 
SLATER, Phys. Rev. Bd. 34, S. 1293. 1929, sowie F. HUND, ds. Handb. Kap. 4, Ziff. 9. 
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wirklich existenzfähig sind, bei denen mindestens ein Elektron im Grundzustand 
(n1 = 1), also höchstens eines angeregt istl. 

Ein Zustand des Heliumatoms wird also vollständig beschrieben durch An
gabe der Quantenzahlen nlm des Leuchtelektrons sowie durch Angabe des 
Termsystems. [Wenn wir in Zukunft von Quantenzahlen eines He-Terms 
sprechen, so meinen wir damit die Quantenzahl des Leuchtelektrons. Die In
dizes 2 bei den Quantenzahlen des Leuchtelektrons lassen wir weg, es ist also 
in den Formeln (13.14), (13.15) bzw. zu ersetzen: n1 l1 m1 n2 l2 m2 durch 100nlm.] 

Vom Wasserstoffspektrum unterscheidet sich das Heliumspektrum 
1) durch die Verdopplung der Anzahl der Niveaus wegen des Auftretens 

der beiden Termsysteme, 
2) durch die Trennung der Zustände mit gleicher Haupt- und verschie

dener Azimutalquantenzahl (Aufhebung der !-Entartung). 
An die Stelle eines Wasserstoffniveaus mit der Hauptquantenzahl n treten 

also 2n Heliumniveaus (l = 0, 1, ... , n- 1 in Ortho- und Parasystem). Aus
genommen ist davon nur der Fall, daß beide Elektronen in der innersten Bahn 
laufen (n = 1). Dann werden die Eigenfunktionen der beiden Elektronen 
identisch, und die Eigenfunktion des Orthozustandes (13.15) verschwindet. Das 
einfache Produkt der Eigenfunktionen der beiden Elektronen, (13.12), ist in 
diesem Fall schon symmetrisch in den Elektronen, d. h. das Produkt ist die 
richtige Eigenfunktion (nullter Näherung) für den Grundzustand des Parheliums 

U + = u100 (1) u100 (2). (13.16) 

Auch die Normierung von (13.16) ist schon in Ordnung. Der Normierungsfaktor 
1 fl/2 fehlt also beim Grundzustand. 

Daß der Grundzustand nur im Parasystem existiert und nicht im Orthosystem, liegt 
ganz im Sinne des FAULischen Prinzips in seiner ursprünglichen Fassung. "Es dürfen niemals 
zwei Elektronen im gleichen Zustand sein." Beim Parhelium sind (vgl. Ziff. 11) die Spins 
der beiden Elektronen entgegengesetzt gerichtet; die Elektronen sind also nicht im gleichen 
Zustand, auch wenn sie auf derselben Bahn laufen (dieselbe räumliche Eigenfunktion be
sitzen), beim Orthohelium dagegen sind die Spins gleichgerichtet, so daß die Elektronen not
wendigerweise auf verschiedenen Bahnen laufen müssen, wenn sie "in verschiedenen Zu
ständen sein", also das Pauliprinzip nicht verletzen sollen. 

Über die quantitative Lage der Spektralterme des Heliums können wir im 
Rahmen unserer nullten Näherung aussagen, daß sie angenähert mit derjenigen 
der Wasserstoffterme übereinstimmen muß, nicht etwa mit der Lage der He+
Terme: Wenn wir nämlich in der Energieformel (13.11) die Hauptquanten-

1 Wären nämlich beide Elektronen angeregt, so müßten sie mindestens beide im zwei
quantigen Zustand sein. Dann wäre aber bereits bei Vernachlässigung der Elektronen
wechselwirkung die Energie des Atoms 

1 Z 2 1 
E22 = - 2 . 2 • 22 = - 4 Z2. 

Durch die Elektronenwechselwirkung würde dieser Wert noch erhöht werden. Er liegt aber 
sowieso schon weit über die Energie eines Heliumions im Grundzustand plus der Energie 
eines unendlich weit vom He+ entfernten, freien ruhenden Elektrons 

Eloo = -tZ2 + 0. 
Der Zustand E 22 liegt also im kontinuierlichen Spektrum des He-Atoms; wenn durch optische 
Anregung oder Elektronenstoß einmal zwei Elektronen in die zweite Schale kommen sollten, 
so würde das Atom sofort in He+ plus einem freien Elektron zerfallen. Die Wahrschein
lichkeit eines solchen Zerfalls (Augereffekts) ist wegen der niedrigen Kernladung des He 
so außerordentlich viel größer als die Wahrscheinlichkeit eines Übergangs in einen einfach 
angeregten Zustand des neutralen Heliums unter Lichtemission, daß man wohl kaum je 
die betreffende Spektrallinie des He wird entdecken können. A fortiori spielen die Zustände 
für das Heliumspektrum keine Rolle, bei denen ein oder beide Elektronen noch höher als bis 
zum zweiten Niveau angeregt sind. 
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zahlen n 1n 2 der beiden Elektronen gleich 1 bzw. n setzen und die Mittelwerte 
(Integrale) vernachlässigen, so kommt 

(13.17) 

Die ersten beiden Summanden hängen von der Quantenzahl des Leuchtelektrons 
nicht ab, bleiben also bei einem optischen Übergang des Atoms unverändert 
und treten daher nicht in Erscheinung. Der dritte Term ist aber die Energie 
des nten Zustandes im Feld eines Kerns mit der Ladung Z- 1. [Es ist kein 
Wunder, daß dies herauskommt, denn wir haben tatsächlich in unseren Potential
ansatz (13.3) hereingesteckt, daß das innere Elektron eine volle Einheit der auf 
das äußere wirkenden Kernladung abschirmen soll.] Das Heliumspektrum wird 
also wasserstoffähnlich (das Li+-Spektrum He+-ähnlich usw.) sein, solange unser 
Potentialansatz (13.3) brauchbar ist, d. h. für alle Terme außer s-Termen (vgl. 
Ziff. 12, Abschn. b, sowie Ziff.16). Das entspricht auch tatsächlich den Beob
achtungen. 

14. Erste Näherung: Austausch, CouLoMBSehe Wechselwirkung der 
Ladungswolken. Wir wollen nun, von den Eigenfunktionen nullter Näherung 

1 
U ± = ---= (ul (1) Unlm (2) ± Unlm (1) Ul (2)) 

f2 
ausgehend, die ScHRÖDINGERsche Störungstheorie durchführen. 

( 14.1) 

Die Störungsenergie erster Näherung ist nach dieser Theorie gleich dem Mittelwert des 
Störungspotentials (13.4) über die ungestörte Eigenfunktion U ±: 

E<tl = Jwu±_d-r1 d-r2 = ~~(ui(1) un 1m(2) ±un 1m(1) u1 (2))2 (r:
2

- v (r1)- v (r2)) d-r1 dr2 • (14.2) 

(Das positive Vorzeichen steht für Para-, das negative für Orthozustände, d -r1 d -r2 sind die 
Volumelemente im Raum des ersten und zweiten Elektrons, u1 steht abkürzend für die Eigen
funktion des Grundzustands, "1" und "2" für die Koordinaten der beiden Elektronen.) 
Ausrechnung von (14.2) ergibt, wenn man berücksichtigt, daß die Eigenfunktionen u1 und 
unlm zueinander orthogonal und jede einzelne normiert ist 

E<1l = !__!__ u12 (1) un"lm (2) dT1 dT2 ±f__!_ ui{1) Un~m( 1) ui{2) Unlm (2) d-r1 dr2 1 
r12 r12 ( 14. 3) 

- Jv(r)u12 d-r- Jv(r)Jun 1ml2 d-r. 

Jeder Term in (14.3) entsteht aus der Summezweier Terme in (14.2), die durch Vertauschung 
der Nummern der beiden Elektronen auseinander hervorgehen. 

Wir addieren zu (14.3) die "ungestörte Energie" (13.11) 

E0 =- ~Z2 - ~ (Z-2
1)2 + _!__ +Ju12(v(r)- _!__)d'l+jlunlml2 (v(r)- _!_)d'l (14.4) 

2 2 n r0 r0 r 

und erhalten als Gesamtenergie erster Näherung 

E = E + E(l) = - ~ Z2 - ~ (Z- 1 )2 + J ± K 
1 o 2 2 n2 ' 

( 14.5) 

mit 
] =!(_!__- _!__) U12 (1) I Unlm (2) 12 d'll d'l2, 

r 12 r 2 
(14.6) 

K = !__!__ ul (1) Un~m(1) ul (2) Unlm(2) d'll d'l2. 
r12 

(14.7) 

Aus (14.5) ist das "Zusatzpotential" v und der Grenzradius r 0 , also alle Größen, 
in deren Wahl eine Willkür liegen würde, vollkommen herausgefallen, und es 



Ziff. 14. Erste Näherung: Austausch, CouLOMBsehe Wechselwirkung der Lad ungswolken. 3 3 5 

sind nur solche Größen stehengeblieben, die einen unmittelbaren physikalischen 
Sinn haben. 

Die Formeln (14.5) bis (14.7) für die Energie erster Näherung wären genau in der
selben Form herausgekommen, wenn man als ungestörtes Potential angesetzt hätte 

Z Z-1 
V=-----, 

rl ra 
d. h. angenommen hätte, daß auf das innere Elektron die Kernladung Z, auf das äußere die 
Ladung Z - 1 wirkt. Dieses Potential wäre aber nicht symmetrisch in den beiden Elektronen, 
so daß (vgl. Ziff. 12b) kein systematisches Störungsverfahren möglich wäre. Der Ansatz (13.1) 
dient also lediglich dazu, als Eigenfunktionen nullter Näherung ein System orthogonaler 
Funktionen zu erhalten und die Anwendung des systematischen Störungsverfahrens zu recht
fertigen. 

a) Physikalische Bedeutung der Integrale. J und K haben eine 
sehr einfache physikalische Bedeutung: J ist die CouLOMBsehe Wechselwirkung 
der Ladungswolken der beiden Elektronen, plus der CouLOMBsehen Wechsel
wirkung einer im Kern konzentrierten positiven Einheitsladung mit dem äußeren 
Elektron. 

Letztere tritt in der Störungsenergie auf, weil wir in nullter Näherung das äußere Elek
tron unter dem Einfluß der Kernladung Z- 1 statt unter der wirklichen Kernladung Z 
betrachtet haben. Da nun die Ladungswolke des inneren Elektrons fast vollkommen im 
Innern von der des äußeren liegt, übt sie auf dieses fast die gleiche CouLOMBsehe Wirkung 
aus, wie wenn sie im Kern konzentriert wäre - die beiden CouLOMBsehen Wechselwirkungen, 
aus denen ] zusammengesetzt ist, heben sich also fast vollkommen auf. Das ist ein will
kommenes Zeichen für die Brauchbarkeit unseres ungestörten Potentials und unserer Eigen
funktionen nullter Näherung. Nur dadurch, daß ein kleiner Bruchteil der Ladungswolke 
des inneren Elektrons weiter vom Kern entfernt ist als die Ladungswolke des äußeren, ver
schwindet das "Coulombintegral" ] nicht völlig, sondern hat einen kleinen, und zwar nega
tiven Wert, da der unabgeschirmt bleibende Rest der Kernladung anziehend auf das äußere 
Elektron wirkt. 

K ist das sog. "Austauschintegral", es mißt die Frequenz, mit der die beiden 
Elektronen ihre Quantenzustände austauschen. Zur Veranschaulichung des Aus
tausches setzen wir etwa voraus, wir wüßten zur Zeit t = 0, daß das Elektron 1 
im Grundzustand ist und das Elektron 2 angeregt - wir können etwa annehmen, 
das Elektron 2 sei soeben vom He+-Ion eingefangen worden. Die Wellenfunk
tion ist dann zur Zeit t = 0 

1 
P'(O) = u1 (1) u,.(2) = 1"2 (U + + U _). 

Wir fügen nun zu den Eigenfunktionen ihre Zeitfaktoren hinzu, dann bekommen 
wir für die Wellenfunktion des Atoms zur Zeit t: 

P'(t) = ,/'-2 (P' + (t) + P'- (t)) = '~2 (U + e-i(E+K)t + U- e-i(E-K)t) I 
y ,... (14.8) 

= e-iEt, (u1 (1)u,.(2)cosKt- iu,.(1)u1 (2)sinKt) 

[E =Mittelwert der Energien von Ortho- und Parazustand, man beachte (14.1)]. 
Nach Ablauf der Zeit nj2K haben also die beiden Elektronen ihre Rollen ge
tauscht: Elektron 1 ist jetzt angeregt, Elektron 2 im Grundzustand, nach der 
Zeit nfK sind sie wieder in ihre ursprünglichen Bahnen zurückgekehrt. Die 
Zeiten sind natürlich in atomaren Einheiten, 1 /4n Ry (Ry = Rydbergfrequenz) 

zu messen, die Periode des Austausches in CGS-Einheiten ist also ~ · 4 
1R 

1 o 75 • w-ta :n: Y 
= 4K R = -'--K-- sec. K ist nun um so größer, der Elektronenaustausch 
. y 

findet also um so häufiger statt, je mehr sich die Eigenfunktionen der beiden Elek-
tronen überdecken, d. h. je kleiner Haupt- und Azimutalquantenzahl sind. Ist 
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das äußere Elektron im 2p-Zustand, so ist (Ziff.14c) K = 0,00765, es findet also 
ein (Hin- und Rückwärts-) Austausch in 10- 14 sec statt; hat das äußere Elek
tron dagegen die Quantenzahlen n = 10, l = 9, so kommt nur alle 0,75 · 1016 sec 
= 2,5 · 108 Jahre einmal ein Rollentausch der Elektronen vor, obwohl der 
"Durchmesser" der äußeren Elektronenbahn immer noch bloß 100 atomare 
Einheiten = 0,5 · 10- 6 cm beträgt. 

Der Abstand von Ortho- und Paraterm, in Frequenzeinheiten gemessen, 
gibt genau die Frequenz des Elektronenaustausches an. Dabei liegt der Para
term etwas höher: Denn K ist das Selbstpotential der Ladungsverteilung u1 Untm 
und als solches stets positiv. 

b) Berechnung des CouLOMBsehen Wechselwirkungsintegrals. Wir 
wollen nunmehr unsere Integrale ] und K quantitativ berechnen und beginnen 
dabei mit dem Coulombintegral ]. Wir erinnern uns (vgl. Ziff. 13 a), daß die 
Eigenfunktionen Untm das Produkt einer radialabhängigen Funktion und einer Ku-
gelflächenfunktion sind: Untm = Rnt(r) Ytm (iJ,f[i). 

Setzen wir dies in (14.6) ein, so wird 
00 00 

] = J J r12 dr1 r22 dr2 R1~ (r1) Rn21 (r2) ] (r1 r2), 

0 0 

WO n 2n n 2" 

(14.9) 

] (r1 r2) = Jsin iJ1 diJ1J df[i1Jsin iJ2 diJ2jdcp2 ( r:s -~)Y ~(iJ1 , cp1) JY~r,. (iJ2 , cp2) J2• (14.10) 
0 0 0 0 

Die Integration über die Winkel in ] (r1 r2) läßt sich leicht ausführen, etwa in
dem man sich 1/r12 nach Kugelfunktionen entwickelt denkt. Mit Beachtung 
der Normierung der Kugelflächenfunktionen bekommt man 

]( ) _ {1/r1 - 1/r2 , wenn r1 > r2 , 
rlr2 -

0 , wenn r1 < r2 • 
(14.11) 

u10 (r1) ist die Eigenfunktion des Grundzustands eines Atoms mit Kernladung Z 
und einem einzigen Elektron [ vgl. (3 .18)] 

(14.12) 
so daß 

00 00 

J R1~(r1)] (r1 r2) r12 dr1 = J(~- ~) r12 dr1 ·4Z3e- 2zr, = - (z + -:J e- 2 zr •. (14.13) 
0 ~ 

Die Eigenfunktion des angeregten Elektrons Rn1(r2) ist, wie wir oben (vor 13.10) 
gesehen haben, ebenfalls eine Wasserstoff-Eigenfunktion, aber als Kernladung 
ist Z - 1 zu nehmen ; nach (3 .16) ist also 

R ( ) = n-l-i'!t ·(2(Z- _!l)~ l -!l?L2Hl() I 
nl r2 " 1 n e e n+l e ' 

n + l! 0 (2n)~ 
2(Z- 1) e = --n--1'2. 

(14.14) 

Wir setzen (14.13) und (14.14) in (14.9) ein und ersetzen die Integrationsvariable r2 

durchgehend durch (! 
00 

(14.15) 
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Die Integration über e ist sehr harmlos im Fall n = l + 1, d. h. für die Kreis
bahnen der BoHRsehen Theorie. Die Laguerrefunktion reduziert sich dann 
nämlich auf eine Konstante: 

L~~tl =- (2l + 1)!, 

wie man aus (3.7) sofort abliest, unser Coulombintegral (14.15) läßt sich elementar 
ausführen und gibt 

(Z-1) 2 "+ 1 ( Z(n+1)-1) J = -Z. (Z(n + 1)- 1)••+1. 1 + Zn2 ·-- . (14.16) 

Diese Formel ist bereits von REISENBERG in seiner klassisch gewordenen Arbeit 
über das Heliumspektrum 1 angegeben worden. Auch für n = l + 2, wo die 
Laguerrefunktion zwei Glieder enthält, macht die Integration von (14.15) keine 
besondere Mühe2, für größere Hauptquantenzahlen (bei festgehaltener Azimutal
quantenzahl) wird dagegen die Auswertung und die Endformel für J recht kom
pliziert. Erst für sehr große n kann man dann wieder eine relativ einfache 
asymptotische Formel gewinnen, zu deren Ableitung man sich vorteilhafterwei~e 
der in Ziff. 4, Ende, angegebenen Darstellung der Laguerrefunktionen durch 
eme erzeugende Funktion bedient, man erhält 3 

Z-1 00 

= __ 1_ (Z _ 1)•1+• -2""'"Z' ~ (z _ 1 )2k 
J n3 z•l+2 e ~ z 

k=O 

1 [ 21 + k + 2 ( z - 1 )2] 
• k! 2/ + k+ 1! 1 + ~~2--- 1 - z. ('il + k + 2) . 

(14.17) 

Die Summation über k macht keine Schwierigkeiten, da die Summe außerordent
lich rasch konvergiert. Folgende Schlüsse lassen sich rein qualitativ aus (14.17) 
ziehen: 

1. Das Coulombintegral ] ist für hohe Hauptquantenzahlen umgekehrt pro
portional n 3 und hängt im übrigen nicht von n ab. Es ist daher möglich, die 
ungestörte Energie des Leuchtelektrons im Felde der Kernladung Z- 1 und 
die CouLOMBsehe Störungsenergie ] durch eine Formel vom RYDBERGschen Typ 
zusammenzufassen: (Z _ 1 )2 (Z _ 1 )2 

- ~2 + J =- 2 (n + ~c)2" (14.18) 

Die Rydbergkorrektur ist dabei 
Z-1 

n 3 1 1 (z- 1 )2l+l -2--
bc = Tz-- 1 )2 = z . ~z~ e z . ~ ... ' (14.19) 

sie ist der bequemste Ausdruck für die Abweichung des Heliumspektrums vom 
Wasserstoffspektrum, da sie (für große n) unabhängig von der Hauptquanten
zahl n ist 4 • (Der Index C bedeutet: CouLOMBsehe Wechselwirkung.) 

2. Die Rydbergkorrektur ~c nimmt [sowohl wegen des Faktors ( Z; 1r1+1 wie wegen 

der Nenner 21 + 1 + k !] mit wachsender Azimutalquantenzahl rapide ab. Das kommt daher, 
daß J um so größer ist, je häufiger das Leuchtelektron (2) in die Ladungswolke des inneren 
Elektrons (1) eindringt -nur die Gebiete r1 > r 2 liefern ja nach (14.11) überhaupt einen 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 499. 1926. 
2 Vgl. W. HEISENBERG, l. C. Gleichung (16). 
3 E. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 453. 1930. 
4 Für kleine n bekommt man aus den berechneten Werten für das Coulombintegral 

[z. B. Formel (14.16)] und der Definition (14.18) natürlich etwas andere Werte für ~c als für 
großen, der Unterschied ist aber (vgl. Tab. 4) relativ sehr klein, so daß man zum mindesten 
aus drei Werten (n = l + 1, l + 2, oo) ohne weiteres durch Interpolation den Wert von ~0 
für jedes beliebige n sehr genau entnehmen kann. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXlV /1. 22 
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Beitrag zu ] (vgl. auch die Diskussion oben über die Bedeutung des Coulombintegrals) -
und daß die Elektronen mit kleiner Azimutalquantenzahl ("exzentrische Bahnen" der BOHR· 
sehen Theorie) mit größerer Wahrscheinlichkeit eindringen als solche mit großem l (die 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Nähe des Kerns ist proportional r 21). 

3. Die Abhängigkeit der Rydbergkorrektur lJe von der Kernladung Z entsteht durch 
Überlagerung zweier entgegengesetzt wirkender Effekte: Einerseits steht in ( 14.19) ein 
Faktor 1 JZ, welcher daher rührt, daß (Je im wesentlichen das Verhältnis einer Wechselwirkung 
zwischen den beiden Elektronen {]) zu einer Wechselwirkung zwischen äußerem Elektron 
und Kern (ungestörte Energie des Leuchtelektrons) darstellt. Daneben tritt in (14.19) der 

(z _ 1)21+1 _ 2i!:"C"l 
Faktor ~~ e z auf, welcher mit wachsender Kernladung stark zunimmt. Er kommt z, 
dadurch herein, daß das Verhältnis der "Bahnradien" von äußerem und innerem Elektron 
proportional ZJZ- 1 ist: Je höher also die Kernladung, um so mehr zieht sich die Bahn 
des Leuchtelektrons relativ zu der des inneren zusammen, um so häufiger dringt also das 
Leuchtelektron in die K-Schale ein (vgl. Ziff. 2). Bei kleiner Kernladung überwiegt der hier
durch bedingte Anstieg der Rydbergkorrektur mit Z den Abfall wegen des Faktors 1/Z (vgl. 
Tab. 4, He und Li+). 

c) Berechnung des Austauschintegrals. Das Integral über die Winkel 

K(r1 r 2)= J J J JsinfJ1 dfJ1 dq;1 sinfJ2dfJ2dq;2 Y00 (ß1 q;1) Y7m(ß1q;1) Y00 (ß2 q;~) Yzm(fJ2 q;2) 

läßt sich am einfachsten ausführen, wenn man wieder 1/r12 nach Kugelfunk
tionen entwickelt, es gibt 

1 r 11 ~-1- _!'{_ K(r1 r 2) = 21 + 1 r;_r+1 , wenn r 1 < r 2 , bzw. 21 + 1 r11 + 1 , wenn r 1 > r 2 • (14.20) 

Wenn wir das in (14.7) einsetzen, kommt 
00 00 

K = 21 ~ 1 J r2l+2 dr2 Rlo (r2) Rnz (r2) J r;'+1 drl Rio (rl) Rnz(rl) . (14.21) 
Ü T2 

Der Faktor 2 kommt daher, daß wir auf der rechten Seite nur das Integral über 
das Gebiet r 1 > r 2 hingeschrieben haben, während das Gebiet r 1 < r 2 nochmals 
genau den gleichen Beitrag liefert. Wenn wir die radialen Eigenfunktionen 
(14.12), (14.14) einsetzen, bekommen wir für n = l + 1 * 

4 Z 3 (Z -- 1)2n+I n 2 2n + 3 
K = (Z(n + 1)- 1)2n+a 2n- 1 . (14.22) 

Für große n schreiben wir gleich die Rydbergkorrektur an, die wegen des Elek
tronenaustausches an der Quantenzahl des Leuchtelektrons anzubringen ist 

<5A = (Z :s1)2 K . l 
_ 2 (Z-1)21+1 _2Z-1 ~ 2l+k+2 (Z-1)2k 'Z-1) (14.23) 
- Z(2l+D z-- e z &o k!21+k=i=1! ---z- <P21 +k+ 2 ( Z-

(Index A =Austausch), wobei 

<P;.(x) = 2(1- ~) [1- ~ + 4x(2- +)F(1, A + 1, -x)- 8xF(1, A, -x)] 

+ (A. + 1) ( 1 - 2 ~ + J.(t~1)) [ 1 + 4 ~ - J.(t~ 1) - 8 ~ F(1, A + 1, -x)] 
ist und F die entartete hypergeometrische Funktion 

~ (-x)i! 
F ( 1 , A., - x) = ~ 2 (J. + 1) .... (J. + 12 _ 1) 

Q=O 

(14.24) 

* Vgl. W. HEISENBERG, I. c. Dort findet man auch die etwas kompliziertere Formel 
für n = l + 2 [Gleichung (22)]. 
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bedeutet. Die Formel ist trotz ihres komplizierten Aussehens leicht zu hand
haben, da alle Reihen (über e wie über k) sehr rasch konvergieren. Sie sind 
wesentlich einfacher als die von HYLLERAAS 1 gegebenen. 

Das qualitative Verhalten der Rydbergkorrektur <3A ist offenbar ganz dasselbe wie 
bei .30 : <3A ist konstant für große n - sonst hätte die Einführung der Rydbergkorrektur <3A 
ja gar keinen Sinn -, ändert sich auch wenig, wenn man (bei festgehaltenem l) zu kleinen n 
übergeht, fällt stark mit steigendem l und enthält zwei von Z abhängige Faktoren, die sich 
mit wachsendem Z im entgegengesetzten Sinne ändern. Die qualitative Begründung für dies 
Verhalten ist ebenfalls ganz analog wie beim CoulombintegraL K hängt zwar nicht, wie ], 
von dem Eindringen der Ladungswolke des Leuchtelektrons in die des inneren Elektrons ab, 
wohl aber von der Überdeckung der beiden Ladungswolken - und das kommt für die Ab
hängigkeit von l und Z auf das gleiche heraus. 

d) Resultat der ersten Näherung. Die Gesamtenergie erster Näherung 
des Leuchtelektrons eines Atoms mit zwei Elektronen im Zustand nl schreibt 
sich nunmehr [ vgl. ( 14. 5)] 

1 2 _ 1 (Z- 1)2 

E 1 + 2 Z --2 (n + 130 ± <3A) 2 • (14.25) 

Das positive Vorzeichen (bei oA) steht für Parhelium, das negative für Ortho
helium. Tabelle 4 gibt einen Vergleich zwischen beobachteten und gemessenen 
Werten der Rydbergkorrektur 
der Heliumterme Oe± o A. Als 
empirischer Wert für Oe ist 
natürlich der Mittelwert der 
Rydbergkorrekturen von Or
tho- und Parhelium zu neh
men, für OA die halbe Differenz 
der beiden Rydbergkorrektu

Tabelle 4. Beobachtete und berechnete Ryd
bergkorrektur für He in erster Näherung. 

Term 2 

nS 
nP 
2P 
nD 

Berechnet 3 

-0,168 ± 0,376 
-0,010 ± 0,035 
-0,008 ± 0,030 
-0,0002 ± 0,0066 

Beobachtet 3 

-0,219 ± 0,079 
-0,028 ± 0,040 
-0,026 ± 0,036 
-0,0024 ± 0,0036 

ren. Wie man sieht, stimmt für P- und D-Terme der Abstand von Ortho- und Para
term recht gut mit dem berechneten Wert OA überein, Oe dagegen kommt theo
retisch viel zu klein heraus. Die Lage des Mittelwertes von Ortho- und Para
term wird also durch unsere Theorie nicht richtig wiedergegeben. Zur Erklärung 
der Diskrepanz muß die Polarisation des inneren Elektrons durch das äußere 
berücksichtigt werden (Ziff. 15). Für 5-Terme ist überhaupt keine Überein
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung vorhanden, dort sind unsere An
nahmen über die Eigenfunktionen des äußeren Elektrons offenbar zu grob (vgl. 
Ziff. 16). 

15. Zweite Näherung (Polarisation). Um einen besseren Wert für die Ryd
bergkorrektur zu erhalten, ist es notwendig, zur zweiten Näherung der ScHRÖ
DINGERschen Störungstheorie überzugehen. Wir wollen diese aber nicht explizit 
berechnen 4, sondern einen anschaulicheren Weg einschlagen: Bekanntlich hängt 
die Störungsenergie zweiter Näherung mit der Eigenfunktionsstörung erster 
Näherung zusammen, d. h. mit der "Modifikation" der Elektronenbewegung, 
welche von der "Störung" hervorgerufen wird. Die "Störung" ist in unserem 
Falle die Wechselwirkung der beiden Elektronen. Sie bewirkt qualitativ, daß 
die Elektronen nicht unabhängig voneinander umlaufen, sondern versuchen, 
einen möglichst großen Abstand voneinander einzuhalten. Die Eigenfunktion 

1 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 453. 1930. 
2 Unter n S, n P, n D sind Terme mit hoher Hauptquantenzahl n verstanden. 
3 Bei Benutzung des positiven Vorzeichens erhält man die Rydbergkorrektur für 

Parheliumterme, bei Benutzung des negativen Zeichens die für Orthoheliumterme. 
4 Die genaue Auswertung der zweiten Näherung ist kaum durchführbar, da dazu sämt

liche nichtdiagonalen Matrixelemente der Elektronen-Wechselwirkungsenergie 1/r12 bekannt 
sein müßten. Mit plausiblen Näherungsannahmen ergibt sich genau das im Text abgeleitete 
Resultat. 

22* 



340 Kap. 3. H.BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff.15. 

erster Näherung kann daher nicht wie diejenige nunter Näherung, (14.1), bloß 
von den Kernabständen der beiden Elektronen r1 r2 abhängen, sondern muß 
eine explizite Abhängigkeit vom gegenseitigen Abstand r12 zeigen. 

a) Die Bewegung des inneren Elektrons im Felde des äußeren. 
Wir wollen nun die Eigenfunktion erster Näherung direkt approximieren: Zu 
diesem Zweck beachten wir, daß das äußere Elektron stets langsam umläuft, 
relativ zum inneren 1• Es wird daher in erster Näherung zulässig sein, in der 
Schrödingergleichung (11.1) die kinetische Energie des äußeren Elektrons (d. h. 
den LAPLACEschen Operator L1 2 , falls 2 das äußere Elektron ist 2), fortzulassen. 
Dann erhält man 

(15.1) 

Dies ist eine Differentialgleichung im dreidimensionalen Raum XtY1 z1 anstatt 
der Differentialgleichung (11.1) im sechsdimensionalen Raum x1 • • z2 . Aller
dings hängt die Differentialgleichung (15.1), der u(r1) zu genügen hat, ihrerseits 
noch von der Lage des zweiten Elektrons ab, so daß anstatt des einzigen Eigen
wertproblems (11.1) im Sechsdimensionalen eine unendliche Schar von Eigen
wertproblernen im Dreidimensionalen tritt. Der Ort des zweiten Elektrons, r 2 , 

geht als Parameter in Eigenfunktion und Eigenwert ein 3• 

Die strenge Lösung vcin (15.1) hätte in elliptischen Koordinaten zu erfolgen, 
deren Brennpunkte der Kern und das Elektron 2 sind. Wir begnügen uns da
mit, 1/r12 nach Kugelfunktionen zu entwickeln und die Entwicklung nach dem 
ersten Gliede abzubrechen. Dann wird 

{}12 ist der Winkel zwischen den Radiivektoren t 1 und t 2 • Der Abstand des 
äußeren Elektrons vom Kern ist im allgemeinen recht groß, so daß wir die rechte 
Seite von (15.2) als Störung betrachten können. Die "ungestörte Differential
gleichung" 

(15.3) 

hat dann als Lösung die Wasserstoffeigenfunktion mit Kernladung Z, die wir 
früher als Eigenfunktion des inneren Elektrons benutzt haben: Falls das Elek
tron 1 im Grundzustand ist, ist also 

8 1 z- 1 
uo(rl) = utoo(rl) = 2Z. e-Zr, Yoo({}u,(/Ju); E(r2) = --Z2- --. (15.4) 

2 r2 

Wir betrachten nun die Störung zunächst qualitativ: Wenn r1 ~ r2 ist, so er
zeugt das zweite Elektron am Orte des ersten ein nahezu homogenes elektrisches 
Feld von der Feldstärke F = 1/r22 [vgl. Gleichung (15.2), erste Zeile]. Durch 
dieses Feld wird die Ladungsverteilung des inneren Elektrons "polarisiert", ihr 
Schwerpunkt wird auf die dem Elektron 2 entgegengesetzte Seite des Kerns 

1 Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat ist ja (bis auf den Faktor m/2) gleich der mitt
leren kinetischen Energie, und diese wieder nach (3.31) gleich der (negativen) Gesamtenergie 
des Elektrons. 

2 Wir kümmern uns vorläufig nicht um die Symmetrie der Eigenfunktion in den beiden 
Elektronen. 

3 Unser Verfahren entspricht genau der Trennung von Kernbewegung und Elektronen
bewegung beim Molekülproblem (Ziff. 59). 
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verschoben, genau wie beim gewöhnlichen Starkeffekt. Hand in Hand damit 
wird die Energie um den Betrag 

E =-_1_cxF2=-2_,_1_ (15.5) 
2 2 4 r~ 

vermindert, wo cx die "Polarisierbarkeit" des Elektrons ist, deren Wert wir aus 
der Theorie des Starkeffekts, Gleichung (31.3), entnommen haben. Wenn also 
die Ladungswolke des inneren Elektrons völlig innerhalb der Kugel mit dem 
Radius r2 läge, wäre der "gestörte" Eigenwertparameter in (15.2) 

Z-1 1 2 9 1 
E(r2) = -----r-- -2 z - -4 · 01 . (15.6) . 2 2 

Wir gehen zur exakten Behandlung von (15.2) über. Die Eigenfunktion u(r1) 

läßt sich jedenfalls in erster Näherung in der Form 

udr1) = u0 (r1) + v(r1) + w(r1) • cosß12 (15.7) 

schreiben, wobei u0 , v, w nur vom Abstand des Elektrons 1 vom Kern abhängen 
und die Differentialgleichungen (15.3) bzw. 

l-2 c1 u0 für r 1 < r 2 , I 
(_Ii!__ + -~ _i_ - Z2 + 2Z) v (r ) = 1 1 
,drr2 rr drr rr 1 2(-c + --- -)u für r > r 

1 rr r2 o 1 2• 

( 15 .8) 

für 

für 

befriedigen. Das Glied -2/r12 in (15.9) (linke Seite) kommt von der Abseparierung 
des winkelabhängigen Bestandteils cosß12 . c1 ist die Störung erster Ordnung 
des Eigenwerts, oo 

I' =!(_1_- _!_)u 2(r) r 2dr = -e-2 Zr,(_1_ + z) (15.10) 
1 rr r2 o 1 1 1 r2 

[vgl. (14.13)]1. Aus (15.8), (15.9) lassen sich die Eigenfunktionen v und w be
rechnen, und aus ihnen die Störungsenergie zweiter Näherung: Diese ist näm
lich nach der ScHRÖDINGERschen Störungstheorie 

e2 = j V u0 • ( u 1 - u0) d r , 

wo V das Störungspotential ist und u1 - u0 die Störung der Eigenfunktion in 
erster Näherung. In unserem Falle gibt das 

e2 = [(:1 - :Ju0 v(r1)r12dr1 +.fcos2 ß12 sinß12 dß12 .J~rp12 [ Y00 (ß12 , rpu) [2 1 
r, 0 0 I ( 1 5 .11) . [ 1~2. rl2 drl Uo (rl) w (rl) + )::";122 rl2 drl Uo (rl) w (rl)]. 

0 ~ 

Der erste Bestandteil, der vom kugelsymmetrischen Teil des Störungspotentials 
herkommt, ist sicher im allgemeinen klein: Schon die Störungsenergie e1 (15.10) 
ist ja, wie wir in Tabelle 4 sahen, viel kleiner als die beobachtete Abweichung der 
Mittelwerte der Ortho- und Parheliumterme von den Wasserstofftermen; und 
der erste Term von (15.11) unterscheidet sich von (15.10) dadurch, daß u0 durch 

1 Das mit cos {}12 proportionale Störungspotential gibt keine Störung erster Ordnung. 
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die an sich schon kleine Funktion v ersetzt ist. Wir lassen daher den ersten 
Term in ( 15.11) fort, wodurch wir die Berechnung von v ersparen. 

Es bleibt also die Differentialgleichung (15.9) zu lösen: Um lästige Zahlen
faktoren zu vermeiden, ist es zunächst vorteilhaft, statt r1 die neue unabhängige 
Variable e = Zr1 (15.12) 

und entsprechend statt des "Parameters" r2 

R = Zr2 (15.13) 

zu benutzen. Dann gilt die Differentialgleichung 

I o ce für < R 

(:;2+!ade_e~-1+~)w(e)= :~~~:~für e ' 
_ 122 e > R, 

mit c = 4 yz. 

(15.14) 

(15.15) 

Für das Innere der Kugel mit dem Radius R brauchen wir eine Lösung 
von (15.14), die im Nullpunkt endlich bleibt. Eine solche Lösung ist z. B. die 
Funktion 

(15.16) 

wie man leicht durch Einsetzen in ( 15 .14) verifiziert. w1 ist aber nur eine Par
tikularlösung der inhomogenen Gleichung (15.14); um die allgemeine Lösung zu 
finden, haben wir zu (15.16) eine im Nullpunkt endliche Lösung der entsprechen
den homogenen Gleichung zu addieren. Die einzige derartige Lösung ist 

e(! ( 1 2 ) w (n) = - - e-(! - + - + 2 . 
2 "" 1!2 1!2 I! 

( 15 .17) 

Man überzeugt sich durch Reihenentwicklung leicht, ·daß für (! = 0 in der Tat 
w2 endlich bleibt (ja sogar wie e verschwindet!). Die allgemeine Lösung von 
(15.14) lautet also 

(15.18) 

lX bleibt vorerst unbestimmt, es wird später daraus zu bestimmen sein, daß 
sich an der Grenze von "Innenraum" und "Außenraum" (! = R die Eigen
funktion und ihre erste Ableitung stetig verhalten müssen. - Daß wi für e = oo 
unendlich werden würde, macht natürlich gar nichts, da die Darstellung ( 15 .18) 
für die Eigenfunktion sowieso nur für kleine e gültig sein soll. 

Die Eigenfunktion für den Außenraum e > R muß im Unendlichen ver
schwinden. Ihr Verhalten im Nullpunkt geht uns nichts an, da der Nullpunkt 
nicht zum Außenraum gehört. Eine Partikularlösung von (15.15) ist 

(15.19) 

die im Unendlichen verschwindende Lösung der homogenen Gleichung 

w (o) = (~ + -~- + 2)e-!! (15.20) 
4 - 1!2 I! ' 

also die allgemeine Lösung im Außenraum 

Wa = Wa + ßw4 (15.21) 
mit vorerst beliebigem ß. 

1 Die andere Lösung der homogenen Gleichung (15.14) verhält sich im Nullpunkt 
wie 1 /e2• 



Ziff. 1 5. Zweite Näherung (Polarisation). 343 

Um die beiden Funktionen w; und Wa an der Stelle e = R aneinander an
zuschließen, haben wir zwei willkürliche Konstante IX und ß zur Verfügung, 
d. h. gerade genügend, um die beiden Stetigkeitsbedingungen 

w;(e = R) = wa(R), (dw,) (dw.) 
!1i e~R = !1i e~R (15.22) 

zu erfüllen. Die Ausrechnung liefert das Ergebnis 

IX = -~~2 (1 + R)2 e- 2R, I 
ß = ~ R + 1~2 (1 - R2- e-2R(1 + R)2). 

(15.23) 

Aus der Eigenfunktion erster Näherung bestimmen wir nunmehr durch Ein
setzen von (15.21) in (15.11) die Eigenwertstörung zweiter Näherung: 

E = _2. _ _!_[1-~e-2Zr,(1+2Zr +6(Zr)2 + 20 (Zr) 3 + ~(Zr)4)l 
2 4 (Zr 2)4 3 2 2 3 2 3 2 

(15.24) 
-+e-4Zr,(1+Zr2)4]. J 

( 15.24) ist also die Polarisationsenergie des inneren Elektrons im Feld des äußeren. 
Für sehr große r 2 geht (15.24) in die früher abgeleitete angenäherte Formel (15.5) 
über, die Polarisationsenergie ist dann proportional1jr24 • Sobald aber das Leucht
elektron in die Ladungswolke des inneren Elektrons eindringt, ist der Polari
sationseffekt vermindert; "abgeschirmt". Das ist verständlich, weil für r 2 < r1 

ja auch das Störungspotential [vgl. (15.2)] kleiner wird als r1/r22 • Für ganz kleine r 2 

wird das Störungspotential proportional r2 , wir erwarten also für unseren quadra
tischen Starkeffekt Proportionalität mit r22 . In der Tat erhält man durch Reihen
entwicklung der Exponentialfunktionen in (15.24)1 

e2 = -l(Zr2) 2 . (15.25) 

Der Eigenwertparameter E (r2) in (15.2) wird nun endgültig 

E (r 2) = - : Z 2 - Z ~ 1 + e1 + e2 ( 1 5 .26) 

[vgl. (15.10)], e2 siehe (15.24). 
b) Die Eigenfunktion und Energie des Atoms. Für die Eigenfunk

tion des Atoms könnten wir, wenn sie nicht symmetrisch in den beiden Elek
tronen sein müßte, den Ansatz machen 

(15.27) 

Gehen wir mit diesem Ansatz in (11.1) ein und berücksichtigen (15.1), so kommt 

ur, (r1) • (~L12 + E - E(r2)) ·X h) + h (r2) Ll 2 u,, (r1) + (grad2X grad2 u,,(r1 )) = 0. 

Wir multiplizieren mit u und integrieren über dr:1 , dann wird 

(iL1 2 + E- E(r2)) x(r2) • f u2 (r1) dr1 + ~ x(r2) f u,,(r1)L12 u,,(r1)dr1 

+ t (grad x(r2) grad2 f ur~(rl) dr:l) = 0. 

Wegen der Normierung von u: 

1 (15.25) läßt sich natürlich auch direkt ableiten: Wenn r2 - und damit R - sehr 
klein wird, so gilt ( 15.1 5) für alle Werte von R. Durch Einsetzen in ( 1 5.11) erhält man daraus 
unmittelbar (15.25). 
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unabhängig von r s, fällt das letzte Glied weg. Das mittlere Glied stellt gewisser
maßen den Einfluß der kinetischen Energie des Leuchtelektrons auf die Polari
sationsenergie dar. Setzen wir 

e3 = Jur,(r1)L1sur,(r1)dr1 , (15.28a) 
so ergibt sich mit ( 15 .24) folgende Differentialgleichung für X: 

( __!___ L1s + E + _!__zs + Z- 1 - e1 - es- e3)z(rs) = 0. (15.28) 
2 2 ~ 

Der Eigenwertparameter E (rs) des inneren Elektrons ~m Felde des äußeren spielt 
also die Rolle der potentiellen Energie für die Bewegung des äußeren Elektrons. 
Fassen wir in (15.28) e1, es und es als Störungen auf, so wird die Eigenfunktion 
des äußeren Elektrons, wie früher (14.14), eine Wasserstoff-Eigenfunktion mit 
Kernladung Z- 1, und die Energie des Atoms 

1 1 Z-1 f E = - 2 zs- 2 ~ + xs(rs) (e1 +es+ e3) drs. (15.29) 

Die Energiestörung des Atoms ist also einfach der Mittelwert der Störungs
energien e1 +es + e3 des inneren Elektrons im Felde des äußeren gemittelt über 
die ungestörte Eigenfunktion des letzteren. Der Mittelwert von e1 ist genau 
unsere CoULOMBsehe Wechselwirkungsenergie (14.6), der Mittelwert von es ist 
die gesuchte Störungsenergie zweiter Näherung (Polarisationsenergie). Das Zu
satzglied Es ist nach Rechnungen von LUDWIG klein gegen die eigentliche Polari
sationsenergie Es, es entspricht z. B. beim 3D-Term von Helium einer Rydberg
korrektur +0,00044, beträgt also etwas mehr als 1/ 5 es und vermindert die 
Polarisationswirkung. Für große Hauptquantenzahl n des Leuchtelektrons wird 
die Polarisationsenergie natürlich proportional 1/n3 [vgl. (14.17)], wir geben so
gleich den Beitrag der Polarisationsenergie es zur Rydbergkorrektur an: 

CJp = (Z: 1)2 f Xs (r2) es d-rs 

108 21-2![ 21+3! - ( 3 = --p · 21 + 31 1- -~ze 2 z cf>10 (z) + W1 1 (z) + 2 4">1s(z) 
(15.30) 

+ ~ wls(z) + / 2 W14(z))- 21 ~ 31 (~re-z( wlo ( ~ z) + w11 ( ~ z) 

+ ~ cf>ls ( ~ z) + / 6 Wla ( ~ z) + 6~ 4>l4 ( ~ z))] , 
wobei 

n. () ~ 2k 2l-2+v+k!FS( l k ) ~~yX =..::::;.;X • 21 + 1 +k!Bk! 3-V,2 + +2,X 

~0 Z-1 
ist, F die entartete hypergeometrische Funktion [vgl. (14.24)] und z = -z. 
Die Reihe in Wzy konvergiert recht gut. Der für großen gültigen Formel (15-30) 
stellen wir noch die Formel für n = l + 1 zur Seite: 

9 (Z-1) 2 [ 1 ( Z-1 )l-1 
CJp =- 4(l + 1)2 (l + !) l(l- !) Z 4 1 - 3 Z(l + 2)- 1 

·(1+(2l-1)x+3(2l-1)lxs+; (2l+1)l(2l-1)x3 

+ ~ (l+1)(2l+1)l(2l-1)x4) (15.31) 

- ~ (z(2 7' +-3; _ 1yz-1(1 + 2(21- 1) y + 3l(2l- 1) ys 

+ (2l + 1) l(2l- 1) y3 + ! (l + 1) (21 + 1) l(2l- 1) y4)] 
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Z(l + 1) 
X= Z(l+2)-1' 

Z(l + 1) 
y = z (21 + 3) - 1 . 
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Wir müssen nun die unsymmetrische Eigenfunktion (15.27) ersetzen durch 
eine, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch in den beiden Elektronen ist. Hier
für bietet sich der Ansatz 

(15.32) 

(15.33) 

so findet man neben dem früher erhaltenen Wert (15.29) noch den Zusatzterm 

welcher also die Wirkung des "Elektronenaustausches" repräsentiert. Setzt man 
für u und X die Eigenfunktionen nullter Näherung ein, 

so wird aus (15.34) unser altes Austauschintegral (14.7) 1• In der nächsten Nähe
rung hat man für eine der Funktionen u, sagen wir u,, (r1), den Wert nullter Nähe
rung, u100 (r1) zu setzen, für die andere die Eigenfunktionsstörung erster Nähe
rung, w,, (r2} cosD12 • Mit Rücksicht auf die Differentialgleichungen, denen u 
und w genügen, wird der Beitrag erster Näherung zu (15.34) 

A1 = ± {dT1 dr:2 w,,(r2) cosD12unlm(r1) (_!_- _!_ +E1 +En-E)u100 (r1)unlm (r2), (15.35) · P 1'12 rs 

wo E 1 und En die Energien eines Elektrons im Grundzustand und im nten an
geregten Zustand sind, E 1 + En- E ist also die Störungsenergie und kann 
daher, weil multipliziert mit kleinen Funktionen, vernachlässigt werden. Ent
wickelt man 1/r12 nach Kugelfunktionen: 

entsprechend für r2 < r1 , 

so erkennt man, daß das erste Glied der Entwicklung, 1/r2 bzw. 1/r1 , nur für 
P-Terme (l = 1) einen Beitrag zu (15.35), das zweite Glied, r1jr22 • cosD12 , nur für 
S-und D-Terme usw. A1 wird also für P-Terme am größten sein, für D-Terme 
dem Absolutwert nach kleiner, aber wegen des kleinen Werts des gewöhnlichen 
Austauschintegrals (vgl. Tabelle 4) relativ zu diesem wahrscheinlich größer. Die 
nächstfolgende Näherung 

1 Denn u 100 und unlm sind (außer für s-Terme) wegen der verschiedenen Winkelabhängig
keit orthogonal zueinander, so daß in (15.34) alle Integrale Null ergeben bis auf das mit 1/r12 • 
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hat dann nochmals einen beträchtlichen Wert für D-Terme (l = 2), wie man 
sich an Hand der Winkelabhängigkeit der einzelnen Faktoren unschwer über
legt. Aus diesen Betrachtungen geht hervor, daß die Berücksichtigung der 
Polarisation den Abstand von Ortho- und Parheliumtermen im Falle der D-Terme 
- und nur in diesem Fall - wesentlich beeinflußt. Hierauf möchten wir die 
merkliche Abweichung der beobachteten Aufspaltungen der D-Terme von den 
in Ziff. 14 berechneten zurückführen 1 : Nach Tabelle 4 ist z. B. für die halbe 
Differenz der Rydbergkorrekturen der n 1D- und n 3D-Terme (n groß) beob
achtet: 0,00036 gegen einen berechneten Wert von 0,00066. 

c) Vergleich mit der Erfahrung. Nach den Ausführungen des vorigen 
Abschnitts wird im wesentlichen der Mittelwert von Ortho- und Parhelium
termen und erst in zweiter Linie ihr Abstand durch den Polarisationseffekt 
beeinflußt. In Tabelle 5 geben wir die numerischen Werte der Beiträge des 
Polarisationseffekts zur Rydbergkorrektur für Helium, Lithium+ und für ein 
Ion mit zwei Elektronen und sehr großer Kernladung Z. Und zwar ist in 
Spalte "A" die Rydbergkorrektur nach der "naiven" Polarisationsformel (15.5) 
berechnet, in Spalte "B" steht der Wert der Klammern in (15.30), (15.31), 
d. h. das Verhältnis, in dem der Polarisationseffekt durch das Eindringen des 
Leuchtelektrons in die Ladungswolke des inneren ("Abschirmung" der Polari
sation) reduziert wird, in Spalte "C" endlich das Produkt von "A" und "B", 
also der wirkliche Polarisationseffekt mit Berücksichtigung der Abschirmung. 
Man sieht, daß für P-Terme der Polarisationseffekt durch die Abschirmung 
auf 32 bis 8 ( !) % herabgedrückt wird (HEISENBERG hatte eine Herabsetzung 
auf 33% angenommen), für D-Terme immer noch auf 92 bis 64%, und erst 
/-Elektronen dringen so wenig in die innere Schale ein, daß die durch sie be
wirkte Polarisation praktisch durch (15.5) gegeben ist. Die Abschirmung wirkt 
übrigens meist in dem Sinne, daß sie die Rydbergkorrekturen für kleine und 
große Quantenzahlen einander nähert, wie man durch Vergleich der Spalten A 
und C für die Terme 2P, nP, 3D und nD feststellt. Überraschend ist die geringe 
Polarisation, welche ein 5-Elektron hervorruft. 

Tabelle 5. Beitrag der Polarisation des inneren Elektrons durch das äußere 
zur Rydbergkorrektur. 

He Li+ Z=oo* 
Term 

I 
··----·· --· ·- -- ---- - . 

I I A B c A B c A B c 

nS -cx; 0 -0,0480 -00 0 -0,0149 -00 0 -0,097 
2P -0,0469 0,318 -0,0149 -0,0370 0,229 -0,0085 -0,750 0,124 -0,093 
nP -0,0562 0,257 -0,0144 -0,0445 0,172 -0,0076 -0,900 0,078 -0,070 
3D -0,00208 0,933 -0,00194 -0,00165 0,880 -0,00145 -0,0333 0,753 -0,0251 
nD -0,00268 0,910 -0,00244 -0.00212

1 

0.821 
1

-0.00174 -0,0428 0,644 -0,0275 
nF -0,00011 1 -0,00011 -0,00016 0,995 -0,00016 -0,0071 0,96 -0,0068 
nG -0,000008 i 1 I -0,00001 -0,00002 1 -0,00002 -0,0019 1 -0,0019 

* Alle hier angegebenen Rydbergkorrekturen sind mit Z 2 zu dividieren. 

In Tabelle 6 sind für He und Li+ die berechneten totalen Rydbergkorrek
turen mit Einschluß des Polarisationseffektes, also 

( 15-3 7) 

mit den beobachteten Korrekturen für Ortho- und Paraterm verglichen. 

1 Herr LunwrG in München ist soeben mit den quantitativen Rechnungen beschäftigt. 
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Term 

ooS 
2P 
3P 

ooP 
3D 
4D 

ooD 
4F 

ooS 
2P 
3P 

ooP 
3D 
4D 

ooD 
4F 

Term 

2P I 3D 
4F 

2P 
3D 
4F 

2P 
3D 
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Tabelle 6. Rydbergkorrekturen der Atome mit zwei Elektronen. 

(b0 = Rydbergkorrektur der Orthoterme, bp = Korrektur der Paraterme.) 

Beobachtet 

I (Jo- ~p) do Jp 

He 
-0,216 0,376 -0,218 0,078 -0,296 -0,140 

-0,0232 0,030 5 -0,025 5 0,0368 -0,0623 +0,0113 
-0,0242 0,0332 -0,0274 0,0386 -0,0650 +0,0112 
-0,0248 0,035 1 -0,0276 0,0398 -0,0684 +0,0112 
-0,00203 0,00034 -0,00197 0,00020 -0,00217 -0,001 77 

-0,00229 0,00048 -0,00221 0,00028 -0,00249 -0,00193 
-0,00262 0,00066 -0,00254 0,00036 -0,00290 -0,00212 

-0,00008 0,000003 -0,00010 0,00007 -0,00017 -0,00003 

u+ 

-0,127 0,145 -0,126 0,053 -0,179 -0,073 

-0,0174 0,0305 -0,0199 0,0334 -0,0533 +0,013 5 
-0,0184 0,031 6 -0,0202 0,0339 -0,0541 +o.oo 7 
--0,0194 0,0332 -0,020 0,034 -0,054 -f-0,014 

-0,00164 0,00065 -0,001 55 0,00052 -0,00207 -0,00103 

-0,00189 0,00086 -0,0018 0,0006 -0,0024 -0,0012 

-0,00209 0,00114 -0,0020 0,0006 -0,0026 -0,0014 

-0,00007 0,000006 0 0 0 0 

Berechnet I !(Jo+bp) 

Geschätzt Fehler 
der 

i(Jo+~P) i !(~o-Jp) ! (~o- ~P) ~0 ~p Schätzung 

Be++ 

-0,0142 I 0.026 s l-0.0162 I 0,0286 1-0,0448 I +0,0124* I ±0,0008 
-0,00122 0,000 71 -0,00116 0,00060 -0,001761-0,00056 ±0,00004 
-0,000050 0,000008 

a+++ 

-0,0114 0,022 7 ~-0,0129 I 0,0243 -0.0372 I o.0114**I ±0.0008 
-0,00092 0,00069 -0,000871 0,00060 -0,00147 -0,00027 ±0,00007 
-0,000036 0,000006 

c++++ 

-0,0101 0,0196 ~-0,0112 I 0,0207 I -0.031 9 • 0,009 5 I ±0.001 o 
-0,00076 0,00066 -0,000721 0,000 59 -0,00131 -0,00013 ±0,00010 

* Nach Beobachtungen von B. EDLEN, Nature Bd. 127, S. 405. 1931. 
** Nach EDLENS Schätzung 0,0117 ± 0,0012. 

Die berechneten Mittelwerte von Ortho- und Paraterm stimmen, wie man sieht, 
nunmehr nach Berücksichtigung der Polarisation recht befriedigend mit der Er
fahrung überein. Die Abstände lassen dagegen, besonders bei den D-Termen, 
noch stark zu wünschen übrig: Die Berücksichtigung der Polarisation dürfte, 
wie wir am Ende des Abschnitts b andeuteten, gerade den Abstand 1D- 3D 
wesentlich ändern und die Übereinstimmung wesentlich verbessern. Der Gang 
der Rydbergkorrekturen mit Hauptquantenzahl und Kernladung ist durchweg 
richtig getroffen. Interessant ist, daß die Rydbergkorrektur von 3 1D mit wach
sender Kernladung Z immer kleiner wird, während sie sich für 3 3D nur wenig 
ändert: Darin zeigt sich, daß die Austauschenergie, welche den Abstand 3 1 D- 3 3D 
hervorruft, ein Effekt "erster" Näherung im Sinne der ScHRÖDINGERschen Stö
rungstheorie ist, also bei großen Z mit 1/Z proportional geht, während der 
Mittelwert der beiden D-Terme im wesentlichen durch die Polarisationsenergie1 

1 Die CouLOMBsehe Wechselwirkung der Ladungswolken ist für D-Terme viel kleiner 

als die l'olarisationsenergie, für He 3D z. B. 0,0002 gegen 0,0027. 
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bestimmt wird und daher bei großem Z viel rascher, nämlich wie 1/Z2 abnimmt: 
Für Z = 7 würde die Rydbergkorrektur des 1D-Terms fast genau Null sein, um 
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Abb. 13. Experimentelles Termschema des Heliums. (Aus GROTRIAN, Graphische Darstellung der Spektren von Atomen.) 

für Z > 8 sogar positiv zu werden, was bei der Rydbergkorrektur des 1P-Terms 
ja bereits für He der Fall ist. 

Wir haben in Tabelle 6 nicht nur die Rydbergkorrekturen für He und Li+ 
mit der Erfahrung verglichen, sondern auch die Korrekturen für die höheren 
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Ionen Be++, B+++, C++++ abgeschätzt. Wir haben dabei angenommen, daß 
die Differenz zwischen dem aus unserer Theorie berechneten Näherungswert 
und der exakten Rydbergkorrektur stets durch eine Formel des Typs 

a b c 
~ = z + z2 + za (15.)8) 

dargestellt werden kann, wobei a, b und c aus den bekannten Termen von He, 
Li+ und Be++ zu entnehmen sind1 . Die angegebenen Fehlergrenzen für diese 
"geschätzten" Rydbergkorrekturen sind ganz roh taxiert. Unsere Abschätzung 
scheint uns von Nutzen für die Auswertung der Spektren der genannten hoch
ionisierten Atome (vgl. Ziff. 18). 

In Abb. 13 ist das empirische Termschema des Heliums wiedergegeben. 
16. Die angeregten S-Terme. Die FocKsehe Methode. Für die angeregten 

5-Terme stimmt die nach dem Störungsverfahren berechnete Aufspaltung zwi
schen Ortho- und Paraterm absolut nicht mit der Erfahrung überein. Das ist 
unmittelbar verständlich, denn es ist sicher eine sehr schlechte Näherung, als 
Eigenfunktion für das Leuchtelektron die Wasserstoff-Eigenfunktion mit Kern
ladung Z- 1 zu nehmen, da das Leuchtelektron mit großer Wahrscheinlich
keit in das Innere der Ladungswolke des inneren Elektrons eindringt und dort 
auf jeden Fall unter dem Einfluß einer höheren Kernladung als Z - 1 steht. 
Es muß daher ein besseres Verfahren zur Berechnung der ungestörten Eigen
funktion des 5-Elektrons gesucht werden, als solches bietet sich die FocKsehe 
Methode 2• 

a) Die FocKsehe Methode geht darauf aus, möglichst gute Eigen
funktionen für die einzelnen Elektronen zu konstruieren. Den Ausgangspunkt 
bildet das ScHRÖDINGERsche Variationsprinzip 

H bedeutet den 
der Form 

. fUHUd-r . 
E = JU2 d-;- = Mm. (16.1) 

HAMILTONschen Operator, den wir für Helium zweckmäßig in 

1 1 2 
H = H 1 + H 2 + ~, H 1 = - -2 Ll 1 - - (16.2) 

r12 r1 

schreiben. Eist die Energie in atomaren Einheiten. (16.1) ist durch Variation 
von U zum Minimum zu machen. Da H seihstadjungiert ist, gibt die Variation: 

.!__~E=f~UHUd-r f~UUd-rJUHUd-r=O 
2 JU2 d-r (/U2 d-r)2 ' 

also mit Rücksicht auf (16.1) 

j ~U(H- E) U dT = 0. (16.3) 

(16.3) liefert unmittelbar die gewöhnliche Schrödingerglei<:hung. 
Anstatt nun (16.3) exakt zu lösen, macht FocK für U den Ansatz 

U = u1 (1) u 2 (2) ± u 2 (1) u1 (2), (16.4) 
1 Für Be++ sind nur dielP-Terme bekannt(B.EDLEN, l.c.), ferner für B+++ die 

Differenz 21P- 31P. Man kann aber aus diesen Daten auch den Gang der Rydbergkorrek
tur für die 3P-Terme recht gut abschätzen. - Für die D-Terme haben wir zur Extrapolation 
eine zweikonstantige Formel [c = 0 in (15.38)] benutzt. 

2 E. HYLLERAAS (ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 453. 1930) hat bereits eine bessere Annäherung 
für die 5-Terme erhalten, doch ist seine Rechnung noch nicht voll befriedigend. Man könnte 
auch daran denken, die wirkliche Lösung der Differentialgleichung (13.6) als Eigenfunktion 
für das Leuchtelektron zu benutzen, was aber auch ziemlich umständlich wäre und jedenfalls 
nicht annähernd die Genauigkeit der FocKsehen Methode erreichen dürfte. - Die im Text 
beschriebenen Rechnungen wurden auf Anregung des Verfassers dieses Artikels von L. P. 
SMITH durchgeführt (Phys. Rev. Bd. 42, S. 176. 1932). 
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wobei das obere Vorzeichen für Parhelium, das untere für Orthohelium gilt, 
und variiert die Eigenfunktionen u1 , u2 der einzelnen Elektronen. Dadurch be
kommt man natürlich nicht den exakten Eigenwert und die exakte Eigenfunk
tion, wohl aber die beste unter allen Eigenfunktionen, die sich in der Form (16.4) 
darstellen lassen, die also nicht explizit von der Lage der beiden Elektronen 
relativ zueinander abhängen. Der Eigenwert wird nicht das absolute Minimum 
des Variationsintegrals (16.1) sein, aber diesem Minimum immerhin ziemlich 
nahe kommen. 

Setzen wir (16.4) in (16.3) ein, so erhalten wir wegen der Symmetrie des 
HAMILTONschen Operators (16.2) 

J b (u1 ( 1) u 2 (2)) (H - E) (u1 ( 1) U 2 (2) ± U 2 ( 1) u1 (2)) d T = 0 . 

Da die Variationen von u1 und u2 ganz beliebig sind, können wir die Faktoren 
von bu1 und bu2 einzeln Null setzen und erhalten die folgenden Differential
gleichungen für u1 und u2 : 

J u 2 (2) (H - E) u 2 (2) d r 2 • u1 ( 1) ± J u2 (2) (H - E) u1 (2) d r 2 • u2 ( 1) = 0, } 
( 16. 5) 

ju1 (2) (H -E)u1 (2)dr2 ·u2 (1) ± J u1 (2) (H -E)u2 (2)dr2 ·u1 (1) = 0. 

Für Orthohelium können wir die Eigenfunktionen u1 und u2 orthogonal zu
einander annehmen, ohne die Eigenfunktion U des Gesamtatoms dadurch zu 
ändern1. Außerdem sollen u1 und u2 normiert sein. Wir führen dann die Ab-
kürzungen ein: J 1 

Gik(r1) = -ui(2)uk(2)dr2 , ) 

r12 ( 16.6) 

Hik = J ui (- -} L1 - ~) uk dr. 

Die Gik (i, k = 1, 2) sind Funktion des Ortes, die Hik Konstanten. Dann wird 
aus (16.5) c L1 +: + E- H 22 - G22 (r))u1 = ±(H12 + G12 (r)) u2 ') 

(~ L1 + ~ + E- Hu- Gu(r))u2 = ±(H12 + G12 (r)) u1 . 

( 16. 7) 

Diese beiden Differentialgleichungen müssen simultan gelöst werden, wobei die 
G und H ihrerseits von den zu berechnenden Funktionen u1 u2 abhängen. Die 
Lösung kann daher nur durch ein Verfahren sukzessiver Approximation ge
schehen, ähnlich wie bei der HARTREEschen Methode (Ziff. 20). Doch ist die 
Rechnung wegen der nichtverschwindenden rechten Seiten viel mühsamer als 
bei HARTREE und ist bisher noch an keinem Beispiel allgemeiner Art durch
geführt worden. Bei unserem Problem, die hochangeregten 5-Zustände des 
Heliums zu berechnen, ist die Rechnung aber verhältnismäßig einfach. 

b) Spezialisierung auf hochangeregte Zustände. Es sei u 1 die Eigenfunktion 
des Grundzustands, u 2 die des angeregten. Die Hauptquantenzahl n des letzteren sei sehr 
groß. Dann ist die Eigenfunktion u 2 in der Nähe des Kerns (d. h. in den Gebieten, wo u1 

endliche Werte hat) von der Größenordnung n-} (vgl. Ziff. 3d), wenn sie im ganzen Raum 
auf 1 normiert ist. Von der gleichen Größenordnung werden daher die Integrale H 12 und 
G12 , während H 22 und G22 die Größenordnung 1/n3 bekommen (vgl. die Bemerkungen 
Ziff. 14b, Ende). In der ersten Differentialgleichung (16.7) werden daher die Glieder H 22 u1 , 

G22 u 1 , H 12 u 2 , G12 u 2 von der Größenordnung 1/n3 relativ zu den übrigen Gliedern und können 
mithin vernachlässigt werden. Es bleibt 

( 16.8) 

1 Für Parhelium ist die Forderung der Orthogonalität wahrscheinlich nicht zu stellen, 
die Formeln werden dann etwas komplizierter. 
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ui ist daher die Eigenfunktion des He+ -Grundzustandes 

ui = 2~ e- 2 ', EI = -2 at. Einh., (16.9) 

das innere Elektron wird vom äußeren nicht gestört, da dieses nur mit der Wahrscheinlich
keit 1jn3 in die Ladungswolke des inneren Elektrons eindringt. Mit (16.8), (16.9) erhält man 

H 11 =EI, G11 (1) = 32!_!_ e-4r, r 22 dT2 = __!__- e-4r,(2 + _1_), 
r12 ri ri 

(16.10) 

H 12 = Ju 2 (r2 )(- ~LI- ~)·ui(r2)dT2 =EI.fuiu2 dT=0 
wegen der Orthogonalität von ui u 2 • G11 ist einfach das Potential der Ladungsverteilung 
des He+ [vgl. (14.13)]. Aus der zweiten Gleichung (16.7) wird jetzt 

( ~ LI + E - EI + : - G11 ) u 2 = ±G12 ui , (16.11) 

wobei das positive Vorzeichen für Parhelium gilt, das negative für Orthohelium. 
Die Eigenfunktionen und Eigenwerte von ( 16.11) lassen sich nun leicht bestimmen. 

Man separiert zunächst (16.11) in Polarkoordinaten durch den Ansatz 

und erhält für v die Differentialgleichung [vgl. (2.1)] 

1 d2 v ( 2 l (l + 1) ) -- -· + -- G11 (r)- -- + E 2 v = ±GI 2 uir 
2 dr2 r r 2 

mit 

(16.12) 

(16.13) 

(16.14) 
Da wir uns für 5-Terme interessieren, ist l = 0 zu setzen. Da ferner die Hauptquantenzahl n 
des angeregten Elektrons sehr groß ist, ist der Eigenwert E 2 klein von der Größenordnung 
1jn2 • Für alle endlichen r kann daher E- EI neben dem Potential 

2 V=---;-- GI1 (r) 

vernachlässigt werden. Man hat daher für endliche r einfach die Differentialgleichung 

( 1 d2 2 ) - - + - - G11 v = ±G12 ui r 
2 dr2 r (16.15) 

zu lösen. Dies geschieht am einfachsten durch numerische Integration. Man beginnt die 
Integration bei x = o und setzt sie so lange fort, bis die rechte Seite praktisch verschwindet, 
d. h. bis etwa r 0 = 3. Gleichzeitig mit dem Verschwinden von u 1 geht G11 (r) über in 1/r, 
so daß (16.15) sich vereinfacht zu 

(~ d~22 + +)v = 0. (16.16) 

Diese Differentialgleichung hat die allgemeine Lösung1 

V= ~ •JI (ys;) + b_Nl(ysr), 
Yr Yr 

(16.17) 

wo ] 1 und NI die BESSELsche und NEUMANNsehe Funktion vom Index 1 sind. Man muß 
die Konstanten a und b so bestimmen, daß die aus (16.17) berechneten Werte von u und 
dufdr für r = r0 übereinstimmen mit den Werten der gleichen Größen, die man vorher 
durch numerische Integration von (16.15) gefunden hat. Das Verhältnis bfa ist dann be
stimmend für die Abweichung der Eigenfunktionen von den Wasserstoff-Eigenfunktionen 2 

und dementsprechend auch für die Abweichung der Energie E 2 vom Wasserstoffwert -1/2n2, 

also für die Rydbergkorrektur. Um die letztere explizit zu berechnen, betrachten wir die 
Differentialgleichung d2v ( 1 ) 

dra-+2 E2+---;- =0. (16.18) 

1 Vgl. JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, S. 93 [ds. Artikel (3.33)]. 
2 Wäre das Potential überall 1/r, so würde b = 0 sein, weil dann die Lösung (16.17) 

bis r = 0 gelten würde und NI (0) unendlich wird. 
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Sie gilt für alle nicht zu kleinen r, und bleibt im Gegensatz zu ( 16.17) auch für große r von 
der Größenordnung n 2 noch gültig. Wir definieren die effektive Quantenzahl n* durch 

E - __ 1 __ 
2- 2n*2. (16.19) 

Sodann berechnen wir die Eigenfunktion nach der WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUINschen 
Methode (vgl. Ziff. 32). Für alle r < 2n*2 gilt 

v = c (_!_- - 1 -)-! cos (2Jn·~~-2 - 1 do- "-) I r 2n* 2, V e n* 2 • 4 
r 

= c (_!_- - 1 )-! cos [n* (!!__ + arc sin ( 1 - _!'__))- v·2r- !_2
-- !'__] l r 2n* 2 z \ n* 2 n* 2 4 

(16.20) 

(c eine Konstante). Für r <{:: n* 2 geht das über in 

V = crf COS ((n* - t) :n: - } S;) · (16.21) 
Andererseits gilt für die Besselfunktionen in ( 16.17) die asymptotische Darstellung 

und 

sobald r ::;> 1 ist. 

y2y;"--;;J1 (y8r) =rfcos(JfS;+ :)· (16.22) 

mit 
b 

tg:n:d = --;;· 

( 16.22 a) 

(16.23) 

(16.23) stellt die Lösung v dar, die durch Integration der Wellengleichung (16.13) 
von r = 0 her entsteht, während (16.21) durch Integration von r = oo her gewonnen ist, 
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Abb. 14. Die radialen Eigenfunktionen der hochangeregten s-Elektronen des Heliums nach der FocKsehen Methode. 
Kurve I Orthohelium, 11 Parhelium, Kreise= HARTREEsche Eigenfunktion (Vernachlässigung des Austauschs), Kreuze 
= Wasserstoffeigenfunktion für E = 0. Abszisse r in Wasserstoffradien, Ordinate r · R (r). Abbildung berechnet 

von L. P. SMITH. 

wobei jeweils die zulässigen Vernachlässigungen gemacht sind. Im Gebiet mittlerer 
r(1 <{::r<{::n* 2) sind beide Lösungen gültig und müssen daher identisch sein. Damit das der 
Fall ist, müssen die Argumente der cos bis auf das Vorzeichen und ein Vielfaches von :n: über
einstimmen : :n: ,;- :n: ,;-n*:n:- 4 - y8r = n:n: + d:n:- 4 - y8r, 

n* = n + d, (16.24) 
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wo n eine ganze Zahl ist. Damit haben wir die effektive Quantenzahl n* mit der Hauptquanten
zahl n in Verbindung gebracht. (j ist die Rydbergkorrektur. 

c) Numerische Berechnung. Die numerische Rechnung wurde auf An
regung des Verfassers dieses Artikels von L. P. SMITH durchgeführt!. Abb. 14 
gibt die erhaltenen Kurven für die (mit r multiplizierten) radialen Eigenfunk
tionen v = r · R der angeregten s-Elektronen des Heliums bei hoher Haupt
quantenzahl n, und zwar gilt die Kurve I für Orthohelium, I I für Parhelium, 
die Kreise geben den Verlauf der HARTREEschen Eigenfunktion, welche bei Ver
nachlässigung des Austauschgliedes auf der rechten Seite von (16.13) entsteht, 
und die Kreuze die Wasserstoff-Eigenfunktion. Man sieht sehr schön, daß die 
Orthohelium-Eigenfunktion von der Wasserstoff-Eigenfunktion stärker abweicht 
als die Parafunktion. Dem entspricht die größere Rydbergkorrektur des Ortho
heliums. Die Resultate für die Rydbergkorrektur der s-Terme sind 

b = -0,289 für Orthohelium gegen -0,298 beobachtet, 

b = -0,160 " Parhelium -0,140 

Die Übereinstimmung ist sehr befriedigend. 
17. Helium-Grundterm nach der Rnzschen Methode. Das Interesse an 

einer exakten wellenmechanischen Berechnung des He-Grundterms war schon 
deshalb besonders groß, weil die alte Quantentheorie bei diesem Problem voll
kommen versagt hatte. Sie hatte sich auch nicht durch Einführung besonderer 
Annahmen helfen können, wie etwa bei den Rotationsbandenspektren, wo durch 
Einführung halber Quantenzahlen bekanntlich die Übereinstimmung mit der 
Erfahrung erzwungen worden war. Es war daher als besonderer Erfolg der 
Wellenmechanik zu werten, daß schon die ersten Berechnungen mit ziemlicher 
Genauigkeit den Grundterm des Heliums lieferten 2 und sich diese Genauigkeit 
bei späteren Berechnungen immer mehr steigerte. Aber nicht nur die Energie 
des Grundzustandes ist von großer Wichtigkeit für die Prüfung der Wellen
mechanik, sondern auch seine Eigenfunktion und die aus ihr zu gewinnenden 
Werte der makroskopischen physikalischen Konstanten, wie diamagnetische 
Suszeptibilität (vgl. Ziff. 29), Dielektrizitätskonstante (vgl. Ziff. 36), VAN DER 
W AALSsehe Konstante (vgl. Ziff. 63), Siedepunkt usw. Denn kein anderes Atom 
ist so geeignet für einen Vergleich der theoretischen Werte dieser Konstanten 
mit den experimentellen, wie gerade Helium als das einfachste einatomige Gas. 

Die geeignetste Methode zur Behandlung des Helium-Grundzustandes ist 
das RITzsehe Verfahren, welches zuerst von KELLNER3, dann mit noch größerem 
Erfolg von HYLLERAAS 4 auf das He-Problem angewandt wurde. Der Ausgangs
punkt des Verfahrens ist das ScHRÖDINGERsche Variationsprinzip 

E = f UH _T.j d r 
fU2d.,; (17.1) 

(H = HAMILTONscher Operator). Man gibt die allgemeine Form der Eigenfunk
tion U vor und läßt nur eine Anzahl Parameter, wie effektive Kernladung oder 
Koeffizienten einer Potenzreihenentwicklung, zunächst willkürlich. Dann lassen 
sich die Integrale in (17.1) ausführen, E wird eine Funktion der eingeführten 
Parameter. Indem man das absolute Minimum dieser Funktion aufsucht, hat 

1 L. P. SMITH, Phys. Rev. Bd. 42, S. 176. 1932. 
2 Z. B. die Rechnung von A. UNSÖLD, Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 355. 1927. 
3 G. W. KELLNER, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 91. 1927. 
4 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 469. 1928, und besonders Bd. 54, S. 347. 

1929. Vgl. ferner E. A. HYLLERAAS, Die Grundlagen der Quantenmechanik mit An
wendungen auf atomtheoretische Ein- und Mehrelektronenprobleme, Oslo 1932 (Norske 
Videnskaps-Akad. Skrifter, Mat.-Naturv. Kl. 1932, Nr. 6). 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 23 
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man sowohl die Parameter, also die Eigenfunktion, bestimmt, als auch vor 
allem die Energie des Atoms. 

a) Wahl der Koordinaten. Für die rasche Konvergenz ist eine geschickte 
Wahl der Form der Eigenfunktion unerläßlich. Besonders wichtig ist eine prak
tische Wahl des Koordinatensystems; und zwar hat sich gezeigt, daß man als 
unabhängige Variable am besten die Größen wählt, von denen die potentielle 
Energie abhängt. In unserem Fall sind das die drei Seiten r1 r2 r12 des vom Kern 
und den beiden Elektronen gebildeten Dreiecks. Um ein vollständiges Koordi
natensystem zu haben, müßten wir noch drei Koordinaten hinzunehmen, welche 
die Orientierung des Dreiecks im Raum angeben, etwa drei EuLERsche Win
kel X rp 1p. Für den Grundterm wie überhaupt fürS-Termemuß aber die Eigen
funktion von diesen Koordinaten unabhängig sein. 

Wir brauchen die EuLERschen Winkel nur vorübergehend, um das Volumelement d ~ 
zu berechnen. Zu diesem Zweck wollen wir außerdem für einen Moment statt des Elektronen
abstands r12 den Winkel {} zwischen r1 und r2 einführen: 

(17.2) 

Wir können die EuLERschen Winkel so wählen, daß r1, X, 'P die Polarkoordinaten des ersten 
Elektrons werden (bezogen auf eine raumfeste Achse) und r 2 fJ1p diejenigen des· zweiten 
Elektrons, bezogen auf t 1 als Achse. Dann ist offenbar 

d~ = r 12 r 22 sinOosinxdr1 dr2 dfJdxd<pd1p. (17.3) 

Die Integration über die EuLERschen Winkel läßt sich in den beiden Integralen in ( 1 7.1) 
ausführen, da die Eigenfunktion und der HAMILTONsche Operator H von ihnen nicht abhängt, 
das Resultat ist 8n2. Statt Ho führen wir nun wieder r12 ein; es ist 

r12 dr12 = r1 r2 sin {} d#, (17.4) 
also 

d1: = 8n2 r1 r 2 r12 dr1 dr2 dr12 • 

Endlich gehen wir zu den in den Elektronen "elliptischen" Koordinaten 

(17.5) 

über. Das hat den Zweck, die Symmetrie der Eigenfunktion in einfachster Weise zum Aus
druck zu bringen: Die Eigenfunktion eines Parheliumzustands, insbesondere die des Grund
zustands, muß offenbar eine gerade Funktion von t sein, die eines · Orthoheliumzustandes 
wäre entsprechend als ungerade Funktion in t anzusetzen. Schreiben wir noch 

so wird 
(17.6) 

(17.7) 

Der konstante Faktor n 2 kann gestrichen werden, da er im Zähler und Nenner von (17.1) 
vorkommt. 

Die Integrationsgrenzen sind an sich gegeben durch 

-u:::; i < u, 0 < u < s < oo. 

Da aber die Eigenfunktion gerade oder ungerade, der HAMILTONsche Operator H stets gerade 

in t ist, gilt U2(s,t,u) = U2(s, -t,u), UHU(s,t,u) = UHU(s, -t,u). 

Wir halbieren also einfach den Wert beider Integrale in (17.1), wenn wir das Integrations
gebiet beschränken auf 0 < t < u < 5 < 00 . ( 17.8) 

Jetzt haben wir den OperatorHin unseren Variabeln stu zu schreiben. Zunächst gilt nach 

dem GREENsehen Satz -JUA1 Udr=+J(grad1U)2dT. (17.9) 

(Der Index 1 bezieht sich stets auf das erste Elektron.) Für eine Funktion U, welche nur von 
r1 r2r12 abhängt, ist aber i}U iJU iJU 

- = - xl + -- . xl - Xs, 
iJxl iJrl rl ora rl2 

(gradtU)2 = (iJU\\ (iJU)2+ iJU ~ r12 + rl:- r22 
ar;,} oru iJrl oru rl "12 

also 
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und (grad 2 U) 2 ~ntsprechend. Wenn wir jetzt wieder die "elliptischen" Koordinaten (17.5), 
(17.6) einführen, wird 

(a u)a (a u)a (a u)a I (grad1 U) 2 + (grad2 U) 2 = 2 fiS + 2 7fi + 2 BU 
(17.10) 

4 au[( 2 2 ou 2 2 ou] + ----- s u - t)- + t(a - u)- . 
u(s2- t2) ou os ot 

Die potentielle Energie schreibt sich 

Z Z 1 4Zs 1 
V=-----+ =--2--2 +-· 

r 1 r 2 r 12 s - t u (17.11) 

Der HAMILTONSche Operator ist 
H = -! L1 1 - ! L1 2 + V. (17.12) 

Daher nimmt unser Variationsprinzip endgültig die Gestalt an: 

00 8 u 

; f as f auf at{u (s2 - t2) [(~ ~)2 + (8arr + (~~rl + 2~~ 
0 0 0 (17.13) 

. [s(u2- t2) 00~ + t(s2 - u2) 00~]- U2[4Zsu- s2 + t2J} = E = Min. 

mit 00 8 t 

N = J asf auf atu(s2- t2) u2. 
0 0 0 

b) Erste Näherung. Wir haben nunmehr die Form der Eigenfunktion 
geeignet zu wählen. Dazu denken wir uns zunächst die Wechselwirkungsenergie 
zwischen den beiden Elektronen gestrichen. Dann ist die ScHRÖDINGERsche 
Eigenfunktion des Grundzustandes das Produkt zweier Wasserstoffunktionen 
mit Kernladung Z, also (bis auf die Normierung) 

(17.14) 

U hängt also bei Streichung der Elektronenwechselwirkung nur von der Summe s 
der Abstände der beiden Elektronen vom Kern ab, und es liegt nahe, zunächst 
zu versuchen, U als Funktion von s allein anzusetzen. Dann können wir in 
(17.13) nach u und t integrieren und bekommen 

00 

c5jas {..±_ ss(!Y)2- (..±_ Z- __5_) s4 U2 - E. 4 s4 u2} = o. 
15 ds 3 12 15 

(17.15) 
0 

Zu diesem Variationsprinzip korrespondiert die Differentialgleichung 

--- + -- - + E + 5 - - - U = 0. d2 U 5 dU ( Z 25 ) 
ds2 s ds s 16s 

(17.16) 

Ihr tiefster Eigenwert ist E = -(Z- -f6-)2 (17.17) 

und die zugehörige (exakte) Eigenfunktion 
u = e-(Z-l~l•. (17.18) 

Um zunächst ein Urteil über die Güte der von uns erhaltenen ersten Nähe
rung zu erhalten, berechnen wir aus dem Eigenwert (17.17) die Ionisierungs
spannung des Heliums und vergleichen sie mit der Erfahrung. Die Ionisierungs
spannung ist die Differenz der Energien des neutralen und des einfach ionisierten 
Heliums im Grundzustand; für die erstere setzen wir unsere erste Näherung 
(17.17) mit Z = 2 ein, die letztere ist exakt gleich -! · 22 atomare Einheiten, 

23* 



3 56 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenproblerne. Ziff. 17. 

da ja He+ ein einziges Elektron besitzt (wasserstoffähnliches Spektrum). Für 
die Ionisierungsspannung des Heliums kommt also heraus: 

]He = (2- -f6 ) 2 - i · 22 atomare Einheiten = 1,695 Rydberg 1 

gegenüber einem beobachteten Wert 

]He = 24,46 Volt = 1,810 Rydberg. 

Entsprechend wird die Ionisierungsspannung eines Ions mit zwei Elektronen 
und Kernladung Z nach unserer Näherungsformel ( 17.17) 

Jz = (Z- -f6 ) 2 - iZ2 atomare Einheiten= Z2 - tZ + N 8 Rydberg. (17.19) 

Daraus bekommen wir im einzelnen für die Ionisierungsspannung von 

H-, 
He, 
L '+ 1 • 

Be++, 

Z = 1, theoretisch 
z = 2, 
z = 3. 
z = 4. 

-0,055 gegen experimentell 
1,695 
5.445 

11,195 

+0.053 2 Rydberg, 
1,810 
5.560 

11,307 

Die Übereinstimmung unserer ersten Näherung mit der Erfahrung ist sehr be
friedigend, wenn man die außerordentliche Einfachheit der Ableitung in Rück
sicht zieht. 

Die Eigenfunktion (17.18) hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung: 
Sie stimmt nämlich gerrau mit der bei Vernachlässigung der Elektronenwechsel
wirkung geltenden Eigenfunktion ( 17.14) über ein, nur ist die Kernladung Z 
durch die abgeschirmte Kernladung 

Z -a, a = -f6 

ersetzt. Man hätte auch davon ausgehen können, daß die Wirkung des einen 
Elektrons auf das andere sich in erster Näherung dadurch beschreiben läßt, 
daß statt der wirklichen Kernladung Z eine abgeschirmte Kernladung Z- a 
auf jedes der beiden Elektronen wirkt (vgl. Ziff. 12b Cl). Dann bekommt man 
unmittelbar für die Eigenfunktion U = e-(Z-a)s: Sieht man hierin a als Para
meter an und bestimmt es aus dem· Variationsprinzip, so kommt man gerrau 
auf unseren Wert a = T56 *. 

Die Abschirmung der Kernladung ist gleichbedeutend mit einer einfachen 
Änderung des Längenmaßstabes: Wir können die Eigenfunktionen (17.14) und 
(17.18) vollkommen zur Deckung bringen, wenn wir als Längeneinheit den "Ra
dius der innerstenBoHRsehen Bahn" im Feld eines Kerns wählen, dessen Ladung 
im ersten Fall Z, im zweiten Fall Z - -r56 beträgt. Diese durch die Abschirmung 
der Kernladung bedingte Maßstabsänderung der Eigenfunktion ist sehr wesent
lich für die gute Übereinstimmung des berechneten Eigenwertes mit der Er
fahrung. Würde man etwa die Funktion (17.14) in die Formel (17.13) für die 
Energie einsetzen, so würde man erhalten 

E = - Z2 + t Z atomare Einheiten, 

d. h. die Ionisierungsspannung würde um ~V'rr atomare Einheiten = 0,195 Ryd
berg kleiner als ( 17.19). Da ( 17.19) durchschnittlich um 0,11 Rydberg zu niedrige 
Werte gibt (vgl. obige Tabelle), würde also durch Einsetzen der Eigenfunktion 
( 17.14) statt ( 17.18) der Fehler nahezu verdreifacht. 

1 1 atomare Einheit= 2 Rydberg, vgl. Vorbem. S. 273 ... Einheit der Energie". 
2 Theoretischer Wert sechster Näherung, experimentelle Daten für die Ionisations

spannung des negativen Wasserstoffions (Elektronenaffinität des Wasserstoffatoms) sind 
nicht bekannt. 

* Vgl. z. B. J. FRENKEL, Wellenmechanik, S. 292. 
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c) Höhere Näherungen. Wir erwarten daher, daß auch die Konvergenz 
der weiteren Näherungsrechnung erheblich verbessert wird, wenn wir in der 
Eigenfunktion die "effektive Kernladung" bzw. die Einheit der Länge noch 
willkürlich lassen, und setzen 

U(s, t, u) = cp(ks, kt, ku), (17.20) 

wo die "effektive Kernladung" k durch die Bedingung Energie = Minimum fest
zulegen ist. rp(s, t, u) soll nicht mehr von k abhängen; um Näheres über die 
Form der Funktion q; auszusagen, lassen wir uns davon leiten, daß die Eigen
funktion (17.18) erster Näherung exponentiell von s abhängt und von t und u 
unabhängig ist. Ein passender Ansatz für cp wird daher sein 

q;(s, t, u) = e-lBP(s, t, u). (17.21) 

Der ersten Näherung entspricht P = 1; für die höheren Näherungen entwickeln 
wir P in eine Potenzreihe, von der wir erwarten können, daß sie für mittlere 
Werte von s tu rasch konvergiert: 

00 

p = ......, Cn 2l m sn t2l um. 
.;;;... ' ' n,l,m=O 

(17.22) 

Die Potenzreihe enthält natürlich nur gerade Potenzen von t [vgl. die Bemerkung 
vor (17.6)]. Für die Konvergenz der Integrale (17.13) sorgt der Exponential
faktor in (17.21). Wenn wir (17.20), (17.21) in (17.13) einsetzen, kommt 

mit den Abkürzungen 
00 8 u 

k 2M- kL 
E=--

N 

L = J ds J du J dt(4Zsu- s2 + t2) q;2(s, t, u), 
0 0 0 

00 8 u 

M = J dsf du fdt{u(s2 - t2) [(~:r + (~~Y + (~:YJ + 2s(u2- t2) ~: ~: 
0 0 0 

00 8 u 

+ 2t(s2- u2) orp orp} ot du ' 

(17.23) 

(17.24) 

N = J ds J du fdt u (s2 - t2) q;2. 
0 0 0 

Die Ausdrücke L, M, N sind quadratische Funktionen der Koeffizienten cn, 2 z,m 
allein, während E außerdem noch von k abhängt. Wir sollen E als Funktion 
der Variablen cn, 2l,m und k zum Minimum machen, die Koeffizienten c, die 
"effektive Kernladung" kundEselbst sind also aus den Minimumbedingungen 

__j!!_ = 0 iJE = 0 (17.25) 
OCn, 21, m ' iJk 

zu bestimmen. 
Die letzte Bedingung kann [vgl. (17.23)] unmittelbar erfüllt werden durch 

die Wahl 
L 

k = 2 M. (17.26) 

das Minimum der Energie bei festgehaltenen Cn, 21 , m hat also den Wert 
L2 

E=-4MN' (17.27) 
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(17.24) ist natürlich nur noch eine Funktion der Koeffizienten c. Je mehr 
Koeffizienten man zur Verfügung hat, d. h. je mehr Glieder man in der Potenz
reihenentwicklung ( 17.22) der Eigenfunktion mitnimmt, um so genauer werden 
natürlich Eigenwert und Eigenfunktion - aber um so komplizierter wird auch 
die Rechnung. 

Bei der praktischen Berechnung höherer Näherungen ist es untunlich, von (17.27) 
auszugehen, weil sowohl L 2 wie MN Ausdrücke vierter Ordnung in den Koeffizienten c 
sind und infolgedessen die Gleichungen ( 1 7 .25) von dritter Ordnung in den c werden würden. 
Besser setzt man einen Näherungswert für k in (17.23) ein und erhält dann ein System von 
Gleichungen 

oM oL 8N 
k 2 8--- - k 8--- - E 8 -- = 0 für alle n, l, m . 

cn,2l,m Cn,2l,m Cn,2l,m 
( 17.28) 

Als Unbekannte in den Gleichungen (17.28) sind die Koeffizienten cn. 21 • m aufzufassen. Die 
Gleichungen sind linear und homogen in diesen Unbekannten, da die LM N ja quadratische 
Funktionen der cn, 21 , m sind. Wenn das Gleichungssystem { 17.28) lösbar sein soll, muß seine 
Determinante 

I k2 82 M - k ß2 L - - E 82 N~ -I = 0 ( 17 ?9) 
iJcn,2l,mi.Jcn',2l',m' iJcn,2l,mi)cn',2l',m' 8cn,2l miJcn' 2l' m' . .-

verschwinden. Daraus bekommt man in bekannterWeise eine Bestimmungsgleichung für E, 
deren Grad gleich der Anzahl der berücksichtigten Glieder in der Potenzreihenentwicklung 
( 17.22) ist. Die tiefste Wurzel dieser Gleichung ist der Eigenwert E. Hat man diesen be
stimmt, so kann man ( 1 7 .28) nach den cn. 21 , m auflösen; setzt man die so gefundenen Werte 
der cn, 21 , m dann in (17.26), (17.27) ein, so bekommt man noch genauere Werte für E und k, 
und hat gleichzeitig - durch Vergleich mit den vorher erhaltenen Werten - eine Kontrolle 
für die Rechnung. 

d) Resultate. Wir geben die Eigenfunktion dritter Näherung für He: 

cp(s, t, u) = e-! 8 (1 + 0,08u + 0,01 t2) k = 3,63. (17.30) 

Ihr entspricht der Eigenwert 
E = -2,90244 at. Einh. 

Die Eigenfunktion sechster Näherung 

cp = e-ts(1 + 0,0972u + 0,0097t2 - 0,0277s + 0,0025s2 - 0,0024u2) (17.31) 

führt auf den Eigenwert 
E = -2,90324 at. Einh., 

und nach einer noch genaueren Rechnung von HYLLERAAS1 wird schließlich in 
achter Näherung 

E = -2,903745. 

Zieht man dies von dem Eigenwert des Grundzustandes von He+, E = -2, ab, 
so bleibt 

J = 0,903745 atomare Einheiten= 1,80749 Rydberg = 198322 cm- 1 (17.32) 

als Ionisierungsspannung des Heliums gegenüber einem experimentellen Wert 

J = 198298 ± 6 cm - 1 = 1,80727 ± 0,00006 RHe. (17.33) 

RHe ist die aus dem Spektrum des He+ entnommene Rydbergzahl für Helium 
[ vgl. (5.21)]. Der theoretische Wert für die Ionisierungsspannung ist also nach 
( 17. 32), ( 17.3 3) sogar um 0,00022 Rydberg = 24 cm -l höher als der experimentelle. 
Das ist besonders bemerkenswert, weil die Variationsmethode ihrer Natur nach 
stets zu kleine Werte für die Ionisierungsspannung liefern muß: Man setzt ja 
in das Variationsintegral statt der genauen nur eine angenäherte Eigenfunktion 

1 E. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 209. 1930. 
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ein und erreicht dadurch nicht das absolute Minimum des Variationsintegrals, 
sondern einen etwas höheren Wert. Die Energie kommt also stets zu hoch, die 
Ionisierungsspannung zu niedrig heraus. 

Die Differenz zwischen beobachtetem und berechnetem Wert kommt daher, 
daß wir die Korrektur wegen der Mitbewegung des Heliumkerns nur teilweise, 
die Relativitätskorrektur überhaupt nicht berücksichtigt haben: Die erstere be
steht, wie wir in Ziff. 21 zeigen, aus zwei Anteilen, den ersten (elementaren) 
Anteil haben wir in (17-33) berücksichtigt, indem wir die empirisch beobachtete 
Ionisierungsspannung 1 

] = 198 298 cm -l 

in Einheiten der Rydbergkonstante des Heliums (vgl. Ziff. 5) 

RHe = 109722 cm- 1 

und nicht m Einheiten der Rydbergkonstante für unendliche Kernmasse 

R = 1 09 73 7 cm- 1 

ausgedrückt haben. Der zweite, nicht elementare Anteil, vermindert den theo
retischen Wert um 5 Einheiten der letzten Dezimale = 5 cm - 1 . Die Relativi
tätskorrektur verursacht eine weitere Verminderung der theoretischen Ioni
sierungsspannung um 9 Einheiten der letzten Dezimale, gleich 10 cm - 1, so daß 
der korrigierte theoretische Wert der Ionisierungsspannung 

!theor = 1,80734 RHe = 198307 cm- 1 

wird, was innerhalb der Meßfehler mit dem experimentellen Wert (17.33) überein
stimmt, ein vortrefflicher Beweis für die Genauigkeit des HYLLERAASschen 
Eigenwertes (17.32). 

(Über die Einzelheiten der Rechnung vgl. die Arbeit von HYLLERAAS, wobei zu beachten 
ist, daß seine Längeneinheit ein Viertel der unseren, seine Energieeinheit das Doppelte der 
unseren ist, also 

unser k = 4mal dem k von HYLLERAAS, 
E = 2.. E 
L = 4 L 
M= 1.. M .. . 
N= 8.. N .) 

18. Grundterm der Zwei-Elektronen-Systeme für beliebige Kernladung. 
Die Methode der "Variation des Längenmaßstabes" (Einführung der "effektiven 
Kernladung" k als Parameter), wie wir sie in letzter Ziffer benutzten, erzwingt 
zwar eine sehr rasche Konvergenz des RITzsehen Näherungsverfahrens, erfordert 
aber für jeden Wert der KernladungszahlZeine erneute Berechnung. HYLLER
AAS2 hat deshalb eine zweite Methode ausgearbeitet, welche auf die Variation 
des Längenmaßstabes verzichtet und die Energie als Funktion von Z liefert. 

In der Schrödingergleichung der Atome mit zwei Elektronen 

( 2Z 2Z 2) A1 + A2 + 2E + - + -- - ~- U = o 
r 1 r 2 r 12 

(18.1) 

wird die Elektronenwechselwirkung 2jr12 als Störung betrachtet. Aus der .,ungestörten 

Differentialgleichung'' ( 2 z 2 z) 
A1 + A2 + 2E0 + - + - U = o 

r2 rl 
(18.2) 

kann man dann Z eliminieren, indem man als neue Längeneinheit den halben Radius der 
ionersten BoHRsehen Bahn in einem Atom mit Kernladung Z und einem einzigen Elektron 

1 TH. LYMAN, Astrophys. Journ. Bd. 60, S. 1. 1924. 
2 E. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 209. 1930. 



360 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff. 18. 

einführt (also 1/2Zmal dem Wasserstoffradius) und als Energieeinheit die vierfache Ioni
sierungsspannung dieses Atoms (also 2Z2 atomare Einheiten = 4Z2 Rydberg). In Formeln 
gesagt, definieren wir also neue Koordinaten 

er=2Zrl, 122=2Zr2, 1:'r2=2Zrl2' a=2Zs, r=2Zt, V=2ZU {18.3) 

und neue Eigenwerte E 
{18.4) 8=-

2Z2' 

und setzen fest, daß die LAPLACEsche Operation L1 sowie Integrationen über den Raum in 
Zukunft in den neuen Koordinaten ausgeführt werden sollen. 

Dann schreibt sich unsere ungestörte Differentialgleichung (18.2) (nach 
Division mit 4 Z 2) 

( 18.5) 

und die "gestörte" Differentialgleichung (18.1) wird zu 

(.dl + .d2 + c + _!__ + _!__ - - 1-) u = 0. 
er 1:'2 z 1:'12 

{18.6) 

Wir können jetzt 1 

l=z ( 18. 7) 

als "Störungsparameter" auffassen und E und U nach diesem Störungspara
meter entwickeln: 

s = s0 + ls1 + },2s2 + A3 s3 + · · ·, 

U= U0 +lU1 +1.2 U2 +J.3 U3 + ···. 

{18.8) 

{18.9) 

a) Allgemeine Störungstheorie. Um die Möglichkeit allgemeinerer 
Anwendung (vgl. z. B. Starkeffekt des Heliums, Ziff. 35) offenzuhalten, unter
suchen wir zunächst das allgemeine Eigenwertproblem 

(H0 + lH1 - E) U = 0, {18.10) 

H0 und Hr sollen beliebige Operatoren sein, von denen wir nur verlangen, daß 
sie seihstadjungiert sind: 

J fHgdr = J gHfdr {18.11) 

für beliebige Funktionen f, g. Die Bedingung der Selbstadjunktion ist bei den 
HAMILTONschen Operatoren unseres Zweielektronenproblems erfüllt, durch Ver
gleich von (18.10) mit {18.6) findet man nämlich, daß für unseren Fall: 

( 1 1 . ) Ho = - .dl + .d2 + - + -) • 
er 1:'2 {18.12) 

1 
Hl=+-

P12 

ist. Wenn wir Eigenwert und Eigenfunktion in der Form (18.8), {18.9) nach Potenzen 
von }. entwickeln, ergeben sich durch Nullsetzen der Koeffizienten der verschie
denen Potenzen von I. die folgenden Differentialgleichungen für die Eigenfunk
tionen verschiedener "Näherung". 

H 0 U0 - E 0 U0 = 0, (18.13) 

HoUl- EoUl + Hl Uo -- El Uo 
H0 U2 - E0 U2 + H1 U1 - E1 U1 - E2U0 

=0, 

= 0, 

(18.14) 

{18.15) 

(18.16) 

Die exakte Lösung U0 des ungestörten Problems (18.13) sei bekannt und über
dies normiert. Durch Multiplikation von (18.14) mit U0 und von {18.13) mit U1 , 



Ziff. 18. Grundterm der Zwei-Elektronen-Systeme für beliebige Kernladung. 361 

Subtraktion der beiden Gleichungen voneinander und Integration über den Raum 
ergibt sich der bekannte Ausdruck für die Störungsenergie erster Näherung 

E1 = f U0 H1 U0 d-,;. (18.17) 

Da E 1 nunmehr bekannt ist, läßt sich U1 im Prinzip aus der Differentialgleichung 
(18.14) berechnen. Bequemer als die Auflösung einer Differentialgleichung ist 
aber, wie wir in Ziffer 17 gesehen haben, die Behandlung des zugehörigen 
Variationsprinzips nach dem RITzsehen Verfahren. Das Variationsprinzip, das 
zu (18.14) gehört, lautet: 

2JU1 H1 U0 d-,; + jU1 H0 U1 d1:- E0 jU12dr- 2E1 JU0 U1 dr = Min. (18.18) 

Darin sind U0 , E0 , E 1 als bekannt anzusehen und U1 zu variieren. Indem man 
(18.13) mit -U2 , (18.14) mit U1 , (18.15) mit U0 multipliziert und addiert, über
zeugt man sich nun leicht, daß das Variationsintegral (18.18) identisch ist mit 
der Eigenwertstörung zweiter Näherung E 2 • Indem wir das Minimum von (18.18) 
nach dem RITzsehen Verfahren aufsuchen, erhalten wir also direkt E 2 • 

Das Variationsproblem (18.18) läßt sich noch bequemer schreiben, wenn 
man für U1 den Ansatz macht 

U1 = U0 • q;. (18.19) 

Dann wird nämlich z. B. für unseren Fall 

H0 U1 = q;H0 U0 -2 (grad1 U0 grad1 q;) -2 (grad2 U0 grad2 q;)- U0 (Ll1 +.12) q; (18.20) 

.und daraus folgt wegen (18.13) 

U1 H 0 U1 = E0 U8 q;2 - q; div (U02 grad1p) . (18.21) 

Setzt man dies in (18.18) ein und integriert partiell, so wird einfach 

E 2 = 2 jU~(H1 q; + i grad2q;- E 1 q;) d-r = Min. (18.22) 

Die Eigenwertstörung dritter Näherung E 3 ist ebenfalls bestimmt, sobald U1 

bekannt ist: Man multipliziere (18.13) mit -U3 , (18.14) mit -U2 , (18.15) mit 
+ U1 , ( 18.16) mit + U0 , addiere und integriere, dann erhält man 

E 3 = f (U1 H 1 U1 - E 1 U12 - 2E2 U0 U1) dr. (18.23) 

Allgemein werden durch jede Näherung in der Eigenfunktion zwei weitere Nähe
rungen für den Eigenwert bestimmt. 

Das soeben skizzierte Verfahren ist insofern der üblichen ScHRÖDINGERschen 
Störungstheorie ähnlich, als Eigenwert und Eigenfunktion in verschiedene Nähe
rungen zerlegt werden. Es erfordert aber nicht wie die ScHRÖDINGERsche Theorie 
die Kenntnis sämtlicher ungestörten Eigenfunktionen, sondern nur die einer 
einzigen, weil die höheren Näherungen durch eine direkte Methode, statt durch 
Entwicklung nach den ungestörten Eigenfunktionen, gewonnen werden. 

b) Spezielle Theorie des Grundterms der heliumähnlichen Atome. 
Wir kehren zurück zu der speziellen Theorie des Grundzustandes der Atome mit 
zwei Elektronen. Die Eigenfunktion nullter Näherung, die zu dem ungestörten 
Problem (18.5) gehört, ist das Produkt zweier Wasserstoff-Eigenfunktionen 

1 1 1 U0 = --= e-ll!•.--=. e-il!• = _ e-!a, 
J12 v2 2 

(18.24) 

sie ist normiert : 
fUo2(h2d{!J(!22de2 = 1. (18.25) 

Der zu U0 gehörige Eigenwert nullter Näherung ist 

Eo = -··!, (18.26) 



362 Kap. 3. H.BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff.18. 

der Eigenwert erster Näherung 
00 00 

81 = J Uo2. !?:2 dT1 d-r2 = 2. -~ J !!12 d(h J !!2 de2 e-(t!l+a,> = /6. (18.27) 
0 1!1 

Die Berechnung des Eigenwertes zweiter Näherung nach dem RITzsehen Ver
fahren vollzieht sich in ganz analoger Weise wie in Ziffer 17 die Berechnung 
des Gesamteigenwertes; nur wird von der Einführung einer "effektiven Kern
ladung" abgesehen, alsofür U1 direkt ein Ansatz der Form (17.21), (17.22) gemacht: 

U """ n "l m 1 = ~ Cn, 21, m a 1:" V • (18.28) 

Wenn man acht Glieder der Potenzreihe (18.28) mitnimmt, so ergibt sich die 
gesuchte Eigenwertstörung zweiter Näherung 

82 = -0,078655 (18.29) 

und die Eigenfunktion erster Näherung 

u1 = e-t"(0,05737a+0,18797v + 0,015397:2 + 0,00118a2 - 0,01495v2}( 8 ) 
+0,00472av- 0,00076-r2 v + 0,00041v3). 1 -3° 

Bei Mitnahme von zwölf Gliedern in der Potenzreihenentwicklung der Eigen
funktion U1 bekommt HYLLERAAS 

B2 =- 0,078720 , (18.31) 

also nahezu den gleichen Wert wie bei achtgliedriger Eigenfunktion. Das Ver
fahren konvergiert also ausgezeichnet, und wir können den Wert (18.31) für E 2 
als exakt bis auf einige Einheiten der letzten Dezimale ansehen. 

Die nach Formel (18.13) berechneten Werte für E3 konvergieren dagegen 
recht schlecht, so daß HYLLERAAS es vorzog, die Werte von E 3 (und gleichzeitig E4) 

nicht nach dem hier skizzierten Verfahren zu berechnen, sondern aus den genauen 
Eigenwerten für zwei bestimmte Werte der Kernladungszahl Z zu entnehmen, 
die etwa nach der in voriger Ziffer skizzierten Methode berechnet sind. Da wir 
nämlich jetzt in der Entwicklung des Eigenwerts nach Potenzen von 1/Z 

(18.32) 

die drei ersten Koeffizienten 8 0 8 1 8 2 kennen, können wir zwei weitere Koeffi
zienten e3 e4 festlegen, sobald wir den Eigenwert für zwei spezielle Werte von Z 
besitzen. Nun war zur Zeit der Abfassung der Arbeit von HYLLERAAS der theo
retische Grundterm der Zwei-Elektronen-Systeme für Z = 1 und Z = 2 bereits 
bekannt: Für Helium (Z = 2) haben wir die Rechnungen von HYLLERAAS 
bereits in der vorigen Ziffer wiedergegeben, sie führten auf den endgültigen 
Eigenwert E = -5,80749 Rydberg. 

Außerdem war der Eigenwert des Grundzustandes des negativen Wasserstoff
ions H- (Z = 1) nach derselben Methode zuerst von BETHE, dann noch genauer 
von HYLLERAAS1 berechnet worden mit dem Resultat 

E = -1,05284 Rydberg. 

1 H. BETHE, ZS. f. Phys. Bd. 57, S. 815. 1929; E. A. HYLLERAAS, ebenda Bd. 60, 
S. 624. 1930; Bd. 63, S. 291. 1930; S. auch P. STARODUBROWSKY, ZS. f. Phys. Bd. 65, 
S. 806. 1930. In der letztgenannten Arbeit ist allerdings die numerische Rechnung am 
Schluß der Arbeit recht unzweckmäßig geführt, das Resultat E = -1,05255 ist auch 
weniger gut als bei HYLLERAAS. 
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Durch Einsetzen dieser beiden Werte in die allgemeine Energieformel (18.8) 
findet man 

t:3 = +0,004 380 , t:4 = -0,001370 • 

Wir setzen jetzt die Werte (18.26), (18.27), (18.29), (18.33) in (18.8) 
drücken gleichzeitig die Energie wieder in Rydberg-Einheiten aus: 

E = 4Z2e =- 2Z2 + 1,25Z- 0,31488 + 0,01752 · ~-- 0,00548 ~2 Ry 

(18.33) 

ein und 

(18.34) 

ist dann die Gesamtenergie eines Ions mit zwei Elektronen und Kernladung Z. 
Ziehen wir dann noch (18-34) von der Energie des Ions mit einem einzigen Elektron 

E' = - Z2 Rydberg 

ab, so bekommen wir die Ionisierungsspannung der Ionen mit zwei Elektronen: 

J = E'- E = Z2 - 1,25 Z + 0,31488- 0,01752 · ~- + 0,00548 · ~2 Ry. (18.35) 

Die folgende Tabelle vergleicht die berechneten Werte für die Ionisierungs
spannung mit den gemessenen, soweit Messungen vorliegen. Dabei ist die Massen
korrektur (Ziff. 21) und die Relativitätskorrektur (Ziff. 24) bereits mit berück
sichtigt. 

Tabelle 7. Ionisierungsspannung der Zweielektronensysteme. 

H- He 
I 

Li+ Be++ I B+++ 
I 

c++++ 

-~ rff. noch 1 18.35) . 0,05284 1.807491 5.55965 11,31084119,06160 28,81211 
,g Massenkorrektur . (-0,00020) -0,00029 -0,00047 -0,00067 -0,00094 -0,00130 e Relativitätskorr .. -0,00002 -0,00009 -0,00059 -0,00046 +ü,00077 +o.oosos 
.S Gesamt.-Ion.-Sp .. 0,05262 1,80711 5.558 59 11,30971 19,06143 28,81586 
Berechnet in Volt. 0,712 24,469 7 5,265 148,58 258,09 390,29 
Berechnet in cm-' . 5774 198 308 609985 

I 

1241222 2091 770 

I 

3161 770 
Gemessen 2 in cm- 1 • - 198298 610090 1241 3 so 2092000 3161900 
Wahrsch. Fehler der 

Messung . - ±8 ±100 ±200 ±300 ±800 

Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment kann kaum mehr über
troffen werden, die Theorie des Grundterms der Atome mit zwei Elektronen hat 
die spektroskopische Genauigkeit erreicht, wenn nicht schon überschritten. 

Bemerkenswert ist dabei noch, daß die Genauigkeit der Rechnung mit wachsender 
Kernladung zunimmt. Außerdem ist auffallend, wie klein in der Energieformel (18.35) 
die beiden letzten Glieder (dritte und vierte Näherung) gegen die vorhergehenden sind. 

c) Das negative Wasserstoffion. In der Tabelle haben wir auch die 
Ionisierungsspannung des negativen Wasserstoffions aufgeführt, d. h. die Elek
tronenaffinität des Wasserstoffatoms. Experimentelle Werte hierfür sind nicht 
bekannt, um so wichtiger ist es, daß die Wellenmechanik uns einen vertrauens
würdigen theoretischen Wert für die Elektronenaffinität liefert. Das negative 
Wasserstoffion tritt nämlich in der Natur vielfach auf, einmal als freies Ion in 
Kanalstrahlen, vor allem aber als Baustein der Metallhydride, besonders der 
Alkalihydride. Aus einem genauen Wert der Elektronenaffinität des Wasser
stoffs erhält man daher auf dem Umweg über einen BoRNsehen Kreisprozeß 

1 Einheit: Rydbergkonstante für unendliche Kernmasse, Roo, im Gegensatz zu 
Ziff. 17, Ende. 

2 He von TH. LYMAN, Astrophys. Journ. Bd. 60, S. 1. 1924, Li+ bis c<+ von B. EDLEN 
u. A. ERrcsoN, ZS. f. Phys. Bd. 59, S. 656. 1930; Nature Bd. 127, S. 405. 1931. Neuauswer
tung der experimentellen Daten unter Zugrundelegung der in Tabelle 6 "abgeschätzten" 
Rydbergkorrekturen des 2 1 P-Terms. 
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die Gitterenergie der Alkalihydride, die man auf der anderen Seite wieder mit 
theoretischen Werten vergleichen kann. Speziell für LiH ist es HYLLERAAS1 

(\ Abb.15. Elektronenverteilung der Atome mit zwei Elek-
tronen H-, He und Li+. 

X 
x--x Li+; --- H- (exakt}; 

1 
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gelungen, die Gitterenergie direkt aus der Wellenmechanik zu berechnen und 
mit der Erfahrung zu vergleichen (Ziff. 64). 

In Abb. 15 geben wir noch die Ladungsverteilung der Atome mit zwei 
Elektronen H-, He, Li+ wieder. Die Verkleinerung des Ionenradius bei zu
nehmender Kernladung springt in die Augen. 

19. Die zweiquantigen Zustände des Heliums. a) Allgemeines über die 
Berechnung angeregter Zustände nach dem Variationsverfahren. 
Die Berechnung angeregter Zustände eines Atoms nach dem RITzsehen Varia
tionsverfahren ist gegenüber der Berechnung des Grundzustands erschwert durch 
das Hinzutreten der Nebenbedingung, daß die Eigenfunktion jedes angeregten 
Zustandes orthogonal sein muß auf den Eigenfunktionen sämtlicher tieferen 
Zustände 2• Durch diese Nebenbedingung wird der Kreis der Funktionen, die 
man als Näherungsfunktionen für die Eigenfunktion wählen und in das Variations
integral einsetzen darf, wesentlich eingeengt und die Konvergenz des Verfahrens 
verschiech tert. 

Es gibt aber Fälle, wo die Nebenbedingung automatisch erfüllt ist, sobald 
man die Form der Eigenfunktion so wählt, wie es durch den Charakter des zu 
berechnenden Terms vorgeschrieben wird. Hierher gehört z. B. der 2 5-Term 
des Orthoheliums: Jede Funktion, die die Eigenfunktion dieses Terms approxi
mieren soll, muß natürlich antisymmetrisch in den Koordinaten der beiden 
Elektronen gewählt werden und ist infolgedessen eo ipso orthogonal zu der 
symmetrischen Eigenfunktion des Grundterms. Ebenso ist für die beiden 2 P
Terme die Nebenbedingung von selbst erfüllt: Die Eigenfunktion jedes P-Terms 
zeigt eine charakteristische explizite Abhängigkeit von der Orientierung des 
Atoms im Raum, während die Eigenfunktionen der 5-Terme nur von den Ab
ständen der Elektronen voneinander und vom Kern abhängen; bei der Integra
tion über die EuLERschen Winkel verschwindet daher das Produkt einer 5- und 
einer P-Eigenfunktion - und außer 5-Termen gibt es ja ke:ne Zustände, die 

1 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 771. 1930. 
2 Wenn man die Nebenbedingung nicht berücksichtigt und die Näherungsrechnung 

nach dem RITzsehen Verfahren weit genug treibt, bekommt man stets eine (schlechte) 
Approximation für den Grundterm statt einer (guten) für den gesuchten angeregten Term, 
auch wenn man die Form der Eigenfunktion zunächst so wählt, daß sie sich der Eigenfunktion 
des angeregten Terms anschließt. 
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tiefer liegen als die beiden 2 P-Terme. Wegen der verschiedenen Symmetrie in 
den beiden Elektronen sind die Eigenfunktionen des 2 1 P- und 2 3 P-Terms außer
dem orthogonal zueinander. Allgernein sind die Eigenfunktionen zweier Zu
stände eines beliebigen Atoms immer dann automatisch zueinander orthogonal, 
wenn entweder der gesamte Bahndrehimpuls L oder der Gesamtspin 5 (oder L 
und 5) in den beiden Zuständen verschiedene Werte haben. Der tiefste Zu
stand mit gegebenem L und 5 kann also jeweils ohne weiteres nach dem RITz
sehen Verfahren berechnet werden, ohne Rücksicht darauf, ob es noch tiefere 
Terme mit anderen Werten von L und 5 gibt. Von den zweiquantigen Zuständen 
des Heliums können nach unserer Regel 2 35, 2 1 P und 2 3 P ohne weiteres nach 
dem RITzsehen Verfahren behandelt werden, d. h. man kann als näherungsweise 
Eigenfunktionen jede beliebige Funktion wählen, welche die richtige Symmetrie 
und Winkelabhängigkeit aufweist. Bei der Berechnung des 2 15-Terrns dagegen 
muß besonders für die Orthogonalität der Eigenfunktion auf der des Grund
zustands 1 15 gesorgt werden. 

b) Der 235-Zustand. Wir beginnen mit dem tiefsten Term des Orthoheliums, 2 35, 
der von HYLLERAAS und UNDHEIM 1 berechnet worden ist. Das Heliumatom enthält in diesem 
Zustand ein 1 s-Elektron und ein 2s-Elektron. Um einen Anhaltspunkt über das Aussehen 
der Eigenfunktion zu bekommen, bauen wir sie aus Wasserstoffeigenfunktionen auf und 
nehmen an, daß auf das innere (1 s)-Elektron im Durchschnitt die Kernladung Z 1 = 2 wirkt, 
auf das äußere die abgeschirmte Kernladung z. = 1. Dann wird die Eigenfunktion [vgl. (3.18)] 

U = e=~ir,. ~-!Zar•(!Zar2- 1)- e-Ziro • e-!Zar•(j-Z.rx- 1)} (19.1) 
=e • 8 ·[Sm;it·(!s-2)-itCos;it]. 

Berechnet man den zugehörigen Eigenwert durch Einsetzen von (19.1) in das Variations
integral (17.13). so erhält man 

E = - 0,2469 Rydberg. 

Dabei ist die Energie des Heliumions, -4 Rydberg, bereits in Abzug gebracht, wie wir dies 
auch künftig in dieser Ziffer stets tun werden. Gegenüber dem experimentellen Wert 

E = -0,35048 Rydberg 

besteht ein beträchtlicher Unterschied. Es ist aber klar, wie man die Eigenfunktion (19.1) 
verallgemeinern muß, um einen besseren Anschluß an die Erfahrung zu erzielen: Man hat 
alle Zahlenkonstanten durch willkürliche Parameter zu ersetzen und die Energie als Funktion 
dieser Parameter zum Minimum zu machen. Außerdem wird man die Eigenfunktion ergänzen 
durch Zusatzglieder, die vom gegenseitigen Abstand u der beiden Elektronen abhängen. 
Damit kommt man etwa auf den Ansatz 

HYLLERAAS fand, daß bei diesem Ansatz das Energieminimum bei 

k = 1,32, c = 0.725 

( 19.2) 

liegt. Wenn wir (19.1) mit (19.2) vergleichen, können wir dieses Resultat in der Weise deuten, 
daß auf das innere Elektron im Mittel die effektive Kernladung 

z~ = 1,32 + 0,72 = 2,o4 

wirkt, auf das äußere die Kernladung 

z. = 2. (1,32- 0,725) = 1,19. 

Das innere Elektron schirmt also nicht eine ganze, sondern nur 0,80 Einheiten der auf das 
äußere wirkenden Kernladung ab, was nicht verwunderlich ist, weil das 2s-Elektron eben doch 
sehr oft in die Ladungswolke des 1 s-Elektrons eindringt. Das innere ( 1 s)-Elektron wird 
durch das äußere Elektron gegen den Kern hin gedrückt, so daß die effektive Kernladung 
um 0,04 Einheiten größer erscheint als die wahre. Es ist lehrreich, die Abschirmungszahlen 
des 2 5-Zustandes auf der einen Seite mit denen des Grundzustands zu vergleichen: 

z, = Za = 2- -ftT = 1,69, 

1 E. A. HYLLERAAS U. B. UNDHEIM, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 759. 1930. 
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auf der anderen Seite mit denen der hochangeregten Zustände: 

zi = 2, z. = 1. 

Die Eigenfunktion ( 19.2) liefert als Energie des Leuchtelektrons 

E = -0,33044 Rydberg, 

was bis auf 4 Einheiten der letzten Dezimale= 0,1°/00 mit dem oben zitierten experimentellen 
Wert übereinstimmt. 

c) Der 2 15-Zustand. Die Rechnungen für den 2 15-Zustand des Parheliums sind 
gleichfalls von HYLLERAAS und UNDHEIM durchgeführt worden. Man trifft dabei auf die 
obenerwähnte Schwierigkeit, daß die Eigenfunktion orthogonal sein muß auf der des Grund
zustandes. Die analog zu (19.1) aus zwei Wasserstoffeigenfunktionen aufgebaute Funktion 

( 19-3) 

mit Zi = 2, z. = 1 erfüllt z. B. die Orthogonalitätsbedingung nicht. Es darf einen daher 
auch nicht wundern, wenn man beim Einsetzen dieser Funktion einen Eigenwert 

E = -0,3422 Rydberg 

erhält, der beträchtlich tiefer liegt als der beobachtete 

E = -0,29196 Rydberg, 

während doch sonst die Variationsmethode stets zu hohe Eigenwerte liefert: Man hat eben, 
weil die Eigenfunktion ( 19.3) nicht orthogonal ist zu der des Grundterms, eigentlich eine 
schlechte Annäherung für den Grundterm bekommen und nicht eine Annäherung für den 
2 15-Term. 

HYLLERAAS und UNDHEIM haben nun gezeigt, daß man zur Berechnung des 2 15-Terms 
trotz der mehrfach erwähnten Nebenbedingung zunächst genau so verfahren kann wie ge
wöhnlich. Man soll also die allgemeine Form der Eigenfunktion (19.3), die ja dem 2 15-Term 
besonders augepaßt ist, beibehalten, die Zahlenfaktoren durch willkürliche Parameter er
setzen und gegebenenfalls den Ansatz durch Hinzunahme weiterer Korrekturglieder er
gänzen, deren Koeffizienten zunächst auch willkürlich bleiben. Macht man dann die Energie 
als Funktion der Parameter zum Minimum, so wird man auf ein System linearer Gleichungen 
geführt, das dem System (17.28) entspricht; die Lösbarkeitsbedingung liefert wieder eine 
Determinantengleichung für E. Man soll nun aber nicht die tiefste Wurzel der Determinanten
gleichung auswählen - diese würde den Grundterm approximieren -, sondern die zweit
tiefste. Die Eigenfunktion, die zu dieser zweittiefsten Wurzel gehört, ist nach allgemeinen 
Sätzen orthogonal auf der zur tiefsten Wurzel gehörigen Eigenfunktion, also auf einer an
genäherten Eigenfunktion des Grundzustands. Eigentlich wäre ja Orthogonalität auf der 
exakten Eigenfunktion des Grundzustands zu verlangen, aber HYLLERAAS und UNDHEIM 
konnten zeigen, daß die berechneten zweittiefsten Wurzeln der Determinantengleichung den 
gesuchten Eigenwert in der Tat approximieren, und daß sie überdies stets größer bleiben als 
der wahre Eigenwert. Man hat also genau dieselben Verhältnisse wie gewöhnlich und muß 
durch sukzessive Hinzunahme neuer Korrektionsglieder zur Eigenfunktion darauf ausgehen, 
einen möglichst tiefen Eigenwert zu erzielen. 

Mit dem Ansatz 
U = e-k'[(c1 + c2 s + c4 u + c5 us) Cosct + t(c3 + c6 u) Sinct] (19.4) 

(sechste Näherung) erzielten HYLLERAAS und UNDHEIM den EigenwertE= -0,28980 Ryd
berg, der also noch um 0,00216 Rydberg = 7°j00 höher ist als der experimentelle (vgl. oben). 
Die Rechnungen konvergieren also ersichtlich viel langsamer als beim 1 15- und 2 35-Term, 
eben wegen der oftgenannten Orthogonalitätsbedingung. Aus diesem Grunde erscheint auch 
die Berechnung noch höherer Terme hoffnungslos. Immerhin sind 95% der Abweichung 
vom wasserstoffähnlichen TermE = -0,25 Rydberg erklärt. Für die Parameter in der Eigen
funktion erhielten HYLLERAAS und UNDHEIM 

k=1,34, c=0,73, also zi = 2,o8, z. = 1,21. 

d) Die 2P-Terme. Bei der Behandlung von P-Termen ergeben sich eine Reihe von 
Unterschieden gegenüber den bisher ausschließlich behandelten 5-Termen 1 . Zunächst einmal 
sind P-Terme entartet: die magnetische Quantenzahl m (lmpulsmoment um eine aus
gezeichnete Achse z in Einheiten 'h) kann die Werte + 1,0, -1 annehmen, zu jedem Wert 
von m gehört eine Eigenfunktion; sodann hängen die Eigenfunktionen explizit von der 
Orientierung des Atoms im Raume (relativ zu einer ausgezeichneten Achse z) ab; und zwar 

1 Vgl. G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 35, S. 569. 1930. 
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kann man, wenn {}1cp1 die Polarkoordinaten des ersten Elektrons, {}2cp2 die des zweiten sind 
(z ist Polarachse), die Eigenfunktionen in folgender Form schreiben: 

(m = 1), 

(m =0), ( 19. 5) 

U -1 = y"J (F sin{}1 e-icp, - F sin{}2 e-icp,) 
4.n 

(m =-1). 

Fist dabei bloß noch von den Abständen der Elektronen vom Kern und voneinander, r1r2r12 , 
abhängig oder, was auf dasselbe herauskommt, von r1 r2 und dem Winkel fJ zwischen den 
Radiusvektoren r1 und r 2 , F entsteht aus F durch Vertauschung der beiden Elektronen: 

F(r1 , r2, fJ) = F(r2 , r1 , fJ) . (19.6) 
Die Normierungsbedingung lautet 

j(F2-2FFcosB+F2)dr=1, (19.7) 
die Energie bestimmt sich aus dem VariationsintegraP: 

![ (8F)2-2cosB8FoF +(aft)2]+2p2 +2sinfJF oF 
\Or1 iJr1 iJr1 iJr1 r 12 r 12 8fJ 

[( )2 - ( - )2] 1 8F iJF 8F i)F - -
+ ~ - -- 2 cos fJ- - + - - (P - 2 F F cos fJ + F 2) 

r12 i) fJ i) f) i) fJ i) fJ 
(19.8) 

· (!.- + !_- _1_) dr = E = Min. 
rl r2 ru 

Das Volumelement ist 
(19.9) 

Um die Form der Eigenfunktion F geeignet zu wählen, ziehen wir wieder die aus Wasser
stoffunktionen aufgebaute Funktion nullter Näherung heran: 

also 
(19.10) 

(19.11) 

wobei Z;. Za wieder die effektiven Kernladungen für inneres und äußeres Elektron sind. 
Die Eigenfunktion (19.10) mit Z; = 2, Za = 1 (nullte Näherung) führt nach Ziff. 14, Tabelle 4, 
auf den Wert 0,038 für die Rydbergkorrektur, d. h. auf 

1 2. 0,038 
E =- n 2 - ----;a- = -0,2595 Rydberg 

für die Energie des Leuchtelektrons. Wir werden jetzt wieder Za und Z; als frei verfügbare 
Parameter ansehen, und den Ansatz (19.10) noch durch Hinzunahme eines vom Abstand u 
der beiden Elektronen bzw. vom Winkel fJ abhängigen Gliedes ergänzen. Wir machen mit 
BREIT2. den Ansatz: 

F = r1 e-!Zar,-Z;r,(1 + ccosfJ) 

und erhalten bei Durchführung der Rechnung 

Z; = 2, Zu= 1,09, c = -0,0089, E = -0,2616. 

(19.12) 

Die effektive Kernladung für das äußere Elektron nähert sich also sehr viel mehr dem Wert 1 
(vollständige Abschirmung) als bei den S-Zuständen. Der Eigenwert ist nicht wesentlich 
verbessert, da der experimentelle WertE= -0,2664 beträgt. Die Eigenfunktion, auf deren 
Bestimmung es BREIT hauptsächlich ankam (vgl. Ziff. 23), dürfte aber trotzdem wesentlich 
besser sein als ( 19.1 0). Das Glied mit cos fJ in der Eigenfunktion stellt übrigens offenbar in 
gewissem Sinne den Polarisationseffekt dar, jedoch bedeutet es eine erheblich rohere Be-

1 (19.5) ist unsymmetrisch in den beiden Elektronen geschrieben, BREIT gibt eine 
symmetrische, aber etwas längere Form an. 

2 G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 36, S. 383. 1930. 
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rücksichtigung dieses Effekts als unsere Rechnungen in Ziff. 15. Das zeigt sich auch in der 
erzielten Genauigkeit des Eigenwerts: In Ziff. 15 erhielten wir als Eigenwert für den 2 3 P-Term 

Rv 
( 2 = -0,2640 Rydberg, 
2- 0,0537) 

d. h. nur 0,9% Fehler gegenüber der Beobachtung anstatt 1,9% bei BREIT. 
Für den 2 1P-Term hat ECKART1 die Eigenfunktion ganz entsprechend zu (19.10) an

gesetzt, bloß mit dem Pluszeichen statt dem Minuszeichen und findet 

Z; = 2,003, z. = 0,965, Eber = -0,245 Ry 

gegenüber einer beobachteten Ionisierungsspannung von 

Ebeob = -0,2475 · 

Außerdem hat EcKART die" zweiquantigen Terme für Li+ berechnet, wobei er gleichfalls 
die Eigenfunktion als Summe bzw. Differenzzweier Produkte von Wasserstoffeigenfunktionen 
auffaßt, in denen er die effektive Kernladung variiert. Seine Resultate sind: 

Tabelle 8. Zweiquantige Terme des Li+ und He nach ECKART. 

Lithium+ Helium 

effekt. Kernladung Energie in Ry Energie in Ry 
----------------

Z; I Za ber. I beob. -ber.-1 beob. 

2 35 . 

:I 
3.03 

I 
2,56 1,21 

I 
1,22 0,334 

I 
0,350 

2 3P. 2,98 2,16 1,04 1,05 0,262 0,266 
2 1P. 3,01 1,94 0,99 1,00 0,245 0,247 

Die Übereinstimmung mit der Erfahrung ist in Anbetracht des groben Ansatzes für die 
Eigenfunktion befriedigend. 

20. Die HARTREEsche Methode 2 hat sich bekanntlich für die Behandlung 
aller Atome mit mehr als einem Elektron, auch der kompliziertesten, sehr gut 
bewährt. Ihr Prinzip ist schon früher (Ziff. 12b lX) geschildert worden: Die 
Eigenfunktion eines komplizierten Atoms wird dargestellt als Produkt der Eigen
funktionen der einzelnen Elektronen. Zur Berechnung der Eigenfunktionen der 
einzelnen Elektronen wird dann angenommen, daß auf jedes Elektron das Poten
tial wirkt, das vom Kern und der ScHRÖDINGERschen Ladungsverteilung aller 
übrigen Elektronen erzeugt wird. 

a) Die Bestimmung der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen geschieht 
durch ein Verfahren sukzessiver Approximation: Die Eigenfunktionen werden zunächst ab
geschätzt, z. B. indem man Wasserstoff-Eigenfunktionen mit abgeschirmter Kernladung an
nimmt (Anfangs-Eigenfunktion). Das Quadrat der Eigenfunktion gibt die Ladungsdichte, und 
aus dieser kann man ohne weiteres das Potential berechnen, das von einem jeden Elektron 
des Atoms erzeugt wird. Indem man die von allen Elektronen außer einem Elektron k er
zeugten Potentiale addiert und das Potential des Kerns hinzufügt, erhält man das Potential, 
das auf das Elektron k wirkt. Man setzt dieses Potential in die Schrödingergleichung ein 
und bekommt durch Lösung der Differentialgleichung die Eigenfunktion des Elektrons k. 
In analoger Weise erhält man die Eigenfunktionen für die anderen Elektronen. Diese neuen 
Eigenfunktionen (End-Eigenfunktionen) werden im allgemeinen mit den Ausgangs-Eigen
funktionen nicht übereinstimmen. Man hat dann die Rechnung zu wiederholen, indem man 
als neue Ausgangs-Eigenfunktionen die eben berechneten End-Eigenfunktionen einsetzt 
oder noch besser Eigenfunktionen, welche zwischen den alten Ausgangs- und End-Eigen
funktionen liegen. Das Verfahren ist so lange fortzusetzen, bis End-Eigenfunktionen und 
Ausgangs-Eigenfunktionen übereinstimmen. Die Ladungsverteilung des Atoms trägt sich 
dann selbst (self-consistent field von HARTREE). 

Nach dieser Methode wurden von HARTREE die Grundterme von He, Li+, 
Be++ behandelt (Tabelle 9). Die Rechnung ist hier besonders einfach, weil 

1 C. EcKART, Phys. Rev. Bd. 36, S. 878. 1930. 
2 D. R. HARTREE, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 24, S. 89. 1928. 



Ziff. 20. Die HARTREEsche Methode. 

beide Elektronen die gleiche Eigenfunktion besitzen. BETHE1 hat gezeigt, daß 
die nach HARTREE berechnete Ladungsverteilung der beiden Elektronen im He
Grundzustand sehr genau mit der exakten Verteilung nach HYLLERAAS (Abb. 15) 
übereinstimmt. Dagegen kann die HARTREEsche Methode natürlich nicht die 
exakte Eigenfunktion des Gesamtatoms liefern, denn sie macht ja von vorn
herein die Annahme, daß die Eigenfunktion des Atoms ein Produkt der Eigen
funktionen der beiden Elektronen ist 

U = u(r1) u(r2), (20.1) 

nimmt also an, daß die beiden Elektronen sich unabhängig voneinander bewegen. 
Es wird m. a. W. der "Polarisationseffekt" vernachlässigt, und es ist daher 
auch kein allzu genauer Wert für die Energie des Grundzustands zu erzielen. 

b) Die Energie des Helium-Grundterms. Die Energie des He-Atoms 
ist zunächst gegeben durch 

E={UHU d-c = -}u(r1)u(r2) (.!_L1 1 + .!_ L1 2 + ~ + ~- _!_')u(r1)u(r2)dT, (20.2) 
" 2 2 r 1 r 2 r 12 

wenn die Eigenfunktion u als normiert vorausgesetzt wird. u genügt aber der 
Differentialgleichung 

( __!__ L1 1 + E1 + ~ -J_!_u2 (r2) d-c2)u(r1) = 0, (20.3) 
2 r 1 r 12 

wobei das Integral das Potential der Ladungsverteilung des zweiten Elektrons 
auf das erste darstellt. Setzt man (20.3) in (20.2) ein, so wird 

(20.4) 

Die Gesamtenergie des He-Atoms ist also nicht gleich der Summe der HARTREE
schen Eigenwerte der beiden Elektronen, 2 E1 , sondern es ist davon noch die 
Wechselwirkungsenergie der beiden Elektronen in Abzug zu bringen. Das kommt 
daher, daß wir vorher die Wechselwirkungsenergie zweimal berücksichtigt haben: 
einmal haben wir bei der Berechnung der Eigenfunktion des ersten Elektrons 
das von der Ladungsverteilung des zweiten erzeugte Potential eingesetzt, und 
dann nochmals bei der Eigenfunktion des zweiten Elektrons das Potential des 
ersten. 
Tabelle 9. Neutrales Helium, Grundzustand. Self-Consisten t Field und Ladungs

verteilung. 

r 

I I 
-dZ/dr r 

I 
-dZfdr 

Atomare z.n Elektronen pro Atomare Zeff Elektronen pro 
Einheiten atom. Einheit Einheiten atom. Einheit 

0 2,000 0,00 1,6 0,239 0.48 
0,1 1,988 0,30 1,8 0,159 0,33 
0,2 1,932 0,83 2,0 0,105 0,22 
0,3 1,862 1,28 2,2 0,068 0,15 
0.4 1,682 1,57 2.4 0,044 0,10 

2,6 0,028 0,06 
0,6 1,344 1,73 2,8 0,018 0,04 
0,8 1,013 1,55 3,0 0,011 0,026 
1,0 0,733 1,25 
1,2 0,515 0,94 3.5 0,003 0,009 
1.4 0,354 0,68 4,0 0,001 0,003 

-~! · dr gibt die Anzahl Elektronen in der Kugelschale zwischenrund r + dr, z.11 (r) 

ist die effektive Kernladung im Abstande r (wirkliche Kernladung minus Anzahl Elektronen 
innerhalb der Kugel mit dem Radius r). · 

1 H. BETHE, zs. f. Phys. Bd. 55. s. 431. 1929. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 24 
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Andererseits kann man einsehen, daß -E1 ziemlich nahe gleich der Ioni
sierungsspannung des Heliums sein muß 1 . Um diese zu erhalten, haben wir 
(20.4) von der Energie des He+ im Grundzustand zu subtrahieren: 

J = -E1 + E0 - E1 + ju2 (r1) u 2 (r2) ___!__ dr2 • (20.5) 
r12 

Um das einfacher zu schreiben, brauchen wir eine Beziehung zwischen E0 und E 1 • 

Wir vergleichen zu diesem Zwecke die Differentialgleichung des He+-Ions 

( _1__ LI + E0 + ~) u0 (r1) = 0 (20.6) 
2 r 1 

mit der Differentialgleichung (20.3). Offenbar können wir u 0 als "nullte Nähe
rung" für u ansehen. Von diesem Standpunkt aus würde in erster Näherung 

gelten ~ - j 1 2 2 
1!.1 - E0 + - u (r2) u0 (r1) dr1 dr2 . 

rl2 

Eine ähnlich aussehende Beziehung zwischen dem Hartree-Eigenwert des He, 
E 1 , und der Ionisierungsspannung des He+, E0 , die aber nicht nur in erster 
Näherung, sondern exakt gilt, erhalten wir, indem wir (20.3) mit u 0 h), (20.6) 
mit u (r1) multiplizieren, subtrahieren und über dr1 integrieren: 

! ___!__ u 2 (r2) Uo(rl) U (rl) d~l d~z 
E - E - .-_r__,l"'z-o;-----,----,----c--c-:---

1 °- ju0(r1) u (r1) d~1 
(20.7) 

Die Ionisierungsspannung des He wird also 

J E f 1 2 ( ) d d [ u 2 h) u 0 (r1) u (r1 ) l ) 
=- 1 + rl2 U y2 Tl T2 • ju2(r) lfi"- f'uo(r) u(r) d~ • (20.8 

Das Integral in (20.8) wird aber offenbar klein, da u0 und u in nullter Näherung 
miteinander übereinstimmen. Damit ist gezeigt, daß der HARTREEsche Eigen
wert in der Tat näherungsweise gleich der (negativen) Ionisierungsspannung ist. 
Der Beweis läßt sich auf kompliziertere Atome übertragen. 

Für die numerische Berechnung der Ionisierungsspannung ist (20. 5) be
quemer als (20.8). Der Eigenwert E 1 ist nach HARTREE 

E 1 = -1,835 Rydberg, 

die Energie des He+ ist E0 = -4,000 Rydberg, für die Wechselwirkung der 
beiden Elektronen erhält man 2 

W = ju2 (r1) u2 (r2) ___!__ dr1 dr2 = 2,064 Rydberg, 
rl2 

also für die Ionisierungsspannung des He 

J = 2 · 1,835 + 2,064- 4 = 1,734 Rydberg. 

1 Dies wurde von J. A. GAUNT, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 24, S. 328. 1929, be
stritten: Sein Fehlschluß wurde dadurch verursacht, daß er die Störungsrechnung sehr 
formal durchführte. 

2 Der angegebene Wert ist vom Verf. neu berechnet. HARTREE selbst hat (s. die Arbeit 
von GAUNT, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 24, S. 328. 1928) W = 2,02 berechnet, so daß 
für die Ionisierungsspannung des Heliums bei ihm ] = 1,69 herauskommen würde. Dieser 
Wert schien von vornherein unwahrscheinlich, da der gleiche Wert der Ionisierungsspannung 
sich erzielen läßt, wenn man von der viel einfacheren Eigenfunktion (17.18) ausgeht. Die 
HARTREEsche Methode gibt aber nach V. FocK (ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 126. 1930) die größte 
Ionisierungsspannung, die sich überhaupt erzielen läßt, solange man die Eigenfunktion als 
Produkt zweier Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen schreibt. 
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Das stimmt mit dem beobachteten Wert 

J = 1,810 Rydberg 

befriedigend überein. Allerdings bekommt man ja, wenn man für die Eigen
funktionen der einzelnen Elektronen abgeschirmte H-Eigenfunktionen einsetzt 
(nach 17.18), auch schon einen sehr guten Wert für die Ionisierungsspannung 
J = 1,695. Durch Verwendung der HARTREEschen Eigenfunktion statt der 
Wasserstoffunktion wird also nur etwa ein Drittel der Differenz zwischen beob
achteter und berechneter Ionisierungsspannung erklärt. 

Der Unterschied zwischen HARTREEschem Eigenwert und (theoretischer) 
Ionisierungsspannung [also der Wert des Integrals in (20.8)] ist 

E 1 - ]theor = 1,835- 1,734 = 0,101 Rydberg =etwa 5% des Eigenwerts. 

Die Kleinheit des Integrals in (20.8) ist damit auch zahlenmäßig belegt. 
21. Mitbewegung des Kerns. Wir betrachten den Einfluß der Mitbewegung 

des Kerns (Masse M, Koordinaten ~ 0 7J 0 C0) sofort für ein Atom mit n Elek
tronen (Masse m, Koordinaten ~1 1}1 C 1 . . . ~" 1),. C,.). Wir führen die Schwer
punktskoordina t en 

1 
X= M + nm (M~0 + m~1 + · · · + m~,.) (entsprechend Y, Z) (21.1) 

und die Relativkoordinaten 

Xi = ~i- ~0 
ein, dann ist 

(i = 1, 2, ... , n) (entsprechend Yi· z,) (21.2) 

iJ iJ m iJ 
iJ;;=ax· M+nm +ax,' (i=1, ... ,n) 

a a M iJ a o;0 = BX. M + nm - ox1 - ... - iJx,.. 

In die Schrödingergleichung geht der folgende Ausdruck ein (doppelte kinetische 
Energie): 
1 iJ2 1 ( iJ2 ()2 ) 1 ()2 1 ~ ()2 1 ~ iJS 

M o;02 + m iJ;12 + ... + a;,.2 = M + nm iJX2 + m4 iJx;2 + M ~ ox1 oxk. (21.3) 
~ tk 

Wenn wir die Bewegung des Atomschwerpunkts, also die Abhängigkeit der 
Eigenfunktion von XYZ, abspalten, bekommen wir die Schrödingergleichung 
(in gewöhnlichen Einheiten) 

( 
h2 {-, h2 {-, ,..., ()2 ()2 f)2 ) ) 

8.n2m6 Lli + 8.n2M6 f!:t (ax,iJxk + iJy,iJyk + iJz,ozk +E- V U=O. (21.4) 

Das zweite Glied ist der gesuchte Effekt der Mitbewegung des Kerns und bedingt 
. . . m Elektronenmasse . 

eme Korrektur des E1genwerts, welche proportional M = K 1st. Es ernmasse 
ist zweckmäßig, das Glied in zwei Teile aufzuspalten, indem wir in der Summe 
die Glieder mit i = k und die mit i + k zusammenfassen. Führen wir dann 
noch die effektive Elektronenmasse 

ein, so wird aus (21.4) 

mM 
f-l=M+m (21.5) 

(s;:fl + LI• + 4.n~~ ~ (ox~;xk + ay~~Yk + f!z~~zJ + E- V)U = O • (21.6) 

24* 
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Durch die Mitbewegung des Kerns wird also die Schrödingergleichung in 
zweierlei Weise modifiziert: Erstens tritt die "effektive Elektronenmasse" p, an 
die Stelle der eigentlichen Elektronenmasse m, und zweitens kommt zur Schrö
dingergleichung ohne Berücksichtigung der Kernbewegung ein Störungsglied 
hinzu, welches eine Änderung der Energie des Atoms um 

s = _ _____!!:____ ~Ju(-8-2 + ~ + ~) Ud-c 
2 4.n2 M..:::;. oxJJxk oy1oyk oz,ozk 

i<k 

verursacht oder, wenn wir atomare Einheiten einführen und partiell integrieren, 

um { 
s2 = + ; ~ (gradi U gradk U) dT. (21.7) 

i<k. 

a) Elementare Massenkorrektur. Die erste Modifikation der Schrö
dingergleichung ist uns von den Atomen mit einem einzigen Elektron her geläufig. 
Man kann sie einfach durch Einführung einer neuen atomaren Einheit für die 
Energie berücksichtigen, die sich von der gewöhnlichen Energieeinheit durch 
den Faktor fl M 

m M+m 

unterscheidet. Wenn wir also die Schrödingergleichung lösen und die Energie 
eines Atomzustandes in "Rydberg-Einheiten" bestimmen, so ist für die Ryd
berg-Einheit nicht der Wert der Rydbergkonstante für unendliche Masse des 
Kerns 

(21.8) 

zu nehmen, sondern 
Atoms entspricht 

die Rydbergzahl, die der Masse des in Frage stehenden 

RM = Roo • M! m ~ Roo ( 1 -;) . (21.9) 

Wir können auch sagen: Wir haben die Terme zunächst für unendliche Kern

masse zu berechnen und dann die Korrektur s1 = -]{,I Eoo anzubringen, wo Eoo 

der Termwert für M = oo ist. Dieser Teil der Massenkorrektur betrifft alle 
Terme eines Atoms gleichmäßig und ist auch unabhängig vom Ionisierungs
zustand des Atoms. Die Frequenzen aller Spektrallinien des Atoms werden im 
gleichen Verhältnis 1 - mjM verkleinert. 

b) Massenkorrektur wegen des Austauscheffekts1. Der zweite Teil 
der Massenkorrektur (21.7) ist dagegen für die verschiedenen Zustände des Atoms 
verschieden. Wenn die Elektronen des Atoms sich gänzlich unabhängig von
einander bewegen würden, wenn also die Eigenfunktion des Atoms ein einfaches 
Produkt der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen wäre 

n 
U = Iludi), 

i~l 

so würde dieser zweite Teil der Massenkorrektur verschwinden: 

E2 =; ~JdT;U;gradu;jdTkukgraduk=O. 
i<k 

Denn der mittlere Impuls eines gebundenen Elektrons in einer beliebigen Rich
tung x, 

1 Vgl. zum Folgenden D. S. HuGHES u. C. EcKART, Phys. Rev. Bd. 36, S. 694. 1930. 
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ist ja notwendigerweise Null. Unsere Massenkorrektur e2 ist also wesentlich 
dadurch bestimmt, inwieweit sich die Elektronen in ihrer Bewegung nacheinander 
richten, d. h. inwieweit Phasenbeziehungen zwischen den Umlaufsbewegungen 
der Elektronen bestehen. Daß diese Phasenbeziehungen von Wichtigkeit für 
die Massenkorrektur sind, kann man leicht verstehen: Wenn sich etwa die Elek
tronen mit Vorliebe in der gleichen Richtung bewegen, wird der Kern zur Aus
balancierung der Elektronenbewegung sich sehr viel stärker bewegen müssen, 
als wenn die Bewegungen der einzelnen Elektronen unabhängig voneinander 
erfolgen oder gar vorwiegend einander entgegengerichtet sind. 

Es gibt nun zwei Gründe dafür, daß die einzelnen Elektronen sich in ihrer 
Bewegung nacheinander richten: Das FAuLische Prinzip und die elektrostatische 
Wechselwirkung ("Polarisation"). Wir wollen diese beiden Einflüsse am Bei
spiel der Atome mit zwei Elektronen näher verfolgen. Wir nehmen wie üblich 
zunächst an, daß die Eigenfunktion sich als Summe von Produkten der Eigen
funktionen der beiden einzelnen Elektronen schreiben läßt, vernachlässigen also 
den durch die Elektronenwechselwirkung bedingten "Polarisationseffekt": 

1 
U = yz (u(1) v(2) ± v(1) u(2)). (21.10) 

Die Eigenfunktionen u, v der beiden Elektronen können wir uns etwa nach der 
HARTREEschen Methode berechnet vorstellen, das obere Vorzeichen steht für 
Parhelium, das untere für Orthohelium. Setzen wir (21.10) in (21.7) ein, so 
kommt 

e2 =;;. J gradu* (1) v* (2) (u(1) gradv(2) ± v(1) gradu(2)) d'l1 d'l2 • (21.11) 

Der erste Summand in der Klammer gibt Null, weil 

J ugradu*d'l = 0 

als mittlerer Impuls emes gebundenen Elektrons verschwindet. Der zweite 

Summand gibt I J 12 
e2 =±; gradu*·vd'l. (21.12) 

Das Integral ist im wesentlichen die optische Übergangswahrscheinlichkeit von 
dem einen besetzten Elektronenzustand zum anderen. Unsere Massenkorrektur 
(21.12) ist also nur dann anzubringen, wenn die beiden besetztenElektronenzustände 
optisch kombinieren. Da bei den Atomen mit zwei Elektronen ein Elektron 
stets im Grundzustand ist (1 s-Zustand), werden also nur p-Zustände von der zu
sätzlichen Massenkorrektur betroffen, und zwar wird die Energie der Paraterme 
erhöht (unsere Korrektur wirkt für diese Terme in der gleichen Richtung wie 
die gewöhnliche Massenkorrektur), für Orthoterme vermindert. Physikalisch 
bedeutet das, daß in Parazuständen die beiden Elektronen sich vorwiegend in 
der gleichen Richtung bewegen, in Orthozuständen häufiger in entgegengesetzten 
Richtungen. 

Um den numerischen Wert der Massenkorrektur für die P-Terme der Atome 
mit zwei Elektronen annähernd angeben zu können, setzen wir für die Eigen
funktionen der einzelnen Elektronen Wasserstoff-Eigenfunktionen ein, und zwar 
sei die effektive Kernladung für das innere (1 s-) Elektron Zi, für das äußere 
(np-) Elektron Za. Dann wird 

- ± 128 m (Z z )5 (Zin- Z.)sn-4 3( 2 1) R 
e2 - 3 M i a (Zin + Z.)•n+4 n n - y. (21.13) 

c) Anwendung auf das Li+-Spektrum. Die wichtigste Anwendung 
unserer Formel ist die Deutung des Spektrums von Li+ : Bekanntlich gibt es 
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zwei Li-Isotope mit den Atomgewichten 6 und 7. Die Massenkorrektur ist für 
die beiden Isotope natürlich verschieden, so daß die Spektren etwas voneinander 
abweichen (Isotopeneffekt). Wir wollen speziell die Linie 2 3P-2 3S des Li+ 
ins Auge fassen, die experimentell besonders genau untersucht ist 1. Die Linie 
besteht wegen der Feinstruktur und Hyperfeinstruktur (Ziff. 24, 25) aus vielen 
Komponenten, die teilweise dem Lit, teilweise dem Li{ zuzuordnen sind. Die 
Linienfrequenzen des Lit lassen sich direkt messen, da Li6 keine Hyperfein
struktur zeigt, dem Übergang 2 3P 0 -2 3S entspricht z. B. die Frequenz 

v0 = 18229,48 cm- 1 • 

Die Frequenz der entsprechenden Linie des Li{ läßt sich nur rechnerisch er
mitteln, indem man theoretisch den Effekt der Hyperfeinstruktur eliminiert, 
.es ergibt sich nach GüTTINGER und PAULI 2 

v7 = 18230,62 cm- 1 • 

Experimentell ist also die Differenz der beiden Frequenzen 

(v7 - v6)beob = 1,14 cm- 1 • {21.14) 

(21.14) gibt die experimentelle Differenz der Massenkorrekturen für Li6 und Li7• 

Nach der elementaren Theorie sollte diese Differenz sein [vgl. {21.8)] 

( ) - 1 (1 1) - -1 '1'7- 'Po eiern-- 1833 7- 6 '~'7- +0,24 cm . {21.15) 

Die elementare Theorie gibt also nur ein Fünftel des beobachteten Isotopen
effekts. Der Hauptanteil des Isotopeneffekts muß also durch die "Phasen
beziehungen" der Elektronen geliefert werden. Das kommt daher, daß durch 
die "Austausch-Massenkorrektur" nur der Ausgangsterm 2 3 P der Linie ver
schoben wird, so daß der Effekt voll in der Linienfrequenz in Erscheinung tritt, 
während der "elementare Effekt" nahezu die gleiche Korrektur für Anfangs
und Endterm der Linie hervorruft und sich in der Linienfrequenz daher nur 
wenig äußert. Wir setzen in {21.13) für z, und Za die von ECKART nach der 
Variationsmethode für den 2 3P-Term des Li+ bestimmten Werte (vgl. Tabelle 8) 

Zi = 2,98, Za = 2,16 

ein und erhalten für den Beitrag der Austausch-Massenkorrekturzum Isotopen
effekt 

(v7 - v6)Aust =- 3 · 1833 7- 6 · (2 •2,98 +2,16)8 ·2 ·3·109700cm (21.16) 
128 1 ( 1 1 .) 2. 165 • 2. 985 3 -1 I 

= 0,85 cm- 1 . 

Die Massenkorrekturen {21.15), {21.16) zusammen geben 

{21.17) 

was mit dem beobachteten Wert {21.14) sehr befriedigend übereinstimmt. 
d) Polarisations-Massenkorrektur, Anwendung auf den Helium

Grundterm. Wir kommen nun zur zweiten Tatsache, welche Phasenbeziehun
gen zwischen den einzelnen Elektronen hervorrufen kann, nämlich der elektro
statischen Wechselwirkung. Diese bewirkt, daß sich die Eigenfunktion eines 
Atoms in Wirklichkeit nicht in der einfachen Form {21.10) darstellen läßt, 
sondern explizit vom Abstand der Elektronen voneinander abhängt (Polari
sationseffekt, Ziff. 15). Wir werden annehmen können, daß dieser Effekt klein 

1 H. ScHüLER, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 431. 1930. 
2 P. GöTTINGER u. W. PAuLI, ZS. f. Phys. Bd. 67, S. 743. 1931. 
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ist gegen den früher besprochenen Effekt des "Austausches", was ja auch aus 
der guten Übereinstimmung des theoretischen Wertes (21.17) mit dem experi
mentellen Wert (21.14) hervorgeht. Immerhin ist auch die Massenkorrektur 
wegen des Polarisationseffekts nicht vernachlässigbar, wenigstens wenn die Elek
tronen nahe aneinander kommen. Wir zeigen dies, indem wir die Massenkorrektur 
für den Grundterm des He ausrechnen. Wir führen wieder die Koordinaten s, t, u 
em [vgl. (17.5), (17.6)], dann wird 

00 8 u 

e3 = :N f ds f du f dt{ (s2 + t2 - 2u2) [(~~r- (~~rJ u 
0 0 0 

- (s2- t2) u (~~r- 2 ~~ [s ~~ (u2- t2) + t ~~ (s2- u2)]} 

[N vgl. (17.1)), M =Masse des Atomkerns]. Setzen wir nun für U die Eigenfunk
tion sechster Näherung (17.31) ein, so erhalten wir nach einer elementaren 
Rechnung 

e3 = + 0' 1JJm = +2,36 ·10-5 atomare Einheiten= +5,2 cm- 1 • 

Das ist etwa gleich 20% der "elementaren Massenkorrektur" für die Ionisierungs
spannung des Heliums 

e1 = + o,~m = +12,32 ·10- 5 atomare Einheiten= 27,0 cm- 1• 

e2 ist bei der Genauigkeit der HYLLERAASschen Rechnungen, deren Fehler höch
stens wenige cm- 1 beträgt, nicht zu vernachlässigen; es wirkt, ebenso wie e1 , 

im Sinne einer Verkleinerung der Ionisierungsspannung des Heliums. 

2. Relativistische Theorie. 
22. Die BREITsehe Differentialgleichung 1 • a) Aufstellung der Glei

chung. Eine exakte relativistische Theorie des Zwei-Elektronen-Problems ist 
zur Zeit noch nicht durchführbar. Uns interessiert hier vor allem die Berech
nung der Feinstrukturaufspaltung des Heliums und der verwandten Ionen. Für 
diesen Zweck genügt aber eine Theorie, welche die Energie bis zu Größen von 
der Ordnung .x2 Ry (.x = Feinstrukturkonstante) genau zu berechnen gestattet, 
welche also dieselbe Genauigkeit erreicht wie die FAULische Theorie des Ein
Elektronen-Problems. Eine solche Theorie ist von BREIT1 gegeben worden: 
Nach ihm gehorcht die relativistische Eigenfunktion U eines Atoms mit zwei 
Elektronen der Differentialgleichung 

{E + ecp(r1) + ecp(r2) + {ß1 + ß2) E0 + (~1 , -incgrad1 + eAk(tl)) l 
(-+ ) 82 82[ (tXt)(tXt)]} (22.1) + .x -incgrad +em(t) +--- (.x .x )+ 112 212 U=O. 

2• 2 2 rl2 2ru 1 2 ru2 

Die Funktion U hat 16 Komponenten, die wir mit zwei Indizes ,_"1 ,_"2 numerieren, von denen 
jeder die Werte 1 bis 4 annehmen kann. Die Operatoren it1 , {11 wirken auf den ersten Index ,_"1 

der Funktion U genau wie die gewöhnlichen DIRACschen Operatoren it, fJ auf den einzigen 
Index der DIRAcschen Eigenfunktion des Einelektronenproblems, ebenso wirken it2 , {12 

nur auf den zweiten Index von U. it1 ist dabei natürlich der Vektoroperator mit den drei 
Komponenten tX1 x tX1 y tX1 ,, grad1 ist der Gradient im Raum des ersten Elektrons, also der 
Vektoroperator mit den Komponenten ofiJx1 , iJ{iJy1 , iJfiJz1 , 2t(t1) ist das (äußere) Vektor
potential, q:>(t1) das skalare Potential am Orte des Elektrons 1, r12 der Abstand der beiden 
Elektronen, E 0 = mc2 die Ruhenergie und E die Gesamtenergie. 

1 G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 34, S. 553. 1929; Bd. 36, S. 383. 1930; Bd. 39, S. 616. 
1932; auch J. R. 0PPENHEIMER, ebenda Bd. 35, S. 461. 1930. 
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Die ersten Glieder der Differentialgleichung (22.1) sind uns von der DIRACschen Theorie 
des Einelektronenproblems her vertraut, das drittletzte Glied ist die gewöhnliche CouLOMB
sehe Wechselwirkung der beiden Elektronen. Die beiden letzten Glieder (eckige Klammer!) 
stellen eine relativistische Korrektur dieser Wechselwirkung dar und sind cum grano salis 
zu verstehen: Es ist nämlich, wie BREIT in seiner letzten Arbeit gezeigt hat, nicht richtig, 
(22.1) exakt zu lösen, man muß vielmehr zunächst die Differentialgleichung ohne die beiden 
letzten Glieder als "ungestörtes Problem" behandeln und dann die Störungsenergie erster 
Näherung berechnen, welche durch die beiden letzten Glieder in (21.1) hervorgerufen wird1 : 

W = _ ~ju• ( (a:1 cx2) + (cx1 ta) (~• r12)) Ud 7:. (22_2) 
2 r12 t 12 

b) Ableitung. Zur Ableitung von (22.1) ist BREIT von der Quantenelektro
dynamik ausgegangen. Das Prinzip der letzteren ist bekanntlich, daß nicht 
von vornherein eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen angenommen 
wird, sondern daß die Elektronen primär in Wechselwirkung mit dem elektro
magnetischen Feld stehen und daß erst mittelbar dadurch eine Wechselwirkung 
der Elektronen untereinander zustande kommt. Das elektromagnetische Feld 
kann man beschreiben durch skalares Potential und Vektorpotential, wobei das 
letztere wiederum in einen divergenzfreien und einen rotationsfreien Vektor 
zerlegt werden kann. Der erstere bildet das eigentliche Strahlungsfeld (trans-

' Man muß also die durch die fraglichen Glieder bewirkte Störungsenergie zweiter 
Näherung fortlassen. Man würde zunächst vermuten, daß diese Vernachlässigung nichts 
ausmacht: Da die Störungsenergie erster Näherung (22.2) proportional de.m Quadrat der 
Feinstrukturkonstante cx ist [vgl. unten (22.5)], möchte man für die zweite Näherung Pro
portionalität mit cx4, d. h. mit der vierten Potenz des Verhältnisses von Elektronengeschwindig
keit v zu Lichtgeschwindigkeit c, erwarten. Das ist aber wegen der besonderen Natur der 
<X-Operatoren nicht der Fall: Die Störungsenergie zweiter Näherung für das Energieniveau n 

e cx1 cx2 + e lX1 t12 lX2 tu ist bekanntlich gegeben durch 
1 
( 2( ) 2 ( ) ( )) 12 

W2 = __!_ ~ ----;;-;- ___ r_1_2a ___ ,.,., (a) 

4 ...::;. E,. - E,., 
n'=!=n 

Die Matrixelemente des DIRACschen Operators 't sind nun zunächst beim Einelektronen
problem groß (von der Ordnung 1), wennnein Zustand positiver Energie ist und n' ein Zu
stand negativer und dem Betrag nach etwa ebenso großer Energie, dagegen klein (von der 
Ordnung vfc), wenn n und n' Zustände positiver Energie sind (man weist das am leichtesten 
für das freie Elektron nach). Bei unserem Zweielektronenproblem können wir in ausreichender 
Näherung annehmen, daß die Eigenfunktion U das Produkt zweier Dirac-Eigenfunktionen 
der einzelnen Elektronen sind. Damit die Matrixelemente in (a) groß sind, muß dann die 
Energie beider Elektronen im Zustand n' negativ sein, d. h. es ist E,. R:l +2mc2, E,., R:l -2mc2 

und nach den Regeln der Matrixmultiplikation 

w. = ~ (( (cx1 cx2) + (cx1t12) (:2t12) )2) (b) 
16mc r12 r 12 ,.,,. 

Nun läßt sich mit Hilfe der Vertauschungsrelationen der lX 

lXml lXmk + lXmk lXmi = 2«'lu' } (c) 
lXtj (X2k = lX2k lX,; 

(m = 1, 2 Nummern der Elektronen, i, k = 1, 2, 3 Nummern der Raumkoordinaten) 

a-1 0t2 = 3 - 2 o1 o2 , IX1 t 12 IX8 t 12 = r12 , (d) leicht zeigen, daß (+ -+)2 (-+-+) (+ )2 (-+ )2 4 } 

(it, t 12) (t. r12) (it, ~) + (t, ~.) (it, t 12) (t. t 12) = 2 r 122 [ 1 - (d,. ;.) ] + 2 (d; t 12) (d; t 12) , 

wobei ö;, &2 die FAULischen Spinoperatoren des ersten und zweiten Elektrons sind [Definition 
vgl. (7.8)] .. Es wird also W2 gleich dem Diagonalelement von 

W _ ~ [3 - 2 (d,&.) + (d, t12) (d; tu)] (e) 
2 - 8 mc2 r 129 r12' ' 

d. h. von der Größenordnung 1/c2, nicht 1fc4• Es ist also in unserer Näherung von wesent
licher Bedeutung, ob man W 2 mitnimmt oder fortläßt. BREIT hat nun (Phys. Rev. Bd. 36, 
vgl. Ziff. 23 ds. Artikels) gezeigt, daß man falsche Resultate für die Feinstruktur des Heliums 
erhält, wenn man W 2 mitnimmt, dagegen richtige, wenn man es fortläßt. Neuerdings (ebenda 
Bd. 39, vgl. den folgenden Text) hat er das Weglassen von W 2 auch theoretisch begründet. 
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versale Wellen), der letztere und das skalare Potential sind durch die Kontinui-
tätsgleichung . 1 iJrp 

dtvW + c Tt = 0 (22.3) 

miteinander verknüpft: Ihre Wechselwirkung mit der Materie bewirkt eine 
Wechselwirkung zwischen zwei Partikeln mit den Ladungen e1 e2 , die genau die 
CouLOMBsehe Form e1 e2 jr12 hatl. Dabei ist aber die Wechselwirkung der Elek
tronen mit den transversalen elektromagnetischen Wellen noch nicht berück
sichtigt. Betrachtet man sie als Störung, so findet man, daß sie in erster 
Näherung (d. h. bei Vernachlässigung von Gliedern höherer als der zweiten 
Ordnung in 1 je) eine Energieverschiebung von der Größe (22.2) verursacht 2. Damit 
ist sowohl (22.1) wie die oben gegebene Anwendungsvorschrift von (22.1) bewiesen. 

Andererseits kann (22.1) auch mit Hilfe einer von M0LLER3 gegebenen Vor
schrift plausibel gemacht werden. Vgl. darüber H. BETHE und E. FERMI, I. c. 

c) Reduktion der Differentialgleichung auf die großen Kompo
nenten. Analog zu dem Verhalten der Komponenten der Diracfunktion sind 
von unseren 16 Eigenfunktionskomponenten 4 von überragender Größe, nämlich 
die, deren Indizes J.l 1 J.l 2 beide gleich 3 oder 4 sind 4• Wir können in Analogie zu 
Ziff. 8 die Differentialgleichung (22.1) reduzieren auf eine Gleichung zwischen 
den "großen" Eigenfunktionskomponenten allein. Dabei treten an Stelle der 
<X-Operatoren die Spinoperatoren ai1 ai2 definiert durch 

al = -i <Xi <Xk (i, j, k folgen zyklisch aufeinander) (22.4) 

auf, und die Eigenfunktionskomponenten bekommen eine anschauliche Bedeu
tung: lu34 (t1 t 2) 12 ist z. B. die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Elektronen 
sich an den Orten t 1 r2 befinden und der Spin des ersten Elektrons parallel z 
steht, der des zweiten antiparallel zu z. 

Wir geben die endgültige Differentialgleichung für das Zwei-Elektronen
Problem5: 

EU= (H0 + H1 + ... + H 6) U, 

Ho= -eV + 2:n (p12 + p22)' 
1 

Hl =- smac2 (p14 + p24)' 

H2 =- 2 ~:c2 (r: 2 Oh -\.12) + r1
1
2a.± (xil- xi2) (xkl- xk2) Pilh2), 

•• k=l 

Ha = ~c { ( [Q:r-\.11] + r~:a [t12 -\J2J, ~r) + ( [@2 -\J2J + ~:a[r21-1J1]' ~2)}' 
H4 = - 2i~c ((@l.pl) + (@2 -\.12))' 

H _ 4 2 (i:l1 i:l2) r122 - 3 (i31 r12) (i32 r12l 
s-f.l r5 ' 

(22.5) 

12 2 

Hs = 2J.l((.~~~r) + (~2~2)) + r:c ((Wt-\Jl) + (W2-1J2l) + 2 ~c2 (Af + A~) · 
-----

1 SieheE. FERMI, Rev. ofMod. Phys. Bd. 4, S. 87. 1932, insbesondere Gleichung (166). (167). 
2 G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 39. S. 616. 1932; H. BETHE u. E. FERMI, ZS. f. Phys. 

Bd. 77, S. 296. 1932. 
3 CHR. MoLLER, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 786. 1931, ds. Artikel Ziff. 50. 
4 Die Komponenten, bei denen 1 bzw. 2 Indizes gleich Eins oder Zwei sind, sind gegen

über den "großen" Komponenten klein von der Ordnung IX bzw. ~X 2 • 
5 Man kann sie leicht auf n Elektronen verallgemeinern. Zur Ableitung benutzt man 

Formeln vom Typ (8.4), vgl. dazu G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 39. S. 616. 1932. 
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Dabei sind t 1 t 2 die Koordinaten, .).1 1 .).1 2 die Impulse der beiden Elektronen, vom 
Kern aus gerechnet, ferner 

V ist das gesamte elektrische Potential, bestehend aus dem Kernpotential, der 
Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen und einem evtl. äußeren Feld rp: 

(22.6) 

Q:1 die elektrische Feldstärke am Orte des ersten Elektrons: (\;1 = -grad1 V, 
&J1 die magnetische Feldstärke, W1 das Vektorpotential am Ort des ersten Elek-

trons, 51 der Spinoperator des ersten Elektrons, p, =_!!!_das BoHRsehe Magneton. 2mc 
Die physikalische Bedeutung der verschiedenen Bestandteile der Rarnilton

funktion ist ohne weiteres zu erkennen: 
H0 ist die gewöhnliche nichtrelativistische Energiefunktion. 
H 1 ist die relativistische Korrektur im engeren Sinne (Massenänderung mit 

der Geschwindigkeit). 
H 2 entspricht genau der klassischen relativistischen Korrektur der Elek

tronenwechselwirkung infolge der Retardierung der Wirkung des einen Elektrons 
auf das andere 1 . 

H 3 ist die Wechselwirkung zwischen Elektronenspin und Bahnmoment der 
Elektronen. Diese Wechselwirkung läßt sich auch elementar berechnen 2• 

H 4 ist das für die DIRACsche Theorie charakteristische Glied, welches bereits 
in der Hamiltonfunktion für ein einziges Elektron auftrat [vgl. (8.5)]; es gibt 
beim Ein-Elektronen-Problem die "Spinkorrektur für s-Terme" [ vgl. (8.18)]. 

H5 ist die elementare Wechselwirkung des Spins untereinander, es ist ein
fach die Wechselwirkung zweier magnetischer Dipole mit den Momenten 2p,51 

und 2p,52 im Abstand r12 . 

H 6 ist die Wechselwirkung mit einem äußeren Magnetfeld. 
23. Feinstruktur des Heliums 3• Wir berechnen nunmehr aus der Differential

gleichung (22.19) die relativistischen Energieniveaus der Atome mit zwei Elek
tronen in Abwesenheit äußerer Felder (rp = SJ = 0). Wegen der Kleinheit der 
Feinstrukturkonstante genügt es, die Eigenfunktionen in nullter, die Eigenwerte 
in erster Näherung zu bestimmen 4, wobei als nullte Näherung die Lösungen der 
nichtrelativistischen Schrödingergleichung 

EoUo = HoUo 

zu gelten haben, mit denen wir uns in Ziff. 11 bis 21 ausführlich beschäftigt 
haben. Die ungestörten Eigenfunktionen sind also (vgl. Ziff. 11) Produkte einer 
räumlichen und einer Spineigenfunktion, wobei für Orthohelium die drei Spin
eigenfunktionen 5+, 50 , S _ [ vgl. (11.4), (11,5)] in Frage kommen, für Parhelium die 
eine Spineigenfunktion S p ( 11. 6). Man kann die ungestörten Eigenfunktionen 
charakterisieren durch die magnetischen Quantenzahlen von Bahn und Spin m1 

1 Vgl. z. B. C. G. DARWIN, Phil. Mag. Bd. 39, S. 537. 1920; G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 34, 
s. 553. 1929. 

2 Vgl. z. B. W. HEISENBERG, ZS.f. Phys. Bd. 39, S. 499. 1926, insbesondere Gleichung (24). 
3 Vgl. G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 36, S. 483. 1930; auch W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. 

Bd. 39, S. 499. 1926; Y. SUGIURA, ebenda Bd. 44, S. 190. 1927; L. GAUNT, Proc. Roy. 
Soc. London Bd. 122, S. 153. 1929; Phil. Trans. Bd. 228, S. 151. 1929. 

4 Die Eigenwerte sind dann genau bis einschließlich zur Ordnung 0102• Eine größere 
Genauigkeit ist nach der Art der Ableitung von (22.5) auch gar nicht möglich. 
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und m, 1, die Energie nullter Näherung hängt von diesen beiden Quantenzahlen 
nicht ab, sondern bloß von Haupt-, Azimutal- und Spinquantenzahl n, l, s 2 • 

Von den relativistischen Störungsfunktionen lassen drei, nämlich H1 , H 2 , H 4 , 

die Entartung der Eigenwerte bezüglich m1 und m, unverändert bestehen 3 und 
bewirken nur eine kleine Verschiebung des Termwerts, die uns hier nicht weiter 
interessiert, da sie weit unterhalb der Fehlergrenzen unserer früheren Berech
nungen der nichtrelativistischen Eigenwerte liegt4. Die beiden anderen Störungs
funktionen H 3 , H 5 dagegen bewirken eine Aufspaltung jedes Terms des Ortho
heliums5 in drei Feinstrukturniveaus mit den inneren Quantenzahlen i = l + 1, 
l, l - 1, wobei i (i + 1) jeweils das Quadrat des Betrages des Gesamtdreh
impulses Wl = f + 5 angibt. Natürlich sind infolge dieser Aufspaltung die 
früher erwähnten Produkte von einer räumlichen und einer Spineigenfunk
tion noch nicht die richtigen Eigenfunktionen nullter Näherung, sondern man 
hat aus ihnen Linearkombinationen zu bilden. Wir ersparen uns die explizite Auf
stellung dieser Linearkombinationen, indem wir nach der Matrixmethode rechnen. 

Um eine möglichst große Genauigkeit bei der Berechnung der Feinstruktur 
zu erzielen, muß man natürlich die genaue räumliche Eigenfunktion des frag
lichen Niveaus zugrunde legen. BREIT hat eine solche genaue Rechnung für den 
2 3 P-Zustand des He durchgeführt, wobei er die Eigenfunktion nach dem Variations
verfahren bestimmte6• Wir kommen weiter unten aufseine Ergebnisse zusprechen. 

Für unsere Zwecke werden wir eine räumliche Eigenfunktion von sehr ver
einfachter Form benutzen, nämlich einfach ein Produktzweier Eigenfunktionen 
der einzelnen Elektronen : 

(23.1} 

u1 soll dabei die Eigenfunktion eines Elektrons in der Grundbahn sein, während 
n einen hoch angeregten Quantenzustand bedeuten soll, so daß man durchweg r1 

gegen r 2 vernachlässigen darf 7• 

1 m, = 1, 0, -1 für s+, s0 , s _; m1 ist der zweite Index der Kugelfunktion Y1, m (I'Jo, 9'), 
welche die Winkelabhängigkeit der räumlichen Eigenfunktion angibt. 1 

2 s bestimmt das Termsystem und ist 1 für Ortho-, 0 für Parhelium. 
3 Das folgt daraus, daß H 1H 2 H, nur von der räumlichen Lage des Elektrons und nicht 

vom Spin abhängen. Sie sind folglich mit s, vertauschbar, so daß s, und damit auch k, Kon
stanten der Bewegung bleiben. [M. = k, + s, ist ja auch bei Berücksichtigung der gesamten 
Hamiltonfunktion (22.6) eine Konstante der Bewegung.] 

4 Außer für den Grundterm, vgl. Ziff. 24. 
5 Parheliumterme spalten natürlich nicht auf: Da es nur eine Spineigenfunktion Sp 

gibt, sind die Quantenzustände schon durch Angabe von m 1 allein bestimmt. Die Energie 
kann aber von m1 offenbar nicht abhängen, da keine Richtung im Raum ausgezeichnet ist. 

6 Die von ihm benutzte Eigenfunktion erfüllt allerdings auch nicht die höchsten An-
sprüche an Genauigkeit, da der entsprechende Eigenwert noch ziemlich schlecht ist (vgl. 
Ziff. 19c). 

7 Der Ansatz (23.1) könnte unberechtigt erscheinen, denn wir haben nicht bloß, wie 
auch früher öfters, die "Polarisation" des einen Elektrons durch das andere außer acht 
gelassen, sondern auch die Symmetrie der Eigenfunktion. In Wirklichkeit sollten wir eine 
antisymmetrische Eigenfunktion wählen 

1 
U = Y2 (u1 (1) u,.(2)- u,.(1) u1 (2)). 

Man kann sich aber überzeugen, daß man bei der Berechnung der Matrixelemente der Spin
wechselwirkung 

~ J dT U'* (r1 r2) S'* (s, 1 , s, 2) (H3 + H 5) U(r1 r2) S (s, 1 , s, 2) dT1 dT2 
Bz 

nur einen Fehler von der Größenordnung des Verhältnisses der Bahnradien von innerem 
und äußerem Elektron begeht, wenn man statt der symmetrischen Funktion die unsym
metrische (23.1_) benutzt. 
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a) Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn. Wir gehen zuerst an 
die Berechnung der Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn. In atomaren 
Einheiten geschrieben ist der entsprechende Teil der Hamiltonfunktion 

H 3 = ~ <X2 ( ;a [tdh] - r 1 3 [tl - t2, J:11J + r 2 3 [tl - r2 • 1'2J • sl) I 
1 12 12 (23 2) 

1 (z 1 2 ) · + 2 <X2 r2s [t2J:12J - ru3 [t2- t1, J:12J + r12a [t2- t1, J:11J, ~2 · 

Wenn die Eigenfunktion die von uns gewählte einfache Form (23.1) hat, so verschwinden 
die zu berechnenden Mittelwerte über die ungestörte Eigenfunktion (Energiestörung erster 
Näherung) für die meisten Glieder der Störungsenergie H 3 : Der Mittelwert von [td1J = f1 
ist Null, weil das Elektron 1 in der Grundbahn läuft und daher kein Bahnmoment hat, und 
die "gemischten Glieder" [td12] und [t2 !J1] verschwinden, weil die beiden Elektronen sich 
voneinander unabhängig bewegen, d. h. weil die Eigenfunktion (23.1) ein einfaches Produkt 
der Eigenfunktionen der beiden Elektronen ist. In den übrigbleibenden Gliedern dürfen 
wir dann noch r12 durch r2 ersetzen, da r1 < r2 ist. Dann bleibt 

H 3 = _!_ cx2 ((Z- 1) ~2 - 2~1) [t2 lJ2] •.; • 
2 ~ 

Wegen der Symmetrie der Spineigenfunktionen S + 50 S_ in den Spins der beiden Elektronen 
sind ferner die Matrixelemente der Spinvektoren ~1 und ~2 einander gleich: 

(~1)nn' = (~2)nn' = !~nn' · 
~ ist der Vektor des Spinmoments des Gesamtatoms. Also wird 

H 3 = _!_ cx2 (Z- 3) (sf2) ·.;, 
4 r 2 

wobei f2 der Bahndrehimpuls des Leuchtelektrons ist oder, was dasselbe ist, der Bahn
impuls des ganzen Atoms. Schließlich können wir noch (f~) durch den Gesamtdrehimpuls i 
ausdrücken [vgl. (8.10)] und von atomaren Einheiten zu Rydbergeinheiten übergehen, dann 
bekommen wir 

H 3 =_!_ cx: (Z-3)(f(f+1)-l(l+1)-s(s+1)) I 
4 r 2 

ll fürf=l+1, 
1 -- . = -IX2 (Z- 3) r 2 - 3 • -1 " 7 = l, 
2 -(1 + 1) .. i = l- 1. 

(23.3) 

r 2 - 3 ist der Mittelwert von r- 3 über die Bahn des Leuchtelektrons: 

----=-3 -j- 1 2() 2 d r 2 - ra u,. 1 r r r. 

Wenn wir annehmen, daß die Eigenfunktion u,.1m des Leuchtelektrons 
Wasserstoff-Eigenfunktion (Kernladung Z- 1) ist, so wird nach (3.28) 

eme 

----=-3 _ 2 (Z - 1 )8 

1'2 -na(2l+1)(l+1)l" (23 .4) 

Die Wechselwirkung zwischen Spin und Bahn gibt nach (23-3) Anlaß zur Auf
spaltung der Orthoheliumterme in reguläre Tripletts. Allerdings ist für Helium 
das Triplett "verkehrt": Da Z- 3 = -1 ist, liegt das Niveau i = l + 1 am 
tiefsten, das Niveau f = l - 1 am höchsten. Die Kernladung wird also quasi 
überabgeschirmt. Für Li+ verursacht die Wechselwirkung Spin-Bahn in unserer 
Näherung überhaupt keine Aufspaltung (Z- 3 = 0), für Be++ usw. würde ein 
regelrechtes Triplett resultieren. Beobachtet sind in allen Fällen Tripletts, welche 
absolut nicht der Intervallregel folgen. Dies muß offenbar von der Spin-Spin
Wechselwirkung herrühren. 

b) Wechselwirkung der beiden Spins. Die Berechnung der magnetischen Wechsel
wirkungsenergie H 6 zwischen Spin und Spin ist wesentlich interessanter als die der Spin-
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(23.5) 

Dabei haben wir wieder r1 gegen r 2 vernachlässigt und berücksichtigt, daß der Drehimpuls f2 
des Leuchtelektrons gleich dem Drehimpuls f des ganzen Atoms ist. 

Bei gegebenem n und l hat H 6 drei verschiedene Eigenwerte, welche den inneren 
Quantenzahlen i = l + 1, l, l- 1 zuzuordnen sind (s. oben). Um die Eigenwerte zu be
stimmen, verwenden wir die "Methode der Summen"1• Wir denken uns die Matrix von H 6 
wngeschrieben, wobei wir Zeilen und Kolonnen mit den Quantenzahlen m1 und m, bezeichnen 
(Komponenten von Bahnimpuls bzw. Spin in einer festen Richtung). Der Teil der Matrix, 
der zum Eigenwert nl des Atoms gehört 2, hat 3 · (2l + 1) Zeilen und Kolonnen 

(m1 = -l, ... , +l, m, = 1, 0, -1) 
und zerfällt in 21 + 3 Einzelmatrizen, welche jeweils durch einen bestimmten Wert von 
m (= m1 + m, = -(l + 1) · · · + (l + 1)) charakterisiert sind 3 • Sie enthalten im all
gemeinen je drei Zeilen und Kolonnen, nur die Teilmatrix m = l enthält bloß zwei, die Teil
matrix m = l + 1 sogar nur eine Zeile und Kolonne. Nun lassen sich die Diagonalelemente 

der H 5-Matrix, also die Elemente (H6):1 :•, sehr leicht berechnen, während die Auswertung 
I ' 

der Nichtdiagonalelemente wesentlich mühsamer wäre. Wir brauchen aber auch nur die 
Diagonalelemente zu kennen, denn - dies ist der springende Punkt der "Methode der 
Summen" - die Summe der Diagonalelemente jeder Teilmatrixmist bekanntlich gleich der 
Summe der Eigenwerte von H 6 für alle Zustände mit dem Drehimpulsmoment M. = m. 
Indem wir zunächst das einzige Element der Teilmatrix m = l + 1 ausrechnen, bekommen 
wir den Eigenwert von H 6 für j = l + 1. Für M. = l gibt es dann zwei Quantenzustände 
(f = l + 1 und f = l). Die Summe der Diagonalelemente der Teilmatrix m = l gibt also 
die Summe der Eigenwerte von H 6 für i = l + 1 und i = l; indem wir hiervon den bereits 
berechneten Eigenwert für f = l + 1 subtrahieren, erhalten wir den Eigenwert für i = l. 
Schließlich gibt es für M. ~ l - 1 je drei Quantenzustände i = l + 1 , l, l - 1 ; die Summe 
der Diagonalelemente für alle dreizeiligen Teilmatrizen muß also die gleiche sein4, sie gibt 
die Summe der drei Eigenwerte i = l + 1, i = l, i =.l- 1 und damit den noch fehlenden 
Eigenwert für i = l - 1 . 

Bei der Berechnung der Diagonalelemente von H 6 brauchen wir uns natürlich nur um 
die eckige Klammer in (23.5) zu kümmern. Wir schreiben die Klammer in Komponenten 
aus, lassen aber gemischte Glieder wie Sz 1 kzsy 1 k11 gleich weg, weil ihre bezüglich k. und Sz 

diagonalen Elemente offensichtlich verschwinden: 

-! [] = (ßlßz) k 2 - 3(slzS2zkz2 + s111 s211 k 112 + s 1.s2.k.2). 

Nun gilt offenbar aus Symmetriegründen für die Diagonalelemente der Matrizen 
(kz2).,1.,1 = (k118).,1.,1 =-! (k 8 - k,8).,1.,1 , S1 zS2z = s111 s211 = -!((131 132)- SuSgz). 

Nach kurzer Umrechnung erhält man 
[ J = -((61 132)- 3s1 ,s2 ,) (k8 - 3k.2). 

Jetzt berücksichtigen wir noch, daß für Orthohelium (s = 1) 

2(ß1s2) = s(s + 1)- sds1 + 1)- s2 (s2 + 1) =-! 
ist, also 

und berechnen für die drei möglichen Werte von m, das Produkt Su s2 ,: 

Für m, = + 1 stehen beide Spins parallel z, es ist su s2 • = ! . 
m, = -1 " " " antiparallel z, es ist s1 .s2 • = !· 
m, = o steht ein Spin parallel z, einer antiparallel, also ist 

Su:S2.z = -l· 
1 Vgl. z. B. J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 34, S. 1293. 1929. 
2 Nur dieser Teil interessiert uns, da wir ausschließlich die Störungsenergie erster Nähe

rung berechnen wollen. 
2 Denn die Matrixelemente (H6);::' (m =I= m') verschwinden, weil H 6 mit M. vertausch

bar ist. 
4 Die Gleichheit dieser Summen gibt uns noch einen weiteren Beweis dafür, daß jedem 

Feinstrukturniveau ein bestimmter Wert i zuzuordnen ist. 
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Alle drei Fälle können wir zusammenfassen in die Formel 

5 1zS2z = -1- + !m,2 • 

Setzen wir außerdem für k 2 und k." ihre Eigenwerte ein, so wird 

[] =- !(s(s + 1) - 3m,2) (l{l + 1)- 3m12). 

Wir bilden die Diagonalelemente der [] 

Für m = l + 1, m1 = l, 
Also Eigenwert für j = l + 1 

Für m = l: a) m1 = l - 1, m, = 1 
b) m1 = l , m, = 0 

m,=1 ist []=-!1(21-1). 
[] = -fl(2l- 1); 

[] = -!(212 - 71 + 3), 
[] = +l(2l-1), 

Summe der Diagonalelemente der Teilmatrix m = l: [] = +i(2l2 + 51- 3) 
[] = -j-(2l2 - l) Der Eigenwert für j = l + 1 war 

also bleibt als Eigenwert für j = l [] = i(2l + 3) (21- 1). 

(23.6) 

Für m < l hat man a) m1 = m- 1m,= 1 [] = -'Hm- 1) 2 + j-l(l + 1) 
b) m1 = m m, = 0 []=+3m2 - l(l + t) 
c) m1 = m + 1m,= -1 [] = -Hm + 1) 2 + il(l + t) 

Summe der Diagonalelemente -3 unabhängig von m. 

Davon ab die Eigenwerte für j = l + 1 und j = l: i{2l2 + Sl- 3), 

also bleibt für j = l- 1: [] = -!(2l + 3) (l + 1). 

Die Eigenwerte von H5 werden mithin in Rydberg-Einheiten 

Hs = (2 l + 3~;21 _ t) r2 -s -(2l + 3) (2l- 1) für f = l, (23.7) ll(2l- 1) für f = l + 1, l 
(2l + 3) (l + 1) für f = l - 1 . 

Wenn also die Wechselwirkung Spin-Spin allein vorhanden wäre, so würde man 
ein partiell verkehrtes Triplett erhalten, bei dem der Term f = l- 1 am höch
sten liegt, relativ nahe darunter f = l + 1 und in sehr viel größerem Abstand 
als tiefster Term f = l. Bei Li+ hatten wir gesehen, daß die Spin-Bahn-Wechsel
wirkung in unserer Näherung verschwindet, dort werden wir also eine Term
ordnung von der eben beschriebenen Art erwarten. 

c) Vergleich mit der Erfahrung. Wir berechnen jetzt nach den For
meln (23.3), (23.4), (23.7) die numerischen Werte der Feinstrukturaufspaltung 
für den 2 3P-Term des He und des Li+ und vergleichen sie mit der Erfahrung: 

Tabelle 10. Feinstruktur des 2 3P-Terms von Helium und Lithium+. 
(Die Lage der Niveaus ist relativ zum Schwerpunkt in cm -l angegeben.) 

Energie des Niveaus nach unserer Helium Lithium+ 
Rechnung f=2 1 0 2 1 I 0 

Spin-Bahn-Wechselw. H 3 I -0,12 +0,12 
I 

+0,24 0 0 0 
Spin-Spin-Wechselw. H 5 +o,os -0,24 +0,48 +0,39 -1,94 +3,88 
zusammen -0,07 -0,12 +0,72 +0,39 -1,94 +3,88 

Nach der genaueren Rechnung 
von BREIT: 

Spin-Bahn-Wechselw. H 3 • -0,221 +0,221 +0,442 
Spin-Spin-Wechselw. H 5 +o.oso -0,251 +0,502 
zusammen -0,171 -0,030 +0.944 

I Beobachtet'. -0,144 -0,067 +0,924 +0,42 -1,68 +3.47 

1 Für He: W. V. HousTON, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 91. 1927; G. HANSEN, 
Nature Bd. 119, S. 237. 1927; H. R. WEI, Astrophys. Journ. Bd. 68, S. 246. 1928; für Li+: 
H. ScHt}LER, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 487. 1927. (Es ist die beobachtete Aufspaltung des 
Li-Isotops mit dem Atomgewicht 6 genommen, welches keine Hyperfeinstruktur hat [vgl. 
Ziff. 25]). 



Ziff. 24. Relativitätskorrektur für den Helium-Grundterm. 

In Abb. 16 ist die resultierende Aufspaltung der 2 3P-Terme von Helium und 
Lithium+ graphisch dargestellt. 

Wie man sieht, wird durch unsere ganz rohe Rechnung die Feinstruktur qualitativ 
richtig wiedergegeben: Bei Helium fallen die Niveaus j = 1 und j = 2 fast vollkommen 
zusammen, das Niveau j = 0 liegt ·~o 
weit davon getrennt und etwa _.i:E....._ ____1:!__ ----l.::!:!._ 
1 cm- 1 höher. Da sich ähnliche 
Verhältnisse bei allen 3 P-Niveaus 
ergeben, ist in alten experimen
tellen Arbeiten das Orthohelium
spektrum fälschlich für ein Du
blettspektrum gehalten worden. -
Bei Li+ hat man ein partiell ver
kehrtes Triplett: Das Niveau i = 1 
liegt am tiefsten, j = 0 am höch
sten. Das Verhältnis der Abstände 
zwischen j = 2 und j = 1 einerseits, 
j = 2 und j = 0 andererseits ist fast 
genau gleich dem theoretisch zu 
erwartenden Verhältnis 2: 3. Quan
titativ kommt die Aufspaltung bei 
unserer Rechnung für He etwas 
zu klein, für Li+ etwas zu groß 
heraus, die Resultate der viel exak
teren BREITsehen Rechnung stim
men dagegen auch quantitativ mit 
der Erfahrung überein 1• 2 • 

24. Relativitätskorrektur 
für den Helium-Grundterm. 
Der Grundterm des Heliums 
wird als 15-Term durch den 
Spin nicht aufgespalten, son

_j2_ 
llieoMiisdi experimentell lheoMiisdi e.r!JerinJenle!J 
(Bmf) (flovslon} (Scl!tJ/er} 

kin.slrvklvr des c-li<78r!71J' wn lle/ium Feinslruldur der g.Jp-Ji?rms wn ü+ 
a b c d 

Abb. 16. Feinstruktur der 2 'P-Terme von Helium und Lithium+. 
a) Helium, theoretisch. (Nach BREIT.) b) Helium, experimentell. 
(Nach HousToN.) c) Lithium+, theoretisch. d) Lithium+, experi
mentell. (Nach H. ScHÜLER.) Zugrunde gelegt wurden in Abb. d 
die Daten für das Lithiumisotop mit dem Atomgewicht 6, wel
ches keine Hyperfeinstruktur besitzt. Die Skala links bezieht sich 
auf Helium, rechts auf Li+. Der Nullpunkt der Frequenzskala 

ist jeweils mit dem Schwerpunkt des TripJetts identifiziert. 

dern erleidet lediglich eine Verschiebung wegen der relativistischen Korrekturen 
H 1 H 2 H 4 • Diese Verschiebung wollen wir berechnen, wobei wir als nichtrelativisti
sche Eigenfunktion des He-Atoms die HARTREEsche Eigenfunktion 

(24.1) 

ansetzen. u ist kugelsymmetrisch und genügt der HARTREEschen Differential
gleichung 

wo V das vom Kern und der Ladungswolke des zweiten Elektrons auf das erste 
ausgeübte Potential ist. Dank der Tatsache, daß die HARTREEsche Eigenfunk
tion ein Produkt zweier Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen ist, ver
einfacht sich die Berechnung der Relativitätskorrektur sehr wesentlich. 

1 HElSENBERG hat in seiner Arbeit über das Heliumspektrum (ZS. f. Phys. Bd. 39, 
S. 499- 1927) einen etwas anderen Wert für die Spin-Spin-Wechselwirkung bekommen, 
weil er statt (23.5) die aus der klassischen Theorie folgende Beziehung 

~ 
r 2 (51 52)- 3(51 t) (52 t) =- 4 k2 (2(51 52)- 3(51 f)(i32f)- 3(52 f)(i31 f)) 

benutzte, die sich von (23.5) dadurch unterscheidet, daß 4k 2 = 41(1 + 1) (= 8 für p-Terme) 
an Stelle unseres (21 + 3) (21- 1) (= 5 für p-Terme) steht. Er findet also eine relativ zu 
kleine Spin-Spin-Wechselwirkung. GAUNT (I. c.) findet dasselbe Resultat wie wir. 

2 Wenn man die in der Anmerkung S. 376 diskutierte Störungsenergie zweiter Näherung 
mitnehmen würde, so bekäme man ganz falsche Resultate für die Feinstruktur, nämlich nach 
BREIT (Phys. Rev. Bd. 36, S. 383. 1930) E = -0,193, +0,090, +0,725 cm- 1 für j = 2, 1, 0. 
Besonders der große Abstand von j = 2 und j = 1 ist gänzlich unannehmbar. 
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läßt sich wegen 

umschreiben in: 

2 

- ~ (p14 + p24) Rydbergeinheiten 
4 

pl2 =-Al= 2(E- Vh)) 

H 1 = -201-2/(E- V(r)) 2 u 2 (r) r 2 dr. 

2. Die Berechnung von H 2 gibt Null. 
3. Wegen der Symmetrie der Eigenfunktion in den beiden Elektronen ist 

0 

Mit V(r1) =- z +J~u2 (r2)r22 dr2 und partieller Integration bekommt man 
r1 r12 

wobei Z = 2 die Kernladung des He ist und Z (r) die HARTREEsche "effektive Kernladung", 
d. h. die Gesamtladung im Inneren einer Kugel mit dem Radius r um den Kern, so daß 

- dZ dr die Anzahl Elektronen in der Kugelschale zwischen r und r + dr bedeutet. 
dr 

Wenn man statt der HARTREEschen Eigenfunktion die einfache Funktion 
( 17.18) benutzt, kann man alle Integrationen ausführen und erhält 

für die eigentliche Relativitätskorrektur H 1 =- i(Z- -fs-)4 cx2 Ry, 
für die magnetische Bahnwechselwirkung H 2 = 0, 
für die Spinkorrektur H4 =+2(Z-l~) 3 (Z-t)cx2 Ry. 

Wenn man die relativistische Korrektur für die Ionisierungsspannung berechnen 
will, muß man von der bisher berechneten relativistischen Korrektur der Gesamt
energie des Atoms mit zwei Elektronen die des entsprechenden Ions mit einem 
Elektron, H = -!Z4 cx2 Ry [vgl. (10.2)], in Abzug bringen. Numerische Aus
wertung ergibt 
Tabelle 11. Relativistische Korrekturen für die Ionisierungsspannung der 
Atome mit zwei Elektronen in Feinstruktureinheiten (1 Einheit= 01- 2 Ryd-

Z= 
Atom 

H 1 (Relativität) 
H 4 (Spin) . 
Relativ. Korr. 
für das Ion 

Zusammen 

Relativitätskor
rektur .... 

Ionisierungs
spannung ohne 
Relativität 
n. HYLLERAAS 

mit Relativität 

Beobachtet . . 

berg = 5,84 cm - 1). 

2 I 3 

I 

4 

I 
5 

I 
6 

He u+ Be++ B+++ c4+ 

nach mit Wasserstoff-Eigenfunktionen 
HARTREE 

+ 19,4 +20,3 +130.5 +462,5 +1210 +2615 
-20,1 -18,0 -111,7 -389 -1010 -2163 

- 4 - 4 - 20,25 - 64 - 156.2 i - 324 
- 4.7 - 1,7 - 1' 5 I + 9.5 + 44 ! + 128 

(Die weiteren Werte in cm- 1) 

-27 1-10 
I 

198 317 
198290! 198307 

198298 ± 6 

9 + 55 + 257 + 747 

609994 1241167 2091 520 3160970 
609985 I 1241222 I 2091780 3161720 

610090±100 1241350±150 2092000 ±300 3161900±800 
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Über Herkunft der experimentellen Werte vgl. Tabelle 7 (Ziff. 18). Die vorzüg
liche Übereinstimmung mit der Erfahrung, die natürlich im wesentlichen das 
Verdienst der Berechnungen von HYLLERAAS ist, wird, wie man sieht, durch 
die kleine Relativitätskorrektur noch merklich verbessert, vor allem für B + + + 
und C4 +. 

25. Hyperfeinstruktur, insbesondere des Li+-Spektrums 1 • Der Kern des 
Lithiumisotops mit dem Atomgewicht 7 besitzt, wie eine große Anzahl anderer 
Atomkerne, ein mechanisches und ein damit verbundenes magnetisches Moment 
(Kernspin). Die Wechselwirkung des Kernspins mit dem magnetischen Moment 
der Elektronenhülle verursacht eine Aufspaltung der Energieniveaus. Man wird 
von vornherein annehmen können, daß das magnetische Moment des Kerns 
aller Wahrscheinlichkeit nach von der Größenordnung heZf2Mc sein wird 
(lrf = Kernmasse, Z = Kernladung), also etwa im Verhältnis Elektronenmasse zu 
Protonenmasse kleiner als das BoHRsehe Magneton. Man wird also erwarten, 
daß die Termaufspaltung im gleichen Verhältnis kleiner ist als die gewöhn
liche Feinstruktur, daß sie also den Charakter einer "Hyperfeinstruktur" be
sitzt. Sie wird im übrigen um so größer sein, je näher Kern und Elektronen 
aneinander kommen, weil damit die Wechselwirkung steigt. Bei einem Atom 
mit zwei Elektronen wie Li+ wird daher, wenn ein Elektron im Grundzustand 
ist und das andere angeregt, die Wechselwirkung zwischen dem Kernspin und 
dem Elektron in der Grundbahn den Hauptbeitrag zur Hyperfeinstruktur liefern, 
und die Wechselwirkung des angeregten Elektrons mit dem Kernspin wird da
neben zu vernachlässigen sein. 

a) Ein Elektron. Wir nehmen an, das magnetische Moment des Kerns sei-;, dann 
erzeugt der Kernspin nach der klassischen Elektrodynamik das Vektorpotential 

(25.1) 

YJ:it diesem Wert für das Vektorpotential gehen wir in die Diracgleichung für das Elektron 
ein, die wir in der Form zweiter Ordnung [vgl. (7.7), (7.8), (7.15)] schreiben: 

[(E + er) 2 - E 02 - (cj.l + c9!)2 - 2ehc (.\)~) + iehc (Cf~)] u = 0. (25.2) 

1J ·= - ih grad ist der Impuls des Elektrons, S) = rot9! die magnetische, Q; = - gradtp die 
elektrische Feldstärke, ~ der Spinoperator = ! mal dem FAULischen Spinoperator 't, ~ der 
DIRACsche Operator. Wir reduzieren (25.2) auf eine Differentialgleichung in den beiden 
"großen" Komponenten u 3 u 4 der \Vellenfunktion auf ähnliche Weise wie in Ziff. 8a, nur 
diesmal ohne die potentielle Energie e rp gegen die Ruheenergie E 0 und ohne das V ektorpoten
tial 9( gegen den Impuls des Elektrons zu vernachlässigen. Dann findet man 

. [ .1. ~ c c ' c 
IX 1t = - - - --- (t> + - 9( + 2 ~ .1J + 9(, ~. ) U , 

E 0 + E + etp c c 
(25.3) 

wobei diese Gleichung nur für die dritte und vierte Komponente der rechten und linken 
Seite gilt fvgl. (8.4)]. Lösen wir gleichzeitig (25.2) nach der nichtrelativistischen Energie 
W = E - E 0 auf, so erhalten wir - vorerst ohne Vernachlässigung -

(25 .4) 

Streichen wir die mit dem Vektorpotential proportionalen Glieder in der zweiten Zeile, so 
resultiert unsere alte Gleichung (7 .10). Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung (25 .4) 

1 Vgl. P. (;üTTINGER, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 749. 1930; P. GüTTINGER u. W. PAULI, 
ebencla Bd. 67, S. 743. 1931; G. BREIT, Phys. Rcv. Bel. 36, S. 1732. 1930; Bd. 37, S. 51. 
1931; Bel. 38, S. 463. 1931; auch E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 320. 1930, und andere. 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV/1. 25 
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ohne das Vektorpotential 2! als gelöst und berechnen die vom Kernspin verursachte Störung 
des Eigenwerts in erster Näherung durch Mittelung der Störungsfunktion 1 

(25.5) 

über die ungestörte Eigenfunktion. Für die letztere nehmen wir die FAuLische Eigen
funktion, vernachlässigen also Glieder von der relativen Größenordnung rx 2 Z 2 (<X = Fein
strukturkonstante) 2 • Wir setzen nun speziell für 2! das Vektorpotential (25.1) des Kern-

spins, dann verschwindet das letzte Glied in (25.5), weil (,f = - d<[J t parallel zum Radius
vektor t und W senkrecht zu t gerichtet ist, und wir erhalten dr r 

w = 2cc [~ (f, [t\JJ) _ h ((.ui3) _ 3 (flt; (0t) llj 
E + E 0 + c cp r 3 r 3 r" , 

2e2 nc dcp ((t,f>) ({'t) (i3t)) 
(E + Eo + ecp)2 dr - ;2 - ~-r-.- . 

(25 .6) 

Hier haben die in der ersten Zeile stehenden Ausdrücke eine anschauliche 
Bedeutung, es sind einfach die Wechselwirkungsenergien zwischen Kernspin 
und magnetischem Moment der Elektronenbahn bzw. zwischen Kernspin und 
Elektronenspin. Die zweite Zeile hat keine anschauliche Bedeutung; gerade s1e 
gibt aber, wie wir sehen werden, die Hyperfeinstruktur für s-Elektronen. 

Wir führen den Vektor des Bahndrehimpulses 

1 
f = -- [rjJ] n. 

ein und bekommen unter Beachtung von (65 -39) für die Matrixelemente von M 
zwischen Zuständen gleicher Azimutalquantenzahl l 

2enc r_ 3 ( ~) 
Wzz= E+Eo+ecp flt 

2ehc ( 'l 1 d<p r- 2 ·) + --,(2_1"_+_3_) (,--2--o-l---1---,-)--"(E=-+-Eo + etp) r-· + 3 dr E 0 + E + eo/ (25 .7) 

· {2(fl~) k2 - 3 ([lf) (~f)- 3 (~f) ([lf)} + _'!__enc d ·(c,----J- ) ([l~) · · 
3 dr ß +E0 +ecp r 2 

rx) Für s-Elektronen verschwindet der Bahndrehimpuls f und damit die ersten beiden 
Glieder der Wechselwirkungsenergie. (Das Potential <p im Nenner sorgt jeweils dafür, daß 
die Integranden für r = 0 endlich bleiben.) Das letzte Glied gibt 

CO 

W=----enc(u?, r -·· ··· · ·-r dr 4 •· ) ~-R 2 ( ) d ( 1 ) 1 2 
3 ' no dr E+li0 +ecp r 2 

0 

4 r dr d . 2 eh r 2 
=- --enc(fli3) · -Hn~(r) = + mc 1?n;,(o)(t"i3), 

3 . E + E 0 + e <p dr 3 
0 

(25 .8) 

wobei wir zuletzt, da alle Konvergenzgeschwindigkeiten beseitigt sind, die nichtrelati
vistische Energie W = E- E 0 und die potentielle Energie ecp neben der Ruheenergie E 0 = mc 2 

vernachlässigt haben (R ist die radiale Eigenfunktion). 

Nun bezeichnen wir noch das mechanische Moment des Kerns wie üblich 
mit i und setzen das magnetische Moment 

fi=fllg(i)i, (25.9) 

1 Wir vernachlässigen dabei das Glied A 2 in (25.3) als Größe zweiter Ordnung. 
2 Indem wir erstens nur die "großen" Komponenten der DIRAcschen Eigenfunktion 

u 3 u 4 berücksichtigen und zweitens diese mit der Schrödingerfunktion identifizieren. Diese 
Vernachlässigung ist für schwere Atome nicht mehr berechtigt; vgl. BREIT, Phys. Rev. 
Bd. 38, S. 463. 1931. 
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wo p,1 das Protonenmagneton ist, d. h. 

f-ll = 1~;8 (25.10) 

( h ) flo = ;/mc- = BoHRsches Magneton, 1838 = Massenverhältnis von Proton und Elektron 

und g(i) einen LANDEschen Faktor bedeutet, den wir für ein einzelnes Proton 
wohl gleich 2 annehmen dürfen. Dann wird endgültig für s-Elektronen die 
Wechselwirkung zwischen Kernmoment und Elektron 

(25.11) 

Diese Formel wurde zuerst von FERMI1 abgeleitet. Da für ein Elektron s =! 
ist, verursacht der Kernspin eine Aufspaltung jedes Energieniveaus in zwei 
Niveaus mit den "Feinquantenzahlen" I = i ± l I (f + 1) gibt dabei den Be
trag des resultierenden Drehimpulses von Kernspin und Elektronenspin 

t = i + 5. 

Die Lage der Niveaus relativ zum ungestörten Niveau ist wegen 

2(i5) =I(!+ 1)- i (i + 1)- s (s + 1) = {~! (i + 1)} für I={~+ i 
~-t 

gegeben durch 

{ fi i 1-lo 111 g(i) Rn~ (0) 
w = - -ä(i + 1) ßo 111 g (i) Rn~ (0) 

für 1 = i + -L} 
für I= i- ~. 

(25.12) 

Drücken wir die Energie in Rydbergeinheiten aus (p, 0 = ! cX atomare Ein
heiten, 1 Rydberg = ! atomare Einheit), so erhalten wir für den Abstand der 
beiden Feinstrukturterme eines s-Elektrons 

.1 w = ~ cX2 (.i + -~) g (i) R 2 (0) 
3 2 1838 no · 

Setzen wir nun für Rno eine Wasserstoff-Eigenfunktion ein, so wird nach (3.17) 

• 4 Z 3 
Rnö (0) = --3- • n 

8 IX2 g ( i) (. 1 ) Z 3 • (. 1 ) Z 3 -1 Llw =- --- ~ + - --Ry = 0 00844g(~) ~ + -- -cm 
3 1838 2 n 3 ' 2 n3 • 

also 
(25 .13) 

Für den Grundzustand des Wasserstoffatoms (Z = n = 1) bekommt man, wenn 
man für das Proton, ebenso wie für das Elektron, i = f, g(i) = 2 annimmt, 

Llw = 0,0169cm-t, 

für angeregte Terme wird die Aufspaltung wegen des Faktors 1/n3 noch wesent
lich kleiner. Mit wachsender Kernladung dagegen nimmt sie außerordentlich 
rasch zu, für Li++ (Z = 3) würde sie bereits das 27fache, d. i. LI w = 0,46 cm - 1 

betragen, falls dort ebenfalls i = f, g(i) = 2 ist, für das K-Elektron des Urans 
wäre (bei den gleichen Annahmen) LI w = 13 200 cm- 1 = 0,12 Rydberg, und dieser 
Betrag vergrößert sich außerdem noch, wenn man mit den exakten DIRACschen 

1 E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 320. 1930, Formel (21). Von der FERMisehen 
Formel unterscheidet sich (25.11) dadurch, daß wir den radialen Bestandteil der Eigen
funktion eingeführt haben, während bei FERMI sowie GüTTINGER (1. c.) und BREIT (1. c.) 
die Gesamteigenfunktion u =radiale Eigenfunktion mal nullte Kugelfunktion Y00 = 1/r4." 
steht. Außerdem benutzen wir den Spinoperator !3 (Spin in Einheiten h) statt des FAULischen 
Operators o (Einheit ih), daher unterscheidet sich unsere Formel von der FERMisehen um 
den Faktor 2.n. 

25* 
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Eigenfunktionen rechnet!, weil dann die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek
trons in der Nähe des Kerns größer wird als nach der ScHRÖDINGERschen Theorie. 

ß) Für Elektronen mit nichtverschwindendem Rahndrehimpuls l > 0 wird das 
letzte Glied in (25.7) gleich Null, weil die Eigenfunktion Rnz am Ort des Kerns 

verschwindet. Ferner ist im zweiten Glied r~i ddrp ]c - E~-- -gegen r-;; zu ver
r.L'.--f- 'o--f-er 

nachlässigen, weil es von der relativen Größenordnung eqo2 ist. 
mc 

Sodann muß man berücksichtigen, daß die \\'echselwirkung zwischen Bahn und Spin 
des Elektrons groß ist gegen die zwischen Kernspin und Elektron [man vgl. die Abschätzung 
der Hyperfeinstruktur, die nach (25.13) für das 2s-Niveau des Wasserstoffs 0,002 cm- 1 

beträgt, mit der Feinstrukturaufspaltung 0,365 cm - 1 des zweiquantigcn Niveaus]: Klassisch 
gesprochen, präzessieren also Spin und Bahn des Elektrons rasch um den Gesamtdrehimpuls 
~.n = f + i3 des Elektrons, und infolgedessen kommen für die \Vechselwirkung mit dem Kern
spin nur die Komponenten von f und i3 in der lüchtung 9J1 in Fragc 2 • Dann erhält man, 
indem man wieder E + E 0 + r 'P = 2E0 setzt, 

w = 1:!~ r : J (~' !l)1) l (9.nf) + (21 + 3)2(21 - 1) (<9JC0) k2 - 3 (9)/f) (0 fl)[. 

Ausrechnung der eckigen Klammer gibt wegen der Definition 

und wegen s = } (fiir ein Elektron) 
~JI = f + i3 

~ J = l (l + 1) für j = l + t lilld für J c= l -- J' 
also mit (25.9) 

w = flo/t 1 r-:1 g(i) ~-i~-~ :)) (/(/ + 1)- j(j + 1)- i(i + 1)), 

wenn wir den resultierenden Drehimpuls f durch 

f=Wl+i 

(25.14) 

(25.15) 

definieren. Setzen wir nun zur Berechnung des Mittelwerts von r-:J wieder eine 
Wasserstoff-Eigenfunktion für das Elektron voraus, und gehen wir zu atomaren 
Einheiten über, so wird [vgl. (5.12)] 

W= 2a2 (i) Z 3 /(/--f-1)-j(j--f-1)--i(i--f-1) 
1838 g n 3 /(j + 1) (21 + 1) 

und der Abstand der äußersten Hyperfeinstrukturkomponenten 

i- j) für j < i: 4a2g(i) Z3 i +t 
Llw = 8 8- ----:1 -(-1---)-('--1 ___ )- Rydberg. 

1 3c n· 2 --f- 1 J - 1 

(25.16) 

(/ = i + i, 
(25.17) 

Im Spezialfall l = 0, j = ~. also für s-Terme, gibt das genau den früher ab
geleiteten Wert (25.9). Die Hyperfeinstruktur wird um so kleiner, je größer 
die Azimutalquantenzahl l und die innere Quantenzahl j sind, sie ist (für wasser
stoffähnliche Atome) für den 2P~-Term nur 1/ 3 , für den 2P}-Term nur 1/ 5 der 

Aufspaltung des 25~-Terms, und für schwerere Atome verschiebt sich dies Ver

hältnis noch mehr z'iigunsten der 5-Terme, weil die Abschirmung bei diesen am 
geringsten, die effektive Quantenzahl also am höchsten ist. 

b) Anwendung auf Li+ (zwei Elektronen). Wir wollen nunmehr die 
Hyperfeinstruktur für die Terme n ~ 2 des Li+ berechnen, d. h. für ein Atom 
mit zwei Elektronen, von denen eines im Grundzustand ist und eines angeregt. 
Wir dürfen annehmen, daJJ die räumliche Eigenfunktion sich in der gewohnten 
Form 

1 G. ßREIT, Phys. H.ev. Bd. 38, S. 463. 1')31. 
2 Man berücksichtigt also nur die Matrixelemente von (25.7), clie in bezug auf f dia

gonal sind. 
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darstellen läßt; dann ist die Wechselwirkung der Elektronenhülle mit dem Kern
spin gleich der Summe der Wechselwirkungen der einzelnen Elektronen mit 
diesem. Die Wechselwirkung des Kernspins mit dem inneren Elektron ist aber, 
wie wir gesehen haben, so stark überwiegend über die mit dem äußeren, daß 
wir die letztere ohne weiteres vernachlässigen können und schreiben 

abc 
321 

1er 
61/.q-hi 

5 

a) Termschcma. 

-~ 2 

mn 
.98 op; 

10138 rs 

-'3: 'f 

H = t flo fl1 (i5t) R16 (0) · 

51 ist der Spin des ersten Elektrons. 
Bei der gegebenen Rangordnung der 
Wechselwirkungsenergien: Austausch
kräfte ::?>Wechselwirkung zwischen 
Spin und Bahn des Elektrons::?> Kern-

--i---i--1--t-----f--- -· -
- -- 8 ---+--+--+---+----+---+-----

Sf-·--+---H---~-T9+---r---+--
7 - tt---+-t iH-----1----
6 -- -- 7F - t-· --c----i--f---
5 r-- ----r---
9 f----- ··--- -----c----
; -Ht---o'i'13·--H---'f7L-+6H--t-·-,r--__ -+-----_- --J- -- -·-----
1 ~ u (19) - -t---21---.L-= 

18229 25 26 27 28 2.9 30 31 cm=1J2 
~'P 

n~~~~-;~~~==~==~==~:==1~~ Int 111 5--t 190 __ ---"1-t-----i-nocll Tl!eorteB._ 
-_(i =7'2)- r---

8 -- - --- -- ---- --~---------+---+--t-----1 
7 -- -- ---
6 -r-----
5 ---9- 'f-
'f - 8 6- ----+----t-- --+---i 

~ iJ~) -~ ,{=-~ -('"j)-:--H-rt-1-t---- --- 32 -1-

1 - 111 (t'f)'-++---tt--:-----1 
1822/f 25 2/l 27 28 2.9 30 31C!Tr 32 

-v 
b) Struktur der Linie 2 35- 2 3P, oben experimentell 
nach ScHÜLER, unten theoretisch: Die angeschriebenen 

Zahlen beziehen sich auf Abb. a. 

Abb. 17. Die Hyperfeinstruktur des Li+. (Nach GüTTINGER und PAuLI.) 

Spinwechselwirkung präzessiert 51 um den Gesamtspin 5, dieser um den Gesamt
drehimpuls 9J1 der Elektronenhülle, dieser wieder um den Gesamtdrehimpuls f 
des' Atoms inklusive Kern. 

Also ist 
4 (iltil) (sm) (ffiei) 2 

H3 = 3 ftoflt s(s +-il1U + 1) RJo(O) 

j 2 1'"
2 g(i) ( =) (=')R 2 (0) fu""r 1 (0 th t ) (25-18) = -03 f(j +-ir. 1838 5;~Jt ;!Jtl 1u s = r osys em , 

für s = 0 (Parasystem). 

Die Paraterme würden erst dann eine Hyperfeinstruktur zeigen, wenn man die 
Wechselwirkung zwischen Bahnimpuls des äußeren Elektrons und Kernspins 
berücksichtigt. Wenn wir nun die Eigenfunktion des inneren Elektrons wasser-
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stoffähnlich annehmen, und für die Matrizen (sm) und (mi) ihre Eigenwerte 
einführen, kommt 

H = j 1;;si&'~i~:s(i(j+1)+s(s+1)-l(l+1)) (f(f+1)-j(j+1)-i(i+1))Ry (25,19) 

oder mit Z = 3, n = 1 

H = 0,0285 i (:$~ (j (j+1)+s(s+1)-l(l+1))(! (/+1)-j (j+1 )-i(i+1))cm - 1. (25.20) 

Übereinstimmung mit der Erfahrung1 wird nach GüTTINGER 2 erzielt, wenn man 
den Kernspin i = l setzt und den Aufspaltungsfaktor g (i) = 2,30. Man erhält 
dann das obenstehende Aufspaltungsbild für den 25-Term und die 2P-Terme 
des Li+ (Abb. 17a). Die Abstände der Terme P 0 , P 1 , P 2 sind dabei empirisch 
aus dem Spektrum des Li+-Isotops mit dem Atomgewicht 6 entnommen, das 
(höchstwahrscheinlich) keinen Kernspin hat 3. Die möglichen Linien beim Über
gang von 2 3 P nach 2 35 sind eingezeichnet und fortlaufend mit Buchstaben 
numeriert. Daneben sind noch Ziffern angeschrieben: Linien gleicher Ziffer 
fallen experimentell zusammen, die Ziffern finden sich wieder in Abb. 17b, 
welche das berechnete Aufspaltungsglied des Übergangs 2 3 P __.. 2 35 mit dem 
von ScHÜLER beobachteten Aufspaltungsbild vergleicht. Die Länge der Linien 
gibt ihre Intensität an. Eingeklammerte Ziffern bezeichnen Linien des Lit. 
Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist durchaus befriedi
gend, wenn auch bezüglich der relativen Intensität der Linien einige Punkte 
noch nicht geklärt sind4• 

Zu bemerken ist noch, daß die Hyperfeinstruktur des Li+ nicht als sehr 
klein gegenüber der Feinstruktur angesehen werden darf, so daß j nicht in 
Strenge quantisiert ist. Daher gelten die einfachen Formeln (24.3) gerade für 
Li+ nur in erster Näherung. Die von uns wiedergegebenen Abbildungen der 
Arbeit GüTTINGER und PAULI sind schon mit Rücksicht darauf berechnet. 

II. Atome in äußeren Feldern. 
A. Zeemaneffekt. 

26. Zeemaneffekt des Wasserstoffatoms ohne Spin (Schrödingersche 
Theorie). Wir wollen in diesem Abschnitt den Einfluß eines äußeren Magnet
feldes auf das Wasserstoffatom studieren. Wir rechnen dabei nicht in atomaren, 
sondern in CGS-Einheiten. Wir gehen aus von der relativistischen Schrödinger
gleichung 

J ~( . iJ e )2 I 16'\-znoxk + cAk -Eo2 'lfl=O. (26.1) 

Darin sind A1 , A2 , A3 die Komponenten des Vektorpotentials, A 4 =iq.> =- i _!", 
e 

wobei q.> das skalare Potential und V die potentielle Energie bedeutet, x4 = ict 
und E 0 = mc2 die Ruhenergie des Elektrons. Für einen stationären Zustand 

1 Siehe H. ScHÜLER, ZS. f. Phys. Bel. 42, S. 487. 1927; Bel. 66, S. 431. 1930; L. P. 
GRANATH, Phys. Rev. Bel. 36, S. 1018. 1930. 

2 P. GüTTINGER, I. c. 
3 Über die Übereinstimmung der Feinstrukturabstände mit der Theorie vgl. Ziff. 23, 

über den Abstand der Lit- von den Li1-Linien s. Ziff. 21. 
4 Vgl. P. GüTTINGER u. W. PAULI, ZS. f. Phys. Bel. 67, S. 743. 1931. Es scheint aber, 

als ob die experimentellen Intensitätsverhältnisse noch sehr stark von den Anregungs
bedingungen abhängen, so daß die Diskrepanz vielleicht hierauf zurückgeführt werden kann. 
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mit der (nichtrelativistischen) Energie E ist die Zeitabhängigkeit von 'lfJ ge
geben durch 

-· _i_ (E-1-E,) t 
'lfJ = e h ' 

so daß 

Llu + 2i_e_ (9( gradu) + 2,Y/1,_(E - V) u + 1 [(E- V) 2 - A2 e2] ~t = 0. (26.2) nc . fi2 J,2c2 

Das letzte Glied ist eine kleine relativistische Korrektur 1, wir lassen es im Fol
genden weg. Das zweite Glied stellt den Einfluß eines äußeren Magnetfeldes 
auf das H-Atom dar, für den wir uns interessieren. 

Wir nehmen an, daß das Magnetfeld homogen ist und daß es die Feld
stärke H und die H.ichtung z besitzt: 

H., = Hy = 0, Hz= H, 

A., = - t H y , Ay = t H x, Az = 0, 

so daß die Schrödingergleichung die Form bekommt: 

oder auch 

ieH( cu cu ·) 2m LI u + . .. .. X . - y -0- + (E - V) 1t = 0 
hc cy cx J,2 

bei Einführung eines Polarkoordinatensystems mit 

Llu + 2n7\(E- V)u + ihw~-~] = 0, 

eH 
W= 

4nmc 

(26.3) 

(26.4) 

(26. 5) 

z als Achse 

(26.6) 

(26.7) 

ist dabei die Frequenz der Larmorpräzession. Man sieht nun leicht, daß die 
Lösungen der Schrödingergleichung ohne Magnetfeld 

u = Rnz (r) Pzm ({}) eim,p (26.8) 

auch die Gleichung (26.6) mit Feld exakt lösen. Es gilt nämlich für die Eigen
funktion (26.8) 

CU 0 

fJrr = zmu. (26.9) 

Wenn wir also setzen 2 

E=E0 +hwm, (26.10) 

so wird aus (26. 5) unmittelbar die Schrödingergleichung ohne äußeres Feld 

2m 
,Iu + n2 (E0 - V) u = o, 

und diese Gleichung wird ja durch (26.8) gelöst. Die Energie ändert sich durch 
Einschalten des Magnetfelds um +hwm, die Änderung ist also proportional 
dem Magnetfeld und der "magnetischen Quantenzahl" m, die hiervon ihren Namen 
hat. Von den Quantenzahlen n und l hängt die Größe der Termverschiebung 
im Magnetfeld nicht ab. Die magnetische Quantenzahl m mißt bekanntlich 
den Drehimpuls des Elektrons um die z-Achse, also um die Achse des Magnet
feldes. Die Formel (26.10) für die Energie des Wasserstoffatoms im Magnetfeld 
läßt daher folgende anschauliche Deutung zu: Vermöge seiner Umlaufsbewegung 
besitzt das Elektron des H-Atoms ein magnetisches Moment, dessen Richtung 

1 Der Term mit A 2 gibt den Diamagnetismus, vgl. Ziff. 29. 
2 E 0 ist jetzt nicht mehr die Ruhenergie mc2 , sondern die Energie des Atoms ohne 

äußeres Feld. 
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(bis auf das Vorzeichen) übereinstimmt mit der Richtung des mechanischen 
Moments der Elektronenbahn und dessen Größe gegeben ist durch 

(26.11) 

bzw. 
~-- e q~ !- 2mc't'• (26.12) 

wobei f der Drehimpuls der Elektronenbahn in atomaren Einheiten, ~ derselbe 
in cgs-Einheiten ist. Dies magnetische Moment ~ bekommt dann im Magnet
feld S) die Energie 

(26.13) 

was mit (26.10) ~bere~~stimmt. . eh 
Der Proportwnahtatsfaktor m (26.11), flo = , wird als BOHRsches 

2mc 
Magneton bezeichnet, es ist die quantentheoretische Einheit des magnetischen 
Moments und spielt in allen magnetischen Fragen, wie Paramagnetismus usw., 
eine ausschlaggebende Rolle. In atomaren Einheiten ist fJ,o = ! a. Auch der 
Proportionalitätsfaktor in (26.12), d. h. das Verhältnis des magnetischen Mo
ments zu dem in absoluten Einheiten geschriebenen Impulsmoment ~ der Elek
tronenbahn ist interessant: Er enthält nämlich die PLANCKsche Konstante h 
nicht. Dementsprechend läßt sich die Beziehung (26.12) auch schon auf dem 
Boden der klassischen Elektrodynamik ableiten (vgl. A. SüMMERFELD, Atombau, 
5. Aufl., S. 138), und zwar für beliebige Bahnbewegungen eines Elektrons1 • 

Auch sonst ist das Resultat, das wir in (26.10) für den Zeemaneffekt des 
Wasserstoffatoms gewonnen haben, im Einklang mit der klassischen Theorie 
des Zeemaneffekts und geht in keiner Weise über diese hinaus. Um das einzu
sehen, müssen wir anstatt der durch (26.10) gegebenen Aufspaltung der Eigen
werte die Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld betrachten. Bekannt
lich ändert sich bei Lichtemission die magnetische Quantenzahl m des Atoms 
überhaupt nicht, falls das Licht parallel zum Magnetfeld polarisiert ist. In 
diesem Fall wird also die Frequenz v der Spektrallinie 

Vmm = l (E- E') = -l(E0 - hwm- E~ + hwm) = v0 , 

d. h. gleich der Frequenz der Linie ohne Magnetfeld. Ist dagegen das Licht 
senkrecht zur Feldrichtung z polarisiert, so springt m um ±1, so daß die Linien
frequenz 

Vm,m±l = l·· (E0 - hwm- E(1 + hw(m ± 1)) = v0 ± w 

wird, d. h. gleich der Frequenz der unverschobenen Linie plus oder minus der 
Frequenz der LARMORschen Präzessionsbewegung: Bei Beobachtung senkrecht 
zum Magnetfeld sieht man also statt jeder Linie des feldfreien Atoms ein Tri
plett von drei äquidistanten Linien, wobei die beiden äußeren Komponenten 
des Tripletts senkrecht, die mittlere parallel zum Magnetfeld polarisiert sind; 
bei Beobachtung in der Feldrichtung sieht man dagegen nur die äußeren Kompo-

1 Übrigens läßt sich die Rez. (26.12) auch direkt aus Gleichung (26.5) ablesen. Da 
nämlich definitionsgemäß 

. ( f) cl) P, = [rjJJ, = -1/i .x 0 - y 0-
oy ox 

h2 c 
ist, kann man (26. 5) schreiben: !Iu - (S) \ß) u + (E - V) u = 0. 

2m 2mc 
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nenten, deren Polarisation in diesem Fall zirkular 1 (um die Achse des Magnet
feldes) ist. Das entspricht genau der alten LoRENTZschen Theorie. Der Abstand 
der äußeren Komponenten des LoRENTzschen Tripletts beträgt 

2-w=_e __ ·H=---- ·--~~~· 1~-:~" - -~ H=0935·10-lH=-l!-cm- 1 (26.14) 
c 2:n:mc2 2·3,14·0,902·10- 27 ·9·1021' ' 10700 ' 

wenn H in Gauß gemessen wird. Bei den normalerweise zugänglichen Feld
stärken von etwa 30000 Gauß kommt man also erst zu Zeemanaufspaltungen 
von etwa 3 Wellenzahlen =etwa 1 A für sichtbares Licht. 

Experimentell findet man die Theorie qualitativ und quantitativ bestätigt 
für Singulettspektren, z. B. für Parhelium. Auch Wasserstoff zeigt den von uns 
soeben behandelten "normalen Zeemaneffekt", allerdings erst in starken Feldern 
(vgl. Ziff. 27). Die quantitative Messung der Zeemanaufspaltung gibt ein Mittel 
zur Bestimmung der spezifischen Ladung des Elektrons an die Hand. Wegen 
der geringen Aufspaltung erreicht die Methode zwar nicht ganz die Präzision 
der früher besprochenen anderen spektroskopischen ejm-Bestimmung (Ziff. 5, 
Vergleich der Rydbergkonstanten von Wasserstoff und Helium), ist aber doch 
recht exakt. Dieneuesten Messungen von J. S. CAMPBELL und W. V. HoUSTON 2 

ergeben efm = (1,7579 ± 0,0025) ·107 e.m.E. 

Zur Messung dienten die Singulettlinien 1P- 1D von Zn und Cd, welche einen 
normalen Zeemaneffekt zeigen. 

27. Anomaler Zeemaneffekt und Paschen-Back-Effekt. Wasserstoff zeigt 
in Wirklichkeit nur bei starken Feldern den in voriger Ziffer besprochenen nor
malen Zeemaneffekt. Starke Felder sind dabei solche, bei denen die Aufspaltung 
des LüRENTzschen Tripletts groß ist gegenüber der Feinstruktur der Wasser
stoffterme. Da letztere für das zweite Niveau 0,365 cm- 1 beträgt (Ziff. 10), so 
muß nach (26.14) die Feldstärke H mindestens etwa 5000 bis 10000 Gauß sein. 
Bei kleineren Feldstärken zeigt Wasserstoff einen anomalen Zeemaneffekt 
ebenso wie andere Atome mit einem Leuchtelektron, z. B. die Alkalien. 

Der anomale Zeemaneffekt kommt unter wesentlicher Mitwirkung des Spins 
zustande. Zur Wechselwirkungsenergie zwischen Magnetfeld und magnetischem 
Moment der Bahn tritt die zwischen Feld und magnetischem Moment des Spins. 
Das Verhältnis zwischen magnetischem Moment und Drehimpulsmoment ist 
nun aber beim Spin doppelt so groß wie bei der Bahnbewegung des Elektrons, 
so daß die Wechselwirkungsenergie Spin-Magnetfeld gleich 

en 
w~ = + mc (~ß) = 2.Uo (.\)!3) (27.1) 

wird 3 . i3 ist der Vektor des Spins (in atomaren Einheiten 'Ii gemessen). Wenn 
das Magnetfeld wieder in der z-Richtung wirkt, wird das gesamte Störungs-
potential en 

w = wl + w. = ~H(k. + 2Sz) = .uoH(Mz + Sz)' (27.2) 2mc 

wobei M., wie üblich, das Gesamtimpulsmoment in der Richtung des Magnet
felds ist. Bezüglich der Ableitung des Ausdrucks (27.1) aus der DIRAcschen 
Gleichung verweisen wir auf Ziff. 7 [Gleichung (7.10)]. 

1 Bei der violetten Komponente dreht sich das elektrische Feld des absorbierten bzw. 
emittierten Lichts in demselben Sinne wie der Strom, der das Magnetfeld erzeugt, bei der 
roten im entgegengesetzten. 

2 J. S. CAMPBELL u. W. V. HousroN, Phys. Rev. Bd. 39, S. 601. 1932; s. auch H. D. 
BABCOCK, Astrophys. Journ. Bd. 58, S. 149. 1923. Die letzteren Messungen sind allerdings 
meist an anomalen leemantypen gemacht. 

3 Vgl. Ziff. 7a, insbesondere Gleichung (7.11). 
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Der Einfluß des Magnetfelds auf Eigenfunktionen und Eigenwerte ist für das Spin
elektron grundsätzlich anders als für das punktförmige Elektron. Beim letzteren bleiben, 
wie wir in Ziff. 26 gezeigt haben, die Eigenfunktionen im Magnetfeld in Strenge die gleichen 
wie ohne Feld, da die Wechselwirkungsenergie zwischen Magnetfeld und Elektron (26.13) 
mit der ungestörten Hamiltonfunktion des Elektrons vertauschbar ist 1 . Die Wechsel
wirkungsenergie (27.2) des Spinelektrons mit dem Magnetfeld erfüllt diese Bedingung nicht: 
Zwar ist M, mit der ungestörten Hamiltonfunktion vertauschbar und daher auch für das 
ungestörte Atom quantisiert, s, dagegen ist mit der Wechselwirkungsenergie zwischen Spin 
und Bahnmoment des Elektrons 

(27.3) 
nicht vertauschbar. Die Wechselwirkung S zwingt, klassisch gesprochen, den Spin zu einer 
Präzessionsbewegung um das Gesamtmoment W(, deren Winkelgeschwindigkeit gleich Sjh 
ist. Der Spin hat daher in Abwesenheit eines Magnetfeldes zwar im Zeitmittel die Richtung 
des Gesamtdrehimpulses, besitzt aber daneben noch eine zeitlich veränderliche Komponente 
senkrecht zu W(. Das Magnetfeld versucht dagegen die Spinkomponente s, zu einer Kon
stante der Bewegung zu machen und muß zu diesem Zweck die Kopplung zwischen Spin 
und Bahnmoment zerstören, d. h. Eigenfunktionen mit verschiedenem Gesamtmoment j 
miteinander vermischen. 

Bei zunehmender Stärke des Magnetfelds findet ein Übergang statt von 
einer Quantelung des Gesamtdrehimpulses M bei kleinen Feldstärken zu einer 
Quantelung der Komponenten Sz und kz von Spin und Bahndrehimpuls 2 in der 
Feldrichtung z bei starken Feldern, der mit einer entsprechenden Änderung 
des Charakters der Zeemanaufspaltung verbunden ist. Dieser Übergang wird 
als Paschen-Back-Effekt bezeichnet. Während des Übergangs - also für mittlere 
Feldstärken - bleibt stets der Gesamtdrehimpuls in der Feldrichtung Mz = m 
quantisiert, da er sowohl mit der Wechselwirkung zwischen Elektron und Feld 
(27.2), wie mit der Spin-Bahn-Wechselwirkung vertauschbar ist 3 . 

Wir behandeln jetzt den Zeemaneffekt für Magnetfelder verschiedener Stärke: 
a) Schwaches Magnetfeld (Zeemanaufspaltung klein gegen Fein

struktur, anomaler Zeemaneffekt): Die Eigenfunktion ist nahezu die des 
ungestörten Atoms, die magnetische Zusatzenergie ist gleich dem Zeitmittelwert 
der Störungsfunktion (27.2), genommen über die ungestörte Bewegung. Wenn 
man nun den Spin über seine Präzessionsbewegung um den Gesamtdrehimpuls Wl 
mittclt, so erhält man (rein klassisch) seine Komponente in der Richtung von Wl: 

oder mit Wl = f + i3 
i3= (~)Wl 

(s )" 1i"' = (M2 +52 - k2 M )" 1i"' = j_(f + 1) + s(s + 1) -_l(l + 1) m (27.4) 
z nl J m 2 M2 z 111 J rn 2 j (j + 1) ' 

wobei wir für die Drehimpulse M 2, 02, k2 ihre Eigenwerte eingesetzt haben. 
Die Energie des Atoms im Magnetfeld wird also nach (27.2) 

wo 
E,~~~m =' E,;t)lJ + Hft0 mg, 

= }_ + s(s +1) -l(l+ _U 
g 2 2j(f+1) 

(27.5) 

(27.6) 

der LANDEsche Aufspaltungsfaktor und E,i'?J die Energie des Atoms ohne äußeres 
Feld ist. Die Zusatzenergie des Magnetfelds ist also genau wie beim Punkt
elektron proportional der magnetischen Quantenzahl m, hängt aber daneben 
vermöge des LANDEschen g-Faktors noch von der inneren Quantenzahl j ab 
(anomaler Zeemaneffekt). 

1 Die vVechselwirkungsenergie enthält nur die I{omponente des Drehimpulses in der 
z-Richtung, k,, die auch für das feldfreie Atom bereits quantisiert ist. 

2 Da 1',1[, stets Konstante der Bewegung ist, wird gleichzeitig mit s, auch k, = JYI, - s, 
quantisiert. 

3 Daneben bleiben n, l und s Quantenzahlen. 
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Für Atome mit nur einem Elektron (Wasserstoff, Alkalien) ist s = ! , i = l + ! bzw. 
l - ! (vgl. Ziff. 8), und wir erhalten durch Spezialisierung von (27.6) 

(27.7) 

Diese Formel kann man auch unmittelbar an Hand der FAULischen Eigenfunktionen (8.27) 
verifizieren. 

Nach (27.7) ist der Abstand zweierbenachbarter Zeemankomponenten (m1 = m 2 + 1) 
bei den Termen j = l + ! größer als für das Elektron ohne Spin (g = 1), bei dem Term 
i = l - ! kleiner. Das erklärt sich daraus, daß der Spin, dessen Wechselwirkung mit dem 
Magnetfeld ja größer ist als die des Bahnmoments, für i = l + ! im wesentlichen parallel 
zum Gesamtimpulsmoment steht, für i = l-! im wesent
lichen antiparalleL Im einzelnen erhält man 

g=2 -a- ~- -H-

für s P• -, p~ -, dg -, d~ -Terme. 

Auch die Aufspaltung der Spektrallinien im Magnet
feld ergibt natürlich nicht mehr das gewöhnliche LoRENTZ
sche Triplett, sonelern ein komplizierteres Aufspaltungs
bilcl, aus dem man auf die Quantenzahlen l und i des An
fangs- und Endterms der Linie schließen kann. Zur Be
rechnung des Aufspaltungsbildes muß man die Auswahl
regeln beachten, die gerrau so lauten wie für das Elek
tron ohne Spin : 

L1 m = 0 für die parallel zum Magnetfeld polari
sierten Komponenten, 

L1 m = ± 1 für die senkrecht polarisierten Kompo
nenten. 

Abb. 18 gibt das Aufspaltungsbild der p-Ni
veaus und des s-Niveaus und die daraus resul
tierende Aufspaltung der Linien 1 s- 2P.\ und 
1 s- 2p,.. Die hier gegebene Theorie des a-noma-

• len Zeemaneffekts ist vielfach von der Erfahrung 
bestätigt!. 

b) Starkes Magnetfeld (Zeemanaufspal
tung groß gegen Feinstruktur, quasinor
maler Zeemaneffekt bzw. kompletter Pa
schen-Back-Effekt). 

1. Näherung. Die Eigenfunktionen sind Pro
dukte einer räumlichen und einer Spin-Eigenfunk
tion, die magnetische Energie (27.2) läßt sich sofort 
hinschreiben: W = Hf1o(mt + 2m,). (27_8) 

-;t>.fa II 
I [I 

1?;a 

I: II 
II 

m'l II 
II lj 
~I lj 

I ~:I Ii 
I Ii 
I I jl II 
I I jl II 
I I jl II 
I I jl II 

I I 

i I 

f i 

u 

Abb. 18. Anomaler Zeemaneffekt einer 
Linie n 1S- m 2P. Oben Termschema, 
ausgezogene Linien sind parallel zum 
Feld polarisiert (n-Komponenten), ge
strichelte senkrecht (u-Komponenten), 
unten Aufspaltungsbild der Linie. Der 
rechte Teil des Aufspaltungsbildes ent
steht aus der Linie n 1S- m 2Pa12, der 
linke Teil gibt die Zeemanaufspaltung 
von n 1S- m 1P1 , 2. Die Linien des Auf
spaltungsbildes sind die direkte Fort
setzung der im Termschema (oben) ein-

gezeichneten Linien. 

Da m1 ganzzahlig und m, halbzahlig ist, wird die magnetische Energie wie beim 
Elektron ohne Spin gleich Hf10 mal einer ganzen Zahl, es wird ein normaler 
Zeemaneffekt vorgetäuscht. Das gilt auch für die Aufspaltung der Spektral
linien: Da nämlich in der Eigenfunktion Spin und Bahndrehimpuls nicht mehr 
verkoppelt sind, kann sich die Spinquantenzahl m, bei einem optischen Über
gang nicht mehr ändern 2, es gilt also die Auswahlregel 

Llm. = 0, } 
LI m 1 = 0, ± 1, je nach der Polarisation des Lichts, 

1 Vgl. z. B. E. BACK, Zeemaneffekt und Multiplettstruktur, Abschn. II. 
2 Die Übergangswahrscheinlichkeit ist 

+l ,. .. 
L /1t,!';,. mj (r, .0, <p) (jm:•z q Unrm1 (r, i}, <p) dm,•z d r = dm.;m, I u,!';l' mj q Un zm1 d1:. 

Sz=-!' • 

(27.9) 
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die Spektrallinien bekommen das Aussehen LüRENTZscher Tripletts, voraus
gesetzt, daß sowohl der Ausgangs- wie der Endterm der Linie kompletten 
Paschen-Back-Effekt erleidet!. 

In 2. Näherung müssen wir jetzt die Spin-Bahn-vVechselwirkung betrachten. Ihre 
Wirkung erhalten wir bei starken Feldern, indem wir die Wechselwirkungsenergie (27.3) 
über die Bahnbewegung mitteln. Da f und !3 unabhängig voneinander um das Magnetfeld 
präzessieren, ist der Zeitmittelwert von (fi3) gleich dem Produkt der Komponenten von f 

0 jlg 

{ 1 -~ 
...,--+---:1-li- -1 ~ 
+-+-+1- 0 -jlg 

-1 ~ 

0 jlg 

0 -jlg 

v~ 
cg 

Abb. 19. Kompletter Pa
schen-Back-Effekt einer 
Linie n 25-m 2 P. Oben 
Termschema, unten Auf
spaltungsbild. Die Buch
staben beziehen sich auf 
das Aufspaltungsbild in 
Abb. 18. Die Linien a, b, 
h, k des anomalen Zee
maneffekts sterben beim 
Übergang zu hohen Feld
stärken ab (vgl. Abb. 21 ). 
Der Abstand ef bzw. d-i 
kommt von der VVech
selwirkung zwischen Spin 

und Bahn her. 

und !3 in der Feldrichtung, also 

\Venn wir r ~" aus der Feinstrukturaufspaltung bei verschwindendem 
Feld 

'E-E - -' 2Z "·{1(2s+1), 
LJ - 1 ~ '+' Ei~'~-·' .- 0 <X r s (21 ~I 1), 
entnehmen, kommt 

wenn i<s, l (27.10) 
wenn l>s J 

(27.11) 

(27.11) gilt für beliebige Werte des Gesamtspins s und des Bahn
moments m. Spezialisierung auf Atome mit einem Elektron (s = ~) gibt 

(27.12) 

Die Gesamtenergie des Atoms im Zustand nlsm1 m,, ergibt sich, indem 
man (27.8) und (27.11) zum Energieschwerpunkt des Multipletts nls 
addiert. Jeder "Zeemantcrm" des Atoms im starken Magnetfeld zeigt 
eine Aufspaltung von der Größenordnung der Feinstrukturaufspaltung 
des feldfreien Atoms. Dasselbe gilt für die Spektrallinien. 

Abb. 19 gibt das Termschema (oben) und das Aufspaltungsbild 
(unten) für die Spektrallinie 1 s - 2p eines Alkaliatoms in starken 
Magnetfeldern. 

c) Mittelstarke Felder, Paschen-B-ack-Effekt 
(Zeemanaufspaltung und Feinstruktur von gleicher 
Größenordnung): Die einzige Größe, die für mittlere Felder 
quantisiert bleibt, ist der Gesamtimpuls in H.ichtung des 
Magnetfelds Mz. Um die Eigenfunktion und die Energie
niveaus zu finden, schreiben wir den Teil der Matrix der 
Gesamtenergie hin, der einem bestimmten Wert Mz = m 
entspricht. Die betreffende Teilmatrix besitzt bei Dublett
spektren zwei Zeilen und Kolonnen, die wir den beiden mög
lichen Werten des Gesamtmoments, j = l + 1/ 2 und j = l- 1/ 2, 

zuordnen. Bezeichnen wir die Eigenwerte des Atoms ohne 
Magnetfeld, die diesen beiden Werten für j entsprechen, mit E + und E _, so 
lautet unsere Teilmatrix 

l +1 H fto f(l +~~)2 - m2) l 
2 1 1 ' (27.13) 
E + m (1 - ·) H 11. - , 21 + 1 r'O 

wobei die Matrixelemente der magnetischen Energie aus den PAULischen Eigen-

1 Als partiellen Paschen-Back-Effekt bezeichnet man den Fall, daß der eine Term 
bereits Paschen-Back-Effekt erlitten hat, während der andere noch anomalen Zeemaneffekt 
zeigt. Vgl. dazu Abschnitt d dieser Ziffer. 
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funktionen (8.27) des Spinelektrons zu entnehmen sind. Die Eigenwerte E 
ergeben sich aus der quadratischen Gleichung 

zu 

(E+ + H,a0 m · ~~-! ~- E)(E- + Hf10 m · 2f~1 - E) l 
- (2~~"S r(l + ~r- m21 = 0 

Daraus erhält man wieder 

cx) durch Spezialisierung auf kleine Feldstärken, H l'o ~- E + - E _ : 

h'=~(E++J..- )+Ht'om±-~(E+-F )±Hi'o'>/: 1 
das gibt bei \Vahl des positiven Zeichens - ' 

. - 21 + 2 
h=h++Ht10 m·---, 

21 + 1 

(27.14) 

(27.15) 

(27.16) 

d. h. die Energie des mten Zeemanniveaus des Zustands j = l + J; bei \Vahl des negativen 
Zeichens erhält man 

21 
E=E. +Ht'om'zt+1' (27.17) 

d. i. die Energie der m ten Zeemankomponente des 
Niveaus j = l - ,t; 

ß) durch Spezialisierung auf große Feldstärkcn, 
H,u 0 . .3- L. + -- L. _ 

E=}(F++E)+llt'om±~HI'o± m (E+-E ) 
21+ 1 -

oder bei Einführung des Schwerpunkts der feld- ~1~ 
freien Energicnivcaus, 

E _F+·(l+1)+E .f 
()- ---- 21 + 1 .. -

und ihres Abstands .J h' ~~ lo'+ - l!-' (vgl. 27.1u): 

L1F 
E •-~ E 0 +H110 (m ± ~) ± 21 + 1 (m F il· (27.18) 

(27.18) ist identisch mit den Formeln (27.8), (27.12), 
das obere Zeichen entspricht dem Zustand m 1 ·~ m 
·- ~, m,, ~ ~-, das untere dem Zustand m 1 ~ m + ~, 
m., ~ - t. Der erstere entsteht also durch den 
Paschen-Back-Effekt aus der m ten Zeemankom
ponente des oberen Feinstrukturniveaus j ~ l + I, 
der letztere aus der entsprechenden Komponente 
des unteren Feinstrukturnivcaus j -· l -- ~, so daß 
eine Cberschneidung dieser Terme nicht vorkommt. 

In Abb. 20 ist der Paschen-Back-Effekt 
eines 2p-Terms von kleinen zu großen Feld-

0 

-1 

Ab!J. 20. Paschen-Back-Effekt für 2 P-Tcnne 
(nach einer Tabelle von K. DARWIN, Proc. Roy. 
Sor.. Lonclon Bel. 118, S. 264. 1928, gezeichnet). 

Abszisse H."~, Ordinate E ~ ~. H =Magnet-
. Ir: JE 

ft>ld, E 0 ;:_, Schv.;crpunkt sämtlicher Terme, 
E o-; Euergie eines bestimmten Terms, _I E =Ab
stand der 2 P-!\iveaus bei verschwindendem Feld. 

stärken verfolgt. Magnetfeld H fl und Termverschiebung E- E0 sind in Viel
fachen der Feinstrukturaufspaltung c1 E ohne Magnetfeld ausgedrückt. Für 
das 2p-Niveau des Wasserstoffatoms ist z. B. c1E=0,365cm- 1, für H 0 =21400 
· 0,365 Gauf.l = 7800 Gauf.l wird H0 f1 0 =LI E. Man sieht aus der Abbildung, 
daß sich bisweilen zwei Terme überschneiden, jedoch immer nur solche mit 
verschiedenem m. Der Paschen-Back-Effekt sorgt dafür, daß Überschneidung 
von Termen mit gleichem m nicht vorkommt. Die beiden Terme m = ±(l + i) 
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zeigen eine lineare Abhängigkeit vom Magnetfeld, weil für diese beiden Werte 
von m nur je ein Term existiert, so daß die Eigenfunktion sich beim Übergang 
von schwachen zu starken Feldern nicht ändern kann. 

Entwickeln wir die Eigenfunktion für mittlere Feldstärken nach Eigenfunktionen des 
feldfreien Atoms 

so ist 

mit 

a = YHi-+rl. 
a=-Y!-(1 -y), 

b = yf{1-=y) für das höhere Niveau, 

b = Y!- ( 1 + y) für das tiefere Niveau 

1 m 
- AE+--HI' 
2 21+1 ° " ____________ _ 

I - VI -1 -2 - m - -- - 1 2 2 • 

-AE + --L1EHf1o + -H Po 
4 21+1 4 

(27.19) 

(27.20) 

Im Grenzfall verschwindenden Magnetfelds wird y = 1, also a = 1, b = 0 für das höhere, 
a = 0, b = 1 für das tiefere Niveau, wie es nach Definition der a, b in (2 7 .19) sein muß. 
Für sehr starkes Magnetfeld wird 

m 
r = l+ 1' 

b = v-(~i1-~I für das höhere Niveau, 

b = vl f~/: 1-_t für das tiefere Niveau, 

und mit den Ausdrücken (8.27) für die ungestörten Eigenfunktionen erhält man 

_ R (Yz,m-l ({},cp)) 
ul- nl 

0 
füF das höhere Niveau, 

ll2 = Rnz(y ~({} )) 
l,m+ 2 ,q; 

für das tiefere Niveau 

(m > 0 vorausgesetzt). Diese Funktionen drücken die Tatsache aus, daß sz quantisiert ist, 
für u1 z. B. ist Sz = + !-· Natürlich kann man die Eigenfunktionen für mittlere Felder auch 
nach diesen Eigenfunktionen u1 u 2 entwickeln, was für die Berechnung von Übergangs
wahrscheinlichkeiten noch bequemer ist; man findet mit der Abkürzung 

1 . m 
-H11o + --- L1E 
2 21 + 1 

-- --~-------- _--, 

die ersichtlich ganz analog zu y (27.20) gebaut ist, 

lt=Rnz(r)( V!-(1+d)Yt,m-l) 
- V!-(1 - d) Yt,mH 

für das obere 
Niveau,) 

tt = Rnl (r) ( Y!-(1 - d) Yt, m-t) 
Y!-(1 +d) Yt,mH 

für das untere Niveau. 

(27.21) 

(27.22) 

Hieraus kann man in jedem gegebenen Fall die Übergangswahrscheinlichkeiten für die ver
schiedenen Paschen-Back-Komponenten berechnen. 

Die Auswahlregeln lauten, wie man sich leicht überlegt, folgendermaßen: 
Für beliebige Felder gilt die Auswahlregel 

LI m = 0 für Polarisation parallel zum Magnetfeld, 
LI m = ±1 für Polarisation senkrecht zum Feld. 
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Für schwache Felder tritt dazu die Auswahlregel für j(il j = 0, ±1), für sehr 
starke Felder die Auswahlregel iJ m, = 0, so daß die normalerweise für m = M. 
bestehende Auswahlregel dann für m1 = kz gilt. Das Bild des Paschen-Back
Effekts (mittlere Felder) ist also linienreicher als das des gewöhnlichen anomalen 
Zeemaneffekts (schwache Felder) und des "normalen" Zeemaneffekts (kompletten 
Paschen-Back-Effekts) bei sehr starken Feldern. Abb. 21 zeigt die Intensität 
und Lage der Zeemankomponenten der Linie s- p für 

a) H fto = / 0 • Feinstrukturaufspaltung des p-Terms, 
b) H fto = ·} 
c) H fto = 1 · 
d) H fto = 2 • 

d) Vergleich mit der Erfahrung. Experimentell ist der Zeemaneffekt 
des Wasserstoffs, und zwar der Linien H"' und Hfl von FöRSTERLING und HANSEN1 

untersuchtworden. Diever- J i a)ftuo-1;,oLJW, 
wendeten Feldstärken gin- a d II 0 

genvonJJOObis10500Gauß. 8. I I jj 0' 

Schon die kleinste Feld- 1! II 
stärke genügt, um bei v 

den dreiquantigen Termen 
praktisch vollständigen Pa- JDh i b)llp.o-1f2LJWo 
schen-Back-Effekt hervor- el dll I ~ 
zurufen 2• Der 2p-Term da- h j . .. _ . 
gegen befindet sich gerade ____ ....__1.--+1--''--TI-,' ___.__...._ ___ _ 
im Stadium der magneto- b ot 

optischen Verwandlung, da h 
die kritische Feldstärke H0 , c g 
bei der die Zeemanaufspal- J d 
tung gleich der F einstruk- c 
turaufspaltung wird, gleich 
7900 Gauß ist. 

Abb. 22b zeigt die be
rechneten Aufspaltungsbil-
der der Linie H"' für H 
=4000 und 10000 Gauß 
(Länge der Linien propor- d 
tional Intensität, a-Kom
ponenten oben, .n-Kom
ponenten unten), Abb. 22c 

b 

die experimentellen Auf-

a 

b 

c 
e g 

c ,q 

i 

h 

d i 

q 

h 

nahmen. Bei 4000 Gauß 
haben die n-Komponenten 
nach Ausweis von Experi
ment und Theorie noch den 
Charakter des anomalen 
Zeemaneffekts, die beiden 

Abb. 21. Paschen-Back-Effekt einer Linie n 2S- m 2P: Übergang von 
schwachen zu starken Feldern. a) H !'o = j 6 tl E (entspricht Abb.18), b) H l'o 
= ~ AE, c) H !'o = ;I E, d) H !'o = 2AE (entspricht nahezu Abb. 19). Man 
beachte das Aussterben der Außenkomponenten a, b, h, k und den Über
gang von klar getrennten Feinstrukturkomponenten (Abb. a) über schwer 
übersehbare Bilder (b, c) zum fast genauen LORENTzschen TripJett (d). 

Feinstruktur kom ponen ten sind noch deutlich getrennt. Bei 1 0 000 Gauß ist von der 
Feinstruktur nichts mehr zu sehen, man hat kompletten Paschen-Back-Effekt. 

1 K. FöRSTERLING u. G. HANSEN, ZS. f. Phys. Bd. 18, S. 26. 1923. 
2 Die Grenze des Paschen-Back-Effekts kann angenommen werden, wenn die Zeeman

aufspaltung H 0 t-t0 gleich der Feinstrukturaufspaltung LI E zweier Terme mit gleichem l und 
verschiedenem j ist. Das führt für den 3P-Term des Wasserstoffs auf H 0 = 2200, für den 
3d-Term auf H 0 = 750 Gauß. 
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Unsere Theorie des anomalen Zeemaneffekts und Paschen-Back-Effekts 
gilt natürlich auch für die Alkalien!. 

11=0 

H~sooo 6avß 
mz-2, mg-1f2 

....:...z....;;'il2:.._ __ ..!.J._!!L_ 

-8,-112 

8d-Term 8JL-Term 

ZJZ zs 

112 

a) Termschemata. ·des oberen und unteren 
Niveaus bei H = 0 und 3900 Gauß. 

c) Experimentelles Aufspaltungsbild der 
zrr.-Komponenten. (Nach FöRSTERLING 

und HANSEN.) 

e) Der Zeemaneffekt kann auch unmit
telbar aus der DIRAcschen Differentialglei
chung erster Ordnung (7.1) abgeleitet wer
den, ohne daß man zuerst zur Gleichung 
zweiter Ordnung übergeht. Dies ist von DAR-

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

d 

II-J900 ffauß 

II~ 9750 ffquß 

b) Theoretisches Aufspaltungsbild der Linie, oben ohne Feld, in 
der Mitte bei 3900 Gauß, unten bei 97 50 Gauß. Bei 3900 Gauß 
ist H I" gleich der halben Aufspaltung der feldfreien Niveaus, bei 
den n-Komponentcn erscheinen noch zwei deutlich getrennte Grup
pen, die den beiden Feinstrukturniveaus entsprechen, bei den a
Komponenten drei Gruppen. Bei 97 50 Gauß hat man im wesent
lichen ein verschmiertes LoRENTzsches Triplctt. - Die gestrichel
ten und die ausgezogenen n-Komponenten zeigen bei Beobachtung 
in Richtung des Magnetfelds entgegengesetzte Zirkularpolarisation. 

Abb. 22a bis c. Paschen-Back-Effekt der ersten Balmerlinie Htx. 

wrN 2 ausgeführt worden, das Resultat ist natürlich dasselbe wie nach der hier 
durchgeführten FAULischen Theorie. 

28. Zeemaneffekt des Heliums. Der Zeemaneffekt des Parheliumspektrums ist normal, 
da es sich ja um ein Singlettspektrum handelt, bei dem der Gesamtspin 0 ist. Messungen 
von LOHMANNa an den Linien 2 1S- 3 1P, 2 1P- 4 15, 2 1P- 3 1D, 2 1P- 4 1D bestätigen 
das sehr gut. 

1 Vgl. z. B. die Messungen von F. PASCHEN u. E. BACK, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 897. 
1912; Bd. 40, S. 960. 1913. 

2 C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London Bd. 118, S. 654. 1928. 
3 W. LoHMANN, Phys. ZS. Bd. 7, S. 809. 1<)06. 
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Orthohelium muß bei schwachen Feldern den anomalen Zeemaneffekt der Triplettspek
tren zeigen, der Aufspaltungsfaktor g ergibt sich aus der allgemeinen LANDEschen Auf
spaltungsformel (27.6), wenn man s = 1 setzt: 

1+2 
für i=l+ 1 ' l + 1 

1 
g= 1 + l(l~=t-1) für j = l, (28.1) 

l- 1 
für j=l-l 

1 . 

Dieser Zeemaneffekt entzieht sich aber der Beobachtung. Denn bei den 3P-Termen, deren 
Feinstruktur an und für sich groß genug wäre, um die Beobachtung des anomalen Zeeman
effektes ohne Störung durch Paschen-Back-Effekt zu ermöglichen, fällt wegen der anomalen 
Feinstruktur des Heliums (Ziff. 23) die Komponente j = 2 fast genau mit j = 1 zusammen, 
und infolgedessen tritt für diese beiden Feinstrukturkomponenten doch schon bei kleinsten 
Magnetfeldern Paschen-Back-Effekt ein1• Die Struktur des 2 3P-Terms in nicht allzu starken 
Magnetfeldern (ca. 10000 Gauß) ist daher folgende: Das Niveau j = 0 bleibt im Magnetfeld 
unverändert am alten Platz, aus den Niveaus j = 2 und j = 1 zusammen entstehen: je ein 
Niveau mit m = ±2, je zwei Niveaus mit m = ±1 und zwei mit m = 0. Die Niveaus mit 

m 8 mz m = ±2 und ± 1 haben dabei die Lagen, die ihnen 
1 bei komplettem Paschen-Back-Effekt zukommen: 

0J-O E=E0 ±3Hp0 für m=±2, m1=m,=1, 3 7 11 

! I 
3 I 

0 
'I 8 113 

5 i!s i! 
•'1*" 

m....(J 

llli1{}: 111 

i! i! 1'11 115 

iiW ::,,, 
1·1·1 ::11 1 

i1i1i 1111 ·I ,,,, 
·Ii i "'~ \·. 1111 

! i i Ii : \: l 
1 6i! i! ?jffl 

~~~~ I 
3 7l! 1'1: 

i 
I 
I 

10 

-1 0 

-1 -1 

0 

0 0 

15 
0 -1 

a) Tennschema. Die sechs Niveaus m = ±2, 
±I des 2 3 p. Terms zeigen kompletten Paschen· 
Back-Effekt, von den Niveaus m = 0 ist das 
oberste im wesentlichen der ungestörte Pein
strukturterm i = 0, die beiden unteren enthal-

ten i = I und 2 gemischt. 

E=E0 ±2Hp0 m=±L m1 =0, m,=±1, 
E=E0 ±2Hp0 m=±L m1 =±1, m,=O. 

Jedem der sechs Niveaus lassen sich bestimmte Werte 
von m1 und m, zuordnen (vgl. Ziff. 27b). Die beiden 
Komponenten m = 0 erleiden dagegen nur einen par
tiellen Paschen-Back-Effekt, weil das Feinstruktur
niveau j = 0 bei mittleren Magnetfeldern ja noch 
nicht mit unseren beiden Niveaus j = 2 und 1 ver-
mischt wird. 

Um diesen partiellen Paschen-Back-Effekt näher 
zu verfolgen und gleichzeitig auch die bei höheren 
Feldern eintretende Änderung der Lage des Niveaus 

u 
13 

12 
I 
I 

1'1,15 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1,3 

-- rechlszirkvlar 
---- linkszirkvlar 

5 
3 

ö1{} 
b) Aufspaltungsbild theoretisch. Die Nummern beziehen sich auf 
das Termschema a. Außer dem LoRENTzschen Triplett (Linien 
1 ,2; 6,10; 14, 15) erscheinen eine Reihe anomaler Linien, die von 
den Niveaus m= 0 des 2 3P-Terms ausgehen. Besonders leicht zu 

beobachten sollten hiervon die Linien 7,9 (n) und 12 (a) sein. 

Abb. 23a n. b. Zeemaneffekt der Linie 2 3P .... 2 35 von Helium bei H = 8500 Gauß. 

j = 0 zu berechnen, schreiben wir den Teil der Energiematrix auf, der zu m = o gehört, 
wobei die drei Zeilen und Kolonnen der Matrix den Zuständen j = o, 1, 2 entsprechen sollen: 

1 In der Tat fand LoHMANN den normalen Zeemaneffekt an den starken Komponenten 
der Linien 2ap_ 4 3S, 2 3P- 3 3D, 2 3P- 4 3D. Die im folgenden zu besprechende Anomalie 
wurde experimentell noch nicht beobachtet. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 26 
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Dabei sind E 0 E 1 E 2 die Energien der Terme j = 0, 1, 2 des feldfreien Atoms. Setzen wir, 
wie wir wollten, E 0 - E 1 y H f.lo ))> E 1 - E 2 voraus, so wird die gestörte Energie des Zu
stands j = 0 

E. = E 2 (Hflo)z 
J=o o + ., ,, E -' L'..o- 1 

und die Energie der beiden anderen Niveaus 

d. h. die beiden Niveaus haben einen Abstand 2 jlf H 110 • Die zugehörigen Eigenfunktionen 
sind Summe bzw. Differenz der Eigenfunktionen j = 1, m = 0 und j = 2, m = 0 des un
gestörten Atoms. Abb. 23 a gibt das resultierende Aufspaltungsschema des 2 3 P-Terms für 
H = 8500 Gauß, d. h. Hf.lo = i(E0 - E 1), Abb. 23b die entsprechende Aufspaltung der 
Linie 2 35- 2 3P. 

29. Diamagnetismus des Heliums 1• Der Helium-Grundterm erfährt im 
~Iagnetfeld keine Aufspaltung, da er ja kein Drehimpulsmoment besitzt. Wohl 
aber wird er durch das Magnetfeld verschoben, und zwar wegen des letzten Terms 
in Gleichung (26.2), den wir bisher immer vernachlässigt haben. Die Term
verschiebung ist 

e2 e2 
LIE = + 2mcz (A2(rl) + A2(r2)) = 8mc'i H2(x12 + YI2 + x22 + y22). (29.1) 

Dabei ist 2r(t1) das Vektorpotential am Orte des ersten Elektrons, x1 y1 z1 die 
Koordinaten des Elektrons. Das Magnetfeld ist homogen und parallel der 
z-Achse angenommen, so daß das Vektorpotential wieder durch (26.4) gegeben 
ist. Gehen wir zu atomaren Einheiten über und beachten wir, daß die Ladungs
dichten der beiden Elektronen kugelsymmetrisch und in gleicher Weise verteilt 
sind, so erhalten wir 

(29.2) 

wo r 2 der Mittelwert von r 2 für ein Elektron ist. Die Berechnung dieses Mittel
werts mit Hilfe der HARTREEschen Ladungsverteilung (Tabelle 9) gibt 

r 2 = 1,19 at. Einh., LIE = 1,05 ·10- 5 H 2 at. Einh. (29.3) 

Bei einer Feldstärke von H = 100000 Gauß = 0,006 at. Einh. beträgt die Term
verschiebung also etwa 4. 10- 10 at. Einh. = 0,8 · 10- 4 cm-1, liegt also ganz 
gewiß weit unterhalb der spektroskopischen Beobachtbarkeit. Diese minimale 
Termverschiebung ist aber verantwortlich für den Diamagnetismus des Heliums. 

Die Suszeptibilität pro Molx ist definiert durch 

L LI E = - i X H 2 , (29.4) 

wo LIE die berechnete Termverschiebung ist und L die LosCHMIDTsche Zahl 
= 6,06 · 10 23• X hat die Dimension eines Volums, wir bekommen also, wenn 
wir LIE aus (29.3) einsetzen, X in Einheiten a 3 (a = Wasserstoffradius); messen 
wir X in cm 3, so ergibt sich 

2L1 E - . X= fi2 La3 = -2. 1,05 ·10-". 6,06 ·1023 • 0,5283 ·10- 24 = -1,87. 10-G. 

Gemessen 2 ist X= -1,88. 10-G, die Übereinstimmung ist vorzüglich. 

1 Vgl. J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 333. 1928. 
2 A. P. WILLS u. L. G. HECTOR, Phys. Rev. Bd. 23, S. 209; Bd. 24, S. 418. 1924. 
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B. Starkeffekt. 
1. Wasserstoffatom. 

30. Linearer Starkeffekt. Das Wasserstoffatom unterscheidet sich von 
allen übrigen Atomen dadurch, daß seine Terme in einem homogenen elektrischen 
Feld eine Aufspaltung proportional der ersten Potenz der Feldstärke erleiden, 
während alle übrigen Atome nur eine in der Feldstärke quadratische Aufspaltung 
zeigen. Wenn auf ein beliebiges Atom ein homogenes, parallel z gerichtetes 
elektrisches Feld von der Feldstärke F wirkt, lautet die Schrödingergleichung 
des Atoms in atomaren Einheiten 

(i,1 + E- V- F JE: zi) u = 0; (30.1) 
i 

da nämlich -Fz das elektrostatische Potential des äußeren Feldes ist, wird die 
Energie des iten Elektrons in diesem Felde (in absoluten Einheiten) gleich 
+eFzi· Die Summe über i in (30.1) geht über alle Elektronen des Atoms. 

Nun sieht man ohne weiteres, daß der Mittelwert des Störungspotentials 

qJ = F 4 Zi (30.2) 

über eine Eigenfunktion des feldfreien Atoms verschwindet: Denn die ungestörten 
Eigenfunktionen jedes Atoms bleiben bei einer Inversion des ganzen Atoms am 
Kern 1 entweder ganz ungeändert oder sie wechseln dabei nur ihr Vorzeichen 
("positive" und "negative" Terme). Das folgt daraus, daß die Hamiltonfunktion 
des feldfreien Atoms bei der Inversion am Kern ungeändert bleibt (vgl. die ent
sprechende Argumentation bezüglich der Symmetrie von Hamiltonfunktion und 
Eigenfunktion des Heliumproblems in den Koordinaten der beiden Elektronen, 
Ziff. 11). u~ ist also jedenfalls invariant gegen gleichzeitige Umkehrung der 
Vorzeichen aller Elektronenkoordinaten, W wechselt dabei aber gerade sein Vor
zeichen, so daß die Diagonalelemente der Matrix des Störungspotentials 

f (/J uo2 dr 

notwendigerweise verschwinden. Im allgemeinen bekommt man daher erst in 
der zweiten Näherung der SCHRÖDINGERschen Störungstheorie eine Wirkung des 
elektrischen Feldes auf die Terme des Atoms, d. h. der Starkeffekt ist im all
gemeinen in schwachen Feldern proportional dem Quadrat der Feldstärke. 

Daß Wasserstoff hiervon eine Ausnahme bildet, hängt engstens mit der 
Entartung seiner Eigenwerte bezüglich der Azimutalquantenzahl l zusammen. 
Denn die Wasserstoff-Eigenfunktion in Polarkoordinaten 

Unzm (r, {}, cp) = Unz (r) sin"'7? (cosl-m {} + cost-m- '2 {} • a + ... ) eim<p 

multipliziert sich bei einer Inversion am Kern mit ( -1 )1, wie man unmittelbar 
sieht 2• Diejenigen Matrixelemente des Störungspotentials W, welche einem Über
gang von einem Zustand mit geradem l zu einem mit ungeradem l entsprechen, 
verschwinden daher im allgemeinen nicht; da aber zu jedem Energieniveau n 
des Wasserstoffs sowohl Zustände mit gerader wie solche mit ungerader Azimutal
quantenzahl gehören, gibt es schon in erster Näherung eine Aufspaltung und 
Verschiebung der Eigenwerte, der Starkeffekt ist (in schwachen Feldern) eine 
lineare Funktion der Feldstärke. 

1 Darunter verstehen wir die Umkehrung der Vorzeichen aller Elektronenkoordinatcn, 
also den Ersatz von x1 y 1 ... zN durch -x1 -y1 ..• -zN. 

2 In Polarkoordinaten muß man bei der Inversion {} durch n- 0. und cp durch n + cp 
ersetzen. 

26* 
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Es wäre natürlich an sich möglich, den linearen Starkeffekt des H-Atoms 
zu berechnen, indem man die Matrixelemente des Störungspotentials (30.2) mit 
Hilfe der gewöhnlichen Eigenfunktionen in Polarkoordinaten ausrechnet und 
die Eigenwerte dieser Störungsmatrix aufsucht. Glücklicherweise läßt sich der 
Starkeffekt aber auch einfacher behandeln, indem man anstatt in Polarkoordi
naten in parabolischen Koordinaten rechnet. Wie wir in Ziff. 6 gesehen haben, 
kann man die Schrödingergleichung des Wasserstoffatoms ohne äußeres Feld 
auch in diesen Koordinaten separieren (was eng zusammenhängt mit der Ent
artung der Wasserstoffterme bezüglich l). Es zeigt sich, daß die Separierbarkeit 
auch im elektrischen Feld erhalten bleibt. Das Störungspotential des elektrischen 
Feldes, Fz, läßt sich nämlich nach (6.1) durch die parabolischen Koordinaten 
ausdrücken: 

Fz = !F(~- 1J). 

Wenn w1r in der Schrödingergleichung 

(~Ll+E+~-Fz)u=O 

den LAPLACEscl::en Operator nach (6.4) in parabolischen Koordinaten schreiben 
und gleichzeitig die Gleichung mit ! (~ + 1J) multiplizieren, bekommen wir 

0°~ (~ ~;) + 0~ (17 ~;) + (;; + 41
11 ) ·~~· + [!E (~ + rJ) + Z- !F(~2 -rJ2)] u = o. 

Diese Differentialgleichung läßt sich genau wie in Ziff. 6 durch den Ansatz (6.5): 
u = u1 (~) u2 (1J) eimrp, Z = Z1 + Z~ separieren, wobei aber jetzt für die Funk
tionen u1 und u2 statt (6.6) die Differentialgleichungen 

dd~ (~~~~) + ({-E ~ + Z1 - ;; - : F ~2)u1 = o,l 
(30-3) 

_ci_(""d,u2) + (-1__E17 + Z - _'11'!_
2 + 1 Fn2)u = 0 

d1J "I d1} 2 2 41} 4 2 

gelten, welche sich durch das Vorzeichen von F unterscheiden. Die gewöhnlichen 
Differentialgleichungen (30-3) lassen sich nun entweder direkt integrieren - dies 
werden wir in Ziff. 32 tun - oder aber durch ein Störungsverfahren behandeln, 
welches ausgeht von den ungestörten Eigenfunktionen (6.7), (6.8) und den un
gestörten Energiewerten (6.10). Solange die Feldstärke nicht allzu groß ist, wird 
das Störungsverfahren genügen 

Das Störungsverfahren weicht insofern vom üblichen ab, als man als Eigenwert der 
Differentialgleichung (30.3) nicht etwa die Energie E zu betrachten hat, sondern die Sepa
rationsparameter Z1 Z 2 . Diese werden durch Lösung der Differentialgleichungen als Funli:
tionen von E und der Feldstärke F bestimmt. Die Bedingung Z1 + Z 2 = Z gibt dann erst 
die gewünschte Gleichung zwischen E und F, d. h. die Energie als Funktion der Feldstärke. 

Wenn wir, wie in Ziff. 6, die Größe 

(30.4) 

einführen, so läßt sich bei Abwesenheit des elektrischen Feldes der "Eigenwert" Z 1 durch 
die elektrische Quantenzahl n1 und die magnetische Quantenzahl m nach der Formel 

(30.5) 

ausdrücken. Die durch das Feld F verursachte Störung dieses Eigenwertes ist in erster Nähe
rung gegeben durch das Integral des Störungspotentials über die ungestörte Eigenfunktion. 
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Diese ist bis auf die Normierung durch (6. 7), (6.8) gegeben. Normieren wir noch durch 
die Forderung 

00 

.Ju12 (~) d~ = 1, 

0 
so haben wir [vgl. (3.13)] 1 

u (!:)=- ntl"2"~c-ke2dm,!(m+l)L';:+•n(,~), 
1 ~ 'I ~ 1 

n1 + m!; 
also [vgl. (3.13)] 00 ) 

Ztl = 1 F j";2 u12 d ~ = _1_p ~!! __ f",m +I ~m+2 C-E~ d ~ (L;+no (e~))2 
4 . 4 n 1 + m ! 3 .~ ' 

0 
1 

=- Fe- 2 (6n12 + 6n1 m + m2 + 6n1 +3m+ 2). 
4 

In erster Näherung haben wir also insgesamt [vgl. (30.5)] 

(30.6) 

(30.7) 

zl = ZliU) + zlil) = e (nl + tn f___i.) + 1 -~ (6n12 + 6nlm + m2 + 6nl + 3tn + 2) (30.8) 
2 4 E 

und entsprechend 

Z 2 =Z21"1+Z21'1=s(n2 + 111 + 1)- 1 ~-(6n22 +6n2m+m2 +6n2 +3m+2). 
2 4 " 

Addition der beiden Gleichungen gibt mit Rücksicht auf die Definition (5.8) der Haupt-
quantenzahl n: 3 p 

Z = 'n + 2 -~2 (n1 - n 2)n (30.9) 
oder aufgelöst nach ,. z 

(30.1 0) 1:'=-

n 

Man erhält also für die Energie 

1 1 Z 2 3 Fn 
E = - 2 E2 = - 2 n2 + ; Z (nl - n2) . (30.11) 

Die Formel (30.11) für den linearen Starkeffekt ist bereits aus der alten Quanten
theorie von ScHWARZSCHILD und EPSTEIN abgeleitet worden, aus der Wellen
mechanik von ScHRÖDINGER in seiner dritten Mitteilung. Die Energie hängt 
im linearen Starkeffekt außer von der Hauptquantenzahl n nur von der Differenz 
n1 - n2 ab, die auch als "elektrische Quantenzahl" bezeichnet wird, dagegen 
besteht keine Abhängigkeit von der "magnetischen Quantenzahl" m (diese tritt 
erst in der zweiten Näherung auf). Die energetisch höchste Starkeffektkompo
nente eines Terms mit der Hauptquantenzahl n erhält man, indem man für die 
parabolischen Quantenzahlen n1 , n2 die Werte n- 1, 0 setzt, die tiefste Stark
cffektkomponentc entspricht n1 = 0, n2 = n - 1. Der Abstand dieser beiden 
äußersten Termkomponenten ist nach (30.11) 

LIE = 3Fn(n -_1) 
z ' (30.12) 

die Aufspaltung der Terme im Starkeffekt ist also etwa proportional n 2• Das 
Anwachsen der Aufspaltung mit der Hauptquantenzahl ist sehr verständlich: 
Je größer der Durchmesser der Elektronenbahn, um so größer ist die Potential
differenz zwischen entgegengesetzten Punkten der Bahn. 

Um einen Begriff von der absoluten Größe des Starkeffekts zu bekommen, 
erinnern wir daran, daß F in atomaren Einheiten zu messen ist: Einheit der 
Feldstärke ist das Feld eines Protons im Abstand des BoHRsehen Wasserstoff
radius, d. i. 

e 4,77·10- 1 " - • • Volt 
az = -(S 8----------..---)2 = 1,71·10' e.s. E. = 5,13 M1lharden -,2 · 1o--· cm (30.13) 
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Einheit der Energie ist die doppelte Rydbergenergie = 2,19 · 105 cm- 1. Wenn 
wir also die Feldstärke F in Voltjcm, die Energie in Wellenzahlen (cm- 1) messen, 
so wird 1 097 . 10s F n 

E =- ' n2 Z 2 + -15590- z- (n1 - n2) cm - 1 • (30.14) 

Die Starkeffektaufspaltung insbesondere der höheren Terme erreicht sehr be
trächtliche Werte: Für n = 5 ist der Abstand der äußersten Komponenten 

a 
1 ß : 

n-3 2 o:z 'li 
3 111 I 

I~ li1 II 

II II, II 
II II' ,, 
II "' II 
II III ,, 
Ii ,,, ,, 
II ,,, II 
II III :I 
II J11 II 

n-2 

1 1 

n1 n3 m 
2 0 0 
1 0 1 

g ~ $ 
0 1 1 
0 2 (J 

1 0 0 
0 0 1 
0 1 0 

a) Termschema. ;n; ·Komponente aus
gezogen, a-Komponenten gestrichelt ein
gezeichnet. b) Theoretisches Aufspal
tungsbild, Länge der Linien proportional 
der Intensität, Kreise= Linien mit sehr 
kleiner Intensität. Die Linien des Auf
spaltungsbildes bilden die Fortsetzung 
der oben ins Termschema eingezeichne
ten Linien, die Ziffern geben die Ver
schiebung gegen die feldfreie Linie in 

Einheiten F/15590. 

(n1 = 4, n 2 = 0 und n2 = 4, n1 = 0) in einem Feld 
von 500000 Voltfern bereits 

32 · 5 · 8 = 1280cm- 1 , 

d. i_ nahezu gleich dem Abstand der Termen = 5 
und n = 6 ohne Feld (1400 cm- 1)_ 

Wir wollen noch zusehen, wie in den stationären Zu
ständen des Starkeffekts die Eigenfunktionen aussehen: 
Wir haben in Ziff. 6 bereits gezeigt, daß sich das Elektron, 
falls n 1 > n 2 ist, vorwiegend auf der Seite positiver z auf
hält. Dort ist aber die potentielle Energie des Elektrons 
im äußeren elektrischen Feld eFz positiv, es ist daher 
nicht zu verwundern, daß die Energie der Zustände n1 > n2 

im elektrischen Feld erhöht wird. Zur Veranschaulichung 
der Asymmetrie der Ladungsverteilung verweisen wir auf 

z 1 Q 2 3 

c) Photometerkurve nach MARK und W1ERL (ZS. f. Phys. Bd. 55, S. I 56) 
(n-Komponentcn 4, 3, 2 und a-KomponentC'n 1, 0 zusammen). 

Abb. 24 a bis c. Starkeffekt von H IX. 

die Abb. 8, Ziff. 6, welche die Ladungsverteilung für den Zustand n = 4, n1 = 2, n2 = u, 
m = 1 darstellt. Nur für n1 = n 2 ist keine Asymmetrie vorhanden 1. 

Die Formel (30.11) ist experimentell sehr gut bestätigt 2• Dabei gibt wegen 
der Proportionalität der Termaufspaltung mit n jeweils der obere Term den 
Hauptbeitrag zur Aufspaltung einer Spektrallinie_ Die Auswahlregel lautet, wie 
üblich, L1 m = 0 für das parallel zum Feld polarisierte Licht, L1 m = ± 1 für 
senkrechte Polarisation. Eine Auswahlregel bezüglich der parabolischen Quanten
zahlen n1 n2 besteht nicht, allerdings sind Übergänge mit Änderung des Vor
zeichens von n1 - n2 meist schwach. Die Verschiebung jedes Terms und damit 
auch jeder Spektrallinie im elektrischen Feld ist in unserer Näherung ein ganz-

zahliges Vielfaches von % F atomaren Einheiten = -ili90 cm -t Man bezeichnet 

1 Vgl. F. G. SLACK, Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 576. 1927 (Abb. 2). 
2 Quantitativ in einerneuen Arbeit von K. SJÖGREN, ZS. f. Phys. Bel. 77, S. 290. 1932. 
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die Linien am einfachsten, indem man ihre Verschiebung gegenüber der feld
freien Linie in Einheiten F /15 590 und außerdem ihre Polarisation (n: parallel, 
a senkrecht zum elektrischen Feld) 
angibt. 

Dies ist z. B. in den Abb. 24 und 
25 geschehen: Abb. 24a, 25 a zeigen die 
Aufspaltung des zweiten, dritten und 
vierten Wasserstoffterms und die erlaub
ten Übergänge: DieZahlen, dieden Über
gängen beigefügt sind, bezeichnen die 
Verschiebung der betreffenden Spektral
linienimFeldinEinheitenF/15 590cm -I _ 

In Abb. 24 b, 25 bist sodann das resultie-
rende Aufspaltungsbild der Balmerlinien 
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a) Termschema. b) Theoretisches Aufspaltungsbild . 

·lrv., 
! 

c) Photometerkurve nach MARK und WIERL für die par-
alle! zum Feld polarisierte Strahlung. 

(1 

d) Photometerkurve für die senkrecht polarisierte Strah
lung. Das elektr. Feld ist bei den Experimenten senk· 
recht zur Bewegungsrichtung der Wasserstoft-Kanalstrah
len und die Beobachtungsrichtung senkrecht zu den bei· 

den vorgenannten Richtungen. 

Abb. 25 a bis d. Starkeffekt von H,. 

H "' und H ß nochmals dargestellt, die Länge der Linien ist proportional ihrer 
Intensität gewählt, diese ist aus den Formeln (45.1), (45.2) berechnet. Abb. 24c, 
25c, d geben zum Vergleich damit die beobachteten Photometerkurven nach 
MARK und WIERL für das parallel bzw. senkrecht zum Feld polarisierte Licht. 
Für die höheren Glieder der Balmerserie vgl. man E. ScHRÖDINGER, Abh. zur 
Wellenmechanik S. [11 6]; H . MARK und R. WIERL, ZS. f. Phys. Bd. 53, S. 526; 
Bd. 55 , S. 156 ; Bd. 57, S. 494. 1929. 

31. Quadratischer Starkeffekt. In stärkeren Feldern kommt zum linearen 
Starkeffekt ein im Feld quadratischer Anteil hinzu: es findet dann eine Ver-
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mischungvon Niveaus verschiedener Hauptquantenzahl statt. Um den quadra
tischen Effekt zu berechnen, haben wir die Störung zweiter Näherung des "Eigen
wertes" Z1 der ersten Differentialgleichung (30.3) zu betrachten, sie ist nach der 
allgemeinen ScHRÖDINGERschen Störungstheorie 

Z (2) - (_J__ F)2 ~ I Wln, n~ 12 (31 1) 
1 - 4 ..::;.. Z 110>(n1)- Z 11"l(nr') • · 

n;ooj=n, 

Die hier vorkommenden Nichtdiagonalelemente der Matrix von ;• verschwinden, 
wenn n{ > n 1 + 2 oder n{ < n 1 - 2 ist, für die nichtverschwindenden Elemente findet man 
die Wertel; 

(;2)n1 ,n1 -I = -2e- 2 (2n1 + m) v;i1 (n1-+m}, } 
(;2)n1 , n,-2 = e-• ynr(n1 - 1) (n1 + m) (n1 + m- 1). 

(31.2) 

Die Separationsparameter Z1 in nunter Näherung sind durch (30.5) gegeben, also ist 

Z11°l(n1)- Z 11°l(n1') = e(n1 - n 1'). 

Die Ausrechnung ergibt dann 

Z11'l =- a\-P(m + 2n1 + 1)(8m2 + 34(2mn1 + 2n12 + m + 2n1) + 36). 

Addiert man hierzu den entsprechenden Ausdruck für Z 212>, so erhält man z••> und mit (30.9): 

z = Zl"l+ Zl'l + Zl2l = en+ ~ Fne- 2 (n 1 - n 2)- r',. F 2 nr ''(17n2 +51 (n1 - n 2) 2 - 9m2 + 19). 

Aus dieser 
Näherung: 

Beziehung zwischen Z und F berechnet sich die Energie in 

E 2 = - ~ e2 = - 2~22 + ~ F ; (n1 - n 2) I 
-1~F2(~J (17n2 - 3(n1 - n2 )2 - 9m2 + 19). 

zweiter 

(31.3) 

Der quadratische Starkeffekt hängt laut (31.3) nicht bloß von n, n1 , n2 ab, wie 
der lineare, sondern auch von der magnetischen Quantenzahl m. Dafür bleibt 
er bei Vertauschung von n1 und n2 ungeändert; es ist für ihn gleichgültig, ob 
sich das Elektron häufiger an Stellen hohen oder niedrigen Potentials aufhält. 
Die Terme werden durch den quadratischen Effekt stets nach unten verschoben, 
und zwar ergibt sich wegen n1 - n2 < n - m, daß die Klammer im letzten 
Glied von (31.3) stets größer ist als 8n2 ist, also die Depression des Termwerts 

stets größer als ~F2 ;: • Für n ~ 3 ist das jedenfalls größer als ~: · 360. Anderer

seits geht aus (31.3) hervor, daß die am stärksten durch den quadratischen Effekt 
beeinflußte Komponente des zweiquantigen Zustands (n = 2, n1 = 1, n2 = m = 0) 

nur um 84 ~: verschoben wird, also weniger als irgendein beliebiger höherer 

Zustand. Alle Linien der Balmerserie werden daher nach kleineren Wellen
zahlen, d. h. nach Rot zu verschoben. Bei den Starkeffektkomponenten "+4" 
und "-4" des Starkeffekts von HIX (vgl. Abb. 24a) z. B. ist diese Verst:;hie
bung, wenn F in Voltfern gemessen wird und die Wellenzahlen in cm- 1 : 

2 195 • 105 ( F )' ( F ')' ' 16 5,1):1oli (81 ·160- 16·84) ~ -400-000 cm- 1 • 

Bei einer Feldstärke von 400000 Voltjcm, bei der der Abstand dieser äußersten 
starken Komponenten von H"' bereits etwa 200 cm - 1 beträgt, ist also ihre ge
meinsame Rotverschiebung durch den quadratischen Effekt gerade erst 1 cm- 1• 

Dieäußersten starken Komponenten von Hr (Übergang n = 5, n1 = 4, n2 = 0, m = 0 

1 Ableitung aus der Darstellung (3.40) der Laguerrefunktionen durch eine erzeugende 
Funktion. 



Ziff. 31. Quadratischer Starkeffekt. 409 

nach n = 2, n1 = 1, n2 = 0, m = 0) erleiden dagegen bei dieser Feldstärke bei 
einem Abstand von etwa 900 cm -l bereits eine Rotverschiebung um 22 cm -t. 

Tabelle 12. 

F A Y für Komponente n 18 violett von Hy 

Voltfern beob. ber. LI Y2 I ber. - beob. ber. A Y 3 I ber. - beob. 

174000 197.41 197.72 
I 

+ 0,31 I 
235000 265.31 265,17 0,14 I 

I 290000 324,94 325,15 + 0,21 
331 800 371.65 370,20 1,45 

601600 655.94 650,06 5.88 656.44 + o.5o 
690300 748.01 737.91 -10,10 747,55 - 0.46 
741600 798.45 787.79 -10,66 799.74 +1.29 
800200 858.80 843.92 - 14,88 858.93 +0.13 
864900 920,03 904,85 -15,18 923,81 +3.78 
947600 1002,36 981,15 -21,21 1006.08 +3.72 

Zur Messung des quadratischen Effekts greift man zwei Starkeffektkompo
nenten heraus, die bei schwachen Feldern symmetrisch zur feldfreien Linie 
liegen (die also durch Vertau
schung der Quantenzahlen n1 

und n2 sowohl im Anfangs- wie 
im Endzustand auseinander her
vorgehen), und bestimmt die Ver
schiebung ihres Schwerpunkts re
lativ zur Linie des feldfreien 
Atoms. Der quadratische Stark
effekt ist vor allen Dingen von 
RAUSCH VON TRAUBENBERG1 sehr 
eingehend untersucht worden; 
Tabelle 12 gibt seine Meßresul
tate für den quadratischen Effekt 
der Komponente n 18 von Hr *, 
die theoretischen Werte in der 
Spalte "ber. L1 v2" sind nach 
Gleichung (31.3) berechnet. Man 
sieht, daß die Übereinstimmung 
bis zu Feldern der Größenord
nung 400000 Voltfern gut ist, bei 
noch höheren Feldstärken spie
len die Effekte höherer Ordnung 
wesentlich mit. Abb. 26 gibt eine 

I 
ß r 

Abb. 26. Starkeffekt der Balmerserie in hohen Feldern. (Nach 
RAuscH v. TRAUBENBERG und Mitarbeitern.) Das Feld nimmt von 
unten nach oben zu, der Maximalwert ist 1,14 Millionen Volt, die 
weißen Linien sind Linien konstanter Feldstärke. Die feldfreien 
Wasserstofflinien sind mit aufgenommen : Es sind die mittleren 
Linien jedes A ufspaltungsbildes, die sich fast geradlinig durch die 
Abbildung hindurchziehen. Vergleicht man die den feldfreien 
Linien benachbarten Starkeffektlinien, so sif"ht man deutlich, 
daß die auf der roten (linken) Seite liegende stets deutlich weiter 
von der feldfreien Linie entfernt ist als die benachbarte violette 
Linie (quadratischer Starkeffekt) , insbesondere bei H ß ist dies gut 
zu sehen. Man sieht ferner, daß alle Linien bei einer bestimmten 
kritischen Feldstärke zu existieren aufhören (Ziff. 33), und zwar 
H c früher als H 0, dies früher als H Y usw. und die roten Kompo· 

nenten jeder Linie früher als die violetten. 

Aufnahme von TRAUBENBERG wieder, das Feld steigt von oben nach unten 
und man sieht sehr deutlich, wie zu der am Anfang linearen Aufspaltung 
der Linien bei wachsender Feldstärke eine Rotverschiebung hinzukommt. 

Der Starkeffekt dritter Ordnung ist von ISHIDA und HIYAMA 2 berechnet worden, das 
Resultat ist 3 ( )7 

E 3 = E 2 + -- F3 !!__ (n1 - n 2) (23n 2 - (n1 - n 2) 2 + 11m2 + 39). (31.4) 
32 z 

1 H. RAUSCH v. TRAUBENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 54. S. 307; Bd. 56, S. 254. 1929; 
Bd. 62, S. 289. 1930; Bd. 71 . S. 291. 1931 ; Naturwissensch. Bd. 18, S . 417. 1930. 

* H. RAUSCH V . TRAUBENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 54 u. 62; zu Bd. 54 vgl. besonders 
Bd. 56, S. 255. 

2 Y. ISHIDA u. S. HIYAMA, Scient. Pap. Inst. phys. and ehern. Res., Tokyo 1928, Nr. 152. 
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wo E 2 durch (31.3) gegeben ist. Die Beobachtungen von TRAUBENBERG an Hß und Hr werden 
durch (31.4) bis zu Feldern von ca. 850000 Voltfern dargestellt (siehe Tabelle 12, Spalte 
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"ber. LI "'a" und folgende). Abb. 27 
zeigt die beobachteten Verschiebun
gen der Komponente :n: 18 (violett) 
von Hy im Vergleich zum theoretisch 
berechneten linearen (I), quadrati
schen (Il) und kubischen (lll) Stark
effekt. 

32. Theorie des Starkeffekts 
für beliebig hohe Felder. Die 
Berechnung der Effekte vierter, 
fünfter usw. Ordnung nach dem 
Störungsverfahren würde immer 
größere Schwierigkeiten machen. 
Es ist deshalb praktischer, die 
Differentialgleichung (30. 3) direkt 
zu integrieren. Da eine Integra
tion in geschlossener Form nicht 
in Frage kommt, muß man ent
weder numerische Methoden oder 
ein Näherungsverfahren verwen
den. Sehr geeignet dazu ist das 

7 z .1 ll 5 8 7 8 g 70•10sWENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN-
I'ii?l/oll/cm sehe Verfahren1 in der Form von 

KRAMERS: 
Um das KRAMERsehe Ver

fahren anwenden zu können, eli
minieren wir aus der Wellengleichung die erste Ableitung der Wellenfunktion, 
indem wir als neue Wellenfunktionen 

Abb. 27. Linearer, quadratischer und kubischer Starkeffekt der 
violetten Komponente ;n: 18 von H1. (Kurven I, II, III). Die 

Kreise bezeichnen Messungen von RAuscH v. TRAUBENBERG. 

(32.1) 

einführen; für x1 erhält man aus (30,3) die Differentialgleichung 
d2 X ( Z 1 m 2 - 1 1 ) d2 X t d~2 + - f:2 + T- ~-- 4F~ X= (,{~2 + (/j(<>)X = 0. (32.2) 

(jj (~) ist im wesentlichen die kinetische Energie des Elektrons, wenn es 
sich am Ort ~ befindet. Die Funktion f/J hat in unserem Fall den in Abb. 28 

tfJ dargestellten Verlauf: f/J ist negativ bei~ = 0 

( d Gl. d m2 - 1) . d . . wegen es re es - --412 , wrr m emem 

Abb. 28. Verlauf der Energiefunktion <P(ö). 

gewissen Bereich zwischen ~1 und ~2 positiv 
und iür ~ > ~2 wieder negativ (-iF~ über
wiegt!). Nach der klassischen Theorie würde 
sich die Bewegung des Elektrons ausschließ
lich im Gebiet von ~1 (Perihel) bis ~2 (Aphel) 
abspielen. Quantentheoretisch hat in die
sem Gebiet die Eigenfunktion Wellencharak

ter, und zwar wird sie sehr angenähert gegeben durch 

x (~) = af/J-i (~) cos (/ -ycp (x) dx- ~:), 
•1 

(32.3) 

1 G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 518. 1926; H. A. KRAMERS, ebenda Bd. 39, 
S. 828. 1926; L. BRILLOUIN, C. R. Bd. 183, S. 24. 1926. 
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während diesseits von ~1 und jenseits von ~2 die Eigenfunktion exponentiell 
abfällt, z. B. ist für ~ > ~2 i' 

1 -/VJ<P<<>Ja, 
X(~) = i a I(])(~) ]-4. e "' (32.4) 

Die Gesamtenergie (Eigenwert) wird festgelegt durch die Bedingung 

.J y@(x) dx = (n1 + !) n, (32.5) 

welche sich aus der Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit der Eigenfunktion 
ergibt!. (32.5) ist völlig analog zur Quantenbedingung der älteren Quanten
theorie: Auf der linken Seite steht das "Phasenintegral", da fiJ identisch ist 
mit dem zu x konjugierten Impuls. Der einzige Unterschied ist, daß in der 
alten Theorie das Phasenintegral gleich einem ganzzahligen, nach unserer Formel 
gleich einem halbzahligen Vielfachen von n sein soll. 

(32. 5) liefert eine Beziehung zwischen den in (])vorkommenden Konstanten, 
m. a. W. zwischen Energie E und Separationsparameter Z1. n1 ist unsere frühere 
parabolische Quantenzahl, wie man sich leicht überzeugt, indem man das Phasen
integral in (32.5) für F = 0 ausrechnet 2 . 

Für endliche Feldstärken führt das Phasenintegral (32.5), wie LANCzos 3 gezeigt hat, 
auf elliptische Integrale. Definiert man (für m = 0) die effektiven parabolischen Quanten-
zahlen n 1 * n 2 * durch z z 

1 * 1 ~ = n * + _1_ 
. " . = n1 + -2 ' < 2 2 

und die effektive Hauptquantenzahl in üblicher ·weise durch 

so ergibt sich 3 

111* + t 
n1 + ·~· 
n2* + i 

--------- - -

n* = 

3n sin2 (p1 1 
8

8 

• ~~l(~-+c;;;:}K-(k~J=-2 COSr(IE(k1)]' I 
3 .n sin2 <p2 

2cos'E2 [E(k2)- cosq•2 K(k2)] 
2 

(32.6) 

(32.7) 

(32.8) 

wobei K und E die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung sincl 4 : 

1 1 

I. dx j'dxj/1-k2x2 
K(k) =. l;=-~2]!1 _ _:.:_k2x2' E(k) = . Y1 ~-;2 ' (32.9) 

u 0 

und die rp, und II; selbst noch von den zu berechnenden' effektiven Quantenzahlen abhängen: 

k1 = sin l rp 1 , 

sin2 m = t6n*3 (n * + _1_) !!__ l r2 2 2 za ' 
k2 = tg t 'P2. 

(32.10) 
( 

. F 
tg2 m 1 = 16 n * 3 n 1* + 1 ) ; ., 2 Z 3 ' 

LANCZOS hat aus den transzendenten Gleichungen (32.6) bis (32.10) die effektiven 
Quantenzahlen und daraus wieder die Energie als Funktionen der Feldstärke F 

1 Hierüber sowie über die Ableitung aller Formeln des Verfahrens vgl. besonders 
H. A. KRAMERS, ZS. f. Phys. Bel. 39. S. 828. 1926. 

2 Man muß dabei noch die Eins im Glied (m 2 - 1)/4;2 [vgl. (32.2)] vernachlässigen. 
KRAMERS hat durch gerrauere Betrachtung der Umgebung der Nullstellen ~1 ; 2 von P gezeigt, 
daß man dadurch einen besseren Anschluß der Eigenfunktion (32.3) an die exakte Eigenfunk
tion erreicht. 

3 C. LANCZOS, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 431. 1930. 
4 Vgl. jAHNKE u. EMDE, Funktionentafeln, S. 46. 
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berechnet. Man findet, daß n1* im elektrischen Feld wächst, n2* dagegen ab
nimmt [vgl. auch die Formeln (30.8) für den Effekt erster Näherung]. Abb. 29 

0Q~~s~~a--?~~8~~g~~m~7~7~ 

--,F in 7(J .5 f/olf/cm 

Abb. 29. Energie der Starkeffektkom
ponenten +n 18 (violett) und -n 18 
(rot) von H y. Abszisse Feldstärke in 
10' Volt/ern, Ordinate Starkeffektver· 
schiebung unter Weglassung des line
aren Effekts in Prozenten des Ener
giewerts obne Feld. (Nach LANczos.) 
/l = 2. Näherung, Ill = 3. Näherung, 
stark ausgezogen: exakte Rechnung. 

gibt die berechnete Energie für die beiden äußer
sten Komponenten des fünfquantigen Wasserstoff
terms (n1 = 4, n2 = m = 0 [höchster Term], n1 = 0, 
n2 = 4 [tiefster Term]). Der erste Term ist in der 
Abbildung als "violett" bezeichnet, weil durch 
Übergang von diesem Term zum zweiquantigen 
Niveau die am meisten nach Violett verschobe
nen Komponenten a 18, n 20, a 22 1 der Linie Hr 
entstehen, vom zweiten Term gehen die "roten" 
Komponenten von Hr aus. Der lineare Starkeffekt 
ist von der Termverschiebung in Abzug gebracht, 
der Rest in Prozenten der Energie des feldfreien 
Atoms ausgedrückt (eine Einheit der Ordinate also 
43,9 cm · 1). Zum Vergleich ist die Rotverschiebung 
durch den Starkeffekt zweiter Näherung (Kurve II) 
bzw. den Starkeffekt dritter Näherung (Kurven I II) 
eingezeichnet. Die violette Komponente wird nach 
Aussage der Abbildung bis zu Feldern von 800000, 
die rote etwa bis 500000 Voltfern gut durch die 
Formel dritter Näherung wiedergegeben. Oberhalb 
dieser Feldstärken sind Abweichungen bemerkbar, 
die im gleichen Sinne (stärkere Rotverschiebung 
als nach der Formel dritter Näherung) auch bei 
den Versuchen von RAUSCH VON TRAUBENBERG ZU 

konstatieren sind (vgl. Tabelle 12). 
33. Ionisierung durch das elektrische Feld, Aussterben der Linien im 

Starkeffekt 2• Wir haben unsere Diskussion des Starkeffekts durch einen sehr 
wichtigen Punkt zu ergänzen, daß nämlich das elektrische Feld imstande ist, 
dem Atom ein Elektron 'zu entreißen: Wenn wir die potentielle Energie des 
Elektrons z 

-V=--+Fz r 

betrachten, so sehen wir, daß das Atom nicht das einzige Potentialminimum für 
das Elektron darstellt, daß es vielmehr in genügender Entfernung vom Atom
kern in Richtung auf die Anode zu (bei negativen z) Gebiete mit noch niedri
gerem Potential gibt. Sobald aber überhaupt zwei Potentialmulden existieren, 
so ist es bekanntlich nach der Wellenmechanik immer möglich, daß ein Elektron 
von einer Mulde (Atom) in die andere (Anode) übergeht, und wenn das Elektron 
einmal den Potentialberg zwischen den Mulden überwunden hat, so wird es 
offensichtlich nicht zum Atom zurückkehren, sondern zur Anode hin beschleu
nigt werden; d. h. das Atom wird ionisiert zurückbleiben. Die Ionisierung wird 
sich experimentell in einer Schwächung der von dem betreffenden Niveau aus
gehenden Spektrallinien äußern. 

Man kann sich leicht qualitativ überlegen, welche Umstände für die Ioni
sierung günstig sind: Vor allem muß natürlich der Bahnradius des Elektrons 
groß sein, also die Hauptquantenzahl n hoch. Bei festgehaltener Hauptquanten
zahl aber werden die Zustände am leichtesten ionisiert werden, bei denen die 

1 Wegen der Bezeichnung vgl. Ziff. 30, Ende. 
2 Vgl. C. LANCZOS, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 518. 1930, und vor allem Bd. 68, S. 204. 

1931; J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 66. 1928. 
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"Bahn" des Elektrons vorwiegend auf der der Anode zugewandten Seite des 
Atoms verläuft. Das sind die Quantenzustände mit möglichst kleinem n1 und 
möglichst großem n2 • Unter allen Termen mit gegebener Hauptquantenzahl n 
sind also [vgl. (30.11)] die energetisch tiefsten am wenigsten stabil, und entspre
chend müssen die rotesten Starkeffektkomponenten jeder Spektrallinie am ehesten 
verschwinden, wenn wir die Feldstärke steigern. Gerrau das zeigt sich auch im 
Experiment, z. B. in der Lo Surdo-Aufnahme des Starkeffekts von RAUSCH 
VON TRAUBENBERG, bei der die Feldstärke von unten nach oben wächst (Abb. 26); 
alle Linien hören bei einer bestimmten Feldstärke plötzlich auf, und zwar die 
Linien, die von Niveaus höherer Hauptquantenzahl n ausgehen, früher als die, 
deren oberes Niveau eine niedrige Hauptquantenzahl hat (z. B. H;; früher als H., 
dies früher als H,1 usw.) und außerdem bei jeder Linie die roten Starkeffekt
komponenten früher als die violetten. 

a) Grenze der Ionisierung nach der klassischen Mechanik. Um 
die Frage der Ionisierung durch das Feld nun quantitativ zu verfolgen, betrachten 
wir die Differentialgleichung für den von 1J abhängigen Bestandteil der Eigen
funktion. Die parabolische Koordinate 1J = r- z ist per definitionem groß für 
große negative z, d. h. in der Nähe der / 
Anode. Die Tatsache, daß die potentielle ~ / 
Energie des Elektrons dort ein Minimum hat, -----------~-/ 
prägt sich nun in der "kinetischen Energie des 
Elektrons in der 1]-Richtung" 

(_{J(rJ) = -1'2 + z2 - rn,~- 1 + 1 FtJ (33.1) 
1] 41] 2 4 

in der Weise aus, daß (_[)(?]) für große 1] positiv Abb. 30. Verlauf der Funktion <P(7J). Kurve A: 
ist - im Gegensatz zu der Energiefunktion Für schwache bis mittlere Felder, B: für sehr 

.starke Felder. 
(_{) (;) in (32.2). 

Mögliche Typen für den Verlauf von <P(17) zeigt Abb. 30, wobei die Kurve A kleinen 
bis mittleren, B sehr hohen Feldstärken entspricht. Der Kurventyp A läuft für kleine 17 
ganz ähnlich wie die Kurve für <P(;) in Abb. 28, nur wendet sich für große 17 <P(rJ) erneut 
nach oben und erreicht jenseits 1'/a endgültig positive Werte. Die bisher von uns behandelte 
"normale" Bewegung des Elektrons spielt sich im "inneren" Gebiet zwischen 171 und 172 
ab, die Ionisierung besteht darin, daß das Elektron in das "äußere" Gebiet positiver kineti
scher Energie jenseits 1'/a hin übertritt. Äußeres und inneres Gebiet sind durch einen Potential
wall getrennt, dessen Höhe von der Größenordnung ! EI = 2e2 und dessen Breite von der 
Größenordnung !E!fF ist. 

Bei wachsender Feldstärke wird der Potentialwall immer niedriger und 
schmäler, bis er in den durch Kurve B dargestellten Fall überhaupt verschwunden 
ist: "Inneres" und "äußeres" Gebiet sind nun nicht mehr durch einen Potential
wall getrennt, es ist also schon klassisch eine Ionisierung möglich. Der Potential
wall verschwindet, wenn das Minimum der Funktion (_f)('Y}) gerade den Wert 
Null hat, d. h. wenn gleichzeitig (_{)und seine Ableitung verschwindet; für m = 1 
gibt das z. B. 

r!_cj) = _1_p- .!2 = 0 n = lf4z2 
d1] 4 1]2 , ., V ··p-, 

(_f)(TJ) = }E + ~2 + ! F?J = ~ E + yZ2F = 0. 

Wenn also die Feldstärke den kritischen Wert 
E2 

Fo = 4·z2 

erreicht, wird nach der klassischen Mechanik Ionisierung eintreten. 

(33-2) 
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Für die "roteste Komponente" des nten Wasserstoffniveaus wollen wir das kritische 
Feld F 0 ganz roh abschätzen, indem wir setzen 

und E = -- 1-
2n2' 

dann wird F 0 = 1/16n4 atomare Einheiten= 320fn4 Millionen Volt/ern. Für n = 5, den 
Ausgangszustand der Hy-Linie, würde danach F 0 = 500000 Voltfcm. In Wirklichkeit 
müssen wir die Zunahme des Absolutwerts der Ionisierungsspannung und die Abnahme von 
Z 2 (vgl. Ziff. 32) im elektrischen Feld berücksichtigen, die Rechnung ergibt dann für unseren 
Fall ca. 1,1 Millionen Volt. Im Experiment verschwinden die rotesten Komponenten von Hy 
bei einer Feldstärke von 0,7 Millionen Volt, die Erniedrigung des kritischen Feldes kommt 
durch den wellenmechanischen Effekt des Durchgangs durch die Potentialschwelle zustande, 
den wir nunmehr diskutieren. 

b) Ionisierung nach der Wellenmechanik. Dabei brauchen wir uns 
ausschließlich mit dem Fall A zu beschäftigen, wo sich die "innere" und die 
"äußere" Potentialmulde noch deutlich abgrenzen lassen, wo man also noch 
davon sprechen kann, ob das Elektron im Atom ist oder außerhalb. Bis zur 
zweiten Nullstelle von W(rJ) verläuft dann offenbar die Eigenfunktion fast genau 
so wie früher, und jenseits von rJ2 muß sie nach wie vor exponentiellen Charakter 
annehmen. Wir haben dann genau dasselbe Problem vor uns, wie bei der Theorie 
der Radioaktivität (Durchtritt durch eine Potentialschwelle). Wenn sich das 
Elektron zu einer gewissen Zeit t = 0 im Atom befindet, so ergibt die Rechnung, 
daß in der Folgezeit ein Strom von Elektronen aus dem Atom austritt. Dieser 
Strom ist natürlich so zu deuten, daß pro Zeiteinheit eine bestimmte Wahr
scheinlichkeit für den Austritt des Elektrons aus dem Atom besteht. 

Die strenge Behandlung des Problems ist von LANCZOS durchgeführt worden. Sie 
beruht darauf, daß bei Vorhandensein einer unendlich ausgedehnten Potentialmulde über
haupt keine diskreten Eigenwerte existieren, sondern zu jedem beliebigen Eigenwert eine 
Eigenfunktion vorhanden ist, und daß sich die Eigenfunktionen nur dadurch unterscheiden, 
daß ihre Amplitude im Atominneren mehr oder weniger groß ist. Man kann dann eine Wellen
funktion so aus den zu benachbarten Energiewerten gehörigen Eigenfunktionen aufbauen, 
daß zur Zeit t = 0 die Amplitude außerhalb des Atoms exakt verschwindet; dann gibt die 
zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion automatisch das Herauswandern der Ladung aus 
dem Atom wieder. 

Wir begnügen uns mit der folgenden, in der Theorie der Radioaktivität üblichen, nu
strengen Ableitung: Die Eigenfunktion im Gebiet positiver Energie jenseits 'Ia ist nach dem 
"\VENTZEL-KRAMERS-BRILLOUINschen Verfahren gegeben durch 

1 
7. = 2 :). (33·3) 

wenn sie zwischen 1]1 und '1} 2 (im Atominneren) durch (32.3) dargestellt wird. Die Ladungs
dichte ist also 

(33.4) 

Wir mitteln den rasch veränderlichen cos 2 , das ergibt den Faktor j-. Ferner gehen wir 
zum Elektronenstrom über: Da Yll'(1J) die Geschwindigkeit des Elektrons am Punkt 1J ist, 
so ist der Strom, der das Atom verläßt, 

,,, 
-2 f V]•I•(i/)fdy 

.~ 1 2 ,,, 
S = 7.2 • r !l>(1J) = 8- a • e ' (33.5) 
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also unabhängig vom speziellen Ort '7, wie es aus Stetigkeitsgründen sein muß. a ergibt 
sich aus der Normierung der Eigenfunktion: Das Integral über x2 , erstreckt über das 
Innere des Atoms, muß Eins sein: 

(33 .6) 

Den rasch veränderlichen cos2 ersetzen wir wieder durch seinen Mittelwert t und erhalten 

'1/'!, (33-7) 

Iv:~'7) 
Daraus folgt für den aus dem Atom austretenden Strom 

(3 3 .8) 

pro (atomare) Zeiteinheit (= 0,25 · 10- 16 sec). Die Geschwindigkeit des Zerfalls 
des Atoms durch Ionisierung nimmt also exponentiell mit zunehmender Höhe 
und Breite der zu durchdringenden Potentialschwelle ab; wenn daher bei einer 
bestimmten Stärke des elektrischen Feldes die Ionisierung noch sehr rasch vor 
sich geht, bedarf es nur einer sehr kleinen Verminderung des Feldes, um die 
Ionisierung praktisch zum Verschwinden zu bringen. 

Der praktischen Beobachtung zugänglich ist nun das Aussterben der Spektral
linien im Feld. Die von einem bestimmten Term ausgehenden Spektrallinien 
hören offenbar dann auf zu existieren, wenn die Zeit, die bis zur Ionisierung des 
betreffenden Zustands vergeht, im Mittel wesentlich kleiner wird als die Zeit, 
die das Elektron braucht, um durch Ausstrahlung in einen tieferen Zustand zu 
gelangen. Letztere ist nach den Experimenten von WIEN u. a. und nach der 
Theorie (vgl. Ziff. 41, Tabelle 17) 
von der Größenordnung 10- 8 sec. Tabelle 13. 

Aussterben der Linien im Starkeffekt. 
Da aber die "atomare Einheit" (Kritische Feldstärken für die äußersten Komponenten 
der Zeit, in welcher t in der der Balmerlinien in Kilovoltjcm.) 
Formel (33.8) zu messen ist, nur Rot 

0,25 · 10- 16 sec beträgt, braucht Linie 1----,--------1-
S nur von der Größenordnung ber. beob. 

10- 9 zu sein, damit die Zeit bis Hy 
zur Ionisierung und die Zeit bis o 
zur Ausstrahlung gleich werden, 
damit also die Linien, die von 

694 
360 
203 
123 

720-730 
370-380 
200-210 

120 

Violett 

ber. 

1007 ! 

543 
321 
202 

beob. 

1000 
530-600 
320-330 

180 

dem betreffenden Zustand ausgehen, auszusterben beginnen1. Das Aussterben 
geht dann bei weiterer Steigerung der Feldstärke außerordentlich rasch, eine 
Vergrößerung des Feldes um ca. 3% bedingt ungefähr eine Halbierung der 
Linienintensität. Tabelle 13 gibt nach LANCZOS (l. c.) die Feldstärken an, bei denen 
die äußersten roten und die äußersten violetten Starkeffektkomponenten der 
Balmerlinien H" bis H::, aussterben. Der rasche Abfall der Intensität beim Aus
sterben ist aus dem experimentellen Bild Abb. 26 sehr deutlich zu erkennen. 

1 Sie werden in diesem Fall genau auf die Hälfte ihrer normalen Intensität reduziert. 
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34. Starkeffekt der Wasserstoff-Feinstruktur 1 • Unsere bisherige Theorie 
des Starkeffekts ging aus von der Schrödingergleichung ohne Rücksicht auf 
die Relativitätskorrektur und den Spin des Elektrons. Das ist gewiß berechtigt 
für elektrische Felder von der experimentell üblichen Stärke von 100000 Voltfern 
und mehr, welche Starkeffektaufspaltungen von 10 bis zu mehreren 1000 cm -I 

hervorrufen. Für schwache Felder bis etwa 1000 Voltfern dagegen ist unser 
Vorgehen sicher unberechtigt, weil dann die Starkeffektaufspaltung von der
selben Größenordnung wird wie die Feinstruktur. 

a) Starkeffekt klein gegen Feinstruktur. Wir wollen zunächst den Fall ganz 
schwacher Felder behandeln, für welche die Starkeffektaufspaltung klein ist gegenüber dem 
Abstand benachbarter Feinstrukturniveaus. In diesem Falllassen sich den Quantenzuständen 
bestimmte Werte der Hauptquantenzahl n, der inneren Quantenzahl j (Betrag des Gesamt
drehimpulses) und der magnetischen Quantenzahl m (Komponente des Gesamtdrehimpulses 
in der Feldrichtung, M.) zuordnen. Die ersten beiden Quantenzahlen bestimmen nämlich 
die Energie des feldfreien Terms, und unsere Annahme, daß der Starkeffekt klein sein soll 
gegen die Feinstruktur, ist ja äquivalent damit, daß sich Eigenfunktionen, die zu verschiedenen 
Feinstrukturniveaus gehören, noch nicht vermischen sollen. M. andererseits bleibt für be
liebige Feldstärken eine Konstante der Bewegung. Der Bahndrehimpuls l ist dagegen nur 
bei verschwindendem Feld quantisiert, bei endlichem, noch so kleinem Feld nicht mehr. 
Um die Aufspaltung zu berechnen, brauchen wir von den Matrixelementen der Störungs
energie des elektrischen Feldes nur die zu kennen, welche einem Übergang vom Zustand 
njm, l = j +!zum Zustand njm, l = j-! entsprechen. Die FAuLischen Eigenfunktionen 
der genannten beiden Zustände sind 

u+ = Rn,iH (r) (YJ- m ~_i YfH.m-!)· u _ = Rn,i~i( Y1~+~;;; Yj-i, m-t). 
Y2f + 2 Yf + m + 1 YfH.mH . Y21 - Y1 -- m Yf-t,mH 

also unser Matrixelement 

+oo 

~fu*zu Jr =-fr2 dr • R ·-~R "+P" •- 1 ---..::::.,. - + n,J I n,J - 2 Yf(j + 1) 
(1 0 

· (v(j + m) (j- m + 1)! Yr.'\m-t YiH,m-! cos{}dw 

- Y(i- m) (j + m + 1) J Yi~!.mH YiH.m+t cosß. dw) . 

(34.1) 

(34.2) 

Die Integration über die Winkel läßt sich nach (65.26) ausführen, die Klammer in (34.2) 
wird dann 

[(j + m) (j- m + 1)- (j- m) (j + m + 1)] = __ l'ft_---,. 
2ff{j+1J Yf(f+1l 

Die Integration über r kann genau wie im Anfang von Ziff. 31 ausgeführt werden und gibt 

Da die Diagonalelemente der Störungsmatrix /u! zu+ dr = .f u"'. zu_ dr verschwinden, 
wird jetzt der Ausschnitt der Matrix der Störungsenergie, der zu den Quantenzahlen njm 
gehört, einfach 

3nYn2 -(f+W 
-- ·Fm 

4 j(f+ 1) 

Die Eigenwerte dieser Störungsmatrix sind 

8 ± = ± l (n2-=--(f::t--!)2 7~~11t __ F. 
m 4 7 (J + 1) 

(34.3) 

Die Eigenfunktionen sind Summe bzw. Differenz der Eigenfunktionen ohne Feld 
(34.1). Jedes Feinstrukturniveau spaltet also im elektrischen Feld auf in 2f + 1 

1 Vgl. V. RoJANSKY, Phys. Rev. Bd. 33, S. 1. 1929; R. ScHLAPP, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 119, S. 313. 1928. 
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äquidistante Terme m = -j, ... , + j. Der Abstand benachbarter Terme von

einander beträgt !!_ • ~5F5 yn•~=( ;-+(( +) tl~ cm - 1 , die Aufspaltung ist also um so 
2 1 90 1 1 1 

größer, je größer n und je kleiner f ist. Bei gegebenem n spaltet jeweils der Term 
mit höchstem j (f = n - i) nicht auf, da er nicht bezüglich der Azimutalquanten
zahl l entartet ist (l hat den festen Wert j- i = n- 1). Beim Grundterm 
der Balmerserie, n = 2, spaltet also nur das Feinstrukturniveau f = i auf, und 
zwar (wegen m = ±i) in zwei äquidistante Niveaus mit dem Abstand 

.-18 = r.+- 8- = 2 YJF (34.4) 
voneinander. Die Aufspaltung ist von derselben Größenordnung wie die Auf
spaltung des zweiquantigen Niveaus beim gewöhnlichen linearen Starkeffekt, 
welche nach (30.11) 6F beträgt. 

b) Übergangsge biet. (Starkeffekt und Feinstruktur von gleicher Größen
ordnung.) Die Behandlung dieses Falles ist rechnerisch ziemlich kompliziert, weil außer 
der Hauptquantenzahl n nur der Drehimpuls um die Feldachse M. = m quantisiert ist. 
Der Gesamtdrehimpuls i und die parabolischen Quantenzahlen n1 n 2 sind hingegen bei ,:t;nitt
leren Feldstärken keine Konstanten der Bewegung - es handelt sich ja gerade um das Uber
gangsgebiet von der j-Quantelung bei schwachen Feldern zur "parabolischen Quantelung" 
bei starken. Man muß also den Ausschnitt aus der Störungsmatrix betrachten, der zu ge
gebenem n und m gehört. Er umfaßt 2 (n- m) Zeilen und Kolonnen, da j die Werten - h 
n - ~, ... , m annehmen kann und für jeden Wert von j (außer dem ersten) noch zwei Werte 
für l ( = j + t und i - tl möglich sind. Am einfachsten ist es, zur Berechnung der Energie
matrix von Zuständen mit bestimmtem l und m 1 auszugehen: Die Eigenfunktionen sind dann 
einfache Produkte einer räumlichen Eigenfunktion in Polarkoordinaten und einer Spin-
eigenfunktion 

(vgl. Ziff. 8d). Die Störungsmatrix setzt sich additiv zusammen aus drei Bestandteilen1 : 

1. Der Matrix der relativistischen Massenkorrektur. Sie enthält nur Diagonalelemente, 
welche von l, aber nicht von m1 und m, abhängen: 

l' m' 1 <X 2 ( 1 3 ) ~• • 
(W,), .. / =- 2 ;;a- l + ~ - -4n uzl' umzml • (34.5) 

2. der Matrix der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Sie enthält nur Elemente, welche 
Übergängen zwischen Zuständen mit gleichem l entsprechen 2 : 

(34.6) 1
1 2 rn1 • (m - m1) •. 1 

-2- <X • ~~31 ((+ ~) (l + 1) (jzz• fur m, = m-1 , 

(W d'mj_ 1 ,r(l + ')2 2 
211

"'1 -l-
40 

a 2 ;}z{l+ \) (~; 1) (jll' für m) = m + ~, m 1 = m- ~~ oder umgekehrt, (34.7) 

sonst, 

3. der Matrix der Störung durch das elektrische Feld. Ihre Elemente entsprechen 
Übergängen zwischen Zuständen mit gleichem m1 , aber jeweils um 1 verschiedenem l, die 
gegeben sind durch 

(W )'-'· mz = - 3n 1/(nll- 12) (12- 'Jt1-Ö F. (34.8) 
3 1' mz 2 t 412 - 1 

Wenn wir also die Zeilen unserer Matrix ordnen 1. nach der Größe von m1 , 2. nach der Größe 
von t, so finden sich von Null verschiedene Elemente nur in der Hauptdiagonalen und den 
nächsten zwei benachbarten Diagonalen auf jeder Seite (da m 1 = m ± -}). 

Wir schreiben als Beispiel die Störungsmatrix für n = 2, m = } an, wobei die erste 
Zeile sich auf l = 1 , m1 = 1 beziehen soll, die zweite auf l = 1 , m 1 = 0, die dritte auf l = 0, 
m 1 = o. 

(34-9) 

1 Als ungestörte Energie gilt die Energie ohne Relativität und ohne Feld. 
2 m - m 1 ist gleich der Komponente des Spins in der Feldrichtung, da m die Kompo

nente des Gesamtdrehimpulses in dieser Richtung ist. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/1. 27 
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Dabei ist a2 . _, 
3 Cl = - atom. Emh. = 0,365 cm 

32 
(34.10) 

die Feinstrukturaufspaltung des Niveaus n = 2 ohne äußeres Feld, und es ist in allen drei 
Diagonalelementen die Größe 

<X-2 ( 2 1 1 3 ) 11 2 . _ 1 -1-6 3 · 1 + -3 · -:i - 8 = -384 IX atom. Emh. = -0,335 cm (34.11) 

in Abzug gebracht worden, damit der Schwerpunkt der drei Energieniveaus auf Null fällt. 
Die Eigenwerte der Matrix bestimmen sich aus der Gleichung 3. Ordnung 

Ba- e(3CJ2 + 9F2)- 2CJ3 = 0. 

Daraus ergibt sich für schwache Felder (F <!!; ,\) 
- F2 

Bt =-Cl- V3F- -,f 
- p2 

<2 =-fJ+V3F--;,, 

Ba= 2<'l 
p2 

+ 2-~-. 

(34.12) 

(34.13) 

Die ersten beiden Formeln geben die Starkeffektaufspaltung des Feinstrukturniveaus j = ~ 

wieder, die wir bereits in a) berechnet haben, nur ergänzt durch einen im Feld quadratischen 
Term. Die letzte Formel gibt den quadratischen Starkeffekt des Niveaus j = g, m = 4-: 
Das Niveau j = ~ spaltet nämlich auf in zwei Terme mit den magnetischen Quantenzahlen 
m = ±}und m = ±~.von welchen der Term m = ±~völlig unverschoben bleibt, während 
der Term m = ±~ die durch Formel (34.13) gegebene Verschiebung erleidet. Wenn die 
Termwerte e1 , 2 , 3 und der Feinstrukturabstand ohne Feld, Cl, in cm- 1 gemessen werden, 
so ist die Feldstärke F in der Einheit ~ · 15 590 = 23 3Sü Voltfern zu rechnen (vgL Ziff. 30). 

In starken Feldern (F ::> 15) wird 

fl = -3F- 2- p- + 9- P, 
1 (j2 1 {Ja l 

2 ,p jl e2 = 9 P , r (34.14) 

1 (j2 1 (ja 

e3 = + 3 F + 2 F + -9- -P 

e1 und e3 sind die beiden "äußeren" Starkeffektkomponenten des Terms n = 2, 
also in parabolischer Quantisierung die Komponenten n1 = 1, n 2 = 0 bzw. 
n1 = 0, n2 = 1. Der Einfluß der Feinstruktur auf diese Komponenten ver
schwindet mit wachsender Feldstärke. e2 gehört zur mittleren Starkeffekt
komponente n1 = n2 = 0, m = 1. Zur gleichen mittleren Starkeffektkomponente 
gehört aber auch der Term 84 = 215, (34.15) 

welcher die Quantenzahlen m = f, m1 = 1, m. = !. j = ~}. l = 1, n1 = n 2 = 0 
besitzt (alle angeführten Größen sind bei beliebigen Feldstärken quantisiert) 
und überhaupt keine Verschiebung im elektrischen Feld erleidet. Die "mittlere 
Starkeffektkomponente" des Balmerterms zeigt also in "starken Feldern" (Stark
effekt::? Feinstruktur, F etwa 5000 Voltfern und mehr) noch eine Aufspaltung 
von 215 gleich 2/ 3 der Feinstrukturaufspaltung ohne Feld, d. i. 0,243 cm - 1, und 
der Schwerpunkt der beiden mittleren Komponenten ist gegenüber dem Schwer
punkt der äußeren Komponenten um 15 = 0,122 cm- 1 nach höheren Energien 
verschoben. Es wäre denkbar, daß diese Verschiebung sich experimentell nach
weisen läßt'. Der entsprechende Effekt für die höheren Zustände des Wasser-

1 Der Schwerpunkt der Komponenten .n-4 des Starkeffekts von H"' z. B. müßte um 
0,12 cm -l weiter nach Violett liegen als der Schwerpunkt der :n; 3-Komponenten, wobei voraus
gesetzt ist, daß der gewöhnliche "quadratische Starkeffekt" noch nicht merklich ist, d. h. 
Feldstärke kleiner als etwa 100000 Volt. 
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stoffsist dagegen zu vernachlässigen. Abb. 31 zeigt den Übergang von kleinsten 
zu größeren Feldern, vom Starkeffekt der Feinstruktur zur Feinstruktur des 
Starkeffekts [vgl. (42.12)]. Die Abbildung ist '16-~ 
der zitierten Arbeit von ROJANSKY entnom- 6 
men, die auch die Wechselwirkung zwischen 
Feinstrukturen und Starkeffekt für die höheren 
Zustände des Wasserstoffs n = 3, 4, 5 explizit 
behandelt. 

2. Heliumatom. 
35. Starkeffekt des Heliums 1 • a) Schwa

che Felder. Der Starkeffekt von Helium 
ist, wie dies überhaupt bei allen Atomen außer 
Wasserstoff der Fall ist, in nicht allzu großen 
Feldern proportional dem Quadrat der elektri
schen Feldstärke, weil eine Entartung der Ni
veaus mit verschiedener Azimutalquantenzahlt 
nicht vorliegt und daher die Störung erster 
Ordnung verschwindet. Die Verschiebung eines 
Niveaus i im Feld ist daher gegeben durch die 
ScHRÖDINGERsche Formel für die Energiestö-
rung zweiter Näherung 

EP! = ~ E_I_H,kE\~-- ' 
~ i- k 

k 

(3 5.1) 

in der Hil, die Matrixelemente der Störungs

2 

Abb. 31. Starkeffekt der Feinstruktur des 
zweiquantigen Niveaus von \Vasserstoff. Ab
szisse Feldstärke, gemessen in der Einheit 
! • 15 590 • J = 2910 Voltfcm. Dabei ist 30 
~ 0,365 cm- 1 der Abstand der Feinstruktur· 
uiveaus ohne elektr. Feld. Ordinate Abstände 
der Termkomponenten vom Schwerpunkt in 
der Einheit J. Bei starken Feldern (rechts) 
Übergang in den gewöhnlichen linearen Stark
effekt: Die Mittelkomponente zeigt den Rest 

einer Feinstruktur (Niveaus 2 und 4). 

energie sind und EiEk die Energien der Niveaus i und k des feldfreien Atoms. 
Wir müssen also die Matrixelemente der Störungsenergie des äußeren Feldes 

Hik = Fj ui* (z1 + z2) uk dr (35.2) 

bilden, wobei uns insbesondere solche Matrixelemente interessieren, bei denen 
die Zustände i und k nahezu gleiche ungestörte Energie haben. 

Da das Störungspotential 

symmetrisch in den beiden Elektronen ist, verschwindet jedenfalls Hik• wenn die Zustände i 
und k verschiedenen Termsystemen angehören, weil dann die eine der Eigenfunktionen uiuk 
symmetrisch, die andere antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten ist. Ferner ist Hik 

nur dann von Null verschieden, wenn der Drehimpuls um die Richtung des Feldes, k. = m 
in den Zuständen i und k gleich ist. Weiterhin werden wir wieder in gewohnter Weise die 
Eigenfunktionen als Summe (für Parhelium) bzw. Differenz (Orthohelium) von zwei Pro
dukten der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen ansetzen 

1 
U = f2_ (Un1 11 m1 (1) Un,r,m,(2) ± Un,z,m,(1) Un1 !1 m1 (2)} 

und voraussetzen, daß im Zustand i, dessen Starkeffekt wir berechnen wollen, ein Elektron 
im Grundzustand ist 

1 
U= -_ (u1 (1) ltnlm(2) ±tenlm(1)u1(2)) vz 

(u1 ist die Eigenfunktion des Grundzustands). Unter dieser Voraussetzung ist das Matrix
element H;k nur dann von Null verschieden, wenn im Zustand k 

entwedern1 =~. 111 =0 I m1 =0 112 =1±1 I m2 =m I n 2 beliebig} (35 _3) 
oder n1 behebtg 11 = 1 m1 = 0 12 = 1 m2 = m n 2 = n 

1 Vgl. J. S. FosTER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 117, S. 137. 1928. 

27* 
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ist. [Man erkennt das, wenn man die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen als Produkt 
einer radialen und einer winkelabhängigen Funktion schreibt und die Formeln (65.27) be
achtet.] Der zweite der erwähnten Fälle ist uninteressant, weil dann die Energie des Zustands k 
sehr viel höher wäre als die des Zustands i, so daß der Nenner in der Formel (3 5.1) sehr 
groß würde. Aus demselben Grunde greifen wir von den Zuständen h, welche die erste Be
dingung befriedigen, nur die heraus, deren Hauptquantenzahl n2 = n ist, weil der Abstand 
der ungestörten Energieniveaus mit gleichem n und verschiedenem l sehr viel kleiner ist als 
derjenige der Niveaus mit verschiedener Hauptquantenzahl n. \Venn wir dann die Eigen
funktionen in (35.2) einsetzen, wird aus (35.1) 

E~2~ = F 2 ( 1./z Unlm Uni+ 1m d. T j
2 + j /z 1:nl~'-!--=-~!~--~l!_l_~)· . 

Enz-En,l+J ltnz-En,l-1 
Die Energiestörung des Niveaus nl setzt sich zusammen aus den "\Vechselwirkungen" dieses 
Niveaus mit den Termen l + 1 und l - 1 und ist um so größer, je näher diese "störenden 
Niveaus" am gestörten Niveau nl liegen. Setzen wir weiterhin für die Eigenfunktionen 
Unzm Wasserstoffeigenfunktionen mit Kernladung Z- 1 an, so lassen sich die Integrationen 
ausführen, die \Vinkelintegration gibt 

bzw. 

( Ylm Y, ~ lm COS t?• dw = l~~~ -:;-- 1-;:i 
. . 41 - 1 

} • • ' .,(1+1)2-nz2. 
Y 1 m Yz + 1m COS I~ d W = /---- · · 2 4(1+1) -1 

nach Formel (65.27); die radiale Integration nach dem Muster von Ziff. 31 ausgeführt gibt 

fr2 dr·Rn 1 (r)Rn,z-,(r)r=-3Vn2 -12 2 (Z 1~ 1-), (35.4) 
also r • 3n lj'(n2 .::_ t2) (12 - m2) 

• ZUnzmUnL-lmdr=- 2 (Z- 1) 412 _·1- (35.5) 

Der \Vert des ersten Matrixelements in (35.3) (Übergang z__., l + 1) geht hieraus hervor, 
indem man l durch l + 1 ersetzt. 

Also erhalten wir für die Energiestörung 

1"1 2. .. 9n2. ((n2-(l+1)2)((l+1)2-m2) (n2-[2)([2-m2) ) 
E;;tm=F 4(Z_:-1)2(2z::t-1) -(2-t+3)(E.;=-En 1+ 1) + (2l-1)(Enz-Enz d. (3 5 .6) 

Die Energie der Starkeffektterme hängt danach (in schwachen Feldern) quadra
tisch von der magnetischen Quantenzahl m ab; Terme, die sich durch das Vor
zeichen von m unterscheiden, bleiben entartet. Formel (35.6) ist zuerst von 
UNSÖLD 1 gegeben worden.- Für die Richtung und Größe der Termverschiebung 
im Feld sind die Resonanznenner in (35.6) ausschlaggebend, also die relative 
Lage der Terme des feldfreien He-Atoms. Diese Terme sind aber, wie wir früher 
gesehen haben, bei konstantem n und festgehaltenem Termsystem im allgemeinen 
um so höher, je größer die Azimutalquantenzahl l ist. Eine Ausnahme bilden 
die 1P-Terme, die über den 1D-Termen liegen. Also ist - von den 1P-Termen 
abgesehen - der erste Summand der Klammer in (35.6) negativ, der zweite 
positiv. Außerdem sind die Energiedifferenzen zwischen zwei Termen mit auf
einanderfolgendem l um so kleiner, je größer l ist, d. h. es ist 

En,l+l- Enl < Enl- En,l-1, 

also wird der erste Summand in der Klammer seinem Absolutwert nach erheb
lich größer sein als der zweite 2 • Demnach ist die Verschiebung der Heliumterme 
1m Starkeffekt: 

erstens im allgemeinen im Sinne einer Verminderung der Energie 2, 

zweitens dem Betrag nach am größten für m = 0, am kleinsten für m = l. 

1 A. UNSÖLD, Ann. d. Phys. Bd. 82, S. 355. 1927. 
2 Nur für l = n - 1 fällt der erste Term ganz fort und der zweite wird ausschlaggebend; 

die Energie der Terme mit l = n - 1 wird also im clektr. Feld vergrößert. Außerdem bilden 
die 1 P-Terme eine Ausnahme (vgl. oben). 
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Um die Abhängigkeit des Starkeffekts von den Quantenzahlen nl quantitativ besser 
verfolgen zu können, betrachten wir die Verschiebung der Starkeffektkomponente m = o1 

1'1 9F2n2 f[n 2 - (l + 1)2] (l + 1)2 (n 2 - 12)[2 } 

Ento =- 4(Z-=1) 2(2T+1) l (21+ 3) (E'nz;l -E-~t) - (21- 1) (Enz ~ Enz-J (3 5 .7) 

und führen statt der ungestörten Energieniveaus die Rydbergkorrektionen ein, indem wir 
in bekannter Weise setzen (vgl. Ziff. 14c) 

~ (Z-1)2 

E"t =- 2(n- o,)2. 
Dann 

(3 5 .8) 

\Venn wir jetzt noch n ~> l voraussetzen, d. h. zu hohen Seriengliedern gehen, kommt 

" 121 <JF2 n 7 ( ... 1 4 (l + 1) 2 1 412 ) 

En,o=-16(Z-1)4 il1 -il1+,4-(i+1)2 -1-il,_ 1 -il,412 --=1 · (3 5.9) 
Die Aufspaltung wächst also enorm stark mit der Hauptquantenzahl (wie n 7 !) und eben
falls sehr stark mit der Azimutalquantenzahl, weil die Rydbergkorrektionen o, sich bei Ver
mehrung von l um 1 etwa auf 1/ 2 bis 1/ 5 verkleinern. 

Um die absolute Größe der zu erwartenden Effekte bequem beurteilen zu können, 
definieren wir F 0 als diejenige Feldstärke, bei der die Termverschiebung des Niveaus m = 0 
gerade eine \Vellenzahl (1 cm- 1) beträgt. Dann wird die Verschiebung bei beliebigem Feld 
offenbar 

E 121 = (F/F )2 cm- 1 
d nlO 0 

un 
(35.10) 

F = (Z-__tr · 1 46. 107 • (- 4jl_± 1) 2 
• -.-1 ____ ~. ____ 1 _ -)-~ 

0 n3 ' 4(1+1)2 -1 o,-o,+l 412 -1 o,_,-ol . (35.11) 

Setzen wir hier die beobachteten Werte für die Rydbergkorrekturen aus Tabelle 6 (Ziff. 15) 
ein, so werden die charakteristischen Felder F 0 

für 

Ortho-He 

Par-He .. 

7 
5.95 · n 2 

4,86·n-~ 

P-Termc 

4,50 · n l 
1,58·n-J 

D-Terme 

7 } 
0 66 • n-, 

' _ 7_ Millionen Voltjcm. (3 5 .12) 
0,60 · n 2 

Die Parheliumterme werden also stärker verschoben als die Orthoterme, insbesondere gilt 
dies für die P-Terme, weil der Abstand der 1P- von den 1D-Termen nur etwa 'f4 des Ab
standes der entsprechenden Tripletterme ist. (Die 1 P-Terme sind auch insofern ausgezeichnet, 
als sie im Gegensatz zu unserer allgemeinen Regel im Starkeffekt eine Verschiebung nach 
höheren Energien zeigen, da sie von Natur aus höher liegen als die 1D-Terme; vgl. oben.) 

In der folgenden kleinen Tabelle sind die \Verte der charakteristischen Felder F 0 für 
die einzelnen Terme des He aufgeführt 2 • 

Charakteristische Felder für den Starkeffekt des Heliums in Kilovoltfern *. 
n '5- '5- ap. 'P- 'D- 1D-Terme 

2 735 535 735 535 
3 151 115 157 42 103 45 
4 52 40 42 13,8 8,3 6,5 
5 23 18 17,5 6 3.3 2,6 
6 12 9.5 9 3,1 1,65 1,30 

Man sieht unmittelbar aus der Tabelle die ungeheuren Unterschiede der Aufspaltungen 
der einzelnen Terme: Ein Feld von 10000 Voltfern z. D. verschiebt die Komponente m = 0 
des 2 35-Terms um nur 0,0002 cm- 1 , die entsprechende Komponente des 6 1D-Terms dagegen 
um 60 cm- 1 . Zur Berechnung der Aufspaltung der Linien des Heliumspektrums braucht 

1 Diese wird, wie eben bemerkt, am stärksten verschoben. 
2 Die \Verte weichen etwas ab von den \Verten, die man durch Einsetzen der betreffen

den n-\Verte in die für hohe Hauptquantenzahl n geltenden allgemeinen Ausdrücke (35.12) 
bekommen würde, weil die Rydbergkorrekturen für die ersten Glieder jeder Serie bekanntlich 
etwas abweichen von denen für hohe Serienglieder (vgl. Tab. 6, Ziff. 15) und weil wir für 
endliche n nicht mehr in Formel (35.8) l gegen n vernachlässigen dürfen. 

* Bei den angegebenen Feldstärken beträgt die Verschiebung der äußersten Stark
effektkomponente gerade 1 cm- 1 . 



422 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff. 35. 

man daher praktisch nur die Aufspaltung des oberen Niveaus zu kennen, die Aufspaltung 
des unteren Niveaus ist meist unmeßbar klein. Die Aufspaltung der Terme ist ungefähr 
ebenso groß (in \Virklichkeit etwas kleiner) wie die Verschiebung der Starkeffektkomponente 
m = 0 gegenüber dem feldfreien Term, die wir hier immer tabuliert haben. 

b) Mittlere Felder (Starkcffekt vergleichbar mit dem Abstand 
der ungestörten Energieniveaus). Übergang zum linearen Stark
effekt. In diesem Fall darf man das elektrische Feld nicht mehr als kleine 
Störung betrachten, sondern muß es als gleichberechtigt behandeln mit der 
Wechselwirkung zwischen dem Leuchtelektron und dem inneren Elektron 
("CouLOMBsche Wechselwirkung" der Ladungswolken, Austausch, Polarisation, 
vgl. Ziff. 14, 15). Man muß daher die Matrix der Gesamtenergie (Wechselwirkung 
der Elektronen untereinander plus Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld) 
hinschreiben und ihre Eigenwerte exakt berechnen (nicht bloß durch Näherung 
von den feldfreien Eigenwerten her). 

Legt man die Zustände des Atoms, auf die sich Zeilen und Kolonnen der Matrix beziehen, 
durch die Quantenzahlen nlm fest', so werden die Viagonalelemente der Energiematrix 
gleich den Eigenwerten des feldfreien Atoms, die Matrixelemente der \Vechselwirkung mit 
dem elektrischen Feld entsprechen Sprüngen der Azimutalquantenzahl um ::+: 1 bei Erhaltung 
der magnetischen Quantenzahl m [vgl. (35.3)] und beliebiger Änderung von n. \Vir betrachten 
den Ausschnitt der Matrix, der zu bestimmten Werten von n und m gehört: Damit setzen 
wir voraus, daß der Starkeffekt noch klein bleibt gegenüber dem Abstand der Terme mit 
verschiedener Hauptquantenzahl, also daß noch kein Effekt auftritt, der dem quadratischen 
Starkeffekt des \Vasserstoffs entspricht 2• Der fragliche Ausschnitt aus der Energiematrix 
enthält n- m Zeilen und Kolonnen, welche den azimutalen Quantenzahlen l = m, m + 1, 
· · · n - 1 entsprechen. \'\'ir schreiben als typisches Beispiel die Energiematrix für n ~c 4 
m = 1 hierher: 

( 
E4t 

6V\"-F 

' 0 

E•2 

6 y~~ F 

Ihre Eigenwerte ergeben sich ans der kubischen Gleichung 

,a- (E41 + E42 + Ed ,2 + (E41E•2 + E42E4a + E.,)C41-
+ 144 (~ E4a + ~ E41) F2- E41E42E4a = 0. 

(35.13) 

144F2) "} (35.14) 

Für kleine Feldstärken ergibt sich daraus unser alter quadratischer Starkeffekt (m ~- 1 !) 

1- 3 F2 
C] = 'H- 144. E~- -E~~- ' 

5 ''42 -41 

F2=E42-144·-1_p2(E :V -E ~l; '). 
5 43 10 42 42 "-41 

(35.15) 

2 2 1 
<3 = E. 3 + 144 • ~ l; --~ -,,~--. 

5 E•a- F-42 

\Venn die Energieniveaus in der Reihenfolge 4P < 4d < 4 f aufeinanderfolgen, wie das bei 
Ortho-He der Fall ist, so erfahren der p- und d-Term (<1 und s2) eine Verminderung, der 
/-Term (e3) eine Vermehrung der Energie im Feld, wie wir das oben bereits festgestellt hab('n. 

Für große Feldstärken F? E 43 --- E 41 gehen die Terme über in 

E =~12F+ 3 E + 1 E + 1 F +O(~l~l_~E3)2) l 1 10 41 2 42 5 ~43 F ' 

2_E + 3 E -!- 0 ((E,- J:")2) jl \')5.16) E2 = 5 41 5 4:J F ' 

F 3 E 1 E 1 F O (( E1 - EY) c3 = 12 + 10 '4l + 2 ~42 + 5 -'43 + ---p-"- · 
1 m mißt die Komponente des Bahndrehimpulses in der Eichtung des Feldes. 
2 Diesen können wir ganz analog wie bei \Vasserstoff in para!Jolischen Koordinaten 

behandeln, weil die \Yechselwirkung der Elektronen untereinander bei so starken Feldern 
praktisch vernachlässigt werden kann, weil also praktisch !-Entartung vorliegt. 
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Wenn wir hier den Abstand der feldfreien Niveaus E 41 E 42E 43 voneinander ganz 
vernachlässigen, so werden die Formeln (35.16) gerrau identisch mit den Formeln 
(30.11) für den gewöhnlichen linearen Starkeffekt des Wasserstoffs. Wir haben, 
wie wir durch Vergleich feststellen, dem Term c:1 die parabolischen Quanten
zahlen n 1 = 0, n 2 = 2, m = 1 zuzuordnen; dem Term c·2 die Quantenzahlen 
n 1 = 1, n 2 = 1, m = 1, dem Term e:i schließlich n 1 = 2, n 2 = 0, m = 1. Be
trachten wir dann die Formeln ()5.16) genauer, so sehen wir, daß ein Rest der 
ohne Feld bestehenden Aufspaltung in Niveaus mit verschiedenem l noch übrig
bleibt: Der lineare Starkeffekt erscheint modifiziert durch die Wechselwirkung 
des Leuchtelektrons mit dem inneren Elektron. Der Abstand des Schwerpunkts 
der äußeren Terme c:1 c:3 vom Term c:2 z. B. ist 

(3 5 .17) 

also um einen Zahlenfaktor von der Größenordnung 1f3 kleiner als die Auf
spaltung des feldfreien Niveaus. Für mittlere Felder (Starkcffckt und Elektronen
wechselwirkung von gleicher Größenordnung) ist natürlich der Effekt kompli
zierter als für starke und schwache, er ist von FoSTER (1. c.) eingehend behandelt 
worden. 

c) Beim Übergang von kleinsten zu höchsten Feldern ändert sich 
der Starkeffekt des Heliums nach dem bisher Gesagten wie folgt: 

1. Sehr schwache Felder: Starkeffekt der Feinstrukturkomponenten, pro
portional Quadrat des Feldes. n l j m (m = Gesamtimpulsmoment in der Feld
richtung) sind Quantenzahlen. Obere Grenze dieses Gebiets etwa 100000 Voltfern 
für 2 3P-Term, 30 Voltfern für 6 3 P-Term, 1 Voltfern für 6 3D-Term (vgl. die 
Rechnungen bei Wasserstoff, Ziff. 34a). 

2. Etwas stärkere Felder (Starkeffekt und Feinstruktur von gleicher Größen
ordnung): j ist keine Quantenzahl mehr. Komplizierte Abhängigkeit des Effekts 
vom Feld. 

3- Noch stärkere Felder, bisher als "schwache Felder" bezeichnet: Stark
effekt groß gegen Feinstruktur, aber klein gegen Abstand der Terme mit ver
schiedener Azimutalquantenzahl (vgl. Abschnitt a dieser Ziffer). Die Quanten 
zahlen sind nlm1m8 • Die Terme sind im Groben durch die Formeln (35.7) bis (35.12) 
gegeben, der Effekt ist proportional dem Quadrat der Feldstärke. Dazu kommt 
eine kleine Aufspaltung der Starkeffektterme durch den Spin von der Größen
ordnung der Feinstruktur des feldfreien Atoms [ vgl. die Rechnungen bei Wasser
stoff, Ziff. 34 b, unserem Fall entspricht Formel (34.14)]. Dieses Gebiet crstreckt 
sich für den 2 3 P-Term etwa von 700000 bis 50 Millionen Volt/ern, für den 3 3P
Term von 200 bis 40000 Voltjcm, für den 6 1D-Term von O* bis 1000 Voltfcm. 

4. Mittlere Felder: Starkeffekt von gleicher Größenordnung wie der Ab
stand der Terme mit verschiedener Azimu talq uan tenzahll: Quantenzahlen n m1 m,. 
l ist nicht mehr quantisiert. Komplizierte Feldabhängigkeit (vgl. Abschnitt b 
dieser Ziffer). 

5. Starke Felder: Starkeffekt groß gegen Abstand der Terme mit gleichem n 
und verschiedenem l, aber klein gegen Abstand der Terme mit verschiedener 
HauptquantenzahL Parabolische Quantisierung: Quantenzahlen n n 1 n 2 m1m8 • 

Lineare Feldabhängigkeit, in erster Näherung wie beim linearen Starkeffekt 
des Wasserstoffs, in zweiter Näherung kommt dazu ein Rest der l-Aufspaltung 
[vgl. Abschnitt b, Formel (35.16, 17)]. Felder etwa 100 Millionen Voltfern für 
n = 2, 80000 bis 300000 Voltfern für n = 6 (vgl. hierzu Ziff. 30). 

* Für Singkttermc ist natürlich stets schon für F = 0 Fall 3 gegeben, da eine Fein
struktur nicht vorhanden ist. 
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6. Sehr starke Felder: Starkeffekt vergleichbar mit dem Abstand der Terme 
mit verschiedener HauptquantenzahL Ein Effekt von der Art des quadratischen 
Starkeffekts des Wasserstoffs tritt auf (vgl. Ziff. 31), Eigenfunktionen verschie
dener Hauptquantenzahl n vermischen sich. 

d) Durchbrechung der Auswahlregeln. Wir haben bisher nur den 
Einfluß des elektrischen Feldes auf die Lage der Terme (Aufspaltung und Ver
schiebung) betrachtet. Ebenso interessant ist aber die Tatsache, daß im elek
trischen Feld, und zwar schon bei relativ schwachen Feldern, neue Linien auf
treten, welche die bei verschwindendem elektrischen Feld geltende Auswahlregel 
für die azimutale Quantenzahl Lll = ± 1 verletzen: vor allen Dingen sind (p p )-, 
(s s)- und (s d)-Kombinationen beobachtet. Die Theorie ist sehr einfach: Durch 
das elektrische Feld werden Eigenfunktionen verschiedener Azimutalquantenzahl 
vermischt, so daß z. B. die Eigenfunktion eines p-Terms stets auch mit einem 
gewissen Koeffizienten die Eigenfunktion des benachbarten d- und s-Terms ent
hält: Hierdurch wird der p-Term befähigt, mit anderen p-Termen und mit 
f-Termen zu kombinieren. 

Bezeichnen wir die Eigenfunktionen des Terms nlm ohne äußeres Feld mit Unlm, so 
ist die Eigenfunktion u' im elektrischen Feld in erster Näherung (also für Fall 3 unserer 
Zusammenstellung in c) nach der ScHRÖDINGERschen Störungstheorie mit Rücksicht auf 
(35-5) gegeben durch 

u' = u - 3 n F v'[·" - (I+ 1 I'J [(/ + 1)' - m'.] -·-un. 1+1, __ • .___) 

nlm nlm 2 4 (l + 1} 2 - 1 Enl- E,<l+l 
(35.18) 

- 3n FV'(n2--=-12)(iC=~) -~.l-t,m_ 
2 412 -1 E .. ,-En,_,· 

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit des Übergangs vom Term nlm zu einem tieferen 
Term n0 10 m0 berechnen, mit dem der Term n lm bei verschwindendem elektrischen Feld 
nicht kombinieren würde (also 10 =!= l ± 1). Dabei dürfen wir die Änderung der Eigenfunktion 
des unteren Terms durch das elektrische Feld vernachlässigen, weil die Nenner Enl+l - Enl 
für kleine n sehr groß werden. Also bekommen wir für die Amplitude der in der Richtung q 
polarisierten Ausstrahlung 

-/u* u' d7:=_i_~--v1[n2-(f+1)2][(l+1) 2 -m2]_ l 
no<omoq nlm 2 E -E 4(1+ 1)2 - 1 

nl nl+t (35.19) 
} • 3 nF J /(n2 -12) (12- m2)f 

• Un0 10 m0 qun,l+l,m d1:. + 2 Enl -Enl-~ /- --- 4jif:_:: 1 ··-- Unol0 m0 qun,l-1,md7:. 

Das erste Integral rechts ist nach den gewöhnlichen Auswahlregeln nur dann von Null ver
schieden, wenn 10 = l oder l + 2, das zweite Integral, wenn 10 = l oder l - 2 ist. Also be
kommen wir für die im schwachen elektrischen Feld neu auftretenden Übergänge die Aus
wahlregel .dl = 0, ±2. (35.20) 

Außerdem sehen wir, daß die Amplitude (35.19) proportional mit dem Feld, also die Inten
sität der ausgesandten Linien, proportional F 2 ist. Ein entsprechender Betrag geht bei der 
Intensität der ,.erlaubten" Linien .J l = ± 1 verloren. 

Wir betrachten zunächst den Übergang .dl = 0 (also 10 = l) und beachten (vgl. Ziff. 41), 
daß die Übergänge, bei denen sich l und n im entgegengesetzten Sinne ändern, sehr viel 
geringere Intensität besitzen als Übergänge mit gleichsinniger Änderung von n und l. Das 
zweite Integral in (35.19). das die Übergangswahrscheinlichkeit n0 10 ->- n, l- 1 darstellt, ist 
also klein gegen das erste (Übergang n0 10 ->- n, l + 1). Außerdem hat das zweite Glied einen 
größeren Resonanznenner als das erste, weil ja bei festgehaltenem n die Terme mit zunehmen
dem l immer dichter aufeinanderfolgen. Wir lassen daher das zweite Glied als unwesentlich 
fort. Ferner sehen wir ab von der Aufspaltung des unteren Terms, addieren also die Inten
sitäten der Übergänge nach den verschiedenen m 0 , und summieren gleichzeitig über aiie 
Polarisationsrichtungen der emittierten Strahlung. Dann entsteht auf der rechten Seite 
von (35.19), abgesehen von einem numerischen Faktor 

3 +'f 
~ ~ Jfunolumoqiun,l+l,mdrJ2 
i=l m0=-l0 
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(q1 = x, q2 = y, q3 = z). Dieser Ausdruck ist unabhängig von m [vgl. (39.12), (39-13)] und gibt 
die Gesamtintensität des Übergangs n, I+ 1-->- n0 1 an. Nennen wir diese J:'l~l' so bekommen 
wir für die Gesamtintensität unseres "verbotenen" Übergangs nlm-->- n01 

'""'- 9 p2 n2- (I 1)2 . n2. (I+ 1)2 ~ m2. ]"•' (35.21) 
fntm- 4 (Enl+l _ E,.,)2 [ + J 4 (l + 1)2 _ 1 nl+l 

wobei der Strich links andeutet, daß es sich um die Intensität der Linie im elektrischen Feld 
handelt. Die Intensität ist also am größten für m = 0; die Starkeffektkomponente, die am 
meisten verschoben ist, gibt auch die stärksten verbotenen Kombinationen. Ja man kann 
direkt (35.21) in Beziehung setzen zur Verschiebung des Terms nlm, wenn man in (35.6) 
den zweiten Summanden~der Klammer gegen den ersten vernachlässigt!; dann wird 

E (2) 

J'""'- _nlm_ - ]""' (35.22} 
>dm- Enl- Enl+l nl+l • 

Die Intensität des verbotenen Übergangs nl->- n 01 verhält sich zur Intensität des erlaubten 
Übergangs n, I + 1 -->- n0 1 wie die Starkeffektverschiebung des oberen Niveaus des ver
botenen Übergangs zum Abstand dieses Niveaus vom oberen Niveau des erlaubten Übergangs. 

Die Intensität der verbotenen Übergänge nl->- n0, I- 2 berechnet man ganz analog zu 

'" l-2 9 F2n2 (n2- [2) (12 - m2) ;•ol-2 ( 5 ) 
] nt''m = -4- (E _ E )2 --4-12-=_-1 -- nt-1 , 3 .23 

nl nl-1 

und die_Intensität der Übergänge nl->- n01 + 2 endlich wird 

]'"•'+2- F2n2 (n2- (I+ 1)2) ((l + 1)2- m2) r•'+2 (35.24) 
nlm - (Enl+t- E,.,)2 4(1 + 1)2- 1 nl+l . 

Letztere kommen aber für die Beobachtung bei He weniger in Frage, weil die sichtbaren 
He-Linien sämtlich auf den zweiquantigen Niveaus n = 2 landen, so daß 10 < 1 ist, also 
Niveaus mit der Azimutalquantenzahl 10 - 2 nicht existieren. 

Selbstverständlich gelten alle unsere Intensitätsformeln nur für schwache Felder, d. h. 
solange der Starkeffekt klein ist gegen den Abstand von Niveaus mit gleichem n und ver
schiedenem I, genau wie unsere Formeln (35.6) bis (35.9) für die Energieniveaus (Fal13 der Zu
sammenstellung in Abschnitt c). In "starken" Feldern sind die Intensitätsverhältnisse, 
genau wie die Aufspaltung, dieselben wie für Wasserstoff und können mit Hilfe der "para
bolischen Eigenfunktionen" berechnet werden. In diesem Fall haben die Übergänge natürlich 
keinerlei "Erinnerung" daran, ob sie bei verschwindendem Feld verboten oder erlaubt waren. 
Im "Übergangsgebiet" verhalten sich die Intensitäten, wie auch die Aufspaltungen, kompli
zierter. 

e) V er gleich mit der Erfahrung. Tabelle 14 zeigt die theoretische 
Struktur des Terms n = 4 des Parheliums für verschiedene Feldstärken; die 

Tabelle 14. Berechnete Lagen der Starkkomponenten des vierquantigen Terms 
von Parhelium. (Die Lagen sind von der unverschobenen D-Linie aus gemessen und 

in cm- 1 angegeben.) 
a) Verschiebung der Starkeffektkomponenten (magn. Quantenzahl m). 

Feld 

+ 
s D I m=O [ 

F* p 
- - -~- - ,~--. ----

m=O ~~-=1 m=O 1n=O Im= 1 m=2 m=l 
i 

m=2 

okVfcm -506,2 0 0 0 +5,6 +5.61+5.6 +46,4 +46,4 
10 6,3 -2,0 -1,75 -1,0 7,2 7,05 6,6 46,9 46,7 
20 6,4 5,8 5,2 3,1 9,6 9.3 8,7 48,4 47,9 
30 6,6 10,2 9,1 5,4 11,9 11,7 1 11,4 50,7 49,4 
40 7,0 14,9 13,3 7,9 13,7 13,6 113,5 54,0 51,7 
60 7,9 25,0 22,2 12,9 16,4 16,4 18,5 62,3 57,8 
80 9,4 35.3 31,5 18,0 18,2 18,1 I 23,6 72,3 65,4 

100 12,2 45,3 41,1 23,2 19,8 19,25 28,8 83,5 73,9 

b) Polarisation der Linien, die beim Übergang zum 2P-Term (magn. Quantenzahl m') ent
stehen. 

m' = ~ I :n: 
(J 

(J 

:n; a 
:n; 
(J 

0 

:n; 

1 Das ist berechtigt, solange I + n - 1 , was wegen I S: n0 - 1 , n0 < n stets erfüllt ist. 
* Die Komponente m = 3 wird nicht verschoben (Lage +5, 6). 
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Ziff. 36. Die Dielektrizitätskonstante des Heliums. 427 

Quantenzahl des Ausgangsniveaus m = 0, ±1, ±2 sein, das theoretische Struk
turbild ist also bei senkrechter Polarisation linienreicher (siehe Abb. 32). Die 
Aufspaltungskomponenten m = 0 und 1 des 4F-Terms fallen praktisch zu
sammen. Die Abb. 32 enthält neben den berechneten Kurven noch Punkte, 
welche die Beobachtungswerte von FoSTER darstellen, sie fallen, wie man sieht, 
sehr genau auf die berechneten Kurven. Abb. 33 gibt die berechneten Intensi
täten, dargestellt durch die Länge der Linien: Bei Feld Null tritt nur die Linie 
2P-4D auf, dann kommt bereits bei 10kVjcm die "verbotene" Linie 2P-4F 
hinzu, und erst sehr viel später tritt auch die Kombination 2 P- 4 P auf, weil 
der Abstand der Niveaus 4 1P und 4 1D viel größer ist als der Abstand 4D-4F 
und die Intensitäten der verbotenen Linien ja nach (35-21, 23) dem Quadrat 
der genannten Abstände umgekehrt proportional sind. Abb. 34 endlich zeigt 
die experimentelle Aufnahme nach der Lo Surdo-Methode: Das elektrische Feld 
ist am oberen Ende der Aufnahme Null, am unteren 137 kV fern. Man bemerke 
die qualitative Übereinstimmung von beobachteten und berechneten Intensi
täten. 

36. Die Dielektrizitätskonstante des Heliums1• Um die Dielektrizitäts
konstante s des Heliums zu berechnen, müssen wir den Starkeffekt zweiter 
Ordnung des Helium-Grundterms kennen. Ist die Eigenwertstörung im Felde F 
gleich E 2F 2, so berechnet sich s aus 

s = 1 - 8nNE2 , (36.1) 

wo N die Anzahl Atome pro Volumeinheit ist. Messen wir E 2 und F in atomaren 
Einheiten, so müssen wir das gleiche auch beim Volumen tun: N ist also die 
Anzahl Atome im Volumen a 3 (a = Wasserstoffradius) 

N =I a3 • _(!_ = 0 089 · Q 
~ A ' A' (36.2) 

WO e die Dichte, A das Atomgewicht der Substanz ist. Für Gase bei Normal
bedingungen (0° C, 760 mm Druck) ist Afe = 22400, also 

e=1-1,00·10-"E2 • (36-3) 

Zur Berechnung der Eigenwertstörung zweiter Näherung benutzen wir die 
in Ziff. 18 entwickelte Methode. Die ungestörte Hamiltonfunktion lautet bei uns 
(in atomaren Einheiten) 

1 1 2 2 1 
Ho = - -2- LII - 2 Ll2 - ·;,1- - r; + rl2' (36.4) 

die Störungsfunktion des elektrischen Feldes ist F (z1 + z2), die Feldstärke F 
fassen wir als Störungsparameter auf, dann wird in der Bezeichnungsweise von 
Ziff. 18 einfach 

H 1 = z1 + z2 . (36.5) 

Die Störungsenergie erster Ordnung verschwindet, und aus (18.22) wird 

E 2 = j tt02 (q; • (z1 + z2) + l- grad2 cp) dr = Min. (36.6) 

(36.6) ist durch Variation von q; zum Minimum zu machen. Als einfachster 
Ansatz bietet sich etwa 2 

(36.7) 

1 Vgl. H. R. HAss:E, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 26, S. 542. 1930; J. C. SLATER 
u. J. G. KIRKWOOD, Phys. Rev. Bd. 37, S. 682. 1931. Weniger befriedigend sind die Rech
nungen von ]. V. ATANASOFF, cbenda Bd. 36, S. 1232. 1930. 

2 E 2 ist empfindlicher gegen kleine Änderungen von u 0 als gegen Änderungen von 'P• 
weil 'P sowieso durch die Variation stets auf "möglichst günstig" korrigiert wird. 
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wobei c.: variiert werden kann: Dann wird grad2 cp = 2c.:2, und aus (36.6) kommt 

E2 = + J (z1 + z2)2 (c.: + ! c.:2) tt02 d-c. (36.8) 

Setzen wir weiter für u 0 die einfache Eigenfunktion (17.18) 

k - _2 7_ - :-:;' (36.9) 
so wird 

'"""' 
E2 = t(c.: +! c.;2) j je- •• , (r,+rJ r12(V)6. I. rl2 drl r22 dr2 = 1g (c.: +! c.:2). 

6 0 

Das Minimum liegt bei c.: = -1 und hat den Wert 

(36.10) 

was noch ziemlich weit vom richtigen Wert ( -0,74) entfernt ist. 
Die Hauptursache der Unstimmigkeit ist darin zu suchen, daß (36.9) eine 

ziemlich schlechte Annäherung an die wirkliche Eigenfunktion des feldfreien 
Heliumatoms bedeutet. SLATER und KIRKWOOD (1. c.) haben darum für u 0 die 
HARTREEsche Eigenfunktion eingesetzt!. Außerdem verbesserten s1e den An
satz für die Eigenfunktionsstörung cp, indem sie setzten 

(36.11) 

mit zwei verfügbaren Konstanten c.: und v. Das Minimum liegt bei v = etwa 1/2; 
das bedeutet, daß bei großer Entfernung der Elektronen vom Kern die Störung 
der Eigenfunktion durch das elektrische Feld größer ist als in der Nähe des 
Kerns, was unmittelbar einleuchtet. Es ergibt sich dann 

E2 = -0,715. 

Daraus berechnet sich die Dielektrizitätskonstante nach (36.3) zu 

s = 1,0000715' 
während der beobachtete Wert 

s = 1,000074 

beträgt. Die Übereinstimmung ist befriedigend. 

C. Gleichzeitige Wirkung von elektrischem und 
magnetischem Feld. 

37. Parallele und gekreuzte Felder. Wirkt auf ein Atom, das der Einfachheit halber 
nur ein Elektron haben möge, gleichzeitig ein elektrisches Feld in der Richtung z und ein 
magnetisches Feld in der Richtung /; ein; so ist das Störungspotential 

Fz + rxH(k~ + 2s.;-), (37.1) 
wo k1; und sz; die Drehimpulse von Bahn und Spin in Richtung des Magnetfeldes sind. Je 
nach der relativen Lage von elektrischem Feld und Magnetfeld sind zwei Fälle zu unter
scheiden: 

a) Parallele Felder: Dann superpanieren sich die Effekte der beiden Felder einfach, da 
der Störungsoperator des elektrischen Feldes, F z, mit dem des Magnetfeldes vertauschbar 
ist. Das praktisch zu beobachtende Aufspaltungsbild ist wesentlich dadurch bestimmt, daß 
bei normalen Feldstärken der Starkeffekt im allgemeinen um etwa zwei Größenordnungen 
größer ist als der Zeemaneffekt. In erster Näherung sind also die Terme einfach die gewöhn
lichen Starkeffektterme, in zweiter Näherung werden diese nochmals durch den Zeemaneffekt 
aufgespalten 2• 

1 Eigentlich einen von SLATER abgeleiteten analytischen Ausdruck, der sehr nahe mit 
der HARTREEschen Eigenfunktion übereinstimmt. 

2 Vgl. dazu etwa die Theorie des Zeemaneffekts in Kristallen: H. BETHE, ZS. f. Phys. 
Bd. 60, S. 218. 1930; ]. BECQUEREL, ebenda Bd. 58, S. 205. 1929; H. A. KRAMERS, Proc. 
Amsterdam Bd. 32, S. 11 76. 1929. 
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b) Gekreuzte Felder (i: = x). Dieser Fall machte in der alten Quantentheorie große 
Schwierigkeiten, in der Wellenmechanik kann die Lösung prinzipiell sofort angeschrieben 
werden: Man hat einfach die Matrix der Störungsenergie (37.1) zu bilden und ihre Eigenwerte 
aufzusuchen. Rechnerisch ist das allerdings ziemlich kompliziert, weil die Matrix nicht, wie 
bei Einwirkung eines elektrischen oder magnetischen Feldes allein, in Teilmatrizen zerfällt: 
Während nämlich dort und auch noch bei parallelen Feldern der Drehimpuls um die Feld
richtung stets eine Konstante der Bewegung ist, kann (wenigstens solange über die relative 
Größe von elektrischem und magnetischem Feld nichts gesagt ist) bei gekreuzten Feldern 
weder der Drehimpuls in der Richtung des elektrischen noch der in der Richtung des magne
tischen Feldes als quantisiert betrachtet werden. 

III. Wechselwirkung mit Strahlung. 
38. Allgemeine Formeln. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Atom 

durch spontane Strahlungsemission aus dem Zustand n in den Zustand n' über
geht und dabei ein Lichtquant der Polarisationsrichtung x und der Fortpflan
zungsrichtung f in den Winkelbereich d w hineinstrahlt, beträgt nach der DIRAC
seheu Strahlungstheorie 1 

( - e2 h ,, I fx 12 w f, x)dw- ~- 23 Pn'n dw, 
2:n:m c 

wobei P das retardierte Matrixelement des Stromes ist: 

P,;.xn = f ttn"'; _2 ei<lr;> ~~: d1:. 
i 

(38.1) 

(38.2) 

x, ist die Koordinate des iten Atomelektrons, das Integral geht über den Kon
figurationsraum aller AtomelektroneiL 

Für nicht zu kurzwelliges Licht ist es möglich, diesen Ausdruck ganz wesent
lich zu vereinfachen: Die Wellenzahl k = 2nfl ist nämlich z. B. für sichtbares 
Licht von der Größenordnung 105 cm-1, die Abstände t; der Elektronen vom 
Kern des Atoms dagegen von der Größenordnung 10- 8 cm (Atomradius). Also 
werden die Exponenten der Exponentialfunktion in (38.2) sehr klein, und man 
kann die Exponentialfunktion durch Eins ersetzen. Dann wird P ~·xn die X-Kom
ponente des Vektors 

$ 11• 11 = j u;:. 4 grad; Un d1:, 
' 

(38.3) 

welcher bis auf den Faktor hf2ni das Matrixelement des Impulses darstellt, 
welches dem Übergang n-->- n' entspricht. Nun gilt bekanntlich die Beziehung 

2:n:i 2:n:im 4n2 m 
$n•n = h tJn•n = --h- tln•n = -h~ Ynn' fn'n (38.4) 

mit 1 
Ynn' = -h (E,. - En•) ' (38.5) 

wo .)J die Summe der Impulse, tJ die Summe der Geschwindigkeiten, r die Summe 
der Ortsvektoren aller Elektronen des Atoms ist, also 

tn•n = f u/1° 4riundi. (38.6) ,, 
Zur wellenmechanischen Ableitung von (38.4) geht man am einfachsten aus von den 

Schrödingergleichungen --, 8 :n;2 m 
,- Ll; Un + 9 (E,. - V) 1110 = 0 , 

..::::.... h-
i 

2 ., * 8n2 nt ~ _ * _ A;u,.. + 2 (E,.. V) u,..- 0, 
i h 

1 Siehe Beitrag WENTZEL, Formel ( 18.7) und (17.10), ds. Handb. S. 743 u. 744. WENTZELS j 

ist bis auf den Faktor i I!J~ gleich unserem P, sein Wn- wm ist bei uns mit 2:n:1• be
m 

zeichnet, späterhin auch mit 2m·,."' [vgl. (38.S)J. 
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multipliziert die erste mit u!, l;t1, die zweite mit unl;t,, subtrahiert und integriert über 
den Raum ' ' 

J L: t, (u~, L: L11 u.- u,. ~ L11 u~,) dr = ~-~:m (En'- E.) JL: t 1 u!, u,.dz. 
i 1 j ;, 

Das Integral links läßt sich partiell integrieren, dabei entsteht 

f """" ( * iJun iJu~,) d f "'"'I * 1 d * d ...:::.....:::.. t, _u •• 01lj- u. an, a- ...:::.. (u,.,grac,u.- u.gra ,u •• ) z. 
i j i 

Das erste Integral geht über eine unendlich weit entfernte Oberfläche (im Konfigurations
raum1) und verschwindet, sobald mindestens eine der Eigenfunktionen u., u •• dem diskreten 
Spektrum angehört. Im zweiten Integral läßt sich der zweite Summand nochmals partiell 
integrieren, dann erhält man 

I. "" 8 "'2 m f * "" 2• ..:::,. u!,grad,u.dz = h 2- (E,.- E •• ) u,.,..:::,. r,u.dz, 
i ;, 

und das ist wegen der Definition (38.5) von 1'nn' identisch mit (38.4). 

Wir setzen (38.4) in (38.1) ein: 
. - 8n3e2 3 2 

w(w, J) dw- Tca Ynn•(ejrn•n) dw. (38.7) 

(38.7) gibt dann die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Atom vom Zustand n 
nach n' übergeht und dabei Licht von der Polarisationsrichtung j in den Winkel
bereich dw ausgestrahlt wird. Die Intensität des in den Winkelbereich dw aus
gestrahlten Lichts (in ergjsec) ergibt sich hieraus durch Multiplikation mit der 
Energie des Lichtquants hy: 

8n3 e2 

]jdw = - 3-Y4 (ejrn•n)2 dw. (38.8) c 

Das ist genau die klassische Formel für die Intensität des Lichts, das von einem 
schwingenden Dipol mit dem Dipolmoment ern•neiYnn•t und der Schwingungs
frequenz Ynn' ausgestrahlt wird. Man nennt daher die Strahlung, die man ohne 
Berücksichtigung der Retardierung [Exponentialfaktor in (38.2)] erhält, Dipol
strahlung. rn•n vertritt die Amplitude des klassischen Dipols. 

Wenn die Beobachtungsrichtung f den Winkel{} mit dem Dipolmoment rn•n 
bildet und die Beobachtungsapparatur vom strahlenden Atom aus gesehen den 
Öffnungswinkel dw hat, so beobachtet man die Intensität 

8n3 e2 

] dw =- c3 - Y4 IJCn lrn•nl2 sin2 ßdw, (38.9) 

wenn IJCn die Anzahl der Atome im Zustand n im Beobachtungsraum ist2• Die 
gesamte ausgestrahlte Intensität ergibt sich durch Integration von (38.9) über 
alle Fortpflanzungsrichtungen des emittierten Lichts, d. h. über dw: 

(38.10) 

(in ergjsec pro emittierendes Atom). Die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit 
für den Übergang von n nach n' bekommt man, indem man (38.10) wieder durch 
h y dividiert : 

(38.11) 

1 n ist die Richtung senkrecht zu dieser Fläche. 
2 Man kann nämlich eine Polarisationsrichtung e1 senkrecht zu t,,.. annehmen, die 

andere, e2 , liegt dann in der gleichen Ebene wie f und tn'n und bildet mit r,..,. den Winkel 

-·"'- - {), da sie auf f senkrecht steht. Licht von der Polarisationsrichtung 1 wird nicht aus-
2 

gestrahlt, die Polarisation 2 mit der Intensität (38.9). 
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Summiert man schließlich (38.11) über alle Zustände n', deren Energie kleiner 
ist als die Energie des Ausgangszustandes n, so erhält man die Gesamtwahr
scheinlichkeit dafür, daß der Zustand n in der Zeit 1 durch Ausstrahlung zer-
stört wird, 

(38.12) 

m. a. W. den reziproken Wert der mittleren Lebensdauer 

T __ 1 ____ 1_ 
n- ßn- ~ A,.,,. (38.13) 

En•<En 

des Zustandes m; T ist (vgl. die Tabelle 17) von der Größenordnung 10- 9 sec. 
Schließlich ist es noch praktisch, die Oszillatorstärke 1 einzuführen: 

(38.14) 

von der in Ziff. 40 noch näher die H.ede sein wird. Dann haben wir im ganzen 
fünf Begriffe definiert, die sich jeweils um einen Faktor v unterscheiden, 
nämlich: 

das Quadrat des Koordinatenmatrixelements (Dipolstärke) r;·n, 
die Oszillatorstärke fn'n proportional vmal Dipolstärke, 
das Quadrat des Impulsmatrixelements, .Pn•n [vgl. (38.4)] proportional v2 mal 

Dipolstärke, 
die Übergangswahrscheinlichkeit An'n proportional v3 mal Dipolstärke, 
die emittierte Intensität fn'n• proportional v4 mal Dipolstärke. 

Zahlenmäßig ist 

An'n = 8,0 ·109 • (;;~} • fn'n sec- 1 , (38.15) 

fn'n = 0,173 (1;,yJ · fn'n ergjsec (38.16) 
(pro emittierendes Atom). 

39. Auswahlregeln für azimutale und magnetische Quantenzahl. Wir be
trachten zunächst ein Atom mit einem Elektron und schreiben in gewohnter 
Weise die Eigenfunktionen in Polarkoordinaten: 

(39.1) 

Das Matrixelement der Koordinate z, das dem Übergang von diesem Zustand 
zu einem anderen mit den Quantenzahlen n' l' m' entspricht, ist (wegen z = r cos11) 

= 
u!t'm' J * d j 2 d R ( ) R ( ) Zntut = Un'l'm'ZUnlm 7: = r . r n'l' r nl r • r 

0 (39.2) n 2n 

-j'Pz'm'UJ) Ptm(11) cos11 • sin1td1t -j ;11: ei(m-m')'f'dcp. 
0 0 

Das Integral über cp verschwindet, wenn m' =f= m, also gilt für die Emission 
von Strahlung, die parallel z polarisiert ist, die Auswahlregel für die magnetische 
Quantenzahl 

Llm=m'-m=O. (39-3) 

1 Über die Begründung dieser Bezeichnung vgl. Beitrag WENTZEL, Ziff. 27, cls. Hanclb. 
s. 781. 
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Wenn die Auswahlregel erfüllt ist, gibt das Integral über rp gerade 1. Um das 
Integral über {} auszuwerten, beachten wir Formel (65.27) 

1 / (1 + 1)2 - m 2 - l;--zf-___m2 - . 
Pzm cosrJ = / (2l+-3)(21-+_ 1) pl+1 m + ; (21 + 1) (21 ::._D CZ'z-1 m 

und die Orthogonalitätsrelationen der Kugelfunktionen 

"' J Prm Pzm sin {} dt~ = Ozr. 
0 

(39.4) 

(39.5) 

Daraus ergibt sich: Das Integral über i} verschwindet, wenn nicht die Auswahl
regel für die Azimutalquantenzahl 

Lll = l' - l = ± 1 (39.6) 
erfüllt ist, und (39.2) reduziert sich auf 

n'l-11111- V (l +_ 1)2 -_m~ Rn'l+1 1 :;;;: ,". •... ~ ~~~~=;,' :;u::, ': J 
= 0 in allen übrigen Fällen 

(39.7) 

mit R;:/ =./Rn' l' (r) Rnz (r) r 3 dr. (39.8) 
Die Auswertung der Integrale über r ist komplizierter, wir verschieben sie auf 
Ziff. 41. 

Die Matrixelemente der Koordinaten x und y sind ganz analog zu berechnen. 
Der Bequemlichkeit halber bestimmen wir statt ihrer die Matrixelemente von 

x + iy = rsinrJei•z und x- iy =c, rsin!?e-i''', 
weil dadurch das Integral über rp noch einfacher wird. Wir erhalten 

~ 2n 

(x±iy)n'l'm'=R"'r'('p, ,p sin{}-sinOd{} {'ei(m±l-m'J<idcp nlrn nl •. lm lm " 2;r" (39.9) 
0 0 

Damit das Integral über t:p nicht verschwindet, muß die Auswahlregel für die 
magnetische Quantenzahl 

Llm = m'- m = ±1 (39.10) 
erfüllt sein, andernfalls kann keine Strahlung auftreten, die parallel x und y 
polarisiert ist. Bei der Auswertung des 1?-Integrals mit Hilfe der Formeln 
(65.25), (65.26) ergibt sich wieder die Auswahlregel (39.6) für die Azimutal
quantenzahl und die expliziten Intensitätsformeln 

( + · )n'l+1m+l -1/(l +_ ~_±~l"+ 111 +_ 1) Rn'l+l 
X 1Ynlm -. (21+_3)(21+_1) nl ' 

( _ · ')"'Z+tm-t ___ J/U- m + 2)(!- m + 1) Rn'Z+1 
X 1)nzm -- r (21+_3)(21+_1) nl , 

( _1_ • 1)n'l-lm+l _ _ l/(t ~_m)(1 =~n- 1) R"'l-1 
X I 1) 111111 - r (21 +_ 1)(21- 1) nl ' 

(39.11) 

( _ • 1)n'l-1JII -1 --1_/(1 +~2_(l__+_~n- 1) Rn'l-1 
X 1)nzm -' (21+_1)(21-1) nl . 

Alle anderen Matrixelemente verschwinden. 
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Aus den Formeln (39.11) ergibt sich, daß eine Änderung von l und lml im 

gleichen Sinne wahrscheinlicher ist als ein Sprung in entgegengesetztem Sinne. 
Aus den Formeln (39.7), (39.11) folgt: 
1. Addiert man die Intensitäten aller Übergänge, die von einem bestimmten 

Zustand n l m zu allen Teilzuständen m' eines Niveaus n' l' führen, ohne Rück
sicht auf die Polarisation der ausgesandten Strahlung, so ist die Summe von m 
unabhängig. 
"VIrn'l+1m'l2 = lzn'l+lm'l2 + lxn'l+lm+ll2 + lxn'l+1m-112 ~ nlm nlm nlm nlm m' + IY~·~~lm+ll2 + IY~·1 ~1m-112 

= nl • (l+1) 2-m2+_!_(l+m+2)(l+m+1) (39·12) 
(Rn'l+l)2 [ 

(21+3)(21+1) 2 

+~(l-m+2)(l-m+ 1)] = ;1~\ (R~'z1+ 1)2, 
Ebenso 

"'lrn'l-1m'l2 =_I_, (Rn'l-1) 2 
~ nlm 21 + 1 ni • (39.13) 
m' 

Aus unserem Satze folgt unmittelbar, daß die Lebensdauer eines Zustandes un
abhängig von seiner magnetischen Quantenzahl ist und ausschließlich von n 
und l abhängt. 

2. Addiert man die Intensitäten aller Zeemankomponenten einer Spektral
linie, die in der gleichen Richtung polarisiert sind, so ist die Summe von der 
Polarisationsrichtung unabhängig. (Die Summation, die im Fall 1 bei festem m 
über alle Polarisationsrichtungen [und über m'] ging, geht also jetzt bei fester 
Polarisationsrichung über m [und m']) 

+l 
""'lzn'I-Jmll2 = (Rn'l-1)2 "" ___ '!_- m 2 = __!__z(Rn'l-1)2 ~ nlm nl ~ (21 + 1)(21- 1) 3 nl ' 
m m=-l 

m 

1 (39.14) ""'(lxn'l-1m+ll2 + lxn'l-1m-112) = __!__z(Rn'l-1)2 ~ nlm 1 nlm 3 nl ' 

nach (39.7) und (39.11). Hieraus folgt unter anderem, daß die Gesamtintensitätl 
jeder der drei Komponenten des LüRENTZschen Tripletts beim normalen Zeeman
effekt dieselbe ist. 

c) Wir besprechen kurz die Auswahlregeln für Atome mit mehreren Elektronen: 
Wenn wir für Helium wie üblich die Eigenfunktion als Summe bzw. Differenz von Produkten der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen ansetzen 

1 
U = Yz (Un1 11 m1 ( 1) Un212 m2 (2) ± Un2 12 m, ( 1) Un1 11 m1 (2)), (39.15) 

und annehmen, daß die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen sich als Produkte einer 
radialabhängigen Eigenfunktion und einer Kugelflächenfunktion schreiben Jassen, so sieht 
man ohne weiteres, daß die Auswahlregeln im wesentlichen dieselben bleiben wie bei Wasser
stoff: Die Quantenzahlen des einen Elektrons ändern sich um .d l = ± 1, .d m = 0 bzw. ±1, die des anderen bleiben ungeändert, also, wenn wir die Quantenzahlen des Endzustands mit 
gestrichenen Buchstaben bezeichnen: 

n; beliebig l; = l1 ± 1, m~ = m1 oder m1 ± 1 
(je nach Polarisation der Ausstrahlung) 

1 Bei Integration über alle Ausstrahlungsrichtungen. 
Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /1. 28 



434 Kap.3. H.BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff. 40. 

Außerdem bleibt beim Übergang das Termsystem (Ortho- bzw. Para-) ungeändert. Um 
die Regeln zu erkennen, braucht man nur die Matrixelemente der Koordinaten hinzuschreiben. 

Wenn man berücksichtigt, daß die Bewegung eines Elektrons abhängt vom jeweiligen 
Ort des anderen (.,Polarisation", Ziff. 16), so ist der einfache Ansatz (39.15) nicht mehr mög
lich, und es werden dann Übergänge auftreten, bei denen beide Elektronen ihre Quanten
zahlen verändern, z. B. 11 um 1, 12 um 2 springt usw. Es können dann beide Elektronen 
gleichzeitig durch Absorption eines einzigen Quants angeregt werden. 

Bei allen Übergängen müssen aber für beliebige Atome folgende Auswahlregeln er
füllt sein: 

1. Die Summe der Azimutalquantenzahlen der einzelnen Elektronen muß sich um eine 
ungerade Zahl ändern (LAPORTEsche Regel). 

2. Die Azimutalquantenzahl des Gesamtatoms darf sich höchstens um Eins ändern, 
also Ll1 = O, ±1. 

3. Die auf die z-Achse bezogene magnetische Quantenzahl des Atoms darf sich nicht 
ändern, wenn die emittierte Strahlung parallel z, und nur um ± 1 ändern, wenn die Strahlung 
senkrecht zu z polarisiert sein soll, LI m = 0, ± 1 . 

4. Das Termsystem, d. h. der Gesamtspin des Atoms, darf sich nicht ändern, LI s = 0. 
Bei Helium führen diese Auswahlregeln wenigstens für die beobachtbare Emission 

doch wieder für das Leuchtelektron auf die gleichen Auswahlregeln, die wir vom Wasser
stoff her kennen, weil das innere Elektron stets die Azimutalquantenzahl 11 = 0 hat, so daß 
1 = 12 , m = m2 • Allerdings kann man durch Absorption vom Grundzustand aus gleichzeitig 
beide Elektronen anregen. Die Wahrscheinlichkeit für diesen Prozeß ist aber noch nicht 
explizit berechnet. 

40. Summensätze. a) Sätze und Beweise. 1. Der wichtigste Summen
satz ist der von THOMAS-REICHE-KUHN für die Summe der Oszillatorstärken 
aller Übergänge, die von einem Zustand n des Atoms ausgehen1• 

Mit Rücksicht auf (38.4) ist 

8.n2 m _ (P) _ ~~( au:, * ou,.) d -~~,- y,.,,.x,.,,.- -2 "'n'n- ..::;.,. u,. ox, - u ... ox, -r' 

also (vgl. 38.6) 

Wir beachten jetzt, daß 

i 

c,., = J u!, ~ x1 u,. d -r 
i 

(40.1) 

(40.2) 

(40.3) 

der Entwicklungskoeffizient von ~x1 • u,. nach der Eigenfunktion u,., ist: 
i 

und können daher- bei Vertauschung von Summation und Integration- für 
(40.3) schreiben 

~ j(u,.* a:, ~c,.,u,.,- ~c,.,u,., 88::*)d-r = ~ ~ J(u* a:, (x1 u,.) 
i n' n' i 1 

iJu"*)d "--,! * d + ~ ~~ ( *iJu,. iJu!)d z - x1 u,. iJx, -r =..:::.,. u,. u,. -r ..:::.,. ..:::.,. Xj u,. ox, - Un iJx, -r = , 
i i i 

1 Der Satz folgt unmittelbar aus der Vertauschungsrelation pq- qp = ~; vgl. 
2.nt 

z. B. M. BoRN, W. HElSENBERG u. P. JoRDAN, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 557. 1926, insbes. 
S. 572, und Beitrag WENTZEL in ds. Handb., Ziff. 27, S. 782. Wir bringen den wellen
mechanischen Beweis, um in Analogie mit den Beweisen der anderen Summensätze zu 
bleiben. 
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da nur die erste Summe etwas beiträgt (jedes Glied ist gleich 1). Damit ist der 
f-Summensatz 

l:fn•n = Z 
n' 

(40.4) 

bewiesen. Er hat bekanntlich bei der Aufstellung der Quantenmechanik eine 
erhebliche Rolle gespielt. Der Summensatz gilt für Atome und Moleküle, mit 
und ohne äußere Felder, für beliebige Richtung der x-Achse im Molekül, und 
für jeden beliebigen Quantenzustand n. 

2. Die Oszillatorstärke für einen bestimmten Übergang n --->- n' hängt nach 
der Definitionsgleichung (38.14) von der Richtung der x-Achse (Polarisations
richtung) und daher natürlich auch von den magnetischen Quantenzahlen mm' 
des Anfangs- und Endzustands ab. Wir definieren nun die von Polarisations
richtung und m unabhängige mittlere Oszillatorstärke des Übergangs n l->- n' l' 

r z r 
1- ___ 1_ ~ ~jn'm' _ 8.n2 m, nl ~I n'l'm'l2 
n'n- zt + 1 ~ ~ nrn - 3 h 'Vn'i' ~ tnlm 

rn'=-l' m=-l m'=-r 

1 max (t, l') v:!,. (R~'t) 2 

= 3 · zt + 1 • Ry • ------as-
(40.5) 

[vgL (38.14), (39.12 bis 14)] (gn = 2l + 1 ist der Entartungsgrad des Anfangs
zustandes). 

/,.,.. ist nicht gleich j,..,., weil erstens bei letzterer Größe über m' zu mitteln 
und über m zu summieren ist, und weil zweitens sich nach der Definitions
gleichung ()8.14) das Vorzeichen von j,..,. bei Vertauschung der Indizes umkehrt: 

(40.6) 

Für die mittleren Oszillatorstärken (40.5) gilt ein Summensatz1, welcher schärfer 
ist als der f-Summensatz (40.4). Man kann nämlich die Summe der Oszillator
stärken aller Übergänge berechnen, die von einem bestimmten Niveau n l nach 
allen Niveaus mit fester Azimutalquantenzahl führen, und zwar ist [vgl. (40.5)] 

~jn'l-1- 8.n2m l ~ (Rn'l-1)2- 1 l (2l- 1) 
~ nl - ~ zl+ 1 ~ Vn'l-1,nl nl --3 2T~' (40.7) 

n' n' 

~jn'Hl = _1_ (l + 1) (2l + 3) 
~ nl 3 2l + 1 · 

(40.8) 
n' 

Addiert man die beiden Gleichungen, so kommt man zum f-Summensatz (40.4) 
zurück. 

Zur Ableitung von (40.8) gehen wir ganz ähnlich vor wie beim Beweis des /-Summen
satzes. Wir verschaffen uns zunächst einen Ausdruck für das mit der Energiedifferenz 
E,., 1 _ 1 - E,. 1 = hv,..,. multiplizierte radiale Integral R:'/- 1 • Hierzu gehen wir aus von 
den Differentialgleichungen 

( d2 l(l + 1)) 8.n2 m I drs- ~rs- l.nl + hs (E .. ~- V<r>)x .. e = 0, 

(
d2 l(l-1)) 8.n2m (40.9) 
dr2- ~r2- l.n'l-1 + hs (E,..,_1- V(r))x. .. •i-1 = 0, 

1 Vgl. J. G. KrRKWOOD, Phys. ZS. Bd. 33, S. 521. 1932; E. WrGNER, ebenda Bd. 32, 
s. 450. 1931. 

28* 
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in welchen Xnl = rR. 1, Xn'!- 1 = rR.,1 _ 1 die mit r multiplizierten Eigenfunktionen sind 
und der Allgemeinheit halber angenommen wurde, daß das auf das Elektron wirkende Poten
tial durch die allgemeine Funktion V (r) gegeben ist. r, E und V sind in gewöhnlichen Ein
heiten zu messen. Multiplizieren wir die Gleichungen (40.9) mit rxn'l- 1 bzw. rxnl• subtra
hieren und integrieren über r, so erhalten wir 

(40.10) 

Durch partielle Integration erhalten wir 

= = 
8 n2m n'l-l }'( d Xn' 1- 1 d Xnl) J dr -h-Yn'l-1,nlRnl = Xnl ___ (j,':y--- Xn'l-1 dr- dr- 2l XnzXn'l-1 • r · (40.11) 

0 0 

Wir beachten nun, daß die Gesamtheit der radialen Eigenfunktionen Xn' 1_ 1 mit festem l 
ein vollständiges System orthogonaler Funktionen bildet, daß also R~'/- 1 =J rxnzXn'z- 1dr 
der Entwicklungskoeffizient der Funktion rxnz nach der Funktion Xn'l- 1 ist: 

rxnz = ~ R:?/_ 1 Xn'l-1 • 
n' 

Dann wird aus (40.11) 

=- (21- 1)' 

(40.12) 

(40.13) 

wegen der Normierung j x.21dr = J Rn21r2dr = 1. Daraus folgt ohne weiteres (40.7), und 
durch Subtraktion von (40.2) kommt (40.8). 

Die "partiellenf-Summensätze" (40.7), (40.8) zeigen, daß unter den Übergängen 
nl---* n' l- 1 diejenigen überwiegen, die zu energetisch tieferen Zuständen 
führen (vn'l-l,nl < 0, Emission), während unter den Übergängen nl---* n'l + 1 
vorwiegend Absorption (vn'l+l nl > 0) vertreten ist, ebenso wie man auch bei 
Addition aller Oszillatorstärke~ ein Überwiegen der Absorption findet (gewöhn
licher f-Summensatz). Da höhere Energie mit höherer Hauptquantenzahl Hand 
in Hand geht, folgt aus den Summensätzen (40.7), (40.8), daß eine Änderung von 
Haupt- und Azimutalquantenzahl im gleichen Sinne stets viel wahrscheinlicher 
ist als ein Sprung in entgegengesetztem Sinne. Die partiellen Summensätze 
gelten, wie früher bereits bemerkt, für Atome mit einem Leuchtelektron, lassen 
sich aber auch verallgemeinern1• 

3. Außer den Summensätzen für die Oszillatorstärken können wir Summen
sätze für die Quadrate der Dipolmomente aufstellen, es ist [vgl. (39.8)], 

~ (Rn'Z-1)2 _ ~ (Rn'H1)2 = ~- = jr2R 2 y2dr 
.::;,.. nl -..:..,; nl nl nl ' 
n' n' 

(40.14) 

d. h. gleich dem Mittelwert von r2 für den Ausgangszustand. Der Beweis folgt 
sofort da,raus, daß R~'/- 1 der Entwicklungskoeffizient von rxnt nach Xn't- 1 ist. 
Setzen wir aus (3.26) den Mittelwert von r 2 für Wasserstoff ein, so haben wir 

.2; (R~'1l-1) 2 = .2; (R~'/+ 1) 2 = a2 ~2 
• (Sn2 + 1- 3l(l + 1)) (40.15) 

n' n' 

1 Vgl. E. WIGNER, 1. c. 
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(a = Wasserstoffradius), und mit (39.12), (39.13) 

,2: lr~'/-lm'l2 = a2 2l ~ 1" ~~ (5n2 + 1- 3l(l + 1)), 
n'm' 

,2: lt~'/nt1 rn'l 2 = a2 ;t~ \ ~2 (5n2 + 1- 3l<l + 1)), (40.16) 
n'm' 

,2: lr~·,z,;..m'j 2 = a2 -~2 (5n2 + 1- 3l(l + 1)), 
n'm' 

(40.14) gilt für beliebige Atome mit einem Leuchtelektron, (40.15), (40.16) nur 
für Wasserstoff. 

4. Schließlich ist zur weiteren Orientierung über die Verteilung der Energie
niveaus, die mit einem gegebenen Niveau n kombinieren, noch folgender Summen
satz nützlich: 

L (En'l'- Enz) 2 (R~/) 2 = 4Ry · a2 (Enz- Vnz), (40.17) 
n' 

wo Vnz der Mittelwert der potentiellen Energie über die Eigenfunktion Rnz ist, 
d. h. für wasserstoffähnliche Atome nach dem Virialsatz (3.29) 

(Z = Kernladung), woraus folgt: 

.:;E (En'l'- Enz) 2 (R~'t) 2 = 4Ry2 • a2 • !: 
n' 

bzw. 

~ fn'v 4 Z2 R { l 
..::;. '~~n'l',nl nl = 3(2l + 1). n2 Y • l + 1 

n' 

(alles in cgs-Einheiten, a = Wasserstoffradius). 

für 

für 
l'=l-1} 
l'=l+1 

(40.18) 

(40.19) 

{40.20) 

Beweis von (40.17): Aus (40.11) folgt durch partielle Integration und Division mit 2: 

4n2 m (E E ) n'l-l J (dXnl Xnl) -~ n'l-l- nl Rnl =- Xn•z-l -dr + l r dr · 

Die rechte Seite ist der Entwicklungskoeffizient von '!J._n_l + !__ Xnl nach Xn•z-l, also wird 
dr r 

(4:n:2~)2 ~(E - E )2(R"''-1)2 =f(dXnz +. zXnz)2 dr h2 ..:::.. n'l-l nl nl dr r . 
n 

Partielle Integration nach r gibt 

f[(dXnz) 2 l dznz 2 Xn2z] f( d2 Xnl l(l+1) 2 ) ([Y +2-yXnl(jr+l -;2 dr= -xnz-a;,2+~r-2~Xnz dr, 

und mit Benutzung der Schrödingergleichung (40.9) für Xnz folgt 

4:n:2 m ~ 2 ( n'l-1)2 -~..::;. (En'l-l- En 1) Rnz = 2(En 1 - Vn,). (40.21) 
n' 

Genau dieselbe Beziehung gilt, wenn man l + 1 an die Stelle von l - 1 setzt. Hieraus kommt 
h2 1 

(40.17); da 8~ = -e2 a = a2 Ry und mit (39.13). (39.14) folgt (40.20). 
:n m 2 
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b) Beispiele für die Anwendung der Summensätze. 1. Für die vom 
Grundzustand n = 1, l = 0 ausgehenden Linien ist 

nach (40.15) 

nach (40.7) 

nach (40.19) 

~ (R~o1)2 = 3 a2, 
n 

~ (Ent- E10)(R1'o1) 2 = 3Ry·a2 , 
n 

~ (Ent- E10) 2 (R~o1) 2 = 4Ry2 a2 • 
n 

Es ist also im Mittel die Energiedifferenz zwischen angeregtem und un
angeregtem Zustand 

~ (En - E1) (R~o1) 2 

n = Ry, 2: (R~o')2 
n 

d. h. der "Schwerpunkt" der Lymanserie liegt genau an der Grenze von dis
kretem und kontinuierlichem Spektrum. Der quadratische Mittelwert der An-
regungsenergie ergibt sich zu YfRy. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, aus den gegebenen Summen die für den 
Starkeffekt des Grundterms maßgebende Summe 

~ (R~o')2 = S 
~ En- Et (40.22) 

abzuschätzen. Wenn wir für En- E 1 den Mittelwert 1 Ry setzen, so bekommen 
wir sicher einen zu kleinen Wert für 5, weil die Sprünge mit kleiner Energie
differenzEn - E 1 bei S stärker mitwirken als die mit großer 1 . Dieser zu kleine 
Wert wird 

S . = ~ (R~o')2 = (~ (R~o')2)2 = _L = 6 t Einh 
mm En- Et ~ (En - Et) (R~o')2 Ry a . . 

Setzen wir andererseits für En -E1 den kleinstmöglichen Wert E 2 - E 1 = 3h Ry, 
so wird S sicher zu groß: 

~ (R~o1)2 

Smax = ~ E = R4 = 8 at. Einh. 
2- 1 y 

Der richtige Wert ist 6t at. Einh. 2 entsprechend emer mittleren Energie
differenz von t Ry. 

2. Wir wollen für sehr hohe Quantenzahlen die Übergangswahrscheinlich
keiten von einem bestimmten Niveau n l nach den benachbarten Niveaus unter
suchen, insbesondere auch den in a 2 behaupteten Satz quantitativ verschärfen, 
daß die Übergänge, bei denen sich n und l im gleichen Sinne ändern, häufiger 
sind als die, bei denen die Änderung in entgegengesetztem Sinn erfolgt. 

Wir haben in (40.16) die Summe der Quadrate der Dipolmomente für alle 
Übergänge von n l nach n' l ± 1 berechnet, wobei der Übergang nach n' = n 

1 Der Mittelwert von --1- ist stets größer als der reziproke Wert des Mittelwerts 
von En- E 1 . En -El 

2 Aus Formel (31.3) fürden quadratischen Starkeffekterhält man für n=L n1=n2=m=O 

die Energiestörung E 2 = -2!F2 atom. Einh. Andererseits ist E 2 = -F2 ~ _(z~o')~ =- ~F2S, 
1 n En-El 3 

weil wegen der Kugelsymmetrie von u100 folgt z~01 = -R~01 • 
(3 
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eingeschlossen war. Bringen wir diesen in Abzug, so bleiben die in (41.6), (41.7) 
angegebenen Beträge übrig. Für sehr große n und l können wir statt 
(41.6), (41.7) schreiben 

~ (R~'/+1)2 = 2 (R~'/-1)2 = {n2(n2 + 3l2) a2. 
n' n' 

(40.23) 

Ferner haben wir nach (40.19) 

2 (E,.. _ E,.)2 (R~'/±1)2 = ~ Ry2 a2. 
~ n 

(40.24) 

Nun ist sicherl 

n' n' n {40.25) 
2!E,..- E,.j (R~~Z±1)2 < Y2 (R~'/~71)2. ~ (E,..- E,.)2 (R~'/±1)21 

= yn2 + 3l2 Ry. a2. 

Andererseits ist, wenn wir in (40.13) wieder l:;}>1 annehmen: 

2 (E,.. - E,.) (R~'/+1)2 = 2l Ry. as. (40.26) 
n' 

Aus (40.25), (40.26) folgt, wenn man die Definition der Oszillatorstärken (38.14) 
noch berücksichtigt : 

~ lt:'z'+ll 
n'<nl 

Yn8 + 318 + 21 

Yn8 +3l8 -2l 
(40.27) 

Für sehr kleine l (exzentrische Bahnen) sind also Übergänge mit Änderung 
von n und l im gleichen Sinne ebenso häufig wie Änderungen im entgegen
gesetzten Sinn, für l = n (Kreisbahnen) ändern sich n und l stets im gleichen 
Sinn, für mittlere Exzentrizitäten, z. B. l = !n, ist eine Änderung im gleichen 
Sinn im Durchschnitt etwa 7mal so häufig wie eine in entgegengesetztem Sinn. 

Aus (40.23), (40.24) können wir noch entnehmen, um wieviele Einheiten die 
Hauptquantenzahl sich im Durchschnitt bei einem optischen Übergang ändert. 
Es ist: 

~(E,..- E,.)s(R:'z'±l)2 

(E,.· - E,.)2 = ... ~ (R:',I ± l)B 

Nun ist E,. = ----;.- Ry, also n 

... 

2(n'- n) E,.. -E,. ~ 3 Ry, n 

(40.28) 

folglich der quadratische Mittelwert der Änderung der Hauptquantenzahl 

~~- n8 y 2 
f ~n - n)2 = -2 (E,.. - E,.)2 = y • 

1 + 3l2/n2 
(40.29) 

Für Kreisbahnen (l = n) ändert sich also die Hauptquantenzahl stets nur um 
Eins, wie das auch korrespondenzmäßig sich ergibt, für sehr exzentrische Bahnen 
(l ~ n) im Durchschnitt um 2, für Bahnen mittlerer Exzentrizität (l ~in) 
etwa um durchschnittlich 1,5. [Wegen des Faktors v3 (vgl. 38.7) werden aller
dings bei den wirklichen Übergangswahrscheinlichkeiten die Übergänge mit 
großem Sprung in der Hauptquantenzahl stärker betont.] 

1 Mittelwert des Quadrats ist größer als Quadrat des Mittelwerts. 
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41. Die Übergangswahrscheinlichkeiten bei Wasserstoff in Polarkoordi
naten. a) Formeln. Um die Absolutwerte der Übergangswahrscheinlichkeiten 
angeben. zu ,können, müssen wir die in (39.8) definierten radialen Integrale 

00 

Rn'l-1 -JR R ad nl - nl n'l-lr r (41.1) 
0 

berechnen, wobei für die radialen Eigenfunktionen die in Ziff. 3, 4 betrachteten 
LAGDERREschen Funktionen einzusetzen sind. Die Rechnung ist nicht ganz 
einfach, wenn man sie in voller Allgemeinheit durchführen und das Resultat in 
geschlossener Form erhalten will. Wir geben daher gleich die von GoRDON 1 

stammende endgültige Formel: 

Rn'l-1= (-1)"'::_1_1/n+l!nl+t-1! (4nnl)l+'(n-nl)n+n'-2l-2 l 
nl 4(2l-1)!Vn-l-1!n1 -l! (n+n 1)n+n' 

(41.2) 
{ ( 

1 4 n n1 
) (n - n1)2 ( 1 4 n n1 

)} F -n,,-n"'2l, (n-n1) 2 - n+n1 F· -n,-2,-n"'2l,-(n-n1) 2 • 

Hierin ist 
F(IX, ß, y, x) = ~ Ot(IX + 1) ... {IX+ v- 1) ß • .. 1 (ß + v- 1) x" (41.3) 

...::.,. r ... (r + v - 1 ) v 
V 

die hypergeometrische Funktion und nr = n - l - 1, n~ = n' - l die radialen 
Quantenzahlen der beiden Zustände. Wegen der Ganzzahligkeit dieser Zahlen 
brechen die Reihen für die hypergeometrischen Funktionen ab. 

Wir geben im einzelnen die Quadrate der radialen Integrale für die Lyman
und Balmerserie an, die man durch Einsetzen der betreffenden speziellen Werte 
für n n' l in (41.2), (41.3) erhält: 

Lymanserie: 1 s-n p (Rn1)2- 2Bn7(n- 1)2n-5 
10 - (n + 1)2n+o ' 

2P-nd 

(Rn1)2- 2'7n7(n2- 1) (n- 2)2n-6 
20 - (n + 2)2n+" ' 

n2 2- 2'9n9(n2- 1)(n- 2)2n-7 
(R2t) - 3 (n + 2)2n+7 ' 

{41.4) 

Balmerserie: 2 s-np 

2p-ns 
216n9(n _ 2 )zn-6 

(R~ll)2 = 3 (n + 2)2"+6 . 

Ferner ist nach (38.14), (38.15) für die Lymanserie 

die Oszillatorstärke 
-,., 2Bn6(n- 1)2n-< 
f,o= 3 (n+ 1)•"+•-, 

Ü nl 9 2Bn(n- 1)2n-2 -t die bergangswahrscheinlichkeit A 10 = 8 · 10 · 3 (n + 1)2 ,.+ 2 sec , 

wenn man den Grundzustand als Anfangszustand betrachtet, also die Wahrscheinlichkeit der 
Absorption von Strahlung durch ein Wasserstoffatom im Grundzustand berechnen will. [Diese 
ergibt sich nach Formel (18.12), (18.14) des Beitrags von WENTZEL (ds. Handb. S. 745) 

3 
durch Multiplikation der Übergangswahrscheinlichkeit mit __!_ -3 (}p, wo l!v = Strahlungs-

4hv 
dichte.] Wenn man dagegen fragt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein angeregtes np-

1 W. GoRDON, Ann. d. Phys. (5) Bd. 2, S. 1031. 1929. - Die Radialintegrale sind im 
folgenden stets in atomaren Einheiten a angegeben. 
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Elektron durch Ausstrahlung in den Grundzustand übergeht, hat man noch durch das 
Gewicht 3 der p-Zustände zu dividieren, erhält also für die Übergangswahrscheinlichkeit 

to 9 28n(n- 1)2n-2 -1 
A,. 1 = 8 • 10 • 9 (n + 1)2 ,.+ 2 sec , 

für die emittierte Intensität pro vorhandenes np-Elektron [vgl. (38.10)] 

10 28 (n-1) 2"- 1 erg 
],.1 = 0,172 • 9n(n + 1)•"+1 sec. 

Formel (41.2) versagt für die Übergänge ohne Änderung der Hauptquantenzahl 
(nl-nl ± 1). Diese spielen zwar bei Wasserstoff keine Rolle für die Ausstrahlung, weil 
die Frequenz des ausgestrahlten Lichts verschwinden würde, wohl aber sind sie wesentlich, 
wenn man die Resultate auf Alkalispektren übertragen und wenn man die Summensätze 
(40.16) prüfen will. Man kann für die fraglichen Übergänge leicht die radiale Integration 
direkt ausführen und erhält, wie schon in Ziff. 34 angegeben, 

nl-1 _ 3 ,/-2--2 R,., - ~ nrn - l • (41.5) 

Das Quadrat des Dipolmoments für die Übergänge ohne Änderung der Hauptquanten
zahl ist bei weitem größer als für die Übergänge vom Zustand nl nach allen übrigen 
Zuständen n'l- 1 zusammen. Die Summe der Quadrate der Radialintegrale R';;J- 1 für 
alle Übergänge nach Zuständen mit der Azimutalquantenzahl l- 1 ist ja durch (40.15) ge
geben, nach Abzug des Quadrats von (41.5) bleibt 

~ (R:~'- 1) 2 = !n• (n2 - 1 + 3 (l-1)2). (41.6) 
n' =j=n 

Für n = 2, l = 1 z. B. ist also 

(R~~) 2 = 27, }"'; (R~~ 0) 2 = 3. 
n'~2 

Etwas weniger extrem liegt der Fall berden Übergängen, bei denen die Azimutalquantenzahl 
um 1 steigt, aus (40.15). (41.5) findet man 

~(R:',1 + 1) 2 = !n2 [n2 - 1 + 3(l + 2)2], 

n'=j=n 

also z. B. für n = 2, l = o: 
(R~~) 2 =27, ~ (R;~ 1 ) 2 = 15. 

n' =j= 2 

(41.7) 

Bei festgehaltenem Ausgangszustand n l und wachsender Hauptquanten
zahl n' des Endzustands nehmen die Übergangswahrscheinlichkeiten wie 1/n'3 

ab. Das bedeutet einfach, daß die Wahrscheinlichkeit des Übergangs in ein 
Energieintervall dE' proportional diesem Intervall ist. Denn bei hoher Haupt
quantenzahl n' liegen die Niveaus ja nahezu kontinuierlich, und 1/n'3 ist der 
Abstand benachbarter Niveaus. 

b) Tabellen. Wir geben im folgenden einige Tabellen der Übergangswahrscheinlich
keiten. In der Literatur finden sich numerische Berechnungen von KuPPER1, SuGIURA2, 

SLACKa und eine kritische Zusammenstellung von MAXWELL4• KUPPER tabuliert die Quadrate 
der radialen Integrale bzw. genau genommen 

!max (l, l') (R:'/') 2 für n = 1 bis 5. n' = 1 bis 12 

und alle in Frage kommenden l. SuGIURAS Tabellen enthalten die Oszillatorstarken für die 
Lyman- und Balmerserie. SLACK verzeichnet die Intensitäten der Linien der Serien n'l'- nl 
für n = 1 bis 6, n' = 1 bis 8, und zwar unter der Voraussetzung, daß in jedem Teilzustand 
n'l' m' des Ausgangsniveaus n' l' im Zeitmittel 1 fn' 2 Elektronen vorhanden sind (also in 
allen Teilzuständen des Niveaus n' zusammen ein Elektron). MAXWELL findet einige nume
rische Fehler in den genannten Arbeiten und verzeichnet außerdem die Lebensdauer sämt-

1 A. KuPPER, Ann. d. Phys. Bd. 86, S. 511, insbesondere S. 528/29. 1928. 
2 V. SuGIURA, Journ. de phys. etle Radium Bd. 8, S. 113. 1927. 
8 F. G. SLACK, Phys. Rev. Bd. 31, S. 527. 1928. 
4 L. R. MAXWELL, Phys. Rev. Bd. 38, S. 1664. 1931 und Tabelle von F. G. SLACK, 

eben da. 



442 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff. 41. 

licher angeregter Zustände n = 2 bis 7, Wir haben alle Übergangswahrscheinlichkeiten 
nachgerechnet, die sich durch besondere Größe auszeichnen oder bezüglich deren die Er
gebnisse verschiedener Autoren voneinander abweichen. 

Ausgangszustand ~1s l-2s I 2P 

I 

3s 3P 3d 
----·--- ·--- --

! Endzustand np np ns nd np ns nd np nf 

127,;;-01 

' n = 1 - 1,67 1 - - 0,3 1 - - -
2 1,6661 27,001 - 0,91 9,2 1 - 22,5 1 -
3 0,267 1 9,181 0,88 1 22,521 162,01 162,01 101,21 101,21 -
4 0,093 1 1,641 0,15 1 2,921 29.91 6,01 57.21 1,7 1 104,61 

5 0,044 1 0,601 0,052 0,95 1 5.1 1 0,9 8,8 1 0,23111,01 

6 0,0241 0,291 0,025 0,41 1 1,91 0.33 3.01 0,08 3,2 1 

7 0,015 I 0.17 0,014 0,24 0,9 0,16 1.4 0,03 ' 1,4 
8 0,010 0,10 0,009 0,15 0,5 0,09 0,8 0,02 0,8 

n = 9 bis oo zus. 0.032 I 0.31 0,025 0,42 1,4 0,22 2,0 0,05 1,8 
Asympt. Formel 4,7n- 3 44,on- 3 3,7n- 3158.6n- 3 169n- 3 28n- 3 248n- 3 5n-3 198n- 3 
Diskretes Spek-

trum zus. 2,151 39.30 29,820 27,62 202,56 179.18 174.54 125.88 122,85 
Kontinuierliches 

Spektrum 0,849 2,70 0,180 2,38 4,44 0,82 5.46 0,12 3.15 
Insgesamt 3,000 142,00 l3o.oo 130,00 1207,00 180,00 1180,00 1126,00 1126,00 

Anfangszustand 

~: -1 4P I 
4d 4f 

--~---n-d __ . ·--np 

I I 
-- ---------

Endzustand ns nf nd I ng 

n = 1 - 0,091 -

I 
- - - -

2 0,15 1,661 - 2,91 - - -
3 6,01 29,8 1 1 '7 1 57.01 - 104,7 1 -
4 540,01 540,01 432,01 432,01 252,01 252,01 -
5 72,61 21.2 1 121,91 9.3 1 197,81 2,75 1 314,01 

6 11,91 2,91 19.3 1 1,31 26,91 0,32 1 27,61 

7 5.7 1 1,41 7.7 0,5 1 8,61 0,08 1 7.3 1 

8 2,1 0,6 2 3.2 0,2 3.9 0,04 3.0 
n = 9 bis oo zus. 4,3 1,02 5.9 0,3 6,9 0,07 4.5 
Asympt. Formel 445n- 3 102n- 3 655n- 3 33n- 3 687n- 3 6n- 3 393n- 3 
Diskretes Spek-

trum zus. 642,7 598.7 591,7 503.50 496,0 359.95 356.4 
Kontinuierliches 

Spektrum 5.3 1.3 8,3 0,50 8,0 0,05 3.6 
Insgesamt 648,0 I 600,0 I 600,0 504,00 I 504,0 I 360,00 I 360,0 

In Tabelle 15 verzeichnen wir die Quadrate der radialen Integrale 

{R:'/') 2 =(FnzRn•z·r3 dr) 

in atomaren Einheiten a 2 für n = 1 bis 4. n' = 1 bis 8, ferner die Summe dieser Quadrate 
für die Übergänge von einem festen Zustand nl nach höheren diskreten Zuständen (n' > 9), 
die entsprechende Summe für die Übergänge von nl nach sämtlichen diskreten Zustände~und 
endlich die Summe der (R~'/'} 2 für die Übergänge ins kontinuierliche Spektrum. Letztere 
ist berechnet als Differenz zwischen der Gesamtsumme aller R 2, welche nach den Summen
sätzen ( 40.16) zu ermitteln ist, und der Summe für die Übergänge ins diskrete Spektrum. 
Endlich ist noch unter "asymptotisch" die asymptotische Formel für (R='/') 2 für hohe n' 
(bei festgehaltenem nll') verzeichnet. 

1 Kontrollierte und teilweise korrigierte Werte. 
2 Geschätzt. Der Rest der Werte nach KuPPER, l. c. 
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Tabelle 16 enthält die mittleren Oszillatorstärken der Teilserien der Lyman-, Balmer-, 
Paschen- und Brackettserie, wie sie in ( 40. 5) definiert sind. Die Einrichtung der Tabelle ist genau 
dieselbe wie bei Tabelle 15. Außerdem ist noch jeweils in der letzten Zeile die mittlere Energie 

Ausgangszustand 
-~------~ 

Endzustand 

n = 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

= 9 bis oo zus. 
sympt. Formel 

n 
a 
D iskretes Spek-

trum 
Kontinuierliches 

Spektrum 

nsgesamt • I 
E nergie des kont. 

Spektrums . 

Anfangszustand 

Endzustand 

n = 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

n = 9 bis oo zus. 
asympt. Formel 
Diskretes Spek-

trum 
Kontinuierliches 

Spektrum 

Insgesamt 
Energie im kon-

tinuierlichen 
Spektrum 

Tabelle 16. Oszillatorstärken für Wasserstoff. 

1 s 2s 2p I 3S 

I 
3P 

I 
3d 

---------·· 

I I I np np ns nd np ns nd np nf 

- - -0,139 - - -0,026 - - -
0,4162 - - - -0,041 -0,142 - -0,417 -
0,0791 0,425 0,014 0,694 - - - - -
0,0290 0,102 0,0031 0,122 0,484 0,032 0,619 0,011 1,016 
0,0139 0,042 0,0012 0,044 0,121 0,007 0,139 0,0022 0,156 
0,0078 0,022 0,0006 0,020 0,052 0,003 0,056 0,0009 0,053 
0,0048 0,013 0,0003 0,012 0,027 0,002 0,028 0,0004 0,025 
0,0032 0,008 0,0002 0,008 0,016 0,001 0,017 0,0002 0,015 
0,0101 0,026 0,0007 0,023 0,048 0,002 0,045 0,0007 0,037 
1,6n- 3 3.7n- 3 0,1 n -a 3,3n- 8 6,2n- 3 0,3n- 8 6,1n- 3 0,07n- 8 4,4n- 3 

0,5641 0,638 -0,119 0,923 0,707 -0,121 0,904 -0,402 1,302 

0.4359 0,362 0,008 0,188 0,293 0,010 0,207 0,002 0,098 

1,000 11,000 l-0,111 1,111 1,000 -0,111 1,111 -0,400 1,400 

0,54 I 0,61 I 0,6 I 0,42 0,78 I 0.47 I 0,39 

4s 4P 4d 4/ 

np ns nd np I nf nd I ng 

- -0,010 - - - - -
-0,009 -0,034 - -0,073 - - -
-0,097 -0,161 -0,018 -0.371 - -0.727 -

- - - - - - -
0.545 0,053 0,610 0,028 0,890 0,009 1,345 
0,138 0,012 0,149 0,006 0,187 0,0016 0,183 
0,060 0,006 0,063 0,002 0,072 0,0005 0,058 
0,033 0,003 0,033 0,001 0,037 0,0003 0,027 
0,082 0,006 0,075 0,002 0,07' 0,0006 0,045 
9,3n- 3 0,7n- 3 9,1n- 3 0,3n- 3 8,6n- 3 o,o5n-a 3,5n - 8 

0,752 -0,126 0,912 -0,406 1,257 -0,715 1.658 

0,248 0,015 0,199 0,006 0,143 0,001 0,056 

1,000 -0,111 1,111 -0,400 1,400 0,714 1,714 

1,25 0,72 I 0,45 I 0,32 

der Zustände des kontinuierlichen Spektrums verzeichnet, welche mit dem an der Spitze 
der jeweiligen Kolonne angegebenen Zustand nl kombinieren, und zwar relativ zum~Absolut
wert der Energie dieses Zustandes nl 

Die Zustände des kontinuierlichen Spektrums, die mit dem Niveau 3 s kombinieren, haben 
z. B. im Durchschnitt eine Energie E = +0,78 • tRY = +0,087 Ry. Auf große Genauig
keit können diese Zahlen allerdings keinen Anspruch machen. 
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Tabelle 17. Übergangswahrscheinlichkeiten für Wasserstoff in 108 sec - 1 . 

Ausgangs· End- n=1 2 
I 

3 4 
I 

5 Summe Lebensdauer 
zustand zustand in 1o- 8 sec 

2s np -
I 

- - -
I 

- 0 00 

2p n s 6,25 - - - - 6,25 0,16 

2 Mittel 4,69 - I - I - I - 4,69 0,21 

3S np -

I 

0,063 -

I 
- - 0,063 16 

3P n s 1,64 0,22 - - - 1,86 0,54 
3d np - 0,64 - - - 0,64 1,56 

3 Mittel 0,55 I 0,43 I 
I 

I I 0,98 1,02 - I - -
4S np - 0,025 0,018 I - - 0,043 23 

4P { n s 0,68 0,095 0,030 - -
} 0,81 1,24 n d - - 0,003 - -

4d np - 0,204 0,070 --;;- - 0,274 3,65 
41 n d - - 0,137 - - 0,137 7,3 

4 Mittel 0,128 I 0,083 0,089 I - - 0,299 3,35 

5s np - 0,0127 0,0085 0,0065 - 0,0277 36 

5P l 
n s 0,34 0,049 0,016 0,0075 - I 0.415 

2,40 nd - - 0,001 5 0,002 -

5d np - 0,094 0,034 0,014 - 0,142 7,0 n I - - - 0,0005 -
51 n d - - 0,045 0,026 - 0,071 14,0 
Sg n I - - - I 0,0425 - 0,0425 23,5 

5 Mittel 0,040 I 0,025 I 0,022 I 0,027 I - 0,114 8,8 

6s np - 0,0073 0,0051 0,0035 0,0017 0,0176 57 

6p l 
n s 0,195 0,029 0,0096 0,0045 0,0021 

} 0,243 4,1 n d - - 0,0007 0,0009 0,0010 

6d np - 0,048 0,0187 0,0086 0,0040 
} 0,080 12,6 n I - - - 0,0002 0,0004 

6/ { n d - - 0,0210 0,0129 0,0072 
} 0,0412 24,3 ng - - - - 0,0001 

6g n I - - - 0,0137 0,0110 0,0247 40,5 
6h ng - - - - 0,0164 0,0164 61 

6 0,0162 0,0092 I 0,0077 0,0077 I 0,0101 0,0510 I 19,6 
I 

Tabelle 17 enthält sodann die Obergangswahrscheinlichkeiten [über ihre Berechnung 
aus den /-Werten vgl. (38.15)] von den Teilniveaus s, p, d ... der Zustände n = 2, 3, 4, 5, 6 
nach allen tieferen Zuständen, die Einheit ist 1 os sec- 1 . Durch Summation der einzelnen 
Übergangswahrscheinlichkeiten erhält man die in der vorletzten Spalte unter "Summe" 
angegebenen Abklingungskonstanten, deren reziproker Wert gleich der Lebensdauer (letzte 
Spalte) ist. Außerdem haben wir für sämtliche Übergänge von einer bestimmten Haupt
quantenzahl n zu einer anderen Hauptquantenzahl n' jeweils den Mittelwert der Übergangs
wahrscheinlichkeiten gebildet: 

A - ~ 2l + 1 An'l' 
n'n-~ n2 nl • (41.8) 

IZ' 

Diese mittlere Übergangswahrscheinlichkeit wird dann maßgebend, wenn die angeregten 
Atome während ihrer Lebensdauer eine große Anzahl Zusammenstöße erleiden oder wenn 
eine andere Störung (elektrisches Feld usw.) dafür sorgt, daß die Verteilung der angeregten 
Atome auf die Teilniveaus mit verschiedener Azimutalquantenzahl l stets proportional den 
statistischen Gewichten erfolgt (vgl. hierzu unten). 

Tabelle 18 endlich gibt. die Intensitäten der Linien bei verschiedenen Anregungs
bedingungen: Wenn die Elektronen entsprechend den statistischen Gewichten verteilt sind, 
wenn sich also in jedem angeregten Zustand nlm im Zeitmittel gerade ein Elektron befindet, 
ist die Intensität der Linie nl--+n'l' 

(41.9) 
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Tabelle 18. Intensitäten für Wasserstoff in w-• ergfsec. 

gesamt 

a) Absorption oder Emission, wenn sich in jedem Ausgangszustand im Zeitmittel ein Elektron 
befindet. 

n=2 304 

0,011 11.~1 3 94 1,97 0,19 9,6 11,8 
4 41 1,15 0,10 4,13 5.38 0,096 0,019 0,37 1.51 
5 21 0,67 0,06 2,14 2,87 0,074 0,013 0,261 0,007 0.483 0,84 
6 12 0,42 0,035 1,15 1,50 0,052 0,009 0,168 0,0045 0,265 o.soo 
7 8 0,27 0,02 0,75 1,04 0,035 0,007 0,109 0,0025 0,162 0,315 
8 5 0,18 0,015 0,53 0,73 0,024 0,005 0,077 0,0015 0,113 0,220 
9 bis oo 19 0,64 0,05 1,70 2,4 0,09 0,01 0,25 0,006 0,34 0,70 

b) Emission, wenn in jeden Ausgangszustand pro Sekunde 108 Elektronen hineingelangen. 
n=2 148,6 

I 3 50,5 1,06 3,0 15,0 19,0 
4 I 51.0 1,42 2,3 15,0 18.7 0,12 0,44 ' 1.35 0,014 7.4 9.3 
5 50,5 1,61 2,2 15,0 18,8 0,17 0,45 11.85 0,017 6,8 9.3 
6 49.5 1.73 2,0 14,4 18,1 0,21 0,51 2,10 0,018 6,4 9,2 

Diese "statistischen" Intensitäten sind in Tabelle 18a verzeichnet. Wenn dagegen in der 
Zeiteinheit gerade ein Elektron in jeden Zustand nlm (durch Stöße, Strahlungsabsorption, 
Herunterfallen von höheren Zuständen usw.) hereinkommt, so ist die Anzahl der Elek
tronen, die sich im Zeitmittel im Zustand nlm befinden, gleich der Lebensdauer T,. 1 dieses 
Zustands, also die emittierte Intensität 

An'l' 
[ n' l'] n' l' n l fnz =fnz T,.z=(2l+1)-,:,-A;;.yhY,.z,n'l'• 

.::,.; n! 

(41.1 0) 
n'l' 

Diese "dynamischen" Intensitäten sind in Tabelle 18b aufgeführt. 

c) Diskussion der Tabellen. 1. Man kann aus den Tabellen 15, 16 
ohne weiteres den mehrfach erwähnten Satz (Ziff. 40 a 2, b 2) ablesen, daß die 
Übergänge, bei denen n und l sich im gleichen Sinne ändern, häufiger sind als 
die, bei denen die Änderung in entgegengesetztem Sinne erfolgt, z. B. verhalten 
sich die Übergangswahrscheinlichkeiten von 2p nach 3s und 3d wie 1:25. Der 
Satz erstreckt sich auch auf Übergänge in das kontinuierliche Spektrum: bei 
solchen Übergängen nimmt praktisch immer l um Eins zu. 

2. Bei hoher Azimutalquantenzahl (Kreisbahnen der BoHRsehen Theorie) 
sind Sprünge der Hauptquantenzahl um Eins weitaus am häufigsten [vgl. (40.29)], 
Übergänge ins kontinuierliche Spektrum sehr selten; bei kleiner Azimutal
quantenzahl (exzentrische Bahnen) kommen Übergänge ins Kontinuum häufiger 
vor. 

Man vergleiche etwa die Oszillatorstärken der von 4s und der von 4/ ausgehenden 
Linien: für 4/--+ 5 g ist die Oszillatorstärke 21f2 mal so groß wie für 4s--+ 5p, dagegen haben 
die Übergänge ins Kontinuum von 4s aus 5mal so große Oszillatorstärken wie die von 4/ 
aus. Kreisbahnen sind also schwer zu ionisieren. 

3. Die gesamte Oszillatorstärke aller Übergänge ins kontinuierliche Spek
trum nimmt im allgemeinen (bei festgehaltenem l) mit wachsender Haupt
quantenzahl ab (von 1 s aus beträgt sie 0,436, von 4s aus 0,248). Die Energie 
der Zustände des kontinuierlichen Spektrums, die mit einem bestimmten Niveau 
des diskreten kombinieren, ist im Mittel etwa halb so groß wie die Ionisierungs
spannung des betreffenden diskreten Niveaus, genau betrachtet nimmt das Ver
hältnis (letzte Zeile der Tabelle 16) mit wachsender Hauptquantenzahl etwas 
zu, mit wachsender Azimutalquantenzahl ziemlich stark ab. -
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Die Übergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich aus den Oszillatorstärken 
durch Multiplikation mit '11 2 ; daher sind die Übergänge mit hoher Linienfrequenz 'II 
am wahrscheinlichsten - dies, obwohl die Oszillatorstärken am größten sind, 
wenn die Hauptquantenzahl sich möglichst wenig ändert, also v möglichst klein 
ist: z. B. ist für die Übergänge von 4P nach 1s, 2s, 3s das Verhältnis der Oszil
latorstärken 1 : 3,5: 16, dagegen das Verhältnis der Übergangswahrscheinlich
keiten 23: 3: 1 (s. Tabelle 16 und 17). Dies hat verschiedene wichtige Konse
quenzen: 

4. Ein bestimmter Ausgangszustand n l geht mit überwiegender Wahr
scheinlichkeit in den energetisch tiefsten aller Zustände über, in die er über
haupt übergehen kann, d. h. in den Zustand n' = l, l' = l- 1. Kaskadensprünge, 
bei denen das Atom erst über mehrere Zwischenzustände in den Grundzustand 
gelangt, kommen im wesentlichen nur soweit vor, als sie durch die l-Auswahl
regel gefordert werden: Z. B. ist der normale Weg, auf dem ein 6/-Elektron 
herunterfällt, 6f ___...3d___... 2p ___...1 s. Die kleine Tabelle 19 verzeichnet die Wahr
scheinlichkeit der verschiedenen Wege, auf denen eben das 6/-Elektron in den 
Grundzustand bzw. in den metastabilen 2s-Zustand gelangen kann: 

Tabelle 19. Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Übergangswege vom 6/-
Zustand in den Grundzustand bzw. 2s-Zustand. 

6/___..5g-~4f___..3d-4-2P___..1s. 0,24% 
6/ ___... 5d ___... 4 t ___...3d___... 2p-- 1 s. o,o6 
6/ ___... 5d ___... 4P ___...3d___... 2p ___... 1 s. o,o1 
6/ ___... 5d ~ 4P -~ 3 s ___... 2p ___... 1 s. o,o6 
6/ ___... 5d ___... 4P ___... 1 s 1,4 
6/-4-5d-4-3P___..1s 3.7 
6/ ___... 5d ___... 2p ___... 1 s 11,6 
6/ ___... 4d ___... 3P ___... 1 s 7,1 
6/___.. 4d ___... 2p ___... 1 s 23,2 
6/ ___...3d___... 2p ___... 1 s 50,9 

6/___.. 5d-4-4P___..2s 
6f--5d___..3p___..2s 
6/ ___... 4d ___... 3P ___... 2 s 

98,4 

0,20 
0,50 
0,95 

--v;s 

Die meisten angeregten Zustände entstehen also sicher ganz überwiegend durch 
direkte Anregung, nicht durch Anregung zu einem höheren Niveau plus nach
folgender Lichtemission und nicht durch Ionisierung plus Rekombination1• 

Diese Tatsache steht in Übereinstimmung mit einem experimentellen Befund 
von ORNSTEIN und LINDEMAN 2 : Von allen Wasserstoffatomen, die sich im drei
quantigen Zustand befinden, sind (unter den Versuchsbedingungen der genannten 
Autoren) 88% durch direkte Anregung in diesen Zustand gelangt und nur 12% 
durch Anregung zu einem höheren als dem dreiquantigen Niveau plus nach
folgender Lichtemission (bzw. Ionisierung plus Rekombination). 

5. Unter allen Teilniveaus n l des nten Quantenzustands hat das p-Niveau 
bei weitem die kürzeste Lebensdauer, weil es mit dem Grundterm 1 s kombiniert 
und diese Übergangswahrscheinlichkeit bei weitem größer ist als alle anderen. 
Es folgen die anderen Niveaus in der Reihenfolge ihrer Azimutalquantenzahl, 
während die Lebensdauer des ns-Niveaus sich nicht allgemein einreihen läßt 

1 Eine Ausnahme bilden höchstens die Zustände, welche den Kreisbahnen und nahezu 
kreisförmigen Bahnen der BoHRsehen Theorie entsprechen: Diese entstehen durch Strahlungs
emission aus höher angeregten Zuständen mit beträchtlicher Wahrscheinlichkeit, sobald 
höhere angeregte Zustände überhaupt in größerer Häufigkeit existieren. 

2 L. S. ÜRNSTEIN u. H. LINDEMAN, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 8. 1930. 
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und stets sehr groß ist, weil Übergänge ns --+ n' p wegen der Änderung von n 
und l in entgegengesetztem Sinne selten sind (vgl. Tabelle 17). 

6. Die Lebensdauer der Quantenzustände nimmt mit wachsender Haupt
quantenzahl zu, und zwar sowohl wenn die Azimutalquantenzahl festhält wie 
auch wenn man über l mittelt. Bei festgehaltenem l ist ziemlich genau 

Tnl""'na, 

während für die mittlere Lebensdauer des n ten Zustands gilt!: 

T". = (~21 s 1 ;J-1 ""'nH. 
l 

7. Die Linienintensitäten nehmen innerhalb einer Serie stark ab, wenn die 
Anzahl der Elektronen, die sich im Zeitmittel in jedem angeregten Zustand be
findet, für alle Niveaus die gleiche ist (Tabelle 18a). Diese Voraussetzung ist 
erfüllt, wenn thermisches Gleichgewicht herrscht und die Temperatur sehr (un
endlich) hoch ist, also etwa in heißen Sternen. Wenn man schlechthin die "In
tensitäten" von Spektrallinien angibt (z. B. ScHRÖDINGER), so meint man diese 
Intensitäten bei unendlich starker Temperaturanregung. 

Wenn aber andererseits kein thermisches Gleichgewicht besteht und der 
Anregungsprozeß derart ist, daß pro Sekunde in jeden angeregten Zustand gleich 
viele Elektronen hineinbefördert werden, so sind die Intensitäten der Linien einer 
Serie innerhalb der Rechengenauigkeit konstant (Tabelle 18b). Der Abfall der 
Intensitäten innerhalb der Serie kommt also nur von der verschiedenen An
regungswahrscheinlichkeit der verschiedenen Ausgangsniveaus her. 

Dieses etwas befremdende Resultat ist so zu verstehen: Wenn pro sec ein Atom in den 
Zustand nl hineingelangt, so ist die Intensität des Übergangs nl ~ n'l' nach (41.10) gegeben 
durch die Übergangswahrscheinlichkeit dieses speziellen Übergangs, dividiert durch die 
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller vom Zustandenlausgehenden Übergänge (und noch 
multipliziert mit der Frequenz der in Frage stehenden Linie). Nun nehmen zwar die Über
gangswahrscheinlichkeiten selbst beim Fortschreiten innerhalb einer Serie ab, das Verhältnis 
der Übergangswahrscheinlichkeiten von nl nach zwei bestimmten unteren Niveaus, sagen 
wir n' l' und n" l", ist dagegen nahezu unabhängig von der Hauptquantenzahl n des oberen 
Niveaus. Anders gesagt: Die Abnahme der Übergangswahrscheinlichkeiten mit wachsender 
Nummer der Serienglieder erfolgt für homologe Serien sehr nahezu in gleicher Weise, es ist 
etwa 

Daraus folgt schon die angenäherte 

Al~ Oo.l Al~ 
A~~ "" .l.f:1" 

Unaohängigkeit des Ausdrucks 

A"''' nZ 

~A:'z'' 
n'Z' 

von n. Die kleine Restabhängigkeit von n, die hauptsächlich daher rührt, daß bei Vermehrung 
von n um Eins ein neuer Übergang zu den bisher vorhandenen hinzutritt, wird durch die Zu
nahme des Faktors v,.z, ,., 1, ausgeglichen. Wir vermuten, daß unser Satz auch für andere Atome 
als Wasserstoff angenähert erfüllt ist. Wenn sich das bewahrheitet, würde die Intensität 
der Linien einer Serie unmittelbar die Anregungswahrscheinlichkeit des oberen Niveaus 
angeben. 

42. Intensitäten der Feinstrukturlinien bei Wasserstoff und Helium. 
Die Mitberücksichtigung des Elektronenspins bedingt bekanntlich (vgl. Ziff. 7ff.) 
eine Änderung der Quantisierung und damit ohne weiteres eine Änderung der 
Auswahlregeln der Ziff. 39. 

1 Der stärkere Anstieg der mittleren Lebensdauer mit n erklärt sich daraus, daß bei 
Vermehrung von n um 1 jeweils eine Kreisbahn mit langer Lebensdauer zu den vorhandenen 
Werten der Azimutalquantenzahl hinzutritt. 
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a) Auswahlregeln. Zunächst ist infolge der Kopplung von Bahndreh
impuls und Spin die Komponente des ersteren in einer festen Richtung, kz, 
nicht mehr quantisiert, so daß die Auswahlregeln (39.3), (39.10) für die Quanten
zahl m1 keinen Sinn mehr haben. Statt dessen gelten die entsprechenden Aus
wahlregeln für die Quantenzahl m, welche den Gesamtdrehimpuls um die z-Achse, 
Mz, angibt: 

LI m = 0, ±1 für Polarisation parallel bzw. senkrecht zur z-Achse. (42.1) 

Diese Auswahlregel ergibt sich ohne weiteres, wenn man bedenkt, daß jede Eigenfunktion 
des Atoms mit Spinelektron sich (vgl. Ziff. 8d) in die Form schreiben läßt: 

(42.2) 

wo t}m,•z eine Funktion der Spinkoordinate s. allein, v eine Funktion der Ortskoordinate t 

des Elektrons ist und die lX gewisse Koeffizienten, deren Größe von ljm und m, abhängt. 
Wesentlich ist dabei, daß die Summe von Spin und Bahndrehimpuls in der z-Richtung, 
m1 + m,, für alle Glieder der Summe auf der rechten Seite von (42.2) gleich ist. Das Dipol
moment in der z-Richtung wird 

(42.3) 

Die Integrale hier verschwinden wegen der Auswahlregel (39.3). wenn m =I= m' ist. Ent
sprechend beweist man die Auswahlregel für die parallel x und y polarisierte Strahlung. 

Die Auswahlregel für l bleibt natürlich bestehen. 
Neu hinzu tritt eine Auswahlregel für die innere Quantenzahl j, welche 

den Betrag des Gesamtdrehimpulses mißt. Bei Lichtemission ändert sich j um 

LI j = 0, + 1 oder -1 . (42.4) 

Den allgemeinen Beweis für die Auswahlregel findet man in dem Artikel von PAULI1 • 

Wir wollen hier nur die Regel für Dublettspektren verifizieren, indem wir nachweisen, daß die 
Wahrscheinlichkeit des Übergangs vom Zustand l, j = l + ~ nach l- 1, j = l- t ver
schwindet, obwohl der Übergang nach der I-Auswahlregel erlaubt ist. Mit den FAULischen 
Eigenfunktionen (8.27) und mit (42.3) findet man 

nl,i=l+!,m - V 2 1 + 1 V 21- 1 nl,m-t n'l-l,m-t (42.S) 
zn'l-1,1-!,m _ (1/T+---m=t=l. 1/l- m- t ·Jv zv• dr I 

-VI~~~~ t. v~~7:___ ~_i. J vnl,m+tzvn'l-1 m+t dr) = 0 
mit Rücksicht auf (39.7). Aus Symmetriegründen verschwindet auch die Ausstrahlung in 
der x- und y-Richtung. 

b) Summenregeln. Für beliebige Multiplettspektren gilt die Summenregel: 
(I). Die Gesamtwahrscheinlichkeit aller Vbergänge, die von einem bestimmten 

Zustand n j l m eines Atoms nach allen Zuständen mit fester Haupt- und Azimutal
quantenzahl n' l' führen, ist unabhängig von der inneren Quantenzahl j und der 
magnetischen Quantenzahl m des Ausgangszustands. 

Zum Beweis schreiben wir zunächst das Dipolmoment zwischen nljm und einem be
stimmten Zustand n'l' j' m' hin, es ist nach (42.3) 

n'l'j'm' ~ ljm l'j'm'•f * d 
tnljm = ~ <Xm8 tXm8 Vn'l',m'-m8 tVn l,m-m8 'l • 

m, 

1 W. PAuLI, ds. Handb. S. 182. 
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Um unsere Gesamtintensität zu erhalten, müssen wir das absolute Quadrat hiervon über j' 
und m' summieren: 

I n'/: =""I n'Vj'm'l2=","""""" ljm( ljm)*( l'j'm')* Vj'm' n'V,m'-m8 ( n'V,m'-m;)* (426) nlJm ,.:.. tnlJm ~~..:..,;~ lXm (Xm' 1Xm <Xm' t t • 
J'm' msm; j' m' s 8 s s nl, m-ms nl, m--m; 

Aus der Definitionsgleichung (42.2) für die Koeffizienten IX!Jm folgt nun, weil sowohl 
ms 

die Eigenfunktionen un' 1, 1, m' (mit verschiedenem j') untereinander orthogonal und normiert 
sind als auch die Funktionen vn'V, m' -m, C!m,•z (mit verschiedenem m,) untereinander: 

Ferner ist nach (39.12) 

,, I n'V,m'-msl2 
.t....J tnl,m-ms 
m' 

unabhängig von m - m, (gleich Ir~/ 12, sagen wir) . 

Setzt man beides in (42.6) ein, so kommt 

I n'!' =I n'l'i2, ""I Zjml2 =I n'l'l2 
n lJ m tn l 1 ..::;". (X.ms tn l 1 

ms 

(42.7) 

(42.8) 

(42.9) 

wieder mit Rücksicht auf die Normierung von un !Jm. Damit ist unser Satz bewiesen, und 
darüber hinaus gezeigt, daß unsere Gesamtübergangswahrscheinlichkeit genau denselben 
Wert hat wie in der Theorie des Elektrons ohne Spin die Übergangswahrscheinlichkeit von 
einem Niveau nlm nach allen Niveaus mit festem n' l' und beliebigem m'. 

Wenn wir weiter voraussetzen, daß alle Niveaus mit festem nl gleich stark 
angeregt sind und wenn wir ferner alle Zeemankomponenten einer Linie zu
sammenfassen, gelangen wir zu der Summenregel in der ursprünglichen Fassung: 

(II). Die Gesamtintensität aller Linien, die durch Obergänge von einem Pein
strukturniveau n l j zu sämtlichen Niveaus n' l' i' mit festem n' l' entstehen, ist bei 
festgehaltenem nl proportional dem statistischen Gewicht 2j + 1 des Ausgangsniveaus. 

Die Voraussetzung gleicher Anregung ist bei engen Multipletts sicher sehr nahezu 
erfüllt: Denn sowohl die Anregungswahrscheinlichkeit wie die Lebensdauer hängen nur von 
der räumlichen Eigenfunktion, nicht vom Spin ab. In der Tat ist auch die Summenregel 
für sehr viele enge Multipletts, insbesondere bei den Alkalien usw., bestätigt worden. Bei 
weiten Multipletts läßt sich gar nichts voraussagen, weil man dann die Kopplung zwischen 
Spin und Bahnmoment nicht mehr als klein annehmen darf und weil die Eigenfunktionen 
infolgedessen beträchtlich von denjenigen abweichen, die man bei der Ableitung der Summen
regeln voraussetzt: Dort wird infolgedessen schon die Summenregel für die Übergangswahr
scheinlichkeiten nicht mehr gelten. Die Berechnung der Intensitäten muß dann für jeden 
Einzelfall gesondert durchgeführt werden. 

Bei Wasserstoff gilt nur die Summenregel I für die Übergangswahrscheinlichkeiten, 
nicht die Summenregel II für die Intensitäten: Die Lebensdauerzweier Zustände mit gleichem 
n l und verschiedenem j wird nämlich irrfolge der Entartung der Wasserstoffniveaus bezüg
lich l verschieden, sobald kleine Störungen wie elektrische Feh-
ler oder ähnliches vorhanden sind (vgl. Ziff. 43). -r-----j=l+Jh 

Bei Röntgenspektren endlich spielt die Relativitätskorrektur -+1-....,----.J=l-1/;J 
eine große Rolle und kann Abweichungen von den Summenregeln I 1 1 
verursachen; vgl. darüber später (Ziff. 44g). al bl cl 

Dank der Gültigkeit der Summenregel haben alle Fein- 1 1 1 
strukturniveaus mit gleicher Haupt- und Azimutalquantenzahl I 1 
die gleiche Lebensdauer, unabhängig von der inneren Quanten- z-1 j=l-1/3 
zahl. Nur bei ·wasserstoff sind wegen der l-Entartung Ab- ---'-----j=l-Jk 
weichungen möglich (Ziff. 43). Abb. 35. Schema des Übergangs 

von einem Niveau mit der Azi-
c) Intensitätsformeln. Für Dublettspektren wie mutalquantenzahllzueinemmit 

d S d f der Azimutalquantenzahl l - 1 as pektrum es Wasserstof s genügen die Summen- im in Dublettspektren. Die Buch-
Verein mit den Auswahlregeln, um die Übergangswahr- staben sind d;e;:~ichen wie im 

scheinlichkeiten für alle Linien festzulegen. 
Wir betrachten die Übergänge von den Zuständen n l, i = l + ! und 

i = l-! nach n', l- 1, i' = l - ~- und l-! (vgl. Abb. 35). Von diesen ist 
einer (i = l + ! -+ i' = l - t) wegen der j-Auswahlregel verboten. Vom Niveau 
j = l + ! geht daher nur eine Linie (a in Abb. 35) aus, vom Niveau j = l- -! 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 29 
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dagegen zwei (b, c). Die Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten für diese 
letzteren Linien muß sich nach unserer Summenregel zu der Übergangswahr
scheinlichkeit von a verhalten wie die statistischen Gewichte 

(b + c): a = 2l: 2l + 2. (42.10) 

Betrachten wir andererseits die gestrichenen Niveaus als Ausgangsniveaus, so 
erhalten wir ganz analog (a + b) : c = l: l _ 1 . (42.11) 

Aus (42.10), (42.11) folgt für das Verhältnis der drei Übergangswahrscheinlich

keiten a: b: c = (l + 1) (2l- 1): 1: (l- 1) (2l + 1). (42.12)1 

Ebenso ist das Verhältnis der Linienintensitäten, falls die Ausgangszustände pro
portional ihren statistischen Gewichten angeregt sind. Die wichtigsten Spezial
fälle sind 

sp-Übergänge: spt: sPt = 2: 1 (= a: b, c existiert nicht, da s-Terme 
nicht aufspalten), 

Pd-Übergänge: Ptdt: Ptdt: Ptd~ = 9: 1: 5, (42.13) 

df-Übergänge: dgft.: d,,jfi: d,d?. = 20:1: 14. 
iii "' 2 2 2 :.:! 

Bei großem l wird die Intensität der Linie b, d. h. des Übergangs ohne Ände
rung der inneren Quantenzahl j, sehr klein gegen die Intensität der Übergänge, 
bei denen sich i und l um den gleichen Betrag ändern. Dieser Satz tritt an die 
Seite des Satzes (39.11), daß l und m sich vorwiegend im gleichen Sinne ändern, 
und des Satzes Ziff. 40 a 2, der das gleiche für n und l behauptet. 

Die Intensitätsverhältnisse (42.13) sind z. B. für Alkalispektren vielfach be
stätigt worden. Über den Vergleich mit der Erfahrung bei Wasserstoff siehe 
Ziff. 44d, bei Röntgenspektren Ziff. 44g. 

Die absoluten Intensitäten ergeben sich, indem man die Intensitäten zunächst ohne 
Berücksichtigung des Spins ausrechnet und dann mit den in (42.12} angegebenen relativen 
Intensitäten multipliziert und durch t (21 + 1) (21 - 1) dividiert. 

Als Beispiel geben wir in Tabelle 20 die Intensitäten der Komponenten der 
Wasserstofflinie H"': 

Tabelle 20. Feinstrukturintensitäten von H"' 2• 

Innere Quantenzahl 
Frequenz Spektroskopisches 

I Oszillatorstärke 
Gewicht des Gesamt· Anfangs- I End- der Linie 3 

Svmbol Ausgangs- Oszillatorstärke 
Niveau des Übergangs niveaus 

a) i=t i'=t -0,144 3S --+ 2p,~ t. 0,041 2 
0,051 

b) ·t 3 -0,036 3dt --+ 2p~ -~·0,417 4 0,28 2,83 • 
c) Ii l 0 3d~.--+ 2p~ 1·0,417 6 2,50 2 

d) t t 0,220 3S --+ 2P~- k. 0,041 2 0,03}031 

0,3281 

3Pt--+ 2s 1 . 0,142 2 0,28 ' 
e) .3_ t 3P"- --+ 2s 1 . 0,142 4 0,57} 1 96 2 2 

3dt--+ 2P~- t . 0,417 4 1,39 ' 

Wie man sieht, ist die Intensität der Linie a zu klein, und die Linie b liegt 
zu nahe an der starken Linie c, um getrennt beobachtet zu werden. Die Linie d 

1 Vgl. z. B. schon H. HöNL, Ann. d. Phys. Bd. 79, S. 273. 1925. 
2 Wie bei A. SoMMERFELD u. A. UNSÖLD, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 237. 1926. Die von 

L. GOLDSTEIN (Journ. de phys. et le Radium Bd. 10, S. 439. 1929) nach der DIRAcschen 
Theorie berechneten Intensitäten sind falsch. 

3 Relativ zur stärksten Linie c. 
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macht sich als Asymmetrie der kurzwelligen Komponente von H"' bemerkbar. 
Die Intensitätsverhältnisse sind unter Voraussetzung statistischer Verteilung 

a + b + c: d: e = 1 :0,11 : 0,69. 
Der Schwerpunkt des Komplexes a + b + c liegt um -0,006 cm -I gegen die 
Linie c verschoben, der von d + e um -0,015 cm - 1 gegen e verschoben, der Ab
stand der Schwerpunkte beträgt 0, 319 cm - 1 . 

Die Intensitäten lassen sich außer aus den Summenregeln auch leicht direkt mit Hilfe 
der FAULischen Eigenfunktionen (8.27) ableiten, und zwar in ganz analoger Weise, wie wir 
in (42.5) die Auswahlregel für j verifiziert haben. Dabei ergibt sich gleichzeitig die Intensität 
der Zeemankomponenten: Für Übergänge, bei denen sich j um Eins ändert, ist sie nach wie 
vor durch (39. 7), (39.11) gegeben, wobei nur statt 1 die innere Quantenzahl j zu setzen ist und 
die magnetische Quantenzahl m die Komponente des Gesamtimpulses in der ausgezeichneten 
Richtung z bedeutet. Für Übergänge ohne Änderung der inneren Quantenzahl gilt 

z:'1 ~/,.m = mC:/R:'/'. (42.14) 
(x + iy):'1~/,.m+l = (x- iy):.Zf,7m+l = y(f + m + 1) (J- m)C:'/R:'/'. (42.15) 

Die Formeln (42.14), (42.15) gelten allgemein für beliebige Multiplettspektren. R:'/' ist, wenn 
ein Leuchtelektron vorhanden ist, das radiale Integral (39.8). Die C-Faktoren sind für Dublett
spektren 

Cl-lJ- __ 1__ cz-lj-1- _1_ (42 16) 
lj -2j(j+1)' lJ -2j" . 

d) Die Intensitäten der Heliumfeinstruk
tur. Die Intensitäten in TripleUspektren lassen sich 
nicht unmittelbar aus den Summenregeln ableiten, 

-.----~J-l+7 

-+..,........-----.J=l 
-+-+-+-r~...,.--J=l-1 

außer für Kombinationen zwischen S-und P-Termen. 
Da die S-Terme durch die Wechselwirkung mit dem l-l j=l 

:=:::::=~=~j=l-7 Spin nicht aufgespalten werden, ist das Intensitäts- j=l-2 
verhältnis der Übergänge von einem 35-Term nach 
den drei 3P-Termen j = 0, 1, 2 gleich dem Verhält
nis von deren statistischen Gewichten: 

3513 p2: 3513 pl : 3513 Po= 5 : 3 : 1 . 

Abb. 36. Schema des Übergangs von 
einem Niveau mit der Azimutalquan· 
tenzahl l zu einem Niveau l- 1 für 

Triplettspektren. 

Allgemein ist das Intensitätsverhältnis der sechs Linien, welche beim Übergang 
vom Triplett n l zum Triplett n' l- 1 entstehen (vgl. Abb. 36), in der Tabelle 21 a 
gegeben: 
Tabelle21 a. Relative In tensi tä t der Multiplettkom ponen ten in Tri plettspektren. 

Anfangsterm 
Endterm ----~ --· ---- --- --- -- Summe 

j' = 1 
1 - 1 
1-2 

Summe 

i=l+l 

(2l + 3) (21- 1) 121
1 (21 + 1) (2l- 1) I 1 I (21 + 1) 2 12 

- (21+1)(21-1)(1+1)(1-1) (21+1)(21-1) (21+1)(21-1)12 

- - 1(21+1)(21-3)12 (21+1)(21-3)12 

(2l + 3) (21- 1) 12 1 (21 + 1) (21- 1) 12 1 (21- 1) 2 12 13 (21 + 1) (21- 1) 12 

Diese Intensitätsverhältnisse gelten natürlich wieder nur, wenn die Anfangs
zustände proportional ihren statistischen Gewichten angeregt sind. Als Beispiel 
setzen wir die Intensitätsverhältnisse für einen PD-Übergang hierher. 

Tabelle 21 b. Relative In tensi tä t der Korn ponen ten des Multipletts 3D->- 3 P. 

Anfangsterm I Endterm 

I i 
Summe •D, 'D, •D, 

3p2 84 

I 
15 1 100 

3pl - 45 15 60 
apo - - 20 20 

Summe 84 I 60 36 180 

29* 
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Sowohl in der Spezialtabelle 21 b wie in der allgemeinen Tabelle 21 a haben wir 
jeweils die Summe der Intensitäten aller Linien beigefügt, die von ein und dem
selben Niveau ausgehen, um zu demonstrieren, daß diese Summen in der Tat 
dem statistischen Gewicht des Ausgangsniveaus 2j + 1 proportional sind. Man 
sieht ferner aus den Tabellen, daß Übergänge, bei denen sich j und l im gleichen 
Sinne ändern, am häufigsten sind, Übergänge ohne Änderung von j seltener und 
Änderungen von j und l in entgegengesetztem Sinn außerordentlich schwach. 
Bei großen l kommen nur die erstgenannten Übergänge vor. 

43. Die Lebensdauer angeregter Zustände des Wasserstoffs und ihre Be
einflussung durch Störungen. Wir haben in Tabelle 17 die Lebensdauer der 
angeregten Zustände des Wasserstoffs berechnet für den Fall, daß keine äußeren 
Störungen auf das Atom einwirken, wie etwa homogene oder inhomogene elek
trische Felder, Zusammenstöße mit anderen Atomen oder Elektronen usw. Wir 
fanden unter diesen Umständen, daß die Lebensdauer sehr stark von der Azi
mutalquantenzahl l abhängt, nicht dagegen von der inneren Quantenzahl j 
(vgl. Ziff. 42b). Bekanntlich sind nun aber bei Wasserstoff immer zwei Zu
stände mit den Azimutalquantenzahlen l = j- i und l = j + i miteinander 
entartet, und es fragt sich, ob man voraussetzen darf, daß jeder dieser entarteten 
Zustände für sich abklingt oder ob nicht statt dessen für beide eine mittlere 
Lebensdauer anzusetzen ist. Über diese Frage sind so viele einander wider
sprechende Behauptungen aufgestellt worden, daß wir es für nötig halten, sie 
sehr eingehend zu diskutieren. Ihre Entscheidung ist von wesentlichem Einfluß 
auf die Intensität der zu beobachtenden Spektrallinien, da diese ceteris paribus 
proportional der Lebensdauer des Anfangszustandes ist. 

a) Die Metastabilität des 2s-Terms beim ungestörten Atom und 
seine Lebensdauer im elektrischen Feld. Um unsere Begriffe zu fixieren, 
wollen wir zunächst den Term n = 2, j = i betrachten. Dieser stellt ein be
sonders interessantes Beispiel dar, weil von den beiden entarteten Zuständen1 

l = 0 und 1 der 2s-Zustand (l = 0) metastabil ist: Er hat eine unendlich lange 
Lebensdauer, da er mit dem Grundzustand nicht kombinieren kann 2• Wenn die 
Eigenfunktion des Atoms zur Zeit t = 0 eine Linearkombination einer 2s- und 
einer 2p-Eigenfunktion ist ( ) ß VJ 0 = IXU2 8 + U2p, (43.1) 

so klingt im Laufe der Zeit der 2p-Zustand ab und geht unter Ausstrahlung 
der ersten Linie der Lymanserie in den Grundzustand über, so daß nach einer 
Zeit, die groß ist gegen die Lebensdauer des 2p-Zustandes, die (zeitabhängige) 
Wellenfunktion gleich VJ (t) = IXU28 e-iB,t + ßu18 e-iB,t 

wird (E1 , 2 Energien von Grundzustand und 2s-Zustand). Diese Wellenfunktion 
bleibt dann mehrere Monate bestehen, sofern nicht äußere Einflüsse die Zer
störung des metastabilen 2s-Zustands bewirken. 

Wir stören nun das Atom, und zwar betrachten wir als einfachste Störung 
ein homogenes äußeres elektrisches Feld. Dann ist u28 nicht mehr die Eigen
funktion eines stationären Zustands, vielmehr würde (bei Vernachlässigung der 
Wechselwirkung mit der Strahlung) der Zustand n = 2, j = ! in zwei Niveaus 
aufspalten, deren Eigenwerte und Eigenfunktionen nach (34-3) durch 

E _ E ± 2 F _1 _ 1 ( ± ) 
± - 0 fJ 15 590 Cm ' U± - vz U2B U2p (43.2) 

1 Von der Entartung bezüglich der magnetischen Quantenzahl m sehen wir ab (m = t, - t). 
2 Exakt gesprochen besteht allerdings eine endliche Übergangswahrscheinlichkeit, 

sobald man die genauen relativistischen Eigenfunktionen heranzieht. Die Lebensdauer 
des 2s-Zustandes beträgt aber, wenn er nur durch Strahlung zerfallen kann, mehrere Monate. 
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gegeben sind. Wenn nun zur Zeit t = 0 etwa die Eigenfunktion u+ angeregt 
ist, so wäre man versucht anzunehmen, daß diese Eigenfunktion als Ganzes ab
klingt!, daß also nach einer Zeit von der Größenordnung der Lebensdauer des 
zp-Niveaus überhaupt nichts mehr von den zweiquantigen Niveaus übrigbleibt. 
Das ist aber, wie wir sogleich zeigen werden, nur richtig, wenn die Starkeffekt
aufspaltung groß ist gegen die natürliche Linienbreite der ersten Lymanlinie 
(d. h. gegen die Abklingungskonstante des zp-Niveaus), dagegen bleibt für 
schwache Felder der Vorgang im wesentlichen, wie wir ihn früher für verschwin
dendes Feld beschrieben: Zunächst klingt das 2p-Niveau fast restlos ab, das 
2s-Niveau dagegen hat bei schwachem Feld eine sehr lange Lebensdauer. 

Um unser Problem quantitativ zu behandeln, gehen wir aus von der Tat
sache, da:B ohne äußeres elektrisches Feld die Anregungsamplitude des 2p-Zu
standes infolge der Ausstrahlung exponentiell abklingen würde, d. h. wenn 

1p (t) = a 2p (t) 'ljJ2p + .. · (43.3) 
ist, so ist 

da2 P ß fit= -2 a2p• (43.4) 
wobei 64 4 2 3 

4ß - ___!!_ ~I /2 (43.5) - 3 hca t:21 

die reziproke Lebensdauer des zp-Zustandes ist. Die Richtigkeit von (43.4) läßt 
sich leicht mit Hilfe der DIRACschen Strahlungstheorie nachweisen 2. Die Ampli
tude des 2s-Zustandes dagegen wäre ohne äußeres Feld konstant3: 

d;;· = 0. (43.6) 

Andererseits können wir für einen Moment die Kopplung mit dem Strahlungs
feld vernachlässigen und nur ein elektrostatisches Feld der Stärke F und der 
Richtung x einschalten. Setzen wir dann für die Wellenfunktion 

(43 .7) 

an, wobei 1p28 und 1p2 p die Eigenfunktionen des feldfreien Atoms sind, so folgt 
aus der zeitabhängigen Schrödingergleichung 

'"=da •• _ F 2p I ~n dt - e X2s ' 

·n, da.P F 2s 
~ fit= e x2p, 

(43.8) 

da F x das Störungspotential ist. Wirken nun elektrostatisches und Strahlungs
feld gemeinsam, so gilt offenbar 

(43.9) 

mit 
k 1 F 2s = Ii:' e x2P. (43.10) 

1 Dies tat z. B. V. ROJANSKY (Phys. Rev. Bd. 35, S. 782. 1930) und glaubte damit zu 
beweisen, daß auch ohne äußeres Feld das 2s-Niveau aus Stetigkeitsgründen nicht meta
stabil sein könne. 

2 Vgl. z. B. E. WIGNER u. V. WEISSKOPF, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 54. 1930. 
3 Beweis ebenfalls aus der DIRAcschen Strahlungstheorie: Das 2s-Niveau kann vom 

Strahlungsfeld nicht angegriffen werden, da es mit keinem tieferen Zustand kombiniert. 



454 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenprobleme. Ziff. 43. 

Die allgemeine Lösung des Gleichungssystems (43.9) lautet 

a =- i ak e-(ß-Vß'-k')t- ib k e-(ß+Yß'-k')t 
2• ß-f!i2-k2 ß+Yß2-k2 , 

a2P = ae-(ß-Vß'-k')t + be-(ß+Vß'-.k')t. 

Bei verschwindendem elektrischen Feld (k = 0) wird 

a2 , = konst., } 
a2p = b. e-2ßt. 

1 (43.11) 

(43.12} 

4 ß ist, wie schon gesagt, die reziproke Lebensdauer des 2p-Zustands. Der 2s
Zustand ist, wie früher behauptet, metastabil. Vernachlässigt man andererseits ß, 
d. h. das Strahlungsfeld, so erhält man 

a2s = a e-ikt - b eikt, } 

a2p = ae-ikt + beikt. 
(43.13) 

hj2n · 2k = LIE ist also die Starkeffektaufspaltung in Energieeinheiten, kfn die 
gleiche Aufspaltung in Frequenzeinheiten (sec- 1) bei Vernachlässigung des 
Strahlungsfeldes. 

Das Aussehen der Lösung (43.11) ist sehr verschieden, je nachdem, ob 
ß > k oder ß < k ist, d. h. ob die in sec- 1 ausgedrückte Starkeffektaufspaltung 
kleiner oder größer ist als 1/4n der reziproken Lebensdauer des 2p-Zustands. 

Im ersten Fall k < ß (sehr schwache Felder) gibt es zwei ausgezeichnete Linearkombina
tionen der s- und p-Eigenfunktion, die nach einem reinen Exponentlaigesetz abklingen und 
sich durch verschiedene Lebensdauer unterscheiden. Man erhält sie, indem man in (43.11} 
einmal b, das andere Mal a gleich Null setzt 

) (43.14} 

Die Faktoren a bzw. b sind so gewählt, daß zur Zeit t = 0 'Pa und VJb auf Eins normiert sind. 
Die kurzlebige Wellenfunktion VJb enthält im wesentlichen die zp-Eigenfunktion und nur 
zu einem kleinen Prozentsatz die 2s-Eigenfunktion, bei der langlebigen Wellenfunktion VJa 
ist es umgekehrt. Man kann also für schwache Felder (k <!!':: ß) immer noch annähernd sagen, 
daß die zp-Eigenfunktion rasch, die 2s-Eigenfunktion langsam abklingt. Das Verhältnis 

der Lebensdauern des "langlebigen" und "kurzlebigen" Zustands a und bist ß + y7J2=-J(l. 
Für sehr schwache elektrische Felder geht das über in ß - Y ß2 - k2 

(2ß)2 = reziproke Lebensdauer des 2p-Zustands. 
, k . 2:n mal Starkeffektaufspaltung (43.15) 

Für Felder von 10 Voltfern wird z. B. [vgl. (43.2), (43.15)] das Verhältnis der Lebensdauern 
5:1, die Lebensdauer des langlebigeren Zustandes, der in diesem Fall nahezu mit dem 2s
Zustand zusammenfällt, wird to- 8 sec- 1, also noch recht beträchtlich. Der Verlauf des 
Strahlungsprozesses ist dann so, daß zunächst der 2p-Zustand abklingt, bis das Verhältnis 
seiner Anregungsstärke [a2 vl 2 zur Anregungsstärke [a2 ,[ 2 des s-Zustands gleich dem Ver
hältnis der Lebensdauern der Zustände ist. Von da ab dient dann der langlebige 2s-Zustand 
als Reservoir, aus dem vermöge der Wirkung des elektrostatischen Feldes der 2p-Zustand 
sich immer wieder auffüllt, während er andererseits durch Strahlung zerfällt!. 

1 Die Verhältnisse sind gerrau wie bei der Radioaktivität: 2s entspricht einer lang
lebigen Muttersubstanz, 2P einer kurzlebigen Tochtersubstanz. 
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Im zweiten Fall (k > {J, stärkere Felder) werden die Exponenten in (43.11), (43.14) 
komplex. Beide ausgezeichneten Wellenfunktionen 

( ·v·fl+iVk2-ß2 vfl-iJfk2-ß2 ) -(ß-iYk•-p•)t 
"Pa = - ~ "1'2• + "''sp e • 2k 2k 

( ·vfl-iVk2-ß2 +llß+iVk2 -f12 ) -(P+iYk"-ß"lt 
V'• = - ~ ---2-k---"Pas v---2-k ___ 'ljJ2 p e 

l (4J.16) 

klingen wie e-ßt ab, es gibt also nicht mehr einen kurzlebigen und einen langlebigen Zustand. 
Dafür werden die imaginären Bestandteile der Zeitabhängigkeit verschieden, man bekommt 
also jetzt eine Aufspaltung des Eigenwerts, die bei schwachen elektrostatischen Feldern 
k < ß durch das Strahlungsfeld verhindert wurde. Auch jetzt noch ist die Aufspaltung 
durch das Strahlungsfeld verkleinert, der Abstand der beiden Terme beträgt 

h 
LI E = - . 2 V k2 - ß2 

2.n-
statt 

h 
-·2k 
2.n- (43.17) 

bei Vernachlässigung des Strahlungsfeldes. Die beiden ausgezeichneten Wellenfunktionen "Pa 
und V'• enthalten jetzt die s- und p-Eigenfunktionen zu gleichen Teilen, es ist, wie man leicht 
nachrechnet, sowohl für tp,. wie V'• 

(43.18) 

Wir wollen noch ausdrücklich betonen, daß sowohl für k < fJ wie für k > ß "Pa und "Pb 
nicht orthogonal zueinander sind; man rechnet leicht nach, daß zur Zeit t = 0 

für k<ß 

für k>ß" 

Nur für verschwindendes (k = 0) oder für sehr großes (k = oo) elektrisches Feld sind die 
beiden Wellenfunktionen orthogonal. Hierdurch unterscheidet sich die Störung des Atoms 
durch das Strahlungsfeld von gewöhnlichen Störungen. 

b) Intensität der von den entarteten Niveaus ausgehenden 
Spektrallinien. Die wichtigste Anwendung unserer Untersuchungen über 
die Abklingung entarteter Niveaus ist die Berechnung der Intensitäten der von 
den Niveaus ausgehenden Linien, wenn die Anregungswahrscheinlichkeit des 
Niveaus bekannt ist. 

Um unsere Rechnungen auch auf andere Niveaus als das bisher behandelte n = 2, i = t 
anwenden zu können, müssen wir zulassen, daß beide entarteten Zustände Strahlung emit
tieren können, daß also nicht einer von ihnen metastabil ist, sondern daß sie nur verschiedene 
Lebensdauer besitzen. Führt man die Rechnung durch, so findet man, daß die beiden 
entarteten Zustände l = i - t und l = i + t unabhängig voneinander nach einem Ex
ponentialgesetz abklingen, solange keine äußere Störung vorhanden ist. Das ist dem Um
stand zu verdanken, daß wegen der l-Auswahlregel kein drittes Niveau existiert, das mit den 
beiden entarteten Zuständen gleichzeitig kombiniert1 . Daher sind die Gleichungen (43.9) ein
fach zu ersetzen durch 

(43.19) 

wenn a1 , a2 die Anregungsamplituden der beiden entarteten Zustände smd, 4). und 4,u ihre 
reziproken Lebensdauern und kf.n- die Starkeffektaufspaltung in Abwesenheit des Strahlungs
feldes. 

Wir nehmen nun an, daß zur Zeit t = 0 durch irgendeinen Anregungsprozeß die Eigen
funktion 

1 Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daß zwei Zustände von nahe gleicher Energie 
nicht jeder für sich abklingen, falls sie beide mit dem gleichen Zustand optisch kombinieren: 
Unsere Starkeffektkomponenten kombinieren ja beide mit dem Grundzustand. 
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angeregt worden ist, wo I a1 12 + I a2 12 = 1. und daß in der Sekunde insgesamt N Anregungs
prozesse erfolgen. Dann erhält man für die Intensität einer vom Niveau 1 ausgehenden Ab
sorptionslinie ( = absorbierte Energie pro sec) 

(43.20) 

wobei ] 0 die absorbierte Intensität für den Fall ist, daß sich im Zeitmittel gerade ein 
Atom im Zustand 1 befindet, während I a1 12 den Mittelwert der Anregungswahrscheinlich
keit des Niveaus 1 über alle N Anregungsprozesse bedeutet, und Jm~(a-;G;*) den ent
sprechenden Mittelwert des Imaginärteils von a1 a2 *. In allen praktisch wichtigen Fällen 
erfolgt nun die Anregung der beiden Niveaus unabhängig voneinander: Durch einen 
Elementarprozeß wird 

a) entweder nur der Zustand 1 angeregt oder nur der Zustand 2, 
b) oder wenn durch einen Elementarprozeß jeweils eine Linearkombination von beiden 

Zuständen 1 und 2 angeregt wird, so besteht zwischen den Koeffizienten a1 und a2 keine 
Phasenbeziehung, d. h. bei Mittelung über alle Elementarprozesse ist a1 a2* = 0. Der erste 
Fall ist für Anregung durch Lichtabsorption erfüllt (l-Auswahlregel!), der zweite bei An
regung durch Elektronenstoß (vgl. 52.12). 

Wir bezeichnen mit N 1 =NI a~ [2 die Anzahl der Anregungsprozesse, bei 
denen das erste, N 2 =NI a 2 12 als Anzahl der Prozesse, bei denen das zweite 
Niveau angeregt wird, und bekommen für die Intensität der vom ersten aus
gehenden Absorptionslinien endlich: 

J = J (1). N,(k2 + 4p;(J. + p;))+ N 2k2 

1 0 4(J. + p;)(4J.p; + k2) ' 
(43.21) 

und einen entsprechenden Ausdruck für die Intensität der vom zweiten aus
gehenden Linien. In Abwesenheit des elektrostatischen Feldes wird 

J - Jo<•lN2 
2- 4p; ' (43.22) 

also die Intensität jeder einzelnen Linie gleich der Anzahl der Anregungsprozesse 
pro sec mal der Lebensdauer mal der Intensität, die die Linie für ein Atom im 
Anregungszustand haben würde, wie man auch unmittelbar anschaulich erkennt. 
Bei sehr starkem äußeren Feld k :;}> I A. - ,u I wird andererseits 

J _ J 0<'l(N1 + N 2) J _ J 0<2l(N1 + N 2) 

1 - 4(J.+p;) ' 2 - 4(l+p;) . (43.23) 

Ein starkes äußeres Feld bewirkt also gleichmäßige Verteilung der Atome auf 
die beiden entarteten Niveaus und eine gemeinsame mittlere Lebensdauer 

2 (J. ~ p;) für beide Zustände. 
c) Quantitative Diskussion. Absorption der Balmerlinien. Wir 

haben oben nur deshalb gerade ein homogenes äußeres elektrisches Feld F in 
unsere Betrachtungen eingeführt, weil ein solches Feld die am einfachsten zu 
behandelnde Störung des Atoms repräsentiert. Um unsere Rechnungen auf das 
Experiment anwenden zu können, müssen wir feststellen, wie groß die Felder 
sind, die im Entladungsrohr auf ein Atom wirken. Dabei interessiert uns vor 
allem wieder der Zustand n = 2, j = f, welcher das metastabile 2s-Niveau 
enthält. 

Zunächst wirkt als Störung das äußere Feld, das zur Beschleunigung der Elektronen 
dient. Bei den Versuchen von SNOEK über die Absorption der Balmerserie' wurde z. B. eine 
Spannung von 1000 Volt an ein Absorptionsrohr von 1 bis 4 m Länge angelegt, so daß das 
Feld, als homogen vorausgesetzt, eine Feldstärke von 2,5 bis 10 Voltfern aufweist. In einem 

1 J. L. SNOEK, Dissert. Utrecht 1929; J. L. SNOEK, L. S. ÜRNSTEIN u. F. ZERNIKE, 
ZS. f. Phys .. Bd. 47. S. 627; Bd. 48. S. 750; Bd. 50, S. 600. 1928. 
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Feld von 10Voltfcm ist aber [vgl. oben {43.15)] die Lebensdauer des 2s-Zustandes noch Smal 
so groß wie die des 2p-Zustands, in einem Feld von 2,5 Voltfern sogar 80mal so groß. 

Sodann erzeugen die vorbeifliegenden Elektronen elektrische Felder. Sei i die Strom-

stärke in Ampere und v = 1 / 2e V die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen (V die VoltV 300m 

geschwindigkeit), dann ist n = 3 · 109 • i die mittlere Anzahl Elektronen pro Volumeinheit 
ev 

und es befindet sich im Zeitmittel ein Elektron innerhalb einer Kugel um das Atom mit .dem 

Radius r = (-3-)l. Nehmen wir die Hälfte dieses Radius als mittleren Abstand des nächsten 
4.?Jn 

Elektrons vom Atom an, so erzeugt dieses Elektron ein Feld 

F = 300e • (: r = (150m)!. {32.n- • 109)f · if • v-l. 300 = 33ifV-l Voltjcm. 

Für die Energie der Elektronen V dürfte ein Mittelwert von etwa 25 Volt das Richtige treffen, 
die Stromstärke i sei etwa 0,5 Ampere 1 , dann wird das Feld 

F = ca. 7 Voltfcm. 

Die Felder, die von den entfernteren Elektronen erzeugt werden, sind hiergegen zu vernach
lässigen, vor all~m deshalb, weil die Feldrichtungen unregelmäßig verteilt sind und sich daher 
im Mittel bloß die Quadrate der Feldstärken addieren. Mit 15 Voltfern dürften wir den Ge
samtbetrag des Feldesam Orte des Atoms {äußeres plus Elektronenfeld) recht gut abgeschätzt 
haben. Bei dieser Feldstärke ist die Lebensdauer des 2s-Zustands noch mehr als doppelt 
so groß wie die des 2p-Zustands. 

Weiterhin kann man den Einfluß der Zusammenstöße mit anderen Wasserstoffatomen 
auf die Lebensdauer des 2s-Zustands untersuchen. Durch eine Rechnung, welche der Be
handlung der van der-Waals-Kräfte (Ziff. 63) analog ist, findet man, daß pro sec etwa 107 p 
Stöße stattfinden, welche das Atom aus dem 2s- in den 2p-Zustand überführen, wobei p 
der Druck in mm Hg ist. Der Einfluß der Stöße ist also bei den verwendeten Drucken von 
0,02 bis 0,15 mm Hg vernachlässigbar gegenüber dem Einfluß der elektrischen Felder. 

Endlich kann man sich noch überlegen, daß auch die Absorptionsprozesse die Lebens
dauer des 2s-Niveaus nicht wesentlich beeinflussen. Man kann abschätzen, daß in den Ver
suchen von SNOEK und von v. KEUSSLER 2 die Strahlungsdichte der im Absorptionsrohr vor
handenen H"-Strahlung etwa 1f1000 bis 1f500 Quant pro Hohlraumschwingung betrug, unter 
dem Einfluß von Strahlung allein würde d~her die reziproke Lebensdauer des 2s-Zustands 
etwa 0,66 bis 1, 32 · 105 sec- '. da bei Strahlungsdichte 1 die Übergangswahrscheinlichkeit 
vom 2s-Niveau zu den drei magnetischen Zuständen des 3P-Niveaus das Dreifache der in 
Tabelle 17 angegebenen Übergangswahrscheinlichkeit von einem der 3P-Zustände zum 
2s-Niveau betragen würde, also 0,66 · 108 sec-•. 

Man sieht also, daß die Lebensdauer des 2p-Zustands nahezu ausschließlich 
durch die Entladungsbedingungen gegeben ist, und zwar ebensowohl durch die 
angelegte Spannung wie durch die Stromstärke 3• Vor allem aber erkennen wir, 
daß unter den im Entladungsrohr herrschenden Bedingungen das 2s-Niveau eine 
mehrfach längere Lebensdauer hat als das zp-Niveau, wenn auch natürlich von 
einer wirklichen Metastabilität des 2s-Niveaus bei den vorhandenen Störungen 
keine Rede sein kann. 

Nur durch die längere Lebensdauer des 2s-Zustandes sind die Versuche 
von SNOEK und v. KEUSSLER über die Absorption von H" überhaupt zu ver
stehen. Man weiß nämlich aus der Theorie (Ziff. 52, 53) wie auch aus der Er
fahrung bei anderen Atomen, vor allem He, daß durch Elektronenstoß vorzugs
weise die p-Zustände angeregt werden. Unter diesen Umständen würde man
bei gleicher Lebensdauer von 2s und 2p- erwarten, daß sich der Absorptions-

1 Größte Stromstärke in den Versuchen von J. L. SNOEK, I. c. 
2 V. V. KEUSSLER, Ann. d. Phys. Bd. 7, S. 225. 1931; s. auch T. TAKAMINE u. T. SUGA, 

Scient. Pap. Tokyo Bd. 11, S. 193. 1929. 
3 Aus diesem Grunde kann unsere Argumentation auch nicht durch die Beobachtung 

v. KEUSSLERS entkräftet werden, daß im Bereich schwacher Stromstärken die Variation 
der Stromstärke keinen meßbaren Einfluß auf das Intensitätsverhältnis der Feinstruktur
komponenten von H" hat. 
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koeffizient der kurzwelligen, von unserem Niveau j = ! ausgehenden, Fein
strukturkomponente von H"' zum Absorptionskoeffizienten der von j = i aus
gehenden langwelligen Komponente nahezu wie 1: 2 verhält. In Wirklichkeit 
beobachtete v. KEUSSLER ein Intensitätsverhältnis 0,77: 1, SNOEK 0,89:1, also beide 
noch mehr als man erwarten würde, wenn die Anzahl der Atome in jedem Fein
strukturniveau proportional dem Gewicht dieses Niveaus wäre, 0,69: 11 (vgl. 
Ziff. 42c). Vermittels unserer Intensitätsformel (43.21) kann man daraus das 
Anregungsverhältnis von 2s- und 2p-Niveau bestimmen. 

Es ist nämlich in unserem Fall, wenn wir das 2s-Niveau mit dem Zustand 1 identifi-
zieren: 

4l = 0, 4,u = 6,25 · 108 sec- 1 , k = 1,4 · 107Fsec- 1 . 

Schätzen wir die Feldstärke F beispielsweise auf 15 Voltfern (s. oben), so wird 

k = 2·108 sec- 1 • 

Die Intensität der von 2s ausgehenden Linien ist dann [vgl. (43.21)] 

] 0<•> ( ( ,u2) ) j 01•l 
] 2 , = 4j.l" N 28 1 + 4 Ji2 + N 2 p = 4-!t (N2 , • 3,5 + N 2 p), 

die von 2Pt ausgehenden Linien haben die Intensität 
JoiPl 

J2P1 = -- (N., + N2p) 
I 4,tt 

und die von 2Pt ausgehenden Linien 
j 01Pl 

} 2 p, = -- • 2N2 P, 
2 4 ,u 

weil offenbar in das 2pt-Niveau doppelt so viele Atome hineingelangen wie in das Niveau 2Pt 
(statistische Gewichte). Für die ) 01•>, ) 01Pl haben wir jetzt die Oszillatorstärken der betreffen
den Linien einzusetzen, und zwar für J 01Pl die Gesamt-Oszillatorstärke des Übergangs von 2p 
nach 3d*, d. h. 0,694 (Tab. 16), für ] 0 <•> dagegen nur die des Übergangs 2s--+ 3p_a, weil der 
. 2 
Übergang 2s--+ 3p~, d. h. die Linie d der Tabelle 20, nicht mit beobachtet wird1 : also ist 
Jo<•l = 0,283 = 0,41]01Pl. 

Das Intensitätsverhältnis wird daher 

]kurzweilig: ]langweilig= 2s + 2p_,: 2p" = 2,4N2s + 1,4N2p: 2N2p. 
2 2 

Mittelt man die beobachteten Werte (v. KEUSSLER 0,77: 1, SNOEK 0,89: 1), so 
erhält man J2s + J2p: J2p = 0,83 : 1 , N2p: N2, = q: 1 . 
Dieses Anregungsverhältnis stimmt befriedigend mit anderen Resultaten 
(Ziff. 44c) überein. Durch die Experimente wird also unsere Theorie durchaus 
bestätigt: Das 2s-Niveau ist in Abwesenheit von Störungen metastabil. 

d) Lebensdauer hochangeregter Zustände. Für hochangeregte Zu
stände genügen die normalerweise in der Entladungsröhre vorhandenen elek
trischen Felder vollkommen, um zwischen den beiden entarteten Zuständen 
l = j - i und j + ! eines Niveaus n j statistisches Gleichgewicht herzustellen. 

Dies gilt schon für den Zustand n = 3, j = t: Dort ist die Starkeffektaufspaltung nach 
(34.3) y6mal so groß wie für den bisher betrachteten Zustand n = 2, j = t. also wird für 
F = 15 Volt 

Andererseits sind die Abklingungskonstanten für 3 s und 3 p-Niveau nach Tabelle 17 nur 

4l = 1,86·108 sec- 1 , 4,u = 0,06·108 sec- 1 • 

so daß k2 = 25 · 1016 sec- 2 ::p 4), (l + p.) = 0,9 · 1016 sec- 1 ::p 4l,u = 0,03 · 1016 sec - 1 • Die 
Intensität der von 3 s, 3 p ausgehenden Linien ist also durch die vereinfachten Formeln 

1 Die Messungen beziehen sich immer auf die Maxima der Absorption, die Linie d der 
Tabelle 20 wird daher nicht bei der kurzwelligen Komponente mitgemessen. 

* Der Übergang 2p--+ 3s spielt keine Rolle. 
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(43.23) gegeben, die bei großem störendem Feld gelten. A fortiori gilt das für alle Niveaus 
mit höherem n und j: Die überhaupt auf das Niveau angeregten Atome verteilen sich gleich
mäßig auf die entarteten Zustände l = i - t und = i + t, alle Teilzustände des Niveaus nj 
haben eine gemeinsame Lebensdauer, deren reziproker Wert gleich dem arithmetischen 
Mittel der reziproken Lebensdauern der Teilzustände l = i ± t ist. 

Vom sechsten, bei schwächeren Stromstärken im Entladungsrohr vom 
siebten Niveau des Wasserstoffs ab reichen die unregelmäßigen Felder im Rohr 
aller Wahrscheinlichkeit nach aus, um auch zwischen den verschiedenen Pein
strukturniveaus einigermaßen statistisches Gleichgewicht herzustellen. 

Wenn wir nämlich für das elektrische Feld wieder unsere frühere Abschätzung F""' 15 
Volt benutzen, so wird der Starkeffekt für n = 6 gerade von der Größenordnung der Fein
struktur: Das Matrixelement des Potentials Fz zwischen den Zuständen n = 6, i' = t, 
l' = 0, m' = t und n = 6, i = t• l = 1, m = t ist z. B. 

F l2-m2yf+m ---nJfn2 - 12 - 2--1 - 1-- = 0,011 Fcm- 1 = 0,017 cm- 1 , 
15590 41-1 2+1 

während der Abstand der Feinstrukturniveaus j' = t und i = t durch 

5,8 ( 1 1 ) - 5,8 - -1 
7 i'+l- i+l -432- 0'013 cm 

gegeben ist. Die Feinstruktur des Terms n = 6 wird also durch den Starkeffekt vollkommen 
durcheinandergemischt werden. Für n = 7 wird man schon annehmen dürfen, daß man 
praktisch immer die Termstruktur des Starkeffekts hat und die Feinstruktur keine Rolle 
mehr spielt, wobei aber die Richtung und Größe des elektrischen Feldes und damit die 
Termstruktur dauernd wechselt. Man dürfte dann in erster Näherung annehmen können, daß 
die Elektronen auf die einzelnen Feinstrukturniveaus nach Maßgabe von deren statistischen 
Gewichten verteilt sind, und daß alle Zustände mit gleicher Hauptquantenzahl eine ein
heitliche Lebensdauer haben, die wir in Tabelle 17 mit aufgeführt haben. Aber die Verhält
nisse liegen doch zu kompliziert, als daß man ohne eingehende Diskussion bindende Schlüsse 
ziehen könnte. 

Eine Vereinfachung der Verhältnisse wird natürlich erzielt, wenn man durch 
Anlegen eines starken äußeren Feldes dafür sorgt, daß die unregelmäßigen Feld
schwankungen wenig ausmachen und daß der Starkeffekt sicher die mehrfache 
Größe der Feinstrukturaufspaltung hat. Diese Bedingung ist angenähert in den 
Versuchen von MAXWELL1 über die Lebensdauer des sechsten Helium+-Niveaus 
erfüllt. 

Es wirkt dort ein Feld von 700 Voltfern auf die He+ -Ionen ein, welches eine Gesamt
Starkeffektaufspaltung des sechsten Niveaus von 

F 1 700 • 30 • 2 --- •- • 2n(n- 1) = ----- = 14 cm- 1 
15590 z 2.15590 ' 

verursacht gegenüber einer Gesamt-Feinstrukturaufspaltung von 

1 ( 1 ) 5,8 • 24 • 5 
5,8·Z4 ·na 1--:; = 64 =0,36cm- 1 . 

Man würde also diese Versuche am besten diskutieren, indem man Anregungswahrscheinlich
keiten und Lebensdauern der Starkeffektterme des He+ zu Hilfe nimmt und die Feinstruktur 
vernachlässigt. 

Da die Fragen der Anregungswahrscheinlichkeit durch Stoß langsamer Elektronen noch 
nicht genügend theoretisch geklärt sind, könnten wir aber auf diese Weise doch nur einen 
qualitativen Vergleich von Theorie und Experiment erzielen. Es soll daher genügen, die 
Le~ensdauer des sechsten He+-Niveaus mit dem Experiment zu vergleichen, welche sich 
ergtbt, falls die Verteilung der He+-Ionen auf die verschiedenen Feinstrukturniveaus des 
sechsten Zustandes proportional mit deren statistischen Gewichten erfolgt. Unter dieser 
Voraussetzung haben wir für das sechste Niveau des Wasserstoffs in Tabelle 17 eine mittlere 
Lebensdauer von 20,3 · w- 8 sec abgeleitet. Für He+ bleiben die Oszillatorstärken un
geändert - wegen des /-Summensatzes! -, die Übergangswahrscheinlichkeiten unter-

1 L. R. MAXWELL, Phys. Rev. Bd. 38, S. 1664. 1931. 
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scheiden sich von den Oszillatorstärken durch einen Faktor v 2, die Frequenz v der Spektral
linien der wasserstoffähnlichen Atome wiederum wächst proportional Z 2, also die Übergangs
wahrscheinlichkeiten wie Z 4• Die Lebensdauer nimmt daher wie 1/Z4 ab. 

Für den sechsten He+-Zustand erhalten wir also als theoretische Lebens
dauer -ftr · 20,3 · 10-8 = 1,27 · 10-s sec gegenüber einem beobachteten Wert von 
1,1 · 10-8 sec. Die Übereinstimmung ist sehr befriedigend, beweist aber, wie 
MAXWELL selbst gezeigt hat, nichts für die Annahme der statistischen Gleich
verteilung über die Feinstrukturniveaus. 

Bemerkenswert ist, daß die MAXWELLsehen Versuche eine starke Zunahme 
der Lebensdauer mit der Hauptquantenzahl geben, wie sie ja auch von der 
Theorie gefordert wird. Sie stehen damit in Widerspruch zu den Abklingungs
messungen von WIEN 1 u. a., welche offenbar durch sekundäre Einflüsse, wie 
Rekombination, Kaskadensprünge usw. gefälscht sind. Darauf hat bereits 
R. D'E. ATKINSON 2 hingewiesen. ATKINSON versucht die störenden Einflüsse zu 
vermeiden, indem er die Wasserstoft-Kanalstrahlen an einer ganz bestimmten 
Stelle ihrer Bahn anregt. Er findet genau wie MAXWELL, der übrigens ebenfalls 
die Anregung an einer definierten Stelle vornimmt, eine Zunahme der Lebens
dauer mit der Hauptquantenzahl des Anfangszustands, die in roher Überein
stimmung mit der wellenmechanischen Theorie ist. Ebenso finden HIRSCH und 
DöPEL 3 bei Helium Lebensdauern, deren qualitatives Verhalten mit der Theorie in 
Einklang ist: längere Lebensdauer bei höherer Hauptquantenzahl, längere Lebens
dauer der D-Terme gegenüber den P-Termen beim Parhelium (weil dort die 
P-Terme mit dem Grundterm kombinieren), dagegen das umgekehrte Verhalten 
beim Orthohelium 4 ; Lebensdauer der 1D-Terme länger als der 3D-Terme, weil 
bei vermutlich ziemlich gleicher Oszillatorstärke der Übergänge 1D - 1 P und 
3D- 3P die letzteren wesentlich kürzere Wellenlänge und dadurch größere 
Übergangswahrscheinlichkeit haben. 

44. Vergleich mit der Erfahrung. a) Schwierigkeiten des Vergleichs 
bei Wasserstoff. Die wirklich zur Beobachtung kommende Intensität einer 
Linie ist gegeben durch das Produkt der Anzahl der Atome, die sich im Zeitmittel 
im Anfangszustand befinden mit der (in Tab. 18a gegebenen) Intensität für ein 
Atom im Anfangszustand. Die Anzahl der Atome ist ihrerseits gleich der Wahr
scheinlichkeit, daß ein Atom in den Anfangszustand (durch Anregung, Zusammen
stoß mit anderen Atomen oder Herunterfallen von höher angeregten Zuständen) 
hineingelangt mal der Lebensdauer des Zustands. Letztere ist unter idealen 
Verhältnissen durch die Zahlen der Tabelle 17 gegeben, kann aber, wie wir in 
Ziffer 43 gesehen haben, gerade bei Wasserstoff durch äußere Störungen wesentlich 
modifiziert werden. Wie man sieht, ist die Anzahl der angeregten Atome von sehr 
vielen Faktoren abhängig, die teilweise theoretisch schwer zu erfassen sind und 
unter der Gesamtbezeichnung "Anregungsbedingungen" zusammengeiaßt werden. 

Um die Anregungsbedingungen möglichst zu eliminieren und die Über
gangswahrscheinlichkeiten selbst an der Erfahrung zu prüfen, muß man sich 

1 W. WIEN, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 597. 1919; Bd. 66, S. 229. 1920; Bd. 73, S. 483. 
1924; Bd. 83, S. 1. 1927; Münchener Ber. 1927, S. 89; H. KERSCHBAUM, Ann. d. Phys. 
Bd. 83, S. 287. 1927; Bd. 84, S. 930. 1927; J. PORT (Balmerserie), ebenda Bd. 87, S. 581. 
1928; K. L. HERTEL, Phys. Rev. Bd. 27, S. 804. 1926; J. S. McPETRIE, Phi!. Mag. (7) Bd. 1, 
s. 1082. 1926. 

2 R. n' E. ATKINSON, Proc. Roy. Soc. London Bd. 116, S. 81. 1927. 
3 R. v. HIRSCH u. R. DöPEL, Ann. d. Phys. Bd. 1, S. 963. 1929; ebenso J. W. BEAMS 

u. P. N. RHODES, Phys. Rev. Bd. 28, S. 1147. 1926. 
' Dies Verhalten läßt sich auf Grund der in Tabelle 17 aufgeführten Übergangswahr

scheinlichkeiten verstehen: Die Übergänge in den Grundzustand sind für Orthohelium nicht 
möglich, und die Übergänge 3d- 2P sind intensiver als 3P- 2s, ebenso 4d ~ 2p und 3P 
intensiver als 4P- 2s und 3s usw. 
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auf Linien beschränken, die vom gleichen Anfangszustand ausgehen. Im all
gemeinen sind solche Linien leicht herauszufinden, bei Wasserstoff hat das aber 
ziemliche Schwierigkeiten, weil man natürlich eigentlich nur Linien vergleichen 
darf, die vom gleichen Feinstrukturniveau ausgehen: Die Anregungswahrschein
lichkeit (Ziff. 53) wie auch die Lebensdauer (Tab. 17) hängen ja ganz wesentlich 
von der Azimutalquantenzahlt ab, sind also für die verschiedenen Feinstruktur
niveaus verschieden. Es ist aber experimentell fast unmöglich, die einzelnen 
Feinstrukturlinien zu trennen, weil die natürliche Breite der Linien, besonders 
wegen des großen Dopplereffektes des Wasserstoffs, groß ist gegen die Fein
strukturaufspaltung angeregter Niveaus: In praxi ist im allgemeinen nur eine 
Trennung der von den beiden Feinstrukturtermen f =~und~ des zweiquantigen 
Niveaus ausgehenden Linien möglich, nicht aber eine Trennung der Linien, 
die von verschiedenen Feinstrukturniveaus höherer Terme ausgehen. 

Aber sogar wenn es gelänge, die einzelnen Feinstrukturlinien voneinander 
zu trennen, könnte man immer noch die Intensitätsverhältnisse der von einem 
und demselben Feinstrukturniveau ausgehenden Linien nicht eindeutig theo
retisch voraussagen, weil die Lebensdauer der Feinstrukturniveaus, wie wir in 
Ziffer 43 gesehen haben, infolge der !-Entartung ganz wesentlich von den äußeren 
Bedingungen abhängt. Man muß sich daher bei Wasserstoff auf einen qualita
tiven Vergleich beschränken, während man zur exakten Prüfung der quanten
theoretisch berechneten Übergangswahrscheinlichkeiten besser die Alkalispektren 
oder Röntgenspektren heranzieht. 

b) Absorptions- und Dispersionsmessungen bei Wasserstoff. Am 
günstigsten liegen die Verhältnisse bei Absorptionsmessungen in der Balmer
serie, weil man dort die von den beiden Feinstrukturniveaus i = ~ und i = t 
ausgehenden Absorptionslinien ziemlich quantitativ voneinander trennen kann. 
Die einzige Unsicherheit, die übrig bleibt, ist, wie sich die Atome im Niveau i =~auf 
den 2s- und den 2p}-Zustand verteilen (vgl. Ziff. 43 a, b, c). Jedoch hängt das Inten
sitätsverhältnis der violetten Komponenten1 der Balmerlinien H"', Hß, Hy zu
einander nicht allzu sehr von dieser Verteilung ab: Wenn alle Atome im 2s
Zustand wären, so wäre z. B. nach Tabelle 16 das Verhältnis der Oszillatorstärken 

Hcx:Hß:Hr = 2s-3P:2s-4p:2s-5P=0,425:0,102:0,042=100:24:9,9. (44.1) 
Wären dagegen alle Atome im 2p-Zustand, so müßte gelten 

H"':Hß:Hr = 2p- 3d:2p- 4d:2p- 5d = 100:17,6:6,3, (44.2) 
da die Übergänge 2p - ns praktisch keine Rolle spielen. Das Intensitätsver
hältnis der "roten", vom höheren Feinstrukturniveau 2p'l ausgehenden Kompo
nenten der Linien Hrx, Hß, Hy sollte auf jeden Fall dur~h (44.2) gegeben sein, 
das Intensitätsverhältnis der violetten Komponenten durch einen Mittelwert 
von (44.1) und (44.2). 

Die Messungen sind ziemlich kompliziert, weil es sehr schwierig ist, zwei
quantige Wasserstoffatome in so reichlicher Anzahl zu erhalten, daß ihre Ab
sorption merklich wird 2• Die Versuche sind von SNOEK 3 ausgeführt und gaben 
im Mittel für die roten Komponenten (von i = -~ ausgehend) 4 

H~:Hß:H~ = 100:18,8:7,4 
1 Diese Komponenten haben als unteren Zustand das tiefere Feinstrukturniveau des 

zweiquantigen Terms, j = t. 
2 Außerdem wirkt es störend, daß man immer gleichzeitig mit dem zweiten auch höhere 

Niveaus anregt, welche die Balmerlinien emittieren. Dies macht recht umständliche und 
etwas unsichere Korrektionen notwendig, da die Anzahl der Atome in den höheren Niveaus 
nicht genau bekannt ist. 

3 J. L. SNOEK, Dissert. Utrecht 1929. 
4 l = langweilige, k = kurzwellige Komponente. 
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in befriedigender Übereinstimmung mit dem theoretischen Verhältnis (44.2); 
für die violetten Komponenten (von j = i ausgehend) 

H!:Hß:H~ = 100:20,2:8,5, 

also gegenüber dem Intensitätsverhältnis der kurzwelligen Komponenten eine 
merkliche Verschiebung zugunsten der höheren Serienlinien, wie es sein muß, 
und ziemlich genau den Mittelwert von (44.1) und (44.2). 

Über die Messungen des Intensitätsverhältnisses der kurzwelligen zur lang
welligen Komponente haben wir bereits in Ziffer 43 gesprochen. Wir wollen 
hier nur noch hinzufügen, daß SNOEK für die Hp- und Hy-Linie fand 

Hß:Hß = 0,95:1; H~:H~ = 1,01:1. 

Nimmt man Anregung von 2s, 2p1 und 2P! proportional ihren statistischen Ge
wichten an, so ergibt sich für das Intensitätsverhältnis 

bei Hp0,92:1, bei Hr0,98:1. 

Bequemer als direkte Messungen der Absorption sind im allgemeinen Mes
sungen der anomalen Dispersion in der Nähe der Absorptionslinien, welche ja 
bekanntlich direkt die Oszillatorstärke der betreffenden Absorptionslinie liefert. 
Solche Messungen sind von LADENBURG und CARST1 an angeregtem Wasserstoff 
ausgeführt worden, und zwar in der Umgebung der H"'- und der Hp-Linie. 

Störend wirkt, wie bei den direkten Absorptionsmessungen, die gleichzeitige Anwesen
heit von höher angeregten Wasserstoffatomen: Für das dreiquantige Atom ist z. B. die 
Balmerlinie H"' eine Linie mit negativer Oszillatorstärke, und es besitzt daher in der Umgebung 
dieser Linie "negative Dispersion" (der Brechungsindex eines Gases dreiquantiger Atome 
ist auf der kurzwelligen Seite von H"' größer als auf der langweiligen, anstatt, wie normal, 
umgekehrt). Man mißt nur den Überschuß der "positiven Dispersion" der zweiquantigen 
über die "negative" der dreiquantigen Atome. 

Mit plausiblen Annahmen über die relative Anzahl Atome in den Zuständen 
n = 2, 3, 4 finden LADENBURG und CARST, daß das Verhältnis der Oszillator
stärken von H"':Hp experimentell jedenfalls zwischen 4,66:1 und 5,91:1 liegen 
muß, während sich theoretisch ergibt (vgl. Tab. 16) 

wenn nur 2s besetzt ist: H"':Hp = 2s- 3P:2s- 4P = 4,16:1, 

wenn nur 2P besetzt ist: H"':Hp = 2P- 3d:2p- 4d = 5,68:1, 

wenn beide entsprechend ihren statistischen Gewichten besetzt sind: 

H"':Hp = (0,425 + 3 · 0,694) : (0,102 + 3 · 0,122) = 5,37:1. 

Dieser Wert liegt nahezu in der Mitte der experimentell gefundenen Grenzwerte. 
c) Emissionslinien, die vom gleichen Niveau ausgehen. 0RNSTEIN 

und BURGER verglichen die Intensität der Emissionslinien der Balmer- und 
Paschenserie 2, welche von den Zuständen n = 4, 5 , 6 ausgehen. Sie erhielten 
für das Verhältnis entsprechender Linien 

Hp Übergang n = 4--->- n = 2 2,6 Hr 5--->- 2 2,5 
P"' n=4->-n=3 -1-, Pp=S--->-3=1, 

Zur theoretischen Deutung haben ORNSTEIN und BURGER zunächst angenommen, 
daß die Anzahl der Atome, die sich in den verschiedenen Teilzuständen ns, np, nd 
usw. der angeregten Niveaus im Zeitmittel befinden, bei festgehaltener Haupt-

1 R. LADENBURG u. A. CARST, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 192. 1928. 
a Hierher gehören auch qualitative Messungen von H. PFUND, Journ. Opt. Soc. Amer. 

Bd. 12, S. 487. 1926. Er fand, daß die Intensität der Lymanserie "viel stärker" sei als die 
aller übrigen Serien. 
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quantenzahl n proportional dem statistischen Gewicht 21 + 1 dieser Zustände 
ist. In diesem Fall müßten nach Tabelle 18a die Intensitätsverhältnisse sehrviel 
mehr zugunsten der Balmerlinien verschoben sein, nämlich 

Hß:PIX=5,38:1,51=3,55:1, Hr:Pß=3,4:1, Ha:Pr=3,2:1. 
Berücksichtigt man dann noch, daß durch Elektronenstoß nach Aussage sowohl 
der Theorie (Ziff. 53) wie des Experiments bei Helium und anderen Elementen 
vorzugsweise p-Zustände angeregt werden, so müßte das Verhältnis noch ex
tremer werden, z. B. für den Fall, daß überhaupt nur p-Zustände angeregt 
würden (vgl. Tab. 18a): 

Hp:P IX= 2s- 4P:3s- 4P = 1,15:0,096 = 12:1, 
Hr:Pß = 0,67:0,074 = 9:1, Ha:Pr = 8:1. 

Da bereits die Intensitätsverhältnisse bei statistischer Gleichverteilung (s. oben) 
unannehmbar hoch sind, bleibt nichts übrig, als die Konsequenz zu ziehen, daß 
Atome in /-Zuständen besonders zahlreich vorhanden sind: Die /-Zustände sind 
nämlich die einzigen, die mit dem dreiquantigen (3d), aber nicht mit dem zwei
quantigen Niveau kombinieren, deren Vermehrung also einseitig die Intensität 
der Paschenserie vergrößert. Diese Bevorzugung der I-Niveaus findet nun ihre 
natürliche Erklärung in deren langer Lebensdauer. Wenn man z. B. die Annahme 
macht, daß die Anzahl der Atome, die pro Zeiteinheit in den ns-, np-, nd-, ni
Zustand hineingelangen, proportional den statistischen Gewichten dieser Zu
stände ist, so werden (vgl. Tab. 18b) die Intensitätsverhältnisse von Balmer
und Paschenlinien: 

Hß: PIX = 18,7:9,3 = 2,01:1, Hr: Pp = 2,02: 1, Ho:Pr=1,97:1, 
also durchweg kleiner als die gemessenen. Das ist sehr befriedigend, wenn man 
nun wieder die Tatsache berücksichtigt, daß die p-Zustände, welche bevorzugt 
die Balmerlinien emittieren (vgl. oben), besonders stark angeregt werden: Nimmt 
man z. B. an, daß die Anregungswahrscheinlichkeit (Anzahl der pro sec in den 
Zustand hineingelangenden Atome) der s-, d-, f- usw. Zustände proportional 
ihren statistischen Gewichten ist, für die p-Zustände dagegen 5 mal so groß, 
so kommt man genau auf das beobachtete Intensitätsverhältnis 2,6:1 für die 
vom vierquantigen Niveau ausgehenden Linien Hß: P IX*. 

d) Emissionsmessungen in der Wasserstoff-Feinstruktur. Die 
Intensitätsverhältnisse der Feinstrukturkomponenten von H IX sind wiederholt 
gemessen worden. Wenn die Verteilung der Atome auf die Feinstrukturzustände 
des dritten Niveaus proportional den statistischen Gewichten erfolgt, so ergeben 
sich für die Oszillatorstärken der einzelnen Feinstrukturlinien (in der Reihen
folge wachsender Frequenzen) die in Tabelle 20 verzeichneten Werte, das Inten
sitätsverhältnis wird 

d + e: a + b + c = kurzwellige: langwellige Komponente= 0,80: 1. 
In Wirklichkeit ergibt sich die kurzwellige Komponente d + e im allgemeinen 
stärker als die langwellige: Das ist daraus zu erklären, daß durch Elektronenstoß 
die 3 p-Niveaus, von welchen die kurzwelligen Feinstrukturkomponenten aus
gehen, stärker angeregt werden als die 3d-Zustände, und zwar so viel stärker, 
daß dadurch die kürzere Lebensdauer der 3 p-Zustände überkompensiert wird. 
Nimmt man z. B. an, daß pro sec 5 mal 1 so viele Atome in jeden der sechs magneti-

* In Wirklichkeit werden die Verhältnisse natürlich noch durch die Feinstruktur und 
äußere Störungen modifiziert, die aber an unserer qualitativen Betrachtung nichts ändern 
werden. 

1 Das ist die Annahme, die wir in c) für die Erklärung der Intensitätsverhältnisse von 
Paschen- und Balmerlinien gemacht haben. 
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sehen 3P-Zustände (f = !, m = ±!; i = ~. m = ±! und m = ±t) hinein
gelangen als in jeden der 3d-Zustände, so ist die Anzahl der Atome, die sich im 
Zeitmittel in jedem magnetischen Zustand des 3P-Niveaus befinden, um den 

Faktor 6· ~:~: = 2,08 größer als für die 3d-Niveaus, da 0,54:1,56 das Verhältnis 

der Lebensdauern ist. Mit dieser Annahme wird das Intensitätsverhältnis der 
beiden Komponenten von H"' 

Hk: Ht = 2,90:2,83 = 1,03:1, 

was ungefähr dem Mittel der Beobachtungen entspricht. 
Die Beobachtungen ergaben: 

Tabelle 22. Intensitätsverhältnis der Feinstrukturkomponenten von H,.. 

Beobachter 
Druck Stromstärke 1 Intensitätsverhältnis 
mmHg Ampfern' Hk:Ht 

HANSEN1 • 0,015 1,29:1 
HANSEN. 0,23 1,00:1 
HousToN2 0,25 0,80:1 

1,5 1,05: 1 
KENT, TAYLOR U. PEARSON 3 • 0,89 bis 0,93:1 
V. KEUSSLER 4. 0,02 bis 0,14 0,005 bis 0,02 ""'1,4:1 

Die Versuche von HANSEN ergeben, daß mit wachsendem Druck das Intensitätsverhält
nis sich dem "idealen", bei statistischer Verteilung zu erwartenden Verhältnis 0,80:1 nähert, 
was zu erwarten ist. Die Versuche von HousTON dagegen zeigen ganz gegen die Erwartung, 
daß das statistische Verhältnis bei niedrigen Stromstärken erreicht wird, während man gerade 
annehmen sollte, daß bei hoher Stromstärke durch die Wirkung der unregelmäßigen Felder 
das statistische Gleichgewicht hergestellt wird. Alle Meßergebnisse sind untereinander ziemlich 
widerspruchsvoll. Man kann zusammenfassend wohl sagen, daß ein Widerspruch mit plau
siblen theoretischen Annahmen nirgends besteht, daß wir aber wegen der großen Empfind
lichkeit der Wasserstoffniveaus gegenüber Störungen die Anregungsbedingungen so wenig 
beherrschen, daß wir theoretische Voraussagen über die relativen Intensitäten der Fein
strukturkomponenten nicht machen können. 

Immerhin dürfte die Hypothese der Verteilung der Atome auf die einzelnen Feinstruktur
niveaus entsprechend ihren statistischen Gewichten genau genug sein, um die Intensität 
schwacher Feinstrukturkomponenten und die von ihnen bewirkte scheinbare Verschiebung 
einer benachbarten, mit der schwachen Komponente verschmelzenden stärkeren zu berech
nen, wie das bei Präzisionsbestimmungen der Feinstrukturaufspaltung und bei Messungen 
der Differen~ der Rydbergkorrekturen von Wasserstoff und Helium vonnöten ist5. 

e) Intensitätsverhältnisse in der Balmerserie in Emission. An
regungswahrscheinlichkeit der höheren Niveaus. Die Messung der 
Intensitäten von Linien, die nicht vom gleichen Niveau ausgehen, kann nicht 
zur Prüfung der quantentheoretischen Übergangswahrscheinlichkeiten benutzt 
werden, sondern vielmehr zur Feststellung der Anregungswahrscheinlichkeiten 
der Ausgangsniveaus, wobei die theoretischen Übergangswahrscheinlichkeiten 
als richtig angenommen werden. 

Messungen sind von ÜRNSTEIN und LINDEMAN an den verschiedenen Linien 
der Balmerserie vorgenommen worden. Die Intensitäten dieser Linien sind, 
wie Tabelle 18a zeigt, unabhängig von der Hauptquantenzahl n des Ausgangs
niveaus, falls in jedes Ausgangsniveau pro Zeiteinheit die gleiche Anzahl Atome 
hineingelangt. Die beobachteten Linienintensitäten würden daher direkt die 
Anregungswahrscheinlichkeiten der Ausgangsniveaus angeben, wenn die An-

1 G. HANSEN, Ann. d. Phys. Bd. 78, S. 558 1925. 
2 W. V. HousTON, Astrophys. Journ. Bd. 64, S. 81. 1926. 
3 N. A. KENT, L. B. TAYLOR u. H. PEARSON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 266. 1927. 
4 V. V. KEUSSLER, Ann. d. Phys. Bd. 7, S. 225. 1931. 
5 Vgl. z. B. W. V. HousTON, Phys. Rev. Bd. 30, S. 608. 1928. 
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regungswahrscheinlichkeiten aller Feinstrukturniveaus gleicher Hauptquanten
zahl dieselbe wäre. Die Messungen ergaben für das Verhältnis der Linienintensi-

täten H(X:Hp=7,25, Hp:Hr=4,0, Hy:Hd=J,O*. 
Durch Division mit dem Verhältnis der Frequenzen erhält man daraus die Anzahl 

emittierterQuantenfür die Balmerlinien, durch Kombination mit den unter c) zitierten Mes
sungen ergeben sich weiterhin die emittierten Quanten für die Paschenlinien. Um die Ge
samtzahl der von einem Niveau emittierten Quanten zu bestimmen, müssen wir außerdem 
die Zahl der emittierten Lymanquanten berechnen. Zu diesem Zweck haben wir, wie schon 
früher öfters, angenommen, daß die p-Niveaus fünfmal so stark angeregt werden wie die 
übrigen Zustände. Dann kann man z. B. zur Berechnung der Intensität der zweiten Lyman
linie folgende Rechnung aufstellen: Pro sec gelangen in den 3s-Zustand 1, in den 3P-Zu
stand 5 • 3 = 15, in den 3d-Zustand 5 Atome (relative Zahlen). Die 3s- und 3d-Atome 
emittieren die Balmerlinie Htx (Übergänge nach 2p), für die 3P-Atome besteht nach Tabelle 17 
die Wahrscheinlichkeit 1,64/1,86 = 0,88 für Emission der Lymanlinie Lp. 0,12 für Emission 
von Htx. Also wird die Anzahl emittierter Quanten für Htx 1 + 15 · 0,12 + 5 = 7,8, für Lp 
15 · 0,88 = 13,2 = 170% von Htx. 

Führt man die entsprechende Rechnung allgemein durch, so findet man 
(Htx = 100 gesetzt): 

Tabelle 23. Anzahl emittierter Quanten pro sec bei Wasserstoff nach Messungen 
von ÜRNSTEIN und LINDEMAN. 

Anfangsniveau 

n=3 n=4 I n=5 n=6 

Lymanserie. Lp = 170 Ly = 20,6 LJ = 5,0 L, = 1,6 (berechnet) 
Balmerserie . Htx= 100 

I 

Hp = 10,3 Hr = 2,3 HJ = 0,7(beobacht.) 
Paschenserie p(X = 15,1 Pp = 2,7 

I 
Pr= 0,8(beobacht.) 

Brackettserie Btx = 5.2 Bp = 1,3(b~rechnet) 

Zusammen emittiert . 270 46 
Ab : Übergänge von höheren I 

15,2 (ca. 7) 

Niveaus zum A·.nf·a. n·.gs·-.1 
niveau ~(c~a~.)~~~~~~+-------~20~r-----·~8~~----~3---r--~(~1)~--------

Anregung 250 38 12 (6) 

Die Gesamtzahl der pro sec emittierten Quanten minus der Zahl der Über
gänge von höheren Niveaus in das gerade betrachtete "Anfangsniveau" (Kas
kadensprünge) gibt die Anzahl der Atome, die pro sec durch direkte Anregung 
in das Niveau hineingelangen. Sie ist, wie man sieht, rund um einen Faktor 
10 größer als die Zahl der Kaskadensprünge (vgl. unsere Bemerkungen Ziff. 41 c4). 
Außerdem ist die Anregung des dreiquantigen Niveaus außerordentlich viel 
stärker als die der höheren Zustände, es verhält sich 

A3 :A4 :A5 = 20:3:1. 
Wenn die Atome durch Stoß schneller Elektronen aus dem Grundzustand 
des H-Atoms angeregt würden, müßte das Verhältnis statt dessen betragen 

A3 :A 4 :A 5 = 6:2:1. 
Natürlich wäre es denkbar, daß die hochangeregten Zustände durch irgendwelche 
sekundären Prozesse zerstört werden. Andernfalls wäre die Diskrepanz zwischen 
Stoßtheorie und Experiment recht merkwürdig1• 

* Mit einer anderen Versuchsanordnung erhalten W. H. CREW und E. 0. HuLBERT 
(Phys. Rev. Bd. 29, S. 848. 1926) 

Htx: Hp = 4,83: 1, Hp: Hr = 3,8: 1. 

1 Die von ÜRNSTEIN selbst aus seinen Messungen herausgelesene Übereinstimmung 
mit der Theorie der Anregung durch Elektronenstoß beruht auf Unterschätzung der Zahl 
emittierter Lymanquanten. 
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f) Absorptionsmessungen an Alkalien 1• Da die Messungen an Wasser
stoff aus den mehrfach erwähnten Gründen (Feinstruktur, Abhängigkeit der 
Lebensdauer von Störungen, Absorptionslinien im Sichtbaren nur von an
geregten Zuständen aus) keinen voll befriedigenden quantitativen Vergleich 
mit den theoretischen Übergangswahrscheinlichkeiten zulassen, liegt es nahe, 
den Vergleich bei wasserstoffähnlichen Elementen durchzuführen, vor allem bei 
den Alkalien. 

Man kann nun natürlich nicht erwarten, daß die Übergangswahrscheinlich
keiten bei den Alkalien dieselben sind wie bei Wasserstoff, da das Potentialfeld, 
in dem das Leuchtelektron umläuft, schon stark vom Coulombfeld abweicht. 
Am wasserstoffähnlichsten ist das Lithium, aber auch für dieses besteht ein 
grundlegender Unterschied gegenüber Wasserstoff z. B. darin, daß 2s- und 2P
Niveau nicht zusammenfallen, und daß der Übergang von 2p nach 2s, der bei 
Wasserstoff die Oszillatorstärke Null hat, bei Li bei weitem der stärkste der 
ganzen Hauptserie 2s- np ist. Um Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Erfahrung zu erzielen, darf man daher nicht die Eigenfunktionen und Über
gangswahrscheinlichkeiten von Wasserstoff übernehmen, sondern muß die 
Eigenfunktionen des Leuchtelektrons in dem tatsächlich vorhandenen Poten
tialfeld berechnen, welches von den inneren Atomelektronen erzeugt wird und 
etwa nach der HARTREEschen Methode zu gewinnen ist. Mit diesen Eigen
funktionen hat man dann die Integrale R~'/ und die Übergangswahrschein
lichkeiten auszuwerten. Der Vergleich zwischen Theorie und Experiment ist 
dann allerdings bestenfalls eine Prüfung der quantenmechanischen Methode 
der Berechnung von Übergangswahrscheinlichkeiten im allgemeinen, nicht der 
Übergangswahrscheinlichkeiten von Wasserstoff im speziellen; außerdem kommt 
durch die Berechnung des auf das Leuchtelektron wirkenden Potentialfeldes 
eine neue Unsicherheit herein, so daß man eigentlich in erster Linie die 
Berechtigung der HARTREEschen Methode zur Berechnung von Eigenfunk
tionen prüft. 

Rechnungen der angegebenen Art sind von TRUMPY (1. c.) für die Haupt
serie des Li durchgeführt und mit den Absorptionsmessungen des gleichen Ver
fassers verglichen worden. Die Übereinstimmung, die in Tabelle 24 dargestellt 
ist, ist befriedigend. Verzeichnet ist dabei jedesmal das Verhältnis der Oszil
latorstärken aufeinanderfolgender Serienglieder. Bemerkenswert ist, daß dieses 
Verhältnis, welches für das erste und zweite Serienglied 14: 1 beträgt, für das 
zweite und dritte Glied auf 1,17: 1 fällt (diese beiden Glieder sind also nahezu 
gleich stark), für das dritte und vierte Glied aber wieder auf 1,86 steigt und erst 
von da ab monoton gegen 1 konvergiert. Diese Anomalie wird von Theorie und 
Experiment in gleicher Weise gegeben, sie hat kein Analogon bei Wasserstoff 
oder anderen Alkalien. 

Wir haben in der Tabelle 24 auch die Oszillatorstärken für die entsprechende 
Serie 2s - np des Wasserstoffs beigefügt. Ihre absoluten Beträge stimmen 
ersichtlich gar nicht überein mit den beobachteten und den von TRUMPY be
rechneten Oszillatorstärken von Li, sondern sind (für höhere n) beträchtlich 

1 Siehe unter anderem B. TRUMPY, ZS. f. Phys. Bd. 44. S. 57 5. 1927; Bd. 50, S. 228. 
1928; Bd. 54, S. 372; Bd. 57. S. 787. 1929; Bd. 61, S. 54. 1930 (Li, zum Teil mit theoretischen 
Berechnungen); ebenda Bd. 34, S. 715. 1925; Bd. 42, S. 327. 1927 (Na-Hauptserie). Ferner 
Intensitätsmessungen an Helium: J. C. MacLENNAN, R. RuEDY u. E. ALLIN, Proc. Roy. 
Soc. Canada III (3) Bd. 22, S. 273. 1929 (Serie 2 3 P - n 35); W. C. MICHELS, Phys. Rev. 
Bd. 33. S. 267. 1929; W. H. McCuRDY, Phil. Mag. Bd. 2, S. 529. 1926 (Serie 2 1P- m 1D 
in Absorption viel stärker als 2 1P- m 1S); A. WoLF u. B. B. WHEATHERBY, Phys. Rev. 
Bd. 29, S. 135. 1927 (Absorption); M. G. PETERI u. W. ELENBAAS, ZS. f. Phys. Bd. 54, 
S. 92. 1928; D. BURGER, ebenda S. 643. 
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Tabelle 24. Oszillatorstärken für die Li-Hauptserie 2s- np. 

Verhältnis der Oszillatorstärken aufeinanderfolgender Linien : 

fn/fn+t Absolute Oszillatorstärken fn 
~--

berechnet 
1-- ~~ ~--~-- ~-.~-- ~~ ~ 

I 
Experiment von TRUMPY mit I für Wasserstoff I wenn 

HA~e~~~~~her 2 s _ n p '"""_!_ 
Li H 

n' 

n=2 nicht beob. 14 0 3.4 

I 

0,723 -
3 1,2 1,17 4,08 2,4 0,051 0,425 
4 1.7 1,86 2.45 1,95 0,044 0,102 
5 1,85 nicht ber. 1,94 1,73 0,023 0,042 
6 1,7 .. .. 1,70 1.59 0,013 0,022 
7 1.5 .. .. 1.55 1,50 0,008 

I 
0,013 

8 1,5 .. .. 1,45 1,42 0,005 0,008 
9 1,4 .. .. 1,42 1,38 ! 0,0035 0,005 

zu groß1. Die absoluten Oszillatorstärken für die ersten Li-Linien n = 2 bis ·5 
sind von TRUMPY berechnet, die weiteren aus den experimentell beobachteten 
Intensitätsverhältnissen fnffn+l bestimmt. 

Für die ersten Linien der Na-Hauptserie )s- np fand Y. SUGIURA2 theo.
retisch die Oszillatorstärken: 

n= 3 
I= o,9728 

4 
0,0144 

5 
0,0056 

6 
0,0028 

g) Röntgenspektren. Die Eigenfunktionen der innersten Elektronen 
eines schweren Atoms (K-, L- evtl. M-Schale) sind sicher "wasserstoffähnlicher" 
als die des Leuchtelektrons eines Alkaliatoms: Denn das auf die Röntgenelek
tronen wirkende Potentialfeld ist nahezu ein Coulombfeld, während das Poten
tialfeld für die Alkalileuchtelektronen im Inneren des Atomrumpfs sehr stark 
hiervon abweicht und erst für die äußeren Teile der Bahn coulombsch wird. Es 
ist daher zu erwarten und wird auch von der Erfahrung bestätigt, daß für die 
Röntgenspektren die für Wasserstoff berechneten Intensitäten besser stimmen 
als für Alkalien. Allerdings dürfen dabei natürlich nur solche Linien verglichen 
werden, die wirklich vom gleichen Ausgangsniveau ausgehen, also z. B. nur die 
vom Niveau L1 ausgehenden Linien miteinander, nicht etwa alle Linien der 
L-Serie: Denn Anregungswahrscheinlichkeit und Lebensdauer der Röntgenterme 
hängt natürlich, genau wie bei den optischen Zuständen, stark von der Azimutal
quantenzahl und (bei den großen Relativitätseffekten) auch einigermaßen von 
der inneren Quantenzahl i ab. 

Die vielfach übliche "empirische Korrektur auf Anregung durch unendlich schnelle 
Elektronen" kann daran nur wenig ändern. Abgesehen von der Unsicherheit der Extra
polation ist es nämlich erstens gar nicht richtig, daß durch unendlich schnelle Elektronen 
z. B. die Lr und LuL11rSchale gleichstark angeregt werden 3 - bei der Lu- und L11rSchale 
untereinander mag es angenähert der Fall sein, weil die Eigenfunktionen sich nur wenig 
unterscheiden. Zweitens bleibt, auch wenn man auf gleiche Anregungsbedingungen korri
gieren könnte, immer noch ein Unterschied in der Lebensdauer, der vor allem von der ver
schieden großen Wahrscheinlichkeit der strahlungslosen Prozesse (Augereffekt), aber auch 
von den Unterschieden in den optischen Übergangswahrscheinlichkeiten selbst herrührt. 

Ein Vergleich der Intensitäten des "zusammengesetzten Dubletts" 
Lßl :Lrx2: Lrxl =Lu- Miv: Lni- Miv: Lni- Mv 

= 2p;_- Jd,,: 2P;•~- 3d": 2p"- Jd"~, 
2 2 2 2 2 2 

1 Die von A. KuPPER (Ann. d. Phys. Bd. 86, S. 511. 1928) gefundene Übereinstimmung 
von Wasserstoffrechnung und Lithiumbeobachtung bezüglich des Ganges der Linienintensi
täten mit der Hauptquantenzahl bei n > 4 beruht daher auf Zufall. 

2 Y. SuGIURA, Phi!. Mag. Bd. 4. S. 495. 1927. 
3 Vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 325. 1930; insbesondere Ziff. 15. 

3o• 
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welches theoretisch (42.13) das Intensitätsverhältnis 5:1:9 haben sollte, ist daher 
nur mit größtem Vorbehalt zu machen. Immerhin kann man in einem Grenzfall 
eine Aussage machen: wenn nämlich die Augerprozesse gegenüber den Strahlungs
prozessen keine Rolle spielen, was für sehr hohe Kernladungszahlen erfüllt ist, 
und wenn außerdem auf gleiche Anregung von Lu- und Lw-Niveau korrigiert 
ist: Dann müssen nämlich praktisch alle Atome, die in der Lu urSchale an
geregt sind, die L-M-Linien ausstrahlen1• Daraus ergibt sich, daß die Anzahl der 
Quanten der Linie L ß1 , die pro sec ausgestrahlt werden, halb so groß sein muß 
wie die Anzahl Quanten der Linien L01.1 und L01.2 zusammen, daß also die Inten
sitätsregeln für die Anzahl der ausgestrahlten Quanten gelten. Dies entspricht auch 
den Beobachtungen von J ÖNSSON 2 u. a. Er findet z. B. bei W für das Verhält
nis der ausgestrahlten Quanten 

L ß1 : L 01. 2 : L 01.1 = 4,65 : 1,03 : 9 . 

Korrigiert man dagegen diese Zahlen durch Division mit v3, wie das im ersten 
Moment nahe läge, um auf das Quadrat der Koordinaten-Matrixelemente zu 
kommen, so findet man 

L ß1 : L 01. 2 : L 01.1 = 2,96: 1,06: 9, 

was gar nicht mit dem theoretischen Verhältnis stimmt. Man darf aber daraus 
keineswegs den Schluß ziehen, daß etwa die Übergangswahrscheinlichkeiten, 
also die mit v3 multiplizierten Koordinaten-Matrixquadrate, im Verhältnis 
5:1:9 stünden: Was man mißt, ist vielmehr die Übergangswahrscheinlichkeit 
multipliziert mit der Lebensdauer des Anfangszustands (oder dividiert durch die 
Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten aller Linien, die vom Anfangszustand 
ausgehen), es kann also sehr wohl die Übergangswahrscheinlichkeit der kurz
welligeren Linie L ß1 größer sein als die der anderen beiden, aber dementsprechend 
kürzer ist dann die Lebensdauer ihres Ausgangszustands Lu. 

Wir kommen zum Vergleich der Linien, die vom gleichen Niveau ausgehen. 
In Tabelle 25 ist eine Auswahl solcher Linien zusammengestellt 3• Die stärkste 
von jedem Niveau ausgehende Linie ist willkürlich gleich 100 gesetzt. Die theo
retischen Intensitäten sind berechnet, indem das Koordinaten-Matrixelement 
der jeweiligen Linie von Wasserstoff übernommen (aus Tab. 15) und mit der 
dritten 4 Potenz der beobachteten Linienfrequenz multipliziert wurde 5• 

Wie man sieht, ist die Übereinstimmung mit der Theorie für die Dubletts 
K 01.1 : K 01.2 = 2 : 1 und L 01.1 : L 01. 2 = 9: 1 durchweg ausgezeichnet. Die Dubletts 
Lß3 : Lß4 und Ly2 : Ly3 weichen dagegen für die schweren Elemente sehr be-

1 Die Wahrscheinlichkeit der Übergänge von N-Elektronen in die L-Schale ist viel 
kleiner, außerdem bleiben die Betrachtungen auch bei ihrer Mitberücksichtigung erhalten. 

2 A. JöNssoN, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 221. 1927. 
3 Experimentelle Werte für die K-Serie in der Hauptsache nach H. T. MEYER, Wiss. 

Veröffentl. a. d. Siemens-Konz. Bd. 7, S. 108. 1929; L-Serie nach A. JöNSSON, ZS. f. Phys. 
Bd. 36, S. 426. 1926; Bd. 41, S. 221. 1927; Bd. 46, S. 383. 1928; S. K. ALLISON, Phys. Rev. 
Bd. 30, S. 365. 1927; Bd. 31, S. 916; Bd. 32, S. 1. 1928; Bd. 33, S. 265 u. 1087; Bd. 34, S. 7, 
176. 1929; S. K. ALLISON u. A. H. ARMSTRONG, ebenda Bd. 26, S. 714. 1925. Für die K-Serie 
siehe ferner: DUANE u. PATTERSON, Phys. Rev. Bd. 19, S. 542. 1922; M. SIEGBAHN u. 
A. lA'CEK, Ann. d. Phys. Bd. 71. S. 187. 1923; Y. H. Woo, Phys. Rev. Bd. 28, S. 427. 
1926, alle hauptsächlich Verhältnis K rx1 : K rx 2 = 2:1. Für die L-Reihe: W. DuANE u. R. A. PAT
TERSON, Phys. Rev. Bd. 15, S. 328; Bd. 16, S. 526. 1920; Y. NISHINA u. B. B. RAY, Nature 
Bd.117,S.120. 1926. 

4 Die Messungen von JöNSSON, die wir unserer Tabelle zugrunde legen, wurden mit 
dem Spitzenzähler vorgenommen und geben daher die Anzahl emittierter Quanten, nicht 
die ausgestrahlte Energie (Intensität). 

5 Die Verhältnisse der Frequenzen der vom gleichen Niveau ausgehenden Linien sind 
für verschiedene Elemente nahe dieselben, so daß die theoretischen Intensitätsverhältnisse 
mit höchstens 5% Fehler für alle Elemente gelten. 
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Tabelle 25. In tensi täten von Rön tgenlinien. 

Linienbezeichnung I Theo· Beobachtete Intensität 

Endniveau retische 
---

SoMMER- Ag Rb Fe 
FELD 

SIEGBAHN Intensität 
Z~47 Z~37 z~26 

Ausgangsniveau K = 1S. 

Lu = 2Pi Ko!! K.x2 50 52 49 49 

Lm = 2P~- K.x K.xl 100 (100) (100) (100) 

Mu+Mw= 3P Kß+ß' Kß1 +ßa 34 24 23 18 

Nu+ Nm= 4P Kr+r' Kß2 12 4,2 2,6 0,2* 

Ausgangsniveau LI= 2S. 

u w Ag Mo 
Z~92 Z~74 Z~47 Z~42 

Mu = 3Pt Lrp' Lß4 50 98 63 62 69 

Mm = 3P~ Lrp Lßa 100 (100) (100) (100) (100) 
Nu = 4Pt Lx' Lra 15 36 18 

Nm = 4P~ Lx Ly2 31 33 25 
Ou + Om = 5P L'P+'P' Ly4 17 7 

Ausgangsniveau Lu= 2Pt· 

MI = 3s L'1 L'1 1,4 2,0 2,6 3.6 

M 1v =3d~ Lß Lß1 100 (100) (100) (100) (100) 
NI = 4s Lx Lrs 0,5 0 0,8 

Niv = 4d~ Lr' Lyl 21 24 18 20 11 * 

01v = Sdf L{} Lra 3,2 4.5 0,6* 

Ausgangsniveau Lw = 2p~. 

MI = 3S Le Ll 1,5 2,4 3,2 4,1 

M 1v =3d~ L .x' L.x2 11 '1 11 11 12 13 
Mv =3d~ L.x L <X! 100 (100) (100) (100) (100} 

NI = 4s Lt Lßa 0,6 1,6 1,0 

NIV+Nv=4d Lr + r' Lß2 26 28 20 21 8* 
OI = 5s L).. Lß? 0,2 0,5(Th) 0 0 0 

01v + Oy = 5d Li;+i;' Lßs 8,5 6,4 0,2* 

* Die betreffende äußere Elektronenschale ist erst teilweise besetzt. 
- bedeutet: Äußere Schale unbesetzt. 

deutend vom theoretischen Wert 2:1 ab in dem Sinne einer Angleichung der 
Intensitäten. Wahrscheinlich haben wir es hier mit einem Relativitätseffekt 
zu tun: Zur theoretischen Behandlung müßte man die relativistischen Eigen
funktionen des Lr, Mu-, Mur. N~r und NurElektrons mit Berücksichtigung 
der Abschirmung, also z. B. im FERMisehen Potentialfeld und aus diesen die 
Übergangswahrscheinlichkeiten berechnen1• Die Übereinstimmung aller übrigen 
Zahlen mit der Theorie muß als durchaus befriedigend bezeichnet werden: 

Zwar bestehen teilweise beträchtliche Abweichungen der numerischen Werte, aber sie 
liegen alle in dem Sinne, den man plausiblerweise erwarten sollte. So sind die nach Zuständen 
hoher Hauptquantenzahl gehenden Linien K ß1, 2, 3 relativ schwächer als die zum L-Niveau 
gehende K <X-Linie: Die äußeren Elektronen stehen unter dem Einfluß einer geringeren effek
tiven Kernladung als die inneren, daher sind ihre Bahnen relativ vergrößert und ihre Eigen
funktionen überdecken sich weniger als bei Wasserstoff mit der Eigenfunktion des K-Elek
trons. Dieselbe Erscheinung tritt bei den von Lu1 ausgehenden Linien nach N v und Ov 

1 Es wäre interessant, ob bei den beiden I<-Linien für schwere Elemente eine ent
sprechende Anomalie auftritt. 
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auf1 . Andererseits sind die Übergänge von 2P nach 3s und 4s verstärkt aus dem entsprechen
den Grunde: s-Zustäncle haben kleine Abschirmungszahl und stark "eindringende Bahnen". 
Endlich sind noch die mit * versehenen Zahlen bemerkenswert: In allen diesen Fällen ist 
nämlich die betreffende äußere Schale noch nicht voll ausgebildet. Die 4p-Schale des Fe 
z. B. enthält wahrscheinlich nur ein Elektron, die 4d-Schale beim Mo 4, die 5d-Schale bei W 
ebenfalls. Infolgedessen sind die Wahrscheinlichkeiten, daß ein Elektron der betreffenden 
Schalen eine Lücke in der K- bzw. L-Schale ausfüllt, entsprechend verkleinert, was deutlich 
in den Intensitäten der Linien zum Ausdruck kommt. 

Zum Schluß möchten wir noch bemerken, daß eine Auswahlregel bezüglich 
der Hauptquantenzahl natürlich nicht besteht, wie inzwischen auch experimentell 
nachgewiesen wurde2• Daß Übergänge ohne Änderung von n selten beobachtet 
werden, liegt daran, daß ihre Übergangswahrscheinlichkeit klein ist gegenüber 
anderen Linien ähnlicher Wellenlänge: Der Übergang Lu m - L 1 hat z. B. bei 
Sn (Z = 50) im Mittel eine Frequenz von 34Ry, etwa dieselbe wie der Über
gang N __,. M. Während aber das Quadrat des Koordinaten-Matrixelements für 
den Übergang 2P-->- 2s bei Wasserstoff nur 27 beträgt, ist es für den stärksten 
Übergang der M-Serie, 4/-->- 3d, 3 · 104 = 312 [ vgl. Tab. 15, der Faktor 3 = lmax 

ist nach (39.13) usw. beizufügen]. 
45. Die Intensitäten in parabolischen Koordinaten (Starkeffekt). Die 

Intensitäten der Starkeffektkomponenten der Balmerlinien sind bereits von 
ScHRÖDINGER in seiner 3. Mitteilung berechnet3 und vielfach an der Erfahrung 
geprüft worden 4• Die Anzahl der Auswahlregeln ist kleiner als für das feldfreie 
Atom: es besteht nur eine einzige Auswahlregel bezüglich der magnetischen 
Quantenzahl m, welche den Bahndrehimpuls um die Achse des elektrischen 
Feldes bestimmt: 

LI m = 0 für die Strahlung, die parallel zum Feld polarisiert ist, 
LI m = ±1 für die senkrecht dazu polarisierte Strahlung. 

Eine Auswahlregel bezüglich der parabolischen Quantenzahlen n1 n2 besteht 
nicht, wohl aber eine Quasiauswahlregel, welche besagt, daß die äußersten nach 
dem Termschema zu erwartenden Linien eines Aufspaltungsbildes im allgemeinen 
unbeobachtbar kleine Intensitäten haben. Das gilt z. B. bei HIX für die Kompo-

nenten :n8, welche um 8 · 15~90 cm- 1 gegenüber der feldfreien Linie verschoben 

sind und dem Übergang vom Zustand n = 3, n1 = 2, n2 = m = 0 nach n = 2, 
n1 = 0, n2 = 1, m = 0 entsprechen. 

Die allgemeine Formel für das Matrixelement der Koordinaten ist von 
GoRDON 5 ausgerechnet worden und lautet für die parallel zum Feld polarisierte 
Strahlung 

z"''n/m = (-)n,'+n/ __ ____(1,__ __ Vn1 +~! '}12±1'11-' n(+ m! n21 + m '( 4n'f1.1 )m+2 

"'"'"' 4(m!) 2 n1 ! n2 ! n11 ! n21 ! (n- n 1) 2 

( n-n1)n+n'{l 1 1 n 2 +n12 4nn' l 1 , 
. n+n' . (nl-n2)(n+n')2-(nl-n2)(n-+-n')2 Pm(nlnl)Pm(n2n2) 

( 45.1) 

- 2[n1'Pm(n1 ,n/ -1) Pm(n2 ,n21)- n21 1f'm(n1 n11)Pm(n2 ,n2' -1)]} 

1 Merkwürdigerweise nicht so deutlich bei den Übergängen von Lu nach N 1vO,,.. 
2 S. IDEI (Nature Bel. 123, S. 643. 1929) fand den Übergang N VI vu-->- Nzv v· 
3 E. SCHRÖDINGER, Ann. cl. Phys. Bel. 80, S. 468ff. 1926. Die Berechnung von P. S. 

EPSTEIN (Phys. Rev. Bel. 28, S. 695. 1926) ist teilweise um einen Faktor 2 verkehrt. 
4 Zuletzt von H. MARK u. R. WIERL, ZS. f. Phys. Bel. 53, S. 526; Bel. 55, S. 156; Bel. 57, 

S. 494. 1929 (mit I, II, III zitiert); s. außerdem J. STARK, Ann. d. Phys. Bel. 48, S. 193. 1915; 
Handb. der Experimentalphysik Bel. XXI, S. 427; J. ST. FosTER u. L. CHALK, Proc. Roy. 
Soc. London Bel. 123, S. 108. 1929 (Lo Surdo-Methocle); Nature Bel. 118. S. 693. 1926. 

5 W. GORDON, Ann. cl. Phys. Bel. 2, S. 1031. 1929. 



Ziff. 45. Die Intensitäten in parabolischen Koordinaten (Starkeffekt). 471 

und für die senkrecht zum Feld polarisierte Strahlung 

xn,'n,'m-l = (-)n,'+n,' ___ a ____ l /n1 +m-! n2+m! n11+m-1! n{+m-1! ( 4nn1 )m+ll 
n,n,m 4(m-1 !)2 V n1 ! n2! n11 l n21 ! (n-n1) 2 

(45.2) 
(n-n1)n+n'{ 1 1 (n-n1)2 1 1 } • n+nl Pm-1(n1n1)Pm-1(n2n2)- n+nl Pm-I(n1+1,nl)Pm-I(n2+1,n2). 

Dabei bedeutet l]J die hypergeometrische Funktion: 

p ') ( 1 4nn1 ) n;n/ 4nn1 , ",(n;n; = F -n;, -n;, m + 1, - (n-n1) 2 = 1 - m + 1 • (n-n1) 2 + · · · \45.3) 

Speziell für die Lymanserie (n' = 1, ni = n~ = m' = 0) ergeben sich folgende 
sehr einfache Formeln für die Quadrate der Koordinatenmatrizen: 

2Bn6(n- 1)2n-6 I 
(züb~' 0) 2 = a2 • ~-t1)2n+s - (nl- n2) 2, 

(45 .4) 
2sns(n 1)2n-6 

(X"b"' 1) 2 = (x"'' n,. -1) 2 = a2 • - (n + 1) (n + 1) oo ooo (n+ 1)2•+6 1 2 · 

Durch Summation über alle zur gleichen Hauptquantenzahl gehörigen n 1n2 

(n1 = 0 · · · n- 1, n2 = n- 1 - m- n1) erhält man unsere frühere in Polar
koordinaten abgeleitete Formel (41.4) für die Lymanintensität zurück. 

Wir geben im folgenden eine Tabelle der Intensitäten der Starkeffekt
komponenten der zweiten Lymanlinie Lp und der vom gleichen Niveau (n = 3) 
ausgehenden ersten Balmerlinie H IX, erstere nach ( 45 .4), letztere nach den Tabellen 
von ScHRÖDINGER. 

Der erste Teil der Tabelle 26 a soll dazu dienen, die Lebensdauern der Stark
effektterme mit der Hauptquantenzahl n = 3 zu berechnen, sie gibt die Über
gangswahrscheinlichkeiten von jedem dieser Terme zu den ein- bzw. zweiquanti
gen Zuständen. Der zweite Teil (Tab. 26b) dient der eigentlichen Intensitäts
berechnung der Komponenten von H IX unter zwei verschiedenen Annahmen 
(vgl. Tab. 18), nämlich 

1. Besetztmg der Starkeffektniveaus proportional ihren statistischen Ge
wichten (in jedem Niveau befinden sich im Zeitmittel gleich viele Atome), 

2. Anregung der Niveaus proportional ihren Gewichten (in jedes Niveau 
gelangen pro Zeiteinheit gleich viele Atome). 

Die Intensitäten unter der Annahme 1 (statistische Intensitäten) ergeben 
sich einfach durch Multiplikation der Übergangswahrscheinlichkeiten der Ta
belle 26a mit dem statistischen Gewicht des Ausgangszustands und stimmen 
mit den von ScHRÖDINGER gegebenen überein, die unter Annahme 2 (dynamische 
Intensitäten) ergeben sich daraus durch Multiplikation mit der Lebensdauer des 
Anfangszustandes und weichen in ihren Verhältnissen recht beträchtlich von den 
statistischen lntensitäten ab. 

In der Tabelle sind sodann die gemessenen Intensitäten von MARK und 
WIERL (1. c. II) beigefügt. Sie sind mit zwei verschiedenen Anordnungen ge
wonnen: Bei der ersten (Druckleuchten) befindet sich im Beobachtungsraum 
ein Wasserstoff-Stickstoffgemisch mit einem ziemlich beträchtlichen Druck 
(0,02 bis 0,03 mm Hg), durch Zusammenstöße werden daher die Wasserstoff
atome stets von neuem angeregt. Beim Abklingleuchten dagegen herrscht 
Vakuum:(1o- 4 mm Hg) im Beobachtungsraum, es strahlen daher nur die Atome 
aus, die schon angeregt in den Beobachtungsraum eintreten. Wie man sieht, 
stimmen die Druckversuche gut mit den ScHRÖDINGERschen "statistischen" 
Intensitäten, die Abklingversuche mit den dynamischen. Das ist es, was man 
erwarten sollte: Beim Druckversuch sorgen die dauernden Zusammenstöße für 
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gleichmäßige Verteilung der Atome über die Starkeffektniveaus, bei den Ab
klingversuchen dagegen dürfte anfangs auch ziemlich gleichmäßige Verteilung 
anzunehmen sein, die aber im Laufe der Zeit zugunsten der langlebigen Niveaus 
110 und 002 verschoben wird1. 

Ist hier die Übereinstimmung befriedigend, so gibt es doch eine große Anzahl Phänomene 
bei den Starkeffektintensitäten, die noch gänzlich unaufgeklärt sind: Zwar ist es zu verstehen, 
daß die Starkeffektintensitäten merklich von den ScHRÖDINGERschen abweichen, wenn das 
elektrische Feld parallel zur Bewegungsrichtung der Wasserstoff-Kanalstrahlen wirkt 2 . 
Dann ist diese Richtung offenbar eine Vorzugsrichtung für die Anregung, und die verschie
denen Starkeffektterme müssen verschieden stark angeregt werden. Daß jedoch bei Feld 
senkrecht zur Bewegungsrichtung die Strahlung, welche senkrecht zum Feld und zur Be
wegungsrichtung polarisiert ist, anomale Intensitätsverhältnisse zeigt 3 , während die parallel 
zur Bewegung polarisierte Intensität sich normal verhält, ist noch völlig ungeklärt. Be
sonders merkwürdig ist, daß es sich dabei um Übergänge vom gleichen Anfangsniveau 
handelt! Im übrigen vergleiche man hierzu die Berechnungen von ScHRÖDINGER1 über die 
Starkeffektintensitäten der höheren Balmerlinien Hp. Hr, H,1 sowie vor allem die Unter
suchungen von MARK und WIERL 3• 

Tabelle 26a. Übergangswahrscheinlichkei ten von den dreiq uan tigen StarkeHe kt
termen aus. 

Lymanlinie Balmerlinie 
Gesamt- i An- --

I Wahrscheinlich· 
-~-- ---- - ------~---~- --- --

übergangs-~ fangs- Polarisation n Polarisation a zusammen (n+2a) wahr- I 
Lebens-

zu- Polari-~ keit End--~ Wahrs:hei~-: 
Wahrscheinlichkeit scheinlich-: 1ga'!er stand End-~ Wahrschein-sation bs zu- lichkeit zu- lichkeit 

keit i - sec 
n1n2m 

relativ j!O;se~ _ 1 1 t" I abs. 108 sec- 1 i stand relativ stand relativ re a IV tossec-1 

002 0 0 0 I 001 2304 4608 
I 

0,64 0,64 1.56 - -
110 0 0 { 100 729 } 001 882 3222 0,45 0.45 2,22 -

010 729 

I 
101 4 0,82 001 1152 { 100 96n 3104 0,43 1,25 0,80 (J 

010 

200 4 0,82 { 100 1681 } 001 18 1718 
I 

0,24 1,06 0,94 :n: 
010 1 

Tabelle 26b. In tensi täten der Starkeffektkorn ponen ten von H"'. 

Anfangs· 
zustand 

110 
101 
200 
200 

002 
110 
101 
101 
200 

Statist. 
Gew. 

1 
2 

2 

2 
2 

End-
zustand 

010 
001 
100 
010 

001 
001 
100 
010 
001 

Berechnete Intensität 
------- --

Ver- Annahme 1: I Annahme2: 
schiebung-1 Statist. Verteilung ,,Dynamische'' 
der Linie Intensitat 

nach 1 stärkste Komponente 
SCHRÖDINGER ~ 100 

Polarisation parallel zum Feld: 
2 729 32 89 
3 2304 100 100 
4 1681 73 86 
8 0 0 

Polarisation senkrecht zum Feld: 
0 
0 
1 

5 
6 

4608 Jl 
882 

1936 
16 
18 

100 

35 
0 
0 

100 

17 
0 
0 

Beobachtete Intensität 

--
Druck-

leuchten 

31 
100 

76 
0 

100 

38 
0 
0 

I 
Ablding-
leuchten 

79 
100 

92 
u 

100 

38! 
I) 

0 

1 Anscheinend ist die Anregungswahrscheinlichkeit des 002-Zustands etwas kleiner 
als die der anderen Niveaus, da die von diesem Zustand ausgehende Linie L1 = 0 relativ zu 
schwach ist. 

2 H. MARK u. R. WIERL I; J. STARK, I. c. 
3 H. MARK u. R. WIERL, I. c. III. 
4 Starkeffektverschiebung relativ zur feldfreien Linie in Einheiten F/15 590 cm- 1 • 
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Die Intensitäten beim Starkeffekt des He scheinen mit der Theorie überein
zustimmen1. Eine Berechnung der Starkeffektintensitäten des Wasserstoffs bei 
hohen Feldstärken wäre zum Vergleich mit den Messungen von RAUSCH von 
TRAUBENBERG 2 sehr erwünscht, ist aber noch nicht ausgeführt und wohl nur auf 
numerischem Wege ausführbar (vgl. Ziff. 32 und besonders 33). 

46. Die Quadrupolstrahlung. Die bisher von uns ausschließlich behandelte Dipol
strahlung ergab sich, wenn wir in dem Matrixelement (38.2) die Retardierung vollkommen 
vernachlässigten (vgl. Ziff. 38). Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, daß die Wellen
länge des emittierten oder absorbierten Lichtes groß ist gegen die Atomdimensionen. Nor
malerweise ist diese Annahme sehr gut erfüllt, doch gibt es Fälle, wo die Retardierung eine 
wesentliche Rolle spielt, nämlich 

1. bei der Absorption sehr harter Strahlung (Photoeffekt; vgl. dort Ziff. 47b), die 
Retardierung bewirkt dort das "Voreilen" des Maximums der Photoemission; 

2. bei der Emission von Röntgenstrahlen: Die Wellenlänge der K cx-Linie des 

Urans ist l = 130 X.E., der Radius der K-Schale des gleichen Elements 228 = 5,8 X.E., 
2nr ~ 

also - 2- = 0,28. Es sind dort in der Tat schwache Quadrupolübergänge beobachtet a 

worden. 
3. bei Übergängen, welche nach den Auswahlregeln für die Dipolstrahlung verboten 

sind, deren Ausgangszustand aber stark besetzt ist. In diesem Fall kann der Übergang 
vermöge der Retardierung doch stattfinden, insbesondere wenn der Ausgangszustand meta
stabil ist und keine andere Möglichkeit hat, in den Grundzustand überzugehen als eben durch 
Emission von Quadrupolstrahlung. 

Die Quadrupolstrahlung ergibt sich, wenn wir in dem Matrixelement (38.2), welches 
die Ausstrahlung bestimmt, den Retardierungstaktor e'l!tl entwickeln und nach dem ersten 
Gliede abbrechen. Dann wird für Atome mit einem Leuchtelektron, auf die wir uns hier be-
schränken wollen, 

P!/,n = ifu.*; (ft) (e1 grad u,.) dr, (46.1) 

wenn wir voraussetzen, daß der Übergang zwischen n' und n für Dipolstrahlung verboten 
ist, daß also ~n'n = 0 [vgl. (38.3)]. Wichtig ist vor allem, daß die Übergangswahrscheinlichkeit 
für Quadrupolstrahlung nach (46.1) nicht bloß von der Polarisationsrichtung, sondern (im 
Gegensatz zur Dipolstrahlung) auch von der Fortpflanzungsrichtung des Lichts abhängt. 

Wir legen speziell die Fortpflanzungsrichtung in die x-, die Polarisationsrichtung in 
die y-Richtung und bekommen 

PtJ ·kf * iJu. d n'n = Z Un' X ay T. (46.2) 

Wir nehmen weiter an, daß die Zustände n und n' nicht gerade dem gleichen Feinstruktur
dublett (bei mehreren Elektronen dem gleichen Multiplett) angehören, da in diesem Fall 
die Linie nn' ganz weit im Ultrarot liegen und außerdem sehr schwach sein würde. Dann ist 

I" * ( iJ un 0 Un) f * • u,., x (Jy-yiJx dr= u".k,u.dr = 0 (46.3) 

wegen der Orthogonalität von un' und u. 4 und man kann leicht [analog zum Beweis von (39.4)] 
nachrechnen, daß dann 

} . * iJ un _ 4 n 2 m f * 
Un' X ay- d-r - -h- Vn"' Un' xy Um dr 1 (46.4) 

also bis auf den Faktor i 

(46.5) 

1 Sr. FosTER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 117, S. 137. 1927. 
2 H. RAUSCH V. TRAUBENBERG u. R. GEBAUER, ZS. f. Phys. Bd. 71, S. 291. 1931. 
3 E. SEGRE, Rend. Lincei (6) Bd. 14, S. 501. 1931. 
4 k, u. enthält nur Eigenfunktionen, deren Haupt- und Azimutalquantenzahl mit 

denen des Zustands n übereinstimmt, und die daher auf un' orthogonal sind. k,un enthält 
aber (vgl. Ziff. 27) Eigenfunktionen, deren innere Quantenzahl von der des Zustands n ver
~~hieden ist. Zwischen zwei Zuständen mit gleichen nl und verschiedenen i können also 
Ubergänge stattfinden, die durch (46.4) nicht erfaßt werden, man bezeichnet sie als 
"magnetische Dipolstrahlung". 
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In der Übergangswahrscheinlichkeit tritt also das Matrixelement des Produktes der Koordi
naten in der Beobachtungs- und in der Polarisationsrichtung auf. 

Daraus ergeben sich unmittelbar die Auswahlregeln für die magnetische Quantenzahl m: 
Sei etwa z die Richtung des Magnetfeldes, dann gilt: 

Beobachtungs
richtung 

Polarisations
richtung 

parallel Feld (z) I x oder y \ 
senkrecht Feld (x) !parallel Feld (z)] 

i I 
senkrecht Feld (y): 

I 

unter 45 ° zum [parallel(unter45°) 

Feld ( ~- (x + z)) i Feld ~ (z - x) 
Y2 ]12 

senkrecht Feld (y) 

Zu bilden ist das Matrixclcmeut von 

xz = r 2 cos{) sin{) cos<p 
ebenso 

1 
xy =- r 2 sin 2 1~ sin2<p 

2 

_1_ (z2 - x2) = 1 r2 (3 cos2 {} -
2 2 2 

- _1_r2 sin 2{) cos2<p 
4 

1 
- _(xy + zy) 
]12 

21··) 

Auswahlregeln für 
m 

L1m = ±1 
L1m = ±1 

L1m = ±2 

L1 m = 0 und 

;j m = ±2 

I L1m = ±1 und ±2 

Diese Auswahlregeln ergeben sich, wie in Ziff. 39 die für die Dipolstrahlung, einfach aus der 
Betrachtung des von 'f' abhängigen Integrals, das im Matrixelement vorkommt. 

Aus den von {} abhängigen Integralen ergibt sich die Auswahlregel für l. Fassen wir 
z. B. das Integral ins Auge, welches dem Übergang L1 m = 0 entspricht: 

/ R~. ,. (r) '.l',.m ({)) r2 (} cos2 {) - i) R. 1 (r) '7'1m (0) r 2 dr sin{} d{), 

so sehen wir, daß l' sich von l nur um eine geradeZahl unterscheiden darf, weilP2(8) =%cos2 0-! 
eine gerade Funktion von cos{} ist, und höchstens um 2, weil P 2 ({}) nur die zweite Potenz 
von cos {} enthält, also muß gelten: 

L1l = 0 oder ±2. (46.6) 

Diese Auswahlregel findet man auch, wenn man beachtet, daß nach den gewöhnlichen Regeln 
der Matrizenmultiplikation 

(xy)n'n = Xn'n" Yn"n 

und daß wegen der Auswahlregel L1l = ± 1 für die Dipolstrahlung I" - l = ± 1 und 
l"- l' = ±1 sein muß, woraus unmittelbar (46.6) folgt. Ebenso findet man aus der j-Aus
wahlregel der Dipolstrahlung (42.4) die Auswahlregel für die Quadrupolstrahlung 

Aj = 0, ±1 oder ±2 (46.7) 

und kann natürlich auch die speziellen Intensitätsformeln für die Zeemankomponenten, 
Feinstrukturkomponenten usw. ableiten. Natürlich gelten auch Summensätze, die denen der 
Dipolstrahlung genau entsprechen. Z. B. ist die Quadrupolstrahlung, wenn man alle Zeeman
komponenten zusammenfaßt, aus Symmetriegründen unabhängig von Fortpflanzungs- und 
Polarisationsrichtung; wenn man alle Fortpflanzungs- und Polarisationsrichtungen zu
sammenfaßt, innerhalb eines Multipletts unabhängig von magnetischer und innerer Quanten
zahl des Ausgangszustands. Wir verweisen für alles Nähere auf die Arbeiten von RuBINO
wrcz1 und die experimentellen Bestätigungen von SEGRE2 und anderen. 

Um noch einen Begriff von der Größe der in Frage kommenden Linienintensitäten zu 
geben, berechnen wir die Intensität des Übergangs vom Grundzustand des Wasserstoffatoms 
zum 3d-Zustand. Nach Ausführung der Winkelintegrationen und Integration über alle 
Fortpflanzungs- und Polarisationsrichtungen des emittierten Lichts erhält man 

1 A. RuBJNOwrcz, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 338. 1930; Bd. 65, S. 662. 1930; derselbe u. 
]. BLATON, Erg. exakt. Naturwissensch. 1932, S. 176. (Dort auch weitere Literatur.) 

2 E. SEGRE, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 827. 1930; derselbe u. C. ]. BAKKER, ebencla Bel. 72, 
S. 724. 1931; S. SAMBURSKY, ebencla Bel. 68, S. 774. 1931; Bd. 76. S. 132 u. 266. 1932. 
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vVenn man in das radiale Integral mit den in (3.18) gegebenen Eigenfunktionen eingeht, 
243 ,; -

erhält man-- - · r 10 · a2 (a = Wasserstoffradius). Definiert man dann die Oszillatorstärke 
256 

durch 2 h 1 f ,~I u 12 fn•n =- · --~- •- dw..:.., pn'n 
3 4n2 ml•n n' Sn J 

(46.8) 

[diese Definition geht für Dipolstrahlung in (38.14) über], so erhält man für unseren Übergang 
1 s->- 3d nach einiger numerischer Rechnung 

/ 3 d= _9 __ cx2 = 1 9. 10-6 (cx = Feinstrukturkonstante). 
1 ' 256 ' 

(46.9) 

Übergänge mit derartig kleiner Oszillatorstärke können natürlich nur entweder in Absorption 
gemessen werden - dies ist z. B. für den Übergang 3s->- 3d bei Na von SEGRE ausgeführt 
worden - oder wenn der obere Zustand metastabil ist. Denken wir etwa, dies wäre für den 
3d-Zustand des Wasserstoffs der Fall, d. h. nehmen wir an, der Übergang 3d->- 2p existierte 
nicht, dann würde die Lebensdauer des 3d-Zustands [vgl. (38.15)] 

T = -- 1.25 · 10 · ------ = 4,1 • 10 sec . ( V ) - 2 - 10 5 - 4 * 
Ry 1.9·10- 6 

(46.10) 

Dies entspricht größenordnungsmäßig der im allgemeinen experimentell gefundenen Lebens
dauer metastabiler Zustände. 

47. Der lichtelektrische EffekF. a) Allgemeine Formel für den Ab
sorptionskoeffizienten. Wenn auf ein Atom Licht fällt, dessen Quanten
energie höher ist als die Ionisierungsspannung E 0 = hv0 des Atoms, so kann 
das Licht absorbiert werden. Dabei verläßt ein Elektron das Atom mit der 
kinetischen Energie W = hv- E0 (47.1) 

(photoelektrische Gleichung von ErNSTEIN). 
Das einfallende Licht sei monochromatisch, die Energiestromdichte der ein-

fallenden Strahlung sei 5 0 , so daß pro sec auf 1 cm2 N 0 = ~; Quanten treffen. 

Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Atom in der Zeiteinheit em 
Quant absorbiert, nach WENTZEL, ds. Handb. S. 746, Gleichung (18.16) 2 : 

w = s . ~h__ I Pi 12 
0 2nm2cv2 II m • 

Dabei ist P durch (38.2), W durch (47.1) definiert und die kontinuierliche Eigen
funktion 'ljJw, welche in das Matrixelement P eingeht, ist pro Energieintervall 
normiert. Wir multiplizieren mit der Anzahl Atome pro cm3 IJ( und dividieren 
durch die Anzahl der einfallenden Quanten N 0 • Damit bekommen wir die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Lichtquant auf der Wegstrecke 1 cm absor
biert wird, d. h. den Absorptionskoeffizienten 

(47.2) 

* Der Faktor 5 rührt daher, daß die Oszillatorstärke 1,9 · 10- 6 sich auf die fünf 
magnetischen Teilzustände des 3d-Nivcaus verteilen muß. 

1 Vgl. G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 574; Bd. 41. S. 828. 1927; G. BECK, ebenda 
Bd. 41, S. 443. 1927; A. SOMMERFELD u. G. ScHUR, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 409. 1930; 
G.SCHUR, ebenda S.433; J.FRENKEL, Phys.Rev. Bd.37, S.1276. 1931; }.FISCHER, 
Ann.d.Phys. Bd.S, S.821. 1931; F.SAUTER, ebenda Bd.9, S.217. 1931; M.STOBBE, 
ebenda Bd. 7, S. 661. 1930. 

2 Man beachte, daß bei WENTZEL ,., gleich 2n mal unserem v ist (Kreisfrequenz 
statt gewöhnlicher Frequenz), und ferner, daß WENTZELS j sich von unserem P durch 

den Faktor i en unterscheidet. Schließlich bedingt noch die verschiedene Normierung 
m 

der kontinuierlichen Eigenfunktionen (bei WENTZEL pro dw, bei uns pro dE = ndw) 
einen Faktor n. 
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Der Index W bedeutet, daß der Wert des Matrixelements für die Energie W 
(47.1) berechnet werden soll. 

b) Der Absorptionskoeffizient an der K-Schale für langwellige 
Strahlung. Wenn die Wellenlänge der einfallenden Strahlung groß ist gegen
über den Atomdimensionen, kann bei der Auswertung der Matrixelemente P 
die Retardierung vernachlässigt werden. Damit reduziert sich die Formel (47.2) 
für den Absorptionskoeffizienten nach (38.4) auf 

8n3 e2 \nv { * " 
7: = uw Z xiumd-r, 

c oJ i 
(47.3) 

wo x die Polarisationsrichtung des Lichtes ist. 
Die Auswertung des Integrals wollen wir für das Wasserstoffatom durchführen, um 

sei die Eigenfunktion des Grundzustandes. Die kontinuierliche Eigenfunktion hängt natürlich 
außer von der Energie noch von zwei weiteren Quantenzahlen, z. B. l und m, ab; zur Ge
winnung des vollständigen Absorptionskoeffizienten hat man (47.2) bzw. (47.3) für alle I 
und m zu berechnen und die erhaltenen Werte zu summieren. In unserem Fall kommt aber, 
da die Eigenfunktion des Grundzustands kugelsymmetrisch ist, nur die kontinuierliche Eigen
funktion in Frage, deren Winkelabhängigkeit gegeben ist durch sinD cos<p, weil andernfalls 
die Winkelintegrale in (47.3) verschwinden. Die Azimutalquantenzahl des kontinuierlichen 
Zustands ist also l = 1. Das Integral in (47.3) wird nun 

oo n 2n 

xw, = fr 3 drRW,l=dr) • 2e-ZT. z! /sinD d-8> f d<p. V 43n sinß>cOS<p. V 41n. sin-&cos<p 
0 0 u (47.4) 
4Z2~2 1 f f( 1)-in'- 2 ( 1);~·-• = ·- (2kr)- 2r3dre-Z• ~+- ~-- e-2ikr;d~. Y3 y1 -e 2nn' 2Jr 2 2 

0 

Dabei haben wir für die Kugelfunktionen Y00 und Y11 ihre Werte aus (1.8) und die kontinuier-

liche Eigenfunktion aus (4.22) eingesetzt. g5 ist das dort definierte Schleifenintegral, n' = __!____ 
YzW 

also gleich der Wurzel aus dem Verhältnis der Ionisierungsspannung der K-Schale zur Energie 
der Photoelektronen, k = y2 W. Wir vertauschen die Integration nach r mit der nach~ und 
bekommen, von den Faktoren vor dem ersten Integralzeichen abgesehen: 

_ _!_rl, (~+!)-in'-2(~-!)in'-•_-1! ( 1)-in'-2( 1)in'-2( 1.,)-2 
J- 4k2':fd~ (Z + 2ik~)2 --16k4 d~ ~+2 ~-2 ~-2~n 
Das Integral ist um die beiden Verzweigungspunkte !; = +t und !; = -t herum zu er
strecken'. kann aber statt dessen ins Unendliche gezogen werden, da der Integrand wie 
~- 6 verschwindet. Dabei wird der Pol ~ = tin' im negativen Sinne umkreist, die Inte
gration gibt daher einfach das Residuum an diesem Pol, das ist 

J = 1
2
6n;,. :~ [ (~ + ~ rin'-• (~- ~r·- 2];=Hn' = 16::(:1 ~2;2)3 G:: ~ ~r· I 
4. 2nkZ . (47.5) 

= ----. e-2n'arc ctgn' 
(Z2 + k2}a • 

Einsetzen in ( 4 7.4) liefert 
-4 ~ arc tg je_ 

28 .zu e k z 
lxw,l2 = 3 · (Z2 + k2)5 1 _ e-2nZ/k 

28 ( n'• )5 e-4n'arcctgn' 
=-- ---- · at E 

3Z4 1 + n12 1 - e-2:n:n' · · 
(47.6) 

(Dimension: Fläche durch Energie, also atomare Einheit = a3fe 2). 

Wir setzen (47.6) in (47.3) ein. Dabei beachten wir, daß nach der photo
elektrischen Gleichung (47.1) die langwellige Grenze des Photoeffekts bei 

E 
Y1 = f = Z2 Rydberg (47.7) 

1 S. Abb. 6; Näheres vgl. A. SoMMERFELD u. G. ScHuR, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 409. 
1930. 
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liegt. Ferner ist nach Definition von n' W = k2 = Z 2fn' 2 Rydberg, also 

(47.8) 

Damit wird der Absorptionskoeffizient, wenn man noch berücksichtigt, daß 
jedes Atom zwei K-Elektronen enthält, 

V 28.ne2 v13 e-4n'arcctgn' 
7: = 2· (2na) 3 ?R-Ixwtl2 = -- ?n· -- · ----, c 3mc v4 1- e-2 .nn ' 

(47.9) 

a ist der Wasserstoffradius. Ist weiter e die Dichte und A das Atomgewicht 
der absorbierenden Substanz, so wird die Gesamtabsorption in der K-Schale 
numerisch 

7: = 4,1 ·108 • A'i2 (:1 r. I (n')' (47.10) 

wobei I (n') der letzte Bruch in (47.9) ist. Dieser wird für kleine bis mittlere k 
(k < ca. 3 Z) sehr nahe dargestellt durch 

l(n')=l(k)=e-4(1+ 3!,2)=e-4(1+ ~ ;:). (47.11) 

für sehr große k durch 
I (n') = 2;n' = 2~Z · (47.12) 

Für k <: Z, also so nahe an der langwelligen Grenze, daß die Energie der Photo
elektronen klein ist gegen die Ionisierungsspannung des Atoms, wird nach (47.11), 
(47.7)' (47.8) ( ) 4 

l(n') = e-4 ~ a' 
1 

also ist 
_!__ - 7,6. 106 (~)· t 
e - AZ2 v • (47.13) 

Der Massenabsorptionskoeffizient an der K-Absorptionsgrenze fällt also, wenn man 
das Atomgewicht proportionalZ annimmt, mit wachsender Ordnungszahl wie z- 3• 

Läßt man bei festgehaltenem Z die Frequenz wachsen, bleibt aber dabei noch nahe 
an der Kantenfrequenz, so fällt 7: mit der t ten Potenz der Frequenz1• In größerer 
Entfernung von der Kante, wenn die Energie der Photoelektronen etwa gleich 

der Ionisierungsspannung wird, ist ( 47.11) nahezu gleich_±_ e- 4 ~, der Absorptions-
3 Y1 

koeffizient fällt dann also mit der dritten Potenz von v. Wird schließlich die ein
fallende Frequenz sehr groß, d. h. etwa 100mal so groß wie die Frequenz der 
K-Absorptionskante, so wird nach (47.12) 

-~ = 6, 5 • 107 (~1)} 
e AZ2 v . 

Der Abfall mit wachsender Frequenz wird also immer steiler, wie es auch den 
Experimenten entspricht. Wenn allerdings die Frequenz v des einfallenden 
Lichts so groß wird, daß die Retardierung eine Rolle spielt, verlangsamt sich 
der Abfall wieder (vgl. unten, Abschn. f). 

Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf ein Atom mit einem 
einzigen Elektron. Sie gelten daher für wirkliche Atome nur qualitativ, weil 
dort die Abschirmung der Kernladung eine wesentliche Rolle spielt. Wir können 
diese annähernd beschreiben, indem wir annehmen, daß auf das auszulösende 
Elektron nicht das Coulombpotential Zfr wirkt, sondern ein Potential, das etwa 
nach der HARTREEschen Methode (Ziff. 20) gewonnen ist, oder das FERMisehe 

1 Nicht wie "- 4, wie vielfach in der Literatur behauptet wurde (z. B. M. STOBBE u. 
F. SAUTER, 1. c.). 
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statistische Potential. Wenn die Eigenfunktion des Elektrons im gebundenen 
Zustand nur über einen kleinen Raum ausgedehnt ist - und das ist bei der 
Eigenfunktion eines K-Elektrons der Fall -, so bekommen wir sicher eine gute 
Annäherung der Eigenfunktion, wenn wir das auf das Elektron wirkende Poten
tial in der Umgebung des Maximums der Ladungsdichte des Elektrons nach r 
entwickeln. Wir wählen die Entwicklung in der Form 

Z-s 
V(r) =- -r-··· + V0 + · · ·, (47.14) 

s und V0 sind Konstanten. Die Form der Eigenfunktion wird durch s allein 
bestimmt, die Schrödingergleichung mit dem Potential (47.14) lautet nämlich 
offenbar (in atomaren Einheiten) 

~ L1 u + ( E -- V0 + ~ ~ 5
) u = 0 , ( 4 7.1 5) 

die Eigenfunktion des Grundzustands wird daher e-<Z-s)r. Nun wissen wir 
aber aus unseren Rechnungen vom Helium (Ziff. 17b), daß man eine gute Nähe
rung erhält, wenn man die Eigenfunktionen der beiden Elektronen von der 
Form e-(Z-s)r mit s = -r\r wählt; wir benutzen daher diesen Wert für die Ab
schirmungszahl s. Die Änderung der Eigenfunktion durch Einführung der Ab
schirmungszahl s ist für große Z sehr gering. Um so größer ist die Änderung der 
Ionisierungsspannung durch unsere Abänderung des Potentialansatzes: Der 
tiefste Eigenwert von (47.15) ist offenbar 

E =- t(Z- s) 2 + V0 at. Einh., 
also die Ionisierungsspannung 

E 0 = (Z- s) 2 - 2V0 Rydberg. (47.16) 
Die Konstante V0 entnimmt man am besten aus der empirisch gemessenen 
Ionisierungsspannung, bei Cu ist z. B. 

Z=29, (Z-s) 2 =825, E 0 (beob.)=662Ry, also 2V0 =163Ry. 
V 0 mißt die "äußere Abschirmung", die wir bereits in Ziff. 10 d diskutiert haben, 
es ist anschaulich gesprochen das Potential, das die äußeren Elektronen des 
Atoms auf eine Stelle in der Nähe des Kerns ausüben, 

00 

V =/·g(r)r2 dr 
o . r ' 

0 

wenn e (r) die Ladungsdichte im Abstand r vom Kern ist 1 . 

Die Eigenfunktion des Photoelektrons am Orte der K-Schale wird durch die \\'ahl des 
Potentials (47.15) wesentlich modifiziert. Hat das Photoelektron nämlich die Energie 
W Rydberg, so sieht seine Eigenfunktion so aus wie in einem reinen Coulombfeld mit der 
Kernladung Z - s diejenige eines Elektrons mit der Energie W - 2 V0 . D. h. daß in der 
Nähe der langwelligen Grenze (genauer solange die Energie des Photoelektrons W < 2 V 0 ist) 
die Eigenfunktion sich verhält, als ob das Photoelektron negative Energie besäße, und daß 
demgemäß in diesem Fall zur Berechnung des Absorptionskoeffizienten die Matrixelemente 
für das diskrete Spektrum [vgl. (41.4)] zu benutzen sind, allerdings natürlich mit unganzem n. 
Da aber im allgemeinen V0 nur einen Bruchteil der Ionisierungsspannung ausmacht, darf 
man in genügender Näherung die Formel (47.11) benutzen, wobei nur jetzt k 2 negativ ist. 

Wegen (47.16) und (47.1) kann man für die "scheinbare Energie" des 
Photoelektrons schreiben: 

k2 = (Z- s) 2/n' 2 = W- 2V0 = E 0 - (Z- s)2 Ry + W = hv- (Z- s)2 Ry. 

1 Eine Berechnung mit dem FERMISehen statistischen Potential ergibt Voproportional z~ . 
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Damit gelangen wir zu folgender Vorschrift für die Berechnung des Absorptions
koeffizienten an der K-Schale: Man setze anstatt Z die abgeschirmte Kern
ladung Z- s, für die Frequenz v ihren wahren Wert, für die Frequenz v1 dagegen 
anstatt der wirklichen langwelligen Grenzfrequenz des Photoeffekts die Frequenz, 
die der langwelligen Grenze bei Abwesenheit der "äußeren Abschirmung" zu-
kommen würde1 (Z )2 R db (47 .. 17) v1 = - s y erg. 

Tx = 4,1 · 108 ~- (Z- 0,3) 6 ( R:Jt (V~-~''1). Es wird also 
(47.18) 

Der Vergleich mit der Erfahrung ist in Abb. 37 dargestellt, welche einer 
Arbeit von STOBBE 2 entnommen ist. Ausgezogen ist die theoretische Kurve für 
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Abb. 37. Absorptionskoeffizient r/o von Sn für Röntgenstrahlen. (Nach STOBBE, Ann. d. Phys., l. c.) Die Abbildung 
zeigt die Zusammensetzung aus den Absorptionskoeffizienten der verschiedenen Elektronenschalen. Die Kreise sind 
::\Ießpunkte von ALLEN, die Messungen enthalten auch die Streuung mit, sollten also stets etwa um 0,5 über der theore
tischen Kurve liegen. Obere Abbildung Absorptionskoeffizient für kurzwellige Strahlung (bis zur K-Absorptionsgrenze), 

untere Abbildung Absorptionskoeffizient für längere 'Nellen (von der K~Absorptionsgrenze ab). 

den Absorptionskoeffizienten an Sn, die Kreise sind die Meßpunkte von ALLEN 3 • 

In der Messung ist außer der Absorption notwendigerweise auch die Schwächung 
des Primärstrahls durch Streuung enthalten, der Streukoeffizient beträgt theo-

1 Selbstverständlich ist diese Vorschrift nur angenähert gültig. 
2 M. STOBBE, Ann. d. Phys. Bd. 7, S. 661. 1930. 
3 S. J. M. ALLEN, Phys. Rev. Bd. 27, S. 266; Bd. 28, S. 907. 1926. 
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retisch etwa 0,5, was dem Unterschied zwischen Messung und Rechnung sehr 
gut entspricht. 

c) Absorptionskoeffizient an höheren Schalen. Der Beitrag der 
beiden LrElektronen (2s-Elektronen) zum Absorptionskoeffizienten ist nach 
STOB BE (l. C.) 211 .n e2 jJC v2 3 ( v2 ) e -4 n,' arc ctg t n,' 

TL - '- 1 + 3- • ··· - (47.19) 
I- 3mc v4 v 1- e-2nn,' ' 

der Beitrag der sechs 2p-Elektronen (Ln + Lm-Schale) 

(47.20) 

1'2 ist die L-Absorptionsfrequenz ohne Berücksichtigung der äußeren Abschirmung 

v2 = t (Z- s2) 2 Ry. (47.21) 

s2 = 4,15 ist dabei die Abschirmungszahl für die L-Elektronen (vgl. Ziff. 10 d) 
und ;-

n '= Z --=--~ = 2. li-}-2 -
2 ]lW r V- v2 

(47.22) 

analog zu (47.8). Wie man sieht, ist für sehr kurzwelliges Licht (v :::> '~'K) die 
Wahrscheinlichkeit der Auslösung eines Photoelektrons aus der K-Schale sehr 
viel größer als für die LrSchale, und diese wieder sehr groß gegen den Photo
effekt an der Ln+ LnrSchale, nämlich, wenn man s neben Z und v1 , v2 neben v 
vernachlässigt und (47.19), (47.20) bea.chtet: 

(47.23) 

Das ist leicht verständlich: Bei hoher Frequenz des einfallenden Lichtes wird die Eigen
funktion des ausgehenden Photoelektrons eine rasch oszillierende Funktion, die Beiträge 
der einzelnen Volumelemente zum Integral Xwm zerstören sich daher im wesentlichen durch 
Interferenz, und das um so mehr, je regelmäßiger und je weiter ausgedehnt die Eigenfunktion 
des Anfangszustandes um ist: Dies ist am meisten bei der 2 p-Eigenfunktion, am wenigsten 
bei der 1 s-Eigenfunktion der Fall. 

Weiterhin interessiert uns das Verhältnis der K- zur L-Absorption bei 
der längsten Wellenlänge, bei der man es überhaupt messen kann, also an der 
K-Absorptionskante. Vernachlässigt man die Absorption an der M-Schale usw., 
so ist das Verhältnis im wesentlichen gleich dem sog. K-Absorptionssprung, d. h. 
dem Verhältnis der Absorptionskoeffizienten an der kurzwelligen und an der 
langwelligen Seite der K -Grenze: 

(47.24) 

Wenn w1r äußere und innere Abschirmung vernachlässigen, also vK = Z 2 Ry 
und s1 = s2 = 0 setzen (was für Z-->- oo richtig ist), so wird n~ = 2/Yf und 

8 ,;-
32 --=arctgr3 -4 

(jK = 1? eV3 + 1 = 5,35. 

Mit Berücksichtigung der Abschirmung, aber immer noch ohne Rücksicht auf 
die Absorption an der M- usw. Schale berechnet man (jK = 10,5 für Fe(Z = 26), 
8,3 für Ag (Z = 47) und 7,6 für W (Z = 74) bis U (Z = 92). Eine Überschlags
rechnung für die M-Absorption usw. ergibt rund 16% der L-Absorption an der 
K-Grenze für Fe, rund 25% für W, so daß dann mit Berücksichtigung der 
M-Absorption (jK = 9,3 für Fe, 7,4 für Ag, 6,3 für W 
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wird. Die Experimente müssen jeweils noch wegen der Streuung korrigiert 
werden (vgl. Ende des Abschn. b), man erhält dann experimentell etwa 

8,5 bis 9,2 für Fe, 6,7 bis 7,8 für Ag, 5,7 bis 6,4 für W 1, 

in Anbetracht der Unsicherheit der Korrekturen für die M-Absorption und die 
Streuung ist die Übereinstimmung äußerst befriedigend2• Insbesondere wird 
das Ansteigen von (jK bei kleinen Atomgewichten von der Theorie gut wieder
gegeben. 

Wir wollen nun die Absorption an den Teilschalen der L-Schale untereinander 
vergleichen: 

Die Frequenzabhängigkeit ist für den Photoeffekt an der 

LrSchale Ln LJn-Schalc 
I 

zusammen 

hart an der Absorptionsgrenze 'l '""u V~ 2,08 V- 3,0H 

I 
1' 2,91 

für sehr kurze Wellen 7: ("..) v- a,J v- 4,r. V- :1,5 

Der Absorptionskoeffizient an der LnLm-Schale fällt durchgehend fast 
gerrau um eine Potenz rascher ab als der an der LrSchale. An der L-Absorptions
grenze ist dafür die Absorption an LnLm sehr viel größer als an L 1 , nicht nur 
absolut, sondern sogar pro Elektron gerechnet: Das Verhältnis der Absorptions
koeffizienten ist nach (47.19), (47.20) für v = v2 11:2, das der Elektronenzahlen 
nur 6:2. v = v2 entspricht aber wegen der äußeren Abschirmung einer kürzeren 
Wellenlänge als der Absorptionsgrenze, an der Grenze selbst ist daher wegen 
der stärkeren Frequenzabhängigkeit von iLum das Verhältnis noch mehr zu
gunsten von Ln L III verschoben, was auch dem experimentellen Befund entspricht3. 

In Tabelle 27 haben wir das Verhältnis der Absorptionskoeffizienten an L 1 

bzw. Ln + Lw für verschiedene Elemente berechnet, wobei als Wellenlänge 
einheitlich die der CuKcx-Strahlung, A = 1,54 A, v = 65 · 106 cm -I eingesetzt 
ist. Die Übereinstimmung mit dem Experiment 4 ist recht gut5, allerdings ist 
nicht zu verkennen, daß im Experiment die Photoionisation der LrSchale relativ 
begünstigt erscheint gegenüber derjenigen von Ln und Lw. Das kann wohl 

Tabelle 27. Verhältnis des Photoeffekts an der LrSchale zu dem an der Lu+ Lur 
Schale für CuK ex-Strahl ung. 

--------~------~------~ 

Element z v, 
Y}1!2 

Verhältnis TLn+ TLJII; TLJ 

(in 106 cm - 1 ) berechnet beobachtet 

Cu 29 16,8 3,87 1,46 0,9 
Sr 38 31.2 2,09 2,68 2 
:.\Jo 42 39 1, 71 3,25 3 
~Ag 47 50 1,30 4,3 3 
Sn so 5 7.5 1,13 4,9 4 
J 53 65 1,00 5.5 4,5 
Ba 56 73.5 0,88 6,3 7 

---~~-~ 

1 Nach E. JöNSSEN, Dissert. Upsala 1928, Tab:lle 115. Wahrscheinlich sind seine 
\Verte zu wenig für Streuung korrigiert und daher zu niedrig. 

2 :Man darf natürlich nicht, wie das bisweilen geschieht, den Einfluß der L-Absorption 
bei höheren Frequenzen dadurch ermitteln, daß man das Verhältnis vonK-und L-Absorption 
gleich dem an der K-Grenze beobachteten annimmt, das Verhältnis ändert sich vielmehr, 
wie wir gesehen haben, mit wachsender Frequenz zugunsten der K-Absorption. Ebensowenig 
ist eine Extrapolation der K-Absorptionskurve nach längeren Wellen sinnvoll. 

3 Z.B. E. JöNSSEN, Dissert. Upsala 1928. 
4 Von F. K. RrcHTMYER, Phys. Rev. Bd. 23, S. 292. 1924; vgl. auch H. W. B. SKIN

NER, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 22, S. 379- 1924. 
5 Besser als beiM. STOBBE (1. c. S. 699), wo für v2 die wirkliche L-Kantenfrequenz statt 

der "idealen" Kantenfrequenz gesetzt wird. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /1. .31 
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daran liegen, daß die Abschirrnungszahl für die 2s-Elektronen etwas kleiner ist 
als für die 2p-Elektronen. 

d) Richtungsverteilung der Photoelektronen bei langwelliger aus
lösender Strahlung. Die Richtungsverteilung der an der K-Schale ausgelösten 
Photoelektronen wird gegeben durch das Quadrat der kontinuierlichen Eigen
funktion uw, welche nach dem photoelektrischen Prozeß die Eigenfunktion des 
Photoelektrons darstellt. Die Richtungsabhängigkeit dieser Eigenfunktion ist, 
wie wir früher gesehen haben, sin 1t cosrp, wenn x die Polarisationsrichtung des 
einfallenden Lichts ist, also wird die Anzahl der in der Richtung 1t, rp emittierten 
Photoelektronen proportional zu 

J {},,p ""'sin2 tt cos2 rp = cos2 e' (47.25) 

wo (9 der Winkel der Emissionsrichtung des Photoelektrons gegen die Polari
sationsrichtung des Lichts ist. Die Ernission geschieht also vorzugsweise in der 
Polarisationsrichtung, und die Verteilung der Photoelektronen um diese Richtung 
herum ist symmetrisch. Man kann das Resultat (47.25) dahin deuten, daß die 
Anzahl der in jeder Richtung emittierten Elektronen proportional dem Quadrat 
des elektrischen Vektors des einfallenden Lichts in dieser Richtung ist. Dasselbe 
gilt natürlich für die aus einer beliebigen s-Schale ausgelösten Elektronen. 

Im allgerneinen Fall, wenn die Elektronen vor dem photoelektrischen Prozeß 
in einem p-, d-, ... -Zustand waren, sind die Verhältnisse nicht ganz so einfach, 
weil dann Übergänge nach mehreren Zuständen rles kontinuierlichen Spektrums 
stattfinden können. Sei z. B. die Eigenfunktion eines p-Elektrons vor dem 
Prozeß UniO = Rnl (r) cose' dann kann die Eigenfunktion Uwl'm' des Endzustandes 
sowohl die Winkelabhängigkeit P 2 (cos0) besitzen, als auch vorn Winkel un
abhängig sein, in beiden Fällen ist das Matrixelement 

(47.26) 

von Null verschieden. Im allgerneinen Fall ist offenbar die Richtungsverteilung 
der Photoelektronen gegeben durch 

fnzm({}, rp)""' ~~ x'Ui{:'m·Uwz'm' (r, 11, rp) J;_.., oo, (47.27) 
l'm' 

wenn nlm der Zustand des Elektrons vor dem Photoprozeß war. 

Nun sind in einem Atom im Grundzustand stets alle Elektronenbahnen nlm mit gleicher 
Haupt- und Azimutalquantenzahl gleich stark besetzt - entweder sind nämlich überhaupt 
alle 2 · (21 + 1) Elektronen der Schale nl vorhanden, d. h. die Schale ist abgeschlossen, 
oder aber es besteht zum mindesten Richtungsentartung, d. h. es sind bei einer großen Anzahl 
von Atomen im Mittel alle Werte der magnetischen Quantenzahl m gleich stark vertreten'. 
Wir haben also, um die Richtungsverteilung der Gesamtheit der aus der nl-Schale ausgelösten 
Elektronen zu erhalten, (47.27) über allem zu summieren. Indem wir radialen und azimutalen 
Bestandteil der Eigenfunktionen trennen, wird 

oo n 2n 

x';Jz':'m' = J rdr Rwv (r) Rn 1 (r) J sin6 d6 J d<P cos6Yt•m• Y 1m 
0 0 0 

1v
~l2 -2 

- m Rn' 412-=-1 Wl-1' 

= V (l + 1)2- m2 Rnl l Ü (21+ 3) (21 + 1) Wl+l' 

wenn l' = l - 1, m' = m, 

wenn l' = l + 1, m' = m, 

sonst, 

(47.28) 

1 Der Satz gilt natürlich nicht mehr in starken äußeren Feldern, insbesondere nicht in 
asymmetrischen Kristallen. Auch dort gilt er aber natürlich für die abgeschlossenen Schalen. 
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wobei die radialen Integrale R ganz analog zu (39.8) definiert sind und (65.27) benutzt 
wurde. Also haben wir 

J.z(G, <P) = ~ fnlm .. =. ~.~.R't/z.-1 V(2/~=·i:r(:: _ 1) Rw1-1 (r) Yl-t,rn(B, P) j 
m rn (47.29) l 

nz ·v(T+ 1)2- m2- 12 
+ Rwl+1 (21 + 1) (21 + 3) Rwz+t (r) Yl+t,m (8, <P) Ir~=. 

Nunmehr setzen wir für die R w (r) ihre asymptotische Darstellung für große r ein und be
achten dabei, daß aus physikalischen Gründen nur der Bestandteil von Rw zu nehmen ist, 
der einer vom Atom auslaufenden Welle entspricht 2. Er lautet nach (4.19) 

R -V2 1 '(k•+n'!g2h-':'cz-1J+az) wz- - ·- e ~ 
nk r (47.30) 

mit 
a1 = argF(-in' + l + 1), (47.31) 

also 
R R (1+1-in')(l-in') 

w,z+t =- w.z-t • y[(l + 1)2 + r/2] [t2 + n'2] (47.32) 

und 
~ [2 _ m2 1; [12 _ m2][(1 + 1)2 _ m2] ) 

fnz =..:::.., a' (21 + 1) (21- 1) 1Yz-t,mf2 + 2 b V (21 + 3) (21 + 1)2(21-1) 
m (47.}3) 

.y* y +c· (1+1)2-m2 ·IY 12 
l-1,m l+l,m (21 + 3) (21 + 1) !+t,m ' 

wo bis auf eine Konstante 3 

2 b n' 2 -1(l+1) 1 1 a = (R;'iz-1) ; = · • R" Rn ' C = (Rnwll+I) 2. (47.34) Y[(l+1)2 + n'2][12 + n'2J Wl-1 IVI+l' 

Um aus (47.33) die Richtungsverteilung wirklich auszurechnen, beachten wir die Formeln 
(65.27), (65.59), aus welchen folgt 

~ 12-m2 y 2 21/ [12-m2] [(I+ 1)2- m2] y * y 
...:::.... (21- 1) (21 + 1) I l-l,m I + V (21- 1) (21 + 1)2(21 + 3) l-1,m I+I,m 

m 

(1 + 1)2- m2 I y 12 ~ 2 Lll 12 21 + 1 2 Ll 
+ (21+ 1)(21+ 3) l+l,m = ..:::..,COS 0 Ylm =~COS o. 

m 
Ferner ist 

~ m2 Y,':,. Yzm =-~ Yz!. 88;2 Yzm 
m m 

und nach dem Additionstheorem (65.59) der Kugelfunktionen 

~Y,':,.(B,<P) Y 1m(B,<P+<p) = Y 10 (0)Yzo(x). 
llt 

) (47.3 5) 

wo cos x = cos G cos B + sin B sin B cos <p = 1 - sin 2 B ( 1 - cos <p). Also 
;---

~ m21 Yzml2 = _]!21 + 1 (82 Ylo2(x)) = 21 + 1 sin28 (dPz(x)) , ...:::.... r 4n O<p <p~O 4n dx x~l 
m 

wo P 1 (x) die gewöhnliche unnormierte Kugelfunktion ist. Mit Beachtung von (65.6) 

P 1f. 1 (x)- P 1.:.1 (x) = (21+1) P 1 (x) 

1 Die R mit oberem und unterem Index (radiale Integrale, d. h. Matrixelemente) 
dürfen nicht mit den R's mit nur unterem Index (radiale Eigenfunktionen) verwechselt 
werden. 

2 H. BETHE (Ann. d. Phys. Bd. 4. S. 443. 1930) hat dies unmittelbar aus der nicht
stationären (DIRAcschen) Theorie des Photoeffekts abgeleitet. Vgl. auch Beitrag WENTZEL, 
ds. Handb. S. 736 u. 737 (Ziff. 15). 

3 Wesentlich hierfür ist, daß die radialen Eigenfunktionen und daher die Integrale R 
reell sind. 

31* 
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und von P 1(1) = 1 findet man weiter 

(P{(x)),= 1 = !l(l-t-1), 
also 

2:m2 1 Y1".1 2 = -81_-l(l + 1) (21 + 1) sin2 (·). 
m n (47.36) 

Wenn wir (47.35), (47.36) in (47.34) einsetzen, erhalten w1r nach kurzer 
Umrechnung 

8n(2l + 1)fnz = (a- 2b + c) l(l + 1) + (al(l- 1) + 6bl (l + 1)} 

+ c(l + 1)(l + 2)) cos2 8 =<X+ ßcos2 e. (47.37) 

Die Verteilung der Photoelektronen, die aus einer p-, d-, ... Schale emittiert 
werden, ist also bei Vernachlässigung der Retardierung immer noch symmetrisch 
um die Polarisationsrichtung der einfallenden Photonen und hat ihr Maximum 
in der Polarisationsrichtung 8 = 0. Im Gegensatz zur Photoemission aus 
s-Schalen werden aber auch in der Ebene senkrecht zum elektrischen Vektor 
des einfallenden Lichts Elektronen emittiert. Die Verteilung (47.37), bestehend 
aus einem mit cos2 B proportionalen und einem isotropen Glied, hat bereits 
P. AuGER aus Symmetriebetrachtungen abgeleitet; hier ist darüber hinausgehend 
nur noch die allgemeine Vorschrift zur Berechnung der Koeffizienten cx und ß 
abgeleitet. Für die 2p-Schale ergeben die Rechnungen von G. ScHUR1 speziell 

fnz""' ;Y + 2(Z- s) 2 cos2 8. (47-38) 

Die Versuche von P. AuGER 2 und von E. C. WATSON 3 bestätigen das Vorhanden
sein des isotropen Bestandteils, doch ist er im allgemeinen stärker, als aus 
{47.38) folgt. 

Das läßt sich leicht verstehen: Es kommt nämlich für die Richtungsverteilung nach 
(47.30) bis (47.34) auf das asymptotische Verhalten der kontinuierlichen Eigenfunktionen 
mit den Azimutalquantenzahlen l - 1 und l + 1 an, gerrauer gesagt auf ihre Phasendifferenz 
im Unendlichen, welche in b eingeht. Die Phasendifferenz wird aber jedenfalls für das wirk
liche Atomfeld nicht dieselbe sein wie für das einfache Coulombfeld: Vielmehr sieht man, 
daß bei kleinen Geschwindigkeiten der Photoelektronen die Phasendifferenz im Coulombfeld 
besonders ungünstig für die isotrope Emission ist, weil b gerade maximal positiv wird. Daher 
muß im realen Atom die isotrope Photoemission eine größere Rolle spielen 4 . 

e) Die Voreilung des Maximums der Photoemission. Wenn die 
Wellenlänge des einfallenden Lichtes nicht mehr sehr groß gegen die Atom
dimensionen ist, wird die Intensitätsverteilung der emittierten Photoelektronen 
unsymmetrisch zur Polarisationsrichtung des einfallenden Lichts, die Richtung 
der maximalen Emission verschiebt sich nach der Fortpflanzungsrichtung der 
·einfallenden Welle hin. Anschaulich kann diese Erscheinung dahin gedeutet 
werden, daß das absorbierte Lichtquant dem Photoelektron einen Vorwärts
impuls in seiner eigenen Bewegungsrichtung mitgibt, doch führt diese Vor
stellung quantitativ nicht zum richtigen Resultat 5• 

1 G. SCHUR, Ann. d. Phys. (5) Bd. 4, S. 433. 1930. 
2 P. AUGER u. F. PERRIN, Journ. de phys. (6) Bd. 8, S. 93. 1927; Bd. 7, S. 125. 1926; 

Bd. 8, S. 85, 93. 1927; Bd. 10, S. 445. 1929; C. R. Bd. 180, S. 1742, 1839. 1925; Bd. 187, 
S.1141; Bd. 188, S. 447, 1287. 1929. 

3 E. C. WATSON u. J. A. VAN DEN AKKER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 659. 
1927; Proc. Roy. Soc. London Bd. 126, S. 142. 1929; E. WATSON, Phys. Rcv. Bd. 29, S. 751; 
Bd. 30, S. 479. 1927; C. D. ANDERSON, ebenda Bd. 33, S. 265; Bd. 34, S. 547. 1929. 

4 Ich beabsichtige, auf diese Frage demnächst gerrauer einzugehen. 
5 Sie liefert nur die Hälfte der wahren Voreilung; vgl. A. SoMMERFELD u. G. ScHUR, 

Ann. d. Phys. (5) Bd. 4, S. 409. 1930. 
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Die "Voreilung" des Maximums der Photointensität ergibt sich, wenn man 
der Retardierung des Lichtes Rechnung trägt. Wir wollen der sehr durch
sichtigen, wenn auch nicht ganz korrekten Darstellung von FRENKEL 1 folgen 
und die Eigenfunktion des Photoelektrons einfach durch eine ebene Welle dar-
stellen zni 

-- (~t) 

uv =eh ' (47.39) 

worin lJ Richtung und Größe des Impulses des Photo-
elektrons in CGS-Einheiten darstellt: 

P2 = 2m(hv- (Z : 2.s_) 2
_ Ry) (47.40) 

für Photoelektronen, welche an der n ten Schale aus
gelöst sind (photoelektrische Gleichung). Wir vernach
lässigen also die Beeinflussung der Eigenfunktion des 
ausgehenden Elektrons durch das Potentialfeld des 
Atoms. Die Wahrscheinlichkeit der Emission eines 
Photoelektrons in der Richtung lJ wird dann nach (47.2) 
proportional zum Quadrat des Matrixelements 

1· · . ou fi(t-lJ-,r)x -~ 
P 1 = fu~ et(lr)-----"'d-rc-u e n --e " r2 dr (47.41) 

)Jm ., ~ ox r ' 

wenn der Anfangszustand m der K-Zustand eines 
Atoms mit der Kernladung Z ist und a der Wasser
stoffradius. In (47.41) sind die Normierungstaktoren der 

Abb. 38. Geometrische Verhält
nisse beim Photoeffekt. Ii f 
== Fortpflanzungsrichtung des 
Lichts, ,tJ = Emissionsrichtung 
des Elektrons, x = Polarisations-

richtung des Lichts. 

Eigenfunktionen fortgelassen, da es uns nur auf die relative Wahrscheinlichkeit 
der Elektronen-Emission für verschiedene Richtungen lJ ankommt, nicht auf die 
(bereits berechnete) Absolut-Wahrscheinlichkeit. Wir führen nun ein Polar
koordinatensystem ein, dessen Achse in der Richtung f- lJ liegt, die Polarwinkel 
in diesem System seien {J', q/, die x-Achse habe speziell die Richtung 6', !fJ'. 
Dann wird aus (47.41) 

P~',. =je -z ~+i jr-(-~~;-1 r cos(>c~s8~ c/o) sß' + sin8'sin {)' cos(<P'- q:/))r2sin {)' dß)' dql drl 

fi24ncos(9' ---i!-,-- r ( I hl) I 
= _____ e a I h • 1- i f- _!'_ r dr- konj. kompl. [ 

jnf-1JI 2 n r (47.42) 

1 6,.. i cos f)' ·I f - -~ 1 

--(_z2 + lf- 1J :2·)·2-
a2 n I 

Wenn nun die Emissionsrichtung des Photoelektrons .):J mit der Fortpflanzungs· 
richtung f der Lichtwelle den Winkel {} und die Ebene von f und .):J mit der 
Ebene durch Fortpflanzungs- und Polarisationsrichtung den Winkel cp bildet, 
so ist (vgl. Abb. 38) 

cos ('")' = sin (-1 coscp = sin {} cosrp · _____ P_ (47.43) 
Jhf -1JI. 

Wenn wir ferner in der photoelektrischen Gleichung die langwellige Grenz
frequenz (Z - s) 2 Ry gegen die einfallende Frequenz v vernachlässigen, also 
genügend kurze Wellenlänge voraussetzen, so finden wir leicht, daß 

h1• m v 
ftk = c = :2cv2 = 2-~;P, (47.44) 

1 J. FRENKEL, Phys. Rev. Bd. 37, S. 1276. 1931. 
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also 
(47.45) 

Vernachlässigen wir Glieder der relativistischen Größenordnung v2fc 2 und 
streichen wir außerdem in (47.42) Z 2/a 2 gegen ·P/h2, d. h. im wesentlichen wieder 
die Ionisierungsspannung gegen die Energie des Photoelektrons, so wird nach 
(47.42) bis (47.45) 

(47.46) 

in Übereinstimmung mit dem Resultat der exakten, längeren Rechnung von 
SOMMERFELD und ScHUR1 . Die azimutale Verteilung um die Fortpflanzungs
richtung geht also immer noch wie cos2 ({J; bei konstantem ({J liegt aber die Rich
tung maximaler Photoemission nicht mehr senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung 
({} = n/2), sondern ist um den Winkel 

_"'_ __ {} = (j{} f':::; 2 '{)__ = 2 . Geschwindigkeit der Photoelektronen 
2 max c Lichtgeschwindigkeit (47.47) 

nach "vorn", d. h. gegen die Fortpflanzungsrichtung des Lichts hin, verschoben. 
Diese Verschiebung ist experimentell sowohl qualitativ wie quantitativ sehr 

gut bestätigt, wie man aus Abb. 39 sieht. Die dort ge
zeichnete theoretische Kurve für die Richtung maximaler 
Photoemission als Funktion der Geschwindigkeit ist nach der 
relativistischen Formel (47.46) gezeichnet2. 

f) Photoeffekt für sehr harte Strahlungmit Ein
schluß der Relativität. Wenn die einfallende Strahlung 
so hart ist, daß die Geschwindigkeit des Photoelektrons 
mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar wird, muß der 

---!3 q5 Photoeffekt nach der DIRAcschen Theorie behandelt werden. 
Dadurch ändert sich zunächst die Definition der Übergangs
matrizen P (38.2) etwas, weil der Strom in der DIRAcschen 

Abb. 39. Voreilung des 
Maximums beim Photo
effekt. 6lmax ( ~ Winkel 
zwischen der Fortpflan
zungsrichtung des Lichts 
und der Richtung maxima
lerPhotoemission) als Funk
tion von ß ~ vjc (v ~Ge
schwindigkeit des Photo
elektrons). (Nach SoMMER-

FELD.) 

Theorie bekanntlichnicht durch _J; __ ( Un * gradUm-Um grad Un *) 
2zm 

definiert ist, sondern durch - c u;:~ Um, an die Stelle von 
(38.2) tritt daher 

plj - - 2~·~! * "' i(lril (i) d wm- h Uw ~ e tX; Um T, (47.48) 
i 

worin cxY1 die DIRAcsche Matrix bedeutet, welche der ften Raumkoordinate 
des iten Elektrons zugeordnet ist (vgl. Ziff. 22a). Der wesentlichste Unterschied 
kommt aber natürlich dadurch herein, daß für um und für uw jetzt DIRACsche 
Eigenfunktionen zu setzen sind. SAUTER hat die entsprechenden Rechnungen 
durchgeführt, allerdings hat er wegen mathematischer Schwierigkeiten nur den 
Relativitätseffekt für das fortgehende Photoelektron berücksichtigt, nicht den 
für das Atomelektron: es ist durchweg cxZ (cx = Feinstrukturkonstante) gegen 
Eins vernachlässigt, dagegen ist die Rechnung bezüglich ß = vfc (v = Ge-

1 A. SOMMERFELD u. G. ScHUR, Ann. d. Phys. (5) Bd. 4, S. 409. 1930. 
2 Experimentelle Literatur zur Voreilung: F. KIRCHNER, Phys. ZS. Bd. 27, S. 799. 

1926; E. J. WrLLIAMS, Proc. Manch. Soc. Bd. 72, S. 1-16. 1927-1928; D. H. LouGHRIDGE, 
Phys. Rev. Bd. 30, S. 488. 1927, und die früher zitierten Arbeiten von P. AuGER und 
F. PERRIN. 
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schwindigkeit des Photoelektrons) exakt. SAUTERs Resultat für die Richtungs
verteilung der an der K-Schale ausgelösten Photoelektronen ist 

J"'"' --si~ [cos2 rp{f1- ß2 - 1_ (1- f1 ß2) (1 - ß cosD)} 1 
(1- ßcos-&)4 2 ) 

r:--2 2 {47.49) 
+(1-t1-ß) ,_1_(1-ßcosD)] 

1-,82 4 . 

Interessant und physikalisch nicht recht zu verstehen ist das letzte Glied in 
dieser Gleichung, welches von der Polarisationsrichtung der einfallenden Strah
lung unabhängig ist. Der wesentliche Anteil der Intensitätsverteilung wird 
übrigens durch das erste Glied gegeben. Der Absorptionskoeffizient für beide 
K-Elektronen zusammen wird bei relativistischer Geschwindigkeit des Photo
elektrons, wenn die Frequenz der Absorptionskante gegen die des einfallenden 
Lichts vernachlässigt wird: 

8v13c2\JC ( ß )3 [ 4 1 - 2 y1=ß2 ( 1- ß2 1 - ß)] 
-rx= :n:",sz- V1-ßs • 3+t'1-ßs(1+V1-,8s) 1+2plg1+ß. (47.50) 

Für nichtrelativistische Energie des Photoelektrons (ß < 1) kann das zweite 
Glied der Klammer vernachlässigt werden, ferner wird hv = !mc2ß2, also geht 
(47.50) mit Rücksicht auf die Rydbergformel v1 = 2:n2me4h- 3 Z 2 über in 

was identisch ist mit {47.9), falls man dort für f(n') den Grenzwert {47.12) fürhohe 
Frequenzen setzt. Fürsehrgroße Energieß;:::::; 1 andererseitswird hv = mc2ff1- ß2 , 

das zweite Glied der Klammer ist überwiegend, und man erhält 
(Xszs 

ix = --9UJ.. = 1,16·.10- 23 .A.Z5 Wcm- 1 , {47.51) 
:n: 

wo IX die Feinstrukturkonstante ist und Ac die Comptonwellenlänge. Der Ab
sorptionskoeffizient fällt also bei so kurzwelliger Strahlung nur mehr mit der 
ersten Potenz der Wellenlänge ab. 

48. Das Röntgenbremsspektrum. Rekombination. a) Allgemeine For
mel f~r die Wahrscheinlichkeit der Prozesse. In voriger Ziffer haben 
wir die Absorptionsprozesse im kontinuierlichen Spektrum besprochen, .nun
mehr wollen wir zu den Emissionsprozessen übergehen: Ein Elektron fliegt 
auf einen nackten Kern zu, es kann dann 

entweder vom Kern unter Lichtemission eingefangen werden, d. h. in ein 
diskretes Energieniveau gelangen, 

oder aber, ebenfalls unter Ausstrahlung, bloß seine Geschwindigkeit ver
mindern und in einer anderen Richtung weiterfliegen, 

oder schließlich nur abgelenkt werden, ohne Geschwindigkeit zu verlieren. 
Den dritten Prozeß haben wir in Ziff. 6c behandelt, er interessiert uns hier 
nicht, da er nicht mit Lichtemission verbunden ist. Die Wahrscheinlichkeit 
der ersten beiden Prozesse ist unmittelbar durch {38.1) gegeben: 

( ")d e2hv lp!i 12d W W, 1 W = 2 :n:m2 c3 n'n W {48.1) 

ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Elektron vom Zustand n in den Zu
stand n' übergeht und dabei Licht von der Frequenz 'llnn' und der Polarisations
richtung j in den Winkelbereich dw emittiert. 

Bei der Berechnung von P hat man natürlich für un und un' die Eigenfunktionen des 
Elektrons im Felde des Kerns zu nehmen, der die Ausstrahlung verursacht; außerdem muß u,. 
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in großer Entfernung vom Kern eine ebene einfallende Welle darstellen. Diese Forderung 
wird erfüllt von der Eigenfunktion in parabolischen Koordinaten (vgl. Ziff. 6c): 

uk = 1 ;----z;.,;~ eliH. __ 1_Jdi;e-ik'1<(c +~)-in'(?;- ~)in'-1. 
V 1- e-2 nn 2niyv 2 2. 

(48.2) 

wobei z die Einfallsri~tung des Elektrons ist, !; = r + z, 'I = r- z, k = ~ die ·wellen

zahl, n =-in'=- i k die "Hauptquantenzahl", L,. die in Ziff. 4 im einzelnen besprochene 

Laguerrefunktion mit imaginärem Index und v = V-~~ die Geschwindigkeit des Elektrons. 

Die Normierung ist, abweichend vom üblichen, so getroffen, daß pro Zeiteinheit ein Elektron 
durch die Flächeneinheit tritt [vgl. Bemerkung nach (6.24)]. (48.1) gibt dann einfach den 
Wirkungsquerschnitt des Kerns für die betrachteten Prozesse an. 

Natürlich kann man die Welle des einfallenden Elektrons (48.2) auch durch die Eigen
funktionen in Polarkoordinaten ausdrücken 1 : 

Vk~ .1 T(l + 1- in') 
uk = -k (21 + 1) t Pz(cos{)) -/I'(l ---.-, -,· Rwz(r). 2 +1-zn) 

z 

(48.3) 

Diese Darstellung ist natürlich im allgemeinen unbequemer als (48.2). 
b) Die Rekombinationsprozesse 2 • Die Wahrscheinlichkeit der Einfangung des 

ankommenden Elektrons in die 1 s-Bahn können wir unmittelbar angeben, da wir die be
treffenden Matrixelemente bereits bei der Behandlung des Photoeffekts (Ziff. 47b) berechnet 
haben. Unter der Annahme nicht zu großer Geschwindigkeit des ankommenden Elektrons 
kann natürlich bei der Berechnung des Matrixelements P die Retardierung wieder ver
nachlässigt werden, und es ist [vgl. (48.3)] 

I !j I 4n2 mv/ ,r::; ,1- y h-
P1 w = --h- ulzuw10dE. r 3 . r 4n . . 2k. (48.4) 

Denn offenbar kommt beim Übergang in den Grundzustand nur Emission von Strahlung 
in Frage, die in der z-Richtung (Einfallsrichtung) polarisiert ist, da sonst das Matrixelement P 
bei Vernachlässigung der Retardierung verschwindet; aus demselben Grunde kommt von 
der Eigenfunktion (48.3) des einfallenden Elektrons nur der Bestandteil l = 1 in Frage 
(!-Auswahlregel), und schließlich ist 

Uw10 =Rw1 (r)Y10 (D,'l') = l/_i.,Rwdr)Pr(cosD), (48.5) V 4n 
wenn Y10 die normierte, P 1 die unnormierte Kugelfunktion ist. Wir setzen den Wert des 
Matrixelements aus (47.6) in (48.4) und dies in (48.1) ein und integrieren über alle möglichen 
Fortpflanzungsrichtungen des emittierten Lichtquants. 

Dann bekommen wir für den Wirkungsquerschnitt für Rekombination 

(48.6) 

=9,1·10-21 2 1'13 ·t(ll .. 1 ). 
" (v - v1) r .. - .. 1 

1 Vgl. z. B. M. STOBBE, I. c. S. 682: uk muß sich für große z wie eine ebene einfallende 
Welle verhalten, d. h. wenn man die bekannte Entwicklung der Kugelwelle nach ebenen 
Wellen benutzt -

uk = .~ • eikz = 1/..!!.... • 1 • ~ (21 + 1)i1Pz(cosD)J1+t(kr) 
rv 2v l'kr ~ 

= ~ · ~ • ~ (21 + 1) • i 1P 1 (cosD) • cos(kr- (l + 1} n). yv kr ~ 2 
I 

Durch Vergleich dieses Ausdrucks mit der asymptotischen Darstellung der in der Energie
skala normierten Eigenfunktion ergibt sich (48.3). 

2 M. STOBBE, I. c.; E. C. G. STÜCKELEERG u. P. M. MoRSE, Phys. Rev. Bd. 35. S. 116. 
1930; W. WESSEL, Ann. d. Phys. Bd. 5. S. 611. 1930. 
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e2jmc 2 ist übrigens der klassische Elektronenradius, hjmc die Comptonwellen
länge. Der Wirkungsquerschnitt ffi ist für Wasserstoff gleich 2,1 · 10- 21 cm2, 

wenn die Geschwindigkeit der einfallenden Elektronen 1 Volt beträgt, er ist 
also sehr klein und fällt für kleine Geschwindigkeiten mit dem Quadrat, später 
mit der fünften Potenz der Geschwindigkeit ab. Die Rekombinationsprozesse, 
bei denen das Elektron in eine höhere Schale eingefangen wird, sind noch 
seltener1. 

c) Das Röntgen-Bremsspektrum: Intensitätsverteilung und 
Polarisation. Das kontinuierliche Spektrum, das in einem gewöhnlichen 
Röntgenrohr beobachtet wird, kommt dadurch zustande, daß die mit der Ge
schwindigkeit v1 auf die Antikathode auftreffenden Elektronen durch die Poten
tialfelder der Atome der Antikathode auf irgendeine Geschwindigkeit v2 < v1 

abgebremst werden und dabei Licht von der Frequenz 

Y = _111._ (v 2 - v 2) 
2h 1 2 

ausstrahlen. Die Theorie des Problems ist von SoMMERFELD 2 sehr eingehend 
behandelt worden, wir beschränken uns darauf, die Hauptresultate kurz an
zugeben: 

1. Die Gesamtintensität der Strahlung mit einer Frequenz zwischen Y und 
Y + dy, die von einem Strom Eins (1 Elektron pro sec pro cm 2) unter dem Ein
fluß eines Kerns der Ladung Z ausgestrahlt wird, beträgt pro sec 

(48.7) 

Darin ist n~ = Zjk1 und k1 die Wellenzahl des Elektrons vor der Bremsung, 
ebenso n~ = Zjk2 und k2 die nach der Bremsung. Da die Bremsung vorwiegend 
in unmittelbarer Nähe des Kerns geschieht, ist bei der Ermittlung der Wellen
zahlen k1 , k2 der äußeren Abschirmung Rechnung zu tragen [Ziff. 47b, ins
besondere Gleichung (47.14), (47.15)]: Man hat danach zu setzen 

k 2- El---: 2f7o 
t --· Ry ' 

k 2 _E2 -2V0 

2 - Ry ' (48.8) 

wo V0 wieder das Potential der Ladungsverteilung der Elektronen auf den Kern 
ist. Man ermittelt diesesambesten empirisch aus der gemessenen K-Ionisierungs
spannung nach (47.14). Die Energie des gebremsten Elektrons, E 2 , ist natürlich 

(48.9) 

wo Y die ausgestrahlte Frequenz und E 1 die Energie des Elektrons vor der 
Bremsung ist. Die angegebenen Formeln gelten nur, wenn die Energie E 1 groß 
gegen die Ionisierungsspannung der K-Schale des bremsenden Atoms ist, also 
k1 ::;>Z. 

Wir können (48.7) noch bequemer schreiben: 

J = foV v-;-. 
1'g- y 

1 21' -V -- --=lg-g-. 
l/ >'t V 

-2.n,--
1 - e Yu- v 

(48.10) 

1 Wenn die Geschwindigkeit des ankommenden Elektrons klein ist, rührt die Kleinheit 
von dem Faktor v3 her, welcher vor das Quadrat des Koordinatenmatrixelements zu stehen 
kommt [vgl. (48.1), (48.4)], bei großer Anfangsgeschwindigkeit verschwinden die Matrix
elemente P durch Interferenz [vgl. nach (47.23)]. 

2 A. SoMMERFELD, Ann. d. Phys. (5) Bd. 11, S. 257. 1931. 
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Darin ist v1 die Frequenz der K-Absorptionskante 1 des bremsenden Atoms, 
vg die Frequenz der kurzwelligen Grenze des kontinuierlichen Röntgenspektrums, 

11 I/.l welche ausgestrahlt wird, wenn das Elektron auf die Ge-
-g schwindigkeit Null abgebremst wird: 

3 

0 

Abb. 40. Intensität des 
Röntgenbremsspektrums 
als Funktion der emi t
tierten Frequenz. Ab
szisse emittierte Fre
quenz durch kurzwellige 
Grenzfrequenz, Ordinate 
Intensität durch Inten
sität an der kurzwelligen 
Grenze. Energie der Elek
tronen vor der Brem
sung = 16 mal Ionisie
rungsspannung der K
Schale des bremsenden 

Atoms. 

(48.11) 

und ] 0 hängt nur von der Energie des einfallenden Elek
trons, nicht von der ausgestrahlten Frequenz ab: 

fo = 3~" ~2~: (;J e2nYv,~,.~-= 1.' 
(48.12) 

In Abb. 40 ist die relative Intensität ] /] 0 als Funktion 
der ausgestrahlten Frequenz vfv1 aufgetragen, Vg ist so klein 
angenommen, daß 2 n yv1fvu::? 1. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Elektron der Ge
schwindigkeit v1 in einer Substanz mit S)C Atomen pro cm3 

auf einer Strecke von 1 cm Strahlung der Frequenz v bis 
v + dv emittiert, erhält man durch Division von (48.7) mit 
hv und Multiplikation mit S)C 

W d = 13801'_ dv (l'!)2}/ "u - lg((2''u~ v)/vj_____ (48.13) 
y y . A V "• Vg- V (e2nVv,jvg - t) (t - e-2nVv,jvg-vl)' 

wo e die Dichte, A das Atomgewicht der bremsenden Substanz ist. 
2. Bei Beobachtung senkrecht zur Bewegungsrichtung der einfallenden 

Elektronen ist die Polarisation der emittierten Röntgenstrahlung parallel zur 
Einfallsrichtung, falls 'I' R:> vg, d. h. an der kurzwelligen Grenze des Spektrums 

p 

0,5 t 

-(j5 

-1 
Abb. 41. Polarisation des Röntgen
bremsspektrums bei Beobachtung 
senkrecht zum einfallenden Elek
tronenstrom. Abszisse emittierte 
Frequenz durch kurzwellige Grenz
frequenz, Ordinate Polarisations
grad ( + 1 = vollständige Polarisa
tion parallel zum Elektronenstrom). 
Abbildung aus SoMMERFELD, l. c. 

(vgl. die analoge Erscheinung beim Rekombinations
leuchten, Abschn. b dieser Ziffer), dagegen senkrecht 
dazu für v = 0. Dazwischen ist die Polarisation ge-
geben durch k + k 

111- J 1 (k12- 3kz2) lg k~- k: + 6k1k2 
p =. --- = -------- ----- (48.14) 

111 + lJ. (3k 2- k 2) lgk1_f_k2 + 2k k ' 
1 2 k1 - k2 1 2 

s1e ist in Abb. 41 als Funktion von der ausgestrahl
ten Frequenz dargestellt und stimmt einigermaßen 
mit der beobachteten Polarisation. 

3. Die Anzahl der Elektronen, deren Bewegungs
richtung nach der Bremsung den Winkel cx mit der 
Einfallsrichtung bildet, ist bei festgehaltenem v2 um
gekehrt proportional mit 

sie erreicht also ein Maximum, wenn die Bewegungsrichtung ungeändert bleibt 
(cx = 0), ein Minimum bei Umkehrung der Bewegungsrichtung (cx = n) und 
hängt um so mehr vom Streuwinkel cx ab, je weniger die Elektronen gebremst 
werden 2• 

4. Bei den bisherigen Formeln wurde die Retardierung im Matrixelement 
(38.2) vernachlässigt und einfach die Matrix der Koordinate in der jeweiligen 
Polarisationsrichtung des emittierten Lichts berechnet. Die Ausstrahlung hing 

1 Genauer Vt = Z 2 Ry, also die K-Frequenz ohne Abschirmung. 
2 Für die Einzelheiten verweisen wir auf die Arbeit von A. SoMMERFELD. 
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daher in der bisherigen Näherung nicht explizit von der Beobachtungs-!, sondern 
nur von der Polarisationsrichtung ab. Für die kurzwellige Grenze insbesondere 
war die gesamte Ausstrahlung in der Einfallsrichtung polarisiert (48.14), so daß 
die maximale Intensität senkrecht zu dieser Richtung beobachtet wird. Berück
sichtigt man nun die Retardierung, so verschiebt sich ganz analog wie beim 
Photoeffekt die Richtung maximaler Lichtemission nach der Einfallsrichtung 
der Elektronen hin um den V oreilungswinkel 

(48.16) 

Es besteht also volle Reziprozität zwischen Photoeffekt und kontinuierlichem 
Röntgenspektrum an der kurzwelligen Grenze: die Intensitätsverteilung der 
emittierten Lichtquanten beim Röntgenspektrum und der emittierten Elektronen 
im Photoeffekt ist nahezu dieselbe. 

Über alles Nähere, insbesondere über die Polarisation der emittierten Strah
lung bei Beobachtung schräg zum einfallenden Elektronenstrom, über die "Vor
eilung" des Intensitätsmaximums bei beliebiger ausgestrahlter Frequenz, über 
die relativistische Verallgemeinerung und den Vergleich mit der Erfahrung 
unterrichten die zitierte Arbeit von SoMMERFELD, zwei weitere Arbeiten von 
0. SCHERZER 2 und A. MAUE 3 u. a. 

Über die Streuung von Licht-, insbesondere von Röntgenstrahlen vgl. den 
Artikel von G. WENTZEL in ds. Handb., Ziff. 26. 

IV. Stoßtheorie. 
49. Allgemeine Stoßformel von BoRN 4• a) Erläuterung der Begriffe. 

Die Theorie des Zusammenstoßes von Atomen mit geladenen Partikeln (Elek
tronen, Protonen, ~X-Teilchen) soll zwei Fragen beantworten: einmal die nach 
dem Schicksal der geladenen Partikel beim Stoß (Ablenkung, Energieverlust 
usw.), sodann die Frage nach der Anregung des Atoms durch den Stoß. Das 
allgemeinste mögliche Experiment ist das folgende: 

Ein Strom von geladenen Teilchen (Masse M 1 , Ladung z) bewegt sich mit 
der Geschwindigkeit tJ auf ein Atom der Masse M 2 und Kernladung Z zu, das 
sich im Zustand n befindet. Gemessen wird die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
durch einen Zusammenstoß mit dem Atom eines der Teilchen um den Winkel {) 
in den Winkelbereich dw abgelenkt, und daß gleichzeitig das Atom in den Zu
stand n' (diskreter oder kontinuierlicher Zustand) angeregt wird; genauer gesagt, 
die Anzahl der Prozesse der genannten Art pro sec, wenn der Teilchenstrom Eins 
auf das Atom fällt, d. h. wenn gerade ein Teilchen pro sec durch die Flächen
einheit tritt: Die Wahrscheinlichkeit hat dann die Dimension einer Fläche und 
wird als differentieller Wirkungsquerschnitt (W.Q.) dc!>nn'({)) bezeichnet. 

Aus dem differentiellen W. Q. erhält man 
1. durch Integration über alle Ablenkungen des stoßenden Teilchens die 

Wahrscheinlichkeit der Anregung des Niveaus n' des Atoms (Anregungsfunktion 
des Atoms) ci>nn', 

1 Natürlich ist eine implizite Abhängigkeit von der Beobachtungsrichtung vorhanden, 
weil die Polarisationsrichtung zur Beobachtungsrichtung senkrecht sein muß. 

2 0. ScHERZER, Ann. d. Phys. Bd. 13, S. 137. 1932. 
3 A. MAUE, Ann. d. Phys. Bd. 13, S. 161. 1932. 
4 M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 803. 1926; P. A. M. DIRAC, ebenda Bd. 44, S. 585. 

1927. 
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2. durch Summation über alle möglichen Anregungen des Atorr:s (alle n') 
die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte Ablenkung {) der stoßenden Partikel 
(Winkelverteilung) d l/J (B), 

3- durch Ausführung beider Summationen den totalen Wirkungsquer
schnitt f/J, 

4. durch Multiplikation der unter 1 berechneten Anregungswahrscheinlich
keit des Niveaus n' mit der auf das Atom übertragenen Energie En'- E" und 
nachfolgende Summation über n' den gesamten Energieverlust e des Teilchen
stroms pro sec, aus dem sich dann ohne weiteres die Bremsung eines einzelnen 
Teilchens berechnet. 

Stöße, bei denen das Atom im Anfangszustand zurückbleibt (n = n'), 
werden als elastische, Stöße mit Anregung des Atoms als Unelastische bezeichnet!. 
Wird das Atom in einen Zustand n' des kontinuierlichen Spektrums angeregt, 
so fliegt ein Sekundärelektron aus dem Atomverband heraus (primäre Ionisie
rung), das Sekundärelektron ist bei genügender Energie fähig, weitere Atome zu 
ionisieren (sekundäre Ionisierung). 

b) Vergleich mit der Lichtzerstreuung. Beschränkung auf hohe 
Geschwindigkeiten. Die Streuung von Elektronen an Atomen hat wesent
liche Punkte mit der Streuung von Licht gemeinsam: Die elastische Elektronen
streuung entspricht der RAYLEIGHschen Lichtstreuung ohne Wellenlängen
änderung, die Unelastische Elektronenstreuung der Ramanstreuung. Wie beim 
Licht (Comptoneffekt), so erfolgt auch bei Elektronen die unelastische Streuung 
unter angenäherter Erfüllung des Impulssatzes, sobald die DE BROGLIEsche 
Wellenlänge des stoßenden Elektrons J. = hjmv klein und der Ablenkungs
winkel{} groß genug ist. Die angedeuteten Beziehungen zwischen Licht- und 
Elektronenstreuung sind, wie wir in Ziff. 51 zeigen, nicht nur qualitativer, 
sondern auch quantitativer Natur. 

Bei der Streuung geht das Elektron (Photon), wenn auch evtl. mit ver
minderter Geschwindigkeit (vergrößerter Wellenlänge), weiter. Ein Analogon 
zur Emission und Absorption (Photoeffekt) von Licht besteht dagegen natürlich 
nicht, weil Elektronen nicht neu entstehen oder verschwinden können. Höchstens 
könnte man den Photoeffekt als "Emission", die Einfangong von Elektronen 
durch Ionen (Rekombination) als "Absorption" von Elektronen auffassen. 

Die Streuung von langsamen Elektronen zeigt, genau wie die langwelligen 
Lichts, ziemlich komplizierte Verhältnisse und hängt von der speziellen Struktur 
des streuenden Atoms ab (Ramsauereffekt). Es ist daher nur natürlich, daß 
eine geschlossene theoretische Behandlung in diesem Fall nicht möglich ist2. 
Für schnelle Elektronen fallen dagegen die individuellen Verschiedenheiten der 
streuenden Atome im wesentlichen fort, genau wie bei der Streuung von Röntgen
strahlen. Die Theorie für diesen Fall ist von BoRN gegeben worden. Ihr Gültig
keitsgebiet ist dadurch abgegrenzt, daß die Geschwindigkeit der stoßenden 
Partikel groß sein muß gegen die BoHRsehen Geschwindigkeiten der Elektronen 

1 Die noch vielfach übliche Bezeichnung: "Kernstreuung" und "Elektronenstreuung" 
ist unzweckmäßig, weil die Elektronen des Atoms auch bei der elastischen Streuung mit
wirken und andererseits die Bindung der Elektronen an den Kern auch für die unelastische 
Streuung wesentlich ist. 

2 Der Ansatz für diesen Fall wurde von H. FAXEN u. I. HaLTSMARK (ZS. f. Phys. 
Bd. 45, S. 307. 1928) gegeben. Spezielle Fälle sind durchgerechnet von I. HoLTSMARK, 
ebenda Bd. 48, S. 231. 1928; Bd. 55, S. 437. 1929 (Argon); Bd. 66, S. 49. 1930 (Krypton); 
W. HENNEBERG, Naturwissensch. Bd. 20, S. 561. 1932 (Quecksilber); Mc DOUGALL, Proc. 
Cambridge Phi!. Soc. Bd. 28, S. 341. 1932 (Wasserstoff, Helium); E. FEENBERG, Phys. 
Rev. Bd. 42, S. 17. 1932 (Helium mit Berücksichtigung des Austauschs); vgl. auch 
H. S. W. MASSEY u. C. B. 0. MoHR, Proc. Roy. Soc. London Bd.136, S. 289. 1932; Btl. 139. 
S. 187. 1933 (Fortführung der allgemeinen Theorie). 
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des streuenden Atoms 1. Wir werden uns hier durchweg auf die BoRNsehe Nähe
rung beschränken und sie nur nach der Seite relativistischer Geschwindigkeiten 
hin ergänzen. Den Austauscheffekt (vgl. Beitrag WENTZEL ds. Handb. Ziff. 5, 
S. 704) werden wir ebenfalls nicht behandeln, sondern nur die Endformel aus 
der allgemeinen Theorie übernehmen. 

c) BoRNsehe StreuformeL Bezüglich der Ableitung der BoRNsehen Streu
formel verweisen wir auf den Artikel von WENTZEL in diesem Band 2• Für den 
im Anfang dieser Ziffer definierten differentiellen Wirkungsquerschnitt erhält 
man die Formel 

d(/Jn({)) = lll4~~Ti ~ e4z2 iZb0n- F0 nl2 sin{)d{)d<p. (49.1) 

Dabei ist {) der Ablenkungswinkel in einem Koordinatensystem, in dem der 
Schwerpunkt von Atom und stoßendem Teilchen ruht, und <p ein Azimutalwinkel, 
1J bzw . .!J' der Impuls, v bzw. v' die Geschwindigkeit des stoßenden Teilchens 
vor bzw. nach dem Stoß, 

(49.2) 

die reduzierte Masse (M1 =Masse des stoßenden Teilchens, M 2 =Masse des 
Atoms), Z die Ordnungszahl des Atoms, b0 n = 1 für elastische Stöße (n = 0), 
b0 n = 0 für unelastische Stöße (n =!= 0), ferner ist q die (vektorielle) Änderung 
des Impulses des stoßenden Teilchens in atomaren Einheiten: 

und i (q til 

Fon (q) = j U 0 (rJ) Un * (t;) d-r: ;E e-a 
i 

(49.3) 

(49.4) 

der (verallgemeinerte) Atomfaktor, den wir meist einfach mit Fn bezeichnen 
werden. In (49.4) sind u0 und Un die Eigenfunktionen des Anfangs- und End
zustands des Atoms, r1 der Ort des i ten Elektrons, die Integration geht über 
den Konfigurationsraum aller Elektronen des Atoms. 

(49.1) läßt sich noch bequemer schreiben, wenn wir statt .!J' und{) als Variable 
die Größe 

Q = -~ (.!J - 1J')2 = - 1 (p2 + p' 2 - 2 p p' cos 0) 

1 (49.5) 
2m 2m ' 

( d Q = ~ p p' sin {) d {) = ! 2 v v' sin {) d {)) 

einführen und über <p integrieren, es wird (für Unelastische Stöße, n =!= 0): 

mit 
d(]J"(Q) = "~~1Fn(q)l2 (49.6) 

2.n: e'z2 
X=~· (49.7) 

Q hat eine sehr einfache physikalische Bedeutung: Es ist die Energie eines Elek
trons mit dem Impuls 1J -,!J'. Wenn wir nun die Bindung des Atomelektrons 
an das Atom vernachlässigen würden, so müßte das Atomelektron beim Stoß 
gerade den Impuls 1J - .!J' aufnehmen, um den Impulssatz zu erfüllen; Q wäre 
dann also die Energie des Sekundärelektrons. Die klassische Stoßtheorie von 

1 Vgl. F. DISTEL, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 785. 1932. Eine gerrauere Untersuchung des 
Verfassers dieses Artikels über die Näherungsverfahren, die bei verschiedenen Geschwindig
keiten der Partikel anzuwenden sind, erscheint demnächst in der ZS. f. Phys. 

2 Ziff. 4. Ferner zahlreiche Originalabhandlungen, z. B. M. BORN, ZS. f. Phys. 
Bd. 38, S. 803; P. A. M. DIRAC, ebenda Bd. 44, S. 585. 1927; und besonders H BETHE, 
Ann. d. Phys. Bd. 5. S. 325. 1930. 
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BOIIR macht aber gerade die Annahme, daß das Atomelektron vor dem Stoß 
in Ruhe ist und seine Bindung an das Atom vernachlässigt werden kann: Q ist 
also die Energie, die nach der klassischen Theorie beim Stoß übertragen wird, 
es gilt im übrigen Q = q2 Ry, (49.8) 

wo q2 die in (49.3) eingeführte Größe ist. 

(49. 7) unterscheidet sich von der entsprechenden klassischen Formel 

d<P'(Q) = ~-; dQ (49.9) 

äußerlich nur durch das Auftreten des Faktors IF n (q) 12 anstatt Z. Q ist aber bei uns nur eine 
Hilfsgröße, die nach (49.5) vom Ablenkungswinkel und von der auf das Atom übertragenen 
Anregungsenergie 

(49.10) 

abhängt, während die klassische Theorie Q mit der tatsächlich übertragenen Energie identifi
ziert, die dort eine eindeutige Funktion des Ablenkungswinkels ist. Außerdem ist der Werte
bereich 1, der für Q zuzulassen ist, nicht ganz der gleiche wie in der klassischen Theorie: Der 
Minimalwert von Q wird in der klassischen Theorie durch nachträgliche Berücksichtigung 
der Bindung der Elektronen im Atom bestimmt zu2 

M E 2 e 4 z 2 
Qklass l.:'to.l: _ • _0_ , __ 

min ,...., m E fi2v2' 

Bei uns ergibt er sich, da wir die Bindung von vornherein berücksichtigt haben, unmittelbar 
aus (49.5), wenn wir {) = 0 setzen und den Energiesatz hinzunehmen 

(49.11) 

Wenn nun, wie das meist der Fall ist, die Energie der Partikel 

1 p2 
E= -Mv2 =--

2 2M (49.12) 

groß ist gegen die auf das Atom übertragene Anregungsenergie E. - E 0 , so wird aus (49.11} 

Qmin = (E; :!o)2 =: • (En 4-:o)2 (49.13) 

was sich vom klassischen Wert um den Faktor (nvfe 2 z) 2 unterscheidet. Der Maximalwert 
von Q wird nach der klassischen Theorie bei einem "Zentralstoß" erreicht, d. h. bei einem 
Stoß, bei dem das gestoßene Elektron in der Bewegungsrichtung der stoßenden Partikel 
weiterfliegt, es ist dann _ ( 2 M 1 ) 2 • m v2 

Qmax- Ml + m 2 • (49.14) 

Ist das stoßende Teilchen ein Elektron, so ist M 1 = m 

m 2 
Qmax = 2V • (49.15) 

Da Q in der klassischen Theorie die übertragene Energie bedeutet, gibt also in diesem Fall 
das stoßende Elektron seine ganze Energie an das Sekundärelektron ab. Ist das stoßende 
Teilchen aber ein Proton oder (X-Teilchen, so ist M 1 ::p m und 

(49.16) 

1 Dieser ist von Wichtigkeit für die Bestimmung des Gesamtwirkungsquerschnitts 
und des Bremsvermögens. 

2 BoHR zeigte, daß auf ein gebundenes Elektron nur dann merkliche Energie über
tragen werden kann, wenn die Dauer des Vorbeigangs des stoßenden Teilchens klein ist gegen 
die Umlaufszeit des gebundenen Elektrons. Letztere ist ungefähr nf/E0 /, erstere ist etwa 
pfv, wenn das stoßende Teilchen im Abstand p vom gebundenen Elektron vorbeigeht. Da 
nun klassisch die Energie Q = e'z2 jEp 2 übertragen wird, folgt der angegebene Wert. 
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In der Quantentheorie ergibt sich zunächst bei festem Endzustand n des Atoms eine ganz 
andere obere Grenze für Q als klassisch: 

(49.17) 

Aber auf einem Umweg wird man doch wieder praktisch auf die klassische obere Grenze 
für Q geführt: Ist nämlich Q groß gegen die Ionisierungsspannung JE0 J des Atoms, so zeigt 
sich bei der Auswertung von (49.4), daß (bei festem Q) weitaus die häufigsten Stöße die sind, 
bei denen auf das Atom eine Anregungsenergie vom ungefähren Betrage Q übertragen wird 
(Ziff. 51 b 2), d. h. daß sich bei heftigen Stößen das Atomelektron wie ein freies, klassisches 
Elektron verhält. Es kommt darum gar nicht so sehr auf den Maximalwert von Q an, der 
bei Anregung eines bestimmten - diskreten oder kontinuierlichen - Eigenwertes En des 
Atoms zulässig ist, wenigstens wenn man nicht die Anregungswahrscheinlichkeit dieses 
Niveaus berechnen will, sondern sein Augenmerk auf die Gesamtheit der Stöße richtet. Es 
ist vielmehr wichtig, ob es bei fest vorgegebenem Q möglich ist, daß eine Energie von der 
Größe Q übertragen wird. Das ist nicht für alle Q der Fall, man erhält nämlich aus (49-5) 

P' = p cos{} ± y2 mQ - p2 sin2 {}. 

Das Minimum von p' wird für 1} = 0 bei negativem Vorzeichen der Wurzel erreicht: 

p:nin = P- y2mQ. 
Dementsprechend ist die maximale Energie, welche bei festem Q auf das Atom übertragen 
werden kann, mit Rücksicht auf (49.10) 

(En-Eolmax=zJI;EQ- ;Q. 

Eine Energie der Größe Q kann also nur dann übertragen werden, wenn 

oder ausgerechnet: 

m m V-Q<2 E-Q--Q M M 

( 2M )2 m Q< -- -v2 
M+m 2 

(49.18) 

ist. Damit werden wir wieder auf die klassische obere Grenze (49.14) geführt, die bei Speziali
sierung auf Elektronen bzw. schwere Teilchen in (49.15) bzw. (49.16) übergeht. 

50. Relativistische Verallgemeinerung der BoRNsehen Stoßformell. Wenn 
die Geschwindigkeit des stoßenden Elektrons vergleichbar wird mit der Licht
geschwindigkeit, ist die Stoßtheorie in drei Richtungen zu ergänzen: Erstens 
wirken zwischen stoßendem Elektron und Atom nicht nur elektrische, sondern 
auch magnetische Kräfte, zweitens muß zum mindesten das stoßende Elektron 
nach der DrRACschen statt nach der ScHRÖDINGERschen Theorie behandelt 
werden, und drittens ist der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des elek
trischen Feldes Rechnung zu tragen (Retardierungseffekt). 

Einer Arbeit von M0LLER (1. c.) folgend, fand H. BETHE2 für den differen
tiellen Wirkungsquerschnitt im relativistischen Fall 3 

mit 

4e4 EE' p' I (2n , )12 
d ipn (0) = [(!J _ !J')2 _ (E _ E'/c)2] 2 C4 p dw 'YJn a (tJ - tJ) 

~ 

1Jn (q) = J Un *(r) [Z a0 - .1; ei(qrJlla • (a0 + a<XJ)]u0 (r) d't'. 
i 

1 Vgl. CHR. M0LLER, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 786. 1931. 

(50.1) 

(50.2) 

2 H. BETHE, ZS. f. Phys. Bd. 76, S. 293. 1932. Siehe auch CHR. M0LLER, Ann. d. 
Phys. Bd. 14, S. 531. 1932. 

3 Es sei bemerkt, daß (50.1) nur exakt ist, solange der Kern des Atoms beim Stoß 
nahezu in Ruhe bleibt, solange also die relativistische Masse des Elektrons noch klein 
ist gegen die Kernmasse. Ist dies nicht der Fall, so wirkt auch auf den Kern das Vektor
potential a, und man kann die Koordinate des Schwerpunkts des Gesamtsystems (Atom 
+ stoßendes Elektron) nicht mehr abseparieren. Doch bedingt dies nur für elastische Stöße 
eine kleine Modifikation. 
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Die Größen a0 und a berechnen sich aus den DIRACschen Eigenfunktionen des 
stoßenden Elektrons vor und nach dem Stoß. Wenn diese lauten 

bzw. 

j_(j!r,-Et) ] 
1p=S(lJ)ell 

. ~ 
1 ( 1 ~(j!'r,-E't) J 

1p = s lJ)e'' 

(50.3) 

und die vierreihigen Amplituden s auf Eins normiert sind (! s (lJ) J2 = I s (lJ') J2 = 1), 
so ist 

-+ 
a0 = (s(lJ)s*(lJ')) und a =- (s*(lJ') ,xs(lJ)). (504) 

Ist lJ = lJ' und bleibt auch der Spin beim Stoß ungeändert, so ist a0 = 1 und 
a = ojc. 

Der DIRACsche Operator <Xj wirkt in (50.2) auf die Spinkoordinate des jten 
Elektrons, a0 repräsentiert die Wirkung des skalaren Wechselwirkungspotentials 
zwischen Atom und stoßendem Elektron, a die Wirkung des Vektorpotentials 
(magnetische Kräfte). ~t 0 und un sind jetzt DIRACsche anstatt ScHRÖDINGER
sche Eigenfunktionen. Das Glied (E- E 1 jc) 2 kommt von der Retardierung 
der Potentiale her. 

\Vir führen noch die gleiche Umformung durch wie in Ziff. 49 c, d. h. wir führen 
die Energie Q ein, welche beim Stoß auf ein anfangs ruhendes freies Elektron übertragen 
werden würde. Da das gestoßene Elektron dann beim Stoß den Impuls )J - lJ' aufnimmt 
und seine Energie vor dem Stoß mc 2, nachher also mc 2 + E - E' = mc 2 + Q beträgt, 
folgt aus der relativistischen Beziehung zwischen Energie und Impuls 

also 

1 [ (E- E12j Q = 2m ()J- )J1) 2 - --c-· -) · (50.5) 

Im allgemeinen Fall, wenn das gestoßene Elektron anfangs nicht in Ruhe und an das Atom 
gebunden war, soll Q durch (50.5) definiert sein. Dann ist 

Wegen 

wird dann die Stoßformel 

dQ = _!___ pp1 sin{} d{}. 
m 

tJ = c2 'f!JE 

dQ E' 
d</Jn(Q) = l< Q2 E ['ln(q) 12• 

(50.6) 

(50.7) 

(50.8) 

wobei u die gleiche Bedeutung hat wie in (49-7). Der Faktor E'fE, der gegenüber (49.7) 
hinzutritt, ist für alle praktisch vorkommenden Stöße gleich Eins, der Hauptunterschied 
besteht also darin, daß sn durch 'ln zu ersetzen ist. 

Außerdem ändert sich der Minima/wert, der für Q zulässig ist; er beträgt für stoßende 
Teilchen der Ruhmasse M nach (50.5) 

1 ,1---- ,; ) J M 2 
Qwin = -~2 [(rE2-M2 c4 - r (E+E0 -En) 2 -M2 c4 2 - (En-E0 ) 2 ~--2 (En-E0 ) 2• (50.9) 

2mc 2mp 

Für Elektronenstoß ist M = m, Qmin = ~ (En- E 0 ) 2• Der Maximalwert von Q ergibt sich zp-
(wenn wir wieder, wie in Ziff. 49c, beachten, daß bei harten Stößen praktisch ausschließlich 
solche vorkommen, bei denen die Energie Q übertragen wird) zu: 

2mc2 p2 

Qmax = 2mE+(M2+m2)c2' (50.10) 
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Für Elektronen (M = m) wird daraus Qmax = E - mc 2, d. h. das stoßende Elektron kann 
höchstens so viel Energie abgeben, daß ihm nur mehr die Ruhenergie übrigbleibt; für schwere 
stoßende Teilchen überwiegt das Glied M 2c2 alle anderen Glieder im Nenner 1, so daß 

Q =2m p2 = 2mv2 (-Ji )2 = ~_!_2 
max M2 M c2 v2. 

1- C2 
(50.11) 

Mit der Hilfsgröße q steht im relativistischen Fall Q in der Beziehung 

(50.12) 

51. Elastische Stöße2. Bei elastischer Streuung ändert sich der Zustand 
des Atoms und daher auch die Geschwindigkeit des stoßenden Teilchens nicht: 

. {} 

E,.=E0 , P'=P, I 
V= V, 

4nasm-
2 

q=--A.--' {51.1) 

wo ). die DE BROGLIEsche Wellenlänge der stoßenden Partikel ist. F 0 (q) ist iden
tisch mit dem in der Theorie der Röntgenstrahlenstreuung bekannten Atom
formfaktor F, aus (49.1) folgt daher 

d n. ( ) _ 2ne'z2 • (Z - F)2 • {)d-u _ mx (Z - F)2 • {)d{) 
'P'o q - {} sm ·u· - {} sm . ( ) 

16E2 · sin4 -- M ·SE· sin4 -- 51.2 
2 2 

Der Atomformfaktor F selbst hängt vom Ablenkungswinkel {) - genauer von 
sin fJj2 -- ab, ist das streuende Atom Wasserstoff, so gilt2: 

). 

1 1 1 

F = (1 + : q2J = (1 + tf-}ysin2 :r = F+ c~:-s_i_n_:""'):-;;a=r (51.3) 

u = c/137 ist die Geschwindigkeit des Elektrons in der innersten BoHRsehen 
Wasserstoffbahn (die atomare Geschwindigkeitseinheit) = 2,2 · 108 ern/sec. 

Für die Streuung von !X-Teilchen ist F stets zu vernachlässigen, wenn der Ablenkungs
winkel {} von beobachtbarer Größe (sagen wir, mindestens 1 °) ist, denn z. B. bei einer 
Geschwindigkeit von 109 cmj sec- 1 und {} = 1 o ist 

1 Mv . {} n 2q = mu sm 2 = 7300 • 4,5 · 360 = 290, F = 1,4. 10-10. (51.4) 

Für Elektronen mittlerer Geschwindigkeit ist dagegen F bei kleinen Ablenkungswinkeln 
von der Größenordnung 1 und verschwindet erst bei großer Ablenkung wie (RyfE)2. 

F ist z. B. für Streuung von Elektronen an Wasserstoffatomen 

für {} = 5o 10° 15 o 20° 25 ° 30° 40° 50° 60° 90° 180° 
E = 270 Volt 0,93 0,75 0,55 0,39 0,26 0,18 0,09 0,057 0,028 0,008 0,002 
E = 27000 Volt 0,043 0,004 8·10-4 3·10- 4 1,3·10-4 6·10- 6 2·10- 6 8·10-6 4·10-6 10-6 2,5·10-7 

Für große Streuwinkel- und für Streuung von schweren Teilchen für alle 
beobachtbaren Streuwinkel - geht daher (51.3) in die RUTHERFORDsche Formel 

2 4 aza ne z . {}d{} {} sm 
16E2sin4-

2 

(51.5) 

1 Damit 2mE auch nur 10% des Wertes von M 2 c 2 erreicht, muß bei Protonenstoß 
die Energie des stoßenden Protons gleich der 92fachen Ruhenergie, das ist 80 Milliarden Volt, 

E2 
betragen. Für größere E wird Qmax = 2mv 2 • M 2 c4 + 2 mc2 E. - In der Arbeit von 

H. BETHE, ZS. f. Phys. Bd. 76, S. 293. 1932 (Anm. auf S. 293) ist fälschlich Qmax = 2mv2 
angegeben. 

2 Zu dieser und den folgenden Ziffern vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 325. 1930. 
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über. Für sehr kleine Streuwinkel dagegen wird der differentielle Wirkungs
querschnitt kleiner als bei RuTHERFORD und erreicht für {} = 0 einen endlichen 
Grenzwert, der bei Streuung von Elektronen an Wasserstoff gleich 

0 

i 
I 
I 
I 
I 

\ 
I 
\g 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\, 

d<Po(ß) = 2na2 
sin &dU 

ist (a = Wasserstoffradius). 

(51.6) 

Abb. 42 stellt die Winkelverteilung der elastisch gestreuten 
Elektronen für Streuung an Helium graphisch dar (Kurve A), die 
Primärgeschwindigkeit ist 210 Volt, der in (51.3) eingehende Atom
formfaktor F ist aus der HARTREESchen Elektronenverteilung 
(Ziff. 20) von MoTT 1 berechnet. Die Kreise bedeuten experimen
telle Messungen von DYMOND2 ; sie liegen, wie man sieht, vorzüg
lich auf der theoretischen Kurve. Kurve B gibt die Streuung nach 
der RuTHERFORDschen Formel an, Kurve C die Verteilung der 
kohärenten Streustrahlung für Röntgenstrahlen der gleichen \V ellen
länge (0,85 A), d. h. einfach das Quadrat des Atomformfaktors F. 

\Vie man sieht, wird die RuTHERFORDsche Streuung bei großem 
Streuwinkel identisch mit der wirklichen Streuintensität, wie wir 
das bereits in (51.5) behauptet haben, nach kleinen Streuwinkeln zu 

x'-...._ ............ _ steigt die Rutherfordstreuung steiler an. Die 
Röntgenstreuintensität fällt in unserem Bei
spiel durchweg steiler ab als die Elektronen
streuung3 . ------ .900 

Abb. 42. Elastische Streuung an Helium. (Nach MaTT.) 
Kurve A theoretische Kurve mit HARTREEschem Atom· 
feld, B RUTHERFORDSche Streuung, C Streuung von Rönt
genstrahlung der gleichen Wellenlänge. Kreuze Meßpunkte 

Auf die elastische Streuung schwerer 
Teilchen (Protonen, cx-Teilchen) an 
leichten Atomen ist die Formel (51.5) 
nicht ohne weiteres anwendbar. Die 

von DY:\IO~D. 

Energie E und der Streuwinkel {} sind nämlich bei uns in einem Koordinaten
system zu messen, in dem der Schwerpunkt von Atom und stoßender Partikel 
ruht (vgl. Ziff. 48c, Anfang), während im Experiment das Atom vor dem Stoß 
in Ruhe ist. 

Sei G der Ablenkungswinkel, W die Energie des stoßenden Teilchens vor dem Stoß, 
W' die Energie nach dem Stoß in einem ruhenden Koordinatensystem, so ergibt eine elemen
tare Rechnung 

Ml+M2 E=W·----, 
M2 

M 2 cos {} = -M1 sin2 G ±~ cos G ji.M;i .::::-M12-sin2 (·), 

W' = (M1 cos G ± j1M;2_ f?_l. sin2(0)2 W. 
M 1 + A12 

(51.7) 

Dabei sind M 1 und M 2 die Massen von stoßenden Teilchen bzw. Atom. Als Vorzeichen der 
Wurzel ist stets das obere zu nehmen, wenn das Atom schwerer oder ebenso schwer ist wie 
das Teilchen 4 ; in diesem Fall sind alle Ablenkungswinkel G von 0 ° bis 180 ° möglich. Ist 
das Teilchen dagegen schwerer als das Atom, so kann der Ablenkungswinkel nicht größer 
werden als 

(51,8) 5 

1 N. F. MoTT, Nature Bd. 123, S. 717. 1929. 
2 E. G. DYMOND u. E. E. WATSON, Proc. Roy. Soc. Laudon Bd. 122, S. 571. 1929. 
3 Über das Verhalten von Röntgen- und Elektronenstreuung an schweren Atomen 

vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5. S. 325. 1930, § 15; P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 31. S. 419. 
1930; L. BEWILOGUA, ebenda Bd. 32, S. 114 u. 232. 1931; N. F. MaTT, Proc. Roy. Soc. 
London Bd. 127, S. 658. 1930; E. C. BuLLARD u. H. S. W. MASSEY, Proc. Cambridge Phi!. 
Soc. Bd. 26, S. 5 56. 1930: 

4 Andernfalls würde die Geschwindigkeit des Teilchens nach dem Stoß negativ heraus
kommen. 

5 Andernfalls würde die Quadratwurzel in (51.7) imaginär. 
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und der maximale Energieverlust ergibt sich, wenn die Partikel in ihrer ursprünglichen 
Richtung weiterfliegt und das untere Vorzeichen in (51.7) genommen wird. Dieser Fall ist 
aber praktisch nur beim Zusammenstoß von <X-Teilchen mit Wasserstoffatomen realisiert. 

Die Wahrscheinlichkeit einer Ablenkung um den \Vinkel f) ist durch die Rutherford
formel (51.5) gegeben, da der Atomformfaktor ja bei Stoß schwerer Teilchen zu vernach
lässigen ist. Einsetzen von (51.7) in (51.5) gibt nach kurzer Umrechnung 1 

2ne4 z 2 Z 2 sin !'1 d (-) (M2 cos f) ±V M 9 2 - M 12 sin2 (~J) 2 
d<P(r-1) =- 4E-2 - sin4 r-:l • - -ii~VM2i~Ai/siD.2Ef ..... (51.9) 

Im Falle M 2 ~ J\!11 geht das in (51.5) über, für J\!12 > M 1 hat man allgemein nur das positive 
Vorzeichen der Wurzel zu berücksichtigen, für M 1 < M 2 muß man, um die gesamte Streuung 
unter dem \Vinkel f) zu erhalten, (51.9) für positives und negatives Zeichen berechnen und 
summieren. 

Ist die Masse von stoßender Partikel und Atom gleich (Stoß von a-Teilchen 
und Helium, von Proton und H-Atom), so wird aus (51.9) 

(51.10) 

Man muß dann aber bedenken, daß das stoßende und das gestoßene Teilchen 
nicht unterscheidbar sind. Infolge des dadurch bedingten Austausches wird 
nach der Theorie von Mon 2 die Wahrscheinlichkeit der Ablenkung, wenn die 
Teilchen keinen Spin haben, 

dfl> ( 0) = n~t sin20d0 [si~4 ('",) + co~4fJ + cos2(-:sin2f) cos(:;7z>g ctge)]' (51.11) 3 

wenn sie dagegen den Spin ! besitzen (Protonen, Elektronen): 

ne4 z4 • ( 1 1 1 [2cz2 ]) df1>0 (f9) = -E-2- sm20d0 ~ + ~- . 219 2 L) cos -lgctg0 . (51.12) sm '"' cos o sm - cos o 137v 
Sofern die Geschwindigkeit v groß gegen 2cz 2/137 ist, ergibt sich im ersten Fall 
eine Vermehrung, im zweiten eine Verminderung der Streuung. 

Schließlich gtoben wir noch die Wahrscheinlichkeit der elastischen Streuung 
von Elektronen relativistischer Geschwindigkeit an. Dabei setzen wir die Masse 
des streuenden Kerns so groß voraus, daß die Geschwindigkeit, die der Kern 
durch den Stoß erhält, noch klein gegen die Lichtgeschwindigkeit bleibt. Dann ist 

2ne4Z 2 (m2 c2 + p2 cos2 :) • 

dfl>= {} sm{}d{}, 
4 c2 p4 sin4-

2 

(51.13) 

wo p der Impuls des Elektrons ist. Solange dieser klein gegen mc bleibt, geht 
(51.13) in die gewöhnliche RuTHERFORDsche Formel für nichtrelativistische Ge
schwindigkeiten, (51.5), über; wird dagegen p ~ mc (Energie des Elektrons groß 
gegen seine Ruhenergie), so ergibt sich annähernd 

dcf> = 2ne4Z2 t 3 {}_. d{} 
c2 p2 c g 2 2 . (51.14) 

1 Vgl. C. G. DARWIN, Phil. Mag. Bd. 27, S. 499. 1914. 
2 N. F. Morr, Proc. Roy. Soc. London Bd. 126, S. 259. 1930. 
3 Bezüglich der Verifikation der elastischen Stoßformeln vgl. man u. a. E. RuTHER

FORD, J. CHADWICK u. C. D. ELLIS, Radiations from radioactive substances [schwere Teilchen, 
Rutherfordformel (51. 5)], dort auch Originalliteratur; H. MARK u. R. WrERL, ZS. f. Phys. 
Bd. 60, S. 741. 1930; G. P. THoMSON, Proc. Roy. Soc. London Bd. 125, S. 352. 1929; 
N. F. MaTT, Nature Bd. 124, S. 986. 1929 [Elektronenstreuung, Bestätigung des Atom
formfaktors (51.2), (51.3)]; J. CHADWICK, Proc. Roy. Soc. London Bd. 128, S. 114. 1930; 
P. M. S. BLACKETT u. F. C. CHAMPION, ebenda Bd. 130, S. 380. 1931; CHR. GERTHSEN, Ann. 
d. Phys. Bd. 9, S. 769. 1931; E. J. WrLLIAMS, Proc. Roy. Soc. London Bd. 128, S. 459. 
1930 [ Austauscheffekt (51.11) für <X-Teilchen, Protonen, Elektronen]. 

32* 
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Der Wirkungsquerschnitt ist dann also immer noch umgekehrt proportional 
dem Quadrat der kinetischen Energie1, genau wie bei langsamen Elektronen; 

die Winkelabhängigkeit bleibt aber nur bei klei
nen Ablenkungswinkeln erhalten, während der 
Abfall nach großen Winkeln hin steiler wird: 
nach rückwärts{} R-J n werden nach (51.14) über
haupt keine Elektronen gestreut, nach der exak
ten Formel (51.13) verschwindet die Streuung 
zwar nicht vollkommen, ist aber im Verhältnis 
(mcjp) 2 = (Ruhenergie: Energie des Elektrons) 2 

kleiner als bei "normalen" Winkeln. Abb. 43 
zeigt den Unterschied der RuTHERFORDschen 
Streuung und der elastischen Streuung sehr 
schneller Elektronen. 

52. Winkelverteilung beim Unelastischen 
Stoß. a) Winkelverteilung der gestreuten 
Elektronen bestimmter Energie. Aus

Abb.43. Winkelverteilung der elastisch ge- wertung der "verallgemeinerten Atom-
streuten Elektronen bei relativistischer (A) f k F D" W h h · 1" h · d 

(} 

und nichtrelativistischer (B) Geschwindigkeit. a t 0 r e n" < n. le a rsc e1n lC kelt afür, 
daß das stuLende Teilchen um den Winkel d{} 

abgelenkt und dabei gleichzeitig das Atom in den nten Zustand angeregt wird, 
ist gegeben durch (49.1): 

d cpn ({)) = (::_ ~:)4 ~ e4 z2 \ Fn (2 ~ a (lJ -- lJ') W sin {} d{}. (52.1) 

Unter der Voraussetzung, daß die Energie des stoßenden Teilchens groß ist gegenüber 
der auf das Atom übertragenen Anregungsenergie, gilt nach (49.10) 

1 ' 2 {} (En - Eo)2 {} 
~-(h-h) =(2E+E0 -E)(1-cos )+-----cos +···· 
2l'VI t' t' n 4E 

Wir schließen die allerkleinsten Ablenkungswinkel aus, indem wir annehmen 

En- Eo {} :> {}1 = --E- . 

(52.2) 

(52.3) 

Bei Streuung von 45000-Voltelektronen an Wasserstoff (En- E 0 = 15 Volt) ist z. B. 
{}1 = 1 Bogenminute. Dann ist das erste Glied in (52.2) ausschlaggebend, und wir bekommen 
genau wie bei elastischer Streuung 

{} 
(p- p') 2 = 4ME(1- cos{}) = 4p2 sin2 --, (52.4) 

2 
a 

d. h. q =- (p- p') hängt nur vom Streuwinkel ab, nicht von der übertragenen Anregungs-
energie. n 

Die Winkelabhängigkeit der Streuung ist also gegeben durch 

dcfJ ({}) = :c_e4z2 _sinfJ.d!!_lp (4.n~ . !!..)12 (52.S) 
n 8E2 sin4 1J./2 n Je sm 2 ' 

wo J. = hjp die DE BROGLIEsche Wellenlänge des stoßenden Teilchens ist. 1Fnl2 

ist aber proportional zur Intensität der unelastischen Röntgenstreuung (Compton
streuung bzw. Ramaneffekt im Röntgengebiet). Also gilt der Satz: 

Die Winkelverteilung der unelastisch gestreuten Elektronen, welche einen 
bestimmten Energieverlust En - E 0 erlitten haben, ist bis auf den Rutherford
faktor 1/sin4{}j2 identisch mit der Winkelverteilung der inkohärent gestreuten 
Röntgenstrahlen gleicher Wellenlänge, welche bei der Streuung dasselbe (n te) 
Atomniveau angeregt haben. 

1 Im zwischenliegenden Gebiet E R-J mc 2 ist das nicht der Fall. 
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Wir diskutieren zunächst zwei Grenzfälle: 
1. Für kleine Ablenkungswinkel kann man den "verallgemeinerten Atomfaktor" 

Fn(q) = j:;;eigxJf"un*u0 dr (52.6) 

auswerten, indem man den Exponentialfaktor entwickelt und nach dem ersten Glied abbricht. 
Das ist offenbar möglich, solange 

q x 4:n:x . {} 
-=--sm-~1 

a I. 2 

ist, wobei x den mittleren Kernabstand des Elektrons bezeichnet, das beim Übergang des 
Atoms vom Grundzustand zum n ten Zustand einen Quantensprung macht. Annähernd kann 
man etwa setzen 

vVir nehmen also an, daß der Ablenkungswinkel 

{} < {}. = --~ = l/ !!" I!"_~ Eo 
2 2.7x NI E (52.7) 

ist. Für Elektronen (m = M) von der Energie E = 45000 Volt, welche ein Wasserstoffatom 
angeregt haben (En ~ E 0 ~ Ry = 13,5 Volt), ist z. B. {}2 = 1°, also sehr klein 1 • Trotzdem 

{} 
enthält aber das Winkelgebiet /} < {}2 wegen des Rutherfordfaktors 1jsin4 - den größten Teil 
der gestreuten Elektronen 2 

Die Entwicklung der Exponentialfunktion ergibt 

(52.8) 
wobei 

Xon = J:;;x1 un*u0 dr (52.9) 

das elektrische Dipolmoment ist, welches dem Übergang 0-+ n 
des Atoms zugeordnet ist. (Vgl. Strahlungstheorie, insbes. Zif
fer 39 und Tabelle 15.) Die Winkelverteilung der unelastisch 
gestreuten Elektronen ist im Gebiet ·/}1 < /} < {}2 gegeben durch 

(52.10) 

(u = BoHRsehe Geschwindigkeit des Wasserstoffelektrons in der 
Grundbahn = c/137). Die Streuintensität fällt mit zunehmendem 
Ablenkungswinkel rasch ab (pro Raumwinkelelement gemessen 
wie 1/sin 2 t{}). (Bei der inkohärenten Röntgenstreuung dagegen 
steigt die Intensität bei kleinem Ablenkungswinkel wie sin 2 !>'1 an, 
weil dort der Rutherfordfaktor fehlt. Beim elastischen Elek
tronenstoß [vgl. (51.6)] und bei der kohärenten Röntgenstreuung 
ist die gestreute Intensität bei kleinen Ablenkungswinkeln un

iJ 
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Abb. 44. Intensitätsverteilung 
der unelastisch gestreuten Elek· 
tronen (Kurve A) und der in
kohärenten Röntgenstreuung 
(Kurve b), wenn in beiden Fäl
len das zweiquantige Niveau 
des Wasserstoffs angeregt wird. 
Primärenergie der Elektronen 
45000Volt, Wellenlänge 0,06A. 
Abszisse Streuwinkel in Grad. 

abhängig von {} *) In Abb. 44 ist die Winkelverteilung der unelastisch gestreuten Elek
tronen (Kurve A) und der unelastischen Röntgenstreuung (Kurve b) bei Streuung an 
Wasserstoff und Anregung des zweiten Niveaus desselben dargestellt. Man vergleiche 
damit etwa Abb. 42 (elast. Streuung). Die Wellenlänge der einfallenden Strahlen ist o,ossA 
(Elektronenenergie 45000 Volt). 

1 Bei höherer Anregungsenergie des Atoms oder kleinerer kinetischer Energie des 
stoßenden Elektrons ist der Grenzwinkel /}2 größer. 

* Trotz des Rutherfordfaktors verhalten sich elastische Elektronen- und Röntgen
streuung unter kleinen Winkeln gleich, weil bei der Röntgenstreuung nur die Atomelektronen 
beteiligt sind, bei der Elektronenstreuung dagegen auch der Kern, welcher die Wirkung der 
Elektronen bei kleinen Winkeln kompensiert (Z ~ F = 0 für {} = 0). Übrigens ist auch die 
unelastische Elektronenstreuung winkelunabhängig, sofern ein verbotener (Quadrupol-) 
Übergang angeregt wird. 
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2. Für große Ablenkungswinkel (-& ::;'i> {) 2) ist die Exponentialfunktion in (52.6) sehr 
rasch veränderlich. Die Anregung diskreter Zustände wird dann sehr unwahrscheinlich, da 
das Integral F n wegen der Interferenz der Beiträge der einzelnen Volumelemente außerordent
lich klein wird. F n (q) kann nur dann bei großen q einen beträchtlichen Wert annehmen, wenn 
die Ortsabhängigkeit der Atomeigenfunktion des Endzustandes un gerade diejenige des 
Exponentialfaktors ausgleicht. D. h. es muß bei Wasserstoff 

sein. un ist also eine Eigenfunktion des kontinuierlichen Spektrums mit der physikalischen 
Bedeutung, daß das Atomelektron in der Richtung x mit dem Impuls 

!!!!_ = I ~ - V' I 
2:na 

davonfliegt. 

Der Impuls, den das stoßende Teilchen abgibt, muß also nahezu vollständig 
auf ein Sekundärelektron übertragen werden, falls der Ablenkungswinkel des 
ersteren groß ist (ff ::;'i> ff2 bzw. ll:J - j:J' I groß gegen den Impuls der gebundenen 
Atomelektronen, hfx). Es folgt demnach aus der wellenmechanischen Theorie, 
daß die Atomelektronen bei "harten Stößen" (großen Ablenkungswinkeln des 
stoßenden Teilchens) in erster Näherung als frei betrachtet werden können. 
(Bei der klassischen Behandlung wird dies vorausgesetzt.) 

Wir geben nach dieser qualitativen Diskussion die expliziten Formeln für 
das Matrixelement Fn (q) bei Wasserstoff. 

<X) Für diskrete Niveaus ist 

(52.11) 

falls man die Übergänge nach allen Niveaus mit gleicher Hauptquantenzahl n 
zusammenfaßt. 

ß) Für die Übergänge nach angeregten Zuständen mit bestimmter Azimutalquantenzahll 
ergibt sich 1 : 

wo 

Fndq) = (iq) 1 2 31'+'1 {~1+1 • l + 1! V'n-.;: ~ ~! 1.! n 1+1 

[(n-1)2+n2q2J!<n-!-:JI·{(n+1)[(n 1)2+n2q2lC'+2 (x) 
[(n + 1)2 + n2q2]!<n+l+3J - J n-l-1 

_ 2n vc(n- 1)2 + n2q2J~+1)2 + n2q2J cn'-t,2_ 2(xl 
+ (n- 1) [(n + 1)2 + n2q2] cn'-t,2_3(x)}' 

n2- 1 + n2q2 
X=--_--_-----------------

V[(n-+ 1)2 + ~2q2J[(n _ 1)2f--n2q2J 

ist und C,v das durch 
(1- 2ut + u2)-v = i'c,v(t)u" 

s=O 

definierte GEGENBAUERsehe Polynom2 . 

(52.12) 

Bei kleinem q ist Fnz ;proportional mit q1 (ausgenommen für l = o; dort ist F.,"" q2 *). 
Die p-Zustände (erlaubte Ubergänge) werden also stärker angeregt als die s- und d-Zustände 
(Quadrupolübergänge), diese wieder stärker als die /-Zustände usw. Die Winkelverteilung 
der Elektronen, welche p-, s- oder d-, f-, ... Zustände angeregt haben, ist bei kleinen Ab
lenkungswinkeln bzw. gegeben durch (sin -~ '!9') -- 2 ; konst.; sin 2 -}ß, . . . Für große Ablenkungs
winkel (q >:> 1) fällt F", (q) wie q-U+ >I ab, daher die Intensität der Elektronenstreuung w1e 
(sint&) -18+2'1. 

1 H. S. \V. MASSEY u. C. B. 0. MoHR, Proc. Roy. Soc. London Bd. 129, S. 616. 1931. 
2 Es ist z. I3. CoV=1, clv=2vt, C2''=v(2(v+1)t-1), c3v=2v(v+1) (J(v+2)t 3-t) usw. 

Für ,, = ~- erhält man die Kugelfunktionen. 
* Das sieht man am einfachsten nach unserer früheren :Methode, indem man die Ex

ponentialfunktion in (52.6) entwickelt: Das absolute Glied 1 trägt wegen der Orthogonalität 
der Eigenfunktionen nichts zu F" (q) bei, das Glied q x verschwindet, weil der Übergang zwischen 
zwei s-Zuständen verboten ist, erst das Glied q2 x 2 gibt einen endlichen Beitrag. 
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y) Für die Übergänge ins kontinuierliche Spektrum ist (W = k2 Ry) 

- _2_ arr tg ~l;___ 
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2 27(q2+!k2+ll e k q'-k'+l 
IFw(q)i dW =- ------- --- dW. 

[(q + k)2 + 1]3 [(q _ k)2 + 1Ja 1 _ e-2n/k 
(52.13) 

b) Energieverteilung der unter bestimmtem Winkel gestreuten 
Elektronen. Die Formeln haben wir bereits im vorigen Abschnitt zusammen~ 
gestellt. Wir fassen kurz zusammen: 

1. Bei kleinen Ablenkungswinkeln {} < fJ2 R::J YEn- E 0fE ist die Wahr
scheinlichkeit der Anregung eines bestimmten Atomniveaus proportional der 
optischen ÜbergangswahrscheinlichkeiF vom Grundzustand zum betreffenden 
angeregten Zustand. Infolgedessen werden die niedrigsten angeregten Niveaus 
bevorzugt. Bei Wasserstoff z. B. führen (vgl. Tab. 15) von allen Stößen mit 
geringer Ablenkung des stoßenden Elektrons 

55% zur Anregung des zweiten Niveaus, 
9% " dritten " 
8% höherer diskreter Niveaus, 

28% " Ionisierung des Atoms, wobei wiederum 
in 19% der Fälle das Sekundärelektron eine Energie zwischen Null und 

" 5% 
" 2,7% 
" 1,2% 

Entsprechend 

1/ 2 Rydberg erhält, 
der Fälle eine Energie zwischen 1/ 2 und 1 Rydberg, 

1 " 2 " und nur 
von mehr als 2 Rydberg. 

verteilen sich die Energieverluste der gestreuten Elektronen. 
In Abb. 45a ist die soeben zahlenmäßig beschriebene Energieverteilung der gestreuten 

Elektronen graphisch dargestellt. Dabei ist angenommen, daß experimentell die Messung 
der Energie der gestreuten Primärelektronen auf ±1 Volt ungenau ist. Die Elektronen, die 
z. B. das zweite Wasserstoffniveau angeregt und dabei einen Energieverlust von 3f4 Ry 
= 10,1 Volt erlitten haben, zeigen dann im Experiment einen scheinbaren Energieverlust 
von 9.1 bis 11,1 Volt und lassen sich nur gerade eben noch von den Elektronen trennen, 
welche das dritte Niveau angeregt und dabei 12,1 Volt verloren haben. Diese wiederum ver
schmelzen mit den Elektronen, die höhere Energieverluste zu verzeichnen haben. Abszisse 
ist Energieverlust der stoßenden Elektronen in Rydberg, Ordinate gestreute Intensität. 

2. Bei größerer Ablenkung wird die Anregung höherer Energieniveaus des 
Atoms bevorzugt (Abb. 45 b). Bei sehr großem Ablenkungswinkel gibt das 
stoßende Elektron im Mittel so viel Energie an das Sekundärelektron ab, daß 
der Impulssatz für Primär- und Sekundärelektron gültig ist, also 

W = E sin2 fJ = Q, (52.14) 

wobei Q die in (49.5) definierte Stoßenergie für freie Elektronen ist. Um diesen 
mittleren Energieverlust W verteilen sich die wirklichen Energieverluste bei 
festem {} in symmetrischer Weise derart, daß die Energieverluste 

W_l = E sin2 fJ ± yE]sinfJ = Q ± {JQ (52.15) 

noch etwa halb so häufig sind wie der Energie~erlust Q (2 (TQ ist also die Halb
wertsbreite der Energieverteilung). J ist ungefähr die Ionisierungsspannung 
derjenigen Schale des Atoms, aus welcher die Sekundärelektronen ausgelöst sind, 
für Wasserstoff ist J = Ry = 13,5 Volt. Bei Atomen mit mehreren Schalen 
geben die aus den inneren Schalen ausgelösten Elektronen breitere Energie
spektren als die aus den äußeren. 

1 Genaucr: Dem Quarlrat des Dipolmoments, das dem Übergang entspricht [vgl. 
(52.9), (52.10)]. 
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Denn die Breite des Energiespektrums der unter einem bestimmten Winkel gestreuten 
Elektronen rührt daher, daß die Atomelektronen vor dem Stoß bereits einen gewissen Im
puls Po besitzen: Dieser setzt sich dann vektoriell zusammen mit dem vom stoßenden Elek

tron übertragenen Impuls, so daß der endgültige Impuls des Sekundärelek
trons etwa zwischen lll- l-J'I -Po und lll -tJ'I +Po liegen wird, und ent
sprechend die Energie des Sekundär- und der Energieverlust des Primär
elektrons. Je größer die Bindungsenergie], um so größer ist der Anfangs
impuls p0 des Sekundärelektrons, um so größer also auch die Schwankung 

Jr-

.n--

1-

a) Ablenkungswinkel 0°. 

t-

f 3 

c) Ablenkungswinkel 20°. Die Zackenfunktion 
beim Energieverlust 0 deutet die elastische 

Streuung an. 

Abb. 45 a bis c. Energieverteilung der unelastisch gestreuten Elek
tronen bei verschiedenen Ablenkungswinkeln. Streuung an Was
serstoff, Primärenergie 45000 Volt. Abszisse Energieverlust in 

Rydberg, Ordinate gestreute Intensität. 

b) Ablonkungswinkel 0,7° (ausgezogene 
Kurve) und 1,4° (gestrichelte Kurve). Der 
Maßstab der Ordinate ist für 1,4° Smal so 
groß wie bei 0,7°. Für letzteren Fall gel
ten die an die Ordinate angeschriebenen 

Zahlen. 

des Energieverlustes der unter be
stimmtem Winkel gestreuten Elektro
nen. - Abb. 4 5 c verzeichnet die Ener-
gieverteilung der gestreuten Elektro
nen bei großem AblenkungswinkeL 

3. Besitzt ein Atom mehrere 
Schalen von Elektronen, so gibt es 
gewisse Ablenkungswinkel {} des 
stoßenden Elektrons, die bereits als 
groß zu betrachten sind für die An
regung äußerer Schalen, dagegen noch 
als klein bezüglich der Anregung inne
rer Schalen. Die gestreuten Primär
elektronen zeigen dann bei festgehal
tenem Ablenkungswinkel zwei Maxima 
in der Energieverteilung, ein scharfes 
bei einem Energieverlust W, ein breites 
bei einem Verlust von der Größenord
nung der Ionisierungsspannung der 
inneren Schale. 

c) Winkelverteilung der to
talen unelastischen Streuung an 

Wasserstoff. Wir haben oben gesehen (52.4), daß bei Ausschluß der allerkleinsten Win
kel {} < {}1 [vgL (52.3)] die Änderung des Impulses des stoßenden Elektrons lll - tJ'I nur 
vom Ablenkungswinkel, dagegen nicht vom EnergieverlustEn- E 0 abhängt 1 • Dies können 
wir uns zunutze machen, um die Gesamtanzahl der unelastisch in den Winkelbereich {} bis 
{} + d{} gestreuten Elektronen zu berechnen: Wir können anstatt bei festem Ablenkungs
winkel über alle Anregungen n des· Atoms zu summieren, die Summation ebensogut bei 

1 Dabei hatten wir allerdings vorausgesetzt, daß der Energieverlust klein gegen die 
Anfangsenergie des Primärelektrons ist. Diese Voraussetzung trifft bei kleiner Ablenkung 
{} < {}2 zu, weil dann die Anregungswahrscheinlichkeit des nten Zustands proportional 
der optischen Übergangswahrscheinlichkeit 0 - n ist und diese verschwindet, wenn n ein 
Zustand sehr hoher Energie ist (vgl. Ziff. 52b 1). Bei großer Ablenkung wird dagegen nach 
(52.14) der Energieverlust vergleichbar mit der Primärenergie. Doch ist dann die Energie 
der unter einem bestimmten Winkel gestreuten Elektronen fast konstant, so daß immer 
noch Jll - tJ'I eine reine Funktion des Ablenkungswinkels ist. 
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fester Impulsänderung IV - v'l vornehmen. Dann erhalten wir nach der Vollständigkeits
relation der Wasserstoffeigenfunktionen 

L IF,.(q)l2 = Y.iJei•~.•u,.*utd•l2 = Jul2dT -1Jul2eiqz;•J•I2j 
n=l=l n1"'1 

1 
= 1 - F0 (q) = 1 - (1 + !q2)4 

(52.16) 

[F0 =eigentlicher Atomformfaktor; s. (51.3)]. Wir haben nun IV- V'l durch den Ab
lenkungswinkel {} auszudrücken: Für große {} wird der Impuls des Sekundärelektrons nahe
zu gleich I V - v' j, also der Energieverlust des stoßenden Elektrons 

1 1 1 vV = ~ (p2- p'2) =~(V- ,p')2 = ~ (p2 + p'2- 2PP' cos{}). 
2m 2m 2m 

woraus unmittelbar folgt 

P'=pcosl}, !P-v'I=Psin{}, W=Esin2 & [vgl. (52.14)] . (52.17) 

Für kleine {}ist IV -VI durch (52.4) gegeben, diese Formel ist aber gerade für kleine {} 
mit (52.17) identisch, so daß wir (52.17) für alle{} verwenden können. Wir beachten noch: 

v' 
- = cos&, 

V 
2na I 'I V E .. n q = -- v -v = ~sm·u·. 

h Ry 
(52.18) 

Dann erhalten wir für die gesamte Unelastische Streuintensität unter dem 
Winkel{} nach (52.1), (52.16), (52.17), (52.18) (z = 1, streuendes Atom= Wasser
stoff) 

dtP({}) = ~J<e4 cos{}d{} [ 1 _ 1 l 
E 2 sin3 {} ( E . )4 • 

1 + -R sm2 {} 4 y 

(52.19) 

Für kleine Streuwinkel [fJ. < {}2 , vgl. (52.7)] ergibt sich durch Entwicklung des 
zweiten Terms in der Klammer 

2ne4 , 
d tP(O) = E;-:Ry ctgf}d{}. (52.20) 

Die unelastische Streuung ist wegen des Faktors ctg{} viel stärker als die elastische 
[ vgl. (51.6)] und würde sogar bei {} = 0 unendlich werden, wenn dort nicht unsere 
Formeln ungültig werden würden (wir haben das Gebiet {} < {}1 ausgeschlossen). 

Für große Streuwinkel kann der zweite Term (Atomfaktor) in der Klammer 
in (52.19) gestrichen werden, dafür muß die Formel wegen des Pauliprinzips 
[vgl. (51.11) sowie Beitrag WENTZEL, Ziff. 14, ds. Handb. Kap. 5] etwas modi
fiziert werden und lautet richtig: 

1 (52.21) 

Die unelastische Streuung wird dann ersichtlich für Wasserstoff von der gleichen 
Größenordnung wie die elastische (51.5), das Verhältnis beider ist 

für · {} = 0° 10° 20° 30° 40° 45 o 50° 60 o 70° 80° 90° 
unelast. 
clast. = oo 0,97 0,88 0,77 0,77 0,97 1,52 6,2 38 soo 00 

Der Abfall von 10 bis 35 o ist durch die Wirkung des Pauliprinzips bedingt, der 
Wiederanstieg nach größeren Winkeln hin dadurch, daß dort die langsamen 
Sekundärelektronen mit zur Messung kommen, welche in großer Anzahl ent
stehen und das Atom unter dem Winkel arccosyWjE relativ zum Primärstrahl 
verlassen (W = Energie des Sekundärelektrons). 
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d) Winkelverteilung bei relativistischer Geschwindigkeit der Primär
elektronen. Bei Anregung eines bestimmten Zustandes des Atoms ist die Winkelverteilung 
durch (50.1), (50.2) gegeben. Für kleine Ablenkungen ist in (50.2) a0 = 1, a = bfc zu setzen. 
In diesem Fall wird nach unseren Erfahrungen bei nichtrelativistischer Energie nur wenig 
Energie auf das Atom übertragen. Man kann daher für u0 und u,. die ScHRÖDINGERschen 
anstatt der DIRACschen Eigenfunktionen verwenden und erhält wegen (8.1) bis (8.4) 1 

* _,. in ( * d d *) u,. a u0 = -- u,. gra u0 - u0 gra u,. . 
2mc 

(52.22) 

Entwickeln wir dann die Exponentialfunktion in (50.2) und beachten die Orthogonalität 
von u1 und u,. sowie die Relation (38.4) zwischen Impuls und Koordinate, so wird: 

·j * ( (E,. - E 0 ) a t) IJ,.(q)=-t u,. q-------,u2--,a u0 dL (52.23) 

Wie man sieht, kommt es im Gegensatz zum nichtrelativistischen Fall nicht allein auf die 
Größe der Impulsänderung ~ - ~· an, sondern auch auf die Richtung des Vektors q relativ 
zur Anfangsgeschwindigkeit b des Primärelektrons. Nach dem Energiesatz tritt an die Stelle 
von (52.2) 

(~- ~')2 = 2(p2 - E (E,.- Eol') (1- cosfJ) + (E - E 0 ) 2 • (~- + m2 cos{}) +.... (52.24) 
c2 " c2 p2 

E ist dabei im Gegensatz zu (52.2) die relativistische Energie des Primärelektrons, enthält 
also auch dessen Ruhenergie mc 2 mit. Ferner ist 

(52.25) 

Für sehr kleine{} ist~ -~·parallel zum Primärimpuls V gerichtet: Das Elektron wird beim 

Stoß einfach verzögert, nicht abgelenkt. Für{}> /}1 = (En-;-;o)E ist dagegen die Ablenkung 
c p 

nahezu senkrecht zur Primärgeschwindigkeit. Man erhält nun leicht 

jl},.(q) j2 = lxk;l. (2p2 (1 - cos{}) + iE,. -E;1~2 m4c4)' (52.26) 

wo x1 ,. das Dipolmoment in der Richtung q' ist, welches dem Übergang 1 -->- n des Atoms 
zugeordnet ist. 

wird 

Für die allerkleinsten Ablenkungswinkel 

(E,.- E 0)E 
17·<:::{}1 = --·~ -

c2p2 
der differentielle Wirkungsquerschnitt 

( !Xcp ) 2 
difl,.(lJ) =Sn E--;:=-E~ jx0 ,.j2 sinild& 

(52.27) 

(52.28) 

(IX= Feinstrukturkonstante = 1/137, ac = BoHRsehe Geschwindigkeit in der innersten 
Wasserstoffbahn). Für größere Winkel können, wie man sich leicht überlegt, Vektor
potential und Retardierung vernachlässigt werden, man erhält genau die nichtrelativistischen 
Formeln für die Streuintensität, vorausgesetzt, daß die auf das Atomelektron übertragene 
Energie noch klein gegen dessen Ruhenergie bleibt. Die Formeln des Abschnitts a bleiben 
also auch für relativistische Geschwindigkeiten des stoßenden Elektrons bestehen, nur hat 
man in alle Formeln den Impuls p statt E und v einzuführen: Für die wahrscheinlichste 
Ablenkung des stoßenden Elektrons bei gegebenem Energieverlust W hat man z. B. statt 
(52.14) zu setzen '} . I 2mW ( ) ., w = arcsm I --p2 - , 52.29 

ebenso tritt in der Formel (52.19) für die Gesamtstreuung unter dem Winkel{). p2(2m an die 
Stelle von E. Selbst wenn auf das Atomelektron eine Energie von der Größenordnung mc2 
oder mehr übertragen wird, bleibt Formel (52.21) für die Winkelverteilung der unelastisch 
gestreuten Elektronen, wie M0LLER 2 gezeigt hat, nahezu ungeändert. [ Genaue Formel 
vgl. (55.7).] 

1 Das Glied [Vo] in (8.4) liefert zu 1t~!u1 einen Beitrag, welcher gleich einem voll
ständigen Differential ist und daher bei Ausführung der Volumintegration verschwindet. 

2 Chr. M0LLER, Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 531. 1932. 
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53. Anregung diskreter Energieniveaus (Anregungsfunktionen)I. Wir be
rechnen nunmehr die Gesamtwahrscheinlichkeit für die Anregung eines diskreten 
Niveaus des Atoms beim Elektronenstoß ohne Rücksicht auf die Ablenkung des 
stoßenden Elektrons. Diese Wahrscheinlichkeit wird als Anregungsfunktion 
des Atomniveaus bezeichnet, sie hängt von der Geschwindigkeit des anregenden 
Elektrons ab. 

Zur Berechnung der Anregungsfunktion haben wir die in Ziff. 52a berechneten An
regungswahrscheinlichkeiten über den Ablenkungswinkel {} zu integrieren. Etwas bequemer 
ist es, von der Form (49.6) für den differentiellen W.Q. auszugehen und über den "idealen 
Energieverlust" Q zu integrieren. Man hat also nach (52.11) für den totalen Wirkungsquer
schnitt für Anregung des n ten Wasserstoffniveaus 

Qmtn und Qmax sind dabei durch (49.11), (49.14) bestimmt. Die Integration läßt sich elementar 
ausführen und gibt 

(53.2) gilt für Elektronen ebensowohl wie für schwere Teilchen. m ist stets die Elektronen
masse, z = Ladung des stoßenden Teilchens. Xon ist das Dipolmoment, welches dem Über
gang vom Grundzustand zum n ten angeregten Zustand zugeordnet ist: 

28 n7 (n _ t)2n-5 
\Xon\2=3 (n+1)2n+5' 

es ist ein Drittel der in Tabelle 15 verzeichneten Werte von (R~01)2. Die Fn sind: 

F4(y) = F2(Y)- -~16 + _32_ , 
45y5 27y6 

F5 (y) = F 2 (y) - 1~~~5 + 21t6 - 3~}7 usw. J 

(53.3) 

(53.4) 

Für die Anregungsfunktionen der Teilniveaus mit bestimmter Azimutalquantenzahl l erhält 
man die gleiche Formel (53.2), nur sind natürlich jetzt die F's mit zwei Indizes nl zu bezeich
nen. Sie lauten für die ersten Anregungen: 

1 
F2o(Y) =- Sy5' 

- y-1 1 1 1 1 1 
F 21 (y) = lg -- + -- + -- + - + . . + -. , 

y y 2y2 3ya 4y4 Sy" 

6 4 
Fao(Y) =- ·5-Y, + · ··· 

" 3y6 
8 

21y7 ' 

4 4 
F3l(Y) = Fn(Y) -- 3ys + 7y7' 

4 
Fa2(Y) =- 21 y7 

(5 3.5) 

1 Vgl. außer H. BETHE (Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 325, § 9) noch W. C. ELSASSER, 
ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 522. 1<)2G; F. DISTEL, ebencla Bel. 74, S. 785. 1932. Für den rela
tivistischen Fall CnR. M0LLER, Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 531. 1932, § 3. 
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Falls die Energie des stoßenden Elektrons groß gegen die Ionisierungs
spannung ist (E ::?> Ry) - und dies ist ja eigentlich die Bedingung für die An
wendbarkeit unseres BoRNsehen Rechenverfahrens überhaupt -, so kann für 
die untere Integrationsgrenze Qmin die einfachere Formel (49.13) verwandt, für 
die obere Grenze Qmax = oo gesetzt werden. Dann wird aus (53 .2) einfach 

f]J = 8nRyz2 Jx J2I ~anmv2 
n mv2 1n g Ry (53 .6) 

mit .... a. = 0,498 0,762 0,8<J1 0,959 

für .... n = 2 3 4 5 

Für die Anregungsfunktionen der Teilniveaus ergibt sich: 

,.,., SnRy. z2J J2(l 2mv2 + b ) f .. A p Z t·· d I '1-'n 1 = ------;n~ x 1. n g Ry- nl ur nregung von - us an en, 

cp -- 8nRyz2J 12 b f" l -L 1 
nl-~ X1 n 1 nl ur r- • 

(53. 7) 

Die bnz sind für die ersten 

b20 = 0,200 
b30 = 0,248 

Anregungen 

b21 = -1,589 
b31 = -0,710 b32 = 0.190 

Abb. 46 stellt den Verlauf der theoretischen Anregungsfunktionen des 2s- und 2P
Niveaus von Wasserstoff als Funktion der Geschwindigkeit dar. Während bei Geschwindig-

keiten, die gerade zur Anregung ausreichen, die An
regung des p-Niveaus dreimal so häufig ist wie die 
des s-Niveaus (also entsprechend den statistischen 
Gewichten), zeigt sich bei großer Geschwindigkeit 
ein starkes Überwiegen der Anregung von 2p ent
sprechend dem häufig zitierten Satz (vgl. Ziff. 52 b), 
daß optisch erlaubte Übergänge beim Stoß häufiger 
hervorgerufen werden als verbotene. 

Bei relativistischer Energie des stoßenden 
2mv 2 

Stelle von lg ~ stets Elektrons tritt an die 
2mv2 v 2 * 

lg lly(1 - viP) - ~i . 
54. Polarisation des Stoßleuchtens. 

5 a 8 Wenn dasstoßende Elektron in die Richtung p' 
Abb. 46. Anregungsfunktionen der Wasser- abgelenkt wird, so ist die Wahrscheinlichkeit 
Stoffniveaus 2s und 2p nach der BoRNsehen C' ) 

J 

Theorie. Abszisse Wurzel aus dem Verhältnis der des ;:~toßes nach ( 49.1 proportional ZU 
Energie des stoßenden Elektrons zur Anregungs- 1. , _I("_ ". d 

energie. Fn(q)=- Un*uo2:eh'"' '"'''dr. (54.1) 
• J 

Dreht man das Atom um einen Winkel cp um die Achse p -p', so ändern sich 
die Exponentialfunktionen in (54.1) nicht, die Atomeigenfunktionen multiplizieren 
sich mit eim<p bzw. eim,r, wenn m0 und m die Drehimpulse des Atoms um die 
Achse p - p' in den Zuständen 0 und n sind. Damit das Integral einen endlichen 
Wert hat, darf sich der gesamte Integrand bei unserer Drehung nicht ändern: 
Die magnetische Quantenzahl m des angeregten Zustandes muß daher gleich 
der des Anfangszustandes sein. Wenn speziell der Grundzustand die Azimutal
quantenzahl l = 0 besitzt, so muß m = m0 = 0 sein: Es können dann beim 
Stoß nur solche Quantenzustände des Atoms angeregt werden, welche keinen 
Drehimpuls um die Richtung p -p' besitzen. Dementsprechend ist die Strah
lung, welche das Atom nach dem Stoß emittiert, in bestimmter Weise polarisiert. 

Die Polarisationsrichtung ist dabei zunächst relativ zur Richtung der Impuls
änderung p - p' festgelegt. Diese ist natürlich für die verschiedenen anregenden 

* Ableitung s. H. I3ETHE, ZS. f. Phys. Bd. 76, S. 293- 19,32, sowie Ziff. 55 dieses Artikels. 
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Stöße verschieden, und man muß daher im allgemeinen noch eine Mittelung 
über alle Stöße vornehmen. Nur für sehr große und sehr kleine Geschwindig
keiten des stoßenden Elektrons läßt sich das Resultat unmittelbar angeben: 
Ist die Energie gerade ausreichend, um das Atom anzuregen, so ist der Impuls 
des anregenden Elektrons nach dem Stoß lJ' unter allen Umständen Null, lJ - lJ' 
hat also die gleiche Richtung wie die ursprüngliche Flugrichtung lJ des Elektrons. 
Ist die Energie dagegen sehr groß gegen die Anregungsenergie, so wird bei der 
überwiegenden Mehrzahl aller Stöße das stoßende Elektron senkrecht zu seiner 
Flugrichtung abgelenkt: lJ - lJ' l.. lJ. Die Polarisation der emittierten Strahlung 
relativ zur Einfallsrichtung l.J des anregenden Elektronenstroms ändert demnach 
beim Übergang von niedrigen zu hohen Geschwindigkeiten ihr Vorzeichen. (Ge
naueres vgl. unten Abschn. c.) 

a) Beim Stoß bleibt die Multiplizität des Termsystems erhal
ten. Im einzelnen gestaltet sich die Berechnung wie folgt: Das Atom möge 
sich anfangs im Grundzustand befinden und durch den Stoß zu einem Zustand 
mit der inneren Quantenzahl j ("angeregter Zustand") angeregt werden, nachher 
soll es unter Lichtemission in einen Zustand j' ( = j ± 1 oder j) ("Endzustand") 
übergehen. Weder im Grundzustand noch im angeregten Zustand soll das Atom 
einen Spin besitzen (Singletterme), dagegen machen wir keine Voraussetzung 
über den Spin im Endzustand 1. Dann wissen wir (vgl. oben), daß im angeregten 
Zustand die magnetische Quantenzahl m gleich Null sein muß, falls wir die 
Achse der Richtungsquantelung parallel zur Impulsänderung des stoßenden 
Elektrons legen 2• Erfolgt dann der Strahlungsübergang z. B. zu einem End
zustand j' = j - 1, so erhält man 

a) parallel zu lJ - lJ' polarisierte Strahlung, wenn im Endzustand die 
magnetische Quantenzahl m' = 0 ist. Die Intensität der Strahlung ergibt sich 
aus Formel (39.7) zu konst. (j2 - m2) = konst. j2 ; 

b) senkrecht zu lJ - lJ' polarisierte Strahlung, wenn das Atom in einen End
zustand m' = ±1 übergeht. Intensität dieser beiden Strahlungskomponenten 
zusammen nach (39 11) : konst. j (j - 1). 

Ist die Energie des stoßenden Elektrons gerade ausreichend für die An
regung des Atoms und beobachtet man senkrecht zur Richtung z des Elektronen
strahls (Beobachtungsrichtung x), so findet man für das Verhältnis der parallel 
zum Elektronenstrahl polarisierten zur senkrecht polarisierten Intensität 

h : TL = 2j : i - 1 . (54.2) 

(Die parallel z polarisierte Strahlung kommt nämlich voll zur Geltung, von der 
senkrecht zum Elektronenstrahl polarisierten dagegen nur die Hälfte, welche 
parallel y schwingt, dagegen nicht die parallel x polarisierte Strahlung.) Der 
Polarisationsgrad ist daher 

II = Jrr~]"= = i + 1 (54.3) 
Irr + I 1_ 3 i - 1 

Speziell für j = 1 (angeregten Term ein 1 P-Term) ist die Strahlung vollständig parallel 
zum Elektronenstrahl polarisiert: Der Endzustand ist dann ein 15-Term, der nur einen 
magnetischen Zustand m' = 0 besitzt. Beim Übergang vom angeregten Zustand j = 1 , 
m = 0 in diesen Endzustand ändert sich die magnetische Quantenzahl nicht, die Ausstrahlung 
ist daher parallel z polarisiert. 

1 Die emittierte Spektrallinie darf also eine Interkombinationslinie sein. Bei Hg, 
welches experimentell am besten untersucht ist, sind Interkombinationen zwischen Singlett
und Triplettermen sehr häufig. 

2 Im Einklang mit H. W. B. SKINNER, Proc. Roy. Soc. London Bd. 112, S. 642. 1926; 
H. W. B. SKINNER u. E. T. S. APPLEYARD, ebenda Bd. 117, S. 224. 1928. Ein anderer 
theoretischer Versuch von STEINER (ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 516. 1928) ist verkehrt. Vgl. 
auch die Behandlung von J. ÜPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 27. 1927. 
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Auf ähnliche Weise erhält man für einen Übergang in einen Endzustand 
mit der inneren Quantenzahl j' = i + 1 

]f I 1. = 2 (i + 1) : i + 2 , II = i/3i + 4 (54.4) 

und für einen Übergang nach i' = i 

II = -1. (54.5) 

Ist der angeregte Zustand ein S-Zustand, so ist die Ausstrahlung natürlich unpolarisiert, 
da nur ein magnetisches Niveau m = 0 existiert'. Im übrigen ist die Polarisation der Über
gänge j-->- j + 1 nach (54-3), (54.4) stets kleiner als die der Übergänge j _,. j - 1. Die Über
gänge j-->- j zeigen im Gegensatz zu denjenigen mit Änderung von j eine Polarisation senkrecht 
zum Elektronenstrahl (und zwar bei kleiner Elektronengeschwindigkeit vollständige Polari
sation). Nach den Intensitätsformeln für die Zeemankomponenten [vgl. (42.14)] ist nämlich 
der Übergang m = 0-->- m' = 0 verboten, wenn sich f nicht ändert; im Endzustand muß 
also m' = ± 1 sein, die ausgesandte Linie ist senkrecht zu lJ - lJ' polarisiert. Tabelle 28 
verzeichnet die Polarisationsgrade für einige Fälle. 

Wenn das Atom einen Spin l besitzt (\Vasserstoff, Alkalien), so ändert sich nur sehr 
wenig: Im angeregten Zustand ist die magnetische Quantenzahl (ebenso wie im Grund
zustand) mit gleicher Wahrscheinlichkeit +t und -~-, wobei wir uns zur Untersuchung der 
Polarisation auf m = +t beschränken dürfen. Der Übergang zum Endzustand m' = +t 
liefert dann pa.rallellJ - lJ' polarisiertes, die Übergänge nach m' = +-~- und m' = -} ~.enk
recht polarisiertes Licht. Die Intensitätsverhältnisse und Polarisationsgrade sind bei Uber
gängen nach 

i' = j- 1, l11 JJ_ = 2j + 1: i- t' Il= i+}. 

1 3T+t' 
(j + j-)(j- tl 

i' = i l11 h=t:f(j+1)-!. Jl =- u + tl2 ; I (54.6) 

i'=i+1. I! I I J. = 2j + t : i + -~ . i-t : Il=-.-_. 
37 +:; 

Beim Übergang j-->- j - 1 ist die Polarisation dieselbe wie wenn das Atom keinen Spin und 
im angeregten Zustand die Azimutalquantenzahl I = j + ~- besäße, beim Übergans. j-->- j + 1 
dieselbe wie beim spinlosen Atom mit der Azimutalquantenzahl l = j - l- Bei Ubergängen 
j-->- j ist die Strahlung nicht vollständig, jedoch (außer für j = tl im wesentlichen senkrecht 
zur Impulsänderung des Elektrons polarisiert. 

b) Änderung des Termsystems beim Stoß. Ganz anders liegt der Fall 
jedoch, wenn der Grundzustand des Atoms ein Singlettzustand ist, der angeregte 
Zustand dagegen dem TripleUsystem angehört. Gerade dieser Fall ist experimen
tell am besten untersucht (Hg, He, Ne). Die Anregung von TripleUzuständen ge
schieht, wie im Artikel von G. WENTZEL (Ziff. 14, S. 726) näher auseinandergesetzt 
ist, durch Austausch eines Atomelektrons mit dem stoßenden Elektron2• Dabei 
ist jede Richtung des Spins im angeregten Zustand gleichwahrscheinlich. Wenn 
wir also auf die Kopplung von Spin und Bahn zunächst nicht achten und die 
angeregten Quantenzustände (außer durch Haupt- und Azimutalquantenzahl nl) 
durch die Komponenten des Bahndrehimpulses und des Spins, m1 und m,, um 
die Achse lJ - lJ' beschreiben, so hat m8 im angeregten Zustand mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit die drei Werte m, = 0, ±1, während m1 nach wie vor Null 
sein muß, da der Grundzustand ein 15-Zustand ist. 

Wir müssen daher untersuchen, wie sich die Eigenfunktionen, die zu einem Zustand 
mit bestimmter innerer Quantenzahl j und magnetischer Quantenzahl m gehören, aus den 
Eigenfunktionen mit bestimmten Drehimpulskomponenten m1 und m, zusammensetzen. 

1 Bekanntlich ist die Gesamtausstrahlung unpolarisiert, wenn alle magnetischen Niveaus 
eines Terms gleich stark angeregt sind. 

2 Bei schweren Atomen (Hg) könnten vielleicht auch magnetische Wechselwirkungs
kräfte mitspielen. 
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Nach derselben Methode wie in Ziff. Sd erhalten wir in unserem Fall für die drei Eigenfunk
tionen, die zur magnetischen Quantenzahl m gehören: 

Uzgm • V(2l + 1) (21 + :2j =- V(l- m) (i -· J;;t+1} Um+l. -1 1 
+ jl2({+ m+ 1) (t'_::.:-m+1) um,o + V(l + m) (l -1-m +1) um 1, 1 , 

u 1,m • jl2i(f+ 1) =- V(l + m + 1) (l- m) Um+l. _ 1 

+ Vz • mum,o- J!(t.f.~(T=-;;+D Um-1,1, j 
Ut1,m • Y2T(il+1} = V(l + m + 1) (l + m) Um+J, -1 

+ V2(l + m)(l-- m) um,o- V(l- m -j- 1)(1- m) Um- 1, 1 • 

Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit, mit der die magnetischen Quantenzustände m = 0 
und 1 beim Stoß angeregt werden 2 : Die Eigenfunktion, die zur inneren Quantenzahl j = 1 + 1 
und zur magnetischen Quantenzahl m = 0 gehört, enthält z. B. den Zustand m 1 = m, = 0 
mit dem Koeffizienten jl1 + 1/21 + 1, die Eigenfunktion j = l + 1, m = 1 den Zustand 
m 1 = O, m, = 1 mit dem Koeffizienten jlt + 2/2(21 + 1). Bei einem Drehimpuls j = l + 1 
verhalten sich also die \Vahrscheinlichkeiten der Anregung der magnetischen Zustände m = 0 
und m = 1 wie 1 + 1:! (l + 2) (nämlich wie die Quadrate der genannten Koeffizienten). 

Um nun die Polarisation der emittierten Spektrallinien zu berechnen, hat man die 
Intensitäten der von jedem magnetischen Niveau des angeregten Zustands ausgehenden 
Linien mit der \Vahrscheinlichkeit der Anregung dieses Niveaus zu multiplizieren und dann 
über m zu summieren. Ist z. R. die innere Quantenzahl des angeregten Niveaus j = l + 1, 
die des Endniveaus j' o~ j + 1, so findet man mit Hilfe der Zeemanintensitätsformeln (39.12), 
(39.13): 

1. Ausgangszustand m = 0, relative Wahrscheinlichkeit der Anregung (s. oben) l + 1 = j. 
Bei einem Atom im angeregten Zustand ist die Intensität der parallel zur ausgezeichneten 
Richtung polarisierten Intem;ität (Übergang nach m' = 0) nach Zeemanformel (j + 1) 2, 

die Intensität der senkrecht polarisierten Strahlung ! (j + 1) (j + 2) pro Polarisations
richtung. 

2. Ausgangszustand m = ± 1, relative Wahrscheinlichkeit beider Zustände zusammen 
l + 2 = j + 1 (vgl. oben) 

1fj'(m' = ± 1) = (j + 1)2 - 1 = (j + 2)j 

1i(m' = o, ±2) = HU + 1) (f + 2) + 1], 

1 und 2 zusammen mit Rücksicht auf die Anregung der Ausgangsniveaus: 

111 = j(j + 1)2 + (j + 1). (j + 2)j = j(j + 1) (2j + 3)' 

1 l. = ti(i + 1) u + 2) +tu+ 1) l(i + 1) u + 2) + n =tu+ 1) 2 (27 + 3), 
also 

II - 111 - 1 l. - j - 1 
111: 1 l. = 2j: j + 1' - 711+1-;. - 3i + 1 . (54.8) 

Allgemein erhält man folgende Polarisationsgrade: 

Angeregter Zustand 
(Apfangszustand) 

j=l 

j = l- 1 

i'=i+ 1 

j- 1 

3i + 1 

j2-j-j-3 

3-72 + 7i + 3 

(2j-1)(j-j-2)j 
6 ]3 +1.7 ]2 =F14J".f.4 

Endzustand 

i'= j 

(2j + 3) (j- 1) 
----------

(2j-j-1)j-j-1 

j2-j-j-3 
-j'({+if+ 1 

(2j- 1) (j + 2) 
- (2T+ 1) u + 1) + 1 

f~i-1 

(2j-j-3)(f-j-1)(j-1) 
6 j3 + j2 - 2j - 1 

j2-j-j-3 
)f~j-1 

j-j-2 

3j + 2 

1 Auf der linken Seite der Gleichungen gibt der erste Index der Eigenfunktion die innere 
Quantenzahl j, der zweite die magnetische Quantenzahl, auf der rechten Seite ist der erste 
Index m 1 , der zweite m,. 

2 Andere Zustände werden nicht angeregt, weil ja nach dem Stoß m1 = o, m, = o, 
+ 1 ist. 
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Im einzelnen ergeben sich die in Tabelle 28 angeführten Werte. 

Tabelle 28. Theoretische \Verte der Polarisation des Stoßleuchtens bei Ge
schwindigkeit unmittelbar über der Anregungsspannung (in Prozenten). 

Endzustand 
Angeregter Zustand --~ --~----· 

f'~i-1 I i' -" i I i'~ i+ 1 

'So - - () 

lpl 100 -100 14 
'Dz 60 -100 20 
'Fa so -100 23 

zsl_, zp, -
I 

0 

I 
0 

2 zn! 2p~· 60 

I 

-75 14 
2 I zn;,, zp;, so -89 

I 
20 

2 2 

asl 0 

I 

0 0 
apo - - 0 
apl -100 33 -8 
3p2 45 I -64 14 

anl 

f 

60 -42 8 
anz 33 -42 10 
an 44 -81 20 3 

ap2 50 -75 16 
ap 39 -69 18 3 
3p4 42 -89 23 

c) Die Abhängigkeit von der Elektronengeschwindigkeit. Unsere 
bisherigen Formeln geben das Intensitätsverhältnis der parallel und senkrecht 
zur Impulsänderung -IJ -V des stoßenden Elektrons polarisierten Strahlung 
fr1 :J .L. Wir wollen aber die Polarisation relativ zum Anfangsimpuls -IJ des 
Elektrons wissen. 

Halten wir zunächst die Richtung von lJ - lJ' fest und nehmen wir an, daß sie den 
Winkel q; mit der Richtung lJ bildet (Abb. 47). Die Beobachtungsrichtung sei zunächst senk

Abb. 47. Geome· 
trisehe Verhält
nisse für die Po
larisation des 
Stoßleuchtcns. 

recht zur Ebene lJlJ'. Dann ist die Intensität der parallel zu lJ polarisier
ten Strahlung 

S ill J 2 + J . 2 II = II cos 'P .L sm 'P 

die Intensität der senkrecht zu lJ polarisierten Strahlung 

S ill 1 . 2 + J 2 
j_ = .I Sill 'P j_ cos 'P . 

Liegt andererseits die Beobachtungsrichtung in der Ebene lJ\.1' senkrecht 
zu lJ, so hat s 11 den gleichen Wert wie eben, S _!_ dagegen wird gleich J .L. In 

Wirklichkeit wird die Richtung lJ - lJ' alle möglichen Lagen relativ zu der 
von lJ und der Beobachtungsrichtung gebildeten Ebene mit gleicher Wahr
scheinlichkeit annehmen - oder, was dasselbe ist, die Beobachtungsrichtung 
alle möglichen Lagen relativ zur Ebene lJlJ'. Die MitteJung über alle Lagen 
gibt aber offenbar dasselbe wie die MitteJung über die beiden behandelten 

speziellen Lagen (Beobachtung senkrecht oder in der Ebene lJlJ'), also wird 

S, = ] 11 cos2 q; + J _!_ sin2 'P, } 

S.L = j 111 sin2 q; + ~ j _!_ (1 + cos2 'P). 
(54.9) 

Nunmehr müssen wir noch über alle möglichen Winkel 'P mitteln. Nach Abb. 47 läßt sich 'P 
durch den Absolutwert der Impulsänderung ausdrücken 

pz + (\.1 - \.1')2- p'2 En- Eo + Q 
COS'J' = - · ------ =-

2P[lJ-iJ'l 2J/E'Q ' 
(54.10) 
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wo Q die in (49.5) definierte ,.ideale Stoßenergie" ist. Die Wahrscheinlichkeit der Stöße mit 
verschiedenem Q ist bekannt, und wir haben jetzt einfach in (54.9) statt des cos2 tp des einzelnen 
Stoßes den Mittelwert zu setzen 

(54.11) 

wo d <P,. (Q) der differentielle Wirkungsquerschnitt ist und <P,. (Q) der Gesamtwirkungsquer
schnitt für Anregung des n ten Niveaus. Der Polarisationsgrad der emittierten Linie wird dann 

511...:... 5 ..L (JII- I ..LU3~os2rp- 1) 
II = ------ = -o-~--"-c= 

Il0 (3 CQS2q;- 1) 
2- II0 (1 - cos2rp) 

(54.12) 
511 + 5 ..L f11 (1 + cos2 rp) + f ..L (3- cos2 rp) 

::::T.: 
Il0 ist die früher berechnete Polarisation az 'P 

für den Fall, daß V parallel v -- v' ist, d. h. 
daß die Geschwindigkeit des Elektrons nach 
dem Stoß verschwindet. Wie man sieht, wird 
für cos2 rp = 1 II = Il0 , sonst im allgemeinen 
kleiner. Wenn V - v' für alle Stöße senkrecht 
zu V steht (sehr große Geschwindigkeiten), so 
wird cos 2 rp = 0 und 

Il=- f!o 
2- Il0 

(vgl. den Anfang dieser Ziffer). 

(54.13) 

Um über den Gang des Polarisationsgrades 
mit der Geschwindigkeit etwas aussagen zu 
können, haben wir (54.11) für die Anregung 
des 2s- und 2P-Niveaus von Wasserstoff aus
gerechnet. Sofern die Energie des stoßenden 
Elektrons mindestens etwa dreimal so groß ist 
wie die Anregungsenergie, gelten die Formeln: 

1 
lge + 1.85--

~7-----~----~----~----~~~ 

Abb. 48. Der Mittelwert von cos' q> als Funktion der 
Elektronengeschwindigkeit bei Anregung der Niveaus 
2s, 2p des Wasserstoffs. Abszisse Wurzel aus dem 
Verhältnis Elektronenenergie zu Anregungsspann~g 
des zweiquantigen Wasserstoffniveaus, Ordinate cos~ cp. 
'P ist der Winkel zwischen der Flugrichtung des 
stoßenden Elektrons vor dem Stoß, p, und dem Vektor, 

der die Impulsänderung angibt, IJ - IJ'. 

1 
cos2 rp = 

2e 
für Anregung von 2 s , 

I 2,4e- 1 

0,77 
(54.14) 

cos2 rp = 
e 

für Anregung von 2 p 
lg e + 0,201 

mit e = EjE,.- E 0 . Abb. 48 stellt den Mittelwert von cos2 rp für Anregung von 2s und 2P 
graphisch dar. Es folgt aus (54.14), daß cos2 rp für die Anregung des 2s-Niveaus viel schneller 
abfällt als für die des 2p-Niveaus. Insbesondere verschwindet die Polarisation, wenn cos2 rp = t 
ist [vgl. (54.12)], und dies wird erreicht bei der Energie 

E = 4.5(E,.- E,1) für 2s, dagegen erst bei E = 14(E,.- E 0) für 2p. (54.15) 

Der Unterschied erklärt sich daraus, daß der Übergang nach 2P erlaubt, nach 2s verboten 
ist: Bei kleinem Ablenkungswinkel des (schnellen) anregenden Elektrons ist (vgl. Ziff. 52a) 
die Anregungswahrscheinlichkeit für erlaubte Übergänge proportional sin - 2 {}f2, für verbotene 
konstant: Für erlaubte Übergänge kommt es daher viel häufiger vor, daß das stoßende Elek
tron nur verzögert und nicht abgelenkt wird, in diesem Fall ist aber V - p' parallel V, so daß 
cos2q; für erlaubte Übergänge größer sein muß als für verbotene. 

Ferner kann man durch explizite Ausrechnung sehen, daß schon bei einer Primär
energie E von der Größe der 11/ 2 fachen Anregungsenergie die Polarisation stark vermindert 
sein muß, es ist nämlich cos2 rp = 0,753 bzw. 0,777 für Anregung des 2s- bzw. 2p-Niveaus 
von Wasserstoff. Diese Zahlen für Wasserstoff können natürlich nur Anhaltspunkte für die 
Größenordnung des zu erwartenden Geschwindigkeitseffekts sein, quantitative Rückschlüsse 
auf andere Atome sind unmöglich. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /I. 33 
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d) Vergleich mit dem Experimcn t. SKINNER und APPLEYARD 1 haben 
die Polarisation des Stoßleuchtens bei Hg in Abhängigkeit von der Energie der 
Primärelektronen sehr sorgfältig untersucht. In Abb. 49 haben wir eine typische 
Kurve abgebildet. Dabei fällt sofort auf, daß entgegen der theoretischen Er
wartung der Polarisationsgrad mit abnehmender Elektronengeschwindigkeit 

'IO nicht dauernd steigt, sondern einige 
Volt über der Anregungsenergie ein 
Maximum erreicht und dann an
scheinend nach Null abfällt. Der 
Grund für dieses unerwartete Ver
halten, das sich auch bei Helium 
und Neon zeigt, ist noch völlig un

'I ~i'\o 
I{ '\ 
!1' 

""' I~ "' ~ 

JO 

20 

10 

0 
I 

-?~ E 'I 5 r; 7 8 .9 10 11 12 13 1'1 15 geklärt. 
Abb. 49. Polarisationsgrad der Hg-Linie.<= 4347 (Übergang 
7 1D 2 -+ 6 1P 1). (Kach SKINNER und APPLEYARD.) Theoreti
scher Wert der Polarisation direkt oberhalb der Anregungs-

grenze 60%. Abszisse Energie in VVOii. 

Bei höheren Energien entspricht 
der Verlauf der Polarisation als Funk
tion der Energie qualitativ der Theo
rie: Die Polarisation nimmt ab und 

kehrt bei einer gewissen Energie ihr Vorzeichen um. Die Energie, bei der dies ge
schieht, beträgt durchschnittlich das 8- bis 1 Ofache der Anregungsenergie. Das ist 
etwas mehr, als wir im vorigenAbschnitt theoretisch berechnet haben ( 4, 5 fache An
regungsenergie für den Fall, daß der Übergang vom Grundzustand zum an
geregten Zustand verboten ist; andere angeregte Zustände sind nicht unter
sucht). Aber, wie schon bemerkt, läßt sich die Berechnung vom speziellen Fall 
des Wasserstoffs nicht ohne weiteres übertragen. 

Ein Vergleich der beobachteten und berechneten Polarisationen ist in Tabelle 29 gegeben. 
Dabei ist der obenerwähnte Effekt zu beachten, daß experimentell für Elektronengeschwindig
keiten, die gerade zur Anregung ausreichen, die Polarisation Null wird. Als "beobachtete" 
Polarisation haben wir daher mit SKINNER und APPLEYARD die maximale beobachtete Polari
sation eingesetzt. Diese tritt, wie erwähnt, bei einer Energie von etwa 4 Volt über der Anregungs
energie von ca. 10 Volt auf, wo theoretisch bereits eine merkliche Verminderung der Polari· 
sation auf ca. 3 / 4 eingetreten sein muß, weil die Impulsänderung nicht mehr parallel zum 
Primärimpuls erfolgt (vgl. Abschn. c). Es kann daher nicht überraschen, daß die beob-

Tabelle 29. Polarisation des Stoßleuchtens bei Quecksilber. 

Übergang 

Singletts 

n'S~-+ 6 3 P 1 bzw. 6 1P 1 

n 1D 2 -+ 6 1P 1 

n 1D 2 -+ 6 3P 1 

n 1D 2 -+ 6 3P 2 

TripJetts 

n 3S1 -+ 6 3P 0 
n 3S1 -+ 6 3 P 1 

n 3S1 -+ 6 3 P 2 

n 3 P 1 -+6 1 S 0 

n 3D 1 -+ 6 3P 0 

n 3D 1 -->- 6 3 P 1 

n 3D 2 -+ 6 3P 1 
naD2-+ 6ap2 
n3Da-+ 6ap2 

Theoret, Polar. 

0 
60 
60 

-100 

0 
0 
0 

-100 
60 

-42 
33 

-42 
44 

28* 
28* 

-41* 

-30 
25 

28 
-35 

18 

Experimentelle Polarisation 

0 
35 
27 

--- 33* 

8 
12 

() 

18 
-17 

23 
--26 

20 

I u--~:-;- --;; = 9 

33 

-6 
0 

19 

0 
31 

0 

Die mit * bezeichneten Zahlen sind in folge Überlagerung schwacher, wenig polarisierter 
Linien zu niedrig. 

1 H. vV. B. SKINNER u. E. T. S. APPLEYARD, Proc. Roy. Soc. London Bel. 117, S. 224. 
1928. 
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achteten Polarisationen stets unter den für Energie gleich Anregungsenergie berechneten Polari
sationen J/0 liegen. Die Relativwerte von berechneten und beobachteten Polarisationen an 
verschiedenen Linien stimmen einigermaßen überein. 

Andere Experimente1 geben ebenfalls qualitativ erträgliche Übereinstim
mung mit der Theorie, während quantitativ beträchtliche Abweichungen be
stehen. ELENBAAS z. B. findet für die unaufgelösten Helium-TripleUlinien 

n 35-+ 2 3 P 
n 3P-+ 2 35 
n 3D-+ 2 3P 

13% Polarisation statt theoretisch 
18" 
1 7 " 

o% 
37" 
31 " 

55. Ionisierung. a) Energieverteilung der Sekundärelektronen. 
Langsame Sekundärelektronen, deren Energie von der Größenordnung der 
Ionisierungsspannung des Atoms oder noch kleiner ist, werden nach Ziff. 52a, b 
vorzugsweise gebildet, wenn das stoßende Teilchen nur sehr wenig abgelenkt 
wird. Die Wahrscheinlichkeit der Emission eines Sekundärelektrons der Energie W 
ist in diesem Falle angenähert proportional der optischen Übergangswahrschein
lichkeit des Atoms vom Grundzustand in den Zustand W des kontinuierlichen 
Spektrums: 

(55 .1) 

ganz analog zur Wahrscheinlichkeit der Anregung eines diskreten Atomzustands 
(53.6). Die optische Übergangswahrscheinlichkeit \x1 w\ 2 haben wir in Ziff. 47 
gelegentlich der Diskussion des Photoeffekts abgeleitet, sie ist 

\
X !2 _ 2 7a2 e-4fkarctgk 

1 w, - 3 (1 + k2)5 1 - e-2::rfk 

mit k = yWjRy *, und kann angenähert geschrieben werden 

2 _ 2 7 a 2 e- 4 (1 +} WjRy) 
!xrw\ - 3 (1 + WjRy)s . 

(55 .2) 

(55 -3) 

/x1 w /2 fällt sehr rasch mit zunehmender Energie ab, der Verlauf von / x1 w /2 

als Funktion von W für Wasserstoffatome ergibt sich, ebenso wie derjenige von 
aw, aus Tabelle 30: 

Tabelle 30. Übergangswahrscheinlichkeiten vom Grundzustand ins kontinuier
liche Spektrum. 

aw = 0,059 

bw = aw I .:r1 wl 2 = 0,046 
a2 

2 1/2 1 I 
0,344 0,171 0,058 0,0119 

0,918! 

0,3161 

1.97 ' 4,38 10,02 

0,338 1 0,254 o. 117 

3 I 5 u. mehrRydberg 

0,0045 000 

17 sehr groß 

0,077 (RyjW) 2 

Für mittlere Geschwindigkeiten des Primärelektrons (etwa 100000 Volt) 
ist der Logarithmus in (55.1) von der Größenordnung 10, die Anzahl der lang
samen Sekundärelektronen (Energie bis ca. 2 Ry R:: 30 Volt) wird also wesent
lich durch den logarithmischen Term bestimmt und fällt daher mit wachsender 
Geschwindigkeit des Primärelektrons langsamer ab als 1jv2• 

1 R. QuARDER, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 674. 1927 (Hg); R. QUARDER u. W. HANLE, 
ebenda Bd. 54, S. 819. 1929 (Ne); K. STEINER, ebenda Bd. 52, S. 516. 1929 (He und Ne); 
W. ELENBAAS, ebenda Bd. 59, S. 289. 1929; W. ELENBAAS u. M. G. PETERI, ebenda Bd. 54, 
S. 236. 1929; W. ELENBAAS u. L. S. ÜRNSTEIN, ebenda Bd. 59, S. 306. 1929. 

* (55.2) geht aus (52.13) hervor, indem man q = 0 setzt. 

33* 
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Sekundärelektronen höherer Energie (etwa 5 Ry und mehr) verhalten sich 
wie "freie Elektronen" und werden praktisch nur dann ausgelöst, wenn das 
Primärelektron eine Ablenkung um den Winkel 

{} = arc sin yWj E 

erfährt [Impulssatz, vgl. (52.14)]. Ihre Anzahl ist daher fast genau gleich der 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß das stoßende Elektron um{} abgelenkt wird [vgl. 
(52.21 )] , also 

2ne4 ( 1 1 1 ) 
.P(W)dW = .mv2- dW W2- W(E- W) + (.E-=--Wr . (5 5.4) 

Die Wahrscheinlichkeit der Auslösung rascher Sekundärelektronen wird also bei 
festem W ungefähr umgekehrt proportional v2• Ein von der Bindung herrühren
der logarithmischer Term, wie er bei langsamen Elektronen wesentlich ist, spielt 
für sie nur eine ganz untergeordnete Rolle. 

DieFormel(55.4) gilt natürlich nur, wenn die stoßende Partikel ein Elektron 
ist: Zweites und drittes Glied rühren von der Nichtunterscheidbarkeit von 
Primär- und Sekundärelektron her, sie fallen fort, wenn das stoßende Teilchen 
kein Elektron ist, dann bleibt 

2ne4 z2 dW 
.P(W) dW = -- mv2-W2- (55.5) 

(z = Ladung des stoßenden Teilchens). Solange die Energie des Sekundär
elektrons klein gegen die des Primärelektrons bleibt, gilt (55 5) auch (angenähert) 
für Elektronenstoß. 

Die Formeln (55.1), (55.4), (55.5) geben die Wirkungsquerschnitte für die Emission von 
Sekundärelektronen der Energie W bis W + dW an; die Anzahl der Elektronen dieser 
Energie, die von einem primären Teilchen auf einer Strecke von 1 cm gebildet wird, ergibt sich 
daraus durch Multiplikation mit der Anzahl (gebundener) Elektronen pro Volumeinheit der 
durchquerten Substanz. 

Hat das stoßende Elektron eine Geschwindigkeit von der Größenordnung 
der Lichtgeschwindigkeit, so tritt in (55 .1) im Nenner des Logarithmus der Faktor 

1- v2jc2 hinzu: 8nz2( 2mv2 v2) 1 
.P(W)dW = Jx0 wJ 2 mvi lg ( v2-c-) + aw- ·c2- dW 

Ry 1- (;i 

8nz2 2mP2 v2 
= Jx0 wJ2 • m'V2·(lg M 2 Ry + aw -- ~;2-)dW. 

(55.6) 

(55.6) gilt für beliebige Energie und beliebige Masse M des pnmaren Teilchens, 
p ist der Impuls des Teilchens1. Trägt man die Anzahl der ausgelösten langsamen 
Elektronen als Funktion der Geschwindigkeit der Primärelektronen auf, so ergibt 
sich bei nichtrelativistischen Geschwindigkeiten ein Abfall mit 1/v2, bei Über
schreitung von ca. 97% der Lichtgeschwindigkeit dagegen ein Wiederanstieg. 
Die Wahrscheinlichkeit der Auslösung von schnellen Sekundärelektronen ist 
bei relativistischer Geschwindigkeit des Primärteilchens gegeben durch 

<P(W)dW = 2ne4z2 dW [1- ~(1- v2)] (55.7) 
m v2 W2 2 m c2 c2 ' 

wenn die stoßende Partikel ein schweres Teilchen ist, während bei Elektronen-

stoß tP (W)dW = 2~4-. dW (~-_-___ - __ 1___ -. (2E__+ m cj_!'n_c2_ I 
m v2 W2 W(E- W) (E + m c2)2 (55 .S) 

1 1 ) + (E-Wj2 + (E.<t- mc2)2 

1 Die Ableitung geht ganz analog wie bei der Bremsformel; vgl. Ziff. 56. 
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gilt. Eist dabei die Energie des Primärelektrons mit Ausschluß der Ruhenergie. 
Wie man sieht, wird bei großen E der Austauscheffekt etwas herabgesetzt, was 
aber nur bei sehr großer Energie W des Sekundärelektrons eine Rolle spielt. 

Tabelle 31 gibt die Geschwindigkeitsverteilung der an Wasserstoffatomen 
ausgelösten Sekundärelektronen für verschiedene Energie E des Primärelektrons 
an. Es fällt auf, daß mit wachsender Energie E die Anzahl der langsamen 
Sekundärelektronen relativ zu der der schnellen wächst. (Andererseits nimmt 
natürlich die obere Grenze der Sekundärelektronengeschwindigkeit zu.) 

Tabelle 31. Geschwindigkeitsverteilung der Sekundärelektronen 
(Anzahl der Elektronen bestimmter Geschwindigkeit in Prozent der Gesamtzahl der 

Sekundärelektronen). 

Energie des Sekundärelektrons Energie des Primärelektrons in Volt 

in Rydber;- r--- --- ---·---- - -------

I I I I in Volt 1000 10000 100000 108 I 108 1Q10 
i 

o bis '/4 
I 

0 bis 3.39 33.0 35.4 37.3 38.9 
I 

41.4 

I 
42.7 

'/4 .. '/2 3.39 .. 6.77 17.9 18.5 19,0 19.5 20,3 20,7 
'/2 .. 1 I 6,77 .. 13.54 17.9 17.7 17,7 17.7 17,8 17.9 

1 .. 2 I 13.54 .. 27,1 13.7 12,7 12,2 11,7 11,0 10,6 
2 .. 3 27,1 .. 40,6 5.3 4.7 4.3 4,0 3.5 3.2 
3 .. 5 40,6 .. 67.7 5.5 

! 
4,6 4,0 3.5 2,7 2,3 

5 .. 10 67.7 .. 135.4 4.1 2,3 3.1 2,5 1,8 1,4 
über 10 über 135.4 2,5 I 3.1 2,6 2,2 1.4 1,1 

b) Richtungsverteilung der Sekundärelektronen. Die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß das Atom beim Stoß in einen Zustand W (0 < W;:;;;, Ry) angeregt wird, ist, wie 
schon oft bemerkt, in erster Näherung gegeben durch die optische Übergangswahrscheinlich-

keit 1 12 1/ d 12 X1 w = XU1 Uw r; 1 , 

wobei die %-Achse die Richtung der Impulsänderung 1J - 1J' hat [vgl. (52.6)]. Wir schreiben 
die Eigenfunktionen in einem Polarkoordinatensystem r, X, rp, dessen Achse in die Flug
richtung 1J des stoßenden Elektrons fällt, während die Ebene von 1J und 1J' das Azimut rp = 0 
haben soll. Für die weitaus überwiegende Anzahl der Stöße, die zur Emission langsamer 
Sekundärelektronen führen, ist nun (vgl. Ziff. 52a, 54c) 1J - 1J' senkrecht zu 1J, also 
x = rsinxcos<p. Daher ist x 1 w nur endlich, wenn uw die Winkelabhängigkeit 

uw"" sin x cos rp 

besitzt, da u1 bei Wasserstoff kugelsymmetrisch ist. Folglich ist die Anzahllangsamer Sekun
därelektronen proportional sin2 X cos2 rp. Wir haben jetzt noch über rp, d. h. über alle Ab
lenkungen des stoßenden Elektrons, zu mitteln. 

Dann wird die Winkelverteilung der Sekundärelektronen 

I "" sin2 x , (55 .9) 

d. h. genau so wie beim Photoeffekt mit unpolarisiertem einfallendem Licht. 
Wie dort, so kommt auch in unserem Fall ein isotroper Bestandteil hinzu, falls 
die Elektronen im Atom bereits einen Drehimpuls hatten (vgl. Ziff. 47d). Doch 
gelten alle Überlegungen bei uns nur für den Fall großer Geschwindigkeit des 
anregenden und kleiner Geschwindigkeit des Sekundärelektrons. 

Schnelle Sekundärelektronen der Energie W ::> I verlassen das Atom un-

gefähr unter dem Winkel X= arccosyWJE (55.10) 

(E =Energie des Primärelektrons), also senkrecht zur Flugrichtung des Primär
elektrons nach dem Stoß [vgl. (52.14)] (Energie-Impulssatz). (Solange W nur 
einen kleinen Bruchteil der Primärenergie E ausmacht, aber groß gegen die 
Ionisierungsspannung ist, ist die Richtung des Sekundärelektrons auch senk
recht zur ursprünglichen Flugrichtung des Primärelektrons.) 
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Die Verhältnisse ändern sich, sobald Primär- und Sekundärelektron rela
tivistische Geschwindigkeit haben. In diesem Fall ergibt der Energie-Impulssatz 
für den Winkel zwischen der Flugrichtung des Primärelektrons vor dem Stoß 
und des Sekundärelektrons 

(55.11) 

wobeiEund W, wie in (55.10), die Energie des Primär- und Sekundärelektrons 
mit Ausschluß ihrer Ruhenergie sind. Für E ~ W und mc 2 wird 

tgx = -v2;c2, (55.12) 

die Sekundärelektronen werden also um so mehr nach "vorne" zu, d. h. in der 
Richtung der Primärstrahlung, ausgeschleudert, je größer ihre Energie ist. 

c) Totale Ionisierung. Für die Gesamtzahl der von einem primären 
Teilchen pro cm Weg beim Durchgang durch Wasserstoff gebildeten Ionen er
gibt sich 1 

(55.13) 

Setzen wir für die Anzahl I)( der Wasserstoffatome pro cm 3 den Wert 5,42. 1019 

(gewöhnlicher molekularer W asscrstoff bei 760 mm Hg und 0 o C), ferner z = 1 
und vfc = ß, so ist 

1)1!1\ = 0-~~2 (1°lg1 ~2 ß2 + 4,06- 0,43ß2) (55.14) 

(Ionen pro cm Weg). 
Für andere Gase als Wasserstoff tritt in Formel (55-12) die mittlere Ionisierungsspan

nung der äußeren Schale an die Stelle der Rydbergenergie, außerdem ist mit der Anzahl 
der Außenelektronen zu multiplizieren (die Ionisierung innerer Schalen macht praktisch nichts 
aus) und statt der Zahlenkonstanten 0,285 bzw. 3,04 treten natürlich etwas andere. Für 
Luft wird man also rund die 5- bis 6fache Ionisierung bekommen wie für Wasserstoff, setzen 
wir in (55-13) z. B. ß2 = 0,9 (also recht schnelle Elektronen), so ergibt sich j)1 <Pi= ca. 10 pri
märe Ionenpaare pro cm Luft. Der Gang des Ionisierungsvermögens mit der Geschwindig
keit ist ähnlich wie der des Bremsvermögens, vgl. Tabelle 33, Ziff. 56. 

In Wirklichkeit erzeugt aber nicht nur die primäre Partikel Ionen, sondern 
auch die schnelleren Sekundärelektronen ionisieren ihrerseits wieder neue Atome. 
Die Wahrscheinlichkeit dafür ist theoretisch sehr schwer abzuschätzen 2, ex
perimentell ergibt sich das Verhältnis der Gesamtzahl der gebildeten Ionen zur 
Anzahl der von der primären Partikel direkt gebildeten zu etwa 3 : 1. Damit 
kommen wir für Elektronen von 90% Lichtgeschwindigkeit auf ein Ionisierungs
vermögen von ca. 30 Ionenpaaren in Luft von Normalbedingungen (beobachtet 
ca. 40). 

Der Gesamtzahl der gebildeten Ionen (55.12) stellen wir gegenüber die Ge
samtzahl der Anregungen diskreter Energieniveaus 

1)1 r:p = 2nj)(_e4z2 • 0 715 (lg __ 2m~-_ - _1!_2 - 0 61) 
a m v2 Ry ' ( v2 ) c2 ' 

Ry • 1- (} 

(55.15) 

und die Gesamtzahl der elastischen Stöße 
2nm e4 z4 

1)1 r:p = - - --- . 0 583 . 
e mv2 Ry ' (55 .16) 

1 Die Hechnung geht analog wie die Berechnung der Brcmsung; vgL Ziff_ 56a, b. 
2 VgL E. J. VvrLLIAMS, Proc. Roy. Soc. London Bd. 135. S. 108. 1932- Dort auch 

eingehender Vergleich der primären Ionisierung mit dem Experiment. 
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Tabelle 32. Verteilung der Stöße auf verschiedene Sorten, mittlerer Energie
verbrauch pro Ion usw. 

Anteil an der Gesamtstoßzahl in Prozent. 

Elastische Stöße 

Anregung des 2. Niveaus 
3. 
4. 
s. .. höherer 

Anregungen zusammen 

Ionisierung . 

Energieverbrauch (Volt) pro 
primäres Ion ("1 ) 

pro Stoß (r2) 

Wirkungsquerschnitt 

1000 10000 

Energie des Primärelektrons 

1ooooo 1 1o' 108 1010 Volt 

5.1 

47,5 
7.3 
2,71 
1,28 
2,33 

61,2 

33.7 

64,8 
21,7 

66,0 

4,1 2,55 

I 49.5 I 51,5 
. 7,S ' 8,1 

2, 79 2,90 
1.32 1,36 
2,38 2,42 

63,4 66,4 

32.5T31.üi 

1,8 

52,8 
8,4 
2,96 
1,38 
2.45 

68,0 

30,2 

-66,9 --~-;,~~~-6-9-.4----
21,7 i 21,3 21,0 

30,6 I 42,8 60,0 · 10 20 cm 

Man erkennt, daß mit wachsender Energie des primären Teilchens die Anregung 
diskreter Niveaus an Wahrscheinlichkeit gewinnt gegenüber der Ionisierung, 
während die elastischen Stöße immer 
mehr zurücktreten. 

Tabelle 32 und Abb. SO geben die Ver
teilung der Stöße auf die verschiedenen Sorten 
in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit wie
der, die Tabelle gibt außerdem die Energie F1 , 

welche das stoßende Teilchen für jedes direkt 
gebildete (primäre) Ion verbraucht, und die 
mittlere Energie c2 , welche im Mittel bei jedem 
Stoß verlorengeht. Die erstere steigt mit 
wachsender Energie des Primärelektrons erst 
rasch, dann langsamer, weil die Wahrschein
lichkeit der Anregung auf Kosten der Ioni
sierung zunimmt. Endlich ist noch der Wir
kungsquerschnitt des Wasserstoffatoms gegen
über Elektronen 

1 ( h )2 ( 2 p2 v2 ) <[> =- - lg + 1,03- . (55.17) n mv m Hy c2 

in der Einheit 10 ·- 20 cm 2 angegeben, er fällt 
mit wachsender Energie zunächst ab und steigt 
dann oberhalb etwa 1 Million Volt wegen des 
Anstiegs des Logarithmus in (55.17) wieder an. 

56. Bremsung. a) Nichtrelativi
stische Geschwindigkeiten. Eines 
der wichtigsten Probleme der Stoßtheorie 
ist die Frage nach dem Energieverlust 
einer geladenen Partikel beim Durchgang 
pro cm Weg ist offenbar 

Abb. SO. Verteilung der Elektronenstöße auf verschie
dene Sorten in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit 
des stoßenden Elektrons. Man sieht die starke Zu
nahme der Wahrscheinlichkeit der Anregung des zwei
ten Energieniveaus und Abnahme der Wahrschein
lichkeit der Ionisierung und der elastischen Stöße bei 

"\vachsender Geschwindigkeit. 

durch Materie. Der Energieverlust 

(56.1) 

[N =Anzahl Atome pro cm3, dWn({}) differentieller W.Q. für die Anregung 
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des nten Atomniveaus]. Wir benutzen die Darstellung (49.6) für den differen-
tiellen W.Q., so daß Q 

-~~=Nu~ (En- E 1) ~~~-jFn(Q)J2 • (56.2) 
n Qmln 

Die Integrationsgrenze Qmin hängt dabei nach (49.13) vom angeregten Niveau n 
ab, während Qmax praktisch durch (49.15), (49.16) gegeben ist1. Wir vertauschen, 
soweit möglich, Summation und Integration: 

Qmax Qo 

- ~: = Nuft~ ~(En -E~) 1Fn(Q)I 2 +Nu~(En -E~) -j~~-IFn(Q) J2• (56.3) 
Q0 n n Qmln 

Q0 ist ganz willkürlich, wir können z. B. für Wasserstoff bequem wählen 

Ry 
Qo = 2mv2 • (56.4) 

Sofern mv 2 -:J> Ry, ist Q0 und Qmin 4::. Ry, so daß man im zweiten Term von (56.3) 
für Fn(Q) seinen Grenzwert für Q = 0 setzen kann, dann wird [vgl. (52.8), (49.8)] 

(56.5) 

Die Summen übern umfassen auch Integrationen über das kontinuierliche Spek
trum, der Zahlenwert 0,098 ergibt sich durch numerische Auswertung mit Hilfe 
der in Tabelle 16 gegebenen Oszillatorstärken fnt· 

Die Auswertung des ersten Ausdrucks in (56.3) ist sehr einfach. Man kann 
nämlich leicht zeigen 2, daß 

l,'IFn(q)I 2 (En- E1) = q2Ry = Q (56.6) 
n 

ist; für q = 0 geht dieser Satz in den gewöhnlichen Summensatz der Oszillator

stärken über, da IBn (q) 12 = 1_~ I Xn 1 12 wird [ vgl. (40.4)]. Damit wird a 

dE N (l Qmax 8) -([X= " g- Qo-- 0,09 . (56.7) 

Für die Bremsung schwererer Teilchen können Wir einfach Qmax = 2mv 2 

aus (49.16) einsetzen und erhalten mit (49.7) 

dE 4:n:N e4z2 2mv2 

dx - mv2 -lg L103Ry · (56.8) 

Für Elektronen dürfen wir zunächst als obere Grenze des Energieverlustes nicht 
die volle Energie imv2, sondern nur die Hälfte davon einsetzen, weil bei heftigen 
Zusammenstößen stets das schnellere der beiden fortgehenden Elektronen als 
das Primärelektron gerechnet wird. Zweitens müssen wir die Verminderung der 
Stoßzahl durch das FAULische Ausschließungsprinzip berücksichtigen: Sie be-

1 Vgl. die in Ziff. 49 gegebene Begründung. 
2 H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 325, § 8. 1930. 
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wirkt, daß für große Q die Wahrscheinlichkeit eines Stoßes mit der Energieüber-
tragung Q durch ( 1 1 1 ) 

-xdQ Q2 - Q(E- Q) + (E- Q)2 

gegeben ist, anstatt einfach durch 
-xdQjQ2 

[vgl. (55.4)], so daß der erste Term in (56.3) zu ersetzen ist durch1 

!E 

N -x.f QdQ ( ~2 - Q(E 1_ Q) + (E-~ Q)2) = N -x (lg 8 ~o + 1). 
Q, 

Damit wird dann der Energieverlust der Elektronen pro cm Weg 

dE 4:n:Ne4 mv2 v'i 
- dX = mv2 lg2Ry · 1.103 2 

(e = Elektronenladung, e = 2,718 ... ). 

(56.9) 

(56.10) 

Der Energieverlust ist also im wesentlichen (bei Elektronen ebenso wie bei 
<X-Teilchen und Protonen) umgekehrt proportional der Energie selbst, sobald 
diese groß ist gegen die Ionisierungsspannung des bremsenden Atoms. Die 
Reichweite wird daher bei Vernachlässigung der Variation des Logarithmus 
mit der Energie proportional dem Quadrat der Energie, d. h. der vierten Potenz 
der Geschwindigkeit. In Wirklichkeit bedingt der Logarithmus einen etwas 
langsameren Abfall des Energieverlustes, also einen langsameren Anstieg der 
Reichweite mit zunehmender Energie. Tabelle 34 (unten) zeigt den Verlauf 
des Energieverlustes pro Gramm durchquerter Substanz als Funktion der Ge
schwindigkeit für die Bremsung durch Wasserstoffatome und einige andere Sub
stanzen. Im letzteren Falle berechnet sich der Energieverlust, indem man in 
(56.8), (56.10) statt der Rydbergenergie eine mittlere Ionisierungsspannung 1· 
einsetzt, die etwa der geometrische Mittelwert der Ionisierungsspannungen der 
verschiedenen Schalen des Atoms ist2, und unter N die Anzahl Elektronen pro 

Gramm bremsender Substanz = --- ---- . -- -- , . versteht. ( Loschmidtzahl · Kernladung ·Dichte) 
, Atomgewicht 

Tabelle 3P zeigt die Übereinstimmung mit der Erfahrung, die als sehr be
friedigend bezeichnet werden muß: Verzeichnet ist in Tabelle 3 3 a der logarith
mische Term in (56.8) bzw. (56.10), d. h. 

- dF:_ 12lg~~tv: 
dx E 

B = 2-:n:-};1 e4 z2 = m v2 ye 
mv2 2lg---=- -

2E 2 

::: ::::::n::chcn, l (56.11) 

in Tabelle 33 b die Wegstrecke, die zur Verminderung der Geschwindigkeit eines 
Elektrons von der Anfangsgeschwindigkeit 2,05 · 109 cmjsec auf die jeweils an
gegebene Endgeschwindigkeit notwendig ist. In diesem Fall zeigt sich nur bei 
vollständiger Abbremsung ein Unterschied zwischen Theorie und Experiment 
(Ungültigkeit der BoRNsehen Theorie bei kleinen Geschwindigkeiten!). 

1 Für Q ~E ist die linke Seite von (56.9) identisch mit der von (56.3), wenn man 
dort den /-Summensatz (56.6) berücksichtigt. Für große Q ist Q gleich der übertragenen 
Energie Wund (56.9) folgt aus (56.4). 

2 Bezüglich der theoretischen Berechnung von E vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5, 
S. 325, § 11. 1930; ZS. f. Phys. Bd. 76, S. 293. 1932; F. BLOcH, ebenda, im Erscheinen. 

a Nach E. J. WILLIAMS, Proc. Roy. Soc. London Bd. 135, S. 108. 1932. 
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Tabelle 33. Vergleich der Bremsformel mit der Erfahrung. 

- dE 1dx 
a) Bremsvermögen B = N 4 

12/ 2 2.n e z m v 

Geschwindigkeit 
Bremsendes Gas I E. 

I 

Bremsvermögen 
Stoßendes Teilehen - --in 109 cmjsec 

Volt theor. 
I 

exper. 

Elektron 5,08 H2 I 17,6 
I 

11 '5 
I 

11 '7 I 

" 6,90 02 37 12,2 10,6 
6,90 A 59 I 11,2 10,0 

cx-Teilchen 1,92 H2 17,6 

I 

10,9 

I 

11' 1 
" 1,92 He 28 9,9 9.3 

" 1,92 02 37 9,4 7,5 

b) Reichweite von Elektronen in Wasserstoff (15 o C, 760 mm). 

(Wegstrecke, die zur Bremsung von 2,05 · 109 cmsec- 1 auf die jeweils angegebene End
geschwindigkeit notwendig ist.) 

Endgeschwindigkeit ...... ,1,923 I 1,709 11,592 11,0821 0 1108cmfsec 
Bremsweg theoret. . . . . . . . 8,2 18,9 23,4 35,1 39,2 cm 

" exper. . . . . . . . 8,2 I 19,3 23,6 35,2 40,9 • " 

Tabelle 34. Energieverlust und Reichweite (theoretisch). 

a) Energieverlust pro Grammfcm2 durchquerter Substanz in Millionen Volt. 

Gebremstes Bremsende Anfangsgeschwindigkeit in Volt 
----- ~ -

Teilchen Substanz 
I 

I 
10' 105 

I 
106 I 107 108 109 

I 
1010 

I 

Elektron H2 45.5 8,2 3,68 4,16 5,20 
I 

6,24 7.24 
i Luft 19,5 3,67 1,69 1,95 2,47 I 2,99 3,48 

H 20 21,7 4,08 1,88 2,17 2,74 I 3,32 3.87' 
Pb 10,0 2,2 1 '10 1.35 1, 7 5 I 2,17 2,56 

Proton Luft - - 300 47 7,6 I 2,31 2,31 
H 20 - - 340 52 8,4 ! 2,56 

I 

2,56 
Pb - - 150 27,5 5,0 

I 
1,56 1,63 

cx-Teilchen Luft - - 4100 680 105 18,8 9,6J 

b) Reichweite in cm. 

Elektron Luft 0,2 11 360 4,3 ·103 3.3·104 2, 7 ·105 2,3. 106 

H 20 2,3 ·10 ~ ~ 4 1,3·10 - 2 0,42 5,0 39 320 2700 
Pb 4,5·10- 5 2,2·10 ~-a 0,06 0,72 5.5 44 370 

Proton Luft 1,3 100 6·1 03 2,3·105 3.4 ·106 

Pb 3·10- 4 1,7·10- 2 1,0 40 360 
cx-Teilchen Luft 0,1 6 400 2,5·104 6. 105 

b) Relativistische Geschwindigkeiten. Wir gehen genau so vor wie bei der 
Berechnung des nichtrelativistischen Bremsvermögens: Der Energieverlust ist nach wie vor 
durch (56.3) gegeben [vgl. (50.8)], nur ist das Matrixelement Fn durch 'ln [vgl. (50.2)] zu er
setzen und die Grenzen für Q abzuändern [vgl. (50.9), (50.10)]. 'ln haben wir für kleine Q 
bereits in (52.26) ausgerechnet, Q ist nach (50.5), (52.54) in genügender Näherung 

P2 (E - E )2 m 
Q = m (1- cos{}) + n 2p20 ~-' (56.12) 

führen wir dies in (52.26) ein, so wird (für Q <:( Ry) 

(56.13) 

Für mittlere Werte der "Stoßenergie" Q können wir in 1"/n die Retardierung vernachlässigen 
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und den Summensatz (56.6) benutzen. Die Wahrscheinlichkeit der Auslösung rascher Sekun
därelektronen ist durch (55.8) gegeben. Wir erhalten daher 

(56.14) 

E ist die Energie einschließlich der Ruhenergic. Die Festsetzung der oberen Grenze des 
letzten Integrals auf oo ist zulässig, weil der Integrand sehr rasch abfällt, praktisch spielt 
dieses Glied (Vektorpotential !) nur für sehr kleine Q eine Rolle. 

Mit (56.5) und (50.9) erhält man 

_ _ dE__ = Nu (lg p2 (E --:. m c2) • e _ (~§ - _m c2)_m~2 lg 2 _ 3!2) 
dx m • Ry2 2 E 2 c2 

= 2n N , 4 (l [(-E' )2
• (1 + E' )] _ !z.~'!' + m c.2_1n ~ 1 2 ~2 - v2

) 

mv2 g Ry 2mc2 (E' + mc2 ) 2 g + c2 (56.15) 

2nNt4 ( mv2 E' ( (- v2 v2 ) v2 ) 
= -m1F lg2Ry2(1-=-v2jc2) - 2 V 1 - [2.- 1 + -c. lg 2 + 1 - c2 ' 

wobei E' die Energie des stoßenden Elektrons mit Ausschluß der Ruhenergie 
ist. Die Zusatzglieder nach dem ersten Logarithmus verschwinden für große 
Energie. Für schwere stoßende Teilchen mit relativistischer Geschwindigkeit! 
wird nach (50.2) 

Sowohl das Bremsvermö
gen ( 5 6.15) für Elektronen 
wie dasjenige für schwere 
Teilchen (56.16) nimmt 
mit wachsenderGeschwin
digkeit ab bis zur Er
reichung einer gewissen 

Grenzgeschwindigkeit, 
welche für Elektronen bei 
ca. 96%, für schwere Teil
chen beica. 93% derLieht
geschwindigkeit liegt (vgl. 
Abb. 51). Danach nimmt 
das Bremsvermögen wie
der zu und erreicht bei 
Elektronen von 1010 Volt 
etwa das Doppelte des 

109 

\ 
I 

\ 
I 
I 

(56.16) 

\l'rolo11 i17 Lvf'l 

\ 
Abb. 51. Ordinate: Energieverlust von Elektronen und Protonen in Mil~ 
lionen Volt pro Gramm durchstrahltet Substanz in Luft und Blei. Abszisse: 

Anfangsenergie der Teilchen. 

Minimalwertes. Bei "nichtrelativistischer" Energie ist das Bremsvermögen für 
Elektronen, bei "relativistischer" Energie das für schwere Partikel kleiner. 

M2c2 
1 Die Energie der stoßenden Partikel soll aber noch klein sein gegen --

(Ruhenergie der Partikel)2 . m 
= , d. s. be1 Protonen ca. 2 · 1012 Volt (vgl. Anm. S. 495). 

Ruhenergie des Elektrons 
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V. Molekülbildung. 
57. Elektronen- und Kernbewegung 1. Die Eigenfunktion eines· Moleküls 

hängt ab von den Koordinaten aller im Molekül enthaltenen Partikel, der Kerne 
sowohl wie der Elektronen. Die Schrödingergleichung lautet 

h2 ~ h2 ~ 1 
2 m_.:::;. LI;. U + 2 _.:::;. 1\{ LI; U + (W- V) U = o, (57.1) 

l i 

wobei das Potential 
V = ~ Z;Zke2 _ ~ Z,e2 + ~ ___::_ 

_.:::;. R,k _.:::;. YiJ. _.:::;. r;.f' 
i<k iÄ J.<f' 

(57.2) 

ist und }.p, die Elektronen, ik die Kerne numeriert (Mi= Masse, Zi =Ladung 
des iten Kerns, Rik sein Abstand vom kten Kern, ra der vom .Hen Elektron). 
Wegen der verhältnismäßig sehr großen Masse der Kerne kann man in guter 
Näherung zunächst die Kerne als ruhend betrachten, d. h. man kann die Glieder 

~~LI; U, welche die kinetische Energie der Kerne darstellen, zunächst streichen. 

Dann erhält man die Wellengleichung 

h2 ~ - Ll;.u + (E- V) u = o. 
2m 

(5 7.3) 
Ä 

Die Eigenfunktion u hängt wesentlich nur von den Koordinaten der Z Elek
tronen ab, und enthält die Koordinaten der z Kerne nur noch als Parameter. 
Besser gesagt: Zur Gewinnung der Eigenfunktion u braucht man nur eine Diffe
rentialgleichung im 3 Z-dimensionalen Raum ( Konfigurationsraum der Elek
tronen) zu lösen, während U sich aus der 3 (Z + z)-dimensionalen Differential
gleichung (57.1) bestimmt. Dafür haben wir aber nicht mehr bloß eine Diffe
rentialgleichung zu betrachten, sondern eine unendliche Schar: Wir müssen 
die Lösungen von (57.3) für jede beliebige Anordnung der Atomkerne kennen, 
um etwas über das Molekül auszusagen. Insbesondere interessiert die Abhängig
keit des Eigenwertparameters E von der relativen Lage und Entfernung der 
Kerne: E ist nämlich weiterhin maßgebend für die Bewegung der Kerne. 

Um das zu sehen, machen wir für die Eigenfunktion U des Gesamtmoleküls 

den Ansatz U = v(R;) u (r;.; R;), (57.4} 

wo u die aus (57.3) bestimmte Eigenfunktion der Elektronenbewegung ist. Gehen 
wir mit (57.4) in (57.1) ein und berücksichtigen (57.3), so erhalten wir 

n2 ~ 1 
2 _.:::;. M~ (uLI;v + 2(grad;ugrad;v) + Ll;u • v) + (W- E (R;)) uv = 0. (57.5) 

i 

Um hieraus eine Differentialgleichung für die "Kerneigenfunktionen" v allein 
zu erhalten, multiplizieren wir mit u und integrieren über alle Elektronenkoor
dinaten 2• Da nun u unabhängig von den Kernlagen normiert ist, 

r u2 d-c = 1 
J ' 

folgt 2 J u grad; u dr = grad;j u2 d-c = 0 

1 Vgl. M. BoRN u. R. ÜPPENHEIMER, Ann. d. Phys. Bd. 84, S. 457. 1927. 
2 Die Tatsache, daß (57.6) erst durch Integration über die Elektronenkoordinaten 

entsteht, zeigt, daß der Ansatz (57.4) nur näherungsweise gilt: In Wirklichkeit hängt die 
Elektroneneigenfunktion nicht nur von den Lagen, sondern auch von den Geschwindigkeiten 
der Kerne ab. Vgl. hierüber z. B. F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 143. 1932. 
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und demnach als Differentialgleichung für v 

h2 ~M--1 -J.iv+(W-E(Ri)+ YTi(R;))v=O. 
2 ~ i ~ 

(5 7.6) 
i i 

Dabei ist 
T- = -·h2 JuL1-udr 

t 2M; t 
(57.7) 

eine Korrekturgröße, welche im allgemeinen vernachlässigt werden kann, da die 
Elektroneneigenfunktion u nicht sehr stark von den Kernkoordinaten abhängt 

(J; u ist also klein) und vor allem der kleine Faktor ~; vor dem Integral steht. 

Man rechnet leicht nach, daß alle physikalisch interessanten Größen (Energie, 
Schwingungsfrequenz, Trägheitsmoment) durch T nur um Beträge der relativen 
Größenordnung mj M geändert werden. 

Vernachlässigen wir T, so spielt E für die Kernbewegung die Rolle der 
potentiellen Energie. Insbesondere kann ein Molekül nur dann gebildet werden, 
wenn E, als Funktion der Kernlagen betrachtet, bei endlichen Kernabständen 
ein Minimum besitzt. Die Konfiguration, die zu diesem Energieminimum ge
hört, ist die Gleichgewichtskonfiguration des Moleküls. 

In der Nähe der Gleichgewichtslage ist die potentielle Energie E jedenfalls 
eme quadratische Funktion der Entfernung vom Gleichgewicht 

E(Ri) = E(Ri0) + Lß;~c(R;- Ri0) (Rk- R~c0). 
ik 

(5 7.8) 

Ri0 sind die Kernkoordinaten in der Gleichgewichtslage. Die Kerne führen daher 
klassisch in erster Näherung harmonische Schwingungen um die Gleichgewichts
lage aus, deren Frequenzen durch die E;"' das sind die zweiten Ableitungen der 
potentiellen Energie nach den Koordinaten, bestimmt werden; die Eigenfunk
tionen der Kernbewegung sind im wesentlichen Hermitesche Funktionen. 

Vereinfacht wird die Berechnung der Kern-Eigenfunktion noch durch folgen
den Umstand: Die Potentialfunktion E hängt selbstverständlich nur von den 
relativen Entfernungen der Kerne, nicht dagegen von der Lage des Molekül
schwerpunkts und der Orientierung des Moleküls im Raume ab: Die Kerneigen
funktion v läßt sich daher ihrerseits separieren in 

1. die Eigenfunktion der Bewegung des Molekülschwerpunkts (ebene Welle, 
drei Koordinaten), 

2. die Eigenfunktion der Rotation, abhängig von den Koordinaten, die die 
Orientierung des Moleküls im Raume bestimmen: Dies sind drei EDLERsehe 
Winkel für ein Molekül mit drei oder mehr Kernen, dagegen nur die zwei Polar
winkel der Kernverbindungslinie in einem raumfesten Polarkoordinatensystem 
für ein zweiatomiges Molekül, 

3· die Eigenfunktion der Schwingung, abhängig von den 3 (z - 2) Rela
tivkoordinaten bei einem Molekül mit z :> 3 Atomen bzw. vom Abstand der 
beiden Kerne, R, für ein zweiatomiges Molekül. Wir werden uns in diesem 
Artikel ausschließlich mit der Elektroneneigenfunktion u beschäftigen. 

58. Das Wasserstoff-Molekülion H2+ *. Das einfachste Molekül ist das 
Wasserstoffmolekülion, bestehend aus zwei Wasserstoffkernen und einem einzi
gen Elektron. Wir betrachten die Kerne als ruhend im Abstand R voneinander 
und fragen nach der Energie und Eigenfunktion des Elektrons in Abhängigkeit 
von R. 

* Vgl. M. MoRSE u. E. STüCKELBERG, Phys. Rev. Bd. 33, S. 932. 1929; J. E. LENNARD
JoNES, Trans. Faraday Soc. Bd. 24, S. 668. 1929; E. TELLER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 458. 
1930; E. HYLLERAAS, ebenda Bd. 71, S. 739. 1931. 
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Es seien r a und rb die Abstände des Elektrons von den beiden Kernen a 
und b, dann lautet die Schrödingergleichung in atomaren Einheiten 

L1u+2 E--+--+- u=O. ( 1 1 1 ) 
R ra rb (58.1) 

E ist die Energie des Molekülions bei festgehaltenem Kernabstand R. Wenn 
das Wasserstoffmolekülion stabil sein soll, so muß E, als Funktion von R be
trachtet, ein Minimum aufweisen. Der Wert von R, bei dem dieses Minimum 
liegt, ist dann der Gleichgewichtsabstand des Molekülions. Im folgenden wollen 
wir statt E die Energie des Elektrons im Feld der Kerne 

E'- E- __!_ - R (58.2) 

betrachten, also die Wechselwirkungsenergie der beiden Kerne fortlassen. 

(58.3) 

Das hat den Vorteil, daß bei unbegrenzter Annäherung der Kerne E' endlich 
bleibt, während E unendlich werden würde. Wir betrachten zunächst zwei 
Grenzfälle, nämlich den Fall unendlich weit entfernter und den Fall zusammen
fallender Kerne. 

a) Die Eigenfunktionen und Eigenwerte bei sehr kleinem Kern
abstand. Lassen wir die beiden Kerne völlig zusammenfallen (R = 0), so 
wird ra = rb, und die Schrödingergleichung (58.3) geht über in die des ionisierten 
Heliums 

L1 u + 2 (E' + ~) u = 0 (58.4) 

mit den Lösungen 

E' = -~Ry, n (58.5) 

(vgl. Ziff. 1, 2). Lassen wir nun die Kerne um die sehr kleine Strecke R aus
einanderrücken, so tritt zur potentiellen Energie in (58.4) der Zusatzterm 

(58.6) 

hinzu, wobei r der Ortsvektor des Elektrons, ±iffi die der Protonen, bezogen 
auf den Molekülschwerpunkt, sind. 

Legen wir die Achse des Polarkoordinatensystems, auf das die Eigenfunktionen (58.5) 
bezogen sind, in die Richtung der Molekülachse lR, so ergibt Entwicklung von (58.6) nach 
Kugelfunktionen 

2 4 00 (2r)2" 
V= r- R- 4.2: R2Hl Pz;.(cos{}) 

V= 

Ä=l 

oo R2J. 
- 4 ~ -- - p (cos 0·) 
~ (2 r)2Hl 2l. 
l.=l 

für r < !R, I 
für r > !R. 

J 

(58.7) 

Die Matrixelemente des Störungspotentials (58.7), gebildet mit den Eigenfunktionen (58.5) 

Vn'Vm' j' * V d n1m = Un'l'm' Unzm l', 

sind nur dann von Null verschieden, wenn m = m' (weil V nicht von 'P abhängt) und l - l' 
gerade ist (weil P 2 ;. (l}) eine gerade Funktion von {} ist). Vernachlässigen wir noch die 
Matrixelemente n cj= n', betrachten wir also nur Matrixelemente zwischen Zuständen, die 
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ohne Berücksichtigung des Störungspotentials V entartet sind, so gibt es für kleinen ( = 1, 2, 3), 
auf die wir uns beschränken wollen, überhaupt nur Diagonalelernente von V, außer einem 
Matrixelement v~eg. Durch explizite Ausrechnung (oder auch allgemein) kann man dann 
zeigen, daß auch dieses Matrixelement noch verschwindet. Die Eigenfunktionen in Polar
koordinaten (58.5) sind daher für unser Problern schon die richtigen Eigenfunktionen nullter 
Näherungl. 

Wir wollen das erste Glied in der Entwicklung von E' nach R berechnen: 
1. Für I ci= 0 ist das einzige wesentliche Glied des Störungspotentials das erste Glied 

der Entwicklung (58.7) für großer, also ist der Mittelwert von V über die ungestörte 
Eigenfunktion (58.5) 

vnzm =- _1_ R2j"lu 12r-al' ({}) dr =- _1_ R2_ljl__+ 1)- 3m2 r-3 ) 
nlm 2 nlm 2 2 (21 + 3)(21- 1) 

(58.8) 
~~~8 [I (I_+ _1) -1m~---- _ R 2 

n 3 l(l + 1) (21- 1) (21 + 1)(21 + 3) 

[vgl. Formel (65.28) und (3.26), Z = 2]. Für kleine m erhält man eine Verminderung des 
Eigenwerts, was damit im Einklang steht, daß die beiden Kerne sich dem Dichtemaximum 
der Elektronenladungsverteilung nähern, welches an den Polen ({} = 0 und n) gelegen ist. 
Für große m (Maximum der Elektronenladung bei {} R:! n/2) ergibt sich entsprechend eine 
Energieerhöhung. 

2. Für l = 0 geben sämtliche Glieder in den Summen in (58.7) bei Mittelnng über die 
Eigenfunktion Null, weil diese nicht von {} abhängt. Es bleibt 

!R 
V nOO J 2 ) (2 4 ) 2 1 R 2 2 8 R 2 

noo= Uno(r -"--.R- rdr=12 Uno(O)=]---:;;:J 

0 

(58.9) 

[vgl. (3.16)] also stets eine Erhöhung des Terrnwerts. Genau der Ausdruck (58.9) ergibt sich, 
wenn man in (58.8) m = 0 setzt, durch I kürzt und dann l = 0 setzt. 

Wir bekommen also bei sehr kleinen Kernabständen die in Tabelle 35 in 
der Reihenfolge ihrer Energie verzeichneten Terme2• 

Tabelle 35. Terme des Hi bei sehr kleinem Kernabstand R. 

n m Term· Energie E' in Rydberg bezcichnung ' 

0 0 1sa -4 + ~ R 2 
3 

2 0 2pa -1 - : H2 
15 

2pn -1+1 H2 
15 

2 

0 0 2sa - 1 + .:_ R 2 
3 

2 

0 3pa 4 2 · _c'l_ R 2 
9 405 

3 

3 2 0 3da 4 2 , _ _il_R2 
9 405 

2 3dn 4 1 .• _s_ R2 
9 405 

3 

2 2 3dJ - _4_ + .:_ • _s_ R2 
9 7 405 

3 

3 3Pn __ 4 + 
9 

1 • _8 __ H2 
405 

0 0 3sa - _4_ +10. _8_ R2 
9 405 

3 

Die Termbezeichnungen sind in der bei Molekülspektren üblichen Weise 
gewählt: Der griechische Buchstabe anf> ... bezeichnet den Drehimpuls um die 

1 Dies gilt allgemein, auch für n > 3. 
2 Man beachte, daß 1 atomare Energieeinheit = 2 Rydberg ist. 
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Molekülachsem = 0, 1, 2 ... (auch;. genannt), der lateinische Buchstabe s, p, d ... 
den Gesamtdrehimpuls l = 0, 1, 2 ... des Atoms, das bei Zusammenrücken der 

11-o klein 

Kerne entsteht; die Zahl n gibt 
'117-u die Hauptquantenzahl in diesem 

2 

000 

f?-oo 
At.t!Spalfllnu J'larkifeld (Htluplqwn
wm .wnmefr. (jxirabol. lenztlhlen n' 
vnd antt~ f!vanlen- anueschrieben) 

symm.Efh. zalilenn.,ryn) 

Fall an. 
Wie man sieht, liegen bei 

gleicher Hauptquantenzahl die 
s a-Terme weit über den übrigen, 
es folgen die p:n-Terme, während 
die p a-Terme stets die tiefsten 
sind; die d-Terme schalten sich 
zwischen p a und p:n ein, die 
/-Terme (für n > 4) werden noch 
weniger von dem Auseinander
rücken der Kerne beeinflußt und 
würden ihrerseits zwischen d :n und 
d(j zu liegen kommen. Abb. 52 
zeigt schematisch die Aufspaltung 
der Terme n = 1 bis 3· 

b) Sehr große Kernab
stände. Das Elektron kann sich 
entweder beim Kern a oder beim 
Kern b befinden. Im ersten Fall 
ist die Wirkung des zweiten Kerns 
praktisch diejenige eines homo
genen elektrischen Feldes: 

(58.10) 

Abb. 52. Zuordnung der Terme des H, + bei großem und kleinem 
Kernabstand. 

wobei Za die Koordinate des Elek
trons in bezug auf den Kern a ist. 
Die passenden Eigenfunktionen u 
werden also (wie beim Stark

effekt) die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms in parabolischen Koordinaten 
Ta 

Va = L~:+m(ra- Za) L;;:+".(ra+za)e n eim•p (58.11) 

sein. Die Energie E' wird nach der Formel (31.3) für den Starkeffekt zweiter 
Ordnung 

E' =- ~2 - ~ + ~2n'(n1 -n2)- iJii4n'4 (17n'2 -3(n1 -n2) 2 -9m2 +19)Ry. (58.12) 1 

Sie hängt in nullter Näherung von der Hauptquantenzahl n', in erster Näherung 
von der "elektrischen" Quantenzahl n. = n1 - n2 , in zweiter Näherung vom 
Drehimpuls m um die Kernverbindungslinie ab. 

Va ist aber noch nicht die richtige Eigenfunktion nullter Näherung, vielmehr 
gibt es eine zweite Eigenfunktion vb, die in unserer bisherigen Näherung zur 
gleichen Energie gehört und sich von Va nur dadurch unterscheidet, daß das 
Elektron beim Kern b statt beim Kern a ist2• Die richtige Eigenfunktion nullter 

1 Die Inhomogenität des Feldes des (zweiten) Protons verursacht zwar noch einen Beitrag 
zur Energie proportional 1/R3, doch hängt dieser nur von n' und n 1 - n2 , nicht von m ab, 
gibt also keine Aufspaltung, die über diejenige des Starkeffekts erster Ordnung (""' 1/R2) 

im homogenen Feld hinausgeht. 
2 vb ergibt sich aus v. durch Spiegelung an der Mittelebene der beiden Kerne. 
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Näherung muß die Summe oder Differenz dieser beiden Funktionen sein: Denn 
da die potentielle Energie -1 + _1__ symmetrisch in den beiden Kernen ist, muß ra rb 
die richtige Eigenfunktion entweder symmetrisch oder antisymmetrisch in den 
Kernen sein, genau wie die Eigenfunktion des He-Atoms symmetrisch oder 
antisymmetrisch bezüglich Vertauschung der beiden Elektronen ist. Die richtige 
Eigenfunktion nullter Näherung ist daher 

U=c(va±vb). (58.13) 
Die Eigenfunktion (58.13) ist noch zu normieren durch die Forderung 

1~2 d~ = c2 ( 2Jv. 2 d~ ± 2Jv.vbdr) = 2c2 (1 ± S) = 1; c = V2 (1~±-s). (58.14) 

Die beiden Funktionen v. und v6 sind nämlich keineswegs orthogonal zueinander. Man er
kennt das am leichtesten, wenn man für v die Eigenfunktion des Wasserstoffgrundzustandes 

2e-r • V41__; einsetzt: Dann sind v. und v6 überall positiv. Die Ausrechnung ergibt in 

diesem Fall j" d r ( 1 ) 5 = 4 e-(r.-rb) • 4 .n = 1 + R + 3 R 2 e-R. (58.15) 

Die Eigenwerte, die zu den beiden Eigenfunktionen (58.13) gehören, sind bei großer Ent
fernung der Kerne nur um eine Größe von der Ordnung e-R voneinander und von (58.12) 
verschieden. 

Zur Berechnung der Eigenwerte beachte man, daß v. und v6 Wasserstoffeigenfunktionen 
sind und daher die Differentialgleichungen 

Llv.+2(Eo+~:)v.=O; Llvb+2(Eo+r~)v6 =0; E0 =- 2 ~, 2 (58.16) 
befriedigen. Daher ist 

1 A ( 1 1 1 ') (E' ) 1 1 -LJu+ E+-+-- u= -E0 u+- v.+--v6 • 
2 r a rb r~; r a 

(58.17) 

Natürlich kann dieser Ausdruck nicht exakt Null sein, da der Ansatz (58.13) nur eine erste 
Näherung für u darstellt. Wohl aber können wir E' daraus berechnen, daß wir fordern, daß 
(58.17) orthogonal ist auf allen ungestörten Eigenfunktionen, die zum Eigenwert E 0 der 
unendlich weit getrennten Atome gehören (erste Näherung der SCHRÖDINGERschen Störungs
rechnung). Die beiden Forderungen, daß (58.17) orthogonal zu v. bzw. v6 sein soll, geben 
wegen der Symmetrie von u ein und dieselbe Bedingung: 

Jv.2 fv• v6 (E'- E 0 ) (1 ± S) =- - d~ =f , - d-,; = -A =f B. 
rb Ya 

Für den Grundzustand ist Va = 2e-ra, vb = 2e-n, und es ergibt sich mit 
Hilfe von (58.15) 

1 
A =R' B = e-R(1 + R), (58.18) 

wobei stets das obere Vorzeichen für die symmetrische, das untere für die anti
symmetrische Eigenfunktion gilt. Die erstere gehört, wie man sieht, bei großen R 
zum tieferen Eigenwert, wie das auch aus allgemeinen Sätzen der Eigenwert
theorie folgt. Die Differenz der Energien der beiden Terme gibt (vgl. Ziff. 14a) 
die Häufigkeit eines Platzwechsels (schlechter: Austausch) an, bei dem das Elek
tron vom einen Kern zum anderen hinüberspringt. Ein solcher Platzwechsel 
ereignet sich z. B. für R = 4 Wasserstoffradien R~2A ungefähr alle 10- 14 sec, da
gegen für R = 20 a R~10 A nur alle 10- 8 sec und für R = 5 · 10- 7 cm = 100a 
alle 1018 Jahre. 

Bei großen Abständen der beiden Kerne lassen sich also die Terme klassi
fizieren (in der Reihenfolge des Einflusses auf die Energie): 1. durch die Haupt
quantenzahl n', 2. durch die elektrische Quantenzahl ne = n1 - n 2 , 3.- durch 
den Drehimpuls m, 4. durch den Symmetriecharakter bezüglich Spiegelung an 
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der Mittelebene der Kerne; dieser wird durch das Symbol g (gerade) bzw. u 
(ungerade) bezeichnet, entsprechend dem oberen und unteren Vorzeichen in (5 8.13 ). 

c) Separation in elliptischen Koordinaten, Zuordnung der 
Terme bei großem und kleinem Kernabstand zueinander. Wir 

müssen nun die Eigenwerte bei großen 
und bei kleinen Kernabständen einander 
zuordnen, um aus unseren bisherigen Be
trachtungen etwas über die Lage der Terme 
bei mittleren Abständen aussagen zu kön
nen. Zu diesem Zweck bemerken wir, 
daß sich die Differentialgleichung (58.3) 
in elliptischen Koordinaten 

~ = ra 1 rb' 1J = Y__aji__!j' cp =Cf! (58.19) 

separieren läßt: Mit dem Ansatz 

u =X(~) Y(YJ) eimrp (58.20) 

Abb. 53. Elliptische Koordinaten (b) und ihr Übergang erhält man für X und y die Differen
in Polarkoordinaten (a) bei R = 0 und in parabolische 

Koordinaten (c) bei R = =· tialgleichungen 1 

d~ ((~2 -1) ~f) + (~ E' R2 ~2 + 2R~ + A- ~2m_~) X= 0, (58.21) 

+ A- -Y=O m2 ) 
'72 - 1 ' 

(58.22) 

wobei A ein Separationsparameter ist, der so bestimmt werden muß, daß die 
beiden Eigenwertprobleme (58.21), (58.22) gleichzeitig lösbar sind. Der Werte
bereich der Koordinaten ist: 1 < ~ < oo, -1 < 1J < 1. 

Für R = 0 gehen die elliptischen Koordinaten (58.19) über in Polarkoordinaten 

~-->- ~ , 1J-->- cos{}, cp = cp, (58.23) 

wenn die Achse des Polarkoordinatensystems vom Kern 1 nach 2 zeigt (Abb. 53). 
(58.22) wird die Differentialgleichung der Kugelfunktionen 2 ( 1. 5), der Separations
parameter wird 

A = -l(l + 1), die Eigenfunktion Y(rJ) = P'('(cos{}). (58.24) 

1 Vgl. E. TELLER u. E. HYLLERAAS, I. c. 
2 Damit ist nachträglich auch gezeigt, daß die Eigenfunktionen des He+ in Polar

koordinaten die richtigen Eigenfunktionen nullter Näherung für die Behandlung des H 2 + 
bei kleinem R sind. 
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Aus (58.21) wird die Differentialgleichung der Laguerrefunktionen (2.1) 

x(3~) = L21+1(4r) -~ R nH n e . 
Für R = oo erhält man 

(58.25) 

+ 1 _ Ya + Za 
1) -~, (58.26) 

wenn die z-Achse in der Richtung vom ersten zum zweiten Kern zeigt, z = 0 
im ersten Kern liegt und das Elektron sich in der Nähe dieses Kerns befindet. 
Die elliptischen Koordinaten gehen also über in die parabolischen, in denen wir 
die Eigenfunktionen bei großem Kernabstand geschrieben haben. 

Bei mittleren Kernabständen läßt sich die wirkliche Form der Eigenfunktion 
natürlich nicht aus der Form für R = 0 und R = oo erschließen. Was aber 
für alle Werte des Parameters R erhalten bleiben muß, ist die Anzahl der Null
stellen der Funktionen X, Y und cosmq;, d. h. die Anzahl der Knotenflächen 
der Eigenfunktion u; wir nennen sie n;, n'l und m. 

Bei kleinem Kernabstand ist, wie oben (58.24) bemerkt, die Eigenfunktion 

Y(n) = P'('(cos{}), 
sie hat [vgl. Ziff. 1, hinter (1.8)] l- m Knoten. Also ist allgemein 

n'l = l - m (58.27) 
die Anzahl Knotenflächen 1J = konstl. Diese Flächen sind bei allgemeinen 
Werten des Kernabstands zweischalige Rotationshyperboloide mit den beiden 
Kernen als Brennpunkten, sie degenerieren für R = 0 in Kegel {} = konst. 
und für R = oo in Paraboloide. Jede Fläche 1J = konst. schneidet die Ver
bindungslinie der beiden Kerne einmal und stets zwischen den Kernen, die Anzahl 
der Nullstellen der Eigenfunktion auf dieser Verbindungslinie ist n'1. Im Grenz
fall R = oo können wir n'1 ausdrücken durch die parabolische Quantenzahl n2 : 

In der Nähe des ersten Kerns (bei endlichen ra) befinden sich n 2 Knotenflächen 
1J = konst., beim zweiten Kern (rb endlich, ra sehr groß) ebenfalls n2 Knoten
flächen, und schließlich bildet die Mittelebene der beiden Kerne eine weitere 
Knotenfläche, sofern die Eigenfunktion u ungerade ist [negatives Zeichen in 
(58.13)]. Also ist 
l - m = n'l = 2n2 für gerade, l- m = n'l = 2n2 + 1 für ungerade Terme. (58.28) 

Die Knotenflächen ~ = konst. sind Ellipsoide, sie degenerieren für R = 0 
in Kugeln, für R = oo in Paraboloide, welche aber im Gegensatz zu den 
Paraboloiden 1J = konst. die Kernverbindungslinie zweimal und stets außerhalb 
der Kerne schneiden. Für R = 0 wird also n; gleich der radialen Quanten-

zahl2 n~; = n, = n - l - 1 , (58.29) 
für R = oo 3 

n~; = n 1 . 

Da nun bei parabolischer Quantelung [vgl. (6.9)] 

n' = n 1 + n 2 + m + 1 
ist, folgt aus (58.27) bis (58.30) 

(58.30) 

n = n' + n 2 für gerade Terme, n = n' + n2 + 1 für ungerade Terme. (58.31) 
Damit ist die Zuordnung der Terme bei großen und kleinen Kernabständen 
restlos vollzogen. Man sieht, daß die Hauptquantenzahl beim Zusammenrücken 

1 (58.27) definiert für R =!= 0 die azimutale Quantenzahl l. 
2 (58.29) definiert die Hauptquantenzahl n für R =!= o. 
3 n~; gibt die Anzahl der Nullstellen der Eigenfunktion auf der dem zweiten Kern ab

gewandten (negativen) Seite der z-Achse, diese ist gleich der parabolischen Quantenzahl n 1 . 

Die gleiche Fläche ~ = konst. schneidet dann die z-Achse nochmals jenseits des zweiten Kerns. 

34* 
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der Kerne im allgemeinen zunimmt, ausgenommen, wenn n 2 = 0 ist und der Term 
gerade - also wenn zwischen den beiden Kernen keine Knotenfläche 1) = konst. 
liegt. Diese Terme n'1 = 0 werden also beim Zusammenführen der Kerne am 
stärksten erniedrigt (von E' = - Ryfn 2 auf -4 Ryfn 2). Man würde denken, 
daß sie am ehesten zur Molekülbildung geeignet sind. Dies ist jedoch nicht 
richtig (vgl. Ende dieses Abschnitts). (Man beachte, daß die totale Energie E 
noch das Abstoßungspotential 1/R der Kerne enthält!) 

Im einzelnen erhält man folgendes Bild: Der Grundzustand der getrennten Atome 
(n'= 1, n 1 =' n 2 = m = 0) erfährt zunächst bei Annäherung der Kerne eine Starkeffekt
depression1 von der Größenordnung 1/R4 . Bei weiterer Annäherung spaltet der Term auf in 
einen geraden Term (n; = n'1 = m = o, Termsymbol1So-) und einen ungeraden (n~; = m = 0, 
n'1 = 1, Termsymbol 2Po-), der erstere geht beim Zusammenrücken der Kerne in den Grund
term des He+ über, der letztere in die energetisch tiefste Komponente des zweiquantigeu 
Niveaus. Infolgedessen [vgl. auch (58.18)] liegt der gerade Term niedriger und gibt den Grund
term des H 2 +, der ungerade besitzt nur ein sehr flaches Energieminimum von der Größen
ordnung 0,05 Volt beim Kernabstand R R! Sa R! 2,5 A. 

Der erste angeregte Zustand der getrennten Atome, n' = 2, spaltet im Starkeffekt auf 
in drei Terme. Der unterste von diesen, n1 = 0, n 2 = 1, m = 0, geht nach (58.24) bis (58.31) 
bei Annäherung der Kerne über in die beiden Niveaus 3da (gerade) und 4/6 (ungerade). 
Es ist recht überraschend, daß gerade ein Zustand, der bei entfernten Kernen einer der 
tiefsten ist, bei Annäherung der Kerne in hohe Niveaus übergeht: Es folgt daraus, daß man 
recht vorsichtig sein muß, wenn man allein aus den Energiewerten bei großem und kleinem 
Kernabstand den Verlauf der Energiekurve konstruieren will. Beide Terme haben natürlich 
ein Potentialminimum, doch ist dies wieder nur beim geraden Term, 3d6, wirklich ausgeprägt 
(vgl. die Kurven Abb. 55). 

Das mittlere Starkeffektniveau (n1 = n 2 = 0, m = 1) des zweiquantigen Terms spaltet 
bei Annäherung der Kerne auf in die Terme 2pn (gerade) und 3dn (ungerade), der erstere 
hat ein ziemlich flaches Minimum bei ca. 8 vVasserstoffradien, der letztere liegt wieder höher 
und hat kein Minimum, das praktisch in Frage kommt. Dasselbe gilt von den beiden Termen 
2s6 und 3Pa, die aus dem oberen Starkeffektzweig (n1 = 1, n 2 = 0) entstehen: Zwar nimmt 
die reine Elektronenenergie von 2s6 bei Annäherung der Kerne beträchtlich ab (von -1- Ry 
auf -1 Ry), doch erfolgt die Abnahme erst bei so kleinen Kernabständen, daß die Abstoßung 
der Kerne 1/R stets überwiegt und die Gesamtenergie E = E' + 1/R bei Annäherung der 
Kerne dauernd zunimmt. 

Die Stabilität des Molekülions ist also wesentlich bestimmt durch das 
Verhalten der Energie als Funktion des Abstandes bei großen Kernabständen: 
Abnahme der Energie im Starkeffekt; also möglichst kleines n;; ( = n,), möglichst 
großes n'1 ( = l - m) und gerade Eigenfunktion (in bezug auf Spiegelung an der 
Mittelebene) sind günstig für das Zustandekommen eines Potentialminimums. 
D. h. die Hauptquantenzahl n bei kleinem Kernabstand ist bei stabilen Termen 
im allgemeinen wesentlich größer als die bei großem Abstand n'. 

d) Explizite Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 
Wir haben soeben bereits die Resultate der Termberechnung vorweggenommen 
und müssen nunmehr die Rechnung selbst nachtragen. 

(58.22) läßt sich recht einfach behandeln, indem man nach den Lösungen bei ver
schwindendem Kernabstand (Kugelfunktionen) entwickelt: 

00 

Y('l)) = 1: c;_ P1'(1J). 
Ä=m 

Mit Hilfe der Differentialgleichung der Kugelfunktionen ( 1. 5) und unserer Rekursionsformel 
(65.28) findet man unmittelbar 

_2_ E' R2l/l(Jc + ~~-:-__111~1(): + _1j2 -:-_ m2] c. _2_E' R2l/-().2~2~=-1)2- m2].) 
2 · (2A+1)(2J.+3)2(2A+S) <+2+ 2 

2 
(2:·+1)(21.-1)2 (2}.-3) (58.32) 

{ 
' 2 Je(}. + 1) - m - 2} 

• C;._ 2 + A + Jc(Jc + 1) +ER (2 Jc +)){ZT--t) c1• = 0. 

1 Von dem Glied -2/R in (58.12) sehen wir ab, da dieses doch durch die Kernabstoßung 
wieder aufgehoben wird; wir betrachten also E statt E' [vgl. (58.2)]. 
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In erster Näherung kann man alle C,t streichen, für welche A =!= l ist (l = Azimutalquanten
zahl) und erhält damit 

' 2 l (l + 1) - m2 - t 
A=-l(l+1)-ER ·-(2 l+ 3)(2l.=-t) (58.}3) 

für den Separationsparameter. Für die physikalisch interessanten Kernabstände genügt es, 
eine einzige Näherung weiterzugehen, d. h. c1 _ 2 und c1+ 2 nach (58.32) durch c1 auszudrücken 
und das Resultat wieder in die Gleichung für c1 einzusetzen; dadurch erhält man A bis zur 
Ordnung R 6 genau 1 • 

Etwas komplizierter ist die Differentialgleichung (58.21) zu behandeln, weil das Ver
halten der Eigenfunktion an der Stelle ~ = 1 (auf der Kernverbindungslinie) prinzipiell 
verschieden ist, je nachdem, ob R exakt gleich Null oder endlich ist: Mit 

und 

also 

x = (~2 - 1)"':2 l(n 

X 

~= 1 +-==· 
Rjl -2E1 

x = < (~- 1) R = E (r. + rb- R), 

wie in .Ziff. 2, wird aus (58.21) (Strich = Differentiation nach x) 

(58.34) 

(x2 + 2< R x) I"+ 2 (m + 1) (x + eR) f' + [- ~ x 2 + (~- ~ER) x + 2R I 
(58.35) 

- } <2 R 2 + A + m ( m + 1) l I = o . 

Entwickeln wir I in eine Potenzreihe 2: avxi'+•, so sind die Glieder, die die niedrigsten Potenzen 
von x enthalten, v 

2eR(xf" + (m + 1)/') = 2eRa0r.uu-l(f.l- 1 + m + 1) + O(xi'). (58. 36) 
Damit (58.36) verschwindet, muß ,u = 0 oder -m sein, wobei die zweite Möglichkeit aus
scheidet: Die Reihe für f beginnt mit dem absoluten Glied. Wenn dagegen R = 0 wird, 
fallen die beiden Glieder in (58.36) fort, die Glieder niedrigster Ordnung in x sind dann wegen 
(58.33) 

x2 f" + 2(m + 1)xf'- (l(l + 1)- m(m + 1))1 = 0 

und die Reihe für f beginnt mit x1- m. Es ist daher nicht möglich, I nach den Eigenfunktionen 
bei Kernabstand Null zu entwickeln, sondern man muß eine Entwicklung nach den Eigen
funktionen bei R = oo 

benutzen: 
'Pvm = e-ixLv~m(x) 

I= 2: Cvm 'Pvm • 

(58.37) 

(58.38) 

Unter Heranziehung der Differentialgleichung und anderer Eigenschaften dieser parabolischen 
Eigenfunktionen erhält HYLLERAAS die Rekursionsformel: 

[(21•+m+ 1)(+-v-m-1-<R)+2R-: e2 R2-A+(v+1)(m+1)]c.] 

- (v + m + 1) ( +- v + m) c,,+ 1 - v ( +- v- m) c. _ 1 = 0. J (58.39) 

Hieraus bestimmen sich die c,,; das größte c,, ist, mindestens für große R, Cn1 = cn, = Cn _ 1_ 1 • 

Zur numerischen Bestimmung der Eigenwerte geht man am einfachsten so vor, daß 
man aus dem Gleichungssystem (58.32) den Separationsparameter als Funktion von E' R 2 

bestimmt. Mit diesem Wert von A geht man in (58.39) ein und bestimmt aus dem Verschwin
den der Determinante dieses Gleichungssystems R als Funktion von E' R 2 und damit die 
Energie E' als Funktion von R. 

Abb. 54 gibt die Elektronenenergie E', Abb. 55 die Totalenergie 2 

E = E' + 1/R 

1 Vgl. E. A. HYLLERAAS, 1. c. S. 74 s. 
2 Beide Figuren nach E. TELLER, 1. c. Die von TELLER augewandte Rechenmethode 

ist von der hier angegebenen Methode von HYLLERAAS etwas verschieden. 
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als Funktion des Kernabstands R für die tiefsten Zustände des H 2 +. Für die 
Diskussion sei auf das Ende von Abschnitt c verwiesen. Die Gleichgewichts
lagen und Dissoziationsenergien der "stabilen" Zustände sind1 : 

Tabelle 36. Stabile Zustände des R 2 +. 

I Kernabstand Energie E 

I 
Dissoziations-

Zustand ---;;t;;;;.-:-E. -r-Angstr~;;;-
arbeit 

(Rydberg) 
Volt 

1sa 2,00 

I 
1,06 -1,20537 2,781 

3da 11,5 6,0 -0,350 1,35 
2p:n; 8 4 -0,265 0,20 

Weitere stabile Zustände sind vermutlich Sga und 4/:n. Die angeregten 
Zustände sind bisher nicht beobachtet und vermutlich auch infolge ihres großen 
Kernabstands schwer beobachtbar 2• 

Or---------.---------,---------, -o,z "\_\ z~ -<...!_fa 

" ~Jd~ 

!f._z 

t 

tzp.tr. -----
f.Jdu 

-o.~ 

-0,6 

~-!. 
~ & 

t 
-0,8 

\ 

\pa 
\ 

'--

\;:: 
..----1,0 

s 10 15 
-e -c 

Abb. 54. Theoretische Energie des Elektrons des H, + 
als Funktion des Kernabstands. (Nach TELLER.) (Ener· 
gie in Rydberg, Kernabstand in Wasserstoffradien.) 

Abb. 55. Theoretische Gesamtenergie (einschließlich Ab· 
stoßung der Kerne) der Quantenzustände des H2 + als 

Funktion des Kernabstandes. (Nach TELLER.) 

Das größte Interesse beansprucht natürlich der Grundzustand, insbesondere 
deshalb, weil die Ionisierungsspannung des Wasserstoffmoleküls gleich der 
Differenz der Grundterme von H 2 und H 2 + ist. Die wirkliche Energie des Grund
terms von H 2 + ist allerdings noch nicht durch das Minimum von E bestimmt, 
vielmehr muß noch die Energie der Kernschwingung addiert werden (vgl. Ziff. 57). 
Für die Kernschwingung spielt E (R) die Rolle der potentiellen Energie; in der 
Umgebung des Energieminimums R 0 = 2 berechnet man 

E(R) = E(R 0) +! · 0,0976(R- R 0) 2 + · · · at. Einh. (58.40) 

1 Grundzustand nach RYLLERAAS, die beiden angeregten Zustände nach TELLER. 
2 Da sich bei optischen Übergängen der Kernabstand in erster Näherung nicht ändert 

(FRANK-CONDONsches Prinzip) und alle Zustände des R 2 sowie der Grundzustand des R 2 + 
sehr viel kleinere Kernabstände haben (vgl. E. TELLER, l. c.). 
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In dieser Näherung führt das Molekül harmonische Schwingungen um die Gleich
gewichtslage aus mit der Frequenz 

Jj2m d2E E' h 6R -1 v0 = ~ M dR2 at. m . = 0,020 y = 2240 cm (58.41) 

(M =Masse des Protons, m = Elektronenmasse). Die Energie der Kernschwin
gung wird daher W - E (R0) = 0,0206 (v + !) Rydberg, (58.42) 

wobei v die Schwingungsquantenzahl ist. Wenn man nach einer Methode von 
MoRSE1 die genauere Form der Potentialkurve berücksichtigt (Abweichung der 
Oszillation von der Harmonizität), bekommt man 2 

W(v) = -1,2054 + 0,0206(v + !) -0,00051 (v + !)2, (58.43) 
während BIRGE 3 aus experimentellen Daten findet 

W(v) - E (R 0) = 0,0210 (v + !) - 0,00055 (v + W 
m vorzüglicher Übereinstimmung mit (58.43). 

Für den tiefsten Schwingungszustand v = 0 erhält man speziell 

W(O) = -1,1951 ± 0,0003 Ry = -16,182 ± 0,004 Volt. (58.44) 

e) Berechnung des Grundterms nach der Variationsmethode. 
Wir möchten die Betrachtungen über das Wasserstoffmolekülion nicht ab
schließen, ohne eine Berechnung des Grundterms nach dem Variationsverfahren 4 

zu erwähnen. 
Wir setzen für die Eigenfunktion des Grundterms an 

(58.45) 
d. h. wir nehmen die Eigenfunktion bei großen Kernabständen (58.13) und 
variieren nur die Kernladung Z. Dann ist (vgl. Ziff. 17) 

fu (- 1 LI + _1 - _!_ - _!_) u dr: 
E _ _ 2 R r" rb 

- /u2 d< 

als Funktion von Z und R zum Minimum zu machen. Man findet R = 2,0a, 
die "effektive Kernladung" Z hat den Wert 1 ,228, die Energie ist Emin= -1,166 Ry. 
Die Übereinstimmung mit dem exakten Wert (R = 2,0, E = -1,205) ist be
friedigend. 

59. Das Wasserstoffmolekül im Grundzustand 5 • Das Wasserstoffmolekül 
geht bei Auseinanderführen der Kerne in zwei Wasserstoffatome, bei Zusammen
rücken der Kerne in ein Heliumatom über. Genau wie das letztere kann auch 
das H 2 nicht durch strenge Lösung der Differentialgleichung gelöst werden, da 
diese nicht separierbar ist, man ist auf Näherungsmethoden angewiesen. Von 
vornherein bieten sich zwei V erfahren: 

1. Man geht aus von zwei neutralen Atomen und betrachtet die Wechsel
wirkung der Atome als Störung (LoNDON-HEITLERsches Verfahren). Diese 
Näherung wird insbesondere für große Abstände der Kerne gute Ergebnisse 
liefern. 

1 PH. M. MoRSE, Phys. Rev. Bd. 34, S. 57. 1929. 
2 E. HYLLERAAS, 1. c. S. 751. 
3 R. T. BIRGE, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 14, S. 12. 1928. 
4 Siehe B.N. FINKELSTErN u. G. E. HoROWITZ, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 118. 1928. 
5 W. HEITLER u. F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 455. 1927; Y. SuGIURA, ebenda 

Bd. 45, S. 484. 1927; S. C. WANG, Phys. Rev. Bd. 31, S. 579. 1928; E. HYLLERAAS, ZS. f. 
Phys. Bd. 71, S. 739. 1931. 
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2. Man geht aus von den Eigenfunktionen des Wasserstoffmolekülions 
(Zweizentrenproblems) und betrachtet die Wechselwirkung der beiden Elek
tronen als Störung. Diese Methode gibt für den Grundzustand schlechte Resul
tate, ist dagegen gut brauchbar, wenn ein Elektron angeregt ist. Sie entspricht 
der BLOCHsehen 1 Methode zur Behandlung der Metalle. 

a) Die LoNDON-HEITLERsche Theorie. Die Differentialgleichung des 
Wasserstoffmoleküls lautet 

2HU=L11U+L1 2U+2 E--+-+-+--+--- U=O. ( 1 1 1 1 1 1) 
R r., r.z rb, rbz r12 

(59.1) 

1 und 2 numeriert die Elektronen, a und b die Kerne, r12 =Abstand der Elek
tronen voneinander. Für unendlichen Kernabstand R erhält man zwei Wasser
stoffatome, und zwar kann entweder das Elektron 1 beim Kern a sein, Elektron 2 
beim Kern b: 

Ul = Ua(1)ub(2) = e-ral-rb2, (__2_)2' 
~ 

oder umgekehrt 

u2 = ub(1)ua(2) = e-n,-raz, (v:;r 
Beide Eigenfunktionen gehören zur gleichen Energie 

E 0 =- 2Ry = -1 at. Einh. 

Die richtigen Eigenfunktionen nullter Näherung sind 

1 
Ua= ,;-==(Ul- U2), 

r2 (1 -52) 

(59.2) 

(59.3) 

(59.4) 

(59.5) 

da jede Eigenfunktion des H 2 (genau wie beim Helium) wegen der Symmetrie 
des Potentials symmetrisch oder antisymmetrisch in den Elektronen sein muß. 
U8 entspricht natürlich einem Singlettzustand, Ua einem Triplettzustand. Der 
Nenner 12(1 ±52) steht zur Normierung, 

52 = f ul U2d7:' 5 = :I e-rat-rbt d7:1 = ( 1 + R + + R2) e-R (59.6) 

hat denselben Wert wie beim Grundzustand des H;i [vgl. (58.15))2. 
Mit Berücksichtigung der für ua, ub gültigen Differentialgleichungen 

L1 1 ua(1) + (Eo + 2) Ua(1) = 0 usw. r., 
wird [vgl. (59.1)] 

HU = (E- E0 - _1__- - 1 ) U + (-1_ + -1 ) U1 ± (-1 - + -1-) U2, (59.7) R r 12 r., rb 1 r., rb 2 

wobei die Vorzeichen ± sich auf die Eigenfunktionen U8 , Ua (59.5) beziehen. 
Da der Ansatz (59.5) nur näherungsweise gilt, kann man durch ihn nicht die 
Differentialgleichung HU = 0 exakt befriedigen. Man muß aber fordern, daß 
HU orthogonal ist auf den ungestörten Eigenfunktionen U1 und U2 , die zum 
ungestörten Eigenwert E0 gehören. Aus dieser Forderung ergibt sich der Eigen
wert erster Näherung 

A±B B-AS2 

E1 = E0 + T±52 = E0 + A ± --1- :±s2 -. (59.8) 

1 F. BLOCH, ZS. f. Phys. Bd. 55, S. 655. 1928. 
2 Unser 5 2 ist bei LONDON und HEITLER, SuGIURA usw. mit 5 bezeichnet. Unsere 

Bezeichnungsweise vermeidet das Auftreten von Wurzeln. 
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Dabei ist 
(59-9) 

die CouLOMBsehe Wechselwirkung der Kerne und der Ladungswolken der beiden 
Atome miteinander und 

(59.10) 

die Wahrscheinlichkeit eines Austauschs, bei dem das Elektron 1 vom Kern a 
zum Kern b übergeht und das Elektron 2 den umgekehrten Sprung macht. 

Die Auswertung des Coulombintegrals A ist auf elementarem Wege möglich 
und ergibt 

A(R) = e- 2R (_1_+ _l_ ]_ R- _1_ R2) R 8 4 6 . (59.11) 

Im Austauschintegral B ist die Berechnung der ersten drei Glieder ebenfalls 
sehr einfach, während das vierte Glied einige Schwierigkeiten macht, es ist von 
SuGIURA (1. c.) berechnet worden. Man erhält 

R 3 3 5 8 4 3 (59_12) 
B(R) =_1_52-2 (1 +2R+ _4:R2+_!R3) e- 2R _ _!e- 2R(-~~ + -~3R+3R2+ _!Ra) I 

+ 5~ [S2 (C + lgR) + S'2Ei(-4R)- 2SS'Ei(- 2R)], 

C = EULERsche Konstante= 0,57722, S' = eR(1- R + !R2), _., 

Ei ( -x) = Integrallogarithmus = I'!_€-~ d~. 
00 

Das Coulombintegral A allein gibt bei großen und mittleren Kernabständen 
Anziehung (A < 0), welche dann bei kleinen Abständen in Abstoßung übergeht 
(wegen der Protonenabstoßung 1/R). Das Austauschglied B ist im allgemeinen 
negativ und überwiegt das (positive) Glied -AS2 in (59.8). Der symmetrische 
Zustand u. liegt daher tiefer als der antisymmetrische. 

Abb. 56, unterste Kurve, zeigt die Abhängigkeit der Energie vom Kern
abstand für den Singlettzustand: Das Potentialminimum liegt nach den Formeln 
(59.11), (59.12) bei einem Kernabstand R = 1,5a = 0,79A und entspricht einer 
Energie von E = - 2,24 Rydberg. Das Potentialminimum liegt also um den 
Betrag 

D = E 0 - E = 0,24Ry = 3,2 Volt (59.13) 

tiefer als die Energie der freien Atome, E 0 • Dies stimmt noch nicht sehr gut 
mit der beobachteten Dissoziationsarbeit des Wasserstoffmoleküls1 

D = 4,6 bis 4,7 Volt 

überein, doch muß man bedenken, daß in derselben (ersten) Näherung für die 
Ionisierungsspannung des Heliums 4- -~-Ry = 1,5 Ry herauskommt, d. h. 
0,31 Ry = 4,2 Volt weniger als die beobachtete Ionisierungsspannung. 

Der TripleUzustand führt nicht zu Molekülbildung: Die Energie des Moleküls 
steigt bei Verkleinerung des Atomabstands R ununterbrochen, die beiden Atome 

1 Beobachtet ist 4,34 bis 4,42 Volt, doch gibt diese Zahl die Energiedifferenz zwischen 
dem untersten Schwingungszustand v = o und der Energie getrennter Atome. Die hier 
berechnete Energie der reinen Elektronenbewegung liegt um die Schwingungsenergie des 
untersten Schwingungsniveaus = ca. 0,26 Volt (vgl. Abschn. c) tiefer als der unterste Schwin
gungszustand. 
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stoßen sich ab. Wenn man also zwei Wasserstoffatome mit beliebig gerichtetem 
Spin einander nähert, so vereinigen sie sich nur in ein Viertel aller Fälle zu einem 

Molekül, während sie sich in drei Vier
tel der Fälle abstoßen (statistisches 
Gewicht des TripleUzustands 3, des 
Singlettzustands 1). Die Abstoßung im 
TripletHall kommt dadurch zustande, 
daß der Austauschterm (halber Ab
stand der Energiekurven für Singlett
und Triplettzustand) viel größer ist als 
die CouLOMBsehe Energie (Mittelwert 
von Singlett- und Tripletterm). 

b) Verbesserungen der LoN
DON-HEITLERschen Rechnung. Eine 

"fl'l: wesentliche Verbesserung des HEIT-
LER-LONDONschen Wertes für die Disso

~ ~------'6fl.94 ziationsarbeit erzielte W ANG nach dem 
~;;-~5 f-----+----t------1 Variationsverfahren. Er verbesserte den ·t LoNDON-HEITLERschen Ansatz für die 
t] Eigenfunktion einfach dadurch, daß er 
~ eine noch willkürliche "effektive Kern-
~7,8 ladung" Z einführte: 

~Of----,_----+---~ 

-4~·L-----~z~o-------c.7,o~----~4o 
/lb.slund der Keme in o11 

U' = Ul' + U2' = C (e-Z(rat +rb2) I 
± e-Z(rbt+ra•l) (59.14) 

=Ua' (1) ub' (2) ±ub' (1) Ua' (2) 

und diese Kernladung so bestimmte, 
daß er die Energie bei festgehaltenem 
Kernabstand als Funktion von Z zum 
Minimum machte (c eine Normierungs
konstante). Da der gleiche Ansatz beim 
Heliumatom (erste Näherung, Ziff. 17b) 
und beim H;t" (Ziff. 58 e) zu einem recht 
guten Eigenwert führte, werden wir das
selbe auch hier erwarten. 

Abb. 56. Theoretische Energie der Quantenzustände des Bei der expliziten Rechnung besteht 
Wasserstoffmoleküls als Funktion des Kernabstandes. die einzige Änderung gegenüber der LoN-
(Nach HYLLERAAS.) Für den Grundzustand sind die M h d d · d ß ' ' 
nach der "Variationsmethode" und nach der "Separa- DON-HEITLERschen et o e arm, a u. 'ub 
tionsmethode" berechneten Kurven getrennt gezeichnet nicht mehr die Differentialgleichungen für 

(Kurven "ob. Gr." und "unt. Gr.") (vgl. Ziff. 59d). das H-Atom erfüllen, sondern 

Lll u.'(1) + 2 (-...!... Z 2 + ~) u.'(1) = 0 usw., 
so daß 2 r., 
HU' = (E + Z 2 - _!_- - 1 ) U'- (Z- 1} [(-1 + -1 ) U/ ± (-1 + -1 ) U,'lj 

R r12 r 01 rb 2 r.. rb1 (59.15) 
+ (-1 + _1 ) U/ ± (-1 + _1 ) u2, 

Ya2 ybl rb1 Ya2 

wird. Man kommt im wesentlichen auf die LoNDON-HEITLERschen Integrale zurück, indem 
man beachtet, daß , ( ) _ (Z ) 

U Ya 1 - U ~'at 

ist und indem man entsprechend statt R, r., usw. die Koordinaten R' =ZR, r;1 =Zr., usw. 
einführt. Dann wird aus (59.15) 

E = Z 2 (-1 +(X± ß) + Z [A- (X± B- ß- (A- (X) 52] (59.16) 
1 . 1±52 1±52 • 
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wobei 

cx=2f 1 ua2 (1)u"2 (2)d~=2, [nach(3.24)], I 
ral 

ß(R) = 2J__:_u.(1)u.(1)u.(2)u.(2)d~ = 2e-R(1 + R) 5 [vgl. (58.18)] 
Ya 2 

(59.17) 

ist und als Argument in den Funktionen A, B, 5, ß nach dem oben Gesagten RZ anstatt R 
zu nehmen ist. Das Minimum von (59.16) mit Bezug auf Z läßt sich sofort hinschreiben; 
setzen wir 

E=taZ2 -bZ, 

so erhält man für das Energieminimum 

b2 
E=--

2a 
(59.18) Z= 

b 
(59.19) a 

Indem man a und b aus (59.16) entnimmt, ergibt sich nach (59.18) die Energie E als Funktion 
von RZ, woraus man mitHilfe von (59.19) in gewünschtervVeiseE als Funktion von R erhält. 

Das Minimum von E (R) liegt bei 

E = -2,278 Ry, R = 1,406 a = 0,742 A, (59.20) 

während die experimentellen Werte sind 

E = -2,345 Ry, R = 1,418 a = 0,748 A. 
Die Übereinstimmung bezüglich des Kernabstands ist vorzüglich, aber wohl 
bis zu einem gewissen Grade Zufall (vgl. unten die Rechnungen von HYLLERAAS). 
Der Eigenwert stimmt zwar erheblich besser als der von LüNDON-HEITLER und 
SuGIURA, -2,24, ist aber immer noch um 0,067 Ry = 0,90 Volt vom experimen
tellen Wert entfernt!. 

Die effektive Kernladung, welche die Ausdehnung der Elektronenwolke und 
dadurch die diamagnetische Suszeptibilität2 wesentlich bestimmt, wird im 
Gleichgewichtsabstand z = 1, 166. 

Die Elektronenwolke wird also verglichen mit dem Wasserstoffatom etwas 
zusammengezogen. Läßt man den Kernabstand von R = oo bis R = 0 (Helium
atom) abnehmen, so nimmt Z(R) von 1 bis 27/16 = 1,688 [vgl. (17.18)] zu. 

Endlich wird die Grundfrequenz für die Kernschwingung (Abstand auf
einanderfolgender Schwingungsniveaus) bei WANG 4900 cm- 1 (beob. 4400 cm - 1). 

Ein anderes Verfahren zur Verbesserung der numerischen Übereinstimmung 
haben LüNDON und ErSENSCHITZ3 angewandt: Sie berechnen die zweite Näherung 
der ScHRÖDINGERschen Störungsenergie, ausgehend von den Eigenfunktionen 
(59.5). Doch ist die Methode mehr auf die Darstellung der van der Waals-Kräfte 
(Wechselwirkungsenergie bei großen Kernabständen) und ihres Übergangs in 
die homöopolaren Bindungskräfte zugeschnitten als auf eine gerraue Darstellung 
der letzteren. Dementsprechend erhalten LoNDON und EISENSCHITZ ein sehr 
schiechtes Resultat: Die Störungsenergie 2. Näherung beträgt ca. -9 Volt, 
die Dissoziationsarbeit also 12 Volt (anstatt 4,6 beobachtet). 

c) Mitberücksichtigung der polaren Zustände. Verhältnis zur 
"BLOCHschen Methode". Wir wollen das Wasserstoffmolekül nunmehr in 
der Weise aufbauen, daß wir von den Eigenfunktionen des H 2 + ausgehen und 

1 Beim Helium beträgt die Differenz in der entsprechenden Näherung o, 112 Ry 
= 1,50 Volt. Dem Absolutbetrag nach ist also der Erfolg beim Wasserstoffmolekül besser. 
Relativ zur Dissoziationsarbeit von 4,6 Volt macht aber der WANGsche Fehler noch 20% 
aus, während der Fehler der Heliumrechnung nur 6% der Ionisierungsspannung von 24,5 Volt 
beträgt. 

2 Vgl. Ziff. 29 dieses Artikels und insbesondere S. C. WANG, Proc. Nat. Acad. Amer. 
Bd. 13, S. 798. 1927; J. H. VAN VLECK u. A. FRANK, ebenda Bd. 15, S. 539. 1929. 

3 F. LoNDON u. R. ErsENSCHITZ, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 491. 1930. 
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die Elektronenwechselwirkung als Störung betrachten. Der tiefste Zustand 
des H 2 wird dann dadurch gegeben sein, daß sich beide Elektronen im tiefsten 
Zustand ( 1 s a) des H 2 + befinden und entgegengesetzten Spin haben: 

U = Ulsa(1) Ulsa(2). (59.21) 

Wir wollen uns nun darauf beschränken, für die Eigenfunktion· des H 2 + den bei 
großem Kernabstand gültigen Ansatz (58.13) zu machen: 

U1sa = --1-- (e-ra, +e-rb!)= ____1__ (ua(1) + Ub(1)). (59.22) 
V 2 ( 1 + S) V 2 ( 1 + S) 

Dieser Ansatz bezweckt, daß unsere Resultate vergleichbar werden sollen mit 
denen der LoNDON-HEITLERschen Theorie, welche ja die Eigenfunktion des H 2 

durch die ungestörten Eigenfunktionen der freien H-Atome ausdrückt. Setzen 
wir (59.22) in (59.21) ein, so erhalten wir 

1 
U = 2 (1 + S) [ua(1)ub(2) + ub(1)ua(2) + Ua(1)ua(2) + ub(1)ub(2)]. (59.23) 

Wir können (59.23) zweckmäßig zerlegen in zwei Bestandteile 

wobei 

Uls, ls = IUgn + 1 Ugi, 
(unter Außerachtlassung der Normierung) 

1Ugn = Ua(1) ub(2) + ub(1) Ua(2), } 
1Ugi=Ua(1)ua(2) +ub(1)ub(2). 

(59.24) 

(59.25) 

1 U gn ist (bis auf die Normierung) genau die LoNDON-HEITLERsche Eigenfunktion u. 
[vgl. (59.2), (59.3), (59.5)]: Sie entspricht einem Sing'lettzustand des Moleküls 
(Index 1 oben links), ist gerade bezüglich Spiegelung an der Mittelebene der 
Kerne (Index g) und geht bei Auseinanderführen der Kerne in zwei neutrale 
Wasserstoffatome über (Index n =neutral). Die andere Eigenfunktion 1Ugi hat 
die gleichen Symmetrieeigenschaften, aber es befinden sich stets beide Elektronen 
am gleichen Kern: Bei Vergrößerung des Kernabstandes entstehen daher ein 
positives und ein negatives Wasserstoffion (i = Ionenlösung). 

Die Energie, welche zur Ionenlösung 1U.9 i gehört, liegt bei unendlichem 
Kernabstand natürlich sehr viel höher als die Energie zweier neutraler Atome, 
nämlich um den Betrag: 

Ionisierungsspannung des H- Elektronenaffinität = 13,54- 0,71 = 12,83 Volt 

(vgl. Ziff. 18c). Bei Annäherung der Kerne gewinnt man jedoch die CouLOMBsehe 
Wechselwirkungsenergie des positiven und negativen Ions, d. h. eine sehr viel 
größere Energie als beim homöopolaren Molekül, wo nur die Austauschkräfte 
auftreten. Bei einem so spezifisch homöopolaren Molekül wie H 2 genügt dieser 
Energiegewinn natürlich nicht, um den großen Arbeitsaufwand bei der Her
stellung der Ionen auszugleichen, immerhin liegt aber bei einer Entfernung von 
1,4a (Gleichgewichtsabstand) die Energie des Ionenmoleküls H+ - H- nur 
noch ca. 2 Volt über der des homöopolaren Modells von HEITLER-LONDON. 

Der Zustand, der durch die Eigenfunktion (59.24) dargestellt wird, enthält 
den hetero- und homöopolaren Zustand zu gleichen Teilen: Die Elektronen sind 
nach (59.24) ebenso häufig beim gleichen Kern wie bei verschiedenen Kernen, 
wie das nur natürlich ist, da bei der Ableitung von (59.24) die Elektronen einzeln 
betrachtet und ihre Wechselwirkung vernachlässigt wurde. Auch energetisch 
nimmt der "BLOcHsche" Zustand (59.24) eine Mittelstellung zwischen homöo
und heteropolarem Eigenwert ein und ist daher für die Berechnung des Eigen-
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werts ungeeignet. Bei Variation der Kernladung Z (wie in Abschnitt b) liegt 
das Energieminimum bei -2,255 Ry statt -2,278 bei WANG. 

Doch können wir trotzdem aus unseren Betrachtungen Nutzen ziehen für 
eine Verbesserung des Eigenwerts des H 2-Grundterms: Genau so gut wie (59.24) 
können wir nämlich jede andere Linearkombination der Eigenfunktionen 1U9 n 

und 1 Ugi als Eigenfunktion benutzen, wir können z. B. von der Eigenfunktion 

u = 111 - <X::i IU + <X. IU . f !IR gt (59.26) 

mit noch willkürlichem <X ausgehen und diesen Parameter so bestimmen, daß 
die Energie des H 2 möglichst klein wird. Tut man das und variiert man gleich
zeitig die effektive Kernladung Z, so erhält man eine Verbesserung des W ANG
schen Eigenwerts um 0,016 Rydberg, die Konstanten des Moleküls werden 

E = -2,294 Ry, R0 = 1,424a, Z = 1,192, <X 2 = 0,37, v = 4240 cm- 1 • 

<X 2 gibt dabei die Wahrscheinlichkeit an, daß sich im Laufe der Zeit beide Elek
tronen in der Nähe des gleichen Kerns aufhalten; sie ist, wie man sieht, über
raschend großl. 

Kehren wir zum Standpunkt der "BLocHschen Theorie", d. h. des Aufbaus von H 2 
aus H 2 +-Eigenfunktionen, zurück, so ist die HEITLER-LONDONsche Eigenfunktion nicht als 
einheitlicher Zustand aufzufassen, sondern als Linearkombination des Zustandes (59.24) 
mit dem Zustand 

der dadurch charakterisiert ist, daß sich beide Elektronen im ersten angeregten Zustand 2pa 
des H 2 + befinden 2 . Die Eigenfunktion des Wasserstoffgrundzustands enthält also etwa zu 
gleichen Teilen die Elektronenkonfigurationen (1sa) 2 und (2pa) 2, weil die Wechselwirkungs
energie der beiden Elektronen groß oder mindestens vergleichbar ist mit dem Abstand der 
ungestörten Terme tsa und 2pa (vgl. jedoch den Abschn. d). 

Setzt man je ein Elektron in die Quantenzustände 1 s a und 2p a des H 2 + 
(Elektronenkonfiguration 1 s a 2 p a), so erhält man einen Triplett- und einen 
Singletterm, welche beide ungerade bezüglich Spiegelung an der Mittelebene der 
Kerne sind. 

Setzen wir für die Eigenfunktionen der H 2 +-Zustände 1 s a und 2 p a wieder 
die Näherungsfunktionen (58.13), so wird 

3Uu = [ua(1)- ub(1)][ua(2) + ub(2)]- [ua(1) + ub(1)][ua(2)- ub(2)] l 
= Ua(1) ub(2) - ub(1) Ua(2), 

1 Uu = Ua(1)ua(2)- ub(1)ub(2). 

(59.27) 

Die TripleUeigenfunktion ist genau die antisymmetrische Eigenfunktion (59.5) 
von HEITLER und LoNDON, der entsprechende Eigenwert hat, als Funktion 
von R betrachtet, kein Minimum; der Singletterm ist der sog. B-Term des H 2 
und ergibt sich mit Hilfe der Eigenfunktion 1Uu zu E = -0,352 Ry, was an
gesichts des sehr rohen Ansatzes nicht allzu schlecht mit dem beobachteten 
Wert E = -0,499 Ry übereinstimmt (vgl. Ziff. 60b). 

d) Theorie von HYLLERAAS. Die zur Zeit beste Berechnung des H 2-Grund
terms stammt von HYLLERAAS. 

1 Natürlich kann man bei endlichen R der Aussage, "das Elektron ist beim Kern a", 
keinen exakten Sinn mehr geben. 

2 Der Zustand 2pa des H 2 + hat zwar kein Energieminimum, doch kann ein solches 
Minimum nachträglich durch die \Nechselwirkung mit dem anderen Elektron hervorgerufen 
werden (vgl. Ziff. 60}. 
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Er bemerkt zunächst, daß das Variationsverfahren, wenn man den WANGschen Ansatz 
(59.14} für die Eigenfunktion macht, beim Kernabstand R = 0 (Heliumatom) statt des 
richtigen Eigenwerts -5,8072 Ry die Energie E' = -5,6853 [vgl. (17.17)] liefert!, für den 
Kernabstand R = oo dagegen (zwei neutrale Wasserstoffatome) natürlich den richtigen 
Energiewert E = -2 Ry. Das Verhältnis exakte Elektronenenergie durch Näherungswert 

f "ll d h b · Üb R b' Eexakt 5,8072 f a t anac e1m ergang von = 0 lS oo von--=--- = 1,0196 au 1,0000. 
Evar 5,6953 

Es ist vernünftig, anzunehmen, daß die Änderung monoton geschieht. Dann erhält man durch 
Multiplikation des W ANGschen Eigenwerts mit 1,0196 stets einen zu niedrigen Wert für die 
Energie der Elektronenhülle des H 2 • Für R = 1,40 berechnet sich z. B. der untere Grenzwert 
der Gesamtenergie (inkl. Protonenabstoßung) zu 

Emin= E'wang' 1,0197 + 2/R = Ewang • 1,0197- 0,0394/R = -2,3507 Ry, 

was in der Tat tiefer liegt als der beobachtete Wert (-2,34 bis -2,345 Ry) und übrigens 
diesem sehr nahekommt, im Gegensatz zum unkorrigierten Wert von WANG. Das Verhältnis 
Eexakt/Evar ändert sich demnach bei kleinen R nur ziemlich wenig. 

Zur Konstruktion einer oberen Grenze für den Eigenwert, welche besser ist als die durch 
das unkorrigierte Variationsverfahren gegebene, greift HYLLERAAS zurück auf die Eigen
funktionen des H 2 +. Man muß dabei natürlich wie bei He (Ziff. 12 bis 17} in der ungestörten 
Eigenfunktion der einzelnen Elektronen bereits die abschirmende Wirkung des einen Elek
trons auf das andere berücksichtigen. Das kann entweder geschehen, indem man die Eigen· 
funktion 1 sa des H 2 + im Felde von zwei Kernen mit der Ladung Z =!= 1 bestimmt und Z 
nachher so variiert, daß die Energie des H 2-Grundterms möglichst klein wird 2 (vgl. die erste 
Näherung Ziff. 17). Oder man kann die beiden Elektronen unsymmetrisch behandeln und 

annehmen, daß auf das eine das volle Kernpotential ~ + ~ wirkt, auf das andere da-
1 1 1 1 r.l rbl 

gegen nur das halbe Kernpotential --+-- . Dann ist das Störungspotential 
2 r. 2 2 r. 2 

und der Mittelwert von V über den Raum verschwindet. Dieser Ansatz entspricht ge
nau dem REISENBERGsehen Ansatz (Ziff. 12) für die angeregten Terme des Heliums: 
Inneres Elektron im Felde der Kernladung 2, äußeres im Felde der abgeschirmten 
Kernladung 1. Man wird erwarten dürfen, daß der Ansatz für angeregte Terme des H 2 
sehr gut ist (vgl. Ziff. 60}, dagegen für den Grundterm ziemlich schlecht, weil hier nicht 
ein "inneres" und ein "äußeres" Elektron unterschieden werden können. Immerhin be
kommt HYLLERAAS mit dem beschriebenen Ansatz ("Separationsmethode") den Wert 
-2,2492 Ry für das Energieminimum bei einem Gleichgewichtsabstand R 0 = 1,31 a. Dieser 
Wert liegt um 0,03 Ry = 0,4 Volt über dem Ergebnis von WANG, ist also an sich noch nicht 
als Abschätzung zu brauchen. Zur Verbesserung schlägt HYLLERAAS den gleichen Weg ein 
wie bei der Variationsmethode: Für R = 0 (He) ergibt die "Separationsmethode" für die 
reine Elektronenenergie E' den Wert -5,6817 Ry, für R = oo den Wert -1,3932 Ry. Das 
Verhältnis exakte Energie durch Näherungswert wächst also 

5,8072 . R f 2,0000 . R von -5 68 = 1,0221 bm = 0 au --- = 1,436 be1 = oo. 
' 17 1.3932 

Mit der Annahme, daß das Anwachsen monoton erfolgt, erhält man einen oberen Grenzwert 
für die Energie bei beliebigem Abstand, indem man die nach dem Separationsverfahren be
rechnete reine Elektronenenergie E' mit 1,0221 multipliziert. Also liegt die Gesamtenergie 
des Moleküls E zwischen den Grenzen 

E'sep · 1,0221 + 2/R = Esep · 1,0221 - 0,0442/R (obere Grenze) und 

E'var · 1,0196 + 2/R = Evar · 1,0196- 0,0392/R (untere Grenze). 

1 Die angegebenen Zahlen geben die reine Elektronenenergie mit Ausschluß der Wechsel
wirkung der Protonen [E', nicht E, vgl. (58.2)]. 

2 Dieser Ansatz ist natürlich nicht identisch mit dem von W ANG, weil der Ausgangs
punkt die "BLOCHsche", nicht die LoNDON-HEITLERsche Methode ist. Er entspricht der 
von uns in Abschnitt c durchgeführten Rechnung, geht aber darüber hinaus, indem die 
exakten Eigenfunktionen des H 2 + benutzt werden, anstatt der Näherungsfunktionen (59.22). 
Nur für Helium (R = 0) werden beide Ansätze identisch, weil dort kein Unterschied mehr 
zwischen "homöopolarer" und "heteropolarer" Eigenfunktion besteht. 
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Die Kurven für E als Funktion des Kernabstandes, die sich hieraus ergeben, sind in Abb. 56 
(S. 538) dargestellt. (Kurven "ob. Gr." und "unt. Gr.".) Sie schließen für kleine R den 
Eigenwert zwischen sehr enge Grenzen ein, z. B. ergibt sich für den Gleichgewichtsabstand 
R ~ 1,35 

-2,3327 Ry > E > -2,3507 Ry. 

Für große Kernabstände ist das Verfahren schlechter, man benutzt dann besser den WANG
schen Eigenwert als obere Grenze für die Energie. 

Nimmt man jeweils den Mittelwert zwischen den beiden berechneten Grenz
werten als richtigen Eigenwert an, so ergibt sich für die Konstanten des Moleküls: 

E (R0) =- 2,)417 ± 0,0090 Ry (Energie im Potentialmin.), 

R0 = 1,) 5 ± 0,04 a = 0,72 ± 0,02 A (Gleichgewichtsabstand). 

112m (dzE)~--
v0 = / M dRz R, = 0,0390 Ry = 4290 cm -l 

[Grundfrequenz der Kernschwingung, vgl. (58.41)], 

Ev = -2,3417 + 0,0390(v + i)- 0,00111(v + i) 2 Energie des vten Schwin
gungszustandes, 

E 0 = -2,)225 ± 0,0090 Energie des untersten Schwingungszustandes, 

D = 0,3225 ± 0,0090 Ry = 4,37 ± 0,12 Volt Dissoziationsarbeit. 

Experimentell ist die Dissoziationsarbeit 4,38 ± 0,04 Volt. 
Es ist zu vermuten, daß die untere Grenze für die theoretische Energie, 

die aus der Variationsmethode gefunden wurde, zuverlässiger ist als die obere 
Grenze, weil das Verhältnis exakte Energie: Näherungswert bei der Variations
methode sich langsamer ändert als bei der Separationsmethode. Man wird also 
die obere Grenze der experimentellen Bestimmungen, 4,42 Volt, vom theore
tischen Standpunkt aus als wahrscheinlichsten Wert betrachten 1. Die Ansicht 
von der Überlegenheit der Variationsmethode wird auch bestätigt durch den 
Kernabstand: Aus dem Experiment folgt R = 1,42, aus der Variationsmethode 
1,39, aus der Separationsmethode R = 1,31. Die Schwingungsfrequenz ist vor
züglich getroffen, experimentell ist die Energie des vten Schwingungszustands 

Ev = -2,)473 + 0,0388(v + i) -0,00104(v + i) 2 Ry. 

Obwohl die Methode von HvLLERAAS den früheren Berechnungen des Grundterms 
von Hz weit überlegen ist, scheint doch das letzte Wort über den Grundterm des Hz noch 
nicht gesprochen: Eine bessere Eigenfunktion als die W ANGsche, über die HYLLERAAS nicht 
hinausgeht, wäre (z. B. für Berechnung der Elektronenstreuung an Hz, des Diamagnetismus, 
der v AN DER W AALsehen Kräfte usw.) wünschenswert, und auch die Unsicherheit des theo
retischen Eigenwerts von ±0,12 Volt erscheint überaus groß verglichen mit der Genauigkeit 
des Eigenwerts von He und Hz+ (±0,0001 Volt!). 

60. Die angeregten Zustände des Wasserstoffmoleküls. Die angeregten 
Zustände des H 2 sind weitgehend analog zu denen des He-Atoms: Ein Elektron 
befindet sich stets im Grundzustand, eines ist angeregt2. Auf das innere 
Elektron wirkt praktisch die volle Kernladung, seine Eigenfunktion ist also 

1 Allerdings dürfte bei Wasserstoff das in Ziff. 57 vernachlässigte Glied T (vgl. 57-7) 
eine merkliche Rolle spielen und die Dissoziationsarbeit etwas herabsetzen. 

z 1-Iz-Moleküle mit zwei angeregten Elektronen dürften, wie die doppelt angeregten 
Zustände des Heliums, instabil sein (Augereffekt). Vgl. zum folgenden stets die HEISENBERG
sche Methode beim He (Ziff. 13). 
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fast genau die Eigenfunktion 1 s a des Wasserstoffmolekülions. Die auf das 
äußere Elektron wirkende Kernladung wird durch das innere abgeschirmt, so 
daß sich das äußere Elektron in erster Näherung im Felde zweier Kerne mit 
der Ladung i bewegt ; seine Eigenfunktion ist eine H 2 +-Eigenfunktion mit halber 
Kernladung. Den Hauptanteil zur Energie liefert das innere Elektron, der 
Gleichgewichtsabstand liegt daher stets in der Nähe des Abstands für H 2 +, 
R =2a. 

Die Rechnung läuft ganz ähnlich wie bei Helium. Bei vorgegebenem Quanten
zustand des angeregten Elektrons erhält man zwei Eigenfunktionen des Moleküls, 
von denen eine symmetrisch, eine antisymmetrisch in den räumlichen Koordi
naten der Elektronen ist. Die erstere entspricht natürlich einem Singlettzustand, 
die letztere einem TripleUzustand des Moleküls. Hat das angeregte Elektron die 
Hauptquantenzahl n = 2, so ergeben sich die im folgenden aufgeführten sechs 
Zustände des Moleküls, welche natürlich die niedrigsten angeregten Zustände 
des H 2 repräsentieren: 

Angeregtes Elektron im Zustand 2sa; Eigenfunktion beider Elektronen gerade 
in bezugauf Spiegelung an der Mittelebene der Kerne, dasselbe gilt natürlich für 
die Eigenfunktion des Gesamtsystems. Termsymbol der entsprechenden Zu
stände des Moleküls daher 2 1Eu bzw. 2 3.E0 • Der 3.E"-Zustand ist der untere 
Zustand der Fulcherbanden, der Singlettzustand scheint bisher nicht beobachtet 
zu sein, obwohl er stabil ist. Theoretische Berechnung von HYLLERAAS nach 
der gleichen Methode wie für den Grundzustand (vgl. Ziff. 59d). Das ziemlich 
unsichere Resultat stimmt für den Tripletterm gut mit der Beobachtung (vgl. 
Tabelle 37). Bei Zusammenführen der Kerne entstehen die Terme 2 15 und 2 35 
des Heliums, bei Auseinanderführen ein unangeregtes Wasserstoffatom und eines 
im zweiquantigen Niveau. Da der 2sa-Term des H 2+ bei großem Kernabstand 
hoch liegt (höchste Starkeffektkomponente, vgl. Abb. 52, 54) und das 25-Niveau 
des Heliums tief, liegt das Energieminimum bei relativ kleinem Kernabstand 
(1,85 bzw. 1,87). 

Angeregtes Elektron 2pa. Eigenfunktion ungerade in bezug auf Spiegelung, 
kein Drehimpuls um die Molekülachse, also Termsymbol des Moleküls 2 1Eu 
bzw. 2 3.E". Der Singlettzustand (B-Zustand des Wasserstoffs) hat ein sehr 
tiefes Potentialminimum bei ziemlich großem Kernabstand R = 2,3 1• Letzteres 
liegt daran, daß der Zustand 2pa des H 2 + bei großem Kernabstand sehr tief 
liegt (Hauptquantenzahl n' = 1). Der TripleUzustand ist der LoNDON-HEIT
LERsche antisymmetrische Zustand: Er hat kein Potentialminimum, weil er bei 
Auseinanderführen der Kerne in zwei unangeregte Atome übergeht statt in ein 
unangeregtes und ein zweiquantiges, wie es beim 1Eu-Zustand der Fall ist. Bei 
R = 0 Übergang in die Terme 2 1P, 2 3P des Heliums. Übereinstimmung der 
Molekülkonstanten mit der Beobachtung recht gut bei zuverlässiger Rechnung 
(ohne die Korrektur, die beim Grundzustand und bei den Zuständen 2sa 1•3.E 
gemacht wurde!). 

Angeregtes Elektron 2pn, Termsymbole 2 1Ilu, 2 3Il0 • Gleichgewichts
abstände fast genau gleich dem des H 2 +. Beide Terme sind stabil, ihre Energie
werte stimmen gut mit der Erfahrung. Der Singletterm ist der sog. C-Zustand. 
Für R = 0 fallen die Terme mit den vorgenannten 2pa 1•~Eu-Termen zusammen 
(2 1•3P-Terme des Heliums), für R = oo ein Atom im Grundzustand, eines im 
zweiquantigen. 

1 Diesen- Zustand haben wir bereits in Ziff. 59c berechnet, indem wir für die zpa-Eigen
funktion ihre Darstellung bei großem Kernabstand setzten. Der Term 2pa hatte dann die 
Form eines "heteropolaren" Zustands. Vgl. auch C. ZENER u. V. GUILLEMIN, Phys. Rev. 
Bd. 34, S. 999. 1929. 
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Tabelle 37. Molekülkonstanten der tiefsten Terme des \Vasserstoffmoleküls. 

Ru in Energie E 0 
I Schwingungskonstanten 1 Dissoz. 

Zustand H~Radien in Rydberg 'Vo I "1 Arbeit 
in cm-1 Volt 

1 5o 1 5o l_E{ theor. 1,35 ± 0,05 -2,3225 ± 0,0090 4280 122 4,37 ± 0,12 
exp. 1,42 (2,3262) 4390 115 (4,42) 

150 25 0 12'{ theor. 1,87 -1,4298 2820 94 2,42 
exp. 

1 5o25o 3_E{ theor. 1,85 -1,4636 2905 84 2,89 
exp. (2,0) -( 1 ,4645) 2560 68 2,90 

1 5a 2Pa l_E{ theor. 2,3 -1,4852 1560 23 3,19 
exp. 12,5) -1,4989 1340 15 3.37 

1 5a2pa 32'. 00 -2 

1 sa 2 p.nlfl{ theor. 1,92 -1,4123 2580 87 2,20 
exp. 1,99 -1,4176 2440 67 2,27 

1 sa 2 p.n 3IT{ theor. 1,96 -1,4461 2510 69 2,66 
exp. -1,4600 ()'o - 2v1 = 2370) 2,84 

61. Ortho- und Parawasserstoff. Für die Protonen gilt, genau wie für die 
Elektronen, das PAuLische Prinzip: Die Eigenfunktion jedes Systems, das Pro
tonen enthält, muß antisymmetrisch sein gegenüber Vertauschungen zweier be
liebiger Protonen. Da die Protonen überdies einen Spin ! besitzen, kann die von 
den räumlichen Koordinaten abhängige Eigenfunktion eines Systems, das zwei 
Protonen enthält, entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sein in diesen 
Protonen - je nachdem, ob der Spin der Protonen entgegengesetzt gerichtet 
ist oder gleichgerichtet. In Analogie zum Helium kann man die erstgenannten 
Zustände des Wasserstoffmoleküls als Parawasserstoffzustände bezeichnen, die 
letzteren als Orthowasserstoff. Das statistische Gewicht der Orthozustände ist 
cet. par. dreimal so groß wie das der Parazustände, da der Gesamtspin der bei
den Protonen im ersten Fall den Wert 1 · Ii hat, also drei mögliche Einstellungen 
in einem evtl. äußeren Magnetfeld besitzt (m = + 1, 0, -1), während das resul
tierende Kernspinmoment im Falle des Parawasserstoffs Null ist. 

Die räumliche Eigenfunktion des H 2 ist nach Ziff. 57 ein Produkt von drei 
Anteilen, der Elektroneneigenfunktion, der Eigenfunktion der Kernschwingung 
und derjenigen der Rotation. Die Schwingungseigenfunktion hängt nur vom 
Kernabstand R ab und ist daher stets symmetrisch in den beiden Protonen. 
Die Elektroneneigenfunktion ist im Grundzustand gleichfalls symmetrisch in 
den Kernen (dagegen z. B. im 1.Eu-Zustand nicht). Die Rotationseigenfunktion 
ist eine einfache Kugelfunktion Pf ({), rp), wobei {), rp die Richtung der Kern
verbindungslinie in einem raumfesten Polarkoordinatensystem angibt. Ver
tauschung der Kerne entspricht Umkehrung der Richtung der Kernverbindungs
linie, dabei gehen die Polarkoordinaten {), <p über in n - {), :n + <p, und die 
Kugelfunktion Pf ({), rp) multipliziert sich mit ( -1)1. Der Parawasserstoff 
kommt daher nur in den Rotationszuständen mit geradem j vor, während beim 
Orthowasserstoff nur die Rotationszustände mit ungeradem j erlaubt sind 2• 

Die Energie des jten Rotationszustandes eines Moleküls ist nun bekanntlich 

EJ = Eo + 2h~ j (j + 1) ' 

wobei das Trägheitsmoment 8 für Wasserstoff den Wert 
8 = ! MR2 = 0,467 ·10- 40g cm2 =! · 1838 · 1,41 2 = 1840 at. E. 

-----
1 Die Energie des v1'" Schwingungsniveaus ist E 0 + v0 (v + !) - 1•1 (v + t) 2• 
2 Vorausgesetzt, daß die Elektronen im Grundzustand sind. Im B-Zustand kehrt sich 

das Verhältnis um. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV fl. 35 
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hat, so daß die Energiedifferenz zwischen den Rotationsniveaus j und 0 

E·- E = j (} + 1) Ry = 59J.(J. + 1) cm 1 
.} 0 (·) 

beträgt. Das tiefste Energieniveau des Orthowasserstoffs, j = 1, liegt daher um 
118 cm- 1 höher als das tiefste Niveau von Parawasserstoff, J = 0. Man wird 
daher erwarten, daß sich die Wasserstoffmoleküle nur bei hohen Temperaturen 
im statistischen Verhältnis 3 : 1 auf Orthomoleküle und Paramoleküle verteilen, 
und daß bei tiefen Temperaturen der Orthowasserstoff instabil wird und in 
Parawasserstoff übergeht. Jedoch ist die Übergangswahrscheinlichkeit (durch 
Zusammenstöße verschiedener Moleküle) unter normalen Umständen außer
ordentlich gering: Orthowasserstoff geht, sich selbst überlassen, bei 20° abs. 
in einem Monat nicht merklich in Parawasserstoff über, und man muß besondere 
Kunstgriffe anwenden, um den Übergang herbeizuführen 1. Ortho- und Para
wasserstoff verhalten sich also in praxi wie zwei ganz verschiedene Gase : sie 
haben verschiedene spezifische Wärmen 2, verschiedene Wärmeleitfähigkeit und 
möglicherweise auch verschiedene Kristallstruktur 3, gewöhnlicher Wasserstoff 
verhält sich wie ein Gasgemisch. Außerdem ist natürlich das Bandenspektrum 
verschieden, was sich bei normalem Wasserstoff (Gemisch von Ortho-H2 und 
Para-H2 im Verhältnis 3: 1) in einem Intensitätswechsel der Rotationslinien 
äußert. 

62. Edelgascharakter des Heliums. Ein Heliumatom im Grundzustand 
enthält zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin. Treten zwei solche Atome 
zum Molekül zusammen, so enthält dieses je zwei Elektronen jeder Spinrichtung; 
und zwar mögen etwa die Elektronen 1 und 2 gleichen Spin besitzen, ebenso 3 
und 4. Dann muß nach dem Pauliprinzip die räumliche Eigenfunktion des He2 

antisymmetrisch sein bezüglich Vertauschungen der Elektronen mit gleichem 
Spin. Die einzige Funktion, die diese Bedingung erfüllt, ist 

Man sieht ohne weiteres, daß U im wesentlichen mit der antisymmetrischen 
LoNDON-HEITLERschen Eigenfunktion Ua (59.5) übereinstimmt, welche be
kanntlich zur Abstoßung der Atome führt. Zwei Heliumatome im Grundzustand 
können sich daher nicht zum Molekül vereinigen; Die }{echnungen im einzelnen 
sind von SLATER 4 und von GENTILE 5 durchgeführt. Letzterer berechnete auch 
die Abstoßungskräfte zwischen einem He- und einem H-Atom. Diese Tatsachen 
erklären den Edelgascharakter des Heliums. 

Angeregte Zustände des He sind natürlich zur Molekülbildung befähigt 
(vgl. darüber z. B. W. WEIZEL, Bandenspektren 6). 

63. Die VAN DER WAALsschen Kräfte. a) Berechnung der Wechsel
wir kungsenergie. Bei unserer bisherigen Behandlung des Molekülproblems 
haben wir uns auf das Verhalten der Wechselwirkungsenergie in der Nähe des 
Gleichgewichtsabstandes, d. h. bei relativ kleinem R beschränkt. Dieses wird 

1 Vgl. K. F. BoNNHOEFER u. P. HARTECK, Naturwisscnsch. Bd. 17, S. 182 u. 321. 1929; 
Berl. Ber. 1929, S. 103; A. EuCKEN, Naturwissensch. Bd. 17, S. 182. 1929. 

2 Wegen des verschiedenen Abstands der Rotationsniveaus (vgl. D. M. DENNISSON, Proc. 
Roy. Soc. London Bd. 115, S. 483. 1927). 

3 W. H. KEESOM, J. DE SMEDT u. H. H. Moov, Nature Bd. 126, S. 757. 1930. 
4 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 32, S. 349. 1928. 
5 G. GENTILE, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 795. 1930. 
6 \V. WEIZEL, Handb. der Experimentalphysik, Ergänzungswerk Bd. I, S. 252ff. Dort 

auch Literatur. 
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qualitativ bestimmt durch die Störungsenergie erster Näherung der ScHRÖDINGER
schen Störungstheorie (vgl. die LoNDON-HEITLERsche Theorie, Ziff. 59a). Die 
Störungsenergie erster Näherung hat positives oder negatives Vorzeichen, je 
nachdem, ob die Spins der reagierenden Atome gleich oder entgegengesetzt ge
richtet sind, und fällt mit wachsender Entfernung der Kerne exponentiell ab. 
Bei großen R werden jedoch andere Kräfte ausschlaggebend, welche unabhängig 
von der Spinrichtung der beiden Atome stets eine Anziehung bewirken: Diese 
Kräfte bewirken die Abweichung der vAN DER WAALSschen Zustandsgleichung 
von derjenigen der idealen Gase. Sie ergeben sich, wenn man zur zweiten Nähe
rung der ScHRÖDINGERschen Störungsrechnung fortschreitet. 

Wir betrachten zwei Wasserstoffatome in großem Abstand R und vernachlässigen die 
Austauschentartung: Es sei also das Elektron 1 beim Kern a, das Elektron 2 beim Kern b. 
Dann ist das Wechselwirkungspotential zwischen den beiden Atomen in gewohnter Weise 

(63.1) 

'Wir entwickeln nun nach fallenden Potenzen von R. Die normale Kugelfunktionsentwicklung 
gibt 

1 =~ 1 _ = ~ r,f, P;. (cosfJ) = _1_ + (t1 e) + 3 __ (~~ r1~ + ... (63 _2) 
rb, jRe-t,j ..:;;..R;.+l 1 R R 2 2R3 ' 

A.~-o. 0 

wobei {}1 der Winkel zwischen der Kernverbindungslinie und dem Radiusvektor t 1 vom Kern a 
zum ersten Elektron ist und e ein Einheitsvektor in der Richtung von Kern a nach b. Ebenso 
ist 

1 = ____ 1 __ = _1_ + (t1 - t2, e) + 3 (t1 - t 2. e) 2 - (t1 - t 2)2 

r 12 jRe+t2 --t11 R R 2 2R3 (63-3) 

wo t 2 der Ort des zweiten Elektrons bezogen auf Kern bist. Setzt man (63.2), (63-3) und die 
entsprechende Formel für 1/r02 in (63.1) ein, so fallen die Glieder mit 1/R und 1/R2 fort und 
es bleibt 

(63.4) 

wobei die z-Achse in der Richtung der Kernverbindungslinie liegt. 
Der Mittelwert des hingeschriebenen Gliedes von V über die ungestörte Eigenfunktion 

(63.5) 

verschwindet, im Einklang mit der Tatsache, daß wir früher in der Störungsenergie erster 
Näherung kein Glied fanden, das mit 1/ R 3 abfällt. Jedoch besitzt (63.4) Nichtdiagonal
elemente, welche Übergängen vom Grundzustand (63.5) nach angeregten Zuständen 

(63.6) 

entsprechen, wobei die Zustände um und u" mit dem Grundzustand u 0 optisch kombinieren 
müssen. Das fragliche Matrixelement von V lautet 

(63.7) 

wobei die Eigenfunktionen um so gewählt werden können, daß jeweils nur eines der Koordi
natenmatrixelemente Xom• Yom• Zom von Null verschieden ist. Damit wird die Störungs
energie zweiter Näherung nach ScHRÖDINGER 

I (63.8) 

35* 
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Die letzte Gleichung folgt aus der Isotropie des Wasserstoffatoms 1 . Die Störungsenergie ist 
stets negativ, da die Energie des Grundzustands E 0 < Em ist. Sie fällt mit der reziproken 
sechsten Potenz des Kernabstandes ab, also viel langsamer als die "Austauschkräfte", welche 
ja exponentiellen Abfall zeigen. 

Zur Auswertung von (63.8) sollte man eigentlich die einzelnen Glieder der 
Summe mit Hilfe der Koordinatenmatrixelemente berechnen, welche ja für 
Wasserstoff numerisch bekannt sind (Tab. 15). Das ist von LoNDON und EISEN
SCHITZ 2 ausgeführt worden mit dem Resultat 

E 2 =" - 6~J- für Wasserstoffatome. (63.9) 

Die Rechnung, die zu diesem Resultat führt, ist ziemlich mühsam, da eine doppelte 
Summation über m und n notwendig ist, außerdem sind für andere Atome als 
Wasserstoff die Übergangswahrscheinlichkeiten nicht für alle optischen Über
gänge bekannt. Man kann sich aber zunutze machen, daß die Energiedifferenzen 
zwischen den verschiedenen oberen Niveaus der starken optischen Übergänge 
meist klein sind gegen die Energiedifferenzen der oberen Niveaus gegenüber 
dem Grundzustand. Dann kann man in (63.8) Em = En setzen und erhält 

(63.10) 

Dabei ist a die Polarisierbarkeit des Atoms, welche bekanntlich definiert ist 
durch den Starkeffekt zweiter Ordnung im homogenen elektrischen Feld F z: 

r02 ist der Mittelwert von r über die ungestörte Eigenfunktion u 0 des Atoms. 
Für den Grundzustand des Wasserstoffs ist speziell a = 4, 5 at. Einh. [ vgl. 

(31.3)], r 2 = 3 at. Einh. [vgl. (3.21)] und daher nach (63.10) 

E __ 6,75 
2- Rs ' 

was befriedigend mit (63.9) übereinstimmt. 
Eine weitere einfache Methode zur Berechnung der VAN DER WAALSschen 

Kräfte ist von SLATER und KIRKWOOD gegeben worden, sie schließt sich eng an 
das Verfahren der genannten Verfasser zur Berechnung der Dielektrizitäts
konstante des Heliums an und ergibt den vorzüglichen Wert 

E 2 =- 6,49R- 6 für H, (63.11) 

welcher gemäß der augewandten Methode (Variationsverfahren) sicher nur (dem 
Absolutbetrag nach) zu klein, nicht zu groß sein kann. Da der Absolutwert 

1 Jeder angeregte Zustand, der mit dem Grundzustand kombiniert, ist ein p-Zustand 
und hat die drei Eigenfunktionen u. t(r) cosiJ-, u., (r) sin &cos<p, u. 1 (r) sin &sin <p. Für die 
erste Eigenfunktion ist z0 ., für die zweite und dritte x 0 • und Yon von Null verschieden, und 
diese drei Matrixelemente haben offenbar den gleichen Wert. 

2 F. LONDON u. R. EISENSCHITZ, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 491. 1930. 
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von (63.11) sogar größer ist als der durch explizite Berechnung gewonnene Wert 
(63.9) von LoNDON, so folgt, daß der letztere etwas zu niedrig und der SLATER
KmKwoonsche Wert sicher sehr genau ist. Dabei ist allerdings wesentlich für 
den guten Erfolg, daß die ungestörte Eigenfunktion des H-Atoms exakt bekannt 
ist, und man kann daher von der nach der gleichen Methode berechneten van der 
Waals-Kraft für Helium nicht die gleiche Genauigkeit erwarten wie von der 
für Wasserstoff. SLATER und KIRKWOOD finden für Helium mit Benutzung der 
HARTREEschen Eigenfunktion für das ungestörte Atom 

E 0 =- 1~?- at. Einh. =- }~6~ Ry (63.12) 

(R ist in Wasserstoffradien zu messen). 
b) Der erste Virialkoeffizient des Heliums. Wir 

daß die Wechselwirkungsenergie z. B. zweier Heliumatome 
wissen nunmehr, 
bei großer Ent-

fernung der Atome in einer Anziehung proportional 
1/ R6 besteht und bei Entfernungen von der Größen
ordnung des Atomradius übergeht in eine sehr starke 
Abstoßung c-;oe-R (vgl. Abb. 57). Die Wechsel
wirkungsenergie läßt sich für Helium allgemein 
approximieren durch 1 

E(R) = 36·e-2,43R_ ~;Ry. (63.13) 

Wir können jetzt aus der bekannten Wechsel
wirkungsenergie die Zustandsgleichung des Heliums 
ableiten. Diese läßt sich in der sog. Virialform 
schreiben 

pV B 
RT = 1 +V+ ... ' (63.14) 

wo p der Druck ist, V das Molvolum, T die Tem
peratur, R die Gaskonstante und B der sog. erste 
Virialkoeffizient. B beschreibt die Abweichung des 
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j 
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'15678910 

R!ao 
Abb. 57. Wechselwirkungsenergie 
zweier Heliumatome als Funktion 
des Abstands. (Nach SLATER und 

KIRKWOOD.) 

Gases vom idealen Gaszustand und ergibt sich aus der klassischen Statistik zu 

00 r( E(R)' 

B=2nL·. 1-e--i<T)R2 dR, (63.15) 

0 

wobei L die Loschmidtzahl ist und E (R) die Wechselwirkungsenergie zweier 
Atome im Abstand R voneinander. Der Ausdruck muß in der Quantentheorie 
noch etwas modifiziert werden 2 : Die Potentialmulde, welche von den van der 
Waals-Kräften erzeugt wird, ermöglicht nämlich die Bildung eines Moleküls, 
welches natürlich sehr viel kleinere Dissoziationsenergie besitzt als ein normales, 
durch Valenzkräfte zusammengehaltenes Molekül, aber immerhin bei sehr tiefen 
Temperaturen mit großer Wahrscheinlichkeit entsteht. Berücksichtigt man 
diesen Umstand, so erhält man folgende Werte für den Virialkoeffizienten des 
Heliums (nach KIRKwoon, 1. c.). 

1 Vgl. J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 32, S. 349. 1928. 
2 J. G. KIRKWOOD, Phys. ZS. Bd. 33, S. 39. 1932. 



5 50 Kap. 3. H. BETHE: Quantenmechanik der Ein- und Zwei-Elektronenproblemc. Ziff. 6+. 

Tabelle 38. Virialkoeffizient des Heliums. 

B bc;r2chnet 

Temperatur ohne mit B beobacht<·t 

T Rücksicht auf die Möglichkeit der ! 
Molekülbildung durch die van der 

Waals-Kräfte (in crn'fMol) cm3/Mol 

350 10,80 10,82 11,60 
300 11,14 11, 1() 11,80 
250 11,34 11,3 7 11,05 
200 11,58 11,62 11.95 
100 10,75 10,80 10,95 

35 4,44 4,80 
25 (), 1 7 0,80 
20 7.11) 5,14 4,00 
15 -20,0 --15,10 - 14,00 

Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung ist sehr be
friedigend und wird durch die Mitberücksichtigung der Möglichkeit der "Molekül
bildung" bei tiefen Temperaturen wesentlich verbessert. 

c) Flüssiges Helium. Da eine rationelle Theorie der Flüssigkeiten vor
läufig nicht existiert, begnügen wir uns mit folgender ganz roher Abschätzung, 
die von SLATER (1. c.) stammt: Die Verflüssigung des He wird dann eintreten, 
wenn die Energie kT der Temperaturbewegung von der Größenordnung des 
Minimums der Wechselwirkungsenergie zweier Heliumatome ist. Dieses Mini
mum liegt bei R = 5,6a = 2,9 A und entspricht einer Wechselwirkungsenergie 
von 

E =- 5,6 · 10- 5 Ry = -6,1 cm 1 . 

Die kinetische Energie eines Moleküls bei Siedepunkt T = 5,2 ° beträgt im 

Frequenzmaß 3 kh_! = 5,2 · 1,07 = 5,6 cm- 1, ist also von derselben Größen-
2 c 

ordnung. Ebenso läßt sich der mittlere Abstand der He-Atome im flüssigen He 
aus der Dichte e=0,14 zu 3,6A berechnen, was ebenfalls einigermaßen mit der 
Lage des Minimums der Wechselwirkungsenergie als Funktion des Abstands 
entspricht. 

64. Das Lithiumhydrid. LiH bildet den einfachsten heteropolaren Kristall: 
Bei der Elektrolyse des geschmolzenen Salzes wandert Li+ zur Kathode, H 
zur Anode. Die beiden Ionen Li+ und H- liaben je zwei Elektronen, ihre Eigen
funktionen sind in Ziff. 18 behandelt und können genügend genau durch ab
geschirmte Wasserstoffeigenfunktionen 

dargestellt werden [vgl. (17.18)]. Die gesamte Wechselwirkungsenergie kann in 
zwei Teile zerlegt werden: Erstens die CoULOMBsehe Anziehung der punktförmigen 
Ionen, diese liefert die Bindungskraft, und zweitens die Austauschenergie: sie 
ergibt eine Abstoßung, da Li+ und H ··· Edelgascharakter besitzen (vgl. Ziff. 62); 
und diese Abstoßung ist es, welche der CouLmvmschen Wechselwirkungsenergie 
das Gleichgewicht hält und das Zusammenstürzen des Kristalls verhindert. Die 
Rechnung ist von HYLLERAAS 1 durchgeführt und ergibt 

für die Gitterkonstante d = 8,4 a = 4,42 A gegen beobachtet 4,10 A, 
für die Bildungswärme des LiH aus den freien Ionen (Gitterenergie) 219 kcaljMol, 

während man aus dem beobachteten Wert für die Bildungswärme aus metallischem 
Li und gasförmigem H 2 mit Hilfe eines BoRNsehen Kreisprozesses eine Gitter-

1 E. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 771. 1930. 
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energie von 217 ± 7 kcaljMol erhält. Die Übereinstimmung ist vorzüglich, was 
allerdings teilweise auf Zufall beruhen dürfte, da die Fehlergrenzen des theo
retischen Wertes mindestens so weit sind wie die des experimentellen. 

65.Anhang über Kugelfunktionen. a) LEGENDREsche Kugelfunktionen. 
1. Im Abstand r vom Zentrum einer Kugel mit dem Radius 1 und unter der 
geographischen Breite {) befindet sich eine Ladung 1 ; das Potential am Pol der 
Kugel ist in eine Potenzreihe nach r zu entwickeln. 

Das Potential ist, wenn cos{) = x gesetzt wird, 

p = .- 1 
j/1 -=2=r x=+=r=:::2 

Die gesuchte Entwicklung in eine Potenzreihe nach r lautet 

00 

(65.1) 

Hierdurch wird die LEGENDREsche Kugelfunktion lter Ordnung P1 (x) definiert, 
sie ist ein Polynom lten Grades in x. Das erkennt man am einfachsten, wenn 
man (65.1) umschreibt: 

l! ,dr l! (1- 2rx+r2/H r=O (65 2) 
Pz (x) = _1__ r-~ (1 - 2rx + y2)-!] = 1· 3:J.'..'."_'. (21-1) I! (x- r)l 'I l 

+ Glieder niedrigerer Ordnung in x = -;1
1
1

12 • x1 + O(x1- 2) + .. . . 
2 •. 

Für x = 1 hat man 
00 

(65.3) 

2. Wir differenzieren (65.1) nach r: 

-~--a = "'zrt-tpt(x) 
V1 - 2rx + r 2 .:::;.. 

l 

und haben durch Vergleich mit (65.1) 

2.: (1 - 2rx + r 2) lr1- 1 P 1(x) = 2: (x- r) r1 P1(x). 
l l 

Soll die Gleichung für alle r gelten, so muß der Faktor jeder Potenz von r auf 
beiden Seiten derselbe sein, wir wenden dies auf den Faktor von rl an: 

(l + 1) P1+l- 2xl P1 + (l- 1) Pz-t = xP1- Pz-1} 
(65.4) 

(2l + 1) xP1 = (l + 1) P"+, (x) + lPt(x). 

Sodann differenzieren wir (65.1) nach x 

und bekommen auf die gleiche Weise 

Pt = Pt'.1 - 2x P{ + P,.;.1 (65.5) 
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und durch Vergleich mit der nach x differenzierten Gleichung (65.4) hat man 

(65.6) 

3- Indem man von (65.5) und (65.6) die halbe Summe und die halbe Differenz 
bildet, kann man P1_ 1 bzw. P1+ 1 eliminieren: 

xPz' = P1 ~ 1 + lPz 

= P1~ 1 - (l + 1)P1 . 

Wenn man (65.7), (65.8) nacheinander anwendet, findet man 

(1- x2)P{ = l(P1_ 1 - xPz) 

(65.7) 

(65.8) 

und hieraus durch Differentiation und nochmalige Anwendung von (65.7) 

(1- x2)Pz"- 2xPz' + l(l + 1) P 1 = 0. (65.9) 

(65.9) ist die Differentialgleichung der LEGENDREschen Kugelfunktionen. Wir 
schreiben sie noch in {} statt in x = cos {}: 

(65.10) 

Der erste Ausdruck ist ersichtlich der 0-Bestandteil des in Polarkoordinaten 
geschriebenen LAPLACEschen .1-0perators [vgl. (1.2)]. (65.10) läßt sich auch 
noch einfacher ableiten. Es ist 

1 
L1 .--=-------- = 0 

Yt - rx + r 2 

für alle r, daher muß der LAPLACEsche Operator, angewandt auf jedes einzelne 
Glied der Reihe (65.1), verschwinden: 

L1(r1P 1(cos{})) = (::2 + -~- :r + r2 s~nß (t0 (sinf} ddo)) (r1P 1(cosf})) = 0. 

Bei Ausführung der Differentiation nach r gibt das genau Gleichung (65.10). 
4. Der reziproke Abstand zweier Punkte mit den Polarkoordinaten (r, 0, 0) 

und (e, {}, 0) läßt sich nach (65 .1) unmittelbar nach Kugelfunktionen entwickeln: 

(r2 ~- 2 r Q cos {} + ri 

""' g'_ P1 ( cos {}) wenn o < r ~ yl+l ' '- ' 
l 

2: ;:1 P 1(cosf}), wenn e > r. 
l Q 

(65.11) 

5. Wir geben jetzt noch eine andere Darstellung für die Kugelfunktionen, 
die von Vorteil ist für die Normierung der ScHRÖDINGERschen Eigenfunktionen. 
Es gilt nämlich 

(65.12) 

Durch Ausführung der Differentiation bekommt man nämlich 

(65.13) 
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Die höchste Potenz von x, x1, hat den gleichen Faktor wie in (65 .2). Daß die Defini
tion (65.12) der Funktion P1 identisch ist mit der Definition (65.1), zeigen wir, 
indem wir die Differentialgleichung für P1 ableiten. Zunächst gilt für 

f = (x2- 1)1 
ersichtlich 

(1- x 2)f" + 2(l- 1) xf' + 2lf = 0, (65.14) 

und durch l-malige Differentiation ergibt sich 

(1- x2)P"- 2xP' + l(l + 1) P = 0, 

das ist die Differentialgleichung (65.9). Die nach (65.1) und (65.12) definierten 
Funktionen P1 müssen also bis auf einen numerischen Faktor übereinstimmen; 
da wir oben bereits gezeigt haben, daß auch die Koeffizienten von x1 gleich sind, 
folgt die Identität der beiden Definitionen. 

b) Zugeordnete Kugelfunktionen. 1. Wir definieren die (unnormierten) 
zugeordneten Kugelfunktionen 

P{"(x) = (1 - x2 )mi2 P/"')(x), (65.15) 
wobei 

dm 
P (m) (x) = - P (x) l dxm l · (65.16) 

Durch mmalige Differentiation von (65.9) ergibt sich die Differentialgleichung 

(1- x2)P/111 + 2!- 2(m + 1)xP/111 + 1J + (l- m) (l + m + 1)P/"') = 0 

und mit Rücksicht auf (65.16) 

(1 - x2) (Pz"')"- 2x(Pz'")' + (z(l + 1)- 1 t/Z2x2) Pr= o. 

Wir definieren die Kugelflächenfunktion 

Wzm = Pz'neimrp 

(65.17) 

(65.18) 

(65.19) 

und schreiben wieder unsere Differentialgleichung in {} statt in x, dann ist 

1 d (' . d<P) 1 d2 <P -·-. ,,- d ,, sm {} d--{}· + ---c--2-{} -d 2 + l (l + 1) cfJ = 0. (65.20) Slllll V' Slll · rp 

Daraus folgt, daß 

die LAPLACEsche Gleichung L1F = 0 befriedigt, ebenso F' = r- 1- 1 cfJ. 
2. Das Normierungsirrtegral 

:-r ' I + 1 

N= j(Pt"') 2 sinßdD=J(Pz"') 2 dx= J(1-x2)rn(dd:~'Ydx 
0 I -1 

berechnen wir, indem wir in dem einen der beiden Faktoren dd•np1 die Definition xm 
(65.12) für P1 direkt einsetzen, im zweiten Faktor die ausdifferenzierte Form 
(65.13) benutzen. Dabei brauchen wir bloß das Glied mit der höchsten Potenz 
von x mitzunehmen, da alle weiteren Glieder späterhin bei einer Differentiation 
fortfallen: 
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Durch l + m fache partielle Integration bekommt man, da die integrierten 
Bestandteile an den Grenzen stets verschwinden 

+I 
N = (-)'--21! __ ~ ~-(x2- 1)1 ~d_'+m (xt+m- x'+m--2 ... t )d 

221 ·1! 2 ·1-m!. dx'+m -····X 
-I 

Durch partielle Integration findet man weiter 

N __ 2_ ~-:+- m! 
-21+11-m!' 

Wir definieren die normierte zugeordnete Kugelfunktion 

'fz = 1/21 + 1 .t- m! Pz"' = v2l + ~ ,t_-:::-_m! _1_- d'+m (x2 -1)1 (65.21) 
m V 2 l+m! 2 l+m! 21 ·1! dx'+"' · ' 

und die normierte Kugelflächenfunktion 

Yz (& cp) - _1 'fz eim•r 
m ' -~ rn (65.22) 

Es gilt dann nach der obigen Rechnung 

:r 2n: --lt 

fsin {}d{} fdcp IYtml 2 = fP,;,, (x) dx =, 1 . (65.23) 
0 0 -1 

Yzm genügt der Differentialgleichung (65.20), die identisch ist mit der Gleichung 
(1.4) für die winkelabhängigen Eigenfunktionen des Wasserstoffs, und ist außerdem 
normiert. 

J. Für negative m definieren wir, dem Vorgang DARWINs1 folgend, 'fzm und 
Yzm auch durch die Formeln (65.21), (65.22). Bei den meisten Autoren wird 
statt dessen als Kugelflächenfunktion mit negativem m 

benutzt. Y/m unterscheidet sich nur durch einen Faktor (- )"' von unserem 
Yzm· Denn 

a) Die Differentialgleichung (65.18), die ja einfach durch l + mmalige 
Differentiation von (65.14) abgeleitet ist, enthält m nur in der Form m2• 'fzm 
genügt also der gleichen Differentialgleichung wie '1'1, _ ",. 

b) Es ist [vgl. (65.13)] 

'fz == ___ 2_!L - l/~t+ __1_ t- m! (1 - x2)m/2 (xl -II/ - ••• ) 

m 2 1 • l! · l - m! V 2 l + m! 

=~-~1!_ __ 1/21+1 ~f-ml(-)"'(1 -x2)-m/2(x'+w __ ... ). 
21 • l! · l + m! V 2 l - m! 

1 C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London Bd. 118, S. 645. 1928. 
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Der Faktor der höchsten Potenz von x ist also in P1m gerade ( -1)'" mal so groß 
wie in der Formel für P1, _ m. Also ist 

Y/ _111 = (- )"' Y 1111 . • 

Unsere Definition für Y 1rn hat den Vorteil, daß alle Formeln gleichzeitig 
für positive und für negative m gelten, was bei der konventionellen Definition 
Y1~~~. nicht der Fall ist. 

4. Wir geben einige Beziehungen zwischen Kugelfunktionen, die für die 
Berechnung von Übergangswahrscheinlichkeiten von Vorteil sind. 

Aus (65 .6) folgt durch m malige Differentiation 

(65.24) 

und mit Wieksicht auf (65.15), (65.21) 

. , 1 ;(t1m11W~i:-mi~f 1.(/- m)(t-m 1) 
sm {) P1m (cos if) .c V (.2T,:--i )(:2! ;:-.3)- Pt+!,". 1 1 - 1 (21 +iT(il- i) Pz_ 1, rn+ 1. (65 .25) 

Da die Kugelfunktionen mit gleichem oberen Index m und verschiedenem l 
derselben Differentialgleichung (65.18) genügen, bilden sie· ein vollständiges 
Orthogonalsystem. Da die P außerdem normiert sind, folgt aus (65.25) 

1-1 

/. j (l-m)(l-m-1) 
. sinD Pzm P1 _ 1, m+l sinD dt~ = · (2(+ 1 )(it --1) 
-1 

und daraus folgt wieder 

. . , l/(t n1i-1)(fm 12) I (l+m)(l"-m-1) m 
sm D Pt"'(cos1~) ~0 - V (irJ:-1-J ( 211 ~1r Pt+ 1,111-1 + ~· (21 + 1 )( 21 _-1) '~z-1. 111. 1. (65 .26) 

Wir haben im Text je nach Bedarf (65.25) oder (65.26) verwendet. 
Aus ( 6 5 .4) folgt durch m malige Differentiation 

(2l + 1) xP/"') + (2l + 1) mpz<m-l) = (l + 1) P1 ~'il + ZP/r>il, 

und wenn in (65.24) m durch m- 1 ersetzt und die so erhaltene Gleichung m mal 
subtrahiert wird, bleibt 

(2l-+- 1) x P/"'! = (l- m + 1) P1 ~'~ + (l + m) P/'f. 

Daraus folgt mit (65.15) und (65.21) 

cost'l Pzm (cosß) = y0i~ ~-:~ ~~~~~3r· 1-) Pl+l , 1n + Vi~~~-t7-~~~~:1) Pz-1 ,m· (65.27) 

5. Bei der Behandlung von Feinstrukturproblemen (Ziff. 23, 25) treten 
neben den Koordinaten (x, y, z) oft quadratische Ausdrücke in den Koordinaten 
auf, wie x 2 , z2 , xz, xy. Es ist nützlich, die Matrixelemente dieser Ausdrücke zu 
kennen, wenn als Eigenfunktionen diejenigen eines Elektrons im Zentralfeld 
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zu nehmen sind. Wir finden durch zweimalige Anwendung von (65.27) bzw. 
(65.25), (65.26) 

? . {}p -1/(l+m+3)(1+m_-t~!Z+m+_1)_(l-m+1)p 
cos1 sm 1111 - V (21 + 5)(21 + 3)2(21 + 1) l+~,m+l 

+ ( 2T+~t);/=-1j y(T:t--m+1)(l- m) Pz,n1+t (65.29) 

1/1(1 + m)(l- m) (1--m _::-1)(7-=-m _:_ 2j 
-- '--(21--=t=1}{2T= 1)2(21- 3) pl-2,m+l 

--- -,j(t + m + 1)(1- m + 1)(1--::__nz_+ 2)(1- rii + 3) p 
- ! (21 + 5)(21 + 3)2(21 + 1) l+~,m-l 

2m- 1 , ) + (21 + 3)(21 _ 1) V (l + m) (l- m + 1 Pz,m.-t (65.30) 

l/(l + m) (1 + m __:1)(l~::z)Tr- m) m 
+ r (21 + 1) (21- 1)2(21- 3) - ---- 'iz-2,m.-1• 

• 2 , -1;1!l___± m_f_4_)_(_l_+ m +))(1 + nz_+~j_l_+ m + 1) 
sm {} ?Im - (21 + 5) (21 + 3)2 (21 + 1) Pt+2,rn+2 

2 ----------- -------- - --
---------- - y(l+m+2) (l+m+1) (l-m) (l-m-1)1'1 _, (65.31) 

(21+3) (21-1) ,m+" 

l/ (l- m) (1=--m~ 1) (I =- m-- 2) (1 =- m--=- 3l (j) 

+ ---(21 +-1)(21-=-1)l"(2T_::3) --- 11 2,m+ 2 

-~--------c··---- -----l! (l -- m + 4) (Z- m+ 3) (I-m+ 2) (I-m+ 1) p 
---- I---- -(2r+S)(:i!T3)2{2T+1) ___ -- l+2,m-2 

- (21+3)~2T=1) y(l-m+2) (l-m+1) (l+m) (l+m-1) Pz,rn- 2 (65.32) 

+ j/{l___t__yz_)(~+m-1)(1+m-2)(l+m-:--3)p _, "· 
(21 + 1)(21- 1)2(21- 3) 1--,m-" 

Wir erhalten also unter anderem 

((x + iy)z)l·,::H t = J R,~; (r) Pzm+ t (cos{}) e-i(m+l)q• Plm (cos1J) eim ''. 2~ 1 
·r2cos1? sin {} ei•r. d-c = r 2 • 2 m+ 1 y(i + m +-1)(!-=--m~ J 

(21 + 3)(21- 1) 

wo 
r2 = jR,~1 (r) r 2 • r 2 dr 

der Mittelwert von r 2 im Zustand nl ist. 

(65.33) 

(65.34) 
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Andererseits folgt aus den Ausdrücken für die Matrixelemente der Bahn
drehimpulskomponenten (1.14) durch gewöhnliche Matrizenmultiplikation z. B. 

(kz(kx-:i ky)):~:::::: (kz)~;;;t.} (k::~ky)~:;:,~~- (m_~~) Y"(l_~_ m~-~ (l- m)' ) 
6 

(<kx+zky)kz),,". --(kx-f-lky) 1m (kz) 1".--mf(l+m+1)(l-m), ( 5.35) 

(kz2)~;;;=m2. 

Durch Vergleich ergibt sich 

((x + iy)z)~;;;+l =- (2 l +. 3 ~;.21 _ 1.) (kz(kx + iky) + (kx + iky)kz)~;;;+t,) 
- (65.36) 

( 2)/m.- 1 -2 r2 2 (k2 1 k2)'m 
z 1"'- 3 r - (2i + 3)(:21--=-1) • • =- 3 1"'' 

wobei k der Betrag des Bahndrehimpulses ist, also 

(k2)~;;: = l(l + 1). (61.37) 

Ähnliche Gleichungen wie (65.36) ergeben sich für die Matrixelemente aller 
übrigen quadratischen Ausdrücke in den Koordinaten, soweit sie sich auf Über
gänge zwischen Zuständen gleicher Azimutalquantenzahl beziehen. Wie man 
an Hand von (65.28) bis (65.32) leicht nachrechnet, lassen sich die Gleichungen 
zusammenfassen in die Formel 

-2 

Y2lJij- 3 X;Xj = - (2 l + 3~( 2 l _ 1) • [2k2Öij- 3 (kikj + kjk;)], (65.38) 

wo i, i = 1 , 2, 3 die drei Richtungen des Raums numerieren und lJ,1 = 1 bzw. 0 
ist für i = i bzw. i cj= f. Wenn also a, b irgendwelche mitfunduntereinander 
vertauschbare Vektoren bedeuten, ist 

(ab)r2 - 3 (ar) (br) = .2; aib1 (r2 lJ,1 - 3x,x1) 
3 ) 

- ij=l (65.39) 
r2 

··-· ------ [2k2 (ab) - 3 (af) (bf)- 3 (bf) (af)]. 
(21 + 3}(2l- 1) 

Gleichung (65.39) ist eine Matrixgleichung, sie bedeutet, daß jedes Matrixelement 
der linken Seite gleich dem entsprechenden der rechten ist, sofern nur das Matrix
element sich auf einen Übergang zwischen Zuständen mit gleicher Azimutal
quantenzahl bezieht. 

6. Wir berechnen die Ableitung nach {} 
rn+l 

_ dPr(cosO) = (1 _ x2)t~!: = (1 _ x2) 2 P/"'+1) _ 
dO dx 

·tn-1 

- mx (1 - x2)""""""2 Pe(m) = plm+ I - -~~- p m 
1""1=%2 I . 

(65.40) 

Berücksichtigen wir noch (65.17), wobei wir dort m durch m- 1 ersetzen: 

(1- x2)P/m+J)- 2mxP/m) + (l + m) (l- m + 1)P1(m-l) = 0, 

so können wir statt (65.40) auch schreiben 

- d,_d?0( =- (l + m) (l- m + 1)Pr- 1 + .r _rrt_ . Pt', 
. . r 1 - x2 

(65.41) 
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gehen wir dann zu den normierten Funktionen (65.21) über, so wird 
d p -·--- ·--- --·-

-- d'~m =, V(l + m + 1) (t- m) P,,m+l - mctg{} '~'zm 

==- V(l + m)(l- m +1) 'l't,m 1 + mctg{}'l'tm· 

(65 .42) 

(65.43) 

7. In der DIRAcschen Wellengleichung kommen die Ableitungen der Eigen
funktion nach den Koordinaten vor. Es ist bekanntlich 

a 7 a .{}1a 
d-z = COS'I . fJr - Sll1 . r () ~~ 

sin 'P (! 

r sinß ur·· 
cos cp iJ 1- --. 

r sin.? iJ 'P · 

Es sei f eine Funktion von r allein. Dann ist unter Benutzung von (65.25) bis 
(65.27) und (65.40) bis (65.43) 

a_ (/ (r) y ({} m)) = (-~/_ cos {} p eün 'I - l_ sin ·!? d P, m ei IH ·r') 1 oz lm '' dr lm r · dO i 
~ 2" 

1i [l/(l~~t ~[i~~~r1)y1+ 1 ,m + v(;l~7}f~;-~~ Yt-l,m] 

+ ~- {[- V(l+m+i)(l~m) J/i~-;7;)~~~ ~-1{) - mV(/(~7 1 1 ~;~~~~:})1 Y,+ 1, m 

. r [vTz + m-+ 1)(l =m) Vt~~~~~;(:~~; - m V(~~~~)~~~~~ l yl-1. m} 

= v(~;t~I?~~~~-? Yz+ l,m(~: -l :) +l1i~~ ~t~-~~)) Yt-l,m(~: +(1+1)n 

und analog 

' iJ () ' 
(r; + i 8--y)UYzm) dj sin!?ei" P eim•r-+- I cos1?eilm I ll•p d'l',_m_ dr ' lw. ' r · dB 

· ·, f 'l'zm d · --f-tetlr ·:-"t-• -(e1.mrp) 
r sm H drp 

l/U+m+2)(1+m+-1)- (dl I) 
= i··- (2!+3)(21+1) Y,+l,m+l dr-lr 

_lf(l-=.m)(l.=1n_.::- __ 1_l_yt I l('dl + (l-1-1) I) 
V (21+1)(2/-1) -,m+ dr r' 

(65 .44) 

(65.45) 

f;x- 2 oy (/Yzm)=- I--- (2-- {+-- -3- )(21 + 1). - yl+l, "'-I -dr -lr -
( () .()) 11 (f-__m+2)(1-m+1) (df f') 1 

--------- (65.46) 
V(1+m)(1+m-1) (df -I) + -{2l+i)(2l-1) Yt-l,m I dr+(lj-1);;. 

8. Endlich wollen wir noch das Additionstheorem der Kugelfunktionen ab
leiten, das wir vielfach benutzt haben. Zu diesem Zweck betrachten wir den 
reziproken Abstand zwei er Punkte R, f), cp und r, H, cp voneinander, 

1 
-~---- ---_ . ---- -- ,-- - - -- --c'' (65.47) 
~ R 2+r2 - 2 Rr [cos{-) cos .9, + sin(-1 sin ~~ cos ( <1'- rp)f 

--- -
y'R2+r2 -2 Rr cosßl 
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als Funktion von r, {}, rp bei festgehaltenem R, G, ifJ. Auf der Oberfläche einer 
Kugel vom Radius r können wir 1/r12 jedenfalls nach zugeordneten Kugelfunk
tionen Yzm (0, rp) entwickeln, wir können also schreiben 

r~~ =~ .J: fzm (r) Yz"' ({), rp) (65 .48) 
lm 

/, m (r) bestimmt sich dann daraus, daß 

L11jr12 = 0 solange r, 0, cp + R, f), rfJ 

ist. \Venden wir den LAPLACEschen Operator auf die rechte Seite von (65.48) an, so kommt 
wegen (65.20) 

(65 .49) 

Da (65.49) für alle t'f, '!' gelten soll, muß sein: 

(65.50) 

sein. DiC' Koeffizienten rx1'" und fi1m sind von r unabhängig, sie können nur evtl. für r < R 
und r > R verschiedene Werte haben. da für r = R die LAPLACEsche Gleichung L11jr12 
nicht gilt (vgl. oben). Für kleine r bleibt nun 1/r12 jedenfalls endlich, das gleiche muß daher 
von / 1m (r) gelten. Daraus folgt, daß für r < R jedenfalls ß1m = 0 ist. Wir führen noch die 
dimensionslose Konstante 

ein und erhalten dann 

(65.51) 

wobei c1", nur noch von (·J, rfJ abhängen kann. Andererseits kann (65.47) entsprechend (65.11) 
nach gewöhnlichen Kugelfunktionen des \Vinkels ,'}' zwischen den Radiivektorcn r und lR 
entwickelt werden: 

1 ~ r1 
"' ~ r' {}' 1/~ ,;~ =..:::;,.. -Rlf.ll',(cosv) =..:::;,.. -RT+i Y,o( ) V 2t +-1' (65.52) 

I I 

l (21-+1 
da die normierte Kugelfunktion Y10 sich von P 1 um den konstanten Faktor 1 -- unter-
scheidet [vgl. (65.22)]. 4n 

Durch Vergleich der Faktoren von r1 in (65.51) und (65.52) findet man, 
daß notwendig eine Beziehung der Form 

(65.53) 

bestehen muß, wobei c/m. sich von Czm nur um den Faktor y4,;/2t+1 unter
scheidet. Um die Koeffizienten cz'm zu finden, definieren wir auf der Kugel
oberfläche eine Funktion ö (fJ -- ('"), rp -- ifJ), welche für alle Werte von {}, rp 
verschwindet außer für 0 = 8, rp = W. An dieser Stelle soll ö unendlich werden, 
und zwar derart, daß 

1 ö(f}- e, r.p- r:]J)dw = 1 
~~I) 

(65.54) 

ist, wenn das kleine Integrationsgebiet L1 w den Punkt 8, ifJ enthält. Wir ent
wickeln nun ö nach Kugelfunktionen 

ö({)- G, rp- $) = 'L,azmYzm(fJ,rp). (65.55) 
Im 
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Für die a1m erhält man in gewöhnlicher Weise 

azm = f ~ ({} - e' ffJ - C/J) yl~t (fJ, q;) dw = yl~t ( e, C/J) 

wegen (65.54), so daß 

~({}- e, ffJ- C/J) = LYt'~n(e, C/J) Yzm(~,q;). 
lm 

(65.56) 

Andererseits kann man ~ auch in einem zweiten Polarkoordinatensystem{}' q;' 
nach Kugelfunktionen entwickeln, dessen Achse in die Richtung fJ, C/J zeigt: 
{}' cp' seien die Polarkoordinaten des Punktes, der im ungestrichenen System die 
Polarkoordinaten lfcp hat, W ist dann mit dem in (65.52) eingeführten{)' identisch. 
Die Entwicklung gibt ganz analog zu (65.56) 

~({}- e,cp- C/J) = LYzo(O)Yzo(fJ'), (65.57) 
l 

weil Y 1m (0) = 0 ist für m =f= 0. Vergleich von (65.56) mit (65.57) gibt 

LYzo(O)Yz 0 (fJ') = Lyt~u(fJ, C/J)Yzm(1'1,cp), 
l lm 

woraus durch Vergleich mit (65.53) folgt 

Czm' = Yz:(o) L; Yt~,(fJ, C/J) Yzm({}, q;), 
d. h. m 

Yzo(O) Yzo(fJ} = Lyt~,(fJ, C/J) Yzm(fJ, q;). 
m 

Dies ist das bekannte Additionstheorem. Speziell für 1?' = 0 folgt 

L; I Yzm(fJ, C/J)I 2 = (Y10 (0)) 2 = 2 l4: -~. 
m 

(65.58) 

(65.59) 

(65.60) 



Kapitel 4. 

Allgemeine Quantenmechanik des Atom
und Molekelbaues. 

Von 

F. HUND, Leipzig. 

Mit SO Abbildungen. 

I. Methoden der quantenmechanischen 
Behandlung von Atomen und Molekeln. 

1. Einleitung. Die Theorie des Atoms und der Molekel ist nicht nur eines 
der Hauptanwendungsgebiete der Quantenmechanik, sondern sie ist vor allem 
das Gebiet, auf dem der wesentliche Teil der Entwicklung dieser Theorie statt
fand. Während PLANCK (1900) das Wirkungsquantum h bei der Betrachtung 
des Gesetzes der schwarzen Strahlung entdeckte und EINSTEIN (1906) die grund
legende Beziehung zwischen der Frequenz des absorbierten Lichts und der Energie
menge, die aus der Strahlung in die Materie überging, beim lichtelektrischen 
Effekt fand, war es weiterhin insbesondere das Problem der Spektrallinien, d. h. 
die Frage ihrer Erklärung durch Eigenschaften der Atome und Molekeln, das 
zur Weiterentwicklung und zum vorläufigen Abschluß der Theorie führte. BOHRS 
Grundgesetze einer Theorie der atomaren Prozesse hatten als ersten Erfolg die 
Deutung des Wasserstoffatom-Spektrums und die Berechnung der RYDBERGschen 
Zahl (1913). SOMMERFELD und seine Schüler bildeten die Quantentheorie des 
Atoms fort als eine Systematik der Linienspektren; BOHR gelang eine großzügige 
Schau über das periodische System der Elemente durch Betrachtung des Zu
sammenhangs von Atombau und Spektrum; derselbe Zusammenhang führte 
PAULI zu seinem Ausschließungsprinzip. Von den beiden Fassungen, mit denen 
die strenge Quantenmechanik begann, knüpfte die REISENBERGsehe (1925) an 
allgemeine spektroskopische Gesetze an, die ScHRÖDINGERsche (1926) geschah 
an einer Behandlung des Wasserstoffatoms. 

Nach der Schaffung der neuen Quantenmechanik und ihrer begrifflichen 
Klärung durch BoRN, JORDAN, DIRAC, BoHR und REISENBERG war der Weg 
frei für eine Anwendung auch auf Molekeln, festen Körper, Stoß- und Strahlungs
vorgänge. Eine Erweiterung zu einer Quantentheorie der Atomkerne und zu 
einer Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes ist noch nicht voll ge
lungen. Es zeigte sich nämlich, daß die Quantenmechanik nur für Fälle aus
reichte, wo keine Geschwindigkeiten auftraten, die mit der Lichtgeschwindigkeit 
vergleichbar waren, und für Dimensionen, gegen die die Größe des Elektrons 
klein war. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 36 
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Aus diesem Grunde beschäftigt sich dieses Kapitel nur mit der Theorie der 
Elektronenhülle von Atomen und Molekeln, und zwar im wesentlichen nur mit 
den stationären Zuständen dieser Hülle und den Eigenschaften, die eng damit 
zusammenhängen (Spektrum, elektrische und magnetische Eigenschaften, ein 
Teil des chemischen Verhaltens). Die streng lösbaren Fragen sind schon im 
vorangehenden Kapitel behandelt; es kommt also hier darauf an, allgemeine 
Betrachtungsweisen für verwickelte Fälle zu zeigen. Einige dieser Bestandteile 
einer Theorie des Atoms und der Molekel sind schon an anderer Stelle des Hand
buches dargestellt!; in solchen Fällen wird im folgenden nur die Einordnung 
in die Folgerungen aus der neuen Quantenmechanik angegeben. 

Da aus Gründen der übersichtlichen Darstellung im folgenden vom histori
schen Gang abgewichen wird, seien hier einige nach Meinung des Berichterstatters 
wichtige Schritte der Entwicklung angegeben. Der Hauptbestandteil ist natürlich 
der Ausbau der Quantenmechanik gewesen. Der Zusammenhang von Symmetrie
eigenschaften des quantenmechanischen Systems und Eigenschaften der Zustände 
wurde in seiner ganzen Tragweite von WIGNER (1927) gesehen; er hat ihn auch 
systematisch untersucht (zum Teil mit v. NEUMANN). SLATER gibt (1929) auf 
anderem Wege eine Neubegründung der schon früher in der Theorie der Linien
spektren aufgestellten Sätze auf Grund der Quantenmechanik. Neben diesen 
allgemeinen Fortschritten geht her die theoretische Klärung der Molekel
spektren {MULLIKEN, HUND u. a., 1926 bis 1930), die Theorie der Molekel (BORN
ÜPPENHEIMER, DE L. KRONIG, 1927 bis 1928) und die Deutung der chemischen 
Bindung {HEITLER-LONDON, SLATER u. a., 1927 bis 1931). 

2. Das Modell. Bei den Untersuchungen mit Hilfe der klassischen Mechanik 
konnte man begrifflich unterscheiden zwischen der allgemeinen Theorie (aus
gedrückt in den allgemein gefaßten Bewegungsgleichungen) und dem besonderen 
Modell, auf das man die Theorie anwandte (ausgedrückt etwa durch eine besondere 
Wahl der Abhängigkeit der Kräfte von ihren Bedingungen bzw. Wahl der 
HAMILTONschen Funktion). Auch in der heutigen Form der Quantenmechanik 
ist diese Unterscheidung möglich; die Quantenmechanik besteht aus Sätzen, 
die sich auf verschiedenartige Systeme sinnvoll anwenden lassen; sie werden aber 
angewandt auf ein bestimmtes Modell aus Teilchen mit bestimmten Massen und 
Ladungen und mit ganz bestimmten Kräften. Wir sind heute geneigt, die Unter
scheidung von allgemeiner Theorie und Modell als Zeichen anzusehen, daß die 
Theorie noch begrifflich unvollkommen ist; wir haben die Hoffnung, daß auch 
allgemeine Eigenschaften des Modells (Existenz von Proton und Elektron, magne
tisches Moment des Elektrons) eines Tages genau so in einer allgemeinen Theorie 
enthalten sein werden wie etwa die Bewegungsgleichungen. Für den gegenwärtigen 
Zustand ist nun aber gerade die 'Unterscheidung in allgemeine Theorie und 
Modell kennzeichnend. Wir können daher beide gesondert behandeln. 

Untersuchungen über den Durchgang von schnellen Teilchen durch Materie 
führten zu der RuTHERFORDschen Vorstellung: Ein Atom besteht aus einem Kern 
mit der Ladung +Z e (Z ganzzahlig) und aus Elektronen der Ladung -e. Der Kern 
trägt im wesentlichen die Masse des Atoms. Für die Wechselwirkung der Teilchen 
miteinander gilt das CoULOMBsehe Gesetz, und zwar bis zu einem Abstand 
(=10- 12 cm), der sehr klein ist gegen die Atomdimensionen (""'1o- 8 cm). Die 
Widersprüche mit der Erfahrung, die sich bei Anwendung der klassischen 
Mechanik auf dieses Modell ergaben, wurden zunächst beseitigt durch die BoHR
sehen Postulate von der Existenz der stationären Zustände und der Verknüpfung 

1 Insbesondere (1928/29 fertiggestellt): E. FRERICHS, Analyse und Bau der Linien
spektren, ds. Handb. Bd. XXI, Kap. 5, S. 273; A. LANDE, Zeemaneffekt, ds. Handb. 
Bd. XXI, Kap. 7, S. 360; R. MECKE, Bandenspektra, ds. Handb. Bd. XXI, Kap. 11, S. 493. 
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der Emission und Absorption mit einem Übergang zwischen solchen Zuständen1 . 

Die BoHRsehen Postulate bedeuteten aber einen Verzicht auf die Beschreibung 
der Bewegung im Atom im klassischen Sinne und eine Beschränkung auf die 
energetische Beschreibung der Vorgänge. Genau so bedeutete die Quanten
theorie der Strahlung eine Beschränkung auf die energetische Beschreibung 
(die Lichtquanten hatten eine Energie und einen eindeutig dadurch bestimmten 
Impuls); aber in der Theorie der Strahlung gab es daneben immer noch eine 
Wellentheorie, die bei der energetischen Beschreibung weitgehend versagte und 
die man auf die Beschreibung der Phasen einschränken mußte. In der Theorie 
der Materie tauchte die entsprechende Vorstellung erst viel später auf. 

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips war es der BoHRsehen Theorie möglich, 
viele Eigenschaften des Atoms, die mit seiner Elektronenhülle zusammenhängen, 
qualitativ zu deuten. Insbesondere entstand eine Theorie der Spektren 2• Eine 
Theorie des Kernbaues konnte nicht in Angriff genommen werden. Beim Ausbau 
der Theorie der Spektren erwiesen sich Modell und Theorie in zwei Punkten 
einer Ergänzung bedürftig. Der eine Punkt führte schließlich zur Entdeckung 
einer neuen Eigenschaft des Elektrons, nämlich seines magnetischen Moments; 
der andere Punkt führte zur Entdeckung des Ausschließungsprinzips durch 
PAULI (im folgenden kurz Pauliprinzip genannt). 

Die gröberen Eigenschaften der einfacheren Atomspektren konnte man 
dadurch erklären, daß man die Bewegung eines der Elektronen in einem kugel
symmetrischen Kraftfeld, das den Kern und die übrigen Elektronen ersetzen 
sollte, betrachtete. Eine solche Bewegung hatte nach der klassischen Mechanik 
zwei Grundfrequenzen, bei kleiner Abweichung des Kraftfeldes vom CoULOMB
sehen die Frequenz des Umlaufs auf der ellipsenähnlichen Bahn und die Frequenz 
der langsamen Drehung der Bahn. Das Korrespondenzprinzip führte so zu einer 
Ordnung der Terme des Spektrums nach den zwei Quantenzahlen n und l; die 
Energie W (n, l) sollte im Grenzfall des Coulombfeldes von l unabhängig werden 

und in den Ausdruck -RhZ2 -12 des Atoms mit einem Elektron (H, He+ ... ) n 
übergehen. Die empirischen einfachen Spektren verhielten sich in der Tat 
genähert so. Sie wichen aber insofern ab, als die durch n, l beschriebenen Terme 
im allgemeinen mehrfach waren, d. h. eine Gruppe von Termen bildeten, die 
bei leichten Atomen nahe beieinander lagen, bei schweren Atomen zunehmend 
auseinander rückten. Man konnte den Sachverhalt formal durch eine dritte 
Quantenzahl j (SOMMERFELD) deuten, deren Eigenschaften (Auftreten der Über
gänge j- j, j- j ± 1) darauf hindeuteten, daß sie wie vorher l einem Dreh
impuls entsprach, und zwar dem gesamten Drehimpuls des Atoms. Versuche, 
den Zusatzdrehimpuls, der l zu j ergänzt, als eiQen Drehimpuls des Atomrestes 
zu deuten, führten zu großen Schwierigkeiten. Erst GouDSMIT und UHLENBECK 
gaben eine befriedigende Erklärung durch die Annahme, daß das Elektron selbst 

einen Drehimpuls der Größe __1_ !!__hätte. Auch die Zeemaneffekte der einfacheren 
2 2.n 

Spektren ließen sich fast vollständig erklären durch die Annahme, daß dieser 

Drehimpuls mit einem magnetischen Moment der Stärke _e_ · __1_ !!__ verbunden 
m c 2 2.n 

1 Vgl. Kap. 1 ds. Bandes (RuBINOWICZ). 
2 Vgl. die zahlreichen Darstellungen, etwa: A. SoMMERFELD, Atombau und Spektral

linien, 5. Auf!. Braunschweig 1932; M. BoRN, Atommechanik I. Berlin 1925; F. HUND, 
Linienspektren und periodisches System der Elemente. Berlin 1927; \V. GRoTRIAN, Gra
phische Darstellung der Spektren von Atomen. Berlin 1928; E. BACK u. A. LANDE, Zeeman
effekt und Multiplettstruktur. Berlin 1925, sowie die schon erwähnten Artikel im Bd. XXI 
ds. Handbuches. 

36* 
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sei, dessen Richtung dem Drehimpulsvektor entgegengerichtet sei (ein mit dem 
Drehimpuls p umlaufendes Elektron erzeugt ein magnetisches Moment der Stärke 

2:c · P) · 
Durch Vergleich der empirisch bekannten einfacheren Spektren mit dem 

theoretischen Schema kam BoHR zu folgender Auffassung des Zusammenhanges 
der Spektren mit dem periodischen System der Elemente. Den Schritt von einem 
Element zum folgenden kann man sich so denken, daß man die Kernladung 
des Elements um 1 erhöht (seine Terme gehen dann in die des positiven Ions 
des folgenden Elements über), den Grundzustand dieses Gebildes zu einem Kraft
feld zusammenfaßt und nun ein neues Elektron in dieses Kraftfeld setzt. Der 
Beginn einer Periode des Systems der Elemente ist dann dadurch gekennzeichnet, 
daß das neue Elektron in seinem tiefsten Zustande eine um 1 höhere Haupt
quantenzahl hat als in den vorangegangenen Elementen. Feinere Einzelheiten 
des Systems der Elemente entsprachen einer solchen Erhöhung der Neben
quantenzahl. Diese Auffassung bedeutete, daß eine durch Quantenzahlen n 
und l bezeichnete Elektronenbahn nicht mehr als eine bestimmte Anzahl von 
Elektronen aufnehmen kann, und zwar zeigte sich schließlich (STONER), daß, 
wenn man Zustände, die in äußeren Feldern in mehrere aufspalten können, 
entsprechend mehrfach zählt, jeder Zustand höchstens zwei Elektronen aufnehmen 
kann. Durch formale Beschreibung der damals nicht durch das Modell (sondern 
erst später durch die GouDSMIT-UHLENBECKsche Hypothese) erklärbaren Viel
fachheit der Terme durch Einführung von vier Freiheitsgraden des Elektrons 
erhielt PAULI die Fassung, daß jeder so beschriebene Zustand höchstens ein Elek
tron enthalten kann. Dieses Prinzip folgt nicht aus den übrigen Sätzen der Quanten
theorie, sondern ergänzt sie. 

Unseren Betrachtungen legen wir jetzt das folgende Modell zugrunde: Den 
Kern betrachten wir als punktförmig; er hat eine gegebene Masse und die Ladung 
+Ze, wo Z eine gegebene ganze Zahl (die Atomnummer) und e das Elementar
quantum der elektrischen Ladung ist. Das Elektron hat eine Masse m und die 
Ladung -e. Das Elektron hat ferner einen Eigendrehimpuls oder "Spin", d. h. 
es kann sich bei Abwesenheit anderer Kräfte in einem Magnetfeld in zwei Weisen 

einstellen, mit den Drehimpulsen _!__ !!__ und I!!__ in der Feldrichtung. Für 
2 2n 2 2n 

viele Fragen des Atom- und Molekelbaus reicht es aus, den Spin nur so weit zu 
berücksichtigen, als er wegen des Pauliprinzips für das Vorhandensein eines 
Termes von Einfluß ist oder durch seinen Drehimpuls Termeigenschaften be
stimmt. Für einige feinere Untersuchungen jedoch sind auch die vom Spin 
ausgehenden magnetischen Kräfte wesentlich. Bestimmte Eigenschaften der 
Atom- und der Molekelspektren deuten darauf hin, daß auch die Kerne einen 
Drehimpuls und ein magnetisches Moment haben können. Da diese Eigen
schaften nur Einzelheiten im Bilde von den Atomen und Molekeln darstellen, 
wollen wir das Kernmoment vorläufig nicht in unser Modell aufnehmen. 

Bei der Deutung der Spektren und der allmählichen Aufstellung dieses 
Modells zeigten sich eine Reihe von Atomeigenschaften, die zwar schließlich 
aus dem Modell und der Quantentheorie zu erklären waren, deren Erkenntnis 
an dem empirischen Material für den Ausbau der Theorie aber sehr wichtig 
war und die bei vorläufigen Fassungen der Theorie oder bei Betrachtung von 
Teilgebieten als Modelleigenschaften betrachtet wurden. Die Struktur der 
Spektren zeigte, daß es in gröberer Näherung erlaubt ist, jedes Elektron für sich 
in einem kugelsymmetrischen Kraftfeld, das den Kern und die anderen Elektronen 
ersetzt, laufend zu denken. Die Hinzufügung der feineren Wechselwirkung der 
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Elektronen, die nicht durch das Ersatzfeld beschrieben werden kann, und des 
Spins verbessert dann die erste Näherung. Die Bandenspektren der Molekeln 
zeigten, daß die Rotation der Molekel im allgemeinen langsam erfolgt gegen die 
Schwingung und diese langsam gegen die Elektronenbewegung. In grober 
Näherung ist es also erlaubt, von Rotation und Schwingung abzusehen und der 
Betrachtung ein Modell mit festgehaltenen Kernen unterzulegen (Mehrzentren
system). 

3. Die Quantenmechanik1• Genau wie unser Modell nur einen Teil der uns 
bekannten Eigenschaften der Atombausteine enthielt, wollen wir auch die 
Quantenmechanik nicht in der vollen Allgemeinheit benutzen. Zunächst ist 
die Beschränkung auf Geschwindigkeiten notwendig, die klein gegen die Licht
geschwindigkeit sind, damit wir das Gebiet der heute vollständig bekannten 
Theorie nicht überschreiten. Weiter dürfen wir eine solche Fassung der Quanten
mechanik wählen, die dem Fall diskreter stationärer Zustände augepaßt ist, 
und uns auf abgeschlossene (konservative) Systeme beschränken. Den Elek
tronenspin fügen wir erst nachher ein. 

Wir behandeln also ein quantenmechanisches System mit Hilfe der Schrö
dingergleichung für stationäre Zustände. Wir erhalten sie durch formale Um
bildung der klassischen Gleichung 

H(ql, q2, · · ·, P1, P2, · · .) - E = 0, 

wobei die HAMILTONsche Funktion H die als gegeben betrachteten Eigenschaften 
des mechanischen Systems beschreibt und qv q2 , .•. die rechtwinkligen Koor
dinaten, p1 , p2 , ... die zugehörigen Impulse sind. Wir ersetzen formal p1 , p2 , .•. 

durch _/!_, _i_ _/!_, -~ · · · oder (mit der Abkürzung !!_ = n) durch !}; _i_ !}; _i_ · · · 
2.nz iJql' 2.nz oqz 2.n z iJql' z oqz 

und wenden den so entstehenden Differentialausdruck (Operator) auf eine Funk
tion u(q1 , q2 , ..• ) an: 

( 1) 

u ist eine gesuchte Funktion aller Koordinaten des Systems. Die Werte E, 
für die Lösungen u der Gleichung existieren, die im Gebiet der in Betracht 
kommenden Koordinaten gewisse Forderungen der Eindeutigkeit, Endlichkeit 
und Stetigkeit erfüllen, heißen Eigenwerte. Sie sind in den vorkommenden 
Fällen reelle Zahlen. Zu einem Eigenwert E kann eine einzige Eigenfunktion 
gehören, dann heißt er nichtentartet; es können zu E auch mehrere Eigen
funktionen gehören, dann heißt E entartet. Eigenfunktionen Un und Um, die 
zu verschiedenen E gehören, sind orthogonal 

J Un *umd-c = 0 

(Integration über den ganzen Koordinatenraum erstreckt). Neben den Eigen
werten E betrachten wir auch Frequenzen v, die bis auf eine für das ganze 

System gültige additive Konstante gleich ! sind (2 nv = ! ) . 
Der Zustand des Systems, d. h. die Angaben, die man durch Versuche über 

das Verhalten des Systems zu einer Zeit t erfahren kann, wird durch einen 
Ausdruck 

-., . ~ iEn t 
1/J - ,, c u e2ntvnt - ~ c u e Ii 
T -~ n n -~ n n 

{2) 

n n 

1 Vgl. Kap. 2 ds. Bandes (PAULI), Teil A, insbes. Ziff. 6. 
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dargestellt. 'lfJ*'IfJ (der Stern bedeutet den konjugiert komplexen \Vert) gibt 
die Wahrscheinlichkeit für das Zusammentreffen der Werte t, q1 , q2 , .•. an. 
Ist die Energie des Zustandes bekannt, so enthält der Ausdruck (2) nur solche 
u, die zu diesem bestimmten En (und damit auch Yn) gehören. En ist die Energie 
dieses Zustandes. Um absolute Wahrscheinlichkeiten zu erhalten, ist es zweck
mäßig, die u und 1p so zu normieren, daß 

ju*ud'i=Ju*udq1 dq2 .. ·=1, /VJ*VJdT=1 

ist. Weiter interessieren uns die Mittelwerte von Größen (Koordinaten, Dreh
impulsen usw.), die zu Energiestufen Engehören oder die zu Übergängen zwischen 
zwei Stufen gehören. 

Der Drehimpuls eines Systems ist in der klassischen Theorie 

mit den Komponenten 
l,'m[r, b] 

2,' (YPz - zpy), 

2,' (zPx - xpz), 

2,' (xpy- YPx) 
(summiert über alle Partikel). 

In der Quantenmechanik setzt man die Komponenten entsprechend 

n( o a· 
L., = .1: i y-oz-- zay-)' 
Ly = 2.., -~ ( z };;; - x aaz-) , 

n( o a· 
Lz = .1: -i X 7Jy - Y Bx) · 

Die z-Komponente können wir einfacher schreiben, wenn wir das Azimut cp um 
die z-Achse einführen. Die Transformation des Differentialausdruckes ergibt 

Der der Eigenfunktion u entsprechende Zustand hat einen festen durch u allein 
bestimmten Wert der Drehimpulskomponente Lz, wenn 

L - ~-"- ou 
zU-~ i d'f' 

em Vielfaches von u ist. Der "Mittelwert" über den Zustand 

J u* Lz u d'i 

ist dann gleich dem Faktor von u in Lzu (gleich einem "Eigenwert des Operators" 
L 2 ). Das Quadrat desGesamtdrehimpulses wird in der Quantenmechanik gleich 

L2 = Li + Ly2 + Lz2 

gesetzt. Der der Eigenfunktion u entsprechende Zustand hat einen festen durch 
u allein bestimmten Gesamtdrehimpuls, wenn L2 u ein Vielfaches von u ist. 
Setzt man statt xyz räumliche Polarkoordinaten rfJcp, so wird 

L2 = -fi2 A, 
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wo der Differentialoperator A durch die Transformation des LI-Operators 

(/~2 + 0~2 + ;z;) in Polarkoordinaten definiert ist. LI hat die Form 

o2 2 0 1 
LI = ßr2 + -;. or + r2 A' 

wo A nicht mehr r enthält!. 
Die Strahlung eines Zustandes mit der Energie E,. entspricht allen Über

gängen zu Zuständen mit anderen Energien. In größerem Abstand ist nur die 
"Dipolstrahlung" wirksam. Zerlegen wir sie nach Maßgabe der Polarisation 
in eine in der x-Richtung, eine in der y-Richtung und eine in der z-Richtung 
schwingende Komponente, so ist die x-Komponente gegeben bis auf einen uni
versellen Faktor durch den Mittelwert des elektrischen Momentes Lek x" = X, 
also durch: 

j[ ~ u,. * e-2n:ivnt. X. Ume2nil•mt] d7: = ~ eiEm;Ent ·! u,. *X Um d7:. 

Jedem Zustandspaar (nm) entspricht eine Strahlung mit der Frequenz 

Em-En 
'V= h 

und einer Amplitude, die 
[ J u,. *X Um d 7: [ 

proportional ist. Manchmal muß man außer der Dipolstrahlung noch die Strah
lung höherer Pole berücksichtigen; dann steht an Stelle von X ein anderer, nicht 
mehr linearer Ausdruck. 

Von den in der Quantenmechanik sinnvollen Fragen werden uns vor allem 
die folgenden begegnen: Welches sind die möglichen Energiewerte eines (durch 
seine Hamiltonfunktion) gegebenen (konservativen) Systems? Welche Eigen
schaften hat das System in diesen Energiezuständen (Ladungsverteilung, Dreh
impuls, Strahlung) ? Die Antwort wird ohne weiteres durch Lösung der Schrö
dingergleichung, also Aufsuchen der Eigenwerte E und der Eigenfunktionen u, 
gegeben. Andere Fragen, die auftauchen, sind: Was wissen wir über die Energie 
eines Systems, dessen Koordinaten wir zur Zeit t0 mit einer gewissen Genauigkeit 
kennen? Was können wir daraus auf die Koordinaten zu einer späteren Zeit t 
schließen? Die Antwort geschieht nach Lösung der Schrödingergleichung durch 
Bildung einer Zustandsfunktion 

1 Es ist 

1p = .:2;c,.u,.e2ni••nt, 
n 

L2=-h2["'y2 ~-2 ~yz~-2 ~xj__]· 
~ fJz2 ...:::;.. fJy fJz ...:::;.. ox 

ö a 3 

wo die Zahl unter den 2:-Zeichen angibt, wieviel Glieder summiert werden. Weiter ist 

L 2 = t;,2 [ _ r2 .1 + ~ x2 °~ + 2 ~ y z ~ + 2 ", x j__] 
~ iJx2 ...:::;.. fJy fJz ...:::;.. fJx 

a a a 

= t;,2 [- r 2 ,1 + (t grad) 2 + r grad] 

[ 
'2 fJ ] 

= li,2 - r2 A + r2 f)c,~2 + 2r fJr = - li,2 ,j • 
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die für t = t0 den gemessenen Koordinaten entspricht (d. h. 1p*1p soll die aus 
der Messung folgende Wahrscheinlichkeit der Koordinaten angeben). Sie ist 
dadurch noch nicht vollständig bestimmt, da noch Angaben über die Impulse 
gemacht werden können. Die Jcn/ 2 geben die Wahrscheinlichkeiten für die 
EnergiewerteEn an. 1p*1p gibt als Funktion von t auch die Wahrscheinlichkeit 
für die Koordinaten für einen späteren Zeitpunkt t an. 

In der Näherung der Rechnung, in der wir den Elektronenspin weglassen, 
hängen die u nur von den Ortskoordinaten von Kernen und Elektronen ab. 
Die u sind dann eindeutige Funktionen im Koordinatenraum. Wenn magnetische 
Kräfte keine Rolle spielen, wird {1) eine Differentialgleichung mit reellen Koeffi
zienten, die Eigenfunktionen zu nichtentarteten Eigenwerten sind dann reelle 
Funktionen, die übrigen lassen sich aus reellen Eigenfunktionen zusammen
setzen. Ist das System auch magnetischen Kräften unterworfen, so hat die 
HAMILTONsche Funktion in der klassischen Mechanik die Form 

H =_2 [2~ (Pi+ Pl + P.2) + c~ (W.,p., + WvPv + w.p.) 

+ 2;22m (11!.,2 + 1f!y2 + w.z)] + u' 

wo 11!.,, lf!y, W. die Komponenten des Vektorpotentials W sind (~=rot~!!). Wir 
erhalten den quantenmechanischen Ausdruck, wenn wir statt p.,, Pv, Pz die 
Differentialsymbole 

'Ii iJ 

setzen. Wir erhalten eine Schrödingergleichung, die auch nicht reelle Glieder 
hat. Wir kommen also nicht mit reellen Eigenfunktionen aus. Für ein homogenes 
Feld in der z-Richtung wird 

11!.,=-i/~/y, Wv=!/~Jx, W.=o; 
wenn es schwach genug ist, wird dann 

[ fi2 'Ii e ( iJ iJ )] H = -- L1 +-,-- -/~/ x-- y - + U 2m ~ 2cm iJy iJx 

= ~[- ~L1 +~-e /~/_i_] + U. ",;;;;:;.; 2m ~ 2cm iJcp 

Wollen wir den Spin mit berücksichtigen, so müssen die Eigenfunktionen von 
vier Koordinaten je Elektron abhängen. In der P AULischen Theorie1 des Magnet
elektrons wird als vierte Koordinate der Wert a des Spindrehimpulses in einer 
gegebenen Richtung (z) benutzt. Da ein Versuch, diesen Wert festzustellen, bei 
einem Elektron nur die Werte -! n oder -! n ergeben kann, wird die Eigen
funktion für ein Elektron u (x, y, z, a), wo a nur die Werte in oder -in hat. 
Dabei bedeutet u*u dxdydz die Wahrscheinlichkeit, daß bei gegebenem a = ±! n 
das Elektron im Intervall (x, x + dx; y, y + dy; z, z + dz) ist. u(xyza) mit 
zwei möglichen Werten von a ist gleichbedeutend mit zwei Ortsfunktionen 

u+(x,y,z) =u(x,y,z,!'li) und u_(x,y,z) =u(x,y,z, -in). 
Für n Elektronen erhält die Eigenfunktion die Form u(x1 YIZ1 G 1 , x2y2 z2 a2 , ... , 

XnYnZnGn), wo die a auch nur die beiden Werte ±in annehmen können; die 
Funktion ist gleichbedeutend mit 2n Funktionen im 3 n-dimensionalen Raum 

1 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 601. 1927; vgl. auch Kap. 2 ds. Bandes (PAULI), 
Teil B, Ziff. 3, und Kap. 3 (BETHE), Ziff. 8. 
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der Ortskoordinaten. In Fällen, wo die auf den Spin wirkenden Kräfte wesentlich 
werden, muß man ihre HAMILTONsche Funktion kennen. Dort, wo in der ent
sprechenden klassischen Form die Komponenten des Drehimpulses des Magnet
elektrons auftreten, setzt PAULI Operatoren und gibt Methoden, um bei gegebener 
Hamiltonfunktion aus der Schrödingergleichung soviel Differentialgleichungen 
für die u-Funktionen, die nur noch von den Ortskoordinaten abhängen, zu er
halten wie ihre Anzahl beträgt (2n). Von diesen Gleichungen ist anzunehmen, 
daß sie in der Näherung richtige Ergebnisse liefern, in der der Einfluß des 
Spins als säkulare Störung betrachtet wird (Ziff. 6). 

Mit der vorläufigen Fassung der Quantenmechanik in den Postulaten und 
dem Korrespondenzprinzip von BoHR lassen sich viele Eigenschaften der Atome 
und Molekeln beschreiben. Doch gibt es Fragen, bei denen auch das qualitative 
Verständnis erst auf Grund der strengen Quantenmechanik möglich war. So konnte 
man in der korrespondenzmäßigen Behandlung der Atomspektren den energetischen 
Abstand von Termen verschiedener Multiplizität, aber sonst gleichen Quanten
zahlen, zwar formal beschreiben, aber nicht verstehen. Bei den Molekeln war 
schon der Zusammenhang ihrer Zustände mit den Zuständen getrennter Atome 
nicht zu behandeln. 

4. Systeme mit einem Freiheitsgrad und separierbare Systeme. Eine 
unserer wichtigsten Aufgaben wird sein, in Fällen, wo wir nicht mehr streng 
rechnen können, Aussagen über das Termsystem und die Eigenschaften der Eigen
funktionen zu machen. Der einfachste Fall dafür ist der eines Systems aus einem 
Punkt, der sich auf einer Geraden bewegen kann (Koordinate x). Das System sei 
beschrieben durch die klassische Energiefunktion 

2~p2 + U(x). 

\Venn U (x) ein Minimum hat, erhalten wir in der klassischen Theorie periodische 
Bewegungen in der Nachbarschaft des Minimums. Im Falle der Abb. 1 gibt 

u 

________ !!!~ 

'-------x 
Abb.1. Abb. 2. Abb. 3. 

Abb. 1 bis 3. Typische Fälle der potentiellen Energie in Systemen mit einem Freiheitsgrad. 

es nur periodische Bewegungen; im Falle der Abb. 2 erhalten wir für E < U(oo) 
periodische, für E > U (oo) aperiodische Bewegungen; im Falle der Abb. 3 
erhalten wir drei Typen periodischer Bewegungen, je nachdem, ob die Partikel 
nur in der linken Mulde oder nur in der rechten Mulde ist, oder ob E groß genug 
ist, daß sie durch beide Mulden geht (E > V). In der Quantentheorie erhalten 
wir auf Grund der BoHRsehen Postulate und des Korrespondenzprinzips im 
Falle der Abb. 1 diskrete Energiestufen, im Falle der Abb. 2 für E < U (oo) dis
krete Stufen, für E > U (oo) ein Kontinuum. Auf Fälle der Abb. 3 läßt sich das 
Korrespondenzprinzip für Energiewerte in der Nähe von V überhaupt nicht 
ohne große Willkür anwenden. Der letztere Umstand war schuld daran, daß 
auf dem Boden des Korrespondenzprinzips keine befriedigende Theorie der 
Elektronenterme einer Molekel entstehen konnte. 
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Die ScRHÖDINGERsche Differentialgleichung 

.!!._ u' + (E - U) u = o 
2m 

liefert diskrete oder kontinuierliche Energiewerte genau so wie das Korrespondenz
prinzip. Wenn jenseits einer Koordinate stets U > E ist, so ist die Bedingung, 
daß u endlich bleiben soll, gleichbedeutend mit der Forderung, daß u verschwindet 
(im Unendlichen oder da, wo U unendlich ist). Wenn dies beiderseits eines Ge
bietes gilt, so ist die Gleichung nur für diskrete E lösbar. Allgemein gilt für die 

diskreten Eigenwerte der folgende wichtige 
-----·---------------------------------- Satz: Zu jedem Eigenwert gehört nur eine 

Eigenfunktion. Numeriert man die Eigenwerte 
----ihrer Reihenfolge nach mit 0, 1, 2, ... , so hat 

~~~--------~f----------

~H1~------~~~----------

der nte Eigenwert eine Eigenfunktion mit ge
nau n Nullstellen (Knoten) im Inneren des 
betrachteten Gebietes. Im Falle der Abb. 1 
und 3 gibt es unendlich viele Eigenwerte. 
Im Falle der Abb 2. kann es endlich oder 
unendlich viele diskrete Eigenwerte geben. 
Für einen solchen Fall sind in Abb. 4 einige 
diskrete Eigenwerte und zugehörige Eigen
funktionen gezeichnet, ferner auch die Eigen
funktion zu einem Eigenwert im Kontinuum 
(gestrichelt). Im Falle der Abb. 3 hat es in 
der Quantenmechanik keinen Sinn, zwischen 
Bahntypen zu unterscheiden, die den klas
sischen Typen entsprechen. Überschreitet 
die Energie den Wert der Schwelle V, so 
ändert sich die Eigenfunktion nicht auf
fallend. Ist die Energie kleiner als V, so ge
hören die Terme nicht etwa nur zu einer der 
beiden Potentialmulden. Durch Erhöhen der 
Schwelle, etwa in Form der Änderung eines 
Parameters in U, kann man das System 
in zwei getrennte Teilsysteme überführen 

Abb. 4. Eigenwerte und Eigenfunktionen eines und studieren, wie die Terme und Eigen-typischen Systems mit einem Freiheitsgrad. 
funktionen des ursprünglichen Systems in 

die der getrennten Systeme übergehen1. Dabei bleibt die Reihenfolge der 
Terme dieselbe. Terme können sich nicht überschneiden. Wir kommen darauf 
zurück bei der Betrachtung der Elektronenterme einer zweiatomigen MolekeL 

Der erwähnte Knotensatz, zusammen mit anderen ohne Rechnung fest
zustellenden Eigenschaften der Eigenwerte erlaubt eine qualitative Übersicht 
im Falle eines Punktes, der sich auf einer Geraden bewegt. Aber auch die quanti
tative Behandlung ist hier nicht so schwierig, da die Schrödingergleichung nur 
eine gewöhnliche Differentialgleichung ist. Ein für manche Betrachtungen 
günstiges Näherungsverfahren stammt von BRILLOUIN, WENTZEL und KRAMERS 2 ; 

es ist auch deshalb interessant, weil es zeigt, inwiefern frühere Formulierungen 

1 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 742. 1927. 
2 L. BRILLOUIN, C. R. Bd. 183, S. 24. 1926; Journ. dc phys. et le Radium Bd. 7, S. 353. 

1926; G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 518. 1926; H. A. KRAMERS, ebenda Bd. 39, S. 828. 
1926. 
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der Quantenmechanik als Näherungen der strengen Formulierung gelten können. 
Bei KRAMERS werden die Eigenfunktionen in der Form 

u = f (x) cosg (x) 

angesetzt, wo f sich nur langsam mit x ändern und g monoton von x abhängen 
soll. Die 1'-iäherung ergibt 

~ 

g (x) = ~ j"V2m (E-;:-~ U) dx. 

Sie gilt nur im Innern des Gebietes En > U. Für die Eigenwerte En liefert sie 
die Bedingung x, 

2 Jy21n (E~=--u) dx = cß p dx = (n + ll h 

Ein anderer Fall von Bewegung mit einem Freiheitsgrad ist die Drehung 
eines starren Körpers um eine Achse (Koordinate rp). Sie ist allerdings der Grenz
fall einer Bewegung mit mehreren Freiheitsgraden. Aber die Schrödingergleichung 
hat die einfache Form 

Die Eigenfunktionen u müssen in rp periodisch mit der Periode 2:n sein; mit 
dieser Forderung ergeben sich nur diskrete Eigenwerte. Es gibt eine Eigen
funktion ohne Nullstellen, je zwei Eigenfunktionen mit 2, 4, 6 ... Nullstellen. 
Eigenfunktionen mit mehr Nullstellen haben höhere Eigenwerte. Im Falle 
U = konst. (kräftefreie Rotation) fallen die Eigenwerte, deren Eigenfunktionen 
gleiche Anzahl von Nullstellen haben, zusammen; sie sind entartet. 

Bei den eindimensionalen Systemen konnten die Terme durch eine Quanten
zahl gekennzeichnet werden, die als Anzahl der Nullstellen zugleich eine quali
tative Aussage über die Eigenfunktionen machte. Ferner konnte man, wenn 
das Verhalten des Systems für zwei Werte eines Parameters bekannt war, einiges 
über das Verhalten für Zwischenwerte des Parametcrs aussagen, weil bei einer 
Änderung des Parameters die Terme sich nicht überschnitten. Diese Möglichkeit 
besteht auch noch für die vollständig separierbaren Systeme, soweit sie in 
quantenmechanischen Problemen vorkommen. 

Bei Atomen oder Molekeln, die keinen äußeren Kräften oder nur einem 
homogenen äußeren Feld unterworfen sind, kann man die Bewegung des Schwer
punktes abseparieren. Obwohl die Terme des Systems wegen der Translation ein 
Kontinuum bilden, hat es einen Sinn, vom diskreten Termschema der Rotations
bewegung oder inneren Bewegung zu sprechen. 

Ein vollständig separierbares System ist das des Atoms mit nur einem Elek
tron (zunächst ohne Spin), das nach Abseparation der Schwerpunktsbewegung 
ein System ist, in dem ein Elektron in dem festen Kraftfeld mit der potentiellen 

Energie ~ Z e2 läuft, oder das System eines Elektrons in einem beliebigen Zentralfeld 
r 

mit der potentiellen Energie U (r). Durch Separation in Polarkoordinaten 
(r, 0, rp)I erhalten wir Eigenfunktionen der Form 

u = f(r) Yz (fJ, rp). 

Für solche U, die als Ersatzfelder für Atomelektronen vorkommen, erhalten 
w1r zu jeder Ordnung l der Kugelflächenfunktionen Y eine diskrete Folge von 

1 Vgl. Kap. 3 ds. Bandes (BETHE), Ziff. 1. 
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Eigenwerten E (l, n,) mit n, = 0, 1, 2, ... , deren Eigenfunktionen f (r) gerade 
n, Nullstellen haben. Die Funktionen Y lassen sich durch Separation in {} 
und cp in der Form P'('({}) ~~~ mcp schreiben, wo die P;" bis auf einen höchstens 
für {} = 0 und {} = n verschwindenden Faktor Polynome von cos{} sind. 

Für den besonderen Fall U = ~onst. fallen Eigenwerte mit verschiedenen l 
r 

zusammen, indem der Eigenwert nur von l + n, (in gewöhnlicher Numerierung 
ist dies n - 1) abhängt. Dieser Fall ist auch in parabolischen Koordinaten 
separierbar; sie liefern andere Linearkombinationen der miteinander entarteten 
Eigenfunktionen. Im Falle eines äußeren elektrischen Feldes bleibt die Separier
barkeit in parabolischen Koordinaten bestehen1. 

Das System von einem Elektron im Feldezweier Zentren mit der potentiellen 

Energie - e2 (~ + Z 2), also ein spezieller Fall des Zweizentrensystems, das zur 
rl r2 

genäherten Behandlung der Elektronenbewegung in Molekeln benutzt wird, ist 
separierbar in elliptischen Koordinaten 

~ = rl + Yz 

a ' 

(a ist Abstand der Zentren) und dem Azimut cp um die Zentrenachse 2• Die Terme 
dieses Systems lassen sich also durch drei Quantenzahlen n;;n'l). kennzeichnen. 
n~ gibt die Zahl der Knotenflächen an, die Rotationsellipsoide mit den Zentren 
als Brennpunkten sind, n'l die Zahl der Knotenflächen, die zweischalige Rota
tionshyperboloide sind mit den Zentren als Brennpunkten,). die Zahl der Knoten
ebenen durch die Zentrenachse. Wegen dieses Zusammenhangs sind die Eigen
funktionen in einfacher Weise anschaulich vorstellbar. Ihre Änderung bei einer 
Änderung des Zentrenabstandes ist einfach zu übersehen. Wir werden dies bei 
der Betrachtung des Ht-Molekelions benutzen. Der allgemeine Fall des separier
baren Zweizentrensystems hat auch ein Elektron und die potentielle Energie 

U = f (;) + g ( 'l) = 1- [u (r + r ) + v (r - r )] · 
;2 _ '72 r 1 r 2 1 2 1 2 ' 

er spielt für die Betrachtung der Molekelterme keine besondere Rolle. 
Ein anderer Fall eines vollständig separierbaren Systems sind die kleinen 

Schwingungen eines Systems von Massenpunkten mit einer Gleichgewichtslage, 
die wir bei den Schwingungen einer mehratomigen Molekel betrachten werden. 

5. Störungstheorie und Variationsverfahren. Außer den allgemeinen Sätzen, 
die Schlüsse aus den Symmetrieeigenschaften der quantenmechanischen Systeme 
zu ziehen erlauben, sind von großer Wichtigkeit die Störungsverfahren. Mit 
ihnen untersucht man nicht nur die Nachbarschaft der streng lösbaren Fälle, 
sondern sie sind auch nützlich für allgemeine Betrachtungen von Systemen 
mit genähert erfüllten Symmetrieeigenschaften. Die Störungsverfahren der 
Quantenmechanik sind gewissen Verfahren der Himmelsmechanik nachgebildeta. 
Die Ersetzung eines klassischen Mehrkörperproblems durch eine Randwertauf
gabe gibt aber dem Störungsverfahren eine viel weitergehende Rolle. 

1 Vgl. Kap. 3 ds. Bandes (BETHE), Ziff. 6 u. 30. 
2 Vgl. Kap. 3 ds. Bandes (BETHE), Ziff. 58. 
3 Für die Entwicklung vgl. etwa: H. PmNCARE, Methades nouvelles de la mecanique 

celeste. 3 Bde. Paris 1892-99; M. BoRN, Atommechanik, Bd. I. Berlin 1925; M. BoRN, 
W. HElSENBERG u. P. JoRDAN, ZS. f. Phys. Bd. 35. S. 557. 1932; E. ScHRÖDINGER, Ann. d. 
Phys. Bd. 80, S. 437. 1926. 
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Die Formulierung des Störungsverfahrens ging von dem Fall aus, daß die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines "ungestörten" Systems mit der HAMILTON
schen Funktion H 0 bekannt seien. Es werden die Eigenwerte und Eigenfunk
tionen eines "benachbarten" oder "gestörten" Systems mit der Hamiltonfunktion 

H = H 0 + eH1 

oder auch H = H(O) + eH(l) + e2H(2) + ... 
gesucht, und zwar werden die Eigenfunktionen nach den Eigenfunktionen des 
ungestörten Systems (die ein "vollständiges Orthogonalsystem" bilden) ent
wickelt. Unter Erweiterung dieser Fragestellung kann man die Eigenwerte und 
Eigenfunktionen eines quantenmechanischen Systems dadurch zu berechnen 
versuchen, daß man die Eigenfunktionen nach irgendeinem geeigneten "voll
ständigen" Funktionssystem entwickelt (die Funktionen brauchen nicht ortho
gonal zu sein). Den Anfang zu einem solchen Verfahren stellte die HEITLER
LoNDONsche Berechnung der H 2-Molekel dar 1 • Den wichtigsten Schritt aller 
Störungsverfahren erhält man in viel durchsichtigerer Weise, wenn man sich 
die Aufgabe stellt, die Eigenfunktion eines bestimmten Zustandes des quanten
mechanischen Systems mit Hilfe von endlich vielen gegebenen Funktionen 
möglichst gut anzunähern. Wir geben die Lösung in der Fassung von SLATER 2 ; 

ein Variationsverfahren führt auf das gleiche Ergebnis. Die Fassung schließt 
auch den häufigen Fall ein, daß H sich in der Form HO+ eH1 + · · · entwickeln 
läßt und die Gleichung für H 0 gelöst ist. 

Es sei also eine Schar von endlich vielen Funktionen u1u2 ••• u1 der Koordi
naten bekannt, die mehr oder weniger angenäherte Lösungen der vorgelegten 
Schrödingergleich ung 

(H-E)u=O 

seien. Sie brauchen nicht orthogonal zu sein. Aus diesen Funktionen u1, sollen 
Linearkombinationen J: a"u1, gebildet werden, die bessere Annäherungen sind. 

I' 
Wäre J:a1,u1, genau eine Eigenfunktion, so folgten aus 

f' 2: a,"(Hu1,- Eu,,)= 0 
I' 

durch Multiplikation mit u: und Integration die l Gleichungen 

J: af'(H,.f'- Edvf') = 0, 
I' 

wo 

(3) 

ist. Dies gibt für E die Bedingung, daß die "Säkulardeterminante" verschwindet 

H 11 - Ed11 H 12-Ed12 

H 21- E d21 H 22- E d22 =0. (4) 

Diese Bedingung gilt auch dann noch angenähert, wenn J:a"u1, nur eine An
näherung an eine Eigenfunktion ist. Es genügt z. B., daß die Eigenfunktion 
exakt durch 

u = 2: a1, u1, + 2,; be ue 
ft {! 

1 W. HEITLER u. F. LoNDON, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 455. 1927. 
2 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 38, S. 1109. 1931. 
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dargestellt wird, wo die u1, die oben eingeführten Funktionen u1 u2 .•• u1, die u12 

die übrigen Funktionen eines "vollständigen" Funktionssystems sind und~ b12 u12 
I! 

klein genug ist. Die Gleichung (4) hat l Lösungen für E; zu jeder gehört ein 
Lösungssystem von (3), also eine Eigenfunktion ~a1,u1,, die als Annäherung 

I' 
der wirklichen Eigenfunktion genommen werden kann. Hat man von vornherein 
die "richtigen" Linearkombinationen als Funktionen u1,. zugrunde gelegt, so er
hält die Determinantengleichung (4) die Diagonalform 

i H 11 -Ed11 0 
o H 22 -Ed22 =0, 

aus der sich die E-Werte direkt ablesen lassen. 
Bei der HEITLER-LONDONschen Rechnung und ihren Verallgemeinerungen 

liegt es nun so, daß die HAMILTONsche Funktion H sich für jede ungestörte 
Eigenfunktion ul' auf andere Weise in ~ + 8Hf, zerlegen läßt, so daß 

H~ •. ul' = E0 u1,, 

ist. Es ist dann 
H, ... , = E0 d, . .., + 8fu~H.~,u,~,dr; 

es fällt also E0 in der Determinante (4) heraus, wenn man E = E 0 + 8E1 setzt. 
In dem besonderen Fall, der den Ausgangspunkt der Störungsrechnung 

gab, wo allgemein H in der Form 

H=H0 +8H1 

geschrieben werden kann und 8 H 1 klein ist gegen H0, wählt man zweckmäßig 
die Funktionen u1 u2 . •. u1 aus der Schar der normierten orthogonalen Eigen
funktionen von H0 . Man erhält dann d"1, = ~" 1 , (0 oder 1) und die einfachere 
Säkulardeterminante 

H12 
H22-E =0. 

Für kleine 8 genügt es, die Funktionen u1 u2 ••. u1 zu wählen,· die zu einem 
einzigen Eigenwert E0 von (H0 - E) u = 0 gehören; dann wird die Determinante 
("Säkulardeterminante" genannt) 

=0, (5) 

wo H! 1, = J u:H1 u,"dr, E = E0 + 8E 1 ist. Wenn zu E 0 nur eine Eigenfunktion tt 
gehört, so wird 

E 1 = ju*H1 udT, 

und die Eigenfunktion des gestörten Systems schließt sich stetig an u an. Wenn 
zuE0 mehrere (l) Eigenfunktionen gehören (entspricht den "säkularen Störungen" 
der klassischen Theorie), so bestimmen die l Gleichungen (3), also hier 

2>,~~(m.,"- EI~"~')= o 
II 
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diejenigen l Linearkombinationen, an die sich die Eigenfunktionen des gestörten 
Systems stetig anschließen. Nennen wir sie ii1 ii2 ••. ii1, so geben 

EI=fu~H1 uvdr (v=1,2, ... ,l) 
die l Energiewerte. 

In vielen Fällen kann man die "richtigen Linearkombinationen" ohne 
Ausrechnung der Säkulardeterminante aus Symmetriebetrachtungen herleiten. 

In manchen Fällen ist es zweckmäßiger, statt einer Störungsrechnung ein 
Variationsverfahren zu benutzen. Die Lösung der Schrödingergleichung 

~ !!___ (rJ2~ + ~2u2 + (J2~) + (E- U)u = 0 
...::::_. 2mk oxk oyk ozk 

k 

ist äquivalent mit der Aufgabe, das Integral 

(6) 

unter der Nebenbedingung 
ju2 dr =' 1, 

zum Extremum zu machen. Und zwar sind die Extremalwerte des Integrals 
gerade die Eigenwerte E der Schrödingergleichung; der Minimalwert gibt den 
Eigenwert des Grundterms. Zur genäherten Lösung der Variationsaufgabe be
nutzt man das RITzsehe Verfahren. Man setzt für u einen Ausdruck aus be
kannten Funktionen und Parametern, von dem man hoffen kann, daß er wegen 
der Parameter elastisch genug ist, um eine Näherung für die wirkliche Eigen
funktion zu sein. Dann bestimme man die Parameter so, daß unter Wahrung 
der Nebenbedingung das Integral (6) als Funktion der Parameter stationär 
wird. Der so gefundene Minimalwert des Integrals (6) ist sicher eine obere Grenze 
für den Grundterm, und wenn u geschickt gewählt ist, auch eine Näherung 
für ihn. Auch höhere Terme kann man als Minima (nicht bloß als stationäre 
Werte) des Integrals (6) bekommen, wenn die zur Variation zugelassenen Funk
tionen u zu allen Eigenfunktionen tieferer Terme orthogonal sind, eine Forderung, 
die manchmal durch Symmetriebetrachtungen leicht zu erfüllen ist. Beispiele 
von durch Variationsverfahren berechneten Termen werden in Ziff. 20 gebracht. 

Auch das am Eingang dieses Abschnittes angegebene Störungsverfahren 
läßt sich als Variationsverfahren behandeln; man hat im Ansatz 2: al'u," die 

Parameter al' so zu bestimmen, daß das der Schrödingergleichung ent;prechende 
Variationsproblem gelöst wird. Das Ergebnis ist dasselbe wie oben. 

6. Nichtseparierbare Systeme. Die separierbaren Systeme waren deshalb 
lösbar, weil die Schrödingergleichung in gewöhnliche Differentialgleichungen 
zerfiel. Bei nichtseparierbarem System ist im allgemeinen an eine direkte Lösung 
nicht zu denken; man ist entweder darauf angewiesen, auf Grund allgemeiner 
Sätze Aussagen zu machen oder Störungsverfahren oder Variationsverfahren 
anzuwenden. Die Störungsverfahren sind aber nur möglich, wenn das System 
von einem einfacheren System wenig abweicht; die Variationsverfahren sind 
nur möglich, wenn eine einfache Form der Eigenfunktion erwartet werden kann. 

Bei nichtseparierbaren Systemen tritt auch häufig der Fall auf, daß sie 
von einfacheren Systemen weit entfernt sind, daß sie aber durch Änderung eines 
Parameters in einfachere übergeführt werden können. Insbesondere, wenn ein 
System für zwei Werte eines Parameters iX leicht lösbar oder schon bekannt 
ist, wird man versuchen, für die dazwischen liegenden Werte des Parameters 
durch eine Art Interpolation etwas auszusagen. Es ist schon einiges geholfen, 
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wenn man weiß, wie die Terme der beiden bekannten Grenzfälle einander zuzu
ordnen sind, d. h. welcher Term des einen Grenzfalls in einen bestimmten Term 
des anderen Grenzfalls stetig übergeht, wenn man den Parameter cx stetig vom 
einen zum anderen Grenzfall überführt. Beispiele sind die Zuordnung der 
Zeemankomponenten eines Atommultipletts in schwachen und starken Magnet
feldern (Ziff. 15), die Zuordnung der Elektronenterme einer zweiatomigen Molekel 
zu den Termen zweier getrennter Atome und zu den Termen des Atoms, das 
durch Zusammenschieben der Kerne entsteht. 

Wir haben früher Systeme kennengelernt, wo die Zuordnung sofort anzugeben 
war. Ein System aus einem Massenpunkt, der sich auf einer Geraden bewegen 
kann und diskrete Terme hat, kann durch Änderung eines Parameters abgeändert 
werden. Außer in singulären Grenzfällen bleibt der Zusammenhang zwischen 
Knotenzahl der Eigenfunktion und Reihenfolge der Terme bestehen. Bei der 
Zuordnung kann keine Überschneidung von Termen auftreten. In den be
handelten separierbaren Systemen ist die Zuordnung auch ohne weiteres gegeben, 
wenn das System während des ganzen Übergangs in den gleichen Koordinaten 
separierbar bleibt; wenn man Terme betrachtet, die sich nur durch eine einzige 
Quantenzahl unterscheiden, so ist die Reihenfolge dieser Terme durch diese 
Quantenzahl gegeben, die betrachteten Terme überschneiden sich nicht. Die 
Zuordnung ist vollständig beschrieben durch die Angabe, daß alle Quanten
zahlen erhalten bleiben. 

Für allgemeinere Systeme gilt zunächst, daß diese Zuordnung nicht nur 
von den Grenzfällen abhängt, die einander zugeordnet werden, sondern auch 
vom Weg. Es läßt sich das an einfachen Beispielen zeigen. Zur Illustration 
allgemeiner Fälle ist es nützlich, Systeme zu betrachten, die in der Nähe leicht 
überschaubarer, etwa separierbarer Systeme liegen. Bei separierbaren Fällen 
können Überschneidungen von Termen vorkommen (sie müssen sich um min
destens zwei Quantenzahlen unterscheiden). Wir denken uns nun durch eine kleine 
Störung die strenge Separierbarkeit beseitigt. Die Berechnung der gestörten 
Terme und Eigenfunktionen läuft dann darauf hinaus, aus den ungestörten 
Eigenfunktionen Linearkombinationen zu bilden. In dem Gebiet des Para
meters cx, wo zwei ungestörte Terme benachbart sind, vielleicht auch sich über

schneiden, werden die gestörten Eigenfunktionen sich 
durch Linearkombinationen gerade der Eigenfunktionen 
dieser beiden ungestörten Terme annähern lassen, wenn 
nicht auf Grund einer Symmetrieeigenschaft oder Sepa
rationseigenschaft dies ausgeschlossen istl. Die gestör
ten Eigenwerte werden in der Nähe des Schnittpunkts 
so verändert, daß die Überschneidung vermieden wird 

Abb. 5. Vermeidung einer (Abb 5) D" V 11 · d B t ht f""h t Obersehneinung von Termen. . . 1e era geme1nerung er e rac ung u r 
zu dem Satz: Außer den durch Symmetrieeigenschaften 

geforderten Überkreuzungen von Termen kommen keine vor. Er wurde von Hmm 
vermutet und von v. NEUMANN und WrGNER bewiesen2• 

Bei separierbaren Systemen ergibt sich die Definition von Quantenzahlen 
direkt aus der Rechnung. Bei nichtseparierbaren Systemen werden uns allgemeine 
Sätze erlauben, Quantenzahlen mit physikalischer Bedeutung auf Grund von 
Symmetrieeigenschaften zu definieren. Aber die so definierten Quantenzahlen 
werden nicht ausreichen, einen Term vollständig zu kennzeichnen. Man kann 

1 Es ist z. B. ausgeschlossen, wenn die Terme verschiedenen Symmetriecharakter (im 
Sinne von Ziff. 7) haben. 

2 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 93. 1927; Bd. 52, S. 601. 1928; J. v. NEUMANN u. 
E. WrGNER, Phys. ZS. Bd. 30, S. 467. 1929. 
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nun die Bezeichnung der Terme durch Quantenzahlen mit physikalischer Be
deutung oft noch viel weiter treiben. Der Grund ist, daß eine günstige Abstufung 
der wirksamen Kräfte vorliegt, so daß bei Vernachlässigung kleiner Kräfte neue 
Symmetrieeigenschaften erfüllt sind. Man wird dann auch auf Grund dieser ge
nähert erfüllten Symmetrieeigenschaften Quantenzahlen einführen. Es gibt auch 
Fälle, wo selbst von angenähert erfüllten Symmetrieeigenschaften zu wenige da 
sind und wo daher die erwähnten Mittel nur zu einer ganz rohen Einteilung der 
Terme führen. Um zu einer einigermaßen sinnvollen Bezeichnung zu kommen, 
schlägt man dabei häufig folgenden Weg ein. Man denkt sich die wenig übersicht
lichen Koppelungsverhältnisse des Systems durch einige Parameter bestimmt und 
diese stetig abgeändert, bis ein übersichtlicher Koppelungsfall entsteht. Die 
Terme des Ausgangssystems gehen dabei in bestimmte Terme dieses übersicht
lichen Systems über. Die Quantenzahlen dieser Terme benutzt man dann auch 
zur Bezeichnung der Terme des Ausgangssystems. Die Methode hat ihre Ge
fahren, da die Zuordnung der Terme zweierFälle mit verschiedenen Parameter
werten von der Art der Überführung abhängen kann. Doch ist die Methode 
manchmal die einzige, die zu einer sinnvollen Termbezeichnung führt. 

7. Systeme mit Symmetrieeigenschaften. Im allgemeinen lassen sich die 
quantenmechanischen Probleme nicht durch Separation der Differentialgleichung 
lösen. Wir sind darauf angewiesen, auf Grund allgemeiner Sätze qualitative 
Aussagen über die Termstruktur und die Eigenfunktionen zu machen. Diese 
allgemeinen Sätze gründen sich auf Symmetrieeigenschaften des Systems. Die 
wichtigsten solcher Symmetrieeigenschaften sind Invarianz gegen Translationen 
und gegen irgendwelche Drehungen oder Spiegelungen, ferner die Gleichheit 
von Teilchen (Elektronen, gleiche Kerne). 

In der klassischen Mechanik führt Invarianz des Systems (der HAMILTON
schen Funktion, der kinetischen und potentiellen Energie) gegen beliebige Trans
lation zur Gültigkeit von Impulssätzen. In der Quantenmechanik kann man in 
solchen Fällen die Translation des Schwerpunktes abseparieren und damit das 
System vereinfachen. Auch hier gelten Impulssätze, doch brauchen wir hier 
nicht darauf einzugehen. Invarianz des Systems gegen bestimmte Translationen 
kommt vor bei Untersuchungen über das Verhalten der Elektronen in Kristall
gittern und soll daher auch nicht näher besprochen werden. Die Invarianz 
eines Systems gegen Drehungen \führt in der klassischen Mechanik zur Gültigkeit 
von Drehimpulssätzen. Das Korrespondenzprinzip setzte in solchen Fällen den 

Drehimpuls gleich einem ganzzahligen oder halbzahligen Vielfachen von .!'_ = Ii 
2:n: 

und lieferte eine Auswahlregel. Ein entsprechendes Ergebnis werden wir auf 
Grund der Schrödingergleichung erhalten. 

In der Quantenmechanik führt nun auch die Betrachtung anderer Sym
metrieeigenschaften zu wesentlichen Aufschlüssen über Eigenschaften der Eigen
funktionen. Im Anschluß an die Schrödingergleichung fassen wir die Frage so: 
Gegeben seien die Symmetrieeigenschaften des Systems, d. h. die Transforma
tionen, die es ungeändert lassen, oder genauer die Substitutionen, die die ScHRÖ
DINGERsche Gleichung ungeändert lassen. Welche Eigenschaften der Eigenfunk
tionen folgen aus den gegebenen Symmetrieeigenschaften des Systems? 

Wir erläutern Frage und Antwort zunächst an zwei Arten von Beispielen. 
Die Bewegung eines Elektrons im kugelsymmetrischen Feld (Ziff. 4) ist 

ein System, das gegen eine beliebige Drehung um den Symmetriepunkt invariant 
ist. Dies war notwendig zur Separation in räumlichen Polarkoordinaten. Die 
Separation lieferte Eigenfunktionen der Form 

f (r) Yl ({}, q;) • 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV /1. 37 
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Wir können die Eigenfunktionen einteilen in Symmetriecharaktere auf Grund 
ihres Verhaltens gegen Drehungen. Zu jedem l (0, 1, 2, ... ) soll ein "Symmetrie
charakter" gehören, er ist beschrieben durch das System der 2l + 1 Kugelfunk
tionen Y1 und bezeichnet durch die Zahl l oder eines der Symbole s, p, d, ... 
entsprechend l = 0, 1, 2, . . . . Es sei noch an die Auswahlregel l ~ l ± 1 er
innert. Abb. 6 veranschaulicht die Symmetriecharaktere. 

Ein noch einfacheres Beispiel dieser Art ist die Bewegung eines Elektrons 
im achsensymmetrischen Feld. In Zylinderkoordinaten z, r, rp lautet die Schrö-

0 dingergleichung 
s (l-o) [ n2 ( iJ2 82 1 a 1 o2 ') • a ] 

2 p, iJz2 + ßr2 + r or + -y2- iJ,p2 + za(rz) (J-;p + E- U u = o, 
wo wir ein Magnetfeld und damit ein imaginäres Glied ia 0°'1' 0(Dif1.(l=l} zulassen. Die Gleichung ist separierbar, man erhält 

'\::iJ Eigenfunktionen der Form 
f(r, z)eimr, 

wo m eine ganze Zahl (positiv oder negativ oder 
Null) ist. Für +m und -m erhalten wir im allgemei

Abb. 6. Symmetriecharaktere für nen verschiedene Eigenwerte . Die Terme sind höch
ein Elektron im kugelsymmetri~ 

sehen Feld. stens zufällig entartet, wenn nämlich Terme mit ver-
schiedenem f(r, z) zufällig zusammenfallen. Die Eigen

funktionen zerfallen in Symmetriecharaktere, die sich mit m = 0, ±1, ±2, . .. 
numerieren lassen. Die Untersuchung der Strahlungsamplituden 

J u1 * z u2 d r = J z f 1 * f 2 • r d r d z • J ei (m,- m,) r d rp , 

J u1*re±iru2 dr = J r/1* /2 • rdrdz • J ei(m,-m.±l)'Pdrp 

zeigt, daß Strahlung, die in der z-Richtung schwingt, Übergängen m ~ m (m1 = m2) 

entspricht, und Strahlung, die senkrecht zur z-Richtung schwingt, Übergängen 
m ~ m ± 1 (m1 = m2 =f 1) . 

Wenn das System nicht nur symmetrisch um die z-Achse, sondern auch 
symmetrisch zu jeder Ebene durch diese Achse ist, so fallen in der Schrödinger

• d(Ä-=0) 

()~~(Ä-=1) 

~~tf(A--Z) 

gleichung die imaginären Glieder fort . Sie bleibt separier
bar; zu jeder Eigenfunktion 

f(r, z)eim<p 

mit m =f= 0 gibt es aber jetzt eine Eigenfunktion 
f(r, z)e-imr 

mit gleichem Eigenwert. Wir können dann auch reelle 
Eigenfunktionen 

f (r, z) ~f~ J.rp (J. = [ml) 
einführen. Die Symmetriecharaktere sind durch J. =0, 1, 2, ... 

Abb. 7. Symmetriecharak- · d d h d" S b ] .1: b tere für ein Elektron im zu numeneren o er urc 1e ym o e a, n, u, .. . zu e-
achsensymmetrischenFeld. zeichnen und durch ~:J.rp beschrieben. Die Terme mit A. > 0 

sind notwendig (d. h. als Folge der Symmetrie des Systems) entartet. Auch hier 
gilt die Auswahlregel A. ~ A. und A. ~ }. ± 1. Abb. 7 gibt die Symmetriecharak
tere a, n, b an. 

In den Fällen der Achsensymmetrie haben wir einen festen Wert des Dreh
impulses um die Achse für die durch f (r, z) eimr beschriebenen Zustände. Es ist 

-n a . '~= 
L.u = f(r, z) • T o<p e•mr = nmu, 
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d. h. der Drehimpuls um die Achse ist m · Ii. Im entarteten Fall (Achsensym
metrie und Spiegelungssymmetrie) haben also die Zustände I (r, z) e±Hrp einen 

festen Drehimpuls, die Zustände I (r, z) cos Af[! nicht. Im Falle des kugelsymmetri-
schen Feldes haben die Zustände sm 

l(r) Y 1(1?,f(!) 

einen festen Wert des Gesamtdrehimpulses. Es ist 

Lu= -n2 Au = -ft21(r) ·AYz = n2 ·l(l + 1)u. 

Das Quadrat des Gesamtdrehimpulses ist l (l + 1) n2• 

Während bei den Beispielen der eben erwähnten Art die Folgerungen aus 
der Symmetrie des Systems ähnlich waren wie in der klassischen Mechanik, 
zeigt das jetzt folgende Beispiel einen der Quantenmechanik eigentümlichen Zug. 

Eine Partikel möge sich auf einer Geraden bewegen in einem zu einem 
Punkte x = 0 symmetrischen Kraftfeld U (x) = U ( -x). Die ScHRÖDINGERsche 
Gleichung f2 

-'-u" + (E- U)u = 0 
2m 

ist invariant gegen die Ersetzung von x durch -x. Wenn u (x) eine Eigen
funktion ist, so ist auch u ( -x) eine und ebenfalls u (x) + u ( -x), wenn es nicht 
gerade Null ist, und u (x) - u ( -x), wenn es nicht gerade Null ist. Da zu einem 
Eigenwert aber nur eine Eigenfunktion gehören kann (Ziff. 4), ist eine der beiden 
letztgenannten Null oder beide sind (bis auf einen Faktor) identisch. Es ist 
dann entweder u "symmetrisch", d. h. u(x) = u(-x) oder u ist .,antisymme
trisch", d.h. u(x) = -u(-x). Aus früheren Betrachtungen über die Zahl der 
Knoten folgt auch, daß die Eigenfunktionen, dem Eigenwert nach geordnet, 
abwechselnd symmetrisch und antisymmetrisch sind. Die Symmetrie des mecha
nischen Systems führt hier zu einer Einteilung der Terme in zwei "Termrassen". 
Die Rassen unterscheiden sich durch den "Symmetriecharakter" der Eigenfunk
tionen; es gibt einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Symmetrie
charakter. Aus der Symmetrie des Systems folgt auch eine Auswahlregel. 
/ UnXUmdx ist nur dann nicht Null, wenn Un und Um verschiedenen Charakter 
haben. Es kombinieren nur Terme symmetrischen mit Termen antisymmetrischen 
Charakters. 

Wenn das System von mehr als einer Koordinaten abhängt, wenn x eine 
davon und U (x) = U ( -x) ist, so läßt sich aus jeder Eigenfunktion u (x), die auch 
noch von den anderen Koordinaten abhängt, mindestens eine symmetrische 
Eigenfunktion u(x) +u( -x) oder eine antisymmetrische Eigenfunktion u(x) -u( -x) 
zum gleichen Eigenwert herstellen. Nur kann hier auch der Fall eintreten, daß 
beide von Null verschieden sind, dann ist der Eigenwert entartet. Wenn das 
System keine entarteten Terme hat, so zerfallen also die Terme in solche mit 
symmetrischen und in solche mit antisymmetrischen Eigenfunktionen. Wenn 
nur "zufällige" Entartungen auftreten, d. h. solche, die ohne Verletzung der 
Symmetrieeigenschaften des Systems durch bloße Änderung von Parametern 
sich beseitigen lassen, so ist es auch zweckmäßig, die symmetrischen und anti
symmetrischen Eigenfunktionen einzuführen. Es kann dann zufällig einmal ein 
symmetrischer und ein antisymmetrischer Term zusammenfallen. Es kann aber 
auch vorkommen, daß eine Entartung notwendig aus den Symmetrieeigen
schaften des Systems folgt, dann ist die Spiegelungssymmetrie (x-+ -x) nur 
Teil einer allgemeinen Symmetrie und ist mit dieser zu behandeln. 

Die hier besprochenen Beispiele zeigen die charakteristischen Merkmale des 
allgemeinen Falles. Das allgemeine Ergebnis ist nämlich, daß aus einer bestimmten 

37* 
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Symmetrie des Systems eine ganz bestimmte Einteilung der Terme in "Rassen" 
auf Grund der Symmetriecharaktere der Eigenfunktionen und eine Auswahlregel 
folgt. 

Die Numerierung oder sonstige Bezeichnung der Symmetriecharaktere ist 
das hauptsächliche Mittel, "Quantenzahlen" oder "Quantenindizes" zu defi
nieren, die physikalische Bedeutung haben. 

In den beiden Arten von Beispielen wurden die Rassen bzw. Symmetrie
charaktere in verschiedener Weise beschrieben. Bei der ersten Art der Beispiele (Sym
metrie um Punkt und Achse) konnten wir den für den Symmetriecharakter wich-

tigen Bestandteil der Eigenfunktion explizit hinschreiben ( Y 1 (lt,lp); cimq; ~f~ Alp) . 

Bei der zweiten Art der Beispiele beschrieben wir die Symmetriecharaktere 
durch die Angabe, wie sich die Eigenfunktionen transformieren, wenn man 
die Koordinatentransformationen amführt, die das System invariant lassen 
(u(-x) =±u(x)). Natürlich können wir die zweite Art der Beschreibung auch 
bei der ersten Art der Beispiele anwenden. Im Falle Y 1 (1'J,lp) wird sie kompliziert. 
Im Falle eim<p schreiben wir 

U(lp +IX)= ei"' · U(lp). 

Im Falle ~f~J.lp schreiben wir u1 = cosAlp, u 2 = sinAlp und 

u1 (lp +~X) = coSAIX • u1 - sinAIX · u2 , u1 ( -lp) = u1 (lp), 

u 2 (lp + cx) = sinAcx · u1 + coSAIX • u2 , u 2 ( -lp) = -u2 (lp) 

oder wir geben kurz das Koeffizientenschema (die Matrix) der Transformationen an 

(c~s~~ -sin).~) (1 0) 
smt.~ cos.l.~ 0 -1 · 

Bei anderer Wahl der unabhängigen Eigenfunktionen, etwa e± iJ.rp, erhalten wir 
andere Koeffizientenschemata. Die Beschreibung der Symmetriecharaktere durch 
die Art ihrer Transformation bei Ausführung der Symmetrieoperationen ist nun 
die allgemein mögliche Art der Beschreibung, während das explizite Hinschreiben 
der funktionalen Abhängigkeit nur in besonders einfachen Fällen möglich ist. 

In manchen Fällen lassen sich die Symmetriecharaktere durch einfache 
Überlegungen finden. Aber nicht immer. Da war es wesentlich, daß die Mathe
matik in der Gruppentheorie schon die wesentlichen Ergebnisse bereitgestellt 
hatte. Ihre Nutzbarmachung für die Untersuchung der quantenmechanischen 
Systeme verdankt man in erster Linie E. WIGNER1• Die Substitutionen, die 
die ScHRÖDINGERsche Gleichung invariant lassen, bilden eine Gruppe, wir nennen 
sie die Substitutionsgruppe der Differentialgleichung. Wenn u(x .. . ) Eigen
funktion ist, so ist auch u (Rx . .. ) kurz u (R) Eigenfunktion des gleichen Eigen
wertes, wenn R eine Substitution ist, die der Gruppe angehört. Wenn u1 u2 ••• u1 

alle linear unabhängigen Eigenfunktionen eines Eigenwertes sind, so ist 

ul' (R) = La~ v Uv (E) . 
V 

E ist die identische Substitution, die a~v bilden für jede Substitution R eine 
l-reihige Matrix. Diese Matrizen bilden eine Gruppe, die der Substitutionsgruppe 
isomorph ist (isomorph im weiteren Sinne, den Substitutionen lassen sich ein
deutig die Matrizen zuordnen). Man nennt die Gruppe dieser Matrizen eine 

1 Vgl. die Bücher: H. WEYL, Gruppentheorie und Quantenmechanik. 2. Aufl. Leipzig 
1931; E. WIGNER, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der Atom
spektren. Braunschweig 1931; B. L. VAN DER WAERDEN, Die gruppentheoretische Methode 
in der Quantenmechanik. Berlin 1932. 
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Darstellung der Substitutionsgruppe. Zu jedem Eigenwert gehört eine Dar
stellung. Bei anderer Wahl der zu einem Term gehörigen unabhängigen Eigen
funktionen u1 u 2 ••• Uz transformieren sich die Matrizen a~v; wir wollen die 
so entstehende Darstellung aber als von der ursprünglichen nicht verschieden 
ansehen. Dann gehört zu jedem Eigenwert genau eine Darstellung. Sie hat so viel 
Matrizen, als es Gruppenoperationen R gibt. Wenn die Darstellungen einer 
Substitutionsgruppe bekannt sind, so sind auch die möglichen Verhaltungs
weisen der Eigenfunktionen bekannt. Die Darstellungen geben direkt die Sym
metriecharaktere an. 

In quantenmechanischen Systemen haben wir häufig mehrere Symmetrie
arten nebeneinander, und es taucht die Frage auf, wann man solche neben
einander bestehende Symmetriearten einzeln behandeln darf und wann man 
sie zusammen behandeln muß. Die Gruppentheorie gibt auch auf diese Frage 
eine Antwort. In einem Atom haben wir z. B. die Invarianz gegen Drehung 
um den Kern, die Invarianz gegen Spiegelung an jeder durch den Kern gehenden 
Ebene und die Gleichheit der Elektronen. In dem Beispiel sind die Substitutionen 
der clrei genannten Symmetriearten so beschaffen, daß es bei Ausführung zweier 
Substitutionen verschiedener Symmetrieart nicht auf die Reihenfolge ankommt, 
die Substitutionen verschiedener Symmetrieart sind vertausch bar. Das allgemeine 
Ergebnis ist nun das, wenn verschiedene Symmetriearten bestehen und die Sub
stitutionen, die verschiedenen Symmetriearten entsprechen, stets vertauschbar sind, 
so kann man die Symmetriearten getrennt behandeln 1 . 

8. Systeme mit gleichen Partikeln. Die wichtigsten Symmetrieeigen
schaften, die bei Atomen oder Molekeln auftreten, sind Invarianz gegen Drehun
gen um eine Achse (manchmal noch gegen Spiegelung an jeder Ebene durch 
die Achse) oder gegen Drehungen um ein Zentrum oder gegen eine endliche 
Zahl von Drehungen und Spiegelungen (etwa die Deckoperationen des Kern
gerüstes einer mehratomigen Molekel) und die Gleichheit von Elektronen oder 
Kernen. Die Gleichheit von Partikeln bedeutet Invarianz der Schrödinger
gleichung gegen Permutationen der Koordinatenindizes, die die Partikel nume
rieren oder Invarianz gegen die entsprechenden Symmetrieoperationen im Raume 
aller Koordinaten. Die zuletzt genannten Symmetrieeigenschaften zeichnen 
sich von den zuerst genannten dadurch aus, daß sie aus endlich vielen Symmetrie
operationen bestehen. Wir behandeln sie zuerst, und zwar betrachten wir zu
nächst die Fälle, wo die Symmetrieoperationen Permutationen von gleichen 
Teilchen sind oder sich auf solche eineindeutig abbilden lassen. 

Die Symmetrieoperationen der Systeme mit zwei gleichen Teilchen (identische 
Transformation und Vertauschung) sind eineindeutig abbildbar auf die Sym
metrieoperationen eines Systems mit einer Spiegelebene (identische Trans
formation und Spiegelung), die wir oben (Ziff. 7) als Beispiel behandelt hal::en. 
Die Terme zerfallen in zwei Rassen, eine mit symmetrischem und eine mit anti
symmetrischem Symmetriecharakter. Notwendige Entartungen gibt es nicht. 
Durch Betrachtung der Integrale 

J ua*(1, 2)/(1, 2)ub(1, 2)d-r, 

wo f ( 1, 2) das Dipolmoment oder höhere Momente angibt und in den Partikeln 1 
und 2 symmetrisch ist, folgt die Auswahlregel: Terme verschiedener Rasse kombi
nieren nicht miteinander, und zwar nicht nur nicht mit Dipolstrahlung, sonelern 
auch nicht mit der Strahlung höherer Pole. Es ist in keiner Weise möglich, einen 
Obergang in die andere Rasse herzustellen. 

1 Beweis z. B. bei E. vVIGNER, 1. c. S. 184ff. 
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Ein wichtiger Fall ist der, daß zwei gleiche Partikel in erster Näherung 
sich unabhängig bewegen und in zweiter Näherung gekoppelt werden. Ein 
Term der ersten Näherung wird gekennzeichnet durch eine Eigenfunktion 

u(1)v(2), 

wo u eine Eigenfunktion der ersten und v eine Eigenfunktion der zweiten Partikel 
ist. Wenn u und v verschiedene Funktionen sind, so ist der Term der ersten 
Näherung entartet und 

v (1)u(2) 

ist Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert; wenn u und v dieselbe Funktion 
sind, so ist der Term nicht entartet. Die Eigenfunktionen der zweiten Näherung 
schließen sich im letzten Fall stetig an die ungestörte Eigenfunktion u ( 1) u (2) 
an. Im ersten Fall (Entartung) schließen sie sich an zwei Linearkombinationen 
der ungestörten Eigenfunktionen an. Da die gestörten Eigenfunktionen entweder 

symmetrisch oder antisymmetrisch in 1 und 2 sein müssen, 

11EE ffis. müssen sie sich stetig an 

u(1)v(2) ± u(2)v(1) 

anschließen. Hat die potentielle Energie die Form 

U = V(1) + V(2) + W(1, 2), 

wo W das Kopplungsglied ist, so bringt die Kopplung zur Ener
gie den Beitrag 

E1 = jW(1, 2)u2 (1)v 2 (2)dr ±jW(1, 2)u(1)v(1)u(2)v(2)dr. 

Die Aufspaltung wird durch das zweite Integral gegeben. Es 
hat sich dafür der Name Austauschintegral eingebürgert, da sein 
Auftreten mit der Möglichkeit des Austauschs gleicher Partikel 
zusammenhängt. Wenn W eine Abstoßung bedeutet, so kommt 
der antisymmetrische Term energetisch tiefer. 

Im Falle zweier gleicher Partikel, die sich auf einer Geraden ooO Os (im begrenzten Intervall a<x<b) bewegen können und beidenen 
. die Kopplung W(1, 2) so eingerichtet ist, daß sie sich durch

t~n~i:~enEi~~~~s dringen können, sind die Eigenfunktionen Funktionen im Quadrat 
einfachen Systems (a < x1 :::::; b, a :S: x2 ~·;; b). Abb. 8 gibt die Eigenfunktionen der tief-
mit zwei gleichen T f K 1 N d f h h ( 

Partikeln. sten erme ür opp ung ull un ür sc wac e Kopplung durch 
~~:~~.~ua~~~;i~~: ihre Knotenlinien dargestellt). Im Falle Kopplung Null sind sie 
Bd.8,S.147.1929.) durch Quantenzahlen bezeichnet, die die Anzahlen der x 1- und 

der x2-Knoten angeben. 
In einem System mit drei gleichen Partikeln können wir die Symmetrie

charaktere folgendermaßen leicht herstellen. Ist u(1, 2, 3) eine Eigenfunktion, 
so ist auch 

u{1, 2, 3) + u(2, 3, 1) + u{3, 1, 2) + 1~(2, 1, 3) + u(1, 3, 2) + u(3, 2, 1) (1) 

eine, falls der Ausdruck nicht Null wird. Ist er von Null verschieden, so ist er 
in 1, 2, 3 symmetrisch, d. h. invariant gegen jede Permutation der drei Partikel. 
Aus einer in 1, 2, 3 symmetrischen Eigenfunktion kann man aber durch Permu
tieren der Partikel und Bilden von Linearkombinationen keinen neue Eigen
funktionen herstellen; eine Entartung wäre also zufällig. Bei Wegfall zufälliger 
Entartung ist dann schon die Ausgangsfunktion u ( 1, 2, 3) in 1, 2, 3 symmetrisch. 
Wir rechnen solche Terme und Eigenfunktionen zu einer Rasse, nämlich der 
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mit nichtentartetem symmetrischen Symmetriecharakter (123). Ist die oben
genannte Summe Null, so bilden wir 

u(1, 2, 3) + ~t(2, 1, 3), l 
u(1,2,3) +u(1,3,2), 

u(1, 2, 3) + u{3, 2, 1). 

(2) 

Ist mindestens eine davon von Null verschieden, so ist die Eigenfunktion ent
artet; man kann durch Vertauschen von Partikeln und Linearkombinieren eine 
Funktion herstellen, die in 1, 2 symmetrisch ist, eine solche, die in 2, 3 sym
metrisch ist, und eine solche, die in 3, 1 symmetrisch ist. Zwischen diesen drei 
Funktionen besteht noch eine Beziehung, so daß es nur zwei unabhängige Eigen
funktionen gibt. Wir rechnen solche Terme und Eigenfunktionen zu einer 
weiteren Rasse, der mit entartetem Symmetriecharakter (1-2, 3). Sind alle 
Summen (2) Null, so ist u(1, 2, 3) notwendig in 1, 2, 3 antisymmetrisch, d. h. 
bei Vertauschung irgend zweier Partikel wird sie mit -1 multipliziert. Sie ist 
nichtentartet, wenn wir von zufälligen Entartungen absehen. Solche Terme 
gehören zur dritten Rasse, der mit antisymmetrischem Symmetriecharakter 
({123}). 

Wir hätten die Rassen und Symmetriecharaktere auch so aufstellen können, 
daß wir erst 

u(1, 2, 3) - u(2, 1, 3) + u(2, 3, 1)- u(3, 2, 1) + u(3, 1, 2) - u{1, 3, 2) (3) 

bildeten. Wenn der Ausdruck nicht Null ist, ist u(1, 2, 3) nicht entartet und in 
1, 2, 3 antisymmetrisch .. Wenn der Ausdruck Null ist, bilden wir 

u(1, 2, 3) - u(2, 1, 3), I 
u{1, 2, 3) - u(1, 3, 2), 

u{1, 2, 3) - u(3, 2, 1); 
(4) 

wenn nicht alle drei Ausdrücke Null sind, ist u(1, 2, 3) entartet, und man kann 
Linearkombinationen bilden, die in 1, 2 antisymmetrisch sind, solche, die in 2, 3 
antisymmetrisch sind, und solche, die in 3, 1 antisymmetrisch sind. Sind alle 
drei Ausdrücke (4) Null, so ist u(1, 2, 3) in 1, 2, 3 symmetrisch. Mit diesem Ver
fahren erhalten wir also drei Rassen mit den Symmetriecharakteren {12 3}, 
{12}3, 12-3. Die Rassen {123} und 123 sind mit den oben so bezeichneten 
identisch; {12}3 ist, wie man durch Bilden von Linearkombinationen sofort 
sieht, mit 1 :2, 3 identisch. 

Im Falle dreier gleicher Partikel erhalten wir also drei Termrassen: zwei mit 
den nichtentarteten Charakteren 123 und {123} und eine mit dem entarteten Charak
ter 12, 3 oder { 12}3 und zu;ei unabhängigen Eigenfunktionen pro Term. 

Da 
j Ua * ( 1, 2, 3) f ( 12 3) ub ( 1, 2, 3) d 7: 

verschwindet, wenn f in 1, 2, 3 symmetrisch ist und ua und ub verschiedenen 
Symmetriecharakter haben, gilt die Auswahlregel: Terme verschiedener Rasse 
kombinieren nicht, auch nicht bei Strahlung von höheren Polen. 

Im Falle dreiergleicher Partikel, die sich auf einer Geraden bewegen können, 
sind die Eigenfunktionen Funktionen im dreidimensionalen Raum (x1 x2 x3). 

Schneidet man diesen Raum durch eine Ebene x1 + x2 + x3 = konst., so schneidet 
sie die Koordinatenachsen in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Das Ver
halten der Symmetriecharaktere wird anschaulich beschrieben durch den Verlauf 
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in diesem Dreieck. In Abb. 9 sind die notwendig vorhandenen Knotenlinien 
(Nullstellen) der Funktionen der drei Charaktere angegeben, beim entarteten 
Charakter in der antisymmetrischen Form. 

Bei Systemen mit drei gleichen Partikeln, die in erster Näherung unabhängig 
sind und in zweiter Näherung gekoppelt werden, schließen sich die Eigenfunk

tionen der zweiten Näherung bei von Null 
heranwachsender Kopplung stetig an sol
che Linearkombinationen der Eigenfunk
tionen erster Näherung 

u(1)v(2)w(3) Abb. 9. Symmetriecharaktere eines Systems mit drei 
gleichen Partikeln. 

(Nach HUND, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 788. 1927.) an, die die "richtige" Symmetrie haben, 
d. h. die Symmetrie eines der Symmetrie

charaktere. Wenn u, v, w die gleiche Funktion sind, so ist auch die Eigen
funktion zweiter Näherung symmetrisch in 1, 2, 3; es findet keine Aufspaltung 
statt. Wenn zwei der Funktionen gleich sind, wenn also eine Eigenfunktion 
erster Näherung 

u(1)v(2)v(3) 

ist, so ist zunächst der Term erster Näherung dreifach entartet. Er spaltet durch 
die Störung auf in einen nichtentarteten Term symmetrischen Charakters, dessen 
Eigenfunktion sich an 

u(1)v(2)v(3) + v(1)u(2)v(3) + v(1)v(2)u(3) 

anschließt und in einen Term entarteten Charakters, dessen Entartung natürlich 
bestehen bleibt. Die Eigenfunktionen schließen sich an an zwei Linearkombi
nationen, etwa der Funktionen (nichtnormiert) 

[u(1)v(2)- v(1)u(2)]v(3), 

[u(1)v(2) + v(1)u(2)]v(3)- 2v(1)v(2)u(3); 

ein Term antisymmetrischen Charakters geht aus der Aufspaltung nicht hervor. 
Im Falle, daß die Eigenfunktion erster Näherung u(1) v(2) w(3) mit drei ver
schiedenen Funktionen ist, hat der Term erster Näherung 3! = 6-fache Entartung. 
Es lassen sich bilden die Kombinationen 

[u(1) v(2) ±v (1) u(2)] w (3) + [v(1) w(2) ±w( 1) v (2)] u(3) +[w ( 1) u(2)±t{ (1) w (2)] v (3) 

mit dem +-Zeichen symmetrisch, mit dem --Zeichen antisymmetrisch. In 
zweiter Näherung spaltet also der. Term auf, es entsteht zunächst ein Term 
symmetrischen und ein Term antisymmetrischen Charakters. Die übrigen vier 
unabhängigen Linearkombinationen geben zwei Terme entarteten Charakters. 
Wie sich die Eigenfunktion auf diese beiden Terme verteilen, läßt sich durch 
Symmetriebetrachtungen allein nicht bestimmen. 

Durch ein ähnliches Verfahren, wie wir es bei zwei und drei gleichen Partikeln 
anwandten, lassen sich die Symmetriecharaktere bei n-Partikeln erkennen. 

Es gibt die Symmetriecharaktere Es gibt die Symmetriecharaktere 
der Form der Form 

u ( 1 ~- . Xl, A1 +1 -~ + A; ... 

.. ."i1Av + 1 .. · ±Av), 
1 1 
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die den Zerlcgungen der Zahl n in 

n = A1 + A2 + · · · + As 

entsprechen und die wir auch 

5 (J.l + A2 + ... + As) 
nennen. 

Zu dem angegebenen Charakter 
gehören die Eigenfunktionen, die durch 
Vertauschen der Partikel und Linear
kombination in solche übergeführt wer
den können, die in A1 Partikeln sym
metrisch sind, und nicht in solche, die 
in mehr Partikeln symmetrisch sind, 
die weiter durch Vertauschen der Indi-

8 

zes A1 + 1 ... ~Av und Linearkombi-
1 

nation in solche übergeführt werden 
können, die in A2 von diesen Indizes 
symmetrisch sind, und nicht in solche, 
die in mehr symmetrisch sind usw. Es 
ist also A1 > A2 > · · · > A8 • Wenn 
Ai = 1 (i ~ k) ist, so ist die Eigenfunk-

i 

tion in den Partikeln l:Av (i ~ k) anti-
symmetrisch. 1 

die den Zerlegungcn der Zahl n in 

n=A1+A.2+ ··· +As 

entsprechen und die wir auch 

nennen. 
Zu dem angegebenen Charakter 

gehören die Eigenfunktionen, die durch 
Vertauschen der Partikel und Linear
kombination in solche übergeführt wer
den können, die in A1 Partikeln anti
symmetrisch sind, und nicht in solche, 
die in mehr Partikeln antisymmetrisch 
sind, die weiter durch Vertauschen der 

8 

Indizes )1 + 1 ... _2: Av und Linearkom-
I 

bination in solche übergeführt werden 
können, die in A2 von diesen Indizes 
antisymmetrisch sind, und nicht in 
solche, die in mehr antisymmetrisch 
sind usw. Es ist also A.1 ? 1.2 ~ • • • > As. 
Wenn Ai= 1 (i> k) ist, so ist die Eigen-

' i 
funktion in den Partikeln l:A.v(i ::=:- k) 
symmetrisch. 1 

Für n = 3 haben wir also die schon bekannten Charaktere: 

5 (3): u(123) A (3): u({123}) 

5(2+1): u(12,3) A (2 + 1): u({12}3) 

5(1 + 1 + 1): u({123}) A (1 + 1 + 1): u(1Z3) 

Für n = 4: 

5(4): u(1234) A (4): u({1234}) 

5(3+1): u(123, 4) A (3 + 1): u({123}4) 
5(2 + 2): 1t(12, 34) A (2 + 2): tt({12}{34}) 

5(2 + 1 + 1): tt(12{34}) A (2 + 1 + 1): u({ 12}34) 

5(1+1+1+1): tt({1234}) A(1 + 1 + 1 + 1): u(1234) 

Für n = 4 lassen sich die antisymmetrisch definierten Charaktere in ähn
licher Weise wie bei n = 3 anschaulich machen, wenn man annimmt, daß die 
vier Partikel sich auf einer Geraden bewegen. Den vierdimensionalen (x1 x2 x3 x4)

Koordinatenraum denken wir uns durch den dreidimensionalen Raum 
x1 + x2 + x3 + x4 = konst. geschnitten. Die vier Koordinatenachsen erscheinen 
darin als Eckpunkte eines regulären Tetraeders. Die Symmetriecharaktere 
stellen wir in den antisymmetrischen Formen A (1 + 1 + 1 + 1), A (2 + 1 + 1), 
A (2 + 2), A (3 + 1), A (4) dar durch Funktionen in dem genannten dreidimen
sionalen Raum, die nur die notwendigen Knoten haben. Da uns die Gestalt 
des Würfels geläufiger ist als die des Tetraeders, sind die Symmetriecharaktere 
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in Abb. 10 in Würfeln dargestellt. Die Durchstoßungspunkte der vier Koordi
natenachsen x1 x2 x3 x4 sind vier der acht Würfelecken, von denen keine zwei 
zu einer Kante gehören (in der Abb. 10 ist die x4 entsprechende Ecke verdeckt). 

TJJ~~ 
3 
Abb. 10. Symmetriecharaktere eines Systems mit vier gleichen Partikeln. 

(Nach HUND, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 788. 1927.) 

Jeder der Symmetriecharaktere S ist mit einem der Symmetriecharaktere A 
identisch und umgekehrt. Für n = 4 ist z. B. 

S (4) identisch mit 
s (3 + 1) 
s (2 + 2) 
s (2 + 1 + 1) 

s (1 + 1 + 1 + 1) " 

A (1 + 1 + 1 + 1) 
A (2 + 1 + 1) 
A (2 + 2) 
A (3 + 1) 
A (4) 

Es gilt die Auswahlregel: Terme verschiedenen Symmetriecharakters kombinieren 
nicht miteinander. 

Das folgende Schema (Abb. 11) gibt die Zerlegungen von n und damit 
die Symmetriecharaktere, ferner (in Klammern) den Entartungsgrad für 

II~)\ 

/\/\ 
;\/l'"'7\ 

/\/b(Xl\7\ 
/1//>l'X'IY~K~ii\ 

6 5+1 Lf~o2 J.,_J '1+1-11 J+Zt-1 .J+1+1t-1 z.,z,.z bl+1+1 z".t+tn 1+1~o1+1'"''"1 
(1) (5} (9) (5} (10) (16} (10} (5) (9) (5) (1) 

Abb1 11. Symmetriecharaktere eines Systems mit n gleichen Partikeln. (Nach HuND, ZS. f. Pbys. Bd. 43, S. 788, 192i.) 

n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 an. Die Zerlegungen können sowohl für S (}.1 + A2 + · · . ) 
als auch für A (}.1 + },2 + · · ·) gelesen werden. Beim Übergang von S zu A 
ist das System an der Mittelachse zu spiegeln. (Für größere n, zum erstenmal 
für n = 8, gibt es mehr als eine Zerlegung, die beim Übergang von S nach A in 
sich selbst übergeht, da muß das Schema aus der Ebene heraustreten.) 

Wir haben noch den Fall zu betrachten, wo n gleiche Partikel in erster 
Näherung sich unabhängig bewegen und in zweiter Näherung gekoppelt werden. 
Wenn die n Partikel in erster Näherung alle im gleichen Zustand sind, so findet 
in zweiter Näherung keine Aufspaltung statt, es entsteht ein Term mit dem 
nichtentarteten Charakter S(n) gleich A (1 + 1 + 1 + · · · + 1). Wenn dien Par-
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tikel in erster Näherung sich irgendwie auf zwei Zustände verteilen, so entstehen 
(vgl. die Betrachtungen für n = 3) Terme mit Symmetriecharakteren S(A1 + }.2), 

wo n in nicht mehr als zwei Summanden zerlegt ist, oder A (2 + 2 + · · · + 1 
+ 1 + · · · ), wo keine höheren Summanden als 2 vorkommen. Allgemein, wenn 
die n Partikel sich irgendwie auf k verschiedene Zustände verteilen, so entstehen 
Terme mit Symmetriecharakteren S, wo n in nicht mehr als k Summanden zer
legt ist, oder A, wo keine höheren Summanden als k vorkommen. 

9. Magnetelektron und Pauliprinzip. Wir haben bisher den Einfluß des 
Elektronenspins ganz vernachlässigt. Entsprechend unserer Absicht, zunächst 
die Eigenschaften von Atom und Molekel im Falle sehr kleiner Spinkräfte zu 
untersuchen, wollen wir auch jetzt keine Annahme über diese Kräfte machen, 
sondern nur die Existenz des Spins voraussetzen. Wir nehmen also an, daß 
jeder bisher (d. h. ohne Spin) nichtentartete Zustand eines Systems mit einem 
Elektron nach Berücksichtigung des Spins zweifach entartet ist oder in zwei 
Zustände aufspaltet, deren Abstand mit verschwindendem Einfluß der Spin
kräfte gegen Null geht. Die beiden Eigenfunktionen seien u+ (xyz) und u_ (xyz) 
oder bei verschwindendem Spineinfluß 

tt(xyz) · (! 

u(xyz) · a, 
wo etwa e der Spinquantenzahl m, = +!. aderZahl m. =- t entsprechen mag. 
Die Gesamtheit dieser beiden Zustände nennen wir ein Dublett. Ein Zustand 
eines Systems mit mehreren Elektronen kann bei Einführung des Spins ebenfalls 
entarten oder aufspalten. Seine Eigenfunktionen seien 

U (x1 y1 z1 X '~>Y2 Z2 ••• XnYnZn) • (! ( 1 2 ... n), 

wo (! für so viele verschiedenen Funktionen steht, als die Termmannigfaltigkeit 
beträgt. Wir nennen die Termgruppe ein Singulett, Dublett, Triplett, Quartett 
usw., allgemein Multiplett, je nachdem sie aus einem Term, aus zwei, drei, vier 
usw. Termen besteht. Wir fassen also solche Terme zu einem Multiplett zu
sammen, deren Eigenfunktionen im Grenzfall verschwindenden Spineinflusses 
in gleicher Weise von den Ortskoordinaten abhängen. 

Bei einem System mit mehreren gleichen Partikeln und sehr kleinem Einfluß 
des Spins muß nun sowohl der "Bahnanteil" u der Eigenfunktion als auch die 
gesamte Eigenfunktion tt · (! einen der oben beschriebenen Symmetriecharaktere 
haben. Der Symmetriecharakter von u allein gilt dann nur sehr angenähert; 
die Näherung wird um so schlechter, je größer der Einfluß der Spinkräfte wird. 
Auch die aus den Symmetriecharakteren von u folgende Auswahlregel, daß 
Terme verschiedener Charaktere von u nicht kombinieren, gilt nur noch sehr 
angenähert; die Näherung wird auch um so schlechter, je größer der Einfluß 
der Spinkräfte wird. Daneben gilt aber der Satz, daß Terme verschiedenen 
Symmetriecharakters der ganzen Eigenfunktion u · (! nicht kombinieren, in 
voller Strenge. D. h. es ist nicht möglich, durch Strahlung oder Stoß, von Termen 
eines bestimmten Symmetriecharakters zu Termen eines anderen Charakters 
zu gelangen. Wir kommen in keinerlei Widerspruch mit den Sätzen der Quanten
mechanik, wenn wir den verschiedenen Symmetriecharakteren verschiedene 
Häufigkeit geben (analog etwa der Tatsache, daß 0-Atome häufiger sind als 
F-Atome). Diese Häufigkeiten wären dann empirisch zu bestimmen. 

Für den Fall, daß die gleichen Partikel Elektronen sind, ist diese Bestim
mung in dem FAULischen Prinzip (Ziff. 2) 1 schon erfolgt, das bei der korrespon
denzmäßigen Behandlung der quantenmechanischen Systeme aus der Zahl der 
quantentheoretisch möglichen Zustände bestimmte ausschloß. Es gab Auskunft 

1 Vgl. auch Kap. 1 ds. Bandes (RUBINOWICZ), Ziff. 24. 
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in dem Grenzfall, wo man die Terme des Systems durch Zustände der einzelnen 
Elektronen, also auch durch Quantenzahlen der einzelnen Elektronen beschreiben 
konnte und besagte, daß bei Wegfall aller Entartungen nur Terme vorkommen, 
bei denen keine zwei Elektronen im gleichen Zustand (mit Spin) sind, und daß 
durch bloßes Umbenennen der Elektronen keine neuen Terme entstehen. 

Um den Zusammenhang zwischen dem FAULischen Prinzip und unseren 
Symmetriecharakteren zu erkennen, betrachten wir diese für ein System, das 
in erster Näherung aus n ungekoppelten Elektronen mit Spin besteht, die in 
zweiter Näherung gekoppelt werden. Die Eigenfunktionen der zweiten Näherung 
schließen sich dann stetig an an bestimmte Linearkombinationen der Eigenfunk
tionen erster Näherung. Im Fallezweier Elektronen schließen sie sich an an Kombi
nationen der Funktionen u(1)v(2) · g(1)a(2). 

Wenn u und v dieselbe Funktion sind (gleich u), an Kombinationen von 

u(1)u(2) · g(1)e(2), 
u(1)u(2). e(1)a(2)' 
u(1)u(2) · a(1)e(2), 
u(1)u(2) · a(1)a(2), 

wenn u und v verschieden sind, an Kombinationen der acht Funktionen 

lt(1) v(2). e(1)e (2)' 
v ( 1) u (2) • e ( 1) e (2) , 
u(1) v(2). e(1Ja(2)' 
v(1)u(2). e(1)a(2). 

Wenn u und v dieselben Funktionen sind, sind dies 

symmetrisch j u ( 1) u (2) · e ( 1) e (2) , 

u(1)u(2) · a(1) a(2), 

u(1)u(2) · [u(1)a(2) + a(1)e(2)], 

antisymmetrisch u ( 1) u (2) . [e ( 1) (j (2) - (j ( 1) e (2)] ' 

wobei an Stelle der ersten drei auch irgendwelche drei Kombinationen dieser 
treten können. Statt des einen spinfreien Terms erhalten wir also vier Terme, 
ein symmetrisches Triplett und ein antisymmetrisches Singulett. Nach dem 
Pauliprinzip ist aber nur ein Term erlaubt; da die beiden Elektronen sich nur 
in der Spinquantenzahl unterscheiden können, müssen sie sich in dieser unter
scheiden (m8 = i und - i). Das Pauliprinzip besagt also hier, daß nur der 
Term vorkommt, der im ganzen antisymmetrisch ist. Diese Festsetzung muß 
dann aber für das ganze Termsystem gelten. Wenn u und v verschieden sind, 

gibt es die Kombinationen i e (1) e (2)' I 
[u(1)v(2) + v(1)u(2)] · a(1)a(2), symmetrisch, 

[e(1)a(2) + a(1)e(2)], 

[u(1)v(2) + v(1)u(2)] · [e(1)a(2)- a(1)e(2)], antisymmetrisch, 

!e(1)e(2), I 
[u(1)v(2)- v(1)u(2)] · a(1)a(2), antisymmetrisch, 

[e (1) a(2) + a(1)e (2)], 

[u(1)v(2)- v(1)u(2)] · [e(1)a(2)- a(1)e(2)], symmetrisch. 
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Davon sind vier antisymmetrisch, genau soviel, wie das Pauliprinzip erlaubt 
(m, = !, !; m. = !, - i; m. = -!, ·L m. = -i,- i). Terme, die ohne Spin 
symmetrisch waren, werden Singuletts; Terme, die ohne Spin antisymmetrisch 
waren, werden Tripletts. 

Auch für mehrere Elektronen erweist sich der Satz, daß nur Terme vor
kommen, die mit Spin antisymmetrisch sind, als identisch mit dem Pauliprinzip 
(HEISENBERG, DIRAC). Festsetzung aller Quantenzahlen der einzelnen Elektronen 
heißt hier, daß die Eigenfunktion erster Näherung 

u(1)e(1) · v(2)a(2) · w(3)1:(3) ... 

bis auf Permutationen der Elektronennummern festgelegt ist. Daraus läßt sich 
nur eine antisymmetrische Linearkombination bilden, nämlich die Determinante 

u(1)e(1) zt(2)e(2) u(3)e(3) 

v(1)a(1) v(2)a(2) v(3)a(3) 

w(1) 1:(1) w(2) 1:(2) w(3) 1:(3) 

Sie ist Null, wenn zwei Zeilen gleich sind, d. h. zwei Elektronen den gleichen 
Zustand haben; der eine Teil des Pauliprinzips ist also erfüllt. Sie ändert sich 
nicht oder höchstens ihr Vorzeichen, wenn Zeilen oder Spalten permutiert werden, 
d. h. die Elektronen umnumeriert werden; der zweite Teil des Pauliprinzips 
ist also auch erfüllt. 

Zur Aufstellung der Terme eines quantenmechanischen Systems, die mit dem 
Pauliprinzip verträglich sind, sind zwei Wege eingeschlagen worden. Auf dem 
ersten Weg wird das System zunächst (wie in Ziff. 8) ohne Spin behandelt, und 
dann wird untersucht, welche der ohne Spin auftretenden Symmetriecharaktere 
durch Zufügung der Spinanteile antisymmetrisch werden, und auf wieviele Weisen. 
Auf dem anderen, von SLATER1 eingeschlagenen Wege, wird angenommen, daß 
die Zustände des quantenmechanischen Systems sich in erster Näherung durch 
Quantenzahlen der einzelnen Elektronen mit Spin beschreiben lassen oder (was 
dasselbe ist) die Eigenfunktionen in erster Näherung Linearkombinationen von 

u(1)e(1) · v(2)a(2) · w{3)1:(3) ... 

sind. Dies ist keine Einschränkung der Allgemeinheit, da nur qualitative (von 
der Größe der Störung unabhängige) Eigenschaften der Störungsrechnung ge
braucht werden. SLATER zieht nun von vornherein nur solche Linearkombi
nationen in Betracht, die in den Elektronen antisymmetrisch sind, und unter
sucht ihr Verhalten bei Einführung der Kopplung der Elektronen. 

Untersuchen wir zunächst auf dem ersten Weg, welche der in Ziff. 8 auf
gestellten Symmetriecharaktere durch den Spin antisymmetrisch gemacht werden 
können. Für zwei Elektronen (n = 2) haben wir es festgestellt. Die ohne Spin 
symmetrischen Terme werden auf eine einzige Weise antisymmetrisiert, sie geben 
also Singuletts; die ohne Spin antisymmetrischen Terme werden auf drei Weisen 
antisymmetrisiert, sie geben also Tripletts. Für n = 3 können die ohne Spin 
symmetrischen Terme S(3) oder A (1 + 1 + 1) durch Zufügung des Spins über
haupt nicht antisymmetrisch werden. Der Spinanteil selbst müßte nämlich 
dann antisymmetrisch sein; da die drei Spins sich auf zwei Zustände verteilen, 
der Spinanteil also eine der Formen 

e(1)e(2)e(3), 
e (1) e (2) a(3) 

1 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 34. S. 1293. 1929. 



590 Kap. 4. F. HuND: Allgemeine Quantenmechanik des Atom- und Molekelbaues. Ziff. 9. 

hat und diese sich nicht in 1, 2, 3 antisymmetrisieren lassen, kommt das nicht 
vor. Die ohne Spin antisymmetrischen Terme 5 (1 + 1 + 1) oder A (3) können 
nur durch Zufügung eines symmetrischen Spinanteils antisymmetrisch bleiben. 
Das geht auf vier Weisen, mit 

e(1) e(2) e(3), 

e ( 1) e (2) a (3) + e ( 1) a (2) e (3) + a ( 1) e (2) e (3) ' 
e(1) a(2) a(3) + a(1) e(2) a(3) + a(1)a(2)e(3), 
a(1) a(2) a(3). 

Diese Terme werden also zu Quartetts. Die ohne Spin entarteten Terme 5 (2 + 1) 
oder A (2 + 1) können nur durch Zufügung eines entarteten Terms antisym
metrisch werden. Von den Produkten 

( 1 2, 3) • ( 1 2, 3) ' 
(12, 3) . ({12}3)' 

({12}3). (12, 3)' 

({12}3) . ({12}3) 

lassen sich die beiden mittleren antisymmetrisch machen. Diese Terme werden 
also zu Dubletts. Drei Elektronen im gleichen Zustand erster Näherung geben 
zunächst ohne Spin symmetrischen Charakter. Das Pauliprinzip schließt sie 
aus, da sie sich nicht antisymmetrisch machen lassen. Zwei Elektronen im gleichen 
Zustand und ein Elektron in einem anderen Zustand erster Näherung gibt ohne 
Spin einen symmetrischen und einen entarteten Term. Nur der letzte läßt sich 
antisymmetrisch machen und wird ein Dublett. Drei Elektronen in verschiedenen 
Zuständen erster Näherung geben ohne Spin einen symmetrischen, zwei ent
artete und einen antisymmetrischen Term. Die letzten drei lassen sich anti
symmetrisch machen und geben zwei Dubletts und ein Quartett. 

Für n gleiche Partikel ist das Ergebnis folgendes. Nur die Symmetrie
charaktere ohne Spin 5 (2 + 2 + · · · + 1 +1), die keine höheren Summanden 
als zwei 'haben, oder (was dasselbe ist) A (21 + 22), die nicht mehr als zwei Sum
manden haben, lassen sich durch Zufügung des Spinanteils antisymmetrisch 
machen. Physikalische Bedeutung haben von den Charakteren ohne Spin also 
nur folgende 

n=1: 5(1) 

2: 5 (2) 5 ( 1 + 1) 

3: 5(2+1) 

4: 5(2+2) 5(2+1 +1) 5 (1 +1 +1 +1) 

5: 5(2+2+1) 5(2+1 +1 +1) 5(1 +1 +1 +1+1) 

Wir numerieren sie durch eine Quantenzahl 5, die halb so groß ist als die Zahl 
der Einsen in der Zerlegung 5 (21 + 22 + ·. · ). Sie hat also die Werte 

n = 1: -} 
2: 0 1 
3: 1 3 

2 2 

4: 0 1 2 
5: t :J ;; 

2 2 
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Mit dieser Numerierung wird ein Term durch Zufügung des Spins zu einem 
(25 + 1)fachen; wir erhalten die Multipletts: 

n = 1: 
2: 

3= 
4: 
5: 

Dubletts 
Singuletts Tripletts 

Dubletts Quartetts 
Singuletts Tripletts Quintetts 

Dubletts Quartetts Sextetts. 
Die Quantenzahl S wird später (Ziff. 12) den Drehimpuls des Spinanteils der 
Eigenfunktion bezeichnen. 

Auf dem SLATERschen Wege gehen wir von einem bestimmten Zustand der 
einzelnen Elektronen aus. Bei zwei Elektronen kommen die Fälle u(1)u(2) 
und u ( 1) v (2) vor. Mit Spin erhalten wir im ersten Falle nur den einen Zustand 

u(1)e(1)u(2) a(2), 
die antisymmetrische Linearkombination gibt die Determinante: 

I u (1) e (1) u (2) e (2) [ = u (1) u (2) I e (1) e (2) I; 
u(1)a(1) u(2)a(2) 1 a(1)a(2) 

im zweiten Falle erhalten wir vier Zustände 

u(1)e(1)v(2)e(2), 

u(1)e(1)v(2)a(2), 

u(1)a(1)v(2)e(2), 

U (1) 0" (1) V (2) 0" (2), 
bzw. die vier antisymmetrischen Determinanten: 

lu(1) u(2) I 
v(1) v(2) ·e(1)e(2), 

lu(1)e(1) u(2)e(2)1· 
v(1)a(1) v(2)a(2) 

l
u(1)a(1) u(2)a(2) I, 
v(1)e(1) v(2)e(2) 

l
u(1) u(2)l·a(1)a(2). 
v(1) v(2) 

Die Störungsrechnung bei Einführung einer Kopplung ergibt solche Linear
kombinationen, die schon ohne Spin einen bestimmten Symmetriecharakter 
haben. Sie liefert statt der zweiten und dritten Determinante deren Summe 
und Differenz 

1 u (1) 

I V (1) 

I 
u (1) 

V (1) 

u(2)1·1e(1) 
v(2) a(1) 

-u (2) 1·1 e (1) 
v (2) a(1) 

-e (2) I, 
(j (2) 

e (2) I· 
(j (2) 

Bei verschwindendem Einfluß des Spins rücken die drei Terme, deren Eigen
funktionen ohne Spinanteil übereinstimmen, zusammen; sie bilden ein Triplett. 
Der vierte Term ist ein Singulett. 
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SLATER zeigt nun ganz allgemein, daß man die entstehenden Multipletts 
durch folgendes Abzählverfahren finden kann1. Zu jedem System von Zuständen 
der einzelnen Elektronen 2 schreibe man die mit dem Pauliprinzip verträglichen 
Werte der Quantenzahlen m8 auf und bilde für jede dieser Möglichkeiten 2' m8=M 8 . 

Diese M 8-Werte fasse man zu Gruppen M 8 = -S, -S + 1, -S + 2 ... S -1, S 
zusammen. Jeder solchen Gruppe entspricht ein Multiplett. Im Falle dreier 
nichtäquivalenter Elektronen (d. h. solcher, die ohne Spin in verschiedenem 
Zustand sind) erhält man 

m, Ms s 

t ! 1 " I ··········-2 : " 1 ~· _1 i I ··········-2 2 

! -! 1 t :J-t 2 (Dublett) 
1 -! -! -! 2 I (Quartett) 

-! t i t ]-t (Dublett) 
1 t -t 1 -2 -2 

I -! -t 1 -t -2 ··········-
1 -t -! _:J_ I ··········--2 2 

Im Falle von vier Elektronen, von denen zwei äquivalent sind, erhält man 

m, Ms s 

t -t t t ·············-! 
t -! ! -! 0 

~~: (~:i~~~~~~t]- 1 ! -! _1 1 0 
(Triplett) 

2 2 

1 -t -! -! -1 2 

Die m8-Werte der beiden äquivalenten Elektronen kann man natürlich aus dem 
Schema fortlassen. 

SLATER hat so auf Grund der Quantenmechanik die Berechtigung eines 
Verfahrens gezeigt, das schon früher halb aus korrespondenzmäßigen, halb aus 
empirischen Gründen benutzt wurde und von GounsMIT und HuND stammt 3• 

10. Systeme mit Spiegelungs- und Drehsymmetrien bei endlich vielen 
Symmetrieoperationen. Außer der Symmetrieeigenschaft, die in der Gleichheit 
von Partikeln besteht und die wir eben behandelt haben, und der Invarianz gegen 
Drehungen um beliebige Winkel (unendlich viele Symmetrieoperationen) können 
noch einige andere Fälle von Symmetrien wichtig sein. Bei einigen davon lassen 
sich die Symmetrieoperationen eineindeutig auf Permutationen abbilden; die Sym
metriecharaktere entsprechen dann den Charakteren bei Permutationen. Die Aus
wahlregeln können anders lauten. 

Die Systeme mit einer Symmetrieebene entsprechen den Systemen mit zwei 
gleichen Partikeln. Wir haben sie früher behandelt. Systeme mit den Symmetrie
elementen eines gleichseitigen Dreiecks (dreizählige Achse mit drei Spiegelebenen 
durch die Achse) entsprechen den Systemen mit drei gleichen Partikeln. Es 
gibt drei Symmetriecharaktere: einen symmetrischen, dessen Eigenfunktionen 
bei keiner der Symmetrieoperationen geändert werden, einen antisymmetrischen, 

1 Beim Beweis werden Drehungseigenschaftep. des Spins benutzt. 
2 Im Zentralfeld durch n l m1 beschrieben. Die Betrachtungen gelten aber unabhängig 

von der Annahme eines bestimmten Kraftfeldes. 
3 Vgl. F. HuND, Linienspektren. Berlin 1927. 
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dessen Eigenfunktionen bei Drehung nicht geändert, bei Spiegelung mit -1 
multipliziert werden, und einen entarteten (vgl. Abb. 9). Wir werden diesem 
Fall bei der Betrachtung einiger Molekeln (03 , NH3) begegnen. Systeme mit den 
Symmetrieelementen eines regulären Tetraeders entsprechen den Systemen mit 
vier gleichen Partikeln und haben die entsprechenden fünf Symmetriecharaktere 
(vgl. Abb. 10). Wir werden sie bei bestimmten Molekeln (CH4) anwenden. 

Andere Fälle, die auch bei Molekeln vorkommen können, sind Systeme 
mit einer p-zähligen Drehungsachse und Systeme mit einer p-zähligen Drehungsachse 
und p Spiegelebenen durch diese Achse. Im Falle der bloßen Drehungsachse 
haben wir p Symmetriecharak
tere k =0, 1, 2, ... , p -1, deren 
Funktionen bei Drehung um 2njp 

.k 
mit e 2"''11 multipliziert werden. 
Im Falle der Drehungsachse mit 
Spiegelebenen haben wir bei ge
radem p nichtentartete Charak-

tere k = 0 und k = -~-, und zwar 

je zwei; die Eigenfunktionen des 
einen multiplizieren sich bei Spie

2,r q-

.;;- J,+ 4-
Symmetriecharaktere für die SymmPtrien de> Quadrats 

und des regelmäßigen Sechsecks. 

gelung mit +1. die des anderen mit -1. Außerdem gibt es entartete Cha-

raktere k = 1, 2, ... , P - 1. Bei ungeradem p gibt es zwei nichtentartete 
2 p-1 

Charaktere k = 0 und die entarteten Charaktere k = 1, 2, ... , - 2-. Abb. 12 

gibt die Symmetriecharaktere für p = 4 und 6 an (reelle Eigenfunktionen durch 
den Verlauf der notwendigen Knoten gekennzeichnet). Die für p = 6 spielen 
z. B. beim Benzolring eine Rolle. 

11. Systeme mit Achsensymmetrie und Kugelsymmetrie. Bei Systemen 
mit nur einer Partikel und Achsen- oder Kugelsymmetrie konnten wir durch 
Separation der Variabeln den wichtigen Bestandteil der Eigenfunktionen explizit 
hinschreiben. Eine Partikel im achsensymmetrischen Kraftfeld ohne weitere 
Symmetrien ergab in Zylinderkoordinaten (zrcp) Eigenfunktionen 

u = f(z,r)eim<p, (m = 0, ±1, ±2, ... ) 

also nichtentartete Symmetriecharaktere, die mit m=O, ±1, ±2, ... bezeichnet 
und durch eimrp oder die Transformation 

u (cp + iX) = eim"' u (cp) 

beschrieben werden. Es gilt die Auswahlregel m---+ m, m---+ m ± 1. Eine Par
tikel im achsensymmetrischen Feld mit Spiegelungssymmetrie zu jeder Ebene durch 
die Achse ergab Eigenfunktionen 

u = f(z,r) ~fr~ ).cp, (Ä = 0, 1, 2, ... ) 

also Symmetriecharaktere, die mit ). = 0, 1, 2, ... bezeichnet werden und durch 

~f: Äcp oder die Transformationen bei Drehung 

und Spiegelung 

(
cosÄiX 

sin ), iX 
-sin A iX) 

bzw. (1) bei Ä = 0 
cosÄ iX 

(+1 0) 
0 -1 

bzw. (1) bei Ä = 0 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /l. 38 
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beschrieben werden. Für A > 0 sind sie entartet. Es gilt die Auswahlregel 
A-+ }., A-+ A ± 1. Statt der Zahlen A = 0, 1, 2, ... benutzt man zur Bezeichnung 
der Symmetriecharaktere auch die Symbole a, n, 0, . . . Eine Partikel im kugel
symmetrischen Kraftfeld ergab in räumlichen Polarkoordinaten (rDfP) die Eigen
funktionen 

u = f(r) · Yz(ß,fJ!), (!=0,1,2, ... ) 

also Symmetriecharaktere, die mit l = 0, 1, 2, . . . bezeichnet und durch die 
Kugelfunktionen Y1({},f[!) beschrieben werden. Die Beschreibung durch Trans
formationen ist hier nicht so leicht. Die Transformationen entsprechen den 
Drehungen eines starren Körpers und können durch drei Winkel rxßy beschrieben 
werden, die den bekannten EDLERsehen Winkeln entsprechen. Die Auswahlregel 
hieß l-+ l ± 1. Statt der Zahlen l = 0, 1, 2, ... benutzt man zur Bezeichnung 
der Symmetriecharaktere auch die Symbole s, p, d, . . . Bei Spiegelung am 
Zentrum (Umkehr aller rechtwinkligen Koordinaten) bleiben die Eigenfunktionen 
mit geradem l ungeändert, die mit ungeradem l werden mit -1 multipliziert. 

Wir betrachten jetzt die entsprechenden Fälle mit mehreren Partikeln. 
In einem System mit Invarianz gegen Drehung um eine Achse führen wir 

die Zylinderkoordinaten z1 , r1 , z2 , r 2 , •.. , das absolute Azimut fJ! der ersten 
Partikel und die relativen Azimute fP2 , f[!3 , •.• der übrigen Partikel gegen die 
erste ein. Auch hier läßt sich die Schrödingergleichung separieren. Man erhält 
Eigenfunktionen 

u=f(z1 ,r1 ,Z2 ,r2 ,fJ!2 , •.. )·eiM"', (M=O, ±1, ±2, ... ) 

und es sind dies alle. Man erhält auch hier nichtentartete Symmetriecharaktere, 
die mit M = 0, ±1, ±2 ... bezeichnet und durch eiM<r beschrieben wetden. Die 
mehr gruppentheoretische Schlußweise zeigt, daß die früher bei einer Partikel 
aufgetretenen Transformationskoeffizienten (Darstellungen) eillf"' alle sind, und 
erhält dann die durch M bzw. eiM"' beschriebenen Symmetriecharaktere. Die Form 
f · eil1fT der Eigenfunktion läßt sich dann auch sofort schließen (FouRIERscher 
Satz). Aus der Form der Eigenfunktion folgt der feste Wert A1 · 'Ii des Dreh
impulses um die Symmetrieachse und die Auswahlregeln M -~ M, M-+ M ± 1 
mit den entsprechenden Polarisationsangaben. 

In einem System mit Invarianz gegen Drehung um eine Achse und gegen 
Spiegelung an federEbene durch diese Achse können wir in den gleichen Koordinaten 
separieren. Man erhält Eigenfunktionen 

peiM'r und p*e-iM'P 

zum gleichen Eigenwert und kann daraus die reellen Eigenfunktionen 

f cosAfJ! + g sin Af[!, 

f sin Af[!- g cosAq:-, 

für A = 0 nur eine Funktion p = p* = f bilden. Für M = A = 0 ist p = p* 
in bezug auf die Spiegelung (f[!,.-+ -f[!,.) symmetrisch oder antisymmetrisch. 
Für A > 0 läßt sich für die einzelne Eigenfunktion keine solche Aussage machen. 
Wir erhalten also nichtentartete Symmetriecharaktere A = 0 mit in f{lv geraden 
und solche mit in f{lv ungeraden Eigenfunktionen, außerdem entartete Symmetrie
charaktere A = 1, 2, 3, . . . . Die geraden Symmetriecharaktere A = 0 werden 
auch mit dem Symbol _2'+, die ungeraden A = 0 mit dem Symbol _2'- bezeichnet 
und die Charaktere A = 1, 2, 3, ... mit den Symbolen II, LI, <P, . ... Es gelten 
die Auswahlregeln A-+ A, A-+ A ± 1, für .2'-Terme nur _2;+ ++ _2;-. Die Zu
stände peiM"' haben festen Wert des Drehimpulses um die Achse. Die gruppen-
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theoretische Schlußweise zeigt, daß die früher bei einer Partikel aufgetretenen 
Transformations-Koeffizientenschemata (Darstellungen) für A > 0 

bei Drehung und 

(
cosA <X 

sinA,x 
-sinA,x) 

cosA <X 

-~) 
bei Spiegelung auch alle sind und für A = 0 die Einheitstransformation bei 
Drehung und .(±1) bei Spiegelung vorkommen. 

Im Falle der Invarianz gegen alle Drehungen um einen Punkt und gegen Spiege
lung an feder Ebene durch diesen Punkt kann man die Symmetriecharaktere 
nicht durch Separation finden. Man muß sich begnügen, die Symmetriecharaktere 
durch die Transformationen zu beschreiben, die das System der zu einem Term 
gehörigen Eigenfunktionen erfährt bei Ausführung der Symmetrieoperationen 
(Drehung und Spiegelung) mit den Koordinaten. Die Symmetrieoperationen sind 
dieselben wie bei einer Partikel im kugelsymmetrischen Feld; sie sind Drehungen, 
die durch drei Winkel <X, ß, y beschrieben werden können, oder sie sind aus 
einer solchen Drehung und Spiegelung am Symmetriepunkt (Vorzeichenumkehr 
aller rechtwinkligen Koordinaten) zusammengesetzt. Es liegt die Annahme nahe, 
daß die Transformationsmatrizen der Symmetriecharaktere im wesentlichen die
selben sind wie früher bei einer Partikel. Die gruppentheoretische Untersuchung 
zeigt, daß die Transformationsmatrizen bei Drehung die gleichen sind wie bei 
den Kugelfunktionen Y(fhp), deren Ordnung wir hier L nennen wollen, und daß 
bei Spiegelung am Symmetriepunkt die Funktionen mit ±1 multipliziert werden. 
Es gibt also Symmetriecharaktere L = 0, 1, 2, ... , wovon feder noch in den recht
winkligen Koordinaten gerade oder ungerade sein kann; wir bezeichnen entsprechend 
die Charaktere außer mit der Zahl L noch mit dem Index g oder u. Für L = 0, 
1, 2, ... sind auch die Symbole S, P, D, ... üblich; ihnen wird g oder u als 
unterer Index angefügt. Der EntarJungsgrad ist 2 L + 1. Es gilt die Auswahl
regel g +-->- u, und mit gruppentheoretischen Methoden beweist man L ~ L, 
L ± 1 (bei einer Partikel nur l ~ l ± 1). 

Ein wichtiger Fall ist der, daß ein System genähert invariant ist gegen eine 
beliebige Drehung um einen Punkt und streng invariant gegen Drehungen um eine 
Achse (z. B. Atom im elektrischen oder magnetischen Feld). In diesem Fall hat 
man eine Störungsrechnung auszuführen; das ungestörte System hat die größere 
Symmetrie und (2L + 1)fach entartete Terme. Die Störung zerstört diese 
Symmetrie und läßt nur die Achsensymmetrie bestehen. Die Eigenfunktionen 
des gestörten Systems schließen sich stetig an an bestimmte Linearkombina
tionen der miteinander entarteten ungestörten Eigenfunktionen (s. allg. Störungs
verfahren in Ziff. 5); diese müssen natürlich die für das gestörte System gültigen 
Symmetriecharaktere haben. In unserem Fall genügt diese Vorschrift zur ein
deutigen Bestimmung dieser Linearkombinationen. 

Im Falle nur einer Partikel hat man aus den Kugelfunktionen Y 1({}cp) die 
Kombinationen zu bilden, die von cp wie eim'r abhängen, also die Kugelfunktionen 
der Form Y7'({}cp) =P'('(1J)eim'r (m =-l ... l). Im Falle, daß das gestörte System 
auch gegen Spiegelung an jeder Ebene durch die Achse invariant ist, bleiben 
natürlich P;n ({})eimcp und P;"' (1J) e-im'r' miteinander entartet. Man erhält also 
durch die Störung eine Aufspaltung der (2l + 1)fach entarteten Terme in 21 + 1 
Terme mit den Symmetriecharakteren m = -l ... l im Falle bloßer Drehungs
symmetrie und in l + 1 Terme mit den Symmetriecharakteren .?. = 0, 1, .. . l, 
im Falle von Drehspiegelungssymmetrie. 

38* 
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Im allgemeinen Fall mehrerer Partikel verhalten sich die Eigenfunktionen 
in bezug auf ihre Transformationseigenschaften wie die Kugelfunktionen. Auch 
hier erhalten wir bei Zerstörung der Kugelsymmetrie unter Erhaltung von 
Achsensymmetrie (ohne Spiegelung) eine Aufspaltung in Terme mit M = - L ... L, 
im Falle der Achsensymmetrie mit Spiegelung in Terme mit A = 0, 1, ... , L. 
Dabei entsteht .J.'+ aus SgDg ... PuFu .. . , _E- aus SuDu ... P_9 F" ... 

Ein anderer wichtiger Fall ist der, daß mehrere Systeme, die in erster Näherung 
alle eine bestimmte Symmetrie haben, in zweiter Näherung zu einem Gesamtsystem 
gekoppelt werden, das nur als Ganzes diese Symmetrie hat. Im Fall der bloßen 
Invarianz gegen Drehung um eine Achse wird in der ersten Näherung ein Term 
des Gesamtsystems einfach durch Terme aller Teilsysteme beschrieben, also 
durch Angabe der Zahlen m1 m2 ••• oder der Eigenfunktionen f1 (x1)eim,''\ 
/ 2 (x2)eimo'P•, wo x die Relativkoordinaten ersetzt. Das ungestörte System hat 
keine notwendige Entartung (wenn einige der Teilsysteme gleich sind, so treten 
- von unserem augenblicklichen Standpunkt aus zufällige - Entartungen auf). 
Die Eigenfunktion des gestörten Systems - der zweiten Näherung - schließt 
sich stetig an an 

sie wird bei Drehung um IX mit ei(m,+m,)" multipliziert, hat also den Symmetrie
charakter M = m1 + m2 . 

Im Fall der Kugelsymmetrie der Teilsysteme in erster Näherung und Kugel
symmetrie des Ganzen in zweiter Näherung übersieht man die Verhältnisse 
dann leicht, wenn man immer diejenigen unabhängigen Eigenfunktionen wählt, 
die einen bestimmten Symmetriecharakter zu einer festen Achse haben, oder 
(was dasselbe ist) wenn man sich eine Störung eingeführt denkt, die bloß die 
Achsensymmetrie läßt, und die Störung zuletzt wieder beseitigt. Aus den Termen 
der Teilsysteme mit den Symmetriecharakteren l1 und l2 macht dieses Zusatz
feld Terme mit m1 = -11 , -l1 + 1 ... l1 und m2 = -12, -l2 + 1 ... l2. Die 
Kopplung macht daraus Terme des Gesamtsystems mit den AI-Werten (l1 ~ · 12) 

- (ll + 12) - (ll + 12) + 1 (ll + 12) - 1 ll + 12 

- {ll + l2) + 1 (ll + 12) - 1 

Die Beseitigung des Zusatzfeldes gibt Terme des Gesamtsystems mit L = 11 + 12 , 

l1 + l2 - 1 ... ll1 - l2 l. Bei der Kopplung von Systemen mit Kugelsymmetrie 
zu einem Gesamtsystem mit Kugelsymmetrie addieren sich die L-Werte wie Vektoren. 
Die Entscheidung, ob die entstehenden Terme gerade oder ungerade (g, u) in 
bezug auf das Symmetriezentrum sind, ist einfach, indem schon die miteinander 
entarteten ungestörten Terme alle denselben Index g oder u haben. Er bestimmt 
sich aus den Indizes der Terme der einzelnen Elektronen nach der Regel, daß 
das Produkt aus g und g oder u und u gerade, das aus g und u ungerade ist. Dieser 
so bestimmte Index bleibt natürlich auch nach der Kopplung erhalten. 

12. Einfluß des Spins auf die Drehungseigenschaften. Bei der korrespondenz
mäßigen Behandlung der quantenmechanischen Systeme wurde jedem Elektron 
ein Spin mit dem Drehimpuls i 'Ii (s = !) und einem magnetischen Moment 
gegeben (Hypothese von GoUDSMIT"und UHLENBECK). Bei geeigneter Abstufung 
der Kräfte konnte die Termmannigfaltigkeit durch Zusammensetzen der Dreh
impulsvektorenbestimmt werden. Bei frei drehbarem System war der Gesamt
drehimpuls gequantelt, er wurde J · 'Ii gesetzt, wo J ganzzahlig war bei gerader 
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Anzahl von Elektronen und gleich -}, -~, ~·, ... bei einer ungeraden Anzahl von 
Elektronen. War außerdem der Einfluß des Spins klein, so wurden in erster 
Näherung die Terme durch eine Quantenzahl L beschrieben (L · 'Ii war Dreh
impuls ohne Spin); das Ergebnis der Zufügung des Spins war die Zusammen
setzung des Vektors L mit einem Vektor S zu dem Vektor ]. Der Vektor S 
entstand selbst wieder durch vektorielle Zusammensetzung der s = ! der einzelnen 
Elektronen. Bei zwei Elektronen konnte S gleich 0 oder 1, bei drei Elektronen 
.\ oder :l, bei vier Elektronen 0, 1 oder 2 sein. Nicht zu verstehen war in der 
korresp~ndenzmäßigen Behandlung, weshalb Terme, die alle anderen Quanten
zahlen (z. B. L und die Quantenzahlen der einzelnen Elektronen) gemeinsam 
hatten und sich durch S unterschieden, so weit voneinander entfernt waren, 
wie die Erfahrung zeigte (Singuletts und TripJetts der Erdalkalien). Nahm man 
das aber einmal hin, so war alles übrige durch Vektorzusammensetzung erklärbar. 

Die streng quantenmechanische Behandlung hatte zunächst das Ergebnis 
geliefert (Ziff. 8), daß Terme mit gleichen Quantenzahlen der einzelnen Elek
tronen schon ohne Spin energetisch verschieden sind, je nach dem Symmetrie
charakter in bezug auf die Permutation der Elektronen (den wir oben mit S 
bezeichneten), ferner (Ziff. 9), daß dieser Symmetriecharakter die Multiplizität 
bestimmt, die der Term bei Zufügung des Spins erhält. Was noch fehlt, sind 
die Drehimpulseigenschaften der Terme mit Spin. Die allgemeine Untersuchung 
ist nur mit verwickelten gruppentheoretischn Überlegungen möglich. Sie 
wurde von WIGNER und v. NEUMANN durchgeführt 1. Interessiert man sich nur 
für die Termmannigfaltigkeit eines Atoms oder einer Molekel, so kann man das 
obenerwähnte Verfahren von SLATER (Ziff. 9) benutzen, durch das die gruppen
theoretischen Überlegungen vermieden werden. Für viele Fälle (z. B. Verhalten 
im Magnetfeld) braucht man aber die allgemeinen Untersuchungen. 

Wir wollen uns hier darauf beschränken, am einfachsten Fall zu zeigen, 
wie der Spin gruppentheoretischer Behandlung unterworfen werden kann, und 
dann die Ergebnisse berichten. 

Das Verhalten eines Spins allein wird durch zwei Eigenfunktionen (! und a 
beschrieben, die im Magnetfeld zu verschiedenen Termen gehören, ohne Feld 
miteinander entartet sind. Die Analyse der Spektren hat darzu geführt, dem 
Spin einen Drehimpuls ! · 'Ii zuzuschreiben. Wenn wir ein Feld in der z-Richtung 
annehmen und mit (! den Zustand bezeichnen, dessen Drehimpuls in der Feld
richtung +! · 'Ii ist, mit a den Zustand, dessen Drehimpuls in der Feldrichtung 
-! 'Ii ist. so muß (! bei einer Drehung des Koordinatensystems um die z-Achse 

i i -- "' +· ·0< um den Winkel lX (cp ->- cp - a) mit e 2 und a mit e 2 multipliziert werden 
(Ziff. 7 und 11). Bei Drehung um lX = 2n wiederholen sich also die Funktionen e 
und a nicht, erst bei Drehung um 4n. Sie sind zweideutige Funktionen. Ohne 
Feld sind (! und a entartet. Sie seien aber so definiert, daß bei Einschalten 
eines Feldes in der z-Richtung die Eigenfunktionen sich stetig an e und a an
schließen. Bei Einschalten eines Feldes in einer Richtung, die mit der z-Richtung 
einen Winkel ß einschließt, schließen sich die Eigenfunktionen an zwei orthogo
nale Linearkombinationen von (! und a an. Wir können sie schreiben 

(!ß = u cosb- asinb, 

aß = (! sin b + a cos b . 

Für ß = 0 wird offenbar b = 0. Für ß = n muß ein ±a, a in ±e übergehen; 
es ist also b = ß/2. Bei einer Drehung des Koordinatensystems, die durch die 

1 Vgl. die Bücher von \YIGNER, WEYL und VAN DER \VAERDEN. 
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Winkel fXßy beschrieben ist (die z-Achse wird in der durch fX bestimmten Rict
tung um den Winkel ß geneigt und dann wird um y um die neue Achse gedreht), 
ändern sich die Eigenfunktionen e und -c folgendermaßen: 

i i i i 
- -2-<X jJ_ - 2 1'- -2". ß +-2y 

(!a:{iy - (!ooo • e COS 2 e Gooo e Sill 2 e , 

+'" ß -~r +'" ß +jr 
Ga:ßJ• = (!ooo • e 2 sin -2- e 2 + Gooo e 2 COS 2 e 2 

Die Gruppentheorie zeigt auch, daß 

( 

i i 
--<X ß --y 

e 2 cos- e 2 
2 

i i 
e +2" sin .f!_ e-2r 

2 

die einzige zweireihige Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe ist. Die 
gruppentheoretische Behandlung der Systeme mit Spin geht nun so vor, daß 
sie aus dem Verhalten der Eigenfunktionen gegen Drehung ähnliche Schlüsse 
zieht, wie es oben (Ziff. 11) für den spinfreien Fall angedeutet ist. Einige Er
gebnisse seien hier angegeben: 

Bei Systemen mit Invarianz gegen Drehungen um eine Achse gibt es Symme
triecharaktere, die bei einer geraden Zahl von Elektronen mit M = 0, ± 1, ±2, ... be
zeichnet werden, bei einer ungeraden Zahl von Elektronen mit M =±}, ± '~, ±-%, ... 
Bei Drehung des Koordinatensystems um fX werden die Eigenfunktionen mit 
e-iMa: multipliziert. Die Zustände haben feste Werte des Drehimpulses um die 
Achse, nämlich M · n. Die Zustände sind nicht entartet. 

Bei Systemen mit Invarianz gegen Drehungen um eine Achse und Spiegelung 
an t"eder Ebene durch die Achse gibt es Symmetriecharaktere, die bei gerader 
Anzahl von Elektronen mit Q = 0, 1, 2, ... , bei ungerader Anzahl von Elek
tronen mit Q = t, f, t, ... bezeichnet werden. Für Q =0 gibt es einen +-und 
einen --Charakter. Die Charaktere mit Q = 0 sind nichtentartet, die anderen 
haben das Gewicht 2. Bei Drehung des Koordinatensystems um fX werden die 
entarteten Eigenfunktionen mit dem Koeffizientenschema 

(
cosQ fX - sin Q fX) 
sin Q fX cosQ fX 

transformiert, die nichtentarteten bleiben ungeändert. Bei Spiegelung werden 
die nichtentarteten entweder mit +1 oder mit -1 multipliziert. 

Bei Systemen mit Invarianz gegen Drehung um einen Punkt und Spiegelung 
an ieder Ebene durch diesen Punkt gibt es Symmetriecharaktere, die bei gerader 
Anzahl von Elektronen durch I= 0, 1, 2, ... , bei ungerader Anzahl von Elek
tronen durch I= t, f, t, ... bezeichnet werden, außerdem durch einen Index g 
oder u, der das Verhalten bei Spiegelung angibt. Sie sind (2I + 1)fach ent
artet. Die Zustände habe!} einen festen Wert des Gesamtdrehimpulses; sein 
Quadrat ist ](] + 1). li,2. 

Wichtig ist der Fall, wo in erster Näherung der Spin vernachlässigt werden 
kann und in zweiter Näherung hinzugefügt wird und wo außerdem in beiden 
Näherungen eine Drehungssymmetrie vorhanden ist, sagen wir Invarianz gegen 
Drehung um einen Punkt und gegen Spiegelung an jeder Ebene durch diesen 
Punkt. Die Terme erster Näherung sind durch g oder u, L und S beschrieben 
(Ziff. 9, 11). Sie können in zweiter Näherung aufspalten und es entstehen Terme 
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mit ]=L+S,L+S-1, ... ,[L-Sf; die Vektoren L undS werden zu
sammengesetzt. g und u bleiben ungeändert. 

13. Die statistische Methode von THoMAs und FERMI. Für Systeme mit 
Kraftzentren und vielen Elektronen gab THOMAS und unabhängig von ihm 
FERMI1 eine Methode an, mit der man die Verteilung der Elektronenladung ge
nähert berechnen kann. Sie arbeitet mit folgenden Voraussetzungen. Wir 
denken uns die Ladung der Elektronen stetig verteilt; das Potential hängt 
dann mit der Ladungsdichte durch die PorssoNsche Gleichung zusammen 

L1U = -4ne = 4nne, ( 1) 

wo n die Zahl der Elektronen in der Raumeinheit ist. Die Quantentheorie wird 
nur in der Forderung benutzt, daß in jeder Zelle h3 des Phasenraums für die 
Translationsbewegung eines Elektrons höchstens zwei Elektronen sitzen (Pauli
prinzip = Fermistatistik). Wenn wir uns auf den Grundzustand beschränken, 
so heißt das, daß unterhalb einer bestimmten Bahnenergie genau zwei Elektronen 
in einer Zelle sind, darüber keine. Für jede Wahl der drei Ortskoordinaten im 
Phasenraum ist also der zugängliche Impulsraum eine Kugel, die die Punkte 

p2 -
2 m -eU~-eU0 , 

p =:=:; V2me(U- U0 ) 

enthält. U 0 ist dabei das äußerste Potential, das die Elektronen erreichen können. 
Wenn wir diese Kugel gleichmäßig mit der Dichte 2/h3 anfüllen, erhalten wir n 
als Funktion des Ortes 

2 4"' [ (U U )]" n = h,f • 3 2me - 0 '. (2) 

Die PorssoNsche Gleichung (1) und die Forderung (2) der Fermistatistik geben 
für U die Differentialgleichung 

;J U = rx(U- U0)1 (3) 
mit 

iX= 

t3 2 :~ r. 
2 2 "" m 2 e 2 

3h3 

für die Gebiete, wo Elektronen sind, und L1 U = 0 für die übrigen Gebiete. 
Die einzelnen besonderen Fälle unterscheiden sich nun durch die Rand

bedingung für U und die Gesamtzahl der Elektronen. In einem Atom wird U 
eine Funktion von r allein; für r = 0 hat Ur den Grenzwert Ze, die Kernladung. 
Die Stelle U = U 0 bezeichnet den "Rand" r 0 des Atoms. Mit U 0 = 0 erhalten 
wir innerhalb des Randes die Differentialgleichung 

d2 u + 2 du_ = rx ui -dr2- -;,- dr 

und mit den Transformationen 

rU=cp·eZ, 

die einfache Gleichung 

(4) 

1 L. H. THOMAS, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 23, S. 542. 1927; E. FERMI, ZS. f. 
Phys. Bd. 48, S. 73. 1928; Leipziger Vorträge 1928, S. 95. 
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mit der Bedingung tp (0) = 1. Der· Rand wird bestimmt durch die Zahl z der 
Elektronen 

/~0 rr:x '\ 
z = . n · 4 n r 2 d r = . e U' r 2 d r . 

0 0 

Mit x und tp geschrieben, lautet die Bedingung 

z ( d2 rp Z = xdx2dx 
und mit partieller Integration 

z = 1 + [x ~J'_]x" = 1 + X m' (x ) . Z dx 0 Or o (5) 

Die Gleichung (4) hat mit tp(O) = 1 eine einparametrige Lösungsschar, die etwa 
das in Abb. 13 angegebene Verhalten zeigt. Im Grenzfall tp (=) = tp' (=) = 0 

ist gerade z = Z, in den Fällen 
darunter ist z < Z, in den Fällen 
darüber gibt es kein endliches z. 
Das THoMAS-FERl\IIsche Modell der 
neutralen Atome reicht ins Un
endliche, das Modell der positiven 
Ionen hat endliche Ausdehnung. 
Für negative Ionen ist die Methode 

(J
c__ __ _._"__,~__"z.._ __ .J.L_ ___ 

11
c__ __ _l.f __ x der strengen Lösung von (4) nicht 

T brauch bar. 
Abb. 13. Lösungen der Fermisehen Differentia1gleichung für 

das Atom. DieDifferentialgleichung ( 4) ist 
für neutrale Atome, tp (=) = 0, von 

FERMI numerisch, von BusHund CALDWELL mit einer Maschine gelöst worden. Die 
genauesten Tabellen sind die von FERMI in den Leipziger Vorträgen 1928 und die 
von BusHund CALDWELL, Phys. Rev. Bel. 38, S. 1898. 1931. Durch leichte Rech
nung ergibt sich tp auch aus Tabellen von E. B. BAKER, Phys. Rev. Bel. 36, 
S. 630, 1930; diese Tabellen sind auch brauchbar zur Berechnung von tp für 
positive Ionen (T wird schon im Endlichen Null) 1• Anwendungen auf Atome 
und Molekeln sollen später erwähnt werden (Ziff. 20 u. 33). 

II. Theorie der Atome 2• 

14. Allgemeines. Bei der Behandlung eines Atoms, das keinen äußeren Kräften 
unterliegt, wird man zunächst Schwerpunktskoordinaten und R.elativkoordinaten 
zum Kern einführen. Damit zerfällt die Schrödingergleichung in zwei Gleichungen; 
die eine liefert die Bewegung des Schwerpunktes, die andere die innere Bewegung 
des Atoms. Die letztere ist zugleich die Schrödingergleichung eines Systems 
mit dem Kern als festem Kraftzentrum (die Masse der Elektronen ist in diesem 
System geringfügig verändert). Die Abseparation der Schwerpunktsbewegung 

1 Die Verwendungsweise von BAKER ist jedoch nicht richtig. 
2 An Darstellungen der Theorie der Atome oder wesentlicher Teile daraus seien außer 

den oben genannten in Bd. XXI ds. Handb. noch einige erwähnt (da viele Ergebnisse durch 
die neue Quantenmechanik wenig beeinflußt worden sind, sind solche darunter, die von ihr 
keinen wesentlichen Gebrauch machen): A. SoMMERFELD, Atombau und Spektrallinien. 
Bd. I, 5. Aufl. Braunschweig 1931; F. HUND, Linienspektren und periodisches System der 
Elemente. Berlin 1927; L. PAULING u. S. GouDSMIT, The structure of line spectra.. New York 
1930; E. BAcK u. A. LANDE, Zeemaneffekt und Multiplettstruktur. Berlin 1925; W. GRO
TRIAN, Graphische Darstellung der Spektren von Atomen und Ionen mit ein, zwei und drei 
Valenzelektronen. 2 Bde. Bcrlin 1928. 
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ist auch noch möglich, wenn das Atom unter dem Einfluß eines homogenen 
äußeren Feldes (magnetischen oder elektrischen Feldes) steht. 

Die Schrödingergleichung des freien Atoms (mit n Elektronen) ist invariant 
gegen eine beliebige Drehung aller Elektronen um den Kern und gegen eine 
Spiegelung aller Elektronen am Kern (Überführung von x1 , y1 , z1 , x2 , y2 , Z2 .•• 

in -x1 , -y1 , -z1 , -x2 , -y2 , -z2 •. . ), außerdem wegen der Gleichheit der 
Elektronen gegen beliebige Permutationen der Elektronen. Wegen der zuletzt 
genannten Symmetrie zerfallen die Terme, die auf Grund der Schrödingergleichung 
möglich sind, in verschiedene nichtkombinierende Termsysteme mit verschiede
nem Symmetriecharakter. Das Pauliprinzip besagt, daß von diesen Termsystemen 
nur ein einziges, nämlich das antisymmetrische, wirklich existiert. Wegen der 
Kugelsymmetrie um den Kern zerfallen die Terme in Symmetriecharaktere, die 
je nach dem Verhalten der Eigenfunktionen bei Drehung bei geradzahligem n 
mit J = 0, 1, 2, ... , bei ungeradzahligem n mit J = ·1, ·i, ~' ... bezeichnet werden 
und je nach dem Verhalten bei Spiegelung am Kern mit g oder u (gerade oder 
ungerade). Der Drehimpuls eines Terms ist J · h. Das statistische Gewicht ist 
2] + 1, wenn nicht noch eine andere Entartung vorliegt; in dem letzteren 
Falle hat es den Faktor 2] + 1. Für Dipolstrahlung gilt die Auswahlregel 
J--+ ], J-->- J ± 1, wobei J = 0 nicht mit J = 0 kombiniert, und es kombinieren 
gerade Terme nur mit ungeraden und umgekehrt. Weitere Angaben können 
wir über das freie Atom erst machen, wenn bestimmte Voraussetzungen über 
die Größenordnung der Kräfte gelten. 

Sitzt das Atom in einem homogenen Magnetfeld, so haben wir nur noch 
Rotationssymmetrie um die Feldrichtung. Die Terme werden durch eine Quanten
zahl M bezeichnet, die bei gerader Anzahl der Elektronen die Werte 0, ±1, ±2, ... , 
bei ungerader Anzahl der Elektronen die Werte ± L ±-L ±1, ... hat. Die Terme 
sind nicht entartet. Der Drehimpuls um die Feldrichtung ist M · 'Ii. Dipol
strahlung, die parallel zum Feld schwingt, entspricht Übergängen M-->- M; 
Dipolstrahlung, die senkrecht zum Feld schwingt, entspricht M-->- M ± 1. 
Lassen wir das Magnetfeld von Null her wachsen, so spaltet ein feldfreier Term 
mit bestimmtem J auf in 2] + 1 Terme mit M = - ], - J + 1, - J + 2, ... ,]. 
Eine Störungsrechnung ergibt die magnetische Energie proportional M und dem 
Feld I~ I; man schreibt sie häufig in der Form 

W a =M•g•'/i_!_ __ I'C:.I 
ma~n 2 mc "d 

und beschreibt damit die Aufspaltung durch Angabe von J und dem "LANDEschen 
g-Faktor". Die Schreibweise dient zum Vergleich mit der Aufspaltung eines 
Terms, auf den der Spin keinen Einfluß hat (also Singuletterm im Sinne von 
Ziff. 9) 

W magn = M ' h 2 :.;; I~ I · 
Über g können wir nur etwas aussagen, wenn noch andere (nicht durch J be
zeichnete) Eigenschaften des Terms bekannt sind. 

Bei einem Atom in einem homogenen elektrischen Feld haben wir Rotations
symmetrie um die Feldrichtung und Invarianz gegen Spiegelung an jeder Ebene 
durch die Achse. Die Terme werden durch eine Quantenzahl IM I oder A te
zeichnet. Die Terme mit IM I > 0 haben das Gewicht 2. Die Terme mit IM I = 0 
können noch durch + oder - bezeichnet werden, je nach dem Verhalten bei 
Spiegelung an einer der genannten Ebenen. 

Vlenn man aus den empirisch gefundenen und ausgewerteten Spektrallinien eines Ele
ments Schlüsse ziehen will auf den Bau seiner Elektronenhülle, so hat man zunächst das 
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den Linien entsprechende Schema der Terme aufzusuchen. Dafür können mehrfach auf
tretende gleiche Differenzen zwischen den \Vellenzahlen von Linien, ähnliche Anregungs
bedingungen von Linien, Auftreten in Absorption, ähnliches Verhalten in äußeren Feldern u. a. 
die Hinweise geben. Ist das Termschema gesichert, so wird man sehen, ob nicht schon die 
Struktur dieses Schemas durch das Auftreten von Serien oder von Multipletts für einen der 
im folgenden (Ziff. 15, 16, 17) zu besprechenden Kopplungsfälle spricht. Ist das nicht der 
Fall, so muß man versuchen, den Termen die Bezeichnungen J sowie g und u zu geben. 
Liegen Zeemaneffekte vor, so wird man versuchen, aus den Zeemanlinien die Zeemanterme 
zu erschließen. Die Zahl der Zeemanterme eines unmagnetischen Terms ist 2] + 1, bestimmt 
also]. Kennt man den Träger des Spektrums nicht sicher, so engt die Feststellung, ob die J 
ganzzahlig oder halbzahlig sind, die Möglichkeiten ein. Sind die Zeemaneffekte zu unüber
sichtlich oder sind keine gemessen, so muß man aus der Art, wie die Terme kombinieren, 
unter Beachtung der Regel J--->- ], J __. J ± 1 (0 -->- 0 verboten) auf die ]-\Verte schließen. 
Bei Atomen mit gerader Anzahl von Elektronen bringt häufig der \Vegfall von 0--->- 0 die 
Entscheidung. 

Es kann vorkommen, daß wir in der Klassifikation der Terme eines Atoms 
nicht über die Angabe der Quantenzahlen J und der Indizes g und u hinaus
kommen. In sehr vielen Fällen haben wir jedoch eine günstige Abstufung der 
Größenordnung der Kräfte, die bedeutet, daß wir aus dem Atom nahezu in sich 
abgeschlossene Teilsysteme herausgreifen und auf sie unsere allgemeinen Sätze 
anwenden können. 

Die wichtigsten Fälle sind folgende: 1. Der Einfluß des Elektronenspins 
auf die Energie ist klein (Ziff. 15), dies ist bei leichten Atomen der Fall. 2. Der 
Teil der Kopplung der einzelnen Elektronen, der nicht durch statische Kraft
felder beschrieben werden kann, ist von geringem Einfluß und der Einfluß 
des Spins ist noch kleiner (Ziff. 16); auch dies ist bei leichten Atomen erfüllt; 
dieser Fall - wir nennen ihn den normalen Kopplungsfall - ist ferner wichtig 
auch zum Verständnis der Atome, wo Abweichungen schon bemerkbar werden. 
3. Der Einfluß des Spins ist nicht mehr klein, aber das Atom hat ein locker ge
bundenes Elektron (Ziff. 17). 

Man hat die Kopplungsfälle gelegentlich durch Klammersymbole bezeichnet1• 

Dabei ist aber zu beachten, daß das für den normalen Kopplungsfall mit zwei 
äußeren Elektronen benutzte Symbol 

[ (f1 12) (~1 ~2)] 

jetzt etwas abzuändern ist. Das Symbol sollte zuerst bedeuten, daß in erster Nähe
rung jedes Elektron und jeder Spin ein unabhängiges System sei, es existieren also 
die vier Drehimpulse 11 12 ~1 '32 (I~ I = !) ; in zweiter Näherung werden die Schwer
punktsbewegungen der Elektronen gekoppelt (11 12) und die Spins für sich ge
koppelt ('31 '32) und erst in dritter Näherung kommt die Wechselwirkung von 
Spin und Bahn. Da auf Grund der Quantenmechanik die Vektorzusammen
setzung der i3 zu S nicht durch eine (magnetische) Kopplung der ~-Vektoren 
erfolgt, sondern dadurch, daß spinfreie Terme verschiedenen Symmetriecharak
ters (in bezugauf die gleichen Elektronen) in verschiedener Weise antisymmetrisch 
gemacht werden, wird man bei normaler Kopplung besser 

[ (1112) ~1 ~2] 

schreiben. Den Fall eines locker gebundenen Elektrons und emes Restes mit 
einem äußeren Elektron und merklichem Spineinfluß wird man durch 

[ (11 '31) 12 ~2] 

bezeichnen. Der Einfluß eines Magnetfeldes kann je nach seiner Stärke im Falle 
eines äußeren Elektrons mit 

1 Nach S. GounsMIT u. G. E. UHLENBECK, ZS. f. Phys. Bd. 35. S. 618. 1926. 
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oder 

bezeichnet werden. 
Eine Reihe von Spektraltermen der verschiedensten Elemente zeigt eine 

Feinstruktur, die mit den bisher erwähnten Eigenschaften des Atoms nicht zu 
verstehen ist und die daher rühren muß, daß der Atomkern nicht nur eine Punkt
ladung ist. In den bekannten Fällen ist der Einfluß dieser Kerneigenschaft 
klein gegen die Einflüsse der anderen Atomeigenschaften. Der Atomkern kann 
einen Drehimpuls I in Einheiten n haben [genauer gesagt, das Quadrat des 
Drehimpulses ist fi2 I (I+ 1)]. Aus einem Term J entsteht durch Berücksichtigung 
dieses Drehimpulses eine Anzahl Terme mit den Quantenzahlen F = J +I, 
J +I- 1 ... [J- I[. F bezeichnet den Gesamtdrehimpuls des Atoms (Hülle 
und Kern). Wegen der Kleinheit der Feinstrukturen ist eine Zurückführung 
der beobachteten Linien-Feinstrukturen auf Term-Feinstrukturen oft sehr 
schwierig. Aus der Term-Feinstruktur kann man dann auf den Wert von I 
schließen. Am unsichersten ist der Schluß mit Hilfe der Zahl der Komponenten, 
da man nie weiß, ob nicht schwache Komponente unbeobachtet geblieben sind. 
Etwas sicherer ist oft der Schluß mit Hilfe der Intervalle. Aus der Annahme 
einer magnetischen Wechselwirkung von I mit der Elektronenhülle folgt nämlich 
der Feinstrukturterm in der Form 

a + b · F (F + 1) . 

Die sicherste Methode, I zu bestimmen, ist die Beobachtung der magnetischen 
Aufspaltung der Feinstruktur. Sie ist bisher nur bei Bi und Hg möglich gewesen 1 . 

15. Atome mit geringem Einfluß des Spins. Multiplettstruktur. Zeeman
effekt. Bei Atomen mit nicht zu hoher Ordnungszahl kann man den Einfluß 
des Elektronenspins als klein ansehen. Vernachlässigt man ihn in erster Näherung, 
so hat man ein Gebilde, dessen Terme und Eigenfunktionen wegen der Kugel
symmetrie der Schrödingergleichung durch die Angabe g oder u und die Quanten
zahl L gekennzeichnet werden. Entsprechend den Werten L = 0, 1, 2, 3 ... 
heißen die Terme 5-, P-, D-, F- ... Terme. Das Quadrat des Drehimpulses ist 
L(L + 1)n2 ; das Gewicht der Terme hat den Faktor 2L + 1. Es gilt die Aus
wahlregel L--+ L, L--+ L ± 1 (im Falle eines einzigen Elektrons nur l--+ l ± 1) 
und g--+ u, u--+ g. Wegen der Gleichheit der Elektronen werden die Terme, 
die auf Grund des Pauliprinzips vorkommen, außerdem durch eine Quanten-

zahl 5 bezeichnet. i Ist n die Zahl der Elektronen, so hat 5 die Werte!!_,~ -1, ... , 0 . 2 2 
(bei geradem n), ... ! (bei ungeradem n). Die Zahl5 unterscheidet die Symmetrie
charaktere, die nachher bei Zufügung des Spins antisymmetrisch werden. Das 
Gewicht bekommt noch den Faktor 25 + 1. Wir bezeichnen am Termsymbol 
diesen Symmetriecharakter, indem wir 25 + 1 als linken oberen Index zufügen. 
Es ist also z. B. 3D0 ein Term, der in bezug auf Spiegelung am Kern gerade ist, 
in bezug auf Drehungen um den Kern den Charakter L = 2 hat und in bezug 
auf Vertauschung der Elektronen den Charakter 5 = 1. Terme mit verschiedenem 
5 kombinieren in der ersten Näherung nicht. 

In zweiter Näherung wird nun der Einfluß des Spins hinzugefügt. Er be
steht in einer magnetischen Wechselwirkung mit dem Umlauf der Elektronen. 
Ohne nähere Annahme über diese Kräfte gilt, daß die Terme zweiter Näherung 
außer durch g und u, die durch Zufügung des Spins nicht geändert werden, durch 
Quantenzahlen J gekennzeichnet werden. Das Quadrat des Drehimpulses ist 
](] + 1) · fi2 ; das Gewicht 2] + 1. Aus einem Term erster Näherung mit 

1 E. BACK u. S. GOUDSMIT, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 174. 1928; K. MURAKAWA, Scient. 
Pap. Inst. phys. ehern. Res. Bd. 16, S. 243. 1931. 
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L und S entsteht ein Multiplett mit Termen J = L + S, L + S - 1 .. ·I L - SI· 
Terme mit verschiedenem S zeigen jetzt schwache Kombinationen, die mit 
zunehmendem Spineinfluß größer werden. 

Im Falle geringen Einflusses des Spins läßt sich die magnetische Wechsel
wirkung von Spin und Bahn auffassen als eine Wechselwirkung des Vektors S 
mit dem Vektor L, die dem cos des Winkels zwischen beiden proportional ist. 
Die Störungsrechnung liefert für die \Vechselwirkungsenergie 

E = a(L S) JU + 1):::-LJL+1)- S(S + 1) 
' 2LS 

~~ b (L, S) + c (L, S) · J (] + 1). 

Die Intervalle eines Multipletts mit den ]-Werten L + S, L + S- 1 .. ·IL- SI 
verhalten sich also wie (L + S): (L + S- 1): ... : (I L -SI + 1); die Intervalle 
einer 3 P-Gruppe verhalten sich also wie 2:1, einer 5 D-Gruppe wie 4:3:2:1. 
Dies ist der Inhalt der LANDEschen Intervallregel. Dort, wo sie verletzt ist, be
deutet das, daß der Einfluß des Spins nicht mehr ganz klein ist. 

Die Aufspaltung im magnetischen Feld läßt sich in zwei Grenzfällen genau 
angeben. Ist der Einfluß des Spins klein gegen den des Magnetfeldes, dieser 
klein gegen die übrigen Kräfte im Atom- Kopplungsfall [(LSj)SJ -,so erhalten 
wir zunächst ohne Spin eine Aufspaltung des mit S und L bezeichneten Terms 
in Terme mit dem gleichen Sund ML = -L, -L + 1, -L + 2 .. . +L. Auch 
der Spinanteil spaltet auf in M 8 = -S, -S + 1 ... +S. Wir erhalten also 
Terme, die durch ML und M 8 bezeichnet sind. Die magnetische Energie ist 

Emagn=(ML+ 2Ms)n- e --1·~1· 2mc 

Terme mit verschiedenem M 8 kombinieren nicht. Ist der Einfluß des Magnet
feldes klein gegen den des Spins, dieser klein gegen die übrigen Kräfte im Atom 
- Kopplungsfall [(LS) Sj] -,so spaltet ein ohne Feld, aber mit Spin mit S, L, J 
bezeichneter Term in 2] + 1 Terme mit M = -], -] + 1, -] + 2 .. . ] auf; 
die magnetische Energie ist 

W = Ii · e __ · M · g I S) I magn 2mc - ' 

wo für g die LANDEsche g-Formell gilt 

_ 1 + ](] + 1)- L(L+ 1) + 5(5 -t_1_l 
g- 2](] + 1) . 

Sie folgte schon in der vorläufigen Quantentheorie des Korrespondenzprinzips 

mit der Annahme, daß das magnetische Moment des Spins Ii e ist, mit 
2mc 

]2, L 2, 5 2, statt J (] + 1) usw. Die Quantenmechanik liefert nach BEISENBERG 
und JoRDAN genau die LANDEsche FormeJ2. 

Auch für solche Magnetfelder, deren Einfluß weder als groß noch als klein 
gegen den Einfluß des Spins bezeichnet werden kann, lassen sich Aussagen 
über die Zeemanaufspaltung machen, nämlich durch Interpolation zwischen 
den bekannten Grenzfällen schwacher und starker Felder. Dabei muß man 
wissen, wie die (außer durch L und S, die bei der ganzen Betrachtung fest bleiben) 
durch J und M bezeichneten Terme in schwachen Feldern den durch ML und M 8 
(1vh + M 8 = M) bezeichneten Termen in starken Feldern zuzuordnen sind. Da 
während des ganzen Überganges die Achsensymmetrie erhalten bleibt, behält M 

1 A. LANDE, ZS. f. Phys. Bd. 15, S. 189. 1923. 
2 W. HErSENBERG u. P. JoRDAN, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 263. 1926. 



Ziff. 16. Atome mit normaler Kopplung. 605 

seine Bedeutung; es gehören also Terme mit gleichem M zueinander. Mehr kann 
man aus den Symmetrieeigenschaften nicht folgern. Nach Ziff. 6 hat also die Zu-

~ rMs 
~---J•fz 

------0• '/z 

\......----1-fz 

~ "Ns 
,---NJ 

-J-1 
AUb. 14. .Zuordnung der Tenue iu schwachen und starken Magnetfeldern. 

ordnung so zu erfolgen, daß Terme mit gleichem M sich nicht überschneiden 1. 

Abb. 14 gibt die so bestimmten Zuordnungen für eine 2P- und eine 3P-Gruppe. 
16. Atome mit normaler Kopplung. Wir wollen den Fall der normalen 

Kopplung (RussELL-SAUXDERSsche Kopplung) gerrauer betrachten. Wir nehmen 
also an, die Eigenschaften des Atoms können in erster Näherung so beschrieben 
werden, als bewege sich jedes Elektron in einem zentralen Kraftfeld, das durch 
Ausschmieren der übrigen Elektronen um den Kern entsteht. Jedes Elektron (k) 
hat dann eine potentielle Energie U~c(r~c), wo r~c2 = x1c2 + Y~c2 + z~c2 ist. Seine 
Schrödingergleichung hat als Lösung eine Eigenfunktion u~c(xkykzk)· Die Eigen
funktion des ganzen Atoms schreiben wir also in der Form 

tt1 (x1 y1 z1) • 1t2 (x2 y2 z2) •.. 

Eine solche Eigenfunktion erhielten wir genau, wenn wir die potentielle Energie 
in der Form 

additiv zerlegen könnten; die Energie des Atoms wäre dann die Summe der 
Energien der einzelnen Elektronen in ihrem Ersatzfeld. Diese Schreibweise der 
potentiellen Energie (und die Folgerung für die Atomenergie) ist aber nur dann 
genähert möglich, wenn die Abänderung des Zustandes eines Elektrons (oder 
auch seine Wegnahme) nur geringen Einfluß auf die übrigen Elektronen hat, 
also nur dann, wenn man die Überlegung auf wenige (z. B. die äußeren) Elek
tronen eines Atoms beschränkt, das noch viele Elektronen in abgeschlossenen 
Schalen hat. Die Produktdarstellung der Eigenfunktionen jedoch dürfte auch in 
anderen Fällen noch eine Näherung sein (vgl. die Hartree-Methode in Ziff. 20). 
In der ersten Näherung wird die Wechselwirkung der Elektronen nicht völlig ver
nachlässigt (das wäre eine sehr schlechte Näherung), sondern nur soweit berück
sichtigt, als sie sich durch ein Zentralfeld für jedes Elektron darstellen läßt. In 
zweiter Näherung fügen wir dann den so noch nicht gcfaßtcn Teil der Wechsel-

1 Mit korrcspondcnzm:<ßigen tberlegungcn wurden die Zuordnungen von SoMMER
FELD und PAULI gegeben: A. SoMMEHFELD, ZS. f. Phys. Dd. 8, S. 257. 1922; A. LANDE, 
ebenda Bd. 19, S. 112. 1923; \V. PAULI, cbcnda Bd. 20, S. 371. 1923. Die oben gegebene 
Formulierung bei 1<. HuND, Linienspektren 1927, S. 71 u. 110. 
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wirkungder Elektronen hinzu, zunächst noch ohne Spin. In dritter Näherung dann 
den Spin. Da die Wirkung einer abgeschlossenen Schale auf die übrigen Elektronen 
sich immer durch ein Zentralfeld ersetzen läßt, so genügt es, die zweite (und 
auch dritte) Näherung nur für die Elektronen auszuführen, die nicht in ab
geschlossenen Schalen sind. 

Die Terme der einzelnen Elektronen lassen sich wie oben die Terme in einem 
kugelsymmetrischen Kraftfeld durch die Quantenzahlen n und l kennzeichnen. 
Besteht das Kraftfeld nur aus dem eines Z -fach geladenen Kernes, so ist die 
Termenergie 

wo -Rh die Energie des H-Atoms im Grundzustand ist. Enthält das Kraftfeld 
noch einen Beitrag, der von ausgeschmierten übrigen Elektronen herrührt, so 

I 
I 
I 
in 
I 
I 

i 

---.1 

ist der Betrag der Energie geringer. Für die normalerweise 
vorliegende Abhängigkeit des Potentials vom Abstand vom 
Mittelpunkt ist die Erniedrigung um so stärker, je größer l 
ist. Das normale Termschema sieht etwa wie Abb. 15 aus. 
Für die äußeren Elektronen kommen davon die Terme in 
Betracht, die nicht schon in den abgeschlossenen Schalen 
besetzt sind. 

Da wir bei den Alkaliatomen nur ein äußeres Elektron 
haben, so ist deren Termschema (bis auf die vom Spin 
herrührende Aufspaltung) schon gegeben. Abb. 15 gilt mit 
n = 3 für Na. 

Bei den Atomen mit mehreren äußeren Elektronen gibt 
die bisherige Betrachtung nur die erste Näherung. Sie 
beschreibt den Atomterm durch die Quantenzahlen n1 , 

l1 , n2 , l 2 , n3 , l3 •.. Nach dem PAuLischen Prinzip kann es 
Abb.tS. Termschema der dabei höchstens 2 (l + 1)-Elektronen mit den gleichen 

Alkalien. Zahlen n und l geben. Wählt man statt der Quantenzahlen 
Termsymbole, so schreibt man die Anzahl der Elektronen 

mit gleichem n und l als Exponent. Den Grundterm des C-Atoms schreibt man 
also 

1 s 2 2s 2 2p 2, 

für manche Zwecke genügt 2s 2 2p 2 oder s 2 p 2• Ein angeregter Term des C-Atoms 
ist z. B. 

1s 2 2s 2 2P3d 

oder kurz 2 s 2 2 p 3d oder 2 p 3d oder noch kürzer s 2 p d oder p d. In dieser ersten 
Näherung gilt die Kombinationsregel: ein l springt um ±1, alle anderen l bleiben 
ungeändert. Der Atomterm ist gerade oder ungerade in bezug auf Spiegelung 
am Kern, je nachdem ob :2; l, gerade oder ungerade ist. Die Kugelfunktion Y1 

ist nämlich gerade (ungerade), wenn l gerade (ungerade) ist. Die Zufügung der 
Wechselwirkung der Elektronen in der zweiten Näherung bedeutet nun hinsicht
lich der Symmetrieeigenschaften, daß Teilsysteme, die einzeln Kugelsymmetrie 
haben, zu einem Gesamtsystem mit Kugelsymmetrie gekoppelt werden, und 
daß einzelne gleiche Partikel zu einem Gesamtsystem gekoppelt werden. Der 
erste Umstand hat zur Folge (Ziff. 11), daß aus einem durch lv l2 ••• gekenn
"leichneten Term erster Ordnung Terme mit solchen Werten von L entstehen, 
die durch vektorielle Zusammensetzung der l gebildet werden können. Es gilt 
die Kombinationsregel L -+ L, L ± 1 -+ L. Die Spiegelungseigenschaft g oder u 
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wird wie in der ersten Näherung durch 2;l, gegeben. Der Auswahlregel g+-+u 

kann hier die Form gegeben werden: Ll, ändert sich um eine ungerade Zahl. 
' Natürlich sind die in zweiter Näherung neu erlaubten Linien schwach gegen die 

schon in erster Näherung erlaubten. Die Gleichheit der Partikel hat zur Folge 
(Ziff. 8 u. 9), daß noch eine Aufspaltung in Terme mit verschiedener Symmetrie in 
den Partikeln, also mit verschiedenem 5 auftritt. Terme mit verschiedenem 5 
kombinieren in der zweiten Näherung nicht. 

Wenn unter den einzelnen Elektronen (es genügt die zu betrachten, die 
nicht in abgeschlossenen Schalen sind) keine zwei mit gleichem n und l sind, so 
treten alle 5-Werte auf, die durch Addition von Vektoren s der Länge ! für jedes 
Elektron entstehen (Ziff. 9). Der obenerwähnte angeregte Term des C-Atoms 
spaltet in zweiter Näherung in folgende auf 

pd 3P pd 1P 
pd 3D pd 1D 
pd 3F pd 1F. 

Wenn Elektronen mit gleichen Werten von n und l vorhanden sind, so hat 
man das Pauliprinzip zu beachten. Die einfachste Methode, es zu tun, besteht 
darin, die l-Entartung durch Übergang von der Kugelsymmetrie zur Achsen
symmetrie aufzuheben1. Wir erläutern sie am Fall p2 (z. B. Grundterm von C). 
Es gibt ohne Kopplung der Elektronen die Terme 

l1 , l2 = 1 m1 = 1 m2 = 1 
1 0 

1 -1 

0 0 

0 -1 

-1 -1; 

dabei sind Terme, die durch bloßes Umbenennen der Elektronen entstehen, nicht 
besonders aufgeführt. Die Terme, bei denen m1 = m2 ist, sind schon ohne Kopp
lung in den beiden Elektronen symmetrisch und bleiben mit Kopplung sym
metrisch. Der Spin macht sie zu einem Singulett. Der M-Wert (ohne Spin) 
folgt durch Addition von m1 und m2 • Die Terme, bei denen m1 =f= m2 ist, spalten 
bei Kopplung in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Term auf, 
die mit Spin zu einem Singulett und zu einem Triplett werden. Wir erhalten also 

I, I, 
I I 

Singuletts TripJetts 
ml '"• M M 

1 
I 

1 I 2 

I 0 1 
-1 0 0 

0 0 0 
0 -1 -1 -1 

-1 -1 -2 

Führen wir jetzt wieder die Kugelsymmetrie ein, so schließen sich die TripleU
terme mit 1vi = 1, 0, -1 zu einem 3P zusammen, die Singuletterme zu 1D 
(M = 2, 1, 0, -1, -2) und 15 (M = 0). Wir erhalten also zur Anordnung p2 
die Terme 3P ID 15. 

1 Das Verfahren ist gerrau das, mit dem HuND die Termmannigfaltigkeit der verwickelten 
Spektren ableitete (Linienspektren I. c.). 
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Nur eine andere Schreibung erhalten wir, wenn wir auch s und S als Vek
toren beb andeln und schreiben 

t, l, mz, mz, tn81 m112 Mt; Ms 

1 1 1 +1/2 _1/2 2 0 

1 0 ±1/2 ±1/2 1 100-1 

1 -1 ±1/2 ±1/2 0 100 

0 0 +1/2 _1/2 0 0 

0 -1 ±1/2 ±1/2 --1 100-1 

-1 -1 -f-1/2 - 1/2 -2 u 

Wegen ML = 2, M 8 = 0 muß bei Einführung der Kugelsymmetrie ein 1D-Term 
entstehen; in ihn gehen auch ML = 1, 0, -1, -2 mit M 8 = 0 über. Wegen 
des Terms ML = 1, M 8 = 1, 0, -1, der unter den noch übrigen ist, muß bei 
Kugelsymmetrie weiter ein 3 P-Term entstehen; in ihn gehen auch ML = O, -1 

mit M 8 = 1, 0, -1 über. Jetzt ist nur noch ein Term 1vh = 0, Ms = 0 übrig, 
der zu einem 15-Term wird. 

Eine entsprechende Überlegung für den Term p3 der ersten Näherung 
(Grundterm des N-Atoms) gibt die Terme 45, 2P, 2D. Bei größerer Zahl von 
Elektronen mit gleichem n und l kann man die Überlegung mit dem FAULI

schen "Lücken"prinzip vereinfachen. Wir erläutern es am Fall p4 . Schreibt 
man sich die Möglichkeiten für m1 , m2 , m3 , m4 auf, so erhält man 

1 0 0 1 
1 1 0 . I 1 1 -1 -1 

(1) 
1 0 0 -1 

1 0 -1 -1 I 
0 0 -1 -1 ;J 

denn man kann alle Möglichkeiten weglassen, bei denen ein m mehr als zweimal 
vorkommt. Aus den aufgeschriebenen Möglichkeiten (1) enthält man genau die 
für p 2, wenn man diejenigen der m-Werte 1 1 0 0 -1 -1 hinschreibt, die nicht 
dastehen: 

-1 
-1 1 

0 -1 

0 
-~ f (2) 

1 

1 ~. J 1 

Durch Gegenüberstellung dieses Schemas der Lücken und des Schemas der 
Elektronen sieht man, daß man die Terme statt mit den Elektronen auch mit 
den Lücken aufstellen kann. Weil also in p4 zwei p-Elektronen an der ab
geschlossenen Schale fehlen, erhält man dieselben Terme 3 P 1D 15 wie bei p2. 
Die abgeschlossenen Schalen s 2, p6 , d10 ... geben stets 15. Das allgemeine Er
gebnis für alle Fälle äquivalenter p- und d-Elektroncn hat HuND angegeben; 
für /-Elektronen haben es GIBBS, WrLBER und WIIITE getan1 . 

' F. HuND, Linienspektren, Tab. 45 u. 46; R. C. GIBBS, D. T. WILBER u. H. E. \VHITE, 

Phys. H.ev. Bd. 29, S. 790. 1927. 
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Durch Zufügung des Spins werden die Terme zu Multipletts. Ist der Einfluß 
des Spins klein, so gilt die LANDEsche Intervallregel (Ziff. 15); die Multipletts 
können aber noch regelrecht oder verkehrt sein (regular, inverted), je nachdem, 
ob die Energie mit ] zu- oder abnimmt. Die Betrachtung des Vektormodells 
gibt in einfachen Fällen an, ob ein Multiplett regelrecht oder verkehrt ist. p 2P, 
p2 3P sind regelrechte, p4 3P, p5 2P sind verkehrte Multipletts, allgemein sind 
die Grundmultipletts der Atome regelrecht in der ersten Hälfte des Ausbaues 
einer Elektronenschale, verkehrt in der zweiten Hälfte. 

Als Beispiel eines Termschemas mit normaler Kopplung behandeln wir das 
eines Atoms mit vier Elektronen außerhalb einer abgeschlossenen Schale und 
sprechen dabei vom Si-Atom. Die Terme erster Näherung ergeben sich mit 
Rücksicht darauf, daß die Elektronenzustände mit n = 1 und n = 2 schon im 
Si++++ (dem Ne entsprechend) besetzt sind, indem man den vier Elektronen 
Quantenzahlen n ~ 3 und l zuschreibt. Die tiefsten Terme werden sein 3 s2 3 P2 

als Grundterm, weiter 3s2 3P 4s, 3s 2 3P 4P, 3s2 3P 3d ... und irgendwo da
zwischen auch 3 s 3 p3• Wir erhalten daraus in zweiter Näherung folgende Terme 

Erste Näherung 

3s2 3P3d 
3s 2 3P 4P 
3s2 3P4s 
3s 3P 3 

3 s 2 3 P2 

Zweite Näherung 

3FDP 
3D PS 
3p 

5S 3DPS 
3p 

1FDP 
1DPS 
rp 
1DP 
1DS 

Abb. 16 gibt links das bisher empirisch gefundene Schema des Si-Spektrums1. 

Man sieht, welche der theoretisch angegebenen Terme wirklich gefunden sind . 
.I,P. .!;? ~~ ?. .l: ---i-f--,T-f-f--, ~~~ 
I I I I I I I ~ 
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Abb. 16. Termschema von Si und Pb. 

Man sieht ferner, daß die durch die Kopplung der Elektronen bedingte Auf
spaltung klein ist gegen die ohne Kopplung vorhandenen Abstände der Terme 

1 A. FOWLER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 123, S. 422. 1929. 
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mit verschiedenen Elektronen-Quantenzahlen und wie die durch den Spin be
dingte Aufspaltung noch kleiner ist. Wir stellen dem Schema des Si das des Pb 
gegenüber!, in dem die normale Kopplung nicht mehr erfüllt ist. 

Bei der Berechnung der Terme, also der quantitativen Durchführung der 
eben behandelten Überlegungen, werden im wesentlichen zwei Fragen gestellt. 
Erstens: Mit welchen Potentialen U1 (r1), U2 (r2) ••• berechnet man zweckmäßig 
die erste Näherung, also die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen? Zweitens: 
Wie gestaltet sich die Störungsrechnung der zweiten Näherung, insbesondere: 
wieweit lassen sich allgemeine Aussagen machen über die gegenseitige Lage 
der Terme, die zu gleichen Quantenzahlen der einzelnen Elektronen gehören? 
Da die Beantwortung der zweiten Frage zu allgemeinen Ergebnissen führt, geben 
wir sie hier, während auf die erste Frage als einer mehr technischen Frage der 
Rechnung in Ziff. 20 eingegangen wird. 

Wir erläutern die Störungsrechnung der zweiten Näherung zunächst am 
einfachen Fall eines Atoms mit zwei Elektronen in nichtentarteten Zuständen (also 
s-Elektronen) 2• Sind diese gleich, so hat die Eigenfunktion der ersten Näherung 
die Form u(1) u(2), wo die Ziffern die Elektronen bezeichnen, (1) also für XIY1 z1 

steht. u(1) u(2) ist mit keiner anderen Eigenfunktion entartet, die gestörte 
Eigenfunktion schließt sich an u (1) u (2) an. Wenn die beiden betrachteten 
Zustände verschieden sind, so erhält man in erster Näherung die Eigenfunktion 
u (1) v (2) und zum gleichen Eigenwert gehörig auch v (1) u (2). Es tritt also in 
zweiter Näherung eine "säkulare" Störung auf, und wir rechnen nach Ziff. 5 
so, daß wir die gestörte Eigenfunktion durch eine Linearkombination von 
u(1) v(2) und v(1) u(2) annähern. Hier hat H die Form H = H 0 + eH1, wo HO 
außer dem der kinetischen Energie entsprechenden Anteil noch die potentielle 
Energie eines geeigneten Zentralfeldes enthält. Schreiben wir die potentielle 
Energie in H 0 z e2 z e2 

- r;:-- -;;- + f(rl) + f(r2), 

so wird 

(r12 ist Abstand der Elektronen voneinander, r1 und r2 sind die Abstände der 
Elektronen vom Kern). Die richtigen Linearkombinationen folgen hier aus 
Symmetriegründen zu u(1) v(2) ± v(1) u(2), 

und die zugehörigen Energien sind 

E=ED+C±A 
(die oberen Zeichen gehören zusammen und die unteren ebenfalls). Dabei ist 
(wir nehmen u und v als reell an) : 

C = - ju(1)2 f(r1) dr1 - jv(1)2 f(r1) dr1 + Ju(1) 2 v (2)2 : 1
2
2 dr1dr2 , 

A =Ju(1)v(2) ~v(1)u(2)dr1 dr2 ; 
rl2 

man nennt C gewöhnlich "CouLOMBsches Integral" und A "Austauschintegral". 
Da von den beiden Integralen 

J[u(1) v(2) ± v(1)u(2)]2 ~ d7:1 dr2 
r12 

1 Nach H. GIESELER U. W. GROTRIAN, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 377. 1926. 
2 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 499. 1926; vgl. auch Kap. 3 ds. Bandes 

(BETHE), Ziff. 14. 
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das mit dem +-Zeichen größer ist, folgt, daß A positiv ist. Die Rechnung 
liefert die Energien der beiden aus ss entstehenden Terme 35 und 15, der 
Tripletterm liegt tiefer. Die I{echnung ist möglich ohne Lösung einer Gleichung 
höheren als ersten Grades, die Energie hängt linear von gewissen Integralen C 
und A ab. 

Die allgemeine Rechnung für ein Atom mit mehr Elektronen und Zuständen, 
die auch entartet sein können, hat SLATER1 in eine verhältnismäßig einfache 
Form gebracht. Er benutzt als ungestörte Funktionen nicht die Funktionen 

a(1) · b(2) · c(3) ... 

der oben angegebenen ersten Näherung, sondern gleich die "antisymmetrisierten" 
Linearkombinationen 

u = _2'(-1)Pa(1)b(2)c(3) ... , 
p 

(3) 

wobei die Summe über alle Permutationen P der Elektronennummern 1, 2, 3 ... 
zu erstrecken ist und ( -1 )P = ±1 sein soll, je nachdem P eine gerade oder 
ungerade Permutation ist. a, b, c . .. sollen ferner jetzt Funktionen des Ortes 
und der Spinkoordinate des Elektrons sein. Jede solche Linearkombination 
entspricht dann einem nach dem Pauliprinzip zugelassenen Term. Die ungestörten 
Energien 

ju*HudT 
--~ 

j u*udT 

haben dann die Form 

Darin ist jedes] nur mit einer der Funktionen a, b ... gebildet (entspricht einem 
Zustand des einzelnen Elektrons), und die 2:,] ist über alle Zustände a, b ... 
erstreckt. Die C und A sind wie die oben so bezeichneten Integrale mit je zwei 
der Funktionen a, b . . . gebildet; die 2:, C ist über alle Paare von Zuständen 
erstreckt, die .2' A über alle Paare von Zuständen mit gleichem Spin. 

Jetzt kommt die Störungsrechnung, in der versucht wird, die wirklichen 
Eigenfunktionen durch Linearkombinationen der Funktionen (3) anzunähern. 
Dabei zeigt SLATER mit Hilfe der Drehimpulssätze (es folgt auch aus den gruppen
theoretischen Betrachtungen, über die in Ziff. 11 und 12 berichtet wurde), daß 
Funktionen, die Termen mit verschiedenem ML und M 8 entsprechen, nicht 
kombinieren. Die Berechnung der Energien gestaltet sich deshalb in vielen 
Fällen ziemlich einfach. In dem oben gegebenen Beispiel p2 (S. 607) kombiniert 
z. B. die Eigenfunktion, die zu 

mz = 1, 1; - ]_. 
2 ' 

Ms=O 

gehört, mit keiner anderen. Die zugehörige ungestörte Energie ist also ohne 
weiteres die Energie des 1D-Termes. Auch die Eigenfunktion, die zu 

m1 = 1, 0 ; m. = + ! , + i ; M L = 1 ; M s = 1 

gehört, kombiniert mit keiner anderen. Die zugehörige Energie ist also die des 
3 P-Termes. Der 15-Term kann so nicht gefunden werden. Seine Eigenfunktion 
ist eine Linearkombination der drei Funktionen, die zu 

mz = 1, -1 ; ms = + !-, - i ·1 
m1 == 1 , -1 ; m. = - i, +_ ~ ~ M L = 0, 

m1 = 0, 0; m. = + i, 2 , 

1vf8 = 0 

1 J. C. SLATER, Phys. Rcv. Dd. 34, S. 1293. 1929. 
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gehören. Die zwei anderen Eigenfunktionen, die durch Kombination dieser 
drei entstehen, gehören zum 1D- und 3P-Term. Aus der Säkulargleichung folgt, 
daß die Summe der drei Termwerte gleich der Summe der ungestörten Terme 
ist, aus denen sie entstehen. Aus dieser Summe kann man also den 1S-Term 
durch Subtraktion des 3P- und 1D-Termes berechnen. Man kommt hier also 
ohne Lösung von Säkulargleichungen aus und erhält die Energien als lineare Funk
tionen von C- und A-Integralen. Allgemein geht dies so lange, als zu einer "Elek
tronenanordnung", d. h. zu einem System von Quantenzahlen der einzelnen Elektronen, 
keine zwei Multipletts mit gleichem S und L gehören. Dieser Ausnahmefall tritt 
bei äquivalenten p-Elektronen nie ein. Er tritt ein bei d3 (zwei 2D) und bei noch 
mehr d-Elektronen. In diesen Fällen müssen Gleichungen höheren als ersten 
Grades gelöst werden, und die Termwerte hängen nicht mehr alle linear von den 
C und A ab. 

SLATER führt nun die Integrale C und A, die bei s-, p- und d-Elektronen 
auftreten, unter Benutzung der Winkelabhängigkeit der s-, p-, d-Eigenfunktionen 
auf Integrale zurück, die nur den radialen Anteil dieser Funktionen enthalten. 
So kann er die gegenseitigen Abstände der Multipletts, die zu einer Elektronen
anordnung gehören, durch ganz wenige Integrale ausdrücken. Er erhält so, ohne 
die Integrale auszurechnen, "Intervallregeln" für diese Gruppen von Multipletts. 
In die Abstände der Terme 3P, 1D, 1S, die zu p2 gehören, geht nur ein Integral 
ein. Ohne seine Ausrechnung ergibt sich das Verhältnis der beiden Termabstände 
[(lS- 1fl):(1D- ap) = 3:2). 

Da die SLATERsche Rechnung genau dem Schema entspricht, mit dem wir 
oben die Termmannigfaltigkeit angaben, die zu einer Elektronenanordnung gehört, 
beweist sie auch (ohne gruppentheoretische Betrachtungen) dieses Schema. Im 
Anschluß an SLATER läßt sich auch das obenerwähnte FAULische Lückenverfahren 
auf die Termrechnung ausdehnen. Die Energien der Terme, die sich im Lücken
schema aufstellen lassen, berechnen sich formal so wie die Energien von Termen 
im Elektronenschema 1• 

Die Darstellung der Termenergien durch Austauschintegrale gestattet auch 
Aussagen über die Beziehungen zwischen den Ionisierungsenergien benachbarter 
Atome, ohne daß die Integrale ausgerechnet werden müssen. So untersucht 
PEIERLS 2 die Energien der Grundzustände von Atomen mit äußeren p-Elek
tronen (p, p2, p 3, ... , p6) und erhält Gesetzmäßigkeiten für den Gang der Ioni
sierungsspannung mit der Zahl der äußeren Elektronen, insbesondere zeigt er, 
daß ein Sprung in den Ionisierungsspannungen zwischen den beiden Reihen 
p, p2, p 3 (etwa B, C, N) und p4, p5, pa (0, F, Ne) vorhanden sein muß. Ein 
entsprechendes Verhalten, das empirisch beim Ausbau von d-Schalen bekannt 
ist 3, ist noch nicht theoretisch behandelt. 

17. Atome mit anderen Kopplungsverhältnissen. Bei der normalen Kopp
lung ist der Einfluß des Spins auf die Atomterme klein gegen die anderen wesent
lichen Einflüsse. Die normale Kopplung wird also eine zunehmend schlechtere 
Annäherung, wenn mit zunehmender Atomnummer die Wechselwirkung von 
Spin und Bahn immer größer wird oder wenn mit zunehmender Anregung eines 
Elektrons die Kopplung dieses Elektrons an den Atomrest immer schwächer 
wird. Wir erwarten also eine von der normalen Kopplung abweichende Gruppierung 
der Terme bei den höher angeregten Termen der schwereren Elemente. Die erste 
Abweichung vom normalen Kopplungsfall zeigt sich in schlechtem Stimmen der 

1 G. SHORTLEY, Phys. Rev. Bd. 40, S. 185. 1932; auf andere \V eise schon bei\'\'. REISEN
BERG, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 888. 1931. 

2 R. PEIERLS, ZS. f. Phvs. Bd. 55. S. 738. 1929. 
3 Vgl. z. B.: F. HuND, Linienspektren, S. 172 f. 
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LANDEschen Intervallregel und in Abweichungen der g-Werte des Zeemaneffektes 
von den LANDEschen Werten. So zeigen sich schon in der Reihe der Elemente 
Ca, Sc ... Ni bei den ersten in höheren Termen, bei den späteren in immer 
tieferen Termen deutlich solche Abweichungen; in der Pd-Reihe werden sie 
größer, in der Pt-Reihe noch größer. Der allgemeine Fall ist ein unübersichtlicher 
Kopplungsfall; dagegen ist der Grenzfall, der bei genügend hoher Hauptquanten
zahl des angeregten Elektrons mehr und mehr erreicht wird, einfach zu be
schreiben. Wir haben in erster Näherung einen Atomrest (Ion) mit Spin, in 
zweiter Näherung wird ein lose gekoppeltes Elektron hinzugefügt - Kopplung 
JLS)f5]. 

Die Terme erster Näherung sind die des Ions und werden durch Quanten
zahlen 1 beschrieben, wenn für das Ion noch einigermaßen der Fall der normalen 
Kopplung gilt, durch S, L, 1. Fügen wir in zweiter Näherung ein Elektron 
mit der Nebenquantenzahl l hinzu, so entstehen Terme mit den Quantenzahlen 
1 + j, 1 + j - 1 ... I 1 - j I des gesamten Drehimpulses, wo j = l ± t (für l = 0 
nur j = !) ist. Die zu gleichem Rest und gleichem n und l des zugefügten Elek
trons gehörenden Terme zeigen energetisch nur geringen Unterschied. Man 
kann diese Termgruppen durch das Symbol des Zustandes des Restes und durch 
das Symbol des zugefügten Elektrons etwa in der Form 

2pl/2 + 7 s; 2p3/2 + 6d 

bezeichnen. Am rechten Rand der Abb. 16 ist eine solche Ordnung des Pb
Spektrums versucht. 

Ein häufiger Fall ist der, daß für tiefe Terme noch einigermaßen die normale 
Kopplung gilt, für hochangeregte Terme der eben beschriebene KopplungsfalL 
Um für die übrigen Terme eine sinnvolle Termbezeichnung zu erhalten, muß 
man sich die wahren Kopplungsverhältnisse abgeändert denken, so daß entweder 
der Grenzfall der normalen Kopplung oder der Grenzfall der eben beschriebenen 
Kopplung angenähert wird, und muß dann die Bezeichnungen dieses Grenzfalles 
benutzen. So sind in Abb. 16 z. B. für die Pb-Terme zwei Bezeichnungen an
gegeben, z. B. für zwei der mittleren Terme 

und 

die erste entspricht dem Übergang zur normalen Kopplung, die zweite dem 
Cbergang zu loser Kopplung eines Elektrons. Zur Durchführung dieser Be
zeichnung ist notwendig, zu wissen, wel-
che Terme des einen Grenzfalls in be- S P 0 3- :P P 

0 7 ;: 7 ;: J "p,~. 
stimmte Terme des anderen Grenzfalls 't• 

übergehen, wenn man die Kopplung _-_- 70 61 .<P. 
eines Elektrons an den Rest allmählich pfn•l);r - - -- - - .... LfL ___ +(n+.?)p 

lockert. Die Frage ist gleichbedeutend pln•J)p- -r--r--- - ---- ---~•tz•?IP 
mit der: Wie sind in einer Serie die Korn- ~- ::::[--~~--;;; +(n+t)p 

ponenten einesMultipletts bei wachsender 
Laufzahl den verschiedenen Seriengren- pnp _,__ __ ,_ __ 

zen zuzuordnen, die den verschiedenen 
Komponenten eines Multipletts des Ions 
entsprechen? Liegt der Fall so, daß die 

Abb. 17. Übergang \'on normaler Kopplung zu loser 
Beschreibung durch Quantenzahlen der Kopplung eines Elektrons. 

einzelnen Elektronen während des gan-
zen Übergangs gültig ist, so betrachte man alle Terme, die zu einem bestimm
ten System von solchen Quantenzahlen gehören, zusammen. Dann denke man 
sich einen Parameter, der die Kopplung eines Elektrons an den Rest bestimmt, 
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allmählich abgeändert. Die Quantenzahlen I der Terme behalten dabei ihren 
Sinn. Aus früheren Überlegungen (Ziff. 6) folgt, daß die Terme sich so ver
schieben, daß Terme mit gleichem I sich nicht überschneiden. Wenn in den 
Grenzfällen die Termordnung bekannt ist, so ist damit die Zuordnung eindeutig1. 
Für einen bestimmten Fall einer PP-Konfiguration gilt Abb. 17. 

18. Das periodische System der Elemente 2. Schon der BoHRsehen Deutung 
des Zusammenhangs zwischen den Atomspektren und dem periodischen System 
der Elemente und damit dem Verständnis dieses Systems selbst lag die Vorstellung 
zugrunde, daß der Atomterm sich im wesentlichen aus Termen der einzelnen 
Elektronen zusammensetzen läßt. Diese Auffassung des periodischen Systems 
der Elemente wurde in der Folgezeit beibehalten; sie wurde ergänzt durch die 
theoretische Begründung der Besetzungszahlen der einzelnen Elektronenzustände 
durch das PAULische Prinzip und die Eingliederung der verwickelten Spektren 
(HUND). 

Die Terme eines Atoms lassen sich qualitativ aus den Termen des in der 
Nummer vorhergehenden Elements ableiten. Man denkt sich die Kernladung 
dieses Elements um 1 erhöht, die Termwerte werden damit wesentlich geändert, 
die qualitative Struktur des Termschemas nur wenig. Dem Grundzustand dieses 
Ionsfügt man ein Elektron bei. Wenn man die Bindungsreihenfolge der einzelnen 
Zustände der Elektronen kennt, so kann man das Termschema dieses neuen 
Atoms qualitativ angeben. Wenn der Zustand des neu hinzugefügten Elektrons 
energetisch wesentlich höher liegt als die Zustände der schon vorhandenen Elek
tronen, so wird eine neue Periode des Systems begonnen; ein solcher Schritt 
ist der Übergang von np nach (n + 1) s, während beim Übergang von ns nach 
np der energetische Unterschied zu gering ist. 

Eine deduktive Ableitung des Baues des periodischen Systems und qualitative 
Vorhersage aller Spektren von Ionen und Atomen ist möglich, wenn man die 
energetische Reihenfolge der Zustände der einzelnen Elektronen kennt. Für 
Ionen mit hinreichend positiver Ladung oder für die innersten Elektrone auch 
der anderen Ionen und Atome ist das Kraftfeld für das einzelne Elektron nicht 
zu weit von einem CouLOMBsehen entfernt. Die Reihenfolge der Zustände ist 
wesentlich die des Coulombfeldes, wobei noch die durch die Abweichung davon 
bedingte Aufspaltung zu berücksichtigen ist. Die Reihenfolge und die aus dem 
Pauliprinzip folgenden Besetzungszahlen sind durch die Symbole 

1 s2 2s2 2P6 3 s2 3 ps 3 dlO 4s2 4P6 4d10 4f14 5 s2 ... 

gegeben. Ein Ion mit 19 Elektronen und genügend positiver Ladung hat also 
den Grundterm 1 s2 2s2 2 ps 3 s2 3 ps:3 d. 2D. 

Für die äußeren Elektronen der neutralen Atome ist die Abweichung vom Cou
lombfeld schon recht groß. Dies- und p-Zustände sind gegenüber den d-Zuständen 
gleicher Hauptquantenzahl energetisch bevorzugt. Eine Abschätzung etwa von 
"Abschirmungszahlen" oder die statistische Rechnung nach THOMAS und FERMI 
(Ziff. 20) zeigt, daß bei neutralen Atomen der Zustand 4s tiefer liegt als 3d. 
Das neutrale Atom mit 19 Elektronen (K-Atom) hat den Grundterm 

1s22s22P63s23P64s· 2S. 

Geht man in der Reihe der Systeme mit 19 Elektronen K, Ca+, Sc++, Ti+++ ... 
vor, so muß einmal die3d-Bahn fester gebunden werden als die 4s-Bahn. Der em
pirische Sachverhalt ist der, daß schon der Grundterm von Sc++ ein 2 D-Term ist. 

1 F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 601. 1928. Die Angaben im Buche "Linien
spektren", § 39ff. sind auf Grund dieser Arbeit zum Teil zu berichtigen. 

2 Vgl. auch Kap. 1 ds. Bandes (RUBINOWICZ), Ziff. 16. 
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Der Aufbau des periodischen Systems stellt sich nun so dar. In den_ Grund
termenvonHund He füllt sich die 1 s-Schale auf. In der ersten "Achterperiode" 
Li bis Ne wird die Schale n = 2, also die Zustände 2s und 2p aufgefüllt. In 
der nächsten "Achterperiode" Na bis A werden von der Schale mit n = 3 nur 
die Zustände 3s und 3P aufgefüllt, zum3d-Termist noch ein wesentlicher Ab
stand. Jetzt kommt eine "große Periode" mit den 18 Elementen K, Ca, Sc ... Kr. 
Darin werden die Zustände 4s und 3d (bis Zn) und noch die Zustände 4P auf
gefüllt. Die nächste "große Periode" mit den 18 Elementen Rb, Sr, Y ... X 
bringt die Auffüllung der Zustände 5s, 4d und Sp. Jetzt kommt die "ganz 
große Periode" mit den 32 Elementen Cs, Ba, La, Ce ... Rn; sie hat deshalb 
14 Elemente mehr als die vorangehende Periode, weil in ihr nicht nur die 6s-, 
5d- und 6p-Bahnen aufgefüllt werden, sondern auch die 4.f-Bahn. 

Tabelle 1. 

Zahl der 
äußeren Elektronen Tiefe Terme 

p 

1 2S 
2 lS 
2 1 2p 

2 2 ap lD 15 

2 3 4S 2D 2p 
2 4 ap lD 15 

2 5 2p 

2 6 lS 

Zur Illustration der Abhängig
keit der Spektren von der Stellung 
im periodischen System seien in Ta-

Element 

K 
Ca 
Sc 
Ti 
V 
Cr 
Mn 
Fe 
Co 
Ni 
Cu 
Zn 

Tabelle 2. 

Grundterme 
des Ions 

ca+, sc+ ... 

s 2S 
sd 3D 
sd2 4p 

d4 sn 
as ss 

sd5 7S 
sd6 6D 

as 3p 
ao 2D 
dlO 15 

sdlO 2S 

Grundterme 
des Atoms 
K, Ca ... 

s 2S 
s2 lS 
s 2 d 2D 
s2d2 ap 
s2d3 4p 
s d5 7S 
s2d5 ss 
s2d6 sn 
s2d7 4p 
s2dB ap 
s d 10 2S 
5 2a1o 15 

belle 1 die tiefen Terme in einer Achterperiode gegeben. Sie gelten auch noch für 
die acht letzten Elemente der großen Perioden. Die erste Anregung dieser Atome 
liegt ziemlich hoch, da sie einem Übergang ns---+ np bei den.ersten beiden, einem 
Übergang np---+ (n + 1) s bei den übrigen entspricht. Am besten analysiert sind die 
Spektren, bei denen der Grundterm des zugehörigen Ions ein 5-Term ist, also 
die mit 1, 2, 3 und 6 Außenelektronen. 

Die Spektren in der ersten Hälfte der großen Perioden sind dadurch ge
kennzeichnet, daß d- und s-Bahnen ungefähr gleich stark gebunden sind. Die 
Mannigfaltigkeit der tiefen Terme ist darum viel größer. Die Spektren sind ver
wickelt1. Zur Illustration sei die Deutung der Grundterme einiger solcher 
Elemente gegeben (Tab. 2). 

19. Elektrische und magnetische Eigenschaften der Atome. Ein Atom 
kann neutral oder ionisiert sein, d. h. eine Ladung tragen. Die Mittelwerte des 
Dipolmomentes von Zuständen, die einem bestimmten Symmetriecharakter J 
(oder S und L ohne Spin) angehören, sind Null. Ein von Null verschiedener 
Mittelwert des Dipols kann nur auftreten, wenn andere Entartungen vorliegen 
als die, die durch die Kugelsymmetrie und die Gleichheit der Elektronen gefordert 
werden. So können die Zustände n = 2, 3 ... eines Atoms mit einem einzigen 
Elektron (H, He+ ... ) entsprechend der l-Entartung (wie die Ellipsenbahnen 
der klassischen Theorie) einen von Null verschiedenen Dipol haben. Z. B. einige 
der durch Separation in parabolischen Koordinaten entstehenden Eigenfunk
tionen bezeichnen Zustände mit Dipolmomenten. Ein nur langsam veränderlicher 

1 In bezug auf die Einzelheiten sei auf F. HuND, Linienspektren, und 0. LAPORTE, 
Theorie der Multiplettstruktur im Handb. d. Astrophys. Bd. III/2, S. 603, verwiesen. 
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Dipol kann auftreten, wenn eine genäherte Entartung besteht, so bei hoch an
geregten Zuständen anderer Atome, die durch eine Hauptquantenzahl n und eine 
nicht scharf definierte Nebenquantenzahll des angeregten Elektrons beschrieben 
werden. Solche Zustände verhalten sich im elektrischen Feld wesentlich anders 
als der normale Fall und geben einen "linearen" Starkeffekt und wesentlich 
größere Starkeffekt-Aufspaltungen 1 . Höhere Pole treten auch sonst auf; so 
haben P-Zustände einen Quadrupol. Bei den 5-Termen ohne Spin (oder den 
Termen J = 0 mit Spin) sind alle diese Pole Null. 

Von einer etwaigen Ladung und auch von den besonderen Fällen mit Dipol 
abgesehen ist die wichtigste elektrische Eigenschaft eines Atoms seine Polarisier
barkeit !X, sie gibt den Dipol an, der durch ein homogenes äußeres elektrisches 
Feld im Atom induziert wird (Dipol !X@ im Feld @). Die quantenmechanische 
Berechnung des Verhaltens eines Atoms im homogenen elektrischen Feld gibt 
einen praktisch brauchbaren Näherungsausdruck für !X. Wird ein Atom im 
Zustand u 0 (xtr1, ••. , Zn) in ein elektrisches Feld Cf der X-Richtung gebracht, 
so wird die Eigenfunktion verändert. Die Störungsrechnung liefert sie in erster 
Näherung als Entwicklung nach den Eigenfunktionen u 0 und u1 des ungestörten 
Atoms 

_ ~Uz• ju0 Xu1 dr 
u- Uo + e(l; E E , z- o 

l 

wo X = x1 + x2 + · · · + Xn und E1 die zu u1 gehörige Energie ist. Der Mittelwert 
des elektrischen Moments wird 

(}. )2 ~ UoXU1dr 
e JuX u d T = e / u0 X u0 d T + 2 e2 Cf~ Ez _ E--;;- + · · · ; 

l 

er setzt sich zusammen aus dem festen Dipol (der im normalen Fall Null ist und 
den wir daher weglassen) und Beiträgen aller Übergänge, die von u 0 aus mit 
Dipolstrahlung stattfinden. J u 0X u1 ist ja die für die Amplitude dieser Strah
lungen maßgebende Größe. Es wird also 

!X = 2 e2 ~ (J u 0 X Uz .d r )" . 
..:::.,. Ez- Eo 

l 

In vielen Fällen liegt die erste Anregung des Atoms schon recht hoch, dann sind 
die einzelnen E1 - E 0 nicht sehr verschieden, und wir können alle E1 - E 0 

gleich hv setzen. Wir erhalten 

!X= ~:2 -ju0 X • [+ u1Ju0 Xu1d-rl d-r = ~:2 -ju0 X 2 u0 di. 

!X ist also durch die Eigenfunktion u 0 des einen betrachteten Zustandes aus
gedrückt. Ist u 0 in allen Elektronen antisymmetrisch (Zustand höchster Multi
plizität) oder in je zwei Elektronen symmetrisch (Singuletts), so gilt: 

2e2 { 2e6 f !X=-- u0 (x12 +x22 + ···)U0 di=---·n· eX2 di hv., hv ' 

wo e = J Uo2drl . .. din-1 die Dichte der Elektronen ist. 
Wir gehen jetzt zu den magnetischen Eigenschaften über. 

1 Vgl. z. B. R. MINKOWSKI, Starkeffekt, ds. Handb. Bd. XXI, Kap. 8, Ziff. 9f. 
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Atomzustände ohne resultierenden Drehimpuls, also mit ] = 0, geben keinen 
Beitrag zum Paramagnetismus. Für 15-Terme gab PAULI1 auf Grund des Kor
respondenzprinzips, VAN V LECK 2 auf Grund der Quantenmechanik für die 
Suszeptibilität 

(N = LosemnuTsche Zahl, n = Zahl der Elektronen pro Atom; r 2 und x-2 sind 
:Wittelwerte von r 2 und x 2). 

Bei Atomzuständen mit Drehimpuls sind zwei Grenzfälle verhältnismäßig 
leicht zu behandeln. Es sei kT klein gegen den Abstand des zweiten Terms vom 
Grundterm; der Paramagnetismus des Atoms ist dann eine Eigenschaft des 
Grundterms und hängt von dem ]-Wert und dem g-Faktor (der für die Zeeman
aufspaltung maßgebend ist) ab. Es ist 

N ( e )2 X = --- · ti - - • g2 ] (] + 1) . 
3kT . 2mc 

( 1) 

Wenn der Grundterm einem Multiplett angehört (durchS und L gekennzeichnet), 
dessen Aufspaltung klein gegen kT ist und der Abstand zu höheren Termen 
groß gegen kT ist, so ist der Paramagnetismus des Atoms eine Eigenschaft des 
Yrultipletts. Es ist 2 

N ( e )2 . x=- -· ti · · ·[4S(S+1)+L(L+1)]. 
3kT . 2mc 

(2) 

Typische Beispiele für den ersten Fall paramagnetischer Atome sind die Ionen 
der seltenen Erden, deren Suszeptibilitäteil sehr gut mit (1) übereinstimmen, 
wenn man naheliegende Annahmen über die Grundterme der dreifach geladenen 
Ionen macht3. Übergänge zwischen beiden Grenzfällen sind die Ionen der Ele
mente in der Eisenfamilie. 

20. Berechnung von Atomeigenschaften. Das wichtigste Mittel zur Be
rechnung der Eigenschaften der Atome mit wenig Elektronen ist das Variations
verfahren, bei dem für die Eigenfunktion ein Ansatz mit einigen Parametern 
gemacht wird, die dann so bestimmt werden, daß das der Schrödingergleichung 
entsprechende Variationsintegral ein Minimum wird (vgl. Ziff. 5; über andere 
Verfahren im besonderen Fall des He-Atoms vgl. Kap. 3 ds. Bandes [BETHE], 
Ziff. 12ff.). 

He, Li+, Be++ ... und H-: Die Grundterme der' Atome und Ionen mit zwei 
Elektronen He, Li+, Be++ ... sind nach dem eben genannten Verfahren zuerst 
von KELLNER 4 berechnet worden. HYLLERAAS 5 erhält für He einen genaueren 
\Vert. Er nähert die Eigenfunktion an durch Summen der Ausdrücke 

('2Z r 1) (2Z r 2) p ( u) 
fPn,l . a fPn,l -a- l cosv , Z=2 

aus Funktionen, die mit den H-Eigenfunktionen verwandt sind 

X 

( ) - " zL2' + t ( ) IPnzX =e -x n+t X. 

1 W. PAuLI, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 201. 1920. 
2 J. H. VAN VLECK, Phys. Rev. Bd. 31. S. 587. 1928. 
3 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 33. S. 855. 1925. 
4 G. W. KELLNER, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 91. 1927. 
5 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 469. 1928; Bd. 54, S. 347. 1929; Bd. 60, 

S. 624; Bd. 63, S. 291; Bd. 65. S. 209. 1930. 
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r1 und r2 sind die Abstände der Elektronen vom Kern, 7? der Winkel zwischen 
ihnen, P1 die LEGENDREschen Polynome und L2"1++/ die (2l + 1)ten Ableitungen 
der (n + l) ten LAGDERREschen Polynome. Mit einigen Funktionen mit l = 0 
und 1 und einer Funktion mit l = 2 erhält er die Energie -1,4496 · 4 Rh statt 
des empirischen Wertes -1,4517 · 4 Rh und damit die Ionisierungsspannung 
24,35 Volt statt des empirischen Wertes 24,46. Ein weiterer Fortschritt gelingt 
HYLLERAAS, indem er die Näherungsfunktion benutzt: 

(r12 Abstand der Elektronen voneinander); er erhält mit diesem einfachen Ansatz 
schon 24,35 Volt. Mit der allgemeineren Funktion 

u-e-IX(r,+r,).~c (r +r)n(r -r)2lr.m - ...;;;,.. n,l,m 1 2 1 2 12 (1) 

unter Mitführung der Glieder 

u = e-IX(r,+r,)[co + c1r12 + c2(r1- r2)2 + Ca(r1 + r2) + c4(r1 + r2)2 + csr122J 

erhält er die Energie -1,45162 · 4 Rh. Der Unterschied gegen den experimen
tellen Wert -1,451 75 · 4 Rh liegt schon innerhalb des Gebietes der Feinstruktur. 
Den Grundterm von H- und damit die Elektronenaffinität von H berechnen 
BETHE1 und HYLLERAAS mit dem Ansatz 

tt = e-<X(r,+r,)[co + c1r12 + c2(r1- r2)2J; 

sie erhalten eine Elektronenaffinität von 0,7Volt. Unter Benutzung eines Ansatzes 
(1) mit ziemlich viel Gliedern und expliziter Einführung des Parameters Z (Kern
ladung) in die Rechnung erhält schließlich HYLLERAAS für die Energien der 
Grundterme von H-, He, Li+, Be++ ... eine Entwicklung nach Potenzen von 1/Z 

Rh(- 2Z2 + {z- 0,31488 + 0,01752~- 0,00548 ; 2). 

STARODUBROWSKY 2 gibt für H- noch eine kleine Verbesserung an. 
Durch ähnliche Ansätze wie für den Grundzustand erhalten HYLLERAAS 

und UNDHEIM 3 gute Annäherungen für den tiefsten Term 1 s 2s 35 des Ortho
helium und für den Term 1 s 2s 15 des Parheliums. 

Li, Be+, B+ + ... : GurLLEI\HN und ZENER4 berechnen den Grundterm mit 
einem Ansatz, der entsteht, wenn man aus 

e-<X(r,+r,). (ra- ß)ran*-2e-yr, 

durch Permutieren der Indizes und Linearkombinieren den richtigen Symmetrie
charakter herstellt. Bei Li wird für cx ein fester Wert genommen, ß, y, n* werden 
variiert. Bei Be+ B++ werden auch für n* und y feste Werte genommen und 
nur ß (die Lage des Knotens) variiert. 

Be, B, C ... Ne: ZEN ER 5 bildet aus den Eigenfunktionen 
1s: e-IXr 

2s: (r-ß)rn*-2e-rr 

2P: yn* -1 e- yr Yl (fhp) 

1 H. BEUlE, ZS. f. Phys. Bd. 57, S. 815. 1929. 
2 P. STARODUBROWSKY, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 806. 1930. 
3 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 54, S. 347. 1929; E. A. HYLLERAAS u. B. UND

HEIM, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 7 59. 1930. 
4 V. GurLLEMIN u. CL. ZENER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 199- 1930. 
5 CL. ZENER, Phys. Rev. Bd. 36, S. 51. 1930. 
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Linearkombinationen von Produkten mit der richtigen Symmetrie; lX wird fest
gehalten, ß, y, n* werden variiert oder wenigstens gleich plausibeln Werten 
gesetzt. Die Energien der L-Schale ergeben sich mit einem Fehler von wenigen 
Volt; für die Ionisierungsarbeiten ergibt sich nur eine mäßige Annäherung. 

Im Anschluß an die Rechnungen von ZEN ER gibt SLATER 1 Regeln an zur 
Aufstellung von angenäherten Eigenfunktionen, insbesondere für n* und die 
in y enthaltene "Abschirmung". 

Ladungsverteilung in der Elektronenhülle von He. Eine rohe Annäherung 
erhält SLATER für die Eigenfunktion des He-Grundzustandes, indem er 

ansetzt (r1 und r2 sind die Abstände der Elektronen vom Kern, r12 ihr gegen
seitiger Abstand und a der BoHRsehe H-Radius). Er verbessert das Ergebnis, 
indem er für kleine r 1 und r 2 

und für kleine r2 und große r1 

mit geeigneten, aus empirischen Daten gewonnenen, festen Werten von n*, IX, ß, y ... 
setzt 2• J u 2d-r2 gibt dann eine Annäherung für die Ladungsdichte der Elektronen
hülle. SLATER benutzt sie zur Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilität, 
die ja vom Mittelwert von r 2 abhängt, und zur Berechnung der Abstoßung zweier 
He-Atome (vgl. Ziff. 33). 

Die Berechnungen von Atomen mit vielen Elektronen legen gewöhnlich 
die Annahme zugrunde, daß normale Kopplung (Ziff. 16) vorhanden ist. Sie 
behandeln also zunächst die einzelnen Elektronen in einem Zentralfeld und unter
suchen dann die Wechselwirkung mittels einer Störungsrechnung. 

Die Annäherung des Zentralfeldes für die einzelnen Elektronen durch ein 

CouLOMBsches Feld mit der potentiellen Energie - (Z - S) e2 ist sehr bequem, 
r 

aber nicht sehr genau. Benutzt man es, so hat man nicht bloß für die verschiedenen 
Elektronen, sondern auch für verschiedene Eigenschaften, die man rechnen will, 
verschiedene Abschirmungskonstanten S zu benutzen, je nachdem ob die Eigen
schaft mehr von den inneren oder äußeren Teilen der Elektronenbahn abhängt. 
PAULING 3 untersucht die Frage, ob sich Abschirmungszahlen für eine Eigenschaft 
in Abschirmungszahlen für eine andere Eigenschaft umrechnen lassen. Wenn 
die betrachtete Eigenschaft bei wasserstoffähnlichen Atomen mit n•;zt geht, 
so erhält er S als Funktion von rjt und einer der betreffenden Elektronenbahn 
(n, l) eigentümlichen Größe. Er berechnet solche 5-Werte, für schwerere Atome 
verbessert er sie unter Zuhilfenahme von Refraktionswerten und einigen Term
eigenschaften und erhält so einen vollständigen Satz von Größen, aus dem für 
alle Atome und Ionen, für alle Elektronen darin und für alle Eigenschaften die 
Abschirmungskonstanten entnommen werden können. Er berechnet damit 
Ionisierungsarbeiten, Röntgenterme und Streufaktoren für Röntgenstrahlen. 

1 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 36, S. 57. 1930. 
2 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 333; Bd. 32, S. 349. 1928. 
3 L. PAULING, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 344. 1926; Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 114, 

S. 181. 1927; L. PAULING u. J. SHERMAN, ZS. f. Krist. (A) Bd. 81, S. 1. 1932. 
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Für genauere Rechnungen erhebt sich die Frage, wie die Zentralfelder für 
die einzelnen Elektronen angesetzt werden können. In manchen Fällen kann 
dazu die statistische Methode von THOMAS und FERMI (Ziff. 13) benutzt werden. 
Sie gestattet allgernein die genäherte Berechnung solcher Eigenschaften von 
Atomen mit vielen Elektronen, die einigermaßen gleichmäßig mit der Atom
nummer gehen. Die Methode versagt bei solchen Eigenschaften, die wesentlich 
von den äußersten Elektronen abhängen und infolge des Schalenabschlusses 
von einer Atomnummer zur nächsten sich stark ändern können. 

Die Rechnung liefert zunächst die Dichteverteilung der Elektronen, die man 
z. B. für die Streuung der Röntgenstrahlen an Kristallen oder Molekeln benutzen 
kann, wenn man von der Veränderung der Verteilung unter dem Einfluß der 
anderen Atome absehen kann 1 . , 

FERMI benutzt seine Methode weiter zur Berechnung der Anzahl der Elek
tronen im Grundzustand der Atome mit einem bestimmten Drehimpuls. Diese 
Rechnung ist wichtig für die Theorie des periodischen Systems (Ziff. 18)- Die 
Natur des Grundterms und der qualitative Aufbau des Termschemas aller Atome 
läßt sich nämlich deduktiv angeben, wenn man weiß, in welcher Reihenfolge 
die einzelnen Elektronenbahnen gebunden werden, insbesondere in welchen 
Fällen 4s vor 3d kommt, oder 5 s vor 4d, oder 6s vor 5 d und 4 f. Die FERMisehe 
Rechnung liefert das mit einiger Annäherung, da sie angibt, bei welcher Atom
nummer zum erstenmal d- und /-Bahnen auftreten und wann die Anzahl größer 
wird als die einer abgeschlossenen Schale, Die Rechnung geht so vor sich, daß 
aus der Dichte der Elektronen auf die Geschwindigkeitsverteilung in dem be
treffenden Punkt geschlossen und ausgerechnet wird, wieviel Elektronen einen 
Drehimpuls zwischen lft und (l + 1)'h haben. Von dieser Zahl wird angenommen, 
daß sie genähert gleich der Zahl der Elektronen mit dem Drehimpulsquadrat 
ft 2 l(l + 1) ist. Nach FERMis Rechnung treten auf: p-Bahnen von Z = 5 (empi
risch B, Z = 5) ab, d-Bahnen von Z = 21 (empirisch Sc, Z = 21) ab, /-Bahnen 
von Z =55 ab (empirisch Ce, Z =58), 

Man kann das nach FER:\fl gerechnete Potential dazu benutzen, um die 
Bindungsenergien der Elektronen in den einzelnen Zuständen zu berechnen. Man 
hätte dann allerdings für die Terme des neutralen Atoms das Potential in einem 
Ion zu nehmen, dessen gesamte Elektronenladung Z - 1 ist, also nicht die 
Lösung der FERMisehen Gleichung [(4) Ziff. 13], die im Unendlichen verschwindet, 
sondern eine andere Lösung (vgl. Abb. 13, S, 600). Man macht aber keinen 
großen Fehler, wenn man statt dieses Potentials den Ansatz 

e2 
U(r) = - [1 + (Z- 1) cp (ßr)] 

r 

macht, wo cp (x) die Lösung der FERMisehen Differentialgleichung für das neutrale 
Atom ist und x = ßr die in ZifL 13 benutzte Transformation. Dieser genäherte 
Ansatz bedeutet eine etwas zu geringe Abschirmung; diese Abweichung wirkt 
der anderen Vernachlässigung, die man mit der Nichtberücksichtigung der 
Polarisation des Atomrestes durch das betrachtete Elektron begeht, entgegen, 
Am besten ist die Näherung für innere Elektronen, also für Röntgenterme_ Da 
man die K-Röntgenterrne auch ohne genauere Kenntnis der Elektronenverteilung 
gut abschätzen kann und die L-Terrne einigermaßen, hat RASETTI M-Terrne 
berechnet, und zwar die 3 d-Terrne 2 , Die Übereinstimmung mit den experimen
tellen Werten ist gut. 

1 \Vie die Streuung auszurechnen ist, wenn die Elektronendichte sich additiv aus 
kugelsymmetrischen Verteilungen zusammensetzt, zeigt P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 28, S. 135. 
1927. 

2 F. RASETTI, ZS. f. Phys. Bd. 49, S. 546. 1928. 
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Bei optischen Termen ist die Übereinstimmung von berechnetem und tat
sächlichem Termwert schlechter, die Rechnung kann nur gleichmäßigen Gang 
mit der Atomnummer geben. Für die tief eindringenden s-Terme liegen die 
Verhältnisse noch am günstigsten; ihr Verhalten ist von FERMI berechnet worden 1 . 

Es kann durch Angabe der Rydbergkorrektion a in der Termschreibweise 

W = -(-- Rh )2 , wo n die wahre Hauptquantenzahl ist, beschrieben werden. n-cx 
Die Abweichungen der gerechneten Rydbergkorrektionen von den wirklichen 
(Abb. 18) zeigen Schwankun- E 

gen, die von der in Wirk
lichkeit vorhandenen Periodi- .J 
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dubletts bei Cs 2 und schließ
lich die Dimensionen der 4/
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den 3 . Durch die letztere Rech- 0 

nung wird erklärt, daß diese 
Bahnen zwar nicht stark ge
bunden sind, aber doch tief im 

Abb. 18. Von FERMI gerechnete (---) und empirische ( o o o o) 
Rydbergkorrektionen {letztere gegenüber Abb.1 bei FERMI, ZS. f. Phy~. 

Bd. 49, S. 550. 1928, ergänzt). 

Atominneren verlaufen und daher das chemische Verhalten wenig beeinflussen. 
Zu den Eigenschaften, die gleichmäßig mit der Atomnummer gehen, gehört 

auch die Gesamtenergie des Atoms (soweit sie von der Wechselwirkung von Kern 
und Elektronen herrührt) 4• Da das Modell nur CouLOMBsehe Kräfte hat (zwischen 
Kern und den Teilchen des "Elektronengases" und zwischen diesen Teilchen 
selbst), setzen wir die Gesamtenergie gleich der halben potentiellen Energie. Das 

Potential U zerlegen wir in den Anteil Uk = eZ, der vom Kern herrührt, und 
r 

in den Anteil U- Ub der von der gegenseitigen Abstoßung der Elektronen 
kommt. Dann wird die Gesamtenergie 

E = -tjneUkdr- ±Jne(U - Uk)dr, 

= -tjne(U + Uk)dr. 

Unter Benutzung der FERMisehen Lösung für U erhalten w1r 

' 2'' 7 

E = -" " . J . EH. z::' 
3:: "" 
. ( 2n2 me4 ) wo EH die Energie des H-Atoms 1m Grundzustand _- h 2 -_ und 

J =J"''P~ dx +/··'1'-: dx 
• x 2 • x:! 

0 0 

1 E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 49. S. 550. 1928. 
2 G. GENTILE u. E. MAJORANA, Rend. Lincci Bd. 8, S. 229. 1928. 
3 E. FERMI, Leipziger Vorträge 1928. 
4 E. A. MILNE, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bel. 23, S. 794. 1927; E. B. BAKER, Phys. 

Rev. Bel. 36, S. 630. 1930. 
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ist. Unter Benutzung der Differentialgleichung für cp kann man beide Integrale 
durch die Ableitung von cp an der Stelle x = 0 ( -1 ,589) ausdrücken und erhält 
schließlich 

7 

E=1,54·Z"·EH 
7 

oder 20,8 · Z" Elektronenvolt. Die Abschätzung des empirischen \Vertes aus den 
Röntgentermen gibt einen ähnlichen Verlauf. 

Hartree-Methode. Zur Berechnung der Elektronenverteilung in Atomen 
mit vielen Elektronen hat HARTREE 1 eine Methode angegeben, die mit der Nähe
rung arbeitet, daß jedes Elektron in einem Zentralfeld läuft, das durch Aus
schmieren der übrigen Elektronen entsteht. Genauer gesagt, HARTREE nimmt 
für jedes Elektron ein Potential an, das dem Kern und der ganzen Dichte der 
Elektronen, vermindert um die über alle Orientierungen gemittelte Ladungsdichte 
des betrachteten Elektrons, entspricht. Aus einem gegebenen Feld, das aus den 
Beiträgen der einzelnen Elektronengruppen besteht, kann er das Potential für 
jedes Elektron berechnen, für jedes dieser Potentiale die Schrödingergleichung 
lösen, aus den Lösungen die Ladungsverteilungen bestimmen und so ein neues 
Feld für das ganze Atom erhalten. Stimmt dieses mit dem Ausgangspotential 
überein, so nennt es HARTREE ein "selfconsistent field". Er gibt nun Methoden 
an, dieses Feld durch schrittweise Annäherung numerisch zu berechnen. 

Er berechnete das Feld, die Ladungsverteilung und die Energie für den 
Grundzustand von He, er erhielt als Ionisierungsspannung 24,85 Volt (statt 
24,5). Weiter gab er Berechnungen für die Ionen Na+ und Cl-, da deren Ladungs
verteilung für die Berechnung der Beugung von 1\öntgenstrahlen an NaCl
Kristallen wichtig ist. Sehr ausführliche Rechnungen stellte er für Rb+ an, 
um dann damit die Terme des Rb-Atoms zu finden. 

GAUNT, SLATER und FocK 2 haben die Hartree-Methode unter folgendem 
Gesichtspunkt betrachtet. Man kann versuchen, die Energie eines Atoms mit 
vielen Elektronen dadurch zu berechnen, daß man die Eigenfunktion in der 
Form ansetzt 

( 1) 

wo (k) alle drei Koordinaten des k-ten Elektrons vertritt. Diese Funktion hat 
noch nicht die Symmetrie, die man von der Eigenfunktion eines Atoms ver
langen muß, aber sie kann für ein Störungsverfahren nach SLATER (Ziff. 16) 
benutzt werden. Geht man mit (1) in die Schrödingergleichung bzw. in das ihr 
äquivalente Variationsprinzip ein, so erhält man Gleichungen, die mit den von 
HARTREE benutzten übereinstimmen. Die HARTREEsche Lösung ist also die 
beste, die mit dem Ansatz (1) erhalten werden kann. 

Das System der Gleichungen für u1 u2 . .• hat die Form 

f,2 
--Liuk+ (Ek- Uk)uk= 0, 
2m 

wo Uk nur von den Koordinaten des kten Elektrons abhängt und 

Uk = f U1 (1) 2 U2(2) 2 ... Un(n) 2 • U • dTl dT2 ... dTn 

ist, worin uk und d-rk fehlt. uk ist also wirklich die Eigenfunktion eines Elektrons 
in einem Kraftfeld Uk, das durch Mittelung von U entsprechend den Verteilungen 
der übrigen Elektronen gebildet ist. 

1 D. R. HARTREE, Proc. Cambridge Phi!. Soc. Bd. 24, S. 89, 111. 1928. 
2 J. A. GAUNT, Proc. Carnbridge Phi!. Soc. Bd. 24, S. 328. 1928; J. C. SLATER, Phys. 

Rev. Bd. 32, S. 339. 1928; V. FocK, ZS. f. Phys. Bel. 61, S. 126. 1930. 
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Interessant ist ein Vergleich der Elektronenverteilungen, die man nach den 
verschiedenen Methoden erhält. H. BETHE1 gibt bei He einen Vergleich 

1. der mit u = [e-<"'r,+ßr,) + e-<ßr,+<Xr,>] e-rr,. von HYLLERAAS, 
2. der mit u = e- <X(r, +r,l, 
3· der mit der THOMAs-FERMischen Methode, 
4. der mit der HARTREEschen Methode 

erhaltenen Elektronendichten (Abb. 19 ist nach seiner Tabelle gezeichnet). Die 
Übereinstimmung der HARTREEschen Lösung mit der exakten HYLLERAASschen 
ist sehr gut. Daß die THOMAS-FERMische Lösung so schlecht paßt, darf uns 
nicht wundern, denn sie ist 2 

ja nur im Falle vieler Elek- dn 

tronen geeignet. Die von dr 

SLATER (s. oben S. 619) er
haltene Elektronenverteilung 
weicht von der exakten Kurve 
wesentlich weniger ab, als die 
mit e- <X(r, +r,) erhaltene. 

.1 r 
äff 

Für ein Störungsverfah
ren zur Berücksichtigung der 
Wechselwirkung der Elektro
nen ist die HARTREEsche Lö
sung wohl der beste Ausgangs
punkt. Die HARTREEsche Lö
sung ist nämlich noch nicht 

Abb. 19. Vergleich der nach verschiedenen Methoden gerechneten 
Elektronenverteilungen im He·Atom. (Nach BETHE.) 

die beste, die man erhalten kann, wenn man die Eigenfunktion des Atoms durch 
Eigenfunktionen einzelner Elektronen darstellen will. Diese besteht vielmehr in 
den Linearkombinationen der Funktionen (1), die durch den ersten Schritt des 
Störungsverfahrens (vgl. Ziff. 16) berechnet werden. 

Das HARTREEsche Kraftfeld uk ist übrigens nicht das beste feste Kraft
feld für die Bewegung eines einzelnen Elektrons (des kten), das nur von 
den Koordinaten dieses Elektrons abhängt. Es berücksichtigt nämlich nicht 
die Rückwirkung, die die Bewegung des betrachteten Elektrons auf die Wolke 
der übrigen Elektronen hat, also nicht die "Polarisation" dieser Wolke durch das 
betrachtete Elektron. Eine Berechnung, die das mit tut, ist nur für zwei Elek
tronen einfach durchführbar. SLATER, der die Rechnung ausgeführt hat 2, rechnet 
zunächst die Eigenfunktion eines Elektrons ( 1) in dem Kraftfeld des Kerns 
und des festgedachten anderen Elektrons (2), also v(1, 2), wo die Koordinaten 
von (2) als Parameter betrachtet werden. Es gilt also [LI 1 ist der LI-Operator 
mit den Koordinaten von (1)]: 

fi.2 
- 2 m Ll1 v(1, 2) + U(1, 2)v(1, 2) = E(2)v(1, 2). 

Die Eigenfunktion des Atoms wird dann in der Form u = v(1, 2)w(2) angesetzt. 
w wird berechnet, indem statt der Gleichung 

,,2 
-2m [LI1 (vw) + Ll2 (vw)] + Uvw = Evw 

die etwas abgeänderte Gleichung 
h2 

- 2·· ·· (w • Ll1 v + vLI 2w) + Uvw = Evw m 

1 H. BETHE, ZS. f. Phys. Bd. 55, S. 431. 1929. 
2 J. C. SLATER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 423. 1927. 
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gelöst wird, in der Glieder weggelassen sind, die bei geringer Abhängigkeit der 
Funktion v von (2) klein sind. Unter Benutzung von E (2) geht diese Gleichung 
über in j2 

__ ':_LJ w + E(2)w = Ew 
2m 2 ' 

also in die Schrödingergleichung eines Elektrons mit der potentiellen Energie 
E (2). Die Energie des ersten Elektrons bei festgedachtem zweiten als Funktion 
der Koordinaten dieses zweiten Elektrons spielt die Rolle der potentiellen Energie 
des Kraftfeldes für das zweite Elektron. 

III. Schwingung und Rotation von zweiatomigen 
Molekeln I. 

21. Zerlegung in Elektronenbewegung, Schwingung und Rotation. Die 
Quantentheorie der Molekel darf aus verschiedenen Gründen Interesse be
anspruchen. Einmal hat die vorläufige Quantentheorie des Korrespondenz
prinzips längst nicht zu einer ähnlich vollständigen Übersicht über die Banden
spektren und anderen Eigenschaften der Molekeln geführt wie früher über die 
Linienspektren und die Atomeigenschaften. Der neuen Quantenmechanik 
warteten also ganz bestimmte Aufgaben, an denen sich diejenigen ihrer Eigen
schaften bewähren mußten, die das Korrespondenzpi:inzip noch nicht enthielt. 
Zweitens liegt ein großes Erfahrungsmaterial über Molekeln vor in den Banden
spektren und in den Ergebnissen der Chemie, ihren quantitativen Angaben über 
Bindungsenergien und ihren qualitativen Valenzregeln. Und drittens kann die 
Behandlung der Molekel eine Vorstufe bilden zu der des festen Körpers und der 
zusammenhängenden Materie überhaupt. 

Eine Deutung der einfacher gebauten Bandenspektren zweiatomiger Molekeln 
im Sinne des Korrespondenzprinzips ist früh erfolgt (ScHWARZSCHILD, HEUR
LINGER, LENZ, KRATZER u. a.). In den Frequenzen, die emittiert oder absorbiert 
wurden, waren drei Bestandteile sehr verschiedener Größenordnung. In einfachen 
Fällen konnte man die Energien in der Form 

E = Eei + Eosc + Erot 

schreiben, für Eosc konnte man die Energien eines schwingenden Systems aus zwei 
Massen, in erster Näherung die Energien eines harmonischen Oszillators, und für 
Erot die Energien eines rotierenden in erster Näherung aus zwei starr verbundenen 
Massen bestehenden Systems setzen. Die Termabstände und damit die Frequenzen 
der Rotation sind klein gegen die der Schwingung und diese wieder klein gegen 
die der Elektronenbewegung. Diese Abstufung in der Größenordnung der Ein
flüsse auf den Molekelterm wird nun allen weiteren Untersuchungen zugrunde 
gelegt. Die Molekel wird in erster Näherung ersetzt durch ein System aus zwei 
festgehaltenen Kernen als Kraftzentren und den Elektronen, in zweiter Näherung 
kommt dazu die Schwingung der Kerne, in dritter die Rotation. Abweichungen 
von dem genannten einfachen Fall der Zerlegung der Energie oder Frequenz 
in die drei Teile kommen dadurch zustande, daß die Rotation der Molekel in 
bestimmten Fällen anders erfolgt als die zweier starr verbundener Massen. 

In der ersten Näherung, der Betrachtung des "Zweizentrensystems", wird 
der Kernabstand R als fester Parameter (nicht als Koordinate) angesehen. Die 

1 Von Darstellungen der Theorie der Molekeln seien genannt: R. DE L. KRONIG, Band 
spectra and molecular structure. Cambridge (Engl.) 1930; \V. \VEIZEL, Bandenspektren, in 
Handb. d. Exper.-Phys. (Wien-Harms), Erg.-Bd. 1. 1931; R. S. MuLLIKEN, Interpretation 
of band spectra. Rev. modern phys. Bd. 2, S. 60 u. 506. 1930; Bd. 3, S. 89. 1931; Bd. 4, 
S. 1. 1932. 
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Zustände des Systems werden durch Eigenwerte E und Eigenfunktionen u der 
ScHRÖDINGERschen Differentialgleichung beschrieben. u hängt von den Ko
ordinaten aller Elektronen ab, E und u noch vom Parameter R. 

Es fragt sich nun, wie die Terme und Eigenfunktionen durch die Bewegung 
der Kerne (in zweiter und dritter Näherung) abgeändert werden. Wenn wir 
zunächst von der Rotation noch absehen, so können wir die Koordinaten x, y, z, R 
einführen (dabei sollen xyz für die Koordinaten aller Elektronen stehen). Die 
HAMILTONsche Funktion wird 

H = TedPxPyPz) + Tosc(PR) + U(xyz, R). 

Sie setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie Te1 der Elektronen, der 
kinetischen Energie Tose der Kerne und der potentiellen Energie U, in die wir 
auch die Kernabstoßung Z1 Z 2 e2f R einbeziehen. Unabhängigkeit von Elektronen
bewegung und Schwingung würde bedeuten, daß die Schrödingergleichung, die 
aus H gebildet werden kann, mit dem Ansatz tt = Uel (xy z) • Uosc (R) lösbar ist. 
Dies ist angenähert der Fall. Die Schrödingergleichung des Zweizentrensystems 

(Tel + U) UeJ = Ee! UeJ 

liefert die Funktion tte1 (xy z, R), die R als Parameter enthält, und Eei( R) . 
Wenn wir annehmen, daß UeJ von R nur wenig abhängt, führt der Ansatz 
1t = UeJ Uosc die Schrödingergleichung der schwingenden Molekel in 

(Tose + Eel) Uosc = E Uosc 

über. In dieser Näherung verhält sich also die Schwingung der Molekel wie die 
Schwingung zweier Massen mit der gegenseitigen potentiellen Energie Eel· Die 
Termfunktion Ee1 (R) des Zweizentrensystems spielt für die Schwingung die Rolle 
der potentiellen Energie1• Dieser Satz wurde (natürlich unter Mitberücksichtigung 
der Rotationen) für zwei- und mehratomige Molekeln von BoRN und OPPEN
HEIMER bewiesen1. 

Der nächste Schritt ist nun die Zufügung der Glieder, die der Rotation 
entsprechen. Dabei hat man auf die Größenordnung des Spineinflusses zu achten. 
In vielen Fällen ist er von gleicher Größenordnung wie der der Rotation; dann 
hat man keinen einfachen KopplungsfalL Es ist daher besser, zunächst zwei 
einfachere Grenzfälle zu betrachten, die auch bei Molekeln vorkommen, nämlich 
den Fall a, wo der Einfluß der Rotation klein ist gegen den des Spins und wo 
wir den Spineinfluß mit zur Elektronenbewegung rechnen, die mit dem Modell 
des Zweizentrensystems behandelt wird, und den Fall b, wo der Einfluß des 
Spins klein ist gegen den der Rotation und wo wir zur spinfreien Elektronen
bewegung zunächst die Rotation hinzufügen und dann erst den Spin. 

Der Einfluß der Elektronenbewegung (im Fall a mit Spin, im Fall b ohne 
Spin) auf die Rotation hängt wesentlich davon ab, ob die Elektronenbewegung 
einen Drehimpuls hat oder nicht. Ohne Elektronen-Drehimpuls sind die Terme 
der Rotation in erster Näherung die Terme eines Rotators, d. h. eines Systems 
aus zwei starr verbundenen Massenpunkten mit der Masse der Kerne. Bei 
Vorhandensein eines Elektronen-Drehimpulses ist nach den allgemeinen Sätzen 
dieser auch bei Rotation noch genähert konstant, außerdem ist der Gesamt
drehimpuls streng konstant. Durch Betrachtung der Vektorzusammensetzung 
ergibt sich schon sehr weitgehend die Rotationstermstruktur. 

22. Schwingung. Die Schwingungsterme sind also Terme eines Oszillators, 
dessen potentielle Energie etwa die Form der Abb. 4 (S. 570) hat. Es gibt ein Gebiet 

1 M. BoRN u. R. ÜPPENHEIMER, Ann. d. Phys. Bd. 84, S. 457. 1927. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV;'!. 40 
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diskreter Terme [E < U (oo)J und ein Kontinuum E ?~ U (oo). Ob das diskrete 
Gebiet endlich oder unendlich viele Terme enthält, hängt davon ab, in welcher 
Weise U sich der Asymptote U (oo) nähert. Verhält sich der Abstand z. B. wie 

- _t:_ (Anziehung von Ionen), so gibt es unendlich viele Schwingungsterme; ver-r 
hält sich der Abstand wie - _t:_, wo m > 2 ist, so gibt es nur endlich viele 1. rm 
Für kleine Schwingungsquantenzahlen n kann W in der Form 

E = hY[(n + ~)- x(n + f)2 + .. ·] (1) 

geschrieben werden. Die Art der Abweichung vom harmonischen Oszillator 
ist in allen bekannten Fällen so, daß x positiv ist. Die Schwingungsterme sehr 
vieler Bandensysteme passen sogar recht gut in eine Formel, die hinter dem Glied 
-hYx(n + !) 2 abbricht. 

Kennt man die Schwingungsterme bis zum Kontinuum, so hat man auch 
die Dissoziationsenergie des betreffenden Elektronenterms. Wenn man die 
Schwingungsterme nur ein Stück weit kennt, kann man versuchen, die Disso
ziationsenergie durch Extrapolation zu bekommen. In den zahlreichen Fällen, 
wo für den Termwert eine zweigliedrige Formel gilt, liegt es nahe, dies auch 
weiterhin bis zur Dissoziation anzunehmen. 

Da die potentielle Energie der Schwingung zugleich die Energie des Zwei
zentrensystems Ec1 (R) als Funktion des Zentrenabstandes ist, sind die Eigen
schaften der Schwingung zugleich Hinweise auf das Zweizentrensystem. Ver
hältnismäßig leicht zu bestimmen von den Schwingungseigenschaften sind die 
Größe Y [in (1)], die Dissoziationsarbeit, der Kernabstand im Minimum der 
Energie (aus dem Rotationsspektrum), oft noch x [in (1)]. Es ist also günstig, 
eine Interpolationsformel für U (R) = Ee1 (R) zu haben, die mit drei oder vier 
Parametern sich den empirischen Werten anpassen läßt. Da Potentiale der Form 

b c 
U (R) = a + R + R2 

eme geschlossene Lösung ermöglichen, benutzte KRATZER Ansätze der Form 

ohne die Störungsglieder mit ß . .. verhält sich dieses Potential für große R 
wie das zweier Ionen 2 • Einen auch für große R bei Atommolekeln günstigen 
Ansatz gibt MoRSE 3 . Er geht aus 

U = U(oo) + Ae- 2 "'R- Be-"'R 

hervor, wenn man die Stelle R 0 des Minimums einführt und die Energie im Mini
mum mit U (oo) - D bezeichnet. Er lautet 

u = U(oo) + D[e-2<X(R-Ro)- 2e-a(R-Ro)]; 

l/ u . d' d . M 1 1 + 1 dabei ist a = 2nv ; -·D; fl 1st 1e re uz1erte 1 asse, - = - . Der An-
2 fl m 1 m 2 

1 Beweis (im Rahmen der korrespondenzmäßigen Bandentheorie) bei A. KRATZER, 
ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 40. 1924. 

2 Quantenmechanische Durchrechnung bei E. FuES, Ann. d. Phys. Bd. 80, S. 367; 
Bd. 81, S. 281. 1926. 

3 P. M. MoRSE, Phys. Rev. Bd. 34, S. 57. 1929. 
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satz hat, abgesehen davon, daß er eine gute Interpolationsformel ist und für großeR 
exponentiell abnimmt, wie wohl im allgemeinen We1 in Wirklichkeit, den großen 
Vorteil, daß ein Oszillator mit dieser potentiellen Energie eine Termfolge 

E = hv[(n + i)- x(n +i) 2] 

hat, die hinter dem zweiten Glied abbricht. TELLER gibt noch etwas allgemeinere 
Ansätze für U an, die auf zweigliedrige Termformeln führen 1 . 

Die Intensitätsverhältnisse der Schwingungsbanden hängen zunächst davon 
ab, ob es sich um (ultrarote) reine Schwingungsbanden handelt, bei denen sich 
der Elektronenterm nicht ändert oder um (sichtbare oder ultraviolette) Elek
tronen-Schwingungsbanden, bei denen sich der Elektronenterm ändert. Im 
ersten Fall sind die Intensitäten einfach die Intensitäten eines Oszillators 
mit gegebener potentieller Energie. Wenn er nicht sehr vom harmonischen 
abweicht, so ist der Übergang n ± 1 -->- n am stärksten. Da Ultrarotmessungen 
im allgemeinen als Absorptionsmessungen bei gewöhnlicher Temperatur statt
finden, so beobachtet man in erster Linie den Übergang 1 -->- 0 und schwächer 
2 -->- 0 und 3 -->- 0. 

Für die Kenntnis der Intensitäten der Elektronen-Schwingungsbanden ist 
eine Bemerkung von FRANCK sehr wichtig geworden. Sie wurde von CüNDON 
quantenmechanisch begründet2 . Die Eigenfunktion des unteren und des oberen 
Zustandes des betrachteten Überganges enthält einen Bestandteil U 08c (R), der 
der Schwingung entspricht. Bei sonst gleichen Verhältnissen hängt die Inten
sität des Übergangs wesentlich von 

j Ru~sc(R)u~sc(R)dR 
ab, wo die Striche den kombinierenden Zuständen entsprechen. Sie hängt also 
wesentlich davon ab, wie gut sich die Eigenfunktionen der Schwingung über
lappen. Im Grundzustand der 
Schwingung ist U 08c ziemlich 
schmal, von ihm aus geschehen 
nur Übergänge, bei denen R 
ungefähr gleichbleibt. 

Betrachten wir mit FRANCK 
drei typische Fälle des Verhal
tens der Schwingungspotentiale 
im Grundzustand und in einem 
höheren Zustand (Abb. 20). Im 
ersten Fall ist der Kernabstand 
im Gleichgewicht beim oberen 

lT \7-------------

-------

I Il 
Abb. 20. Typische Fälle des Schwingungspotentials im Grund- und 

einem angeregten Elektronenzustand. 

Zustand wesentlich größer als beim unteren. Bei Absorption von Licht gehen der 
nichtschwingende oder die wenig schwingenden Zustände (R r::::; R 0) des unteren 
Elektronenterms vorwiegend in hohe Schwingungsterme oder schon in das daran 
anschließende Kontinuum des oberen Elektronenterms über. Der Übergang ins 
Kontinuum bedeutet, daß die Molekel dissoziiert und die Bestandteile mit einer 
gewissen kinetischen Energie auseinanderfahren. Im zweiten Fall sind die Kern
abstände im Gleichgewicht bei den beiden betrachteten Elektronenzuständen 
ungefähr gleich. Bei Absorption gehen die tiefen Schwingungsterme des unteren 
Zustandes vorwiegend in tiefe Schwingungsterme des oberen Zustandes über. 

1 E. TELLER (im Erscheinen). 
2 J. FRANCK, Trans. Faraday Soc. Bd. 25, Part 3. 1925; ZS. f. phys. Chem. Bd. 120, 

S. 144. 1926; E. U. CoNDON, Phys. Rev. Bd. 28, S. 1182. 1926; Proc. Nat. Acad. Amer. 
Bd. 13, S. 462. 1927; exakte Fassung bei M. BoRN u. R. ÜPPENHEIMER, I. c. 

40* 
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Im dritten Fall gehen sie wieder in höhere Schwingungsterme des oberen Zustandes 
über. Bei Emission liegen die Fälle etwas verwickelter, im zweiten Falle der Abb. 20 

X 

X X 

X X X 

X X 

X 

J 

X X 

X 

5 
sind die Übergänge stark, 
bei denen sich die Schwirl-

x gungsquantenzahl wenig 
" x x x ändert; in den anderen Fäl

len können große Änderun-
X 

gen der Schwingungsquan-
tenzahl vor kommen, typisch 
ist dasinAbb. 21angegebene 
Verhalten. Auf die Bedeu
tung der FRANCKschen 

Abb. 21. Intensitäten von Schwingungen, links für geringe Anderung des 
Minimums im Schwingungspatential, rechts für starke Anderung. 

Überlegung zur Feststellung 
der Dissoziationsprodukte 
gehen wir später ein. 

Es kommen in Molekeln auch Übergänge zu Elektronentermen vor, die 
gar kein Minimum der Energie haben (Abb. 22). Hier besteht der Übergang 

nur in einem Kontinuum. Dem zweiten 
Fall der Abb. 22 entspricht z. B. das große 
Wasserstoffkontinuum 1 . 

23. Rotation. Wenn die Elektronen
bewegung keinen mittleren Drehimpuls um 
die Kernachse hat, so sind die Rotations
terme genähert die Terme eines Rotators, 
genauer eines rotierenden Systems aus zwei 
Massenpunkten mit starrer Verbindung. 
Weiter reicht das Modell des rotierenden 

Abb. 22. Elektronenterme, zwischen denen Über
gänge mit kontinuierlichem Schwingungsspektrum Oszillators, eines Systems, das aus zwei 

stattfinden. Massen mit einer vom Abstand abhängigen 
potentiellen Energie besteht. Es liefert als Rotationsenergie 2 zunächst auch die 
Rotatorenergie (A ist Trägheitsmoment) 

:~ · J (J + 1) = 8:: A · J (J + 1) = h B · J (J + 1) 

und als Korrektionsglieder 

-a(J + !)4, -ß(J + t)2(n + l). 

Beide rühren daher, daß mit zunehmender Rotation der Kernabstand größer 
wird, das erste Glied gibt den Einfluß auf die Rotation, das zweite den auf die 
Oszillation an. 

Als Banelenlinien kommen die Übergänge J ± 1 -->- J vor. In den Schwin
gungsbanden des Ultraroten ändert sich das Trägheitsmoment nicht wesentlich, 
man erhält die Frequenzen 

l' = 'Vosc + 2B(J + 1), 

V= 'Vosc- 2B J, 
(]+1-->-J) 

(J-1-->-j) 

also äquidistante Linien mit "doppelter Lücke" an der Stelle der Schwingungs-

1 Nach J. G. vVINANS u. E. G. C. STÜCKELBERG, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 14, S. 867. 
1928. Vgl. auch W. FINKELNBURG u. W. WEIZEL, ZS. f. Phys. Bd. 68, S. 577. 1931. 

2 A. SOMMERFELD, \V ellenmechanischer Ergänzungsband, Braunschweig 1929, S. 24 ff. 
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frequenz. In den Elektronenbanden des Sichtbaren oder Ultravioletten ändert 
sich das Trägheitsmoment beim Übergang, man erhält 

V= VeJ + V0,c + 2ß" (] + 1) + (B'- B") (] + 1) (] + 2), 

l' = VeJ + V08c- 2B"J + (B'- B")] (] - 1), 

(]+1-+J) 

(J-1-+J) 

also Linien, deren Verlauf durch das Diagramm der Abb. 23 angegeben wird. 

J 
I 1men 't!rme L_ 

Ii 
.,.., 

........ 
.f """, I 

~ ./' 
J 1:\ / 
l i\ ./ 
1 ':'I.L tJ 

/ 
/ 

/ 
/ 

I 
I 
I II 

~~~ II I I I I 
Abb. 23. Rotationsterme und -linien einer zweiatomigen Molekel ohne Drehimpuls des Elektronenterms. 

Die den Fällen mit Drehimpuls der Elektronenbewegung zugrunde zu legenden 
.\lodelle richten sich im wesentlichen nach dem Einfluß des Spins. Wir besprechen 
die wichtigsten Fälle. 

Fall a: Der Einfluß des Spins sei groß gegen den der Rotation, die Kopplung 
des Spins an die Elektronenbewegung sei also so stark, daß sie durch die Rotation 
nicht beeinflußt wird. Ohne Rotation ist der Term der Molekel (abgesehen von 
der Schwingung) durch die Eigenfunktion des Zweizentrensystems gekenn
zeichnet; wegen der Achsensymmetrie hat sie einen bestimmten, durch Q ge

I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

-----~, 
J I 

'M I 
I 
I 

kennzeichneten Symmetriecharakter. Bei gerader Anzahl von 
Elektronen ist Q =0, 1, 2, ... , bei ungerader Anzahl von Elek
tronen ist Q = ~, :;, ~, ... ; der Term hat das Gewicht 1 bei Q = 0, 
sonst das Gewi~ht 2: Man kann die Eigenfunktionen so wählen, 
daß sie einen Drehimpuls Qfi in der einen oder in der anderen 
~\chsenrichtung bedeuten. Wegen der Invarianz der ganzen 
:\lolekel gegen Drehung im Raum sind die Rotationsterme durch 
eine Quantenzahl J bezeichnet, die den Symmetriecharakter der 
Eigenfunktion und den Gesamtdrehimpuls der Molekel angibt 
~Quadrat des Drehimpulses n2 J (] + 1 )] . An jeden Elektronen-

n Abb. 24. Rotations-
term ;:..: (und Schwingungszustand) schließt sich eine Folge fall a. 

von Rotationstermen J = Q, Q + 1, Q + 2 ... an. Das Vektor-
modell (Abb. 24) führt zu einer korrespondenzmäßigen Berechnung der Rotations
energie. Klassisch ist sie 

' - fi2 2 
Erot- 2A M, 

wo A das Trägheitsmoment und Afn der Drehimpuls der reinen Kernbewegung 
ist. Wegen M 2 = ] 2 - !2 2 folgt unter Berücksichtigung der Änderung, die 
durch die Quantenmechanik hineinkommt!, 

fi2 
Erot = 2A • [] (] + 1) - !22]. 

Für große Werte von J tritt schließlich eine Annäherung an Fall b ein. Wegen 
der Invarianz des Systems gegen Spiegelung aller Koordinaten am Schwerpunkt 
der Molekel lassen sich die Eigenfunktionen der Rotationsterme in gerade und 

1 Für die Ausrechnung vgl. etwa R. DE L. KRONJG, Band spectra and molecular struc
ture. Cambridge (Eng!.) 1930. 
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ungerade einteilen. Wegen der für Q > 0 vorhandenen Entartung gehören 
aber zu jedem Rotationsterm in der hier betrachteten Näherung eine gerade 
und eine ungerade Eigenfunktion. Die für größere J merklich werdende Auf
spaltung infolge Aufhebung dieser Entartung betrachten wir nachher. 

Fall b: Der Spineinfluß sei klein gegen den der Rotation, die Elektronen
bewegung selbst sei jedoch von der Rotation noch nicht merklich beeinflußt. 
Fälle ohne Spin können sowohl unter a wie unter b gerechnet werden. Der Fall b 
ist bei Molekeln mit niedriger Kernladung (H2 , He2) schon bei langsamer Rota
tion erfüllt, ebenso bei Termen, die ohne Spin keinen Elektronendrehimpuls 
haben. Der Term des Zweizentrensystems wird wegen der Gleichheit der Elek
tronen durch eine Zahl S (vgl. Ziff. 9) und wegen der Achsensymmetrie durch 
eine Zahl A (vgl. Ziff. 11) gekennzeichnet. A hat die Werte 0, 1, 2, ... , wir be
zeichnen die Terme entsprechend mit den Symbolen~' II, LI, ... Diesem Symbol 
fügen wir 2S + 1 als linken oberen Index bei. Terme mit verschiedenem S 
kombinieren (ohne Spin) nicht miteinander, für A gilt die Regel A __,. A, A ± 1 -->- A. 

Wenn wir jetzt die Rotation berücksichtigen, den Spin aber 
noch weglassen, so schließt sich an jeden Elektronenterm A 
(und Schwingungszustand) eine Folge von Rotationstermen 
K = A, A + 1, A + 2, ... an. K bezeichnet den Gesamtdreh
impuls der Molekel ohne Spin. Die ·Rotationsenergie wird in 
dieser Näherung 

fi2 
Erot = zA • [K(K + 1)- A2]. 

Es gilt die Auswahlregel K ± 1 -->- K, K-->- K; bei ~-->- ~
Übergängen kommt nur K ± 1-->- K vor. Die an ~+ an

Abb.2S. Rotationsfall b. schließenden Rotationsterme mit geradzahligem K sind ge-
rade in bezug auf die Spiegelung aller Koordinaten, die mit 

ungeradzahligem K sind ungerade. Bei den an ~- anschließenden Termen ist 
es umgekehrt. So folgt, daß Kombinationen zwischen ~+- und ~--Elektronen-

~ term~~e~~~~:~~~~r;;;~~~ gibt schließlich eine Auf
JE spaltung der mit K be

zeichneten Rotationsterme 
in die Terme 

Abb. 26. Rotationstermtypen. 

]= K + S, K + S- 1, 

K+S-2, ... , IK-S[. 

Das Vektormodell gibt 
Abb. 25. Bei ~-Termen 
wird im rotationsfreien Zu
stand die Multiplettaufspal
tung nicht streng Null, wie 
das Vektormodell liefert, da 

für den Einfluß des Spins bei genauer Rechnung nicht nur der Mittelwert des 
Bahndrehimpulses in Betracht kommt. Bei ganz leichten Kernen (H2 , He2) 

ist der Einfluß des Spins praktisch Null; J hat dann keine Bedeutung. Wenn 
S = 0 ist, sind die Fälle a und b gleichbedeutend; es ist J = K. 

Sehr viele der beobachteten Banden lassen sich entweder unter die Fälle a 
und b einreihen oder als Übergangsfälle zwischen ihnen ansehen, indem sie für 
kleine Rotationsquantenzahlen durch Fall a, für große H.otationsquantenzahlen 
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durch Fall b dargestellt werden können. Abb. 26 gibt einige solcher Termtypen 
an. Dabei ist die bei größerem K oder J merklich werdende Aufspaltung, die 
aus der Betrachtung anderer t.-lt _ _ 1 
Grenzfälle folgt, schon ein
gezeichnet. Den Übergang von 
Fall a zu Fall b mit zunehmen
der Rotation kann man als all
mähliche Entkopplung des Spin
drehimpulses von der Kern
achse und allmähliche Kopp
lung an die Rotationsachse be
zeichnen. 

/} ' -z -1 /} 

Abb. 27. Rotationsterme im Fall d. 

Andere Fälle: Wir hatten bisher angenommen, daß die Rotation ohne Einfluß 
auf die Elektronenbewegung (ohne Spin) bleibt. Dies ist in Strenge nicht der Fall. 
Durch die Rotation wird zunächst die Symmetrie der Elektronenbewegung um 
die Kernachse gestört und die Entartung bei A > 0 (oder Q > 0) aufgehoben. 
Es entsteht bei allen Termen mit A > 0 
eine mit K zunehmende Aufspaltung. Man 
kann diese Erscheinung als Entkopplung 
des Bahndrehimpulses von der Kernachse 
auffassen und als Übergang ansehen zu 
einem anderen Kopplungsfall (gewöhnlich 
Fall d bezeichnet) ansehen. In diesem 
Grenzfall wird in erster Näherung für die 
Elektronenbewegung der Abstand der 
Kerne vernachlässigt, die Terme also mit 
S und L beschrieben; die Rotation der 
Kerne geschieht unabhängig mit der Quan-
tenzahl R. In zweiter Näherung wird Ro- Abb.28. rr~rr- und rr~2'-Kombinationen. 
tationund Elektronenbewegung gekoppelt, 
die Rotationsquantenzahlist dann K mit den Werten R + L, R + L -1 .. -IR- L I
In dritter Näherung wird das Vorhandensein zweier Kerne beachtet, dies be
dingt aber keine Aufspaltung mehr. Abb. 27 gibt den Übergang zu diesem Grenz
fall an. Von den beiden Termen, in die 
ein Rotationsterm mit wachsendem K 
und A > 0 aufspaltet, ist der eine ge
rade und der andere ungerade in be
zug auf die Spiegelung aller Ortskoor
dinaten; und zwar bilden die geraden 
Terme mit geradem K zusammen mit 
den ungeraden Termen mit ungera
dem K einen Zweig, ebenso die un
geraden Terme mit geradem K zusam
men mit den geraden Termen mit un
geradem K. Die Auswahlregel g +-+ u 

og +u --1?-u. P-Zwe(;---p-Zwe(f 
Abb. 29. li ~ II- und li ~I-Kombinationen. 

(Darstellung nach KaoNIG.) 

führt dann zu Kombinationsschematell wie die der Abb. 28 und 29. Die hier 
angegebene Deutung stammt von KRONIG. 

Bandentypen, wie sie aus den hier betrachteten Kopplungsfällen folgen, 
waren den Bandenforschern schon längst bekannt. MULLIKEN gab eine Syste
matik1. Die Deutung auf Grund der Kopplungsfälle gab HuND 2• Den Über-

1 R. S. MuLLIKEN, Phys. Rev. Bd. 28, S. 481. 1202. 1926, und folgende Arbeiten. 
2 F. HUND, ZS. f. Phys. Dd. 36, S. 657. 1926. 



632 Kap.4. F.HUND: Allgemeine Quantenmechanik des Atom- und :Molekelbaues. Ziff. 24. 

gangsfall von a nach b berechneten KEMBLE sowie HILL und VAN VLECK1 . Letztere 
gaben auch eine Berechnung der A > 0-Aufspaltung bei Entkopplung des Bahn
drehimpulses. Diese Entkopplung wurde eingehender diskutiert durch WEIZEL 
und DIEKE 2• Die Intensitäten in den verschiedenen Bandentypen sind in zahl
reichen Arbeiten untersucht worden. Auf Grund korrespondenzmäßiger Über
legungen gaben FowLER, DIEKE, HöNL und LoNDON Intensitätsformeln an, 
die sich auf die Banden des Falles a anwenden lassen. Für den Fall b gibt 
MULLIKEN die Intensitäten auf Grund entsprechender Überlegungen an. Für 
den Fall der Entkopplung des Elektronen-Bahndrehimpulses geben KRONIG und 
FUJIOKA die Intensitäten 3 • 

Die Struktur der Rotationstermfolgen und die Symmetrieeigenschaften der 
Eigenfunktionen sind nicht nur für die Emissions- und Absorptionsbanden wich
tig, wo die Energiedifferenz der Molekelzustände als Lichtquant (hv) auftritt 
oder verschwindet, sondern auch bei der Streuung von auffallendem Licht 
(Ramaneffekt). Wir wollen auf diesen Vorgang erst bei den mehratomigen 
Molekeln, wo er besonders wichtig ist, näher eingehen (Ziff. 37). Hier sei nur 
erwähnt, daß die Intensitäten und Polarisationen der von zweiatomigen Molekeln 
gestreuten Strahlung durch MANNEBACK untersucht wurde 4• 

24. Rotation bei gleichen Kernen. IntensitätswechseL Kernspin. Wenn 
die beiden Kerne der Molekel gleich sind, so haben wir eine neue Symmetrieart. 
In der Näherung des Zweizentrensystems zeigt sie sich darin, daß die Terme 
in zwei Klassen zerfallen, deren Eigenfunktionen verschiedenen Symmetrie
charakter in bezug auf eine Spiegelung haben, bei der die Zentren ver
tauscht werden. Man legt der Definition die Spiegelung am Mittelpunkt 
zwischen den Zentren zugrunde (x, y, z ~ -x, -y, -z, wenn der Koordinaten
ursprung in diesen Mittelpunkt gelegt wird) und spricht von geradem oder 
ungeradem Symmetriecharakter und nimmt die Bezeichnungen 2~Ilu ... Eull u .. . , 
je nachdem, ob die Eigenfunktion bei der genannten Spiegelung mit +1 oder -1 
multipliziert wird 5. Beim Schwingungsanteil treten keine zwei Symmetrie
charaktere auf. Die Rotationsterme jedoch zerfallen in solche, deren Eigen
funktionen symmetrisch in den Kernen sind, und solche, deren Eigenfunktionen 
antisymmetrisch sind. Bei .2'-Folgen wechseln symmetrische und antisymmetrische 
Rotationsterme ab. In .2'y +-Folgen und .2',.- -Folgen sind die Terme K = 0, 2, 4, ... 
kernsymmetrisch, dieTerme K=1, 3, 5, ... kernantisymmetrisch. In.2'g--Folgen 
und ~u +-Folgen ist es umgekehrt. Die Folgen A > 0 des Falles b bestehen aus 
Rotationstermen, die zunächst noch entartet sind und bei beginnender Ent
kopplung des Bahndrehimpulses der Elektronen in je einen kernsymmetrischen 
und einen kernantisymmetrischen aufspalten, und zwar bilden die symmetrischen 
gerader Rotationsquantenzahl zusammen mit den antisymmetrischen ungerader 
Rotationsquantenzahl einen Zweig und die antisymmetrischen gerader Quanten
zahl zusammen mit den symmetrischen ungerader Quantenzahl den anderen 
Zweig. Abb. 30 gibt einige der daraus folgenden Bandenstrukturen an. 

1 E. C. KEMBLE, Phys. Rev. Bd. 30, S. 387. 1927; E. L. HILL u. J. H. VAN VLECK, 
ebenda Bd. 32, S. 250. 1928; J. H. VAN VLECK, ebenda Bd. 33, S. 467. 1929. 

2 W. WEIZEL, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 175. 1928; G. H. DIEKE, ebenda Bd. 57, S. 71, 
305. 1929. 

3 R. H. FowLER, Phi!. Mag. Bd. 49, S. 1272. 1925; G. H. DIEKE, ZS. f. Phys. Bd. 33, 
S. 161. 1925; E. HÖNL u. F. LoNDON, ebenda Bd. 33. S. 803. 1925; R. S. MuLLIKEN, Phys. 
Rev. Bd. 30, S. 138, 785. 1927; Bd. 32, S. 388. 1928; R. DE L. KRONIG u. Y. FUJIOKA, ZS. 
f. Phys. Bd. 63, S. 168. 1930. 

4 C. MANNEBACK, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 224. 1930. 
5 Nicht zu verwechseln mit den geraden oder ungeraden Rotationstermen einer Molekel 

mit gleichen oder ungleichen Kernen. 



Ziff. 24. Rotation bei gleichen Kernen. IntensitätswechseL Kernspin. 

Bei den Molekeln mit gleichen Kernen hatte MECKE einen eigenartigen 
Intensitätswechsel der Bandenlinien festgestellt. Es wechseln starke und schwache 
Linien derart, daß die starken Linien Kombinationen innerhalb einer Klasse von 
Termen sind und die schwachen Linien Kombinationen innerhalb einer anderen 
Klasse von Termen sind. HEISENBERG1 hat gezeigt, daß diese beiden Klassen 
gerade den in den Kernen symmetrischen und antisymmetrischen Symmetrie
charakter haben und nicht miteinander kombinieren. Da sie in keiner Näherung 
kombinieren (Ziff. 8), ist es im Rahmen der Quantenmechanik durchaus möglich, 
daß die Terme mit verschiedenem Symmetriecharakter in der Natur verschieden 
häufig, also mit verschiedenem statistischen Gewicht auftreten. So war der 
Intensitätswechsel erklärt. Die relativen Häufigkeiten der beiden Symmetrie
charaktere konnte man nur empirisch aus dem Intensitätsverhältnis bestimmen. 
Bei H 2 ist der kernantisymmetrische 
Charakter dreimal so häufig wie der 
kernsymmetrische. Bei He2 kommt nur 
der kernsymmetrische vor. Bei N 2 ist 
der kernsymmetrische doppelt so häufig 
wie der kernantisymmetrische.Zur Unter
scheidung der symmetrischen und anti
symmetrischen Terme ist eine genaue 
Kenntnis der Symmetriecharaktere der 
Elektronenterme notwendig (vgl. Ziff. 29). 

II!! II ii II i! II II il II 

llllllll ~ II Ii II ll 
tn-77 (ul!ne {J-Zweig) 

Abb. 30. Banden mit Intensitätswechsel. 

HUND hat versucht, die verschiedenen Gewichtsverhältnisse durch Annahme 
einer neuen Kerneigenschaft zu erklären (eines Kernspins), vermöge derer ein 
Kern sich in einem Feld auf mehr als eine Weise einstellen kann, und durch 
die weitere Annahme, daß nur die Terme vorkommen, die unter Mitberück
sichtigung der neuen Eigenschaft kernsymmetrisch sind oder nur die, die kern
antisymmetrisch sind 2• Das Gewichtsverhältnis 1:3 kommt dann so zustande, 
daß der Kern zwei Einstellungsmöglichkeiten hat (Drehimpuls i Ii, Spinquanten
zahl i; Einstellung mit +i und -}). Jeder Term ohne Kernspin gibt dann mit 
Kernspin vier Terme, bei dreien ist der Kernspinanteil der Eigenfunktion kern
symmetrisch, bei einem kernantisymmetrisch (vgl. Ziff. 9). Ist er ohne Spin 
kernsymmetrisch, so wird er durch den Kernspin auf drei Weisen kernsymme
trisch, auf eine Weise kernantisymmetrisch gemacht. Ist er ohne Spin kernanti
symmetrisch, so wird er durch den Spin auf eine Weise symmetrisch, auf drei 
Weisen antisymmetrisch gemacht. Je nachdem ob der empirische Befund die 
ohne Spin kernsymmetrischen oder kernantisymmetrischen Terme häufiger zeigt. 
wird man schließen, daß mit Spin nur die kernsymmetrischen oder nur die kern
antisymmetrischen Terme vorkommen, ob (wie man sagt) die Kerne die Base
oder die Fermistatistik befolgen 3 • Das Gewichtsverhältnis 1:2 erhält man durch 
einen Kernspin der Größe 1 (Drehimpuls Ii); das Gewichtsverhältnis 0: 1 (wie He2) 

erhält man ohne Kernspin. Die Messung des Intensitätsverhältnisses gibt also 
einmal die Größe des Spins, bei Kenntnis der Eigenschaften der Elektronenterme 
auch die Art der Statistik. Die bisher vorliegenden Ergebnisse 4 gibt Tabelle 3. 

Daß die Kerne von He, C12 und 0 16 , deren Atomgewicht durch 4 teilbar 
ist, keinen Spin haben, erscheint sehr befriedigend. Dagegen ist das Ergebnis 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 41, S. 239. 1927. 
2 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 93. 1927. 
3 BosE nahm die nach ihm benannte Statistik für Lichtquanten an. FERMI formulierte 

das Verhalten der Elektronen (Pauliprinzip) in analoger Weise wie BosE das der Lichtquanten. 
4 Vgl. die Zusammenfassung von R. DE L. KRONIG u. S. FRISCH, Phys. ZS. Bd. 32, 

s. 457- 1931. 
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eines Kernspins 1 und der Basestatistik für den N 14-Kern sehr überraschend. Wenn 
man Atomgewicht und Atomnummer verstehen will, muß man annehmen, daß 
der N14-Kern 14 Protonen und 7 Elektronen hat. Wenn jedes dieser Partikel 
den Spin -! mitbringt, kann nur ein Kern mit halbzahligem Spin (l, -~ ... ) ent

Tabelle 3. In tensi tä tswechsel, Kernspin 
und Statistik. 

Gemessenes 

I I 
Kern Intensitäts- Kernspin Statistik 

verhältnis 

1 Hl 1 : 3 1 /2 F 
2 He 0 0 B 
3 Li7 3:5 3/2 F 
6 c12 0 0 
7 Nu 1:2 1 B 
8 016 0 0 B 
9 F 1 : 3? 1/2? 

11 Na ~1: 1 groß 
15 p 1 : 3? lj2? 
16 s 0 0 
17 Cl35 R=~5: 7 ~5/2 
53 ~1: 1 

stehen. Andererseits erwarten wir 
für Kerne aus einer ungeraden Zahl 
von Partikeln (mit der Summe aus 
Protonenzahl und Elektronenzahl 
ist auch die Differenz, also die 
Atomnummer, ungerade) die Fermi
statistik, für Kerne aus einer gera
den Zahl von Partikeln die Base
statistik. Diese beiden Widersprüche 
beim N 14- Kern dürften sehr tief rüh
ren und die Verletzung bisher für 
allgemeingültig gehaltener Sätze in 
der Quantenmechanik der Kerne be
deuten1. 

Neben den normalen Banden
linien der 0 2-Molekel hat man noch 

andere sehr feine Linien gefunden. Sie wurden von GIAUQUE und J OHNSTON durch 
neue 0-Isotope erklärt und den Molekeln 0 16-017 und 0 16-018 zugeschrie
ben2. Diese Banden zeigen keinen Intensitätswechsel; die Kerne sind ja auch 
verschieden. (017)2 und (018)2 müßten Intensitätswechsel haben, die Linien 
sind aber sehr schwach zu erwarten und noch nicht gefunden. Auf ähnliche 
Weise hat man Molekeln C12C13 und NuN15 entdeckt3, deren Banden auch keinen 
Intensitätswechsel zeigen. 

J groß 

Wenn die Erklärung der verschiedenen Gewichte der ohne Kernspin kern
symmetrischen und kernantisymmetrischen Terme durch die Annahme eines 
Kernspins richtig ist, dann gibt es auch ganz schwache Kombinationen zwischen 
den ohne Spin kernsymmetrischen und kernantisymmetrischen Termen. Einen 
Aufschluß hierüber geben bei H 2 Messungen und Rechnungen über den Anstieg 
der spezüischen Wärme von 3/ 2 Rauf 5j2 R, der im Gebiet tiefer Temperaturen 
stattfindet. Eine Erklärung der schon länger bekannten empirischen Kurve 
ist öfter versucht worden. Sie gelang DENNISON 4 durch die Annahme, daß die 
kernsymmetrischen und kernantisymmetrischen Rotationsterme nicht im Tem
peraturgleichgewicht sind, sondern daß das bei den Messungen benutzte Wasser
stoffgas ein Gemisch aus zwei Wasserstoffarten war, wovon die eine die sym
metrischen, die andere die antisymmetrischen Rotationsterme enthielt und die 
antisymmetrische Art dreimal so häufig war. Das bedeutet aber, daß Übergänge 
zwischen Rotationstermen verschiedenen Symmetriecharakters in den Zeit
räumen, in denen das Gas bei der Messung auf tiefer Temperatur gehalten wurde, 
praktisch nicht vorkamen 5• Daß bei längeren Zeiträumen doch Übergänge statt-

1 Vgl. Kap. 6 ds. Bandes (MoTT), Ziff. 3. 
2 W. F. GIAUQUE u. H. L. }OHNSTON, Nature Bd. 123, S. 318, 831. 1929. 
3 A. S. KING u. R. T. BIRGE, Phys. Rev. Bd. 34, S. 376. 1929; Bd. 35, S. 133. 1930. 

G. HERZBERG, ZS. f. phys. Chem. (B) Bd. 9, S. 43. 1930. 
4 D. M. DENNISON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 115, S. 483. 1927. 
5 Unter der anderen möglichen Annahme, daß die Übergänge zwischen kernsymmetri

schen und kernantisymmetrischen Termen häufiger vorkommen und bei der Messung der 
spezifischen Wärme Temperaturgleichgewicht angenommen werden kann, hatte schon HuND 
(ZS. f. Phys. Bd. 42, S. 93. 1927) die spezifische Wärme berechnet. Das Ergebnis ist aber mit 
.der späteren Analyse der Banden durch HoRI (ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 834. 1927) nicht verträglich. 
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finden, wurde durch die Messungen von BoNHOEFFER und HARTECK sowie von 
EUCKEN gezeigt!. 

25. Die Erscheinung der Prädissoziation. V. HENRI fand, daß in vielen 
Fällen das Spektrum eines Gases aus schmalen vollkommen kontinuierlichen 
Banden besteht und faßt das so auf, daß in diesen Fällen die Schwingung der 
Molekel noch scharfe Zustände hat, die Rotation jedoch nicht mehr2 • Er nennt 
einen Zustand der Molekeln, bei dem die Banden in dieser Weise diffus sind, 
den der Prädissoziation. Eine gerrauere quantenmechanische Erklärung ergibt 
sich folgendermaßen. Wenn Schwingungsterme eines Elektronenzustandes so 
hoch liegen wie das sich an die Schwingungsterme anschließende Kontinuum 
eines anderen Elektronenzustandes, so hat die Molekel energetisch die Möglich
keit, strahlungslos in Atome zu dissoziieren 3 . Solange aber Elektronenbewegung, 
Schwingung und Rotation streng separierbar sind, ist die Wahrscheinlichkeit 
dieses Überganges Null. Das Vorkommen solcher Übergänge beruht also auf 
dem Vorhandensein der Glieder in den Schrödingergleichungen, die die strenge 
Separierbarkeit hindern. Die Wahrscheinlichkeit für einen Übergang setzt sich 
zusammen aus einem Glied, das von der Kopplung der Elektronenbewegung und 
der Schwingung herrührt und einem Glied, das durch die Kopplung von Elek
tronenbewegung und Rotation dazukommt. 

KRONIG hat gerrauer untersucht, unter welchen Bedingungen ein Übergang 
der genannten Art mit merklicher Häufigkeit auftritt4 • Er findet zunächst, daß 
die beiden beteiligten Elektronenzustände A- und .Q-Werte haben müssen, die 
sich höchstens um eins unterscheiden; wenn beide 2:-Terme sind, müssen sie 
beide ,2:+ oder beide 2:- sein. Sie müssen ferner gleiche S-Werte, also gleiche 
Multiplizität haben. Beim spontanen Zerfall ändert sich der Drehimpuls des 
Systems nicht. FRANCK und SPONER sowie HERZBERG haben untersucht, wie 
die Zerfallswahrscheinlichkeit von der gegenseitigen Lage der Energiekurven 
der beiden beteiligten Elektronenterme abhängt und bekommen eine dem 
FRANCK-CONDONschen Prinzip für Schwingungsübergänge mit Strahlung (Ziff. 22) 
analoge Regel 5• Danach tritt Prädissoziation nur dann merklich auf, wenn die 
Elektronentermkurven einander schneiden und der Schnittpunkt wenig unter 
oder über dem Beginn des Kontinuums, der Prädissoziationsgrenze liegt. Ferner 
kann, wie KRONIG gezeigt hat, die Wahrscheinlichkeit von J abhängen. 

Die kurze Lebensdauer der Zustände, die spontan in Atome dissoziieren 
können, bedingt eine Unschärfe der Linien, die von ihnen ausgehen. Unter 
geeigneten Umständen kann das zu einem verwaschenen Aussehen der Rotations
linien führen 6. 

IV. Die Elektronenterme zweiatomiger Molekeln. 
26. Das Zweizentrensystem mit Coulombsehen Zentren und einem Elek

tron. Wesentlich für das Verhalten einer zweiatomigen Molekel ist die Energie 
und die Eigenfunktion der Elektronenbewegung. Sie wird gewonnen durch 

1 K. F. BONHOEFFER u. P. HARTECK, Naturwissensch. Bd. 17, S. 182. 1929; Berl. Ber. 
1929, S. 103; ZS. f. phys. Chem. (B) Dd. 4, S. 113. 1929; A.EUCKEN, Naturwissenseh. Bd. 17, 
S. 182. 1929; A. EucKEN u. K. HrLLER, ZS. f. phys. Chem. (B) Bd. 4, S. 142. 1929. 

2 V. HENRI, C. R. Dd. 177, S. 1037. 1923; Structure des molecules. Paris 1925. 
3 K. F. BoNHOEFFER ll. L. FARKAS, ZS. f. phys. Chem. Bd. 134, S. 337. 1927. 
4 R. DE L. KRONIG, ZS. f. Phys. Bel. 50, S. 347. 1928. 
5 J. FRANCK u. H. SPONER, c;öttinger Nachr. 1928, S. 241; G. HERZBERG, zs. f. Phys. 

Bd. 61, S. 604. 1930. 
6 Eine eingehende Darstellung der Prädissoziationserscheinungen gibt G. HERZBERG, 

Ergcbn. d. exakt. Naturwisscnsch. Dd. 10, S. 207. 1931. 
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Lösung eines Zweizentrensystems; die Energien und Eigenfunktionen dieses 
Systems enthalten den Zentrenabstand als Parameter. Die Energie als Funktion 
des Zentrenabstands ist ausschlaggebend für den Gleichgewichtsabstand, die 
Eigenschaften der Schwingung und die Dissoziationsarbeit, beim Grundzustand 
also für die Bindungsfestigkeit. Die quantentheoretische Behandlung des Zwei
zentrensystems benutzt sehr wesentlich die Eigenschaften, die der neuen Quan
tenmechanik eigentümlich sind; mit dem Korrespondenzprinzip allein war man 
nicht weit gekommen. Während in der Theorie der Atome die Quantenmechanik 
im wesentlichen das zu beweisen hatte, was schon vorher aus dem Korrespondenz
prinzip geschlossen worden war, gab sie beim Zweizentrensystem erst die Mög
lichkeit der Behandlung. Ehe wir auf allgemeinere Fälle übergehen, zeigen wir 
erst am Zweizentrensystem mit einem Elektron (ohne Spin) diese typisch quanten
mechanischen Eigenschaften auf. 

Eine gewisse Analogie zum Zweizentrensystem ist eine Partikel, die sich auf 
einer Geraden (Koordinate x) bewegen kann mit einer potentiellen Energie, 
die als Funktion von x zwei Minima hat 1 . Die quantenmechanische Behandlung 
(Ziff. 4) zeigt, daß es keinen Sinn hat, zwischen Bewegungen in der Nähe des 
einen Minimums, solchen in der Nähe des anderen Minimums und solchen, die 
zu beiden gehören, zu unterscheiden. Dem Auseinanderführen der Zentren im 
Zweizentrensystem ist hier analog eine unendliche Erhöhung der Schwelle, die 
das System in zwei getrennte Systeme zerlegt. Während der Erhöhung der 
Schwelle ändern sich Eigenwert und Eigenfunktion, nicht aber Knotenzahl und 
Reihenfolge. Jeder Term geht schließlich entweder in einen Term des linken 
oder des rechten Teilsystems über. Wenn gerade ein Term des linken mit einem 
Term des rechten im Grenzfall der Trennung zusammenfällt, so rücken zwei 
Terme in den gemeinsamen Termwert der getrennten Systeme zusammen. Das 
letztere ist immer der Fall, wenn das Ausgangssystem zwei gleiche Minima hat 
und die Trennung vollkommen symmetrisch erfolgt. Beginnen wir mit den 
getrennten Systemen und erniedrigen wir die Schwelle, so spaltet hier jeder 
Term in zwei auf, einen, dessen Eigenfunktion symmetrisch zur Schwelle ist, 
und einen, dessen Eigenfunktion antisymmetrisch ist. 

Beim Übergang von dieser Analogie zum Zweizentrensystem selbst bleibt der 
einfache Zusammenhang zwischen Knotenzahl und Reihenfolge nur bei separier
baren Systemen bestehen. Dagegen gilt allgemein, daß bei Auseinanderführen 
der Zentren jeder Term des Zweizentrensystems in einen Term einer der beiden 
so entstehenden Teilsysteme übergeht. 

Für das allgemeine Termschema eines Zweizentrensystems mit einem Elek
tron ist es wichtig, ob die Schrödingergleichung separierbar ist oder nicht. Die 
Gleichung 

1i 
-Lfu + (E- U)u = 0 
2m 

ist in elliptischen Koordinaten (~, 17, rp) separier bar, wenn 

u = - e2 (z 1 + z~) 
r1 r2 

ist. Dabei sind r1 und r2 die Abstände von den Zentren, 

~ = r1 + r2 
2a ' 

1 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 742. 1927. 
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tp ist das Azimut um die Zentrenverbindung und 2a der Zentrenabstand. Das der 
H 2 +-Molekel entsprechende Zweizentrensystem gehört dazu. Als Vorstufe zu 
Systemen mit mehreren Elektronen brauchen wir jedoch auch solche Funk
tionen U, die die Wirkung der übrigen Elektronen auf ein herausgegriffenes 
ersetzen können. Solche U haben zwar Rotationssymmetrie um die Zentren
achse, aber im allgemeinen erlauben sie keine Separation: 

Im separierbaren Fall 

U = -e2(z1 + ~') hat die 
rl r2 

Eigenfunktion die Form 

/(~)g(l}) ~~~Atp. Jeder Term 
läßt sich durch drei Quanten
zahlen n;, n,7 , A bezeichnen, 
wo n~ die Zahl der Knoten
flächen angibt, die Ellipsoide 
sind, n,7 die Zahl der Knoten- 3 

flächen, die zweischalige Hy
perboloide sind, und }. die 
Zahl der Knotenebenen durch 
die Zentrenachse. Für die 
Existenz von }, ist nur die 
Rotationssymmetrie (mit 
Spiegelung) wesentlich; An 
ist der Drehimpuls um die 
Zentrenachse. Wegen der 
weitergehenden Bedeutung 
von }, benutzt man neben 
den Zahlenangaben }. = 0, 
1, 2, 3, ... auch Termsym- { 
bole a, n, b, tp, . . .. Im z 
Grenzfall des Zusammen
rückens der beiden Zentren 
(a = 0) geht das System in 

lfe~ 

1.f/J 

(000) 

Sfar!reftld 
deJ'If 

0 

z 

ein Atom mit einem Elektron 
und der Kernladung Z 1 + Z 2 

über und die elliptischen 
Koordinaten bekommen eine 
einfache Beziehung zu den 
Polarkoordinaten, in denen 
dieser Grenzfall separierbar 
ist. Im entgegengesetzten 

Abb. 31. Eigenfunktionen des dem H 2+ entsprechenden Zweizentren~ 
systems (Übergang von He+ zum Starkeffekt des H). 

Grenzfall unendlich weit getrennter Zentren erhalten wir ein Atom mit der Kern
ladung Z 1 (oder Z 2) und einem Elektron und einen Kern allein mit der Ladung Z 2 

(oder Z1); die elliptischen Koordinaten gehen in die zur Beschreibung des linearen 
Starkeffekts üblichen parabolischen Koordinaten über. Der Zusammenhang zwi
schen Knotenzahl und Reihenfolge der Terme erlaubt genau anzugeben, in was für 
Terme der beiden als wasserstoffähnliche Atome bekannten Grenzfälle ein be
stimmter Term n~, n'l, }. des Zweizentrensystems übergeht. Die Beziehung zum 
Grenzfall a = 0 ist gegeben durch 

n = n~ + n,1 + i. + 1 , 
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beim Übergang zu a = oo bleibt n; und A. ungeändert (wegen der neu auftretenden 
Kugelsymmetrie rücken Terme mit verschiedenem A. zusammen); n,1 ändert sich, 

He.,. 

.J 

2 

Starkeff H+H 
100 

2 

000 
1 

Abb. 32. Termschema des dem 
H2 + entsprechenden Zweizen ... 
trensystems. (Nach HuND, Erg. 
d. exakt. Naturwiss. Bd. 8, S.147. 

1929). 

und zwar gehen Terme bei festgelegtem 
n; und A. und mit n,1 = 0, 1, 2, ... (wie 
im oben beschriebenen eindimensionalen 
Analogon) der energetischen Reihenfolge 
nach in die Terme des einen oder des 
anderen Atoms über. 

Bei gleichen Zentren gehen bei festem 
n; und A. immer zwei Terme in einen ge
meinsamen Term der getrennten Atome 
über. Für diesen Fall, der dem H 2 + ent
spricht, sind Abb. 31 und 32 gezeichnet. 
Darin ist zwischen den Fall des Zwei
zentrensystems und den ganz getrennten 
Zentren der Fall eingeschaltet, wo die 
Wirkung des einen Kerns auf das beim 
anderen Kern vorhandene Elektron durch 
ein elektrisches Feld ersetzt ist (Starkeffekt 
eines H-Atoms); für die Reihenfolge der 
Terme in diesem Fall ist die Berech
nung des Starkeffekts benutzt. Selbst

verständlich braucht nicht jedem Term dieses Zweizentrensystems ein sta
biler Elektronenterm des H 2 + zu entsprechen. 

0,---------,----------,---------. Für die Bezeichnung der Terme 
des Zweizentrensystems stehen uns drei 
Möglichkeiten zur Verfügung. Wir 
können die drei "elliptischen" Quan
tenzahlen n;, n'l, A. angeben oder die 
Quantenzahlen bzw. Termsymbole (1 sa, 
2sa, 2pa, 2pn, ... ) des Terms im 
Grenzfall a = 0, aus dem der betref
fende Term hervorgeht oder schließ
lich die "parabolischen" Quantenzah
len des Terms im Grenzfall a = oo, 
aus dem der Term hervorgeht. Im 
Falle ungleicher Zentren ist bei letzt
genannten das Zentrum mit zu be
zeichnen; im Falle gleicher Zentren die 
Angabe, ob der daraus hervorgehende 
gerade oder ungerade Term gemeint 
ist. In Abb. 31 und 32 sind die "ellip
tischen" Quantenzahlen und die dem 
Grenzfall kleiner a entsprechenden Sym
bole 1sa, 2sa, ... angegeben. 

Für Berechnungen von H 2+-Ter-
15 men und Eigenfunktionen stehen im 

Abb. 33. Terme des dem H,+ entsprechenden Zweizen- wesentlichen zwei Methoden zur Vertrensystems (in Einheiten Rh) als Funktionen des Zentren-
abstandes (in BoHRsehen H-Radien). (Nach TELLER, zs. fügung. Man kann die durch Separa-

10 

f. Phys. Bd. 61, S. 458. 1930.) t' d S h "d" 1 ' h t t 1on er c ro mgerg e1c ung en s an-
denen. Gleichungen, die ja gewöhnliche Differentialgleichungen sind, nume
risch auflösen. Andererseits kann man für große und kleine Zentrenabstände 
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Störungsverfahren benutzen. Für große a berechnet man die Störung der 
Terme eines H-Atoms durch das Vorhandensein des anderen Kernes (HEITLER
LmmoNsches Störungsverfahren, Ziff. 28); bei kleinen a die Störung der He+
Terme durch einen Quadrupol, der der Teilung des He+ -Kernes in zwei be
nachbarte H-Kerne entspricht. Durch numerische Lösung der Gleichung be
rechnete BuRRAU 1 die Energie des Grundzustandes des Zweizentrensystems als 
Funktion des Zentrenabstandes und damit Energie, Kernabstand und Schwin
gungsfrequenz des H 2 +. Die höheren Zustände berechnete TELLER auch durch 
direkte Lösung der Differential
gleichungen2. (Für weitere Rech- -o,z 
nungen vgl. Ziff. 33.) 

Die Rechnungen zeigten, daß 
die beiden Umstände, die das 
Termschema qualitativ bestim
men, die schon im Starkeffekt -o.~ 
vorhandene Aufspaltung und die 
Aufspaltung wegen der Sym
metrie in den beiden Zentren 
von ungefähr gleichem Einfluß -o,o 
sind. Der wirkliche Termverlauf 
(Abb. 33 und 34 nach TELLER) 
ist daher nicht sehr übersichtlich. 
In der schematischen Abb. 32 war -o,e 
aus Gründen der Übersichtlich
keit die Starkeffektaufspaltung 
größer angenommen. 

~ 

27. Das nichtseparierbare -7,o 
Zweizentrensystem mit einem 
Elektron. Das in elliptischen 
Koordinaten separierbare Zwei
zentrensystem ist gar nicht der 
Fall des Systems mit einem -1,z o 

"'' ........ 

\ 

\pa 
\ 

\;:: 

z~ ~fa 

~Jbr/ r--

tzp.7l ----1-
(Jd(J' 

~ 
v-

10 15 

Elektron, das wir hauptsächlich Abb. 34. Terme des H,+ als Funktionen des Kernabstandes 
(Nach TELLER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 458. 1930.) 

benutzen werden. Bei der Be-
handlung der Molekeln werden wir neben anderen Näherungsverfahren ver
suchen, die Terme des entsprechenden Zweizentrensystems durch Terme 
einzelner Elektronen anzunähern, d. h. wir werden die Wechselwirkung der 
Elektronen zunächst nur so weit berücksichtigen, als sie für jedes Elektron durch 
ein statisches Kraftfeld ersetzt werden kann. Wir betrachten also als Vorstufe 
ein Zweizentrensystem mit einem Elektron mit einer potentiellen Energie U als 
Funktion des Ortes; U hat Rotationssymmetrie um die Achse und tiefe Werte 
in der Nähe der Zentren, aber nicht die besondere Form, die die Separation er
laubt. Separation ist zwar nicht nur bei CouLOMBsehen Zentren möglich, son
dern bei jedem Kraftfeld, für das in elliptischen Koordinaten 

u = /(~) +[(>]_) 
~2- '12 

ist. Aber in jedem solchen Fall muß in der Grenze unendlich großen Zentren
abstandes (wegen der Separierbarkeit in parabolischen Koordinaten) die sp-Ent-

1 0. BuRRAU, Danske Vid. Selsk. m.-phys. meddel. Bd. 7, Nr. 14. 1927. 
2 E. TELLER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 4 58. 1930. 
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artung auftreten, die wir in Wirklichkeit nur beim H-Atom finden. Aus diesem 
Grunde betrachten wir jetzt den Fall, wo U nicht zur Separation führt. 

Wegen der Achsensymmetrie haben die Eigenfunktionen die Form f · ~f~ }.cp, 
wo f nur von den beiden anderen Koordinaten abhängt; die Terme lassen sich 
also (entsprechend dem Symmetriecharakter der Eigenfunktionen) mit der 
Quantenzahl A bzw. den Symbolen a, n, o, cp, ... für }. = 0, 1, 2, 3, ... be
zeichnen. Die a-Terme haben stets die +-Eigenschaft bei Spiegelung an jeder 
durch die Zentrenachse gehenden Ebene. Es gilt die Kombinationsregel 
A ± 1 -->- A, A -->- }.. Im Falle gleicher Zentren lassen sich die Terme noch ein
teilen nach dem Symmetriecharakter ihrer Eigenfunktion in bezug auf die durch 
die gleichen Zentren hervorgerufene Symmetrie. Die Kombinationsregel wird 
dann besonders einfach, wenn man nicht das Verhalten bei Spiegelung an der 
Mittelebene zwischen den Zentren angibt, sondern bei Spiegelung am Mittel
punkt der Zentrenverbindung. Je nachdem, ob die Eigenfunktionen dabei mit 
+1 oder -1 multipliziert werden, bekommen die Terme den Index g oder u. 
Es gilt die Kombinationsregel g ~-+ u. Miteinander entartete Terme mit gleichem 2 
haben das gleiche Verhalten. Man schreibt also die Termsymbole aq, au, nq, nu, o9 , .... 

Das Termschema des Zweizentrensystems läßt sich in den Fällen sehr kleiner 
und sehr großer Zentrenabstände qualitativ angeben. Die Terme für kleinen 
Abstand gehen aus den Termen eines (nun nicht wasserstoffähnlichen) Atoms 
hervor; ein mit l beschriebener Atomterm spaltet in l+ 1 Terme mit }. = 0, 1, 2, ... , l 
auf. Eine einfache Störungsrechnung ergibt, daß die Terme in der Reihenfolge 
der },-Werte liegen, }. = 0 am tiefsten. In diesem Fall kleinen Zentrenabstandes 
kann man die Terme durch die Quantenzahlen n, l, }. oder durch die Symbole 
1sa, 2sa, 2pa, 2pn, 3sa, 3Pa, 3Pn, 3da, 3dn, 3do, 4sa, ... bezeichnen. Im 
Falle gleicher Zentren sind die aus s, d, ... Atomtermen (mit geradem l) hervor
gehenden Terme gerade, die anderen ungerade. Die Kombinationsregel g ~·~ u 
geht direkt aus der entsprechenden für das Atom hervor. Die Terme für große 
Zentrenabstände gehen auch aus den Termen eines Atoms hervor; bei ungleichen 
Zentren spaltet ein mit l bezeichneter Atomterm auch in l + 1 Terme mit 
A= 0, 1, 2, ... ,lauf. Man kann die Terme mit a (1 sA), a (1 sB), a (2sA), a (2sB), n (2PA), ... 
bezeichnen, wo A und B das Zentrum bezeichnet, bei dem die Atomeigen
funktion ist. Bei gleichen Zentren spaltet der Atomterm in doppelt soviel auf; 
die Eigenfunktionen schließen sich stetig an die Summe und die Differenz der 
Eigenfunktionen der Atome an, das erstere gilt für ag-, nu-, og-, ... Terme, das 
letztere für au-, ng-, o"-, ... Terme. 

Wichtig ist, ob man auch für die dazwischenliegenden mittleren Werte des 
Zentrenabstandes etwas aussagen kann, denn die werden gerade bei der Behand
lung der Molekel gebraucht. Wenn das System genügend von dem Fall der 
Separierbarkeit entfernt ist, so ist für ungleiche Zentren eine rohe Interpolation 
zwischen den beiden bekannten Grenzfällen dadurch möglich, daß man für jeden 
Wert von A gesondert die Terme der beiden Grenzfälle einander der energetischen 
Reihenfolge nach zuordnet, so daß also Terme mit gleichem }. einander nicht 
überschneiden. Im Falle gleicher Zentren hat man die Zuordnung der Reihe 
nach für die geraden Terme mit bestimmtem }. und für die ungeraden Terme 
gesondert auszuführen. 

Als Beispiel behandeln wir den Fall gleicher Zentren etwas genauer. Abb. 35 
gibt schematisch (nur der Reihenfolge nach) die Terme eines solchen Systems 
an, links für geringen, rechts für großen Zentrenabstand. Dazwischen sind die 
notwendigen Überschneidungen vollzogen, und zwar für die tieferen Terme 
schon bei geringerem Zentrenabstand, da für sie der Zentrenabstand schon früher 
verhältnismäßig größer wird als bei den höheren Termen. Das sehr schematische 
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Bild der Abb. 35 kann dadurch vervollständigt werden, daß man für große 
Zentrenabstände die Störungsrechnung ausführt (Ziff. 28). 

Die Angabe der Quantenzahl A. oder des Termsymbols a, n, o, ... (bei sym
metrischen Systemen auch g und u) kennzeichnet den Term nicht vollständig. 
Zur Einführung weiterer Quantenzahlen sind aber keine Symmetrieeigenschaften 
mehr da. Man muß dann die Terme dadurch numerieren, daß man angibt, in 
welche Terme des Systems mit ganz nahen Kernen oder des Systems mit sehr 
weit getrennten Kernen sie übergehen. Die erste Art der Bezeichnung schreibt 
also 1sa, 2sa, 2pa, 2pn, .. . ; bei symmetrischen Systemen geben s, d, g, ... -
Terme gerade Terme des Zweizen- 1/i 
trensystems; p, f, .. . -Terme geben .Jr ' ~ffu l 
ungerade Terme des Zweizentren- ~1l{ 11 ~ r--t-----1 J Jfl 

systems. Die zweite Art der Be- 'ls/1 ~____L_ Y 

zeichnung schreibt bei unsymme- ~\ I "'u 
trisehen Molekeln o ( 1 sA), a ( 1 sn), { ~ \ .I ~ };s 
a(2sA), n(2PA), .. . , wo A und B Jd .ff

6 
j\/1 ! y 

die Zentralfelder (Atome) angeben, ~\ tfu 

bei denen die Eigenfunktionen blei- . I l } 
ben. Bei symmetrischen Molekeln .lfl{.JrtJ j 1 "'fl .?!l 

schreibt man a0 (1 s), au.(1 s), aq (2s), )( i i '!r . 
au(2s), nu(2p), ... Es 1st aber rat- . \ I 1 

sam, solche Bezeichnungen nur in JstJ y I ! "'u 
der Nähe der Grenzfälle zu gebrau- /\ I 1j 

eben, für die sie ihrem eigentlichen .? {.ff \ l Uu }zs 
Sinn nach gemeint sind. Wir wer- 'fl 6 i i hg 
den später versuchen, die Zustände \/1 I l 
der einzelnen Elektronen einer Mo- .?sfJ ~\J 1 

1. 11u.} 
lekel so zu beschreiben. Für die 1 

,.. ts 

inneren Elektronen und für die ts/1----+------i-----1--w 
äußeren im tiefsten Zustand wird K-Schcrlen IA&v.~~-J'cncrlen 
sich die Bezeichnung als angebracht ffdrennt I ffe7Y!nnf 

erweisen, die a = oo entspricht,· für Abb. 35. Termschema des nichtseparierbaren Zweizentren-
systems mit einem Elektron bei gleichen Zentren. 

die innersten genügt sogar die An-
gabe von Symbolen für Elektronenterme der Atome. Für die höher angereg
ten Elektronen ist die Bezeichnung angebracht, die a = 0 entspricht. Die Zu
ordnung der beiden Grenzfälle zueinander und damit der Bezeichnungen zu
einander hängt von Eigenschaften des Systems empfindlich ab. Die hier vor
ausgesetzten Symmetrieeigenschaften des Kraftfeldes des einzelnen Elektrons 
gelten ja nicht streng wegen der Wechselwirkung der Elektronen. Außerdem 
ist das Kraftfeld für die inneren Elektronen sehr nahe ein CouLOMBsches, so 
daß dann die im separierbaren Fall gültige Zuordnung die richtigere sein kann. 

28. Das HErTLER-LoNDONsche Störungsverfahren. Das in Ziff. 5 angegebene 
Störungsverfahren ist allgemeiner als die früher in der Quantenmechanik üblichen 
Verfahren. Der wesentliche Schritt der Verallgemeinerung geschah in der HEIT
LER- und LoNDONschen Störungsrechnung für zweiatomige Molekeln1. Wir wollen 
jedoch dieses wichtige Verfahren zunächst auf das Zweizentrensystem mit einem 
Elektron und gleichen Zentren anwenden. 

Die potentielle Energie des Zweizentrensystems sei U (ra) + U (rb) + W (ra, rb), 
wo ra und rb die Abstände des Elektrons von den Zentren sind; W sei klein; der 

1 W. HEITLER u. F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 455. 1927. Dort auf H 2 angewandt. 
Von dem HEITLER-LONDONSchen Störungsverfahren ist die HEITLER-LONDONsche Theorie 
der "Spinvalenz" zu unterscheiden. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /1. 41 
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Zentrenabstand bleibt während der Störungsrechnung fest. Die Eigenfunktionen 
der Schrödingergleichung, die zum Zentralfeld V allein gehören, seien bekannt; 
die entarteten seien so geschrieben, daß sie schon den richtigen Symmetrie
charakter in bezug auf die Zentrenachse haben. Die Eigenfunktionen des Zwei
zentrensystems werden nun in der Form 

au + bv 

angesetzt, wo u und v Eigenfunktionen im Zentralfeld U (ra) und V h) sind, 
mit gleichem Eigenwert E 0 und "richtiger" Symmetrie zur Zentrenachse. Wegen 
der von den gleichen Zentren herrührenden Symmetrie folgt a = ± b; der nor
mierte Ansatz ist 

1 1 
,;- ,;--- • (u + v) , 
r2 r1+S 
1 1 v2 vi-~s (u- v)' 

wo S = J uvd-r: ist. Die beiden zugehörigen Werte der Energie sind 

1 
E = E0 + 1 + 5 [C + R + K] 

und 
1 

E = E 0 + -5~ [C- R + L], 
1-

wo das Glied mit 

C = jVh)u2 d-r: = jv(ra)v2 d-r: 

als elektrostatische Wirkung des neu berücksichtigten Kraftzentrums gedeutet 
werden kann. Das Glied mit 

R = jv(ra) uvd-r: = ju (rb) uvd-r: 

("Resonanzintegral") liefert die Aufspaltung in die beiden von der Gleichheit der 
Zentren herrührenden Symmetriecharaktere. Das Glied mit 

K =! jw(u + v) 2 d-r:, 

L =! jw(u- v) 2 d-r: 

kann als klein angesehen werden. Normieren wir u und v so, daß sie in der Mitte 
zwischen den Kernen gleiches Vorzeichen haben, so wird für große Kernabstände 
S positiv, C und R negativ. Der tiefere Term ist der, bei dem sich die Eigen
funktionen u und v addieren, der höhere der, bei dem sie subtrahiert werden. 
Es kommt bei der Aufspaltung eines s-Terms oder a-Teils (,1. = 0) eines p-Terms 
ay unter a" zu liegen, beim n-Teil (}. = 1) eines p-Terms nu unter ng. 

Im besonderen Fall, wo U =-Z 62 ist und u und v die Eigenfunktionen 
m diesem Feld, sind die Integrale r 

S = ju v d -r: , C = -j!_~ v2 d -r: , R = -Jz 62 u v d -r: 
Ya Ya 

leicht (durch Einführung elliptischer Koordinaten) zu berechnen 1. Die wichtigsten 

1 L. PAULING, Chem. Rev. Bd. 5, S. 173. 1928; J. E. LENNARD~}oNES, Trans. Faraday 
Soc. Bd. 25, S. 668. 1929. H. PETERSEN (Physica Bd. 11, S. 227. 1931) gibt eine Zusammen~ 
stellung von Integralen (die .n-lntegrale fehlen). 
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seien hier angegeben, wobei e = Z az, az der Zentrenabstand, aH der BOHRsehe 
2 aH 

Wasserstoffradius und :Rh = _!__ die Ionisierungsenergie des H-Atoms ist. 
2aH 

Sa(ls) = (-~: + (! + 1) e-e, 

( 
1!4 1!2 I! ) -!!... 

Sa(2sl = 24-o + 12 + 2 + 1 e 2 , 

( e3 e2 e ) _!!... 
Sn(2p) = 120 + 10 + -2- + 1 e 2 ' 

-Ca(ls)=Z21Hh[: -(2+ :)e-2e], 
h [ 2 (e2 I! 3 2 ) - l -Ca(2s) = Z2lJt e- 4 + 2 + -2 + e e e , 

2 [(2 24) (e2 3e 11 14 24 24) -] -Ca(2 ) = Z :Rh -- + -- - - + ---- +- +-+- +- e f! , 
P e ~- 4 2 2 e ~ ~ 

-Cn(2 )=Z :Rh--- + --+-+-+- e e 2 [(2 12) (1 4 12 12)-] 
P e 1!3 2 e e2 e3 ' 

- Ra(ls) = Z 2 lRh • 2 (e + 1) e-e, 

( e3 e2 e 1 ) - 2_ 
-R <2 l = Z 21Rh--- +- +- e 2 

" 8 48 12 4 2 , 

-R,.<2 Pl = Z2 lRh(;i + ~ + -~-) e -~. 
Für große Zentrenabstände ist R bei a (2p) größer als bei n (2P), d. h. die 

von den gleichen Zentren herrührende Aufspaltung ist bei a(2p) größer als 
bei n (2P). Für kleinere Werte des Zentrenabstandes ist das Störungsverfahren 
nicht mehr brauchbar. 

Für die Güte des angegebenen Störungsverfahrens war es wichtig, daß die 
Eigenfunktion des Elektrons im Zweizentrensystem sich wirklich durch die zwei 
Eigenfunktionen des Elektrons in den zwei Zentralfeldern U (ra) und U (rb) 
einigermaßen annähern läßt. Wenn in der Nähe des Termes der einzelnen Zentral
felder noch ein weiterer Term ist, gilt dies im allgemeinen nicht mehr. Häufig 
liegen die Terme 2s und 2p nahe beieinander (beim H-Atom fallen sie zusammen); 
dann muß man die a-Eigenfunktionen des Zweizentrensystems durch die vier 
Eigenfunktionen, die zu den 2s und 2P Termen der beiden Zentralfelder gehören, 
annähern. Man kann auf diese Weise den Übergang vom Fall genauer 2s, 2P
Entartung (wie H 2 +) zu dem Fall studieren, wo 2s und 2p genügend entfernt 
sind1. 

1 G. C. WrcK, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 773. 1932. 

41* 
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Auch im Falle ungleicher Zentren läßt sich das angegebene Störungsverfahren 
anwenden, wenn ein Term des einen Zentralfeldes in der Nähe eines Termes des 
anderen Zentralfeldes liegt. Ist also u im Felde U genähert entartet mit v im 
Felde V, so nähere man die Eigenfunktion des Feldes U (r a) + V (rb) + W (r a, rb) 
durch J.u + p,v an. Die Koeffizienten J., p, und die Termwerte werden dann durch 
Integrale 

S=juvd-r; -B=j"uv2 d-r; -C jvu2 d-r; -Q---JUuvd-r; -R jvuvd-r 

ausgedrückt. Wenn die beiden Ausgangsterme nahe beieinander liegen und die 
beiden Zentralfelder nicht zu verschieden sind, so sind die beiden entstehenden 
Linearkombinationen (bis auf den Normierungsfaktor) ungefähr die Summe und 
die Differenz von u und v. 

HEITLER und LoNDON selbst haben das Störungsverfahren auf einen anderen 
Fall angewandt, nämlich die Berechnung des Grundzustandes der H 2-Molekel. 
Da dies der einfachste Fall einer nachher näher zu behandelnden Methode ist, 
sei er näher besprochen. Bei gegebenem Abstand der beiden Kerne wird die 
Eigenfunktion des Zweizentrensystems mit zwei Elektronen angenähert durch 
die Eigenfunktionen einzelner Elektronen in den Zentralfeldern der Kerne. 
Aus Ausgangsnäherungen werden die miteinander entarteten Funktionen u ( 1) v (2) 
und v(1) u(2) genommen, wo u die Eigenfunktion eines Elektrons im Grund~ 
zustand beim einen Kern und v die eines Elektrons im Grundzustand beim 
anderen Kern ist. Die Eigenfunktion des Zweizentrensystems wird nun durch 
eine Linearkombination dieser beiden angenähert. Aus Symmetriegründen 
kommen nur die folgenden beiden in Betracht 

w = u(1)v(2) ± v(1)u(2). 

Die Termberechnung verläuft etwas anders als im Falle der zwei Elektronen des 
He-Atoms, da H sich nicht in der Form H 0 + eH1 schreiben läßt und u und v 
nicht genau orthogonal sind. Wir haben den allgemeineren Fall des in Ziff. 5 
beschriebenen Störungsverfahrens vor uns und erhalten dementsprechend 

also 

jwHwdr 
E- :'-....:---

- jw2 dr ' 

E =Eo+ C±A 
1 ±52 " 

Wenn wir (in leichtverständlicher Bezeichnung) 

H = T+ U(1) + U(2) + V(1) + V(2) + ~ 
r12 

setzen, so wird 

C = ju(1) v(1) 2 d-r1 + Jv(1)u(1) 2 d-r1 + J::2 u(1) 2 v(2) 2 d-r1 d-r2 , 

A = S ·J[U(1) + V(1)]u(1) v(1) d-r1 +J~u(1) v(1) u(2) v(2) dr1 d-r2 , 
rn 

S = ju(1)v(1)dr1 • 

Integrale der Art C heißen auch hier "CouLOMBsche Integrale" und Integrale 
der Art A "Austauschintegrale". Die Rechnung ergibt also zwei Terme, die bei 
unendlich großem Abstand der Kerne in den Term übergehen, der zwei H-Atomen 
im Grundzustand entspricht. Die Rechnung verläuft ebenso, wenn die Kerne 
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verschieden sind; wenn die Kerne gleich sind, ist sie nur dann so einfach, wenn u 
und v zu gleichen Zuständen gehören. Auf die Bedeutung dieser Rechnung für 
die Termmannigfaltigkeit des Zweizentrensystems und die Frage der chemischen 
Bindung gehen wir später ein. 

29. Das Zweizentrensystem mit mehreren Elektronen. Eine Eigenschaft, 
die allen Zweizentrensystemen zukommt, ist die Invarianz gegen Drehung um 
die Zentrenachse und gegen Spiegelung an jeder durch die Achse gehenden 
Ebene, außerdem die Gleichheit der Elektronen. Zur weiteren Beschreibung der 
Terme ist es wichtig, daß wir in vielen Fällen eine günstige Abstufung in der 
Größenordnung der wirksamen Kräfte haben, aus der genähert erfüllte Symmetrie
eigenschaften folgen. Die wichtigsten Fälle sind: 1. kleiner Einfluß des Elek
tronenspins (in vielen Fällen ist der Spineinfluß kleiner als die durch die Rotation 
der Molekel bedingten Abweichungen vom Zweizentrensystem; vgl. Ziff. 23); 
2. eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen, die sich für jedes Elektron 
genähert durch ein statisches Feld beschreiben läßt. 

Da das Hauptanwendungsgebiet der Theorie vorläufig doch nicht allzu 
schwere Molekeln sind, können wir geringen Spineinfluß als allgemein annehmen. 
Wir werden also in erster Näherung jedem Term des Zweizentrensystems ent
sprechend dem Symmetriecharakter der Eigenfunktion für Permutation der 

Elektronen (Ziff. 8 und 9) eine Quantenzahl S (0, 1, 2, ... , ~ bei gerader Elek

tronenzahl n und ~, ~, ... , ~ bei ungerader Elektronenzahl n), entsprechend 
dem Symmetriecharakter für Rotation um die Achse (Ziff. 11) eine Quantenzahl 
A = 0, 1, 2, ... und für A = 0 entsprechend dem Verhalten bei Spiegelung 
an einer durch die Achse gehenden Ebene die Bezeichnung + oder - zuschreiben. 
Wir bezeichnen Terme mit dem Werte A = 0, 1, 2, ... auch durch Symbole 
.E, II, LI, ... , denen man 25 + 1 als linken oberen Index (wie bei Atomen) 
beifügt und bei .2'-Terme + oder - als rechten oberen Index. Wir schreiben 
also etwa 3 ,2'+, 2Il usw. Die Terme mit A > 0 haben (schon ohne Spin) das 
Gewicht 2. Die unabhängigen Eigenfunktionen lassen sich (A > 0) reell in der 
Form 

fcosAq; + gsinAq;, 

fsinAq;- gcosAq; 

schreiben, wo q; ein absolutes Azimut um die Zentrenachse ist und f und g Funk
tionen der übrigen Koordinaten sind. Ein anderes System unabhängiger Eigen
funktionen ist 

p*e-iAr; 

sie bezeichnen Zustände mit den Drehimpulskomponenten A · h in der einen 
bzw. in der entgegengesetzten Achsenrichtung. Es gelten die Kombinationsregeln 
A ~ A, A ± 1 ~ A. Bei Kombinationen zwischen .2'-Termen kommen nur 
,2'+ .... ~ ,2'+ und ,J;- .... ~ ,2'- vor. Terme mit verschiedenem S kombinieren in 
dieser Näherung nicht, weder mit Dipol noch mit Multipolstrahlung. 

Sind die Zentren gleich (Molekeln mit gleichen Kernen), so kann man die 
Terme weiter einteilen in gerade und ungerade in bezug auf die Spiegelung am 
Mittelpunkt der Kernverbindung. Diese Einteilung in gerade und ungerade 
Elektronenterme der Molekeln mit zwei gleichen Kernen ist nicht zu verwechseln 
mit der Einteilung in gerade und ungerade Rotationsterme einer beliebigen Molekel 
(Ziff. 23). Zur Bezeichnung im Termsymbol schreiben wir g und u als rechten 
unteren Index, also 3.2';, 2Ilu, 4Liy, . ... Es kombinieren in Dipolstrahlung nur 
gerade mit ungeraden Termen. 
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Gehen wir von einem Atom aus und machen daraus durch Teilung des Kerns 
ein Zweizentrensystem, so geht ein Term mit bestimmtem S und L in L + 1 
Terme mit dem gleichen Sund A = O, 1, 2, ... , L über. Der entstehende Z-Term 
ist z+, wenn der Atomterm und L beide gerade oder beide ungerade sind, sonst 
.E-. Falls eine Bezeichnung des Zweizentrensystemterms auf Grund der Zu
ordnung zum Atomterm notwendig erscheint, kann man Zeichen wie 3 P .2,'+, 
3 Pli einführen. Wird der Kern des Ausgangsatoms in zwei gleiche Teile geteilt, 
so gehen gerade (ungerade) Atomterme in gerade (ungerade) Terme des Zwei
zentrensystems über. 

Gehen wir von zwei getrennten Atomen oder Ionen aus und stellen durch Nähern 
der Kerne ein Zweizentrensystem her, so erhalten wir 1 aus zwei Atomen in 
Zuständen 5 1 L1 und 5 2 L 2 (L1 > L2) bei ungleichen Kernen Zweizentrensystem
terme mit allen S gleich 5 1 + 5 2 , 5 1 +52 - 1 ... !S, - 5 2 1 und allen A mit 
den Werten 

Ll + L2 L1 + L2 -1 L1 + L2 - 2 Ll- L2 1 0, 

L1 + L2 -1 L1 +L2 --2 L~- L2 1 0, 

L1 + L2 - 2 Ll- L2 1 0, 

Ll- L2 1 0. 

Von den 2L2 + 1 ..;;-Termen sind L2 Terme.[;+, L2 Terme x;-; der übrige ist .E+, 
wenn L1 + L 2 gerade und beide Atomterme gerade oder ungerade sind oder wenn 
L1 + L 2 ungerade und ein Atomterm gerade, der andere ungerade ist; anderenfalls 
ist der übrige Term .E-. Z. B. gibt 2Dg + 3Pu die Terme: 

4tfJ 4LJ 4fl 4Z+ 2cp 2LJ 2JI 22:+, 

4LJ 4Jl 4.[;+ 2LJ 2JI 2.[;+' 

2JI 2_2'- . 

Aus zwei gleichen Atomen in verschiedenen Zuständen entstehen genau doppelt 
soviel Terme; jeder der oben angegebenen tritt als gerader und ungerader Term 
auf. Aus zwei gleichen Atomen in gleichen Zuständen S, L entstehen Zwei
zentrensystemterme mit den Spinquantenzahlen 25,25-1, ... , 1, 0 und für 
jede davon mit den A-Werten 

2L 2L-1 2L- 2 0, 

2L-1 2L- 2 1 0, 

2L- 2 1 0, 

1 0, 

o. 
Dabei sind L + 1 Terme .E+, L Terme .E-. Von den (in gerader Zahl) vor
handenen Termen mit ungeradzahligem A sind die Hälfte gerade, die Hälfte 
ungerade Zweizentrensystemterme. Bei den (in ungerader Zahl vorhandenen) 
Termen mit geradzahligem A ist die Zahl der geraden Terme um 1 größer als 
die Zahl der ungeraden, wenn die Spinquantenzahl gerade ist (Singulett-, Quin
tett- ... -Terme), die .[;+-Terme sind dann .E;i, die x;--Terme sind .E;;. Die 

1 E. WIGNER u. E. E. WITMER, ZS. f. Phys. Bd. 51, S. 859. 1928. 



Ziff. 29. Das Zweizentrensystem mit mehreren Elektronen. 647 

Zahl der ungeraden Terme ist um 1 größer als die Zahl der geraden, wenn die 
Spinquantenzahl ungerade ist (Triplett-, Septett- ... -Terme), die _E+-Terme 
sind dann .Ei;, die .E--Terme .E;;. So geben 3 P + 3 P (gleiche Zustände gleich er 
Atome): 

oLJg o[]g o.Et, 3LJu3[]ua~;,, 1LJu1Il/Et' 
o[]uo.E;;, 3[]g 3_E;;, 1[]u1.E;;,, 

62,1' 3_Ei;' 1~:. 

Falls eine Bezeichnung der Terme auf Grund der Zuordnung zu Termen der 
getrennten Atome nützlich erscheint, kann man etwa 

schreiben. 
Wir haben bisher den Spin vernachlässigt. Ihn in zweiter Näherung hinzuzu

fügen, hat nur Sinn, wenn sein Einfluß groß ist gegen den der später zu berück
sichtigenden Rotation, wenn also wenigstens für kleine Rotationsquantenzahlen 
Fall a (Ziff. 23) vorliegt. Bei .E-Termen ist das nicht der Fall. Ein mit 5 und A 
bezeichneter Term spaltet bei Zufügung des Spins für 5 < A auf in 25 + 1 Terme 
mit den Achsenquantenzahlen [) = A + 5, A + 5 - 1, ... , A- 5. Die Wechsel
wirkung zwischen Spin und Bahn geht genähert mit dem cos des Winkels zwischen 
5 und A im Vektormodell. Es ergeben sich so äquidistante Multipletterme. Sie 
haben das Gewicht 2; die unabhängigen Eigenfunktionen lassen sich so wählen, 
daß sie zwei Zustände mit der Drehimpulskomponente Dn in den beiden 
Achsenrichtungen bezeichnen. Im Falle 5 = A entstehen die genähert äqui
distanten Terme D = A + 5, A +5-1, ... , 2, 1, 0, 0. In der Näherung, in 
der sich äquidistante Terme ergeben, tritt ein Term D = 0 mit dem Gewicht 2 
auf. Da diese Entartung aber nicht aus der Achsensymmetrie folgt (im Gegen
satz zu D > 0), tritt in strengerer Rechnung eine feine Aufspaltung in zwei 
Terme D = 0 auf, und zwar in einen positiven und in einen negativen Term in 
bezug auf die Spiegelung an jeder durch die Zentrenachse gehenden Ebene (vgl. 
3Il in Abb. 26, S. 630). Auch für 5 > A erhält man genähert äquidistante Terme; 
D genügt aber nicht zur Unterscheidung; man kann zur Bezeichnung eine Kom
ponente .E von 5 in der Achsenrichtung einführen und als positive Richtung die 
von A wählen. Dann bekommt man die Terme A+.E =A +5, A+S-1, ... ,A-5, 
wo alle A + E =!= 0 das Gewicht 2 haben und A + E = 0 für zwei dicht benach
barte einfache Terme steht. Im Termsymbol schreiben wir A + .E als rechten 
unteren Index (wie J bei Atomtermen), also etwa 

3[]0+ 8[]0- 3[]1 8[]2' 
oder 

4 Il -112 4 Il112 4 Il3:2 4 Ilsr2 • 
In dieser Näherung können "Interkombinationen" zwischen Termen verschiedener 
5 auftreten, nur schwache bei leichten Kernen, stärkere bei schwereren Kernen. 
(Im Spektrum sind bei H 2 und He2 keine beobachtet, bei CO sind sie vorhanden, 
aber viel schwächer als die Kombinationen zwischen Termen mit gleichem 5.) 

Wir werden später häufig den Fall zu betrachten haben, wo die Wechsel
wirkung zwischen den Elektronen des Zweizentrensystems in erster Näherung 
für jedes Elektron durch ein statisches Feld berücksichtigt wird. In dieser Näherung 
erhalten wir für jedes Elektron eine Quantenzahl A. oder eines der Symbole 
a, n, (), ... , bei gleichen Zentren noch den Index g oder u. Fügen wir jetzt in 
zweiter Näherung die feinere Wechselwirkung der Elektronen hinzu, zunächst 
ohne Spin, so entstehen Terme mit 5 und A. Die möglichen Werte A lassen sich 
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durch Zusammensetzung von Vektoren mit den Beträgen l bilden, die Werte von 
S durch Zusammensetzung von Vektoren mit dem Betrag i (Ziff. 11 u. 12). Das 
PAULische Prinzip ist zu berücksichtigen; die ±-Eigenschaft der .E-Terme bedarf 

näherer Untersuchung1• Tabellen 4 und S 
Tabelle 4. Terme bei nichtäqui- geben die Terme, die aus einigen einfachen 

valenten Elektronen. Anordnungen (d. h. Quantenzahlen einzelner 

Anordnung\ 

(1(1 I 
031: 

alJ 

(1(1(1 

Anordnung I 

n2 ao 
n 2 on 
n2 alJ 
:n;2:n;n 

132'+ 
13JI 
13 Lf 

Terme 

132'+ 132'- 13Lf 
13JI 13cp 
13.1,'+ 132.'- 13r 

2242'+ 
224n 
224Lf 
2242'+ 224.1,'- 224Lf 
224JI 224cp 
224n 224n 224JI 224cp 
2242'+ 2242'- 224Lf 224Lf 22'r 

Elektronen) entstehen. (Die Symbole äqui
valenter Elektronen sind dabei zu symbo
lischen Potenzen vereinigt, die Symbole 
nichtäquivalenter Elektronen einfach neben
einander geschrieben.) 

Bei Zweizentrensystemen mit gleichen 
Zentren gilt noch die Regel: Ein Term ist 
gerade, wenn er aus einer geraden Anzahl 
von Elektronen ungerader Eigenfunktion und 
aus einer beliebigen Anzahl von Elektronen 
mit gerader Eigenfunktion entsteht. Er ist 
ungerade, wenn er eine ungerade Anzahl "un
gerader" Elektronen enthält. 

Tabelle 5. Terme mit äquivalenten Elektronen. 

12'+ 
12'+ 1Lf 

22'+ 22'- 2Lf 
2JI 2JI 2JI 2cp 
22+ 22- 2,1 2Lf sr 
2JI 

12'+ 12'- lLf 
lJI 1JI 1n 1cp 
12 + 12 - 1Lf 1Lf 1r 
12'+12'+12'+12'- 12'- 12'-

1,1 1Lf 1Lf 1Lf 1r 
12'+ 1.1,'+ 12'+ 12'- 1Lf 1Lf 

Terme 

ai+ a.l'- ai- aLf 
arr an an arr acp 
a.l'+ a.l'- aLf 3Lf aLf ar 
a.l'+ a.l'+ a.l'+ a.l'+ a.l'- ai- ai- a2'-

3Lf 3LJ 3LJ 3Lf 3Lf 3r 
ai+ 32'- ai- aLf aLI 

In den Fällen der Annäherung der Zweizentrensystemterme durch Terme 
einzelner Elektronen in statischen Kraftfeldern kann man Symbole der Art 

a 2 a 2 a 2 a 2 :n3 a 2 2Il (TermbeiCO+), 

a~ a~ a; a~ :n;~ a; 2 Ilu (vermuteter Term bei N 2 +) 
benutzen. 

Die Multipletts 2Il, 2.1, 3Il ... können regelrecht oder verkehrt (regular, 
inverted) sein, d. h. die Energie kann mit A + .E zu- oder abnehmen. Welcher 
Fall vorliegt, läßt sich in einfachen Fällen angeben, so sind :n; 2Il, 15 2LI ebenso 
:na 3Il, !5a 3LI regelrecht; :n3 2Il, !53 2LI ebenso :n3a 3Il, !5 3 a 3Ll sind verkehrt (vgl. 
das Verhalten der Atommultipletts Ziff. 16). 

1 R. S.MuLLIKEN, Phys. Rev. Bd. 32, S. 186. 1928; F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 51, 
S. 759. 1928 u. Bd. 63, S. 719. 1930. 
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30. Aufbauprinzipien für Molekeln. Wir kommen jetzt zu den Verfahren, 
die Terme der zweiatomigen Molekeln und ihre Eigenfunktionen qualitativ anzugeben 
oder genähert zu berechnen. Sie bestehen darin, daß man eine geeignete Abstufung 
der Größenordnung der einzelnen Kräfte annimmt, die erlaubt, die allgemeinen 
Sätze mehrfach anzuwenden. Wir müssen zunächst damit zufrieden sein, wenn 
die angenommene Abstufung für einige typische Fälle richtig ist; als solche 
typische Fälle betrachten wir zunächst die leichteren Molekeln. Ihre Grund
terme sind wichtig für die Frage der chemischen Bindung. Grundterm und 
angeregte Terme sind wichtig für die Deutung der Bandenspektren. Wir sehen 
also Rotation und Schwingung als Störung eines Zweizentrensystems an, und 
sehen auch zunächst vom Elektronenspin ab. Für eine genäherte Betrachtung 
dieses Zweizentrensystems gibt es zwei verschiedene Ausgangspunkte. 

Für sehr großen Zentrenabstand geht jeder Term des Zweizentrensystems 
in einen Term zweier Atome oder Ionen über; der Termwert ist die Summe der 
Energien der beiden Atome oder Ionen. Für großen Zentrenabstand kann man 
Terme und Eigenfunktionen durch das HEITLER-LONDONsche Störungsverfahren 
berechnen. Auf diesem Verfahren beruht die später zu behandelnde LoNDON
HEITLERsche Auffassung der chemischen Valenz. Die Anwendbarkeit des Ver
fahrens findet eine Grenze daran, daß die Störung klein sein muß gegen den 
Abstand des Terms getrennter Atome von anderen Termen. Nun ist z. B. der 
Grundzustand vieler Atome nur ein Term aus einer Gruppe, deren Abstände nicht 
größer sind als die auftretenden Störungsenergien. So hat das C-Atom die tiefen 
Terme s 2 p 2 3P, 1D, 15 und wahrscheinlich noch Terme sp 3 in geringem Abstand. 
Für die Grundzustände der Edelgas-, Alkali- und Halogenatome (15, 25, 2P) 
treffen jedoch die Voraussetzungen zu. Die Rechnung gibt allerdings nur für 
5-Terme übersichtliche Ergebnisse. Nähert man zwei Edelgasatome im Grund
zustand 15 einander, so kann keine Aufspaltung stattfinden, es entsteht nur ein 
1 E-Term. Nähert man ein Edelgasatom und ein Alkaliatom im Grundzustand 
( 15, 25), so entsteht auch nur ein Term 21:. Aus zwei Alkaliatomen oder H-Atomen 
entstehen jedoch zwei Terme 31: und 11:. 

Das Verfahren wurde zuerst von HEITLER und LoNDON zur Berechnung 
des Grundterms der H 2-Molekel benutzt!. Es wurde weiter ausgebaut von LoN
DON, HEITLER, BoRN, RuMER und WEYL 2 ; wir kommen bei der Frage der che
mischen Bindung darauf zurück. 

Ein weiter reichendes Störungsverfahren, das auch an den Fall getrennter 
Atome anschließt, ist das folgende: Man nähere die Eigenfunktion der Molekel 
an durch eine Linearkombination von Produkten von Eigenfunktionen einzelner 
Elektronen in Zentralfeldern. Wenn z. B. jedes der getrennten Atome zwei 
Elektronen hat, das eine mit den Eigenfunktionen u und v, das andere mit den 
Eigenfunktionen w und x, so wird die Eigenfunktion der Molekel in der Form 

L C1234 U (1) V (2) W (3) X (4) 
angesetzt, wo die Summe über alle Permutationen der Zahlen 1, 2, 3, 4 erstreckt 
wird (soweit nicht aus Symmetriegründen e·ine Vereinfachung möglich ist). Die 
Abweichungen der Terme des Zweizentrensystems von den Termen der einzelnen 
Atome werden hier in der gleichen Näherung berechnet wie die Aufspaltung 
eines Atomzustandes mit gegebenen Quantenzahlen der einzelnen Elektronen 
in Terme mit verschiedenem 5 und L. Für die Anwendbarkeit des Verfahrens 
ist (Atome mit normaler Kopplung vorausgesetzt; vgl. Ziff. 16) nur nötig, daß 

1 W. HEITLER u. F. LoNDON, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 455. 1927. 
2 Zusammenfassungen: W. HEITLER, Phys. ZS. Bd. 31, S. 185. 1930; M. BoRN, Ergebn. 

d. exakt. Naturwissensch. Bd. 10, S. 387. 1931. 
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die Abweichung der Zweizentrensystemterme klein ist gegen die Abstände der 
Terme einzelner Elektronen in den Atomen. Das ist für einen größeren Bereich 
des Zentrenabstandes erfüllt. Allerdings für die Abstände, die wir in den wirk
lichen Molekeln haben, ist auch dieses Verfahren keine gute Näherung mehr. Für 
den Fall, daß Terme einzelner Elektronen in den Atomen näher beieinander 
liegen (z. R s- und p-Terme gleicher Hauptquantenzahl), kann man dies auch 
in der Störungsrechnung berücksichtigen. 

Für den Fall, daß beide Atome nur ein Elektron oder nur ein äußeres Elektron 
haben, ist dieses Verfahren mit dem vorher beschriebenen identisch. Die H 2-

Rechnung von HEITLER und LONDON ist also auch hier das Vorbild. Weiter 
gehören hierher KEMBLEs und ZENERS Untersuchung einer s- p-Wechsel
wirkung1, BARTLETTS Untersuchung einer p- p-Wechselwirkung 2 sowie Be
trachtungen von SLATER und PAULING, auf die wir bei der Frage der chemischen 
Bindung zurückkommen3. Die allgemeine Formulierung des Verfahrens und die 
weitestgehende Anwendung gab SLATER. 

Wir zeigen die Anwendung am einfachen Fall des H 2 • Aus zwei Atomen im 
Grundzustand, also dem Zustand 1 s + 1 s des Zweizentrensystems mit sehr 
großem Zentrenabstand, entstehen die Terme 1.E9 und 3.Eu. Die Berechnung 
der Energie des Zweizentrensystems4 (mit Einschluß der Kernabstoßung) ergibt 
das Bild der Abb. 48 (S. 675). Man erhält für den tieferen Term 1.E9 eine Disso
ziationsenergie von 3,0 (statt empirisch 4,4) Volt und einen Gleichgewichts
abstand von 0,80 · 10-8 (statt 0,75 · 10- 8) cm. Die Näherung ist also hier für 
den wirklichen Kernabstand der Molekel nicht mehr genau. Aus einem Atom 
im Grundzustand und einem Atom mit n = 2, also dem Zustand 1 s + 2s, p 
des Zweizentrensystems mit sehr großem Zentrenabstand (s,p-Entartung) ent
stehen 12 Terme: 13.E_", 13Ew 13Ilw 13Il,"' 13.[;9 , 13.Eu. Der Verlauf der Il-Terme 
ist von KEMBLE und ZENER berechnet; die Ilu-Terme haben ein Minimum der 
He Energie (mit Einschluß der Kernabstoßung) 

und entsprechen wirklichen Molekeltermen, die 
fl9-Terme haben keines. 

1s Man könnte versuchen, weitere Aufschlüsse 
über das Zweizentrensystem und damit das 
Spektrum der H 2-Molekel zu erhalten, indem 
man zwischen den Termen für große Zentren-
abstände und den Termen für kleine Zentren
abstände, die aus den Termen des He-Atoms 

3.ru hervorgehen, interpoliert durch Aufstellung 
eines "Zuordnungsschemas". Symmetrieeigen
schaften, die bei der Zuordnung zu berück
sichtigen sind, sind die durch die Symbole 
.E, II, .. . , die Indizes 1, 3 und g, u angegebe

Abb. 36. Termschema der H,-Molekel {erster nen. Ob man außer diesen noch genähert 
Versuch). 

erfüllte Symmetrieeigenschaften zu berück-
sichtigen hat, läßt sich von vornherein nicht sicher angeben, da man nicht 
weiß, wie gut sie erfüllt sind. Berücksichtigt man keine genähert erfüllten Sym
metrieeigenschaften, so erhält man für die tiefen Terme das Schema der Abb. 36. 

1 E. C. KEMBLE u. C. ZENER, Phys. Rev. Bd. 33, S. 512. 1929. 
2 J. H. BARTLETT, Phys. Rev. Bd. 37, S. 507. 1931. 
3 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 37, S. 481; Bd. 38, S. 1109. 1931; L. PAULING, Journ. 

Amer. Chem. Soc. Bd. 53. S. 1367. 1931. 
4 W. HEITLER U. F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 455. 1927; Y. SUGIURA, ebenda 

Bd. 45, S. 484. 1927. 
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Für hohe Terme (in der Abb. 36 nicht gezeichnet) ist dieses Verfahren sicher 
nicht richtig, denn dort ist die Vorstellung eines Elektrons im Felde eines Mole
kelrestes brauchbar und die Symmetrieeigenschaften von Rest und Elektron 
einzeln sind zu berücksichtigen. Das hier geschilderte Zuordnungsverfahren 
würde auch nie die empirisch bekannte Serienordnung der Elektronenterme einer 
Molekel liefern. Die Berücksichtigung der genähert erfüllten Symmetrieeigen
schaften beim Zuordnungsschema wird nachher behandelt. 

Der andere Ausgangspunkt für die genäherte Betrachtung des Zweizentren
systems beruht darauf, daß man bis zu einem gewissen Grade die Wechselwirkung 
der Elektronen für jedes Elektron durch ein statisches Feld ersetzen kann (für 
Atome in Ziff. 16). Man nähert also die Eigenfunktion des Zweizentrensystems 
an durch einen Ausdruck 

u(1)v(2)w(3) ... , 

wo u, v, w Eigenfunktionen eines Zweizentrensystems mit einem einzigen Elek
tron sind. Die Terme des Zweizentrensystems sind in dieser Näherung die Sum
men aus den Termen der einzelnen Elektronen. Wir wählen zunächst das sta
tische Ersatzfeld etwa so, wie es dem HARTREEschen Verfahren entspricht 
(Ziff. 20). Genau genommen entsteht dieses Feld aus der potentiellen Energie 
des gesamten Systems durch Mittelung über die Eigenfunktionen. der übrigen 
Elektronen. Wir wählen also, ohne im einzelnen nach diesem mühsamen Verfahren 
zu rechnen, ein Feld, das qualitativ die Eigenschaften dieses HARTREEschen 
Feldes hat. Im Falle eines Systems mit zwei gleichen Kernen ist es symmetrisch 
zur Mittelebene zwischen den Kernen. (Wir werden nachher auch Ersatzfelder 
einführen, die diese Eigenschaft nicht haben.) Zu einer rohen Beurteilung 
der Terme kann ein Zuordnungsschema der einzelnen Elektronen dienen (für 
den Fall gleicher Zentren Abb. 35). Die nichtentarteten (a-) Terme ein.es solchen 
Schemas können von zwei Elektronen besetzt sein, die entarteten (n-, '15-) Terme 
können bis zu vier Elektronen aufnehmen. Bei gegebener Gesamtzahl von 
Elektronen wird ein Teil der Terme zu Termen "innerer Elektronen", ein 
anderer Teil zu Termen der äußeren Elektronen im Grundzustand oder in an
geregten Zuständen. Die Termfolge der inneren Elektronen wird bei den für 
die Molekel in Betracht kommenden Zentrenabständen im wesentlichen die für 
sehr großen Zentrenabstand sein. Im besonderen Fall gleicher Kerne wird man 
bei nicht zu kleiner Kernladung, etwa vom Li2 ab, sagen können, daß die beiden 
K-Schalen der Molekel getrennt sind, das bedeutet, daß au(1s) der zweittiefste 
Term ist. Bei hinreichend großer Kernladung, etwa vom Na2 ab, wird man sagen 
können, daß die L-Schalen getrennt sind, das bedeutet, daß die Terrhe, die zu 
1 s, 2s, 2p der getrennten Atome gehen, tiefer liegen als die zu 3 s, 3 p ... gehen
den. So kann man bestimmen, welche Stelle eines Zuordnungsschemas für die 
betrachtete Molekel wichtig ist (in Abb. 35 sind die Stellen angedeutet, von 
denen ab man sagen kann, die K-Schalen, L-Schalen usw. seien getrennt). 

Die Annäherung durch einzelne Elektronen des Zweizentrensystems ist im 
Falle sehr großer Zentrenabstände und vor allem beim Übergang zu getrennten 
Atomen keine gute Näherung mehr. In dieser Näherung würde z. B. der Term 
1 s + 1 s eines Systems zweier weit getrennter Zentren mit zusammen zwei 
Elektronen (etwa zwei H-Atome) energetisch zusammenfallen mit dem Term 
1 s 2 dieses Systems (H- und H+). Für sehr weit getrennte Zentren ist eben das 
Kraftfeld für ein Elektron nicht durch ein statisches ersetzbar, weil der Rest 
sich wesentlich ändert, wenn das Elektron von der Nähe des einen Zentrums 
in die Nähe des anderen Zentrums übergeht. Der Vergleich mit den empirisch 
erforschten Molekelspektren zeigt jedoch, daß für die Zentrenabstände, die in 
den Molekeln wirklich auftreten, die Annäherung durch Terme der einzelnen 
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Elektronen sehr wohl brauchbar ist. Die Zuordnung zu Termen bei sehr geringem 
Zentrenabstand kann mit Hilfe des Zuordnungsschemas für einzelne Elektronen 
geschehen; die Zuordnung zu Termen bei sehr großem Zentrenabstand muß 
nach dem oben Gesagten auf andere Weise geschehen. 

Wir benutzen auch hier die H 2-Molekel als Beispiel. Aus Abb. 35 (S. 641) 
entnehmen wir als tiefste Terme der einzelnen Elektronen a0 ( 1 s), au ( 1 s), <Tu (2s), 

He <Tu(2s), nu(2p), ... und erhalten das Term
schema der Abb. 37. Der Art der Annäherung 
entsprechend ist der Zustand getrennter Ionen 
(H+ + H-) nur wenig über dem Zustand ge
trennter normaler Atome (H + H) gezeichnet, 
im Gegensatz zur Wirklichkeit. Der Anschluß 
an die Wirklichkeit wird nachher angegeben. 

FürwirklicheBerechnungistdieseMethode, 
von den Zuständen einzelner Elektronen aus
zugehen, nicht so geeignet wie für qualita

lf•fl tive Überlegungen. Einmal ist das Ersatzfeld 
13' 15 für jedes Elektron nicht ganz ohne Willkür 

ts2 '.1 anzugeben und dann hat man für die Eigen
funktion einzelner Elektronen im Zweizentren-

Abb. 37, Termschema der H,·Molekel (zwei· k 
ter versuch). systemkeine brauchbare Näherung. Man ann 

diese Funktionen wieder durch Funktionen 
einzelner Elektronen in zwei Zentralfeldern um die Zentren annähern. Im 
Falle des H 2 setzt man also die Eigenfunktionen der Zustände der einzelnen 
Elektronen in der Form an (ohne Normierungsfaktoren) 

o-u(1s): 

<Tu(1s): 

u+v, 
u-v, 

wo u und v die 1 s-Eigenfunktionen in Zentralfeldern sind. Ohne Wechsel
wirkung der Elektronen wird die Eigenfunktion der tiefsten Zustände von H 2 

angenähert durch : 

[u(1) + v(1)][u(2) + v(2)], 

[u(1) +v(1)J[u(2) -v(2)], 

mit Wechselwirkung durch: 

au21Eu: [u(1)+v(1)][u(2)+v(2)] 

agau 3Eu: [u (1) +v (1)] [u (2) -v (2)]-[u (1) -v (1)] [u (2) +v (2)] 

=-2[u(1)v(2)-v(1)u(2)], (1) 

agau 1Eu: [u (1) +v (1)] fu (2) -v (2)]+[u (1) -v (1)] [u(2) +v (2)] 

2[u(1)u(2)-v(1)v(2)]. 

Vergleichen wir damit die Ansätze, die die Methode macht, die durch die Grund
zustände getrennter Atome und die wieder durch Zustände einzelner Elektronen 
annähert. Dort wird gesetzt: 

IEu: u{1) v(2) + v(1) u(2),} 

32,'u: u(1)v(2)-v(1)u(2). 
(2) 

Die Annäherung ist also eine andere. Für große Zentrenabstände ist die letzt
genannte Methode sicher besser; für kleinere Zentrenabstände sind beide keine 
guten Näherungen mehr. 
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Ein allgemeines Verfahren, aus dem durch Spezialisierung die Ansätze (1) 
und (2} hervorgehen, besteht darin, die Eigenfunktion der Molekel durch die 
Eigenfunktionen aller Zustände der beiden Atome und die wieder durch Zustände 
der einzelnen Elektronen anzunähern. Für großen Abstand kommen natürlich 
nur die Grundzustände der Atome in Betracht. Für geringeren Abstand sind 
auch die höheren Terme der Atome von Einfluß; diesen Einfluß kann man gegen
seitige Polarisation nennen. Für den wirklichen Abstand der Molekel haben 
aber gerade auch die Ionenterme Einfluß, da wegen der elektrostatischen An
ziehung eine Senkung des Termwertes eintritt. Beschränkt man sich auf die 
Mitnahme der tiefsten Atom- und Ionenterme, so erhält man im Falle zweier 
Elektronen die Ansätze: 

Singulett: 

Triplett: 

u(1)v(2) + v(1)u(2) + Äu(1)u(2) + ,uv(1}v(2), 

u(1) v(2)- v(1) u(2), 

im Falle gleicher Kerne ist natürlich Ä = ±.U· Durch Weglassen der Ionen
terme (Ä = ,u = 0) erhält man die Ansätze (2). Wählt man Ä und ,u so, daß man 
Kombinationen von Produkten von Funktionen je eines Elektrons erhält, so 
erhält man die Ansätze (1). 

Nähert man die Terme des Zweizentrensystems für mittlere und kleine 
Werte des Zentrenabstands durch Terme einzelner Elektronen in symmetrischen 
Ersatzfeldern an, so kann man die Zuordnung zu den Termen getrennter Atome 
durch ein Verfahren gewinnen, das man als eine allgemeinere Fassung der Me
thode der einzelnen Elektronen im Zweizentrensystem ansehen kann, die auch 
die HEITLER-LONDONsche Näherung als Grenz
fall enthält!. Man betrachtet das dem H 2 + 
entsprechende Zweizentrensystem 

1s-cr9-H(1s} + H+ 

als Rest, dem ein Leuchtelektron gegenüber
gestellt wird. Den Rest ersetzt man durch ein 
statisches Feld. Für nicht zu große Werte des 
Zentrenabstandes ist dieses symmetrisch zur 
Mittelebene zwischen den Zentren; die Terme 
des Leuchtelektrons sind cr9 (1 s), cru (1 s), ... ; das 
Termschema ist genau das vorhin beschriebene 
(Abb. 37}. Für sehr großen Zentrenabstand ist 
der Rest aber besser durch ein neutrales H-Atom 

He H+H 

1S 

(mit geringer Elektronenaffinität) und ein H+- Abb. 38. Termschema der H,-Molekel (dritter 
Kraftzentrum anzunähern, also durch ein un- versuch). 

symmetrisches Gebilde. Die Terme des Leucht-
elektrons in diesem Grenzfall sind er ( 1 s), a (2), :n (2}, er (2), ... mit Eigenfunktionen 
am noch freien H+ -Kern. Den Übergang vom Fall mittlerer Zentrenabstände 
und symmetrischen Ersatzfeld zum Fall sehr weit getrennter Zentren und un
symmetrischen Ersatzfeld kann man so vollziehen, daß man bei Vergrößerung 
des Zentrenabstandes das Ersatzfeld allmählich unsymmetrisch werden läßt. 
Die Zuordnung geschieht also nur. unter Berücksichtigung der .!.-Werte des 
Leuchtelektrons, nicht unter Berücksichtigung von g und u (Abb. 38). Von 
den Termen des Grenzfalles weit getrennter Zentren ist jetzt erst die Hälfte be
nutzt; denn es kann ja der freie H +-Kern auch auf der anderen Seite liegen. 

1 Das Verfahren ist angegeben von F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 719. 1929. 
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Diese Terme entsprechen aber den Zweizentrensystemtermen mit dem anderen 

Rest 2pa-a,.-H+ + H{1s), 

der zum gleichen Term getrennter Kerne geht, wie der oben benutzte. Inter
essiert man sich nur für die H 2-Terme, bei denen das eine Elektron im Grund
zustand ist, so kann man die auf dem zweiten Rest aufbauenden Terme außer 
Betracht lassen. 

Das hier am Beispiel des H 2 beschriebene Verfahren läßt sich auf andere 
Fälle übertragen. Wenn der Rest (im Falle gerader Anzahl der Restelektronen) 
auch im Grenzfalle weit getrennter Kerne noch symmetrisch ist, so ist selbstver
ständlich g und u bei der Zuordnung zu beachten. Wenn die Molekel ungleiche 
Kerne hat, tritt die hier erwähnte Schwierigkeit nicht auf, da dann nicht zwei 
Terme des Zweizentrensystems zum gleichen Term getrennter Kerne gehören. 

31. Die Spektren einiger Molekeln. Die Hauptanwendungsgebiete der 
Theorie der zweiatomigen Molekeln sind die Deutung der Spektren dieser Mole
kein und die Erklärung der chemischen Bindung. Wir erläutern zunächst die 
Anwendung auf die Molekelspektren an einfachen Beispielen 1 . 

Die Schwierigkeit in der theoretischen Behandlung des Termschemas eines 
Zweizentrensystems besteht darin, daß es keine für alle Werte des Zentren
abstandes gültige Abstufung in der Größenordnung der Kräfte gibt, also kein 
für alle Werte des Abstandes gültiges Näherungsverfahren. Für ganz kleine 
Zentrenabstände betrachtet man die Terme als gestörte Atomterme. Für kleine und 
mittlere kann man versuchen, sie durch Terme einzelner Elektronen des Zweizentren
systems anzunähern; für diese Terme .hat man die Angaben eines Zuordnungs
schemas wie etwa die Abb. 3 5, S. 641, oder die hier rohe Methode einer LONDON -HEIT
LERschen Störungsrechnung. Für große Abstände endlich kann man die Terme durch 
Terme einzelner Elektronen in getrennten Atomen annähern. Die Zuordnung der 
Terme der einzelnen Fälle zueinander geschieht nach den dafür aufgestellten 
Regeln. Da die Störungsrechnungen sehr mühsam und auch nur in wenigen 
Fällen durchgeführt sind, wird man zu einer Obersicht über die Molekelspektren 
ein Verfahren benutzen, das die Zweizentrensystemterme für mittlereZentrenabstände 
durch Terme einzelner Elektronen des Zweizentrensystems mit Schematen ähnlich 
dem der Abb. 35 annähert und für kleinere und größere Zentrenabstände die Zu
ordnung zu Termen eines Atoms und zu Termen der getrennten Atome ausführt. 
Für die Grundterme und niedrig angeregten Terme ist die Zuordnung zu ge
trennten Atomen wichtig; für die höher angeregten Terme die Zuordnung zu 
dem vereinigten Atom. 

Es ist von vornherein nicht sicher, ob das Verfahren Erfolg hat bei der 
Deutung der Molekelspektren, insbesondere kann man nicht sicher wissen, wie
weit die Annäherung durch Zustände einzelner Elektronen bei mittleren Ab
ständen brauchbar ist. Eine dauernde Prüfung des angegebenen Verfahrens 
an der Erfahrung ist also notwendig. 

Die geschichtliche Entwicklung ist ja auch so vor sich gegangen, daß die 
einzelnen Teile dieses Verfahrens erst im Laufe der Zeit ausgebildet wurden, 
als mehr und mehr empirische Spektren bekannt geworden waren. Nachdem 
zunächst einige Analogien im Verhalten der Elektronenterme der Molekeln und 
der Terme der Atome aufgefunden worden waren (MECKE), deutete MuLLIKEN 2 

einige Elektronenterme einfacher Molekeln (BO, CN, co+, N2+) zunächst noch 

1 Ausführliche Darstellungen: R. S. MULLIKEN, Rev. mod. phys. Bd. 2, S. 60 u. 506. 
1930; Bd. 3, S. 89. 1931; Bd. 4, S. 1. 1932; W. WEIZEL, Bandenspektren, Handb. d. 
Exper.-Phys. (WIEN-HARMS) Erg.-Bd. I. Leipzig 1931. 

2 R. S. MuLLIKEN, Phys. Rev. Bd. 26, S. 561. 1925. 
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sehr allgemein durch Zustände einzelner Elektronen. Die Zuordnung von Molekel
termen zu Termen des vereinigten Atoms und der getrennten Atome gab HUND 
durch Anwendung der Quantenmechanik 1. Dann kam das Störungsverfahren 
von HEITLER und LoNDON. Die Klärung in der Anwendung der einzelnen Nähe
rungsmetbaden brachten für die Spektren der leichten Molekeln Arbeiten von 
HERZBERG, MuLLIKEN und HuND 2• Dieser theoretischen Klärung vorauf ging 
die Termordnung einiger empirischer Spektren, besonders die sehr schwierige 
Ordnung des H 2-Spektrums und die des He2-Spektrums 3• 

H 2-Molekel: Die Methoden der Aufstellung eines theoretischen Termschemas 
des entsprechenden Zweizentrensystems haben wir in Ziff. 30 besprochen. Abb. 39 
(Erweiterung von Abb. 38, S. 65 3) gibt ein solches Schema an. Dabeikönnten folgende 
beiden Einzelheiten noch willkürlich erscheinen: Für größeren Kernabstand sind 
die Terme 1 sa 2pa (agau 31Eu) tiefer gezeichnet als die Terme 1 sa 2sa(agag 31Eg) 

lle 

18+N,p,ti 

2p t.fu 

3ti 1JI, -'-.."':...;~--.,..-

Iw=~~ ~u -

.?p~ 

2"g ;;;-

Abb. 39. Theoretisches Schema der Elektronenterme der Abb. 40. Theoretisches Schema der wichtigsten Ban-
H1-Moleke!. densysteme im H,-Spektrum. 

, (Nach HUND, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 719. 1930.) 

entsprechend dem Schema der Abb. 35. Für die Zuordnung zum Falle getrennter 
Atome ist dies übrigens ohne Belang, da 1 s a 2p a 3 Eu zwangsläufig zu 1 s + 1 s 
geht und 1 sa 2pa 1Eu und 1 sa 2sa 1Eg sowieso zum gleichen Term. Die Abb. 35 
entsprechende Überschneidung von 1sa 3Pa und 1sa 3sa ist jedoch nicht ge
macht, da die dreiquantigen Bahnen weit außen liegen. 

Von den Termen der Abb. 39 dürften alle auch Molekeltermen entsprechen, 
nur bei 1 s a 2p a 3 Eu ist dies ausgeschlossen nach der Rechnung von HEITLER 
und LONDON, und bei 1 s a 3 s a 3 E9 ist es unsicher. 

Im H 2-Spektrum erwarten wir in erster Linie die Banden, die keine Aus
wahlregel verletzen und die zu den tiefer gelegenen Elektronentermen gehen. 
In Abb. 40 sind die erlaubten Übergänge gezeichnet, die in den tiefsten Termen 
1Eg, 1Eu, 3Eg, 1Eg, 3llu endigen (von jeder Serie nur das tiefste Glied). Zum Ver
gleich gibt Abb. 41 die Elektronenterme und Übergänge, die auf Grund des 
empirischen Materials als ganz gesichert gelten können. Ob ein Term E- oder 

1 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 742; Bd. 42, S. 93. 1927. 
2 G. HERZBERG, ZS. f. Phys. Bd. 57, S. 601. 1929; R. S. MuLLIKEN, Phys. Rev. Bd. 32, 

S. 186, 761. 1928; Bd. 33, S. 730. 1929; F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 51, S. 759. 1928; Bd. 63, 
s. 719. 1929. 

3 Vgl. z. B. W. WEIZEL im Handb. d. Exper.-Phys. Erg.-Bd. I. 1931. 



656 Kap. 4. F. HuND: Allgemeine Quantenmechanik des Atom- und Molekelbaues. Ziff. 31. 

ll-Term ist, folgt aus der Rotationsstruktur (Ziff. 23); die Indizes g und u folgen 
bei den .E-Termen aus dem Intensitätswechsel der Banden unter Zugrundelegung 
der Fermistatistik (Ziff. 24), bei ll-Termen sind sie entsprechend der Kombina-
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Abb. 41. Empirisches Schema der Bandensysteme im H2 -Spektrum. 
(Nach HUND, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 719. 1930.) 

tionsregel g +-+ u gewählt. Das 
empirische Termschema besteht 
aus zwei Termsystemen, zwi
schen denen keine Kombina
tionen bekannt sind. Das Sy-
stem, dem der Grundterm an
gehört, ist sicher das Singulett
system (das System der sog. 
L yman -Werner- Banden und 
Richardsonbanden). Das zweite 
System (Fulchersystem) könnte 
aus Singuletts oder aus Tripletts 
bestehen. Intensitäten und An
regungsbedingungen sprechen 
mehr für Tripletts. Die Natur 
der mit 1Xg und 2Pllu? be
zeichneten Terme ist noch nicht 
völlig geklärt. 

Der Vergleich des empirischen mit dem theoretischen Termschema zeigt, daß 
der 3s 1L'y-Term nicht gefunden ist (wenn es nicht der 1Xg ist), und daß statt 
der zwei zu 2s 1L'g und 2s 3L'g gehenden Bandensysteme nur eines, das "Fulcher
system" (wahrscheinlich Triplettsystem) bekannt ist. Für die Rechtfertigung 

90000~~--------+-~~--~---------r--~ 

I 
I 

Abb. 42. Terme des dem H 2 entsprechenden Zweizentrensystems 
als Funktionen des Zentrenabstandes. 

(Nach HUND, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 719. 1930.) 

des hier eingeschlagenen Verfah
rens, das Termschema theoretisch 
abzuleiten, ist es wichtig zu unter
suchen, wie die Terme des Zwei
zentrensystems vom Zentren
abstand abhängen. Aus den em
pirischen Schwingungstermen läßt 
sich das bis zu einem gewissen 
Grade schließen. Stellt man für 
jeden Elektronenterm die poten
tielle Energie der Schwingung durch 
die MoRSEsche Interpolationsfor
mel (Ziff. 22) dar, so hat man eine 
Annäherung der Energien des 
Zweizentrensystems als Funktio
nen des Zentrenabstandes. Abb. 42 
gibt diese Funktionen an. Es fällt 
das anomale Verhalten des Terms 
1 s 2p 1L' (in der Abbildung kurz 
2 p I_E genannt) auf. Für kleine 
Zentrenabstände liegt er höher als 

1 s 2s 3.E, schneidet dann diesen Term und geht weiterhin auch dort noch nach unten, 
wo die anderen Terme schon wieder ansteigen. Er verhält sich also zunächst tat
sächlich wie der Term 2pa im Zuordnungsschema für ein Elektron (Abb. 35). Für 
große Zentrenabstände kann dieses Schema nicht mehr gelten, da muß schließ
lich der Term 1 s 2p 1.E nach oben abbiegen. Die Tatsache, daß das Abbiegen 
erst bei verhältnismäßig großem Zentrenabstand eintritt, zeigt, daß für die 
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Zentrenabstände, die den Gleichgewichtslagen der Molekel entsprechen, die Annähe
rung durch Terme einzelner Elektronen des Zweizentrensystems noch brauchbar ist. 

Die Grundterme von H 2 , He2 , Li2 • •• N 2 , 0 2 • • • Für die Grundterme ist 
die Annäherung durch Terme einzelner Elektronen des Zweizentrensystems eine 
brauchbare Methode. Sehen wir uns die Terme eines Elektrons im Zweizentren
system an (Abb. 3 5), so folgen daraus die Grundterme noch nicht eindeutig, da 
die Reihenfolge im Zweizentrensystem mit einem Elektron vom Zentrenabstand 
abhängt. Man erhält aber, wenn man die für große Werte dieses Abstandes 
in Abb. 35 gezeichnete Reihenfolge nimmt, Grundterme, die in den bisher be
kannten Fällen der Wirklichkeit entsprechen: 

He2 + al Clu 2Eu + , 

He2-Grundterm kommt wohl nur in der Form getrennter Atome vor. 

Li2 Cfy2 Cfu2 Cfy2 lEg+' 

N2 + ai au2 al au2 nu4 Clg 2Eg +, 

N2 al Cfu2 al Cfu2 'lru4 Cfg2 IXg + ' 

02 + al Cfu2 Cfg2 Cfu2 nu4 ai 'lrg 2flg' 

02 al Cfu2 Cfg2 Cfu2 nu4 al ni 3.J:g-. 

Wegen der Nachbarschaft von 2s und 2P für großen Abstand könnte die Über
schneidung von a11 (2s) mit n 11 (2P) bei großem Abstand stattfinden. Es i.st also 
etwas zweifelhaft, ob der Grundterm von Be2 , wenn er nicht aus zwei getrennten 
Atomen besteht aq2 C/112 al a 112 1Eg + oder ag2 C/112 al n 112 3Eg- ist. 

Besonders sicher erscheint unsere Vorhersage für den Fall des N2, da im 
Schema der Abb. 35 die Terme der 14 ersten Elektronen sich mit den Termen 
der folgenden nicht überschneiden. Dies ist deshalb wichtig, weil aus der 
1Eg +-Natur des Grundterms von N2 und dem Gewichtswechsel der Rotations
terme, der aus dem Ramaneffekt (RASETTI) bekannt ist, folgt, daß dieN-Kerne 
der Basestatistik folgen (vgl. Ziff. 24). Aus der empirischen Rotationsstruktur 
direkt folgt nur, daß es sich um einen 1E-Term handelt. Ein anderes Argument 
für die 1Eg +-Natur des Grundzustandes von N 2 geben HEITLER und HERZBERG. 
Aus zwei getrennten N-Atomen im Grundzustand (45) können nur die Terme 
1E 9 +, 3Eu-, 5Eg +, 7E 11 - entstehen, von denen nur 1Eg + mit der empirischen 
Rotationsstruktur verträglich ist. Aus einem N-Atom im Grundzustand und 
einem im nächsthöheren (2D-) oder übernächsten (2P-)Zustand entstehen nur 
Tripletterme. Daß der Grundzustand der N2-Molekel aus zwei angeregten 
Atomen entsteht (etwa 2D und 2D), ist unwahrscheinlich. 

Da das Argument von HEITLER und HERZBERG nicht ganz sicher für 1Eg + 
spricht, sei daran erinnert, daß aus der Betrachtung der einzelnen Elektronen 
wegen der Abwesenheit von Überschneidungen der Terme der 14 ersten Elek
tronen mit den folgenden in Abb. 35 auch folgt, daß in der Nachbarschaft des 
Grundterms 1E 11 + kein anderer Term ist. Dem entspricht die empirische Tatsache, 
daß N2 vollkommen durchsichtig ist und überhaupt keine Zeichen leichter Anreg
barkeit hat. Sollte durch Ungültigkeit unseres Näherungsverfahrens der tiefe 
Term doch nicht 1Eg + sein, so müßte ein 1Eq +-Term in tiefer Lage zu finden 
sein; auch wenn seine Kombination mit dem Grundterm nach den Kombi
nationsregeln verboten sein sollte, so müßte sie bei den dicken Schichten N2 , 
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die das Sonnenlicht in der Atmosphäre durchsetzt, wenigstens schwach merk
bar sein. 

Angeregte Terme einfacher Molekeln. Ebenso wie das empirische H 2-Spek
trum zeigte, daß wir mit unseren Methoden der Aufstellung des theoretischen 
Schemas der Elektronenterme auf dem richtigen Wege sind, bestätigt auch das 
He2-Spektrum unsere Annahmen. Das empirische He2-Spektrum ist auf dem 

"Rest" 1s2 2P--ai (1s) au (1s)--1s2 + 1s 

aufgebaut. Die Elektronenterme unterscheiden sich durch den Anregungs
zustand des vierten Elektrons. Die Rotationsstruktur der L'-Terme, bei denen 
entweder nur die geradzahligen oder die ungeradzahligen Rotationsterme auf
treten, ist mit der aus der Annahme des angegebenen Restes folgenden g- oder 
u-Natur der L'-Terme im Einklang, wenn für die He-Kerne angenommen wird, 
daß sie keinen Kernspin haben und der Basestatistik folgen. 

Das He2-Spektrum ist deshalb bemerkenswert, weil es zahlreiche höher 
angeregte Terme enthält, Terme, bei denen die Annäherung durch den Zustand 
eines einzigen Atoms, aus dem die Molekel durch Teilung des Kernes entsteht, 
noch brauchbar ist. In solchen Termen hat nicht nur die Quantenzahl 1 des 
Leuchtelektrons einen Sinn, sondern auch genähert die Quantenzahl l. Die 
Symbole nsa, npa, npn, ... bedeuten hier mehr als die bloße Zuordnung zu 
einem Atomterm. In der Termstruktur des He2 zeigt sich das darin, daß Terme, 
die zu gleichem l gehören, etwa 

nda 3Eu, ndn 3Ilu, nd(J 3L1u, 

nahe beieinander liegen und in der Rotationsstruktur jene charakteristischen 
Züge einer Entkopplung des Bahndrehimpulses von der Molekelachse zeigen, 
die früher erwähnt wurden (Ziff. 23). Dieser Sachverhalt half WEIZEL bei der 
Deutung des He2-Spektrums1• 

Gedeutet sind durch Zustände einzelner Elektronen weiter die bisher be
kannten Elektronenterme von Li2 , N2 +, co+, CN, BeO, 0 2+, NO, während für 
N2 einige Ansätze vorhanden sind2• Ferner sind die Elektronenterme zahlreicher 
Hydride gedeutet. 

32. Elektrische und magnetische Eigenschaften zweiatomiger Molekeln. 
Sehen wir von der möglichen Ladung einer Molekel ab, so ist die auffallendste 
elektrische Eigenschaft, die sie haben kann, ein fester Dipol. Aus Symmetrie
gründen kann er nur bei Molekeln mit ungleichen Kernen auftreten. Nehmen 
wir eine neutrale Molekel an, so wird der Betrag des Dipols in erster Linie davon 
abhängen, ob man die Eigenfunktion des Grundzustandes der Molekel oder des 
entsprechenden Zweizentrensystems besser durch die Zustände zweier neutraler 
Atome annähern kann oder besser durch die Zustände eines positiven und eines 
negativen Ions. Im ersten Falle liefert die Annäherung der Eigenfunktion durch 
das HEITLER-LONDONsche Störungsverfahren im allgemeinen ein elektrisches 
Moment, aber es ist sehr klein verglichen mit der Größe ea, Elektronenladung 
mal Kernabstand. Im zweiten Falle liefert bei einwertigen Ionen der erste 
Schritt der Näherung natürlich gerade ea, in höherer Näherung hat man zu 
berücksichtigen, daß die Ionen nicht unverändert in die Molekel eingehen. Man 
hat das vor der quantenmechanischen Behandlung der Molekeln durch Ein
führung der Polarisierbarkeit der Ionen getan; durch das Feld des einen Ions 
wird im anderen ein Dipol induziert; die Wirkung ist, daß das gesamte Moment 

1 W. WEIZEL, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 17 s. 1928; Bd. 54, S. 321. 1929. 
2 Eine Übersicht vom theoretischen Standpunkt gibt F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 63, 

S. 719. 1930. 
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wesentlich kleiner als ea wird. In der quantenmechanischen Behandlung erhält 
man den entsprechenden Effekt, wenn man die Eigenfunktion des Grundzustandes 
der Molekel nicht nur durch die Eigenfunktionen des Grundzustandes der Ionen 
annähert, sondern auch Eigenfunktionen höherer Zustände der Ionen oder 
wenigstens des leichter anregbaren Ions benutzt. Zu diesem Effekt tritt noch 
ein zweiter, der daher rührt, daß die Annäherung des Grundterms der Molekel 
durch Ionenzustände nicht vollkommen ist, sondern daß eine höhere Näherung 
auch die Atomzustände einführen muß. 

In dem Einfluß der Atomzustände unterscheiden sich die verschiedenen 
Molekeln ziemlich stark. Zur qualitativen Beschreibung wollen wir zwei Typen 
auswählen, als Vertreter des einen nehmen wir NaCl, als Vertreter des anderen 
AgCl und HCl. 

Die tiefsten Terme des dem NaCl entsprechenden Zweizentrensystems für 
den Fall sehr weit getrennter Zentren sind Na+ Cl und Na++ o- (die an
gegebenen Atome und Ionen im Grundzustand, das 2P-Dublett von Cl betrachten 
wir als einen Term), der Term Na++ o- liegt 1 bis 2Volt höher als der Term 
Na +Cl (Ionisierungsarbeit des Na etwa 11/ 2 Volt größer als Elektronenaffinität 

Abb. 43. Atom- und Ionenterme bei dreitypischen Molekeln. 

des Cl). Die Terme für geringere Zentrenabstände kann man zunächst so schätzen, 
das man den Atomterm unabhängig vom Ionenterm behandelt. Wegen der 
elektrostatischen Anziehung der Ionen wird der Ionenterm sehr bald tiefer als 
der Atomterm liegen. Man erhält das Bild der Abb. 43. Wenn man die Eigen
funktionen beider Terme in nächster Näherung durch Linearkombinationen der 
Atom- und Ionenterme annähert, so wird strenggenommen die Überschneidung 
vermieden. Die Abweichung des Termverlaufes von der Überschneidung ist aber 
um so geringer, je weiter außen der Schnittpunkt liegt und bei NaCl äußerst 
gering. In der Eigenfunktion des innerhalb des Schnittpunktes tiefer liegenden 
Terms sind dann fast ausschließlich die Ionenterme vertreten1. Die Beschreibung 
der Eigenschaften des Grundzustandes der NaCl-Molekel durch die Annahme 
eines Ionentermes ist also gerechtfertigt. Die Berechnung des elektrischen 
Momentes ist natürlich nun durch die Einführung der Polarisierbarkeit oder 
die quantenmechanische Berücksichtigung höherer Ionenzustände zu ergänzen. 

Der tiefste Term des dem AgCl entsprechenden Zweizentrensystems für 
den Fall sehr weit getrennter Zentren ist Ag+ Cl. Der Term Ag+ +CI- liegt 
etwa 4 Volt höher. In der Nähe liegt ein Term Ag* +Cl, wo Ag angeregt ist. 
Schätzen wir die Terme für geringeren Zentrenabstand zunächst so, daß wir 
Atomterm und Ionenterm einzeln behandeln, so erhalten wir den Schnittpunkt, 
wenn überhaupt, bei wesentlich geringerem Zentrenabstand als bei NaCl. Die 
Entscheidung, ob sich reiner Ionen- und reiner Atomterm überhaupt noch 
schneiden, hat wenig Sinn, da weder das HEITLER-LONDONsche Störungsverfahren 
für den Atomterm noch die Schätzung des Ionenterms mit CouLOMBsehen Kräften 

1 F. LoNDON, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 455. 1928 (besonders S. 472ff.). 

42* 
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(und Polarisation) dort, wo der Schnittpunkt liegen könnte, brauchbare Ergebnisse 
liefern. In Wirklichkeit wird sicher der Schnittpunkt vermieden. Die Eigen
funktionen lassen sich aber weder durch die der Atome allein noch durch die der 
Ionen allein brauchbar annähern. Für die Energie liefern wahrscheinlich beide 
Näherungen noch brauchbare Ergebnisse. 

Im Falle des HClliegt der Term H+ + o- etwa 10 Volt über dem Grund
term H +Cl. Ein Term H* +Cl, wo H angeregt ist und ein Term H +Cl*, 
wo Cl angeregt ist, dürfte in der gleichen Gegend liegen. Hier dürften die 
Terme schon in beträchtlichem Abstand aneinander vorbeigehen. Daß aber 
der Grundterm doch noch einige Ionentermeigenschaften hat, zeigt das empi
risch bekannte elektrische Moment. (Ein nach LONDON-HEITLER berechneter 
Atomterm hätte ein viel geringeres Moment.) 

Die Überlegungen führen also nicht zu einer scharfen Unterscheidung von 
Atom- und I onenmolekeln. Die etwas andere Festsetzung: Atommolekeln sind 
solche, die beim Auseinanderführen der Kerne in Atome übergehen, Ionen
molekeln solche, die in Ionen übergehen, gibt auch keine scharfe Unterscheidung. 
Denn das Dissoziationsprodukt hängt von der Geschwindigkeit ab, mit der die 
Kerne auseinandergehen. Denkt man sich die Kerne äußerst langsam (oder 
gar adiabatisch) auseinander gebracht, so folgen die Elektronenzustände den 
Potentialkurven der Abb.43; beiNaCl wird erst mit extrem langsamer Trennung 
die Überschneidung vermieden. Erfolgt die Trennung rascher, so kann der 
Zwischenraum zwischen den Kurven übersprungen werden1 . 

Eine bestimmte Art des Auseinanderrückens benutzt FRANCK zu einer in 
den bisher zugänglichen Fällen scharfen Unterscheidung, nämlich die Dissoziation, 
die bei Lichtabsorption und Übergang in das Kontinuum des oberen Elektronen
terms eintritt (Ziff. 22). Bei den Alkalihalogeniden findet durch Lichtabsorption 
eine Dissoziation in normale Atome statt, also gehört nicht der Grundzustand 
der Molekel, sondern erst der durch Absorption erreichte höhere Zustand zu 
den getrennten Atomen. (Ein solcher Schluß ist zwar nicht allgemein richtig, 
denn es können mehrere Molekelterme zu dem gleichen Grenzfall getrennter 
Atome gehören.) FRANCK nennt daher die Molekeln der Alkalihalogenide Ionen
molekeln. Bei AgJ und HJ findet durch Lichtabsorption nicht eine Dissoziation 
in normale Atome statt, wohl aber eine Dissoziation in ein normales und ein 
angeregtes Atom (Ag+ J*, H + J*). FRANCK schließt daraus, das der Grund
zustand der Molekel zum Term zweier normaler Atome gehört und nennt diese 
Molekeln Atommolekeln. 

Für das magnetische Verhalten einer Molekel ist wichtig, ob sie ein festes 
magnetisches Moment hat oder nicht. Bei der nichtrotierenden Molekel kann 
ein festes Moment nur in der Richtung der Kernverbindung liegen. Wenn wir 
im Falle A =!= 0 den Kopplungsfall a annehmen, so hat ein durch A und 1: 
(A + 1: = Q) bezeichneter Elektronenterm ein magnetisches Moment 

e 
2-- 'Ii · (A + 21:), also von A + 21: BoHRsehen Magnetonen. Im Falle A = 0 

mc 
trägt nur der Spin zum magnetischen Moment bei; es wird ~e- 'Ii · 25. Die 

2mc 
11:-Elektronenterme geben kein magnetisches Moment. Es sind also fast alle 
Molekeln mit gerader Elektronenzahl diamagnetisch. Eine Ausnahme macht 
die 0 2-Molekel; der 31:-Grundterm hat ein magnetisr~1es Moment von zwei BoHR
sehen Magnetonen. Von den Molekeln mit ungerader Elektronenzahl ist NO 
auch chemisch bekannt. Von dem 2JI-Grunddublett hat der tiefere Term 2JI112 

1 F. LoNDON (ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 143. 1932) behandelt solche nichtadiabatisch 
verlaufende Prozesse. 
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kein Moment, der höhere Term 2JI312 ein solches von zwei Magnetonen. Wie 
VAN VLECK zeigt, führt das angegebene Moment von 0 2 gerade zu dem experimen
tellen Wert der magnetischen Suszeptibilität 1• Die gemessene Suszeptibilität 
von NO kommt dadurch zustande, daß bei gewöhnlicher Temperatur auch der 
2Il312-Term etwas angeregt ist. Aus dem empirisch bekannten Abstand der Rota
tionstermfolgen und ihrer Struktur im einzelnen berechnet VAN VLECK die 
Suszeptibilität und findet sie in guter Übereinstimmung mit der Erfahrung. 

33. Berechnungen von Molekeleigenschaften. H 2 +-Jon: Durch numerische 
Lösung der durch Separation der Schrödingergleichung erhaltenen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen berechnete BURRAU Dissoziationsarbeit, Kernabstand 
und Schwingungsfrequenz für den Grundzustand2• Die gleichen Eigenschaften 
berechnete PAULING mit dem HEITLER-LONDONschen Störungsverfahren; er er
hielt natürlich wesentlich weniger genaue Werte 3. GuiLLEMIN und ZENER 
wandten das Variationsverfahren auf den Grundterm an und erhielten mit 
dem einfachen Ansatz 

wo ~ und 17 die elliptischen Koordinaten sind, R der Zentrenabstand ist und x 
und ß variiert werden, Ergebnisse, die von den BuRRAUschen nur wenig ab
weichen4 [PAULING benutzte e-"'M(e"'R" + e-"'R"), wo x festlag]. MoRSE und 
STUECKELBERG berechneten den Grundzustand und die bei Trennung der Kerne 
in einen zweiquantigen übergehenden Zustände des Zweizentrensystems für 
kleinen und großen Zentrenabstand durch Störungsverfahren. Dabei benutzten 
sie für großen Zentrenabstand ein vom HEITLER-LONDONschen etwas abweichendes 
Verfahren (sie nahmen als ungestörte Funktionen solche, die von den elliptischen 
Koordinaten so abhingen wie die Wasserstoffeigenfunktionen von den para
bolischen). Für mittlere Zentrenabstände interpolierten sie5• LENNARD-]ONES 
benutzte für große Abstände bei den gleichen Termen das Heitler-London
Verfahren und erhielt Werte, die von den MüRSE-STUECKELBERGschen merklich 
abwichen6• Der daraufhin sehr notwendigen Aufgabe, auch die Terme, die bei 
Trennung in zweiquantige übergehen, durch direkte Integration der Differential
gleichungen zu berechnen, unterzog sich TELLER7• Sein Ergebnis ist in Ziff. 26 
angegeben. 

H 2-Molekel: Für die Berechnung des Grundzustandes erdachten HEITLER 
und LüNDON ihr Störungsverfahren. Das bei ihnen nur abgeschätzte Austausch
integral berechnete SuGIURA; er erhielt so (nach Abzug der Nullpunktenergie 
der Schwingung) für die Bindungsenergie 3,0 Volt (empirisch 4,4 Volt) und für 
den Kernabstand 0,80 • 10- 8 cm (empirisch 0,75 • 10- 8 cm) 8 • Abschätzungen 
unter Benutzung der H 2 +-Rechnungen machten CüNDON und LUDLOFF 9• WANG 
benutzte für den Grundzustand ein Variationsverfahren mit dem Ansatz 

1 J. H. VAN VLECK, Phys. Rev. Bd. 31, S. 587. 1928. 
2 0. BuRRAU, Danske Vid. Selsk. m.-phys. meddel. Bd. 7, Nr. 14. 1927. 
3 L. PAULING, Chem. Rev. Bd. 5, S. 173. 1928. 
4 V. GuiLLEMIN u. CL. ZENER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 15, S. 314. 1929. 
5 P. M. MoRSE u. F. C. G. STUECKELBERG, Phys. Rev. Bd. 33, S. 932. 1929. 
6 J. E. LENNARD-J ONES, Trans. Faraday. Soc. Bd. 24, S. 668. 1929. 
7 E. TELLER, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 458. 1930. 
8 Y. SuGIURA, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 484. 1927. 
9 E. U. CoNDON, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 13, S. 466. 1927; H. LUDLOFF, ZS. f. 

Phys. Bd. 55, S. 304. 1929. 
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wo a und b die Kerne, 1 und 2 die Elektronen bezeichnete und ()(variiert wurde; 
er erhielt die Bindungsenergie 3,5 Volt und den Kernabstand 0,74 · 10- 8 cm.l 
RosEN benutzte ein Variationsverfahren mit dem allgemeinen Ansatz 

u = Ua(1)ub(2) + ub(1)ua(2), 

Ua (1) = e- <Ha, (1 + ara 1 cosiJa 1), 

der nicht nur die allseitige, sondern auch die einseitige Deformation eines H-Atoms 
unter dem Einfluß des anderen wiedergeben sollte. Es wurde zuerst mit a = 0 
nur ()(variiert, dann wurde ()(wie im H-Atom gesetzt und a variiert, schließlich 
wurden beide variiert. Die Bindungsenergie wurde 3,8 Volt, der Kernabstand 
0,75 · 10- 8 cm. 2 

Von den angeregten Zuständen des H 2 wurden zunächst die zu einem normalen 
und einem zweiquantigen H-Atom gehenden II-Terme von KEMBLE und ZENER 
mit dem Störungsverfahren berechnet; auf große Abstände wurde die Rechnung 
durch KEMBLE und RrEKE ausgedehnt 3. Den Term a9 au 1E, der zu 1 s + 2s, p 
geht und die auffallende Abhängigkeit vom Kernabstand zeigt (Ziff. 31), be
rechneten ZENER und GurLLEMIN mit einem Variationsverfahren 4 • Sie beachteten, 
daß man diesen Term in gewisser Annäherung als polaren Zustand auffassen 
konnte, der bei Trennung der Kerne in den Ionenzustand H+ + H- überging, 
und in anderer Annäherung als nichtpolaren Zustand, der zu 1 s + 2s, p (H + H*) 
ging. Mit elliptischen Koordinaten machten sie dementsprechend den Ansatz 

u = (,;-2 + y) e- (.x;, + ;;;,) [e+ (ß'1, + ß'1,) _ e- (,1'1, + {1'1,)] 

+ (;1 + y) e- (.x;, + ;;;,) [e+ <ß'1, + ii'1,) - e- (ß'1, + ii'1,l], 

wo gleiches Zeichen von ß und ß bedeutete, daß der Zustand mehr polar war, 
und ungleiches Zeichen, daß er mehr nichtpolar war. Für den empirischen Kern
abstand wurden die Parameter ()(, CX:, ß, ß, y variiert, die Energie des Termes 
ergab sich dadurch um etwas weniger als 1 Volt höher als der empirische Wert; 
da ß ~ 0 wurde, ist der Zustand aus polarem und nichtpolarem Verhalten ge
mischt. Rechtgenaue Berechnungen der Terme 2pa 1E, 2sa 312:, 2pn 31Il, also 
aller wohl stabilen Terme, die zu einem normalen und einem zweiquantigen 
H-Atom gehen, führte HYLLERAAS aus5. Er gab zuerst eine neue, ziemlich einfache 
Methode an, Terme und Eigenfunktionen des H 2 + zu berechnen. Dann benutzte 
er die Lösungen des Zweizentrensystems mit den Ladungen -!e als ungestörte 
Eigenfunktionen für das H 2 und berechnete die Energien durch ein Störungs
verfahren. Die berechneten Energien weichen von den empirisch bekannten 
um 0,0 bis 0,2 Volt ab. 

Hat man die Energien des Zweizentrensystems mit CouLOMBsehen Zentren 
der Ladung +e und einem Elektron (H2 +) als Funktionen des Zentrenabstandes R, 
also die Funktionen E1,nzJ. (R), so erhält man die Energien eines solchen Systems 
mit der Kernladung +Z e aus 

E z,nzJ. (R) = Z 2 El,nlJ. (ZR) . 

Diese Formel kann man zur rohen Abschätzung der Terme von Molekeln mit 
gleichen Kernen benutzen, indem man (etwa unter Benutzung der Atomterme) 
geeignete "effektive" Z abschätzt. 

1 S. C. WANG, Phys. Rev. Bd. 31, S. 579. 1928. 
2 N. RoSEN, Phys. Rev. Bd. 38, S. 2099. 1931. 
3 E. C. KEMBLE u. CL. ZENER, Phys. Rev. Bd. 33, S. 512. 1929; E. C. KEMBLE u. 

F. F. RrEKE, ebenda Bd. 36. S. 153. 1930. 
4 CL. ZENER u. V. GurLLEMIN, Phys. Rev. Bd. 34, S. 999. 1929. 
5 E. A. HYLLERAAS, ZS. f. Phys. Bd. 71, S. 739. 1931. 
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BARTLETT berechnete die Bindung zwischen zwei H-Atomen in 2p-Zustän
den 1 . Die Reihenfolge der Terme, die er bekam, entsprach nicht ganz den Er
wartungen, die man auf Grund qualitativer Überlegungen hatte und die bei der 
Betrachtung der chemischen Bindung sich bewährten. Allerdings liegen. die Ver
hältnisse dort etwas günstiger als bei dem BARTLETTschen Beispiel. 

Wechselwirkung von He-Atomen. Auf Grund seiner Annäherung für die 
Eigenfunktion des He-Grundzustandes (Ziff. 20) berechnete SLATER nach dem 
Heitler-London-Verfahren die Abstoßung zweier He-Atome. Die in höherer 
Näherung auftretenden "Polarisations"kräfte, die Anziehung geben, schätzte er 
ab 2• Seine Rechnung wurde durch RoSEN verbessert (s. unten). 

Li2-Molekel. Mit Hilfe genäherter Atomeigenfunktionen für Li hat DEL
BRÜCK die Energie des Grundterms der Li2-Molekel mit dem LONDON-HEITLER
schen Verfahren berechnet 3• Es waren zahlreiche Vernachlässigungen nötig. Die 
Übereinstimmung mit den empirischen Werten ist nur qualitativ. Die Ver
kleinerung der Bindungsenergie gegenüber H 2 beruht darauf, daß hier 2s-Elek
tronen die Bindung besorgen und nicht auf der Abstoßung der K-Schalen. Mit 
den Eigenfunktionen, die GurLLEMIN und ZENER für das Li-Atom angaben, 
wurde die Störungsrechnung von BARTLETT und FURRY ausgeführt4• 

Termberechnung anderer Molekeln. BARTLETT und FURRY berechneten mit 
dem Störungsverfahren die Wechselwirkungzweier Be-Atome und erhielten Ab
stoßung. Dabei benutzten sie nur die Eigenfunktionen dieser 2s 2 15-Grundterme; 
eine Mitberücksichtigung der 2p-Eigenfunktionen (2s und 2P genähert entartet) 
würde wohl mindestens die Abstoßung verringern. Mit der Wechselwirkung 
abgeschlossener Schalen (15-Terme) allgemein befaßte sich DELBRÜCK; es ließ 
sich nicht allgemein zeigen, daß Abstoßung eintritt 5• Eine systematische Über
sicht über die Rechnung der Wechselwirkung zweier Atome mit ein oder zwei 
äußeren s-Elektronen gab RosEN. Er bediente sich der Methode von SLATER 
(Ziff. 30) und benutzte für die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen Ansätze 
der Form 

u = rn*-1 e- '"'. 

Er wandte seine Rechnungen auf den Grundzustand der Na2-Molekel und auf 
die Abstoßung zweier He-Atome an. -

Berechnung der Elektronenverteilung nach THOMAS und FERMI. Unsere 
Vorstellung von der Zusammensetzung einer zweiatomigen Molekel aus den 
beiden Atomen muß noch durch eine Berechnung der Abweichung der Elektronen
verteilung von der einfachen Summe der Ladungsdichten der beiden Atome 
ergänzt werden. Eine Methode dafür, die für nicht zu geringe Elektronenzahlen 
auch gute Ergebnisse verspricht, ist die statistische Methode von THOMAS und 
FERMI (Ziff. 13 und 20). Die HARTREEsche Methode (Ziff. 20) würde bei Molekeln 
schon sehr umständlich. Die Lösung der THOMAS-FERMrschen Differential
gleichung 

LI u = lX u~ 

für das Potential im Zweizentrensystem muß hier die Bedingungen erfüllen, 
daß an den Zentren U sich wie Z 1 efr1 bzw. Z 2 efr2 verhält, und daß bei neutralen 
Molekeln U im Unendlichen verschwindet. Für zwei bestimmte Fälle gleicher 
Zentren, darunter den der N2-Molekel entsprechenden Fall, gab HUND eine ge-

1 J. H. BARTLETT, Phys. Rev. Bd. 37, S. 507. 1931. 
2 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 32, S. 349. 1928. 
3 M. DELBRÜCK, Ann. d. Phys. Bd. 5. S. 36. 1930. 
4 J. H. BARTLETT u. W. H. FuRRY, Phys. Rev. Bd. 38, S. 1615. 1931. 
5 M. DELBRÜCK, Proc. Roy. Soc. London Bd. 129, S. 686. 1930. 
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näherte Lösung der Differentialgleichung an 1. Das Ergebnis ist so, daß man 
daraus auch für andere Fälle Schlüsse ziehen kann. 

U wird in der Form 
U = V(r1) + V(r2) + W(r1 , r 2) 

(r1 und r2 sind die Abstände von den Zentren) angesetzt. Dann wird zunächst 
unter Benutzung der für kleine und große r gültigen Lösung für Atome durch 
Probieren eine möglichst gute Annäherung 

U0 = V(r1) + V(r2) 

hergestellt. Die nun für W bestehende partielle Differentialgleichung wird unter 
der Annahme W < U 0 auf eine gewöhnliche Differentialgleichung zurück
geführt. Statt r1 und r2 werden solche Koordinaten eingeführt, die hoffen lassen, 
daß W wesentlich nur von einer Koordinate abhängt. Die Lösung dieser Diffe
rentialgleichung zeigt, daß W nur einen ganz geringen Beitrag liefert, so daß U 0 

als brauchbare Näherung angesehen werden kann. Die Art und Weise, wie U 0 

aus den Lösungen für Atome gewonnen wurde, war so, daß eine Übertragung 
auf andere Fälle ohne große neue Rechnung möglich ist. Die Rechnung zeigt 
ferner, daß die Annäherung der Elektronendichte durch die Summe der Dichten 
der beiden Atome, wie sie von DEBYE und seinen Mitarbeitern (vgl. Ziff. 20) 
zur Berechnung der Streuung von Röntgenstrahlen an Molekeln benutzt wurde, 
auch schon ziemlich gut ist. 

LENZ und }ENSEN haben die statistische Methode auf Ionengitter und 
Ionenmolekeln angewandt 2 • Erst wurde die Ladungsverteilung in positiven und 
negativen Ionen mit einem Variationsverfahren berechnet. Während eine strenge 
Lösung der THOMAS-FERMischen Differentialgleichung, die negativen Ionen ent
spricht, nicht existiert (vgl. Abb. 13, S. 600), ließ sich unter Abänderung des 
Verlaufs in großem Abstand vom Kern (der doch nicht der Wirklichkeit ent
spricht) ein plausibler Ansatz für das Potential in Ionen und Atomen angeben 
und die Parameter darin so bestimmen, daß das Variationsintegral, aus dem 
die Differentialgleichung folgte, zum Minimum wurde. Unter der Annahme, daß 
die Ladungsdichte in einer Ionenmolekel oder einem Ionengitter gleich der 
Summe der Ladungsdichten in den Ionen ist, wurde dann die Energie einer 
bestimmten zweiatomigen Ionenmolekel (Rb Br) und des entsprechenden Ionen
gitters berechnet. 

V. Mehratomige Molekeln. 
34. Elektronenterme. Auch bei den mehratomigen Molekeln werden wir 

so vorgehen, daß wir zunächst den Einfluß der Rotation als klein ansehen gegen 
den der Schwingung, diesen klein gegen den der Elektronenbewegung. Der Einfluß 
des Elektronenspins kann groß, gleich oder klein sein, verglichen mit dem der 
Rotation. Das Modell zur Behandlung der Elektronenbewegung ist ein System 
mit mehreren Elektronen (zunächst ohne Spin) in einem festen Kraftfeld, das von 
den festgehaltenen Kernen herrührt. Wenn man über die Struktur der Molekel 
noch nichts voraussetzen will, so hat man alle möglichen Anordnungen und 
Abstände der Kerne in Betracht zu ziehen. Das Kraftfeld enthält also zahl
reiche Parameter. 

Häufig jedoch kann man eine mehr oder weniger regelmäßige Anordnung 
der Kerne als plausibel oder empirisch bekannt annehmen. Wenn diese Anordnung 

1 F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 12. 1932. 
2 W. LENZ, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 713. 1932; H. ]ENSEN, ZS. f. Phys. Bd. 77, 

s. 722. 1932. 
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Symmetrieelemente aufweist, so folgt daraus eine bestimmte Einteilung der Terme 
in Symmetriecharaktere. Neben dieser haben wir in allen Fällen, wo mehrere 
Elektronen vorhanden sind, die Invarianz gegen Vertauschungen der Elektronen. 
Die Symmetrie in den Elektronen führt zu einer Einteilung der Terme in (ohne 
Spin) nichtkombinierende Termsysteme, die durch den Wert von S unterschieden 
werden. In Fällen, wo der Elektronenspin vor der Rotation hinzugefügt wird, 
werden die Termsysteme dadurch zu Systemen der Multiplizität 25 + 1. 

Für die Folgerungen aus der Symmetrie des Kraftfeldes können nur einige 
Beispiele gegeben werden 1• Liegen die Zentren in einer Geraden (vielleicht für 
C02 , C2H 2 , MgC12 ••• geeignet), so erhalten wir wie bei zweiatomigen Molekeln 
r+ -, r- -, II-, Ll- ... Terme (A = o, 1, 2, ... ) mit der Auswahlregel A ~ A, 
A ± 1 ~ A. Terme mit A > 0 haben den Faktor 2 im Gewicht. Bei Molekeln, 
die außerdem noch zu einer Ebene senkrecht zur Kernachse symmetrisch sind 
(wie etwa HC=CH), lassen sich noch gerade und ungerade Elektronenterme 
unterscheiden. Bei Systemen, die genähert linear sind oder die man aus linearen 
sich abgeleitet denkt, kann die Einteilung in I+-, r- -, II-, Ll- ... Terme eine 
erste Näherung sein. Durch die Abweichung von der Linearität spalten die 
II- und LI-Terme in je zwei auf. Systeme mit nur drei Kernen oder Systeme, 
deren Kerne im Gleichgewicht symmetrisch zu einer Ebene liegen, erlauben 
eine Einteilung der Terme in solche, die positiv oder negativ in bezugauf Spiege
lung an der ausgezeichneten Ebene sind. Für Systeme mit einer vier- oder sechs
zähligen Drehspiegelungsachse haben wir früher einmal die Symmetriecharaktere 
angegeben (Ziff. 10). Für Systeme mit Tetraedersymmetrie (CH4) entsprechen 
sie den bei Systemen mit vier gleichen Partikeln (Ziff. 8). 

Im Falle, daß die "feinere" Wechselwirkung zwischen den Elektronen als 
klein angesehen werden kann oder ein Elektron nur lose gekoppelt ist, kann 
man diese Überlegungen auf die einzelnen Elektronen oder das eine Elektron 
anwenden. Das qualitative Termschema für CH4 wird man etwa so ableiten, 
daß man zunächst einzelne Elektronen in einem Kraftfeld von Tetraedersym
metrie betrachtet und dieses Kraftfeld sich aus einem Zentralfeld entstanden 
denkt. Dies-Terme dieses Zentralfeldes gehen in Terme des Symmetriecharakters 
(1234) über, die p-Terme spalten nicht auf, sondern erhalten den dreifach ent
arteten Charakter {12} 3 4 (vgl. Abb. 10, S. 586); erst die d-Terme spalten auf. Das 
Schema der Elektronenterme von CH4 unterscheidet sich qualitativ vom Term
schema eines Edelgasatoms also erst bei den d-Termen. 

Als zweites Beispiel der Anwendung der Symmetriebetrachtungen auf die 
Elektronenterme einer Molekel benutzen wir C2H 4 (Äthylen) 2 • Vom Kerngerüst 
nehmen wir an, daß es drei Symmetrieebenen hat, die Ebene der Kerne und 
zwei Ebenen senkrecht dazu. Wir haben also Symmetrieklassen der Eigenfunk
tionen des Mehrzentrensystems, die durch drei Indizes ± bezeichnet werden 
können. Wir schreiben also etwa T + + _ für einen Term, dessen Eigenfunktion 
bei Spiegelung an der Ebene der Kerne sich nicht ändert (darum das erste 
+-Zeichen), dessen Eigenfunktion bei Spiegelung an der Ebene, die die Winkel 
HCH halbiert (und durch die C=C-Achse geht), sich ebenfalls nicht ändert 
(darum das zweite +-Zeichen) und dessen Eigenfunktion bei Spiegelung an 
der Ebene, die auf der C=C-Achse in ihrem Mittelpunkt senkrecht steht, mit 
-1 multipliziert wird (darum das --Zeichen an dritter Stelle). Eine Annäherung 

1 Eine allgemeine Systematik (sie ist analog der Untersuchung der Symmetrieverhält
nisse der Schwingungen durch BRESTER und PLACZEK) gibt R. S. MULLIKEN, Phys. Rev. 
im Druck. 

2 Es ist von E. HüCKEL (ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 423. 1930) bei der Quantentheorie 
der C=C-Doppelbindung betrachtet worden. 
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des Termschemas erhalten wir, wenn wir die "feinere" Wechselwirkung der Elek
tronen als klein ansehen; dann können wir von Termen der einzelnen Elektronen 
sprechen und diese auch mit Symbolen 7: + + + , l' + + _ ... bezeichnen. Eine andere 
Annäherung erhalten wir, wenn wir die Molekel als genähert achsensymmetrisch 
ansehen; dann können wir von Eu+-, Eu+-, Eu--, Eu--, llu-, llu- . .. Termen 
sprechen. Die Terme Eu+ werden bei Übergang zur wirklichen Symmetrie des 
C2H 4-Systems zu T+++-Termen, die Terme Eu+ zu T++--Termen, die II-Terme 
spalten in je zwei auf, llu in T+ __ und T _ + _ (wir können sie auch llu + und llu
nennen), llu in T + _ + und T _ + + (wir können sie auch llu + und llu- nennen). 
Wir nähern jetzt das Schema der tiefen Elektronenterme von C2H 4 auf zwei 
Weisen an. Wir gehen aus von dem Fall der Achsensymmetrie und der ver
schwindenden feineren Wechselwirkung der Elektronen. Der Grundterm ist 
dann ay2 ai al au2 nu' alnl wie bei 0 2• Bei der einen Annäherung führen wir 
zuerst die Störung durch den Übergang zur wirklichen Symmetrie ein und dann 
als kleinere Störung die feinere Wechselwirkung der Elektronen. Bei der anderen 

1 1 1., + Annäherung führen wir zuerst r.l T,.++ '!;++ ~. 
1 die Störung durch die feinere 

.&4~T-~-~~~::::~;T-Z~~~~·=----=:=:~T-~-~+/~:-7a;;r5'!.._ Wechselwirkung der Elektronen 
T! ein (jetzt entspricht das System 

Abb. 44. Annäherung der tiefen Terme des dem C,H, entspre
chenden Mehrzentrensystems auf zwei Weisen. 

der 0 2-Molekel) und dann als 
kleinere Störung den Übergang 
zur wirklichen Symmetrie. In 

Abb.44 ist derersteWeg von links her, der zweite Wegvonrechtsher gegangen. Da
bei sind nur die Symbole der beiden äußersten Elektronen angegeben. l' _ (Abkürzung 
für l' _ + _) ist tiefer als 7: + ( l' + __ ) angegeben, da bei l' _ die größere Wahrscheinlich
keit für das Elektron außerhalb der Symmetrieebene der Molekel ist, also wohl 
auch in größerem Abstand von den übrigen Elektronen. 

Ein Kriterium, ob die Zerstörung der Achsensymmetrie oder die feinere 
Wechselwirkung der Elektronen die stärkere Störung ist, ist das diamagne
tische Verhalten des Äthylens und der substituierten Äthylene. Es bedeutet, 
daß der Grundterm ein Singulett ist, daß also die Abweichung von der Achsen
symmetrie die wesentliche Störung ist. Auf den Zusammenhang mit der Natur 
der C=C-Doppelbindung sei später eingegangen. 

Die Übertragung der bei der zweiatomigen Molekel besprochenen allgemeinen 
Methoden der Annäherung der Terme sei wegen ihrer Bedeutung für die Frage 
der chemischen Bindung auch später behandelt (Ziff. 38ff.). 

35. Schwingung. Der Eigenwert des Mehrzentrensystems als Funktion der 
Zentrenabstände spielt für die erste Näherung der Schwingung die Rolle der 
potentiellen Energie (BoRN und ÜPPENHEIMER, vgl. Ziff. 21). Das Modell für 
die Schwingung einer mehratomigen Molekel ist also ein System von Massen
punkten, deren Massen gegeben sind und dessen potentielle Energie als Funktion 
der Abstände gegeben ist. Die Schwingungen eines solchen Systems kann man 
in der klassischen wie in der Quantenmechanik bei kleinen Amplituden mit 
"Normalkoordinaten" behandeln. Man schreibe die potentielle Energie U als 
Funktion der rechtwinkligen Verrückungen aus einer Gleichgewichtslage und 
führe nur die Glieder zweiter Ordnung mit; die kinetische Energie T schreite 
man als Funktion der entsprechenden Geschwindigkeiten oder Impulse. Durch 
eine geeignete lineare Transformation dieser Verrückungskoordinaten kann man 
erreichen, daß die HAMILTONsche Funktion H = T + U die Form erhält 

(k = 1' 2, ... , f) 

wo I die Zahl der Freiheitsgrade ist. Von den Größen rok sind sechs (bei Systemen 
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mit geradliniger Anordnung der Massen im Gleichgewicht fünf) Null, die zu
gehörigen .;" entsprechen den Translationen und Rotationen des Systems, wäh
rend die übrigen den Schwingungen entsprechen. Die Bewegung des Systems 
nach der klassischen Theorie erfolgt nämlich so, daß jede dieser Koordinaten .;" 
unabhängig von den anderen schwingt 

.;" = a" sin (w"t + 1:5") 
mit der Frequenz ___!__ W7c. Die .;" heißen Normalkoordinaten. 

2n 
In der Quantenmechanik können wir durch die gleiche Transformation 

die Schrödingergleichung in die Form bringen 

fi2 ~02u + (E- _!_"'V w"2.;k2)u = 0. 
2~8~2 2~ ' 

k k 

sie läßt sich in den Normalkoordinaten .;" separieren; d. h. wir erhalten u als 
Produkt von Funktionen uk> die einzeln die Gleichungen 

"lt_2 ß2uk + (Elc- wk2 .;"2) ulc = 0 
2 Bi;k2 2 

erfüllen. Die u" sind für w1c2 > 0 Eigenfunktionen von harmonischen Oszillatoren. 
Die Terme unseres Systems lassen sich also nach Weglassung von Translation 
und Rotation durch I - 6 (bei geradlinigen Systemen I - 5) Quantenzahlen 
nvn2 ••• bezeichnen, wo n" die Zahl der Nullstellen von u" angibt. Die Energie 
ist E = h ( Y 1 n 1 + Y 2 n 2 + · · ·) . Bei Strahlung ändert sich ein n1c um 1, die anderen 
bleiben unverändert. u" ist eine gerade Funktion von .;b wenn n" gerade ist, u,. 
ist eine ungerade Funktion von .;b wenn n" ungerade ist. Wenn einige w7c2 gleich 
sind, so liegt Entartung vor. 

Bei der Anwendung auf die Schwingung dreiatomiger Molekeln begegnet 
uns nichts besonderes. Wir erhalten außer den drei Schwerpunktskoordinaten 
und drei anderen, die die Orientierung des Systems im Raum bezeichnen, noch 
drei eigentliche Normalkoordinaten, die mit den Relativabständen der drei Kerne 
eindeutig zusammenhängen. Bei mehr als drei Kernen kommt ein neuer Zug 
hinein1• Die relativen Abstände geben keine eindeutige Bestimmung der relativen 
Lage der Kerne; vielmehr gibt es zu jedem Zahlensystem gegebener Abstände 
zwei Anordnungen, die einander spiegelbildlich entsprechen. Wenn die Anordnung 
im Minimum der potentiellen Energie nicht gerade symmetrisch ist, so gibt es 
zwei Gleichgewichtsanordnungen; wir wollen sie kurz Rechtsanordnung und 
Linksanordnung nennen. Die Eigenfunktionen der Schwingungen sind entweder 
symmetrisch oder antisymmetrisch in den beiden Koordinatengebieten tiefer 
potentieller Energie. An Stelle eines Terms, den man mit Normalkoordinaten 
und Korrespondenzprinzip erhalten würde, erhält man zwei Terme, einen im 
eben erwähnten Sinne symmetrischen und einen antisymmetrischen. Ähnlich 
wie in einem früher behandelten System mit zwei Gebieten tiefer potentieller 
Energie und einer Schwelle dazwischen (Ziff. 26) wird der energetische Unter
schied dieser beiden Terme sehr gering, wenn die Schwelle hoch ist. Im NH3-

Spektrum ist eine Bande bekannt, die zwei Q-Zweige zu haben scheint. Es ist 
möglich, daß es sich um Übergänge von oder zu zwei Termen handelt, die sym
metrisch und antisymmetrisch in bezug auf zwei spiegelbildlich gleiche NH3-

Anordnungen sind2• Die nachweisbare Termdifferenz würde bedeuten, daß die 
Schwelle zwischen den beiden NH3-Anordnungen nicht hoch ist. Die Frequenz, 
die der Differenz des symmetrischen und antisymmetrischen Terms entspricht, 

1 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 43. S. 805. 1927. 
2 E. F. BARKER, Phys. Rev. Bd. 33, S. 684. 1929. 
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ist zugleich die Frequenz der Schwebung der zeitabhängigen Eigenfunktion, die 
den beiden Zuständen entspricht. Das System kann also nur dann als in der 
Links- oder Rechtsanordnung bleibend beobachtet werden, wenn diese Differenz 
längst unmeßbar klein geworden ist. 

Die Tatsache, daß jeder stationäre Zustand im Zeitmittel die Rechts- und 
die Linksanordnung enthält, daß also jede Rechtsanordnung im Laufe der Zeit 
mal in eine Linksanordnung übergehen muß, scheint zunächst im Wider
spruch zu stehen mit der Existenz der optischen Isomeren ohne nachweisbare 
Razemisierung. Macht man aber eine Schätzung der Wahrscheinlichkeit des 
Überganges von rechts nach links und damit der mittleren Lebensdauer dieser 
Zustände, so erhält man unter durchaus möglichen Voraussetzungen Zeiträume, 
die gegen alle erlebbaren sehr groß sind. 

Wenn das Kerngerüst Symmetrieeigenschaften hat, sei es, weil einige oder 
alle der Kerne gleich sind oder weil die Kerne in einer Ebene liegen, so kommen 
auch den Normalkoordinaten bestimmte Symmetrieeigenschaften zu. Wenn 
z. B. die Molekel eine Symmetrieebene hat, so ist eine einzelne Normalkoordinate 
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch zu dieser Ebene, d. h. sie geht 
bei Spiegelung in sich selbst über oder in ihr Negatives. Der Faktor in der Eigen
funktion, der einer solchen symmetrischen Normalkoordinate entspricht, ist 
immer symmetrisch; der Faktor, der einer antisymmetrischen Normalkoordinate 
entspricht, ist für gerade Quantenzahlen symmetrisch, für ungerade Quanten
zahl antisymmetrisch. Die Einteilung der Eigenfunktionen der Schwingung in 
die Symmetriecharaktere, die der gegebenen Symmetrie der Gleichgewichts
anordnung des Kerngerüstes entsprechen, ist natürlich allgemein möglich, solange 
die Schwingung überhaupt noch für sich betrachtet werden kann. In der Nähe
rung der kleinen Schwingungen aber, wo es Normalkoordinaten gibt, gilt diese 
Einteilung für jeden Faktor der Eigenfunktion, der einer Normalkoordinate 
gehört, für entartete Normalkoordinaten für den Faktor, der zu der miteinander 
entarteten Gruppe gehört. 

Den Zusammenhang zwischen der Symmetrie des Kerngerüstes und den 
Normalkoordinaten hat BRESTER systematisch untersucht1 . Es seien hier nur 
einige häufig gebrauchte Beispiele angegeben, zugleich um Kombinationsregeln 

und die Verhältnisse bei größeren Amplituden zu 
f,~.,.ll erläutern. 

Eine Molekel vom Typus C02 , drei Kerne mit 
geradliniger Anordnung im Gleichgewicht, hat 3 · 3 

~~ ~-II - 5 =4 Normalkoordinaten. Abb. 45 gibt sie in wohl 
unmittelbar verständlicher Weise an. ~1 und ~3• 4 sind 

~.L symmetrisch zur Symmetrieebene senkrecht zur Kern-
SJ.- , achse (+); ~2 ist antisymmetrisch (-). ~1 und ~2 

haben Rotationssymmetrie um die Kernachse; ~3•4 
Abb. 45. Normalschwingungen der hat die Symmetrie des SCl?nS rp und ist entartet (rp ist 

CO,-Molekel. 

Azimut um die Kernachse). Die Terme können durch 
n1 , n2 , n3 bezeichnet werden; n3 sei die Summe der Knotenzahlen der Eigenfunk
tionen, die ~3 und ~4 entsprechen. Die Energie hat die Form 

E = h(v1 n1 + v2n2 + v3 n3). 

Strahlung, die in der Achse schwingt, entspricht Übergängen n2 ± 1 -->- n2 , 

Strahlung, die senkrecht zur Achse schwingt, Übergängen n3 ± 1 -->- n3 • 

1 C. J. BRESTER, Kristallsymmetrie und Reststrahlen. Diss. Utrecht 1923. Vg!. auch 
E. WIGNER, Göttinger Nachr. 1930, S. 33; G. PLACZEK, Leipziger Vorträge 1931, S. 71. 
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Um auch über den Fall größerer Amplituden etwas aussagen zu können, 
wo die Normalkoordinaten nur genäherte Bedeutung haben, betrachten wir die 
Symmetriecharaktere der Eigenfunktionen, zunächst noch im Falle streng 
harmonischer Schwingung. Eine Eigenfunktion hat die +-Eigenschaft, wenn n2 

gerade ist, und die --Eigenschaft, wenn n2 ungerade ist. Die Symmetrie 
zur Kernachse hängt nur von n3 ab. Der Term n3 = 0 hat eine nichtentartete 
Eigenfunktion, die rotationssymmetrisch um die Kernachse ist (Symmetrie
charakter k = 0); der Term n 3 = 1 hat zwei miteinander entartete Eigenfunk-

tionen, die sich wie ~i~ q; verhalten (Charakter k = 1). Der Term n3 = 2 hat 
drei entartete Eigenfunktionen (2 = 2 + 0, 0 + 2, 1 + 1); da die Differential-
gleichung auch in Koordinaten rq;, definiert durch .. 

~3 = rcosq;, nriJ .. 

~4 = rsinq;, ()~ 
separierbar ist, können sie so gewählt werden, daß 1 

eine den Charakter 0 und zwei den entarteten Cha-

rakter 2 (wie ~i~ 2 q;) haben. Der Term n3 = 3 hat z f@j)\ ~ L1ffilh 
vier Eigenfunktionen, zwei haben den Charakter ~ ~ .:7 
k = 1 und zwei den Charakter k = 3. Abb. 46 ~ LA:J~~ 
s.te?t die Eigenfunktionen durch ihre Knoten- J \Y ~ 
hmen dar. 

Wenn wir auch größere Amplituden zulassen, Abb. 46. Symmetriecharaktere (in be

so verlieren allmählich die Normalkoordinaten ihren zug au~c~:in~~~~~:~e ~~r ~~!arteten 
Sinn; die Einteilung der Terme nach den Symmetrie-
charakteren ihrer Eigenfunktionen bleibt aber streng gültig. Macht man eine 
Störungsrechnung in der Nähe des harmonisch schwingenden Systems (die 
Störungsfunktion wird von den anharmonischen Gliedern der potentiellen Energie 
gebildet), so verschieben sich die Terme etwas; die entarteten Terme mit n3 > 2 
spalten entsprechend den Symmetriecharakteren auf (n3 = 2 in einen einfachen 
mit k = 0 und einen entarteten mit k = 2). Strahlung, die in der Achse schwingt, 
entspricht Übergängen von +- zu --Zuständen und umgekehrt; es gilt also 
hierfür die Auswahlregel: n 2 ändert sich um eine ungerade Zahl. Strahlung, 
die senkrecht zur Achse schwingt, entspricht Übergängen k ± 1--->- k; das gibt 
die Auswahlregel: n3 ändert sich um eine ungerade Zahl und k um ±1. Innerhalb 
dieser Auswahlregeln können sich jetzt auch mehrere Quantenzahlen gleichzeitig 
ändern (" Kombinationsschwingungen "). 

Eine Molekel vom Typus NH3 - Pyramide auf gleichseitigem Dreieck -
hat 4 · 3 - 6 = 6 Normalkoordinaten. Zwei einfache ($1 und ~2) schwingen 
symmetrisch zu allen Symmetrieebenen. Zwei Paare von miteinander entarteten 
(~3 und ~4) verhalten sich wie der Symmetriecharakter { (12) 3} (vgl. Ziff. 8 
und Abb. 9, S. 584). Die Symmetriecharaktere der Eigenfunktionen hängen nur 
von ~3 und ~4 ab. Die Terme für n4 = 0 haben z. B. folgendes Verhalten: 

n3 = 0: einfach, Eigenfunktion symmetrisch (123); _ 
n 3 = 1: doppelt, Eigenfunktion von entartetem Charakter (12, 3); 
n 3 = 2: dreifach, eine Eigenfunktion symmetrisch, ein Paar von entartetem 

Charakter; 
n3 = 3: vierfach, eine symmetrische, eine antisymmetrische, ein Paar ent

arteten Charakters; 
n3 =2m: eine symmetrische und m Paare entarteten Charakters; 
n3 =2m+ 1: eine symmetrische, eine antisymmetrische und m Paare 

entarteten Charakters. 
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Bei Berücksichtigung der Abweichungen vom harmonischen Verhalten 
spalten die Terme n3 > 2 entsprechend den Symmetriecharakteren auf. 

Läßt man die Amplituden der Schwingungen größer und größer werden, 
so nähert man sich schließlich dem Fall der Dissoziation. Zu einem Elektronen
zustand können verschiedene Dissoziationsmöglichkeiten gehören, die die Grenzen 
verschiedener Schwingungstermfolgen bilden. Der Zusammenhang zwischen 
Dissoziationsprodukten und Schwingungstermfolge, die dazu führt, kann bei 
hinreichend symmetrischen Molekeln aus den Symmetriecharakteren der Schwin
gungseigenfunktionen geschlossen werden. So können z. B. bei C02 nur Schwin
gungen vom --Charakter (Abb. 45) zur Dissoziation in CO und 0 führen. 

Eine noch weitergehende Beschreibung der Schwingungen mehratomiger 
Molekeln erhält man, wenn die Frequenzen, die den Normalkoordinaten ent

sprechen, der Größenordnung nach deutlich in zwei oder 
mehr Gruppen zerfallen. So erhält MECKE eine über
sichtliche Einteilung durch die Annahme, daß eine Ände
rung der Abstände benachbarter (etwa durch chemische 
Valenz - vgl. Ziff. 38ff. - gebundener) Atome sehr große 
Kräfte erfordert, eine Änderung von Winkeln nur ge
ringe Kräfte 1. Ist der Unterschied sehr groß, so zerfallen 
die Normalschwingungen in solche, bei denen sich prak
tisch keine Abstände von Nachbarn, sondern nur die Win
kel zwischen ihnen ändern - MECKE nennt sie Deforma
tionsschwingungen -,und in solche, bei denen sich diese 
Abstände ändern- MECKE nennt sie Valenzschwingungen. 
Von den drei Normalschwingungen des C02 (Abb. 45) sind 
die ; 1 und ; 2 entsprechenden Valenzschwingungen, die t3 

entsprechende ist Deformationsschwingung. Die drei Nor
Abb. 47. Normalschwingun· malschwingungen einer Molekel vom Typus H 20 sind in 

gen der H,O·Molekeln. 
diesem Grenzfall die durch Abb. 47 angegebenen; die 

ersten beiden sindValenzschwingungen, die dritte ist eine Deformationsschwingung. 
Ob die Unterscheidung von Deformations- und Valenzschwingung sich 

allgemein wird durchführen lassen, bleibt abzuwarten. Die Theorie der chemischen 
Valenz und die Einteilung in lokalisierte und nichtlokalisierte Bindungen (Ziff. 40 
und 41) läßt die Möglichkeit offen, daß im Falle der nichtlokalisierten Bindungen 
die Verhältnisse verwickelter sind. 

36. Rotation. Die Termstruktur der Rotation hängt (wie früher bei zwei
atomigen Molekeln) wesentlich davon ab, ob die Elektronenbewegung einen 
Drehimpuls hat oder nicht. Bei den mehratomigen Molekeln kann es aber auch 
vorkommen, daß die Schwingung einen Drehimpuls hat. Wie TELLER und 
TISZA 2 erkannten, hat ein solcher auch wesentlichen Einfluß auf die Rotations
terme. Was den Elektronenspin anlangt, so wird man sich auch hier zunächst 
den Fällen zuwenden, wo entweder der Einfluß der Rotation klein ist gegen 
den des Spins oder der Einfluß des Spins klein ist gegen den der Rotation. 

Wenn die Elektronenbewegung und die Schwingung keinen Drehimpuls 
haben, so rotiert die Molekel in erster Näherung wie ein starrer Körper. Den 
Fall der linearen Molekel, die wie eine zweiatomige rotiert, lassen wir weg. Bei 
nichtlinearen Molekeln haben wir, je nachdem, ob die drei Trägheitsmomente 
verschieden sind, oder zwei gleich sind, oder alle gleich sind, einen unsymme
trischen Kreisel, einen symmetrischen Kreisel oder einen KugelkreiseL In allen 
Fällen haben die Terme feste Werte des Gesamtdrehimpulses und können ent-

1 R. MECKE, ZS. f. Elektrochem. Bd. 36, S. 589. 1930; Leipziger Vorträge 1931, S. 23. 
2 E. TELLER u. L. TrszA, ZS. f. Phys. Bd. 73, S. 791. 1932. 
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sprechend durch eine Quantenzahl K bezeichnet werden, die den Symmetrie
charakter in bezug auf Drehung um den Schwerpunkt angibt. Die Terme sind 
mindestens (2K + 1)fach entartet. 

Für den Fall des symmetrischen Kreisels haben DENNISON die Termstruktur, 
KRONIG, REICHE und RADEMACHER Termstruktur und Eigenfunktionen an
gegeben 1 . Die Schrödingergleichung läßt sich in den EDLERsehen Winkeln{}, "P, q; 
separieren. Nennt man das Trägheitsmoment um die Rotationsachse des Träg
heitsellipsoids C, die beiden anderen Trägheitsmomente A, so erhält man die 

Energie !i2 [ 1 ( 1 1 ) ] 
E = 2. A K(K + 1) + c- A N2 

als Funktion zweier Quantenzahlen K und N, die wir positiv annehmen wollen. 
Sie sind ganze Zahlen und es ist K > N. Zum Term K, N gehören Eigen
funktionen U = VI!'"({}) ei(a<p+ T11'). 

Dabei ist a = ± N, 7: kann alle Werte haben, für die 17: I < K ist, schließlich 
ist (! = K - Max (I a I, 17: I). Die Größe Max {I a I, 17: I) ist I a I für I a I > 17: I und 
17: I für I a I< 17: I· Genauer ist 

v = sind ~ cos• : ·Ge ( 1 + s + d, 1 + d, sin2 :) , 

wo s = Ia + 7: I, d = Ia - 7: I und GI! das JACOBische Polynom in der üblichen 
Bezeichnung ist (es ist ein Polynom eten Grades) 2• Zu jedem Term K, N = 0 
gehören 2K + 1 Eigenfunktionen (7: = 0, ±1, ±2, ... , ±K); zu jedem Term 
K, N> 0 gehören 2 (2K + 1) Eigenfunktionen (a = ±N, 7: = 0, ±1, ±2, .. . , ±K). 

Im Falle des Kugelkreisels wird 
!i2 

E = 2:./f"K(K + 1) 

und die Terme sind (2K + 1)2..fach entartet. Die Eigenfunktionen entsprechen 
dann übrigens den ganzen rationalen Lösungen geraden Grades der vierdimensio
nalen Potentialgleichung LI V = 0 in ähnlicher Weise, wie die Kugelflächen
funktionen Yz ({}, q;) den ganzen rationalen Lösungen der dreidimensionalen 
Potentialgleichung entsprechen 3• 

Beim unsymmetrischen Kreisel (drei verschiedene Trägheitsmomente A, B, C) 
findet sich nur (2K + 1)-fache Entartung. Beim Übergang vom symmetrischen 
zum unsymmetrischen Kreisel spalten also die Terme mit N > 0 in je zwei auf. 
WITMER und LüTGEMEIER haben die Terme für den Fall geringer Abweichung 
vom symmetrischen Kreisel berechnet 4• KRAMERS und IrrMANN erhalten eine 
allgemeine Lösung durch eine Separation in geeigneten Koordinaten (nach einer 
Methode von REICHE)5• DENNISON gibt Diagramme der Schwingungs-Rotations
banden für den Fall A + B = C, also ebene Anordnung der Kerne 6• 

Bei der Behandlung der Rotation von Molekeln, die gleiche Kerne enthalten 
(H20, NH3 , CH4 usw.), kann es wichtig sein, die Symmetriecharaktere der 

1 D. M. DENNISON, Phys. Rev. Bd. 28, S. 318. 1926; F. REICHE u. H. RADEMACHER, 
ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 444. 1926; Bd. 41, S. 453. 1927; R. DE L. KRONIG, Phys. Rev. Bd. 29, 
s. 262. 1927. 

2 Vgl.' z. B. CoURANT-HILBERT, Methoden der mathem. Physik Bd. I, 2. Aufl., S. 76f. 
Berlin 1931. 

3 F. HUND, Göttinger Nachr., m.-phys. Kl. 1927, S. 465. 
4 E. E. WITMER, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 12, S. 602. 1926; Bd. 13, S. 60. 1927; 

F. LüTGEMEIER, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 251. 1926. 
5 H. A. KRAMERS u. G. P.lTTMANN, ZS. f. Phys. Bd. 53, S. 553; Bd. 58, S. 217. 1929. 
6 D. M. DENNISON, Rev. mod. Physics Bd. 3, S. 280. 1931. 
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Rotationseigenfunktionen in bezug auf Permutationen der gleichen Kerne zu 
untersuchen. Für den Fall des NH3 hat das HUND getan, für den Fall des CH4 

ELERT 1 . 

Wenn Elektronenbewegung oder Schwingung einen Drehimpuls haben, so 
wird die Rotationsbewegung viel verwickelter. Der Grundzustand der Elektronen
bewegung hat bei den gut bekannten Molekeln keinen Drehimpuls. TELLER und 
TrszA haben aber gezeigt, daß der Drehimpuls, den eine entartete Schwingung 
haben kann, das Termschema der Rotation beeinflussen kann; sie haben so eine 
Reihe von Schwierigkeiten, die bei der Rotationsstruktur einiger Molekeln auf
traten, beseitigt 2• In einfachen Fällen erhalten sie Termformeln der Form 

n; [~ K(K + 1) + (~·- +) (N2 - 2yN)]. 

37. Der Ramaneffekt. Wir betrachteten bisher meist nur solche Über
gänge zwischen Zuständen einer Molekel, die mit Emission oder Absorption 
von Licht verbunden sind. Auf Grund der KRAMERS-HEISENBERGschen Dis
persionstheorie hat nun SMEKAL vorausgesagt und experimentell hat RAMAN 
gezeigt, daß bei Streuung von Licht an Atomen oder Molekeln Frequenzände
rungen des Streulichtes stattfinden, die Übergängen entsprechen. Strahlt man 
monochromatisches Licht ein, so enthält das gestreute Licht zunächst die ein
gestrahlte Frequenz (unverschobene Streustrahlung), außerdem aber im all
gemeinen mit sehr viel geringerer Intensität auch Frequenzen, die sich von der 
Frequenz des auffallenden Lichtes um Beträge unterscheiden, die Übergängen 
zwischen Zuständen der Atome oder Molekeln des streuenden Mediums ent
sprechen (verschobene Streustrahlung) 3 . 

An die theoretische Untersuchung der Intensitäten und Polarisationen im 
Ramaneffekt ist man auf zwei Wegen herangegangen. Einmal hat man aus der 
KRAMERS-HEISENBERGschen Dispersionstheorie abgelesen, wie die Intensitäten 
von den Eigenschaften der Zustände der Molekel abhängen. Die Untersuchung 
lieferte zunächst als allgemeines Ergebnis, daß zwei Terme in der Streuung dann 
und nur dann kombinieren, wenn sie in Emission oder Absorption mit einem 
gemeinsamen dritten Term kombinieren können. Im übrigen hängt die Inten
sität von den Eigenfunktionen der beiden kombinierenden Terme ab und von 
allen anderen Termen, die als gemeinsame dritte in Betracht kommen. Eine 
genauere Untersuchung der Intensität und Polarisation der unverschobenen 
wie der um Rotationsfrequenzen verschobenen Streustrahlung bei zweiatomigen 
Molekeln nimmt MANNEBACK 4 vor. Da auf diesem Wege allgemeine Ergebnisse 
für mehratomige Molekeln bei der Unkenntnis der Eigenfunktionen wohl kaum 
zu erlangen sind, schlug PLACZEK einen anderen Weg ein 5 . Er untersuchte, worin 
der physikalische Vorgang der Streuung eigentlich besteht. Die um Schwingungs
frequenzen verschobene Streustrahlung hängt von der Kopplung der Schwingung 
und der Elektronenbewegung ab. Die Streuung hängt allgemein ab von dem 
in der Molekel durch ein elektrisches Feld Q; induzierten Moment. Im Atom ist 
es cxQ:; der Skalar cx, die Polarisierbarkeit, ist die für den Vorgang wesentliche 
Größe. In der Molekel ist das induzierte Moment von der Orientierung der 
Molekel abhängig, an Stelle von cx tritt ein symmetrischer Tensor. Er läßt sich 
zwar durch die Eigenfunktionen von Zuständen der Molekel ausdrücken, aber 

1 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 80S. 1927; W. ELERT, ebenda Bd. 51, S. 6. 1928. 
2 E. TELLER u. L. TrszA, ZS. f. Phys. Bd. 73, S. 791. 1932. 
3 Vgl. Kap. 1 ds. Bandes (RuBrNowrcz), Ziff. 20, und Kap. 5 ds. Bandes (WENTZEL}, 

Ziff. 19. 
4 C. MANNEBACK, ZS. f. Phys. Bd. 62, S. 224. 1930. 
5 G. PLACZEK, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 84. 1931; Leipziger Vorträge 1931. S. 71. 
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dieser Zusammenhang wird nicht betrachtet. Vielmehr wird die Intensität der 
Streustrahlung ausgedrückt durch die Abhängigkeit dieses Tensors von den sich 
bei Schwingung ändernden Abständen der Kerne. 

Diese Abhängigkeit kann ausgedrückt werden durch die Mittelwerte 

I O<xyUv•U'J;.dr, 

wo O<xy eine Komponente des O<-Tensors und Uv' und Uv" die Eigenfunktionen 
zweier Schwingungszustände sind. Aus bestimmten Symmetrieeigenschaften der 
Molekel folgen dann bestimmte Kombinationsregeln. Im Grenzfall harmonischer 
Schwingungen führe man Normalkoordinaten ein (Ziff. 35). Wenn bei dem 
betrachteten Übergang sich nur eine Schwingungsquantenzahl vk ändert, so ist 
Uvf,• uv;; und Uv•, Uv" eine gerade oder ungerade Funktion der entsprechenden 

Normalkoordinaten ~k• je nachdem ob sich vk um eine gerade oder ungerade 
Zahl ändert. Wenn also z. B. O<xy (~k) = O<xy ( -~k) ist, so ist das Integral nur 
dann nicht Null, wenn sich vk um 0, 2, 4, ... ändert. Im streng harmonischen 
Fall bleibt auch hiervon nur 0 und 2 übrig. Wenn gerade O<xy (~k) = -O<xy ( -~k) 

ist, so ist das Integral nur dann nicht Null, wenn vk sich um 1, 3, ... (im streng 
harmonischen Falle um 1) ändert. Auf diese Weise lassen sich die aus Sym
metrieeigenschaften der Molekel folgenden Auswahlregeln ableiten. PLACZEK 

gibt eine Übersicht über die vorkommenden Fälle 1 . Abgesehen von den Sym
metrieeigenschaften wird die Intensität der Streustrahlung dadurch bestimmt, 
wie stark der 0<-Tensor von Veränderungen der Kernabstände beeinflußt wird. 
So wird verständlich, daß bei polarer Bindung höchstens ein schwacher Raman
effekt auftreten kann; bei homöopolaren Bindungen jedoch ist starker Effekt 
zu erwarten. 

VI. Chemische Bindung, Molekelgestalt. 
38. Gesichtspunkte. Der Frage nach der Erklärung der chemischen Bindung 

kann man zwei etwas verschiedene Wendungen geben. Man kann fragen, warum 
eine bestimmte Molekel, z. B. NH3 , zusammenhält, wie die Elektronenverteilung 
in der Molekel ist, wie sich ihre Dissoziationsarbeiten aus Eigenschaften der 
beteiligten Atome ergeben und warum sie eine bestimmte Gestalt, d. h. Anordnung 
der beteiligten Atome, hat. Man kann aber auch fragen, ob und wie sich die 
verschiedenen Regeln erklären lassen, die die Chemie über die Art und Weise, 
wie Atome in Verbindungen eingehen, aufgestellt hat. Die erste Frage fragt 
nach der Energie und nach der Eigenfunktion des Grundzustandes einer be
stimmten MolekeL Sie ist zu beantworten mit Hilfe der verschiedenen Methoden, 
die wir haben, um verwickelte quantentheoretische Systeme zu behandeln 
(Hartreemethode, Störungsverfahren, vielleicht noch Zuordnungsschema). Da 
es sich im wesentlichen um rein numerische Verfahren handelt, erfährt man 
vielleicht viel über die betreffende Molekel, aber fast nichts an allgemeinen 
Eigenschaften vieler Molekeln. Die zweite Frage fragt nach allgemeinen Eigen
schaften der Atome, die günstig dafür sind, daß in Molekeln tiefe Energiewerte 
des Grundzustandes auftreten. Da die allgemeinen Ergebnisse der Chemie nur 
Regeln und keine Sätze sind, können wir natürlich von der Quantentheorie der 
Molekeln auch nur Regeln erwarten. Natürlich ist die zweite Frage uns hier 
die wichtigere. Ehe wir sie angreifen, sehen wir uns die Regeln der Chemie 
etwas genauer an. 

Empirische Gesichtspunkte. Die Chemie hat versucht, ihr großes Erfahrungs
material über die Art und Weise, wie Elemente zu Verbindungen zusammen-

1 G. PLACZEK, Leipziger Vorträge 1931, Tabellen 1a und 1b. 

Hancll>11ch der Physik. 2. Anfl. XXIV/I. 43 



67 4 Kap.4. F. HuND: Allgemeine Quantenmechanik des Atom- und Molekelbaues. Ziff. 38. 

treten, unter dem Begriff der Valenz zu ordnen. Die Valenz sollte dabei zunächst 
der Inbegriff der dem einzelnen Atom zukommenden Eigenschaften sein, die 
für seine chemische Wirksamkeit in Betracht kommen. Insbesondere sollte die 
Valenzzahl oder Wertigkeit des Atoms angeben, mit welcher festen Anzahl 
bestimmter anderer Atome es sich verbinden kann (Valenzzahl =Anzahl der 
Valenzkräfte). Diese strenge Fassung mußte die Chemie aufgeben, indem die 
Wertigkeit auch von den Partnern des Atoms abhängen konnte; der Valenz
begriff verlor dadurch viel an Schärfe. Trotzdem ist es zweckmäßig, an der Auf
fassung der Valenz als einer dem Atom eigentümlichen Eigenschaft solange als 
möglich festzuhalten. 

Die Erforschung des Atombaues durch die Physik zeigte, daß die Valenzzahl 
eng mit der Zahl der äußeren Elektronen oder mit der Zabl der an einer ab
geschlossenen Schale feblenden Elektronen zusammenhing. Der Zusammenhang 
wurde aber verschieden erklärt. 

Die weitere Ausgestaltung bat nämlich dem Begriff der Valenz zwei etwas 
verschiedene Formen gegeben. In den Verbindungen wie HCl, NaCl, NH4Cl, 
H 2S04 , PtC16K 2 usw., also den Verbindungen, die man vielfach als heteropolar1 

bezeichnet, ist die Valenz eine dem einzelnen Atom zukommende ganze Zahl mit 
positivem oder negativem Vorzeichen. Jedes Atom hat entweder nur eine vom 
Partner ganz unabhängige Valenzzahl oder wenigstens nur wenige solche Zahlen 
(0 bei Edelgasen, +1 bei Hund Alkalien, +2 bei Erdalkalien, -1 bei Halogenen, 
-2 bei 0, +6 und -2 bei S). Die Valenzen werden in der Form abgesättigt, daß 
die Summe der Valenzzahlen der Atome einer Verbindung Null ist. Dabei ist es 
nicht immer möglich zu sagen, daß eine +-Valenz eines Atoms durch eine 
--Valenz eines bestimmten anderen Atoms der Verbindung ahgesättigt wird: 
der Valenzstrich ist nicht immer anwendbar (vgl. die Beispiele NH4Cl, H 2S04 , 

PtC16K 2). In diesen heteropolaren Verbindungen verhalten sich also die Valenzen 
wie elektrische Ladungen. Die Valenzzabl regelt das Verhalten der Atome nicht 
eindeutig; man hat neben ihr mit Erfolg die Koordinationszahl eingeführt. 

In einer anderen Gruppe von Verbindungen - im wesentlichen der organi
schen Chemie -, die man als homöopolar bezeicbnet, ist die Valenz eine dem 
einzelnen Atom zukommende ganze Zahl ohne Vorzeichen. In der Verbindung 
sättigen sich die Valenzen gegenseitig ab, und zwar deutet das Erfahrungsmaterial 
darauf hin, daß fe eine Valenz zweier benachbarter Atome zusammenwirken: die 
abgesättigte Valenz kann durch einen Valenzstrich bezeichnet werden. Von jedem 
Atom der gesättigten Verbindung gehen so viel Stricbe aus, als seine Valenz
zahl beträgt. 

Die Anwendungsgebiete der beiden Begriffe der Valenz überdecken sich. 
Den empirischen Gesichtspunkten der Cbemie hat die physikaliscbe Forschung 

noch einige hinzugefügt. Die Bandenspektroskopie hat einmal die Existenz 
mancher Molekeln gezeigt, die chemisch nicbt nachweisbar waren, weiter hat 
sie Methoden geliefert, die Dissoziationsenergie von Molekeln abzuschätzen. Die 
Molekeln scheinen danach deutlich in zwei Gruppen zu zerfallen, in lockere 
Molekeln, deren Bindungsenergien nur von der Größenordnung der Kohäsions-

1 Es erscheint notwendig, neben den in der Physik in jetzt ziemlich festgelegtem Sinne 
gebrauchten Begriffspaaren polar-nichtpolar (maßgebend ist, ob die Molekel ein elektrisches 
Moment hat oder nicht) und Ionenmolekel-Atommolekel (maßgebend ist, ob die an den 
Grundzustand anschließende Schwingungstermfolge zum Zustand getrennter Ionen oder 
Atome führt) noch als drittes Begriffspaar die chemischen Begriffe hetero- und homöopolar 
beizubehalten, da sich ihre Bedeutung nicht mit der der anderen beiden deckt. So kann eine 
heteropolare Molekel, wenn sie symmetrisch genug ist, auch einmal kein elektrisches Moment 
haben (C02). Daß die Grenze zwischen homöopolarer und heteropolarer Verbindung fließend 
ist, hindert nicht die Brauchbarkeit der Begriffe. 



Ziff. 38. Gesichtspunkte. 675 

kräfte in den Kristallgittern der Edelgase oder der Elemente H 2 , N2 , 0 2 sind, und 
in feste Molekeln mit den Bindungsenergien, die auch aus der Chemie bekannt sind. 

Die Deutung der heteropolaren Valenz knüpft an an den Vergleich mit elek
trischen Ladungen. Viele Eigenschaften der beterapolaren Molekeln erhält man 
näherungsweise, indem man sie aus Ionen aufgebaut denkt (Ladung= Valenz
zahl), besonders seit man durch quantitative Berücksichtigung der Deformation 
der Ionen die strenge Ionenauffassung mildern und den Übergang zu homöo
polaren Molekeln erfassen kann. Auch die Koordinationszahl kann man in 
diesen Modellen auf Grund der räumlichen Ausdehnung der Ionen einigermaßen 
verstehen. Die Darstellung der homöopolaren Valenz durch den Strich und das 
Fehlen des Vorzeichens der Valenzzahl führte zu der Vorstellung des bindenden 
Elektronenpaares von LEWIS; die "Pünktchenschreibweise" der chemischen 
Formeln entspricht der mit Strichen. 

Auch in der physikalischen Deutung wird sich die Grenze zwischen betera
polarer und homöopolarer Verbindung als fließend ergeben. Da die Deutung 
der beterapolaren Valenz mit einfachen Betrachtungen auskommt und von 
unseren allgemeinen Methoden der Quantentheorie des Atoms und der Molekel 
wenig Gebrauch macht, sei hier nur die Deutung der homöopolaren Valenz 
versucht. Die Übergänge zur beterapolaren Bindung lassen sich dann leicht 
übersehen. 

Wenn wir die empirischen Ergebnisse der Chemie ansehen, so können wir 
keine sehr allgemeinen theoretischen Regeln erwarten. Abgesehen von den 
Hydriden, Halogeniden und Oxyden zeigen die chemischen Verbindungen nur 
dann weitergehende Regelmäßigkeiten, wenn sie ganz aus leichten Atomen 
zusammengesetzt sind (H, C, N, 0). Dies hat für uns den Vorteil, bestimmte 
Annahmen über die Größenordnungen der Kräfte in 15 .---..--.,.,---r--....---, 
Atom und Molekel zu machen, die für leichte Atome 
und Molekeln sich bewährt haben. Wir verzichten daher 
im folgenden darauf, die Abweichungen zu diskutieren, ?llf--+-+---+-+-----+---l 
die die Methoden für schwerere Atome erfahren müßten. 

Die Frage nach der chemischen Bindung ist na
türlich eng verknüpft mit der Frage nach der Ordnung ~ .rf--++-----'\t---t-----J 
der Elektronenterme der Molekeln. Betrachten wir als ein
fachstes Beispiel die H 2-Molekel. Die tiefen Terme des zu- tJf---'--t---t---+-~llll 
gehörigen Zweizentrensystems sind in Abb. 36 bis 39 
(S. 650 ff.) qualitativ und in Abb. 48 nach der Rechnung 
von HEITLER, LONDON und SuGIURA als Funktionen des -.rL--1-':--~~-----:!J,....-~'Iau 
Zentrenabstandes angegeben. Für die chemische Bindung 
der beiden H-Atome ist die Änderung des Termschemas 
bei Übergang vom Kernabstand unendlich zu geringeren 
Kernabständen maßgebend. Was das Wesentliche an 

Abb. 48. Tiefste Elektronenterme 
der H,-Molekel als Funktionen des 
Kema bstandes. (Nach SumuRA, 
ZS.f.Phys. Bd. 45, S. 484. 1927.) 

dieser Änderung des Termschemas ist, darüber kann man verschiedene Auffassungen 
haben. Man kann als wesentlich ansehen, daß der Grundterm getrennter H-Atome 
(1 s+1 s) bei Annäherung der Atomeinzwei Terme (1.Eg, 3.Eu) aufspaltet, unddaß die 
Größe dieser Aufspaltung wesentlich die Energie für geringere Kernabstände be
stimmt. Die Valenz des H -Atoms besteht dann darin, daß der Term zwei er H -Atome 
(oder einesH-Atoms und eines anderen Atoms mit Valenz) aufspalten kann. Fürdie 
Energie der beiden entstehenden Zustände ergab die Störungsrechnung (Ziff. 28): 

~2 + C(R) -A(R) 
R 1- S(R)2 I 

e2 + C(R) +A(R) 
R 1 + S(R)2 I 

43* 
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wo S nicht sehr ins Gewicht fällt, wo das CoULOMBsehe Glied C (R) für große R 
die Kernabstoßung ungefähr kompensiert, so daß A (R) den wesentlichen Teil 
der Bindungsenergie liefert. A (R) ist negativ und geht mit wachsendem R 
exponentiell gegen Null. Für die wirklichen Abstände in der Molekel ist die 
benutzte Näherung bei H 2 noch einigermaßen brauchbar. In anderen Fällen 
muß man sich klar sein, daß die Methode keine quantitativen Angaben für den 
Fall des wirklichen Kernabstandes mehr geben kann. Man erhält also in dieser 
Auffassung die chemische Bindung, indem man die Beeinflussung zweier Atome 
für größeren Abstand untersucht und annimmt, sie wird bei geringeren Ab
ständen die qualitativen Eigenschaften des Termschemas nicht mehr umstürzen, 
oder (anders ausgedrückt) man behandelt statt der wirklichen Molekel ein Modell, 
nämlich ein Zweizentrensystem bei größeren Kernabständen, als sie in der 
Molekel auftreten. 

Man kann aber die Aufspaltung des Grundterms getrennter H-Atome auch 
so interpretieren, daß die entstehenden Terme bei Zusammenfügen der Kerne 
in den Grundzustand 1 s 2 15 und in den angeregten Zustand 1 s 2p 3 P des He
Atoms übergehen. Man kann auch die Zustände des Zweizentrensystems für 
mittlere Kernabstände durch die Zustände der beiden Elektronen in einem 
Ersatzkraftfeld, also durch das Symbol ai 1E für den tieferen, agau 31: für den 
höheren der betrachteten Terme beschreiben. Die Bindung im tieferen Term 
beruht dann darauf, daß beide Elektronen eine Eigenfunktion haben, die zwischen 
den Kernen keinen Knoten hat. Für größere Kernabstände kann man die Eigen
funktion in der Form schreiben 

]I / . [u(k) + v(k)], 
2 1 +5 

wo k die Koordinaten des kten Elektrons (k = 1, 2) vertritt, u und v die Eigen
funktionen des Grundzustandes des einen und anderen H-Atoms sind und 
S = J uvd-r ist. Wenn man in dieser Auffassung die Terme und Eigenfunktionen 
ausrechnen will, so ist man auch auf größeren Kernabstand angewiesen. Die 
Übertragung der Ergebnisse auf geringere Kernabstände erscheint aber hier 
durchsichtiger, weil man qualitativ die Änderungen der Eigenfunktionen, die 
ja Funktionen im dreidimensionalen Raum sind, überschauen kann und ein ein
faches Zuordnungsschema benutzen kann. 

Von den beiden Ausgangspunkten her, der Annäherung der Zustände des 
Zweizentrensystems (oder Mehrzentrensystems) durch Zustände getrennter Atome 
und der Annäherung durch Zustände der einzelnen Elektronen im Zweizentren
system, sind (wie auch bei der Behandlung der Termstruktur) drei Auffassungen 
der chemischen Bind~mg entstanden: 

a) Man nähert den Zustand der Molekel (Elektronenterm) durch einen 
Zustand der getrennten Atome an, wo jedes Atom einen durch S und L be
zeichneten Term hat. Die Auffassung ist nur unter einschränkenden Bedingungen 
durchgeführt; ihre Anwendbarkeit auf Molekeln begegnet ernsten Einwänden. 
Die behandelten Fälle lassen sich aber als Modelle betrachten, die einige wesent
liche Züge der chemischen Valenz mit den wirklichen Molekeln gemeinsam haben. 
In dieser Auffassung hängt die chemische Bindung wesentlich ab von dem Auf
treten von "Austauschin(egralen" etwa der Form 

jw · U ( 1, 2, 3, ... ) V (1, 2, 3, ... ) U (1, 2, 3, ... ) V ( 1, :2, 3, ... ) d i, 

wo u und v die Eigenfunktionen von zwei Atomen bezeichnen und die Ziffern 
1, 2, 3, ... 1, :2, 3, ... die Koordinaten der Elektronen ersetzen. 
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b) Man nähert den Zustand der Molekeln auch durch einen Zustand der 
getrennten Atome an, beschreibt aber diesen durch Zustände der einzelnen 
Elektronen der Atome. Die für die chemische Bindung wesentlichen Auf
spaltungen treten in der gleichen Näherung auf wie die Aufspaltung in die 
Atomterme, die zu gleichem Zustand der einzelnen Elektronen gehören. Die 
Anwendbarkeit dieser Auffassung reicht weiter als die der Auffassung a; sie 
zeigt auch mehr Züge der chemischen Valenz. Die Methode der Rechnung ist 
eine Verallgemeinerung der Berechnung der Atomterme im Falle normaler 
Kopplung mit Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen nach SLATER (Ziff. 16). 
'Vesentlich in ihr ist das Auftreten von Austauschintegralen der Form 

fw • U ( 1) V ( 1) U (2) V (2) d 'r , 

wo u und v Eigenfunktionen von Elektronen in Atomen sind. 
c) Man nähert den Zustand der Molekeln an durch Zustände der einzelnen 

Elektronen des Mehrzentrensystems. Die Wechselwirkung der Elektronen wird 
also zunächst nur in der Form der Abschirmung betrachtet; die chemische Bindung 
wird also als grober Effekt betrachtet, verglichen mit der Aufspaltung eines 
Atom- oder Molekelzustandes mit gegebenen Quantenzahlen der einzelnen 
Elektronen in Terme mit verschiedenem 5 und L oder 5 und A. Über die Eigen
funktionen der einzelnen Elektronen können leicht qualitative Aussagen ge
macht werden. Einiges über das Verhalten der Eigenwerte folgt aus dem Zu
ordnungsschema. Für große Zentrenabstände ist das HEITLER-LONDONsche 
Störungsverfahren brauch bar. 

39. Theorie der Spinvalenz. Die Auffassung a erläutern wir zunächst an 
dem einfachen Fall zweier verschiedener Atome in 5-Zuständen mit den Multi
plizitäten q und r. Macht man aus diesen ein Zweizentrensystem, so entstehen 
aus dem Zustand q5 + '5 eine Reihe von Termen: 

I q- r I + l,l', I q- r I + 2 .E, ... , q + r- l,l'. 

Für q = r = 4 z. B. erhalten wir das Schema: 
7I 

für q = 4, r = 3 : 

5_E~4C' + 45 a..r/ .J ' 

l_E 

62' 
4,l' "'--45 + 35. 
2,l'/ 

Für die Energien der Terme erhält man einen einfachen Ausdruck unter der 
Annahme, daß die Atome m und n äußere Elektronen haben und die Grund
terme in den Elektronen antisymmetrisch sind, also m+ 15 und n+ 15. Die 
Störungsrechnung ist mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln von HEITLER 
durchgeführt!, man erhält 

C+A[m~n +(m~nt-5(5+1)], 
wo A eine Summe aus Austauschintegralen von ähnlichem Bau wie bei der 
Wasserstoffmolekel und 5 die Spinquantenzahl (2 5 + 1 die Multiplizität) des 
Molekelterms ist. Wenn man annimmt, daß diese Integrale dasselbe Vorzeichen 
haben wie bei H 2 , so wird A negativ; der tiefste Term ist dann der mit kleinstem 

1 W. HEITLER, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 835. 1927; Phys. ZS. Bd. 31, S. 185. 1930. 
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S. Wenn wir dem C-Glied geringen Einfluß zuschreiben, so entstehen stabile 
Molekelterme für die kleineren S-Werte. Ar;t dem Ergebnis ändert sich formal 
nichts, wenn das eine oder beide der betrachteten Atome selbst schon Molekeln 
oder Atomgruppen sind. 

Dieser Sachverhalt entspricht, wie LoNDON 1 bemerkt hat, weitgehend dem 
im Valenzschema der Chemiker ausgedrückten Verhalten. Schreibt man dem 
Atom mit m(bzw. n) äußeren Elektronen und dem Term m+lS (bzw. n+lS) die 
Valenzzahl m(bzw. n) zu, so entsprechen die verschiedenen entstehenden E-Terme 
den verschiedenen Betätigungsmöglichkeiten dieser Valenzen. Im tiefsten E-Term 
werden so viel Valenzen abgesättigt, wie überhaupt möglich, nämlich n Valenzen, 
wenn m > n ist; es bleiben m- n freie Valenzen übrig (m-n+ 1.E-Term). Den 
Termsymbolen kann man Valenzstrichsymbole gegenüberstellen, im Falle 
m =n =3 

7.E: )A B( 

ö.E: "'-A-B/ 
/ " 

3_E: -A=B 
12': A=B 

lm Falle m = 3,n = 2 
6_E: "-A / B( 
42,~: )A-B-

22': A=B 

Im tiefsten Zustand S = m ~ n_ ist die Energie 

C+A·n, 
pro Paar abgesättigter Valenzen erhalten wir den Beitrag A zur Bindungsenergie. 

LONDON stellte allgemein die folgende Beziehung zwischen den quanten
mechanischen Termeigenschaften und der Valenzbetätigung auf: Die Valenz
zahl eines Atoms oder einer Atomgruppe ist um 1 kleiner als die Multiplizität ihres 
Zustandes (und damit gleich dem Verhältnis des Spindrehimpulses zu ! 'Ii oder 
der halben Spinquantenzahl). Bei der Absättigung einer Valenz des Atoms durch 
eine Valenz eines fremden Atoms erhält ein Elektron des Atoms und ein Elektron 
des fremden Atoms antiparallelen Spin, es entsteht ein Term, dessen Valenz um 
2 kleiner ist als die Summe der Valenzen der beiden beteiligten Atome (oder Gruppen). 

Faßt man die Zuordnung der Valenzzahl zur Multiplizität oder (was das
selbe ist) zur Zahl der nicht symmetrisch verknüpften Elektronen ohne Spin 
als Definition der Valenzzahl auf, so entsteht die Frage, ob diese Definition zweck
mäßig ist. Dazu wäre wohl notwendig, daß die Natur von den Bindungsmöglich
keiten, die durch die Valenzzahlen beschrieben werden, im allgemeinen auch 
Gebrauch macht, d. h. daß die Absättigung von Valenzen im allgemeinen auch 
zu energetisch stabileren Gebilden führt. In dem von HEITLER und LoNDON 

durchgerechneten Fall ist dies so. Im allgemeinen Fall bedeutet aber sym
metrische Verknüpfung von Elektronen keineswegs tiefere Energie, sondern die 
Verhältnisse liegen verwickelter. Diesen Umstand möchte z. B. HEITLER so 
fassen, daß er neben der "Spinvalenz", für die der erwähnte Zusammenhang 
mit der Term-Multiplizität bleiben soll, noch eine "Bahnvalenz" oder "L-Valenz" 
einführt. Aber auch in den Fällen, wo der Grundzustand der Atome S-Zustände 

1 F. LoNDON, ZS. f. Phys. Bd. 46, S. 455. 1927. 
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sind, braucht das Ergebnis der HEITLER- und LONDONschen Rechnung nicht 
zu gelten; wenn nämlich in der Nachbarschaft des Grund-S-Terms noch andere 
Terme sind (N hat z. B. die tiefen Terme 4S, 2D, 2P in geringem Abstand), so ist 
das Störungsverfahren nicht mehr brauchbar. 

Diese Einwände bedeuten, daß man die LONDON- und HEITLERsche Auf
fassung der Spinvalenz als Betrachtung eines Modells zu werten hat, das, verglichen 
mit der Molekel, stark vereinfachte Eigenschaften hat ('S-Terme der beteiligten 
Atome ohne Nachbarterme), das aber wesentliche Züge der Valenzbetätigung 
richtig wiedergibt. 

Das Modell ist auch im Falle von mehr als zwei Atomen behandelt worden. 
Zunächst hatte LoNDON den einfachen Fall von drei Atomen mit je einem Elek
tron behandelt und daran die gegenseitige Absättigung von Valenzen gezeigt. 
Ein wesentlicher Fortschritt wurde dadurch erzielt, daß BoRN durch Anwendung 
einer Methode von SLATER (vgl. Ziff. 16) die gruppentheoretischen Überlegungen 
weitgehend ausschalten konnte. So haben dann HEITLER und RUMER eine Reihe 
von Fällen mehratomiger Molekeln vom Standpunkt der Spinvalenz aus be
handelt. WEYL hat schließlich einen tieferen Zusammenhang gefunden zwischen 
den Rechnungen in der Theorie der Spinvalenz und allgemeinen Sätzen der 
Gruppen- und Invariantentheorie. 

Dieser Weg sei jedoch hier nicht weiter verfolgt1 . Während der Theorie 
der Spinvalenz die Bedeutung zukommt, zuerst einen Zusammenhang zwischen 
Valenzbetätigung und den quantenmechanischen Eigenschaften der Atom- und 
Molekelterme aufgedeckt zu haben, so haben in der Weiterentwicklung die 
anderen der früher genannten Auffassungen der chemischen Bindung sich für 
die Deutung der chemischen Tatsachen als fruchtbarer erwiesen. 

40. Beschreibung der chemischen Bindung nach SLATER. Die Auffassung 
der chemischen Bindung, die die Zustände der Molekel annähert durch Zustände 
der einzelnen Elektronen in getrennten Atomen (Auffassung b in Ziff. 38), ist von 
SLATER allgemein durchgeführt worden 2• Auch hier kann man nur von einem 
Modell sprechen, denn die Störungsrechnungen geben nur für solche Kern
abstände eine gute Näherung, die größer sind als die wirklichen Abstände in 
der MolekeL Aber dieses Modell entspricht doch viel mehr der Wirklichkeit, 
indem keine einschränkenden Annahmen über die Terme gemacht werden und 
auch die Näherung viel besser ist; denn sie ist nur dann gefährdet, wenn der 
Abstand der Terme der einzelnen Elektronen klein ist. Die tiefen Terme 3 P 1D 1S 
von C und 0, 4S 2D 2P von N werden ja in erster Näherung zu einem Term 
zusammengefaßt. Es gibt aber doch einen Fall, wo der Abstand der Terme 
der einzelnen Elektronen so gering ist, daß es nicht genügt, nur einen Term zu 
betrachten. Die s- und p-Terme niedriger Hauptquantenzahl liegen nahe bei
einander; in Fällen, wo die chemischen Kräfte größer erwartet werden als die 
Energie des s-p-Abstandes, wird man zweckmäßig den s- und p-Zustand als 
miteinander entartet ansehen. Die Vierwertigkeit des C-Atoms ist natürlich 
in jeder Auffassung nur dadurch zu erklären, daß man vier Elektronen in nicht
abgeschlossener Schale annimmt, also die s- und die p-Schale als energetisch 
nicht sehr verschieden ansieht. Diesen Vorteilen der jetzt zu betrachtenden 
Auffassung der chemischen Bindung steht der Nachteil gegenüber, daß die 
Rechnung im allgemeinen nicht zu einem einfachen Ergebnis führt. 

SLATERs Methode ist eine Weiterbildung der bei der Berechnung der Terme 

1 Eine Darstellung und Kritik der Theorie der Spinvalenz und besonders des von 
WEYL herrührenden Beitrags gibt M. BoRN in Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 10, 
s. 387. 1931. 

2 J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 38, S. 1109. 1931. 
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eines Atoms mit normaler Kopplung angewandten (Ziff. 16). Als ungestörte 
Eigenfunktionen benutzt er antisymmetrische Linearkombinationen 

2:(-1)Pa(1)b(2)c(3) ... 
p 

aus Produkten von Eigenfunktionen a, b . .. einzelner Elektronen in Atomen, 
die auch von der Spinkoordinate abhängen. Jede solche Linearkombination 
entspricht einem nach dem Pauliprinzip erlaubten Term. Die ungestörten Ener
gien hängen linear von gewissen CouLOMBsehen und Austauschintegralen ab. 
Da die a, b . .. jetzt aber nicht orthogonal zu sein brauchen, treten noch Nenner 
mit Integralen S der Form 

S =fa(1)b(1)dr1 

aus; für eine erste Übersicht werden die S gegen die Einheit vernachlässigt. 
Jetzt kommt die Störungsrechnung. Genau wie früher läßt sich die Auflösung 
von Säkulargleichungen höheren als ersten Grades vermeiden, wenn zu einer 
gegebenen "Anordnung" der einzelnen Elektronen (Satz von Quantenzahlen der 
Elektronen in Atomen) keine zwei Multipletts gleichen Symmetriecharakters 
gehören, im Falle einer linearen Molekel also keine zwei Terme mit gleichem S 
und A, im Falle einer unregelmäßigen Molekel, die außer der Gleichheit der 
Elektronen keine Symmetrie hat, keine zwei Terme gleicher Multiplizität. Wegen 
der geringeren Symmetrie der Molekel gegenüber dem Atom ist dieser Fall, 
der dort häufig auftrat, hier eine Ausnahme, und die Auflösung von Säkular
gleichungen höheren als ersten Grades die Regel. 

SLATER betrachtet zunächst Atome mit nur s-Elektronen, die Spinentartung 
ist also die einzige Entartung. Die Eigenfunktion des Grundzustandes der 
Molekel erhält er, indem er als Zwischenstufe zwischen seinen ungestörten Eigen
funktionen und der gesuchten solche Funktionen einführt, die je einem "Valenz
schema" der gegebenen Elektronen entsprechen, also einem Schema, in dem 
immer zwei Elektronen einander zugeordnet sind und jedes Elektron nur einen 
Partner hat (bei ungerader Zahl der Elektronen bleibt eines unverbunden). 
Im Falle von vier s-Elektronen erhält man z. B. drei Schemata 

s s s--s 
I 

s s s--s 

Die Energien, die diesen intermediären Eigenfunktionen entsprechen, enthalten 
die Austauschintegrale, die den miteinander verbundenen Elektronen ent
sprechen. Unter der Annahme, daß die Austauschintegrale negativ sind (wie 
in der HEITLER-LONDONschen Rechnung des H 2), läßt sich die Eigenfunktion 
des Grundzustandes der Molekel darstellen als Linearkombination dieser inter
mediären Eigenfunktionen. Wenn die Austauschintegrale eines der Valenz
schemata besonders groß sind gegenüber den der anderen, so ist die Eigen
funktion im wesentlichen die dieses Valenzschemas. Die Energie der Molekel 
enthält dann außer einem "COULOMB"schen Glied im wesentlichen die Austausch
integrale der in diesem Valenzschema verknüpften Paare; die übrigen Austausch
integrale gehen mit dem Faktor -t ein. Die zwei Elektronen jedes Paares 
des Valenzschemas geben also Anziehung der Atome, während jedes Elektron 
mit irgendeinem anderen nicht mit ihm gepaarten Abstoßung gibt. Dieser Fall 
wird z. B. dann eintreten, wenn jedes Atom ein Elektron hat und die zunächst 
gegeben gedachte Anordnung der Kerne so ist, daß jedem Atom nur eines be
nachbart ist. Dann zerfällt eben das System in einzelne zweiatomige Molekeln. 
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Es kann aber der Fall vorkommen und auch praktisch von Bedeutung sein, 
daß nicht eines der möglichen Valenzschemata bevorzugt ist. 

Man muß also im Anschluß an SLATERs Rechnungen zwei Hauptfälle unter
scheiden: den Fall, dessen Ergebnis der Schreibweise mit Valenzstrichen und der 
Vorstellung vom bindenden Elektronenpaar entspricht, wir wollen ihn den Fall 
lokalisierter Valenzbindung nennen, und den Fall, bei dem kein solches Ent
sprechen vorliegt, den Fall der nichtlokalisierten Valenzbindung. Zum letzten 
Fall gehören z. B. auch die Bindungen in den meisten Kristallgittern. 

Weiter untersucht SLATER Fälle, in denen auch andere als s-Elektronen 
vorkommen. Für den mit p- s zu bezeichnenden Fall eines Atoms mit p-Elek
tron und eines mit s-Elektron ist wichtig, daß man mit den beiden Eigenfunk
tionen Px (Knotenebene senkrecht zur Kernverbindung) und py (Knotenebene 
enthält die Kernverbindung, Pz spielt die gleiche Rolle) zusammen mit s Aus
tauschintegrale wesentlich verschiedener Größe bekommt. Das mit Pz hat 
größeren Betrag, da sich diese Funktion mit der s-Funktion besser "überlappt". 
In verwickelteren Fällen kann man also solche Austauschintegrale als groß 
ansehen gegen die der Art, die bei py auftritt. An verwickelteren Fällen unter
sucht nun SLATER solche, bei denen für den Grundzustand der Molekel nur je 
eine Eigenfunktion pro Elektron eines Atoms in Betracht kommt. Durch ge
eignete Wahl der zu einem entarteten Term der einzelnen Elektronen gehörigen 
Eigenfunktionen läßt sich das häufig erreichen. Dann gilt dasselbe wie oben 
bei der Spinentartung. Im Falle zweier Atome mit je einem s-Elektron und 
einem Atom mit zwei p-Elektronen geht das, wenn die beiden Verbindungslinien 
p2 - s einen rechten Winkel bilden. Wenn nämlich SLATER jetzt die inter
mediären Eigenfunktionen bildet, die den Valenzschematen entsprechen, so 
kombinieren die drei Funktionen der Schemata 

s 

nur wenig mit den übrigen, etwa mit 

s 

111\l~\111 • • 
Abb. 49. Eigenfunktionen der Atomelektronen, die im Falle 
einer rechtwinkligen Molekel s-p•-s die Bindung besorgen. 

Außerdem ist bei plausibeln Annahmen über die Vorzeichen der Austausch
integrale der Grundterm aus ihnen gebildet. Das zuerst gezeichnete Schema 
liefert nun die Austauschintegrale mit großem Betrag (zwei Paare, deren Eigen
funktionen sich gut überlappen). Die Eigenfunktion des Grundterms der Mo
lekel entspricht also im wesentlichen diesem ersten Schema. Die Energie 
enthält die beiden entsprechenden Austauschintegrale, die viel kleineren Aus
tauschintegrale der beiden nächsten Schemata mit dem Faktor -!. Abb. 49 
gibt die an den Valenzbindungen des ersten Schemas beteiligten Eigenfunk
tionen an. 

Ist der Winkel bei p2 vom Rechten verschieden, so ist keine so einfache 
Überlegung möglich. Der Fall weicht dann von dem der lokalisierten Bindung 
ab. Eine Störungsrechnung in der Nachbarschaft des rechten Winkels zeigt 
unter einfachen Annahmen (z. B. Weglassung der "CouLOMBschen" Integrale), 
daß die Energie des Grundterms gerade ein Minimum ist im Falle des rechten 
Winkels. Auf diese Weise wird die "gewinkelte Valenz" eines Atoms mit zwei 
p-Elektronen (oder p-Lücken wie beim 0-Atom) in Zusammenhang gebracht mit 
der Möglichkeit der Lokalisierung der Bindungen im Falle des rechten Winkels. 
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Diese Auffassung der gewinkelten Valenz wurde außer von SLATER auch von 
PAULING gleichzeitig vertreten 1. 

Ähnlich ergibt sich die Bevorzugung einer pyramidenartigen Anordnung 
im Falle eines Atoms mit drei p-Elektronen und drei Atomen mit s-Elektronen. 
Die drei p-Eigenfunktionen, die in die lokalisierten Bindungen eingehen, sind die 
drei reellen Funktionen, deren Knotenebenen aufeinander senkrecht stehen und 
von denen jede ihre größten Werte je einem der s-Atome entgegenstreckt. 

Ein vierwertiges Atom entsteht, wenn p-Eigenfunktionen genähert mit einer 
s-Eigenfunktion entartet sind (2P und 2s bei C) und wenn für die so entstehenden 
vier Zustände vier Elektronen vorhanden sind. Die tetraedrische Anordnung 
der Bindungen ist aus Symmetriegründen energetisch bevorzugt. Die Eigen
funktionen, die in die vier lokalisierten Bindungen eingehen, gehen auseinander 
hervor durch die Drehungen, die ein reguläres Tetraeder in sich überführen. 
Ist u die normierte s-Eigenfunktion und sind p.,, py, Pz die normierten p-Eigen
funktionen, deren Knotenebene senkrecht zur x-, y- und z-Achse steht 

so sind 

Px =X· f(r), 

PY = y • f(r), 

Pz = z • f(r), 

i (p., + PY + p. + u), 

i ( -p., - PY + Pz + u) , 

i ( -p., + PY- Pz + u), 

t (p., - Py - p. + u) 

vier normierte und orthogonale Eigenfunktionen der genannten Art. 
Allgemein erweist es sich als vorteilhaft, aus den miteinander entarteten 

oder genähert entarteten Eigenfunktionen der Elektronen eines Atoms solche 
Linearkombinationen zu bilden, die einer möglichst in einer Richtung konzen
trierten Ladungsverteilung entsprechen. Für den Fall genähert miteinander 
entarteter s- und d-Eigenfunktionen untersuchte PAULINGl solche Kombina
tionen; den Fall genähert miteinander entarteter s-, p- und d-Funktionen be
handelt HuLTGREN 2• Die Frage der Winkel zwischen den Bindungen in Molekel 
und Gitter ist damit natürlich noch nicht erschöpfend behandelt, da außer den 
hier betrachteten Einflüssen noch andere (elektrostatische Wirkungen, sterische 
Hinderungen u. a.) die Winkel bestimmen können. 

Die SLATERschen Untersuchungen über die chemische Bindung sind wohl 
als die erste befriedigende Antwort auf die Frage nach der theoretisch-physi
kalischen Deutung der chemischen Bindung aufzufassen. Sie rechtfertigen in ein
fachen Fällen die empirisch entstandene Vorstellung vom bindenden Elektronen
paar. Wieweit sie im einzelnen die empirischen Regeln der organischen Chemie 
liefert, sei nachher untersucht. Gegen die Allgemeingültigkeit der Ergebnisse 
von SLATER kann man einwenden, daß sie bestimmte Annahmen über die Cou
LOMBsehen und Austauschintegrale voraussetzen, nämlich, daß die letzteren 
wesentlicheren Einfluß haben, und daß die Austauschintegrale zwischen Elektronen 
in verschiedenen Atomen negativ sind (die zwischen Elektronen im gleichen Atom 
sind ja normalerweise positiv; vgl. Ziff. 16). Dies ist nun keineswegs immer der 

1 L. PAULING, Joum. Amer. Chem. Soc. Bd. 53. S. 1367. 1931. 
2 R. HULTGREN, Phys. Rev. Bd. 40, S. 891. 1932. 
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Fall. Schon eine einfache Überlegung HEISENBERGs1 zeigte, daß zwischen 
s-Elektronen größerer Hauptquantenzahl positive Austauschintegrale auftreten. 
Die Rechnungen von BARTLETT über die Wechselwirkung von p-Zuständen 2 

zeigen ferner, daß schon das Austauschintegral 2pa- 2pa mit Wasserstoff
eigenfunktionen positiv wird. Nimmt man Eigenfunktionen, die den Fällen, 
wo Atome äußere 2p-Elektronen haben, besser augepaßt sind, so wird das 
Integral vielleicht doch wieder negativ. Aber eine einfache Überlegung zeigt, 
daß bei p- und d-Eigenfunktionen die Aussichten für negative Austauschintegrale 
nicht mehr so günstig sind wie bei s-Funktionen. Im Austauschintegral (vgl. 
Ziff. 28) 

A = s ·J[U(1) + V(1)] u (1) V (1) d-cl + !~ u (1) V (1) u (2) V (2) d-cl d-c2 
rl2 

ist das erste Glied sicher negativ, das zweite normalerweise positiv. Das zweite 
erhält seine wesentlichen Beiträge von den Stellen her, wo r12 klein ist und beide 
Funktionen u und v einigermaßen von Null verschieden sind. Für das erste 
Integral ist das Verhalten von u und v in der Nähe der beiden Kerne wesentlich. 
Wenn die Funktionen u und v ihre Maximalwerte in Kernnähe haben, so ist dies 
offenbar für das erste Integral günstig. Sind u und v in der Nähe des zugehörigen 
Kernes sehr klein und erreichen ihre größeren Werte erst in einem gewissen 
Abstand, wie die p- und erst recht die d-Eigenfunktionen, so ist dies für das 
erste Integral ungünstig. Dann besteht also Gefahr, daß das Austauschintegral 
positiv wird 3 • 

41. Beschreibung der chemischen Bindung durch bindende und lockernde 
Elektronen. Die letzte der obengenannten Auffassungen der chemischen Bindung 
(Ziff. 38) benutzt ein Verfahren der Annäherung, daß sich bei der Deutung der 
Molekelspektren sehr bewährt hat. Solange man sich mit qualitativer Beschreibung 
begnügt, ist es wesentlich einfacher als das Näherungsverfahren der Auffassung b; 
die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen im Mehrzentrensystem sind ja 
Funktionen im dreidimensionalen Raum, ihre Veränderungen bei einer Änderung 
der Kernanordnung sind also anschaulich beschreibbar. Für die Abhängigkeit 
der Terme der einzelnen Elektronen von der Kernanordnung kann man Zu
ordnungsschemata machen wie früher in Ziff. 27. Dem Einwand, der gegen das 
SLATERsche Modell zur chemischen Bindung gemacht werden konnte, daß näm
lich Austauschintegrale auch einmal positiv sein können, entspricht hier der 
Einwand, daß die feinere (d. h. nicht durch feste Kraftfelder beschreibbare) 
Wechselwirkung der Elektronen auch einmal so groß werden könnte, daß das 
augewandte Verfahren keine brauchbare Annäherung ist. 

Zweiatomige Elemente. Die Beschreibung der Molekelterme durch Zustände 
der einzelnen Elektronen (MuLLIKEN, HuND) wurde zuerst von HERZBERG4 zur 
Deutung der chemischen Bindung herangezogen, und zwar zur Bindung in den 
zweiatomigen Molekeln der Elemente H 2 , Li2 , N2 , 0 2 , F 2 , Na2 ••• Ähnlich verfährt 
LENNARD-}ONES 5. Die Terme 1s, 2s ... getrennter Atome spalten im Zwei
zentrensystem je in ag und au auf, die Störungsrechnung erster Näherung gibt 
wenigstens für kleine n, daß ag tiefer als au kommt. 2p spaltet in :n:u, ag, ng, au 
auf, die Störungsrechnung erster Näherung gibt, daß nu unter n 9 , a9 unter au 
kommt. Dies allein würde uns noch nicht veranlassen, diese Reihenfolge auch für 

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 49, S. 619. 1928. 
2 J. H. BARTLETT, Phys. Rev. Bd. 37, S. 507. 1931. 
3 REISENBERGs Theorie des Ferromagnetismus (1. c.) fordert gerade positive Austausch

integrale bei den ferromagnetischen Metallen. 
4 G. HERZBERG, ZS. f. Phys. Bd. 57, S. 601. 1929. 
5 J. E. LENNARD-}ONES, Trans. Faraday. Soc. Bd. 25, S. 668. 1929. 
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geringere Zentrenabstände, die der Molekel entsprechen, als gültig anzunehmen. 
Wir ergänzen also die Überlegung durch das Zuordnungsschema (Ziff. 27); dieses 
zeigt die gleiche Reihenfolge. So kommen wir zu der HERZBERGsehen Formu
lierung: au (s), nu (p), a_g (p) als bindende, au (s), ng (p), au (p) alslockerndeElektronen zu 
bezeichnen. Bindend sind die Elektronen, deren Eigenfunktion in der Mittel
ebene keine Knotenebene erhält, lockernd sind die, deren Eigenfunktion dort 
eine Knotenebene erhält. 

Wenn wir die Eigenfunktionen der Elektronen im Zweizentrensystem durch 
die Eigenfunktionen u und v von Elektronen in Atomen annähern, in die sie bei 
Trennung übergehen, und wenn wir die Vorzeichen von u und v so wählen, daß 
u und v in der Mitte zwischen den Kernen gleiches Zeichen haben, so sind in 
der Molekel die Elektronenterme bindend, deren Eigenfunktionen durch u + v 
angenähert werden kann; lockernd sind die, deren Eigenfunktionen durch u - v 
angenähert werden. Die Energie des Zweizentrensystems kann dann aus Gliedern 
der Form 

1 -- (2C±2R) 
1±5 

(vgl. Ziff. 28) zusammengesetzt werden, wo bei bindenden Zuständen das obere, 
bei lockernden Zuständen das untere Zeichen gilt. Die "Resonanzintegrale" der 
lockernden Elektronen gleichen die der bindenden ungefähr aus. Die "CoULOMB
sehen Integrale" addieren sich; sie geben aber bei Berücksichtigung der Kern
abstoßung keinen großen Beitrag. Diese Annäherung wird natürlich schlecht 
bei kleinerem Kernabstand; während die Bezeichnung der bindenden und lockern
den Zustände (gestützt durch das Zuordnungsschema) ihren Sinn behält. 

Bei der Bildung einer zweiatomigen Molekel mit gleichen Kernen werden 
zunächst die Zustände besetzt, in denen die Elektronen bindend sind. Als Zahl 
der betätigten Valenzen eines Atoms kann man die Differenz der Zahl der bindenden 
minus der Zahl der lockernden Elektronen, die das Atom mitbringt, definieren; diese 
Zahl ist in unserem einfachen Fall gleich der kleineren der beiden Zahlen: Zahl der 
äußeren Elektronen, Zahl der an einer abgeschlossenen Skate fehlenden Elektronen. 
Im N2 bringt jedes N-Atom drei äußere (p-) Elektronen mit, die sechs Elektronen 
kommen in die Zustände 4 2 ( ) . 

nu ag 2p , 

also in drei Paare bindender Zustände; es werden die drei Valenzen jedes der 
N-Atome abgesättigt. Im 0 2 bringt jedes 0-Atom vier p-Elektronen mit, die 
acht Elektronen kommen in die Zustände 

nu4 a/nu2 (2 p), 

also in drei Paare bindender und ein Paar lockernder Zustände; es werden die 
zwei (3 - 1) Valenzen jedes 0-Atoms abgesättigt. Im F 2 bilden die fünf plus 
fünf p-Elektronen vermutlich Zustände 

nu4alnu4(2P), 
drei bindende und zwei lockernde Paare; es wird die eine (3 - 2) Valenz jedes 
F-Atoms abgesättigt. 

Bei dem zwei Edelgasatomen entsprechenden Zweizentrensystem gibt es 
gleich viel bindende und lockernde Zustände. Die Näherung für große Zentren
abstände (sie dürfen aber nicht so groß sein, daß die Näherungsmethode wieder 
versagt) gibt nur CoULOMBsehe Glieder in der Energie. Die geben keine wesent
liche Anziehung, für geringeren Abstand sicher Abstoßung. 

Zu der bisherigen Auffassung wird man geführt, wenn man die Terme 
2s, 2P, 3 s, 3 p als ungefähr gleichmäßig verteilt ansieht. Tatsächlich liegen 



Ziff. 41. Chemische Bindung durch bindende und lockernde Elektronen. 685 

aber 2s und 2p nahe beieinander, ebenso 3s und 3P- An dieser Stelle bedeutet 
daher das eben Gesagte eine starke Schematisierung. Wenn wir den Abstand 
der Atomterme 2s und 2P (oder 3 s und 3 p) als klein ansehen, so haben wir im 
Zweizentrensystem für nicht zu großen Abstand als tiefere von diesen aus
gehende Terme die drei (mit Berücksichtigung der ).-Entartung vier) Terme 
a0 , nu, a0 ohne Knoten in der Mittelebene, und als höhere die Terme Gu, n 0 , Gu 

mit Knoten in der Mittelebene. Im Zuordnungsschema (Abb. 35, S. 641) haben 
wir nur die Überschneidung von Gu (2s) mit 11u, a0 (2p) weiter nach rechts zu ver
legen (wenn wir nicht gleich 2s und 2p als miteinander entartet ansehen wollen). 

Für die zweiatomigen Elemente hat das n?ch keine praktische Bedeutung, 
da in der Reihe B 2 , C2 , N 2 , 0 2 , F 2 nur die drei letzten als chemische Molekeln be
kannt sind und für sie beide Betrachtungen dasselbe liefern. 

Bindung zwischen ungleichen Atomen. Um die Bindung zwischen ungleichen 
Atomen durch Betrachtung der Zustände der einzelnen Elektronen in einfacher 
Weise verstehen zu können, ist notwendig, daß die Eigenfunktionen der äußeren 
Elektronen in den verschiedenen Atomen genähert miteinander entartet sind. 
Wir sprechen dann von einem bindenden Zustand eines Elektrons oder kurz von 
einem bindenden Elektron, wenn seine Eigenfunktion sich ungefähr additiv, 
d. h. für größeren Kernabstand in der Form (ohne Normierungsfaktor) 

u + AV + fJ,W 

mit Faktoren J. und fl,, die positiv sind, aus Eigenfunktionen u, v, w von em
zelnen Elektronen in getrennten Atomen zusammensetzt. Wir sprechen von 
lokalisierter Bindung, wenn die Eigenfunktionen der in Betracht kommenden 
Elektronen sich in der Form u + J.v 

mit positivem und nicht sehr von 1 verschiedenem Faktor J. aus den Eigen
funktionen u und v einzelner Elektronen aus nur zwei Atomen zusammensetzt, 
und wenn jede solche Funktion u, v ... nur in eine Bindung eingeht. 

Zwei Atome mit s-Elektronen. Die beiden Atome sollen, abgesehen von 
abgeschlossenen Schalen, je ein oder zwei s-Elektronen haben. In der Molekel 
stehen für diese zwei bis vier Elektronen Zustände zur Verfügung, deren Eigen
funktionen für größeren Kernabstand durch u + J.v und u- fl,V angenähert 
werden können, wo u und v die Eigenfunktionen in den getrennten Atomen 
und J. und !-' positive Zahlen von der Größenordnung 1 sind; u + J.v hat die 
tiefere Energie. Bringt jedes Atom nur ein Elektron mit, so können beide Elek
tronen in diesem Zustand untergebracht werden. Er bedeutet Bindung, wir 
können ihn etwa A : B schreiben. Ein drittes und viertes Elektron kann nur in 
dem lockernden Zustand u - fl,V untergebracht werden (Ä/B); wenn jedes Atom 
zwei Elektronen mitbringt, so wirken Bindung und Lockerung einander entgegen. 
Für das ganze Gebilde können wir etwa Ä B schreiben. 

Eine Bindung s 2 - s 2 oder s2 = s 2 (A:: B) gibt es hiernach nicht. Dies 
Ergebnis kann etwas verändert werden, wenn höhere benachbarte Terme (etwa 
p-Terme) mit von Einfluß sind. Diese können den Term u- J.v nach unten 
drücken ( vgl. dasoben bei den Elementen Gesagte) und die Eigenfunktion verändern. 

Drei Atome mit s-Elektronen außerhalb der abgeschlossenen Schalen. Für 
die Elektronen der Molekel steht ein Zustand zur Verfügung, der außer den 
vorhandenen Knoten in der Nähe der Kerne keine neuen hat und etwa durch 
u + J. v + !-' w angenähert werden kann; in ihm lassen sich zwei Elektronen 
unterbringen. Weitere Elektronen kommen in Zustände mit neuen Knoten, 
in der Näherung für die Eigenfunktion tritt eine der Funktionen u, v, w negativ 
auf. Wenn jedes Atom ein s-Elektron mitbringt, so können die drei Elektronen 
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nicht in bindenden Zuständen untergebracht werden. Der Zustand zt + J.v + flW 
der zwei bindenden Elektronen bedeutet im allgemeinen (d. h. bei beliebiger 
Anordnung der Kerne) keine lokalisierte Bindung. Aber da das dritte Elektron 
die Bindung eines der drei Atome an die anderen lockert, wird eine zweiatomige 
Molekel entstehen, ein Gebilde, das wieder eine lokalisierte Bindung hat (A: B, C). 

Es folgt leicht, daß auch Bindungens- s 2 - s (A :B:C mit s-Elektronen) 
nicht vorkommen. Durch Berücksichtigung höherer benachbarter Terme (etwa 
p-Terme gleicher Hauptquantenzahl) kann der in erster Näherung lockernde 
Molekelterm nach unten gedrückt werden. So kann die Zweiwertigkeit der 
Erdalkalien verstanden werden, ;wenn man nicht ihre Verbindungen als hetero
polar ansehen will. 

p - s-Bindung. Bezeichnen wir von den drei Eigenfunktionen des p-Zu
standes des Atoms diejenige mit x, die ihre Knotenebene senkrecht zur Ver
bindung zum anderen Atom hat, die beiden anderen mit y und z (ihre Knoten
ebene geht durch die Verbindung zum anderen Atom) und die s-Funktion des 
anderen Atoms mit u, so stehen in der Molekel tiefe Terme zur Verfügung, deren 
Eigenfunktionen durch + A" X U, 

y,z' 
X- flU 

angenähert werden können. Wesentlich ist, daß zur Eigenfunktion y oder z 
des p-Terms der s-Term keinen Beitrag liefern kann. Der Zustand der zwei 
Elektronen in der Molekel kann, wenn beide nach x + },u kommen (und das 
ist der tiefste Term), mit A :B bezeichnet werden, wenn beide nach x- flU 

kommen, mit AJB, wenn beide nach y oder z kommen, mit ÄB usw. Man sieht 
das Zustandekommen von p - s oder A: B, die Unmöglichkeit von p 2 - s 2 (A: B) 
oder p 2 =s2 (A::B). 

p - p-Bindung. Hier können auch die y- und z-Anteile der p-Terme Bindung 
oder Lockerung geben. Wenn jedes Atom ein p-Elektron mitbringt, so entsteht 
p - p (A: B): wenn ein Atom ein, das andere zwei Elektronen mitbringt, ent-
steht p 2-p(A: B) usw. Die stärkste Bindung, die auftreten kann, ist p 3=P3 (A:: :B) 
wie bei N 2 • Weitere p-Elektronen lockern sicher. 

s - p 2 - s-Bindung. Die Betrachtung dieses Falles führt uns zu einer 
Deutung der "gewinkelten Valenz", die der SLATER-PAULINGschen ähnlich ist, 
und erlaubt uns, das Auftreten "lokalisierter Bindungen" deutlich zu machen. 
Wir betrachten drei Atome, zwei (A und C) mit einem s-Elektron als äußerem 
Elektron, das dritte (B) mit zwei p-Elektronen; die Ionisierungsarbeiten der 
drei Atome seien nicht zu verschieden. Die Eigenfunktionen, die für die vier 
äußeren Elektronen in der Molekel zur Verfügung stehen, betrachten wir zu
nächst für den Fall, daß die drei Atome in der ReihenfolgeABC auf einer Geraden 
liegen. Die Eigenfunktion des s-Elektrons im abgetrennten Atom A sei u, in 
C sei sie v; die Eigenfunktion des p-Elektrons in B, die ihren Knoten senkrecht 
zur Geraden ABC hat, sei x, die anderen beiden p-Funktionen seien (wie oben 
bei p - s) y und z. Nehmen wir an, daß andere Atomeigenfunktionen an den 
Molekeleigenfunktionen nicht wesentlich beteiligt sind, so erhalten wir fünf Mole-
keleigenfunktionen : ;.1 u + fll x + 'l'l v , 

A2U + fl2X + 'V2V, 

A3 u + flaX + y3 v, 

y,z, 
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die Koeffizienten der ersten drei lassen sich aus zwei in A., f-l, v homogenen 
kubischen Gleichungen bestimmen. Zum tiefsten Zustand gehört eine der Funk
tionen A.u + f-lX + vv, die außer den in u, x, v schon vorhandenen Knoten 
keine neuen hat; in ihm können zwei der vier Elektronen untergebracht werden. 
Die dadurch besorgte Bindung kann etwa mit A · B · C bezeichnet werden. Von 
den übrigen Zuständen haben y und z (Bezeichnung etwa ABC) keine Bindungs
eigenschaften. Die beiden anderen Zustände A.u + f-lX + vv müssen neue Knoten 
haben (A:BjC oder ÄBC). Eine Bindung, die durch A:B:C bezeichnet werden 
könnte, ist also unmöglich. 

Wesentlich ist hier, daß die p-Entartung, d. h. die Existenz mehrerer p-Eigenfunk
tionen, nicht für die Bindung nutzbar gemacht werden kann. Die y- und z-Funktionen 
sind aus Symmetriegründen von der Bindung ausgeschlossen. Der Fall unter
scheidet sich also nicht von der Anordnung s, s 2, s auf einer Geraden, wo es auch 
keine Bindungs- s 2 - s gibt. Die p-Entartung kann jedoch sofort zu zwei Bin
dungen nutzbar gemacht werden, wenn die drei Atome nicht mehr in einer Ge
raden liegen oder wenn mindestens eines der anderen Atome ein p-Elektron hat. 

Daß eine Valenzbindung im Sinne unserer Definition im Falle s- p 2 - s 
nur möglich ist, wenn die drei Atome nicht in einer Geraden liegen, folgt aus dieser 
qualitativen Betrachtung. Dafür, daß eine gewinkelte Molekel in der Tat tiefere 
Energie hat als eine gestreckte, also die Valenzbindung vor anderen Bindungen 
energetisch bevorzugt ist, müssen bestimmte Voraussetzungen erfüllt sein. Wie 
die Rechnung1 zeigt, reicht es hin, daß die erste Näherung der Störungsrechnung 
noch brauchbar ist und die dabei auftretenden Resonanzintegrale wesentlich 
zur Energie beitragen. 

Im gewinkelten Fall nehmen wir der Einfachheit halber die s-Atome und 
ihre Abstände vom p 2-Atom als gleich an. Es gibt dann die bindenden Zustände 

x+A.(u-v),} 
y +!l(u + v), 

( 1} 

wo x die p-Eigenfunktion ist, deren Knotenebene die zur Ebene der drei Atome 
senkrechte Symmetrieebene ist, und y die p-Eigenfunktion, die zu beiden Ebenen 
symmetrisch ist, und wo ferner A und f-l bei geeigneter Wahl der Vorzeichen von 
x und y positiv sind. Die zwei bindenden Zustände können gerade die vier Elek
tronen aufnehmen. Die Bindungen sind aber nicht lokalisiert. Nehmen wir aber 
Summe und Differenz der angegebenen Funktionen (1), also 

y + X + (f-l + A) U + (f-l - A) V , } 

y -X+ (f-l + A) V + (f-l- A)U, 
(2) 

so zerstören wir die richtige Symmetrie gegenüber dem Kerngerüst; die Funk
tionen (2) sind also schlechtere Annäherungen der Eigenfunktionen der einzelnen 
Elektronen im Mehrzentrensystem. Aber wir erhalten genähert Lokalisierung, 
indem f-l - A. kleiner wird als f-l + A. (außer im gestreckten Fall). Die Ver
schlechterung durch Annäherung mit Hilfe der Funktionen (2) ist um so ge
ringer, je geringer die Energiedifferenz der beiden Zustände (1) ist. Da für 
die gestreckte oder sehr stumpfwinklige Molekel die erste der Funktionen (1) 
den tieferen Term hat, für die spitze Molekel die zweite, so gibt es ein Gebiet, 
wo die Terme ungefähr zusammenfallen, dort kann man statt (1) ohne Nachteil 
die lokalisierten Funktionen nehmen. 

1 F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 429. 1932. SLATER hatte in seiner Auffassung (b) 
eine entsprechende Rechnung angestellt. 
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p 3- und drei s-Valenzen. An sich lassen sich drei Molekelzustände bilden, 
an denen eine p- und eine s-Eigenfunktion beteiligt ist und die keine neu hinzu
kommende Knoten hat. Aber das geht nur, wenn wirklich alle drei unabhängigen 
p-Eigenfunktionen benutzt werden. Wenn die vier betrachteten Atome in einer 
Ebene liegen, so ist aber eine der p-Eigenfunktionen aus Symmetriegründen 
ausgeschlossen. Wenn unter den Partnern der p 3-Valenz auch p-Valenzen sind, 
so ist auch bei ebener Anordnung Absättigung möglich. 

Valenzen bei genäherter s-p-Entartung. Wir haben bisher an den Eigen
funktionen der Elektronen in der Molekel im wesentlichen höchstens eine Eigen
funktion pro Atom beteiligt. Das ist nur dann eine brauchbare Annäherung, 
wenn die Elektronenzustände im Atom nicht zu dicht liegen. Die Nachbarschaft 
von s- und p-Zuständen wird also hier Abänderungen bringen, besonders in 
den Fällen starker Bindung (denn es kommt natürlich auf das Verhältnis Bin
dungsenergie zu s-p-Abstand an). In diesen Fällen können wir entweder den Ein
fluß der Nachbarterme als Störung in zweiter Näherung einführen oder die be
nachbarten Terme als genähert miteinander entartet ansehen. Im ersten Falle 
drücken dieN achbarterme gewisse Molekelterme der erstenNäherungherunter oder 
herauf, können also Bindungen verfestigen oder lockern (vgl. unsere Beschreibung 
der s - s 2 - s-Bindung). Im zweiten Falle spricht man besser nicht mehr von 
s- und p-Eigenfunktionen, sondern man hat genähert einen vierfachen Term, 
dessen Eigenfunktionen vier unabhängige Linearkombinationen der s- und 
p-Eigenfunktionen sind; wir wollen von einem q-Term und q-Eigenfunktionen 
sprechen. Die Konfiguration q2 (s 2 mit benachbartem p-Term) kann dann zwei 
Valenzen absättigen. Von diesem Standpunkt aus können gewisse Verbindungen 
der Erdalkalien als echte Valenzbindungen erscheinen. Wenn man hier in erster 
Näherung s-Elektronen betrachtet und in zweiter Näherung die Störung durch 
den p-Term, so müßte man sie wohl Polarisationsbindungen nennen. Es kann 
aber durchaus sein, daß bei (spektroskopisch beobachteten) Verbindungen wie 
BeH, HgH die Rechnung die Berücksichtigung der Einwirkung noch höherer 
Terme erforderte, dann wären es Übergangsfälle zwischen q-Valenzbindungen 
und Polarisationsbindungen. Bei den Verbindungen wie Beü, BeC12 •.• handelt 
es sich wohl um Übergangsfälle zwischen homöopolaren q-Valenzbindungen und 
beterapolaren Bindungen. 

Die Konfiguration q3 (etwa s 2p) kann drei Valenzen absättigen. Die Kon
figuration q4 (s 2p 2) kann vier Valenzen absättigcn. Dies scheint die angemessene 
Auffassung der C-Valenz zu sein. Sie hat mit einer früher von HEITLER und 
HERZBERG1 mit der Theorie der Spinvalenz gegebenen Erklärung gemeinsam, 
daß es wesentlich ist, daß die Energien der s- und p-Zustände nicht sehr ver
schieden sind. Während aber dort die (-Bindungen aus dem sp 3 55-Term zu
stande kommend erklärt werden, ist hier die 4-Valenz eine Eigenschaft der 
ganzen Termgruppe s2 p 2 , sp 3 , p4 , hier kurz q4 genannt. Der Grundzustand der 
Molekel kann dabei durchaus in den tiefsten Zustand der Atome dissoziieren 
(C im s 2 p 23P-Zustand). Überlegungen, die denen analog sind, die wir oben bei 
der p 2- und p 3-Valenz angestellt haben, führen zu dem Ergebnis, daß die Kon
figuration q4 · vier Atome mit s-Valenzen nur binden kann, wenn sie nicht mit 
dem q4-Atom in einer Ebene liegen. 

42. Klassifikation der Valenzen und der Bindungen. Organische Chemie 2• 

In jeder Auffassung der chemischen Bindung wird die Neigung eines Atoms, 
Bindungen einzugehen, auf seine äußeren Elektronen zurückgeführt. In den 
Auffassungen (b und c), die die Atomeigenschaften durch die Eigenfunktionen 

1 W. HEITLER u. G. HERZBERG, ZS. f. Phys. Bd. 53. S. 52. 1929. 
2 F. Hmm, ZS. f. Phys. Bd. 73. S. 565. 1932. 
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der einzelnen Elektronen ausdrücken, lassen sich die Valenzen (die Inbegriffe 
der Atomeigenschaften, die für die Bindung wichtig sind) einteilen wie die An
zahlen und die Zustände der äußeren Elektronen. Wenn man annimmt, daß an 
den Eigenfunktionen der Elektronen in der Molekel höchstens eine Eigenfunktion 
der Elektronen von jedem Atom beteiligt ist, so haben wir s-, p-, p2- und p 3-

Valenzen. Die Gruppierung p4 gibt (entsprechend den Lücken in der abgeschlosse
nen Schale) eine p 2-Valenz, p5 eine p-Valenz. Wenn man den Unterschied der 
s- und p-Terme gleicher Hauptquantenzahl als gering ansieht, verglichen mit 
den Termänderungen beim Zusammenführen der Atome, so kann man statt der 
vier Eigenfunktionen für s und p auch vier andere orthogonale Linearkombi
nationen einführen. Es hat dann keinen Sinn, s und p zu unterscheiden; wir 
wollen von einem q-Term oder von q-Elektronen sprechen; acht q-Elektronen 
bilden eine abgeschlossene Schale. In diesem Falle gibt es q-, q2-, q3- und q4-

Valenzen. 
Die Bindungen sind lokalisiert oder nicht lokalisiert. Die lokalisierten 

Bindungen lassen sich beschreiben durch die genähert erfüllte Symmetrie in 
bezug auf die Verbindungslinie der beiden beteiligten Atome. Wir sprechen 
von <1-Bindung, wenn sie von zwei Elektronen im <T-Zustand herrührt, von 
.n-Bindung, wenn sie von zwei Elektronen im .n-Zustand kommt. Mehrfach
bindungen können mit <1<1, <T:n, :n:n usw. bezeichnet werden (02 hat eine <T:n-, 
N2 eine <T:n:n-Bindung). 

Die charakteristischen Eigenschaften der einzelnen Valenzarten sind nach 
dem Voraufgegangenen leicht anzugeben. Die s- und p-Valenzen können nur 
ein Atom binden. Die p 2-Valenz kann zwei Atome binden. Sie kann durch 
zwei Atome mit s-Valenzen nur abgesättigt werden, wenn die drei Atome 
nicht in einer geraden Linie liegen. Die p 2-Valenz kann die Valenzen zweier 
in gleicher Geraden liegenden Atome nur dann absättigen, wenn mindestens 
eine :n-Bindung von ihr ausgeht; dann muß aber eines der beiden Atome eine 
p-Valenz haben. Die p 3-Valenz kann drei Atome binden. Sie kann durch 
drei s-Valenzen nur abgesättigt werden, wenn die drei Atome mit dem Träger 
der p 3-Valenz nicht in einer Ebene liegen. Die q2-Valenz unterscheidet sich 
von der p 2-Valenz, daß sie auch zwei s-Valenzen absättigen kann, wenn die 
drei Atome in einer Geraden liegen. Entsprechend kann die q3-Valenz drei 
s-Valenzen absättigen, auch wenn die vier Atome in einer Ebene liegen. Eine 
q4-Valenz kann vier s-Valenzen nur dann absättigen, wenn die fünf Atome 
nicht in einer Ebene liegen. 

Unter den betrachteten Fällen sind einige "gewinkelte Valenzen". Das 
Gewinkeltsein ist dabei eine innere Eigenschaft der Valenz (im Gegensatz zur 
Deutung im Ionenmodell durch die Polarisierbarkeit). 

Die charakteristischen Eigenschaften der Bindungen sind folgende: Die 
<T-Bindung hat kein ausgezeichnetes Azimut, man kann den einen der aneinander
gebundenen Molekülteile um die Richtung der Bindung drehen, ohne daß Sym
metrieeigenschaften der Bindung sich ändern. Daraus allein folgt noch nicht 
die "freie Drehbarkeit", sondern dafür ist noch notwendig, daß auch die Cou
LOMBsehen Kräfte der Kerne und Elektronenverteilung durch die Verdrehung 
nicht wesentlich geändert werden. Da das der Fall zu sein scheint, können wir 
die <1-Bindung als "drehbare" Bindung bezeichnen. Bei der :n-Bindung ist wichtig, 
ob die beiden möglichen :n-Zustände miteinander entartet sind oder nicht. Bei 
Rotationssymmetrie der Molekel um die Achse der betrachteten Bindung (02) 

haben wir Entartung; ebenso, wenn die Bindungsachse ungeradzählige Drehungs
achse ist. In anderen Fällen sind die beiden :n-Zustände energetisch verschieden. 
Die zwei Elektronen in dem tieferen der beiden Zustände haben eine Eigen-

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 44 
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funktion, die in bestimmter Weise in der Molekel orientiert ist (vgl. die früher 
gegebene HücKELsche Beschreibung der C2H 4-Molekel in Ziff. 34). Eine Ver
drehung des einen Molekelteils gegen den anderen um die Achse der n-Bindung 
bedeutet eine Zerstörung dieser begünstigten Orientierung. So erklärt man nach 
HüCKEL die Nichtdrehbarkeit einer n-Bindung. 

Betrachtet man jetzt die Gesamtheit der unter der Annahme lokalisierter 
Bindungen aufgestellten Regeln, so sieht man, daß sie noch nicht das System 
der organischen Chemie liefern. Vielmehr sind nach diesen Regeln weit mehr 
Verbindungen möglich, als der Chemiker kennt. Ihm scheint am 0-Atom immer 
ein Winkel zu sein; die Einfachbindungen scheinen alle "drehbar", die Mehr
fachbindungen "nicht drehbar" zu sein. 

Von Regeln, die dem Übergang von homöopolarer zu beterapolarer Bindung 
angehören und die sich auch theoretisch begründen ließen, wollen wir hier ab
sehen, da sie in der organischen Chemie nur in zweiter Linie in Betracht kommen. 
Dann bleiben uns für die Reduktion unseres theoretisch abgeleiteten Systems 
von Regeln über Valenzen und Bindungen noch Untersuchungen über die relative 
Festigkeit der verschiedenen in einem gegebenen Falle möglichen Bindungen (wie 
es auch SLATER und PAULING taten). Einige solcher möglichen Anordnungen von 
Bindungen um eine Valenz sind durch ihre Symmetrie ausgezeichnet und daher 
ist ihre Bevorzugung plausibel, wie die Anordnung der vier von q4 ausgehenden 
a-Bindungen in Form des regulären Tetraeders. Bei anderen Anordnungen 
kommt es auf quantitative Unterschiede an (wie die Bevorzugung der a- vor 
der n-Bindung bei SLATER und PAULING); da müssen wir sehr vorsichtig sein, 
da keine der bisher durchgeführten Näherungsmethoden bei den Kernabständen, 
die in der Molekel vorkommen, noch brauchbar konvergiert. Wir müssen wohl 
so verfahren, daß wir gewisse in der rohen Näherungsrechnung sich ergebende 
Unterschiede als Hypothesen einführen. 

Wenn eine p-, p 2- oder p 3-Valenz durch s-Valenzen abgesättigt wird, gehen 
von ihr nur a-Bindungen aus. Die relative Festigkeit von a- und n-Bindungen 
ist also nur von Bedeutung, wenn die Partner p-Valenzen haben. Dann können 
wir annehmen, daß die p-Elektronen zweier Atome, die eine Bindung eingehen, 
ungefähr gleich fest gebunden sind. Sowohl die Betrachtung der Austausch
integrale in Auffassung b wie die der Resonanzintegrale in Auffassung c zeigt, 
daß für große Kernabstände der Molekelterm tiefer liegt, der die a-Bindung hat. 
Das gilt in Auffassung c sowohl, wenn einfach zwei bindende Elektronen da 
sind, als auch, wenn der Überschuß der bindenden über die lockernden Elek
tronen zwei beträgt. Bei den Kernabständen, die wirklich in der Molekel vor
liegen, ist dieses Ergebnis nicht mehr sicher; wir machen (mit SLATER und 
PAULING) die Hypothese, daß auch da die a-Bindung fester ist als die n-Bindung. 
Wenn einmal eine a-Bindung vorliegt, so ist eine zweite a-Bindung, die vom 
gleichen Atom in der gleichen oder entgegengesetzten Richtung geht, unmög
lich. Eine von p, p 2 oder p 3 ausgehende Einfachbindung ist also immer eine 
a-Bindung und daher "drehbar"; eine von p 2 oder p 3 ausgehende Doppelbindung 
ist eine an-Bindung und daher nicht "drehbar". 

Wenn zwei Partner q-, q2-, q3- oder q4-Valenzen haben und die entsprechen
den Elektronen bei beiden ungefähr gleich stark gebunden sind, so erhält man 
für geringen s-p-Abstand und großen Kernabstand die Reihenfolge a, n, a für 
die Bindungen. Wenn wir diese Reihenfolge auch für die wirklichen Kernabstände 
als gültig ansehen, so sind auch die von q, q2 , ••• ausgehenden Einfachbindungen 
stets a-Bindungen. Eine Doppelbindung ist eine an-Bindung, also "nicht dreh
bar". Eine Dreifachbindung ist ann; ihre Drehbarkeit ist gleichgültig, da ein 
vierter Partner sich in der entgegengesetzten Richtung und nicht im Winkel ansetzt. 
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Da unter den gemachten Voraussetzungen die n-Bindung nur auftritt, 
um eine schon vorhandene a-Bindung zur Doppelbindung zu ergänzen, wird das 
theoretische System der Valenzregeln gerade so abgeändert, daß es sich dem 
empirischen nähert. Man erhält genau das Regelsystem der organischen Chemie, 
wenn man nur p-, p 2-, p3- und q4-Valenzen betrachtet. 

43. Nichtlokalisierte homöpolare Bindungen. In einigen einfachen Fällen 
kam die lokalisierte Bindung dadurch zustande, daß die gewinkelte Anordnung 
der von einem Atom ausgehenden Bindungen energetisch begünstigt war und 
die gewinkelte Anordnung wiederum ermöglichte, die einzelne Bindung im 
wesentlichen durch ein Paar von Eigenfunktionen aus verschiedenen Atomen 
auszudrücken. Es gibt Fälle, wo so etwas nicht möglich ist. Wenn z. B. eine 
Kette von Atomen durch lokalisierte a-Bindungen zusammengehalten wird, die 
pro Atom zwei p-Eigenfunktionen verbrauchen, und wenn jedes Atom noch 
ein p-Elektron übrig hat, so kommt (wegen des Verbrauchs der übrigen Eigen
funktionen für die a-Bindungen) für dieses Elektron nur eine p-Eigenfunktion 
in Frage, deren Knotenebene die durch das Atom und seine zwei Nachbarn 
bestimmte Ebene ist. Diese überzähligen p-Elektronen lassen sich nicht in 
lokalisierten Bindungen unterbringen, solange die beiden Nachbarn jedes Atoms 
ungefähr gleichberechtigt sind. 

Ein solches Beispiel ist der Benzolring. Auf den Zusammenhang des aro
matischen Charakter (d. h. der festen Bindung) mit der Existenz überzähliger 
p-Elektronen hat HücKEL hingewiesen1 . Wir stellen uns die Aufgabe, eine Kette 
oder einen Ring aus CH-Gruppen zu bilden. Von den vier Elektronen der q4- Valenz 
eines C-Atoms werden möglichst viele zu a-Bindungen benutzt; es werden also 
von jedem C-Atom aus drei a-Bindungen gebildet, eine nach H, die andere nach 
den benachbarten C (von den Enden einer etwaigen Kette sehen wir ab). Man 
kann im Zweifel sein, ob die C-C-Bindungen lokalisierte Bindungen sind. Sie 
sind es, wenn man aus den q-Eigenfunktionen drei solche Linearkombinationen 
bilden kann, daß für jeden Nachbarn eine davon hauptsächlich in Betracht 
kommt. Dies ist aber der Fall. Jetzt bleibt noch pro C-Atom ein Elektron 
übrig, das nicht in einer a-Bindung untergebracht werden kann (Ga-Doppel
bindungen sind energetisch sehr ungünstig). Wollte man mit lokalisierten Bin
dungen auskommen, so müßte man jedes C-Atom mit einem seiner Nachbarn 
statt mit der a-Bindung mit einer an-Doppelbindung verbinden; man erhielte 
eine Kette oder einen Ring mit abwechselnden C-C-Einfach- und C=C-Doppel
bindungen. Die bevorzugte Anordnung von einer Doppel- und zwei Einfach
bindungen um eine q4-Valenz herum ist die regelmäßige Anordnung der drei 
a-Bindungen also die Anordnung in einer Ebene mit Winkeln von 120°. Das 
einfachste Gebilde, das so entstehen kann, ist der ebene Ring mit sechs Gliedern. 
Dann verliert wegen der Symmetrie die Lokalisierung der :rr-Bindungen ihren 
Sinn und wir haben die sechs überzähligen Elektronen in Eigenfunktionen der 
Molekel unterzubringen, die die Ringebene als Knotenebene haben und den 
Symmetrieeigenschaften des regulären Sechsecks entsprechen. Die Auszeichnung 
des Sechserringes vor anderen Ringen beruht hier also auf dem Winkel von 120°, 
den drei von der Valenz q4 ausgehende a-Bindungen bilden, wenn eine Valenz zu 
lokalisierter oder nichtlokalisierter n-Bindung verbraucht ist 2• 

HücKEL untersucht noch genauer die Termeigenschaften des Ringes, die 
auf der nichtlokalisierten Bindung beruhen, für Ringe aus n CH-Gliedern. Die 
Eigenfunktionen, die für die n nicht in lokalisierten Einfachbindungen unter
gebrachten Elektronen in Betracht kommen, lassen sich auf Grund der Sym-

1 E. HüCKEL, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 204. 1931. 
2 F. HuND, ZS. f. Phys. Bd. 73. S. 565. 1932. 

44* 
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metrie des Ringes angeben (vgl. Abb. 12, S. 593). Beim Ring mit sechs Elek
tronen haben im tiefsten Term zwei Elektronen die nichtentartete Eigenfunktion 
(0, +) und vier Elektronen die entartete Funktion (1, ±). Bei diesem Fall (und 
ebenso beim Ring mit zehn Elektronen) ist gerade eine abgeschlossene Schale 
erreicht, die Anregungsenergie der Molekel ist verhältnismäßig hoch. Damit 
mögen auch manche besonderen chemischen Eigenschaften, die den Benzolring 
bevorzugen, zusammenhängen. Die Existenz von Ionen (C5H5)- dürfte auch mit 
der Erreichung der abgeschlossenen Schale bei sechs Elektronen zusammenhängen. 

Weiter untersucht HücKEL die nichtlokalisierte Bindung in anderen un
gesättigten und aromatischen Verbindungen 1 . Er nimmt die Kernanordnung 
als gegeben an, denkt soviel Elektronen wie möglich in Einfachbindungen unter
gebracht und untersucht die Eigenfunktionen der jetzt noch übrigen Elektronen. 
Bei ebener Anordnung der Kerne haben sie alle eine Knotenebene in der Ebene 
der Kerne. Durch eine Störungsrechnung werden die Eigenfunktionen als Linear
kombinationen von Eigenfunktionen der Atome und ihr Beitrag zur Bindungs
energie berechnet für Ketten CnHn+2• Ringe CnHn, Naphthalin, Anthrazen, 
Diphenyl. Bei letzterem wird z. B. gezeigt, daß von der Ladungsverteilung, 
die von der nichtlokalisierten Bindung herrührt, zwischen den beiden Ringen 
nur wenig vorhanden ist, so daß diese C-C-Bindung genähert als Einfachbindung 
anzusprechen ist (sie ist ja auch drehbar). 

Nichtlokalisierte homöopolare Bindung ist sehr häufig in Kristallgittern. 
Wenn ein Atom im Gitter mehr als vier gleichberechtigte Nachbarn hat, so 
kann keine lokalisierte Bindung vorliegen; die Gitter der meisten Metalle gehören 
dazu. Lokalisierte Bindung dagegen liegt vor im Diamantgitter. Die eigentüm
liche Struktur der Gitter von As, Sb, Bi mag auch daher rühren, daß bei dieser 
Form jedes Atom drei nahe Nachbarn hat, das Gitter also aufgefaßt werden kann 
als aus Schichten bestehend, die nur lokalisierte Bindungen enthalten. Auch 
die Struktur des Se- und Te-Gitters mag bedeuten, daß die Atome mit lokalisierten 
Bindungen in Fäden zusammenhalten und erst diese Fäden mit geringeren 
Kräften im Gitter aneinandergehalten werden 2• 

Neben die lokalisierte oder nichtlokalisierte homöopolare Bindung tritt bei 
den Gittern natürlich noch die Ionenbindung und die Bindung durch schwächere 
Kräfte (VAN DER WAALsche Kräfte, Polarisations-, Dipol- oder Multipolkräfte). 
Unter diesen Gesichtspunkten erhält man eine einfache Obersicht über die ver
schiedenen Möglichkeiten der zusammenhängenden Struktur eines Stoffes von be
kannter chemischer Formel. Wir erhalten die folgenden Gruppen, zu denen 
natürlich noch Übergangsfälle kommen. 

I. Zusammenhang mit VAN DER W AALsehen Kräften: 
einatomiges Gas oder lockeres Gitter (Edelgase). 

II. Gebilde mit heteropolaren Bindungen: 
1. beterapolare Molekeln oder Gitter aus solchen (z. B. HCI, wenn 

man dieses nicht zu III 1. rechnen will). 
2. Schichtengitter aus beterapolaren Schichten (CdJ2). 

3. Koordinationsgitter aus Ionen (NaCl). 
4. Radikalionengitter (CaC03). 

III. Gebilde mit lokalisierten homöopolaren Bindungen: 
1. homöopolare Molekeln oder Gitter aus solchen (N2 , 0 2 , F 2). 

2. Fadengitter (Se, Te). 
3· Schichtengitter aus Schichten mit lokalisierten Bindungen (As, Sb, Bi). 

____ 4_ .. Koordinationsgitter mit lokalisierten Bindungen (C, Si). 
1 E. HücKEL, ZS. f. Phys. Bd. 76, S. 628. 1932. 
2 Diese Auffassung bei SLATER, Phys. Rev. Bd. 37, S. 481. 1931. 
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IV. Gitter mit nichtlokalisierten homöopolaren Bindungen: 
Koordinationsgitter (Na, Mg, Al, Fe ... ). 

Die Möglichkeiten der Gitterstruktur der Elemente erhält man nun folgender
maßen: Edelgase (Valenz 0) können nur lockere Gitter geben. Einwertige 
Elemente haben die Wahl, die Valenz in lokalisierten Bindungen abzusättigen 
oder in nichtlokalisierten. Die Natur tut das erstere bei den Halogenen, das 
letztere bei den Alkalien. Absättigung durch lokalisierte Bindung ist bei der 
Valenz 1 nur in zweiatomigen Molekeln möglich, die bei tiefer Temperatur lockere 
Gitter bilden. Zweiwertige Elemente können ihre Valenzen wieder entweder in 
nichtlokalisierten Bindungen absättigen - das tun die Elemente auf der linken 
Seite des periodischen Systems - oder in lokalisierten Bindungen - das tun 
die Elemente auf der rechten Seite des periodiscben Systems. Hier gibt es mehrere 
Möglichkeiten: Molekeln- bzw. Molekelgitter (bei 0 und S) oder Fadengitter 
(Se, Te). Dreiwertige Elemente mit nichtlokalisierten Bindungen gibt es auf 
der linken Seite des periodischen Systems (das Borgitter ist nicht bekannt!), 
solche mit lokalisierten Bindungen auf der rechten Seite. Dafür gibt es folgende 
Möglichkeiten: Molekeln bzw. Molekel
gitter (N2), Schichtengitter (As, Sb, Bi) 
und räumliche Gitter (noch keines be
kannt). Elemente der Valenz 4 endlich 
können nichtlokalisierte Bindungen ein
gehen oder lokalisierte, wie die Gitter vom 
Diamanttyp zeigen. Abb. 50 gibt eine 
Übersicht über die Elemente unter dem 
eben betrachteten Gesichtspunkt; dabei 
sind die Elemente Sc bis Zn, Y bis Cd, 
La bis Hg weggelassen - sie fügen sich 
vollkommen in die Umgebung ein. 

44. Zwischenmolekulare Kräfte. Die 
Erfahrung sagt uns, daß die chemischen 
Kräfte, die als homöopolare sich mit der 
Valenzzahl und den Valenzstrichen oder 
als heteropolare sich als Folge von elek
trischen Ladungen beschreiben lassen, 

111i:ht !okr;!isi~rte lolrohierte 
8mdvngm 

Abb. SO. Die Kristallgitter der Elemente. 

die Möglichkeiten der Wechselwirkung zwischen Atomen oder Atomgruppen 
nicht ganz erschöpfen. Auch Atome oder Gruppen ohne Valenz oder Ladung 
üben Kräfte aufeinander aus, z. B. die, die zu Abweichungen von den Gesetzen 
der idealen Gase und bei tiefen Temperaturen zur Kondensation führen. 

Die Eingliederung dieser Kräfte in die durch die Quantenmechanik mit 
Näherungsmethoden wenigstens qualitativ behandelbaren Eigenschaften der 
Molekeln verdanken wir EISENSCHITZ und LoNDON 2• Der Einfachheit halber 
betrachten wir die Wechselwirkung von Atomen oder Atomgruppen (Molekeln 
oder Radikalen), die nur einen tiefen Term haben, deren zweiter Term also 
wesentlich über dem Grundterm liegt. Dann gibt nämlich das HEITLER-LONDON
sche Verfahren der Berechnung der Wechselwirkung solcher Gebilde für nicht 
zu geringe Abstände eine brauchbare Näherung. Der erste Schritt der Näherung, 
die Annäherung der Eigenfunktion des ganzen Gebildes (Aggregates von 
Atomen oder Atomgruppen) durch die Eigenfunktionen der Grundzustände der 

1 Da es wohl den elektrischen Strom nicht leitet, ist es vermutlich ein Gitter mit lokali
sierten Bindungen; vgl. F. HUND, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 1. 1932. 

2 R. EISENSCHITZ u. F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 491. 1930; F. LONDON, ebenda 
Bd. 63, S. 245. 1930; ZS. f. phys. Chem. B Bd. 11. S. 222. 1930. 
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Atome oder Gruppen gibt eine Bindungsenergie, die in einfachsten Fällen ex
ponentiell mit dem Abstand abnimmt (z. B. bei Atomen in 5-Zuständen, Molekeln 
mit K = 0 oder I= 0) und in anderen Fällen (L > 0, K > 0; I> 0) außer 
dem exponentiellen Glied noch eines enthält, daß mit einer negativen Potenz 
des Abstandes abnimmt (Quadrupol-, Oktopol- ... Wirkung). Wir können also 
mit einer den letztgenannten Fall betreffenden kleinen Vernachlässigung die 
Wechselwirkungskräfte erster Ordnung als Kräfte von geringer Reichweite bezeichnen. 
Diese Kräfte sind für die Valenz maßgebend, man nennt sie auch innermolekulare 
Kräfte. Sie sind keineswegs additiv, zeigen vielmehr auch theoretisch die eigen
artige Erscheinung der Absättigung, die man schon aus der Chemie kannte. 

EISENSCHITZ und LONDON führen nun die HEITLER-LONDONsche Störungs
rechnung einer zweiatomigen Molekel über den ersten Schritt hinaus, indem sie 
die Eigenfunktion des Grundzustandes der Molekel nicht nur durch die Eigen
funktionen der Grundzustände, sondern auch höherer Zustände der beiden 
Atome annähern. Die Wechselwirkungsenergie erhält dann Glieder, die wie 
1jR6 abnehmen (R ist Kernabstand). Für große Kernabstände werden diese 
Glieder die Glieder erster Ordnung überwiegen1 ; die Wechselwirkungskräfte 
zweiter Ordnung sind Kräfte großer Reichweite. Haben wir Atome oder Atom
gruppen ohne Valenzen, so sind unter den oben gemachten einschränkenden Be
dingungen keine Kräfte erster Ordnung da. Die Kräfte zweiter Ordnung müssen 
also wesentlich das sein, was man sonst als VAN DER W AALSsehe Kräfte bezeichnet. 
Sie zeigen auch die Erscheinung der Additivität, wie LONDON auf Grund des 
Störungsverfahrens zeigen konnte. Man nennt sie auch zwischenmolekulare 
Kräfte. 

Im einzelnen können nun Besonderheiten auftreten, indem die betrachteten 
Atome und Atomgruppen nicht nur einen einzigen tiefen Term haben, oder daß 
dieser Term entartet ist (L > 0, K bzw. I> 0). Wichtig sind hier vor allem 
die Rotationsterme von Atomgruppen (Molekeln). In diesem Fall treten außer 
den von der Einwirkung der höheren Terme herrührenden Anziehungskräften 
noch Wirkungen der dem Grundterm benachbarten Rotationsterme auf. In der 
klassischen Beschreibung entsprechen ihnen der "Richteffekt" von KEESOM, 
d. h. die Wechselwirkung starrer, rotierender Multipole, und der "Induktions
effekt" von DEBYE, der durch die Polarisierbarkeit einer Molekel im Feld einer 
langsam rotierenden anderen Molekel entsteht. Diese letztgenannten Effekte 
sind temperaturabhängig, während die von den hohen Termen allein herrührende 
eigentliche VAN DER WAALSsche Anziehung temperaturunabhängig ist 2• 

1 Die Störungsrechnung besteht ja nicht in einer Entwicklung nach Potenzen von 1/R, 
sondern in der sukzessiven Einbeziehung von Eigenfunktionen neuer Zustände der Atome 
in die Annäherung der Eigenfunktion der MolekeL 

2 Über diese Effekte vgl. Kap. 1 des Bandes XXIV/2 ds. Handbuchs (HERZFELD), 
Ziff. 83 bis 85. 



Kapitel 5. 

Wellenmechanik der Stoß- und 
Strahlungsvorgänge. 

Von 

GREGOR WENTZEL, Zürich. 

Mit 2 Abbildungen. 

1. Einleitung. Daß die atomaren Stoß- und Strahlungsprozesse den Er
haltungssätzen für Impuls und Energie unterworfen sind, ist eine der elementaren 
Erfahrungstatsachen, auf die das System der Quantentheorie aufgebaut ist. 
Wie in der klassischen Mechanik gestatten die Erhaltungssätze, als erste Integrale 
der Bewegungsgleichungen, bereits gewisse Voraussagen, wie ein Stoßvorgang, 
an dem materielle und Lichtquanten beteiligt sind, ablaufen wird; z. B. kann 
man für die Streuung eines Photons an einem freien Elektron (Comptoneffekt) 
bei gegebenen Anfangsimpulsen und gegebenem Streuwinkel die Energien von 
Photon und Elektron nach dem Stoß voraussagen. Darüber hinaus macht die 
Quantentheorie V maussagen statistischen Charakters; für die Photonenstreuung 
gibt siez. B. die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß die Streuung in einen gegebenen 
Richtungsbereich erfolgt. Solche Intensitätsprobleme sind es, die uns im folgenden 
beschäftigen werden. 

Die "Stöße" im engeren Sinne, d. h. die Stoßvorgänge, an denen nur materielle 
Partikeln beteiligt sind, welche statische (nicht retardierte) Wechselwirkungen 
aufeinander ausüben, werden am einfachsten durch den Formalismus der SCHRÖ
DINGERschen "Wellenmechanik" 1 beschrieben (Teile A und B). Zur Darstellung 
der Strahlungsprozesse braucht man bekanntlich das BoHRsehe Korrespondenz
prinzip in irgendeiner Gestalt; im folgenden (Teil C) stützen wir uns auf den 
von DrRAC erfundenen Formalismus, in welchem die Eigenschwingungen einer 
Hohlraumstrahlung wie mechanische Oszillatoren quantisiert werden 2, weil 
dieser Formalismus einerseits der wellenmechanischen Beschreibung der Stöße 
am meisten parallel geht, und weil er andererseits alles, was sich heute mit einiger 
Sicherheit über die Strahlungsvorgänge sagen läßt, in einheitlicher und rationeller 
·weise wiedergibt, wenn man von den Schwierigkeiten absieht, welche das kurz
wellige Ende des elektromagnetischen Hohlraumspektrums mit sich bringt und 
welche dieselbe Wurzel haben wie die Schwierigkeiten, die heute noch dem Aus
bau einer allgemeinen "Quanten-Elektrodynamik" im Wege stehen3 • Diesen 
selben Schwierigkeiten begegnen wir übrigens auch in der relativistischen Be
schreibung der Stoßvorgänge, da hierbei die Retardierung der Wechselwirkungs
kräfte zwischen den materiellen Teilchen nicht vernachlässigt werden darf, 

1 Vgl. Kap. 2 dieses Bandes, bezüglich der Wellenmechanik des Mehrkörperproblems 
insbesondere Teil A, Ziff. 5 und 6. 

2 Vgl. Kap. 2 B, Ziff. 6 bis 8. 3 Vgl. Kap. 2 B, Ziff. 1 und 8. 
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so daß man es hier, strenggenommen, nicht mit einem "rein mechanischen", 
sondern mit einem quanten-elektrodynamischen Problem zu tun hat. Es zeigt 
sich aber, daß die Quantentheorie in ihrer jetzigen, gewiß noch unfertigen 
Gestalt bezüglich der Wahrscheinlichkeiten von Stoß- und Strahlungsprozessen 
schon eine ansehnliche Zahl experimentell prüfbarer Aussagen macht, die an
scheinend von jenen Schwierigkeiten nicht berührt werden. Diese Aussagen 
aus der ScHRÖDINGERschen Wellenmechanik und aus der DmAcschen Strahlungs
theorie abzuleiten und zu diskutieren, ist das Hauptziel der folgenden Dar
stellung1. 

A. Streng lösbare Stoßprobleme. 
I. Stoßzweier Punktladungen. 

2. Problemstellung. Es soll sich zunächst um zwei Massenpunkte handeln, 
die in CouLOMBscher Wechselwirkung stehen; und zwar soll die Relativgeschwin
digkeit v der beiden Teilchen so klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c sein, 
daß alle Terme erster und höherer Ordnung in vjc (magnetische Kraft und Retar
dierung der Kräfte, Massenveränderlichkeit und Spinkräfte) zu vernachlässigen 
sind 2• 

Wir benutzen folgende Bezeichnungen: e1, e2 = Ladungen, m1, m2 = Massen 
der beiden Teilchen, x1y1z1, x2y2z2 =kartesische Koordinaten, statt dessen auch 
Radienvektoren r1 , r2 vom Ursprung aus; ferner bedeutet ilk den LAPLACEschen 

Differentialoperator "'o; + !J
02

2 + } 2
2 (k = 1, 2), W die (unrelativistische) Energie 

uxk uyk uzk 

des Systems, V= -1 e1 ~l die potentielle Energie der CouLOMBsehen Wechsel-
t2- r1 

wirkung und schließlich fi die PLANCKsche Wirkungskonstante h dividiert durch 
2n. Die Schrödingergleichung für die zeitunabhängige Wellenfunktion U = U{t1 , r 2) 

lautet dann: { ( 1 1 ) } 
-fi2 -111 + -112 +V- W U = o. (2.1) 

2m1 2m2 

Da V nur von den relativen Koordinaten der beiden Massenpunkte abhängt, 
gilt der Schwerpunktssatz: die Differentialgleichung wird separiert in Schwer
punkts- und relativen Koordinaten 

lR _ m1 t1 ±- m2_t~ 
- m1+m2 ' (2.2) 

U zerfällt in ein Produkt einer Funktion von lR und einer Funktion von r. wobei 
die erste von der Form ei<~9l) ist: 

U(r1 , r2) = ei(.l19llu(r). (2.3) 

Der konstante Vektor sr ist der Gesamtimpuls dividiert durch fi. Für u (r) er
hält man, durch Einsetzen von (2. 3) und (2.2) in (2.1) die Differentialgleichung: 

{n2 • 2 :n (il + k2) ~ v} u = o; (2.4) 

1 In diesem Sinne sind hier alle eigentlich relativistischen Probleme, sowie auch die 
damit verbundenen Spinprobleme, nur kurz in den Grundzügen behandelt; bezüglich der 
rechnerischen Einzelheiten wird auf die Originalliteratur oder auf andere Kapitel ds. Handb.
Bandes verwiesen. - Eine weitere Begrenzung des hier behandelten Problembereichs ist 
dadurch bedingt, daß solche Fragen, die auf den Bau spezieller Atome oder Moleküle Bezug 
haben, in anderen Kapiteln dieses Bandes behandelt sind. Wo es sich also im folgenden 
(insbesondere in den Teilen B und C) um Vorgänge handelt, bei denen Atome oder Moleküle 
(nicht nur Elementarteilchen) beteiligt sind, ist die Theorie immer nur so weit entwickelt, 
als es ohne spezielle Voraussetzungen über die Hamiltonfunktion des betreffenden Atoms 
oder Moleküls geschehen kann. 

2 Bezüglich der Terme mit vfc vgl. Ziff. 6. 
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hier bedeutet: 
0 0 .) ' 

1 1 1 
- = -- +- -, 
m m1 m 2 

(2.5) 

und k ist eme Konstante, definiert durch: 

w = ( K2 + -k2) fi2 wo K = I~ I· 
2M 2m ' 

(2.6) 

Wir nehmen an, die Anfangsimpulse der beiden Massenpunkte n · f7 und 
n. f~ seien genau bekannt, mithin ihre Anfangsorte gänzlich unbestimmt. Dem 
entspricht es, daß wir in den obigen Formeln bereits mit einer bestimmten 
Energie W und einem bestimmten Gesamtimpuls n · ~ gerechnet haben; natür-

lich ist W = .zo 2 ('Jf~-~ + I f~ j2 ) • se = f7 + fg und n 
2m1 2m2 

Hat man einmal die dieser Anfangsbedingung genügende Lösung gefunden, so 
ist es nachher leicht, jeder anderen quantenmechanisch zulässigen Anfangs
bedingung durch Bildung von "Wellenpaketen" (Superposition von Wellen
funktionen mit variierten Anfangsimpulsen f7 und f~) gerecht zu werden. 

Für die Bewegung im Schwerpunktssystem, d. h. für den Verlauf der Funk
tion u(r), kann nur der Vektor 

fO = m ( ft - _f1_) (2.7) 
m2 m1 

maßgebend sein, welcher der anfänglichen Relativgeschwindigkeit parallel ist 
und dessen Betrag gleich der durch (2.6) definierten Größe k ist: 

lf0 1 = k. (2.8) 

Wir wollen dementsprechend von unserer Schrödingerfunktion u (r) verlangen, 
daß sie um f0 axialsymmetrisch sei, d. h. daß sie nur von dem Betrag von r und 
seiner Projektion auf f0 abhängen solle. 

Als eine weitere Forderung stellt sich diejenige, die wir (mit SoMMERFELD) 
"A usstrahlungsbedingung" nennen: die Schwingungsfunktion u (r) soll neben der 
einlaufenden ebenen (oder fast ebenen) Welle (=e+i(!'r>) nur eine auslaufende 
Kugelwelle (=e+iklrl), aber keine einlaufende Kugelwelle (=e-iklrl) enthalten. 
Eine solche würde nämlich einem im Schwerpunktssystem allseitig konvergieren
den Massenstrom entsprechen, der im Rahmen unserer Annahme vorgegebener 
Anfangsimpulse keinen Platz hat. 

Diese Ausstrahlungsbedingung, verbunden mit der Forderung der Axial
symmetrie um f0 und den üblichen Endlichkeits- und Stetigkeitsbedingungen, 
ist ausreichend zur eindeutigen Bestimmung von u (r). Im folgenden lösen wir 
diese Aufgabe zunächst für den Fall, daß die beiden Partikeln, dank der Ver
schiedenheit ihrer Masse, ihrer Ladung oder ihres Spins, unterscheidbar sind. An
schließend behandeln wir dann den Sonderfall der Austauschentartung (Ziff. 5). 

3. Die Integration der Schrödingergleichung {2.4) erfolgt am leichtesten 
in parabolischen Koordinaten ~. 'Y), rp, die wir wie folgt definieren: 

x=/l~·coscp, y=yf1J·sincp, z=i(;-'Y)), r=lrl=t(;+lJ). (3.1) 

Dabei soll die z-Achse parallel zum Vektor f0 gelegt sein (f~ = f~ = 0, f2 = k > 0). 
Die axialsymmetrische Funktion u wird dann von ; und 11 allein abhängen: 
a u I iJ rp = 0' und L1 u reduziert sich auf den Ausdruck 

4 ( () ou iJ ou) 
r-+---;J 8f ; 8f + (f;j 'Y) iJ q ' 
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so daß (2.4) übergeht in: 

{ 8 8 8 8 k 2 

--~- + --1]- +- (~ + 1])-
8~ i)~ 01J 01J 4 

(3.2) 

In (3.2) sind die Variablen~ und YJ separiert, so daß man Lösungen von folgender 
Form erhält: 

u(~, 1]) = c. tm. g(1])' (3.3) 

wo: 

{-~~-~- + ~~- A}t = 0 l d~ d~ 4 ' 

{ d~ YJ d~ + ~= r1 - E} g = o ; 
(3.4) 

hier sind A und B Integrationskonstanten, die zunächst nur der Relation 

(3. 5) 

unterworfen sind und deren vollständige Bestimmung auf Grund der Ausstrah
lungsbedingung nachzuholen sein wird. 

Die Partikularlösungen der Differentialgleichungen (3.4) schreiben wir als 
komplexe Integrale in einer t-Ebene: 

(3.6) 

hier soll der Integrationsweg, aus dem positiv reell Unendlichen kommend und 
dahin zurückgehend (weil k ~ ::2~ 0 und k YJ ~ 0), je einen der beiden Verzweigungs-

punkte t = ± i_ einmal im positiven Sinne umlaufen (Wege I oder II in Abb. 1). 
2 

In der Tat verifiziert man leicht, daß durch Einsetzen von (3.6): 

{ :~ ~ :~ + ~2 ~ - k fl} f = f dt 1t{e-k<t (t- ~ r!-il' (t + {f!+il'} = 0 

{.!:__ YJ _Ii,_ + k2 1J - k v} g = {dt !-__ {e-k'~t (t-
d1J d1) 4 . dt 

~r!-iv (t + ~rt+i·} = o 

wird, daß also die Gleichungen (2.4) durch (3.6) befriedigt werden, wenn 

B 
V= k 

gesetzt wird. Nach (3.5) müssen also fl und v der Relation 

(3.7) 

Abb. 1. genügen. 
Unter den Partikularlösungen von (3.4) gibt es aber nur eine, die für ~ = 0 

und für 1] = 0 (z-Achse) endlich bleibt und demnach als Schrödingerfunktion 
brauchbar ist; es ist diejenige, welche durch die Formeln (3.6) beschrieben wird, 
wenn man dort den Integrationsweg in einer einfachen Schleife um beide Ver
zweigungspunkte herumführt (Weg III in Abb. 1, äquivalent der Summe der 
Wege I und JI); denn auf diesem Weg eliminieren sich die Beiträge der beiden 
Äste ins Unendliche, auch in den Grenzfällen ~ = 0 und r1 = 0, da sich die Inte-
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grandenfunktionell nach einem Umlauf um beide Verzweigungspunkte reprodu
zieren1. 

Wir entscheiden uns also für die Partikularlösung (3.6) mit dem Integrations
weg "I II" 2 und untersuchen ihr asymptotisches Verhalten im Unendlichen, zwecks 
Bestimmung von fl und v. Dazu zerlegt man zweckmäßig den Weg III wieder 

in I +II und entwickelt im Integral über I: (t + -}ft+iu nach Potenzen von 

(t- -}),und im Integral über II: (t- {f!-i.u nach Potenzen von (t + ~ ). 
Die Substitution k ~ (t =f -}) = r liefert dann für I eine Reihe nach fallenden 
Potenzen von k ~, von der wir nur das erste Glied anschreiben: 

I iH 1. f = - e + 2 • ( + ik~)-t_-it• ·L dr ·e-r (- r)-!+i,u 

+ e _i_~~. (- ik~)-t+it< idr · e-'(- r)-t-i~< l + .. ·. 
(3.8) 

Entsprechend wird: 

g = - \e +i~TJ • ( + ikrJ)-t-iv idr • e-T (- r)-t+iv 

(3.9) 

In allen hier stehenden Integralen in der r-Ebene ist der Integrationsweg L, 
aus dem positiv reell Unendlichen kommend und dahin zurücklaufend, einmal 
im positiven Sinne um den Verzweigungspunkt T = 0 herumzuführen3• 

Durch Multiplikation der asymptotischen Ausdrücke für I und g erhält man 
denjenigen von u (3.3); dieser besteht im allgemeinen aus vier Termen, welche 
die Faktoren ik ik ik --<+E+n> - <+~-,,) -2- (-E+n> e2 e2 e 

1 Die Mehrdeutigkeit der Funktionen/(~) und g('l) (3.6) ist irrelevant, da sie sich nur 
auf einen konstanten Faktor erstreckt. 

2 Diese Funktionen f und g sind darstellbar durch dte bekannte Funktion 
_ IX !X(iX+1) 2 

F(o.;, ß, x) - 1 + 1Tß X+ 2.TjJ{}J + 1) X + .. · · 

_ilc_17_ 
Es ist nämlich beispielsweise : 

+ik~ 

f=2ni•e 2 ·F(!+itt.1. -ik~). g = 2ni • e 2 ·F(t_-iv,1,+ik'f)), 

wie man durch Entwicklung der Integranden in (3.6) nach Potenzen von t- _j_ oder t + _i 
2 2 

und gliedweise Integration leicht verifiziert. - Bei 1·eellen Werten der Parameter fl und v 
sind f · g die reellen Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums der Schwingungs
gleichung (3.2). 

3 Die obigen Integrale sind im wesentlichen komplexe I -Funktionen; definiert man 
diese wie üblich (vgl. E. T. WHITTAKER u. G. N. WATSON, Modern Analysis, 3. Auf!., S. 245), 
so wird nämlich: 

Ja •. e-T ( -·)-!±it< = -2i Chntt. r(~ ± itt) = -2ni T(t * itt). 
L 

Die mehrdeutige Funktion ( -<)±i,u = e±itdog(-r) soll hier stets so präzisiert sein, daß log ( -<) 
reell wird am Schnittpunkt des Integrationsweges L mit der negativ reellen T-Achse. 
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enthalten, für die man nach (3.1) auch schreiben kann: 

e+ikr' e+ikz' 

Der Term mit e+ikz stellt die "primäre Welle", der Term mit e+ikr die "Streu
welle" dar; dagegen sind die Terme mit e-ikz und e-ikr mit der Ausstrahlungs
bedingung (vgl. Ziff. 2) nicht verträglich und müssen durch Wahl von ,u und v 
zum Verschwinden gebracht werden. Dies kann offenbar dadurch (und nur 

ik~ 

dadurch) geschehen, daß der Koeffizient von e 2 in (3.8) zu Null gemacht 
wird: 

d. h. ( -7:) -!--it' muß in der Umgebung von 7: = 0 regulär werden: 

- i - i fl = n (n = nichtnegative ganze Zahl). 

Hiermit wird f: ik!; . +- - 2nz f = e 2 • ( + i k.;)n. ' + .... n. 

n > 1 ist aber unzulässig, da nicht vereinbar mit der Forderung der Beschränkt
heit von u im Unendlichen1 . n = 0 bleibt demnach die einzige Möglichkeit; 
benutzt man noch die Relation (3.7), so sind die Parameter p,, v und damit 
unsere Lösung (3.3), (3.6) eindeutig bestimmt: 

i 
fl = 2' 

Hiermit wird exakt: 

wo 

ik~ +- -
f=e 2 ·2ni. 

(3 .10) 

(3.11) 

Führt man andererseits die asymptotische Entwicklung von g bis zu Gliedern 
der Ordnung (k 1J) -l einschließlich durch, so erhält man als asymptotische Dar
stellung von u : 

u = konst .. {e+ikz. T'(;-t-1:)>). [(- i k'Yj)+ir- y2 (- ik'Yj)-l+ir + .. ·]I (3. 12) 

+ e+ikr. __ 1 ___ • [( + ik'Yj)-1-iy + .. ·J}. 
F(-1-y) 

Hier ist die komplexe F-Funktion eingeführt durch die Definitionsgleichung: 

--1-= --- 1 =·f·au-'(-r)-"'**. (3.13) 
F(x) 2nz • 

L 

4. Die RuTHERFORosche StreuformeL Zur Diskussion der Wellenfunktion u 
gehen wir zu Polarkoordinaten r, {), rp über; mit z = reosf) wird: 

f} 
~ = r + z = r(1 + cosiJ) = 2rcos2_2-, I 

{} (4.1) 
'YJ = r- z = r(1- cos{)) = 2rsin2 - 2-. 

- ik•!_ 
1 Es geht nämlich f proportional zu ~n, und auch g enthält im Term mit e 2 einen 

Faktor rJ'', so daß in u e+ik< mit dem Faktor (~rJ)n = (x2 + y 2)n versehen ist. 
* Diese Lösung u findet sich zuerst bei W. GoRDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 180. 1928, 

und bei N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 118, S. 542. 1928. In diesen Arbeiten 
wird u durch Aufsummierung einer Kugelfunktionenreihe gewonnen; Näheres s. unter 
Ziff. 8, 9. Die Lösung in parabolischen Koordinaten ist bei W. GoRDON (1. c.) erwähnt, bei 
G. TEMPLE (Proc. Roy. Soc. l.ondon (A) Bd. 121, S. 673. 1928) ausgeführt; vgl. hierzu auch 
A. SoMMERFELD, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 257. 1931, § 6. 

** Vgl. E. T. vVHITTAKER u. G. N. WATSON, Modern Analysis, 3. Aufl., S. 245. 
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().12) ist also eine Entwicklung nach fallenden Potenzen von (kr sin2 {}j2). Das 
höchste Glied dieser Entwicklung ist nicht exakt eine ebene Welle; vielmehr 
sind die Wellenflächen für große r bestimmt durch 

kz + y log(k1)) + · ·. = kr cosO + y log(2kr sin2 ~) + · · · = konst. 

Dies entspricht dem Umstand, daß auch die klassischen Hyperbelbahnen (im 
Schwerpunktssystem) schon für sehr große r gekrümmt sind; in der Tat sind die 
Orthogonaltrajektorien der Wellenflächen gerade die (fast parallelen) Hyper
beläste der klassischen Bahnen der "ankommenden" Teilchen. Aber die Korre
spondenz der wellenmechanischen und der klassischmechanischen Lösung geht 
noch viel weiter: berechnet man aus (3.12), indem man auch die Glieder der 
Ordnung (kr sin2 {}j2) -I (insbesondere die Strcuwelle) mitnimmt, den Teilchen
strom (im Raume r = r2 - r1): 

h i = . (u grad u* - u* grad u), 
21m 

so stimmt dieser bis auf Glieder entsprechender Ordnung genau mit einem Strom 
klassischer Hyperbelbahnen überein, deren Anfangsasymptoten räumlich mit 
konstanter Dichte verteilt sind1• Wir verifizieren hier nur die klassische (RUTHER
FORDsche) Streuformel, indem wir die Stromdichte der Streuwelle i ('0) mit der 
Stromdichte der Primärwelle i 0 ihrem Betrage nach vergleichen, und zwar in 
der Grenze r-->- oo, so daß die Stromdichten durch die betreffenden Amplituden
quadrate (Massendichten) gemessen werden können 2• Hierfür ergibt sich nämlich 

aus (3.12): i(O) k+ikrl)-l-iyl2 l,r(1 + irll2 e"Y. (k'l)-2 

io . !{-ik'l)+irl2 'l/l_:_iyj2 = e"Y • y2 * 
Berücksichtigt man, daß nach Definition [ vgl. die Formeln (2.7) und (2.8)]: 

k = -1- • mv 
h ' 

(4.2) 

wo v die anfängliche (skalare) Relativgeschwindigkeit der beiden Massenpunkte 
bedeutet, und setzt man für y und TJ ihre Werte ein [vgl. (3.10) und (4.1)], so 
ergibt sich schließlich: 

(4.3) 

Dies ist genau die RuTHERFORDsche Formel, wie sie ursprünglich durch Be
trachtung der klassischen Hyperbelschar erhalten wurde. 

Im Grenzfall kleiner Relativgeschwindigkeiten, nämlich für 

v ~ [e1;2l, (4.4) 

war diese Übereinstimmung von vornherein zu erwarten; in der Tat kann man 
fast ohne Rechnung einsehen, daß in dieser Grenze die Aussagen der Wellen-

1 W. GoRDON hat dies (l. c.) im einzelnen nachgerechnet, indem er die Wellenfunktion 
für den klassischen Grenzfall (Ii -->- 0) unter Anlehnung an strahlenoptische Methoden er
mittelte und ihre Identität mit (3.12) bis auf Glieder der Ordnung (kr sin2 /}j2) -l nachwies. 
Primär- und Streuwelle in (3.12) entsprechen den Teilchen, die - im Falle e1 e2 > 0 - die 
"Kaustik" (Hahnenenveloppe) noch nicht bzw. schon berührt haben oder- im Falle e1 e2 < 0 
- die "Brennlinie" (positive z-Achse) noch nicht l:>zw. schon passiert haben. 

2 Die Bedingung hierfür lautet, wie leicht zu verifizieren: k r p y; oder klassisch
kinematisch ctusgedrückt: die Relativgeschwindigkeit im Abstandrist noch praktisch dieselbe 
wie zu Anfang (r = oo). 

* Wegen !'(1 + iy) = iy ·l'(iy) [aus der Definitionsgleichung (3.13) durch partielle 
Integration zu gewinnen] und jr(--iy)[ = [I'(+iy)[ [dank unserer Verfügung über die mehr-

deutige Funktion ( -<) ±iy im Integranden von (3.13); vgl. Anm. 3, S. 699]. 
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mechanik in diejenigen der klassischen Mechanik übergehen müssen, weil es 
nämlich dann möglich ist, Wellenpakete zu konstruieren, deren "Unschärfe" 
im Orts- und Impulsraum klein ist gegen die Orts- und Impulsgrößen, welche 
die klassische Mechanik in Beziehung zueinander setzt. Legen wir, um dies an 
einem Beispiel zu zeigen, im Raume r eine Koordinatenachse "a" in die Haupt
achse einer Hyperbelbahn, die zu bestimmten Werten der Anfangsgeschwindig
keit v und des Streuwinkels {} gehört. Der "Perihelabstand" rmin dieser Bahn 
drückt sich dann bekanntlich folgendermaßen durch v und {} aus: 

r . = ~21(_1_±1) 
mm mv2 . {} ' 

Sln-
2 

(4.5) 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem e1 e2 < 0 (Abstoßung 
oder Anziehung). Die in (4.5) formulierte Aussage der klassischen Mechanik 
wird asymptotisch zu Recht bestehen, wenn man ein Wellenpaket konstruieren 
kann, dessen räumliche Ausdehnung in der Richtung a 

L1 ta <:: rmin (4.6) 

istl, und dessen Impulsunschärfe in der Richtung a klein ist gegen die Änderung 
des Impulses in der Richtung a, welche bei der Ablenkung um den Winkel {} 
erfolgt: A~ 1 • {} 

LJ ta <:: h · m v · 2 sm 2 . (4.7) 

Da bekanntlich günstigstenfalls A A f 
LJ!a•LJ a=1 

ist, so ist ein solches Wellenpaket sicher herstellbar, wenn 

I e1 e2l ( ± · {}) -liv . 2 1 sm -2 ;}:> 1 . (4.8) 

Ist diese Bedingung erfüllt, so wird die klassisch vorausgesagte Beziehung (4.5) 
durch den Eingriff, den man zu ihrer experimentellen Prüfung vornehmen muß, 
nicht wesentlich modifiziert, d. h. sie wird auch in der Quantenmechanik ihre 
Gültigkeit behalten. Die Bedingung (4.8) ist aber mit (4.4) identisch, sofern man 
absieht von dem Sonderfall e1 e2 < 0 , {} ~ :rc , 

welcher dem direkten Zentralstoß zweier sich anziehender Teilchen entspricht; 
will man diesen Fall mit einbeziehen, so ist (4.4) in (4.8) zu verschärfen. 

Für V ~ I el e21 n -l dagegen sind die Aussagen der klassischen Mechanik an 
sich keineswegs verbindlich; daß trotzdem das RuTHERFORDsche Streugesetz 
allgemein gilt, liegt an der Eigenart und bevorzugten Stellung der CoULOMBsehen 
Wechselwirkung 2• Man wird sich in diesem Zusammenhange fragen, ob es nicht 
gelingt, in dem der klassischen Mechanik entgegengesetzten Grenzfalle 

V;}:> ~_2_\ * 
Ii (4.9) 

1 Dann ist nämlich die Kraft im Bereich des Wellenpakets "langsam veränderlich", 
und der Schwerpunkt des Pakets folgt nach dem EHRENFESTsehen Satz der klassischen Bahn. 

2 GoRDON erinnert in diesem Zusammenhang an die Tatsache, daß auch für das diskrete 
Spektrum des Coulombfeldes (Wasserstoffatom) die Strahlenoptik (ältere Fassung der Quan
tentheorie) genau (nicht nur für große Quantenzahlen) dieselben Termwerte wie die Wellen
theorie ergibt. 

* Diese Bedingung ist gerade noch mit unrelativistischer Rechnung verträglich für Elek
tronen und leichte Atomkerne. Ist z. B. I e1 1 = I e2 1 = e ( 1 "Elementarquant"), so ist bekannt-

lich b~ = ~ '="' - 1- (c = Lichtgeschwindigkeit), und die Bedingungen __1_ <:: 11_ <:: 1 sind 
cli, cli, 137 137 c 

nicht unvereinbar. 
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wiederum eine einfache Ableitung der I~utherfordformel zu geben, etwa vom 
Standpunkt einer extremen "Beugungstheorie". Eine Methode, die dies leistet, 
ist das BoRNsehe Verfahren der störungsmäßigen Behandlung der Stoßvorgänge, 
das insbesondere auch beim Mehrkörperproblem Anwendung findet und im 
Abschnitt B I ausführlich beschrieben werden wird. Hier sei nur kurz sein 
Ergebnis für das Problem des Zweierstoßes1 vorweggenommen: in der Näherung, 
daß nur Terme 1. Ordnung in der Wechselwirkung V= e1 e2/l r I berücksichtigt 
werden, lautet die BoRNsehe Lösung asymptotisch: 

u = eikz + eik~. ~~ • _1_ + .... 
r 2mv2 . l} 

s1n2 ~ 
2 

(4.10) 

Diese Näherungslösung geht in der Tat aus der exakten Lösung (3.12) hervor, wenn 
man dort y = e1 e2 jnv gegen Null gehen läßt, sofern man gleichzeitig yjk = e1 e2 jmv 2 

("':"rmin) einen von Null verschiedenen Grenzwert annehmen läßt. Der gegen
sätzliche Charakter der BoRNsehen und der klassischen Näherung zeigt sich 
am deutlichsten darin, daß man jene durch den Grenzübergang 'h ->- oo, diese 
durch 'h->- 0 erhält. Übrigens ergibt die BoRNsehe Näherung (4.10) auch wiederum 
gerade die Rutherfordformel für den Strom i (#). 

Die ganze bisherige Diskussion betraf den Verlauf der Wellenfunktion u 
im Raum der relativen Koordinaten r = r2 - r1 . Die Strömung in den Räumen r1 

und r2 ist durch die Schrödingerfunktion (2.3): 

bestimmt. Zur Diskussion des Stoßvorgangs konstruiert man hieraus zweck
mäßig bezüglich e1:nes der beiden Teilchen, sagen wir bezüglich des zweiten, 
ein Wellenpaket, dessen Impulsunschärfe klein ist: IL1fgl <;:: k; für genügend 
große Abstände: I r2 - r1 1 ::?> I L1 r2 1 = I LI f~ 1- 1 erhält man dann wieder genau 
die klassischen Stromdichten, wie man schon ohne Rechnung einsieht. Zur 
Verwendung in der nächsten Ziffer geben wir hier kurz die Endformeln an für 
den Spezialfall, daß das "gestoßene" (zweite) Teilchen (genauer gesagt: der Schwer
punkt des betreffenden Wellenpakets) zu Anfang ruht: tg = 0. Die Häufigkeit 
der Stöße, welche das "stoßende" (erste) Teilchen in einen Raumwinkel dQ1 

führen, werde in üblicher Weise durch den "differentiellen Wirkungsquerschnitt" 
gemessen, d. h. durch das Verhältnis des (asymptotischen) Teilchenstromes 1 
im Raumwinkel dQ1 zur Stromdichte der einfallenden Teilchen 1; für diesen 
Wirkungsquerschnitt ergibt sich: 

(4.11) 

hier bedeutet 'h f? (wie in Ziff. 2) den anfänglichen und 'h f1 den Endimpuls des 
stoßenden Teilchens, und zwar berechnet sich I f1 1 aus Energie- und Impulssatz 
(mit tg = 0): 

__~!_{lt 12 -lt0 12} = - __~!_ lt 12 =- __~!_ lt - f 0 l2 (4.12) 
2 mr 1 1 2m. 2 2m. 1 1 ' 

1 G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 590. 1926; vgl. auch J. R. ÜPPENHEIMER, ebenda 
Bd. 43, S. 413. 1927. 
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während die Richtung von. f1 in dQ1 fällt!. Haben die beiden Teilchen speziell 
die gleiche Masse (m2 = m1), so folgt bekanntlich aus (4.12): 

lf11 = lf~l cos81 

und (4.11) geht über in: 

( Q - S . k 1 < :n . Q - _(fl I?)-) 
. u 1 - treuwm e = 2 , cos o 1 - I ft I I f? I 

dQ=d!J ·(~-~z)2·c?sel (m1=m2, T=ii.21f'llz). 
1 1 sm4 8 1 2m1 

(4.13) 

(4.14) 

Der Strom der gestoßenen Teilchen 2 ergibt sich hieraus bzw. aus (4.11) unmittel
bar .auf Grund der Erhaltungssätze. Ist 6 2 der Winkel zwischen dem Endimpuls 
des zweiten und dem Anfangsimpuls des ersten Teilchens (cos82 = (f2f7)/l f2 ll f71), 
so ist beispielsweise im Falle m2 = m1: 8 2 = n/2 - 8 1; jedem Teilchen 1 in 
dQ1 = sin 81 d 81 dA entspricht gerade ein Teilchen 2 in dQ2 = sin 82 I d 821 dA, 
und somit ist der Teilchenstrom 2 nach dQ2 (pro Einheit der primären Strom
dichte 1) gleich 

dQ = dQ . (~1e2)2 . _1_ 
2 T cos3 fJ2 

(4.15) 

5. Zwei gleichartige Teilchen. Den Fall der "Austausch-Entartung" hatten 
wir bisher ausdrücklich ausgeschlossen. Jetzt sei der Fall gesetzt, die beiden 
Teilchen seien ununterscheidbar; d. h. sie sollen gleiche Ladung und Masse 
haben: 

(5.1) 

und sie sollen auch sonst kein Unterscheidungsmerkmal besitzen. Bekanntlich 
kommt in diesem Falle den in den Teilchenkoordinaten t 1, t 2 symmetrischen und 
antisymmetrischen Lösungen der Schrödingergleichung eine bevorzugte Stellung 
zu 2. Indem wir einstweilen die Frage zurückstellen, wie der Symmetriecharakter 
durch die Natur der Teilchen und durch die Anfangsbedingungen bestimmt ist, 
wollen wir zunächst einen Streuvorgang diskutieren, von dem wir annehmen, 
daß er durch eine der beiden folgenden Schrödingerfunktionen dargestellt wird: 

(5.2) 

Die permutierte Funktion U (t2 , t 1) beschreibt die Bewegung, falls das erste 
Teilchen den Anfangsimpuls fg, das zweite den Anfangsimpuls fY hatte; in der 
Tat geht die asymptotische Darstellung von U (t1, t 2): 

U (r1 , r2) = ei<!~r.l+i(fgr,). (k'l])+ir + ... + ei(stall+iklrl. y ~~~ :~;. (k'YJ)-1-ir + ... 
1 Im Falle ml < m2 gibt es für jeden Streuwinkel el eine Lösung I fll; im Falle ml > m2 

gibt es für sinB1 > m2jm1 keine Lösung (dQ = 0), für sin B1 < m2/m1 zwei Lösungen. Im letzteren 
Falle besteht also das Geschwindigkeitsspektrum der gestreuten Teilchen aus zwei Linien; 
ihre Intensitäten werden einzeln durch die zugehörigen Werte von ldQI (4.11) gegeben, und 
der Wirkungsquerschnitt aller Stöße nach d!J1 ist die Summe der beiden I dQ I· - Die zur 
Formel (4.11) führende Rechnung verläuft fast gerrau wie diejenige, die unter Ziff. 13 zur 
Diskussion der Ionisationsprozesse (lose gebundenes Elektron) ausgeführt ist. 

2 Der Hinweis auf die Notwendigkeit der Symmetrisierung auch bei Stoßproblemen 
findet sich zuerst bei J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 32, S. 361. 1928; vgl. auch 
N. F. MaTT, Proc. Roy. Soc. London Bd. 125, S. 222. 1929. Während im Falle abgeschlosse
ner Systeme (diskrete Eigenwerte der Energie) die Symmetrisierung ein mathematisches 
Erfordernis ist, läßt sie sich hier nur indirekt begründen: Der Gebrauch nichtsymmetrisier
ter Funktionen würde das Auftreten von Übergängen in "verbotene" Zustände zur Folge 
haben, z. B. beim Stoß von Elektronen gegen Atome die Anregung solcher Atomzustände, 
die durch das FAuLische Ausschlußprinzip verboten sind. - Die im Text durchgeführte 
Diskussion für den Zweierstoß geht zurück auf N. F. MaTT, Proc. Roy. Soc. London (A) 
Bd. 126, S. 259. 1930. 
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durch Vertauschung von r1 und r2 (r---+ -r, 'fJ---+ ~) über in: 

U (r2, r1) = ei<!~r.>+i<f~r,). (k ~)+ir + ... + ei<stffll+iklrl. y H ~ ~~. (k .;)-1-ir + ... 

Hiernach hat die Streuwelle für die symmetrische bzw. antisymmetrische Lösung 
(5 .2) das Amplitudenquadrat: 

y2; (kc;)-1-ir ± (krJ) -1-irl2= r2{ (k.;)- 2+ (k 11)- 2 ± 2 (k.;. krJ) -1. cos(r log*)}. (5.3) 

Die beiden Terme (k;)- 2 und (krJ)- 2 sind klassisch verständlich. In der 
Tat: rechnet man, wie am Ende von Ziff. 4, auf Ströme in den Räumen r1 und r2 

um 1, so ergeben die Terme (k ~) - 2, (k 'YJ) - 2 bzw. gerade die Wirkungsquerschnitte 
(4.15), (4.14), wenn man in letzteren die Indizes 1, 2 streicht; mit anderen Worten: 
die Summe (k;)- 2 + (krJ)- 2 in (5.3) entspricht einfach der Überlagerung der 
klassischen Ströme beider, jetzt ja nicht mehr unterscheidbarer Teilchen. Daneben 
enthält nun unsere Formel (5.3), dank der Symmetrisierung von U, einen nicht 
klassischen "Interferenzterm"; nach Umrechnung auf Ströme im Raum r1 oder 
r2, und zwar speziell für den Fall, daß eines der betden Teilchen anfänglich ruht: 
f~ = 0, erhalten wir für den differentiellen Wirkungsquerschnitt der in einen 
Raumwinkel dQ führenden Stöße ( 8 < n/2): 

dQ = dQ • (~Y {sin~e + co!4 e ± sin2 f/cos28cos(2 Y10gtgt>)}cos8. (5.4) 

Dieser Ausdruck ist, wie es sein muß, invariant gegen die Vertauschung der 

beiden Endimpulse, d. h. gegen die Vertauschung von (9 mit ~ - e. Der Einfluß 

des Austauschterms hängt wesentlich ab vom Zahlwert des Parameters y = e2f'liv. 
Im Grenzfall y ~ 1 (BORNsche Näherung) geht (5.4)- außer für kleinste Streu
winkel e ~ 0 und e ~ n/2 - über in 

dQ = dQ. -.- ±- - -- . cose (e2)2[ 1 1 ]2 
T sm2 8 cos28 (y ~ 1). (5.5) 

Im "klassischen" Grenzfall y ::> 1 dagegen ist der Austauschterm eine rasch 
oszillierende Funktion von 8, so daß im Mittel über einen kleinen 8-Bereich 
der Ausdruck (5.4) in den klassischen Ausdruck übergeht. Trotzdem darf man 
nicht meinen, daß die Abweichungen der quantentheoretischen von der klassischen 
Streuformel im Grenzfall y ::> 1 nicht experimentell prüfbar seien, etwa infolge 
der Unkenntnis des Anfangsortes des gestoßenen Teilchens. Bildet man nämlich 
für dieses (gemäß den Ausführungen in Ziff. 4) ein Wellenpaket, so sieht man 
leicht ein, daß in hinreichend großen Abständen r (nämlich r ::> y 2fk) 8 und y 
gleichzeitig so scharf definiert werden können, daß die Oszillationen des Terms 

1 Bekanntlich verhalten sich die Winkel {} (Streuwinkel im Raum der Relativkoordi
naten r) und 8 (wahrer Streuwinkel im Raum r1) wie 2 zu 1; es ist also: 

{} 
k~ = kr(1 + cos{}) = 2krcos2 - = 2krcos2(9, . . 2 

kTJ = kr(1 - cos{}) = 2kr sin 2 ~ = 2kr sin 2 e. 
2 

Bei Vertauschung von r1 und r2 (~ und '7, {} und :n: - {}) vertauscht sich 8 mit !!_ - 8. 
2 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 45 
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cos(2ylogtgl9) in (5.4) nicht verwaschen werden1 . Die Austauschentartung ver
ursacht also seltsamerweise auch im Grenzfall y ::> 1 eine wesentliche Abweichung 
von der klassischen Mechanik. Dies bedeutet, daß der Versuch einer experimen
tellen Entscheidung darüber, wie die vor und nach dem Stoß zu beobachtenden 
Teilchen einander zuzuordnen sind, unter allen Umständen mit einer beträcht
lichen und unkontrollierbaren Störung der klassischen Bahnen verbunden sein wird. 

Was speziell den Stoß von zwei a-Teilchen anlangt, sprechen die Experimente 
von BLACKETT2 (Streuung von a-Strahlen in He) deutlich dafür, daß in diesem 
Falle die symmetrische Schwingungsfunktion (obere Vorzeichen in obigen Formeln) 
den Stoßvorgang richtig beschreibt3. Beispielsweise ist für 19 = n/4 die Streu
intensität das Doppelte der klassischen. 

Dagegen weiß man von den Elektronen und Protonen, die einen Spin besitzen, 
daß ihre Eigenfunktionen bezüglich Orts- und Spinkoordinaten antisymmetrisch 
sind; dadurch genügen sie nämlich dem FAULischen Ausschlußprinzip. Da wir 
hier von Spinkräften absehen, spalten jene Eigenfunktionen in unserer Näherung 
auf in Produkte je einer Funktion der Orts- und der Spinkoordinaten; es gibt 
also zwei Arten von Lösungen, die dem Pauliprinzip genügen: 

und: 

{Spinfunktion symmetrisch (gleichgerichtete Spins), 
Ortsfunktion antisymmetrisch: U (r1 , r2) - U (r2, r1) 

{ Spinfunktion antisymmetrisch ( entgegengerichtete Spins), 
Ortsfunktion symmetrisch: U ( r1 , r2) + U ( r2, r1) • 

Setzen wir nun zunächst den Fall, daß beide primären Elektronenwellen "un
polarisiert" sind, d. h. daß Spinorientierungen in zwei entgegengesetzten Rich
tungen gleich wahrscheinlich sind, so sind beide Arten von Lösungen realisiert, 
und zwar hat in der Wahrscheinlichkeitsdichte der Fall der gleichgerichteten 
Spins das Gewicht 3 (die Projektion des resultierenden Spinmoments auf eine 
feste Achse hat- in Einheiten 'Ii- die Eigenwerte m. = +1, 0, -1), während 
dem Fall der antiparallelen Spins das Gewicht 1 zukommt (nur m8 = 0). Für 
unpolarisierte Elektronen- (oder Protonen-) Wellen ergibt sich demnach für die 
räumliche Wahrscheinlichkeitsdichte der Ausdruck: 

H3 ·\U(r1, r2)- U(r2, r1):2 + 1·\U(r1, r2) + U(r2, r1)\ 2} } 

= \U(rl, r2)\2 + \U(r2, r1)\2- i{U(rl, r2) U*(r2, r1) + U*(r1, r2) U(r2, r1)}, (5.6) 

und für den Wirkungsquerschnitt durch entsprechende Mittelbildung aus (5.4): 

(ea)2 { 1 1 1 } dQ=dD· -T ~+--u>-~-2 a•Cos(2ylogtgE9) •Cosf). (5.7) 
Sill o COS o Sill o COS o 

Eine eingehendere Untersuchung der Spinfunktionen erfordert der Fall, daß 
die einfallenden Wellen polarisiert sind, etwa so, daß die beiden Spins bestimmte 

1 Es ist nämlich Lly""' l' I LI rg I , LI (9""' ~~' folglich (wenn wieder (9 C'< 0 und (9""' :n; k r -- -- 2 

ausgeschlossen werden) LI (y logtgB) höchstens ""'l' (I Llkf~ I + I Arraf); dies wird sicher <1, 

wenn einerseits I Afg I<'!__, andererseits I Llr2 [ < !'_, und das ist durch Wahl des Wellen-
)' l' 

pakets erfüllbar, wenn kr:;>y 2 ; vgl. auch N. F. MaTT, 1. c. 
2 P. M. S. BLACKETT u. F. C. CHAMPION, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 130, S. 380. 1930. 
:; Dies steht im Einklang mit dem Befund, daß die Beschreibung der Intensitäten im 

He2-Bandenspektrum eine symmetrische Kernschwingungsfunktion erfordert. Die Helium
kerne gehorchen also der Einstein-Bose-Statistik. 
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Orientierungen haben; hier sei nur kurz das Resultat angegeben1. Bedeutet X 
den Winkel zwischen den beiden Spinrichtungen2 , so wird die Wahrscheinlich
keitsdichte: 

IU(r1 , r2)1 2 + IU(r2 , r1,)i2 - cos2 }{U(r1 , r2 ) U*(r2 , r1) + U*(r1 , t 2) U(r2 , r1)}, (5.8) 

und entsprechend der differentielle Wirkungsquerschnitt: 

(ez)21 1 1 2cos2 -~- ) 

dQ = d!l· T sin4 B + cos47f- sin28cos2 Bcos(2Y10gtg6l) ·cos6l. (5.9) 

Ist nur eine der beiden Primärwellen polarisiert, die andere unpolarisiert, so sind 
die Ausdrücke (5.8) und (5.9) noch über x (die Winkel x und n- x sind gleich 
häufig!) zu mitteln und gehen damit in (5.6) bzw. (5.7) über. Die Intensitäts
verteilung der Streuwelle wird also bereits durch die Formeln (5.6) bzw. (5.7) 
beschrieben, wenn nur eine der beiden einfallenden Wellen unpolarisiert ist; 
im übrigen wird dann die Streuwelle natürlich im allgemeinen teilweise polari
siert sein. 

6. Ansätze zur relativistischen Verallgemeinerung. Die relativistische 
Bewegung eines Elektrons oder Protons (mit Spin) in einem gegebenen elektro
magnetischen Feld wird bekanntlich durch die DIRAcsche vierkomponentige 
Differentialgleichung beschrieben 3• Diese eignet sich zur Behandlung des Stoß
problems, wenn die Masse des einen Teilchens sehr groß gegen die des anderen 
ist, so daß eine vernünftige Näherung darin besteht, m2 = oo zu setzen, d. h. 
das eine Teilchen "festzuhalten" und die Bewegung des anderen als Einkörper
problem zu behandeln. In diesem Sinne hat Morr 4 die Beugung eines Elektronen
strahls in einem statischen Zentralfeld, und zwar speziell im Coulombfeld einer 
Punktladung5 untersucht; ohne hier auf die mathematischen Grundlagen und 
Lösungsmethoden 6 einzugehen, skizzieren wir nur kurz das Ergebnis. Handelt 
es sich um die Ablenkung eines Elektrons (e1 = -e, m1 = m) durch einen Atom
kern (e2 = Ze, m2 = oo), so ist das Resultat stark abhängig vom Zahlwert 

des Parameters I ~~-j I = Z · ;: C" 1 ~ 7 , welcher für Kerne niederer Ordnungszahl 

klein gegen 1, für solche hoher Ordnungszahl aber von der Größenordnung 1 
ist. In der Grenze, wo dieser Parameter durch Null ersetzt werden kann, ist 
die RUTHERFORDsche Formel (4.3) für die Stromdichte zu ersetzen durch: 

~i'?~ _ 1 (-!_e:__)2 . ( __ 1 ____ v2 _1 ) • ( 1 _ 1J2) . 
i - r 2 2m v2 • {} c2 • {} c2 ' 

0 s1n4 - s1n2 - -
2 2 

(6.1) 

es ergibt sich keine Abhängigkeit von der Polarisation (Spinrichtung) des ein
fallenden Elektrons, und bei unpolarisierter Primärwelle ist auch die Streuwelle 
unpolarisiert. Dies wird aber schon anders, wenn man nur die erste Potenz von 
Z e2 jnc mitnimmt: dann wird die Richtungsverteilung der Sekundärelektronen 
von der Orientierung der Spinachse des Primärelektrons (Polarwinkel um die 

1 Bezüglich der rechnerischen Einzelheiten vgl. N. F. 1\IoTT, Proc. Roy. Soc. London 
(A) Bd. 125, S. 222. 1929. 

2 Im Sinne von C. G. DARWIN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 120, S. 631. 1928. 
3 Vgl. Kap. 2 dieses Bandes, Teil B, Ziff. 2. 
4 N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. Lor.don (A) Bd. 124, S. 425. 1929; Bd. 135, S. 429. 1932. 
5 Der Einfluß eines Kernspins wird von H. S. W. MASSEY (Proc. Roy. Soc. London 

[A] Bd. 127, S. 666. 1930) diskutiert. 
6 Bei relativistischer Rechnung versagt bekanntlich die Methode der Separation in 

parabolischen Koordinaten ; dagegen führt die im folgenden Abschn. II skizzierte Methode 
der Kugelfunktionenentwicklung zum Ziel. 

45* 
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Richtung der Anfangsgeschwindigkeit: {}., rp8 *) abhängig und im allgemeinen 
nicht mehr axialsymmetrisch: 

i(l1, q;) = __! ( Z s2 )2 (1 __ v2). [_1 __ _ v2 

i r 2 2mv2 c2 . {} c2 ~ 
0 Slll4 Slll"-

2 2 

1 2 {} 1 . {}ll Zs2 v cos 2 1;-:-1)2 ogsm2 
+ 7iC. c. n -.-Ii + sin-&. sin (rp.- rp) · 4 V 1 - c2 --s!rio . 

Sln3 -
2 

(6.2) 

Bei unpolarisierter Primärwelle wird die Sekundärwelle zwar axialsymmetrisch, 
aber teilweise polarisiert, so daß eine abermalige Zerstreuung eine nicht axial
symmetrische Tertiärwelle liefert. MaTT diskutiert insbesondere eine zweimalige 
Streuung unter rechten Winkeln, wobei der Tertiärstrahl einmal parallel, ein 
andermal antiparallel zum Primärstrahl gewählt wird; auch bei unpolarisiertem 
Primärstrahl erhalten diese beiden Tertiärrichtungen verschiedene Intensität1 . 

Wesentlich problematischer ist zur Zeit noch der relativistische Stoß zweier 
Teilchen mit endlichen (kommensurablen) Massen; denn hier handelt es sich 
um ein eigentliches relativistisches Zweikörperproblem, bei welchem auf die 
Retardierung der Kräfte Rücksicht zu nehmen ist: die Wechselwirkungen erfolgen 
nicht momentan, sondern werden durch das elektromagnetische Feld mit end
licher Ausbreitungsgeschwindigkeit vermittelt. Wir begegnen hier also den be
kannten Schwierigkeiten der Quantentheorie des Feldes von bewegten Punkt
ladungen. 

Eine Differentialgleichung für das Zweikörperproblem, welche, außer den 
magnetischen und Spinwechselwirkungen, auch der Retardierung der Kräfte 
teilweise (bis zu Gliedern der Ordnung v2jc 2) Rechnung trägt, ist von BREIT 2 auf
gestellt worden; auf dieser Grundlage ist das Stoßproblem von WoLFE 3 behandelt 
worden; doch sind die so erhaltenen Formeln noch nicht invariant gegen
über Lorentztransformationen. Bemerkenswerterweise ist es aber CHR. M0LLER 
gelungen, speziell für den Stoß zweier Elektronen oder Protonen (mit Spin) 
im BoRNsehen Grenzfall y = t::2 fhv <;:: 1 verallgemeinerte Lorentz-invariante 
Formeln aufzustellen, die in ihren Konsequenzen glaubhaft sind 4 ; freilich muß 
sich noch erweisen, ob diese Formeln in eine allgemeine Quantentheorie des 
elektromagnetischen Feldes von Elektronen sich einfügen werden und der Wirk
lichkeit entsprechen. Nach diesen Ansätzen ergibt sich- von Austauschtermen 

* S. Anm. 2, S. 707. 
1 Im Fall hoher Kernladung ist die Entwicklung nach Potenzen von Z/137 nicht mehr 

genügend stark konvergent. MaTT begnügt sieb deshalb mit einer numerischen Diskus~ion 
des speziellen Wertes Z = 79 (Au); für v ~ ic unterscheiden sich jene beiden Tertiärirrten
sitäten um 10 bis 20%. 

2 G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 34, S. 553. 1929; Bd. 36, S. 383. 1930; Bd. 39, S. 616. 
1932. Näheres hierüber in Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 22. 

3 H. C. 'WoLFE, Phys. Rev. Bd. 37, S. 591. 1931. 
4 CHR. M0LLER, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 7R6. 1931, Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 531. 1932. 

Der Gedankengang der Arbeit sei kurz skizziert: Im Sinne der BoRNsehen Näherung wird 
die gesamte Wechselwirkung als kleine Störung behandelt, und zwar wird die Wirkung des 
1. auf das 2. Elektron in 1. Näherung durch eine Diracglcichung beschrieben, in welcher 
ein Viererpotential auftritt, das sich auf Grund der MAXWELLsehen Gleichungen aus dem 
Viererstrom des 1. Elektrons berechnet, gerrauer gesagt, aus einem Matrixelement des Vierer
stroms, das einem Übergang f? --->- f1 des 1. Elektrons entspricht. Die durch dieses Vierer
potential beschriebene Störung induziert nun einen Übergang f~ --->- f2 des 2. Elektrons, 
welcher den Erhaltungssätzen genügt, und dessen Wahrscheinlichkeit, obwohl aus der 
Störungsmatrix für das 2. Elektron allein berechnet, sich symmetrisch durch die Daten beider 
Elektronen ausdrückt und im unrelativistiscben Grenzfäll v <;:: c dem MaTTsehen Ausdruck 
(5.6) - mit r = 0 - entspricht. Vgl. auch Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. so. 
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abgesehen- für unpolarisierte Primärwellen wiederum genau dieselbe asymptoti
sche Stromverteilung wie nach klassisch-relativistischer Rechnung1• Vernach
lässigt ist dabei übrigens immer noch die Ausstrahlung 2• 

II. Elastische Stöße, quasistatisch behandelt. 
7. Das mathematische Problem und seine physikalische Tragweite. Wir 

gehen zurück auf die Schrödingergleichung des (unrelativistischen) Zweikörper
problems (2.1), in der wir aber jetzt unter V irgendeine Funktion von r = I r2 - t 1 1 

verstehen. Auch dann läßt sich die Schwerpunktsbewegung wie in Ziff. 2 ab
separieren, und die Formeln (2.2) bis (2.6) gelten unverändert. Wir suchen 
wiederum die Lösung u (t), die um den Vektor der anfänglichen Relativgeschwin
digkeit axialsymmetrisch ist und der Ausstrahlungsbedingung genügt. 

Diese Problemstellung entspricht dem Zusammenstoß zweier atomarer 
Systeme von zentralsymmetrischem Bau, allerdings nur unter sehr einschränken
den Bedingungen. Die Annahme, daß die Wechselwirkung näherungsweise durch 
ein statisches Potential beschrieben wird, kann in zwei Grenzfällen zutreffen, 
nämlich für sehr große und sehr kleine Stoßgeschwindigkeiten v; als Vergleichs
geschwindigkeiten dienen dabei die "Umlaufsgeschwindigkeiten" vA der Atom
elektronen in den BoHRsehen Bahnen. Ist nämlich v sehr groß gegen alle vA, 
so erfolgt der Zusammenstoß in einer so kurzen Zeit, daß die Atomsysteme 
während dieser Dauer vermutlich noch nicht wesentlich gestört werden und 
zur Beschreibung der Wechselwirkung, welche die Bewegung der beiden Schwer
punkte oder Atomkerne bestimmt, das gegenseitige Potential der ungestörten 
Systeme in erster Näherung genügt3. Wenn andererseits der Stoß "adiabatisch" 
erfolgt, d. h. wenn v sehr klein gegen alle v A ist, so ist ebenfalls in jedem Augen
blick die Wechselwirkung annähernd von der Vorgeschichte unabhängig und 
durch eine Potentialfunktion beschreibbar, die aber jetzt natürlich der gegen
seitigen Störung (Polarisation, Austausch- oder Valenzkräfte) Rechnung tragen 
muß; sie wird aber wiederum nur von r abhängen, wenn die ungestörten Systeme 
zentralsymmetrisch sind. 

In jedem Falle aber kann die von der Schrödingergleichung (2.1) oder (2.4) 
ausgehende quasistatische Theorie nur die elastischen Stöße beschreiben, d. h. 
diejenigen Vorgänge, bei denen die innere Energie der Einzelsysteme unverändert 
bleibt. Um auch die unelastischen Stöße, die von Quantensprüngen der Einzel
systeme begleitet sind, zu erhalten, muß man die Atome als Mehrkörpersysteme 
spezifizieren (vgl. die Abschn. BI, II). 

8. Integrationsmethode 4• Da der in Abschnitt I angewandte Kunstgriff der 
Separation in parabolischen Koordinaten auf den Fall der Coulombkraft 
(V= konst. · r- 1) beschränkt ist, rechnen wir hier in Polarkoordinaten r, {}, qJ 
und suchen eine solche Lösung u der Differentialgleichung 

{LI+ k2 - '2.h"j- • V(r)}u = o, (8.1) 

die nur vonrund {}abhängt, ferner überall endlich, stetig und stetig differenzier
bar ist und der Ausstrahlungsbedingung genügt. 

1 Nach freundlicher Mitteilung von Herrn M. DELBRÜCK. 
2 D. h. Terme proportional zu e4. L. RoSENFELD (ZS. f. Phys. Bd. 73, S. 253. 1931) 

zeigt, daß die M0LLERschcn Ansätze (in verallgemeinerter Form) sich aus der DrRAC-HEISEN
BERG-PAULischen Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes ableiten lassen, wenn man 
konsequent nach e2 entwickelt und alle Terme ""'e4 vernachlässigt. 

3 Vgl. Ziff. 12. 
4 H. FAXEN u. J. HoLTSMARK, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 307. 1927; vgl. auch W. P. ALLIS 

u. P. M. MoRSE, ebenda Bd. 70, S. 567. 1931. 
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Dabei soll speziell angenommen werden, daß das Potential außerhalb einer 
Kugel vom Radius r0 verschwindet: 

V(r) = 0 für r > r0 ; (8.2) 

sollte das einmal nicht der Fall sein, so könnte man immer das wirkliche Potential
feld außerhalb irgendeiner Kugel r = r 0 "abschneiden" und im Endresultat 
zur Grenze r 0 -+ oo übergehen. 

Die Differentialgleichung (8.1) besitzt die axialsymmetrischen Eigenfunk-
tionen (stehende Wellen): p 1(cosß). Xt(r), (l = o, 1, 2, ... ) 

(P1 = LEGENDREsche Polynome 1). Da (8.1) im Außenraum r > r0 in die ge
wöhnliche Schwingungsgleichung Llu + k2u = 0 übergeht, stellt sich dort x1(r) 
in bekannter Weise durch die Besselfunktionen1 mit halbzahligem Index dar: 

Xt(r) =r-i[At·f1+t(kr) +Bt·]_1_t(kr)] für r>r0 ; (8.3) 

A 1, B1 bedeuten Konstanten, deren Quotient sich durch die Forderung der Stetig
keit von Xt und dxtfdr bei r = r0 sowie der Beschränktheit bei r = 0 bestimmt. 
Setzen wir also 

At = Ct • cosd1, Bt = ( -1)1· C1 · sin<5t (0 < dl < Jt), (8.4) 

so ist <51 durch den Zahlwert von k und den Verlauf des Potentials im Bereich 
r < r0 bestimmt (die Berechnung aller !51 ist bei der numerischen Auswertung 
die Hauptaufgabe), während der konstante Faktor C1 zunächst unbestimmt 
bleibt. 

Setzen wir nun die gesuchte Lösung in der Form an: 
00 

u = 2: P1 (cos 0) · Xt (r) , (8.5) 
l=O 

so lassen sich die Konstanten C1 in den verschiedenen x1 durch die Ausstrahlungs
bedingung bestimmen: Mit Hilfe der bekannten asymptotischen Darstellung der 
Besselfunktion 2 

V'2 ( 2P+1 ) ]p(x) = nx·cos x--4-Jt +··· (x>P) (8.6) 

erhält man aus (8.5), (8.3) und (8.4) asymptotisch für u: 

u = 1 I 2 • __!_ ~P1 (cosß) · C1 sin (k r - _!_ Jt + dt) + · · · . (8.7) V n k r l=O 2 

Diese Kugelfunktionenreihe muß sich nun aufsummieren lassen in der Form: 
eikr 

u = eikrcos•~ + _ . j (ß) + . . . . (8.8) 
r 

Bekanntlich lautet aber die Kugelfunktionenentwicklung der ebenen Welle 3 : 

eikrcos{} = iP1(cosD). (2l + 1) (+i)1·l(:;;k- ]l+1(kr), 
!=O V 2 r "2" 

oder asymptotisch gemäß (8.6) : 

eikrcos{} = - 1- iP1(cosD). (21 + 1) (+i) 1 • sin(kr- _l_Jt) + · · · (8.9) 
kr l=O 2 

1 Bezüglich der Kugel- und Besselfunktionen halten wir uns an die üblichen Bezeich
nungen; vgl. etwa E. JAHNKE u. F. EMDE, Funktionentafeln. 

2 Vgl. etwa E. T. WHITTAKER u. G. N. WATSON, Modern Analysis, 3. Aufl., S. 368. 
3 Vgl. etwa RIEMANN-WEBER-FRANK-MrsES, Differential- und Integralgleichungen der 

Mechanik und Physik, 7. Aufl., Bd. I, S. 353. 354. 
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Im asymptotischen Ausdruck der Differenz u- eikrcosb dürfen nun nach (8.8) 
keine einlaufenden Kugelwellen (e-ik•Jr) auftreten; in der Tat heben sich diese 
nach (8.7) und (8.9) gerade fort, wenn für jedes l 

Cz = v2nk (2l + 1) (+i)1e+Uz (8.10) 

gesetzt wird. Hiermit ist unsere Lösung (8.5) vollständig bestimmt. Durch 
Vergleich von (8.7) und (8.8) ergibt sich die Amplitude der Streuwelle zu 

f ({}) = --=i i;P1(cos{}) • (2l + 1) (e +2idz- 1) *. (8.11) 
2 k l=O 

Definiert man den gegenseitigen Wirkungsquerschnitt (Q) der beiden stoßen
den Körper für elastische Stöße als das Verhältnis des Gesamtstromes der Streu
welle durch eine große Kugel (r = konst.) zur Stromdichte der einfallenden 
Welle!, so erhält man für diesen: 

Q = 2n fd{} sin {}[I ({})[2 = ~: · i;(2l + 1) • sin2~1 • 
0 l=O 

(8.12) 

9. Abgeschirmtes Coulombfeld. Zahlreiche Bearbeitungen 2 hat das Poten
tialfeld l e e (-!_ - _!_) V= 1 2 r ro 

0 

für r < r0 , 

für r > r0 I (9.1) 

gefunden, das etwa die Wechselwirkung einer Punktladung e1 mit einem "Edel
gasatom" beschreiben soll, welch letzteres durch eine Kernladung e2 und eine 
homogene Kugeloberflächenbelegung von der Gesamtstärke -e2 idealisiert ist. 
Übersichtliche Resultate ergeben sich nur in den Grenzfällen kr 0 ~ 1 und kr 0 ~ 1. 

kr0 ~ 1: In diesem Falle kann man zur Bestimmung der Größen ~~ (durch 
die Stetigkeitsbedingungen) für die Eigenfunktionen, sowohl für die äußeren 
(Besselfunktionen) als für die inneren (Wasserstoff-Eigenfunktionen 3), in der 
Umgebung von r = r0 bereits die asymptotischen Darstellungen für große r 
benutzen; man findet: 

~~ = -ylog2k'r0 + a1 , wo iu _ F(l + 1 + ir) 
e 1 

- jr(t + 1 + ir)l ' 

Setzt man diese~~ in die C1 (8.10) ein, und bildet man gemäß (8.) bis 5) die Lösungu, 
so kann man in dieser noch den Faktor e-irlog2k'r, als physikalisch belanglos 
unterdrücken. In der Grenze r 0 = oo geht die Funktion u (für das Innere) in 
die Lösung für das reine Coulombfeld über; in der Tat erhält man durch Auf
summierung der Kugelfunktionenreihe (8.5) wieder die in Ziff. 3 abgeleitete 
Funktion u **. 

* In dem Spezialfall, daß die beiden stoßenden Körper ununterscheidbar sind, wird 
die Amplitude der Streuwelle proportional zu /(ß) ± f(n- {}); vgl. Ziff. 5. 

1 Dieser Wirkungsquerschnitt ist also, im Gegensatz zu dem in Ziff. 4 definierten, 
durch den Strom im Raum der Relativkoordinaten bestimmt. 

2 H. FAXEN U. J. HOLTSMARK, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 307. 1927; L. MENSING, ebenda 
Bd. 45, S. 603. 1927; W. GoRDON, ebenda Bd. 48, S. 180. 1928; W. P. ALLIS u. P. M. MoRSE, 
ebenda Bd. 70, S. 567. 1931. 

3 Vgl. Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 4. 
** W. GoRDON, 1. c.; N. F. MaTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 118, S. 542. 1928; 

vgl. auch Anm. *, S. 700. 
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kr0 <:: 1: Jetzt werden die Besselfunktionen für die Umgebung von r = r0 

zweckmäßig durch die Entwicklungen nach steigenden Potenzen von kr approxi-
miert : 1 ( x )P 

I P (x) = r(p + 1) • 2 + · · · ; 
man sieht dann leicht, daß /31 jeweils einen Faktor (kr0) 21 +1 enthält [in der Grenze 
r0 = 0 werden bekanntlich die B1 in (8.3) Null, folglich auch die /31 = 0]. Die 
Kugelfunktionenentwicklung für die Amplitude der Streuwelle (8.11) wird 
dadurch zu einer stark konvergierenden Reihe nach Potenzen von (kr 0) 2, und 
für den Wirkungsquerschnitt (8.12) ergibt sich eine Reihe nach Potenzen von 
(kro)4: 

Q = rö2:'Yz(kr0) 41 • 
l=O 

Für extrem kleine Geschwindigkeiten (k-+ 0) nimmt der Wirkungsquerschnitt 
einen im allgemeinen von Null verschiedenen Grenzwert an; die entsprechende 
Streuwelle wird zu einer homogenen Kugelwelle [f (1J) = konst.]. 

Die Diskussion dieses Grenzfalles kr0 <:: 1 ist verschiedentlich durchgeführt 
worden im Hinblick auf den bekannten Ramsauereffekt, d. h. die Erscheinung, 
daß der Wirkungsquerschnitt von einigen Edelgasatomen gegen Elektronen beim 
Übergang zu kleinen Geschwindigkeiten (Größenordnung: einige Volt) stark 
abnimmt!. 

B. Störungstheorie der strahlungslosen Vorgänge. 
I. Die stationäre Lösung des Elektronenstoß-Problems. 
10. Problemstellung. Wir kommen jetzt zum Problem des Zusammen

stoßes eines Massenpunktes (Elektron, Proton oder IX-Teilchen) mit einem 
dynamischen System (Atom, Molekül oder Kristall). Dieser "Streuer" werde 
im ungestörten Zustand beschrieben durch die Hamiltonfunktion bzw. den ent
sprechenden Differentialoperator !lf(q), wo q die sämtlichen Koordinaten des 
Streuers repräsentiert; seine stationären Zustände seien charakterisiert durch 
die Energieeigenwerte W m und die zugehörigen Eigenfunktionen um der (un
relativistischen) Schrödingergleichung: 

{!lf(q)- Wm}um(q) = 0. (10.1) 

Die Um bilden ein vollständiges orthogonales Funktionensystem. Ist ein dis
kretes Eigenwertspektrum vorhanden (z. B. bei einem Atom mit festgehaltenem 
Kern), so sollen die betreffenden Eigenfunktionen "auf 1 normiert" sein: 

{ 
1 für m=m' 

jdqu~(q)Um•(q) = 0 für m=J=m' } (10.2) 

1 Als Bedingung für das Verschwinden von Q im Grenzfalle k-+ 0 finden FAXEN und 
HaLTSMARK (1. c.) das Nullwerden der Ableitung von Xo(r) bei r = r0 . Numerische Berech
nungen und graphische Darstellungen für verschiedene Parameterwerte kr0 finden sich bei 
MENSING und ALLIS u. MoRSE (1. c.); eine qualitative Wiedergabe der Erfahrungsresultate 
läßt sich durch \Vahl von r 0 erreichen. Auch kompliziertere Felder V (r) (Abschirmung durch 
SCHRÖDINGERsche, THOMAS-FERMische oder HARTREEsche Ladungsverteilungen, Berück
sichtigung der Polarisation des Atoms durch das Elektron) sind numerisch durchgerechnet 
worden [vgl. H. FAXEN u. ]. HoLTSMARK, I. c.; ]. HoLTSMARK, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 231. 
1928; Bd. 55, S. 437. 1929; Bd. 66, S. 49. 1930; Kong. Norske Vidensk. Selbskab, Forh. 
Bd. li, Nr. 4, S. 11. 1929; ]. McDouGALL, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 549. 
1932]. Wie genau diese V-Funktionen die wirklichen Kräfte approximieren, ist theoretisch 
schwer abzuschätzen; eine Fehlerquelle liegt sicher in der Außerachtlassung der Austausch
entartung (vgl. Ziff. 14). 
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(dq =Produkt aller dreidimensionalen Raumelemente dxk dyk dzk für die einzelnen 
Elektronen und Kerne); im kontinuierlichen Eigenwertspektrum seien die Eigen
funktionen in der Skala gewisser Eigenwertparameter k1 , k2 , ••• normiert1• Die 
Entwicklung einer beliebigen Funktion der Atomkoordinaten I (q) nach dem 
vollständigen Orthogonalsystem um (q) schreiben wir: 

(10.3) 
m 

wobei das Zeichen 1: außer der Summe über die diskreten Eigenwerte auch das 
m 

Integral nach den Variablen k1 , k2 , ••• repräsentieren soll; die Umkehrformel 
von (10.3) lautet dann bekanntlich: 

Im = j dqu':n (q) I (q). (10.4) 

Dem stoßenden Elementarteilchen geben wir die Ladung e und die Masse m; 
sein Ort sei der Endpunkt des Vektors t: mit den kartesischen Komponenten 
xy z. Sein Anfangsimpuls Ii f0 wird als gegeben vorausgesetzt, und seine anfäng
liche kinetische Energie nennen wir T: 

(10.5) 

Schließlich sei die Wechselwirkung des Elementarteilchens mit dem Streuer 
dargestellt durch eine Funktion bzw. einen seihstadjungierten Differential
operator V (t:, q), entsprechend einem statischen oder kinetischen Potential. 
Dann setzt sich die Hamiltonfunktion unseres Problems additiv aus folgenden 

( "2 "2 iJ2) 
Termen zusammen: - fi2/2 m · L1 L1 = 0°x8 + 0°Y2 + iJ z2 für den isolierten 

Massenpunkt, !lf(q) für den isolierten Streuer und V(t, q) für die Wechselwirkung; 
die Schrödingerfunktion u (t:, q) des Gesamtsystems ist also der Differential
gleichung unterworfen: 

{-li2 2~ LI+ !lf(q) + V(t:,q)- w}u(t:,q) = o. 

Die Randbedingung für u ersetzen wir hier durch die Forderung: 

limu(t,q} = ei(!'r>. u,.(q), 
V=O 

(10.6) 

(10.7) 

die noch durch die Ausstrahlungsbedingung (vgl. Ziff. 2) zu ergänzen ist. Die 
Begründung der Forderung (10.7} ergibt sich daraus, daß u in der Grenze ver
schwindender Wechselwirkung V die gleichförmige Bewegung des Massenpunktes 
und einen ungestörten stationären Zustand des Streuers beschreiben muß, von 
dem man ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen kann, daß er durch 
eine einzige Eigenfunktion u,. dargestellt wird. Durch Variation von fO und n 
und lineare Kombination der entsprechenden Lösungen 2 kann man dann nachher 
beliebige Anfangsbedingungen erfüllen. 

Bei den folgenden Rechnungen setzen wir zunächst den Fall, daß das 
stoßende Teilchen von sämtlichen Elementarteilchen, die zum Streuer gehören, 
physikalisch unterscheidbar ist. Den Fall der Austauschentartung besprechen 
wir erst unter Ziff. 14. 

1 Vgl. Kap. 2 dieses Bandes, Teil A, Ziff. 6, S. 128. _ _i_Et 
2 Dazu sind natürlich die zeitabhängigen Schrödingerfunktionen 1p = u (t, q) • e 11 

zu nehmen. 
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11. Die BoRNsehe Lösung des Stoßproblernst ergibt sich durch Reihen
entwicklung nach einem in der "Störungsfunktion" V als Faktor auftretenden 
Parameter. Ausgehend von der "ungestörten" Lösung (10.7): 

u(O) = ei (!"t) • Un (q) ( 11.1) 

setzen wir die Entwicklung folgendermaßen an: 

u = u<0l + u<1> + u<2l + .... 
u(0) genügt - vermöge (10.1) und (10.5) - der Differentialgleichung: 

{ -n~ 2~ L1 + !lf(q) - (T + Wn)} u<0l = O; 

(11.2) 

bestimmt man nun u<1l, u<2l, ... sukzessive als Lösungen der unhomogenen 
Differentialgleichungen: 

{ -n2 2~ L1 + !lf(q) - (T + Wn)} u(t) = - V(t, q) u<0l 

{-n2 2~ L1 + !lf(q)- (T+ Wn)}u<"'> =- V(r,q)u<a:-t> 
(11.3) 

so wird die Schrödingergleichung (10.6) durch die Reihe (11.2) - ihre Konver
genz vorausgesetzt - erfüllt, sofern 

W= T+ Wn. (11.4) 
Nach dem Vorgang von BORN lösen wir die Differentialgleichungen (11.3) 

durch Entwicklung nach den ungestörten Eigenfunktionen des Streuers um (q), 
wobei die Entwicklungskoeffizienten natürlich noch von t abhängen werden: 

u<"'> = ~~~(r)um(q). (11.5) 
m 

Einsetzen in (11.3) und Umformen mit Hilfe der Schrödingergleichung des 
Streuers ( 10.1) führt zu: 

L [L1 I~ (t) + k;,ml;. (t)] Um (q) = 2n,": V(t, q) u<a:-l) (t, q), (11.6) 
m 

wo zur Abkürzung ( 11.7) 

gesetzt ist. Die Formel (11.6) stellt die Entwicklung der auf der rechten Seite 
stehenden Funktion von q nach dem Orthogonalsystem um (q) dar; ihre Umkehr
formel [vgl. (10.3), (10.4)] lautet: 

{L1 + k;,m}l;.(r) = 2n,":_fdqu~(q)V(t,q)u<"'-1>(r,q). (11.8) 

Diese Differentialgleichung vom Typus !JI + k21 = Q>(r) ist in bekannter Weise 
mit Hilfe des GREENsehen Satzes zu integrieren; die der Ausstrahlungsbedingung 
genügende Lösung ist von der Form: 

I =- _!___Jj"{dx'dy'dz'(/J(r') eik~-:-t~ 
4n P lt'-tl' 

und ihre asymptotische Darstellung für große I t I*, die hier hauptsächlich inter-

1 e • t -•k - • t essiert, lautet: +'kll JJ} . (t ·) 
I=- 4n-l-tl-· dx'dy'dz'ifJ(r')e ltl +···. 

1M. BoRN, ZS. f. Phys. Bd. 37. S. 863: Bd. 38, S. 803. 1926. 
* Nämlich für I t I ::> r0 und ;>kr~, wenn .P(t) N 0 für I t I > r0 • 
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Bezeichnet fnm einen Vektor in der Richtung t, dessen Betrag gleich der durch 
(11.7) definierten Größe knm ist: 

r 
fnm = knm • Fl , (11.9) 

so schreibt sich also das der Ausstrahlungsbedingung genügende Integral von 
(11.8) in asymptotischcr Darstellung: 

/':,. (t) = - ik:mlr' • 2.~2 ·ff Jdx' dy' dz' e-i(fnmt') l 
-j dq u;,. (q) V(r', q) u(cx-1) (t', q) + ... , 

und speziell für die "1. Näherung" lX = 1 kommt mit (11.1): 

I I (t) = - eik~. m ·ffj~x' dy' dz' • ei(f'-lnm. r') l 
rn ltl 2nn2 

-jdqu;,.(q) V(r',q)un(q) +·· ·. 
Setzt man diese/!;;, in (11.5) und (11.2) ein, so erhält man 

u (r, q) einen asymptotischen Ausdruck von der Form: 

~ eiknmltl 
u(r,q) = ei(!'r)un(q) + ~ Cnm-lrT Um(q) +···, 

m 

(11.10) 

(11.11) 

schließlich für 

(11.12) 

wo die Koeffizienten Cnm noch von fnm• d. h. von der Richtung des Vektors t, 
abhängen. Jedes Glied der Entwicklung ,2; entspricht einer "Streuwelle" bezüg-

m 
lieh des stoßenden Teilchens und einem "angeregten" Zustand m bezüglich 
des Streucrs; dabei ist jedesmal dem Energiesatz genügt, denn die kinetische 
Energie der zerstreuten Teilchen ist 

T - ft2 1 k2 
nm- 2m ntnJ 

und nach ( 11. 7) gilt also: T w T w 
nm+ m= + n· 

(11.13) 

(11.14) 

Die Streuwelle m = n, T nn = T stellt "elastisch" gestreute Teilchen dar; 
sie ist mit der einfallenden Welle kohärent und kann zu Interferenzphänomenen 
Anlaß geben. Ist z. B. der Streuer ein Kristallgitter, so besitzt der Ausdruck 
j dq u~ (q) V(r, q) un (q) als Funktion von r die betreffende Gitterperiodizität, und 
die elastische Streuwelle weist die bekannten Gitterinterferenzen aufl. Allerdings 
braucht eine kohärente Streuwelle nicht notwendig aufzutreten, wie die folgende 
Überlegung zeigt. Sei etwa der Streuer ein frei beweglicher Körper, dann gilt 
natürlich für jeden einzelnen Streuprozeß der Impulserhaltungssatz: gibt man 
die Richtung des gestreuten Teilchens (r bzw. fnm) vor, so sind von den betreffen
den Amplituden cnm nur solche von Null verschieden, für welche der Endimpuls 
des Streuers sich von seinem Anfangsimpuls um ft (f0 - fnm) unterscheidet 2• 

Ist nun der Anfangsimpuls des Streuers scharf gegeben (entsprechend unserer 
Annahme, daß das ungestörte System durch die einzige Eigenfunktion un dar
gestellt wird), so wird natürlich automatisch cnn = 0, d. h. es gibt keine kohärente 

1 Vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 87, S. 55. 1928. 
2 Man verifiziert dies unmittelbar, indem man in den Integralen (11.10), etwa an Stelle 

von x' y' z', die Koordinaten X Y Z des Gesamtschwerpunkts von Streuer + Teilchen, von 
denen V nicht abhängt, als Integrationsvariable einführt. Die Divergenz dieses Integrals 
kann man vermeiden, indem man die Integration zunächst nur über einen endlichen Kubus 
im Ha um X Y Z erstreckt und diesen erst nach Ausführung der Summation nach m (die 
auch eine Integration nach den Komponenten des Gesamtimpulses einschließt) unendlich 
groß werden läßt. 
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Streuung in der betreffenden Richtung. Dies war aber auch von vornherein 
zu erwarten, da ja ein scharf vorgegebener Impuls völlige Unbestimmtheit der 
Ortskoordinaten des Streuers und damit eine völlige Verwischung aller Phasen
beziehungen und Zerstörung der Interferenzen bedeutet. Sollen die Streuwellen 
verschiedener frei beweglicher Streukörper interferieren, so ist also offenbar 
erforderlich, daß die Schwerpunktskoordinaten der betreffenden Streukörper so 
scharf definiert sind, daß die Phasenbeziehungen nicht verwischt werden; durch 
Konstruktion geeigneter Wellenpakete für die Schwerpunktsbewegung der Streu
körper kann man dies auch unschwer verifizieren. 

Von den Summentermen m =f n in der BORNsehen Lösung (11.12) ent
sprechen diejenigen, für welche Tnm > 0, also W m - Wn < T ist, den unelasti
schen Stößen: es besteht eine Wahrscheinlichkeit, den Streuer in einem neuen 
Zustand m =f n vorzufinden, und eine entsprechende Wahrscheinlichkeit, ein 
gestreutes Teilchen mit der Energie Tnm = T - (W m - Wn) zu erhalten. Mit 
wachsender Energie der einfallenden Teilchen T tritt jeweils bei Überschreitung 
einer "Anregungsgrenze" W m - Wn ein neuer unelastischer Stoß auf, ent
sprechend den bekannten Versuchsergebnissen vonFRANCKund HERTZ. Wenn T 
die Ionisationsarbeit (eines Atoms) oder die Dissoziationsarbeit (eines Moleküls) 
überschreitet, werden auch die Zustände m des kontinuierlichen Energiespektrums 
angeregt, deren Eigenfunktionen um einen Zerfall des Streuers in getrennte 
auseinanderlaufende1 Teilsysteme (z. B. Ion und Elektron oder zwei Atome) 
anzeigen. Alle Unelastischen Streuwellen sind prinzipiell inkohärent: zwei 
Streuwellen gleicher Energie Tnm = Tnm'• die etwa von zwei verschiedenen 
Atomen ausgehen, erscheinen in der BoRNsehen Lösung (11.12) mit zwei ver
schiedenen, aufeinander orthogonalen Eigenfunktionen Um, um' multipliziert und 
können daher im Strom der gestreuten Teilchen keinen Interferenzterm ergeben. 

Außer den Termen für die elastischen und Unelastischen Stöße (Tnm > 0) 
treten schließlich in der BORNsehen Lösung (11.12), da ja die Energieeigenwerte 
W m nach oben nicht begrenzt sind, immer auch Summenterme m mit negativem 
Tnm• also mit rein imaginärem knm *, auf. Die Gesamtheit dieser Summenglieder 
in ( 11.12) beschreibt eine nach außen stark abklingende Ladungsverteilung der 
stoßenden Teilchen und entspricht also offenbar solchen Prozessen, bei welchen 
dieses Teilchen vom Streuer "eingefangen" wird, natürlich unter gleichzeitiger 
Anregung des Streuers. 

Die Wahrscheinlichkeit eines elastischen oder Unelastischen Stoßes, welcher 
das gestreute Teilchen in einen Raumwinkel dD führt, messen wir in üblicher 
Weise durch den zugehörigen "differentiellen Wirkungsquerschnitt", das ist das 
Verhältnis des Stromes der nach dD gestreuten Teilchen der Energie Tnm zur 
Stromdichte der einfallenden Teilchen. Mit obigen Bezeichnungen schreibt sich 
dieser Wirkungsquerschnitt: 

dQm=dD·-n~~-lcnm;2 (Tnm>O); (11.15) 

1 Die Eigenfunktionen des kontinuierlichen Energiespektrums, welche die Bewegung 
der Zerfallsprodukte beschreiben, gehen bekanntlich asymptotisch in stehende Kugelwellen 
über, enthalten also sowohl einlaufende als auslaufende Kugelwellen. Das Auftreten der 
einlaufenden Kugelwellen, das keinem praktisch realisierbaren Versuch entspricht, liegt 
im Wesen der stationären BoRNsehen Lösung. Zur Beschreibung der Ionisations- und Disso
ziationsvorgänge reicht also diese Lösung strenggenommen nicht aus; doch kann man sie 
zur Bildung von Wellenpaketen für das stoßende Teilchen benutzen, welche den tatsächlich 
realisierbaren Anfangsbedingungen gerecht werden; dann werden die einfallenden Wellen 
automatisch eliminiert. Letzteres gilt insbesondere für die unter Ziff. 16 besprochene nicht
stationäre Näherungslösung von DrRAC; vgl. die analoge Überlegung unter Ziff. 15 zum 
Angereffekt und zur Prädissoziation. 

* Diese k,.m sind positiv imaginär zu nehmen, damit u im Unendlichen beschränkt bleibt. 
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hier hängt cnm noch von der Richtung des Vektors fnm (Endimpuls des gestreuten 
Teilchens) ab, welcher in den infinitesimalen Kegel dQ zu verlegen ist. Der 
gesamte Stoßquerschnitt des Streuers im Zustand n ergibt sich durch Summation 
über alle H.ichtungen und über alle Streuwellen: 

Q ~ knm j"dQ' I? = .L_,; -,-lo I i Cnm "· (11.16) 
m 

(7'nm>O) 

12. Erste BoRNsehe Näherung; Atom mit festgehaltenem Kern. Eine 
quantitative Auswertung der obigen Formeln mit bestimmten Ansätzen für 
!Jf(q) und V(r, q) hat sich nur für die 1. Näherungslösung uC1l durchführen lassen; 
praktisch verwendbar ist die BORNsehe Lösung also nur in dem Fall, daß u<2l, u<3l, ... 
klein gegen u<1l sind. Auf Grund dessen, was unter Ziff. 4 über die 1. BoRNsehe 
Näherung für den Stoß zweier Punktladungen und ihr Verhältnis zur exakten 
Lösung gesagt wurde, wird man erwarten, daß u<2>, u<3l, ... nur dann vernach
lässigbar sind, wenn die Anfangsgeschwindigkeit des stoßenden Teilchens 

0 I CCmax I V ::?;> -h- ( 12.1) 

ist, wo emax die höchste im Streuer vorkommende Punktladung ist; dies wird 
durch eine Abschätzung der höheren Näherungen1 bestätigt. 

Die Bedingung ( 12.1) ist aber noch nicht ausreichend, um eine zutreffende 
Beschreibung der unelastischen Stöße durch u(l) allein zu garantieren. Vielmehr 
muß hierzu außerdem gefordert werden, daß auch die Endgeschwindigkeit v 
des stoßenden Teilchens genügend groß ist: 

( 12.2) 

genauer gesagt: in der Eigenfunktionenentwicklung der BoRNsehen Lösung ( 11.12) 
wird man die Amplituden cnm nur für diejenigen Glieder m durch die Funktion 
/,:, (11.11) allein (unter Nullsetzung von/,~., /;7., .. . ) bestimmen dürfen, für 
welche die zugehörige Endenergie des stoßenden Teilchens 

Tnm::?? 'i-lee;axl2 (12.3) 

ist. Wenn man diese Vorsichtsmaßregel nicht beachtet, so erhält man unter 
Umständen ganz unsinnige Scheinergebnisse, wie z. B. dieses: die Prozesse, bei 
denen das stoßende Teilchen vom Atomsystem eingefangen wird (Tnm < 0), 
bilden in u< 1l eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit (es ist /,}, :f 0 für beliebige 
negative Werte von Tnml. während die exakte Lösung offenbar aussagen muß, 
daß eine Einfangung nur in diskreten Energieniveaus erfolgen kann (vgl. hierzu 
Ziff. 14). 

Indem wir uns jetzt also ausdrücklich auf diejenigen Stoßprozesse be
schränken, die den Bedingungen (12.1), (12.2) genügen, unterdrücken wir die 

1 CHR. M0LLER, ZS. f. Phys. I3d. 66, S. 513. 1930; F. DISTEL, ebenda Bd. 74, S. 785. 
1932. In diesen Untersuchungen wird insbesondere festgestellt, daß der Stoß von rx-Strahlen 
nicht ausreichend durch ui'l allein beschrieben wird, indem selbst schnelle rx-Strahlen noch 
zu langsam sind. Andererseits soll aber (nach DISTEL) die elastische Streuung der rx-Strahlen 
(dank ihrer kleinen Wellenlänge) mit großer Genauigkeit durch die Lösung des quasistatischen 
Beugungsproblems (vgl. Abschn. A II) beschrieben werden, und zwar mit ungestörter Ladungs
verteilung des Atoms. Bezüglich des Elehtronenstoßes glaubt DISTEL, daß die 1. BoRNsehe 
Näherung noch brauchbar sei, solange nur die kinetische Energie der stoßenden Elektronen 
merklich größer als die Ionisierungsenergie der äußeren Atomelektronen bleibt (v0 ;;.::, e2 fh). 
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Funktionen /,';,, f!)", • .• und erhalten so für die Amplituden Cnm in (11.12) aus 
(11.5) und (11.11) die Werte "erster Näherung": 

c =- m j'Jfdxdydz ei(!'-lnm·tl V (t) nm 2 nfi2 nm , (12.4) 

wo Vnm (r) das Matrixelement der Störungsfunktion V(r, q) bedeutet, welches 
dem Übergang n --+ m des ungestörten Atomsystems entspricht: 

Vnm(r) = jdqu:;.(q)V(r,q)un(q). (12.5) 

Diese Formeln sollen hier diskutiert werden für den Fall eines Atoms mit 
festgehaltenem Kern, dessen Ladung Z s sein soll; die Zahl der Atomelektronen 
(Ladung= -s) seiN; bei einem neutralen Atom wäreN= Z, bei einem Ion 
N § Z. Wir nehmen den Kern als Ursprung; der Vektor von diesem zum k ten 
Elektron (k = 1, 2, ... , N) sei rk (kartesische Komponenten: xkykzk> q = x1 •• • , zN, 
dq = IJ dxk dyk dzk)· Als Störungsfunktion kommt die potentielle Energie der 

k 
CouLmvmschen Wechselwirkung zwischen stoßendem Teilchen und Atom in 
Betracht: N 

V(r, q) = es ( Z - """'· 1 ---). [r .L lr-rk[ 
k~l 

( 12.6) 

Bildet man hiervon die Matrix (12.5), so ergibt der erste, vom Kern herrührende 
Term die Diagonalmatrix e B z I r j-l . (Jn rn' wo 

_ J 1 für n = m , } 
CJnm- \ 0 für n + m; 

(12.7) 

ferner läßt sich der Term des k ten Elektrons folgendermaßen darstellen: inte
griert man zunächst über die Räume der übrigen Elektronen (eben das kte aus
genommen), so ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte des kten Elektrons 
bzw. die zugehörige Matrix: 

f ... jdxl · ·. dzk-ldXk+l · · · dzNu~,(q)un(q) = (Jj,rn(tk); (12.8) 

schließlich liefert dann die Integration nach xkykzk: 

Jdq u;;.(q)tf,n(q) = fffdxkdYkdZk l'~m(rk) , (12.9) 
Ir - rk! . . Ir - rk, 

das ist das elektrostatische Potential der Ladungsverteilung l?~rn (rk). Hiermit 
erhält man für die Matrix der gesamten Störungsfunktion (12.6): 

Vnm(t) = et:C~l CJnm -.f!Jdx'dy'dz'f;,~~D' (12.10) 

wo die Matrix 

(12.11) 

der dreidimensionalen Dichteverteilung der ganzen Elektronenwolke des Atoms 
entspricht. 

Was speziell die elastischen Stöße m = n (Tnm = T) anbelangt, so stellt 
V nn (r) unmittelbar das Potential der elektrostatischen Kraft zwischen der 
Ladungsverteilung des Atoms im ungestörten n ten Zustand (l?nn (r')) und dem 
stoßenden Teilchen dar. Wir sehen also, daß die 1. BoRNsehe Näherung für die 
elastischen Stöße das gleiche Resultat liefert wie die quasistatische Rechnung 
von FAXEN und HOLTSMARK (vgl. Ziff. 8) mit ungestörter Elektronenwolke. Diese 
Übereinstimmung war aber, nach dem unter Ziff. 7 Gesagten, zu erwarten, 
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da nämlich die Bedingung ( 12.1), die den Gültigkeitsbereich der 1. BoRNsehen 
Näherung für elastische Stöße abgrenzt, die Aussage einschließt, daß die Stoß
geschwindigkeit v groß gegen die Umlaufsgeschwindigkeiten der Atomelektronen 
ist (diese sind nämlich höchstens von der Größenordnung e2 Z(h). 

Zur Berechnung der Cnm (12.4) ist nun noch die Integration nach den Koordi
naten des stoßenden Teilchens auszuführen. Zu diesem Zwecke stellen wir fest, 
daß die Ortsfunktion Vnm(r) (12.10) der PorssoNschen Differentialgleichung 

LIVnm(r) = 4nee · !?nm(r) (12.12) 

genügt und überall regulär ist außer im Ursprung, wo sie wie e eZ Onm • Ir 1-l 
unendlich wird; ferner verschwindet sie im Unendlichen mindestens wie Ir 1- 2, 

falls das Atom neutral ist: N = Z *, was wir vorläufig annehmen wollen. Mit 
Hilfe des GREENsehen Satzes beweist man dann in bekannter Weise: 

J J J dx dy dz[Vnm (r) ·LI U(r) - U(r) ·LI Vnm (r)] =- 4nU(O) · eeZ Onm, 
wo U (r) eine reguläre, überall beschränkte Ortsfunktion bedeutet. Setzt man 
hier speziell U(r) = ei<l"-!nm • rJ, so wird das erste Raumintegral linker Hand 
bis auf den Faktor llnm- f0 l2 gerade gleichlautend mit demjenigen, das in 
(12.4) auftritt; bestimmt man andererseits LIVnm durch die PorssoNsche Gleichung 
(12.12), so erhält man für Cnm den Wert: 

Cnm = - 2 ~2e f. I fnm ~--tol:l. (Z Onm- f f fdxdy dz (}nm(r) ei(l'-lnm •tl) 0 (12.13) 

Für den Fall eines ionisierten Atoms (N =!= Z) bedürfen die ganzen obigen 
Rechnungen einer Ergänzung, da die Integrale nach den Teilchenkoordinaten 
in ( 11.11) bzw. ( 12.4) nicht konvergieren 1. Das nächstliegende Hilfsmittel ist 
ein formaler Kunstgriff: man ersetzt die Störungsfunktion (12.6) definitionsweise 
etwa durch: N 

V(r q)=ee(z __ ~ 1 )·e-alrl wo iX>O. (12.14) ' Ir I ~ Ir - rk I ' 
k=l 

Dann ist die BoRNsehe Lösung eindeutig bestimmt, auch in der Grenze iX = 0, 
und die 1. Näherung führt, wie man leicht nachrechnet, in der Grenze wiederum 
gerade auf die Formel (12.13). Man kann die Einführung konvergenzerzeugender 
Faktoren (e-a ;rl) aber auch vermeiden, indem man das stoßende Teilchen, statt 
durch eine ebene Welle, durch ein Wellenpaket darstellt 2 ; das Resultat ist das 
gleiche. 

Für die elastischen Stöße (m = n) ist nach (11.9), (11.7) und (10.5) 
lfnnl = lf0 l = ft- 1 mv0 (v0 = Anfangsgeschwindigkeit), also, wenn der Streu
winkel wieder mit e bezeichnet wird, (fnn f0) = I f0 12 cos e und: 

lfnn- f0 l2 = 2!fOI 2(1- COsfJ) = (2lf0Jsin ~r = (z~vO Sin ~r (12.15) 

Die Amplitude der elastisch gestreuten Welle wird also: 

Cnn=--e(E 0-)2 • 1_(~)·(Z-Fnn(fJ,qJ)), (12.16) 
2m v sin2 --

2 wo: 
F nn ( f-J, (/J) = j J J dx dy dz l!nn (r) ei(f'-lnn•t). (12.17} 

* Die a'ymptotischeEntwicklung von (12.10) beginnt mit dem Glied er(Z- N) ~nm. !rl- 1 • 
1 Diese Schwierigkeit !ritt natürlich speziell auch bei der BoRNsehen Lösung für den 

Stoß zweier Punktladungen auf; vgl. G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 590. 1926; 
]. R ÜPPENHEIMER, ebenda I3d. 43, S. 413- 1927. 

2 Vgl. H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5. S. 325. 1930, § 3. Dort ist die Formel (12.13) 
durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge in den Atom- und Teilchenkoordinaten be
wiesen, wobei ein solcher Kunstgriff auch für N = Z angewandt wird. 
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Diese Amplitude unterscheidet sich von derjenigen, die man für den Stoß am 
nackten Kern erhalten hätte [Rutherfordformel, Fnn--->- 0; vgl. (4.10)], dadurch, 
daß die Kernladungszahl Z durch eine "abgeschirmte" Kernladung Z - Fnn 
ersetzt ist, wobei übrigens Fnn noch von der Streurichtung (fnn) abhängt. Die 
durch (12.17) definierte Größe Fnn nennt man den Formfaktor des Atoms im 
Zustand n; die Bezeichnung ist aus der Theorie der Zerstreuung von Licht 
(Röntgenstrahlen) an Atomen übernommen worden, wo Fnn die Amplitude der 
"kohärent" gestreuten Lichtwelle in ihrer Abhängigkeit von der Form der 
Dichteverteilung f!nn bestimmt (vgl. Ziff. 25)1. Hat der Ausgangszustand des 
Atoms speziell eine zentralsymmetrische Ladungsverteilung, d. h. ist f!nn (r) eine 
Funktion von I t I allein (S-Zustand), so kann man in ( 12.17) die Integration 
nach den Richtungskoordinaten (am einfachsten in einem Polarkoordinaten
system, dessen Achse parallel dem Vektor fnn - f0 ist) ausführen und erhält: 

}
• sinyr 

Fnn(FJ) = 4n drr2 • f!nn(r) · --, yr 
0 

wo 
. f) 

y = 2ksm--. 
2 

(12.18) 

In diesem Fall hat also der Formfaktor axiale Symmetrie und hängt von v0 

und 8 nur in der Verbindung (v0 • sin -~) ab 2• 

Die unelastischen Stöße (m =J= n) werden durch die Elektronenwolke allein 
hervorgerufen; das Kernfeld liefert dazu keinen Beitrag. Wir schreiben, mit 
Rücksicht auf (10.5) und (12.13): 

wo: 

l (12.19) 
(m =l= n) , 

(12.20) 

Diese Größen Fnm haben gleichfalls den Charakter von "Formfaktoren' , nur 
für andere Ladungsverteilungen; auch sie werden uns wieder in der Theorie 
der Röntgenstrahlstreuung begegnen, nämlich in den Formeln für die Intensität 
der "inkohärenten" Streuung. 

Sobald der Streuwinkel 8 eine gewisse Größe übersteigt, sind alle Form
faktoren IFnml < N; wenn nämlich lfnm- f0 l groß gegen die reziproken Atom
dimensionen wird 3 , wird ei<!'-lnm•r) eine im Atombereich schnell oszillierende 
Funktion, und die Beiträge der verschiedenen Volumelemente zu Fnm vernichten 
einander durch Interferenz. Unter großen Streuwinkeln erfolgt also jeder einzelne 

1 Auf die Verwandtschaft der Formeln für die elastische (kohärente) Streuung von 
Materie- und Lichtstrahlen haben zum erstenmal H. BETHE (Ann. d. Phys. Bd. 87, S. 55. 
1928, § 8; Bd. 5, S. 325. 1930) und N. F. MaTT [Nature Bd. 124, S. 986. 1929; Proc. Roy. 
Soc. London (A) Bd. 127, S. 658. 1930] hingewiesen. - Ein wesentlicher Unterschied der beiden 
Arten von Streuprozessen besteht aber darin, daß die elektrischen Teilchen in erster Linie 
auch durch das Kernfeld abgelenkt werden, während das Licht am "festgehaltcnen" Kern 
überhaupt nicht gestreut wird. 

2 Darüber hinaus haben H. BETHE (Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 325. 1930, § 16) sowie 
E. C. BuLLARD u. H. S. W. MASSEY (Proc. Carnbridge Phi!. Soc. Bd. 26, S. 5 56. 1930) folgen
des interessante Ergebnis gewonnen: wählt man für Cnn die THOMAS-FERMische Ladungs
verteilung für ein neutrales Atom mit der Kernladung Z, so wird Fnnz- 1 und folglich auch 

_2. ( -! (·)) I cnnl 2 • Z 3 eine ttniverselle Funktion von Z v0 sin 2 . 

3 Wenn die Bedingungen (12.1), (12.2) für die Berechtigung der 1. BORNsehen Nähe
rung erfüllt sind, trifft dies für alle nicht sehr kleinen Streuwinkel zu. 
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Unelastische Stoßprozeß nur äußerst selten verglichen mit dem elastischen Stoß 
in der gleichen Richtung. 

Andererseits kann man auch für extrem kleine Streuwinkel allgemeine Aus
sagen qualitativer Art machen. Wenn nämlich I fnm - f0 I so klein ist, daß im 
ganzen Atombereich I (fnm - f0 • r) I <: 1 bleibt 1, so erhält man durch Entwick
lung der Exponentialfunktion im Integranden von (12.17) bzw. (12.20) eine stark 
konvergente Reihe für Fnm: 

wo: 
Inm = J J J dx dy dz (!nm (r) · t. 

(12.21) 

(12.22) 

Für die elastischen Stöße wird also nach (12.16) die Stromdichte unter kleinsten 
Winkeln 8 proportional zu 

I Cnn 12 = ( 2 :(:o)2y • --:-1__(·)- • [(Z- N) 2 + (f0 - fnn • tnn) 2 + · · ·]; (12.23) 
srn4 -

2 

der erste Term der Entwicklung wird für neutrale Atome Null. Die Häufigkeit 
der unelastischen Stöße bestimmt sich in erster Approximation durch die Matrix 
tnm (12.22), d. h. durch dieselbe Matrix, welche die optischen Quantensprünge 
(Intensitäten der Dipolstrahlung; vgl. Ziff. 27) regelt 2 ; insbesondere fallen also 
bei Stößen unter kleinsten Winkeln alle Anregungsstufen aus, die den "Aus
wahlregeln" der optischen Spektren widersprechen. 

13. Ionisationsprozesse. Ohne besondere Annahmen über den Bau des 
Atoms machen zu müssen, kann man noch weitere Aussagen erhalten über die 
Wahrscheinlichkeit derjenigen Ionisationsprozesse, bei denen die kinetische 
Energie des ausgelösten Elektrons groß gegen seine Ablösungsarbeit ist. Wir werden 
zeigen, daß die betreffenden Unelastischen Stöße näherungsweise so erfolgen, 
als ob das ausgelöste Elektron ein freies Elektron gewesen wäre. 

Wenn nämlich der angeregte Atomzustand (m) energetisch so hoch liegt, 
daß nicht nur für die Anfangs- und Endgeschwindigkeit des stoßenden Teilchens, 
sondern auch für die Endgeschwindigkeit v1 des ausgelösten Elektrons eine Be
dingung der Art (12.1), (12.2) erfüllt ist: 

. leemaxi Ze2 
V 2> -- =---· 

1 Ii 1 n ' (13.1) 

so kann man für den erreichten Endzustand m die Bindung des Elektrons an 
das Atom vernachlässigen, d. h. u". durch eine Eigenfunktion des freien Elektrons 
ersetzen; der Fehler, den man damit begeht, ist nicht größer als die Terme 
2. Ordnung in V im BoRNsehen Näherungsverfahren, die man ohnedies vernach
lässigt 3• 

Der Einfachheit halber führen wir die Rechnung und Diskussion zunächst 
für den Fall durch, daß unser Atom nur ein einziges Elektron (k = 1) enthält 
{etwa H-Atom). Für die Eigenfunktionen um(Wm :P IWniJ wählen wir ebene 
Wellen 

(13.2) 

1 I )as ist nur möglich bei Anregungsstufen, für welche [I f0 1 - k [ ::-.:: \ W m - W ~I 
<'i( (Atomradius)-! ist. nm . .. nv 0 i 

2 W. ELSASSER, ZS. f. ·Phys. Bd. 45, S. 522. 1928; H. BETHE, Ann. d. Phys. Bd. 5, 
S. 325. 1930, § 5-

3 Im Falle des \Vasserstoffatoms kann man sich hiervon an Hand der ohne diese Ver
nachlässigung ausgeführten Rechnungen unmittelbar überzeugen; vgl. Kap. 3 dieses 
Bandes, Ziff. 52. 
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die in den Parametern f1",, f1 y, f1 z normiert sind. Dann lautet der "Formfaktor", 
welcher dem Übergang aus dem Anfangszustand n nach m (f1) entspricht: 

Fnm = (2:n;)-~ J J jdx1 dy1 dz1 • ei(l'-!-f,•r,>un(t1). (13.3) 

Hier ist jetzt fnm = f gesetzt, d. h. n f bedeutet den Endimpuls des stoßenden 

Teilchens [vgl. (11.9)]: f = lfl· Tir, (13.4) 

wo I f I durch den Energiesatz mit I f1 1 verknüpft ist: 

2'h2 {lfl2- jfOj2} + 2'h21ftl2- Wn = 0 
m m1 (13.5) 

(m1 = p, = Elektronenmasse). Wird die Schrödingerfunktion des Anfangs
zustandes räumlich harmonisch analysiert: 

Un(t1) = (2:n;)-~jjjdf~xdf~ydf~.·a(fY) ·ei(!~r,), (13.6) 

so daß I a (f~) 12 die anfängliche statistische Dichteverteilung des Atomelektrons 
im Impulsraum darstellt: 

J J J df~xdf~ydf~z I a (~) j2 = J J J dxl dyl dztlun (tl) 12 = 1, (13.7) 

so wirdFnm (13.3) offenbar gleich der Fourieramplitude a(f~) für f~ = f1 + f- f0 : 

Fnm = a(fl + f- f0), (13.8) 
und somit Cnm nach (12.19): 

2mee a(f1 +f-f0 ) 

Cnm = h2 • \f _ f0\2 {13.9) 

Der differentielle Wirkungsquerschnitt der unelastischen Stöße in den Raum
winkel dQ, welche das ausgelöste Elektron in das Element df1xdf1 ydf1 • des 
Impulsraumes bringen, ist folglich [vgl. (11.15)]: 

(2mee)2 \f\ \a(f1 + f -f0)\2 
dQr, = \h2 · TtoT --r=-rorc dftxdftydftz · dQ. (13.10) 

Nun ist aber die anfängliche Impulsverteilung des Atomelektrons I a (fY) 12 

stark um den Impuls Null (f~ = 0) konzentriert; ihre Ausdehnung im Impuls
raum (nach allen Richtungen vom Ursprung aus) ist nach Voraussetzung [vgl. 
(12.1), (12.2), (13.1)] sehr klein gegen lf0 j, lfl und jf1 1. Mit merklicher Häufigkeit 
kommen also nur solche Stöße vor, bei welchen der Impuls des ausgelösten 
Elektrons n f1 mit dem vom stoßenden Teilchen abgegebenen Impuls n (f0 - f) 
fast übereinstimmt, nämlich bis auf Terme von der Größenordnung des anfäng
lichen Elektronenimpulses im Atom n f~. 

Die Gesamtwahrscheinlichkeit der ionisierenden Stöße in den Raumwinkel 
dQ erhält man aus (13.10) durch Integration über den kRaum. Hierbei ist die 
Richtung von f gemäß (13.4) festzuhalten (in dQ), aber der Betrag lfl ist ver
möge des Energiesatzes (13.5) noch von f1 abhängig: 

~(fdf) = ± .!__lflldfl =- !_ (fldfl). m m m1 
An Stelle der Komponenten von f1 führt man nun zweckmäßig diejenigen von 
f~ = f1 + f - f0 als Integrationsvariable ein: 

df 01 = df + df = df - !'!:_ f(!! df1) • 
1 1 mt I f\2 ' 

durch Bildung der Substitutionsdeterminante ergibt sich: 

df~xdf~y df~z 
dftxdftydftz =- m (ff1 ) • 

1- ml lfl2-
(13.11) 
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Das betrachtete Integral kommt damit auf die Form: 

J fjdf~".df~ydf~,/(f~) la(f~) 2 1, 

wo f (f~) nur langsam variiert in dem Bereich, wo I a (f~) 12 merklich von Null 
verschieden ist; nach (13.7) ist das Integral also einfach= /(0) in der Näherung, 
daß I f~ I gegen I f0 I, I f I und I f1 I vernachlässigt wird. Das Resultat läßt sich 
folgendermaßen formulieren: Bei vorgegebener Richtung von f (in dQ) bestimme 
man I f I aus den Erhaltungssätzen 1 : 

ft2 {lf012 -lfl2} = ft2. f i2 = _}iz_lfO- fl2: 
2m 2m1 I 1 ' 2m1 

f = lf0 l· 
1 
+1 1n1~ [cos6 ± Jl(:~r- sin2B] (> 0), (13.12) 

m 

( . (fO f) ) 
8 = Streuwmkel: cos8 = tOf[fT . 

Gibt es nur eine (reelle positive) Lösung I f I (wie das für m < m1 und für m = m1 , 

(-1 < n/2 der Fall ist), so ist der Wirkungsquerschnitt aller ionisierenden Stöße 
nach dQ: 

( 2mec)2 1 ifl 1 
dQron. = dQ. ~-f,2-- . [T--tüp I fO: 11 -- ~n::- r Jf_fO)_ - 11[ ; 

m1 l1 f 12 I 
(13.13) 

gibt es zwei Lösungen I f I (für m > ml' sin e < mr/m)' gibt es also zwei Linien 
im Geschwindigkeitsspektrum der gestreuten Teilchen, so gibt (13.13) die Inten
sität jeder einzelnen Linie, und die Summe der beiden dQron. den gesamten 
ionisierenden Querschnitt pro dQ. Ein Vergleich mit den Formeln in Ziff. 4, 
insbesondere mit (4.11) 2, lehrt, daß diese Stöße, die zur Auslösung eines "locker 
gebundenen" Elektrons führen, in der Näherung, daß die Anfangsimpulse Ti I f~ I 
dieses Elektrons gegenüber den beiden Endimpulsen (Ti I f1 I und Ti I f IJ vernach
lässigt werden, sich in ihrer Häufigkeit von Stößen am freien, anfänglich ruhenden 
Elektron nicht unterscheiden. 

Natürlich sind die Geschwindigkeitsspektren der gestreuten Teilchen und des 
ausgelösten Elektrons jetzt keine scharfen Linien, wie im Fall des Stoßes am 
freien ruhenden Elektron, sondern verbreiterte Linien; und zwar sind Linienform 
und Linienbreite die gleichen wie beim Stoß an einem freien Elektron, das anfangs 
die statistische Geschwindigkeitsverteilung la(f~) 1 2 besitzt, wie man aus (13.10), 
(13.11) und (13.13) erkennt: 

(13.14) 

Aus dem Geschwindigkeitsspektrum gestreuter schneller Teilchen oder der von 
ihnen ausgelösten Elektronen kann man also Rückschlüsse ziehen auf die Ge
schwindigkeitsverteilung der Elektronen im Atom. 

Im Hinblick auf eine Anwendung in der folgenden Ziffer leiten wir noch 
die diesen Ionisationsprozessen entsprechende Wellenfunktion ab, und zwar in 
asymptotischer Darstellung nicht nur für große Ir I, sondern auch für große I r1 1 
(sowohl stoßendes als ausgelöstes Teilchen weit vom Atomkern entfernt). 
Derjenige Anteil der BoRNsehen Wellenfunktion 1. Näherung, welcher jenen 

f,2 
1 Die Ablösungsarbeit I w" I ist von der Ordnung -- t - i f? 12 ' also belanglos. 

2m1 
2 Die Teilchen r, r 1 sind dort mit r 1 , r 2 bezeichnet. 

46* 
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Ionisationsprozessen (in allen Richtungen) entspricht, lautet nach (11.12), 
(13.2) und (13.9): 

1 (I I r 
u\ri'Ttl = 

1

h' r1) = 1: Cnm (, ~~) • --~~~_l_r! · Urn (t1) 
(m) 

=Jjjdtlxdflydflz ~~ec. ~~-~A~2 f0 ) • ei~:lt. (2nr~ ei(f,r,l. 

Zur Ausführung der Integration über den fcRaum verwenden wir jetzt Polar
koordinaten, deren Achse parallel zu r1 ist: 

;r 2:t 

J J J df1x df1ydf1z f (f1) eill,r,) = J dk1 ki J d{} sin{} J dcp f (k1, {), cp) • eik,!r,l cos 0 . 

0 0 

Für k1 1 r1 1 ::;'i> 1 kann man die Integration nach{} in bekannter Weise durch wieder
holte partielle Integration ausführen; in der so erhaltenen Reihe nach fallenden 
Potenzen von k1 1 r1 1 lautet das erste Entwicklungsglied: 

l.dkl ki. tk2~ I [eik,!r,l f (kl' 0' cp) - e -ik,lr,l f (kl' n' cp)]. 
. 11 1 

Hier tritt außer der auslaufenden eine einlaufende Kugelwelle auf, die offenbar 
keinen physikalischen Sinn hat; sie läßt sich in der Tat durch Bildung geeigneter 
Wellenpakete für das stoßende Teilchen zum Verschwinden bringen, wie hier 
nicht näher ausgeführt werden solP. Somit kann man schließlich die asymptoti
sche Darstellung von u 1 in folgender Form anschreiben: 

J, e'",lr, e'k ir! a(fl + f- fO) 
u1 (t,t1)c=konst.· dk 1 ·k1 

1 

·- ,.---,0 2 +···; 
'rl r i I' - ' I 

(13.15) 

hier sind die Richtungen von f bzw. f1 mit denjenigen von r bzw. t 1 zu identifi-
zieren: 

f "~ k . r fl "~ k1 • -rl 
t ' . I tll ' (13.16) 

und ihre Beträge k = I f I, k1 = I f1 1 sind durch den Energiesatz (13.5) verknüpft. 
Zur Verallgemeinerung der vorstehenden Betrachtungen auf den Fall von 

Atomen, die mehrere Elektronen enthalten, müssen wir auf die Formel (12.20): 

F =}·j-{dxdydzn (r)ei(l"-lnm•r) 
nnl ~nnt (13.17) 

zurückgreifen, wo die Dichtefunktion f!nm durch (12.8) und (12.10) definiert 
ist. In der Näherung, daß die Atomeigenfunktionen als Produkte von Einelek
tronen-Schrödingerfunktionen (einer und derselben Schrödingergleichung) dar
gestellt werden oder auch als lineare Aggregate von solchen Produkten (zwecks 
Symmetrisierung), kommen nur solche Stoßprozesse vor, bei denen nur ein 
einziges Elektron den Platz ändert. Die Stöße, die zur Auslösung eines (schnellen) 
Elektrons aus einer bestimmten Anfangsbahn führen, werden wiederum durch 
die Formeln (13.10) bis (13.13) beschrieben, falls man dort unter la(f7) 12 die 
Impulsverteilung des betreffenden Elektrons in seinem Anfangszustand versteht, 
d. h. wenn (13.6) die Fourierzerlegung der betreffenden Einkörper-Eigenfunktion 
darstellt. Die Wahrscheinlichkeiten der Ionisationsprozesse an verschiedenen 
Elektronen überlagern sich natürlich inkohärent, so daß die Wahrscheinlichkeit 
irgendeines ionisierenden Stoßes nach dQ sich gegenüber (13.13) einfach mit der 
Elektronenzahl N multipliziert [sofern die Ablösungsenergien aller Elektronen 
klein genug sind, daß die Voraussetzungen (12.2) und (13.1) für alle zutreffen 
können]. Das Geschwindigkeitsspektrum der gestreuten Teilchen und der aus-

1 Vgl. Anm. 1, S. 716. 
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gelösten Elektronen ist in dieser Näherung wieder das gleiche wie beim Stoß 
an einer Wolke freier Elektronen, welche dieselbe (dreidimensionale) Geschwindig
keitsverteilung besitzt wie die Elektronenwolke des Atoms im Anfangszustand. 

Will man dagegen auch die Wechselwirkung der Atomelektronen untereinander 
in Rechnung setzen, will man also nicht mehr die Zerlegbarkeit der Atomeigen
funktionen in Produkte voraussetzen, so schränkt sich die Gültigkeit der obigen 
Aussagen stark ein. Der Beweis dafür, daß die Gesamtzahl der einfach ionisieren
den Stöße pro dQ gleich oder höchstens gleich der Zahl der Stöße an N freien 
ruhenden Elektronen ist, läßt sich noch erbringen für den Fall, daß die End
geschwindigkeit des stoßenden Teilchens groß ist gegen diejenige des ausgelösten 
Elektrons, und diese wieder groß gegen seine Anfangsgeschwindigkeit im Atom: 

(13.18) 

Um dies zu zeigen, gehen wir auf die Bezeichnungen der Ziff. 12 zurück 
und schreiben zunächst Fnm in der Form: 

Fnm =c f dqu';,. (f ei(t"-fnm •tk)) Un; (13.19) 
k=l 

in der Tat führt die gliedweise Integration der Summenterme k = 1 · · · N mit 
(12.8), (12.11) auf (13.17) zurück1. Der Wirkungsquerschnitt der ionisierenden 
Stöße nach dQ schreibt sich gemäß (11.15) und (12.19): 

dQ dQ (2meF.)2 ~ lfnml 1 IF 12 
. Ion. = • -fj_'l.- ...::::;.; lfOf 1 fnm _ 10 14 nm ' 

(m) 

(13.20) 

wo die Summe nach m über alle stationären Zustände des kontinuierlichen 
Energiespektrums zu erstrecken ist, die einfach ionisierten Atomen entsprechen. 
Nach der obigen "wasserstoffähnlichen" Abschätzung, die größenordnungsmäßig 
nicht falsch sein kann, hat aber IFnm 12 bei gegebener Richtung von fnm (d. h. 
von t) als Funktion von W m oder von I lnm I stark ausgeprägte Maxima an den 
Stellen (13.12). Setzen wir zunächst den Fall, daß nur ein derartiges Maximum 
vorhanden ist (m S m1), so kann man in den langsam veränderlichen Faktoren 
der Summenglieder in (13.20) I lnm I durch den Schwerpunktswert (13.12) ersetzen: 

(2m e e)2 I f I 1 ~I l2 
dQion. = dQ • t/l·-- lfOT I f _ 1o14 • tii1 Fnm • (13.21) 

Wir behaupten nun, daß man- falls (13.18) gilt- auch in Fnrn (13.19) llnml 
durch lfl (13.12) ersetzen kann, d. h. daß (fnm-- f. tk) im Bahnbereich des 
kten Elektrons <t:1 bleibt für alle I fnm I im Bereich der Linienbreite des Ge
schwindigkeitsspektrums der gestreuten Teilchen. Diese Breite ist nämlich nach 
der wasserstoffähnlichen Abschätzung (für k = 1): 

~ -~I"-. mlf1 j_ 1 .:..~fol __ v_l_ 1 ·l"fol 
! tn 111 11 m 11 f I m (l f1) ! f_J 1 -- v (b b1) LJ 1 ' 

1-- - 1---
m. I f 12 v2 

wo I LI f~ I die Ausdehnung der anfänglichen Impulsverteilung des 1. Atomelektrons 
mißt, mithin dessen reziproke Bahndimension darstellt. Man kann also, wie 
behauptet, 

(f f . ) <VI 
nm -- • r1 r-...: v --(b-b.-J 

1- _v_2_ 
{13.22) 

ohne merklichen Fehler Null setzen, falls v1 <t: v ist, wie vorausgesetzt war. 

1 Die Formel (13.19) erhält man auch unmittelbar aus (12.19) mit (12.4) bis (12.6) bzw. 
(12.14), indem man in (12.4) die Integration nach ;r, y, z ausführt; vgl. Anm. 2, S. 719. 
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Demnach können wir jetzt in (13.21) einsetzen: 

~1Fnml2 = ~~J dq u;:, (~ei(f"-f·tkl)un]2. 
(m) (m) k I 

(13.23) 

Würden wir hier die rn-Summe nicht nur über die einfachionisierten Atom
zustände, sondern über alle stationären Zustände (unter Einschluß des diskreten 
Energiespektrums) erstrecken, so würden wir - wegen der Vollständigkeit des 
orthogonalen Funktionensystems um - erhalten: 

(13.24) 

Es wird also (13.23) etwas kleiner sein als (13.24); freilich wird die Differenz, 
wie die wasserstoffähnliche Abschätzung lehrt, in der Regel nur unbeträchtlich 
sein: 

~1Fnm:2 = ~1Fnml2 • 
(m) <<> m 

(13.25) 

An Stelle des Ausdruckes (13.24) kann man noch schreiben: 

(13.26) 

hier werden die Summenterme k =f= l in unserer Näherung vernachlässigbar klein 
(wegen Vernichtung durch Interferenz: I f0 - f 1- 1 « Atomdimensionen), und 
die N Terme k = l geben je 1 (da Un normiert ist): 

2,'[Fnml2 N N. (13.27) 

Damit erhalten wir schließlich für den gesuchten Wirkungsquerschnitt den Wert: 

d Qlon. (<) dQ . (2 ~2e T i{JT I c=-~ f014 • N; ( 13 .28) 

der rechts stehende Maximalwert stimmt für v1 « v tatsächlich mit dem N fachen 
von (13.13) überein, wie oben behauptet worden war. 

Was schließlich den Fall m > m1 , sinEJ < m1(m anlangt, wo das Streu
spektrum zwei Linien enthält, so ist zunächst leicht festzustellen, daß die Be
dingung v1 « v für die weichere der beiden Spektrallinien [unteres Vorzeichen 
in (13.12)] überhaupt nicht zu erfüllen ist und für die härtere Linie [oberes Vor
zeichen in (13.12)] nur für kleinste StreuwinkeL EJ « m1(m. Für die letzteren 
Stöße kann man aber die obige Rechnung genau wiederholen 1 und so wiederum 
die Formel (13.28) gewinnen. 

14. Elektronenstoß mit Austauschentartung. Wenn wir von jetzt ab als 
stoßendes Teilchen ein Elektron wählen, d. h. ein von den Atomelektronen prin
zipiell ununterscheidbares Teilchen, so bedürfen die bisherigen Betrachtungen 
einer wesentlichen Ergänzung: die Wellenfunktion u(r, q) muß "symmetrisiert" 
werden 2• Der Einfachheit halber diskutieren wir in dieser Hinsicht zunächst das 
Zweielektronenproblem, also etwa den Elektronenstoß am Wasserstoffatom (mit 
festgehaltenem Kern). 

Ist . 0 "" ( t ) eikn mir I 
u(r,r1) = e•<! rlun(r1) +..:::;.. Cnm ii:T -~if-um(ri) (14.1) 

'" 
die (nichtsymmetrisierte) BoRNsehe Lösung, so benötigen wir jetzt - gemäß 
den Ausführungen unter Ziff. 5 -, um alle dem PAULischen Ausschlußprinzip 

1 Zu beachten ist dabei, daß I Fnm' 2 nach der Ersetzung von f.m durch f kein zweites 
Maximum (am Ort der weicheren Spektrallinie) mehr besitzt. 

2 Vgl. Anm. 2, S. 704. 
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genügenden Möglichkeiten zu erschöpfen, sowohl die in den Ortskoordinaten 
der Elektronen symmetrische als die in ihnen antisymmetrische Schwingungs
funktion: u(r, r1) ± u(r1 , r), wo: 

~ ( r ) eiknm'lttl 
u(rl,r) = ei<l"rtlun(r) + ~ Cnm' lr:l -~t-11-um'(r). 

m' 
(14.2) 

Unter den Summentermen m und m' in (14.1) und (14.2) gibt es nun immer 
solche Paare, die sich in den symmetrisierten Funktionen kohärent superpanieren 
und in den Intensitäten zu Interferenztermen Anlaß geben. Ein solt hes kohärentes 
Wellenpaar entspricht jeweils zwei Stoßprozessen, deren "Endzustände" durch 
Vertauschung der beiden Elektronen ineinander übergehen, also physikalisch 
nicht zu unterscheiden sind; ein Beispiel ist die Anregung eines diskreten Atom
niveaus m durch einen Unelastischen Stoß in Richtung e und die Einfangung 
des stoßenden Elektrons im Niveau m, unter Ablösung des Atomelektrons in 
Richtung 6>. 

Wir wollen aber das Problem der Anregung und Einfangung einstweilen 
zurückstellen und zuerst diejenigen Stoßvorgänge diskutieren, bei denen wir 
am ehesten erwarten dürfen, daß beide Wellenfunktionen eines kohärenten Paares 
durch die 1. BORNsehe Näherung genügend genau dargestellt werden; es sind 
dies die in der vorigen Ziffer betrachteten Ionisationsprozesse, bei welchen die 
Endgeschwindigkeiten beider weggehenden Elektronen hinreichend groß sind 
[vgl. (12.2) und (13.1)]: 

(Z > 1). (14.3) 

Es sei bemerkt, daß durch diese Bedingungen die kleinsten und größten Streu
winkel von der Betrachtung ausgeschlossen werden; da nämlich der Linien
schwerpunkt im Geschwindigkeitsspektrum (wegen m1 = m = p,) bei 

v = v0 cos6> bzw. 

liegt, sind die Bedingungen (14.3) gleichbedeutend mit: 

(Z > 1). (14.4) 

Je schneller das einfallende Elektron ist, um so mehr nähern sich die Grenzen 
des betrachteten Streuwinkelbereiches den Werten 0 und :rr:/2. 

Wir gehen aus von der in der vorigen Ziffer abgeleiteten asymptotischen 
Darstellung von u1 (r, r1), die für große Ir I und große lr1 1 gilt [vgl. (13.15) und 
(13.16)]: 

(14.5) 

wo 
k2 + ki = konst. 

Zur Bildung von u1 (r1 , r) müssen wir nun hier im Integranden Ir I und I r1 1 sowie 
die Richtungen von f und f1 vertauschen (aber nicht die Beträge k und k1); den 
so entstandenen Ausdruck wird man jedoch, zwecks Kenntlichmachung der 
Zuordnung kohärenter Paare, noch folgendermaßen umformen: auf Grund des 
Energiesatzes (k 2 + ki = konst.) wird man k statt k1 als Integrationsvariable 
einführen (k1 d k1 = - k d k, die Umkehrung der Integrationsgrenzen gibt aber
mals ein Minuszeichen), aber durch Umbenennung k ~ k1 u 1 (r1 , r) wieder als 
Integral nach k1 darstellen; das Resultat dieser Umformung besteht darin, daß 
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in der geschweiften Klammer in (14.5) alle Größen mit und ohne unteren Index 1 
vertauscht sind: 

}
• { eik Ir I eik, ir,j a (f-+- fr _ f")} 

u1 (r1,r) = konst. · dk1 • k 1 -
1

1:1- · !rrl · -~y1-_::.-~ + ···. (14.6) 

In den symmetrisierten Wellenfunktionen werden demnach die Ionisations
prozesse, sofern sie den Bedingungen (14.3) oder (14.4) genügen, asymptotisch 
dargestellt durch: 

I. eik, Ir, e'k ,rl 
ul(r, r1) ± u1(r1, r) = konst. · dh1 • k1 I I --1 ,-- ) 

" Ir T: 
( 14. 7) 

• a(fl +I'- fO) ·l,f~1''12 :t.:: ~~r ~ l"l2-] + .... 
Von hier aus kann man nun leicht die Stromdichten im l~aum r (oder r1) 

berechnen; in der Näherung, die in Ziff. 13 eingehalten wurde, ergibt sich der 
Wirkungsquerschnitt der Stöße, welche eines der beiden Elektronen in den 
Raumwinkel dQ führen, zu: 

( 2 11 ' 2)' 2 i f I [ 1 1 12 
dQ=dQ. 1i2 ·ltilf ·!r-rop-± 1tr-t"r' (14·8) 

wo I f j und 1'1 sich durch die Erhaltungssätze für den Stoß am freien ruhenden 
Elektron bestimmen: 

f + fl = I0 , lfl2 + lf1l 2 ~c fO 2 . (14.9) 

Durch Einführung des Streuwinkels e erhält man: 

d = d Q . .:... . cos e . --( E2 )2 [ 1 1 ]2 
Q T sin2 (..J ± cos2 0J ' 

, Ji2jfDI2 
WO 1 = ----. 

2!1 
(14.10) 

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, die wir in Ziff. 5 (nach dem 
Vorgange von MaTT) für den Stoß zweier gleichartiger, freier Teilchen (deren 
eines anfangs ruht) abgeleitet haben [vgl. (5.4)], so sieht man, daß hier wie dort 
jener charakteristische, klassisch nicht deutbare "Interferenzterm" auftritt, 
dessen Vorzeichen für symmetrische und antisymmetrische Schwingungsfunktion 
verschieden ausfällt. Allerdings ist dieser Term in der MaTTsehen Formel (5.4) 
noch mit dem Faktor cos (2 y logtgfJ) multipliziert, wo y = e2jn v0 ist (in der 
gegenwärtigen Bezeichnung); doch ist das Argument dieses Kosinus in dem hier 
behandelten Falle nach Ausweis der Bedingungen (14.4) höchstens von der 

Ordnung _"820 log~~~, also ~1, so daß die Übereinstimmung mit der MaTTsehen 
nV E 

Formel nichts zu wünschen übrigläßt. Die Wirkung der Austauschentartung 
auf die Intensitätsverteilung gestreuter Elektronen wird also durch die schwache 
Bindung des gestoßenen Elektrons in unserer Näherung nicht modifiziert!. 

Die Zusammensetzung der symmetrischen und antisymmetrischen Funk
tionen u (r, t 1) ± u {t1 , r) mit den zugehörigen Spinfunktionen erfolgt nämlich 
- da wir ja von Spinkräften stets absehen -wieder genau so, wie dies in Ziff. 5 
für den Stoß zweier freier Elektronen auseinandergesetzt wurde. Im Falle UD

polarisierter Elektronen sind die Intensitäten, welche der symmetrischen und 
antisymmetrischen Lösung entsprechen, mit Gewichten 1 und 3 zu mitteln; 

1 Will man die Näherung weitertreiben, also z. B. untersuchen, wie sich das Kosinus
argument bei zunehmender Bindung ändert, so muß man über die 1. BORNsehe Näherung 
hinausgehen. Da nämlich eine unsymmetrische Behandlung der beiden Elektronen nicht 
zum Ziel führt, ist man genötigt, nicht nur die Bindung des ausgelösten, sondern auch die 
des gestreuten Elektrons an den Kern bereits in der Lösung "(Jter Näherung" in Rechnung 
zu setzen (durch Einführung logarithmisch veränderlicher Phasen in beiden Kugelwellcn). 
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dann wird die Stmmdichte der unelastisch gestreuten und der ausgelösten Elek
tronen durch den Ausdruck (5.7) beschrieben. Ist das H-Atom, etwa durch einen 
Stern-Gerlach-Versuch, polarisiert, d. h. ist der Spin seines Elektrons orientiert, 
so ist die Stromdichte gleichfalls durch (5.7) bestimmt, aber die sekundäre Elek
tronenwelle ist teilweise polarisiert, und eine abermalige unelastische Streuung 
an einem polarisierten H-Atom würde eine tertiäre Welle geben, deren Intensität 
nicht durch (5.7), sondern durch die allgemeinere Formel (5.9) zu beschreiben 
wäre 1 . 

Wenden wir uns nun zu denjenigen Stoßprozessen, welche die Bedingungen 
(14.3) nicht erfüllen, sei es, daß das ausgelöste Elektron nicht schnell genug ist, 
oder daß überhaupt keine Ionisation, sondern nur eine Anregung eines diskreten 
Atomniveaus stattfindet, oder daß der Stoß nur ein elastischer ist, so ist in allen 
diesen Fällen der zugeordnete Prozeß, der durch Vertauschung der Elektronen 
im Endzustand entsteht, von solcher Art, daß er durch die 1. BORNsehe Nähe
rung nicht ausreichend beschrieben werden kann, weil er die Bedingung (12.2) 
nicht erfüllt; die Wellenfunktionen eines "kohärenten Paares" sind also in diesen 
Fällen nicht beide durch die bisher verwendeten Näherungsformeln darzustellen. 
Beispielsweise sind den (diskreten) Anregungsprozessen die "Einfang"prozesse 
zugeordnet (Tnm < 0), von denen schon unter Ziff. 12 betont wurde, daß sie 
durch die 1. BoRNsehe Näherung ganz falsch beschrieben werden (sie bilden 
dort eine kontinuierliche, statt einer diskreten Mannigfaltigkeit). Speziell gilt 
dies auch für die elastischen Stöße (m = n) und den zugehörigen Einfangprozeß, 
der einen "Platzwechsel" der beiden Elektronen darstellt. 

Um den Einfluß der Austauschentartung auf die elastischen und auf die 
unelastischen, mit Anregung diskreter Atomzustände verbundenen Stöße abzu
schätzen, bedarf es also zunächst der Konstruktion einer Näherungslösung, 
welche zur Beschreibung der Einfangprozesse geeignet ist. Nach einem Vor
schlag von ÜPPENHEIMER 2 kann man dazu folgendermaßen verfahren: Von den 
in der BoRNsehen Lösung (14.1) auftretenden Termen der Form 

( 
t ) eiknm]rj 

Cnm TtT · · TrT-- Um (rl) (14.11) 

streiche man diejenigen, welche durch die 1. BoRNsehe Näherung nicht gut 
approximiert werden (etwa alle Wm > W, Tnm < T + Wn- W) und ersetze 
sie durch Terme der Form 

(14.12) 

so daß die zum diskreten Atomspektrum gehörenden Terme m' (Wrn' = W1 • 1/m' 2} 

gerade allen möglichen Einfangprozessen entsprechen: 

~ ( t ) eiknmltl 
u (r, r1) = ci(l"r)un (r1) +...::::.., Cnm [ t I • -·· 1 -i~ Um (rl) 

m-
(Wm<W) 

~., ( r ) eiknm•]r,j + c' . - 1- • -- -·-·-u •(t) , ""' I r1l. I Ttl m 
m. -

(14.13) 

(lf'm•< '1' + W,.- W) 

Es gilt nun in diesem Ansatz die Amplituden Cnm und c~m' zu bestimmen, 
und zwar im Sinne der 1. BoRNsehen Näherung, d. h. bis zu Termen 1. Ord
nung in der Störungsfunktion V(r, r1). Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt 

1 Vgl. N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 125, S. 222. 1929. 
2 J. R 0PPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 32, S. 361. 1928. 
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in dem Umstand, daß die Wellenfunktionen der Form (14.11) und der Form 
(14.12) verschiedenen Differentialgleichungen genügen (die Potentialfunktion des 
ungestörten Problems ist im einen Falle ZE 2/\r1 j, im anderen Falle Zs 2/jrj) und 
daß sie daher kein Orthogonalsystem bilden. Einen Ausweg aus dieser Schwierig
keit erblickt ÜPPENHEIMER darin, daß die Abweichungen von der Orthogonalität 
im Grenzfall sehr hoher Stoßgeschwindigkeiten vernachlässigbar klein werden, 
und er erhält für diesen Grenzfall die Cnm ebenso wie BORN als die Matrixelemente 
der Störungsfunktion, die den Übergängen n--+ m des ungestörten Systems ent
sprechen [vgl. (12,4), (12.5)]: 

Cnm = - z:]j2 f. .. J dx . .. dzl V(r' rl) • ei (l'r) ttn (rl) . c-i(fnmt) u;. (rl) ' ( 14.14) 

und andererseits die c~m' als die den "Einfangprozessen" entsprechenden Matrix
elemente: 

(14.15) 

Kehren wir nun zum Problem der Austauschentartung zurück, so erhalten 
wir zunächst aus (14.13) durch Vertauschung von r und r1 und durch Ver
tauschung der Summationsindizes m und m': 

"' ( r ) eiknm\ti 
u(r1 ,r) = ei(l'rdun(t) +.::::.,. C~m TtT ·-

1
;;

1 
u",(rl) 

m 
(Wm<T+Wn-W) 

(14.16) 

Für genügend kleine Anregungsenergie (W m - W n < T - W und < W - W n) 
werden also die Unelastischen Stöße (speziell auch die elastischen) zusammen 
mit den im Endergebnis von ihnen nicht unterscheidbaren Einfangprozessen 
durch die zwei Wellenfunktionen 

{ ( r ) , ( r '} eiknmlrl 
Cnm TtT ± Cnm TtT) · ·-

1 

t-i - • Urn (rl) (14.17) 

beschrieben; und für primär unpolarisierte Elektronenstrahlen werden also 
[gemäß (5.6)] die entsprechenden Wirkungsquerschnitte: 

dQm = dQ • -[;; • {j Cnm \2 + j C~rn \2 - i (cnm c~*m + C~m C~m)}. (14.18) 

Einen andersartigen Versuch, den Einfluß der Austauschentartung wenig
stens für elastische Stöße abzuschätzen, unternimmt FEENBERG\ indem er die 
quasistatische Stoßtheorie von FAXEN und HoLTSMARK (s. oben Abschn. A II) 
in ähnlicher Weise auszubauen sucht, wie dies von FocK und SLATER 2 für 
HARTREES quasistatische Theorie abgeschlossener Atomsysteme ("self consistent 
field") getan worden ist. Die Methode von FocK und SLATER beruht auf folgen
dem Gedanken: Vom SCHRÖDINGERschen Variationsprinzip ofdqu*Hu = 0 
(Nebenbedingung: jdq juj 2 = 1) ausgehend, sucht man für das Zweielektronen
problem (He-Atom) zunächst unter den Funktionen vom Typus u (r, r1) =I (r) · g (r1) 
eine optimale Näherungslösung durch die Forderung: J ... J dx ... dz1 u* Hu 
soll zu einem Minimum gemacht werden durch Variation von I und g (Neben-

1 E. FEENBERG, Phys. Rev. Bd. 40, S. 40; Bd. 46, S. 1 7. 1932. 
2 V. FocK, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 126. 1930; J. C. SLATER, Phys. l{cv. Bd. 35. S. 210. 

1930. Vgl. auch Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 16. 
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bedingungen: f und g auf 1 normiert); die EDLERsehen Gleichungen dieses 
Variationsproblems sind dann gerade die HARTREEschen Differentialgleichungen 
des "self consistent field" 1• In nächster Näherung erfolgt nun die Berück
sichtigung der Austauschentartung durch vorherige Symmetrisierung von u; löst 
man nämlich das entsprechende Variationsproblem mit dem Ansatz u(r, r1) 

= /(r) · g(r1) ± /(r1) • g(r), so erhält man für die optimale Näherungslösung 
andere Funktionen f, g, deren Differentialgleichungen sich von den HARTREE
schen durch gewisse "Austauschterme" unterscheiden. -Zur Übertragung dieser 
Methode auf das Problem des Elektronenstoßesam H-Atom, wo es sich um das kon
tinuierliche Energiespektrum des Gesamtsystems handelt, muß zunächst das Varia
tionsproblem etwas anders formuliert werden: es soll J. .. J dx . .. dz1 u*(H- W)u 
zum Minimum gemacht werden durch Variation von u (und u*) innerhalb der 
Menge aller Funktionen, die den richtigen Randbedingungen genügen (f es> ebene 
Welle plus Kugelwelle) und für welche das zu variierende Integral existiert. 
Ferner begnügt sich FEENBERG mit einer weniger weitgehenden Approximation, 
indem er nur f variiert, dagegen g von vornherein durch eine geeignet gewählte 
Schwingungsfunktion für den stationären Zustand des H-Atoms, etwa durch 
die ungestörte Eigenfunktion Un, ersetzt. Dann führt das Variationsproblem 
mit dem unsymmetrisierten Ansatz u = un(r1) • /(r) zur FAXEN-HOLTSMARKschen 
Differentialgleichung für 1: 

{-::(LI+ k2) + Vnn(r)}l(r) = 0, 

wo das quasistatische Potential Vnn(t) durch (12.5) definiert und k = knn = Jf0 l 
ist; dagegen liefert der symmetrisierte Ansatz u = Un (r1) • I (r) ± Un (r) · I (r1) 

einen zusätzlichen "Austauschterm": 

{- g;, (LI+ k2) + Vnn(r)}l(r) I 
± Un (r) J J J dx1 dy1 dz1 u~ (t1) [V(r, r1) - Vnn (r1)] I (r1) = 0. 

(14.19) 

Entwickelt man /, wie in der BoRNsehen Lösung, nach Termen steigender Ord
nung in V (oder Ze 2fnv 0), so erhält man in 1. Näherung (wieder mit Hilfe der 
GREENsehen Funktion eikr fr) asymptotisch: 

eik[t[ 
/(r) = ei(!'t) + (cnn ± c~n) - 1-t-l + .. ·, (14.20) 

wo c,.n denselben Wert hat wie in den Lösungen von BoRN und ÜPPENHEIMER 
[vgl. (12.4) oder (14.14)] und wo c~n mit dem ÜPPENHEIMERschen Ausdruck 
(14.15) zwar verwandt, aber nicht identisch ist: 

c;"' = - 2 :fi2 j. . .J dx ... dz1 [V(r, r1)- V nn (r1)] • ei<f'r>un (r1) • e- i(f,.,.r,)u~ (r). (14.21) 

Abgesehen von dem Unterschied im Zahlwert von c~n ist die FEENBERGsehe 
Lösung (14.20) identisch mit jenem Teil der ÜPPENHEIMERschen Lösung, wel
cher die elastische Streuung und die zugehörigen Platzwechselprozesse beschreibt 
[Summenterme m = n und m' = n in (14.13) und (14.16)]; die Intensitätsvertei
lung elastisch gestreuter Elektronen berechnet sich also wieder durch (14.18). 

Das hier skizzierte Näherungsverfahren ist natürlich wieder auf den Grenz
fall schneller Elektronen zugeschnitten; doch dürfte die Variationsmethode 
(durch andere Verfügung über die Funktion g) auch zur Auffindung einer den 
Elektronenaustausch berücksichtigenden Näherungslösung für langsame Elek
tronen dienlich sein. 

1 Vgl. auch ] . A. GAUNT, Proc. Cambricl.gc Phi!. Soc. Bd. 24, S. 328. 1928. 
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Um für den Elektronenstoß an höheren Atomen nach den vorstehend ge
schilderten Methoden entsprechende Näherungslösungen aufzustellen, braucht 
man nur die Regeln zu kennen, nach welchen die dem Pauliprinzip genügenden 
symmetrisierten Eigenfunktionen des (N --1- 1)-Elektronenproblems zu bilden 
sind. Ist u (r, r1, ... , rN) eine unsymmetrisierte, etwa die BoRNsehe Lösung, so 
sind jene symmetrisierten Lösungen von der Form: 

2:apPu(r, t 1, ... , YN), 
p 

wo P eine Permutation der N --1- 1 Vektoren r, r1, •.. , rN bedeutet und die Summe 
über alle (N --1- 1)! Permutationen zu erstrecken ist; die Koeffizienten a1, sind 
Lösungen des Hauptachsenproblems: 

_2 ar (]J (P- 1 P') c } • • ap 
1" 

[ c.]J(P) = J dq u* f.])Pu, wo W symmetrisch in allen Elektronen]; aus den so er
haltenen Lösungen schließt das Pauliprinzip alle diejenigen aus, die in mehr als 
2 Elektronen symmetrisch sind (Näheres in Kap. 2 dieses Bandes, Teil A, Ziff.14). 

Wir erläutern die verschiedenen Methoden kurz am Beispiel des Helium
atoms im Grundzustand, wo schon alle charakteristischen Unterschiede gegen
über dem H-Atom zutage treten. Sei u (r, r1 , r2) = U eine unsymmetrisierte 
Lösung, die aber schon in den beiden "Atomelektronen" t 1 , r2 symmetrisch sei: 

u(r, r1 , r2) = tt(r, r2 , r1); (14.22) 
dann gibt es unter den permutierten Funktionen Ptt nur drei unabhängige: 

U=u(r,t1 ,t2), U1 =tt(r1 ,r2 ,r), U 2 = H(t2 ,r,r1). (14.23) 
Als Lösungen des dreidimensionalen Hauptachsenproblems erhält man leicht: 

(a) u + U 1 --1- U 2 , 

(b) U --1- sU1 + c: 2 U 2 , 

( c) U --1- c:2 U 1 + s4 U 2 , 

wo s eine primitive dritte Einheitswurzel (e ~;;;) bedeutet. Die Lösung (a) ist 
in allen drei Elektronen symmetrisch und wird also durch das Pauliprinzip 
ausgeschlossen. Die Lösungen (b) und (c) gehören zum gleichen (zweifach ent
arteten) Eigenwert A und sind so gewählt, daß sie zwei "nichtkombinierenden 
Termsystemen" angehören; (b) und (c) sind völlig äquivalent, und wir können 
uns auf die Diskussion der einen Lösung (b) beschränken. 

Betrachten wir zunächst wieder die I onisationsprozesse, welche die Be
dingungen (12.1), (12.2) und (13.1) erfüllen, auf Grund der 1. BoRNsehen Nähe
rung, und begnügen wir uns dabei mit einer "wasserstoffähnlichen" Darstellung 
des He-Grundzustandes n = 1 : u1 ( r1 , r2) = u1 ( r1) • u1 ( r2), so gewinnen wir aus 
der entsprechenden Formel für das H-Atom (14.5) unmittelbar die asympto
tische Darstellung derjenigen Summenterme in der BoRNsehen Lösung, welche 
den Ionisationsvorgängen entsprechen: 

I. eiklri eik,lrrl a(f1 --1- f _ [O) 
U ,~ ut (r2) ·. dk,. kt !ti -r-~-. f- !olz 

. ~· eiklrl eik, r,: a(fz i- f _ [O) 
+ul(tt)· dk2·k2 -1 ·-· 1• 1oz + . r r 2 1 1 r-

f = k . _r_ f f, rt f J, rz 
r , t = 't I rtl , 2 '2 I rz, 

k2 , _ • J hi im ersten \ , , . konst. ~ 1,., . . f Intcgrd.l. 
''} 1m zwe1ten 
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Die permutierten Funktionen U1 , U2 (14.23) wird man nun in einer der Formel 
(14.6) entsprechenden Weise umformen; dann sieht man unmittelbar, daß in 
der symmetrisierten Funktion U + eU1 + e2 U2 die sechs Integrale nach k1 

bzw. k2 sich durch Superposition der kohärenten Paare auf drei reduzieren, 
deren jedes im Integranden den Faktor [! f - f0 1- 2 + e I f1,2 - f0 1- 2] enthält. 
Die Berechnung der Stromdichte in entsprechender Näherung ergibt schließlich 
den Querschnittswert: 

dQlon. = dQ. 2 ( ~y. cose 1 si~2 (-J + co{2 (;.y 1
2 j 

(14.24) 
( 82 )2 [ 1 1 1 ] = dQ · 2 · · cosE> - · + ---- - -----
, T sin4 (-J cos4 t9 sin2 (-J cos2 t9 ' 

abermals in Übereinstimmung mit der MaTTsehen Formel (5.7) (mit y = 0, 
s. oben) für den Stoß freier Elektronen1• Bemerkenswerterweise enthält der 
Intensitätsausdruck (14.24), im Gegensatz zu (14.10), kein doppeltes Vorzeichen; 
die Stromverteilung wird also unabhängig von der Polarisation des Elektronen
strahls. Dies war zu erwarten, da ja das He-Atom im Grundzustand kein resul
tierendes Spinmoment besitzt. 

Um die Anregung des He-Atoms (diskrete Energieniveaus) zu beschreiben, 
wird man wieder mit ÜPPENHEIMER die Einfangungsprozesse in der BoRNsehen 
Lösung gesondert zur Darstellung bringen: 

(14.25) 

im Grenzfalle schneller Elektronen haben die c1". die BoRNsehen Werte (12.4), 
(12.5), und die Näherungsformeln für cim und c~m lauten nach ÜPPENHEIMER: 

ci m = - 2-::h2 f ... f dx ... dz2 V(r, r1 r2) • ei<t•rJ u1 (r1 r2) • c-i<t, mttl u;:. (r2 r), l 
11 - __ !<_/ jd d V( ) • i(l0 t) ( ) • -i(ftmt2) * ( ) CJm- 2 :n:n2 • • • x ... z2 r,r1 r2 e u1 r1r 2 e Um rr1 • 

(14.26) 

Nun zerfallen die He-Terme bekanntlich in zwei Systeme: das Singulettsystem 
(Parhelium) mit symmetrischen, das TripleUsystem (Orthohelium) mit anti
symmetrischen Eigenfunktionen; es gilt also: 

für Tripletterme: Ctnz = 0 **. 

Zunächst ersieht man hieraus, daß der Ausdruck (14.25) in r1 und r2 sym
metrisch ist, wie in (14.22) vorausgesetzt wurde. Bildet man nun aus ihm 
durch zyklische Vertauschung von r, r1 , r2 die Funktionen U1 , U2 und schließ
lich die symmetrisierte Funktion U + e U 1 + e2 U 2 , so erkennt man unmittel
bar, daß in der letzteren immer je drei Summenterme sich kohärent super
panieren, mit der resultierenden Amplitude: (c1". + t-: 2 ci". + e c]'".) mal einer 

1 Diese Übereinstimmung ist aber hier nur bewiesen unter Vernachlässigung der gegen
seitigen Wechselwirkung der beiden He-Elektronen. 

* Dies gilt speziell auch für den Grundzustand rn. = 1. 
**Dies folgt aus (12.4), (12.5), mit V(r, r1 r2) ~= V(r, r 2r1). 
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Potenz von s. Der differentielle Wirkungsquerschnitt für die Anregung emes 
Zustandes m durch Stöße in einen Raumwinkel dQ wird demnach: 

dQm = dQ • ~roj [ct"' + F2 C~m + F c~'m[ 2 I 
= I d Q • fiif · [ c1"' - c~ m [2 für Singuletterme, 

d Q · ~rol· 3[ ci m [2 für Tripletterme. 1 

(14.27) 

Daß die Tripletterme überhaupt angeregt werden, verdanken sie der Anwesen
heit der "Einfangterme" in (14.25); man kann dies dem Umstand zuschreiben, 
daß (bei Vernachlässigung der Spinkräfte) die Elektronenspins ihre Orientierung 
beibehalten und daß infolgedessen eine Änderung des Atom~pinmoments nur 
durch einen Elektronenaustausch zustande kommen kann. In (14.27) ist natür
lich der Wirkungsquerschnitt des unaufgespaltenen Tripletterms gemeint; ist 
das Triplett schwach aufgespalten (Russell-Saunders-Kopplung), so verhalten 
sich die Anregungswahrscheinlichkeiten der drei Einzelterme (j = l + 1, l, l- 1) 
wie ihre Gewichte (2 j + 1). 

Für die elastischen Stöße erhält man auch nach der FEENBERGsehen Varia
tionsmethode [~jdqu*(H- W)u = 0, mit u = /(t) u1 (t1) u1 (t2) + B /(t 1) u1 (t2) 

u1 (t) + e2 f (t2) u1 (t) u1 (t1)] einen Wirkungsquerschnitt der Form: dQ 1 = dQ 
·fc11 - c~ 1 \ 2 , aber mit einem modifizierten Wert für c~ 1 [im Integranden von 
(14.26) ist V durch eine abgeänderte Störungsfunktion zu ersetzen]. 

II. Allgemeine Stoßprobleme; nichtstationäre Lösungen. 
15. Strahlungslose Quantensprünge. Die im vorigen Abschnitt besprochene 

BoRNsehe Theorie beschreibt die Stoßvorgänge durch stationäre Lösungen der 
Schrödingergleichung, d. h. durch zeitlich periodische Wellenfunktionen der Form 

E 
'tjJ(t, q) = e-iwt, u(q), W = Ii; 

ihre physikalische Interpretation erfolgt mit Hilfe der Formeln für die Wahr
scheinlichkeitsdichte und den Wahrscheinlichkeitsstrom. Eine formal etwas 
andere Beschreibung liefert die von DIRAC herrührende Störungstheorie (auch 
Methode der Variation der Konstanten genannt), deren nichtstationäre Nähe
rungslösungen unmittelbar auf Ausdrücke für die "Übergangswahrscheinlich
keiten" der verschiedenen Stoßprozesse führen. Es sei von vornherein betont, 
daß die stationäre und die nichtstationäre Lösung eines Problems bezüglich der 
physikalischen Voraussagen immer völlig äquivalent sind1. 

Sei H (q) der der Hamiltonfunktion des Gesamtsystems entsprechende 
Differentialoperator, einschließlich der Störungsfunktion bzw. des Störungs
operators V(q): 

H(q) = H 0 (q) + V(q)' (15.1) 

und 'ljJ (t, q) die gesuchte Wellenfunktion: 

{H-in :t}w = o; ( 15 .2) 

se1en ferner 
Wn (t' q) = e-iu•nt Un (q) (15.3) 

1 Vgl. J. R. ÜPPENHEIMER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 66. 1928, § 1. 
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die normierten1 Eigenfunktionen des ungestörten Systems: 

{H0 - in Je} VJn = {H0 - nwn}VJn = 0, 

so führt der Ansatz 
VJ = Lan (t) VJn 

n 

73S 

(15.4) 

(15.5) 

auf das der Schrödingergleichung (15.2) äquivalente System von Differential
gleichungen 2 : 

in da"!.= La ·V ei(w.,-"'n)t Vnm =Jdqu':n Vun. (15.6) dt n n nm ' 

Die Amplitudenquadrate \ am (t) \2 werden interpretiert als die Wahrscheinlich
keiten, daß man das System zur Zeit t im Zustand m vorfindet (falls man in 
diesem Zeitpunkt die Störung V plötzlich "abschaltet"). Die "Hermitizität" 
oder "Selbstadjungiertheit" des Hamiltonoperators: 

( 15 .7) 

garantiert die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit: 

:t L\am(t) \2 = 0, L\am \2 = 1. 
m m 

( 15 .8) 

Das DIRACsche Näherungsverfahren geht nun von der Vorstellung aus, daß 
die Störung V erst zu einer gewissen Zeit t = 0 plötzlich "eingeschaltet" wird, 
d. h. für t < 0 soll V = 0, am (t) = am (0) = konst. sein, und für t > 0 soll V 
sofort seinen vollen (zeitunabhängigen) Wert annehmen. Die "erste Näherung" 
für die am (t) (t > 0) erhält man, indem man auf der rechten Seite der Differential
gleichungen (15.6) die an (t) durch die an (0) ersetzt: 

(15.9) 

setzt man diese neuen an (t) rechter Hand in (15.6) ein, so liefert eine abermalige 
Integration eine zweite Näherung, usf. 

Der einfachste Fall, auf den sich alle anderen Fälle leicht zurückführen 
lassen, ist der, daß "zu Anfang" (t = 0) ein gewisser Zustand, der im folgenden 
immer "n" heißen soll, mit Sicherheit realisiert war: 

an(O) = 1 *, alle übrigen am(O) = 0 (m + n). (15.10) 

Die Lösung 1. Näherung (15.9) vereinfacht sich dann zu: 

(15.11} 

Die für unseren Problemkreis wichtigste Anwendung dieser Formel bezieht 
sich auf den Fall, daß im Energiespektrum des ungestörten Systems das diskrete 
Anfangsniveau wn von einem kontinuierlichen Spektrum Wm = w überlagert wird. 
Nach Ausweis des Resonanzfaktors ( _ )t 

. W Wn 

I ei(w- wn)t- 1 1- sm -- --- 2---. 
--- -2----

w- Wn W- ron 

erhalten dann die zu Wn benachbarten Niveaus w des kontinuierlichen Spek
trums eine beträchtliche Anregungswahrscheinlichkeit: es ergibt sich eine be-

1 Im kontinuierlichen Eigenwertspektrum sind natürlich wieder gewisse .,Eigendiffe
rentiale" zu normieren. 

2 Vgl. Kap. 2 dieses Bandes, Teil A, Ziff. 10. 
*Oder allgemeiner: [an(o)l = 1, an(O) = eir (yreell); da aber die hier zur Diskussion 

stehenden Resultate von y unabhängig sind, ist hier und im folgenden stets y = 0 gesetzt. 
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stimmte Wahrscheinlichkeit dafür, daß das System in der Zeit t einen "strah
lungslosen" Quantensprung aus seinem Anfangszustand n in einen zum konti
nuierlichen Spektrum gehörigen Endzustand ausgeführt hat, dessen Energie n w 
mit der Anfangsenergie nwn bis auf Terme der Ordnung nt- 1 , d. h. innerhalb 
der optimalen Meßgenauigkeit, übereinstimmt. 

Zur Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeit normieren wir etwa die 
Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums in der Skala w = Wm; in diesem 
Sinne ersetzen wir den früheren Index m durch einen Doppelindex w fl, wo der 
(diskrete oder kontinuierliche) Parameter fl der Entartung des Terms w Rech
nung tragen soll. Die obigen Formeln 1. Näherung [vgl. (15.5), (15.11)] schreiben 
sich dann: 

(15.12) 
.'' 

Vn ,,," c= fdq u~," V Un· 
' ' ' 

(15.13) 

Die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t in irgendeinem Zustand des 
kontinuierlichen Spektrums anzutreffen, ist 

")~ r dw 'a,,", !2 , 
........ ~ ' I 

.'' 

wo die Integration nach w (für nicht zu kleine t) ohne merklichen Fehler von 
-oo bis +oo erstreckt werden kann1• Bei Einsetzung von (15.13) genügt es, 
die von w nur "langsam" abhängigen Größen \V n, ,,, .'' \2 durch ihre Werte an 
der Resonanzstelle w = Wn zu ersetzen 1 ; dann folgt: 

"" ~·· , 0 2n ""'-, · ,L.. _, dw i a,,, 1, - = 1,2 ·..::::.., I Vn,", 1, 2 • t. (15.14) 
!' !' 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Übergang stattgefunden hat, ist also propor
tional zu der Zeit t, die seit der Einschaltung der induzierenden Störung V 
verflossen ist; 2 n n- 2 2' \V n, w" \2 stellt die "Übergangswahrscheinlichkeit pro 
Zeiteinheit" dar 2• ·" 

Die Endprodukte solcher strahlungsloser Prozesse (d. h. die zum kontinuier
lichen Energiespektrum gehörigen Endzustände w /h) können ionisierte Atome 
plus abgelöste Elektronen oder auch dissoziierte Moleküle sein; im ersteren Fall 
handelt es sich um einen Augereffekt 3 , im anderen um eine "Prädissoziation" 4 • 

Den raum-zeitlichen Verlauf eines derartigen Zerfallsprozesses kann man an 
Hand der Wellenfunktion (15.12) noch gerrauer untersuchen: die relative Be
wegung der "Zerfallstrümmer" (Ion und Elektron, bzw. zwei Atome oder Ionen) 
wird asymptotisch durch eine auslaufende Kugelwelle beschrieben. Ist näm
lich r der Abstand der beiden Trümmerschwerpunkte, so sind die Eigenfunk
tionen zt,,, 1, des kontinuierlichen Spektrums asymptotisch von der Form: 

. eikr -M- e ikr 

tf(tJ ,II = f." y -t- /.u --y , (15.15) 

1 Die begangenen Vernachlässigungen laufen darauf hinaus, daß solche Terme, die 
nicht linear in t anwachsen (z. B. die in t periodischen), unterdrückt werden. 

2 Zur Ableitung dieses Ergebnisses mittels einer stationären Lösung vgl. G. \VENTZEL, 
ZS. f. Phvs. Bd. 43, S. 524. 1927. 

3 Hier ist die induzierende Störung die CouLOMBsehe \Vechsclwirkung zweier Elek
tronen; vgl. G. \VENTZEL, I. c.; E. FuEs, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 726. 1927. 

4 So bezeichnet durch den Entdecker V. HENRI. Der Ausgangspunkt der Entdeckung 
war die übernormale Breite gewisser Banelenlinien; vgl. hierzu Ziff. 23. Bezüglich der Natur 
der induzierenden Störung V vgl. Ziff. 1G. 
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wokwie bei freien Massenpunkten von w abhängt und die /,u nur langsam mi(w 
variieren. Die asymptotische Darstellung der Wellenfunktion 1p - "Pn, dielden 
Endzustand beschreibt, enthält also, nach (15.12) und (15.13), den Faktor: 

+= 
Jdw e-ir:::::::~iw~-(~f,, e+r~r + ~~~-e-~kr)·Vn,wt<; 

-oo ft ft 

(15 .16) 

entwickelt man hier k in der Umgebung der Resonanzstelle: k ~ k + :~ (w- wn), 

so erkennt man leicht, daß die Amplitude der einlaufenden Kugelwelle ("""e-ik•jr) 
verschwindet, wie es sein muß; die auslaufende Kugelwelle ("""e+ik• jr) dagegen 

verschwindet nur für t < r :~, entsprechend dem Umstande, daß der "Wellen

kopf" sich mit der Gruppengeschwindigkeit dwjdk vorwärts bewegt, während 
nach dessen Eintreffen eine normale auslaufende Kugelwelle sich ausbildet, 
deren Amplitude 2:,/1, • Vn,w,u für die Richtungsverteilung der auseinandergehen-

'' den Trümmer maßgebend ist. Der Wert des Gesamtstroms durch eine Kugel 
r = konst. führt wieder auf den Wert (15.14) für die Übergangswahrschein
lichkeitl. 

Gleichzeitig mit dem Anwachsen der Amplituden \aw1, \ des kontinuier
lichen Spektrums muß, auf Grund der Erhaltungsgleichung (15.8}, die Ampli
tude I an\ des Anfangszustandes abklingen. Diese Abklingung, deren Anfang 
übrigens durch die zweite DrRACsche Näherung beschrieben wird, hat rück
wirkend zur Folge, daß das Spektrum der freiwerdenden kinetischen Energien 
nicht eine (im Rahmen der natürlichen Ungenauigkeit fit- 1} scharfe, sondern 
eine verbreiterte Linie ist, deren Halbwertsbreite - in der Skala w - gleich der 
(gesamten) Übergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, d. h. gleich der rezi
proken mittleren Lebensdauer des Zustandes n ist2• 

16. Anwendung auf Stöße. Ein Stoßvorgang kann als strahlungsloser 
Quantensprung aufgefaßt werden, bei welchem der Anfangszustand selbst im 
kontinuierlichen Energiespektrum liegt. Wir wollen hierfür die ersteN äherung des 
DIRACschen Störungsverfahrens durchführen, und zwar unter der Annahme, daß 
die Gesamtenergie ('Ii w0) sowie der Gesamtimpuls ('Ii ~) der beiden Systeme vor 
ihrem Zusammenstoß, bzw. bevor wir die Kopplung V einschalten, genau be
kannt sind, daß wir also die Eigenfunktion des Anfangszustandes schreiben 
können: 

1po = e-iwot+i(~!ll) UO(Q), wo {HO- 'Ii wo} (ei<~!ll) UO(Q)) = 0. (16.1) 

Hier bedeutet ffi (wie unter Ziff. 2) den Schwerpunkt beider Systeme, während Q 
alle übrigen Koordinaten repräsentiert. Die Lösung erster Näherung setzen wir 
folgendermaßen an: 

1p = ei<~!ll) ·l:an(t) e-iwnt Un(Q)' wo {H0 - 'Ii Wn} (ei(~!ll) Un(Ql) = 0; (16.2) 
n 

1 Die obige Diskussion der a.symptotischen Wellenfunktion auf Grund der nichtstatio
nären Lösung findet sich zuerst bei H. BETHE (Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 443. 1930), allerdings 
nicht für die strahlungslosen, sondern für die photoelektrischen Prozesse, was aber keinen 
prinzipiellen Unterschied macht; vgl. auch G. WENTZEL (ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 574. 1926, 
§ 5), wo die entsprechende Diskussion mittels der stationären Lösung und Bildung von 
Wellenpaketen ausgeführt ist. 

2 Für die genaue Ermittlung des Spektrums ist die Kenntnis des gesamten Abklingungs
prozesses erforderlich, d. h. eine Näherungslösung der Differentialgleichungen (15.6), welche 
nicht nur für kleine t gilt. Auf dieses Problem kommen wir unter Ziff. 23 zurück; dort soll 
gleichzeitig die Strahlungsdämpfung in Rechnung gesetzt werden, die bei Vorgängen dieser 
Art in der Regel nicht vernachlässigt werden darf. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 47 
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hier ist die Summation über alle zum Wert h ~ des Gesamtimpulses gehörigen 
Eigenfunktionen des (ungestörten) Gesamtsystems zu erstrecken; letztere sollen 
nach Absepara tion der Schwerpunktskoordinaten normiert sein (j dQ u:, U n = ()n m). 

Für t < 0 soll tp in tp0 übergehen, und für t > 0 lautet die Differentialgleichung 
erster Näherung: { 0 } 

H 0 - i h - •n = - V•nO ot r r ' 

oder mit (16.1), (16.2): d in ~m = ei(wm-w")t ·J dQU:,vuo. 

Setzt man noch iJVjiJt = 0 voraus, so folgt für solche Zustände m des Gesamt
systems, die zu Anfang sicher nicht realisiert waren (am(O) = 0): 

ei(wm-ro0)t_1 1 f 
am(t) =- -------0-. ·:,;- dQ u;;.vuo. 

wm-w n 
(16.3) 

Für die weitere Rechnung spezialisieren wir auf schnelle Stöße. In diesem 
Falle können wir unter V die gesamte Wechselwirkung der beiden stoßenden 
Systeme verstehen, und die in (16.1), {16.2) noch offen gelassenen Funktionen U 
können weiter spezifiziert werden: 

uo(Q) =·Vn~ol·ei<f'r>un(q), (16.4) 

hier repräsentiert r die relativen Koordinaten der Schwerpunkte der beiden 
Einzelsysteme (etwa der Kerne zweier stoßender Atome) und q die sämtlichen 
inneren Koordinaten der beiden Systeme; un (q) und Um (q) sind Produkte aus den 
(normierten) Eigenfunktionen der beiden Systeme oder lineare Kombinationen 
von solchen; Um ist nach den Eigenwertparametern f.,, fy, fz normiert, U0 da
gegen so, daß die anfängliche Stromdichte im Raum r den Wert Eins hat1 • 

Die zur ungestörten Eigenfunktion Um = Ufm gehörige Wahrscheinlich
keitsamplitude wird hiermit: 

ei(rofm-ro•>t- 1 '! 1 1 l 
a1m(t) =- 0 • (2n nr~ m2[fo[-2 

Wfm- w ' 

· J J J dx dy dz ei(!'-f·r) jdqu:';. Vun. 
(16.5) 

la1m(t)l 2 df.,dfydfz stellt die Wahrscheinlichkeit dafür dar, daß das System 
zur Zeit t bezüglich seiner inneren Verfassung im Zustand m und bezüglich der 
Relativgeschwindigkeit der beiden Schwerpunkte im Element d f., d fy d fz an
getroffen wird. I a!m 12 hat sein Resonanzmaximum, entsprechend dem Energie-

satz, für: 2 (I~ 12 _l.!f) = _ 0 • 
h 2M+ 2m + Wm- nWfm.- hw' 

den hierdurch bestimmten Wert von \ f I nennen wir wie früher knm und den 
Vektor f von diesem Betrage fnm· Geht man im Geschwindigkeitsraume zu 
Polarkoordinaten über: 

df.,dfydf, = d.Q · \f[ 2 d\f/ = d.Q · \f\ · ~ dw; 

und integriert man nach w über die Umgebung des Resonanzmaximums, so 
ergibt sich als Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit eines Stoßes in den Raum
winkel d.Q, bei gleichzeitigem Übergang n---->- m der beiden Systeme: 

dQm = d.Q · knm • ~ {aw [a!m[ 2 • -; 1 
=d.Q. kn'"-·(-~)2 ·1JJfdxdydzei(!'-!nm•r)j.dqu*Vu [2 ~ {16'6) 

[!Oj 2nn2 .J' m n · J 
-----

1 m bedeutet hier, wie unter Ziff. 2, die "reduzierte" Masse m1 m2f(m1 -1-- m2) der beiden 
Systeme, nffm ihre Relativgeschwindigkeit, und f0 den Anfangswert von f. 
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Man erkennt unmittelbar, daß dieser "differentielle Wirkungsquerschnitt" für 
den Spezialfall des Elektronenstoßes am unendlich schweren Atom1 mit dem
jenigen identisch wird, der in Ziff. 12 durch die 1. BoRNsehe Näherung erhalten 
wurde [ vgl. (11.15"), (12.4) und ( 12.5)2]. 

Der zu dem bisher betrachteten inverse Stoßprozeß wird dadurch beschrieben, 
daß man in (16.6) n mit m und f0 mit (- fnm) vertauscht. Man erkennt unmittel
bar, daß sich die Wirkungsquerschnitte der zueinander inversen Prozesse (bei 
gleichem Richtungsspielraum dQ) wie die reziproken Quadrate der anfänglichen 
Relativgeschwindigkeiten verhalten, ein Ergebnis, welches zuerst von KLEIN 
und RossELAND 3 aus statistischen Betrachtungen betreffend das Gleichgewicht 
von Atomen und freien Elektronen gewonnen wurde und welches, wie leicht zu 
erkennen, nicht auf schnelle Stöße beschränkt ist. 

Zur Beschreibung langsamer Atomstöße (etwa für thermische Geschwindig
keiten) benutzt man als Ausgangslösung nullter Näherung zweckmäßig die 
"adiabatische" Lösung, die aus der Theorie des Molekülbaus und der Banden
spektren bekannt ist 4 : die Un(Q) in (16.2) sind zu wählen als Produkte einer 
Elektronenschwingungsfunktion, welche die Elektronenbewegungen bei fest
gehaltenen Kernen darstellt, und einer Kernschwingungsfunktion, in deren 
Schrödingergleichung als Potential die Energie der Elektronenbewegung bei 
festen Kernen eingeht und die somit von den Quantenzahlen des Elektronen
zustandes abhängt. Als Störungsfunktion V bleibt dann ein Differentialoperator 
nach den (relativen) Kernkoordinaten, welcher an der Elektronenschwingungs
funktion angreift, die ja von den Kernkoordinaten als Parametern abhängt. Diese 
Störungsfunktion erzeugt in den diskreten Molekülzuständen jene Abweichungen 
von den normalen Termformeln der Bandenspektren, welche als "Störungen" 
der Bandenterme bekannt sind 5 ; in denjenigen diskreten Zuständen, die ener
getisch hoch genug liegen, um einer strahlungslosen Dissoziation fähig zu sein, 
ist sie maßgebend für die Wahrscheinlichkeit des spontanen Zerfalles 6 ("Prä
dissoziation", vgl. Ziff. 15); liegt schließlich der Ausgangszustand im kontinuier
lichen Spektrum der Kernschwingungsenergien, so sind die entsprechenden 
strahlungslosen Prozesse eben die unelastischen Stöße, und deren Wahrschein
lichkeiten bestimmen sich durch die Formel (16.3)7, wo jetzt unter U0 (Q) eine 
solche Lösung der adiabatischen Kernschwingungsgleichung zu verstehen ist, 
die sich asymptotisch wie eine ebene Welle plus auslaufende Kugelwelle verhält. 

1 Dann gehen m, t und nf in Masse, Ort und Impuls des Elektrons, Un und Um in die 
Eigenfunktionen des Atoms allein über. 

2 Vgl. G. WENTZEL, Phys. ZS. Bd. 29, S. 321. 1928, III. Abschnitt, § 4. 
3 0. KLEIN u. S. RossELAND, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 46. 1921. 
4 M. BoRN u. R. ÜPPENHEIMER, Ann. d. Phys. Bd. 84, S. 457. 1927. 
5 Vgl. R. DE L. KRONIG, ZS. f. Phys. Bd. 50, S. 347. 1928, § 2. 
6 K. F. BONHOEFFER u. L. FARKAS, ZS. f. phys. Chem. Bd. 134, S. 337. 1928; 

G. WENTZEL, Reunion internat. de chimie physique, S. 121. Paris 1928; R. de L. KRONIG, 
I. c. § 3. 

7 Die betreffende Rechnung ist zuerst von L. LANDAU (Phys. ZS. d. Sowjetunion 
Bd. 1, S. 88; Bd. 2, S. 46. 1932) ausgeführt worden, und zwar für den Fall, daß die 
"FRANCKschen Potentialkurven" von Anfangs- und Endzustand der beiden Atome sich 
überschneiden. E. C. G. STUECKELBERG (Helv. Phys. Acta Bd. 5, S. 370. 1932) beschreibt 
den unelastischen Atomstoß durch eine stationäre Wellenfunktion, die (wenigstens im 
genannten Überschneidungsfalle) eine konsequente adiabatische Näherungslösung darstellt 
und auch im Falle großer Übergangswahrscheinlichkeiten noch Gültigkeit beanspruchen 
darf. - Ältere, von anderen Gesichtspunkten ausgehende Arbeiten über Atomstöße sind: 
A. SMEKAL, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 391. 1926; Bd. 87, S. 959. 1928; H. KALLMANN u. 
F. LoNDON, ZS. f. phys. Chem. Bd. 2, S. 207. 1929; J. FRENKEL, ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 794. 
1929, § 1; P. M. MaRSE u. E. C. G. STUECKELBERG, Ann. d. Phys. Bd. 9. S. 579. 1931; 
F. LONDON, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 143. 1932. 

47* 
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C. Strahlungsprozesse. 
I. Allgemeine Theorie der Strahlungsprozesse. 

17. Die Grundformeln der DrRAcschen Strahlungstheorie1• Einleitend 
geben wir eine kurze Übersicht über die Quantenmechanik des Strahlungsfeldes, 
soweit wir sie im folgenden benötigen. Bezüglich weiterer Einzelheiten verweisen 
wir auf Kap. 2 dieses Bandes, Teil B, Ziff. 6 bis 8. 

Wir betrachten zunächst das elektromagnetische Feld des ladungsfreien 
Raumes, welches sich bekanntlich restlos in ebene transversale Lichtwellen von 
der Phasengeschwindigkeit c zerlegen läßt. Es ist zweckmäßig, diesem Feld 
eine Zyklizitätsbedingung aufzuerlegen: der elementare Periodizitätsbereich sei 
ein (sehr großes) Parallelepiped mit den Kantenlängen 11 , l2 , l 3 ; sein Volumen 
l1 l2 l3 nennen wir auch G. Damit werden die Wellenzahlvektoren f der Licht
wellen auf die diskrete Mannigfaltigkeit 

f -~""'I f = 2nr2 f - }""_'a 
sx - ll ' sy l2 ' sz - la (17.1) 

beschränkt. Zu jedem Tripel von ganzen Zahlen T1 , T2 , T3 gehören zwei unab
hängige Strahlungskomponenten, für die wir etwa zwei linear und aufeinander 
senkrecht polarisierte Lichtwellen wählen können; die Einheitsvektoren in den 
Polarisationsrichtungen (elektrischer Feldvektor) nennen wir e,: 

[e,[ = 1, (e. f,) = o. 
Der Index s verweist also im folgenden stets auf bestimmte Werte des Wellen
zahlvektors funddes Polarisationsvektors e. Die Kreisfrequenz einer Strahlungs
komponente nennen wir v,: 

v8 =c[f.[. 
Die räumliche Fourierzerlegung des Vektorpotentials I[( des Strahlungsfeldes 

setzen wir folgendermaßen an: 

~ (4"")t . stt: (r) = ..:::::.,. e, GJ•, [Q. cos (f. r) - P. sm (f.r)] . (17.2) 
8 

Dann schreibt sich die elektromagnetische Energie des Periodizitätsbereichs G: 

HStr =! 2:v8 [Q; + P;]. 
s 

Die Bewegungsgleichungen, welche man auf Grund dieser Hamiltonfunktion 
HStr für die kanonisch konjugierten Variablen Q,, P 8 erhält, sind den MAXWELL
sehen Feldgleichungen für den ladungsfreien Raum äquivalent. 

Die DIRACsche Quantenmechanik des Strahlungsfeldes geht von der Be
merkung aus, daß die Hamiltonfunktion nstr formal übereinstimmt mit derjenigen 
eines Systems von harmonischen, ungekoppelten Oszillatoren. Die hermitischen 
Matrizen Q,, P 8 , welche HStr auf Diagonalform bringen, haben also bekanntlich 
folgendes Aussehen: ordnen wir jedem "Strahlungsoszillator" s eine Quanten
zahl N, zu: 

N,=0,1,2, ... , 

so ist Q,, ebenso wie P,, jeweils Einheitsmatrix bezüglich der Quantenzahlen N_,. 
der anderen Oszillatoren (s' =!= s), während bezüglich der eigenen Quantenzahl N. 
folgende Schemata gelten: 

1 P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 114, S. 243. 1927. 
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Matrix (*tQ,: . (z)t Matnx fi P, : 

s, 0 2 N - t "' .Y. 0 I I I 2 I ... I N- t 

0 0 i 1 I 0 0 0 1 i1t1 1 o 1 

0 1'2 I - iV1 0 I iV2 ------
2 0 12 0 _I_ 2 0 l-if'2 0 I --1 I I I 

.\' -1 0 V I N - 1 I 
JfN 0 I N N 0 --

Schreiben wir die Feldenergie (um die unendliche Nullpunktsenergie zu elimi
nieren) in der Form: 

HStr = i,2'v,(Q8 - iP,) (Q8 + iP,), 
8 

so sind ihre Eigenwerte gleich 

Hier äußert sich ein erster Zusammenhang mit der EINSTEINsehen Lichtquanten
hypothese: die Strahlungsenergie setzt sich linear ganzzahlig aus den Photonen
energien liv, zusammen; die Quantenzahl N 8 repräsentiert die Anzahl der "Pho
tonen der Sorte s" im Periodizitätsbereich G. 

Führen wir jetzt elektrisch geladene materielle Teilchen in den Raum ein 
(ebenfalls in periodischer Anordnung), so tritt zu dem quellenfreien elektrischen 
Wellenfeld das durch die Ladungen erzeugte elektrostatische Feld hinzu. Wie im 
Kap. 2 dieses Bandes (Teil B, Ziff. 7) näher ausgeführt ist, kann man die durch 
dieses statische Feld vermittelte Kopplung zwischen den Elementarteilchen durch 
CouLOMBsehe Potentiale der Form 

ek ek' 

I rk- rk' i 
darstellen, die man in die Schrödingergleichung der Teilchen einführt. Wenigstens 
ergibt sich so in der unrelativistischen Quantentheorie (d. h . bei Verzicht auf 
Lorentzinvarianz) die Möglichkeit, die Hamiltonfunktion H des Gesamtsystems 
(Materie plus F eld) wie folgt zu zerlegen: 

H = HMat + HStr + V . 

HMat enthält die kinetischen Energien und gegenseitigen CouLm\mschen Potentiale 
der materiellen Teilchen sowie die (statischen oder kinetischen) Potentiale 
gegebener äußerer Kräfte auf die Teilchen, HStr ist die Energie des "Strahlungs
feldes", d. h. des quellenfreien Feldanteils oder der transversalen Lichtwellen, 
und V stellt die Kopplung zwischen Materie und Strahlungsfeld dar: 

V= ""'{- _e~ (1-Jk ~f(rk)) + __ii_ I W (rk) 12} (17.3) 
".;;;;;;",. mk zmk 

k 

(rk = Ort, \Jk = Impuls des Iden Teilchens). 
Von dieser Darstellung der Hamiltonfunktion H ausgehend, betrachtet man 

in der DmAcschen Strahlungstheorie die Kopplung V als eine kleine Störung: 
man bestimmt zunächst die stationären Zustände des "ungestörten" Systems 
(V = 0); die "Einschaltung" der Störung V induziert dann die "Strahlungs-
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prozesse" (d. s. gleichzeitige Quantensprünge des materiellen Teilsystems und 
des Strahlungsfeldes), und zwar in genau derselben Weise, wie wir dies in Ziff. 15 
für die "strahlungslosen" Übergänge eines rein mechanischen Systems geschildert 
haben. 

Als materielles System wählen wir irgendein Atom oder Atomsystem, dessen 
Energieeigenwerte und Eigenfunktionen (orthogonal und normiert) bekannt 
seien: 

{HMat- nwn}Un = 0. 

Die stationären Zustände des ungestörten Gesamtsystems (V = 0) unterscheiden 
wir durch Angabe der Werte der Quantenzahlen 

n, N 1 , N 2 , ••• , N., ... ; 

jedem derartigen Zustand ordnen wie im gestörten Problem (H mit V + 0) 
eine Wahrscheinlichkeitsamplitude an (N 1N 2 ••• ) zu, deren quadrierter Betrag 
die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß man das System zur Zeit t (bei plötz
licher Abschaltung der Kopplung V) in dem betreffenden Zustande vorfindet. 
Die DmAcschen Differentialgleichungen für die Wahrscheinlichkeitsamplituden 
[ vgl. ( 15 .6)] lauten hier (noch ohne Vernachlässigung höherer Potenzen von V): 

Z dt -.,;;;...~...:,..···an 1 2 · · · nm 1 2 · · · 1 2 · • • 
·nda".(MlM2···l_.....,,,....., (N N )V (N N M M )) 

n .N, N, {17.4) 
• ei[wm-wn+f•·,(M,-N,)]t. 

Die hier eingehende Störungsmatrix bestimmt sich aus (17.3), unter Benutzung 
von (17.2) und der oben definierten Matrizen Q., P,. Die meisten Matrixelemente 
von V verschwinden dank den "Auswahlregeln" für die Strahlungsoszillatoren; 
die übrigbleibenden entsprechen den folgenden Strahlungsprozessen: 

Absorption eines Photons s: M, = N.- 1, alle anderen M, = N,: 

Vnm(N1 .. · M1 · · .) = (~~:t • js,nm' 

Emission eines Photons s: M 8 = N. + 1, alle anderen M, = N,: 

Vnm(N1 · · · M1 · · .) = (h(~~__!l)t • j:.mn• 

Absorption zweier Photonen s und s': M. = N.- 1, M., = N •. - 1, 
deren M, = N,: 

Vnm(N1 · • • M1 • · .) = (~~:t (~~:/ "~ss',n"' • 

(17.5) 

(17.6) 

alle an-

{17.7) 

Streuung eines Photons s nach s': M 8 = N 8 - 1, M,, = N,. + 1, alle anderen 
M, = N,: 

) (h N,)t (h (N,, + 1 ))t 
Vnm(N1 · • · M1 • • · = GY, -c;;, •1)ss',nm• (17.8) 

Emissionzweier Photonensund s': M, = N, + 1, M •. = N •. + 1, alle anderen 
M, = N,: 

V (N M ) = (h_(jy,_j-J))t (h (N,, +_1)')!. ~*, 
nm 1 · · • 1 · · • GY, G·J•,, ss ,mn (17.9) 

(h = 2nn = PLANCKsches Wirkungsquantum). Die Matrixelemente der "ein
fachen" Strahlungsprozesse (17.5), (17.6) ergeben sich aus dem in 9! linearen 
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Anteil der Störungsfunktion (17.3), diejenigen der "Doppelprozesse" (17.7), 
(17.8), (17.9) 1 aus dem Term mit \W\ 2 ; in ihnen bedeutet: 

js,nm = injdqu;,.(~ei(!stk) :::k (e,gradk))un 

(17.10) 

~ · = (e e ·)Jdqu* ( ~ ei(!,+f.,••tkl_1_)u ss ,nm s s m .::::;.. 1nk n' 
k=l 

(17.11) 

'YJ , - (e e .) (dqu* ( ~ ei(f,-f, .. tk)_1_)u 
88 ,nm - 8 8 "' m ..:::::.. mk n. 

k=l 

(17.12) 

Hier sind die Summationen nach k wieder über die Elementarteilchen des Atom
systems zu erstrecken, deren Ort jeweils durch den Radiusvektor tk gekenn-

zeichnet ist (dq = JI dxkdykdzk, gradk = -ß-, -ß-, -ß-). 
k vXk uyk uzk 

18. Absorption und Emission 2• Zur Ermittlung der Übergangswahrschein
lichkeit für die verschiedenen Strahlungsprozesse bedienen wir uns der DIRAC
scben Näherungsmethode, die wir schon in B, II bei den strahlungslosen Über
gängen angewandt haben: wir denken uns die Wechselwirkung V zur Zeit t = 0 
plötzlich eingeschaltet, für welchen Zeitpunkt der Zustand n des Atoms und 
die Photonenzahlen N, bekannt sein sollen: 

an(N1 N 2 ... )=1, alleübrigen am(M1 M 2 ••. )=0 für t<O; (18.1) 

indem man diese Anfangswerte rechter Hand in ( 17.4) einsetzt und nach t inte
griert, erhält man die Werte 1. Näherung für die am(M1 M 2 ••• ), welche für 
kleine t gültig sind und zur Berechnung der Übergangswahrscheinlichkeiten für 
die einfachen Strahlungsprozesse schon ausreichen: 

(hN,)J:. ei(wm-wn-v8)t _ 1 
am(N1 , .. ,N,-1, ... ) =- -G 1s,nm· "( __ ) ' 

Va n Wm (On 'lls 
(18.2} 

(h (N, + 1 ))t "* ei<wm-wn+v,) t- 1 am(N1 , •• , N, + 1, . · .) = - ___ G____ 1s,mn • Ci( _ + ) · (18.3) 
V8 ft Wm Wn V8 

Die Resonanznenner Wm - wn =f v, sorgen dafür, daß nur solche Prozesse vor
kommen, bei denen die Gesamtenergie im Rahmen der natürlichen Unschärfe 
(wm- Wn =F "'•""" t- 1) erhalten bleibt (BOHRS nv-Prinzip). Die Gesamtwahr
scheinlichkeit, daß das Atom in der Zeit t einen Übergang n -4- m ausführt, er
gibt sich durch Summation über die Sorten s, für welche der Resonanznenner 
klein wird; sie wird im Falle Wm > Wn: 

~ ' 2:n: ~ T 1 . 2 I ei(wm-Wn-v,)t- 112 
..::::;..\am( ... N,-1 ... ) 2 =-c7i·..::::;..1\•-;;\1s,nm\· rom-ron-v, ' (18.4) 

8 8 

(18.5) 

1 Strenggenommen wären diesen noch die Matrixelemente mit M,- N, = =f2 oder 0 
beizufügen; doch sind die letzteren für das Folgende belanglos. 

2 P. A. M. DIRAC, l. c. 
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Wir untersuchen zunächst den Sonderfall, daß zu Anfang (t = 0) gar keine 
Strahlung vorhanden war (alle N, = 0). Dann wird die Absorptionswahr
scheinlichkeit (18.4) Null, wie es sein muß; dagegen ergibt (18.5) eine nicht ver
schwindende Wahrscheinlichkeit für die Emissionsprozesse n--+ m (wm < wn) 
(selbstverständlich nur sofern der Anfangszustand n nicht der Grundzustand 
des Atoms ist). Wir betrachten zunächst solche Emissionsprozesse n--+ m, bei 
welchen Licht in einen Raumwinkel dQ emittiert wird, und zwar Licht einer 
bestimmten Polarisation e (f. in dQ, e8 = e). Die Anzahl der Strahlungskompo
nenten s dieser Art, die in ein Frequenzintervall dv fallen, ist nach (17.1) gleich 

(18.6) 

daher ist die Wahrscheinlichkeit, daß in der Zeit t ein Prozeß der genannten 
Art stattfindet, gleich 

~~ ( )l2 _ -~-{J__Jd 1. 12 • 2(1- cos(v -----~"n + com)t) ..:::;;.; am 0 ... 1... - 4 2fi 3 '11'11 1s,mn ( - + )2 . 
(B) (8) :n, C V Wn Wm 

Für nicht zu kleine t wird dies proportional zu t, nämlich: 

~lam(O · · .1 · · .)\2 = 2 :~c3 (wn- Wm)ljs,mnl2 • t (lfsl = wn ~ wml); 
(8) (8) 

(18.7) 

dieser Ausdruck, noch mit fi (wn - wm) multipliziert, stellt die pro Zeit t in den 
Raumwinkel dQ emittierte Lichtenergie der Polarisation e. = e dar. Durch 
Summation über die beiden zu f. gehörigen Polarisationen und durch Integra
tion über alle Normalenrichtungen f. erhält man die Wahrscheinlichkeit irgend
eines Emissionsprozesses pro Zeiteinheit: 

~Jam(O .. . 1 ... )1 2 • ; = A~, = n\ (wn- wm) 1];,;,;-:p; 
• (8) c 

(18.8) 

hier bedeutet die Überstreichung eine Mittelbildung über alle Orientierungen 
des orthogonalen Achsenpaares (f., e.), und zwar mit lfsl = c- 1 (wn- wm)· 
A;:, ist der bekannte EINSTEINsehe Wahrscheinlichkeitskoeffizient der spontanen 
Emission. - Die Ergebnisse (18.7), (18.8) sind im Einklang mit dem BoHRsehen 
Korrespondenzprinzip, d. h. sie entsprechen im klassischen Grenzfall der Fourier
analyse der Bahnbewegung, und sind im wesentlichen identisch mit den Formeln, 
die REISENBERG in seiner Matrixtheorie zur Verschärfung des Korrespondenz
prinzips aufgestellt hat. 

Wir kehren jetzt zu dem allgemeinen Fall zurück, daß zu Anfang (t = 0) 
ein Strahlungsfeld, charakterisiert durch die Photonenzahlen N., vorhanden 
ist; und zwar soll angenommen werden, daß das Strahlungsfeld sowohl hinsicht
lich seines Spektrums als hinsichtlich seiner Richtungsverteilung kontinuierlichen 
Charakter hat, so daß man im f-Raume für jedes Raumelement (sofern dessen 
Dimensionen groß gegen die Gitterkonstanten 2n/l; sind) eine mittlere Besetzungs-
zahl N 8 der entsprechenden Gitterpunkte s definieren kann, und zwar für jede 
der beiden zugehörigen Polarisationen e.. Durch Wiederholung der für die 
spontane Emission ausgeführten Rechnung ergibt sich dann unmittelbar die 
Wahrscheinlichkeit, daß in der Zeit t durch Licht aus dQ und der Polarisation 
e. = e ein Absorptionsprozeß n--+ m(wm > wn) induziert wird, zu: 

~Jam(Nl ... Ns- 1 ... )j2 = fi. • 2 ::Jc3 (wm- Wn) Jjs,nml 2 • t; (18.9) 
(R) 
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und die Wahrscheinlichkeit einer (spontanen oder erzwungenen) Emission n->- m 
(wm < wn), f. in dQ und e. = e wird: 

..,27\am(l\\ ... N. + 1 .. .)\2 = (1 + J\1,) · 2~~c3 (wn- Wm) Jjs,mn\ 2 · t. (18.10) 
(8) 

Die Wahrscheinlichkeit der erzwungenen Emission n->- m ist gleich derjenigen 
der inversen Absorption m->- n. Ist die einfallende Strahlung in ihrer Rich
tungsverteilung speziell isotrop und unpolarisiert, so ist die Wahrscheinlichkeit 
irgendeines Absorptions- bzw. Emissionsprozesses n->- m pro Zeiteinheit gleich 

bzw. (1 + N 8 ) • A;~,. (18.11) 

Schreibt man diese Wahrscheinlichkeiteil mit EINSTEIN: 

bzw. A;;, + w(wn- Wm) · B;;" (18.12) 

wo w (v) dv die Energiedichte der einfallenden Strahlung pro Frequenzintervall dv 
bedeutet: G "!'/ nv - t, 1,3 

w(v)dv = -- v2 dv · 4:n • 2 · ~-'-- = N · --dv 
(2n c)3 G 8 n 2 c3 ' 

so stehen die EINSTEI:·<schen Koeffizienten A und B im Verhältnis 

w(wn- (J)m) 

l'l.~ 

(18.13) 

(18.14) 

Die hier erhaltenen relativen Häufigkeiten von Absorptionsprozessen und er
zwungenen und spontanen Emissionsprozessen sind dieselben, die ErNSTEIN zu
erst durch die Untersuchung des thermodynamischen Gleichgewichts einer Hohl
raumstrahlung in Wechselwirkung mit Materie abgeleitet hatl. 

Aus den Formeln (18.9), (18.10) für das anisotrope Strahlungsfeld kann 
man durch einen Grenzübergang auch leicht die entsprechenden Ausdrücke für 
eine vollkommen gerichtete und linear polarisierte einfallende Strahlung er
halten. Für diesen Fall wird die Wahrscheinlichkeit des Absorptionssprunges 
n->- m (ebenso wie die des erzwungenen Emissionssprunges m -~ n) pro Zeit-
einheit gleich ( 2 ~)2 

"" ( ) I • 12 ( 8 5) ,n; •WV,·"Js,nm1 , V=Wm-Wn>O, 1.1 

wo w (v) dv die Energiedichte der einfallenden ebenen Wellen pro dv ist, und wo 
in js,nm die Richtungen von f. und e8 durch die Wellennormale und den elek
trischen Vektor der Primärwelle bestimmt sind 2• 

Reduzieren wir schließlich die einfallende Strahlung auf eine ebene, linear 
polarisierte und monochromatische Welle (nur für eine bestimmte Sorte s soll 
N. 0 sein), so kann ein erzwungener Übergang nur noch bei Resonanz statt
finden, d. h. wenn die Lichtfrequenz v8 mit einer Atomfrequenz I Wm - Wn I über
einstimmt. Eine solche Resonanz kann einerseits dadurch zustande kommen, 
daß das eingestrahlte Licht etwa von einem gleichartigen Atom herstammt: 
ist v. exakt gleich einer diskreten Atomeigenfrequenz I Wm - Wn 1. so wächst 
nach (17.4) I am! proportional zu t an, also die Wahrscheinlichkeit, das Atom 

1 V gl. Kap. 1 dieses Bandes, Ziff. 17. 
2 Dasselbe Resultat kann man auch leicht durch eine rein wellenmechanische Rechnung 

erhalten, indem man die Störung des Atoms durch die gegebene Primärwelle betrachtet 

[ Störungsfunktion =- )-, ck (lh~); vgl. (17-3)-_]· Die"reineMechanik"istebenausreichend 
-..mk 

k 
für solche Probleme, bei denen es sich um die Einwirkung eines gegebenen elektromagnetischen 
Feldes auf ein Atomsystem handelt (z. B. die Anregung eines Atoms durch Bestrahlung), 
nicht aber um die Rückwirkung des Atomsystems auf das Strahlungsfeld zu beschreiben. 
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im Zustand m zu finden, proportional zu t 2 *. Andererseits kann aber die Reso
nanz auch im kontinuierlichen Energiespektrum des Atoms stattfinden, und zwar 
geschieht das sicher, falls nur die Primärfrequenz v8 einen gewissen Schwellen
wert (Ionisations- oder Dissoziationsarbeit mal n -I) überschreitet: dann liegt 
die Nullstelle des Resonanznenners Wm - Wn - v. in der Tat im kontinuier
lichen Eigenwertspektrum Wm, und (18.4) liefert merklich von Null verschiedene 
Wahrscheinlichkeitsamplituden für solche Atomzustände, deren Wm um weniger 
als t- 1 von V8 + Wn abweicht. Die Gesamtwahrscheinlichkeit eines Absorptions
prozesses dieser Art erhält man durch Summation (Integration) über alle Atom
zustände m in der Umgebung der Resonanzstelle: 

I (0 "~<! _ 1 )1 2 = 2n N, ~~. 12 . 2j1_- cos(wm-= wn -__!'_,)!_) 
am ···"'s ··· G* 1 1s,nm ( )2 · ft V 8 (J)m - (J)n - Jls 

Dieser Ausdruck wird nun wieder proportional zu t. Wenn wir die Eigenfunk
tionen Um speziell in der Skala w ( = wm) normieren und den Index m, wie in 
den analogen Rechnungen unter Ziff. 15, durch einen Doppelindex w f-l ersetzen, 
wo der Parameter f-l der Entartung des Energieterms w Rechnung trägt, so 
schreibt sich die Wahrscheinlichkeit des Absorptionsprozesses pro Zeiteinheit: 

~lam(O ... N.-1 ... )1 2 • }=So·-;;~~~;2 ·~ljs,n,<n.ul 2 , w=wn+1•,; (18.16) 
I' 

hier bedeutet 5 0 = G- 1 cN.nv8 die Energiestromdichte (d. h. den Betrag des 
PoYNTINGschen Vektors) der einfallenden Welle. Die angeregten Zustände Wf-l 
entsprechen, wie im Fall der strahlungslosen Zerfallsprozesse (vgl. Ziff. 15), 
ionisierten Atomen oder dissoziierten Molekülen; die betreffenden Absorptions
prozesse sind also photoelektrische oder photochemische Prozesse. Auch die ge
nauere wellenmechanische Beschreibung dieser Zerfallsvorgänge, insbesondere 
der asymptotischen Bewegung der Zerfallsprodukte, erfolgt ganz ähnlich, wie 
dies unter Ziff. 15 für den Augereffekt und die Prädissoziation näher ausgeführt 
wurde: die maßgebende Wellenfunktion 

2;am(O ... N 8 -1 ... ) e-io•mtum(q) 

enthält, bei Benutzung der asymptotischen Darstellung (15.15), den Faktor 

I, e-i">t _ e-i(wn+>s)t ( ~ eikr ~ *. e-ikr) . 
dw-----·----· ...::;_;/1,-r-+ ...::;_;/1, r- •Js,n,",u, 

~, 0) - Wn - Vs fl fl, ' 

stellt also (nach obigem) eine auslaufende Kugelwelle dar, deren Wellenkopf 
mit der Gruppengeschwindigkeit dwfdk vorschreitet! und deren Richtungsver
teilung durch den Amplitudenfaktor 

bestimmt ist 2• -

2: ft, js, n, "'I' 
I' 

(18.17) 

Ist das emittierende oder absorbierende Atomsystem frei beweglich, so kann 
man in den Eigenfunktionen un, urn die Schwerpunktsbewegung abseparieren; 
der obigen Annahme, daß zur Zeit t = 0 nur eine einzige Eigenfunktion un 

* Auf diesen Resonanzfall kommen wir unter Ziff. 21 zurück, im Zusammenhang mit 
der Frage nach der Resonanzfluoreszenz, cl. h. der Lichtemission des Atoms beim Rückfall 
m----:;.n. 

1 Vgl. Anm. 1, S. 737. 
2 Bezüglich der Formeln ( 18.16) und ( 18.1 7) gilt wiederum das in Anm. 2, S. 74 5 Gesagte; 

vgl. auch G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bel. 40, S. 5 74. 1926. 
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realisiert sei, entspricht es, den Anfangsimpuls fi S'e des Atomsystems als scharf 
gegeben zu betrachten 1 ; un enthält dann den Faktor ei<~ffil (ffi = Schwerpunkts
koordinaten). Die Matrixelemente is,nm bzw. is,mn sind dann nach (17.10) nur 
von Null verschieden, wenn Um den Faktor ei(St+f, · ffil bzw. ei<Sl'-f, · ffil enthält. 
Da is,nm für die Absorption n ~ m, is,mn für die Emission n ~ m maßgebend 
ist, folgt, daß das Atomsystem bei der Absorption eines Photons s notwendig 
den Impuls fi f, aufnimmt, bei der Emission eines Photons s den Impuls fi fs 
abgibt, entsprechend der EINSTEINsehen Vorstellung, daß einem Photon v, der 
Impuls fi f., zukommt. - Nun enthält die vom Atom aufgenommene bzw. ab
gegebene Energie fi (wm - wn) natürlich außer der Änderung der inneren Atom
energie (±fiw) einen Term, welcher der Änderung der Schwerpunktsbewegungs
energie entspricht: 

hier bedeutet M die Atommasse und fi S'e das (arithmetische) Mittel von An
fangs- und Endimpuls des Atoms: 

(18.19) 

Das Zentrum der absorbierten bzw. emittierten Spektrallinie liegt demnach bei 

(18.20) 

Diese Abhängigkeit von der (mittleren) Geschwindigkeit des Atoms (fi S'e/M) 
entspricht gerade dem bekannten Gesetz der Dopplerverschiebung von Spektral
linien 2• 

19. Strahlungsprozesse höherer Ordnung. Wir untersuchen jetzt solche 
Zustände des Gesamtsystems, in denen zwei (und nur zwei) Photonenzahlen N, 
gegenüber dem Anfangszustand um ±1 geändert sind. Berechnet man aus 
(17.4) die diesbezüglichen Wahrscheinlichkeitsamplituden mit Hilfe der DIRAC
seheu Näherungsmethode, so findet man, daß sie sich jeweils aus zwei Termen 
zusammensetzen: der erste Term ergibt sich bereits in der 1. Näherung der 
Störungsrechnung unmittelbar aus den Matrixelementen (17.7) bis (17.9) der 
Störungsfunktion, doch gibt die 2. Näherung einen weiteren Term gleicher 
Größenordnung (2. Ordnung in den Lichtamplituden W), welcher sich bilinear 
durch die Matrixelemente der Einfachprozesse (17.5) und (17.6) ausdrückt. 
Obwohl keine Möglichkeit bestehen kann, die den beiden Termen entsprechen
den Doppelprozesse physikalisch zu unterscheiden, zeichnet DIRAC die dem 
1. Term entsprechenden Streuprozesse durch den Namen "true scattering" 
aus, offenbar lediglich weil es sich als bequem erweist, für den 1. Term eine 
besondere Bezeichnung zur Verfügung zu haben; aus diesem Grunde sollen 
auch hier "eigentliche" und "uneigentliche" Doppelprozesse formal unterschieden 
werden. 

Die Störungsrechnung sei hier speziell für den Streuvorgang 3 skizziert. 
Läßt man wieder die Anfangsbedingung {18.1) gelten, so erhält man für die 

1 Den Vektor St' wird man ebenso wie f [vgl. (17.1)] auf die "Gittervektoren": 
2nr1 .. St, = --- , ... , ... beschranken, damit die Anordnung der Materie dieselbe räumliche 

/1 
Periodizität aufweist wie das Strahlungsfeld. 

2 Vgl. E. ScHRÖDINGER, Phys. ZS. Bd. 23, S. 301. 1922. 
3 P. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bel. 114, S. 710. 1927. 
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Wahrscheinlichkeitsamplituden des Zustandes: m, M, = N,- 1, M,, = N,, + 1 
(alle übrigen M, = N,) die Differentialgleichung 2. Näherung: 

'"= d am (Nt ... N,- 1 ... N,, + 1 ... ) 
Zn dt 

1 l.. 

- a (N N N ) . (h N,)z (h(N,, + 1))2 1J • ei (w". -wn-vs+••,•) t 
- n 1 · · · s • · · s' · · · GJ•, Gl's' ss',nm ' 

(h(N,,+ n)t "* i 0> -m V, t + az(Nl ... N, -1 ... Na' ... ). ___ G _____ -- 1s' mz•e <"' z+ ,) . 
. Vs' ' 

l 

~ (N N N + ) (h N,)t . .< lt + ...:::::. al 1 . . . 8 • • • 81 1 . . . . --G-~- 1s,lm. e~ O)m-Wl-'Vs ; 

l 8 

hier sind rechter Hand für die an, a1 ihre Werte 1. Näherung (18.1) bis (18.3) 
einzusetzen. Die Integration nach t ergibt dann: 

(hN,)-~(h(N,.+1))-~ { ei(wm-"'n-•·s+v,•)t_1 
am(N1 •.. N 8 -1. .. N • .+1. .. )= -G-- ----G-- • -1)88•,nm-c"--(--_:: -_::, ---,-) 

V 8 'JI8 , ft OJm Wn '1 8 +1,, 

+ --, _is,nd~!_"'!__ • ( 6i(wm-Wn-VrJ->•s•)! -1 - 6i(wm-wr\-Vs•)t _ 1 ) 2 h(w1-w.-v,) h(wm-wn-1',+••,,) lt(w,.-w1+v,.) (19.1) 
l 

~ 7", lmi:O, In (i(Wm-Wn-!'s+>'s•)t -1 ei (mm-Wt-v,)t _ 1)} 

+ ...:::::. n (w,·- w. + ,.,,). Jttwm __:_ .;~ __:_ ,., + J',•) - Ii (;;,m=-;,);-=;,)- . 
l 

i(wm-(•Jn-J'Il+'J's')t 1 
Für die Streuprozesse sind hier nur die Glieder mit dem Faktor ~-- ---------~ -:-__ 

OJm- (On- v, + 'l's' 

von Bedeutung 1 ; in der Tat entspricht dessen Resonanzmaximum der Energie
erhaltung: fi (wn + v,) = fi (wrn +v,·) *. Und zwar entspricht der Term mit 'Y/ss', nm 

den "eigentlichen", der Rest den "uneigentlichen" Streuprozessen. 
Die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit eines Streuvorgangs, bei dem das 

Atom aus dem Zustand n in den Zustand m übergeht und bei dem gleichzeitig 
ein Photon einer bestimmten Sorte s in einen Raumwinkel dQ gestreut wird 
und dabei zu einer bestimmten Polarisation e' der Streustrahlung beiträgt 
(f,, in dQ und cjf,,/ = v,. ~ v, + Wn- Wm > 0, e,• = e'), ergibt sich durch 
Summation über alle s' der betreffenden Art, bzw. durch Integration nach v,· 
über das Resonanzmaximum von / am /2 [im Frequenzintervall dv' liegen 
G(2nc)- 3 v' 2 dv'dQ solcher s'] zu: 

~/am(N1 ..• N, -1 ... N,, + 1 ... )12+ = dQ ~ -laN,(1 + N,.) 1 
(s') 

. V,+ Wn- Wm ·I'YJ , + _!_ ~{--f!,n_!j:._._".__z___ _ is.lmi:•,ln -}12 • J 
v, 88 ,nm Ii ...:::::. 'J.'s + Wn - ro, 'J'H - (l}m + w, 

l . 

(19.2) 

Hier bedeutet N,, die (anfängliche) "mittlere Photonenzahl" für die Sorten in 
der Umgebung von s'; ist das anfängliche Strahlungsfeld speziell isotrop und 
unpolarisiert und ist seine Energiedichte pro dv gleich w (v) dv, so ist gemäß 
( 18.13): __ .n2ca , 

N,, = 1-C/3 • w (v) , 
l'V 

wo 

1 Ausgenommen in Resonanzfällen, s. u. 
* Die übrigen Terme sind analog den freien Schwingungen, welche die erzwungenen 

Schwingungen eines klassischen Oszillators begleiten, und hängen wie diese von der Art ab, 
wie die Kopplung V ,.eingeschaltet" wird; bei .,adiabatischer Einschaltung" verschwinden 
sie, ausgenommen in Resonanzfällen (z. B. ,., ,,. w 1 - w.). 
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Der zu N •. proportionale Zusatzterm in der Streuintensität ist analog der er
zwungenen Emission; er ist zum erstenmal von PAULI 1 abgeleitet worden, auf 
Grund der Forderung, daß das statistische Gleichgewicht einer Hohlraumstrah
lung auch unter Berücksichtigung des Rückstoßes beim Streuprozeß (s. unten) 
der PLANCRsehen Formel entsprechen soll. 

Der wichtigste Spezialfall ist der, daß die anfängliche Strahlung nur aus 
einer ebenen, linear polarisierten und monochromatischen Welle besteht, d. h. daß 
nur für eine einzige Photonensorte s N. =I= 0 ist; die Energiestromdichte dieser 
einfallenden Welle sei wieder 5 0 = G-I c N. n v. . In diesem Falle verschwindet 
natürlich N •. (außer für kleinste Streuwinkel). Dann wird die Wahrscheinlich
keit pro Zeiteinheit eines Streuprozesses, bei welchem das Atom den Übergang 
n ~ m (wm - Wn < v.) ausführt und ein Photon in den Raumwinkel dQ ge
streut wird und zur Polarisation ~.· = e' der Streustrahlung beiträgt: 

Die Streustrahlung hat ein Spektrum von Linien v' = '1'8 + Wn - Wm, wo Wm 

die Eigenwerte des Atoms durchläuft; die Energie, die in einer solchen Linie in 
einer bestimmten Richtung f •. = f' pro Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ ge
strahlt wird, ist das fiy'-fache von (19.3), noch summiert über die beiden unab
hängigen Polarisationsrichtungen e', also: 

(19.4) 

Die Streulinie m = n, y' = l's gibt eine zur einfallenden kohärente Welle, sie 
entspricht der klassischen (RA YLEIGHschen) Streustrahlung und ist für die Dis
persion des Lichtes in einem ponderablen Medium maßgebend. Die Linien 
m =!= n bilden die inkohärente Streustrahlung, deren Existenz zuerst von SMEKAL 2 

vorausgesagt worden ist und die von RAMAN experimentell entdeckt wurde. 
Entsprechend dem kontinuierlichen Spektrum von Wm schließt sich (falls n 1's 

die Ionisationsarbeit übertrifft) ein kontinuierliches Streuspektrum an; diese 
Streuprozesse führen zur Ionisation (evtl. Dissoziation) des Atomsystems; zu 
ihnen gehören die von A. H. CaMPTON bei Röntgenstrahlen entdeckten Streu
prozesse. 

Bei dieser Diskussion des Streuspektrums haben wir vorderhand die Atom
schwerpunktsbewegung und ihr kontinuierliches Energiespektrum ignoriert. Man 
überzeugt sich jedoch leicht, daß dieses den Liniencharakter des RAYLEIGHschen 
und des SMEKAL-RAMANschen Streuspektrums nicht zerstört, da nämlich der 
Endimpuls des Atoms (im Zustand m) gemäß dem Impulssatz gleich Anfangs
impuls (im Zustand n) plus n(f.- f •. ) sein muß, wie man auch aus dem Bau 
der Matrixelemente (17.10) und (17.12) wieder unmittelbar bestätigen kann. 
Der Beitrag der Schwerpunktsbewegung zur umgesetzten Energie stellt sich also, 
ähnlich wie in (18.18), durch folgende Formel dar: 

(19.5) 

1 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 18, S. 272. 1923. 
2 A. SMEKAL, Naturwissensch. Bd.tt, S. 873. 1923. Vgl. auch Kap.t dieses Bandes, Ziff. 20. 
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wo wieder n sr das Mittel von Anfangs- und Endimpuls des Atoms ist: 

(19.6) 

Demnach verursacht die Schwerpunktsgeschwindigkeit n srjM, ähnlich wie im 
Falle der Absorption und Emission, lediglich die bekannte Dopplerverschiebung 
der gestreuten Spektrallinie: 

h (-- ) 
Va• = v. - w + M sr' f,. -- fs • (19.7) 

Stimmt die eingestrahlte Frequenz V8 speziell mit einer Atomeigenfrequenz 
w1 - Wn oder Wm - w1 überein, so findet nach Ausweis der Resonanznenner 
in (19.3) eine besonders intensive uneigentliche Streuung statt, die "Resonanz
fluoreszenz". Zu ihrer genaueren Beschreibung benutzt man aber zweckmäßig ein 
anderes Näherungsverfahren; darauf kommen wir unter Ziff. 21 zurück. Hier 
sei nur bemerkt, daß der uneigentliche Streuvorgang im l{esonanzfalle in zwei 
nacheinander erfolgende Einfachprozesse (Absorption und Emission) degene
riert; man erkennt dies daran, daß - nach (19.1) - bei Einstrahlung eines 
kontinuierlichen Spektrums, welches eine Absorptionslinie w1 - wn überdeckt, 
die Intensität der Resonanzfluoreszenz für kleine t proportional zu t 2 anwächst 
und durch das Produkt der Wahrscheinlichkeiten für die Absorption n ...... l und 
die Reemission z ...... m bestimmt ist, falls der Zustand l nichtentartet ist1. Eine 
Ausnahme macht dabei aber der Fall, daß die Resonanzstelle in das kontinuier
liche Spektrum des Atoms fällt (nv. > Ionisationsarheit); dann geht nämlich 
die Intensität der Resonanzstreuung wieder linear mit t, so daß dieser Streu
prozeß wieder als ein Elementarprozeß gelten kann. 

Man pflegt den Inhalt der Formel (19.4) dadurch wiederzugeben, daß man 
ein dem Übergang n ...... m "korrespondierendes" induziertes Dipolmoment $n m 
so definiert, daß - entsprechend der klassischen Theorie der Ausstrahlung -
die pro Zeiteinhheit in den Raumwinkel dQ emittierte Lichtenergie 

(19.8) 

wird. Der Vergleich mit ( 19.4) ergibt: 

wo Y 8 = Y gesetzt ist und Q:0 die Amplitude des elektrischen Vektcrs der ein

fallenden Lichtwelle bedeutet (so= Sen /(;l;0 /2). Die Formel (19.9) ist im wesent

lichen dieselbe, durch welche KRAMERS und HEISENBERG 2, noch bevor die exakte 
Quantenmechanik bekannt war, vom BoHRsehen Korrespondenzprinzip aus
gehend die Streustrahlung beschrieben haben. In ihrer endgültigen Form [ver
bunden mit der Darstellung (17.10), (17.12) der Matrixelemente] ist sie zum 
erstenmal von WALLER 3 angegeben worden. 

1 P. A. M. DIRAC, l. C., § 6. 
2 H. A. KRAMERS u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925; vgl. auch 

M. BoRN, W. REISENBERG u. P. JoRDAN, ebenda Bd. 35. S. 557. 1926; 0. KLEIN, ebenda 
Bd. 41, S. 407. 1927. Vgl. auch Kap. 1 dieses Bandes, Ziff. 20. 

3 I. WALLER, Naturwissensch. Bd.15, S. 969. 1927; ZS. f. Phys. Bel. 51, S. 213. 1928. 
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Für die Prozesse der doppelten Absorption und der doppelten Emission ver
läuft die Rechnung ganz analog wie für die Streuung 1• An Stelle der Formel 
( 19.1) erhält man jetzt: 

ei(wm-wn-v,-v,•)t _ 1 (h N,)t (h N,,)t l 
am(Nl ... N. -1 ... N •. -1 ... ) = n(w~-~w.=-v.·=·."-;,). c.", c,.,, ( ) 

19.10 
• [- ~ss' nm + 1_ 2:{__b,j,~ + __j.._lmjs',".!__}] + ... *, 

' Ji l Wl - Wn - V8 Wl - Wn - '1111 , 

- - e·i(wm-wn+v,+v,•) t_1. (h(N,+ _!l)l(h(N,. +1 )'! l 
a 11,(N1 ... N.+1 .. . N,. !-1 ... )-fi( + + ) G G ) 

Wm- Wn "• "•' Y, "•' { 19.11) 

·I-~; .. mn + 1 ~{_j:,,.j:'."'!_ + j:,mtj:',ln }] + ... *. 
' h ~ w1 - w. + Y, w1 - w. + "•' . l 

Die Absorption bzw. Emission zweier Photonen v, v' in einem Elementarprozeß 
erhält eine merkliche Wahrscheinlichkeit, wenn v + v' gleich einer Eigenfrequenz 
des Atoms (wm - Wn > 0 bzw. Wn -· Wm > 0) ist. Zur Erzielung von Doppel
absorption bedarf es im allgemeinen eines kontinuierlichen Primärspektrums; 
die Wahrscheinlichkeit ist proportional dem Produkt der spezifischen Intensi
täten w (v) und w (v') = w (wm - Wn - v); eine monochromatische Strahlung wird 
nur doppelabsorbiert, wenn ihre Frequenz v = ! (wm - wn) ist. Für die Doppel
emission erhält man spontane und erzwungene Übergänge. Die ersteren ergeben 
ein kontinuierliches Spektrum, das sich von v = 0 bis v = Wn - Wm erstreckt; 
die Gesamtintensität ist klein gegen die Intensität der durch den einfachen 
Sprung n -* m emittierten Linie v = Wn - Wm **. Die erzwungene Doppelemission 
besteht bei monochromatischer Beleuchtung (v) darin, daß außer einem Photon v 
ein solches v' = Wn - w".- v (>O) entsteht 2• -Liegt ein Eigenwert w1 zwischen 
Wn und Wm, so treten überdies, nach Ausweis der Resonanznenner w1 - Wn =f Vs(s') 

in (19.10) und (19.11), diskrete Absorptions- bzw. Emissionslinien bei lw1 - wnl 
und I Wm - w1 1 auf; hier ist der Doppelprozeß wieder, ähnlich der Resonanz
fluoreszenz bei der Streuung, in zwei "kaskadenartig" aufeinanderfolgende 
Einzelsprünge (n-* l -~ m) degeneriert. 

Von den Strahlungsprozessen 3. Ordnung sind bisher nur diejenigen genauer 
untersucht worden, die darin bestehen, daß in einem Elementarprozeß zwei 
Photonen v1 , v2 absorbiert werden und eines v1 + 112 + Wn - Wm reemittiert 
wird 3 ; diese Prozesse treten speziell auch bei monochromatischer Einstrahlung 
auf: zwei Photonen 11 werden absorbiert und eines 211 + Wn- Wm reemittiert 4 • 

Die Wahrscheinlichkeit dieser höheren Streuprozesse ergibt sich aus der 3. Nähe
rung der DIRACschen Störungsrechnung; sie ist, ebenso wie die Intensität der 
klassisch korrespondierenden Streustrahlung 5, von der 2. Ordnung in der In
tensität des einfallenden Lichtes. 

1 M. GöPPERT-MAYER, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 273. 1931, § 1. 
* Die Terme, die bei adiabatischer Einschaltung verschwinden (vgl. Anm. *, S. 748), 

sind fortgelassen. 
** Im Falle der Resonanzlinie von Atomspektren größenordnungsmäßig wie 

{e 2fhc) 3 "" 10- 6 : 1. 
2 Dieser Prozeß ist zum erstenmal erwähnt und korrespondenzmäßig behandelt bei 

H. A. KRAMERS U. W. HEISENBERG, l. C. 
3 P. GüTTINGER, Helv. Phys. Acta Bd. 5, S. 237. 1932; vgl. auch die 1. Auflage dieses 

Bandes, S. 26 und 95 (W. PAULI). 
4 Diesen Fall (speziell mit m = n) hat J. BLATON (ZS. f. Phys. Bd. 69, S. 835. 1931} 

auf Grund einer wellenmechanischen Störungsrechnung diskutiert. 
5 Diese kommt durch die Mitwirkung der magnetischen Lorentzkraft zustande. 
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2.0. Strahlungsdämpfung, Linienform in Emission. In Ziff. 18 haben wir 
die Übergangswahrscheinlichkeiten für spontane Emissionsprozessen---+ m in der 
1. Näherung der DIRACschen Störungstheorie berechnet. In dieser Näherung 
ergab sich die Wahrscheinlichkeit, daß bis zur Zeit t ein Photon J'_, emittiert ist, 
proportional zu 

sin2 -~~~--- (J)m- 1's) t 
2 

in der Skala v, ist die Breite dieses Spektrums (beiderseits des Maximums 
J',, = Wn - wm) von der Größenordnung t -l und entspricht, wie oben hervor
gehoben wurde, der natürlichen Energieunschärfe für eine Beobachtungsdauer 
der Größenordnung t. Diese spektrale Verteilung kann aber, wie aus der Art 
der Störungsrechnung hervorgeht, nur für kurze Zeiten richtig sein, nämlich nur 
solange, als das Atom noch fast mit Gewißheit im Zustande n angetroffen wird, 
d. h. für t ·_LA;;,< 1. Interessiert man sich aber für den Verlauf des Spektrums 

rn 
(oJm< Wn) 

für große t, d. h. nachdem fast sicher eine spontane Emission stattgefunden hat, 
so ist es nötig, den zeitlichen Ablauf des Emissionsvorganges auf Grund einer 
anderen Näherungslösung genauer zu untersuchen. 

Eine hierfür geeignete Näherungsmethode bietet sich nun immer dann, 
wenn auf Grund der Anregungsbedingungen (so etwa bei Anregung durch 
Kathodenstrahlen bekannter Maximalenergie) angenommen werden darf, daß 
nur eine begrenzte Anzahl von Atomzuständen eine Rolle spielt, so daß man 
berechtigt ist, die Wahrscheinlichkeitsamplituden der übrigen Zustände von vorn
herein nullzusetzen. Ferner wird man die Wahrscheinlichkeitsamplituden aller 
Zustände des Strahlungsfeldes versuchsweise n'ullsetzen, in denen Photonen v8 

vorkommen, die nach dem Energiesatz nicht mit merklicher Wahrscheinlich
keit von unserem Atom emittiert sein können, was insbesondere für die höchsten 
Frequenzen zutreffen sollte. Damit reduziert sich das System der DIRAcschen 
Differentialgleichungen ( 17.4) auf ein endliches System, das sich streng lösen 
läßt. Wir erläutern die Methode 1 an dem einfachsten Spezialfall, nämlich am 
Fall der Resonanzlinie eines Atoms, dessen Kern festgehalten sei. 

Zur Zeit t = 0 sei das Atom mit Sicherheit im energetisch zweittiefsten 
Zustand "n = 1" und das Strahlungsfeld Null: 

alle übrigen am(M1 •• • ) = 0 (t = 0). (20.1) 

Für die Dauer des ganzen Emissionsvorganges kommen nun, außer diesem An
fangszustand, nur solche Zustände in Frage, in denen sich das Atom im Grund
zustand "m = o" befindet und das Strahlungsfeld nur ein Photon der Sorte s 
enthält, dessen Frequenz V8 im übrigen nahe bei w1 - w0 = w liegen muß, sagen 
wir: w - t5 < v8 < w + c:; die betreffende Wahrscheinlichkeitsamplitude nennen 
wir b8 (t): 

bs = a0 (0 ... 0 1 0 ... ) . 
(s) 

Ferner se1 a (t) die abklingende Wahrscheinlichkeitsamplitude des Anfangs
zustandes: 

a = a1 (0 0 0 ... ) . 

1 V. WEISSKOPF u. E. WrGNER, ZS. f. Phys. Bd. 63, S. 54. 1930; F. HoYT, Phys. Rev. 
Bd. 36, S. 860. 1930. In anderer Weise ist das Dämpfungsproblem von L. LANDAU (ZS. f. 
Phys. Bd. 45, S. 430. 1927) behandelt worden. 
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Durch Nullsetzung der übrigen Wahrscheinlichkeitsamplituden reduziert sich 
das DIRACsche Gleichungssystem (17.4) auf folgende Näherungsgleichungen: 

. da :2 ( h )t . . t z fi- - = b • - 1 0 • e-•(v,-w) 
dt 8 Gv, 8• 1 ' 

(20.2) 
8 

''lcdb, (h)t'* '( )t z n- - = a. - J 01. e• v,-w 
dt Gv, 8' 

(w - (J < v, < w + e). (20.3) 

Die Anfangsbedingung (20.1) schreibt sich: 

a (0) = 1 , b, (0) = 0. (20.4) 

Nach dem Vorgang von WEISSKOPF und WIGNER zeigen wir, daß diese Glei
chungen und Anfangsbedingungen durch den Ansatz 

a = e-p,t, fl + p,* > 0 (20.5) 

gelöst werden. Durch Einsetzen in (20.3) folgt nämlich, mit Rücksicht auf (20.4): 

( h )t '* e[i(v,-w)-p,]t- 1 

b, = .c~: 1s,or. -n(v,- w + i t-t); (20.6) 

hiernach bleibt noch die Gleichung (20.2) in der Form 

(20.7) 

zu erfüllen. Nun wird hier aber die rechte Seite tatsächlich= konst. e-~'t; denn: 
ersetzen wir die Summation nach s durch eine Integration nach v, (von w - (J 
bis w + e) und eine Mittelung über alle Normalenrichtungen f, und zugehörigen 
Polarisationsrichtungen e, (wieder durch Überstreichung angedeutet), so geht 
die rechte Seite von (20.7) über in 

(20.8) 

wenn bereits die langsam veränderlichen Funktionen im Integranden durch ihre 
Werte am Resonanzmaximum v, = w ersetzt werden; das Teilintegral, welches 
den Faktor e-i(v-w)t enthält, kann (für nicht zu kleine t) ohne merklichen Fehler 
von v = - oo bis + oo erstreckt werden und wird dann gleich dem Wert von 
-2ni e-i<•·-w)t am Ort des Pols v = w- ip,, also gleich -2ni e-~' 1 ; damit 
ist der Ansatz (20.5) gerechtfertigt. Den Wert von p, erhält man durch Gleich
setzung von (20.8) mit - fl · e-.ut: 

2 -1 ° -12 [ 1 1 8 + i tt] "= --- w 1 ot • 1----, og--.- . r· nc3 s, nz Ö- Z/)-
(20.9) 

Soll nun unsere Näherungslösung überhaupt einen Sinn haben, so müssen offenbar 
die Wahrscheinlichkeiten I a 12, I b,l 2 von dem gewählten Frequenzintervall (J + e 
unabhängig sein. Für /al 2 = e-<p,+p,*)t trifft das zu, sofern nur (J und e groß 
gegen (p, + tt*) (d. h. gegen die wahre Linienbreite, s. unten) gewählt werden; 
dann ist nämlich 

+ * - 4 -~ .-12 - At ( ) fl fl -fi-c3w 7s,Oll- o. 20.10 

wo Aö, gemäß (18.8), den ErNSTEINsehen Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der 
spontanen Emission 1 --->- 0 bedeutet. Für die Wahrscheinlichkeit, das Gesamt
system noch im Anfangszustand zu finden, erhalten wir also: 

I a /2 = e-<!•+p,*)t = e-A~ t' 
Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. 48 

(20.11) 
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so daß (Af1) -l, wie erwartet, die mittlere Lebensdauer des Anfangszustandes 
darstellt. Zur Zeit t = oo ist das Atom sicher in seinen Grundzustand (m = 0) 
heruntergefallen; dafür ist ein Strahlungsfeld entstanden, dessen statistische 
Spektralverteilung durch lbs(oo) 1 2 gegeben ist: die im Frequenzintervall dv be
findliche mittlere Strahlungsenergie ist nach (20.6): 

Dies ist dasselbe Spektrum, das ein gedämpfter Oszillator (elektrisches Moment 
c-ve-rtt · riwt) nach der klassischen Theorie emittiert. Die Spektrallinie hat in 
der Skala v die Halbwertsbreite f-l + f-l* = A1\. Ihr Intensitätsschwerpunkt liegt 
nicht genau am Ort der Eigenfrequenz w = w1 - w0 , sondern ist, da f-l einen 
von Null verschiedenen Imaginärteil hat, um diesen nach Violett verschoben. 
Diese Verschiebung hängt nun- und darin liegt eine Schwierigkeit der WEISS
KOPF-WIGNERschen Näherungsmethode - noch logarithmisch von sjö ab, was 
zeigt, daß der Intensitätsabfall der Linie nach beiden Seiten doch nicht so stark 
ist, daß die oben versuchsweise vorgenommene Beschränkung der teilnehmenden 
Frequenzen auf ein endliches Intervall w - ö < v < w + s gerechtfertigt wäre. 
Zur Berechnung der Linienverschiebung müßte man also in (20.7) rechter Hand 
die Summation nach s über alle Strahlungskomponenten erstrecken und dabei 
(damit die Summe gegen unendlich hohe Frequenzen überhaupt konvergiert) 
die Abhängigkeit der Matrixelemente j.,o 1 ( 17.1 0) von V8 = c I f., I berücksichtigen, 
was nur auf Grund bestimmter modellmäßiger Annahmen bezüglich des Atoms 
explizite durchführbar ist. Jedenfalls wird aber die Abweichung des Intensitäts
schwerpunktes von der Atomeigenfrequenz w = w 1 - w0 größenordnungsmäßig 
die natürliche Linienbreite nicht wesentlich übersteigen 1. Hierbei muß betont 
werden, daß die Linienform und speziell die Linienbreite von dieser Unsicher
heit nicht betroffen werden. 

Sind mehr als zwei Atomniveaus im Spiel, so ist die Rechnung kompli
zierter, aber nicht wesentlich verschieden, wenn man den Sonderfall ausschließt, 
daß unter den betreffenden Atomeigenfrequenzen zwei gleiche vorkommen. Die 
Linienform ergibt sich in den durchgerechneten Fällen 2 in Übereinstimmung 
mit der klassischen Ausstrahlung von gedämpften Oszillatoren, und zwar setzen 
sich die natürlichen Linienbreiten additiv aus den reziproken Lebensdauern von 
Anfangs- und Endniveau zusammen: die Halbwertsbreite der Linie n -~ m ist 
gleich 2,:Af. + 2,:AZ' *. Sind ferner v' und v" zwei in unmittelbar aufeinander-

k k 
(wk< wn) (wk< Wm) 

folgenden Sprüngen (n-->- l-->- m) emittierte Frequenzen, so ist die Halbwerts
breite von (v' + v") unabhängig von der Lebensdauer des Zwischenzustands (l) 
und gleich der Summe der reziproken Lebensdauern von Anfangs- und End
niveau (n und m) *. Diese Regeln verlieren aber im allgemeinen ihre Gültigkeit, 
wenn sich unter den im Spiel stehenden Atomeigenfrequenzen zwei gleiche 
befinden. WEISSKOPF und WIGNER 3 untersuchen den Fall 2 -->- 1 -->- 0, wo 

1 Vgl. V. WEISSKOPF u. E. WIGNER, l. c. Anm. S. 64. Es steht übrigens keineswegs 
auller Zweifel, ob die Theorie in ihrer jetzigen Gestalt in der Frage der Linienverschiebung 
überhaupt verbindliche Aussagen machen kann, da hier das kurzwellige Ende des Spek
trums hineinspielt. 

2 Vgl. V. WEISSKOPF u. E. WIGNER, l. C. 

* Diese Aussagen stimmen überein mit denjenigen, die P. EHRENFEST (Naturwissensch. 
Bd. 11, S. 543. 1923) auf Grund von Vorstellungen der älteren Quantentheorie gewonnen hat; 
vgl. auch R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 173. 1924; ] . C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 25, 
S. 395. 1925. Näheres hierüber in Kap. 1 dieses Bandes, Ziff. 9, S. 31. 

3 V. WEISSKOPF u. E. WIGNER, ZS. f. Phys. Bd. 65, S. 18. 1930. 
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w 2 - w1 ·;""' w1 - w0 ist (innerhalb der natürlichen Linienbreite); speziell für 
den harmonischen Oszillator ergeben sich die sukzessiv emittierten Photonen v' 
und v" als voneinander unabhängig1• 

Bei einem solchen komplexen, kaskadenartigen Emissionsvorgang verändern 
sich die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Atomzustände gemäß einem "Zer
fallsgesetz", ähnlich demjenigen, das die radioaktiven Zerfallsreihen und ihre 
Verzweigungen beherrscht. Zum Beweise 2 kann man von den DIRAcschen Glei
chungen (17.4) ausgehen, in denen man rechter Hand nur die Matrixelemente 
stehenläßt, welche den spontanen Emissionsprozessen entsprechen, und das 
DIRAcsche Störungsverfahren anwenden: Zur Zeit t = 0 sei keine Strahlung 
vorhanden, und die Wahrscheinlichkeitsamplituden der verschiedenen Atom
zustände seien: 

an (0 0 ... ) = Cn (t = 0). 

Dann erhält man leicht in 1. Näherung: 

~lam(O ... 0 1 0 ... )] 2 ·+ = ~lcnl2 ·A~. 
s ~) n 

(wn>wm) 

Andererseits folgt in 2. Näherung: 

also für kleine t: 

am(O 0 ... ) = cm(1- i.,~'A;;'t), 
n 

(wn<rom) 

[]am(O 0 ... )1 2 -]cml2] 'T = -lcmi2 ·LA;;'. 
n 

(wn<wm) 

(20.13) 

(20.14) 

Die Summe der Ausdrücke (20.13) und (20.14) ist aber nichts anderes als die 
zeitliche Änderung der wahrscheinlichen Anzahl der Atome im Zustand m 
(nach Summation über alle in Betracht kommenden Strahlungszustände). Da 
der Zeitpunkt t = 0 in keiner Weise ausgezeichnet ist (das im Laufe der Zeit 
emittierte Strahlungsfeld spielt keine Rolle), kann man die Änderung der Jcm] 2, 

die also jetzt die Häufigkeit der Atomzustände (ohne Rücksicht auf das Strah
lungsfeld) als Funktion der Zeit darstellen, in der Tat durch ein Zerfallsgesetz 
beschreiben : 

d I 12- ,,I 12A" I 12 ........ A"' (it Cm I - ..::- 1 Cn m - Cm 1 ..::- n • 
n n 

(20.15) 

(wn>(llm} (wn<wm) 

21. Linienform in Absorption, Resonanzfluoreszenz. Das Näherungsver
fahren von WEISSKOPF und WrGNER, das in der vorigen Ziffer zur Beschreibung 
des Zeitablaufes spontaner Emissionsvorgänge angewandt wurde, eignet sich 
insbesondere auch zur einheitlichen Beschreibung des Anregungs- und Emissions
vorganges, falls die Anregung durch Lichtabsorption erfolgt, d. h. zur Beschrei
bung der Resonanzfluoreszenz 3• Als einfachstes Beispiel behandeln wir hier den 
Fall, daß eine ebene, linear polarisierte und monochromatische Welle eingestrahlt 
wird, deren Frequenz v der Resonanzfrequenz des Atoms w = w1 - m0 benach
bart ist; dabei sollen die Atomzustände n = 0 und n = 1 zunächst als nicht-

1 Die Sonderstellung des harmonischen Oszillators wurde von W. PAULI in der 1. Auflage 
dieses Bandes (S. 72) vorausgesagt. 

2 F. BLOCH, Phys. ZS. Bd. 29, S. 58. 1928; vgl. auch L. LANDAU, ZS. f. Phys. Bd. 45, 
s. 430. 1927. 

3 V. WEISSKOPF, Ann. d. Phys. Bd. 9. S. 23. 1931, Abschn. V; vgl. auch P. A. M. DIRAC, 
ZS. f. Phys. Bd. 44, S. 585. 1927. 

48* 
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entartet angenommen werden. Folgende Zustände des Gesamtsystems kommen 
dann praktisch in Frage: 

Atom Strahlung I Wahrsch.-Ampl. 

Grundzustand n=O N Photonen in s a0 (0 ... 0 N 0 ... ) =a 
(s) 

Nächst höherer Zust. n=t N-t 
" 

s I a 1 (o ... o N-t 0 ... ) =b 
(s) 

I 
Grundzustand n=O { N-t 

" 
s } a0 (0 ... N- t ... 1 ... ) = c,, 
s' 

" (8) (s') 

Unter Weglassung der "eigentlichen" Streuprozesse, die in der Nähe der Reso
nanz unwesentlich sind, erhalten wir folgende Gleichungen: 

1 

"*da b (hN)2 "* .( )t tn-= . --- J 01'e"v-o; 
dt Gv 8 ' ' 

. db (hN)t. . ~ ( h )t. . t'h- = a. - J • et(m-v)t -f- c. - J. • e'(o>->'s•)t 
dt Gv s,o1 8 Gv,, s ,01 ' 

s' 
1 

in d._c_.:_ = b. (_1!_)"1·*, . ei(v,•-ro)t. 
dt Gv,. 8,01 

(21.1) 

(21.2) 

(21.3) 

Anschaulich ist klar, daß der ganze Vorgang drei verschiedene Phasen durch
laufen wird: Kurz nach Beginn der Einstrahlung (t = 0), solange nämlich t 
klein gegen die Lebensdauer des angeregten Zustandes ist (t ~ (Al1l- 1), wird 
I b 12 im Mittel linear mit t und die Intensität der Fluoreszenzstrahlung mit t2 

anwachsen; später (t ::?> (AÖ) - 1) wird sich I b 12 auf einen "Sättigungswert" ein
gestellt haben und die Sekundärstrahlungsintensität nur noch mit t1 weiter 
ansteigen, aber nur solange I a 12 noch praktisch gleich 1 ist; in der 3. Phase 
wird dann eine exponentielle Abklingung von I a I 2 und I b I 2 stattfinden. Eine 
genaue Beschreibung der Änderung des Strahlungsfeldes in der 3. Phase würde 
aber die Zulassung wiederholter Absorptions- und Reemissionsprozesse erfordern, 
worauf hier verzichtet werden soll. Da andererseits die 1. Phase schon genügend 
genau durch das DIRACsche Störungsverfahren (Ziff. 19) beschrieben wird, soll 
jetzt versucht werden, die mittlere Phase des Vorganges [(Ab) - 1 ~ t ~ (tt + tt*) - 1 

in der folgenden Bezeichnungsweise] formelmäßig darzustellen. Dies geschieht 
wiederum durch den Ansatz: 

(21.4) 

Hiermit ergibt sich b aus (21.1), darauf C8 • durch Integration aus (21.3) (die C8 • 

sind natürlich 0 für t ~ 0), und durch Einsetzen in (21.2) erhält man die Be
stimmungsgleichung für ft in der Form: 

{ 
. 2 n """" 1 . 2 e[i(v->•,•Ht<l t- 1\ 

tt w- v + ttt + 75ti..:::... ·,.,; l7s',o11 • ~;-=-;+ Zfl-f 
s' 

_ 2ni N , . l2 -· S 2ni I . 12 - -Tc; 17s,Ol -- 0. [/ti;?. ls,Ol ' 

wo wieder die Energiestromdichte der einfallenden Welle mit S0 bezeichnet ist. 
Die hier auftretende Summe nach s' ist dieselbe, die wir oben [ vgl. (20.8)] schon 
ausgewertet haben; indem wir der Einfachheit halber e = ö setzen!, erhalten wir: 

{ ·( A,\)}- 2ni,. 2 
ft W- V+ t ft- 2 --So' cfi2,,217s,Oll, 

1 Damit ignorieren wir die in Ziff. 20 diskutierte Abweichung des Linienschwerpunkts 
von w. 
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und schließlich, da natürlich /f.t I <. Aö ist: 

+ * 5 2 .n ~ . 12 Aö (21 5) f.t fl = o • cfi.2 1 zl1s,Ol • (v _ w)2 + (tA~)2 · · 

Offenbar stellt nun f.t + tt* (d. i. die reziproke Lebensdauer des Grundzustandes) 
ein Maß für die Stärke der Absorption in Abhängigkeit von der einfallenden 
Frequenz v dar: die Form der Absorptionslinie ist also wieder die klassische. 
Für C8• erhält man: 

C, = (j; • (-h)t ____!_. ~~ • e[i(w,•-w)-,u]t _ 1 
s I ol Gv,. 2rh i A' v- ''··- i11 · 

v-w+2 0 

(21.6) 

Hier beschreibt der letzte Faktor die spektrale Verteilung der uneigentlichen 
Streustrahlung oder Resonanzfluoreszenz (bei monochromatischer Einstrahlung v); 
ihre spektrale Breite entspricht für t <. (tt + tt*)~ 1 der optimalen Meßgenauig
keit: lv.·-vl"'t~ 1 [für tY(tt+rt*)~ 1 geht sie in tt+tt* über]. Für die 
Gesamtzahl der Photonen, die pro Zeiteinheit [für t <. (tt + tt*) ~I] in den Raum
winkel d Q gestreut werden und dabei zu einer bestimmten Polarisation e •. = e' 
beitragen, erhält man aus (21.6): 

(21.7) 

Diese Formel füllt eine Lücke aus, in der die früher abgeleitete Streuformel (19.2) 
nicht gilt (I v - w I ;,:5 A/,); an der Grenze ihrer Gültigkeitsbereiche gehen die 
beiden Formeln richtig ineinander über. 

Der nächst einfache Fall ist der, daß mehrere angeregte Zustände m = 1 ... g 
in Frage kommen, deren direkte Kombinationen untereinander aber aus
geschlossen werden können. Die entsprechenden Eigenwerte w1 ... Wg mögen 
etwa so nahe beieinander liegen, daß auch bei monochromatischer Einstrahlung 
mehrere Zustände m eine von Null verschiedene Anregungswahrscheinlichkeit 
besitzen; insbesondere kann es sich dabei um einen g fach entarteten Eigenwert 
handeln. In dem oben skizzierten Rechenschema wird man jetzt jedem an
geregten Termmeine Wahrscheinlichkeitsamplitude bm (m = 1 ... g) zuordnen 1. 

Übersichtliche Endformeln erhält man nur in dem Sonderfalle, daß die über 
alle Normalen- und Polarisationsrichtungen (f" c,.) gemittelten Ausdrücke 

jr,om jr,om• = 0 sind für m =!= m'. (21.8) 

Dies trifft z. B. für einen Term zu, der eine Richtungsentartung besitzt 2, und 
angenähert auch für einen solchen, dessen Richtungsentartung durch ein äußeres 
Feld aufgehoben ist. Wenn (21.8) gilt, erhält man für die Wahrscheinlichkeit 
einer Absorption pro Zeiteinheit: 

g . . j2 
+ *-S 2.n ~1 ils,Om A;;' , ( 19) 

fl f.t - o • ch2v2 ,L.. (;-=-~-+ ~,0)2 + (~A:;')2 • 2 · 
m~l 

die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Absorptionsprozesse 0--+ m addieren 
sich also einfach. Im Fluoreszenzlicht dagegen superpanieren sich die Ampli-
tuden: u 

"'Jc.j2•_!=dQ.!'!_,_1_,i
1
."" ls,omi;•,om 1

2 (21 .10) 
..::;.. s t G can2 ..::;.. i ml. 

s' m~Iv-wm+w0 +--A 0 
i 2 

1 Ihre Zeitabhängigkeit wird durch den Faktor e[i(wm-wo-v)-,u]t dargestellt, wenn 
wieder a = e-.ut gesetzt wird. 

2 Falls man sich auf die Matrixelemente der Dipolstrahlung (vgl. Ziff. 27) beschränkt, 
was im Optischen zulässig ist. 
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Natürlich können sich "Interferenzen" zweier Terme m nur ausbilden, falls 
die betreffenden Emissionslinien m",. - m0 sich im Bereich ihrer natürlichen 
Breiten überdecken. Hierdurch erklärt sich z. B. der bekannte Einfluß eines 
Magnetfeldes auf die Resonanzfluoreszenz: solange die Termaufspaltung des 
Zeemaneffekts groß gegen die natürlichen Linienbreiten ist, spricht auf mono
chromatisches Licht immer höchstens eine einzige Linienkomponente man, und die 
Anwesenheit der übrigen Energieniveaus bleibt ohne merklichen Einfluß auf das 
Resonanzlicht; mit abnehmendem Magnetfeld und zunehmender Entartung 
rücken ab2r die :übrigen Summenterme m in (21.10) in die Frequenz v hinein, 
und dadurch kommen dann die viel diskutierten (von WooD und ELLETT ent
deckten) Änderungen der Polarisation zustande1• 

Es sei bemerkt, daß die Aussagen der Quantentheorie in den oben be
trachteten Fällen sich prinzipiell nicht unterscheiden von den Aussagen, welche 
man auf Grund der klassischen Theorie für die Resonanzstreuung an geeignet 
gewählten Oszillatoren (mit Strahlungsdämpfung) erhalten würde (vgl. auch 
Ziff. 27, S. 783). Diese enge Analogie ist aber offenbar auf bestimmte Arten von 
Streuprozessen beschränkt und an bestimmte Voraussetzungen bezüglich des 
Niveauschemas gebunden. 

22. Kohärenzfragen. Wir betrachten jetzt zwei Atomsysteme, eines E, 
das wir spontan seine Resonanzlinie m = m1 - m0 emittieren lassen, und ein 
weiteres S, an welchem die Strahlung von E gestreut werden soll. Der StreuerS 
soll weit von E entfernt sein, d. h. in der "Wellenzone" von E liegen. Es soll 
untersucht werden, wie die Streustrahlung von S von der Natur der in E emit
tierten Primärstrahlung abhängt, und insbesondere, wie die beiden Strahlungen 
interferieren. Zunächst sollen dabei E und S als unendlich schwer und ruhend 
angesehen werden; d. h. wir wollen den Rückstoß und den damit verbundenen 
Dopplereffekt vorderhand außer Betracht lassen. 

Da das Wesentliche der Rechnung schon bei Beschränkung auf die eigent
lichen Streuprozesse hervortritt, wollen wir zunächst den Fall setzen, daß die 
uneigentliche gegen die eigentliche Streuung zu vernachlässigen sei. Die ent
scheidende Rolle spielen dann folgende Zustände: 

E 

Angeregt 
Grundzustand 

5 

Grundzustand 
Grundzustand 

Die DIRACschen Gleichungen lauten jetzt: 

in!!!_= ~b ·(h-)ti ·ei<w-••,)t 
dt ~ 8 ,GP, 8 ' 

8 

Strahlung 

() 

1 Photon in s 

Wahrsch.-Ampl. 

(t 

b,, 

(22.1) 

l. .1 
in !-b_._ = a. (}!__)2 1.*. ei(v,-w)t + ~ b .. (h- -h_)2 1'1 •. ei<•·,-v,•)t. (22.2) 

dt Gv, 8 ~ 8 Gv, Gv,. '188 

s' 

1 J. R. ÜPPENHEIMER (ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 27. 1927) und V. WEISSKOPF (1. c.) 
untersuchen insbesondere den Fall, daß das äußere Magnetfeld auf e, (dem elektrischen Vek
tor der einfallenden Welle) senkrecht steht und die Beobachtung in der Richtung des Magnet
feldes erfolgt; für eine Spektrallinie P 1 - S 0 ergibt sich die von HANLE beobachtete Drehung 
der Polarisationsebene und Depolarisation. Ist das Magnetfeld parallel zu e., so kombiniert S0 

nur mit dem mittleren Term des Zeemantripletts von P 1 , so daß die Resonanzstrahlung 
dann immer linear polarisiert ist (parallel zum Feld), und zwar unabhängig von der Stärke 
des Magnetfeldes, insbesondere also auch im Grenzfall völliger Entartung. Die Verall
gemeinerung dieser Überlegung auf richtungsentartete Grundzustände liefert die von HElSEN
BERG (ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 617. 1925) angegebene Regel zur Ermittlung der Polarisation 
der Resonanzstrahlung des ungestörten Atoms aus derjenigen des Atoms im Magnetfeld 
parallel zu e,; vgl. hierzu auch Ziff. 27, S. 783. 
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Hier beziehen sich die Matrixelemente 7"8 = is,o 1 auf den Übergang 1 ->- 0 von E, 
die Elemente 'Y} 88• = 'Y/ss·,oo auf die Streuprozesse an S. In der Erwartung, daß 
die Streustrahlung schwach gegen die Primärstrahlung ist, versuchen wir das 
folgende Näherungsverfahren: in nullt er Näherung ignorieren wir die Streu
prozesse und erhalten damit an Stelle von (22.1) und (22.2) die Gleichungen 
(20.2) und (20.3), welche den ungestörten Emissionsprozeß in E beschreiben; 
die Lösung nullter Näherung lautet also nach (20.5), (20.6) und (20.10): 

b = (h )t '*. e[i(v,-w)-,u]t- 1 
a = e-.ut, s GY, ]8 -!i(Y,- w + ifl), (22.3) 

wo fl + fl* = A die Halbwertsbreite der Resonanzlinie von E darstellt. Eine 
Berücksichtigung der Streuprozesse in erster Näherung kann nun dadurch erzielt 
werden, daß man die Amplituden b8 nullter Näherung (22-3) rechter Hand in 
(22.2) einsetzt; auch kann dort a = e-Pt gesetzt werden, da der weit entfernte 
Streuer keinen merklichen Einfluß auf den Abklingangsvorgang in E haben 
kann. Damit kommt: 

db ' h )! [ ~ 1 e[-i(v,•-w)+,u]t_ 1] 
ifi ' = 1-. . e[i(v,-w)-!•]t • i* + 2n · -17* • i*· . · (22.4) 

dt \GI•, 8 GY,. 88 8 Y,.- (JJ + t{t ' 
s' 

in dem korrigierten Wert der Amplitude b, tritt also bereits die Superposition 
der primären und der Streuwelle in Erscheinung. Es handelt sich nun darum, 
die rechter Hand in (22.4) auftretende Summe nach s' auszuwerten. Da is· und 'Y/ss' 
sich auf Übergänge in zwei verschiedenen, weit voneinander entfernten Atomen 
beziehen, ist der Ausdruck 1): •• j:·, nach Ausweis der Retardierungsfaktoren 
e±i(!,•·rkl in den Integraldarstellungen (17.10) und (17.12), sehr stark von f •. 
abhängig. Führt man diese Integraldarstellungen in (22.4) ein, und stellt man 
die Integration über die Teilchenkoordinaten (q) von E und S zunächst zurück, 
so stößt man auf Summen der Form: 

~ 1 ( ) i(!,•·r~'1 ) ( d(Ei) -i(!,•·r\Ei) er ... Jt- 1 ..:::;..cy-;. e.-e, e · e,. gra 1 e ·;::::_w+ifl. 
s' 

Summiert man hier zuerst über die beiden zu einem· f,, gehörigen Polarisations
richtungen e •. , und mittelt man dann über alle Richtungen von f8·, so erhält 
man den folgenden Ausdruck: . ,,r 

1 r 1 ~ smc e[-i(v-w)+,u]t- 1 
-- dvv·-- (e e)(e grad(E1)--· : • (22.5) :n2ca. 2 o s o t Yr Y- w + l fl ' 

r, c 

hier ist r = I t:~91 - t:~"1 I, und es sind die Terme mit r- 2 und r- 3 unterdrückt 
worden, da sie in der Wellenzone belanglos sind; e0 bedeutet zwei Einheits
vektoren senkrecht auf t:<8> - r(E) und senkrecht aufeinander, d. h. die beiden 
unabhängigen Polarisationsrichtungen des Lichtstrahls E->- S. Das Integral 
nach v (22.5) ist Null für t < rjc, d. h. die Streustrahlung beginnt erst zur Zeit 
t = rjc, wie es sein muß 1 ; für t > rjc erhält man für (22.5): 

1 1 ~ ( ) ( d(Ei) [iro+,u] ..':_ 
2 JZ ·;;a . r ..:::::.. eo e, eo gra t - • e c . 

r, 

Nachdem man dies in (22·4) eingeführt und dort nach t integriert hat, lassen 
sich die Integrale nach den Teilchenkoordinaten (q) gemäß (17.10) und (17.12) 
wieder in Matrixelemente 'Y/ss, . und is, zusammenfassen, wo s0 diejenige ebene 
Welle bedeutet, deren Normale f,, von E nach S zeigt, deren Polarisation e., 
eine der beiden Richtungen e0 ist, und deren Frequenz v •• = v. ist (s. Abb. 2); 

1 Vgl. E. FERMI, Reviews of Modern Physics Bd. 4, S. 87. 1932, § 9. 
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mit anderen Worten: s0 repräsentiert den PrimärstrahlE-+ S bzw. dessen beide 

linear polarisierte Komponenten. Am Ende des ganzen Vorganges (t - !"__~A-I) 
sieht das Strahlungsfeld folgendermaßen aus: c 

1 ( h )t 1 { '* 1 "'-' '* * } b,(CXJ)=-T c~. ~,-(JJ+ifl. 7-s+-c?.--;;~J...r; •••. (22.6) 
Co 

Der zur nullten Näherung (22.3) hinzugekommene Korrektionsterm entspricht 
der kohärent superpanierten Streuwelle: während der Hauptterm das Licht darstellt, 
welches von E direkt in die Strahlungskomponente s (f., e., v.) emittiert wurde, 
beschreibt der mit 1/r gehende Zusatzterm das Licht, welches von E aus zunächst 
in die Richtung f,, gesandt und dann von S in die Strahlungskomponente s 
gestreut wurde (vgl. Abb. 2). Die Phasen, mit denen sich die Amplituden der 

beiden Wellen superponieren, bestimmen sich durch 
die Retardierungsfaktoren in j und r1 ; sie ändern sich 
bei einer Parallelverschiebung des Streuers in durchaus 
klassischer Weise. Besteht der Streuer aus mehreren 

Abb. 2. unabhängigen Atomen, so interferieren die verschie-
denen Einzelstreuwellen nach den Gesetzen der klassi

schen Wellenoptik Ist der Streuer insbesondere ein makroskopisch homogenes 
Medium, so rufen die Interferenzen der Streuwellen mit der Primärwelle bekannt
lich die Erscheinungen der Brechung und Reflexion an den Grenzflächen des 
Mediums hervor 1• Für die Polarisation des Streulichts ist wesentlich, daß die 
beiden linearen Komponenten e0 des Primärstrahls zur Amplitude der Streuwelle 
kohärente, also in bestimmten Phasenbeziehungen stehende Beiträge liefern, 
ganz im Sinne der klassischen Theorie der Polarisation; darauf beruht die Mög
lichkeit, die Polarisation einer Spektrallinie mit Hilfe eines Streuers zu analysieren. 

Um auch die uneigentliche Streuung in Rechnung zu ziehen, muß man weitere 
Wahrscheinlichkeitsamplituden für die verschiedenenAnregungsstufen des Streuers 
(bei Anwesenheit von 0 oder 2 Photonen) einführen. Liegt die in E emittierte 
Frequenz w nicht zu nahe bei einer Eigenfrequenz des Streuers, so kann man 
wieder von der nullten Näherung (22. 3) ausgehen und erhält ähnlich wie oben 
für die 1. Näherung eine Formel der Gestalt (22.6), in der nur r;;,, durch die 
"uneigentlichen" Streuterme ergänzt ist, so wie es der KRAMERS-HEISENBERG
schen Formel (19.9) entspricht (für m = n = O*). Für ein bei w durchsichtiges 
Medium S liefern diese Terme die Dispersion, d. h. die Abhängigkeit des Bre
chungsindex von w (vgl. hierzu auch Ziff. 27). 

Im Falle der Resonanz ist hingegen das obige Näherungsverfahren nicht 
mehr statthaft, wie das Nullwerden der Resonanznenner anzeigt. Dafür kann 
man sich jetzt auf die resonanznahen Anregungsstufen (m) des Streuers be
schränken und überdies die eigentlichen Streuterme (YJ) als belanglos unter
drücken. Die wesentlichen Zustände sind jetzt: 

E s Strahlung Wahrsch.-Arnpl. 

Angeregt Grundzustand 0 a 
Grundzustand Grundzustand Photon in s b, 
Grundzustand Angeregt m 0 cm 

1 Allerdings gibt (22.6) den Brechungsindex vorerst nur für verdünnte Medien, d. h. 
für den Fall, daß die Mehrfachstreuung (Streuung an verschiedenen Atomen des Streuers 
nacheinander) belanglos ist. In unserer obigen Näherungslösung ist nämlich die Mehrfach
streuung noch nicht enthalten; die Zweifachstreuung tritt erst in der "2. Näherung" auf, usf. 

* Ist der Grundzustand von 5 entartet, so liefern die Streuprozesse, die 5 in einen 
"anderen Grundzustand" überführen, keinen Beitrag zur kohärenten Streustrahlung (sofern 
die betreffenden Eigenfunktionen aufeinander orthogonal gewählt sind). 
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Die Kopplungsgleichungen lauten: 

ifi ~!!... = ~ b • (.!!_)! J. • ei(w-~,)t (22.7) 
dt ..:::;.. 8 Gv, 8 ' 

8 

i fi dem = ~ b • (.!!_)t ,. 0 • ei(wmo-~s)t (22.8) 
dt ..:::;.. 8 Gv, 8, m ' 

8 

i fi _db, = a • (-h,_-)t • J'* • ei(~,-w)t + ~ C • (-II__)! j* 0 • ei<~s-wmo)t. (22.9) 
dt Gv, 8 ..:::;.. m Gv, 8• m ' 

m 

hier beziehen sich j, und w, wie vorher, auf die Resonanzlinie von E, dagegen 
is,om und Wmo = Wm - w 0 auf die Übergänge in S. Da wiederum die Rück
wirkung des Streuers auf den Emissionsprozeß in E als belanglos gelten kann, 
wird wieder a = e-t<t, fl + fl* = A sein müssen. Durch den Ansatz 1 

I Ym. eli<wmo-wl-plt 
c -m-

0 

fürt>:l 
für t <.!.... 

c 

(22.10) 

sind die Gleichungen (22.8) und (22.9) lösbar und führen auf folgendes (endliche) 
Gleichungssystem für die Ym: 

2 1 [i(w-v,)+pl(t-.!:..) _ 1 
( ·) ~ n~ . '* e c 

Ym' w",o-w+~fl + ..::;..Ym··-ti-..::;..G,~Js,om]8,0m'' · ••,-w+ift 
rn' s (22.11) 

1 1 ~ '* · [i(w-l•8 )+p].!:.. 
-=-ilr--f~]8,]s,,om·e • c *. 

eo 

Dieses Gleichungssystem ist ähnlich demjenigen, das in der WEISSKOPFschen 
Behandlung der Resonanzfluoreszenz auftritt (vgl. Ziff. 21), und läßt nur dann 
eine übersichtliche Lösung zu, wenn die Bedingungen (21.8) erfüllt sind. Setzen 
wir dies einstweilen voraus, so erhalten wir folgendes Strahlungsfeld: 

b (CXl) = _ 1 _ (- h_)! 1 . • { '* + _!___ ~ '* . _L ~_j:.om/:0,0m } (22_12) 
8 ti Gv8 v,-w+zft 18 c2 r..::;..180 fi..:::;.. w-wmo-Z(ft-ftmo)' 

eo m 
wo 

flmo + fl';o = Ag' 
die natürliche Breite der Emissionslinie m ~ 0 des Streuers bedeutet. Die 
Amplitude und Phase der Streuwelle entspricht außerhalb der Resonanz den 
betreffenden uneigentlichen Streutermen in der KRAMERS-HEISENBERGschen 
Formel (19.9); für den Resonanzfall sind die Imaginärteile der Resonanznenner 
wesentlich. Dieser Einfluß der Dämpfung ist wiederum genau der klassische: 
ersetzt man E und S durch Oszillatoren mit den Dämpfungskonstanten fl bzw. 
flmo• so erhält die klassisch gestreute Amplitude die gleichen Resonanznenner 

1 Die Unstetigkeit der Amplituden cm bei t = rfc kann durch Hinzufügung freier 
(gedämpfter) Schwingungen des Streuers leicht behoben werden; zwecks Vereinfachung 
verzichten wir darauf, die letzteren anzuschreiben. Vgl. in dieser und anderer Hinsicht 
die ausführliche Diskussion bei G. BREIT, Reviews of Modern Physics, Bd. 4, 1932, Ab
schnitt VI, Ziff. 4. 

* Die hier augewandte Schreibweise ist nur korrekt, falls die Dimensionen von E und S 
klein gegen die Wellenlänge sind (Dipolstrahlung, vgl. Ziff. 27). Anderenfalls denke man 
sich die j in Integralform geschrieben und die Phasenfaktoren eikr in die Integranden auf
genommen, so daß jedes Ladungspaar in E und S seine richtige Phasendifferenz kr = k jt~J-tlEJj 
erhält. 
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wie der Ausdruck (22.12). Insbesondere wird also auch, für den Fall eines dis
pergierenden Mediums S, die anomale Dispersion und die Absorption der Licht
welle durch die bekannten klassischen Formeln beschrieben 1. 

Es bleibt nun noch zu diskutieren, in welchem Umfang die Formel (22.12) 
zu Recht besteht, d. h. unter welchen Umständen die oben gemachte Voraus
setzung (21.8) erfüllt ist. In Ziff. 21 wurde schon erwähnt, daß dies zutrifft, 
wenn der Streuer ein einzelnes Atom ist, dessen angeregter Zustand richtungs
entartet ist. Interessanter ist der Fall, daß der Streuer aus mehreren gleich
artigen Atomen besteht, so daß die verschiedenen m-Werte in obigen Formeln 
sich auf Anregungsprozesse in verschiedenen Atomen von S beziehen. Dann sind 
die Summenglieder m' =!= m im Gleichungssystem (22.11) nicht durchweg Null; 
sie bleiben allerdings Null bis zur Zeit t = 1 je . (/r(E) - r;;>/ + /r;;;! - r~,; 1 /), d. h. 
bis zu der Zeit, bei welcher das am Atom m' gestreute Licht nach m gelangt 2, 

woraus hervorgeht, daß die Summenglieder m' =I= m in (22.11) mit der Mehrfach
streuung zusammenhängen. Ist diese zu vernachlässigen, so muß auch die Formel 
(22.12) ohne weiteres gelten. Anderenfalls ist das Gleichungssystem (22.11) 
dadurch zu lösen, daß man die Eigenfunktionen U 111 des Streuers einer unitären 
Transformation unterwirft, welche die Glieder m' + m zum Verschwinden 
bringt 3 . Statt dessen würde es auch genügen, sich davon zu überzeugen, daß 
die Mehrfachstreuung, so wie sie durch die Gleichungen (22.11) beschrieben 
wird, sich nicht von der klassischen Mehrfachstreuung an gedämpften Oszillatoren 
unterscheidet. Was speziell die Dispersion in einem isotropen Medium anlangt, 
so ist in diesem Sinne zu erwarten, daß die Mehrfachstreuung sich lediglich 

2 1 
darin äußert, daß, an Stelle des Brechungsindex n selbst, der Ausdruck n 2 +-

n 2 
der Dichte des Mediums proportional anwächst, gemäß dem bekannten LüRENZ
LoRENTZschen Gesetz 4• 

Die bisherige Diskussion der Kohärenzfragen beschränkte sich auf den Fall, 
daß die Schwerpunktsbewegung von E sowohl als von S außer acht gelassen 
werden kann. Es soll nun noch kurz nachgetragen werden, in welchem Maße 
die Kohärenz zwischen primärer und Streustrahlung durch die Rückstöße beim 
Emissions- und Streuprozeß beeinträchtigt wird. Unter die Daten, welche 
einen Zustand des Gesamtsystems beschreiben, müssen wir nunmehr auch die 
translatorischen Impulse von E und S aufnehmen; wir nennen diese h SfE und 
h SfS und beschränken sie auf dieselbe diskrete Mannigfaltigkeit wie die Photonen
impulse hf [vgl. (17.1)]. Lassen wir zur Vereinfachung die uneigentliche Streuung 
außer Betracht, so kommen folgende Zustände in Frage: 

E 

SfE, angeregt 
l'F, Grundzustand 

s l 
I 

, .\l:8 , Grundzustand I 

.\l:8 , Grundzustand 

Strahlung 

0 
1 Photonins 

Wahrsch.-Ampl. 

a (SEE, 518 ) 

b, (fiE, .\l8 ) 

Wie unter Ziff. 18 und 19 ausgeführt wurde, sind die Matrixelemente j und 1) 
nur für solche Strahlungsprozesse von Null verschieden, welche den Gesamt-

1 Ist nw größer als die Ionisierungsarbeit des Streucrs (Resonanz im kontinuierlichen 
Spektrum von 5), so ergibt sich diejenige Lichtabsorption, welche dem Energieverlust durch 
Photoeffekt (anstatt durch Resonanzstreuung) entspricht. 

2 Man erkennt dies leicht, wenn man die Summation nach s ähnlich wie oben [vgl. 
(22.5)] ausführt. Der im Summenglied m' vorkommende Abstand r bezieht sich auf ein 
Teilchen in E und auf eines in (5, m'). 

3 V. WEISSKOPF, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 23. 1931, Abschnitt VI. 
4 Für unendliche Kristalle (Nichtleiter) ist die Übereinstimmung mit den Aussagen 

der klassischen Theorie (EWALD, BORN) in weitem Umfang nachgewiesen von G. WENTZEL, 
Helv. Phys. Acta, Bel. 6, 1933. 
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impuls von Materie und Strahlung unverändert lassen, wie die Integralformeln 
(17.10) und (17.12) lehren, wenn man die Schwerpunktsbewegung von E und 5 
aus den Eigenfunktionen tt absepariert. Nennen wir die dann übrigbleibenden 
Faktoren, die sich also nur noch auf den Übergang der inneren Koordinaten 
von E und 5 beziehen, jetzt wieder j, bzw. 'Y/ss', so schreiben sich die DIRACschen 
Gleichungen folgendermaßen: 

in d~ a (SfE, srs) = 2: b, (S1_B - fs' ,Sl;S) • (C:,)~ is • e+i[w+(uEf,)-v,]t' (22.13) 
s 

in:, b, (Sl:E- f,, ft8) = a (SF'', Sl:8 ) • (.JJt j;. e-i[w+(uEf,)-v,Jt 1 

+ 2: b,. (S1:B - f,, srs + f. - r •. ) . (t;~ c:.Y~~; ... eH<u". r,·-f,)-v.-+v,]t. J 
s' 

(22.14) 

In den zeitabhängigen Faktoren treten hier diejenigen Terme auf, welche der 
Energieänderung der Schwerpunktsbewegung infolge des Rückstoßes Rechnung 
tragen und die Dopplerverschiebung der Frequenz bei der Emission bzw. bei 
der Streuung beschreiben: w bedeutet wie oben die vom ruhenden (festgehaltenen) 
Atom E emittierte Frequenz, und oB, o8 sind die (bezüglich Anfangs- und End
zustand gemittelten) Schwerpunktsgeschwindigkeiten von E und 5 [vgl. (18.19) 
und(19.6)]: 1 1 ) n ) 

!JE = ~E (s-rE - 2 f. ' lJS = Ms ( srs + ~ (f. - f,.) . 

In nullter Näherung (rJ = 0) wird der Emissionsvorgang allein beschrieben 
durch die Formeln: 

wo f1. + fl,* = A, (22.15) 

( 
h )i e-i[w+(uEf,)-v,-i,u]t _ 1 

b,(St;E-f,,fl's)=cx(St;E,S'rs)· Gv, j;.n[w+(t>r:f,)-v,-ift]. (22.16) 

Hier stellt cx(Sl'E, srs) die Wahrscheinlichkeitsamplitude für SfE und srs zur Zeit 
t = 0 dar; sie läßt sich in bekannter Weise aus der Wellenfunktion der Schwer
punktskoordinatenvon E und 5 zur Zeit t = 0 durch Fourieranalyse gewinnen1. 

Setzt man (22.15) und (22.16) rechter Hand in (22.14) ein, so erhält man (unter 
Benutzung früherer Ergebnisse) für den Beitrag der eigentlichen Streuprozesse 
zum Strahlungsfeld in 1. Näherung: 

b (StE- f Sl;S) (00) =- .1 (_!t__)t. {-~rx_(StE, Sf:~tll_l 
8 8 ' n G•·. v,-[co+(oEf,)]+ifl 

E """ (22.17) cx(Sf' + fs0 - f,, n;s- f,o + f .• ) • ,.;.;j:o 1):,,} 
+ C;Y • ·V, -[co +-(tJEf;ul-+ (t)s-:-r,-=: f;0)]+z·~,:.- • 

Damit die Kohärenz der Streuwelle mit der Primärwelle nicht wesentlich be
einträchtigt wird, müssen hiernach ersichtlich folgende Bedingungen erfüllt 
sein: Erstens muß die Wahrscheinlichkeitsamplitude cx als Funktion von SfE 
im Bereiche srE +--+ StE + f,. - f.' und als Funktion von srs im Bereiche 
Sf8 ++ srs - f •• + f, langsam veränderlich sein; d. h. mit Bezug auf die die 
Schwerpunktsbewegung von E und 5 darstellenden Wellenpakete ausgedrückt: 
die Ausdehnung jedes der beiden Wellenpakete in der Richtung f, - f,, muß klein 
sein gegen ;. 

\f,- f.."! . (-) 
4.n Sllll 

(2 =Wellenlänge, f9 = Streuwinkel). 

1 Die Ausdehnung der V."ellenpakete für E und S soll klein gegen ihren Abstand sein. 
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Diese Bedingung sagt nichts anderes aus, als daß die Kenntnis der Schwer
punktskoordinaten so genau sein muß, daß die Unschärfe der Phasendifferenz 
beider Lichtwege klein gegen 2n ist. Eine zweite Bedingung für praktisch voll
ständige Kohärenz ergibt sich daraus, daß die Spektren des primär emittierten 
und des gestreuten Lichtes im allgemeinen verschiedene Dopplerverschiebungen 
aufweisen. Für gegebene Schwerpunktsgeschwindigkeiten von E und S liegen 
die Intensitätsmaxima der primären und der gestreuten Spektrallinie in der 
Skala Y um 

auseinander. Eine vollständige Kohärenz ist nur möglich, wenn diese Ver
schiebung für alle in den Wellenpaketen vorkommenden Werte von I.JE und I.J8 

klein gegen die natürliche Linienbreite A ist. Dagegen wird die'Kohärenz natür
lich völlig vernichtet, wenn die beiden Linien durch den Dopplereffekt ganz 
getrennt werden; in diesem Falle besteht allerdings immer noch die Möglichkeit, 
die beiden Wellen durch abermalige Streuung an bewegten Körpern wieder 
interferenzfähig zu machen. 

23. Unperiodische Vorgänge mit mechanischer und Strahlungskopplung. 
Eine große Zahl experimentell viel untersuchter Erscheinungen ist dadurch 
gekennzeichnet, daß ein mechanisches System neben den Strahlungsübergängen, 
die aus der Kopplung mit dem elektromagnetischen Feld resultieren, gleichzeitig 
andersartige unperiodische Veränderungen erleidet, die durch eine "rein mecha
nische" Störungsfunktion V (etwa durch eine Coulombkraft) induziert werden. 
Hier soll speziell die Beeinflussung der spontanen Emission durch solche mecha
nische Kopplungen untersucht werden. 

Charakterisieren wir die stationären Zustände des ungestörten mechanischen 
Systems wieder durch Indizes m (auch lodern), so haben wir die Wahrscheinlich
keitsamplituden am und bms zu unterscheiden, je nachdem, ob keine Strahlung 
oder ein Photon der Sorte s vorhanden ist; diese Amplituden sind folgendermaßen 
gekoppelt: 

in d;(' = "L; az• Vzm. ei(wm-wz)t + "L; "L;bz,· (c.h,;,t'js,lm" ei(wm-«n-v,)t, (23.1) 
l 8 l 

Zur Lösung benutzen wir zunächst das DIRAcsche Näherungsverfahren, 
vernachlässigen also die Dämpfung. Sei zu Anfang (t = 0) keine Strahlung vor
handen und das mechanische System in einem bestimmten Zustand n: 

am(O) = 0 für m =!= n, bms (0) = 0. (23.3) 

Dann folgt in 1. Näherung, d. h. durch Einsetzen der Anfangswerte rechter 
Hand in (23.1) und (23.2): 

ei(wm-wn)t - 1 

am = c5nm + Vnm • ·=-n(wm _ ;;;~), (23.4) 

(23.5) 

in dieser Näherung erfolgen also die strahlungslosen und die Emissionsprozesse 
unabhängig voneinander. Die Kopplung der beiden Vorgänge erhält man erst 
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in der 2. Näherung, nämlich durch Einsetzen der 1. Näherungswerte (23.4) und 
(23.5) rechter Hand in (23.2): 

b - (_lz_)!. [- '* . ei(wm-wn+v,)t- 1 
ms- Gr, 1s,mn n(wm- Wn + r,) 
~ V j* (ei(wm-wn+v,)t _ 1 

+....::;.,; n(;tl ~-sn), -n(wm- Wn + v,) -
l 

ei (wm-wz+v,)t - -~) 

n(wm- Wz + v,) 

+ ~ Vzm j;,ln • (ei(wm-wn+v,)t _ 1 _ _ei(wm-wz)t-=-~)], 
....::;.,; n(wz- Wn + Y,) n(wm- Wn + >'8 ) n(wm- Wz) 

l 

(23.6) 

Wenden wir diese Formel etwa auf die Anregung der Lichtemission durch 
Elektronenstoß an, so werden wir den Anfangszustand n einem Atom im Grund
zustand und einem freien Elektron mit der kinetischen Energie T entsprechen 
lassen; V ist die Wechselwirkungsenergie zwischen Atom und Elektron1• Der 
1. Näherungswert für bms (23.5) wird dann Null (für '118 ~ Wn - Wm > 0), da 
eine Umsetzung von reiner Translationsenergie in Licht durch einen Emissions
prozeß nicht möglich ist (wegen der Erhaltungssätze, vgl. Ziff. 24). In der 
2. Näherung (23.6) dagegen beschreiben die in V und j bilinearen Terme (nämlich 
die erste Summe nach l) eine Ausstrahlung, nämlich, auf dem Wege über einen 
Unelastischen Stoß n ~ l * (Resonanz für w1 = wn), spontane Emissionssprünge 
l--+ m (Resonanz für v8 = w1 - Wm > 0). Man erkennt leicht, daß solche Stöße, 
die zu verschiedenen Endimpulsen des Elektrons (und des Atoms) führen, Licht
wellen anregen, die zueinander inkohärent sind 2• Daher ist die Wahrscheinlich
keit, daß ein Photon einer bestimmten Sorte s auf Grund irgendeines Stoß
prozesses zur Emission gelangt, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten, 
daß es auf dem Wege über einen bestimmten Stoßprozeß emittiert wird, voraus
gesetzt, daß keine Entartungen der Eigenwerte der inneren Energie des Atoms 
vorliegen. Ist dagegen eme solche Entartung vorhanden, so kann der in (23.6) 
auftretende Ausdruck 

1,'Vntj:,ml 
(I) 

zu einer "Interferenz der Wahrscheinlichkeiten" Anlaß geben. Dieser Umstand 
ist entscheidend für die Polarisation des durch Elektronenstoß angeregten Lichtes 3• 

Ferner folgt daraus die Interferenzfähigkeit des Resonanzlichtes, das durch ein 

1 Diese ist in (23.6) nur in der 1. Ordnung berücksichtigt, woraus hervorgeht, daß die 
Stoßwahrscheinlichkeiten nur mit der Genauigkeit der 1. BoRNsehen Näherung (vgl. Ziff. 12) 
dargestellt sind. 

* Sofern T zur Anregung ausreicht. 
2 Die zu den Zuständen l und (m, s) gehörigen Impulse sind nämlich einander eindeutig 

zugeordnet, da is,mz nur +o ist für solche Übergänge, bei denen das Atom den Impuls nf, 
abgibt und das Elektron seinen Impuls beibehält. Vgl. auch J. R. ÜPPENHEIMER, ZS. f. Phys. 
Bd. 43, S. 27. 1927. 

3 J. R. ÜPPENHEIMER (1. c.) hat für den Fall, daß der angeregte Term richtungsentartet 
ist, eine Regel abgeleitet, welche der REISENBERGsehen Regel für die Polarisation der Re
sonanzfluorcszenz (vgl. Anm. 1, S. 7 58) entspricht: die Polarisation des Lichtes, das durch 
Elektronen angeregt wird, welche den Anfangsimpuls n f0 und den Endimpuls n f haben, 
wird nicht geändert, wenn die Entartung durch ein Magnetfeld parallel zu f - f0 aufgehoben 
wird. Beispielsweise ist die Linie P 1 - 5 0 immer linear und parallel zu f - f0 polarisiert, 
wie man aus den Formeln der 13oRNschen Stoßtheorie (vgl. Ziff. 12) unmittelbar abliest. 
vVeiter folgert 0PPENHEIMER: Ist die Kathodenstrahlenergie T nur knapp ausreichend zur 
Anregung, so ist I f I <;:: I f0 I, und die Richtung des Hilfs-Magnetfeldes fällt für alle Stoß
richtungen praktisch mit der Kathodenstrahlrichtung f0 zusammen. Die Gültigkeit dieser 
letzten Folgerung erscheint aber zweifelhaft, da sie sich auf die 1. Näherung der BoRNsehen 
Stoßtheorie gründet, die für kleine Endgeschwindigkeiten nicht ausreichend ist (vgl. Ziff. 12). 
-- Bezüglich weiterer Einzelheiten über die Polarisation des Stoßleuchtens verweisen wir 
auf Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 54. 
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kohärentes Kathodenstrahlbündel in mehreren gleichartigen Atomen angeregt 
wird (m = n =Grundzustand aller Atome, l =angeregte Zustände verschie
dener Atome), sofern diese Interferenzfähigkeit nicht durch die Rückstöße ver
nichtet wird; die Bedingungen hierfür sind analog denjenigen für den Fall der 
Lichtstreuung (Ziff. 22). 

Die Intensität der durch Stoß angeregten Strahlung wächst für kleine t 
proportional zu t2 an, entsprechend dem Umstand, daß man einen Anregungs
prozeß und den darauffolgenden Emissionsprozeß als zwei unabhängige Elemen
tarprozesse auffassen kann. Dies gilt aber nur, sofern man unter Stoßanregung 
die Anregung eines diskreten Spektralterms versteht. Ist jedoch die Stoßenergie T 
größer als die Ionisierungsarbeit des Atoms, so gibt die Resonanzstelle Wz = Wn 

im kontinuierlichen Spektrum der inneren Energie Anlaß zur Emission einer 
Strahlung, deren Intensität proportional zu t1 anwächst, so daß hier Anregung 
und Emission zusammen als ein einziger Elemen tarprozeß gelten kann 1 • Es 
scheint, daß diese Prozesse bei Lichtanregung durch schnelle Elektronen tat
sächlich eine Rolle spielen 2• 

Zur Behandlung langsamer Stöße, z. B. der Temperaturanregung, wird man 
natürlich als Störungsfunktion V nicht die gesamte Wechselwirkung der stoßen
den Systeme wählen, sondern das unter Ziff. 16 skizzierte Näherungsverfahren 
nach BoRN und ÜPPENHEIMER sinngemäß ausbauen. 

Eine weitere Frage, welche durch die Formel (23.6) beantwortet wird, ist 
die nach der Verbreiterung von Spektrallinien durch Stöße, genauer ausgedrückt, 
durch Beiträge der Translationsenergie eines stoßenden Körpers zum emittierten 
nv. Stellen wir uns zunächst ein Elektron vor, das mit einem Atom zusammen
stößt, während sich dieses in einem angeregten Zustand (n), also in Emissions
bereitschaft, befindet, so ergibt sich aus den in V und j bilinearen Termen in 
(23.6) die Möglichkeit, daß auf dem Umweg über einen Zwischenzustand l, dem 
eine beliebig veränderte Elektronenenergie entspricht, ein Endzustand m unter 
Emission eines Photons 'lls ~ Wn - Wm > 0 erreicht wird, dessen Energie n Wm 

um den Energiegewinn oder -verlust des Elektrons von der Energie desjenigen 
Zustandes abweicht, der ohne das Dazwischentreten des Elektrons erreicht 
worden wäre. Auf diese Weise entsteht ein kontinuierliches Emissionsspektrum, 
das allerdings, nach Ausweis der Resonanznenner w1 - w,. und Wz - Wn + 118 

= Wz -- Wm, in der Nähe der gewöhnlichen Eigenfrequenzen des Atoms steile 
Intensitätsmaxima besitzt; mit anderen Worten: die Spektrallinien des isolierten 
Atoms werden durch Stöße (schneller) Elektronen verbreitert 3• 

Will man andererseits die Linienverbreiterung untersuchen,· welche durch 
gegenseitige Stöße emittierender Atome verursacht wird, interessiert man sich 
also etwa für die Druckabhängigkeit der Linienbreite, so geht man zweckmäßig 
von der Theorie der adiabatischen Stöße (vgl. Ziff. 8 und 16) aus und nimmt in 
diesem Sinne die quasistatische Wechselwirkung zweier Atome schon in die 

1 M. GöPPERT-MAYER, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 273. 1931, § 2. Die anschauliche Be
deutung dieses Umstandes ist offenbar die, daß die Verweilzeit des Atoms im ionisierten Zu
stande extrem kurz sein muß, wenn überhaupt ein Emissionsrücksprung stattfinden soll, 
bevor das Elektron die Wirkungssphäre des Ions verlassen hat. 

2 J. FRANCK (ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 509. 1928) hat sie zum erstenmal zur Deutung 
von ,,Anregungsfunktionen'' herangezogen. 

3 M. GÖPPERT-MAYER, 1. c.; vgl. auch 0. ÜLDENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 51, S. 605. 
1928. - Ein verwandter Vorgang ist derjenige, welcher von HErSENBERG und PAULI (ebenda 
Bd. 56, S. 1. 1929, § 9) untersucht und von ÜPPENHEIMER (Phys. Rev. Bd. 35. S. 939. 1930, 
Abschnitt li) auf Grund der Formel (23.6) diskutiert worden ist: ein System, das einer strah
lungslosen Ionisation (Augereffekt, IX- oder ß-Zerfall) fähig ist, hat die Möglichkeit, einen 
beliebigen Bruchteil der freiwerdenden kinetischen Eriergie in Strahlung umzuwandeln, 
so daß ein kontinuierliches Spektrum sowohl von Materie- als von Lichtwellen entsteht. 
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Hamiltonfunktion des ungestörten Systems auf. Da nunmehr die Schwerpunkts
bewegung der beiden stoßenden Atome schon in nullter Näherung eine be
schleunigte ist, läßt sich der gesuchte Effekt bereits durch den 1. Näherungs
wert von bms (23.5) beschreiben: für einen gegebenen Anfangszustand n erlaubt 
die Matrix j:,mn spontane Emissionssprünge in Zustände m, die zu beliebig 
geänderten Werten der Translationsenergie gehören, so daß wiederum ein kon
tinuierliches Spektrum entsteht. Wie WEISSKOPF 1 gezeigt hat, entspricht die 
hieraus resultierende Linienform vollkommen der klassischen Überlegung, auf 
Grund deren LENZ 2 die Stoßverbreiterung gedeutet hat: die Eigenfrequenz w 
eines Oszillators wird durch eine vorübergehende Störung zeitweise verstimmt, 
und das infolgedessen kontinuierlich gewordene Spektrum ist durch die Fourier
zerlegung der Funktion 

ei f ,,, ltl dt 

bestimmt. Und zwar ergibt sich für die hier einzusetzende Frequenzverstimmung 
auf Grund der adiabatischen Näherung der Wert: 

I 
w(t)- oJ = n (Wn(tl- WmUl), 

wo W das quasistatische Wechselwirkungspotential der beiden Atome 1m Zu
stand n bzw. m als Funktion der Zeit ist. 

Bekanntlich gibt es noch eine zweite Art von Stoßverbreiterung, die mit 
einer Intensitätsverminderung verbunden ist und dadurch zustande kommt, 
daß ein strahlungsloser Prozeß ("Stoß 2. Art") dem Emissionsprozeß zuvor
kommt. Bei diesem Effekt handelt es sich indessen um einen eigentlichen 
Dämpfungsvorgang, zu dessen Beschreibung die DIRACsche Näherung nicht ge
eignet ist. Wir gehen deshalb auf die Gleichungen (23.1) und (23.2) zurück und 
verwenden das Näherungsverfahren von WEISSKOPF und WIGNER (vgl. Ziff. 20) 
in sinngemäßer Erweiterung und unter vereinfachenden Annahmen. 

Der gegebene Anfangszustand n sei von solcher Art, daß er nur auf zwei 
Wegen zerfallen kann, nämlich einerseits strahlungslos durch Übergang in Zu
stände w des kontinuierlichen Energiespektrums 3, andererseits unter Emission 
eines Photons v8 ~ Wn - Wm in einen diskreten Zustand m. Durch Streichung 
aller unwesentlichen Kopplungsglieder~ gehen dann die Gleichungen (23.1) und 
(23.2) über in: 

. 1 

ih fl a._ = I d (J) a . V* . ei (<o>n-w) t + "'' b . ( h ·)2 ,· • eilwn-UJm-v,) t 
dt ._ '') n(o ~ ms Gvs s,rnn , (23 .7) 

8 

·+ da"' . tn = a . V . eH"'-'"n)t 
dt n nw ' (23.8) 

'lodbm, (h)~'* '( + )t ~fl, = ;_;( • _ 7 • et Wm-Wn Vs 
dt n GY.~ .s,1nn · (23.9) 

Dazu kommen die Anfangsbedingungen (23-3). Die Lösung wird, wie in Ziff. 20, 
durch den Ansatz 

an= e--lt.t (t > 0) 

1 V. \VEISSKOPF, ZS. f. Phys. Bd. 75, S. 287. 1932, Abschnitt II. 
2 \V. LENZ, ZS. f. Phys. Bd. 25, S. 299. 1924. 

(23.10) 

3 Eine etwaige Entartung soll hier nicht besonders hervorgehoben werden; vgl. hierzu 
Ziff. 1 5. 

4 Insbesondere dürfen wir annehmen, daß die Diagonalelemente der Störungsmatrix 
V verschwinden (anderenfalls könnte man sie nämlich durch Aufnahme in die Energie
matrix des ungestörten Systems eliminieren: w. ~ mn + Vnn/n). 
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geliefert. Hiermit sind nämlich a", und bm• durch (23.8), (23.9) und (23.3) be
stimmt, und Einsetzen in (23.7) ergibt, unter Benutzung früherer Ergebnisse, 
die Bestimmungsgleichung für f-l: 

f-l + f-l* = ~~ ·1Vnwl2 + A;~. (23.11) 

Die gesamte Zerfallswahrscheinlichkeit des Zustandes n setzt sich also additiv 
aus den Wahrscheinlichkeiten des strahlungslosen und des Strahlungszerfalls 
zusammen. Das Energiespektrum des mechanischen Systems und des Strah
lungsfeldes sieht für t = oo folgendermaßen aus: 

(23.12) 

(23.13) 

Beide Spektrallinien haben (in Energieskala) die gleiche Halbwertsbreite 
fi(t-t + t-t*), entsprechend dem Umstand, daß schon die Energie des Anfangs
zustandes (n) mit dieser natürlichen Unschärfe behaftet ist. Die Wahrschein
lichkeit, daß der Zerfall irgendwie strahlungslos oder irgendwie strahlungs
mäßig erfolgt ist, ergibt sich zu: 

. ~~ 1Vnwl2 

j Ja",(oo); 2 dw = fl + rt*, (23.14) 

(23.15) 

Bei gegebener Emissionswahrscheinlichkeit A~ wird nach (23.11), (23.14) und 
(23.15) die Lichtintensität in dem Maße verringert, als die Wahrscheinlichkeit 
des strahlungslosen Zerfalls und damit die Linienbreite zunimmt; ein starkes 
Überwiegen des strahlungslosen Zerfalls hat eine Auslöschung der Lichtemission 
zur Folge. 

Eine Verallgemeinerung dieser Rechnung für den Fall, daß mehrere strah
lungslose und mehrere Strahlungsprozesse im Spiel sind, ist unschwer durchzu
führen. 

Gehört der Anfangszustand n zum diskreten Energiespektrum des Systems, 
so ist der strahlungslose Zerfall ein "Augerprozeß" oder eine "Prädissoziation" 
(vgl. Ziff. 15); da der Anfangszustand n in diesen Fällen notwendig ein angeregter 
Zustand ist, gibt es hier immer die Alternative: strahlungsloser oder Strahlungs
zerfall, und die obigen Überlegungen sind anwendbar. Gehört andererseits der 
Anfangszustand n selbst schon zum kontinuierlichen En~rgiespektrum, so liegt 
ein Stoßproblem vor, und die obigen Formeln beschreiben die eigentliche Stoß
dämpfung: beim Zusammenstoß des angeregten Atoms mit einem anderen 
Körper besteht die Möglichkeit, daß ein "Stoß 2. Art" dem Emissionsprozeß 
zuvorkommt; das Ergebnis ist eine Verbreiterung und gleichzeitige Schwächung 
der Spektrallinien. Diese Erscheinung ist offenbar das quantentheoretische 
Analogon der klassischen Stoßdämpfung nach LoRENTZ, die so gedacht ist, daß 
eine Oszillatorschwingung durch einen Stoß abgebrochen wird1• Wie stark im 
Verhältnis diese eigentliche Stoßdämpfung und die obenerwähnte Frequenz
verstimmung bei einer Druckverbreiterung beteiligt sind, kann an der Stärke 
der Auslöschung erkannt werden. 

1 Vgl. V. WEISSKOPF, 1. c.; J. FRENKEL, ZS. f. Phys. Bd. 58, S. 794. 1929, § 2. 
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li. Einige Grenzfälle. 
24. Lichtstreuung am freien Teilchen. Ist das in CI betrachtete mecha

nische System speziell ein einziger elektrisch geladener Massenpunkt, der keinen 
Kräften (außer Strahlungskräften) unterworfen ist, so ist bekanntlich weder 
Emission noch Absorption möglich, da die Erhaltungssätze für Impuls und 
Energie (bei unveränderlicher innerer Energie) solche Prozesse nicht erlauben. 
Wohl aber können Streuprozesse vorkommen; ihre Wahrscheinlichkeit soll jetzt 
berechnet werden. 

Das streuende Teilchen habe die Ladung e1 = e und die Masse m1 = m. 
Als Eigenfunktionen des ungestörten Teilchens wählen wir ebene Wellen, welche 
den Periodizitätsbereich G = l1 l2 l3 haben (vgl. Ziff. 17): 

f _ 2nr1 

lx- ll ' 
f - ~.7lTa. 
Jz- la ' (24.1) 

der Index m steht also hier für ein Tripel ganzer Zahlen -r1 , -r2 , -r3 • Zur Zeit 
t = 0 habe das Teilchen den scharf gegebenen Anfangsimpuls 

nf~ = mv~. (24.2) 

so daß der Anfangszustand n durch die Wellenfunktion 

(24.3) 

beschrieben wird. Ab t = 0 koppeln wir das Teilchen mit einer monochromati
schen, ebenen und linear polarisierten Lichtwelle, welcheN. Photonen der Sorte s 
in G enthält : 

N. =f= 0 (v. = v0, f, = f0 , e. = e0), N, = 0 für r =f= s. (24.4) 

Die Wahrscheinlichkeit eines mit Streuung verbundenen Überga·ngs n (f?) -+ m {f1) 

bestimmt sich durch die Wahrscheinlichkeitsamplituden am (0 ... N. - 1 ... 1 ... ) , 
deren Werte wir aus der Formel (19.1) entnehmen, welche auf Grund der 2. DIRAC
seheu Näherung gewonnen war: 

ei<wm-w.-v,+v,•)t _ 1 2 :71 ( N, )t 
am (o ... N, - 1 ... 1 ... ) = -- -·--- - - ------ · -- -

(s') Wm - Wn - V8 + '1'8 , G v, v,, 

, [ , + _1_ ~{_}~.~~f~."":__ _ j,,lmj:',ln }] 1 
'YJss ,nm 1i ...::;.. v,- w, + Wn ''•• + w,- w. • 

l 

(24.5) 

Beim Übergang in einen gegebenen Endzustand m (f1) des Teilchens kann, 
gemäß dem Impulssatz, nur ein Photon s' mit 

(24.6) 

entstehen. Bilden wir also jetzt aus {24.5) die Wahrscheinlichkeit JaJ 2, und 
summieren wir, wie unter Ziff. 19, über alle Photonen s', deren Impuls in einen 

Raumwinkel dQ zeigt ( 1 ~:: 1 = ~~) und die zu einer bestimmten Polarisation 

beitragen (e,. = e), so gehört nunmehr (anders als in der früheren Rechnung) 
zu jedem s' zufolge (24.6) ein individuelles m (f1), und daher hängt bei der Inte 
gration nach '1'8• (über das Resonanzmaximum bei Y8 + Wn - Wm) Wm von Y8• ab, 
nämlich so : d 1 n f1 

- Wm = -- (tJ1 f8•) , WO tJ1 = -m (24.7) dv,, ,,,, 

1 Vgl. Anm. *, S. 748. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/!. ~9 
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(tJ1 = Endgeschwindigkeit). Führt man V8 • + Wm an Stelle von v,· als Inte
grationsvariable ein, so erkennt man leicht, daß die gesamte Intensität der nach 
d Q gehenden Streustrahlung folgenden Wert hat: 

s (m) dQ = SodQ · (;14 (~Y-~-- · .2,.1 j1Jss',nm + ~ _2;{ ... }j 2
, (24.8) 

1 - -; (tJ f) e l 

wo sich, für gegebene Streurichtung f/\ f I, I f I und f1 (tJ1) durch die Erhaltungs
sätze bestimmen: 

f(s') + f1 = f?.,l + fL V(s') + Wm =V~,I + Wn. (24.9) 

Die Berechnung der Matrixelemente 1J, j auf Grund der Definitionsformeln 
(17.12) und (17.10)1 liefert folgendes Ergebnis: 

e2 
sofern (24.6) gilt, 1]ss',nm = - (e.e.·), sonst =0; rn 

j z = - n_e_ (e f0) s,n m s 1 ' wenn Uz = 1 ei(!~+f,. r,) 
]I G ' 

sonst =0; 

fs',ml =-::. (e •. fl), wenn Uz = -~- ei 11. +!,• · r.J vc ' sonst = 0; 

fs,lm = - ::. (e.fl), wenn Uz= ~,=ei(f.-l,-r.), vc sonst = 0; 

. n e ( 0) 
]s',ln = --in- e •• f1 , wenn u =. 1 eilf7-f, .. r.) 

1 vc- sonst =0. 

Damit unsere unrelativistischen Formeln anwendbar sein sollen, muß die 
Teilchengeschwindigkeit nicht nur im Anfangs- und Endzustand, sondern auch 

in den Zwischenzuständen l (I b; \ = ~ I f~ + f0 \ bzw. = ~ \ f1 - f0 1) klein gegen 

die Lichtgeschwindigkeit sein: 

n I ro I 
I bo\=--' ~ c 

1 rn ' und n 1 fO 1 ------ ~ c. 
rn 

Setzen wir 
(24.1 0) 

so lautet die letzte Bedingung: (24.11) 

Die unrelativistischen Formeln sind dann bekanntlich zuverlässig bis zu Termen 
1. Ordnung in jtJ~ \Je, \ b1 \Je und 1X; Terme höherer Ordnung sollen im folgenden 
systematisch vernachlässigt werden. 

Im Vergleich zu dem Term 1]8 s',nm in (24.8) ("eigentliche Streuung") sind 
die Terme h · 1l,' { ... } ("uneigentliche Streuung") bereits klein von der 1. Ord-

z 
nung; infolgedessen können wir die in ihnen auftretenden Resonanznenner 
V8 - Wz + Wn und V8 • + w1 - Wn durch V8 ersetzen, da hierdurch, wie leicht 
zu sehen, nur Terme 2. Ordnung in vfc vernachlässigt werden. Beachtet man 
noch den Impulssatz (24.6), so folgt als unrelativistische Streuforrnel: 

s(ffl-) aD = soaQ · 1/~2(:oY [1 + (:1
• 1~ 1 )] ) 

(24.12) 
. _2:[(eoe) + (eo 0})(e 1::1) + (e :7-)(eofrr)r. 

--------- e 

1 Die Velumintegrationen daselbst sind jeweils über den Bereich G zu erstrecken, nach 
Ausweis des Normierungsfaktors in (24.1) bzw. (24.3). 
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Hier entspricht der Term nullter Ordnung (t>Y = t11 = 0, v = v0) der klassischen 
Streuung am freien ruhenden Teilchen 1• Die Terme 1. Ordnung in lt>~l/c und 
I t>1 lfc stellen den Dopplereffekt dar, und zwar entsprechen sie gleichfalls der 
klassischen Rechnung, falls der Photonenimpuls k I f0 I klein gegen den Teilchen
impuls k I fY I ist (t11 ~ t>Y, v = v0 + M · f - f0 )). Wenn aber die Impulse von 
Teilchen und Photon vergleichbar werden, so treten nichtklassische Terme auf: 
wir erhalten die Intensitätsformel für den "Comptoneffekt". War das Teilchen 
speziell zu Anfang in Ruhe (t17 = 0), so ergeben Energie- und Impulssatz [vgl. 
(24.9), FJ = Streuwinkel]: 

V = v0 ( 1 - iX ( 1 - COS @) + · · ·) , (E; .. T~l) =- 1X(1- cosB) + ... ; (24.13) 

folglich wird die nach dQ gestreute Intensität bis auf Terme 1. Ordnung in iX 

genau: s(!h-)aD = soaD. ct:2(~y [1- (eo!h-Yl M=o). (24.14) 

Dies weicht um den Faktor 

(;u-r = 1 - 3 iX (1 - cos8) + ... 
von dem Ausdruck für die klassische Streuung am ruhenden Teilchen ab. Die 
Polarisation der Streustrahlung ist in jeder Streurichtung die gleiche wie nach 
der klassischen Theorie. 

Im Anschluß hieran sei kurz über die Ergebnisse der relativistischen Theorie 
der Streuung am freien Teilchen berichtet, und zwar unter Beschränkung auf 
den Fall des anfangs ruhenden Teilchens. Die Erhaltungssätze liefern bekanntlich 
für die in Richtung 8 gestreute Frequenz die Gleichung: 

1 1 fi ' Ll) 
= · + -- (1- cos~ . Y yo mc2 (24.15) 

Rechnet man ohne Spinkräfte, d. h. legt man die ScHRÖDINGERsche relativistische 
Wellengleichung zugrunde, welche in t von der 2. Ordnung ist 2, so liefert eine 
entsprechende Störungsrechnung wiederum die Intensitätsformel (24.14), aber 
jetzt [mit (24.15)] für beliebige Werte von iX bzw. v0 ; die Polarisation der Streu
strahlung bleibt in diesem Falle die klassische 3• Geht man dagegen von der 
DmAcschen vierkomponentigen Differentialgleichung 1. Ordnung aus, welche 
den Spin des Elektrons (oder Protons) berücksichtigt\ so erhält man eine neue 
Intensitätsformel, welche nur in den Termen 1. Ordnung in iX mit (24.14) über
einstimmt, nämlich 5 : 

( f) e4(y)3[1(Y "o) ( f)21 l S - .... dQ = S dQ • - - - - + - - eo-I f I o c4 m2 yo 2 yo v I f I 
(24.16) 

e4 1 0 f 2 cx2 (1-costJ)2 

= SodQ · c4 m2 0+ cx(1 =-c-ostJ))3 [ 1 - (e TfT) + 2 (1 + cx(1- cos-BJ)]. 

1 J. J. THOMSON, Conduction of Electricity through Gases, S. 326. Cambridge 1907. 
2 E. ScHRÖDINGER, Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 109. 1926, § 6. 
3 Die Formel (24.14) ist zuerst von G. BREIT aufgestellt worden (Phys. Rev. Bd. 27, 

S. 362. 1926) auf Grund korrespondenzmäßiger Überlegungen im Rahmen der älteren 
Quantentheorie. Die exakte quantenmechanische Begründung findet sich bei P. A. M. DIRAC 
(Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 111, S. 405. 1926) und bei W. GoRDON (ZS. f. Phys. Bd. 40, 
S. 11 7. 1926). 

4 P. A. M. DIRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 610. 1928. 
5 0. KLEIN u. Y. NISHINA, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 853. 1928. Die Ableitung der .Forme1 

(24.16) auf Grund der DIRACschen Strahlungstheorie ist von I. WALLER (ebenda Bd. 61, 
S. 83 7. 1930) gegeben worden. Hiernach gilt auch im relativistischen Falle eine Formel 
der Gestalt ( 19.9) für das einem Streuprozeß zugeordnete elektrische Moment, aber mit 
1J,.•,nm = 0. Der Grund für dieses Wegfallen des eigentlichen Streuterms ist der, daß die 

49* 
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Diese Intensität ergibt sich unabhängig von der anfänglichen Polarisation (Spin
orientierung) des Elektrons 1. Das Streulicht enthält zwei (im allgemeinen ellip
tisch polarisierte) zueinander inkohärente Wellen, entsprechend zwei verschieden 
polarisierten Endzuständen des Elektrons 2• - Das wichtigste Kriterium, das 
gegebenenfalls zur experimentellen Entscheidung zwischen den Formeln (24.14) 
und (24.16) dienen kann, ist der Wert der Wahrscheinlichkeit irgendeines Streu
prozesses (in beliebiger Richtung) pro Zeiteinheit, welcher offenbar durch 

fs(
1
!

1
) (nv)- 1 dQ gegeben ist. Diese Wahrscheinlichkeit, welche die Extinktion 

des Primärstrahls durch Streuung bestimmt, wird auf Grund der BREITsehen 
Formel (24.14): 

J·~dQ = ~. ~.ne4 1 + rx{2(1 +rx)- _!_lo (1 + 21X)}. 
Ii v Ii v0 c4 m2 C\2 1 + 2 rx rx g (24.17) 

andererseits auf Grund der KLEIN-NISHINAschen Formel (24.16): 

f.§__dQ = So_. ~.ne4 [1_:1=_~{~:+: C\)- _!_ log(1 + 21X)} + _! log( 1 + 21X)- - 1_:+:_3_rx -]. (24.18) 
)nv nv0 c4 m2 rx2 1+2rx C\ 2rx (1+2rx) 2 

Die Differenz von (24.17) und (24.18) ist für kleine lX wiederum von der Ord
nung lX 2• 

25. Atom mit festgehaltenem Kern. Ionisations- und Rekombinations
prozesse. Besteht das mechanische System aus N Elektronen (Ladung -e, 
Masse f-t), die sich im Kraftfeld eines festen Kernes (oder mehrerer fester Kerne) 
befinden, so vereinfachen sich die Definitionsformeln (17.10) bis (17.12) folgender
maßen: 

(25.1) 

~, -~(e e.)jdqu* (fei(f,+fs••tkl)u (25.2) ss, nm - !"' s s m. k=l n ' 

17 , = ~ (e e ·)Jdqu* ( )~ei(f,-f,•·rkl) u . (25.3) 
BB ,nm f.t s s m A.~ n 

Indem wir auf die Bezeichnungen von Ziff. 12 zurückgreifen, können wir 
die letzte Formel auch schreiben: 

e2 

'Y/ss',nm = /i (e,e,•) • Fnm(f8•- f8), (25.4) 

wo Fnm (cH) = J dqu;. (kJ:le-i(~f •tk)) Un I 
= Jjjdxdydzenm(r)e-i(~f·r) 

(25.5) 

den Formfaktor des Atoms für den Übergang n-+ m bedeutet [ vgl. ( 12.8), ( 12.11) 
und (12.20), auch (13.19)]. Es sind also dieselben Formfaktoren maßgebend 

Störungsfunktion, welche Elektron und Strahlungsfeld koppelt, hier nur Terme 1. Ordnung 
in den Feldamplituden W enthält, im Gegensatz zur Störungsfunktion (17.3). Der Anteil der 
Streuwahrscheinlichkeit, welchen 'YJ (bzw. der in W quadratische Term von V) in der unrela
tivistischen Rechnung liefert, und welcher im Falle rx <:: 1 die uneigentlichen Streuterme bei 
weitem überwiegt, wird in der WALLERsehen Rechnung durch diejenigen "Zwischenzustände" l 
geliefert, welche zu den negativen Energieeigenwerten der DrRACschen Wellengleichung ge
hören und deren physikalische Bedeutung heute noch nicht geklärt ist. 

1 Dies gilt aber nur für eine linear polarisierte primäre Lichtwelle. Bei elliptisch 
polarisierter Einstrahlung dagegen gilt die Formel (24.16) nur noch im Mittel über die Orien
tierungen des Elektronenspins; vgl. Y. NrsHINA, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 869. 1928. 

2 Y. NISHINA, 1. c. 
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einerseits für die "eigentliche" Streuung von Licht gemäß (25.4) und andererseits 
für die Streuung schneller materieller Teilchen gemäß (12.19); die Wahrscheinlich
keiten dieser beiden Prozesse stehen in einer mathematischen Beziehung zu
einander, sofern man Prozesse mit demselben t5f (f8 , - f. bzw. fnm - f0) ver
gleicht!. 

Wir wollen uns hier die Verwandtschaft der beiden Arten von Prozessen 
zunutze machen und auf Grund der unter Ziff. 13 angestellten Rechnungen, 
welche die Stoßionisation betrafen, jetzt die entsprechenden Streuprozesse 
behandeln, bei welchen der "unelastische Stoß" eines Photons zu einer Ionisation 
des Atoms führt, und zwar so, daß die Endgeschwindigkeit v1 des ausgelösten 
Elektrons "groß" ist [nämlich groß gegen die Geschwindigkeiten der gebundenen 
Elektronen; vgl. (1).1)]: 

(Z e = Kernladung). (25 .6) 

In den betreffenden Endzuständen m kann man, wie früher erläutert wurde 
(vgl. insbesondere die Anm. 3 auf S. 721), näherungsweise die Bindung des aus
gelösten Elektrons an den Atomrumpf vernachlässigen, also in um die Eigen
funktion des freien Elektrons einsetzen. 

Enthält das Atom nur ein einziges Elektron (N = 1), so können wir die 
Bezeichnungen und Formeln (1).2), (1).)), (1).6) bis (1).8) ohne weiteres über
nehmen, wenn (wie schon in der vorigen Ziffer) f8 = f0 , f., = f gesetzt wird. 
Mit (25.4) und (13.8) kommt also: 

82 

1Jss'.nf, = ·~ (es e,,) • a (fl + f - f0 ) , (25 .7) 

wo a(f~) = (2n)-~ j j jdxdydzun(r)e-i(!?rl. 

Gegen '1 sind die uneigentlichen Streuterme, da sie nur Dopplerkorrekturen 
darstellen . (vgl. die vorige Ziffer), klein wie die Anfangsgeschwindigkeit des 
gebundenen Elektrons (vY) gegen c; indem wir systematisch die Terme mit vVc 
vernachlässigen, können wir uns also auf die eigentlichen Streuterme beschränken. 
Aus (19.)) und (25.7) erhalten wir dann unmittelbar die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß ein Photon (aus einer ebenen, linear polarisierten und monochro
matischen Welle f. = f0 , e. = e0 , Vs = v0) in den Raumwinkel dQ gestreut wird, 
und daß dabei der Endimpuls des ausgelösten Elektrons in das Element 
dflxdf!ydf!z fällt: 

~ 1 ( 7'r _ ll 2 ,_1 _s"- .. -~-( -( o_f_) 2)lfll (f +f-f0)21 ~ lam o ... Hs 1 ... (;'i.. t -n"o C4ft2 1 e lrl W! a 1 ! 

• df!xdflydflz • dQ; 

(25.8) 

hier ist I f I durch den Energiesatz bestimmt: 

hc(!fO'- :tl) = h_~ lfl'l2- Wn. 
• . 2[t 

(25 .9) 

Zur Diskussion der Formel (25.8) könnte fast wörtlich wiederholt werden, 
was im Anschluß an die Formel (1).10) gesagt wurde. Nur solche Streuprozesse 
kommen mit merklicher Häufigkeit vor, bei denen I f1 + f - f0 I von der Größen-

1 Vgl. Anm. 1, S. 720. Bezüglich der kohärent gestreuten Lichtintensität folgt aus ( 12.18), 
daß sie bei zentralsymmetrischem Atombau (5-Zustand) von der Frequenz v0 und dem 
Streuwinkel (-)nur in der Verbindung (v0 sinfJ/2) abhängt, ferner aus dem in Anm. 2, S. 720, 
Gesagten, daß sie bei einem neutralen Thomas-Fermi-Atom mit der Kernladung Z gleich 

einer universellen Funktion von (z-k v0 sin&/2) mal Z 2 ist (vgl. P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 31, 
S. 419. 1930). 
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ordnung I f~ I = flV~jn, also <I f1 1, I f I und I f0 I ist. Will man, bei festem dQ, 
über den fcRaum integrieren, so führt man zweckmäßig die Komponenten von 
f~ = f1 + f - f0 als Integrationsvariable ein, wobei 

dfo=df +df=df- h f(frdfr) 
1 r r t< c 'r I 

und df() df" df" 
dflxdflydflz = 1 ~--(~Y_I')! 

c 'r I 
( \J = fd1). 

1 /' 

Man sieht dann unmittelbar, daß die Intensität der gesamten unter Ionisation 
nach dQ gestreuten Strahlung (Co:vrPTONsche Streustrahlung) in dieser Näherung 
(I f~ I< I f1 i) denselben Wert hat, als ob das streuende Elektron frei gewesen 
wäre [vgl. (24.12) oder (24.14)]. Das Spektrum dieser Streustrahlung ist eine 
verbreiterte Linie, deren Intensitätsmaximum bei v = v0 (1- a(1- cos0)) 
liegt, entsprechend der Camptonstreuung am freien ruhenden Elektron, und 
deren Linienform und Linienbreite die gleiche ist, als wenn die Streuung an freien 
Elektronen mit der anfänglichen Impulsverteilung I a (f\') 12 stattgefunden hätte; 
die Verbreiterung der Camptonlinie kann also in dieser Näherung einfach als 
eine Dopplerverbreiterung aufgefaßt werden 1. Das Geschwindigkeitsspektrum der 
ausgelösten "Rückstoßelektronen" sieht entsprechend aus. Die spektrale Ver
teilung der Camptonphotonen und Rückstoßelektronen gestattet also Rück
schlüsse auf die Geschwindigkeitsverteilung der locker gebundenen Elektronen 
im Atom. 

Auch im Falle N ~ 2 gilt Ähnliches wie bei der Stoßionisation: Solange man 
die Elektronen als "wasserstoffähnlich" behandeln, d. h. durch Produkte aus 
Einelektronen-Schrödingerfunktionen (Lösungen einer und derselben Schrödinger
gleichung) oder durch lineare Aggregate solcher Produkte darstellen kann, ver
laufen die Camptonprozesse I f1 l.:3> I f~ I nicht merklich anders, als wenn die 
N Elektronen frei wären und dieselbe Geschwindigkeitsverteilung besäßen wie 
die Elektronenwolke des Atoms im Anfangszustand. Will man dagegen die 
Produktzerlegbarkeit der Eigenfunktionen nicht voraussetzen, so kann man noch 
beweisen [auf Grund der Formeln (25.4) und (13.23) bis (13.27)], daß die ge
samte Intensität der Camptonlinie gleich oder höchstens gleich dem N fachen 
der am einzelnen freien ruhenden Elektron gestreuten Intensität ist 2 • 

Bekanntlich ist die Ionisation durch Camptonrückstoß immer begleitet von 
einer Ionisation durch Photoeffekt (Absorption statt Streuung des Lichtes); auch 
die Wahrscheinlichkeit dieser Prozesse soll hier noch kurz abgeschätzt werden, 
und zwar wieder unter der Voraussetzung (25.6) (große Geschwindigkeit des aus
gelösten "Photoelektrons"). 

Ist nur ein einziges Elektron anwesend (N = 1), und verwenden wir wieder 
die Eigenfunktionen (13.2) und (13.6), so werden die für die Absorptionsprozesse 
maßgebenden Größen is,nm nach (25.1): 

. hs ( ) ( ) 1 =--·ef·af-f· . s, n m fl s 1 1 s ' (25.10) 

1 Vgl. G. E. M. JAUNCEY, Phys. Rev. Bd. 24, S. 204. 1924; Phi!. Mag. Bd. 49, S. 427. 
1925; J. W. M. Du MoND, Phys. Rev. Bd. 33, S. 643. 1929. 

2 Dieser Beweis wurde im Falle der Stoßionisation unter der Voraussetzung (13.18) 
geführt. Die entsprechende Voraussetzung lautet hier: 

Zr2 
c .:3> vl .:3> -- h- ; 

sie bedeutet also keine neue Einschränkung. 
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und zwar sind hier f, = f0 und e, = e0 mit Normalen- und Polarisationsvektor 
der einfallenden Welle zu identifizieren, und die Austrittsgeschwindigkeit des 
"Photoelektrons" ist durch den Energiesatz folgendermaßen festgelegt: 

!': [f1[ 2 = nv0 + W,.. (25.11) 
2(-t 

Als Eigenwertparameter des Endzustandes führen wir an Stelle von f1 .,, f1y, f12 

die Energie und die Richtungskoordinaten des ausgelösten Elektrons ein: 

/i2 fl nw = 2p [f112 + ftC2, lftl In dQl, 

df1.,df1ydf1z = {-[f1[ dwdD1 • 

In der früher für den Photoeffekt abgeleiteten Formel (18.16) treten dann 
die Richtungskoordinaten an die Stelle des dort benutzten Parameters ft 

(l.' ... ---+ ~ lf1 1 J dQ1 .• • ) , und man erhält auf Grund jener Formel für die 
I' 

Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit eines photoelektrischen Prozesses, welcher 
das ausgelöste Elektron in den Raumwinkel dQ1 schickt, den Ausdruck: 

S .±~2 '~( 1 )2 ·[f [(f e0) 2 [a(f -f0)[2 dD. (25.12) 0 C fi ft yO 1 1 1 1 

Das Richtungsintegral hiervon bestimmt die Wahrscheinlichkeit irgendeines 
photoelektrischen Prozesses pro Zeiteinheit, mithin die "Absorption" des Licht
strahls, welche sich zur Schwächung durch Streuung hinzuaddiert. 

Bei der Diskussion des Ausdruckes (25.12) ist zu bedenken, daß nach unseren 
Voraussetzungen [v7<v1 <t:c, dazu (25.11)] lf0 l <t: lf1 [, mithin für alle Alls
trittsrichtungen I f1 - f0 [ ~ I f? I sein wird. Im Gegensatz zur Streuwahrschein
lichkeit ist also die Absorptionswahrscheinlichkeit durch den Wert der Dichte 
der Impulsverteilung la(fY)I 2 in großen Abständen vom Dichtemaximum be
stimmt, wo die Dichte schon recht gering ist; mit wachsendem I f1 1 oder v muß 
I a (f1 - f0) 12 gegen Null gehen. In der Ebene senkrecht zum elektrischen Vektor 
der Lichtwelle treten nach (25.12) überhaupt keine Photoelektronen aus. Ist 
die Geschwindigkeitsverteilung des gebundenen Elektrons I a (f~) 12 speziell isotrop 
(zentralsymmetrisch um f~ = 0) und fällt ihre Dichte monoton nach außen ab, 
so gehen nach ( 2 5 .12) mehr Elektronen nach "vorn" [{f1 f0) > 0, I f1 - f0 I < I f0 \J 
als nach "hinten" [{f1 f0) < 0, I f1 - f0 I > I f0 IJ; die Richtung des maximalen 
photoelektrischen Stromes bildet dann einen spitzen Winkel mit dem Licht
strahl ("Voreilung" des Maximums). Je kleiner aber nv0 gegen ftC 2 gemacht 
wird, um so kleiner wird I f0 I/ I f1 I , und um so eher kann man I a {f1 - f0) I durch 
I a {f1) I = konst. ersetzen. In dieser Grenze verschwindet die "Voreilung": bei 
isotroper Dichteverteilung (5-Term) wird der photoelektrische Strom für 
n v0 < ftC 2 proportional zu (f1 e0) 2, d. h. proportional dem Kosinusquadrat des 
Winkels, den die Austrittsrichtung mit dem elektrischen Vektor der Lichtwelle 
bildet!. 

Im Falle N ::_c:: 2 gelingt eine entsprechende Abschätzung noch bei Voraus
setzung der Produktzerlegbarkeit der Atomeigenfunktionen (s. oben); dann ist 
die Absorptionswahrscheinlichkeit für jedes einzelne Elektron (falls es genügend 

1 Diese Aussage ist nicht an die Bedingung (25.6) (oder: Ii v0 ~ Ablösungsarbeit) ge
bunden; vgl. hierzu G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 40, S. 574. 1926, § 2; J. R. ÜPPENHEIMER, 

ebenda Bd. 41, S. 268. 1927 (S. 291); G. BECK, ebenda Bd. 41, S. 443. 1927. -Näheres 
über den Photoeffekt an wasserstoffähnlich gebundenen Elektronen findet sich in Kap. 3 
dieses Bandes, Ziff. 47. 
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lose gebunden ist) durch den Ausdruck (25.12) gegeben, und der gesamte photo
elektrische Strom ist die Summe der einzelnen Ströme. 

Der zum photoelektrischen inverse Prozeß, welcher in der Einfangung eines 
freien Elektrons durch ein Ion unter Lichtemission besteht ("Rekombination"), 
ist gleichfalls durch einen Ausdruck der Form (25.12) bestimmt, falls die Bin
dungsenergie des Elektrons im Endzustand hinreichend klein gegen seine an
fängliche kinetische Energie ist. Ignorieren wir der Einfachheit halber die im 
Ion gebundenen Elektronen, so können wir den Anfangszustand näherungsweise 
durch eine ebene de Broglie-Welle darstellen: 

1 

Un =--= (Io 11.-ftfir. ei(f~r.); 
hier bedeutet I 0 die Stromdichte der einfallenden Elektronen. Ferner sei die 
Eigenfunktion des diskreten Endzustandes harmonisch analysiert: 

Um= (2n)-~ j j j dft.,dftydf1z • a (f1) • ei(f,r,). 

Die gesuchte Übergangswahrscheinlichkeit ist durch die allgemeine Formel für 
die spontanen Emissionsprozesse (18.7) bestimmt; nach dieser wird die Wahr
scheinlichkeit pro Zeiteinheit des Rekombinationsprozesses n->- m, verbunden 
mit Emission eines Photons v ~ Wn -- Wm in den Raumwinkel dQ (f in dQ, 
lfl = vjc) mit e, = e, in unserer Näherung gleich 

4 :n2 82 
I0 ·-3 -vjf~j- 1 (f~e) 2 ja(n- f)j 2 dQ. (25.13) 

c fl 

Die Wahrscheinlichkeiten der zueinander inversen Prozesse (25.12) und (25.13) 
stehen in derjenigen Beziehung, welche ein statistisches Gleichgewicht zwischen 
Atomen, freien Elektronen und einer PLANCRsehen Hohlraumstrahlung ermög
licht!. 

26. Streuung von Röntgenstrahlen; Gesamtintensität des Streuspektrums. 
Unter Ziff. 13 bzw. 25 haben wir die "Vollständigkeitsrelation" für das ortho
gonale Funktionensystem Um dazu benutzt, einen oberen Grenzwert für die 
Intensität des kontinuierlichen Energiespektrums gestreuter materieller Teilchen 
bzw. Photonen abzuleiten. Die Anwendbarkeit der Vollständigkeitsrelation be
ruhte darauf, daß der betreffende Teil des Streuspektrums (z. B. die verbreiterte 
Comptonlinie) so schmal ist, daß in den Formfaktoren Fnm (25.5) die Impulse 
der gestreuten Teilchen bzw. Photonen (fifnm bzw. nf •. ) für alle im Spektrum 
mit merklicher Intensität vorhandenen Energien durch einen bestimmten Mittel
wert (Ii f) ersetzt werden konnten. Unter besonderen Bedingungen kann nun 
aber weiterhin der Fall eintreten, daß nicht nur der kontinuierliche Teil, sondern 
das ganze Streuspektrum so schmal ist, daß seine Gesamtintensität mit Hilfe der 
Vollständigkeitsrelation ermittelt werden kann. Dieser Fall verdient eine be
sondere Diskussion. 

Unter Benutzung der Formeln (19.4) und (25.4) schreiben wir die Gesamt
intensität des Streuspektrums in einer Richtung f an, und zwar unter Vernach
lässigung der uneigentlichen Streuterme, d. h. unter Streichung der Terme mit 
v?Jc (v~ = Geschwindigkeiten der Atomelektronen): 

s(rh)dQ = + sm( !h)dQ = SodQ. -c:~2 (1- (e0 l~rr) I 
(26.1) 

· .1:( + wv~- w"'.y 1Fnml2 • 

--------~ m 
1 Vgl. H. A. KRAMERS, Phi!. Mag. Bd. 46, S. 836. 1923, § 2; R. BECKER, ZS. f. Phys. 

Bd. 18, S. 325. 1923, § 3. 
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Hier ist die Summe nach m über alle diejenigen Atomzustände zu erstrecken, 
welche die Streufrequenz 0 

V= V + Wn- Wm 

positiv machen. Eine erste Annahme soll nun die sein, daß die Summation nach 
m ohne merklichen Fehler über alle Atomzustände erstreckt werden kann, d. h. 
daß I F nm 12 für alle Wm > Wn + v0 gleich Null oder doch sehr klein ist. Diese 
Bedingung ist im allgemeinen nur erfüllbar, wenn liv0 groß gegen die Ablösungs
energien der Elektronen ist (Röntgenstrahlen, leichte Atome). 

Eine erheblich stärkere Einschränkung bedeutet die zweite, oben schon er
wähnte Annahme, daß bei der Summation nach m die Retardierungstaktoren 
e-i(<l!·rk)) in Fnm (25.5) ohne merklichen Fehler mit konstantem, d. h. von m 
unabhängigem <5 f gebildet werden können. Dies trifft offenbar allgemein nur 
dann zu, wenn in der betreffenden Streurichtung die Breite des Spektrums in 
der Skala I f •• I = vfc klein gegen die reziproken Atomdimensionen istl. Wir 
nennen den in Fnm einzusetzenden mittleren Wellenzahlvektor des Streuspek
trums f; sein Betrag kann von der Streurichtung abhängen, wird aber im all
gemeinen in unserer Näherung von I f0 I relativ wenig verschieden sein; deshalb 
dürfen wir auch den Faktor (vfv0) 2 in (26.1) durch 1 ersetzen. Damit erhalten 

wo 

( f ) 4 ( ( f . 2' 5 - . dQ"' S dQ • -~- 1- e0 --)) • R(f- f0) • I f ! . o c4 f'-2 . I f I , 

R(<5f) = ~~ J dq u;, (~e-i(of•rk)) Unl2 

= J dq :u,. 2 ·I i;e-i(ö!·rk)l2 
k=l 1 

(26.2) 

(26.3) 

Im Falle N = 1 ist R (<5 f) = 1; ein einzelnes Elektron streut also angenähert 
die klassische Intensität. Im Falle N :C.C'; 2 kann man den Faktor R auch so 
schreiben: 

R (<51) = N + 2 ~ J dq j unl2 cos (<5f • !t- tk). 
k<l 

(26.4) 

Ist I <5 f I = I f - f0 I sehr groß gegen die reziproken Atomdimensionen, so geben 
die Interferenzterme k =f= l nur sehr geringe Beiträge, so daß 

R"-!N; 

dann entspricht die Gesamtintensität also einer inkohärenten Superposition von 
N klassischen Streu wellen. Ist andererseits I <5 f I klein gegen die reziproken 
Dimensionen des Streuers (kleine Streuwinkel), so weicht cos (b f · rk - r1) nicht 
wesentlich von 1 ab, und es wird 

R C'2 N 2 , 

was einer kohärenten Superposition der N klassischen Streuwellen entspricht. 
Das qualitative Bild der Intensitätsverteilung über die verschiedenen Streu-

1 Wenn das Streuspektrum, wie in der Regel bei Röntgenstrahlen, im wesentlichen 
aus der kohärenten und der CaMPTONsehen Streulinie (und evtl. noch aus einem dazwischen
liegenden Ramanspektrum) zusammengesetzt ist, so ist dies eine Bedingung für den Streu-
winkel fJ: B Wellenlänge 

2 sin -·- <-< 
2 I Ii l/- • Atomradius 

ftC 

2 Vgl. I. WALLER u. D. R. HARTREE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 124, S. 119. 1929; 
speziell für N = 1(R = 1): G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 43. S. 1. 1927; I. WALLER, Phi!. 
Mag. Bd. 4, S. 1228. 1927. 
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richtungen ist hiernach ähnlich demjenigen, das DEBYE 1 auf Grund klassischer 
Überlegungen (Interferenzen von N Streuwellen, Mittelung über die Orientierun
gen des streuenden Atoms) entworfen hat. 

Was den Verlauf von R (t5f) im Übergangsgebiet (lt5f 1- 1 ""' Atomradius) 
anlangt, so wollen wir zu einer ersten Abschätzung annehmen, die Eigenfunktion 
un des Anfangszustandes sei näherungsweise durch ein Produkt von Einelektronen-
funktionen 2 darstellbar: N 

Un = llunk(r~c) · (26.5) 
k=l 

Dann wird nach (26.4): 
N I N 12 

R(t5f) = N +k~/~cfi =k~(1 -l/~cl 2) + ~!~c/ , (26.6) 

wo 
/~c(t5f) = JJJdxdydzlunk(r)l 2 ·e-i<•ll·r> {26.7) 

einen Formfaktor für das kte Elektron allein bedeutet. Jedes einzelne f~c ist 1 
für t5f = 0 und fällt mit wachsendem Streuwinkel gegen Null ab (nicht notwendig 
monoton). Die Formel {26.6) läßt folgende anschauliche Deutung zu: jedes 
Elektron würde für sich allein die klassische Intensität streuen; davon gehört 
jeweils der Bruchteil/fkl 2 zur kohärenten, der Bruchteil1 - /hl 2 zur inkohären
ten Streustrahlung; Addition der Intensitäten für den inkohärenten Anteil gibt 
demnach den Beitrag ~(1 - l!~cl 2) zur Streuintensität, während der Beitrag 

k 
der kohärenten Strahlung, da mit (26.5) Fnn = ~fk wird (Amplitudensuper-

k 

position), sich auf /Fnnl 2 = /_.f:f~cl 2 beläuft 3• Im Grenzfall t5f = 0, fk = 1 ver-

schwindet die inkohärente Streuung, und die kohärente erreicht ihren Maximal
wert R ~ N 2 ; im anderen Extremfall I t5 f I - oo, fk - 0 verschwindet die ko
härente Streuung, und die inkohärente gibt R ~ N, entsprechend dem schon 
in der vorigen Ziffer abgeleiteten Ergebnis4• 

Durch die Produktdarstellung der Eigenfunktion u (26.5) wird die Austausch
entartung der Atomzustände ignoriert. Wenn dieser Entartung durch richtige 
Symmetrisierung von un Rechnung getragen wird, erhält man auf der rechten 
Seite von (26.6) gewisse negative Zusatzterme, welche daher rühren, daß die 
Übergänge in bestimmte diski"ete ("besetzte") Energieniveaus durch das FAULI
sche Ausschlußprinzip verboten werden5• WALLER und HARTREE 6, die hierauf 
aufmerksam machten, haben jene Zusatzterme in R für Atome im Grundzustand 7 

abgeschätzt 8• 

1 P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 809. 1915. 
2 Die einzelnen Funktionen unk dürfen dabei Lösungen verschiedener Differential

gleichungen sein. 
3 G. WENTZEL, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 779. 1927. 
4 Der Faktor (••fv0) 3 in (24.14) ist in unserer jetzigen Näherung nicht von 1 zu unter

scheiden. 
5 Das Pauliverbot hat natürlich keinen Einfluß auf das kontinuierliche Streuspektrum 

(die Comptonlinie), sondern unterdrückt nur einige diskrete "Ramanlinien", die ohnedies 
schwach sind; daher sind die durch die Symmetrisierung von u .. hereingebrachten Zusatz
terme in R prozentual meist geringfügig (vgl. die Rechnungen von WALLER u. HARTREE 
für Argon, l. c.). 

6 I. WALLER u. D. R. HARTREE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 124, S. 119. 1929. 
7 u,. ist hier als Produkt zweier Determinanten dargestellt. 
8 Für ein neutrales Thomas-Fermi-Atom mit der Kernladung Z ist nach REISENBERG 

(Phys. ZS. Bd. 32, S. 737. 1931) die inkohärent gestreute Intensität gleich einer universellen 
Funktion von (z-i v0 sinB/2) mal Z, während die kohärent gestreute Intensität (vgl. Anm. 1, 
S. 773) gleich einer universellen Funktion von (z-iv0 sinB/2) mal Z 2 ist. 
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27. Langwelliges Licht. Dipolstrahlung. Wenn sich die in Rede stehenden 
Strahlungsprozesse in einem Spektralbereich abspielen, dessen Wellenlängen groß 
gegen die linearen Dimensionen des materiellen Systems sind, so ist es oft 
zweckmäßig, die "Retardierungsfaktoren" ei(!r) in den Strahlungskopplungs
matrizen (17.10) bis (17.12) nach Potenzen von (h) zu entwickeln 1 ; hierdurch 
erhält man schnell konvergierende Reihen für j, $ und 'Y): 

hier ist 

00 

• - '''(J)) 
Js,nm- ..::;",.Js,nm' 

p~O 

beispielsweise: 

= 
$ - ""'$(fi) ss',nm - ..:;.,. ss',nnz' 

p~O 

00 

'~}ss',nm = 2'~7r;J,,nrn; 
p=O 

·rp1 _ '1:;·d * ( ~[i(f.,rk)]" ek ( d )) 
].,, 11111 - ln qum +-p! ___ -m~ C8 gra k U 11 • 

(27.1) 

(27.2) 

Gemäß einer aus der klassischen Theorie der Ausstrahlung stammenden Be
zeichnungsweise nennt man die Entwicklungsglieder p = 0, 1, . . . Dipol-, 
Quadrupolglieder usw., allgemein Multipolglieder. Im optischen Spektralgebiet 
kann man sich meistens auf den ersten nicht verschwindenden Term der Ent
wicklungen (27.1) beschränken. 

Insbesondere erhält man die Dipolglieder (p = 0), indem man alle Retar
dierungstaktoren durch 1 ersetzt: 

j;~~rn =- (es~nm), wo ~nrn =-in Jdqu;, ( ~ ~k gradk) 2tn, (27.3) 

:01 _ 101 _ ~ e! 
~ss',nm- 1]ss',1lrn- (es es') • ..::;". mk · Onm' 

k 

-" { 1 für n = m , } 
wo Unm = 0 für n =f m. (27.4) 

Sind die im ungestörten Atomsystem wirkenden Kräfte durch eine Potential
funktion beschreibbar, welche nur von den Lagenkoordinaten (rk) abhängt, so 
stellt bekanntlich die durch (27.3) definierte Matrix Vnm den elektrischen Strom 
oder die zeitliche Ableitung des elektrischen Moments dar: 

~nm=i(wrn-wn)1Jnm• WO 1Jnm=jdqu;,(.:fekrk)un*· (27.5) 

Für die Emission oder Absorption eines Photons von beliebiger Richtung, 
das zur Polarisation e gehört, ist nach (18.7) und (27.3) die Komponente des 
betreffenden Vektors tlnm in Richtung e maßgebend. In die EINSTEINsehen 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten für Emission ( 18.8) und Absorption [ vgl. ( 18.14)] 
geht der über alle Richtungen e gemittelte Ausdruck I (e8 1Jnm) 12 , also t ltlnm 12 ein: 

AniOi - 4 ( )3 1 : 12 ßniÜI = ßrniOI = (2n)2. _1_ I h 12 (27.6) 
m - fi{} Wn - Wm ' 3- )tJnm ' m n 'fi 3 t'llm • 

Auch das für die Streuung maßgebende Moment ~nm ( 19.9) vereinfacht sich 
bei Beschränkung auf Dipolterme beträchtlich. Auf Grund der bekannten "Ver
tauschungsrelationen" für die Matrizen der Lagen- und Geschwindigkeitskoordi
naten 2 wird nämlich: 

-~~ ~ {(e1Jnz) (e'~zm)- (e'~nz) (C1Jzm)} = (ee') ~ ~~ Onm; (27.7) 
k 

1 Nach geeigneter Verschiebung des Koordinatenursprungs. 
* Denn im oben präzisierten Falle folgt aus der Schrödingergleichung: 

( );. * 'h j' * d 
Wm- O)n dq Um tkUn =- mk dqum gra kUn. 

Vgl. Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 38, S. 429 u. 430. 
2 Vgl. Kap. 2, S. 116, Gleichungen (103). 
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dieser Ausdruck wird mit e = e8 und e' = e •. gleich 'i).;o;.,",n (27.4). Substituiert 
man denselben für 'f)ss',nm in (19.9), so kann man dort je zwei Terme zusammen
ziehen und erhält: 

\13~;" = _ i 1 ~{ (C:l.'o Pnl) ~Im_ _ (C:l.'o lJ,m) Vnl } . 
n (v + Wn- Wm) ..:::.. V + Wn - Wz V - Wm + Wt 

l 

Eine abermalige Benutzung von (27.5) und Beachtung der "Vertauschungs
relation" 

führt dann schließlich auf die Formel: 

ffi(Ü) = __ 1_ ~{~olJnz)Pz_m __ j(.fll_!Jz_m)Pnt} 
.Pnrn n ..:::.. V+ Wn - Wz V - Wm + Wt ' 

l 

(27.8) 

welche der ursprünglichen Fassung der KRAMERS-HEISENBERGschen Streuformel 
entspricht 1. 

In dem Falle, daß die Hamiltonfunktion des ungestörten materiellen 
Systems gegenüber Drehungen des Koordinatensystems invariant ist (frei drehbares 
Atom oder Molekül), kann man ohne weitere Annahmen über die Natur der im 
System wirkenden Kräfte auf Grund der in Kap. 2 dieses Bandes, TeilA, Ziff. 13, 
besprochenen Methoden bestimmte Aufschlüsse über die Struktur der Matrix -\Jnm 

erhalten. Verwenden wir die dort definierten Drehimpuls-Quantenzahlen j 
und m [h 2 j(j + 1) =Eigenwerte des Drehimpulsquadrats; s. Gleichung (299) 
1. c., hm =Eigenwerte des Drehimpulses um die z-Achse; s. Gleichung (300) 1. c.], 
so treffen für das elektrische Moment ,).J = 2:' ek rk die dort für eine beliebige 

k 

(keinen Zahlvektor enthaltende) Vektormatrix angegebenen Regeln zu: von Null 
verschieden sind nur die Matrixelemente derjenigen Übergänge, bei denen sich 
die Quantenzahlen j und m je um ±1 oder 0 ändern, und diese Elemente sind 
von derForm (301', a bis c), S. 182 2• Obwohl diese Formeln zunächst nurfürden 
Fall einer drehinvarianten Hamiltonfunktion abgeleitet sind, bleiben sie nähe
rungsweise gültig, wenn die Richtungsentartung durch ein "schwaches" äußeres 
Feld, welches axialsymmetrisch um die z-Achse ist (also die z-Komponente des 
Drehimpulses auf Diagonalform läßt), aufgehoben wird; in diesem Sinne be
stimmen sie, in (18.7) eingesetzt, z. B. die Intensitäten und Polarisationen der 
Zeemankomponenten einer magnetisch aufgespaltenen Spektrallinie. Im Grenz
fall der völligen Richtungsentartung (äußeres Feld = 0) und im Mittel über alle 
Orientierungen des Systems im Anfangszustande (d. h. bei Annahme gleicher 
Häufigkeit aller m-Werte des richtungsentarteten Anfangszustandes) ergibt sich 
die spontan emittierte Strahlung als unpolarisiert, wie es sein muß, da ja in 
diesem Falle keine Richtung in der Schwingungsebene des Lichtes ausgezeichnet 
sein kann3• Zwecks Anwendung jener Regeln auf die Streuformel (27.8) wird man 
(bei linearer Polarisation des einfallenden Lichtes) die z-Achse in die Richtung 
des elektrischen Lichtvektors C\: 0 legen; da die Matrix flz mit Bezug auf die 
Orientierungsquantenzahl m diagonal ist, liefern nur diejenigen Zwischenzustände l 
einen nicht verschwindenden Beitrag zum induzierten Moment \13, welche den 
gleichen m-Wert haben wie der Anfangszustand (n); daraus folgt, daß nur solche 
Streuprozesse (Smekal-Raman-Sprünge) dipolmäßig erlaubt sind, bei denen sich 
m um ±1 oder 0 ändert, während j sich um ±2, ±1 oder 0 ändern kann. Es sei 

1 H. A. KRAMERS u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925. 
2 In diesen Formeln entsprechen A 1 , A 2 , A 3 unseren Komponenten Px• P •. Pz· 
3 Vgl. die 1. Auflage dieses Bandes, S. 64: BoHRS Postulat der "spektroskopischen 

Stabilität". 
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aber betont, daß die hier genannten "Auswahlregeln" nur unter Vernachlässigung 
der Quadrupol- und höheren Multipolterme zu Recht bestehen (vgl. Ziff. 28). 

Der Vektor ~~1," welcher die kohärente Streustrahlung bestimmt, hat (bei 
Beschränkung auf Dipolglieder und bei drehinvarianter Hamiltonfunktion) not
wendig die Richtung des elektrischen Lichtvektors 0:0 • Dies folgt aus dem oben
erwähnten Umstande, daß alle zu ~~~~ (27.8) beitragenden Zwischenzustände (l) 
den gleichen m-Wert (m0) besitzen wie der Anfangszustand (n); die zu den Über
gängen n ~ l gehörenden Matrixelemente von l.J sind also nach den Formeln 
(301, a bis c), Kap. 2, A ausnahmslos parallel zur z-Achse (0:0) 1• Die "Dispersions
formel" (27.8) kann demnach folgendermaßen geschrieben werden: 

(27.9) 
. '2 ( ) 

cxn = ~ 2: z~'=- :'Ji -(.()~2 ; 
(l) 

WO 
(27.10) 

die Summe nach l ist hier nur über die Zustände mit m = m 0 zu erstrecken. 
In Anlehnung an die klassische Dispersionstheorie pflegt man die "Polarisier
barkeit" cxn auch so zu schreiben: 

(27.11) 

die Konstanten 
/ 1_ 2 1-'( Jlt' 12_ /" (2712) n - fis2 Wz - W" t'nll - - I · 

werden die Oszillatorstärken der Spektrallinien I w1 - Wn I genannt. Zwischen 
diesen Oszillatorstärken und den Emissionskoeffizienten A;, bzw. A;' der be
treffenden Linien bestehen nach (27.6) die Beziehungen: 

t;,=r·A;, (wz>wn)} T=-_3!1Ca. 
/7 = T· A;' (w1 < w 11 ) 2s2 'iw,- wn[ 2 ' 

(27.13) 

der Faktor T ist die durch die klassische Theorie der Strahlungsdämpfung ge
lieferte Abklingungsdauer eines harmonischen Oszillators der Kreisfrequenz 
I w1 - wn I· Für Atome im Grundzustand, wo die zweite (negative) Summe in 
(27.11) fortfällt, sind die Formeln (27.11) und (27.13) zuerst von LADENBURG 2 

aufgestellt worden; die Bemerkung, daß im Fall eines angeregten Anfangs
zustandes die negativen Terme in (27.11) aus Korrespondenzgründen unerläßlich 
sind, verdankt man KRAMERS 3• Formalläßt sich also die Dispersion des Lichtes 
in quasiklassischer Weise durch Einführung eines "Ersatzoszillators" für jede 
Spektrallinie beschreiben, wobei die Oszillatoren, die den von n ausgehenden 
Absorptionslinien zugeordnet sind (w1 > wn), sich ganz klassisch benehmen 4, 

während die den Emissionslinien (w1 < w") zugeordneten Oszillatorschwingungen 
gegen die klassische erzwungene Schwingung eine Phasendifferenz n aufweisen. 
Betrachtet man alle m-Werte des Anfangszustandes als gleich häufig (z. B. Gas 
mit ungeordnet orientierten Molekeln), so muß die Polarisierbarkeit cxn von der 
Richtung von ~0 unabhängig werden; die Ersatzoszillatoren werden dann isotrop, 

1 Dies gilt auch noch bei eberlagerung eines um die Richtung (:);0 axialsymmetrischen 
äußeren Feldes. 

2 R. LADENBURG, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 451. 1921. 
3 H. A. KRAMERS, Nature I3d. 113, S. 673; Bd. 114, S. 310. 1924; vgl. auch J. H. 

VAN VLECK, Phys. Rev. Bd. 24, S. 330. 1924, § 6. 
4 Ladung (c) und Masse (m) eines Oszillators sind aber nicht mit den entsprechenden 

Elektronendaten (c·, /1) zu identifizieren; vielmehr gilt jeweils für den Ersatzoszillator einer 
Spektrallinie n ~ l ; e2 F:2 1 -- . t • . 

m f1 
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entsprechend der in der klassischen Theorie der Dispersion für ein isotropes 
Medium üblichen Annahme. 

Die durch (27.12) definierten Oszillatorstärken lassen sich nach (27.5) auch 
folgendermaßen darstellen: 

/~, = ~ · ~ {(e0 1Jnz) (e0 ~zn) - (e0 ~nz) (e0 1Jzn)}; 

folglich gilt nach (27.7): ~. ~/!,= ~-~;· 
l k 

Läßt man hier rechter Hand die geringen Beiträge der Atomkerne fort, so 
erhält man den "Summensatz für die Oszillatorstärken" 1 · 

L /!, = N = Elektronenzahl. 
l 

(27.14) 

Die vorstehenden Überlegungen gelten zunächst nur für den Fall einer 
linear polarisierten einfallenden Welle; doch kann man entsprechende Aussagen 
auch für zirkular polarisiertes Licht gewinnen 2• Zu diesem Zwecke legt man 
die z-Achse (s. oben) senkrecht zur Schwingungsebene des Lichtes; die zu ~~~ * 
beitragenden Zwischenzustände (l) sind dann diejenigen, deren m-Wert sich 
von dem des Anfangszustandes um +1 oder -1 unterscheidet, so daß die durch 
einen Sprung l ~ n bzw. n ~ l in Richtung f 0 emittierte Strahlung die gleiche 
Polarisation haben würde wie die einfallende Welle 3• Das Moment ~~?~ · e-ivt 
führt dann [wiederum auf Grund der Formeln (301, a bis c), Kap. 2, A] eine zur 
Kreisschwingung des Lichtvektors synchrone Kreisschwingung aus, die in der 
Form (27.9), (27.10) geschrieben werden kann, wenn nur in 1Xn die Summe nach l 
jetzt über die neue Schar von Zwischenzuständen (m = m0 ± 1) erstreckt wird. 
Für die Polarisierbarkeit 1Xn gelten dann auch wieder die Formeln (27.11) und 
(27.13), und zwar ist der Zahlwert von 1Xn im Mittel über die m-Werte des An
fangszustandes von der Polarisationsart unabhängig 4• 

Ist die Hamiltonfunktion des Streuers nicht invariant gegen Drehungen des 
Koordinatensystems (z. B. Elektronen in einem festen Kristallgitter oder Atom 
in einem äußeren Feld 5), so ist ~~~ (27.8) im allgemeinen nicht parallel zu ~0 
sondern eine lineare Vektorfunktion von ~0 ; in diesem Falle ergeben sich be
kanntlich die Erscheinungen der Doppelbrechung. 

In den obigen Streuformeln haben wir die StrahlungsdämPfung vernach
lässigt und damit den Resonanzfall ausgeschlossen. Nach den Ausführungen 
unter Ziff. 21 braucht man aber lediglich in den Resonanznennern die imaginären 
Dämpfungsglieder hinzuzufügen, welche den wahren Linienbreiten der betreffen-

1 Dieser Summensatz ist zuerst von W. THOMAS (Naturwissensch. Bd. 13, S. 627. 1925; 
vgl. auch F. REICHE u. W. THOMAS, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 510. 1925) und W. KuHN (ebenda 
Bd. 33, S. 408. 1925) aus der Forderung gewonnen worden, daß die Dispersionsformel (27.11) 
für hohe Frequenzen (durch Vernachlässigung von [w1 - wn[ gegen v in den Resonanz
nennern) in die klassische Formel für N freie Elektronen übergehen soll, deren Abstände 
klein gegen die Wellenlänge sind. Bezüglich weiterer Einzelheiten (verallgemeinerte Summen
sätze) vgl. Kap. 3 dieses Bandes, Ziff. 40. Über /-Summen einzelner Spektralserien (Über
gänge eines einzelnen Elektrons, Einfluß des Pauliverbots) s. R. de L. KRONIG u. H. A. KRA
MERS, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 174. 1928. 

2 Vgl. W. PAULI, 1. Auflage des Bandes XXIII ds. Handb., S. 91. 
* In (27.8) ist Q;0 • = ± iQ:0 z zu setzen. Daß damit die Polarisation der Streuwelle richtig 

bestimmt ist, geht aus den Ausführungen unter Ziff. 22 hervor. 
3 Dies gilt auch bei Überlagerung eines um die Richtung des Primärstrahls axial

symmetrischen äußeren Feldes. 
4 Die Überlagerung eines äußeren Feldes in der Richtung f0 verursacht in bekannter 

Weise eine Drehung der Polarisationsebene. 
5 Vgl. hierzu R. DE L. KRONIG, ZS. f. Phys. Bd. 45, S. 458 u. 508; Bd. 47, S. 702. 

1927; M. BoRN u. P. JoRDAN, Elementare Quantenmechanik, § 48 u. 49. Berlin 1930. 
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den Spektrallinien entsprechen, um auch die Resonanzfluoreszenz mit diskutieren 
zu können. An den Auswahlregeln sowie an den Regeln für Intensitäten und 
Polarisationen ändert sich nichts gegenüber dem NichtresonanzfalL Man be
stätigt leicht die von HEISENBERG1 aufgestellte Regel, daß bei Richtungsent
artung die Polarisation der Resonanzfluoreszenz insgesamt die gleiche ist, als 
ob die Entartung durch ein Magnetfeld aufgehoben wäre, welches im Falle einer 
linear polarisierten Primärwelle die Richtung des elektrischen Lichtvektors bzw. 
im Falle einer zirkular polarisierten Primärwelle die Richtung des Strahlvektors 
hat2. Was den kohärenten Anteil der 1\.esonanzstrahlung und die dadurch bedingte 
anomale Dispersion und Absorption des Lichtes in der Umgebung der Eigen
frequenzen ! w1 - Wn j anbelangt, so ergibt sich diese wiederum in völliger Über
einstimmung mit der klassischen Beschreibung, wenn man jeden Ersatzoszillator 
einer Reibungskraft von solcher Stärke unterwirft, daß seine freie Schwingung 
für die betreffende Emissionslinie die richtige natürliche Breite liefert. In dem ein
fachen Spezialfalle, den wir unter Ziff. 21 diskutierten (Anfangszustand =Grund
zustand, dazu g angeregte Zustände, die untereinander nicht kombinieren), 
entsprechen jene 1\.eibungskräfte quantitativ der klassischen Strahlungsdämpfung, 
wenn man den Ersatzoszillatoren solche Ladungen und Massen zuteilt, daß sie 
die quantentheoretischen Oszillatorstärken /.;, der betreffenden Spektrallinien 
in der Disptrsionsformel (27.11) richtig wiedergeben [vgl. (21.10), (27.13), ferner 
Anm. 4, S. 781]. 

28. Quadrupolstrahlung3 • Was zunächst die spontane Emission betrifft, so 
ist der Term p = 1 der Entwicklung (27.1) im optischen Spektralbereich nur bei 
solchen Linien von praktischer Bedeutung, bei denen der Dipolterm (p = O) 
auf Grund irgendwelcher Auswahlregeln verschwindet 4• Dann sind Intensität 
und Polarisation der beim Übergang n __,.. m emittierten Strahlung durch das 
Matrixelement .:1 

j~~ 1n rn = - h ( d q U~ (~ ;: (fs rk) (es gradk)) Un = - j8~1in*" (28.1) 
V k k 

bestimmt; dieses quadriert und über alle Orientierungen des orthogonalen 
Achsenpaares es, fs gemittelt, bestimmt gemäß (18.8) die Gesamtwahrscheinlich
keit eines spontanen Quadrupolsprunges n __,.. m. Bekanntlich kann man Matrizen 
der Form (28.1) durch Produkte je zwei er Matrizen darstellen 5 : 

j~~~'m =-Ti~ ;:k ~.rdqu;;.(fsrk)ut)dqui(esgradk)un I 
k l (28.2) 

= ~ ek ~ (wn- Wt).! dqu~ (fsrk) Ut• J dqui (esrk) Un. 
k l 

------

1 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 617. 1925. 
2 Vgl. J. R. ÜPPENHEIMER, ZS. f. Phys. Bd. 43, S. 27. 1927; F. C. HoYT, Phys. Rev. 

Bd. 32, S. 3 77. 1928. Bezüglich der Beeinflussung der Polarisation der Resonanzfluoreszenz 
durch anders gerichtete Felder vgl. Ziff. 21, insbesondere Anm. 1, S. 758. 

3 Vgl. A. RuBINOWICZ, ZS. f. Phys. Bd. 53, S. 261. 1929; Bd. 61, S. 338. 1930. Auf 
Grund der älteren Quantentheorie wurde die Quadrupolstrahlung von I. I. PLACINTEANU 
behandelt (ZS. f. Phys. Bd. 39, S. 276. 1926). Eine zusammenfassende Darstellung hat 
A. RuBINowrcz in Erg. d. exakt. Naturwissensch. (Bd. 11, 1932) gegeben. 

4 Bei Röntgenfrequenzen ist dies nicht mehr so ausgesprochen der Fall, insbesondere 
nicht bei der Emission oder Absorption im kontinuierlichen Spektrum (Einfangung oder 
photoelektrische Auslösung eines Elektrons), wo die Wellenlänge des emittierten oder ab
sorbierten Lichtes nicht notwendig groß gegen die Atomdimensionen zu sein braucht. In 
letzterem Falle ist der Quadrupolterm für die Asymmetrie ("Voreilung") der Richtungs
verteilung der Photoelektronen verantwortlich, während die Dipolterme allein eine um eo 
axialsymmetrische Verteilung geben würden (vgl. Ziff. 25). 

5 Auf Grund der Vollständigkeitsrelation für die Eigenfunktionen u1, s. ferner Anm. *, 
S. 779. 
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Damit sind die Matrizen der Quadrupolstrahlung auf die Koordinatenmatrizen, 
beim Einelektronenproblem also auf die Matrizen der Dipolstrahlung, zurück
geführt!. Aus den Auswahlregeln für die Koordinatenmatrizen frei drehbarer 
Systeme ergeben sich damit unmittelbar auch diejenigen für die Quadrupol
strahlung: j~~111 ", verschwindet für alle Übergänge, bei denen sich eine der beiden 
Drehimpulsquantenzahlen j, m um mehr als ±2 ändert 2• Die den Formeln 
Kap. 2, A (301, a bis c) für die Dipolstrahlung entsprechenden Quadrupolstrahlungs
matrizen sind von RumNOWICZ angegeben worden 3• 

Eine besondere Rolle spielen die Quadrupolterme in der Theorie der Disper
sion. Entwickelt man gemäß (27.1) das die kohärente Streuung bestimmende 
Moment \"ßnn (19.9) nach dem Verhältnis AtomdimensionenjWellenlänge: 

\"~Sn n = \"!5~11n + \"15~~ + · .. • 
so hat \"jS;~~" im Gegensatz zu \"15~~ (vgl. Ziff. 27), auch bei frei drehbaren Atom
systemen im allgemeinen nicht die Richtung des elektrischen Lichtvektors G': 0 ; 

vielmehr ist unschwer zu sehen, daß für f = f0 (Streuwinkel = 0) und im Mittel 
über alle Orientierungen eines richtungsentarteten Zustandes n der Vektor \"ß~'n 
nur dem magnetischen Lichtvektor parallel sein kann 4• Infolgedessen erhalten 
wir, falls I \"j5~ 1n I =f= 0 ist, eine Drehung der Polarisationsebene (natürliche optische 
Aktivität}; die Erklärung dieser Erscheinung ist übrigens wieder weitgehend analog 
der klassischen Erklärung, wie sie unabhängig von BoRN5 und ÜSEEN 6 gegeben 
worden ist. Allerdings ist \"15~ 1" identisch Null, wenn der Zustand n eine Spiegel
ebene besitzt, d. h. wenn eine Ebene existiert derart, daß bei Spiegelung aller 
Teilchen an dieser Ebene die Dichtefunktion I Un 12 unverändert bleibt (un ___,. ±un)· 
Optisch aktive Molekeln sind also durch die Abwesenheit einer Spiegelebene 
charakterisiert 7• Dabei ist zu bemerken, daß solche Molekeln sich nicht in einem 
stationären Zustand im strengen Sinne befinden können, da ein solcher immer 
ein Gemisch von links- und rechtsdrehenden Molekeln in gleicher Anzahl dar
stellt, also optisch inaktiv sein muß; doch ist die Beschreibung der drehenden 
Molekeln durch nichtspiegelsymmetrische Wellenfunktionenunzulässig für solche 
Zeitdauern, die kurz sind gegen die Zeit, in der im Mittel eine Umwandlung 
einer links- in eine rechtsdrehende Modifikation stattfindet 8• 

1 A. RUBINOWICZ, l. c. J. H. BARTLETT (Phys. Rev. Bd. 34, S. 1247. 1929) benutzt 
diesen Zusammenhang zu einer Abschätzung der Intensität von Quadrupollinien, indem 
er die Summe nach l in (28.2) auf diejenigen "Zwischenzustände" beschränkt, welche mit 
den Zuständen n und m dipolmäßig besonders stark kombinieren. 

2 Entsprechend gibt es für j;:~m nur Änderungen von j und m um höchstens ± (p + 1). 
3 A. RUBINOWICZ, ZS. f. Phys. Bd. 61, S. 338. 1930; vgl. auch H. C. BRINKMAN (Dis

sert. Utrecht, 1932), wo eine Ableitung jener Formeln mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln 
(Darstellungen der Drehungsgruppe) gegeben ist. 

4 L. RosENFELD, ZS. f. Phys. Bd. 52, S. 161. 1928; vgl. auch M. BoRN u. P. JoRDAN, 
Elementare Quantenmechanik, § 47. Berlin 1930. 

5 M.BORN, Phys.ZS. Bd.16, S.251. 1915. 
6 C. \V. ÜSEEN, Ann. d. Phys. Bd. 48, S. 1. 1915. 
7 Für die optische Aktivität der Kristalle gilt das Entsprechende. Auch hier sind 

die Terme 1. Ordnung in f, für das Drehvermögen maßgebend. 
8 Diese Verhältnisse sind ausführlich diskutiert bei L. RosENFELD, l. c. 



Kapitel 6. 

Wellenmechanik und Kernphysik. 
Von 

N. F. MaTT, Bristol. 

Mit 29 Abbildungen. 

1. Einleitung. Die Gesetze, welche die Bewegungen m den Elektronen
hüllen der Atome und die Stöße zwischen Atomsystemen beherrschen, sind 
großenteils bekannt. Demgegenüber haben wir keine allgemeine Theorie des 
Atomkerns. Es gibt also keinen Beweis für die Möglichkeit, daß vier Protonen 
und zwei Elektronen bei ihrer Zusammenfügung ein IX-Teilchen bilden, noch 
weniger gibt es einen Weg, auf dem man die Bindungsenergie berechnen kann. 
Immerhin scheinen gewisse Gesetze, die sich in Übereinstimmung mit der Er
fahrung bei den Hülleelektronen als richtig erwiesen haben, auch auf den 
Kern anwendbar zu sein; das Weitgehendste, was man für die Kerntheorie 
gegenwärtig tun kann, ist, diese Gesetze durch Experimente zu prüfen und 
ihre Gültigkeitsgrenzen festzustellen. 

1. Die relativistische Äquivalenz der Masse eines Systems und seiner Ener
gie erlaubt, den als Massendefekt bezeichneten Unterschied zwischen der Masse 
eines Atomkerns und der Summe der Massen seiner Einzelbestandteile als Bin
dungsenergie des Kernes aufzufassen. Ein experimenteller Beweis dafür kann 
aus den Energieverhältnissen bei der Atomzertrümmerung gefolgert werden. 

2. Die Energie des Atomkerns scheint quantisiert zu sein. Als Beweis 
hierfür erscheint der Umstand, daß jede Atomart einen bestimmten Massen
defekt aufweist, und daß die ausgeschleuderten IX-Teilchen bestimmte Energie
werte haben. Das kontinuierliche ß-Strahlspektrum zeigt allerdings, daß dieses 
Gesetz nicht ohne Ausnahme erfüllt ist; es wäre durchaus möglich, daß für 
Übergänge, bei denen die Zahl der Kernelektronen sich ändert, das Energie
erhaltungsgesetz nicht erfüllt ist. 

3· Die BoHRsehe Frequenzbedingung 

( 1' 1) 

scheint auf den Kern anwendbar zu sein. Der Beweis dafür folgt aus den Be
ziehungen zwischen der IX-Strahl-Feinstruktur und den im Anschluß an die 
IX-Emission ausgesandten y-Strahlen (Ziff. 10, 11). 

4. Die Annahme, daß der Kern ein Impulsmoment 
_... 
III = ifi (i== }, 1, ~' ... ) (1' 2) 

hat, ist für die erfolgreiche Darstellung der Hyperfeinstruktur der Spektral
linien der Atome wesentlich (Ziff. 4). 

Die zuerst von GAMOW und gleichzeitig von CoNDON und GURNEY vor
genommene Anwendung der Quantenmechanik auf die Atomkerne hat folgenden 
sehr wichtigen allgemeinen Satz herausgestellt: Wenn ein System N <X-Teilchen 
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enthält mit der Energie E (N), und E (N) größer ist als die Energie E (N - 1) 
eines ähnlichen Systems mit N- 1 <X-Teilchen, so kann das System mit N <X-Teil
chen nach der Quantenmechanik nicht stabil sein, sondern wird, falls es lange 
genug ungestört geblieben war, ein <X-Teilchen mit der Energie 

E(N)- E (N- 1) = E" (1, 3) 
ausschleudern (Ziff. 6). Dieses Ergebnis zeigt, daß die Struktur der radioaktiven 
Kerne in keiner Weise von der Struktur der gewöhnlichen Atomkerne ver
schieden zu sein braucht, und daß die Radioaktivität betrachtet werden kann 
als Folge der Tatsache, daß bei diesen Elementen die Bindungsenergie mit 
wachsender Kernladungszahl Z abfällt ~ eine Erscheinung, welche ohne be
sondere Annahmen leicht zu verstehen ist (Ziff. 2). Es ergibt sich daraus, 
daß die Eigenschaften der angeregten Zustände radioaktiver Atomkerne (Ziff. 11) 
wahrscheinlich für alle schweren Atomkerne zutreffend sind. 

Die zahlenmäßig erfolgreichen Anwendungen der Quantenmechanik in der 
Kernphysik sind fast alle auf die Annahme gegründet, daß die Kernradien r 0 

kleiner als 10· 12 cm sind, und daß außerhalb dieses Abstandes jedes von oder 
zu einem Kern kommende Teilchen mittels einer Wellenfunktion 1p beschrieben 
werden kann, die der ScHRÖDINGERschen Gleichung 

2m( ZZ'e2 ) Ll1fJ+T2-E--r-1fJ=O (1,4) 

für ein Teilchen in einem Coulombfeld genügt. Auf diese Weise konnte GAMOW 
zeigen (Ziff. 6), daß die Wellenfunktion einer den radioaktiven Kern verlassenden 
<X-Partikel zwischen r 0 und dem Außengebiet sehr stark abfallen muß. Dies be
gründet, warum der ex-Zerfall so langsam erfolgt und liefert eine Methode zur Ab
schätzung der Zerfallsdauer. Durch ähnliche Betrachtungen ist es möglich ge
wesen, auch die Wahrscheinlichkeit der künstlichen Zertrümmerung angenähert 
zu berechnen. Um die Erscheinungen der anormalen <X-Streuung zu erklären, hat 
TAYLOR angenommen, daß die Wechselwirkung zwischen einem <X-Teilchen und 
einem Proton sogar bis zu einer Entfernung von 0,5 ·10- 12 cm dem CouLOMB
sehen Gesetze folgt, und konnte überdies zeigen, daß die Ungewißheit hinsichtlich 
der Wechselwirkungen für kleinere Entfernungen auf die Stöße zwischen diesen 
beiden Partikeln nur einen begrenzten Einfluß besitzt (Ziff. 13). 

Über die eigentlichen Kerneigenschaften ~ Energieniveaus, Massendefekte, 
Stabilität, Impulsmoment ~ist es auf theoretischem Wege noch nicht möglich, 
quantitative Voraussagen zu machen. Daher ist der Versuch nicht ohne Wert, 
ein Modell zu finden, das einige der experimentell gefundenen Verhältnisse 
wiedergibt. Hierzu sei auf folgende Tatsachen hingewiesen: 

Ein Teilchen, das in einer kugelförmigen Schachtel vom 1\.adius r 0 ein
geschlossen ist, hat gemäß der Quantenmechanik eine Geschwindigkeit h/2 mr 0 
und daher die kinetische Energie h2/8mr0 2 • Wenn man r 0 = 10 12 cm annimmt, 
ergibt dies für ein Proton bzw. ein <X-Teilchen die Energie 2 · 106 bzw. 0,5 · 106 Volt. 
Diese Energiewerte haben gerade die Größenordnung, die bei den y-Strahlen 
beobachtet ist; wir dürfen demnach annehmen, daß Protonen und <X-Partikel 
im Kern denselben Gesetzen gehorchen wie außerhalb desselben; Elektronen da
gegen hätten sehr viel größere Energien, so daß keine Aussagen über ihr Ver
halten im Kerninnern möglich sind. Durch ähnliche Betrachtungen kann ge
zeigt werden, daß sich Protonen, Neutronen usw. frei im Kern bewegen wie 
die S-Elektronen der äußeren Elektronenhülle, und nicht an einem Punkte fest
gehalten sein können wie Atomkerne in einem Kristallgitter. Wenn ein Proton 
in einem Volumen von der Größe (10- 13 cm) 3 festgehalten wäre, so müßte ihm 
eine größenordnungsmäßig viel zu hohe Energie (2 · 10 8 Volt) zukommen. 
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A. Atomkerne im Normalzustand. 
2. Massendefekte und Stabilität der Atomkerne gegen IX- und ß-Zerfall. 

Bezieht man die Atomgewichte auf 0 16 , so liegt das Atomgewicht eines jeden 
Isotops einer ganzen Zahl genügend nahe, um die Anzahl der Protonen 
und Elektronen des Kernes bestimmen zu können. Ist M die dem Atomgewicht 
am nächsten liegende Zahl und Z die Kernladungszahl, ferner np, n. die Zahl 
der Protonen und Elektronen, so ist 

nP: jVJ' ~ } 
n.-M-Z. 

(2, 1) 

Ist mp, m. die Masse des Protons und des Elektrons und M die Masse eines 
gegebenen Kerns, so ist gemäß der speziellen Relativitätstheorie 

(2, 2) 

wo c die Lichtgeschwindigkeit und E die (negative) potentielle Bindungsenergie 
des Kernes bedeutet; - E stellt also die Energiezufuhr dar, die nötig ist, um den 
Kern in Elektronen und Protonen aufzuspalten, wenn dieses möglich wäre. 
E kann somit aus dem "Massendefekt" (2, 2) abgeleitet werden1• 

Ein direkter experimenteller Beweis für die Richtigkeit dieser relativistischen 
Interpretation der Massendefekte ist von großer Wichtigkeit. Leider sind die 
Massendefekte der radioaktiven Elemente bisher nicht ausreichend bekannt. 
Dagegen wird eine Überprüfung durch die Ergebnisse der künstlichen Atom
zertrümmerung von Leichtelementen möglich gemacht. Werden z. B. Bor
Atomkerne mit IX-Teilchen beschossen, so findet die Reaktion statt: 

BIO + He,-+ c13 + Hl . 

Bedeuten Mn, Mc, MHe, MH die (genau genug bekannten) Massen der Kerne 
BIO' cl3' He4' Hl * und E"'' Ep die Energien des einfallenden IX-Teilchens und des 
herausgeschleuderten Protons, so erwartet man auf Grund des Energiesatzes 

l1 M E"' M M Ep ( ) 
1 B + .1. He + 2 = C + H + -2- · 2, 3 c c 

Eine Prüfung der Theorie ist somit möglich, und die experimentellen Werte sind 
tatsächlich innerhalb der Fehlergrenze mit dieser Gleichung im Einklang (vgl. 
Ziff. 16). In Tabelle 1* ist das auf optischem Wege erhaltene Atomgewicht von 
C13 dem aus (2, 3) abgeleiteten gegenübergestellt. 

Ein anderer kürzlich entdeckter Zerfallsvorgang läßt erkennen, daß der 
Energieerhaltungssatz auch bei der künstlichen Atomzertrümmerung mit Pro
tonen bestehen bleibt. Wird Lithium mit schnellen Protonen beschossen 2, so 
findet folgende Reaktion statt: 

Li7 + H1 -+ 2 He4 • 

Die bei dem Prozeß freiwerdende Energie berechnet sich aus den beteiligten 
::Vlassen 3 zu (14,3 ± 2,7) ·106 Volt. CocKCROFT und WALTON 2 haben aus derbe-

1 Die ersten Ansätze dieser Art werden unabhängig voneinander diskutiert bei W. LENZ, 
Xaturwissensch. Bd. 8, S. 181. 1920, und A. SMEKAL, ebenda Bd. 8, S. 206. 1920. 

* Vgl. Tabelle 1, S. 794. 
2 Vgl. J. D. CocKCROFT u. E. T. S. WALTON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 137. 

s_ 229. 1932. 
3 Vgl. Tabelle 1, S. 794; für Li7 ist davon abweichend der Wert 7,0104 ± 0,003 be

nutzt, der aus der angegebenen Zahl durch Subtraktion von drei Elektronenmassen ent
steht. 

50* 
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obachteten Reichweite der emittierten IX-Partikel geschlossen, daß die frei
werdende Energie ungefähr 17,2 · 106 Volt beträgt, in guter Übereinstimmung 
mit obigem Wert. 

Die Bindungsenergie des Heliumkerns ist 42,3 ·10- 6 erg (= 2,66·107 Volt), also 
bedeutend größer als die Energie m6 c2 (= 0,813 ·10- 6 erg), die der Masse eines Elek
trons entspricht. Die Bindungsenergie der Atomkernewächst mitzunehmender Kern
ladung Z und beträgt für einen Kern in der Nähe von Hg ungefähr 2210 · 10- 6 erg, 
welcher Betrag bereits größer ist als die Energie mvc 2 (= 1495 · 10- 6 erg), die 
der Masse eines Protons entspricht. Berechnen wir andererseits die Energie, 
die notwendig ist, um den Kern in IX-Partikel, Elektronen und die kleinste An
zahl von Protonen (0, 1, 2 oder 3) aufzulösen, so ist diese niemals 
größer als ungefähr 250 · 10- 6 erg (für ein Zinnisotop). Aus diesen 
Gründen ist es in vielen Fällen bequem, die Energie des Kernes in 
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Abb, I. Kurve der Massendefekte gegen «-Teilchen für den Kerntypus M ~ 4 n + 2, 

bezug auf eine derartige Zerlegung zu definieren. Es ist natürlich nicht not
wendig zu glauben, daß der IX-Partikel eine unabhängige Existenz im Kern 
zukommt; die beobachteten Massendefekte zeigen bloß an, daß jede Gruppe von 
vier Protonen und zwei Elektronen eine Energie von ungefähr 42 · 10- 6 erg be
sitzt. Aus dem spontanen ß-Zerfall folgt nach GAMOW überdies, daß vier Pro
tonen und zwei Elektronen einen bedeutend größeren Anteil zu der Bindungs
energie beitragen als z. B. drei Protonen und zwei Elektronen 1• 

In Abb. 1 sind die Bindungsenergien in Milligramm zwischen a-Partikeln, 
Protonen und Elektronen für die Elemente eingezeichnet worden, deren Massen
defekte experimentell bestimmt sind und Massen vom Typus 4n + 2 angehören 2• 

Die Kurven für die Kerntypen 4n, 4n + 1, 4n + 3 sind ähnlich. Wir bemerken, 
daß für zwei Elemente, die aus N bzw. N- 1 <X-Partikeln aufgebaut sind und di~-

1 V gl. Ziff. 11. 
2 Abb. 1 rührt her von F. G. HoUTERMANS, Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 9, 

S. 190. 1930. Die Bindungsenergien sind für 0 16 =16 g in mg ausgedrückt; 10 mg ent
sprechen 9,4 · 106 Volt. 
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selbe Anzahl von freien Elektronen und Protonen besitzen, das Element N un
stabil sein wird, wenn nicht seine Energie E N niedriger (Massendefekt größer) 
ist als die Energie des Elements N - 1. Weiterhin zeigt die GAMOWsche Theorie 
(Ziff. 6), daß die Zerfallskonstante für einen solchen Prozeß, wenn er energetisch 
möglich wäre, groß sein würde. Daher muß z. B. Hg202 eine größere Energie 
haben als Pb206 , wenn das letztere Element stabil ist (beide Elemente haben 
neben den c:x-Teilchen 22 Kernelektronen), und Th205 muß eine größere Energie 
haben als Bi209 • Alle diese Elemente liegen auf dem ansteigenden Ast der Massen
defektkurve. Diese kann daher selbst für Kerne mit einer gegebenen Anzahl 
von freien Protonen nicht eine glatte Kurve sein, sondern muß aus gebrochenen 
absteigenden Stücken bestehen, wie in Abb. 1 auch für Xe und Hg zu erkennen ist 1• 

Für die letztere Feststellung ist es von Wichtigkeit, daß der Unterschied 
der Bindungsenergien zweier Isotope des gleichen Elementes etwa mit der 
gleichen prozentischen Unsicherheit bekannt ist wie die gesamte Bindungs
energie eines dieser Kerne. Mit den Bezeichnungen von (2, 1) und (2, 2) gilt 
nach AsTON 2 z. B. für die Xenonisotopen 

(M- M)/M == (5,3 + 2). 10- 1 

und daraus 
Af = M { 1 - (5,3 ± 2) · 10- 1}. 

Der Massenunterschied eines Paares von Xenonisotopen der Abb. 1, deren 

M-Werte um 4 verschieden sind, beträgt daher 4{ 1- (5,3 ± 2) ·10- 4}; er rührt 
in der Hauptsache von der Masse eines c:x-Teilchens und zweier Kernelektronen 
her, d. i. eines He-Atoms: 4 + (21,6 ± 2) ·10 4 . Der Unterschied der beiden 
Zahlen (43 ± 10) · 10- 4 stellt die in Abb. 1 eingezeichnete Differenz der Bin
dungsenergien zweier solcher Isotope dar. --

GAMOW3 hat die folgende Schematisierung der Kernstruktur benutzt, welche 
eine befriedigende Erklärung der Massendefektkurve möglich macht. Er nimmt 
an, daß die Energie, die notwendig ist, um eine <X-Partikel gerade bis an die 
Grenze des anziehenden Kernkraftfeldes zu bringen (auf das Maximum des "Poten
tialberges" zu heben), nicht stark von der Zahl der c:x-Partikel im Keri-I abhängt 
und als eine Konstante A angesehen werden darf. Befindet sich die c:x-Partikel 
im abstoßenden elektrostatischen Kernfelde, so erhält sie bei Entfernung bis 
ins Unendliche eine Energie 2 NIXe 2jr0, wo NIX die Anzahl der c:x-Teilchen des 
Kernes und r 0 den Kernradius bedeutet. Die Energie pro IX-Partikel ist somit 

2Nal'~ _ A 
ro ' 

und die Energie des ganzen Kernes daher 
u 2 2 

"'"' e - A:V,,. 
Yn 

Nehmen wir an, daß r03 proportional zu N,, ist, so sehen wir, daß die Bindungs
energie E folgende Gestalt hat: 

t. 

E = -ANIX + BNIX'\ (2, 4) 

eine Funktion, die, gegen NIX aufgetragen, den in Abb. 2 wiedergegebenen Ver
lauf besitzt. GAMOW nimmt an, daß das Minimum dieser Kurve bei N"' ""'12 

1 Vgl. dazu F. (~. HouTEI<~IANS, I. c. S. 195. 
2 Vgl. Anm. 1, S. 793, zu Tabelle 1. 
3 G. GAMOW, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 126, S. 632. 1930. 
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liegt. Wäre (2, 4) der einzige in Betracht kommende Effekt, so könnte kein 
Element mit einem Atomgewicht größer als 48 stabil sein. Jedoch wäre es 

möglich, daß die Hinzufügung einiger "freier" Elektro
nen die Gestalt der Massendefektkurve beträchtlich 
ändern könnte1• Für Elemente mit einem Atomgewicht 
4n ist die Anzahl der freien Elektronen immer gerade. 
GAMOW nimmt, um eine Übereinstimmung mit der ex
perimentellen Massendefektkurve zu erhalten, für diese 
Elemente an, daß die Energiekurven für 0, 2, 4, ... 2 I 
"freie" Elektronen wie folgt aussehen (Abb. 3). 

Abb. 2. Theoretische Massen
defektkurve nach GAMOW. 

Wie wir vorhin betont haben, muß der ansteigende 
Teil der Massendefektkurve aus kleinen gebrochenen 
absteigenden Kurven bestehen, und die vorliegende 

Theorie erklärt dies in natürlicher Weise. Die stabilen Elemente, die auf dem 
ansteigenden Teil der Kurve liegen, könnten nur unter gleichzeitiger Emission 

2Bekfronen 

f ..fBeklronen oslabil 
o/abtl gegen a-Zerra/1 
e Jl II j]- II 

Abb. 3. Theoretische Massendcfektkurvcu uach GAMOW. 

einer iX-Partikel und einer ß-Partikel zerfallen, und wir können annehmen, 
daß die Wahrscheinlichkeit für diesen Prozeß äußerst klein ist 2 . 

Die Elemente, bei welchen iX-Zerfall eintritt, müssen auf dem ansteigenden 
Teil der Massendefektkurve liegen. Nach GAMOW tritt ß-Zerfall ein, wenn sich 

die Massendefektkurven für I bzw. f - 1 
nicht in iX-Teilchen gebundenen Elektronen 
schneiden. In Abb. 4 werden die Bindungs
energien E einer hypothetischen radio
aktiven Reihe wiedergegeben, wiederum 
aufgetragen gegen die Zahl N" der (X-Par
tikel der Atomkerne. 

Das Element B in Abb. 4 kann eine 
iX-Partikel emittieren und liefert das Folge
produkt C. Das Element C kann entweder 
eine iX-Partikel emittieren und liefert dann 
D, oder eine ß-Partikel, und ergibt dann E. 
(Es ist gegenwärtig nicht möglich anzu-
geben, welche Beziehung zwischen der mitt

Abb. 4. Massendefektkurve einer hypothetischen leren und der maximalen Energie der ß
radioaktiven Zerfallsreihe. 

Partikel und der durch CE repräsentierten 
Energiedifferenz bestehen müßte.) Es tritt somit das Phänomen der" Verzweigung" 
auf. Die GAMOWsche Hypothese vertritt die Meinung, daß eine Verzweigung 

1 Gegenwärtig kann allerdings kein Grund dafür angegeben werden, weshalb die Hinzu
fügung von freien Elektronen die Energie in dieser \iVeise ändern solltt>. 

2 Vgl. F. G. HouTERl\IAXS, 1. c. S. 198. 
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einer radioaktiven Zerfallsreihe das normale Verhalten bei ß-Zerfall ist und 
a-Strahlen z. B. bei UX1 nur deswegen nicht beobachtet sind, weil die Zerfalls
konstante für einen ß-Zerfall bedeutend größer ist als für einen a-Zerfall. 

Liegt der Schnittpunkt der Kurven GFE und DCB zwischen B und A, 
so sollte das Element B ß-Zerfall zeigen1. Im Falle der UrReihe können wir 
durch diese Bedingung eine obere Grenze für die Energie CE festlegen. U1 zeigt 
keinen ß-Zerfall. Hiernach muß die Bindungsenergie für einen Kern von 26 Elek
tronen und 59 a-Teilchen größer sein als die für U1 (28 Elektronen und 59 a-Teil
chen). Die Massendefektkurve für 26 Elektronen muß nahezu eine gerade Linie 

55 59 

?8 E!ektro!7e!7 _"..---

sein, da die a-Teilchen von Uu, Io, Ra 
nahezu dieselbe Energie, nämlich 4,75, 4,67, 
4,85 · 106 Volt haben. Wir können somit 
die Kurve ziemlich sicher extrapolieren, wie 
durch die punktierte Linie in Abb. 5 an
gedeutet ist. Die Energie des Übergangs 
UI -~ uxl beträgt 4,19. 106 Volt. Da UrE 
keinen ß-Zerfall zeigt, folgt somit, daß die t 
Energiedifferenz zwischen uxl und Uu I 
nicht größer als 4,7- 4,19 c-v 0,5 · 106 Volt 
sein sollte. Es ist interessant, daß die 
mittlere Energie der ß-Partikel von UX2 

0,82 · 106 Volt beträgt2. Die maximale Ener
gie ist 2,32 · 106 Volt. Die Energien von 
UX1 sind bedeutend kleiner. Es sieht da
her so aus, wie wenn die Änderung in der 
Bindungsenergie des Kernes bedeutend 
kl · 1 d' · 1 E · d ALb. 5. Massendefektkurve der Anfangsglieder der e1ner wäre a s 1e mltt ere nerg1e · er Uran-Radiumreihe. 
fJ- Partikel. 

Es ist natürlich möglich, daß j1-Zerfall bei U 1 energetisch erlaubt ist, aber 
daß die Zerfallskonstante viel größer ist als die für a-Zerfall. Mit Rücksicht 
auf den sehr langsamen a-Zerfall (Halbwertszeit 4,5 · 109 Jahre) bleibt dies 
jedoch unwahrscheinlich. 

Ähnliche Betrachtungen können für die Thoriumreihe angestellt werden. 
Th emittiert a-Partikel mit der Energie 4,06 · 106 Volt; nach den beiden ß-Zerfalls
stufen betragen die Energien der a-Partikel 5,4, 5,7, 6,3, 6,8 Millionen Volt. 
Wir können somit schätzen, daß die Differenz der Bindungsenergien von Th 
und RaTh nicht größer als etwa 1,1 · 106 Volt ist. Andererseits haben die ß-Teil
chen des MsTh eine Maximalenergie von 2,05 · 106 Volt und die mittlere Energie 
von 0,56 · 106 Volt 2• 

Zum Abschluß geben wir die Massendefektkurve 3 für die ganze Th-Reihe 
(Abb. 6). Die Kurve mit 22 Elektronen muß umbiegen, wie die Abbildung zeigt, 
da ThD(Pb) stabil ist. Die Kurve mit 24 Elektronen biegt wahrscheinlich eben
falls scharf um, da der Zerfall von ThB nach dem mit ? bezeichneten Element 
sehr viel langsamer erfolgen oder sogar energetisch ganz unmöglich sein muß 
im Vergleich zu dem Übergang von ThB nach ThC. Da die Zerfallskonstante 
für den Zerfall des ThA nach ThB 4,7 sec- 1 beträgt, kann dies nur eintreten, 
wenn die Energie der "a-Partikel von ThB" bedeutend kleiner ist als die 
von ThA. 

1 Diese Annahme ist zuerst von \V. BEISENBERG (ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 1. 1932) 
gemacht worden und wird weiter unten diskutiert. 

2 Vgl. B. W. SARGENT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 139, S. 659. 1933. 
3 Vgl. (;. GAMOW, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 126, S. 632. 1930. 
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Nach der Entdeckung des Neutrons haben IWANENK0 1 und HEISENBERG 2 

folgendes ganz andersartiges Kernmodell vorgeschlagen. Sie betrachten die Kerne 
als nur aus Protonen und Neutronen aufgebaut. Dieses bedeutet nicht, daß das 
Neutron als Elementarpartikel gedacht ist, REISENBERG nimmt vielmehr an, 
daß die anziehenden Kräfte zwischen Protonen und Neutronen im Kern mit 
Austauschvorgängen neutronischer Elektronen in Verbindung zu bringen sind. Der 

Zweck dieses Modells ist, heraus
.----.----,--,--,--.,.."-,.--,.--2"--- zufinden, in welchem Maße die mit 

den Kernelektronen zusammen
hängenden Schwierigkeiten der Bil
dung eines Neutrons aus Proton 
und Elektron zugeschrieben wer
den können. 

REISENBERG behandelt den 
ß-Zerfall in folgender Weise: Er 
nimmt an, daß die Energie E 1 zur 
Entfernung eines Neutrons von 
einem gegebenen Kern und die 
Energie E 2 zur Entfernung eines 
Protons bestimmte Größen sind, 

ea-Zerf'o/lse/emenle eine Annahme, welche mit den 
<JJR- " v Experimenten über die künst-

liche Zertrümmerung in Überein
stimmung ist. Sei ferner E~ die 

Abb. 6. Massendefektkurve der Tb-Reihe nach GAMow. Energie, die bei der Hinzufügung 
eines Protons aufgenommen wird, 

d. h. die Energie, die nötig ist, um ein Proton von einem Element mit um 
Eins größerer Ladung und Masse zu entfernen. 

Ist E 1 < E2, so nimmt REISENBERG an, daß der Kern bezüglich eines 
ß-Zerfalls instabil ist, wobei die Aussendung eines ß-Teilchens durch Übergang 
eines Kernneutrons in ein Proton und Elektron möglich wird. Bei diesem Prozeß 
kann weder der Energiesatz erfüllt sein noch können die Gesetze der Statistik 
und des Spins (Ziff. 3) erhalten bleiben. Eine Beziehung zwischen der mittleren 
oder der maximalen Energie des ß-Zerfalls und der Größe E~- E 1 kann jedoch 
nicht gegeben werden. - Ein .x-Zerfall soll eintreten, wenn 

2E1 +2E2 -E"'<O, 

wo E"' die Bindungsenergie der .x-Partikel, bezogen auf Neutronen und Protonen, 
darstellt. Sei n1 die Anzahl der Neutronen, n2 die Anzahl der Protonen gleich 
der Kernladungszahl Z und n = n1 + n 2 gleich der Kernmasse M. Um die Stabilität 
der Kerne gegen ß-Zerfall zu betrachten, nimmt REISENBERG an, daß die Bin
dungsenergie eines Protons oder eines Neutrons, wenigstens für schwere Kerne, 
als reine Funktion von n1 jn2 betrachtet werden darf, mit Ausnahme des Teiles 
der Protonenenergie, welcher der CouLOMBsehen Abstoßung zugeschrieben wer
den muß. Wir können somit für das Proton setzen 

(2, 5) 

1 D. lwANENKO, Nature Bd. 129, S. 798. 1932. 
2 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 1. 1932; Bd. 78, S. 156. 1932; Bd. 80, S. 587. 

1933; siehe auch J. BARTLETT, Nature Bd. 130, S. 165. 1932; ferner E. MAJORANA, ZS. L 
Phys. Bd. 82, S. 137- 1933; A. LANDE, Phys. Rev. Bd. 43, S. 620, 624. 1933. 
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und für das Neutron 
El =I(~~), 

wo I, g gewisse noch unbekannte Funktionen sind. 
Da Protonen- oder Neutronenzerfall nicht eintritt, müssen wir 

c n 2 
g > .. t ' 

n 
I> o, 

annehmen. Für Elemente, die gegen ß-Zerfall stabil sind, muß ferner 

g- I< cn2 
n' 
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(2, 6) 

(2, 7) 

sein. Setzt man voraus, daß g - I mit wachsenden n1/n2 zunimmt, so bestimmt 
(2, 7) für ein gegebenes n 2 ( = Z) eine obere Grenze von n1/n2 für stabile Elemente. 

In ähnlicher Weise hat man für 
Elemente, die gegen <X-Zerfall sta-
bil sind, vr- / .. 

g + I - n\c < 1 Ea. (2, 8) _.....--- • • Ir.:' n 2 ~~~--+--4--~ .............. --~~ .. q--~~~.~~--

' -+---1-~~/ ... . Nimmt g + I mit abnehmender 
n1 jn 2 zu, so liefert (2, 8) eine untere 
Grenze für n1/n2 für stabile Elemente. 

Wie aus Abb. 7 hervorgeht, lie
gen die beobachteten Werte von n1/n2 
zwischen zwei Grenzen, welche ziem
lich glatte Funktionen von n 2 ( = Z) 
zu sein scheinen. 

Wir müssen somit annehmen, 
daß g sich wenig mit n1/n2 ändert, 
und daß f mit abnehmendem n1 jn 2 

z~... V ·. ·.. ./ 
1.3 • ·-./ -- -----·. --··. ~'-+-' --+---+-.. · .. · ... / 
1,2 -- ,____-_ :·-; ·.-- r"'·'-f--t--~c-_, _ _, 

· .. · .. · ..... / 
1,1--. I / 

·· .• 1 ··~ 
1o 10 zl7 317 'lll 517 oll lll 817 7lz 91J 

Abb. 7. Verhältnis n1fn 2 der Neutronenanzahl zur Kernladungs· 
zahl in Abhängigkeit von den Kernladungszahlen der Elemente. 

wächst. Da jedes Paar von Protonen mit zwei der Überschußneutronen eine 
<X-Partikel bilden kann, scheint es nicht unvernünftig, anzunehmen, daß g nur 
wenig von der Zahl der Überschußneutronen abhängt. Andererseits ist es möglich, 
daß die Bindungsenergie E 1 eines Neutrons in Gegenwart von Überschußneutronen 
bedeutend größer ist, wenn die Zahl der Protonen und Neutronen nahezu gleich 
wird, so daß fast jedes Paar von Neutronen sich mit einem Paar von Protonen ver
binden kann. Man kann somit verstehen, daß f mit wachsendem n1/n2 abnimmt. 

Für eine Deutung der Massendefektkurve ist das Neutronenkernmodell noch 
nicht benutzt worden. 

In Tabelle 1 sind die bisher bekannten genauen Atomgewichte (nicht Kern
gewichte!) zusammengestellt. Die in Kolonne 5 mit A und 0 bezeichneten Daten 
sind nach einem demnächst erscheinenden Buche von F. W. AsTON wieder
gegeben1. Die mit A gekennzeichneten Ergebnisse sind auf massenspektrosko
pischem Wege bestimmt, 0 bedeutet Werte, die mittels optischer Methoden erhalten 
wurden, KZ betrifft Daten, die aus A tomzertrümmerungsversuchen abgeleitet sind. 

1 Ich bin Herrn Dr. AsTON sehr dankbar, daß er mir diese Resultate zur Verfügung 
stellte, bevor sein Buch erschienen ist. - Die mit A gekennzeichneten Angaben stammen 
von AsTON, soweit keine anderweitigen Zitate angeführt sind. Die Massendefekte 
{2v!- M)/M. 104 der Isotopen von Sn, Xe und Hg stimmen für jedes dieser Elemente 
innerhalb der Fehlergrenzen miteinander überein. Nach F. W. AsTON, Proc. Roy. Soc. 
London (A) Bd. 115, S. 487. 1927, haben sie die Werte: Sn (11 Isotope) -7,3 ±2; 
Xe (9 Isotope) -5,3 ± 2; Hg (6 Isotope) +ü,S ± 2. - Die Beziehungen zwischen den 
chemischen und den physikalischen Atomgewichten werden zusammenfassend diskutiert 
von 0. HAHN, Chem. Ber. Bd. 66, S. 1. 1933. 
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Element 

H 
H 
He 
Li 
Li 
Li 
Be 
B 
B 
c 
c 
c 
N 
N 
0 
0 
0 
F 
Ne 
Ne 
Si 
p 
Cl 
Cl 
A 
A 
Cr 
Ni 
Zn 
As 

M 

2 
4 
6 
7 
7 
9 

10 
11 
12 
13 
13 
14 
1 5 
16 
17 
18 
19 
20 
22 
28 
31 
35 
37 
36 
40 
52 
58 
64 
75 

Kap. 6. N. F. :\Ion: Wellenmechanik und Kernphysik. 

Atomgewicht 
(010~16) 

1,00778 
2,01351 
4,00216 
6,012 
7,012 
7,013 
9,015 5 

10,013 5 
11,0110 
12,0036 
13,0039 
13,0045 
14,008 
15,007 
16,0000 
17,0029 
18,0065 
19,0000 
19,9967 
21,9947 
27,9818 
30,9825 
34,983 
36,980 
35.976 
39.971 
51.948 
57.942 
63,937 
74,934 

Tabelle 1. 

1 l\let o e I 
Fehler j h d 
X 104 1 

1 
0,5 
3 
3 
1 
6 
0,5 
0,5 
0,3 
5 
2 

0,2 
0,2 
0,3 
9 

! 9 
1 
0,5 
0,5 
0,5 
0,5 
0,3 
3 
2 
3 

i 0,5 

A 
()1 

A 
A 2 

A 2 

I<Z3 
A 4 

A 
A 
A 
()5 

KZ 6 

A 
()7 

A 
()7 
()7 

A 
AB 
AB 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 

Element 

Se 
Se 
Br 
Br 
Kr 
Kr 
Kr 
Kr 
Kr 
Kr 
Nb 
Mo 
Mo 
Sn 
Te 
Te 
I 
Xe 
Cs 
Ba 
Ta 
\V 
Re 
Os 
Os 
Hg 
Tl 
Tl 
Pb 

78 
80 
79 
81 
78 
80 
82 
83 
84 
86 
93 
98 

100 
120 
126 
128 
127 
134 
133 
138 
181 
184 
187 
190 
192 
200 
203 
205 
208 

A tomgcwich t 
(0 .. ~16) 

77.937 
79.941 
78,929 
80,926 
77,926 
79.926 
81,927 
82,927 
83,928 
85.929 
92,926 
97.945 
99.945 

119,912 
125.937 
127,936 
126,932 
133.929 
132.933 
137.916 
180,927 
184,00 
186,981 
189,981 
191,981 
200,016 
203,036 
205,037 
208,010 

Ziff. 3. 

Fehler \ 
I 

Methode 
X 104 

2 
1 
0,5 
0,5 
1 
1 
0,5 
0,5 
0,5 
0,5 
5 
5 
5 

2 
2 

1 
2 
2 
3 
5 
2 

I 3 
. 3 

1 
2 
2 
3 

A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 
A 

3. Statistisches Gewicht und Statistik der Kerne. In diesem und den 
beiden nächsten Abschnitten behandeln wir die folgenden drei Eigenschaften 
der Kerne: 

A. Die Multiplizität des Grundzustandes, d. h. die Zahl der Niveaus, in 
welche die Energie des Grundzustandes bei Anwendung eines magnetischen 
Feldes oder anderer Störungen aufspalten kann. 

B. Die Statistik, welcher eine Anzahl von zwei oder mehreren Kernen ge
nügt, d. h. Einstein-Bose- oder Fermi-Dirac-Statistik 

C. Den wirklichen Wert des magnetischen Momentes eines Kernes und die 
allgemeine Frage nach der Wechselwirkung des unangeregten Kernes mit den 
Elektronen der äußeren Atomhülle. 

Aufschluß über die Fragen A und B kann aus den folgenden drei Arten 
von Experimenten erhalten werden, in welche die wirklichen Kernspinkräfte 
und damit C nicht eingehen; in diesen Experimenten wird die Wechselwirkung 
zwischen zwei gleichartigen Kernen aufgesucht: 

1932. 

1 K. T. BAINBRIDGE, Phys. Rev. Bd. 41, S. 115 u. 396; Bd. 42, S. 1. 1932. 
2 J. L. CosTA. Ann. d. phys. Bd. 4, S. 425. 1925. 
3 J. D. CocKCROFT u. E. T. S. \VALTON, Proc. Roy. Soc. Lonclon (A) Bd. 137, S. 229. 

4 K. T. BAINBRIDGE, Phys. Rev. Bd. 43, S. 367. 1933. 
5 A. S. KING u. R. T. BIRGE, Astrophys. Journ. Bel. 72, S. 20. 1930. 
6 J. CHADWICK, J. E. R. CoNSTABLE u. E. C. PoLLARD, Proc. Roy. Soc. Lonclon Bd. 130, 

S. 463. 1931. (Vgl. S. 837.) 
7 R. T. BIRGE, Phys. Rev. Bel. 37, S. 841. 1931. 
8 K. T. BAINBRIDGE, Phys. Rev. Bd. 43, S. 423. 1933. 
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I. Beschaffenheit der Rotationsbanden von Molekülen, die aus zwei gleichen 
Atomen bestehen. 

II. Stoßvorgänge, in welchen ein Kern einen anderen Kern derselben Art 
trifft (untersucht bei Helium und Wasserstoff). 

III. Verlauf der spezifischen Wärme eines zweiatomigen Gases bei niedrigen 
Temperaturen (nur bei \Vasserstoff durchgeführt) 1 . 

Aufschlüsse über Punkt C können im wesentlichen nur aus der Hyper
feinstruktur der Elemente erhalten werden (Ziff. 4, 5) oder mittels des Stern
Gerlach-Versuchs an Atomen oder Molekülen, deren Elektronenhüllen keine 
magnetischen Momente besitzen 2• 

Wir diskutieren zunächst die Experimente über die Multiplizität und die 
Statistik der Atomkerne. Aus dem Intensitätswechsel in den Bandenspektren 
und ebenso aus dem Tieftemperaturverlauf der spezifischen Wärme zweiatomiger 
Moleküle mit gleichen Kernen kann man schließen, daß das statistische Gewicht 
eines gegebenen Rotationsenergieniveaus hier größer ist als das quantentheore
tische Gewicht 2 I + 1 der räumlichen Entartung, wobei I das Impulsmoment 
des rotierenden Moleküls darstellt!. Das tatsächliche Gewicht erfordert noch 
die Multiplikation mit einem Faktor g8 bzw. gA, je nachdem ob der betreffende 
Zustand des Moleküls in den l{aumkoordinaten der beiden Kerne symmetrisch 
oder antisymmetrisch beschaffen ist. Die Zahl der Atome in einem Zustand 
mit der Energie E.1 und einer symmetrischen Wellenfunktion ist somit nach 
dem BoLTZMANNschen Verteilungssatz bei der absoluten Temperatur T pro-
portianal mit 

(3, 1) 

Eine ähnliche, aber mit gA geschriebene Formel gilt für antisymmetrische Zu
stände. Die experimentellen Daten geben nicht die absoluten Werte von g8 , gA, 
sondern nur das Verhältnis g8 : gA. 

Die Interpretation der Stoßversuche ist ähnlich 3 • Für Stoßprozesse, bei 
welchen ein Kern (z. B. ein <X-Teilchen) durch einen gleichartigen Kern gestreut 
wird, kann man eine Streuformel bei Benutzung in den Raumkoordinaten 
symmetrischer Wellenfunktionen und eine andere bei Benutzung in den Raum
koordinaten antisymmetrischer Wellenfunktionen ableiten. Wir bezeichnen mit R 
das Verhältnis der Anzahl der in einer gegebenen Richtung gestreuten Partikel 
zu der nach der klassischen Theorie erwarteten Anzahl. R 8 sei das berechnete 
Verhältnis unter Verwendung symmetrischer Funktionen und RA das Ver
hältnis für antisymmetrische Funktionen. Dann kann gezeigt werden4 , daß 

R = [;sRs_ +g~J!_A 
gs + gA ' 

(3, 2) 

wo g8 und gA wiederum die obigen Gewichtsfaktoren darstellen. Für Streuung 
unter 45 ° ist R8 = 2 und RA= 0, woraus das Verhältnis g8 : gA hier besonders 
einfach erhalten werden kann. 

Die Existenz der Gewichtsfaktoren g8, gA kann leicht durch die Annahme 
erklärt werden, daß der Grundzustand des betreffenden Kernes entartet ist. 
Nehmen wir an, daß dieser Zustand n-fach entartet ist, d. h. daß es eine Koor-

1 Siehe ds. Handb., Kap. 4 (F. HuND), Ziff. 23. 
2 Vgl. S. 803, Anm. 2. 
3 Vgl. ds. Handb., Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 5. 
4 Der Fall g8: gA ~c 3: 1 ist in Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 5, behandelt; der allgemeine 

Fall läßt sich mittels ähnlicher Betrachtungen durchführen, siehe T. SEXL, ZS. f. Phys. 
Bd. 80, S. 690. 1933. 
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dinate a gibt, welche in n stationären Zuständen der gleichen Energie existieren 
kann; wir ordnen ihr die Wellenfunktionen 

X1(a), X2(a) ··· Xr(a) ··· Xn(a) 
zu. Für ein Paar solcher Kerne werden die folgenden n 2-stationären Zustände 
existieren (welche alle symmetrisch oder antisymmetrisch sein müssen): 

Zahl I 
der Zustände I Typus der Wellenfuuktion 

n Xr (al) Xr (a2) 
n(n- 1) 

Xr (al) Xr• (a2) + Xr (a2) Xr• (al), 2 

n(n- 1) 
Xr (al) Xr• (a2) - Xr (az) Xr• (al) 2 

r 

r ! 

r' 

r' 

Symmetrisch (S) 
oder anti

symmetrisch (A) 

s 
s 

A 

Es folgt somit, daß -~ n (n + 1) symmetrische und ·~ n (n - 1) antisymmetrische 
Zustände existieren. 

Gehorchen die Kerne der Einstein-Bose-Statistik, so muß eine in den Raum
koordinaten symmetrische Wellenfunktion mit einer in den Spinkoordinaten 
symmetrischen Wellenfunktion verbunden sein, und umgekehrt. Wir haben 
somit gs = in(n + 1), gA = in(n- 1) } 

EINSTEIN-BOSE. (3 3) 
gs:gA=(n+1):(n-1) ' 

Gehorchen die Kerne der Fermi-Dirac-Statistik, so muß eine in den Raum
koordinaten symmetrische Funktion mit einer in den Spinkoordinaten anti
symmetrischen Funktion verbunden sein. Wir haben somit 

gs=ln(n-1), gA=in(n+1) l (3, 4) 
J 

FERMI-DIRAC. 
gs: gA = (n- 1): (n + 1) 

Aus der Bestimmung des Verhältnisses g8 : gA ist es daher möglich, den Wert 
von n, d. h. die Multiplizität des Grundzustandes des Kernes und auch die Statistik, 
der die Kerne gehorchen, zu finden. 

Man schreibt gewöhnlich die Entartung des Grundzustandes des Kernes 
der Existenz eines Drehmomentes ili (2 i = ganze Zahl) zu, und nimmt in Ana
logie zu dem Verhalten der äußeren Elektronen an, daß die Multiplizität (statisti
sches Gewicht) n des Grundzustandes durch 

n = 2i + 1 

gegeben ist. Für die Richtigkeit dieser Auffassung liegen Anzeichen aus den 
Hyperfeinstrukturaufspaltungen vor. Andererseits zeigen gewisse Kerne 1, für 
die nach den Bandenspektren ein entarteter Grundzustand zu erschließen ist, 
keine Hyperfeinstrukturen, es ist daher nicht sicher, daß die Entartung hier 
einem Kernspin zugeschrieben werden muß. 

Es ist gebräuchlich, die experimentellen Ergebnisse m t auszudrücken. 
Wir haben dann 

gs:gA = (i + 1) :i 
g8 :gA = i: (i + 1) 

EINSTEIN-BOSE, 

FERMI-DIRAC. 
(3' 3') 
(3, 4') 

Die auf den besprochenen Wegen aus experimentellen Ergebnissen abge
leiteten Kernspins sind in Tabelle 2 (S. 804) angegeben, zusammen mit den 
Resultaten der Analyse von Hyperfeinstrukturen. 

1 Al, Cl, P, K; vgl. S. TOLANSKY, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 336. 1932. und H. ScHü
LER u. H. BRücK, ZS. f. Phys. Bd. 55, S. 575. 1929. 
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Das in Tabelle 2 angegebene Spinmoment i = 1 und die Einstein-Bose
Statistik des Stickstoffkerns bilden eines der merkwürdigsten Rätsel der Kern
physik. Ist dieser Kern aus Elektronen und Protonen aufgebaut, so muß er 
14 Protonen und 7 Elektronen enthalten. In der Elektronenhülle würde eine 
ungerade Anzahl von Elektronen ein halbzahliges Gesamtspinmoment s = -~-, 
~~-, t, ... verursachen. Es ist daher schwer zu verstehen, wie ein Kern mit 
einer ungeraden Anzahl von Partikeln das Drehmoment 1 haben kann. Dies 
wurde zuerst von KRONIG 1 betont. Es ist somit wahrscheinlich, daß das 
Elektron sein Spinmoment im Kern verlieren kann. 

Noch schwerwiegender ist die Tatsache 2, daß der Stickstoffkern, obgleich 
er eine ungerade Partikelanzahl besitzt, der Einstein-Bose-Statistik genügt. Man 
sollte denken, daß der Austausch zweier Kerne dem Austausch der Partikel, 
Protonen und Elektronen, aus denen er aufgebaut ist, äquivalent ist. Man 
sollte somit erwarten, daß bei vollständigem Austausch zweier Stickstoffkerne 
die resultierende Wellenfunktion das entgegengesetzte Vorzeichen hat als vor 
dem Austausch, d. h. daß die Fermi-Dirac-Statistik zutrifft an Stelle der Einstein
Bose-Statistik. 

Wegen dieser Schwierigkeiten ist es seit der Entdeckung des Neutrons ge
bräuchlich geworden, die Kerne als .aus Protonen und Neutronen aufgebaut zu 
betrachten und anzunehmen, daß das Neutron den Spin-~ besitzt und der Fermi
Dirac-Statistik genügt. Alle bekannten experimentellen Werte von Kernspin 
und Statistik sind mit dieser Hypothese im Einklang. Wenn das Neutron aus 
einem Proton und einem Elektron besteht, so schiebt andererseits diese An
nahme die bei N14 aufgetretenen Schwierigkeiten nur dem Neutron zu. 

4. Hyperfeinstruktur und Kernmoment. Viele Spektrallinien, besonders 
solche der schweren Elemente, zeigen eine enge Feinstruktur, deren Aufspaltung 
von der Größenordnung einer Wellenzahleinheit ist. Diese Aufspaltung ist be
deutend kleiner als jene der gewöhnlichen Multiplettstrukturen dieser Atome 
und deswegen nennt man sie Hyperfeinstruktur. 

Hyperfeinstrukturaufspaltungen können zweierlei Ursachen haben: 
1. eine Entartung des Grundzustandes des Atomkernes, 
2. das Vorhandensein von Isotopen. 
PAULI 3 gab als erster ein charakteristisches Merkmal an, mit Hilfe dessen 

die beiden Möglichkeiten unterschieden werden können. Hat die Aufspaltung 
in der Gegenwart von Isotopen ihren Grund, so gehört jede Linie eines Multi
pletts einer anderen Atomart an, und somit sollten die Zeemanaufspaltungen 
einer jeden Einzellinie für alle Feldstärken voneinander unabhängig sein. Diese 
durch Isotope bedingten Hyperfeinstrukturen sollen in der folgenden Ziff. 5 
besprochen werden. 

Wenn jedoch die Zeemankomponenten für starke Magnetfelder eine von 
der ursprünglichen Hyperfeinstruktur verschiedene Anordnung ergeben und bei 
schwachen Feldern eine gegenseitige Beeinflussung der Komponenten auftritt, 
so kann man sicher sein, daß die verschiedenen Hyperfeinstrukturkomponenten 
zu denselben Atomen gehören. Da man aus den Bandenspektren weiß, daß 
die Grundzustände gewisser Kerne entartet sind und eine bestimmte Multi
plizität n besitzen, wird man zu dem Schluß geführt, daß diese Entartung durch 
die Wechselwirkung mit der Elektronenhülle aufgehoben und die Hyperfein
strukturaufspaltung hierdurch verursacht wird. n ist dann die Maximalzahl der 

1 R. DE L. KRONIG, Naturwissensch. Bd. 16, S. 335. 1928. Dasselbe Verhalten zeigen 
andere Kerne, z. B. Isotopen von Cd, Hg, Pb; vgl. Tab. 2. 

2 W. HEITLER u. G. HERZBERG, Naturwissensch. Bd. 17, S. 673. 1929. 
3 W. PAULI, Naturwissensch. Bd. 12, S. 741. 1924. 
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Tenne eines jeden Hyperfeinstrukturmultipletts. Leider ist bisher nur ein Fall 
bekannt, wo die aus dem Bandenspektrum abgeleitete Multiplizität mit der 
aus der Hyperfeinstruktur gefolgerten verglichen werden kann; es betrifft dies 
das Li7 , wo beide Methoden dasselbe Resultat! i = 1 geliefert haben. 

PAULI 2 hat folgende Annahmen vorgeschlagen, um eine Entartung zu er
klären: Er setzt voraus, daß der Kern eine ausgezeichnete Achse hat und ein 

-+ 
charakteristisches Drehmoment I'/i, wo 

li I= i 
für den gleichen Kern immer denselben Wert besitzt und für verschiedene Kerne 

-+ 
die Werte 0, -L 1 ... annehmen kann. I 'Ii kann sich mit dem gesamten Dreh-

-+ 
moment ]'Ii der Elektronenhülle zusammensetzen und das resultierende Mo-

~ ~ 

ment F'/i bilden, entsprechend den Gesetzen, nach welchem sich die Vektoren L 
~ 

und S in der gewöhnlichen Theorie der Multiplettstruktur zusammensetzen 3• 
~ 

Ferner wird angenommen, daß der Kern ein zu I paralleles magnetisches Moment 
vom Betrage 

( ") eh . 
# = g 2 2mc 2 (4, 1) 

hat (m Elektronenmasse), und daß die Hyperfeinstruktur der Wechselwirkung 
zwischen diesem Moment und dem durch die Bahnbewegung verursachten 
magnetischen Felde zuzuschreiben ist. g (i) kann als ein "Landefaktor" des 
Kernes bezeichnet werden 3• Es ist außer für Protonen4 nicht möglich, theore
tische Voraussagen über seinen Wert zu machen. Nach den beobachteten Auf
spaltungen muß 

g(i)"' 1 
1000 

sein. Das magnetische Moment des Kernes ist somit von der Größenordnung 
ein Tausendstel eines BoHRsehen Magnetons. 

Mit Hilfe dieser Annahmen ist es möglich, einige Voraussagen über die 
Hyperfeinstrukturen zu machen, von denen die meisten in Übereinstimmung mit 
der Erfahrung sind, vereinzelt jedoch ernste Schwierigkeiten auftreten. 

Gemäß dieser Theorie ist die Multiplizität (das statistische Gewicht) des 
Grundzustandes des Kernes 2 i + 1. Ein gegebener Elektronenzustand kann in diese 
Zahl von Komponenten jedoch nur aufspalten, wenn i kleiner ist als die Gesamt
Drehimpulsquantenzahl j des ersteren. Die Zahl der Komponenten für i größer 
als j beträgt 2j + 1. Um eine erste Übersicht über diesen Effekt zu geben, nehmen 

-~ 

wir an, daß das mittlere magnetische Feld H im Zentrum des Atoms parallel 
~ 

zu J steht, so daß wir dafür schreiben können 
-+ ->-
H=B]. (4, 2) 

Auf die Berechnung von B kommen wir weiter unten zurück. 
Die von dem magnetischen Moment des Kernes herrührende Energie wird 

daraufhin 
-+ -+ en -~ -+ 

.JE =(p, · H)= B zmcg(i) (I·]); (4, 3) 

1 A. HARVEY u. F. A. }ENKINS, Phys. Rev. Bd. 35, S. 789. 1930 (i aus Banden be-
stimmt); H. ScHÜLER u. J. E. KEYSTON, ZS. f. Phys. Bd. 68, S. 174. 1931. 

2 W. PAULI, l. C. 
s Vgl. Kap. 4 (F. HuND), Ziff. 15. 
' Vgl. S. 803. 
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mit der gebräuchlichen Abkürzung 

A = (!}!_ g(i) B 
2mc 

(4, 4) 

ergibt sich demnach 
~ ··:'Jo. 

. l E = A (I · ]) . (4, 5) 
-+ -+ 

Bei Abwesenheit eines äußeren magnetischen Feldes vereinigen sich I und J 
-~ 

zu einem resultierenden Vektor F, der das Gesamtdrehmoment des Atoms dar
stellt. Demgemäß hat man entsprechend dem gewöhnlichen VektormodelP 

-~ -). 

(I·}) = Hf(! + 1) - i (j + 1) - i (i + 1)]. 

Die verschiedenen Werte von f ergeben die verschiedenen Terme des Multipletts. 
Wir haben somit 

L1E1 = -!A[/(1 + 1)- j(j + 1)- i(i + 1)], 

wo f folgende 2i + 1 bzw. 2j + 1 Werte annimmt: 

i + j, i+j-1, ... Ji-jj, 

wie man leicht aus dem Vektormodell (Abb. 8) ersehen kann. 

(4, 6) 

Dieses Gesetz scheint in Übereinstimmung mit der Erfahrung zu sein 2, 

soweit die relativen Größen der Aufspaltungen eines auf drei oder mehr Fein
strukturniveaus (i, j fest, f verschieden) beruhenden Multi
pletts in Frage kommen. Weiterhin stehen die aus verschie
denen Linien abgeleiteten Werte von i miteinander in Über
einstimmung. Schwierigkeiten können jedoch auftreten, wenn 
wir versuchen, A zu berechnen und einen Vergleich der Hy
perfeinstrukturaufspaltungen verschiedener Grobstruktur
terme desselben Atoms vorzunehmen. Die erhaltenen Ergeb
nisse deuten darauf hin, daß die Hyperfeinstrukturaufspal
tung im allgemeinen tatsächlich dem skalaren Produkt zweier 
Vektoren zugeschrieben werden muß, von denen einer in der 

-~ 

Richtung von J liegt und der andere mit dem Kern verbun-
den ist. CASil\IIR 3 hat jedoch einige Resultate von ScHÜLER 
und ]üNES 4 über die Hyperfeinstrukturaufspaltung zweier 
optischer Linien von Hg untersucht, welche (zufällig) einen 
gegenseitigen Abstand von der Größenordnung der Feinstruk- Abb. s. Vektorielle zu
turverschiebung besitzen, so daß die Aufspaltung der einen sammensetzung von ;, i 

und f. 
Linie die der anderen beeinflußt. CASIMIR findet, daß die 
beobachtete Aufspaltung hier nicht nach dem Vektormodell erklärt werden kann. 

Der Zeemaneffekt von Linien, welche Hyperfeinstruktur zeigen, kann nach 
dem Vektormodell in ähnlicher Weise erklärt werden. Ist das magnetische Feld 
so stark, daß es eine größere Aufspaltung als jene der Feinstruktur verursacht, 
so tritt eine dem Paschen-Back-Effekt analoge Erscheinung auf. Das magnetische 

---).- ~+ 

Feld zerstört die Koppelung zwischen I und J und beide Vektoren stellen sich 

1 Vgl. z. B. L. PAULING u. S. GounsMIT, The Structure of Line Spectra, Kap. V. ::\IcGraw 
Hili Book Co. 1930. 

2 Vgl. z. B. H. KALLMANN u. H. ScHÜLER, Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 11, 
S. 134. 1932. 

3 H. CASß!IR, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 811. 1932. 
4 H. ScHÜLER u. E. G. ·joNES, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 801. 1932. 
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unabhängig voneinander nach dem magnetischen Felde ein. Sei m}i die Kompo-
~ 

nente von I in der Richtung des magnetischen Feldes H und m11i die entspre-_,. 
chende Komponente von J, wie in Abb. 9 dargestellt. Bedeutet g den Lande
faktor für das Atom, so beträgt die von dem magnetischen Felde herrührende 

m; 

Abb. 9. Orientie~ 
rungvon iundjim 
starken Magnet-

feld. 

Zusatzenergie 

Da jedoch g ::::> g (i), so ist der erste Term in der Klammer vernach
lässigbar, und die von dem magnetischen Felde herrührende 
Energie wird 

(4, 7) 

wie im Normalfall ohne Hyperfeinstruktur. Die Wechselwirkungs-_,. _.. 
energie zwischen I und J, welche die Hyperfeinstrukturaufspal
tung jeder Zeemankomponente verursacht, ist jedoch verschieden 
von der, die ohne Feld vorhanden wäre, entsprechend der neuen 

·+ ~ 

Orientierung von I und J. Sie beträgt 

-+ -
A(I·J), - ~ wo der Strich eme Zeitmittelbildung bedeutet; der Winkel zwischen I und J 

+ -ist nämlich nicht mehr konstant, da J um H ungefähr 1000mal schneller als I 
·+ _.. 

rotiert. Der Mittelwert von (I. J) ist 
____.. --+ )-- -~ -* -)o-

ij cos(I · J) = ij cos(I · H) cos(J · H) = mimJ. 

Die vollständige Formel für die Aufspaltung in einem magnetischen Felde lautet 
demnach 

(4, 8) 

Entsprechend der Kleinheit der Kernspinkräfte ist für jeden Übergang L1 mi = 0. 
Jede Spektrallinie spaltet somit in 2i + 1 äquidistante Komponenten auf, deren 
Trennung durch die Differenz der Produkte A m1 für den Anfangs- und End
zustand gegeben ist. Da A für jede Linie aus der Hyperfeinstruktur ohne Magnet
feld bestimmt werden kann, ist es möglich, die Hyperfeinstruktur der Zeeman
komponenten für jede Linie aus der Hyperfeinstruktur der ungestörten Linie 
quantitativ vorauszusagen. Die erhaltenen Ergebnisse befinden sich mit dem 
Experiment in vollständiger Übereinstimmung 1. 

Diese Erfolge zeigen, daß wir mit der Beschreibung der Feinstruktur
aufspaltung durch magnetische Wechselwirkung zwischen dem Kern und der 
Elektronenhülle auf dem richtigen Wege sind. Die Berechnung der absoluten 
Größe der Aufspaltung führt jedoch zu Schwierigkeiten. Das Hauptproblem 
ist die Bestimmung von H, der magnetischen Feldstärke im Mittelpunkt des 
Atoms. Nach dem Vektormodell wird A gemäß (4, 2) und (4, 4) durch 

A = en (i) H 
2mcg 1 (4, 9) 

bestimmt. 

1 Vgl. H. KALLMANN u. H. ScHÜLER, 1. c. 
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FERMil hat das "Einelektronenproblem" (Alkaliatome) behandelt, indem 
er von der Quantenmechanik anstatt von dem Vektormodell ausgeht. Er be
schränkt sich dabei auf 5- und P-Terme. Für den Kern nimmt er ein magnetisches 
Moment vom Betrage p, an, dessen Komponenten m.", m 11 , mz q-Zahlen von 
dem Typus sind, wie sie von PAULI in die Theorie des Elektronspins eingeführt 
wurden 2, und die den Relationen 

m 11 m.,- m:cm11 = f-1: m.., usw. 

genügen, so daß das Vektorpotential für das magnetische Feld des Kernes 
_,. 1 __,.. ~ 
lU=-- [m·r] ra 

ist. Er behandelt dann die Bewegung des Elektrons in dem Felde eines solchen 
Kernes mit Hilfe der DrRACschen relativistischen Gleichung. Die wegen des 
magnetischen Momentes hinzuzufügende Wechselwirkungsenergie ist 

~ _,.. 
e (S · 9() , 

_,. 
wo S den von DIRAC 3 eingeführten Vektor darstellt: 

'o I 0 0 1 0 0 0 -z 0 0 1 0 

:o 0 0 0 0 i 0 0 0 0 -1 
S."=l 1 0 0 ' 

Sy= 
0 -2 0 0 ' 

S.,= 
1 0 0 0 

I~ 0 0 0 i 0 0 0 0 -1 0 0 

Diese Wechselwirkungsenergie wird als kleine Störung betrachtet und die Auf
spaltung der entarteten Lösungen der DIRACschen Gleichung berechnet. Als 
ungestörte Lösungen nimmt FERMI für die vier Komponenten der DmAcschen 
Wellenfunktion tp1 , tp2 , tp3 , tp4 näherungsweise: 

ifi {( 0 . 0 ) 0 } 
tp1 =2mc Eix- 2 oy tp."+a;"Pa' 'IJ'a = C'ljJ, 

"P2 = 2i~c {(o0x + i o8:y) 'lfJa- o0z tp."}' 1jJ4 = c''IJ', 

wo tp eine Lösung der nichtrelativistischen ScHRÖDINGERschen Gleichung ist 
und c, c' Konstante sind. In FERMis Methode wird somit der Spin berücksich
tigt, aber nicht der relativistische Korrektionsterm. Der Vorteil der Benutzung 
der DIRACschen Gleichung liegt darin, daß man in unzweideutiger Weise sieht, 
wie der Spin berücksichtigt werden muß. 

Für die Terme P, und P 3 bestätigt diese Berechnung das mittels des Vektor-
• " modells erhaltene Resultat (4, 6). Für einen einzigen 5-Term kann natürlich 

kein Vergleich zwischen Theorie und Experiment angestellt werden, da in diesen 
Fällen nur ein Intervall vorkommt. Aus der beobachteten Aufspaltung kann 
nur g (i) berechnet werden. Für 5-Terme ist die erhaltene Aufspaltung 

" 8.n-2i+1(efi')2 "{ }' LJE = --- -.-- - g(z) tp(O) 2 
3 z 2mc ' 

1 E. FERMI, ZS. f. Phys. Bd. 60, S. 320. 1930. 
2 Vgl. Kap. 2 (W. PAuLr), Ziff. 13. 
3 P .. A. M. DrRAC, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 117, S. 351. 1928. 

Handbuch der Physik. 2. Aufl. XXIV/I. 

(4, 10) 

51 
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wo "P (0) der Wert der ScHRÖDII\GERschen Wellenfunktion des S-Elektrons im 
Ursprung ist und nach der HARTREE- oder THOMAS-FERMischen Methode be
rechnet werden kann 1 • Für 2P,-Terme ist die Aufspaltung nach FERMI 

.2 

, 32 ( eh )2 . j' 1 . 1IE = ··~ .··· ~ g(t) i"P(r)j2dr. 
3 2mc r 3 

(4, 11) 

Das Integral kann aus der Aufspaltung (j der beiden Terme des P-Dubletts 
erhalten werden, denn es gilt angenähert 2 

Leider ist die vorausgesetzte Trennung der P-Terme bei den Alkalien außer
ordentlich klein, da in einem Einelektronenatom die Elektronendichte in der 
Nähe des Kernes klein wird. Es ist somit nicht möglich, einen Vergleich 
zwischen den berechneten Werten von g (i) für S- und P-Terme anzustellen. 
Für zwei oder mehr Elektronen kann die Aufspaltung beträchtlich sein, wenn 
die Konfiguration eine teilweise eindringende s-Bahn enthält. g (i) kann dann 
für dasselbe Element aus dem S- und P-Termen berechnet und verglichen 
werden. 

Die aus den verschiedenen Linien desselben Elementes erhaltenen Daten 
sind jedoch keineswegs in guter Übereinstimmung. So findet RACAH:J für Thallium 

Term g (i) 

2p~ 1/460 

zpq 1/187 5 
2.Sl 1/18 so 

2 

RACAH hat hierbei für die eindringende s-Bahn in der Nähe des Kernes die 
Relativitätskorrektion berücksichtigt, deren Notwendigkeit von BREIT hervor
gehoben worden ist~. 

Es ist natürlich außerordentlich schwierig, zuverlässige Abschätzungen über 
die Wellenfunktionen dieser komplizierten Atome anzustellen, und es ist möglich, 
daß der Fehler daher in den berechneten Werten des magnetischen Feldes für 
das Atomzentrum gelegen ist. Es wäre jedoch auch möglich, daß die Wechsel
wirkung zwischen einem magnetischen Felde und einem kleinen Kernmagneten 
durch die bisherige Theorie nicht richtig wiedergegeben wird 5• Diese Möglich
keit ist vereinbar mit der Geltung der Intervallregel (4, 6), bei welcher an
genommen wird, daß die Aufspaltung der Wechselwirkung zweier Vektoren 
zuzuschreiben ist. 

Li7 + ist von GüTTINGER und PAULI 6 , sowie von BREIT und DoERMAI\ 7 

theoretisch untersucht worden. Hier ist die Hyperfeinstrukturaufspaltung von 
derselben Größenordnung wie die gewöhnliche Multiplettaufspaltung und das 
Problem kann daher nicht als Einelektronenproblem behandelt werden. Man 
hat hier aber überhaupt nur zwei Elektronen und kann daher das Problem 

1 Vgl. Kap. 4 (F. HuND), Ziff. 20. 
2 Vgl. E. FERMI, L c. Gleichung (7). 
3 G. RACAH, Nuovo Cimento Bd. 8, Nr. 5. 1931; ZS. f. l'hys. Bel. 71, S. 431. 1931. 
4 G. BREIT, Phys. H.ev. BeL 35, S. 1447. 1930. 
5 Vgl. S. GounsMIT, Phys. Rev. Bd. 37, S. 1014. 1931. 
6 P. GüTTINGER, ZS. f. Phys. Bel. 64, S. 749. 1930; P. GüTTINGER u. \V. PAULI, ebenda 

Bel. 67, S. 743. 1931. 
7 G. BREIT u. F. \V. DoERMAN, Phys. Rev. Bd. 36, S. 1262, 1732. 1930. 
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verhältnismäßig genau durchrechnen. Die Aufspaltung des 2 S-Terms ergibt 
für g (i) 

nach BREIT und DoERMAN 

nach GüTTINGER und PAULI 

g(i) = 2,13/1838. 

g (i) = 2,31/1838. 

Die Werte von g (i) für verschiedene Isotope desselben Elements bzw. deren 
Kernmomente können verglichen werden, wenn sowohl eine Isotopenverschiebung 
als auch eine magnetische Aufspaltung beobachtbar ist, da die Elektronen
konfiguration für jedes Isotop dieselbe sein muß. Für eine gegebene Linie muß A 
nach (4, 4) proportional zu g (i) sein. So finden ScHÜLER und JoNES1 für das 
Verhältnis der Kernmomente von Hg199 und Hg201 

fll99 : fl20l "' 0, 9 ' 

wobei das magnetische Moment des Kernes durch fl = ig(i) BoHRsehe Magne
tonen bestimmt ist. Die Werte von i sind hier ·L J. Die Zahl 0,9 ist durch Ver
gleich von zehn Linien jedes einzelnen Isotops erhalten; die Resultate stimmen 
bis auf 5% überein. 

Ist die Diracgleichung auch auf das Proton anwendbar, so sollte dieses 
ein magnetisches Moment e Ti/2M c haben, wo M die Masse des Protons ist 
(= 1838m). Dies liefert 

g(i) = 18~-8. 

Es gibt noch keinen direkten experimentellen Beweis für die Richtigkeit dieses 
Wertes 2 ; jedoch sei erwähnt, daß zwei von den oben gegebenen Daten für Thallium 
innerhalb der experimentellen Fehlergrenze mit g (i) = 1/1838 übereinstimmen. 
Auf jeden Fall ist sicher, daß kein Kern ein magnetisches Moment von der Größen
ordnung eines BoHRsehen Magnetons besitzt, so daß das Elektron sein magneti
sches Moment im Kern verlieren muß. Dies ist nicht überraschend, da ein Elek
tron im Felde der Ladung Z e in seinem Grundzustand nach der DIRACschen 
Theorie bereits einen Teil seines magnetischen Momentes verliert; das restliche 
Moment ist 3 

t [ • l] eh ·1 +2(1-y·) 2 -
3 2mc' 

Z e2 

Y = hc · 

Es ist daher nicht erstaunlich, daß für die viel stärkeren Felder, wie sie in 
einem Kern existieren, das magnetische Moment ganz verschwindet. Wir be
merken, daß viele Elemente mit einer geraden Anzahl von Kernbausteinen nichts
destoweniger einen unganzzahligen Wert von i besitzen. Es scheint, daß Elemente 
mit geradem Atomgewicht für i ein gerades Vielfaches von ! , solche mit unge
radem Atomgewicht für i ein ungerades Vielfaches von } haben. Das Elektron 
scheint somit auch sein mechanisches Moment im Kern zu verlieren, wie bereits in 
Ziff. 3 hervorgehoben worden ist. Sind die Kerne nur aus Neutronen und Pro
tonen aufgebaut (Ziff. 2), so scheint demnach dem Neutron der Spin !Ti zuzu
kommen. 

Die bisher bestimmten Kernmomente sind in Tabelle 2 zusammengestellt 4• 

1 H. ScHÜLER u. E. G. JoNES, ZS. f. Phys. Bd. 74, S. 631. 1932. 
2 Auf der Leipziger magnetischen Tagung (10. 2. 1933) hat 0. STERN über vorläufige 

Ergebnisse von Molekularstrahlversuchen an H 2 berichtet, wonach dem Proton ein zwei
bis dreimal größerer Wert zuzukommen scheint. 

3 Vgl. G. BREIT, Nature Bd. 122, S. 649. 1928. 
~ Soweit kein besonderes Zitat angegeben ist, sind die Daten entnommen dem Bericht 

von H. KALLMANN u. H. SCHÜLER, Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 11, S. 156. 1932. 

51* 
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Tabelle 2. 

Ord- Eie- Eie- Kern-

I 
I Kern- I Ord- I 

I 
nungs· ment Atommasse mo~ent Statistik nungs- ment Atommasse moment 

zahl i zahl 

1 H 
I 

1 t F-D 48 Cd 111. 113 t 
2 He 4 0 E-B Cd 110, 112,114, 116 0 
3 Li 6 0 49 In 115 n t 

Li 7 ~ F-D* 51 Sb 121' 123 ;l? 
2 0 

6 c 12 0 E-B** 53 J 127 9 · .. 
7 N 14 1 E-B 55 Cs 133 7 ? .. 
8 0 16 0 E-B 56 Ba 137 :l? 

t i 
.. 

9 F 19 Ba i 136, 138 0 
11 Na 23 ~. '~ ?) I 57 La 139 ~ 
15 p 31 t 59 I Pr i 141 " " 16 s 32 0 E-B*** 75 I 

Re I 187, 189 5 

17 Cl 35 5 79 Au 197 ~? 
' 

... 
t" K 39 ' >t t 80 Hg 19Y 19 I 

25 Mn 55 -~- Hg 201 :l 
2 

29 Cu 63, 65 :l Hg 198, 200, 202, 204 0 ,. 
31 Ga 

I 

69, 71 _3_ 81 Tl 203, 205 t • 
33 As 75 • 82 Pb 207 t 2 
35 Br 79. 81 :l Pb 204, 206, 208 0 ! "2" 

37 Rb 85 "-? ttt 83 Bi 209 ~ .. 
5. Hyperfeinstruktur und Isotopie. Bei den durch verschiedene Isotope 

bewirkten Hyperfeinstrukturen 1 kommen für die Deutung der Aufspaltungen 
zwei Faktoren in Betracht: 

IX) Der Korrektionsterm für die Rotation des Kerns um das mit der Elek
tronenhülle gemeinsame Gravitationszentrum. Dies ist nur für leichte Kerne 
von Belang, kann nur Aufschluß über die Masse des Kernes geben und möge 
daher im folgenden nicht weiter berücksichtigt werden 2• Für schwere Kerne ist 
dieser Effekt zu klein um beobachtet werden zu können. 

ß) Die Möglichkeit, daß das Leuchtelektron vorübergehend in das Kern
innere eindringt, bei Isotopen mit verschiedenen Feldern innerhalb des Kernes 
demnach verschieden starke Wechselwirkungen zustande kommen. Die dieser 
Ursache zuzuschreibenden Hyperfeinstrukturaufspaltungen bedeuten gegenwärtig 
das einzige Hilfsmittel zur Erforschung der Wechselwirkung zwischen Elektronen 
und Kernen ohne Spin, d. h. Kernen mit nichtentartetem Grundzustand. Von 
verschiedenen Seiten 3 wurden Berechnungen angestellt um zu entscheiden, ob 
die beobachteten Linienverschiebungen durch diese Hypothese erklärt werden 
können. 

* H. ScHÜLER (ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 431. 1930 [Hfs]; L. P. GRANATH, Phys. Rev. 
Bd. 30, S. 1018. 1930) hat diese Resultate aus der 3P 1 - 35-Linie der Li+ bestätigt. W. R. 
VAN WmK u. A. J. VAN KoEVERINGE (Proc. Roy. Soc. London [A] Bd. 132, S. 193. 1931) 
sowie A. HARVEY und F. A. JENKINS (Phys. Rev. Bd. 35, S. 789. 1930) haben dasselbe Resultat 
aus Banden erhalten. 

** W. H. S. CHILDS u. R. MECKE, ZS. f. Phys. Bd. 64, S. 162. 1930 (aus C2H 2-Banden). 
*** S. M. NAUDE u. A. CHRISTY, Phys. Rev. Bd. 37, S. 490 u. 903. 1931 (aus 

Banden in S2). 

t F. W. LooMIS u. R. E. NusBAUM, Phys. Rev. Bd. 39, S. 189. 1932 (Banden). 
tt D. A. JACKSON, ZS. f. Phys. Bd. 80, S. 59. 1933 (Hfs). 
ttt D. A. }ACKSON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 139, S. 673. 1933. 
1 Der erste Fall reiner Isotopen-Hyperfeinstrukturen (Ne) wurde von G. HANSEN, 

Naturwissensch. Bd. 15, S. 163. 1927, untersucht. 
2 Vgl. Kap. 3 (H. BETHE), Ziff. 21. 
3 J. H. BARTLETT, Nature Bd. 128, S. 408. 1931; G. RACAH, ebenda Bd. 129, S. 423. 

1932; G. BREIT, Phys. Rev. Bd. 42, S. 348. 1932. 
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Für das elektrische Feld des Kernes wird dabei der Ansatz benutzt 

V(r) = -Z e2Jr, 
(5' 1) 

Der Radius r 0 des Kernes wird von der Größenordnung 10- 12 cm vorausgesetzt 
und die Differenz ,1 r 0 der Kernradien zwei er Isotope zu 

angenommen. 
Die durch die Abweichungen vom CouLOMBsehen Gesetze bedingten Ver

schiebungen der Energieniveaus eines s-Elektrons sind dann gegeben durch 

':'(z 2 z 2) 
/IE = j -f - ~r: [1p(r)[24nr2dr, (5' 2) 

0 

wo 1p die Wellenfunktion des Elektrons bedeutet. Es ist jedoch sehr schwierig, 
(5, 2) in der Nähe des Atommittelpunkts bis auf einen Faktor 100 abzuschätzen 
wegen der Ungewißheit der Elektronenkonfigurationen der in Betracht kommen
den komplizierten Atome (Hg, Pb, Tl). RACAH 1 erhält für die Verschiebung 
einen mehr als 100fach größeren Wert wie den beobachteten, indem er die aus 
der DmAcschen relativistischen Wellengleichung abgeleiteten Funktionen benutzt. 
Andererseits schließt BREIT 2, daß RACAHS Werte für die Wahrscheinlichkeit, 
ein Elektron in der Nähe des Kernes zu finden, zu groß sind, und daß die 
Theorie Resultate von derselben Größenordnung liefert wie die Beobachtungen. 
Es ist somit wahrscheinlich gerechtfertigt, anzunehmen, daß die potentielle 
Energie eines in der Nähe des Kernes befindlichen Elektrons jedenfalls nicht 
größer ist als die durch (5, 1) gegebene potentielle Energie. 

B. Die radioaktiven Atomkerne. 
6. Quantenmechanische Erklärung des <X-Zerfalls. Angenommen, ein Kern 

mit N <X-Partikeln habe die Energie E (N), ein ähnlicher Kern mit N- 1 <X-Par
tikeln, aber der gleichen Anzahl von freien 3 Protonen und Elektronen, habe 
die Energie E (N - 1); dann ist nach den Prinzipien der Quantenmechanik, 
wie wir bereits in Ziff. 2 gesehen haben, im Falle 

E(N -1) < E(N) 

der Kern mit N <X-Partikeln unstabil, und es besteht eine bestimmte Wahr
scheinlichkeit }. dafür, daß der Kern in der Zeiteinheit unter Aussendung einer 
<X-Partikel mit der Energie E (N) - E (N - 1) zerfällt. Die Größe }. wird Zer
fallskonstante genannt und hat Werte, die erfahrungsgemäß zwischen 10- 18 sec- 1 

(U1)* und 1011 sec- 1 [TbC' (ber.)] gelegen sind. GAMOW 4 und gleichzeitig GuRNEY 
und CoNDON 5 haben gezeigt, daß zu einer Berechnung von }. nur die folgenden 
Annahmen notwendig sind: 

1. Die <X-Partikel, welche den Kern aufbauen, befinden sich innerhalb eines 
Gebietes vom Radius r 0 (0010- 12 cm). 

1 G. RACAH, l. c. 2 G. BREIT, l. c. 
3 D. h. nicht in c.;-Partikeln gebunden. 
* Nachtrag bei der Korr.: Für die kürzlich festgestellte c.;-Aktivität des Sm berech

net sich nach den Angaben von G. HEVESY und M. PAHL (Nature Bd. 131, S. 434. 1933) 
;, 00 2. 1o·- 20 sec-· 1 . 

4 G. GAMOW, ZS. f. Phys. Bd. 51, S. 204. 1928. 
5 R. W. GuRNEY u. C. U. CoNDON, Nature Bd. 122, S. 439. 1928. 
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2. Für größere Abstände vom Kernzentrum als r0 wird das Verhalten eines 
IX-Teilchens durch eine Wellenfunktion '!fJ bestimmt, welche der ScHRÖDINGER
schen Gleichung für eine geladene Partikel in einem Coulombfelde genügt. 

Der so bestimmte Wert von 1 ist eine Funktion der Atomnummer, der 
Energie der emittierten IX-Teilchen und von r0 • J. ist mit r0 nurwenigveränderlich; 
aus den beobachteten 1-Daten kann r0 berechnet werden, wobei die erhaltenen 
Werte sämtlich zwischen 6 · 10- 13 cm und 9,5 · 10- 13 cm gelegen sind. Anderer
seits ist die Abhängigkeit von der Zerfallsenergie enorm und gibt zu dem beob
achteten sehr großen Bereich von }. Anlaß. 

Die Theorie von GAMOW und von GuRNEY und CoNDON kann folgendermaßen 
skizziert werden: jede individuelle IX-Partikel soll sich in einem Felde bewegen 

von der in Abb. 10 gezeichneten Beschaffen-
Y(r) heit. Die Abszissen stellen den Abstand des 

IX-Teilchens vom Kern dar, die Ordinaten die 
zugehörigen Werte seiner potentiellen Energie 
V(r). Für r > r0 haben wir 

V(r) = 2Z e2fr. (6, 1) 

Für r < r 0 ist die Potentialfunktion völlig 
'----'--.:!..----....L..--....:rc... unbekannt, doch ist es unnötig, irgendwelche 
Abb.1o. Potential eines tt-Teilchens im Feld Annahmen über ihren wirklichen Verlauf ein-

eines Atomkernes. 
. zuführen. 

Die IX-Partikel mögen im Kern als hin und her oszillierend betrachtet werden; 
wir nehmen an, daß sie die "Wand" des Kernes nmal pro Sekunde treffen. Bei 
jedem "Zusammenstoß" besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit p dafür, daß 
das Teilchen durch die Wand des Potentialberges hindurchdringt und entweicht. 
Die Zerfallskonstante ist dann gegeben durch 

J. = np. (6, 2) 
Für n können wir größenordnungsmäßig die Geschwindigkeit der IX-Partikel 
dividiert durch 2r0 nehmen; man kann diese Geschwindigkeit abschätzen, indem 
man die de Broglie-Wellenlänge hjmv gleich 2r0 setzt. Dies gibt einen Wert v, 
vergleichbar mit der Geschwindigkeit, mit der das IX-Teilchen schließlich aus
gesendet wird. Mit Ii = h(2n erhalten wir 

n=nnj2mr02 • (6,3) 
Dergenaue Wert von n ist von geringer Bedeutung, da der Einfluß des Durch
lässigkeitskoeffizienten p sehr viel größer ist. 

p kann folgendermaßen berechnet werden. Wir suchen eine Lösung der 
ScHRÖDINGERschen Gleichung 

d2lp +2m (E _ 2(Z- 2) e2') 1P = 0 (6, 4) 
dr2 n2 r ' 

welche zwischen r = r0 und r = 2(Z- 2)e2 fE exponentiell abnimmt. Ist '!fJo der 
Wert für r = r0 und '!{J1 für r = 2(Z- 2)e2(E, so wird 

P = 1'!fJd'Pol 2 - (6, 5) 
Löst man (6, 4) durch ein Approximationsverfahren1, welches für große Z gültig 
ist, so findet man, daß 2(Z-2le'/E 1 

p = exp l- 2 f{2n': (E- ~(Z ~2)e2w~ drj' 
To 

= exp [- 4t (Z ~ 2) (2u0 - sin 2uu)l, 
1 Vgl. dies. Handb. Kap. 2, A (\V. PAULI), Ziff. 12. 
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wo 

Wenn man den Ausdruck in der eckigen Klammer nach steigenden Potenzen 
von r0 E/2 (Z - 2) e2 entwickelt und nach dem zweiten Term abbricht, so be
kommt man den folgenden bequemen Ausdruck für p: 

[ 4ne2 (Z- 2) 8emf 1 1] 
P=exp- liv. + h-(Z-2)~r0~. 

Hierin bedeutet m die Masse der !X-Partikel ~ 0 

und v. ihre "effektive" Geschwindigkeit bei 
Berücksichtigung des Kernrückstoßes, näm
lich 

v. = (1 + M )v, 
wo v die wirkliche Geschwindigkeit des Teil
chens und M die Masse des Kernes nach dem 
Zerfall ist. ~ 

. o 

0 

0 

c~~k V~ 
AcC: 

~ 
/Ii I\. 

(6, 6) 

~ Na c 
Ac X "'I\ >n. • 

ß 

1\Th.A 
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\ 

Ve 
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Abb. H. Radien der radioaktiven Kerne. Der Radius für RaC' ist 
für 4<Iog10 l< 5 berechnet. Die Zerfallskonstante für Un ist nicht 
bekannt. (Im wesentlichen nach GAMOW, Bau des Atomkerns. Leipzig 

1932.) 
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Abb. 12. Effektive Geschwindigkeiten der 
~X·Teilchen der radioaktiven Elemente. 

Für die Zerfallskonstante Ä folgt aus (6, 2), (6, 3) und (6, 6) 

nli 4ne2 (Z- 2) 8emf t t 
log.l =log. 2 mro2.- -ti.v. · + ·--Ii (Z- 2) r0 • (6, 7) 

Einsetzen der numerischen Werte ergibt 

log10 /. = 20,46- 1,191 · 109 z-~ + 4,084 ·106 {r;;{[:=. 2), (6, 8) 
v. 

wo A. in sec- 1 gemessen ist. 
Der Ausdruck 4ne2 (Z- 2)/nv. wird numerisch größer als 1 und bedingt 

dadurch den großen Bereich der beobachteten Zerfallskonstanten. 
Die Theorie des radioaktiven Zerfalls ist von verschiedenen Autoren auf 

mannigfache Art durchgeführt worden1 . Die hier gegebene Methode ist zuerst 
durch M. v. LAUE2 entwickelt worden. 

Aus den experimentellen Werten von}. und v. kann nach der Formel (6, 8) 
für jeden radioaktiven Kern r0 berechnet werden. Die Resultate sind in Abb. 11 

1 Vgl. den Artikel von F. G. HauTERMANS (Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. Bd. 9. 
S. 123. 1930). wo die verschiedenen Methoden besprochen sind. 

2 M. V. LAUE, ZS. f. Phys. Bd. 52. S. 726. 1928. 
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dargestellt, wo r0 gegen die Anzahl N" der .x-Partikel im Kern aufgetragen ist. 
Für die C-Elemente, wo Verzweigung stattfindet und wo die .x-Strahlen Fein
struktur zeigen, ist der "Kernradius" r0 jeweils aus der Energie der intensivsten 
Gruppe berechnet, welche nicht die schnellste ist. Es sei bemerkt, daß, abgesehen 
vom Ende jeder Reihe, wo Verzweigung auftritt, r0 eine merklich stetige 
Funktion von N,. ist, die von Z unabhängig sein muß, weil z. B. eine Entfernung 
der ß-Partikel von U1 , Th keinen Einfluß auf die Änderung von r0 hat. 

Die beobachteten Werte von v. sind in Abb. 12 wiedergegeben. In den 
Bereichen der Uranium- und Thoriumreihe, wo keine ß-Zerfälle stattfinden, d. h. 
von U11 bis RaA und von RaTh bis ThA, ist v. eine glatte Funktion von N". 
Die zuerst von GEIGER und NUTTALL1 bemerkte Tatsache, daß log.l. für die 
U- und Th-Reihe eine ziemlich glatte Funktion der Zerfallsenergie E ist, beruht 
darauf, daß alle drei in (6, 8) auftretenden Größen v., r0 , Z innerhalb dieser 
Bereiche glatte Funktionen von N" sind. Der Umstand dagegen, daß in den 
Punkten, wo ß-Zerfall stattfindet, der Sprung in Z durch die Abweichung des E 
bzw. v. von einer glatten Kurve gerade ausgeglichen wird, log.l. somit auch hier 
eine stetige Abhängigkeit von E zeigt, hat gegenwärtig noch keine theoretische 
Erklärung gefunden. 

Für die Actiniumreihe ist E keine glatte Funktion von N"; in dieser Reihe 
treten bedeutende Abweichungen auf. 

7. y-Strahlen und ß-Linienspektrum. Die meisten ß-strahlenden Elemente 
emittieren starke y-Strahlung, aber auch gewisse .x-Strahler. Wie bei den Elek
tronenhüllen kann Lichtemission nur von angeregten Zuständen ausgehen. Man 
muß demnach annehmen, daß die Kerne nach Aussendung von .x-oder ß-Teilchen 
im allgemeinen in angeregten Zuständen zurückbleiben. Der Kern kann dann 
unter Aussendung eines Strahlungsquantums in einen tieferen oder in den Grund
zustand übergehen, wodurch die y-Emission zustande kommt. Die scheinbar 
von einem gegebenen Element (z. B. ThB) emittierte y-Strahlung ist dann in 
Wirklichkeit dem Kern des radioaktiven Folgeproduktes (ThC) zuzuordnen, 
wobei die y-Quanten bereits innerhalb eines winzigen Bruchteils einer Sekunde 
(""'10-13 sec, vgl. Ziff.12) nach dessen Entstehung ausgestrahlt werden. Es ist 
daher jetzt gebräuchlich, die Strahlung des ThB mit ThBC zu bezeichnen; 
die Strahlen werden in Wirklichkeit von dem zweitgenannten Kern emittiert. 

Wie bereits erwähnt, kann ein im angeregten Zustand befindlicher Kern 
durch Emission von y-Strahlen in den Grundzustand zurückkehren. Er kann 
außerdem auf strahlungslosem Wege in den Grundzustand zurückfallen2 , indem 
er seine Energie an ein Elektron der äußeren Elektronenhülle abgibt, wodurch 
dieses herausgeschleudert wird. Es hat sich in diesem Fall eingebürgert zu sagen, 
der y-Strahl ist absorbiert oder umgewandelt durch die Elektronenstruktur des 
Atomsa. Als Folge hiervon beobachtet man an Stelle von y-Strahlen der Frequenz v 
homogene Gruppen von Elektronen mit den Energien 

hv-K, hv-L1 , hv-Lu, .. . , 

wo K, L 1 , Lu ... diejenigen Energien darstellen, die notwendig sind, um ein 
Elektron aus der K-, Lr, L~r ... Schale zu entfernen (ß-Linienspektrum) 4• 

1 H. GEIGER u. J. M. NuTTALL, Phi!. Mag. Bd. 22, S. 613. 1911; ebenda Bd. 23, 
s. 439. 1912. 

2 Vgl. zuerst A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 275. 1922. 
3 Die Frage, ob der y-Strahl erst emittiert und dann absorbiert wird oder ob der Elek

tronenstrahl durch direkte Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronenhülle zustande 
kommt, wird weiter unten diskutiert. 

4 C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soe. London (A) Bd. 99, S. 261. 1921; Bd. 101, S. 1. 1922; 
L. MEITNER, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 131, 145. 1922. 
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K, LI usw. können daher aus den Frequenzen der K-, LrRöntgenstrahlabsorp
tionskanten des betreffenden Atoms berechnet werden, wobei entsprechend der 
obigen Theorie der y-Strahlenemission die dem durch den Zerfall neu gebildeten 
Kern entsprechenden Energien in Betracht kommen. Die Größen K, LI usw. 
sind aus den Daten der Röntgenspektroskopie mit einer Genauigkeit von weniger 
als 1% bekannt, so daß eine scharfe Prüfung dieser Theorie möglich ist. In der 
Tat haben Untersuchungen von MEITNER 1 am ß-Linienspektrum von RaAc 
und AcX sowie von ELLIS und WoosTER 2 an Ra(B + C) auf dem angedeuteten 
Wege bestätigt, daß die y-Strahlen von den durch den Zerfall entstehenden Atomen 
ausgesandt werden 3• 

Wenn das Folgeproduktatom auf diese Weise aus einer der inneren Schalen 
ein Elektron eingebüßt hat, kann es in seinen Normalzustand durch Emission 
von Linien seines Röntgenspektrums zurückkehren. Durch exakte Messung der 
Wellenlängen dieser im y-Spektrum mitenthaltenen Röntgenlinien kann eine 
unabhängige Bestimmung der Atomnummer erhalten werden. RuTHERFORD 
und WooSTER 4 haben dies für die L-Serienlinien des y-Spektrums von RaB 
durchgeführt und daraus geschlossen, daß die Röntgenlinien von einem Kern 
mit der Atomnummer 83 emittiert werden. Da die Atomnummer von RaB 
82 ist und die des gebildeten RaC 83, ergibt sich eindeutig, daß die Röntgen
strahlen nach dem Zerfall emittiert werden. 

An Stelle der Röntgenstrahlen tritt in vielen Fällen eine strahlungslose Aus
sendung von Elektronen der Elektronenhülle der emittierenden Atome selbst auf 
(Augereffekt) 5• So wird z. B. die von RuTHERFORD und WooSTER untersuchte 
L-Strahlung teilweise in der M- und N-Schale "absorbiert" und gibt zu einem 
korpuskularen Elektronenspektrum Anlaß, das im ß-Linienspektrum mitent
halten ist. Die Energien dieser Elektronen wurden von BLACK 6 sowohl für RaB 
als auch für ThB bestimmt und zeigen wiederum, daß die Elektronen nach dem 
Zerfall emittiert werden. 

8. Der innere Umwandlungskoeffizient. Die Intensitäten der y-Strahlen 
und der sie begleitenden ß-Strahllinien können auf verschiedene Weise gemessen 
werden 7• Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf die theoretische Be
rechnung der relativen Intensitäten der y- und ß-Strahllinien. Die Zahl der mit 
der gleichen y-Strahllinie verknüpften ß-Teilchen ist im allgemeinen geringer 
(<20%) als die Zahl der emittierten y-Quanten. Es gibt jedoch Fälle, in 
denen die Zahl der ß-Teilchen größer ist als die der y-Quanten - z. B. bei der 
RaCC'-Linie mit der Energie 14,26 · 105 Volt. 

Angenommen, der Kern Y sei durch IX- oder ß-Zerfall aus dem Kern X 
gebildet worden und habe angeregte Zustände mit den Energien E 1 , E 2 , ••• 

Befindet sich das Element Y mit N Kernen des Elementes X in radioaktivem 
Gleichgewicht, so soll die Anzahl der Kerne Y im rten angeregten Zustand N, 
betragen. Ferner sei g die Wahrscheinlichkeit dafür, daß in der Zeiteinheit ein 
gegebener angeregter Kern den Übergang r-->- s unter Emission eines y-Quants 
ausführt, und b die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Übergang unter Emission 

1 L. MEITNER, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 807. 1925. 
2 C. D. ELLIS u. W. A. WoosTER, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 22, S. 844. 1926; vgl. 

auch ds. Handb. Bd. XXII/1, S. 141. 
3 Vgl. dazu ds. Handb. Bd. XXII/1, Beitrag L. MEITNER. 
4 E. RuTHERFORD u. W. A. WoosTER, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 22, S. 834. 1925. 
5 P. AUGER, J. Phys. Rad. Bd. 6, S. 205. 1925. Vgl. auch H. RoBINSON. Proc. Roy. 

Soc. London (A) Bd. 104, S. 455. 1923; H. RoBINSON und C. L. YouNG, ebenda Bd. 128, 
S. 92. 1930; C. D. ELLIS, ebenda Bd. 139, S. 336. 1933. 

6 D. H. BLACK, Proc. Cambridge Phil. Soc. Bd. 22, S. 838. 1925. 
7 Vgl. ds. Handb. Bd. XXII/1, Beitrag L. MEITNER. 
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eines Elektrons stattfindet. Das Elektron kann aus der K-, Lr, Lu- . .. Schale 
entfernt werden; demgemäß schreiben wir 

(8, 1) 

wo bx die Wahrscheinlichkeit für die Entfernung aus der K -Schale usw. be
deutet. 

Die Größen N,g, N.bx usw. sind die experimentell bestimmten Intensitäten 
der y- und ß-Linien, ausgedrückt in Anzahlen der Elementarprozesse (Partikel 
oder Quanten) pro Zeiteinheit. Die Gesamtzahl aller in der Zeiteinheit stattfinden
den Kernübergänge r _.,.. s beträgt demnach g + b; das Verhältnis der Anzahl b 
der Korpuskularvorgänge zu dieser Gesamtzahl 

<X= bf(g + b) (8, 2) 

nennt man den "inneren Umwandlungskoeffizienten" (internal conversion coeffi
cient) der zum Übergang r ~ s gehörenden y-Linie. Gemäß (8, 1) kann ge
schrieben werden 

<X = <X K + <X Lr + ... 
Die folgende Theorie des inneren Umwandlungskoeffizienten ist von H ULME 1 

und von TAYLOR und MoTT 2 gegeben worden. Die Gesamtwahrscheinlichkeit 
(g + b)dt dafür, daß ein gegebener angeregter Kern in der Zeit dt einen Sprung 
macht, wird als unabhängig von der Gegenwart der Atomelektronen angenommen. 
Die Übergangswahrscheinlichkeit des Kerns in den unteren Zustand wird also 
vollständig der Strahlungsdämpfung zugeschrieben; (g + b) ist gleich dem ErN
STEINsehen A-Koeffizienten der spontanen Emissionsprozesse für den in Frage 
kommenden Übergang 3• Da wir bisher keine genauere Kenntnis von der Kern
struktur haben, kann A gegenwärtig nicht berechnet werden; bei Kenntnis der 
Struktur wäre es wahrscheinlich möglich, A mit Hilfe der DIRACschen Strahlungs
theorie zu berechnen. 

Die obige Annahme ist sicherlich nur dann gerechtfertigt, wenn die Anzahl 
der herausgeschleuderten ß-Teilchen bedeutend kleiner ist als die Zahl der 
y-Quanten, d. h. wenn b <:: g. Ist dies nicht der Fall, so mag die Gegenwart der 
K- und L-Elektronen möglicherweise die Gesamtwahrscheinlichkeit des statt
findenden Kernübergangs beeinflussen. Die Anwendbarkeit der Theorie ist somit 
höchstwahrscheinlich gerechtfertigt für solche Strahlen, wie z. B. die von 
6,12 · 105 Volt des RaCC', wo das beobachtete Zahlenverhältnis der ß- und r-Vor
gänge 0,006 beträgt; für den 14,26 · 105-Volt-Übergang des RaCC' hingegen, wo 
eine intensive ß-Strahlgruppe, aber keine y-Strahlen beobachtet sind, kann unsere 
Annahme nicht zutreffen. Kernübergänge dieses letzteren Typus sollen weiter 
unten betrachtet werden. 

Weiter sei angenommen, daß die Aussendung der ß-Teilchen auf eine ge
wöhnliche lichtelektrische Wechselwirkung der Hülleelektronen mit dem elektro
magnetischen Feld des y-Strahls zurückzuführen ist. Wenn dieses Feld be
schrieben wird durch das Vektorpotential 

..... ..... 
A e-2:r.•vt + A * e+2:uvt (8, Ja) 

und das skalare Potential 

(8, 3b) 

1 H. R. HULME, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 643. 1932. 
2 H. M. TAYLOR u. N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 665. 1932. 
3 Vgl. ds. Handb. Kap. 1 (A. RuBINowrcz), Ziff. 17; Kap. 5 (G. \\"ENTZEL). Ziff. 18. 
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und 1p0 (r), 1p1 (r) die Wellenfunktionen eines K-Elektrons im Anfangs- und End
zustand darstellen (letztere im kontinuierlichen Energiespektrum), dann wird bx 
durch einen Ausdruck von der Form 1 

(8, 4) 

~>-

gegeben sein, wo e01 , j01 die Ladungs- und Strommatrizen bedeuten, die dem 
Elektronenübergang 0 ~ f des K-Elektrons zugeordnet sind. Formeln für (201 , 
~+ 

j01 sind aus der DIRAcschen relativistischen Theorie des Elektrons bekannt; sie 
-)- ---). __ .,.. 

lauten Qof = 'lfli 'lflo, j01 = 'lfli IX 'lflo, wo IX die von DIRAC eingeführten Matrizen 
sind 2• Um bK zu berechnen, benötigen wir daher noch die Kenntnis des elek
tromagnetischen Feldes des y-Strahls. 

Das allgemeinste elektromagnetische Feld einer vom Kern auslaufenden 
Welle kann als Überlagerung der Felder je eines an der Stelle des Kernes befind
lichen HERTZsehen Dipols, Quadrupols usw. betrachtet werden 3• Nach der ge
wöhnlichen wellenmechanischen Theorie 4 strahlt ein Atom das Feld eines Dipols 
bei einem Übergang, bei dem die Drehimpuls-Quantenzahl l des strahlenden 
Systems sich um 1 ändert, und ein Quadrupolfeld bei einem Übergang, bei dem 
,jl = 0 oder 2 ist, wobei der Übergang l = 0 ~ l = 0 verboten bleibt. Es ist 
nicht unvernünftig anzunehmen, daß das Impulsmoment der strahlenden Partikel 
im Kern ebenfalls quantisiert ist und daß mit den verschiedenen Kernüber
gängen Dipol- und Quadrupolfelder verbunden sind, entsprechend Lll = 1 und 
, I l = 0 oder 2. 

Ist mehr als ein angeregtes Teilchen an einem gegebenen Übergang beteiligt, 
wie von RuTHERFORD und ELLIS r; vorgeschlagen wurde, so wird die Zuordnung 
von Quantenzahlen komplizierter; nichtsdestoweniger ist es wahrscheinlich, daß 
entweder ein Dipol- oder ein Quadrupolfeld ausgestrahlt wird. 

GAMOW und DELBRÜCK 6 haben gezeigt, daß in nur aus cx-Teilchen auf
gebauten Kernen der elektrische Schwerpunkt mit dem Massenzentrum zu
sammenfällt und daher das Dipolmoment, das mit jedem Übergang verbunden 
ist, verschwindet. Die bei Übergängen mit Lll = 1 auftretende Dipolstrahlung 
wird dann von geringerer Intensität sein als die Strahlung der Quadrupolüber
gänge. Danach scheint es vernünftig, anzunehmen, daß in einem Kern Quadrupol
und Dipolübergänge mit beobachtbaren Intensitäten stattfinden können und von 
Übergängen höherer Ordnung abgesehen werden darf. 

Das elektromagnetische Feld eines Dipols ist im Anschluß an (8, 3) gegeben 
durch 

und 

wo 

1 \ e2.-rirf!. 
qr2) 

Ax = Av = 0, 

q = 2nvjc. 

1 Vgl. z. B. ds. Handb. Kap. 3 (H. BETHE), Ziff. 47. 
2 Vgl. ds. Handb. Kap. 2, B (W. PAULI), Ziff. 2. 

1 
J 

3 Vgl. z. B. C. G. DARWIN, Trans. Cambr. Phi!. Soc. B<l. 23, S. 137. 1924. 

(8, 5) 

(8, 5') 

4 Vgl. z. B. 0. KLEIN, ZS. f. Phys. Bd. 41. S. 407. 1927, oder dies. Handb. Kap. 2, A 
(\V. PAULI), Ziff. 15. 

5 Lord RuTHERFORD u. C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 132, S. 667. 1931. 
6 G. GAMOW u. M. DELBRÜCK, ZS. f. Phys. Bd. 72, S. 492. 1931; vgl. H. M. TAYLOR u. 

N. F. MoTT, I. c. S. 688, und F. PERRIN, C. R. Bd. 195. S. 775. 1932. 
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Ein solches Feld strahlt pro Zeiteinheit die Energie 16n2 B2 v2/3c aus oder 
8nB2 vf3'hc Quanten hv. Analog ist das Feld eines Quadrupols bestimmt durch 

A = C f2 P (cosß) [-1 + 3 i - 3 1 + 1} e2nir/J., o l 2 r q r2 q2 r3 

A = -3 c COS1'} (_1_ + _i )' eZnir/!.' z .r q r2 

Ax = Ay = 0, 1 
(8, 6) 

welches die Energie 48 n 2 v2 C2/5 c oder 24n vC 2/5 'hc Quanten pro Zeiteinheit 
ausstrahlt. Die KonstantenBund C können gegenwärtig nicht berechnet werden, 
da sie von der besonderen Struktur der Kerne abhängig sind. 

Nach den oben gemachten Annahmen muß die Zahl der pro Sekunde aus
gestrahlten Quanten der gesamten Kernübergangswahrscheinlichkeit g + b gleich
gesetzt werden. Wird b nach Formel (8, 4) mittels (8, 5) oder (8, 6) berechnet!, 
so sieht man, daß die unbekannten Konstanten B bzw. C in dem Verhältnis (6, 2) 

nicht auftreten. bj(g + b) = <X 
An Stelle des "inneren Umwandlungskoeffizienten" <X kann auch die Größe 

<X/(1- <X)= bfg betrachtet werden, welche das experimentell beobachtete Zahlen
verhältnis der einander entsprechenden ß- und y-Prozesse direkt angibt. 

Abb. 13 und 14 zeigen für Z = 84 die berechneten Werte von <XK [ = bKf(g + b)] 
gegen mc 2 jh y aufgetragen, für die beiden Annahmen, daß Quadrupol- oder 

IJ,'I mc!? IJß 
t;= lw 

Abb.13. 

IJß 

6.6'3 

Abb.14. 
Abb. 13 und 14. Innere Absorptionskoeffizienten von RaC und RaB (nach TAYLOR und MoTT, Proc. Roy. Soc. 

London (A) Bd. 138, S. 665. 1932). 

Dipolstrahlung vorliegt. Die durch Kreuze bezeichneten experimentellen Werte 
für die y-Strahlen des RaCC' und RaBC rühren von ELLIS und AsToN 2 her. 
Berücksichtigt man, daß die experimentellen Ergebnisse eine Genauigkeit von 
etwa 20% haben, so ist ersichtlich, daß die Experimente in der Tat mit der 
Voraussetzung verträglich sind, daß einige y-Strahlen als Quadrupolstrahlung, 
einige als Dipolstrahlung aufzufassen sind. Weitere Belege zugunsten dieser 
Auffassung werden noch an späterer Stelle zu betrachten sein (Ziff. 11). 

Aus Abb. 14 ist zu entnehmen, daß für weichere y-Strahlen (RaB) die 
berechneten Werte um zwei Drittel tiefer liegen als die experimentellen. Dies 

1 Den experimentellen Ergebnissen ist zu entnehmen, daß b ~ 1,1 · bx. 
2 C. D. ELLIS u. G. H. AsToN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 129, S. 180. 1930. Die 

theoretischen Kurven für RaBC und RaCC' sollten etwas verschieden sein entsprechend den 
verschiedenen \Verten von Z. Der Unterschied ist jedoch gering. 
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könnte einer Unvollkommenheit der Theorie oder einem systematischen Fehler 
in der Messung der y-Strahlenintensitäten zuzuschreiben sein. In Ziff. 11, wo 
die innereUmwandlungder von einem angeregten ThC'-Kern emittierten y-Strahlen 
besprochen wird, zeigt sich, daß auch dort die berechneten Werte von !XK nur etwa 
zwei Drittel der experimentellen betragen. In jenem Falle wurden die y-Strahl
intensitäten auf völlig anderem Wege bestimmt, nämlich indirekt aus der Inten
sität der Feinstruktur der !X-Strahlengruppen. Es ist daher unwahrscheinlich, 
daß der Fehler in den Messungen der y-Strahlintensitäten seinen Ursprung hat, 
und man kann umgekehrt versuchen, aus den experimentellen Werten (strichlierte 
Kurve der Abb. 14) die y-Strahlintensitäten für andere Elemente zu berechnen 
(Ziff. 11). 

Wie bereits oben erwähnt, ist für einige y-Strahlen die Zahl der beobachteten 
ß-Partikel größer als die der y-Quanten. Z. B. tritt bei RaCC' eine intensive 
Gruppe von ß-Partikeln auf, die einem y-Strahl von der Energie 14,26 · 105 Volt 
entsprechen, jedoch ist kein y-Strahl von dieser Energie beobachtet. R. H. Fow
LER1 hat die Möglichkeit diskutiert, daß der betreffende Kernübergang gemäß 
irgendwelcher Kernauswahlregeln nicht unter Strahlungsemission vor sich gehen 
kann, z. B. wenn l im Anfangs- und Endzustand Null wäre. Demnach würde 
der Übergang nur durch Störungen von seiten der K-Elektronen ermöglicht 
werden und die Übergangswahrscheinlichkeit allein der Gegenwart der K-Elek
tronen zuzuschreiben sein, im Gegensatz zu den oben gemachten Voraussetzungen. 
Die Möglichkeit einer solchen Koppelung zwischen Kern und Elektronenhülle 
war bereits im ] ahre 1922 von SMEKAL 2 vorgeschlagen worden. 

Es ist mehrfach diskutiert worden 3 , ob die ß-Linienspektren als Ergebnis 
einer direkten Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronenhülle emittiert 
werden oder ob der Kern zuerst y-Strahlen aussendet, die dann in der Elektronen
hülle absorbiert werden. Vom quantenmechanischen Standpunkt ist es für 
optisch erlaubte Kernübergänge unmöglich, eine derartige Unterscheidung vor
zunehmen. Ordnen wir nämlich der strahlenden Partikel im Kern eine Ko
ordinate R und eine Ladung E zu und sind Xo (R), x1 (R) die Wellenfunktionen 
des Anfangs- und Endzustandes, ferner 'lfJo(r), '1jJ1 (r) die Wellenfunktionen des 
Elektrons im Anfangs- und Endzustand, dann ist die Wahrscheinlichkeit für die 
Aussendung des Elektrons in der Zeiteinheit durch "direkte Wechselwirkung" 
nach der unrclativistischen Quantenmechanik 

1 /. E e 12 
i T Xo Xi 'lfJo 'lfJi ->- _., dR d r' · 

IR- rj : 
(8, 7) 

Ist der Kernübergang 0-->- f ein Dipolübergang und führen wir die Integration 
über R aus, so erhalten wir für r > r 0 , d. h. außerhalb des Kerns, 

j. * E e d R A cos /f 
Xo Xt ~-----::;- = r2 

IR-r. 

wo A eine Konstante darstellt. 
Ferner ist [ vgl. (8, 4)] 

Das Integral (8, 7) wird daher 

I 1 j. A cosf} !2 ln r!ot -r2- dr I {8, 8) 

1 R. H. FowLER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 129, S. 1. 1930. 
2 A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 275. 1922; Ann. d. Phys. Bd. 81, S. 391. 1926. 
3 Vgl. ds. Handb. Bd. XXII/1, S. 149. 
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und stimmt für c-+ oo mit (8, 4) überein, so daß (8, 4) als relativistische Ver
allgemeinerung1 von (8, 7), (8, 8) betrachtet werden muß. Wir erhalten hier somit 
das gleiche Resultat für die Wahrscheinlichkeit einer Elektronenemission, ob 
wir nun die relativistische Quantenmechanik unter Annahme "direkter Wechsel
wirkung" zwischen Kern und Elektronenhülle benutzen oder Emission von 
y-Strahlung und nachfolgende "innere Absorption" in der Elektronenhülle vor
aussetzen. 

9. IX-Teilchen großer Reichweite. Wir nehmen an, daß ein Kern N IX-Teil
chen enthält und nach einem IX- oder ß-Zerfall in einem angeregten Zustand 
zurückbleibt. Die Energiestufen dieses Kernes seien wie früher mit E 0 (N), 
E 1 (N) ... bezeichnet. Im allgemeinen wird ein im angeregten Zustande befind
licher Kern unter Aussendung von y-Strahlen in seinen Grundzustand zurück
fallen (Ziff. 7, 8). Es ist jedoch möglich, daß der Kern weiter zerfällt, bevor 
dieses eintritt. Damit das oft genug eintritt um beobachtet werden zu können, 
muß die Zerfallskonstante für den angeregten Zustand genügend groß sein. 

Bezeichnen wirmitE0 (N -1) die Energie des neugebildeten Kernes mit N -1 
IX-Teilchen im Normalzustande, so ist z. B. die Energie der vom ersten An

E 

regungszustand emittierten a-Partikel 

t::1 = EdN)- E0 (N -1), 

während die Energie der gewöhnlichen 
a-Teilchen 

E0 = E0 (N)- E 0 (N- 1) 

beträgt. Die Differenz dieser beiden 
Größen 

~--:::..........::...._,Eq(N-1) E1 - e0 = E 1 (N) - E 0 (N) = h v (9, 1) 

Abb.15. Energienive~~~~~~~~.~on <>:-Strahlen großer stellt die Energie des entsprechenden 
y-Strahls dar2 (Abb. 15). 

a-Teilchen großer Reichweite sind bei RaC' und ThC' beobachtet worden. 
Gemäß vorstehenden Überlegungen müssen sie durch den Zerfall angeregter 
RaC'- bzw. ThC'-Kerne zustande kommen, deren Mutterelemente RaC bzw. 
ThC hier bemerkenswerterweise als ß-Strahler wirksam sind. Es ist kein Fall 
bekannt, in dem a-Teilchen großer Reichweite nach einem a-Zerfall auftreten. 
Sowohl der a-Zerfall aus dem Normalzustand des RaC' als auch des ThC' erfolgt 
sehr schnell. Die von angeregten Zuständen ausgehenden a-Zerfallsprozesse 
müssen innerhalb einer Zeit vor sich gehen, die vergleichbar ist mit der zur 
y-Emission erforderlichen Zeitdauer. 

Im Falle des RaC' sind die Energien von zwei a-Gruppen großer Reichweite 
mit genügender Sicherheit gemessen worden 3 um einen Vergleich mit den 
Energien der y-Strahlen 4 zu ermöglichen und zugleich das Niveauschema des 
C'-Kernes (Ziff. 11) eindeutig festzulegen. Die ausgezeichnete Bestätigung der 
Theorie ist in der folgenden Tabelle gezeigt. Es existieren noch mehrere andere 
weitreichende a-Gruppen bei RaC', aber ihre Energien sind noch nicht mit 
genügender Sicherheit bekannt, um einen ähnlichen Vergleich zuzulassen. 

1 Vgl. C. M0LLER, ZS. f. Phys. Bd. 70, S. 786. 1932; Ann. d. Phys. Bd. 5, S. 531. 
1932; sowie H. M. TAYLOR und N. F. MoTT, 1. c. 

2 A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 275. 1922 (§ 5). 
3 Lord RuTHERFORD, C. E. WYNN-WILLIAMS, F. A. B. WARD u. W. B. LEWIS, Proc. 

Roy. Soc. London (A) Bd. 139, S. 618. 1933. 
4 C. D. ELLIS u. G. H. ASTON, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 129, S. 180. 1929. 
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Im entsprechenden Falle des ThC' sind Gruppen von weitreichenden IX-Par
tikeln beobachtet worden, welche stärker als die des RaC' sind; dagegen sind 
die y-Strahlen des ThCC' nicht mit Sicherheit beobachtet worden und müssen, 
falls sie existieren, bedeutend schwächer sein als bei RaCC' (vgl. Ziff. 11). 

Tabelle 3. ~-Teilchen großer Reichweite von RaC'. 

Energie der Energiediffe- I hv für benach· 

Nr. der Gruppe <>:-Teilchen Zerfallsenergie renz gegen die barte r-Strahlen im 
Hauptgruppe Spektrum von RaCC' 

Volt·10-r. Volt ·10- 5 Volt•to- 5 Volt olO- 5 

Hauptgruppe 76.83 78,29 I 

l',QJ 
82,81 84.38 6,09 6,12 

7.73 
13,9 

2 90,68 92.40 14,11 14,12 
17.78 

10. Die Feinstruktur der IX-Strahlen 1• Werden r-Strahlen nach einer IX-Um
wandlung emittiert, wie bei ThCC", so sollte man erwarten, daß ebenfalls ~X-Teil
chengruppen mit verschiedenen Energien auftreten, weil der durch den ~X-Zerfall 
entstehende Kern offenbar manchmal in einem angeregten Zustand zurückbleibt. 
Es sei E 0 (N) die Energie eines Kerns mit N ~X-Teilchen (z. B. ThC) in seinem 
Normalzustand, E 0 (N -1),E1 (N -1),E2 (N -1) ... seien die Energiestufen 
des entstehenden Kernes (z. B. ThC"). Somit werden die Energien e0 , e1 .•. 

der emittierten ~X-Gruppen folgende Werte annehmen können: 

t:0 = E 0 (N)- E0 (N- 1), e1 =E0 (N)-E1 (N-1), ... 

Weiterhin sollten die Frequenzen der y-Strahlen durch Formeln der Gestalt 

h = E 1 (N- 1)- E0 (N- 1), ... 

gegeben sein. Ähnlich wie mit (9, 1) ergeben sich zwischen den Differenzen der 
IX-Energien Beziehungen von der Form 

Sie sind in der zu Abb. 15 analogen 
Abb. 16 schematisch dargestellt. 

( 10, 1) 

-~~t:-f.>J(il-1} 
~---'":t----f-'ft(il-1) 

lq(N-1) 

Wir bemerken, daß die Existenz f 
einer Gruppe der betrachteten IX-Teil
chen kurzer H.eichweite definitiven 
Aufschluß über die Energieniveaus des 
neugebildeten Kernes gibt, wogegen die 
Energien weitreichender IX- Teilchen 
(Ziff. 9) durch die angeregten Zustände 

Abb. 16. Energieniveauschema der Feinstruktur der 
<>-Strahlen. des zerfallenden Kernes bestimmt sind. 

Auch sind die Intensitäten der 1X

Feinstrukturgruppen untereinander vergleichbar, hingegen treten IX- Teilchen 
großer Reichweiten nur sehr selten, meist etwa einmal unter 104 Zerfalls
prozessen, auf. 

Im Falle des ThC konnten die Energien (und Intensitäten) der sechs ~X-Grup-

1 Die hier gegebene Theorie wurde von G. GAMOW (Nature Bd. 126. S. 396. 1930) 
vorgeschlagen; vgl. aber auch bereits A. SMEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 275. 1922 (§ 5). 
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pen mit genügender Genauigkeit gemessen werden (Tab. 4)1, um einen Vergleich 
mit den in Betracht kommenden y-Strahlenergien zu ermöglichen (Tab. 5) 2• 

Tabelle 4. Feinstruktur der IX-Strahlen des ThC. 

a:-Gruppe "'1 I "'• I "'• "'• I "'• I "'• 
Zerfallsenergie (Volt· w- 6 ) 6.189* 

I 
6,148* 

I 
5.857 5.712 

I 
5.691 I 5.563 

Intensität in IX-Teilchen pro 
Zerfall 0,19 0,77 I 0,022 0,004 0,015 I sehr schwach 

Tabelle 5. Beziehungen zwischen 
der IX-Feinstruktur des ThC und 
y-Linien vonThB+ThC+ThC'+ThC". 

Übergang 
Energie (her.) 
Volt. to-• 

1,28 
1,49 
2,94 
5.85 
6,26 

0,21 
1,66 
4.57 
4,98 

1,45 
4.36 
4.77 

2,91 
3,32 

0,41 

r-Quanten 
Volt • to- 5 

2,98 

6,17 ' 

4.51 

4,32 
4,71 

2,87 
3.27 

0,40 

Die erhaltene Übereinstimmung ist 
sehr befriedigend, zumal wenigstens für 
die y-Linien hv = 2,87 bzw. 0,40 · 105 

durch direkte Versuche3 sichergestellt 
erscheint, daß sie dem ThC" angehören. 

Es gibt noch weitere Elemente mit 
LX-Feinstrukturen. Bei RaAc sind wenig
stens sechs LX-Gruppen vorhanden4 und 
es besteht gute Übereinstimmung 5 zwi
schen den Energiedifferenzen dieser Strah
len und den Energien der y-Strahlen 
des RaAc 6• Bei der AcEm besteht eine 
schwache Strahlung, deren Durchdrin
gungsvermögen der Energiedifferenz 
3, 5 · 105 Volt der beiden scharfen LX

Gruppen dieses Stoffes 7 entspricht8• 

Ebenso stimmt die Energiedifferenz der 
beiden scharfen LX-Gruppen des AcC7· 9 

mit dem Quant einer intensiven y-Linie 
überein10, deren Zuordnung zum AcC ver-
mutet werden kann. 

11. Diskussion der angeregten Zustände verschiedener radioaktiver Atom
kerne. Nach dem Bisherigen kann man Daten über die angeregten Zustände 
radioaktiver Kerne ganz allgemein aus folgenden Quellen ableiten: 

1. Frequenzen und Intensitäten der y-Strahlen (Ziff. 7). 
2. Energien und Intensitätendes ß-Linienspektrums, welches durch "innere 

Umwandlung" der y-Strahlen in der Elektronenhülle des Atoms entsteht (Ziff. 7 
und 8). 

1 S. ROSENBLUM u. M. VALADARES, C. R. Bd. 194, S. 967. 1932. 
2 Diese Tabelle stammt von C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 335. 

1932. Eine ähnliche Tabelle findet sich bei S. RoSENBLUM, Exposes de Physique Theorique 
Bd. IV. Paris 1932. 

* Vgl. auch Lord RuTHERFORD und Mitarbeiter, a. a. 0. 
3 C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 396. 1932; L. MEITNER u. 

K. PHILIPP, ZS. f. Phys. Bd. 80, S. 277. 1933. - Möglicherweise kommen auch y-Linien 
mit den Energien 5.85 bzw. 4.98 · 106 Volt vor, sind jedoch durch starke Linien von ThC"Pb 
verdeckt. 

4 M. CuRIE u. S. RosENBLUM, Journ. de phys. et le Radium Bd. 2, S. 309. 1931. 
5 S. ROSENBLUM, 1. c. S. 31. 
6 0. HAHN u. L. MEITNER, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 795. 1925. 
7 W. B. LEWIS u. C. E. WYNN-WILLIAMS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 349. 

1932. 
8 Lord RuTHERFORD u. B. V. BowDEN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136. S. 407. 

1932. 
9 S. RosENBLUM u. G. DuPouv, C. R. Bd. 194. S. 1919. 1932. 

10 L. MEITNER, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 807. 1925; S. Y. SzE, C. R. Bd. 194, S. 2207. 1932. 
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3. iX-Strahlen großer Reichweite (Ziff. 9). 
4. Feinstruktur gewisser Gruppen von iX-Strahlen (Ziff. 10). 
Im folgenden bedeutet P den Bruchteil von Kernen eines Elements, die 

nach dem Zerfall in einem hestimmten Zustand zurückbleiben, so daß 'J:P = 1. 

/?aC'{imgeregf) Ce "'o.6'e 
t?~-Sl'r. ,., ~/01 

so•l• !?aC(angeregf) • vz l?a'C'(normal) nocr;al 2 """RaO(norma/) 257hr:RaE 
/?aB ß 7V tt·Sb: p,lo 10 sek(1 (ber./ ~aC(normal) . ~<:J, 

19,7mm 

Ra C"(!Ingeregf) ~ · n 
tY.·Sfr.7?J '.3~[111 
a'C"(normii/) • 

l?aO(angeregfH 

1o•\o ThC'(rmgeregf)~ 
1- w "' e "'oße. ,y~tr.. ~~0~ 

~ , ThC'(norma!Jnormal ~ThO(norma!) 
11\l 10-11 sek(ber.) 1 rrr-str. 
~ 1/ ~% o'lo TlzC'11Ingeregf) ß ~ThO(angeregt1 

ß t Y -Sir. ~(tlin "'too% 
TkC"(norma!) 3• 

Abb. 17. Schema der Radium- und Thoriumfamilie in der Umgebung ihrer Verzweigungen 1 • 

Die Wahrscheinlichkeit eines Kernüberganges, gemessen in Quanten pro zer
fallenden Kern, sei p. g und b seien wieder die Wahrscheinlichkeiten pro Zeit-
einheit dafür, daß der Kern dabei ein 
y-Quant bzw. ein ß-Teilchen aussendet, 
so daß der innere Umwandlungskoeffi
zient iX durch bfg = iX/(1- iX) bestimmt 
ist (Ziff. 8). Die Anzahl der einer bestimm
ten y-Linie entsprechenden y-Quanten 
bzw. zugehörigen Elektronen pro zerfal
lenden Kern ist dann durch p (1 - iX) 
bzw. p iX bestimmt. 

Die interessantesten Resultate über 
Niveauschemata und Übergangswahr
scheinlichkeiten von Atomkernen sind 
an der Radium- und Thoriumreihe für 

Energie Infensifdl 
to·5Vo!t 

lf26' schwach 

1198 0,015 
~11 o.oow 

J,JZ (jOZZ 

ZoderJ 
2 

2 

? 
ql/1 

0 
1},75 

(/20 0 

die Elemente gefunden worden, die zwi- a 0 

sehen den B- und D-Körpern gelegen a,1 

sind. Die radioaktiven Umwandlungen 
dieser Bereiche sind in Abb. 17 dar

Abb. 18. Energieniveaus von ThorC" nach RosEN
BLUM mit den zugehörigen y-Strahlen, die in dem 
Spektrum von Th (B+C+C'+C") beobachtet sind. 
Die mit o bezeichneten Linien sind nach Versuchen 
von ELLlS und von MEITNER und PHILIPP sicher dem 

gestellt. 
I. ThorCC". Das Element ThC" 

entsteht aus ThC durch Emission von 
ThCC" zuzuschreiben. 

IX-Teilchen. Da die mittlere Lebensdauer von ThC 60,5 Minuten beträgt, wird 
ThC" fast immer aus einem unangeregten ThC-Kern hervorgehen. Die Energien 

1 Die Zerfallskonstanten sind entnommen aus E. RuTHERFORD, J. CHADWICK und 
C. D. ELLIS, Radiations from Radioactive Substances, Tabelle S. 24. Zu den Angaben 
über den Bruchteil der Kerne eines bestimmten Elements, die sich im angeregten Zustande 
befinden, vgl. diese Ziffer I für ThCC", II für RaBC, III für ThBC, IV für ThCC' und 
für RaCC', V für ThC"D. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV/I. 52 
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der von TbC emittierten <X-Teilchen können verschiedene diskrete Werte haben, 
so daß der ThC"-Kern vielfach zunächst in einem angeregten Zustande auftritt 
und seine Energiestufen durch die Differenzen zwischen den Energien ver
schiedener <X-Gruppen gegeben sind (Ziff. 10). Die Energieniveaus von ThC" 
sind in Abb. 18 dargestellt, ebenso die Übergänge, welche unter Emission von 
y-Strahlen beobachtet sind (Tab. 6). Die Intensitäten der verschiedenen <X-Strah
lengruppen, ausgedrückt in Teilchenzahlen pro Zerfallsvorgang, geben unmittel
bar die Zahl P der in jedem angeregten Zustand entstehenden ThC"-Kerne an 
und sind in Abb. 18 ebenfalls angegeben (vgl. auch Tab. 4). 

Nach der GAMOWschen Theorie ist die Anzahl der <X-Teilchen eines gegebenen 
Niveaus demnach gleich der Gesamtintensität der y-Strahlen, ausgedrückt in 
Quanten pro Zerfallsvorgang, für alle Übergänge, die von dem Niveau ausgehen, 
minus der Anzahl der Quanten, die zu diesem Niveau hinführen. Diese letztere 
Zahl ist in den meisten Fällen klein. 

Die Intensitäten der y-Strahlen von ThCC" sind bisher nicht direkt gemessen 
worden, dagegen ist die Intensität der entsprechenden ß-Strahllinien bekannt 1. 

Wenn man die Theorie des in Ziff. 8 diskutierten inneren Umwandlungskoeffizien
ten voraussetzt, kann man die Übergangsintensität p aus den gemessenen Inten
sitäten !Xp der ß-Strahllinien ableiten, wobei der Berechnung von <X entweder eine 
Quadrupol- oder Dipolstrahlung zugrunde zu legen ist2• Die Ergebnisse sind in 
Tabelle 6 zusammengestellt. Die eingeklammerten Zahlen hinter den Quadrupol
werten wurden erhalten, indem für <Xx nicht die berechneten, sondern die aus der 
durch die drei experimentellen Punkte für RaB gezogenen Kurve (Abb. 14) er
haltenen Werte benutzt wurden. Die berechneten Gesamtintensitäten P aller von 
einem Niveau ausgehenden Übergänge sind ebenfalls angeführt und ergeben sich 
durch Addition der zugehörigen berechneten Intensitäten p. 

I 

Über-~ hv 
gang Volt • 10- 5 

I 
lX3-lX0 4,57 
(X4-(XO 4,36 
(X4-(Xl 4, 77 
(X2-(XO 2,91 
(X2-(Xll 3.32 

Tabelle 6. 

IXK (her.) 

I Intensität P 
Intensität p aller Obergänge 

dery + ß-Strahlen zu- I von den neben-
(ber.) • to• stand stehenden Zu-

1 ständen, • 102 

Intensität I 

tXKP der j 
ß-Strahlen 

1 (beob.) • to• --~-.-~~~-
1 Di. I Qu. Ili:"I-Q~-. - Di. I ·- Qu~-

2,2 
2,2 
0,9 
2,8 
6,1 

I 0,00951 0,029 (0,043) 2,310, 76(0, 50) lX3 2,310, 76(0,50) 
0,0102 0,032 (0,047) 2,2 0,69(0.45) l 3 2 1 02(0 64} 
o.oo88I0.027 (0.040) 1.0

1

0.33(0.19) (X4 • I . . 

0,0176 0,113 (0,17) 16 2,5 (1,6} 
0,0149 0,075 (0,11) 4,1 0,81(0,54) (X2 20 3.3 (2 ·2) 

Zahl der 
~:X~ Teilchen 

(nach RosEN· 
BLUM) • !02 

1.5 

0,4 

2,2 

Man sieht, daß für )•-Strahlen, die von den Niveaus <X 2 und <X 4 ausgehen, 
ausreichende Übereinstimmung mit den beobachteten <X-Teilchenzahlen besteht, 
wenn man für beide Linien Quadrupolstrahlung voraussetzt; werden die für 
RaB gefundenen experimentellen Werte von <Xx zugrunde gelegt (eingeklammerte 
Zahlen3), so ist die Übereinstimmung noch bedeutend besser. Es ist gegenwärtig 
schwer zu beurteilen, ob die experimentellen Werte für <Xx um 50% zu groß sind 
oder ob die berechneten Werte falsch sind. Jedenfalls aber zeigt sich, daß der 

1 C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 318. 1932. 
2 c. D. ELLIS u. N. F. MOTT, 1. c. 
3 Von den eingeklammerten Werten sind die für die Übergänge tx2 - lX0 und lX2 - lX1 

die zuverlässigsten, denn die Energien hv dieser Übergänge liegen bei Linien des RaB, 
für die der innere Umwandlungskoeffizient lX bekannt ist. 
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innere Umwandlungskoeffizient dieser y-Strahlen von ThCC" dieselben Werte 
hat wie für die y-Strahlen derselben Energie von RaBC. Der Übergang tX 3 - .x0 

scheint mit einer Dipolstrahlung verbunden zu sein. 
In Abb. 17 haben wir den verschiedenen angeregten Zuständen des TbC

Kernes Quantenzahlen l so zugeordnet, daß mit jedem einzelnen beobachteten 
Übergang eine Dipol- bzw. Quadrupolstrahlung verbunden wäre, so wie wir dies 
oben gefordert haben. Wenn der Übergang tX3 - tX0 Dipolcharakter hat, wie das 
nach den Werten in Tabelle 6 wahrscheinlich ist, so dürfte die Quantenzahl l 
des Zustandes .x3 eher 3 als 1 sein, denn wenn l = 1 wäre, so sollte dem Über
gang .x3 - tX1 eine sehr intensive y-Linie entsprechen, die aber nicht gefunden 
wurde. 

II. RadiumBC. Die dem RaBC zugeschriebenen y-Strahlen werden von 
angeregten RaC-Kernen emittiert, die durch ß-Zerfall aus RaB entstehen. 
Ihre inneren Umwandlungskoeffizienten sind bereits in Abb. 14 angegeben 
und als Quadrupolprozesse gekennzeichnet, die Energien und angenäherten 
In tensi täten der y-Strahlen sind in Ta belle 7 mi tgeteiltl. 

Tabelle 7. 
III. ThorBC. Hier sind keine Messungen der y-Strahlen von RaBC. 

y-Strahlintensitäten ausgeführt worden. Tabelle 8 gibt 
die Energien und Intensitäten der ß-Strahllinien 2 

und die daraus abgeleiteten Energien der y-Strahlen. 
Wie im Falle der ThCC"-Übergänge können die In
tensitäten p der ß + y-Strahllinien aus denjenigen 
der ß-Linien berechnet werden, indem man Dipol- oder 
Quadrupolstrahlung voraussetzt. Die Resultate sind 
gleichfalls in Tabelle 8 angegeben 3• 

Tabelle 8. y-Strahlen von ThBC. 

Bezeichnung kv I Intensität der cx (ber.) 
der Volt·10- 5 ß-Strablengruppe ---

y-Strahlen P cx • 103 (beob.) Qu. Di. 

yDg 1,757 0,6 0,45 0,038 
yE 1,147 24,2 0,6 0,05 

Energie hv 
Volt • 10~ 5 

0,536 
2,43 
2,60 
2,97 
3,54 
4,71 

Qu. 

0,001 
0,04 

r-Quanten 
pro Zerfall 

p (ber.) 

0,1 

0,3 
0,5 

Di. 

0,016 
0,48 

yF 2,379 250 

I 
0,205 0,026 1,22 (0,9) 9,6 

)•Fa 2,494 0,5 0,183 0,022 0,003 0,023 
yH 2,990 9,0 0,104 0,017 0,09 0,53 

Wir entnehmen daraus, daß die intensive Linie y F Quadrupolstrahlung 
sein muß, da der Kern nicht mehr als ein y-Quant pro Zerfall emittieren kann. 
Wird die Linie bei fast jedem Zerfall emittiert, dann wäre es bei Berücksichtigung 
des in Abb. 19 dargestellten Niveauschemas 2 schwierig, den Linien y E und 
y H die für Dipolstrahlung geforderten großen Intensitäten zuzuschreiben. Wir 
nehmen daher an, daß auch diese Strahlen Quadrupollinien sind, so daß wie im 
Fall des RaBC die meisten Linien mit Quadrupolübergängen des Kernes zusammen
hängen. In Abb. 19 sind die unter diesen Annahmen berechneten Häufigkeiten 
angegeben, mit welchen die verschiedenen Kernzustände angeregt werden, ferner 
die wahrscheinlichen Drehimpulsquantenzahlen l, die der strahlenden Kernpartikel 
zuzuordnen sind. Das hier gegebene Niveauschema wurde zuerst von C. D. ELLIS 
(1. c.) vorgeschlagen. 

1 E. RuTHERFORD, J. CHADWICK u. C. D. ELLIS, Radiations from Radioactive Sub
stances. S. 363 u. S. 507. 

2 C. D. ELLIS, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 318. 1932. 
3 C. D. ELLIS u. N. F. MOTT, l. c. § 4. 

52* 
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IV. RaC' und ThC'. Diese Elemente entstehen aus RaC und ThC durch 
ß-Emission, und zwar häufig in angeregten Kernzuständen, wie die Existenz 
von ~X-Teilchen großer Reichweiten beweist. Die Energien und Intensitäten 
der Hauptgruppen sind in Tabelle 9 angegeben1. Der angeregte RaC'-Kern 
emittiert intensive y-Strahlen2, von denen einige bei der Dipolkurve liegende, 
andere der Quadrupolkurve benachbarte innere Umwandlungskoeffizienten 
haben3 (Abb. 13). 

!90% 

y!f 

10% 

Energie 1/nregiJng 
10-s Yolf pro Zerfall 
~H 0,01 

(ber.) 

y!Jg 

2,J7 0,9 

Tabelle 9. \Vcitreichende <X-Strahlgruppen von 
RaC' und ThC'. 

Element 
Z f · I Energie- I 

er allsen~npe I überschuß über 1 Intensität a 
der a*Emtsst?n 1 normale Teilchen Anzahl pro .. 1ofJ 

Volt. w-6 Volt. 10 _ 6 ; Zerfallsvorgange 

RaC' 7,829 106 

8.438 0,609 0,49 

JyE 'Y 
9,240 1.411 16,7 
8,947 106 

9,661 0,714 65 

1,15 O,OJ 

ThC' 
0 0 0,1(?) 

Abb. 19. Niveauschema von ThC. 10,740 1,793 180 

Bei ThCC' sind die y-Strahlen äußerst schwach und konnten bisher nicht 
mit Sicherheit gefunden werden, wogegen die ~X-Strahlgruppe größter Reichweite 
intensiver ist als die intensivste Gruppe bei RaCC'. An RaTh, das sich mit 
seinen Zerfallsprodukten im Gleichgewicht befand, wurde von SKOBELZYN ein 
y-Strahl mit der Energie 17,8 · 105 Volt beobachtet4, der vielleicht zu ThCC' 
gehört und einem Übergang von dem in Frage stehenden angeregten Zustand 
entspricht; seine Intensität sollte nach den Messungen von SKOBELZYN 0,05 Quan
ten pro Zerfall betragen. Daraus wäre zu schließen, daß ThC beim Zerfall nur 
in 5% aller Umwandlungen einen angeregten ThC'-Kern liefert. Anderseits ist 
es unwahrscheinlich, daß die Übergangswahrscheinlichkeiteng der y-Strahlen von 
RaCC' und ThCC' sehr verschieden sind. Um die viel größere Anzahl der IX-Teilchen 
großer Reichweite bei ThCC' erklären zu können, müssen wir annehmen5 , daß der 
den ThC'-Kern umgebende Potentialberg (Abb. 10) niedriger ist als derjenige 
von RaC' und dadurch im Sinne der GAMowschen Theorie eine größere Zerfalls
konstante ergibt. 

V. RaD, ThD. Es sind keine r-Strahlen beobachtet, welche dem RaC'D
Zerfallsvorgang zugeschrieben werden könnten. Dies und das Fehlen von Gruppen 
langsamer ~X-Teilchen bei RaC'D machen es wahrscheinlich, daß der Übergang 
RaC'D unangeregte .RaD-Kerne ergibt. Sollten y-Strahlen des Übergangs RaC"D 
vorhanden sein, der nur 0,04% aller Übergänge RaCC'C"D beträgt, so wären sie 
wohl zu schwach, um beobachtet werden zu können. 

In dem y-Strahlspektrum von ThB, das sich mit seinen Zerfallsprodukten 
im Gleichgewicht befindet, kommen mehrere Linien vor, welche angeregten 

1 Lord RuTHERFORD, C. E. WYNN-\VrLLIAMS, F. A. B. \VARD und W. B. LEWIS, Proc. 
Roy. Soc. London (A) Bd. 139, S. 617. 1933. 

2 Bezüglich der Energiewerte h ,, vgl. dies. Handb. Bd. XXII/2, Kap. 2 (L. MEIT
NER) Ziff. 27; für die Intensitäten vgl. E. RuTHERFORD, J. CHADWICK u. C. D. ELLIS, 
Radiations from Radioactive Substances, S. 509. 

3 Bezüglich des merklich strahlungslosen Kernüberganges, der der Überschußenergie 
von 14,2 · 105 Volt der intensivsten, weitreichenden <X-Gruppe des RaC' über die normale 
Zerfallsenergie entspricht und als ß-Strahl beobachtet ist, vgl. Ziff. 8. Zum Energieniveau
schema des RaC'-Kernes vgl. jüngst G. GAMOW, Nature Bd. 131, S. 433. 1933-

4 D. SKOBELZYN, C. R. Bd. 194, S. 1486. 1932. 
5 Vgl. C. D. ELLIS u. N. F. MoTT, l. c. 
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ThD-Kernen zugeschrieben werden müssen. Da die beim Übergang ThC'D 
emittierten IX-Teilchen keine Feinstruktur zeigen, sind die y-Linien der ThC"D
Umwandlung zuzuordnen. 

Die y-Linien, ß-Strahlintensitäten und daraus abgeleiteten ß + y-Strahlinten
sitäten p sind in Tabelle 10 angegeben. Wir können daraus schließen, daß yX 
einem Quadrupolübergang entspricht, da keine Linie pro Zerfall eine größere 
Intensität als Eins haben kann, und daß nahezu jeder ThC"-Zerfall einen an
geregten ThD-Kern liefert!. 

Tabelle 10. Dem ThC"D zugeschriebene y-Linien. 

Bezeichnung der hv I Intensität der '" • 103 (ber.) p (ber.) 

y-Strahlen Volt • 10- 5 ß-Strahlen (beob.) 

I px • 102 Qu. Di. Qu. Di. 

yG 2.765 1.4 134 19,0 0,10 0,74 
yL 5,100 0,73 24 7.8 0,30 0,93 
yM 5.823 0,65 20,0 5.9 0,33 1,1 
yX 26,20 0,15 1.44 0,5 1,0 3,0 

12. Mittlere Lebensdauer angeregter Kernzustände. Die IX-Teilchen großer 
Reichweite stellen gegenwärtig das einzige Hilfsmittel dar, um dieLebensdauert 
der angeregten Kernzustände abschätzen zu können. Bedeutet a die Anzahl 
der IX-Teilchen großer Reichweite pro Zerfall, P die Anzahl der in dem be
treffenden Zustand entstehenden Kerne und A. die Zerfallskonstante, so erhält 
man für die in Frage kommende Zeit t 

a = PtA.; (12,1) 

P ist gleich der Gesamtzahl der ß-Teilchen und y-Quanten der Linie pro Zerfall 
(Ziff. 11); P und a können experimentell bestimmt werden und A. kann aus der 
GAMOWschen Formel (6, 7) berechnet werden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, mit welcher Genauigkeit t beispielsweise für 
den Zustand von 6,09 · 105 Volt des RaC'-Kernes (Tab. 3, 9) bestimmt werden 
kann. 

Mit dem Ansatz 
r0 = 10- 12 {1- -r) cm 

für den Radius r 0 des Atomkernes gibt die GAMowsche Formel (6, 7) für die Zer
fallskonstante Aang des angeregten Kernes (E = E 0 + 6,09 · 105 Volt) 

log10 Aang = 10,1 - 19 'l, 

anderseits für den Normalzustand (E = E 0) 

log10 Anorm = 7,5 -19-r. 

Der Normalzustand hat nach JACOBSEN 2 eine Zerfallskonstante zwischen 104 

und 105 sec- 1• Wir können somit für den Normalzustand 19 -r"" 3 annehmen, 
also -r "" 0, 16. Es ist kein Grund dafür ersichtlich, daß -r für den angeregten 
Zustand dasselbe ist wie für den Normalzustand. Wir können jedoch für den 
Kernradius des angeregten Zustandes etwa 

0,74 < r ·1012 < 0,95 cm 
wählen, woraus 

1 < 19-r < 5 

1 Für diese Übergänge sind zwei mögliche Niveauschemata von ELLIS und MoTT (I. c.) 
vorgeschlagen worden. 

2 J. C. ]ACOBSEN, Phi!. Mag. Bd. 47, S. 23. 1924. 
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folgt. Dies gibt für den angeregten Zustand 
Aang = 107 ± 2 sec-1. 

Ziff. 13. 

Da 0,5 · 10- 6 IX-Teilchen der betrachteten Energie pro Zerfall beobachtet 
sind (Tab. 9), wird die EINSTEINsehe optische Übergangswahrscheinlichkeit A für 
den y-Strahl hv = 6,12 · 105 Volt (Tab. 3) 

A = Aaug . = 2 ·1013±2sec-1 
0,5. 10 6 • 

Wenn diese y-Linie als Dipolstrahlung aufzufassen ist (Ziff. 8), erhalten wir 
anderseits nach (8, 5) und (8, 7) 

4 (2"n.")3 9 A =3ft .-c- (ezx0 n)-, 

wo ez die Ladung der strahlenden Kernpartikel und Xon das zu dem Übergang gehö
rende Matrixelement seiner Ortskoordinate x bedeutet. Mit z = 2 ergibt sich hieraus 

Xon = 0,71 ·10- 13 ±1cm. 

Dieser Wertbereich für Xon ist a priori möglich, da wir mit Sicherheit nur annehmen 
können, daß 

Xon < '"" !10- 12 cm 

ist. In Ziff. 8 haben wir jedoch gesehen, daß nur Übergänge mit Dipolstrahlung 
auftreten, deren Intensität vergleichbar ist mit jener von Quadrupolstrahlung. 
Wir sollten daher erwarten, daß Xon bedeutend kleiner ist als der mögliche Maximal
wert. 

Wäre der Übergang mit Quadrupolstrahlung verbunden, so wäre nach (8, 6) 
und (8, 7) für den Sprung von einem D- in einen S-Zustand 1 

A = }0 -~ ( 2;"r {ez (x2)onF. 

wo (x2)on das Matrixelement von x2 bedeutet. Der obige Zahlenwert von A liefert 

y(x2)on""' 2 ·10-12±0,5cm, 

während man, wie früher, von vornherein erwarten sollte 

f(x2) 0 n < ""'!· 10- 12 cm, 

wobei der wirkliche Wert wahrscheinlich bedeutend kleiner ist. Die experimen
tellen Ergebnisse sind hier also kaum vereinbar mit der Hypothese, daß Quadru
pol- und Dipolübergänge der Kerne vergleichbare Intensitäten haben können. 

13. Die kontinuierlichen ß-Strahlspektren. Es gibt gegenwärtig keine 
Theorie des eigentlichen primären ß-Zerfalls, welche die Existenz der kontinuier
lichen Energiespektren zu erklären oder Zerfallskonstanten abzuschätzen vermag. 
Einige Spekulationen darüber, bei welchen Elementen ß-Zerfall eintreten kann, 
sind in Ziff. 2 besprochen worden. 

Empirisch ist bemerkenswert, daß das größte hv der einem ß-Zerfall folgenden 
y-Linien nur selten größer ist als die Energie der oberen Grenze des kontinuier
lichen ß-Spektrums, wie aus Abb. 20 entnommen werden kann 2• 

Würde man annehmen, daß der Energiesatz bei allen Kernübergängen er
halten bleibt, dann folgt, daß ein radioaktiver Kern vor oder nach einer ß-Um
wandlung einen beliebigen Energiewert innerhalb eines kontinuierlichen Bereiches 

1 Vgl. H. M. TAYLOR und N. F. MoTT, 1. c. Gl. (4,24). 
2 Die wichtigste Ausnahme von dieser Regel ist die y-Linie mit der Energie 

26,2 · 105 Volt, die beim Zerfall ThC"D (vgl. Abb. 20) auftritt. Es ist bemerkenswert, daß 
diese Linie bei jedem Zerfall emittiert wird (vgl. Tab. 10). 
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haben könnte, der sich z. B. für RaC bis zu 3 · 106 Volt erstrecken würde. Anderer
seits zeigen die benachbarten cx- und y-Umwandlungen keinerlei Energieunschärfen. 
Überdies würden zwei Kerne mit verschiedener Energie verschiedene Masse be
sitzen, wogegen aus den Bandenspektren der Moleküle (Ziff. 3) eindeutig zu ent
nehmen ist, daß zwei gleiche Kerne in ihrem Grundzustand absolut identisch sind. 
Nach den allgemeinen Überlegungen von Ziff.1 ist es viel zu unwahrscheinlich, daß 
eine fundamentale Verschiedenheit zwischen nichtradioaktiven, stabilen und den 
unstabilen Kernen vorliegt, um die Hypothese nichtquantisierter Energieniveaus 
für radioaktive Kerne einzuführen. 

Gegenwärtig besteht die Tendenz 1, den ß-Zerfall als eine Erscheinung zu 
betrachten, auf die der Energie-Erhaltungssatz nicht anwendbar ist. Hiernach 
werden zwei radioaktive Kerne vor und nach einem ß-Zerfall als absolut identisch 
angesehen, auch wenn die emittierten ß-Teilchen verschiedene Energien aufweisen. 

iySfraN 
~ flrenze d konf. ß-Speklrvms 
t '11/.me '§'ie dkonlß Spektrums in llult m' ~ -

f=t: U'A'f(7f'f'; fJO) 
t 

'il U'Xz{11f.J1 91) 
~ 01 ~ 
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Abb. 20. Vergleich zwischen den kontinuierlichen ß-Spektren und den y-Strahlen der radioaktiven Elemente2 • 

lWANENK03 und HEISENBERG 4 haben vorgeschlagen, den Kern aus Neutronen 
und Protonen aufgebaut zu denken, so daß der ß-Zerfall mit der Umwandlung 
eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron verbunden wäre. Es wird ange
nommen, daß der Zerfall des Neutrons den Prozeß darstellt, bei dem der Energie
Erhaltungssatz nicht gültig ist. Für diesen Vorgang dürfen dann auch die ge
wöhnlichen Gesetze der Statistik und des Drehimpulsmoments nicht gültig sein, 
weil die beobachteten Kernmomente unter der Annahme erklärt werden können, 
daß Neutron und Proton den Spin t 'h haben und der Fermi-Dirac-Statistik 
genügen (Ziff. 3). Die Entfernung eines Elektrons aus dem Neutron würde keine 
Änderung von Spin oder Statistik der Kerne bewirken dürfen. 

GAMow 5 hat das Proton-Neutronmodell des Kernes angewendet, um die 
Tatsache zu erklären (vgl. Abb. 20), daß Elemente mit ungerader Atomnummer 

1 Vgl. z. B. dies. Handb. XXII/1, Kap. 2 B (L. MEITNER) Ziff. 33. 
2 Die ß-Strahl-Energien sind B. W. SARGENT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 139, 

S. 692. 1933 entnommen worden. 
3 D. lWANENKO, Nature Bd. 129, S. 798. 1932. 
4 W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 77, S. 1 und Bel. 78, S. 156. 1932. 
5 G. GAMOW, Nature Bel. 131, S. 433. 1933. 
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nach einem ß-Zerfall schnellere ß-Teilchen und härtere y-Strahlen zeigen als 
Elemente mit gerader Atomnummer. Es wird angenommen, daß jedes Paar 
von Protonen sich mit einem Paar von Neutronen im Kern zur Bildung eines 
IX-Teilchens vereinigt oder wenigstens einen größeren Beitrag an Bindungsenergie 
liefert. Da immer ein Überschuß an Neutronen besteht, wird beim ß-Zerfall 
eines ungeraden Elementes ein Neutron in ein Proton übergehen, das nun mit 
zwei Neutronen und dem vorhandenen einzigen Proton ein IX-Teilchen zu bilden 
vermag; die hierbei freiwerdende große Energie wird voraussichtlich entweder 
auf das ß-Teilchen übertragen oder in Form von y-Strahlen emittiert. Zerfällt 
andererseits ein Element mit gleicher Atomnummer, so kann kein neues IX-Teil
chen entstehen und nur ein viel geringerer Energiebetrag freiwerden. 

Gegen diesen Standpunkt ist anzuführen, daß die Differenz zwischen den 
y-Strahlenenergien der B- und C-Körper von der Größenordnung 0,5 Millionen 
Volt ist, wogegen die Bindungsenergie eines freien IX-Teilchens die Größen
ordnung von 20 Millionen Volt besitzt. 

C. Stoßvorgänge. 
14. Theorie der normalen und anomalen elastischen Streuung von ge

ladenen Teilchen. Die Entdeckung der Atomkerne durch RUTHERFORD ist be
kanntlich aus den Ergebnissen der Beschießung von Atomen mit schnellen Teilchen 
erschlossen worden. Die genauere Untersuchung der Streuvorgänge hat sich immer 
mehr als eines der wertvollsten Hilfsmittel zur Erforschung der Kernstruktur er
wiesen, wobei IX-Teilchen, Protonen und die kürzlich entdeckten Neutronen als 
Stoßpartikel verwendet werden. Wir wollen hier zuerst die elastischen Zusammen
stöße diskutieren, d. h. Zusammenstöße, bei welchen weder Zerfall noch Anregung 
des Kerns durch das stoßende Teilchen eintritt. Es handelt sich dabei um die 
Berechnung der Streuwahrscheinlichkeit und der Winkelverteilung der gestreuten 
Partikel und um den Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen. 

Wird eine dünne Folie eines schweren Elements mit IX-Teilchen beschossen, 
dann kann nach RUTHERFORD1 der Bruchteil der in einen gegebenen Raumwinkel 
dw gestreuten Teilchen dargestellt werden durch einen Ausdruck von der Form 

nDI({})dw, (14, 1) 
wo 

{14, 2) 

Hierbei bedeutenD die Dicke der Folie, n die Anzahl der Atome pro Volumen
einheit, Ze, Z'e die Ladungen des streuenden Kerns bzw. der stoßenden Partikel, 
M p und v die Masse und Geschwindigkeit der letzteren sowie{} ihren StreuwinkeL 

Diese Formel kann für ruhende Kerne sowohl aus der NEWTONsehen Mecha
nik als auch aus der Wellenmechanik 2 abgeleitet werden unter der Annahme, 
daß die potentielle Energie V (r) des stoßenden Teilchens im Abstand r vom 
Kern gemäß dem CouLOMBsehen Gesetze durch 

V(r) = ZZ'e 2/r {14, 3) 

gegeben ist. Um dem Rückstoß des Kernes von der Masse MK Rechnung zu tragen, 
was bei leichteren Kernen erforderlich wird, sei daran erinnert, daß sowohl in 
der NEWTONsehen Mechanik als auch in der Quantenmechanik das Zweikörper-

1 Vgl. ds. Handb. Bd. XXII/2, S. 228. 
2 Vgl. ds. Handb. Bd. XXIV/1, Kap. 3 (H. BETHE), Ziff. 51; Kap. 5 (G. WENTZEL), 

Ziff. 4. 
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problern auf den Fall des ruhenden Kerns mit der Potentialfunktion V (r) zurück
geführt werden kann, indem die Masse Mp der stoßenden Partikel ersetzt wird 
durch 

(14, 4) 

so daß man sich stets nur mit diesem vereinfachten Problem zu beschäftigen 
braucht. Die Beziehung zwischen dem bisherigen Streuwinkel {}und dem wirk
lichen Streuwinkel e ist dann durch 

tg61 = ~gsin_~ (14, 5) 
Mgcos{} + M 

gegeben und zur Umrechnung der bisherigen Streuformel (14, 1), (14, 2) heran
zuziehen. Diese liefert für die Anzahl aller unter Winkeln zwischen EJ und 
EJ + d EJ abgelenkten Stoßteilchen bei Berücksichtigung von (14, 4) 

(14, 6) 

Um die in einen gegebenen Raumwinkel dw gestreute Anzahl zu erhalten, würde 

dies noch mit ~:d"'' zu multiplizieren sein. Die Anzahl der Kerne pro Stoß-2nsino o 
teilchen, deren Rückstoß unter einem Winkel zwischen (/1 und (/1 + dl'/1 erfolgt 
(Abb. 21), wird bestimmt durch1 

nD (Z Z' e2) 2 4nsin2 <P • d <P (14, 7) 
2Mv2 cos4 <P • 

DieseFormeln werden als "klassisch" bezeichnet. Der einzige Fall, in welchem klas
sische und Quantenmechanik für das Coulombfeld verschiedene Resultate ergeben, 
ist derjenige, wo die beiden am Stoß beteiligten Partikel 
von gleicher Art sind2, z. B. beides Heliumkerne (Ziff. 15). 

Die RuTHERFORDsche Streuformel (14, 6) ist im all
gemeinen ausgezeichnet bestätigt worden und konnte so
gar zur zahlenmäßigen Bestimmung von Kernladungs
zahlen herangezogen werden3• Bei schnellen Partikeln und 
leichten Kernen haben sich ). edoch Abweichungen bemerk- Abb. 21. Streuwinkel e uud 

Rückstoßwinkel .P. 
bar gemacht, auch wenn der Atomkern und die stoßende 
Partikel ungleichartige Teilchen sind. Der Ursprung hiervon liegt in dem Ver
sagen des CouLOMBsehen Kraftgesetzes (14, 3) für die kleinen Kernabstände 
(r ""'ZZ' e2f!M v 2), die das stoßende Teilchen bei großen Geschwindigkeiten ins
besondere für niedrige Kernladungen Z zu erreichen vermag. 

Vor dem Auftreten der Quantenmechanik wurden verschiedene Versuche 
zur Deutung der "anomalen" Zerstreuung von <X-Teilchen (Z' = 2) gegründet 
auf die Annahme bestimmter Abweichungen vom CouLOMBsehen Gesetze von 
der Form4 

V(r) = 2Z e2 - (J,_. 
r yn 

Durch den Erfolg der GAMOWschen Theorie des <X-Zerfalls (Ziff. 6) wird 
es heute nahegelegt, die anomale Zerstreuung auf die dort bewährten Voraus-

1 Vgl. E. RUTHERFORD, J. CHADWICK U. C. D. ELLIS, Radiations from Radioactive 
Substances, § 56. 

2 Vgl. ds. Handb. Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 5. 
3 J. CHADWICK, Phil. Mag. Bd. 40, S. 734. 1920. 
4 H. PETTERSSON, Wiener Ber. (IIa) Bd. 133. S. 509. 1924; Proc. Roy. Soc. London 

Bd. 36, S. 134. 1924; P. DEBYE u. W. HARDMEIER, Phys. ZS. Bd. 27, S. 196. 1926. 
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setzungen über den Atomkern zurückzuführen. Für das Folgende seien mit 
TAYLOR1 für die potentielle Energie des IX-Teilchens im Kernfelde die Annahmen 
benutzt 

V(r) = 2Z e2jr r > r0 ,} 

=unbekannte Anziehung r < r0 , 
( 14, 8) 

worin r0 den GAMOWschen Kernradius (Abb. 10) bezeichnet. Der Atomkern soll 
vor dem Stoß als ruhend betrachtet werden; die Richtung des mit der Geschwin
digkeit v einfallenden IX-Teilchens sei parallel zur z-Achse vorausgesetzt, bezüg
lich welcher das wellenmechanische Problem axialsymmetrisch ist und durch 
Polarkoordinaten r, {}beschrieben werden kann. Die ScHRÖDINGERsche Gleichung 
für die Relativbewegung der beiden Partikel lautet 

2M [ 1 1 L1u +V -iMv2 - V(r) u = 0, (14, 9) 

und man hat eine Lösung zu finden von der asymptotischen Form 

u(r' #) ""'eilcz + e'kr /(1'}), (14, 10) 
r 

worin k = Mvfn gesetzt ist. Das erste Glied stellt die ebene Welle des einfallenden 
IX-Teilchens dar, das zweite die divergierende "Streuwelle", deren Intensität 
für den Winkel {} durch 

I(#) =I f('&) 12 

gegeben wird. Die wirkliche Anzahl der in einer gewissen Richtung B gestreuten 
IX-Teilchen erhält man dann aus (14, 6) durch Multiplikation mit dem Faktor 

R -[_!({}) 12 (14 11) 
- ZZ'e2j2Mv2 sin2 t1J ' ' 

wobei {} aus B, wie bereits für ( 14, 6), nach ( 14, 5) zu berechnen ist. Sind Kern 
und stoßendes Teilchen von derselben Art und gehorchen sie der Einstein-Bose
Statistik2, so ist statt (14, 11) 

(14,12) 

zu setzen, wo diese Formel nunmehr die Summe aller gestreuten und gestoßenen 
Teilchen ergibt. 

Zur Lösung von (14, 9) sei zunächst ein reines Coulombfeld vorausgesetzt. 
Die Wellenfunktion u (r, #) e- 2nivt, welche die Streuung durch ein reines Coulomb
feld beschreibt, ist von GoRDON 3 angegeben worden. Sie lautet 

00 

u(r, #) = 1: a1P1 (cos#) '!j11(r), 
l~O 

wo P1 die LEGENDREschen Polynome sind und 'll'l die der Grenzbedingung 
für r = 0 genügende Lösung der Differentialgleichung 

_1_ ~ (r 2 d'f/J) + [2M (_1_ M v2 _ Z Z~t!_)' _ l(l +__U]w = 0 
r 2 dr dr n2 2 r r 2 ..,-

1 H. M. TAYLOR, Proc. Roy. Soc. London {A) Bd. 134, S. 103. 1931; Bd. 136, S. 605. 
1932. 

2 Vgl. ds. Handb. Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 5. 
3 W. GORDON, ZS. f. Phys. Bd. 48, S. 180. 1928; vgl. auch ds. Handb. Kap. 5 

(G. WENTZEL), Ziff. 3, s. 700; Ziff. 8, S. 711. 
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bedeutet, welche so normiert wird, daß für große r 

'lj}tco.:J (kr)- 1 sin(kr- !ln- ylog2kr + a1); 

dabei ist k = Mvfh, y = ZZ'e2fhv und a1 die Konstante argF(i/' + l + 1). 
Die Koeffizienten a1 sind gegeben durch 

a 1 = i1(2l + 1)eiu1• 

Die Lösung hat für große r die asymptotische Form (14, 10), 

u(r,#) co.:JI + Sj({}), 

wo I die entlang der z-Achse fortschreitende Primärwelle mit der Amplitude 1 
bedeutet, 5 = y-Ieikr-rlog2kr+2iu, 

die gestreute Welle darstellt und das Quadrat des Absolutbetrages von 

j({}) = ZZ'e:_ _ 1_e-irlogsin'tß+in (14, 13) 
2Mv2 sin2 tt9> 

dem RUTHERFORDschen Streufaktor (14, 2) entspricht. 
Wir betrachten nun die Streuung in einem Kernfelde V (r), wie es in Abb. 10 

dargestellt ist. Die Streuung wird jetzt durch eine abgeänderte Wellenfunktion 
00 

U (r, #) = L A1 P1 ( cos {}) 'P" (r) 
l=O 

beschrieben, wo Pi der Differentialgleichung 

-~- _d (r2 c],_'l'_z) + [~ M (l.M v2 - V(r)) - l(l +~] 'Jf; = 0 
r 2 dr dr n2 2 y2 t ( 14, 14) 

genügt; 'P" ist von der asymptotischen Form 

'P1 co.:J (kr)- 1 sin(kr- !ln- ylog2kr + a1 +/51), 

wo /51 von der Form des Feldes V (r) innerhalb des Kernes abhängt. Wir müssen 
die Koeffizienten A 1 so wählen, daß U wiederum nur eine einfallende und eine 
gestreute Welle repräsentiert. Dies geschieht am einfachsten durch eine solche 
Wahl von A 1, daß in der Differenz A1 'l~- a11p1 nur Terme von der Form r-Ieikr, 

aber keine solchen von der Form r- 1 e-ikr auftreten. Das gibt 

Az = il (2l + 1) ei~,+iu,' 

wo /51 die oben definierte Phase ist; für große r haben wir somit 
00 

U(r, {}) co.:J I + SI({}) + ~ (A1 'P" - a11p1) P1 (cos {}) 
l=O 

"-'I+ S lf({}) + 2;k ~ (21 + 1) (e2U'-1) e2iu, P1 (cos#) I· 
Die Zahl der in einen Raumwinkel dw gestreuten Partikel ergibt sich daraus zu 

I({}) dw = I f (ll) + 2 ; k t, (21 + 1) (e2 io,- 1) e2i"' P 1 (cos#) 1

2
d w . (14, 15) 

Für das Verhältnis R der wirklichen Streuung zu der klassischen Streuung im 
reinen Coulombfelde folgt daher 

I 0 

00 12 R = 1 + i"Pe2 sin2!{) eirlogsin' !ß ,l; (2l + 1) (e2iol _ 1) e2i(u1-u,) 

l=O 

(14, 16) 
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Wir müssen jetzt das Verhalten der Konstanten /J1 diskutieren. Wir be
merken, daß die in Gleichung (14, 14) auftretende Funktion von r 

'V:- (E- V(r)) _l(l ~ 1), E = ~ v2 , (14, 17) 

nach ( 14, 8) im Gebiete r > r 0 eine einzige Nullstelle hat, wenn E nicht zu groß 
ist. Bezeichnen wir diese Nullstelle mit (!z, so erkennt man leicht, daß ez den 
klassischen Stoßabstand des a-Teilchens mit der gegebenen Anfangsgeschwindig-
keit v und dem Drehimpuls y l (l + 1) Ii darstellt, so daß der "Stoßparameter" 
durch fl(l + 1)fijMv gegeben ist. 

Für ez > r0 kann ein solches Teilchen nach der klassischen Theorie nicht 
in das Gebiet eindringen, in dem das CouLOMBsehe Gesetz nicht mehr zutrifft. 
Die Quantenmechanik besagt entsprechend, daß für ez ::;:> r 0 , /J1 <':: 1 sein muß. 
Das kann leicht aus der Abb. 22 entnommen werden, in der die Funktion 

( 2n": (E- V) - 1 (l ~ 1)) und die Wellenfunktion np1 gegen r aufgetragen sind. In 

dem Gebiete, wo (2n7 (E- V) - ~ ~ 1 )) negativ ist (Abb. 22), wird np1 sehr klein. 
2·m(E _ V)Jn' -Z(Z + l)/r' r Man überz~ugt . sich leicht, da~ die 
/ 1 Phase /J1 h1er mcht sehr verschieden 
__L -----!------------"-- ist von jener, die man im Falle des 

Re r reinen Coulombfeldes haben würde 1 . 

Abb. 22. 

: Ist (!z > r 0 für alle l, so kann 
I das Teilchen nach der klassischen 
J Theorie nicht in den Kern eindringen. 
~ ~ Ist (! 1 ::;:> r 0 für alle l, dann sind nach 
~-,r der Wellenmechanik alle /J1 klein, 

so daß in (14, 16) R""' 1 wird, die 
Streuung also durch das klassische 
Gesetz gegeben ist. 

Wellenfunktion 'lJ'l in Abhängigkeit von r. 

Mit zunehmender Geschwindigkeit v der einfallenden Partikel wird schließ
lich (!z = r 0 für l = 0, während für alle anderen Werte von l noch ez > r 0 bleibt. 
Teilchen mit dem Drehimpuls Null können somit bei dieser Geschwindigkeit 
in den Kern eindringen, nicht aber solche mit einem Drehimpuls größer oder 
gleich fiy2. /J 0 ist somit der erste Koeffizient, der zu einem endlichen Wert 
der anomalen Streuung Anlaß gibt. Letztere ist dann bestimmt durch einen 
Ausdruck von der Form 2 

I(ß) =I ZZ'~ -.-1- e-iylogsin'l•~+in + _1_0 (eWo- 1) '12· (14, 18) 
2Mv2 sm2!ß 2zk 

Die Größe /J 0 ist eine Funktion der Energie, aber nicht des Streuwinkels. Für 
das Verhältnis R ergibt sich nach (14, 16) 

R = 11 + eir log sin't•~. iy- 1 sin2iß (e2irl, - 1) 12 . (14, 19) 

Es sei bemerkt, daß die Formel (14, 18) die Differenz zwischen der gewöhnlichen 
CouLOMBsehen Streuwelle und einer kugelsymmetrischen Kern-Streuwelle dar
stellt. Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung für die Gültigkeit 
von (14, 18) ist, daß die Wellenlänge der einfallenden Partikel (im Koordinaten
raum) groß gegen r 0 ist. 

Wenn v noch weiter zunimmt, geben die Konstanten /J1 nacheinander zu 
endlichen Beiträgen zur anomalen Streuung Anlaß. Man kann die Anzahl der 
in Betracht kommenden Terme in der Reihe (14, 16) abschätzen, indem man 

1 Für den Beweis vgl. H. M. TAYLOR, 1. c. 2 Vgl. (14, 15) und (14,13). 
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berechnet, für welche Werte von l ein Teilchen mit dem Drehimpuls yl(l + 1)fi: 
nach der klassischen Theorie in den Kern eindringen kann. 

15. Anwendungen der Theorie der anomalen Streuung. I. Abschätzung 
von r 0 • Mit wachsender Energie der einfallenden Partikel treten für alle Winkel 
bei der gleichen Geschwindigkeit Abweichungen von der klassischen Streuformel 
auf, wie das in Abb. 23 dargestellt ist 1 und mit den experimentellen Ergeb
nissen bei Wasserstoff in Übereinstimmung steht. Durch die klassische Theorie 
könnte dieses Verhalten nur unter der Annahme eines scheibenförmigen Kernes 
erklärt werden1 • Dieser Umstand ist für die Bestimmung des Kernradius r0 von 
Bedeutung. Ist v die Geschwindigkeit, bei welcher für einen beliebigen Winkel 
Abweichungen von der klassischen Theorie 
beobachtet werden, so ist r 0 gegeben durch I? 

tr-------------~~-----

Il. Streuung von IX-Teilchen in Wasserstoff. 
Bezeichnen wir mit Mp die Masse des IX-Teil
chens, dann ist die reduzierte Masse M, welche 
bei dem Stoßproblemwirksamist, nach(14,4), 

M = _j-MPMJ>_ = _!_M 
Mp + tMP 5 P. 

0,5 

180° 

0~--------------------~v 

Abb. 23. Berechnete Abhängigkeit des Streu
ungsverhältnisses R von der Teilchengeschwin .. 

digkeit v. 

Die effektive de Broglie-Wellenlänge ist in diesem besonderen Stoßproblem somit 
bedeutend größer als bei Stößen zwischen IX-Teilchen und schweren Kernen. 
In der Tat haben wir für die IX-Teilchen von RaC' (die schnellsten hier be
benutzten IX-Strahlen), 

h / M v = 26 · 10- 13 cm . 

Nun ist es sehr unwahrscheinlich, daß der Radius r0 des IX-Teilchens bedeutend 
größer als 5 · 10- 13 cm ist. Man kann somit als sicher annehmen, daß nur Teil
chen mit dem Drehimpuls Null in den Kern eindringen können und daß die 
Streuformel (14, 19) gültig ist. 

Berücksichtigen wir die Schwerpunktsbewegung der beiden Teilchen, so 
finden wir nach (14, 7) und (14, 19) 

mit 

dabei ist X der Winkel zwischen der Richtung des fortfliegenden Protons und 
der des einfallenden IX-Teilchens und R das Verhältnis der beobachteten Protonen
anzahl zu der nach der klassischen Theorie erwarteten Anzahl. 

Da <5 0 eine Funktion der Geschwindigkeit v, aber nicht von X ist, kann 
man <5 0 aus dem beobachteten Werte von R für ein gegebenes v und X berechnen 
und hieraus R für alle Werte von X (bei gleichbleibendem v) ableiten. Die Resul
tate einer solchen Berechnung sind in Abb. 24 für drei verschiedene Werte von v 
wiedergegeben, wobei <5 0 so gewählt wurde, daß die theoretischen Kurven mit 
den experimentellen für einen Winkel von 2r zusammenfallen. 

1 E. RUTHERFORD, J. CHADWICK u. C. D. ELLIS, Radiations from Radioactive Sub
stances, S. 276. 
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der 
Die so erhaltene Abhängigkeit des !5 0 von v ermöglicht es, eine Abschätzung 
Wechselwirkungsenergie zwischen Proton und !X-Teilchen vorzunehmen. 

50 ........ -, 
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Abb. 24. Winkelverteilung der gestoßenen Pro
tonen für a~Stöße in Wasserstoff. (Nach H. 
M. TAYLOR.) Reichweite der a~Strahlen: Kurve 

A: 6,6 cm; B: 4,3 cm; C: 2,9 cm. 

Unter der Voraussetzung, daß die Wech
selwirkungsenergie von der Form 

V(r) = -D, 

V (r) = 2e2jr, r > r0 

ist, findet man 1 die beste Übereinstimmung 
mit den experimentellen Daten für die fol
genden Zahlenwerte: 

r0 = 4,5 · 10- 13 cm, 

D = 6 · 106 Volt . 

III. Streuung von !X-Teilchen in Helium. 
Das Problem wird in diesem Falle dadurch 
kompliziert, daß der Heliumkern selbst ein 
!X-Teilchen darstellt, und es unmöglich ist, 
beim einzelnen Stoßvorgang zu unterschei

den, welches Teilchen gestreut und welches der gestoßene Kern ist. Für die 
theoretische Behandlung derartiger Stoßvorgänge ist es notwendig, in den Ko
ordinaten der beiden Teilchen symmetrische Wellenfunktionen zu verwenden. 
Dies führt zu Abweichungen von der klassischen Streuformel selbst bei Stößen 
geringer Geschwindigkeit, für welche das CouLo:vmsche \Vechselwirkungsgesetz 
gültig ist. Die theoretische Formel für R unter Annahme dieses Gesetzes 
lautet nach MoTT 2 

(15, 1) 

wobei 

und 8 den Winkel zwischen dem einfallenden Teilchen und dem gestreuten oder 
gestoßenen Teilchen nach dem Stoß bedeutet. Für 8 = 45 o wird R = 2. Die 
von CHADWICK 3 bei e = 45 ° und veränderlicher Stoßenergie bestimmten Werte 
von R sind in Abb. 25 dargestellt. Man sieht, daß für kleine Geschwindigkeiten 
der einfallenden !X-Teilchen R gegen 2 konvergiert, wie es die Theorie voraussagt. 
Die Beziehung ( 15, 1) ist auch von BLACKETT und CHAMPION 4 experimentell 
bestätigt worden. 

Die Abweichungen von der Formel ( 15, 1) für schnelle Teilchen müssen dem 
Aufhören des Geltungsbereiches einer CouLOMBsehen Wechselwirkung zugeschrie
ben werden. Die effektive de Broglie-Wellenlänge hjMv für ein !X-Teilchen von 
RaC' beträgt hier (M = Mpj2) nur noch 10,3 · 10- 13 cm. Demgemäß ist wahr
scheinlich nur für Teilchen geringerer Geschwindigkeit die Annahme gerecht
fertigt, daß die von dem Kern ausgesandte Streuwelle kugelsymmetrisch ist, 
so daß eine Formel vom Typus (14, 19) benutzt werden kann. 

1 H. M. TAYLaR, 1. c. 
2 N. F. MaTT, Prac. Ray. Sac. Landan (A) Bd. 125, S. 222. 1929; Bd. 126, S. 259- 1929. 

Vgl. auch ds. Handb. Bd. XXIV/1, Kap. 5 (G. WENTZEL). Ziff. S. 
3 J. CHADWICK, Proc. Roy. Soc. Londan (A) Bd. 128, S. 114. 1930; vgl. auch ds. Handb. 

Bd. XXIV/1, Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 5. 
4 P.M.S.BLACKETTU. F. C. CHAMPION, Proc. Roy. Soc. Londan(A)Bd.130, S.380. 1931. 
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Nimmt man dies an und berücksichtigt sowohl die Symmetrie der Wellen
funktion als auch die Schwerpunktsbewegung, so erhält man aus (14, 5), 
(14, 6), (14, 12) und (14, 18) für die Summe der Anzahl der gestreuten lX-Teilchen 
und der gestoßenen He-Kerne die Beziehung 1 

R = 2 11 + iy - 1 sin2@ (e2io, _ 1) eirtogsin'e 12. 

Die Werte von <5 0 können aus der in Abb. 25 dargestellten experimentellen Kurve 
( 8 = 45 °) für jede beliebige Energie abgeleitet werden. Man kann daraus die 
Streuung für jeden anderen Streuwinkel berechnen und erhält ziemlich gute 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment, wie Abb. 26 zeigt, wo die 
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Abb. 25. Streuungsverhältnis .R für " Stöße in Helium 
(nach CHADWICK), für (":) = 4 5 •. E, bcdeu tel die Energie 

der a:-Teilchen von RaC'. 
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Abb. 26. Streuung von <X-Teilchen in Helium für @=10'; 
Kurve I ist aus den beobachteten Werten für E> = 45 o 

berechnet; Kurve I I jst experimentell bestimmt 
(nach TA YLOR). 

Streuung für einen Winkel von 10° angegeben ist. Kurve I ist die theoretische 
Kurve, die mittels der Werte von <5 0 aus der experimentellen Kurve für 45 o 

berechnet worden ist, Kurve II stellt die Beobachtungen dar 2• 

Für die gegenseitige potentielle Energie zweier lX-Teilchen ergibt sich aus 
den mit den experimentellen Daten gut verträglichen <5 0-Werten 

V(r) = 4e2jr r > 3,5 ·10- 13 cm, 

V = - 15,6 ·106 Volt r < 3,5 · 10- 13 cm. 

Der für V erhaltene Wert ist überraschend groß und zeigt, daß die Anziehung 
zwischen zwei lX-Teilchen während eines Stoßes bedeutend größer ist als die An
ziehung zwischen den lX-Teilchen im Inneren eines Kernes. 

16. Resonanzniveaus. In Ziff.14 haben wir gesehen, daß "P innerhalb eines 
Kerns im allgemeinen klein wird, sobald die Energie der einfallenden Partikel 
kleiner als die Höhe des Potentialberges ist 3 . Daher sind alle Konstanten <51 

in (14, 15) klein und die Abweichungen von dem RUTHERFORDschen Streufaktor 
gering. Es ist jedoch denkbar, daß die Energie E des einfallenden Teilchens in 
der Nähe eines instabilen, quasi-stationären Zustandes des individuellen Systems 
Kern + lX-Teilchen liegt, so daß "P für einen gegebenen Wert von l im Kern
inneren große Werte annimmt. Neben dem gewöhnlichen Lösungstypus I 
(vgl. Abb. 27) der Differentialgleichung 

~ ~(rzd'P) + [2._11!_ (E- V(r))- l(l +_!l] w= 0 
r 2 dr dr h2 r 2 ' 

1 H. M. TAYLOR, I. c. GI. (12) . 
2 E. RuTHERFORD und J. CHADWICK, Phi!. Mag. Bd. 4, S. 605. 1927. 
3 Oben Abb . 10, S. 806. 
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sollte für einen oder mehrere Wertebereiche von E noch ein weiterer Lösungs
typus II vorkommen, wie er in Abb. 27 schematisch wiedergegeben ist. Auf 
diese Möglichkeit ist zuerst von GURNEY 1 hingewiesen worden. 

Hieraus folgt, daß anomale Streuung gegebenenfalls nur in einem engen 
Energiebereich LJE stattfinden könnte 2 ; ein solcher Effekt ist experimentell 
bisher nicht beobachtet3 worden~. Man würde auch erwarten, daß bei der künst
lichen Zertrümmerung von Atomkernen die Ausbeute an Protonen bei bestimmten 

1 I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

r 

r 
I 

I 
I 4=Z ~ r 

Stoßenergien scharfe Maxima zeigen 
könnte. Wir kommen hierauf in Ziff. 18 
zurück. 

Bedeutet LJE die Breite eines der
artigen Resonanzniveaus, so kann man 
zeigen, daß 

LJE = hJ., 

wo 1 die Zerfallskonstante des in Frage 
kommenden Zustands des Systems Kern 
+LX-Teilchen ist. 1 kann aus der GAMOW
schen Formel (6, 7) berechnet werden; 
1/). gibt die mittlere Zeitdauer an, nach 
der das LX-Teilchen wieder ausgestoßen 
wird. Die Breite L1 E kann sich be

Abb. 27. Wellenfunktion "1'1 gegen r aufgetragen; trächtlich vergrößern, wenn der Stoß 
I keine Resonanz, II ResonanzfalL Unelastisch ist und ein Kernzerfall statt-

findet 5 (Ziff. 18). 
17. Zerstreuung von Neutronen. Die experimentellen Erfahrungen über 

Neutronen können folgendermaßen zusammengefaßt werden 6 : Das Neutron ist 
ein Teilchen der Ladung 0 und einer Masse zwischen 1,005 und 1,008 7• Nimmt 
man an, daß es aus einem Proton und einem Elektron besteht, so liegt seine 
Bindungsenergie zwischen 1 und 2 Millionen Volt. Das Neutron wird bei der 
Zertrümmerung von Berylliumkernen mit einer Geschwindigkeit von ungefähr 
3 · 109 ern/sec herausgeschleudert 8 , bei der von Borkernen mit 2,5 ·109 cmfsec 
(Energie der LX-Teilchen 5,1 · 106 Volt). Nach CHADWICK 6 ist der Wir
kungsquerschnitt eines Neutrons für Zusammenstöße mit Bleiatomen etwa 
:n(7,10- 13) 2 cm 2 und mit Kohlenstoff :n(3,S ·10- 13) 2 cm2 . Für Stickstoff, Sauer
stoff und Argon ist der Wirkungsquerschnitt von derselben Größenordnung; bei 
Wasserstoff etwa 50% kleiner. Für Elektronenstöße ist der Wirkungsquer-

1 R. W. GuRNEY, Nature Bd. 123, S. 565. 1929. 
2 Vgl. N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 133. S. 228. 1931. 
3 Nachtrag bei der Korr.: Siehe nunmehr G. ScHNEIDER, Naturwissensch. Bd. 19, 

S. 349. 1933 (Streuung von Protonen an Borkernen). 
4 Man kann nicht erwarten, einen derartigen "Resonanz"effekt zu beobachten, wenn 

der Geschwindigkeitsbereich der benutzten <X-Teilchen einem größeren Energiebereich ent
spricht als .d E. 

5 Vgl. H. BoTHE, Phys. ZS. Bd. 32, S. 661. 1931; N. F. MoTT, I. c. 
6 Vgl. J. CHADWICK, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 692. 1932; s. auch I. CURIE 

und F. J OLIOT, Exposes de Physique Theorique, I I. Paris 1932, wo die experimentellen 
Ergebnisse besprochen werden. S. auch J. DESTOUCHES, III, ebenda, wo der gegenwärtige 
Stand der Theorie besprochen wird. 

7 Dies folgt aus der Energiebilanz für die Zertrümmerung von Bor durch <X-Teilchen 
und der Reaktion B 11 + He4 = N 14 + n1 . Die Massen von B 11 , N 14 , He4 sind bekannt 
(vgl. Tab. 1), und die Geschwindigkeit der emittierten Neutronen kann aus jener der von 
ihnen erzeugten Protonen berechnet werden (]. CHADWICK, l. c.). 

8 Seither wurden von G. KIRSCH u. \V. SLONEK (Naturwissensch. Bd. 21, S. 62. 1933) 
fünf Neutronengruppen verschiedener Geschwindigkeit bei Be erhalten. 
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schnitt dagegen bedeutend kleiner; DEE 1 hat gezeigt, daß auf einer Wegstrecke 
von 300 cm bei Normaldruck nicht mehr als ein Ionenpaar gebildet wird. Der 
Wirkungs.querschnitt für schwerere Kerne scheint also mit der Kernladung Z 
langsam zuzunehmen und ist nicht sehr verschieden von nr0 2, wo r 0 den GAMOW
schen Radius des betreffenden Kernes bedeutet. In ungefähr 25% aller Neu
tronenstöBe mit Stickstoffkernen tritt ein Zerfall der letzteren ein2• Sauerstoff 
kann auch zertrümmert werden, wobei aber nur ein kleinerer Teil der Zusammen
stöße wirksam ist3• 

Die Seltenheit der Zusammenstöße zwischen Neutronen und Elektronen 
wurde von BoHR 4 erklärt. Verhält sich das Neutron wie eine undurchdringliche 
Kugel vom Radius a, so ist für a < hfmv der Wirkungsquerschnitt 4na2, d. h. 
das Vierfache des klassischen Wertes na2• Man erhält daher mit diesem Modell 
für Neutronen denselben Wirkungsquerschnitt wie für Elektronen und Protonen. 
Andererseits ist es fast sicher, daß das Neutron sich abweichend verhält. Denn 
wenn das Modell einer undurchdringlichen Kugel zutreffend wäre, müßte das 
Feld des Neutrons so beschaffen sein, daß ein Elektron in das Neutron nicht 
eindringen könnte. Wegen der Kleinheit der Masse des Elektrons würde dies 
jedoch einen unwahrscheinlich großen Wert der Wechselwirkungsenergie 
(= 101 2 Volt) notwendig machen. 

Im Falle einer vernünftigen Größenordnung der Wechselwirkungsenergie 
(""' 1 os Volt) ist das BoRNsehe Approximationsverfahren 6 auf Stöße zwischen Elek
tronen und Neutronen sicherlich anwendbar und gibt einen Wirkungsquerschnitt 

( 17, 1) 

wo M die reduzierte Masse bedeutet, die aus den Massen M. und Mn von Elektron 
und Neutron nach 

M= M.M~ 
M.+Mn 

zu berechnen und größenordnungsmäßig =M. ist. Nimmt man für die Wechsel
wirkungsenergie V= 106 Volt und für den Neutronenradius a = 2 . 10- 13 cm an, 
so führt dies zu einem Wirkungsquerschnitt von (10- 17 cm) 6 , welcher zur Ent
stehung eines Ionenpaares auf einer Wegstrecke von etwa 1011 cm Veranlassung 
geben würde. 

Wenden wir uns nun zu den Zusammenstößen von Neutronen mit Protonen 
und schweren Kernen, so läßt das langsame Anwachsen des Wirkungsquerschnitts 
mit Z vermuten, daß das Coulombfeld bei der Streuung von Neutronen unwirk
sam ist6 und das Neutron in Kontakt mit der wirklichen Struktur des Kernes 
kommen muß, der sich dann ziemlich undurchdringlich, d. h. wie eine feste 
Kugel, verhält. Bedeutet r 0 wiederum den GAMowschen Radius des Kernes, so 
kann man die Größenordnung der Wechselwirkungsenergie V im Anschluß an 
den Ausdruck ( 17, 1) durch den Ansatz 

(2M V r a)2 
4.n ~ ; ~ .nro2 

1 P. DEE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 727. 1932. 
2 N. FEATHER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 136, S. 709. 1933. 
3 N. FEATHER, Nature, Bd. 130, S. 273. 1932. 
4 N. BoHR, In einer Diskussion auf der Frühjahrskonferenz, 1932, in Kopenhagen. 
5 M. BoRN, ZS. f. Phys. Bd. 38, S. 803. 1926; vgl. auch ds. Handb. Kap. 5 (G. WENTZEL) 

Ziff. 12. 
6 Vgl. J. DESTOUCHES, l. C. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIVJ!. 53 
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bestimmen, wobei jetzt 

M = MxMNJ(Mx +MN)= Mn 

ist. Mit r0 ""' 10-12 cm erhält man 
3 f;,2 

V= 4-Mr~ = 3 · 105 Volt. 

Dieser Wert scheint vernünftig zu sein. Andererseits hätten wir für Zusammen
stöße mit Protonen größere Werte anzunehmen. Wenn Stöße nur bei einem Ein
dringen des Protons in die Kernstruktur des Neutrons stattfinden sollten, müssen 
wir wegen des experimentellen Wirkungsquerschnittes [etwa n (2 · 1o-- 13 cm) 2 siehe 
oben] voraussetzen, daß das Neutron entweder den Radius 2 · 10-- 13 cm besitzt 
und die Wechselwirkungsenergie etwa 109 Volt beträgt oder daß es einen Radius 
von 10- 12 cm hat und eine Wechselwirkungsenergie von ungefähr 106 Volt. Ein 
so großer Radius ist unwahrscheinlich. MASSEY 1 hat jedoch die interessante 
Annahme diskutiert, daß der große Wirkungsradius auf Umladungsvorgänge des 
Neutronenelektrons zurückzuführen sei, wodurch Atomstöße bereits bei viel 
größeren Abständen denkbar wären als bei direkten Stößen. Andererseits er-

qxa2~---------------------------------

aviKm' 
1r. 

8 10 12 

Abb. 28. Theoretische Kurve des Wirkungsquerschnittes schwerer Atomkerne für Neutronenstöße. 

scheint die Annahme einer anomal starken Wechselwirkung zwischen Neutron 
und Proton durch die Ergebnisse über die anomale Streuung von IX-Teilchen 
in Helium gestützt, wo ähnliche Ergebnisse erhalten werden2• • 

Abb. 28 bringt eine Darstellung des effektiven theoretischen Wirkungsquer
schnitts eines schweren Kernes mit dem Potentialfeld 

V= V0 ,. r < a} 
V=O r>a a<.njMv 

für Neutronenstöße in Abhängigkeit von der Funktion ~ V2M(V0 - E), d. h. 

im wesentlichen von V 0 , wenn die Neutronenergie E klein gegen V0 ist. 
18. Unelastische Kernstöße. Künstliche Zertrümmerung und Anregung 

\tön Atomkernen. Wir betrachten in diesem Abschnitt die Ergebnisse unelasti
scher Zusammenstöße von leichten Kernen mit rasch bewegten materiellen 
Teilchen, Protonen, IX-Teilchen oder Neutronen. Vom theoretischen Standpunkt 
ist es bequem zu unterscheiden zwischen Stößen, bei denen das stoßende Teilchen 
durch den Atomkern eingefangen wird und solchen, bei denen dies nicht statt
findet. 

Bei den erstgenannten Stößen sind zwei Fragen zu betrachten: 1. Die Frage 
nach der "Chemie" des Prozesses, d. h. nach den Produkten des Vorgangs und 
nach der Größe der freiwerdenden Energie. Wenn beispielsweise ein Fluorkern 

1 H. W. S. MASSEY, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 138, S. 460. 1932. 
2 Vgl. Ziff. 15, III. 
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von einem a:-Teilchen getroffen wird, hat mah zwischen den beteiligten Atom
kernen die "Reaktionsgleichung" 

F 19 +He4 ->-Ne22 + H1 , 

wenn Lithium mit Protonen oder mit a:-Teilchen beschossen wird: 

Li7 + H1 _,. 2 He4 , 

Li7 + He4 -->- B10 + n1 

(n1 =Neutron). Auf die Größe der freiwerdenden Energie kommen wir weiter 
unten zurück. - 2. Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit eines derartigen Zer
falls; diese hängt von zwei Faktoren ab, von der Wahrscheinlichkeit, daß das 
einfallende Teilchen den Potentialberg des Kernes durchdringt, und der Wahr
scheinlichkeit, daß das eingedrungene Teilchen einen Zerfall verursacht. 

Für Teilchen, deren Energie größer als die Höhe des Potentialberges (Abb.10) 
ist, braucht nur der zweite Faktor betrachtet zu werden. Die experimentellen Er
gebnisse1 zeigen, daß die Wirkungsquerschnitte für Kernzerfall von der Größen
ordnung :nr 0 2 sind. Wir dürfen somit annehmen, daß die Wahrscheinlichkeit 
eines Zerfalls von der Größenordnung Eins ist, sobald das Teilchen in den Kern 
eindringt. 

Ist die Energie E der stoßenden Teilchen kleiner als die Höhe des Potential
berges, dann ist es wahrscheinlich, daß nur Teilchen mit dem Drehimpuls Null 
in den Kern eindringen (Ziff. 14). GAMOW hat gezeigt, daß in diesem Falle der 
effektive Wirkungsquerschnitt für Zerfall gleich ist2 

2:C~ 1 ~: 12 
• (18. 1) 

wo tp1 der Wert der Wellenfunktion außerhalb des Gebietes negativer potentieller 
Energie ist und tp0 den Wert der Wellenfunktion in dem Abstand r0 bedeutet, 
bis zu dem das a:-Teilchen vordringen muß, damit Zerfall eintritt. Die Größe 
(18, 1) entspricht gemäß (6, 2) und (6, 5) dem GAMowschen Ausdruck 

A = n \*!\2· 
für die Zerfallskonstante l des normalen radioaktiven Zerfalls, wobei n angibt, 
wie oft das a:-Teilchen in der Sekunde auf die Wand des Kernes auftrifft. Der 
Faktor :nn2/2ME in (18, 1) bedeutet analog die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
der Kern in der Zeiteinheit von einem a:-Teilchen mit der Energie E und dem 
Drehimpuls Null getroffen wird. 

Mit der gleichen Annäherung in der Berechnung der Wellenfunktion tp 
wie in Ziff. 6 erhalten wir 

(18, 2) 

Es ist nicht möglich, diese Größe mit derselben Genauigkeit zu bestimmen wie 
bei der Berechnung der Zerfallskonstante, da E jetzt dem Gipfel des Potential
berges nahe liegt und das Integral von der Gestalt der Potentialkurve daselbst 
sehr wesentlich abhängt. Man kann jedoch zeigen, daß die Wahrscheinlichkeit 

1 Vgl. P. M. S. BLACKETT. Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 107, S. 349. 1925, BLACKETT 
findet für schnelle cx-Teilchen in Stickstoff etwa 10 Zertrümmerungen auf 1 Million cx
Teilchen, was einem Wirkungsquerschnitt von :n: (3 · 10-13 cm)2 entspricht. Für ähnliche Resul
tate bei B10, F, Al vgl. dies. Handb. Bd. XXH/1, Kap. 2 C, S. 182. 

2 G. GAMOW, Der Bau des Atomkerns, Kap. 4. Leipzig 1932. 
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für einen Zerfall stark abnimmt mit zunehmender Energie E des einfallenden 
Teilchens und zunehmender Atomnummer Z des zu zertrümmernden Atom
kernes. Indem GAMow1 für die Potentialfunktion in der V (r) Nähe der Spitze 
des Potentialberges die Form 

V(r) = 2Ze2- !!_ 
r r3 

einführte und für die Konstante a vernünftige Werte annahm, konnte eine 
wenigstens qualitative Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen 
erhalten werden. 

Wenn die Energie E eines <X-Teilchens in der Nähe eines Resonanzniveaus 
(Ziff. 16) gelegen ist, kann der Wirkungsquerschnitt erheblich größer sein als 
nach (18, 1), offenbar aber nicht größer als 2 

nn2l(l + 1)j2ME, (18, 3) 

wo l die azimutale Quantenzahl des Niveaus darstellt. Wird ein o.:-Strahlbündel 
benutzt, in dem alle Energien von 0 bis E vorkommen, so kann durch die Existenz 
eines Resonanzniveaus die Zahl der Zertrümmerungen nicht wesentlich vergrößert 
werden. Die Anzahl der Resonanzeindringuhgen ist der Breite des Resonanz
niveaus t1 E proportional (Ziff. 16), die Anzahl der gewöhnlichen Zertrümme
rungen dagegen proportional mit EI "Po/VJ1 12 ; wegen t1 E ""' h • A sind aber beide 
Zahlen von der gleichen Größenordnung. 

Die Frage nach der Existenz von Resonanzniveaus bei der Atomzertrümme
rung hat noch nicht von allen Autoren eine übereinstimmende Beantwortung 
erfahren. Für die Zertrümmerung des Aluminiumkernes mit <X-Strahlen geben 
PosE 3 sowie CHADWICK und CoNSTABLE 4 bestimmte Resonanzniveaus an, doch 
scheinen ihre Ergebnisse bisher nicht in Übereinstimmung gebracht werden zu 
können 5. Resonanzniveaus werden ferner angegeben für die Zertrümmerung 
des Fluorkerns 6 sowie für die unter Neutronenemission erfolgende Zertrümmerung 
von Berylliumkernen 7• 

Neben der Atomzertrümmerung ist bei einer Reihe von Leichtelementen 
(Li, Be, B, F, Na[?], Mg, Al) 8 als Folge der Beschießung mit <X-Teilchen die 
Emission von y-Strahlung nachgewiesen. Für die Deutung dieser Tatsache 
kommen zwei verschiedene Möglichkeiten in Betracht. Wird das stoßende Teil
chen durch den Kern nicht eingefangen, so muß eine Anregung des Kernes statt
gefunden haben, welcher darauf in seinen Grundzustand unter Strahlungsemission 
zurückfällt. Kommt es dagegen zur Einfangung und Kernzertrümmerung, dann 
kann der neugebildete Kern in einer Reihe von angeregten Zuständen zurück
bleiben, aus denen er in den Normalzustand unter Ausstrahlung von y-Quanten 
übergehen wird. 

Im Falle des Lithiums ist bei Beschießung mit <X-Strahlen kein mit der 
Aussendung von Protonen verbundener Zerfall beobachtet worden 9, es ist daher 
möglich, daß die y-Strahlen hier auf unmittelbare Kernanregung zurückzuführen 

1 G. GAMow, I. c. Vgl. auch dies. Handb. Bd. XXII/1, Kap. 2C, S. 193. 
2 Vgl. N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 133, S. 228. 1931. 
3 H. PosE, ZS. f. Phys. Bd. 64, S. 1. 1930; Bd. 67, S. 194. 1931. 
4 J. CHADWICK u. J. E. R. CONSTABLE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 135, S. 48. 1932. 
5 Vgl. etwa K. DrEBNER u. H. PosE, ZS. f. Phys. Bd. 75. S. 753. 1932. 
6 H. PosE, ZS. f. Phys. Bd. 72, S. 528. 1931. 
7 G. KIRSCH u. W. SLONEK, Naturwissensch. Bd. 21, S. 62. 1933. 
8 W. BOTHE u. H. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 66, S. 289 u. S. 307. 1930. Ebenda, Bd. 76, 

s. 421 .1932. 
9 Dagegen ist hier Neutronenemission festgestellt. Es ist jedoch unwahrscheinlich, 

daß y-Strahlen nur bei Emission von Neutronen erzeugt werden, denn nach I. CuRIE u. 
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sind. Die Kerne von B, F, AP dagegen werden durch <X-Teilchen zertrümmert 
und weisen dabei mehrere Protonengruppen jeweils einheitlicher Geschwindigkeit 
auf. Die Energiedifferenzen sind offenbar den Anregungsstufen der neugebildeten 
Atomkerne zuzuordnen. 

Die Bedeutung der genannten Protonengruppen ist von ähnlicher Art wie 
jene der Feinstruktur der .x-Strahlen, etwa bei RaC und ThC (Ziff. 10, Abb. 16). 
Die Energiedifferenzen der Gruppen sollten mit y-Quanten übereinstimmen. 

Ein gutes Beispiel hierfür bietet die Zertrümmerung von Boratomkernen 
nach der Reaktion 

BIO + He4 ->- c13 + Hl. 

In diesem Falle sind zwei Protonengruppen festgestellt2, deren Energien 
bei Beschießung mit <X-Teilchen von 3,8 cm Reichweite (= 5,1 · 106 Volt), 0,2 · 10° 
und 3,2 · 106 Volt betragen. Ihr Energieunterschied steht in ziemlich guter Über
einstimmung mit der Energie der von BOTHE und BECKER beobachteten y-Quan
ten (Abb. 29). Ebenso entspricht die Intensität der y-Strahlen (etwa 4 · 10- 6 

Quanten pro ex-Teilchen) recht gut der Intensität 
der langsamen Protonengruppe (etwa 6,5 ·10- 6 

pro <X-Teilchen). Schließlich ist die Bindungs
energie des B10 aus dem von AsTON bestimm
ten Massendefekt zu 6 · 106 Volt berechenbar3• 

Addiert man hierzu die Energie der <X-Teilchen 
und subtrahiert jene der schnelleren Protonen
gruppe, so erhält man die Bindungsenergie des 
C13 • Der entsprechende Massendefekt ist 
(9,9 ± 1,7) • 10-3 und steht in guter Überein- Abb. 29. Energieniveauschema der Zertrüm-

merung von Bor. 
stimmung mit dem von KING und BIRGE 1 

auf bandenspektroskopischem Wege erhaltenen Massendefekt des C13 von 
(11 ± 2). 10- 3• 

Für andere zertrümmerungsfähige Elemente 4 konnte ein Vergleich zwischen 
den Energien der y-Strahlen und der Protonengruppen bisher noch nicht an
gestellt werden, jedoch befinden sich die Intensitäten der y-Strahlen in ziemlich 
guter Übereinstimmung mit jenen für die langsamen Protonengruppen. 

19. Die Schärfe der Wilsonbahnen. Die im vorliegenden Kapitel be
sprochenen erfolgreichen Anwendungen der Wellenmechanik auf Kernvorgänge, 
wie z. B. die GAMowsche Theorie des ex-Zerfalls (Ziff. 6) oder die anomale Zer
streuung der ex-Strahlen (Ziff. 14), setzen ähnliche wellenartige Eigen.schaften 
der ex-Teilchen voraus, wie sie für Elektronen un<l Protonen durch bekannte 
Interferenzversuche an Kristallgittern unmittelbar nachgewiesen sind 6• Die Aus
führung analoger Versuche mit ex-Strahlen scheitert bisher an der außerordent
lichen Kleinheit ihrerde Broglie-Wellenlängen (=5 ·10- 13 cm); das Ergebnis 

F. JoLIOT (C. R. Bd. 196, S. 397. 1933) beginnt die Neutronenemission erst bei einera:-Teilchen
energie von 5 . 106 Volt, während BoTHE u. BECKER (1. c.) eine Emission von y-Strahlen 
schon bei einer Energie der einfallenden a:-Teilchen von 3 • 106 Volt beobachteten. 

Für Be andererseits beginnt die Neutronenemission schon bei 1,3 · 106 Volt; vgl. auch 
F. RASETTI, ZS. f. Phys. Bd. 78, S. 165. 1932. 

1 H. PosE, 1. c.; ]. CHADWICK, ]. E. R. CoNSTABLE u. E. C. PoLLARD, Proc. Roy. 
Soc. London (A) Bd. 130, S. 463 (1930). 

2 W. BoTHE u. H. FRÄNZ, ZS. f. Phys. Bd. 49, S. 7. 1028, und W. BoTHE, ebenda Bd. 63, 
S. 381. 1930, haben auch Protonen beobachtet, die anscheinend ohne Einfangung des a:
Teilchens emittiert werden. 

3 Vgl. Tab. 1, S. 794. 
4 Vgl. ds. Handb. Bd. XXII/1, Kap. 2 (H. FRÄNZ u. W. BoTHE). 
5 Vgl. ds. Handb. Bd. XXII/2, Kap. 5 (R. FRISCH und 0. STERN). 
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wäre aber in Anbetracht der sichergestellten Interferenzeigenschaften von Pro
tonen sowie Heliumatomen geringer Geschwindigkeiten1 kaum zweifelhaft. Die 
Voraussetzung wellenartiger Eigenschaften von Atomkernen geht überdies ein 
in verschiedene der erfolgreichsten Anwendungen der Wellenmechanik auf Fragen 
des Atom- und Molekülbaues, so bei der Bestimmung des Einflusses der Mit
bewegung des Atomkernes in Einelektronenproblemen 2 oder bei der Berechnung 
der Rotations- und Schwingungszustände von Molekülen 3• 

Im folgenden soll gezeigt werden, wie eine der ausgesprochensten Partikel
eigenschaften des lX-Teilchens (oder Protons), nämlich die Entstehung scharfer, 
geradliniger Wilsonbahnen, mit seinen Welleneigenschaften vereinbar ist. Wir 
betrachten ein Bündel von lX-Strahlen und die zugeordneten de Broglie-Wellen 
mit der im ganzen Raume definierten Amplitudenfunktion 1p (x, y, z, t). Die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein lX-Teilchen zum Zeitpunkt t innerhalb eines 
Volumenelementes dxdydz angetroffen wird, beträgt IV'(x, y, z, t) l 2 dxdydz. 
Die Wellenfunktion der von den radioaktiven Kernen ausgesandten lX-Teilchen 
stellt eine Kugelwelle dar, so daß I"P 12 allein eine Funktion des Abstandes vom 
radioaktiven Atom Z ist. Demgegenüber werden aber geradlinige Wilsonbahnen 
beobachtet. Dies bedeutet, daß nach stattgefundener Ionisierung eines Atoms P 
die Wahrscheinlichkeit für die Ionisierung irgendeines weiteren Atoms in Rich
tung der geraden Verbindung von Z nach P sehr viel größer sein muß, als der 
Dichte IV' 12 der lX-Teilchen entsprechen würde. 

Eine wellenmechanische Voraussage der Existenz geradliniger Teilchenspuren 
gelingt demgegenüber nur, wenn das lX-Teilchen und alle Gasatome der Wilson
kammer von vornherein als einheitliches System behandelt werden und hierzu 
eine Wellenfunktion benutzt wird, die von sämtlichen Bestandteilen dieses 
Systems abhängt 4• Die Atome mögen fortlaufend numeriert sein und die Wellen
funktionen "1'1 (s1 , t 1), 1p2 (s2 , t 2), ••• besitzen, wobei t 1 , r2 , ••• die Vektoren der 
Elektronenkoordinaten der verschiedenen Atome bedeuten mögen und s1 , s2 , •.• 

die einzelnen stationären und Ionisierungszustände der Atome, s = 0 im be
sonderen ihren Grundzustand. Bezeichnet ffi den Koordinatenvektor des lX-Teil
chens, dann ist die Wellenfunktion des Gesamtsystems von der Form 

P (lR ; r1 , r2 , ... ) . 
Setzt man 

f(s1 , s2 , ••• ; lR) = J P(lR; tp r2 , .•• ) "P~ (s1 ; r1) 1p; (s2 ; t 2) ••• dt1 dr2 ••• , (19, 1) 

dann gibt 
( 19, 2) 

die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zu einem gegebenen Zeitpunkt des Atoms 1 
im Zustand s1 , das Atom 2 im Zustand s2 , ••• usw. vorliegt. Wenn alle 
si = 0 (i = 1, 2, ... ), ausgenommen eines, z. B. s1 =!= 0, dann folgt aus der Sym
metrie des Problems, daß (19, 2) nur vom Abstand des Atoms i vom Ursprung Z 
der lX-Strahlen abhängen wird. Zur Erklärung der Geradlinigkeit der Nebel
spuren ist es indessen noch erforderlich einzusehen, daß der Ausdruck (19, 2) für 
mehr als ein von Null verschiedenes s1 , d. h. mehr als ein angeregtes oder ionisier
tes Atom, klein ist, es sei denn, daß diese Atome auf einer durch Z gehenden 
geraden Linie gelegen sind. 

1 Siehe Fußnote 5, S. 837. 
2 Siehe Kap. 3 (H. BETHE), Ziff. 5. 
3 Siehe Kap. 4 (F. HuND), Ziff. 21 ff. 
' Vgl. W. HEISENBERG, Die physikalischen Prinzipien der Quantenmechanik, S. SOff., 

Leipzig_;_,1930; N. F. MoTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 126, S. 79- 1929. 
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Diese Eigenschaft des Integrals (19, 2) kann nun mittels der BoRNsehen 
Stoßtheorie 1 leicht nachgewiesen werden. Bedeutet lR wiederum den Koordinaten
vektor des .:x-Teilchens, t die Vektoren der Elektronenkoordinaten eines einzelnen 
Atoms und W die Energiesumme dieser beiden vor einem Zusammenstoß unend
lich weit voneinander entfernten Gebilde, dann kann ihr Stoßvorgang nach der 
BoRNsehen Theorie beschrieben werden mittels einer Wellenfunktion von der 
Gestalt 'P(lR; r)e-2niWt/h. Die Funktion 'P(lR; t) kann in eine Reihe 

'P(lR;r) = 2,'u(s;lR)'IfJ(s,r) (19,3) 
8 

entwickelt werden, worin die 'lfJ (s; t) die Wellenfunktionen der verschiedenen 
Zustände des Atoms sind. Die dem Ausgangszustand entsprechende Funktion 
u (0; lR) stellt eine einfallende und eine gestreute Welle dar; ist n0 der zur Anfangs
geschwindigkeit v0 des <X-Teilchens parallele Einheitsvektor und n der Einheits
vektor ffi/1 ffi I, dann gilt für große I ffi I = R 

u(O; ffi) ""'eiMpv,(n,·ffl)/li + 1 fo(n)eiMpv,Rfli. (19,4) 

Die Funktionen u (s, ffi) sind von der Form 

u(s;. ffi)""' ~ f8 (n) eiMpv,R/Ii, (19,5) 

wobei v8 die Geschwindigkeit des <X-Teilchens nach Anregung des Atoms zum 
sten Zustande ist. Der Ausdruck 

~I /,(n) 12 dw 
Vo 

(19,6) 

gibt dann die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß das ~X-Teilchen in der Zeiteinheit 
nach Anregung des Atoms zur sten Energiestufe eine Streuung in den Raum
winkel d w erfährt. 

Bedeuten HA, H"' die Hamiltonoperatoren von Atom und ~X-Teilchen, V (ffi; t) 
die Wechselwirkungsenergie dieser beiden Gebilde, W"' die Energie des .:x-Teilchens 
im Unendlichen und W (0) die Energie des Atoms im Normalzustand, dann lautet 
die Schrödingergleichung des Problems 

{HA+ H,.. + V(ffi; t) :- W(O)- Wx}P = 0, (19, 7) 
wobei 

11,2 
Hx =- 2 Mp LIR. (19, 8) 

Wird (19, 3) in (19, 7) eingeführt, hierauf mit - '!fl* (s; t)2Mpf'/i2 multipliziert 
und über alle r integriert, dann erhält man mit k8 = mv.(li 

(Lf + k,2) u(s; ffi) = 2 ;P j '!fl* (s; t) V(ffi; t) 'P(lR; t)dt. (19, 9) 

Bezeichnet man die rechte Seite von (19, 9) mit G(s; ffi), so lautet ihre Lösung 

1 f6ikslffl-11l'l 1 1 
u(s; ffi) =- 4n I ffi _ ffi' I G(s; ffi)dlR; (19, 10) 

sie bleibt im Ursprung endlich und stellt eine auslaufende Welle von der Wellen
länge hfMpv8 dar. Die Gleichung (19, 10) gilt exakt; es zeigt sich, daß, wenn 'Pfür 
solche ffi, t verschwindet, daß V (ffi; t) endlich bleibt, auch G und daher u (s; ffi) 
verschwindet. Das hat die einigermaßen triviale Bedeutung, daß im Falle des 
Verschwindens von 'P(ffi; r) in der Nähe des Atoms keine Streuung auftritt. 

1 M. BORN, ZS. f. Phys. Bd. 37, S. 863; Bd. 38, S. 803. 1926; vgl. oben Kap. 5 
(G. WENTZEL), Ziff. 11. 
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Zur Berechnung von u (s, 91) ist in die rechte Seite von ( 19, 9) ein Näherungs
ausdruck für 'P(91; r) einzuführen, wie die gewöhnliche BoRNsehe Näherung1 

'P(91;t)"'VJ(O;t)eik,(n,•IR>. (19,11) 

Als Ergebnis einer derartigen Näherungsrechnung zeigt sich, daß ( 19, 1 0) unddamit 
t.(n) ein sehr steiles Maximum besitzt, wenn ffi bzw. n in der Richtung n0 des 
einfallenden <X-Teilchens gelegen ist, in Übereinstimmung mit der experimentellen 
Tatsache, daß das <X-Teilchen bei Anregung des Atoms im allgemeinen nur um 
einen sehr kleinen Winkel abgelenkt wird. Die Funktion f. (n) bleibt aber auch 
für große Ablenkungswinkel endlich, was solchen Zusammenstößen entspricht, 
bei denen das <X-Teilchen durch den Atomkern um einen großen Winkel abgelenkt 
wird, bei gleichzeitiger Anregung des Atoms. 

Betrachten wir nun ein System, welches noch ein weiteres Atom umfaßt, 
das von dem ersten Atom jedoch so weit entfernt sein soll, daß die Wechsel
wirkung der beiden Atome zu vernachlässigen ist. Die Koordinatenvektoren 
und Wellenfunktionen des zweiten Atoms seien t 2 und VJ2 (s2; t 2), die des ersten 
sollen zur Unterscheidung nunmehr durch den Index 1 gekennzeichnet werden. 

Die Schrödingergleichung des neuen Systems ist 

[H..t,+H..t,+HIX+ vl (rl; 91) + V2(r2; 91)- wiX- Wl(o)- W2(o)]"P' (91; r1, r2)=o. (19, 12) 

Für alle vom ersten Atom entfernteren Punkte 91 verschwindet V1 (t1 ; ffi); für 
jedes Gebiet außerhalb der Nachbarschaft des Atoms 1 gibt es daher eine Lösung 
von (19, 12) von der Form 

(19, 13) 

worin s1 irgendeinem stationären Zustand des Atoms 1 entspricht und F (s1 ; ffi; rJ 
der Gleichung genügt 

{H..t, + HIX + V2 (r2 ; 91)- W2 (0)- W}F = 0. ( 19,14 

W ist hierbei die Energie des <X-Teilchens nach der Anregung des Atoms 1 in 
den s1 ten Zustand 

W = WIX + W1 (0)- W1 (s1). 

Die Gleichung (19, 14) entspricht daher der Wechselwirkung eines <X-Teilchens 
mit dem Atom 2, dessen Energie im Unendlichen den Wert W besitzt. 

Die BoRNsehe Stoßtheorie gibt für große ffi eine Lösung der Gleichung (19, 14) 
von der Form 

F(s1 ; 91; t2) = u (s1; 0; 91) VJ2 (0; t2) + ~ v (s1; s2; 91) VJ2 (s2; t2), (19. 15) 
•• 

wenn vorausgesetzt wird, daß sich das Atom 2 vor dem Zusammenstoß in seinem 
Grundzustand s2 = 0 befindet. u (s1 ; 0; 91) stellt hierbei die einfallende Welle 
mit einer der Energie w IX+ wl (0) - wl (sl) entsprechenden Wellenlänge, ins
besondere die vom Atom 1 ausgehende Streuwelle (19, 10), dar; den Funktionen 
v (s1 ; s2 ; 91) entsprechen vom Atom 2 divergierende Wellen mit den den Energien 
WIX + W1 (0)- W1 (s) + W2(0)- W2 (s2) zugehörigen Wellenlängen. Wie be
reits oben für Gleichung (19, 10) gezeigt, werden die Funktionen v(s1 ; s2 ; 91) 
nur dann von Null verschieden sein, wenn die einfallende Welle u(s1 ; 0; 91) in 
der Nähe des Atoms 2 endlich ist. Nach dem Gesagten wird das nur zutreffen, 
wenn das zweite Atom innerhalb eines sehr spitzen Kegels gelegen ist, dessen 
Spitze mit dem Ort des Atoms 1 und dessen Achse mit der Richtung n 0 des ein
fallenden <X-Teilchens zusammenfällt. 

1 Vgl. Kap. 5 (G. WENTZEL), Ziff. 11, vgl. dort Gleichung {11, 12). 
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Die Wellenfunktion des Gesamtsystems ist offenbar 

.2; F (s1 ; ffi; r2) 'IJ' (s1 ; r1). 

•• 

841 

(19, 16) 

Wenn weder s1 noch s2 auf einen Normalzustand Bezug nimmt (s1 =l= 0, s2 =l= 0), 
ergibt (19, 2) für die Wahrscheinlichkeit der Anregung beider Atome 

Jiv(s1 ; s2 ; ffi) j2 dffi. (19, 17) 

Wie wir gesehen haben, ist diese Größe im allgemeinen sehr klein, es sei denn, 
daß die beiden Atome mit dem Ursprung des 1X-Strahls in einer Geraden liegen. 
Die kleinen Werte außerhalb dieser Richtung liefern ein Maß für die Häufigkeit 
der Kernstöße mit großen Ablenkungswinkeln, die zur Entstehung eines scharfen 
Knickes der Wilsonspur Veranlassung geben können. 

Die vorstehenden Betrachtungen können ohne weiteres auf beliebig viele 
Atome ausgedehnt werden. Die Schärfe der Wilsonbahnen beruht nach der 
Wellenmechanik somit darauf, daß die Stoßanregung von Gasatomen durch 
1X-Teilchen im allgemeinen nur mit sehr geringfügigen Ablenkungswinkeln ver
bunden ist. 
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790f., 805ff. 

Abgeschlossene Atom
systeme 11. 

Absättigung von Valenzen 
674, 679, 694. 

Abschätzung von Linien
intensitäten 3 7. 
- Termwerten bei 
Atomen 610, 617ff.; bei 
Molekeln 649ff., 676ff. 

Abschirmung, Abschirmungs
zahl 50, 317, 619. 
beim Heliumatom 327f., 
329, 3 56, 619. 
bei inneren Elektronen
schalen 478. 

-, abgeschirmtes Coulomb
feld 711 f. 

Absorption und Emission des 
Lichtes 55ff.,261 ff., 743ff. 

- - - - -, Doppelpro
zesse 7 51. 
- - - - im kontinuier
lichen Spektrum 775. 
- - - - von Dipol
strahlung 779. 

Absorptionskoeffizient von 
K-Elektronen 475ff. 

Abstufung der Größenord
nung der Kräfte im Atom 
602, in der Molekel 624, 
645. 

Abzählung der Terme bei 
normaler Kopplung im 
Atom 607f. 
- -, im Zweizentren
system 646ff. 

Achsenquantenzahl A 578, 
593, 637, 640; A 594, 601, 
630, 645; m 578, 593, 

Sachverzeichnis. 
6ü7f.; M 594, 598, 601, 
604, 607f. 

Achsensymmetrisches Sy
stem 5 78, 593 f., 598. 

Adiabatenprinzip 21 ff., 161 f. 
- und Quantenbedingungen 

23. 
Adiabatische Invarianz sta-

tistischer Gewichte 23. 
- Stöße 709ff., 737ff. 
Alkalispektren 74, 317f., 606. 
-, Intensitäten 466f. 
Angeregte Zustände 13. 
Anomale a-Streuung 825 ff., 

829ff. 
Anomaler Zeemaneffekt 43, 

77ff., 393ff., 797ff. 
Anregungsfunktion 491, 507. 
Antisymmetrisch s. sym

metrisch. 
Äquivalente Elektronen 607f., 

615, 648. 
Aromatische Bindung 691 f. 
Äthylen 665f. 
Atomare Einheiten 273 f. 
Atomfaktor, Atomformfaktor 

493, 497, 720, 772. 
Atomgewichte 295, 793f. 
Atomkerne, angeregte Zu

stände 816ff. 
-, - - , mittlere Lebens

dauern 821 ff. 
-, Anregung zur y-Emission 

837. 
-, Bindungsenergien 788 f. 
-, Dipol- und Quadrupol-

übergänge 811 ff., 818ff., 
822. 

-, Impulsmoment 798f., 
803f. 

-,Normalzustand 787ff. 
-, Resonanzniveaus 831 f., 

836. 
-, scharfe Quantenzustände 

785 ff., 805 ff., 816 ff., 823. 
-, Stabilität gegen Zerfall 

789ff., 805ff. 
-, statistisches Gewicht und 

Statistik 794ff. 
-, Wechselwirkungen mit 

der Elektronenhülle 798ff.; 
808 ff., 813. 

Atommodell 10, 562f. 
Atom- und Ionenmolekeln 

659f. 
Atomrumpf 45. 
Atomstöße 739. 

Atomtheorie 51 ff., 600 ff. 
Atomzertrümmerung 787f., 

834ff. 
Aufbauprinzip, für Atome 

614; für Molekeln 649ff. 
Angereffekt 467, 736, 746, 

768, 809. 
Außenbahnen 46. 
Äußere Felder 19ff., 108ff., 

390ff., 428f. 
Ausschließungsprinzip Soff., 

188ff., 325ff., 587ff. 
Ausstrahlungsbedingung 697. 
Austauscheffekt, Austausch

entartung 80, 195, 334ff., 
372ff. 
bei Stoßvorgängen 499. 
704ff., 726ff., 830f. 

Austauschintegral, im Atom 
194f., 335 f., 338, 582, 
610; in der Molekel 537. 
644, 676, 680, 682f. 

Auswahlregeln 28ff., 46, 77, 
580. 
bei gleichen Partikeln 5 81, 
583, 586. 
bei Symmetrie 578f., 
593 ff. 
beim Wasserstoffatom 
431ff. 
für Prädissoziation 6 3 5. 
für Quadrupolstrahlung 
474f. 
für Ramaneffekt 672f. 
für Starkeffekt 40. 
im Atom 433f., 601, 603. 
in der Molekel, Rotation 
628ff.; Schwingung (zwei
atomiger) 627, (mehrato
miger) 667ff.; Zwei
zentrensystem 640. 
und Erhaltung des Im
pulsmoments 60. 

Azimutale Quantenzahl 28, 
36, 277; Auswahlregel4 32. 

ß-Strahlen, Linienspektren 
808ff., 813. 

-, kontinuierliche Spektren 
822ff. 

Bahnmoment und Spin
moment 185f., 236, 242, 
274, 303f., 380. 

Bahnvalenz 678. 
Balmersche Formel 34, 277ff. 
Bandentypen 631. 
Benzolring 691. 



Beryllium-Terme 347, 363, 
384, 617ff. 

Beugung von Materiewellen 
87. 

Bindende und lockernde Elek
tronen 683. 

Bindung s. chemische Bin-
dung. 

Bleispektrum 609f., 613. 
Blochsehe Methode 539ff. 
Bohrsehe Grundpostulate 

10ff., 562. 
-- Frequenzbedingung 11, 

25, 56, 743, 785. 
-s Korrespondenzprinzip 

25ff., 105. 
-s Magneton 44, 387, 392, 

798. 
Boltzmannsche Konstante 2. 
-s Prinzip 1, 6, 151. 
Bor-Terme 347, 363, 384, 

618f. 
Bornsehe Stoßtheorie 491 ff., 

703, 714ff., 717ff. 
Bose-Einstein-Statistik 197, 

258, 633, 657f., 796, 804. 
Breitsehe Differentialglei

chung des relativistischen 
Zweielektronenatoms 
375ff. 

Bremsung geladener Teilchen 
519ff. 

CH4 66 5 ; C2H 4 66 5 f. ; C6H 6 
691. 

Chemische Bindung 673ff.; 
nach London 678f.;nach 
Slater 679ff.; mit einzel
nen Elektronen 683 ff.; 
nichtlokalisierte 691 ff. 
Konstante 6. 

Comptoneffekt 57ff., 269, 
749, 771 f. 

- an gebundenen Elektro
nen 773. 

Gondonsehe Parabel 628. 
Coulombsehe Wechselwir

kung von Ladungswolken 
336ff., 537. 

-s Gesetz 33, 124, 696. 
- -, Abweichungen davon 

80Sf., 825f. 
-s Integral 336ff., 537, 610, 

642, 644, 680, 684. 

Darstellung einer Gruppe 581. 
de Broglie-Wellen 88, 830. 
Deformations- und Valenz-

schwingungen 670. 
Diamagnetismus abgeschlos

sener Elektronen-Unter
gruppen 81, 617. 

- des Heliums 402. 
Dichteverteilung der Elek

tronen im Atom 285, 364, 

Sachverzeichnis. 

620, 622ff.; in der Mo
lekel 663f. 

Differentieller Wirkungsquer
schnitt 491. 

Dipolmoment von Atomen 
615f.; von Molekeln 658f. 

Dipolstrahlung 78, 206f., 430,. 
761, 779ff. 

- bei Atomkernen 811 ff. 
Diracsche Eigenfunktionen, 

Winkelabhängigkeit 311. 
-, Radialabhängigkeit 
312, 316. 
- , Normierung 31 5 f. 
Matrizen 219, 301. 
Strahlungstheorie 201, 
250ff., 267ff., 429, 740ff. 
Theorie des Elektrons 
215 ff., 8o3, 811f. 
Wellengleichung 217ff. 
- des Einelektronen
atoms 301 ff., 311 ff. 

Dispersionsformel von Kra
mers und Reisenberg 7 50, 
760f., 780. 

Dispersionstheorie 63 ff., 
206f., 268, 750, 760, 762, 
780ff., 783f. 

Dissoziation 626, in Atome 
oder Ionen 660. 

Doppelbindung 690f. I 
Doppelbrechung 782. 
Dopplereffekt der Spektral-

linien 62, 747, 750, 774. 
Drehbarkeit einer Bindung 

689f. 
Drehimpuls 20f., 71, 185f., 

274, 276, 303f., 577ff., 
598, 798f., 803f. 
des Elektrons s. Elek
tronenspin. 

Drehsymmetrie 577ff., 592, 
598. 

Dualismus von Wellen und 
Teilchen 86. 

Dubletts, reguläre und ir
reguläre 74f., 322f., zu
sammengesetzte 467ff. 

Dublettsysteme 70, 587, 
590ff. 

Durchlässigkeitskoeffizient 
243. 

EffektiveMasse293, 371,825. 
- Kernladung 50, 74, 353, 

538. 
- Quantenzahl 45, 47. 
Ehrenfestsches Adiabaten

prinzip 21 ff., 161f. 
Eichgruppe, Eichinvarianz 

111, 233. 
Eigenfunktion 121, 131, 565. 
-, Normierung bezüglich 

eines Parameters 128. 
-, Orthogonalität 126, 128. 
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Eigenfunktion, symmetrische 
und antisymmetrische 190, 
582. 

Eigenwerte, diskrete 122, 
124f., 278; kontinuierliche 
122, 289. 

Eigenwertproblem 121, 565, 
und Variationsproblem 
130f. 

Einelektronenatom 32ff., 
73ff., 124f., Kap. 3. 

-, Hyperfeinstruktur 801. 
-, relativistische Theorie 

301ff. 
Einfachbindung 690. 
Einfangungsprozesse, strah

lungslose 716f., 729f.; 
strahlende 488f., 776 .. 

Einsteinsehe lichtelektrische 
Gleichung 7, 475. 

- Theorie des Strahlungs
gleichgewichtes 55 ff. 

Einstrahlung, positive und 
negative 56. 

Elastische Stöße 492, 497 ff., 
714, 718ff. 

-,mit Atomkernen 824ff., 
829ff., 831, 832ff. 

Elektrische Quantenzahl405. 
Elektrisches Moment, von 

Atomen 615f., von Mole
kein 658f. 

Elektron, Ladung und Masse 
273, 295; Massenäquiva
lent 788. 

Elektronenaustausch 195, 
334ff., 372ff., 499, 704ff., 
726ff. 

Elektronenradius 271. 
Elektronenspin 73ff., 176ff., 

233, 301 ff., 304ff., 324ff., 
563, 568, 596ff., 707 ff. 
im Atomkern 797, 803. 

Eleldronenstoß 13. 
-, adiabatische Lösung 709 f. 
-, Anregung zur Lichtemis-

sion 765ff. 
- , Anregungsfunktion dis

kreter Energieniveaus 
507ff. 

-, Einfangungsprozesse 
716f., 729f. 

-, elastische Streuung 497ff., 
715; Austauscheffekt 499, 
704, 726ff., 730. 

-, Energieverlust 521 ff.; 
Energieverlust und Reich
weite 522. 

-, Polarisation des Stoß
leuchtens 508ff., 512ff., 
765. 

-,stationäre Lösung 712ff. 
-, Stoßionisierung, Rich-

tungsverteilungderSekun
därelektronen 517ff., 782. 
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Elektronenstoß, Stoßionisie
rung, Geschwindigkeits
verteilung der Sekundär
elektronen 51 7. 

-, Stoßverbreiterung der 
Spektrallinien 766f. 

-, unelastische Streuung 
sooff., 716. 

-,Wirkungsquerschnitt von 
Atomen 491 f., 716f. 

Elektronenterme in Molekeln 
624f., 635ff., 664ff. 

Elektronenverteilung, im 
Atom 620, 622, in der 
Molekel 663f. 

Elliptische Koordinaten 
530ff., 572, 636f. 

Emission des Lichtes 201 ff., 
429ff., 743ff. 

-,erzwungene 56, 210, 745. 
-, spontane 56, 210, 430f., 

744f., 752ff. 
- Beeinflussung durch 
mechanische Vorgänge 
764ff. 

-, Doppelprozesse 7 51. 
Energieaustausch zwischen 

Strahlung und Materie 56, 
65. 201 ff., 743ff., 747ff. 

Energiequanten 2. 
Energieverlust beim Elek

tronenstoß 521 ff. 
- und Reichweite 522. 
Entartete Schwingungen 669. 

Symmetriecharaktere 583, 
585 ff. 
Systeme 15, 136, 565, 
79 5 ff. 

Entkoppelung von Dreh
impulsen 631, 658. 

Ersatzoszillator 781. 
Erwartungswert 11 7, 1 3 3, 

149. 

F, Feinstrukturquantenzahl 
603. 

f-Summensatz von Thomas
Reiche-Kuhn 68, 434ff., 
782. 

Fälle a, b ... bei Rotation 
von Molekeln 625, 629ff. 

Feinstruktur des Heliums 
378ff. 
der Röntgenspektren 
322ff., 467ff. 
der Wasserstofflinien 
319ff. 

Feinstrukturformel 36, 308, 
315, 316ff. 

Fermi-Dirac-Statistik 197. 
599. 633. 796, 804. 

Fermisehe Differentialglei
chung 599f. 

Fluoreszenzstrahlung 13, 
s. Resonanzstrahlung. 

Sachverzeichnis. 

Focksehe Methode 349ff. 
Franck-Condon-Prinzip 627 f. 
Franck-Hertzsche Stoßver-

suche 13, 716. 
Frei drehbare Bindungen 689. 

y-Strahlen und a-Strahlen 
814ff. 

- und ß-Linienspektrum 
808ff. 

g, u, Termindizes 59 5 f., 598, 
601, 603, 606, 632, 640, 
645. 

g-Formel 604, 613. 
Gamowsche Theorie des <X

Zerfalls 78Sf., 790f., 
8osff. 

-r Kernradius 786, 789, 
8oS ff., 826, 829, 831. 

Gasentartung 6. 
Geiger-Nuttalische Beziehung 

808. 
Gekreuzte Felder 429. 
Gerade und ungerade Terme 

595f., 598, von Atomen 
601, 603, 606, von Male
keln 629f., des Zwei
zentrensystems mit glei
chen Kernen 632, 640, 
645. 

GerichteteValenz681 f., 686f., 
689. 

Gesamtdrehimpuls bei Ato
men (J) 598, (F) 603, bei 
Molekeln (J) 628f. 

Gesamtenergie eines Atoms 
621 f. 

Gestrichene Terme 49. 
Gewirrkelte Valenz 681 f., 

686f., 689. 
Gleichartige Teilchen 112, 

188ff., 334ff., 372ff., 499, 
581 ff., 704ff., 726ff., 
830f. 

Gleichzeitigkeit von Orts
messungen 11 3. 

Grundpostulate der Bohr
sehen Atomtheorie 10ff., 
562. 

Grundterme von Atomen und 
Ionen 614f., von Molekeln 
657f. 

Grundzustand 12. 
Gruppengeschwindigkeit 

einer Welle 87, 99, 228. 
Gruppentheorie und Wellen

mechanik 176ff., 580, 679. 

h Plancksche Konstante 2, 
86, 561; n s6, 274. 565. 

Halbwertsbreite der Spek
trallinien 32, 7 54, 766f. 

Halbzahlige Quantelung 72, 
172. 

Hamilton-Operator 114. 

Hartreesche Methode des self 
consistent field 368ff., 
622ff. 

Hauptquantenzahl n 4 S, 4 7, 
52f., 315, 572. 606. 

Reisenbergsehe Unsicher
heitsrelation 86. 

-s Unbestimmtheitsprinzip 
83ff. 

Heitler-London-V erfahren 
535 ff., 641 ff., 661f., 67 s. 

Heliumatom, ältere Quanten
theorie 49. 

- , wellenmechanische Theo
rie 195, 324ff. 

-, angeregte S-Terme 349. 
-, Auswahlregeln 433f.; 

Durchbrechung der Aus
wahlregeln 424ff. 

-, Diamagnetismus 402. 
-, Dielektrizitätskonstante 

427f. 
-, Edelgascharakter 546. 
-, Eigenfunktionen 332. 
-, Elektronenaustausch 

334ff. 
-, Elektronenstoß mit Aus

tauschentartung 732ff. 
-, Feinstruktur 378ff., 382f. 
-, Grundzustand 330ff., 

353ff., 369, 617. 
-, -, Relativitätskorrektur 

383ff. 
-, Intensitäten der Fein

struktur 451 f. 
-, Ionisierungsspannung 

358f., 370f., 375. 
-, Ladungsverteilung 364, 

369, 619. 
-, Lebensdauer der Quan

tenzustände 460. 
-, Mitbewegung des Kernes 

371. 
-, Polarisation 339ff., 346. 
-, Rydbergkorrektur der 

Heliumterme 337. 339. 
-, Starkeffekt 419ff. 
-, Termschema 326, 332ff., 

348. 
- , van der W aalssehe Kräfte 

549. 
-, Virialkoeffizient 549f. 
-, Zeemaneffekt des Par-

heliums 393, 400, des 
Orthoheliums 401 f. 

-, zweiquantige Zustände 
364ff. 

Heliumatomion, Feinstruktur 
321 f. 

-, Rydbergsche Konstante 
294f. 

Heliumkern, a-Teilchen in 
Atomkernen 788f., 806, 
811. 

-, Bindungsenergie 788. 



Heliumkern, Impulsmoment 
804. 

-, Masse 794. 
-, Streuung in Helium 830f. 
Heliummolekel 65R. 
Hermitesche Matrix 131, 14'). 
- Operatoren 105, 113, 131. 
Beteropalare Bindung 674f., 

6')2. 
Homöopolare Bindung 674ff. 
Hyperfeinstruktur des Li+ 

385ff., 802f. 
und Isotopie 374, 804f. 
und Kernmoment 60}, 
797 ff. 

I, i, Kernquantenzahl Go}, 
785, 798f., 804. 

Impulsaustausch zwischen 
Strahlung und Materie 57, 
61, 747. 

Impulsmessung 93 ff. 
Impulsmoment und Spin 

tRSff., 303. 
- der Atomkerne 785, 79R ff., 

804. 
Impulsoperator 301. 
Inkohärente Streustrahlung 

749. 
Innere Quantenzahl j 70 f., 

308, 381. 
Innerer Umwandlnngskoeffi

zien t 809 ff. 
Intensität einer Spektrallinie 

430f. 
der Schwingungsbanden 
627 f.; der Rotationslinien 
632. 
der Zeemankomponenten 
433. 
von gestreuten Röntgen
strahlen 776 ff. 

Intensitätsdissymmetrie beim 
Starkeffekt 41, 4 72. 

Intensitätswechsel bei Ban
den 633. 

Interpolation im Zweizen
trensystem 640f. 

Intervallregel von Lande 604, 
613. 

Invarianz, gegen Drehung 
593 ff., 598; gegen Spiege
lung 595, 598; gegen 
Translation 577; gegen 
Vertauschung von Par
tikeln 581 ff. 
und Permanenz der Quan
tenzahlen 52 ff. 

Ionenbindung 67 5. 
Ionisierung durch elektri

sches Feld 412 ff. 
durch Lichtabsorption s. 
lichtelektrischer Effekt. 
durch Lichtstreuung s. 
Comptoneffekt. 

Sachverzeichnis. 

Ionisierung durch Stoß 51 5 ff., 
721 ff., 727 f. 

Isotope 788 ff., 804. 
Isotopeneffekt der Kernmit

bewegung 374, 804. 

j, innere bzw. Drehimpuls
quantenzahl 70f., 308, 
381, 563, 613. 

], Drehimpulsquantenzahl 
im Atom 596ff., 601, 603f., 
613, in der Molekel 628f. 

K, Rotationsqnantenzahl6}0. 
K-, L-, M-Schale 50, 52ff., 

4 76 ff. 
K-Schale, Absorptionskoeffi

zient 476ff. 
--, Richtungsverteilung ans

gelöster I jchtelektronen 
482ff. 

Kaskadensprünge 446, 460, 
7 51. 

Kern s. Atomkern. 
Kerneigenfunktionen 524 f. 
Kernelektronen, Energiesatz 

823. 
-,magnetisches Moment 

803. 
-,Spin 797. 
Kernmagneton 387. 
Kernmoment 797f., 803f. 
Kernphysik und Wellen-

mechanik, Kap. 6, 785 ff. 
Kernradins 786, 789, 805ff., 

826, 829, 831. 
Kernspin 185, 603, 633. 
Klassifikation der Terme 570, 

5 76, 580ff. 
- der Valenzen und Bin

dungen 688ff. 
Kleinsehe Paradoxien 242ff. 
Kohärenz gestreuter Materie

wellen 715. 
- und Strahlungsrückstoß 

762. 
Kohärenzeigenschaften der 

Strahlung 210ft., 758ff. 
Kohlenstoffatom-Terme 347, 

363, 384, 618f. 
Kohlenstoffatomvalenz 679, 

688. 
Kombinationsregeln s. Aus

wahlregeln. 
Komplementarität 83 ff. 
Komplementaritätstheorie 

89. 
Komplexstruktur der Spek

tralterme 70ff., 600ff. 
Kon tin uier liehe Eigenfunk

tionen 122 f., 128 ff. 
- - des \'Vasserstoffatoms 

289ff.' 297 ff. 
Kontinuierliches Spektrum 

30, 35. 

Handbuch der Physik. 2. Auf!. XXIV /1. 

849 

Kontinuierliches Spektrum 
des vVasserstoffatoms 
28')ff. 

Kontinuitätsgleichung 97, 
106, 167, 216, 377-

Koppelung, normale (Russell
Saunders), in Atomen 
75ff., 193, 602, 605; im 
Zweizentrensystem 649ff.; 
andere Koppelung in Ato
men 613. 

Koppelungsfälle, im Atom 
602; im Zweizentrensy
stem 64')ff. 

Korrespondenzprinzip 25ff., 
59, 105, 174. 
und Quantenbedingungen 
30. 
und Intensitätsschätzun
gen 37. 
und Strahlungsvorgänge 
201 ff. 

Kramers-Beisen bergsehe Dis
persionsformel 7 50, 760f., 
780. 

Kristallgitter-Bindung 692 f. 
Kugelfunktionen 126, 274ff., 

483, 551 ff. 
Kugelkreisel 671. 
Kugelsymmetrisches System 

578, 593ff. 

I, Nebenquantenzahl 578,594, 
606. 

L, Drehimpulsquantenzahl 
595, 603. 

2, Achsenquantenzahl 578, 
593, 637, 640. 

A, Achsenquantenzahl 594f., 
601, 630, 645. 

!-Entartung 278, 404. 
L-Schale 50, 52ft., 476ff. 
-, Absorptionskoeffizient 

480f. 
L-Valenz 678. 
L-Verdoppelung 631 f. 
Ladungsverteilung in Ato-

men 620, 622, in der Male
kel 663f. 
im vVasserstoffatom 285. 
im Zweielektronenatom 
364. 

Laguerresche Funktionen 
282ff., 289. 

Landes Aufspaltungsfaktor 
78, 394f., 604, 613; für 
Atomkerne 387 798. 
In tervallregel604 ,609,613. 

Laplacescher Operator 96. 
Laportesehe Regel 77, 185, 

434. 
Larmor-Präzession 43, 79. 
Lebensdauer, mittlere, von 

angeregten Quantenzu
ständen 431, 433, 754f. 

54 
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Lebensdauer, mittlere, von 
angeregtenKernzuständen 
821 f. 

Leuchtelektron 4 5. 
Lichtelektrischer Effekt 6 ff., 

475ff., 746, 774ff. 
-, Absorptionskoeffizient 
der K-Schale 476ff., der 
L-Schale 480f. 
-, Richtungsverteilung 
der Lichtelektronen 482ff., 
775. 
-, Voreilung des Emis
sionsmaximums 484ff., 

Lichtquanten 6ff., 55ff., 
61ff., 83ff., 251ff., 269, 
741, 747. 

Lichtquantenimpuls 57 f., 212, 
747. 

Lichtstreuung an freien Teil
chen 769ff. 

Lichtzerstreuung und Elek
tronenstoß 492. 

Linearität von Operatoren 
96, 105. 

Linearkombination von Ei
genfunktionen 5 72 ff. 

Linienbreite, Druckabhängig
keit 766f.; Stoßverbreite
rung 766f. 
der Camptonstreuung 774. 

Linienform in Absorption 
7 55 ff.; in Emission 7 52 ff. 

Lithiumatom,Grundterm618. 
Lithiumatomion Li+, Fein

struktur 3 82 f. 
-,Hyperfeinstruktur 385ff., 

389, 798, 802f. 
-, Ionisierungsspannung 

363, 384. 
-, Isotopeneffekt der Kern-

mitbewegung 374. 
-, Ladungsverteilung 364. 
-, Lithiumhydrid-Gitter 550. 
-, Rydbergkorrekturen der 

Terme 347. 
-, zweiquantige Terme 368. 
Lithiumhydrid, Gitterbau 

550f. 
Lithiummolekel Li2 , Grund

zustand 657, 663. 
Lokalisierte Bindung 681, 

685 ff., 689, 692. 
London-Heitlersches Verfah

ren 535ff., 641 ff., 661 f., 
675. 

Lorentzsches Triplett 43, 393. 
Lorenz-Lorentzsches Gesetz 

762. 
Lückenprinzip 81, 608. 

m, Achsenquantenzahl 578, 
593, 607 f. 

M, Achsenquantenzahl 594, 
598, 601, 604, 607 f. 

Sachverzeichnis. 

Magnetelektron s. Elektro
nenspin. 

Magnetische Quantenzahl m 
79, 81, 276, 391, 405. 
-,Auswahlregel 431f.; 
bei Quadrupolstrahlung 
474. 

Magnetisches Kernmoment 
386ff., 398, 798f., 803f. 

- Moment von Atomen 617; 
von Molekeln 660f. 

Magneton, Bohrsches 44, 387, 
392, 798. 

Massendefekt 7 8 7 ff. 
Materiewellen, Kohärenz 715. 
-,Wellenlänge 88, 92, 830. 
Ma trizerr 1 31ff. 
Matrizenmechanik 136. 
Maxwellsehe Gleichungen 262, 

268. 
Mehratomige Molekeln 664ff. 
Mehrfachstreuung 762. 
Mehrzentrensystem 664ff. 
Messung von Feldstärken 

256ff. 
Messungen erster und zweiter 

Art 152. 
Messungsbegriff 14 3 ff. 
Metastabile Zustände 14, 29. 
Methan 665. 
Mitbewegung des Atomkerns 

beim Heliumatom 371 ff.; 
beim Heliumatomion 294f. 
- - beim Wasserstoff
atom 293ff. 
- -, Isotopeneffekt beim 
Lithiumatomion 3 74. 

Modell, des Atoms und der 
Molekel 562f.; für chemi
sche Bindung 676ff.; für 
Schwingung625 ff., 666ff.; 
für Rotation 628ff., 670ff. 

Molekelspektren 654. 
Molekülbildung 524 ff. 
Morsesche Interpolationsfor-

mel 626f., 656. 
Moseleysches Gesetz 7 5. 
Multipletts 587, 592; bei 

Atomen 604; bei Molekeln 
647f. 

n, Hauptquantenzahl 572, 
606; Schwingungsquan
tenzahl 626. 

Nadelstrahlung 57, 213. 
Nebenquantenzahl k 45, 47, 

52f. 
Negative Dispersionsglieder 

67. 
Nernstscher Wärmesatz 6. 
Neutron 792, 832. 
-, ß-Zerfall und Energiesatz 

823f. 
-, Masse 832. 
-, SpinundStatistik797,823. 

Neutronenstöße, Keutronen
streuung 832ff. 

Nichtkombinierende Term
systeme 190, 326, 586. 

Nichtlokalisierte Bindung 
691 ff. 

Normale Koppelungsverhält
nisse im Atom 602, 605; 
im Zweizentrensystem 
647f. 

Normalzustand 12. 

$l, Achsenquantenzahl 598, 
629. 

Operatoren 96ff., 105, 229ff. 
-, Transformation 131. 
-,unitäre 134f. 
Operatorkalkül 111 ff. 
Optische Isomere 668. 
Organische Chemie 690 ff. 
Orts- und Impulsmessung 

90ff.' 152. 
Oszillator, harmonischer 1 ff., 

124, 755. 
Oszillatorstärke 67, 431, 435, 

781. 

Parabolische Koordinaten 28, 
296ff., 404f., 697ff. 

Paramagnetismus von Ato
men 617 f.; von Molekeln 
660f. 

Paschen-Back-Effekt 79, 
39 Sff., 799 f. 

Pauliprinzip Soff., 188ff., 
325f., 564, 587ff., 601, 
614. 

Faulische Eigenfunktionen 
309. 

- Theorie des Spinelektrons 
304ff. 

-r Lückensatz 81, 608. 
Periodisches System der Ele

mente 51 ff., 614f. 
Periodizitätssystem 15 ff. 
Phasenintegrale 17, 36, 172, 

411. 
Phasenraumzellen 3. 
Photochemische Prozesse 746. 
Photoeffekt s. lichtelektri-

scher Effekt. 
Photonen s. Lichtquanten. 
Planckscher Oszillator 1 ff. 
-s Strahlungsgesetz 2, 9, 56. 
- Wirkungsquantum 2ff. 
Polarisation von Elektronen

wellen 242. 
der Resonanzstrahlung 
758, 783. 
des Stoßleuchtens 508 ff.; 
Abhängigkeit von der 
Elektronengeschwindig
keit 512ff. 

Polarisierbarkeit eines Atoms 
64, 616; eines Atomrump
fes 46. 



Potentialberg 173, 413f., 806, 
831 f., 836. 

Prädissoziation 635. 736, 739, 
746, 768. 

Prestonsche Regel 79. 
Projektionsoperator 129, 142. 
Proton, Impulsmoment 804, 

823. 
-, Masse 794, Massenäqui

valent 788. 
-, magnetisches Moment 

798, 803. 
-, Reichweite 522. 

q-Valenz 688ff. 
Quadrupolstrahlung 29, 61, 

69, 78, 206, 473ff., 783f. 
- bei Atomkernen 811 ff. 
Quantenbedingungen 17ff., 

23, 30, 36, 172f., 411. 
Quantenelektrodynamik 

261ff., 376. 
Quantenmechanik, Kap. 2, 

83 ff.' 565 f. 
-, Grenzübergang zur klas

sischen Mechanik 166 ff. 
-, relativistische, Kap. 2 B, 

214ff. 
-, Grenzübergang zur klas

sischen relativistischen 
Partikelmechanik 240ff. 

Quantentheorie, ältere, 
Kap. 1, 1 ff. 

Quantenzahlen 17, 45, 47, 53, 
70, 81, 131, 172ff., 274, 
571, S76ff. 

Quartetts 587, 590ff. 

Radiale Eigenfunktionen des 
Wasserstoffatoms 281 ff. 

- - hochangeregter s-Elek
tronen des Heliumatoms 
352. 

Radioaktivität und Wellen
mechanik414, 786, 805ff., 
816ff. 

Ramaneffekt 63ff., 632, 672, 
749. 

Ramsaucreffekt 712. 
Rasse von Termen 579f. 
Rayleighsche Streustrahlung 

749, 781. 
Regeln der organischen Che

mie 690. 
Regelrechte und verkehrte 

Multipletts 609, 648. 
Reichweite von Elektronen, 

Protonen, cx-Teilchen 522. 
Rekombinationsprozesse, 

strahlende 488f., 776. 
-, strahlungslose 716f., 729f. 
Relativistische Quanten

mechanik 214ff. 
- Stoßtheorie 707 ff. 

Sachverzeichnis. 

Relativitätskorrektur der 
Wasserstoffatomterme 
307; des Heliumatom
Grundterms 383 ff. 

Resonanzintegrale 642f., 684. 
Resonanzstrahlung 13, 29, 

750, 752, 755ff., 7S3. 
-, Einfluß eines Magnetfel

des 7 58, 783. 
Richtungsentartung 278. 
Richtungsquantelung 20f., 

77ff. 
Richtungsverteilung von 

Lichtelektronen 482ff., 
746f., 775-
von unelastisch gestreuten 
Elektronen 500 ff., 51 7 ff., 
700ff., 723. 

Ri tzsche Variationsmethode 
330, 353ff., 572f. 

-s Kombinationsprinzip 12, 
29. 

Röntgenspektren 15 ff., 74, 82. 
-, Berechnung der Terme 

620. 
-, Feinstruktur 322ff. 
-, Intensitäten 467 ff. 
-, keine Auswahlregel für die 

Hauptquantenzahl 470. 
Röntgenbremsspektrum 

487 ff. 
Rotation, bei zweiatomigen 

Molekeln 624 f., 628 ff. ; 
bei mehratomigen 670ff. 

Rotationsfälle a, b, ... 629ff. 
Rotationsquantenzahlen 

628ff. 
Russel-Saunders-Koppelung 

7Sff., 193, 605. 
Rutherfordsche Streuformel 

299f., 497. 700ff., 824f. 
-s Atommodell 10, 562f. 
Rydbergkorrektur der He

liumterme 337, 346f. 
Rydbergsche Konstante 34, 

124, 274, 281, 359-
- - bei mitbewegtem Kern 

34, 294f., 359. 
-r Wechselsatz 76. 

S', Spinquantenzahl 597, 603, 
630f., 645ff. 

s-, p-, d-, ... Terme 578, 594, 
606. 

5-, P-, D-, ... Terme 595, 
603. 

a-, :n-, ~-•... Terme 5 78, 594, 
637, 640, 647. 

~+-, ~--, II-, LI-, ... Terme 
594, 630, 645f. 

s-, p-, q-Valenzen 689f. 
a-, :n-Bindungen 689f. 
Sekundärelektronen 515. 
Self consistent field 368 ff., 

622ff. 
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Selbstenergie des Elektrons 
269ff. 

Separierbare Systeme 571 f., 
637f. 

Siliziumspektrum 609. 
Singuletts 587, 589, 591 ff. 
Smekal-Raman-Effekt 6 3 ff., 

69, 749, 780. 
Smekalsprünge 65, 749, 780. 
Sommerfeldsehe F einstruk

turkonstante 36, 307. 
Theorie der relativisti
schen Feinstruktur 35 ff., 
309. 

Spannungstensor 107, 116. 
Spektren, von Atomen 601 ff., 

von Molekeln 6S4ff. 
Spektroskopische efm-Be

stimmung 295. 
-r Verschiebungssatz 76. 
Spezifische Wärme der Fest

körper 4ff. 
- -des Wasserstoffes634f., 

795. 
Spiegelungssymmetrie 579, 

592ff. 
Spin 73ff., 176ff., 233f., 

236ff., 274, 301 ff., 304ff., 
563, 568, 587 ff. 

Spindubletts 7 5. 
Spineigenfunktionen 310, 

325. 
Spinkoordinaten 185f., 193. 
Spinkorrektur der Wasser

stoffterme 307. 
Spinmoment und Bahnmo

ment 18Sf., 236, 242, 274, 
303f., 380. 

Spinvalenz 677ff. 
Spontanemission 56, 210, 744, 

764. 
Summenregeln für Multiplett

spektren 448ff. 
Summensatz von Thomas

Reiche-Kuhn 68, 434f., 
782. 
von Wigner 435. 

Summensätze für die Qua
drate der Dipolmomente 
436f. 

Superpositionsprinzip 84, 105. 
Symmetrie quantenmechani

scher Systeme 5 77 ff. 
Symmetriecharaktere 578ff., 

592ff. 
Symmetrische und antisym

metrische Terme bzw. Zu
stände 196f., 324, 581 ff., 
706f.; in den Kernen 
632f., 636. 

Symmetrischer Kreisel 671. 
Systeme mit Symmetrieeigen· 

schaften 5 77 ff., 592 ff. 
Schärfe der Wilsonbahnen 

837ff. 

54* 
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Schrödingersche Wellenglei
chung 106, 274ff., 324, 
565. 698. 

-s Variationsprinzip 330, 
349. 353. 572f., 617ff., 
661 f., 664. 

Schiittelwirkung 162. 
Schwingung bei zweiatomigen 

Molekeln 624ff.; bei mehr
atomigen Molekeln 666ff. 

Starkeffekt 38 ff., 48, 341, 
403ff., 419ff., 438. 

-, Intensitäten 4 ?Off. 
-, Ionisierung durch das 

elektrische Feld 412ff. 
höherer Ordnung 41. 
407ff., 410ff. 
und Feinstruktur 416ff. 

Stationäre Zustände als 
Eigenwertproblem 121 ff. 

Statistik der Elektronen 599, 
der Atomkerne 633. 657f., 
794ff., 804. 

Statistische Gewichte, adia
batische Invarianz 23. 
-von Atomkernen 795ff. 
Methode von Thomas und 
Fermi 599ff., 620ff., 663f. 

Stern-Gerlachscher Moleku-
larstrahlversuch 14, 14 5 f. 

Stickstoffmolekel 65 7 f. 
Störungsoperator 16 5. 
Störungstheorie der älteren 

Quantentheorie 19ff. 
- der Wellenmechanik 

154ff., 346ff., 572f.,712ff. 
Stoßzweier gleichartiger Teil

chen 499, 704ff., 726ff. 
- - Punktladungen 696ff. 
Stoßanregung durch cx-Strah

len 838 ff. 
Stoßdämpfung 768. 
Stöße, elastische und nu

elastische 492. 
- erster und zweiter Art 

737ff. 
Stoßionisierung 515 ff., 716. 
Stoßleuchten, Polarisation 

508ff., 765. 
-, Abhängigkeit von der 

Elektronengeschwindig
keit 512ff. 

Stoßtheorie 491 ff., Kap. 5. 
696ff., 712ff. 

-, Austauscheffekt 499. 
704ff., 726ff. 

- bei Atomkernen 824ff. 
-, Bornsehe 491 ff., 703, 

714ff., 717ff. 
-, klassische 493 f. 
-, relativistische 49 5 ff., 

707ff. 
-, stationäre Lösungen 

712ff.; nichtstationäre 
Lösungen 734 ff. 

Sachverzeichnis. 

Strahlungsdämpfung 31, 214, 
7 52ff., 782f. 

Strahlungsgesetze 2, 8, 9, 56. 
Strahlungslose Quantenvor

gänge 712ff., 716, 734ff., 
767f. 

Strahlungsrückstoß 57 f., 212, 
747. 

Strahlungsprozesse höherer 
Ordnung 747ff. 

Strahlungsschwankungen 8. 
Strahlungstheorie 59ff., 

201 ff., 210ff., 247ff., 
429ff., Kap. 5. 740ff. 

Streuformel (korpuskulare) 
von Rutherford 299f.,497, 
700ff. 
von Matt 705, 728. 
(röntgenoptische) von 
Breit 771. 
von Klein-Nishina 234, 
771 f. 

Streustrahlung 65, 208, 234, 
747ff., 769ff., 776ff., 
779ff. 

-, kohärente und inkohä
rente 749. 781. 

Streuung von cx-Teilchen 497. 
700ff., 706, 824ff., 829ff., 
832. 
von Elektronen an Vvasser
stoffatomen 497. 
- - relativistischer Ge
schwindigkeit an Atom
kernen 499f., 707ff. 
von Neutronen 832ff. 

Tauchbahnen 4 7. 
Termberechnungen bei Ato

men 610ff., 617ff.; bei Hi 
638f., 661; bei H 2 644f., 
661 f.; bei anderen Mole
kein 663f. 

Termbezeichnungen s. die 
Termsymbole. 

Terme, gerade und ungerade 
n. 

Termmannigfaltigkeit bei 
normaler Koppelung im 
Atom 607ff.; im Zwei
zentrensystem 646ff. 

Termmultiplett 587. 
Termrasse 5 79f. 
Termschema des Wasserstoff-

atoms 281 ; des Helium
atoms 326, 332ff., 348; 
der Alkalien 606; der 
Atome mit normaler Kop
pelung 609f.; von Ato
men mit anderer Koppe
lung 612ff.; für Rotation 
zweiatomiger Molekeln 
628ff.; für H,i 638f.; für 
das Zweizentrensystem 
mit einem Elektron 641; 

für H 2 650ff.; für C2H~ 
665 f.; für Atomkerne 
814f., 817, 820. 

Termsymbole 578, 594ff.,603, 
606ff., 630, 637f., 640f., 
64Sff., 665f. 

Termsysteme, nichtkombi-
nierende 190, 326, 586. 

Termtypen der Rotation 630. 
Tetraedersymmetrie 593, 665. 
Thomas-Fermische Methode 

599f., 620ff., 663f. 
Totaler Wirkungsquerschnitt 

492. 
Transformation von Opera

toren und Matrizen 131 ff. 
Transformationsgruppen von 

Hamiltonfunktionen 
176ff. 

Transformationsoperator 133. 
TripJetts 587, 589, 591 f. 

Übergangsprozesse 161. 
Übergangswahrscheinlich

keiten, spontane 27, 56, 
65. 160, 210, 238, 430f., 
440ff., 743 ff. 
für sehr hohe Quanten
zahlen 4 3 8 f. 
von Kernprozessen 810ff. 

Überschneidung von Termen 
576. 

. Unbestimmtheitsprinzip 83 ff. 
U n bestimm thei tsrela tionen 

86, 94. 
-, Verschärfung der 102. 
Unelastische Stöße 492, sooff. 
Unschärfe stationärer Zu-

stände 30, 32. 
Unsymmetrischer Kreisel671. 

Valenz 674f. 
-- und Deformations

schwingungen 670. 
Valenzstrich 674. 
Valenzwinkel 681 f., 686f., 

689. 
Variationsverfahren 330, 349, 

353ff., 572f., 617ff.,661 f., 
664. 

VektorielleZusammensetzung 
von Drehimpulsen 596, 
599. 799. 

Verschobene Terme 49. 
Vertauschbare Substitutionen 

581. 
Vertauschungsrelationen 116, 

180ff. 
Vielfachheit von Termen 589, 

592; bei Atomen 604; bei 
Molekeln 647f. 

Viererstrom 220ff., 225. 
Virialsatz 107. 
Vollständigkeitsrela tion 9 5, 

127 ff. 



van der Waalssche Kräfte 
546ff., 549, 692, 694. 

Wahrscheinlichkeitsdichte, 
Wahrscheinlichkeitsstrom 
98. 

\Vasserstoffatom, ältere 
Quantentheorie 32ff.,38ff. 
42ff., 286ff. 

-,Wellenmechanik 124f., 
274ff. 

- , anomaler Zeemaneffekt 
394f. 

-, Anregungsbedingungen 
460. 

- , Anregungsfunktionen der 
Niveaus 507f. 

-, Anregungswahrscheinlich
keit höherer Niveaus 464f. 

- , - der Energiestufen 
durch Elektronenstoß für 
kleine Ablenkungswinkel 
503. 

-, Atomfaktor für elastische 
Elektronenstreuung 497-

-, Auswahlregeln 431 ff. 
-, Austauschentartung bei 

Elektronenstoß 726ff. 
-, Dispersion 462. 
-, Energieniveaus 278ff. 
-,Feinstruktur 319ff. 
-, Feinstrukturintensitäten 

447ff., 463f. 
-, Geschwindigkeits- und 

Richtungsverteilung der 
Sekundärelektronen bei 
Elektronenstoß 51 7 ff., 
728. 

-, Intensitäten 445, 447, 
462ff. 

-, Ionisierung durch elektri
sches Feld 412ff. 

-, kontinuierliche Eigen
funktionen 289ff., 297ff. 

-, -s Spektrum 442f., 445f. 
-, Ladungsverteilung 285, 

298. 
-, Lebensdauer der Quan

tenzustände 446f., 452ff., 
458ff. 

-, Metastabilität des 2s
Terms 452ff. 

-, normaler Zeemaneffekt 
393. 

-, Oszillatorstärken 44 3. 
-, Paschen-Back-Effekt 

395ff. 
-, Quadrate der Dipol

momente 442. 
-, radiale Eigenfunktionen 

281 ff. 
-, Starkeffekt 403ff., 407ff., 

410ff. 
-,-der Feinstruktur 416ff. 
-, Stoßionisation 727 f. 

Sachverzeichnis. 

Wasserstoffatom, Übergangs
wahrscheinlichkeiten 
.J.40ff., 444. 

- , - vom Grundzustand ins 
Kontinuum 515. 

-, unelastische Elektronen
stöße 501 f. 

-, van der Waalssche Kräfte 
546ff. 

-, Wahrscheinlichkeit von 
Kaskadensprüngen 446. 

Wasserstoffatomion, negati
ves 362ff. 

-, - Ionisierungsspannung 
363. 

-, - Ladungsverteilung 364. 
-, - Lithiumhydridgitter 

550. 
-, positives s. Proton. 
Wasserstoffatomlinien 279ff. 
-, Absorption der Balmer-

linien 456ff., 461f. 
-, Aufspaltungsbilder beim 

Starkeffekt 406f., 409. 
- - beim Zeemaneffekt 396, 

399f. 
-, Aussterben der Linien im 

Starkeffekt 415. 
-,Feinstruktur 319ff. 
-, Intensitäten der Lyman-

und Balmerserie 440f., 
462f. 

Wasserstoffisotop 295, 794. 
Wasserstoffmolekül 53 5 ff., 

644, 650ff. 
-, angeregte Zustände 543 ff. 
--, Termschemata 655ff. 
-, Konstanten des Grund-

zustandes 543, 661 f. 
-, Ortho- und Parawasser

stoff 545f. 
Wasserstoffmolekülion 52 5 ff., 

637 ff., 661. 
-, Grundzustand 534f. 
-,Quantenzahlen 534f. 
-, Termberechnungen 637ff. 
Wechselwirkung gleichartiger 

Teilchen s. Austausch
effekt. 
mehrerer Teilchen 111 ff. 
zwischen Kern und Elek
tronenhülle 798ff., 808ff., 
813. 
zwischen Strahlung und 
Materie 55ff., 261 ff., 
429ff., 740ff. 

Wellenfunktion kräftefreier 
Teilchen 94ff. 

- von Teilchen im Kraft
felde 1 04 ff. 

Wellengleichung 106, bei 
Magnetfeld 1 08 ff. 

-, unrelativistische, des 
Mehrkörpeq>roblems 115. 
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Wellengleichung, Grenzüber
gang zur klassischen Me
chanik 166ff . 
für Teilchen mit Spin 185 ff. 

Wellenlänge der Materiewel
len 88, 92, 830. 

Wellenpakete 84ff., 98, 174f., 
227ff.; Reduktion der W. 
148. 

Wentzel-Kramers-Brillouin
sches V erfahren 166 ff. 

- beim Wasserstoffatom 
287ff., 410f. 

Wilsonbahnen 837ff. 
Winkel- und Wirkungsvar

iable 15, 175. 
Winkelabhängigkeit unela

stisch gestreuter Elektro
nen 500ff. 

Wirkungsquerschnitt, diffe
rentieller 49, 716. 

-, totaler 492. 
von Atomkernen gegen 
Neutronenstöße 832ff. 

Zeemaneffekt, normaler42ff., 
77ff., 390ff. 

-,anomaler 77ff., 393ff., 
601, 604f., 797ff. 

-,Intensität der Zeeman
komponenten 433-

Zentralsymmetrisches System 
578, 593ff. 

Zerfallsgesetz bei Lichtemis
sion ?55-

Zerfallskonstante der IX-Strah
ler 806ff. 

Zertrümmerung, künstliche, 
von Atomkernen 787f., 
834ff. 

Zuordnung von Termen 570, 
576; in schwachen und 
starken Magnetfeldern 
605; von Multiplettkom
ponenten und Seriengren
zen 613; im Zweizentren
system 572, 624f., 635ft.; 
beim Wasserstoffmolekül 
650f., 654ff. 

Zustände negativer Energie 
242ff. 

Zweielektronenatome, Kap. 3, 
324ff. 

-, Grundterm 359ff. 
-, Ionisierungsspannung 

363, 384. 
-, relativistische Theorie 

375ff. 
-, Rydbergkorrektur der 

Terme 347. 
Zweizentrensystem 5 72, 624f., 

635ff. 
Zwischenmolekulare Kräfte 

549f., 693f. 
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